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Resumo

No presente trabalho usamos técnicas de fisica de muitos corpos nao relativisticas para
generalizar o limite classico de sistemas quénticos de forma a incorporar misturas es-
tatisticas. Efeitos de temperatura finita sio estudados em detalhe no contexto das
versoes integravel e ndo integrdvel do modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. Os dois as-
pectos mais notaveis de nossa analise sdo: o surgimento de um novo grau de liberdade
essencialmente conectado a efeitos térmicos, ocorrendo a temperaturas suficientemente
altas e uma caracterizacio quantitativa do efeito da temperatura no volume cadtico
do sistema. Mostra-se que os efeitos térmicos sistematicamente compensam a parte
de interagdo da dinamica. Este é o caso tanto no contexto da termodinamica quanto

da dindmica a temperatura finita e acreditamos que seja verdadeiro em geral.



Abstract

In the present work we use techniques of nonrelativistic many body physics to gener-
alize the classic limit of quantum systems in such a way as to incorporate statistical
mixtures. Finite temperature effects are studied in detail in the context of the in-
tegrable and nonintegrable versions of the Lipkin-Meshkov-Glick Model. The most
remarkable features of our analysis is twofold: the appearence of a new degree of free-
dom essentially conected to thermal effects i.e., for high enough temperatures and a
quantitative characterization of the temperature on the chaotic volume of the system.
Thermal effects can be shown to consistently counterbalance the interaction part of
the dynamics. This is the case both in the context of thermodynamics and of the

thermal dynamics of the system and we believe it to be true in general.
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Introducao

A descoberta do “Caos”, uma classe de fenémenos com caracteristicas universais,
que se manifesta nas mais diversas dreas da ciéncia (biologia, medicina, metereolo-
gla, fisica, matematica, astronomia, quimica), constitui talvez uma das mais profun-
das revolugdes cientificas deste século. Em especial, a Fisica e a Matematica tém
em muito contribuido para esclarecer as origens e consequéncias deste fenomeno tao
geral e interdisciplinar. Do ponto de vista tedrico, analitico, uma conquista notavel
foi alcancada no que se refere a desvendar manifestagGes estruturais de fendémenos
cadticos através do teorema KAM [1], proposto e provado originalmente por Kol-
mogorov (1954) e posteriormente revisto e provado com detalhes por Arnold (1963) e
Moser (1962). Muito se deve também ao vertiginoso desenvolvimento tecnologico que
permitiu o estudo numeérico de problemas néo lineares e a investigagao detalhada de
modelos especificos, contribuindo muito para comprovar, modificar e dirigir hipdteses
aventadas sobre o fendmeno.

Dentro da propria fisica, o caos constitui hoje uma area de intensa atividade de
pesquisa contendo ja especializagdes, tais como, o caos em sistemas dissipativos [2, 3]
e o caos hamiltoniano [4, 5, 6]. O presente trabalho se enquadra dentro do segundo
contexto, e se propde a investigar uma extensdo do limite classico tradicional, que
permite a inclusdo de efeitos estatisticos. Em particular, efeitos de temperatura finita
em dinamicas cadticas tém sido relativamente pouco explorados. Os resultados obti-

dos nesse contexto sdo restritos ao modelo do Maser de Dicke [7, 8], para o qual,



provavelmente devido a simplicidade de sua estrutura matematica, os efeitos térmicos
na dindmica caotica sao triviais, restringindo-se a um escalonamento do espaco de
fase. Neste caso a dinamica térmica da versdo ndo integravel do modelo pode ser
completamente mapeada em sua dinamica de temperatura nula. A referida extenséo
do limite classico € baseada na seguinte idéia: tradicionalmente, o limite classico de
sistemas quanticos pode ser obtido como uma aproximacao de campo médio, na qual
os estados variacionais permitidos sdo estados coerentes de particulas ou de momento
angular [9, 10, 11, 12]. Dentro deste contexto a dindmica quantica é completamente
descrita por estados coerentes cujos rotulos obedecem a equagdes de Hamilton. Deste
ponto de vista, a extensao é natural e imediata: utiliza-se como estados variacionais
permitidos um conjunto de estados estatisticos que podem, em particular, ser escolhi-
dos como estados unitariamente equivalentes ao estado de equilibrio termodinamico
do sistema. Assim, a dinamica variacional resultante sera de carater hamiltoniano e,
através da familia de estados variacionais permitidos, podera conter efeitos térmicos.

Neste trabalho implementamos esta técnica no caso do modelo de Lipkin-Meshkov-
Glick ! em suas versdes SU(2) [13](integrdvel) e SU(3) [14] (ndo-integrdvel). Duas
razoes fundamentais nos levaram a escolha do modelo: a estrutura matematica so-
bre a qual a versdo SU(3) é construida é extremamente rica e nos permite, como
mostraremos, descobrir efeitos altamente ndo triviais provenientes da dinamica térmica,
tais como o surgimento de um novo grau de liberdade e uma investigagdo detalhada
da competicdo entre efeitos de acoplamento dindmico e da temperatura, agora nao
necessariamente relacionados a dindmica cadtica de temperatura nula. A segunda
razao € o fato de que o modelo de Lipkin pertence a uma vasta classe de modelos exa-
tamente soldveis, modelos de Curie-Weiss [15], que se caracterizam pelo fato de que

a aproximacdo de campo médio torna-se exata quando o parametro de expansao do

! Apenas para facilitar a notagio, daqui em diante, vamos nos referenciar a este simplesmente por
modelo de Lipkin.
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modelo (no presente caso este ¢ o nimero de particulas do sistema) tende ao infinito.
Em outras palavras, o modelo tem um limite classico matematicamente bem definido.
Foi concebido originalmente para servir como um “laboratério” para testar técnicas
de muitos corpos dentro do contexto da Fisica Nuclear.

Os principais resultados de nosso trabalho sdo devidos a uma investigacdo de-
talhada da termodinamica, do espectro quantico e da dinamica térmica das versoes
SU(2) e SU(3) do modelo de Lipkin.

O estudo da termodinamica da versdo integravel do modelo nos revela uma transigao
de fase de segunda ordem para valores de acoplamento maiores que um valor critico.
Neste caso, o sistema apresenta duas fases: a fase deformada, na qual a interagio tem
um papel preponderante na defini¢ao dos estados de equilibrio. Nesta fase a populagédo
meédia dos niveis é independente da temperatura e se mantem assim até que a tempe-
ratura se aproxime da temperatura de transicdo de fase. Esta mesma propriedade do
sistema se reflete no valor médio dos operadores de Casimir: a fase deformada pode
ser pensada como contendo contribui¢Ges apenas da representagio simétrica do grupo
em questdo. A partir da transicdo de fase, outras representacoes passam a contribuir.
Na fase normal, todas as propriedades termodinimicas independem do parametro
de interagdo , sendo portanto essencialmente governadas pela entropia do sistema.
Na versdo ndo integravel do modelo, dada a maior complexidade de sua estrutura
matematica, obtemos duas transi¢oes de fase de segunda ordem, caracterizando as-
sim trés fases distintas as quais denominamos fase de acoplamento forte (SCR), fase
de acoplamento intermedidrio (ICR) e fase de acoplamento fraco (WCR). Novamente
na SCR, a interagdo tem um papel predominante. Com o aumento da temperatura,
passamos a fase ICR onde os efeitos de acoplamento sdo parcialmente neutralizados
por efeitos térmicos. Finalmente, para temperaturas suficientemente altas, atingi-

mos a fase WCR, onde, como no caso integravel, a termodinamica é essencialmente
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governada por efeitos térmicos e o acoplamento passa a nao ter papel algum. O
comportamento dos operadores de Casimir é andlogo ao caso integrével.

O estudo do espectro quantico no caso integravel é bastante instrutivo por ser
suficientemente simples, mas ndo trivial, e permitir uma compreensdo minuciosa e
detalhada de sua relagdo com o limite classico. De forma analoga ao que ocorre na
termodindmica para valores da constante de acoplamento inferiores a um certo valor
critico, o espectro € quase harmoénico e limitado dentro do mesmo intervalo de energias.
A partir do valor critico o espectro apresenta dubletos quase-degenerados além de
intervalos com comportamento essencialmente harmoénicos nos extremos. O limite
classico desta dindmica também pode ser caracterizado por dois regimes. Novamente,
para valores suficientemente pequenos do parametro de interagdo , a dindmica classica
apresenta trajetérias de um unico tipo. A partir de um certo valor da constante
de acoplamento dois regimes emergem, classicamente caracterizados pelos tipos de
trajetdrias. O surgimento de uma nova familia de trajetérias pode ser associado de
maneira inequivoca aos estados quanticos “deformados”. Ja no caso da versdo SU(3)
do modelo a situagao esta longe de ser simples. As caracteristicas mais importantes do
espectro quantico no que se refere a caracterizagdo de um sistema nio integravel estdo
relacionadas as propriedades de flutuacdo do espectro, extensivamente estudadas por
D.C.Meredith [16]. A teoria de cicatrizes sugerida por E.J.Heller [17] também foi
verificada no contexto deste modelo por P.Leboeuf e M.Saraceno [18, 19, 20, 21] que
estudaram distribuicées de Husimi e sua relagdo com orbitas classicas periddicas.

O estudo da dindmica térmica revela que na versio integravel do modelo, os efeitos
térmicos sdo triviais no mesmo sentido mencionado anteriormente para o Maser de
Dicke. Existe um mapeamento exato entre a dindmica de temperatura finita e a
dindmica de temperatura nula. Em contrapartida, a riqueza estrutural intrinseca da

versao nao integravel torna o problema muito mais complexo mesmo do ponto de vista



técnico. Para se ter uma idéia, o nimero de pontos fixos da dinadmica passa de qua-
tro a quatorze. E possivel estudar seu comportamento como funcido da temperatura.
Neste caso, de maneira analoga ao que acontece com a termodinamica do modelo, trés
regimes podem ser definidos, de acordo com valores da constante de acoplamento e
temperatura. O regime de acoplamento forte mostra novamente um comportamento
simples de escalonamento com relacao a dinamica classica convencional. No entanto
tal escalonamento desaparece para outros intervalos de constante de acoplamento e
temperatura. Em particular, mostramos o surgimento de um terceiro grau de liber-
dade essencialmente vinculado aos efeitos térmicos. Neste caso, embora o teorema de
Darboux [1] nos garanta a existéncia de pares de varidveis canonicamente conjugadas
para caracterizagdo dos trés graus de liberdade, ndo fomos capazes de construi-los
explicitamente, apesar das inumeras tentativas. Felizmente a caracterizacao quanti-
tativa do volume caético do sistema pode ser feito independentemente. A integragao
direta das equagbes de Heisenberg para os valores médios dos geradores da algebra
nos permitiu calcular expoentes de Lyapunov e definir o volume cadtico do sistema.
O estabelecimento deste critério nos permitiu concluir que o volume caético decresce
em proporgao inversa a temperatura.

Brevemente apresentamos agora a forma em que o trabalho estd disposto. No
primeiro capitulo discutimos dois aspectos formais fundamentais envolvidos em nosso
trabalho. O primeiro refere-se ao esquema variacional utilizado para obter a ter-
modinamica e a dinamica classica conservativa a temperatura finita dos modelos e o
segundo é uma discussdo geral a respeito do limite classico dos modelos estudados. O
restante do trabalho é basicamente dividido em duas partes: a primeira que trata da
versao integravel (SU(2)) do modelo e a segunda que trata da versdo nao integravel
(SU(3)). A primeira parte constitui-se dos préximos trés capitulos (2,3 e 4) enquanto

que a segunda dos outros trés em sequéncia (5,6 € 7). Ambas possuem basicamente a



mesma estrutura. Um capitulo é destinado a apresentacdo do modelo, sua estrutura
quéntica e seu espectro de energia. Em outro capitulo sao estudados a termodindmica
classica do sistema, seus estados de equilibrio e propriedades termodinamicas de in-
teresse mais relevantes. Finalmente, o ultimo destes é reservado para a investigacdo
da dindmica clédssica a temperatura finita do sistema. Finalizamos apresentando as

conclusdes no capitulo 8.



Capitulo 1

Formalismo geral

Neste capitulo apresentamos dois tépicos relativos a aspectos formais envolvidos em
nosso trabalho. O primeiro destes, exposto na proxima secao , refere-se ao esquema
variacional utilizado para obter a termodinamica e a dinamica cldssica conservativa
a temperatura finita dos dois modelos estudados. Este esquema, originalmente pro-
posto por J.da Providéncia e C.Fiolhais em [22] e posteriormente reformulado em [23],
consiste em um formalismo de campo médio estdtico e dindmico apropriado a estados
gerais de mistura que fundamenta-se basicamente em técnicas de matriz densidade.
Ja o segundo tépico, encontrado na segdo 1.2, consiste em uma breve discussdo a
respeito de aspectos gerais envolvidos no limite cldssico dos modelos que estudamos.
Este limite, bem definido, ocorre quando o nimero de graus de liberdade do sistema
cresce, mais precisamente, quando o ndmero de particulas do sistema tende a infinito.
Dado que este tema é extremamente rico, amplo e foi abordado em diversos traba-
lhos, optamos por fazer apenas uma apresentacio sucinta dos conceitos elementares

envolvidos e indicar referéncias apropriadas para discussdes mais aprofundadas.



1.1 Formalismo geral de campo médio com estados
de mistura

Seja H a Hamiltoniana de um sistema geral de N particulas. De acordo com os
principios da mecanica quéntica, um estado de mistura arbitrario do sistema é descrito

pela matriz densidade D cujo trago é unitério:

Tr(D) = 1. (1.1)

Sabemos que a evolugao temporal de D é dada pela equagao de Liouville-von-
Neumann

D =1[D, H], (1.2)

que é equivalente a

D(t) = e*F* D(0) e (1.3)

Vemos que o espectro de autovalores de D permanece inalterado com o tempo.
A matriz densidade Dy descrevendo um estado de mistura estacionario satisfaz
portanto a condigdo

[Ha DO] = 0. (14)

Esta condigdo pode ser formulada variacionalmente. Para isso consideramos o
conjunto de todas as matrizes densidades tendo um espectro fixo de autovalores. Se

D, pertence a este conjunto, propomos a matriz densidade
D = UDyU' = e=*F Dye'F, (1.5)

onde F' é um operador hermiteano arbitrdrio. A condigdo de estacionariedade para a
energia leva a equagao (1.4).
Nosso objetivo é obter uma formulagao variacional de (1.2) que possa ser usada em

esquemas de aproximagio confidveis para as equagdes dinamicas exatas. Comegamos

10



escrevendo a matriz densidade dependente do tempo em termos da matriz densidade

estacionaria que satisfaz (1.4) dada por
D(t) = U(t) Do U'(t), (1.6)

onde U(t) é um operador unitario variacional (a unitariedade de ¢/ garante a in-
variancia temporal do espectro de autovalores de D). Entretanto, é tecnicamente

muito mais simples trabalhar com a forma diagonal de Dy e para isso propomos

Dy, = VDoV, (1.7)

onde Dy, é uma matriz densidade diagonal independente do tempo e V' uma trans-
formagao unitdria que também nao depende do tempo. Assim reescrevemos (1.6)

como

D(t) = U(t) Day U'(8), (1.8)
sendo o novo U(t) dado por VUI(t).
Neste contexto, Dy, e U(t) sdo restritos as formas

Dy = exp(A)/Triexp(4)) e  U(t) = exp(:S(2)), (1.9)

onde A e S sdo operadores hermiteanos de um corpo e a forma mais geral de U pode
ser parametrizada por um conjunto de varidveis complexas {1, az,...,0n}.

Consideremos a integral de agio

I= :2 Lt (1.10)
1
onde a Lagrangiana é dada por
L =Tr(Dg,UU') — Tr(DyUHU). (1.11)
Seja
U=e'F, entdo §U = —iUSF, (1.12)

11



onde d F' é um operador infinitesimal. Temos portanto que
UteU = —6UU = —iSF. (1.13)
A variacdo da integral de ac¢ao pode ser escrita por

I = (1.14)
i2 . .

- f dt{s]Tr(Dgy8UUY) + Tr(Da,USUN)] — Tr(DagdUHU') — Tr(DaUHSUMY.
t

Trabalhando termo a termo obtemos

Tr(Dg,6UUY) = Tr(UNSUU'Dg,U); (1.15)
t2 . t .
dt Tr(Dy,USUY) = Tr(Day,USUY)[2 - / ' dt Tr(Dy,UsUUUY) =
t1

ty

t .
= 1Tr(DgdF)|2 + /t “dt Tr(USUUIDGU);  (L.16)

1

Tr(Dg6UHUY = Tr(UtUHU'DyU); (1.17)
Tr(DgUHSUTUUY = —Tr(D, ,UHU'SUU') =
= —Tr(USUU'D4,UH); (1.18)

onde utilizamos (1.13) em (1.16) e (1.18). Substituindo estes termos em (1.14) obte-

I os
51 = —Tr(Da6F)|% + f: it Tr{UTJU{z%(U*Dng) +[U'DLUHY  (1.19)
e finalmente
5T + Tr[Day6F(t2)] — Tr{Dagd F(t)] = 0. (1.20)

Dado que a variacao 6 F é arbitraria, para t; <t < t», a equagdo (1.20) satisfaz o
principio de minima agao e é equivalente a equagao de Liouville-von-Neumann e por-

tanto (1.8) obedece a corretas equagdes de movimento. As quantidades Tr[Dg 0 F(2;)]
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e Tr[D4y6F(t1)] ndo tém um papel relevante fisicamente e portanto podemos sem

perda de generalidade impor que
Tr[Dy,8 F(t3)] — Tr[D4,6 F(ty)] = 0. (1.21)
Assim o principio de agdo (1.20) reduz-se a forma simples
85I =0. (1.22)

A condigdo de equilibrio estatistico é mais restritiva que (1.4) (a condigdo de
equilibrio estacionario). Os estados de equilibrio térmico devem ser encontrados, no
caso do ensemble candnico, pela minimizagdo da energia livre F' com respeito as
variacoes de D satisfazendo a condigao de normalizagio (1.1). Temos que F é dada

por

F = TNDH)+%TNDMD)=

- TMD@UHUU+%TMDQMD@% (1.23)

sendo que B € o inverso do produto da constante de Boltzmann kg e a temperatura
do sistema. A energia interna é dada por Tr(DH) e a entropia S = ~kgTr(D1n D).
A composicdo de estados mistos é assim prescrita sem ambigiiidade.
O primeiro termo do lado direito da equagdo (1.11) pode ser utilizado na busca
de variaveis canénicas (ainda que complexas) d; e 7 (j variando de 1 ao numero de
graus de liberdade Ny), enquanto que o segundo termo do lado direito desta equagao

¢ a Hamiltoniana do sistema. Desta forma teremos que

Ngi

2 - - .
L =32 (8;6; — 8;65) — H(é;, 63). (1.24)
=1
Fazendo
H(S;, 6%
lim Z020%) _ gy (1.25)
N—oo

13



obtemos a Hamiltoniana cldssica do sistema de um estado de mistura. As equagdes

de movimento sdo dadas por

a %cl

o OHa _
10 = —— _—65;.

] 86] - Z(Sj

(1.26)

Ha uma situagdo em nosso trabalho, como veremos no capitulo 7, onde nao foi
possivel encontrarmos os pares de varidveis candnicas {J;,d;} para o modelo de Lip-
kin SU(3) a temperatura finita. Apesar do teorema de Darboux [1] garantir suas
existéncias ndo encontramos meios ou métodos eficazes para encontra-las. Sendo as-
sim, um procedimento alternativo, baseado em [24](pag.60), foi tomado: obtemos as
equacOes de movimento a partir das equagdes de Heisenberg validas para a evolugédo
temporal dos valores médios dos geradores da algebra de Lie em termos dos quais a
Hamiltoniana do especifico modelo é expressa.

Seja um operador A tal que
A(t) = UB)AOUT(2), (1.27)

onde A(0) = A. Entdo a equagio de movimento de Heisenberg é obedecida e pode
ser calculada por
d

i—-A(t) = [A(t), H] = U(t) [A, H] Uut(t). (1.28)

A evolugdo temporal do valor médio deste operador é dada por

S A) = i U AQY) = () LA, HIU' (1), (1.29)

Considerando o caso de interesse particular aqui, onde A assume o papel dos

geradores do grupo, a evolugio temporal de seu valor médio é dada portanto por

i%Tr(DngAUT) = Tr(Dg,U[A, HIUY). (1.30)

14



1.2 Aspectos gerais a respeito do limite classico
dos modelos estudados

O principal motivo que nos levou a trabalhar com os modelos de Lipkin SU(2) e
SU(3) deve-se ao fato destes serem modelos 1/N, ou ainda, por pertencerem a classe
de modelos de Curie-Weiss ou modelos de campo médio como sdo comumente referidos
[15]. Esta caracteristica torna-os adequados & analise que se propde fazer neste pro-
jeto,ou seja, a pesquisa dos efeitos de temperatura nas dinamicas classicas de sistemas
integraveis ou cadticos. A Hamiltoniana de cada um destes modelos é de uma particu-
lar forma que permite uma expansio em série de poténcias em um parametro 1/N de
modo que um limite assintdtico seja atingido para N — co. Mostra-se que este é seu
limite classico, onde flutuagdes e correlagdes quanticas desaparecem [25, 26]. Deste
modo o parametro 1/N assume o papel tradicionalmente ocupado por % no limite
classico de sistemas quanticos.

Em [25], L.G.Yaffe afirma que expansdes 1/N e limites de grandes N como limite
classico ocupam lugares muito mais amplos no cendrio da fisica, ndo sendo restritos
apenas a nossa classe de modelos. Abrangendo teorias desde a mecanica quantica
de uma particula puntual movendo-se em um potencial central de dimensdo N, pas-
sando por modelos de spins com N spins quanticos até teorias quénticas de campos
contendo potenciais de gauge SU(N), o limite de N — oo reconhecidamente simpli-
fica drasticamente a dindmica dos sistemas. Além do mais, expansdes 1/N tém sido
aplicadas em propdsitos outros que os que temos aqui. Como exemplo, pode-se citar
que no contexto da cromodinamica quantica (QCD) é utilizada na busca de métodos
confiaveis para analises dinadmicas.

Por estas razdes, muitos métodos tém sido propostos para a solugdo do limite de
grandes NV e 0 que hd de comum entre estes, segundo Yaffe, baseia-se no seguinte fato:

Em toda teoria conhecida por ter um razoavel limite de grandes IV, o valor esperado
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de qualquer produto de operadores (razoaveis) AB satisfaz a relagso de fatorizagio

(AB) = (AN(B) + O(1/N) + ... (1.31)

Assim a variancia de qualquer operador se anula para N — oo

lim ((A?) - (4)?) =0. (1.32)

Neoo

Esta equagdo mostra que flutuagdes tornam-se irrelevantes ao menos para um
conjunto de operadores a medida que N tende a infinito. Assim, em algum sentido
teorias quanticas de grandes N comportam-se como teorias classicas. Dado que sao
satisfeitas uma série de exigéncias que explicitamente isolam a estrutura minima que
uma teoria quantica deve possuir a fim de ter um limite cldssico, efetivamente pode-
mos entdo construir um espago de fase, definir um colchete de Poisson consistente e
encontrar uma Hamiltoniana cléssica tal que a dindmica classica resultante concorde
com a forma limite da dinamica quantica original.

Entre outras, uma referéncia que indicamos fortemente é o trabalho de P.Kramer
e M.Saraceno [24], onde a geometria do principio variacional dependente do tempo
na mecanica quantica é estudada. Este principio é uma formulagdo da equagao de
Schrodinger dependente do tempo através da variacdo do funcional de acdo. Para
parametrizagBes das funcdes de onda com um conjunto finito de parametros reais ou
complexos, esta formulagio leva a equagdes de movimento de primeira ordem. Estas
equagdes de movimento podem ser interpretadas como equagoes hamiltonianas, dado
que uma certa matriz seja inversivel. Esta matriz é essencialmente composta das
derivadas das sobreposicoes de estados parametrizados, tomadas em relagdo a pares
de parametros. Parénteses de Poisson ou a estrutura simplética desta formulagio
hamiltoniana sio dados em termos do inverso desta matriz. As referéncias [19, 27, 28],

apesar do restrito acesso, também sao indicadas.
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Os limites classicos dos modelos com os quais trabalhamos ji sdo conhecidos.
Encontramos resultados para o modelo de Lipkin SU(2) obtidos através de estados
coerentes em [29, 24, 30] e através da aproximacdo de Hartree-Fock dependente do
tempo em [31, 32). Para o Lipkin SU(3), andlises cldssicas do modelo realizadas a
partir de estados coerentes sdo encontradas em [33, 16, 18, 19, 20, 21].

No caso do modelo SU(2), a dindmica cldssica é unidimensional, portanto in-
tegravel dado que o sistema é conservativo. No limite cldssico de sistemas quanticos
de spins, os valores esperados dos geradores da algebra sio substituidos por vetores
cldssicos que se movem sobre uma superficie esférica unitaria (veremos isso no capitulo
4). Sendo os geradores da &lgebra de Lie de nossos modelos definidos como varidveis
extensivas do sistema, natural é dividi-los por N. Assim sendo, os comutadores dos

geradores da algebra escalados, como por exemplo,

(1.33)

[ﬁ Jo ] _ 2hJ,
N’ N|~— N2
anulam-se para N — co. Um tratamento formal do limite cldssico desta classe de
sistemas, realizado por E.H.Lieb em [34], prova que quando J — oo, mas depois do
limite termodinamico (N — o), a energia livre do sistema (ou a energia do estado
fundamental) é igual ao valor cldssico. Isto veio a implicar na verdade que estes dois
limites comutam, pois jd se sabia que a ordem inversa destes leva ao limite classico.
Referenciamos ao trabalho [28] para uma boa discusséo sobre este tema.

J& o modelo SU(3) possui uma dindmica cldssica néo integravel em um espago
de fases de quatro dimensdes, apresentando movimento caético para determinados
intervalos de energia e parametros de interacao .

Neste trabalho, vamos utilizar o procedimento apresentado na se¢io anterior para
obter a dindmica clédssica a températura finita dos modelos. Mais precisamente,
através da expressdo (1.11) ou de (1.30). O primeiro termo do lado direito de (1.11)

é utilizado na busca de varidveis candnicas, enquanto que seu segundo termo, quando
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escalado por N e tomado seu limite de N — oo, fornece a Hamiltoniana classica do
sistema. As equagdes de movimento sio dadas por (1.26). Na situagdo em que néo
encontramos os pares de variaveis candnicas, obtemos as equagoes de movimento para
os valores médios dos geradores da algebra de Lie em termos dos quais a Hamiltoniana
do modelo é expressa a partir de (1.30).

Para que os estados de mistura correspondam a estados de equilibrio térmico
devemos minimizar a energia livre do sistema e j& que isto € necessario, aproveitaremos

para estudar as propriedades termodinamicas dos modelos de forma mais detalhada.
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Capitulo 2
O modelo de Lipkin SU(2)

2.1 O modelo.

Como proposto originalmente por Lipkin, Meshkov e Glick [13], o modelo consiste em
N férmions interagentes distribuidos em dois niveis ou camadas de degenerescéncia
N = N separados por uma energia ¢. Cada estado de particula dnica é definido
por dois nimeros quéinticos: ¢ que pode assumir valores +1 (se a particula estd
no nivel superior) e —1 (se estd no nivel inferior) e p que especifica o particular
estado degenerado dentro da camada, portanto tendo valores inteiros de 1 a N. A
Hamiltoniana do sistema é dada por

1 N 1 N N ;
Hege $ Sodan -1V T X3 ahyabtystys +

o=%1p=1 o==%1p=1p'=

N
a;f,aa;,_aap:,ap_, ; (2.1)
=1 :

—W T3

o==1 p=1p’
onde a;, e a,, sdo respectivamente os operadores fermionicos de criagao e aniquilagdo

de uma particula no estado p do nivel o que obedecem as relagdes de anti-comutagao

usuais [35, 36, 37]
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— 1 _ 1 —
[apdv aP’U’]+ - [a;d’ap'a’]+ =0, [GPU’ ap’a’]+ = é.171"6"“"’7

(2.2)

onde [...]; indica o anti-comutador de dois operadores, ou seja, [a, 8], = af + Bo.

V e W sdo parametros especificando as intensidades das interagGes.

O primeiro termo de interacio, proporcional a V, espalha pares de particulas

pertencentes a um mesmo nivel, enquanto que o segundo espalha pares de particulas

pertencentes a niveis diferentes. Ambos nao alteram o valor de p. Esta simetria é

fundamental para a simplificagdo do problema como veremos a seguir.

Definindo os operadores de quase-spin

N
J, =

1 1
[a'p+1ap+1 = Op_18p-1]
p=1

[N

N
Ji = Jl= Z a;_l_lap_l,
p=1

que obedecem as regras de comutag¢io do grupo SU(2),

[V Js] = £Js, [Ty, J_] = 2J,,

a Hamiltoniana passa a ser expressa na forma

H=el — %V(Ji +J2) - %W(J+J_ A

(2.6)

Dado que o operador de Casimir do grupo J? = § (J4J- + J_J4)+J? comuta com

H, a matriz hamiltoniana de ordem 2V é subdividida em blocos que néo se conectam.

Cada bloco corresponde a um particular subespago vetorial de ordem 2j + 1, ou seja,

a uma particular representacao irredutivel caracterizada pelo valor de 7, onde 7 é o

numero quéntico que usualmente rotula os autoestados de J* e J, e que ndo ¢ alterado

pelos operadores do grupo. Explicitamente (fazemos & = 1)

20



J%j,m)

3+ Dlgym), (2.7)
Jeljym) = mlj,m). (2.8)

Para um sistema sem interagdo (V = W = 0), o estado fundamental possui as N
particulas no nivel (camada) inferior, j assume seu méximo valor (N/2) e J, tem seu
minimo autovalor (—N/2). Este é o estado de menor peso da major representagio
irredutivel, que possui estados simétricos em relagdo a troca de particulas e dimenséo
N + 1. Muitos dos trabalhos na literatura restringem-se ao estudo do modelo a partir
deste multipleto. Notadamente, o limite classico obtido a partir de estados coerentes
[9, 12, 38, 29, 24, 11].

Outra simetria da Hamiltoniana é a conservagao da paridade do nimero de particulas
em cada nivel, ou seja, estados com nimero de particulas par (ou impar) no nivel su-
perior sé interagem com estados com esta mesma caracteristica. Isto divide os estados
de cada um dos multipletos em dois conjuntos, reduzindo ainda mais as dimensoces
minimas das matrizes a serem diagonalizadas. Em cada um destes conjuntos, os au-
toestados de energia sdo expressos como combinagdes lineares dos vetores da base
|7,m), tais que diferencas entre os seus autovalores de J, sejam multiplas de dois.
Isto implica, no caso de N par, na conservagio da paridade destes autovalores. Essa

simetria de H vem de sua comutatividade com o operador

A A

II = exp (inJ,), (2.9)

conhecido como operador paridade [39]. Efeitos de quebra desta simetria em um
espago de fase discreto foram estudados recentemente em [40] para uma versio esten-
dida do modelo.

Para V = 0, os autovetores de H s&o os mesmos de J,. Observe que o termo de

interac@o proporcional a W conserva a forma diagonal da Hamiltoniana nesta base.
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A fim de que os termos de interagdo tenham as mesmas ordens de grandeza que o
termo livre a medida que o nimero de particulas cresce, condigdo necessaria para a e-
xisténcia do limite termodinadmico, € conveniente definirmos os parametros de in-
teracao escalados

V(N -1) W(N -1)

X = ———= e K = ———=, (210)
[2 €

Isto ja sugere algo que serd abordado na proxima segdo : o cardcter 1/N do

espectro do sistema.

2.2 Sua solugao exata e o espectro de energia

Varias caracteriticas deste modelo tornam sua solucido exata interessante e muito
elucidativa. A primeira destas caracteristicas é a de que o modelo possui um espago
de Hilbert finito. Assim sendo, inexistem problemas com truncamentos da matriz
hamiltoniana. A solugdo de sistemas com espaco de Hil}:)ert infinito, por vezes, torna-
se uma questdo tecnicamente delicada onde até mesmo a escolha da base vetorial
na qual se expressa a Hamiltoniana pode influenciar drasticamente a convergéncia e
qualidade dos resultados [41].

Outra caracteristica deve-se ao fato deste se tratar de um modelo 1/N. Isto sig-
nifica que existe um paridmetro de expansido 1/N (no presente caso N é o numero
de particulas) no qual o espectro de energia pode ser expandido em uma série de
poténcias. Assim sendo, o espectro tende a um limite assintético a medida que
N cresce, atingindo uma curva universal para N — oo que dependera apenas dos
parametros de interacdo do modelo. Este é seu limite classico, onde flutuagdes e
correlagbes quénticas desaparecem [25, 26].

Com solugio analitica simples em alguns casos e numericamente soluvel em todos,
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a matriz hamiltoniana explicitamente escrita na base dos auto-estados de J, € dada

por

(Gym'[Hlj,m) = {em = W[j(j + 1) = m?]} (G, m'|j, m) +

1% o -
=5 A mlgm+ 2)+ Asda(fym'lsm = 2)}, (2.11)

onde

Mh = iG+) —mm+1) JiG+1) - (m+1)(m+2), (2.12)

Mde = iG+1) =mm=1) i(i+1) = (m=-1)(m—2), (2.18)

—7<m<y € j=ﬂ, (ﬁ—l),...,Oou l (2.14)
2°\2 2

Vemos que os elementos de matriz, além dos pardmetros de interagio do sistema,
sdo fungoes explicitas apenas dos parametros de quase-spin. Entretanto, sabemos que
estes em seus limites superiores e inferiores, e consequentemente todos os outros, estao
vinculados a N.

Observando a eq.(2.11) notamos que os termos proporcionais a € sdo de ordem N,
enquanto que os de interacdo sio de ordem N?, tornando natural a definigdo (2.10)
dos parametros escalados x e k. Além do mais, H é uma matriz esparsa, € em sua
forma mais geral € tridiagonal.

Vamos analisar os autovalores de energia E, escalados por Ne em funcdo de
n/Nmaz, onde n é o rétulo do nivel e n,.; € 0 maximo n, isto é, o numero de
auto-estados da representagdo irredutivel. Verificaremos sua dependéncia com os
parametros do sistema NV, x € .

Iniciamos o estudo do espectro observando o caracter 1/N do modelo a partir da

representacao irredutivel simétrica apenas para que as figuras fiquem claras. Na figura
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2.1, fixamos os parametros de interagdo e variamos o numero de particulas. A figura
2.1(a) corresponde a x = 0,6, enquanto que 2.1(b) a x = 6,0; em ambos os casos &
é nulo. A medida que N cresce, a densidade de niveis aumenta e os autovalores de
energia tendem a uma curva assintdtica e continua.

Para interagdes nulas, o espectro é harmoénico, limitado ao intervalo —1/2 < F <
+1/2. Para valores de x + & entre 0 e 1, observamos uma variagio suave em torno do
espectro de interacdo nula, mas sem haver alteracdo dos valores extremos 1/2 e —1/2
como mostram as figuras 2.2 e 2.3.

Contudo, quando a soma dos parametros de interagdo excede a unidade, o espectro
apresenta uma mudanga de comportamento. Para x nulo e ¥ > 1, o espectro é
simétrico em torno de zero e devido a esta interacdo de dois corpos, os limites inferiores
e superiores expandem-se além do intervalo [-1/2,+1/2]. Para |E| > 1/2 surgem
degraus de dubletos de autovalores, de modo que um dos auto-estados do dubleto
tem seu autovetor expresso como uma combinacdo linear dos autovetores de J, com
autovalores pares e o outro auto-estado relaciona-se aos autovalores impares. Para
|E| < 1/2 o comportamento do espectro continua sendo aproximadamente harménico.
Veja a figura 2.2.

Ja para x nulo e kK > 1, ndo existe simetria em torno do autovalor de energia
nulo. Para k > 0, os limites superiores ndo sao alterados, enquanto que os inferiores
dilatam-se além de —1/2, a partir do qual, as estruturas de dubletos surgem, porém
menos nitidas devido ao fato de as distancias dos degraus diminuirem a proporgao
que os autovalores de energia diminuem (figura 2.3). Aqui cada dubleto relaciona-se
a uma unica paridade dos autovalores de J,. Na regido de energia entre —1/2 e 1/2,
a inclinagdo do espectro é bem mais acentuada do que nos casos onde « = 0.

A troca de sinal de x (interacdo atrativa — repulsiva) nio altera o espectro de

energias do sistema. Ja a troca de sinal de « gera a reflexdo do espectro observada na
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figura 2.3.

Quando as duas interacdes estdo presentes, as caracteristicas destas se fundem,
hora de modo competitivo, hora de modo construtivo. Na figura 2.4, vemos que auto-
valores de energia maiores que 1/2 s6 existem na situagio onde x é maior que k. Uma
inspegdo mais detalhada mostra que estes surgem quando x > « + 1. Ja na situagdo
inversa, x < K, para valores de energia préximos, mas inferiores a —1/2 nio encon-
tramos a estrutura de dubletos bem definida, mas a medida que a energia diminui,
tornam-se evidentes com o crescimento dos espagamentos entre estes (comportamento
inverso ao verificado na ﬁgura 2.3).

As figuras 2.5 ilustram o comportamento de todos os autovalores de energia, inclu-
sive os das representagoes irredutiveis anti-simétricas para x = 5 e k nulo para 10 e 30
particulas. O eixo das abscissas correspondem ao nimero quantico j que caracteriza

o multipleto.

A transi¢io de comportamento do espectro do sistema que ocorre a x +x =1 ¢€
uma caracteristica fundamental do modelo e como veremos a seguir possui importantes
implicagdes na termodinamica do sistema e na dindmica cldssica a temperatura nula

e finita.
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Figura 2.1: Autovalores de energia E, [ Ne versus n/nmqe, calculados para varios valo-
res de numero de particulas N e parimetros de acoplamento fixos para a representagao
irredutivel simétrica. Em ambos casos k é nulo. Em (a) , tomamos x = 0,6 e em (b)
x = 6,0 que correspondem respectivamente a valores inferior e superior a Xerit = 1,0.
Nmez corresponde ao nimero de auto-estados do multipleto, sendo N +1 para a repre-
sentagdo simétrica. Em(a) os pontos foram unidos somente para efeito de visualizagao,
sendo as curvas continuas apenas no limite N — oo.
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-1.0
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Figura 2.2: Autovalores de energia E,/Ne versus n/nm.. calculados para N = 90
e k nulo para os valores indicados de x (apenas representagdo irredutivel simétrica,
Nmez = N+1). As linhas tracejadas mostram os valores maximos para o espectro para
X < 1,0. Os caracteres vazios correspondem a autovalores de energia pertencentes ao
conjunto dos autovalores de J, impares, enquanto que os preenchidos aos autovalores
pares. Note que para x > 1,0, cada auto-estado dos dubletos pertence alternadamente
aos dois conjuntos e que o espectro é simétrico em torno do autovalor de energia nulo.

A inversao do sinal de x néo altera o espectro.
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Figura 2.3: Autovalores de energia E,/Ne versus n/nmq; calculados para N = 90
e x nulo para os valores indicados de k (apenas representagdo irredutivel simétrica
Nmaz = N +1). As linhas tracejadas mostram os valores maximos para o espectro para
k < 1,0. Como na figura anterior, os caracteres vazios correspondem a autovalores
pertencentes ao conjunto dos autovalores de J, impares, enquanto que os preenchidos
aos autovalores pares. Aqui cada um dos dubletos de energia, existentes para |k| >
1,0, relaciona-se a uma dnica paridade dos autovalores de J,. Distintamente da figura
anterior, para k # 0, o espectro ndo é simétrico em torno do autovalor de energia nulo
e a troca do sinal de k produz uma rotagio de 180° no espectro de autovalores.
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Figura 2.4: Autovalores de energia E,/N¢ versus n/nmq, calculados para N = 90 e
pardmetros de interacdo indicados (representagdo irredutivel simétrica). Como nas
duas figuras anteriores, as linhas tracejadas indicam os valores méximos do espec-
tro para x + k < 1,0 (regido “harménica”). Também aqui, os caracteres vazios
relacionam-se a paridade impar dos autovalores de J, , enquanto que os preenchidos
aos autovalores pares. Autovalores de energia maiores que 1/2 sé existem quando
x> k+1.
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Figura 2.5: Autovalores de energia E,/Ne¢ versus j para todas as representagées
irredutiveis para (a) N = 10 e (b) N = 30 e pardmetros de acoplamento fixos. Note
que os valores de j sdo todos inteiros e que autovalores de energia muito préximos

foram separados horizontalmente apenas para serem visualmente distintos. Em (a)
os pontos foram artificialmente unidos apenas para efeito de visualizagdo também.
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Capitulo 3

A termodinamica do modelo

Quando tratamos sistemas com ndmero finito de particulas, a termodinamica do mo-
delo é solivel ao menos numericamente. J& para limites de grandes N, que aqui
equivale ao limite cldssico’ a abordagem de campo médio torna-se exata possibili-
tando uma solugdo quase toda analitica, onde o comportamento e as caracteristicas
termodindmicas sdo evidenciadas. Iniciamos construindo os estados de equilibrio a
partir de uma técnica variacional e logo a seguir calculamos as propriedades ter-
modindmicas relevantes do sistema, enfatizando o comportamento de sua transi¢do
de fase. Finalmente, comparamos estes resultados com os obtidos pelo célculo exato

para N finito, mas suficientemente grande. 2

3.1 Os estados de equilibrio

O ensemble candnico torna-se a escolha mais natural para a analise do modelo dado
que o numero de particulas do sistema é constante. Entretanto esta escolha néao tera
qualquer influéncia em nossos resultados, pois o limite termodindmico (N — oo) sera

tomado [15].

!Dado que desde o principio consideramos k = 1, o limite cldssico é obtido aqui escalando-se
os valores esperados dos geradores do grupo por N e entdo tomando-se o limite de N — co. Este
procedimento é anélogo a tomarmos J — oo, A — 0, 2J finito.

20s resultados principais deste e do préximo capitulos encontram-se publicados em [42].
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A aproximacdo de campo médio é introduzida em nossa analise apenas na matriz

densidade. Para isso definimos

Do = K exp(—Bhcu), (3.1)

onde K € o termo de normalizagido e a Hamiltoniana de campo médio tem a forma

mais geral possivel em termos de operadores do grupo, isto é,

hey = and, + aody + a;J_. (32)

Dado que o grupo SU(2) possui trés geradores independentes, teremos trés pardmetros

variacionais {e;} que serdo obtidos minimizando-se a energia livre do sistema

BF = BTr(DoH) + Tr(DoinDo), (3.3)

onde (3 relaciona-se com a temperatura como 3 = k,+T e kg €é a constante de Boltz-
mann. Note que H no primeiro termo do lado direito da equagao acima é a Hamilto-
niana exata (2.1).

Contudo, trabalhar com a forma diagonal da matriz densidade Dy é tecnicamente

muito mais simples e para isso definimos

D =UDoU' = K'e* onde a € &, (3.4)

U=expli(zJ; + 2" J-)] ez€C. (3.5)

Assim, a energia livre pode ser escrita como
BF = BTr(U'DUH) + Tr(DIln D) =
= BTr(DUHU") + Tr(D1n D). (3.6)
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Os parametros variacionais serao agora o, z € z™ e sao dados em fun¢ao da tem-

peratura e dos parametros de interagdo. Calculamos entdo, utilizando a relagao

eABeA = 3 % (4,4, ..., [4, B...]], (3.7)
= n colchetes
as quantidades:
& = Tr(DUJ,UY) = Tr(DJ,) cos(2Vzz*), (3.8)

& = Tr(DU(J: + J2)U') = —[Tr(DJ,))? (NA_, D Z'Z:,zz sin? (2vzz7),  (3.9)

& = Tr(DU(J4J- + J-J)UY) = 2Tr(DJ;) cos(2Vzz*) +
+ 2cos* Vzz*[2Tr(DJ?) — Tr(DJ;)] + (3.10)
+ 8sin? Vzz* cos? Vzz* Tr(DJ?) 4 2sin* v 2z*[2Tr(DJ?2) + Tr(DJ,)),

€&s=Tr(DlnD) = oTr(DJ,)—InTr(D)=

oTr(DJ,) - Nla [2 cosh (g)] (3.11)

onde (para detalhes de calculo, veja Apéndice A)

Tr(DJ,) = —j;tanh (g) (3.12)
Tro(DJ?) = %{(N—l)ta.nw (5)+1}, (3.13)
Tr(DJ?) = Tr(DJ;)=%£, (3.14)
Tr(DJ,) = Tr(DJ,) =0, (3.15)
Tr(DJ,J;) = 0 parai=z,y,+ — (3.16)
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A energia livre portanto é dada por

1
B

Analisando a dependéncia de F em relagio ao parametro z, notamos que basta

F=&—%&—%&+€+ (3.17)

considerarmos a parte imagindria deste a fim de minimizarmos a energia livre para

interacdes atrativas. O termo £, é positivo definido para z imaginario puro e negativo

definido para z real. Desta forma, o termo proporcional a V sempre contribui para
minimizar a energia livre, quer seja para interagdes atrativas (V ou x > 0), quer seja
para repulsivas (V ou x < 0). J& o termo £3 € positivo definido para qualquer z e
portanto o termo de interagio proporcional a este sé contribui para minimizar F' se a

interagdo é atrativa (W ou k > 0). Assim sendo, definimos

z=0/2, onde 6 é um mimero real, (3.18)

a partir do qual a transformagao unitaria U passa a ser simplesmente uma rotagao de

um &ngulo § em torno de J,, isto é, U = e'®/v. Explicitamente teremos

UtJ,U = J, cosf — J, sin 6, (3.19)
UtyuU =J, (3.20)
UtJ,U = J, cos 6 + J, sin 6. (3.21)

Obtemos entdo a forma final da energia livre

F = ¢ecos 0]—;- tanh (g) —(V+W) sinzﬁg(N — 1) tanh? <§)+

+%gtanh (g) - —g—ln [2 cosh (g—)] - @ (3.22)
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Consideramos pois que esta expressdo escala com N apés substituirmos V e W

por x e k respectivamente. Chegamos assim a energia livre por particula no limite de

N = oo:

=~ F _ cosf a\  ex+k) . 2 2(2)
F= N =5 tanh<2> T 6 tanh 5 +
a 1 a
ﬁtanh( )—-Eln 2 cosh <5)] (3.23)

Minimizando-a em relagio a a e 6

oF . N a , N ) (@
5 = —esin 0? tanh <§> —¢(x + k) sin 6 cos 0? tanh <—2—> =0, (3.24)
oF

of _ X - in? 6tanh? () + 51 cosh™? (5 =
e 1 {ecosﬂ ve(x+m)sm 6 tanh 5 +[3 cosh 5 =0, (3.25)

encontramos duas solucdes que correspondem a duas fases respectivamente:

Fase Normal:

=0, (3.26)
a = —fe, (3.27)
Fase deformada:
cosf = —& (3.28)
o’
a = (x + k)Betanh (g) (3.29)

A solugdo normal ndo depende absolutamente de x e x, portanto sendo um extremo
da energia livre para qualquer intensidade de interacao e temperatura. Para 8 < 3,
é um maximo de F, passando a ser um minimo , como veremos, quando a solugio
deformada inexiste (8 > f..). Corresponde a situagéo onde a interagéo nao tem qual-
quer papel e o sistema se comporta como o de particulas independentes. Substituindo
(3.26) e (3.27) em (3.4) verificamos que a matriz densidade Do = Ke=#(¢/s) = Ke=FHo,
ou seja, a Hamiltoniana de campo médio resume-se precisamente ao termo livre da

Hamiltoniana exata.



As solugdes das equagbes transcendentais (3.28) e (3.29) sdo encontradas numeri-

camente e apresentadas em funcéo de 3 para dois valores de (x + «) na figura 3.1.

0 1.0
(a) (b)
i 0.8
-10 | ]
o 0.6 N
T -I5F . g -
i X+x=5,0 ] S
r ] 04 -
20 | ] .
i : k x+x=5,0
25 L_ _ 02 r
: ]
-30 ! — 0.0 :
0 2 4 6 0 2 4 6
B B

Figura 3.1: Relagdo entre os parametros variacionais o (a) € 8 (b) e o inverso da
temperatura do sistema (3 na fase deformada para dois valores da soma dos parametros
de interagdo (x + k). Note que esta fase s6 existe para (x + k) < 1.

Também a partir destas equagdes, vemos que para que a solugéo deformada exista,

algumas condicdes devem ser satisfeitas:

X+k>1 e 0<T<T,, (3.30)

onde T, é a temperatura de transicdo de fase. Esta ocorre na situagdo critica onde

6 = 0 e é dada pela equacio

Ber = -z-arg tanh (

€

) . (3.31)

A relagdo entre 8., € x + k € mostrada na figura 3.2 para ¢ = 1. Vale lembrar que

X+EK

estamos considerando apenas interacoes atrativas.
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Figura 3.2: A temperatura critica inversa, onde ocorre a transicido de fase, como
fungdo da soma dos parimetros de interagdo (x + ). O valor critico (x + k) =1
é indicado. A regido acima da curva corresponde a fase deformada, enquanto que a
inferior e a esquerda a fase normal.

Esta transigdo de fase também foi encontrada nas analises de R.Gilmore e D.H.Feng

[29, 30] onde o problema é abordado dentro do contexto da teoria de catdstrofes.

3.2 Propriedades termodinamicas

Além da energia livre (eq.(3.23)), podemos calcular as seguintes quantidades ter-
modindmicas de interesse do sistema em funcdo da temperatura para o estado de
equilibrio:

A energia interna

= Tr(DH') cosf (a) (x+£) ., 9 (a)
E= Ne = tanh 5 7 Sin 6 tanh 5 ) (3.32)
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A entropia

s S _ Tr(DlnD) « o [ (3)}
S-kBN— N = 2tanh<2>+ln 2 cosh 5 )| (3.33)

A média do operador J,

N T2

;
(L) = Tr(DUJ,U')  cosb tanh (g) (3.34)

O calor especifico do sistema

_ oFE _ kpep? sin @ (a) .
C=ar = m{l ~hFRg ez )] (3.35)

As quatro primeiras quantidades sdo mostradas nas figuras 3.3 (a-d) para x +x =

1,5 e 3.4 (a-d) para x + k = 5,0. Para 3 > S, as linhas cheias correspondem a
solucdo deformada, enquanto que as tracejadas a solucdo normal. Para 8 < S, a
solucdo deformada deixa de existir e a solugdo normal passa a ser a solugio fisica
sendo agora representada por linhas cheias. Exceto a energia livre, na temperatura
critica hd uma variagio abrupta, porém continua destas médias. As figuras 3.3 (d)
e 3.4(d) apresentam o valor médio de J,, que nada mais é que a metade da média
da diferenga das populacdes do nivel superior e inferior. Para a fase deformada, o
estado fundamental a temperatura nula tem ambos os niveis populados em contraste
com a solu¢ao normal. A medida que a temperatura cresce, as médias das populagdes
sao mantidas constantes até que a temperatura critica é atingida, a partir da qual a
interagdo deixa de ter qualquer papel. Isto ilustra que o sistema tem um comporta-
mento coletivo na primeira situagio, passando a assumir o caracter de um sistema de
particulas independentes para temperaturas suficientemente altas. As figuras 3.4 evi-
denciam a troca de papéis entre temperatura e interacdo com a transigdo de fase. Ao
longo de grande parte da fase deformada, os valores médios permanecem constantes

devido a interagdo prevalecer sobre os efeitos térmicos. Nas proximidades de .., ha
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uma variagdo mais acentuada que em relagdo as figuras 3.3 (a) e (b) em direcéo as
curvas da solucdo normal, quando a temperatura passa a dominar em relacao a in-
teracdo. Cabe salientar ainda que observando a eq.(3.31), notamos que a temperatura
nula, o sistema apresenta uma transi¢do de fase para x + k = 1, que serd abordada
na analise da dindmica classica a temperatura finita e que também se manifesta no

espectro quantico como foi mostrado no capitulo anterior.

el

]

Figura 3.3: Energia interna E (a), entropia S (b), energia livre F' (c) e o valor médio
de J, (d) como fungao do inverso da temperatura para x + £ = 1,5. A temperatura
de transi¢do de fase (., € indicada pelas linhas pontilhadas e separa a fase deformada
(a direita) da fase normal (a esquerda). As linhas tracejadas correspondem & solugio
normal cujas formas nido dependem dos parametros de interagdo, sendo um maximo
da energia livre para x +k > 1,0 e 8 > B.,. Para a situagao onde ndo ha transi¢ao
de fase (x + k£ < 1,0) € a unica solucdo de equilibrio.
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Figura 3.4: Mesmas grandezas apresentadas na figura anterior: energia interna E
(a), entropia S (b), energia livre F' (c) e o valor médio de J, (d) versus ( para
X + & =5,0. Note que nas proximidades de (3, as variagbes em (a) e (b) ocorrem
mais abruptamente que em 3.8 (a) € 8.8 (b).

A transigdo de fase de segunda ordem é evidenciada pelas figuras 3.5 onde o calor
especifico é apresentado para trés valores de x + « em funcgdo do inverso da tempera-
tura. A proporgao que o parametro de interacdo cresce, a temperatura critica também

cresce.
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Figura 3.5: Calor especifico do sistema como fungdo do inverso da temperatura para
(a) (x +«) < 1,0, () (x+£) =1,5¢€ (c) (x+«) =5,0. As linhas tracejadas
correspondem a solugdo normal.

Escolhemos como pardmetro de ordem do sistema o valor médio de J, = (J4 +
J_)/2. Dado que os valores médios de J; e J_ tém os mesmos valores para a solugio

de equilibrio, esta quantidade reduz-se a

(Jo) _ Tr(DUJLUY Tr(DUJ_U') sinf (g)
= N = N == tanh 5 ) (3.36)

e é apresentado na figura 3.6(a). A fisica refletida por este novamente refere-se a
quebra do papel do termo de interagio da dindmica pela temperatura, ou seja, apds
a transicdo de fase a interagio passa a ndo ter qualquer participa¢io na definigdo
das populagbes dos niveis do estado de equilibrio (que sdo definidas pelos efeitos
térmicos, isto € entropia). Note que na fase normal, os valores médios dos operadores

de transicdo anulam-se.
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Outra quantidade de interesse € o valor médio do operador de Casimir do grupo,

J?, dado por

Tr(DUJAU) = %}{(N - 1)vank? (3) +3}. (3.37)
Escalando-o por N? e entdo tomando-se o limite de grandes N, obtemos
2
%—3 - %tanhz (-‘;‘-) (3.38)
(a) T — ™ ™ (b) T T T L —
| x+k=5,0 X+x=5,0
0.50 ! ——
g 0.40 |- ] 0.20 - 154 7 x#<1,0 ]
———— = —1 | ’ -
E I - 1 E ,/
% 0.30 // x+k=1,5 -4— 'g T I
o [ / © ¥
I | ) /
0.10 + | . /
_ | /
| /
000 M . 0.00 -
0.0 2.0 4.0 6.0 0.0 2.0 4.0 6.0
p p

Figura 3.6: Pardmetro de ordem do sistema (a) e valor médio do operador de Casimir
escalado por N* (b) em fungdo de B para (x +«&) = 1,5 (linhas tracejadas), (x +&) =
5,0 (linhas sélidas) e (x + &) < 1 (linhas pontilhadas).

Observamos que o valor médio do operador de Casimir néo é constante, mas sim
depende da temperatura como ilustra a figura 3.6(b). Do ponto de vista quantico,
isto é um reflexo do efeito térmico que mistura estados de representacées irredutiveis
diferentes, o que ndo é possivel & dinidmica, nem tdo pouco a estrutura algébrica na
qual ela é descrita. Tomando o limite de temperatura nula da expressdo nao escalada
(3.37), obtemos que o (J?) de equilibrio corresponde ao da representacio irredutivel
simétrica, ou seja N/2(N/2 + 1). Outro fato a ser ressaltado é que a raiz quadrada
da expressdo acima é igual ao T'r(DJ,)/N e como veremos no préximo capitulo é o
termo que dard toda a informacdo a respeito da temperatura na dinamica classica

térmica.
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A seguir, a termodinamica exata € obtida e comparada com os resultados de campo

médio.
3.3 Calculo termodiniamico exato

Como vimos no capitulo anterior, o espago de Hilbert de dimensdo 2V decompde-se
em subespacos invariantes de dimensdo 25 + 1 cujos estados néo sdo misturados pela
dindmica quéantica. Os operadores da algebra SU(2) com os quais a Hamiltoniana é

contruida agem somente em cada um destes subespacos invariantes. O maior destes

N
2

subespagos corresponde a j = = e possui N + 1 estados simétricos. O subsequente
corresponde a j = % — 1 de dimensdo NV — 1. Este e todos os outros séo constituidos
de estados anti-simétricos e podem ser multiplos, ou seja, existem outros subespagos
formados por outros estados anti-simétricos, mas que possuem os mesmos autovalores
de energia e mesma dimenséo (a multiplicidade é dada pela eq.(3.40)). Decrementando
j de uma unidade consecutivamente, varremos todas as representagoes irredutiveis
existentes até alcangarmos o valor 0 ou 3 para j.
Sendo assim podemos calcular a fungdo parti¢do a partir de
_121

Z = Tr(exp(—fH)) = Y(N,)Tr;(exp(-BH)), (3.39)

4=00u

(NI

onde T'r; refere-se a soma restrita a cada subespago invariante j de dimenséo (25+1) e
Y (N, 5) é o fator de multiplicidade de ocorréncia do subespago invariante j no espago

de Hilbert de dimenséo 2V dado por

2

(N Ny (4D M
Y(Na])—(N j>_<%—j-—l)— (%+j+l)! (%—J)' . (3-40)

Apresentamos uma possivel dedugao desta expressdo, que também € utilizada nas

ref. [9, 29], no Apéndice B.
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Verificamos a dependéncia dos resultados em funcio do numero de particulas N
e do parametro de acoplamento y, mantendo x nulo para facilitar a analise. Para
x = 0,6 os resultados exato (N = 90 particulas) e de campo médio estdo em otima
concordancia quase nao sendo distinguiveis visualmente nas curvas da energia livre
F/N (e = 1), energia interna E/Ne¢ e entropia S/N apresentadas nas Figs. 3.7 (a),(b)
e (c).

Para x = 6,0, os resultados estio nas figuras 3.8 (a),(b) e (c) (energia livre,
energia interna e entropia respectivamente) sendo possivel notar o limite assintdtico de
grandes N, isto €, a medida que N cresce as curvas exatas vao em diregdo as de campo
médio, como esperado. Entretanto, as curvas para N = 90 jd ndo apresentam a étima
concordancia com os resultados de campo médio como as obtidas para x = 0,6, pois
sao visualmente distintas. Devemos lembrar que as nao analiticidades encontradas
nas curvas de campo médio sdo resultados de efeitos de muitos corpos, ocorrendo nas

curvas exatas somente no limite de N — oo.
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Figura 3.7: Comparagio entre os resultados de campo médio e exato para 90 particulas
para x = 0,6. Temos em (a) a energia livre F/N, em (b) a energia interna E/N¢
e em (c) a entropia S/N como fungdo do inverso da temperatura. Note a Gtima
concordancia entre os resultados.
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7.
campo medio

exato (N=4)
0.6 | —-— exato (N=6) 7
I N e exato (N=30) b
\ - -~- exato (N=60)
o ——- exato (N=90)
= 04 +
02 r
0.0 :
0.0

Figura 3.8: Comparacéo entre os resultados de campo médio e exato para 4, 6, 30, 60
e 90 particulas para x = 6,0. Note que as curvas exatas tendem as de campo médio
a medida que N cresce.

Outro ponto interessante é verificar a participagdo das representagées irredutiveis

(RI) nas médias estatisticas. Para isso graficamos os valores de

~Triexp(~0H)) X 6, (3.41)

(note que a soma é realizada para os autovalores de determinada RI e a funcao partigao
Z calculada para todos os 2V estados).

Para 4 e 6 particulas temos respectivamente 3 e 4 representacdes irredutiveis. Suas
probabilidades para x = 6,0 como fun¢io do inverso da temperatura sdo das formas

apresentadas nas Figs. 3.9 (a) e (b).
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Figura 3.9: Participacdo das representagdes irredutiveis nas médias estatisticas para
(a) 4 e (b) 6 particulas e y = 6,0. As linhas pontilhadas indicam a temperatura de
transicao de fase, enquanto que as outras, conforme as legendas, correspondem aos
diferentes multipletos.
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Para 30, 60 e 90 particulas temos muitas RI e s6 graficamos as probabilidades das
dez primeiras nas figuras 3.10.

Notamos que a proporg¢ao que N cresce, as representagoes irredutiveis anti-simétricas
passam a contribuir para as médias estatisticas a temperaturas menores (3 maiores).
Em 3.9 (a) e (b), arepresentagio irredutivel j = (N/2—1) tem um papel relevante para
(3 da ordem ou menor que 8.,. Ja em 3.10, vemos que em sistemas de muitas particulas
esta representacdo tem uma participagdo expressiva para § > (... Esta verificagio
torna-se trivial quando observamos a figura 2.5, onde a distancia entre o estado de
menor energia das representagdes anti-simétricas e o estado fundamental, pertencente
a representagio simétrica, diminui com o crescimento de N. Contudo, devemos ainda
observar que o valor médio do operador de Casimir de campo médio apresentado em
funcao de (3 na figura 3.6 (b) indica que mesmo no limite de N infinito, a temperaturas
suficientemente baixas, a contribuicio das representacdes anti-simétricas é desprezivel.
Estas representagdes comecam a ter uma participagdo significativa somente em um
intervalo de temperatura um pouco inferior a temperatura critica. Consistentemente,
neste intervalo de temperatura ha um crescimento abrupto da entropia do sistema,
como vimos na figura 3.4 (b).

Para x = 0,6 é possivel notar que as RI anti-simétricas passam a ter maiores
contribuicdes 4s médias estatisticas a temperaturas menores ([ maiores) que para
x = 6,0. Veja fig. 3.11.

Isto ilustra, dentro do contexto quantico (N finito), a competigao entre o termo de
acoplamento da dindmica e os efeitos térmicos. A temperatura mistura estados de RI
diferentes, quebrando a estrutura do grupo SU(2) o que fisicamente significa minorar
o papel da dinamica.

Como veremos a seguir, esta competigdo também tem um papel primordial na

dindmica cléssica a temperatura finita que é o objeto de estudo do préximo capitulo.
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Figura 3.10: Participacdo das dez primeiras representagdes irredutiveis (de j = N/2
a j = (N/2 —9) da direita para a esquerda) nas médias estatisticas para 90, 60 e 30
particulas e x = 6,0. As linhas pontilhadas indicam a temperatura de transigao de
fase.
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Figura 3.11: Participagido das dez primeiras representagdes irredutiveis (de j = N/2
a j = (N/2 —9) da direita para a esquerda) para 90 particulas e x = 0,6. Note
que a escala das abscissas foram alteradas em relacdo a figura anterior e que as re-
presentagoes irredutiveis anti-simétrica passam a contribuir para as médias estatisticas
a uma temperatura bem menor que no caso de x = 6,0.
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Capitulo 4

Dinamica classica a temperatura
finita do modelo

Deduzimos aqui a dinamica cldssica conservativa a temperatura finita do modelo,
utilizando a abordagem geral vélida para todos os sistemas descritos em termos de

geradores de grupos de Lie descrita no primeiro capitulo.

4.1 Variaveis canonicas e equagoes de movimento

Comecamos construindo a Lagrangiana térmica do sistema (& = 1)

L =:Tr(DUUY - Tr(DUHUY), (4.1)

onde D é a matriz densidade diagonal de equilibrio (eq.(3.4)) e U tem a mesma forma

do capitulo anterior, mas os pardmetros agora sio dependentes do tempo, ou seja

U = exp[i(2(t)J4 + 2*(2)J-)). (4.2)

O segundo termo do lado direito da equagédo (4.1) ja foi calculado na analise estatica
e suas parcelas estdo apresentadas nas equagdes (3.8)-(3.10). A fim de obtermos a

expressao explicita de L, portanto resta-nos calcular

52



(z2* — z2*)

Tr(DUUT) = — (=7;) sin®Vzz* (4.3)

zz*
com
I:ﬂwm=%mm@y (4.4)

A seguir devemos procurar por um par de variaveis canonicamente conjugadas,
haja visto que z e z* ndo o sdo . Para isso, inspecionando a expressao anterior vemos

que

1/2 sinyzz~

zz"

5 = 2m (—2T)"* Slnr—z:.z‘

é uma possivel escolha para esse par canénico. Em termos de § e §* a Lagrangiana

§ =z (—2J;)

(4.5)

(4.6)

passa a ser escrita como

L=idy—ﬁﬁ—H@&% (4.7)

S]]

onde a Hamiltoniana é

€K

*\ T " _l €X 2 w2 T 6— _
H(6,6") =e(J, + 667 2(N—1)(6 + 6*)(2J; + 86%) —(N—l)H3 (4.8)
© 2
= . &6 - - &6" 66 -
§6*\* .
— 2J2 + J,), 4.9
+(57) @+ (49)

lembrando que J2 = Tr(DJ2) = N/4 foi calculado no capitulo anterior.
Os valores permitidos para §6* sdo encontrados a partir da expresséo (4.5), impondo-

se a condigao de existéncia para

5:
sin®Vzz* = —%]?, (4.10)
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ou seja, que o lado direito desta equagdo tenha valores no intervalo [0,1]. Assim
obtemos que

0 < 66" < ~2J.,. (4.11)

Propomos agora novas variaveis, desta vez reais, e que,como veremos, constituem-
se as variaveis de acdo e angulo da Hamiltoniana quando x € nulo. Se relacionam as

anteriores através da transformacéo canénica

§=+/-J, + 16" (4.12)
=T, +1e" (4.13)

onde J, <I<~J,e-n<0<m.
Finalmente, a Hamiltoniana escalada por N/2 em termos dessas varidveis é ex-

pressa por

H

E= eN/2 -

n+ =(TE — n*)(x cos (28) — &), (4.14)

| =

onde 7 =-N—I/§, Ty = ﬁ‘]ﬁ = tanh (%) e os limites do espaco de fase sdo determinados

por

T, <n < =Ty, (4.15)

-r<§<T. (4.16)

Devido ao sistema quantico possuir um espago de Hilbert finito, seu analogo
classico possui um espago de fase compacto. O efeito da temperatura, na repre-

sentacdo de (7,6), é produzir um “encolhimento” dos limites deste espago de fase
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proporcional a T}, que por sua vez é fungdo do inverso da temperatura como mostram
as figuras 4.1. Em 4.1 (a) e (b), os valores de x + « s@o respectivamente 1,5 e 5,0.
As linhas tracejadas correspondem ao sistema de intera¢do nula, ou seja, a solugdo
normal. Vemos que no limite de temperatura nula, T, = —1,0, e recuperamos o
resultado conhecido na literatura obtido através de estados coerentes[29, 24, 30] ou

através da aproximacao de Hartree-Fock dependente do tempo (31, 32].

0. ——— T 0.0 — ——
(a) 0 \ (b) r
T x+k=158 ‘ \ 5 +x=5,0
-03 A 03 \ 1
i , \
A \
b \
T, .06 | A Y % TN _
L \
N\ N\
I R N AN
-0.9 : ~_ - -0.9 ~_ -
L % -
-1.2 . 4 TS S SR N S T -1.2 ’-4‘ e
0 Bo2 4 6 0 B, 2 4 6
p B

Figura 4.1: T, como fungéo do inverso da temperatura do sistema 3 para (a) (x+«&) =
1,5 e (b) (x + k) =5,0. As linhas tracejadas correspondem a (x + k) < 1.

O “encolhimento” do espago de fase com o aquecimento do sistema pode ser com-

preendido a partir da interpretagao fisica da variavel 7, que € bem clara, dado que

y o IrDULUY _ (J(0) _ 1

D i L ORLNC) (4.17)

onde (n4(t)) e (n-(t)) sdo respectivamente as populagdes médias dos niveis superior e
inferior em func¢io do tempo. Sendo assim, 7 nada mais €, sendo a média das diferencgas
das populacdes dos dois niveis. A medida que a temperatura aumenta a entropia passa

a ter um papel mais importante, fazendo com que as configuragdes de equilibrio do
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sistema tenham, cada vez mais, uma distribuicio homogénea das particulas entre os
dois niveis. Deste modo, a maximizagdo da entropia proibirad as configuragdes com
poucas particulas em um dos niveis.

Devemos ainda dizer que os pontos de nosso espaco de fases podem ser mapea-
dos sobre uma superficie esférica S? de raio unitdrio, correspondendo a superficie
J%*/N/2, na qual 5 é a projegao no eixo de J,, enquanto a varidvel 4 relaciona-se com
uma rotagao em torno deste eixo. Esta superficie é conhecida no contexto da dptica
quéntica como a esfera de Bloch[43, 9]. Veja a figura 4.2. Com o aquecimento do sis-
tema, o raio desta esfera decresce, dado que o valor de (J?) é uma fun¢io monoténica
decrescente da temperatura como foi foi visto no capitulo anterior, anulando-se no

limite de temperatura infinita.

Figura 4.2: Superficie esférica S? conhecida como esfera de Bloch. Seu raio a tempe-
ratura nula € unitdrio, decrescendo & medida que a temperatura cresce.
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Alternativamente propomos

xs = —xTh, (4.18)
Kg = —HTh, (419)
= _1
(¢ = T, (4.20)
implicando em
-1<(¢ <1, (4.21)
levando a
1
B =T {¢+ 51 = ¢*)(xs cos (26) — g)} (4.22)

Redefinindo os parametros de interagdo, verificamos que tanto a energia do sistema
quanto a coordenada 7 sdo afetadas pela temperatura numa razao proporcional a Tj,.
Assim, a dindmica térmica obtida, matematicamente pode ser entendida em termos
da dinamica de temperatura nula num espago de fase que nao depende da temperatura
(compare eq.(4.21) com (4.15)) e com a interagdo enfraquecida por esta. Isto significa
que a temperatura ndo gera aspectos dinadmicos novos em relagdo ao sistema frio,
ou seja, teremos os mesmos pontos fixos e bifurcagdes, s6 que agora dependentes da
temperatura. (Note que o termo entre chaves na expressao acima é precisamente a
Hamiltoniana cléssica a temperatura nula e parametros de interagdo xg € Kg.)

Apesar de toda a elegincia matemadtica que esta representagao oferece e da im-
portante conclusdo apresentada no pardgrafo anterior, preferimos continuar a andlise
dindmica a partir da representagio da eq.(4.14), haja visto que a fisica assim torna-se
mais transparente devido a varidvel 7 corresponder diretamente a um observavel fisico

do sistema.
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4.2 Pontos fixos e bifurcacoes

As equagOes de movimento derivadas a partir de (4.14) sdo :

=~ 90 = X(T} ~ ") sin (20), (4.29)
0 = 9F =1 —n(xcos(20) — &]. (4.24)
on

Como veremos a seguir, a dindmica pode exibir trés tipos de comportamento em

fun¢do da relagdo entre os parametros de interagdo x e .

Primeirocaso: x=0ex#0

Neste caso as equagdes de movimento reduzem-se a

n=0 = n é variavel de agao (4.25)
6=1+nx (4.26)

e a unica condic¢do de equilibrio a ser imposta é

f=0 = n=-= e —&lh21l. (4.27)

O fato da variavel 0 ser ciclica aqui, é um reflexo da conservagao da forma diagonal
da matriz hamiltoniana quantica pelo termo de interagio proporcional a , que implica
na independéncia temporal do valor médio de J,. Todas as trajetorias na casca esférica
S? (fig. 4.2) serdo linhas paralelas a linha equatorial, sendo o movimento de rotagio .

Para £ < 1, os unicos pontos estacionarios da Hamiltoniana correspondem aos
pélos de S?, respectivamente n = +T, com energias +7}; (pdlo sul (norte) de S2
corresponde a todas as particulas no nivel de baixo (cima)). A superficie de energia
é suavemente ondulada em torno do plano da superficie de energia do sistema sem

nenhuma interagao e tem esta curvatura diminuida com a temperatura.
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Para k > 1, a interagdo produz uma linha de minimos definida por (4.27) que
desaparece com o aquecimento do sistema, precisamente a temperatura de transicio
de fase termodindmica. Esse estado de equilibrio tem ambos os niveis populados,
sendo deslocado do pdlo sul de S?, passando a ser um paralelo ao equador. Sua

energia €
(1 + «2TE)
2K '

Nas figuras 4.3(a,b) a energia como funcdo de n e § é apresentada para temperatura

E= (4.28)

nula (a) e T =T, (b).

Figura 4.3: Superficie de energia classica E(n,0) para os intervalos +T, < n < =Ty,
—m/2 < 0 < n/2 para pardmetros de acoplamento x = 5,0 e x = 0,0 (primeiro caso)
para (a) T, = -1 (T =0) e (b) Th = —0,2 (T = T.,). Note a redugdo do intervalo de
energia, o encolhimento do espaco de fases e o desaparecimento da linha de minimos

aT,.
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Segundo caso: x#0ex=0

Para y < 1, novamente os dnicos pontos estaciondrios correspondem aos pdlos

de 5% e qualitativamente ocorre o mesmo que para k < 1 do caso anterior. Todas as

trajetorias varrem todos os valores de 8, caracterizando o movimento como de rotagéo.

Veja figura 4.4 (a,b).

N
N
AR \i\\\
RN
QAR
AR
Y
BORRY
CRRY
|

Figura 4.4: Superficie de energia cldssica E(n,0) para os intervalos +T;, < n < =T,
—m/2 < 0 < 7/2 para pardmetros de acoplamento x = 0,6 e k = 0,0 (segundo caso)

para (a) T =1 (T =0) e (b) Tr = -0, 2.
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Para x > 1 temos uma bifurcagio do equilibrio e passamos a encontrar os seguintes
pontos fixos P(n, §) (vejafiguras 4.6 (a-c) e correspondentes curvas de nivel nas figuras
4.5 (a,b)):

a) Dois méximos

1 2.2
P = (-l—,n-rr) n=0,1 com energia FE;= —+—Th—x, (4.29)
X 2x
b) Dois minimos
1 = .
P2 = (—--—,—§+n7r) n=0,l E2 = —El, (430)
X

c) Quatro pontos de sela pertencentes a separatriz que envolve o movimento de

libragdo em torno dos minimos.

1 1
_ (1. L . 0,1 Ey=T, .
Ps (Th, 5 arccos (XTh mr)) n 3 =Ty (4.31)
1 1
P, = (T,,, —Larccos[——+4nr)] =01 E =T (4.32)
2 xTh

d) Quatro pontos de sela pertencentes a separatriz que envolve o movimento de

libragdo em torno dos méaximos.

P = (—Th,l arccos —-L - n7 n=0,1 Es=-T}, (4.33)
2 XTh
1 -1

Fs = (—Th, ——= arccos | — + nm n=0,1 Eg=-T;. (4.34)
2 xTh

Tais pontos sé existem para —xT, > 1, ou seja, para x > 1 e temperaturas inferi-
ores a temperatura de transi¢io de fase termodinamica. Nesta situagdo encontramos
dois tipos de movimento: limitado em 8 em torno dos pontos de méximos (£ > —T},)

e minimos (E < T}) (libragdo) e movimento ilimitado em 6 para T, < E < =T},
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(rotagdo). Note que as coordenadas dos maximos e minimos nao dependem da tem-
peratura, mas sim suas energias, enquanto que cada ponto de sela se desloca com a
temperatura em direcdo ao seu respectivo centro, ou seja, ao centro que é envolvido
pela orbita separatriz a qual este ponto de sela pertence. As coordenadas 7 destes
pontos hiperbdlicos se movem com a temperatura do mesmo modo que os limites de
n, de modo que sempre pertencem as fronteiras do espaco de fase. A temperatura
critica, estas fronteiras encontram os pontos de maximo e minimo e os pontos de sela
pertencentes as separatrizes que envolvem estes centros coincidem com estes.

Para —x T, < 1, os pdlos de S? sdo os tnicos pontos estaciondrios da dinamica e

todas as trajetorias sao rotagdes.

-
w

9.

w

o
"

D
-

..
w

-0.2

n

Figura 4.5: Curvas de nivel correspondendo as superficies de energia da figura 4.6 a
(a) Th = =1,0 (T =0) e (b) Th = —0,2 (T = T..). Na temperatura de transicdo
de fase todas as drbitas de libragcao desaparecem e passamos a ter apenas 6rbitas de
rotagdo no espaco de fases.
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Figura 4.6: Superficie de energia cldssica E(n,8) para os intervalos +T, < n < =T,
—m/2 < 8 < 7/2 para parimetros de acoplamento x = 5,0 e k = 0,0 (segundo caso)
para (a) T, = =1 (T=0), () Th=-0,60<T <T¢r) e (c) T =-0,2 (T =T,)

Note o desaparecimento das érbitas libracionais com o aumento da temperatura.
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P caso: x#0 e k#0

Neste caso os parametros que definem os pontos fixos sao as seguintes combinagdes
de x e «:

X+ =X+K e X- = X — K. (4.35)

Quando x4T} < 1 os dnicos pontos estaciondrios sio novamente os pélos de S2. J3
para x+1 > 1, os pontos fixos e seus respectivos limites de validade sdo sumarizados
na Tabela (4.1). Temos trés situagdes que sdo esquematizadas na figura 4.7, onde as
linhas onduladas representam os intervalos de existéncia das solugoes apresentadas na
Tabela (4.I).

A temperatura nula, se x4+ > 1 os pontos de minimos sefnpre existem. Contudo,
para que os maximos e respectivos pontos de sela existam, x deve exceder £ a0 menos
em uma unidade (1¢ situagdo). Vemos que aqui, assim como no espectro quantico,
as interagdes competem entre si para energias superiores, ocorrendo o oposto para as
energias inferiores. Isso ilustra, ou é consistente com o fato das solucdes de equilibrio
encontradas na analise termodinamica dependerem apenas da soma dos parametros
de interagdo, ndo importando o valor individual de cada um deles.

As superficies de energia das trés situagdes da figura 4.7 sdo apresentadas respec-

tivamente nas figuras 4.8, 4.9 e 4.10 para varios valores de temperatura.

As superficies de energia para estas situagdes sao apresentadas nas Figs. 4.3(a,b) (12
caso), Figs. 4.4(a,b) e 4.6(a-c) (2¢ caso), Figs.4.8(a-c), 4.9(a,b) e 4.10(a,b) (3¢ caso).

Note que em todas as situagdes estudadas o efeito de aumentar a temperatura é
“enfraquecer” a intensidade de interagdo, de modo que o sistema tende a situag@o
x = & = 0, como pode ser visto nas Figs. 4.3(b), 4.4(b), 4.6(c), 4.8(c), 4.9(b) e
4.10(Db).
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12 Situagdo: x> k+1

Nas Situagdes 2% e 32, os méximos e correspondentes selas (Psn6,) D0 existem.

Figura 4.7: As trés situagbes encontradas no terceiro caso como fungdo das relagées dos
parametros de acoplamento x e k. Os pontos fixos da tabela anterior sdo apresentados

com seus intervalos de validade marcados por uma linha ondulada.
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;gura 4.8: Superficies de energia cldssica E(n,0) nos intervalos prévios de varidvei
pure 4 " is
parax =5,0ex =2,5(x > k+1) para (a) T, = -1,0 (T =0), (b)) T, = —0,4 =1/

e(c) Th=-0,13=1/x4.
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Figura 4.9: Superficies de energia classica E(n,0) nos intervalos prévios de variaveis
parax =2,5ek=5,0(k>x+1) para () T, =-1,0(T=0)e (b) T, =-0,13 =
1/x+.

Figura 4.10: Superficies de energia cldssica E(n,8) nos intervalos prévios de varidveis
para x = 5,0 e & = 5,5 (x| < 1) para (&) Ty = —1,0 (T = 0) e (b) Ts = =0, 1.
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Interessante também é notar a relacao existente entre a dinamica classica a tem-
peratura nula e o espectro quantico estudado no capitulo 2. A regido harménica do
espectro quantico definida por ~1/2 < E < 1/2 tem como contrapartida na dinamica
classica as érbitas de rotagdo cujas energias pertencem ao intervalo [-1,1] . Os valores
de energia limitrofes desta regido harménica 1/2 e —1/2 conservam este caracter de
fronteira no limite classico. Para x > 1 e x = 0 (12 caso) surgem pares de drbitas
para E < —1. Jd para x > 1 e K = 0 (22 caso) surgem movimentos oscilatorios em
torno dos centros (|E| > 1) sendo que no terceiro caso ha uma combinagdo destes dois
efeitos. No espectro quantico pudemos observar dubletos de autovalores para estes
intervalos de energia.

Outra relagdo importante é a existente entre as transicoes de fase do estado funda-
mental da dindmica do sistema cléssico e as transi¢bes de fase termodindmicas. Para
temperatura nula e x < 1 temos que o nivel (camada) superior do estado de minimo
classico é completamente despopulado (pdlo sul da esfera de Bloch), enquanto que
para x > 1 esta populagio passa a ser ndo nula e depender de x. Esta mudanca
de comportamento também existe na transi¢do de fase termodinamica, pois na fase
normal a interagdo ndo participa na defini¢do dos estados de equilibrio (sendo esta
determinada pelos efeitos térmicos), enquanto que na solugao deformada a interagio
tem papel protagonista. A dindmica cldssica a temperatura finita engloba todos estes
aspectos, além de obviamente tratar da evolugido temporal conservativa de estados

fora do equilibrio.

1A diferenga de um fator 1/2 entre os extremos de energia quantico e cldssico deve-se ao fato de
termos escalado a energia cldssica por Ne¢/2 e ndo apenas por Ne como fizemos na andlise quantica.

69



ot

Capitulo 5
O modelo de Lipkin SU(3)

A versao SU(3) do modelo, assim como sua versao original, consiste em um modelo
esquematico exatamente solivel que foi proposto com o objetivo de servir como um
teste ndo trivial para técnicas aproximativas de muitos corpos, tais como expansoes
bosonicas[14] e aproximagdes de Hartree-Fock dependente do tempo em suas diversas
extensOes (44, 45], entre outras. Em [33], as validades de véarios métodos de quan-
tizacdo semiclassica foram estudadas e analisadas para o modelo. Mais recentemente,
dentro do contexto da “caologia” quéntica e da mecanica semicldssica, o modelo tem
sido revisitado devido ao seu limite cldssico ser ndo integravel e apresentar caos. Desta-
camos o estudo das estatisticas espectrais realizadas a fim de verificar critérios que
relacionam caracteristicas do sistema quantico ao caos de seu andlogo classico[16] e o
estudo das estruturas das autofuncdes em termos de trajetorias cldssicas[18, 19, 20, 21]

realizado dentro deste mesmo cendrio.

5.1 O modelo.

O modelo representa um sistema de N férmions interagentes distribuidos em trés
niveis ou camadas de degeneréscencia A = N cujas energias sdo denotadas por ¢, (k =

0,1,2). Os estados de particula tnica sao definidos por dois niimeros quanticos: k =

70



0,1,2 (indica o nivel ou camada onde esté a particula)e m = 1,2,---, N (determina o
particular estado degenerado dentro da camada). A Hamiltoniana do sistema é dada

por

2 N 2 N N
H= Z €k [Z azmakm} +% Z Vi Z Z almazm,a;m:azm, (5.1)
k=0 Lm=1 kJ=0  m=1m'=1
onde al. e akn, sio os operadores fermiénicos de criagio e aniquilagio de uma particula
no estado m do nivel k que obedecem as relagbes de anti-comutacdo usuais dadas
pelas equagbes (2.2). Aqui, o termo de interagdo que espalha pares de particulas
pertencentes a niveis distintos ndo € considerado. Vale notar também que o sinal
que precede o termo de interagio é positivo e nio negativo como fizemos na versao
anterior.

Esta é a definigdo mais geral do modelo, mas como também habitual na literatura,

prosseguimos considerando as particulares restrigoes :

e Os niveis sdo igualmente espagados e simetricamente localizados em torno de

Z€ro: € = —¢g =ce¢€; = 0;

o Interacbes que espalham pares de particulas para o mesmo nivel sdo nulas e

interagdes entre todos os niveis possuem intensidade unica, ou seja,

sz = V(l - sz).

Definimos os operadores

N
Gij= 3 alajm, Gl = Gy, 1,7=0,1,2; (5.2)
m=1

que sdo os nove geradores do grupo U(3) e satisfazem as relagdes de comutagio

[Gij, Gu] = 8xGit — 6uGi;- (5.3)
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Levando em consideragio o vinculo imposto pela conservagido do nimero de particulas
do sistema, Goo + G11 + G22 = N, restringimo-nos a oito geradores independentes que

formam agora uma &lgebra de SU(3). Assim podemos reescever a Hamiltoniana como

v
H = Gy — Goo + 5 (1 + Glo + Gy + Glo + Gl + Gy ) (5.4)
O parametro de interagio escalado € definido da forma usual, ou seja,

X = ZM (5.5)

€

As solugdes de H sdo portanto classificadas de acordo com as representagoes irre-
dutiveis de SU(3) e consequentemente a matriz hamiltoniana de ordem 3" subdivide-
se em blocos néo interagentes. Devemos lembrar que isto ocorre devido ao fato da
interacao nao alterar o rotulo m do estado das particulas.

A segunda simetria surge devido a Hamiltoniana espalhar apenas pares de particulas,
implicando na conservacao da paridade da populagio de cada camada ou nivel. Assim

temos que

A

[H,1I)) = [H,II,] = 0, (5.6)

onde

I, =exp(enrGy) e I, =exp(inGas), (5.7)

sao os operadores paridade. Isto divide os estados em quatro conjuntos que foram
rotulados em [16] de acordo com as paridades do nivel fundamental, do primeiro
estado excitado e do segundo estado excitado denotando paridade par por e (even) e
impar por o (odd). Assim para N par temos os conjuntos eee, eoo, ooe € oeo; € para

N impar os conjuntos ooo, oee, eeo e eoe.
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5.2 Sua solucao exata e o espectro de energia

A versdo SU(3) do modelo preserva uma série de importantes caracteristicas da verséo
apresentada na parte I. Podemos citar as mais relevantes: espago de Hilbert finito,
o caracter 1/N do modelo, divisio deste espago de Hilbert em sub-blocos que ndo se
conectam o que implica na reducio da dimensdo minima da matriz a ser diagonali-
zada e a conservagdo da paridade das populagdes dos niveis. Contudo hd também
importantes aspectos novos, e € nosso objetivo apresentar nesta se¢ao alguns destes
que julgamos ser mais relevantes para nossa analise.

Comecamos analisando a representacio irredutivel simétrica, explorando o com-
portamento do espectro em funcdo do parametro de interagdao x. Vamos utilizar os
auto-estados dos operadores diagonais do grupo como base vetorial de nosso espago
de Hilbert, representando-os por |n;,n2) onde n; é o nimero de particulas no primeiro
nivel excitado (camada do meio) e n; é o numero de particulas no segundo nivel exci-
tado (camada superior). Devido a conservagdo do numero de particulas a populagao
do nivel fundamental (camada inferior) é dada por ng = N —n1—ny. As agdes dos ge-
radores do grupo sobre os estados da representagdo simétrica sao dadas pelas equacdes
(C.20) a (C.26) de onde imediatamente tiramos os elementos da matriz hamiltoniana

para este multipleto na forma

H 1 1 X
o= —N—E(n'l,n'2|H|n1,n2) = ]—V-(nz —10) 6n, ! Onpmy + ON(N —1)

- {\/;l(nl “ (0t 1)(m0 + 2) Gnam Spmy +
+ \/(nl + 1)(n1 + 2)no(ro — 1) ny4am; Gnapmy +
+ y/na(ng — 1)(no + 1)(n0 +2) Snyny Snymzpng
+ /(n2 + 1)(n2 + 2)n0(n0 — 1) Sny iy Sngazm

+ \/(nl + 1)(”1 + 2)n2(n2 - 1) 5n1+2,ni 5712—2,715

+ + +
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+ \/(;2 +1)(n2 +2)n1{n1 = 1) 8n,-2n 5n2+2,n;} . (5.8)

Esta matriz também € esparsa pois ndo hd mais que sete elementos ndo nulos em
cada linha, e em banda dado que |n; —n}| < 2 e |ny—njy| < 2. Além disso, os deltas de
Kronecker mostram explicitamente a conservagdo das paridades das populagdes dos
niveis.

Aqui, como no capitulo 2, vamos analisar os autovalores de energia E,/Ne¢ em
fungao de n/nmqz, sendo n o rétulo do nivel € nmq, a dimensdo da representagio
irredutivel. Para as representagdes simétricas, fixamos N em 30 particulas, o que
define n,,., em 496 autovalores.

Para x nulo o espectro de energia, apresentado na figura 5.1(a), é todo constituido
por degraus igualmente espagados, mas que possuem diferentes nimeros de autovalo-
res. Os degraus nos extremos do espectro contém poucos estados, enquanto que os lo-
calizados na regido central sdo os mais povoados. A distribui¢do dos quatro conjuntos
de simetria definidos pelas paridades das populagdes das trés camadas ocorre com al-
guma regularidade para interagio nula (cada degrau possui auto-estados pertencentes
a dois dos quatro conjuntos e tém como primeiros vizinhos degraus caracterizados
pelos outros dois conjuntos). Contudo, a proporgao que o parametro de interagao
cresce, os degraus sdo destruidos e esta regularidade é perdida.

Na figura 5.1(b) temos o espectro para x = —0, 75 onde observamos a deformagao
parcial dos degraus, eliminando os intervalos maiores entre os autovalores. Para x =
—1,0 a estrutura de degraus é quase toda destruida, tornando mais suave a curva que
une os autovalores. Em 5.1(c) apresentamos os espectros para x = —2,—4,—6 e —10
notando que estes tendem a ficar mais irregulares para interagdes maiores, além de
expandir os intervalos de energias escaladas. Verificamos também que os espectros

ndo sdo simétricos em torno do autovalor de energia nulo.
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Figura 5.1: Autovalores de energia da representagio simétrica para N=30 particulas
(496 autovalores) e parametros de interagdo (a) x=0,0; (b)-0,75 e (c) -2; -4; -6 e -10.

Para as representacdes anti-simétricas, as equagdes (C.20) a (C.26) deixam de
ser validas. Aqui encontramos uma das importantes diferencas entre este modelo e a
versao de dois niveis. As representagdes anti-simétricas possuem estruturas cinematicas
e dindmicas distintas em relacido a representacio simétrica no sentido em que ha nes-
tas representagdes um terceiro grau de liberdade, inerte na representacdo simétrica
dado que ali a agdo dos operadores Gy, € Gy é trivial em relacdo a atuacdo dos outros
dois pares de operadores de deslocamento que geram a algebra do grupo.

Estes multipletos apresentam assim uma estrutura mais complexa e tanto os esta-

dos, quanto a agdo dos geradores do grupo devem ser calculados a partir das relagdes
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de comutacgdo do grupo. Maiores detalhes a respeito desse calculo podem ser encon-
trados no apéndice C. Vamos nos restringir aqui a apresentar as representagoes e seus
autovalores de energia para y = —6 para sistemas de 4 e 6 particulas.

Para um sistema de quatro particulas os 3* estados sdo distribuidos nas repre-

sentacdes irredutiveis
B]eB]®[Be[B]=[15e3[15])®2 [6]® 3 [3]. (5.9)

Estas sdo representadas na figura 5.2 onde dispomos os estados em diagramas do tipo

y x t3, como apresentado no apéndice C.

#* *
(18] [157] .
» * » »* * » » »* »®
* » » v »
* * » »
6] x [3] »

Figura 5.2: Representagoes irredutiveis de um sistema de 4 particulas. Nas repre-
sentagles anti-simétricas os asteriscos mostram as posi¢oes nao ocupadas por estados,
enquanto que os circulos circuncéntricos indicam o nimero de estados que ocupam a
mesma posi¢do no diagrama.
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Seus autovalores de energia sdo apresentados na figura 5.3 de acordo com as re-

presentagoes conforme indicado pela legenda.

I 3
20 r X='6,0 N=4 o .
o ° i
o ° + *+ _L
o o ¢ *+ T 7 '
[ ] [ ] j&
o 00 . A .
z a L J
L + °
" 4 °
Lo, i
20} : o8 -
o +[15]
{ “ [6]
° Al3]
I
-4.0 R L . ! 1 . I .
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
n/n..
Figura 5.3: Autovalores de energia de um sistema de 4 particulas para xy = —6, 0 sepa-

rados de acordo com suas representacbes irredutiveis conforme indicado na legenda.
Note que np,, varia de uma representacdo para outra e que seu valor € dado pelo
rétulo que identifica os multipletos.

Para um sistema de seis particulas temos as seguintes representagdes irredutiveis

BleBleBI®[Be[3®[3] =[28]@5 [35] @9 [27] 4 10 (1065 [10)® 16 [8]®5 [1] =
= (6,0)+5 (4,1) +9(2,2) + 10 (3,0) + 5 (0,3) + 16 (1,1) + 5 (0,0). (5.10)

Estas sdo representadas na figura 5.4 em fungdo de y e 3 do mesmo modo que na
figura 5.2. A trivial representagio [1] = (0, 0) compde-se de um tnico estado localizado
na posi¢ao central dos diagramas. Todos os autovalores de energia sao apresentados

na figura 5.5.
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[10] * [I-b] * /8] *

Figura 5.4: Representacgées irredutiveis de um sistema de 6 particulas.

0.0 -

-2.0

Figura 5.5: Autovalores de energia para N =6 e x = —6,0.
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Capitulo 6

A termodinamica do modelo SU(3)

Apresentamos neste capitulo uma analise detalhada das pi‘opriedades termodinamicas
do modelo de Lipkin SU(3). Aplicamos aqui a mesma técnica variacional de campo
médio utilizada no capitulo 3 obtendo duas transigdes de fase que dependem da relacéo
entre o parametro de acoplamento x e a temperatura do sistema. Varias solugdes
matematicas que extremam a energia livre foram encontradas, mas apenas trés destas
correspondem a solugdes fisicas do sistema. Na dltima segdo, apresentamos o célculo

exato para [V finito e comparamos seus resultados com os de campo médio.

6.1 Estados de equilibrio

Iniciamos construindo a matriz densidade de campo médio na forma

Do = K exp (—Bhem), (6.1)
onde
here = (G — Goo) + 02(G2z — Goo) + a3Goy +
+ a3Gio + asGoz + ;G0 + asG12 + o5 Gay,s (6.2)

sendo que aj,a; € R e az,aq,a5 € C. K é o termo de normalizagao . Os oito

parametros variacionais, o;’s, sio obtidos minimizando-se a energia livre apresentada
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pela equagdo (3.3).

Aqui também é conveniente trabalhar com a forma diagonal de Dy. Para isso

propomos

D= UDOUT — %eﬁl(cu—Goo)eﬁz(Gn-Goo)’ (6.3)

onde
7 =N = Tr(eﬁ1(G11—Goo)eﬁz(Gn-Goo)), (6.4)
U= U3U'2L'V1 = ei33 6£s2€i81, (65)

com
s1 = 21G1o0 + 2 Go1, sz = 22G20 + 23 Goz, 83 = 23Gy1 + 23G12;  (6.6)
Bi,B2€R e z1,23,23€C. (6.7)

A energia livre passa a ser expressa por

BF = BTr(DUHU') + Tr(D1n D). (6.8)

Utilizando a eq.(3.7) calculamos a expressio acima e podemos perceber, analoga-
mente ao que obtivemos na analise do modelo de dois niveis, que as partes reais de z;,
2, € z3 s80 irrelevantes as propriedades estacionarias do sistema para interagées atra-
tivas (x < 0) !. Sendo assim, devido a essa particularidade, temos nosso conjunto de
parametros variacionais reduzido a cinco elementos reais: 8, = iz, 03 = i2;, 03 = 123,
B e Ba.

A energia livre escalada por N passa a ser escrita como

1Vale lembrar que na versio de trés niveis optamos por trabalhar com ¥ < 0 para interagdes
atrativas e x > 0 para interagdes repulsivas, inversamente ao que fizemos no modelo SU(2).
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- F

F= N = ~cos (26,)(T, — sin® 6;T5) + %sin (261) sin 63 sin (265) T3 +
+ sin2 91 (Tl + Sin2 93T3 - sin2 02(T2 - sin2 93T3)) -+

-}-1 {0052 8, sin? (263)T32 + sin? (26,)(T, — sin® 03T3)2 +

4
+{sin (26,)(T} — sin® 8,T,) + Ta[sin (26:)(1 + sin® §;) sin? 65 +
1
+ cos (26, ) sin 8, sin (263)]} 2} ~3 (6111 + BT + In 2), (6.9)
onde
_ Tr(D(Goo — Gu1)) _ e—(Bi+B2) _ B
T, = ¥ = . , (6.10)
_ Tr(D(Go ~ Gn)) _ e~ (B1+82) _ B2
T, = ¥ = . , (6.11)
T, = Tr(D(G;\lf — G22)) T, - T, (6.12)
e
g = eﬁ: + eﬁz + e-(ﬁ1+ﬁ2)_ (613)

Para minimizé-la com respeito a estes parametros fazemos

OF OF OF oOF OF
— = — = — = — = — = 0. 6.14
691 692 693 6,31 6,62 ( )

(6.15)

Este sistema de equagdes é explicitamente apresentado no apéndice D pelas equagdes

(D.1) a (D.4). Sua anélise numérica revela que as condi¢es de minimo séo satisfeitas
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quando §3 = 0 ou 7. Substituindo este resultado nas equagdes (D.1) e (D.2) obtemos
expressOes analiticas para os candidatos as solugdes 6; e 6; em varios intervalos de x

e temperatura. Estes sdo apresentados na Tabela 6.1.

n 6, 6, intervalo de x
1 0 0 -

2 0 z i

3 0 3 arccos (Z£) x| > 2

4 z 0 ;

; : :

6 z . 3 arccos (=) x| >1

7 i z T, =T,

8 arcsiny/2 + x(T2 — 2Th) arcsin /11 /T 1<x<2

9 3 aIccos (;—1}1) 0 x| 21
1 1 s
10 3 arccos ( __x(Tz—Tx)) 3 -
. 34+x(2T2-T;
11 %arCCOS(HZ—X(%m) arcsin _Ali#l |X| Z 3

Tabela 6.1: Candidatos a minimos da energia livre encontrados resolvendo (D.1) e

(D.2) para 63 =0 (ou 7).

Estas solugdes sao substituidas nas egs. (D.4) e encontramos f; e (5, numerica-

mente. Verificamos que as solugdes que correspondem a minimos sio trés (1, 9 e 11
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na Tabela 6.1), cada uma delas valida para diferentes intervalos de x e 3. Sao elas:

¢ Regime de Acoplamento Forte (SCR): Valido para x < —3 e 8 > L1,
sendo que (3. é encontrado numericamente e apresentado nas figuras. Estas

condigdes sdo sintetizadas por

xT1 £ -3. (6.16)
Os parametros neste caso sio
b= = Ti=T=T, (I3=0), (6.17)
3 .9, _ 3 + xT _
COs (291) = m, sin 02 = 3XT s 93 = 0. (618)

¢ Regime de Acoplamento Intermedidrio (ICR): Vilido para x < ~1 e

intervalo de temperatura encontrado numericamente

Berz < B < Bern  para x < -3, (6.19)
/8 2 /Bch para -3 S X < _13 (6-20)

ou em forma mais compacta

-3 <xT) < -1. (6.21)

E os parametros

cos (26,) = -ﬁ, 8, =0, 8

]
e

(6.22)
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¢ Regime de Acoplamento Fraco (WCR): Vilido para todos valores de x

sendo um minimo apenas quando

B<L B2 para  x < -1 (6.23)

Y3  para -1<x<0, (6.24)

ou em forma mais compacta

(6.25)

E os parametros
01 =0, =0;=0, B =0, B2 = —p. (6.26)

As temperaturas de transicdo de fase sdo encontradas numericamente e as inicas
expressdes analiticas que as definem sdo x7} = —1 e xT} = —3. Assim, concluimos
que o equilibrio estatistico é definido pelo pardmetro x’ = x7). A fase de acoplamento
fraco é andloga a fase normal do modelo de dois niveis, correspondendo a situacdo
onde a interagdo nio tem qualquer papel na definicdo dos estados de equilibrio. E um
extremo de F para qualquer x e temperatura, sendo solugdo de minimo e portanto
fisica para temperaturas suficientemente altas ou fracas intensidades de interagao. Ja
a fase de acoplamento forte corresponde a situagdo na qual a interacdo predomina na
caracterizagdo dos estados de equilibrio, sendo ativa em todos os niveis, haja visto
que 6, e 0; sdo nao nulos. A fase intermedidria corresponde a situagao entre as duas
anteriores, pois nesta, a interacio é parcialmente quebrada pelos efeitos térmicos e
como veremos de forma mais detalhada na proxima secao, passa a atuar apenas nos
dois niveis inferiores. Esta fase é andloga a solugdo deformada do modelo de Lipkin
SU(2). As solugdes SCR e ICR sé existem na condigdo de minimo desaparecendo nas

temperaturas de transicido de fase.



2

Como poderemos ver no préximo capitulo, as solugdes termodindmicas estdo inti-
mamente ligadas aos estados fundamentais da dindmica classica, de modo que cada
fase termodindmica corresponde a um ponto de minimo da Hamiltoniana cldssica a
temperatura nula e as transi¢gdes de fase correspondem as bifurcagoes destes pontos
como fungdo de x. A temperatura nula, T} =1, eas equagdes (6.16), (6.21) e (6.25)
reduzem-se exatamente aos intervalos de existéncia destes pontos fixos da dinadmica a

temperatura nula.

6.2 Propriedades termodinamicas

Apresentamos nesta se¢do uma analise detalhada das quantidades termodinamicas de
interesse do modelo que nos permitird uma compreensao e caracterizacao das fases
termodinamicas do sistema.

Iniciamos apresentando a energia livre como fungdo do inverso da temperatura
para trés parametros de acoplamento nas figuras 6.1 (a-c). Em 6.1 (a), x = —6,0 e
temos as trés solugdes presentes e duas transigdes de fase: a primeira delas, da fase
SCR para ICR, ocorre em (.1 = 0,4621 e a segunda da solugao ICR para WCR em
Ber2 = 0,4258. Na figura 6.1(b) que corresponde a um valor menor de x, encontramos
apenas uma transicdo de fase, da solugdo ICR para a WCR. Neste caso, a solugdo
SCR néo existe. A figura 6.1(c) ndo apresenta qualquer transigao de fase, a solucéo
WCR ¢ a tnica.

A entropia e a energia interna sdo mostradas na figura 6.2 para xy = —6,0. Embora
continuas, ambas sio nao analiticas nas temperaturas de transicdo de fase. Para
baixas temperaturas a entropia é muito pequena e a energia livre é dominada pela
contribui¢do da energia interna. A medida que a temperatura cresce, isto é invertido

como esperado.
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Figura 6.1: Energia livre F' como fungio do inverso da temperatura para trés valores
de parametro de acoplamento (a) x = —6,0; (b) x = —2,0 eem (¢) -1 < x < 0.
Note que em (a) temos trés fases (separadas pelas linhas pontilhadas), em (b) duas
fases e em (c) apenas uma. Os inversos das temperaturas criticas sdo indicados.

1 -
S

0

-1 .
_ 1

-2 E

1

0.0 0.3Pa2Ba1 0.6 09 12 15 18

Figura 6.2: Energia interna E e entropia S como fungéo de 8 para x = —6,0.
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Outra quantidade instrutiva € a média das diferencas das populagoes dos niveis

como fungio de x e 5, a saber

- t
pm=<_TA;_> - TT_(DU(G"R, Cu)UY _ o (26,)(T, + sin? 85T +

- sin2 02(T2 - sin2 €3T3)) + sin (201) sin 02 sin (203)T3, (627)

- t
P02=<%> _ fi”T(DU(Go]ov Ca)UT) _ o5 (20,)(Ts — sin? 65T) +

—% sin (20;) sin 6, sin (265)T5 — sin? 8, (T} + sin? 85T +

- sin2 02(T2 - sin2 03T3)), (628)

onde Fp;(o2) € a diferenca das populagdes médias do primeiro (segundo) nivel excitado

e do nivel fundamental.

0.4 — T ™ T T T T 0.8 .
@ yib) Py,
_ P .
0.3 - i
SCR
02 L 1
01 - |
ool B
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 6.3: FPy; e Py; como fungédo de 8 para dois valores de parametros de acoplamento
(a) x = —6,0 e (b) x = —2,0. Note que variamos as escalas das ordenadas.
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Sao apresentadas nas figuras 6.3 (a) e (b). Para o regime de acoplamento forte
ambas as diferencas de populagdes sio mantidas constantes até 8 = (... Isto revela
o papel predominante do termo de interagio nesta fase termodinamica. Para (.. <
B < Ber1 vemos que a temperatura efetivamente diminui este papel. Neste caso a
diferenga de popﬁlag&o entre os niveis 0 e 2 diminui, enquanto o comportamento da
aiferenga entre os niveis 0 e 1 permanece o mesmo. Abaixo de (.2 a interacdo deixa
de ter qualquer papel, e como esperado, o sistema tendera a popular todos os niveis
igualmente como requer a maximizacgio da entropia. Assim, concluimos que aumentar

a temperatura efetivamente “enfraquece” o acoplamento.

10 ————————— — ——

Figura 6.4: Populagées médias dos niveis no (trés linhas de tragos finos na parte
superior do grafico), n; (tragos grossos) e ny (trés linhas de tragos finos na parte
inferior do gréfico) como fungdo de 3 para os trés valores de x indicados na legenda.

A figura 6.4 apresenta as populagdes de cada um dos trés niveis em fungio de (3
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para trés valores de y. Como ja vimos, na fase de acoplamento forte as populagoes
dos niveis permanecem constantes. Na fase intermedidria os niveis 0 e 1 cedem mesmo
numero de particulas para o nivel 2 proporcionalmente a x. Na fase de acoplamento
fraco as curvas independem de x. ng continua decrescendo e n, crescendo, enquanto
que n; passa a aumentar.

As duas transi¢bes de fase de segunda ordem séo claramente refletidas no calor
especifico do sistema, mostrado na figura 6.5. Os comportamentos dos parametros de
ordem sdo apresentados na figura 6.6. Os valores médios dos operadores (Goz + Ga0)/2
e (Go1+G10)/2 podem ser escolhidos como parametros de ordem da primeira (SCR —

ICR) e segunda (ICR — WCR) transicdes de fase respectivamente. Temos que

in (26 26;)sin (20
Gy = =SB0 (1 10T e ()=~ RSR20) 6 o)
01 2 02 2
6 ™ T T T — T ™ T T T
S J
- 4
l ICR 1
| ]
2k N .
1
1+
WCR ! ]
00 03806 09 12 15 18
p
Figura 6.5: Calor especifico do sistema em funcdo de 3 para x = —6,0. As transicoes

de fase de segunda ordem sio evidenciadas.
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<GO.’. + GZO>/2

-0.3 r :
'L : <G,y +G,)>I2

-0.4 : ]

0.5 N L : s : T
00  03B.B.06 09 12 15 18

p

Figura 6.6: Pardmetros de ordem (Gog + G20)/2 € {Gor + G1o)/2 das transigbes de fase
SCR — ICR e ICR — WC R respectivamente como fungdo de 3 para x = —6,0.

Suas interpretagdes reforgam algo que ja foi discutido: a supressdo das transigdes de
particulas devidas ¢ dindmica envolvendo o nivel 2 (12 transigdo de fase) e o nivel 1
(22 transigdo de fase).

Calculamos também os valores médios dos operadores de Casimir de segunda or-
dem C, (equagdo (C.2)) e de terceira ordem C5 (C.3) escalados respectivamente por
N? e N3, Seus valores dependem apenas de x e 8 nao dependendo da particular
condig3o inicial escolhida, ou seja, para todas as trajetorias de um sistema com deter-
minada temperatura e parametro de interagdo , estes valores médios sdo os mesmos
que os da condigdo de equilibrio estatistico. Notamos que estes valores a temperatura
nula, sempre sao iguais a 1,0, o que corresponde aos valores dos operadores de Casimir
da representagio simétrica. A medida que a temperatura cresce estas médias dimi-
nuem o que corresponderia, dentro do contexto quéantico, a participagdo dos estados
das outras representacdes do sistema nas médias estatisticas. Vemos na figura 6.7(a)
que para x¥ < —3 isto ocorre em um intervalo de temperatura inferior, mas préximo
a da transicdo de fase SCR — ICR. Ja para sistemas com —3 < x < 0, isto ocorre

a qualquer temperatura finita. Isto é observado na figura 6.7 (b).
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Casimires

70'4_

0’0 1 ] 1 AA; 1
20 00 0.5 10 B, 15 2.0

p

Figura 6.7: Valores médios dos operadores de Casimir de SU(3) de segunda ordem C,
e de terceira ordem C3 escalados respectivamente por N2 e N® em funcido de 8 para
(a) x = —6,0 e (b) x = —2,0. As diferentes fases termodindmicas sdo separadas por
linhas pontilhadas e as temperaturas criticas sdo indicadas.

6.3 Calculo termodinamico exato: resultados de N
finito. |

A aproximagio de campo médio que utilizamos envolve todas as representagoes irre-
dutiveis do grupo SU(3). E possivel investigar seus papéis no clculo exato para N

finito e para isto calculamos a contribui¢io relativa de cada representacdo irredutivel

definindo

exp (—0E;
P[a] = Z Ya]_(Z_J), (630)
E;€la]
onde Y, é a multiplicidade da representagéo [a] e Z ¢ a fungdo parti¢do calculada

sobre todos os 3" estados do espaco de Hilbert.
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Figura 6.8: Participacdo das representagoes irredutiveis nas médias estatisticas para
= —6,0 e sistemas de (a) 4 particulas e (b) 6 particulas. As RI sdo indicadas nas
legendas e apresentadas nas figuras 5.2 e 5.4.

93



Na figura 6.8 temos F,) como fungao do inverso da temperatura para x = —6,0 e
(a) 4 particulas e (b) 6 particulas. As representagdes irredutiveis ja foram apresentadas
no capitulo anterior (figuras 5.2 e 5.4) e séo indicadas conforme a legenda. Vemos
que para o regime de acoplamento forte a principal contribuigao vem da representagao
simétrica. A medida que a temperatura cresce as outras representacoes passam a dar
contribuicdes ndo despreziveis. Este resultado é consistente com o que observamos
através dos valores médios de campo médio dos operadores de Casimir do grupo,
como vimos na figura 6.7. Este comportamento é similar ao observado no modelo de
Lipkin SU(2) conforme vimos na figura 3.9.

Comparamos também para este modelo os resultados de campo médio com alguns

resultados exatos calculados para N finito.

J
-4.0 -
-6.0 ]
~ |
= ]
-8.0 . T
campo medio 1

—-—-- exato (N=4) (todas RI)

F — — — - exato (N=6) (todas RI)
1006 | e exato (N=30) (rep. sim.) -

-12.0 .
0. 0.9 1.2 15 1.8
p
Figura 6.9: Energia livre calculada para y = —6,0. Comparamos os resultados de

campo médio, cdlculo exato para 4 e 6 particulas onde foram considerados todos os
estados acessiveis ao sistema e exato para 30 particulas onde consideramos apenas os
estados da representagdo simétrica.
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Na figura 6.9 apresentamos a energia livre obtida pelo cédlculo de campo médio
e calculo exato para N = 4 e N = 6, onde consideramos os estados de todas as re-
presentagoes irredutiveis e N = 30 onde s6 consideramos os estados da representagao
simétrica. Como podemos ver no apéndice C, o calculo da matriz hamiltoniana para
as representagoes. anti-simétricas torna-se muito laborioso a proporgao que N cresce,
de modo que ndo calculamos todos os estados para sistemas maiores que os de 6
particulas. Contudo é possivel observar, ainda para pequenos N, que as curvas exa-
tas tendem a convergir com as de campo médio. Ja observando a curva pontilhada,
verificamos novamente que para ¥y = —6, a temperaturas suficientemente baixas, a
representacdo simétrica domina o sistema, dado que esta curva apresenta boa con-
condancia com a de campo médio.

Dado que as curvas obtidas para a energia interna e entropia sdo muito similares
as curvas do modelo de Lipkin SU(2) (figuras 3.8(b) e (c) para N = 4 e 6) optamos

por omiti-las.



Capitulo 7

Dinamica classica a temperatura

finita do modelo de Lipkin SU(3)

Neste capitulo estudamos os efeitos de temperatura finita na dinamica classica con-

servativa do modelo de Lipkin de trés niveis.

7.1 Lagrangiana e Hamiltoniana classicas térmicas

Comecamos construindo a Lagrangiana cldssica térmica do sistema,

L =i Tr(DUU) — Tr(DUHUY), (7.1)

onde D é a matriz densidade diagonal de equilibrio dada pela equagdo (6.3). A
transformacdo U também tem a mesma forma do capitulo anterior, mas agora com

seus parametros dependentes do tempo, isto é,

U = UsUpUy = eiWeiez(tginn®) (7.2)
onde
51(t) = z1(t)Gro + 21 (t)Gor (7.3)
s9(t) = 22(t)Gao + 25(t)Goz (7.4)
s3(t) = z3(t)Gas + 25(t) G (7.5)
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O primeiro termo do lado direito de (7.1) é dado por

Tr(DUUY) _ Z3z3 — 233 o
N - 22323 S Ts+

2.12; - Zlé;

%22, — %25 S2 (T, — S2Ty) +

22,925
P $2 {Ty+ S2Ts— S% (Ty— S3T3) +

. (212523 — 252923) C15253C4
V2127 225 /2323 S
L (2127 + z121")

22121-

+

Ty } +
525303
V2225+/2323

(212523 + 27 2223)

Ty (7.6)
com

S; =sin,/z;z} , C; = cos/z;2; R; = /z;z} 7=123; (7.7)

e Ty, T, e Ts dados pelas equagdes (6.10) a (6.12). Seus valores correspondentes as

solucbes de equilibrio termodinamico foram encontrados numericamente no capitulo

anterior para interacdes atrativas e sdo apresentados na figura 7.1 para (a) x = —2 e
(b) x = —6.
1.0 1.0
-

0.8
0.6 0.6
0.4 04

0.2 0.2

) : o

0.0 — ' 0.0 X n
0.0 0.5 10 By 1S 2.0 0.0 0.3 BBy 06 0.9

p B
Figura 7.1: Ty, T, e T5 em fungao de 3 para (a) x = —2 e (b) x = —6. Note que para
a fase SCR, T3 anula-se. :

97



O segundo termo do lado direito da equacao (7.1) corresponde a Hamiltoniana do

sistemna. Em termos das variaveis zj, z; € 23 é dada por

H(ziy 2} o v 1015,55C
% = (L+2S)(Ta - ST) +ilaziz = fnz) S AT +
2 2 2 2 X 2 .2 (510 2
+ SHT + 83T - SUT: - ST} + 5 { = (ak +27) (222

1

[Ty 4+ 82T5 - SUT: - S2T)} + {[(2:23)? + (2520)7] Ci+

.\ 2 . . *
. [(212323) N <21Z2z3)2] Sf+2(z_i+ﬁ) RIRIC2S?) -
23 2 2] 21

(S;zf;(;‘s)z T2 + {(z12225 ~ 2} 2;25) CP+ (Z%;Ezs - zIQ:ZQ) st}

SO 4 o, 53 (7, 521 - (s 4577

(G5O (1, - )"+ [t + i) (2L gz
~ %ilazs = 2523 2SO (1, - i) - (4557

51 5202
R\ R,

Ty (To - S3Ts) }. (7.8)

C1C285C5\?
(B2 T3+ (et + )]

oy S1C15:C255C;

— 2i(2]2223 — 212;2
1 23 R1R2R3

2 2
) [Tz - Sng] +

Como foi feito anteriormente, tentamos expressar os trés graus de liberdade do
sistema em termos de varidveis canoénicas através de inspecdes e manipulacbes de
(7.6). Contudo, apesar do teorema de Darboux [1] garantir a existéncia das formas
canoénicas, ndo obtivemos éxito em nossas muitas tentativas, exceto para o caso onde
T3 = 0 (T, = T;). Esta particular situagdo corresponde precisamente a fase de
acoplamento forte do sistema (SCR) e também a situacdo de temperatura nula, onde
Ty = T, = 1 para qualquer valor de x. Para estes casos, a dinamica classica do sistema
reduz-se a apenas dois graus de liberdade. Temos aqui entdo um importante efeito da

temperatura na dindmica classica deste modelo: o surgimento de um terceiro grau de
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liberdade inexistente a temperatura nula. A fim de investigar este novo efeito, vamos
estudar o movimento de pequenas amplitudes em torno dos estados de equilibrio
termodinamico.

Vale ressaltar neste ponto que procuramos fazer uso de outros métodos e meios
para definir a estrutura simplética do espago de fase classico, mas ndo obtivemos
sucesso nesta tarefa. Por esse motivo, estudaremos a dindmica posteriormente na
secdo 7.4 através de uma abordagem alternativa ja apresentada na secgéo 1.1.

Vamos entdo agora a analise pertubativa, cujos resultados principais estdo publi-

cados em [46].

7.2 Movimento de pequenas amplitudes

As flutuagdes de pequenas amplitudes em torno do equilibrio sdo descritas pela La-

grangiana de segunda ordem[47]

3 .
T . ' "
L@ = > 5 (% — 77) = HO (3, 77), (7.9)
=1
com
T
A B 72
» 1 » » »
HO ) =3(% % % m 2 ») 2N (A T)
B A mn
Yo
Y3

onde as varidveis -;,v",¢ = 1,2,3 sdo variaveis canonicas relacionadas a pequenos
desvios §z;, 6z} das solugdes de equilibrio e A, B sao matrizes 3 x 3 que serdo definidas
de acordo com cada uma das trés fases termodinamicas.

As frequéncias RPA (frequéncias de pequenas oscilagdes) sdo dadas pela equagdo

QR u=(A+B) (A-B)u, i =1,2,3. (7.11)
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Discutiremos agora este movimento de pequenas amplitudes em torno das solugdes

de equilibrio termodinamico para cada um dos regimes do sistema:

¢ Regime de acoplamento fraco (WCR): O estado de equilibrio estatistico
deste regime corresponde a um minimo absoluto da energia livre do sistema e

como vimos é definido por
21 =29 =23 =0, B =0, B2 = —0. (7.12)

Sendo vélido para y7; > —1, esta solugdo tem a seguinte energia interna e

energia livre

E F
Boen, o - _%(mu + 2 cosh(8)]). (7.13)

Neste regime introduzimos as seguintes variaveis canonicas

M= 521\/771, Y2 = 522\/772, Y3 = 523\/’173. (7.14)

Assim, as matrizes A e B sao dadas por

100 —~T, 0 0
A=loz20| B=| o —x1n o |, (7.15)
0 01 0 0 -x13

e finalmente obtemos as seguintes frequéncias RPA:

Ql = \/ 1- X2Tl2) Q'_) = \/4 - X2T22, 93 = \/1 - X2T32 (716)

¢ Regime de acoplamento intermediario (ICR): Os estados de equilibrio
estatistico, correspondendo a dois minimos simétricos de F', sao validos para

—3 < xT1 £ -1 e definidos por
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-1
XT1’
2 = 23 =0, (7.18)

2] = —2, = %1ia, cos(2a) =

(7.17)

P\ RPY 30
In <P0P1> = -38, 1n< P2 ) =— (Thx - 1), (7.19)

onde P; = Tr(DGj;), 3 =0,1,2. A energia de equilibrio por particula é

B _ ~T, + T, sin*(a) +

Ty sin*(2a)
~ .

; (7.20)

Introduzimos as variaveis canonicas

7 = 621y/Th sin(g)/a, Yo = Jzzﬁ;, Y3 = 523\/?3, (7.21)

e obtemos as seguintes matrizes de RPA em termos de a:

Ai; = B; =0, i1#J (7.22)

Ay = CS(;(;ZG) (a sin(2a) + 2a* cos(2a) + g—Tl(a sin(4a) — 2sin?(2a) + 4a® cos(4a))> ,

Agg = 2 — sin®(a) — %Tlsin2(2a), Ass =1 +sin%(a) + %Tl sin?(2a),

B = cs<;(2a) (a sin(2a) — 2a* cos(2a) + %(-Tl(a sin(4a) — 2sin?(2a) — 4a? cos(4a))) )
a

By, = —Tyx, Bssz= -Tsyx.

Finalmente, as frequéncias RPA sdo

o= /2[(xTh)* -1, (7.23)

Q = %\ﬂ?, T — xTa), (7.24)
Qg = %\/(3 + XT1)2 - (2XT3)2. (725)
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¢ Regime de acoplamento forte (SCR): Neste regime os estados de equilibrio
estatistico sdo quatro minimos de F' vélidos para x71 < —3. Ocorrem para T3 =
0, Ty = T, e portanto o comportamento do sistema independe das variaveis z3, z}.
Deste modo; as matrizes RPA reduzem-se a matrizes 2 X 2 e as equagées RPA
envolvem somente flutuagbes das variaveis z1, 27, z; € z5. Além disso, para esta
fase podemos definir varidveis candnicas para movimentos de grandes amplitudes
como veremos na préxima segao. No equilibrio estatistico as varidveis y;, ¥ sdo
imagindrias puras dadas por 71 = —4] = *ia,ey; = —7; = *ib,onde a? = T;/3
e b® = (34 T1x)/(3x). A energia tem o valor

% =T +a?+ 20 +x ((a2 + 0*)(Ty — a® = %) + azbz) . (7.26)

As matrizes RPA em termos de a e b tém as formas

A= 1-x (3a® + %) 0 [ X (3a? — Ty) 2aby
- 0 2—x(a®+3b%) )’ - 2abx x (302 =T,) J°
(7.27)

Dado que T} = T, obtemos as frequéncias RPA

Q = \/% [(Tlx)2 _3x \/9+3(T1X)2], i=1,2. (7.28)

Devemos ressaltar que o terceiro grau de liberdade e portanto as terceiras frequéncias
s6 existem para T3 # 0. Veja (7.14) e (7.21).
No limite de temperatura nula, para todos os sistemas, 75 =+ 0, Ty e T; — 1 e as

frequéncias RPA reduzem-se aos resultados da ref.[33]:

( VI=2, VE=X —l<x <0

i=1,2 Q; = < V202 = 1),3/8(x +3)(1 - x), -3 <x<-1

\/é[xz-ux/m], X < -3,
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Nas figuras 7.2 (a) e (b) apresentamos as frequéncias RPA respectivamente para

x=—2ex=—6.

80 —— —r————————
{ (b) """"""""""""""""""""""""""""""""""
¥ -‘
6.0 L P . i
P
v
40 if i
........... 91
—_— - — QZ
20 | — Q, .
00 — AL S S S S
0.0 Bera Bers IBO 2.0

Figura 7.2: Frequéncias RPA como fung¢do de 3 para (a) x = —2 e (b) x = —6. Note
o surgimento do terceiro modo na transi¢do de fase SCR — I[CR.

Notamos que para temperaturas finitas o terceiro grau de liberdade € excitado
enquanto que para temperatura nula e para a fase de acoplamento forte permanece
inerte. Esta caracteristica da dependéncia da temperatura dos modos de pequenas

oscilagdes é também descrita na ref. [48] para um modelo similar.

7.3 Movimento de grandes amplitudes no regime
de acoplamento forte

Como mencionamos anteriormente, na fase de acoplamento forte o termo 75 anula-
se e a dinadmica cldssica do modelo restringe-se a dois graus de liberdade. Somos
entdo capazes de encontrar varidveis canonicamente conjugadas e analisar a dinamica
completa do sistema, definindo o comportamento a temperatura finita dos pontos

estaciondrios de forma analoga ao estudo da ref.[18] realizado para temperatura nula
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e caracterizando as trajetdrias classicas por todo espago de fase. Assim sendo, para

esta fase definimos dois pares de varidveis canonicamente conjugadas

sin /2127
no= 2 ——t 05 1/ 2223 VT, (7.29)

VX

sin /2323 _

Y2 22 @ \/_ ( 1 2) (7 30)
Em termos destas varidveis a equagdo (7.6) reduz-se a

Tr(DUUY) 1 & . . ..

LUV 1 S~ i — i, (7.31)
N 2 k=1
e a Hamiltoniana classica é dada por

H » * * »
Afl = -TH+2pr+nn+ % {=(T = —7m)

R R+ B) + (i) + ()} (7.32)

Um dos efeitos de temperatura na dindmica € restringir o espago de fases do

sistema, veja eq. (7.29) e (7.30)

0< 1y <T (7.33)
e
0< BN _ <, (7.34)
T -y
Sendo conveniente expressar a Hamiltoniana classica em termos de varidveis reais
definimos

Yo = \/']7_2 e‘i62 e N = \/77_1 eiela (7‘35)

com os intervalos de valores permitidos

0<m+m<T. (7.36)
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No limite de grandes N, a Hamiltoniana cldssica por particula é definida por

E= = =T+ 2n+m 4 x{=(T = m — m)[m cos (261) + 72 cos (262)] +

+ M2 COS [2(61 - 02)]} (737)

No limite de temperatura nula recuperamos o resultado previamente obtido em
[18] (equag@o 2.9). Encontramos apenas uma diferenca de sinal decorrente de uma
diferenca de fase existente entre as definicées das variaveis de angulo dos dois trabalhos
que pode ser eliminada por uma transformagdo candnica simples.

Nossas varidveis 7, e 1, sao as varidveis de agdo do sistema de interagdo nula e
relacionam-se com as populagdes Vi dos niveis (ou camadas) escaladas pelo nimero

de particulas do sistema por

TT‘(DUGHUT) _ TT(DGH)

N]_ N = N + n, (738)
_ Tr(DUG,U) _ Tr(DGy)
N2 - N - N + T]2, (7-39)
Tr(DUGuU? Tr(DG
No = r( N ooU7) = T(N o0) - — 72 (7.40)

Os intervalos de valores restritos destas varidveis definidos pela eq. (7.36) decorre
da conservagio do nimero de particulas do sistema (3i_, N = 1). Poderfamos
utilizar as varidveis Ny em lugar de 7, mas isto implica em termos varios termos
independentes do tempo a mais na Hamiltoniana classica.

Alternativamente, ainda podemos definir novas variaveis independentes da tempe-

ratura

sin \/zlzl !
0s 4/ = I, = —, 7.4
2 T %5 2222 1 T ( 1)

—__Sln 22 22 ——4 12 = ﬂz (742)

s Ve T

22

Sl= S
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e uma constante de acoplamento efetiva

xg = x T, (7.43)
obtendo .
L i S .
F=Ts kz::l (I4T; - Tul}) = TE, (7.44)
onde
E
= T = 1425+ Ty + xp{—(1 = I — I5)[Z1 cos (26,) + I, cos (26;)] +
+ 1112 COS [2(91 - 92)]} (745)
e
0<I,+I, <L (7.46)

Esta é precisamente a Hamiltonlana cldssica a temperatura nula com parametro
de interagdo xs. Dal podemos concluir que o efeito de temperatura na fase de acopla-
mento forte é o mesmo observado no modelo de Lipkin SU(2) e no modelo do Maser de
Dicke [7] (também cadtico), ou seja, a temperatura nio traz aspectos dindmicos novos
em relagdo ao sistema de temperatura nula, produzindo o que usualmente denomina-
se “scaling” (escalonamento). Entretanto é necessario termos claro que os estados
térmicos ndo podem ser simulados simplesmente mudando-se parametros da Hamil-
toniana fria e sdo efetivamente distintos em relacdo aos estados do sistema de tempe-

ratura nula.

7.3.1 Equagoes de movimento, pontos fixos e bifurcacoes no
regime de acoplamento forte

As equagbes de movimento para o regime de acoplamento forte obtidas a partir da

Hamiltoniana (7.37) sdo dadas por

106



= o = 2y {~(T —m =) sin(26) + o sin[2(0; — 6;)]}, (7.47)

601
: O0FE : :
=5 = —2myx {(T — m — m2) sin (262) + mysin [2(6) — 6,)]},  (7.48)
6, = g—i = 14 x {=(T — 2n — n2) cos (261) + n2 [cos (26;) +
+ cos [2(6; — 62)]]}, (7.49)
6, = g—i = 24 x{mcos (26;) + cos [2(6; — 62)]] — (T — 1 — 2n3)
cos (26;)}. (7.50)

O modelo tem uma estrutura classica muito rica como ja foi previamente estudado
no limite de temperatura nula na ref. [18]. Estudamos aqui treze dos quatorze pontos
estacionarios analiticamente. Apresentamos na Tabela 7.1 as energias, coordenadas e
intervalos de validade destas solugdes a temperatura finita. Sdo rotuladas de A a N
em ordem crescente de energia para a situacdo onde x > 0. O décimo quarto ponto,
rotulado por G, sé pode ser encontrado numericamente e por ser de pouco interesse
aqui foi deixado de lado. Os tragos nas varidveis 8y indicam que qualquer valor para
estas satisfaz as condicdes de equilibrio, e ocorrem quando as respectivas variaveis 7
sao nulas.

Na figura 7.3 temos as energias dos pontos estacionarios a temperatura nula para
interagdes atrativas e repulsivas em fungio de x. Os 1inicos pontos de equilibrio estavel
sdo os de menor energia para cada valor de x (N (4 minimos) para x < —3; K (2
minimos) para —3 < x < —1; H (1 minimo) para —1 < x < 4+1 e A (2 minimos)
para x > 1). As linhas pontilhadas foram utilizadas apenas para destacar solugGes

distintas.
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Ponto E m 72 6; 6, Validade
A | 2IHE T 0 - IXT| 21
B | =) o xI=2 - 0 IXT| > 2
C ;(x’é‘_;l_ﬁ X% X’g—;’l— 0 0 xT < —-1louxT >4
D | ==l ofel kTl 6+ 2 cos (20;) = 2L 1< xT <5
R 0 3 XTI 2 5
Fo| 21 T4 3= x 0 xT < =4 ou xT > 1
H -T 0 0 - - Vx, T
I 0 T 0 cos (26,) = —;—} - IxT| > 1
J +T 0 T - cos (26;) = 22 IxT| > 2
K | G aIm : - XTI 2 1
L LT+ g aIE2 - z IXT) > 2
M| WIEE Al xE s (2g)) = ST 6, XT < ~1ou xT >
N S z z IXT| >3

Tabela 7.1: Energias, coordenadas n;, 12, 0; € 02 e intervalos de validade como
funcdo do pardmetro de interagio x e do termo dependente da temperatura T =
Ty = T de treze dos quatorze pontos fixos da Hamiltoniana (7.37) para a fase de
acoplamento forte. Os pontos sdo rotulados de A a N. A solugdo G foi omitida e

pode ser encontrada apenas numericamente.
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Figura 7.3: Energia cldssica dos pontos estaciondrios como fungdo do parametro x
para temperatura nula. As bifurcagées de solugées sdo indicadas pelos circulos pretos
e as linhas pontilhadas destacam as solugdes. Exceto as soluges de minimo todos
os pontos sdo de equilibrio instdvel. Para interagées atrativas temos trés solucées de
minimo (N,K e H) enquanto que para repulsivas temos apenas duas (A e H).

E importante notar as diferencas entre as bifurcacbes dos minimos dos casos de
interagdo atrativa e repulsiva. Para valores negativos de x temos duas bifurcactes
de equilfbrio. Para —1 < y < 0 temos um dnico minimo absoluto (solugio H).
Em x = —1, esta bifurca-se em outros dois minimos (solu¢do K) e passa a ser uma
solucdo de sela. A solugdo K permanece assim no intervalo -3 < x < —1. Em
X = —3 surgem quatro minimos simétricos correspondendo a solugdo N. A solugio K
passa a ser instavel entdo. Para valores positivos de x temos apenas uma bifurcacio:

para 0 < x <1, a solugdo H € unica e em x = 1 surge a solugdo A que corresponde
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a dois minimos. A solu¢do H passa entdo a ser instdvel. Nossa andlise diverge em
relagéo a ref. [18] em dois aspectos: quanto ao intervalo de validade de alguns pontos
fixos (D, I, J e K) e quanto a estabilidade dos pontos.

Estas solugdes de estado fundamental da Hamiltoniana, assim como suas bifurcagoes
relacionam-se intimamente com os regimes termodinamicos e suas transigdes de fase.
Mesmos sem realizar os calculos podemos prever que para interagdes repulsivas te-
remos apenas uma transicio de fase entre duas fases termodinamicas e que a fase

analoga ao regime de acoplamento forte néo existe nesta situagao.

7.3.2 Secgoes de Poincaré no regime de acoplamento forte

O modelo de Lipkin SU(3) é integravel quando o parametro de interagdo do sistema
é nulo. Além da energia, temos entdo as conservacgoes das populagdes de cada um
dos trés niveis ou camadas. As o6rbitas classicas estdo sobre toros invariantes bi-
dimensionais cujas varidveis de acdo sao as ocupagdes dos dois niveis excitados. Ja
quando x deixa de ser nulo estas populagdes deixam de ser conservadas e o sistema
passa a ser nao integravel, apresentando movimento cadtico em regiGes do espaco de
fase caracterizadas pela energia do sistema e por x. Nas proximidades dos pontos
minimos as drbitas sio regulares. A medida que nos afastamos destes pontos em
diregdo a energias maiores, observamos a destruigio de toros invariantes e a ocupagéo
crescente do espago de fase por drbitas cadticas.

A titulo de ilustragdo, apresentamos algumas segGes de Poincaré da dinamica neste
regime de trabalho. Devido ao fato de que para x7; < —3 a temperatura nao traz
aspectos dinamicos novos ao sistema, basta considerarmos a situagao de temperatura
nula. Na figura 7.4 (a)-(d) apresentamos se¢des de Poincaré para varias trajetorias
para x = —6, temperatura nula e energias crescentes de (a) a (d) préximas ao ponto

de equilibrio N. As secoes foram feitas através do plano 7, = 0,166 (valor préximo
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a coordenada 7, do ponto N) para 0 < 6, < 7/2 (condicdo necessiria para definir a
secdo como um difeomorfismo) e apresentadas em representacdo polar das varidveis
(m1, 6:) para o hemisfério superior (0 < 8; < 7). Note que & medida que nos afastamos
do ponto estivel os toros invariantes sdo destruidos e que as orbitas caoticas passam a

ocupar porgdes maiores das regides do espago de fase acessiveis a energia do sistema.

0.45 | 1045 { . -
L n ) \- = AN N - . "
0.35 | 4 035 ¢
L
025 - 4 025 +
0.15 L 0.15
-0.09 0.00 0.09 -0.09
0.45 0.45
035 0.35
0.25 0.25
0.15 L 0.15 ——
-0.09 0.00 0.09 -0.09 0.00 0.09
Figura 7.4: Se¢bes de Poincaré para vérias trajetdrias a temperatura nula e x = —6

préximas ao ponto de minimo N através do plano n, = 0,166 para0 < 0, < 7/2 e
(a) E=-2,1; (b) E=-2,07; (c) E=-2,05 e (d) E=-2,03. Sido apresentadas em variaveis
polares (m1,60,) apenas para o hemisfério superior (0 < 8; < 7). (Observagao: Os
dados do ponto N sdo Y = 0,333; 7Y = 0,166; 0 = 7/2; 0) =n/2e EN = —2,166).
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A seguir aplicamos um formalismo alternativo, simples e adequado para a analise
do movimento nas fases ICR e WCR ja apresentado no capitulo 1. Isto finalmente
tornard possivel a exploragdo e compreensao do novo grau de liberdade que surge a
partir da transicio de fase do regime de interacdo forte para a intermediaria para
X < —3 e a temperatura finita para ¥ > —3. Verificaremos também os efeitos dos

novos termos nao lineares que surgem na Hamiltoniana cldssica do sistema.

7.4 Movimento de grandes amplitudes para todos
os regimes

Analisamos aqui a dindmica cldssica térmica a partir das equagdes de movimento de
Heisenberg [24] vélidas para a evolugio temporal dos valores médios dos geradores
Gk da dlgebra de Lie em termos dos quais a Hamiltoniana € expressa, dadas por

d

iETr(DUGJ-kU") = Tr(DU|G;, H)U") (7.51)

onde j,k =0,1,2 , H é a Hamiltoniana (5.4) do sistema e como jd vimos Gjx sdo os

nove geradores de U(3) que obedecem as regras de comutagao (5.3) e conservam as

quantidades
Ci = Y. Ga=N, (7.52)
C. = Y. GiGi, (7.53)
iJ
Cs = EG{jG_jka,’- (7.54)
ik

Devido a conservagido de Ci, a dlgebra de U(3) restringe-se a de SU(3), cujos ope-
radores de Casimir sdo Cy e C3. U e D sao da forma apresentada na segao 7.1.

Tomaremos o limite classico deste sistema (N — o00), onde a variancia de qualquer
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operador anula-se, ou seja

lim ((A?%) — (A)?) =0, (7.55)

Noowo
Assim a dinamica classica do sistema é regida pelas nove equacdes diferenciais
nao independentes, devido as conservagdes (7.52), (7.53) e (7.54) (além da energia do
sistema), cujas variaveis sdo os limites cldssicos dos valores médios dos geradores da

algebra. Sao elas:

iXoy = Xoi+x((Io—I1)X10 — XooXa1 + X12Xo02) (7.56)
iX10 = —Xio+x((I1 = Io)Xo1 + Xo2X12 — X21X30) , (7.57)
iXoz = 2Xoz + x((Io = I;)X20 — X10X12 + X1 Xo1) (7.58)
iXo = —2X50+ x((I2 = I)Xoz — X12X10 + Xo1 Xa1) (7.59)
iX12 = X+ x({(I = I)Xa21 — XorXoz + X10X20) (7.60)
iXay = —Xo +x((I— I)X12 — Xo2Xo1 + X10X20) (7.61)
ilo = x (X4 - X&+ X% - X)), (7.62)
il = x(Xb— X%+ X%, - XE), (7.63)
il = x(X%- XL+ X4 - X5,). (7.64)

Vale ressaltar que estas sio as mesmas equagdes de Heisenberg que determinam
a evolugdo temporal exata do sistema quantico. Esta dindmica é restrita ao limite
classico quando tomamos os valores médios dos geradores, aqui, dentro da nossa apro-
ximagao de campo médio, no limite de N — co. Devido a (7.55) basta calcularmos

os valores médios dos operadores Xz e I; escalados por N. Estes sdo dados por

1
Xo1 = =Tr(DUGuUY) = —iz 5104 {T) + S3T5 - S}(T, — S2T3)} +
N R,
_d, Z*C125253C3 212523 51252530'3 T
**3""RyR; Zi  RuR, %
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X02 = 'IiVTT(DUGmUT)

1 t

X12 = NTT(DUGQU )

X10

Io = ~Tr(DUGwU")
N

I, = ~Tr(DUGy U

1= N 7‘( 11 )

I, = ~Tr(DUG,U

2 = N r 22 )

onde os termos S;, C;j, R; e T; ja apresentados previamente. Note que Ix é o valor
médio do numero de particulas no nivel k e que Iy + I; + I; = 1, reflexo na dinamica

classica da relagéo (7.52).

. C15:C
—lZz%(Tz bt S§T3) + 2123
2

51C,53C3

Rl R3 T3’

2 D080y L Si8:Cs

R3 ZIZQT&_(Tz —_ S§T3),

" = "
Xon X0 = Xo2’ Xo1 = X12’

(7.66)

(7.67)

(7.68)

Tr(DGoo) — S3(Ty — S3Ts) — SHT, + S3Ts — S3(Ty ~ S3Ts)] +

51C1525:5C3

RiR,Rs Ts,

—1(212523 — 2]2223)

Tr(DGy) — S§T3 + 512[T1 + S§T3 — 522(T2 — 5§T3)] +

51C15253C3

RiR,Rs T,

+i(2z12525 — 2] 2223)

T’I‘(DGn) + S§T3 + S%(Tz - S§T3),

Finalmente é conveniente definirmos novas varidveis dadas por

onde So, Aq, Sp, Ag, Sy Ay € R. Em termos destas variaveis a Hamiltoniana do sis-

Xoi = Sa+tida, (7.72)
Xoz = Ss+iAp, (7.73)
X1z = S,+iA,, (7.74)
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tema é da forma
H= = Lo+ 5{S2— AL+ 53— 43+ 52— 42}, (7.75)

e as equagbes de movimento tornam-se

il = 4x(SaAa+ SpAs), (7.76)
iy, = 4x(=SaAs+5,4,), (7.77)
il, = —4x(SsAs+S,A,), (7.78)
i18q = Ao+ x{—Aulo— ) +2(AsS, + SsA,)}, (7.79)
iAe = —=So {14+ x(lo— L)}, (7.80)
iSs = 24p+ x{—As(Io — L) + 2(AaSy — Sady)}, (7.81)
iAg = =S5 {2+ x(Ih— L)}, (7.82)
1S, = Ay+x{—A,(IL — L) —2(AsSs + SpAa)}, (7.83)
iA, = =S, {1+ x(L - L)} (7.84)

Este é o sistema de equagdes diferenciais que efetivamente estudaremos através de
integragdo numérica como sera apresentado na proxima subsegdo. Antes de prosseguirmos
nesta dire¢do, vamos brevemente tentar compreender as varidveis classicas em termos
das quais a nossa dinamica é descrita. Como ja mencionamos, o terceiro grau de
liberdade ndo traz novidades em relacdo as interpretagdes das varidveis Iy, haja visto
que continuam sendo as mesmas e transparentes: séo o andlogo cldssico do nimero
de ocupacdo de cada uma das trés camadas, obedecendo uma equagdo de vinculo.
Continuam também sendo as varidveis de agdo do sistema ndo perturbado (x nulo).
Jé as varidveis que sdo o andlogo classico dos operadores de transi¢do requerem uma

analise mais cuidadosa. Estas podem ser convenientemente expressas por
Xoo = (Go) = pa €', (7.85)
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Xo = (Go)= pg e, (7.86)
X1z = (Gu)= py e (7.87)

Particularmente, a temperatura nula e no regime de acoplamento forte (situacdes onde

T3 é nulo) estas varidveis assumem a forma

Xoo = Il €%, (7.88)
on = \/1012 eiez, (789)
X12 = \/Illz ei(el—ez), (790)

ou seja, o mddulo destas varidveis sdo func¢des conhecidas das varidveis tipo “agado”.
Assim por exemplo, temos que o termo p, € expresso em termos de Iy e I;, implicando
no fato de que das varidveis Xo; € X0 na verdade obtemos informagio de apenas uma
variavel cldssica independente e ndo duas como se pode esperar no caso geral. Esta
variavel independente € precisamente a variavel #;, canonicamente conjugada a I;.
Aniélogo ocorre com Xg; e X0 que relacionam-se a ;. Ja X;; e X3; apresentam algo
mais curioso: além do mddulo, também sua fase é funcido das varidveis classicas ja

conhecidas. Esquematicamente temos que

lo c I
I 1 =l)’ Il
I 2
X 7 }
01 1
—
X0
X02 02
—
X20
==
Xa1
Valores médios dos — Variaveis classicas
geradores da dlgebra independentes
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Para o Lipkin SU(2) temos algo anélogo

(J.) = I, (7.91)

(J4) = f(I)e*

(J-) = f(I) e

Assim a dindmica cldssica descrita em termos dos valores médios de trés geradores da

apenas uma varidvel cldssica independente: 6

algebra de SU(2) reduz-se a um tnico grau de liberdade.

Concluimos portanto que a dinamica classica do modelo de Lipkin SU(3), a tem-
peratura nula e na SCR, além da redu¢do de dimensao do sistema de 9 para 6 devido
as ja mencionadas constantes de movimento, também apresenta uma redugio de 6
para 4 devido & particular interrelacio entre Xio, Xo1, Xoz2, lo, I, € I.

Ja para as fases intermedidrias e fracas esta iultima reducdo é inexistente e as
equagdes (7.88), (7.89) e (7.90) ndo sdo mais respeitadas. Além das tentativas analiticas,
investigagbes numeéricas foram implementadas: ao longo da integracdao numeérica de
érbitas da ICR monitoramos algumas quantidades, como por exemplo (Xo1 X10/(lo]1)).
Para temperatura nula e SCR, o valor desta é constante e igual a 1. Jd para ICR,
é uma funcdo que varia vertiginosamente com o tempo. Da mesma forma acompa-
nhamos a quantidade 6, £ (6, — 05) e encontramos, em lugar do valor nulo, 0 mesmo
padrao de comportamento.

Vale mencionar também que alguns esforcos foram investidos no sentido de se
realizar duas tarefas, que entretanto, ndo foram finalizadas por se revelarem excessi-
vamente laboriosas. Tentamos analiticamente definir para o sistema de trés graus de
liberdade pares de varidveis canonicamente conjugadas, que apesar de teoricamente
factivel, novamente néo se revelou uma tarefa simples. Do mesmo modo, iniciamos o
estudo analitico dos pontos de estabilidade desta dinamica, nao finalizado por ter-se

tornado demasiadamente longo e complexo.

117



Prosseguimos agora com o estudo da dindmica de nosso sistema através de uma

investigacdo numérica.

7.4.1 Investigagao numérica

Utilizamos uma rotina da Biblioteca “Numerical Recipes” em fortran que faz uso do
método de Runge Kutta de quinta ordem para integrar estas equagdes. Os dados de
entrada sdo a energia E, a constante de interagdo x e os termos que definem a tempe-
ratura 77 e T,. As condigdes inicias complexas z;, 22 e 23 sdo geradas aleatoriamente.
Dado este {2}, as varidveis dinamicas séo calculadas a partir das eqs. (7.65)-(7.71)
e obtemos a trajetoria integrando (7.76)-(7.84). Cabe salientar que o0 movimento com
trés graus de liberdade se passa sobre uma subvariedade de dimensdo 5 devido as
conservagdes de (7.52)-(7.54) e da energia do sistema. Na pratica, eliminamos apenas
uma dimensao utilizando (7.52) e integramos um conjunto de oito equagdes acopladas.

Devido ao sistema passar a ter um nimero de graus de liberdade maior que dois,
teremos um fluxo hamiltoniano com algumas caracteristicas radicalmente novas em
relagdo ao sistema de dois graus de liberdade, caracteristicas essas que tém sido objeto
de estudos na literatura [4, 6, 1]. Podemos citar duas delas: Para uma dinamica com
dois graus de liberdade, as superficies KAM bidimensionais dividem o “volume” tridi-
mensional de mesma energia no espago de fase em um conjunto de volumes fechados,
cada um destes envolvido e limitado por superficies KAM (assim como linhas isolam
regides em um plano). Para trés graus de liberdade as superficies KAM tridimen-
sionais nio dividem mais o volume de energia de dimensdo cinco em um conjunto
de volumes fechados (assim como linhas ndo separam um volume tridimensional em
regides distintas). Para n > 2 graus de liberdade, as superficies KAM néo dividem
o volume de energia de (2n — 1) dimensoes em regides distintas. Assim neste caso,

de modo genérico, todas as camadas estocdsticas da superficie de energia no espaco
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de fases sdo conectadas em uma unica rede complexa denominada teia de Arnold.
Esta rede permeia todo o espago de fase, interceptando ou estando infinitesimalmente
proxima a todos os pontos. Este movimento é conhecido como a difusdo de Arnold
[49, 50]. Observa-se, porém, que este processo é muito lento em relagdo ao tempo
de difusdo da trajetdria dentro de sua camada estocdstica de origem. O segundo
aspecto novo da dinamica reside no fato de que a conservagdo de energia nao mais
evita grandes movimentos estocasticos ao longo das camadas para tempos grandes.
Apesar de nao estarmos particularmente interessados em investigar estes aspectos, é
importante té-los em mente e levar em conta suas implicagdes.

A seguir apresentamos dois métodos utilizados para estudar a dindmica de trés
graus de liberdade, um que fornece informagdes de cardter qualitativo e outro que
fornece informacgdes quantitativas. O primeiro destes consiste em um método grafico.
Devido as segbes de Poincaré passarem a ter quatro dimensoes como veremos a seguir,
algumas representagoes graficas alternativas foram adotadas, possibilitando uma com-
paracdo qualitativa entre trajetdrias do sistema a temperatura nula com trajetdrias da
ICR e WCR. O segundo método consiste no calculo do maior expoente de Lyapunov
da dindmica e do volume caético do sistema, ou seja, o volume do espago de fase
no qual ao menos um dos expoentes de Lyapunov é positivo. Esta andlise permite-
nos caracterizar a dindmica do sistema a temperatura finita através de um critério

quantitativo e definitivo.

Método Grafico: “Secoes de Poincaré”

O conceito de superficie de segdo ou segdo de Poincaré pode ser generalizado para
sistemas com n > 2 graus de liberdade. Para o caso usual, n = 2, dentre as quatro
coordenadas do espaco de fase (vinculadas pela conservagio de energia), fixamos uma
delas definindo a superficie de segdo. Consideramos entao as intersecgdes sucessivas

da trajetdria com esta segio que satisfagam ainda uma outra condigdo: que uma
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outra das coordenadas tenha valor dentro de um intervalo restrito predeterminado a
fim de que o mapa de Poincaré seja definido como um difeomorfismo. Desde que esta
condicao seja satisfeita, passamos a ignorar esta coordenada do ponto de intersecgao da
trajetoria com a secdo (o que equivale a se fazer uma projecao “parcial” da trajetdria
nesta coordenada) e coletamos o outro par de coordenadas definindo um conjunto de
pontos. Estes poderdo estar sobre uma variedade de dimensao um, caso haja ao menos
uma constante de movimento além da energia, ou sobre uma variedade de dimensio
até dois, caso ndo haja esta conservacido. Para n > 2 temos que a superficie de segdo
é definida como uma variedade de (2n — 2) dimensoes e consideramos as intersecgoes
sucessivas da trajetdria com esta superficie. Assim sendo em nosso caso de trés graus
de liberdade, as segdes de Poincaré possuem quatro dimensodes e o conjunto de pontos
desta poderdo estar sobre variedades de 2 a 4 dimensdes.

Apesar de termos definido e implementado nossa metodologia de analise grafica
antes mesmo de fazer uma pesquisa bibliografica mais apurada sobre o tema, vale
a pena apresentarmos previamente algumas técnicas e resultados ja desenvolvidos
e publicados. Recorrendo a literatura, encontramos em [6] citagdes do trabalho de
C.Froeschlé [51] e [52]. M.Gutzwiller se refere a este como sendo um dos poucos pio-
neiros que tiveram a coragem de penetrar nesta selva (secoes de Poincaré de quatro di-
mensdes). Em [51] sdo descritos e usados dois métodos graficos para estudar sistemas
dindmicos com trés graus de liberdade: corte em fatias e vista estereogrdfica. Um
conjunto de pontos com quatro coordenadas (z,y,u,w) definem a segdo de Poincaré.
O método de visGes estereogrificas consiste em reter apenas trés destas coordenadas
(por exemplo (z,y,w)) e representar os pontos definidos em um espago tridimensional
fazendo uso de técnicas estereograficas, o que equivale a fazer uma projegdo da segéo
de Poincaré ao longo de uma coordenada. Este é o método principal. O segundo, o

corte em fatias, consiste em seccionar a superficie do método anterior por um outro
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plano, por exemplo, y = 0. Na pratica esta se¢io deve ter uma espessura a fim
de que possa conter algum ponto. Assim projeta-se por exemplo, no plano (z,w),
os pontos para os quais —¢ < y < ¢, sendo € uma quantidade pequena. Froeschlé
apresenta os resultados e conclusdes para ambos os métodos, definindo intervalos dos
parametros do sistema para os quais observa-se uma transi¢ao de movimento regular
a cadtico. No segundo trabalho, através de andlise numeérica estuda a divergéncia de
trajetdrias com condicOes iniciais préximas (essencialmente é o cdlculo do maior ex-
poente de Lyapunov) que confirma os resultados do primeiro trabalho. Apesar deste
sucesso, consideramos que estas técnicas sdo extremamente complicadas e restritivas.
A anadlise das representacdes graficas do primeiro método exige uma inspe¢do muito
cuidadosa, requerendo um treinamento prévio de vistas estereograficas que nao julga-
mos simples, nem tdo pouco pratico e na realidade € de acuracia limitada. O segundo,
malis razoavel, exige uma integragio numérica de cada trajetoria por um tempo muito
maior. Problemas relativos a precisao numeérica e tempos de integragio acabam por
restringir demasiadamente o nimero de pontos coletados de uma orbita e portanto
qualquer conclusdo a seu respeito.

Optamos por analisar dois tipos de representagoes graficas das se¢des de Poincaré

de nossa dinamica. Sao elas:

1. plotamos I; x I, quando a trajetdria passa por A, = 0 e S, > 0 (estas condigdes
definem a segéo), Sz > 0 e Ag > 0 (condigdo necessaria para que o mapa seja
um difeomorfismo). Ao menos para a temperatura nula e para a fase SCR estas
condi¢des implicamem 6, =0 e 0 < §; < m/2, onde 0, e 6, sdo as variaveis tipo

“angulo” definidas por (7.35).

2. plotamos I cos (©) x I, sin (@), quando trajetdria passa por I; fixo, Sg > 0 e
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Ap > 0, onde

cos (@) = _ S (7.92)

ou seja, a parte real de (Go;) dividida por sua norma e

sin (@) = ——"2__ (7.93)

e

ou seja, a parte imagindria de (Gp;) dividida por sua norma.

Para T3 = 0 (temperatura nula ou SCR), a varidvel © do item (2) é exatamente a
variavel canonicamente conjugada a I; e estas representacdes graficas sao precisamente
as se¢des apresentadas na figura 7.4. Ja as representacdes do item (1), na situagdo de
T3 nulo, equivalem a se fazer uma se¢do da trajetdria no plano §; = 0. Cabe salientar
que o mapa do item (1) sé é vdlido para x # 0 para que o fluxo hamiltoniano néo
tangencie a segdo. Esta condigio é necessaria para definir-se o mapa de Poincaré.

A seguir apresentamos os resultados obtidos (atente para o fato de que as escalas
variam muito de figura a figura).

Na figura 7.5 apresentamos se¢des I; x I, para x = —6 e temperatura nula (sdo
analogas as da fase SCR dado que a temperatura s6 produz um “scaling” nesta fase)
e energias crescentes (a) £ = —2,10; (b) E = —-2,07; (¢) E = -2,05 e (d) E =
—2,03. Estes valores sdo préximos a energia do ponto N que € o minimo da dinamica
para X < —3 (Enin = —2,1666). Os parametros desta figura sdo os mesmos da
figura 7.4, e estas sdo apresentadas apenas para exemplificar os graficos do tipo (1).
Verificamos o mesmo comportamento do sistema da figura anterior (trajetérias sao
regulares préximas ao ponto de minimo, tornando-se caéticas a medida que se afastam
em energia). A andlise a temperatura finita destes graficos leva as mesmas conclusdes
que para o tipo (2), de modo que nos restringiremos a apresentar apenas os resultados

deste ultimo tipo.
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Na figura 7.6 apresentamos ([;, ©) para x = —2,0, temperatura nula ‘e energias
crescentes (a) £ = —1,12; (b) E = —=1,10; (c) £E = —-1,00 e (d) E = —0,90. Estas
trajetorias sao préximas ao ponto K (Emin = —1,125), que é minimo da dindmica
para —3 < x < —1. Note que a uma energia 11% maior que a minima, érbitas sdo
ainda nitidamente regulares (veja figura 7.6(c)). A sec@o € definida para [; fixo igual
a 0,001 em (a) e (b) e igual a 0,05 em (c) e (d).

Ja na figura 7.7, ainda para y = —2,0, tomamos 8 = 1,62. Estes parametros
situam o sistema na fase ICR. Vale lembrar que para este valor de x, a fase SCR néo
existe e T3 deixa de ser nulo assim que a temperatura deixa de ser nula. As trajetorias
desta figura tém energias (a) £ = —0,97; (b) E = —-0,90 e (¢c) £ = —0,85. O valor
da energia minima, ou seja, do ponto K é agora —0,9732. Estes graficos apresentam
diferencas radicais em relacdo a figura anterior: a uma energia 0,33% maior que a
minima, as drbitas, aparentemente, ji perdem sua regularidade. Podemos também
observar o surgimento de uma estrutura nova nas proximidades de © = £7 na figura
7.7(0), inexistentes em 7.6(d), sua respectiva a temperatura nula.

Para uma temperatura ainda maior, § = 1,2 que é bem préxima a temperatura
de transi¢do de fase entre a ICR e WCR temos que o sistema apresenta um compor-
tamento ainda mais distinto. Para esses pardmetros a energia minima € —0,6584. Na
figura 7.8 apresentamos representagdes graficas para trajetérias para (a) E = —0,655
e I fixo igual a 0,067 e (b) £ = —0,60 e [; = 0,08 fixo. Note que mesmo para
orbitas muito préximas a E,.;, a varidvel © (agora nao canonicamente conjugada a
I1) varia muito, praticamente de 0 a 27. Esperarfamos que variasse muito pouco em

torno de 0 ou 7.
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Figura 7.5: Representagées grificas do tipo (1) para vérias trajetdrias proximas ao
ponto minimo N a temperatura nula, Yy = —6 e energias crescentes (a) E = —2,10;
(b) E=-2,07; (c) E=-2,05 e (d) E =—2,03. Ilustram representagées do tipo (1)
e devem ser comparadas as figuras 7.4.
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Figura 7.6: Representacées graficas do tipo (2) para vérias trajetdrias proximas ao
ponto minimo K a temperatura nula, x = —2 e energias crescentes (a) E = —1,12;
(b) E=-1,10; (c) E = —1,00 e (d) E = —0,90. As sec¢des sido definidas para I, fixo
igual a 0,001 em (a) e (b) € 0,050 em (c) e (d).
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Figura 7.7: Represgh'ggées gréficas do tipo (2) para varias trajetdrias préximas ao
ponto minimo K a temperatura finita § =1,62, x = —2 e energias crescentes (a)
E=-0,97; (b) E=-0,9 ¢ (c) E = —0,85. I, fixo igual a (a) 0,024; (b) 0,050 e
(c) 0,100. Energia minima para estes parametros é —0,9732 e T3 = 0,0353.
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Figura 7.8: Mesmo que para figura anterior para temperatura finita f = 1,2, x = —2e€

energias crescentes (a) E = —0,655 e I2ﬁx° = 0,067 e (b) E=-0,60 ¢ Iﬁxo = 0,08.
Esta temperatura é préxima a temperatura de transicio de fase ICR — WOCR.
Erin = —0,6584 e T3 = 0,1474.

Estas representagdes graficas nos possibilitaram uma analise qualitativa de onde

pudemos concluir e/ou comprovar que:

1. O efeito da temperatura na dindmica classica das fases ICR e WCR realmente
nido é um “scaling”, pois os padrdes observados nos graficos destas fases sdo

completamente distintos dos graficos de temperatura nula.

2. Terceiro grau de liberdade é realmente ativo nestas fases. Se houvesse alguma
outra conservagdo no sistema além da energia, isto seria refletido nos graficos,
a exemplo do que ocorre no sistema de temperatura nula onde pontos das re-
presentagdes graficas do tipo (1) e (2) estdo sobre variedades de dimenséo dois

e nao quatro.
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3. Nossas representagdes graficas ndo servem absolutamente para qualificar o sis-
tema dindmico como regular ou cadtico. A analise dos expoentes de Lyapunov,
apresentada a seguir, revelou que padrdes esboroados em nossas representacoes
podem corresponder a uma trajetéria com todos expoentes de Lyapunov nulos,
enquanto que curvas aparentemente regulares, podem apresentar o maior ex-
poente de Lyapunov, apesar de pequeno, finito. Esta dltima situagio se refere
aquela onde € preciso integrar a trajetéria por tempos muito longos para se ve-
rificar sua divergéncia exponencial, ndo sendo um problema especifico do tipo

de representacao grafica que utilizamos.

4. Representacoes grificas de um sistema dinamico com trés graus de liberdade
realmente nao é algo trivial de se tratar e particularmente nos foi 1til devido
ao nosso sistema sofrer uma transicdo de quatro para seis dimensdes. De uma
forma qualitativa pudemos observar que realmente hd aspectos dindmicos novos

trazidos pela temperatura para as fases [CR e WCR.

A seguir apresentamos o segundo método utilizado para estudar numericamente a

dinamica de nosso sistema.

Método Quantitativo: Expoentes de Lyapunov e Volume Cadtico

Aplicamos aqui o mesmo procedimento adotado por D.C.Meredith [16] em seu
estudo da dindmica cldssica do modelo a temperatura nula, a fim de caracterizar
quantitativamente os efeitos térmicos na dinamica do sistema nas fases ICR e WCR:
o célculo do major expoente de Lyapunov e do volume cadtico do sistema.

Dada uma particular trajetéria com condigéo inicial zp, consideramos uma tra-

jetdria vizinha cuja distincia a primeira seja |dp|. Integramos entdo estas duas tra-
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jetdrias, monitorando em intervalos de tempo 7 a distidncia entre elas. Definimos

entdo o expoente de Lyapunov como

A&, t) = lim © 1 40 (7.94)

t—oo ¢ |d0| '

Este expoente mede a taxa média no tempo da separagdo exponencial de érbitas
vizinhas. Em [53], Benettin, Galgani e Strelcyn realizaram um estudo numérico do
calculo desta quantidade estabelecendo um procedimento largamente adotado (do
qual também fazemos uso aqui): a renormalizagdo da distdncia entre as trajetdrias
em intervalos de tempo 7 evitando problemas numéricos (“overflows”). Verificam
também que ) independe da distancia inicial escolhida e da métrica adotada. Isto
relaciona o expoente de Lyapunov a particular trajetoria originalmente considerada,
caracterizando-a.

Assim temos que expoentes de Lyapunov positivos indicam que a trajetoria é
linearmente instavel, medindo a divergéncia média de drbitas vizinhas, enquanto que
os negativos medem sua convergéncia. Para sistemas Hamiltonianos a soma de todos
os expoentes é nula, enquanto que para sistemas dissipativos é negativa.

Estamos interessados apenas em calcular o maior dos expoentes, dado que basta
que apenas um deles seja positivo para caracterizar a trajetéria como caotica. Dado
que nosso sistema é Hamiltoniano, estes poderdo ser apenas positivos ou nulos.

Faremos nossa pesquisa variando a energia do sistema para valores fixos do parametro
de interagdo e da temperatura. Calculamos entdo o volume cadtico, ou seja, a fragdo
do espago de fase acessivel a estes parametros x, 3, E na qual o expoente de Lyapunov
€ positivo.

Na prética dividimos o intervalo completo de valores de energias acessiveis ao
sistema para determinados x e 8 em um nimero razodvel de intervalos menores

que chamaremos de “bins”, adotando intervalos variaveis de acordo com a regido
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de energia. Para regides localizadas no interior do espectro, estes “bins” sdo mais
largos, ficando mais estreitos nas estremidades do espectro onde verificamos existir
uma variagdo mais rapida do comportamento do sistema.

Para cada um destes “bins”, sorteamos cem condigdes iniciais com energias perten-
centes ao respectivo intervalo de energia do “bin” e calculamos entao os expoentes de
Lyapunov destas trajetorias, definindo quantas dentre estas possuem o maior expoente
positivo e quantas possuem este expoente nulo. Esta decisdo foi tomada observando
visualmente o comportamento do grafico A(t) em fungdo do tempo em escala log-log
para cada uma das trajetérias. O expoente zero tipico decresce como 1/t, enquanto
que o positivo a partir de um instante passa a ser constante.

A seguir apresentamos os resultados obtidos. Para temperatura nula, calculamos
o volume cadtico em fungdo da energia do sistema para x = —6 e y = —2 apresentado
na figura 7.9. O espectro de energia foi dividido em 34 intervalos(bins) para x = —6
e em 22 para x = —2. Os intervalos de energia do sistema foram renormalizados no
intervalo [0,1] a fim de facilitar a comparagdo . Verificamos que o volume caético para
X = —2 é menor que para x = —6, principalmente nas extremidades do espectro.

Adotamos x = —2 para fazer as andlises dos efeitos de temperatura dada a con-
veniéncia de n3o existir a fase de acoplamento forte para este parametro, mas sim as
fases ICR. e WCR. O célculo do volume caético foi realizado para quatro tempera-
turas: (a) nula, (b) 8 = 1,2 (ICR, proximamente a transi¢do de fase), (c) 8 = 1,0
(WCR, méximo valor absoluto de T3 para x = —2) e (d) § = 0,5 (WCR). Estes foram
escolhidos verificando-se o comportamento de T3 em funcdo de 8 e seu valor relativo
a T} e Tz, de modo a percorrer as situacdes onde os maximos efeitos de T3 pudessem

ser verificados.
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Figura 7.9: Volume cadtico do sistema como fungao da energia renormalizada a tem-
peratura nula para x = —6,0 e y = —2,0.
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Figura 7.10
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Figura 7.10: Volume cadtico do sistema como func¢do da energia renormalizada para
X = —2,0 e quatro temperaturas distintas: nula, 8 = —1,2 (ICR), 8 = —1,0 (WCR)
e 3 =-0,5 (WCR).

Na figura 7.10 observamos que sistematicamente o volume cadtico do sistema de-
cresce com o aumento da temperatura em ambas as fases, afetando mais acentu-
adamente os extremos do espectro. Isto nos leva a concluir que o o aumento de
temperatura produz o mesmo efeito no caos do sistema que diminuir o parametro de
interacdo. Os muitos termos nio lineares proporcionais a 73 na Hamiltoniana néo
causam aumento do volume caético do sistema como poderiamos esperar.

A titulo de ilustracio apresentamos a figura 7.11, onde s@o comparadas as repre-
sentagoes graficas do tipo (1) e (2) com os expoentes de Lyapunov de duas trajetdrias,
uma representada por pontos e linha tracejada e a outra por circulos e linha sélida.
Em ambos casos, trajetérias com padrao esboroado na representagio grafica apre-
sentam expoentes de Lyapunov tipicamente nulos. Desta forma, concluimos que as
representacdes graficas adotadas ndo servem para caracterizar a regularidade ou caoti-
cidade das trajetdrias, o que poderia ser esperado, dado que estamos projetando segdes

de quatro dimensdes em apenas duas dimensdes.
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Figura 7.11: Maior expoente de Lyapunov como funcdo do tempo, representacio
gréfica do tipo (1) e do tipo (2) de duas trajetérias. Uma delas é representada por
linha sélida e circulos e a outra por linhas tracejadas e pontos. Note que ambos
os expoentes decrescem continuamente com o tempo, caracterizando-os como nulos
(trajetéria regular) enquanto que nas representacées gréficas encontramos padrées
esboroados, que seriam tipicos de trajetdrias cadticas.
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Capitulo 8

Conclusoes

O presente trabalho contem um estudo detalhado de efeitos de temperatura finita nas
versOes integravel e nao-integrivel do modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. Utilizamos
uma técnica oriunda da teoria de muitos corpos néo relativistica que permite incor-
porar misturas estatisticas dentro do contexto do tratamento de campo médio. Deste
ponto de vista, o modelo adotado nos parece ideal pois no limite de N — oo a solugio
de campo meédio é exata.

No que se refere a termodinamica da versdao SU(3) do modelo, como discutido
extensamente no texto do trabalho, caracterizam-se duas transi¢des de fase de se-
gunda ordem e portanto trés regimes distintos, denominados SCR, ICR e WCR. A
conclusdo mais importante deste estudo é que os efeitos térmicos tendem a contra-
balancar os efeitos dinamicos, isto é, enfraquecer efetivamente o acoplamento. Esta
situaglo possui um andlogo na dinimica térmica. A analise desta dltima, entretanto
¢ muito mais complicada de todos os pontos de vista. Todos os estudos contém tal
riqueza de detalhes e complexidade que sé puderam ser analisados numericamente.
Essa riqueza revela aspectos interessantes e até mesmo inesperados: o surgimento de
um novo grau de liberdade, cuja caracterizagdo nado pode ser feita em termos de pares
de variaveis canonicamente conjugadas (a ndo ser no regime de acoplamento forte,

quando os efeitos térmicos sdo triviais). Em contrapartida, o estudo das equagoes de
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Heisenberg para os geradores do grupo nos mostrou efeitos essencialmente causados
por esse novo grau de liberdade. Outro aspecto que vale mencionar refere-se as segdes
de Poincaré comumente utilizadas em sistemas de dois graus de liberdade para carac-
terizar porgdes regulares e caoticas do espaco de fase: no presente trabalho mostramos
que o uso ndo cuidadoso desta ferramenta pode ser desorientador para sistemas com
mais de dois graus de liberdade. Uma analise ingénua das representacoes graficas que
utilizamos poderia nos levar a concluir pelo aumento de caos com a temperatura. No
entanto uma andlise quantitativa mais precisa, através de expoentes de Lyapunov e
o calculo do volume cadtico do espago de fase revela exatamente o contrario. Ja a
utilizagdo adequada das se¢bes ndo se revelou uma ferramenta eficiente para este fim.

Acreditamos que, embora nosso resultado seja dependente do modelo escolhido,
deva ser geral. Investigacbes em outros modelos podem ser interessantes neste con-
texto, em especial aqueles que podem ser diretamente relacionados a observaveis tais
como susceptibilidade magnética e outras propriedades termodinamicas. O estudo
de flutuacdes estatisticas nos parece também um campo promissor e possivel de ser
investigado com as ferramentas que dispomos. O ideal seria tratar um sistema sufi-
cientemente realistico e rico onde os efeitos térmicos aqui previstos pudessem ter uma

contrapartida experimental.
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Apéndice A

Calculo dos tragos

Apresentamos aqui o calculo dos tragos utilizados no capitulo 3 e 4.

Iniciamos por

Tr (e"’"’JZ) / (jm|e*=J,|jm)
TT'(.DJz) = W = tc%%)s (jm‘ea\’zljm> (A.l)
estados

onde a somatdria é feita sobre todos os estados acessiveis ao sistema. E conveniente
tratarmos nosso sistema de dois niveis de degenerescéncia N como N sistemas de dois

niveis. Assim, definindo
1/ t
Jzp = 5 (ap+lap+1 - ap-1ap—1> (A-2)
podemos expressar o operador de quase-spin na forma

N
J, = Z Tz (A.3)

p=1

Os estados do sistema escrevemos como

N
|]m) = Iml mo M3 ... mN> = ® |mp), (A4)
p=1

onde m, sdo estados de particula tinica e podem assumir valores +1/2 e —1/2.

O denominador de (A.1) é entéo dado por
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Tr (eajz) = E (ml my ... mN|e°‘~721 ea..'fzz . eanNlml my
todos
estados
N N
= H E (| eaJZPImp> = H (60/2 + e"’/"’) =
=1 mp=%1/2 p=1
= [2cosh (a/2)]".

O numerador de (A.1) é facilmente obtido:

0

Tr (e“‘]‘JZ> =—Tr (6QJ:) =201 N cosh™=Y (a/2) sinh (a/2).

Ja

E finalmente obtemos que

Tr(DJ;) = & tanh ($).

Analogamente

Tr (e"“]‘Jf) 1 H? o,
Tr(e*)  Tr(e*)) da? Ir (e J> -

Tr(DJ?) =

z

= Z{(N~1)tanh’ (%) +1}.

Outro termo de interesse é o

1

TT(DJz) = m Z Z (m|e°J1|m’>(m’|Jz|m>.

m=todos m’=todos
estados estados

Dado que

(ml|Jz|m> = /\l(sm’,m+1 + /\25m’,m—1
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(m'|e**|lm) = €*™ 8 s (A.11)

obtemos que
(Tr(DJr) =0. (A.12)

Analogamente
|?r(DJy) =Tr(DJ,J;) =Tr(DJyJ;) = 0. (A.13)

Finalmente, o dltimo termo a ser calculado é o

1

Tr(DJ?) = ———— my my... my|
TT' (ean) to%)g < 2
estados
N N
eoJn gadn | aTzN Z ZJx,-Jxk|m1 My...Mmy). (A.14)
k=1 i=1
Como
! 2 1
( 'jx |m> 4 mm’ = 6;’}:, (A15)
obtemos que
Tr(DJ}) = —1—J Z (my ma... my|
TT' (ea z) mp=£1/2
r=1,...,.N

e*Tn oz eoTen (fo +Jzi+...+ Ja:,zv) |my ma...my) =

Y Zestados <m1 le Hp ean"Jx? |m1 . ..mN) _

i=1 Zestados <m1 le Hp e~ Jzp |m1 ce mN)

_ EI-V-:Z m,|ea.72.jx2,mz) _ N 1/4e°‘/2+1/4e‘°‘/2 E
= a3

= 6an‘ |m ) - ; ea/2 + e—a/g =

(A.16)

139



&

Da mesma forma

Tr(DJZ) = Tr(DJ2) = &,
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Apéndice B

Multiplicidades das representacoes
irredutiveis do grupo SU(2)

Apresentamos aqui uma possivel dedugio da expressdo das multiplicidades das repre-
sentacdes irredutiveis do grupo SU(2). A abordagem ndo tem por objetivo apresentar
sofisticadas técnicas matemadticas, mas sim tem pretensdes didaticas, visando fami-
liarizar iniciantes com as construgdes das representacOes irredutiveis do grupo e de
seus estados, principalmente os das representagdes anti-simétricas que sao as menos
triviais.

Para a representacdo simétrica, j = % o resultado é imediato pois s6 ha uma
possibilidade para este multipleto. Para os demais casos, calculamos o numero de
estados anti-simétricos linearmente independentes cujos autovalores de J, sejam —j
e que sejam estados de menor peso de um multipleto (atuacdo de J_ nestes estados

produz resultado nulo).

Seja o estado fundamental

X
6) = I1 ;-10) (B.1)

T

onde |0) é o estado de vacuo e a,_ € o operador fermidnico de criagdo de uma particula

no estado p do nivel inferior (as regras de comutacéo eq.(2.2) sdo obedecidas). Este
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é o estado de menor peso da representagiao simétrica, identificado por j = N/2 e
m = —N/2. Os demais estados do multipleto sdo obtidos aplicando-se o operador J,
a este consecutivamente até que o estado m = +N/2 seja atingido.

Para os outros multipletos adotamos o procedimento a seguir:

Seja N
|41) = E_: a}sap_p|@) (B.2)
tal que = r
J_|¢) =0 onde Jo= ﬁj al_aps, (B.3)
7=

0 que implica em
]\T
Y e =0. (B.4)
p=1
Em (B.2) temos N varidveis ¢, (p = 1,..., N) que submetidas a equagdo de vinculo
(B.4), resultam em (/N —1) varidveis independentes. Assim, temos (N —1) autovetores

que sdo estados de menor peso das representacdes irredutiveis cujo j = -];—r -1

Da mesma forma propomos

N N

|$2) = Z Z a;+a;’+ap’—ap—5pp’|¢> (B.5)
p=1lp'=1
onde
€pp =0 se p=p (B.6)
€ Cpp' = Ep'p- (B.7)

Impomos que

N
J_|$2) =0 = Nequagbes j=1,...,N: Z €p; = 0. (B.8)

p=1
Considerando as imposigdes (B.6) e (B.7) ficamos com M—Jg—'ﬁ varidveis €,y que
sujeitas as N equagdes de vinculo (B.8) reduzem-se a M@ variaveis independentes.

Portanto, temos M@ multipletos com j = % - 2.
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Analogamente, propomos ainda

N
|¢3) = E a;+a;,+ a;,,+ Qpr1—Qpl— Qp—Eppiptt |¢) (BQ)
p.ppt=1
onde
€pprpr 130 nulo se e somente se p#p #p'; (B.10)
e
€pppr 180 alterado por qualquer permutacéo de p, p', p”. (B.11)
Impondo a condigdo
J_|$3) =0 = Cn 3-1 equagdes de vinculo. (B.12)

Assim o numero de variaveis livres e de multipletos com j = % — 3 é dado por

Cna=Cna-1- (B.13)

Sucessivamente, para n particulas excitadas e j = —];7- — n teremos

CNn— CNn-1 (B.14)

N

multipletos. Substituindo n por % — j chegamos finalmente a

Y(N,5) = Cnz_j) = On(&~im1)- (B.15)

Definidos os estados de menor peso de cada multipleto os demais estados séo

encontrados aplicando-se o operador de subida J; a estes.
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Apéndice C
O Grupo SU(3)

Este grupo matemdtico ocupou um papel decisivo no desenvolvimento da fisica de hddrons
no inicio da década de 60 [5{]. Nesta época, a fisica de hddrons era descrita por um
caos no sentido literal da palavra. Havia duas grandes familias de particulas, os bdrions
e os mésons, com conhecidas cargas, massas e estranhezas, mas sem qualquer ordem.
Fo1i neste contezto que Murray Gell-Mann em 1961 propés um modelo geométrico, mis-
terioso para aquele momento, que classificava os bdrions e mésons de acordo com suas
cargas e estranhezas: o chamado EIGHTFOLD WAY/[55]. (Essencialmente o mesmo
esquema foi proposto independentemente por Ne’eman). Este modelo teve reconhecido
sucesso do prever teoricamente a particula §i_, calculando sua massa e seu tempo de
vida média. Ofereceu uma estrutura de organizagdo , marcando o inicio da era moderna
da fisica de particulas. Logo a seguir, em 64, Gell-Mann e Zweig propée o modelo de

quarks, baseado também na estrutura matemdtica do grupo SU(S).

SU(3) [56, 57, 58, 59] é um grupo de Lie de dimenséo 8 = 3% — 1 cujos geradores

satisfazem as regras de comutacio dadas por
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(Gi;, Gri] = 8;Ga — 84Gi; i,7,k,1=0,1,2, (C.1)

e sujeitos ao vinculo 2, Gi; = N, sendo N uma constante.
Ha dois operadores invariantes ou operadores de Casimir que comutam com todos

os outros dados por

C, = ZGijGjia (C.2)
17]

Cs = EG,‘,‘GJ';,GH. (03)
by

Podemos definir o grupo SU(3) como o conjunto das matrizes unitdrias com de-
terminante +1. Para uma determinada representagdo, os geradores do grupo sao
matrizes 3 x 3 Hermitianas de trago nulo. Esta caracteristica de traco nulo vem da
condicdo de que o determinante seja +1.

Qualquer matriz desse grupo pode ser expressa na forma

Ula) = 1. M
(ax) = exp 3t 2 %k () (C.4)
k=1

onde os a) sao oito parametros reais e arbitrarios e Ay formam a base mais utilizada

para o grupo, proposta por Gell-Mann em 1962. Séo elas

01 0 0 —i 0 1 0 0
M=]1 00 AM=]i 0 0 =0 =1 0

00 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1) /0 0 —i
AM=10 0 0 =100 0

1 0 0/ Kz‘oo

0 0 0) 00 0 L (10 0
/\6= 0 01 /\7= 0 0 —i /\3=7 0 1 0 (05)

01 0 0 i 0 3\o 0 -2

Assim, em termos de F = A\;/2, definimos novos operadores do grupo da forma
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T:t = F]ﬂ:ZFz = Gf;’ (CG)

Us = FexiFy = Gy, (C.7)
Vi = FxiFs = G, (C.8)
T, = B = 5(Gn-Gu) (C.9)
Y iFg = l(—2G00'|'G11'*'G'zz)a (C.10)

V3 T3
onde os operadores da primeira coluna a esquerda correspondem ao usual conjunto de
geradores de Gell-Mann, enquanto que os do dltimo termo a direita correspondem as
formas definidas por (5.2), mais apropriadas para o modelo de Lipkin SU(3).

As operagbes de comutagdo do grupo permitem que apenas dois dos oitos gerado-
res sejam representados por matrizes diagonais. Isto implica que o SU(3) € um grupo
de ordem 2, e em geral o grupo SU(n) é de ordem n — 1. A escolha usual para os
geradores- diagonais, como pode ser observado em (C.5) € T3 ¢ Y. Seus autovalores
sao denotados por 3 e y e sio usados para rotular os estados, enquanto que os auto-
valores dos operadores de Casimir C; e C; identificam as representagdes trredutiveis.
Alternativamente escolhemos os operadores (G;; € G32 como operadores diagonais e
seus respectivos autovalores n; e ny como os rétulos dos estados. Esta escolha é conve-
niente pois os autovalores de G correspondem as populagoes de cada um dos niveis
(camadas) k. Tanto quanto possivel vamos nos referenciar as duas formas: a primeira
por ser mais conhecida e a segunda por ser mais apropriada para nossa analise.

Vamos agora fazer uma breve pausa na analise do grupo SU(3) para recordamos
algumas propriedades do familiar SU(2), dado que a comparagdo entre estes pode

esclarecer alguns pontos. Sio elas:

1. O operador C = 2(J4J-+ J_Jy) + J2 = J? comuta com todos os trés gera-

dores do grupo (J;, J4+, J_), sendo portanto chamado operador invariante ou de
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Casimir. A acdo dos operadores do grupo em um estado pode transforma-lo
em outro, mas nao altera o autovalor de J?, o que significa dizer que sé agem
dentro de um multipleto. Deste modo cada representag@o pode ser identificada

pelo autovalor de JZ.

2. Apenas um dos trés geradores pode ser diagonalizado: a escolha convencional é
J,. Os estados de uma representacdo podem ser identificados pelo autovalor de

J,, usualmente denotado por m.

3. Seja o maximo autovalor de J, igual a j, entdo hd (27 + 1) estados em um mul-

tipleto implicando que j pode assumir apenas valores inteiros ou semi-inteiros.
4. Os possiveis valores de m sdo 7,7 — 1,5 — 2,...,—3.
5. O autovalor de J? é dado por j(j +1).

6. Ha apenas um estado para cada m em uma dada representagao irredutivel (ca-

racterizada por um dado valor de j).

7. Uma dada representacio irredutivel pode ser representada em apenas uma di-

mensdo, ou seja por uma linha reta na forma:

Figura C.1: Representacao grifica da representagio j do grupo SU(2).

Ja para o grupo SU(3), devido a dois de seus geradores serem simultaneamente di-

agonais, precisamos de duas dimensoes para visualizar as suas representagoes. Analoga-
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mente ao SU(2), os operadores Ty, Usx, Vi sdo operadores de “subida” e “descida”
tanto para t3, quanto para y. Ja para os geradores e rétulos alternativos, Gz € Goy
sdo operadores de subida e descida para n,, enquanto que Go e Go; sao para n;. Gz
e Gg; alterando ambos.

Na figura abaixo temos uma ilustracdo das redes bidimensionais formadas pelos
estados de uma representacgio, onde indicamos a atuagao dos operadores deslocamento
em funcdo dos dois conjuntos de rétulos: (a) y x t3 e em (b) ne x n;. Em (a) os
intervalos dos eixos sdao escolhidos de modo que as linhas formadas pelos geradores
formem &ngulos de 60° umas com as outras. Em (b) temos uma disposi¢do menos usual

dos estados, mas que apresenta explicitamente as populagdes dos niveis ou camadas

do modelo de Lipkin SU(3).

(a) . . . . . 1) . . . . . .
O O G1o G20 O O L] G21 G20 ) . .
Y . Gy, G, n, | . G, G, * .
. 6! a ° . . - S .

t

Figura C.2: Agdo dos operadores de deslocamento sobre as redes bidimensionais. Em
(a) estados sdo dispostos em fungido dos autovalores dos geradores diagonais y e ts,
enquanto que em (b) em fungdo de n, e n;.

Todos estados podem ser gerados por repetidas aplicacoes dos operadores desloca-
mento a qualquer um dos estados. Para representacdes de dimenséo finita o nimero

de posigdes ocupadas ¢ finito. Dado que um estado de fronteira é atingido, a agio de

148



operadores deslocamento neste estado em direcdo ao exterior da representacdo tera
resultado nulo. A natureza da representacio € definida pelos lugares ocupados e suas
respectivas ocupacdes.

A ocupacdo de cada posicio da rede € definida pelos resultados obtidos através de
diferentes caminhos tomados pela rede para alcangar esta posigao. Diretamente das
relagdes de comutacdo e da agdo dos geradores nos estados podemos deduzir esta e
uma série de outras propriedades validas para todas as representagdes. Algumas delas

sao:
1. As fronteiras sao sempre fechadas e convexas.

2. Nao existem lugares desocupados no interior da fronteira.

3. A forma geral da fronteira é um hexdgono de lados p (nimero de intervalos
da base superior do poligono) e g (nimero de intervalos de sua base inferior).
E comum designar um multipleto pelo par ordenado (p,q) ou pelo nimero de

estados que contem.
4. Os multipletos sdo simétricos em relagdo ao eixo y.

5. A multiplicidade dos estados de fronteira é sempre 1. Ao caminhar em diregdo
ao interior do multipleto, a multiplicidade de cada linha aumenta em 1, até
ser atingida uma linha triangular a partir da qual a multiplicidade permanece

constante.
6. De modo geral, o nimero de estados de um multipleto é dado por

m =

(p+1)(g+1)(p+aq+2) (C.11)

N =

7. Estados que ocupam a mesma posi¢ao na representagao grafica, apesar de pos-

suirem mesmos valores de t3 e y (ou n; e ny), pertencem a diferentes sub-grupos

149



~

de SU(2). Ilustramos com o seguinte exemplo para explicar melhor: o multipleto
apresentado a seguir pode ser entendido como a superposi¢ao de trés figuras de

multiplicidade 1.

Figura C.3: A representagio [42] = (3,2) € apresentada no diagrama da esquerda. A
direita separamos estados de acordo com os distintos sub-grupos de SU(2) em ordem
decrescente de dimensdo. Os estados A, B e C' que possuem os mesmos autovalores
dos geradores diagonais distinguem-se por pertencerem a diferentes multipletos de
SU(2) como apresentado na préxima figura.

E preciso deixar claro que as figuras da direita ndo constituem representacoes ir-
redutivels, ja que € possivel passar de uma para outra através de transformacdes
unitdrias. Como ilustragio, tomamos os estados A, B e C da figura. Apesar de
ocuparem a mesma posi¢ao no diagrama da esquerda, pertencem a diferentes
multipletos de SU(2). Os operadores Ga; (T4), Gi2 (T-) e G23— Gy (T5) formam
um sub-grupo de SU(2), como pode ser facilmente verificado pelas matrizes A,,
Az e A3. Essas sao precisamente as matrizes de Pauli acrescidas de uma terceira
linha e de uma terceira coluna, ambas nulas. Sendo assim podemos decompor

os estados desta linha em multipletos na forma apresentada na préxima figura,
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onde cada sub-grupo de SU(2) é caracterizado pelo seu rétulo t.

A
— oo ===> 6 estados=21t+] ==>1t=5/2
B
——— ===> 4 estados =2 ty+1 ==> 1,=3/2
C
—e ===> 2 estados = 2 t +1 ==>t =1/2

Figura C.4: Sub-grupos de SU(2) dos estados A, B e C caracterizados por diferentes
t. Contudo, note que t,, o autovalor do gerador diagonal de SU(2) é o mesmo para
todos os estados: t, = —1/2.

Entédo o rétulo auxiliar ¢ pode também ser utilizado na identificacdo dos estados,
mas € preciso deixarmos claro que 72 ndo é um operador de Casimir de SU(3).
Também devemos dizer que néo é unico. Podemos utilizar U? = (U, U_ +

U_U4) + Us ou qualquer outro sub-grupo de SU(2).

C.1 Representacoes Fundamentais

Além da trivial representagao do singleto unitdrio (0,0), as representagdes mais sim-
ples do grupo sio (1,0) e (0,1), denotadas também por [3] e [3*] respectivamente e
apresentadas na figura (C.5). Em contraste com o que ocorre em SU(2), as duas
representacdes fundamentais sdo ndo equivalentes. A representacao fundamental de
interesse para o nosso modelo é a representagéo [3] que e é constituida pelos auto-

estados dos operadores diagonais:

q 0 q
u = |0 d=|g s =|0]. (C.12)
0 0 0
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1.0 r—__—l_-_-"-__ﬂ——_j r—_-_l_"__ -”—ﬂ———j
| y 1 1 y 1
L 1 L 1
| | ! |
1 d u 1 | 1
r / 1 t 1
: ) ; L i t, !
0.0 ! S >
! 1 | \
k 1 k LA 1
1 l I — 1
1 1 1 7 |
r s | [ u d 1
| } | 1
-1.0 T Y DU L____L___J_.___I____J

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(1,0) = [3] 0,1) = [3%]
Figura C.5: Representagées gréficas de [3] e [3*].

A cada estado da representagéo [3] associamos um estado fisico de particula tnica
do modelo de Lipkin SU(3), a saber, 8 corresponde a particula localizada nivel inferior,
d corresponde ao estado no qual a particula encontra-se no nivel do meio e u a

particula no nivel superior.

Figura C.6: Representacdo esquemdtica dos estados de particula dnica. O diagrama
da direita apresenta os estados em fungdo de n, e ny.
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Nestes estados agem os operadores expressos em termos das matrizes A; de Gell-
Mann. Os autovalores das geradores diagonais Ggo, G11 € G2z, € de T3 e Y, assim

como as atuacdes dos operadores nio diagonais sdo apresentados na tabela a seguir.

no | ny | N2 i3 Y Go1 | Gi2 | G | Goz | Gro | Gax

s|1]oflof o |-230 0|0 ] u|0]d]o0
difo|1]o])f-12]13 | ul] 0| 0] 0| 0]

w001 |+1/2{1/3] 0 |d|o0o]|s |o0] o0

Tabela C.1

C.2 Produtos de Multipletos e suas Reducoes

Tomando o produto direto da representacio irredutivel [3] consigo mesma, podemos
gerar as representagdes de ordens superiores. Contudo estas representagOes sao re-
dutiveis. Podemos citar dois métodos que podem ser utilizados para decompor estas
representagdes: através de “Tableaux” de Young ou pelo método grafico que apresen-
tamos a seguir.

Este procedimento grafico baseia-se no fato de que os autovalores dos operadores
diagonais sdo ndmeros aditivos. Ilustramos esta técnica pelo produto [3] por [3],
configura¢io que corresponde a um sistema de duas particulas no modelo de Lipkin
SU(3). Inicialmente desenhamos uma das representagdes, a primeira parcela. A cada
estado da primeira representagido, sobrepomos a segunda representagdo, colocando
o centro da segunda sobre cada um dos estados da primeira consecutivamente. As
posigoes ocupadas por esses estados da segunda representacao com suas respectivas

multiplicidades formam a representagdo produto. Os estados produzidos sao formados

153



pela composigdo do estado central originério |e;) da primeira representagdo com cada
um dos estados |e;) da segunda. Representamos os estados produtos por |ejez) como

pode ser observado na figura .

ud,
dld d1u3 u,u,
|R— — - - = = -’ —————— ’
\ ; \\ 7
AY 7 Y
d, u, d, u, \ ;N /
& -—--—--- ’”- \ ’
\ / \ ’
\ / \\ A /
/ / /
® \\ / - Sldz su
\ , = %2
\ / dlsz uIS.,
— -
Y%
s, A
s]s2

Figura C.7: Produto direto [3] ® [3].

A reducdo da representacdo produto € realizada aplicando-se as regras de multipli-
cidade dos multipletos (item 5), mencionadas anteriormente, iniciando-se sempre pelas
fronteiras (que tem multiplicidade 1 para todos os seus estados). Em nosso exemplo
como a fronteira possui forma triangular todas as camadas internas terdo multipli-
cidade 1. Extraimos estes estados do diagrama. Aplicamos aos restantes estados as
regras até que todos sejam eliminados. Assim temos que [3] ® [3] = [6] @ [3],como
apresentado na figura (C.8).

Para o modelo de Lipkin SU(3), para obtermos os multipletos de um sistema de

trés particulas devemos fazer o produto direto destes com [3], ou seja :

Ble[Ble3] = 6leBleBeB] = [10)a[8] & 8] &[1]. (C.13)
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[6]=(2,0) [3]=1(0,1)

Figura C.8: Representagdes irredutiveis resultantes do produto direto [3] @ [3].

C.3 Construcao dos estados e acao dos geradores
do grupo

Supondo que as representagdes irredutiveis sdo determinadas, hd pelo menos dois
métodos que podem ser utilizados para a definicio de seus estados € a atuagdo dos

geradores do grupo em cada um destes.

C.3.1 Primeiro Método

Iniciamos identificando o estado de menor peso da representacdo irredutivel, isto é,
o estado no qual a atuagido de todos os operadores de descida Goy, Goz € Gy leva a
resultados nulos. Tanto no diagrama t; x y (fig.C.2(a)), quanto no diagrama ny x n,
(fig.C.2(b)), este localiza-se na primeira posigdo & esquerda da linha inferior. A partir
deste, definimos todos os outros estados iniciando pelo primeiro substrato, ou seja
pelos estados pertencentes aos maiores sub-grupos de SU(2) (sub-grupos que contém
os estados da fronteira). Aplicando-se Gy, consecutivamente percorremos todos os

estados de cada um destes sub-grupos de 7 (definidos por Giz, Ga1 € G11 — Ga3)
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partindo de cada extremo a esquerda e atingindo o extremo a direita do diagrama
(a), apds passar por todos estados do sub-grupo. Ja no diagrama (b) estes sub-grupos
sao percorridos na diregdo inclinada, de baixo para cima e da direita para a esquerda.
Cada um destes sub-grupos € alcancado pela atuacdo consecutiva de Gjo no estado
de menor peso e quando todas as possibilidades para este sao esgotadas, pela atuagio
de G30. Novamente vamos utilizar um exemplo para ilustragao. Para 4 particulas, os

3* estados sdo distribuidos nas representacdes irredutiveis:
BleBleBle 8] =5e3 [157e2 (6] 3 (3] (C.14)

Tomaremos a representagéo [15'] como exemplo:

* *

¢13

[15°] = Substrato 1 + Substrato 2

Figura C.9: Representagio irredutivel [15'] separada em dois substratos de acordo
com os sub-grupos de SU(2). No substrato 2 os asteriscos representam as posigoes
desocupadas.

Definimos os estados do primeiro substrato como

$1=¢, ¢2=Ga ¢,
¢3 = Gio ¢1, ¢4 =Ga ¢3, &5 = Gu ¢,
$6 = Gro ¢3, ¢7= G2 b6, @8 = Ga &7, ¢o = Ga ¢,
¢10 = G20 6, é11 = G2 ¢10, é12 = G2 ¢11.
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O primeiro estado do segundo substrato a ser definido é ¢;3 que pertence ao sub-
grupo de T com apenas um estado. Considerando que Gy ¢, deve levar a uma
combinagédo linear de ¢4 e ¢13 (misturando portanto estados de subgrupos distintos
de T'?), obtemos que

¢13 = (o G20+ B Go) 1 (C.15)

de modo que Gia¢13 = Ga1¢13 = 0 e que ($13|¢4) = 0. Uma possivel escolha é
¢13 = (G20 — G10G21) 1. (C.16)

Os estados do segundo substrato sdo dados por

$1a=Gro d13, 15 = Ga1 dus. (C.17)

Definindo os estados desta forma, as atuagbes dos geradores do grupo em cada
um destes podem ser calculadas através das relagdes de comutacdo . Exemplificando:
o célculo de Gyp ¢2 = Gio Ga1 ¢;. Lembrando que ¢4 = G21Gio ¢1 , P13 =
(G20 — G10G21)¢1 € que G10Ga1 = =G + G21G1o obtemos

1
G ¢ = {%GmGzH— -;—(—Gzo + G21G10)¢1} = §(¢4 — ¢13). (C.18)

Por este simples exemplo, podemos notar que o célculo da agdo de todos os geradores

sobre todos os estados é uma laboriosa e longa tarefa.

C.3.2 Segundo Método

A diferenca essencial entre este € o primeiro método reside na forma em que defi-
nimos os estados. Aqui expressamos explicitamente os estados como combinagGes
lineares dos 3" estados |eje; - - en) formados pelo produto direto das representagdes
irredutiveis, como pudemos observar no procedimento grafico mencionado acima. De-
finimos o estado de menor peso da representacao de modo que sejam nulos os produtos

internos deste com todos os outros estados de todas as representagdes que ocupam a
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mesma posi¢ao no diagrama y X t3 (ou ng X ny). Verificamos também que sejam satis-
feitas as condigdes Goa¢p1 = G201 = Go1¢1 = 0 € (¢1|¢1) = 1. Os estados do primeiro
substrato, sdo obtidos simplesmente pela acdo dos operadores subida em sequéncia
andloga a do primeiro método, segundo as atuagdes dos geradores definidas na tabela

C.1 e lembrando que

Olerezes---ej---en) = Orlylz---1;---1nlereses---ej---en) +
+ 11 Oz 1515 Inereses--ej---en) +
+ 1 12@3...1j...1N|616263...ej...eN>+
+ 1; 13"-Oj"'1N|61 ...... ej"'6N>+
+ 1; 13 15...1;...Onleiezes. .. €j...en),  (C.19)

onde O representa um dos geradores do grupo. Todos estados sdo entdo devidamente
normalizados.

O estado “semente” do segundo substrato é obtido analogamente ao primeiro
método, assim como todos os estados desse substrato.

As agdes dos geradores do grupo sobre todos os estados sao entdo calculadas ex-
plicitamente.

Exemplificamos este método com as representagdes irredutiveis simétrica e primeira

anti-simétrica para um sistema de 3 particulas:

1. Representagao Simétrica [10] = (3,0).

Estados trivialmente construidos como somas normalizadas de todos estados da

base vetorial.
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U, = sss,

U, = 1/3 (dss+ sds + ssd),

Us = 1/v/3 (uss+ sus + ssu),

U, = 1/v/3 (sdd + dsd + dds),

s = 1/V6 (dsu+ sdu+ usd + sud + dus + uds),
Vg = 1/\/§ (suu + usu + uus),

U, = ddd,

: Ug = l/\/§ (ddu + udd + dud),

110] B = 1V (duut udutuud),
‘ Vo = uuu.

. Representagao Anti-Simétrica [8] = (1,1).
Calculo de ¢;:

adss + Bsds + yssd
VTt P

1= o, 03,7 € R.

Impondo (¥,|¢;) = 0, obtemos que e+ 3+ v = 0.

Escolhendo, por exemplo, o = 1, § = —1 e ¥ = 0, obtemos:

01 = 1/v/2 (dss — sds),

¢ = 1/V2 (uss — sus),
@s = 1/V2 (dsd — sdd),
0s = 1/2 (usd + dsu — sud — sdu),
@s = 1/v2 (usu— suu),
s = 1/V2 (dud — udd),
or = 1/V2 (duu — udu).




Para o cédlculo de ys:

e Calculamos Gaop1;
o Igualamos este resultado a x4 + yys;

o Fatoramos ¢4 definindo z;

Os termos restantes compoée s;

Calculamos termo de normalizagéo .

Assim definimos g = 1/1/12(2(dus — uds) + dsu — usd — sdu + sud).

No primeiro método ha maior facilidade na defini¢do dos estados da representagio
e maior dificuldade no cilculo da agio dos geradores do grupo em cada um destes.

Ja no segundo método, a forma com que se define os estados € mais trabalhosa,
contudo o calculo da agio dos geradores nestes é mais imediata. Este método também
oferece um algoritmo implementavel computacionalmente.

Cabe lembrar que pode-se realizar todos esses calculos simplesmente utilizando os
3N estados da citada base vetorial e a acdo dos geradores definidas conforme a tabela
C.1 e equagdo (C.19). A classificagio dos autoestados de acordo com as representagdes
irredutiveis pode ser feita através do calculo dos operadores de Casimir C; € C3. Vale

lembrar, contudo, que a dimensao deste espago cresce rapidamente, tornando cada

vez mais delicada esta classificagio.

C.3.3 Representagoes irredutiveis simétricas

Devido as representagdes irredutiveis simétricas terem apenas um estado em cada
posigdo do diagrama y x t3 ou ny x n;, 0 que equivale dizer que estas representagdes

s6 possuem o primeiro substrato, podemos facilmente definir a atuagio dos geradores
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do grupo em cada estado. Para isso basta identificar os estados pelos autovalores dos
operadores diagonais. A escolha mais conveniente para o nosso caso é ny, € n;. O
valor de ng é dado por ng = N — ny — n,. Estes rétulos, no modelo de Lipkin SU(3),

sao as populagdes de cada um dos niveis ou camadas do sistema. Assim temos que

ij Inl’n’2 = nj |n15n2>a j=0,1,2

Gor |n1,ny (no+1) ny |ny —1,my),

Gio |n1,n2) = y/no (mi+1) [n1+1,n),

Il
~~
3

Q
+
—
3
[
E
3
[}
|
—

G20 ‘nl, 2

Il
—_~
3

—
+
—
3
n
3
+
—
3
n
|
—

Gi2 |n1, 2

)
n2)
n2)

Goz In1,n2)
n2)
n2)

)

Ga |n1, n2
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Apéndice D

Derivadas da energia livre de
campo médio (6.9)

A fim de encontrar as solugdes de minimo da energia livre de campo médio do modelo

de Lipkin SU(3), calculamos suas derivadas em relagdo aos pardmetros variacionais

obtendo

oF
06,

oF
06,

.cos (26, ) sin 05 sin (263)T5 + sin (26,) (Tl + sin? 65T5 — sin? 85(T, — sin? 03T3)) +

X {{sin (20,)(Ty — sin? 8,T;) + Tx[sin (26, )(1 + sin® 8,) sin? 63 + cos (26;) sin 6; sin (265)]}
{cos (20,)(Ty — sin? 8,T;) + Ts[cos (26,)(1 + sin? §;) sin® 63 — sin (26, ) sin 8, sin (203)]}}
0, (D.1)

2 sin (26,)(T — sin? 9sTs) + sin (261) cos 6; sin (203)% _ sin? 0y sin (20;)(T; — sin? 6sT5) +
+% { = sin (20,) sin? (265) T + 2sin (462)(T; — sin? 6 T5)? +

+2{sin (26,)(Ty — sin® 6,T3) + Ts[sin (26 )(1 + sin? 8,) sin? 83 + cos (26, ) sin 6; sin (263)]}
{~ sin (261) sin (26;)T; + T[sin (261 ) sin (202) sin? 65 + cos (26,) cos 0 sin (265)]} }

0, (D2 '
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F
0_ = cos(262)sin (203)Ts + sin (26, ) sin 6, cos (203)T5 + sin? 4, sin (263)T5(1 + sin® 6,) +

063
+22<-T3 {cos? 8, sin (463) Ts — sin? (26,) sin (203)(Tz — sin® 5T3) +
+{sin (26,)(T} — sin? 6;T3) + Ts[sin (26, )(1 + sin? 62) sin® 85 + cos (26, ) sin 8, sin (263)]}
{sin (26;)(1 + sin? 8;) sin (263) + 2 cos (26) sin 6, cos (263)}}
= 0, (D.3)
oF c 20 2 : 2
%5 = —[cos (282) + sin® 0) sin® 0] Aj; + sin® 01 Ay + (Aj2 — Agj)
j
{cos (26,) sin® 83 + -;— sin (26, ) sin 8, sin (263) + sin® 4, sin® 85(1 + sin? §;)}
+ ->2£ {(Ajz — A1) cos? 8, sin”? (205) T+ sin® (26;)(T; — sin® 05T5)[Aj2 — (Aj2 — Ayj)sin® 03] + -
+{sin (26,)(T — sin? §,T;) + Ts[sin (26,)(1 + sin® 8;) sin® 3 + cos (26, ) sin 6; sin (265)]}
{sin (201)(A1; — Aj2sin? 8;) + (A2 — Ai;)[sin (26;)(1 + sin® 6;) sin® 85 +
1 0 . f
+ cos (26;) sin 8, sin (263)]} } — E(TJ + B1A1; + B24; 2 + % Inz)=0, j=1,2(D4
j ,
onde
Oy _ 1 ( b\ g=br o ((Br482)
Au = EE=—;(6 l"{"46 24 et 2), (D.5)
— 0T — 1 -B2 -B1 (ﬁ1.+ﬂ2)
A22 = aﬁz = 2 (e + 4e +e ) 3 (D.6)
_ O _O0T:_ 1l g b gB _ (Brt8e)
A12=A21 = 5@=-a_ﬁ1=_;2-(28 1+26 A 2), (D.7)
Y (8 _ ~ei482) -
a—ﬁ;lnz = ;(e’—e ! 2), J=12 (D.8)

Encontramos as solugbes deste sistema e verificamos quais dentre estas correspon-
dem a minimos da energia livre do sistema. Estes resultados sdo apresentados no

capitulo 6.
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