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RESUMO

Cow hase em exennloe, nos fundzmentos da Meclnica es-

tatistica & na teoria ergddica, & dada uma definigin de atrator co-

mo nupa medida invariante. Viarios resultados que corvoboram esta de-
finic%o =50 denwnstrodns. Cavus € relacionado a& presenca de um

atrator com cnhtropia métrica maior gue zZero.

»

0 papel dos exposntes de lyarupnoy € analizado & @

provado que um atvator cadtico possui expoentes de Lyezpuinov positi-

fi)

vos cm quase todo ponto, e também gque, se um atrator possui todos

evporntes de Lyzpunov estritamente negativos num conjunto de nedida

~

atratora maior gque zero, =ntZo seu suporte € uma drbita periddica

assintoticamnente estavel.



e, a definition of an attractor as an invariant
peasure is given hazzd on Ergndic Theory, Toundations of
Stztistical Maeschonics and some examples. Chaos is related to the
presence of an attractor with metiric entropy grater tham zero.

It is proved that a «chaotic attractor has positiv
[Lszpunov exponents almoest everyswhere, and that, if an attractor has
every Lyapunov e¢xp .nents leass tham zero in a set of nonzero mezasure
then the support set of the attractor is an asymptotic stable

periodic orbit.
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CAPITULO PRIMEIRO

INTRODUGCAOD E PROPOSITOS

& motivac@do maior deste trabalho vem do dificil pro-
blema de encontrar maneiras praticas de classificar os comportamen-—
tos assintiticos de sistemas dindmicos. Entre os comportamentos as-
sintdticos que podem ser encontrados destacam—-se os comportamentos
aleatdrios. Caracteristicas cstatisticas em sistemas fisicos ja s3o
conhecidas hd algum tempo, por exemplo: guando um sistema € subme-—
tido a forgas aleatidrias externas, ou quando existe um numero muito
grande de grans de liberdade, como ocorre normalmente em mecanica
estatistica (o caso da mecanica quantica €& diferente, pois a esta-
tistica vem da interpretagio que ¢ dada afung3o de onda).

Existe um outro tipo de comportamento =aleatdrio que
=35 vem sendo estudado recentemente, € & possivel dizer que inicia—
se com 0 trabalho de Lorenz [Lol, mas Poincaré jid o havia percebido
quando estudava o famoso problema de trés corpos.

0 trabalho de Lorenz, hoje muito conhecido, trata da
simulagdo numérica do sistema de trés cquagies diferenciais ording-

rias mostrado abaimo,

X = 1@(—x+y)
gy = =-xz+28x-y SsmAminsEsm e (.01
z = w4y-8/3 =z

que foi obtido através de uma aprowimagio grosseira da equagio de

Navier-Stokes (veja [lLol). A motivacfo de lLorenz vinha da meteoro-

logia € o0 seu modelo era uma tentativa de descrever o movimento do
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atr na atmosfera.

Uma surpresa foi que as orbitas de (1.4) pareciam nio
convergir para algo conhecido, mas s enrolavam de maneira a criar
belas & complicadas figuras, como a mostrada na fjaura_i.s.

Nos dias atuais esses tipos de figuras €30 comuns, e
¢ sabido que equagiies ou aplicacies (tempo discreto) bem simples
podem exibir figuras complicadas.

Outra +figura que se tornou famosa € =a obtida pela

aplicagio de Hénon L[Hel

8 +i-ax, 6 B B aeE e Ok Bs )

s 13}{7\ !
onde a=1,4 e b=0,3, reproduzida na fiaura i.b

A figqura i1.c mostra a ampliag¢io do quadrado indicado
em i,.b, idem para i.d em relaci%o A ia.c. Localmente estas Figuras
s€ parecem com um conjunto de Cantor vezes uma var iedade.

Em geral, estas figuras s3o fractais, ou seja, pos—
suem dimensXo fractal n8o inteira, mas a teoria dos fractais nio &
estudada aqui, inclusive a relevincia fisica de tal teoria ainda
nSo € clara.

Muito interessante € o fato, jd citado acima, de vi-
rios sistemas se apresentarem, na pratica, imprevisiveis. Esta im-
previsibilidade nSo vem da existéncia de perturbacies externas, nem
do grande numero de graus de liberdade, mas de n3o-linear idades.
Este comportamento aleatdrio reflete a ignorincia do homenm frente
as equa¢oes diferenciais.

Comportamentos "imprevisiveis , comumente chamados de
"cadticos® tem sido observados numa variedade muito grande de <sis-—
temas fisicos. Nos iltimos dez anos, Principalmente, apareceram es—
tudos de comportamentos cadticos em fluidos CLol LCMclLMI; lasers

CHal; fisica de plasmas CMSI1, CTMI; reagies quimicas L[TK1; fisica

V)



do estado silido [HC); sistemas estocasticos CAKO) e C[CCrl; astro-
fisica [Coli transig¢res de fase LAArl;: etc.

Os métodos a serem usados e mesmo os conceitos rele-
vantes para a descrigio do "caos® nao estio ainda completamente
compreendidos.

Neste trabalho investiga-se que conclusiies podem ser
obtidas a partir dos expoentes de lyapunov (EL), que sSo vastamente
utilizados como “medida do caos’, e sio fe}tas consideraghes sobre
o papel da entropia métrica nos sistemas com caracteristicas impre-—
visiveis. E necessario o uso de parte da teoria ergddica, pois so-
mente com esta ferramenta € possivel definir os EL e a entropia mé—
trica de forma precisa. N3o sera dada ateng3o0 a modelos fisicos
particulares.

Os comportamentos “cadticos® n8o sfo devidos a tran-
sientes, mas ocorrem gquando o sistema atinge certo “equilibrio’;
este equilibrio normalmente se dd pela presenga de um "atrator”, e
€ necessaria uma defini¢3o de atrator que dé significado fisico aos
expoentes de Lyapunov e a entropia metrica.

Neste trabalho uma teoria estatistica dos sistemas
dindmicos € apresentada, tomando como base a teoria ergddica. Estu-
dam—-se aplicagies contfnuas/diferenciéveis,AZX*X onde X & espago
métr ico compacto/var iedade diferenciavel, em particular, o tempo ¢
tomado como um nimero natural. Em computadores o tempo e sempre

discreto, discretizar o tempo pode ser unma forma de fazer aproxima-

CoUes em equacoes diferenciais, ou ainda, pode-se olhar para  alguma
segao de Poincareée.
X e visto como o0 espago de estadoe de algum sistema

fisico, mas para levar em conta os erros experimentais e/ou trunca-

mentos, € mais realista trabalhar com subconjuntos de X e nS%o conm

pontos individuais; é natural tomar como todos os "estados obserwva-



veis  wuma familia de subconjuntos gue inclua os abertos da topolo-
gia metrica de X.

As consideragies probabilisticas sao especificadas
por uma medida sobre subconjuntos de X, ou seja, a medida de um
subconjunto d&a a sua probabilidade. A familia dos subconjuntos onde
faz sentido falar em medida de cada um deles € uma ¢ —dlgebra e, pe-
lo paragrafo anterior, a ¢—algebra importante & aquela que contenha
todos os abertos. A& menor ¢-dlgebra que contém os abertos de uma
topologia € chamada ¢ -dlgebra de Borel, e os elementos desta ¢ -al-
gebra sio chamados boreleanos. Quando a frase "o conjunto B de me-
dida... € usada, estd sendo assumido que B & boreleano.

Entre as medidas gque se pode definir, aquelas que sio
preservadas pela aplicagio A,/&(A? B)ﬁﬂ(B)’ s&0 mais importantes
para este trabalho, pois elas indicam uma situag3oc de equilibrio.
Medida invariante € sindnimo de medida preservada.

Medidas de probabilidade s3o aquelas tais que/L(X)=i,
e neste trabalho s3o consideradas apenzas tais medidas, excluindo =a
medida de lebesgue nos casos onde é usada como "medida de volume'.
Se uma propriedade R vale num conjunto de medida f\igual a i, diz-
se que R vale em gquase todo ponto e abreviahse}k—qtp, ou ent3o, que

R vale num conjunto de medida M total.

/

H

possivel resuﬁir este trabalho da seguinte forma:
‘Inicialmente é dada uma motivac%o para o uso da teoria ergddica no
estudo do comportamento assintdtico dos sistemas dindmicos; alguns
resultados da teoria ergddica relevantes para o trabalho s3o des-
critos, e algumas vezes é incluida a motivacio destes.

Um atrator ¢ definido como uma medida invariante as-
sociada a médias temporais de fungdes cont inuas num conjunto de me-
dida de lebesgue maior que zero, € caos & relacionado & presenca de

um atrator com fortes caracteristicas probabilisticas (veja abai-



x0). Varios resultados que d3o suporte a essa definiglio de atrator
sao demonstrados.

Uma boa maneira de classificar os atratores seria pe-
los expoentes de Lyapunov (ELL)Y, mas é sabido que tal classificacio
ndo € simples. Demonstra-se que EL(® num conjunto grande (veja
abaixo) implica que 0o suporte do atrator € uma drbita periddica as-
sintoticamente estidvel. Como corolario deste resultado vem que m
atrator cadtico possiuti ElL>@¢ em quase todo ponto .

Abaixo s8o apresentados maiores detalhes do conteldo
veste trabalho.

No segundo capitulo s3o apresentados uma miscelianea
de resultados matematicos preliminares.

Na sec¢&o 3A alguns dos fundamentos da mecinica esta-
tistica sio discutidos para motivar o uso de medidas invariantes =
da teoria ergiddica; essa secfo € bastante informal. Na sec¢Z0 38 sSo
estudadas as medidas de prohabilidade de aplicagdes continuas em
espagos meétricos compactos, sendo demonstrado, por exemplo, qile
sempre existe uma medida invariante nestes casos; os conceitos de
ergodicidade e mixing também s3o definidos. Essa se¢S%0 € a base ma-
temdtica para os capitulos seguintes. A se¢lo 3C destina-se a mos-—
trar o aue € entendido por propriedades estatisticas (das aplica-
¢hes) diretamente ligadas 3s medidas invariantes, ergodicidade e
mixing. A maior parte das discussies dessa segio & normalmente omi-
tida na literatura.

No quarto capitulo o estudo das propriedades estat is-—
ticas € prosseguido, usando os conceitos de entropis

topoldgica e

metrica que se ba

i

U’\

tam na contagem do numero de “drbitas diterentes

de um sistema’ . Na se¢do 44 é discutida a entropia topolidgica, que

apesar de praticamente niko ser nutilizada no trabalho, POSsiHl grande

apeln intuitivo 2 estd relacionada com 3 entropia métrica, ampla-

n



mente utilizada.

A entropia métrica, discutida na segio 4B, € um nume-
ro real positivo gque mede quantitativamente o grau de imprevisibi-
lidade, ou informa¢&o, de um sistema associado a uma medida inva-
riante. Se a entropia métrica for maior que zZero o sistema POSSIL
caracteristicas aleatdrias. A segio 4C trata rapidamente da relagdo
entre entropia topoldgica e métrica. O quarto capitulo ¢ um POILCO
condensado, € se o leitor desejar pode omitivr a leitura da maioria
das demonstra¢des apresentadas, e apenas ler a discussio sohre o
significado da entropia, que € o importante.

No capitulo quinto € assumido que X & variedade lisa
(var iedade C),no capitulo sexto A é aplicacfo C?, e no sétimo ca-
pitulo A e considerada CJ, mas poderia ser Holder C*. A compacidade
de X € sempre suposta.

Com base em exxemplos € nos fundamentos da mec&nica
estatistica, os atratores sS850 definidos como medidas “relevantes”,
ou seja, aquelas que resultam de médias temporais sobre drbitas com
condig¢des iniciais num conjunto de medida de Lebesgue maior que ze-—
roi maiores detalhes e discussies est%o0 no capitulo guinto. Adlguns
resultados que corroboram esta definigcio s5o demonstrados.

Na seclo SC a existéncia de caos em uma aplicacio &
relacionada 3 existéncia de um atrator com entropia métrica maior
qQue zero, em outras palavras, & existéncia de uma medida invar ian-
te com caracteristicas aleatdrias que é atratora. Esta definig3io ¢
apenas uma formalizagdo precisa da defini¢i%o de caos qQile aparece enmn
trabalhos mais empiricos.

De posse de uma medida atratora tem sentido fisica-
mente falar de entropia métrica e de expoentes de Lyapunov (EL)Y,
que s&o numeros reais que medem a razfo exponencial médiz que Grbi-

tas pradximas divergem com o tempo; eles est3o bem definidos num
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CAPITULO SEGUNDO

ALGUNS PRELIMINARES

2A) Sistemas Dinidmicos

A teoria dos sistemas diniAmicos estuda, entre outros
tdpicos, as propriedades assintéticas de aplicag¢iies e, neste traba-
lho em particular, das aplicacres cont inuas/diferencidveis A CX-X,
onde X é espaco métrico compacto/variedade lisa (C¥).

Dado um ponto x¢X define-se a #rbita de % como 0 con-—
junto oGO=CA (x): neNY, onde A é o n-ésimo iterado da aplica¢3o,
identificando ﬁf(x)=x, € assim, x pode ser chamado de condigi0 ini-
cial.

Uma v“rbita periddica de periodo ke N & um conjunto
{:<C,:\<],....,:<K__| 7 de elementos de X tal que A(xc)=xal ; OLid(k~-1) e
A(xb_ Y=x_,i € assumido que X.FX. se 0L i#i{(k-4). Um ponto x que &

1 { 4
uma drbita de periodo zero é dito ser um ponto fixo de A, 2 a toda
; . K
orbita de periodo k estio associados k pontos fixos distintos deA\.
Esta i1t ima observacio pode, miitas vezes, simplificar uma demons—
traciho.

Dado um ponto %z de X o conjunto w-limite de x, deno-
tado por vi(x), consiste de todos os pontos limites da drbita de ¥

N T ; : e

ou seja, LW (x) = (\ ol A'(x)), onde a barra indica & operagao de fe-

iy Y
T

chit

Proposicio_2.4 Seja A:X=X uma aplicag8o continua de um espaco mé-

trico compacto € x: X, ent3o M(x)¢¢,tﬂ(x) € fechado e ;Kd(x))=i‘x).
Além dos conjuntos w-limites, o conceito de conjunto

nio errante de £, denotado por!l(ﬂ), tambem € importante no estudo

: . L A ; .
de propriedades assintaticas de A. Um ponto x de X € dito errante



se existe vizinhanga aberta V de x tal que os conjuntos V, ,L. (v,
;(;(U), ..., S30 disjuntos dois a dois; o conjunto n3io errante de
A é a unifo de todos os pontos que nio sfo errantes.
Proposicia 2.2 Se A:X~X & continua e X métrico compacto vale:
(iYL (AY é fechado
(i) wGIC ML (A) para todo x em X
Citid A e Qg
(iv) toda orbita periddica estd contida em(l (/)

As demonstraghes das proposiGcres acima podem ser en-
contradas na maioria dos livros de sistemas dindmicos.

Um resultado de topologia geral muito wusado neste

trabalho ¢ o lema de Urysohn, que pode ser enunciado na segitinte

forma:
Proposicdo 2.3 (Lema de Urysohn) Sejam X um espago métrico e F e G
dois subconjuntos fechados n3o vazios e disjuntos de X. EntZo,

existe uma fun¢io continua F:X-L0,1] tal que f(4)=0 se y pertence a

Ge 4 (4)=F.

2B) Medidas em Espagos Métricos

0 obijetivo desta secl0 e apresentar a relagic entre
particides e ¢ ~dlgehras e trés resultados importantes sobre medidas

de probabilidades em espagos métricos.

Dado um espago de medida (X,?,ﬁ), onde X & um espago

métrico, ¢ € umac -dlgebra e{ﬂ,uma medida de probabilidade sobre 9,

define-se uma particio de (X,%,P) (o de X) como uma coleg3o finita
i

de elementos nfo vazios de P dois a dois disjuntos, tais que a
\

uniao seja X.
Sejan=(C,,...,C,) uma particiio de X, a colegS% de

todos oz elementos de Q que S30 unites de elementos de Q & uma sih-

ie



\

¢-3lgebra finita de % , denotada por G(Q). Se O’ziDJ,...,q.} € uma
sub-I{-algebra finita de @ ent8o os conguntos ni%o vazios da forma
Q(ﬁ...ﬂﬁi, onde E. denota qj ou X\?j, formam uma particio fini-
ta de X, chamada de a partigio associada a « . Desta forma, ha uma

correspondé@ncia biunivoca entre particies e sub—-0-3lgebras finitas.

Definic80. 2.4 Uma medida/i sobre a (—dlgebra de Borel A & dita re-
gular se para qualquer BeA e £)0 dado, existem um aberto Ve um fe-
chado F com FCBcW eﬁ(U\F)(E.

Broeposic30 2.5 Toda medida de probabilidade sobre os boreleanos de
um espago métrico X € regular.

Refinic80_ 2.4 Duas medidas de probabilidade}ﬂ,e ¢ sobre @ sd3o di-
tas mutuamente singulares se existe He@ tal quelﬂ(ﬁ)=0 e T(X\M)=0.
Pefinicio 2.7 /L € dita absolutamente continua em relacio a (de~
nota-se por}i((l)), se Y(F)=0@ implica que/ﬂ(F}=0.
Iecorema_2.8(Teorema de Decomposicao de Lebesgue) Sejam/i e v duas
med idas de probabilidade sobre@ - Existem um ndmero real p em E@,ij
e medidas de probabilidade fﬁ e//& sobre ? tais que/k=pf¢+(i-p)fg_.
comf{({ﬁ, e /&e v mutuamente singulares. Tanto p comol/g e /%‘ s30
inicos.

Ieorema_2.2(Teorema de Radon-Nikodyn) SeJam/u € Ymedidas de proba-

bilidade sobre[B. Entﬁo}l<(u sss(se e somemte se) existe uma fun¢lo
positiva ¥ em L' () comjf dy=1, tal que/U-(B)=j+‘ dv para todo B em

€. A fun¢io + ¢ denotada por dﬂ/dp € € unicamente determinada
\

v=atp .

Um caso particular & quando X € var iedade lisa & de-

seja~se definir uma "medida de Lebesgue sobre X°, denotada por }

B

: & .
tomando como base a medida de Lebesgue em R . Dado um boreleano BCX

tomam-se cartas locasis que cobrem B e define-se a medida de Lebes-

14



gue de B através de uma forma de volume. Todas as medidas obtidas,
quando se considera outras formas de volume, sZo equivalentes, ou
seja, se um conjunto tem medida nula para uma delas, isto ocorreri
com todas as outras medidas obtidas desta forma.

Neste trabalho, salvo casos Sbvios, a medida de Le-
besgue € utilizada para saber se um conjunto tenm medida nula ou
ndo, assim, as formas de volume s50 ecquivalentes neste sent ido;

nestes casos 9 indica alguma destas medidas.

2C) Teoremas Sobre Integracio

Os teoremas abaixo s%o0 os mais utilizados para comu-—
tar a operagdo de limite com a de integragio.

Teorema__2.i@(Teorema d=a Convergéncia Monidtona) Se f. X — R,

-
n=1,2,..., é uma sequéncia de fun¢ses integrdveis tais que f,(x) &
mondtona crescente ﬂ—qtp, onde ﬂ € uma medida de probabilidade, e
sup | £ da(® ento a funcdo £ = lim f, estd definida f-ate, ¢ inte-
LS

N-wtd
gravel e

lim ‘Sf dp = S? du.
e b !LL /L(
Teorema_2.4ii(Teorema d=a Convergéncia Dominada) SeJam}l uma medida

de probabilidade e g:X=R integrivel. Se f“:X*R, n=41,2,... & uma se-

quéncia de fungihes mensurdveis tal que I, I<g ]{—qtp e, além disso,

f =1im f estd definida 4 -qtp, entSo
T /

lim Sﬂ,\ g = 5 £ du.

N+ J

2D) O Teorema de Birkhof+t
Icorema _2.42(Teorema Ergddico de Birkhotf) Se A:X-X ¢ uma aplica-

¢3ao mensurdvel que preserva a2 medida de probabilidade /{e fELI(;*),

=l
entdo a sequéncia £, (%) =2; FON %) /n converge N-qtp a g¢ LL(f),
1= 0



’
[ \ _
o= M—-qt € f du = g di.
L i B 5 / )
Este teorema € usado frequentemente no trabalho, €

pode ser considerado como "a base matematica da teoria ergadica’. A
convergénciaji-qtp € a parte dificil da demonstragao, que pode ser
encontrada em quase todos os livros—texto de teoria ergiddica. A de-
monstracio original de Birkhoff & de 1931.

Um enunciado mais rico e um amplo estudo deste teore-—

ma pode setr encontrado no livro de K. Petersen L[Pet ].

2E) Sistemas Hamiltonianos Completamente Integrdveis

Guando no texto houver referéncia a sistemas Hamilto—
nianos pode-se pensar na “aplica¢fo no tempo um” destes sistemas,
Jd que no texto € considerado que o tempo & discreto. AplicacSo no
tempo um € o seguinte: dada uma equagio diferencial cujas solugdes
estdo definidas em R, considera-se s(x,t) como sendo a solug3o des-
ta equac®0 no instante t cuja condi¢%o inicial em t=0 & x. Para t
fixo define-se st(x)ﬂs(t,x) e pode—-se mostrar que esta aplicac3o &
cont inuxa. s, (+) € a aplica¢8o no tempo um da equagao diferencial.

Considere um sistema Hamiltoniano com fun¢3o de Ha-

milton H!X~R, onde X € compacto. Uma funcio F & dita wuma integral

pPrimeira do sistema se o paréntese de Poisson {(F,H}=0@ em todos o<

pontos de X. Duas fungiies F € G estZo en involugio se (F,GJ)=@ para

todo ponto de X. Uma hoa referdénecia para esta segio € o livrko do

Arnold [Ar ], pardagrafoc 49 e apéndice 8.

Igorema _2.13(Liouville) Se num sistema Hamiltoniano com n graus de

liberdade existem n integrais primeiras independentes Fiseee,F, em
< 1

involu¢8o duas a duzss, ent3o:
a) o conjunto de nivel M =(x: Fi(x)=f{, i=f,...,n) é uma variedade

diferencidvel invariante pelo fluxo.
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b) M € difeomorma a um toro de dimensZo n (supondo M conexa)

T =48 ,..., 0.) mod 272
e o fluxo em T & periddico ou quase-perinddico, dependendo de certas
relacdes entre os u;'s definidos abaixo.
c) o fluxo em M pode ser escrito é sy iin, onde W€ R, e as
equagoes de Hamilton podem ser integradas por quadratura.

Existem assim, apenas dois tipos gerais de movimento
num sistema que satisfaz o Lteorempa_2.i2, o o movimento é periddico
ou quase-periddico, sempre restrito ao toro de dimens3o n. Tais
sistemas s8o chamados Sistemas Hamiltonianos Completamente Integri-
VEIiS.

2F) Algumas Notagnes

A ¢-dlgebra de Borel
MOX) conjunto das medidas de probabilidade sobre (X,A)
I(A) subconjunto de M(X), das medidas invariantes porA
ﬂ*qtp ﬁ quase todo ponto
h, (A) entropia métrica de/iél(A)
/4\
su(f) suporte da medidalﬁ
e aplicagio de M(X)=M(X) dada por (A,/J)(B)=/4<A‘-’B>
9 med ida de Lebesgue
o () Grbita do ponto x
LEeX Y conjunto das fungides reais continuas sohre X
Tl
(8. FYG0) =) (A0
(=0
SSS se & somente se
oB fronteira do conjunto B
:[&> fung3o caracteristica do conjunto B
c& medida concentrada no ponto mcX
Gy, conjunto de atragfo de/ﬁFI(A)
{ ( '
Vo odp = f odu= (T
3" 7 J !
¥
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CAPITULO TERCEIRO

SOBRE A ESTATISTICA DOS SISTEMAS DINAMICOS - I

Baseado nos fundamentos da mecdnica estatistica, uma proposta
para o estudo estatistico dos sistemas dindmicos & desenvolvida, e
a teoria ergiddica surge naturalmente; em seguida € feito um estudo
do conjunto das medidas invariantes por ums aplicacio cont inua
AZX*X, onde X € um espago métrico compacto.

Algumas propriecdades consideradas estatisticas sdo discuti-
das, e os resultados aqui apresentados nio foram desenvolvidos por
uma s Pessoa oW =m um curto espago de tempo, mas s3o frutos de
trabalhos de muitos especialistas e da intui¢gRo de diversas pes-—
s0as, 2 isto torna o mssunto um “tanto abstrato” numa primeira lej-
tura. Neste capitulo nio ha resultados originais, embora uma parte’

da seg3o 3C nSo apareca na literatura.

3A) Fundamentos da Mec3nica Estatistica

A tentativa de descrever o comportamento de um siste-
ma macroscdpico a partir de sens constituintes (3dtomos e moleécitlas)
atraves da mec@nica estatistica esbarra em algumas dificuldades,

como: n3o é possivel medir o estado inicial de um sistema com pre-

cisdo infinita e, em geral, ha um nimero muito grande de graus de

liberdade.

0 efeito do grande niimero de graus de liberdade &

claro no movimento Browniano, ciijas equagoes de movimento poder iam

$er, em principio, resolvidas mas, na pratica o sistema & impreyi-

sivel, embora a solugfo seja tnica se forem dadas condigoes  inij-



ciais (estes sistemas s30 chamados deterministicos). & possivel
levar em consideracao o tamanho macroscdpico destes sistemas atra-
vés da teoria de probabilidades e/ou do limite termodinimico. O ob-
Jetivo do limite termodind@mico em meclnica estatistica & demonstrar
que quando o nimero de dtomos, ou moléculas, tende ao infinito
(mantendo certas razies constantes) as leis da termodindmica podem
ser aplicadas.

"Aviso ao leitor que nesta segSo & feita uma EexpOs |-
¢3o informal, servindo de motivaglo para o desenvolvimento apresen—
tado nas prioximas seciies deste capitulo, que formam a base matemd-
tica de todo o trabalho. Grande parte desta sec3o € baseada no ar-
tigo de O.Penrose [Pel, e para uma descrigid mais detalhada das
ligages da mecdnica estatistica com a termodinimica sugiro a mono-

grafia de Martin-Lof [MaLJ".

J& foi mencionada a teoria de probabilidades, mas
existem duas maneiras tradicionais de introduzi~la em mecdnica es—
tatistica, uma desenvolvida principalmente por Boltzmann e a outra
por Gibbs. O método de Boltzmann toma como 1nnidade estatistica a
molécula e a estatistica vem do grande niumero de moléculas consti-
tiuindo o sistema termodinimico. O método de Gihbs toma o proprio
sistema termodinamico como unidade estatistica, e a estatistica
surge imaginando-se um conjunto de tais sistemas, chamado ensemble.

Acontece gue comportamentos aparentemente imprevisi-

veEis oCcolrrem €m sistemas com pPoOUCOS graus de liberdade, como  no

classico problema dos trés COrpos, € parecem surgir da precicsio -

P

nita das condigcdes iniciais; veja o capitulo sexto. £ bom ressaltar

que este tipo de comportamento, se ocorre, é inevitdvel, pois nSo

se trata de melhorar a precisSo da medida das condigrics iniciajig!

Os sistemas com poucos graus de liberdade deste tra-

balho sSo as aplicagides cont inuas sobre espagos metricos compactos,
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ou aplicagdes diferenciaveis em varicdades, e ¢ esperado gue uma
generalizacdo do método de Gibbs seja adequada ao estudo de suas
propriedades estatisticas.

Como dito anteriormente, no método de Gibbs a esta-
tistica surge de um conjunto de sistemas idénticos, ou melhor, ima-
gina-se um conjunto de sistemas obedecendo as mesmas leis de movi-
mento mas n3o0 necessariamente com as mesmas condicoes iniciais (um
ensemble). A probabilidade de um dado resultado ser observado neste
ensemble seria a frag3o de vezes que o resultado correspondente
ocorre numa medi¢io sobre este conjunto, realizada num mesmo ins—
tante de tempo.

Para facilitar analogias € suposto que o tempo & die-
creto, ou seja, o tempo t € um niumero inteiro.

Em meci3nica cldssica o estado de um sistema & especi-
ticado por um ponto x em um espago X de dimensio (?k“i) (k seria o
nimero de graus de liberdade do sistema e X uma superficie de ener-
gia constante), e o estado de um ensemble €& descrito por uma
fung3o g:XxZ~R que d& a densidade de probabilidade com que os
sistemas do ensemble est3o distribuidos em X no instante t.

No pardgrafo acima foi usado o fato de os sistemas em
mecidnica cldssica preservarem uma medida s absolutamente cont rnua
em relaglo amedida de Lebesgue 9 sobre X, onde ds = dg/llgrad Hit,
H €& a Hamiltoniana e 111! indica a norma usual em R&K. Veja, por
exemplo, L[KhilJ.

Supondo gque uma grandeza fisica seja descrita por um=a
fun¢3o continua f:X-R, o seu valor médio no ensemble no tempo t &

gt(f) = j Flxdglx,t) ds, T T E ANt

€ @spera-se gque no instante t os valores medidos de f estejam pro-

i 5 d (f).
imos de gJL )

Qual g(*,*) corresponde a uma situagdo Fisica dada?
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Esta quest3o ¢ fundamental e nela reside o surgimento da teoria er-
godical

Se no tempo inicial =zero um sistema esta em ¥« entio
no instante t ele estard em Ky dado pelas <solu¢ides das cquaghes
de Hamilton. Usando o fato dos sistemas preservarem a medida s, ve-
Ja EPel, pode-se mostrar que g(x,t) = glx_, ,9), e assim

gt(f) = 5 ?(m)g(x_t,e) 8 e e s 550820

E esperado que (3.1) tenha um "limite de egquilibrio”
para t tendendo ao infinito, mas este limite nZo existe em geral,
como pode ser observado no famoso exemplo do oscilador harmdnico,
onde para f € tomada a coordenada de posig¢do, que oscila indefini-
damente.

Para evitar quantidades que nZo tenham limites defi-
ne=se o valor de equilibric de f como a media temporal

n-1
g(f) = 1im g.{(f) /n, cereeneseea(3.3)

o : L
@ (=0

0 gque € intuitivamente razoivel, existe | ~qtp para os sistemas de
mecénica cldssica € coincide com 1im 8,.(f), quando este existe.
L
Desta forma, € suposto que o que seria observado num
experimento € g(f); na realidade, se o comportamento dindmico &
muito complicado pensa-se que esta & a3 informac3o que pode ser ob-
tida.

A verificaglo de que (3.3) estd bem detfinido €& um=a

aplicagdn do teocrema de Birkhoff. Substituindo (2.1) em (3.3) venm

-1
al(f) = 1lim E j flxlg(x,i) ds /n = j FLRIGIR) US & on as ove T A
o TTp

Do tecorema de Birkhotf

N 0
estd bem definido 9—qtp, e como f & continua as operagoes em  (2.4)

w~

n-L
gi(x) = lim E ? =R & T R Y v
=D

podem ser Jjustificadas. Deste teorema tambén SEgUE qQue g € constan-
te sobre as drbitas, isto e, §(x)ﬂ§(xt), implicando que a medids

gds também ¢ conservada.
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Se para toda fun¢lo conveniente g(-,+) o limite (3.5)
converge para a mesma fung3io g o sistema, ou a medida gds, & chama-
do(a) ergddico(a). Assim, para os sistemas ergdédicos en mecanica
estatistica hd apenas uma densidade importante, ou melhor, apenas
uma medida invariante (gds), importante.

 condigio de ergodicidade nio & suficiente para ga-
rantir que 1lim g,(f) = g(f), ou seja, que densidades tendam a um

N
limite de equilibrio sem que haja necessidade de uma média tempo-
ral.

Um sistema, ou a medida gds, € mixing se

lim g _(f) = L)-F(:«c)s';(x) I8 2 BUE)  wew v i 08050

e
independente da g(+,*) tomada. Mixing & unma condi¢cl0 mais forte que
ergodicidade, no sentido de que uma medida mixing € ergddica, mas a
reciproca nio € verdadeira. Pense no exemplo do oscilador harméni-
co. Na prdxima secSo estas idéias estlo formuladas precisamente.

A definiclo original de mixing & de Gibbs, € ele mes-
Mo percebeun que a densidade g(«,:) nio se aproxima de sen limite
g(+) pontualmente, mas pelo "limite fraco” indicado em (3.46).

Com base na discussio desta se¢3o & feita uma genera-
lizagdo (na se¢io 3B) das idéias envolvidas para as aplica¢ries con-
tinuas A:X—X, onde X & metrico compacto. O objetivo remoto seria
entender as propriedades estatisticas destas aplicagides, das Figu-
ras complicadas & bonitas mostradas no Primeiro capitulo e da tur-

buléncia em fluidos.

Deseja-se estudar os movimentos irregulares “trocan-
do” a aplicacfo por um ensemble, de maneira aniloga a mecanica es-—

tatistica.
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3B) Medidas Invariantes
Sejam A:X*X uma aplicag¢d@o continua onde X € um espago
metrico compacto com métrica d, € A a ¢-algebra de Borel de X. Sen-
do A continua, & mensurdvel.
Para generalizar as idéias da se¢Ho anterior deve-se:
(i) pensar num ensemble de aplicagies AZX~X
(ii) procurar medidas invariantes por A
(iii) introduzir uma topologia no conjunto das medidas de manej-
ra que a convergéncia seja andloga aquela de (3.4)
(iv) definir as propriedades de ergodicidade e mixing
Por enquanto, n&o € possivel dizer quais as proprie-
dades que uma medida deve satisfazer para que seja considerada im—
portante neste contexto, e o que € uma medida importante sy  sera
apresentado no capitulo quinto, guando for introdu=zido O conceito
de atrator. Desta forma, deve-se estudar todo o conjunto de medi-
das, em particular o conjunto das medidas invariantes por ,A , bem
como sias ﬁropriedades estatisticas de uma maneira geral. Isto ¢
feito neste capitulo.
0 conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre
(X,A) €& denotado por M(X), e sefifﬁ(X), a integral jf?ﬁtj fdu  tam-
beém & denotada por P(?). o
/ .
Define-se a aplicacio A, M(X)— M(X) por (A (E)=
}N/KIE) para fEM(X) £ qualquer boreleano £. O conjunto das medidas
de probabilidade invariantes por A ¢ o conjunto I(A)zqw H(X):A,ﬂ-=
R}. Denota~-se por C(X) o espaco vetorial das funcles

cont inuas

f:X~R provido da norma LIFLL = sup FF ()0,

z.EX

Surgem duas perguntas: 1) Como determinar as med idas

usando fungroies cont inuas (que representariam grandezas fisicas) e,

2) sera que sempre existe uma medida invariante por,ﬂ? A relevincia



fisica da pergunta 2) é discutida na secio 3C).

Como todo elemento de M(X) € regular (proposicio 2.5)
VEM gue
Proposic3o 3.4 SE}LEH(X) e E é um boreleano, valem:

/ﬂ(E)=in¥{P(U): U € aberto que contém E} =

=sup{ﬁ(F): F € fechado contido em E).

Portanto é suficiente conhecer/i(F) para todo fechado
F de X, ou entﬁo/i(U) para todo aberto U dé X, para conhecer fl §
Usando isto, € possivel obter um resultado importante para o desen-
volvimento deste trabalho, ou sejs, & possivel determinar cada cle-
mento de M(X) integrando fungres cont inuas, dando assim, uma res-

posta a primeirs gquestio formulada acima.

Ieorema_3.2 Sejam/f,\)elementos de M(X), se f%f)=¥%f) para qualquer

f ew X)), entﬁo}i=v.
Prova Conhecer uma medidajﬂ € conhecer a medida de todo boreleano,
mas pela proposicf8o 3.4 basta conhecer a medida de todo subconjunto
fechado F. Seja £ »@; como F.é regular existe um aberto U que conténm
F tal que fHU/F)(E. Pelo lema de Urysohn existe uma fun¢3o cont inua
n(x) que assume zero em X\U , um em F, e 0{u(x){4 para qualquer

Y

em X. Portanto

\)(F)\{\)(u)=/u(u)\</l('}(UH}J(FHE.

Como as manipulagies acima s3o simétricas em relagio a e, e

f € arbitrario, ven que/i(F)=V(F). e

Agora as medidas serio relacionadas com o espago dual

de C(X), denotado por C*(X).

Icorema _3.3 (Teorema de Representagio de Riesz) Seja L:C(X)—=R um

funcional linear continuo e positivo tal que L{i}Y=i(normalizaclo).



Ent30 existe HgH(X) tal que L(f)%/df) para qualquer ¥ em C(X).

A prova deste teorema serd omitida aqui, mas pode ser
encontrada em alguns livros-texto de medida e integragfo; veja por
exemplo LTal.

Dos Lepremas.3.2.€.3.3 conclui-se que hd uma bijegio
entre M(X) e o subconjunto convexo de Cx(X) formado pelos funcio-
nais lineares positivos e normalizados sobFe C(X). A convexidade de
M(X) € facilmente verificada.

Baseado na se¢fo 34), serd introduzida uma topologia
(metrizdvel) em M(X) tal que,}k;»f(em M(X) € equivalente a inte-
grais de fung¢ides continuas convergirem no sentido de

}%(f) —WP(F), para qualquer f em C(X).

Seja a fun¢lo d*:M(X)M(X) — R+ dada por

@ .
o v — L .
d*(ﬁ,ﬁ) = ;hi ERH(?L) U(fi)l/(Z Ilf&fi)],
onde ¥ ,f, ,..., é um conjunto enumerdvel denso em C(X). dx € uma
metrica em M(X) ¢ a topologia dada por d¥ & chamada topologia
fraca*.

Ieorema_3.4 Sejam {fg} nXe e f( elementos de M(X). S30 equivalen-

tes:

(i) lim dxCf Ll = o

T —

Ciid lim M) —/l(f[) = @ para todo )@ (veja acima)
batrdes)

FiiY 1 £y - -
Ciii l1$ f“( ) /L(f) ® para toda f em C(X).

. e L . e .
Prova Como !Pm(+() ﬁ({i)lﬁa Ilfilld*(/L,ﬂ) a aPlicacao/uqﬁ&F( } e

cont inua para todo iY@, assim (i)—(ii).

Como {fi} € denso em C(X) segue que/ijﬂ(F) € cont (nuo

para toda ¥ em C(X), ou seja, (iid—=(iii).

Sejam JeN, £32¢ & n suficientemente grande tais qgue

OJ -
E f - L LS8 n 1/@<f£)-ﬁ(fi>|5€/2 para i i (i,
(=]
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de (L, 1) =

_ Dy ¢ : , J= G, 2! NP
—Z {I/U,\H‘k) fesvtz@ g + E{If{r(fl) /u(ft)t/( AEPRERD

(=L (= 341

0
€2+ ) L2115 117101 & €72 4 £/2 =¢ .
e SN

Como & € arbitrdrio, segue que (iii)=>(i). @

O teorema_32.4 mostra que a topologia fraca* & boa pa-
ra as interpretagiies fisicas, mas serad que se fk*/lnesta topologia,

entio PQ(B)~%KB) para todo boreleano B?

Proposic3o_3.5 Sejam Cyn) e/i elementos de M(X). SHo equivalentes:
(iV&*ﬂ-na topologia fraca#
N+

Cii) 1im sup/ﬂn(F)sﬁ(F) para todo fechado F

Ciii) lim inf/&\(U)%ﬂ(U) para todo aberto U
LA 2}

(iv) para todo boreleano V com}j(av)‘r-o,/u“ (V) _»/u(w, onde 3V ¢ a
fronteira de V.
Prova (il)=(ii)

Seja F fechado, e para kéN seja F =(xeX! d(x,F){i/k3.
Como K, decresce a F quando k— vem que/L(Fk)dw(F). Pelo 1lema de
Urysohn pode-se escolher fungiies continuas fi tais que f =1 em F,
f =0 em X\F e @(f (i. Assim, lim sup LY & Tim sup /L(ﬂ1)=}z(ﬂ )

T € 1—..‘,[{\[

£ #(ﬁ(). Tomando o limite para k-, vem que lim sup ﬁ(F)gﬁ(F).
M=
Ciid=Ciii)

Se U € aberto ent%o X\U & fechado. De (ii) vem que
lim sup/l (XAUY ¢ MAUXN\U) e, portanto lim inF/M (U)ﬁﬂ(U).
A / n—+ n
Nee )
(iii)y — Cii)
De forma andaloga, se F € fechado entfo X\F & aberto.
e Ciii) vem que lim inF/PW(X\F) 2 fKX\F) e, portanto, lim sup/L(F)

n - 00 ﬂ-'m
< /&(F). Assim (ii) e (iii) s80 equivalentes.

23



Cir) e (i) — Civ)

Sega V tal que/J(BV)-:@. Entéio/wintv):/uw):/mm, onde

Ve o fecho de V e intV seu interior. De (ii) wvem Lim sup L (UDg

T -

ﬁ(6)=/H(U), e de (iii), lig}in?lﬂm(intU)%ﬁ(intU)=}KU). Como inty
estad contido em V vem quefﬁj(V)iﬁ(V).
Civ) (i)
Sejam f€C(X), £?® e numeros reaxis a=a°{al {...{aK =b,
tais que a{—a\(‘i CE&/ik com alf<ih. ‘I'omeﬂ,ﬂ e;i como no enunciado.
Existem no maximo um niimero contdvel de valores v
tais que}l{xexi F(x)=v} ) @. Se Yy & um ponto da fronteira do con-

Junto

G. = {xeX:@a. {fda. 23,
L L= (

ent3o f(y) = a . ou a., e vale;k(aG{)=® para todo i se os a{'s s3o
tomados fora de um conjunto contidvel.

Tem—-se que
K K

);1 2y fl4BY j ¢ o, \{Zat./lm([;é)’
L:.

=1

que vale inclusive para}ﬂ no lugar de/j .
m

Denotando-se Lim para o limite SUperior ou inferior
vem
' K
> a. (G,»)\{LimJ-F dh () A B,
I.: : -1 ) -r.l___m / 1_:‘]— L/‘ {

Como os extremos desta expressio diferem de no méximogj, VEM qie O
mesmo ocorre para os limites superior € inferior. Como(g e ¥ siao

arbitrdrios, o resultado segue. @

Iearema 3.6 SE/JE M(X) entio Hé‘ I(A) ss5s j‘?vA d/u = g ¥ dlu para toda ¥
/
/ J /'

pertencente a C(X).

Prova Se V ¢ um boreleano (A‘H)(j/)iM(XO/l), € assim o resultado
/ v v

vale para qualquer fun¢Ho simples, ou seja, qualquer combinagio 1i-

near finita de fun¢des caracteristicas. O resultado vale para quual-



o~

quer fungao continua f considorando suac partes positiva e negsat iva
f+ e f-,respectivamente, e escolhendo sequéncias crescentes de fun-
¢hes simpliee convergindo pontualmente a5 F+ o -, Basta aplicar o

teorema da convergéncia monatonza. &

figora sers mostrado que & aplicacio i, € continua na

topologia fracax e que I(A) & nio vazio, um resiultado importante

que responde a segunda pergunta formulada anter iormente.

Proposicino_3.7Z A aplicagio A‘Iﬁ(X)ﬂﬁ(X) € continua.

Prova Se f¢C(X), considere!p;éﬂ na topologia fraca*, Tem-se
A = oA — .y ‘:L
AP CF) )J,.Hw.) /U‘H?,.\) c,k}/@(ﬂ,

e como f & arbitraria em C(X) vem que A%k;“é*ﬂ' e

JTeorema_3.8 Seja {xa} uma sequéncia em M(X), ent3o qualquer ponto
T~/ .
limite da Seql'.xé“ncia {/.U ):{:é '(f.'j _.; Y/n Y @ um elemento de I(ﬁ)_
'T ﬁ_\.‘ > . LI

iz 9

Coroldrio 3.2 I(A) ¢ nZo vazio.

A demonstracio do coroldrio 3.9, que originalmente é

tevida a Kruylov e Bogolioubov, decorre da demonstracido do tegrems

2.3 € do lows_2.19, onde & mostrada a existéncia de pontos limites

da sequéncia {4 3.
5y

f

Prova (Teorema 3.8) Seja ﬂf uma subsequéncia convergindo =a L en
i A

-

M(X). A existéncia de tal subsequéncia & garantida pelo lema.__3.10.

Seja FeiB (X ),

LG G =B I=Tim 1A, U ) (8)- P (£ )=
i v / o & ;¥ £y
=1im siﬁ_A{<,$*1\)v YCFI=CAY N 3 (CFY 3/, 3=
"’ = i ' 4 3

. B T
e . ¢ biEE

=lim 1A O Y (F)= U (3 1/n
X P J

-}
Timr @ : -

4

P
i
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Klim 21iFf11/n: =

T O 2

<
PDFtaHtOJR}i:H, Ja que f € arbitraria. @

Lema_3.19 M(X) é compacto na topologia fraca*.
Prova Como M(X) € métrico, sera mostrado que aqualquer seqiéncia

{#_J possui subsequéncia convergente, e para isso serd usado o fato

!
1

de existir um subconjunto enumeravel Fl'ﬂ,""' denso em C(X). Como
antes, [I1fll= sup (I1Ff(x¢)] XY para f em C(X).

A& sequéncia de nimeros reais {fk(¥L)} 2 limitada por
IIf, 11, portanto possui subsequéncia {ﬁ:(Fl)} convergente. Da mesma
forma a sequlneia CHICE )Y possui subsequénecia {fi({)>} convergen-
te, e inclusive {ﬁi(fi)} também € convergente.

Repetindo o raciocinio acima constrdi-se una sithse—

quéncia {UJ} de {ﬂ") giie converge para T ,...,Ff. . Desta forma, a
/ : - 3|

sequéncia {N (? >} converge para todo j, e ent80 para todo F em

C(X}, ja que ¥ , f ,..., € denso.

Seja L(f)=1im ﬂm(f); como L € um funcional linear po-
L -

sitivo limitado e 1.(1)=1, vem do tsorecma_2.3 que existe e M(X) tal
/
que LIFI)=U(Ff) para todo ¥ em C(X). @
]
F
Bem, ainda para generalizar a secio 34 & NECESSArio.
definir as propriedades de mixing & ergodicidade, tomando como base

as eguagnes (3.4) e {(3.4), respectivamente.

Refinicio 3.1i Seja JeI( s ﬁ € dita ergddica (mixing) se para

ualquer Gc M(X) absolutamente continua em relagao a}i sequéncia

{) xh/ £ (C&“J}) converge 3 i

- . l

bR}

Na

n
i

caec 3A a medida do corregponderia a dds. Esta

definiciao torns—-se mais natural se for um o pounco trrabalhada. Paor



cxenplo, suponha que | € ergoadica, h € uma funcio positiva em | (M)
M

e f em C(X). Detinindogs, M(X) por dd=h d“/u(h) vale que

L=

/Z“_{TL}(JFcL’ h did/n = § < [(Fol ) dodsn . Ath) =
*° > Ao’}/: (h) £ d (h gu

= U+ o(C!% n /{ 3 /4 'J It
ol seja, se h for uma “densidade de probabilidade” (jh %H:i) veEm o
correspondente a equagao (3.4) (com g=1i). € interes sante notar que

vale a volta, pois 5eé§jﬂ j(foﬂ )g %}}/n — j? dﬂ Jq %P para gual-
quer f em C(X) e g¢l’ (f) entio f\e ergddica. Resultados andlogos
valem para mixing.

Uma outra maneira de caracterizar ergodicidade € mi-

‘ - r P
“ing € wsando fungoes em 1S vﬂ).

Ieorema_3.42 Seja Pe I(M).
/

(i) { € ergédica sss para quaisquer f,g em E{(ﬁj

lim ? j(fOA )g dH}/n =‘Sf di . SQ ﬁ#

T (I
(ii)Yl € mixing sss para quaisquer f,9 em L (7]

f lim f(¥cf“)g di =\ § dn .\ g du.

Existem varias manciras de se caracterizar ergodici-
dade e mixing, © dependendo do problema rarticular envolvido, Lma
maneira pode ser mais conveniente Qe as outras. Abaimo sEo dadas

VArias caracterizacrhes.

Icorema_3.13 Seja}igI(ﬁ). 830 equivalentes:

G H € ergadica

(ii) para quaisquer B,E em A lim {.Z /l( (g O EYYI/n =/A(B).M(E)
T C / / J/”

(iii) os dnicos elementos B de A com A‘BzB satisfazem H(B)Y=0 oun

Lgy=1 '

(iv) os 1nicos elementos B de A com H(,¥1858)=® s30 tais que H(B)=0

/ /

ou ﬁ(8)=i (b indica diferen¢a simétrica)
/



{95,
A=

(v) para todo B em A comf{(&))@ € necN vals/i( J APBy = 4

S

(vi) para todos B,E em & tais quef%(B))@ e P(E))Q existe n)® com
/ /

HCATBNEY > @
i

(vii) sempre gue f;u‘<u> (ou EL(H)) e ¥0ﬁzf1ﬂ—qtp, ent30 f € cons-
! ;

tante P—qtp.

Icorena_3.414 SeJa/Ne I(A). S50 equivalentes:
(i) L & mixing
£
(ii) para quaisquer B,E em A 1im/}_(/\‘*‘3,q E) =/{(B) ./A(E).
rem |
Foi mencionado anteriormente que mixing €& wuma pro-
priedade mais forte que ergodicidade; o proximo teorema coloca isto

de forma precisa.

Icorema_3.15 Seja/ieI(A). Se'f{é mixing entdo ﬂ,é ergodica.
Prova Aplicando o Leprema_3.14(ii) para o boreleano F=B=F tal que

2

APF=F, vem W(FY=CH(FY>IT" , o que implica em/u(F)=® ol 1. Pelo teg-

/ /
rena 2.1i23C1i11) )A € ergodica. €
/

As demonstraghes dos feoremas 3.42.3.43 e 3,14 Jj3d sio
bem conhecidas em teoria eraddica e podem ser encontradas na maio-
ria dos livros-texto, por exemplo, em [Wal.

N3o se pode deixar de citar alguns exemplos onde os
conceitos de srgodicidade e mixing podem ser testados. Se A € 2
aplicagio identidade sobre (X,%,ﬁ), esta serd mixing sss todos os

f
elementos da ¢-dlgebra possuem medida ZEFO Ol um.

Sef: € a rotagio do cfrcu]o/%(x)=rz (mod 1), a medida
de lLebesgue normalizada dx sersi ergddica sss ¥ nio & uma raiz da
unidade; além disso, nunca sersa mixing. Este exempio ilustra o fato

de que ergodicidade nio implica Necessariamente em mixing.



A veritficagao destas propriedades e outros exemplos
podem ser encontrados nos livros—texto, hem como outras caracteri-
zagohes de ergodicidade e mixing. Veja, por exemplo, CAAD, [Bil e
CWal. Agui a preocupagdo principal é com o5 conceitos envolvidos e
como a estatistica aparece.

Um resultado ligado & mec&nica classica € o seguin-

“

Jeorema_23.146 Seja uEI(ﬁ) tal que}i(U))@ para todo aberto nSoc wvazio
! /
U de X. Se}{ é ergddica ent8o o conjunto Z={x¢X: o(x) & densa em X)

possui medida ﬂ_total.

Prova Seja {Uh: nNYe) uma base da topologia de X. Para que o(x) seja

. 5 % . -K .
denso em X € necessario e suficiente que x € /W L}(JA u . Comoﬂ €

-1 % K ny1 70 K
ergddica e fq UA uc UA u  wvale quefk(L}A*I{q) = @ oun i. Como
"27, [o] \"D,D ¥z0
U € aberto e n%o vazio segue que/4(LJ/unn)=i, e portanto/u(2)=i.
[ Ae
e
Como em mecdnica cldssica a medida s (veja a segdo

3A4) da medida nfo nula para todo aberto nZ¥o vazio, s<<} e ﬂ{(s, vem

que se s € ergddica entSo quase todo ponto em relacdo a3 medida de

Lebesgue possui drbita densa. Histor icamente este resultado ¢& co=

nhecido como quase-s=rgodicidade.



3C) Primeiras Propriedades Estatisticas

Empiricamente € comum definir—-se que wuma aplicacio,
o um sistema dinamico em geral, comporta-se cestocasticamente guan—
do os dados exper imentais, ou numéricos, parecem Na0 pPossuir uma
distribuigdo assintdtica. A maneira gque ecstes comportamentos csto-
casticos podem suragir sera discutida em capitiulos posteriores.

0 interesse & na andlise matemdtica dests fendmeno, e
nesta se¢ao sdao discutidas algumas propriedades consideradas esta-
tisticas. A primeira pessoa a descobrir como leis deterministicas
do movimento podem ser tratadas estatisticamente foi Boltzmann, que
introduziu a palavra “ergddico” em 1887. O objetivo principal de
Boltzmann era, como ele priprio escreveu:

"0 propdsito deste artigo & dar ums  prova puramente
analitica e completamente geral da sequnda lei da termodinamics,
assim como descobrir o teorema correzpondente em mecinica .

0 que é entendido por propriedades estatisticas? Esta
se¢8o € destinada a responder parcialmente esta pergunta. A respos-—
ta esta ligada =ao conceito de ensemble e das propriedades desenvol-
vidas nas se¢ides anteriores deste capitulo. O quarto capitulo é uma

cont inua¢do da resposta apergunta acima, por isso o titulo destsa

secdo € 'Primeiras Propricdades Estatisticas’.

Como antes, A :X-X € uma aplicagio cont inua do espago
métrico compacto X, e I(L) & o conjunto das medidas de probahilida-
de sobre os boreleanos invariantes pela acio de A .

E @sperado que uma granderza ficsica representada  por

uma fungao cont inua +:XR seja observada experimentalmente

através
de sua madia sobre um ensemble. Pelo teorema de Birkhoff € sabiao
_ - n- ,
que ﬁ(?):ﬁ(F) para todaue I(A), onde F(x) = linm O A 0w & a
! ! =+ or [ '
{0

média temporal de f no ponto X. Paras  Ffacilitar a notac¢3o, seja

30



(S, Fr(x) = )ﬁr(;’,{ x). Como Fei)=FG¢) P-gtp vem do Leacsma._3a.id
<N

1= O == "
que, se i ¢ ergiddica, entdo F(x):ﬁ(F> f-qtp. De uma forms mais ge-
/ p)

ral:

!

Teorewa_3.17Z Sepec I(L) € ergddica, existe ZcX tal que/ﬂ(2)=1 e
f(x) = lim (S, & Flat)ln =}l(f), para quaisquer feC(X) & xeZ.

Yiw (DD :
Prova 0 resultado segue se for demonstrado num subconjunto denso.
Como X € métrico compacto existe um subconjunto denso enumeravel
{i: Y de C(X). Pelo teorema de Birkhoff ﬁ((x) = ﬂiui) ﬂmqtp. Como a

intersecgio enumeravel de conjuntos de medida 1 também possui medi-

da 1, o resultado vale no subconjunto denso acima. B

Desta maneira, os elementos estatisticos aparecem nio
sd pela idéia de ensemble devida a Gibbs, mas também através de mé-
dias temporais a0 longo de odrbitas, & esta seErd uma idéia central
em todo o desenvolvimento deste trabalho.

Cabe ressaltar gue dado um ponto % em X este define
unicamente sua drbita, € a estatistica s? aparece quando s3o consi-
derados objetos relacionados com a aplicacﬁojA, como por exemplo a

aplicagio Ai. € nao através da evolugio de pontos isolados.

Refinici0_3.18 O ponto y de X, ou a Srbita de y (o(y)), € dita es-

tatisticamente regular se existe a média ?(3) para toda fun¢lo con-

tinua f.

Em geral, a demonstracio da existéncia de pontos es-

tatisticamente regulares nio & direta, mas se existir ums medida

invariante 1 o teorema de Birkhoff garante a existéncia de médias
/
temporais de fungides continuas H-qtp, e com wuma modificagio bem
I

simples do feorema_3.47 € facil mostrar que existe um conjunto ZcX

31



tal que H(Z)=1 e todo ponto de Z € estatisticamente regular.

/
J

Proposicio_3.12 Para cada ponto estatisticamente regular 4.X existe
uma wnica medida'%a I(L) tal que ?(s)='%(f) para qualquer feC(X).

Prova Sejx L, :C(X)=R o funcional linear L3(¥)=?(5). £ simples =z
verificagao de que LJ satisfaz as condig¢iies do Leorema__3.3 e que

L. CF) ZLA () para qualquer f em C(X). Portanto existe ZbeI(A) tal
a )

aue L (Ff)=7 (f) para qualquer + em C(X). A unicidade segue do teo-

o

rena _3.2. B

A cada medida invariante esta associado wum conjunto
de pontos estatisticamente regulares e, pela RLQRPOsicE0 _23.1%2, a ca-
da ponto estatisticamente reqular esta associada uma medida inva-
riante, assim o problema da existéncia de medidas invariantes pode
ser visto naturalmente como o problema da existéncia de médias tem-
porais. Desta forma, a existéncia de medidas invariantes jd & uma
pPropriedade estatistica.

Existem teoremas sobre a existéncia de medidas inva-
riantes, sendo o mais famoso o de Krylov € Bogolioubov (Cornlario
2x2). Este € um campo atiwvo de2 pesquisa, pois além do interesse pu-
ramente matematico existe a mot ivagio exposta acima.

Se B € um boresleano & possivel interpretar/{(B), para
}{em I(A), Como a probabilidade de se encontrar A"(x) em B  para n
tomado aleatoriamente em N.}{(ﬁilahiﬂ(ﬂ) € um tipo de "equagio de
continuidade ™, pois ha = conservagdo da probabilidade: =a probabili-
dade de encontrar ﬁ\(x) em B € igual 3 soma das Probabilidades dos
conjuntos disjuntos que sZo levados em B porA .

Outro resultado interessante que usa apenas o fato ds
existéncia de uma medida de probabilidade invariante € o ja bem co-

nhezido teorema de FECorréncia de Poincares, que pode ser considera-



do o primeiro teorema da teoria ergadical Este teorema € famoso de-—
vido a suas implicacgres fisicas e filosdficas, que n3o 3o discuti-

das 3.9lii.

Ieorema_3.20_(Teorema de Recorréncia de Poincaré) Sejam B um bore-
leano E‘ﬂEI(A). Se P € o conjunto dos pontos xB tais que A((x)e B
para infinitos valores de )90, entﬁoji(B)iﬂ(P). |

Prova 0 conjunto P € igual a B - LJB[, onde BL={xeBZ Aj{x)f B para

(21
o5 Yal P

A idéia € mostrar que todo B( possui medida /u nitla,
implicando que ij)szP).

Bem, B.=6- U A c (J Aler- | fles=
T

. . . {20 171
= Aay - ATUR 3. '
Jzo 20
Como
U ASey U ey,
3z L 120
vYeEm quiie

sy \.'j S L. _J
4} i = - =
FBY = U Kl ﬁi( AU M@ =o. e
120 120
Este teorema € uma generalizacio, para qualquer medi-
da invariante, do gue ocorre com uma medida concentrada numa AGrbita
periddica, onde 03 pontos desta Grbitas realmente retornam neles

A
mesmos pela aplicagio sucessiva de A.

Coroldrio 3.21 Gualquer elemento de I(A) di medida { ao conjunto

nSo errante de /.

Prova Seja (U,) base da topologia de X. O complementar do conjunto

180 errante é a unifo dos U, tais que U, , Adixﬁ,A'& U, . ,..., s5o dois

a dois disjuntos; pelo LeEQrena_3.2¢ F(Um>=® para qualquer ﬁ(I(A).B

Este coroldario mostra que, do ponto de vista de medi-

0
W



da, a parte interessante da dinamica ocorre no conjunto ni%o erran-
te. S uma m=dida & € ergadica, ent3o as médias temporais de gran-
dezas fisicas representadas por fungoes continuas coincidem }A—qtp,
e isto € muito forte, pois com probabilidade um as médias temporais
da funglo continua f independem da condi¢R0 inicial. &lém disso, do
teorema_2.47 é possivel calcular estas médias, f(x F/%(f) -flmqtp.
Histor icamente este resultado € formulado como ‘médias temporais
coincidem com médias espaciais .

Supondo ainda a ergodicidade de ﬂ_é facil calcular,
para x num conjunto de medida F total, o tempo médino de wvieita da
Sdrbita de ¢ num boreleano E, definido como

lim cardinalidade(je N: A/COEE, j<n3/n = lim (S, Y >(x)/n,
N0 =00 E

que pelo teorema de Birkhoff, € igual a/{(%&)=ﬁ(€). Assim, se /Q é

ergadica, a Jrbita de x (para 3 num conjunto de medida‘y\total) vi—

sita qualquer subconjunto mensurdvel de X com freqiléncia igual &

medida deste subconjunto.
A condi¢iao de mixing pode ser colocadsa na forma

lim }L( /—‘{“Eﬂi—‘)/fm-') = /qu),

-0

para todos borelieanos E,F (& claro que #(F)#@). Isto diz que, do

ponto de vista dE}i, 3 aplicagio A distribui todo boreleano E uni-

formemente em X, no sentido de que a Ffracio ge clementos de E em F

serd igual a medida de E, independente de F! H3 uma "diluwicio uni-
forme®™ de E em X, como uma gotzn de vinho se dilui num copo d dgusa
apds ser misturada com uma colher. @ desta analogia que vem o nome

miding.

Também & possivel inferir a natureza estatistica dos

=2

sistemas analisando o comportamento das fungoies de correlacio.

Existéncia de correlacfo entre duas grandezas indica wuma relacio

causal entre sstas varidveis, mas a condi¢ci0 de mixing garante que

a funglo de correlacio



P Ao dllL0 T2 5 Dt d Cod Yol 3

wdas F,5 om C(X). Veja v faorend_3.12.

Considerando (A J) cowo a rotagio do circulo com &

L

chesge ¥, (o0 afirmado saber toraente gue, se a Fotagan

i
o
7

N -

Arbitas periddicas) entZo 7 nio € ergddica nem mi-
rotacEo for ircecivnal § & sruddica mas nBo & mi-

ica no coso de rotacfo irracional & muito simples para
2 complicada o cuficisnte psrs ser =rgddica.

a aplicvacfo identidade de forwma que todo

2R ele-
chrs de Sorel possui mpedida zero ol um, enc3o  osta

i

Consigerzndo zuors (A,é}) onde p & um ponto fixo de

pedida concentrada em o p (vale 4 em todo conjunto L

§ ~ n P EE s e
Fo e ouira formal, sntzao 2, £ ergodica ©, s T,h 280

il

e h(p)=fipd. h(p)=S (). §

{
P‘h)'

3 proprisdade de miking cuando restringe—-se  As P

cont (nuas.

Fabora tenham um sabor estatistice, os conccites de

@ mixing nzo s30 suficientes para dar uma fFornulacio pro-

comportanentos aleatdrios, vistos facilmente em computzdo-

“1Encias ae laboratdrio, € na natursea.

=trica vem preoncher =sta la-

dos sistEmas dindqmicos, e foi introcozi-

gorov ha mais de trinta anos, que cstava preocurado  em

{EF{i—5 )y

fantes por conjugagio (mod @)
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do congunto L4, Se}l,\’f 1-(,‘ia‘) e pel@,143 & Ffacil ver

»
. g /

e » ; ) ’ z
YeICEY), ou seda, I(A) € subconjunto convexo de MX).

sEquincia &

—

(R} convergindo all, como A, = [l e
/ /o /

A

O
]



n s g T . 3 4
f, € continuo (proposicia_3.7), vem gque Aur=H ow seja, p também &
/ / /
uma mediga invariante.

Teorema_3.22 0 subconjunto I(A)CM(X) tem as seguintes propriedades:
(i) & convexo
(ii) e compacto

(iii) os membros ergddicos s3o exatamente os pontos extremos de
ICAY

Civ) Sef=,ﬁ 3 I(A),\J({ﬂ‘e f-é ergodica, entﬁof*=V.
Prova As demonstragres de (i) € (ii) estZo dadas acima.
Ciio
SejJEI(A) nio € ergddica entfo existe BeA tal que

B B=g e M(E) n3o € @ nem um. Sejam/ﬂ¢,}g_elementos de I(A) dados
!

por

P Er=FBNEI/A(BY & ML(ED=PCX\BINE)/P(X\B).

Entio;J(E):P(B)/H(E)+(1~F(B))Fi(E), ou seja, H ndo € ponto extremo.
i /
fgora suponha que € ergddica e U=p U +(i-p)U, , onde

M JHT et P
f%,}% € ICA) e Pell@,11. Para provar (iii) & necessdrio mostrar que
P=0 ou 1. Vé-se que F;<$P, entio seja g)® em L‘(ﬂ), a derivada de

Radon=Nikodyn dH;/dﬁ—

Sejam G={xeX:a(x){1) e F={xeX:g()>1); sera mostrado

que}k(G)tﬁ(F)t@, concluindo ent3o, que}h :PQTH'

Bem,

Hote N ATBY* LB\ AT 6= ML) =
= ¢ ,f‘-;-“r3>-=fui< ATG N Gy A BNG)Y,
ce onde vem que ﬁ&(G\.¥J6)=}Q( ﬁiG\G). Como g<{i em 6\,¢1G e gri en

FAB\G &, desde que

e 4 G\BI=NCA - B)-p(AY 6 N G)=fA(6 )= A6 N 6= [l(6\ A Gy,

tem-se que}i(G\ﬁfW3):®=W(A‘ GN\G. Portantof*(%{LGQG)ﬁ®, e pela er-—

godicidade de F vem que H{G)=0 ou 1 (veja teQrena 2.420iv)).
| oy LY,
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s

Se LG ent8o ) OO= 1 a dpCutBY=1. contradizendo o
. ‘ |
tato de ﬂ‘(x>ﬂ1: aszim, [L(GY=0. De forma wandaloga vem que ﬁ(F)ﬂ@.

/
Civ)

Segue como corolario da secgunda parte da prova de (iii).
a
Heota sevao foi tentado mostrar um pouco do gue esta
por detrds das expressoes mutemat icas. As mesmas palavras podem ser
repetidas para o conceito de entropia, apresentado no gquarto capi-

T
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CAPITULO QUARTO

SOBRE A ESTATISTICA DOS SISTEMAS DINAMICOS - II (ENTROPIA)

Neste capitulo € prosseguido o estudo das propricdades esta-—
tisticas das aplicacies continuas'fZXaX, com X metrico compacto.
figora, o grande numero de “drbitas diferentes possiveis ™ da aplica-
cao pode levar 3 itmprevisibilidade de medidas sucessivas de gran-
dezas fisicasi a formalizacio deste conceito & discutida sob alguns
pontos de vista, que levam as definigdes de entropia topoligica e
metrica.

Um resultado esperado, o Principio Variacional da Entropia, ¢
rapidamente discutido. A& entropia métrica & um numero positivo, e
se for maior que zero € possivel dizer que o sistema possui carac-—
teristicas imprevisiveis, & isto sers muiito importante quando for
dada a definicdo de "caos” (veja o capitulo quinto). Este capitulo
n3o traz resultados originais, apenas a maneira de expor o tema &
nova, assim varias demonstragies nio s%o apresentadas; o importante

2 3 "nog3o intuitival do conceito de entropia.

4A) Entropia Topoldgica

Como ressaltado no primeiro capitulo, devido 3 reso-
lugSo dos aparelhos de medida, oS possiveis "estados observiaveiszs®
no espagco métrico compacto X sZ%o os boreleanos. Restringindo-se aos
abertos e, naturalmente, a3 uma cobertura de X, pode-se semprre obter
Pela compacidade de X, wuma subcobertura finita.

Seja C=CC, ,C.,...,C } uma cobertura de abertos de X.

-
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0O objetivo desta segio € fazer uma contagem do numero assintotico

de drbitas modulo cobertura (a ser definido abaixo)y da aplicagao

. ; o AT : .
continua = X=X . Tomando um ponto %X, s& A (&);C; p iSJhék, deti

=N

ne-se uma drhita_de s _midule _cokerfura C como: CJ- ’CJ. .Cj yeeai i8B-

4 : Lo Td X o 1\
so tambem significa que 2z ¢z (C. N A C. [; A er: w o e

~
o -

Szja K(Z) o mimero de conjuntos em uma subcobertura
da cobertura C de menor cardinalidade. Se B é outra cobertura de X,

define—se a jungio CvB como a cobertura formada pelos conjuntos da

mn
forma C.0\ B:, onde CEC e B.e B. Z, € a junc¢&o de n coberturas
\

i t i ¢ B

Zi por abertos de X. Vale que /xi(CvB)= Atc v At B.

Para fazer uma contagem do nidmero assintotico de dr-
n-L .
bitas moadulo coberturs possiveis, deve—-se estimar K( \/,ALC) qirando
=0
n cresce indefinidamente, 0 seguinte teorema faz tal contagem, onde

H,(C) denota log(K(C)), e para evitar possiveis confusies logc=log—

=1n.

Teorema._4.1 Se C € uma cobertura por abertos de X, ent3o o limite

heA,C) = 1im H (KCN AiCi/n existe.
Ve tso

H_(C) & chamado de entropia da cobertura C, e h{A 8}

de entropia de A relativa a C. A prova do teorewza_4.1 s=guira fa—

CilmeEnte do lema de subaditividade e de propriedades de HT(D).

cobertura Z, € dita um refinamento da cobertura Ky el ey ¥ 5

<.

elemento de Z, & subconjunto de um elemento de Z w

Lema_4.2 Se C, B sHo coberturas por abertos de X, valem:
(i) H_(C)e

(ii) Se C{(B ent3o H_ (CY(H_(B)

Ciiid HT(CVB)ﬁHT(C)+HT(B}

(iv) Se P:X-X é uma aplica¢Xo continua, entZo H 4P~ E34H_+£C) .
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Lena_4.3 (subaditividade) Se Ca“}fm: é uma sequéncia de nimeros
reais tais que a, ¢ &, +a, para todo n,k, ent3o existe Eig a,/n, e
€ igual ao i?f w0

Prova Fixando k)@, cada n pode ser escrito na forma n=mk+r, com
e{rik. Assim, a,/n & a_.,, 7(ok) & a /(mk) + ma, /(mk) =

=3, /(ak) + a3, Sk,

Como n-w implica que m-ew, e lim sup a,/n $ ac/ke, ou

nN-» 0
ainda, lim sup a,/n inf a,/k mas inf a, /K  lim inf a,/n. €
v, - X K K h= o
n-l 2
Prova (Teorema 4.1) Chamando a, = H_( \/ ATC) e usando o lewa__4.2

LL1L) e (iv) vem que . jah+aK. f“gora, basta aplicar o lepa_4.3.0

Una aplicaglo com um niimero muito grande de drbitas
midulo cobertura diferentes é um bom candidato a ter propriecdade de

“imprevisivel ".

RefinicZ0.4.4 A entropia topoldgica de A é o nimero real h(4 )y0

dado por h(A) = sgp h(A,C), onde o C percorre as coberturas (por

abertos) finitas de ¥X.

Desta forma, a entropia topolégica dia o NIMEFrO MmMaximo
possivel (assintdtico) de drbitass midiulo cobertiura.

O praiximo resultado mostra que h(A) € uma caracteris-
tica da aplicagfo A:X-X independente de, por exemplo, mudangas de
coordenadas; a entropia topoldgica € invariante pPor conjugagio to-

polagica.

Ieorema_4.3 Se A X—~-X, e /L:X;>X; s8o aplicagdes continuas de es-

Pagos metricos compactos X e XQ, e’W:xfaxl € um homeomor fismo tal

E1%



T i . ”

que 1A YT=A,, entio h(/A Y=sh(A ).

Prova Sega C uma coberturs por abertos finita de X , ent3o

¥ -

i = P 4 7oAl A
hCA ,CY = lim H €/ A'Cosn = lim Ho( {7 A Ci/n,
[ - ]

n -+ (D Y 0T II'C’

e pelo lems_4.201yv)

mel
[¢

hCA,CI=1im H_( ffi,.f(ls"“f:))/n = h(A, Yie).

K T &

. o~ . ~ - L .
Portanto h(Ai>;h(Al), mas Como as manipulagoes acima s3do simétricas

em relacio a A e Al, vem que h(Au>:h(A;)' [

4B) Entropia Métrica

Nesta se¢o continua-se a “contagem do nimero de -
bDitas diferentes possiveis’™ iniciado na secfo anterior. Bem, n3o =
claro o que deva ser um “niumero arande de Srbitas distintas®™ para
que haja instabilidades, mas o problema pode ser resolvido wutili-
zando—-se conceitos da teoria de informagdo, que medem o grau de in-
certeza de uma aplicac8o. Abaixo estas idéias est3o mais explici—

tas.

Pode-se dizer que a teoria de informag&o comegou com

um trabalho de Shannon em 1948, = desde entio tem sido aplicada a

varios ramos da ciéncia, como % teoria dos sistemas dinamicos, que

€ 0 caso deste trabalho. O que Shannon fez foi dar wum significado

universal a famosa eMpressio izflp(}ogg , embora O PpPrimeiro a
[§

utiliza—-la foi Boltizmzan por volta de 1876, Unia, excelente exposi-

¢&0 da teoria de informacio Para os propiisitos deste trabalho esta

em CKh21.

?

Suponha que haja n eventos mutuamente exclusivos E .

---,E, com probabilidades de OCOrrencia p peme,P,, respectivamente.

Procura-se uma quantidade H(p ,...,p. ) que possa medir a incerteza

deste esquems. Para ficar mais claro o gque estd  sendo chamado de

incertezx, € bom um eHemplo:
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Peravota_i Se um dado D, que possui em todas suas faces o nudmero 1
€ lan¢gado, que nimero o leitor arriscaria neste lance?

Ceraunta_2 Se um dado D, possui o numero i em cinco faces e o nime-
ro 2 na sexta face € langado, que niumero o leitor arrisca agora?

Pergunta 2 Se um dado D, possui o numero i em duas faces e os niime-

3
=

[ e

ros 2, 3, 4 e 3 nas outras, respectivamente, que nimero o leitor
arrisca desta vex?
Ultima_Peraunta Se o dado D, € um dado normal (e honesto), que ni-

mero o leitor arviscaria num lance com Dq?

Q]

iy

Y Z que 3 Iincertezs dozs resultados varia com o dado

que € langado. Dois fatos sfo relevantes: o dado B, da como resul-
tado o nimero { com probabilidade total, portanto n3o existe incer-—

teza, e a incerteza vai aumentando monotonicamente de O, a D sen-—

l.‘ il

do que € maxima para D, , onde todas as possibilidades s3o0 igualmen-
te provaveis (todos os palpites si0 equivalentes). A fungxo  HC -

quantificas esta iddia.

Suponha que haja dois esquemas¢1={El,...,En) e

; _£ﬁ ,...,Eh}, e deseja~se saber a incertera associasda se im de-=

les € conhecido. Se € sabido que o resuitado F. ocorreu, e que p &
J 3t
3 propabilidade de El ocorrer nesta condig3o, a incerteza assoc iada
B MY SHIR,  yeveqB ¥ BE B yus:sb. SAO 56 PEspectivzs probaki]i-
A JL In 4

dades associadas a :

o=

, € razroavel tomar como incerteza condicional

(a incerteza de n conhecendok ) H(M/t) o valor esperado de H{(Q) em
L, DU oseja, HY/E )= ET’p.H.(h).
g - iy ™ X 3 L

A realizacao dos dois esquemas n € & induz uma incer-
teza H{q wEY=H( ¥/ ), € se n ek sio. probabilisticamsnte inde-

pendentes deve-se ter H(qvg):H(q)+H(5).

D seguinte teorema, Cujsa prova pode wer encontrada em

LKh21, mostra a "unicidade” da "“funcio incerteza”™ H(.).



I3

§ o
g N A . 7 S - !/\
Icorema_4.4 Seaamjli={(pl,...,Pl>cR ' By E;{;Pi~13 e H: %{-JLMR

=k ¥

com as seguintes propriedades:
(i) Hl.  (H restrito a(],) € continua e simétrica
fol L
Cii) Hg\ toma seuw maior valor para pi=1&', 14 iy
e {

Ciii) HOWEI=H( Y+HO /)

(iv) H(p ,...,p ,0)=H(P, ,.uc,p)

(v) H(pL,...,pl)ze sssﬁalgum Q.=i.
¢ (

EntS0 H(p ,...,p )= ) P, 1ogp, , com } <@ fixo (010g@ = @).
4 L —

X
Escolhe-se 2=—i e chama=se H(P.""’% )z~§ P. logﬂ ,
il t

y ’ k;.L_
de entropia; esta guantidade mede a incerteza ou a2 quant idade de

informac30 obtida numa medi¢%o. Obviamente, qualquer valor de A {@

poderia ter sido s=scolhido.

A introduci%o dos conceitos acima en teoria ergddica

foi feita por Kolmogorov em 1958, mas seu objetivo era encontrar um

invariante por isomorfismo (mod @), e com isso ele foi capaz de

responder algumas questies importantes na Spoca.

Deseja-se definir a “entropia de uma aplicagio’

AIX*X, qu=s tenha uma interpretaz3o probabilistica analoga 3 inter—

pretagfo de H(*) discutida acima. Considere uma part igao finita

&={B »e-=,8,23 COMo 0s “estados observiveis® e suponha que 3 proba-—

bilidade de B. seja /i(Bf), para pie M(X).
L / /

Como existe uma corrcspondéncia biunivoca entre par-

ticies e sub-c-dlgebras finitas de A, define-se:

Refinicl0_4.7 A entropia da ParticHo £ =(B, ,...,B ) (ou da sub- =51~

sebra associada A(£)) relativa aue M(X), & o nimero

7
H (E)=H,(A(E)Y)==) ' u(B.) (B- ).
T /s 3 2:;; ; logf(Bt)

t=1
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e

Hy (L) mede & incerteza contida na particios . Se s&o
/

-

dadas duas partigioes Finitas ¢ =(B ,...,B, 2 e 1={D_,...,LK}, a en-
tropia de § dada | €
% %4
HR(;/q>=-§;1 FLCs) %;;/{(qr\ C;)/R(C;) 1ogLM(B; N\ CI/U(C,) =
| == 2 VMB N C;) log CACB A Cj)/p(C; )1,
Lad

omitindo os termos en que/u(CJ)ZQ. Repare que/A(B}ﬂ_Cj){#(CJ) faz o

papel de p.. na discus<sio anterior.
KT

A realizaglo de duas partigies g e € vrepresentada

pela Jjungio ¢ vq, definida worglvq={B(ﬂ jS 1cicm, L(Jgk}.*]é im re-

finamento de % , E(q. se todo elemento de q esta contido num elemen-—

¥o de+ .

—

A incerteza da parti¢&o £ quando se considera a dini-

Y

mica da aplicagSo continua A, é o limite para n crescendo de

( Ate ).
BE A e

Ieorema _4.8 Se pe I(A) e E=(B,,...,B_) & uma parti¢io de X, ent3o o

Limite h, (A,5) = lim H,C \/ [2)/n existe.
/i 0 - / . =
=0

Lema_4.2 As seguintes propriedades sZ%o vidlidas, onde & en sdo par-
tigoes de X.
Ci) H, Covid=H, G+H, (/)

Cii) s < entSo H, (. XH ()

i

Ciii) H GIyH /)

/

(iv) H_,\.(_;V";k);‘( HF(', )+H1_ ("()
/ = :

!

(v) Se ¢ I(A) entSo R, (A~ ¢ {Aﬂq )sz(g/W) e Hﬂ(AL
/| ! ! /

LA
-
1

= 22
o~
=

A demonstraglo deste lema seqie das propriedades das

particies e da convexidade da func%o $ GO=xlogx. As  demonstragies

destas propriedades, e de outras, podem ser encontradas em CWal.
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Prova (Teorema 4.B) Seja ah=ﬁn(ff,§*j }. Usando o lema__4.2{iv) €

{y) vem que a_ ¢ a_+a . 0 resultado segue aplicando o lempa_4.3. C

Lefinic80_4.12 Chama-se entropia métrica de A associada a He ICA)
(o de (A,4)) o niumero
h (4) = sup (h, (A,k): ; € partig3o finita de XJ.

/

. Se hH(A)>® pode-se dizer gque o sistema € imprevisi-
!

vel, no sentido dos gogos de dados discutido anteriormente; novas

medidas proporcionam novas informaghes, e s%0 necessarias para

atualizar o conhecimento do chservador.

Onde estd a contagem do nimero de drbitas? Agora sers
feita uma contagem do numero de drbitas distintas mddulo particio
(definidas de maneira analoga as orbitas modulo cobertura), levan-
do-se em conta 3 probabilidade de cada tipo de Srbita ( midulo par-
ticaa).

Sejam n 4ma partigio finita de X e ﬂeI(A). A drbita

midiulo partigio N do ponto x¢X, do tempo @ atéd (n—-1), pode ser re-

=] -
presentada pelo elemento da particio .V,A“w_ que  contém ;i seja
Izo

F(x) tal eslemento. & probabilidade desta Srbita middulo n (de @ até
\ -

tn—L3) € HICF, (mdd, e se U(F, (x))-@ rapidamente para n-we para
num conjunto de medida grande, significa quue hd muitozs tipos dis—

tintos de drbitas middulo particfo 0.

Icorema_4.41 (Shannon-McMillan-Breiman) Sefch(A), o limite

h, Anux) = lim 10gu(F, (x))/n existe fi-qtp e em L* (W),
; ¢ : ] /

¥y~

Sela hh(ﬁ,q) & média ponderada de hb(A,q,x) sobre to-
i I

X, ou seja, hM(A,Q)= j b § d (). Trabalhando um

i
I ) . !

do o espag

]

pouco com esta expressio vem



;
—

h, ¢ M=l logil(F, ¢:)) di/n = lim 2 wE

v o+ ..)‘ } r-

' -

i logﬁﬁkﬁ) dﬁ]/n
g £ J |
onde F: representam os elementos da particdo V A'n - Conclui-se

_ Kiv . : )
entso que hr(A,g)zllS ?ﬁ EH(FQ)IOQF(F;)]/H = hﬂ(ﬁ, nY. Veja o
=

teorena._4.8.

Assim, a entropia métrica de (A,ﬁ) tambeém pode ser
definida por hf(ﬂ)msup {Ff(A,H)l v & partigio finita de XI.

Como EF(A,q) € o numero medio de drbitas midulo h, ¥e-
vando—se em conta a probabilidade de cada tipo de arbita, interpre-
ta-se també€m hﬂ(ﬁ) como o nudmero médio maximo de @rbitas madulo
particio, com a media ponderada pela probabilidade de cada tipo

destas Srbitas.

A demonstracdo do teorema_4.11 rpode ser encontrada em

£Bi3J, @ n3o sers apresentada squi.
Teorema_4.1i2 Se A::Xf*x(, i=1,2, s30 aplica¢ies continuas dos espa-
L t

cos de probabilidade (Xi,ﬁivﬁ-), com U- € ICA ), isomdrficas (mod @),
J /

entZo thL(A )=+;h {8 s

A pProva segue 0S MEsSmOS Passos da prova do  LEQrens

4.3. As demonstragdes das seguintes propriedades podem ser encon-

tradas em CWal.

BroegsicBo _4.13 Se ¢ I(A) e Y| ,t s8o particdes finitas de X, entZo:
/

Ci) h, (4, XH (n)
r ool

!

CHid h, Chayve L:kvl(ﬁ I th, 7

\

(iii) sen i ent8o h (4,0 0¢h, (4,8)
~ ; * ;“ -

(iv) h (A,,L'\\'-’Y',L y=h

i Gian?

gy 2R

(v) para kiN, k#@, vale h (A )=kh, (4).
't‘ /
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4C) O Principio Variacional da Entropia
Na segdo 4B for definida h CA) com base em H(p,K ,...,

’

P ), que representava a incerteza de um esquema EI,...,E“, e € ma-
xima gquando todos os eventos s3o igualmente provaveis.
Suponha que todos os elementos da particio r={BJL

L ]

B, 3 possuam mesma probabilidade, ou seJa,fi(B{)=i/S, i{ig S . Assim
Hy(q) = log(s), ou seja, a informacdo contida na partigio n e igual

ao logaritmo do nimero de elementos da parti¢io, mas isto lembra 2

entropia topolidgical

Ieorena_4.14 (Principio Variacional) Se fiX-+X & uma aplicagSo con-

tinua do espago métrico compacto X, entZo h(A)=sup {hﬁ(A)Zﬂél(A)}.

Este resultado foi conjecturado no trabalho original
sobre a entropia topoldgica [AKMI. Sus demonstragcio foi devida a
esfor¢os de diversas pessoas. Uma demonstracdo bem interessante foi

dada por Misiurewicz, e estad reproduzida em CWal.



CAPITULO QUINTO

ATRATORES E CAOS

Neste capitulo € apresentada uma defini¢i%o natural de atrator,
que se distingue das ouftrss por levar em conta 3as caracter(sticas
estatisticas dos sistemas dinfmicos em variedades lisas, e n&o par-—
tir de conceitos topoldgicos, o gue € tradicional. As vantagens
deste caminho s3o discutidas, e algumas caracteristicas topoldgicas
sao demonstradas.

A secao SA mostra alguns exemplos. Na secio 5B a defini¢8o de
atrator é apresentada, bem como alguns resuultados  que éorroboram
tal definigio.

Fundindo o conceito de "“imprevisivel  dado pela entropia mé-
trica e 3 definic8o de atrator, a definic%o de caos fica pPrecisa, e

€ apresentada na ultima se¢cdo deste capitulo.

JA) A Nog3o de Atrator

Observou-se que, em geral, as figurzas complicadas e

bonitas mostradas no capitule primeiro oCorrem =m Zertas regites do
g

=spaco X, de maneira que é nestas regifies que se localiza a parte
interessante da dinadamica. Na tentativa de s definir bem estas re-
gites foi introduzido o conceito de "atrator”. A0 contrario do que
pode parscer a primeira vista, este conceito € muito dificil de
ser deftinido de forma satisfatdria.

Os atratores sio os objetos de interesse na descricio
do comportamento assintdtico das aplicagiies, pParticuiarmente das

aplicagifies que possuen caracteristicas probabilisticas. "Un atrator
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condicoes inicials  €sLao P

¢ alao gque atral as orbitay culdas
certa “drea . Esta trase dda a ideia intuitiva de atrator. cmbora
selda muito vaga.
Na realidade, os atratores se apresentam, em  geral,
Cume Tentes” obscrvados em simulacons numer icas, €m CHPEr imentos de
G oNa natur oo,
na definicao de atra-

trabalhado

laboratorio
Yarios autores tém
Smale [Smid, nmuslander. Bhatia € Seibert [ABS],

CGH1, Cosnard e

wemplo,
e Holmes

Cor, por &y
Ruclle  L[Ru2d., Ecicmann CEc Ty Guckcnheimerig
Demonacot LCDIY, ®Miloor LMill, & outros.
£ ocomum, nae definicdes de atrator, ecste ser dado em
tarmos Jde caracteristicas geométricas, gue possua  uma  vizinhanca
aberta de pontos que 530'”atra(dos”. e que satisfaca alguma condi-
cao de minimalidade.
O obJetivo principal deste capitulo é dar uma defini-
cac de atrator e, a partir disto, definir “atratores caoticos”.
£ bom apresentar alguns exemplos, usando o termo
atrator apenas num sentido intuitivo.
"
1) Seda St a circunferéncia unitaria, /iH'ES‘-'Si dado por
ﬂ(x)zm+sen;(x/2).
que se

Perto de » =@ existem pontos que se afastam de ¥, € outros
aproxsmam de 3w, “atrai” todos os pontos de 8'. VeJa a figu-

Ed.Ba.

0
£y
\ 4 b
i
figura 5b

figura 5a

i
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- o

- 57, AGO=x+sen” x. O3 pontos ¢ e ¥ possuem pontos

(4]

€ r ‘|.
2) Considere A.
arbitrariamente proximos deles gue s3o "atraldos’ para o outro. Ve-

Ja 3 flaura_sb-

3) Seja AifL-a,al - [-a,al, onde a=é4/(5J5), dado por

A = 4H(1—H;f se wel-1,11, e

A()=0¢ no complementar de X I (R
Esta aplicacSo € de classe C', a origem & um ponto i repulsivo,
A (e)>i, mas todos os pontos do dominio, excluindo Ji72 e - 172 =30

"atraidos” para ela.

4) O problema funcional de Feigenbaum [CEJ] é o seguinte: encontrar
iuma funglo unimodal AZ[~1.13*E—1,13 que satisfaga
ACO = =ik AAC-00) , == A'(1))e.

Esta func&o admite drbitas periddicas instdveis de
per iodo 2" para todo n natural, e um conjunto de Cantor C, tal que
todos os pontos num conjunto de medida de Lebesgue total convergem
a L pela aplicac8o sucessiva de A. Dada uma vizinhanga aberta deste

conjunto de Cantor, pode-se encontrar n tal que uma odrbita de pe-

n

na

riodo estd nesta vizinhanga. Assim, n3o hi vizinhanga aberta de

rontos que convergem a . Veja [CEJ para maiores detalhes e outras

referéncias.

=

2) Este exemplo foi retirado de Garrido e Simd [GSI1. Seja X o toro

bidimensional e A:X~X dado por

A 1L
4 (1 \ > + K [xn"’vj + S.enqrrx )
/ i :

=

com& =(J5 -4)/2 e k suficientemente pequeno. Abaixo s3o wutilizados

0s conceitos de variedade estdvel e de var icdade instavel de  um

n
@

SERVICO DE

BISLIOTECA € \
INFORMALAD  /
A0S
e.A




ponto fixo p de um aplicacac invertivel DiX—-X. detinidos por: a va-
riedade cstavel de p € o conJunto dos pontus = de X tais que
d(bmx,p)*@ quando n-w, e a varicdade instavel de p ¢ o contdunto dos
y em X tais gue dit Sﬂg,pj#w quando n—-«L, .

A origcem € o unico ponto fixe da aplicacio A dada a-—
cima, ¢ possul varicdades vetdavel e instdvel densas em X. Foi de~
monstrado o seauinte resultado: selam £ ,d2¢ e B(£) a bola aberta de
raio £ centrada na origem, entao existe T(E,§) tal que  para  todo
n>T vale

i/n cardinalidade{ye Nz )<n e Aj(q)eB(g)} 3 £d=3)

para tado 9 em X. lsto mostra gque, mesmo sendo a var iedade instavel

da origem densa em X, ela “atrai” todos os pontos do toro.

6) Suponha que A:X=X ¢ um difeomorfismo C?% que satisfar o Axiomn—A
de Smale [Sml. Neste caso o conjunto nao—errantejl(A) pode ser de-
compostoe numa unidio dislunta Finita_ﬁ(A) =!1LU...UJI; onde cadaf{i,
iJ$s, € inva riante por;ﬁ(A(fg)sz); 0s jl{s sdo chamados pegas do
difeomorfismo A. As demonstracies destes resultados podem ser encon
trados na monogratia de Bowen [Bol. Uma peca fljé dita topologica-
mente mixing se dados dois abertos quaisquer V e Qz cm f% (topolo-
gia induzida) existe T natural tal que !V(Ui)ﬂ Ul¢g5para todo noT.

Seda A uma peca topoldéaicamente mixing que POSSUa uma

: T
vizinhanca aberta U tal que A= {j ,4 (W. Neste caso, existe

5 1m
. 7.0
condunto Ai tal que UNA, possui medida de Lebesaque nula, e ainda
n-4
; - g .
1im ? Sy /n =0 € IA) (topolovia fraca%) para todo st s
no—» @ L—2 ”‘I =
Vel : .
Desta  forma, todo ponto de U converge a,ﬂ, € s
U\ﬁL For "deusprezado”, obtém-se muito mais informacoes.,
Para difeomorfismos de Anosov a prova original ¢ de-

vida & Sinai [8i21, & para Axioma—-A € de Ruelle [Ru33. Vela tambem

CBowl.
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7) Seja fiiXx—=X a aplicagao AiG.r,s)=(25,E]c056+é;r,5Laen5+(55), onde
X € o toro bidimensional macico, £ (£ <K1/2, e r e 5 s&o como na fji-
quira 2. A ag3o de A em X € a seguinte: € como se o toro fosse
cortado num @ fixo, transformando-se num cilindro macico, e depois

fosse esticado longitudinalmente ¢ colado dando uma volta ao redor

do centro, como mostra a fiaurasd. <

figura 5d

0 conjunto A= N A" (X) & locaimente o pro-

nZo

diuto de um conjunto de Cantor Por 11m in—

tervalo da reta. Um corte paraf fixo, como

mostrado na fiauraSe, dd uma idéias de N.

figura Se

Existe uma medidagce I(A) com as propriedades indica-

das no exemplo anterior onde X faz o papel do aberto U. Para a de-

monstracdo e discussio maic detalhada veja LSm21 ou [CLa2l. Uma ge-

neraliza¢io importante foi obtida em CMRI.

8) Nos sistemas Hamiltonianos completamente integriveis conm dois oL

mals graus de liberdade, todas as drbitas estio restritas a toros

de dimensio menor que a dimensio da wvariedade de =nergia constante,

€ 05 movimentos nos toros s%o periddicos Ol quase periddicos. Neste
caso, a intuicdo diz gque n3o hd atratores.

Na prixima se¢fo & dada uma definic%o de atrator que

parte de um ponto de vista diferente do tradicional, ela prioriza

]
rJy



caractericticas estatisticas e nio aspectos puramente topoldgi-

as
cos, mas caracteristicas topolidgicas podem ser associadas de modo
natural, como demonstrado na proposicio 9.7.
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SB) A Definig¢l3o de Atrator

Seja A:X=X uma aplicacio continua, onde X é uma va-
riedade lisa compacta. Tendo como motivag3o a idéia de ergodicidade
em mecanica estatistica e as discussies das secies 3C e 54, define-

SE

Refinicdo. Z.1 Uma medida yeI(AY € dita um atrator para a aplicagio
A se existe um subconjunto F de X com medida de Lebesgue 9 estrita-

n-l .
e~ . "
mente positiva, §(F)Y@, tal que a seqiénecia { Ej Aié; /Y converge
= ©
3 V na topologia fraca%, para todoxecF. Se nfo existe ve I(A) nestas

condigoes diz-se que A nao possui atrator.

Refinig830 5.2 Chama-se conjunto de atragio da medida}ie I(AY o con-

n-i
L
Junto QF de pontos de X tais que { 2 ﬁh fon} converge af{. Diz-se
=9
que}i atrai os pontos KEQF' on que/4 atrai as medidasgx .

Us resultados abaixo dio suporte & defini¢gao de atra-
tor dada acima, como por exemplo: & pProvado que o conjunto de atra-—

¢do de gqualquer medida invariante & mensuravel, que se % & atraido

por,u ent3o o conjunto W-limite de x possiti medida/M.total, e & de—
monstrada uma maneira de aprodimar (na topologia fraca*) um atrator

Por medidas absolutamente continuas em relag3c A4 medida de

Lebesgue.

Proppsicio_S.3 Para toda}uiI(A) G, € um boreleano.

Prova Seja He I(A), e se +cC(X) sejam

g ) = lim sup (S, 0O /n e @(x¢) = lim inf (B, ¥3(xi/n,
4——-‘% e D 1 Wi

Como {(S“F)/n}

M.

HME SeqUENCia de fungidies mensuriveis

(cont inuas) segue que E S X*R e @ (X=R também sHo mensurdveis.
ﬁ. i
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" ¥ \ B - . o
Sega Hf o congunto dos pontos meX tal gque o limite
]

lim (5, f)(x)/n existe @ € igual a ﬂ(?),
-0

Como /‘-‘, :)_i
¥ i

lesno, Jd gque cada um dos conjuntos na interseccio € boreleann.

ZH($)) Fifiﬂ(ﬂ(f)) vem que A{ e um bore-

1

Considerando um condunto enumeravel Cf, , F ‘{;"") e

2

I

1 y 5 . .

denso &m COX), vem gue G,= \"r- Como a intersecgio enumerivel de
AT

boreleanos € um boreleano, a proposicio fica provada.

A proposliiio _H.2 € importante pois garante que o con-
Junto de atracdo € mensurdvel, mesmo gque ele nio seja um subconjun-

to aberto de X!

Refinicf0_5.4 Uma odrbita periddica P é dita assintoticamente esta-—
vel se possui vizinhanga aberta U, tal que para todo xeU d(A"x,P)+0

guando n—-w (d € uma métrica que di a topologia de X).

As medidas invariantes s%o uma generzaliracio de drbi-
tas periddicas, e a noc%o de atrator & uma generalizaclin de drbitas
periddicas assintot icamente estaveis. 0Os resuultados abaix mostram

que a definicio 5.1 € coerente com isso.

K w% ¢

Lema _J5.30 [Wal Sejam k € N e x ¢ X, entfo A(x)=x <ss & = ZZLA“Q /k

¥ {0
pertence a I(4A) sss AW(&_kzal.

ot AL e

Prova VYale «que ,A4L= ﬂ, 4Z:r?f¢,/k = zz;ﬁidj/k , O que & equiva-
: A¥© z A Q e K
lente a fiy Oy =&, oM ainda, Oy | =0y, que squivale a A M=, B

legrema _S.4& Seja P=Cp, v eau,P_ ) uma ¥rbita periddica de peri{odo k.

n-L
n-1 4 L ¢
Se a orbita de x converge a P entio lim ? Kﬁ% /n = ﬁ<= 2 :Agdp./k
N0 t g N
! [ SiC

para todo Qljl(k-1). e

Prova E claro que éi independe do j escolhido, além disso, pela
X

&
cn



Rroposicin .l pode-se  supor que A'(x) converge pars o ponto
TIHXO P.

Se AG)-p e F:L(X), entHo dado 30 existem £)6 e T
tal gue IFCAT)-F(p)ICE sempre aque d (A (%) ,p)<E, O que vcorre para

todo n>T. Disto vem

Pk l

j+‘ d( > Asesny = (S8 )/,
o

S n2T wvale
(Sn¥)(x)/n=(ST?)(x)/n + [(Snf)(x)—(STf)(x)]/n{
<(STF)(x)/n + (=TI Fipd+lain =
= (8.0 G/n + ey + 8 - Tr(py+dr/n,
fazendo n-cw,

Lim (S ) )/ngf(pr+d. De maneira similar obtém-se

v -+ 0
Fipir-dglim (8, F)(x)/ngFfipr+d,
N (O
e comod e ¥ sfo arbitrarios conclui-se que, se Ahh<)+ P entio

5.
Iln:l>wJ qu{/n-u 8F .

LIRE Y ¢ 5] 1.:0

0 lado fisico da definicfo 5.1 & representado pelx
maneira que se tem de calcular grandezas fisicamente relevantes da-
das por fungdes continuas, e tamhém Pelo conjunto de atragfio pos—
suir medida de Lebesgue maior que Zero. Aqii estd uma SILPOS I CARD
fundasmental neste trabalho, ou seja, ques os atratores (guue  seriam
observados exper imentaimente) estZo ass0Ciados a condigaes iniciais
fim congunto de medida de Lebesgue nio nitla, jd que a medidas de
Lebesaue 03 uma boz idéia de amostragem. Deve sepr ressaltado que
assumir que midias temporais & que serio ohbservadas niLm exXper imento
de laboratdrio ou computacional, sd pode ser garantido, em cada ca-
50, aApos 0 experymento ter cido realizado e corroborado a teorija.

Provar de forma bem geral = existéncia de médias tem-

POrais £ um probicema antigo e ainda nio resolvido. U0 conhecido

teorema de Birkhoff prova =a existéncia de tais medias Para pontos



num conjunto de medica invariante total, mas em geratl, as medidas
invar iantes s30 cingulares em relacio a medida de Lebesgue!

A existéncia das medias temporais em C(X) €& o lado

M.

delicado ¢a definiglo de atrator, assim, na presente dats n3o
possivel descrever precisamente seu dominio de aplicabilidade, mas
isto também ocorre com outras definicoes de atrator. Na priatica, as
médias temporais parecem existir, embora seja possivel imaginar
exemplos onde elas n3o existam.

Como conciliar a vis&o tradicional de atrator como um
subconjunto de X e, como associar as figuras, como aquelas mostra-—
das no primeiro capitulo, com a defipiclRo_S.47

A resposta pode ser dada em termos do suporte da me-—
dida atratora e da prorosicfo _S.7. 0 suporte de uma medida.ﬂeM(X) e
o conjunto dos pontos xeX tal que toda vizinhanga aberts de x poOs-—
sui medida H ndo nula, € onde a medida se concentra. O suporte de
H & denotado por su(H), mas conhecer uma medida € um problema mais
importante do que conhecer seu suporte.

Uma caracteristica topoldgica importante associada 3
definicio._ 2.1 € demonstrada na priaxima proposigio.

BroeosicEo J.7 Seflc I(A) e atrai & (xeX), entfo W (W(x))=1, onde
W(x) € o conjunto w-limite de x.
Prova Sejam ¢ ¢ Gﬂ_e K:X-R uma funcio em U Qi) tal que K(A™ ) =K (x)

N

Para todo aeN, com K(:)#@. A existéncia de tal funci3o & dbvia.

Sejam £)@ e o, ={9e X d(4,B(XIJIIE2, onde B(x) & o fecho

da wrbita de x. Tome a func¢io de Urysohn T, que assume 1 em o(x),

zero em 6, e @{¥f, {1 ge outro modo.

=
Vemgh : Y-y ; .
KGao=tim 2 T KA /n = 1im STTEKCA 0 o8, (A0 asn,
TR P ne@ T

O primeiro limite existe pela construgio de K, e a igualdade com o

segundo membro se da porque ?E(x):ﬂ_(ﬂ(x)):i. Usando as proprieda-

o 7



ces de K e f, obtém-se

e
Reo=lim J L CKGOF, (A0 30 = KGO hm) f (A ) /n = KOG ) A, de

v o0
Y -s T . \
i (s i:'_O

Como K=K {AGO)Y vem que K(x)=R(x), o ainda,jf{d/p\::iJ
ol sEeja, ?i ¢ igual a 14 num conjunto de medida total. Segue que  a
medida ﬁ(B(x y=1. De mancira ansloga vem quefi(ﬁ(ﬁrx)):i para todo
n em N.
Como w(x) = (\ o(A"x), vem quefi(w(x))mi, J&a que a
™30

intersecgao enumerivel de conjuntos de medida total também pPOSSILi

medida total. @

Nio necessariamente todo o conjunto w-limite de um
ponto xeX tem um papel importante na descrigio assintodtica de sua
drboita, mas apenas um subconjunto dele, e isto € enxergado pela me-

: ; : . . | ALQ - 7
dida invariante obtida de 1lim N 4% /n. Esta € wuma  vantagem em

b e ]

reilaglo a algumas definigfes onde o atrator & visto COmMO um conjun-
to.

A defini¢lo de atrator de Ruelle [Ru2J também difere
bastante das tradicionais, @ se baseia no Papel desempenhado por
pequenas perturbagies estocdsticas sobre o sistema estudado.

As manipulagies com a medida de lLebesgue s30, em ge-

ral, mars simples que as manipulacries com os atratores, assim seria
interessante s existisse uma maneira de aproximar um atrator pPor
medidas absolutamente continuas em relagSo a medida de Lebesque.
Normalmente n3o ha firmulas explicitas para as medidas atratoras.
BroeosicS0 5.8 Para toda hel' () positiva, tal que Y= ‘j h df>@, on-
de y € um atrator para \ X+X, vale que a medida ﬂEM(X) dada por
dile= | h df
2 T{;y /Y
€ atraida pory .

Prova Seja fel(X),



LY A0 A Gonea dbrvdsn = jo LFCA ;-;>/:’;€ () di/Yd/n =
i o (o2 ( rJ ot b
= | L/ L FCA ) /nd du .
d " Tee /
Cwmu,ﬁ(G,):i vem gille
/ T
Vi 2 ACVECA: Y GOhGOsY df3/n =
gl ’n:'-[) ~J ! é’\:

(pelo tcorema da converaéncia dominada)

r ek .
= 1 Llim 2 fCA x)/n3 K GOhGOIY df =
JG Nef0 (:C [
¥

kil w5 o !
JG(JF dy) d/J\ Jr dy.

Como f e arbitraria o resultado seaue. @

Esta proposicido permite aproximar o atrator de  va-
rias maneiras, basta variar za funcido h. Mas, se um resultadoe ¢ ob-
tido aproximando um atrator por medidas absolutamente cont inuas em
relacdo & de Lebesgue e truncando, nio se conhece exatamente qual
o sitanificado dessa aproximacio.

Como um conjunto de medida estritamente positiva pode
ter no maximo um ndmero contavel de subconJuntos disjuntos de medi-—
da maior que zZero, Sedue O seguinte resultado (que “limita” a quan-—

tidade de atratores segundo a definiciSa_S_4i):

Brorosic80.5.2 Uma aplicacio contfnua,ﬁ:XﬂX POSsuUi no maximo um nd-

mero infinito contavel de atratores.

Voltando a alguns dos exenplos da secio anterior:

Em 1) existe apenas um atrator ¢ e G, =g !

Co

. Existem
: 2 e
dois atratores para 2), ¢ € o ,» sendo G &0 w3 U {8Y e G =gcom-
S i 3o
. € atrator, e G, =todo o dominio eu-

1
o

plementar de G& . Em 3) s¢ é

. = P
cluindo - 4/2 e ﬁ/&.

O exemplo 4) apresenta fortes indicactes de que ha
el

apenas um atrator, que seria v:do e Gv:todo o toro.

o : 2 . ;
No caso de difeomorfismos C fixioma~-A, hd apenas um



atrator em cads pega basica como em &), © ¢ @ o atrator. Idem pPara
O exemplo 7).

Nos sistemas Hamiltonianos completamente integraveis
com aois o ma3ts graus de liberdade, claramente n3o existem
atratores.

€ importante ressaitar dque para as aplicacihes ae
Hénon e iLorenz, mostradas no capitiiio pr:mélro, nao ha resuitados
r1gorosos, mas varias simulaghes numéricas indicam a pPresenga de um

unico atrator em cada caso.

Pefinic80_5.4Q Uma aplica¢Ho continua A € dita unicamente ergadica

se I(A) & um conjunto unitario.

Proposic3o T.44 [Wal A aplicagio continua A :X—X ¢& unicamente
ergiddica sss para todo feC(X) e todo xeX existe ﬂLI(A) tal que

lim (S,£)G)/n = f(h).

s
Prova Suponha que exista o limite acima para toda Fe C(X) e todo

xeX. Integrando em relacZ%o = Te ICAD € wusando o teorema da

convergéncia dominada, wvem qiie

n-y
Tim 2\ FCA ) dT/n = ¢ () =j){(m do = ().

"= (=0 J

Portanto(f:f-Pelﬁ Leorema 2, ﬁ

il . € unicamente ergddica.
Para demonstrar a outra implicagio , suponha que seja

vdlido o seguinte fato: se A € unicamente ergddica, entio dada

eC(X) o limite lim (&

« £200/n converge uniformemente a  uma
o0

Felo fteorema oe representacdo de Riess, teorena_3.3,

O operador L{fi=11m

(S, ) /n pode ser escrito como L(¥)=/i(F), e
e

faciimente se verifica que/uLI(A). Como ﬂ, e unicamente ergddica,
Pode~se usar o fato acima, & fica demonstrado o resultado.

Para provar o fato acima, suponha que eie sega falso.

[=1%



¢ fosse

w

vergaocciro a constante deveria ser,ﬁ(f), onde M € 0 unico

clemento de I(A). Se € falsa, existem helC(X) = £20 tais que
T.-L :
17 Ch(A ) /nd-Hh)ize para ndT(E) e x.¢ X.

L= ¢

Escrevendo’ﬂn=

:Zf'{\:dljih vEM que I/{\U\)-—/J(h)i‘;E.
10

Tomando uma subseqiéncia { j,. I convergente a

¢ ( @&
claro pelos Leorgwz._3.8 & l2na_2.1¢ , que ¢c ICA)Y), vem que
I((h)jﬂ(h)!}é,
o que contradiz a suposigao de A ser unicamente ergddica. @
Se I(ﬁ)ziﬁ},entﬁo, y.é atrator paVEJA, atrai todo PR
em X, ouU SEJa, %¢=X, e peio iﬁQtEma_SLZELllll,}i € ergndica.
Deve ser notado que em muitos sistemas reais nao se
observa um dnico atrator, ha virios atratores coexigtindo, militas

vezes ‘entrelacados’, alguns com fortes caracteristicas estocasti-
cas (veja a proxima sefao) € outros n3io.
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SC) Caos

"Lorenz tells an anecdote concerning his discovery of
chaos that illustrates what deterministic chaos entails in
practical terms. Since his computer was printing out a list of the
values of %, 4, =, he could stop the computer at any intermediate
time, examine the series of numbers, and then restant it by
entering the intermediate set of values. In doing this, he saw that
the resu]ta very quickly began to differ from the original N .
This difference increased as the simulation procecded. Since the
values were not printed out to full machine accuracy, there were
very slight differences bhetween the initial conditions in the two
runs .

Esta especie de ‘comportamento complicado” é o que se
tenta compreender e colocar sobre bases conceituais fundamentaic. O
trecho acima foi retirado de "Caos em Mec@nica', J. Koiler, VII Es-
cola de Matematica Aplicada - ILNCC (1i98%) que, por sua vez, foi exu-
traido de D. Campbell et al., Comm. A.C.M. 2B, 4(i985) 374-384.

Nesta se¢fo ¢ dada uma alternativa conceitual para
cstes comportamentos, mas s a priatica pode dar uma resposta  posi-—
tiva a qualquer alternativa, assim, tem-se mais um modelo que  uma

.

tzorial Lembre-se que a naturezs & maizs fascinante que os modelos

que o homem constrdil

Estes comportamentos sio0 comumente chamados de

s

cans , € neste trabalho esta nomenclatura & seguida. & NECETSSArio

distinguir "caos’ de drbitas periddicas de periodo muito longo, de
comportamentos simplesmente nio periddicos e de transientes.

Os comportamentos complicados vistos por medigres
realitzadas em intervalos de tempo determinados Possuem  caracter (s-—

ticas imprevisiveis e geram informac8c. A& propriedade estatistica

&2



que quantifica estas nogaes € a entropia, cono discutido no capitu-

lo quarto.

Definicdo_9.4i2 Uma medida Vel(A) € dita cadtica se a entropia me-
trica h (A) € maior gque zero. Uma aplicac8o A possui caos se existe

£g h
atrator cantico para A .

E comum chamar os atratores com propriedades esto-
casticas, como os atratores cadticos, de Tatratores estranhos”,
apelido introduzido ror Ruelle e Takens [RTI em 1971.

Da proposicio 9.2 ¢ imediato gque uma aplicacfo cont (-
nua A (X=X pode ter no mdximo um nimero contdvel de atratores cad-
ticos.

Para aplicagies que possuem atratores cadticos a en-
tropia métrica deste atrator é maior que zero e novas medicies s3o0
necessarias para atualizarem o conhecimento do observador, existe
um grauw de imprevisibilidade nas medigiies. Fsta € uma maneira de
explicar o que ocorreud com & simulacio de Lorensz.

0 automaorfismo de toroe Alx,y)=(axtby,cx+dy) (mod 1)
com ad-cb=1 possui a medida de Lebecgue 9 como unico atrator, e

h, (43 = loglal, aonde 5 € o autovalor da matriz / 5 .

e d)

de mzior madulo, assim, se FA124 a medida de Lebesgiue & atrator
cadtico para A. Um caso particular & a famosa aplicag3o do gato de
Arneld, onde a=b=c={ e d=2. Veja [AA].

Inspirado na aplice¢io de Hénon, R. lozi introduzin a
aplicacdo no plano A(x,ﬂ):(i+5~alxi, i72 ), onde a=1,7. Esta apli-
CcAgcE0 € muito mais simples de se manipular que a3 de  Hénon, e  foi
provada a existéncia de um atrator ergdidico e cadtico. Veja LLel e

referéncias 1a citadas para maiores detalhes.
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Como. ja dito, a aplicacio- de Hénon parcce  possuir
apcias um wtrator, como indicam simnlacfes punadiricas. Estados ninE -

ricos realizados por J. H. Curry LCul opontam forteiente que este

.

atrator & cadtico; sste trabalho de Curry 2 também intsressante por

mostrar algumas das dificuldades no calculo numérico da entropia,

\ ~r -
assim, torna-se importante estudar as relagtes entre entropia e ax-

poentes de Lyapunov, definidos no capitulo sexto.

¥ . No exemplo da equagio funcional de Feigenbaum [CE]
- 4 _r Ko o o B p .. :
ocorre o fenfneno de acumulagio de uma sequéencia infinita de bifur-
* . 4 . . ¢ EC ] .
cagres. Para n=0, i, 2,... um atrator periodico de periodo 2 deixa

de ser atrator e nasce outro atrator (quando um parametro € wvaria-

N ’ 1 ’ . . 4 . I3 nal o
do), concentrado huma drbita periddica de periodo 2 « A solugzo

R —— - . . L4 - e
- da equagio funcional de Feigenbaum € uma aplicagko que surge quando

n;xo;rﬁisiu;ewicz EM}] mostiron gues esta aplicasgio possui contropia
_ toﬁdlég}calﬁula; assim, pelo: Erincfpio variacional da entropia,
oo {tébtﬁma_ﬂiié, a aplicagio de Feigenba@m n3o possiti atrator caético.
- " : .
N Tanto a entropia topoldgica como a entropia mstrica.

‘medem o0 grau de imprevisibilidade de um sistema, embora a entropia

g

~métrica &, sem divida, mais importante; pode-se concluir isto a

partir do seguinte raciocinio: s a entropia topoldgica & maior que

zero, entf8o, pelo pricipio variacional, hd medidas invariantes com
entropia metrica =stritaments positiva, mas poderia ocorrar que sn—
ftre estas medidas nio haja atratores, e neste caso os comportamen-

tos alesatdries nlo seriam obssrvados na pratica.

. Para concluir este capitulo, algumas observaghes (in-
. i 7

s formais) referentes ds definigies de atrator e caos sSo apresenta-
das. v : ¢4 SR

’ . 3 F

Devido principalmente a dificuldades matemidticas,
ainda nfo se conhece profundamente os “atratores” de Hénon e

Lorenz, que s tornaram protdtipos da “teoria do caos”.

5
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Yirias explicagfes (alternativas) possiveis para gs-

tes fendmenos aloatdrios estfo surgindo, como p&r cxamp 1o

A existéncia de um conjunto invariante pela dinfnmica
gue contenha um conjunto epumeravel de drbitas periddicas, de pe-
rfodo;'arbitrar{amente longés, um conjunto nio enumerdvel de drbi-
tas\nﬁo perivdicas & uma drbita densai em miiitos casos A pressnga
de um ponto homoclinico garante a existéncia de tal conjunto. Dutra
possibilidade seria 3 presenca de um conjunto invariante que ssja
um fractal. Muitos autorfs dizem que ha caos na presenca de um con-
Junto com alguma destas duzs caracter {sticas.

Uma objecgo.para as explicagres acima € que tais con-
Juntos poheriam fatrair poucoé pontos”. Uma anslise detalhada da
estrutura das arbitas darapljcacgd A:E“iti]-* L~4,113, A(g)=i - ax’,
‘com a=1,746 , mostra aapraﬁenqa de um aenjun£0 de Cantor invariante,
6rb{taslperi6dicas de todos os periodos e arbita densa neste con-
junto de Cantor; tudo isso pareée comh]itado, mas, excluindo um
conjunto de medida de Lebéégue nula, todos os poﬁtos do dominio

<Sn atraidos por uma medida srgddica concentrada numa drbita perid-

/

’

dica de periodo tré&s, € Jdbvio gue, pela definigio de atrator cadti-

co deste ﬁrabalhs,_tal exemplo nZo possui caos. Reforéncia: Llail.
Ainda outra explicacio possivel para os fendmenos
aleatdrios em sistemas deterministicos caria que drbitas num  con-
Junto invariante e limitado {Tessem tais éue condigrhes iniciais- ar-—
bitrariamente praximas divergiriam exponencialmenfe com o tempo, de
forma que pequenas perturbagies rapidamente tornar-se-—ianm macrosco-
picamente ﬁeréeptiveis (detalhes est3o expostos no capitulo sexto).

N Esta i1t ima tentativa de explicar os comportamentos

complicados s& encaixa muito bem na ilustragio de lLorenz, apresen—

m

tada no inicio desta se¢l0. A noglo de.que condigies iniciais prd-

ximas divergem exponencialmente com o tempo & quantifirada pelos



cupoenies de lyapunoy, que reoncren ama-medida invariante par g 303

x5 ap
rem-devidamente difTinidos (a partivr do poderoso teorema  de  QOsele-
éec), e estio intimamente relacionados com a entropia wétrica e a
dé?inicﬂo de caos apresentada neste capitulo. O capitulo ;@xto tra—

ta destas queatﬁes.
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CAPITULD SEXTO

EXPOENTES DE LYAPUNQV POSITIVOS

Neste capitulo, o importantg conceito de expoentes de’Lﬂapunov
(EL) ¢ introduxzidn e zua ligagSo com atratores discutida.

‘\Da mesma forma que ggem Falar em medidas invariantes & impossi-
vel falar em zntropia metrica, taﬁbém niEo & possivel  Falar em £L
sem medidas Envariantes, pois este conceito & definido com bzse no
teorema de Oseledec [0s1, CRal (hegorema.b.8).

s Intgitivamenté, os El. medem de mansivra gquantitativa a diver—
géncia de Erbitas prdvimas, noglo muito iﬁpartante giando na  =abor-
dagem do cans. A presenga de El. sstritamsnte positives & necsssi-

ria, mas n&o suficiente para gque atratores sejam cadticos.

Os EL podem ser calculados numsr icamesnte ou a partir de dado

Ui

experinentais, assim, & natwal tentar usd-los para classificar os
atratores mas, tendo como base alguns trabalhos na literatura sspe-
cializada € mostrado neste capitulo que tal classificacfo nZ%o &

simples.

0 comportamento complicado descrito por Lorensz (velja

a se¢l0 SC) poderia ser explicado argumentando-se que condigfes

o iniciais proximas se "afastam® rapidamente umz da outra, tornando a

aplicacfo imprevisivel na pritica.
Como suragiria esta imprevisibilidade? Fla resultariz

do fato de n3o ser possivel os dados experimentais  torem precisio
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infinita, e 3¢ condigizcs inicinisz prase jmas ﬁﬂ.df&ﬁiﬁm rap idamonto
nﬁb e poderia saleor qual & a “verdadeira drbita’!
| Algumas observagies s3o partinsntes! priaciro, eute
fendmeno nio pode ser evitado apenas melhorando a precicio dos da-
dos, segundo, ele ndo aparzce nos chamados exemﬁloa tipo livro-tex~
S ’ . i
to, e terceiro, nfo estd relacionado com um grande numero de graus
de Iiberdade.
0 que se deseja é qﬁanti?icar a nogXxo de “drhitas que
SE a?aefam rapidamente” % relacioﬁé~la com a sntropia metrica. Isso
¢ feito usando o feoreﬁa de Oseledec (cuja versio dada abaixo ja
dé?ihe os FlL) £ a desigualdade de Marguli5~ﬁuélle.
' | & histdria dos EL comega, obviﬁmente, com Lgapuﬁov,
hqa;"bor volfta de 1890 procurava um critério para analisar a esta-
" bilidade da origem de - "

. K

o= Mty , MeR e MiR-{watrizes kxk3l,

~

e a3 partir dai obter informagies sobre a estabilidade da origem em

. . J4o(
o= MOtk + F(t,x), com I+{t,x)Ikclxl y €,x29.
&4 idéia de Lyapunov foi olhar para a madia dos auto-
valores de M(t) com o tempo, e assim ele demonsirou varizs proprie-

dades que foram amplamante generalizadas por DOscledec & publicadas

en 1968.

Neste capitulo é suposto que A:X=X & umz aplicagio de
classe Cf e X & variedade compacta lisa. Sejam DA a matriz Jaco- '
biana de A no ponto xeX, e T, X o espago tangente a xeX.

[

/

Teorema_&:1 (Oseledec} Para toda}u:I(A) existe um boreleano BcX com

A(B):B_é‘ﬂ£8)=1, tal que, se x<B valem:

. _2_ ’ Y
(i) existem numeros x (x))‘A(x)}.;.>‘f“‘(x), onde Asaj(x) pode ser

-0; s & mensuravel e scl=s.

S5(x) + L

(ii) existem subespagos T_X=V'(x1V T (x)D...0V > (x)5€03=V° (x)
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tais aue

il
~
s
>
e
~

. Tim logl(D, Sovii/a
i 0 ]
para todo v e V'GONVYE (%), fgicstn).
€112 ?f(-) € mensuravel sobre (x¢B: s(x) il e X"A"Aﬂ
Civ) DAV GOCY (AK)) se igsix),
\
Refinicio_6.2 Os rimeros /\(x) sio chamados exposntes de Lyzpunov

(EL) da z2plicacZo A em x, e nlGO=dinfV GO I-dinlV%Y ()1 & chamado

de multiplicidade de-,X(%) (teparc que ex |chm kil T, Xd BL Y

O item (ii) zcima diz que o comportamento de
i -
G A3 D

€ determinado, para n grande e tndo VET&X, relos EL. Para uma me-

it

/-\)e(D ~\ Youa. oD A

(=1

i

dida F»ergddica vem de (iii) e (i) que }F(') e s(+) sdo constan
f-ate.

= - v A vers3o original do te grema._s.4 C0sl, bem como a de-
monstragio de Raghunathan [Ral, que n¥o supie invertibilidade de-A,
¢ bem mais geral que 3 vErsio aqui RPFESEHtada:

Se A{(x)>® hd uma"expansﬁo meédia® no subespago U[(x)
auma F.zﬁa ewpaneﬁcia]; grosseiramente, se x, ¢ uma condicSo ini-
cial elﬁx, € 0 errc =m ¥,, entfo

| A-Bx, s = A e, a5, 3 1 (k)0 (D, Ay,
e se ha EL—estritamente positivos ﬁ,ﬁ(xo)-pode crescer gxponencial-
wente com-o tempo n.
De (ii) vem que paré veT.X o EL
lim logl (D AMvii/n ¥ ¥ o,

. Lt Te's)
se e somente se veV (), que possui cod:menbao maior ou igual a wum;

assim, se v & escolhido aluaLoranmﬁntc em T,X, calcuyla-se }‘(x) Com
rrobabilidade total; por esta razdo, o maior EL € mais {acil de ser

computado numer icamente.



Com as interpretacfies acima, os EL  tornas-ee- miito
impartantcs, & esta importincia tanbdm se dave ﬁo fato, Jja citado
aéima, deles sercm .cessiveis numericamente (LBGG6SI, ESNI). Uma
drea de intensa posquisa atwalmente ¢ o desenvolvinento de téonicas
para o calculo dos EL a partir de dados experimentais de laboratid-
rio, veja [SS1, LW3SSYI, LEKRCI (agrade¢o ao Prof. J.F. Perez por
ter me enviado este iltimo trabalho).

: Un estudo .numérico detalhado dos EL para a =zplicagio

de Hénon foi feito por Féit LFel, sncontrando para os yalores dios
“ T N : I : L . ;

parfimetros correspondentes a  fliauwra_ f.a A =0,419 € A =-¢,71%, sen-

do que estes valores parccem independer do ponto MeX, corrochorando

a conjectura de que existe apenas um atrator para esta zplicagfo.

Definicfo 6.3 Uma medida.ﬂGI(A) & dita possuir dependéncia sensivel
s éondicﬁes iniciais (dsci) se existe um borelezano B com /Q(B))Q

4 ‘
tal que ‘x(KJ>@ para todo xeB.

Sera que um atrator cadtico da =zplicacio A possui
dsci? E se um atrator possui dsci € um atrator cadtico?
& desigualdade de Margulis—Ruelle responde una desias

A

questies. Seda )f(:) a soma dos EFEL positivos no ponto x, incluindo

~

: o e e + ' ; - .
multiplicicade; A (x)=@ se todos EL szo negativos.

Teorena_4.4 (Desigualdade de Margulis-Ruelle) Para toda}{eI(A) vale
, by CAE j'}ﬁ .
VA demonstracio do teorema acima pode ser encontrada
em LCRuil

Corolirig_ 4.3 Um atrator cadtico ﬁ:para A possui dsci.

A reciproca do corolirio_ 4.5 nfo & verdadeira. Seja a
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aplicacio do -cwemplo ) na s2cin Sh, & € o inico atrator, € vé-se
?Ecilmente qQue A(GJﬂ;{;Iog4, ey (- )=0.

Outro exemplo Pode ser dado pela figura o ae Rowen
e Kat;k [LKal,{ERT, considerando a aplticacio no tsmpo um do  fluxoe
indicado na fiqura_é.i, com um ponto fixo no infinito.

Esta aplicacg&o possui apenas quatro medidas invarian-

esti0  copcen--

f

s o § )
tes srandicas,

/////l-j?\\ tradas nos pontos fixos p ,p, ,
R | L

.;h Y VN B, & P, #was o dnico atrator &
B ¥ .
S \i// o : :
é\\*\\\\\v ; &,, que atrai um conjunto de
/
p ¥ . &
7 medida de Lebesgus total, pos-
.-—-"//

e e

s

sui 40 e hy =0.
¢ figura 6.1 g

v\ Estes resultados mostram que dsci para um atrator nio

¢ conclusivo quan{o a presenca de atratores cadticos.
Para atratores caﬁticos hé pPOUCOS resultados, 2PENIS

Aalgumas classes de sistenas ea%ﬁo bem compreendidas como, por exen—
plo, os difecomorfismos de Anosov L3i2] £ éxioma-A4 [Ru21, £8lo3. Veja
também os resultados de Ledrappier e Younmg [LY3J.

- Abxixo € apre=sentado um resultado que vale para atra—
tores; cadt icos on nSo:
RefinicRo 4.4 Um pénto yec X seoue k X topologicamente se d(A A“g}

tende a zero quando n tende ao infinito.

DefinicZo &.7 Um ponto y segue b estatisticqmente se

lim EL 4 -~/n = lim 2 Algx /n,

T-» €D O “-..

supondo a ex:stcncxa do l:mlte da direita.

|



Prognsicia. &;“ e lim > l}r /i existe 2oy craue M Lopologicansgis

: L .
te, entfo, 4 segue x estatistiicamnente.

Tl "
.- ; - _ ; < A K
Prova Note 'que a proposigao garante a existéncia do lim .fu‘s /N
weod e
Sejam fEC(X), £.,5%0 tais = que I{(u)—{( YICE se d(w,z¥SL, €

d(}fx,ﬁ?s)(S se nyT(S), J3d que Yy segue X topologicamente. Vale que
L

< n-
uimf: CFCAI-FCA 9)YI/nl & 1im ? = H‘(A‘“)—f(h‘s)lu
a I~e© : = 2. .
i J=1 - i \\-j_,'- i .
Valim 2, l{‘(A‘x)--{‘(A’:fj)!/n + Tim S L IFASO—F(A 91 /n
n-aoQ 1= 0 : n~ 0 f.:,T
S 6 + liﬂoﬁ(n TWEY/n =£ . Como & é arbitrario e o resultado wvale

para tods fEC(X),‘a demonstragio fica completa. G

Unia maneira ingénus de construir um =atrator cadtico

seria pela unif%o de um ndmero arbitrario de arbitas periddicas, to-
das e£las com algum ElLL>&. ﬁh31<0 cstd demonstrado que um atrator com

estas caracteristicas n&o € caﬂtico. A idéia de dsci surgin  para
g L1

quantificar a separagfo de drbitas praximas, e este resultado indi-

ca que se um atrator com dsci nZ%o & cadtico, € porgue ‘os pontos
que se separam estio fora do atrator’ .
Para denmonstrar o resultado indicado acima seré_ uf i

lizado o imoortante teorema da decomposic3o ergddica de una medida

invariante. Para a demonstragfo € maiores detalhes deste teoremza

VEJa 2 hoa exposigio do tema encontrada no livro de  Mans [Mal. A&
versio aqui apreséntada nﬁo & a mais geral, mas & adequada para oS

interesses deste trabalho.

_Seja i, o conjunto de pontos estatisticamente reaula-

res (veja a definici0.3.45) de A iX=X. Pela proposicin._3.49 sxiste
uma nica medida invariante Hf‘tal que lim (Snf)(x)fn=jf qﬂ,, para

LHER. )

‘todé feC(X) e mei, dado. Seja i o subconjunto de i, tal que /k e

ergdidica.



o]

CLuvposiciéa 8.2 Para =da/ﬁ(IQQ) vale qhe;\(i)éi.

Tzorema .42 (Decomposicio Ergddi-a) Seja jle IC(A)Y. Toda geLl(ﬂ) e

H, integriavel para x num cubconjunto de i de medida ﬁ total, e
' ¢ du ) dp(x)y = g difs
| Jefo ano g R

Por exemplo, se g=) a Tungio caracteristica do

ke)!
i [ (B):= (B dlilw) , para to-
1e. M J}Q O para to

boreleano B, =ntio, peloétggcﬁma_éh
da!ﬁeI(A). Ezquemat icamente pode—-ze escr&ver/{z S}L dﬁ(x » & diz—~se
que o lado direito € a decomposicio ergddica de}i.

Jacchs desmonstrou gque um resultado analogo vale para

& entropia métrica vista como uma fungfo da medida invariante, ou

=1 = S -~ - . ‘_f-
s=2ja, hF(A) j F?i(A) %ﬁ(x). Veiz= Edsl, LHal.

Icorena_é.44 Se o atrator veI(A) € tal que existe um subconjunto
b \

Lc i com Vi, )=f e o suporte de ﬁ, € uma drbita periddica (insti-

vel} para todo xei, , ent30 )V nSo ¢ atrator cadtico.

Prova Para vy ser cadtico hv(A)

i

j hﬁ (A) ﬁ#(x Y o, ou ainda

hP ()36 para x num conjunto de medida YV maior que zero. Como a
L

medida }& estd suportada numa Srbita periddica (instivel) vem  aine

hﬁr(A)=@ para todo xei, . Assim, hv(A)xe. @

0 feorena_4.41 wostra gue nfo existen atratores cad-

ticos “concentrados® apenas em drbitas perindicas, n%o importando

o]

quantas szjam &/0u qufio instdveis ssjam!
O prdsimo passo € quando os EL s%o mMENOIFes ou iguais
- - ’ A

a zero (negativos) com o maior deles nulo, o melhor, Ai(x)mO pPara

#® num comjunto de medida P_G I(A) maior gque =zero, e nio POSSILi

dsici. Neste caso viarias possibilidades ocorrem, por  exemplo, pode

"haver um ponto fixo instdvel ou assintoticamente estivel. QOutra
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% i g ’ - s e Lot o i L T sy 2 ey i .
possibilidnde ¢ nmostrada pela rotaclo0 /1S +5 JkY=x+w (mod 20 ) e

Al t i
vy & um irracional; a medida de lebewgue § 4 o dnico atrator e
Un comportamento interessante foi observado por
CGOPY1, gque analisaram nemer icamente algumas aplicagies, como
Atx,0) = (3 tanhx cosg, (§+20))(mod 2M),

com w=(J/5-1)/2. &5 anilises indicam a presenga de um nico atrator

2.0~ A — . L E
v € com EL independentes da con-
. ” ~ . . . IS o
120 digio inicial, sendo A =@ e A {G.
- s simulagoes também indicam gque
H . o suporte do atrator & um conjun-—
X T00 :
= 8 - to fractal, veja a Jfigura__b.2.
-10 :
Outros exemplos com eshas carac—
-'_2-0 - - e . -
2 teristicas szo conhecidos.
~ -30 -- S | ST F e | ST I %
o Yor - o >, figura 6.2
2 2

6_—-. -
Bem, olhar para os EL n3o € decicsivo guanto =ao com-
portamento zssintdtico de uma éplécamﬁo, pelo menos quando 20 em
quasé‘tado ponto, emhora se n3o had dsci sabe-se gue a entropia  mé—
tricé é nula, e se a referida medida é um atraﬁor, nio € =atrator
caat ico. - ;

No préximo capitulo sera dada uma classificagao dos

atratores com EL estritamentes negativos num conjunto de medids

atratora maior que zero.
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CAPYTULO SETIMO

~ EXPOENTES DE LLYAPUNOV ESTRITAMNENTE NEZGATIVOS

Seria muuito til classificar os atratores a partir dos FL, mas

Vgal classiticacio nio & um problema simples.

.
-

0 obhjetivo deste capitulo & demonstrar aue oz FL  resolvem ©

problena de classificar um atrator se este & uma medida invariante

W

que possui EL{¢ num conjunto de medida maior gue zero: seu suporte

¢ umz Srhita periddica assintoticamente sstiavel.

No sexto capitulo foi discutido o rroblema de classi-
ficaf ﬁs atratores atraves dos EL, = o pqoblema g bem complicado.

Neste capitulo ¢ feita uma classificac3o dos atrato-
res com todos ElL estritaments ; zgativos, © psra isso seorfo ussdos o
teorema de decomposiglo eragidica d; uma medida invariante (gepposi-
cBo_4:9 € tggtema_ﬁlgﬁ), g um resultado devido a Ruslle LCRu4l gus
classi%ica as medidas sraddicas aque possuem EL estritamente negati-
VOS num congjunto de médida total.

A existéncia de medidas invariantes tais que todos EL
530 menores que zere num conjunto de medida um, & que nIo s350 grgd-
dicas € dbvia, salvo casos particulares. Considere, por exemplo, a
med}ﬁa invarianteflx(}%+}£)/2, onde }L e P; 50 medidas eraddicas.

. N 1

concentradas em drbitas periédicas assintoticamente estaveis dis-

tintas, cada uma com todos oz EL estritamente negativos.



"porte de w2 uma drhita periddica assintoticaments

Teorena Z.1 LRud4l Sejam ,.’"\ZX-X uma aplicagRo €7, onde X & uma varie-
dade lisa coipacta e 7e I(A) ergddica. Sc existe um boreleano B  tal
que t(B)=1{ e todos os FL s3o estritamente negativos para todo %< 8,

entdo o su(T) é uma Jdrbita periddica as s:ntotrrﬂwrntc cetdvel.

. 4 . g L
No teogrepr_Z.i =a aplicagao paderia ser Holder C7i a

. demonstragio pode ser encontrada na referéncia acina.

Do tforems 4.4 vem que hﬁ(’-\)< jfdf para toda /U._GI(A).

Se j:f(@ }{—qtp c/L ¢ ergddica, entfo (feoremna_Z.1) h}-L(A“@ e 0 Su-

zetavel.

Se

i

iai

; & 5 S L : . 2
F nao € ergodica e/ou.)\(s)}@ para 4 num conjunto de medidsa ma i or

.

que  zero nio £ poszivel, até o womento, Tarer qualquer afirmagio. &
bom lembrar que verificar estas propriedades na pratica €, em .ge-
rai, extremamsnte dificil, assim,.o corolirin 7.2 & importante por
nfo supor a srgondicidade do atrator! .

Vale que h (A)—S 5% (A} dﬁ(X)’ ondc;&” 514 dﬁjx) g 2
decomposi¢io ergadica dc}l. Se “xiﬁté um‘conjgnto F com}i(F))@ tal
que jf’(x){Q para todo xeF, poderia ocorrer que‘Af>® no complemen—
tar de F, r;*‘ aRsSsim hﬁ(ﬁ.))@, Sendo/{ um candidato a atrator cadtico.
0 coreliarin 7.2 mostra que este nunca serd o caso.

Isorena_Z.2 Sejam ), L [ ¥X—X como no tﬂgrema Z:4 e veI(A). Se G

‘I

A
ool -
existe um boreleano F com Y(F)?0 tal que todos os EL s8%o nwnenores
que -ero para todo xcF, ent3o VY € ergadica e seu suporte € uma or-

bita perindica assintoticamente estavel.

Corolario Z.3 Se e I(L) €& um.atrator e existe um borelesano F como

acima, ent30 ) & ergddica e seu suporte & uma drhita periddica  as-

sintoticamente estdvel. Em particular, hv(A)=@.

TR



Ni

Prova (Leorcma 7.2) Por hipitlose J X'dﬂ(o, e nusando a deccuposigio
graddica de vV vem que

5 i Lj Ao o X dy = J ) d%'1dv(3)< 2,
assim existz um boreleano t, com y(t))@ e .) R dﬁn @ para todo

gy em t (se yet P3 ¢ ergidica (teorema_46.1@)).

Lena. Za.4 & cardinalidade de t € no mdkimo enumerdvel, € se yYye t 2
nedida fﬁ possui suporte numa Grbita periddfca assintoticamente es-
téve}.

- Prova Se yet entZo ‘XYZ)<® para todo = num conjunto de medida

y el L
fﬁ maior que Tero, ja que J;A dﬁb<® para todo 4yet.

Como ﬂf(:) & invariante nas aGrbitas de A conclui-se,
"da;ergpdicidade de}% . qué ﬁ%(z)(@ para = num conjunto de medida
'ﬂﬁ‘fbtél, para todo get.

\ Desta forma, ficam satisfeitas as condigres do teore-
ma_ 7.4 para'f=ﬂ3; aaaim,ﬂa possii suporte numa orbits periﬁdica
assintot icamente estavel, sempre que yet.

Como cada drbita periddica assintoticamente estavel
éossui vizinhanga aberta tal que todo ponto dessa wvizinhanga con-
verge & drbita Périddica pela aplicacfo sucessiva de A, e essa  wvi-
zinhan¢a possui medida de Lebesgue maior que zero, SEguUe gQue a car-—
dinaiidade de t & no mdximo snumerdvel, ji que duss destas wvizi-

nhangas sido disjuntas. @

Usando o lena._7.4 pode—-se escrever a medida Vv na for-

ma .

)
= ?" + N O 1
y) = quﬁ q 0 )

set
2 ) " - .
ondejil indica soma sem repeticlo em)% (yet), e 1j e q s3o nim=ros
reais positivos tals que 2:1 q % e qt ‘q , no sentido que
et © Bet 3" '
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para toda f em COXD.

A decomposicfo (7.1) pode ser comprovada integrando-
se uma fungfo continua feC(X) arhitrdria,

v () :‘Sf gy = j}%(?) dilyg) =

S ) F T T ——
"-5 /43”) d,(9) rj H(f) dy(4)
Tt 2 '
como t & enumerivel, o primeiro termo da soma fica
. . . __._.__l
VBl ' - = U 4 I i
7 ISEICEIEY );L DCsu(fy ) Mo,

v £ 1
o€ L T
Ja que o suporte de ﬁj é uma . drbita pericdica.

el

[

Agora, se VIX\t)Ee seja

Legy = 0\ X o) [l (g) dv(y) I/V(X\t)
Xk 5,
\
para 9eC(X). Como L & um funcional linear continueo positivo e
L($)=4% vem, pelo feoremna_3.2, que existe uma medida ¢ M(X) tal aue
L{g)=£(g) para toda geC(X). Fela definigi0 do funcional L & imedia-
“to que a medida ¥ & um elamento de I(A).
A partir das consideraches acima, wvem que a decompo-
sigRo (7.4) & vidlida-fazendo 2 sesguinte correspondéncia:
=eng (U ;
ﬁj 2 J(‘S));
se V(X\t)#@ entfo =0 e q=w(X\t), e

se V((X\t)=0 entxo q=0.

S 7 /
Como V(t) = 2 4 V(y) = TwGsuthdy Y e, et é no

maximo enumerivel, vem que‘Q(su(ﬂm))>® para algum we t, o  seja,
existe wet tal que qw:r>®. Sem perds de generalidade pode—-se  supor
que-ﬂw=(£, para alaum p em X.

Como p € um ponto fixo assintoticamente estdavel, veja

¢ ¢ nSo0 vazio e contém LA, vizinhanoa

o lepa_Z.4, vem gque G
C
3 Ep
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aberta U de p.

Para terminar a demenastracio, cerad provado aque

clemento de G» visita o abarto L.

LenR_Z.d G,C Qﬁ .

Prova Se sz

O~

o lema & trivial. Suponha que Gvié'e que <G .
. +

Usando simples manipulagres pode-se @screver

.

| Vo=rd o+ S

onde r)e e_ﬁ€I(A), no sentido de que

V) = r &8y + (o) )
/

lpara toda f2C(XD.
| Seja £30 tal que Bip,2f)C U, onde B(p,2£) é o
da bola aberta de centro P = raio 26. Pelo lema de Urysohn
uma fungdo continua ua(é) tal que
' P | ‘ i se s ¢ é(p,g)
ug(s) = @ se 8 ¢ X\B{(p,2¢E)

@gu{gi de outra maneira.

Vale qgue

lim inf (Sm Y3/ > 1Tim (S ) (x) = j u, dy,
P %6(&;.5) “ hegp W E

Ja que x & um =lemento de 5,. Mas,
‘} u, dy = rS 1, dd; + (i"r)S“‘a dy > r-Ju_E cicf; = r Q.

Porfanto

lim inft (85 4 Y1) /n 0,
SURLLECAY SN

assim existe netN tal que /?(x)sB(p.EE)C Uc 6, i na realidade,

g

. T
tem infinitos valores de n que satisfazem esta condigio. ©

Po lema.Z.2 segus que, se Gg%f ent3o r={, e fica pro-

vado o teorema. Z.2. C

N
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O corolicio 7.3 d& uma classificacSo .completa dos

- B -

atratores com todos os EL estritamente negativos. Um atrator nfo

.

pode possuir um conjunto de medida n3o nula com todos EL estrita-

mente neaativos, € ainda ser um atrator cadtico. Mais especifica-
mente, um atrator possui EL n3o negativos num conjunte de wedida

Zero ol um; no primciro caso o atrator & eroddico e seu  suporte &

.

cuma drbita periddica assintoticamente estdvel.

-

e . ' y S s,
Corolario 7.4 Se}AEI(A) & mtpator cadtico pars ), ant3s ,ﬁ(x)&@ pa-~

ra ¥ num conjunto de medida ﬁhtotal.

Uma drbita periddica assintoticamente estdvel de pe-
-fodo muito longo pode, porlexemplo, ter a aparéncia de um fractal,
e & esperado que os resultados acima possam, em alguns casos, mMOS-—
trar- qle o conjunto observado num experimento & uma Srbita periddi-
ca, € nao um fractal, desde que este serd o caso se os EL forem es-
tritamente negativos. | -

0 corolario_Z.3 mostra, também, uma maneira pratica
de procurar Srbitas perindicas em um dado sistema fisico, basta en-—
contrar uma Srhita estatisticamente regqular com todos £ menores

que Tero.

8o
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" CAPTTULO 0ITAVO

OBSERVACSEES FINAIS E CORCLUSZOD

Os expoentes de Lyapunov sa amplamente utilizados

para caracterizar comportamsntos assintdticos de sistemas fisicos
' P

estudados em sinulagoes numericas € em laboratoario, ¢ € comum wcei-
tar (de forma ingfnual) que a presenga de ELY@ implica em caos, con-
jecturando-se que a entropia metrica € igual & soma dos EL positi-
vos (veda 0 Legorepa _5.4).

a priweira dificu]&ade_encantrada neste trabalho foi
- nEcﬁssidade de ums definigio de atirstor que compatibilizaESEl 0
uso dos EL e da entropia métrica nos estudos dos comportaméntcs as—
sintét§c05 de sist=mas fisicos. A segunda dificuldades suirgin  quan-—
do, partindo de trabalhos na literatura especializads, concluiu-se
que qonhecér apenas os EL n3o & suficiente para se conhecsr um
atrator.

& definigio de atrator dada no capitule auinte & cor-
roborada por varios resultados demonstrados no trabalho, smboras se-—
Ja dificil descrevar‘seu dominio de aplicabilidade devido, princi-
palmente, a supo 'cﬁo-de que medias témperais de fungaes cont (nuas

,iétem num conjunto de medida de lLebesgue maior due =ero.

: Se nio se associar uma medida invariante & idéia in-
tuitiva de atrator nao se pode falar em expoentes de Luapunov, tam-—
pod&o de'entropia métricé, e assim, n30 & possivel utilizsr os con-
ceitos acimé no estudo de comportamentos assintdticos, € aleatdrios

em particular.

As principais contribuigoes deste trabalho podem ser



reesumidas da scguninte forma:

"Na se¢fo 5B foi dada uma definigfo de atrator (gda-

~r

finicS0._%5.4) para aplicacfes cont inuas A:X<X, onde X & variedade

compacta lisa. 0s resultados conhecideos nos quais tal definiclio es-

e

ta haseada fToram apresentsdos nas seqgoss 384, 3C e HA.

Fsta definicifo de atrator ¢ fTortzalecida, principal-

mente, pslas proposicos

25,2, onde Foram demonstra-

. dos que —-segundo a defipizio S.i-

(i) o conjuntoJ%é atracio (definicfo. _5.2) de qualguer atrator €
mensuravel, MESMO n2o sendo necessariamente um subconjunto zberto,

(ii) se o ponto % de X & atraido pelo atrator ﬂ_c ICA )Y entio
F(w(x))=i (onde W(x) & o‘conjunto W-limite de %), |

(iii) & possivel aproximar (na topologia fraca%) um atrator, de
varias maneiras-diferentes, por med idas absolutameﬁte cont inuas em
reiacﬁo 2 medida de lebesgus, &

(iv) existem, no méximo,.um niimero infinito contivel de atrato-
res para cada aplicag¢io continua.

Quanto a utilidade da definicf0_ 9.1 foi demopstrado,

no'séfimo capitulo, que um atrator para uma aplica¢gRo diferenciivel
C; com todos EL(@Vnum conjunto de medids atratora maior que zero &

eraddico € possui suporte numa arbita periddica assintoticamente

1

;étéyel. Como coroldrio deste resultado segue que um atrator cadti-
co, ou seja, um atrator com entropia métrica ndo nula, possui Ei;;@
num conjunto de medida atratora tétal'.

. Em geral, resuitados sao obtidos para _medidas inva-
riantes érgddicas, e os resultados do capitulo sétimo s30 uns dos
pqutos onde ngo e sqposta a evgodicidadé do atrator. Se existe um
subconjunto de medida maior que zero ondes todos os EL s%0 estrita-—

mente negativos, foi mostrado que, se esta medida € um atrator, a

ergodicidade & a uUnica possihilidade e, ainda wmais, este atrator



A

poszui suporte numa drbita periddica asszintoticauente estavel.

Usar os EL para classificar os atratores seria um ca-
minho ﬁtil, principalmente porque celes podem ser calcdlados tanto
numer icamente quanto a ﬁartir de dados experimentais, mas guando ha
ElL positivos, comd mencionado no capitulo saxto,_tal classificagdo
nio €& sinples. .

Uma q]assificacﬁo geomebrica das medidas que satisfa-
lzem a igualdade no feorema_4f.4 para difeomor fismos CQ, foi dada pet
CLY1, mas verificar essas condigfes numa dada aplica¢io &, geral-
mente, miiito dificils os.diFemmorfismos de Ancsov £ Axioma-t veri-
ficam essas condicﬂes.L

A& influéncia doé resultados da teoria ergodica dos

difeomorfismos C& de &nosov £Sid & Axioma—-A LRu3l em todo este tra-

b

’

0 S4&. 0 atrator

‘halho & svidente, basta chservar o exemplo 46 da seg

i)

!

¢ referido neste exemnplo € ergiddico, assim, se todos os EL{(® wvale
o tzgrepa_Z.1 (ohserve que G, contém um conjunto sbertol!). Infeliz-
mente, ms construgrnes matematicas de atratores, como o0s  Axiomz—a,

n3o tem sido descobertos em sistemas reais.

Uma area muito ativa no momento € o estudo dos " fernd-

(9

’ .

meEnos caot o =ste um dos ramos fran-

cos” em meciAnica guintica, sens

=

démentais da fisica atual; esses estudos sio delicados. Por exem-
plo, é comum 0 USOo de variiveis de Angulo-ag3o, mas varios proble—
maé podem suréir na introducl8o destas variadveis em mecanica quanti-
ca, veja CdoMil. Pelo que o autor sziba, nZo existem trabalho S0
bre este tema na literatura matematica.

e Existem relacﬁés interessantes entre EL, entropia ms-
trfca e dimensfo (fractal, de|Hau5dor¥f, «+..) do suporte de uma me-
dida invariante; alguns resultado; podem ser encontrados em  LL=1],
veja témbém [Lf].

Generalizagrmes para o caso de turbuléncia em Fluidos

o
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\

em trés dinensies sXo necessdarias, inclusive estecs estudos  podem

des técnicas € na imaginagao.

A longo prazo, estes problemas deverZfo formar um

pitulo dos livros-texto de cquagies diferenciais.

LN
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cnvolver elementos novos, de forma que a tnfase seja em difticulda-

ca-
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