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RESUMO

Nesta tese, um estudo & feito do modeloc bi-dimensional

descrito pela densidade de Lagrangeana
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Na primeira parte deste trabalho, discute-se a teoria
de perturbacac na constante de acoplamento g para as fungoes
de Green. Mostra-se como & possivel construir um esguema
de renormalizagac de modo que nao sejam induzidas interagces

M20
quadri-lineares nos fermionsc1 Apiicando a identidade de
VWard da corrente axial, prova-se entdo, que © limite M = 0
coincide, em gualguer crdem de g, com as fungoes de Creen
do modelo com massa do fermion nula, gue € exatamente solf-
vel.

Na segunda parte da tese, o termo de maszsa do fermion

em . e tratado comd uma perturbacac em torno da teoria nso

nitas no intervalo 0Sgi<s  pela introdug&o de um contra-ter

7

mo rreporcional a {:rcos2gi:-lle
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zplicitamente por meio da identida

«(}
SR
M
n

!

-
O
o
}..l
¥
i..;
¢}
o]
o7
]
[0}

[N
o
Q
161}
o
A
o7}
w
0
&
H
[
]
i
U
A3
{ 3
w
L5




l-Ju
-

ABSTRACT

%

In this thesis, a study is made of the twl-dimensional

model described by the Lagrangean density
i = 1 v, m® — 5.1
SLb=s TE Y - My o+ 55 0050 - 5 0%+ girtyTes ¢

In the first part of this work, the perturbaticn theory

in the coupling constant g is discussed for the Green

functions. It is shown how tc construct a renormalization
scheme such that no four-linear interactions in the fermion
_ whaw M0 )

, field are induced By applying the axial current Ward

identity, it is then proved that the M=0 limit sgrees, in

I-h

every order of g, with the Green functiong of the soliuble
model with massless fermions.
In the second part of the thesis, the fermion mass term

ered as
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the interacting
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theory. After a partial resummation of the perturbative
series, it is shown that the Buclideazn Green functicns are

made finite for by introducing a counter—term
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INTRODUCAO

A teoria de perturbagoes para Lagrangeanas locais renor-
malizdveis & atualmente um dos tdpicos mais desenvolvidos em teori
a guantica de campoé. Um dos seus objetivos basicos & a ob*encac
de relacoes estruturais validas em qualguer ordem finita dos pari-
metros de_expénséo (equacgoes de movimento, identidades de Ward, e-
quacoes de Callan-Symanzik, etc.}), as guais se supde sersm satis-
feitas também fora de perturbacao.

Para efeito de construcac da série perturbativa, a La-
grangeana ! do sistema & decomposta em uma parte nio perturbada,LO
e uma parte de interacao, LI’ e, de acordo com o procedimento -~

sual, L descreve campos livres, enguanto gue em LI estao contidas

—~ H

todas as interagOes. O critério para esta decomposicio de L decor

re do fato que, a rigor, as {Unicas teorias guanticas em guatro di-

mensoes cujas solucces sao conhecidas, siZc teorias livres.
Entretantc, em duass dimensoces, existe uma variedade de

modelos solGveis nao completamente triviais e gque historicamsnte

0

tem desempenhado um pepel muito importante como fontes de novas i-

déias. As referéncias clissicas neste sentido sao os modelos de
- (1) o - - . ~ s
Schwinger {eietrodinamica de fermiongs sem massa em duas  dimen-
QNP 5 (2) . i
soeg) e de Thirring'® {campc espinorial sem massa con auto-intera
cao guadri-linear).
Em vista doz fatos mencionades, guando se coloca o obie-

tive de investigar propriedades de perturhacdes om torno de teori-

8 nao livres, surge cone candidato natural o estudo da perturba-

2 o =l - 3~ e _——— - P
C&0 Na massae do modnio da Thirrino gre degpertou um especial inte
E =
S P -
ATy ey - oTT v . 1 !\‘ '} Lo {3} 2 I~ —~
=R & viUwase 4 SUULTaLenoL? VXL iICalas Cnore 05 BOGI
b 5 ~ - - o -
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LU G oI ne=-Gordon ¢ do Thirving moneive LNRUraTanto, a pe Uinn
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Cal Tta mass QO MG o e Thiorioes o o Siocolal no L




-vermelho, devido ao fato gue ela envolve campos fermionicos livres
de massa zero, bem como exponenciais dos potenciais das correntes,
gue sao campos de massa nula. Nesta tese, iremos considerar © mode

lo descrito pela densidade de Lagrangeana

— = ; 2 — '
7T p-Mpy + %—a 9% - T o7 + gy SyHpa, 0 (0-1)

i
2 o

no qual os problemas no infra-vermelho, gquando tratamos © termo de

massa do fermion como uma perturbagdo, sdo menos drasticos e poden

ser contornados. A Lagrangeana (0-1) & uma peguensa variagao dc mo-

" ) . . . .
delo de Schroelt ' {6) com fermions massivos. A teoria com M=0 fol es-—

S 7 .
tudada por Rothe e Stamatescu( ), os guais mestraram gue, neste ca-
so, o campo pseudo escalar continua livre na presencgd da interagao,

e gue o campo espinorial pode ser escrito Como
-1 c i
wi{x) = : e gY ¢(h): ¥ (x) (0-2}

onde ¢O(X) & um campo de Dirac livre, de massa Zero. Fothe e Stama

tescu mostraram também gue, até segunda ordem de g, a auto-energ:l La

p) p

do fermion e a funcio de trés pontos de vertice cencorden com & SO

(i

lucao exata.

No Capitulo II desta tese apreseniamcs
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bacio usual na constante de acop! amento g, € discutimos unm aspecto

cue nos parecsu particularmente intercssante, ou seja, a nac indu-

cao do um contra—termo guadri-linear nos fermions na Lagrangeans
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L

sao logaritmicamente divergentes. Para completar a discussio da
perturbacao em g, sio deduzidas as eguagoes de movimento e as iden
tidades de Ward satisfeitas pelas funcdes de Green. Com relagao
a0 limite de massa zero, mostramos que em qgualquer ordem de g, a
solugao em perturbacdo coincide com a solucio exata, dada em (7).
Finalmente, damos em um Apéndice ao Capitulo II, a prova de convei
génciz no infra-vermelho da teoria.

No Capitulo III, retornamos & nossa motivacio inicial de
estudar perturbagoes em torno de teorias n3o livres, consideréndo
© termo de massa do fermion em (0-1) comoc termc de interacao. h-
pGs uma reéomagéo parcial da série perturbativa, cujc obijetive e e
vitar singularidades no infra-vermelho por causa da massa nula do
fermion, ficamos com uma perturbacioc efetiva

: 5
_Zng agd} (X)

-M{: e : -1) P : {x) {0-3}

ondeﬂyf € um espinor livre, com massa nao nula.

O estudo de interagoes envolvendo exponenciai

0]
el
®

campos

da forma (0-3) tem uma motivacao fisica clara. Estas interacgoes o-

correm, por exemplc, na teoria das interagcsas fracas mediadas ror um

S - 4+ ~ =] 32 ;_"- (8) Y SR (9} . . :

boson vetorial, como discutide por Lee e Mitter . Em guatro

hn A‘,"{X)

dimensoces, os sutper-propagadores e ° ; gue ccorrem en tecrias en-
clvendo exponenciais de Campos livres tem uma singulzridade =ssen-

cial para x=0, o gue limitas a anilise destas teorias a2os terncs de
; . () . : : -

ordens mals baixas em perturbacio ; em cduas cinensoes, porém, co-

o805, validos em cualquer ordsm de “erturbagio, & respeito do  com~

s 2 £ e A e vyl 4 A o= 1T ey 1 T -
porcanento das fungoes do Green Buclideanas no uitra-violeta. Ado~
i ] - N . iy = ~ el
Cangco um processo da redaa lariva: L Zdefuaco, nes nosIraramo aue o3i
——— 2 , . - Nz 1 . . :
Ya ¢'<71 a teoria & ¥ encrnizlicavel, ¢ gus um oontira- TOTIAD proporcio-

o1 ke oy e w1 = N~ Zrel Toae Y - SRR - ~ e Ny Y o om =
L4 1 CORLT . E DOEE RO [T RS CE LI e SO LN
1 =y ITromr oy s S —~ S P =z - oy S i a ] . .
ivaz, SNCOXpOranss o8 Le oonhrio - o DG LIATS2NnOgSEns L2nieie :




tramos gque:

ki -~ - ~ s
al para g2< + as funcoes ce Green sao finitas;

b) para g®=r, a teoria & aparentemsnte sem significado peois os su-
per~propagadores desenvolvem singularidades nao inte

graveis a curtas dist&ncias;

C) para g?>7%, a interacac na massa, gue tem dimensao dN=1+g2/w,tor—
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Nos finalizamos o Capituleo III apresentando as eguagles

de movimento € as identicdades de Wara, das guails fica claro que a

inverianca ¥~ & guevbrada por um termo de massa do fermion.

Com ¢ objetivo de apresentar alouns procedimentos neces-
sarios ao desenvolvimento da tese, & feita ne Capitulo I uma revi-
sao de algumas versohes 4o método de renormalizacic BPHE,

ALGUMA NOTACAD

= =) =) — = &7 i & &
g G se upv: o TE-gTT=l, e duas dimenooss
Y 3 = - - o ™ M
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CAPITULO I - RENORMALIZACAO

INTRODUCAQ

No estudo perturbative de modelos em teoria quantica de
campos somcs Irequentemente confrontados com produtos formais de
distribui¢oes num mesmo ponto. 2 inexisténcia de um mode geral de
tais produtos manifesta-se, no espago dos momentos, como divergén

cias nas correspondentes integrais de convolugao., Um dos objoti-

vos basicos de qualquer método da renormalizagac & a extracic de

'f‘-

fin

i.-.J

uma parte a de

[0}

sas expressoes formais respzitando tanto guar

TO

B¢

ossivel as simetrias do modelo em estudo e mantendo ac  mesmo
tempo LUma interpretagdc fisica aceitivel da teoria.

Existe uma classe de métodos de renorm alizagao caracte~
rizades pelo fato que as integrais de convolucido sio feitas cone
vergentes, subtraindo-se dos integrandos ¢s primeiros termos de u-

-

0 de intecracio (mo -

R

fia serie de Taylor nos momentos P gue nac =

gredientes basicos de md-
ToCO de Bogoliubov o Parasiuk 77, Como ce sape, 2 abordegem e

. . , -
o AT T Py - 17 .- ~ T - T3 .- 3 - = Y — e
Yy | pPIove do resuliade de Bogoliubov e Parasiuk scmonts tor-
s (14
ST EL correta Qe R o T S PN S F T p—
Cila cor Connrisuilgace de Hurnp due oompietol assin
- {Ao—v—n-, 1T e A [ P —
_—Nd PR . et T - -y = - — -
2i2000 4 TR e REBNO SRQUemA, 41fm das subbracoss,
&
Bl v k. b . R}
(SN N et Pas i N~ P - G T 1
Bes Ll Eadis tamib sy U A SRS S Ferem romnvidas sonmoents de
i
4 oy L 4 = - -
4 - e i M oot 2 e Ze - =
WA = RN (e SES) GRIIEG &0 z




remogao das regularizacdes, o resultado & finito e independente da
maneira empregada para regularizar as integrais. A convergéncia
das integrais renormalizadas & testada por meio da técnica de con
tagem de poténcias utilizada inicialmente por Dyson(loh e mais tar
de formulada precicamente por Weinberg‘la para o casc de métrica
Buclideana. Posteriormente, Zimmermannaﬁ) adaptou o teorema de
contagem de poténcias de Weinberg para a métrica de Minkowski.

Um outrc esguema pertencente 3 mesma classe de métodos
de renormaliza¢@o consiste numa versio do BPH d@ﬁdaeiZﬂnmﬂnann(l?)
Nesta versac, conhecida como BPHZ, mostra-se gue todas as regula-
rizagoes podem ser dispensadas, desde que sejam feitas tambdm as
subtragoes associadas com certas sub-integracoes gue nac sgio
subtralidas nc método BPH,

Entretanto, embora resolvam eficazmente o problemz das
divergéncias “overlapping”, os m3todos BPH e BPHZ sofrem a res-
trigéo de, em geral, serem somente apiicéveis a teorias nas guais
LAC OCOrram missas nulas; teorias com massa zero somenie podem gerr
consideradas nestes esguemas como limites das cerrespondentes teo
rias massivas para momentos nio excepcionais. Esta limitacao foi

Superada ccm os chamados esguemas Ge renormalizacac "scoft" formu-
(18)

Lados por Lowenstein & partir de uma generalizacdo do BPHZ de-
.. - w19} N

Vida a Gomes ¢ Schroer - Nos esguemas "soft" oz termos de zub
tragao s20 polindmios nos momentos externcs p e tambénm em algumas
massas mg do wmedelo (massas "sofit"). Todas as subiracoes Sao fei
1 pal

tas em torno de p=0=rg ., com excecas dacuelas que Garian divergen
l - ——

Clas infra-vermelhas, ac quais sio Teitas en um valor m, = 1 ndo

P - , T - - .
nulo das massaos scfe’ 0 LatO que dloumas subtracoss n2o s3o fei-

tas em tornc de zers impede gue o cwperador de sub{ragao nestes es




ocorrer a possibilidade, em certos modelos de teorias de campo, de

fazer todas as subtracdes em zero,sem gue com isto sejam introdu-

zidas divercencias infra-vermelhas. Lxemplos destea possibilidade sao

. P -, - , 20
os tratamentos da eletrodinamica guantica, de Lowensteln( ) com

massa do boson nula, e de Abdalla, ¢ 5 & KSberle(El)

no qual o
boson & massivo.

A principal vantagem em introduzir subtragoes na massa
& gue isto permite atribuir a alguns termos da parte nao perturba
da da Lagrangeana efetiva um grau menor que guatro (em teorias 4-
dimensionais) ou menor gue dois {em teorias bidimensiocnais); e-

. - . ~ \ . . {25 )
xistem varias aplicacoes a nodelos com simetrias guebradas nas

gquais isto & desejavel. Outra vantagem & gue numa Versao COmo &
uwtilizada pelos autores da Ref. Rl ) as anisotropias sac eliminadas.
Além disso, os esguemas "soft" sao adequados para a deducao de e-
. . - (19) . . - .
guagOes paramétricas homogeéneas andlogas & equagac do grupo de
renormalizagao.
Neste Capitulo, serz apresentada parte da terminclegia

da teoria de graficos necessiria para z discussao dos esguemas de

renormalizagao gue serao empregados no Capltulo II.

Consideremos © modelo descrito pela lLagrangeana 2fetiva

-

(icto &, sem contra-termes infinitosg)

20 consis—

pod

. PR - oy A - L —
o gocalares de Loronti nos cOmMpocs Nasi1ces

=) r P - won oy - Py A - R - Zxa g =3
e suas derivadas, com ceeficientes devandendn de wn conijunto de
constantes do acomlamant oig ‘e ! AZlouns dsstesz TONCHL D5




ou vértices constituem a interagao basica do modelo enguanto

os restantes sao contratermos,f

zagcao da teoria. 2a Lagrangeana {I-1) & 3 geradora das regras de
Feynman usadas na construgio das funcdes de Green, através da for
mula de Gell-Mann-Low modificada,
(N)
Xirenn . . =
G ( ir ’}LN)]_J...J_ -
_ N {(I-2)
. (0) ¥ L 0) O
= Parte finita de <0lT =@ Ay (Xc)exp{lfLI (x)dx1li 0>®
a=1 o
com a forma da pPrescrigac "Parte Finita" a ser definida.
2000 - : . : -
5y € O campo (em geral livre) cujo provagador e especificado
(0) _ (C) 0y, (. (0) . U 5
por LO, LI = LI(Ai ’auAi ), 10> e ¢ estado de Vacuo da
teoria descrita por Lor & o simbolo € significa a omissao das am
plitudes vacuc-vacuoc. A ordenagao de Wick & omitida em Lfo)(x} a
. 1
> -|. Poa e L3 . B - - N
fim de permitir dque no esguema soft” as egqiagoes de movimento de
produtos bilineares nos campos tenham a mesma estrutura Jgue as . e-
quagodes cliassicas. FEste ponto sera ilustrado mais adiante.
Expandindo a exponencial e aplicando o tecrema de Wick
- 0y - .. . .
(nos casos em que Ai e livre) cbkbtemos, no e@sSpago dos momentos,
uma soma de produtos de propagadores livres e funcdes deita de
conservacac de momernto PoOr integrais de Feynman do tipo
lim /i Ak, Izlp,k,m,2) {(T-3)
g 2 -
onde m 520 05 paridmetros de massa de modelo, e
T = {Pl""’pn} = bhase para cs momentos gxiarncs,
ko= ByreaorRB ) = base para os nomenzos de invegrazao.
O ointegrando i (2,50, ) B 32 Fovme

gue

ixados pelas condigles de normali-




eSO

IG(p,k,m,s) = i Pa(p,k,m)

COom

A - Pabc(ﬂabc'mabc} . (I-5)
Fc‘:tbc 22, -m? + ie (_9,>2+m2 3
abc Tabgs abo

% abo sao combinagoes lineares dos p; e k,, P_(p,/k,m) sao monomi-

Os de grau Da em p, k e nos pardmetros de massa gue aparecem ex-

plicitamente nos coeficientes de LI; P G} ou € linear

abo(zabc’mab

am Eabc e mabﬂ {fermions}, ou tem grau zero nestas variaveis (bo-
i

sons). A dependéncia em ¢ do denominador de (I-5) foi introduzi-

{16)

da por Zimmermann para Justificar a aplicagao do teorema de con
(

Jd

[
tagem de poténcias de Weinberg' ~.

A integral (I-3) nao &, em geral, convergente. &A pres-

cricao de tomar a parte finita dessa integral consiste na aplica-
w 7)

-

g

formando~o num "integrando subtraido” R, ,com o gual (I-3) torna-
T

¢ao da chamada "formula da floresta ao integrandc ~trans-

se uma integral abhsolutamente convergente. Este procedimento é
melhor explicado com ¢ auxilio de métodos grificos.

Associado & integral (I—B} existe um grafico G. G con-
siste de um conjunto de vértices U(G)={V’,...,VR(G}}, unr conjunto

ES

de linhas internas L(G}:{Labc},a;bxl,.‘.n(G), c=1;s..,vl{z,b) ii-

gando os vertices V_ e V, & orientadas de vV, para V., e de linhas

a
externas Ea—’ =1,...,2{(8) . Introcduzimos p={D. ,...;Fu,... }, uma
; R NiG)
base para os momentos externos de G, e C(G) = {C_,...,C J.  um

conjunto de circuitos orientados, linearmente independentes, de G.
k cada Ci corresponae um momaento interno k., (variivel de inteara-

caoc), e o momento 1 F1

baal
]
o
Q
Il
0
=)
b
-
H
f
(W)




! ' 10
onde
m
k = z ~
2
abo j=1 Saboi i
com
1 se Labc E Ci e ﬂabc tem mesmo sentidc que ki,
€aboi 0 se Labcr £ it
-1 se Lahg E C; e i, tem sentido Cposto a ki.

Cada veértice V_ € considerado como uma fonte de momen-
oL

to p, fulo, se V_ for um vertice internc) e os g s30 sclucoes

abo
particulares de
2 + = 0 a=1 : I-7
b,U qabU pa r }---,n. ( }
Um grafico G & dito conexo se ele nac & a unido de gri-

ficos disjuntos, e trivial se contém apenas um vertice. Dizenos
gue G & proprioc ou irredutivel por uma particula (1PI) se ele nao

pode ser separado em duas partes disjuntas pelo corite de uma Gni-

Se G & conexo e nao trivial, um sub-graficc vy C G & ob
tido cortando-~se algumas linhas Labc E L(G) {(as linhas cortadas
devem ser consideradas comno linhas externas de v).

O momento gtravés de uma linha Lo

lemento de um sub-grafico v, pode ser decomposto em duas partes:

v " y
I3 — ! MR 11,9
SR R SR ¢ D R SO .8
abo abg * abo

- Ay ¥ * Y -
[aXeYe TR} = H - - e v e R — T
onde p <R A JaC 08 nonantos externos de v oo gl €

X b abo

- - -~ gy PR . = ;. 4 5 .

Solugcas de (-7 resiyvitia ao sub-grafico o Z escolha de momern-




T

il

tos para as linhas de sub-graficos ndo & dnica, mas nds nos res-
tringiremos as atribuigdes de momentos denominadas admissiveis e
due sao caracterizadas pela seguinte propriedade: se y C p entio

os k; sao independentes de p".

bo

A correspondéncia entre IG e o gréficoGpode ser des-
crita do seguinte modo: ao vértice Va £ V(G} corresponde o mon§
mio Pa nas massas e nos momentos das linhas gue se Juntam am Va’

e & linha Lops E L(G) corresponde um propagador B

. £ m .
abs(abc’abc}
Para propb0sitos de subtragao, asscciamos a cada grafi-

co proprio y um niimero d(y), determinado contando os graus dos

AF e P nos momentos e em certas massas:
a

d(y) = z {(grau de A z .
L £ F + - {crau de P_)
abo © abg’ v_EV(y 'O a
+D % (n? de circuitos independentes de y) =
n{Y)
1 D=2 -
=p-2lp - == B, - I (D-§) (I-8)
2 Y Y a=1 a
em D dimensces: FY{ BY ) &€ o nlmero de linhas externas de fermi-
on (boson) de v, e a2 dimensac éa do veértice Va & dada por:
-1 -
o= TE e 4 bRz2 g
a 2 a 2 a a
onde (b} & o nlmero de 1linhas dJe fermion (boson) con
uma extremidade 2m YV _ ., C numero Gly) definido por (I-8)
a :




~*

Dois sub-graficos Y, ey sao ditos nao acavalados {"o-
2

-

verlapping”) se eles sao disjuntos ou se um contém o outro, i.e.,

1 2 )4 2
zic. Uma floresta U de G & um conjunto (possivelmente vazio) de

ouy pn vy _=¢, 00y C vy, ouy 2 vy , onde g & conjunto va-
: 1 2

sub-graficos de G proprios, nac triviais e n3o acavalados.

Se Y reeerYe sao sub-diagramas maximais disjuntos de um
grafico G, ent@o o grificc obtido contraindo cada Y; & um ponto é
o grafico reduzido G/yl...yc. Se y EU e U & uma floresta de G,
definimos U{y) como o conjunto de todos os elementos de U gue es-—
tao propriamente contidos em Y, e ¥Y{U) (escritoc simplemente ~y 5
quando uma floresta fixa U & considerada) como sendo o grafice re
duzido T/yl...yc » onde Yl,....,yc S30 0s elementos maximais de
U(v}).

Em correspondéncia com cada grafico proprio G, existe um
integrando subtraido RG' definido utilizando a formula da flores-

ta de Zimmemmann e “"operadores de Taylor" generalizadcs:

(C) {T-9)

onde FG & o conjunto de todas as florestas de G, e

. i i Y Yy oo- (I-10)
1 U = b I"_ !D' k'n
¢V T yevii@ T P

- . af . -
Em {I~9} e subentendido gue (-1_ W)S,) esta & esguerda
hf Y
d (_. d(Y:S - ~ - . } 3 « s 3 -
= Ty A) se ~ L y. S5 e um cperador de substituigac gue
1

@screve a fungao a gual estd aplicade em termos das variiveis de

Y- Uma escolha frequentemente adscuada para ¢ operador de Tayloer

generalizado &
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r r r
(md ) timl Y TEomio M T
H 2 3
Td(Y)= tde)-l + I .
¥ promy iy (Tr, ) (Mn, 1) 3imY T
301 ; S,
n
Ty ny ni B‘N
8 TP L ST AN S e NSRS .
a(ml )M Ml VN 3(p, ) 1 3tpl ) N |
S Ul “ VN Y =0
M Py
i
-Y ——
g =u
i
com
M N (I-11)
) Ir, +In = d{y) -
i i
tiﬁi&:l & o operador de Taylor de ordem d(y)-1 nos mcmentes ex-
Y omd
ternos independentes de v, pY={p¥,...,p§}, e nos elementos de um
conjunto mg = {m; ,...,mZ} .de massas "soft". Por convencao
1 N
zfiY) = 0, se d(y) < €. A parte finita de (I-3) & agora definida

como sendo a integral

lim S d k RG(p,k,m,g) 5 ‘ {(I-12)
£>0
gque & absolutamente convergente » € tende a uma distribuicao tem

perada e covariante gquando s-+o.

Uma das caracteristicas do esguema descrito & gue as sub

tracoes associadas a um sub-grafico y sao, at2 ordem d(y)-l, fei-

Y .

Y .

tas em p'=0=mi ; pOr ou

Ies
i
}.'.l

ro lado, p

T e diver—

+
Q

men

o
]

t

evitar o suxrg

gencias infra-vermelhas, as demais subtracles sio feitas em p'=0

P 7
nas com ml = u # 0. Outras variantes empregando um nimers menor de
i 4
subtreacacc A Y fora iy Srritas T LOoOwenstTed "LB)
mbtragoes em mg oram tambem descritas por Lowenstein .

!

1

Do mesmc modo qgue no BPHEZ usual, pode-se definir produ-
YOS normais nos esguemas “soft’de maneira simples.

- - .
S5e & 2 um mrodu
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vadas (incluindo fatores de massa), seu grau § & dado por
~ P4 - ]
= dimensaoc do operador 6 + T+= varametros massas "soft em 6,

e o produto normal N,.[8](x) & definido por

N
<0!TN5[e} (x) & A, (x)]o> = fsrte finita de
a=1 @ ©
N
0 {0)
{O)<O}T8(O){x} I A;)(Xﬁ) exp i fdy Léo)(y)]0> g (I-13)
a=1 a

Note gue novamente nao & usada a ordenacido de Wick no lado direi-
to de (I-13). A expansao de (I-13) em graficos de Feynman & ca-
racterizada agora pelo fato gue cada grafico tem um vértice espe-
cial 8({xX) ao gual & atribuido o grau & para efeitos de subtracao.
Portanto, numa teoria renormalizavel (§a=D para Va#ve},,cada ara

fico 1PI tem um grau de divergéncia superficial dado por

(b - Dole . B2y

27y 2 7y )
dy) = (1-14)
- D D2 a ¥ E V .
3 5E, 5 BY , 88V {7}

As propriedades bésicas que caracterizam os produtos

normais acsin definidos sao:

I_l
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onde a. e a, S30 constantes independentes das massas "soft".

-

{ii) Formula de diferenciacac de Lowenstein.

N
8 <oln[8] (x) r  (x ) |0>=colTN, T3 LBl 0T Ay (x,)]0>
a=1 *a a=1 *q (I-16)

gque decorre da propriedade dos operadores de Tayleor em torno de

p=0,

p" tgtf(p)) £ Ve () (1217)

(iii) Condigoes de normalizacio.

J
™

Seja Iy 5(P) a transformada da fungao de vértice
r

) N
<0] TN, [@{x, I A, (xa)]O>PROP, onde PROP s

ignifica gue devemos con

o=1 -

siderar apenas graficos proprios, com as linhas externas amputadas.
(M - = < f e = T

Se D ), C M2 a(m & um operador de derivagzo arbitri-

~ 1 L
rio de ordem M em pl,...,pw € nos parametros de massa soft ms r en

_ i
tao
N
{N)
A N -— b
D(r" I ( 'Z» Pifplr---rpN)' . 3 {(x-18)
8,8 i=1 ]p.=0,m =8
i S.
b
& igual 2 contribvigao doc grifico trivial cornl
B =10, se 0<M<a(n,
B = ¢, 3e M= a(n
(i) I&entidades dg Zimmernann - Se m, € uma massa "scft” e § (x)




n ,
m_ N (8] {h)-l"s

1t

z 7
C. NS r_@i_; (%)

n
N,  [m 8] (x)
S+nt s <6i£6+n i i {I-19)

onde n & um inteiro positivo e 8 ; (x) sao operadores locais com di
mensoes §,- Os coeficientes c, sao determinados pelas condig¢oes
de normalizagao.

{(v) Equacoes de Movimento.

A deducao de equacOes de movimento para produtos nor-
mais definidos nos esquemas “"soft" & feita graficamente como no
BPHZ usual, e consiste essencialmente no corte de linhas e identi-
ficagao dos vértices resultantes com os produtos normais da teori
a. Quandoc estudamos as equagoes de movimento de produtos normais
envolvendo mais de dois campos, em geral constatamos a ocorréncia
das anisotropias, que sac termos andmalos sem eguivalentes nas
equacoes de EBuler-Lagrange classicas.

Como exemplo, consideremos um campo escalar com autco-in
teracao 2% (em 4 dimensdes agora) descrito pela Lagrangeana efetli

va

1 U,
L = — -~ L -
2(1 b)BUAE A

{I-20)
] 11 1

! - I A - - 2
= -~ Es A= o A
a Bp o} > s ]
Oide g @ ¢ paranmnetro de perturbagac, e a b e ¢ sac constantes as
tenormalizagao Tinitas, determinadas por condicdes de normalizacio
adequacdas. Vames encontrar a eguagao de movimento de N, Rs?al (x).
«“_‘—- . . _—
vedrlcamente, as wpossibilidades para as fungoezs de Green contendo
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N
I

<o) TN, [a8%a] (x)

A(xi)|0>,

i=1

sao
%
;
ﬁz
1_
. FIG. 1
&
3 -~ . ¢ o~ s . R -
ﬁ Ohce py slonifica gue a linha externa correspondente nic ocorre.

{2

Ne espago de momento, ac vértice de produto normal & a*ribulde Wi

-~ . .2 - - N R - -
Tonomio (-£°), onde £ 2 o momento atravdcs de uma linha L, saindo

P ) . < - - 2 -~ - 2 3 ]
do vertice; o fator (~£2) somado com m@ Dodse 2er usado para cance
lar o vprovaczder de T - ;
S pPropagader de L, © gue reprasentamsns contraindo L a um LCiim
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FIG. 2

O Gltimo termo no lado direito & nulo no esguema  BPHZ

it i - . .
comum, mas no esqguema soft ele representa a contribui¢zo gue ocer
re gquando dois dos campos de N4EA4] estao contraidos entre si. O

resultado &

N " _
(l+b)<O}TJ%£A82Aj(x) i A(xi)§o> = <0§TN“{§,(c—g}A’{x, +
i=1 ’
(1-22)
N N
el — ! - - I4
+ (a=m7 )RS (x)} T Aa(x,)i0> - i T S{x-x) <0lT ¥ anf{x)'o>
i=1 - k : i=] -




19

Fica entao claro gue se tivessemos usado a ordenacgac de
Wick em (I-2) teriamos na equagao de movimento um termo andmalo,
representado pelo Gltimo grafico da Fig. 2, o que estragaria a ana
logia com as eguagoes de movimento pléssicas. Em geral, para gque
a analogia exista, & necessario gue no processc de dedugao de e-
guagoes de movimento, cancelamentos que acontecem em termos de in
tegrandos nac subtraidos ocorram também para os integrandos sub-
traidos. Tais cancelamentos podem naoc ocorrer porgue , em
geral, os momentos externocs e as massas de um grafico sao tratados
de maneiras diferentes pelos operadores de subtracao, surgindo

{ 26,27}

entao as chamadas anisotropias . O exemplo a seguir ilus-

A .
tra este fato, nc caso em que operadores de "Taylor" generalizados

do tipc (I-11) sao usados. Consideremos os graficos
[ -
E___'______-___; P am = = = e o __1. q] I 17191
] ro ! S S ’
1 1 i ! 1 ! !
i [r’_,\/\/v-..-bx I i { i : :
t
! \.22 iJ‘rI\/,r\/‘/"’V\:,‘H] :, T .
1 lji ’ t 5 ;
' 1 ! i | ; 1
s 1 t i | | 1
e e - - - 4 e e o= .-—'"'|"“" 1
.
N, Qﬁ LY G
ol
FIiG. 3

numa teoria em 4 dimensoes (p.ex., interacao de Yukawa), onde as
iinkas orientadas representam propagadores de fermions, e as ondgu

ladas propagadores de bosons. Quando as linhas cortadas sao con-

I

-~ . : :

aldas a pontos, IG torna~-se igual a I, . Eniretantc, em Gl os

ub-¢raficos 12 e i sdao nao acavalados, enguanto cuec em C-:2 eles
i 2 .

acavalades. Pela formula da floreste (I-9), a diferenca en~

05 integrandes subtraidos &, com d(X y=l=diG ) =d(C,) e a(), )=




- 1 -0 -1 -1
Rel"Rez = Ty, Sy T U, Sa, T tTeSeTem e 8 T, T, S Th )
-1l s.(I, 128, 1.
¢ SelFa, a5, I,
_ o1 1
= Tg Sg(Iy Ty,) 686 T, T, 50 I )

1 1 - .1 - : a{ir} - T A
= T = = . rador de Tav-
onde T G, TGz, IGl IG2 Se Ty e O operador g

lor generalizado definido em (I-11) cCom I _=m, encontramos:

I . . -Elr-v( 3:[}2) .
R;, = Rg, = |, Py, ZO/m=u)= 1, Apy =0,m=0) {p v py,=0
1 ab
m= u
+ m (EIAZ} 0 ] - u(zlklx 0 I-.pv(OI2 ) ot m(allz) 5 E
m = m = ; Ay . = am Dy =0
Pay | Py L PV Py, ' Pl
m=} m=¥ m=y m=y

de modo que fazendo a Gltima subtracio em m=u teremos R #“C :

1 2
como  j& mencionamos no inicio do Capitulo, ha certos modelos nos
quais anisotropias geradas desta maneira podem ser evitadas, fa-

zendo todas as subtragoes em torno de m.=C.
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CAPITULO II - PERTURBAGCAO EM TORNC DA TEORIA LIVRE

Neste Capltulo, estudamos em perturbagac a teoria gue
descreve c acoplamento derivativo de um fermion e um campo pseudo
escalar massivos. O objetivo principal agui & mostrar gue embora
as fungdes de 4 pontos do fermion sejam logaritmicamente divergen
tes, podamos definir um esquema de renormalizagac no gual intera-

-H-*;Oj
coes quadri-lineares nos fermions nac sac induzidasyde modo que
o limite em gue a massa do fermion vai a zero & a teoria de Rothe
—Stamatescu(7 ). Na Secao II-1 introduzimos as regras de Feyn-
man, a prescricio de subtracio e as condigdes de normalizagao as-
sociadas. Na Segéo II-2, propriedades das fung5es de Green, COmo
identidades de Ward e equacdes de movimento sao discutidas. 2 Se

cao II-3 contém uma discussao explicita do limite em gque a massa

do fermion tende a zero. Finalmente, coleciconamos em dols Apéndg

ces detalhes técnicos gue se referem & convergéncia das integrais

de Feynman no infra-vermelho.

II-1) AS REGRAS DE FEYNMAN £ O ESQUEMZ DE SUBTRACA

U

Consideremos o modeloc bi-dimensional descrito pela dan-

sidade de Lagrangeana efetiva

1y

. RN a 2 - =4
: [y N T H Rl o O YT e ~ i ~
Boag - 27 T -MTY00 + L300 30 - I ¢00 g TR 9o

“

S R -

Loy = 3T 2900
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As fungoes de Green sao dadas pela formula de Gell-Mann

-Low
(AN, L) ._1;
G Gt B3, ) = <olT ” Y(xL)T “33‘3:* eI LY.
Lwi é =i
. N o p (e
= Parnte Linita de “YofT &«y%‘) sw cga)T— <{> (})-.rz.xFL Sd%gg cXﬂxo
= A"
{1I-2)
onde ¢(0) & w(O} sac os campos livres especificados por Lo e Léo):
= Ll(w(0)18f¢(0))'

Apdos expandir a exponencial e aplicar o teorema de Wick,

obtemos a soma usual sobre integrais de FPeynman do tipo

€30 ) (1z-3)
onde
P - {plr--rpn}
k= {k!,..,km}
o m a2
dk = g d ki
i=1
O integrando Ig(p,k,m,M,c) estid associado a um grafico
G por meio da ccrrespondancia
£ A+ M
iinha de fermion: ——>» E=> Propagador: i '“}"
ol -
§E-Mi4ie (L2 4M7)
2 .
linha de boson: ~~deew S Frcpageador: =
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vértice:

He

onde £ = ¥ A integral (II-3) & em geral divergente, O grau de

divergéncia superficial de um grafico proprio vy sendo dado por

2 ¥ ¥ (TT-4)

F = numero de linhas externas de fermion em Yy,
B = nmero de linhas externas de boson em Yy ¢
O processc de remogao destas singularidades gue iremos

adotar consiste na aplicagZo de um esguema de renormalizagao com

-

operadores de Taylor em torno de p=0=M, pertencente 2 familie de
esquemas "soft" descritos no capitulo I. Existe, pordm, um parti-

cular grafico Yg logaritmicamente divergente ,

FIG. 4

Fh

cujo termo de subtragac diverge no in ra-vermelho para p=0=M. Este

problema sera contornado definindo o integrando subtraldo de

j]

est

(5]

)

f

um grafico proépric G por melo da £ormula da flo
- AL¥) {(TI-5)
d(v)

com ouperadores dc subtragao T,

tais gue
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E) operador de Taylor de ordem d(y) nos momentos exter
nos pY e na massa M' das linhas internas de fermion
aly) _ | _ y
Y do grafico vy, em tornoc de pi=0=M", se y%yo;

ii) operador de Taylor de ordem d{y) em pY)em torno de

H

k pY=O e MY=u se v = Yo

(ITI-6)

O bperador SG, alén de colocar as expressoes as guais es
ta aplicado em termos das variaveis do grafico G, faz a substitui-
gac u> M.

E interessante notar que a possibilidade de fazer subtra
goes num valor nulo da massa do fermion sem gerar divergencias in-
fra-vermelhas,decorre do fato que a massa m do boson nao & afetada
pela atuacao dos operadores de Taylor. Isto nos faz supor gue em
teorias envolvendo mais de uma espécie de campo, & possivel tomar
uma das massas como "soft" e fazer subtragoes em torno de zerc,
tratando as demais como massas duras . Os graficos com graun de
divergéncia nao negativo gue irdc exigir um cuidado especial serao
entao aqueles formados por um circuitc fechado de linhas com mas-
sas "soft" sem nenhuma linka interna com massa dura. Esta situa-
cao @ ilustrada pelo grafico Y, da Fig.4, e 2 andloga ao que 0OCor-
re na ref.{(2l); na realidade, a prova de convergéncia no ultra-vio

-

leta e no infra-vermelho do esquema descrito por {II-3) e {II-§) &
£al
a

L

uma adaptacac diret da prova da ref.{2l), e por isso nao

U]
1
[§1RY

vl

£
=
s
0

dada agui. ©No Apéndice (II-A)} sao dados dois exemplos — MOStr:
de que maneira as possiveis divergéncias infra-vermelhas associa-
das a um grificc sao canceladaz pela combinacac de subiracoes.

)

Como consegquéneia da definicac (II-6) de 1o , obtemos

b

=
¢
o7
|,_4'
w
t
£
e
'U.
0]

as seguintes condigSes de normalizacac para as fun-

«(
Ot
(]
r
ol
[
<t
(o
[}
¢t
}..‘
]
1]




25

rl’(&,o) peo = o 3 (TI-7)
M=o
> '(a,0 ) (TI~8)
?M P ?:O = -t J
M=0

2.0\
o e °) = L Y (II~-9)

QP“LO
75%; ﬁfﬁf'hén

(II-10C)

P:O:Cf < ~<{2j B(TJ,M
Moo

r‘l’(qzo) . O .

[}
o

i

(II-311}

Xy
1

onde p1 (2N/L)

denota a contribuicd@o para a fungdo de vértice corres
pondente, originada de graficos gue nao conten Y, Como um sub~grafi

co. Com veremos, guando M -+ { as relagoes acima tornam-se as cond

coes de normalizag3c para a teoria com a massa do fermion nula.

clarc também, que m e M nac sao as massas fisicas do boson e do fer

mion, entretantc, devido & condicao de normalizagao (II-7) a massa
- . T ~ . - - x = -
fisica do fermion é nula para M=0. Para M#Q, a massa fisica do fer

mion pode ser ajustada introduvzindo na Lagrangeana efetiva um  con-
traterme proporcicnal ao produtc normal NiLyw© (x).
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II-2) IDENTIDADES DE WARD E EQUACOES DE MOVIMENTO

As identidades de Ward para as correntes vetorial e ve-

tor-axial podem ser deduzidas da maneira usual. Seja

N N L
X = WY&OT P T P3Ly,
L= 4= R=1
A equagac de movimento da funcao de Green
<olTX o>

€ deduzida notando que um dos campos em X p.ex. v{x,), pode es-

tar ligado diretamente a um outro campo E(xj) de X, ou a um vérti

ce de interacao:

X.,{ L n 3 él. xd- X, EA EN 3‘1 N x;_ Ko ‘a',.g 3_1 3{.
@
PIG. 5
de modo que ‘
L
Ry
X
N ‘ AR
\ — 5" 2;__,, / T T 7
i ; /
/ { 3
/ ¢/
1 x ,{ . X 3
; >4<=Z N 3'1‘ 5‘.. 1 g 31. i-
\
&

!
b~
s}
<
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ou
N e
(LB -M)<oITEloy = (2 é[x,-g‘;)<om‘}§§_to>(-ﬁ“
! 4= f)
g <olT N, [ x5y 2 PYICI Xy fo>,
(II-12)

onde X % significa X com o campo cujo argumento & x suprimido. U-

sando o mesmo procedimento para o campc escalar, encontramos

FIG. 7

gue significa:

L
(35 + )<l TOBIT 10> = wi 2 5(3-3,0<0lTXs 105
Q [~

=1 R
:; + 493 <ol NIV Y Y] X o3
(11-13)
5 Para encontrar a identidade de Ward &z corrents vetorial
“Q T H 7 s s

N oipy v (¥) usamos a propriedade (I-18) ¢ escrevemcs
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NIV NGO = O N, TP(- Lﬁ‘é-’-M)'\PJCX)— ¢ N, E"%’(i-%nM}“}’} <) .

i (TI-14)

i Cada um destes termos cancela o propagador de uma das 1i

% nhas gue saem do vértice da corrente, de modo gue ficamos com

! 9:<01TN1[:PKFW]CX)X\O> = kZ_iCSCx-gk)*SCx_xk)j<c>!TXl0> .
(I1-15)

Para a corrente vetcr-axial, usamos

s

PNIFH ¥ 3VIR o & N[BT Y00 4 o N [P y5(F -y
g' LA, [MP §Syy 00

(IT~16)

e portanto,

N .
o <ol TN Y Y ¥ v R o> = -g_i‘[SCx-ka’Xi + S(x-Y,) 3;57]<0!TXID>
= R

4 20<ol TN, [MT y3eJ) Xlos

(T1~17)

Note gue os graficos gue contribuem para o Gltimo termo

do ltado direito desta equagao tem uma subrracie além do necessario

para tornd-los convergentes; isto n3o ocorreria se o operador de

subtracac fosss sempre em M=0, pois neste caso, passando M para
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fora, o grau do produto normal baixaria de uma unidade; porém, es
te procedimento nao & correto, pois para o grafico Y, 4a Fig. 4 a
massa MYOé efetivamente dura.

Este fato leva-nos a prever a ocorréncia de uma anomali
a na divergéncia da corrente axial; entretanto, comc veremos, ela
& bastante suave, no sentido gque nao impede a solubilidade do mo-
delo Ao limite M ~ 0( 7).

Para determinar a anemalia, utilizamos a identidade de
7immermann (I-19) que relaciona MN, |[yy°¢] com NZLMEYSw]. 2 dife-
renca entré estes dois produtos normais & inteiramente - devida a termos

de subtracao, de modo que eles sd diferem um do outro gquando fo-

rem vértices de um sub-grafico Yo+ Encontramos:

RN, TMP P10 = &l MN TF X549 6o+ 5900
| (II-18)

onde o termo a3?¢(x) vem da diferenca entre as subtragoes de

&bz

FIG. 8

0 coeficiente a em (II-18) & dado explicitamente por

&
ﬂ,____ 4™ el ——
@n)* e % J?Q~HM QL LE) T

A

{(IT-




30

Para obter (II-19) & necessario lembrar que o operador
8y faz a substituicao u+ M.

Usando (II-18) podemos reescrever (II-17) como
S 5
<ol TNI¥E, ¥y X o) = -%iﬁécmksz&k + 503, J<OITX IS

4+ &IMGITN Y Y3IOXI0 4 a elT 3%93)X 1o) ,

(X1-20)
e a eguacgao de movimento (II-13) do boson fica
~ 2 -
(33 + ' F)<OITP(HRISD ~ ZSC} -30<0iT Xz o)
faga R=i 3r
""3
. + -Xp)
i i3 2050052 5 G501, o T o
i+ga ’
con
&,
"Y\’X‘a:. —'—?“;E—- ¢
d-g¥/m (I1-22)
§ A eqguacac (II-21) mostra que guando M -+ 0,¢ torna-se um
campo livre, de modo gque neste limite obtemos o modelo exatamente
soluvel de Rothe e Stamatescu(7 ).




I7-3) ©LIMITE DE MASSZ2 ZERO

I1-3-1) A AUTO ENERGIA DO BOSON E O ESQUEMA DE SUBTRAGCAO

MODIFICADO

Para obter a sclucao de Rothe-Stamatescu no limite em que
a massa do fermion se anula, & necessaric utilizar um esquema com
subtracoes em torno de p=0=M. De fato, examinando o termo de inte

racdo na eguagao de movimento (II-12),

<ol TNy, [ ¥y 53, eWICOK IS

vemos gue ele recebe contribuicoes da forma

v

¥IG. ©

onde V' & um vértice da Lagrangeana de interagao. Quando aplicamos
a identidade de Ward da corrente vetor axial ac vértice V', verifi
camos que as contribuicoes distintas daguelas que sobrevivem mesmo
no limite M=0, e gue portanto sao interagoes intrinsecas do modelo,
sio graficos nos guais ao vértice V' corresponde um fator de massa

MyS. Tais graficos sao, em geral, subtraidos além do necessario.

Quando fazemos a reducao das subtragtes destes graficos, dependen-

do do esquema de rencrmalizacgac empregado, pode aparecer, entre ocu

tros, um termo gus corresponds a uma interacao guadrilinear nos

Hy

fermions. Vamos ilustrar igto por meio do grafico

(I
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B =\ 5 Rrh+h
3 ' ﬂ'bk-pﬁ,
R v? ﬁ;k ,?;
PIG. 10

gue tem um integrande subtraido proporcicnal a

(o) 5 4 ® * Xﬁﬁwui———ﬁﬁ(? B E : }
(1.3 J{[K ﬁ,ﬁ-ri—m Y (g+p+ ):)9[ o T }k'z-m“ ops I w2 )

(I1-23)

onde T(O)

& um operador de subtragao ainda nao especificade nos
momentos externos (em torno de zero) e em M, e 8 indica produte &i

retc. O fator de momento Y % em V' pode ser escritc come

5 5 s '
Y2 = ¥ {R+R)+8Y° (II-24)

e cada um destes termos pode ser usado para cortar uma das linhas

de fermion que concorrem em V'. Para cortar a iinha externa, trans

ferimeos o termo 5 ara a esquerda do operador de subtracaoc,
Py P g P ¢

baixando seu grau de uma unidade {conforme eg.(I- 17}}. Isto nos
deixa com um grZfico semelhante & Fig. 10 mas com a linha externa
em V' cortada, e um grafico no qual ao vertice V' estd associado o

5 - . -
fator MY, gue & minimamente subtralido, e gue se anula guandc M=0.
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Quando cortamos a linha de fermion interna, obtemos um termo que
& cancelado com

v ?S—h ‘PJ*’FJ.'*FB
L = >
Fr+h + R
ke
S /
f -R-k v’ fa
% FIG. lla
i e um termo de massa
1
5 s = 5
_ CH AU [ G, e IS ) L EE I o DTS ) SR S—
£ +E-M 5k - K77 (Rs Rr RY-m®
gue tem uma subtracao exira, e corresponde ao grafico
2
g
\i I 4
V)
FPIG. 1ib
com um produto normal N, MyySy¢] &m V'. Para obter grificos mini-
mamente subtraidos, devemos utilizar uma identidade de Zimmermann
relacionando N, |[MyySyel com N1£‘ ¥y°y¢]. Tomando para o operador
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de subtragac a definig¢ao (I-11), por exemplec, a diferenca entre os

dois produtos normais no caso considerado seri:

\'
‘H:Q * /
ot s L
L p“/ ' 7 “FL"O
M=
FEG. 12

gue representa um veértice tri-linear na equagéo de movimento do
fermion, e portanto uma interacao guadri-linear na Lagrangeana.
Por outro lado, se todas as subtragdes sao feitas em p=0 e M=0 en
tac, em virtude da bem conhecida propriedade dos operadores de
Taylor em torno de zero,teremos N [Myv ué] = MN1£§y5w¢}. Neste ca
$O, nao ocorre a geragdo de novas interagbes, e a anisotropia des
crita no caso geral também nioc ocorre, uma vez gue mementos exter
nos e massas"soft" sao igualmentektratados.

O esquema de renormalizagao descrito na Segao (II-~1)
nac & deste tipo por causa do grafico Yo+ Gue & subtraido com My
"dura™. Nos vamos agora mostrar como devem ser consideradas as con
tribuigoes de Yor! de modo gue o limite M » 0 da teoria tenha o
comportamentc desejado. Para simplificar a discussao deste limite
aplicamos a identidade de Ward da corrente axial a um dos vértices

de Yo i
PR

{4 ge‘: )

FIG. 13

it
H

4
i
it

i

TR L s S N




obtendo

B,(1-G

f
<

RS

R Ptk
Ptk
) o e
b: F a'le-s 3’5&”
¥” 5 .
k P+kR
P+R
- + WOWv—-
¥V 5 amys g ¥ J
{a) (b) (<)
R R
R
- + A Yo~
¥ X Rpeys R Xsa’v
N J
(c{) (e) C}e)
psk

—o,
—~TTTNN
W
%
o
g
+
0
L
VN
o SQ)
—
£
A ]
+
o A~
[}
o
b4
e’
U
3
ol
o o

M_/H- !‘-’\:}»’«J
7
(9) (&)
(IT-25}
Nas duas Gltimas linhas,M, = p.
Yo
A soma (b)+(e)+(g) d& um integrandc proporcional a
— f -
Ty oo — -2 2 AT
++R M )é"f" HEAN :;,Pf’ —;E‘i‘fé*/“'jf’:o.}f
(I1-25;
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cuja integral sobre k & absolutamente convergente e independente
de p. Lembrando gue pela definicao (II-6) devemes tomar no fi-
nal u=M, conciuimos gque a contribuicao de (II-26) & nula . As

contribuigoes de (a) e (d) cancelam-se,e (f) da3 um trago igual a

zero. O termo {c) e

5 41 S5y v L _ banmt 4 1 .
L MP, Tr{h’ Ptk -M ¥ _ﬁ} - L”; (p+RY¥*M* R -M%

(I1-27)

A integral sobre k pode desenvolver apenas divergéncias
logaritmicas quando tomamos M=0, para k=0 e k=-p, com p#l, e por=
tanto a contribuicgao de (II-27) vai a zero guando M - (0. Para
p=0, a integral tem uma divercgéencia quadratica em k=0=M, mas nes-
te caso h&d uma poténcia adicional p? garantindo que o resultado
& zero guando M - C.

Sobra entao somente a contribuigéo de (h), gue corres-

ponde & anomalia na divergéncia da corrente axial. Fazendo B =M
teremos:
P (5 4 5 E Qa1
SAMB P 2 T yS_ L Sy }—L{M 2
S R X"&—M P(iz%fvi‘l}“’
(I1-28)
Portanto, a contribulcio resultante de Yo Quando M - 0 &
— L&, . L ra i gt :
O.:—LfMP ('-3) - clSAk - 2 :_,_L.._d...-—P .
(am (R M2 ™
(TI~29)

-

Resta mostrar quec este re dc e vercdadeiro mesmo quen

ult

n
m

do y_ e um sub-grifico de wum

fie
y
2

,.l

{2

Z1cC

W

T proprio 6. Para iste, cias-
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sifiquemos as florestas U de G da seguinte maneira:

i = Wwlyeu= yny° =g

, o= {U| existe aoc menos um grafico y £ U com v yo},
e

F; = {U| existe v’ €

U tal gue y'p Yo # 4 e v' nac con

tém v 3,

onde ¢ & o conjunto vazio. N&s vamos fazer a discussao tomando i
nicialmente o limite Myo+0’ cnde Myo denota a massa dag linhas in
ternas de Yo' mantendo as massas das outras linhas de fermion di-
ferentes de zero. Vamos considerar as contribuigces para o inte-

grando subtraido R; devidas as florestas de G gque s&o do tipo F .

Para uma dada floresta U £ f, existem duas possibilida-

des:

{1} Nao ha nenhum outrc grafico v E U, v#v°, com a propriedade

o

Y > Y . Para cada floresta U, Ef; deste tipo, existe uma ou

tra floresta U, £ 7, tal que U difere de U, somente pelo
fato que Yo £ Uz. De (I-10), temos:

T IR A T o pain e 5
IG_(UJ.X = 'L-C::"CU_{_) IB’,(P ,M )""-Lxh(! JM )IB’O(J )M

cnde

U_L :{6/1}.--..,{“){0} .

Do mesmo modo,



B
i
&
e
w

Somando as contribuigoes de U1 e U para R,, encontramos

Se - - Ty S ) Loy (1 -8 S Ty

Como G £ U e Yif? Yo = #, i=1,2,...,n, o efeito dos operadores de
1

subtracao TY sobre IYO & o da identidade. Portanto, o cancelamen-

i
to ocorre como em (II-25), de modo gue somente sobrevive o termo

da anomalia {(II-29).

< o . -
(ii) v~ E U e existe ao mencs um grafico v E U tal que v 3 v

o

Seja T EU © menor gr&fico com a propriedade 13v°. Ha dois

casos a serem considerados:

a) T nac & um grafico de auto-energia do fermion —d(1}=0C. Pa
ra cada floresta deste tipo, existe uma outrz floresta

T E F, que difere de U apenas pelo fato que y© ¥ U. Te-
2

mes:

Re(u} = SG— . '(“GG SG) I. (”Cgc Sxo‘) Ié» .

Rg (DY = Sg- - (-G SO Izy =5 (-8,5)T Ly

de modo gue
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Ry W+R(D) = S -+ (-B,5) T (1 -0y Sy ) Ty - - -

v i - - .
amos estudar o efeito de | TT) sobre (1 TYOSYO)IYO Co
mo TTcoloca MTxO, o termo (¢) de (II-25) anula-se. Somando (a} +

+ (b) + (g}, obtemos

S B’v[-é'—' - ;;J& * fq(gp"‘ ;;_,‘)F;o] U

gue, integrado sobre d%k, da um resultado independente de p. Fazen

do p=0 na expressaoc acima, vemos gue este resultado & zero; os

termos (d) e (e) cancelam-se, e (f) & igual a zero. Scbra entao

socmente (h) gue & o termo da anomalia.

b) T & uma parte de auto-energia do fermion. Devido ao

N d(t) - ~ . _9 o ~
fato que T, contem a operacgao Mfﬁﬁ: a cominagao

de florestas & um pouco mais complicada gue no casc

anterior. A forma geral de T &3

PrR

FIG. 14
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onde indicamos uma atribuigao de momentos adequada. Os sub-grifi

cos proprios de T de interdsse sao

FIG. 15

As florestas de G que nao foram consideradas ainda e gue

-

podem ser combinadas com U E F |
2

sao a floresta pertencente a F
2

{ vevytyees b,

e as florestas pertencentes a F
{ ce e TAY rees 1, {....T,Yh,..}, {...,Y3,...}, {oeasy .1

A parte comum a itocdas estas florestas nac foi escrita ew

plicitamente. A soma de suas contribuicoes para Rg

]
=
(M
0
e
Iy_l
rt
fu
]
=

SG" .{(‘_CGSE) I (i - b:k‘ 3’ \] -Lé' + (i Z 5 ) '—E/ C”g,g 55;) Ig} +(i_'cbsr ) T ("_C{;\'*
-3 5 g,




41

onde T (U) denota o reduzidc de T com relagao a yo e a todos os sub

graficos de Y, © Y, gue pertencem &s florestas consideradas. A

£

parte explicitada daz Gltima expressao pode ser escrita como

_{[Izu_z&s:rn]mo:; q [LI (4-5, )T ] [a I (.5 )1 ]

Mno-q,

1
{a -{ G/E(q,M)IiCMé:o:m) Ic/g,(‘-? M) I CM&{-O— a,q)hkwo:?‘

+M{a [IC/ (a M)T( o= P ) IG/X(%)M)T (Hg—o-—f’a, ]}H cos g

Ia‘/ —i,M) 125<M6'3:O=?K3)— IG/&-‘{(?"M)I-(MJV: o= ipb—i{>+ I {‘%:‘:‘:MJ I

Pela atribui¢do de momentos na Fig. 14, vemos gue as con
tribuigdes dos guatro (ltimos termos cancelam-se aos pares no limi
te M =0, e que (l-r )T T e I s&0 independentes do mo

yo 1 © 4 yelTye! Tr/y, /, ” -

mento externo de 1. Ainda,

M 595/? (1-G,) Ty

s0 & diferente de zero para a primeira linha do lado direito da eq.

{(IX~25). Levando em conts estas observagoes ficamos con

et

,

eong}

[ ———
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~[ Tz (g=0=M) 2 g%( 2 Te)teong + M( E}M“Dr;‘] (1-T, )Ty

. p+k
-Mzitgzom){_@_[ o r f S ”
) om ' XSF M.—.o;—_c_:f_
F

Pelas razdes apresentadas apds a eq. (II-27), & contri-
buiczo do Gltimo grdfico na segunda linha & nula para M=0. Consi

deremos o primeiro termo da Gltima linha, que pode ser representa

do como

P+k

-+

oM
! P“"R'—-‘O;P’q

onde 0s pontos representam as contragbes dos sub-graficos de v, -

Escrevendo
Yip= - (Y - vk,

obtemos




M

|
X
o)
T
>

que se cancela com um termo identico da segunda linha. Os dois
termos das duas Qltimas linhas cancelam~se de maneira andloga, ago
ra aplicando a um dos vertices do grafico reduzido I- (M_ =0=p_ ),

Yo Y, Y

L
gque tem k com um dos momentos externos, a identidade

YP e = yEHK) XY

Finalmente, integrando a contribuicao resultante sobre o

momento interno de v°, obtemos para esta ccrmbinacac de florestas

S ---(~.(){I_( co-M)y /2 I- M(2 Tz) ..
G G % )+ % L 99;’( C)H:D:q_+ M z M:o:‘%_
onde a & dado por (II-29). Este & o resultado desejado.

Tendo mostradc que, para Myo ~ 0, a contribuigaoc de ¥
para o propagador do boson & dada por (II-29), podemos somar as
contribuicgoes deste tipo em todas as oxdens de g. Isto equivale a
substituir AF(x,mz) por

4 A_ () (I1-30)
[
1-9%/m
onde
2 &
e g (II-31)




que & o resultado (II-22). Feito isto, obtemos um novo conjunto
de grificos que nac contém mais y,, e gue sao feitos finitos pela
aplicacao da formula da fleoresta utilizandoc operadores de Taylor

a . . . .
tp M nos momentos externos € nas massas das linhas de fermion,
r

em torno de zero.
Como conseguéncia da eliminagdo do grafico yqo, podemos

mostrar gue as novas fungoes de Green satisfazem

- MA G 3 (I1-32)

onde AO representa a insergao "soft" dada formaimente por

i T GO d3
A, _LfNi[\}Mh S (TI-33)

Para isso, observemos que se f(p,M,k) & uma fungdo anall

tica em p=0=M,

(M gﬁ)tim £CpoM, k) :tiM (M %);(FJM,}Q) :

. - - = ~ 2N, L)

Seja agora G um grailco &a Itungao de Green G( =) nouma
= 3 (2N,L) - s = e

ordem arbitraria. M i G recebera contribuicoes da forma

- d(r) [— - e dtb‘) a ‘
Mo 2 TT (-t 7S, I W -2 I (_J%r 55)(‘“%16(“})

¢ e, Yeu

(I1-34)

onde

T (o= T To (M) -
KéUu{é—} ylos
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Quando M %ﬁ atua numa linha de fermion L, o seu efeito

[0}

essencialmente guadrar o preopagador de L, e portantc a aplicacgao
deste operador eguivale a inserir na linha um vertice bi-linear
nos fermions. Para uma dada floresta U, seja * o menor grafico de

U gque contém a linha L a qual MO estd aplicado. Como

3
&) :\ d{n) -1
+ (M 2P, M) = M JCP“,ME 2CGMMY

?)',M?l

a massa M em (II-34) pode ser fatorada, resultando

YD G
M T (-t 5. (= T M= M)
Ve g, reu b 5 (9“"1 G(U)) (
onde
ay), se Yy nao conteéem A ,

fn

ar (vy)
alyi-1, se Yy D A .
. - 3 . ~ . = P
Concluimos entao que M-y equivale a insergao de um vertl
ce bi-linear de dimensdo 1, que & o contelde das equagCes (IT-32)

e (IT-33).

W

(2N, 1)

No limite M -+ 0, QOG pode desenvolver uma divergen

cia logaritmica no infra-vermelho (o momentc externo entrando no

G(QN,L)

vertice Ao & nulo), mas permanece finita. Vértices super-—

renormalizéveis como AO tampbem ocorrem nos termos de subtragao de
28,1 -~ . 2,0 -
G( 22 pela redugao de G( /0 a2 um ponto. Neste caso, porem, CO-

O G(Z'O) 2 linearmente divergente, o vértice reduzido contam um

fator de momento (Pig.l6) gue melhore & copvergéncia no infre-ver-
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melho da integral sobre o momento interno destas linhas (ver Apén

dice A, exemplo 2).

FIG. 16

Deste modo, parece clarc que no limite em gue a massa do
fermion & nula as fungoes de Green da teoria considerada tendem pa
ra as funcoes de Green da teoria com massa do fermion nula, isto &,
neste limite, M pode ser colocada igual a zero diretamente nos in
tegrandos das amplitudes de Feynmann contribuindo para a fungao de
Green. Se a integral de Feynmann subtralda correspondente ao gri

fico G & dada por
?
J@(FJM_,M",E) ZJ(dRQGCPJM:m!JQD J
supomeos valida a troca de limites

bivn Bimm j;(ﬁﬁMvﬁlé)::ihﬂ J;(P,wcie)
Moo £-s0 €>»0o
{II~-35)

onde

]
o~
Bt
3
-
|
|
™
o
H
A
ol
Famy
R
g
)._
@~
A
L.

(XI~-36)
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e R{p,m',e) denocta o integrando subtraido na teoria com M={. Para

um grafico propric 2,

Ry(pome)=2 T (-t‘;‘f‘”) (5,0, €)

5e8. yeu (II-37)

onde tg(Y) & agora um operador de Taylor apenas nos momentos exter
nos de v em torno de pY=O, e Ik(p' ,m',e) & construldo de acordo

com as seguintes regras de Feynmann:

linha de fermion _ﬂﬁﬁﬁ_m = L _
j’.“'.a— CE ag,f'
linha de bOsSON: A~m~sA~AN~ = L

Pm®rie(@m® \ 1 - 3T

S L

-, QO = . . . .o~ aw .
O grafico vy~ & excluido, pois sua contribuigao ja 1ol SO

o .

mada em todas as ordens,tendo o efeito de modificar a massa e ©
propagador do boson {(gue, por simplicidade, continuaremcs a desig-
nar como A_(L)). A prova da convergéncia no infra-vermelho deste

filtimo esquema & dada no Apendice (II-B).




II-3-2) AS FUNCOES DE GREEN PARA M=0.

Vamos provar agora gue, ordem por ordem em ¢, as fungoes
de Green da teoria com massa zero sac as mesmas gue as do modelo
de Rothe e Stamatescu.

a) Funcao de dois pontos

A funcido de dois pontos do fermion satisfaz a equagao de

movimento

L TG (x,4) =<0l TYIV(I0> =g <ol TN, [575#, ¢ SALORZCIYID

8 (x=g) (11-38)

Os graficos contribuinde para <0§TN;E[Y5YHBU¢¢}(X}E(yXEO>
H

o~ - - s
tem,no espage de momentum,a estrutura mostrada na figura abailxo

Aplicandc a identidade de Ward da corrente vetor axial ao
vértice V, na formaz indicada apds a eg. (II-24), mas agora com M=0,

obtemos o griafico:
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FIG. 18

e portanto usando invarianca pelas transformagoes -5 encontramos:

<o}TN%[5f5gf}*3Mcp ﬂcx)\?(g)m ng N [%’AF(x—gKolT\;/(x)«"y(g);o;j ,
{(T1-39}

onde A _(x-y) = <olT@oy piplod

e o simbolo N significa gue a expressao entre os colchetes deve ser

subtraida de acordc com o Gltimo esguema descrito na segao anterior,

apbds a eq. (II~36). Substituindo (II-39) em (II-38), teremos a e-

e

Gquacao

: % X NTY el TY ()¢ §(x-3),
TEOy) = g N[ A - <ol TY Oy plev] - ) {(IT-40)

gue pode ser resolvida iterativamente. A solucao desta equagao em

n
n -
ordem g“ & dada por
- (&nd an A
e (X~Y4) - o
G C%.g) = 3 —-‘—-————-L“J’— S+ é) J (I1-41)
"‘(\,i
onds S{x-y! & o propagador de um espinor livre sem massa, satisia-




50

Fsix-y) = & (x~-y) *

i) Em ordem zero de g, a eqg. (II-40) &

5670ng) = 5Gg) > 6Ty = SG-y) -

ii) Suponhamos gue a contribuicac de ordem g2n seja dada

por (II-41). Entd3o, empregando (II-40), a contribuicao de ordem
g2n+2 satisfara:
(&n#—&) 2 ¢an)
EXS (=, ;} = 3 N[Q’AF{X-ZJG Cxlb)]
3] | dn+a an
| =y N[E2 Al e Seen]L g + N B8 o) 50
. ™! ome 2! ]
An+2 "
= VAP AV An+l h-rl
j N[@( (F' ’;)3‘) SCX_Z)] [ (0) Siyw. ;)“]
"t
{hed)!

0 4ltimo termc dc lado direitc & nulo, peols os fatores

n

AF(Ob gue sao0 representados no espago de monentd COme

1
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dao zero devido ac nosso esquema de subtra;éo (isto nac seria verdadeiro se

fizessemos subtragoes na massa do boson).

Ainda  como
e n+l . ..., VI - - . - . -
NLV(AF /in+tl} 1) 8{x~y) pode ter no maximo uma divergencia logar

-

mica, N{?F(x~yﬁ =#F (x-y), por causa da propriedade (I-17) do opera
dor Taylor.

[oe

Segue~se entao que

2 " he !
3‘6-( "”gx,},j) = 2‘? T4 %’[fi_g’_‘:‘é_) Sx-y)

(nen)! ] ’

e assim
Can+2) aovar A ey a
F - -
Copsg | SRERSCR] L gk iy
Portanto,

6(::_2') = M?{f%("ﬁ)} Six-y) - eri ~3a2,’xs 3; AF(x—g)} Sx-4),

{(I1-43)
que & a

funcao de Green de dois pontos da ref.

(7).

b) FPuncao de guatro pontos

Neste caso, temos a seguinte equacac de movimento

{J %X, G‘(?‘l)xz }Zl IKH&,) ':‘L%<D }T sté[gsbz}"-a}k ‘?\i’](xl) «_}‘/(‘/_\,cz)‘\_l_)(‘_.

; a-):%’(zi:.) (o>

_‘.ug(xi_g‘) Gl% 54,0 + S0x,-42) G Oy Ys)

ra

jo]]

0 termo de interagao com ¢ produtc normal N

Ty Syt i

a0 ()
?;/21.\ b c":-lc' TN
a Iorma

Dy
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FIc. 20

Aplicando a identidade de Ward no espaco de momentO ao

vértice V teremos agora as contribuicdes

3

‘a’; {éc‘v xa. 31
FIG. 21
de modo gue
Col TNy, [ ¥r e, P91 GOV T T 0> =
SN O BT ¢ 5 008 Y 6 5,

o
e ]
-
1
i
P
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Levando (II-45) em {(II-44) obtemos

55}(,1 G(X‘L’x-l it ’éa) =

5
= 3dN[{a’AF(xi‘xa)E;i Kaj Bl QAF(X‘_&)X*‘S@? * .?;AF(X"‘L‘L‘) ng b’; ) SACIES )31:(3-1)]

- SUxe8,)G 005 9,) + 8 (xy0y,) Gz, ) (I1~46)

A solugao desta equagao pode ser escrita imediatamente, uma vez

que ja conhecemos as fungbes de dois pontos. Ela & a funcioc de gua
- N . (7
tro pontos do modelo de Rothe-~Stamatescu :

Gl 5) = 2xp{ 4[5 o 57 37 :

(11-47)

cnde G{O)

(x1,%;;v1,¥2) & a funcao de

1
jord
ol
t
H
O

't

ontos do campo livre,
satisfazendo

2, 670 x5 5,00 = - Su-5) SCruga) 4 S04 4)S s 8 -

E evidente gus ¢ mesmo procedimentce pode ser aplicads
ra as fungoes de Grazen envolvendo wm nd o maicr de campos, de mo-

do gue a sclugac perturbativa da

1valguer ordem em ¢,
concorda com a sclugac exata.




APENDICE TI-A

EXEMPLOS DE CANCELAMENTO DE DIVERGENCIAS NO INFRA-VERMELHO

Exemplo 1: Consideremos o grafico G

P
Rvk R
Lep, Z“l\ L
Py 2-p \\P&
3 FIG. 22

gue tem os sub-graficos proprios divergentes.

!
|

B]
o
L)




A floresta {G} d& uma contribuicgao

1 1 1 (a-1)
b (k_’o") Z_mZ £2__m2

" 1o -
(-0 Sn)Io= v?pg,%xD(i—k}vbtﬁfk)

que diverge logaritmicamente na integracao sobre k. No entanto, a

-

contribuicdo da floresta {G,y%} &

{0} (0)
(¢ SO (-t S I =
PgrMe TG TG/v2 Py, My, YT,
(a-2)
5 15 §ra_oy 1 1
-y = oS (K- ySik-8) T — =

que também tem uma divergéncia logaritmica. Entretanto, combinan-

do {G} e {G,y?} obtemos ¢ integrando

11 2k.2-k? (B~3)
32_m2 (22—m2)[{k-£)2~m21

gue, integrado scbre k, nac tem divergéncia no infra-vermslho.

Exemplo 2: Seja G o grafico

T "
T =
é//?zzji“””
"y
- X

R TS PR RS
Y
o
;,r
-
o
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gue tem d(G)=0. O termc de subtracac da uma integral sobre k,

F 2 ._....._...3‘ ;-L_ n 1B —

3y
r
gue diverge no minimo logaritmicamente no infra-vermelho. O inte
grando em (A-4) & devido & floresta {G} ; combinando este integran
do com as contribuicoes de todas as demais flerestas U, tais que,

G E U, em lugar da integral (A-4) ficamos com

f 3%k -——l-—(i)n % (R{v.)) {A-5)
g X2 ¥ i=1'7 g =0=M J
onde
. g1 .
= - SRS
. (BIYi) ?
oM k=0=M | p=0=M

9Ty
0,k ,0) - kM (—)

Yl Yl M k=0=M

€, como decorréncia das propriadades dos operadores de Tavlior, =a
Gltima expressio comporta-se como k® quando k > 0, de modo gue
(a-5) & convergente. Por outro 1a§o, as integragoes sobre os mo-
mentos internos k; dos sub-grafices Y; também sic convergentes,em

virtude do acoplam=iito derivativo.
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APENDICE II-B -~ PROVA DE CONVERGENCIA

B-1) INTRODUCAO

Neste Apeéendice vaﬁos mostrar que os graficos da teoria
com massa do fermion nula, subtraidos com operadores de Taylor nos
momentos externos, sao convergentes no infra-vermelho. A prova da
convergéncia no ultra-violeta nao serd dada por ser idéntica &ague-
la do méﬁodo BPHZ usualizz).

Vamos colocar inicialmente algumas definicoes a serem u-
tilizadas no decorrer da prova.

Seja L(T) o espago das formas lineares nos momentos in-

ternos k e externos p de um grafico conexo I':
i i

‘. . P -1)
ﬁ:ZO‘L&L' "‘”Z[Gg Fé {(B-1)
J
e seja S um sub-espacco linear de L(Ff). Dado um sub-grafice ¥ L °
dizemos que vy & paralelo a S(y//S) se, para todas as linhas L £ 5,

k; £ 8., Se nenhuma linha L £y & tal gque k. £ & izemos gue y &

jor

obliguo a S{v Y 8).
Uma floresta C de T & dita completaz ccm relagac a S se
' e TP] =—=> e C ,
e se, para todo v € C, ou “(CY//8 cu ?(C)f$ S.

Seja agora Uy, ..., Uy Vi, ¥ Ul base arbiiraria de

a l»

# 0, e com o sub-espaco § sendo derad

a7

como

R =2 R,

n f’e
e Ce Cs(r') (B=2)

[t
n
“
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Rpe (3= (2240 X ()

e {B-3)
= {U e FPEU & completa com relagzo a Si,
com Yy(C}, vy ¢ T, definido recursivamente por
> S Y
(¢y = 1_ L (<D {(B-4)
& Fee) ¢ == ?5’,\ 8 i
¥l = ¥/¥ oo ¥, (B-5)
Yy (e=1,..,n) sao elementos maximais de C contidos em vy, e
o~
d4{¥. ) - _
1.5 77 se ¥ (D YS, ¥ s
&«
,jf.’ _
, Ou S
A0 (B-6)
_'_tv < 0u'i'rcv Ca3d3sSo .
1

- - d -~
O operador de subtragao tY(Y) somente 2 nac zero guando

{“ v for IPI e d(y)20.
Uma ocutra definicac que utilizaremos & a do grau inferi

or de uma funcio F(x,y)

3., Fop =k

) se para guase todo vy,

. _k
i FC?\XJ(,;_\,

== O - .
43 5 o

7

A convercéncia no infra-vermellic sera mostrada provando

* o saguinte teorema:
TEOREMZ Seda T um




59

do por (B-2)-(B-6); entao, dadc um sub-espaco arbitriario S de
L(T), temos
- B-8)
de R R wm)+da o (
Sl (PR m) v Qa Yo,

para momentos externos p nac excepcionais e m#0.

(B-8), combinado com o teorema da ref. (23), garante a
convergéncia no infra-vermelho.

Para a demonstragac do teorema s3o necessarias algumas
relagoes gue passaremos a demonstrar.

Escrevende Y como

.

2

-4
y (cY=1 (‘FE} i, 1;“:\3')

1

-

_*jf (pk)gaiu ) (B-9)

A

=1

onde £ sao mondmios independentes de grau Y(k) em p', 9y sac poli

nomios em u e v, € D & um produtc de fatores da Torma

F ,QKQ = T =
=4, - xcE ™ B-10
LL £ L{, (/ELl‘ —+ LL_' J ( }
teremos:
deg Y = Ynhx{u’m)- deg + deg ‘D“i' (B-11)
FGQPX/X"'R ~ Tﬁnugh} mduﬁ
{ ~ _ 1
d Y - . ae h T - N
deg, /o= 9o Jal +oeg, D (B-12)
; (e HE)-via
cffacg y‘t > T § o i ;O¥ VRY g~
— = N \UUQ)—LC}-’ R & cino ,.-.‘b T R
<'U-f>" & / E, V(YL ACR) ] ——34 FR YA WP t‘}. v j (B-12)

) C{(\;J i *Ch] i
dea 4+ Y o ¢ . Oy ~wlh) 4y
S J.= s .\..,se:gLLCjk - FEa i > 143
- N Simy O =y ~14)
¢ : ViRitealry | YO b e 3 N




d0y) _ ap)-»(k _
dec}upf(i— <) 7,z méw{v(k)wéfﬁug;e+<§jgnPr(.1_£) )D lr (B-15)
aery-v(R) i}
deg or D77 > deg or D

(B~16)

(B-11} e (B~12} decorrem imediatamente da definicac do grau infe-

riocr, para provar (B-13), (B-14) e

(B~15) basta usar a proprieda-

de (I-17) dos operadores de Tayler, e {B-16) & consequéncia da ho
mogeneidade de D--l

.

-1 -—
g{gguP,D —AF)av(R) | ¥ /S (B-17a)
dix)_vik)
R
_1 —
i deg . D y XS (B-17b)
deg)-vClR) -y N
é—f‘%upf““{k D 2 A et v(R)rdeg T ¥ XS (B-18)
i
Vamos provar (B-17) e (B-18).

Prova de (B-17): se v//S decompomos D como um produio,

~1 -1 _~-1
D o= D1 D2 D.—
. Y
- -1 . - I — -
onde D} e devido sos sub-grafices » C vy com 3y X &, e portantc e in
-1 . - —
dependente de u; Dz‘ e devido aos sub-craficos X ¢ v com X//8, =]
entao nao depsnde de p, pols & tais graficos estd associado
é t, Y., que coloca p=0

60



iy d-v-0- -4 o A
-y 4 -1 - B a = 3 )
{E D = %\ gtc '——T (a D } ¥ ) J a(P}Q
e
J vy 4 D-i 4 d.p-a 2 SN
Eh= “Ié' e P T ¥2L '143§u 4 A }
d —-j. Ld—\’-G.D- i
= vfjutﬁ + mim deg Sy =

o gue prova (B-l7a).

Se g')/S todos os sub-grafices » C y comparecem emn (B~
Sam . .
4} com tk( IY}’ e portanto suas contribuigoes para D independem de
P escrevemcs agora D°© como

¢ R R
onde D, provem dos sub-gr

de sua contribuicao D— & zero. Deste modo,

N

cos; como y X &, o grau inferior em u

I-f

i..J_

JUAY

_i d-v .1

Syt L odee 4 DL > deg DU . des
50T Ty v S o= 2R3

n ~ ¥
égiu.bx D" . de

EAV
e (B-17h) fica provada. Para verificar (B-18} basta lembrar gue O
resto da série de Taylor de ordam & F(v)~v (k) tem grau inferior em

p’ maior ou igual a dly)-v{kj)+l guando p 0.

n

Para provar o Lecrema, s4o importantes os sequintes lewas:
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df{y)
P t Y 0,
a} Para Y y #

alr) _
Gty Ny 2 Gl?‘gqu Y, -d) , ¥ S (B-19)
a) _
ci_e'gu -&{} 7&- > céf%%u.\/x , ¥ )f g (B=20)
4¢3)
d
=dupr JCO“ yk > degypr 7}, (B-21)

b)

dea L (1-£ )Y ¥
-—3"~LPX -t ) X;@jw\/g-q- max{d{b‘)—*i.o} LYXS (B-22)

m

{(B-19) provada usando {B-17a) em {(B-14),
(B~20) & provada usando (B-17b) em (B-14),

(B-21) & provada usando (B-16) em (B~13),

# (B-22) & provada usando (B~18) em (B-15).
_ 207

deg, 5 7y > AWl M@ , F/S = & Yy kO (B-23)

dea v N M(¥) ¥ X o4

——'31—[. ! }, > - - 3 7 S (B— }

~ onde

% M) = A x zz: (N© de circultos independentes de
! red _ \
I ALEY 3 (C))

2 S
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>

v
o

’ se M(Y)

>* gignifica

fl
o

=, se M(y)

2
LEMA.Z3{ 0}= Seja A um maximal de C contido em ¥

a(r)
a) Se tb Yy # 0

) x S
_c_\ggusajc} 7’) S - M@ 2 =M (B-25)
& (A} —
c_‘_zguf,r Sé, %)\ 7/}\ > 4+ 1 - MC2) , PN (B-26)
b)
A
+ a -
ci@guPb,Sr(.L.-\,A ) ); 2 m x{d(?\)*— 1,0} M),
AxXs ¥ s (B-27)
2 prova dos Lemas 2 e 3 & por indugdo matematica. Inici

almente devemos provar (B-23) e (B~24) para vy £ C minimal. Admi-
tindo entdo, como hipdtese de inducao, que o Lema 2 vale para to-
dos os maximais de C contidos num dado v E C, devemos provar gue
os Lemas sao satisfeitos para qualguer vy £ C.

Vamos introduzir a guantidade

F(y)=z @M 2. P D
‘o { )+ve3~ oY TE} s (B-28)

onde

=in® de L ¢ v} -~ (n® de V & v+l
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PL:- %3‘“']33- AL. » PV = c_&_g%uPa- Pv

o modelo em discussao,

D - 4 D

- W 3 R

=0, Po=-d (8-29)

de modo gue

Y
r _ _ a
(¥) 405 RAYS (B-30)

onde né Z o ntmero de linhas de boson internas de y. Note que se

td(*r)

Y # 0, entao n > 0.
Y Y

B
vamos provar (B-23) e (B-24) para § minimal. Neste ca-

S0, YJ(C) = Ig'

chus')
i) B’HS ) ¥ Vb’ F= O

el.?gurr Y

y = o\_g.gu,Pa”j_'gr - rix) - M)

¥
SN c‘_v.guFK. Y, = Aly) 4+ &My - ML)

e,portanto, deq ¥ 7} > dly)+d - MOy

ii) ¥X S

d —
e Y 75, = "J—aéu_ -L%: = © y Ppara

= deg. Y, T - M) Y ¥ s




Vamos provar o Lema 3 usando a hipdtese de inducdo.

r

L

e pela hipdtese de inducgao, equacgoes (B-23) e (B-24),

d(x) 5/
cie@usk%% Y 2 AL M) LAY =M+t A/S
1{;—i(m) x -
b9, S, 5 % DT men A K
e (B-25) fica provada, pois M{vy) 2 M(x).
Prova de (B-26): Temos
&(A) dCx) —-
cj_@.guFb—Sa_%z y) 4 dlag*¢i:3't>‘ >;, , AS .
be (B-21)
4(2)

4
C-i—?gu_'[ba’ "2 )/7\ ->/ d—egU_Pa’ >/2
e da hipdtese de indugao (B-23),

d L 4 ()
4?3u?3 Sg— N 7; > a(A) + 4L - MW

55

Temos

> d_@gur,\a - d) | NA/S ., de (B-19)

> deg, b , 2 XS de (B-20)



e de (B-22),

ey . = _
‘i\—Q%u?r%u*% )Y, > 9, Y, < max a0+ Lo} R XS, YIS

Usando agora a hipOtese de inducdo, eg. (B-24), obtemos

VY. S - M) 4 mexdd@) s 40}

‘:‘)‘f%uf:k Sb'-<i - 2

que & a {B-27). Provemos agora (B-23) e (B-24) para graficos ar-

bitrarios. Designando por )‘cx os maximais de C contidos em Y, teremos:

a) Y/ S

deg, v ¥, = degupr Ty 7 deg o Spf, A

/
-

>v(¥) - M(K)-fZi_ [5(3)14- MCAd)W Z YﬁﬂX{ng)+io} M (A, )}
Ki J
AWK

= r(F)~ M)~ %S&dmhi] s {00 e} ams0n)
)x

pele Lema 3. Agora:

v + - . <7
()20 [ =LY v 2 mmaxfaln,) 4 4,0]
7 1S S Sy

S d(E) . avF T [dai]e 2 mex{dlr so]
+ S T = I AG{/T—-J—{- MO-xiG\L')‘“}-g—i{OI
- by Hs = e

» },c(}‘o
— O{(_:\ I \X > bl >
= (\, y - (=8 'Y\B 4 f_ L J\C,) -4 é df AC\’ 2t “GH -+ oy
A S *,\S ? ’

:}\_y,>_ 1
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onde
= n®de Yo < & Fais Goe A s,
v s + - O‘?\} ——_4_
Y\;:h?d‘-e 'AQ{‘:F Ta\“:;g[uc: /\d?‘s < (.,<>

Entao

T = () +2 [dOd+4] = L roax fd () + 40} =

P % XS
= d{¥) a‘ﬂg ~+ r*r\u -+ Y\?; - _Z O\C’AQ‘.)
2 S
A £-
onde usamos
Ay) = dCF) + 2 20) -
-
Agora) > Z; dON> o -
'Y\> 1(
dcu&’-

Quando valer a desigualdade, teremos de imediato I>d{y).
Quando a igualdade se verifica, entao nao haverad nenhum sub=-grafi-

LT

co maximal lac.y com Aa % S, e neste caso todos os sub—gréficos de

by} = i - -

vy tem reduzidos paralelos a 5. Se nl > 0, entac I> di{y}. 8e n“=0)
- = YooY . - aly) o e

eéntao vy T y, € Ny = ng ¥ 0,pois por hipdtese £ IY # 0. Conclui

mos entao gue

FCB'}—-t-Z-’ [Q\.A:;)"r'_L 'TZ, wwax{é:é()\q\'-‘—i,ol ~ d¥)
e 115 30 XS ;
e usandg isto em (B-30a) obtemas

deg‘“b,>3_>/d(_b’)“fd‘(b’}+i . XY USs
a (B-23).
b) ¥ XS
~ - v
0320}& YB’ = (i‘g ji’+ Aé;a ngg‘n “y T >3\=1
e ¥ > 4
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e de (B-25)

deg ykjj* - _My) (B~24)

gue & a (B-24).
Podemos agora demonstrar o seguinte Lema para o proprio

grafico T, guando T//S:

LEMA 4 - Seja o graficol' como no Tecorema, com 1 //8. Entac

deg, Vo > ~M(M , TS, (B-31)

PROVA: Definamos o graficoA , obtide de T(C) reduzindo todas as

= o N T T
B ~.=U_ {1 }+P_ {p" ) con

linhas 1L d&e 5 -
L "L 5s

com momento 4

o))
i1}

orma

P (') #0

o

um ponto: a

Al

a gue resulte um Gnico vértice de

ge

"t

todas as

G

ontr

v

¢oes & necessario gue & distribuicao dos me
r : ~ . . . -

menteos p seja nao excepcional., Designemcs por VO o ver-

tice especial de A resultante desta contracac. Temos en-

tao

i

; S } ol
R i A
< O

> (A) 2 MR 4 2 éﬁﬁuigpﬁi Y
E;(GC be;
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pela definigao de r{A), (B-28}.

Para um dadc sub-grafico Yo maximal de T contido em C

e

podem ocorrer duas possiblilidades:

i) O wvértice reduzido V%YG)Q WA), isto &, V(Ya} foi ab

sorvido em V. Temos que considerar duas possibilidades:

ia) Y, // S

De (B-25)

deg, Sndy Yy, 2 - M) (8-33)

ib) v, X S

-{:d(h’d)
i - LI d
‘éiz‘éuvgrﬁ T, y\axd = é-a%u, Sr’( $u ) ‘?z’q
_ d (Bx) /s
Zmin{dege Saly 5 S8 S0y S

e de {B-24) e {B-25)

S
()
[y
N
oy
¢
v
N\
!
-
A
—
EJ
1
98
fta-

ii} V(YG}EU(A), V{Ya}#vo. Neste caso, », £ S, poiz p.
Yy oy
depende somente de u. Novamente ha duas possibilidades:
. ~ I/
iia) e S
YO" - a = P P
P nao depende d2 p e portanto
A(E, D
dea S / = ; e ! < e
- sy Ferd) i NS
2w Y0P Yr o “eq oon Sp 4y = deg. oo C -
lcd\75; e A o dwrt P ¥ /¥
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por (B-26), como t?a(\"a’ Yy, #0,dlr,)Z 0e

Yo
IR ¢
ciggusp»]b,q\f&g mox {A(¥,) + L0} - MCP) (B-35)
iibj §;.X S
g acﬁa)
c—’\»—eﬂushﬁa’d\/x = egu,pns (1= u JYB:(

2 wan A0+ bo] - M)

{(B-36)
por (B-27). De (B-33) ~ (B-36}, concluimos gue

‘ f 3 5-37

é'eau %nxb’ Yb",{ >/‘“M(K°‘>: \/(K"‘) ? v/{A' ( )
é—ea’d. bf" j;gdy&* >/" Mfg—a{) ‘*’m‘ﬁ'x’!’\dib;‘)"rito} ; V(Xd)é(ﬁ/()\), (5—38)

V) 4 Ve
Usando (3-37) e (B-38), reescrevemos (B~32;) comc
.‘iegu' \f/,"; >/ - M(F)"t- Y'(/\) % \ﬂnax}o) o LB ) L \r (B—39)
Cg(,"'
V{&;)e'lj(.f\}

peis, por censtrucao do f,
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M) = M(A) + 2 MO & 2 M%) -
‘ V() €T V(e TCw)

V(&) + Vo

Por outro lado,

A = &y o S VR sy oV (B-40)

onde V' & o nimero de vértices reduzides em &, istc &,vértices que

™
i

resultam da contragao de um maximal de contido em C a um ponto.
Dal, introduzindo

-
-

= V- 1
Vi= v'- 1

e usando

— Ve

& VeI
&“ﬂfa\ - Z—— \Y {’_VL')
Ve U™
onde vF(E)(Vi) e

o numerc de linhas internas de A com exiremidade
no vértice V_,




2“(/’\\ o= é—— VF (\"fo} + vV

= %VF(VQ) wVg(Ve)

na

Ve Ty
Vc_. "-ri-' VO
Vc_' = V(KL')

Agora,

)

Vp{:v{:{o{) :"J;Vo
VX eV cn)

pois T

a1

8{-\/0} + Z

|

wmaaago)dCL)+i} = Z::

§

4
o) = SR - =V
oL

Vx.'-',é Vo
Ve U

>

Vee V()
V,__"?!‘ Vn
Ve Ve

[ v (Vo) e (V) - 1]

2oV (V) e (V)] - gy

n
o

EICANEY
V¥ # Ve
A¥N+ 1o

) q i . r
= e _i..—f-g__-a_qd_)i:(\;d}:} ,
Va=v¥) =Y,
d£§a¢)'i‘i>0

v (V) -

{ - —
[-E_—VF(VCB + VB(VL’)] -V -V
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(B-41)

{(B~42)
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Portante, usando (B-41) & (B-42} obtemcs

v {A) o ) S A'A
+ ngm) mexfo, dlf)ed] = L0080 Ly )

Vo € V(A)

[E—

Z_. [ __JL_.\JF(VL') +U5(VL')-i] + Z_ [-—a‘—,d\)F(V£)+UB(\I")—A]

Ve e Tn) < Ve € (A
' Ve Vo TR
Vi nos e.'ve,dué:'do AL )J‘—iéo

+ 2—: [ i+ vB(v;)] > O
Vo e V)
Vo =V{§ )+,
i d(¥)+1v0
(B~43)

O resultado (B-43) combirade com (B-239) prova o Lema 4.

Mostremos finalmente gue RF satisfaz o teorema. De (B-3},

temos
d(m\ N
deg, Rol@) = deg, (t- %, )7, (O
CASO I: T\ 5
47
. . N NSO
deq, R, (€Y 2 mim {dea, Y, deg, £, )}
e, de (B-2(}) & (B-24) cbtemos imadiatamente




74
CASO II: T // S
a(m
-O—@%'u- Rpled > W“‘“‘io—\%ﬁuyn ) é?gu_%n yﬂ}
€, por (B-19), (B-23) e o Lema 4, (B-31) concluimos que
éfgu_RpCc) 2 oMMy + 4 , il s
‘ (B~-45)

Usando (B-44), (B-45) e o resultado
& a 2’ if\/l(.rl) 3

obtemos

éf'g‘u_RPCC)_l- QQ >0 c.qg.d.

€ pelo teorema da ref. (23) a integral
2
ja\ k R(p,R,m)

converge no infra-vermelho.

e R T AR




75

CAPITULO III - PERTUREACEO EM TORNO DA TECRIA NACQ LIVRE

III-1) O MODELO NAC PERTURBADO

0 modelo exatamente solivel discutide por Rothe e Stama-

(7

tescu & descrito pela Lagrangeana

gg qudg 15 I 1 et Iy vl D (I11-1)
=3 Y’4—§7Qu?9 ‘P"z“*“ i *‘}“VX ¥y -

. .. . A - L
e, como mostrado no Capiltulo anterior, ele pode ser obtido comoc o©
limite de massa zero da expanszo perturbativa em g, de um modelo
com fermions massivos. As eguagoes de movimento clissicas satis-

feitas pelos campos sao:
i ) {III—Q)
(Y

gs V00 (I11~-3)

. ! - . . - 1
onde st(x) e a corrente vetor-axial, dada formalmente por

jsgx)::«y RS AC DN (I11-4}

A Lagrangeana {(III-1) e invariante pelas "transfornacoes

<
X
e
f
J
&
2
[an
*
Ly
—
-
jaae]
by
|
wn
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da a esta simetria, jg(x}, & formalmente conservada e o lado direi

to da eg. (III-3) & zero. Desta maneira, a solugao da eguagao

classica {III-2) pode ser escrita em termos de campos livres como

e“:3 5543(,)% (=3, {ITI-6)
onde wo satisfaz
Y =0 . (ITI-7)
i‘ 2 solugao (III-6) ndc & bem definida como um cperador

quantizado, como podemos ver considerando sua decomposicao em par-

tes de criacao (+) e aniguilacao {-):

£ - +ex) ]
L —e¥Sereo gy ey - g (PO €T
AR Mol € e > (III-8)
&E—>0

com g»0. Usando a relagac de comutagac

b [“?—CX),L?J'(:Q] = b (x-9) (ITI-9)
com
- A a . Y
L= —;‘5; Ko(m(—x + (M ¥o) ) (I1r-190)

vemos que a Glitima exponencial em (III-8) tende & zero ﬁwan&c &,

. Para eliviinac Ssle Ta}'Oi" deg {m\w‘os Um Cam,:o enormali zade coug




. 2 ~Eg YT P - €g¥°@ex) Ti__fg_’ram),k?fuﬂ
‘Q';'m Z\{J (G) e ‘\*/D (X) e e
3o
5
~La ¥ TPx)
= . € ¢ s (%)
(ITI-11)
-com
%a'ﬂ_(é)
() — .
Z,\,{, © (I11-12)

Uma outra expressao formal a ser analisada & o produto
de campos num mesmo ponto na definigéo da corrente  vetor axial,
(ITI-4). Na ref. (7) & utilizada uma definigdoc para 3% (x) gue
produz a anomalia calculada em perturbacac no Capitulo II. Entre-
tanteo, como foi mostrado » © efeito desta anomalia pode ser facil-
mente absorvido em renormalizactes  da funcao de onda e da massa do
boson gue continua livre. Fm vista disto, e por simplicidade, wva-

mos definir (formalmente) uma corrente covariante por meio da ex-—

pressao

Kt €

~igxs V433,008
Vsto = b o prgs ¢ %"’5 V

Y

{I11-13)

onde introduzimos uma notacdc simb3lica a ser adotada no gue se se

gue: Y; significa que a matriz v5& aplicada imediatanente 3 e

0
o
&

o]

da de ¥{x}). A corrente (III-13) & invariante pelas “transfoamacies

-y 5" locais que mantém J;y,invariaﬁte:
_’_



—tg XS‘X-OO
V) —» 2 (),

(‘F(x} — kf(%) + X O

A

onde y(x) & um campo escalar livre rlissico de massa m. Usando

(III-11), escrevemos uma definicac ~lgorosa para corrente como

x+ &
o caglomee  -iaglerm -4yt ( de7a,0ce)
o = i {F 000 WP L s T 38 ) A€ 908, b
S }L 5 D } ’
F5 g7 Lol Y (x+8) ﬁ(’o("”wj T (I1I-1l4a)
onde
Lol Feioy - A ¥ x-9) '
ATE g™ (x5 (III-14Db)

Da {III-}4a) encontramos

|° 8 C_X) — - '—6 \ oM 85 .
és - . ie O b’ ’\}jo - (7{) 2
gue & um operador finito e censervado:
{TII-1¢)

Portanto, a sclucao do modelo guantizada, renormalizada,

El

e
B
_.Lgo (.P(_X,
I{/(x\ — . . '\.‘./' 2V
= & N
{(TTI-17)
com
N e SN
L; .J..\_-ﬂc"j\{’\'L.Y\_; == .



Tendo mostrado gue ¢ € um campo livre, podemos reescre-~

ver a equacao de movimento formal (III-2) de maneira mais rigoro-

n

I-.J

ado direito de (IIT-2)

{

sa, expressandc o produto de cperadcres no
na forma de um limite simétricc. Separando ¢ em suas partes de

criagao e aniquilacao, teremos:
R R S EML XL ORI R )

= 35/“. BS%Q'M ﬂau“?(x-ve}\\%x} + SN 9}‘{?(‘#-6)}
& -ro !

v Qien (WO 2, @i E)
TAE S eser a ]

s 1 ‘ ~ - ~ {
equryt L [BugTee o)
(I1I-19)
Escrevendo
. Bin-
-cagE’&P*Cx) R AR e
)= e e

e usando as relacces de comutacac &o campo escalar, verificamos
gue os dois Tltimos termos do lado direito de (IIT-19} cancelam-se
de modo gue

: S-S o L5 0 (e e Y oW (- €
0 P A B e el

ApOs obter o operadoer soiuc2o do modelo, com o objetivo
de introduzir mais adiante uma interacac zob 3 forma de um termo

e -
3 - =, - - . o) LI - - - [ SR - L T R A - 34
e massa, vamos definiy agora o produre normel Nipyl () como um i
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mite a curtas distincias do produto formal dos campos. De (III-17)

encontramos

_éggf(?u+e}ﬂ?uﬁ

VeIV = E;Ee): e . {;@uuﬁe)%@) Ly <ol xee) VY, <l °>}

A _ac%xswcﬂ _
=Z, e sV e e ) L

(ITI-21)

com a contribuicac de V.E.V. sendo eliminada guando calculamos o

traco correspondente. Definimos entao o produto normal bi-linear

como

NIPW]Ix) — & 2 P x+e) W)

o VW

_ac%a’%m -
- S REI I RS -

(I11-22)

Embora seja a forma mais simples de perturbagao a ser in-
troduzida no modelc, © bi-linear (ITII-22) tem uma caracteristica in
teressante que nao & comum a todos os produtos normais da forma
N[{ET@)H}(X), onde T & um elemento da algebra gerada pelas matrizes

% reom

- . s > O . 0 g k] LT
bi-dimensionais {%,v ,y'}. Especificamente, a dimensao de N@¥:(x),

&

alNA)

d = L +

:{

i
:%':.
hid
5

iR T e

e o R

A
3
i




tem uma parte anomala gue depende da constante de acoplamento, e

isto nos permite variar ¢ "grau de renormalizabilidade” da intera

cao, considerando diferentes valores de g. Esta propriedade nac
ocorre, por exemplo, para © guadri-linear Ni(ﬁm}zj{x). Para ver

isto, consideremos

Lim {NLIVIx+ NTIVI) =
&0
&teo '

5
Laig e, Q) -2ig ¥, 900 _ |
= 4m g L e : .'\%}%((x-;e)wo{b(xfe)::WOP\X)%A(X) :

&0 :
¢

5
_ -ac%xfp?6x+e) -26%\6’(,3‘*?(%) _ _ w s
= om e (e :{:\Yg(%p\}’%wﬂ: (x)+\8,/\cx}\§’%<£x+e>:%f o, +

&0

(;"40 L

N \i)%(“e)\?oc’u)‘ Yo Mopt () Mgl €3, () Mo, 3 \}}eac(ﬁé)} )

(TI1-24)

onde as contractes entre fermions livres sao dadas por (III-14bj:

! WOCX3WGQX+€) = ' _¢ .
' ! [ aW ée"_g'rlé_c

) . . . -~ .
Vamos calcular expllcitamente a contribuicao devida 20
0ltimo termo entre chaves em (III-24). Multiplicandc por 2

teremos:
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—*ig(&;s@cz*é)+kf; Pix))

1 (fe)ey (8.6« -
F-a 6'2' aT ed.
- &g ¥%e 2P0
= =4 T\'{ig re . e :}
8 i € e*

-iQ Tr{ if Eef: [1 - acgb'sea‘e(x)-sz{: (e .Q?Cx))d: +]}
LRl

(Tx1-25)

Introduzimos agora O vetor Eu' dual de Eu' COomo

~ ¥ ~ R 2
ﬁéb‘-—'év . e!-"-éu : 3LAL’
~ &= -
eol =
(II1-26)

onde guvé o tensor antisimétrico de segunda ordem; tomande a media
de (III-25) sobre *e, *£, cbtemos
. — _ — - -
A £ { %{5 (z+e)\}g€(y}\¥0> (x)\\éi:u-e) +‘{’Dp(x+éj \}'OP(x}“?Q}(x}\E’Oq(Xﬁ— e}?
& € =20 { '
~ S —— | A [ S | 3 _—
e >»oO
A -~ g
4 3 é“ép é“e"' 2 o W % -3 (pw}’-
= e— e = e C
&ﬂ*[é"‘ E-L]"LP”% T A

(1z-27
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Procedendo de maneira andloga com os demais termos do
lado direito de (III-24), somos levados a definir o produto nor-

mal 4-Ilinear como

NC(F¥Ioo =
— = 9 .3 5 %A . "
= '.\(“'K._,Wo)?CX) -t--—i_,—-'i"i/or ¥ 2 (%) B \P(x) + Z;-F:‘ 0.9 2 P o)
{(I11~28)

e vemos que a dimensaoc de cada termo de (III-28) & igual a 2, sua
dimensao canonica.

Observemos gue, como a parte andrala da dimensao {isto
&, a parte gue depende de g), & sempre positiva, interagoes cuja
dimensao candnica & maior gue 2 nao podem ser tornadas renormali-
zaveis por meio de uma escolha adequada dos valores de g.

Vamos finalizar esta segao com um breve comentdrio so-
bre fungoes de Green. Utilizando a solugao (III-17) juntamente

com © seguinte resultado

<X Px,) A ¥ xn)
Lt 2

{o|Tz:e oY = QXF{W%TQ'AR}LAF(XR_XL)}

(ITI-29)

podemos escrever imediatamente as funcoes de Green do fermion como

- _ 2 = .
Lo[TH0r) - VoIV, ) oYy, ) o) = ‘Q'x;pj(_"j p h/xb K:AFWR—XQ +
Reg= "R T2

5 5
L X%,
kR T

A < 5_ &8 , —_ T oo a .
S(YR*Y-E)} - 3 izZ,é_ (i‘g\g\/z AFCXRHT“E}} <o lT‘\}—OC}I) ’ HWDCXN}\%:)(Y' ). 'W"(\"N\) \V>

(IXI-30)
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(embora nao o indiguemos explicitamente, ha tré@s estados de vacuo
distintos nesta equaczo). Reconhecendo no lado direito um produ=-
to de distribuigoes no espago de posicao gue depende da constante
de acoplamento, faz sentido indagar sobre o comportamento analiti
co das funcoes de Green com O parametro g. Um resultado a ser ob
tido na préxima Secido & que as correspondentes integrais de convo

lucdo Fuclideanas s3o finitas para g°<2m.

III-2) PERTURBACAC NA MASSA

Nesta segao, serd discutido o efeito de introduzir uma
perturbacao no modelo descritc na secao anterior. NOs considera-

remos a teoria descrita pela Lagrangeana
L = dy « Fom (ITI-31)
com L_ dado por (III-1) e Lagrangeana de interagao

-acyPeeg

ﬁgm = -MNLCVYIG)=-M:e DI, G, (ITT-32)

onde M tem dimenszo de massa e € suposto convenientemente pegueno.

No tratamento perturbativo a ser apresentadc, as fungoes

de Green serao dadas pela expansao em M de

N N L
<o ] ) [:f%;rg) IthPtga} exp [ifdw & 007100

<olT exp [cgdax O] 10>

(ITII-33)

L)
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na qual escrevemos explicitamente as amplitudes de transigao vacuc
-vicuo para tornar mais clara a argumentacao que se seguira. Nova

mente, coloca-se a guestao de definir os termos individuais de uma

série @e perturbacao, e para discutir este problema procedemocs en
analogia com o caso de perturbagao em torno de uma tecria livre.
Como (ITI-33) pode ser expressa inteiramente em termos de campos
livres, o teorema de Wick e a relagdo (III-29) podem ser aplicados
para escrever todas as possiveis contragaes. Antes disto, porém,
& conveniente utilizar a seguinte decomposigac para eliminar as ma
trizes vy° das exponenciais:

5, LAY LAY

ay? Y Ry N . \
LAEY (eLki e )+—J«B (e - e J -

e m..,i__
oK

(I1I-34)

A cada termo da expans3o de (III-33) faremos corresponder um COn-
junto de graficos obtidos pelas contragoes dos campos. As contra-

coes com ordenacao temporal entre dois campos exponenciais, dadas

por
APG) Radfixa) 2 Q) Paiu) A Py B O =%1)
e e =<olT:e e o> = e
A |
3 (ITI-35)
serio chamadas linhas de bosons. Se G pertence a um dos conjuntos

mencionados, e V_ e V. E V(G), de (III-29) vemos gue existe uma €

-

somente uma linha L_, . E L(G) cue & da forma (III-~35). Distingul
CLkA ot

do os vertices externos dos vértices de interaczo, vemos que ha 6

)

i

tipos de linhas de boson distiptas, e as regras de Feynman no espz

co de posigdo ficam:
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. &= vartice externo
é X <=2 vértice de interacio
N O &5 S exp [—jdAF(X—g)]
x 3
&
+(') P W N WY '(.*') @ QXP£+3 ﬁF(Xig)]
x &
o,
+ () e Aply = expf~ag A, (x-4)]
* F
K3
(=) s (H) = exp[+2g A_(X-4)]
¢ * &
4t A (=
+6) X—mm e m -~ x4 () ey QXP[— 3 ‘F(~-}E
= b2}
- !
< == S (y_z) (ITI-36)
. = 5

onde os sinais + e - decorrem da decomposigao (ITI~34) aplicada 3s
exponencials correspcondentes aos vértices. (As linhas onduladas
em (III-36} nac devem ser confundidas com as utilizadas nos Capitu

los anteriores).

s

ums contribuicic em

A titulo de ilustracdo apresentamos
2,0)

{x,v):

= {
segunda ordem de M para a funcao de Green G

3
r—‘:
o
£
L
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gque corresponde a

X _ _ B _
EONE M;"(;;,) [ o <OIT e %00 od<0 T, () )] 05 <o TH L) R (P o>
2 =] N

+igex)  ~cgPly) ~2gW)  +acg ‘P(x_;)'
LolT:e ::e3 e e ${0>

guando aplicamos ao fator na segunda linha o resultado (III-29).
Quando tentamos analisar as singularidades dos graficos
construldos de acordo com as regras (III-36), empregando © teorema

de contagem de poténcias de Weinberg(IS)

, encontramos duas dificul
dades. Em primeiro lugar, as transformadas de Fourier dos propaga
dores (III-35) n3o sao conhecidas guando a massa do boson & dife-
rente de zerc. Em segundo lugar, a majoracac das integrais de con
volugdo com métrica de Minkowski por integrais com métrica Euclide

(16)

ana, utilizada por Zimmermann para justificar o uso do teorema
de Weinberg, ndo & aplicivel & teoria considerada; esta majoracao
depende essencialmente do fato gue as linhas dos graficos corres-
rondam a propagadores livres. No gue se segus, discutirenos as fungoes Buclidea
nas. As fungoes de Green Euclideanas sao obtidas formalmente
das fungOes de Green no espago de Minkowski fazendo uma rotacao de

1/2 nas componentes temporais dos momentos e uma de -1/2 nos tem—

pos ., Definimos entao as variaveis Euclideanas Xq: Pyr Ky pOT
R,::ﬁfﬁ 7 Ro = Lk& (ITI-37)

Ko = =Xy (III-38)




8e

Vamos introduzir inicialmente os propagadores Euclidea-

-

nos. O propagador de Feynman do boson livre de massa m é

’:hlxp b _;hoXo .
A (x)_-.J _"‘_E_‘_d e ak, e e
k‘;’}_b\a‘-—m&'—% CE
- {ITI-39)

Por (III-37}) e {(IXI-38) obtemos

; 3 A - 1
*)=| 2B o fam e S
AE . ) ( (aﬂ’)d =3 k?+ MQ
-w -
pUs)
ey R
—y(M QL i ” l.__u.'..i'._—-— = __jl'-———-K (Y‘no)
(am)® Sl L
— o0
(IT11-40)
onde
Yo
P = O
2 A IT-41
R, = R+ R (£T1-41)
Ay (x) satisfaz a equagao
2
(DE—WA)AEC%X =— &G (ITT-42)
2 £
3
D hay 2 F)
€ X P
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A_(p) = Frve (IT1-43)

Para o propagador de um fermion livre com massa M,

oMl €

(R 7 _cRex,
SF("‘):L( ci?; e (Q HQ-PM aga

- - o0

obtemos pelo mesmo procedimento

e Q¢X
S0 = ' AR, et 8o Ra- TR+ M
(:ﬂr S M

-0

Fazendo na ultima integral k«»r-k , e considerando © novo
2 2

par de matrizes vy:

Y,=<¥% , % =% {K;,X}}:—&&‘; , Cg=42

(II1-44)

teremos
th%g-’-l‘:aix& -
g 60 _(( ELEIN Ae +M (IT1-45)

— J
Tlam* B o M2
onde
P <

Ro= ¥R, VR, Re= -k (III-46)

De (III-45}, concluimos gue




(_.{_, E-"-M}SECY-) = S.ZQX) (ITI-47)

e gue, no espacgo dos momentos,

gE(P): —FE+M L

{T1I-48)
P +m*t vFE-I' M

Para obter as fungoes de Green Euclideanas na teoria coOm
perturbacac na massa, comecamos a modificar as regras de Feynman
(I111I-36), substituindo os propagadores livres pelas corresponden-
tes funcoes Euclideanas. Feitas estas modificacoes, observamos i-
nicialmente a possibilidade de ocorrerem divergéncias infra-verme-
ihas, uma vez gue o fermion tem massa nula. Esta conclusao pode
ser obtida da Fig. 25, apds as seguintes consideragaes. Para p- <=,
Ko(mp} tende a zero como

Q—Yﬂf

Ko(‘rn(:} ~ ____._—f‘/& ) (ITI-49)

de modo qgue ©s propagadores Euclideanos das linhas exponenciais no

espago de posicao,E(p}, tendem a {(m):l. Por outro lado, para p-o

& ae%z' >
™ u-__é_ Lo BRI : (v =
KO( (3)" Y %( } + O * )

H

(IIT-50)

onde v & a constante de Euler. Escrevendo entac a identidade

- 2
vemcs gue as possiveis singularidades de G(p}zG((x?+x2) ) ocorrem
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em p=0, e de (III-36) e (III-50) estas singularidades sao integra-
vels para

_8__..4__{_

1T - (ITI-52)

Quando esta condicao & satisfeita, G(p) & integravel em
gualguer regiao finita e G{p) > 0 qguando p»>= , e portanto, a sua
transformada G{p) existe, como uma funcao ordinadria. De (III-51)
vemos entao que E(p) contém uma distribuicao &2 (p).

Usando este fato, vamos mostrar que o grafico da Fig.25

tem uma divergéncia no infra-vermelho. No hiperplanc

a

(% —% )% y oo
(xy - ‘3)‘;‘ > 00
(x&_x)i > o0
(Xa-4)% > <0

sua contribuicao pode ser representada como

peR




que eguivale a

&k F Y
j (Rt ?i)("@g:) ) (T1-53)

e esta integral diverge linearmente para ki* 0.

Para evitar que singularidades deste tipo possam ocorrer,
separémos da interacao LM dada por (III-32) um termo —M:ﬁowoz e
fazemos uma reSOmagéo, de modo que este termo seja incorporado a
Lagrangeana nao perturbada. Por este procedimento, os propagadores
de fermion adquirem massa, e ficamos com uma interacac efetiva

5
-2 8.7 Wix) -
(x):—M(:Q & : __1_):'\1,)4'\{{)6:(_:() )

£

M{#

onde yf € um campo livre, de massa M. De agora em diante, esta se
rad a interagao a ser congiderada na férmula de Geli-Mann-Low {(III-
33), com wo csubstituido por P

Tendo eliminadc as divergéncias infra-vermelhas, o proxi
mo passo & discutir as singularidades no ultra-violeta. Nesta re-
giao dos momentos, © comportamento dos propagadores exponenciais,
cujas expressoes nao conhecemos, & determinado pelo comportamento
a curtas distancias. Podemos entao empregar (III-50) ros propaga-

dores de boson, obtendo as formas quadraticas

A
[—ca W&(Xf—‘r 7‘::)] = [C&ﬁma(o‘l} >

onde ¢ & uma constante. As transformadas de Fourier destas expres

= ~ 2 {24)
soes sao dadas por :

" ‘““*”mf



‘ (_- o) &(1.-#1) T 0L 9) ij_i*.)‘
Pi-2) (?E >
— C(a,m) -
(pey' o2 (ITI-56)

Feito isto, e levando em conta o sinal de (-) gue surge

na exponencial da férmula de Gell-Mann-Low guando passamos para a

i métrica Fuclideana, obtemos as seguintes correspondéncias, para va

lores assintdticos dos momentos Euclideanos:

. > coeficiente 1 (vértice externo)
% > coeficiente M (vértice de interacdo)
4 i
’n_l +('}. __________ - (=) &—_ﬁ C("zﬁ')m>

W

:— + () e () e C(_—w—,“m>

"
e ) =4
; 3
b ﬂ.i -'r(‘). __________ x-{»(—} = C(%,M) ____.__L_.._._._
ii 'Y\: -i’(“) WMM“(+) @ C(“-} ,'*‘n) __i
| (pg )t/
é 3 (IIT-37)
ﬂl + ) Hm— m — o x4 (=) S ) C Co‘:fI%) - 4
(PE ):1_+r>{
3
‘Y\Dz +(") )cwm?;‘-—("‘) <-—-—-> C(-d;m) ._.-..-.—._..._.i D
(p )4~ ki
F 4
——— — —
4%-+M)
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onde

o = 3"‘/7; . (II1-58)

Para evitar que seja confundida com o parametroc de per-
turbacao, designamos a massa do fermion por M'. Os nimeros n§ co
locados & esquerda em (ITII-57) sao para uso futuro.

Vamos agora aplicar contagem de poténcias na teoria con
venientemente regularizada, com o objetivo de determinar os con-
tra-termos necessarios para que as funcdes de Green sejam finitas
gquando a regularizacao & removida. Comecemos descrevende a regu-
larizacaoc a ser empregada.

O grau de divergéncia no ultra-vicleta de um grafico
propric ¥ & dado por

d(é’):g*m(ﬂ—h?—Qﬂa_%(hj_ﬂj)ﬂd(ﬂi-ﬂj)_é’a{(mi“'r\j) ;

(TII-59)

i e - .
onde os n. especificam os numeros de linhas de ¥ , de acordo com

L

a indicacao em (III-57), e os demais termos seguem a notagao con-
vencional. Colecionando os termos proporcionais a o, &{y) pode

ser reescrito come

onde V & o nimero de vértices de Y. Tomando ¢> 0, a situagao
mais divergente ccorre para b » 0. Come n_sV, secue-se que aLZ-v.

=

Portanto, graficos com V»2 sac finitos desde que g< n/b, onde n &

-
0

um determinado inteiro positive. Para os graficos com szan’

a=0. Ha somente doisz craficos deste tipo gue sao divergentes:

w0
[
{0

19]




gy

R

7N PN
(&) (o)
FIG. 27

Concluimos que para gualquer grafico y distinto dos gri-
ficos da Qltima figura , existe o > 0, tal gque, para 0<a<a, a{y) <

< 0. TIsto nos permite regularizar um grafico arbitririoc I tomando

um certo valer de ¢ para o gual todos os sub-grificos vCI' tem
grau de divergéncia negativo. Para cuidar das divergéncias de sub
-graficos como (a) e (b), adotamos uma regularizacao gualquer para
&s linhas de fermions (p.ex., regularizagao analitica).

A divergéncia associada ao grafico (b) & independente de

G, & tem uma origem clara: ela aparece guando transferimos de LM o

mo —-M:b o :
Uopo '

(el

a

8]

© gue introcuz uma singularidade na definicdc de

i
{

=

=
-
&

w}(x) em perturbacac. De fato, ; consideremos a seguinte con-

tribuicao em primeira ordem de M para a funcac de 4 pontos do fer-

[o 8

Liion

puEE
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Fazendo v - X para obter uma fungac de dois pontos com

uma insercao N|J¥] (x), encontramos

FIG. 29

O circuito de ume linha de boson € eliminado pela rencr-
malizacdo multiplicativa em (III-22), mas ainda resta o sub-grafi-
co com d=0 é&a Fig. 27(b}. 2 divergéncia associada a este grafico,
gquando removemos a regularizacao, & cancelada adicionando a Lagran
geana o contra-termo

— \1[' [ -
B(M){:cos agep: - 1) (111-60)

Apds a remocao da recularizacao, B{M) diverce locaritmicamente Co-

mo

M Trfapiom_l 4 ]
(atm)® Ch_ + MR

0 fator adicional de {(-1) & colocado para eliminar divergéncias
vindas dc denominador de (III-33).

No gue se secue, precisaremos do concelio de sub-grafi-

co generalizado: dado um grafico conexe G gue consiste dos conjun

tos de vértices V(CG) e de linhas LI(G), um sub-crafico yCG &€ dito

um sub-crafico ceneralizade de G se V(VIZV(G) e Liyy={L_, % LI
: : Pz abo

VeVt V{v):. Sedjz agora ¥ um sub-grafico gerneralizado ao umo
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§ fungac de Green G, cujas linhas de boson vem de todas as contra-
coes em

ig @ ¢ S3¢ Liqq  acg®
<ol T e%-_ . %? 3 3@ 3

g -ddgP _agg?
Peest € :s...te e R A e HPRI S = l°>
i 4 2 A2,
(I111-62)
Para o grafico ¥,
i vy 5y

’Yli :(& + P
i
L v o+ p

My = L 4 P, (IIT-63)
3 153 YZr)

qji = (_&) *‘( o )
3

Yb = Elﬁﬁ.

t:
e de (III-59),
(¥)= a - L
ALY ) m (y) Ve ~Ang -~ A 4 L; Mo+ XV (ITI-64)
onde
vi B r_j__;.‘/b_“_
‘ \f\‘ preard ‘(& _I_’/‘:.

i
i

. (ITI-65)
AQ Cve sy j“

|

L
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Introduzindo

n
VO = n9 de vertices de ¥ 4o tlpo "Mb.:’\i‘.r:
I"x

podemos escrever
(III-66)

de modo que, usando as relagoes

onde FY & o nimero de linhas externas de fermion, encontramos

A
4 s ___o(‘)l\&__ Z(&._cga_) ;
[« N

al¥)= &- —"
. ) 2
(I11-67)
com as "dimensces" dos vértices dadas por
. S, = 4+ | para vértices - MM .
N _ i’.LS,
$L=_Tﬂ4.:%_ ) para vértices :e © i™g , (III-68)
L 2 o
g;:: Laot para veértices . € .-N;“{ﬁz

A eguacgac (III-67) grau de divergencia em

perturbacces em torne

a L
. <" o
dip) = & — dim Viy) -2 (8-8)
o=
(ITI-6%)

)
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onde V(y) & o vértice obtido contraindo y a um ponto (vértice redu

zido). Usando {(III-67), vamos determinar guais sao 0s

sub-grafi-

cos generalizados divergentes no intervalo 0<o<l. Notemos inicial

mente gue se FY24' entao d{y)<0.

(i) FL =3 =V,>1 = d(ﬁ)f“i*%<o

2
=
= O

Para V,Z1 ou Vgil, d(y)<0. (Note que se V;=1

(iia) v_i:o:\fo = d(b’): i—aﬁﬁ&m\[&(iud)

Se A*F0 = A*21 = d{y)Il+a(V,-1)-V,<0.

Se A?=0,

d(z/) = i - \",A (i—-o[)

= )2 o para X vad'i' < 4L
Va
=> Com FY=2’ V0=V1=A2m0, v,22, hid os graficos divergentes

da funcao de dois pontos do fermion, come, por exemplo,

{(I1I-70)
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que & divergente para o 2

.

N |

v, v ” SERVINO DE
=1 > 3 ou >2ie V21 | . EK.LITECA £
(iii) Fk = 12> g = I el

F1G,. 31

Se V123 € imediato gue d(y)<0. Se VlZl e Vzil

diy)e -4 - At 5x_

mas nestes casos A2

o

» pois V, deve ser Iimpar. = d{y)<0.

: . oL
(iv) Fy=o =, Jdy) = &-—dﬂ.’z-_ o (&_cga_)
A=-O
Para V122 d(y)<0. Por outro lado, nao existe ¥ com

Vl=l e F_=0. Consideremos entao

(iva) \/l:o =3 O!(X) = .;f,)—"zto\al - Z_ (&mé’a_)
ot 1

Neste caso, como FX=O eV, eV, sao bi-lineares nos fer-

mions, os graficos conterao circuitos fechados formados por linhas

de fermions. Para Vp>2, dly)<0.

1) Se Vg=2, d(y)=>-aA®, e os graficos divercentes tém A%=0.

2) Se VO=1, d(Y)=~(Vz—l)—aA2+aV2<l—aA2, e ha dois sub-casos:

V, par: por causa do traco associado ao circuito, como
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ha um nimero impar de vértices, ¢ grau de divergéncia

¢ baixa de uma unidade = d{y)<0. :

V, impar:=p Azil=%>d(y)fa(vz-l}*vz+l.
Um exemplo deste caso estid na Fig. 27(b}, para o qual
V,=1; como concluiremos, este & o Unico sub-grafico generalizado

divergente com A?#0. Para Vy=3,5,..., a<o.

3 Se V=0, a@)=2-(E -V, (1-%), V,2 2 (ITI-71)
§ Para V,=2, teremos
AY) = —x A%+ ax
e nestercaso, A%=0,4. Se A’=4, d(y)<0. Para a%=0,
di¥). ax (II1-72)

Este casc, com FY:G' V=0, v,=0, V,=2, A2=0 & o grafico

da Fig. 27(a}.

Consideremos agora V,>2 en (ITT-71):

$ .
diy) = s+ (AT 2V, | > a (II1-73)
Se V, & impar, entdo A%>1 e
dr) L axe(Vo-1)y Ny < 4,
mas © grau baixa de uma unidade, por causa do trago.
Se V, & par, ha os casos:
2 .
éi A=to =5 A 24 , € de (ITI-73) com V,=4,6,....
1
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vlm"‘ s ACF) LA xV-oU -V <O

L
V, € A = d) £ a-V, <o

Finalmente, para A?=0

alx) 4 & (ITI-74)

Portanto, em resumo, os sub-graficos generalizados pos-

sivelmente divergentes no intervalo 0<a<l podem ser classificados
do seguinte mcdo:

pelo nimero de linhas externas de fermion

=« o Fi = =n72= >
(1) Fy 2: os graficos tem V=V =h°=0, V,Z2.
V,=v,=p’=0 e V, par, com excecao do

(I1) FYZO: os grificos tem V4

FIG. 32

7

com V1=V2=A2=O, VyT2, e do grafico da Fig. 27(b), gue tem leﬁ,

liminado pelo denominador

fico da figura acima € e

933

V.=V,=2°=1. 0 ¢r

!

da formula de GCell-Mann—-Low.




Quando retiramos a reqularizacao, verificamos gque para

-

9<w<%os 2nicos sub-graficos generalizados que se tornam divergen

¢

tes sao agqueles cujas linhas de fermion tinham sido regulariza-

- - 1

das, isto &, os graficos das Figquras 27 e 32; pau:a-:E-‘év(‘(’s , em
.

adicio a éstes, hi aqueles gue correspondem aos Cas0OS (ii) e (iv}.

As singuiaridades que poderiam ser induzidas pela eliminacao da

regularizacdc no grafico 27 (b) sido canceladas pelo contra-termo

(I1I-60}.

com relacdo aos grificos do taso (I}, suas contribuicoes

possivelmente divergentes d3o zero antes da remogac da regula -
¢ rizagao, por simetria. Isto ocorre porque tais graficos tem -V2

par, A%=-0 , um nimero Impar de linhas de fermion, e © seu grau

de divergéncia superficial & menor que 1, vara X < 4.

Podemos ilustrar éste cancelamento com © grafico
k
: P = x > X =P
+ F-ﬁ—k -
FIG. 33 N
S : A sua patte divergente & cancelada por
2 ! 'ﬁ—-qu ]
S d ht':' (hl)t-—x t.; = Mjﬂ?‘kg ; }1 i-x ‘ (III“?S)
£ EE 5 M? (kE) hg-'er'

gue permanece finita, mesno apbs remover a regularizagéo em & -

Portanto, nao hi divergéncias associadas a &ste tipo de graficos .

o o
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; um exemplo com g=-2+hx& mostrado
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abaixe:

FIG. 34

Pela remogdo da regularizacio, a partir dé0§=% estes gra
ficos geram singularidades gue podem ser evitadas subtraindo do in
tegrando regularizado os dois primeiros termos de uma série de Tay
lor nos momentos externos; por covarianca, a integral do tltimec
termo, antes de tirar a regularizagdo, da zero. E facil ver que
devido ao fato gque A=0, o denominador da formula de Gell-Mann-Low
(III-33) da uma contribuicdoc idéntica ao termo da primeira subtra-
cao, eliminando assim as possiveis divergéncias. Tomemos como um
€aso concreto a Fig. 34; a sub-integral regularizada que correspon

de aguele grafico, quando ele estid contido num grafico maior, pode

ser escrita no espag¢o de posicao como

1+ 4
! gt ~AGP0) AP “argor 3, Hgt0e Uy TG
S’TT dxitze e e o . o
=4

x v [ Si. SE(xiwx‘z)Q SE(X‘;_X‘%)DB Sf CXB-M,) r;\{ SE—(X({‘Xi}]§X

-

(I11-76)



"

{

onde T & a matriz v2 ou a identidade, e o fator X contém os
Xy X,
vértices externos ac sub-grafico em guestac. No espaco des momen

tos, a subtragdc do sub-grafico (contra-termo) &

2 *
—(av)gih+&ﬁF5+m)STT d&;l(mhi))
{=z41

onde I(p,k) & o integrando regularizado da Fig. 34. O contra-ter
mo no espago de posigdo €

ti ‘LZP{'X‘Q

. 3
i [ Tape anf 5t hr pyep)| T i, TloR) =
(a'ﬁ') =1 d iz1

= —ccg) SLx-%) §(xyoxy ) §(x,-%y)

(Ix1-77)

conde

ceg)= [TWaR Tlok) -

-

Quando o fator entre chaves em (III-76) & substituido pe

lo contra-termo (III-77), obtemos

—-[c(%)gdd;}ii'zz - () SX

que & idéntico a um termo proveniente do denominador de (III-33).
Portanto, os termos gque divergem guando a regularizacao & removida,
sac cancelados. Observemos que as distribuicoes delta contidas

nos propagadores de boson (ver (III-51)) dac termos gque caﬁcelam
as divergéncias de volume vindas do denominador de (III-33), nos
casos em gque as "bolhas" correspondem a sub-graficos convergentes
apds a remocido da regularizacao, com A#C. Este cancelamento nao ©
correria se a massa do boson fosse zero, nois neéste caso a funcao
de dols pontos do beson nao se anula para p— 0O , COmMO OCOrre em

(ITI3-49).
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O0s cancelamentos de singularidades, gquando a regulariza-

cdo & retirada, ocorrem também no Caso e€m gue Os Calpos exXponenci-
ais estao contraidos com Os campos exXternos ¢. Nesta situagéo, PO
rém, os cancelamentos nao se dao por meio do denominador da formu-
la de Gell-Mann-Low, mas sim, entre graficos diferentes. Para ver

isto, representemos o propagador do campo pseudo-escalar livre co-

mo

et e e o 1 —— P @-_—} AE(X—y)

Considerando o caso simples de um grafico do setor de
carga zero de 22 ordem em M, contralido com dcis campos externos

$(x) e o(y}, teremos as contribuicoes

|
)
i
X

FIG. 34-a

destes grafices individualmente convergents , SOmam—sa a zeXro. m
mecanismo semelhante opera para graficos de ordens mais altas, com
wn numero maior de campos ¢ exXternos.

Podemos mostrar gque o termeos gue dariam divergencias as

sociadas & sub-grafices nao generalizados d3g zero, devido & ragu-
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larizacao dos propagadores. Para isto, vamos argumentar comec se

& estivessemos fazendo subtracdes nos momentos externos. Suponha

que G & um grafico da funcdo de Green que diverge guando tiramos

a regularizagao, representado Como

PR

V.

e gque Y & um sub-grafico que também diverge guando a regularizagac

& removida, obtido cortando a linha &e boson destacada:

// // // /
/ﬁ/é ////// / / ZZL/\\
e LS S X PHra e

L
—

¢

&
-1
o
[
N
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v nao & um sub-grafico generalizado de G, e d(G)zd{y). Os termos
de subtracao regularizados de y vém das florestas {G,y} e {y} . &

podem ser agrupados como uma soma (escrita simbolicamente)

j __j_'_ __:t__._ PY‘ h"ﬂ( av\ _9‘:’\____, I ‘\ [IG (P,h)ﬂ‘l’umgs Ao SUL;T{LQSL{;_;)] ’
L nom ! L 9?“ Sr™ g pzo=k /¥

NyM=go

ntm L dly)

(111-78)
{
Por causa da regularizacao, cada fator entre colchetes
da uma intecgral finita; ainda, como IG/ corresponde a
Y
PR
T
a integral regularizada sobre k do Gltimo fator deve ser indepen-
dente de p. Se esta integral & efetuada antes da remocac da regu-
s

i

larizagao, els da zerc, e portanto (III-78) se anula.
A situagio & mais simples guando o sub-grafico y & for-
mado cortande uma ou mais iinhas tracejadas. Neste caso, o3 ter-

mos de subtra

o)
Rt
O
o
)

-
Q
o
)

-

regularizados, dao integrais convergen

tes, estao multiplicados por I , © gual contém fatores da forma
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As integrais sobre estes circuitos dao zero, pcr causa

do comportamento a curtas distancias dos propagadores dos bosons:
e F (R _ F

-BA (%)
E -
onde F+(x) representa o propagador e , 8>0. Portanto, ©s

possiveis termos de subtragao novamente dariam zero, se a regula-
rizacdo nio & removida antes de efetuar todas as integrais. Os
sub-graficos podem também ser obtidos cortando linhas de fermions,
neste caso, se o grafice G naoc & da mesma classe gue O grafico da
Fig. 34, Y serd convergente pois d{y)=d(G)-1; se G & da mesma
classe que o grafico da Fig. 34, Y conterd linhas de fermiocn ex-
ternas e poderé ser ou nao um vértice generalizado; se ele nao for
um vértice generalizadc, ©s mesmoOs argumentos sServem para mostrar
gue suas subtragoes dariam contribuicoes nulas.

Extendendo estas consideractes para sub-graficos obti-
dos pela amputacao arbitraria de linhas em graficos generalizados,
podemos verificar que eles nac geram novas interagoes. Assim, pa-
ra que a teoria seja finita no intervalo O<p<l, & suficiente

introduzir o contra-

6]

termo (III-60). Portantc, no intervalo considerado, a teoria & r¢

normalizével. Para g=1, os propagadcres de boson desenvolvem sin-
gularidades nao integraveis, e o tratamento apresentado perde o
sentido. Para a«>l, & teoria & nao renormalizavel, pois neste ca-
so §,>2 e, 5 medida gue o nimero de vértices v, aumenta, teremos
graficos gque serao arbitrariamente divergentes apds a remogao da
regularizacao.

Vamos provar agora o resultado adiantado no final da S5e-

(3
an
Q
[l
—
b=

-1, isto &, gue as fungoes de Green Duclideanas do modelo
de Rothe-Stamatescu sio finitas para ¢®<2%., Nesta situagao, O ¢rau

de divergéncia (IIT-64) torna-se

L




-3
dx)= @wmly) - - Bng — oA +%_\/

pcis V2=VO=0 e V1=V. Agqui,

A:‘ h_ Y1 .4
= =5 5
V = rLﬁvol
v
z N
N, £ —
e portanto,
aly) 2 - 3v o+ &y
2 4
de modo que d(y)<0 implica
o 3 2 >
Yo 2 - = >
4 > ot \Y 2
e desta relagzo vemos gue para
¢ < 2 ou gF < 2%

as integrails de convolucao Euclideanas do modelo sem pe

na massa sao finitas.

110

rturbacac



{ III.3) EQUACOES DE MOVIMENTO E IDENTIDADES DE WARD

Nesta secao, serac deduzidas as equagOes de movimento e
as identidades de Ward satisfeitas pelas fungoes de Green Euclide

anas.

As fungﬁes de Green Euclideanas, na teoria perturbada,

sac dadas por

(o o (o) & (o)
?OfTZ()&xp(ji%gMCX)axE>[0>

<OITZ!D> — (o) (e} P~ (=}
{o|Texp ( g'ggeﬁﬁCx)& xe) o>
(ITI.79)
. onde
. N N L
7 T deoT dpTT 96
(=1 j=t R=4
) L
. (o) i‘: (o) ’rﬁr’ (=) T o™
: Z = T ﬁ’ Cxc)!i & ¢4 g (2) J
= (}:1 R:f
(II1.80)
com
. 5, (o)
(o) _.Lgbfx(P CX)- ‘
b (x)=: e R NCI (III.81)
T
() . acde Kg?m%x} —
7 a vx . .
: ﬁ%gﬁ =~-M(: e : - i)- ﬂ;‘fg-CXJ (III.82)
{
e ¢(0) & um campo livre, Com ¢ Gnico obietivo de deduzir as egua-

coes que se seguirac, vamos modificar correspondencia entre oS
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propagadores e as linhas dos graficos de Feynman que decorrem da

expansao de (III.79), da seguinte maneiras:

E)
exe [§h8 5 ¥ fecep)]

S
exp [égifbx/b} ¥, B’; AE(X—B}}

x.#\/-\_/ww,\}(} < :j
A S <::3 e,X? [ l{gﬂlbx A K-)(S bfs AE (x_g)]
- X $ %% g
............... Y e Ae Gx-9)
x
< ‘3_ (\.:.“‘} SE Cx_s,)
x
) {III.83)
onde sx,sy=ii. Para os graficos da expansao de (III.79), s, =-i,

para gualguer vértice V associado
ocorreri nz deducac da equagac de

mosS & exXpor:

2) Bguacao de Movimento

a uma exponencial. O caso s =i

v

movimente do fermion, gue passa

do Fermion

A fungao de Green
<o{T ¢ 2 10>

onde em Z,N'=

(I1I.84)

N~1, pode ser representada como



FIG. 37

na gual as linhas exponenciais com extremidades livres ligam o3

vértices externos entre si.

Para encontrar a eguagao de movimentc, aplicamos *i'gz
a (III.84), o gue equivale no espacgo dos momentos a multiplicar
POr EL: P sendo ¢ nmomento externo gue entra em X. Escrevendo.pé=
=LpE+XE}~§E, onde p+k € o momento através da linha de fermion, o©
termo (-kg) origina uma contribuicao gue corresponde nc espago —X

a:

)

wL<o§T[—£%E g ¢L?<x3¢c03%50>) o= 4, & . (TI7

5)

Y,

-

0 termo (EE:‘F) node ser usado para cortar a linha de fermlon cda
maneirz ustal. Observe gue ao efetuarmos este processo, resulta
uma mudanca no sinal dos expoentes das linhas onduladas associa-

das a ¥X. Escrevaendo

A b
2 +R = (g Re w1 -1 ’ (IXI.86)
e TI1.86)



114

{a) (b} (c}
FIG. 38

onde sX¥+i, e para gualguer outro vertice V, sz"i‘
Note gue, embora sejam de ordens diferentes na perturba-
X cdo, as contribuigbes devidas a Fig. 38(b) e ao termo (-} ) no la
do direito de (TIT.86) sb diferem pelo sinal. Supondo que seja
possivel um cancelamento entre termos de ordem diferentes en peir-
turbacao (o gue a rigor exigiria um estudo a respeite da conver-

géncia da série perturbativa) encontramoOs:

~i B <olToG) 210 = gb’sx"‘@w%f’o'”) h{x)7 [0>

2 - N . ACoY
245 ﬂE(O) . _ N+ . . 5 o
-Me <o[TPe)zio) +.2_7=_i(—1) <ol %,_\_;o>e ‘S’Lx*‘a‘ﬂ

O

Lembrandoe gue, por (III.S51) podemos zscrever
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t ag Ag(e)
¢ — L4 6;1(0) ;
2
Q AE’(O§
e.a = L+ G:‘_ (o) j)
(I11.88)
onde G (0) sao divergentes, e fazendo M'=M, teremos:

1,2

(-¢&_ +m)<olT P Ziod = <05T{3555“9G_(P(x)¢(><) - M G.L(O)C?(XJ}Z Jo>

N -
N+
(6] 2 Ca oI 2 oy S0y

a::i
{ITI.89)
Como o lado esqguerdo desta equacao & bem definido
¥ as singularidades no lado direito devem cancelar-se, e isto

. de fato ocorre; osg fatores divergentes gue aparecen explicitameh
te em (I¥1.89) sao necessarios, pois o produte 9 ¢(x)2(x) & sin~
gular. A titulo de ilustracao, vamos considerar a equagao de mG
vimenio da funczo &= dois campos, <0[Te(x)%(y)|0>. Em ordem ze-

£ ro de M, hi o seguinte grafico associado ac 19 termo do lado di-

reito de (III.87):

Re
("""\'x-\_\
P > < =
£ 65,4;5; ﬁ."’ kg PG

b ]
1

'
L
(bl



cujo grau de divergéncia & a.
tor Xy pode ser
ta0 gue a parte
movimento.

=G (0) 8 (x~y) na equagao de

rem graficos da forma

40

FIG.

usado para cortar a linha de fermion, e

Em ordens mais altas,
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Asgintoticamente, para ké+w , o fa

vemos en-

divergente deste grafico cancela-se com O termo

oCcoxr

cuja parte divergente & cancelada por —MG,{0)<C{T®(x)%{y}|0>.

B) Eguacao de Movimento do Boson

Notando que o contra—termo

(3%~ ~ )o1T P Z 10> (=

sao da forma

{ITI~-60) cancela completaman

verificamos cue as conitribuicoes para

e %)
I&'
P ,
%;-Qggﬁagb
//)zg}&\\
+ Ve },\
- __,/‘ -\
o N
.. Y
FA\ /“\



Portanto

L

(a:.—“:‘)'(oi'r np(é)% lo> = ,Z 6(3@9(&‘? %3 o>
€ R=1 k

N 5T _ Mo U 2}0 -
+dg§—i[5<§”x‘;’) 2':;_+ g(é’(ég) 555 ]<°[ T2ioy - 2c Md<°s TNLPE$]8) >

(ITX.380)

)

O produtc normal N{[dvy°¢| (x) aparecendo em (III.9) &

i

finido como

(3]
° - e} (o)

(o) a
_ _ . - . ((g, 8%\ 3
COITN[BYS3) (3 2I0y = PF, <olTze 1 W ¥ e G exel)Pegm | FI T

"o Texp({ 0 AR ) 10

2
! (III.391)

onde P.F. & uma prescricao para definir uma parte finita, segundo
& gual, subtralimos do operador com ordenacac de Wick em (III.91)

o seu valor esperadc nc vacuo, e fazemocs as subtracdes necessari-
as para oOs sub-graficos divergentés contenda este vértice. Por
contagem de poténcias, as subtxagées precisam ser feitas somente
para o graficc da Fig., 27(b), com uma matriz v° no vértice com 1i-

nhas exponenciais

| \
x‘\ y®
7

AN

)
—

7
o
B



desd@ que as divergéncias devidas aos graficos

FIG. 43

~ .
cancelam—se mutuamente.

C) Identicdades de Ward

Vamos deduzir agora as equagoes gue, por um lado, corr

-
res
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pondem a invarianga da teoria pela transformagoes de gauge de pri-

meira espé&cie e, por outro lado, mostram a guebra da invarianca

por transformagdes -v° , devido & presenga de um termo de massa

fermion.

A corrente vetorial

NEB ¥ 9T a=1,2

expansao grafic

u

8]
O

[Ty



A

FIG. 44

o Gnico sub-grafice superficialmente divergente gue ocorre & o cix
cuito de fermion no {4Ultimo graficc, gue & logaritmicamente Giver-
gente; entretanto, por causa do trago associado, a parte mais sin-
gular d& zero.
Daecompondo © momentsc p que entra no vértice da corrente
da maneira habitual
£e m(,f>5+’§<< M) - (R +m)
onde Pgp: © pE+kE saoc 0s momentos através das linhas de fermion, ob

temos a identidade de Ward

N
- : Ny
D COIT N[y el 2o :_Z [5(%-><g)+ Sy~ x)]<e1T 2 10) |
L=y
(IXI.92)
gue expressa 2 invarlianc: pelas transformagdes de gauge de primei-
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ra espécie.

Para a corrente axial,
NT§ ¢y 410
definida de maneira andloga & corrente vetorial, a expansao em gra
_ . o - . . & c
ficos & idéntica & mostrada na Fig. 44, com & matriz 5 substitul-
o _5 - - .~
da por § ¥ . Neste caso, porer, a decompesigao do momento entran -

do no vertice da corrente &

2 7 = (el My P LE M - 2Nyt

ortando linhas nos graficos obteremos do primelro con -
B
junto de graficos da Fig. 44 os termos delta usuails, enguanto gue

os demais graficos correspondem a termos de guebra da invarianga

5 : . = :
T Cancelando termos semelhantes come na eguagac de movimento

do fermion, cobtemos

K

3 <OITRIPALRINZIDy = 2. [&*'xaziféi**“gdzfj'i.} <oj T ZIo>

g=1

+ MO T N LY 9]0 D) |

{ITI.93)

T - .. - - Y
N[:pg @ﬁ & devida sdOmente ao grafico mostrado na Fig. 42
o qual , wpor causa ¢a subtragao, nac ocorre em {ILI.91), e a

grafices da forma

+imo termo do lado direito, mas suas

divergenciss cancelan~se mituamente.
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NOTAS DE RODAPE™

rd - . . ~
Nesta formula, contamos sGmente O grau nos momentos ae integragac k.
Portantc, se Va & um vertice ao gual esta ligada uma linha exXterna

de boson, sua dimensaoc & So. = 1.

No tratamento da eletrodinamica massiva em quatro dimensoes apresen —

tado na ref. {21}, a massa do fermion para oS graficos divergentes

<> 37

& decormosta er uma parte "soft" W, , e uma parce dura, /u, . Mo i(};f/}i
-
As subtracSes destes graficos sao efetuadas por melo des operadores ce
¥ for

Taylor nos momentos externcs p, , € na nassa do fermicn, em torne de

<

p=0 = W, ; para os cemais grafices, a massa do fermion & inteiramen-—
LY

fonft", Em duzs dimsnsoes, sOrente o graficoo ¥  precisz ser frata~
7 (t{} =

te

m

do Ge mansira &iferenciada, mas isto nao altera Ce manelra significa-
tiva as provas de convergéncia no infra-vermelho e no wltra-vicieta

apresentacas em {(21).

Por cosrencia com (B-4D), o fator de momento associads a um vertice

do gual sal una linha de boson externa a ’E‘d deve sar contadd an c}{y’a\h

oL
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