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ABSTRACT

We analyse the effect of coupling of a Chern-Simons field on the renormalization pro-
perties of the model (¢*$)® and of the composite operators [(¢*$)"] in 2 + 1 dimensions.
For that, we calculate the two and six point vertex functions up to respectively second
and third order in the coupling constants, using dimensional regularization and minimal
subtraction. Renormalization group equations. the 3 functions and the anomalous di-
mensions of the basic field ¢ and composite fields [(¢*¢)™] were got. It is show that the
coupling to the Chern-Simons generate a phase in which asymptotic freedom is possible.



RESUMO

Neste trabalho analisamos a influéncia do campo de Chern-Simons sobre as proprie-
dades de renormalizabilidade do modelo (¢*$)?, e dos operadores compostos [(¢*¢)"] em
2 + 1 dimensoes. Para tanto calcularemos as funcoes de vértice de dois e seis pontos até
as ordens de perturbagao dois e trés, respectivamente. Foi usado o método de contrater-
mos para renormalizar as fungoes de Green, e a regularizacio dimensional para isolar as
divergéncias nos diagramas de Feynman. Foi deduzida a equac¢io do grupo de renorma-
lizagdo e obtida a fungdo beta e a dimenséo andémala para o campo bésico. Foi também
obtida e analisada a dimensdo anémala para o operador composto [{(¢*¢)"]. Todas a
anélises foram feitas no sentido de obter a influéncia do acoplamento de Chern-Simons
sobre as fungdes do grupo de renormalizagéo.
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.

Introducao

A conex#o spin-estatistica é largamente conhecida da mecénica quintica, ou seja, a
classificacio das particulas em férmions ou bdsons dependendo se estas obedecem, res-
pectivamente as estatisticas de Fermi-Dirac ou Bose-Einstein. Tal conexdo manifesta-se
na estrutura da fun¢do de onda; sendo estas simétricas ou anti-simétricas na permutagao
dos bésons ou férmions idénticos; tendo estes, por sua vez, spin inteiros (bdsons) ou
semi-inteiros (férmions) em cada caso.

J. M. Leinaas e J. Myrheim[1] propuseram uma visio alternativa a este comportamento
dicotémico da natureza. Partindo de uma interessante propriedade inerente ao espago de
duas dimensoes; ou seja, do fato deste espago ser multiplamente conexo (enquanto em trés
dimensdes o espago é duplamente conexo), eles ampliaram as possibilidades de valores do
spin para uma particula. Constataram que em duas dimensbes a estatistica quintica
nio se limita apenas a bdsons e férmions , mas sim a um conjunto continuo de valores
variando entre estas possibilidades extremas. A estatistica quantica, para este caso mais
geral, fica definida por uma fase que varia entre 1 (bdsons) e 0 (férmions), e as particulas
que obedecem os valores intermediarios (spin fracionarios) sio chamadas de anyons.

Partindo da conjectura de existéncia de objetos que satisfazem esta “estatistica
exotica”, foram desenvolvidos alguns trabalhos com o intuito de discutir a existéncia
ou ndo de anyons na natureza. Um do primeiros esforcos neste sentido deveu-se a Tsui,
Stormer e Gossard[2], em 1982, ao descobrirem o Efeito Hall Fraciondrio, identificando
quasi-particulas com nimero quéntico ndo usuais (contribui¢des tedricas importantes para
este trabalho foram apresentadas ainda por Haldane[3] e Halperin[4], ambos em 1983, e
Laughlin[5] em 1984). Outra tentativa de identificacdo de anyons na natureza deve-se a
Lykken, Sonnenschein e Weiss[6] em 1991, ao associarem anvons & supercondutividade a
altas temperaturas (alguns trabalhos tedricos neste mesmo sentido podem ser vistos em
[7, 8, 9. 10]).

Em 1982, Wilczek[11] refor¢ou o resultado de Leinaas e Myrhhein sobre a conexdo spin-
estat{stica para anyons baseado no efeito Aharonov-Bohm[12], no qual um campo escalar
é acoplado minimamente a um campo de Chern-Simons, e relacionou tal comportamento a
interacio a um potencial vetor associado aos anvons. O préprio Wilczek, juntamente com
Arovas e Shrieffer[13], em 1984, consolidaram a descricio da estatistica via a introdugio de
um campo de gauge A, (e ndo pela simetria da fun¢do de onda). acoplado minimamente
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com o campo de matéria, e com sua “dindmica”descrita por um termo de Chern-Simons.

Uma importante generalizagio da teoria de Chern-Simons em (2 + 1) dimensdes que
vale ser mencionada deve-se a Schonfeld[14], em 1981, e a Deser, Jackiw e Templeton[15],
em 1982, somando a este o termo de Maxwell, e propiciando, desta forma, a existéncia de
massa para o campo de gauge sem quebra da invaridncia de gauge.

Recentemente foi conjecturado que o termo de Chern-Simons além de mudar o spin e
a estatistica, transmutando particulas fermidnicas para escalares (e vice-versa), poderia
afetar a dimensio dos campos, influenciando as propriedades de renormalizabilidade da
teoria, a qual estd acoplado minimamente o campo de gauge. Esta idéia foi colocada em
pritica por W. Chen e M. Li[16] em 1993, calculando dimensdes andmalas para os ope-
radores compostos ()" e (¢*$)" ornamentados com Chern-Simons, e obtendo valores
criticos para os acoplamentos de Chern-Simons que fazem operadores ndo-renormalizaveis
se tornarem renormalizdveis. Em 1995, W. Chen[17] obteve uma possivel linha de pon-
tos fixos estdveis infra-vermelho nao-gaussiano, caracteristico de um modelo escalar tipo
(#*$)?, para uma interagio fermidnica quadrilinear, com férmions acoplados minimamente
ao campo de Chern-Simons.

Estes dltimos trabalhos nos motivaram a analisar mais cuidadosamente a influéncia
do termo de Chern-Simons sobre as fun¢ges do grupo de renormalizagdo . Para o caso
fermidnico foi feita a andlise perturbativa até dois “loops” para o modelo de Gross-Neveu
acoplado a um campo de Chern-Simons[18], usando a regularizacao dimensional. Este
trabalho indica um melhor comportamento no ultravioleta para as fungoes de Green dos
operadores renormaliziveis (dimensdo do operador igual a dimensao do espago-tempo), e
que para operadores com dimensdo malor que a dimensao do espago tempo (nao renor-
malizaveis) as suas dimensdes andmalas aumentam com o parametro de Chern-Simons.
Ainda referente ao caso fermiénico foi feita uma generalizacdo somando uma interagao
tipo Thirring ac modelo de Gross-Neveu[19] (neste caso temos um mimero N de campos
de matéria). Neste ultimo trabalho foi verificado a existéncia de uma linha de pontos fixos
infra-vermelhos diferente do trivial, contrariamente ao obtido para o caso que apenas a
interagao Gross-Neveu estd presente. Com relacdo aos operadores compostos constatou-se
que para operadores renormalizaveis também ha indicagcdo de um melhor comportamento
no ultravioleta, e que para operadores nao renormalizdveis uma combinagdo dos termos
de mistura dos operadores podem levar ao mesmo comportamento.

Neste trabalho vamos analisar a influéncia do termo de Chern-Simons sobre as pro-
priedades de renormalizabilidade do modelo escalar (#*¢)?, renormalizdvel em (2 + 1)
dimensdes (O modelo (¢*¢)? é super-renormalizdvel nesta dimenséo).

As propriedades das fungdes do grupo de renormalizacdo para o modelo (8*¢)® tem
despertado interesse nosiltimos anos, e sendo analisadas sob varios aspectos, tanto dian-
te de uma abordagem néo perturbativa[20, 21] (expansdo 1/N), quanto diante de uma
expansao perturbativa padrao[22]. Um aspecto importante que vale ser mencionado é a
utilizagdo da interagao (¢*¢)® em (2 + 1) dimensdes, na analise do fenémeno de tricritica-
lidade em misturas ? He —* He[23], mediante a utilizagio de método nio perturbativos|24]



ou perturbativos(25, 26].

O presente trabalho estd dividido em trés partes; no capitulo um vamos apresentar as
propriedades gerais do modelo (simetrias, grau de divergéncia superficial, etc.), assim co-
mo discutiremos sua renormalizacio . No capitulo dois calcularemos as funcdes de vértice
de dois e seis pontos até a terceira ordem de perturbagdo nas constantes de acoplamento,
usando a regularizagdo dimensional, e explicitaremos os contratermos necessarios para ab-
sorver as divergéncias das fungdes de vértice. O terceiro capitulo serd dedicado ao célculo
e andlise das funcdes do grupo de renormalizagdao para o campo bésico, e da dimensdo
andmala dos operadores compostos (¢*¢)™.
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Capitulo 1

Propriedades Gerais do Modelo

1.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar uma visao geral do modelo em questdo, constituido
de campos escalares carregados nao massivos com auto-interacdo séxtupla, g(¢*¢)®, aco-
plados minimamente com um campo de gauge abeliano A, em trés dimensoes, ao qual
adicionaremos o termo topoldgico de Chern-Simons(CS). Analisaremos as simetrias de
paridade, inversdo temporal e transformacoes de gauge. Faremos um exame das estrutu-
ras ultravioletas e infravermelha da teoria, e apresentaremos as regras de Feynman para
a teoria livre. Concluiremos o capitulo com o estudo da equacdo do grupo de renormali-
zaGao.

1.2 Apresentacao do Modelo

O modelo considerado consiste, como ja dissemos, de campos escalares ¢ carregados,
nao massivos, com auto-interacdo séxtupla, minimamente acoplados a um campo vetorial
(CS) A, = (Ap, —A), cuja dindmica é definida pela densidade de Lagrangiana

£ = (D,¢)*(D*¢) — (—?ﬂ)—z(é*é)e' + —21—)\(5#,4“)2 ¥ Les (1.1)

na qual

1
'CCS = EE#UAA‘,IBUA,\.

11



Em (1.1), L¢s é o Termo de Chern-Simons, D, = 8, — ieA, é a derivada covariante,
g”¥* ¢ o tensor anti-simétrico de Levi-Civita normalizado, cujo sinal é fixado por €912 = +1.
Adotaremos ainda o sistema de unidades naturais, A = ¢ = 1, e a métrica de Minkowski
é fixada de maneira que g** = Diag(l,—1,—1). O dltimo termo de (1.1) é o termo
de fixacdo de gauge que, como veremos ao discutir o propagador do campo A,, serd
considerado, por simplicidade, no limite de Landau, ou seja, A — 0. Sem a inclusio do
termo de fixagdo de gauge (isto é, A — 0) a equagdo de movimento para A, pode ser
obtida em termos dos campos de matéria, representando, desta forma, apenas um vinculo
imposto sobre o sistema e implicando na inexisténcia de dinamica para o campo 4,[27).
Como neste trabalho desejamos tratar A, como um campo propagante o termo de fixagio
de gauge foi incluido. Temos ainda, concluindo a descrigdo de (1.1), que ¢ é a constante
de acoplamento da interagao séxtupla, e & € o parametro de CS.

Uma vez que a acdo, S = [d%zL, é adimensional as quantidades apresentadas em
(1.1) possuem, em d dimensdes gendricas, as seguintes dimensoes de massa

6] = MF

[A#] = Mg;_l

o] = M7

[e] = M (1.2)

ou, para o caso especifico deste trabalho em que d = 3, temos que [¢] = 1/2, [A,j=1e
as demais grandezas, g e e, sao adimensionais.

1.3 Regras de Feynman para a Teoria Livre

A funcdo de Green de dois pontos para o campo A,, D,, =< 0T A,(z)4,(»)|0 >, na qual
T é o operador ordenacio temporal, corresponde ao propagador livre para o campo A,
D,,,. Para obté-lo devemos aplicar a equacdo de Euler-Lagrange para o campo A,(z) em
(1.1). Assim fazendo obtemos a equagdo de movimento para A,, dada por[28][29]

_L_cunrg, 4, + ToK(@A,) = 5 (1.3)
dToy A
sendo
i = ie[g" (O o) — (00" ) 0] — 2e% " pA* . (1.4)

Considerando que a fonte j# é pontual e localizada na origem de maneira que D#*¥(x}) seja
solucao da equacao

1 1 . i
0, + £0°0"| Dyale = y) =836 (s — ), (1)



e usando nesta a representagio de Fourier para Dy, (z — y) e 6®)(z — )

Dya(z = ) = 755 [ dhe 0D, (k) (16)

1
(27)3

1 .
6(3) (SC — y) = W -[ ddke_zk(m_y) f (17)

podemos escreve-la no espago dos momentos como

1 1 A

e, + Xk‘“k"] Dyulk) = i . (1.8)
A forma mais geral possivel que o tensor de segunda ordem D#* pode assumir é

Dre = q(k®)g"** + b(k®)k*k® + c(k?)e**Pkg. Substituindo esta forma geral em (1.8),

arrumando convenientemente cada termo e obtendo os coeficientes a(k?), b(k?) e c(k?),

vé-se que o propagador do campo A, sera

kHEY ok
i + 27 ¥ Aﬁ . (1.9)

D* (k) = —iA

A escolha do gauge de Landau, A — 0, nos leva um melhor comportamento infravermelho
das fungdes de Green[30][31]. Com esta escolha a equagio acima toma a forma

v v kA
D* (k) = 2 e* *k—g. (1.10)
O propagador livre para o campo escalar ¢, Ag(z — y) =< 0|Té(z)¢*(y)|0 > é obtido
de forma semelhante, via a obtengao da equagdo de movimento do campo ¢ e sua passagem
para o espago dos momentos. Assim fazendo obtemos que

7
Ao(p) = = - (1.11)
p
Escrevendo explicitamente a derivada covariante D, = 8, —ieA, em (1.1) vemos que
a Lagrangiana de interagdo ¢ dada por

Ling = —ied,[6"(8"¢) — (046")8] + €24 A "6 — (—3%5@*@3 . (1.12)

Esta Lagrangiana de interacdo pode ser escrita de forma a manter a adimensionalidade
da agdo em d dimensdes. Com base nas duas iltimas expressoes do conjunto de igualdades
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mostrado em (1.2) vemos que a adimensionalidade pode ser mantida se as grandezas g e
e, adimensionais em 3 dimensdes. forem multiplicadas, respectivamente, por um fator de
massa da forma g e 43, sendo € = 3 — d. Portanto podemos escrever (1.12) como

2e
Line = —iep? A, ¢ (04 0) — (046" )@] + €21 A* A, 8% — ?;)2 (8°0)° . (1.13)
Como ja dissemos g é um pardmetro de massa arbitrario, chamado de ponto de re-
normalizagdo . Esta construgéo € 1til quando no célculo dos diagramas de Feynman é
usada a regularizagio dimensional { que serd discutida por nés oportunamente), na qual
para efeito de integragio, a dimensdo do espago-tempo é extendida para uma dimensao

genéricad =3 — .

Segundo as equacdes (1.10), (1.11) e baseados em (1.13) podemos escrever as regras

de Feynman, e suas respectivas representacoes graficas, como segue:

a) Propagadores

Propagador do campo ¢

Ao(p) = : =—; (1.14)

Propagador do campo 4,

k .
D¥(k) = v 3 n g‘“’)‘ﬁ ; (1.15)
b) Vértices
k
r# = . = —ie(p + p2)ipt (1.16)
Py P2

14



= Ry = ie’g" s ; (1.17)

I = E}X){ = —igu* | (1.18)

Adicionalmente deve-se considerar que: 1) cada vértice carrega uma delta de conser-
vagdo de momento, 2) cada circuito fechado de momento (“loop”) tem um tri-momento
confinado no circuito e deve ser integrado com a medida d3k/(27)3, e 3) cada gréfico tem
um fator combinatorial multiplicativo, devido as vérias maneiras de arranjar os propaga-

dores internos segundo a configuragio dos propagadores externos, dividido pelo fatorial
do nimero de vértices.

1.4 O Grau de Divergéncia Superficial

E sabido que a integral sobre os circuitos fechados de momentos internos em um
diagrama de Feynman pode fornecer resultados divergentes. Antes de nos determos no
tratamento destas divergéncias é util saber identifica-las em cada diagrama especifico.

Isto € feito através do grau de divergéncia superficial que, para um diagrama genérico 7y
é dado por[32][33]

d(",’) =dL—ny—2ng+ Z D, (1.19)

na qual

d = dimensao do espago-tempo

L = mimero de “loops”™

ny = numero de linhas internas de 4,

np = nunero de linhas internas de ¢

D, = nimero de derivadas do vértice de interagao .

A equacéo (1.19) nos informa com que poténcia de momento o diagrama ~ diverge (se
esse for o caso). Para simplificar a analise de d(7y) vamos obter uma expressdo para ele
de forma que dependa apenas da quantidade de cada tipo de vértice e da natureza
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dos campos externos (ja que a idéia da teoria de perturbagdo é acrescentar vértices,
interagbes , em ordens cada vez maiores). Para tanto, vamos observar que é possivel obter
uma relagio entre ¢ nimero de “loops” (ou o nimero de momentos independentes que
devem ser integrados) e o nimero de linhas internas e vértices. Sabemos que existe uma
delta de conservacao de momento em cada um dos V vértices, uma delta de conservagio
do momento total do diagrama, e uma integral para cada linha. Assim, obteremos (V —1)
relagbes entre os momentos que podem ser usados para efetuar (V' — 1) integrais, restanto
portanto n4 4+ ng — V + 1 momentos independentes, ou seja,

L=ng+ng—-V+1 (1.20)

Chamando ainda de v, 0 nimero total de linhas chegando em cada vértice e lembrando
que cada linha interna é contada duas vezes, temos as relacoes

Z’Uf = NA+2TLA
a

S vf = Np+2np (1.21)
a

na qual

N4 = nimero de linhas externas de A,,
Ng = niimero de linhas externas de ¢,
v# = ndimero de linhas do campo A, chegando no vértice V,,
v2 = nimero de linhas do campo ¢ chegando no vértice V,,

Y. = somatdria sobre os vértices.

Usando (1.19), (1.20) e (1.21), temos que

dfy) = d - (%) Ny - (?) Np = Yld - di] (1.22)

sendo d, a dimensao do vértice
d—1 d-2
da=Da+(T)Uf+( 5 )vf. (1.23)

Segundo o valor de (1.23), o vértice 1, pode ser classificado como super-renormalizavel,
renormalizdvel ou nao renormalizavel se temos. respectivamente d, < d, d, = d ou d, >
d. Assim, a presenca de vértices super-renormalizaveis melhora o comportamento ultra-
violeta da teoria, acontecendo o inverso quando temos vértices ndo renormalizaveis. Se
a teoria contiver somente vértices super-renormalizaveis, ela € dita super-renormalizavel;
se a teoria contiver pelo menos um vértice nao renormalizdvel é dita nac renormalizavel,
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e se a teoria ndo contiver nenhum vértice ndo renormalizivel e¢ pelo menos um vértice
renormalizdvel, é dita renormalizdvel.

Para o nosso caso, segundo (1.23), vemos que todos os vértices da teoria, dados por
(1.16), (1.17) e {1.18) possuem d, = 3. O grau de divergéncia superficial do modelo
tratado aqui, em trés dimensdes, fica

d(y) =3~ Ny — %NB . (1.24)
Observe que, neste caso, d(v) ndo depende do nimero de vértices v ou vZ. Isto
é, a divergéncia das fun¢des de Green com Ny e Np fixos nfo cresce com a ordem de
perturbagdo . Além disso, somente um nimero finito de processos fisicos (definidos por
N4 e Np) sfo divergentes. A nossa teoria é dita renormalizdvel.

Como veremos brevemente, nos restrigiremos neste trabalho basicamente as fungdes
de dois e seis pontos do campo ¢. Por {1.24) vemos que as fungoes de dois pontos sdo qua-
draticamente divergentes, enquanto que as fungdes de seis pontos sao logaritimicamente
divergentes.

1.5 Transformacoes de Simetria

Vamos investigar nesta se¢do as transformagoes discretas de paridade, inversao tem-
poral, conjugacdo de carga e as transformagoes de “gauge”.

A transformacdo de paridade (P) é um processo discreto que, em duas dimensoes
espaciais, consiste na inversao de um dos eixos coordenados {a inversdao de ambos os eixos
equivaleria a uma rotacdo). Sendo z; o eixo invertido espacialmente, temos

($OSII:IQ) — ($07—$1,$2) (125)
e consequentemente
(3o, O1, By) — (Do, =01, 0a) . (1.26)

Chamando de P o operador unitdrio (P~!P = 1). que implementa tal mudanca,
podemos escrever que os campos escalares e as componentes do campo de gauge sao
transformadas como

75 = ¢($0= —1.%3)

Pl = Azo. —z1. T9)

P = —AYzo. —21,73)

Pl = A%z, —x1. Tq) (1.27)



de maneira que as equagoes de movimento dos campos livres e a Lagrangiana livre nio
sejam afetados pela reflexdo espacial (conforme requer a teoria classica).

Segundo o mesmo critério podemos definir a transformagio de inversao temporal T71.
A transformacao de inversdo temporal é também um processo discreto que, mantendo
fixas as coordenadas espaciais, inverte o sinal da coordenada temporal. Segundo esta
definicao , temos

((ED,.’L'],.’EQ) — (—:EO?Z'].)Z'Q) (1.28)
e ainda
(30181132) —* (—807 31, 32) . (129)

Chamando de 7 o operador que implementa tal mudanca, podemos escrever que os cam-
pos escalares e as componentes do campo de gauge sdao transformadas como

T¢($U’$11$2)7‘_1 = ¢*(_$0,$1,$2)
T A%(zo, 21, 32) T A (—zq, 21, 7o)
TAi(IO,Ithz)'f'_l = —Ai(—%,fhl‘z) (1-30)

sendo que ¢ = 1,2 na iltima igualdade acima representa as componentes espaciais de A,,.
Percebe-se que diante das transformactes de paridade e inversao temporal, todos os

termos da Lagrangiana (1.1}, exceto o termo de Chern-Simons, sio invariantes[34]. Ou

seja, o termo de Chern-Simons quebra explicitamente a simetria P e 7 na Lagrangiana

PLosP™ = —Les
Tﬁcs'f'_l = —L¢g.- (1.31)

Cabe observar ainda que a Lagrangiana inteira, ou seja, incluindo o termo de Chern-
Simons, é invariante quando as transformacoes P e T sio efetuadas conjuntamente.

A conjugaciao de carga (C') é uma transformacao discreta que nao atua nas coordenadas
espaco-temporais. Ela age de forma a substituir uma particula por uma anti-particula
correspondente e vice-versa. Sendo C o operador que implementa esta transformacao
, podemos escrever que os campos escalares e o campo de “gauge” transformam-se da
forma[35]

~

Cd)(ED:Il:xQ)Cﬂ_I = ¢*($03$11$2)
C.@'*(ID,Il,IQ)C_l = ¢5($01171=5'32)
CA 2o, 21, 22)C™1 = A*(20,71, 22) (1.32)

! 4 vransformagio de inversdo temporal difere da transformacdo espacial tanto do ponto de vista fisico
quanto matemdtico. Nela as configurages iniciais e finais dos campos sdo permutadas e 7 deve ser tido
como sendo um operador anti-hermitiano de maneira a manter a positividade do espectro de energia.
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e percebe-se que a Lagrangiana (1.1) é invariante sob esta transformacio .

Diante desta ultima conclusao, e daquelas obtidas para a transformacoes P e T, vé-se
que a teoria descrita por (1.1) possue invaridncia CPT.

Por fim, além da invaridncia CPT, vé-se que perante uma transformagio de “gauge”
local da forma '

1
Ay A = A+ EBpA(:r:)
p— ¢ = e Bl (1.33)

a Lagrangiana (1.1) muda apenas por uma derivada total
1
L(z) = L'(z) = L(z)+ By (EE*‘WA#B,,A) (1.34)

mantendo, portanto, a acdo classica invariante.
1.6 Renormalizacao do Modelo

O grau de divergéncia superficial d(v) discutido por nés na secdo 1.3 estd relacionado
com o comportamento assintético da teoria no ultravioleta e. segundo os critérios deter-
minados quando analisamos d(¥), a teoria abordada por nés é renormalizdvel (a teoria
apresenta apenas vértices renormalizdveis). O procedimento geral da renormalizacdo con-
siste em mostrar em cada ordem de perturbagdo , que as grandezas basicas do modelo
(constantes de acoplamentos e fungdes de Green, por exemplo) podem ser escritas em
termos de valores finitos, através do cancelamento das divergéncias pela introdugao de
contratermos na Lagrangiana.

Ao representarmos uma amplitude de Feynman podemos. em geral, escrevé-la como
sendo a soma de duas partes, uma finita e outra infinita. Porém, dependendo da forma
que explicitamos esta 1ltima parte, percebemos que a primeira (a parte finita) é afetada,
nos levando a constatar alguma ambiguidade em sua defini¢do. Assim, além da densidade
de Lagrangiana, é necessario, para predizermos quantidades fisicas, especificar a maneira
pela qual estas quantidades finitas sao definidas. Esta especifica¢do consiste em escolher
um método que regule as integrais de Feynman, isolando os infinitos dos diagramas, e
retire estas divergéncias sistematicamente.

A escolha do método de regularizacao e renormalizacio é uma questido de conveniéncia.
Aqui vamos usar a regularizacao dimensional[37] e renormalizacao por “subtra¢do mini-
mal” dos infinitos[38]|39][40].

Neste método, concebe-se que, para efeito de cdlculo, as integrais sdo efetuadas em
um dimensao espago-temporal d genérica, porém suficientemente pequena de maneira a
fazer convergir as amplitudes. Na continuacdo analitica das integrais de Feynman para d
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aproximando-se da dimensdo original (para o nosso caso, d = 3 — ¢, € — 0), na qual as
divergéncias estido presentes, as singularidades das integrais sdo explicitadas através dos
p’olos de fungdes Gama da forma (1/¢)”, com n dependendo da ordem de perturbagio .
A regulariza¢ido dimensional preserva todas as propriedades da teoria que independem da
dimensao do espaco-tempo, como as identidades de Ward-Takahashi, sendo desta forma
uma das regulariza¢des mais convenientes para as teorias que envolvem campos de “gau-
ge” (métodos com “cut-off” nos momentos destroem a invaridncia de “gauge”). Outra
caracteristica que torna a regulariza¢ao dimensional especialmente 1til é ela ndo apresen-
tar as ambiguidades associadas com a distribui¢ido do fluxo dos momentos nos diagramas
de Feynman, como sucede na regulariza¢do via “cut-off”[41].

Uma peculariedade da regulariza¢do dimensional que também vale ser lembrada é
aquela que diz respeito as integrais de um “loop”quando a dimensfo original do espago-
tempo é impar. Como ja dissemos, as divergéncias sio explicitadas através dos pdlos da
funcdo Gama, mais propriamente quando o argumento da fun¢ao é um inteiro negativo
ou nulo. Se olharmos para a férmula geral que representa uma amplitude na ordem de
1-“loop”,

[ 1oy

N r (4T

(2m)4 (k2 + m2)t  (47)ld/2)

vemos que nenhum pélo da fungdo Gama ocorre para d impar e quaisquer valores inteiros
de a e b[42][22]. Assim as integrais de Feynman em 1-“loop”, que sdo formalmente di-
vergentes por contagem de poténcias, tornam-se finitas pela auséncia de pélos da fung¢io
Gama. Veremos que ao usarmos a regulariza¢ao dimensional apenas os diagramas com
um nimero par de “loops”sdo efetivamente divergentes.

No préximo capitulo, no qual calculamos as amplitudes de Feynman, voltaremos ao
método da regularizagao dimensional, e discutiremos os aspectos praticos da sua imple-
mentagio .

1.6.1 O Método de Contratermos

Quando se calcula as amplitudes de Fevnman a partir de (1.1), vé-se que as fung¢des
de Green obtidas destes calculo sao divergentes.

O método de contratermos consiste basicamente em adicionar novos termos a densi-
dade de Lagrangiana com o intuito de subtrair a parte divergente das func¢des de Green.
Sendo a teoria renormalizavel. é suficiente um mimero finito de contratermos para torné-la
finita em qualquer ordem de perturbagéio , e estes contratermos sio da mesma forma da-
queles monomios originalmente presentes na Lagrangiana. Este é o caso do nosso modelo
no qual a divergéncia superficial dos graficos de Feynman, (1.24), mostra que somente os
diagramas com (N4, Ng) = (2,0), (0,2), (0.4) e (2,2), (0,6) sdo divergentes.
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Vamos iniciar o processo de renormalizacdo substituindo a densidade de Lagrangiana
(1.1) pela densidade de Lagrangiana renormalizada, funcionalmente semalhante & (1.1)
mas com parametros ¢ campos nao renormalizados que diferem dos parametros e campos
originais por fatores infinitos. Ou seja, vamos escrever

Lr = (Ouo)"(0"d0) — ieoAo,[85(0" do) — (8" )] + e Ab Avudodbo +
go * 3 1 HUA
W(éoég) + E’E Ao,uauAg,\ s (136)
na qual incluindo um indice “zero”, em ¢, Aoy, €0 € go indicando-nos que a Lagrangiana
esta escrita em termos de grandezas nao renormalizadas, ou 'nuas’. As fun¢des de Green
dos campos Ag, € ¢y obtidas por meio desta densidade de Lagrangiana sdo divergentes.
Quando renormalizamos a teoria, obtemos fungoes de Green finitas para os campos ¢
e A,, ditos agora renormalizados. Estes campos renormalizados sdo definidos em termos
das chamadas constantes de renormalizacdo , Z, e Z4, da seguinte forma

¢ = Z;%¢50—>¢50=Z§¢5 (1.37)

AF = ZRAR AR = ZiaAn (1.38)

Substituindo (1.37) e (1.38) em (1.36) obtemos uma segunda forma de escrever a
nossa Lagrangiana, agora em termos dos campos renormalizados e das constantes de
renormalizacdo , ou seja

Lo = Z4(0,0)(8") — ie0 23 2o Auld(0°8) — (9°67)] + AZoZa A" Aud'd

LI )+ 2 4,0, (1.39)
(3n27° ar A pv A '

A Lagrangiana acima pode ainda ser escrita de uma terceira forma. ainda equivalente,
para efeito da teoria de perturbagdo , dada por

L, =L+ Ler (1.40)
com
L= (8,9)'(0¢) — ien® A[¢°(09) — (80" )g] + €’ u A* 4,0" ¢

gu*
(31)2

1
(¢*¢)3 + EE#VAA,uauAA . (141)
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Lor = A(B.9)"(0"¢) — ieut DAL[¢"(0"9) — (8“¢")¢| + € uEA* A, ¢
2e
gL C * 13 i BUA
—(3!)2 ('d)° + 411_36 AL0A, . (1.42)
Sendo que £, definida em (1.41), é escolhida de forma que todos os parametros nela
contidos sejam pardmetros renormalizados. Os contratermos A, B, C, D, e E presentes
em Lcor sdo definidos por

A= (Z,-1) (1.43)
B = (Za—-1) (1.44)
g’ C = Z{go — gu* (1.45)
euiD = Z¢Z§eo —eu? (1.46)
EUE = ZyZses—e*ut, (1.47)

de forma a reproduzir a Lagrangiana (1.39). Nesta 1ltima expressdo para a Lagrangiana
incluimos nos termos de interacido os fatores massivos y, para efeito da regularizacio
dimensional.

Os coeficientes A, B, C', D e E presentes em Loy sdo divergentes e devem ser escothidos
convenientemente de maneira a absorver as divergéncias presentes nas funcdes de Green
quando no limite ¢ — 0. Estes contratermos podem ser concebidos como advindos de
uma reparametrizacao de L.

Baseados nas expressoes (1.43) até (1.47) podemos dizer que

Zy = 1+ A, (1.48)
Zsa = 14+ B, (1.49)
_ 21+ C) -

. 1+D
e = epi—0t D) (1.51)
(1+A)(1+ B):
1+F
ea = eyt (1+5) (1.52)

1+A)(1+B)’°

obtendo, portanto, em {1.48) a constante de renormalizagao da fungao de onda do campo
¢, em (1.49) a constante de renormalizacio da fungao de onda do campo A,, e em (1.50),
(1.51) e (1.52) os parAmetros ndo renormalizados gy, ey € e2; todos escritos em termos dos
parametros renormalizados e dos contratermos.

A forma da Lagrangiana expressa em (1.40) nos conduz a novas regras de Feynman,
dadas por
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a) Propagadores Livres

Propagador do campo ¢

1
Alp) = d ==
(p) 7
Propagador do campo 4,
k
DH/(k) = Veammommmeicssna b = 2metA
b) Vértices
[po =—oAf Ly = iApg;

#“ = o

l-\gw —

= —z'e,u%(l + D)(p1 + p2)* ;

= ie’pf(1 + E)g" ;

(1.53)

(1.54)



(1.59)

escritas aqui em termos dos pardmetros renormalizados e dos contratermos.

1.6.2 Relacoes entre as Constantes de Renormalizacao

Algumas propriedades do modelo sdo preservadas ao implementarmos o esquema de
renormalizagao como, por exemplo, a invaridncia de “gauge”e, por consequéncia, as identi-
dades de Ward. Aqui vamos explorar estas propriedades com o objetivo de obter relagdes
entre as constantes de renormalizacido e reduzir o nimero de contratermos necessarios
para tornar a teoria renormalizada.

Uma vez que a regularizacdo dimensional preserva a invaridncia de “gauge”[37], po-
demos garantir que as Identidades de Ward (originalmente obtidas para a QED)[43] e
sua generalizagdo[44] relacionam as fung¢bes de vértice 1-PI (préprias irredutiveis) e os
propagadores completos, e sao vdlidas em qualquer ordem de perturbagdo. Esta relacgio
pode ser explicitada sob a forma

¢#Tulp.g.p+q)=AT"p+q) - A (p), (1.60)

ou seja, graficamente representada pela figura (1.1}, (1.2) e (1.3}
Tomando em (1.60) o limite g, — 0, podemos ainda obter a identidade de Ward na
forma

82" (p)

o =T'yu(p,0,p) (1.61}

nos dizendo que a diferenciagdo do inverso do propagador A(p) com relagdo a p corres-
ponde 4 inser¢do de um “f6ton” (campo de “gauge”) de momento zero no propagador de
¢. Em principio as grandezas relacionadas pelas identidades de Ward (func¢oes de vértice
e propagadores) sa quantidades divergentes. Estas fun¢des admitem uma renormalizagio
multiplicativa, conforme (1.37) e (1.38). Assim da identidade de Ward para as funcdes
renormalizadas segue que

A=D (1.62)

para identidades de Ward envolvendo fungoes de vértice de trés pontos e

A=E (1.63)
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Figura 1.1: Identidade de Ward-Takahashi.

Figura 1.2: Expansao da Fungdo de Vértice T',(p,¢,p + q).

Figura 1.3: Expansdo do Propagador A(p) do campo ¢.
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para identidades de Ward envolvendo funcoes de vértice de quatro pontos. Estas relacdes
estao mostradas explicitamente no apéndice E.

Diante destas duas ultimas igualdades, podemos escrever novas relagdes entre as cons-
tantes de renormaliza¢io (e as grandezas renormalidadas) e os contratermos. Assim,
baseados nas equacdes (1.48) até (1.52), temos que

%o = Z,fqb comZy=1+4, (1.64)
AL = ZIiak comZy=1+B, (1.65)
 (1+C)
g = gu T+ A8’ (1.66)
1
2 __ 2 ¢
60 = €U (1+B) 1 (167)

de maneira que reduzimos para trés o nimero de contratermos necessarios para renorma-
lizar a teoria.

1.7 O Grupo de Renormalizacao

Ao implementarmos a técnica de regularizacdo dimensional, que isola as divergéncias
das amplitudes de Feynman, vimos que é necessario introduzir um novo parimetro g, com
dimensdo de massa. Como consequéncia deste procedimento, os pardmetros renormaliza-
dos acabam de ganhar uma dependéncia deste pardmetro (como podemos constatar nas
expressoes (1.64) até (1.62)). Esta dependéncia deve-se a liberdade inerente i maneira
que optamos separar as partes finita e infinita nas amplitudes (ou, em outras palavras,
na liberdade que existe ao separarmos na Lagrangiana nio renormalizada, a parte renor-
malizada e a parte de contratermos). Esta arbitrariedade nao tem consequéncia fisica,
uma vez que qualquer método de subtragao conduz aos mesmos resultados fisicos. Porém
¢ necessario especificar a escala. de momento p na qual a subtracdo dos infinitos é feita.
Comumente o valor do parimetro u (chamado de ponto de subtra¢io ou ponto de re-
normalizacdo) é fixado na teoria, escolhido de maneira que os parametros renormalizados
coincidem com os valores fisicos observados.

A este grupo de transformacao , envolvendo os varios valores de y que mantém inva-
riantes as fungdes de Green renormalizadas, é que chamamos de grupo de renormalizacio.

As chamadas Equagdes do Grupo de Renormalizagao sao baseadas nesta idéia, que a
teoria fisica nao depende do ponto de renormalizagdo. Uma mudanga no ponto p deve
ser compensada por mudangas nos parametros renormalizados como fun¢do da energia.
Isto garante que as fungoes de Green renormalizadas (que sdo fungdes dos pardmetros
renormalizados, do ponto de renormalizagao e dos momentos externos) mantenham-se
invariantes.
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A idéia apresendada no paragrafo anterior, mais propriamente aquela que se refere
aos parametros fisicos (como os acoplamentos) como sendo fun¢es da energia, é funda-
mental na construgio de uma teoria. E na andlise do comportamento desta chamada
constante de acoplamento efetiva (ou carga efetiva ou “running”) na regido assintética
que obtemos informacoes sobre a pertinéncia do tratamento perturbativo. A investigacio
das propriedades assintéticas das cargas efetivas é baseada na andlise das equagtes do
grupo de renormalizagao.

As fungoes de Green de modelos renormalizdveis, que sdo tornados finitos pela sub-
tracdo dos termos de p’olo e cujas amplitudes sdo dimensionalmente regularizadas, sa-
tisfazem um tipo de equagdo do grupo de renormalizacio conhecida na literatura como
equacio de t’Hooft-Weinberg[46]. Com o procedimento de subtragio minima as funcoes
do grupo de renormalizagao, que definiremos brevemente, sio independentes de qualquer
pardmetro de massa.

Para obter a equagao de t'Hoot-Weinberg vamos representar genericamente as fungoes
de Green renormalizadas e ndo renormalizadas respectivamente por I'™™)(p;, g, a, 1, €)
e D™ (p;, go, o, €). Nestas fungdes de vértices 1PI, representamos o acoplamenteo do
campo de “gauge” por &. Temos ainda que n representa o nimero de linhas externas
amputadas do campo ¢, m o nimero de linhas externas amputadas do campo A,, e p;
os n (ou m) momentos dos campos externos (conforme a presenga de ¢ ou A,). Assim,
podemos escrever que

TS (Pir g0, 0, €) = 257 25 " T ™ (i, g, 0, €) (1.68)

SE|

com Zy? e Z,” sendo, respectivamente, os fatores de renormalizagdo para cada linha
externa, segundo a natureza do campo, ¢ ou A,.

Mantendo go, o € € fixos FE,"’"" é independente de . Portanto

d n,m d -z _% n.m
,LL—].—‘(()‘ )(pi:gﬁyaﬂae) = 0= (#‘—Zc;'v?)ZA F( ’ )(pi;g,a,,u'-;f)

dy du

2 d _% n,m
+ Z¢ (#EZA )F( ' )(pi,g,a,#:,f)

Y
2

_m d
+ Zq& ZA2 (yaf‘(”’m)(pi,g,a,#,e)) . (169)

Se expressarmos a derivada total em I'™™™ em termos de derivadas parciais,
d 0 0gd OJdad
dy Ou  Oudg Ouda
e lembrarmos que as constantes de renormalizagdo Z4 e Z4 Sao escritas em termos das
grandezas ndo renormalizadas, obtemos a equagao do grupo de renormalizacao,

8 9 ) .
ua+ﬁg-a—g=+ﬁa§¥-—m¢—mm ™) (p;, g, 00, pr,€) = 0, (1.70)
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sendo

By, = ug-ﬁ (1.71)
Ba = ug—z (1.72)
Yo = ga%logz,;, (1.73)
Ya = %a%logZA. (1.74)

No apéndice D, mostramos explicitamente que, até a ordem de perturbacio que con-
sideramos no calculo das fungdes de dois e seis pontos do campo ¢, a fungao de onda do
campo A, ¢ finita. Assim, tomando por base a relagio (1.67) podemos escrever que

ap = apf . (1.75)

Aplicando o operador diferencial H% na igualdade acima obtemos, usando a definicao
(1.72) que

o

=pu—=—ca=0. 1.76
Temos ainda que para Z4 = 1 (B = 0). Este resultado estd de acordo com o Teorema de
Coleman-Hill[47], obtido para campos de gauge néo abelianos. Extencgdes deste teorema
podem ser vistas nas referéncias[48]. Para maiores detalhes, no que se refere ao nosso
caso, ver apéndice D. A equagao (1.74) nos informa, entio que

14=0. (1.77)

E a equagdo do grupo de renormalizagao (1.69) reduz-se simplesmente a

ﬂ% + Bg(% — 07| T (pi, g, 0, p,€) = 0. (1.78)
Sendo 4 chamada de dimensio anémala do campo basico ¢ e 3,(g) a fungdo beta. Esta
tltima nos informa do comportamento da constante de acoplamento como funcao da
energia. Oportunamente analisaremos suas propriedades. No momento, nos deteremos
na tarefa de escrever v4(g, @) e 3,(g, ) em termos dos contratermos.
Podemos expressar o acoplamento gp, ndo renormalizado, como uma série de Laurent
cujos coeficientes sao escritos em termos dos pardmetros renormalizados,

9o = u* [g + i M] : (1.79)

n
n=1 €
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sendo que g,(g, @) é analitica quando ¢ — 0. Aplicando o operador ,u% sobre (1.79) e

usando que ,ug—;‘ = —e¢a, equacio (1.76), temos que
9g oo &1 O9n 09  Ognia
2 2+ u— —a——+ — |2 — U= = =0. .
€9+ 2t #au "‘a,u ng o |49t + 3 ua“ - (1.80)

A funcio beta é analitica em ¢ — 0. Podemos escrever

dg

ua—‘u = dp+die + O(e?)

= ﬁg + dlf 3 (181)

incluindo convenientemente um termo de ordem e. Substituindo (1.81) e (1.80) e coletando
os termos de mesma ordem em ¢ obtemos um conjunto de trés igualdades

d = -2, (1.82)
dn = ﬁ — ai + 2 _?_ -2 ( ) 1.83
0 - q — 805 gag qilg, ), ( . )
d d 0
digein(sna) = (g + 20 =2) gosilg:0). (184

Vamos supor que a constante de renormaliza¢do do campo ¢, Z,, pode ser também
escrita como uma série de Laurent, ou seja,

oo Z ,
Zo=1+Y "(eﬂ %) (1.85)
n=1
Da expressao para a dimensdo anémala do campo ¢, equagao (1.73), obtemos que
oz
#a—; = 2Z4%s - (1.86)

Aplicando o operador ,u,% em (1.85), usando (1.81) e (1.76), e comparando com a equagao
(1.86) acima, temos

=1 [0Z, 02y
22470 = Zl p l B9 (do +di€) — K‘ﬂ] : (1.87)

Substituindo a expressdo para Z;, equagao (1.85), na expressio acima obtemos a relagéo

0z 0z, &1
27 — dla_gl + Ota—al + ; " [2’7¢Zn+1 —dy

—1 €

BZn BZn.H 3Zn+1
Dy . dg to O

] =0, (1.88)

29



e novamente coletando os termos de cada ordem em ¢ obtemos as igualdades

. & 6‘ dl 8
T = (‘§a—a * ?a—g) % (1.89)
0 a 0
dga—an = (2’Y¢, — do — dla_g + C.Y%) Z‘n+1 . (190)

Substituindo em (1.89) o valor de d;, equagao (1.82) obtemos que a dimensdo andémala
do campo ¢ tem a forma

o} a
= (o - o) Zils.a). (o)

Tendo em mdao esta expressdo para 7, juntamente com a expressdo para B, (equagéo
(1.83), expliciamente

17, 3]
By = (a% + 2ga—g - 2) g(g, ), (1.92)

obtemos as fungbes do grupo de renormalizacdo em termos dos contratermos. Para per-
ceber isto basta lembrar primeiramente que Z, = 1 + A e comparar com (1.83). Assim
fazendo temos que

Zy\(g, ) N Zs(g, o)

€ €2

A=

+ .., (1.93)

ou seja, Z,(g, ) em (1.91) é o termo de ordem ¢! do contratermo A, que renormaliza a
funcao de onda do campo ¢. E bom resaltar aqui que Z(g, @) também pode ser expresso
em uma expansao em série nas constantes de acoplamento de acordo com a expansao
perturbativa da funcéo de dois pontos.

Para a identificagio de ¢;{g, @) em {1.92) vamos recorrer & equacio (1.66),

2¢ (1 +C)

Go=gH m

Tanto o contratermo A como o € admitem uma expansao em série de poténcias nas
constantes de acoplamento, ou seja, podemos escrever que

1+C)=1+C1+Co+ ...

QI+4)=14+4;+ 42+ ...
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E a equagao acima para gp pode ser escrita como

o = g,uze [1 + (Cl - 3A1) + (Cg — 3A2 — 301.«4.1) +

— (3C142 + 3C24;) — 3C4, + .. (1.94)

sendo que, comparando com a equagdo (1.79), vemos que g,(g,@) é o residuo do p'olo
simples da equacdo (1.94).

Cabe observar que tanto v, como 3, sdo totalmente determinados pelos residuos dos
pélos simples dos contratermos [49]. No capitulo seguinte vamos explicitar os contratermos
necessarios para cancelar as divergéncias das fungdes de dois e seis pontos, inclusive, por
completeza, os contratermos que admitem pélos duplos.

Ao analisarmos o grau de divergéncia superficial para a funcio de dois e seis pontos,
vimos que eles sdo , respectivamente, quadraticamente divergente e logaritimicamente
divergente. Os contratermos induzidos por estas fung¢des sdo , portanto, proporcionais
a0 quadrado do momento no primeiro caso e proporcionais a uma constante no segundo.
Estes resultados estdo de acordo com o Teorema de Weinberg[50], no qual nos diz que
os contratermos induzidos pelo processo de renormalizacio sdo polindmios nos momentos
externos, de grau igual ao da divergéncia superficial.

No préximo capitulo, calcularemos as funcoes de vértice de dois e seis pontos, e obte-
remos os contratermos necessdrios para absorver as divergéncias presentes em cada caso.
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Capitulo

O Calculo das Funcoes de Dois e Seis
Pontos

2.1 Introducao

Como ja foi dito na introdugao deste trabalho, nosso intuito é analisar a influéncia
do termo de Chern-Simons sobre a renormalizibilidade da teoria. Veremos neste capitulo
que para a fungdo de dois pontos tal influéncia dé-se na ordem 2 de perturbagdo . mais
propriamente em e? (ou, equivalentemente, o?, sendo que chamaremos de « o parametro
de expansdo perturbativa referente ao acoplamento de Chern-Simons). Neste trabalho,
consideraremos que os acoplamentos o e g tem a mesma ordem de grandeza na teoria de
perturbacdo . Para a andlise das divergéncias da fungao de seis pontos devemos considerar
a expansio até a ordem 3 (menor ordem em que se manifestam as divergéncias), e é nesta
ordem de perturbacio que, como veremos, da-se o aparecimento dos pélos duplos.

Iniciaremos este capitulo definindo formalmente as func¢des de dois e seis pontos. Pas-
saremos, em seguida, ao calculo de alguns diagramas iiteis, que aparecem como sub-
diagramas dos demais, com o intuito de simplificar a andlise e o calculo das amplitudes
mais complicadas.

Concluiremos o capitulo explicitando as divergéncias das fungoes de dois e seis pontos e
obtendo os contratermos necessarios para renormalizar a teoria até a ordem aqui adotada.

Para facilitar o trabalho de cdlculo, vamos, sempre que possivel, escrever as integrais
nos momentos em uma das trés formas gerais

1
a) = d
@ / =g+ )P

1 _ d #
= | G T (2.2)
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.qu

ny d
o = /d T@Pg+ 0P

(2.3)

que no apéndice C sido chamadas respectivamente de (C.1), (C.2) e (C.3). Neste apéndice,
as integrais acima sao calculadas explicitamente e usaremos diretamente estes resultados
no decorrer dos calculos dos diagramas.

Neste capitulo, os diagramas da fungdo de vértice de seis pontos serdo calculados
escolhendo-se uma situagio em que o momento em cada propagador externo sera escolhido
como sendo p(ou —p). Isto facilita consideravelmente o clculo dos fatores combinatoriais
devidos a cada configuracdo do fluxo dos momentos.

E oportuno também mencionar algo sobre o uso da regularizacdo dimensional quando
estd presente o tensor 7. E bem conhecido que a influéncia da regularizacdo dimensional
em objetos que quebram a simetria de paridade, como é o caso do tensor de Levi-Civita,
levam a problemas na extensao destes objetos para uma dimensio arbitriria d[33]. Este
problema da extensao do tensor &*” para d dimensoes tem sido discutido sobre vérios
aspectos por muitos autores[51]. O uso de diferentes prescrigdes para efetuar esta extensio
podem induzir apenas termos finitos no calculo dos diagramas{52][53]. Entretanto, como
estamos interessados apenas na parcela divergente dos diagramas de Fevnman {com o
intuito de analisar as prorpriedades das fung¢oes do grupo de renormalizagao ), e como em
um “loop” os graficos sdo finitos e em dois “loops” apresentam poélos simples, 0s nossos
resultados ndo sdo afetados pela forma que tratamos a expansao do tensor ¢*?. Como
veremos os diagramas das fugoes de dois e seis pontos nos quais os termos de Chern-
Simons estdo presentes foram calculados até a ordem de dois “loops”. Diagramas em
ordem superiores a dois “loops”, que apresentam pélos diplos(e para os quais, portanto,
existe colaboragdo da parte finita), nao contém o termo da Chern-Simons.

2.2 Definicoes das Funcoes de Vértice de Dois e Seis
Pontos

A funcao de Green conexa 1-PI é definida pela série

G (p) = Do(p) + 20(p)[—iZ(p)] Ao(p) + Ao(P)[—i2(P)]A0[~iZ(P))A0 + ..., (2.4)

escrita em termos do propagador livre Ay(p) = i/p? do campo ¢ e da auto-energia prépria
—12(p), ou seja, da soma de todos os graficos irredutiveis.
A expressdo (2.4) pode ser escrita como o produto do propagador livre por uma série
geométrica de razdo —i% e reduzir-se a
GO(p) = ——— . (2.5)
p* - X(p)
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A funcio de vértice ['®}(p), ou funcdo prépria de dois pontos, é definida como

I®(p) = -[GP )™, (2.6)
que, baseados em (2.5), podemos escrever
I'A(p) = ip” — iT(p) . (2.7)

Os gréficos que compdem a auto-energia —t¥ estdo ilustrados no apéndice A, sendo
que devemos excluir deles os propagadores externos. Por definicio —iX corresponde &
amplitude pura, sem 0s campos externos.

A funcdo prépria de seis pontos, ou fungio de vértice de seis pontos, depende apenas
dos diagramas 1-PI, também ilustrados no apéndice A, sendo que os propagadores externos
devem também ser excluidos. Assim

T = A®(p))~1 AP (pe) !GO (p1, ..., ps) , (2:8)

sendo que A®(p;)~! tem o efeito de excluir os campos externos e G{®) é a funcio de Green
de seis pontos.

Observando os diagramas que compoem a func¢ao de vértice de seis pontos. vemos que
a ordem mais baixa em que estes diagramas exibem divergéncia e que o termos de Chern-
Simons estd presente é 3 (ou seja, ordem cubica de a ou g, ou o produto do quadrado
de uma delas pela outra}. Assim a expansao perturbativa da funcio de seis pontos foi
considerada até a ordem 3.

Para a fungdo de vértice de dois pontos adotamos o mesmo critério, e levamos a ex-
pansdo até a ordem mais baixa que apresenta divergéncia envolvendo o termo de Chern-
Simons. Ordens mais altas de perturbacao ofereceriam correcdes aos valores numéricos,
sem portanto alterar a natureza do comportamento das funcdes do grupo de renormali-
2a¢ao .

2.3 Sub-diagramas

Antes de passarmos para o calculo dos diagramas que contribuem para as func¢bes de
vértice de dois e seis pontos propriamente ditas, vamos calcular alguns diagramas que
serdo especialmente tteis no célculo de alguns outros. Estes diagramas sdo, via de regra,
sub-diagramas. e seus resultados servirdo para compor as demais amplitudes.

Uma observacao importante que deve ser feita é que nestes cdlculos, exceto quando
o diagrama for nulo, vamos manter todos os fatores de e. Eles devem ser mantidos na
expressao pois, ao usarmos estas equacoes como partes de diagramas maiores, estes fatores
sdo fundamentais pois colaborarido na composicao dos pélos da fungio gama.
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I (p) : R
p+k
k
Las(p) . S
p+k

p+k
Figura 2.1: Diagramas I1,(p), Ila5(p) e P (p).

Para efeito de regularizacio dimensional, a medida Dk deve ser tomada por
pcd®k/(2m)%, com € = 3 — d. Nesta primeira parte do capitulo, calcularemos as am-
plitudes sem levar em conta os fatores de vértices (constantes de acoplamentos ou fases
imaginarias). Por comodidade. estes fatores serdo incluidos posteriormente. assim como 0s
fatores combinatoriais devidos as varias maneiras de contrair os campos internos segundo
uma dada configuracdo dos campos externos.

Vamos calcular inicialmente os diagramas mostrados na figura (2.1)

Segundo a figura (2.1) podemos escrever que

.(p) = ka(2k+p)a———(k;p)2-;—2 , (2.9)
ou ainda
__ 1 . (2k+Dpla
M(p) = _Wfddk[—m]j—(mp)?] . (2.10)

Temos, portanto. duas integrais para serem resolvidas. Estas integrais sio da forma
apresentadas em (2.2) e 2.3) com & = 3 = 1, e cujos resultados sio dados. respectivamente,
em (C.4) e (C.3). Assim fazendo. temos que

IR [F(%—l)l“(%—l)r(z—%) T(gri-yr-y)




fazendo d = 3 no termo entre colchetes, lembrando que I'(1/2) = /7 e T'(3/2) = /7/2,
vemos que este termo se anula. Assim

a(p) =0 (2.12)

Para I1,5(p), da figura (2.1), nds temos

ka = k o (2.13)
ainda
4koks + papp + 2paks + 2kaps)
- [or o , (2.14)

aqui podemos usar novamente o apéndice C para resolver os trés tipos de integrais acima.
Alternativamente, podemos explicitar os passos do cdlculo. Fazendo a parametrizagio de
Feynman da forma mostrada no apéndice B, equagdo (B.7). chamando a = (p + k)?

b = k? temos

_ 1 [4kokg + papp + 2paks + 2k, pg)] -
Mg = —/(; dz .[Dk l [—k2 — 2k.px — p2x]? ' (2.15)

Usando agora (B.1), (B.2) e (B.3) para resolver as integrais nés obtemos

7% d\ ! Apap z? 4g°# 1
My = — ir(z--)[ da:[ 2 e —
242 2/ Jo (—p2)2% (z — 22)>°%  (—p?)2~% (z— r2)1-2
4pap x 4pep 1
28_... 92— 7T glii Q_Q] (2'16)
(—p2)% % (z —2?)27%  (—p?)*% (v — 22)27%

Os termos que dependem de = no denominador podem ser invertidos, passando para o nu-
merador. Entdo , usando-se (B.9) para fazer cada integral paramétrica. temos finalmente

1 dar
Mas = a . 2.17
8 16\/7(;007)3 pga)( - ) (2.17)
O diagrama II,5 é chamado de tensor de polarizacao. Observe que mantivemos explici-
tamente os fatores de e, sem colapsa-los em € — 0.
Para obtermos P,,(p) na figura (2.1) basta incluir os propagadores de Chern-Simons
em Il,g5, ou seja,

P P
Pu(p) = E““"p—ﬁﬂaa(p)aﬁ "’p—;’ : (2.18)
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Usando as propriedades de anti-simetria do tensor, £#*’p,p, = 0, vé-se que o primeiro

termo devido a (2.17) é nulo. Usando em seguida a relacio para o produto de dois £+
equagdo (B.16) obtemos que

i (dmp?)i

P,uu(p) 16 (_F(g.uup —~ PuPv) -

(2.19)

Vamos calcular agora um segundo grupo de diagramas que podem ser visto na figura
(2.2).
O diagrama ©(p), da figura (2.2) pode ser escrito algebricamente como

k (k+p)*
,u.u)\ A
@(p [Dk k2 u‘up (k +p)2 3 (220)
usando {B.16) a equagdo acima pode ser escrita como

kxk kxp
= —2g% f Dk r e . 21
o) = 20 [Pk (G n + my) 221
Na primeira integral, o termo em k2 pode ser cancelado no numerador e no denominador

H
reescrevendo & + p — k' e usando {B.1) para p = C = 0, vemos que esta integral é zero
Assim, (2.21) pode ser escrita simplesmente como

2
op) = -2 dgp ‘;’u' I, (2.22)
sendo
kx im3  [—mp? 2
Iy = [ d% = . (2.23)
* f [—#?][-(k + p)?] 277 [-pi
Substituindo em {2.22) temos para ©(p) o resultado
i (4mp?)s
Para o diagrama ©,(p), figura (2.5), temos
vo ko J -
9;‘ -[DAE# pko (2p + k)u(_p—i-—k)z . (220)

Pela anti-simetria do ¢**#, o segundo termo da integral acima é nulo, assim O(p), pode
ser escrito simplemente como

k)
Ou(p) = 2ie™*p, f Dk e (2.26)
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q

Figura 2.2: Diagramas ©(p). ©,(p), com p=p; + ¢, Oa(p.7'), com p’ = p+g¢, e O(p,p)
com p' =p+q.
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A integral acima tem solucao proporcional a p, (ver equagao (B.2)), ou seja
0,(p) o p,p, = 0. (2.27)

Para o diagrama O,(p, p') da figura (2.2), temos que

! — 2 Z ! ,uyp& L. !
Oulprd) = [ Dk Op+ B2+ B (E 2k + p+ 1) (2.28)

sendo que 0s termos proporcionais a k, € &, 520 nulos pela anti-simetria de e#*?k,. Assim,
a equacdo (2.28) reduz-se a

ko(2k +p+p')a
k2(p+ k) p' + k)2

Oulp,p) = —4"’p,p, f Dk (2.29)
Fazendo a paramentrizacio de Feynman nesta integral usando (B.8) e escolhendo A =
(p+ k)%, B=k%*e C = (p + k)% obtemos apds alguma algebra

€

8 Y 1 1 % e + ko (p + D)
Qalpp) = Qd‘;ds“ ppupi,fo dyy/o da:fddk[_k p o(p+p)

P2k (pz+p(l-y)) - p(1—y) - p2a?
(2.30)

Integrando o segundo termo da integral acima vemos que serd proporcional a p,, que, pela
anti-simetria de £#?, serd nulo. A integral do primeiro termo, usando (B.3), nos leva a

; Bipt . ! ! d 'z +p(1 - 'z +p(1 — Y
Oulp:p) = ——5¢" ”pupi,f dyy dz{l’ (3— 5) — [p 2 y)l[p ’( )] _
2¢0m3 0 0 [pPz(z — 1) + pPy(y — 1) + 2p'.pz(1 — y)]
d
r{e-4) Ipa -
d . L.,
2 [pz(z - 1)+ pyly— 1) + 2 pz(l — y)]*°2
o primeiro termo desta integral, novamente pela antissimetria do ¢#*?. é nulo. Assim
dipf d pnd o ] 1
o ' = - P?—— E'u” """22/d fd
©a(p,p) 7, 2 ( 2) o PP P | dyy | da
2 ) ' %—2
[$($-1)+I%y(y— 1)+ ]]j,'zp z(1 —y)] : (2.32)

na qual, fazendo-se as integrais em z e y. temos que

. p
O.p,p) = —£_T1 (2 - —) ebvpp P 2.33
Pp) = S 5 | €6 Pub (2.33)



Para o grifico ©(p, p') da figura (2.2), temos que

i i
+ k) (p' + k)2

, k
elp,p) = f Dk (20 + k)u(2p + E),e# 25 (2.34)

que pela anti-simetria do e#® reduz-se simplesmente a

kﬂ
p+E2(p + k)2

Op,p) = —4e"pup, f d'k 2 (2.85)

Implementando acima uma parametrizacido de Feynman da forma (B.8), chamando 4 =
(p+ k)%, B=k?e C = (p' + k)? podemos escrever (2.35) como

, &Uf o , /1 fl / J kp
= ——gh¥ d“k
OB} = qaga b |, W Jy & | R ok et p - )~ PO =) = 7P
(2.36)
e usando (B.2) para resolver a integral em k temos
e I (3-% 1 y —~[p' -
opp) = - ( 2)5““”%1)!,] dy/ dz 'z + 21 = 9, r
2ir% I(3) o TJo T [—p2(1—y) - 2z + (Pz + p(l - y))2P

(2.37)

da qual concluimos que

O(p,p') o e*’pup,(p' +p), =0 (2.38)

Vamos calcular agora um outro grupo de diagramas que podem ser vistos na figura
(2.3).
O diagrama .A; pode ser escrito como

k
A = f Dk 220 (2.39)
e pela anti-simetria de £#7,
A =0. (2.40)

Para o diagrama .4, temos

k 1
Ao(p) = [ Dk@p+ k)™ 5(2p+ K, . 2.41
2(p) (2p+ k)™ 23 (2p + k) T (2.41)
que pela antissimetria de =#“* temos que
Az(p) =0. (2.42)
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Figura 2.3: Diagramas 4;. Ay e A;.
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7y
O

i 2, a(p), Ou{p) e O(p, p).

Figura 2.4: Diagramas nulos, respectivamente 4;, .4,

Completando o cédlculo dos diagramas da figura (2.3), vamos calcular agora ;. Este
(2.43)

diagrama é, algebricamente, dado por
: a1
27r)d / —k?2—in’

1
Ay = f Dk ——
' K+
Sendo que na integral acima introduzimos um regulador 7, de maneira a controlar uma
(2.44)

,LLE
I‘(l :

que, sendo d/2 — 1 > 0 o regulador n pode ser removido sem problemas. ou seja fazendo

divergéncia infravermelha da integral. Usando (B.1) em (2.43) temos
d il
) (“‘”?)2 ! '

i — 0 temos
A, =0, (2.45)
Resumindo. vemnos que os diagramas I1,(p). equagdo (2.12), ©,(p), equagdo (2.27), A,;.
equagao (2.40). A4, equacgdo (2.42). e Ai(p), equagdo (2.43), sdo nulos. Estes diagramas

sao mostrados na figura (2.4).
Com estes resultados nas mdaos jd podemos fazer uma primeira sele¢do dos diagramas

das fungoes de vértice de dois e seis pontos, que poderdao colaborar para as funcoes do
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Ay (p) k Aq(p)
ptk
P+k
=N G P
P-q As(g) A4(I)
p- £
p+k

W As(f)r

Figura 2.5: Diagramas A (p), Ax(p) As(q), As(l) e As(t).

grupo de renormalizagdo , ou, pelo menos, daqueles diagramas que nio sdo identicamentes
nulos.

Para a fungdo de vértice de dois pontos j4 podemos descartar, além dos diagramas A,
e As(ver apéndice A), os diagramas B, Cy4, Cs, Cz, Cs, Co, Cro, D2, D3, Dy. &, Es, &3, &4
e &. Pode-se constatar que eles contém pelo menos um dos sub-diagramas nulos acima
calculados. Desta forma nos resta calcular ainda os diagramas Cj, Cs, C3. Cs, Cy e Dy,
para a funcao de vértice de dois pontos.

Para a fung¢do de vértice de seis pontos j4 podemos descartar os diagramas G,, Hi,
Iy, I, Is, I, s, Zo, Tny, Lo, a7, s, Tho, Too, Zoa, Tos, Jh, Joo Juy Tsy Jo: T70 T8y T
[:2: £'37 f’c’n [-"Br ET, ﬁg, [:12, £13, [.'«14, [:15, [:165 £17, Elg,e [:19. Aqui também, cada um
dos diagramas acima comporta pelo menos um dos sub-diagramas nulos antes calculados.
Desta forma nos resta calcular ainda os diagramas G, Zo, Iy, Zs, Z10, Z13- Z14. Z15. Lis.
Tors Loo. Zog, T3 Ki{i = 1....,9). Ly, Ly, Lo, L1g e L}, para a funcdo de vértice de seis
pONTOoS.

Vamos agora calcular outro grupo de diagramas que serdo titeis para o célculo dos
demais. Estes diagramas podem ser vistos na figura (2.5)

O diagrama A,(p) pode ser escrito como

g 0
Aofp) = fm . 2.46
2(p) E2+in(k+p)2+in’ (2.46)
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ou ainda, deixando o in subtendido, temos
N r 1 1
- (2n)¢ [—#][-(k +p)7]

integral esta da forma [4), equacdo (C.1), cuja solugdo pode ser vista em (C.4), que para
a= =1, vé-se que

Az(p) = (2.47)

_ g T(E-1T(-9)
8l = A BT - (2.48)

a qual, escrevendo d = 3 — ¢, fica

—7 —47 r i« r 1 + £
As(p) = 3 ( L ) (s 2) i+1) (2.49)
(47)2/—p? p (1l -¢)
ou ainda, calculando os valores das fun¢des Gama segundo (B.10),
Malp) = iy (Y (2.50)
T s P ) |

O diagrama Aj(gq) pode ser obtido tomando por base A,(p), pela inclusao de um novo
propagador. Assim, o diagrama As(g) pode ser escrito como

- i i m?)iT(3-5) T +3)
Aa(?) - fDP(p+q)2 |:(_p2)%+§ (4,”)% f(l—e)

sendo que o termo entre parenteses é o diagrama A, conforme vemos em (2.49). A
equacdo {2.51) pode ser escrita ainda da forma

. (2.51)

Aa(q)=(4”“2)“(§_§()1F(5+§) e (252

(4)* = e VA

A integral acima € da forma [,. equagdo (C.1}, cuja solu¢do encontra-se em (C.4). Fa-
zendo em (C.4) o =1/2+¢/2 e 8 =1, podemos escrever (2.52) como

rlg) = o () TG
3 =
@r)*\-¢®) T(3-%
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Usando (B.10), B.11) e (B.12) temos que

4\ ° 4m p?
( —q2j = 1l+¢ln ( 7 + O(e?)

F(g_%)_l = f—%{l+%(2—7—21n2)+0(62)]
(%_%)3 - %[1+?;(7+21n2)+0( )]

I'(e) = %[1 — ve+ OY)], (2.54)

substituindo estas equagées em (2.53) temos que

=1 |1 4 p? 2
Az(g) = 3972 [E + In (_qrz—_”]j + 37+ Ofe )] ) (2.55)

na qual reestabelecemos o regulador 7, para controlar a divergéncia infra-vermelha.

Observe que para este diagrama, Aj, calculamos a parte finita. Isto ndo sera sempre
necessario, ja que apenas as partes divergentes dos diagramas irdo compor as fungdes do
grupo de renormalizagdo. Porém veremos que existem diagramas de ordens superiores (g%)
que terdo pdlos duplos, e estes diagramas serdo compostos em parte, por sub-diagramas
da forma de Aj.

QO diagrama A4(I) pode ser escrito em termos de Aj, bastando para tanto incluir um
novo propagador em Agj, como ilustra a figura (2.5). Observando isto podemos escrever
que

i —1  (dmwp?)e
=D r , 2.56
[Poam |y e TO (2:36)
sendo que o termo entre parenteses da equagdo acima € uma forma alternativa de escrever

A3(g) (fazendo a expansio € das fungbes gama de (2.53), exceto I'(€)). A equagio (2.56)
pode ainda ser escrita como

-17rm
= - 2.
Aq(l) 327?2 f I q—l __q] (2.57)

A integral em (2.57) possue a forma de J(,), equagdo (C.1). cuja solugdo encontra-se
m (C.4). Fazendo em (C.4) a = ¢ e § =1 temos que

A4(l) _ U (_ (477#2)6) [_12]%—3—2’ T (% - :?‘2_6) r (% - %) r (_% + %) 7 (2.58)
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ou ainda, calculando os valores das fungdes Gamas, e introduzidno um regulador n pode-
MOS escrever que

Aqy(l)

) 2.
P2 (L2~ in) 2T E (2:59)
na qual, para ! — 0 e, em seguida, fazendo também n — 0, temos Ay — 0.

Para obtermos Aj(t) devemos repetir o mesmo procedimento, ou seja, construi-lo a
partir de A4(!) pela inclusdo de um novo propagador. Ou seja,

: (4”“2)?[] (2.60)

As(t) = /-Dl(l_ztp [(_lz)—-§+% 2872

na qual o termo entre parénteses é o diagrama A4(l}, equagdo (2.59). A equagdo (2.60)
pode ainda ser escrita como

(47r,u,2)% 1 1

e
U A==

(2.61)

A integral acima ji é nossa conhecida, (C.1), cuja solucio estd em (C.4}, agora com
a=3¢/2—1/2 e § = 1. Feito isto A;(t) assume a forma

() Fipe [-41-2T (3 = §) T (2 — 26) T (=1 + 2¢)

et B T(E-ror(-3)

As(t) = , (2.62)

efetuando a expansdo das fungoes Gamas segundo (B.10}, resaltando o pédlo contido em
1
M(-14+2)=—-=—+.., (2.63)
2€
o diagrama A;(t) tem como resultado

i (471'[.1.2)26

3 x 2l (=2 — gy~ 1+%

As(t) - + parte finita . (2.64)

Os diagramas expostos na figura (2.3), e aqui calculados, serao uteis no célculo das
funcgbes de vértice, como veremos a seguir. Estes resultados confirmam os obtidos por
McKeon e Tsoupros|22].
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Figura 2.6: Diagramas Cg, ordem a®.

2.4 A Funcao de Vértice de Dois Pontos

A fungdo de vértice de dois pontos I'® (p), ou fungao prépria de dois pontos é definida
por (2.7)

r®(p) = ip? - i(p) , (2.65)

sendo que a auto-energia —i¥(p) é a soma dos gréficos irredutiveis de dois pontos, listadas
até a ordem 2, no apéndice A.
Pela andlise preliminar que fizemos na segdo anterior, vimos que apenas os diagramas
C1, Ca, C3, Cg, e Dy sdo, em principio, diferentes de zero. Passaremos a analisar agora
cada um deles.
O diagrama Cs, que é visto na figura (2.6), pode ser escrito em termos do tensor de
polarizacdo Il 5(k), ou seja,
Cs = [ Dhere o g0y, 52 2.66
s—f £ L2 ag( ).: pE2 (... )
Substituindo o tensor de polarizagdo I1,5(k), equacdo (2.17), na expressao anterior temos
que

k i (dwp?)s k -
Co = f’Dka‘“’"—” 2 (kakg — gask?)| ePFTL 2.6
considerando na equagao anterior que (baseados em (B.16)).
E#apsjmkp(kakﬂ - gaﬁkQ)kﬁ = (d—-1k*, (2.68)
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temos que

com

o4
ey
b=}
Y
R
<
L 4
=
-~
oY

Figura 2.7: Diagramas Cy, Cz e C;. Ordem o?

i(d — 1)(dmp®) 2 5
- - 2.69
I = [d“k—l—l, (2.70)
[~k% +nj2t2

a integral acima é da forma (B.1) e. quando o regulador vai para zero ela tamhém anula-se.

assim

Co=0. (2.71)

Vamos calcular agora os diagramas C;, Cs e C3, que podem ser vistos na figura (2.7)

O diagrama C; pode ser escrito em termos do tensor de polarizacao I1,;. equagao
(2.17), ou. mais propriamente, em termos do diagrama P,,, equagio (2.19). no qual os
propagadores de Chern-Simons encontram-se incluidos. Ou seja. podemos escrever C)
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como

{2 k UO’k
[ Dh— (20 K20+ ket BTl 35 (2.72)
ou ainda, substituindo 1,4,
- 1 1 47.”1{2 z
_ pap fiva E = e fe L2 -
G 4Zka(p+k)2(k2)2E & Pubukp "[ T A gaﬁ)( k2 ) ] ’
(2.73)
que pode ser escrita da forma
(4mp®)ps(p*g™ — p*p”
C, = Sdr2d )Ik (2.74)
sendo
kuk.,
A P 279
[—k2)2*5 [~ (p + )2]

Esta integral em &k é do tipo (C.3), cuja solugio é mostrada em (C.6), que para o =
3/2+¢/2e f=1,

(% )(%’ F(3-9) L us[26-d(d—2)pm
(_p) (%_1) p2 — Guv|

(2.76)

O primeiro termo do fator entre parénteses é nulo para ¢ — 0 (d = 3). Usando
ainda (B.10) para o cdlculo das fung¢des gamas, substituindo (2.76) em (2.74) e fazendo
as contracoes dos indices de Lorentz temos

. 2 2 €
) 4
= — -— —_ 9
Ci{p) Y [ e ] I'3—d). (2.77)

Se escrevermos ['(3—d) como I'(¢) e fazermos a expansao desta em torno de € = 0 conforme
{B.10), podemos escrever finalmente que

Ci(p) = ;f?r2p— + parte finita . (2.78)

J4 sabemos que a parte finita nfo ¢ de interesse para nos, pois. como vimos ac analizarmos
as fungoes do grupo de renormalizagéio, apenas os termos de pélo compéem tais fungoes.
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Vamos agora calcular o diagrama C, da figura (2.7). O diagrama C; pode ser escri-
to em termos do diagrama ©(p), figura (2.2), que representa um “loop” composto de
propagadores de Chern-Simons, da seguinte maneira

C; = / que(q) . ’ (2.79)

Usando o resultado para ©(p), equagdo (2.24), temos que

o = oo el (250

1, (2.81)

sendo

I, = [d° - 51 .
/ T 75— (p+ g

(2.82)

Esta integral em g é da forma (C.1), cuja solu¢do encontra-se em (C.4). Para o =
—1/2 +¢/2 e §=1 e aproximando as fun¢bes gamas temos

() ()T () i
rEE)ris) 8
Substituindo I, na equacio (2.81) temos

B z]_,)2 B (4,”.#‘2)2
9672 p?

I, = ir%(—p?)t~% (—p)' (=1 +¢) . (2.83)

£

rr(—1 +e), (2.84)

Co

e fazendo a expansdo em ¢ como em (B.10), escrevemos finalmente C» como

2

. parte finita . (2.85)

C
2 0672 ¢

Vamos calcular agora o diagrama C3, mostrado na figura (2.7). Este diagrama pode
ser escrito em termos de ©,(p,p’) da figura (2.5). Isto é feito da seguinte maneira

C(p) = [ Daulpp+a)e G20 +0)s (2.86)

(%]

(p+q)

a0



Substituindo ©,, equacéo (2.32) em (2.86) temos

8uc d 1 L Pu(P + a)vq,ps
= Ti2—--= D d S afy £i g
C3(p) P ( 2)] Q/O yyfo dze™ o€ ¢+ q)?
[(p+ 0P z(z— ) +pyy — 1) +2(p+q)pr(1 - )52 . (287)

Usando que g, #e%% = gifg¥7 — gh7g¥8 obtemos

Cs(p) =

(2——) | Pa f dyy / dz(pg°? — p°P?)guts (2.88)

2d7r2

¢?(p+qP*[(p+g)z{z - 1) +p y(y —1)+2(p+q)pz(l-y)%
(2.89)

Aqui devemos fazer duas parametrizacbes. A primeira (B.7)

1
AB  Jo dz[Az-l—B(l — 2)]?

(2.90)

com A=¢’e B= (p+q)? e a segunda

L a+ﬁfd Wl W)™ (2.91)

AsBB ~ [Aw + B(1 — w)]**?

sendo

A = (p+qlz(z— 1) +pyly - 1} + 2(p + q).pz(1 — y)
B = g'z+ (p+q)*(1—2)

e assim, j4 escrevendo Dg = FH—7d?%g, temos que

Ci(p) = 93527‘11_‘(4__)[ dyyf d:c[ dzf dww'™ 2 (1 — w)

/ d%g(p?9%° — p°P")gagslwz(z — 1)(p + ¢)* + wy(y — 1)p?

+wz(l—9)2(p+q)p+ (1 — w)glz + (1 — w)(1 - 2)(p + ¢)22 ™ .
(2.92)

Esta equacao pode ainda ser reescrita como
8 2e
cg(p):Lwr(a;-g) (p29% — p*p f dyyf d:cf dzf dwe' =31 - w) T,y
925 2
(2.93)



sendo

1 a
“ = T [ & T (2.94)
¢ [—q% — 20.p% — p2¢]
com
= 1l-w+wz(r—1) (2.95)
b = wr® —wzy+ (1 —w)(l—2) (2.96)
c wr(z— 1) +wyly— 1)+ (1 —2)(1 —w)+ 2wz(l —y) . (2.97)
A integral Z,5 tem a forma de (B.3), e tem como solugdo
b 2
4 ey T=d) () peps r(3-d 9as
Iaﬁ=””( 3)2 1"(4—9) L\ 2 R 4—d_21-\(4_g) 9 a—d
) |(8) - (&) AOFSIONE
2.98)
Tendo o resultado para Z,5 podemos fazer
d ¢, ['(3—4d 2
(56" — 571 Tag = —inh (=) 7' (( . j) (@-1) P
2 [(%) p? — (%) pz] (p2)3-¢
(2.99)
e para € = 3 — d em torno de zero, C; torna-se
B _4iu2e ,p2 /.1 _d

Ci(p) = W(d — 1)T'(e) @) Jo dww "z

/01 dyy /01 dz _/01 dz(—a)™"

2 _
l1+eln (b 2“) +] ,
. a

(2.100)
ou ainda

Glp) = (;?3 1z

(2.101)
sendo J o conjunto de todas as integrais paramétricas que. substituindo o valor de a dado
por (2.95) sera

27

1 1 1 1
I= / dww'™$ f dyy] dzf drjw — 1+ wz(l - av:)]%_4 =3 (2.102)
0 0 0 0
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que, levando até (2.101) temos finalmente que o diagrama C; serd

ip? 1 .
Cs(p) = — Tome T parte finita . (2.103)

O dltimo diagrama que colabora para a fungéo de dois pontos que resta ser analisado
¢ o grifico Dy, que ¢ equivalente ao diagrama As(?) da figura (2.5). Assim, por (2.64),
podemos escrever que

-2
7
Dy = 8s(p) = 557

1 .
WE + parte finita . (2104)

Portanto, tendo em méos os resultados para as amplitudes C; (equagdo (2.78)), C;
(equagdo (2.85)), C3 (equagdo (2.103)) e D, (equagdo (2.104)).

2

Cilp) = —ﬁ% + parte finita . (2.105)
i p? ,
C, = e T parte finita . (2.106)
i P _
Ci(p) = — 52 T parte finita . (2.107)
i p? .
D, = “m—e— + parte finita . (2108)

podemos escrever a seguinte tabela

| Diagramas | Parte Divergente (1/¢) | Acoplamento | Fator Combinatorial |

G e G 7
C, 5?1,-12 (ie:!)2 92
Cs w5 = 4
D, e o (3)°

Tabela 2.1 - Partes divergentes, acoplamentos e fatores combinatoriais dos
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r@(p) = ,fdok“i

Figura 2.8: Fungao de vértice de dois pontos. O tltimo termo da série é o contratermo
para a funcdo de dois pontos, e que €, em principio a soma A = A, + A,, sendo A, os
contratermos de ordem 1 e A, 0s contratermos de ordem 2.

diagramas que contribuem para a parte divergente da funcio de dois pontos.

A funcdo de vértice de dois pontos, conforme definida em (2.7) serd entdo dada dia-
gramaticamente pela figura (2.8)
Algebricamente a fungéo de dois pontos sera, segundo a tabela (2.1),

. 2 2 2 2
. p 1 2ip* 1 e 1 1 ipr 1
@ R S Y R Y R B SR B S. .
b = e " Coere  Clante 'Y 373200
+ (A, + A9)p® + ip? (contribuigao finita) (2.109)
A “contribuigdo finita” na equagdo acima representa a soma das partes finitas de cada
diagrama. Como ndo temos nenhuma divergéncia de ordem 1 (e ou g) temos que

A, =0. (2.110)
Somando as contribuigdes divergentes em (2.109) temos que
T4l g°

1 0 .
8.2¢ ¢ T amas + (contribuigdo finita)| . (2.111)

L) = ip’ [14---12 -

da qual concluimos que 4, deve ser

R g 1 5
Az = l-—l&rr?a 329007 | ¢ (2.112)

sendo este o contrarermo necessario para tornar finita a funcdo de vértice. Observe que

fizemos com que a = ¢°. ou seja. estamos contando na expansio perturbativa em ondens
do coeficiente do termo de Chern-Simons « e do acoplamento g.
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Figura 2.9: Diagramas Q. Z,, Z; e Ts. O diagrama §2 é um sub-diagrama de Z;.

2.5 A Funcao de Vértice de Seis Pontos

A fungdo de vértice de seis pontos I'®), ou funcdo prépria de seis ponto é definida por
(2.8)

T = A@p)~L  A® (pe) ' GO (p,, ..., pe) (2.113)

sendo G'® a fungdo de Green conexa de seis pontos. e A®)(p,)~! significa que os campos
externos dever ser excluidos. A fungio de Green conexa de seis pontos é a soma de todas
as amplitudes de Fevnman de seis pontos. Aqui levaremos a teoria de pertubagdo até
a primeira ordem nao trivial, ou seja, até que as amplitudes de Fevnman apresentem
singularidades. Isto acontece, como veremos. na ordem 3 das constantes de acoplamento.

Na ordem g3 algumas amplitudes exiber pélos duplos. os quais, como vimos ao ana-
lisar as fungdes do grupo de renormalizacao , ndo influencian tais funcdes . Porém. por
completeza, explicitaremos aqui o cdlculo destes pélos.

Os diagramas que colaboram para a fungao de seis pontos estao listadas no apéndice
A. No final da se¢do 2.2 fomos capazes de descartar alguns destes diagramas por serem
identicamente nulos. Assim feito nos restam, no entanto, os seguintes diagramas: G, I,
Iy, Is, Tio, Tuz- Lua: Disy Tus, Ton, Do, Togy Js. Ki(i = 1,...,9), Ly, Ly, Lo, L1o € Ly1, que
passaremos a analisar agora.

Vamos dar inicio a esta andlise como grupo de diagramas listados na figura (2.9). O
primeiro chamaremos de £2(p}. p2) (um sub-diagrama de Z,)e os demais sdo dos diagramas
IQ, I4 e IG.

O diagrama Q{p,, pa, p{. p5) pode ser escrito como

[ ]]
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. . k) k
Uy, paphoph) = [ Dh— L _com B2 =Pyt E)y ke
(p1, P2, P1, Do) (p2 + k)2 (P} + k)2 (p2 — pb + k)2 k2

(p1+ D)+ k)al2D) + k), (22 + ) (2 + Db+ k)p  (2.114)

que apds alguma &lgebra, multiplicando os termos acima e usando as propriedades de
anti-simetria dos tensores de Levi-Civita, podemos escrever

ko(p2 — ph + k),
2(py + k)2(p) + k)*(p2 — ph + k)2

o grau de divergéncia superficial para a equagao anterior é d(£2) = —3, sendo portanto
finito. Considerando que p; e p; também possam tenter para infinito temos que di p, () =
—1, sendo, portanto, também finito.

O diagrama Z, pode ser escrito em termos de 1(p1, p2, ], p5) da forma

Q= —16e*7e"p1op ,p2uPhs / Dk (2.115)

i 7
Iy = fDq (P} ~ 9,75 — ¢, 7). 5) 2.118
! Ry LR (2116)
conforme podemos ver na figura (2.9). O grau de divergéncia superficial de (2.116) sera
d(Z;) = —2, ou seja, também finito. Portanto Z; nao contribui para a parte divergente de
r®,

O diagrama 7, pode ser escrito em termos do tensor de polarizacao I1,4, que pode ser
visto na figura (2.1). Assim
O gréfico Gg pode ser escrito em termos de I1*¥ da forma

- q)% (ph + q)?

To(ph, p2) = fDq

G o 4
(2p) — @)u(2p5 + Q)VE#QPZ;%E mq_znaﬁ(q) :

(2.117)

que ¢ originalmente logaritmicamente divergente, d(Z;) = 0. Porém. substituindo I,g,
equacdo (2.17), podemos escrever que

i 9"q" — g*¢"
29, — 2p, + q)yT——m———— , 2.118
2 16-/ +q) ( ¥4 Q)#( Do Q) qg\/? : ( )
ou ainda
1 9"q* - q'¢”
Tp = ~p,.p /Dq : , 2.119
4o V@ (P} — 0)*(ph + g)? (2.119)
que, por contagem de poténcia, vemos que d(Z,) = —2. Sendo Z, convergente concluimos

que este diagrama nao contribui para a parte divergente de I'6)
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Figura 2.10: Diagramas 7,4, ;3 € Ty4.

O tltimo diagrama da figura (2.9), Zs pode ser escrito em termos de O4(p.p’) (ver
figura (2.2)), ou seja

GQp 1 t :
Ts = [ Dgeedede 2% — 4)30a (P, — ¢, P (2.120)
6 — q (p + q)2 ( q)g ( p2 ).3 ( 1)
O grau de divergéncia superficial de ©, é d(©,) = —1. Portanto d(Zs} = —2, ou seja, I

também é finito. Consequentemente ndo contribui para a parte dlvergente de ')
Vamos analisar um outro grupo de diagramas mostrados na figura (2.10).
O grafico ;o pode ser escrito pode ser escrito como

; i
DqDk :
f 1 (pl_Q) (Ph + g+ k)? (p3 — k)?
! f ' k‘ &
X (2p) ~ @)a(2p5 — k)ngaufamg_;f” pk_; ) (2.121)

que. por contagem de poténcia é primitivamente logaritimicamente divergente, d(Z,) = 0.
Porém. apds usarmos a propriedade de anti-simetria dos tensores de Levi-Civita a equacao
(2.121) toma a forma

ol
=1



— —dird ol cOBXpvp QAkp
hio RAC ”f P G v P - o — 0 1)
que agora apresenta grau de divergéncia superficial igual a —2, e concluimos que 774 néo
contribui para a parte divergente de I'(®).

O mesmo ocorre para o diagrama Z;3 que primitivamente diverge logaritimicamente,
porém, apds alguma andlise, vé-se que comporta-se como d(Z;3) = —2, apresentando uma
amplitude finita, e ndo contruindo para I'®.

O diagrama 7,4 pode ser escrito em termos do diagrama ©(p), figura (2.2), que repre-
senta um “loop” composto de dois propagadores de Chern-Simons. Ou seja,

() 1
Tupup) = [ Ph— ) (2.123)

Substituindo o resultado para ©(k), equacao (2.24),

i (dmp*)i
Ok) = Bk (2.124)
em [2.123) podemos escrever que
z(4’r,u, ) 1
Tialp1,p2) = /Dk ; ~ . (2.125)
(o1 + k)?][—(p2 + k)] [—K?) 2+

Vamos fazer aqui duas parametrizagoes. Primeiramente faremos uma parametrizagao
da forma mostrada em (2.90) com A = —(p1 + k)? e B = —(p2 + k)2, e em seguida
faremos uma segunda parametrizagio da forma mostrada (2.91), sendo que aqui A = —k?
e B=—(p + k)%t — (ps — k)*(1 — z). Assim fazendo, temos que

; i T 3—- .
Tia(p1,p2) = E(MS#Q) (2)(I‘ 1__ / ]dw ]

/m
[—k2w — (p1 + k)2 (1 — w)2 — (Pz — k)2(1 - w)(1 - 2)]2+
(2.126)

Lembrando que I'(3/2) = /7/2 e ['(—1/2) = —2+/7 e arrumando convenientemente o
denominador do integrando em k é possivel escrever Z;4 como

i(4mp®) s

R 4
Sk dz/ dww= 35 (1 — w); (2.127)

j54(1!31, Pz)



com
1

Y
Ik = [d k{—kz — 2k.[pr (1 — w)z — po(l — w)(1 — 2)] — (1 — w)zp? — (1 — w)(1 — z)p2}3+%’
(2.128)

Usando (B.1), a integral acima tem como resultado

I, = ”%11:_8—_3{@’(1 —w)z—pa(l —w)(1 — 2)]* — (1 — w)zp? — (1 — w)(1 — 2)p3}*73.

(2.129)

Substituindo este resultado em (2.127) e similtaneamente fazendo d = 3 (¢ — 0) temos

Tulpup) = 55 2?_ ———T(e) f dww=3(1 — w) (2.130)

usando que (ver {B.9))
[ dww™% (1 — w) = TE)re 4 (2.131)

Obtemos que Z,4 é dado por

Zia(p1,p2) = —3%1 + parte finita . (2.132)

Vamos agora analisar os diagramas Z;5, Zis, Zo1, Zoo € To3. Estes diagramas, como
todos aqueles que compdem a fungao de seis pontos, sao logaritimicamente divergentes.
Portanto, como vimos no capitulo I, os contratermos induzidos por estes diagramas serao
proporcionais a uma constante. Assim, podemos levar em consideragao aqui apenas o
primeiro termo da expansao de Taylor dos diagramas, ou seja, analisa-los diretamente
para o caso em que 0s momentos externos sao zero. Este caso particular ja nos fornecersd,
se for o caso, a unica colaboragao possivel para a parte divergente dos diagramas.

Na figura (2.11) estao os diagramas Zy5, Z1s, Zo1, Zos € Zp3 com momento externo igual
a Zero.

Para os diagramas )5, Zy5, € Zy» teremos E“"Ang“ = 0. assim podemos garantir que a
parte divergente destes diagramas é nula. Isto se da sempre que em um vértice trilinear
um dos propagadores do campo ¢ for um campo externo. e a divergéncia for logaritimica.
Neste caso, o momento externo pode ser tomado como sendo nulo, para que o momento
seja conservado no vértice o momento do propagador de ¢. restante no vértice derivativo,
¢ igual ao momento do propagador de Chern-Simons.

Para o caso em que o momento externo é igual a zero, podemos dizer que a parte
divergente do diagrama Zo; ¢é dada por
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Figura 2.11: Diagramas Zy;. Zig, Za1, Zos € Zos, todos como momento externo igual a zero.
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. . (2’9 + Q)u(2k + Q)aq 9 _pd o
Parte divergente de Zy; = —z[Dqu PRIk + q)zj\ Lemdcobeg o, (2.133)

que pode ainda ser escrita como

43

Parte divergente de 7y, = 2 )2:15#” £ g 51 /dd q";ﬁ; /dd R kKo e 52.134)

A integral em k acima é da forma (C.3), cuja solugdo é apresentada em (C.6), e para
a=2e =1 torna-se

Iw = _Ur'; r (2 — _) r (g) r (2 _ g) [_q2]%—2 (4—d){d-2) g0
o oT(d - 1) 2(2-1) [

—g,,a:| . (2.135)

Substituindo este resultado em (2.134) obtemos

2‘”%#26 r (2 B %) I (g — 1) vAaB qrg
(2’”)2‘1 2I‘(d _ 1) gt pg# guafddq4@p]4__ ,136)

Parte divergente de Z,, =

sendo que, para tanto, usamos a propriedade de anti-simetria do tensor de Levi-Civita,
anulando assim o primeiro termo do fator entre parénteses de (2.135), e introduzimos
o regulador i para controlar a divergéncia infravermelha. A integral em ¢ na equagio
(2.136), pode ser resolvida usando (B.1). Ao fazermos, temos que

N
I = —%ﬂr(s) , (2.137)

que, ao ser substituida em (2.136) nos leva ao resultado

[
162

Iy = l + partefinita. (2.138)
Temos ainda o diagrama Zy;. Pela figura (2.11) vemos que 73 é dado pelo produto
direto dos diagramas A,. equagdo (2.29), e &(p), equacio (2.24). ambos finitos, portanto
a parte divergente de Zo3 é nula.
Para obtermos a parte divergente de J3 (logaritimicamente divergente), vamos consi-
derar os momentos externos iguais a zero, (2.12). Baseados na figura (2.15), vemos que,
pela anti-simetria do tensor de Levi-Civita,

a parte finita de J3 o< £#?¢,(—q,) = 0. (2.139)
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Figura 2.12: Diagrama J3 com pez; = 0.
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Figura 2.13: Diagrama K, com pest = 0.
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Figura 2.14: Diagrama L.
p
Ao (p)= b - =
P
53(?3): _—a———————
A4(p)= %ﬁ@
As(p)= —_— -

Figura 2.15: Nova maneira de representar os diagramas A.

A mesma coisa ocorre para a familia K;(j = 1,...,9). Vamos analisar, por exemplo, o
diagrama X,, com os momentos externos iguais a zero, figura (2.13) Observando a figura
(2.13), vemos que

a parte finita de K, < e"*?k,(—-k,) =0. (2.140)
O mesmo acontece com os demais., Assim podemos afirmar que
a parte finitade K;(j =1,...,9) =0 (2.141)

Vamos agora analisar a familia £. Comecando por £,, mostrado na figura (2.14). O
diagrama £, é o produto direto dos diagramas A,(I) e Ay(l), dados por (2.50) e (2.59)
respectivamente. Como A,{!) e A\ (!) sdo convergentes, o diagrama £, também ndo
oferece contribuicio divergente para a funcdo de vértice de seis pontos.

Antes de darmos inicio a andlise dos demais diagramas da familia £. vamos introduzir
uma nova maneira de representar graficamente os diagramas A, mostrados na figura (2.5).
Vamos representi-los agora simnplesmente como mostrados na figura (2.13)

Desta forma. o diagrama £, serd dado pela figura (2.16) . Como pode ser observado o
diagrama £, é composto pelo produto de dois diagramas \3. Usando, portanto. a solugao
para Az, equacao (2.53),

A3(g) = _' [1 +In (%) + 3yt 0(52)] : (2.142)
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Figura 2.16: Diagrama £,.

Figura 2.17: Diagrama Lq.

temos que

1 1 2 ili'r,u,2 1 .
L= ~ iz T gl [log (m) +3-— ')'] p; + parte finita . (2.143)

O diagrama Ly, mostrado na figura (2.17), pode ser escrito em termos do diagrama
Ay, equacio (2.59),

i (drp2)*
A = ; 2.144
4('!) 9872 (—lz-l-’ln)%l_}_%‘ : ( )
Substituindo em (2.144) podemos escrever que
Lo(p.q) = (i) fDi — — i (2.145)
o 2 P U p (- F T

Sendo este diagrama logaritimicamente divergente, vamos tomar o momento externo igual
a zero para obtermos diretamente a parte divergente. Considerando p = ¢ = 0. temos que
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r?  9dgd (2.146)
com
L= f d— (2.147)
S R |
cuja solugdo , usando (B.1), é
s I'(2¢) -2
I =in? ————|-n]7*, (2.148)
9
que, substituindo em (2.146), nos dé o resultado
1 .
LQ(O) = W; + parte finita . (2149)

O diagrama £,y pode ser construido a partir de Aj, equagio (2.48). ou, equivalente-
mente, em termos de ¢

I e kA (e)
M) = i (5 (2:150)
e Ay, equacgio (2.53),
ar 2\ T (1 c)3
=i [4mp 2732) o
As(g) (47)3 ( — g ) T (% ~ 125) Ie) . (2.151)

Para este diagrama temos seis fluxos de momentos diferentes no interior do diagrama,
segundo o fluxo dos momentos externos. Estes fluxos diferentes sao mostrados na figura
(2.18) .

Observando os diagramas da figura (2.21) vemos que podemos resumir os trés casos
em um unico que pode ser visto na figura (2.19).

Assim, segundo a figura (2.19) e as equagdes (2.150) e (2.151), podemos escrever o
diagrama L9 como

_(47{#2)3?‘ r ( +
L ’ = )
10(p,q) t (4m)3

1

; %)F%—%)F(f)fm L
Fa-or(i-% [—(k + p)2)[—(k + q)?jz 5[ k2]



\ /2q \ /-Zq

k k+2q

m—
9 K+ g l \
q

Figura 2.18: Fluxos de momentos possiveis para o diagrama £,9.Em cada uma das pos-
sibilidades deve ser incluida o caso em que g — —q¢.

k+p; p=0,*2q

P+q

Figura 2.19: Diagrama £;q com p = 0. +2q.
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ou ainda
1 1
[-k]° { [—(k +p)2[—(k + g)?]+3 } '

O termo entre chaves pode ser reescrito usando-se a parametrizagio (B.7), com a =
—(k+¢)? e b= —(k + p)?. Assim fazendo, temos que

Liolp,q) = C f &k (2.153)

3 e
3T 3 1
L1o(p, q) L(3+3) / dzz i /ddk (2154
ol % % [—k2)[—(k+q)2z — (k +p)(1 — z)]gﬂ‘% )
(2.155)
Usando novamente a parametrizagio (B.7), chamando agoraa’ = —(k+¢)%z— (k+p)*(1—
z) e ¥ = —k? , vemos que (2.155) toma a forma
Lulpa) = Cors7 b / dm/ dy[(1 —y)'es~dysHiL, (2.156)
[(e
sendo
d 1 -
I _/ . . . (2157)
[—k? = 2k.[qzy + py(1 — z)] — PPy(1 — 7) — gPzy] 727>

A integral acima pode ser resolvida usando (B.1). Assim fazendo, temos que

[S1[=N

I =i ['(2¢) { 1 }
* r(2+%) UgPzy(zy — 1) +p2(1 - 2)ly(l — 2) — 1+ 2qpzy? (1 - 2)* |

(2.158)

Substituindo (2.158) em (2.152), podemos escrever

. 1 dr i % T(2)0 (% - %) P
Lwlp,g) = ~ @) ( = ) i _E)F(%_ %)I (E,e) , (2.159)

com I(p/g,¢€) sendo a integral paramétrica

(e = [laof athia -0 iey, @6

glz,y) = S[-y(l-—z)+Q1Q-2)%7+ Q%g—:c(l ~z)y? + zy(zy — 1) . (2.161)



A expressdo para L10(p,q), equagdo (2.159), apresenta polo duplo. Um devido ao
['(2¢), e outro devido a I(p/q, €), quando € — 0 na regiio de integra¢io préxima de y = 1.

1 1
I(E,e) - [dxf dy
q e=0 0 0

Desta forma, devemos calcular os termos divergentes de L19(p, ¢) proporcionais a 1/e e
1/€® considerando os dois primeiros termos da expansdo de Laurent de I. Ou seja, obter
os coeficientes A e B de

=1 1
2 2

(ﬂi _yy) g7*(z,y) -

A
J==+B+Ce+.. (2.162)

Para fazer isto vamos primeiramente escrever I(p/g, ¢) da forma

1
1) = [lat-n-so), (2163
com
f) = [ dastdyitigla,y). (2164

0

A equagdo (2.163) pode, por sua vez, ainda ser expressa pela soma escrevendo

I(g,e) = L+1, (2.165)
com
n= a1 — ) Q) (2.166)
e
b= [ a1 -9 /@) - F)]. (2167)

Assim fazendo, vemos que a integral I) tem um poélo simples e admite uma série da forma
A
I = —61-+B1 + Cre...., (2.168)

enquanto que em [> o termo de polo é cancelado pela diferenga f(y) — f(1) quando y = 1,
deixando I, regular em ¢ = 0, admitindo uma série da forma

Io =By + Che+ ... (2169)
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O termo B; é obtido fazendo-se
Bo = I o= 4(In2 — 1), (2.170)
e a expansio em série de I, equagdo (2.169), serd
L =4(In2 - 1) + Ofe) . (2.171)

Para obter os coeficientes da série para I, equacio (2.168), devemos calcular (2.164) para
y = 1. Assim fazendo, teremos que

2 2¢ 1 s 1
f@Q) = (—1)72% [(p E q)2] [0 drx™ ~3(1 —z)7%

ou, usando (B.9),

2epfl_ 3 _
(—1)‘25[ i ] Fa-%)ra 26). (2.172)

— )2 3 Te
= ey

Substituindo entdo em (2.166) e fazendo a integral em y usando novamente (B.9)
temos que

2 C(:—=3)T(1—2e)(e
I = (=1)7% [ g 2] (- ¥) € (2.173)
(P=aP] T(E-%)r1+e)
Usando (B.10), (B.11), (B.12) e (B.168) podemos escrever que
1 3¢ 3€
3 e 1 Te Te
Yy o -t ki 9
F(z 2) ﬁ(z 2)[1+2(7+ mz)],
[(1—2) = 1427+0(),
T(l+¢) = 1—ey+0(),
substituindo em (2.173), I, terd a forma
2 —q* 7y
L=2+2]2 — = +7—-4In2| + O(?) . 2.
1 €+ [ln((q_p)z) 5+ 7 n]+ (€) (2.174)
Para compor I(p/q, ¢) devemos somar (2.171) e (2.174), entdo
P 2 - —¢° ) 771 2 .
I|[=¢] = —+2|5+2In —2In2 - — | + O(e%) . 2.17
(q ) € [ ((q—p)2 2 () (2175)
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Figura 2.20: Diagrama £;.

Voltando para a equagdo (2.159) podemos usar (B.10), (B.11), (B.12) e (B.16), para
obter as igualdades

e
| ]
|
B ™
N
Il

ﬁ[1+§(7+2ln2)] :
F{(l—¢) = 1+ey+0(e?),

[‘(é_%) = ﬁ[l_ﬁ(z—ry—ﬂn?)] ,

2 2 2 2
1
I'(2¢) = 5 7 + 266 + O(e*)
e escrever
72 1 dm y? D
. = — - - £ 217

Lio(p-q) @) e {1+e [21n( e ) + 3+ 2In2 27“1 (q,e) . (2.176)
e, por fim, substituindo (2.173) na equacao acima, temos como resultado para o diagrama
_ 2 1 1 4o p? 11 0 -
Em(p,(]) = —“m {E—g-r'g [2111 (w) +8—T +O(E ) s (2.17!)

sendo que, conforme vimos na figura (2.19), p = 0, £2¢, na equagao acima.
Vamos analisar agora o diagrama £,;, mostrado na figura (2.20)

O diagrama L, pode ser composto por trés diagramas A,. Assim usando a cquagao
(2.50)

_ —1 —Llﬂ',u2 H -

podemos escrever que

_i\3 .
Li1(pr.p2) = (?) (47"!1")%/Dk

1
=K E[=(k + )22 [~ (K — p + pa)?)

(2.179)

i —

70



Como este diagrama apresenta divergéncia logaritimica, podemos considerar ¢ mo-
mento externo igual a zero, ou seja

3
£1(0) = (——) (4%/12)3—;#1,“ (2.180)

com

Usando (B.1), a solugdo da integral acima é dada por

. d
2

I, = im [(2) )[in]‘2‘ (2.181)

3,3
P(3+%
a qual, ao ser substituida em (2.180), nos dd o resultado para o diagrama £y,

-1 1 )
£11(0) = S, T parte finita . (2.182)
Feito isto, concluimos o calculo dos diagramas divergentes que compdem a funcao de
vértice de seis pontos. As amplitudes que apresentam divergéncias sdo: Z,4, equagao
(2.132), Zy, equagdo (2.138), Aj, equagao (2.142), £, equagdo (2.143), Lo, equagio
(2.149), L9, equagdo (2.177) e Ly1, equagao (2.182), ou seja,

1 1
7 = ———- te fini .
1a(p1, p2) 39n7 + parte finita , (2.183)
i :
Iy = 603 : + parte finita , (2.184)
-1 (1 dmp?
A =——|-+In|——— 3—~v+0(H) . 2.185
) = s |20 () #3006 (2185)
1 1 2 4 p? 1
— — — _— —_ oy = 1 9
Ly 10,42 10,1 [Iog (——q2 n '577) +3 '}} p + parte finita , (2.186)
1 1 [4rp?]* _
Lo(0) = TP [ n J + parte finita , (2.187)
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2 1 1 dar pi? 11
Elo(paQ) = —2T7z'4 {6_2 + z [21I1 (W) +8— T’Y} + O(GO)} 3 (2188)

com, nesta iltima, ¢ = 0,+2p ou —2p, segundo o fluxo dos momentos, e

£11(0)

-1 1 [4mp?
20272 ¢

2e
ol e ] + parte finita . (2.189)

Sendo que em cada diagrama deve ser incluido o acoplamento correspondente, confor-
me tabela (2.2).

O fator combinatorial depende do fluxo dos momentos em cada diagrama. Assim a
figura (2.21) nos mostra as amplitudes que contribuem para a parte divergente da funcio
de vértice de seis pontos, distinguindo os diferentes fluxos de momento, e seus respectivos
fatores combinatoriais.

| Diagramas | Parte Divergente (1/¢) | Parte Divergente (1/¢) " Acoplamento ||
Aj — _# E?r;{;%: 2¢
114 — _32}7 % ((;!i}s;) 112
Ts — 1517 (_;f)z zlif ({-3-!1')9:2) 2
L —sv6=7 SioaT [ln (;—L%) +3 - 'y] g!;(;%#?ﬁ
Ly T 2T11‘-r_4 g-—(;‘f)ﬁ %
L1 — _212;1_ (31—(1T9;));’ 2
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; 3p 3p E ; P P {
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25 35 £1(3p) 25 39 ACI
(5.33.25)£9(p.0) 2(38.29)Lo(p. —2p)
k+p k-2p kK+p Kk k+p k+2p
+ + + +
K k k
2(3%.2°) L1o(—2p. p) 2(319.2)L10(0. p) 2(7.3%.2%) £,10(2p. )

A k+2p k

(o 3% ‘“’ucu \ (310.2%) Cn(QP)

Figura 2.21: Funcdo de vértice de seis pontos ndo renormalizada, levando em consideracao

os diferentes fluxos de momentos




Tabela 2.2 - Pdlo simples, pélo duplo, e acoplamento para as amplitudes
que colaboram com a parte divergente da fungio de seis pontos.

Na figura (2.21), apenas os diagramas Ay, £, e £y terdo suas amplitudes afetadas
pelo fluxo dos momentos, uma vez que a parte divergente destes diagramas dependem
do momento através de fatores nao locais (logaritimos de p? ). Isto deve-se ao fato de
que no cdlculo de Aj foi levada em consideragao sua parte finita, justamente para que os
pdlos duplos presentes em £) e £y (obtidos a partir de A;) fossem gerados. Os demais
diagramas serdo afetados pelo fluxo dos momentos apenas no que diz respeito ao fator
combinatorial, e ndo no valor de suas amplitudes, tanto que foram calculados considerando
seus momentos externos iguais a zero.

E sabido que ©0s contratermos necessirios para renormalizar a teoria devem ser
polinomiais[33][50]. Porém, antes de mostrar que os contratermos nio locais (logaritimos
de p? ) se cancelam, é necessdrio introduzir a estrutura geral de contratermos para a
teoria.

A dificuldade maior na definicao da extrutura dos contratermos para este caso é que,
além de possuirmos graficos com divergéncias globais, temos diagramas que apresentam
sub-divergéncias, chamadas de inclusas ou acavaladas, como vimos ser o caso dos diagra-
mas £; e L;p. A maneira de tratar estas divergéncias encontra-se na chamada férmula da
floresta[54]. Esta formula aplica-se a cada diagrama e nos diz que devemos primeiramente
subtrair suas sub-divergéncias para, em seguida, subtrair a divergéncia global. Este pro-
cedimento é implementado por contratermos adicionados a Lagrangiana, e garante que
contratermos nao locias nao sejam gerados.

Os contratermos necessarios para renormalizar a func¢éo de seis pontos tem a seguinte
estrutura

(6) . e (—19)* 5 25 \2,,2€ N2

Lor = —ign* O+ " Cis(3p) + 3°(—ig) n™CrBs(p) + (—ig)w™Ca , (2.190)
na qual ja estdo incluidos os respectivos fatores combinatoriais. Graficamente a equagéo
(2.190) pode ser vista na figura (2.22).

O contratermo C}, na equagdo (2.190) ou nos diagramas (a), (b) e (c) da figura (2.22), é
introduzido de maneira a absorver as divergéncias devidas ao diagrama Aj, sendo portanto
proporcional a 1/e. Desta forma, com a defini¢do do contratermo C) jé seremos capazes
de fazer cancelar os contratermos nao locais, originados de Aj;. O Contratermo Cs, na
equagdo (2.190) ou no diagrama (d) da figura (2.22), absorverd as divergéncias restantes,
e deverd ter, portanto, fatores proporcionais a le e 1€2.

A funcio de vértice de seis pontos completa, ou seja. incluindo os contratermos, os fa-
tores combinatoriais devidos a cada diagrama (segundo a figura (2.21)), e os acoplamentos

mostrados na tabela (2.2) (com e? = «), sera

I‘(G)(p) = —igu®|1— %-g-Ag;(Bp) - EgAg(p) +C - 18a21'14(p,p) - 12a2.'1'14(p, —p)
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'><; + H + H
(a) ()

(c)

(d) {e)

Figura 2.22: Forma diagramdtica para os contratermos da funcdo de seis pontos.

9 : .
~18ia*Ty; — —£1(3 ) — g’ = Lip) - Y9 01 04(3p) = 9igC1 As(p)

36 3
3g% 1542 2
- —29—c9(p: —2p) — Tgcg(p, 0) — iﬁm(—zp,p) — 27¢2L10(0, p)
21 g% 1502 27

Para que C)| cancele as divergéncias devidas a Aj; na equacdo anterior, devemos ter
C) = Parte divergente de [%A;;(S )+ g A3( )] , (2.192)

que, pela tabela (2.2}, podemos escrever

1 97 i1 7 1
— gt 2 _ . 2193
Cr zg(6+ 6) ( 3077 ) Ii8n e (2.193)

Substituindo o valor de € obtido acima em (2.191), temos

.9 At 9 Tg 1 .
r®p) = —igy™ [1—zg (—A3(3p)+§f_\3(p)) 489 ? (30Z,4(0) + 18iZ(0))

6
¢ (ion+ 200)) - L L (Layap) +ony(p)) - 222
JCvll( )-‘.‘ngl .

36 1
(2.194)

L4(0)

org

, (3 i 2
—¢* (3L10(~29.5) + 27L10(0.5) + S Lio(2p,7) ) -

=]
ot



na qual somamos as amplitudes cujas partes divergentes sio pdlos simples, para os quais

ndo hé influéncia do fluxo dos momentos, e foram calculadas para pe,; = 0. Em (2.194)

mantivemos explicitamente as amplitudes que apresentam contratermos nao locais.
Observe que, por {2.185), (2.186) e (2.188), existem dois tipos de contratermos néo

locais (logaritimicos em p?); o primeiro é da forma In (_—‘;%iTn) %, devido as amplitudes
Az(p), £1(p), £10(0,p) e L1o(2p, p). E o segundo da forma In (%;‘i—m) %, devido a A3(3p),
£1(3p) e L10(—2p, p). Vamos mostrar que estes termos cancelam-se em (2.194):

2

e para In (—47-“‘—) ! temos, na sequéncia que aparece na equacgéo (2.194), que

—-ptin ) €
: X 9
¢ [-3 (C5mm) 3 () ~7 () - 7 () 0 (5
4\ 21074 4872 \ 3272 21174 2 PARY SV A N —p? + 147
2 2
[4] 4’fl',u =
9-84+4+75]=0 2.1
2111r4eln(-—p2—|—in)[ g (2.195)

e para In (%;fi—in) % temos, na sequéncia que aparece na equacio (2.194), que

1 ) e ) e ()

36 \ 2074 48723 \ 3272 2\ 2Uzi/) ¢ —9p? + iy
g2 4,“.'“2

329120¢ (—9102 tin

) [1-28+27]=0 (2.196)

Estas duas iiltimas igualdades, {2.195) e {2.196), servem como prova de consisténcia,
tanto para assegurarmos quanto ao resultado do calculo das amplitudes, quanto aos valores
obtidos para os fatores combinatoriais.

Uma vez estando seguros que os termos logaritimicos, que dariam origem a contra-
termos nao locais, anulam-se, podemos substituir as amplitudes mostradas de (2.183) até
(2.189) em (2.194). Assim, ap6s alguma dlgebra, podemos escrever

33 1, ,582+57n% —1092y1  , 49

1
T (p) = —igu’* {1 +a? + Cg} (2.197)

6nte ' Y 214 e Y mppie
ou ainda,
33 71 582 4+ 57n% — 1092+ 1 49 1
— 2 2 1 9 1
G2 =-o [16#2] € [ 1d ;- ] + [—‘_2332‘74] 2 (2.198)

sendo este o contratermo de ordem dois para a renormalizagdo da funcao de seis pontos.

Obtidos entdo os contratermos necessdrios para renormalizar as fun¢des de vértice de
dois e seis pontos, podemos calcular as fungdes do grupo de renormalizagdo , segundo
descritas no capitulo 1. Isto serd feito no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Analise das Funcoes do Grupo de
Renormalizacao

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos calcular e analisar as fungoes do grupo de renormalizacio para
o campo base ¢, através dos resultados obtidos nos capitulos anteriores. Vamos também
analisar a dimensao andmala de alguns operadores compostos.

3.2 A Funcao Beta: Pontos Fixos

Ao estudarmos a equagao do grupo de renormalizagao , vimos que as fungoes de vértice
renormalizadas ndo mudam com a variagao do ponto de renormalizagao u. A fungéo beta,
definida em (1.71),

ﬁg :#Z_i (3.1)

determina o comportamento da constante de acoplamento como fun¢ao do pardmetro pu.
Observando que de (3.1) podemos escrever que

gr(n.9) dg
—— =Inu , (3.2
fo B0 :
vemos que, quando S(g) = 0, a integral diverge e no lado direito de (3.2} u deve tender
para infinito ou zero. O comportamento do Ingx depende se a integral é positiva ou
negativa nas vizinhangas do ponto em que 3(g) = 0, ou seja, depende do sinal da funcio
beta nesta regido. Os valores de g, tais que a funcio beta anula-se, sio chamados de
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Figura 3.1: Em (a) a inclinacdo de 8(g) é negativa e temos um ponto fixo ultravioleta.
Em (b) a inclinagao de 3(g) ¢ positiva e temos um ponto fixo infravermelho.

pontos fixos, gr. A origem deste nome vem do fato que se a constante de acoplamento
tem um valor préximo do ponto fixo, ela tenderd para este ponto quando estivermos na
regido assintética (g — 0, ou p — 00).

Estas duas situacdes podem ser analisadas da seguinte maneira: vamos expandir a
funcdo beta em uma série de Taylor em torno do ponto fixo, ou seja,

B=122 = (g - g)8 (or) + . (3.3)
4
e as duas possibilidades sdo determinadas pelo sinal de #'(gr), conforme a figura (3.1).

No caso (a) da figura (3.1). em que §(gf) < 0, temos que se g é menor que gt os
sinais negativos se cancelam na expansio de Taylor em (3.3) e gﬁ é positivo, assim quando
4 aumenta g também aumenta; g dirige-se para gt. Se g é menor que gf, gﬁ é negativo,
assim quando g aumenta g diminui; g dirige-se novamente para gt. Neste caso gf é dito
um ponto fixo ultravioleta estavel.

No caso {b) da figura (3.1), em que F'(g9F) > 0, fazendo uma andlise andloga a que
fizemos no pardgrafo anterior. vemos que quando g diminui os valores de g. tanto a
esquerda quanto a direita de gz (g menor e maior que gz respectivamente), tendem para
este ponto. Neste caso gr € dito um ponto fixo infravermelho estavel.

Resumindo. estas duas situacdes podemos dizer simplemente que se

3'(gr) < 0:ponto fixo ultravioleta estdvel . (3.4)
3'(gr) > 0: ponto fixo infravermelho estdvel . (3.3)

Pontos fixos ultravioleta estdveis sio ditos infravermelhos instaveis (os valores de g
afastam-se do ponto fixo quando ;¢ — 0) e. por conseguinte. pontos infravermelhos estaveis
sao ultravioletas estdveis.
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No primeiro capitulo vimos que a fun¢do Beta é dada pela equagdo (1.85)

0 0
By = (aa—a + 295§ — 2) (g, @), (3.6)

sendo ¢;(g, @) o residuo de pdlo simples da equagao (1.88), dada por

go(g, @) = gp*[1 + (C1 — 341} + (C; — 34, — 3C1 A1)+

—(3C1 A2+ 3Co4A;) — 3C2 A2 + .., (3.7)

na qual C; e A; sdo 0s contratermos necessarios para subtrair as divergéncias das fungdes
de vértice de seis e dois pontos respectivamente, e os indices 7 e j representam a ordem
nas constantes de acoplamento considerada em cada contratermo. A funcio ¢;(g, @) em
(3.6) é a parte de residuo de pélo simples da equagdo (3.7). Do capitulo 2, temos de
(2.111}, (2.112), (2.193), e (2.198), respectivamente, que

A = 0 (3.8)
A2 = [4877#&2—322}3%492}% (3.9)
c = #g% (3.10)
o - e[t s[E e 1L

sendo que «y € a constante de Euler, v = 0.577.
Assim, observando a ordem em 1/e das expressdes para A;. As, C) e O acima, e
baseados em (3.7), vemos que gi1(g, @) pode ser escrito como

gi1(g, @) = gu*[Res. de C) + Res. de pélo simples de Cy — 3Res. de A4,] . (3.12)

Assim, segundo (3.9), (3.10) e (3.11) podemos escrever que

3

a1(g, @) = alg® — bg® — ca’], (3.13)

sendo a =~ 0,0147. b~ 0,0003 e ¢ = 17,1373.
Substituindo a expressdo (3.13) em (3.6) e operando as derivadas parciais

Alg, o) = 2ag[g — 2bg® — 2ca’] . (3.14)

A fungdo B(g, @) é ciibica em g e quadrética em «, e pode ser vista na figura (3.2).
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Figura 3.2: Forma da Funcdo 3(g, o)

Para analisar os pontos fixos da teoria, devemos analisar os pontos que anulam a
funcao Beta. Da equagio (3.14), podemos ver que existem trés valores de g para os quais
B(g, @) = 0; o primeiro é o ponto fixo trivial, ou gaussiano,

g=0 (3.15)

que é o ponto fixo na origem. Os outros dois sdo dados por
1
9=5 [1+ V1 =8bca?] , (3.16)

sendo que, para valores pequenos de a, o sinal positivo da equagdo acima nos leva ao
resultado g ~ (1 — 4beca®)/4b > 1, fora, portanto, da regido perturbativa. Jd o sinal
negativo nos leva ao resultado

g~ca?. (3.17)

nos indicando, para ca® < 1. um condicionamento aos valores de o para os quais trata-
mento perturbativo tem validade. o € 0,24. Pela equacdo anterior vé-se também que
existe um conjunto de valores de g e @ para os quais a funcao 3(g, ) se anula, ou seja.

temos uma linha de pontos fixos. A curva descrita pela equacao (3.17) pode ser vista na
figura (3.3).

80



Figura 3.3: Linha de Pontos Fixos g ~ ca?, com ¢~ 17,1373

Uma vez identificados os valores de g que fazem §(g, @) = 0, vamos analisar a natureza
destes pontos fixos. Fazendo a derivada de 3(g, a) com relagdo a g temos

B'(g,a) = dag — 12abg® — 2aca? . (3.18)

Para cada ponto fixo temos que

o Parag=20
8'(g,a) = —2ace® — F(g=0,0) <0. (3.19)

Portanto, por (3.19), podemos dizer que g = 0 é um ponto fixo estdvel ultravioleta.
indicando a possibilidade de existéncia de liberdade assintética {ou seja, g — 0 quando
U — oc).

e Para g ~ ca’®
B'(g ~ ca®, a) = 2aca®(1 — 6bca?) . (3.20)

Pode-se ver que para valores de a dentro do intervalo perturbatibo acima definido(a <
0,24), a equacdo (3.20) é positiva. ou seja

§(g = eca’ a) >0 (para o < 0,24), (3.21)
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Figura 3.4: Funcdo Beta(yg), para a = 0.1

e, por (3.5), podemos dizer que g >~ ca? é um ponto fixo estével infravermelho. Este ponto
fixo pode ser visto na figura (3.4) para um valor especifico de o, o = 0.1.

Observe ainda que para a = 0, temos, pela equacdo (3.17) que g = 0 também serd um
zero de beta. Porém, para este caso, §'(¢g = 0,0) = 0.

Esta ultima situagdo. em que a derivada da fungéo S3'(g, &) ndo é positiva nem negativa
no ponto fixo. necessita uma andlise um pouco mais cuidadosa. Para este caso, apesar
do sinal da derivada no ponto néo estar determinado, vemos que para valores préximos
de g = 0 pela direita 3'(g,0) > 0. Assim, podemos ver que (¢ — gr) < 0, e também
3 < 0, ou seja. pela equagdo (3.3), um aumento de g implica em um aumento de y, e 0
ponto fixo g, = 0 comporta-se como ultravioleta estdvel. Temos também que para essa
regido (g — gr) < 0, na equacdo (3.3). Assim, segundo a equacdo (3.3) vemos que quando
g aproxima-se do ponto fixo (diminui) g diminui. Portanto podemos concluir que para
a = 0 temos um ponto fixo trivial estavel no infravermelho. mudando assim a natureza
do ponto fixo trivial, estivel no ultravioleta para a # 0.

Os pontos fixos estdveis da teoria representam os valores efetivos da constante de
acoplamento nas regides assintoticas. Ou seja, se tivermos uma constante de acoplamento
com valor proximo ao ponto fixo. este valor tenderd para o ponto fixo na regido assintdtica.
Portanto, para valores pequenos de g, préoximos de zero. teremos que g — 0 na regido
ultravioleta quando a # 0. ou na regido infravermelha quando &« = 0. Podemos entdo
garantir que a presen¢a do acoplamento de Chern-Simons faz a teoria de perturbagdo
melhorar para altas energias. Jd a auséncia deste acoplamento faz a teoria de perturbagao
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comportar-se melhor para baixas energias.

3.3 Analise Dimensional da Equacao do Grupo de
Renormalizagao

Antes de calcularmos a dimensao anémala para o campo ¢, é 1til analisarmos a dimen-
sionalidade das fung¢des do grupo de renormalizacio e as relacdes da dimensio andémala
com a invariincia de escala.

A equacdo do grupo de renormalizagdo, equacdo (1.78), é dada por

d 0
o 9 _ () (. _
o +ﬂgag nye| DV (piy g, o, p,€) =0 (3.22)

Sendo '™ uma funcio homogénea nas varidveis p; e u. Entdo, por uma mudanca de
escala da forma (p;, g, o, it,€) = (8pi, 9,0, sp,€), 2 equagdo (3.22) adimite uma solugdo
da forma

— SdimI‘(")I\(n)(

F(n)(spiag:atsp: E) Pz’:g:a’:#af) ! (323)

na qual s é o parametro de escala e dimI'*® é a dimensdo candnica da fungio de vértice
propria de n pontos.

Pelo teorema de Euler para fungdes homogéneas, podemos dizer que, para a mudanca
de escala acima, ™ (sp;, g. @, sy, €) deve satisfazer a seguinte equacdo diferencial

0 0
— + 5| ™ = (dim[™)1¢™) 24
iz 52| 1 = (@imr ) (3.24)
Usando as equagdes (3.22) e {3.24) podemos separar em cada uma o termo uag:).
Igualando estes termos temos que
0 d
{—sa + dimD%™) + ﬂga—g —~ n'm] re =o, (3.25)

obtendo assim uma equagdo que relaciona o fator de escala s comn uma mudancga de g.
Equivalentemente a forma que definimos as func¢des Beta no capitulo 1, podemos definir
aqui também a funcao em termos de s, ou seja
93(g,8) _
s—— = . 3.26
22— () (3.26)
sendo que §(g,1) = g. Explicitando a maneira que g varia com s. Usando esta ultima
definigao , a solug@o da equagéo (3.25) pode ser escrita na forma[33][49]
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™ (sp;, g, @, 51, €) = sHPT VS SWGDNM (. 5(g. ), @, pye) . (3.27)

Analisando a igualdade acima vemos que se a teoria é livre, § = v = 0, a influéncia do
fator de escala sobre a funcdo de vértice manifesta-se simplesmente através da dimensio
canénica de I'™). Observe que se para algum valor de § em que B(g) = 0, ou seja, um
ponto fixo da teoria, a teoria sera assintoticamente invariante de escala. A solugao (3.27)
serd entdo dada por

T™(spi, g, 0, sps, €) = sITI P —1%R T (5, 5(g, 5), 0, 1y €) (3.28)

A dimensdo de T™ é obtida analisando-se a dimens3o da fungéio de Green conexa de
n pontos. Pela equacdo (2.113), temos que

I® = GE(py, ..o pn) [AD(p1) 7, ., AP (p) )] (3.29)

sendo que G (py, ..., pn) é 2 fungio de Green conexa de n pontos e A®) (p)~! é o inverso
do propagador do campo ¢. Dimensionalmente a equagio (3.29) nos informa que

diml'™ = dimG® (p,, ..., pa) + 21 . (3.30)

A funcdo de Green conexa de n pontos no espaco das coordenadas é, por sua vez,
definida por

Goh(p1y s Pa) (27)8(pr + .+ pa) = /ddzl---ddzne"izi i (3.31)
x < 0T ¢(21).-6(23)8" (5321)- 0 (20)[0 > ,

que em termos dimensionais pode ser escrita da forma
dimG® — d =ndy — nd,

con

ou ainda, substituindo o valor da dimensdo candnica do campo ¢, temos

dimG) = —n (d_;g) +d, (3.32)
ou ainda, de (3.30),
dimI'™ = d — nd, . (3.33)
Substituindo, entfo, este ultimo resultado em (3.28) temos por fim que
I (sp;, g, v, sy, €) = s (p; g, a € (3.34)
sendo D, uma “dimensio efetiva”do campo ¢,
Do=ds+7,, (3.35)

ou seja, a dimensdo andémala v, [55] é definida de maneira que soma-se a dimensio
candnica de ¢, decorrente do processo de renormalizacdo.
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3.4 Dimensao Anémala do Campo ¢

Com base na equacao (1.91), vemos que a dimensao andmala do campo ¢ é dada por

a0 0
Yo = (—533 - 95’5) Z\(g,0) , (3.36)

sendo que Z(g, ), observando (1.93), é o termo de ordem 1/e do contratermo A, que
renormaliza a fungdo de onda do campo ¢. Do capitulo 2, equagao (2.112), sabemos que

T, g 1
A=4,= [48ﬂ2a 3221%4} - (3.37)
Substituindo (3.37) em (3.36) e operando as derivadas parciais, temos que
= g2 7 3.3
%= g gt (3.88)

Portanto, a presenca do acoplamento de Chern-Simons atua de maneira a diminuir a
dimensao candnica do campo ¢, pelo menos no ponto fixo gr = 0. Este comportamento
repercute na dimensao dos vértices da teoria, d,, equagio (1.23). Podemos escrever que
a equacao (1.23) comporta-se como

2

do =D, + ( ) vA + DgvB | (3.39)

ou seja, observando (3.38) e (3.39) vé-se que o termo de Chern-Simons atua no sentido
de diminuir a dimensio de vértice, melhorando sua renormalizabilidade.
Para o ponto fixo g = g, (estavel no infravermelho), temos que

1 - -
D¢=§+&+ba2—5\/d+éa, (3.40)

com @ = 0,0065, b= 0,0147, ¢ = 0,0909,d = 0,0002 e & = 0, 0003.
3.5 Operador Composto

Além de analisar a influéncia do acoplamento de Chern-Simons sobre a dimensao
andémala do campo bésico ¢, € ilustrativo analisar como da-se esta influéncia em alguns
operadores compostos. Por operadores compostos entendemos aqueles construidos a partir
de polindmios locais do campo basico e suas derivadas no mesmo ponto. No que tange a
este trabalho, analizaremos apenas operadores que sao polindmios do campo basico.
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Por uma questio de simplicidade, iremos considerar os operadores compostos formai-

mente integrados, ou seja. operadores (e entram com momento nulo nos diagramas de
Feynman.

O grau de divergéncia superficial para um operador composto ¢ é dada por

n

d(0) =ds — 7 (3.41)

sendo que d € a dimensao candnica de © e n o nimero de campos ¢ (ou ¢*) concorrendo
a0 mesmo ponto. Neste trabalho vamos iniciar pelos operadores

[6°0] = dys =1
[(6*8)%] — digegp2 =2
[(¢"0)*] = digrgys =3

[("®)"] — digrgyn =17 . (3.42)

Em cada um dos exemplos acima nos deteremos no caso que os operadores compostos
sao ornamentados exclusivamente por campos de Chern-Simons.

e O operador [¢*¢]

O operador [¢™¢] tem, usando (3.41), grau de divergéncia superficial dado por

x n 2-n
d([¢*¢]) = diprg) ~ 5 = —5— (3.43)
ou seja, para n = 2 temos d([¢*¢]) = 0 (logaritimicamente divergente), e para n = 4
temos d([¢*$]) = —1 (covergente).
O operador [¢*¢] renormalizado é dado por

g
2

[070] = Ziy-0)0"0 = Zis-01Z,, * (Bo%0) = Z3 ' (df0) . (3.44)
uma vez que a divergéncia apresenta-se para n=2. Em termos de contratermos temos que
Zigeo) = 1+ Ajogj-

A funcao de vértice de dois pontos corn a inser¢ao do operador composto [¢*¢)] é dada
graficamente por

M(ore)) = A=t g9y i ; Y L




+ L . +diagrams 1PI finitos , (3.45)

sendo que representa 0 contratermo necessirio para absorver as di-
vergéncias, e € equivalente a 1 + Ald,.,,,].

Vamos analisar cada um dos diagramas da expressdo (3.45). Para tanto, vamos nos
basear na figura (2.7) e na equagdo (2.72) para o diagrama C,. A diferenca é que para
o caso da insercdo do operador composto devemos tomar o quadrado do propagador do
campo ¢ em (2.72), ou seja

ko

= (3.46)

k Bucr
5 -y )

/ Dk 2]9 (29 + £)u(2p + £), 62 22

que, como trata-se de um diagrama logaritimicamente divergente, podemos escrever a
equacao acima para P, = 0 e assim obtermos diretamente a parte divergente. Assim,

Wom=0) = [ipgleiee <0, o
ou seja. a parte divergente de (a) € nula.

O mesmo ocorre com a parte divergente dos demais diagramas da equacdo (3.43),
exceto para (e) e (f). Esta anilise é equivalente aquela que fizemos para os diagramas da
funcdo de vértice de seis pontos (também logaritimicamente divergentes), nos quais um
dos propagadores do campo ¢ de um vértice tri-linear é um propagador externo.

A funcao de vértice de dois pontos reduz-se entdo a

- T + parte finita (3.48)

ISR

ou ainda. pelos diagramas 7, e Z,,. ilustrados. respectivamente nas figuras (2.10) e
{(2.11). temos que
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—ie)?
2!

(

(—ie)? ie®
ol 1l

(25 Zus(pr, —p) + (22YIo1 + (1 + Apg-gy) + parte finita

(3.49)

r(¢*¢)) =

sendo que nos dois primeiros termos do lado esquerdo da equagdo acima temos, respecti-
vamente, o acoplamento, o fator combinatorial e a amplitude referente a cada diagrama.

Usando em (3.49) os resultados para Z,4 e I mostrado nas equagoes (2.132) e (2.138),
temos

3

rO(¢'¢)) = 15

1
QQE + Apgrg] + parte finita . (3.50)

Sendo Agg)) 0 contratermo que deixa finita a fungdo de vértice I'®([¢*¢]), entdo temos
que

3 1
A[¢,-¢] = —']-G?agz . (351)

e O operador [(¢*$)?]

O operador composto [(¢*$)?] tem, usando (3.41), grau de divergéncia superficial igual

4 —
dl(6"9)") = dyooy) — 5 = 5 (3.5

ou seja,

para n = 2 — d[(¢*¢)?] = 1, Linearmente divergente
para n =4 — d[(¢*$)?] = 0, Logaritimicamente divergente
para n > 4 — finito.

O contratermo que renormaliza o operador composto teria, em principio, uma estru-
tura da forma Ajg-g)2 + Afjg-g)2)V/P?. Porém, o termo multiplicativo de Af(¢*¢)?] ndo é
polinomial, e o teorema de Weinberg[50] nos garante que o contratermo serd apenas uma
constante. Isto nos garante também que nio ha termos de mistura para este operador.
Os termos de mistura com outros operadores compostos (de dimensdo menor ou igual a
dimensdo candnica de [(¢*$)?]), viriam de operadores de dois pontos, como por exemplo
[(¢*¢)] ou [(¢*0%¢)]. Como vimos o teorema de Weinberg nos garante que nao existe
renormalizagio associada a este tipo de funcao de vértice.
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O operador [(¢*¢)?] renormalizado é dado por

(8°0)%) = Ziarop = Zysrer1 25 ° (6390)° = Zigray1 2 2 (B30)% (3.53)

uma vez que a divergéncia apresenta-se em n = 4. Em termos de contratermos temos que
Ziga2) = 1+ Ao
A funcao de vértice de quatro pontos para o operador [{¢* ¢)2] terd a seguinte forma

diagramaitica

r([(¢°¢)*))

sendo que o 1ltimo diagrama do lado esquerdo representa o contratermo (1 + Aqg-g)2})-
Observe ainda que consideramos para a fun¢fo de quatro pontos apenas ornamentagoes
com Chern-Simons ao operador composto(que ocupa o lugar do que seria o vértice de
interagdo dos campos @¢). Para escrevermos a equagio (3.54) nos baseamos na andlise
feita no capitulo 2. quando discutimos a func¢ao de seis pontos. Nesta ocasido vimos que
os unicos diagramas que colaboram para a parte divergente da funcao de vértice sdo 0s
diagramas Zy4 e Zo.

Explicitando os acoplamentos e os fatores combinatoriais em (3.54) podemos escrever

+ @

o

(3.54)

—i _2 2
ey = ( ;! ! [(2%)T0a(py, —p) + (2 % 2)T1a(p1p)]
(_‘;;3)2 zf' (25)1—21 +4(1 + 4[(¢ ) 2]) + parte finita, (3.53)

Substituindo acima os valores de Z,4, equacdo (2.132). e Ty, equagdo (2.138), temos que

.-

2l -
Fm([(ﬁb*@")?]) = ;1_—2& — + 4(1 + Aj(e-0,>’) + parte finita . (3.56)
¢ .

Da qual podemos escrever que o contratermo Ajiy-4)> € dado por

7 1 -
_-1[(0-,3)2] = —-WQQE . (3.0()

¢ O operador [(¢"6)*]
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O grau de divergéncia superficial para este operador é dado por (ver (3.41)

n 6-n

d[(¢°¢)°] = dgrgys — 3= "%

(3.58)

ou seja

i

Quadraticamente divergente

para n =2 — d[{¢*9)’] = 2,
0] 1, Linearmente divergente
0,

]
para n =4 — d[(¢"¢)°]
para n =6 — d[{¢"¢)°]
para n > 6 — finito.

Logaritimicamente divergente

Para n = 2 os contratermos teriam a forma Af(rﬁ' ¢)3]p2. Porém todos os diagramas de
dois pontos que contém o vértice especial [(¢*¢)3] ornamentado com o campo de Chern-
Simons sdo nulos. Isto pode ser visto procedendo a andlise de maneira aniloga a que
fizemos no capitulo 2, ao estudarmos a fun¢io de dois pontos. Para n = 4 o contratermo
seria polinomial, da forma A4 4)24/p°. Portanto também ndo temos termos de mistura.

O operador [{¢*¢)?] renormalizado é dado por

[(¢*8)°] = Zyp-ay2(8°6)° = Z[(¢-¢)3IZ¢_%(¢B¢0)2 = Zie-011 25 (#5%0)° (3.59)

uma vez que a divergéncia apresenta-se em n = 6. Em termos de contratermos temos que
Zeop) = L+ Ayorap).
A funcdo de vértice de seis pontos para o operador [(¢"¢)?] é dada por

7N

O ¢ = — N

sendo que o ultimo diagrama da equagio acima € o contratermo.
A equagao (3.60) pode ainda. explicitando os acoplamentos e os fatores combinatoriais,
ser escrita como

+*

-
A~

. z-ez 2 .
r(ﬁ)([(é GS)BD = ( -‘)|) [(34 X ‘24)1-14(1011 _p) + 2(33 X 24)1.14(})1,1))]
—ae)? 52
( ;?) 2111(34 + 29 Zsy + (3% x 2°)(1 + Ag-4p2)) + parte finita,

(3.61)
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substituindo o valor para 7,4, equagio (2.132), e Iy, equagdo (2.138) temos que a fungio

de vértice édada por
.

3 x 11 ,1
Ir'®((¢*¢))) = X4 parte finita . (3.62)
472 €
E o contratermo A4 sera,
33 L1
Ao o) = ~ 572 < (3.63)

que, como era esperado, é igual ao contratermo de ordem o? que absorve a divergéncia
da funcdo de vértice de seis pontos para o campo ¢, equacio (2.198).

Repetindo o procedimento até aqui desenvolvido, podemos escrever diretamente que

contratermo que absorve as divergéncias do operador composto [(¢*¢)*] é dado por
15 ,1

Afprop) = ——50>— . 3.64

(@0 = ~ 2% (3.64)

Estes resultados podem ser generalizados para 2n campos externos. A fungéo de
vértice de 2n campos para o operador composto [{¢*¢$)"] é dada por

Le((#°9)]) = "5 [(ZPn(n - 1)(al)? + 220’ (n)*] Ty
+ ﬂﬁ22:n,2(sr~.a,')21 + (D21 + A )+ parte finita
o1 1 . 21 . [{¢* ¢)2n] P ¢ I1ni1 5
(3.65)
substituindo acima os valores para Z,4 e Z,), temos que
. nn(dn —1) L1 )
I‘(2”)([(q§ ) = () 4(1r2 )azz + (n!)ZA[w-c,)zn]) + parte finita , (3.66)
e o contratermo que absorve a divergéncia em '™ ([(¢*6)"]) serd
n(dn—-1) ,1
Aoy = ——Jg7 @ 7 (3.67)

Podemos resumir os resultados até aqui obtidos na tabela {3.1).
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Operadores | Dimenséo categoria, Ziggmoyr] = 1 + Aggrayn |
[(¢* )] 1 super-renormalizivel 1-—- w—"’wfa?%
[(¢*0)?] 2 super-renormalizavel 1- s5a?l
[(¢*8)*] 3 renormalizivel 1- a2l
[(¢*¢)*] 4 nao -renormalizdvel 1- 5ol
[(#*¢)™) n — I

Tabela 3.1 - Valores da constante de renormalizagao para os operadores compostos [(¢*¢)"]

3.6 Equacao do Grupo de Renormalizacao para o
Operador Composto

No capitulo 1, deduzimos a equacdo do grupo de renormaliza¢dao para o campo base
¢, obtivemos as chamadas fungoes do grupo de renormalizacao e discutimos suas proprie-
dades.

Para obtermos a equagao do grupo de renormalizagdo para o operador composto e,
por conseguinte, a expressao para a dimensao andmala deste operador, devemos proceder
de forma andloga aquela que desenvolvemos para o campo base ¢.

A fungao de vértice renormalizada para o operador composto pode ser escrita em ter-

mos da ndo renormalizada (ou vice-versa) por meio de uma renormaliza¢io multiplicativa
da forma[33][49]

T (i, go. 00,€) = 2575 AT (01, 9.006) (3.68)

sendo que Z; % ¢ o fator de renormalizacao para cada um dos “m”campos ¢ e Zg éo

fator de normalizacdo para cada um dos “/"operadores compostos {aqui teremos, para
cada fungdo de vértice, apenas um operador composto, tomaremos entdo ! = 1).
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Aplicando o operador p,% sobre a equacdo {3.68), levando em conta que F(()m,l) nio
depende de p, podemos escrever diretamente que

d ™,
[“’“@*“f@—mw] rg =o, (3.69)
com
22 a 1 32 qug,
=L (logzy) ==L 222 ,
e
d U dZ 4
A= - Z5) = 0 .
16 ua#(log o) 75 du (3.71)

sendo que (3.69) é a equacdo do grupo de renormalizagio para o operador composto,
€ Y € 75 580 , respectivamente, a dimensdo anémala para o campo ¢ e para o operador
composto O.

Assim como fizemos para Zy no capitulol, aqui vamos escrever Z; como uma expansao
em série de Laurent em torno de € = 0, ou seja,

® Zs (a
ZC-,=1+ZO’E+(). (3.72)
1

Aplicando agora o operador “a% sobre (3.72) temos que

s, X 1 [ dadZgy,
Mazé(a) = - lﬂgﬁ—aa ] :

n=1

(3.73)

Comparando a equacio acima com {3.71) e usando a equacéo (1.76), temos que

' 1 0Zp,(a)
Z@v@——a; e (3.74)

Substituindo Z, equacéo (3.72), na equago acima temos ainda que

aZc'),l(a) 21 aZ@,nH(Q) _ .
o ta—p — = f; - Yoo () + a— o | = 0, (3.75)

e separando na equacao acima o termo de ordem €°, podemos escrever que

BZ@ (Ot) -
Yo = —a—a‘;— . (3.76)
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Portanto a dimensao anémala para o operador composto é escrita em termos do pro-
duto Zg = Zj 4o gym 24 de ordem L.

Pela tabela (3.1) vemos que,

n(dn—1) ,1
Zgom =1 —1g7 @ (3.77)
e, de (1.85) e (2.112), temos que
7Ta?l
=14+ = = ]
Zs N 4872 e’ (3.78)

sendo que na expressao acima escrevemos apenas a dependéncia do acolamento o para
Z,. Usando entdo os resultados (3.77) e (3.78) temos que
n(dn—1) Tn\ a?1
Zigrgpn =1+ | ———+ — | ==, .
[(¢~¢)™]1 ( T 48) =t (3.79)
que, ao ser substituida em (3.76), obtemos a dimenséo andmala para o operador [(¢"¢)"],
dada por

dn—-1 7\ o
7[(¢'¢)"] = —271( 16 + -'-I§> F 3

ou seja, com base em (3.80) podemos garantir que a dimensao anémala dos operadores
compostos mantém o mesmo sinal independentemente do valor de n > 1.

Fazendo a analise dimensional para a equacdo do grupo de renormalizagao para o
operador composto de forma andloga aquela que fizemos na segéo (3.3), é possivel ver que
a “dimensao efetiva” dos operadores compostos, apds a sua renormalizacao, é dada por

Do =do+7¢ (3.81)

(3.80)

ou ainda, usando a equagdo (3.80), temos

in—1 7\ a?
- )a (3.82)

Dyg-g)ry = diggr)ny — 20 ( 16 + 48) 72
ou seja, nao importando se o operador é super-renormalizdvel. normalizavel ou nao renor-
malizdvel, o acoplamento de Chern-Simons atua sempre no sentido de diminuir a dimensio
candnica do operador, melhorando sua renormalizabilidade. Por exemplo, se tomarmos
n = 3 na equagao anterior teremos que

Dygrgyry =3 - 0,230° ,

e o acoplamento o atua de forma a diminuir a dimensio Djg-4)~)). Porém, apesar de
melhorar a renormalizabilidade, estd influéncia néo é forte o suficiente para transformar
um operador nao -renormalizdvel, [(¢*6)'] por exemplo, em renormalizdvel. Para que isto
ocorresse seria necessario um valor o maior que 1.
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Conclusao

Nesta tese fol abordado o modelo escalar com uma interagio do tipo (¢*¢)?, acoplado
minimamente a um campo de Chern-Simons. Foram analisadas as fungtes de grupo de
renormalizacio para o campo bésico ¢ e a dimensao andmala para o operador composto
[(¢*$)"]. Em ambos os casos a andlise foi feita visando discutir a influéncia do acoplamento
de Chern-Simons sobre estas fun¢des.

Para a fun¢io §,(g, @) do campo ¢ constatou-se a presenca de dois pontos fixos para
a # 0. O primeiro é o ponto fixo trivial, ou gaussiano, em g = 0 (este ponto fixo é
unicamente determinado, ou seja, independe do valor do acoplamento de Chern-Simons,
a # 0). Este ponto fixo gaussiano é estdvel no ultravioleta, indicando a possibilidade
de existéncia de liberdade assintética. O segundo ponto fixo, ndo trivial, é estavel no
infravermelho. Em func¢do de constante o do acoplamento de Chern-Simons ele é dado
por

g+(2bgy + a) = ca’.

Para « - 0 o ponto fixo nao trivial infravermelho estavel colapsa a g. — 0, e o ponto
fixo ultravioleta estdvel desaparece em acordo com o resultado conhecido para a teoria
(¢'¢)° pura.

Para a dimensio andémala do campo ¢ constatou-se que o acoplamento a atua de
maneira a diminuir a dimensio canodnica do campo ¢, indicando uma methora do com-
portamento ultravioleta da teoria na presenca do termo de Chern-Simons.

A dimensio andmala para o operador composto [(¢*@)"] comporta-se de maneira simi-
lar a dimensdo andmala do campo bdsico. Ou seja, também atua no sentido de diminuir
a dimensdo candnica dos operadores compostos, ndo importando se estes operadores sdo
super-renormalizdveis, renormalizdveis ou ndo renormalizaveis.



Apéndice A

Diagramas de Feynman

A.1 Funcao de Dois Pontos

Aqui vamos listar todos os diagramas que contribuem para a fungio de Green conexa
de dois pontos, segundo cada ordem nas constantes de acoplamento.
e Ordem o

A

e Ordem g
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e Ordem ag

O
>

53 54

.
<

A.2 Funcao de Seis Pontos

Aqui vamos listar todos os diagramas que contribuem para a fun¢io de Green conexa
de seis pontos. segundo cada ordem nas constantes de acoplamento.

N7
N
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e Ordem g2

/NN

e Ordem ag

N

e Ordem ga

AN AN |

N 4

NTOSTR

N

NI N

N

7

SN N

N



100

€D
OhOE DE S

CD\

& JJ)Z-L <
S'f SERVIGO DENT
Z | BIBLIOTECAE |
S\ INFORMAGAQ o
A\ 28 6 '
d‘) j \OT

7 o
‘Ut DR «



ooooooooo

9 |
e T
N e e P




e Ordem g°

9@@&eb<§¢><

A__A

& A AN

AMQ

Ln L2
S 1N\ ™
Ly L6

A KA



Apéndice B
Tabela

Neste capitulo, apresentaremos algumas expressdes dteis, usadas no texto da tese[33]
a) Formas Gerais das Integrais de Feynman

1 _aD(a—9) 1
d'k = B.1
f A(—k2—2p.k+C)°‘ ™ e [((;wg)a_g.} (B.1)
qTla-9 [ -—p*
a = in? 2 B.2
/ i —2pk+C) e [((;wz)a—% (B.2)
kHE a1 d.  pp
d - Tle — -)—2 8
[d k(—k2— 2p.k + C)® " T(a) [ . 2)(c+p?)‘*-%
1 d g
- lle—l-g)m— _1]
(C+p?)e s
(B.3)
Ktk kPR JT(e—9%-2) , . 1
d = 477 gt2—a — ( pv po pp e po o py .
fd CEToE - T T 19797 + g9 + g g™)  (B4)
P JTla—5—9) 4o s |
d 2R o (=) fTeedPeg =/ etz -ag—% H1H2 L1 E2 L1 M2
[ Carae = O P
(B.5)
b) Parametrizacbes de Feynman
1 T(a + §) z21(1 — 7)0-!
55 = T ) @ B.
A>B#F I'(a )F(ﬂ)/ “TAz+ B(1 — 2)]o*P (B.6)
1 1
- =9
ABC f dyyf az V) +y(Az + (1 — 2)B)]°
1
- /o dy[o AT (B-Ay+ (€ - B (B.7)
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1 _ To+B+..+¢€) 1
ABS.Er . T(@T(B)..I(e .[0 drdy..dzd(l—-z—y—...—2)
ma_llyﬁ-l‘"zﬂ—l
(Az + By + ... EBz)a+0+.+e (B.8)
¢) Férmulas Gerais
Y gt o D(wr)
v—1 _ u=-1 —
[ et o)t = ) (B.9)
_ =t Y A
PV”+Q——;r-;+wmq+e-€+—§L——5—+". (B.10)

sendo v = —;(1) = 0.577 (constante de Euler-Mascheroni) e ¢y = ye ¢}, =1+ 1+
et E—y,n2>1

nl'(n) = T'(n+1) (B.11)
com I'(1) =T(2) =1 e ['(1/2) = /7.
22:!:

I'2z) = ?P(I)P (% + :1:) (B.12)

ou ainda,

1 —5 ['(2z)
- = TV 4 . .
T(5 +72) 2 J7rm) (B.13)
Até a ordem ¢, temos também que
DG+ = Vall—ey+2n2)], (B.14)
I‘(g+e) = %_E[l +¢e(2—v—2In2)], (B.15)
e 00r = G495 — GAG6 (B.16)
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Apéndice C

Integrais Gerais dos Loops de
Momentos

Com o intuito de facilitar a leitura da tese escrevemos, quando possivel, as integrais
dos “loops”de momento em trés formas, segundo a poténcia do momento do numerador
do integrando, as quais chamamos de

fo = /dd (q +p)?? (1
b d qp

o = fd T= qz][ (Q‘+P)2]’B (©2)
o = / =g [— q+p)2]ﬁ (©3)

Neste apéndice vamos resolver estas integrais, inclusive as eventuais integrais pa-
ramétricas, obtendo uma solucio geral em termos dos coeficientes a: ¢ 3 e, é claro, do
momento p. Estes resultados sdo usados diretamente no corpo do trabalho, segundo cada
caso especifico. Dito isto, vamos comecar com a integral I,

1
I = [d ,
(e) q[_q2]a[_(q ¥ p)2)p
Usando na equagao acima a parametrizac¢ao (B.6) do apéndice B considerando 4 = —¢°
e B = —(g+ p)? temos que
Fla+ 8) 11 _ _ 1
I =——/d:r:n“11—:c51fdd 5 .
te) I'(a)I'(5) Jo ( ) q[-—q- —2¢.p(1 — z) + p?(x — 1)]otB

Calculando a integral em ¢, usando (B.1), temos
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. d + d/2)
Iy = in? (aI‘(aSGI‘ /2) /da:a: 1 - z) PP (x +p2(1 — z)?|2me 8

a qual, escrita, convenientemente, toma a forma

. dl"(a-l-ﬁ d/2
fo = T IE)

Usando ainda (B.9), para resolver a integral em z acima, e (B.11), vemos que I(5) pode
ser escrita como

[7%] "‘*'ﬁ/ dzz®f-1(1 —:1:) —e-l

o . 4D(f-e)L (3-8 T(a+6-d/2)
© M) (BT (d — - ) -

Vamos calcular a integral Ij;, mostrada em (C.2)

I* f dq s
() [ ¢?[—(g +p)?)f -

Usando a paramentrizagao (B.6) com com 4 = —¢? e B = —(g + p)?, a equagdo acima,
toma a forma

(C.4)

Dia+8) ! _ _ q*
Ity = ————= [ dez® M1 -2 [ & :
(v) r(a)r(ﬁ)[o zz* (1 - 2) f =@ —20p(1—2) + pP(z — 1)+
Calculando a integral em ¢ usando (B.2)
—pH(] —
I = z.wgl"a+ﬁ d/2 f dzz® (1 — z)?! [—P*(1 — 7)] —
[p2(a: —1) +p2(1 — m)?]t.‘r-i'ﬁ—i

que apds alguma algebra toma a forma

u . dF( + 5 d/2) §—a— —a-1
Ity = —in? Clk"(a)I‘(ﬁ #[p?)? ﬁf drrif(1 - z)%

e usando ainda a equagdo (B.9) temos que I}, (v temos que [j;, toma a forma,

., _Er(g+1—a)r(g—ﬁ)r(ma—d/z)” bt )
oy =~ = rar@r@ria—g PP ()

Por fim, para a integral I}, dada em (C.3)

iy d qq
T = fd =@+
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a qual, ao usarmos novamente a parametrizagdo (B.6), considerando A = —¢? ¢ B =
—(g + p)?, serd

we F(a+ﬁ) ! a—1 _ -1 q#q”
16 = T b =0 g

Usando agora (B.3), langando mdo da igualdade (¢ + 8 — 1 - d/2)['(a+ 3 -1 —d/2) =
I'(a+ 3 —d/2) temos

pv aD(a+B—-1-4d/2) ft, ~
iy = NONG) B [ daaet -y
¢ [p*p”(1 — z)?]
[(a+ﬂ 1 2) P2(z — 1) + p*(1 — 2)2]°+0-%

g ]
[p2(z = 1) + p2(1 — 22 Poe ]
que apds alguma algebra, explicitamendo as integrais paramétricas, sera dada por

™ = iﬂ%F(a+ﬂ_1_d/2) [2(

@ ANCHING)

1 1
f dzz?~17P(1 - :c)df“‘“ — g““[pz]%“_‘*_ﬁf dmm%“ﬁ(l ~ )t e
0 0

d
a+f-1- 5) pp*[pt]E e

Efetuando as integrais em z usando (B.9), bem como (B.11), temos finalmente que

JT(+1-0)T(+1-B)T(a+p-1-4d/2)

fig = i T (@T(BT(d+2 - a— f) [
2(a+ﬁ—1——g) (g+1—a) Py L
(i-5) 7 ] (0

Sendo que (C.4),(C.3) e (C.6) sdo as expressoes que sao usadas recorrentemente no
texto da tese.

107



Apéndice D

Funcao de Vértice de Dois Pontos
para o Campo A,

Colema e Hill[47] provaram que, em trés dimensdes , para todas as ordens da teoria de
perturbacao, todas as corregoes para o campo de Chern-Simons anulam-se identicamente.
Sendo que este resultado é valido para teorias em que o campo abelianc de Chern-Simons
interage com campos escalares, espinoriais ou vetoriais.

Neste apéndice vamos mostrar explicitamente que a fungao de vértice de dois pontos
para o campo A,, até a ordem de perturbagio que estamos adotando neste trabalho, 2,
¢ finita.

A fungao de vértice de dois pontos para o campo A, é dada graficamente pela figura
(D.1).

O diagrama (a), usando o resultado mostrado para A;, equagdo (2.45), é nulo. O
mesmo ocorre com (¢) e (e); como pode ser constatado pelo resultado para A;{p), equacio
(2.42), e para o diagrama (d); ver resultado para ©,(p), equagdo (2.27). O diagrama (b),
por sua vez, € finito, ver resultado para I1,4(p), equagdo (2.17).

Desta maneira, resta-nos analisar os diagramas (f) e (g), e assim determinar o valor
do contratermo (h).

Chamando de (f’) o diagrama (f) com as pernas externas amputadas temos, pela figura
(D.2), que

N i i Lk
(f) = kaDp(pﬁ e (k+p)2€# Pk—’;. (D.1)

Fazendo primeiramente a integral em &, temaos que

ko i
k2 (k+p)?

Ik = ka‘:"Wp
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e

{a) {b)

mw@W

(e) (d)

+

i

(e) - ()
+ ’“"““““'@"‘*"“’“’”‘ + NV VYIVY WVVIVs
(a) - (h)

Figura D.1: Fungdo de vértice de dois pontos até ordem o2. O iltimo diagrama desta
figura representa o contratermo necessario para absorver as possiveis divergéncias geradas
até esta ordem.

p+k

Figura D.2: Diagrama (f}.
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p+k B p+tk+q
Figura D.3: Diagrama (g).

Usando o apéndice B e fazendo uma parametrizagéo da forma (B.6), podemos escrever I
como

1 ik
Iiy=14d Dketve £ D.3
, /0 a:/ ¢ [—k% — zp? — 2zp.k]? ’ (D-3)

usando ainda (B.2) para resolver a integral em & temos

1 r 1 d d
I = —Hvp i f drrs-Y(1 — )52
k= 5 (—p2)2‘d§ A Tz Y )z 7%,

ou ainda, usando {B.9),

/1 drz? (1 -z)8 2= _—F (%) (% _ 1) =T
0 (d—1) 2
Portanto [; tem como resultado
o = Somn PO (D.4)
16 [—p?]3ts
que ao ser substituido em (D.1) nos leva a
- P» )
(f) = ——2* "po T : (D.5)
16 [-p?]2% 2 [~ (p — @)

Procedendo analogamente ao célculo de i, ou usando diretamente a forma geral da
integral Ify,. mostrada no apéndice C. equacdo (C.2), tem-se diretamente que

(/9

1
= 9617r2 s“""qu + parte finita. (D.6)

Chamando de (g') o diagrama (g) com as pernas externas amputadas temos, pela
figura (D.3), que
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' DkD
D0 = PP T
X (2k + 0)a92p + 2k + q)5(2k + p) . (2k + 2¢ + p),,a-:"m’% . (D7)

Apés usarmos em (D.7) as propriedades de anti-simetria do tensor de Levi-Civita,
vemos que o diagrama (¢') pode ser escrito como

= 1’ Iy (p) (D.8)

com

[4kaps(2k + p)u(2k + 20 +p)u]  padr
kaD e+ rMe+0e+e+k2° ¢’

que por sua vez € logaritimicamente divergénte. Portanto, para obtermos a parte di-
vergénte de Ip,,(p), basta-nos tomar o primeiro termo na expansio de Taylor em torno
de p; = 0, ou seja, calcular I, (p = 0), que 86 pode ser da forma

Iﬁ#l’ (D.9)

Isu(p=0) = ep,,C(independente dep)

Pk, (k + q)ukagy
= 16 [ DkDq" TR+ T (D.10)
De (D.10), temos ainda que
2 —
6C = Py, = ~16 f Dq”*“'q—zq“q“fw(q) , (D.11)
com
Q) = [ Dhor s T Hq - (D.12)

A integral acima pode ser calculada usando o apéndice C, equacao I} (c)> Cuja solugao é
vista em (C.6). Usando este resultado podemos escrever que

b G
Lw(e) = —55 C)it (D.13)
que, ao ser substituida em (D.11), nos leva a
3
6C=——fD—, D.14
2 q 24 37?]2+; ( )
ou ainda, usando (B.1), a integral acima tem como solu¢éo
1 d ['(e) )
I, = -2 i), D.15
q (2,“.) T (_ n %) ( ( )
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e portanto

11
ou seja, pela equagio (D.8), temos que
N pra 1 fini
(g') = " pa 18-z ¢ T parte finita . (D.17)
Porém vemos que o diagrama (f) carrega um fatorr %23 = —2¢*, enquanto que

para (g) temos 1‘1:!24! = ¢*. Portanto, somando as colaboracdes das partes divergentes
dos dois diagramas, temos que
2e* 1 et

“96rzcC  Pe

1
_E’uuppp = 0 .

H ) 4 . y _
—2¢*(parte div. de (f')) + ¢*(parte div. de (g')) = s
(D.18)

De onde podemos concluir que B = 0 em (1.49}, ou seja, que nio temos renormalizagao
para a fungdo de onda do A, (ou, equivalentemente do pardmetro de Chern-Simons).

112



Apeéndice E

Identidades de Ward

Vamos neste apéndice discutir com um pouco mais de detalhe as identidades de Ward
para o modelo em questio, e como estas identidades fornecem relactes entre as constantes
de renormalizagao .

Como j4 foi dito no capiulo I, as identidades de Ward([42, 43] relacionam as fun¢des
de vértice préprias 1-Pl, T#(q; p,p') e T*(q, k; p, p'), trilinear e quadrilinear com respeito
ao vértice de Chern-Simons, com as fungbes de vértice de dois e trés pontos, T'(p) e
Cu(k.p +q,p'), respectivamente. Explicitamente estas relagoes sao dadas por

¢*Tulg;p,p) = —eu?[T(p) — I(p)] (E.1)
¢'Tulg, k;p, o) = —ep2l(k,p+qp?)~T.(k,p,p —q)]. (E.2)

Sendo estas relacoes validas em cada ordem de perturbagio vamos considerar, co-
mo exemplo, as trés primeiras corregoes relativas as funcdes de vértice de trés pontos
T.(g;p,p"), vistas na figura E.1.

Para o caso (a), baseados em (1.16), podemos escrever

T5(p',p) = —ieu?(p' + p)* (E.3)
multiplicando por ¢, = (p’ — p),. temos

g.T4(p',p) = —iepi(p’ —p)u(p' +p)*
£ 2 2
= —e3 [T () - T (p)] (E.4)
na equacao acima a fungdo de vértice de ordem zero, F((f), é a funcao propria de dois

pontos (que foi formalmente definida no capitulo 11} e é dada por ['2 (p) = —[A(p)]*.
Assim (E.4) fica da forma

a.T5(0.p) = —eu3[ATV () — ASV ()] (E.5)
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Th(p'.p) =

ren), ,
F.; en (pp)

F!:tr-rn](p;.p) —

Figura E.1: Funcdes de vértice com correcido até segunda ordem. Em todos os diagramas
temos ¢ = p' — p. Sendo que D, e D, sdo contratermos necessarios para tornar finitas I'f
e I' respectivamente.
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Para o caso (b) podemos escrever que
rwm@ﬁ)=(4wwgfpk i
. ’ 3! (p+k2(@+k?2 k2

k, i ko 1
2 —ien? Dk |gbeZL___ -~ popp P
+ 2(—iep?) ze,uf k[s k?( R -(2p + k) +¢ EYPEwAT
— ze#le(p_p)

=(2p+

na qual a medida Dk = (—)7 Fazendo o produto de (E.6) com ¢, = (p' - p),. e escrevendo
(P =plulp+p +2k) = (' + k)’ - (p+k

) temos, apos a,lguma. algebra, que
plren £ o k
1" ( ) (p p) — ( ?,6 2 / Dk .Bp 2 [(

20 + k)o(20 + k)y (20 +k)o(2p+ k)a]

(¥ + k)2 B (p+k)?
_Ze:ule( -
= (—u’#? —— -
—iep?Di1p” + teus Dyp? (E.7)

ou ainda, se tomarmos D)} = A;, temos

o1V, p) = (—end)[TV(E) TV @) (E-8)
Para o caso (¢) a amplitude ['5(p'. p) é dada por
plren}, 1 . EN3.. 524 ? 1
p) = (—iept — [
s (p.p) (—tepd)*(ieu) 2!/ k O(k) (7' + k)2 (p + k)2
~(tep?) Da(p' + p)* (E.9)

na qual ©(k) representa o *loop”composto pelos propagadores de Chern-Simons (este
“loop™ serd calculado oportunamente, porém, para o nosso intuito no momento, podemos
representa-lo desta forma). Fazendo novamente o produto de (E.9) por (p' — p), temos

(2k +p +p)*

pfren) . L ENia , 7 _ )
qul’s (P.p) = (—2iep?)(iep )2/'Dk@(k)2 l(p+k)2 (p' +k)2}

—epu? (ip? Dy — ip®Dy)
—uwa[;’fwwmwﬁ’.- ALY |

—iept Dap™ + iept Dop? | (E.10}
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(o) ko (e

Figura E.2:

ou ainda, escolhendo D, = 4, temos que
o7 p) = (—ept)IE™ (@) - TE ™ (p)] (E-11)

As expressdes {E.5), (E.8) e (E.11) confirmam a identidade de Ward e consequente-
mente garantem a relacdo

A=D.

Para melhor ilustrar esta situagio vamos verificar explicitamente, para um caso par-
ticular, que as partes divergentes satisfazem a identidade de Ward. Vamos considerar a
familia mostrada na figura (E.2).

Todos os diagramas mostrados na familia da figura (E.2) possuem, por simples con-
tagem de poténcias, divergéncia linear. Porém pode-se constatar que se efetuarmos as
devidas constracoes de Lorentz. apenas os diagramas (f) e (g) sdo efetivamente divergen-
tes. mais propriamente. logaritimicamente divergentes. Estes dois diagramas podem ser
vistos com mais detalhes na figura (E.3) sendo,

(f)ﬁ = —4 f / DE / qu.uupsadq kpq,,(Qp + k)#(Qp + 2k + Q)a(Qp + 2 + k)v
k2g*(p+ k)2 (p + k + q)%(p + 9)?

ou ainda. fazendo as contragdes de Lorentz e jd incluindo o fator conbinatorial, temos que
a parte divergente de (f)3 serd

{div) : nrp aBy prafyqu
= -8 Dl | Dge pf . E.13

(E.12)
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Figura E.3:

Fazendo a integral em g e em %, usando o procedimento idéntico ao aplicado nos outros
gréaficos, temos

(div) )y — __ P8
(NEIE) =~z (E14)

Para o diagrama {g)s, obteremos um resultado equivalente, ou seja

. !
(div), n_ __ v PB E.15
Portanto teremos que
8 (div) (div) s - _ t 1 22
¢°[(f)g () + (95 (P)] Tz @ —P)
i1 ,2) ( i1 )
= {——7/=- o -p E.16
( 1272 ¥ 1272 ¢? ( )

que. ao ser comparada com o resultado obtido para Cj, equagdo (2.103) termos

. . (div)
PIHE p) + ()8 ()] = ] :
(E.17)

verificando. para este exemplo, que as partes divergentes satisfazem a identidade de Ward
(E.1).

Como vimos até aqui podemos concluir que familias especificas das funcoes de vértice
de trés pontos relacionan-se, via identidade de Ward a um diagrama da fungdo de vértice
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Figura E.5: Familia da funcio de vértice de quatro pontos. Para cada diagrama temos
P=p+w+g.

de dois pontos. Algumas destas familias de trés pontos e os respectivos diagramas de dois
pontos podem ser vistos na figura (E.4).

Como ilustracdo para a segunda identidade de Ward, equacdo (E.2), vamos analisar a
familia mostrada na figura (E.3) Sendo que na figura (E.5) o “loop”composto da linha de
Chern-Simons corresponde ao diagrama ©(p), figura (2.2), cujo resultado pode ser visto
em (2.24).

A fungdo '), (g, w, P/, p) correspondente aos trés diagramas é dada, analiticamente por

. 1 2(2p + 2k + q) . (20" + 2k — w),
Tolgw.p.p) = HE[ddk dg,v — u
plQUPP) = e (k+p) | ™" (k+q+p)?
_2(2p + 2k 4+ w),(2p' + 2k - q)mu} 0
(' + k- q)? P +k)?2

(E.18)

Da qual podemos ver que

2[2(p + k).q + ¢°]
p+E2+2(p+k)g+¢?

)
P+ k)2

(20 + 2k — w),

1
KD (g w. pl.p) = i€ 3ef A= l4q, ~
¢Tw(q.w,p'.p) wen | d o) "% 77

2[-2(p + k)-q + ¢*]
- - 2p + 2k + ww),
(P +k)—20p+ k)-@+q2( P )

(E.19)

ou ainda, tendo em vista a conserva¢do dos momentos p' = p+ w + ¢, e a forma para
I'5(p', 0) em (E.9), podemos escrever por fim que

q#F#U(Q: w-P': p) = _BN%[Pu(PlsP’ - 'lL-‘) - Pv(p + ’U)p)] ) (EZO)
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verificando a identidade de Ward entre as fungdes de quatro e trés pontos. Da equagio

acima podemos ver que
E=D,

quando forem introduzidos os contratermos necessérios para renormalizar ', e ', acima.
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