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RESUMO

Propomos neste trabalho um metodo de construgao de ga-
ses classicos, a partir de uma teoria de gauge pura, no for
malismo Hamiltoniano com tempo continuo. O método e exempli
ficado com o modelo de gauge U(1) em v=2 dimensoes de espa-
co-tempo. Neste mesmo modelo, podemos verificar uma estrutu
ra ndo trivial do vacuo (vacuos-6), como consequencia da am
biguidade de quantizagao. Este resultado e obtido sem a uti
lizacao dos metodos semi-classicos. Tambem exploramos a re-

lacdo entre esta estrutura de vacuo com o problema do confi

namento.

ABSTRACT

We describe a method for the construction of classical
gases, starting from a pure gauge theory. The method is aplli
ed to the U(1) gauge theory in v=2 spatial dimensions. For
this model we can see the 8-vaccua appearing as a consequence

of the quantization ambiguity. The connection between the 6-

vaccua and confinement is discussed.
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INTRODUCAO

Basicamente ha dois metodos nao perturbativos que permi-
Lem o tratamento de fenomenos a baixa energia em teorias de
gauge nao abelianas: as teorias de gauge na rede, como formu-
ladas por Wilson |[*| , e na formulagao Hamiltoniana por Kogut
¢ Susskind [7]; e por outro lado, o método semi-classico pro-
posto por Polyakov |°'|. Neste Gltimo, as configuragoes clas-
“icas do campo euclideano, tais como os instanstons,' mostram
um quadro heuristico, bastante razoavel, para um possivel me-
canismo de confinamento de "quarks". Ha tambem alguma evidencia para e-
“Istencia de uma familia de vacuos fisicamente distinguiveis, os vg
Cuos-6. Neste trabalho adotaremos o primeiro metodo, na medi-
da que acreditamos poder descrever alguns aspectos desse qua -
dro de problemas.

Uma terceira alternativa consiste no estudo de modelos e
xatamente soluveis, no continuo, em v=2 dimensoes, que apre-
sentam a mesma fenomenologia encontrada nas teorias de gauge
nao abelianas em v=4 [27°2%] Estes modelos possuem uma pro-
priedade peculiar, que permite trata-los como se fossem uma

| 2?]. Encontramos na literatura al-

teoria escalar bosonica
guns trabalhos que exploram esta transformacao, a fim de cri-
ar uma imagem clara dos mecanismos dinamicos do confinamento,
assim como, compreender o papel da estrutura © dos vacuos nes
tas teorias |’|. Na mesma linha de pensamento, destacamos 0
trabalho de Aizenman e Frdhlich |['®|, que apresentam a estru-
tura dos estados de equilibrio do gas de Coulomb unidimensio-

nal como o analogo aos vacuos-6 das teorias de gauge abelia-

nas: o gas de Coulomb unidimendional & tratado numa particu-




lar representacao (sine-Gordon) permitindo estabelecer, entao,
uma conexao formal com o modelo de Higgs abeliano (v=2).

Por outro lado, H.J.Rothe e Swieca |23%*2%|,caracterizanm,
de maneira intrinseca, o0os vacuos-6 como resultante da ambigui
dade de quantizagao de sistemas classicos, cujo espago de con
figuracoes tenha topologia nao trivial.

Propomos no presente trabalho, uma sistese de algumas
destas diversas ideias espalhadas na literatura, isto &, obte
mos uma correspondencia explicita entre os vacuos-6 de uma te
oria de gauge, obtidos pela ambiguidade de quantizacao, e a
estrutura dos estados de equilibrio do gas de Coulomb unidji-
mensional. Mostramos, concretamente, que uma classe de gases
de Coulomb (classicos) unidimensionais, pode ser realizada co-
mo uma mecanica estatistica de teorias de gauge U(1), na rede
com v=2, admitindo que suas cargas, infinitamente pesadas,flu
tuem.

0 conteudo desta tese esta distribuido em quatro capitu-
los: dois destes (Cap.l e III) sao revisao de assuntos afins
ao tema, e foram intercalados para dar maior unidade ao traba
Tho. 0 Teitor versado na literatura destes assuntos esta dis-
pensado desta lejtura, podendo dirigir-se diretamente aos de-
mais capitulos (Cap.II e IV) que realizam as propostas acima
indicadas. Passaremos, a seguir, ao resumo da tese.

No Capitulo I apresentamos alguns resultados em teoria
de gauge pura, na rede, com dimensao v de espago-tempo eucli-
deana. Damos particular atengdao a construcgao do éspago fisico
destas teorias, conseqllencia da positividade fisica|®| , e ao
surgimento de setores ortogonais de cargas infinitamente pesa

das.



Ja no Capitulo II, tratamos diretamente a teoria U(1) de
gauge, v=2,n0 formalismo Hamiltoniano. Mostramos que,mesmo ao
nivel da teoria pura, o sistema apresenta estrutura 6 do vi-
cCuo, como consequencia da ambiguidade de quantizacdo. Podemos
tambem representar a teoria (representacao de"sine-Gordon") ,
montando o "path space", onde o0s vacuos-96 sao interpretados
como cargas 5%% no infinito. Examinamos o problema do confi-
namento de cargas fracionarias,*y, nesta representacao, e ve-
rificamos os mesmos comportamentos encontrados no modelo de
Higgs abeliano

No Capitulo III revemos alguns resultados obtidos no tra
tamento do gas de Coulomb unidimensional. Neste & apresentada
a construcao dos estados de equilibrio 6 2 maneira de
Aizenman e Martin ['*[. Revisamos também a representacio de
sine-Gordon do gas coulombiano, responsavel pela conexao for-
mal entre o gas e o modelo de Higgs abeliano (v=2).

Finalizamos este trabalho no Capitulo IV com a constru -
¢ao de diversos gases classicos, construidos a partir da teo-
oria U(1). Mostramos que alguns destes gases convergem ao gas
de Coulomb standard, apresentado no capitulo anterior, no 1i-
mite do espagamento de rede a-=0.

Consideramos nossa maior contribuicao, a explicitacao
formal dessa conexao entre os gases classicos e as teorias de

gauge, ate entao tratada como mera analogia.



CAPITULO I
TEORIA DE GAUGE PURA NA REDE

A-TEORIA QUANTICA EUCLIDEANA - INTRODUGAOD

0O primeiro modelo com simetria local na rede (grupo de
gauge (=Z,) foi introduzido por Wegner |'|. Ele estava inte-
ressado na generalizacao do modelo de Ising que possuisse u-
ma transicao de fase sem parametro de ordem local, do tipo
Kosterlitz-Touless |[?|. Logo em seguida,Wilson [*] generali-
za o modelo de gauge para grupos de Lie compactos, a fim de
melhor compreender porque em teorias de gauge no continuo
"quarks" eram permanentemente confinados. Wilson estabelece
um criterio, segundo o qual, valores esperados de um apropri
ado observavel W(C), conhecido como "Toop de Wilson", que te
nham uma dependencia de area A(C) do circuito C, em uma da-
da regiao da constante de acoplemento g, a teoria apresenta-
ria confinamento. Mais precisamente, a teoria & confinante

se para g>go:
<W(C)>vexp{-f(g) A(C)} (I.A.1)

Se este objeto, que servira de parametro de ordem, mu-
dar de comportamento, isto e, tiver uma lei de perimetro

P(C), na regiao 0<g<go, ocorrera uma transicao de fase em do

para uma fase desconfinada.
0 pano de fundo na construcao de teorias de gauge e a

versao euclideana de integrais de trajetorias de Feynman-Kac

|4

|. A ideia € usar a acao classica A(®), onde ¢ simboliza



os campos constituintes do modelo, para construir uma medida

de probabilidade u(?) no espaco de configuragoes dos campos.
Nos vamos trabalhar em uma rede hipercubica k= |RY
(v>2) com espagamento a=1. Utilizaremos tres elementos desta
rede em nossa formulacao: os pontos da rede i = (i, ...,1v )
¢ N; os elos formados pelos pontos vizinhos <ij> = (i,a) com
el {&}z;;versores na direcaoae; e plaquetas p =<ij><jk><kl>

<li>, os circuitos orientados elementares.
Seja ( um grupo de Lie compacto e g o mapeamento:
: <ij> € Axh —— g.. € 5 WL = g Tk ;
g: <ij 955 € 6 95 = 954 (I.4.2)
0 objetivo € construir uma agao escalar que seja invaria

te por uma transformagao de gauge, induzida pelo mapa:

i L 8 L—* K, ¥ @G (1.A.3)
Dada por:
_ h = =1
93 9yy =By Gy 05 (I.A.4)

Assim definimos a agao de Yang-Mills AKM:

YM _ 1 . _
Ay (ggsd) =57 T x(g) 5 9, = 9,954,993 €0 (1.4.5)

Onde x(.) @ o carater real do grupo (3 segundo uma repre-
sentacao em um espaco vetorial V.

A escolha para acao de gauge nhao e unica: existem outras
definicdes que seguem o mesmo critério, isto e, tal que o Ti-
mite formal do continuo reproduza a teoria original de VYang-
Mills. Importante frisar que embora o limite formal seja inde
pendente do carater x(.) adotado, a escolha deste tem um pa-

pel importante com respeito ao confinamento, conforme o cen-



tro do grupo e representado |®|. Usualmente adota-se a repre-

sentagao fundamental.
Com a acao (I.A.5) podemos definir a medida de Gibbs:
g =g @ eAXM dg, (I.4.6)
2, = J eAXM dg y dg = Il dg., .
A <ij> +d
Onde dgij e a medida invariante pela transformacao do
grupo (I.A.4), a medidade Haar.
Observaveis da teoria sao funcoes f=f({gij}) 5 Lz(dgA)
Assim os estados da teoria sao obtidos por:
: : Con B
iR A_];];ilou <f>[\ :Aﬂm 21,__ Jf BA dgA (I.A.7)
Em nosso trabalho temos um particular interesse pelo for
malismo hamiltoniano desta teoria. Neste devemos privilegiar
uma direcao em relacao as demais, a direcao temporal. . Desta
forma uma particular escolha de gauge sera adequada neste tra
tamento. 0 gauge de radiacao se caracteriza por ter associado
a todos elos na direcdo temporal &, a identidade do grupo,
g(i,80) = e ¥ ieA. Este gauge & compativel com(I.A.4) por uma
escolha adequada de {hi}. Por exemplo, nos eliminamos uma va-

riavel gij fazendo a escolha:

h

Il
(D

. V1#

h, = g..
] ng
E repetindo este processo para todos os elos na direcao

(1.A.8)

a9 Obtemos o gauge de radiacgao.
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B - POSITIVIDADE FISICA

Neste item vamos mostrar como os estados <.> da teoria
definem um espag¢o de Hilbert H com metrica positiva. Entao
pode-se construir um operador de evolucgao T = g e (matriz de
transferencia), onde H e a Hamiltoniana definida no espaco
dos estados quanticos H.

A propriedade que nos permitira esta construgao & conhe
cida como positividade por reflexao.

Vamos considerar uma rede A que e simetrica com respei-
to ao hiperplano a,=0, que secciona o intervalo medio entre
dois hiperplanos espaciais de tal maneira que o sistema A Fa.
que dividido em duas regioes Ai iguais, correspondentes aos
tempos positivos (negativos) e A = A _UA_ com A+” A =0

Definimos uma funcao r:Ai——+A;,ref1ex50 sobre o hiper-
plano 0,=0. Esta reflexao induz um mapa antiunitario ¢ sobre

~ 2
as fungoes f ¢ L+(dgA+):

ef({gij}J = £iily }) i 9.. € (I.B.1)

i, xj ij
TEOREMA |8 ]:

- 2
Para funcoes f ¢ L+(dgA ) definidas no semi-espaco su-
+

perior (ay>0), temos que:
(9Ll = = 0 (L.B.2)

PROVA:

Notamos primeiramente que para valores esperados <.>A
» 0

definidos pela medida duy, = dgA temos que:

% 0 3 Fel.*
= vt

<(B8f) £> = <(9f)>A_ < f5 = | &

|
A,g s 0 A+rﬂ A+IU’

(I.Bs3)



n
Agora os elementos da forma Eci(efi)fi com ¢ >0, n arbi
i=1 &
trario e fi € L+(dgA+), formam um cone multiplicativo P, is-

to e, combinacoes lineares de produtos destes elementos pre-
servam a mesma forma.
Entao a acao de Yang-Mills AXM no gauge de radiagao se
e YM _ AYM YM .
para trivialmente AA = AA_ - AA+ , e:

iy

YM YM YM YM
By + A, '}

— e{eAA+ A" = {BeAA+}eAA+ (T.B.4)

Com o que o teorema fica demonstrado.
Como consequencia direta do teorema, existe um espago
de Hilbert H quantico: seja N = {feLi(dgA+) | <(8f)f> =0 },

entao o espago de Hilbert fisico &€ definido pela compleicao

de LZ/N com respeito a norma ||f]||? = <(ef)f>A. Denotamos
por W o mapa:
W: f ¢ L+(dgA+) > WfE H (1.B:5)
Assim para f,g ¢ Li temos:
\ = = (I:B.b)
(Pfﬂwg)A (Nf,wg)A <(ef)g>A

Outra consequencia @ a existencia da matriz de transfe-
rencia. Seja entdo f ¢ L?; denotamos por Tf a mesma  fungao
mas deslocada de duas unidades na diregcao positiva do eixo
temporal oo .Vamos supor que o limite termodinamico tenha si-
do tomado, ao menos na diregao temporal. Assim aplicando a

desigualdade de Schwarz sucessivamente:

1 1
|<(6f),TE> | <(Bf)THE>2 <(pf)f>2 (1B

I

n =1 _ -n
SUBEYT? £ »2 <(OEYE 2172

A



Tomando o Timite de n+» o primeiro fator converge para

1, e obtemos:

|<(8£)TE>| < <(6f)f> (1.B.8)

Assim T induz uma contragao Ty bem definida em H,
0<Ty<1. Portanto podemos escrever T = e 2% com H - fTE0 5 8
Hamiltoniano da teoria quantica de gauge.

De passagem, notamos que os estados . & H sao invarian
tes de gauge, isto e, duas funcgoes f,g e Li que estejam rela
cionadas por uma transformacao de gauge (I.A.4) diferem ape-

nas por um elemento do espaco nulo |\:

<leet-£) | (£h-pys = 0 fh({gij}) = £({hg; .0 (1.B.9)

Isto devido ao fato de podermos ir desfazendo a trans -
formagao hiperplano por hiperplano e lanca-Ta ao infinito
Contudo podemos construir um espagco de Hilbert ﬁ, ampliado,
o qual transformacoes de gauge independentes do tempo atuam
como operadores unitarios nao triviais.

Consideremos ¥ ¢ H e seja U(hi) um operador unitario in
duzido em H por uma transformacao independente do tempo no
sTtio i ¢ A. Pelo teorema de Peter-Weyl podemos decompor

U(hi)w em representacoes irredutiveis do grupo G-

T
U(h ) ¥ = E U5 i, pra® (I.B.10)

0 estado ¥' & a projecio no subespaco ortogonal que se
gue a representacao irredutivel NI'. Dizemos que V¥°© possui
uma carga T no ponto i e A.

0 espaco de Hilbert ﬁ se decompoe segundo as representa

coes irredutiveis m', isto &:
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o~ [ee) ~
H= & ®
By Hg g HTl,...,Tn
’ Vo
Tl,...,Tn

Isto quer dizer que a decomposicao determina uma regra

i. e A, j=',...,n (L 10

de superselecao e os varios setores de cargas sao caracteri-
zados pela localizacao destas cargas.

Estes setores sao invariantes pela. acao da matriz de
transferéncia T = e %, e por isso podemos dizer que estas
cargas sao infinitamente pesadas e externas ao sistema.

Vamos agora tratar um tipo particular de estado que cor
responde ao setor de duas cargas t e t, de sinais contrarios,
localizadas em dois pontos distintos de um hiperplano espaci
al.

Nos selecionamos uma "corda" Sij de elos orientados par
tindo do ponto i e terminando em j, i,j £ A estao no mesmo
hiperplano a,= cte>0. Seja:

gy, = P Il 91 (L. Ba2)
1] <kl>€Sij

Onde P significa que o caminho esta ordenado. Assim a

representagao irredutivel UT%(QS ) associamos o0 estado
iy
WT = (Sij) com a carga v em i e T em j. Pode-se verificar
L J
que:
t _—
(?T.T.’T WT.;.) B q“lr(cij,t)> (T .8:13)
1] 1]
Com W (Cij 5 ) o operador de "loop de Wilson":
W (C.. ) = P 1 T+«B <14
T( 15 it XT( <k1>eC. . gkl) ( )
1]at
EC,. o caminho fechado percorrido no sentido da orde

1.7 4 &
nagao em Sij’ entao transladado de 2t unidades, percorrido

no sentido inverso no caminho Sij e retornando ao ponto ini-
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FIGURA 1: Loop de Wilson <construido a partir de estados |
5 B que representam a evolugao temporal de duas cargas
i

de sinais opostos estaticas.

Como as cargas do estado WT = sao estaticas, e como
¢ ~2¢tH il
T = e com H a Hamiltoniana quantica, a energia corres-
pondente a este estado e puramente potencial, e portanto
podemos expressar o potencial entre estas cargas como:
= 5 = - 11 —_— % e o
VT.Tfslj) . 1mm log NT(Clj,t)
= inf spec HT‘PT = (I +B«15)
1]

Com Sij 0 menor caminho entre os pontos i,j € A no hi-

perplano ag=cte.
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C - FORMALISMO HAMILTONIANO

Vamos explicitamente construir a matriz transferencia,
e por uma escolha de base de H, obter o operador Hamiltonia-
no. Nesta construcao diferenciamos o espacamento de rede na

direcao temporal a, dos espaciais a, e tomaremos o limite de

0
ao,~0. Esta formulacao & devido a Kogut e Susskind |7| e tem
a vantagem de obter a Hamiltoniana com uma feicao conhecida
onde podemos identificar as duas partes que compoe a teoria
quantica eletromagnetica no gauge de Coulomb com o espaco-
tempo continuos.

A matriz de transferencia conecta configuracoes em tem-

pos sucessivos. Os elementos de matriz T({gij}OL0+1 3

)

sao obtidos fatorando da expressao de eXp{AYM} a contribui -

{gij}du

cao que envolve a interacao entre ap, e ag+1 , das contribui-

coes que envolvem apenas configuracoes no tempo a, ou g4 1

Sendo assim, vamos decompor a acao ATM em dois fatores; um

que envolve plaquetas sobre os hiperplanos espaciais Ta e
0

outro termo onde as plaquetas tem uma de suas direcoes no el

xo temporal. Entao no gauge de radiacdo:

YM _  a
AA =

-, ]
N I x(9:59548,,5+6,) (I.C.1)
peT 9 %o <ijre?y

2g%a
Aqui os fatores de espacamento foram introduzidos para
compensar os efeitos do limite ao>0 e manter as unidades cor
retas.
A matriz de transferencia opera sobre o espaco de Hil-

bert H de fungoes sobre o grupo (G, isto é:

) (1 6.2



Podemos tomar uma base ortogonal, porem nao normaliza -

vel !{gij}> caracterizada pelo conjunto de valores ging com
<ij>sTa . Assim o elemento de matriz entre duas configuraco-
0

es em hiperplanos vizinhos e dado por:

i | ajg £
<{q..}[T[]{g}:}> = expl—— | (x(g. )+x(g )) + (1.C.3)
1J 1 bag? pETa P p
0

a y ' -
Y Zaegz <ijver. X(954945 )}
g a 0

Definimos o operador G; cuja acao no espaco de Hilbert

H & dado por:

T _ it}
G I{gij}> A CRRARTI (1.C.4)

Onde H{T}(.) e uma representacao irredutivel t do grupo

G. Introduzimos ainda o operador unitario U({hij}) que age

sobre H da sequinte maneira:

U{{hij})l{gij}> = [{h 9;50>  hys e G (T 4C.5)

ij 1

Assim podemos escrever a matriz tranferencia como opera

dor integral:
. (LG 46)
= | & ) —a_. T
T J thuexp{2 ; ) X(hij)} U(hij) expl ; ) Tr(Gp)}
0 apg 2ag” |
5 pETOtO.
Esta expressao e obtida usando a ortogonalidade da base

<ij>eT
o

que tem a seguinte propriedade:

;
} dh f(h) <h|g> = f(g) ; g,h e G (L+C.56")

No Timite de a,~>0 somente uma vizinhanca da identidade
gij%e contribui para a integracao, assim, parametrizando gij
somos levados a integrais gaussianas. Seja a seguinte parame
trizagao, onde omitiremos os indices que indicam a posicao

do elemento do grupo na rede:
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n n
= i an 1
g=a+i Z Bl o g=

C
. —1 1 I-Co7
: . sasbLaLb ,r Ié,Lb 1 cab LC ( )
1 >

1 o

La sao os geradores infinitesimais hermitianos das Erans
formagoes do grupo ( pertencentes a algebra de Lie, e sio es-
colhidos de maneira que sejam ortogonais com respeito a métri
ca de Cartan-Killing. C:b sao constantes de estrutura e n a
dimensao do grupo (.

Se 0 grupo (3 for semi-simples, podemos encontrar uma ba-
se da algebra de Lie tal que a forma quadratica de Cartan -

Killing seja diagonal:

Xx(L,L,) =K 8.4 ¥a,b =1,...,n (1.C.8)

Alem disso se o grupo (3 for especial entido X(La)=0, Va
e a unica integral relevante na expressao (I1.C.6) sera:

n 2 ) gigo n 3
) S, — 1 ) SbLb} = K exp{- T L) Lb} (L G.9)

J as expf
b=1 b=\ b=1

=i
482a0
Dai resulta a seguinte expressao para o Hamiltoniano, a

menos de fatores constantes nao relevantes:

1 2 2 1
= 1 - — =.g_ N T
o= i sl = A ¥ Lii” 522 ) )((Gp) M )
ag—*0 TCT s
<13j>eT peT
” » Gy e o
Onde L§j= ZLija e 0 operador de Casimir quadratico. Este

as 1
operador tem a propriedade tal que seus auto valores indexam

as representacoes irredutiveis H{T} do grupo (3, e quando apli
cado a um grupo de fungdes, este se comporta como operador di
ferencial de 22 ordem. (Uma demonstracdo rigorosa deste limi-
te pode ser encontrada no trabalho de Borgs e Seiler [25] )

Assim uma transformagao de gauge & unitariamente repre -

sentada no espago de Hilbert H, definido em (1.C.2)s por:



|
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= =) ; I
U({hi}) ‘*‘({gij“ = ‘i’({higijhj M B RgER F R T% CE.Cdil)

Se considerarmos uma transformacao em um unico sitio,
U(hi)’ os geradores desta transformacao TE, belslsimsall  5E5
rao chamados de operadores de cargas no sitio i ¢ Tao.

Entao a lei de Gauss neste contexto sera expressa -pelo
divergente na rede do operador L?j=ﬂii,&), o campo eletrico

~

no elo <ij> com b=1,...,n e & as direcoes espaciais. Assim:

Lo(L(1,8) - LG8 = T) (1.C.12)

E verificamos facilmente que:
[ﬁ,Tg} ¥(lg;;h =0 s Yved (1.C.13)

Assim as cargas da teoria se conservam em cada ponto e
o espago de Hilbert H se desacopla como em (I.B.11) segundo

~ . . . T
as representacoes irredutiveis nt J

, onde {1} significa wuma

configuragao de cargas externas sobre o hiperplano Tao
Podemos definir um operador de projecao P{r}, sobre H 5

de uma dada configuracao {t} de cargas, que pelo teorema de

Peter-Weyl tem a seguinte expressao:

_ {1} ;
Peey = | T ey ugg day (1.c.14)

De posse deste formalismo, podemos construir uma mecéni
ca estatistica na maneira usual; definimos a funcao de parti

cao e a energia livre do sistema, respectivamente:

-BH

Z{T}(B,g) = Tr (e P{T}) (T JC:15)
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g o 4L T "
Frrp(Bsg ) = - gln Z, 1(B,g) GL JEul5]

A teoria de campo € obtida a partir desta mecanica esta-
tistica tomando tomando Bsw, isto e, a teoria de campo & uma
mecanica estatistica a temperatura zero [2°!], e a energia do
sistema de uma distribuicdo de cargas {1} &:

Eooy(8) = Biifm Frep(Bsg) (T o163

Como estas cargas sao estaticas, o potencial de uma dada
configuracao de cargas {1t} & obtido pela comparacao entre a e

nergia desta configurag¢ao e o estado fundamental:

Vigy(8) = Ey- By (1.C.17)

E possivel mostrar que, quando o grupo e de facil manipu
lTagao, a prescricao (I1.C.16) e (I.C.17) para uma configuracao

onde temos duas cargas de sinais opostos T, €T T:g & Tuﬁ s
e equivalente ao valor esperado do Loop de 't Hooft T(C) com a
medida (I.A.6) e C um circuito fechado (APENDICE 1),

Desta maneira e bem mais natural, usando a intuicao nes-
te desenvolvimento, partir diretamente da teoria no fo%ma]is-
mo Hamiltoniano, com a vantagem de podermos construir a teoria
de gauge fora da temperatura zero.

0 trabalho que desenvolveremos a seguir e um exemplo des
ta construcao tomando como modelo o grupo (G=U(1) e restringin
do a dimensao do espaco-tempo v=2. Esta escolha tem um duplo

aspecto: Primeiramente em duas dimensdes nao temos o termo

magnetico na Hamiltoniana, e portanto sera quadratica, facil-



mente manipulavel. 0 outro aspecto e devido ao fato que na

eletrodinamica completa, no continuo (modelo de Schwinger),
que e soluvel exatamente, 0 vacuo possui uma estrutura nao
trivial, conhecido como vacuos-6 |%j.

No proximo capitulo veremos que, mesmo em um modelo

tao simples como a teoria U(1) pura, ja encontramos esta es

trutura presente.
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CAPITULO 11

TEORIA DE GAUGE U(1) - v=2

A-FORMULAGCAO HAMILTONIANA

Vamos agora inverter a ordem de desenvolvimento do capi
tulo I e realizar o programa, que foi apenas esbogcado no i-
tem C, de formular diretamente a teoria a partir de sua Ha-
miltoniana quantica do modelo de gauge U(1).

Seja A uma rede unidimendional de espacamento a e tama-
nho |A]l =L. Variaveis angulares Qij viverao nos elos desta
rede,<ij>,tais que ®ij=—®ij.

Definimos a parte eletrica da Hamiltoniana (nao ha mag-

netismo em v=2).

o2 . 1 3 2 (11 1
Uy =%a ¢ S¥%50 o
<ij>el 1
0 operador Hamiltoniano  age sobre um espaco de Hil-

bert H de funcoes quadraticamente integraveis no intervalo

Ca, 1],
v({e..}) € H i H= e L2(a¢%,,.;[-m,7]) CET i)
= <ij> 1] -
0 operador % ag._ e o conjugado de Qij para uma classe
1)

I
i30,,
1]

especial de fungoes ¥ € H que nao sejam auto funcoes de
e que se anulam nos extremos.

Sob a a¢ao de uma transformacao de gauge U({ui}) as fun

coes do espaco de Hilbert H se comportam:

U({Oil}) W({q)l_]}) = ll»'({‘blj“ C’li + Of-J}) (II.A.3)



Onde {a.} representa um conjunto de variaveis angulares
1

definidas nos pontos da rede
Podemos construir explicitamente o operador de uma trans
formacao de gauge U(ai) em um unico sTtio i ¢ A, expandindo

ate primeira ordem (II.A.3). Para a,<<] temos:

r1 + a. ( 4
I i3

5
Uta) weie,. ) T, ﬂ"’({@ij})

(1 + iuiQi) w({®ij}) (II.A.4)

i,1+1

Assim o operador unitario das transformacoes de gauge e

obtido pela exponenciacao do gerador infinitesimal Qj

d 3
0d B

) CEL.A5)
fafier  “ergd

s
Qj =7 (

Qj mede a carga que se encontra em je A dos estados vy g Y
da teoria. Observamos tambem que spec Qje /s € portanto as
cargas sao naturalmente quantizadas.

" A versao discreta da lei de Gauss & expressa por:

E. . - E. . = e n, ; n. €
Sl i, =i ; s €1 (I1.A.6)

Comparando esta expressao com (II.A.5) nos obtemos o e-

lo de ligacao que nos permite afirmar que a Hamiltoniana

(IT.A.1) expressa a energia de uma teoria eletromagnetica,cu

e 3
i 99, .°
- - . . l J
Uma carga localizada em um sitio j ¢ A, corresponde a

ja parte eletrica e quadratica nos campos Eij =

uma descontinuidade do campo eletrico Eij’ cujo salto & o
valor da carga. Assim uma configurag%o do campo e1§tr1co{Eij}
corresponde unicocamente uma configuracao das cargas da teo-
ria {Qj} . (FIGURA 2)

A configuracao de estados de gauge deve ter todas as



cargas nula, o que corresponde a configuragoes de campo cons

tante, pois:

Sj w({¢ij}) - (U(aj) = 1) w({¢ij}) ="1E ) w({®ij}) =0

: .- E. .
Jt1,] Js3—1

—_— Eij = cte s Mi<ide v A (IT.A.7)
E
+e -2e
+2e | +2e -e
—e g -e -
-L 0 L A
2 2

FIGURA 2: Configuracao do campo eléetrico e sua relacdo com as
cargas de um estado da teoria. Neutralidade do sistema impli-

ca em E(%) = EQ—%).

Porem nosso espago de Hilbert H comporta outros estados
que nao sao invariantes de gauge e portanto estio em outros

setores. Ocorre porem que:

L?j,ﬁ} =0 %35 ER . T AL B

Assim estes setores estao totalmente desacoplados e o es
paco de Hilbert se decompoe numa soma direta, como em (I.B.11).

Como no capitulo anterior, a energia livre da teoria U(1)
e dada por:

F{Q}) = lim - 2 1n (7r ™ P ) (1T.4.9)
J

B —00
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0 confinamento desta teoria & observado pela comparacao
da energia de uma configuracao onde temos uma carga +e no si

tio 1=-%— e -e no sitio j=&, com a configuracao do estado
fundamental que no caso e nula pois o inf spec H = 0, - Ag=in

temos que o potencial entre duas cargas de sinal contrarios
cresce linearmente com a distancia % entre as cargas, o0 que
pode ser visto facilmente representando graficamente a situa

e

¢ao. (FIGURA 3)

|
| =
ESTRSS

FIGURA 3: Configuracao de duas cargas estaticas *e de sinais
contrarios. A energia desta configuracao e dada pela area do

grafico, e cresce linearmente com 4.

B - AMBIGUIDADE & NA QUANTIZAGAO

Quando introduzimos a Hamiltoniana (IT.A.1) ndo fomos suficien-
temente cuidadosos com relagao ao dominio ) C H de fungoes as quais o o-
perador HA e auto-adjunto; nem todas as funcoes de H tem esta proprieda-
de. Porem, se desejamos que o teorema espectral tenha validade, bem co-
mo obter um operador unitirio de evolucao temporal, devemos necessaria-
mente restringir o dominio de atuagdo de Hy -

Nos veremos neste item que esta restricao nao e unica, e e possi-

vel definir uma familia de operadores auto-adjuntos cuja a fisica e nao




equivalente.

Se restringirmos nossa atengao a um Unico elo, o operador -de cam-
po eletrico, Eij’ e o gerador infinitesimal das translacoes no intervalo
limitado [=m,m]. Podemos implementar uma translacao de um angulo & , pe-
queno, por um operador unitario U(E). Perguntemos entao, 0 que acontece
3s funcoes transladadas Y(o+8) = U(E)¥(9) quando e ultrapassado o limi-
te do intervalo de definigao da fungao. A origem fisica da ambiguidade
reside justamente nesta situagao, pois nada impede a fungao de onda ¥ (9)
que se produza uma mudanga de fase; 0s resultados fisicos so dependem do
valor absoluto. Em vista disso, a funcao de onda e compativel com uma
classe de condicoes de contorno quase periodicas ¥(m) . eieﬂ(—w). No que
segue, desenvolvemos a teoria matematica das extensoes auto-adjuntas de
operadores nao limitados. Tambem omitiremos os indices dos operadores.

0 operador E nao e limitado, e portanto devemos indicar, alem de

sua acao, o dominio D(E) CH sobre o qual ele atua. Assim:
Ef(¢) = = F'(¢) 5  f ¢ D(E) denso em H (IE:Bwl)

Como desejamos obter operadores auto-adjuntos, primeiramente deve
mos dizer o que significa adjunto E* de um operador E. Definimos o adjun

to de {E,D(E)} por {Ex,D(E*)} tal que:

D(E*) = {feH: ¥ f'el satisfazendo <f,Eh> = <f',h>,\ heD(E)}
2E¥fhs = F.Ehs s M e D(E), f e D(E*) (T . JBl)

Podemos verificar facilmente que: D(E) C D(E*). (IT.B.3)
0s operadores tais que <Ef,h> = <f,Eh> ¥ f,h e D(E) sdo chamados
simetricos, e estaremos interessados neste tipo de operadores devido su-
as propriedades. Assim ilustraremos (I1.B.3) com um exemplo:
EXEMPLO 1: Seja {E,D(E}} como em (I1.B.1), onde:

D(E) = {f € H : f continuamente diferenciavel e f(-m)=f(m)=0}



2D
rm (’ T — m
<g,Ef> = %') g(9) £'(9) do = J T9'(9) £(¢) A9 + g(d) £(¢)
=T - -
= <k*g,f> i M fe DE) (II.B.4)
Assim o dominio D(E*) = {fe H : f cont dif} sem a restri

¢cao sobre o contorno das funcdes e portanto compativel com (II

8.3 .
A

Um operador € auto-adjunto se e somente se:

D(E) = D(E*) e E*f = Ef ;i V£ e D(E) (L85

Com esta definigao mais a propriedade (II.B.3), vemos a
estrategia que devemos seguir para definir operadores auto-ad
juntos, consistira em ir aumentando o dominio D(E), o que oca
sionara uma reducao de [J(E*), até que ambos operadores se "a-
proximem" o maximo possivel. Este processo denomina-se exten-
sao auto-adjunta de um operador.

Ha uma teoria completa das extensoes de operadores | ?|
nao limitados definidos em espacos de Hilbert. Aqui vamos nos
restringir aos elementos basicos desta teoria, sem nos preocu
parmos com as demonstracdes.

Vamos primeiramente esclarecer o que se entende por ex-

tensoes de um operador: F & uma extensao de E se D(E) C D(F),

e Ef=Ff ¥ f ¢ D(E). Como D(F*) C D(E*), temos que:
D(E) C D(F) C D(F*) C D(E*) (II.B.6)

Portanto F esta "mais proximo" de ser auto-adjunto que E.
Ocorre porem que nem sempre & possivel realizar extensoes. Uma
condicao necessaria e suficiente para tal realizacao, € que o

dominio D(E*) seja denso em H. Entretanto esta & uma proprie-



e B

;‘ldl de operadores simétricos, e portanto para estes operado
gFil‘lx1ste sempre a extensao obtida pelo seu fechamento
C(ED(E)Y.

Ha um outro problema referente 3s extensoes dos operado
t B (E,D(E)}; nem sempre conseguimos aproximar 0 dominio D(E)
. po J(E*) de tal maneira que D(E)=D(E*). Ha uma falta nqdomi
nio D(E) 3 qual denominamos de deficiencia.

ym resultado facil de demonstrar diz que operadores tais
que D(E):D(E*), isto &, operadores essencialmente auto-adjun
fos, possuem uma, € somente uma, extensao auto-adjunta.

A fim de podermos continuar nossa discussao devemos es-
tabelecer um critério bdsico que nos indique quando um opera
dor (E,D(E)} s auto adjunto. O critério e o seguinte: um Opg
pador {E,D(E)} & auto-adjunto se, e somente se, o operador
E41] levar O SE€U dominio em todo o espago de Hilbert H, iste
§, se a imagem Ig, ;i =H. ou ainda, se Newggp= 0 » Onde Na e o
conjunto em D(A) aque s30 levados por A no vetor nulo.

0s espacos D.= NE*tiI # @ sao chamados de deficiencia
do operadof TE<DUEYF. No gle segue veremos que as funcoes
f ¢ D, nao pertencem ao dominio D(E) por algum problema no
contorno de f.

podemos introduzir a nocao de ortogonalidade em TieE] e

finida por um produto escalar <.,.>ps'
f,g>px = <Ei ¥ <E*E,E¥gx 7 £g9 © DIEY) CLLBsT)

Com esta nocao podemos mostrar as seguintes assercgoes:

{) D, lgx D-
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143 Dy, les THED

i) DO - D, 0D, (I1.3.8)

Assim qualquer funcao fe [J(E*) pode ser decomposta em:
F=8 R E % E  ; comEe PIE) e F0 T, (II.B.9)

E conveniente ainda introduzir a forma sesquilinear[.,.]

definida em [J(E*), denominada forma de contorno:
[Eag] = sg:€8%f> = <E¥pyfe 2 W 8 & [EH) (11.8,10)

Como consequencia imediata de todas estas nogdes e defi-

nicoes somos levados a dois resultados relevantes: um opera-

dor {E,D(E)} e auto-adjunto se, e somente se,[f,g]=0, ¥f,ge [)(E).

0 outro resultado diz que, para funcoes Fof m JJLE*), B

P ,gieDt , temos:

3 )
[Feg] = Gli2f s > ~ S 8.5 (TTa8 118
)

Assim se existir um mapeamento isometrico unitario de J)_
para D+, este mapeamento deve definir uma extensao auto-adjun
ta de {E,D(E)}.

De fato ha um teorema que diz |*']:

TEOREMA:

Seja E um operador simetrico e fechado em H. Existe uma
correspondencia biunivoca entre o conjunto de extensoes sime-
tricas de E e o conjunto de isometrias parciais de [J a D+ da
da por Uf_=f+. Uma extensao sera auto-adjunta se, e somente

se, U for unitario.




Vamos agora aplicar esta teoria ao nosso problema: seja E

definido como em (II.B.1), e:

DEo) ={ £eH : £e AC[~7,7] , £(-m) = £(w) =0 }
DEv) ={ £e H : £e ac[-n,n] )
EgE = Exf = —11- B iME e D(Eg) (LT :B:12)

Onde AC significa que as funcoes sao absolutamente o e
nuas.

Devemos primeiramente calcular o dominio D(E¥), para isso
vamos introduzir uma funcao j(¢) positiva, diferenciavel com
suporte em (-mw,m) tal que J_: j(¢) dp =1. Seja jk(¢j = % j(%),

definimos em -m<a<B<m as sequintes fungoes:

f35(6) = 3,(0-8) - §,(¢-a)

o R i o R

g, (¢) = J Fe™ (8] de (LB J13)
-

Para A suficientemente pequeno g%ee D(E,). Ent3ao, segundo

(IL:B:2) « temos:

<h,EgYPs = <Exn,g%f> h e D(EF) (II.B.14)

Quando A0, g*F converge em L2[-n,1]| para a funcao caracte
. g gl
ristica de (o,B). Por outro lado JA®—“+ ¢, ¥ ¢ e L2[-mw,m]

m

onde J,¢ = f Jy(¢-&) ©(&) d&€. Assim a expressao (II.B.14) fi-
=1

ca:

B
i {( h(B) - h(a) ) = J[ (E*h) (¢) d¢ (TT:B:15}

o4

0 que significa que D(E*)=D(E,), e E*h=%h‘, V' h e D(EF).



Que {D(Es),Eo} nao & essencialmente auto-adjunto pode

ser visto facilmente pelo fato que 0s espacos D+ de deficiéﬂ

cia s3o n3o vazios. Calculando estes espacos D+=NE§+iI’ temos:

= « £,8 [, @rBAe)

L f
i

I+ =
+
i+ =
I+

Assim as solucgdes desta equagao sao:

£ .1gl = g CIT.B, 11

Como a dimensao do espaco de deficiencia n, =1, devemos
ter uma familia a um parametro 6 de extensoes auto-adjuntas,

com 6 ¢ [0,27]. Isto &, usando a formula de contorno (I1.B.10)

temos:

= o [ e & o '
[£.9] s Rl L ek 4 T igf)

& Yﬁ(n) £ bl = E(—ﬂ)f(-ﬂ)ﬁ VE,g eD(ED)
{ )
(TL B 15
Como em (II.B.11) a forma [.,.| depende apenas de D,, e
este espago tem dimensao n, =1, as fungoes f € D(Ee) serao ca
racterizadas por:
[y 12 1 Ei-m) |5 = L) = 1% gi-iy ; @& [0,2%]
(i1 .B.19)
Portanto {EB’D(EG)} e auto-adjunto e D(E,)={fe AC[=m,m]

f(m)s= eief(-ﬂ)}.
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C - O SIGNIFICADO DO PARAMETRO 6

No item anterior vimos que o operador de campo eletrico Eij admi-
te uma familia de extensoes auto-adjuntas caracterizadas por um  parame-
tro Bij e [0,2n]. Veremos a seguir que os estados ?é({¢ij}) € D({E?j})c H,

com eij =0 , ¥ <ij>, correspondem a configuracdes, on-

de os extremos do sistema adquirem cargas de valor teé/modzﬂ.
Mostraremos também que para 6, # 6,, 0S espacgos corresponden-
tes sao mutuamente singulares.

0 espago de Hilbert completo H, tem a forma de um pro-

duto tensorial de espagos de fungdes para cada elo (II.A.2)
0 espaco de todas as configuragoes do campo eletrico (auto ve
tores do operador Eij) e denso em H. 0 nosso desejo e estabe-
lecer uma correspondencia entre configuragoes de campos e con
figuragoes das cargas externas do sistema, dai surgir a se-
guinte questao: que subespagos de todas as configuracoes cor-
respondentes a valores arbitrarios de 6 para cada elo, & o es
pago que devemos usar em nossa teoria?

Sabemos, pela forma da Hamiltoniana (II.A.1) que a teo-
ria deve possuir invariancia translacional quando o Timite
A+ for tomado. Assim, admitindo a existéencia deste limite,
podemos definir um operador de translagcao de n unidades de Yp
de Tn’ unitario, que age sobre as funcdes %ef&%j})e D({E?j})
da seguinte maneira: ‘

To Ypf 10451) = Y lo b)  <ijsel

i-n,71-n
7 (L. 6.1)

Este operador induz uma transformagao sobre os operadores

de campos Eij dada por:

T E?. i = E8 5 g (LL.5.2)

n 1] -n i+n, j+n
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Como o espectro dos campos o(Ee ) = (Z+§%)e, ¥ 5305 8 b

id
com e a carga eletrica, nao deve se alterar por uma transfor-
macao unitaria, concluimos que os valores de thpara todos e-
los da rede, devem ser os mesmos. Portanto o"espacgo de confi-
guracoes" D({E$j}) que devemos adotar para esta teoria consti

tui do produto tensorial dos "espacos de configuragao" de ca-

da elo D(E? com todos 6 e [0,2m] iguais.

J-)
Notamos tambem que se admitissemos a teoria definida com

eij’ dependentes dos elos <ij> € A, o operador de carga Qj pas

saria a ter espectro continuo; isto e:
6 g'

spec(Qj) = 5 spec(Ej+l,j- Ej,j—l) = 7+(0-0") {1l G.3)

(=

. : i . ) = g
Assim nosso "espaco de configuragoes" J7 C H sera indexa
do por um Unico parametro e as cargas da teoria permanecerao

discretas.

Por outro lado, o conjunto de operadores {E?j,¢¢ }

]
com ¢ fixo, formam uma algebra abstrata. Existem varias reali

<ij>eh’

zacoes possiveis desta algebra em diferentes espagos de Hil-
bert H, e temos a liberdade de escolha destas representagoes.
Quando A & finito, temos um numero finito de graus de liberda
de e o teorema de Stone-von Neumann diz que todas as represen
tacoes irredutiveis sao unitariamente equivalentes. Em outras
palavras, para |A|]< =, existe um operador unitario Uy, que ma-
peia o "espaco de configuragao" D({EO}) em D({Ee}).

Ocorre que em sistemas com infinitos graus de liberdade,
temos infinitas representacoes irredutiveis ['°| unitariamen-
te nao equivalentes. Isto significa que quando A»~ o operador

Uy nao & mais definido, e os diversos espagos D({Ee}),ee[ﬁ,ZiL
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tornam-se irredutiveis uns aos outros. Assim a cada valor de ©
teremos uma nova teoria independente, com propriedades fisi-
cas particulares.

| EStE fEtD B consequéncia de uma variante do teorema de Haag ['']|
gue diz 3 em uma teoria invariante por translacao, a qual
usa a representacao de'Fock"para sua algebra, o estado de ne
nhuma particula (o estado fundamental) & o unico estado inva
riante.

Como mostraremos a seguir, os estados ?8 possuem cargas
no contorno do sistema A. Portanto o teorema de Haag afirma
que, apesar de tomarmos o limite termodinamico, o sistema
"lembra"que existiam cargas no seu contorno, e nao mais pode
mos representar os estados ¥Yge D({Ee}), 8#0, pelo espago
de"Fock" Sendo assim, estes estados correspondem a uma outra
classe de equivaléncia, e o parametro 6 passara a indexar as
diversas representacoes irredutiveis inequivalentes.

Este fato estabelece a estrtura nao trivial do vacuo da
teoria U(1) de gauge em v=2, mesmo sem os campos de materia.

Retornando ao problema inicial sobre a interpretacao do
parametro 6, vamos construir o espago de trajetoria para a
fungao de partigao ZQ({Q}) de uma distribuicao de cargas {Q!}

definida por:

2hctay) = 1r¢ eTFa 0
- 1 ae.. <{o }ie"BH?\P |{¢..)>
i3 ij {q} iy GLL JE.5)
A forma do operador de projecao P{Q}encontramos em (I.C.
14), que particularizada para 0 grupo G=U(1), tem a seguinte

exXpressao:




i

- 7 1T.0.5)
P [ duj X(q) U({aj}) (

{Q} J jel

Onde X{Q}é 0 carater da representacao irredutivel corres
pondente a configuragao de cargas {Q}, e U({aj}) e 0 operador

unitario definido em (II.A.3).

HB

0 Kernel do operador e-B AP{Q}pode ser facilmente calcu-

lado (APENDICE 2). Assim:
_au® —gu? o
OB sy 0 gkl TR s ey g
(114G 6)
Executando este calculo, a fungao de partigao Zi, a me-

(o,

nos de constantes nao importantes, resulta:

e w : _ 1 _ 2 e _ -
0" z Ajigﬂda. exp{ng[Lan,j+l 2e28(uj+1 aj+nj+1,j) 12W(0tj+1 aj))}xﬁﬂ
{nij}EZ (1T:G:7)
0 ultimo termo de (I1.C.7) pode ser escrito como:
.0 - - _; &0 —
exp{~iz_ jgﬁ(aj+1 o) }= expl-i 7o (a(L) - a(-L))} (11.C.8)

Isto e exatamente a representacao irredutivel correspon-

dente a uma configuracao de uma carga +6e/ no extremo

mod 2y°

esquerdo do sistema A, e -6e/ no outro extremo, com

8 g [Dslu]s

Examinemos agora o problema do confinamento de cargas,

mod 27’

quando estas forem introduzidas na teoria, com condigoes de
contorno nao triviais 9.

Estaremos interessados no confinamento, nao apenas de
cargas inteiras, mas tambem cargas fracionarias. Ata aqui nos
so espago de Hilbert H consistia de estados com cargas intei-
ras. Contudo podemos aumentar este espag¢o permitindo cargas
semi—hﬂéiras!zgizintromnimos 0o espaco de Hilbert Hn,de fungoes

Wn({¢ij}), quadraticamente integraveis em todas as variaveis
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d53° sobre o intervalo [}nﬂ,n{ﬂA|, ne Z . Claramente o ope-

rador Qi’ com a mesma definigao que (IT.A.5), tem o seu es-

si|sS

pectroq(Qi) = ; m,n e /. Obviamente todos os outros opera-
dores relevantes da teoria, tal como o Hamiltoniano HA,podem
ser definidos neste espaco Hn ampliado sem nenhuma alteracao.

Vamos antes definir uma notagao mais adequada para tra-
tar esta questao: seja o valor esperado <> induzida pela

medida Mo originada de (111.€.7), dado pori
A
Ze({Q})

=) | Zgtioty b
X{q} 8 i (11 e
{ L, (0)
A 1 ' i _
du,= Il do., exp{ T T TR (T }
® 2400 jen y jz!\L Lot I e L e LT (B s 25
: (I1.C.10)

Assim a fungao de correlacao entre duas cargas fraciona
rias y de sinais contrarios, localizadas nos pontos # % e da

da por:

; ) %
. e“l%{a( ) = 5] 7 (1L.C.11)

D@,Y

Podemos obter um "uper-bound" para esta expressao atra-
ves da estimativa do tabuleiro de xadrez |'2]. Para um siste

ma com |A|=L, temos:

L N
: L -L z )
p R LG F@ﬂff_] el anean
By = Bk ZL(O) 2 i
L 0 )
Assim
- B L L IT.C.13
Py v < exp{ﬂBlBL(ane+Y 1n28)]} ( )
i exp{—ﬂ,B[%—( FIé+Y(B) = FIB‘(B) )]} | (11.C.14)

Onde Fé(B) e a energia livre a volume finito definida |
em (L:8:158')% Assumindo a existencia do limite l»o , a desigual

dade (I1.C.14) nao se altera, portanto:




0 2 pq 7 < exp{-2B( Fe

+Y(B) - Fe(B) )} CLET s G 15)

A relacao entre a energia potencial Ve,§2) relativa a
configuragao das cargas y e a correlagao Big sy e estabelecida

via as relagoes (l1a6«]15=1:6:17) & [II:C;9)z

Wg) = Lims

1 (11.C.16)
Ta b .

E temos tres situacoes distintas:

i) Se Re F - Fe>0 = Ve(£)>£Re’Y, e portanto temos con-

Y B4y

finamento, o que e equivalente a dizer que a correlacao Py

entre as cargas tem decaimento exponencial.

ii) Se Re Y=O ==>Ve(£);K<w independentemente de g2,e k>0. Is-

to significa que as cargas localizadas no infinito agem de
tal maneira sobre a configuracao das cargas +y, que o efeito

entre estas e aniquilado.

iii) Se Re Y<0 ==>V8(2)5RR » 0 que significa que as cargas

7 esY
Y, mesmo tendo sinais opostos, serao repelidas para o infini

to.

Estas questoes serao retomadas com mais cuidado nos ca-

pitulos seguintes, quando tratarmos o gas unidimensional. Va

mos aqui esbogar este calculo usando o método da matriz trans

ferencia, dada por:

0 CIL0:17)

Onde (E f)(u)=uf(u), com f(u) ¢ 22(2+§L). Entao:
) om

Fe({0}) = lim gf ln Tr(TB)L = inf spec ezEe2 (11.C.18)

L——®

B_—)-oo
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A funcao Fe({O}), como esbocada na figura 4, e periodi-
ca, continuamente crescente no intervalo [0,m) , atinge o ma

ximo em m, e se anula nos extremos do intervalo [0,27].

Fe{O}

| @

—_——t——— ——— =

FIGURA 4: Grafico da energia livre Fe({O}) da teoria U(1) no

setor de carga nula.

Este comportamento explica a fenomenologia i),ii) e iii)

de R " conforme os valores dos parametros 6 ¢ [o,2m] e

Y=% , men e /.




CAPITULO 111

0 GAS DE COULOMB UNIDIMENSIONAL

A - APRESENTAGAO

Vamos rever alguns resultados rigorosos obtidos no estu-
do de um sistema de muitas particulas carregadas interagindo
via um potencial unidimensional coulombiano. Neste sistema as
particulas podem atravessar umas as outras sem nenhum empeci-
lho.

A razdo de restringirmos nosso interesse ao gas unidimen
sional & devido ao fato deste sistema possuir uma familia a
um parametro de estados de equilibrio, fenomeno que vemos es-
tar fortemente relacionado com os vacuos-6 de uma teoria de
campo com simetria de gauge. Isto ocorre em uma teoria de gau
ge abeliana em v=2 dimensao de espago-tempo, e em v=4 com um
grupo (§ nao abeliano.

Aizenman e Frdhlich |'?®| apresentam esta questao em um
sentido ilustrativo, isto e, como um simples exemplo da mani-
festacdo de muitos estados fundamentais de uma teoria. Porem
ha um outro aspecto a ser explorado nesta conexao : ‘trata-se
do aspecto estrutural e construtivo, o qual nos estamos inte-
ressados ao realizarmos o presente trabalho.

Em um trabalho anterior ao acima citado, Aizenman e Mar-
tin |'%| reduzem a questao dos estados de equilibrio do gas uni
dimensional ao problema da reconstrucao do campo eletrico E(x)
a partir de suas descontinuidades que sdo as localizagoes das

cargas. Veremos no proximo capitulo como esta construgao pode



ser executada via uma teoria de gauge pura U(1) na rede.

Existem basicamente duas maneiras de tratar o gas de Cou
Tomb: uma consiste na representacao da funcao grande particao
como uma media sobre um funcional de funcdes aleatorias gaus
sianas. Este metodo e bastante explorado pelos teoricos de cam
pos, pois esta media funcional nada mais e que o funcional ge
rador de uma teoria de sine-Gordon. Assim pode-se estabelecer
uma correspondencia em ambos sentidos, e resultados obtidos de
um lado sdao extendidos ao outro modelo. Existem varias questoes
em teoria de campo que foram resolvidos por este mapeamen-
to |15].

0 interessante nesta representagao reside no fato de que
a fungdo aleatoria ¢(x) obtida a partir do plasma unidimensio
nal, e justamente a mesma funcao q(t) que exprime o movimento
Browniano de uma particula, portanto ¢(x) & um processo de
de Markov. Esta propriedade nos remete a segunda maneira de a

bordagem do gas, pois o elemento Markoffiano e exatamente 0

campo eletrico E(x) como funcao da coordenada espacial |!®]| ,

0 que nos possibilita a construgao do plasma no "ensemble" de

campo eletrico.

B <« ESTRUTURA DOS ESTADOS DE EQUILIBRID

A energia de interagao Coulombiana em uma dimensao para

particulas com cargas o,=*te localizadas em qieIR, e dada por:

H(q,0) = - G .0 ]qi— qj| (L1EB.d)

¢
2 i 3
Ty o
0 campo eletrico que corresponde a este potencial e:

E(xiq0) = Zoj sign(x-q,) ;7 x ¢ IR (TII.B2)
j



0 estado de equilibrio para um sistema de duas componen

tes e descrito pela distribuicao de Gibbs:

N _-ed (0,q 99, ---dqy | (IT1.3.3)
2 N?
5§ i

Onde devemos somar sobre todos os N e sobre as cargas

c.=te. A normalizacao By e a fungao grande particgao:

[$3]
~~
Los]

™
p—_
1l
He~18

N L
_NZ_' ) JiL dql . .que-B HL (0, q) (LI sBh)
R -

1 2

0 1imite termodinamico de tal ensemble, com o vinculo
de neutralidade §0i=0, foi estudado por Edward e Lenard|!®],
que obtiveram as fungoes de correlagao do sistema.

Porem uma maneira mais natural de abordar este sistema,
e descreve-10 no espago de fase. 0 mesmo estado e representa
do por uma medida u(w) no espago £ de configuragao de parti-
culas carregadas, cujos pontos wef2 podem ser encaradas como
uma classe de equivalencia da sequencia {(Oi’qi)}iez em rela
cdo a reindexagao das particulas.

Surgem, neste ensemble, questoes interessantes no que
diz respeito as condicoes de equilibrio, e sobre as forcgas
que uma particula sente em uma dada configuracao das cargas.
Estas questoes sao delicadas pois o potencial entre duas car
gas cresce linearmente com a distancia e os metodos usuais
em mecanica estatistica falham. Estas questoes serao resolvi
das atraves do mapeamento quase local do espago de configura
coes das cargas para o espaco de configuracdo de campo ele-
trico.

Em um sistema finito, o campo eletrico e bem definido,e

constante por partes. Suas descontinuidades sao saltos

de duas unidades de carga e,que ali se localiza. Assim, wuma



vez especificado o campo eletrico, a configuracao das cargas

esta univocamente determinada. Porem a relagao inversa nao e
Unica: podemos ter um campo D constante de fundo junto ao
campo E(x) e teriamos a mesma configuragao, a menos de car-
gas nas extremidades. Como o limite termodinamico nao deve
depender das condigoes de contorno, devemos esperar que para
configuragoes tipicas (excluindo um conjunto de medida nula)
a configuracao do campo €& univocamente determinada pela con-
figuragao de cargas.

Este @ o resultado que Lenard |'®| obteve para um plas-
ma neutro explorando a propriedade Markoffiana do campo ele-
trico E(x). Intuitivamente nao e dificil compreender que Ef %)
& um processo de Markov, pois a uUnica informagao comunicada
as particulas em uma regido x>X das particulas em x<X & o va
lor de E(X) no ponto de divisao. Assim a propriedade estatis
tica de E(x) para x>X depende unicamente de E(X) e nao da
configuracao nos pontos x'<X. Isto precisamente caracteriza
a propriedade de Markov.

Podemos portanto formular o sistema no ensemble de cam-
po usando a identidade eletrostatica para a energia definida

em ( III.B.1) . Assim para um sistema finito:
I

1 2 2
HL(o,q) R Py J-L dx E(x) {ITT:B.5)

2

0 valor esperado de funcoes f(E) sera obtido por:

L
- 7
g () ==gs = -—i—[ L q v(dE) exp{ —?- |_i dx E(x)z} f(E) (III.B.6)
£ JEG)=E (=0 )L
Eﬁ(B) = J i . v(dE) e B, ©- (III.B.7)
E(7)=E(—§")=0

SERVICO OF
BIBLIOTECA E
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Onde v(dE) e a medida invariante por deslocamentos no espago de
caminhos de um processo aleatorio sobre 2e/, o qual e gerado por =-zA , O

laplaciano discreto definido por:

(0f) (u) = f(u+2e) + f(u-2e) - 2f(u) ¥ f(u) e 2%(2e/) A )

E v({E(0)=2ek}=1 Y ke Z , z e a atividade da particula.
Demonstra-se |!*s!6| que v(dE) reproduz corretamente a medida a
priori de distribuicao das cargas, isto e, a medida v de caminhos cujas

descontinuidades, em |- %,-% , ocorrem em dqicom o; = t2e, assumindo

41<Qp<- .- €

y = g2zl 1(z dqi) (IT1.B.9)
1

A neutralidade do sistema e expressa pela condigao sobre os cam-
pos eletricos nos extremos, E(%J = Bl %J.

A existencia do limite termodinamico para os estados de E(.) reme
te a questao de reconstrucao de E(.) a partir de suas descontinuidades ,
pois no espago de fase das particulas, E(.) nao faz nenhum sentido a pri
ori, devido a nao unicidade do mapeamento {oi,qi}——>{E(x)}.Apesar deste
problema, & possivel reconstruir os campos E(x) para configuracoes tipi-
cas, isto e, dentre todas as configuragoes de campos que correspondem a
uma dada configuragao de cargas, apenas uma delas tem medida v, nao nula.
Sendo assim, seja v, = lim v%, dizemos que uma propriedade vale quase
sempre (g.s), se 0 conjt:io de pontos w e © a qual falha tem medida nula.

Essencialmente esta construcao baseia-se no teorema Ergodico, que

para um sistema de Markov pode ser aplicado. A aplicagao do teorema e:

T o

1 Xtk
- J[ dy E(y) = vo(E(0) (111.B.10)

%
Dado um intervalo [X,y], X<y, que nao tenha cargas em seus extremos,

o campo eletrico nestes pontos estao relacionados por: E(y)=E(x)+2 Y SF
a;e[X.y]




Aplicando o teorema Ergodico, e usando a simetria por
conjugacao de carga chegamos a conclusao que Ha(E(D))=0 Qg.5:
e E(x) e uma funcao local das distribuicoes de cargas dada

o) ok

(o b
E(x) = - 1lim 2 3 Lo, (1 - lK ¥ 2 .85 CEDIJR.ALY
K00 qi£|_§,x+i<J !

Vamos agora examinar a existencia de outros estados de
equilibrio, e novamente admitiremos que o limite termodinami
co possa ser realizado. A existencia deste limite e obtido
segundo os metodos usuais da aplicacao da formula de.Feynman
-Kac. Recomendamos os textos ja citados sobre o gas de Coulomb
como consulta para este assunto.

A existéncia de outros estados de equilibrio ja estava
implicita na construcao dos campos E(x). Naquela construcao
usamos que upo(.) era invariante por {oi}+{&0i}, que e uma
) =E (-

& o

consequencia das condigcdes de contorno adotadas E( L
2
0 .

v opo|

e portanto E(x) € 2e /. Assim definimos os estado

[

‘L _ L__lr : __Br?
Bglty = ==y = J Vg (dE) exp{— J‘E
2

2 -
A dx E(x)"} £(E)(ITI.B.12)
E(5)=E(—)=D

D
e

—Li _ -BH, (@ ,q)
:“9(6) = J L 1 v, (dE) e L

EH=ECH=D O

mod 2e © ve(dE) = v(d(E-6)) e a medida sobre as

(LLL.B:12 %)

Onde 6=0/
trajetorias que sofreram um deslocamento , isto &, os valo-
res do campo E(x) € 2 e /+8. Claramente estes estados nao
sao invariantes por conjugacao de carga, e portantoL%(Eun)#O
q.s.. A reconstrugao dos campos segue as mesmas linhas desen

volvidas em (III.B10,11) , e o campo pode ser reconstruido:

q;-x

E(x) = - lim 2 ) o, (1 = ——) + <E(0)>,,q.5.
K—>o  gq.E|x,x+&] 1 (ITI.B.13)




A demonstragao que ue(.)=1im ué(.) somente depende de

L e

9=D/ g obtida pela aplicacao da f5rmula de Feynman-Kac.

mod Z2e

Porem, ha outras consequéencias: dois estados e

UBI Uez s
0, # 62 € [@,ZQJ, sao mutuamente singulares, 0 quUe€ demonstra
mos a seguir.

Exponenciando (111.B.14) e tomando x>0 e k»e, temos:

q. 9. 6 - uy(EC0))
lim exp{2mi ) () () = eXp{Zﬁicq——*ji~——d—ﬁ} q.s-
e — K e 2e ’
—r0 q.z-:lU,K—{
bRk s (ILL.B .14)

Pode ser demonstrado |**| que g(e)=e—ue(E(O)) & monoto-
namente crescente em 6 € [0,2e) , com g(0)=0 e g(2e)=2e, pois
<E(0)>0=<E(0)>Ze=0. Assim g(6) define uma monotona bijecao
g:[0,2¢]—[0,2e]. Este b fiadE (101 :B.15] B suficicnte pos
ra provar que cada 6-estados tem suporte sobre um conjunto
de configuragoes que possui medida nula com respeito a outro
p'-estado. Isto quer dizer que as distribuicoes de cargas em
um sistema sao sensiveis ao campo externo D constante, no 1i
mite termodinamicos; 0 que & surpreendente, uma vez que o 1i-
mite nao deveria depender das condigoes de contorno.

Como no limite termodinamico o estado ugy depende apenas
do valor 8=D/mod e’ e como um campo constante acarreta uni-
camente uma condigao sobre as cargas nos extremos do sistema,
isto significa que O sistema "lembra" que existiam cargas

g(-L)=t8 e g(L)= -8 mesmo depois de tomarmos Lo,

‘ Finalmentg Vamgs discutir brevemente 3 questao da ener-
gia livre. Esta pode ser obtida diretamente de (111.B.12) ou
pér intermedio da formula de Feynman-Kac, onde a fungao de

partigao pode ser escrita como O kernel de um operador SO-

bre fungoes &m g2 (0+2e7). Entao:
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42~

8,z,D) = exp{-2L(zA + L BEZ)}(:;,

L
= 1

%) (II1.B.15)

Onde A e dado por (III.B.8) e E & o operador multiplica

tivo:
Ef (u) = uf(u) ;i M fu) e 2%(8+2e/) (LB
A energia livre e obtida por:
. | A ; i
PB(B'Z) = lim 1 ln 57 (B,2,D) = inf spec(—zA—FZSE) (I11.B.17)

L_—J—FOO

C -REPRESENTAGAO DE SINE-GORDON

A essencia desta representagao consiste no fato de po-
dermos expressar a medida de Gibbs, restrita a condigao de
neutralidade, como uma media de um processo gaussiano.

Definimos a expectacgao <430 sobre um campo gaussiano a-

leatorio ¢(x) cuja covariancia e C, por:

e 2 Q1 (< TLL oGk 1
c im e ( )
) K

Onde CK:(B("A)+K2)~ e A e o laplaciano em uma dimensao
definido sobre fungoes f(x) € L*[-»,»], x €|R.

Seja p(x) =.§ oié(x—qi) a densidade de cargas de um sis
tema com N partTZ:%as com cargas o.=te localizada em g, e IR-

Entao:
<expli f dx ¢(x) p(x)}> = s~ BT 4Q) N (TTL.C.2)

Isto e, a densidade p(x) e a variavel conjugada ao cam-
po ¢(x) e a transformada de Fourier da medida induzida pela

covariancia C e a medida de Gibbs, restrita a condigao de




neutralidade, com H(o,q) dada por:(III.B.1).

A equacao (III.C.2) leva a seguinte expressao para a

funcao de particao no ensemble canonico:

'\J|L—‘

Bz (Byz) = dexpllaz {_

5 dx cos(e¢(x))}>c (TIT (C:3)

N

0 limite termodinamico para os estados desta teoria,bem
como para as fungoes de correlacao e conhecido |'®], portanto
vamos assumir a sua existencia. Entao os estados para os cam

pos gaussianos ¢(.) e obtido por:

L
. 1 i

My = &3¢ & lim 5 <-— explliz J_L dx cos(e¢(x))}>C (IIT 4G4
L——>0 L =

2

Formalmente o estado dos campos ¢(x) podem ser represen

tados pela medida de probabilidade de uma teoria de campo:

1
Norm

I do(x) exp{- J dx |§§|V¢{2 - 2z cos(ed(x))} {(TT1+8.5)
x

E um fato conhecido dos teoricos de campos, que a teo-
ria acima possui solucoes classicas, que minimizam a agao ob
tida de (III.C.5), com condigoes de contorno nao triviais
d(-2)=0 e ¢(x)=2m (instantons). Devemos esperar que 0 campo
o(.) flutue em iorno destas solucoes classicas nos estados
<.>,, semelhantes a um gas de instantons e anti-instantons.

Paralelamente ao que foi discutido no item anterior, po
demos ter outros estados da teoria correspondente a cargas
+6 nos extremos:

[}
.6, L =T .0 d
WLie) = <215k = «70R T OGN ggy>h - 7 G P gyt
I Ch]
Isto significa que estes estados 6 correspondem a in-
troducao do termo 1% d ¢(x) na agao formal (III.C.5), o que
dx
corresponde a associarmos uma fugacidade complexa aos instan




tons e sua conjugada aos anti-instantons.

Encerraremos este capitulo com uma breve discussao sobre
a questao do confinamento de cargas fracionarias, que acredi-
tamos estar intimamente relacionada com o comportamento do
loop de Wilson em teorias de gauge.

Consideremos a distribuicao de equilibrio para uma situa
cao onde fixamos uma carga fracionaria o na origem, e verifi-
camos 0 que ocorre quando uma carga -o e inserida em uma posi
cao x>0 do sistema no estado . A situacao e descrita pela se

guinte funcao de correlagao:

ia$(0) e—iu¢(X)>

0 Gl Tl Gsd )

(x) =<e
pa;e :

Ha duas possibilidades qualitativamente diferentes:

(e}
a) Se J dx p (x)=<, entao a carga -o e arremessada para o}

-00

limite x-»= do sistema.

a0

o

x
b) Se J dx Py

-0

e(x)<co, entao a carga tem uma distribuigao de

probabilidade sobre a linha cuja densidade e dada por
|,(JO

Da,@ }_m
tamento assintotico tal que a integral convirja, concluimos

(x)/ dy o, 6(y). Como esta funcao deve ter um compor-
que a carga -o tem uma probabilidade nula de ser encontrada
muito distante da origem e portanto permanece confinada.

F possivel demonstrar |['?| o seguinte comportamento da

funcao de correlagao:

( )
N EY < exp{-|x| {P B2y = PG(B,Z)J b}y x>0 (I11.C.8)

o B+ 20
Onde Pe € a energia livre que pode ser obtida, por exem
plo, como (IITI.B.17). A relagao (III.C.8) e obtida pelo meto

do da matriz tranferencia, mais a estimativa do tabuleiro de
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xadrez. No capitulo a seguir, trataremos com detalhes esta
estimétiva para os gases construidos a partir da teoria U(1).

0 comportamento da energia livre Pg como funcao de 6 e
bem conhecido |'7] e tem um minimo para 6=0, € estritamente
crescente em 6 ¢ |0,e), e simetrica em 6=e. Propriedades mui
to semelhantes as obtidas no capitulo anterior quando anali-
zamos o confinamento de cargas externas na teoria de gauge
il) s

Estas propriedades de Pe, combinadas a estimativa(ILIl.C.
8), e a interpretacao dos itens a) e b) implicam em confina-
mento de cargas fracionarias a € {@,é] para 6=0, e expulsao
destas para o infinito em 6=e. Para outros valores de 6 pode
ocorrer tanto uma situagao como outra, dependendo dos parame

tros 6 e «o.




CAPITULO 1V

0S GASES DA TEORIA DE GAUGE U(1)

A - INTRODUGAO

Neste capitulo procuramos, a partir da teoria U(1) de ga
uge pura, construir gases classicos, isto e, gases de parti-
culas distinguiveis. Neste processo podemos obter varios ti-
pos de gases, isto porque a teoria esta formulada em uma rede
e as cargas devem apenas instalar-se nos seus E1L168, fato
que enriquece a estatisica. Veremos a seguir que estes gases
devem ponvergir, no limite do continuo, para o standard do
capitulo anterior.

Um gas de particulas usualmente e obtido permitindo que
o seu numero flutue, isto e, acoplando ao sistema um reserva
torio de particulas e permitindo que estas atravessem a interface que se
para o sistema A do reservatorio. Descrevemos este processo via o ensem-

ble grande canonico, que para um sistema neutro de duas componentes e:

(s o) 2_n
EA(B,Z) = ZO(ET?ZK(B) (IV .A.1)
e !

n
A

Gibbs de n particulas de cada tipo. Como este estado ZR depende exclusiva

Onde z & a atividade por particula, e Z, e o estado de
mente das cargas que efetivamente se encontram no sistema, e

- - * . .
nio do numero de particulas, de alguma maneira deve .ser D0Ssi

vel expressar a funcgao de particao :A como funcao apenas das

cargas do sistema.Sendo assim:

* Nao ha nenhum empecilho, no caso unidimensional, de varias

particulas se encontrarem em um mesmo sitio da rede.



R e

i F

A
E (852} = ) d(lakz) Z

}(B) (IV «A:2)
Onde f({Q},z) & uma fun¢do que depende da estatistica da
particula a qual se pretende construir o gas. A funcao de par
ticdo z‘}m(g) foi definida em (II1.C.4).
No que segue obteremos formulas explicitas de f({Q},z).

B - ROTOR PLANO UNIDIMENSIONAL - GAS DE VILLAIN

Vamos construir,a guisa de jlustracao, o gas de cargas
mais simples a partir da teoria U(1), e desta maneira verifi-
car sua equivaléncia com o construido atraves do modelo xy(ro
tor plano), unidimensional, na aproximacao de Villain.

Este gas e obtido pela escolha de f({Q},z)=1, o que quer
dizer que todas as distribuicdes de cargas no sistema sao -
gualmente provaveis, "a priori".

Seguiremos o caminho inverso; partindo do rotor plano,
mostraremos a equivaléncia com a teoria U(1) no setor de car-
ga nula, e entao somaremos sobre todos os demais setores.

0 modelo consiste de um conjunto de spins {Ej}, em cada
ponto j da rede unidimensional A, variando no circulo unita -
rio. 0 acoplamento e sobre vizinhos mais proximos. Assim o Ha
miltoniano deste sistema e dado por:

Hp =9 ] _cos(o; = ¢ 5 ¢, ¢ [0,2m] (w.B.1)
<ij>el

Obtemos o modelo na aproximacao de Villain |'®| com a se
guinte"identificacao":

_ _ ol e 2
eJ cos(q)i ¢j) = Z 5 Y(¢i ¢j 2ﬁnij) (v .B.2) .

n,.e/

L]
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by Qe

Onde y=y(J) e obtido comparando os primeiros termos da
expansao de Fourier das duas expressoes em (IV.B.2). Esta a-
proximacao transforma o modelo original em uma gaussiana,que
& um modelo integravel, porem mantem seu carater periﬁdﬁco
As variaveis nij vivem na rede dual R, formada pelos seus e-
lTass

A funcao de particao e dada por:

I :
- Ez“ﬂj"” 1£Ad¢ exp{—vquel\ (9;=¢,-2m, )} (W .B.3)

A exponenc1al desta expressao pode ser manipulada pela

transformada de Fourier; tomando 51j=(¢"¢j) e abandonando a

indexacao para nao interferir nas contas, vem:

= - 2
g(£) = XZ O (IV .B.4)
ne
f T r T _ - 2
B = | g e ™gm = | e LT (W .B.4")
- =T nEZ

Fazendo a transformacao de variaveis T=§&- 2nn e observan
[ﬂ+2ﬁn [

do que ) dt= J dT temos que:

ne/ J-m+27n
[es]

_ 2 .
S = J i & m ST | o e (T .B.5)

-<1\1

Desfazendo a transformacao de Fourier e juntando estes
resultados, a funcao de particdo pode ser escrita, desprezan
do fatores constantes:

() = ) ( L expli ) m (o ¢>——;E 05

{m }EZ|A| <ij>el <ij>

(IV .B.6)
Adotando condigcoes de contorno periodicas obtemos a se-

V ILL

guinte equacao cohomologica (Teorema de Stokes):

z (¢ ¢.) = z ¢, (m, T m, . ) § My = =W, (T%B 7))
<ij>eh "] J jeh i TN T P ij ji
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0 que nos possibilita executar as integracoes sobre as

variaveis s i e A, resultando:

% (y) = Yoo exp{-¢~ ) m.%} N § (IV .B.8)
VK K| W oogihel, M gy Ompged
{mij}EZ
Onde 6, ~— 4 e o delta de Kronecker e significa que as
ij’

variaveis de elos mij’ devem ser as mesmas para todos os elos
da rede A (efeito coletivo). Observamos tambem que a expressao
(IV.B.8) e exatamente a fungao de partigao Z({Q}) definj
daem (II.C.4) com 6=0, na representacao dos campos eletricos
e no setor invariante de gauge. Temos entao a seguinte identi
ficacao:
o= B Z—lw = Be? ; <ij> e A (IV .B.9)
Assim vemos que no setor de carga nula o modelo U(T) e o
dual do rotor plano na aproximagao de Villain.

Podemos agora construir o gas deste modelo somando sobre

todos os setores de cargas com o mesmo peso, isto e:

A -Be? 2
B0 (B) = % ) exp{— ) EZ} I 8 (IV .B.10)
VILL {Qj} {Eij} 2 <ij>ek 13 jen (AE)J.,Qj
2
= il I exp{- —E% Ei} (w .B.10")
<ij> {Eij}ez ]

C - GAS STANDARD

Vamos agora deduzir a expressao (IV.A.2) partindo do gas
de particulas standard formulado na rede. Isto significa que
vamos permitir que qualquer quantidade de particulas possa
ser inserida em cada ponto i € A. A cada particula, .indepen-
dente de sua carga, associa-se uma atividade z, e uma carga

o.=*e,
i 2




A funcao grande canonica de um sistema de duas componentes, neu-
tro, e dada por:

2
= gBHA(x,y,O)

EL(B,2) = | (1v.c.1)

4
FoiN 2
e V0 {x.§€An {y.JeA"
1 1
A notacio utilizada e a seguinte: o indice i se refere a i-esima
particula que pode estar localizada em qualquer ponto x € A, se  tiver
carga o = € positiva, ou entao localizada em y; € A, se sua carga o.=-¢
for negativa. A energia do sistema HA(x,y,o) e dada pela interacao cou-
lombiana entre as particulas que, devido o fato do gas ser construido
via a teoria de gauge (vide observagdo no final do item D) e dada por:
eZ n
HA(X’y’ g) = 7. Z_ {Ixi_le & |yi_yjl - lxi_YjU (Iv.C.2)
i,j=1
A energia HA(x,y,c) depende apenas das cargas que efetivamente se
encontram em cada sitio x € A, isto e, a energia HA e unicamente funcao
da diferenca entre o numero de particulas positivas, n(x), eo numero

de particulas negativas, n_(x), em cada sitio x € A. Assim podemos rees-

crever a expressao (IV.C.1) da seguinte maneira:

(1V.C.3)
n(n +n )
x4 = -8, ({n 0 1)
Ea(8,2) = ) ) L e e i
(a, G ye! ™! (n_GoyeN M GG o, |, (@) 1={n}
In, (x)=gn_(x) _En_(c)}={n_}

A Tltima somatoria da expressdo (IV.C.3) & um numero # resultan-
te de todas as configuracOes de particulas de cada tipo que resultam nu-
ma configuragao dada {n+(x)} de particulas positivas e {n_(x)} de parti-
las negativas. Esta multiplicidade surge do fato de que na expressao
(IV.C.1) todas as particulas percorriam todos bs sitios da rede, assim
devemos permutar todas as particulas ) ni(x) = N de cada tipo, e des-
contar ‘as permutacoes destas que se egigntram em cada sitio. Isto e:

(Zn, (x))" (Zn_(x))"

# = CIVEa4%)
§n+(X)! ¥n+(x)!
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De (IV.C.3) e (IV.C.4) resulta:

L(n, +n_) .
& -BH, ({n,—n_})
Mg,z = y 2 go Wy O T (L6558
° fn,(0} {n_(0} In, (0! In_G)!

= X + X

rn (x)=Xn (x)
X + X, =
Podemos dar o ultimo passo, e transformar a expressao

(IV.C.5) em uma soma sobre as configuracoes de cargas Q(x) =

= n+(x) - n_(x) para cada xeA. Realizando esta mudanca de va

riavel, e chamando n_(x)=%(x), resulta na seguinte expressao
a funcgao Eg(e,z}:
28.(x)+]Q(x) |

z

Z.(B,z) = Y ) | -e
{Q(x)}EZIA]Q(X)ENIAi xeh 2(x) T(Lx)+|Qx) )Y (1V.C.6)

;Q(X)=0

—BHA({Q})

E finalmente chegamos na expressao desejada (IN.BR.2)s
onde o fator de Gibbs & idenficado com a funcao de partigao

ZA({Q}) dada por (I1.C.4), e a distribui¢do de cargas "a pri

ori" dada por:

|Q(x) [+22(x)

Z

£(z,{Q})) = T ) I

= <) (22)
%N a7 acayel Q00 FRENIEIL xe

CEV.GL.7)
Com IQ(2z)a Q-esima fungao de Bessel de argumento com-

I
PRI

plexo. Podemos tomar a transformada de Fourier da distribui-

cao f(z,Q(x)) dada por:

fF(a(x)) = eZz con B(x) ; a(x) € E—ﬂ,ﬂ (Iv.C.8)

Entao a funcao grande canonica na representagao de sine
-Gordon pode ser escrita em completa analogia a CLEL oXes 8]

(nao esquecendo que aqui a teoria esta formulada na rede):
eligy oy = ¢ P BEE Bl (1V.C.9)
S 0
xe N
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Com o valor esperado definido em (11.C.9).
Outra maneira de expressarmos ES, mais adequada ao tra- |

tamento da matriz transferencia, consiste na utilizagao do

ensemble de campo eletrico:

(z,B) = 1 ) g A L (z) (1V.C.10)

<ij>el Eijez ij

83}

A L2
S

Onde AEij 2 a diferenga entre variaveis de campos em €-

los vizinhos.

D - GAS DE CAROCO DURO

Apresentamos um outro membro da familia dos gases cONs-
truidos a partir da teoria de gauge U(1). Este se distingue
dos demais introduzidos anteriormente pela sua estatistica
permitiremos que uma Unica particula, independente de sua
carga, possa ocupar um sTtio da rede A. Isto s i il #7368 que
uma particula sentira um potencial infinito de repulsao ao
tentar se aproximar de uma outra ja instalada no sistema. Co
mo vimos, duas particulas interagindo via potencial Couiom-
biano, em uma dimensao, nio se afetarao se estiverem encava-
ladas em um mesmo ponto. Assim esta estatistica consistira
de uma deformagao do potencial, equivalente a tratar.as par-
tTculas ndo como pontuais, mas como segmentos rigidos de com
primento menor que O espacamento da rede.

Poderiamos seguir o mesmo desenvolvimento do item ante-
rior, e deduzir o tipo de fungao f(z,1Q|) que estaria associ
ado a este gas. Porém o caminho mais natural & partir direta
mente da teoria U(1) como fizemos para o gas de Villain.

Vamos associar uma atividade z a cada particula introdu
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zida no sistema, independente de sua carga. Assim a funcao

de particao Scp» em analogia a (IV.B.10), e dada por:

2 (1Y D 1)
A _ ol f B, Z
Sy (Bs%) = ) Ae 2 gjy 11 O (‘SAE..,0+ E(SAE..,1+6AE,.,—1))
{E..}e/ “iel Iy 1j ij
1] i _ )
Como o salto do campo elétrico (AE)j‘Ej+],j Ej,j+]’

pela lei de Gauss, € o valor da carga Qj W 7€ 4§ = K 5 a

funcao de distribuicao das cargas a priori e dada por:

fiz;{0Fy = I [6 + 28 + 6§ )] (IV .D.2)
jEAk Qj!o 2 stl st-l )

Cuja transformada de Fourier e:
ElthGe)) = 1 # 2 808 Sl (IV .D.3)

Importante frizar neste ponto que as expressoes de
f(a(x)) obtidas em (IV.C.8) e (1V.D.3) estio em total con.
cordancia com as obtidas por Frdhlich e Spencer |!°]|. Contu-
do devemos enfatizar algumas diferencas de abordagem. Neste
trabalho, formula-se de maneira geral, o gas de Coulomb numa
rede A C Zv_l, porem vamos restringir ao caso de vw=2 para
efeito de comparagao. Em analogia ao caso do continuo, (Capi
tulo ITI), a interacdo entre as particulas & dada pela fun-

¢ao de Green V(i-j) da equagao de Laplace, com o Laplaciano,

A, de diferenga finita, definido POF:

Af, = £, T T ow B 2 ) ie A (IV.D.4)

A energia potencial de uma configuracao {Q} neste siste

ma e dada por:

E(QD =3 [ o VG- Q=1 @aTY ige ;Q.e  (IV.D.5)
1,1



Podemos entao construir o estado de equilibrio de uma configura-

cao {Q} da mesma maneira que no continuo (IIT.B.3):

-BE({Q})

L e dr({qQl) (1V.D.6)

z,({ab

Onde, agora, a medida "a priori" da distribuicao de particulas,
dr({Q}),como vimos neste capitulo, admite varias expressoes, confdrme a
estatistica das particulas constituintes.

Este sistema admite a representacao de sine-Gordon, isto e, pode-
mos definir um campo gaussiano aleatorio ¢:/-+|R tal que o estado de equi-
librio (IV.D.6) pode ser escrito como o valor esperado sobre  funcoes
A{6.), J e A, cuja covarianca e dada por V(i-j) =47'(i-j), onde:

J

f i(Q,9)
J dr({qQl) e (IV.D.7)

A1)

~BE( A} ¢ -1(Q,9)

e J duy ({91) e (IV.D.8)

Il

Assim o campo ¢j e 0 conjugado as variaveis Qj, no sentido da
transformada de Fourier.

Na construcao realizada neste trabalho, temos o analogo a esta
transformacao. 0 estado de equilibrio de uma dada configuracao {Q} e
construido a partir da teoria U(1) (II.C.4), que induz uma medida d UA
(I1.C.9). Esta medida & essencialmente gaussiana, porem periodizada, e
ja traz embuida as condicoes de contorno 6, produzidas pela ambiguidade
de quantizacdo. Tambem temos a relacao analoga a (IV.D.8):

PTGl = e-BHA({Q}) A -i(Q, )
J du, € (IV.D.9)

Contudo a expressao para energia H({Q}) difere daquela em
(IV.D.5), e & dada pela funcao de Green do Laplaciano 3% em [R. Isto pe-
lo fato.de que o potencial entre cargas, na teoria de gauge U(1), (com a

penas a parte eletrica), e linear, independente da dimensao.
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E - 0 METODO DA MATRIZ TRANFERENCIA

Vamos agora empregar O metodo da matriz transferencia para os ga-
ses definidos nos itens anteriores, a fim de obtermos a termodinamica
dos modelos. Iniciaremos com o exemplo trivial do gas de Villain, onde a
fungao EVILL e completamente desacoplada.

Seja A um sistema finito de comprimentolhl =L. Os auto-valores de
operador de campo eletrico E, para cada ligacao % € R, serao denotados

por m(&). O operador E age sobre 2*(e/) da seguinte maneira:

£ f(m) = m £(m) 3 £(m) €& &*(e/) (IV.E.1)

)m(-3)> o

que significa neutralidade do sistema, permitindo escrever a matriz

roj—

Em geral adota-se condigoes de contorno periodicas, m(

transferencia como o traco de um operador T. Porem, o fato de os campos
eletricos para cada elo, no gas de Villain, nao se comunicarem, esta con
dicao nao faz sentido, e podemos adotar qualquer tipo de condicoes de
contorno.

A funcdo de particao E, de um modo geral, e dada por:
L{2
== T I Tm(P,mFH) ’r(m<'%+1),m('%+z))...T(m(g—n,m(-’g))
0="L m(eeZ
5 2 (IV.E.2)

Para o gas de Villain, os elementos da matriz transferencia T, em
vista da expressao (IV.B.10), tem a seguinte forma:

7% m(£)2 _% m(2+1)2
T(m(2),m(L+1)) = e e = t(m(2)) t(m(L+1))

(IV.E.3)
Toda matriz que possue a estrutura de (IV.E.3), 8 um projetor

P = |t><t| no subespago gerado pela funcdo t(m), se a fungao t(m) esti-
ver normalizada. Podemos mostrar esta propriedade resolvendo a seguinte
equacao de auto-valores:

}  Tlmym*) glm') = E(m) ) t(m') g(m') = t(m) <tlg> = A g(m)
m'e/ m'e/ (IV.E.4)



Temos entao dois auto-valores para a matriz T: se g J't = =0,

isto &, zero & um auto-valor com degenerescencia igual a codimensdao  do
espaco gerado por t(m) em relagao a g%e7 ). Se x #0= g(m) = at(m), e
portanto A=a? (t,t). Podemos escolher ¢ de tal maneira que o auto-valor
A, associado a t(m), seja a unidade, o que demonstra que a matriz trans-
feréncia tem a forma T = |t><t| de um projetor.

Se compararmos este sistema a teoria de gauge U(1), com g=0, va-
mos encontrar um comportamento oposto: no capitulo II, constatamos um e-
feito coletivo a nivel de campo elétrico, isto &, a matriz transferencia
(I1.C.17) transmitia compietamente o fluxo de campo eletrico por todos
0os elos, e o unico efeito relevante tinha sua origem nas condigoes 9 de
fronteira; por outro lado, o gas de Villain nao apresenta nenhuma trans-
missao de fluxo eletrico entre os elos do sistema: se colocarmos  duas
cargas *v, ys[@,é] , no sistema, estas nao perceberao uma a outra, nem
interagirao com as cargas do sistema. Esta situagdo e caracteristica de
sistemas com B=0, onde a estrutura g desaparece, dando o estado de caos.

Este comportamento de oposigao entre o modelo de gauge, que mos-
tramos ser dual ao rotor plano na aproximagao de Villain, e o gas de Vil
lain, reflete, em certo sentido, uma dualidade peculiar aos modelos uni-
dimensionais; esta construcao do gas de Villain via teoria U(1) transfor
ma sistemas com B=« em sistemas com g=0. Contudo notamos que, se adota -
mos condicoes de contorno livre ao rotor de Villain, podemos realizar u-

ma transformagao de variavel Ba s (¢1-¢j) em (IV.B.3), o que resulta:

T _‘Y(g. "'ZTTni.) ‘A|
Dot G0 = y [dé;ij e 1] ! (IV.E.5)
. L
ij

Assim o rotor de Villain fica completamente desacoplado, como ©

J

gas de Villain, dai o seu nome.
Dando prosseguimento na aplicagao do metodo para outros

gases , vamos examinar uma particularidade da transformada de
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Fourier do laplaciano definido em (I1TxBa8)s

n : il . 5
Af(a) = f(m)elea+ fla)e L=k 2F(0) = 2{ cos ea — 1 )f(a) (IV.E.8)

~

Vemos assim que a transformada de Fourier do operador A
envolve a funcao cosseno; mas esta funcao tambem aparece nas
expressoes da tansformada de Fourier da fungao f(Z2: 40k &em
(IV.C.8) e (IV.D.3). Assim os operadores que sao fung@es do la
placiano sao candidatos para construirmos a matriz de transfe
réncia dos gases standard e carogo duro.

Un elemento de matriz do gas standard, por (IV.C.10) e da

do por:
-8 2 -8 5
= ——m(L) — m(L+1)
TQ,,Q,+1(B’Z) = e4 Im(Q,-i-l)—m(Q,)(zz) e 4 (IV.E.9)
A parte ndo diagonal da matriz I (2z) tem em

m(&+1) - m(2)
(IV.C.8) sua transformada de Fourier que combinada com (IV.E.8)

resulta:

n

2(8+2) 1y 941) (IV.E.10)

Laisny —mepy (220 = ©
Assim a matriz tranferencia deste gas e:

_Bg? ,n B’
TS(B,z) =g G- @ " & & (IV.E.11)

o7 pois pode ser absor

Ngsta expressao omitimos o fator e
vido na definicio da fungao de particao sem prejuisos a termo
dinamica.

Trataremos agora o gas de carogo duro. A matriz detrans

feréncia pode ser obtida diretamente da expressao (IV.p.1) ob

servando que os elementos de matriz do operador A sao:

<m(2) [AIm(2+1) > = 8 o,y negy o * Sm(ean)-m(e),—e T Pom(re1)-m(2),0
(IV.E.12)
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Assim, desprezando termos constantes que podem ser absor
vidos por uma redefinicao de z, a matriz de transferencia do

gas de carogo duro e obtida por:

8- _8¢
TCD(B,Z) = e 4 (l+zh) e & (IV.E.13)
Tendo obtido as matrizes de transferencia (IV.E.11) e
(IV.E.13) para os gases standard e de caroco duro, surge a

questao se estas expressoes reproduzem, no limite do continuo,
a matriz transferencia (III.B.15) do gas de Coulomb em B. E5=

te sera o assunto do proximo item.

F- 0 LIMITE DO CONTINUO

A fim de tomarmos o limite do continuo devemos restitu-
ir a dependencia do parametro da rede a, pois todas as manipu
lacoes executadas usamos a=1. Apesar deste lTapso nao ne-
cessitamos muito trabalho nesta empresa, isto porque em uma

dimensdo o campo elétrico E,. nao tem nenhuma dependencia nes

3
te parametro. Este fato pode ser constatado notando que a ex-
pressao da Hamiltoniana (II.A.1) tem a dimensao correta de e-
nergia (lal_] quando c=h=1). '

Contudo esta & a maneira usual |2°] de encarar o proble-
ma do limite do continuo para demonstrar que, formalmente, a
teoria definida na rede & compativel com a teoria original.

Tentaremos aqui refinar este limite levando em considera
cao que o grupo de simetria interna da eletrodinamica & o gru
po nio compacto G= R. Desta forma, a acao do limite deve acom

panhar a descompactificagao do grupo de gauge U(1), simultane

amente. Realizamos este intento por meio de uma transformacgao



_59_

unitaria U que reescalone as funcoes de estado:
U:¥e LE[=m,T]) — ¥ & LZ([—E,E ) (IV.F.1)

Sob esta transformagcao, o operador de campo Eij adquire
uma dependencia da escala, isto e, 0 espectro do campo

O(Eij) e R quando a-»0, onde:

Eoa g0 5 eissE i (IV.F.2)

Como pretendemos que as cargas Qi’ tomado o limite, man
tenham-se discretas, a constante eletrica e=e(a) deve adqui-

rir uma dependencia explicita da escala, de tal maneira que:

) = E.. «=E. . s €A IV.F.3
spec(QJ) spec( e( S J,J_l) ) ie ( )

Esta digressao esta de total acordo com as ideias do
grupo de renormalizacao, onde todos os parametros da‘teoria,
tais como a fungao de onda, constantes de acoplamento, adqui
rem uma dependencia da escala da teoria.

Entretanto o resultado e o mesmo do Timite formal,pois
o efeito da escala no campo eletrico Eij e anulado pela de-
pendencia de escala na constante de acoplamento, e para efei
to de calculo, vamos conservar o aspecto formal no que diz
respeito a renormalizacao das cargas e do campo eléetrico.

Porem temos outro parametro na teoria que sofrera o efe
ito deste 1limite, e como veremos a atividade z deve ser re-
normalizada.

O0s limites das matrizes de transferencia {IN.E.]T) @& [IVED)
sao facilmente executados atraves da formula de Trotter |21l
. : = A+B

A B
lim (eN eN ) = 1lim ( eN (1+B) ) = e (IV.F.4)

N——c0 N——>
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Méntendo fixo o tamanho da rede |[A|=L e tomando o limite
a»0, e equivalente a tomarmos o niumero de elos N=% para infi-
nito. Assim, definindo a atividade renormalizada zps @ tendo
em vista (IV.F.4):

z = azp = (IV.F.5)

Chegamos a conclusao que as matrizes de tranferencia do

gas standard e de carogo duro convergem pra o mesmo gas de

Coulomb definido em |R:
A N E? L
L mi™ ~Bilg <z ). " _ L
e PrN) = mr(e@ 2y 2 g (o )
(IV.F.6)
Assim a energia livre para os estados 6 pode ser obtida

L -1g E°
ES(ZRfB) = lim Tr(e 2 N
N——0

e Cotdl Gcorde com [LIT.B,17)

Fo(zgs8) = lim = In :L(Z B) = inf spec( EE -z
6""R’ L L i R 2

s Ae ) sobre Rz(e(Z+£%J)

(IV.F.7)

G - O PROBLEMA DO CONFINAMENTO

Vamos examinar o comportamento dos estados de equilibrio
® para gases obtidos neste capitulo quando cargas fracionari-
as de sinais contrarios forem introduzidas. Sequiremos as mes
mas linhas de raciocinio desenvolvidas no item C do capitulo IL

E oportuno esclarecermos as diferencas entre os estados

= definidos em (II.C.9) para a teoria U(1), e os estados
de equilibrio 0, obtidos na construcao dos gases neste CaPTtE

lo.

Vimos que, formalmente, a teoria de campos e equivalente

a uma mecanica estatstica a temperatura nula: os estados da
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teoria de campo sdo obtidos pelo limite B»= da mecanida esta
tistica, onde a funcao de Gibbs e construida pela Hamiltonia
na quantica da teoria. Entretanto e possivel descrever a teo
ria de campo a temperatura finita, o que corresponde na ver-
sio euclideana funcional, tomarmos condigdes periodicas no
tempo. Assim introduzimos uma outra variavel, a temperarura,
alem das flutuacoes quanticas. Porem, podemos dar um passo
a mais, e permitir que as particulas da teoria flutuem, des-
crevendo o sistema em um ensemble grande canonico. Em teoria
de gauge, estas particulas sao cargas externas infinitamente
pesad§s.

Vimos tambem que os gases descritos neste processo dependem da es-
tatstica das particulas que os compoe. E conveniente enfatizar que es-
tes gases construidos a partir da teoria de gauge na rede diferem em es-
séncia das equivaléencias que certos modelos bidimensionais possuem : com
os gases de Coulomb em duas dimensoes |??|. Nao temos ainda conhecimento
do significado fisico, em teoria de campo, desta construcao. Contudo a-
creditamos que, ao permitirmos que as cargas da teoria flutuem, estamos
determinando um tipo de interacoes destas cargas com 0 campo ele
trico. Conjecturamos que estes gases devem corresponder a um modelo  de
Higgs classico, no 1imite da massa m - <.

Voltando ao problema do confinamento, a correlagao en-
tre duas cargas externas 1%, na representagao de campos ele-

!

tricos localizados em té e A, 8 obtida pela introdugao do

campo externo E(x) dado por:
_ g % =
E(x) = a(8(x+3) - 8(x-5)) ; x ¢ A (IV.G.1)

Com 6(.) a funcao de Heaviside.
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FIGURA 5: A configuracao do campo externo E(x) corresponden-

do a cargas *o localizadas em +%

el
Assim a correlacao Pgq ENtre as cargas *a e [0,e] & da-
3

da pelo valor esperado de E(x) nos estados & definidos por:

g
0 = <> = 1im —1— E 5 e ZJEAm(J) f(Am(j))
i U Lo 5 (e} (n( §)eeTroia)
1 z -2 &
Jt J€l_3'?j
Q_
T (T T )

. e L (1V.G.2)

1—  Tr( TH)
Com as matrizes de tranferencia,definidas para cada mo

delo, obtidas nos itens anteriores.
Vamos agora obter uma estimativa para a expressao (IV.
G.2)que consistira basicamente na aplicagao da desigualdade

de Schwarz para a fungao tr(.) dada por:

1
2

1
2 Tr(B*B):

Tr(A*B) = Tr(A*A) (IV.G.3)

Esta propriedade e bem definida para nossas matrizes Te
pois, em todos os casos, estas pertencem a classe de Hilbert
=schmidt.

Tomaremos um caso especial da configuracao das cargas t*o

em A onde L=2"0. Esta especializagao e puramente téecnica &
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nao deve afetar o resultado final. Assim escrevemos:

n

L-2 = L(1-2 " ) =L §J 2 (1V.G.4)

Aplicando sucessivemente a desigualdade (IV.G.3) ao nu-

merador da expressao (IV.G.2) temos:

= - - =2 . o
L-% . & g . 5 Lo g O g el
" = ] bt
Bl T Voo 9 = Tk Tg™3 T § m BTy Bl T8 P
| : L1 Bl o R
= Tr(Te)2 Tr(Te)“ TEC Tes*l T8+a 1% B ses
“n -n X
L.1-2 L 2
< Tr(Ty) Tel Ta,n (IV.G.5)
Assim:
B 9
Tr(T ) 1=
L B+ |L _ g pile . gk
De,a < W ] = exp{ R(Fe+a FG)} (IV.G.6)
9 J

i Com F8 definida em (IV.F.7) para cada tipo de gas. To-

mando o limite termodinamico vem:

0 o < expl-2(Fy, (B,2) = Fy(8,2) )} (1v.6.7)

Como vimos no capitulo II , podiamos ter tres situagoes
qualitativamente distintas para a correlacao - conforme
b
a = - ja positiva, negati
0 comportamento da funcao Re;a Fe+a FeSeJa p gatl
va ou nuia. Este fato e conseqllencia da monotonicidade da fungao de ener
gia livre, Fy, e da simetria desta fungao em relacao a 8=m.

Assim passemos a analisar a energia livre, Fe, para o0s

gases standard e de carogo duro, que e dado por:

Fo(8,2) = lim 1 In Tr(1")
- L2 2 2
iy 0 -8 8 (IV.G.8)
5 203 2 (055
= lim T In z e K(n,,n,) e ...K(nI 0 )
ATE {n)e7"

Onde K(n,n") e o Kernel, da parte nao diagonal das matri
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zes de transferencia (IV.E.9) e (IV.E.13), na representacio on-
de o campo eletrico e diagonal. Enunciaremos a seguir um lema
que demonstraremos no final do item.

! LEMA: 0 Kernel K(n,n') = K(n-n') tem as seguintes proprieda-

des:

18] Kimen') 3 K{m.m'' ) fara #l=h

Ay Kn,av) = K{ns=n"Js 8 mep'am™ & 7 (IV.G.9)

A
Podemos entao estender K(n,n') com n,n' ¢ z a funcao

K(x,y) em R x R, de tal maneira que as propriedades i), ii) e

iii) sejam preservadas. -8 o .2
. A% g
Faremos o mesmo para a funcao e , estendendo para
: todo xeR.
| Definimos, ainda, uma medida du_ tal que limfdu_f =7J f(n)
£
£ o0 ngZ
dada por:
-£ (x-n)?
du_ = = S (IV.G.10)
ne/ Ve
Assim a energia livre, Fe, pode ser escrita como:
-B g 2
a1, (L g Flregm
FB(B’Z) = lim fan E dug e R i3] 0w K(XL,XI)

L (IV.G.11)
Separemos agora uma das integrais da expressao (IV.G.11)
para melhor observarmos o tipo de fungao resultante apos a in

tegragao. Assim:

- “ElE-0y* B, B.7
f e 75 :
Ke(x',x") = | Z — K(x',x) e K(x,x"")dx (IV.G.12)
/=0 nSZ /TE

A funcao K(x',x), tendo as propriedades de (IV.G.9), ad-

mite uma inversa G(&) e pode ser manipulada:
rK(x',X) & [ o (I¥.G.13)
K 1’ - d = — t —|d = d‘g
GemlE | © oL XPsee w1 % T X[lx-x'kc(e:ﬂ
=
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Onde X[ 7] e a funcao caracteristica do intervalo [ 7] |

convexo, e portanto, e uma fungao log concava nas variaveis

' Te£l£2(|x =D
. ( L) e (xm) 2 |
Ke(x',x")=[d£1diz dx X e X - e
/ ¢ l%x—X'IEG(Cz{J {[X—X"liﬁ(gz)
I = (IV.G.14)
Como o integrando na expressao (IV.G.14) e um produto

X e X Assim

de fungoes log concavas, ele tambem e log concavo nas varia-
veis 8 ¢ [0,m), x,x' e x'""e¢ R, e pelo teorema de Prekopa|??|

-%g £ (|x'-x"]) e Tog concavo em todas as variaveis, menos em
162

£, e £,. Contudo %E : (|x"-x"]) e monotona decrescente em
1%2
|x'=-x"| , e esta propriedade e preservada pela integral. As-

sim Ka(x',x”) recupera as mesmas propriedades do lema, e po
demos aplicar este processo para todas integrais em (IV.G.17)

resultando em:

P B = i e i T (8 (1.G.15)
08 L 9,

L——

€———‘->CO

Onde FBEE e positiva e monotona decrescente em 6e[0,n)
Como o logaritimo preserva esta propriedade, o sinal inverte
a fungao, e os lTimites tambem preservam a monoticidade, con-
cluimos que F,(B,z) e monotona crescente em 6 ¢ [0,7) e sime
trica em f6=m. Esta propriedade reproduz toda fenomenologia
do confinamento apresentada no capitulo II para teoria de ga
uge U(1), e no capitulo III para o gas standard em R.

Resta-nos ainda demonstrar o Lema: a propriedade i) e
trivial pois a parte nao diagonal das matrizes de transferég
cia, em (IV.E.11) e (IV.E.13), e um operador limitado e posi
vo "improving" com a restricao de que z < % para o gas de ca
ro¢o duro. Estas propriedades garantem que Fe(z,B), pelo teo

rema de Perron-Frobenius, e nao degenerada para todo 6e[0,27]
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; e analitica em B,z e R (z <%— para o gas de carogo duro) e
g & [Ds2n]s
A propriedade ii) para o gas de carogo duro e imediata

pela forma de K(n,n') para z > 3

K(n,n') = <af 1+zd [n'> = (1-22) 8§, +2( 38

, 0 n,n'+1+ 6n,n'—l) (IV.G.16)

Para o gas standard a demonstracdo de ii) e obtida usan
do o fato que & e o gerador de um passeio aleatorio. Como
K(n,n') = K(|n-n']) por invariancia translacional, proprieda
de iii), e suficiente mostrar ii) para K(O,n), dada por:

N

%T-<0|PN|n>=e"zz
0o N

8

N

Z
o Hy 0 (V.6 17)

K(O,n)=<0|eZA|n>= g ez

Il ~1 8
Il o~

N 0

Onde P & a parte nao diagonal do laplaciano discreto 4,

eff (N) & o numero de caminhos de N passeios para ir de 0 a n,

G=>n
dado por:
0 N <n
# o = i (IV.G.18)
011 (2N+n) ! W 5 g
(N+n) 'NY N
Portanto para n>n':
© z21\]+n o 2N+n'
K@O,n) = ) ————0 < —Z _  =&(,n") ; ¥ze|R (IV.G.19)
N=0 (N+n) !N! N=0 (N+n')'!N!
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CONCLUSAO E PROBLEMAS EM ABERTO

Apresentamos neste trabalho um metodo de construcao de ga
ses de particulas carregados a partir da teoria de gauge pura
na rede. Aproveitando o fato que o espago de Hilbert fisico da
teoria apresenta uma decomposigcao em sub-espagos invariantes
(setores de cargas), estendemns a mecanica estatistica, asso-
ciada a esta teoria, permitindo alem das flutuagoes termicas ,
flutuacoes das cargas externas, infinitamente pesadas.

Esta construcao e o conteudo original deste trabalho, e
restam ainda muitos modelos a serem explorados a partir desta
abordagem. No presente trabalho aplicamos o metodo ao modelo U(1)

de gauge, em v=2 e obtemos o seguinte quadro de conclusoes:

i) Estrutura do vacuo para teoria de gauge pura U(1), v=2. Em-
bora a ideia de apresentar 0s vacuos-g como ambigliidade de gquan
tizagio nao seja nova [23°24|, aplicamo-la sem fazer mencao as
configuracoes classicas topologicamente nao triviais, mesmo por
que na rede esta nocao nao faz sentido. Podemos encarar a teo~
ria de gauge U(1), no formalismo Hamiltoniano, como uma mecéni
ca quantica, em cada elo de A, de uma particula cujo movimento
se resfringe a um circulo. Assim cada elo <ij>en, © portador
de uma ambiguidade eij’ conseqléncia do espago da particula
quintica que nao e simplesmente conexo. E por intermedio da in
variancia translacional que esta ambiguidade de cada elo se ma
nifestara como efeito coletivo a todo sistema o, Em seguida, a
plicamos uma versao do teorema de Haag a fim de demonstrar que,

as varias realizacoes o da teoria U(1) sao inequivalentes. No

trabalho de Rothe e Swieca |23| a ambiglidade da mecadnica quan
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tica da particula, no espago topologicamente ndo trivial, e a
presentada como paradigma dos vacuos-e em teoria de campo, A-
qui exibimos explicitamente 0s vacuos-o de uma teoria de gau-
ge, como ambigliidade de quantizacgao, levando aquele paradigma

as Ultimas conseqliencias.

ii) Como conseglencia de i), mais o metodo proposto de cons-
trucao de gases carregados a partir da teoria de gauge, obti-
vemos uma familia de estados de equilibrio para uma classe de
gases de Coulomb unidimendionais na rede. Novamente este re-
sultado n3o & original, pois o plasma unidimensional, em [R, e
bem conhecido e, inclusive, foi apresentado como ilustracao
do fenomeno descrito em i)|!3|. Porem, o interessante em nos-
so trabalho, & justamente o sentido inverso desta ilustracgao,
que nos permitiu ir alem da analogia. Cabe tambem apresentar
esta tese como uma variante do trabalho de Aizenman e Martin
14|, na medida que encontramos, em ambos, maior enfase sobre
o espaco de configuracées de cargas, bem como sobre o estabe-
lecimento de um homeomorfismo entre estas configuragoes e con

figuracoes de campo eletrico.

iii) Obtivemos um triplo comportamento para o potencial de car
gas fracionarias *y, quando introduzidas na teoria U(1) pura,
ou no gas standard e de carogo duro, construidos a partir da
teoria U(1). Este comportamento e consequencia da monotonici-
dade da fungao de energia livre, Fe’ para todos estes modelos,
como fungao de 6 ¢ [O,n). Assim o que determina o comportamento
confinante destes diversos modelos & a estrutura g contida nes
tes, que por sua vez e consequencia da ambigﬂidade de quanti-

zagao.
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Para finalizar esta conclusao, observamos que o metodo
proposto de construcao de gases carregados, independe do
grupo utilizado, bem como da dimensao do espaco. Assim hénwi
tas questoes a responder, tais como:

1) Quais as mudancas que ocorrem quando o gas unidimensional
e construido por um grupo nao abeliano?

2) 0 que acontece com o gas da teoria de gauge U(1) para di-
mensao v =2, quando restrito apenas a sua parte eletrica? Ha

transicao de fase? E sobre o confinamento? etc...
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APENDICE 1

EQUIVALENCIA ENTRE A CORRELAGAO DE DUAS CARGAS T,T, NO FORMALISMO HAMIL-
TONIANO A B< «, E A EXPECTAGAO DO LOOP DE t'HOOFT <T(C)> COM CONDICAO PE
RIODICA NO TEMPO.

No item C do capitulo I, tratamos do formalismo Hamilto-
niano com tempo continuo em teorias de gauge com (G semi-sim-
ples. Vimos que a Hamiltoniana compunha-se de duas patesscor

respondentes as energias eletrica e magnética.
+ H €1 1)

A mecanica estatistica foi construida da maneira usual,
com a fungao de partigao dada por (I.C.15). Podemos usar a
formula de Troter para obter a seguinte identidade:

B B
-B(H_+H.) -=— H -— H N
E'OM o N'E N M

P{T} ) = lim Tr(( e e ) P{T} )

(1.2)

ser um projetor, P{§}= P{T} , €

Z{T}(B)g) = Tr( €

Devido ao fato de P
{1}

com I?{T},H7F= 0 temos:
Ee i

__{?)_ H _ﬁ H2
N - 1 N E 2 N ™M 2
Z{T}(Bsg) o= ' Z N <{glj}|e P{T}’{glj}> e <{gij}|-..
{gij}--.{gij} _§ N _ﬁ H _ﬁHl
M N N
e e TN g He N Br e e N My

Onde intercalamos N-1 conjuntos complexos de auto-esta-

dos do Hamiltoniano magnetico e projetores P{T}.

_BH
Agora, o Kernel do operador e NE P{T} pode ser escrito:
k-1 _%'HE K k -8 k-1 k k k'
<{gij H P{T}[{gij}> = J ﬁ[rdhj G exp{ " Z ﬁf(gij hjgjihi )}
b= 2Ng“<ij>e
k 01ok)

Assim a funcao de particao Z{E}recupera a discussao eu-

clideana original, entretanto esta nova dimensao fica com
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condicao de contorno periodica, isto e:

N N
k k = leedl
TT} = 1 i ( dg?. II Il J dh. X{T}(h') exp{—-ﬁg- z Z X(gij X
k=1 <ij>eT, I k=1 jeT, J J 2Ng" k <ij>
Kk k K B N k
RS Bw Mo ) s YooY x(g)? (1.5)
3o 2Ng® k=1 peT, P

Se especificarmos uma distribuicao de cargas {1} , onde
somente duas cargas T eT , sao instaladas a uma distancia?t ,
em uma mesma dimensao de espago do hiperplano Tk, 0 carater

desta distribuicao que aparece em (1.5), e dado por:

k k
X = (P I hihy ) (1.6)

N
H 1
= §rs el J

k -—
X{T}({hj}) =

k=1
Onde P significa que o produto esta ordenado e C e um
circuito na nova dimensao que surgiu,k. Temos entao a forma-
¢do de dois loops, percorridos em sentido oposto em relagao
a0 outro. Esta entidade e conhecida por loop de t'Hooft, que
& composto por dois Loop de Wilson na direcao temporal k.
| Podemos entdo reescrever a expressao (1.5) de maneira
compacta, assimilando as novas variaveis hf na rede euclidea
na , notando que 953] h? g?jh§;|= gpk (FIGURA 6), e uma va-
riavel de plaqueta no plano que contem a dimensao k temporal.

Assim a funcao de particao Z{E} para esta configuragao fica:

N f B
e = )i dg. . _ {- (g )} (1.7)
.= (8,8) <ij>€AJ 815 Xor e¥P(5 = pgﬁx g,
= W, D) W(cj’t)>A Zeog <T(Cij)>A Zrgy . L9

Onde o valor esperado e com a medida definida em (I.A.6)

e N(Ci,t), e o loop de Wilson na direcao temporal Tocalizado

no ponto do hiperplano espacial.
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FIGURA 6: Formacao das plaquetas no plano que contem a dimen

sao k temporal.



APENDICE 2

0 KERNEL K(¢,¢') DA TEORIA U(1)

Vamos neste apendice calcular o Kernel do operador

e”BHAP da teoria de gauge U(1), v=2, de uma distribuicao

{Q}
de carga {Q} € ZIAI. 0 Kernel K(d¢,0') deste operador resulta
da propagacao de um estado |¢>, caracterizado pelo angulo
¢ ¢ [-m,m], a um estado |¢'> (aqui vamos restringir nossa a-
tengao as variaveis de um Unico elo). Esta propagacao pode
dar-se de varias maneiras, conforme o numero de voltas no
circulo unitario. Isto &, a propagacao de um estado |¢>, a

um estado |¢'>, realizada atraves de um numero n de voltas,

deve originar o Kernel:

K (¢,0") = <¢'+2mn]ex {—E(E g—)2}|¢> (2.1)

e P1772°T 3¢ :
0 valor de K(¢,¢') nao deve depender de n, e portanto ,
devemos somar sobre todas as maneiras de propagagao entre os
estados. Alem disso, como o operador % e o gerador das

bem possuir esta si

g5 Sl

translacoes no circulo, o Kernel deve t
metria. Entao:
K(¢>0') = K(¢-0') = [ K (¢,0") (8D
ne
Podemos calcular esta funcao escolhendo uma base de fun
coes {WE(¢)}EEZ que diagonaliza o operador Hamiltoniano. Te-

mos, portanto, a sequinte expressao para o Kernel:

2

_8¢ "
K(¢s0') = J_ 1 _ ez Y¥Y(¢) ¥p(¢'+2mn) (2.3)

ne/ Ece/
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J WE(¢) = E WE(¢) : WE(N) = wE(-ﬂ) t WE(N) = WE(—H) (2.4)

A solugao desta equagao e dada por:

¥e(9) = A i (2.5)

Assim a expressao final para o Kernel, fazendo as contas,

e:
1 2
K(p,9') = Cte E exp{- 2(¢'-¢+2ﬁn) } (2.6)
ne/ 2Be \
p e L
Ocorre porem, que o operador [% %EJ e auto-adjunto para
L

uma classe de funcoes, Wg(¢), com outras condigoes de contor-

no alem das adotadas em (1.4), isto e:

vi(m) = e vl(-m) 5 vi(m) = e ¥i(om) (2.7)

v8(p) = e*lET2m) (2.8)

0 Kernel para esta classe de fungGes, portanto, e:

=1

2Re?

e 2 '
K(¢,0') = Cte {Ze 108 pt—t(o'-¢+2mn) + ie-z%(tt'—d))} (2.9)
ne
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