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RESUMO

Dentro do esquema de quantizagao estocistica de Parisi e Wu estudamos aspectos
ligados a renormalizagdo da teoria estocastica de certos modelos em teoria de campos. No
formalismo funcional para processos estocisticos implementamos a expansao 1/N para o
modelo sigma nao linear e usando a identidade de Ward, devida a simetria de BRS da agéao
efetiva dessa formulagao, mostramos a renormalizabilidade do modelo. No formalismo
de Langevin para processos estocdsticos estudamos a renormalizabilidade do modelo de
Thirring massivo e mostramos perturbativamente o anulamento da fungao beta do grupo

de renormalizagdo a tempo ficticio finito.

ABSTRACT

In the stochastic quantization scheme of Parisi and Wu we study the renormalization of
the stochastic theory of some models in field theory. Following the path integral approach
for stochastic process we perform the 1/N expansion of the non linear sigma model and,
using a Ward identity obtained, from a BRS symmetry of the effective action of this
formulation, we show the renormalizability of the model. Using the Langevin approach for
stochastic process we study the renormalizability of the massive Thirring model showing
perturbativaly the vanishing of the renormalization group’s beta function at finite fictitious

time.
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INTRODUCAO

O método de quantizagio estocdstica foi desenvolvido por Parisi e Wu [1], em 1981,
como um procedimento alternativo para a quantizagao de teorias de campos, particular-
mente apropriado para teorias de gauge. A idéia basica desse método é a de considerar
a medida Euclideana da integragio de trajetérias de Feynman, e 5141 / [ D¢ eS¢l como
a distribuigdo de equilibrio de um processo estocdstico, cuja dindmica se d4 numa dimen-
sao adicional, chamada de quinto tempo ou tempo ficticio, ditada por uma equagdo de
Langevin [2] ou de Fokker-Planck [3], tal qual a de uma particula executando um movi-
mento Browniano. As fungées de Green da teoria quantica sao entao, sob certas condigées,

obtidas como o limite de equilibrio das fung¢bes de correlagao da teoria estocdstica [1,4,5].

Parisi e Wu enfatizaram as vantagens computacionais que tal método oferecia em
relagdo a quantizagao via integrais de trajetorias, quando aplicado as teorias de gauge.
Através de cdlculos perturbativos no formalismo de Langevin mostraram que, no caso
das quantidades invariantes de gauge, a fixagao de gauge nao era necessaria e argumen-
taram que para as teorias ndo abelianas os efeitos dos fantasmas de Faddeev-Popov [6]
eram obtidos automaticamente. Esse 1iltimo resultado foi comprovado posteriormente por
célculos perturbativos, na formulagéo de Langevin, por Namiki et al [7] e, na formulagao de
Fokker-Planck, por Baulieu e Zwanziger [8]. Tais resultados indicavam que a formulagao

estocéstica, a principio, estava livre das ambiguidades de Gribov [9].

Desde a sua introdugao muitos desenvolvimentos foram obtidos para o método de
quantizagao estocastica, como por exemplo, a fixagao de gauge de Zwanziger [10], o método
de regularizagdo estocastica de Breit et al [5], o de regularizagao estocdstica analitica de
Alfaro [11], o de regularizagao continua de Bern [12], a extensao do método para o uso de

férmions [5,13,14], entre muitos outros [15].

Um desenvolvimento particularmente importante da quantizagdo estocastica foi a sua
formulagdo integral funcional obtida independentemente por Bender et al [16], Nakano [17]
e Gozzi [18]. Como na quantizagdo usual a existéncia de uma agio permite que o estudo
das simetrias e da renormalizabilidade da teoria sejam feitos sistematicamente. Entretanto,
devemos lembrar que a introdug@o de métodos integrais funcionais na formulagao de pro-
blemas com dinidmica de Langevin ou Fokker-Planck jd eram relativamente bem difundidos

para o movimento Browniano, na termodinimica fora do equilibrio e principalmente na
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investigagao da dinadmica de sistemas estatisticos classicos (mecénica estatistica fora do
equilibrio) [19].

Parisi e Sourlas [20], em 1979, ao estudarem sistemas de spins na presenga de um cam-
po magnético aleatério mostraram, perturbativamente, que a redugao dimensional, uma
caracteristica desses modelos, podia ser entendida pela existéncia de uma supersimetria
presente na formulagdo funcional do mesmo. Posteriormente Cardy [21] como também
Klein e Fernando Perez [22] usaram a supersimetria para uma prova nao perturbativa da

redugao dimensional.

As investigagoes de Parisi e Sourlas, anteriores a formulagao da quantizagao estocdstica
de Parisi e Wu, mostravam claramente a relagao entre um sistema cldssico estocastico, em n
dimensoes, com um sistema quantico, em n —2 dimensoes. Tal conexao levou naturalmente
ao uso dessas idéias na formulagdo de esquemas de quantizagdo alternativos. Parisi e
Sourlas finalizam seu trabalho com a seguinte observagao: “The stochastic differential
equation may provide us with a different framework to study the properties of a field theory.
It would be quite interesting to see if and how this formalism can be eztended to gauge

theories”.

McClain et al [23], em 1982, formularam um esquema de quantizagdo, para as teorias
de gauge, considerando os campos classicos como estocdsticos, em n + 2 dimensGes. As
funcbes de correlagdo dos campos eram entao equivalentes, via mecanismo de redugao

dimensional de Parisi-Sourlas, as fungoes de Green da teoria quantica em n dimensdes.

Na formulagao de Parisi e Wu também temos um campo classico estocastico definido
numa dimensao superior. Porém, a diferenga fundamental é que o campo evolui dinami-
camente na nova dimensao, contrariamente do que ocorre na formulacao de McClain et
al onde o processo estocastico é estacionario. Entretanto, também‘aqui existe uma super-
simetria, que apenas se torna explicita na formulagao integral funcional desse método, e
que nao foi explorada por Parisi e Wu. Ela s6 foi redescoberta, em 1983, por Nakazato et al
[24] e Egorian e Kalitzin [25], e sua utilizacio no estabelecimento da redugio dimensional,
no limite de equilibrio, foi feita por Kirschner [26] e Gozzi [27], em 1984.

Zinn-Justin [28], em 1986, observou que na formulagio integral funcional para pro-
cessos estocasticos existe, além da supersimetria, uma simetria do tipo BRS, similar a
encontrada na formulagio funcional das teorias de gauge [29], que garante a invaridncia
de forma da agio efetiva renormalizada da teoria. E essa simetria que faz com que a
discussao da renormalizacao das teorias quantizadas estocasticamente possa ser realizada

sistematicamente na formulagao integral funcional, apesar de termos que usar uma agéo
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efetiva que envolve um certo nimero de campos auxiliares. De fato, é a integracéo nos
campos auxiliares que levam a diferentes formulagoes funcionais existentes na literatura
que, entretanto, sdo menos eficientes no estudo da renormalizabilidade pois nao explicitam

o cancelamento de uma série de contratermos.

Desde a sua formulagio grande énfase foi dada as teorias de gauge e aos esquemas de
regularizagao relegando a um segundo plano aspectos importantes, como o da renormali-
zagao das teorias quantizadas estocasticamente. Acreditamos que a formulagido funcional,
especificamente a descrita no trabalho de Zinn-Justin [28], seja a mais natural na discussao
desse problema e de outros, como por exemplo a implementagao da expansio em poténcias
de 1/N [30]. Assim, procuraremos usa-la sempre que for possivel, exceto no tratamento

de sistemas fermionicos onde ela ainda nao esta muito bem desenvolvida.

Encararemos o método de quantizagao estocastica simplesmente como um “approach”
alternativo de quantizagdo ao mesmo nivel dos métodos tradicionais. Entretanto, procu-
raremos entender as suas reais potencialidades, deficiéncias e mesmo como resultados con-
hecidos sao reobtidos dentro de tal formalismo. Assim, estudando modelos bem estabele-
cidos na teoria de campos, como o modelo sigma néio linear, poderemos entender como
se processa a quantizacdo de um sistema vinculado, como é introduzida a expansao 1/N
e, principalmente, como o modelo é renormalizado nesse contexto. Através do modelo de
Thirring massivo poderemos verificar a validade da equagao de Langevin usada na quanti-
zagao de sistemas fermidnicos, particularmente a sua influéncia no comportamento a curtas

distancias caracteristico do modelo.

No capitulo 1 fazemos um apanhado geral do método de quantizagao estocastica enfa-
tizando os pontos que necessitaremos nos capitulos seguintes. Ilustramos o método através
do célculo, em um loop, da fungio de Green de dois pontos do modelo A¢®. Damos u-
ma prova da equivaléncia da quantizacdo estocastica com a usual usando o formalismo
de Fokker-Planck. Mostramos os aspectos interessantes que o método proporciona na
quantizagao das teorias de gauge tomando um modelo com termo de Chern-Simons co-
mo exemplo. Tratamos da regularizagdo e da renormalizagdo no contexto estocastico e
finalmente do tratamento dos sistemas fermionicos. Destaca-se aqui a renormalizagao da

equacao de Langevin.

A formulacao do método de quantizacio estocastica em uma representagao integral
funcional é feita no capitulo 2. Exploramos a representagao supersimetrica para o funcional
gerador das fungdes de correlagdo e mostramos como as identidades de Ward existentes

podem nos auxiliar no estudo da renormalizabilidade das teorias quantizadas estocastica-
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mente. Também usamos a supersimetria para mostrar, no equilibrio, a redugao dimensional

na quantizagdo estocdstica.

O tratamento do modelo sigma nao linear é feito no capitulo 3. Introduzimos a
quantizagao estocdstica para o modelo, dentro da expansao em poténcias de 1/N, tanto no
formalismo de Langevin como no formalismo funcional, sendo que neste dltimo discutimos
a renormalizabilidade da teoria usando os desenvolvimentos do capitulo 2. Concluimos que

o modelo é renormalizdvel em 2 < n < 4 dimensGes.

No capitulo 4 quantizamos estocasticamente o modelo de Thirring massivo. Mostra-
mos a renormalizagio do modelo a nivel da equagio de Langevin e introduzimos a equagio
do grupo de renormalizagao correspondente. Calculamos perturbativamente a fungao beta,

a nivel de um loop, e mostramos o seu anulamento a tempo ficticio finito.

Finalmente comentamos os resultados obtidos e colocamos alguns problemas em aber-

to na conclusao.



CAPITULO 1
QUANTIZAGCAO ESTOCASTICA DE PARISI-WU

Neste capitulo introduziremos o método de quantizagao estocastica, como feito origi-
nalmente por Parisi e Wu [1] em 1981, enfatizando os pontos que usaremos no decorrer do
trabalho. Exemplificaremos o método com uma teoria escalar auto-interagente, A¢3, no
formalismo de Langevin e mostraremos perturbativamente, através do calculo na ordem
de um loop, que a funcdo de dois pontos do modelo tende para o resultado usual no
limite de equilibrio. Partindo da equacgdo de Fokker-Planck esbogaremos uma prova, nao
perturbativa, da equivaléncia da quantizacao estocastica com a quantizagdo via integral de
trajetérias. A seguir trataremos da quantizacao estocastica das teorias de gauge, que foi a
-motivagdo inicial do método, e ilustraremos os cdlculos com um modelo que apresenta um
termo de Chern-Simons. Estudaremos aspectos ligados a regularizagio e renormalizagao

estocastica e finalmente discutiremos a introdugao de férmions no formalismo.

Nao trataremos de aspectos importantes do- método de quantizagao estocastica, como
sua aplicagao nas teorias de gravitagao, de cordas, de modelos matriciais e de sua formu-
lagao no espago de Minkowski. Também suas aplicagées no calculo de solugdes numéricas,
nas teorias de campos formuladas na rede, nao serao abordados. Detalhes desses desen-
volvimentos, bem como dos que discutiremos aqui, podem ser encontrados no abrangente
“review” de Damgaard e Hiiffel [15]. Os artigos de revisao [31-33] também sdo muito dteis
e as teses [34,35] tratam com detalhe da aplicagio do método nas teorias de gauge. Final-
mente os conceitos gerais concernentes aos processos estocdsticos podem ser encontrados

nas referéncias em [36].

1.1-O0 METODO

Na teoria quéantica de campos os objetos basicos a serem calculados sao as fungées de

Green, dadas no espago Euclideano, por

1) Zy e"s[¢]

(0|T¢(z1) - (zn)|0 [Dg 5191
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A idéia de Parisi e Wu [1] para obter tais fungdes é a de incorporar uma coordenada

adicional ¢, chamada de quinto tempo ou tempo ficticio, nos campos
é(z) — 4(z,1)

e postular uma dinadmica para o mesmo, dada por uma equagao diferencial estocastica, a

equagdo de Langevin [2,36]

04(z,t) _ _d _85[4]

at - 2 6¢(z,t) + T’(Z,t) (1'2)
onde § é a agao Euclideana dada por
= / d"z dt' £((z,t'), Bu(z,1")) (1.3)

d é o coeficiente de difusao e 7(z,t) é um ruido Gaussiano e branco (i.e., descreve um

processo Markoviano [36]) com correlagdes

(n(=z,1)), =0
<11(:1:1,t1)11(a:2,t2))n =dé"(z1 — z2) (11 — 12)

(1.4)
(n(z1,t2)-- '77(="2I=+1,t21=+1)),7 =0

(n(zs,t1) - mlzatar)), = Y, ] (n(zat)alz;1)),

combinagio pares
de pares

As correlagoes sao definidas pelas médias sobre o ruido 5

()= /Dn---P[n] (1.5)

onde, para um processo Gaussiano e Markoviano, temos que

exps —1/2d [ d"z dt n*(z, 1)
Pln] = { }

I Dn exp{—l/zdj drz di qz(z,t)}

e



de modo que (1.4) pode ser obtida através do funcional gerador

zZ|J) = <ef "z dtJ(z,t)n(z,t)>

n

por
nZJ
(ﬂ(‘vl,tl)"‘n(‘”"’t"»n - 5J(=01,t1)"'[5‘]7("’"’t")

J=0

A “receita” consiste em resolver (1.2) para alguma condigao inicial

#(z,t = to) = ¢o(z) (1.7)

e construir as fungdes de correlagido com a solugao ¢,

<¢n($17t1)¢n($27t2)"'¢n(a’n7tn)>n (18)

E possivel mostrar que fazendo t; =t = --- = t, = t em (1.8) e tomando t — o0, o

chamado limite de equilibrio, recuperamos as fungdes de Green da teoria

tlifgo<¢n(‘vl )80 (22,t) -+ dy(Tn, t)>,7 =<0|T¢(az1)¢(:v2) T ¢(‘vﬂ)|0> (1.9)

ou, de modo mais geral, para um funcional qualquer dos campos, F[¢], calculado estocas-

ticamente por
(Fln(a,t)), = [ Dn Fign(e, 1Pl (1.10)

teremos que

e—Sl¢]
i (Pl 0, = L2508 (111)

Por outro lado, é bem conhecido, e mostraremos posteriormente, que podemos obter a
correlagio de (F [gl),,(:::,t)]>,7 introduzindo uma distribuigdo de probabilidades, P[¢,t], que

da a probabilidade do campo estar na configuragao ¢ no instante ¢, de modo que

(Fléo(a,1)), = [ Do Flo(=]Pl6(2). 1 (1.12)

onde P[¢,t] satisfaz a equagao de Fokker-Planck [3,36]

O i, 6 (65 s
B2 / e 5oz) (w(w) * 64»(::)) d (1.13)




8

Desse modo fica claro, ao compararmos (1.11) com (1.12), que a medida da integragdo
funcional Euclideana pode ser pensada como a distribui¢ao de equilibrio de um processo

estocdstico, ou seja,
e~ S[¢]

Lim P[¢,¢] = TDg 59

(1.14)

A validade de (1.14) serd mostrada mais adiante, porém, vale a pena notar que a solugdo

independente do tempo, Py[¢], satisfaz

$Plg] |
¢

[¢] — = constante

e portanto

Py[¢] e~ Sl¢]

que é a distribui¢do de probabilidade do equilibrio.

1.2-FUNCAO DE DOIS PONTOS NA TEORIA ¢®

Vamos exemplificar as idéias acima no caso de uma teoria escalar A@® [1], cuja acio é
2,2, A3
§= /d"zdt( ,,¢a,,¢+ m*¢? + ¢ ) (1.15)

e a equagao de Langevin (1.2), com d = 2, assume a forma

645(62;, t) — (D _ m2)¢(z,t) _ %¢2(z,t) + n(z,t) . (1.16)

que através de uma transformada de Fourier nas coordenadas (ver o apéndice para as

notagdes usadas) pode ser escrita como

dn

9¢(kt) 2
—(k* +
(2m)"

ey T d(p ek - )+ (k) (L17)

m?*)g(k, t) ~

agora com

(n(k,t)n(K',1')), = 2(2m)"6™(k + k') §(t — ¢') (1.18)
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Primeiramente estudaremos a equagdo acima para o caso A = 0. A funcdo de Green

retardada G(k,t) dessa equagdo diferencial estocistica é
G(k,t) = 6(t) e~ (' +m)t (1.19)

e assim a solugdo de (1.17), para A = 0, resulta em

+o0
$u(k, 1) = / dr G(k;t — T)m(k, 7) + C e~ (F+m (1.20)

—00

onde o segundo termo é a solugdo da equagao homogénea (1.17). Usando a condigao inicial,

para t = 1y, dada por

$(k,t0) = po(k) (1.21)
a solugdo (1.20) fica
ballst) = [ dr Gkt = 7k, 7) + §(0k,10) Gl(kit — 1)
“ (1.22)
N / dr e +m)(E=7) k1) 4 g e~ (K Hm ) (i=t0)
to

Podemos calcular agora, por exemplo, a fungao de correlagao de dois pontos, resul-

tando em
($alk, 1) o(¥', 1)), = (2m)"6™(k + k') D(ks, 1)
+(k,10) (', 1) e~ FFmE~t0) o=(KTHmIE~t0) (1.23)
com
min(t,t')
D(k;t,t') = / dr e~ (¥ +m?)(t+t'~27)
to (124)

— 1 e~ (B2 +m?)t—t'| _ o —(k*+m?)(t+t'—2t0)
k2 + m2
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e que para t = t' — oo relaxa para o propagador Euclideano usual, independente da

condigao inicial ¢, i.e.,

1

P (1.25)

Bim (ga(k,1) ¢k, 1)), = @m)"6"(k + K)o —

Vamos observar que o mesmo resultado pode ser obtido mais facilmente por uma

escolha particular de condigoes iniciais, i.e., se usarmos o instante inicial no passado remoto
&(k,to) = po(k) para o= —o0 (1.26)

a expressao (1.24) se simplifica para

D(k;t,t') = - e~ (K +mh)lt-t'| (1.27)

+ m?
e (1.25) é recuperado apenas tomando t = t'. Assim, sempre que usarmos a condigao inicial
(1.26), teremos um processo estocéastico que relaxa para o equilibrio a tempo ficticio finito.
Como enfatizado por Gozzi [18] a escolha (1.4) (processo Gaussiano e Markoviano), onde
as fungdes de correlagao para 7 sdo invariantes por translagées no tempo ficticio (processo
Gaussiano estaciondrio) nao garante que as correlagoes (1.8) também o sejam. Isso s6 é

possivel quando usamos a condigdo inicial (1.26), ao invés da de Parisi e Wu, que é
#(k,0) = ¢o(k) =0 (1.28)

Fungdes de correlagao estaciondrias podem ser obtidas se observarmos que em (1.23) pode-
mos também tomar médias sobre a condigdo inicial ¢(k,t0) = @o(k). Se a distribuigao de
probabilidades de ¢ é

p e—s[¢0] 1 29
[¢0] - fD¢0 e—S[¢o] ( . )
temos que ¢ obedece a distribui¢do de equilibrio, portanto
1
($(k,t0) $(K',10)) ,, = (2m)"8"(k + &' )k2 — (1.30)

e consequentemente (1.23) toma a forma

(¢'I(k’t) ¢n(_k”t’)>,,,¢o = (2")7‘6"("’ + k’)D(k; t’t’) (1°31)
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com D(k;t,t') dado (1.27). Assim, a escolha (1.29) de P[¢o] faz com que as fungdes de
correlagao (1.8) sejam estacionarias e como o sistema é preparado em iy, j4 no equilibrio,

a dinimica estocastica nao modifica esse fato e o equilibrio é obtido a tempo finito.

Para a condigéo inicial (1.28) a expressao (1.24) torna-se

D(k;t,t') =

W [e-(k’+m’)|t-t’ I — e—(k’+m’)(t+t')] (1.32)

e a solugao de (1.17), com X # 0, pode ser escrita como

balkrt) = [ar Gkt =) [ak,1) - 5 [ bbalprde-pn)|  3)

que é uma equagao estocastica integral e pode ser resolvida por iteragao. Portanto, a

solugao ¢, gerada é uma série de poténcias na constante de acoplamento A
¢n(k,t) = ¢ (k,2) + 60 (k, 1) + 7 (R, 1) + - -- (1.39)

onde os ¢$,£)(k,t) sao de ordem £ em A e valem

#9(k,1) = [ ar 60kt = (k)

i d
#k0) = =5 [arGlst-m) [ 22 40,6k~ 5,7
0

(1.35)
#9000) = —5; [dretiit =) [ Z 2600 )80k - pr7)

0

+ ¢ (, 7)) (k — p,7)]

Podemos expressar (1.34) graficamente associando uma cruz a 7, uma linha lisa a G,
a cada vértice um fator —)/2 e integragbes sobre os tempos € momentos para cada cruz e

vértice, obtendo o seguinte diagrama em forma de arvore

pn(k,t) = ——X + ——< + ﬁ—t +e- (1.36)
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Assim, as fungdes de correlagao de n pontos (¢,,(k1,t1) . “¢'7(k"’t")>n tém uma repre-
sentagdo grifica obtida ao substituirmos cada ¢, pela correspondente expansao (1.36) e
tormarmos a média sobre o ruido 7 de acordo com (1.4). Geraremos dessa forma uma série
de diagramas, chamados grdficos estocdsticos, que para a fungao de dois pontos, na ordem

de um loop, sao

N x
SO t t t ot t/
(¢n(k,t) ¢a(k',2 )),, = G” + Tl\fy‘rz + T1 T2 +
1
Gz Ga

k—kl k"'kl k—kl
" t t t' t t
+ "‘?@rz— + 7@5"‘ + -71@?2*‘ +--- (137)
Gy Gs R Ge

e onde, a menos de fatores (27)"6™(k + k'), temos as seguintes expressoes analiticas asso-

ciadas a eles

G = D(k;t,t') (1.38a)

oo oo Ik
G2 = A2/dT1 /d‘rz : G(k t— Tl)D(k - kl;TliTz)
0 0

(2m)"
XG(k1;72 — 1) G(k;t' —72)  (1.38¢)

G4=,\2/d1- /d ‘/é I;;D(k;t,n)G(k—kl;'rz—ﬁ)
0 0

XD(ky;71,72) G(k;t' — 72) (1.38b)

d"k
¢l‘r2./(2 )LD(k t,71) D(k — k1;71,72)

xD(ky;11,72) G(k;t' — 72) (1.384d)

Gs = ,\2/«11-1 /dfz dky G(k;t — 1) D(k — k1371, 72)
(2m)n
0

X G(ky; 1 — 72) D(k;t',72)  (1.38€)

T dnk
Ge = )2 /dT1 /d‘rz (21r)1" G(k;t — 1) G(k — k1371 — 72)
0

x Dk, 72) D(k;t',m2)  (1.38F)
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e note que
Gs =Gy com tet
Gs =Gy
(1.39)
G; =G4
Gs = Ge

Salientamos que, do ponto de vista topoldgico, os graficos estocdsticos tem a forma
dos diagramas de Feynman usuais para a mesma teoria, diferindo apenas pela presenca de
cruzes, obtidas pela contragao no ruido 7. Pode-se mostrar que a soma de todos os graficos
estocdsticos com uma dada topologia resulta, no equilibrio, o diagrama de Feynman com
a mesma topologia [4]. Desse modo, podemos obter as expressdes (1.38) através de regras
de Feynman generalizadas [4,37-39] para o caso estocdstico. Assim, dado um gréfico de
Feynman com L loops, N linhas (Ng externas e Ny internas) e com V vértices (V; do tipo

r, onde 7 é o nimero de linhas que saem de V;) e que satisfaz a relagao topologica

YV, = Ng + 2N, (1.40)
r

e a relacao de Euler
L=Nr-V+1 (1.41)

construimos os graficos estocédsticos distribuindo cruzes nas linhas do grafico de Feynman,
de modo que se seccionarmos os diagramas nessas cruzes produziremos Ng diagramas de
arvore (do tipo (1.36)). Isso implica que todos os diagramas estocdsticos devem ter pelo
menos uma cruz, que dois vértices externos ndo podem ser conectados por uma trajetoria
continua de linhas sem cruzes e que qualquer linha cruzada pode ser conectada com uma

linha externa por uma trajetéria sem cruzes.

Portanto, os diagramas estocasticos sao formados por N linhas cruzadas (Ngx exter-
nas e N1y internas) e Ny linhas lisas (NgL externas e Nz internas) e que por construgao
tém

V=Ng (1.42)
pois precisamos de uma linha lisa para atingir cada vértice do diagrama. De (1.42) e (1.41)

obtemos que

Ny=L+Ng—1 (1.43)

que pode também ser reescrita como

Nix =L+ Ngg -1 (1.44)
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Associamos aos vértices externos tempos fixos ¢;, 1 = 1,...,Ng e aos vértices internos
tempos a serem integrados, do tempo inicial #y ao tempo do vértice vizinho, de modo
a termos uma sequéncia crescente de tempos ao percorrermos a trajetéria continua, sem
cruzes, que liga um vértice a uma linha externa. Vamos observar que os vértices ligados por
linhas lisas estao naturalmente ordenados de acordo com os valores de seu quinto tempo,
por outro lado, se todas as linhas que ligam um par de vértices sao linhas cruzadas, entdo a
amplitude para o grafico decompoem-se na soma dos dois ordenamentos temporais possiveis

dos vértices.

A expressao analitica para o grafico é obtida associando a cada linha ligando dois
vértices de tempos t; e &5 (t; > t2), por onde flui momento g, a fungdo de Green G(g;t; —t2)
se a linha for lisa e o propagador D(g;t;,t2) se a linha for cruzada. Para cada vértice r
teremos o fator —\,/r! (onde A, é a constante de acoplamento referente ao vértice V;)
e para cada loop uma integragao nos momentos internos k;, 2 = 1,...,L; bem como as
integragdes nos tempos internos 7;,72 = 1,...,V = N. Assim, a expressao analitica para
um grafico estocastico [11,37,38,40], a menos de constantes devido as interagdes nos vértices

e aos pesos combinatoriais, € proporcional a

L d™k: Vv
/'];[ (271')" /il;]l:dT.'I(k,',q,',T;,t,') (1.45)

onde g; e ; referem-se agora apenas aos momentos e tempos externos. O integrando I tem
a forma
N Ny
I= 1657 = 7a) [[ D(Qes7as7) (1.46)
=1 =1
sendo que na £(¢ )ésima linha lisa (cruzada), que liga os vértices com tempos 7¢,(7y ) e
7e,(Te,), onde T é 7 para tempos internos e ¢ para externos, flue momento Q;(Qy). Para
linhas internas Q¢(Q¢) é uma combinagdo de k’s e ¢’s enquanto que para linhas externas
é simplesmente g;(gy). Usaremos essas expressdes ao analizarmos o grau de divergéncia

superficial dos graficos estocdsticos.

Podemos agora calcular as integrais temporais em (1.38) e, como estamos no momento
interessados no equilibrio, podemos desprezar o segundo termo de D, dado por (1.32), que
decai exponencialmente bem como os termos gerados ap6s a primeira integragao temporal,
que também decaem exponencialmente. Entretanto, os cdlculos podem ser simplificados
se usarmos a condigao inicial (1.26). Assim, basta utilizarmos a expressdo (1.27) para D

e também mudar o limite de integragao inferior das integrais em 7, e 72, em (1.38), de
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0 para —oo. O equilibrio é obtido automaticamente, pois como ji frizamos, tal escolha

corresponde a impor a invaridncia translacional no quinto tempo nas fun¢oes de correlagao.
Assim, para i = t', teremos que
—[(k—Ek 2 2 -
Gy = 2\? / dry / d'r?/ il e—(k*+m*)(t-m;) & A
(2m)" (k — k1 )? +m?

e—(ki+m?)(r1—r2)

k2 +m?

X e~(F+mit-r2)  (147)

onde o fator 2 leva em consideragao as ordenagoes temporais 11 > 7, e 11 < T2. Entao,

apo6s as integragoes temporais obtemos

d"k,; 1

(2m)™ (k3 +m?)[(k — k1)? + m?][(k — k1)? + kF + k2 + 3m?|(k? + m?)
(1.48)

G, = )?

O gréfico G3 esta naturalmente ordenado, t =t > 7 > 71, assim

G —Azjd-,- ]zd /d"k1 e— (K +m?)(t—11) o—[(k—k1)*+m?|(ra—11)
3 — 2 T1 (27r)ﬂ k2 + m2 (k _ k1)2 + m2
-0 — 00

e B rm) = m 6 (1.49)

e entao

dnk 1
— )2 1
Ga =2 / o) A TR tmik -kttt amy  (50)

Portanto de (1.50), (1.48) e (1.39) teremos que

d*k, 1
(27)" (k2 + m?2)[(k — k1) + k2 + k2 + 3m?]

Go+-+Gg =)

x{ 1 N 1
[(k — k1)? + m?](k +m?) * (k? + m?)[(k — k1)? +m?]

1 2 1 d"k, 1
ETET ) @ | G R 0

Assim, mostramos explicitamente a validade de (1.9) para a fun¢do de dois pontos,

na ordem de um loop. Uma demonstragao para todas as ordens de perturbagao para
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uma teoria escalar pode ser encontrada em Grimus e Hiiffel [4], bem como uma maneira
sistematica de escrever a expressao analitica de equilibrio, i.e., independente de quaisquer

quinto tempo, dos graficos estocasticos.

1.3-EQUACAO DE FOKKER-PLANCK
Mostraremos agora que a distribuigdo P[¢,t] em (1.12) satisfaz a equagao de Fokker-

Planck (1.13) que, por sua vez, pode ser obtida da equagio de Langevin [1,5,16,33]. Antes
vamos verificar que para qualquer F[¢,] vale a igualdade

(Fl¢nln(z,1)), = g < 5%?([%”15> (1.52)

Usando (1.5) e (1.6) temos

(Flgnln(z,1)), = / Dn Flyln(z,t)Pn] = —d / D Fl4,] (éf(’_iﬂl))
= d/ Dn _/ ary 2El Soawit) i) d<6L[¢2]-> (1.53)

6¢’7(y’t) 677(2’ t) 677(2’ t)

onde efetuamos uma integragao por partes. Agora integrando a equagdo de Langevin (1.2)

temos que

590(8t') _ gnry _vae — 9y~ & [ 05
Sn(e ) §"(y —z)0(t' — 1) 2/; dr 500 T80 (e T) + (1.54)
e assim, usando a prescrigao de “midpoint” (6(0) = 1/2) obtemos (1.52).
Temos que para ¢,(z,t) satisfazendo a equagio de Langevin (1.2)
5 _[ [ g, 5E[8s(2:1)] 864(y,1)
at<F[¢n(2,t)]),, = </d y 5¢,,’Ey,t) nat >ﬂ (155

(oo (Camam ),
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e portanto com auxilio de (1.52) obtemos

o e (4 /5FB0) 8 \ . d /8Flg(a,1)
i (Flote), = [ ‘“’( 2 (566 6¢(y,t)>,,+2< 58 (v, 1) >) (1.56)

e em termos de P[¢, 1], introduzido em (1.12), pode ser reescrita

[reruzren=5 [+=[¢ (~zirs + so) P00

que apos integragdes por partes fornece

0 df,. & §S §
Ep[cb,t] = §/d ® 58(a) (5¢(z) + 6¢(z)) P[,1] (1.58)

que é a equagdo de Fokker-Planck (1.13).

Agora passaremos a demonstragao, ndo perturbativa, de (1.14), ou seja, que P[¢,1]
tende a distribui¢do de probabilidade da teoria quéntica de campos [1,5,16,33]. Primeira-
mente vamos reescrever a equagao de Fokker-Planck como uma equagao do tipo de

Schrédinger, através da substitui¢do

¥[g,t] = Pl¢, 1] e+ 514! (1.59)
que leva (1.58) a
2 (g, = ~HT U, (1.60)

onde a Hamiltoniana de Fokker-Planck HFY &

pp_ [ on, | 48>  d (85’ _dé&S
H —/dz[—26¢2+8(6¢) _45¢2] (1.61)

o) = =i (53 + 53955

(1.61) pode ser escrita na forma

Introduzindo

HFF = g/d"zat(z)a(z)
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que explicita a sua hermiticidade e positividade.

A solugio de (1.60) pode ser expandida como

‘I’[¢1 t] = Z Cn¥n e~ Ant (162)

n

onde os V¥, 530 os autoestados de HYY com autovalores )\, > 0. Entao
P[¢,t] = e~ 5514 Y e et (1.63)

e assumindo que Ag = 0 e A; > Ay, i.e., que exista um “gap de energia”, o unico termo que
q g &t q

sobrevive parat — oo é

Jim Plg,t] = ™5 legyo (1.64)
e por substituigio direta, em HF 4, = 0, verificamos que vy = e~35[¢l, Da condigao de
normalizagao
Jim / D¢ P, ] =1 (1.65)
vem que .
€y = m (1.66)
e assim finalmente
lim Pl = = 1.67
oo [¢,8] = fp¢ e—S[¢] (1.67)

que é o resultado desejado. Floratos e Iliopoulos [41] também fornecem uma prova de

equivaléncia, s6 que de maneira perturbativa, dentro do formalismo de Fokker-Planck.

Enfatizamos que a validade de (1.67) depende da positividade da Hamiltoniana de
Fokker-Planck e da existéncia de um “gap de energia” no seu espectro. Na segao 1.7, ao
discutirmos a quantizagao estocastica de sistemas fermiénicos, mostraremos o procedimen-

to a ser seguido quando a Hamiltoniana de Fokker-Planck nao é positiva definida.
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1.4-TEORIAS DE GAUGE

Vamos agora tratar da quantizagao estocastica das teorias de gauge, exemplificando os
cdlculos para uma teoria abeliana com termo de Chern-Simons que, pelo fato de descrever
sistemas com estatistica fracionaria, tem aplicagoes no estudo do efeito Hall quantico,
filmes de hélio superfluido e supercondutividade com alto valor da temperatura critica. A
agdo no espago em trés dimensoes é

a

1
S = /dsz (ZF,,,,F,“, - —‘ieﬂ,\,,A“a,\A,,) (1.68)

472

onde

F“y = a“Ay - ayA“

€ €,av € o tensor totalmente antisimétrico. Assim, S pode ser reescrita na forma

_1

§=3 / &2 4y() (Db + 8By — 5ogicunnds) Au(z) (1.69)

A equagdo de Langevin para o campo A4, é

0A,(z,t 8S[A]
"at ) = ETWEE) +nu(z, ) (1.70)
onde
(@) (1)), = 26 6%z — ') (¢ — ) (1.71)
No espago dos momentos teremos
0A,(k,t '
% = (—k2 Ty + ;l.e,w,\k,\) Ay (k,t) +7,(k,t) (1.72)
onde
a
com
(mule, ) mu (K, 1)), = 2(2m)° b 82(k + k') (2 = ¥) (1.74)
T,, € o operador de projegao transversal
k.k,
T;w - Spv - ";_2 (1.75)



que junto com o operador de projecdo longitudinal, L,,, dado por

k,k,
L=k 5, 1,
satisfazem
Tﬂ.ATAv = Tpv
Turkr=0
Lﬂ.ALAv = Luv
Lykyx =k,

TpALAv =0
A fungdo de Green retardada de (1.72) pode ser escrita como
Guv(k,t) = 0(t) [exp(——sz +pe- k)t]
nv

onde

(6 . k)uv = fvakA

e com o auxilio das identidades

T(e-k)=e-k
L(e- k) =0
(e-k)? = — K*T

assume a forma

1
vk?

G (k1) = 0(2)

Para a condigao inicial

Au(k,t0) = Az
a solugao de (1.72) é

oo

Ay(k,t) = /d‘rG“,,(k,t — ) (b, T) + Gy (K, t — 1) A

to

sen (uvk?t) e %t ¢ k + cos(uvk?t) e F I T+ L

20

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)
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e a fungdo de dois pontos para o campo de gauge resulta em

min(t,t’)
(Aullrt) (k1)) = P 8+ k) [ ar

to

X {cos[p\/k_z(t+t'—21')] ek (t+t'~2r) T+—‘/% sen [uVk2(t+t'—27)] e~k (t+t'~27) e-k+L}
pv

+Gpua(k,t —19) A) Gop(K',t' — to) A (1.84)

De (1.82) e (1.81) verificamos que ao contririo do caso escalar (equagao (1.23)) temos
uma dependéncia na condigao inicial que sobrevive para valores grandes do quinto tempo,
i.e., ndo decai exponencialmente. Também, tomando ¢t = ¢’ em (1.84), usando que , = 0
com A?‘ = 0 e efetuando a integracio temporal obtemos

(Au(k,t) A,,(k',t))n = (27)® 63(k + k’){ ! T+ ! pe-k+2tL
k2 + p2 k2(k2 + p?)
cos(2pVk2t) e~2kt sen (2uvk?t) e~2k"t
T Rk 4 p2) VE (R + p2)

(B*T + pe- k) + (uT - ek)} (1.85)

By

que nao converge para o equilibrio quando ¢ — oo, devido a presenga de um termo com
dependéncia linear na parte longitudinal do propagador. A origem desse termo pode ser
vista se projetarmos a equagao de Langevin (1.72) em suas componentes longitudinal e

transversal, dadas por

dAT
b _(_1.24T T T
- _( K2 AT + peuak A7) + 173 (1.86a)
OAL
s _ L .
5 (1.86b)
onde
A‘I; = T‘wAv | 7]‘1‘1 =Ly (1 87)
A‘I: = L“yAy n‘I: = L“an

de modo que a equagio (1.86b) descreve um processo de difusio pura, i.e., ndo temos o
termo de atrito que aparece em (1.86a) e também no caso escalar, responséavel pelo de-

caimento exponencial e consequentemente pela convergéncia. De acordo com Parisi e Wu



22

[1] quantidades invariantes de gauge s3o bem definidas no limite de equilibrio. Assim, o
calculo de, por exemplo, (F,(k,t)Fap(k',' ))'7 fornece o resultado usual devido ao cance-
lamento dos termos longitudinais. Também no caso de teorias de gauge nao abelianas o

mesmo resultado é vélido, como mostrado explicitamente por Namiki et al [7].

Voltando a expressao (1.85), notamos que a menos do termo longitudinal, temos no
equilibrio o resultado usual para o propagador no gauge de Lorentz. Entretanto, até o
momento nao fixamos nenhum gauge particular. Vamos mostrar agora que a fixagdo de
gauge estd ligada com a escolha das condigoes iniciais do processo estocastico. Sem perda
de generalidade vamos tomar g = 0 em (1.84), que corresponde ao caso da quantizagio

estocdstica do campo de Maxwell, e entdo (1.84) apds a integragio no quinto tempo fica

1 L2144 12 '
<A“(k’t)Ay(k,’t,)>n = (27l')3 63(k+kl){;;T“y [e k%|t—t |__e k*(t+t 210)]

+2L,, (min(t, t') - to) } + AL(k,t0) AL(K',t0) (1.88)

e onde desprezamos o termo transversal da condigao inicial, que decai exponencialmente.
Como sugerido por Namiki et al [7] vamos considerar que a condigao inicial Af; (k,to) tem
a forma

AL (k,to) = T2 (k) (1.89)

onde ¢ = ¢* satisfaz a seguinte distribuicao de probabilidades

exp{-1/2a ] P24

Plg] = (1.90)
[ D¢ exp{—l/Zafd%: ¢2}
Como A,(k,t) = A} (—k,t) temos que ¢(—k) = —¢(k) e portanto
($(k)g(k')), = —(d(k)b(~F')), = —(27)" 2 6*(k + k') (1.91)

assim (1.88) com a média em ¢, dada por (1.90), fornece

= '—»w 1 k ku
<All(k,t) Au(k’,t’)>,”¢ =, (27")3 63("’ + k’){ﬁ [6141' - (1 - a) ;2

+2(t — to)k“’:" } (1.92)

k
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que a menos do caracteristico termo longitudinal é idéntico ao propagador obtido via
integragdo funcional com a fixa¢do no gauge de Feynman. Apesar de encontrarmos fre-
quentemente na literatura a afirmagao de que o método de quantizagdo estocastica esta
livre da fixagao de gauge devemos encara-la como mostrado acima, i.e., a dependéncia do
propagador no parametro de gauge a entra através da condigao inicial. Também podemos
entender a razdo da ndo necessidade da fixagdo de gauge usual (adigdo de um termo na
Lagrangeana) observando que na equagao de Langevin (1.72) o termo 8/0té,, quando

adicionado ao operador singular k%§,, — k,k, — pe,,rkx produz um operador inversivel.

No caso ndo abeliano a fixagao de gauge leva a introdugao dos campos de fantasmas
de Faddeev-Popov [6] na formulagao de integrais de trajetéria. Na quantizagdo estocistica
os efeitos devido aos fantasmas sdo produzidos automaticamente pela parte longitudinal
do prop'agador do campo de gauge, como também é mostrado explicitamente por Namiki

et al [7] através de cdlculos perturbativos.

Além do propagador (1.92), apresentar o termo longitudinal que diverge no limite de
equilibrio, também o comportamento ultravioleta, para tempo ficticio finito, desse termo
nao é bom. No que se refere a renormalizabilidade da teoria, o fato de que as contribuigdes
dos graficos individuais, para os observaveis, nao serem invariantes de gauge (mas sim sua
soma), e portanto divergirem devido a contribuigdo longitudinal do propagador, levam a
uma teoria ndo renormalizivel por contagem de poténcias. Estas dificuldades podem ser
superadas através da fizagdo de gauge de Zwanziger [10,42] que consiste em modificar a
equagao de Langevin usual pela adi¢gdo de um termo, a forga de fixagao de gauge, de modo

que
0A; (z,t) ___65[4]
ot 6As(z,t)

onde ¥* = ¥°[4,z], é um funcional arbitririo de A} nao invariante de gauge. Vamos

~ D2 + 73 (2, t) (1.93)

mostrar que para uma quantidade invariante de gauge o termo D;"'ﬂ" é irrelevante.

Por uma transformagiao de gauge infinitesimal, com parimetros £%(z), os campos

A%(z) transformam-se como
m

§4%(z) = DVe}(z) (1.94)

onde
Dy} = §%°8, — f**°A5(2)

e um funcional F[A4] como

ab 6F[A]
# AL (z)

SF[A] = — / d*ze%(z) D (1.95)
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e assim, para que F[A] seja invariante de gauge, devemos ter entdao que

Dab 5F[A]

N iy (1.96)

Por sua vez, no caso estocastico, a evolugdo temporal de F[4] é

OF[A] _ ., 6F[A] 043(z,1)
bt _/dz&l;(x,t) ot

e se substituirmos a equagao de Langevin (1.93) e usarmos (1.96) concluimos que o termo
proporcional a Y9 néo contribue. Também a adigdo do termo D:"'ﬂ" faz com que as
quantidades ndo invariantes de gauge possam ser calculadas, pois ndo mais divergem no
equilibrio. Por exemplo, a equagdo de Langevin (1.72) com termo de fixagao de gauge de

Zwanziger ¥ = 1/a 0, A, torna-se

04, (k1) _

1
- [—kz (T,,, + ;L,,,,) + pe,,.,,\k,\] Ay(k,t) + (K, 2) (1.97)

sendo que agora a parte longitudinal da equagao acima possui um termo de atrito. O
célculo do propagador para A, fornece, para 4 = 0, a expressdo (1.92) sem o termo

divergente.

A média de F[A] pode ser calculada por
(F), = / DA, F[A] Py[A, 1] (1.98)

onde Py é uma distribuicao de probabilidades que satisfaz a seguinte equagao de Fokker-
Planck

apogtA’t]' - ./ i 5A;(==) (Mij::) + 5A;(a:) + Dﬁb"b) Py[4,1] (1.99)

obtida, por cédlculos andlogos ao caso escalar, da equagdo de Langevin (1.93). Para F[4],
invariante de gauge, a distribuigio de probabilidades Ps[A4,t], para ¥ = 0, nao tem o
limite para ¢ — oo apesar de (1.98) fornecer o resultado usual. J4d para ¥ # 0 a média
de F[A] independe de ¥, para quantidades invariantes de gauge, e também as médias para

quantidades ndo invariantes de gauge estao definidas [41].

Baulieu e Zwanziger [8] mostraram que uma escolha particular de 9 existe de modo ao

método reproduzir os resultados obtidos com a quantizacao de Faddeev-Popov com fixagao
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de gauge covariante. Floratos et al [43], partindo da equagdo de Fokker-Planck (1.99) no
equilibrio, 8Py /8t = 0, desenvolveram uma expansao perturbativa para teorias de Yang-
Mills sem a introdugdo de fantasmas de Faddeev-Popov. Também, Nakagoshi et al [44]
interpretam o termo adicional em (1.93) como adivindo de um vinculo nao holonémico
covariante adicionado as equagoes cldssicas de campo. Finalmente, vamos observar que
esse tipo de fixagdo de gauge nao necessita de uma parametrizagao do espago das orbitas
de gauge e assim, em principio, evita as ambiguidades de Gribov [9] que existem no caso

do método de Faddeev-Popov.

1.5-REGULARIZACAO

Determinaremos agora o grau de divergéncia superficial dos diagramas estocdsticos.
Das equagdes (1.45) e (1.46) a expressdo analitica de um gréfico estocdstico, desprezando

a contribuigao das linhas externas, é

NIL le
/H(z,r)n /Hd‘r, HG(Qt,Th —Tz,) H D(QesTe,y7e) (1.100)
i=1 =1
rescrevendo D(k;t,t'), dado por (1.32), na forma
. ete!
t+t le—=t!]
D(k;,¢) = / da e=oE+m) _ 4y | / 4B e=Blt=t [ +m?) (1.101)
le—t'| 1
e usando (1.19) a expressao (1.100) fica
L ok, N
[/ .Hld“ 1] 00 = ) exp [~ (ot = 7)(@% + )]
IR AL
brg =7y |
Nrx 1 ‘2
X I I7e, = 7t | / dBy exp [—Bu|Te — 71, |(Q% + m?)] (1.102)
=1 1

Rescalonando, como usualmente, os momentos internos k; — Ak;, com A — oo, obtemos
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que o grau de divergéncia superficial d é
d=nL—-2(V —1)- 2Ny, (1.103)

onde os termos —2(V —1) e —2N; sdo obtidos observando que os rescalonamentos dos k;
presentes nas exponenciais (nos termos Q, e Q¢ ) sao equivalentes ao reescalonamento das
diferengas temporais por 7; — 7; — A7?(7; — 7;) no integrando e na medida de integragio.

Usando (1.42) podemos reescrever (1.103) como
d=nL —2N;—-2Ngr +2 (1.104)

mas nL — 2N é exatamente o grau de divergéncia superficial dos graficos de Feynman
da teoria usual. Concluimos entdo que os diagramas estocasticos tem grau de divergéncia
superficial menor ou igual que os da teoria usual e assim os esquemas de regularizagao
convencionais da teoria quintica de campos podem ser extendidos a quantizacao estocdstica
[37]. Discussoes acerca da aplicagio da regulariza¢ido dimensional no formalismo estocdstico

podem ser encontrados em [34] e [45].

Entretanto, o quinto tempo da quantizagao estocastica sugere novos esquemas de regu-
larizagao, denominados genericamente de regularizagdo estocdstica. Um desses esquemas,
devido a Breit et al [5], utiliza um processo Gaussiano ndo Markoviano, i.e., ao invés de

usarmos (1.6) para a distribuigdo de probabilidades do ruido # usamos

exp{—1/4 Jdrz dtdt' n(z,t)a;(t — t')n(z,t’)}
Pln] =

(1.105)
/Dy exp{—1/4 Jdrz dtdt! n(z,t)ay (t — t’)‘q(z,t’)}
onde agora
(n(k, ) (K, 1)), = (27)"6"(k + K an(t — 1) (1.106)
e aj ¢ uma funcao suave escolhida de modo que
lim ap(t—1t')=26(t—-1') (1.107)
A—-oo

e assim A faz o papel de regulador. Temos agora que para a teoria escalar

o0 o0
D(k;t,t') = /dT/dT' G(k;t — 1) G(k;t' — ') ap(T = 7') (1.108)
o o
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e com a seguinte decomposigao de Fourier para a,

+o0
dw
ar(r—7) = / 5 &) pa(w) (1.109)
com
dim pp(w) =1 (1.110)
teremos que
+°°dw ( )
k:it,t)= | — PA\W iw(t—1') ~w(t—t') .
'D( 1Y ) 27[' w2+(k2+m2)2 € +O (e ) (]. 111)

—00

Como todo loop tem pelo menos uma linha cruzada a divergéncia do grafico diminui por
um fator dois e assim para divergéncias logaritmicas teremos loops finitos. Entretanto,
para divergéncias quadraticas isso nem sempre é possivel. Por exemplo, o “tadpole” da

teoria A¢®, em n = 4 dimensdes, é quadraticamente divergente e tem a expressao analitica

_%6(k)/dTG(k;t—T)/ (;17:))4 D(p;7,7) (1.112)

A integral divergente resulta, apés substituirmos (1.108), na expressdo

PP pipirr)= [ 2P °°dt oodt’G r— 1) G(piT — ) aa(t —t'
(27[')4 (P, T’T) = (27[')4 (P,T - ) (va - )aA( - )
0 0
d4p f r 2 2 [
= W /dt/dt’ e~ (ptm )(2r_t_t)aA(t—t’) (1.113)

0 0

e divergéncias ultravioletas surgem quando 2r —t —t = O mas como T > te 7 > 1
teremos que t = ¢’ = 7. Assim, a singularidade estard multiplicada por a,(0) e obtemos

um resultado finito apenas se
ar(0) =0 (1.114)

Entretanto de (1.105) vemos que para P[] ser positiva definida devemos ter a(0) > 0.
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Pode-se trabalhar operacionalmente usando (1.106) como regra, mas a regularizagao

estocdstica s6 tera sentido nao perturbativo para teorias sem divergéncias quadraticas.

Quanto a forma de aj costuma-se usar [5] a série
ax(t) = Dn(A?) %e-*"“l (1.115)

com

Para n = 1 o regulador a,(t) ndo satisfaz (1.114), e portanto ndo regula divergéncias

quadraticas. Paran = 2

as(t) = %A2|t|e-“’|‘| (1.116)

Ao invés de usarmos o comportamento assintético de ap(t) para A — oo podemos in-
troduzir um outro parimetro ¢, ligado a A por uma transformada de Mellin, e estudar
o comportamento de a.(t) para ¢ — 0 através da andlise das singularidades de a em e.
Assim, (1.116) resulta em [11]

au(t) = %e|t -1 (1.117)
com
lim oc(1) = 4(¢) (1.118)

ao qual denominaremos de regulador de Alfaro. Esse regulador faz com que as divergéncias
ultravioletas aparegcam como polos em ¢ definindo, portanto, a chamada regularizagdo
analitica estocdstica e permitindo, consequentemente, a introdugao de um esquema de
subtragio minimal. E uma regularizagio semelhante a regularizagio analitica de Speer
[46], e nao tem as limitagoes da regularizagido dimensional, quando aplicada a teorias com
simetria quiral ou a teorias nio massivas, pois nio muda as dimensdes espago-temporais e
o quinto tempo também funciona como um regulador infravermelho. Na verdade a dltima
afirmagao é de natureza geral para o método de quantizagdo estocéstica, i.e., nao depende
de nenhuma regularizagao. Podemos exemplificar tal fato observando que o propagador

estocdstico para uma teoria sem massa, em duas dimensoes, pode ser escrito como

t+1' +o0
dzk eikz—ak’

D(z;t,t') = / da (2n)?

lt=¢r| ~oo

(1.119)
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onde usamos (1.101) e efetuamos uma transformagao de Fourier. Apés a integragio em k

e uma mudanga de varidveis chegamos facilmente a

z? /4| t—1' |
1 e *
. , — — —
D(zit, ') = - / da " (1.120)
22 /4(t+1")
que para t =t' _
1 [, e 1
D(z,t) = — — = —Fi(z? .
(z,1) ym / da = 41rEl(2 /8t) (1.121)
z2 /8t
onde Ei(z) é a fungao integral exponencial dada por
1)%z"
E = _—~—In ( 1.122
i(2) = —y~Inz - 2 L (1122)
sendo vy a constante de Euler-Mascheroni. No limite para o equilibrio teremos
D(z,t) —t==, 1l 2t el (1.123)
’ 4n 8t )

mostrando a regulariza¢ao no infravermelho automatica, através de ¢, dentro do formalismo
estocastico. Podemos entender esse resultado mais diretamente observando que a equagao
de Langevin, para uma teoria escalar com massa nula, quando escrita em termos de w, a

transformada de Fourier do quinto tempo ¢ (ver apéndice), fornece
(iw + k?) ¢(k,w) = n(k,w)

mostrando que o termo iw funciona como uma massa extra, que desaparece no limite de e-
quilibrio. A regularizagao infravermelha implicita na quantizagao estocastica foi explorada
no cilculo de expoentes criticos, em dimensdes menores que quatro [47,48], pois contraria-
mente a expansao em ¢, permite que os cilculos sejam feitos diretamente nos valores fisicos

da dimensionalidade, devido a auséncia de divergéncias infravermelhas.

A aplicagao do método de regularizagio estocastica para as teorias de gauge abelianas
¢ mostrado por Bern [49], na QED escalar, e por Gavela e Hiiffel [50], na QED espinorial;
enquanto que, para as teorias nao abelianas, por Abdalla et al [39,51], para a QCD escalar,
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e por Gonzdlez-Arroyo e Martin [52], para uma teoria de Yang-Mills pura. Para teorias
supersimétricas, resultados obtidos por Viana e Abdalla [35,51], indicam que o esquema
de regularizagao estocastica preserva essa simetria. Também, no estudo de anomalias
quirais [50,53-61], de paridade [62] e no cilculo de expoentes criticos [47,48] a regularizagao

estocdstica foi aplicada.

Como ji salientamos o tratamento de divergéncias quadriticas impoe ao regulador
estocdstico o vinculo (1.114) que por sua vez ndo deixa a distribuigdo de probabilidades
do ruido, P[y], positiva definida, comprometendo o método de um ponto de vista nao
perturbativo. Também, Bern e Halpern [63] mostraram que o método de regularizagao
estocdstica é incompativel com a fixagao de gauge de Zwanziger. Em vista desses dois
problemas Bern et al [12] propuseram um esquema de regularizagio estocédstica alternativo,
que aparentemente contorna tais incovenientes, baseado na seguinte equagao de Langevin .

regularizada

a¢g’t) = _5%[:1) + _/ d"y R(D)zy n(y, 1) (1.124)

com

(Tl(z’t) ﬂ(z',t'»,, = 26"(3 - z')6(t - tl)

onde R, que depende de um regulador A, é uma fungao de A = 9,0, para teorias escalares,
A = D, D, para teorias de gauge e R = 1 recai no caso usual. Esse método, como a regu-
larizagdo apresentada anteriormente, faz um “smearing” no ruido, entretanto, de maneira
Markoviana pois modifica apenas a parte espago temporal da teoria. Mais importante
ainda ¢é o fato do ruido ser alterado de maneira covariante. Bern et al aplicaram o método

para teorias escalares [64] e teorias de gauge [65).

1.6-RENORMALIZACAO

Tendo mostrado que os grificos estocdsticos podem ser regularizados através dos es-
quemas tradicionais, bem como pelos novos que descrevemos anteriormente, vamos procu-
rar entender como se processa a renormalizagio da teoria no formalismo de Langevin
[11,40,47,48,66], tomando a teoria A¢* (em n = 4 dimensdes) como exemplo. A equagio

de Langevin é

a¢0(3’ to)

(250) — (@ mi)dolest0) — (22 10) + mles o) (1.125)
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com
(m0(zst0) mo(a's 1)), = 264(z — 2') 8(t0 — 1h)

onde ¢g, Mg, Ao, to € 170 referem-se, como é usual, as grandezas nao renormalizadas ou nuas.

Da equagéo (1.104) obtemos para o grau de divergéncia superficial dos graficos estocasticos
d=6—-3NgL — Npx (1.126)

onde usamos que 4L — 2Ny = 4 — Ng de acordo com a contagem de poténcias do caso nio
estocdstico. Assim, os graficos estocdsticos 1PI, irredutiveis, divergentes sao os mostrados

na figura 1.1, onde (a) e (b) tém grau de divergéncia quadratica e (c) e (d) logaritmica.

_Q.__@+c:\

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.1 — Diagramas 1PI divergentes para a teoria A¢%. Os
graficos (a) e (b) sdo quadraticamente divergentes e os (c) e (d)
sdo logaritmicamente divergentes.

Essas divergéncias podem ser absorvidas se adicionarmos contratermos na equagao
de Langevin, de modo que ao resolvermos a mesma por iteragao, produzamos termos que
cancelam as divergéncias em questao. Obtemos entao a seguinte equacao de Langevin

renormalizada

Z, a¢n(z; tn)

o = Z4(O~m3)pn(2,ta)— bm’ ¢R(z,tn)—Z,\;—?¢i(z, tr)+1e(z,tr) (1.127)

com
<77n("” tn)’?ﬂ(z”t;z)),, = 223,54("’ —z')6(tr — t3)

Os graficos (a) e (b) tém a divergéncia quadratica absorvida por §m? e a logaritmica por
Zy e Zy4. A divergéncia logaritmica do grifico (d) é absorvida por Z, e a do gréfico (c) por
Z,.

A equagao de Langevin renormalizada (1.127) pode ser obtida de (1.125) através da
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seguinte redefinicdo dos parametros e normalizagdo do campo

do(z,t0) = 271 2% 2/ $n(z, tx)

M =2r2;22527 ds
2

m;‘; = mi 4+ — . (1.128)
Zy
m0(z,t0) = 2,7 272 2,7 a(z, tz)
to=2;"Zytn

onde Z;, Z4, Zx, Zy € &m? sao as constantes de renormalizagio.

Podemos calcular o propagador cruzado Dy(k;t),,1z), a partir de (1.127), e que resulta

€m

Z2 Zg(k24m?)+5m?
n e Z |tﬂ_t'R |

. ’ e
-DR(k1tR1tR) Zt [Z¢(k2 +m2) + 6m2]

—¢

m? m
_M(m#'g)} (1.129)

sendo o unico lugar onde a constante de renormalizagido do ruido, Z,, aparece nos calculos
perturbativos. Por outro lado, mostraremos no capitulo seguinte que vale a seguinte iden-
tidade de Ward [28]
2
Zy =2, (1.130)

mostrando que Z, e Z; nao sao independentes. Além do mais as relagées (1.128) ficam

do(z,t0) = Z,/* palz,t)

2
m? = m? 4 & (1.131)
Zg
(2, t0) = 25"/ na(2, 1)
to =2 Zytp

onde agora a relagao entre as grandezas renormalizadas e nuas para ¢, A e m sdo as usuais
(do equilibrio) e Z; s6 entra na definigdo de ¢y, desaparecendo no equilibio (como sugere
a dependéncia em (1.129) e na fungdo de Green de (1.127)) pois a teoria usual independe

dessa constante de renormalizagao.
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~ No segundo capitulo as fungdes de Green estocasticas serdo obtidas por um funcional
gerador expresso em termos de integragdo por trajetérias. A acdo presente nesse forma-
lismo define uma teoria de campos em n + 1 dimensdes e os métodos convencionais de
renormalizagdo poderao entao ser usados no estudo da teoria de perturbacao estocastica.
No capitulo 4 voltaremos ao formalismo de Langevin e discutiremos alguns aspectos ligados

ao grupo de renormalizagao.

1.7-FERMIONS

Neste ponto generalizaremos o método de quantizagdo estocdstica afim de introduzir-
mos campos fermiénicos de spin 1/2 [5,13,14,67,68]. Trabalharemos com matrizes v, anti-

hermitianas normalizadas por
{7#)71/} = '"26111/ (1132)

que, por exemplo, em duas dimensdes podem ser escolhidas como

0 i i 0 0 1
'ro=(i 5) 71=(5 _i) 7s=7071=<_1 0) (1.133)

de modo que nossa agdo fermiénica Euclideana livre é

St,%1 = =i [ #25(e) (B +im)¥(a) (1134)

Como, no espago Euclideano, 9 e 1 sao varidveis de Grassmann independentes teremos

duas equagdes de Langevin, que podemos escolher como

OP(z,t) __ 65[, 9]

o ) + 0(z,t) (1.135a)
a"»_[’(z,t) — 55[’¢'a$] r]
= splen T (1.135b)

onde os ruidos 6(z,t) e 6(z,t) sdo também varidveis anticomutantes que, como no caso

bosdnico, obedecem

(6(2,1)) g5 = (B(z,1)) 5 = 0

(0a(z, t)ab(z”t'»aa — 26,4 6%(z — 2')6(t — ') (1.136)
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e os sinais adotados em (1.135) garantem a convergéncia no limite de equilibrio. Assim, as
equagdes de Langevin (1.135) para a agdo (1.134) fornecem no espago dos momentos (veja

o apéndice)

61/»(61:,t) = — (K + m)¥(k,t) + 0(k,t) (1.137q)
ﬂé’i’” =B +m) Bk (2.1378)
(Ba(k, 2)B5 (K", 1)) 5 = 2(27)*8ap 6 (k — K')8(2 — ') (1.138)

As fungées de Green de (1.137), para as condigGes iniciais 9(k,0) = (k,0) = 0, sdo
G(k,t) = G(k,t) = 6(t)e~F+m)t (1.139)

de modo que a solugdo de (1.137) é entdo

t

o(k, 1) = / dr G(k,t — 7)0(k, ) (1.140a)
Fa(kt) = / dr B(k, )G (k,t — 7) (1.1408)

Podemos calcular a fun¢do de dois pontos usando (1.140), (1.139) e (1.138) o que

resulta em

<¢“(k’t)$b(k”t’)>05 =
- /dT,/dT’Gac(k,t - T) _G—eb(kl’t' - T’)(ec(k’ T)Ee(k', Tl))o-é

e—(F+m) [1=t' | _ o—(F+m) (14¢)
= (2n)*8*(k — k') (1.141)
k tm ab

Fukai et al [13] observaram que nido podemos tomar ¢ = t' — oo, em (1.141), e assegurar

- que o termo e~ (¥+™)t _, 0 no equilibrio. Isso deve-se ao fato de que o operador (¥ + m)
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ndo é diagonal, e para verificarmos a convergéncia devemos primeiramente diagonaliza-lo
através de uma matriz unitiria U(k). Os autovalores A de (¥ + m) podem ser obtidos

facilmente da condigdo
det[f +(m —A)I] =0

Por exemplo, em duas dimensbes podemos usar ¢ € 4; dados por (1.133) e teremos que
A=FivkZi+m

e assim \/_ ‘
ivVk2+m 0
0 —i\/l?"_+m) U(k) (1.142)

Como e~(F+m)t {ambém é diagonalizada por U(p) teremos

(¥ +m) = U (k) (

e (F+m)t = gt(k)e PR (k) e ™ (1.143)
. . . 1 0 . . A
onde D(k) é a matriz diagonal ivk? 0 1 ) ©2ssim o inico fator de convergéncia vem

do termo e~™* de modo que, para teorias ndo massivas, (1.141) ndo estd definido no limite
de equilibrio . Outro ponto desfavorivel é que para teorias com interagao os célculos das
fungées de correlagao serao bem mais complicados devido a ndo comutatividade dos termos

(1.139) e (1.141) que sao usados na solugdo iterativa.

Como salientado por Parisi e Wu [1], podemos resolver esse problema considerando
equagdes de Langevin mais gerais que (1.2), e que levam aos mesmos resultados ji obtidos

até aqui, através da introdugao de um kernel, K, conveniente

o) - [y K(euyzge s +n(at) (1.144)

e da mudanga das correlagdes do ruido 7, dados por (1.4), para
(n(=,t)n(z',1)), = 2K (z,2') §(t — t') (1.145)

com a condigio de que os kernels K sejam positivos, de modo que (1.145) seja obtido
através de uma integragdo Gaussiana. Obviamente para K(z,y) = §"(z — y) recuperamos

o caso usual.
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Usando essa liberdade, podemos escrever ao invés de (1.135) as equagdes

2et) [ g s
—* d’y K(z, 0(z, .
L DD 5+ 0e) (1.1460)
89(z,1) [ 42 Ry 43
5 d’y 59(0,1) K(z,y) + 0(z,1) (1.1460)
onde
(0a(z,t)§b(z',t')>05 = 2K 43(z,z' )6(¢ — t') (1.147)
e K(z,z') é um operador que cancela os autovalores negativos de §5/6%(z,t). Observe
que temos
exp{——l/4 f 2z d*y dtb(z,t) K~ (z,y) (v, t)}
P[8,6] = (1.148)
/Do Do exp{—1/4 [ &z d?y dt8(z,t) K- (z,y)6(y, t)}
e
(Vg = / DO DG --- P[6,0] (1.149)
que generalizam (1.5) e (1.6)
Os kernels K e K que costumam ser usados na literatura [5,14] sio
K(z,y) = (i #, +m)8%(z —
_(z,y) (ig.+m) E=_= v) (1.150)
K(z,y) = 6*(z —y) (—i #, +m)
e portanto as equacSes de Langevin, no espago dos momentos, obtidas sao
M = —(k? + m?)y(k, t) + O(k, 1) (1.151q)
8¢‘(91: ) (k2 4 m2YG(k, ) + B(k, 1) (1.1518)
com
(8a(k, )85 (k' 1)) 5 = 2(27)2(—K + m)as6°(k — K')5(t — t') (1.152)

Note que as equagdes (1.151) sdo as equagdes de Langevin do caso bosonico cujas fungdes

de Green sao

G(k,t) = G(k,t) = 6(t)e=* +m")t (1.153)
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Temos agora para a fungio de dois pontos
(balkst)Py(K' ) g =
[ o] oo
- / dr / dr'G(k,t — 1) Gk, ¢ — 7'){Ba(ky )b, 7)) o3
0 0

= (2n)28%(k — k:)(—k]: + mzab [e_(k’+m’) |t=t'| _ g—(k*+m?) (t+t')] (1.154)
+m
que no limite de equilibrio

1

t]irtlo<¢a(k’t)$b(k"t')>05 = (2")262(1" - k’) (m) ) (1.155)

fornece o propagador fermidénico usual do espago Euclideano.

Séguindo os mesmos passos do caso bosénico podemos obter a equagao de Fokker-
Planck (partindo das equagbes de Langevin (1.146) e de (1.149)) para a distribuigio de
probabilidades P[y, %, 1]

5P P = [ FelyKy) [ws(z) (5'2(511) i Wiy))

o 6S o —
- — — Pl+,, 1.156
0 (e * 7)) 7P (159
e mostrar que _
i p —_ = e_s['/’,'/’]
t—bngo [¢’ ¢7 ] - fD¢ D‘q—b e_sw)’z]

com o kernel dado por (1.150), obtendo assim uma prova nio perturbativa do limite de

equilibrio.

Para agoes bilineares nos campos fermiénicos
S = /d"z ¥(z) G(z)¥(z) (1.157)
pode-se usar as equagdes de Langevin [33,68]

3¢(a~’:, t) =— G (z) G(z) ¢(z,t) + %Gt(z) 61(z,t) + 02(=,1) (1.1584)

WD [66)6'@)" Fed) +Hale,) + 26" @) Falart)  (11580)
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onde temos dois ruidos 6; e 8; que satisfazem

(0,—(2,t)> = <6i(z’t)> =0 (1 159)
(8i(z,t)0;(',1')) = 26;; 6™ (= — ' )6(t — t') '

Equivalentemente, as equagdes (1.158) podem ser expressas com apenas um campo de

ruido 6(z,t) através de

%‘l = — GH(2) G(2) ¥(z,t) + G'(2) 8(z, 1) (1.160a)
aa(aj’t) = - [G(=) G’r(z)]T ¥(z,t) + 0(z, 1) (1.1600)

com 0 satisfazendo as correlagoes usuais [33,55].

Também podemos generalizar o esquema de quantizacao estocastica de modo a tratar
teorias supersimétricas [5,69]. Por outro lado, veremos no. capitulo 2 que a supersimetria

estd intimamente ligada ao formalismo estocdstico.
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CAPITULO 2

QUANTIZACAO ESTOCASTICA
NA REPRESENTAGCAO INTEGRAL FUNCIONAL

A quantizagao estocastica de Parisi e Wu via introdug@o de integrais funcionais, para
o calculo das fungées de correlagdo, é devida a Bender et al [16], Nakano [17] e Gozzi
[18], entre outros. Entretanto, o uso de métodos integrais funcionais no estudo de pro-
blemas estocdsticos, principalmente ligados ao estudo da dindmica de sistemas estatisticos
classicos, j4 eram bem difundidos [19]. Parisi e Sourlas [20,70], estudando uma teoria
escalar acoplada a uma fonte externa aleatéria (protétipo de um sistema de spins em um
campo magnético aleatdrio), mostraram a redugio dimensional do modelo explorando uma
supersimetria “escondida” na formulag@o funcional da teoria. Uma supersimetria similar
foi posteriormente obtida por Felgel’man e Tsvelik [71] para sistemas dissipativos descritos
por uma dinamica estocdstica de Langevin. Na quantizacio estocdstica, Nakazato et al [24]
usaram essa supersimetria em uma prova de equivaléncia com a quantizagao usual. Egorian
e Kalitzin [25] a explicitaram através de uma formulagido em termos de supercampos e

também derivaram uma outra prova de equivaléncia para a quantizagao estocdstica.

Zinn-Justin [28] estudou a formulagdo integral funcional de processos estocdsticos em
geral, mostrando que a acdo efetiva obtida possui uma simetria de BRS e em alguns
casos (como na quantizagdo estocdstica) uma outra simetria. Derivou as identidades de
Ward correspondentes usando-as no estudo da renormalizabilidade destas teorias. Também
mostrou os pontos comuns existentes na formula¢ao funcional da quantizagao estocastica,
do sistema de spins no campo magnético aleatério e das teorias de gauge. Iremos nos

basear em tal trabalho no decorrer do presente capitulo e do préximo.

Reformularemos o método de quantizagao estocastica de Parisi e Wu através da intro-
dugdo de uma representagao funcional, via integrais de trajetéria, para as fungoes de cor-
relagdo estocdsticas. Primeiramente introduziremos um funcional gerador para as fungdes
de correlagao e o expressaremos através de uma integragao de trajetdrias sobre os campos.
Obteremos uma agao efetiva num espago de n + 1 dimensdes e mostraremos a conexio
dessa formula¢do com o formalismo de Fokker-Planck. Posteriormente reescreveremos o
funcional gerador numa representagdo supersimétrica e derivaremos as respectivas identi-

dades de Ward que nos auxiliardao no estudo da renormalizabilidade das teorias quanti-
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zadas estocasticamente. Finalmente mostraremos a redugdao dimensional na quantizagao
estocdstica, i.e., a equivaléncia das fungdes de correlagao estocdsticas, no equilibrio, com

as fungoes de Green obtidas via integragao funcional usual.

2.1-FUNCIONAL GERADOR PARA AS FUNCOES DE CORRELACAO

Aqui mudaremos um pouco a nossa notagao. Representaremos genericamente por ¢ o
campo quantizado estocasticamente e usaremos indices maiisculos para indicar todas as
varidveis (exceto o quinto tempo), i.e., 4 = {z,p,p,,a,...} tal que ¢(z,t) = ¢.(t). Nas
férmulas que seguem as somas ), , denotardo somas em indices y, a, a, . .. e integrais sobre

o espago ou momento. Também usaremos a convengao de Einstein para somas.

Dada a equag@o de Langevin

F,(q(t)) = na(2) (2.1)

onde
_ 8ga(t)  d 6S[q]
Fu(q(t)) = ot §5qA(t)

(2.2)

e d o coeficiente de difusdo, derivaremos [16-18,28] um funcional gerador Z[J] para as

fungdes de correlagio de ¢, solugio da equagio de Langevin, tal que

, \ B " Z|J)
(2, (t1) - g, (ta)), = 6Ja,(t1) 674, (n) | 520

(2.3)

que, para um processo Gaussiano e ndo Markoviano, as correlagdes do objeto O(g") sdo

calculadas por
(o(g"), = / Dy O(g") e=3 J 24 14t (K™) 15(6.6) mo (¢) (2.4)
onde K ,5(t,t') é um operador local simétrico que para
K,5(t,t') = d6,s6(t —t') (2.5)

descreve um processo Markoviano.



41

Em termos de (2.4) o funcional gerador pode ser escrito como

2] = (ef d”m)«l(*))n

= /D'q exp{—%/dtdt"lu(t)(K_I)An(t,tl)ﬂa(t,)+/dt JA(t)qZ(t)} (2.6)

e usando a identidade

/ Dqb(Fa(g)—72)det M = 1 2.7)
MAB(t7t’) = % (2.8)

podemos impor explicitamente que g}, em (2.6), é solugio da equagdo de Langevin (2.1),

assim

2] = / Dy Dy 8(Fa(q) ~ n) det M

xexp{—';- / dtdt' n,(t) (K*), (5t )ns(t') + / dt JA(t)qA(t)} (2.9)

O determinante (2.8) nada mais é que o Jacobiano da transformagio 7 — g dado pela
equagao de Langevin (2.1). Dependendo de como o tratarmos seremos levados a diferentes

representagdes para o funcional gerador Z[J]. Passaremos agora a descrever duas delas.

2.1.1-REPRESENTACAO INTEGRAL FUNCIONAL PARA Z[J)

No caso Markoviano a expressao (2.9) fica apés a substituigdo de (2.5) e integragao

em 7
1 (8q, dé&S\?
Z[J] = /Dq det M exp{—/dt[ﬂ (E + 25q,.) - JAqA]} (2.10)
onde 8 1825
Iy __ hll e )
M,s(t,1') _(t,Al(at + zaqaq) |B,t ) (2.11)

e podemos calcular [18,28] o determinante através de

0 dé&s 0 do-* &S
det M = det (5 + §6q6q) = exp [trlna (1 + 3 ot 6q6q)] (2.12)
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O termo exptrln /8t fornece uma constante que pode ser absorvida na normalizagao de

Z[J]. Calculando o trago e expandindo o logaritimo do segundo termo em (2.12) temos

exp[f: (g)n #/dt (t,A|( %_tl ;:Z )nlt,A)] (2.13)

n=1
o

Por outro lado

/dt(t,A|0"|t,A) = /dtdt1 diy -+ din_y (t, A|O[t1, 41 )(t1, A1|O|t2, A2) - -

v (i, Ai| Oty Aj) - (tn-2y An—2|Oltn—1,An-1){tn-1, An-1|O|t, 4) (2.14)
onde ,
' o' 6°S
(t;,A.‘lO‘tj,Aj) =(t.',A,'|—— —ltj,Aj>
ot 6qbq (2.15)
- 0 - =\ = — 628 '
=_/dt(ti’Ailglt’A)<t’A|5—q§—q|t:‘,Aj)
mas

[ L - -
(ti’AilWlt’A> = Bt 5(t: — t)&A',-A- =0(t; — t)aA,-::

pois 8-1/8t;6(t; — 1) é a fungio de Green de 8/84;, i.e., 8/0t;G(t; — t) = §(t; — 1), que tem

6(t; — t) como solugdo para condigio de contorno retardada. Assim (2.15) resulta

_ - §%S
t;, A;|O|t;, A;) = [ dtO(t; —t)6,.7 6
< l l ’ J> / ( ) 4id 5QA;(tj)JQA,- (tj)

§2s
7894, (t5)8q4; (t5)

= 0(t.' - tj) 5,4..4

que substituida em (2.14) fornece apenas um termo néo nulo paran = 1 (os outros termos
contém produtos da fungao 6 com argumento igual a diferenca de tempos entre vértices

adjacentes, formando um loop), portanto

det M = exp{gﬂ(ﬂ) / dt WZM@)} (2.16)
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e substituindo (2.16) em (2.10) obtemos para o funcional gerador

Z[J]=/Dq exp{—/dt[zld ( +g%) _4y (0)525 JAqA]} (2.17)

Note que a contribuigao do determinante gera termos proporcionais a §”(0) que devem ser

propriamente regularizados, de modo que a expressao acima faga sentido.

O termo qA—a-s— = %, em (2.17), pode ser integrado contribuindo s6 com termos de

superficie. Se usarmos condigoes periddicas de contorno, além da prescrigao de “midpoint”

para 6(0) (i.e., 6(0) = 1/2), podemos reescrever a iltima expressao como

2[J] = / Dq exp{— / dt (L — J,.q,.)} (2.18)

onde a Lagrangeana efetiva

1, 6S dé§s
L= 2dq"+8(6q,.) ~1sg (2.19)

¢ invariante por inversao temporal. Essa formulagao funcional esta conectada com a for-

mulagao de Fokker-Planck [18, 72] Podemos ver isso fazendo a transformagao de Legendre

(g4594) = (945 P4), com py = 31, tal que

H=pAq.A—£
e portanto
d , df6S\* d&s
= —p2 - == - 2
"= gr 8(%) 46q3 (2:20)

Com a identificagdo p, = ;T’ H é simplesmente a Hamiltoniana de Fokker-Planck dada
em (1.61).

Podemos a partir de (2.17) desenvolver expansdes perturbativas. Para o modelo A¢*

[72], em n = 4 dimensées, obtemos

£0=§12 [—;%+£( O+m )]¢+ —[16*(0) — d m?6*(0)
d )?
Lr= 23,¢° -+ ([:I+ 2)]d>+83,2 —550(0)54(0%#2
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cujas regras de Feynman (no espago de Fourier w, k) séo

k,w
: (k’m) 2 d? d2 2\2
w? + 5 (k% + m?)

k,w

A, d . 2 2
X — 12 w + 2(k +m)
d 2
% — 288A

e onde a linha com ponto, no vértice quartico, representa o fator % + g( —[+m?) aplicado
ao campo correspondente. Note que aqui interagdes adicionais sao introduzidas, bem como

termos de divergéncia de volume, que representaremos por

—o0— _gx 8(0)5*(0)

Entretanto, devemos notar que a combinagao

'
k', o'

kw O + kw

dd contribuigdo nula independentemente da prescrigdo adotada para 6(0). Assim, o efeito

O
A4

das divergéncias de volume é eliminar os graficos como o da figura acima. Portanto, a
teoria estd livre de divergéncias de volume e loops fechados do tipo acima. A renormali-
zagido da teoria pode ser mostrada nesse esquema, perturbativamente [72]. Também tais
contribuigcées podem ser automaticamente canceladas se usarmos regularizagao dimensio-
nal, pois §°(0) = ([ d"k) r = 0 [28,72], onde R indica que a integral estd regularizada

dimensionalmente.

Teorias de gauge também podem ser estudadas nesse formalismo [73], particular-
mente Gozzi [74] prova, de modo nao perturbativo, como a contribuigdo do determinante
de Faddeev-Popov é naturalmente gerado pela dinamica de Fokker-Planck usando a for-

mulagao integral funcional dada por (2.17).

Usando 6(0) = 0 em (2.16) eliminamos completamente o determinante da teoria.

Obtemos entio a representacao integral funcional de Namiki e Yamanaka [75] se reescrever-
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mos (2.17), com d = 2, na forma

Z[J] = / DqDp exp{_ / dt<—pi(t)+pA(t)dA(t)+PA(t);in[(qt]j)}

que foi usada no estudo e estabelecimento de um programa de renormalizagio [37,76] para
a quantizagio estocastica. A renormalizabilidade do modelo A¢* é tratada em detalhe por
Chaturvedi et al [38] e por Namiki e Yamanaka [77], onde estes iltimos introduzem as
equagées do grupo de renormalizagdo. A funcdo beta, na ordem de dois loops, é calcula-
da por Nakazato et al [78]. O modelo sigma nio linear também é tratado dentro desse
formalismo por Okano e Schiilke [79], onde é estudada a renormalizagio e o grupo de renor-
malizacao da teoria perturbada na constante de acoplamento usual. A renormalizacao das

teorias de gauge abelianas é tratada por Chaturvedi et al [80].

A derivagdo da agdo efetiva (2.17) que obtivemos é bastante formal. A equagdo de
Langevin é uma equagdo diferencial estocdstica que s6 é bem definida ao adotarmos uma
prescricao de discretizagdo como as do cdlculo estocdstico de Ito ou de Stratonovich [36,81],
que apesar de produzirem resultados equivalentes (exceto para ruidos multiplicativos [36])
para as funcdes de correlagao levam a solugbes da equagido de Langevin dependentes da
prescrigio usada. O fator 6(0) aparece em nossa agio efetiva justamente por termos usa-
do a equagdo de Langevin continua. Derivagées do funcional gerador, na quantizagio
estocdstica, usando tanto o cdlculo de Stratonovich como o de Ito podem ser encontrados
nos trabalhos de Nakazato et al [82] e de Kawara et al [83] e fornecem um maior rigor

matematico para as nossas manipulagoes.

2.1.2-REPRESENTACAO INTEGRAL FUNCIONAL
SUPERSIMETRICA PARA Z[J]

Podemos escrever o funcional gerador Z[J] de uma outra forma [18,25,28]. Usando a

representacao para o delta de Dirac
5(Fa(q) — n4) = /Dp e"fdtPA(t) (Falg)—na(1)) (2.21)

e expressando o determinante de M, dado por (2.8), em termos das varidveis de Grassman
CeC
det M = / DCDC ef #4 T4 Man(8) Oa(¥) (2-22)
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A expressdo (2.9) assume a forma

20 = [ 2qDpDTDC exp{W(p) - [anF@)

+ / dtdt' C,(t) Mas(t,t') Cs(t') + / di JA(t)qA(t)} (2.23)
onde

expW(p) = [P exp{ =3 [t (K0 (0)a) + [ dtraona)]

= (det K~)™1/2 exp{%/dt dt' pA(t) KAB(t,t')pB(t')} (2.24)

Portanto, a menos de constantes irrelevantes, temos
Z[J] = / DgDpDC DC &~ 5P C.O+ [ dtIat)aatt) (2.25)
com a agao efetiva

s=-3 [#a ) Kast,0)2a0) + [ dtp(0EA)

- / dtdt' C.(t) M.s(t,t')Cs(t') (2.26)

. Essa ag@o é invariante pela seguinte simetria nilpotente (§2 = 0) [28]

8g4(t) =eC (1)
§C,(t) =0
6C 4(t) =epa(2)
8pa(t) =0

(2.27)

onde € ¢ uma varidvel de Grassman. E uma simetria similar a de BRS [29] encontra-
da na quantizagao das teorias de gauge. Podemos verificar que (2.27) é realmente uma
simetria variando cada termo da agdo (2.26) e notando que termos do tipo Cc(t")C5(t')

sao antisimétricos pela troca (Bt' « Ct") e que termos do tipo %Z—’;—z sao simétricos
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pela mesma troca de indices. Vale a pena enfatizar que a simetria (2.27) é exata, sendo
satisfeita tanto para processos nao Markovianos como Markovianos, e que independe de

quaisquer condigoes de contorno para os campos.

No caso de processos Markovianos K tem a forma dada por (2.5) de modo que a agdo

efetiva (2.26) torna-se
= —g / @t pa()pa(t) + / dt p(8)Fa(t) — / dtdt' TA(t) Mas (t,8) Cs () (2.28)

e que ao integrarmos em p fornece a agao efetiva presente em (2.17), agora com o deter-

minante expresso por (2.22) ao invés de (2.16)

A agdo efetiva em (2.28) além de ser invariante pela simetria de BRS, também sob
certas condigdes, é invariante pela seguinte simetria do tipo anti-BRS [20,24,25,28]
6*qa(t) =C(t)e
§*Ca(t) = - (% da(t) — p,.(t)) €
§*C 4(t) =0
§*pa(t) =§ C.(t)e

(2.29)

onde € também ¢é uma variavel de Grassmann. Um célculo direto fornece

§*'S = —¢ / dtgt— [E,. (% F,— p,.)] (2.30)

que mostra que a agao € invariante por essa simetria a menos de um termo de superficie.

Usando condigbes periddicas (ou antiperiddicas) de contorno ela é exata. A simetria (2.29)

é manifestagdo da simetria por inversdao temporal em (2.19).

E conveniente introduzir um superespaco, com coordenadas
(¢,6,60)
onde 6 e 8 sio varidveis de Grassmann (ver apéndice) e um supercampo

Qa(t,0,0) = qu(t) + 0C.(t) + C.(t)0 +pa(t) 86 (2.31)
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Desse modo a simetria de BRS é uma translagio, do tipo § — 8 + &, no superespago, tal
que (2.27) é obtida de

6Q.4(t,0,0) = Q.(t,0 +€0) — Q.(t,0,0) (2.32)

que podemos reescrever como

6QA = EG QA (2.33)
onde
c=9 (2.34)
= 66 .

é o gerador da transformacao de BRS. Por outro lado a simetria de anti-BRS é uma

translagdo, do tipo 8 — 8 + € e t — t — (2/d) f¢, onde agora (2.29) pode ser expressa como

§*QA(t,0,6) = Qu(t — (2/d) 8¢, 8,8 + €) — Q.(t,8,0) (2.35)
ou na forma
6*QA = GEQA (2.36)
onde 3 0_8

gera as transformacoes de anti-BRS. Os geradores satisfazem

8
5 (2.38)

auleo

G*=G =0 e {GG}=

e portanto definem uma supersimetria, apesar de que na literatura costuma-se chamar de
supersimétrica apenas a simetria de anti-BRS. Podemos tornar essa supersimetria mais

explicita introduzindo as derivadas covariantes

do 0
D=-2—ai—05‘t— (2.390)
= 0
D= % (2.39b)
que satisfazem
D’=D'=0 e {D,D}= —% (2.40)

e anticomutam separadamente com G e G.
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Vamos observar que
— d & lig
DD—§6560_06t30 (2.41)

de modo que a integragio nas variiveis de Grassmann 6 e 8 podem ser obtidas de

/ #dIF(Q) =~ DDF (2.42)

6=0=0

Também mostram-se facilmente as seguintes relagdes titeis em calculos supersimétricos

Qa(t) == = q4(t)

DQ.W|,_._ =5C.)

DQ.(t) . —C.(1) (2.43)
DD Q)| =—1p(t)
DD Qu(1)|,_,_ = 5palt) — da®)

Através de (2.31) e (2.39) podemos reescrever a agéo (2.28) numa forma supersimétrica

i (994 ,0Qs , 400, 0Q, | d
Sss—/dtdBdB(at 0o 4 2T +2S[Q])

= / dt d6 d6 (—-QA DDQ, + gS[Q])

(2.44)

onde S[Q)] é a agdo Euclideana usual com g substituido pelo supercampo Q. Usando (2.42)
e (2.43) é facil verificar que (2.44) leva a (2.28).

Como estamos interessados em calcular apenas as correlagoes de ¢ introduzimos a

seguinte fonte

Ta = J()5(8)8(6) (2.45)

e o funcional gerador supersimétrico fica [25]
Zesl) = [ DQ &S ssediacn (2.46)

Que é o ponto de partida para uma formulagéo da quantizagio estocdstica diretamente no

superespago. Para o modelo A¢%, a expansio perturbativa e a renormalizagio sio tratados
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por Egoryan e Manvelyan [84] e por Marculescu et al [85]. As teorias de gauge sdo tratadas
por Chaturvedi et al [86] e por Egoryan [87], enquanto que para as teorias fermiénicas por
Chaturvedi et al [88].

Vale a pena nessa altura fazer um comentério. E possivel mostrar que partindo de
uma teoria supersimétrica (nos referimos a supersimetria usual) e integrando os campos
fermidnicos, na integracao funcional, obtemos um determinante, que por sua vez pode
ser cancelado por um outro determinante produzido por uma transformagcao (geralmente
néo linear e nao local) dos campos bosénicos, resultando uma agiao bosénica livre. Tal
transformagao é denominada de mapeamento de Nicolai [89]. J4 a agio supersimétrica
S em (2.28) foi obtida de uma teoria livre para o campo de ruido bosénico 7 através da
transformagao 7 — ¢, cujo determinante foi expresso em termos de campos fermidnicos.
Assim, o que fizemos foi um mapeamento de Nicolai as avessas e temos portanto uma
interpretagio estocastica para o mesmo [90,91] e uma realizagao analitica dada pela equagao
de Langevin (2.1)

2.2-IDENTIDADES DE WARD E RENORMALIZACAO

As simetrias de BRS (2.27) e de anti-BRS (2.29) tém identidades de Ward-Takahashi
associadas [28,92]. Podemos deriva-las adicionando fontes 9, ¥, e K, para os campos

C., C. e p, respectivamente, de modo que o funcional gerador fica

Z[JaKa-J"',] = /DquD—C-DC exp{—S(q,p,E’_,C)

+/ dt (JAqA + K,p, + -JACA + EA",A)} (247)

Primeiramente vamos obter a identidade de Ward associada a simetria de BRS. Fazendo

a mudancga de varidveis

gs — ga t g4
Ci—C,+6C,
C.,—C,+4C,
Pa — Pat6pa

(2.48)
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como os §’s dados por (2.27), na integral funcional em (2.47), teremos que

6Z 6Z
e-/ ( 4 519.4 5KA 4 ( )

pois a medida de integragao e a agao S sao invariantes de BRS e a transformagéo é linear
nos campos. Usando que Z = e'", onde W é o gerador das funcdes conexas, e que o

gerador das fungoes 1PI é dado por
I'lg,p,C,C] = W[J,K,3,9] — / dt(Jaga + Kapa + Co94 +9.C.) (2.50)

temos finalmente que

/dt (—5£ Co +paE ) =0 (2.51)

0g4 6C,
De maneira analoga obtemos para a simetria de anti-BRS
T — 2 6T = T 2
dt [ —Cs+-=—"0C,— — - =g = 2.52
/ [5% “t 35, % s, (p‘ qu)] ° (2.52)

As expressoes (2.52) e (2.52) constituem as identidades de Ward correspondentes a
simetria de BRS e anti-BRS respectivamente. Apesar de termos derivado (2.51) para um
processo Markoviano, como mostra a agao efetiva (2.28) que usamos, também é possivel
mostrar que a mesma identidade, inclusive as suas consequéncias na renormalizagao, vale

para processos nao Markovianos [28,93].

As identidades de Ward podem ser usadas para mostrar que a forma da agao efetiva
se mantém invariante apés a renormalizagao [28]. Assim, escolhendo um esquema de regu-
larizagao invariante, i.e., que preserve a simetria de BRS, a identidade (2.51) permanecera
valida sob renormalizagdo e a agio efetiva renormalizada S® a satisfazera. Se for possivel
mostrar por contagem de poténcias e conservagio de ntimero fermiénico, que SR é no

maximo quadratica nos campos de “fantasma” C e C, ou seja,
SR = — / dtdt' C,(t) MY, (t,1") Cx(t') + =(g,D) (2.53)

onde MY depende de g e p. A equagio (2.51) implicara as identidades

R ) R n
M5 (1) SMi(1,t") _ (2.54a)
bgc(t") 6gs(t')




52
22 e (gt '
PO / dt' ps(t') MR (', 1) (2.54b)

Pode-se ver facilmente ( 3 “(f) 633(1,) = % (3)§“( t)) que a equagdo (2.54a) é a condigdo de
integrabilidade de (2.54b) e nos leva a

§FR(3)
R _ A
M, =540 (2.55)
que é da forma (2.8). Podemos entdo escrever a solugio de (2.545) como
2= [atpa) B0 - TR () (2.56)

e se por contagem de poténcias MY, (¢,p), em (2.53), é independente de p, entdo
F} = F(g)+ f(»)

e portanto

SFR(t)
6gs (t’)

S® = —wWR(p) + / dtp.(t) FR(t) - / dtdt' C,(t) Cx(t) (2.57)

Para que SR tenha a forma de (2.28), com F dado por (2.2), temos que mostrar [28] que

FR depende apenas de ¢ na forma
R . ,4d_r
FA (Q) = _Zt da + 5 GA (q) (2.58)

e que

WR(p) = gzg / dtpa(t)pa(t) (2.59)

A substituigio de S®, com esses valores, na identidade de Ward (2.52) fornecera
Zy= 27} (2.60)

e que G®(g) é uma derivada total, podendo ser escrita como

5SR
6q.

Gi(g) = (2.61)
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Portanto, a forma da equagao de Langevin (2.2) é preservada, pois

d §S®

2 500 (2.62)

Fi(a(t)) = Zs da(t) + 5

A agdo renormalizada pode ser finalmente escrita como

_ d, o SFR()
ﬂ;—iafﬂmMmm+/ﬂmﬁﬁﬂﬂ—/ﬂﬂQdu “ Calt)  (2:63)

com FR dado por (2.62). Integrando o func1ona.l gerador renormalizado Z®[J] em p, C e

C obtemos

8 d§sk
R —
z [J]_/Dq det (Z‘at+ - 6q6q)

1 1 8g. , dsSR 2
con{- [afd 2 (2% 25 _p0]) o

de onde podemos recuperar a equagao de Langevin renormalizada

Bq,. d§SR

Zy —/— ot '2' 544 + 74 (2'65)
e a distribuicao de probabilidades renormalizada para o ruido
PRl = exp{ — = = [ dtna@)na(®) (2.66)
2d 72 A

com Z; e Z, satisfazendo (2.61). Essas expressoes justificam as equagdes (1.127) e (1.130)

para o modelo A¢* renormalizado no capitulo 1.

2.3-REDUCAO DIMENSIONAL NA QUANTIZACAO ESTOCASTICA

Certas propriedades das transicoes de fases em sistemas de spin, em n dimensoes, na
presenga de campos magnéticos aleatérios sao equivalentes ao de um sistema puro, i.e.,

sem a influéncia do campo magnético, em n — 2 dimensoces. Essa é a chamada redugdo
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dimensional e pode ser estudada teoricamente através do seguinte processo estocastico

estaciondrio

% = (=) (2.67)

com

5= [ e |-56(0) 2 82) + V(9(2)

onde ¢(z) faz o papel do parimetro de ordem e o ruido 7(z), Gaussiano, o de campo
magnético aleatério. Estudos perturbativos de (2.67) culminaram com a observagio de
Parisi e Sourlas [20] de que as fungbes de correlagio em n dimensdes, na presenga da
fonte aleatdria 7, sdo identicas (ordem a ordem em teoria de perturbagio) s fungdes de
correlagdo em n — 2 dimensoes da teoria pura, devido a existéncia de uma supersimetria
para a formulagio funcional do processo estocdstico. Cardy [21] como também Klein e
Fernando Perez [22] estenderam a prova da redugdo dimensional de maneira nao pertur-
bativa utilizando tal supersimetria. McClain et al 23], explorando a redugio dimensional,
utilizaram a equagdo (2.67) como o ponto de partida para uma esquema de quantizagio
estocdstica alternativo para teorias de campos. Aplicaram-no para as teorias de gauge e
posteriormente Niemi e Wijewardhana [94] desenvolveram um esquema de regularizagio

analitico nesse formalismo.

Por sua vez, o método de quantizagdo estocastica de Parisi e Wu é baseado numa
equagao que descreve um processo estocastico em relaxamento mas, como observado por

Zinn-Justin 28], tanto a equagdo de Langevin como a (2.67) tem a forma

F(¢)=n

e podem ser estudadas simultaneamente. Em particular o funcional gerador das fungoes
de correlagao de ¢ apresenta uma supersimetria, que mostramos explicitamente no caso da
quantizagio estocdstica. Assim, podemos explorar a supersimetria para mostrar a redugio
dimensional na quantizagio estocistica (redugio da dimenséo i, i.e., do tempo ficticio),
analogamente ao que foi feito no caso do sistema de spins na presenga do campo magnético
aleatério (redugdo de duas dimensdes espaciais). A redugdo dimensional nesse contexto
nada mais é que a prova, nao perturbativa, da igualdade das fungoes de correlagao com as
funges de Green da teoria Euclideana no equilibrio e foi demonstrada por Kirschner [26]
e Gozzi [27].
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Assim, seja o funcional gerador supersimétrico interpolante [21,26,27] obtido de (2.46)

ZA[T] = / DQ exp{— / dtdf 4o [—QA DDQ,
H@2DA+ (- N5060) 50} Sla1+7.Q.] | @69)

com (2.45) substituido por

Ta = J. 8(t) 6(8) 6(6) (2.69)
Como a condigao inicial foi posta em {;, = —oo podemos obter as fungGes de correlagao
de equi]i'brio, a qualquer quinto tempo finito, bastando apenas colocar todos os quintos

tempos iguais. A escolha (2.69) faz exatamente isso em ¢ = 0.

Para A = 1 temos que ZZ é igual a (2.46) e para A = 0 ¢ o funcional gerador da teoria
quéantica, Z = [ Dq exp —S[qg], pois g estd desacoplado de C, Cep.

Vamos mostrar que as fungoes de correlagio obtidas de Z2[J] sio independentes
de A. Primeiramente vamos observar que Z25[7] ¢ invariante pela supers1metna. (2.29)
(anti-BRS) pois —Q, DD @, e S[Q] o sdo como também

/ dt do d6 5(t) 6(8) 6() = g / dt d6 d8 O(t + (2/d) 66) (2.70)

onde O é a funcao de Heaviside usual. Seja entao

0 1 0

a3 B 25171 = 7 gr 21T)

. (2.71)
_ / d6 df / dt [d/2 - 6(t)8(6) (6)] (S[Q1) ,

mas, pela simetria (2.29), o integrando deve depender de ¢, 8 e 0 através do invariante
t + (2/d) 88 e assim

(S[Q)) 5.\ = f7a(t +(2/d)88) = f7a(t) + %50 %fﬂ,x(t) (2.72)

e portanto apds a integragdo em ¢ a expressdo (2.71) resulta

i}

i Z35[T] = f7.2(—00) | (2.73)
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mas f7,x(—00) ndo depende de J, pois este 56 atua em ¢ = 0. Para as fungdes de correlagio

6"1n Z2[J)/6T™ temos

8 ("lnZi[J]\ _ & (8 . _
P ( 5" ) =57 (a,\ I“ZSS[J]) =0

o que mostra a independéncia das fungSes de correlagio em A e portanto fornece uma
prova nao perturbativa para a equivaléncia da quantizagao estocastica com a integracao

funcional Euclideana.
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CAPITULO 3

QUANTIZACAO ESTOCASTICA DO MODELO
SIGMA NAO LINEAR NA EXPANSAO 1/N
E SUA RENORMALIZABILIDADE

Desenvolveremos agora a quantizagio estocastica do modelo sigma ndo linear [95].
Nosso objetivo sera triplo, pois primeiramente procuraremos entender como se processa a
quantizagao estocdstica de um sistema vinculado, em segundo lugar como é introduzida
a expansdo perturbativa desse modelo em poténcias de 1/N e finalmente como renor-
malizamos a teoria perturbativa assim obtida. Inicialmente trataremos os dois primeiros
pontos utilizando a formulacdo de Langevin e posteriormente usaremos exclusivamente a
formulagdo funcional, descrita no capitulo 2, que se mostrara muito mais conveniente no

estudo da renormalizabilidade da teoria.

O modelo sigma nao linear tem uma longa tradigao na teoria de campos. Foi pro-
posto no inicio da década de sessenta no estudo das interagdes fortes [96] e vem desde
entdo sendo estudado, principalmente devido ao fato de que em duas dimensoes espago
temporais compartilhar de propriedades semelhantes as teorias de Yang-Mills no espago
quadridimensional, como por exemplo, a liberdade assintética [97], renormalizabilidade
[98] e a existéncia de solugdes do tipo instantons [99]. Também possui infinitas leis de con-
servagao classicas locais e nao locais [100] que possibilitam a fatorizagdo da matriz S [101].
Seu tratamento perturbativo, na chamada expansido em poténcias de 1/N, proporcionou
um grande desenvolvimento no estudo da estrutura dos modelos sigmas nio lineares e de

suas generalizagdes [102].

A densidade de Lagrangeana que descreve classicamente o modelo sigma néo linear é

1
L=10ue) (3.1)
onde as variaveis dinamicas sao N campos escalares, ¢q, a = 1,...,N, sujeitos ao vinculo
N
2
= — 2
#=g0 (32)

e a soma nos indices repetidos esta implicita. Claramente a teoria é invariante pelo grupo

O(N).
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A expansao perturbativa usual do modelo sigma nio linear, em 1/N, é feita de maneira
sistematica através da formulagao integral funcional [30,103]. O funcional gerador das

fungées de Green Euclideanas é

Z[J) = /D¢6 (¢§ — %) o= J 4"z [3 (8u¢a)?—Ja ] (3.3)

onde o vinculo é implementado através da fungdo delta de Dirac. Introduzindo um campo

auxiliar o(z), o campo multiplicador de Lagrange, teremos que
5 <¢§ - %) = /Da e~ J 4" F(41-47) (3.4)
eo funcional gerador (3.3) fica
Z[J]) = /D¢Da’ o= J 4"z (La—Jada) | (3.5)
onde a Lagrangeana efetiva Lo é

Lef = 5 (a“¢a) + Em ¢a + ﬁ ¢a — 5—; - (3.6)
e introduzimos um termo de massa para o campo ¢,. Classicamente, devido ao vinculo,
esse termo nao afeta a dindmica e quanticamente a massa m é ajustada de modo que o

campo o tenha valor esperado no vicuo nulo.

Passaremos ao estudo da quantizagdo estocastica de (3.6). Consideraremos um es-
pago tempo de n dimensdes mas devemos lembrar que na expansdo em 1/N o modelo é

renormalizivel em duas e trés dimensoes, conforme o caso usual.

3.1-QUANTIZACAO DO MODELO SIGMA NAO LINEAR
EM 1/N NO FORMALISMO DE LANGEVIN

Podemos tentar quantizar esse modelo estocasticamente considerando as equagoes de

Langevin para ¢4(z,t) e o(z,t) obtidas ao usarmos as equagdes de movimento derivadas
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através de (3.6). Obtemos entdo

0 2

57 %e(2:t) = (- m*) o — ﬁarﬁa + 7a (3.7a)
i} 1 VN
Ev(m,t) = __W ¢Z + 2_f- + 7, (3.7b)

com os ruidos satisfazendo distribuigoes Gaussianas. Aqui ji temos uma inconsisténcia
dimensional pois como, em n dimensdes, [¢] = 252 e [s] = 2 (em unidades de mas-
sa) a equagao (3.7a) implica que [t] = —2, que sdo dimensdes incompativeis com (3.7b).
Contorna-se tal problema facilmente, usando a liberdade que o coeficiente de difusao, d,
na equagdo de Langevin (1.2) oferece. Assim para o campo ¢, usamos uma equagio de
Langevin com coeficiente de difusio d,, tal que [d,] = 0. Analogamente para o campo o,
usamos um coeficiente de difuséo d, com [d,] = 6—n, e as duas equagdes de Langevin ficam
dimensionalmente consistentes. Mostraremos explicitamente que no equilibrio as fungoes

de correlacdo independem de d, e d,.

Mesmo compatibilizando as dimensoes das equagoes temos que a aproximagao linear de
(3.7b) nao possue o termo correspondente a forga de deslocamento, descrevendo portanto,
um processo de difusido pura, e levando consequentemente, a divergéncias no equilibrio para
as correlagées do campo 0. O mesmo comportamento é encontrado nas teorias de gauge,
onde a equagdo de Langevin para a parte longitudinal do campo de gauge também nao
possui um termo de amortecimento e, como vimos no capitulo 1, esse problema é resolvido
pelo uso da fixagdo estocdstica de gauge de Zwanziger [10,42]. Podemos solucionar tal
dificuldade trabalhando com uma Lagrangeana modificada, proposta por Lowenstein e
Speer [104]. O “truque” consiste em adicionar e subtrair um termo em (3.6) de modo que

tenhamos £ = Ly + Liu¢, onde

Lo = %(3,@.,)2 + §m2¢3 + %aE(—D,t)U
%mﬁz - %0’2(—D,t)0’

(3.8)
[«int =

e X é escolhido de modo que, para cada ordem em 1/N, apenas um ntimero finito de

diagramas contribuam.

Assim, no espago dos momentos, as equagdes de Langevin obtidas usando (3.8) ficam
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[-g_t e mz)] Balkst) = ma(ky ) - % (;’Tf bolp,t)o(k—pt)  (3.90)
[% + 112: Z(kz,t)J a(k,t) = n.(k,t) + %a(k,t)ﬁ(k’,t)
d, d"p

— ‘2‘\/—]7 (2_7'_),,‘ ¢a(P’t) Pa(k — P’t) (3°9b)

com ruidos satisfazendo

(na (k1 t1) mu(kzst2)) = dg(27)" 6ap 6™ (k1 + k2) 8(t1 — £2)

(ﬂa(k1,t1)"7,(kz,t2)) = da(27l')"6"(k1 + kz) 6(t1 _ tz) (310)

Em geral £(k?,t) tem uma dependéncia complicada no quinto tempo, entretanto, para

valores suficientemente grandes do quinto tempo, X tende para o valor de equilibrio £(k?),

dado por
d"p 1
(k%) = -2 3.11
=2 Gny @y -0+ 11
Tomaremos como condigdes iniciais para as equages de Langevin (3.9)
¢(k,t0) = ¢0 € O'(k,to) = 0p para t0'= —00 (3.12)

de modo que o processo estocastico relaxa ao equilibrio j4 a quinto tempo finito, como

discutimos no capitulo 1.

Obtemos facilmente as fungdes de Green de (3.9)

dg 22
Gab(k,t) = bqp €= 7 *+m) g(4) (3.13q)
G.(k,t) = e~ FEED g(4) (3.13b)

e os propagadores, em ordem dominante em 1/N, sao

d
~ 2 (k2 4+m?)|t—t' |

Day(k;t,t') = (@a(k,t) $u(k',2')) = (2m) 620 6™ (K + K') £ W (3.14a)
D, (k;t,t') = (o(k,t) a(ic',t')) = (2n)"8"(k + k') e Y | (3.14b)

(k?)
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Graficamente fazemos as associagoes

k t
o .t ................ - o — Go(k;t—1t')
i k t
ba 6 Gulkst—1)
i k t
O  oee & _—— O — D,(k;t, t')
t k ¢ ,
da 3% &b «— Dab(k,t,t )

s s
¢a ‘ — _i O cconw > - d’ Z
vN 2VN =
‘o , Pa
O ~——mm= G — %’—E(kz) ® -1, X &7

para os vértices e ruidos, de modo que

¢a(k1t) =/dT e—i}(k’+m’)(t—r) l:"la(ka'r) \/— (2d7r;’ ¢a(P,T) o(k—p,7 )] =

L.
—1/ —\ —X —\ -+ (3.150)

I~

t
o(k,t) = / dr e~ FEE)=7) [n,(k,-r)

d, 2 2.7)|=
+ ?U(k’T)E(k ) - 2\/_/(27r)n ba(p,7) Ga(k ~p,7)|=

I ® + ----< + ==X G I CET)
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Podemos agora calcular a fungdo de correlagao de dois pontos para o campo o e

estudar o seu limite de equilibrio. Graficamente, em ordem dominante de 1/N, nos temos

(ot ) ok, ) = L@ty b @ty D gty
k—k 1 k—k 2
cton N\rgt t.---.tl@?@-f' N
k—k; Gs  k—k Gs k—Fk
E-.@Il ™ ¢ t.-.@.fl tz._--.t’_*_ E---T}@TE----?’ (3.16)
Gs G G

el [T . ’ -~
e as expressoes analiticas associadas aos graficos sao

- 42 9 (k?)|t—m |
T(k?)

t
G+ Gy = %E(k’) / dry e~ FER)(E-m) + (t->t) (3.17q)

_ d d d"k; —'—E(k’)(t N _{'E(k’)lt’_rﬂ
G3 + G5 = (21r)n‘/dT1/dT2 € E(kz)

—00

e—i,t[(k—kl)z-i-mz] |ri—72 ]

-2 k34m? (ry—1: __;' — -\ T
x (k—Fk1)2 + m?2 e~ 2 (K Y(ri—72) + (t= 1= - (3.175)
Gy +Geg=G3 +Gs com (k1 =k - kl) (3.176)

dnk _ﬂ_ ___ﬂ_ 2 '—1’
6 =& 5 )1,, / dn / dry = EEE(t-11) ¢~ 4 2R (=)

d
e——%(k:+m’)| -T2} e—_zt[(k—kl) +m?] | r—72 |

(3.17d
k2 + m? (k- k1)? + m? (3.174) -
No limite de equilibrio (f = t') nos temos entéo
1
Gi+ G, = (3.18a)

2(k?)
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"k, 1
(2m)» B(k?)[d, /d, E(k?) + (k — k1)? + k3 + 2m?]
x{ d,/d, N 1
(kf +m?)[(k — k1)? + m?] * B(k?)[(k — k1)? + m?]

Gs+---+Gr=2

1 1
"0 (2 +m2)} ) %)

onde nos usamos (3.11). Assim, como na quantizagio usual [104], também para a quanti-
zagao estocdstica, graficos que contém insergoes de vértices bilineares para o campo sigma,
como G, e G2 em (3.16), sao cancelados por graficos que contém bolhas como subgraficos,
das do tipo existentes em G5 & G7 em (3.16). Portanto, as insergdes podem ser omitidas
inteiramente nos cdlculos perturbativos e para cada ordem de 1/N um nimero finito de

graficos contribuem para as fun¢des de Green.

Apesar de ser perfeitamente possivel levar adiante a expansao perturbativa em 1/N do
modelo sigma nao linear no formalismo de Langevin a discussao da renormalizabilidade da
teoria serd demasiadamente intrincada. Abandonaremos essa formulagao e exploraremos

a representacao funcional para processos estocasticos.
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3.2-QUANTIZACAO DO MODELO SIGMA NAO LINEAR
EM 1/N NO FORMALISMO INTEGRAL FUNCIONAL

Vamos implementar agora a expansao 1/N, do modelo sigma nao linear, no formalis-
mo integral funcional da quantizagio estocastica. Seguiremos os passos do capitulo 2 na

derivagdo do funcional gerador Z[J] das fungdes de correlagao

" " _ " Z[J]
(¢a1(z1,t1)--- a,(zn,tn»n — 8Ja,(21,t1) - 64, (Znytn)

(3.19)

J=0

Para construir Z[J] iremos considerar a equagdo de Langevin para o campo ¢, obtido de

(3.6) e o vinculo (3.2). Assim, nos temos

. 5 |
¢a = '—g ( flf] + :72_]V¢7¢a) + ﬂa (3.20(1)
F=¢2 - % =0 (3.200)
onde 1 1
L= '2- (6,,¢.,)2 + §m2¢i (3.21)

Note que a postura que estamos tomando aqui é totalmente diferente da segao anterior,
onde naquele caso os campos ¢, e o evoluiam estocasticamente. Consideraremos agora
apenas o campo ¢, evoluindo estocasticamente, mas vinculado a superficie de uma esfera
durante todos os quintos tempos da dindmica estocastica. De fato, é possivel incorporar
essa informagé@o diretamente na equagdo de Langevin. Usando a condigao de consisténcia
F= da 4.Sa = 0 podemos obter o valor de o em (3.20a) multiplicando-a por ¢, e somando em

a. Substituindo o valor obtido para o em (3.20a) obtemos a seguinte equagiao de Langevin

o = (&b - %.Jitﬁatﬁb) (—g%% + ﬂb)

obtida por Namiki et al [105] no estudo da quantizagio estocédstica de sistemas vincula-
dos. Apesar de ser possivel fazer uma teoria de perturbagiao, em 1/N, diretamente dessa
equagao preferimos manter o campo o no formalismo, pois pela experiéncia que temos na
quantizagao usual, a introdugao do campo auxiliar facilita de sobremaneira a contrugao da

expansdo 1/N.
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3.2.1-FUNCIONAL GERADOR

Vamos introduzir a seguinte notagao

g=(%a), u=(g), K=(‘g) e F&)=v (3.22)

tal que
€a = da, Vo =14, Ko=J, paraa=1,...,N (3.23)
ba=J50, va=0, K,=0 paraa=N+1 -

e .
Fa(¢7a)=¢a+g(66:,+#a¢a) paraa=1,...,N (324)
Fa(¢)=¢z—%:——-F paraa=N +1

O funcional gerador € entao

e arzatK.e
Z[K] = (eJ-= ° (3.25)

onde ¢! é solugdo de F(¢) = v, isto é, satisfaz a equagao de Langevin (3.20a) e o vinculo

(3.20b). Para um processo Gaussiano e Markoviano

+00 +oo
Z[K]= N/Du exp {—Elé / d"zdtv? + / d"zdt K,,{,',’} (3.26)

onde a integracdo deve ser entendida simbolicamente, pois Dv = D (g) . Reescrevendo

(3.26) na forma

ZIK] =N / DUDE §(¢. — £ )exp {— / d"zdt (;—duz - K,,{,,) } (3.27)

e também

(3.28)

86 — ) = 5CFO) - )| 72|

nos obtemos que

oo [ et (LK)} G20

ZIK] =N / DvDE §(Fa(£) - va)

A
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com ||O| = det O. Usando as identidades

5(Fa(£) — va) = / Dp e~ J " ithu(Fu(0)-ve) (3.30)

n n_ /4! 6Fg(=,t)
/DDDD fd zdtd"z'dt' Do(z t)“ teraty Dy(z',t') (3.31)

|5

onde introduzimos

) _ —
ﬂ=(; ), D=(£_) e D=(£) (3.32)
TNC TNC Jn ¢
tal que o
Bs = Aa, Dy=Csy Ds=0C, paraa=1,...,N 3.33
ﬂa—ma, D,,=\}N-E, D, =—1—\/—c paraa=N +1 (333)

teremos (por simplicidade escreveremos z ao invés de (z,7)) que (3.29) pode ser escrita

como

Z[K] =N/DVD£D,BDEDD exp{—/dz [él/ﬁ — Koo+

+u(B(©) - ) - [ D) 52D | (230

Integrando em v, = (%“ ) , no obtemos finalmente

Z[K|=N / DEDBDDDD exp{— / dz [— gﬁz + B Fu(€)~

_/dyﬁa(z)ig((:))Db(y)] +/da:Ka£a} (3.35)

onde

E:Oﬂ com O=(E g)

As simetrias presentes na agio efetiva

s%€.6D,D) = -3 [+ [dopuRu(6) - [ dody Du(@)Mus(,0)Ds)  (3:36)
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com

§F,(z)
Mar:3) = Fouty)

sdo as simetrias nilpotente (§2 = 0) do tipo BRS

(3.37)

8é.(z) =€D,(z)
8Dy(z) =0

Sﬁa(z) =e€B4(z)
8Ba.(z) =0

(3.38)

e a do tipo anti-BRS .
8%€a(z) =D,(z)e

Do) =~ (2hute) - Bu(a))
S*Ea(z) =0
5" Ba(z) =§ﬁa(z)e

onde € e € sdo varidveis de Grassmann. Essas simetrias sdo as anilogas de (2.27) e (2.29)

(3.39)

e podem ser verificadas por substituigao direta em (3.36).

Em termos das componentes, (3.36) pode ser escrito como

— d 1
ef C = n —=)? a —©@aF -
$¥(¢,0,1,2,C,C,5,c) /d zdt [ oY T A Fu(y0) + T (¢)]
§F, — §F; 1 _6F
n d n I 341 ﬂ .
/dztd z di [C 5¢be+C \/_5¢ Cb] (340)

e usando (3.24) nos obtemos

o= foval (i 488+ fon) (-2

7——
— d d §8 d d —
_Ca. (Saba + §6¢66¢a + \/Jva'sab) Cb - ﬁca¢a \/——c¢a ] (341)

Introduzindo os supercampos

B4(z,1,0,0) = do(z,t) + 0 Ca(z,t) + Cu(z,1) 0 + Ao (z, 1) 06 (3.42a)
E(z,t,0,0) = o(z,t) + 0 c(z,t) + &(z,t) 8 + a(z,t) 00 (3.42b)
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a agio (3.41) (com d = 2, por simplicidade) pode ser posta numa forma supersimétrica

S = /d"zdtd()d() { -2, DD &, + \/1]7 (é’ - %) E+ S[<I>]} (3.43)

com as derivadas covariantes D e D dadas por (2.39). Usando que
5 (Qz _ ___) /D._. fd", dtdede J=(22- 47 )= (3.44)

o funcional gerador (3.35) pode ser escrito na seguinte representagio supersimétrica

Zss[T] = / D& § (@ﬁ — %) e~ Sss—[d"zdtdods 7.2, (3.45)
Sss = f d"zdtdfdé (—%, DD &, + S[%]) (3.46)
Ta = Ja(2,1)5(0)5(6) (3.47)

A expressiao (3.45) mostra compactamente a quantizagao estocistica do modelo sigma
néo linear e explicita o fato de que o vinculo tem de ser imposto supersimetricamente.
Também a supersimetria explicita de (3.45) garante, pela redugao dimensional estocdstica
que mostramos no capitulo 2, que as fungdes de correlagao obtidas tendem as usuais, no
equilibrio. As simetrias (3.38) e (3.39) podem ser derivadas observando que a agdo (3.46)

é invariante por 8 — @ + €e por § — 8 + € e t — t — fe respectivamente.

3.2.2-RENORMALIZABILIDADE

As identidades de Ward correspondentes as simetrias (3.38) e (3.39) podem ser deri-
vadas analogamente as do capitulo 2. Adicionamos primeiramente fontes externas 9, 9 e

M para os campos D, D e 8 respectivamente. Teremos entio

Z|K,M,3,8) =N / D¢DBDDDD exp{—sef(f, B,D,D)+

+ [ do (Koo + Maf +9uDo + D)} (3.48)
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Fazendo uma mudanga de varidveis compativel com (3.38) e pelo fato da medida de inte-

gragio, bem como S¢f, serem invariantes por essa transformagao, obtemos

52 62
/d:c (1(,,55 + 531 ) =0 (3.49)

Usando o funcional gerador das fungdes 1P1
I'|¢,8,D,D) = WK, M,%,9] — / de (Kata + MaBa +3aDa + Dova) (3.50)

onde W é o gerador das fungdes conexas, (3.49) fica

/ d (;ZD +Be 5% ) —0 (3.51)

que é a identidade de Ward para a simetria de BRS (3.38). Analogamente, obtemos para
a simetria (3.39), de anti-BRS, a seguinte identidade de Ward

/d [6& 3;;:,17“ 5D, ( a“"f )] =0 (3.52)

Vamos mostrar agora, usando a identidade de Ward (3.51), que a forma da agdo efetiva
(3.41), do modelo sigma nao linear, se mantém invariante apés a renormalizagao, i.e., que

o modelo é renormalizdvel no contexto estocastico.

Considerando um esquema de regularizagao invariante, de modo a preservar a simetria
de BRS por renormalizagao, nés teremos que a agao efetiva renormalizada satisfazerd a
identidade de Ward (3.51). Agora, supondo que possamos mostrar, por contagens de

poténcias, que a agao efetiva renormalizada tem a forma

5t = [ dedy ME(©)D.Ds + 2(6,) (3.53)

com

ME(£)=0 para a=b=N+1 (3.54)

a equagdo (3.51) implica em
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Mﬂ(z,y) §ME (z, 2)

5.(2) 56:(3) =0 (3.55a)
&%
el = [ WAEMEE) (3.55)
e (3.55a) nos fornece
r _ SF(£)
Mg, = 56, (3.56)
A solugao de (3.55b) pode entédo ser escrita como
2= [0, FR(E) - W) (357)
e que substituida, junto com (3.56), em (3.53) resulta
S = / dzdy SF, R(‘E)D oDy + / dz B. FR(¢) — WR(B) (3.58)
Vamos observar que
Fi(¢) = Fy'(¢,0) . paraa=1,...,N (3.59)
FR(¢) = F(¢) = FX(¢) paraa=N +1 '

sendo que a dependéncia de F! em ¢ apenas, para a = N + 1, segue de (3.54). Assim,
para que a agao efetiva renormalizada Sﬁf tenha a mesma forma que (3.35) devemos em
primeiro lugar garantir, por contagens de poténcias, que ela pode ser escrita na forma
(3.53), de modo que a simetria de BRS nos permite reescreve-la diretamente na forma
(3.58), nos restando apenas mostrar que FR(¢) depende de ¢ como em (3.24) e que WR(3)

¢ quadratica em .

Para mostrarmos os requisitos que garantem a invariincia da agao efetiva por renor-
malizagao devemos fazer contagens de poténcias compativeis com a expansido 1/N. Usando
(3.21) e (3.41) teremos

5 = [@rade |- 332 4 2 (du 4 5(- D+m2)¢a+——a¢a)+iN (- %)
—C. (Zt+ =( D+m2)+j7v‘ )ca—\;;v_c' Pac — ﬁ C’] (3.60)



As regras de Feynman, no espago de Fourier w, k resultam para os propagadores

kw d
da b — G¢(k,w) = e '14—2(k2 n m2)2 Sab (3.61(1)
k,w
Ay = Ap — Gi(k,w) =0 (3.61d)
kw 1
o ’ A Goa(k,w) = 8a 3.61
¢ b «— sa(k,w) iw + g(kz + m2) b (3.61c)
k,w
R A a — Galk,w) =0 (3.61d)
k,w Paa
o o — Go(k,w) = _(I‘,m)z (3.61¢)
k 1
O ot i o —  Gag(hw)=5 (3.61f) -
kw — 1
C. ¥ C G =(kw)=— bap (3.61
—— b «— CC( w) zw+ g(k2+m2) b ( g)
€ cemee- b . . —  Gglkw) = Fl_ (3.61R)
e para os veértices
r c
» 2 4 d
a ¢ — ———bap a ! — ———ba
Ch ' Ch
Aa C.
d d
o ——-{ — \/—Jvﬁab o -{ — —\/——Nﬁub (3.62)
$b Ch

71
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Os propagadores G¢, G, Ggx € G 5 foram obtidos pela inversao da matriz que define
a forma quadratica nos campos correspondentes, existentes na agio (3.60). Por sua vez os
propagadores restantes foram calculados, em ordem dominante de 1/N, através da inversao
da forma quadratica obtida por interagio dos campos ¢, A, C e C. Os coeficientes dessa

forma quadraitica sao

oo (k) = ~>@+ " @ n «A-©+ —0  (3.630)
_%rm(k,w)= _ﬂQH- . (3.63b)
_%rw(k,w)= ."@Q. (3.63¢)
—%I‘cz(k,w)= -.*QH... | (3.63d)

onde T, é nulo pois loops formandos por linhas fechadas de CC ou A¢ dio contrubuigio
nula. Podemos ver isso mais facilmente através da dependéncia do propagador em relagao

ao quinto tempo, obtido da seguinte transformada de Fourier

Goalkt) = / oy et G gk, w) = — / 5 ewt./o do e~ofiwt (7 +mM)] 5

™

(3.64)

—00 — 00

= —f(t)e E+mIig

que mostra a causalidade do propagador. O mesmo vale para Gyi(k,t). Também de
(3.63d) obtemos que

[o o]

Tk, t) = / g & T ok, w) o 6(¢) (3.65)
de modo que
Gez(k,t) o §'(2) (3.66)

Tanto neste esquema como na quantizagao usual do modelo sigma nao linear o vinculo

se manifesta quanticamente através das identidades graficas mostradas na figura 3.1, que -
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generalizam a identidade de Aref’eva [106]. As identidades das figuras 3.1(a) e 3.1(b) sdo

consequéncia de

Tao(k,w)Gao(k,w) =1

e as identidades das figuras 3.1(c) e 3.1(d) de

Lao(k,w)Go(kyw) + Taal(k,w)Goo(k,w) =0
I‘cg(k,w) Gcz(k,w) =1

respectivamente.

(a) ' (b)

(c) (d)

Figura 3.1

(3.67)

(3.68a)
(3.68b)

Das regras (3.61) e (3.62) podemos construir qualquer grafico de Feynman G que serd

constituido por linhas, que chamaremos singulares, associadas aos propagadores G4, G2,

Ga, Go, G5 € G e por linhas, que chamaremos de mistas, associadas aos propagadores

Gyx € Goo. Teremos entio linhas singulares do tipo ¢, ), a, o, CC e c¢ e linhas mistas
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do tipo ¢ e ao. O grau de divergéncia superficial § desses grificos, num espago de D

dimensdes (n + 2 em nosso caso, pois 2[z] = [t]) é dado por

§=D- Z [AdN4; =) (D -[L.)) (3.69)

onde

[Ai] = D-du

—2 da; [£)=D, + Z [A;]v i (3.70)

com: d4, = comportamento assintético do propagador do campo A;, para grandes mo-
mentos e quinto tempo transformado (G4, (Bk,B8%w) — B~ %4: quando B — ©); N4, =
numero de linhas externas associadas ao campo A; (no caso de uma linha mista externa,
A; é considerado como o campo associado a extremidade da linha diretamente ligada ao
vértice); D, = niimero de derivadas atuando nos campos no vértice v; ¥ = niimero de
linhas associadas ao campos A; ligadas ao vértice v (novamente, no caso de uma linha
mista, A; é considerado como o campo associado a extremidade da linha diretamente li-
gada ao vértice); [A;] = dimensdo candnica do campo A;; [L,] = dimensdo canénica do
vértice v e ), = soma sob todos os vértices (linhas) do grifico §. Por exemplo, para o

grafico
1 2

que tem uma linha mista externa e uma interna do tipo ¢\, bem como do tipo ao, con-

sideramos que

No=Nx=Ny=N,=1,
[£1] = [L3] =2[¢] + [a] e [L2] =[L4]=[¢]+[A] + [o]

na expressao (3.69).

Para obtermos as dimensdes candnicas [A;] dos campos (lembrando que [z] = —1 e
[t] = —2 em unidades de massa) presentes na agdo (3.60), devemos obter o comportamento

assintético dos propagadores (3.61), compativeis com a expansao 1/N, no ultravioleta.
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Usando que em (3.63)
Tyo(Bk, B%w) = 0

Laa(Bk,fw) — p"~°

(3.71)
racr(ﬁk,ﬂzw) — ﬂ""‘i
Pcz(ﬁk,ﬂzw) — ﬂ"_4
encontramos que
41 = 2_2—_2_ [g] =2
-1 al=4 3.72
A== [_] | (3.72)
[C]+[Cl=n [€]+[c]=6

Da expressao (3.70) verificamos que todos os vértices presentes tem [£,] < D e por-

tanto, nas situagées com as maiores divergéncias, (3.69) assume a forma

§=D - [Ny (3.73)

Vamos procurar agora satisfazer os requisitos da simetria de BRS. Primeiramente devemos
garantir que a agdo efetiva renormalizada S%, dada por (3.53), nio tenha dependéncia
em cc. Isso s6 é possivel quando graficos com apenas duas linhas externas desse tipo,
uma correspondente a c e outra a ¢, tenham § < 0. Assim, usando (3.73), a dimensdo do
espago-tempo deve ser tal que

[ +[c]=6>n+2

i.e., n < 4. Para que SX seja apenas quadritica em CC, Cc e ¢C devemos ter para o

sistema _
2([C] +[C]) = 2n

2([61+[c1)=n+6}>“+2

que é satisfeito para n > 2. Por sua vez, os coeficientes renormalizados de CC, Cc e C

dependerao apenas de ¢ e o se

[C]+[C] + [A] = 3zt2
[Cl+[C]+[a]=n+4
[C]+[c]+[A]=n+4
[C] + [¢] + [o] = 224

>n+2
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portanto, para n > 2.

| Assim, dentro do intervalo 2 < n < 4 podemos passar da agao efetiva renormalizada
(3.53) para a (3.58) sem ter de mostrar o cancelamento de uma série de possiveis con-
tratermos. Por exemplo, contagens de poténcias mostram a existéncia de divergéncias
para graficos com apenas N, = 2 linhas externas do tipo o (§ = n — 2) levando aparente-
mente a uma teoria nao renormalizavel. Entretanto, tal contratermo satisfaz a forma geral
(3.53), pois estd incluso no termo genérico I(¢, 3), e gragas a simetria de BRS a passagem

para (3.58) nos garante o cancelamento do mesmo.

Em (3.58) WR®(B) deve ser quadrética em ), tal como em (3.60), o que é possivel

quando
2[a] =8

1 0] 2 s | > 742

que resulta em n < 6, compativel como o intervalo dimensional considerado. Resta mostrar

que os termos A\, FR(¢,0) e aFR(¢), em (3.58), sdo compativeis com (3.24).

Usando (3.72) e (3.73) os graficos com § > 0 e com Ny = 1, Ny e N, linhas externas
como também os com N, =1 e Ny linhas externas darao origem, na agao renormalizada,

aos contratermos

(Aadba)(9?)! para£=1,2,3,...,000x (3.74)

onde
2

=03

de forma diferente dos presentes na agao inicial (3.60). Porém, como mostra a figura 3.2,
esses vértices podem ter duas linhas ¢, ou ligadas diretamente no subdiagrama S, figura
3.2(a), ou ligadas a um outro vértice, produzindo os diagramas das figuras 3.2(b) a 3.2(e).
Como todos os diagramas tém a mesma odem em 1/N e gragas a identidade da figura 3.1(b)
as contribuigdes 3.2(a) e 3.2(b) se cancelam, enquanto que as da figura 3.2(d) e 3.2(e)
se cancelam pela identidade da figura 3.1(c). Na figura 3.2(c) os campos de fantasmas
C e C formardo um circuito fechado, devido a conservagio do niimero fermibnico, com
outros campos de fantasmas como mostra a figura 3.3. Observando que os propagadores,
dos campos de fantasmas, dependem do quinto tempo na forma dada por (3.64) e (3.66)

teremos, para o circuito fechado, produtos do tipo

0(t —t1)8 (81 —t2)0(t2 —t3)---0(t; —tiy1) -+~ 8'(tn=1 — tn) O(tn — 1)
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(b)

Figura 3.2

que fard com que o grifico da figura 3.2(c) de contribuigao nula [107]. Portanto, para
2+e<n<4-¢, come— 0, 0s contratermos (3.74) nao sao necessirios e o modelo sigma

nao linear é renormalizidvel em 1/N no contexto estocistico.

O caso n = 2 é delicado pois contagens de poténcias mostram que gréficos com
Nz = 4 e qualquer nimero de Ny linhas externas tem § = 0 e portanto geram os
contratermos

(CaC.)*(4%)" parat=0,1,2,3,... (3.75)

que fazem com que a agdo renormalizada nao possa ser escrita na forma (3.53). Quando. ..
(3.75) é um vértice interno, o grafico correspondente dé contribuigio nula devido ao me-
canismo da figura 3.3 e como fisicamente estamos interessados nas fun¢oes de correlagao
que envolvem apenas os campos do tipo ¢ (na verdade basta nos limitarmos ao célculo
de fungdes de correlagio com Nz = 0) a forma (3.53) da agao renormalizada pode ser

mantida nessa situagao. Na verdade contagens de poténcias também mostram a existéncia
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C t C

\tz

7 “
5 //// N\
tit1 t;
Figura 3.3
de contratermos do tipo
(CaCa)(Aaa)(¢?)! para£=0,1,2,3,... (3.76)

que ndo sao necessarios, conforme mostram as figura 3.2 (d4 conta dos contratermos com
£#0) e 3.4 (dd conta do contratermo com £ = 0).

/\4’

(a) | (b)

Figura 3.4

Podemos passar a andlise da agao renormalizada na forma (3.58), e assim os gréficos

com N) =1, Ny e N, linhas externas produzem os contratermos

(Aa ¢a)(¢2)l , dois 8, distribuidos em (Aa¢a)(¢2)‘
e (Aa¢a)a'(¢2)l para = 1’2’3’ o (3.77)



79

e para N, =1 e Ny linhas externas
a(¢?) paral=1,2,3,... (3.78)

como contratermos. Pelo mesmo mecanismo das figuras 3.2 e 3.4 (d4 conta do contratermo
(Aa9a)(0u0a0uds), obtido de (3.77)) esses contratermos ndo sdo necessirios. Portanto,
para n = 2 a teoria é renormalizdvel desde que nos limitemos ao cdlculo de fungao de

correlagdo que ndo involvam os campos de fantasmas C e C.

Apesar da existéncia dos campos de fantasmas C e C ser essencial no explicitamento
da simetria de BRS, facilitando a discussao da renormalizabilidade das teorias quantizadas
estocasticamente, eles ndo possuem nenhum papel dinamico e exploraremos tal fato na
secao seguinte ao construirmos um funcional gerador efetivo mais tratdvel perturbativa-

mente.

3.2.3-FUNCIONAL GERADOR EFETIVO
E EXPANSAO PERTURBATIVA

Pode-se construir uma teoria perturbativa através da agao efetiva (3.60) ou mesmo da
ag@o supersimétrica (3.46), entretanto é preferivel derivarmos uma outra agéo efetiva que
envolva um nimero menor de campos. Podemos inicialmente efetuar as integragoes em C,

C, ¢ e ¢ no funcional gerador (3.35), com a agao efetiva (3.60), e obtemos que

Z|J] = N/Dd)DUDADa detMexp{—/d":cdt [—g)\z-i-

Cod e d N1, NN
+Aa(¢a+2( O+ )¢“+Jﬁ ¢a)+m (¢., 2f) Mm]} (3.79)

onde

det M = (% +(-0+m?) + ﬁ”) bab  dda (3.80)
2¢y
Esse determinante pode ser calculado da mesma maneira que calculamos o determinante
(2.12). De fato, o célculo foi realizado por Okano e Schiilke [79] e resulta em

det M ~ exp {#5"(0) / d"zdt U(z,t)} (3.81)
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que funciona como um contratermo que cancela algumas divergéncias na teoria de pertur-
bagao. Também, se usarmos regularizacao dimensional podemos simplesmente descarta-lo
da agdo, j& que §*(0) = ([ d"k) g = 0 [28,72,79], onde R refere-se a integral regularizada

dimensionalmente. Assim, (3.79) apés integrarmos em A, assume a forma
| 1
Z[J] =N/'D¢'Da"Da det Mexp{—-/d"zdt [-Z—dx

x (q’sa + o mie. + \/%m)z + o (¢i - ;—vf) - Ja¢.,] } (3.82)

e descartando a contribuigao de (3.81) a expressao acima, apds integragdes por partes, fica

Z|J) =N/’D¢’Da"Da exp{—/d"zdt [;—dx

d d d? 2d VN
t —_ — gt g% 4 = — - —
x¢,,<K K+\/7V_UK+\/]VK a'+Na' + \/Na)qS,, of a J¢¢a]} (3.83)
onde d d
K= —+(-0+m%)
. d 4 , (3.84)
Kt =-2 + S(-D+m?)

que é o ponto de partida para a expansao perturbativa em 1/N.

Note que se tivessemos partido do sistema (3.20) com o = 0 chegariamos ao invés de

(3.83) a expressao

Z[J| =N / D¢Da exp{ - / d"zét [;—d¢,, (K"K + :/?—dﬁa) ba — ﬁa - J.,¢,.] } (3.85)

2f
e essa escolha seria a principio perfeitamente razoavel e equivaleria a ter introduzido o
vinculo diretamente no funcional gerador, como ¢é feito usualmente, ao invés de ser im-
posto durante todos os instantes da dindmica estocéstica. Entretanto, os graficos com N,
linhas externas do tipo a, gerados pela Lé.grangea.na efetiva correspondente, tem grau de di-
vergéncia superficial § = 4—4N,, paran = 2, e as subtragdes oriundas do método de BPHZ,
para a fungdo de quatro pontos, dariam origem a contratermos do tipo (¢allda)(dsIps),
ndo presentes na Lagrangeana. Por sua vez, os mesmos ndo poderiam ser cancelados (esta-

mos nos referindo a sua divergéncia) através da utilizagdo do mecanismo de Aref’eva , que
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necessita de termos (¢,¢,) para a sua implementagao, levando aparentemente a uma teo-
ria perturbativa nao renormalizivel, em contraste com a Lagrangeana presente em (3.83)
onde o termo quartico em ¢ existe, como pode ser visto realizando a integragio em o.
Entretanto, nada impede que existam cancelamentos que impliquem no anulamento desse
tipo de contratermo. Por outro lado, a prova da renormalizabilidade usando a simetria de
BRS é sem divida muito mais direta e a existéncia da simetria é consequéncia direta do
uso do sistema (3.20). Mais importante ainda é que esse sistema garante que o funcional
gerador pode ser escrito na forma supersimétrica (3.45) o que implica o limite de equilibrio
correto para as fungoes de correlagao. Em resumo, apesar de nao termos uma prova que
garanta a nio renormalizabilidade da teoria perturbativa obtida de (3.85) o uso da agio

efetiva em (3.83) é a mais conveniente.

Podemos obter as regras de Feynman para a expansio 1/N do modelo sigma nao

linear quantizado estocasticamente. Primeiramente vamos reescrever (3.83) na forma

Z[J] =N / D¢DoDa exp{ - / dzdt (51&% D ¢o — —‘ga - J..¢,,) } (3.86)

onde nés introduzimos a notagao

d d &2 2d
D=K'K+ —ocK+—Klo+ —0*+ —a 3.87
vN vN N vN ( )

A integracio em ¢ é Gaussiana e resulta em

Z[J]= N/DaDa exp{—]—;-trlnD - /d":cdt [gJaD_lJa - \2/—;701 }

= /V/DUDa exp{—Aef - g/d":cdt J,,D"IJ,,} (3.88)
onde A.r é uma agdo efetiva dada pela seguinte expansio em poténcias de 1/v/N

.- (—1)kN t t k1
I N ) S -1 ¢ % Ktot+ L g2y 22
Aet §k+1 21'.r[(K K) ( N0K+ o+ —o°+ Na)]

I [ odta(e,t) = VNAD + 4D 4. (380)
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Em particular, A() é dada por
A = ‘—Z’tr (K~ + (K1) o] + dix [(K1K)a] - % / dzdta(z,t)  (3.90)
com

tr [(K'K)a] = /d":cdt (z,t|(KTK) ' a|,t)
= /d"zdt/ (; ’;j‘:l (z,t|(KTK) |k, w)(k,w|a|,t)
= / d"zdt / d7kdw 1 a(z,t) o (3.91)

(2m)n+1 2 4 «i_’(kz + m2)?

tr [(K™' + (Kf)—l) o] = /d"zdt (z,t| (K~ + (K1)™?) o]z, t)
= [ e (‘2’ ’)‘djfl (oot (K~ + (K1) [kyw) (kyw]o]z, 1)

o dikdw  d(k? + m?)
= /d Zdt (27r)n+1 wz dz (k2 + m2)2 (21 t) (3.92)

de modo que

d”k dw d 1
W _g - =
A a(0, 0)[ @m)nH o2 4 (k2 m2)2  2f +
drkdw  d2(k? + m?)
4z 0'(0 0) / @r) T ot 4 (8 4 k) (3.93)

onde

Flk,w) = / d"z dt e~ k==t (g 1) (3.94)

¢ a transformada de Fourier de f(z,t) com respeito a z e ao quinto tempo ¢, conforme as

definigbes do apéndice. A integracio em w é trivial e fornece

AD = 5(0,0) [ / (‘2’:;‘" kzi 21],] + 3d5(0,0)5™(0) (3.95)
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Devemos observar que para n = 2 a integral presente no resultado acinia, a qual chamare-
mos de I, diverge logaritmicamente. Podemos regulariza-la através de um corte de Pauli—-
Villars A de modo que
1 A2
I(A) = -—ln — 3.
()= (3.96)
A divergéncia em A — oo pode ser absorvida definindo a constante de acoplamento renor-

malizada f,(u), onde u é o ponto de renormalizagéo, tal que

Az
e portanto
A® = 5(0,0)| - ln T’; 53 frl( ) d5(0,0)6™(0) (3.98)

Assumindo que a teoria estd regularizada dimensionalmente o termo 3d5(0,0)6™(0) é nulo.
Tomando A1) = 0, a fim de mantermos a estabilidade, temos a geragio dindmica de massa

caracteristica do modelo.

Para obter os propagadores calculamos os termos quadraticos nos campos presentes
em A®

A® = —§ tr [K'oK o] - -‘ijtr (K" o(Kt) o] —d®tr [K'o(KTK)a]
—d*tr [(K1K)'o(K')2a] — d®tr [(K'K)a(KTK) a] (3.99)

onde

- _ o n d*kdw [ d"k'dw’
tr [K'oK o] = / dzdt / d"z'dt’ e | @
x(z,th_l|k,w>(k,w|a|z’,t')(z',t'IK—l|k',w'>(k',w'|a|z,t)

d*kdw [ d"k'dw’

= /d"zdt/d"z'dt' a’(z,t)/ n)t | o

eik(z—z')+iw(i-—i') e-—ik'(z—z')—iw'(t—t')

o(z',t), (3.100)

= 4(k2 2Y i + S(k'2 2
iw + 5(k? +m?) zw+2( + m?)
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n n 1! !
tr[(K) o(K) V0] = /d“:cdt/d"z'dt' (gwl;f‘:l 212:)5‘:1

x(:c?t|(K“)_1 |k,w>(k,w|a|z',t')<z',t'l(K*)"l K 'YK ,w'|o|z, t)

' d"kdw d*k'dw’
= | d"zdt 'dt’
/ z /d":c dt a(:c,t)/ @)t ) (2n)h

eik(z—z")+iw(t—t') g—ik'(z—2')—iu'(t~1')

X Lt 3.101
iw + (k% +m?) iw' + $(k"2 + m2?) o(=t), ( )

d"kdw d*"k'dw’
-1 t -1 — n 1 340
tr [K~ (K 1K) q] _-/d :cdt/d":c dt /(21r)"+1 /(%)m

x(:::,tII{-1 |k,w><k,wlo'l:c',t')(:c',t'I(I{‘kI{)_1 Ik',w')(k',w'lalz,t)

d"kdw d"k'dw’
— n ! !
= [ [eeat o [ G [ Gy

el'k(z—z')+|'w(t-t') e—ik'(z—z')—iw'(t—t')

X
—tw + %(kz +m?) w2 + d{_(k:z + m2)?

o(z', '), (3.102)

d"kdw d*k'dw’
t -1 -1 — 1 34
tr [(K1K)o(K 1) 0] / d"zdt f it | o | G

x{z, t|( K"K)_1|k w)(k,w|o|z’, '), t'I(K*)"1|k' W'k W' |a|z,t)
i PN
/d zdt/d":c'dt afz, t)/ (27r)"+1 (2m)" T

eik(z—z")tHiw(t—1") —ik' (z—2')—iw'(1-1')

X d
w? + T(kz + m2)2 uu’ _é_(klz +m )

o(z',t'), (3.103)

d*kdw [ d"k'dw'
(27|-)n+1 (27|-)n+1
x(z,t|(KTK)|k,w)(k,w|a|e',¢'){',¢'|( KT K) 7|k, w' (K, ' |a|e,t)

d*kdw [ d"k'dw’
1 341
/d"zdt/d"z dt’ ofz, t)/ - )"H/ (2r)nh

lk(z—z Y+iw(t—1") e—ik "(z—z")—iw' (1~1')

24 i_’(kz +m2)? w'? + %’_(krz + m?2)?

tr [(K'K) 'o(K'K) o] = /d"zdt/d"z'dt'

a(z',t'). (3.104)
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Portanto, temos que

A — /d"z dt/d":v' dt’ {%a(z,t)l‘"(z ~z',t—t)o(a', 1)

1 1
+§a(z,t)l‘,'a(:v -z, t—t)a(z',t') + Ea(z,t)l‘a,(z -z',t—to(z',1)

+ %a(z,t)l‘aa(z -zt - t')a(z',t')} (3.105)
onde
&2 [ d*kdw 1 1
Loo(9: ) = -5 n+l _; d(1.2 2\ _; d 2 2
2J (2m)™+ —iw + §(k? + m?) —i(w — Q) + Z{(k - 9)? +m?]
& [ d*kdw 1 1
~ o =0 3.106
2 ) )™ iw + §06° + )i — 0) + $1(6 — o + 7] (3.1062)
d"kdw d d
Toalg, ) = —2 i _ 3.106b
@0 =2 T G T E tmip - 0p 1 Bl i )
d"kdw 1 d
Tao(q,Q) = —2d : 3.106
(q ) /(2r)n+l —iw + g(kz +m2) (w _ Q)z + %—[(k _ q)2 +m2]2 ( C)
Tsa(g,) =Tao(q, ) (3.1064)

I'(g,0) = / d*(z — 2')d(t — t') e~ )00 ) p(g _ ! ¢ ')

O comportamento assintético para grandes momentos e quinto tempo (no espago de

Fourier), em duas dimensées, é facilmente obtido, e é para § — oo

I‘,,(ﬂq,ﬂzﬂ) =0
Taa(Bg, 829) — p"~° (3.107)
Tac(Bg,4°0) — B~ *

que obviamente coincidem com os resultados (3.71).

De fato, as integrais (3.106) podem ser calculadas explicitamente. Vamos exemplificar
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esse cdlculo com a integral (3.1065). Sejam entdo as identidades

+ o0

— 2 (k24 m?
d____ [t
24 Qf(kz + m2)? k2 + m?
—00
+oo . (3.108)
: ./ dt' eilw—)t e~ §lk-a+mI¢'|
(w— Q)2 + £[(k — q)2 + m?]? - (k — ¢)? +m?

Usando-as em (3.106b) a integracio em w é facilmente realizada fornecendo um §(¢t — ¢').

Apés a integragdo em t' teremos

d"k °°d e~ +mN)t o~ $[(k-g)?+m]¢
—4 .
-/(21‘_) / 1 cos(Qt) M imE (h—qffm? (3.109)
que pode ser reescrita em termos dos parametros a e # como
2 d"k 4(k?+m?) T —4[(k—g)*+m?]B
—d dt cos(Qt) da e” @ [ df e 211*71 (3.110)
t
A integracao em k é Gaussiana e resulta em
d2 oo 1 oo
~@rdp /dt cos({1t) /dz/dao(a —t/z)6(a —t/(1 — z))
0 0 0
e %a[c(l—z)qz-i-m’]
X (3.111)

an/2-1

onde fizemos a mudanga de varidveis « = za e f = (1 — z)a. A integragdo em z pode ser
dividida em duas regices: (0,1/2) e (1/2,1) onde ¢t < az e ¢ < a(l — z), respectivamente;

assim apos a integracao em t teremos

Moo e—$alz(1-2)g*+m?]

(z,rd)nlz / /da sen ({laz) Py (3.112)

0 0




87

Para n = 2 a integragao em a é facilmente realizada e resulta

d1 Qz

dz
200 ) @+ Tla(l - 2)g? + m?)?

(3.113)

que pode ser reescrita na forma

11 dz L + L
2r Bz —iz(1 —z)¢? + m?] Lz +i[z(1 - z)¢? + m?
0

} (3.114)

e que quando integrada em z fornece a seguinte expressdao para o inverso do propagador

do campo a

_ Paa(%n) = "2_1';’6{

1 In A—q?— /A2 + 4¢2m? A + /A? + 4¢°m?
VA? + 4¢*m? A— g2+ /A% +4¢?°m?2 A — \/A? + 4¢?m?

2 2 22 B — 2 2.2
1 In B+ q“ + 4/B? + 4¢°m? B — 4/B? 4+ 4¢°m (3.115)

v/ B? + 4¢*m? B + ¢2 — \/B? + 4¢*m? B + 4/ B? + 4¢*m?

onde

, 20,

= ¢ + T‘l

d (3.116)
B=-— q2 + Tt

Note que o comportamento assintético é obtido fazendo ¢ — fg e  — 42§ em (3.115) de
f—o0

modo que I'yo(Bg,8°Q) '— B4, coincidindo com (3.107).

Nessa formulagdo para obtermos o limite de equilibrio devemos apenas tomar todos

os quintos tempos iguais (devido as condigdes iniciais (3.12)), assim

+o0
F(g,t—)= le / 40 2-1) F(g ) (3.117)

- 00



88

que para t = t' resulta

+o00
1
F®(g) = F(g,0) = o / d0 F(g, Q) (3.118)
—o0
Por exemplo, para (3.106b) obtemos
d"k 1 1
E -

o que é muito mais ficil de ser feito do que se tivessemos partido de (3.115).

Cilculos perturbativos baseados em (3.86) tém o inconveniente de possuir um propa-
gador misto, como mostra a expressao (3.105). Podemos contornar o problema diagonali-

zando a forma quadrética (3.105) através da transformagao

o 0
Too (3.120)

de modo que os propagadores passam a ser escritos como

d

G4(k,w) = ; ba 3.121
s(k,w) ot 1 E (k) (3.121q)
G (b, w) =FL | (3.121B)
Go(k,w) = - (Il,‘::)z (3.121c)

cujo comportamento assintético pode ser obtido usando (3.107) e resulta, para 8 — oo,

em

G4(Bk,f*w) — B4
Go(Bk,B%w) — B~ (»~9) (3.122)
G (Bk,Bw) - ="

Através de (3.69) e (3.70) obtemos para o grau de divergéncia superficial, §, dos gréficos

de Feynman, a expressdo

§=(n+2)~ 222N, 2N, - 4N, (3.123)
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onde Ny, N, e N, referem-se as linhas externas dos campos do tipo ¢, o e a respecti-
vamente. Note que aqui também temos divergéncias quarticas que levam a produgao de
contratermos que nao podem ser cancelados pelas identidades de Aref’eva. Devemos ter
portanto algum mecanismo de cancelamento para esses contratermos, pois a teoria per-
turbativa foi obtida de (3.83) que por sua vez foi derivada da agéo efetiva (3.60), cuja
expansdo perturbativa em 1/N foi mostrada ser renormalizavel. Enfatizamos novamente
que a formulagdo estocastica baseada em (3.60) é a mais natural na discussdo da renor-

malizabilidade do modelo sigma nao linear expandido em 1/N.



90

CAPITULO 4

QUANTIZACAO ESTOCASTICA DO
MODELO DE THIRRING MASSIVO

Como discutimos no capitulo 1 a implementagao do método de quantizagao estocastica
para sistemas fermionicos é feita de maneira um pouco mais elaborada do que no caso
escalar, a fim de assegurar que o limite de equilibrio exista e forneca os resultados usuais.
Mostramos, para uma teoria livre, que a utilizagdo de um kernel na equagdo de Langevin
leva aos resultados corretos. Entretanto, no caso de uma teoria em interagao a validade do
uso do kernel é verificada apenas a nivel perturbativo pois uma prova geral para o limite
de equilibrio da teoria estocastica nao existe nessa situagdo. Assim, uma questdo que surge
naturalmente é se o kernel altera de alguma maneira a estrutura da teoria, particularmente
se introduz anomalias adicionais na mesma quando tomamos o limite de equilibrio. Se bem
que a resposta a tal indagagao seja um problema complexo verificaremos explicitamente
o papel do kernel na quantizagao estocdstica de um sistema fermidnico, especificamente

estudaremos a invariancia de escala assintética do modelo de Thirring massivo.

O modelo de Thirring [108] foi proposto em 1958 como protétipo de um modelo exata-
mente soliivel, que descreve um campo espinorial autointeragente sem massa num espago
tempo bidimensional. Sua formulagdo num esquema matemadtico mais satisfatério foi feita
por Johnson [109] e Klaiber [110]. Uma propriedade interessante é o seu comportamento
peculiar a curtas distancias, refletido no anulamento de sua fungdo beta do grupo de renor-
malizagao, que contrariamente a uma teoria escalar ndo massiva autointeragente, apresenta
invariancia de escala. Mais surpreendente ainda é que a fungao beta continua sendo nula

no caso do modelo de Thirring massivo como mostrado perturbativamente em [111,112].

Neste capitulo derivaremos a equagdo do grupo de renormalizagdo para o modelo de
Thirring massivo no contexto estocastico e calcularemos perturbativamente a fungao beta,
a nivel de um loop, utilizando uma regularizacdo analitica para o modelo. Mostraremos
que a funcao beta é nula mesmo a quinto tempo finito, i.e., fora do limite de equilibrio,

indicando que o uso do kernel nao altera a anomalia.

Desenvolveremos nossos calculos exclusivamente no formalismo de Langevin, ja que
a formulagio funcional da quantizagio estocdstica, para processos fermidnicos [88], ainda

nao estd muito bem estabelecida.
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4.1-EQUACAO DE LANGEVIN E EXPANSAO PERTURBATIVA

O modelo de Thirring massivo é dado, no espago Euclideano, pela seguinte La-

grangeana

L =—ip(d +im)p — %g @ruv)” (4.1)

onde ¥ e 9 sdo variaveis de Grassmann independentes. Usaremos a representa¢io onde as

matrizes -y, sao anti-hermitinas e obedecem

{7#’ 7v} = _25#1' (4°2)

Estudaremos o modelo em duas dimensoes onde adotaremos as seguintes matrizes v,

0 i1 0 0 1
70:(1: 0) 71=(0 —1.) 75=7071=(__1 0) (4'3)

Antes de prosseguirmos devemos observar que, em duas dimensées, vale a igualdade

facilmente demonstravel
@re)’ =2 @) (4.4)

Assim, a Lagrangeana do modelo de Thirring pode ser escrita como
T . 2
£ = (@ +im)p — g ($4) (4.5)

Como no espago Euclideano v e 3 sdo varidveis de Grassmann independentes devemos
entao considerar um par de equagoes de Langevin. De acordo como os resultados do

capitulo 1 usaremos as equagdes (1.146)

6¢g,t) /dzy K(z,y)6¢( " ) +0(z,t) (4.6&)
3’4’;‘:,1) _ /dzy 5¢§i t)f(z’y) +8(z,1) (4.6b)

com

(Oa(z,t)-o-,,(z',t'))o-é = 2Kap(z, 2’ )6(t — t')‘ (4.7)
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K(z,z') é um kernel que assegura o limite de equilibrio correto, conforme mostramos

explicitamente para a parte livre de (4.1) ao usarmos

K(z,y) = (i §, + m)62(z — v)
K(z,3) = (2 —v) (=i #, +m)

que também serd nossa escolha no que se segue.

(4.8)

As equagdes de Langevin para essa Lagrangeana, no espago de momentos (usando as

transformadas de Fourier dadas no apéndice), sdo

61/:‘(31:,0 = (K" +m*)(k,1) + (22:)4 / d*pd* g9 (p,1) ¥(g, 1)

X(—F +m)P(k +p—q,t) + 8(k, 1)

) = 4 B0 + 2 [ EpdaBln, ) Hlast)

x(k —p +g,1) (—F +m) + 8(k, 1)
e onde
(6(k,t)8(k',t")) 7 = 2(2m)* (—F + m)&%(k — k')é(t — ')
As fungées de Green de (4.9), para ¥(k,0) = $(k,0) = 0, sio
G(k,t) = G(k,t) = 6(t) e~ * +m")t
Introduzindo a notagio
T(k,t) = 6(t)e=*+m4 (g 4 m)

teremos as seguintes solugées para (4.9)

(4.9a)

(4.95)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



t t
—(E24m2) (-1 dzpdzq
¢a(k,t)=/d” (Hrma ’ea(k,r)+zg/df/W
) 0

0
xTap(k;t — 7Y (k +p — ¢,7) ¥ (p, T)¥(a, 7)

t 1
A — —(k2+m2)(t—r) r d2pd2q
Y. (k,1) /d‘r e 0a(k,7) + 2g/d‘r 2m)8
0

1]
x(p, TV(q, )y (k — p + ¢, 7)Tsa(k;t — 7)

Podemos calcular a fungdo de dois pontos (para g = 0) obtendo
(balk, )y (K, 1)) 5 = (27)8%(k — k') Das(k;2, )

com

—¥ 4+ m)ap —(k24m? Y —(k24m? I}
Dab(k;t,t’)Z%—'[e (B%4+m?®) [t—t"| _ —(k'+ )(t+t)]
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(4.13a)

(4.13b)

(4.14)

(4.15)

que no limite de equilibrio se reduz ao propagador fermidnico usual do espago Euclideano.

Neste estiagio faremos as seguintes associagoes graficas

Dkit,t) s é 4
Gkt —t) o k ¢
T(k;t—1t') — o --_..-.t’

0(k,t) — %
 O(k,t) — 0

(4.16)

e para tornar mais claro a estrutura tensorial dos vértices introduziremos uma linha ondu-
lada, que servird para enfatizar a separagio do termo I'{ ou YT do termo ¥ (a expressio

analitica correspondente a linha ondulada é a indentidade). Assim, as solugbes, obtidas
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por iteragao das equagdes (4.13a) e (4.13b), podem ser representadas graficamente como

P(k,t) = —= + -» + ->-<’ ;+ ->§ + -+ (4.17a)

P(kt) = —B + -= = -‘T :> + - +--0 (4.17B)

h

4

s

Temos agora todos os elementos necessirios para o cidlculo das funges de correlagiao do

modelo de Thirring massivo.

4.2-EQUACAO DO GRUPO DE RENORMALIZACAO

As fungoes de correlagao de 2N pontos sao obtidas ao substituirmos os N campos
¥ e os N campos ¢ pelas expansdes (4.17a) e (4.17b) respectivamente, fornecendo uma
série de diagramas estocasticos. A forma analitica geral dos diagramas é obtida por uma
generalizagdo da do caso escalar (1.100), e pode ser escrita, sem nos preocuparmos com os

indices matriciais, como

L Nir Nix
S 1T [ e T (@~ T DlGeirurs) (48
= =1 =1

onde L é o nimero de loops, V é o niimero de vértices, Ny7 é o niimero de linhas internas
tracejadas que representam o termo I'(k;¢ — ¢'), dado por (4.12), e Nyx é o nimero de
linhas internas cruzadas que representam o propagador D(k;t,t') dado por (4.15). De
resto as notagdes em (4.18) seguem a mesma convengio descrita apds a expressao (1.46),
substituindo-se apenas as linhas lisas daquele caso pelas tracejadas deste, pois as linhas

lisas G(k;t — t'), dadas por (4.11), ndo aparecem nos loops em (4.18).
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Reescrevendo
T+
Day(k;7,7') = / dar (= + m)ap ™ ** 4
|7=7']
rir! (4.19)
T
Sir=r| [ dB(p 4 mlap eI 074w
1
e usando (4.12) a expressdo (4.18) assume a forma
L Nir
[T /] Hdr. T o, ~ e exp [~(rt, = 7 )(@ + )] (- e+ m)
Ty +f‘r
Nix S
X H |T¢' - Ttl / dBy (—@e + m)exp [—ﬂgrl‘rgl - Ty |(Q§, + mz)] (4.20)
=1 y

Reescalonando os momentos internos k; — Ak;, com A — oo, obtemos para o grau de

divergéncia superficial d, dos graficos estocasticos, a expressao
dﬁZL—Z(V—1)+N1T—N1x (4.21)

Usando a relagio andloga a (1.42) .
V=Nr (4.22)

onde Nt é o nimero total de linhas do tipo tracejada, e a relagao topolégica
4V = Ng 4+ 2N; (4.23)

com Ng e Nj sendo o nimero de linhas externas e internas, respectivamente; a expressao

(4.21) fica

5 1
d=4-_Npr~ > Nex (4.24)

onde Nt e Ngx sdo o nimero total de linhas externas do tipo tracejado e cruzado,

respectivamente. Portanto, observando que para todos os grificos com loops existe no
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minimo uma linha externa tracejada (i.e., Ner # 0) temos entao os seguintes graficos

divergentes

Ner Nex d

(4.25)

Como discutimos no capitulo 1, as divergéncias, uma vez a teoria tendo sido regu-
larizada, podem ser absorvidas por uma equagao de Langevin renormalizada que para o

sistema (4.9) é obtida pela seguinte redefinigao dos parimetros e normalizagao do campo

P(k,t) = 2% Ya(z,tx)

9=2,2;gx
m? =m2 + ’SZ—"j— (4.26)
8(k,t) = 2,*/* 8a(z, tx)
t=2;7'Zytq

onde 1/:(k,t‘), g, m, 6(k,t) e t referem-se as grandezas ndo renormalizadas ou nuas e Zy,
Z,, 5m e Z, sdo as constantes de renormalizagdo. As relagdes (4.26) sdo anilogas, agora

no espago dos momentos, as relagoes (1.131) do caso escalar.

Os contratermos e portanto as constantes de renormaliza¢do sio determinadas, or-
dem a ordem em teoria de perturbagao, pelas condi¢coes de renormalizagdo. Assim, as
constantes de renormalizacao sao fungoes adimensionais da constante de acoplamento gg,
dos parametros dimensionais t, my € do ponto de renormalizacdo pu. Entretanto, no
que se segue, assumiremos o uso de um esquema de subtragdo minimal [113], onde a
parte finita dos contratermos é tomada como sendo igual a zero (mais precisamente, os
Z’s 86 contém as partes de pdlos simples), de modo que as constantes de renormalizagao

Z={Zy,2,,6m,Z,} ndo dependem de parimetros dimensionais, i.e.,
Z = Z(gg,A) (4.27)

onde A é um regulador, pois agora estamos considerando uma teoria regulada analitica-

mente o que implica na introdugao de uma constante arbitraria g, com dimensao de massa,
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para podermos considerar g como adimensional. Assim, nos célculos com a teoria regu-
larizada dessa maneira devemos fazer a substituicao g, — pu*gr em (4.26). Enfatizamos
que Z nao depende nem de my e nem de t; pois todas as partes finitas dos contratermos

toram tomadas como nulas.

Usando (4.26) as fungdes de correlagio de 2N pontos nuas e renormalizadas estao

relacionadas por
G(N)(i’" g,m, ;; A) = Z‘I(y/zagv)(i’" 9r, mR"{R’ A F’) (428)

onde 7 e t referem-se ao conjunto de momentos e quinto tempos externos. A equagao
do grupo de renormalizacao é derivada do modo usual observando que as fung¢oes de cor-
relagdo nao renormalizadas independem do ponto de renormalizagdo p e que as fungSes de
correlagao renormalizadas dependem de u explicitamente, como também implicitamente
através de g, m e t (estamos considerando as grandezas nao renormalizadas como inde-

pendentes na equagio (4.28)). Assim, derivando (4.28) em relagdo a g—“, obtemos

N olmZy 0gad  Omsd 80 B
2" op " op bgn " F0n omn  Hopor,  Mou

) M=o (4.29)

que é a generalizagao da equagao do grupo de renormalizagao para o caso estocastico.

Dimensionalmente resulta que

GszN)(Pi’" 9rypPMp, P—z‘{R’A’ PF’) = PDGgN)(i’" gR’mR"{R9A’ F’) (430)
com
p=2-3n
o 2

que pelo teorema de Euler, para funges homogéneas de grau D, nos fornece

O im0 _x 8 9 p)eWi: T i) =
(833 +mR3mR - 2tna.t.n + p.ap D) Gr ' (8Dy9ryMpytr, A, ) =0 (4.31)

sendo que 8 é uma escala para os momentos. Podemos usar essa expressao para eliminar
pg—“ em (4.29), resultando
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F) ) 0
—so. T (Nvy + D)+ ﬂ(yn)z + (Ym — l)m“amn

~ 0 . -~
+ 2(ye — vy + l)tnaT] G’SIN)(sp,gn,mn,tn,z\,p) =0 (4.32)

R

onde

d 1 8lnZ
B(gr,A) —I‘ﬂ (gmA)"z F) ¢

O g (4.33)
(ga,2) =L, 012 2 (g, 2) =L, 2R '
Yi\9r» —2# a# TYm\Gr, 2# a#

As equagdes (4.29) e (4.32), chamadas de equagGes do grupo de renormalizagao, mostram
o comportamento das fungGes de correlagao quando é feita uma mudanga no ponto de
renormalizagdo ou um reescalonamento nos momentos, respectivamente. O estudo das
solugbes dessas equagdes, bem como a generalizagdo das mesmas para o caso de processos

nao Markovianos, podem ser encontrados no trabalho de Pugnetti [66].

4.3-CALCULO DA FUNCAO BETA

Passaremos agora ao célculo perturbativo da fungio §(gr) do modelo de Thirring
massivo. Na quantizagdo usual, que corresponde a situagio de equilibrio no nosso caso,
¢ possivel mostrar a nivel perturbativo [111,112] e em todas as ordens [111] que a fungdo
beta do modelo de Thirring massivo é nula, ou colocando em outros termos, que nao
ha necessidade de renormalizagdo da constante de acoplamento. Mostraremos agora, no

contexto da quantizagio estocdstica, esse resultado em ordem g2 e fora do equilibrio.

A funcgao beta, num esquema de subtragao minimal, é dada por

Blgr) = lim B(gn, ) = lim p——= (4.34)

onde usamos (4.33). A relagdo (4.26) entre a constante de acoplamento nua e renormalizada
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pode ser escrita perturbativamente como

9=p22,Z2 g =p (1 + E "(g")) (4.35)

n=1

onde os coeficientes a,, sao séries de poténcias em gx. Diferenciando gr = p~*(Z, v -1

em relagao u obtemos que

81n(Z,Z,?)
B(gr,A) + Agr + grB(gx, A)T =
R

Usando a série em (4.35) e procurando uma solugao em série de poténcias para ((gs,A)

obtém-se [113] que

Blg=) = g2 Zal (4.36)

mostrando que B(gr) é totalmente determinada pelo residuo dos pélos simples em A de

(2,2,2).

Nos calculos que seguem omitiremos completamente o indice R das grandezas renor-

malizadas.

Como queremos determinar B na ordem de g?> devemos obter Z, e Z, em ordem
g- Entretanto, como mostra a figura 4.1 os gréficos (a) e (b) ndo contribuem para a
renormalizagao da fungao de onda, pois os loops existentes nesses graficos nao dependem

dos momentos externos. Portanto, podemos escrever

Zy =1+ 0(g*) (4.37)

N m4 ——

(2) (b)

Figura 4.1 — Diagramas estocasticos, em ordem g, com grau de
divergéncia superficial linear.
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ou seja, nao temos renormalizagéo da fungiao de onda em ordem g. Passaremos agora ao

calculo de Z,.

Os graficos de Feynman estocasticos, para as fungdes de correla.gid com quatro linhas
externas, podem ser obtidos em ordem g? substituindo (4.17a) e (4.17b) em

<¢al (Pl yh1 ) 'd’az (Pz ) tz) ;[;as(p:* ) t3)‘$a4 (P4, t4)> 'Y (438)

e assim todos os diagramas gerados podem ser separados em classes, como a mostrada na

figura 4.2, que diferem apenas pela distribui¢do dos tipos de linhas no grafico.

P1-->-- L -t e —B— P4

SERVICO OF
BIBLIOTECA E
INFORMACAD

(c) ' (d) (e)
Figura 4.2 — Uma classe de diagramas estocisticos em ordem

g%, divergentes logaritmicamente, para a fungio de correlagio de
quatro linhas externas.

Os gréficos presentes na figura 4.2 apresentam grau de divergéncia logaritimica, con-
forme mostra (4.25), mas mostraremos que tais divergéncias se cancelam. Primeiramente

vamos escrever as expressoes analiticas que correspondem a cada um dos graficos

r

H
(a) = —4g2/dr /d‘r' /dzk [l‘(pl;tl —7)I(p1 +p2 — k;7 — T’)D(P-t;"",t‘l)]a .
0

0.

x [D(pz;tz,'r) D(k; T, T')D(pa.;‘r',t;;)]“aa (4.39a)



1

(b) = —44° /dT /dr' /dzk [P(pl;tl —7)(p1 —ps + ;7 — T’)D(p4;1",t4)]
0

0
X [D(pz; t2, 7Y D(k; 7', 7) D(ps; T, t3)]

azagz

t1 T

(c) = —4g? / dr / d}' / &k [I‘(pl.;tl — 7) D(ps; , t4)]

0 .0

a1G4

x Tr (I‘(k;-r —)D(k — ps + pa;'r,'r")) [D(pz; ts, ') D(pa;'r',ta)]

a24a3

1 T
(d) = 442 /dr /d'r' /dzk [I‘(pl;tl —7)D(k — p2 +P3;T;"")
0 0

xI'(k;T — ') D(ps; T, t4)] [D(pz; t2,7') D(pa; ', t3 )]
aja4

azas

ay164

() = 4¢° ] dr / dr’ / d2k [I‘(pl;tl — 1) D(ps; T, t4)]

x[ D@23 ta, ™' )T(k + p2 = psi™ — ) D(ks 7,7") Dlpi ' )

a2483
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G184

(4.39b)

(4.39¢)

(4.39d)

(4.39€)

O préximo passo é regularizar cada um dos grificos e extrair a sua parte divergente.

Dentre os varios métodos de regularizagao existentes utilizaremos o analitico [46], descrito

no contexto estocastico por Chaturvedi et al [38], que se mostra mais sistematico nessa

situagao.

Seja o grifico (a) da figura 4.2, cuja expressao (4.39a) pode ser reescrita como

o o] o o]

—492/d7/d7, Falb(Pl;tl — T) Dca4(p4;T,’t4)Dazd(P2;t27T) Deaa(p3;7,7t3)

0 0

X /dzk 6(r — ') ["(151 + g2 — E)+ m]bc e~ l(pr+pa—k)*+m?] [ r—r'|

47
% / do (_k + m)de e—a(k2+m2)

=

(4.40)
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onde usamos a representagao (4.19) para Dgp(k;7,7'). Fazendo as mudangis de varidveis

a=1—-17
{ b= ';‘(T + T') (4.41(1)
a=af (4.41b)
temos que (4.40) assume a forma
+co +o0
—44° / da / dbTs,5(p1;t1 — a/2 — b) Deq,(pa; —a/2 + b,14)
—00 0

2b/a
X Da,d(p2;t2,0/2 + b) Deay (p3; —a/2 + b, t3) 6(a) a / dB e~o(’+m*+pm?*)
1

x [k [~(3 = F)+ m], (F + m)ap el 125k (4.42)

onde introduzimos a notagao
P=Ep1+Dp2 (4.43)

Uma divergéncia do integrando aparecera, como um polo em a = 0, apds a integragao do

termo KK na integral (4.42). Isolando esse termo, teremos entdo

+oo +oo
4mg? / da / dbT 1(p1;t1 — a/2 — b) Deq,(pa; —a/2 + byt4) Dg,a(p2;t2,a/2 + b)
oo 0
-1 v e_“mz(l'*ﬁ)‘!i'?zﬁa
X Deay(P3; —a/2 + b,13) [(Vu)se(Vu)de] 6(a)a / dg 2T By (4.44)
1
Para integrais do tipo
I= /dz z "p(z)y, n>0 (4.45)

0
o método de regulariza¢io analitica consiste em substituir a integral acima por uma de-

pendente de um parametro complexo A

I(\) = /d:c 22" p(z) (4.46)
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de tal modo que a integral, inicialmente divergente, torne-se uma fun¢ao analitica no
parametro A, para Re)l > n — 1, podendo ser calculada formalmente. Continuando analiti-
camente o resultado para A = 0, a divergéncia surge como um polo para A = 0. Assim, se
¢(z) é uma fungio cujas (n — 1) derivadas existem em z = 0 a integral em (4.46) converge

para Re A > n — 1 e pode ser continuada analiticamente escrevendo
"~ o0 (g) =
p(z) = ¢™(0) o1 Hern(z) (4.47)
k=0

que substituida em (4.46) resulta em

n (k) 1 [o.°]
™= et O 5+ / o o)+ [l o) (448)

que é uma continuagdo analitica de I()), vélida para ReA > n—(k+1),e 0 poloem A =0

é dado parao termok=n-1

(n—1)
pin1(0) 1
ud 4.49
(n—1) A (4.49)
Podemos também considerar que a distribuigao generalizada [114]
A-n
A-n_ )z p/z20 4
‘ {0 p/z<0 (4.50)
dada por (4.46), pode ser escrita no intervalo 0 < ¢ < 1 na forma
)" = i (=) + termo analitico para ReA >n — (k+1) (4.51)
+ Sl (k+A—n+1)
e cujo residuo, no polo A =0, é
_1\n-1
(—Ls("-”(z) (4.52)

(n—1)!

Assim, apds regularizar a integral em a, o termo com polo da expressio (4.44) serad
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+o0 +o0
4rg® / da / dbTo,5(p1;t1 — a/2 — b) Dea,(pa; —a/2 + byt4) Daya(p2;t2,a/2 + b)
- 00 0
. 1 Zb/a e_amz(1+ﬂ)—%&z_pe
X Deay(P3; ~a/2 + by ta) [(vu)oc(u)ae] 3:6(a) / BT p) (4.53)
1

onde, apos a integragao em a, a integragao em B fica trivial. Assim, o resultado final para

a parte divergente do grifico (a), da figura 4.2, é dado por
1 f
—ng”5 [ @b [T(pists = yruD(paibits)] [ D(paita, by, Dlpsibyts)] (4.54)
J G104 a2483

Podemos proceder da mesma maneira para o grafico (b) e acharemos que a parte divergente
cancela exatamente a contribuigdo do gréfico (a) dada por (4.60). Também, por cilculos

similares, encontraremos para os gréficos (c), (d) e (e) os seguintes termos divergentes

1 oo
_47rg2—A— / db [P(pl ) 1 — b) D(p4 ) b, 4 )] aya [D(pz; tz, b) D(p3 H b, i3 )] azas (4550.)
0

17 .7 L _
2w92:\_/db T(p1;ts — b) D(pa; b,t4) D(p2;t2,b) D(ps3; b,t3) . (4.55b)
- Jaia4 L lazas

0
177 S _
2Wgzj\./db I(p1;t1 — b) D(ps; byts) D(p2;12,b) D(ps; b,t3) . (4.55¢)
) <8164 % dazas

0

que obviamente se cancelam quando somados.

Concluimos entdo, que na ordem g2, todos os termos divergentes da fungdo de quatro
pontos se anulam a tempo finito. Assim, a constante de renormalizagao Z; resulta nessa

ordem

Z, =1+ 0(g%) | (4.56)

e finalmente de (4.36)
Blg) = O(g°) (4-57)
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A extensao deste resultado, para todas as ordens em g, depende de uma analise que
explicite o mecanismo de cancelamento das divergéncias entre todos os grificos numa dada
ordem, tal qual o que ocorreu com os da figura 4.2. Entretanto, como observado em [11], a
conservacgao assintotica das correntes vetorial e quiral no limite de massa zero é o elemento
responsavel pelo anulamento da fungio beta, no caso de equilibrio. Talvez a generalizagio
de tal propriedade, para o caso estocastico, possa ser usada na prova, para todas as ordens
da teoria de perturbagdo, da manutencao da invariancia de escala assintdtica do modelo de
Thirring massivo. Todavia, mesmo o resultado (4.57) nos d4 uma indicagéo da validade do
sistema (4.6), com kernels (4.8) na preservagio invaridncia de escala assintética do modelo

em consideragao.

Apesar de termos usado um esquema de subtragdo minimal o resultado (4.56) in-
depende de tal escolha, como mostra (4.54) e (4.55), e podemos na verdade considerar
que B(g,tm?,tp) = O(g*), explicitando a dependéncia no quinto tempo. O fato de que
B(g) = 0, até a ordem g2, é um resultado muito interessante pois, aparentemente, a de-
pendéncia explicita da teoria num parametro dimensional, o quinto tempo, poderia ter
fornecido uma fungéo beta que anula-se apenas no limite de equilibrio e ndo durante toda
a dindmica estocdstica. Mas devemos observar que nossos resultados estao fortemente rela-
cionados com a estrutura peculiar que temos em duas dimensoes. Nesse sentido a analise
da fungdo § para outros modelos, a quinto tempo finito, seria um calculo muito interessante
no sentido de um maior entendimento da relagiao entre o quinto tempo e a invariancia de

escala das teorias quantizadas estocasticamente.
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CONCLUSAO

Aplicamos o método de quantizagao estocastica de Parisi e Wu no estudo de modelos
tradicionais em teorias de campos. Nosso objetivo foi o de obter uma maior compreensao
desse esquema alternativo de quantizagao, particularmente nos aspectos ligados a renor-

malizagao.

Nos dois primeiros capitulos descrevemos as propriedades gerais do método utilizando
as formulagoes de Langevin, Fokker-Planck e integral funcional. Demos especial destaque
a formulagao integral funcional, onde a renormalizagao das teorias quantizadas estocasti-

camente pode ser tratada sistematicamente.

No capitulo 3 implementamos a quantizagao estocastica do modelo sigma nao linear,
onde o tratamento perturbativo foi feito em poténcias de 1/N. Inicialmente usamos o
formalismo de Langevin e posteriormente usamos, exclusivamente, o formalismo integral

funcional.

No formalismo de Langevin a auséncia de um termo de deslocamento, para a equagao
que descreve a dindmica estocastica do campo auxiliar, nos levou a adicionar e subtrair um
termo bilinear, no campo auxiliar, na parte livre e na parte de interacao da Lagrangeana
do modelo, respectivamente. O kernel desse termo foi fixado impondo que, no limite de
equilibrio e em cada ordem de 1/N, apenas um numero finito de diagramas contribuissem.
Assim, pudemos implementar com sucesso a expansao 1/N no formalismo de Langevinn,
entretanto, ndo prosseguimos na discussao da renormalizabilidade da teoria, pois a mesma
tornar-se-ia complicada, devido a estrutura dos diagramas estocasticos. Preferimos fazer
. esse estudo no contexto funcional para processos estocasticos, onde a existéncia de uma

acao efetiva nos permitiu usar os procedimentos tradicionais da teoria de campos.

A acdo efetiva da formulagao funcional estd definida num espago de n + 2 dimensaes,
onde n é a dimensao do espago tempo, de modo que divergéncias adicionais, as do caso
usual, estdo presentes. Entretanto, uma simetria do tipo BRS, que é uma caracteristica da
formulagao funcional em questao, implica na invaridncia de forma da agao efetiva renorma-
lizada e consequentemente impede a existéncia de uma série de contratermos, obtidos por
contagens de poténcias. Tal simetria, além de indentidades adicionais, devida ao vinculo do

modelo, nos permitiram mostrar a renormalizabilidade da teoria em 2 < n < 4 dimensoes.
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Além da simetria de BRS uma simetria de anti-BRS garante, via mecanismo andlogo ao da
redugdo dimensional de Parisi-Sourlas, o limite de equilibrio correto da teoria quantizada

estocasticamente.

Campos de fantasma, que explicitam a simetria de BRS e anti-BRS, nao tém nenhum
papel dinamico, fato que exploramos na construgao de uma teoria efetiva que envolve um

menor numero de campos sendo, portanto, mais apropriada para célculos perturbativos.

A formulagdo funcional para processos estocasticos mostrou ser o formalismo ideal
para a discussao da renormalizabilidade das teorias quantizadas dessa maneira. Mais in-
teressante ainda é que sempre podemos recuperar a formulagao de Langevin, inclusive a
versao renormalizada, retrocedendo os passos que nos levaram a representagdo funcional,
i.e., efetuando as integragoes nos campos auxiliares. Entretanto, a possibilidade de apre-
sentar a quantizagao estocdstica numa forma supersimétrica, como discutimos em detalhe
no capitulo 2 e, no contexto do modelo sigma nao linear, no capitulo 3 permite ainda
uma maior eficiéncia na utilizagado desse esquema de quantizagao, pois a manutengao da
supersimetria do funcional gerador, expresso agora em termos de supercampos, serve co-
mo guia durante a implementacao da quantizacdo estocastica para sistemas vinculados,
na introducdo da expansdo 1/N e na garantia do limite de equilibrio correto. Particu-
larmente, nossos calculos para o modelo sigma nao linear, com auxilio da tecnologia dos
supergraficos, podem ser reproduzidos compactamente através da teoria perturbativa no
superespago, tomando como ponto de partida o funcional gerador (3.45). Nessa situagdo a
expansdo 1/N do modelo sigma nao linear, bem como outros modelos, é feita generalizando

os passos usuais para o superespago. Esses cdlculos sdo a sequéncia natural desse trabalho.

O modelo de Thirring massivo foi tratado no capitulo 4 onde a quantizagdo estocdstica,
no formalismo de Langevin, foi usada. Derivamos a equagao do grupo de renormalizacao
no contexto estocastico e calculamos perturbativamente, a nivel de um loop, a fungido beta
para esse modelo. Usando um esquema de regularizagao analitica obtivemos que os termos
divergentes da fungao de quatro pontos se anulam a quinto tempo finito, levando conse-
quentemente ao anulamento da funcdo beta, pelo menos a nivel de um loop, mostrando
que a invariancia de escala assintdtica é preservada neste esquema de quantizagao. Como
consequéncia, esse resultado nos da uma certa garantia de que o kernel usado nas equagées

de Langevin para sistemas fermionicos nao introduzem anomalias adicionais.

O “approach” integral funcional para a quantizagdo estocastica, como descrevemos
nesse trabalho, merece maiores investigagdes de modo a ser usado para um espectro maior

de situagdes. No caso de sistemas fermiénicos acreditamos que uma melhor compreensio
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da formulacgdo integral funcional seja necessdria, particularmente no que se referem as
simetrias da acgao efetiva, i.e., as simetrias de BRS e anti-BRS. A quantizacao estocastica
através de processos nao Markovianos merece investigagao na formulagao integral fun-
cional, seja no entendimento da supersimetria como na implementagao da regularizagao

estocastica.
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APENDICE
NOTACOES

Utilizamos o método de quantizagao estocastica exclusivamente no espago-tempo Eu-

clideano, apesar de também ser possivel formuld-lo no espago-tempo de Minkowski [115].

A transformada de Fourier dos campos, na varidvel espacial z, é

Kot = [ oy < o0t (4.1)

e a transformada inversa é
d(k,t) = / &z e~ §(z 1) (4.2)
Para campos fermiénicos usamos (A.1) para 3(z,t) enquanto que para %(z,t) usamos

Fet) = [ Gy < HEY (43)

Também ao efetuarmos a transformada de Fourier com respeito ao quinto tempo %, adota-
s d"k dw
¢(2}, t) = n+1

(2)

Pk, w) = / d"z dt e~ k=it g(z 1)

eik:l:+iwt ¢(k, w)
(4.4)

Nos célculos efetuados no superespago, de coordenadas (t,6,8), as varidveis de Grass-

mann 8 e 0 obedecem

02=9"={6,6} =0 (A.5)
€
1 0
—{ 8 0
/ add | 5 | = (4.6)
96 1
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