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"...podis nenhuma viagem ¢ efa 40, cada viagem
contem uma pluralidade de viagens, ¢ se, apa-
rentemente, uma delas parece apresentarn tao
pouco sentido que ncos sentimos aulorndzados a
sentenclar, Nao valeu a pena, mandaria o sen-
50 comum, se poh preconcedlto ¢ pregulca ¢ RAo
obliterassemcsd tantas vezes, que verdficasse-
mos se as viagens de que aquela 4foi conteudo
ow continente nac serao vallosas bastante pa-
ra ternem, afinal, vafido a pena ¢ as penas.”

Joge Saramage, A Jangada de Pednra
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RESUMO

S3o estudadas flutuagdes de variaveis spin de bloco
em alguns modelos de Curie-Weiss. E descrito rigorosamente o com
portamento assintotico de suas distribuicdes de probabilidade no
limite termodinamico, mantendo constante a razio entre o tamanho
do sistema e o tamanho do bloco.

S&o considerados o modelo de Ising com campo aleatd-—
rio e o antiferromagneto diluido. Os seguintes fatos sobre flu-
tuacdes nestes modelos sao provados:

a) Elas nao sao auto-mediantes;

b} Fora da criticalidade tém distribuicao Gaussiana com contri-
buicdes vindas de flutuagdes térmicas e de flutuacdes devidas
aos parametros aleatérios;

c) Na criticalidade a sua distribuicdo & nao mais Gaussiana e as
flutuagdes das impurezas dominam as flutuacdes térmicas.

Como sub-produto desta analise mostra-se que as flu-
tuacoes destes dois modelos nio s3c equivalentes sob o mapeamen—
to gue estabelece a sua equivaléncia termodindmica.

Também & descrita a aplicacdo do método ac vidro de
spin de van Hemmen, sem provas, levando a resultados similares.

Finalmente mostra-se gque o método & problemitico qguan
do aplicado a sistemas quinticos. Embora a sua termodinamica pos
sa ser bem descrita, aparecem alguns problemas matematicos, ain-

da por resolver, no estudo das suas flutuacdes.



ABSTRACT

Fluctuations of block spin variables in some Curie
~-Weiss models are studied. The asymptotic behavior of their
probability distributions in the thermodynamic limit is rigorously
described, keeping constant the ratio between the size of the
system and the size ©of the block.

The Ising model with random field and the dilute anti-
ferromagnet with uniform field are considered. The following
facts about fluctuations in these models are proved:

a) They are not self-averaging;

b) Oout of criticality they have a Gaussian distribution with
contributions coming both from thermal fluctuations and £rom
those fluctuations due to the random parameters;

¢} At criticality their dJdistribution i1s no longer Gaussian and
the fluctuation cof impurities dominate thermal fluctuations.

As a by-product of this analysis, the fluctuations of
these two models are shown to be non-eguivalent under the mapping
which establishes their thermodynamical equivalence.

It is also described the application of the method
to the wvan Hemmen spin-glass model, without proofs, leading to

similar results,
Finally the method is shown to be problematic when
applied to guantum systems. Although their thermodynamics can

be well described, some mathematical problems, yet to be solved,

appear in the study of their fluctuations.
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INTRODUCAO

Que outrem possa Louvah esforco alhedls,
Cousa e que se costuma e se desefa;
Mas Louvar s meus propaios, arrecedlo
Que Louven tac suspelio mal me estefa;
E, para dizen tudo temo e credlo

Que qualquer fLonge tempo cuwidc sefa;
Mas pods o mandas tude se fLe deve;
Ined contha ¢ que devo e sered breve.

L. Camoes, 0s Lusdiadas, Canto IIT

Como o proprio nome revela, a Mecanica Estatistica
ocupa-se da descricao de propriedades estatisticas de sistemas
de muitas (~102%%) variiveis interagentes. Dessas propriedades
deve decorrer a verificagao das leis termodindmicas que regem tais
sistemas a nivel macroscopico.

Para que essa verificacgdo ocorra, € necessario tomar
o chamado limite termodinamico (ou limite de volume infinito},
seja por razdes de natureza matematica, seja por outras de natu-
reza fisica.

Por exemplo, sabe—ge [CT/G]

que as transigdes de fa-
se sao caracterizadas matematicamente por singularidades de ener

gia livre ou do potencial gra-candnico. Para volumes finitos, no

entanto, verifica-se que essas funcoes sao analiticas. Singula-:
. [YL,LY] cs
ridades podem eventualfmente ocorrer apenas no limite de
volume infinito. Logo, uma transicao de fase sO sera possivel
nesse limite. Também sO nesse limite & que os varios ensembles

levam a funcdes termodindmicas equivalentes por transformadas de

Legendre. Portanto, o limite termodinamico permite uma descri-
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cac matematica adequada das transigdes de fase.

Do lado fisico espera-se, por exemplo na verificacgao
experimental da equacgaoc de estado de um fluido, gue ela indepen-
da da guantidade de fluido presente ou da forma do recipiente que
o contém. Deve depender, isso sim, de grandezas intensivas como
a densidade do fluido e da temperatura. O limite termodinamico pro
vé justamente condigoes para uma teoria na qual os efeitos de su
perficie sejam irrelevantes comparadas as propriedades de volume,
e portanto adequada a uma comparacac com os dados experimentais.

Ha no entanto um pegqueno problema com o limite termo
dinamico, que € o fato de que, independentemente da amavel con-
cessao de fisicos e matematicos, os sistemas reals serem irreme-
diavelmente finitos, ainda que muito grandes.

‘0 estudo de flutuac¢des controla assintoticamente o er
ro gque se faz na determinacac das grandezas intensivas ao se apro
¥imar um sistema finito por um outro infinito, guandoe o primeiro
se torna muito grande. O exemplo mais simples gue se pode dar €
o do Teorema Central do Limite - TCL - (vide apéndice B): supo-
nha-se gque o objeto de estudo seja a magnetizacdo média m de um
sistema de n spins independentes (sem interacac) no limite em

que n -+

n
Loy
m = fim i=1
I=+co
onde oy (1=1,2,...,n) sao as varidveis de spin, supostas inde

pendentes e igualmente distribuidas; neste caso, a Leli Forte dos
Grandes Numeros -~ LFGN - {vide apéndice A} garante a existéncia
do limite acima, ou seja da magnetizacao do sistema infinito. Ja

o TCL diz gue

51 |



onde u & uma variavel aleatdria com distribuicic Gaussiana de
média zero e variancia igual a da distribuicdao de cada um dos
spins.

Este € um resultado essencialmente matematico. As va
riaveis consideradas foram chamadas de spin mas na verdade pode-
riam ter tido qualguer outro nome. A fisica de fato sd entra no
jogo, guando se considera uma interacac entre as variaveis, des~
crita por uma hamiltoniana. Nesse caso, naoc mais serao indepen-
dentes.

Ha ainda um detalhe realmente relevante na maneira
como se toma © limite n -+« . Acima, fol tomado um blococ de va-
riaveis que coincide com o proprio sistema e o limite no bloco e
no sistema foi feito conjuntamente. No entanto, seria possivel
formar um bloco de n variaveis num sistema infinito a prioad e
tomar o limite em gue apenas o bloco cresce (n-+«}. Os dois ti-
pos de limite serao aqui chamados respectivamente de limite con-
junto {do bloco e do sistema) e limite separado (apenas do blo-
co). No exemplo acima, a LFGN e o TCL garantem gque o resultado
obtido ndo & alterado. WNaturalmente, pelo exposto anteriormen-
te, o limite gue se reveste de maior interesse fisico € o limite
conjunto.

Ellis e Newman[EN1’2’3]

estudaram este problema para
modelos classicos de Curie-Weiss. Neste caso, os dois tipos de
limite levam a resultados diferentes; no limite separado as flu-
tuagdes serdo sempre Gaussianas, do tipo do TCL. Ja no limite
conjunto, foi provado que fora da criticalidade as correcdes sao
similares as do TCL, mas na criticalidade sac de ordem n—%‘. Re
sultados nesse sentido haviam sido obtidos mﬁerknmenUamMLAHﬁhMLL

inclusive para uma classe de modelos mais realistas, sem gque no

entanto se conseguisse uma analise da criticalidade.



A primeira motivacao deste trabalho foi a tentativa
de estender os resultados de Ellis e Newman a sistemas gquanticos
na aproximacao de Curie-Weiss. Flutuagdes em sistemas desse ti-

po ja haviam sido estudadas /W]

sem gue no entanto se pudesse
abordar satisfatoriamente a criticalidade. A aplicac¢aoc do méto-
do no entanto, traz alguns problemas de natureza matematica que
dificulta conclusdoes satisfatorias.

Por outro lado, sac analisados alguns sistemas clas-
sicos desordenados na aproximacao de Curie-Weiss para os guais,
os resultados, rigoroscs, se afastam curiosamente dos de Ellis e
Newman, devido a presencga de aleatoriedades adicionais. Os mode
los estudados s3o o modelo de Ising com campo aleatdério e o anti
ferromagneto diluido. Verifica-se, além disso, a equivaléncia
termodindmica dos dois modelos e a inequivaléncia de suas flutua
gbes. Os resultados sao estendidos as flutuagdes no vidro de spin
de van Hemmen.

A principal conclusao € que, ao contrario da termodi
namica, as flutuacdes dependem da configuracao das impurezas gue
caracterizam cada um dos sistemas desordenados considerados, Na
verdade, & temperatura critica, as corre¢des dominantes sao devi
das exclusivamente as flutuac¢des dessas impurezas, enqguanto gue
fora da criticalidade as flutuag¢des térmicas sdo da mesma ordem.

0 trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Ca
pitulo 1 sao descritos os resultados de Ellis e Newman e O méto-
do de analise utilizado é discutido no espirito da técnica de Gru
po de Renormalizacao. No Capitule 2 sao apresentados os siste-
mas aleatdorios e provados os resultados referentes a sua termodi
namica e flutuag¢des. Finalmente, no Capitulo 3 sao discutidos os
sistemas guanticos. Dois apéndices foram acrescentados, um so-

bre a LFGN e outro scbre o TCL, elementos basicos de andlise no

decorrer do trabalho.



CAPITULO 1

FLUTUACOES EM MODELOS CLASSICOS DE CURIE-WEISS

Prontos estavam Zodos escutando
0 que ¢ subfime Gama contaria;
Quando, depods de un pouce estar cuddando,
Alevantando o nostc, assim dizda:

L.Cambes, 08 lLusfadas, Canto IIT

1.1. INTRODUCAO

0 problema da determinacdc de distribuicdes limites
para a soma de variaveis aleatdrias independentes[GKJ ocupou gran
des probabilistas do inlcio deste século, em particular na déca-
da de 30. Do ponto de vista da Mecadnica Estatistica, que usa o
aparato probabilistico para descrever sistemas com um nimero in-
finito de graus de liberdade, esses resultados sao insuficientes
na medida em que as variaveis aleatdrias ai envolvidas interagem
segundo hamiltonianas gue caracterizam os varios modelos; trata-
-se portanto, de variaveis dependentes.

A guestao gue se coloca neste trabalho & a de se ob-
ter distribuig¢fes limites para essas variaveis em modelos de

Curie-Weiss, tanto em sistemas qguanticos quanto em sistemas clas

sicos desordenados. A motivacgdo primeira foi uma série de traba

lhos de Ellis e Newman !ENT,2,3] onde resultados similares foram

discutidos para sistemas ferromagneticos classicos.
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Deve-se notar no entanto, gue até meados da decada
passada, os resultados em meclnica estatistica de transigbes de
fase nao faziam relevantes menc¢des & teoria de probabilidades.
Desde o final da década de 60, o principal instrumento de anali-
se tem sido a técnica do Grupo de Renormalizacdo (GR).

A partir dos trabalhos bastante técnicos de Bleher
e Sinai[BS1’2}, gue discutiram o© <caso especial do modelo
hierarguico em termos probabilisticos, uma serie de auto-
res[JL1’2’3;81’2;CJL1’ZFGKH;GML;CG] desenvolveu alguns aspectos
da teoria de fendmenos criticos que encontram paralelos em pro-
blemas na teoria de processos estocasticos e provéem uma inter-—
pretacdo em termos probabilisticos da técnica de GR. Os traba-
lhos de Ellis e Newman, conforme se vera neste capitulo,devem ser
compreendidos no contexto dessa interpretagao.

Para gue possam ser apresentadas as idéias que asso-

ciam os teoremas limites &s teéecnicas de GR, serd® introduzidas na

préoxima seccdo nogdes sobre dependéncia de variaveis aleatdrias.

1.2. DEPENDENCIA FRACA E FORTE

Antes de se falar sobre v.a. dependentes, convém ve-
rificar © que acontece na situa¢adoc mais simples de indeperdéncia,
Seja Si {t =1,2,...) uma sequéncia de v.a. independentes iden-

ticamente distribuidas tais que

m
w
[ AN}
|

Q

N
<C
H

. n
onde E( )} denota o valor esperado. Considerando-se S(n) = ) §



gue representa o efeito cumulativo de varias contribuiges alea-

torias, tem-se

E(S(n)}) = 0

(1.2.1}

n
z _ 2 - 2
E(S(n)?) = E E(S?) = no
i=1

Tomando-se o desvio-padrao VYE{S(n)?) , uma grandeza
com a mesma dimensdo de S(n), vé-se que ela cresce proporcional
mente a vn, mais lentamente portanto do que n, o nimero de ter
mos em S (n).

Se as variaveis Si forem dependentes, a expressao

{(1.2.1) seria modificada de forma simples por:

n n
E(S()?) = ) B(5;S,) = ) R(LI) (1.2.2)
i,j=1 i,J=1
onde R(i,j) & chamada de fungdo de correlacido da segii€ncia. A

propriedade de invariancia translacional, muito importante nas

aplicagCes fisicas, corresponde a

R{i,j) = R{}i-i])

No caso de ser satisfeita, o gue serad considerado da

qui por diante, (1.2.2}) pode ser reescrita como:
n
E(S(n)?) = nR(0) +2 ) (n-£) R(L) (1.2.3)
£=1

onde £ € um namerc inteiro. O primeiro termo corresponde ao



caso de v.a. independentes; guanto ao sequndo, varias possibili-
dades devem ser analisadas:

I
i) ER{E) e R<w
221

> o

e no limite n-+o E(S(n)?) ~ n, tendo portanto, um comportamen
to similar ao de variaveis independentes. Diz-se neste caso que

as variaveis sao fracamente dependentes,

- oo

n
ii) Z R(£) ———
£=1

e no limite n-e E{(S{n)?)/n+«. as flutuagdes sdo maiores que

YA e diz-se entdo gue as varidveis sdo fortemente dependentes.

n
£=-n
o que significa que as flutuagSes s3aoc menores que Yn. Neste ca

so, dado o desvio da regra +vn, diz-se também gue as variaveis

sado fortemente dependentes.

No caso dos sistemas ferromagneticos em gue estamos
interessados, Si sdo variaveis de spin localizadas em pontos
. d . = .= . . :
i € Z° numa rede de dimensdo d. A condicao (ii) pode ser escri

ta como

R(£) >

m[>~]

o gue expressa a divergéncia da susceptibilidade, caracterizando
portanto, o ponto critico de uma transigao de fase de segunda or
dem. Logo, embora o sistema possa ser fracamente dependente fo-
ra da criticalidade, o ponto critico & uma situacdo, do ponto de

vista da tecria de flutuacdes, associada naturalmente a uma de-
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pendéncia forte entre as variaveis de spin.
Até agui, a distingao entre dependeéencia forte e fra-
ca baseou-se simplesmente no comportamento da fungao de dois pon

tos R{[i—j!). Uma definigao mais geral e mais adequada pode ser

[JL2]

dada a partir do conceito de "strong mixing" {sm).

No espago-produto das variaveis Si’ og cilindros s3o

conjuntos da forma

, , . d
{SilE A1,512€ A, euey SikE.Ak} i, .1, ...lkEEACZZ

onde A, sao conjuntos mensuraveis no espag¢o das variaveis S, .
ZA denota a o-algebra gerada por tais conjuntos. Dadas duas re

gides finitas A, A, ¢ A, define-se a dista3ncia entre elas como

6{[\1:[\2) = min io=11

i, € A

iz € Ny
onde Iil—izl &, por exemplo, a distancia euclidiana. Define-se
também

A(A1,Az) = sup lu@ans) - p@uE| ,
A EEAl B €ZA2

onde u € a medida associada a ZA. Diz-se entdo gue as varia-

vels Si sac fracamente dependentes ou representam um campo Sm

se

A(AlfAz) g Ot(@(f\;;f\z))

onde ao(§) - 0 guando 4§+, a & chamado de coeficiente de mis

tura. Intuitivamente, esta expressdo diz gue nao é possivel com
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pensar o enfraguecimento da dependéncia das v.a. com © aumento
da dist3ncia aumentando ¢ volume dos conjuntos.
Esta situagao & tipica guando ha decaimento exponen-

cial de correlagdes. 1Isso pode ser provado[HN}

para uma classe
suficientemente abrangente de casos, gue inclui sistemas de spin
ferromagnéticos fora da criticalidade.

Na criticalidade, o caso € bem outro, pois espera-se
decaimento polinomial de R({{). O seguinte resultado pode ser

[CIL1]

provado neste caso:

Teoxrema 1.1 .

Um sistema ferromagnético com invarid@ncia translacio

nal e interacgdo entre pares tais que

E R(F)
k k k
pim LES=1) 37 TS 1) £ 0
0K <L

Ut

ndo satisfaz a condicao sm. ¢ um vetor arbitrario na rede com

componentes Sk. 1

Este teorema implica em particular gue o modelo de

Ising em 2 dimensdes viola sm na criticalidade. A violac¢ao de

sm parece portanto, uma caracterizacgdao bastante razoavel do ti-
po de dependéncia forte encontrada nos fendmenos criticos.
. - . [CTL3]

De gualquer maneira, & possivel mostrar que a

definigdc de dependéncia forte adotada inicialmente implica nes-

ta altima, mais geral.



1.3. TEOREMAS LIMITES E O GRUPO DE RENORMALIZACAO

Do ponto de vista da teoria de probabilidades, a ques

tao natural gue surge € a caracterizacado da distribuic¢do de pro-

babilidades de S(n) = S, . Fossem as variaveis Si indepen-

1

-1

dentes, o Teorema Central de Limite (TCL - vide Apéndice B) ga-
rantiria que a probabilidade de que (S{n)/ovn) fosse menor gue

x seria dada por

X 82
T2

pFﬂﬂi«:xJ nze ! -{ds e . (1.3.1)

VZn
—o
O termo ovn prové o escalonamento adequado de S {(n)
de tal maneira gue a distribuicao ndo seja concentrada nem na ori
gem nem no infinito.
No caso de um sistema com variaveis ndo necessaria-

mente independentes, define-se a variavel

Se o fator de normalizacgdo Bn for escolhido adequa
damente, pode ser que Y tenha para n grande uma distribui-
¢ao suave, isto &, gue ndo envolva fungées 6. Diz-se neste ca-
so que y_ & uma boa variavel coletiva. No entanto, o conteldo
desta variavel pode ser em certas circunstancias fisicas bem tri
vial. Se as forgas microscopicas forem de curto alcance, as va-—
riaveis S vado se comportar no limite n-=>e como se fossem in
dependentes, levando a uma distribuicao do tipo (1.3.1) juntamen

1, Ce
te com Bn ~ 1 . Trata-se, naturalmente, do caso de variaveils

fracamente dependentes.

Na criticalidade, por outro lado, espera-se um com-
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portamento bem diferente de B devido a forte correlacgdo entre
as variaveis de spin Si; novas distribuicgdes de probabilidade
podem surgir juntamente com escalonamentos do tipo Bn -~ nI“Y ,
1
Y?é“z*.
No caso de variaveis fracamente dependentes,o seguin

te teorema € conhecido{CJL1]:

Teorema 1.2

Dada uma sequéncia de v.a. {S;}7

j=q ST € E(s;) = 0,

seja Fn(y) a funcao distribuicgdo de Yy - Se Fn(y) corwerge fra
camente* para F(y), entdo Fl(y) é necessariamente estavel LCK]

r

isto &,
F(a;z) *F(axz) = Fl(az)

onde a;, a; € a s$Sao numeros positivos. Um dos parametros gque
caracteriza as distribuicdes estaveis é o seu expoente caracteris

tico*. Se F(y) tiver expoente a, entdo

B = n’%nm
n

onde h(n) & uma fun¢cdo que varia lentamente, crescendo no maxi

mo logaritmicamente. ’

De fato, dentre as distribuigdes estaveis apenas a
Gaussiana tem interesse fisico na medida em gue & a Unica com va
ridncia finita®. ©O valor de « para essa distribuigdo &€ a =2 .
Portanto, sm implica neste contexto no TCL.

No caso da analise de variaveis fortemente dependen-

tes, convém verificar antes, ainda que de forma heuristica, como

surge a Gaussiana nc caso mais simples de variaveis indeperdentes,

*Vide Apéndice B.



de modo a mais facilmente poder identificar as necessarias modi-
ficagdes.

Supondo gue a distribuicdo de S{n)/vn tem densida-
de Pn(m), pode-se, a partir da convolugao de dois blocos de ta-

manho n, obter a distribuicao P2n(x):

Pzn(x) = de’dx" Pn{.r') Pn{sc“)ﬁ{x—\—;% (:c'+:c“)] ,
SEm L LS, s
v2n V2 vn /n
Tomando a = _l.' P pode ainda ser reescrita como
/3 Zn
-1 ' ' =1 1
Pzn(x) = a .jdx Pn(x )Pn(a x —-x'). (1.3.2)

Naturalmente, a distribuicao limite procurada deve sa

tisfazer, se existir, o limite n -+ da equacao acima

P (x) = a~* [ de’ Pw(x')ggamlx -xh . (1.3.3)

J

Esta equacao diz basicamente que a convolucgao de dis
tribuic¢des de blocos suficientemente grandes leva 2 mesma distri
buicdo dos blocos. Isto &, a distribuigac é invariante por essa
operacgao de associacao de blocos, ou seja, e estavel.

A Gaussiana & solucao de (1.3.3) no caso em que a =
= 1/V2 . E importante notar gue (1.3.3} pode ter solugdes para
valores de a # 1/¥2 . No entanto, se Pn(m) tiver varidncia fi
nita, a convergencia dessas equagdes sO se dara se a=1/vY2. Por

outro lado, o fator V2 veio do fato de se normalizar a sona
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S(n) por vn . Entdo, a anidlise em mi3os poderia ser invertida,
determinando-se de forma canhestra, mas nem por isso pior deter-
minada, gual a normalizacaoc adeguada para S(n) a partir das con
di¢Ses necessarias para a convergéncia de (1.3.3).

A equacao (1.3.3) poderia assim com propriedade ser
chamada de "equacao mater” do processo de determinacdo da boa es
cala de comportamento coletivo, nao apenas pelo papel central e
centralizador gue desempenha mas também -~ ou até principalmente -
pela clareza do conceito probabilistico gue espeiha e pela com-
preensao que inspira.

O passo seguinte & a analise do caso de variaveis alea
torias dependentes. Para propésitos ilustrativos sera considera

da a equacgao

Pzn(x) = dx'gn(x,x',a) Pn(x')Pn(d“a:-x )

no lugar de (1.3.2), ja que a convolugdo usual ndo mais sera valida.
Posteriormente exemplos fisicos serdao dados em gue P, e desta

forma. A fungao gn{x,x',a) reflete a interac¢ao entre os dois

blocos.
No bloco de variaveis fracamente dependentes, espera
~se gue g_f{z,x',a) = &im g _(x,2',a) = a~' = /2 de tal maneira
n—+o n
que decorra o TCL.
Para variaveis fortemente dependentes, a distribui-

gado limite deve satisfazer:

[

P_{x) = J dz' g_f{z,z',a) P_(z') P_(atx-z') , (1.3.4)

o0

cuja solucdo sera, em geral, ndc Gaussiana.



Em oposicao a (1.3.3), esta poderia nao pouco adegua
damente ganhar o titulo de "equac¢do madraster", pois substitui
(1.3.3) com a incomoda presenca de g, r causador de dificuldades
na analise do ponto fixo, sendo portanto bem mais dificil com ela
lidar.

De fato, € a familiaridade com {1.3.3) que permite es
tudar a convergéncia de Pn(x) neste caso, na linha da analise
esbogada anteriormente: a convergéncia de (1.3.4) deve determinar a
escala a ser utilizada em S{n) de tal forma gque Pn(x) tenha
um bom limite.

Esta idéia estda na raiz da técnica de GR. Na verda-
de, a compreensao dos fendmenos criticos e do escalonamento das
variaveis fortemente dependentes esta baseada na descrigdo do com
portamento assintotico das fungdes de correlagdo R(|i-j|). Os
expoentes criticos, em fungdo dos gquais a fisica dos pontos cri-
ticos & descrita, dependem desse comportamento. Isso decorre da
teoria fenomenoldgica de escalonamento no ponto critico, gue im-
plica na homogeneidade das fungoes de correlagao, ou seja, numn de
caimento polinomial do tipo R{£) ~ £7%.

A determinagdo do expoente o determina entao o es-
calonamento de S{n) ou, em outras palavras, da analise da con-
vergéncia de (1.3.4) deve derivar o comportamento assintotico das
fungdes de correlacao.

A técnica do GR lida com transformacdes no espaco das
hamiltonianas no lugar de transformacoes das distribuicoes de pro
babilidade. De acordo com a mecanica estatistica a relagdo en-

tre hamiltonianas e distribuigdes & da forma

H « —fnP

de maneira gque (1.3.3) e (1.3.4) podem ser associadas as eqgua-
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¢oes de ponto fixo do GR, e gue agui tém uma interpretagdo proba
bilistica clara.

Como foi dito atras, distribuigdes satisfazerdo (1.3.3)
sdo chamadas de estaveis. As distribuig¢des em (1.3.4) s uma ge
neralizag¢do delas, as guais Dobrushin e Sinai deram orome de "au-
tomodel”™ mudando-o posteriormente para “distribuicgdes de esca-
la"[sz]. A escola italiana, ja referida anteriormente, preferiu
continuar a chama-la de "estaveis", ainda gue em sentido lato.

Independentemente dosg nomes usados, © Iimportante &
destacar a relagao entre o escalonamento adequado de S(n} e a
existéncia de distribuic¢des limites solugdes de (1.3.4), a ser

vista como uma interpretacado probabilistica da equagac de ponto

fixo do GR.

1.4. O TRABALHO DE ELLIS E NEWMAN

H& pouco mais de dez anos Ellis e Newman publicaram
uma série de trabalhos sobre teoremas limites para somas de va-
riaveis aleatdrias dependentes em mecanica estatistica. A classe
de modelos estudada €& a de Curie-Weiss, caracterizada como se se
gue:

Seja p uma medida de probabilidade em R que sa-

tisfaca

J exp(z?/2) dplx) < =

Dado p <considera-se o arranjo triangular de variaveis dependen

{

tes {Xjn)(p) :j=1,...,n} (n=1,2,...), com distribuigao conjun

ta



] [ zy + ... +-xn)2 n
7 exp L =T o dp(xj) (1.4.1)
n J=1
onde Zn & a normalizacao
((xl e +mn)2] n
z, = exp 57 J j?1 dp(xj) . (1.4.2)
R"

Os modelos de Curie-Weiss descrevem sistemas em que
as variaveis de spin X;n)(p) tém distribuic¢ao conjunta descri-
ta por (1.4.1-2}. O parametro B8 gque descreve a temperatura foi
agul embutido na medida p. Defire-se entd a soma Sn(p) = El X.(n) {r).

J
J=1
0 que se pretende &€ estudar a distribuicao de

S,(p} -~ nm

n' =Y

S
- .o n
onde m € © valor medio de = -

Para isso, algumas definig¢des adicionais sao necessa
rias. Em primeiro lugar, & possivel mostrar, como sera feito a-

diante neste trabalho, gue

f = {Zim (—-l £n Z_}
Iirooc n n
& dado por
£ = inf{Gp(s} 18 ER} (1.4.3)

onde



Por outro lado, dado @ inteiro e 05 numeros reals ml,...,ma e

os inteiros k,,...,k diz-se que (my, kyimy, k,5...5my,k,) € ad

o r

missivel e escreve-se
o~ (mlrkl;mzrkz?-'-?marka)

se o conjunto dos minimos globais de G, for dado por {my,...,m}

e para cada 1=1,...,a

2k.
(z-m, ) . 2k
GO(Z) = GQ (ml) -+ )\l W + O[(z-—ml) J ’ z - ml
com ki >0 . ki € chamado de "tipo" de m, e Ai a sua "forca".

0 "tipo maximal" & o maior dos k; . A medida p sera dita pura
se G tiver um Gnico minimo global e semipura se tiver um uGnico do
tipo maximal.

Define-se entao a medida

a
dt_(m) = z b. § (m-m.
p( ) 2 (m j}
J=1
onde
b.
b = —J e
3 o
§ b,
j=1
_ik.
[k(mj)] ) se kj for do tipo maximal
L., =
J
L 0 de outra forma.

Entao, os seguintes teoremas podem ser demonstrados:



Teorema 1.1
Se p »-(ml,kl;...;mu,ka) entdo

S

n
-— — drT
n

Teorema 1.2

Se p é semipura, centrada em m e do tipe k, en-

tao
o[-
exp | —5—3 | d= se X =1
S -nm I. 20
-1
n; 2k ( .’BZk
*exp (—A(m) TfETTde se kz2
onde ¢? = [A(m)}]"t -1 > 0.

Teorema 1.3

Se m for um minimo global (ndo necessariamente uUni
co) ou um minimo local de Gp, entde JIe' >0 tal gque para todo

D <g <g?

S S
2 :«{—E € [m—e,m+€]} —> & {(x-m)
n n

2
exp f—f%y]dx se k=1
5 _ —-nm b
n
—ITIk {? € [m-g, m+€]} —
3 X Zk\
x
exp[—(Zk)!)dx se k22

onde kX & o tipo e A a forca de m, e c? & dado como no teo

rema anterior.

A leitura destes resultados em termos fisicos & bas-
tante simplificada se for atentado que, de (1.4.3), a criticali-

dade é determinada por k22, onde k indica a ordem da transi
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¢do. Fora da criticalidade, k=1. Na regiao 8 <BC, de depen-

{n}

déncia fraca entre os X, um TCL padrdo continua sendo valido
para Sn' Para B =BC observa-se a existéncia de distribuicgdes
limites nac Gaussianas. Para B >BC a situacado & mais complica
da ja gue as variaveis tendem a agrupar-se em varias componentes
ergodicas {(degenerescéncia dos minimos de G_). No entanto, con
dicionando-se & vizinhanca de uma dessas componentes, € possivel
verificar novamente a validade do TCL[GJL].

Deve ser ohservade ainda gue a scma Sn poderia ter
sido feita sobre variaveis de spin tomadas num sistema "a priori"
infinito

n
s (p) = ZXj‘“”m) )

Como se pode verificar[ENj], essas variaveis X;m) se
riam independentes no sentido de que a sua distribuicao conjunta
seria dada pelo produto de suas medidas, gerando imediatamente as teo
remas limites usuais. A chave da obtencdo de distribuigdes nao
triviais esta no estudo assintdtico da distribuicao de blocos do
tamanho do sistema, fazendo o tamanho de ambos ir para infinito,
no melhor espirito da analise das equagdes de ponto fixo obtidas
nas seccoes anteriores.

A titulo ilustrativo pode ser descrito como, num ca-—

so bastante simples, tal equag¢ao pode ser obtida. Dada a hamil-

toniana
1 ¢ 1 2 . -
H = - 55 Zd Ui Uj = - 33 [Z oi] onde Ui =1, v i
i3
(i1.4.4)
Sn . n
e definindo a variavel Y{(n) = 7oy + onde S = y o, , obtém-se



de (1.4.4}), para n fixo

- . 1. (n (8 2 _1=2Y
P ¥n} =y) = Z [H]J exp | 2 v® n J
onde
N (
= o [ B 2
s L () e ()
k=0

e m satisfaz a eguacao

n-2m = yn ¥
Notando gue
N R
m m: mz
M1, M2
mi+Mms =
tem-se
2 2
p (m) = z Pn/z(ml) Pn/:a(mz) exP[w -r~? (my~mgz} ] /
my, M2
Iy +M2 =M
e chamando
m; —mp n - 2m
u = e y = e
n] Y ni Y
VA
_ n [ 12y N ¥
P {y) = | = ep | - n u ]an [2Y+u]an [iy—u du

Pode-se agui facilmente identificar uma equacdoc madraster do ti-
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po de (1.3.4). Felizmente esta ainda & tratavel. Fazendo n -+«

obtém-se a equagao assintdtica de ponto fixo
% 2
P_ly) - {Pm<y/2 )}
da qual facilmente se verifica serem solugdes fungdes do tipo

exp [— A!ylvq '
que sao func¢des da mesma natureza das distribuicdes limites obti
das nos teoremas acima, fazendo-se v z% {com k=1}) fora da cri
ticalidade {(gerando uma Gaussiana) e vy :E% em criticalidade de
ordem k. E esse valor de Gama que permite novas flutuacées no
velho mundo do campo méedio e diz como elas se afastam da trivia-

lidade do TCL, apresentandc uma rigueza probabilistica bem maior

do gue se pensava.



CAPITULO 2

SISTEMAS DESORDENADOS

Porem, para que o5 homens possam cingii-se a
verdade, terao primeiramente de conhecer 04
ernos, E pratica-Los, Nao sabered nesponden
a pergunta com um simples s4m ow wn simples
nao, mas acredito na necessidade do erro.

Jose Saramago, Memoriaf do Convento

2. INTRODUCAO

Sistemas desordenados diferem dos sistemas de spin
usuais pela aleatoriedade de alguns de seus parametros. A intro
dugao desses parametros aleatdrios decorre do estudo de sistemas
com defeitos como, por exemplo, solugdoes diluidas de alguns ato-
mos de metais de transicac (Fe, Co, Mn) em paramagnetos (Cu,Au}.

Neste caso especifico, dados dois atomos "defeituosos" nos pon-

tos 1 e 3 , & sua energia de interacao & da forna
J(i-3D J(r) = (k,r)"cos(2k_r) (2.1.1
1~3 oioj , r) = 3 CcoSs . 1.1)
> T = . r +
onde |i-]| denota a distincia euclideana entre 1 e j e k

3

& uma constante. Nao & no entanto claro como resolver o proble-

ma estatistico associado a hamiltoniana

3

1 > g
H = 3 X J(|1-3[)Giojcic. - h Z g, ¢ , (2.1.2)
i#3 i

onde cy & a variavel de diluicao, indicando a presenca de impu



reza no ponto 7 (ci =1) com probabilidade p ou a sua auséncia
(Ci =0) com probabilidade 1-p.

A dificuldade natural do problema €& entao acrescida
da necessidade de se tomar em algum ponto a média sobre as posi-
cGes dos Atomos de impurezas, isto &, sobre as configuracoes {ci}.
Nos modelos agui descritos sera provado que a energia livre obti
da & a mesma para guase todas as configurag¢oes dos parametros alea
térios ou seja, & determinada com probabilidade 1. Este resulta
do permite gue se trabalhe com uma configuracao fixa dos parame-
tros, reproduzindo um procedimento sugerido por Erout[B] segundo
o gual a energia livre deveria ser obtida através da media das
energias livres condicionadas a uma dada configuracdo de impure-
zas (problema "gquenched”) ao invés de se tomar o logaritmo de uma
funcdo de particdo sobre a qual ja foi tomada a média (problema
"annealed").

Deve-se notar que a interac¢do em (2.1.1) & ora ferro
ora antiferromagnéetica. Foil sugeridc:a[EA:1 gque (2.1.2) fosse apro

ximada pela hamiltoniana mais tratavel

:
= E 3350505 - hZoi (2.1.3)
if3

onde Jij seriam vari&veis aleatdrias independentes e igualmen-

- I T R - . 2
te distribuidas com distribuicgdo simétrica (Gaussiana) e <J,.> =

13
= J%, preservando assim a principal propriedade de (2.1.2) - a na-

tureza oscilante de J(r) em (2.1.1).

[BCSY] ~ .
sao ©s sis-

Também de interesse experimental
temas estritamente antiferromagnéticos diluidos com campo magne-
tico uniforme, isto &, com Jij em (2.1.3) sendo uma variavel
aleatdria positiva. Esse sistema sera agui estudado na sua ver-
sio Curie-Weiss e a sua equivaléencia Fermodinémica a um modelo

ferromagnético com campo aleatdrio (também na versao Curie-Weiss),



. B,ABP, Ba .
determinada por um certo mapeamento[PP ! Bal entre as energias

livres dos dois modelos & provada.

E curioso notar gue o interesse em relacgdo a este ul
timo modelo, apesar da impossibilidade de se prodwzir campos alea
torios em laboratdrio, ultrapassa a sua mimica dos antiferromag-
netos diluidos ~ estes absolutamente acessiveis do ponto de vis—
ta experimental, tendo-se tornado palco de discussao de varias

idéias tedricas como o trugue das réplicas[PIM'Mp’PWH]

[Gr,AIM,Y,PS,WP]

, reducdo

e supersimetriaIKw’KLP].

dimensional
Do ponto de vista de flutuagdes os resultados S&0 mui
to mails sutis; sera provado gue dependem das configuracdes dos
parametros aleatdorios dos sistemas e, além disso, que © mapeamen
to que estabelece a equivaléncia entre eles ao nivel termodindmi
co ndao a sustenta ao nivel mais delicado das flutuacdes.
Finalmente, resultados da mesma natureza sac obtidos

num modelo{HEc] em gue (2.1.1) & aproximado por

[Jo + J{viinj +Ejni)J

Sl

J..
1]

onde J,, J>0, & e n. sdo variaveis aleatdrias independentes
gue podem assumir os valores +1 ou -1 com igual probabilida-

de e n & o numero de variaveis de spin do sistema.

2.2. O MODELO DE ISING COM CAMPO ALEATORIO

0 modelo & descrito pela hamiltoniana

2

I —
Hn = = 35 >_J Oi - z h, o, R (2.2.1)
i=1 =

i



onde 0s hi s3o variaveis aleatdrias independentes e igualmente

distribuidas com medida dv(h), o gue sera denotado por
h ~ dv(h) .

Varios tipos de distribuic¢des de campo podem ser uti
lizados; por exemplo, a distribuicac pode ser par, absolutamente
continua com densidade decrescente em [0,«], como uma Gaussiana.

[SW]

Nesse caso, mostra-se que ndc haverd transigao de primeira
ordem. Outro tipo poderia ser o das distribuigoes discretas pa-

res, da forma

1

r |
avih) = choé(h) N z CiES(h-hi) +6(h+hi):! dh

(
)

com C, 20 para todo i. Aqui também ndo havera transigao de

[SW]

primeira ordem se Co-% Zci 2 0.

i
Assim, o método ser& ilustrado com a densidade

dv{h} = [6 {h—-H) + & {h+H)] ; (2.2.2)

i
2
que apresenta criticalidade de primeira e segunda ordem[SW} com

a presenca de um ponto tricritico no diagrama de fase.

Tenmodinamica

A energia livre & dada por

£ = fim - —— fn 7 (2.2.3)

oo

onde 38 & o inverso da temperatura T e 2 & a func¢do de par

ticao dada por



-BH
7z = Ee no (2.2.4)

{o}

onde {0} denota todas as possiveis configurac¢Ses de spin.

Usando a representagaco integral

2 -5 +Nx
S/ L ] J(e Z dz (2.2.5)

@ a hamiltoniana dada em {(2.2.1), Zn & reescrita como:

{o} i (3
1 2
n{n)? [ -hng D
= 2 [fﬁ:} ‘de e il exp[%n cosh(VRT = + Bhi{] =
i=1
~2n(iard % G_(z) (2.2.6)
= | Z7 J zr expi-n G _(x . .2,
n
2
onde G (z) = & -1 E fn cosh(vBT = +Bh,) . (2.2.7)
i=1

Espera-se naturalmente gque a termodindmica seja inde
pendente da amostra tomada, ou melhor, da configuracgao de campos
{hi} da gqual (2.2.7) depende. De fato, a soma nessa expressiao
e feita sobre variaveis aleatdrias independentes e deve, para ca
da « fixo, convergir para o valor médio do somando pela LFGN

(vide apéndice A).



Em outras palavras, sendo (2, B{Q) , u) um espago de
probabilidades onde { & o espago-produto no qual as confiqura-
o0

¢Ges de campos {hi}l_1

estao definidas e p é a medida-produ-
to nele induzida a partir de dv(h), entao a LFGN garante gue pa

ra gqualquer =« real e fixo,

Gn(x) + Gz} = = - J.dv(h)ﬂn cosh (VBT = + 8h) n-+o g.t.p.-[ul

(2.2.8)

No caso da densidade dvt(h) dada em (2.2.2)}, ter-se

-ia
2 .
Glx) = %f - % £Zn cosh (VBJ x + BH) - % £n cosh{(/BJ z - BH)
{(2.2.9)
e Q = {-H;"'H}w .

A convergéncia em (2.2.8) da-se portanto, para cada
x fixo, a menos de um conjunto Bx de configuragbes, eventual-
mente dependente de x, tal gue U{Bx) =0 .

-

Dada a representacaoc integral (2.2.6) para Zn’ € ne

cessario entac garantir gque

Isso pode ser garantido pelo seguinte

Teorema 2.2,1
Existe um conjunto A JAndependente de z, AECI{R), com
p{a) =1 tal gue Gn(m) + Gz} para todo zE€ER e Y w€Aa, onde

C(R) & a menor o-algebra gerada por cilindros em .



Comentario

Este resultado, sistematicamente abstraido em traba-

(HEC]

lhos sobre sistemas desordenados , € agui provado de maneira

simples e & um passo crucial no tratamento rigoroso deste assun-

to.

Prova

No caso particular da distribuicdo dada em (2.2.2),

basta escrever

x? 1 %‘ (H+hi
Gn(x} = T -5 ) [ T £n cosh {vBJ = + BH) -
i=1
1 H-h.
- = 5T £n cosh (VBT x e BH)

H
J—

i

para notar gue a LFGN atua agora sobre as variaveis aleatérias
hi independentemente do valor de =2 cu seja, gue Bx independe
de zx. Este simples argumento & imediatamente generalizavel pa-
ra o caso em gue hi sao variaveis aleatdrias discretas gue po-
dem assumir um ntmero finito de valores; no caso de variaveis alea
torias continuas, no entanto, € inadequado e a prova é como seque:

As funcdes

n
o (z) = Jﬁ Z en cosh (/B3 =+ Bh,)

i=1

formam uma sequéncia equicontinua de fungdes, pois

|0n(x) —Gn(y)| < |z-v| -sup |oé{z)| ,

zER



pelo teorema da média. Ora,

n
p
ol (z) = YEL z tgh (/BT z+ Bh,)
i=1
e portanto Ioé(z){ s /BJ . Logo
lo (=) -o ()| £ [=-y| VBT , w¥n. (2.2.10)

Como a intersecgdo contavel de conjuntos de medida 1
(em um espaco de probabilidades) também tem medida 1, & possivel

escolher Ac@, u{A) =1 tal gue, se wWEA
Gn(x) w——s T () para todo =z racional

Prova~se agora gue para todo weEal ,

cn(x) — O (x) para todo 2 real
De (2.2.10), dado € >0, existe &§>0 (8 = —=—) tal
3VRJ
gque a relagao |x—yf £ & implica {Gn(x)-Un(y)] < % para todo
n. Por outro lado, sendo Q denso em R, 3y€Q tal que |z-y] 6
com x&€£R, € 3ne tal gue |Gm(y)—cn(y)| é% para mz2no e
nn . Entdo, para m2ng, n 2ng,

Iom(x)-—on(x)[ < [Um(w)-cm(y)| + lcm(y)-on(y)¥+ |Un(y)-cn(x)] te,

e portanto a seguéncia converge para todo x € R e para todo

m(EA;;J



Comentario

Uma versdo alternativa do teorema devida a W. Wreszinski,
cuja referéncia lhe é agradecida, define como dominio de G (x)
o espago-produto R x§, usando o teorema de Fubini para obter a
afirmacao do teorema 2.2.71 apenas para quase todo =z ER.

A termodinamica do modelo fica completamente determi
nada a partir da energia livre, definida em (2.2.3). Ela é obti

da a partir do seguinte

Teorema 2.2.2

Se thldv(h) < o (2.2.11) ,  entdo
Rf = inf{G(x) |z € R} = G(x*) g.t.p.[ul . (2.2.12)

A prova deste teorema reguer resultados adicionais
que serao o objeto do restante desta secgao.

Dado WEQR, x €R e sendo {Fn(w,x)} uma familia de
variaveis aleatdrias em £ com T infinitamente diferenciavel

n
em relagao a z, tem-se o importante

Lema 2.2.3

Supondo que existe um conjunto A independente de s

de medida 1 (Ac Q) tal que

J
. 8" I' _(w,s) :
1y 19 w,s) = n_ > 19 5) , vwena
n 55 e
uniformemente em compactos de R para 3 =0,1,2,..., com

p(0) _

2) Existe Ciw) > 0 independente de n tal que

2
-7, (w,s) -%r+'/gfls[
e £ Clw) e (2.2.13)
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e além disso J e_F(w’S)ds <o , ¥ wE€A ’

tem-se O seguinte resultado:

Seja

g = inf{l (s)]|s €R}

e V um subconjunto fechado de R, possivelmente ilimitado, gue

ndo contenha nenhum minimo global de ['({s); entdo, existe ¢ >0
tal que
f =nT_ (w,s)
i ’ -
M9 J e n ds = 0{e %) , n > e
\%
Supcndo-se ainda gue exista £ inteiro positive, »p
real positivo e uma segquéncia {mn}::_1 tal que {fimm_ = m, sa
n-o
tisfazendo para j =1,2,...,2¢
() Ay ) 1 |
r'3' w,m ) = 24—+ 0 [ .] , n-ow ,  (2.2.14)
n n 1-p«3 T=pe]
n n
onde A1,k2,...,A2£ sao variaveis aleatorias em § com Azﬁ >0 e
definindo-se agora
Bn(w,s,mn) = ?n(w,s+mn) - Fn(w,mn) ,

existe entdao & >0 suficientemente pequeno, tal que quando n +

. 2k .3 (lsl2£+z
an(w'EE'an ) ‘Z] Kj(w) 3T ¢ OLW ¥
j:

+ 0(1) Py (s) R para ]s[ < 6 n° (2.2.15)



2.11

S s ] 52£ o]
nB |0, =57 M| 23 Azz(w) oot t P, (s) para |s{ <8 n",

(2.2.16)
onde P; € um polindmio de grau 2£ e P, de grau 2£—j;J

Comentario

Do ponto de vista técnico, este lema € crucial para
a termodinamica e para as flutuacdes. E a generalizacdo para o
[EN3]

caso desordenado de um lema de Ellis e Newman , apresentado

de forma similar para facilitar comparag¢des. A verificacdo para
Gn das hipOteses feitas sobre Tn € o cerne da prova do teore-

ma 2.2.2.

Prova

Da uniformidade na convergéncia de Pn’ para n su=-

ficientemente grande existe € >0 tal que

v

inf{l (s)[s €V} inf{l'(s){s€R} + € = g+ .

Logo
-nT_ (s} -7 (s} _
Ng J c n ds < oN9 e~(n~1)(g+e) J e D ds =
\% \Y
= O(e“ng) ; n -+ w«
-T_(s) ;
pois £im j e ds < = pela hipotese 2, o que prova a pri-
-

meira parte do lema.

Da hipdtese da uniformidade na convergéncia de FJJ)
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segue que

2L )
j S
Bn(w,s,mn)-— Z T (w,mn) 3T

n = 0(|s| ) para s| <&,
J=1

(2.2.17)

De (2.2.14) e {(2.2.17) segue imediatamente (2.2.15). Além disso,

da igualdade um tanto Sbvia

(22) 52t [ (S (j) 53
Bn(w,s,mn) = rn (w,mn) W + LBn{m,s,mn) - Zrn (U.),mn) 5—1- +
321
2£-1 i
(3) s
+ E: Fn {w,mn) ?T
J=1

decorre imediatamente a desigualdade

S (3) s
B (w,s,m) 2 00 qwym) Sy - B e, s,my) - E: ) om) S5
j=1
2£-1 3
- E gf3’(w,mn) %? ) (2.2.18)

3=1

Por outro lado
2L
22+1 1
0(|s]“*") s 5 Ay (w) (2{)' para is] <6,

para &6, suficientemente pequeno. A desigualdade (2.2.16) se-

gue entdo de (2.2.14), (2.2.17) e (2.2.18) com 6 = min(ﬁl,Gzl;J
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Tema 2.2.4

Satisfeitas as hipdteses do lema 2.2.3,

N+

] —nTn(w,s)
Lim -~ I £n e ds = g g.t.p. [u} . (2.2.19)

Prova

Supondo-se inicialmente que ['{s) tem um Unico mini
mo global, tome-se m como esse ponto e seja m um ponto
de minimo de Fn(w,s) gue converge para m para cada w fixo.

Denotando por Vn o conjunto fechado

Vn = R = (mn—6 ,mn+6)

onde & & o mesmo do lema anterior, tem-se

mn+5
-nl {w,s) -nl_ {w,s) -nT (w,s)
e P J e U ds = e"9n° J e M ds + ( e T ds =
J
R m -6 A% _
n
r+6 B _{ ) r )
-7 W, S, m -1 w, S
.,np eq(n) n n ds + eng np J e n ds =
_.5 y
n
e 2L .
an _ z ASJ
L 1= -
g () eI T ge s om | + 0P €D, e (2.2.20)
uﬁnp
onde gi(n) = n[g-—Fn(m,mn)} = ¢o{n) . Na iltima passagem usou-se

a primeira parte do lema 2.2.3, o teorema da convergéncia domina
da, valido devido a (2.2.16) e a igualdade (2.2.15) para B - A

integral no enunciado do lema pode ser escrita entd3o como
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2¢ oJ
—_Z )\j(‘:ﬁ)j_l"

-nl {

nl (ws) gy | 551
;e
)

e ds = eng

(

ds +

ey

ie

|

AS

|

e O limite {2.2.19) decorre imediatamente.
Havendo um numero o de minimos globais, finito e in

dependente de n, a prova & alterada tomando-se

a : : 3
v, o= R~ U mrgl)[w)-—éi ,mél}(w)ﬂSj
i=1

i , . , - .o -
onde mé )(w) indica a localizacao do i-~-&simo minimo de Fnums),

para w fixo, & & & tomado como

(i

0 < § < min{él,ﬁz,[mn

1728

)-mlgj}!n i#3 5 al

com &, e &, definidos no lema anterior,

A integral em R\Vn anterior seria substituida por

(i}

m +&
a (n
\ wnl (w,s)
D n ’
Z, n * | e n ds .
i1 I
o s
n
onde pi seria determinado pela expansdo de Fn(m,s) en torno
de s =m(l). O comportamento assintdotico obtido anteriormente

I

para (2.2.19) nao seria alterado.

Com os doils lemas anteriores, a prova do teorema 2.2.2

fica limitada a mostrar gue as fungoes Gn(x) satisfazem as hi-
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pOteses do lema 2.2.3 com a seguéncia {mn} escolhida como uma

sequéncia de minimos de Gn(x).

Prova do teorema 2.2.2
As hipoOteses a serem verificadas para Gn(x) sao

(a) 69 (z) » ¢3!

n fx} uniformemente em compactos de R, Y w CA,

onde A €& definido no inicio do lema 2.2.3.

{b}) Existe uma sequéncia {m tal gque {fim m_o=m e as de-

N->co

rivadas de Gn converdgem nesses pontos na forma indicada em

n}n=1

(2.2.14).
{c) Verificar (2.2.13) para Gn(x).

A prova de (a) segue basicamente a linha do teorema

2.2.1 . Para J #0 o argumento &€ facilmente generalizavel; to-

mando-se on(x) como no teorema Z2.2.1, prova-se que Oék)(x) =
dko

= ]? & limitada, © que leva & equicontinuidade da familia
dx
k-1,% - . . )

{Un }n—1 A convergencia g.t.p. em conjuntos Acf indepen-

dentes de zx decorre comoc no teorema 2.2.1 e a uniformidade em
compactos & imediata. A propriedade da equicontinuidade serétmg

da na prova de (b).

Notando que, para cada k, k€{1,2,...}, existem ni~-
meros reais e positivos Al(k), aj(k) e bj(k), JEe {1,2,.“,2k_1},
tais gque

k/2
(k) 1 %1 pk(&c,hi)(SJ) /
I () = = ) KT para ne k €{1,2,...1}
i=%  [cosh{/BJ x&-Shi)]



onde
2k—1 |
Py (@, h,) = A(k) + E |:aj (k) senh? (VBT z + Bh,) +
3=1
+ bj(k) cosh (VBT = + Bhi)senhj~1{/€3x+ Bhi}] ,
- (k}y - . . .
ve-se que o e limitada, pois

Pk(x,hi)

<
A

[ITaN

k-1
2

eo7 € AR+ ) [aj(k) + b, (k)]

[cosh (VBT z + Bhi)}z 51

o gue, com as observac¢des anteriores, verifica a hipotese {a).

Quanto & hipbtese (b}, seja x; um minimo global de

*

Gn{x) e = de Gl(x}, que devem satisfazer respectivamente as
egquacoes:
) BT T
x (1 * _ BT *
o= op C(xl) = = L‘tgh{/gﬁ'xn+ Bh,) (2.2.21)
i=1
(1) (
z¥ = o (z*) = /B“CfJ dv(h) tgh(vBJ z* + Bh) . {2.2.22)
ILogo

m;-—m*| s 2VBJ
e portanto a seguencia {mg} esta contida num compacto, para ca
e o)
da B fixo. Ha entao (pelo menos) uma subseguéncia {x; }
37 5=1

que converge. Seja x o limite dessa subsequéncia. Prova-se a-

gora que Gn(x;} + G(x) (e analogamente para a derivada de qual-



guer ordem nesse ponto); da uniformidade da convergéncia de Gn+G,

dado € >0, existe 3, tal gue para todo n € {nj 3 >30t,

|6, (zp) 6@ ] s |6 (ef) ~e @)] + |6 (@) ~c@ ] =
< vBJ |x*—§] + €
n

Na ultima passagem foi usada também a equicontinuida
de de Gn . Como € pode ser tomado arbitrariamente pegueno e

x>+ conclui-se gue

N —
G_{x —
n( n} G(x)
Como o mesmo acontece com todas as derivadas, ent3o =z =zx*
C controle da convergéncia de G, > G de maneira a
verificar (2.2.14) & bem mais sutil. Para tal € necessario sa-

ber como x; converge para z*, o gue € dado pelo

ILema 2.2.5
Seja k o tipo de z* (vide capitulo 1); entdo
n® (@ oz*) = v (@) + 0(1) n > (2.2.23)
n ” - k ! te
4 § = — 1
onde = 2(2]{—1} e
(2k-1¥tu, (w)
(v (@175 o VI ;o up ) ~ N(0,0% (1))
G (z*)
{2.2.24)
) 2

[ !
com G°(1) = RJ J dv(h) tgh® (/B «* - Bh) - B dv (h) tgh (/BT z* + Bh)
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2
(2k), % 2 (2k-1)
e portanto vy (w)  ~ 22 K2 exXp ¢ - G (27 ) L da
(2k-1)ta(1)]| 2
Prova
De (2.2.21) e (2.2.22) tem-se
* * - (1} * (1) *
-z = o, (mn) - g {x™) . (2.2.25)

Por outro lado, a funcao oéi}(x) pode ser expandi-

da em torno de zx*:

- . o
Como existe uma sequéncia {n-}j_] tal que zf - z*¥,
- J

J
entdo dado € >0 existe Jj, tal que Ix; —x*l < g para todo

j >j,. Fazendo & =z na expressdo acima com n E{nj 3 >301,
tem-se

k-1 (2% _ %)t

{1) % _ {(1+1) * n * %1 2k+1
o, fxl) = Z g (x )'.___ET——__'+O(Ixn z* | )
i=0
*
para xn-—x*l < £

O tipo de «* ser k significa gue a primeira deri

vada nac nula de G(z) no ponto x* & de ordem 2k. Usando is

so, alem do fato de gue
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e do Teorema Central do Limite (vide apéndice B) segundo o gual

. : u, (w) (
AP LA (1 B
/n /Ej
com ui(w) ~ N(0,0%(i))

onde ¢?(i) & uma variancia bem definida pelo TCL, pode-se intro

duzir a expansido acima para Gé1}(m;) na expressao (2.2.25) pa-

ra se chegar a

u, (w) )
G(z)(x*)(x;-—x*) = + 0 (QL para k=1 , n+w
/n Lvn )
e
9@ o (k- z%) 2 ,
0 = + C (z*) + 0 | — para k> 1 ,
/n (2k=1)! /n )
n -+ o
Como, de (2.2.21) e (2.2.22)
N
vBJ * *
U (w) = v/n — tgh(vBJ 2 +Bh;) - vBJ | dv(h) tgh¥/BT «* + Bh) | ,
i=1
g%(1) sera dado como no enunciadoc do lema. AS trés Ultimas ex—

pressdes levam a (2.2.231;J

A analise da convergéncia de Géj) € agora mais fa-
cil. Para j =1, Géi)(x;) = 0, ¥n, pela definicdo de x; ; pa

ra 3>t , tal como no lema acima deve-se expandir Gn(x) em tor

no de zx* e depois, para n suficientemente grande, calcular a

funcao em =z :x;. Obtén-se



fG(Zk) (x*)v]fk-j) a 1
SEEIT A = 3<%
o (% )P (2k-j)! n /n /n
G(j} {x*) - Z G(j+p) (x*) I =
n n n p_f N>oo
p=0 u, .
oL D 322k
/n /1

onde foi aplicado o lema 2.2.5, o Teorema Central de Limite e k

€ o tipo de =z*. Tomando-se entdo em (2.2.14) £ =1 e
o = p(k) = sl (2.2.26)
- 2(2k~1) e
tem-se
G(Zk){x*)VQZk_Z)(w)
Al(w) = ] e Az(w) = y
{(Zk-2} !

com vy definido em (2.2.24), o gue verifica completamente a hi

potese (b).

Quanto a (c), basta notar que

n
Zn cosh [£(x,h}] € |f(x,h)]| = % z Ln cosh (VBRI = + 8h,)

ItA

i=1

n n
1 1
S - z | /BT x+ 80y | s /BT|af+ B2 Z by | (2.2.27)
i=1 i=1
o gue leva a
2
G lx) 2 %T - VBJ |xz| - B sgp{[hi(m)l}

Esta desigualdade permite aplicar o teorema da con-



[ ean(m)
J

vergéncia dominada em dx , o que implica, de (2.2.11)

e (2.2.27) em

2

~G_ (x) H%T-+/Ef|x[
Zim | e < expESJ‘d\)(h)IhljJ dr e <

N-»o

O que verifica completamente (2.2.13) e portanto a hipotese (c)1

Devido a {2.2.12), as propriedades de G correspon-
dem & caracterizacdc termodinidmica do modelo. Por exemplo, a e-
xisténcia de varios minimos globais corresponde a fases coexisten
tes cujas magnetizagoes s&c as varias posicdes dos nminimos: mini
mos globais ndo guadraticos (k >1) correspondem a pontos criti-
cos e minimos locais a fases metaestaveis.

A determinacio de z* - e portanto, da magnetizacio

de equilibrio

@ feita pelo estudo de G(x) e das suas deriva-

das:

G“)(x) = xuféj{d\)(h) tgh (VBT =z + 8h)
(2.2.28)
) - 1< as (d\)(h) cosh™(/ET z + Bh)

J

Sendo dv{(h) wuma distribuigio par, z* =0 seri sem

pre solucgao de G(I)(x) = 0. Sera minimo, pelo menos local, en
quanto G(z)(O) > 0, Para B8=0, =0 ¢é o fnico minimo; por
tanto, a menos de transigoes de primeira ordem,a.myﬁic&>Gc”(0):

=0 define uma transigao de fase de segqunda ordem, a uma tempera



tura B8 =Bc dada de (2.2.28) por

-1
[
B = J dv {(h) sechZBc h

Com a medida dv(h) dada em {2.2.2), o diagrama de

fasefsw] & como o apresentadc na figura 1, onde (Ht ,Tt) e unm

ponto tricritico.

T, Fig. 1 -Diagrama de fase para
Qv (h) =5 [8(h-t) +6 (r+H) 1dh;

s a linha tracejada indi-

Tt : ca uma transicdo de 2a

ordem e a continua uma

de 12, separando a re-—

gido ferromagnética (F)

H da paramagnetica {(P).

As transigoOes neste tipo de sistemas tém como pardme

tro de ordem a magnetizacao de equilibrio u definida como

U = £im . {2.2.29)

A relagao de u com z* é imediata; a expressdo aci

ma pode ser reescrita como

=
i
S
'_l
=
I
P
o)
~]
o
}.—J
1
:

{o}

1 3 . s
= = = [inf{G(z) |z €ER}]
B da ’a:G
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onde na ultima passagem foi usado o teorema 2.2.2 e a funcio Glzx),

obtida como em (2.2.8), é dada por

‘,L_Z

Glx) = = - [ dv(h) £n cosh[/BJT = + B(h+a)]

Sendo z*(a) o minimo de G(z), & evidente que z*(0) =

*

= ¥ ., Entao
inf(Glx) |z er) = &L _ Jd\)(h) &n cosh[ /BT z* (a) + B (h+a) ]
e logo
* * [
b= 38. {C*(a) i%&_(.“_) - [,@3 ?._%a(ﬂ +{]J dv(h) tgh VBT z* (a) +B(h+cx}]}
=0
*
ou ainda, uo= = (2.2.30)
VBT

onde se usou (2.2.22).

Flutuacoes

Sendo u o valor de egquilibrio da magnetizacdo, o es
tudo de flutuacdes dessa variavel refere-se, conforme foi descri
to anteriormente, a obtencdo da distribuicdo de probabilidades as

sintotica da variavel

a
o
LTRSS

no limite em que n+ «. Naturalmente, o valor de Yy sera deter



minado convenientemente de maneira que a distribuicdo de Y, te-

nha bom limite, isto &, que ndo fique concentrada num Gnico pon-

to ou no infinito.

Os principais resultados podem ser expressos nos dois

teoremas seguintes:

Teorema 2.2.6

n
Sendo W ~ N(0,1) independente de S, = ) 0., n21,
i=1
dados a e Yy reais tem-se
exof nG VRJ (~—~—+a)j|1ds
W Sn-na 1 I
-~ . (2.2.31)

mT na-Y ¢ _1- ¥
BJ n?2 n [

JcBexp{—nGnE@3{§%+aﬂ}

Comentarios

1Y Em {2.1.31) a variavel W s& contribui no limite n > o«
1
se Y:'f.
2) Este teorema relaciona a funcgao Gn introduzida em {2.2.7}

cujo minimo determina a energia livre com a distribuicdo de pro-

babilidades de Yn

Tecorema 2.2.7

o . . .
Sendo {m;}_ , © conjunto de minimos globais de G{x)
o=

1
2(2ki—1) :

{

e | dv(h) |h| <= , tem-se com ¥

(a} =1 (B <BC , na criticalidade de segunda ordem e na tricri-

ticalidade) ( N
- Z(Zk—ﬂ
(W) ~ 2252 exp dz  , h>1
1 (2]{—1) 2(1){
Zki
Lim y_ =
N> n
w~ N |2 i( 1 —‘E] , k=1
6@ (o) " BT @)
com Vv, {w) e u;{w) definidos em (2.2.24).
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(k) a>1 (B >Bc e na criticalidade de primeira ordem)

Sn *i ( 5 (w) 1 1
Limy :|=« —=| <eg =y, ~Nj—2 u—-(——-—————~ —1] r k=1
naw I EF PP e "B g
com 0<e<min{f,~ci*-.x3?{=1si;éjgon}.
Comentarios

1} As duas partes do teorema referem-se respectivamente a
situacoes em gue ¢ minimo global & ndo-degenerado (uma fase pu-
ra) e degenerado (fases coexistentes). Essencialmente, vé-se que
o resultado em (b) preserva o resultado em {(a), bastando condi-
cionar a magnetizac¢ao para n finito & vizinhanca de um dos va-

lores da magnetizacdo de equilibrio.

2) Fora da criticalidade deve ser observado que as variaveis
de spin tém um comportamento fracamente dependente (y =%) enguan
to gue na criticalidade sao fortemente dependentes (y <%) levan-

do a distribuic¢des nao-Gaussianas para a variavel de flutuacio.

3) Em todos os casos a distribuicdo de y depende de w, ou
seja, da configuracao de campos aleatdérios. Para k=1, ro entan

to, apenas a media e aleatdria,

4) Deve-se notar gue o valor de Yy agqui obtido & sempre me
nor do que no sistema deterministico de Ellis e Newman, onde
Y 25% » a menos do caso em gue k=1. Quer isto dizer que na cri

ticalidade a dependéncia entre as varidveis de spin no modelo com

campe aleatdoric € mais forte do gque no sistema deterministico.

Prova do Teorema 2.2.6

Sn - na
Seja An(a) = T?_ (2.2.32)

e Kn{t) a funcao caracteristica de An(a}. Entao



] S -na —BHn
Kn(t) = <expli An(a)t}> = 5 z exp|i _ET:?—' t| e .
n {5} n J
BT | ©
Usando-se (2.2.1) e (2.2.5) com n = =11 o, .
Li=1
ven
——— P n
K_(t) = L i dr ex -n & _ 1 £n cosh|vVRT = +
n Z_ v 27 P 2 n
n §=1
it iat
+ Bh. + ] + .
J al =Y =Y
Fazendo-se =z = ___iET“_ . chega-se a
VET n'"Y
t2
K (t) rexp |- —m—r— =
i 287 n1—ZY
B -nG_(m)
= éL ,/f% J'dm exp itn? (—m~ - aj e n
n vEJ

Com a mudanga s = (—E—--a]nY e lembrando gue todas
YBJ

essas operag¢does podem ser feitas também em Zn' tem-se

ste a@{nnG Eﬁw ; +aﬂ

£2
K (t) eexpi=w ————0 =

st exp{-—nG [/B—J— (-—+ a]}

0 gue equivale ao enunciade do teorema. [

Finalmente, para se provar .0 tecrema 2.2.7, & neces—

sarioc o seguinte



Ilema 2.2.8
o
Seja {xz}i:1 o conjunto de minimos globais de G{x)

e J-dv(h)ih[ < ; entdo, com Y = §T§§:TT , kef{1,2,...1,

a) a =1
(¥ ) )
£im A L |
Naow ! /E-EJ
-1
(2k=2)1 —l szl
~ exp{ «RJ|— -5 = > ds
b} a>1 L(zk) (x*)vik“2 (@) k,!_l 2)(
x* S x¥
Lim a_ |- :7?-ui-<€
N> nL/BE /BT
{2.2.33)
com 0 < &g < min{]x; -x;] : 1S 49 sa} e A dado em (2.2.32).
Prova
al) o =1

Na prova do teorema 2.2.2 fol mostrado que Gn(x) sa

tisfazia todas as hipdteses feitas sobre T _ {w,z) no lema 2.2.3,

n(
tomando-se em {2.2.14} £ =1,

¢ PR (zxy 252 (y)
)\]_ (UJ) = 0 ? AZ{L’J} =

(2k=-2)!

e p = plk) dado por (2.2.26).

Em particular, vale a expansao (2.2.15)

2
n[%n(m , YBJ Ji-—x;)-Gn(w ,x;{} = X, {w) BT 24

s 2
3
El n”
+ 0 3 + 0(1) P, (s) para ls] < & —— . (2.2.34)
n°P VBRI

Pelo teorema (2.2.6), basta entaoc provar o comporta-



mento assintdtico

(\JIU’,\,

dest(S} eXP{“nGnE/ﬁ (;1%+ T {|} erst(S) expf_ BJEgl_gk’Jﬂ

n
/a7 \

!rds exzn{-nc E’fﬁ (~-~+—:l1 ers ex;a{*scr Ezl '"%1]4 %i}

] n' BT

\
J

(2.2.35)

para gualquer funcao t(s) limitada e continua.
Tomando-se § como em (2.2.15) e (2.2.16) e fazendo

-se v =p(k) tem-se, da primeira parte do lema (2.2.3) que

{
nf 3 * _
e J expE—n Gn(/"BTf ;—p-+mn):| t(s) ds =
|s] 26 n? 9
VB
= 0(n” e™"%) , n o+ . (2.2.36)

Como (2.2.16) permite o uso do teorema de convergdn—

cia dominada, de (2.2.34) vem:

eDE exp[}rlGn(/EE ﬁ%-+x;{]t(8)ds =
|s] <8 n® (k)
V8J
= eq(n) exp{—n[(; VBJ —n—p—«rpmn) —Gn(:c:l):l} t{s}) ds =
p(k)
s[<6n
VBRI
qi{n) [

i :
= e Jexp(— Az(w)—s—z-—)t(s)ds +0(1)] , n-ow (2.2.37)



onde g(n) = n[f-Gn(xgy] = o(n). Entdc (2.2.31), (2.2.36} e
(2.2.37) asseguram o comportamento assintdtico em (2.2.35), ga-

rantindo assim (2.2.33}).

L) o>

No caso de G{(z) ter mais de um minimo global, & sem
pre possivel usar a expansdo acima em vizinhancg¢as de cada um dos
minimos como as indicadas no enunciado e a4 semelhanca da prova

do teorema 2.2.4, chegando-se ao resultado desejado. l

Os lemas 2.2.8 e 2.2.5 s&o suficientes para provar o

tecrema 2.2.7 .

Prova do Teorema 2.2.7

A expressao (2.2.33) leva a

k
s z* - -“‘**‘““T
i R B vo | n TR ,  n-e (2.2.38)
n VBT s \
2 (2k-1)

T o~ nlo 1L (=2
com u N{\O, 57 (A7 {w) _Gk,1)

Por outro lado, de (2.2.33) tem-se que

z * vy (@) “2(2;-n
noo. . : + 0 |n , nHew . (2.2.39)
VBT VBJ 20z -1 L
n

Associando (2.2.30), (2.2.38) e (2.2.39) venm
3 — v, (w) S —
= - u - = P + 0(; 2 (2k=1) ,  noe
n k 1 k

n2(2k-1) nz(Zk-i)

u; (w)

G(Z) (™) !

0 que, lembrando de (2.2.24) gue vy (w) =

teorema. l

assegura o



Comentario

E importante notar gue na criticalidade as flutuacgoes
dominantes sao devidas aos campos aleatdrios enquanto as flu-
tuagdes térmicas desempenham um papel subdominante. Fora da cri

ticalidade esses dois tipos de flutuacio contribuem em mesma Or-

dem no limite,

Seria relevante, a titulo de conclusido desta seccio
e complementando os comentarios feitos ao teorema 2.2.7, chamar
a atencao para algumas implicag¢des fisicas destes resultados.

Em primeiro lugar, uma leitura direta do teorema 2.2.7

diz gue
S N R
Zim P f—“-ujn“z}"” € [a,b]] =
N0 Lo
F b
[ [ 2k}, %, }2 2(2k=1)
$2k-2 exp| - I G {x™) x A , k> 1
L @k-1)1 j 20%(1)
a
b + oo 2
[ {“’"'('2) } )
dz | dy exp!- RJ & “1(0) exp| - —A—0 | | k=1
) 2[@‘2)(0) _1] 252 (1)

onde as integrais devem ser naturalmente normalizadas.
Por outro lado, por exemplo a susceptibilidade magné

tica e dada por

_ ] _ 1] 2 _
= 4 §: <U 0 > = o <Sn> = n - :
ij

onde o valor esperado <> na definicao de ¥ indica a média ter



mica. Para k >1, uma vez gue nessa situacdo as flutuacdes dos
campos dominam as flutuagoes térmicas, nd3o ha duvida que ¥ & da
da pela variancia da distribuicdo acima a menos de uma potencia
de n. Ja para B <8c (k =1), como ja foi dito, ambos os tipos
de flutuacdo contribuem em mesma ordem, e portanto deve-se tomar
para X a variancia apenas da distribuicdo térmica (de modia de
finida em Q) ou seja de

[x __ug (w) T
G(Z)

[@‘2’(03 -1]
Logo, para B <B_
1 2y}
X = 2% [G (0) - 1] .

Vé-se gue & uma grandeza finita, independente da con
figuracao de campos aleatdrios e gue diverge no limite Ba-Bc em
transicdes de segunda ordem. A poténcia de n & anulada com O

valor de k=1. Por outro lado, € possivel dizer para g = Bc

r
com que potencia de n a susceptibilidade diverge a medida em
gque o sistema se torna infinito

%
para k=2 X, (B=B_) ?

]
3

¥
para k=3 X, (B=8 ) °

Bl
3

NO caso dos sistemas deterministicos essas poténcias

2

Finalmente deve-se observar gue os expoentes criti-

seriam respectivamente 1 e % para k=2 e k=3,

cos obtidos coincidem naturalmente com os expoentes criticos das

teorias usuais de campo medio (uma vez gque a termodindmica é iquall).



Em particular, com a aplicacao de um campo externo

@ , & magnetizagao p(a) vai a zero gquando o +0 na forma

Yy

uila) = o

0 gue é facilmente obtido, expandindo-se

ufla) = J.dv(hj tgh[BT p(a) + 8 (h+a)]

em torno de o =10.

2.3. O ANTIFERROMAGNETQ DILUIDO COM CAMPO UNIFORME

Dado A<:Zd 0 sistema € descrito pela hamiltoniana

27

H = & Z £ £50;05 + b Z g0, (2.3.1)
€
€

onde A = AerS r Mo = Ar}Z? com Zg (ZS) sendo a subrede de

d - - .
yd na gual a soma das coordenadas é par (impar). Como anterior

mente o, =*1 sao variaveis de spine n é a cardinalidade de

A ; neste modelo sera tomade J >0 e E;r €N, sao variaveis
aleatdorias independentes e igualmente distribuidas, com densida-

de de probabilidade

& ~ [pd(g~1) + (1-p) &{§)] d¢g 1

(1A%
e)

I

<

(2.3.2)

A hamiltoniana descreve interacgdes antiferromagnéti-
cas entre sitios de subredes diferentes, podendo eventualmente al

guns nao estar ocupados, dependendo do valor que a variavel ¢ ne
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les assumir, por este motivo £ €& chamada de variavel de dilui-

cao.
Por outro lado, (2.3.1) induz naturalmente uma inte-—
racao ferromagnética entre spins de uma mesma subrede. TIsso vi_se
da hamiltoniana em {2.3.1) que, quando h =0, é minimizada em
configuragdes gue tenham os spins alinhados dentro de cada subre

de e opostos em subredes distintas.

Termodinamica

Definindo-se as magnetizacoes de subrede

_ v
Soe) T L £193
lEAO(e}

pode-se escrever Hn em (2.3.1) ocomo

2 2

. /BJ /BJ
- BHn = i/ (SO+Se) + y (SO—Se} - Bh(SO+Se)

Aplicando-se (2.2.5) aos termos guadraticos chega-se

imediatamente a

~-3H ] 2,2
z o= z e no_ 22;‘.[dm ag exp {—&1[%453— -~ @n(x,q{}}
{o}
{2.3.3)
onde
o lz,q) = % z £n cosh\Ef’B—Jm ~ i /BT g - Bh) Ej:l +
] €Ae
+1H Z Encosh[(/B_Jx+if§jq+8h}g3] .
J €A
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Como Zn € por definigdo real, o objeto de interes-

Se e apenas a parte real do integrando de (2.3.3), dada por

Re exp {- nL‘rz—;ﬁ- - CPn(:c,q)]} =
.2
cosE1 (En(:c,q)] exp{— n L# - En(:c,q)il} ;

onde mn(x,q) = an(x,q) + 1 @n(x,q) ; Com

En(:c,q) = 5-15 z £n COShz[:(\/B_J:r:-Bh)Ej] +cosz(/B“Jqu) -1+
Ieh,
# z En{coshz[(/@fx+ Bh)gj:l +cosz(/§fq‘5j)-1}
J €A
e
%, (=,q) =% Z tg"lftghli(/ﬁix-sh)a:l 5y (—;/e._JqE;.)1 +
j €A I ’ ’ f

e

+

2 Edt {tgh[:{/B_Jx+ Bh)gj] tg (/B_quj)}
JE Ny

e portanto (2.3.3) pode ser reescrita como

n
z, = 272 dedq cos (n cbn(x,q)) exp[-n G, (z,q)] (2.3.4)

onde



2 2
el = u__ - n =
Gn(w,q) = > @n(x,q) . (2.3.5)

A diferenga essencial entre (2.2.6) e (2.3.4) é gue

a primeira e uma integral em uma Unica variavel enguanto que a

[H,R]

ultima & em duas dimensdes. Pode~se mostrar gque o método

assintotico de Laplace é valido para integrais miltiplas, obten-

do-se para o limite (2.2.3), a exemplo de (2.2.12), a exXpressao
Bf = 1inf{G(z,g)]|(x,q)€R*} = Glz*,q%) (2.3.6)
onde
G(:c,q) = £im G (x,q) =
It-»o n

2 2

= 24 _E{fnicosh® (VBT z- 8h) + cos? (VBT q) - 11{ 4
2 4

+ £n|:coshz{fB_J:c+ Bh) + cos? (VBJ q) - ‘I]} .

E bastante simples provar que a energia livre é inde

pendente da configuracao das varidveis de diluicio.

Teorema 2.3.1

Ssendo @ = {0,1} o espaco-produto onde estao defi-
nidas as configuracoes {f} das variaveis de diluic3o e p a me
dida induzida nesse espaco por dv(f) dado enm (2.3.2}, entao e~
xiste um conjunto A independente de x e de g, AE€C(R), u{a) =1,
onde ({2} é a menor v-algebra gerada por cilindros em § , tal

que

Gn(x,q) —  Glx,q) , ¥ we A

N->co

O mesmo ocorre com gqualguer ordem de derivagao em re

lagao a x« e/ou g.



Prova

Tal como na prova do teorema 2.2.1, basta notar que

s
_ ?(jEAej
¢y 2,q) = 5 i\ — En[%oshz(/gﬁ;r- Bh)+coszb@ﬁ%;)-{] +
|

Y

. 25
N LT £nEmsh2(fEfx+ BRh) +cosz(/ETq)—'] $
)

€ que a LFGN atua sobre as somatdérias independentemente de z e q.

Para qualgquer derivada de G, , © procedimento ¢ evidentemente o

mesmo.

Mais ainda, notando gue para quaisquer n e gz fixos

3G, 3% G, )
35 =90 , Fri > 1 e cos[n (pn(sc,O)} = 1
q=0 q=0 (2.3.7)
tem-se que g* =0 e toda a termodinimica & determinada, tal co-

mo em (2.2.12}, pela minimizacao da funcao de uma variavel

Bf = inf{G(x,0)} .
T ER

Da seccao anterior sabe-se que a demonstracdo desta

ultima expressao, gque € (2.3.6) com g* =0, depende profundamen-
*
’

n *)

9

te do modo com G (= = inf {Gn (z,q)} converge para G(z*,0);

(z,q)ER?
ora, de (2.3.7) sabe-se gue q;=o, YV n, ouseja, a localizacao

do minimo nao flutua na direcd q, apenas na z. O problema &,
por conseguinte, reduzido de forma licita ao estudo da convergen

cia da funcao de uma variavel



G (x,0) = Ei -1 Y In cosh| (VRJ x - Bh)E. +
n'"r 2 n) L j
J €A,
+ Y £n cosh[}/BJ T+ gh}gi]l — G(x,0)
L J N*co
J €A
A uniformidade em compactos da coonvergéncia de
) 3G (x,0) .
an (z,0) = — s para todo w A, onde A €& como no teo-
3x .
rema 2.3.1, e a eguicontinuidade das familias {Gé]){m,O}} , de-
correm da forma de Gn(x,O) e das propriedades da fungao £n coshuw,
come na prova do teorema 2.2.2 . Assim, como la, € possivel pro

. - . co
var que existe pelo menos uma subsequéncia de {x;}n_1 que con-
verge para z%.

0 estudo da convergéncia

*
*

assim como a verificagao das outras hipdteses sobre Gn(x,O) pa
ra gque o teorema 2.2.2 seja valido, sera feito no estudo das flu
tuagoes, o que justifica a expressdo (2.3.6) com g*=0.

Comparando agora
2
Glx,0) = %T - §<{£n cosh(YBT z - Bh) + £n cosh(/?ﬁ'x+‘8h{}
(2.3.8)

com Gilx) em (2.2.9) tem-se

GB’J(;E,O) = pGB'JP(:r/@) (2.3.9)

0 gque estabelece a equivaléncia termodinémicaippB’ABRBa]eamre oS

dois modelos. Com base no diagrama de fase da figura 1 da sec-
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¢ao anterior, pode-se inferir que existe uma linha critica de se

gunda ordem definida pela equacao
— 2
P %:J = cosh Bch

para Bc th r onde p %:J = % define um ponto tricritico. Pa-
ra BC <8t r ©eXxiste uma linha de transicao de primeira ordem.

E bastante simples provar gue o parametro de ordem
desta transicao €& proporcional & diferenca das magnetizacdes das

duas subredes no limite n-> «.

De fato, definindo-se

tem-se a semelhanca de {2.2.29)

n

e—-BBn [SO —Se}

)
y o= fim L9 = - - £im
n-»oo e'— n Nrco {
=0
{og}

2
&~
o]
fn]
a ]
1t
g
It

1 3 .
~ % 33 [}nf{Ga(x,O)]xE RE} (2.3.10)

a=0

onde Gﬁ(x,q) obtida como em (2.3.6) & dada por
2 2 i
G, (z,q) = E_gﬂ_ - %-{En{?oshqﬂﬁfx-ﬁ(h+an +cos? (VBT q) - 1] +

+ En[coshzt/ﬁxﬂ» B (h+a)) +cos? (VBRI q) - ’I]}

0 minimo de G, esta localizado no ponto (z* {(a),0},



com x*(0)=xz. De {2.3.10) tem-se entio
x*
] = . {2.3.11)
v BJ
Ffutuacoes

A variavel de flutuacdo de interesse é portanto

*
X

I
Yy = /BJ . (2.3.12)
n nI—Y

A exXemplo do teorema (2.2.6) pode agul ser demonstra

do o seguinte

Teorema 2.3.2
Sendo W ~ N(0,1) independente de {8,~S5), dados a

e vy reals tem-se

+
VBT n%“y n' Y

dx [dq cos[n ¢_(x,q)] exp{:mn G [?Ej (J% +a) ,%J}
) n n n

r _ z - '
I dedg co In wn(x,q)] exp{j-n Gn[ygj (ET-+a) :?J}

J

(2.3.13)

Comentario

Tal como na seccgac anterior, sabe-se gque no lado di-
reito de (2.3.13) sO ird contribuir o minimo de G, ., ou seja o
ponto (x;,O), no limite em que n-+«, A idéia &, como antef, ex
pandir o exponenciando em torno de x =0 tomando-se a = :El pa

/BI



(S,-So) - n —=
ra se obter a distribuic¢ao assintdtica de §n = g 'BJ.
n

Mais uma vez, o erro cometido ac se aproximar z* por

x; é controlado pelo

Teorema 2 .3.3

Seja k o tipo de x*; entao

§

n (a:; -x*) = {r‘k(m) + 0{1) , n-erw (2.3.14)
onde § = _*_l“__ e
2 2 k-1}
— 2 k-1 (2k=1)17G; (w) — =2
(v, {w)] = ; u; (w) N{0,0% (1)) ,
k ¢ 2R % o)
(2.3.15)
com o {1y = BJ Eiifgi-[tghz(V§3'x*- 8h) + tgh® (VBJ z* + 8h) ]

Prova do teorema 2.3.2

A prova € analoga a do teorema 2.3.6, partindo-se do
{Sy~-Sg) ~na
calculo da funcao caracteristica de Ty .
n [

Prova do teorema 2.3.3
De (2.3.5),0 valor x; que minimiza a funcdo G_(x,0)

satis faz

di2

/ . W
Itgh(mxnusb)t ) E}.J ;

)
+ tgh{fB—J.x:;+Bh}{lz E}f



Da expressao acima vé-se gque x; >x* q.t.p.[p]. E pos
sivel portanto, expandir tgh{(/BJ z+ Bh) em torno de z* e de—

pois calcula-las em = =;c; como mo lema 2.2.5 . Obtém-se entio

B
i

8
I

n

(2), = A S RS
[1 -G (z ,0):[ (xn~:c ) - / Gn {z™,0)

© gue, juntamente com o TCL, a definic8o de k e a observagi de
gue G(]) (z,0) e uma funcdo impar para 3j Impar ( 6(3)(33*,0) = 0

na criticalidade, pois al z* = 0), leva como na deducan de (2.2.23)

a (2.3.14).._}

Para se estar no regime de validade do lema 2.2.3 €
necessario ainda verificar que _J’e._G @) 3 < , O gue é imediato,
como na parte final da prova do teorema 2.2.2, além da convergen

cia de Gn(;c;,()) na forma de {2.2.14), o gque & feito no

Lemma 2.3.4

Seja k o tipo de z* . Entao Grgj) (x;,O} satisfaz

(2.2.14) com £ =1, mn=3:;, p =p(k) como em (2.2.26}, XA, (w) =90

e
Ap (w) =
(2k-2)!
com Gk(m) definido em {2.3.15).
Prova
Expande-se G(j)(:c*) na forma
n i
. = .. (2> —:.z:*)j
{(3) * N (3+1) * n .
Gn (xn) L Gn (x'lo) jl r



do TCIL
. u.,
¢ty e v o)+ 3, noe
n /n
e portanto
¢ ) @x,0) v T T
— ] .
SZR=3) + + 0 [w—] T <) <2k
(2k=3)! n ] /n /I
oy ah)
n>e 3
2+ 63,0 +o(—]--J j > 2k
/A LA
0 valor de 6, dado em (2.3.14), leva & escolha de
k

0 = yEEoy O que implica no enunciado do lema. '

E importante ressaltar mais uma vez, gue o fato de
Gn ter o minimo para gqualquer n em g =0 permite, na anilise
de distribuic¢Oes assintdticas, ignorar a integral em dg no lado
direito de (2.3.13), calculando o integrando em g= 0, pelo métg
do assintotico de Laplace. Isso justifica a analise gue vem sen
do feita para Gn(x,O), de maneira a enquadra-la no liema 2.2.3 e

2.2.4 . Entao e possivel provar os seguintes

Teorema 2.3.5

{a) Para B <8 e 8=Bc(h)§8t

{b) Para outros valores de B ~

*
xX
(S,-8¢) - n — %
£im O /83 : (S ~S¢) - i < g
e nl 7Y n /BT




{ -1

. J (2k=2)1! _ s?

exp 1\ BJ G(Zk)(x* o) GZk"Z(m) Gk,I 5 ds
’ x

1 % O ~ . -~ -
com v o= TTRTT onde {xi}iz1 sac as localizagles dos varios
minimos globais de G(x), k é o tipo do minimo global em torno

do gual se estudam as flutuacgdes e ¢ é tomado como

0 < g < mi“{l“’i* -ngl :1 51 £3 sal

Prova

A prova € idéntica a do lema 2.2.8 .i

Teorema 2.3.6

a .. :
Sendo {x;}i_1 o conjunto de minimos globais de G(xg,0)
1

e fazendo vy = TR tem-se

a) o =1
'\-f-k(w) ; k>
£im Y, =
o (= g (1)) k=
T o~ Nl T , -
c@)o,0) " BT g (0,0

com Gk e u; definidos em {2.3.15).

by a >1
Sy=So
iy, ¢ |—m— -2 < e =y N[(Sl(ui) 'B‘f}'[m?* ”H'
N> v BT G (mi,O) G (mi,O)
k=1
com 0 < e < min{|z} —xgi i1 2143 sa}
Prova

Similar a do teorema 2.2.7 .l
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Para finalizar, & importante verificar se as flutua-
¢coes sao mapeadas por (2.3.9), que estabelece a eguivaléncia ter

modinamica entre os dois modelos estudados.

De acordo com (2.3.9) a variavel Yap (B,J)  de flu-
tuacao do antiferromagneto com parametros (B,J) € mapeada emn
- yCA(BIJ) - -

Yap (BypJ) = —————, onde vy e a variavel de flutuagao do
CA ¢§ Ca
modelo de Ising com campo aleatorio. O objetivo & ver se a dis-
tribuig¢dc de §CA(B,pJ) € mapeada na de Yap (B/J) . Escrevendo
~se entao
22
Gl(x) = "'i'"+1P(33V8J) '

vé-se imediatamente de (2.2.9) e (2.3.8) gue

2
Glz,0) = % + py(=v/B])
Portanto
.‘L‘*Z
(3) [ _ CA 1/2 (3) | _*
e
.’E*Z
(3) . _AF J/2 G), =
G (a:ZF,O) = 5 63‘,0 + (BJ) p(1-—6j,])w (xAFv/B_J) + 6j,2
onde xéA e x;F sao os valores de zx gue minimizam respecti-
: ]
vamente (2.2.9) e (2.3.8) e w(J)(x/B_j) = M%{_B__J_)_
dx
0 mapeamento em (2.3.9) leva a
(3) = (3) ¥ 32 L) %
GB,J(xCA) —* P GB’pJ (/5 = P GB'J(x +0) (2.3.17)

Desta expressao pode~se notar gque as fungoes GG) dos



dois modelos s6 sao equivalentes segundo (2.3.9) para j=0.
A distribuicao de ?CA & facilmente obtida do teore
ma& 2.2.7 . Por simples inspecao, mapeando a expressaoc assim ob-

tida segundo (2.3.9), isto &, usando (2.3.17) para 3j =2k e fa-

®

zendo zx* = e J>Jp, obtém-se uma distribuicdo do mesmo ti

z*
'
po da do teorema 2.3.5, mas de varidncia distinta, o gue signifi
ca que a equivaléncia estabelecida entre as termodin3micas dos

dois modelos nao € verificada entre as suas flutuacdes.

2.4. O MODELO DE VIDRO DE SPIN DE VAN HEMMEN

0 modelo €& descritc pela hamiltoniana

= _ Jo - L
Hn = - 57 E oioj 50 E:(&inj +£jni) cicj {2.4.1)
irj 113
onde i€acz®, i=1,2,...,n, n=|A| & a cardinalidade de A
e as variaveis aleatorias o 0 &y e u 830 iguais a 1 com
igual probabilidade, sendo Ei e n; independentes entre si e
de o5 -
Seja A = AB UAR onde
i EAB = Eini = +]
i EAR — ginl = =1

Entdo (2.4.1) reescreve-se CORoO



Termodinamica

Fazendo novamente uso da definicac (2.2.4) e da iden

tidade (2.2.5), chega-se a representacdo integral para z_
-B8H [ Y
n nin -
Zn = 2 e = 2 i2“} dz dy dz eXp{: nGn(:c,y,z)]
{o}
(2.4.2)
onde
2 2 2
s X L Y. o, 2
Gn(x,y,z} = R wn(x,y,z)

1
= (Pn(errZ} = _ﬁ{
L

E £n cosh(d,x +ly§i) +
€

1€,
+ E Zn c.:osh(xac4.:;3\2%)1 (2.4.3)
jen /
com A = V2RBJ e Ay = VBJy

Mais uma vez, pode-se mostrar teoremas equivalentes

aos das secgdes anteriores.

Teorema 2.4.1

Seja u a medida produto induzida no produtoc carte-
siano Q = {—‘i,+1}°°><{~-1,+1}oo das possiveis configquracoes (£5,&,, ..., Ny, Naye..)
& partir da medida de & e n. Entdo, existe A independente de
z, ¥y e 2, A€C(2), p{a) =1, onde C(Q) €& a menor o-algebra ge-

rada por c¢ilindros em Q, tal gue

mn(x,y,z) — ¢lx,y,2) = % {én(coshzkox +cosh?iy -1) +

+ Ln{cosh?® A, x +cos? iz —1)} , n - o

para todo (x,y,z) € R®, ¥ w€A .



Prova
Basta escrever
¢, = 5/ 5 5 £n coshiA,x+iy} +
=T ]
o (&.n, +1) {1 —g-)—
i\ i i i
sy ) 5 5 £n coshiiyz~Ay) +
i (1 —&.n.) (€. +1)
1 J ] ] ;
15 g: > 5 In cosh{dyz+idz) +
. J=1 J
- -
(1 -&.n;) (1 -£.)
1 i3 J i
= Z 3 5 £n cosh(i,z~ikz)
L J=1 _

e aplicar a LFGN.i

Como antes, a energia livre e dada por

Bf = inf{Gl(z,v,z)|(z,v,z) ER?}
onde
2 2 2
Glz,y,2) = £im G_(x,y,z) = u—-t?-—-lﬂn(coshzkac+cosh2}\y-1) +
N-co n 2 4 ¢

+ fn{cosh?iyx +cos? iz —1%] . {2.4.4)

A localizacao do minimo depende dos par@metros J,,
J e B e determina o diagrama de fase dos sistema. Na verdade

€ facil provar gue os valores de equilibrio de =z, y € z, gue

serao denotados por x*, y* e 2* respectivamente, v3o ser pro

porcionais ao limite termodinimico de



co quanto relevante, encontra-se tratado em gualguer livro-texto
de teoria de probabilidade. A prova divide-se em partes; primei
ramente, a desigualdade de Kolmogorov (uma generalizacio de (A.3))
e apresentada e permite a demonstracidc do teorema (também de
Kolmogorov) para o caso em gue V(Sn) € convergente, Em segui-
da, prova-se o Lema de Kronecker, gque permite ampliar o resulta-
do para o caso em que vVis,) € divergente, o que é mostrado em
dois posteriores teoremas. As hipoteses bdsicas nioc incluem se—
quer a igualdade da distribuicdo das varidveis aleatdrias, mas

tao somente a sua independéncia e V(Xi) <e ¥ i,

A4 DESIGUALDADE DE KOLMOGOROV

Sejam X1, %24 -4+,Xn V.a. independentes com
E{Xi) = 0 e V{Xi) = v, < {1 =1,2,...,n) .
Entao
n
v,
i=1 *t
P [max IXl SN +X.! 2 a] s .
. i 2
izn a
Prova
i
Sendo S, )} X. e definindo os eventos
j=1
A = {w:max |S [ ;a}
isn
)

A, = <{w : s, < a para i<3 , |s.]|

b
.
v
]
e~



entao os Aj sao disjuntos e claramente

n
A = U A, .
j=1
Portanto
n n
2 2 _ 2
) v, = B(SD) 2 B(S24, = ZE(sn%j)
j=1 j=1
onde
1 w €A
¢A =
G w £ A
Mas
2
2 —_

2 2
= E(8] 0y )+ 2E[sj(sn-sj)¢Aj} + E[¢A‘(sn~sj) }.

Na ultima expressdo, o segurdo termo é zero pois Sj¢A

J
e (Sn~Sj) sdo independentes porque dependem de (Xl,...,Xj} e
(xj+1,...,xn) respectivamente. O termo final, por outro lado,

é positivo, enguanto o primeire satisfaz

E(S? by 2 p(a. ,
( ; ¢Aj) a { J)

pois se w € Aj' S§ za® por definicéo.



Logo
n n
2 - 2 . ~ 2 _ 2
(S, 65 ) 2 a®RP(A) => ) v 2 a ) By = a*ra)
] i=1 j=1
¢ que prova a desigualdade. |
Teorema A.2 (Kolmogorov)
Se ] E(X;) e ZV(Xi) sdo convergentes, entio | X
i i i
& convergente g.t.p.
Prova
Da desigualdade anterior
m
m 1 u
P«{max |S -5 I >€}- £ - \%
L k=1 n+k n £ n+k
k=1
Como
- < - -
Sn+k Sn+£’ - ]Sn+k Snl * lsm—f, Sn!
m
— max ]S k"sn+£I £ 2 max fS X -Sn]
1sk,2sm o7 k=1 7
O gue leva a
m
1
P { max |8 -S_ | >2€} S - Z v
15k, £<m n+k n+f £ g n+k

Quando m -+« , o conjunto-w { } aumenta e converge

para

{iug lSr}+k“sn+f_i g 28}



Dai

1
P {sup Isn+k _Sn+i7_l g 28} . €? Z Vnek
k.t k=1

O supremc em { } decresce 3 medida que n-~+ =, e

. 1
- < — -
P < £im Sup lSn+k Sn+£| >2€} s o3 z Voik n=1,2,...
n»e k, L
k=1
Como Z v, <=, 0 lado direito converge para zero quando n-—+ «,
i=1

0 que leva a

P < £im sup |S -5 >2€} = 0
N k,ﬂ l n+k n+£[

Tomando ¢ +0, obtém-se

£1 s -5 = 0 .L.p.
n_J;Iono i?%| n+k n+£l ! P ]

Para chegar a LFGN precisamos ainda de um lema que

nao é de natureza probabilistica:

Lema A.3 (Kronecker)
Seja {Xn} uma sequéncia de nGmeros reais e{bn} uma

sequéncia de numeros positivos tais gque b_ -+ quando n-—+«, Se
I n
n -
) — for convergente, entdo
n

n
éL Z X — 0 (n = )
B g



Prova
n Xk
Seja s = Z — n=12,3... ,
n bk
k=1
Sy = 0 e s, = £im s :
n—+o
entao X = b (s -s ) e
n n ' n n-—1
n n n
._1_ X X - .....T_. Z b (s, -5 ) = s ——l— Z S {b, - b )
bn k bn k*'7k k-1 n b k-1 "k k-1
kﬁ‘] k:1 n k:‘f
(by = 0)
n
Das hipSteses b, 2 b, ; k§1 by -by ;) = Db += e
Sn + S . Portanto

Teorema A.4

Suponha gque {Xi} seja uma sequéncia de v.a. inde-

pendentes, V(Xi) =V, < ¥i, bn >0 e bn t® ., Entao
VA{X ) S -E(S )
Z L N —2 - 0 (n -+ o) q.t.p.
b’ n
n n
Prova

Estudando a variavel Xi-E(Xi} ao invés de Xi , O

teorema pode ser reduzido ao casoc em gue E(Xi) =0 == E(Sn) =0.

A sequencia



A.10

Y = n=1,2,...

E(v) =0 , Ev(yn} = XV(Xn) < ®

X
Logo, o teorema A.2 garante gue ) BE € convergente

n
g-t.p.. Usando o lema A.3, conclui-se gque
f—-l-s —_ 0 g.t.p.
\b n . S ow
n
Para o caso em gue z V(Xi) for divergente, pode-se
i

demonstrar o seguinte:

Teorema A.5

Seja {Xi} uma sequéncia de v.a. independentes com

E‘V(Xi) divergente e V(X;) <*, ¥i. Entdo

para todo e> 0,

Prova
Como V(Sn} + ©, pode ser assumido sem perda de gene
E
ralidade que V(S.) >0 . Seja bn = V(Sn)z+€ . Notando que V(Xn)=
= V(Sn}-—V(Sn_1), obtem-se
V{Sn) -
R LR v _dx _da_
Z b2 - xi+2€ - m1+2€
- n =
n=2 n=2 Y(s._,) Vis,)

©0 gque, combinado com O teorema anterior, completa a prova.'
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Cono caso particular deste ultimo teorema pode-se ob

ter facilmente o

Teorema A.6 (Lei Forte dos Grandes Numeros de Koimogorov)
Seja {Xi} uma sequéncia de v.a. independentes com

v(xi)<oo e {v(xi)} limitada. Entao

Sn - B(8S )
o 0 g.t.p
Prova
Se E‘V(Xi)< © , entdoc
i
Sn - E(Sn) —s 0 g.t.p.

e a afirmacao do teorema & trivial.

Se E V(Xi) diverge, entdo toma-se ¢ =

5 no teorema

A.5 para se obter

Sn - E(Sn)

V(Sp)

Como por hipdtese,

< w}

V(Sn) = E V(Xi) £ na (a = sup V(Xi}
i=1

a afirmacao do teorema segue trivialmente. I



APENDICE B

O PROBLEMA CENTRAL DO LIMITE E LEIS ESTAVEIS

O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

oo
Seja {Xi}i_1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias

independentes definidas no mesmo espacgo de probabilidades (Q,A,P)

e seja 51,52,... a sequéncia de somas parciais definidas como

A LGN trata da convergéncia de %[%n - E(Sn{} guando
n -+, mostrando uma tendéncia da variavel Sn/n 4 se concentrar
em torno de %ZE{Sn).

O problema central do fLimite consiste em controlar as
sintoticamente o erro que se faz ao se aproximar, para n fini-
to, Sn/n por E(S,}/n. As primeiras andlises nesse sentido fo
ram feitas por de Moivre e Laplace para sequéncias de eventos de
Bernoulli, descritos no inicio do Apéndice A. Resultados mais ge

rais foram obtidos por Tshebyshev, Markov e Liapunov, cuja essén

cia pode ser resumida no seguinte

Teorema B.1 (Teorema Central do Limite)
Se as variaveis X, {i=1,2,...) acima forem iden-
ticamente distribuidas, com m&dia E(X) e varidncia o2 =E[(X—E(X))2} <

r

ent3o

u2
fim D {Sn - E(Sn) 1 VL




Para demonstrar este teorema € conveniente introduzir

O conceito de fungéo caracteristica da variavel aleatéria x,¢X(A),

definida como

b, (V) = E(el)

Por exemplo, se a variavel X tiver distribuicdo Gaus

siana de média zero e varidncia 0%, entao

4o

. x? 2 A®
1 (ll:c-—-—-———-—zo,z) _0‘ T
by (A} = e dx = e . (B.2)
v2n o
[+ o]
Por construcao, estas funcdes tém as seguintes pro-
priedades:

1) Se Y =aX, entao ¢Y(A) = ¢X(aA);

e o]
2} Dada a segquéncia {Xi}i=1 definida no inicio no Apéndice,

3) Se E([X|k) <o para algum valor inteiro de k, entdo ¢§§;

a®oxn) )
= ~—~*~E~* e contzinuo e
ad A
s %oy = iKer® .

Para k=1 e sendo u a distribuicdo de probabili-

dades de X, basta escrever



eihx 1 ihe L.
como |E—=l.¢ <|z| e por hipStese E(]x]) <=,

o resultade decorre do Teorema de Convergéncia Dominada. Para k

maiores basta iterar o argumento.

4) Sejam My (n=1,2,...}) distribuigdes de probabilidade em R
e %1 as suas fungbes caracteristicas. Supondo que para todo A€ER
£im ¢_(A) = ¢ (1) exista ,
n+oo a

e que ¢ seja continua em X =0, entdo existe uma distribuicgao u
que tem ¢ como fungdo caracteristica, tal gue para qualquer fun

cdqo f :R » R 1limitada e continua

]
Lim | £du_ = deu .
1'1""°°_J n
R R

Comentario

A convergéncia acima, denotada por [ = u @& conhe
cida como converngencia fraca de U, Ppara u. A prova desta pro

priedade € mais delicada e o leitor é remetido ac livro de Lamperti,

sec. 14, f

A prova do teorema B.1 & agora imediata:

Prova

Sem perda de generalidade pode-se assumir E(X) = 0.
Caso isso ndo seja verdade, pode-se sempre definir a nova varia-
vel aleatéria Y = X-E(X) para a qual E(Y) =0. Entao, sendo

¢X a func¢do caracteristica de Xi' tem-se
/ Sa |l

Al ¢X{_/J\E]n

pelas propriedades 1 e 2,



Pela propriedade 3 e usando o fato de que E(X) =0,

pode~se escrever a expansao de Taylor para ¢X(A) como
02 Az 2
(2} = 1 - 5 + 0 (A7)

tal que, quando n-»w

n
2432 242
w(2) - -] — e e
n

para cada A fixo. Da equac¢do (B.2), sabe-se que o lado direi-
to de (B.3) & a func¢lo caracteristica de uma Gaussiana N(0,c?%)

portanto (B.3) juntamente com a propriedade 4 asseguram (B.1).

Existem inumeras variacSes sobre este teorema. Uma
das mais naturais € avaliar o que acontece sem a hipStese de que
0s Xi sdao igualmente distribuidos. A titulo de completeza da-

mos agui um resultado de Lindeberg (1922) nesse sentido.

Teocrema B.2 (Lindeberg)
Seja {Xk}i_1 uma sequéncia de v.a. independentes
. o . 2% . . s i
com média 0, variidncias {Gk}kzq' distribuicdes {“k}k=7' e se

n
ja B = ¢l = var(S_}). Se, para todo € >0
J n X k n P

=

n

. -2 [ 2 -

ﬁiz: Bn }: x duk(.r) = 0 f
k=1 |

|| >eBp

entao a distribuicdo de Sn/Bn converge fracamente para N({0,1).

Naturalmente, uma outra modificacao desejavel seria sa

ber como o resultado seria alterado no caso de deperdéncia das va



B.5

riaveis aleatdrias. Foi o que se fez neste trabalho para um ti-
PO muito especial de interacgdo entre as variaveis, descrita pe-

las hamiltonianas de Curie-Weiss.

LEIS ESTAVEIS

Na verdade, perguntas mais gerais foram feitas ainda
no caso de variaveis independentes e igualmente distribuidas. Da

oD

da uma sequéncia de variaveis aleatdrias {Xi}i independentes

=1
e igualmente distribuidas, Paul Levy[L] levantou o problema de
se caracterizar a assintota da distribuicio de probabilidades da

variavel

-S“-— = —_— - A (B'4}

conm An e Bn adequadamente escolhidos.
Serao aqui citados alguns resultados gerais cuja dis
cussdo detalhada é feita em [GK]. Esta guestao requer a introdu

¢do de um novo conceito:

Definicgao

A distribuicdo de probabilidades u & dita estdved
se, para guaisguer a; >0, b;, a; >0, b, existirem a >0 e b
tais gque

Wlaiaz +by) »u(azz +ba) = pfar +b)

onde * denota a convolucio de distribuicgdes.
Em outras palavras, distribuigdes estaveis sio ague-

las que, sob convolugao, se reproduzem a si proprias a menos de



transformagdes lineares dos seus argumentos.

Entdo, vale o seguinte

Teorema B.3 (Levy)
Se para todo n existirem Bn >0 e An e uma medi

da de probabilidade p em R ndo concentrada em um Gnico pon-

to, tals gue

£im p(“s";ga:} = J,du(s} (B.5)

com §; definido em (B.4), entdo p & estavel.
Diz-se ainda que u e g sao do mesmo Lipo se exis

tirem constantes a e b>0 tais que

ulbx +al = p(x) ’

para todo =x.

Pode-se entao dizer que uma distribuigcio u & esté-
vel se a convolucao de duas outras distribuigoes do seu tipo for
novamente do mesmo tipo. De fato, a estabilidade ou é verdadei-
ra para todas as distribuig¢des dentre um tipo ou ndo é valida pa
ra nenhuma.

Um outro resultado importante € o seguinte

Teorema B.4

Se ¢({(A) for a funcdo caracteristica de uma distri-
buicao estavel simétrica em torno da origem, entdo existe c>0

e a ]10,2] tal gque

-ela]®

$ (A} . (B.6)



Comentarios

1} A reciproca do teorema vale, isto e,dado c>0 e «a 10,21,
(B.6) &€ a transformada de Fourier duma distribuicdo estavel e si
métrica em torno da origem,

2} Uma descricdo mais geral da funcdo caracteristica de uma
distribuicao estavel, sem a restricdo da simetria em torno da ori
gem pode ser obtida. Vide [GK].

3} Os intervalos de definicio dos pardmetros c e a  de-
correm de propriedades gerais que (B.6) deve satisfazer como fun
cdao caracteristica.

De fato, c 20 porgque ¢(rx} deve ser limitada, e ¢ >0
porgue caso c¢=0, ¢(A) =1 o gque equivaleria a uma distribuicdo
centrada na origem, caso que ndo interessa.

Ja a>0 vem da necessidade da continuidade de $ ()
na origem e da condigao ¢ (0) =1, a>2 implicaria ¢" (0) = o,
ou seja a distribuicao associada g ¢ teria variidncia nula (pe-
la propriedade 3 das funcdes caracteristicas), e seria portanto
uma distribuic¢do concentrada na origem. Mas uma distribuicdc con
centrada na origem nao tem (B.6} com funcdo caracteristica. Por
tanto, se o>2, (B.6) nac ¢é uma funcd3oc caracteristica. Logo
a&]0,27.

4) O caso a=2 €& evidentemente o de uma Gaussiana centrada
na origem; o valor de ¢ determina a varidncia.

5) O parametro o & conhecido como expoente caractealstico
da distribuicao estavel.

A escolha dos parametros em (B.4) de tal maneira que

(B.5) seja verdade, depende de o.

Teorema B.5

Se (B.5) for valido para g; dado em (B.4), entdo

B = arf/a , a>0, onde «a €& o expoente caracteristico de .



B.8

Un 0ltimo conceito relevante é o de domindic de atra.
¢ao. A questao gue se coloca é a de saber se a distribuicdo es-

tavel p gue se obtém em (B.S5) depende ou nao das distribuicdes

das variaveis xi em (B.4).

Definicao

Seja p a distribuicio de probabilidades de cada um
dos X; em (B.4). Se existirem B, e A~ tais que (B.53) é vai
lido, diz-se que p estd no dominioc de athacdc de .

Como exemplo, o Teorema Central do Limite diz gue to
da a distribuiclo de varidncia finita esta no dominio de atracao
da Gaussiana.

CondigGes gerais que p(xz) deve satisfazer para es-
tar no dominio de atracdao de uma distribuicdo estavel de expoen—

te o podem ser obtidas[GK]:

Teorema B.6

plx) estda no dominio de atrac¢do de uma Gaussiana

(¢=2} se e somente se, gquando X+
x* [ dp ()
=] > x
—_— O {(B.7)
[ 2% do(x)

)

:xi <X

Comentario
T 4+

£ facil verificar que qualquer p{x) tal gque J’ r*dp(z) <o,

— oo

satisfaz (B.7).

Teorema B,7
Para gque pf{x) esteja no dominio de atracido de una

lei estavel de expoente a (0 <a <2), & necessario e suficiente gue



-z
f dpl(s)
PN cy
1) - (x> =) com cy,Cz2 >0
x C2
1 - [ aots)
B
—
2) para cada constante k>0

1 +j dpi{s) - erp(s)

. .
~kx ko K (z >e)

1+ [ ans) - | o)

—

Finalmente & possivel mostrar gue os momentos absolu

tos de ordem ¢ de uma distribuicdo estavel H com expoente ca

racteristico o (0 <a <2) satisfazem
[ 5 f' % $z2a
D lxl” dutx) = para D<a<2 .
J 1 <o 0 <§ <a

Em particular, cenclui-se que a Gaussiana & a dnica
distribuicao estavel com variincia finita. Para 1<a<2 as dis
tribuicdes estaveis tém média finita mas variincia infinita. Pa

ra 0C<a <! nem a média nem a variidncia sd8oc finitas.
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mooo= 5 ) 9
i1 €A
1
ag” = 5 ) O
ig AB
{n)
R 1)
n
1EAR
De fato, z*, v* e 2z¥*

de otimizagao

o

devem satisfazer as eguacgdes

cosh {h,x*}) - senh (A,z™)

e

Y chosh()\oa:*) . senh (A, x*)
-y

-
* !
i

A
Yy =2

L.

+
(cosh®(A ,x*) + cosh?(Ay*) - 1) (cosh¥rex™) + cosHrz*)-1)

(2.4.5a)

cosh(d y*) « senh(: y*)
= 0 , (2.4.5b)

| {cosh?(A, 2™) + cosh?®(iy™) - 1)
cosA 2z} « senfrz?*)
= 0 , (2.4.5¢)
)

Y
{cosh?(Pgx®) + cos?hz*) — 1

e as de estabilidade

Ao
‘;...

2(cosh?® (Agz*) +cosh? (Ay*) - 1)

2 cosh? (Agx*)senh? (Ayz™)

(cosh?® {(A,z*) +cosh? (hy*) -1)

’

2{cosh?® (Aox*) +cos? (Az*) - 1)

Ecosh2 (Apx™) -

_J_

1:2005h2 (Aoz*)} -



2cosh? (A z*}senh? (O, x”)

{2.4.6a)
(cosh? (A2 ) +cos? (Az*¥) =1)

}\2
1 - 2cosh? (Ay*) -

2 {cosh? (Agz™) +cosh? (Ay*) - 1)

2 cosh? (Ay*)senh? (Ay*) 1
- - 1

{cosh? {(Agz*) +cosh? y*) ~1) (2.4.6b)

AZ
1+ 2cos? (Az¥) +«

2(cosh? (A,z*) +cos? (Az*) =1)

-+

2cos? (Az¥)sen? (xz*)
-1 > 0 (2.4.6¢)
-1)

(cosh? (h,z¥) +cos? (Az*)

Seja
m = {fimm
>0
i - fnag”
y ot tna”

E simples provar que m & proporcional a x*; basta

adicionar a hamiltoniana (2.4.1) um termo h ) 0, Ppara se ob-

i=1
ter uma energia livre
- 2 2 2 .
f(h) = (inf; 3{%+-‘%—+%—@(m,y,z)} (2.4.7)
z,v,2) R
onde
olz,y,2) = % {#n[coshz(kgx +8h) +cosh? Ay} -17 +

+ Inf{cosh? (Agz +Bh) +cos? (Az) —1}}



2.50

0 minimo de 2.4.7) estard no ponto (z*(h),v*(h), z* (h))

que tende naturalmente a (x*,y*,z*) gquando h-+0 . Da expressao
S [_ afa(rllu)J
h=0

e da equacao de otimizacao (2.4.5a) vem imediatamente
x*
mo o= .
Ao

De maneira similar obtém-se

O parametro de ordem das transigSes para a fase "vi-

dro de spin" é dado por

Quanto ao diagrama de fases, e facil identificar ime
diatamente a solucado z* =y* =2z* =0 ., Serad minimo se T >J, e
T >3 . Nesse caso O sistema estara na fase paramagnética. Se,
por outro lado, T >J, e T <J entdo, embora o« =y* =0 conti-
nue sendo solucdo, deve-se ter vy* =0 ., £ a fase vidro de spin.

A eguagao para y* (de (2.4.5b)) é
v* = %—tgh(ly*} , com y*¥ # 0

Qutra possibilidade &€ que T <J,. Nesse caso, se

v* =z*¥ =0 ainda forem solucdes, entdo ¥ deve satisfazer (de



z* - dstgh{d,xz*) = 0 com z*¥ £ 0

e {(de (2.4.6.))

Essa € a fase ferromagnética. Se a condicio de esta

bilidade nao puder ser satisfeita, deve ser procurada uma solu-

cao com y* #£0 e z2z* =0 (transicio ferro-vidro de spin)[HEC]

O diagrama tem © seguinte aspecto[HEC]:

PARA /
*_ Lk k_
o =Y =270
* * *
x'=z"=0  y'40 x*#0 . .
T/J *oz*=0 Pig. 2 - Diagrama de fases do
modelo.
VIDRO DE SPIN
0.5 FERRO
0.0 Jo/3
-0.5 1.0
Flutuacoes

Nesta secgad final sobre sistemas desordenados, serao
descritos alguns resultados sobre as flutuacdes no modelo de van
Hemmen. Algumas dificuldades técnicas sao adicionadas pelo fato
de se trabalhar num espago de maior numerc de parametros de or-
dem, © gue, nao invalidando o método usado, reguer wuma anilise
mais cuidadosa do que a apresentada aqui. Provas rigorosas des-
tes resultados seraoc deixadas para um trabalho posterior.

Considerando-se as trés variaveis de flutuacéao
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g, = n'i(m_-a,)
g, = nYz(qén)-—az)
g, = nY3(qén)-a3)

¢ possivel encontrar a sua distribuic8o conjunta como descrito

no tecorema abaixo:

Teorema 2.4.2
Sejam Wy, W; e W; wvariaveis aleatbrias independen

(n}

tes entre si e de m_, g e gp , W, ~ N(0,1), i=1,2,3. En-

s s (s
~ ds;ds,ds;, exp:{- nGn[}o[nYi +a1}, A(nYi +a2], kLnY2 +a3]J %
J

Prova

Como para os modelos anteriores, calcula-se

n 2+ 2+Z2

3
73
. £
(expilt,g, +t,9, +t59,1) = [5gJ J dz dydz exp{-n 5 -

+ i nY1—1t1 . i nYZ-] ta z o+ i nYa_Ttg 1 .
B e 'Y X ’ X [

exp L—i(tlnhal +tan'2a, +t3nY3a3)] =

t 2 . t} . t3
2n'"2Ma32  op' Tz o 1-2Ys 2

= exp



. duldu2 Ciu:g exXp [—1‘1 Gn {U.I,U.Z r U3 )‘l EprJ_ El-Yl tl(‘;—]:- —-al) +
J — 2
u

+ nthz(—z—uaz) + HY3t3 (Hi-—as) 1
A A f

Fazendo-se na {ltima integral as mudancas

81 = nYl (%l" — al)
0
s; = n'2 (5 . ay)
Y
S; = n 3(%% - as)

tem-se

2 7 t]

an' T2 op' T2 ppl-2va g2

{exp [1{tigr +ta2g2 +tsgy)]) . E‘Xpi:

f

= idsldSZdSS exp[i(tlsl + L2585 +t353)] .

J

(Sl Sa S3 1
+ exp (- nG, AoknYl +ay), A o +a,l, A 7, *as f

0 gue equivale ao enunciado do teorema.’

Como nas secgdes anteriores, este teorema pode ser
usado para calcular a distribuicdo de probabilidades dos parame-
tros de ordem deste modelo. Tome-se como exemplo a transicao pa
ramagneto-vidro de spin; neste caso o parametro de ordem & natu-
ralmente dg s ia gue i =0 nas duas fases.

Seja XE€R® e G, dada como em (2.4.3) por



O vetor a = {ay,az,az) no teorema 2.4.2 deve ser to

mado como a = (i% X¥ (n), % X5 (n), % X (n)), com X*(n) defini-
do implicitamente por
Gl (X" (n)) = 0
ou seja
X*in) = el (X*(n)) . (2.4.9)
Logo,
*n) - X* = o) (X¥(n)) - @' (X*) (2.4.10)
onde X*

€ o valor limite para o gual X* (n) converge. Natural

mente @' (X) pode ser expandido em torno de X*,

como no teore-—
ma 2.2.5

(=] J .
q}!(x) = z M {p(j+1)(x*) =

(2.4.11)

onde u, sao variaveis aleatdrias bem definidas pelo TCL. Cal-

culando (2.4.11) em X =X*{n) e substituindo a exXpressao resul-

tante em (2.4.10), tem-se:

G(Z)

oo} j .
(X*) (X* (n) -X*) = ;% E: (x* (n) X*) ' (3+1)(X*} . O[

(2.4.12)



G(z)(X*) € o Hessiano de G «calculado no ponto de

minimo, gque se sabe, da termodinamica, ser diagonal com todos os
seus autovalores positivos fora da criticalidade e apenas um au-

tovalor nulo na temperatura critica, na direcado de qB(os outros

continuam positiveos). Assim, o vetor (X*(n) -X*) tem componen
tes que vaoc a zero com £ fora da criticalidade:
/n
(2) a7 w (@)
(X* (n) -x*), = t% (X*] L ;o N 1 =1,2,3
1 .
i vn

(2.4.13)

€ na criticalidade, uma Gnica componente {i=2) nac segue {2.4.13)

Vi
(x* (n) -x*), = 1 (2.4.14)
n2(2k—2)
2k-1 (2k-1) u; (w)
com [vk] =
EG(zk)(x*)Jz

Como no lema 2.2.8, existe & >0 tal que é valida a

exXpressao

) * 5 % S * *
n%npo nY; + X, (n), Anyzz +X, (n),YnYZ + X5 (n) —Gn(x (n))] =

3 3 3
0y s? s ags + ansd] + o] 152l sl lsﬂ
5 L?ca151“*A UoS3 + A @38{] + 0 LnBYl + n3Y2 + 37, + 0(1) P(s)

n" ")

1
2
para ls] < & gr (2.4.15)

1]
<
w)
H
|
6]

1 Xk . - . . .
com vy, 5 Yo = SRS onde k e o tipo minimo na

direcao de y . Além disso
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2

o, = 9 G , i=1,3
axi
X=X*
e
2k~2
) Vk {w) a2kG
(2k=2)1 ax%k *

X=X

Finalmente a distribuicdo de probabilidade de g, €
simplesmente obtida integrando-se a distribuicio conjunta no teo
rema 2.4.2 em s; e s3, levando a

=1

g, ~ ds, exp —Az{a—}— N 1] = ) (2.4.16)

gue & um resultadc, como se ve, semelhante ao do lema 2.2.8. Co
mo antes, € necessario corrigir o erro gque se faz ao se tomar
X*(n) no lugar de Xx* para a variavel g, ; a conclusao permane

ce a mesma: de (2.4.13), (2.4.14) e (2.4.15)

vy {w) , na criticalidade (k =2)

-l
u ~ N(E;(z)(x*] Uy () 7} (&1? “Sknﬂ . k=1

1 (n) Ez -/
Z(2k=T) dg ~ | =

© que reproduz o teorema 2.2.7, com as suas naturais consequén-

cias e interpretacgoes.



CAPITULO 3

SISTEMAS QUANTICOS

Nem sempre sou Lguak no que dige e escrevo
Mudeo, mas nac mudo mudlto.

Fernando Pessoa, 0 Guardadonr de Rebanhos

3.1. INTRODUCAO

Uma das questoes naturais surgidas apds o aparecimen
to dos trabalhos de Ellis e Newman € a de saber se os resultados
seriam ou nao validos para sistemas quanticos.

Sera aqui considerado esse problema para alguns mode
los na aproximagac de Curie-Weiss. Un sistema guantico de spin

& definido num volume AcZ® se para cada ponto x € A  houver

operadores de spin Si(m) (L =1,2,3), tais que
3
Z 8{ () = S(85+1)
i=1
e
£Si(x) ,Sj(y)] = 1 Eijksk(m) § (x-vy)

. . - 1
Por simplicidade, sera apresentado o caso em que 53:5;
os operadores de spin serao portanto as matrizes de Pauli o,, o,
e U, .

Finalmente, pode-se definir também o operador



. n
i
Sn = Z Oi(m) '
e=1

onde n €& o numero de variaveis de spin em A.
Os modelos a serem considerados sdo o modelo de Ising

com campo transverso, cuja hamiltoniana & dada por

Isin 1
H 9 - - 5= §: 0, (x) o, (y) -~ a E: o, (x) =
xz,y €A x €A
- - b gy _ 1
= 53 (Sn) a S2 , (3.1.1)

o modeio XY com campo transverso, com hamiltoniana

HiY = - —2"11:1- E E’z {x}o, (y) +0y (z) O, (Y)jJ -« Z o; (x) =
z,y €A xz el
. _ 1 142 242 : 1
= - 3 [}Sn) + (Sn) ] - SN ’ (3.1.2)

e finalmente o modelo de Heisenberg com campo,

ngisenberg - - .2_15 Z E;l {x}o, (y) +0, (2} 0, (v) +03(x)03(y)] - az o, (x) =
x,y €A z
= - 515 (SI}I)2 + (sé)2 + (sg){[ - a8 . (3.7.3)

O tratamento agui apresentado, seguindo o espirito
do trabalho de Ellis e Newman, supera a dificuldade essencial de

se estar trabalhando com sistemas quanticos, mapeando o problema



de determinar as flutuacSes nesses sistemas no estudo de grandes
desvios em sistemas classicos de dimensio infinita, por meio de

técnicas de integracdo funcional.

3.2. O MODELO DE ISING COM CAMPO TRANSVERSO: TERMODINAMICA

Para o modelo de Ising com campo transverso, com ha-

miltoniana dada em (3.1.1), a funcdo de particdo escreve—se como
usualmente:
2 2 k
—Hy %{”‘Sl ( 2i3k GSYH
Z = Tr e = Tr e = £im Trie e | =
n k—co J
2
[ S Sy Ss a.S_l}
= fim Tr|e2nk s e k .. e2nk e k ,
k> k J
k vezes

onde na Ultima passagem foi aplicada a igualdade de Trotter[N}.
Em cada termo guadratice pode ser aplicada a transformacao de

Hubbard-Stratonovich usual, chegando-se a

k/2 | k=1 ( k=1
PP O 0 N on § 42,
n = HD T J A%y exp g )%
1= i=0 J
¢ n
a ¢ o k=1 o
J( %{0—03 'E’Ol "'-}%03 -}20'1 % G4 EO']_ }
. \Tr e . e - e . e e ‘e }.
{ J
Escrevendo

)
~iR

zk(Q) = Tr|e e ... € e (3.2.1)



r

onde ¢ denota uma dada configuragio de "campos" (dg, 0y, . -1y ;)

¢i€ R, Vi, tem-se simplesmente

E curioso notar gque a introdugdo das k “"réplicas" pe
g J pe

la formula de Trotter leva ao calculo de 2, que e, no fundo, a

fungdo de particdo de um modelo de Ising de k spins «c¢lassicos

com campo variavel. De fato, a introducdoc de bases intermedia-

rias em (3.2.1) que diagonalizam G, leva a

] k=1 k=1
€L, 050 R L oegey
z, (§) = E e J° 3= (3.2.3)
2
onde R = = % £n tg?x%; o denota todas as Zk configuracdes pos
siveis {p}?té onde J =0,1,...,k, sob a condicdo de contorno
periddica Py =0, -
Por ocutro lado, usando-se estimativas "infraverme-—
lhas“[FSS'DLS] tem-se
k
(%03 %01
zk(¢} 5 oz (¢'s todos iguais) = Trie =)
) L J

eim 2 (¢) £ Tr (e? 93201

koo -

= TrE;osh\/a§+¢§_ + senh /o +¢ {v0, +a01)] = 2 cosh va? +¢?
/aTeT

(3.2.4})
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Assim, se zk tiver um bom limite, pode-se escrever

que (3.2.2) converge para a integral funcionalgSiz’Hi'N]

fk.n ( =
n
z, = | 1 d¢j exp | -5y Z @) _
J 3=0 e
1
) —%J $2 (t) dt
. Do e 0 . Inz (¢ (L)) ) K > o
{3.2.5)
onde
. Jy . Y
¢(t) : 10,1] » R , ¢(k_1) = ¢j e z = £im Zy
A guestao relevante entdo, & verificar se z, tem bom
limite., Acima, zk(@) foi descrito como a fungdo de particdo

de um modelo tipo Ising unidimensional. Tome-se o reso de Gibbs
associado a essa hamiltoniana s4em campo ¢ ou seja, apenas
— k_ —t
expLk E _J A ele & associada a probabilidade de uma da
da conflguraga p. E simples mostrar que a medida de probabili
dade associada faz sentido no limite k +»«, pois as funcdes de
. P, > tém bom limite,
te
De fato, voltando do modelo de Ising para o modelo

< L3
£ pontos ptl ptz

quantico original, tem-se para o modelo de Ising sem campo ¢ ape

nas a parte 4o campo transverso em (3.1.1). A funcao de £ pon
tos escreve-se entac para 0 <t; <t, ... < tp< 1
< . > =
Dtl Qtz ptE
al(l-t,lo
- £
= ] Tr[—atl01 0, (€2-t1) T3 g €



Seja |o>, o = #1 a base gue diagonaliza o, :

(53 g> - gigc> .

Entao, o0 traco acima escreve-se

<Ot1.pt2 Qt£> =
al(t+t,-t,)o,
= JZ_' z <g (Ii)le 1 £ Io’('})><o'(‘]) IeCL(tz tl)cllg(2)>
o(2) =£1
alty-t )o,
<o (£-1)]e £ "L~ !O(£)>0(1)U(2) Lol =
£
1
= -2- Z iI:.I‘i [:ao’(i)'o'(i_’_-]} COSh;\i +

o(1),0(2)...0(L&)

+ {T - Go(i),o{i+1)JsenhAi :]

com 0O{£+1) = 01}, onde X; = a(1+t1—t£), li = a(ti'"ti—1)’

72 = Tr %Y - 2 cosha .

Em particular, a funcao de dois pontos é dada por

_ cosh{a[l =2(t,~t1)]1]} 2 .
Pey P, T cosha € Py ® !

Tendo descrito todos os momentos e verificado o seu

bom limite quando k~+® (sao independéntes de k), conclui-se que
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du(p) = exp{Rk

[~

\ (2
ojpj_]J P

7=1

¢ uma boa medida de probabilidade no espago § de trajetdrias

p{t), descrito como

1
°
-

Q = T {=1,1) 5 elt)€Q:p (o)
0<t <1 *

onde O & dotado de uma topologia produto e é portanto Hausdorff

compacto.

Teorema 3.2.1

Existe uma medida de Wiener dug,({p) em & tal gue

z = {fim 2, (¢) = J 9 (p) du, (p) (3.2.6}
ke
Q
i
onde P(p) = m@J-¢wMMUdt . (3.2.7)

0

Comentarios

1} A prova aqui apresentada segue em espirito o tratamento

[N]

padrao gue define a integral de Wiener.
2} A existéncia da integral limite {(3.2.5) em D¢ & demons

trada de forma analoga.

Prova
Seja ¢(p) um funcional definido em §, inicialmen-

te de forma cilindrica, i.e.

®{p) = F(py,05r-0000p) : {3.2.8}
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dependendo apenas de £ pontos da trajetdria p(t). Define-se

entao

R )p. P.
I(e) = qu(.o) e T3 7341
o

Seja C(2) o conjunto de todas as fungdes continuas
em N e Cfin(Q} 0 de todas as da forma (3.2.8) onde F & con
tinua. Pelo teorema de Stone-Weierstrass, gualguer funcdo em
C(2) pode ser uniformemente aproximada por funcdes em Cfin(Q).
¢ mapeamento ¢ — I{g¢) €& um funcional linear em Cfiﬂ(ﬁ) , tal
gue I(1}) =1 e I{p) 20 sempre que @20.19@)‘1@” ésgﬂw@)]
e portanto ¢ -——I(y) tem uma Unica extensdo em C(Q). ;ara to
do o(p) em C({Q) o teorema da representacao de Riesz garante a
existéncia da medida regular du, em (3.2.?L;J

O método assintdtico de Laplace é agui valido por uma

generalizacao devida a Donsker e Varad::m[srIE para espacgos de di-

mensao infinita. Contribuira para o logaritme dessa integral,
no limite n -+, apenas a fung¢do ¢(t) gue minimizar o funcional
S 1
G(#) = ¢ % | 9(t)dt - Ln z (9 (L)) > (3.2.9)
: J
0

Definindo-se o produto escalar

1

<f(t) ,g(t)> = f(t).g{t)dt e

|
J
0

1
[
by = <P(t) ,L> = J ¢ {t)dt

0



onde 1 & o versor do subespaco de funcdes constantes, tem-se pa

ra ¢(t}) a decomposicaoc

d{t) = ¢,2 + d(t)

0O fato de que

}
62(t)dt = <d(t), d(t)> = <y, d,> + <d(t), d(t)> 2 0

O ey

associado a (3.2.4}, mostra que a funcdo ¢ (t) que minimiza (3.2.9}

& da forma

¢(t) = ¢o '
ou seja &¢(t) = 0 .
A energia livre f = fim - % £n Zn , sera entdo dada
>
joledd
f = min G(b,) (3.2.10)
bo
2
onde G(og) = % - ¢n(2 cosh /aT¥e7 )
A introducédo da temperatura T através do parametro
B = % modifica a expressdo acima para
o0 ( / ¢2]
G{¢,} = & - £n|2coshB /a2 +20 . (3.2.11)
2 B
L J
O minimo de G(¢y) indicado em (3.2.10) & obtide em
=] *
43 =0 se B8 g - 92 o ou em 0L - /5FT_3 para B 2 B_,
C a !/E C

onde ¢® & a Unica solugao positiva de o* = tgh Bo* |



A introdugac de um campc externo h na direcic z per
mite, como nos modelos classicos, associar o valor de ¢y @0 pa

rametro fisico

que €, portanto, o pardmetro de ordem da transicio de fase. A re

lacao resultante é

T
VB

3.3. O MODELO DE ISING COM CAMPO TRANSVERSO: FLUTUACOES

Exatamente como no caso classico, o interesse aqui e

estudar a distribuicao assintdtica de probabilidades da variavel

Yn = (ié - Un} n'

1 s, -BH
onde u = se— Tr 7% e R

com Hn e Zn dados respectivamente em (3.1.1) e (3.2.5).

Teorema 3.3.1

Seja w ~ N(0,1) uma varidvel aleatdria independen-
te de S; . Entao no sentido de Duhamel:
(/a3 { ¢a
exp | -n G 8 + 1 d ¢,
n| LY 'n
G
by - (3.3.1)

/B niY [av, exp E“ Gn[‘@{% wnm
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onde
2 { P
Gn(¢9) = 2% - £n={J Do exp [—n [<¢é¢> -
[ 11/“
- £n J exp<¢,p> duo(p)}}j . (3.3.2)
Prova
Definindo
s® - n 1l
H =H+:L§n 2
n n B nl—Y ;

imediatamente se chega com as técnicas usuais (férmula de Trotter

e transformacao de Hubbard-Stratonovich) a
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1
=
5
i

h2

Ja que exp (u———————
2£3n]"2Y

J & a fungao caracteristica de

W

—T1— , a expressac acima pode ser lida como uma reinterpreta-
/B n2~

cao do enunciado do teorema, sendo o desiderato assim alcancado.



A funcao Gn(¢0) em (3.3.2) tende a G(¢y) dada por
{3.2.11) pelos mesmos argumentos usados na secgao anterior.
A analise feita para as distribuicdes no capitulo 2

pode ser aqui aplicada levando ao seguinte resultado quando n-—+ «

Se B <Bc

1
1 (@ )
yn ~ eXp[-——Fde ’ com Y = -2— r 0 = E k (% )] -1 > 0 .r

Se B =8

(%)

4
Y ~  eXp —Bz(_; (0) %] dax P com Y = -—31— ;

Se B >Bc, 3 e >0 tal gque para todo g'>e> Q:

IS
1

n
n

1
—| € [0,e1% ~ exp [““ETJ dze |, com Y = =
5 f 2g 2

3.4. EXTENSOES, PROBLEMAS E REFLEXOES

Em principio é imediata a extens3o deste resultado
aos outros modelos considerados no inicio do capitulc, descritos
pelas hamiltonianas (3.1.2) e (3.7.3).

No casc do modelo XY, a sua energia livre seri dada

por
;
2 2 2 2
XY . 93 G2 / 2 1 $3 1
f = inf B R fn 2coshg o+ 2R

¢1r¢2

\ J

Os valores ¢f e ¢; que minimizam o lado direiteo,

1

estao relacionados com os valores de eguilibric de S-S; e S

1 a2
nn ’/
definidos como u' e p?, pela relacido



J& no modelo de Heisenberg,

. 2
gHeisenberg in€ J g%
¢1f¢)2!¢3 1

2 2

2 EL b, 93 1
- £n 2coshB o’ o+ gt J(
Naturalmente, os valores de ¢

' i=11,2,3 gue mini-

mizam o lado direito relacionam-se com os valores de equilibrio

da magentizacao do mesmo modo.

Quanto as flutuacdes, o modo como foram calculadas &
evidentemente problematico; no tecrema 3.3.1 a expressao "no sen
tido de Duhamel" significa que foi calculado

(na prova do teore-

ma) o valor esperado

-BEB_+ihy
<e D n, (3.4.1)
ac invés da funcdo caracteristica usual
-84 ihy
<e D.e D ) (3.4.2)

A respeito da funcao assim obtida algumas questdes e

observacoes devem ser colocadas:

1) A funcado (3.4.1) é a fungio geradora das funcdes de cor-
[DLS]

.

relacaoc de Duhamel

2) Sera que (3.4.1) é funclo caracteristica de afguma varia

vel aleatoria? A resposta é sim; pelo teorema de Bochner{Slz]

F
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uma fungao cf{t) é funcido caracteristica se

i) c{t} for continua
ii) c(0) = 1
1i1) c(t) for positiva definidia, i.e., se para quaisquer oy, ...,aNGC,

tl,--.;tNeRr NENF

E qeamct%—tm) 2 0 {(3.4.3)
£,m=1

As duas primeiras condic¢bes sdc trivialmente satis-—
feitas por

- Hn+1tyn

c(t) <e >

1

Quanto a terceira basta calcular explicitamente (3.4.3) com o au
xilio da formula de Trotter e a introducdo de uma base gque diago

nalize y, 7o calculo do trago, o gue leva a

{ ) Py (t )y“—‘k
- H +i{t -t )y _—  1{t,-t } -
E?iﬁam'rr[e n m{l Emz Ecz Tr | e k e £ m ok =
£,m K £,m
BH Y
n . n
k ——— i{t,-t ) =—
- 2im ) y T o<o(3-T)e * jo()is<oile ¢ ™ Kog)s -
koo K,m {g} j:‘l
k k
{ e L yfoun{ n L Y (o))
= Lim o, e j 321 X
ko Z Z E
{c} | 2 L J
BHn
k Tk
x I <g{j-1)]e lo(3)>
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onde {o} denota a soma sobre todos o(i) =+1, i =1,...,k, com
c(0) =o(k}). Esta forma &€ evidentemente positiva definida uma vez
gue, para o operador Hn estudado,
P
. k .
<g(j) e jo(3+1)> 2z o0
e o produto dos dois primeiros termos na scmatoria acima € posi-

tivo também.

3) Dada a natureza guantica do problema, Y, nao comuta com
H & portanto (3.4.1) e (3.4.2) nado geram necessariamente a nes
ma fungao caracteristica; pelo menos uma parte das flutuacdes quan

ticas do sistema €& abstraida em (3.4.1).

Se tivesse sido usada (3.4.2), a funcao obtida na pro

va do teorema 3.3.1 teria sido

-

1 -n {%— <, d> -Enj@cp</§ ¢ +1 ]11 S, p>disg (o)} ~in'hy
F (o) =5 |00 e n
n

o que faz perfeito sentido matematico, na medida em que a inte-
gral acima estd bem definida para ¢€ S'. O problema que surge
com a presenca do § esta associado a translacdo de argumento
em ¢ sugerida na prova do teorema 3.3.1, pois surgiriam al ob-
jetos extremamente singulares como exponenciais de &2, aos quais
nenhum sentido razoavel pode ser associado.

A singularidade surgida pode ser melhor controlada
num problema mais simples; seja a colegdo de osciladores anarmo-

nicos com hamiltoniana com acoplamento tipo Curie-Weiss:

1 2 1 1
Hyo= vz ) PEvg ) P@) -gm ) gay - (3409
= = . 3—;3
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A funcao caracteristica (3.4.2) calculada para esta

hamiltoniana com

leva a

1 i it rzl

( n q. (0)
1 _ (o2
5 j drt 5; qu(T) +P(qj{r))] +

0 =

n 2
= 1-y .
{2 q-(T)J e j=1
J
3=1

= e

ih n
-5<s, s> J IR 0T _lip)eq?)
D n 2
q e .

H
=
n
o

e , {(3.4.5)

onde na primeira passagem foi usada apenas a férmula de Trotter
e na segunda a transformacac de Hubbard-Stratonovich.

No caso em gue P(qi) em {(3.4.4) & dado por

p

P(qi) = qi ’
a integral em (3.4.5) pode ser formalmente feita{Slz’Hl’N], le-
vando a
ih
-H,  ihyy, [ ~3<8,8> ( Sty 0 "15<CI,ACI>
<e .e > = J Ds e g e - e =
h? 1
n <§,A " &>
~3 <S/B,s? ihnY<s,A— &> EnI"ZY
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h2

-1 2
- IV <6,A 8> h ZY l -1
2]"11 2Y —"'é—' Il <(S, n{ABA) &>
= (2] .2 =
2 Bl —
_— B s, aTre (aZsn) T8>
1-2y
2n

= e

onde A e B sao operadores dados por

A = 1 + y? , B = 1 + A

e 0os produtos escalares acima sac expressos simplesmente por

“+ oo “+co
<§,A 18> = dk e <8, (A2+A) 18> = dk i
k241 k2 51+ (k2+1)°

Assim, a singularidade surgida mostra~se de caracter
fantasmagbrico, isto &, sem real existéncia no computo final da
fungdo caracteristica, ao menos no caso em que pode ser calcula-
da explicitamente, levando ai a uma distribuicao Gaussiana para
Y, A expectativa gue se tem & a de que o comportamento dessa

singularidade seja intrinsecamente o mesmo para um P(g) mais ge

ral e também para os modelos de spin.



APENDICE A

A LEI DOS GRANDES NUMEROS

Foi Poisson guem, no seu livro "Recherches sur la
Probabilite des Jugements”, batizou esta lei, que se configurou
numa das essencials da teoria das probabilidades. Ela formaliza a
idéia bastante intuitiva de que a média dos valores assumidos por
uma certa variavel aleatéria numa sequéncia de n eventos inde-
pendentes converge para o valor esperado dessa varidvel aleatd-—
ria; dos jogos de azar, motivo primeiro de todo o desenvolvimen-—
to da teoria, pode ser dado um exemplo bem simples: suponha que
no lancamento de uma moeda, se sair cara o jogador ganhe uma uni
dade monetaria e se sair coroa perca a mesma quantia. Num Jjogo
desses, se praticado um numero razoavel de vezes, porguantoe nin-
guém com um minimo de bom senso e de honestidagde pode pensar em
dele sair com significativo ganho, nao se deveria entrar senao pe
la verificacdo de tdo fundamental lei. A razio & simples: se a
moeda em questdo for justa - se caras sairem tdc facilmente como
coroas - espera-se gue apOs um nimero grande n de jogadas a ai
ferenga entre a frequéncia de umas e outras nio seja significati
va em relacao a n. £ essa expectativa de ganho zero gue a lei
estabelece na forma do teorema de Bernoulli - gue ainda n3o era
lei guando ele o formulou - no qual Poisson se fundamentou para
a enunciar.

0 resultado de Poisson-Bernoulli pode ser descrito
da seguinte forma:

Para cada n, sejam Xl,...,xn variaveis aleatdrias

independentes num espaco de probabilidades, tais que Xi possa to

mar valores 0 ou 1 com probabilidade (1-p) e p respectivamen



te. Entao, dado e >0,

Xy + 0. +Xn
i P |
nre |

= - p| > € = 0 {A.1)
onde P (A} denota a probabilidade do evento A.

No caso do jogo descrito anteriormente, por exemplo,
o valor 0 poderia ser associado ao fracasso no jogo, e 1 ao su-
cesso, sendo p a probabilidade de sucesso ou seja, de sair ca-
ra; se a moeda for justa, p =% . Uma leitura imediata de (A.1)

diz gue se nunca se parar de jogar, vai-se ganhar metade das ve-

zes e perder a outra metade.
Una prova direta deste resultado pode ser obtida[F}

da distribuicao binomial, sabendo-se gue

P(X1 +...+Xn =k)

H
RN
3
—
o)
[
I
el
7
o

Nesse caso, (A.1) poderia ser calculado pelo limite

n(p+e)
Zin E P(X; +...+X_=k) .
ne k=n(p-¢)

No entanto, umr método mais simples desenvolvido por
Chebyshev permite a demonstracdo de um teorema bem mais geral, ex
tensivel a variaveis aleatdrias continuas. Antes de se chegar
ao teorema, € preciso introduzir a chamada "desigualdade de Chebyshev":
Seja X uma v.a. definida num espaco de probabilida
des (A,B,p), e £ uma funcao crescente e nao negativa no seu do

minio. A desigualdade de Chebyshev diz que

P(X>a) < F—%L’— ' (A.2)



Prova

+ oo @

[
E{£(X)) J flx) dplz) 2

I

t{zx)dp (x} t(a) dp (x)

A%
il

1%
=
fu tem—

— o

it

f{a) P(X 2 a)

o que prova (A.2}. Tomando f(x) =x? e aplicandc (A.2) 3 varia

vel aleatdria [X-—E(X}l obtém-se
P(|X-—E(X)|>a) g Véf) , a>0 (A. 3)
+ @

onde V(X)) = J (x —E(z)N?dplx) & a varidncia de X.

— o

Agora, um tecorema bem mais geral do que o resultado
(A.1) pode ser provado, considerando~se em {(A.3) a variavel alea

toéria X como a soma de outras variaveis aleatdrias.

Teorema A.1 (Lei dos Grandes Numeros)

Para cada n, sejam Xl,Xz,...,Xn variaveis aleatd-
rias independentes e igualmente distribuidas com V(Xi) <o, Se
n
ja S = } X, entdo para cada € >0
i=1
(.sn
2im P ‘———-—E(Xl) 2e{ = 0
-0 n
Prova
Dada a independéncia e igual distribuicido dos X. ,
E(Sn) =nE(X;) e V(Sn) = nv({(X;), o gue aplicado em {A.3) le-

va imediatamente a

P ([S ~n E(X1) | 2118) s DVIXy)
n 2
(ne)

gque no limite n+« da o resultado enunciadoc no teorema.




A convergéncia expressa no teorema {(A.1) & conhecida
S
como convergéncia em probabilidade de 1% para E(X:), e a LGN

assim formulada, & conhecida também como a Lel Fraca dos Gran-
des Numeros.

Un outro tipo de convergéncia num espacgo de probabi-
lidades, mais forte do gue a convergéncia em probabilidade porque
nela implica, € a convergéncia guase por toda a parte; seja
{Yn :n=1,2,...} uma sequéncia de variaveis aleatbdrias definidas
no espag¢o de probabilidades (2,B{(Q),u). Diz-se gue Yn conver-—

ge guase por toda a parte para Y (escreve-se Yn-+Y g.t.p. [u})

se
P {u)ESl: £im Y_(w) = Y(w)}- = 1 .
N n
A variavel S, descrita no teorema A.1 pode ser de-
o«
Lo

finida no espacg¢o produto 0 = I A = A , ou seja, para cada

i=1

WEDR w = {Xi{w);i=1,2,...} e

n
Sn(m) = E: Xi(w) .
i=1

E possivel, sob certas condicdes a serem descritas posteriormen-

te, provar que a convergencia se da guase por toda a parte (g.t.p.),

isto e, para todc w € (R-A) onde A & tal gque u{A) = 0. Ou
. - . Sn . -

seja, para quase todas as seguéncias {Xi} » - convergira para

E(X:}. Esta afirmacac contém informac¢do bem mais precisa do gue

0 teorema (A.1) e constitui o gue, em oposicaoc a ele, & conhecido
como a Lel Forte dos Grandes Numeros, gque ser& agui chamada de
LFGN para a distinguir da anterior, denotada simplesmente por LGHN.
A prova gque agul sera apresentada foi baseada nos livros de
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