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O aficcionado, de Picasso

“... A natureza vé-se reduzida a sélidos geométricos: cubos ou paralelepipedos

(as construgdes), colocados abaixo de pirdmides (os telhados), ao lado de cones, esferas
e cilindros (a vegetagao)... A ilusao de profundidade é substituida por uma espécie de
analise ou decomposicao do objeto... o objeto real se dilui, ficando apenas algumas

alusoes. De O Aficcionado s6 se pode garantir que tinha bigodes.”

Extraido de Os Génios da Pintura, sobre o Cubismo.
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Resumo

A caracterizacao estatica dos sistemas cadticos classicos dissipativos tem sido
realizada através do calculo das dimensGes generalizadas D, e do espectro de singu-
laridades f(a). Os métodos mais comuns de calculo numérico dessas fungdes utili-
zam algoritmos de contagem de caixa. Porém, esses algoritmos produzem um erro
sistematico através de ‘caixas espirias’, levando a resultados distorcidos. Por essa
razao, estudamos métodos numéricos que nao utilizam o algoritmo de contagem de
caixa, verificando em que casos eles podem ser aplicados eficazmente e propusemos

um novo algoritmo de contagem de caixa que reduz o numero de ‘caixas espurias’,

obtendo melhores resultados.



Abstract

The static caracterization of classical dissipative chaotical systems has been
achieved by the calculation of the generalized dimensions D, and the spectrum of
singularities f(c). The most used numerical methods of evaluating these functions
are based on box counting algorithms. The results obtained by those methods are dis-
torced by the presence of ‘spurious boxes’ generated intrinsecally by these algorithms.
For this reason, we have studied numerical methods that don’t use box counting al-
gorithms, and we have tried to verify in which kind of sets they give best results.
We also have proposed a new box counting algorithm that reduces the number of

‘spurious boxes’, and led to better results.
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Introducio

O objetivo deste trabalho é prosseguir com o estudo do problema das chamadas
‘caixas espirias’, presente em métodos que realizam o célculo numérico da fungao
f(a) usando algoritmos de contagem de caixa, problema este detectado em nosso
trabalho de mestrado.

A fungdo f(a), segundo o formalismo multifractal, caracteriza completamente um
objeto multifractal. Esse formalismo, por sua vez, teve origem nos estudos de sistemas
cadticos dissipativos.

Nas iltimas décadas ocorreu o desenvolvimento de intimeros trabalhos sobre sis-
temas dindmicos caéticos [3, 34]. Esses sistemas dinimicos apresentam uma proprie-
dade chamada de sensitividade as condigOes iniciais, ou seja, trajetorias que iniciam
em estados quase iguais vao se tornando exponencialmente diferentes com o desenvol-
vimento dessas dinamicas. Dessa forma, apés um certo tempo, elas se tornam impre-
visiveis. Apesar desse carater que sugere um mecanismo estocastico, tais dindmicas
sao descritas por processos completamente deterministicos. Essas caracteristicas exi-
giram novos conceitos e novos métodos, desenvolvidos na tentativa de classificar e
entender tais dinamicas.

Basicamente, os sistemas dinamicos cadticos estao classificados em conservativos e
dissipativos dependendo se a energia é conservada ou nao pelo processo dindmico. Os
sistemas dinamicos cadticos conservativos possuem atualmente um grande instrumen-
tal teérico {18, 31], e muito se compreende do mecanismo dindmico desses sistemas e
de suas propriedades. O estudo dos sistemas dindmicos cadticos dissipativos, porém,
tem se desenvolvido de forma mais lenta.

O estudo dos sistemas dinamicos cadticos dissipativos é baseado na suposicio de
que o teorema ergédico pode ser aplicado, ou seja, supde-se que médias em uma tra-
jetéria apés um tempo infinito e médias espaciais sejam equivalentes em tais sistemas.
A distribuigao de probabilidades que torna equivalentes essas médias é chamada de

medida invariante da dindmica. H4a indicagdes vindas do calculo numérico de que o
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suporte geométrico da medida invariante desses sistemas é, em uma grande parte dos

casos, um objeto fractal. Este tipo de conjunto é conhecido como atrator estranho.

Fractais sao objetos geométricos que possuem detalhes em todas as suas escalas de
ampliacao. Um estudo paralelo feito por matemadticos [26, 27| define e mostra como
eles podem ser caracterizados. Um pouco mais tarde, essa definicao seria ampliada,
com a introdugao do conceito de objeto multifractal, e um instrumental préprio seria

criado para sua caracterizagao, definido pela teoria multifractal {32, 9.

A medida invariante associada a um atrator estranho pode ser vista como um
objeto multifractal, e ao caracterizar-se dessa forma a medida invariante das diversas
dinamicas cadticas dissipativas, espera-se poder dividi-las em classes de universali-

dade, o que poderia se constituir em um grande avango na classificagao das mesmas.

A teoria multifractal define duas curvas, conhecidas como dimensoes generalizadas
D, e espectro de singularidades f(a), que sdo capazes de caracterizar completamente
um multifractal. Entretanto, o cédlculo tedrico dessas curvas é muito dificil de ser
realizado, existindo pouquissimos casos onde uma solugio analitica é encontrada.
Normalmente o calculo é feito numericamente, e mesmo assim, diversas condigoes
fixadas pela teoria sao relaxadas para que ele seja possivel. Diversos métodos para o

célculo numérico dessas curvas foram propostos na literatura [1, 4, 10, 28, 33].

Em nosso trabalho de mestrado, estudamos métodos para o calculo numérico de
f(a) baseados em algoritmos de contagem de caixa (BC) [7, 29, 16]. Nesse algoritmo,
o conjunto estudado é recoberto por uma grade, que é um conjunto de caixas de
igual tamanho justapostas entre si, e conta-se qual a fracio de pontos do conjunto
ha no interior de cada caixa. Essa fragao de pontos aproxima a integral da medida
invariante no interior da caixa, e é comumente chamada de probabilidade. Realizando

o levantamento dessas probabilidades em grades de diferentes tamanhos de caixa,

obtém-se a curva f(a).

Observamos que existem distor¢ées na curva f(a) resultantes da aplicagao desses
métodos, e pudemos mostrar através de um estudo detalhado de Conjuntos de Cantor
Generalizados que elas sao produzidas pela presenga de caixas que sao quase comple-
tamente preenchidas pelo vazio da estrutura multifractal. Dessa forma, essas caixas
sao consideradas erroneamente pelos métodos numéricos de contagem de caixa como
caixas com baixa probabilidade, distorcendo a curva final. O aparecimento dessas
caixas se deve ao fato do algoritmo de contagem de caixa utilizar uma grade como re-

cobrimento do conjunto estudado. Se o recobrimento fosse realizado com todo o rigor
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descrito pela teoria, tais caixas nao existirtam. Por essa razao, as denominamos de
caixas espurias. O trabalho descrito nesta tese de doutorado é relacionado ao estudo
e, principalmente, a busca de solugdes para este problema.

Desenvolvemos as seguintes estratégias na busca de solugbes para o problema das

caixas espurias:

¢ Uma vez que essas caixas surgem em todos os métodos que utilizam o algoritmo
de contagem de caixa, uma possivel solucao seria utilizar métodos que nao
usam esse algoritmo. Estudamos e comparamos outros métodos encontrados na
literatura que nao se utilizam do algoritmo de contagem de caixa. Esses métodos
calculam e classificam distancias entre pontos do conjunto estudado para o
célculo de f(a). Como alguns dos métodos encontrados na literatura baseados
em contagem de distancias eram métodos indiretos (ou seja, calculam primeiro
D, para depois calcular f(a), o que possui desvantagens), desenvolvemos um
novo método [39] que une as vantagens de um método onde nio é necessirio
o uso de um recobrimento para o cdlculo das probabilidades com as de um
método onde f(a) é calculado diretamente. Chamamos esse método de Método

canonico da integral de correlag@o, e o apresentamos no capitulo 6.

e Criar um algoritmo de contagem de caixa que construisse recobrimentos de
melhor qualidade, eliminando ao maximo as caixas espirias [40]. Os resultados

foram bastante satisfatérios e esse algoritmo é apresentado no capitulo 7.

Dessa forma, esta tese se divide em duas partes: Na primeira, que se estende
dos capitulos 1 a 5, apresentaremos alguns resultados para métodos encontrados na
literatura, que utilizam ou nao algoritmos de contagem de caixa, sendo portanto,
um trabalho de sistematizagao e analise comparativa dos mesmos. Na segunda parte,
propomos dois novos algoritmos e verificamos quando e em quais condigoes ha alguma
melhora no célculo em relacdo aos métodos estudados anteriormente. Estes novos
métodos sdo analisados nos capitulos 6 e 7.

Esta tese possui a seguinte estrutura:

e No capitulo 1 descrevemos os principais conceitos da teoria multifractal, intro-
duzindo as curvas dimensGes generalizadas D, e o espectro de singularidades
f(a). Também descrevemos suscintamente todos os métodos para o calculo

numérico de f(a) encontrados na literatura que foram analisados neste traba-

lho.
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No capitulo 2 introduzimos os conjuntos multifractais que escolhemos para tes-
tar os métodos citados no capitulo 1, a razdo para esta escolha, e a maneira

pela qual eles foram simulados numericamente.

No capitulo 3 o problema das caixas espirias, desenvolvido por nés no mestrado,

é apresentado em detalhes, assim como seus efeitos.

No capitulo 4 apresentamos os resultados numéricos obtidos a partir dos
métodos do célculo de f(a) baseados em algoritmos de contagem de caixa na
sua forma original, como encontrados no literatura, onde pode-se ver o efeito

da distor¢do produzida pelas caixas espirias.

No capitulo 5 apresentamos resultados para métodos ja existentes na literatura
que se utilizam da classificacao de distincias entre pontos do conjunto para o
célculo de f(a). Mostramos em quais casos eles podem ser usados com van-
tagens quando comparados aos métodos que usam o algoritmo de contagem
de caixa. Ressaltamos que nem sempre os métodos de contagem de distancias

apresentam bons resultados.

No capitulo 6, apresentamos um novo método de contagem de distancias bem
como os resultados obtidos através da sua aplicacao. Este método foi inteira-

mente desenvolvido por noés.

No capitulo 7, apresentamos um novo algoritmo de contagem de caixa, que
constréi recobrimentos melhores que uma grade. Mostramos que os resultados
finais obtidos sao significantemente melhores do que os calculados através do

algoritmo usual, pois este novo algoritmo de fato elimina a maior parte das

caixas espirias.
Finalmente, nas conclusoes, resumimos os nossos resultados.

Os apéndices trazem detalhes do calculo numérico para cada um dos métodos
estudados nesta tese. A notacgao utilizada na descricao dos algoritmos nesses

apéndices é familiar aos programadores em C.



Capl'tulo 1
Conceitos e Métodos Numéricos

Neste capitulo vamos descrever as principais defini¢des da chamada caracterizagao
multifractal. Uma delas, o espectro de singularidades, foi o principal objeto de nosso
estudo. Assim, apés a sua introducao, apresentaremos os métodos numéricos exis-
tentes na literatura que tém por objetivo calcula-lo. Classificamos esses métodos em
diretos ou indiretos, dependendo da necessidade de um calculo anterior do expoente
de massa, ou ainda métodos de contagem de pontos ou classificagao de distancias,
dependendo de como os pontos do conjunto sao analisados e de como se obtém uma

aproximagao para a distribuicdo de probabilidades de pontos p; sobre o atrator.

1.1 Dimensao fractal

Dimensao fractal é um nome genérico dado a diferentes defini¢oes de dimensao
nao inteira existentes na literatura. Em um objeto fractal existem estruturas em todas
as escalas de ampliagao do mesmo. Pode-se interpretar a dimensao fractal como uma
quantidade que expressa o aparecimento de estruturas em um conjunto ao a,niplié.-lo.
Essas defini¢oes sao feitas de tal forma que a dimensao usual é um caso particular das

mesmas. A dimensao fractal é o primeiro valor a ser considerado na caracterizagao
fractal.

1.1.1 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

A dimensao de Hausdorff-Besicovitch Dy é a defini¢do formal da dimens3o frac-
tal. Antes de apresentarmo-la, porém, é necessario introduzir a definicio de um

l-recobrimento de um conjunto A. Um [-recobrimento é um conjunto de objetos Uj;,
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de mesmo formato geométrico e de dimensao D real, com as seguintes propriedades:

e Os tamanhos [; dos objetos U; possuem um valor maximo dado por [.

¢ O conjunto considerado A estd contido na unido dos objetos U;.

Define-se a dimensao de Hausdorff Dy do conjunto A [12], considerando-se seus

I-recobrimentos:

1. Define-se a quantidade:
Tu(4,D,L{L}) = 17 (1.1)
2. escolhe-se, entre todos I-recobrimentos, aquele que reduz essa soma:

Tg(A,D,l) = 1{?_1;21? (1.2)

3. e finalmente, toma-se o limite de [ tendendo a zero.
I'g(A,D) = }in& I'g(A,D,l) (1.3)

Pode-se mostrar que a fungdo 'y (A4, D) possui a forma:

D>D
FH(A,D)z{O para &> “H (1.4)

oo para D < Dy

o valor que separa as duas regides é D = Dy, que define a dimens3o de Hausdorfl.
A fungdo I'g(D) é a D-medida de Hausdorff. Pode-se interpreta-la como o ‘tama-

nho’ (comprimento, 4rea, volume, etc.) de um objeto medido por pequenos objetos de

dimensao D. Os casos de dimensao inteira, iguais a definigao usual, sao mais simples

de se visualizar. Por exemplo, no célculo de I'g em uma superficie finita, quando:

e D =1, estamos medindo o ‘comprimento’ desta superficie com pequenos seg-

mentos de reta, obtendo I'y = oo, porque uma superficie possui um ‘compri-

mento’ infinito.

e D = 3, estamos medindo o ‘volume’ da superficie com pequenos cubos, obtendo

Uy = 0, porque esse ‘volume’ € nulo.

e D =2, o tamanho da superficie estd sendo medido usando pequenos quadrados,

e temos 'y = a area da superficie, o inico valor de D onde I'g é finito.
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1.1.2 Dimensao de caixa

O célculo analitico da dimensao de Hausdorff é possivel em apenas poucos casos,
de modo que, em geral, o calculo numérico se faz necessario. Neste, utiliza-se outra
defini¢do, chamada dimensdo de caira, que na maioria dos casos estudados possui o
mesmo valor da Dimensao de Hausdorff [11].

A dimensao de caixa Dp pressupte um recobrimento do espago que contém o
fractal com uma grade (conjunto de cubos d-dimensionais justapostos de igual formato
e tamanho €). Conta-se o niimero N(e) de caixas que possuem pelo menos um ponto

do fractal. Define-se entao:

Dy = —lim In N(e)
e—~0 Ine

(1.5)

Em uma estimativa numeérica nao se consegue calcular o limite indicado na eq. 1.5.
Entao, obtém-se Dp como a inclinagio da reta In N(€) X Ine, quando € é pequeno.
O valor de N{(¢) é obtido através de algoritmos conhecidos como contagem de caiza,

cujo principio é descrito na sec. 1.4.1.

1.2 Qutras definicoes de dimensao

Usando o conceito de probabilidade, outras definigdes de dimensao foram criadas.

A probabilidade pg de uma regiao E de um objeto é a medida do objeto na regiao E.

PE=/;Jd#

Quando se realiza um célculo numérico, a probabilidade p; é aproximada pela fragao
de pontos na i-ésima caixa do recobrimento, p; = N;/N, onde N; é o nimero de
pontos na i-ésima caixa do recobrimento e N é o niimero total de pontos do objeto
considerado [19]. Tanto a contagem do nimero de caixas quanto o levantamento das
probabilidades sao realizados por algoritmos de contagem de caixa.

Note que a introducao do conceito de probabilidade introduz uma modificacao
na definicao do [-recobrimento de um conjunto: E necessario que a interseccao de
todos os pares de objetos U;, U; com 4 # j do recobrimento nao contenha pontos do
conjunto, para que a soma de todas as probabilidades do recobrimento seja sempre
unitaria.

De modo andlogo ao utilizado na definigao de dimensao de caixa, define-se:
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Dimensao de informagao o ([11]):

-k 2ipilnp;
o =lim=———
e—0 Ine

(1.6)

O termo I = Y ; p;Inp; é a Informagao de Shannon. Pode-se interpretar o como
uma quantidade relacionada a taxa do aumento de informagdo em sucessivas am-

pliacoes do objeto considerado.

Dimensao de correlagao v ([14]):

In S p2
v = lim Ribs i P
e=0 Ine

(1.7)

A dimens3o de correlagio possui este nome devido ao termo p?, que é a probabi-
lidade de dois pontos situarem na mesma caixa de tamanho e.

Numericamente, o limite das express()es acima é sempre aproximado pelo coefi-
ciente angular da reta formada pela curva do numerador do limite contra o denomi-
nador In ¢, para valores suficientemente pequenos de .

Pode-se mostrar que existe uma relagao de desigualdade entre as dimensoes defi-
nidas [11]:

v S g S D H

Mais detalhes sobre estas e outras definigdes de dimensiao podem ser obtidas na

referéncia [11].

1.3 Caracterizacao multifractal completa

Notou-se que apenas alguns nimeros nao eram suficientes para uma caracte-
rizagao completa de um multifractal. Foram definidas duas curvas para a caracte-
rizagao topoldgica completa de um multifractal: dimensoes generalizadas D, e espec-

tro de singularidades f(a).

1.3.1 Dimensoes generalizadas

Baseando-se no conceito de informagao de Renyi, definiu-se as dimensdes genera-
lizadas D, [22]:
1 InY, p!
D, =~ lim 2P
g—1«0 Ine

(1.8)
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onde g é real. Note que no caso onde ¢ = 0 ou ¢ = 2 esta defini¢ao reproduz as
defini¢oes anteriores de dimensio de caixa e dimensdo de correlagado. No limite de

g — 1, seja 6g = ¢ — 1. Para 6q tendendo a zero, temos:

1+éq

p! = p; pi(l+ églnp; —...)

e, como ¥, p! = 1, temos, no mesmo limite :
Ind p! = W pf-1+1)=> pi-1
~ sz“*'&]zpilnpi—l=5q§:p,-1np,-

de modo que : ,
]. 3 2 2
D=4 pzlnpz_zp n p;

8q 7 ~ Ine Ine (1.9)
isto é, D; reproduz a definicao de dimensao de informacao.
Define-se também o espectro de massa 7(g), dado por:
7(q) = (¢ - 1)D, (1.10)

A curva D, e ¢ sao dificeis de se interpretar, mas pode-se descrever algumas
de suas propriedades. Quando g é positivo, as probabilidades maiores do conjunto
tém os seus valores aumentados na somatdria, e portanto estas determinam D, com
maijor influéncia. Ocorre o mesmo efeito com as probabilidades menores quando ¢ é
negativo. Como casos particulares, quando ¢ — oo, apenas o subconjunto de maior
probabilidade ¢é levado em consideracao, e quando ¢ — —oo, apenas o subconjunto
de menor probabilidade é considerado. Esses valores sao atingidos assintoticamente
pela curva D,.

Pode-se mostrar que a curva D, é continua e monotonicamente decrescente [22].
Uma forma tipica da curva D, é apresentada na fig. 1.1.

Anéloga a definigao de Dy, existe uma definicdo mais rigorosa de D, [12]:

1. Definimos uma fungao

I(A g, {L}) = (1.11)

l'r

onde as probabilidades p; estao definidas no [-recobrimento do conjunto A, e q

e 7 sio nimeros teais.
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Figura 1.1: Curva D, tipica.

2. A seguir, fazemos:

T LAL 1
F(A’ q, TI’ l) — SuP{z,-}{F(A, q,7T ¢ { z})} para gq > (112)
inf{li}{F(A7q>TI7la {})} para g¢g<1
3. e depois considera-se o limite | — 0,
F(4,q,7) = limI(4,q,7,]) (1.13)

esta curva também possui valor zero ou infinito, exceto para um valor 7 = T,

onde se faz
I'(A,q,7)=1 (1.14)

e essa condi¢ao forma uma curva 7(q) = (¢—1)D,, determinando D, para o conjunto.

1.3.2 Espectro de singularidades

A curva D, nao é a tinica que pode ser definida para caracterizar um multifractal.
Lembrando que sempre se procura parametros independentes da escala quando se

trabalha com fractais, define-se o coeficiente de Lipschitz-Holder a ([12]) :
pi ~ €%, parae — 0 (1.15)

Interpreta-se a como uma grandeza relacionada a singularidade da medida (probabili-
dade) préximo a um ponto do conjunto. E portanto uma propriedade local. Também

define-se a fung¢do p(a), a distribuigao de pontos com expoente de Lipschitz-Holder

entre a e o + da.
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Pode-se dizer que no limite € — 0, o niimero de caixas com « entre & e o + dd/,

da’ p(a)e=Fe) (1.16)
onde f(a), é uma func¢io continua em a e é a dimensao fractal do conjunto de pontos
com « entre o' e &' +da’. Dessa maneira define-se o espectro de singularidades f(a).

A curva f(a) pode ser interpretada da seguinte forma: Um multifractal tipico é
visto como um conjunto de infinitos fractais puros interligados, cada um formado pelo
conjunto de pontos com mesmo ¢, cuja dimensao fractal é f(a).

As propriedades da curva f(a) podem ser determinadas estudando-se a sua relagao

com as dimensoes generalizadas.

1.3.3 Relacao entre as dimensoes generalizadas e o espectro

de singularidades

As curvas f(a) e D, realizam o mesmo tipo de caracterizagio, pode-se esperar
que exista uma relacdo matematica entre elas.

Reescrevendo a eq. 1.8, através da definigao:
x(q) =D ! (1.17)

temos a expressao:

11
D, = —— 1im 2X(9)

1.18
g—1e0 Ine ( )

Substituindo as expressdes que definem f(«a) em x(g), obtém-se
x(g) = /da'p(a')e_f(a') 1 (1.19)

Como serd considerado o limite de € — 0, o minimo de go/ — f(a') serd o termo

significativo na integral. Seja este minimo o ponto ¢ = a(g):

0

2 fgel  f(e)] = (1.20)
o' =a(q)

82
o' =alq)

X((I) —  ¢ala)=flalq)) (1.22)
Das primeiras condi¢ées 1.20, 1.21 obtém-se:
af(a)] _ 0% f(a') S0
0 | 9o |
a'=a(q) a'=a(q)
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e substituindo o valor de x(g) da eq. 1.22 na eq. 1.18, obtemos finalmente
1
D, = ﬁ[qa(q) — f(e(g))]
que ¢ a relagdo entre f(a) e D,.

Resumindo, as fungdes f(a) e D, relacionam-se entre si por uma transformagao
de Legendre:

D, = —laal) - f(afo) (1.23)
fla) = ag(a) - (¢9(@) —1)Dy(@) (1.24)
derivando estas expressoes, obtém-se os valores de g(a) e a(q)
(o) = 2 (1.25)
ale) = 7la—1D] (1.26)

Descrevemos a seguir mais algumas propriedades conhecidas de f(a). Das
equagoes 1.20 e 1.21, conclui-se que a curva possui concavidade bem definida. Da
eq. 1.25 conclui-se que o maximo da curva é em f(a) = Dp. Dessa mesma equagao,
vemos que os extremos da curva f(a) sao @puip = Do € Qmaz = D—o. Assim, o
ramo correspondente a ¢ > 0 é o lado esquerdo da curva, e o ramo correspondente a

g < 0 é o lado direito da curva f(a). A curva f(a) possui uma localizagao especial

, (o)

o) =«

Figura 1.2: Curva f(«) tipica.

no plano, que pode ser determinada calculando [f(a(q)) — a(g)], através do seguinte
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procedimento: pode-se somar e subtrair @ na eq. 1.24, obtendo

(f(a(q)) — a(g)] = (g — 1)(a(g) — Dy)

Da eq. 1.26, resolvendo a derivada, tem-se

d
olg) = Dy + (g —=1)5-Dq

Substituindo a(q) na expressao anterior, obtém-se finalmente

[fala) - ala)] = (a = 15D,

Uma vez que a curva D, é continua e monotonicamente decrescente, diqu <0, de
modo que a curva f(a) se localiza sempre abaixo da bissetriz do primeiro quadrante
do plano a — f(a), exceto quando ¢ = 1, ponto que pertence obrigatoriamente a
mesma bissetriz, ou seja, f(a(g =1)) = a(¢ = 1) = D;.

Da eq. 1.25, os extremos da curva f(@), Gmin = Deo € Gmazr = D—o sdo pontos
onde a derivada da curva diverge.

Embora a funcao f(a) possua uma interpretacao mais simples, ela é mais dificil

de ser calculada, quando comparada com D,. A fig. 1.2 mostra uma curva tipica de

/().

1.4 Classes de métodos para o calculo numérico de
/()

Como a definigao das dimensodes generalizadas pode ser utilizada diretamente para
o seu calculo numérico, os primeiros métodos numéricos de caracterizacao multifractal
que surgiram calculam essa curva. O espectro de singularidades era calculado em uma
segunda etapa, através da transformagao de Legendre do expoente de massa 7(q).
Uma vez que o espectro de singularidades possuil uma interpretagao mais simples,
procurou-se criar métodos de calculo numérico que capazes de calcular diretamente
o espectro de singularidades. Dessa forma, os métodos de calculo do espectro de
singularidades se dividem em métodos diretos ou indiretos.

Numericamente, o conjunto estudado geralmente é representado por um conjunto
discreto e finito de pontos, e nos diferentes métodos de calculo numérico, diretos ou

indiretos, € necessario obter em algum momento os valores das probabilidades p; desse
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conjunto. Observamos que os métodos encontrados na literatura se dividem em dois
grupos: aqueles que se baseiam na contagem dos pontos do conjunto e aqueles que
realizam a classificacao de distancias entre pontos do conjunto, para esse mesmo fim.
Vamos descrever inicialmente estas duas maneiras de se obter as probabilidades p;

de um conjunto multifractal, e em seguida, os métodos numéricos diretos e indiretos

para o célculo de f(a).

1.4.1 Contagem de caixa

Algoritmos de contagem de caixa (boz counting) é o nome genérico dado a um
conjunto de algoritmos cujo objetivo é realizar numericamente o recobrimento de um
conjunto dado. Eles sao a tentativa numérica de calcular as probabilidades p; que
mais se aproxima da maneira descrita pela teoria para o cdlculo de grandezas da
caracterizagao multifractal.

Como a principio é muito dificil obter numericamente um recobrimento de caixas
de tamanhos e posicoes diferentes, é feita, nesses algoritmos, uma simplificacao: ao
invés de considerar um [-recobrimento do conjunto, usa-se uma grade, ou seja, um
conjunto de hiper-cubos de mesmo tamanho ¢ justapostos lado a lado, como em um
tabuleiro de xadrez, para recobrir o conjunto. A probabilidade p; da i-ésima caixa da
grade é dada pela fracido de pontos em seu interior, o que classificaria esses algoritmos
como contagem de pontos. O levantamento das probabilidades é realizado em varias
grades de tamanho de caixa ¢ diferentes.

Em todos os métodos baseados em contagem de pontos, as grandezas calculadas
sao sempre obtidas no limite de ¢ tendendo a zero de uma fragao cujo denominador
é Ine. Como numericamente nao se pode realizar o limite de ¢ tendendo a zero,
considera-se como aproximagao desse limite o coeficiente angular da reta formada
pelo logaritmo do numerador contra o seu respectivo valor de Ine.

O algoritmo de contagem de caixa que utilizamos estd descrito em detalhe no
Apendice B.

1.4.2 Contagem de distancias

Da teoria multifractal, temos que v < Dp, e que a curva D, é monotdnica
decrescente. E um fato conhecido que a dimensdo de correlagido pode ser utilizada

como uma aproximagao para Dp. A expressio de v na eq. 1.7 possui um termo p?,
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que ¢ a probabilidade de que dois pontos estejam na caixa %, cujo tamanho é ¢. Ela
pode ser aproximada pela probabilidade de dois pontos se situarem a uma distancia
menor que €. Dessa forma, o numerador da equagao acima passa a ser a fracao de
distancias entre os pontos que sao menores que ¢, e o método passa a ser considerado
como classificacao de distancias.

O algoritmo descrito é conhecido como Algoritmo de Grassberger-Procaccia [14],
e € muito utilizado no calculo da dimensao de correlagdo e consequentemente de uma
aproximagao para a dimensao fractal. A vantagem é que ele elimina um problema dos
métodos de contagem de caixa, que é a posi¢ao relativa da grade ao conjunto. Esse
parametro altera o niimero de pontos nas caixas da grade e portanto pode afetar o
resultado final. Esta vantagem motivou o surgimento de métodos para o calculo de
f(c) baseados em contagem de distancias.

Devido a sua simplicidade, nao existe um nome especial para o algoritmo de
classificagao de distancias. Ele consiste em calcular as distancias entre os pontos do
conjunto e classifica-las, e a melhor maneira de fazé-lo depende do método para o
calculo de f(a) utilizado.

Para maior eficiéncia numérica do mesmo, costuma-se utiliza-lo associado a um

algoritmo auxiliado por caixas, descrito em maior detalhe no Apéndice F.

1.5 Msétodos numéricos para o cilculo de f(a)

Descrevemos a seguir os métodos numéricos para o cdlculo de f(a) que estudamos.
Iniciaremos pelos métodos de contagem de caixa, e em seguida vamos introduzir os
métodos baseados em contagem de distancias.

Os métodos de contagem de caixa mais citados na literatura sao:

¢ Método microcandnico: Consiste na aplicagao direta da definicdo de 7(g) e
de sua transformagao de Legendre. Como calcula 7(g) para obter f(a), é um

método indireto.

¢ Método candnico: Também parte da definigdo de 7(g), mas é um método direto.
A transformacao de Legendre fica embutida nas equagoes do método, como

veremos adiante.

e Método dos histogramas: Utiliza a prépria definigdo de f(a), obtendo a curva

parametrizada nas colunas de histogramas calculados pelo método, de onde vem
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o seu nome. E um método direto.
Os métodos de contagem de distancias sio:

e Método da integral de correlagio: Ao invés de usar a probabilidade de pontos
serem encontrados em uma caixa da grade, tenta-se calcular a probabilidade
de pontos serem encontrados em uma caixa centrada em um ponto do conjunto

escolhido aleatoriamente. Essa substituicao é feita na definicao de 7(g), portanto

este é um método indireto.

e Método da massa fixa: Neste método parte-se de um ponto de vista oposto ao
da contagem de caixa: Coleciona-se o tamanho de caixas centradas em pontos
do conjunto que possuem uma mesma probabilidade fixada a priori. A curva

f(a) é obtida a partir dos histogramas dos tamanhos de caixa encontrados. E

um método direto.

Passamos a seguir, a discutir em maior detalhe cada um destes métodos:

1.5.1 Método microcandonico

Este método [1] consiste na aplicagdo direta da definicdo de 7(g) e posterior-
mente na realizagao de uma aplicacao da transformacao de Legendre. Utiliza-se, na

sequéncia, as eqs. 1.10, 1.8, 1.26 e 1.24:

r(g) = lqo———ln%f(e) (1.27)
alg) = 2700 (1.28)
flag)) = qo(q) —7(q) (1.29)

O coeficiente 7(g) é numericamente aproximado pelo coeficiente angular da reta
formada pelo numerador da eq. 1.27 contra lne. A derivada na eq. 1.28 é obtida

através de diferengas discretas, como descrito no apéndice K.

1.5.2 Método candnico

A partir da defini¢ao de 7(g), pode-se obter as seguintes expressoes [10] :

pleqg) = 2 (1.30)
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2 Milnp;

_ i Hi D Pi 1.31

ofg) = lim = (1.31)
Y i i In g

flelg)) = lim == — (1.32)

Cria-se um novo conjunto de probabilidades y; para ser utilizado nas expressoes
que fornecerao @ e f(a). Substituindo y; nessas equacdes, verifica-se facilmente que
elas originam-se da transformacao de Legendre de 7(g).

O nome dado a estes dois métodos tem origem na sua semelhanca formal com a
Termodindmica e Mecanica Estatistica. No Método microcanénico, f(a) é calculado
como se fosse a energia no ensamble microcanénico, e no Método canénico, a expressao

de f(a) lembra o cilculo da média da energia no ensamble candnico.

1.5.3 Meétodo dos histogramas

Neste método [28] utiliza-se diretamente as expressoes 1.15 e 1.16 que definem

#(a)

. Inpi(e)
= —_— 1.
% e (1.33)
N(e) =~ p(a)da'e @) quandoe — 0 (1.34)

Suponha que tenhamos p;(€), para varios tamanhos de caixa. Seja
Xi(e) = Inp;(e) (1.35)

Constréi-se primeiro um histograma da distribuicao de X; para cada valor de ¢
considerado. Seja [Xmin, Xmaz] o intervalo de valores de X; encontrado. Divide-se
esse intervalo em Nd partes iguais de tamanho dX e define-se H; como o nimero de
X; encontrados na j-ésima parte do intervalo [Xmin, Xmaz].

Calcula-se o para cada divisao do histograma, utilizando a eq. 1.33 diretamente,
nos valores utilizados para dividir o intervalo [Xmin, Xmaz]. Como as divisdes feitas
nesse intervalo sao iguais, a variagao de @ de uma divisdo para outra é constante.

Ao calcular-se f(a), verifica-se que existe uma corregao logaritmica em ¢, que pode

ser determinada utilizando a eq. 1.19 quando ¢ = 1.

1= lim/p(a')dale"l*f(“’) (1.36)

e—0

A equagao acima € solucionada por ponto de sela, onde o termo dominante é aquele

que possui 0 menor expoente. O préximo termo de ordem dominante é | In €|=%/2 [37],
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que neste caso, ainda € relevante. Tem-se entao:
1 = C(a)e* f(®)|In ¢~/2 (1.37)

onde C(a) é uma funcdo resultante da integragdo, e que depende basicamente de
p(a). Das propriedades da curva f(a), sabemos que para ¢ = 1, @ = f(a), e entao

podemos determinar a fungdo C(a), em primeira ordem de aproximagao:
C(a) = |lnel*/? (1.38)

A anélise dessa correcao logaritmica é apresentada em outra abordagem no apéndice

da referéncia [41].
Este cdlculo sugere que a eq. 1.34 ao ser invertida, contenha essa corregao lo-

garitmica:

N/
e =—lim = —

(1.39)

onde da ja foi eliminado por ser constante nesse método.

Para substituir /V, utilizamos a seguir uma igualdade entre as distribuigoes de

numero de caixas:

Nda = —H;dX (1.40)

e elimina-se € do numerador da expressao derivando-se a eq. 1.35 em «, depois de

substituir p; pela eq. 1.33:
dX =dalne (1.41)

obtendo-se finalmente:

/(@) = —lim In(H;/y|dX])

e—0 Ine

(1.42)

1.5.4 Meétodo da integral de correlacao
Neste método [33] o ponto de partida é a equagao eq. 1.10, que define 7(q):

. Iny; p!

= lim —=%% 1.43

7(q) = lim — = (1.43)
q—1

i )

Pode-se interpretar o termo Y, p! como uma média no espago da grandeza p
pois p; aproxima a medida invariante da dindmica. Supondo que o sistema seja

ergddico, a média espacial deve ser igual a média temporal, e a equagao passa a ser:

g-1
7(q) = lim li@—>

1.44
e=0 Ine ( )
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onde P; é a fracao de pontos do conjunto se situam a uma distancia menor que ¢
centrada do j-ésimo ponto do conjunto. A média temporal é realizada centralizando
a caixa de tamanho € em todos os pontos da trajetéria, ou seja, do conjunto.

Pode-se entender a mudanga do expoente de ¢ para ¢ — 1 observando-se que na
definicao original de 7(q) usa-se caixas em uma grade, ou seja, elas sao elas estdo
distribuidas uniformemente no espago, enquanto que na nova expressao as caixas sao
colocadas no espago com a mesma distribuigdo que os pontos, que é aproximada por
Di.

As probabilidades P; sao calculadas contando-se quantas distancias entre os pontos
do conjunto e o j-ésimo ponto sd0 menores que €, de modo que, com esta definicao de
7(g), este é um método de contagem de distincias. A curva f(a) é obtida calculando-

se a transformacdo de Legendre de 7(q). Este é, portanto, um método indireto.

1.5.5 Método da massa fixa

Neste método [4], ao invés de se considerar caixas de tamanho fixo e colecionar as
diferentes probabilidades observadas, coleciona-se tamanhos de caixas centralizadas
em pontos do conjunto que possuem um valor fixo de probabilidade.

Partindo-se da defini¢ao teérica de 7(gq) dada pelas eqgs. 1.13 e 1.14, e relaxando a

otimizagao do recobrimento de caixas, temos:
p?
lim) = =1 (1.45)

onde [ > ;.

Supondo-se que as probabilidades sao fixas e possuem valor p = p;, temos
> 7@ ~ p=4, quandop — 0 (1.46)

Por outro lado, vamos definir ﬁ(a’; p) como a probabilidade de se encontrar alea-
toriamente uma esfera com probabilidade p e coeficiente de Lipschitz-Holder o entre
o e o + do/. Aproximadamente, ela deve ser p(a')p, pois as duas varidveis sio

independentes. Utilizando-se a definigio de « dada na eq. 1.15, temos:

Sopli & /ﬁ(a;p)p'”q’/“ (1.47)

de modo que, unindo as equagdes, temos:

[ Plasppm @i i (1.48)
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Da teoria multifractal, temos a relagao 1.23:

7(q) = min{ga — f(a)} (1.49)

Dessa maneira, se utilizamos o ansatz:

-~

_f(=)
P(a;p) = |lnp/*p'™ " (1.50)

a igualdade da eq. 1.48 é obedecida, resolvendo a integral por aproximagao de ponto
de sela, quando p — 0.
Suponha que o conjunto multifractal é dado por n pontos. Vamos definir como

P(§;p) a probabilidade de encontrarmos aleatoriamente uma esfera de tamanho §

com probabilidade p.

Podemos aproximar:
P(8;p) d6 ~ P(a;p) da (1.51)

Utilizando a eq. 1.15, podemos calcular a derivada:

da a?
bt 1.52
dé pt/*lnp (1.52)
e, desprezando contribuigdes logaritmicas, obter o resultado:
In P($;p)
~ro|————1 1 1.53
) ma (BEER 1) 4 (153

Exatamente como é feito no método dos histogramas, colecionamos os valores
Y; = Inl; e dividimos o intervalo que contém estes valores [Ymin,Ymaz] em Nd
partes iguais. O nimero normalizado H; de Y; que pertencem a cada divisao é P(§; p).
Substituindo os valores encontrados em cada divisao do histograma nas egs. 1.15, 1.53
obtemos a curva f(a).

Neste método nao se optou por realizar regressoes lineares em Ilnp, de modo que
as equagdes fornecem a curva f(a) diretamente. O limite de p — 0 é resolvido da
seguinte forma: admite-se que o valor das equagdes é dado a menos de uma constante.
Lembrando que a curva f(a) sempre tangencia a bissetriz do primeird quadrante em
a = f(a) = D, calcula-se o valor de D; através de outro método e desloca-se a curva
f(a) em ambos os eixos de modo que ela obedega a essa condigao.

Numericamente, supomos que p = k/n, e o tamanho [; da esfera é considerado a

k-ésima distancia mais préxima do ponto central da mesma, de modo que este é um

método de contagem de distancias.



Capitulo 2
Conjuntos multifractais utilizados

Neste capitulo introduzimos os elementos utilizados para a comparagao dos
métodos numéricos para o calculo de f(a) descritos no capitulo anterior: os con-
juntos multifractais nos quais os métodos foram aplicados. Utilizamos neste estudo
dois tipos de conjuntos unidimensionais, os Conjuntos de Cantor Generalizados e
o atrator do mapa quadratico. Esses conjuntos foram escolhidos porque possuem
solucio tedrica para o espectro de singularidades. Também utilizamos um conjunto
bidimensional, o atrator do mapa de Hénon, por ser um sistema muito utilizado na
literatura. A seguir, descrevemos detalhadamente esses conjuntos e os algoritmos

usados para representa-los numericamente.

2.1 Conjuntos de Cantor generalizados

Define-se como conjunto de Cantor generalizado o conjunto de pontos formado
pelo seguinte processo, repetido infinitas vezes (Veja fig. 2.1):

Toma-se o intervalo unitario (ou seja, com comprimento e medida unitdrios) e o

dividimos em trés segmentos:
1. O comprimento do primeiro segmento é [;, com medida ou probabilidade p;.
2. Subtrai-se o segundo segmento.
3. Associa-se ao terceiro, de comprimento />, uma medida py = 1 — p;.

Essa primeira construgao ¢ denominada gerador do conjunto. As geracdes seguintes

sao construidas aplicando-se, a cada segmento, a regra acima e atribuindo-se a cada
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novo segmento um comprimento e medida dados pelo produto do comprimento e me-

dida, respectivamente, do segmento inicial e do segmento do gerador correspondente
(fig.2.1).

, p=1
intervalo . y .
= — pré-fractal O
unitario =1
rimeira Py P,=1-P,
primetr = =~ i pré-fractal 1
geragéao L, ,
2 2
p p.p P.p p
segunda 1 172 172 2
9 . = ] r— ] pré-fractal 2
geragao 1,2 ot L 12
i 12 1'2 2

Figura 2.1: Primeiras geracées na construgéao do Conjunto de Cantor Generalizado.

Este é um dos poucos conjuntos para os quais existe solugao tedrica da curva f(a),

dada pelas seguintes equacdes [19]:

g(lnpyInly —Inpylnly) = In(n/m)ln(ly/l2) —In(n/m —1)Inl; (2.1)
_ (n/m—-=1)In(n/m —1) —n/mln(n/m)

flnfm) = Inly + (njm - 1)In; (2.2)

a(njm) = Inp; + (n/m —1)Inp, (2.3)

Inl; + (nfm —1)Inly
onde a curva f(a) é dada parametricamente em n/m, que é um nimero real maior
que 1.

Utilizamos duas maneiras de representar este conjunto numericamente. O primeiro
é o sistema de funcoes iteradas, que o aproxima por um conjunto de pontos, que é a
maneira como os conjuntos sao usualmente representados, e o segundo é o método da
escada do diabo, que calcula a massa do conjunto, e portanto fornece um valor mais

preciso das probabilidades p;. Descrevemos estas duas formas de representagao em
detalhe no apéndice A. '
2.2 Atrator do mapa quadratico

Estudamos o atrator do mapa z;;; = A1 — 22?) com X = 0.837005134, que é

aproximadamente o valor onde termina a seqiiéncia de bifurcagoes por duplicagao de
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periodo e inicia a janela caética [19]. A trajetdéria com condigao inicial z = 0 forma
um Conjunto de Cantor como mostrado na fig. 2.2. A mesma quantidade de pontos
cal em cada segmento, de modo que ao utilizar como recobrimento um dos pré-fractais

desse Conjunto de Cantor, a probabilidade associada a cada segmento € igual.

2 1

Figura 2.2: Pré-fractais do Conjunto de Cantor associado ao atrator do mapa quadratico

no limiar da janela cadtica. Os niimeros indicam as iteragdes do mapa com condig&o inicial

em x = 0.

A solugdo tedrica [19] é entdo obtida gerando um grande conjunto de pontos
(utilizamos 2!'), determinando os segmentos do pré-fractal do Conjunto de Cantor
associado ao atrator do mapa quadratico e substituindo na eq. 1.14 seus comprimen-

tos, determinando 7(g) numericamente, e a curva f(a) através da transformagio de

Legendre de 7(gq).

2.3 Atrator do mapa de Hénon

O mapa de Hénon [20] é dado pelas expressoes:

Tip1 = 1.0-4 .’I)? + Y (24)
Yirr = By (2.5)

onde A =14 e B = 0.3 sao os valores geralmente utilizados na literatura.
O espectro de singularidades do atrator do mapa de Hénon nao possui uma solugao
tedrica, mas € um sistema muito utilizado, e podemos comparar os resultados obtidos

com outros cilculos numéricos existentes na literatura [4, 17, 2].
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Capitulo 3
O problema das caixas espurias

Neste capitulo vamos descrever o que, conforme concluimos no trabalho de mes-
trado, é a maior fonte de erro em cédlculos das dimensdes generalizadas e do espectro
de singularidades através de métodos numéricos que utilizam o algoritmo de contagem
de caixa, e que originou nosso trabalho de doutorado.

No trabalho de mestrado, mostramos que a utilizagao de uma grade para se obter
o recobrimento de um conjunto nos métodos de contagem de caixa usuais permite o
aparecimento de caixas que sao quase totalmente preenchidas pelo vazio da estrutura
multifractal, se situando no que poderiamos considerar como borda do conjunto em
uma dada escala. Se o recobrimento fosse construido com o rigor descrito na teoria
multifractal ao invés de se utilizar uma grade, essas caixas nio existiriam, ou teriam
menor tamanho, de modo que as denominamos de caizas espurias. Acreditamos que
essas caixas sao responsaveis pelas distor¢oes que ocorrem no ramo g < 0 das curvas
D, e f(a).

Nos calculos das dimensoes generalizadas e do espectro de singularidades reali-
zados através de métodos de contagem de caixa observamos que, no momento do
calculo da regressao linear dos mesmos, nos valores do ramo ¢ < 0 havia uma grande

flutuacdo (fig. 3.1). Essa flutuagio possuia as seguintes caracteristicas:

e Deslocando-se a grade em relagao ao conjunto, as flutuacoes continuam a existir,
nao se alterando, portanto, a situagao qualitativamente. Porém, quantitativa-

mente os valores apresentam uma grande sensibilidade quanto & posicao da

grade.

¢ Utilizando correcoes estatisticas, como o calculo dos valores médios ou supremos
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e infimos* com relagao a diferentes grades, elimina-se a flutuagao, mas o valor

obtido nao corresponde ao esperado teoricamente.

g=-10 q=0 g=10
160 o — 8 — [ T T
o .
140 | ° 1
° .
2ot} {1 &t 1
@ & .
. =20 B
100 |- ™ E
o]
O
L hd
R so} A © {1 af B
£ .
o
@ o
60 [- 4
- 40 F B
A0 - 4 2 ’, 4
a
20 | 4
0 - L ° ) ) 60 : L
12 -7 2 12 7 -2 12 7 2
ine Ine - Ine

Figura 3.1: Flutuagdes para ¢ < 0: No método microcanédnico, 7(q) é dado pelos coeficientes
angulares de Y p} contra o Ine. Para g < 0 observa-se uma grande flutuagdo nos valores,
observada também nos outros métodos que utilizam o algoritmo de contagem de caixa.
Foi utilizado o Conjunto de Cantor Generalizado I; = 0.4, I = 0.35 e p; = 0.6, gerado pelo
método da escada do diabo. .

reta sélida: Inclinagao calculada teoricamente.

circulos escuros: A grade inicia em z = 0.

circulos claros: Deslocamento de 3/5 x 2715,

diamantes escuros: Médias em 50 deslocamentos miltiplos de 2715/50.

diamantes claros: Infimo/Supremo dos deslocamentos acima.

De onde concluimos que:
e Este é um problema independente da posigao da grade em relagao ao conjunto.

e O problema nao possui uma causa simplesmente estatistica, ele estd associado

a um erro sistemdatico do método.

Observando que, nas expressoes utilizadas para o cdlculo das dimensoes generaliza-

das e do espectro de singularidades, sempre se calcula somatoérias da ¢g-ésima poténcia

“Esse critério tem sua origem na teoria multifractal. Na egs. 1.12, escolhe-se entre os diferentes
recobrimentos aquele que possui o menor valor de . p! para ¢ < 1 e 0 maior para ¢ > 1, o que

eqiiivale, no método microcandnico & escolha do infimo ou supremo dos valores de In . p?.
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das probabilidades, se existir alguma probabilidade muito pequena, quando g < 0,
essa probabilidade contribuird decisivamente na somatéria. Assim, se de alguma
forma, existirem no recobrimento caixas de pequena probabilidade que nao represen-

tam uma area rarefeita real do conjunto, elas irdo produzir uma grande distorgao no

resultado.

/

s
"

]
/

Figura 3.2: Recobrimento feito por uma grade: O recobrimento feito por uma grade faz com
que existam caixas espirias no mesmo. Essas caixas espurias possuem um baixo valor de
probabilidade ndo porque se situam sobre uma regido de baixa probabilidade, mas por que
estdo quase preenchidas pelo espago vazio da estrutura multifractal do conjunto. Algumas

caixas espurias sao mostradas marcadas com a letra A.

Na fig. 3.2 mostramos um recobrimento feito através de uma grade em um con-
junto multifractal tipico. Observa-se que existem varias caixas da grade que estao
quase completamente preenchidas pelo vazio da estrutura multifractal. Essas caixas
possuem baixa probabilidade porque possuem uma pequena fragao dos pontos em
seu interior, mas nao estao necessariamente em areas rarefeitas do conjunto, mas nas
“bordas” do mesmo. Se estivéssemos fazendo um recobrimento como descrito pela
teoria, as caixas deveriam se ajustar ao conjunto, de maneira que nao existiriam caixas
como as observadas anteriormente. Por isso denominamos essas caixas de espiirias.

A existéncia dessas caixas explica as flutuagdes observadas nos valores do ramo
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g < 0. Elas ocorrem em todas as escalas, porque como o objeto multifractal possui
detalhes em todas as suas escalas de ampliagio, existem vazios e “bordas” em todas as
escalas. Dessa forma, ao contrario do que poderia se esperar a partir de uma anélise
ingénua, a proporgao de caixas esptrias nao se anula no limite de pequenos tamanhos
de caixa.

A existéncia das caixas espirias também nio depende da posicdo da grade.
Movimentando-a nao se altera a situagao do recobrimento qualitativamente: o des-
locamento da grade apenas remove umas e gera outras caixas espirias em diferentes
locais. Mas os valores das probabilidades mudam, o que altera quantitativamente os
valores da flutuagao observada. Como um conjunto multifractal possui detalhes em
todas as suas escalas de amplia¢do, mesmo pequenos deslocamentos sao capazes de
produzir alteragoes.

Ainda que o conjunto esteja sendo bem representado estatisticamente (ou seja,
representado por um nimero suficientemente grande de pontos), existirao caixas
espurias, porque estas sao geradas pela incompatibilidade entre a geometria do con-
junto e da grade usada para seu recobrimento. Dessa forma, procedimentos es-
tatisticos como o célculo de médias ou supremos e infimos sobre posi¢des da grade
nao sao suficientes para se obter os resultados corretos. Porém, observamos que, em
geral, o critério de infimos ou supremos fornece um valor mais préximo do esperado

teoricamente.

Assim, depois que identificamos a causa do problema, adotamos duas estratégias

para tentar resolvé-lo:

¢ Estudar métodos para o calculo do espectro de singularidades que nao utilizas-

sem algoritmos de contagem de caixa, e se possivel propor algum novo método.

o Tentar propor um novo algoritmo de contagem de caixa que construisse reco-

brimentos que evitassem ao maximo a existéncia das caixas espurias.

Os resultados obtidos serao apresentados a seguir e constituem esta tese de dou-

toramento.



Capitulo 4
Meétodos de Contagem de Caixa

Neste capitulo vamos apresentar e comparar entre si os resultados obtidos através
dos métodos tradicionais que utilizam o algoritmo de caixa na sua forma original. Isto
representa parte de um trabalho de sistematizagao desses métodos, que sdao encontra-
dos dispersos na literatura.

Tendo em vista o problema das caixas espirias, vamos apresentar nossos resultados
para um conjunto onde os recobrimentos feitos pelo algoritmo de contagem de caixa
usual possuam exatamente a mesma estrutura que ele. Nesses casos nao deve-se
esperar distor¢des devidas as caixas espirias. Depois apresentaremos os resultados
obtidos para outros conjuntos. Nesses conjuntos, verificamos que ha deformagdes na

curva f(a) provocadas pelas caixas espirias.

4.1 Correcoes Estatisticas

Antes de apresentarmos a andlise dos diferentes métodos para o célculo de f(a),
iremos introduzir alguns procedimentos adotados inicialmente em relagao ao método
de contagem de caixa e que correspondem a tentativas de eliminar, através de pro-
cedimentos meramente estatisticos, a dependéncia da posi¢ao relativa da grade ao
conjunto, e representou inicialmente, uma forma ingénua de tentar reduzir o efeito
das caixas espurias. A isto denominamos genericamente de correcoes estatisticas para
o algoritmo de contagem de caixa.

De acordo com a teoria, descrita na sec. 1.3.1, deve-se cobrir o conjunto estudado
utilizando-se diferentes recobrimentos, adotando porém, os valores das probabilidades

de um 1nico recobrimento, escolhido de acordo com o critério de infimos e supremos do
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valor da fungdo I'(g, 7', !). Calculando diferentes recobrimentos com posigdes relativas
ao conjunto distintas, podemos entdo considerar como resultado final: (a) a média
entre as diferentes grades (critério da média) ou (b) utilizar um critério de infimos e
supremos similar ao definido teoricamente.

A média ¢é efetuada sobre os valores que, submetidos a regressao linear, fornecem
os valores de 7(g) ou f(a), que chamamos de SomTau, SomAlfa e SomFalfa, nos
métodos candnico e microcandnico. No método dos histogramas apenas o critério
de médias ¢é usado, através de uma média dos histogramas calculados em diferentes
recobrimentos. O infimo ou supremo sao sempre escolhidos entre os valores SomT au.

No decorrer deste trabalho, ndo pudemos determinar com exatidao qual dos
critérios fornece o melhor resultado nos métodos candnico e microcandnico. Ape-
sar de descrito pela teoria como o critério a ser usado na escolha de um recobrimento,
o critério de infimos e supremos forma curvas a serem submetidas a regressao mais
irregulares. O critério de médias por sua vez, forma curvas mais lisas e algumas vezes,
mais precisas.

Nos calculos realizados neste capitulo, onde o algoritmo de caixa usual € utilizado,
na maior parte das vezes o critério de infimos e supremos fornece um melhor resultado
final. No capitulo 7, onde os resultados do novo algoritmo de caixa sao descritos,
nao se consegue determinar qual o melhor critério. Uma razao para isso €, no caso
onde utiliza-se o algoritmo usual, a existéncia das caixas espirias. Devido a elas, o
critério de médias tende a gerar um resultado mais distorcido. A utilizagdo do novo
algoritmo gera melhores recobrimentos, de modo que a média dos valores destes pode
se aproximar mais do resultado tedrico, e assim seu resultado pode ser melhor do que

o calculado com a utilizagao do critério de infimos e supremos.

4.2 Método Microcandnico

No método microcandnico, apresentado na sec. 1.5.1, o espectro de singularidades
f(a) é calculado através da Transformagao de Legendre do espectro de massa 7(q).
Um exemplo da implementacao deste método pode ser encontrada no Apéndice C.

A principal caracteristica dos resultados obtidos através do método microcanénico
é conseqiiéncia da etapa do cdlculo da derivada numérica de 7(g), que suaviza arti-
ficialmente a curva. Dessa forma, torna-se mais dificil verificar se o resultado esta

correto, caso nao se possua uma maneira de compara-lo a outro mais confidvel ou
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exato, porque a curva adquire uma “aparéncia” de resultado correto.

De maneira geral, no método microcandnico, as barras de erro de f(a) sdo grandes.
Isso ocorre devido a propagagdo de erro no célculo da Transformagao de Legendre.
O termo f(a) possui uma parcela ga, o que faz com que seu erro aumente com o

mobdulo de g.

Um célculo utilizando o Método Microcanoénico é apresentado na fig. 4.1, onde o
resultado é comparado ao obtido através de outros métodos que utilizam o algoritmo
de contagem de caixa. O conjunto no qual o método foi aplicado é o Conjunto de
Cantor Generalizado, com parametros Iy = I = 0.5 e p; = 0.6. O conjunto foi
gerado utilizando o método da escada do diabo. Os parametros utilizados no método
foram ¢ = 0,+1,%2,...10 e e = 2741 + 2710)¢ = 1,2,...10. Este conjunto é bem
particular, ndo possuindo espagos vazios e tendo estrutura uniforme, sendo portanto
compativel com a grade usada em seu recobrimento. Dessa forma, ndo aparecem

caixas espirias e nao ha distor¢oes no resultado final.

10 +
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Figura 4.1: Curva f(a): Métodos para o célculo de f(a@) que utilizam algoritmos de
contagem de caixa: As curvas foram calculadas para o Conjunto de Cantor Generalizado
com parametros [y = lp = 0.5 e p; = 0.6. Os métodos calculam corretamente a curva
f (), mesmo utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa, porque a estrutura desse
conjunto é compativel com a estrutura de uma grade.

quadrados — Método Microcandnico

diamantes - Método Candnico

circulos ~ Método dos Histogramas



32 Métodos de Contagem de Caixa

A seguir mostramos resultados para conjuntos com estruturas espaciais diferentes
desta, onde espera-se que aparecam distor¢Ges devido as caixas esptrias. Na fig. 4.2
mostramos o resultado para o Conjunto de Cantor com parametros I; = 0.4, [, = 0.35
e py = 0.6. O conjunto foi representado por 200000 e 500000 pontos, gerados por
IFS. Os pardmetros do método foram ¢ = 0,41,+2...+10e ¢ = 27%(1 +271%), com
¢t = 1,2,...10. Foi utilizado o critério de infimos e supremos em 51 deslocamentos
de grade. Observa-se uma grande distorgao no ramo g < 0 da curva f(a) calculada,

exatamente aquele afetado pela presenca de caixas espirias. A utilizagao do critério

08

06

f(o)

04

02

@—® solugio tedrica
O - 0200000 portos
&—A 500000 pontos

Figura 4.2: Método Microcanénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) do Conjunto de Cantor Generalizado com pardmetros [; = 0.4, I = 0.35 e
p1 = 0.6. A existéncia de caixas esptrias produz uma distor¢io no ramo ¢ < 0 da curva

f(a), mesmo com a utilizagdo de corregdes estatisticas.

de infimos e supremos produz um resultado melhor do que a utilizagao do critério de
médias, como podemos observar na fig. 4.3. Foram usados nesse calculo os mesmos
parametros do caso anterior. O conjunto foi representado por 500000 pontos.

Na fig. 4.4 mostramos as curvas de SomTau = In ¥ p! para valores de ¢ = ~10,0
e 10, obtidos no célculo anterior. O resultado obtido utilizando os critérios de médias
e infimos ou supremos é apresentado. Para ¢ < 0 o valor obtido através do critério
de infimos e supremos se aproxima mais da inclinagao esperada teoricamente. A di-
ferenca entre os valores obtidos calculando as médias e o calculado usando o critério
de infimos e supremos se deve as flutuagdes existentes nos valores de SomT'au de-

vido as caixas espirias. Na regido de ¢ < 0 o valor de suas probabilidades d4 uma
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Figura 4.3: Método Microcanénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) do Conjunto de Cantor Generalizado com parametros I; = 0.4, l; = 0.35 e
p1 = 0.6 gerado por IFS e representado por 500000 pontos. O critério de infimos e supremos

produz o melhor resultado, mas ambos critérios nao corrigem a distor¢cao das caixas espurias
no ramo ¢q < 0.

Figura 4.4: Método Microcanénico: Curvas Somtau = InY p? do Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros [; = 0.4, I = 0.35 e p; = 0.6. Foram utilizados 51 desloca-
mentos de grade para o célculo de médias (pontilhado) e o critério de infimos e supremos
(sélido). Existe uma diferenca entre ambos e a inclinagéo esperada teoricamente (linha fina)

quando ¢ < 0, mas o critério de infimos e supremos fornece o melhor resultado.
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grande contribui¢ao a somatoéria. Como elas surgem irregularmente, dependendo da
geometria do conjunto, os valores de SomT au também se mostram irregulares.

Na fig. 4.5 vemos o resultado obtido para o atrator do mapa quadréitico z;; =
A(1 = 2z%) com A = 0.837005134. O conjunto foi representado por 300 000 e 700 000
pontos. Os pardmetros do método foram ¢ = 0,+1,42... £10e e = 1.2 X 27%, com
1=1,2,...10. Foi utilizado o critério de infimos e supremos em 51 deslocamentos de
grade. Neste caso a simples selegao estatistica do critério de infimos e supremos corrige

em grande parte as distorgoes do ramo ¢ < 0. A utilizacao desse critério produziu um

040

(o)
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|@—®@solugao tedrica

O - 0300000 pontes

| A——A 700000 pontos
0.00

0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80

Figura 4.5: Método Microcandnico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(«) do atrator do mapa quadrético z;41 = A(1 — 2:1:12) com A = 0.837005134, Neste
caso o critério parece eliminar a maior parte da interferéncia das caixas espurias, pois a

distorgdo do ramo g < 0 é pequena.

resultado melhor do que a utilizagao do critério de médias, como podemos observar na
fig. 4.6. Foram usados neste calculo os mesmos parametros do anterior, representando
o conjunto por 700000 pontos. Observando as curvas SomTau = In Y p? dos célculos
anteriores, apresentadas na fig. 4.7 pode-se verificar que realmente o critério de infimos
e supremos produziu uma curva com a inclinagao mais préxima do calculo teérico para
valores ¢ < 0.

Para o atrator do mapa de Hénon z;,; = 1.0— Az?+y; e y;41 = By;,onde A = 1.4
e B = 0.3, temos o resultado mostrado na fig. 4.8. O conjunto foi representado por
200000 e 1200000 pontos. Os parametros do método foram ¢ = 0,£1,£2... £ 10

ee=26x27" com:=1,2,...8 Foi utilizado o critério de infimos e supremos
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Figura 4.6: Método Microcanénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) do atrator do mapa quadrético z;41 = A1 — 2z?) com A = 0.837005134. O
critério de infimos e supremos forneceu o melhor resultado. A distorgéo no ramo ¢ < 0 é

bem visivel com a utilizagio do critério de médias.

N
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Figura 4.7: Método Microcanénico: Curvas In Y p? do atrator do mapa quadrético z;4+3 =
A(1—-222) com A = 0.837005134. Foram utilizados 51 deslocamentos de grade para o célculo
de médias (pontilhado) e o critério de infimos e supremos (sélido). O critério de {nfimos e

supremos gerou uma curva com a inclinagao mais préxima do valor tedérico para g < 0.
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em 97 deslocamentos de grade. Observamos que a distor¢ao no ramo ¢ < 0 da curva

¢ grande, devido a existéncia das caixas espuirias. Comparando o resultado obtido

15 T T T T
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—— método da massa fixa
- {0 200000 pontos
|/A—\ 1200000 pontos

Figura 4.8: Método Microcanénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) do atrator do mapa de Hénon z;41 = 1.0 — Az? + y; e yir1 = By, onde
A =14 e B =0.3, Observa-se que a distorgdo no ramo ¢ < 0 é grande, devido & existéncia

das caixas esptrias.

utilizando os critérios de médias e infimo ou supremo, vemos que o ramo ¢ < 0
continua muito distorcido em ambos os casos, como podemos observar na fig. 4.9.
De fato, tinhamos uma expectativa de que, em um conjunto de dimensao maior que
1, os efeitos do aparecimento de caixas espirias devido ao uso de uma grade fossem
acentuados. Isso era esperado porque em duas dimensoes é muito menos provavel que

o conjunto estudado possua uma geometria compativel com uma grade.

Observa-se que, em quase todos os resultados, permanece uma grande distorgao no
ramo de ¢ < 0, mesmo apds a utilizacdo de correcoes estatisticas. Como explicamos
anteriormente, concluimos que essas distor¢oes sao produzidas pelas caixas espurias.
Elas possuem uma baixa probabilidade nao porque se situam em regioces pouco densas
do conjunto, mas porque estao quase totalmente preenchidas pelos vazios inerentes
a estrutura multifractal. Dessa forma, distorcem com maior intensidade o ramo de
g < 0 da curva f(a).
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Figura 4.9: Método Microcanénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) do atrator do mapa de Hénon z;41 = 1.0 — Az? + y; e yiy1 = Buyi, onde
A =14 e B = 0.3, representado por 1200000 pontos. Observa-se que a distor¢éo no ramo

g < 0 é grande, devido a existéncia das caixas espurias.

4.3 Método Canonico

O método candnico, apresentado na sec. 1.5.2, calcula o espectro de singularida-
des f(a) parametricamente em g, usando a mesma defini¢ao tedrica que o método
microcandnico. Um exemplo da implementacao deste método pode ser encontrada no
Apéndice D.

Como o argumento tedrico deste método € o mesmo que o do método micro-
candnico, é razoavel esperar que os resultados sejam semelhantes. A diferencga entre
ambos é a eliminagao do cédlculo da derivada numérica. O argumento a favor desse
método é que ele forneceria um melhor resultado para curvas f(a) que possuem algum
tipo de descontinuidade. A desvantagem é que, neste método, é necessario calcular o
dobro de regressoes lineares em relagio ao método microcandnico. Como em muitos
casos se observam flutuagoes nas curvas submetidas a regressao, o maior numero delas
torna o método mais vulnerdvel. Um exemplo de um calculo é mostrado na fig. 4.1,
onde foi utilizado o Conjunto de Cantor Generalizado I; = l; = 0.5 e p; = 0.6 onde
foram aplicados os mesmos parametros utilizados no método anterior. Esse conjunto
¢ aquele que nao possui uma estrutura de espagos vazios e cuja curva f(a) pode ser

obtida sem problemas utilizando métodos de contagem de caixa usuais.



38 Métodos de Contagem de Caixa

Repetimos os célculos feitos através do Método Microcanénico utilizando agora o

Método Candnico, mantendo sempre os mesmos pariametros para os conjuntos utili-

zados:

Realizamos o cédlculo para o Conjunto de Cantor com parametros{; = 0.4, [, = 0.35
e p1 = 0.6. Foi utilizado o critério de infimos e supremos em 51 deslocamentos de
grade. Observa-se que, mesmo assim, o ramo ¢ < 0 estd bastante distorcido, devido

a existéncia das caixas espirias (fig. 4.10). A diferenca na utilizacao do critério de
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Figura 4.10: Método Canénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva
f(e) do Conjunto de Cantor Generalizado com parametros [; = 0.4, lo = 0.35 e p; = 0.6.

A existéncia de caixas esptirias produz uma distor¢ao no ramo g < 0 da curva f(«).

médias ou de infimos e supremos pode ser observada na fig. 4.11. Embora ambas as
curvas estejam bem distorcidas no ramo ¢ < 0, a utilizagdo do critério de infimos e
supremos conduz ao melhor resultado. Nesse calculo foram usados 500 000 pontos do
conjunto.

Na fig. 4.12 e 4.13 mostramos as curvas de SomAlfa =3 p;lnp; e SomFalfa =
> i In py, para valores de ¢ = —10,0 e 10, obtidos no calculo anterior. O resultado
obtido com as médias e o critério de infimos ou supremos em diferentes posi¢des da
grade € apresentado.

Note que, nesse caso, o critério de infimos e supremos nao corresponde ao calculo
dos infimos e supremos de SomAlfa e SomFalfa, mas sim de SomTau. Observe
também que as curvas de SomFalfa para médulo de ¢ grande aparentam possuir

uma grande flutuacao, devido aos pequenos valores assumidos pelas mesmas. A
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Figura 4.11: Método Canénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva

f(a) do Conjunto de Cantor Generalizado com pardmetros I; = 0.4, Iz = 0.35 e p; = 0.6.
A existéncia de caixas esptrias produz uma distor¢ao no ramo ¢ < 0 da curva f(e).

1

Zplny

Figura 4.12: Método Canénico: Curvas SomAlfa = 5 p;Inp; do Conjunto de Cantor Ge-

neralizado com parametros [; = 0.4, lo = 0.35 e p; = 0.6. Foram utilizados 51 deslocamentos
de grade para o célculo de médias (pontilhado) e o critério de infimos e supremos (sélido).
O resultado obtido com o Gltimo se aproxima mais da inclinagdo esperada teoricamente

(linha fina). A diferenga entre as curvas para ¢ = —10 deve-se & existéncia de flutuacdes

devido & existéncia de caixas espurias.
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Figura 4.13: Método Candnico: Curvas SomFalfa = 3 p;lnp; do Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros I; = 0.4, lo = 0.35 e p1 = 0.6. Foram utilizados 51 desloca-
mentos de grade para o calculo de médias (pontilhado) e o critério de infimos e supremos

(sdlido). A diferenca entre as curvas para ¢ = —10 deve-se & existéncia de flutuagdes devido

a existéncia de caixas espurias.

diferenca entre os valores obtidos calculando as médias e usando o critério de infimos
e supremos para ¢ = —10 também reflete as flutuagbes existentes nos valores de
SomTau devido as caixas espurias. Na regiao de ¢ < 0 o valor de suas probabilidades
da uma grande contribuigao as somatoérias. Como elas surgem irregularmente, os
valores de SomAlfa e SomFalfa também se mostram irregulares.

O resultado para o mapa quadratico é mostrado na fig. 4.14. Foi utilizado o
critério de infimos e supremos em 51 deslocamentos de grade. O ramo g < 0 estd
um pouco mais distorcido, quando comparado ao resultado obtido através do método
microcanonico. A utilizacao do critério de médias gerou um resultado com o ramo
g < 0 mais distorcido (fig. 4.15). Novamente neste calculo foram usados os mesmos
parametros do calculo anterior, sendo que o conjunto foi representado por 700000
pontos. As respectivas curvas SomAlfa e SomFalfa sao mostradas nas fig. 4.16,
4.17. Nota-se que o resultado obtido utilizando o critério de infimos e supremos é,
novamente, mais proximo do tedrico.

Na fig. 4.18 mostramos o resultado obtido para o atrator do mapa de Hénon. Foi
utilizado o critério de infimos e supremos em 97 deslocamentos de grade. Novamente,

a distor¢ao no ramo ¢ < 0 é grande. A solugdo obtida utilizando-se o critério de
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Figura 4.16: Método Candnico: Curvas SomAlfa =3 p;Inp; do mapa quadrético ;41 =
A(1 — 22?) com X = 0.837005134, representado por 700000 pontos. Foram utilizados 51
deslocamentos de grade para o calculo de médias (pontilhado) e o critério de infimos e
supremos (s6lido). O resultado obtido com o Gltimo se aproxima mais da inclinacéo esperada

teoricamente (linha fina).
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Figura 4.17: Método Canénico: Curvas SomFalfa = Y, p;lnpu; do mapa quadratico
z;41 = M1 — 22?) com A = 0.837005134, representado por 700000 pontos. Foram uti-
lizados 51 deslocamentos de grade para o célculo de médias (pontilhado) e o critério de

infimos e supremos (sélido).
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Figura 4.14: Método Canénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva
f() do atrator do mapa quadrético ;11 = A(1 — 22?) com X = 0.837005134. Neste caso

o critério de infimos e supremos parece ter sido eficiente em eliminar a interferéncia das

caixas espurias, pois a distor¢go do ramo ¢ < 0 é menor.
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Figura 4.15: Método Candnico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva
f(@) do atrator do mapa quadratico z;11 = A(1 — 2z?) com A = 0.837005134. O critério de

infimos e supremos produziu um resultado mais préximo do previsto teoricamente.
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Figura 4.18: Método Canénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva
f(a) do atrator do mapa de Hénon z;4; = 1.0 — Aa:? +y; eyiy1 = By;,onde A=14¢e

B = 0.3. Observa-se que a distor¢ao no ramo g < 0 é grande.
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Figura 4.19: Método Canénico, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa: Curva

f(e) do atrator do mapa de Hénon z;y; = 1.0 — Az? +y, eyir1 = Byi,onde A =14 ¢
B = 0.3, representado por 1200000 pontos. Observa-se que a distor¢do no ramo g < 0 é

grande, também devido a existéncia das caixas esptrias.



44 Métodos de Contagem de Caixa

médias é muito semelhante & obtida utilizando-se o critério de infimos e supremos,
como podemos observar na fig. 4.19. Nesse calculo o conjunto foi representado por
1200000 pontos. Os demais parametros foram mantidos constantes.

De maneira geral, novamente o ramo de ¢ < 0 das curvas f(a) se apresenta
distorcido, devido a presenca de caixas espurias. Também vemos que os resultados
sao muito semelhantes aos obtidos utilizando o método microcanonico. Mas, nos
casos apresentados, acreditamos que a diferenga entre os resultados se deve mais

as flutuagOes existentes nas curvas submetidas a regressio linear do que a etapa de

derivagao numeérica.

4.4 Método dos Histogramas

Nesta se¢ao vamos analisar outro método do célculo de f(a), que também utiliza
o algoritmo de contagem de caixa, o chamado método dos histogramas. Mostraremos
como os parametros do mesmo se relacionam e exemplificaremos com o calculo de

um conjunto multifractal. A seguir, mostraremos os resultados obtidos da aplicagcao

deste método.

4.4.1 Parametros do método

Os parametros do método dos histogramas, descrito na sec. 1.5.3, sao o niimero
de colunas nos histogramas Nd e o menor tamanho de caixa da grade utilizada na
contagem de caixa €. Mostraremos a relagdo entre esses parametros utilizando o
Conjunto de Cantor Generalizado com valores [; = I, = 0.5 e p; = 0.6.

Suponha que utilizaremos um tnico tipo de recobrimento, com caixas de tamanho
¢ = 27* com k inteiro positivo, e de modo que o inicio da primeira caixa sempre seja
coincidente ao inicio do conjunto. Dessa maneira, as probabilidades das caixas desse
recobrimento sobre o Conjunto de Cantor escolhido terdo valores conhecidos, cuja
distribuigdo é binomial, ou seja, as i+ 1 probabilidades existentes serao pj"(1—p; )"~ ™,
onde m = 0,1...k e cada uma destas probabilidades aparecerd em (,’“n) caixas.

Para construir o histograma na escala k, devemos agora encontrar a maior e a
menor probabilidade, e dividir o intervalo formado pelo logaritmo de ambas por Nd.
Verifica-se entao a ocorréncia de dois problemas: Primeiro, se Nd > k + 1, existirao
colunas do histograma com valores H; nulos, o que nao é permitido no método, porque

o valor de f(«) serd calculado a partir do logaritmo de H;. Segundo, ao considerarmos
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diferentes escalas, como o valor de Nd se mantém constante, os valores de H; mudam
abruptamente, pois as probabilidades formam uma distribuicao de picos. Dessa forma
sao produzidas alteracdes bruscas nas curvas cuja regressio linear resulta em f(a), o
que pode dificultar, ou até mesmo impedir, o seu calculo.

Dessa forma, percebe-se o porque da necessidade de efetuarmos médias em H;
sobre varias posigoes da grade sobre o conjunto. Esse procedimento alarga os picos
de probabilidades encontrados na contagem de caixa, sendo uma tentativa de eliminar
os dois problemas. Apesar da discussao acima ter sido baseada em um conjunto em
particular, na pratica verifica-se que esses problemas ocorrem no calculo feito em
outros conjuntos.

Dessa forma, devemos estabelecer relagGes entre os pardmetros do método dos his-
togramas: o menor tamanho de caixa deve ser tal que gere um nimero de picos maior
que o niumero de colunas do histograma. E as escalas com tamanhos de caixa gran-

des devem ser ignoradas, porque certamente os histogramas correspondentes possuem

colunas vazias.

4.4.2 Aplicando o método

No método dos histogramas (sec. 1.5.3), o algoritmo de contagem de caixa é
utilizado para o levantamento das probabilidades p;. Sao construidos histogramas
do logaritmo das probabilidades encontradas, para cada tamanho de caixa conside-
rado. A partir destes histogramas, a curva f(a) é numericamente calculada. Uma
implementacao deste método é mostrada no Apéndice E.

As dificuldades encontradas na utilizagdo desse método sao varias. Na teoria,
é feita a suposicao de que AX, a largura da coluna dos histogramas, é pequeno,
ou seja, o histograma deve ser préximo da distribuigao que representa. Assim, seria
necessario um grande nimero de caixas cobrindo os pontos do conjunto. Dessa forma,
uma vez que o numero de caixas é associado ao tamanho das mesmas e a dimensao
fractal, pequenos tamanhos de caixa deveriam ser considerados. Em geral, estudar
tals sistemas com tamanhos de caixa menores exige um maior nimero de pontos
representando o conjunto e maiores recursos e esforco computacional, o que em muitos
casos nao é possivel conseguir.

Aplicamos o método dos histogramas ao Conjunto de Cantor Generalizado cujos
parametros sao {3 = o = 0.5 e p; = 0.6, cujas probabilidades p; foram calculadas

numericamente utilizando-se o método da escada do diabo. Foi calculada a média dos
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histogramas sobre 51 deslocamentos uniformes da grade no intervalo unitario, onde o
Conjunto de Cantor foi representado periodicamente em todo o espago. Construimos
histogramas com 14 colunas, para tamanhos de caixa variando como € = 2741 +
2710)i=1,2,3...19.

Os histogramas obtidos sao mostrados na fig. 4.20. A curva f(a) correspondente,
na fig. 4.1. Como este conjunto nio possui espagos vazios em sua estrutura, nio apre-
senta caixas espurias nos recobrimentos feitos pelo algoritmo de contagem de caixa,

e consequentemente os resultados encontrados estao muito préximos dos esperados

teoricamente.
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Figura 4.20: Método dos histogramas: Histogramas calculados para o Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros /3 = lo = 0.5 e p; = 0.6. Este multifractal ndo possui uma

estrutura de espagos vazios, de modo que ndo existem caixas esptrias. Os histogramas se

apresentam aproximadamente simétricos.

Se repetirmos o célculo em um conjunto com outra estrutura espacial, de modo
geral pode-se esperar uma deformacao da curva devido a existéncia de caixas espurias.
No método dos histogramas, quando ha caixas espirias, toda a curva é deformada, nao
ocorrendo apenas uma deformagao maior no ramo g < 0 como nos métodos anteriores.
Isso acontece porque os valores das probabilidades sdo usados para a construgao de
histogramas. Vamos mostrar a deformagao nos histogramas e o seu reflexo na curva
f(a) correspondente.

No Conjunto de Cantor Generalizado com pardmetros; = 0.4, = 0.35ep; = 0.6

vemos a distorgao provocada pela existéncia de caixas espirias. Novamente as pro-
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babilidades p; foram calculadas numericamente utilizando o método da escada do
diabo. Foi calculada a média dos histogramas sobre 99 deslocamentos uniformes da
grade no intervalo unitario, onde o Conjunto de Cantor foi representado periodica-
mente em todo o espago. Construimos histogramas com 14 colunas, para tamanhos

de caixa e = 271+ 2719), i =1,2,3...19. Alguns desses histogramas sio mostrados
na fig. 4.21.
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Figura 4.21: Método dos histogramas: Histogramas calculados para o Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros [; = 0.4, I3 = 0.35 e p; = 0.6. O valor do tamanho de caixa
€ varia com fator 2 em cada histograma. Os histogramas estdo distorcidos, mostram um

grande numero de caixas com baixa probabilidade. Esta distorcao se deve a existéncia de

caixas espurias.

Esse conjunto possui uma estrutura de espagos vazios, de modo que aparecem
muitas caixas espurias, aumentando o numero de caixas na regiao esquerda dos his-
togramas. A curva f(a) correspondente se apresenta bem distorcida (fig. 4.22). A
diferenca entre este método e os métodos candnico e microcanoénico é que, nos ultimos,
os calculos envolvem somatdrias de poténcias do tipo p! de modo que o ramo de ¢ > 0
nao ¢ muito afetado pela presenga das caixas espirias, porque elas possuem baixa pro-
babilidade, fornecendo uma contribuigdo menor & somatdéria. Em contrapartida, no
método dos histogramas, o calculo baseia-se na construcao de um histograma das
probabilidades dividindo em partes iguais o intervalo do logaritmo das probabilida-
des encontradas, de modo que a presenca de caixas espurias vai afetard também o

resultado do ramo ¢ > 0 da curva f(a), distorcendo-a globalmente.
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Figura 4.22: Método dos histogramas, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) calculada para o Conjunto de Cantor Generalizado com pardmetros I; = 0.4,

lo = 0.35 e p1 = 0.6, relacionada aos histogramas da fig. 4.21. A curva se apresenta

distorcida devido a existéncia das caixas espurias.

Os histogramas obtidos aplicando este método ao mapa quadratico z;11 = A\(1 —
2z2) com X\ = 0.837005134 sao mostrados na fig. 4.23. O conjunto foi representado
por 10000000 pontos. Construimos histogramas com 14 colunas, para tamanhos de
caixa € = 1.2 x 27,7 = 1,2,3...19. Foi feita a média entre 151 deslocamentos de
caixa. Os histogramas também se apresentam distorcidos, devido a existéncia das
caixas espurias.

A curva f(a) correspondente é mostrada na fig. 4.24. Nota-se que as flutuagdes
existentes nos histogramas foram transportadas a curva f(a). Tais flutuagdes podem
indicar que neste caso seria necessario construir histogramas para tamanhos de caixa
ainda menores, ou histogramas com um nimero menor de colunas, uma vez que a
alteragao do ntimero de posi¢des da grade pouco alterou o resultado. Um célculo com
um menor nimero de colunas nos histogramas é mostrado na fig. 4.25. As curvas
f(a) possuem menos flutuagdes, mas ainda hd uma grande distorgio nas mesmas.
Isto era esperado pois essas distor¢oes se devem a existéncia de caixas espirias, € nao
sao eliminadas por esses procedimentos estatisticos.

Os histogramas obtidos da aplicacao deste método no atrator do mapa de Hénon
zi41 = 1.0 — Aa:f + vy e yir1 = By;,, onde A = 1.4 ¢ B = 0.3 sao mostrados na

fig. 4.26. Foram usados 1000000 pontos para representar o conjunto, e foram feitas
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Figura 4.23: Método dos histogramas: Histogramas calculados para o mapa quadratico
zi41 = M1 — 22?) com XA = 0.837005134. O valor do tamanho de caixa ¢ varia com fator
2 em cada histograma. Nota-se que os histogramas estio distorcidos, mostram um grande

ntmero de caixas com baixa probabilidade. Esta distorcao se deve & existéncia de caixas
espurias.
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Figura 4.24: Método dos histogramas, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) calculada para o mapa quadratico 2,11 = A(l — 2z?) com ) = 0.837005134.

Foram usados 97 e 151 deslocamentos de grade. As flutuagdes existentes nos histogramas
sao transmitidas & curva f(«) final.
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Figura 4.25: Método dos histogramas, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:
Curva f(a) calculada para o mapa quadritico z;4; = A(1 — 22?) com A = 0.837005134.
Utilizando menos colunas nos histogramas, a curva fica mais suave, mas esse procedimento

ndo elimina a distor¢do produzida pelas caixas esptrias.

médias em 151 deslocamentos de grade. Construimos histogramas com 14 colunas,
para tamanhos de caixa ¢ = 2.6 x 27%,1 = 1,2,3...8. Pode-se ver a grande distorgao
gerada pelas caixas espurias.

Essa distorgao altera completamente a curva f(a) neste caso, mostrada na
fig. 4.27.

Vemos que neste método, as curvas se apresentam distorcidas globalmente, por-
que a construgao dos histogramas é prejudicada globalmente pela presenca de caixas
espurias. Também pode-se notar flutuacoes nas curvas, devido ao fato dos histo-
gramas possuirem colunas muito largas. Como pode-se ver pelos parametros usados
neste método, ele é mais dispendioso do ponto de vista computacional do que os
outros métodos que utilizam o algoritmo de contagem de caixa.

Em resumo, pudemos concluir que o uso do algoritmo usual de contagem de caixa
afeta os trés métodos estudados, e introduz um erro sistematico. Este erro nao é
eliminado através de corregbes estatisticas (critério de médias, critério de infimos e
supremos, mudanga do ndmero de colunas do histograma). Esses critérios estatisticos
melhoram o resultado, mas sao incapazes de eliminar o efeito das caixas espurias. No

capitulo 7, retomaremos o problema das caixas espurias, propondo um novo algoritmo

de contagem de caixa.
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Figura 4.26: Método dos histogramas: Histogramas calculados para o atrator do mapa de

Hénon z;41 = 1.0—Am? +y; e yiy1 = By;, onde A =1.4e B =0.3. O valor do tamanho de

caixa € varia com fator 2 em cada histograma. Os histogramas estdo distorcidos, mostram

um grande nimero de caixas com baixa probabilidade. Esta distor¢ao se deve a existéncia

de caixas espurias.
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Figura 4.27: Método dos histogramas, utilizando o algoritmo usual de contagem de caixa:

Curva f(a) calculada para o atrator do mapa de Hénon 2,11 = 1.0 — Az? +vy; e y,41 = By,

onde A = 1.4 e B = 0.3. Utilizando os parametros considerados, a curva f(«) se mostra

bastante deformada.
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Capitulo 5
Contagem de Distancias

Como ja expusemos anteriormente, acreditamos que os métodos de contagem de
caixa produzem resultados distorcidos devido a problemas intrinsecos aos mesmos.
Dessa forma, estudamos também métodos que calculam a fungao f(a) a partir de
outra forma de analisar o conjunto. Os métodos cujos resultados vamos discutir
a seguir, se baselam na contagem e classificagao de distancias entre os pontos do
conjunto. Com o auxilio desses métodos foram obtidos resultados muito bons para
alguns dos conjuntos estudados, mas em outros casos encontramos dificuldades: Nao
conseguimos bons resultados nos Conjuntos de Cantor utilizando o Método da massa

fixa, e no Atrator do mapa de Hénon no Método da Integral de Correlagao.

5.1 Método da massa fixa

Nos algoritmos usuais de contagem de caixa, coleciona-se probabilidades de caixas
iguais colocadas sobre o conjunto. O método da massa fixa parte de um principio
tedrico diferente. Nele, armazena-se diversos tamanhos de caixa centradas em pontos
do conjunto que contenham probabilidades iguais. Constréi-se um histograma da
distribuicao de tamanhos de caixa encontrados e a partir deste, a curva f(a).

Sao construidos histogramas para diferentes valores da probabilidade p para que
se tenha nogao do erro cometido no calculo. Deve-se lembrar que, nesse método, o
ultimo passo é deslocar a curva de modo que ela tangencie a bissetriz do primeiro
quadrante em f(a) = a@ = Dj, e que esse deslocamento também pode ser fonte de

€ITOS.

O principal argumento a favor deste método é que o mesmo fornece resultados
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melhores no ramo negativo (¢ < 0) da curva f(«) do que no ramo positivo, e que tal
diferenca se acentua a medida que consideramos sistemas de maior dimensdo. A razao
dessa melhora pode ser entendida analisando o erro estatistico de se representar um
conjunto multifractal como um conjunto finito de pontos. Esse erro é menos evidente
nas regioes rarefeitas porque nelas, o raio da esfera de probabilidade p é maior, e uma
variagao no nimero de pontos produz, no raio, um erro percentual menor do que em

regioes densas, onde os raios sao menores.

Utilizamos o método da massa fixa em um Conjunto de Cantor Generalizado e no
atrator do mapa de Hénon. Utilizando um algoritmo auxiliado por caixas, diminui-se
consideravelmente o tempo de processamento numérico. Mostraremos porém, que o

método nio pode ser utilizado na sua forma original para caracterizar conjuntos do

tipo poeira de Cantor.

Descrevemos em detalhe a implementagio deste método no Apéndice I. Resu-
midamente, considere que o conjunto a ser estudado é representado por n pontos.
Fixa-se uma probabilidade p = k/n que as caixas devem conter. Escolhe-se um con-
junto amostra de m pontos nos quais centraliza-se caixas que contém em seu interior
k pontos e colecionamos os seus tamanhos. O tamanho da caixa é a distdncia do
k-ésimo vizinho mais préximo do ponto de referéncia. Organizamos essas distancias

em um histograma, que por sua vez, serd utilizado para calcular f(a).

O célculo da curva f(a) para o atrator do mapa de Hénon foi mostrado na re-
feréncia que apresenta o método [4]. O resultado que obtivemos neste caso (fig. 5.1)
estd de acordo com o obtido pelo autor. O conjunto foi representado por n = 900 000
pontos. Foi considerada uma amostra de m = 64 000 pontos para se construir o his-

tograma. Foram feitos histogramas para caixas com k = 100, 75 e 50 pontos em seu

interior, e eles contém 64 colunas.

Calculamos também a curva f(a) para o Conjunto de Cantor Generalizado com
pardmetros [; = I = 0.5 e p; = 0.6. Os parimetros utilizados foram n = 1000000
pontos para representar o conjunto. Uma amostra de m = 100 000 pontos foi utilizada
para construir o histograma. Foram construidos histogramas associados 4 caixas com
k = 100, 75 e 50 pontos em seu interior. Os histogramas possuem 30 colunas. O

resultado obtido também é muito préximo do esperado (fig. 5.2).

Observamos porém, que o método nio pode ser utilizado na sua proposta original
em conjuntos do tipo poeira de Cantor. Estes conjuntos sao compostos exclusivamente

por pontos desconectados uns dos outros, possuindo vazios de virios tamanhos em sua
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Figura 5.1: Método da massa fixa. Curva f(«): Atrator do mapa de Hénon. O resultado

estd de acordo com o apresentado no artigo que apresenta o método [4].
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Figura 5.2: Método da massa fixa. Curva f(a): Conjunto de Cantor Generalizado com
parametros I = o = 0.5 e p; = 0.6. O resultado obtido também estd préximo ao resultado

esperado.



56 Contagem de Distancias

estrutura. Dessa forma, nas distancias relacionadas a esses vazios ha uma diminuigao
do numero de caixas encontradas no histograma.

Os dois conjuntos para os quais a curva f(a) foi calculada com este método an-
teriormente nao sao conjuntos do tipo poeira de Cantor. Eles sao conjuntos conexos,
ou seja, pode-se encontrar pelo menos um caminho que une quaisquer dois pontos do
conjunto formado somente por pontos que pertencem ao conjunto. Dessa forma, o
histograma de tamanhos de caixa nao sofre nenhuma deformagao. Por exemplo, no
atrator do mapa de Hénon, utilizando os mesmos parametros descritos anteriormente,

o histograma para k£ = 50 é mostrado na fig. 5.3.

4000 + R

3000 E

2000 |

numero de caixas

1000 r

coluna

Figura 5.3: Método da massa fixa. Histograma do niimero de tamanhos de caixa contendo
50 pontos em seu interior, calculado para o atrator do Mapa de Hénon. O histograma nao
apresenta deformacoes porque o conjunto é conexo. O mesmo ocorre com o Conjunto de

Cantor Generalizado cujo resultado foi mostrado nos graficos anteriores.

Considere agora o Conjunto de Cantor Generalizado com parametros {; = 0.4,
lo = 0.35 e p = 0.6. Este conjunto é do tipo poeira de Cantor. O seu histograma
¢ mostrado na fig. 5.4. Os parametros utilizados no calculo foram n = 500 000,
m = 64000, £ = 50. O histograma possui 64 colunas. As oscilagOes existentes
no histograma se devem ao fato dos pontos do conjunto serem todos desconectados.
Dessa forma, distancias associadas aos espagos vazios que separam os pontos existirao
em menor quantidade no histograma. Na fig. 5.5 mostramos um conjunto tipo poeira
de Cantor tipico. AmpliacOes revelam vazios cada vez menores na estrutura. Esses

vazios em diferentes escalas geram os minimos locais no histograma.
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Figura 5.4: Método da massa fixa. Histograma do niimero de tamanhos de caixa con-
tendo 50 pontos em seu interior, calculado para o Conjunto de Cantor Generalizado cujos
parametros sdo I3 = 0.4, I = 0.35 e p; = 0.6. Este conjunto é do tipo poeira de Cantor,
ou seja, todos os seus pontos sdo desconectados. Isso faz com que as distancias associadas

aos vazios que separam os pontos aparegam em menor niimero nos histogramas, produzindo

oscilagbes que sdo transmitidas a curva f(«) final.
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Figura 5.5: Conjunto de Julia associado ao mapa 241 = 22 + 2z, com z complexo e z, =
—0.760 + ¢0.135. Esse conjunto é do tipo poeira de Cantor. Ampliagdes revelam vazios na
estrutura aparentemente conexa. Esses vazios em diferentes escalas produzem as oscilagoes

nos histogramas do método da massa fixa.



5.1 Método da massa fixa 59

Essas oscilagdes nao podem ser eliminadas alterando os parametros do método.
Como os vazios que separam os pontos existem em todas as escalas, alterar o valor
de k nao elimina tais oscilagbes. Construir um histograma cujas colunas contenham
a oscilagdo também nao soluciona o problema, porque a curva f(a) resultante terd
poucos pontos, de modo que no momento de deslocar a curva, haveria grande impre-
cisao. E necessario encontrar o ponto da curva com inclinagao unitaria e o calculo da

derivada nao é preciso quando se possui poucos pontos.

Seria necessario utilizar alguma corregao externa ao método para eliminar as os-
cilagées. Entretanto, ndo obtivemos um bom resultado com algumas técnicas mais

simples (convolugao com fungio constante e gaussiana).

Ha uma grande semelhanga entre este método e o método dos histogramas. As
duas diferengas mais importantes sao: (a) O fato deste método colecionar tamanhos
de caixa para probabilidades fixas, enquanto o segundo coleciona probabilidades para
tamanhos de caixa fixos; (b) Neste método cada histograma gera uma curva, enquanto
que no método dos histogramas, é necessario realizar regressdes lineares dos valores

contidos nas colunas dos histogramas.

O método da massa fixa poderia ser alterado para operar através de regressoes li-
neares dos histogramas, e o método dos histogramas poderia obter a curva f(a)através
de um tunico histograma, de modo a eliminar a segunda diferenca descrita entre am-
bos. No caso do método dos histogramas, a dificuldade estaria na construcao do
histograma, porque seria necessario um grande nimero de caixas. Isso implica em
um tamanho de caixa muito pequeno, que nao é facilmente alcangado na pratica. No
método da massa fixa, o histograma é obtido a partir de uma grande quantidade de
pontos, o que para conjuntos tedricos € viavel. A regressao linear possui problemas
intrinsecos, como a escolha de uma regido linear para o calculo, de modo que a opcao
presente no método da massa fixa é mais conveniente. Ainda no caso da regressao
linear dos histogramas, existe uma corregao logaritmica a ser considerada, que é,

portanto, evitada na proposta original do método.

Quanto aos resultados obtidos, o método apresentou bons resultados quando apli-
cado a conjuntos conexos. Dessa forma, ele poderia ser aplicado com éxito em fluxos.
Uma outra vantagem é a rapidez no processamento numeérico, desde que um algoritmo
auxiliado por caixas seja utilizado. Concluimos também que este método nao pode

ser usado em conjuntos do tipo poeira de Cantor sem o auxilio de alguma técnica
externa a ele.
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5.2 Meétodo da integral de correlacao

O método da integral de correlagao calcula a integral de correlagdo que lhe da
essa denominagao através da contagem de distancias entre pontos. Dados os pontos
do conjunto, calculamos as distincias existentes entre os mesmos e brganiza,mo-la.s
em um histograma, cujas colunas correspondem as diferentes escalas que desejamos
considerar. A integral numérica de poténcias do histograma, partindo da distancia
nula até € é a integral de correlagao. Uma implementagao deste algoritmo é descrita
no Apéndice G.

Aplicamos este método aos Conjuntos de Cantor Generalizados, ao atrator do
mapa quadratico no limiar da janela cadtica e ao atrator do mapa de Hénon. Os
resultados obtidos foram bons para o primeiro, e foram encontradas dificuldades nos
outros casos. Além disso, esse é um método lento, mesmo quando se utiliza outros
algoritmos e sugestOes existentes na literatura para reduzir o tempo gasto no proces-
samento. Essas sugestoes se encontram descritas no Apéndice G. Uma delas, que
consideramos nas anéilises abaixo é a escolha de um subconjunto de pontos para o
célculo das distancias.

O resultado para o Conjunto de Cantor Generalizado com parametros I; = 0.4,
I = 0.35 € p; = 0.6 é mostrado na fig. 5.6. As escalas consideradas foram ¢ = 2i/2,
comt=7,8...20, para ¢ =0,£1,+2... 4+ 10. Mostramos dois calculos, que diferem

apenas no nimero de pontos utilizado para representar o conjunto: 60000 e 120 000.

As curvas In < P;]_l > em funcao de In € sdo apresentadas na fig. 5.7. Sao apresen-
tados os valores para g = 0,%1,£2...4+10, sendo que o conjunto foi representado por
120000 pontos. As curvas apresentam um comportamento aproximadamente linear,
sem grandes flutuagdes. Dessa forma, os valores de 7(g) associados a essas curvas
podem ser calculados com menor erro.

No caso, as amostras utilizadas sdo todos os pontos do conjunto. Tentamos
também realizar o cdlculo com subconjuntos menores, e obtivemos bons resultados
para amostras maiores ou iguais a 5% para este Conjunto de Cantor Generalizado
(fig. 5.8). Como o tempo de processamento é proporcional ao tamanho da amostra, é
vantajoso realizar o cilculo com amostras pequenas. Com o aumento do tamanho da
amostra, espera-se que o resultado obtido se aproxime ao calculado com uma amostra
igual a todos os pontos. Para que esse recurso possa ser utilizado, deve-se verificar

se o resultado obtido com determinada amostra j4 se encontra préximo a esse limite.
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Figura 5.6: Método da Integral de correlagio. Curva f(o). Calculada para o Conjunto

de Cantor Generalizado cujos pardmetros sdo I3 = 0.4, I = 0.35 e p; = 0.6. O resultado
obtido estd muito préximo do tedrico.
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Figura 5.7: Método da Integral de correlacdo. Curvas In < Pf—l >. Calculada para o

Conjunto de Cantor Generalizado cujos pardmetros sédo I; = 0.4, I = 0.35 e p1 = 0.6.

De cima para baixo, estdo as curvas correspondentes a ¢ = —10,—9,...10. As curvas se

apresentam quase lineares, com pouca flutuagao.
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Figura 5.8: Método da integral de correlagdo. Curva f(a). Calculada para o Conjunto
de Cantor Generalizado cujos pardmetros sao I; = 0.4, I = 0.35 e p; = 0.6. O conjunto
é representado por 120000 pontos. Com uma amostra de 5% ja se alcanga um bom resul-
tado. Utilizando amostras pequenas o tempo de processamento é menor, visto que ele é

proporcional ao tamanho da amostra.

Espera-se que o tamanho minimo da amostra na qual se obtém um bom resultado
varie de conjunto para conjunto.

O resultado para o mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;.; = A(1l — z2),
com A = 0.837005 é mostrado na fig. 5.9. As escalas consideradas foram ¢ = 1.2 x 2¥/2,
com:=7,8...20, para ¢ = 0,‘:l:1, +2...£10. Mostramos dois calculos, que diferem
apenas no nimero de pontos utilizado para representar o conjunto: 50000 e 100 000.
Nota-se que o ramo ¢ < 0 parece um pouco deslocado em relagdo a posigao esperada
teoricamente. nao fomos capazes de determinar a origem desse deslocamento.

As curvas In < Pf_l > em funcao de In ¢ sdo apresentadas na fig. 5.10. Foi usado
o calculo com 100 000 pontos. As curvas também sao aproximadamente lineares, com
poucas flutuagoes. Dessa maneira, parece improvavel que o erro observado no ramo
g < 0 da curva f(a) seja provocado por erros nas regressoes lineares.

Também foi analisada a quantidade da amostra em relagao ao nimero total de
pontos do conjunto, cujo resultado é mostrado na fig. 5.11. Para amostras maiores
que resultado que utilizando todos os pontos também para este conjunto.

Apresentamos também o resultado para o atrator do mapa de Hénon, na fig. 5.12.

Foram feitos calculos utilizando 90 000, 200 000 e 500 000 pontos. As escalas utilizadas
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Figura 5.9: Método da integral de correlagdo. Curva f(a). Calculada para o atrator do
mapa quadritico no limiar da janela caética z;41 = A(1 — z2), com A = 0.837005. Nota-se

um deslocamento do ramo ¢ < 0 neste caso.
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Figura 5.10: Método da Integral de correlagao. Curvas In < P]-q_1 >. Calculada para o
atrator do mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;11 = A(1—22), com A = 0.837005.
De cima para baixo, estao as curvas correspondentes a ¢ = —10,—9,...10. As curvas se

apresentam quase lineares, com pouca flutuagao.
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Figura 5.11: Método da Integral de correlagio. Curva f(a). Calculada para o atrator
do mapa quadrético no limiar da janela caética ;41 = A(1 — 22), com A = 0.837005. O

conjunto é representado por 100000 pontos. Com uma amostra de 5% ji se alcanga um

bom resultado.

foram € = 2.6 x 2/2, com i = 7,8...20, para ¢ = 0,41, +2... £ 10.

Observamos uma grande distor¢do na curva f(a). N&o pudemos determinar a
origem dessa distor¢ao, mas vemos que ela nao parece diminuir conforme se aumenta
o numero de pontos usados para representar o conjunto.

As curvas In < Pf—l > em funcao de ln € sao apresentadas na fig. 5.13. Foi usado
o calculo com 200 000 pontos. As curvas também sio aproximadamente lineares, com
poucas flutuacoes. Dessa forma, a distor¢ao observada nao pode ser atribuida a um
erTo nas regressoes lineares efetuadas.

Apresentamos também a curva 7(g) correspondente ao célculo efetuado repre-
sentando o conjunto por 1200000 pontos, na fig. 5.14. Ela apresenta um ponto de
inflexdao, que gera a deformagao observada, apds a aplicagio da Transformacao de
Legendre na mesma. _

Nao foi possivel determinar as causas da distor¢do observada. Podemos apenas
apresentar algumas hipéteses: Talvez a distorgao possa desaparecer em um calculo
onde se use escalas menores do que as que foram utilizadas. Outra possibilidade
que pode explici-la seria uma possivel descontinuidade na derivada da curva f(a), e
a distorgao seria provocada por falta de precisao no método numérico no ponto de

descontinuidade. Existe a conjectura de uma descontinuidade semelhante na curva
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Figura 5.12: Método da integral de correlacao. Curva f(a). Calculada para o atrator do
mapa de Hénon. Observamos uma grande deformagéo na curva, de origem indeterminada.
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Figura 5.13: Método da Integral de correlagio. Curvas ln < ij_l >. Calculado para
o atrator do mapa de Hénon. De cima para baixo, estdo as curvas correspondentes a

g = —10,-9,...10. As curvas se apresentam quase lineares, com pouca flutuacio.
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Figura 5.14: Método da Integral de correlagiao. Curva 7(g). Calculado para o atrator do
mapa de Hénon. Os erros da curva sao pequenos, da ordem do simbolo que representa os

pontos. As retas mostradas evidenciam o ponto de inflexdo na curva, que gera a distorgao

na curva f(a).

7(g) do atrator do mapa de Hénon em ¢ = 2.3 [17]. As curvas f(a) apresentadas nos
capitulos posteriores parecem possuir caracteristicas semelhantes.

Na literatura [8] encontram-se comparagoes de varios métodos para o célculo de
f(@), onde também se descreve a falta de precisio no célculo do ramo ¢ < 0 da curva
utilizando métodos baseados na integral de correlagao. Também nao se encontram
explicacOes para essa falta de precisao.

Em resumo, os resultados obtidos através do método da integral de correlagao
apresentam distor¢oes no ramo g < 0 da curva f(a) em alguns dos conjuntos estuda-
dos. Tais distorgoes nao sao devidas a falta de pontos na representagao do conjunto
ou aos erros na regressao linear das curvas Iln < P]g_1 >, uma vez que estas se apre-
sentam com um comportamento préoximo ao linear, mas devido a algum problema no

proéprio método, e talvez, na prépria geometria do conjunto estudado.



Capitulo 6

Método canonico da integral de

correlacao

O Método canénico da integral de correlagio [39] tem como partida a equagio
para 7(g) utilizada no método da integral de correlagdo, mas a transformacio de
Legendre é embutida nas equagdes como no método canénico. Assim, este é um
método direto. Ele foi o primeiro método desenvolvido por nés, na tentativa de
unir as vantagens observadas no método da integral de correlacio (evitar as caixas
espirias) e no método canénico (ser um método direto).

Apresentamos a parte tedrica do método, assim como um argumento para a criagao

do mesmo. Finalizamos o capitulo apresentando alguns resultados obtidos através da

sua utilizagao.

6.1 Teoria

Observando com mais atengao os métodos encontrados na literatura, e compa-
rando os métodos baseados em algoritmos de contagem de caixa e de classificacao de

distancias, notamos que:

o O método microcanénico e o método da integral de correlagio podem ser con-

siderados andlogos, pois ambos sao métodos nao-diretos.

o O método dos histogramas e o método da massa fixa possuem a construgiao de

histogramas em comum.
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Apenas o método candnico nao encontra um método correspondente entre aqueles
baseados na classificagao de distancias, e um método canénico baseado na integral de
correlagao uniria as principais vantagens de ambos os esquemas.

No método microcandnico [1] calculamos a curva 7(g), e através de uma trans-
formacao de Legendre obtemos a curva f(a). A tnica diferenca entre ele e o método
canénico [10], é que este fornece a curva f(a) diretamente, sem a necessidade da
transformagao de Legendre, que fica embutida no célculo.

Usando o mesmo raciocinio, propusemos uma variagao do método da integral de
correlagdo [33] que fornece diretamente a curva f(c). Por essa razao o chamamos de

método candnico da integral de correlagao.

Partindo da expressao 1.44 para o célculo da integral de correlagao:

In <Pf’_1>
= lim —2 1~ 6.1
7(q) = lim —— (6.1)
A transformagao de Legendre é dada pelas eq. 1.26 e 1.24:
oa) = =g (62
= —T N
q dg q

fla(g)) = 7(g) —(g)g (6.3)

Como apenas o numerador desta expressao depende de g, vamos denomina-lo

SomTau. O denominador de a(g), que chamaremos de SomAlfa, é calculado segundo
a eq. 1.26:
d P lIn P
SomAlfa = — SomTau = M (6.4)
dg (P

E o numerador da expressdo para f(a(q)), que chamaremos de SomFulfa, é cal-

culado pela eq. 6.3.
SomFalfa = SomTau — q SomAlfa (6.5)

6.2 Resultados Numéricos

O método canénico da integral de correlagao se baseia nos mesmos argumentos
tedricos do método da integral de correlagio. A diferenga é que este método obtém
a curva f(a) sem realizar a transformagao de Legendre da curva 7(g). E a mesma

situagao que ocorre ao compararmos o método microcanénico ao método canonico.
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Espera-se que o método candnico forneca melhores resultados em calculos onde
hé alguma descontinuidade na curva f(@) ou em sua primeira derivada, porque a
transformacao de Legendre envolve o calculo de uma derivada numérica que elimina
tais descontinuidades, distorcendo artificialmente o resultado.

Aplicamos esté método aos Conjuntos de Cantor Generalizados, ao atrator do
mapa quadratico no limiar da janela cadtica e ao atrator do mapa de Henon. Os
resultados obtidos foram similares aos obtidos com o método da integral de correlacao.

O resultado para o Conjunto de Cantor Generalizado com parametros [y = 0.4,
Io = 0.35 e pp = 0.6 é mostrado na fig. 6.1. As escalas consideradas foram ¢ = 2i/2,
comi=7,8...20, para ¢ = 0,+1,+2...+10. Mostramos dois cdlculos, que diferem

apenas no nimero de pontos utilizado para representar o conjunto: 60000 e 120 000.

0.80

0.60

0.40

o)

0'00 L L 1 1
0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

a

Figura 6.1: Método canénico da integral de correlagdo. Curva f(e). Calculada para o
Conjunto de Cantor Generalizado cujos parametros sdo [y = 0.4, Il = 0.35 e p; = 0.6.

Os resultado obtido representando o conjunto por 60000 e 120000 pontos estd préximo do

teérico.

Os gréficos das curvas SomAlfa e SomFalfa podem ser vistas nas figuras 6.2 e
6.3. Como pode-se observar, as curvas sdo compostas de flutuagdes ao redor de uma
reta. Neste calculo, foram utilizados 120 000 pontos para representar o conjunto.

No caso, as amostras utilizadas sio todos os pontos do conjunto. Tentamos
também realizar o calculo com amostras menores, e obtivemos bons resultados para

amostras maiores ou iguais a 5% neste Conjunto de Cantor Generalizado (fig. 6.4).
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Figura 6.2: Método da Integral de correlacao. Curvas SomAlfa. Calculada para o Con-
junto de Cantor Generalizado cujos pardmetros sio I3 = 0.4, lo = 0.35 e p; = 0.6. De baixo
para cima, estao as curvas correspondentes a ¢ = —10,—9,...10. As curvas se apresentam

quase lineares, com pouca flutuagio.
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Figura 6.3: Método da Integral de correlagao. Curvas SomFalfa. Calculada para o
Conjunto de Cantor Generalizado cujos paradmetros sao Iy = 0.4, Io = 0.35 e p; = 0.6.
A esquerda, se apresentam as curvas para ¢ < 0. De cima para baixo, estdo as curvas
correspondentes a ¢ = —10,—9,... — 1. A direita, se apresentam as curvas para ¢ > 0. De
baixo para cima, estdo as curvas correspondentes a ¢ = 0,1,...10. As curvas se apresentam

quase lineares, com pouca flutuagao.
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Figura 6.4: Método canénico da integral de correlagdo. Curva f(a). Calculada para o
Conjunto de Cantor Generalizado cujos parametros sdo I3 = 0.4, I = 0.35 e p;1 = 0.6. O
conjunto é representado por 120000 pontos. Com uma amostra de 5% ja se alcanca um
bom resultado. Utilizando amostras pequenas o tempo de processamento é menor, visto

que ele é proporcional ao tamanho da amostra.

O resultado para o mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;,; = A(1 — z2),
com A = 0.837005 é mostrado na fig. 6.5. Ha uma diferenga no ramo ¢ < 0 cuja
origem nao pudemos determinar. As escalas consideradas foram ¢ = 1.2 x 22, com
1t =17,8...20, para ¢ = 0,%1,%2... & 10. Mostramos dois calculos, que diferem
apenas no numero de pontos utilizado para representar o conjunto: 50000 e 100 000.
Dessa forma, constatamos que a diferenca observada na curva nao deve ter origem na

falta de pontos que representam o conjunto.

Os gréficos das curvas SomAlfa e SomFalfa podem ser vistas nas figuras 6.6
6.7. Como pode-se observar, as curvas sdo compostas de flutuagdes ao redor de uma
reta. Neste calculo, foram utilizados 100 000 pontos para representar o conjunto. As
retas sao razoavelmente bem definidas, de modo que nao é possivel atribuir a etapa
de regressao linear o desvio encontrado na curva f(«) final.

Nesse calculo, as amostras utilizadas sao todos os pontos do conjunto. Tentamos
também realiza-lo com amostras menores, e obtivemos bons resultados, mostrados na
fig. 6.8, para amostras maiores ou iguais a 5%.

Apresentamos também o resultado para o atrator do mapa de Hénon, na fig. 6.9.

Foram feitos calculos utilizando 90 000, 200 000 e 500 000 pontos. As escalas utilizadas
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Figura 6.5: Método canénico da integral de correlagio. Curva f(a). Calculada para o
atrator do mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;1) = A(1—z2), com A = 0.837005.
O célculo foi realizado com 50000 e 100000 pontos.
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Figura 6.6: Método da Integral de correlagdo. Curvas SomAlfa. Calculada para o atrator
do mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;,1 = A(1 — 22), com A = 0.837005.
De baixo para cima, estdo as curvas correspondentes a ¢ = —10,—9,...10. As curvas se

apresentam quase lineares, com pouca flutuagdo.
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Figura 6.7: Método da Integral de correlagido. Curvas SomFalfa. Calculada para o atrator
do mapa quadrético no limiar da janela caética ;41 = A(l — 2?), com A = 0.837005.
A esquerda, se apresentam as curvas para ¢ < 0. De cima para baixo, estdo as curvas
correspondentes a ¢ = —~10,—9,... — 1. A direita, se apresentam as curvas para g > 0. De
baixo para cima, estdo as curvas correspondentes a ¢ = 0,1,...10. As curvas se apresentam

quase lineares, com pouca flutuacgéo.
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Figura 6.8: Método canénico da integral de correlagao. Curva f(c). Calculada para o
atrator do mapa quadrético no limiar da janela cadtica 2,41 = A(1—2?), com 4 = 0.837005.
O conjunto é representado por 100000 pontos. Com uma amostra de 5% j4 se alcanga um
bom resultado. Utilizando amostras pequenas o tempo de processamento é menor, visto

que ele é proporcional ao tamanho da amostra.
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foram € = 2.6 X 2/2, com i = 7,8...20, para g = 0,£1,42... £ 10.
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O——O integral da correlagho, 200000 pontos
A& Integral de correlagtio, 500000 pontos
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Figura 6.9: Método candnico da integral de correlagio. Curva f(o). Calculada para o
atrator do mapa de Hénon. Ha uma grande deformagdo no ramo ¢ < 0 da curva, cuja

origem nao pudemos determinar.

Uma grande deformagao na curva é observada. Nao pudemos determinar a origem
dessa deformacao, mas podemos observar que ela nao parece diminuir com o aumento
do numero de pontos que representa o conjunto.

Os graficos das curvas SomAlfa e SomFalfa podem ser vistas nas figuras 6.10
e 6.11. Neste cdlculo, foram utilizados 500 000 pontos para representar o conjunto.
Como pode-se observar, as curvas sdo compostas de flutuacées ao redor de uma reta,
de modo que a deformagdo da curva f(a) final ndo pode ser explicada por erros
durante a etapa de regressao linear.

Note que todos os resultados sao equivalentes aos obtidos com o método da integral
de correlagao, o que é esperado, uma vez que eles possuem o mesmo principio teérico.

Comparando aos dois métodos baseados em algoritmos de contagem de caixa,
o método candnico e o método microcandnico, esses possuem resultados que diferem
mais entre si do que os obtidos através de métodos baseados na integral de correlacao.
Essa diferenga pode ser causada por flutuagdes que ocorrem nas curvas submetidas a
regressao linear que levam a pequenos desvios que também podem ser ampliados pela
tranformagao de Legendre. Em calculos onde a classificacao de distancias é usada,
essas flutuagoes sao menores, o que levaria a resultados mais semelhantes. Essa

semelhanca confirma a hipétese que de os calculos feitos através de classificacoes de
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Figura 6.10: Método da Integral de correlagio. Curvas SomAlfa. Calculada para o
atrator do mapa de Hénon. A esquerda, se apresentam as curvas para g < 0. De baixo para
cima, estfo as curvas correspondentes a ¢ = —10,—9,...10. As curvas se apresentam quase

lineares, com pouca flutuagio.

SomFalfa

Ing Ine
Figura 6.11: Método da Integral de correlagao. Curvas SomFalfa. Calculada para o
atrator do mapa de Hénon. De cima para baixo, estdo as curvas correspondentes a ¢ =
—-10,-9,... —1. A direita, se apresentam as curvas para ¢ > 0. De baixo para cima, estéo
as curvas correspondentes a ¢ = 0,1,...10. As curvas se apresentam quase lineares, com

pouca flutuagio.
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distancias sao mais robustos do que os feitos através de algoritmos de contagem de

calxa.



Capitulo 7

Um novo algoritmo de contagem

de caixa

Nos algoritmos de contagem de caixa usuais o recobrimento € realizado utili-
zando uma grade. Como discutimos anteriormente, este recobrimento produz caixas
espurias. Neste capitulo propomos um novo algoritmo de contagem de caixa, que
reduz sensivelmente o nimero de caixas espiirias, melhorando os resultados obtidos

nos métodos de calculo de f(a) baseados em algoritmos de contagem de caixa.

7.1 Introducao

O algoritmo que vamos apresentar € um aprimoramento do algoritmo de Oiwa e
Ferrara [30] para se construir um recobrimento de um conjunto dado. Nele, os reco-
brimentos ainda sao constituidos de caixas de mesmo tamanho e orientacao no espaco,
mas nao necessariamente se organizam em uma grade. Dessa maneira, elimina-se um
grande nimero de caixas espurias.

Mas o algoritmo original divide o conjunto em partes isoladas, tratando cada
uma como um novo conjunto, perdendo a nogdo da geometria do conjunto inicial
como um todo. Essa caracteristica faz com que ainda existam caixas espirias no
recobrimento. Propomos uma modificagao que localiza as caixas espirias que restam
e que tenta retira-las movimentando um grupo de caixas vizinhas a elas. Dessa
maneira, se recupera uma visao mais global do conjunto e se elimina um nimero

bem maior de caixas espurias. Exemplos de recobrimentos obtidos utilizando esse

algoritmo sao mostrados na fig. 7.1.



78 Um novo algoritmo de contagem de caixa

Figura 7.1: Recobrimentos do atrator de Hénon obtidos utilizando o algoritmo de contagem

de caixa que propomos, para diferentes tamanhos de caixa.
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Dessa maneira, o algoritmo é divido em duas partes: Na primeira os recobrimentos
do conjunto sdo construidos. Esta parte consiste no algoritmo de Oiwa em si. Na
segunda parte, caixas espirias sao eliminadas do recobrimento a partir do movimento
de caixas vizinhas a elas.

O algoritmo de Oiwa se inicia considerando um recobrimento de apenas uma tnica
caixa que contém todo o conjunto. Um novo recobrimento é gerado a partir deste,
e assim, sucessivamente, novos recobrimentos sdo formados a partir dos antigos. O
novo recobrimento é formado por caixas com a metade do tamanho do recobrimento
anterior. As caixas em cada recobrimento possuem o mesmo tamanho e orientagao
no espago, mas nao pertencem necessariamente a uma grade.

Na segunda parte do algoritmo, tentamos melhorar o recobrimento eliminando
caixas espurias do mesmo. As caixas espirias sao aquelas que possuem seu interior
quase totalmente preenchido pelos vazios da estrutura do multifractal. Dessa forma,
muitas vezes € possivel remové-las com deslocamentos de caixas vizinhas a ela, de tal
forma que as condi¢oes da existéncia de um recobrimento nao sejam violadas.

Esta parte do algoritmo pode ser dividida em duas etapas: Na primeira, localiza-
se uma caixa no recobrimento que contenha uma parte do conjunto de tal forma que
ocupe menos da metade de seu tamanho. Essa provavelmente é uma caixa espiria.
Tenta-se construir um grupo caixas vizinhas que ao ser deslocado elimine a caixa
espuiria. Na segunda etapa dessa parte do algoritmo, tenta-se efetivamente mover
esse grupo de caixas. Esse movimento nao pode violar as condigoes para a existéncia

do recobrimento, que sao:
¢ As caixas do recobrimento nao podem se sobrepor.
o As caixas do recobrimento devem conter todos os pontos do conjunto estudado.

O algoritmo de Oiwa é simples de ser aplicado em sistemas de qualquer dimensao.
A segunda parte do algoritmo, porém, depende da dimensao do espaco considerada
quando se define o grupo a ser deslocado. Nés consideramos sistemas de até duas
dimensoOes apenas.

O grupo de caixas que consideramos nesse algoritmo é bem simples, mas muito
comum, de modo que um grande nimero de caixas espurias é removido. Cada caixa do
grupo é vizinha de duas caixas do grupo, exceto as duas nas extremidades. Além disso,
todas sao vizinhas na mesma componente do espago. As duas caixas nas extremidades

do grupo devem possuir espago vazio adjacente ao lado que nao é vizinho a caixas
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do grupo, que somado, deve ser maior que o tamanho da caixa. Dessa forma pode
ser possivel eliminar uma caixa do grupo através do seu deslocamento. Um exemplo

desse grupo € mostrado na fig. 7.2.

caixa esptiria

Figura 7.2: Exemplo de grupo construido pelo algoritmo para eliminar caixas do recobri-
mento. O grupo de caixas estd desenhado em cinza. Através de um deslocamento do grupo

pode ser possivel eliminar a caixa indicada como espiria.

No espaco bidimensional existem outros tipos de grupos que nao consideramos.
Dessa forma, ainda restam algumas caixas espiirias que poderiam ser eliminadas
utilizando-se de um deslocamento de caixas vizinhas. Um exemplo de grupo que
nao é considerado pelo algoritmo é mostrado na fig. 7.3. A caixa espiria poderia ser

removida com o deslocamento indicado.

Figura 7.3: Exemplo de grupo (em cinza) nao considerado pelo algoritmo para efetuar a eli-
minagao de caixas do recobrimento. A caixa poderia ser eliminada através do deslocamento

indicado em linhas pontilhadas.

Esse algoritmo estd descrito em detalhe no ap. L.
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7.2 Resultados

Comparamos o resultado obtido com nosso algoritmo no célculo de f(a) através
de métodos que usam contagem de caixa com os resultados anteriores apresentados
no Capitulo 4. Sabemos que o recobrimento gerado pelo nosso algoritmo nao € to-
talmente livre de caixas espirias, por isso, consideramos diferentes orientages das
caixas para construir o recobrimento. Utilizamos os critérios de infimos ou supremos
e de médias sobre os diferentes recobrimentos para o célculo da curva f(a). Vale res-
saltar que, mesmo utilizando essas corregbes, podem restar algumas caixas espirias
no recobrimento.

Na utilizacao do algoritmo usual de contagem de caixa, a aplicagao do critério de
infimos e supremos fornece o melhor resultado. Com a utilizagdo do novo algoritmo,

nao podemos prever qual o critério a fornecer o melhor resultado.
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7.2.1 Meétodo Microcanonico

Aplicamos o algoritmo de contagem de caixa usual e o nosso, para efeito de
comparagao, no método microcandnico, aos conjuntos que estudamos. De maneira
geral, os resultados obtidos utilizando o novo algoritmo sao melhores do que aqueles
calculados através do algoritmo de contagem de caixa usual.

Inicialmente estudamos o Conjunto de Cantor Generalizado, definido na sec.2.1.
O resultado obtido é mostrado na fig. 7.4. O conjunto foi representado por 500 000
pontos, e os pardmetros do método sdo g = 0,+1,4+2,...10. e = 27% i =1,2,...10.
51 deslocamentos de grade sao utilizados no algoritmo usual, e 51 rotagdes no algo-

ritmo proposto dentro de um angulo de 45°. Foi utilizado o critério de médias nos

deslocamentos.
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Figura 7.4: Método microcandnico, utilizando o novo algoritmo de contagem de caixa.
Curva f(a): Conjunto de Cantor Generalizado com parametros I3 = 0.4, lz = 0.35, e
p1 = 0.6. Foi utilizado o critério de médias. O resultado obtido com a utilizagdo do
algoritmo proposto é melhor do que o encontrado com o algoritmo usual e é muito préxima

do resultado esperado teoricamente. A curva realizada com o algoritmo usual é a mesma

da fig. 4.3.

O resultado obtido utilizando o critério de médias é melhor do que o obtido através
do critério de infimos e supremos, que mostramos na fig. 7.5. Observando as curvas
cujas inclinagbes geram os pontos da curva, mostradas na fig. 7.6, nota-se que uti-

lizando o critério de médias ou o critério de infimos e supremos as inclinagbes das
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Figura 7.5: Método microcandnico, utilizando o novo algoritmo de contagem de caixa.
Curva f(a): Conjunto de Cantor Generalizado com parametros I; = 0.4, I = 0.35, e
p1 = 0.6. Foi utilizado o critério de {nfimos e supremos. O resultado obtido com a utilizagao
do algoritmo proposto é melhor do que o encontrado com o algoritmo usual, mas nfo estd
muito préximo do esperado teoricamente. O resultado obtido utilizando o critério de médias

é melhor. A curva realizada com o algoritmo usual é a mesma da fig. 4.3.
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curvas se aproximam muito do valor esperado teoricamente. Essa é uma forte in-

dicagao de que o desvio produzido pelas caixas espirias foi eliminado. Essa diferenga

60

4wt

q

in Zp,
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Figura 7.6: Método microcandnico. Curvas de SomTau = InY p!: Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros I3 = 0.4, [s = 0.35, e p1 = 0.6. As curvas obtidas com ambos
critérios possuem uma inclinagdo muito préxima da esperada teoricamente, indicando que a
distor¢do produzida pelas caixas espirias foi eliminada. Este resultado pode ser comparado
ao da fig. 4.4, onde o algoritmo usual de contagem de caixa é utilizado.

linha sélida - critério de infimos e supremos

linha pontilhada - critério de médias

pode indicar que restam outros fatores a serem considerados nos recobrimentos que
geram flutuagoes ao redor da média. Nesse caso, a utilizagio do critério de infimos e
supremos pode nao ser apropriada.

O resultado para o atrator do mapa quadratico, descrito na sec. 2.2, estd apresen-
tado na fig. 7.7. O conjunto foi representado por 700 000 pontos, e os parametros do
método sao g = 0,41,+2,...10. e =1.2x27%4=1,2,...10. 51 deslocamentos de
grade sao utilizados no algoritmo usual, e 51 rotages no algoritmo proposto dentro
de um angulo de 45°. Foi utilizado o critério de infimo ou supremo nos deslocamentos.
Observa-se que o resultado utilizando este critério é melhor que o resultado obtido
usando o critério de médias, mostrado na fig. 7.8.

A utilizagao do critério de infimos e supremos neste conjunto produziu um re-
sultado préximo do tedrico mesmo utilizando o algoritmo usual. Podemos ver que

a utilizagao do algoritmo proposto gerou uma curva f(a) ainda mais préxima do
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Figura 7.7: Método microcanénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a):
Atrator do mapa quadratico z;+1 = A(1—2z?) com ) = 0.837005134. Foi utilizado o critério
de infimos e supremos. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo algoritmo que
propomos. O resultado com o novo algoritmo praticamente coincide com o resultado tedrico.

A curva realizada com o algoritmo usual é a mesma da fig. 4.6.

T — T —
0.40
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020
'.i.solus;bo tedrica
1/ = #Anovo algoritmo de contagem de caixa
algoritmo de contagem de calxa usual
0.00 - . . :
0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80

Figura 7.8: Método microcanénico, utilizando o novo algoritmo de contagem de caixa.
Curva f(a): Atrator do mapa quadratico z;11 = A1 — 22?) com ) = 0.837005134. Foi
utilizado o critério de médias. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo algo-
ritmo que propomos. O resultado com o novo algoritmo se aproxima do resultado esperado
teoricamente, embora o resultado obtido utilizando o critério de infimos e supremos seja

melhor. A curva realizada com o algoritmo usual é a mesma da fig. 4.6.
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calculado teoricamente.

&0 T T T T T [
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Figura 7.9: Método microcandnico. Curvas de SomTau = InY p! : Atrator do mapa
quadratico z;41 = A(1 — 2z?) com A = 0.837005134. Com a utilizagio do novo algoritmo,
observa-se que utilizando tanto o critério de médias quanto o critério de infimos e supremos
obtém-se curvas com inclinagdo muito préxima da teérica. Essas curvas podem ser compa-
radas ao da fig. 4.7, onde o algoritmo usual foi utilizado.

linha sélida - critério de infimos e supremos

linha pontilhada - critério de médias

As curvas SomTau = In Y p! obtidas através da utilizagao do critério de infimos
e supremos para ¢ < 0 possuem uma inclinagdes muito préximas a esperada teorica-
mente, como pode ser observado na fig. 7.9. Esta é uma indicacao de que a distorcao
das caixas espirias foi eliminada. No caso, ambos critérios geraram curvas com flu-
tuagoes. Essas flutuagoes sao provocadas pela escolha das escalas consideradas nos
recobrimentos. A periodicidade do comportamento das curvas sugere que elas seriam
praticamente lineares se as escalas variassem de um fator de 16 ao invés de um fator
de 2. '

A seguir testamos o algoritmo no atrator do mapa de Hénon, descrito na sec. 2.3
O conjunto foi representado por uma série de 1200000 pontos. Os parametros usa-
dos no método sdo ¢ = 0,£1,£2,...10. € = 2.6 x 277 = 1,2,...8. Novamente,
97 deslocamentos de grade sao realizados no algoritmo usual e 97 rotagbes em um
angulo de 90°. O resultado, apresentado na fig. 7.10, obtido com o novo algoritmo, se

aproxima do encontrado na literatura. Foi utilizado o critério de infimos e supremos
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Figura 7.10: Método microcanénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a):
Atrator do mapa de Hénon. O resultado obtido utilizando o novo algoritmo com o critério
de infimos e supremos estd um pouco mais préximo do calculado através do método da
massa fixa. A curva obtida utilizando o algoritmo de contagem de caixa usual é a mesma

apresentada na fig. 4.9.

nos deslocamentos. A curva foi comparada a obtida através do método da massa
fixa, uma vez que nao ha previsao teérica para a mesma neste caso. Podemos ver que
o resultado, mostrado na fig. 7.11, possui um ramo ¢ < 0 um pouco mais préximo
do resultado obtido no método da massa fixa, mas ainda esta muito distorcido. As
curvas SomTau = InY p! obtidas podem ser observadas na fig. 7.12. Vemos que

para ¢ = —10, o melhor valor (infimo) foi alcangado pelo uso do novo algoritmo e do

critério de infimos e supremos.

E interessante notar que existe uma semelhanca entre essas curvas e aquelas ob-
tidas através dos métodos de integral de correlagio. No mesmo ponto onde foi ob-
servada uma deformagao nos calculos da integral de correlagao, parece existir uma
descontinuidade na derivada da curva f(a) nas curvas obtidas com o novo algoritmo
de contagem de caixa.

Essa semelhancga entre os calculos pode ser devida a alguma propriedade especifica
do atrator do mapa de Hénon, mas poderia ter outras causas, como caixas espiirias
ainda remanescentes. Descartamos a falta de pontos na representagido do atrator,
pois observamos que o resultado melhora com a diminui¢do do nimero de pontos

utilizando do critério de infimos e supremos, o que é o oposto do usualmente espe-
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Figura 7.11: Método microcandnico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(«):
Atrator do mapa de Hénon. Foi utilizado o critério de médias. A utilizagdo do critério
de infimos e supremos gerou uma curva semelhante & calculada com esse critério. A curva

obtida utilizando o algoritmo de contagem de caixa usual é a mesma apresentada na fig. 4.9.

rado. Mostramos um calculo onde o conjunto foi representado por 200000 pontos na
fig. 7.13.
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Figura 7.12: Método microcanénico. Curvas de SomTau = InY p? : Atrator do mapa de
Hénon. Os valores para ¢ < 0 sfo os mais sensiveis. O melhor resultado foi obtido através
do critério de infimos e supremos e utilizando o novo algoritmo (valores mais baixos).
linha sélida fina - algoritmo de contagem de caixa usual, critério de infimos e supremos
linha pontilhada fina - algoritmo de contagem de caixa usual, critério de médias

linha sélida grossa - algoritmo de contagem de caixa proposto, critério de infimos e supremos

linha pontilhada grossa - algoritmo de contagem de caixa proposto, critério de médias

o)

| == metodo da massa fixa \
!O - Olntimo/supremo \
O—médias

Figura 7.13: Método microcanénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a):
Atrator do mapa de Hénon. Diminuindo o nimero de pontos, h4 uma melhora noramo ¢ < 0
da curva quando se utiliza o critério de infimos e supremos, o que néo é o comportamento

esperado com essa variagao.
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7.2.2 Meétodo Canoédnico

Aplicamos o nosso algoritmo de contagem de caixa ao método candnico, descrito
na sec. 1.5.2, e o comparamos ao algoritmo de caixa usual.

Aplicamos o método ao Conjunto de Cantor Generalizado com parametros {; =
0.4, I, = 0.35, e p; = 0.6. O conjunto foi representado por uma série de 200000
pontos. Os parametros usados no método sdo ¢ = 0,41,42,...10. € = 2747 =
1,2,...10. Novamente, 51 deslocamentos de grade sao realizados no algoritmo usual
e 51 rotagdes em um angulo de 90°. Na fig. 7.14 foi utilizado o critério de médias
entre deslocamentos, onde foi obtido um resultado melhor do que com a aplicagao do

critério de infimos e supremos, cujo resultado é apresentado na fig. 7.15.

0.8 —

08

02

@—@ solugiio tedrica
A - AAnovo sigoritmo de cortagem de caixa
algortmo de comagem de caixa usual

0.50 0.;0 0.90
Figura 7.14: Método canénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a): Conjunto
de Cantor Generalizado com parametros I; = 0.4, Io = 0.35, e py = 0.6. Foi utilizado o
critério de médias. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo algoritmo que
propomos. O resultado obtido com o novo algoritmo é bem mais préximo dos valores

esperados teoricamente. A curva onde foi utilizado o algoritmo usual é a mesma apresentada

na fig. 4.11.

As respectivas curvas SomAlfa = Y, p;lnp; e SomFalfa = 3 p;1n p; sao mos-
tradas nas figs. 7.16, 7.17. Principalmente nas primeiras nota-se que em ambos os
critérios as inclinagbes sao muito préoximas das esperadas teoricamente. De ma-
neira semelhante ao método microcanénico, as curvas geradas utilizando o critério

de médias possuem flutuagdes menores do que as obtidas utilizando o critério de
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Figura 7.15: Método canénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(e): Conjunto
de Cantor Generalizado com parametros [; = 0.4, s = 0.35, e p1 = 0.6. Foi utilizado
o critério de infimos e supremos. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo
algoritmo que propomos. O resultado obtido com o novo algoritmo é mais préximo dos
valores esperados teoricamente, mas o melhor resultado foi obtido através da utilizagao do

critério de médias. A curva onde foi utilizado o algoritmo usual é a mesma apresentada na
fig. 4.11.
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infimos e supremos. Para as curvas SomFalfa, deve-se lembrar que para médulo
de g grande, seus valores e suas inclinagdes sdo muito pequenos, de modo que as

flutuagoes se destacam.
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Figura 7.16: Método canénico. Curvas de SomAlfa = 3, p;Inp; : Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros I = 0.4, I = 0.35, e p; = 0.6. Com a utilizagdo do novo
algoritmo, observa-se que utilizando tanto o critério de médias quanto o critério de infimos
e supremos obtém-se curvas com inclinagdo muito préxima da teérica. Essas curvas podem
ser comparadas aquelas apresentadas na fig. 4.12, onde o algoritmo usual foi utilizado.
linha sélida - critério de infimos e supremos

linha pontilhada - critério de médias

Resumindo os resultados obtidos aplicando o novo algoritmo de contagem de caixa
ao Conjunto de Cantor Generalizado, como o método candnico e o método micro-
candnico possuem o mesmo principio tedrico, diferindo apenas no fato do método
canonico ser um método direto e o método microcanénico em método indireto, em ge-
ral, hd uma expectativa de que o resultado gerado pelo método candnico seja mais pre-
ciso exatamente por nao estar sujeito a etapas como o célculo da derivada numérica,
presente no outro método. Apesar disso, para o Conjunto de Cantor Generalizado
apresentado, o melhor resultado foi obtido utilizando o método microcanénico.

O resultado para o atrator do mapa quadratico, descrito na sec. 2.2, estd apre-
sentado na fig. 7.18. O conjunto foi representado por 700000, e os parametros do
método sdo ¢ = 0,%1,%2,...10. e=1.2x27%¢=1,2,...10. 51 deslocamentos de

grade sao utilizados no algoritmo usual, e 51 rotagoes no algoritmo proposto dentro
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Figura 7.17: Método canénico. Curvas de SomFalfa = Y, yu;1n y; : Conjunto de Cantor
Generalizado com parametros [; = 0.4, I = 0.35, ¢ p; = 0.6. Com a utilizaggo do novo
algoritmo, observa-se que utilizando tanto o critério de médias quanto o critério de infimos e
supremos obtéme-se curvas com inclinacio préxima da tedrica, apesar da flutuagdo existente.
Essas curvas podem ser comparadas aquelas apresentadas na fig. 4.13, onde o algoritmo
usual foi utilizado.

linha sélida - critério de infimos e supremos

linha pontilhada - critério de médias
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de um angulo de 45°. Foi utilizado o critério de médias em diferentes recobrimentos,

cuja aplicagao gerou um resultado melhor do que a aplicagao do critério de infimos e

supremos, mostrado na fig. 7.19.
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0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80

Figura 7.18: Método canédnico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(c): Atrator
do mapa quadritico z;417 = A(1 — 2z?) com X = 0.837005134. Foi utilizado o critério de
médias. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo algoritmo que propomos. O
resultado com o novo algoritmo praticamente coincide com o resultado teérico. A curva

onde o algoritmo usual foi utilizado é a mesma apresentada na fig. 4.15.

Notamos que mesmo usando o algoritmo usual de contagem de caixa, o resul-
tado obtido através do critério de infimos e supremos é bom. No entanto, usando o
algoritmo proposto, o resultado obtido é ainda melhor.

As curvas SomAlfa = ¥ p;lnp, e SomFalfa = ¥ p;ln pu; sao mostradas nas
figs. 7.20, 7.21. Novamente, observamos que com ambos os critérios (médias ou infimos
e supremos) as inclinagoes se aproximam dos valores esperados teoricamente, exceto
pelas flutuagoes encontradas nas curvas de SomFal fa.

No caso do atrator do mapa logistico, o0 melhor resultado foi obtido utilizando
o critério de infimos e supremos. Os métodos microcanénico e candnico geraram
resultados equivalentes.

Utilizando o atrator do mapa de Hénon, descrito na sec. 2.3, obtivemos o resultado
apresentado na fig. 7.22. O conjunto foi representado por uma série de 1200000
pontos. Os parametros usados no método sao ¢ = 0,+1,%2,...10. e =2.6 x 2744 =

1,2,...8. Novamente, 97 deslocamentos de grade sio realizados no algoritmo usual
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Figura 7.19: Método candnico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a): Atrator
do mapa quadratico z;41 = A(1 — 2z?) com A = 0.837005134. Foi utilizado o critério de

infimos e supremos. Comparamos o algoritmo de caixa usual com o novo algoritmo que

propomos. O resultado com o novo algoritmo € muito préximo do resultado teérico, mas

nao tanto quanto o obtido através da utilizagho do critério de médias. A curva onde o

algoritmo usual foi utilizado é a mesma apresentada na fig. 4.15.
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Figura 7.20: Método canénico. Curvas de SomAlfa = Y p;lnp; : Atrator do mapa

quadrético z;4+1 = A(1 — 2z2) com X = 0.837005134. Com a utilizacio do novo algoritmo,
observa-se que tanto utilizando o critério de médias (pontilhado) ou de infimos e supremos
(s6lido) obtém-se curvas com inclinagao muito préxima da teérica. Essas curvas podem ser

comparadas as apresentadas na fig. 4.16, onde o algoritmo usual foi utilizado.
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Figura 7.21: Método canénico. Curvas de SomFalfa = Y u;lny; : Atrator do mapa
quadrético ;41 = A(1 — 22?) com ) = 0.837005134. Com a utilizagio do novo algoritmo,
observa-se que tanto utilizando o critério de médias (pontilhado) ou de infimos e supremos
(sblido) obtém-se curvas com inclinagao muito préxima da tedrica. Essas curvas podem ser

comparadas as apresentadas na fig. 4.17, onde o algoritmo usual foi utilizado.

e 97 rotacoes em um angulo de 90°. Foi utilizado o critério de infimos ou supremos
entre deslocamentos. O resultado obtido com o algoritmo usual possui o ramo ¢ < 0
mais préoximo do obtido através do método da massa fixa, mas ainda se apresenta
distorcido, como vemos na fig. 7.22, onde o critério de infimos e supremos foi utilizado,
e na fig 7.23, onde o critério de médias foi utilizado.

Observe que este resultado com a distor¢do é semelhante ao obtido através do
Método da Integral de Correlagdo, apresentado na fig. 5.12, e através do Método
Canonico da Integral de Correlagao, apresentado na fig. 6.9.

As curvas SomAlfa = Y p;Inp; e SomFalfa = Y p;Ilnp; sdo mostradas nas
figs. 7.24, 7.25. Pode-se notar a diferenca entre as curvas para ¢ < 0 ao se utilizar os
diferentes critérios e algoritmos. Podemos ver grande diferenca entre as curvas para
g = —10, indicando a influéncia do novo algoritmo no ramo ¢ < 0 da curva f(a).

Analogamente ao ocorrido com o método microcandnico, ao reduzir o nimero
de pontos que representam o conjunto o resultado tem uma melhora na curva f(a)
quando se utiliza o critério de infimos e supremos. Mostramos um calculo onde o
conjunto foi representado por 200 000 pontos na fig. 7.26. Dessa forma, concluimos que

a distor¢ao observada nas curvas ndo tem origem na falta de pontos que representam
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Figura 7.22: Método canénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a): Atrator
do mapa de Hénon. Foi utilizado o critério de infimos e supremos. O resultado obtido com
o novo algoritmo é melhor do que o obtido com o algoritmo de caixa usual, mas ainda se
apresenta um pouco deslocado. A curva utilizando o algoritmo de caixa usual é a mesma

apresentada na fig. 4.19.
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Figura 7.23: Método canénico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(«a): Atrator
do mapa de Hénon. Foi utilizado o critério de médias. O resultado obtido com o novo
algoritmo nao foi muito préximo do calculado através do método da massa fixa. A curva

utilizando o algoritmo de caixa usual é a mesma apresentada na fig. 4.19.
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Figura 7.24: Método canénico. Curvas de SomAlfa = ¥ p;lnp; : Atrator do mapa de
Hénon. A utilizagdo dos diferentes critérios e algoritmos altera as curvas no ramo g < 0.
linha sélida fina - algoritmo de contagem de caixa usual, critério de infimos e supremos
linha pontilhada fina - algoritmo de contagem de caixa usual, critério de médias

linha sdlida grossa - algoritmo de contagem de caixa proposto, critério de infimos e supremos

linha pontilhada grossa - algoritmo de contagem de caixa proposto, critério de médias

Figura 7.25: Método canénico. Curvas de SomFalfa = Y p;lnp, : Atrator do mapa de
Hénon. A utilizagao dos diferentes critérios e algoritmos altera as curvas no ramo g < 0.

Foi utilizada a mesma legenda do gréfico anterior.
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Figura 7.26: Método Candnico, utilizando o novo algoritmo de caixa. Curva f(a): Atrator
do mapa de Hénon. Diminuindo o nimero de pontos, hd uma melhora no ramo ¢ < 0 da
curva quando se utiliza o critério de infimos e supremos, o que nao é o comportamento

esperado com essa variagio.

7.2.3 Meétodo dos Histogramas

O algoritmo de contagem de caixa que propomos também foi usado no Método
dos Histogramas. Obtivemos resultados um pouco melhores utilizando menos colu-
nas nos histogramas. Nossa interpretacao é de que como o nosso algoritmo produz
recobrimentos que se ajustam ao conjunto, as distribui¢cbes de probabilidades obti-
das também sao préximas das esperadas teoricamente, que sao muito irregulares.
O método dos histogramas funciona bem quando as distribuicbes sao suaves e uma
maneira de tornar as distribuigoes mais suaves é reduzir o nimero de colunas.

Porém, o desenvolvimento tedrico do método envolve uma aproximagao para va-
lores pequenos de 6X, a largura da coluna do histograma, no calculo de f(«). Ao
reduzir o nimero de colunas, aumentamos esse valor, de modo que se espera erros
maiores em f(a). De fato, encontramos uma diferenga significativa em alguns dos
célculos que fizemos para valores de f(«) préximos a dimensao fractal, justamente os

maiores valores de f(c).

Para o Conjunto de Cantor Generalizado, com parametros I; = 0.4, I, = 0.35,
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e py = 0.6. O conjunto foi representado por 1000000 pontos, as escalas utilizadas
foram e = 27%1 = 0,1,...15. No novo algoritmo de contagem de caixa, foram feitas
51 rotacOes no conjunto, que foi imerso em um espago bidimensional. No algoritmo
de caixa usual utilizamos 51 deslocamentos de grade. A curva é mostrada na fig. 7.27.
Neste caso, podemos observar que o resultado é préximo do esperado, e melhor do que
o obtido com o algoritmo usual, mostrado na fig. 4.22. Como ja dissemos, os valores

préximos a dimensao fractal sao aqueles que mais diferem dos valores tedricos.
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|G—CO novo algoritmo, 7 colunas no histograma
@ - -® novo algoritmo, 10 colunas no histograma
0.0 —— —

0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
a

Figura 7.27: Método dos histogramas. Curva f(a): Conjunto de Cantor Generalizado com
parametros [; = 0.4, I = 0.35, e p1 = 0.6. Foram construidos histogramas com 7 e 10
colunas. Observa-se que o resultado se aproxima do esperado teoricamente. Esse resultado

pode ser comparado ao obtido utilizando o algoritmo usual, mostrado na fig. 4.22.

Podemos ver que os histogramas obtidos usando 10 colunas em cada um, mos-
trados na fig. 7.28, sao regulares e nao possuem as distor¢oes observadas quando se
utiliza o algoritmo usual (fig. 4.21).

O resultado para o atrator do mapa quadratico no limiar da janela cadtica z;+; =
A(1 — 222), com A = 0.837005 é mostrado na fig. 7.29. Foram utilizados 1000000
pontos para representar o conjunto, e foram feitas médias em 51 deslocamentos de
grade. Os parametros do método foram e = 1.2 x 2747 =1,2,...15 e usou-se 5 e 7
colunas nos histogramas. A solugdo obtida é muito irregular. Nesse caso, hd varias
oscilagoes nos histogramas, como observa-se na fig. 7.30. Nao foi possivel reduzir as

flutuacoes dos histogramas até um ponto onde estes estivessem mais suaves e o calculo

pudesse ser realizado sem problemas.
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Figtra 7.28: Método dos histogramas. Histogramas: Conjunto de Cantor Generalizado
cor.n'paré,metros l1 =04, 1, =0.35, e p; = 0.6. Os histogramas sao regulares e nao apre-
sentam as distorgoes observadas nos resultados obtidos através do algoritmo de caixa usual.
Tais distorgﬁes teriam como causa a existéncia das caixas espurias, que foram portanto, eli-

minadas. Esses histogramas podem ser comparados aos obtidos através do algoritmo usual
de contagem de caixa, mostrado na fig. 4.21.
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Figura 7.29: Método dos histogramas. Curva f(a): Atrator do mapa quadratico z;4; =

A(l — 222), com A = 0.837005. Observa-se que os resultados obtidos se assemelham &

solugao tedrica, mas sao muito irregulares. O resultado pode ser comparado ao obtido

utilizando o algoritmo de caixa usual, mostrado na figs. 4.24 e 4.25.
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Figura 7.30: Método dos histogramas. Histogramas: Atrator do mapa quadrético z;41 =
A(1-222), com A = 0.837005. Foram usadas 7 colunas nos histogramas. Observa-se grandes
oscilagées nos histogramas, que explica os resultados obtidos anteriormente. Os histogramas

podem ser comparados aos obtidos utilizando o algoritmo de caixa usual, mostrados na
fig. 4.23.

Também aplicamos o método ao atrator do mapa de Hénon, dado por z;4; =
1— Az?+y; e y;41 = Bz, com A = 1.4 e B = 0.3. O conjunto foi representado
por 1000000 pontos. Os parametros do método foram 15 colunas nos histogramas e
€ =27%4=1,2,...8. Foram utilizadas 91 rotagdes do conjunto no novo algoritmo
de contagem de caixa (fig. 7.31). Para esse conjunto havia uma expectativa de que
os histogramas fossem mais suaves porque o conjunto precisa ser estudado no espago
bidimensional, de modo que o arranjo de caixas é mais complexo, fazendo com que
os valores das probabilidades fossem mais variados. Entretanto, ainda assim nao foi
possivel construir histogramas muito suaves com um grande nimero de colunas.

Os histogramas relacionados a esse cidlculo podem ser vistos na fig. 7.32. Os
histogramas sao um pouco mais regulares do que os obtidos através do algoritmo
usual. As distor¢oes devido as caixas espiirias foram eliminadas.

De maneira em geral, o método dos histogramas é de dificil utilizagado. Quando
utilizado com o algoritmo de caixa usual, a existéncia das caixas espirias distorce os
histogramas. Quando se utiliza o algoritmo proposto de contagem de caixa, os histo-
gramas se aproximam muito da distribuicdo real do conjunto, que é muito irregular,

gerando curvas f(«) igualmente irregulares.
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Figura 7.31: Método dos histogramas. Curva f(a): Atrator do mapa de Hénon z;y1 =

1-— A:z:12 +vyi € Yir1 = Bz;, com A = 1.4 e B =0.3. O resultado é comparavel ao obtido

através do método da massa fixa.
dimensao fractal do conjunto.

algoritmo de caixa usual, mostrado na fig. 4.27.

Porém, o maximo da curva ultrapassou o valor da

O resultado pode ser comparado ao obtido utilizando o
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Figura 7.32: Método dos histogramas. Histogramas: Atrator do mapa de Hénon z;4; =

1 — Az? + y; e yiy1 = Bz, com A = 1.4 e B = 0.3. Podemos observar que os histogramas

obtidos séo regulares, nfo possuindo distor¢des devido & caixas espurias. Esses histogramas

podem ser comparados aos obtidos utilizando o algoritmo de caixa usual, mostrados na

fig. 4.26.
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Argumenta-se que as flutuages dos histogramas diminuem conforme se constréi
recobrimentos com tamanhos de caixa bem pequenos. Nao realizamos calculos com
tamanhos de caixa muito pequenos porque como o algoritmo proposto nao elimina
todas as caixas espurias do recobrimento, elas voltam a produzir deformagoes. Em
escalas menores, as caixas espirias também existem em maior ntimero, sendo dificil
de evitar os recobrimentos que as contenham, mesmo usando diferentes orientagoes

de caixa.

Como conclusao, vemos que nosso algoritmo melhora significantemente o resultado

em todas as situagoes apresentadas.



Comentarios e Conclusoes

Como ja dissemos, em nosso trabalho de mestrado haviamos concluido que os
métodos do célculo da fungdo f(a) que se utilizam de algoritmos usuais de contagem
de caixa para o levantamento das probabilidades p; conduzem a resultados distorcidos
no ramo de g < 0 da curva obtida, devido a existéncia de caixas espurias. Essas
caixas sao aquelas que em um dado recobrimento, se sitnam préoximo a "borda” do
conjunto, sendo preenchidas em grande parte pelo espaco vazio existente na estrutura
multifractal. Essa é uma das maiores fontes de erro nesses métodos, e atinge todo
um conjunto dos mesmos, de modo que continuamos a estudar esse problema no
doutoramento.

Foram consideradas duas estratégias para o estudo das caixas espirias: Uma
possibilidade foi contornar o algoritmo de contagem de caixa estudando métodos que
utilizam outra abordagem para o calculo das probabilidades p;. Assim, estudamos
métodos que aproximam as probabilidades p; através de classificacao de distancias,
entre esses, um método de nossa autoria. A outra possibilidade foi desenvolver um
novo algoritmo de contagem de caixa que nao utiliza grades em seu recobrimento.

Ao analisarmos os métodos que classificam distancias entre pontos do multifractal

estudado, chegamos as seguintes conclusoes:

e O método da massa fixa nao pode ser utilizado em conjuntos que sejam do tipo
poeira de Cantor, devido a estrutura desses conjuntos, que faz com que distri-
buigbes obtidas sejam oscilantes. Essas oscilages sdo transmitidas & curva f(a)
final, distorcendo o resultado. Entretanto, os resultados obtidos da aplicagao
desse método em conjuntos conexos é muito préximo ao previsto teoricamente, e

a sua rapidez em termos de processamento numérico sao pontos positivos desse

método.

o O método da integral de correlagdo nao produz um bom resultado no ramo de

g < 0 da curva f(a) em todos os calculos realizados, como ji mencionado na
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literatura. As razdes desse problema ainda sdo desconhecidas e necessitam de

mais estudos.

¢ O método candnico da integral de correlagao, desenvolvido por néds, produz
resultados muito préximos aos obtidos através do método da integral de cor-
relagao. Isso indica uma robustez maior das probabilidades p; calculadas através
de contagem de distdncias, quando comparada aquelas obtidas através dos
métodos que utilizam o algoritmo de contagem de caixa, que sdao o método

canonico e o método microcandnico.

Os resultados obtidos através do novo algoritmo de contagem de caixa sao melhores
do que os obtidos utilizando o algoritmo de contagem de caixa usual, nos trés métodos
estudados: o método microcanénico, 0 método canénico e o método dos histogramas.
Essa é mais uma indicagdo de que as caixas espirias s3o realmente a causa principal
da distor¢do observada na curva f(a) no ramo g < 0, pois o que diferencia nosso
algoritmo dos algoritmos usuais sao etapas onde tenta-se eliminar o maximo possivel
as caixas espurias. Esse resultado também indica que os algoritmos de calculo da
fungao f(a) através de algoritmos de contagem de caixa sé vao produzir melhores
resultados se os recobrimentos construidos sobre os conjuntos forem melhores.

Ainda com relagao aos resultados obtidos através dos métodos que utilizam algo-

ritmos de contagem de caixa, acrescentamos que:

¢ O método dos histogramas necessita de muito mais recursos numéricos e es-
tatisticos para fornecer um bom resultado, sendo dificil aplica-lo. Mas os ex-
tremos da curva f(a) sio calculados com boa precisdo, de modo que este é um

método mais indicado para se obter esses valores.

o Apesar do critério de infimos e supremos ser definido na teoria multifractal
como aquele que realmente escolhe o melhor recobrimento feito sobre o conjunto
estudado em uma certa escala, o critério de médias forneceu algumas vezes um
resultado final mais préximo do tedrico. Isso pode ocorrer devido a problemas
no momento da regressio linear das curvas cujos valores resultam em f(a). Um
dos problemas seria a escolha correta dos valores de tamanhos de caixa para

se realizar o calculo, pois nem todos geram um bom comportamento linear,

produzindo muitas oscilagoes.

Como perspectiva de estudos futuros, existem os seguintes pontos a serem ainda
examinados:
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e Investigar a razao das distorgdes no ramo ¢ < 0 da curva f(a) que ocorrem nos

resultados dos métodos de integral de correlagao.

¢ Estudar a razao da causa da distorgao do ramo ¢ < 0 da curva f(a) do atrator
do mapa de Henon, que aparece bastante distorcida nos métodos de integral
de correlagao e aparentemente com um ponto de descontinuidade utilizando o
novo algoritmo de contagem de caixa. Os métodos em questao sao bem distintos,
indicando a possibilidade de existéncia de alguma propriedade do atrator que

explicaria esses resultados.

e Ainda é possivel melhorar os recobrimentos feitos sobre o multifractal estudado
no algoritmo de contagem de caixa proposto. Esse algoritmo nao consegue
eliminar alguns tipos de caixas espirias, o que pode ser necessario em calculos
em sistemas de maior dimensao ou com menores tamanhos de caixa do que os

estudados.

¢ Existe outro método para o calculo de f(a) que se assemelha aos analisados
neste trabalho: o spanning tree method [42], cujos resultados poderiam ser
comparados aos dos métodos aqui estudados, com a finalidade de aumentar o

conhecimento relacionado ao calculo numérico da fungio f(a).
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Apéndiée A
Conjuntos de Cantor Generalizados

Utilizamos duas maneiras de representar os Conjuntos de Cantor Generalizados
numericamente. A primeira, através dos Sistemas de Funcoes Iteradas, que o fornece
como um conjunto de pontos. Dessa forma, podemos dar ao conjunto o mesmo
tratamento dado aos mapas. Na segunda, o método da escada do diabo, o conjunto

é representado pela sua massa, de modo que é uma maneira mais precisa de calcular

suas probabilidades p;.

A.1 Sistema de funcoes iteradas

O Sistema de Fungdes Iteradas (Iterated Function System) é um método geral
de construg¢ao randémica de multifractais. Vamos apresenta-lo a seguir, de maneira

bastante simplificada [6].

Uma transformacao afim w : R? — R? é definida por:

l:
w
Yy

onde a;; e b; sio nimeros reais e (z,y) é o par ordenado no plano.

(A1)

| auz +ay +b
a1 T + gy + by

Dada uma transformacao afim, pode-se encontrar um niumero s nao-negativo tal

que:
d(w(r1) — w(73)) < s d(r] — 73) (A.2)
para todo vetor 77 e 73 no plano, onde d(Z,¥) é o médulo da soma dos dois vetores

' Y
(distancia euclidiana entre os dois pontos). O menor s que satisfaz esta relacio para

w chamamos de constante de Lipschitz.
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Define-se um sistema de fungdes iteradas como um conjunto de transformagcoes
afins {wy,ws,...wy} e um conjunto de probabilidades {p1,p2,...pn}, com p; real,

positivo e tal que Y, p; = 1, onde cada p; é associado a w;. Ele deve satisfazer a

condigao de contragao média

shersh . s <1 (A.3)

A1l Algortimo

O algoritmo para a construgao de um multifractal é, entao, similar a um mapa,

como descrito na fig. A.1.

Sistema de fungoes iteradas — Algoritmo Geral

Escolhe-se um ponto no plano, como estado inicial do mapa.

Normalmente ignoram-se os primeiros pontos da trajetéria, gerados pelo loop descrito a

seguir, que pertencem a um transiente da mesma.

Sorteia-se um numero aleatério de 0 a 1, verificando-se em que regido do conjunto de

probabilidades dado ele pertence, isto é, se 0 nimero aleatério z é tal que

m+1

m
dYopi<z< ) pi
i=1 =1

z pertence a regiao de pyy,.

Aplica-se a transformacao afim correspondente & escolha do niimero aleatério no

estado atual do sistema, obtendo o préximo ponto do mapa, ou seja, aplicamos wy,.

Repete-se um ndmero suficientemente grande de vezes.

Figura A.1: Diagrama de Nassi-Schneiderman do algoritmo que constréi uma repre-

sentacgao de um multifractal utilizando IF'S.

Seja K C R? o multifractal resultante. Ele possui a propriedade

K = w(K)Uwy(K)Uws(K)... wy(K) (A.4)
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e cada parte do conjunto w;(K) possui massa p;, em relacao ao todo.

Na verdade, a defini¢ao de sistemas de fungles iteradas é bem mais ampla do que
esta. No entanto, a defini¢do apresentada atende as nossas necessidades (para uma
discussao mais completa, veja [5]).

No Conjunto de Cantor Generalizado, toda a estrutura no intervalo unitario é
reproduzida no intervalo [0,;] com probabilidade p;, e no intervalo [1 — I3,1] com

probabilidade 1 — p;, no espago unidimensional. Assim, o sistema de fungoes iteradas

correspondente é:

{ z' =z 1y, probabilidade p, (A.5)

¢'=1—(1—2z)*ly, probabilidade p;=1-p;

O algoritmo para a gerar os pontos que representam um Conjunto de Cantor

Generalizado é mostrado na fig. A.2.

Sistema de Funcgoes Iteradas — Conjunto de Cantor Generalizado

Escolhe-se uma condigio inicial z.

Itera-se o sistema algumas vezes como se segue, ignorando o transiente.

Escolhe-se um nimero aleatério de 0 a 1.

O ndmero aleatério é menor que py ?

Y N

z=zx*l; z=1—(1—-2)x*ly

Armazena-se x como um ponto do conjunto.

Repete-se tantas vezes quantos forem os pontos desejados.

Figura A.2: Diagrama de Nassi-Scheiderman da construgao de um Conjunto de Can-

tor gerado por IFS.

A.2 Método da escada do diabo

O método da escada do diabo (devil’s staircase) é uma tentativa de reproduzir

numericamente a massa de um Conjunto de Cantor Generalizado em um intervalo
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que inicie na origem. A funcao gerada possui a estrutura de uma escada do diabo.

Partindo de um Conjunto de Cantor Generalizado, como descrito na sec. 2.1,
definiremos uma fungdo M(z), com dominio no intervalo unitario, representando a
massa do conjunto no intervalo [0, z].

Dessa forma, a fungdo pode ser construida paralelamente aos pré-fractais que
geram o Conjunto de Cantor Generalizado, considerando os espagos vazios que vao
surgindo (fig. A.3). Por exemplo, considere o espago representado pelo intervalo
[l1,1 — l3]. Como ele € vazio, a fungao M(z) é constante em seu interior e igual a py,
que é o valor da massa do segmento [0, 1]

Assim, a forma final da funcao M(z) é um conjunto infinito de patamares. Ela é
uma fungao constante, exceto em um conjunto enumeravel de pontos. A essa estrutura
se da o nome de escada do diabo.

Este método de representagdo do conjunto sé pode ser utilizado em métodos de

contagem de caixa. A probabilidade p em uma caixa representada pelo intervalo
[z1,22] é M(z2) — M(z1).

A.2.1 Algoritmo

O algoritmo que apresentamos calcula o valor da fungao M(z), dados z e as
caracteristicas do Conjunto de Cantor Generalizado ly, 5, p;. Utiliza-se um algoritmo
do tipo pesquisa binaria, que se apdia na propriedade da estrutura do conjunto se
repetir nas escalas. Em resumo, como o valor da fungao fica definido assim que se
encontra qual é a primeira geragao do conjunto para a qual z pertence a um intervalo

vazio, na verdade o algoritmo ‘amplia’ sucessivamente o segmento do gerador que

contém z, até que ele seja visto em um vazio.
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pré-fractal 0 14 M(x)
0 probabilidade =1 1
comprimento =1 X
P4
pré-fractal 1 : gerador
p1 1'p1 R
i s 1 X
sao dados Py Iyel,
14 M)
p1(2_p1) h -
pré-fractal 2 P,2-
p1 2 p1(1'p1) p1(1'p1) (1'p1)2 |_| s :
142 I1l2 Il 122 1 X
e assim por diante ... 1-“ M(X)

1 X

Figura A.3: construgio da funcao M(z), a massa de um Conjunto de Cantor Generalizado.
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Método da Escada do Diabo — Conjunto de Cantor Generalizado

modo que seja

unitério.

fim=M

M= (fim-
inicio)py +

inicio

=07
y N\ 270 N
M=0 =17
y N\ 2=} N
M=1 Inicializa-se as varidveis M = p1, inicio=0¢
fim=1.
Onde estd =z 7
Esta no Estd no Est4 no
intervalo [0,!1] | intervalo intervalo
[11,1—12] ]1—-12,1]
z=uz/ly,
reescalando o =
intervalo de 1-(1-2)/l,

reescalando o
intervalo de
modo que seja

unitario.

inicio =M

M= (fim—
inicio)py +

1niclo.

Repita até que z esteja no intervalo [I1,1 — la].

Figura A.4: Diagrama de Nassi-Schneiderman do algoritmo para o célculo de M (z).

z é o valor de entrada, e M o valor de saida.




ApéndiCe B
Algoritmo de contagem de caixa

O método que descrevemos a seguir foi apresentado por Block [7]. A rapidez na
execugao deste algoritmo se deve a uma particular utilizagao da representagdo binaria
dos computadores, de modo que a contagem de caixa propriamente dita € realizada
apenas para o menor €. A inica restrigio é feita sobre a variagao do tamanho das

caixas, que € dividido por 2 a cada escala.

B.1 Método numérico

Considere a grade para o menor tamanho de caixa €,,;;, = €5/277%. Seja o niimero
de caixas em cada dimensao do espago NCel = 2/P°!, A tinica ‘contagem de caixa’ é
realizada nesta escala.

Cada caixa da grade recebe um rétulo. O mais simples vamos chamar de rétulo
cartesiano. Na grade bidimensional das figuras B.1, B.2, ele seria a fila e a coluna
onde se localiza a caixa. A informagao da relacao entre as caixas de diferentes ¢ no
algoritmo de Block, estd justamente no rétulo utilizado. Ele é gerado intercalando os
bits da notagao binaria do rétulo cartesiano. Por exemplo, na figura B.1, a caixa de
rétulo cartesiano 5 = (0101), para a fila e 4 = (0100), para a coluna tem como rétulo
neste método 50 = (00110010),.

Se repetirmos o processo, rotulando as caixas para a grade com € = 2€,,.,, (veja
figura B.2) percebe-se com clareza a relagao entre as caixas das duas escalas:

Uma caixa na grade 2¢,,;, contém as quatro caixas da grade €,,;, cuja parte inteira
da divisao dos rétulos destas por quatro seja igual ao seu rétulo. Generalizando, no

espago d-dimensional, substitui-se quatro por 2%
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emmI 42| 43| 46| 47| 58| 59| 62| 63

40| 41| 44| 45 56| 57| 60| 61
34| 35[ 38| 39| 50| 51| 54| 55
32| 33| 36 37| 48] 49 52( 53| 4 NCel =8
10[ 11] 14| 15| 26 27| 30| 31 _ 93

O = NN W ks Ot O~

01 2 3 4 5 67

Figura B.1: grade para €,,.

10 11 14 15
2€min 3
8 9 12 13
2 NCel =4
2 3 6 7 = 92
1
0 1 4 5
0

Figura B.2: grade para 2¢,,.
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Dessa forma, armazenando os rétulos das caixas que possuem pontos na grade e,
pode-se obter os rétulos das caixas que possuem pontos na grade 2¢, ou seja, apenas
com a contagem para €,,;,, podemos determinar, sem realiza-la de fato, a contagem
para o restante do grupo de grades.

O diagrama de Nassi-Scheiderman desse algoritmo é mostrado na fig.B.3.

Algoritmo de Block — Contagem de caixa

Recobre-se o conjunto multifractal utilizando uma grade cujas caixas possuam tamanho
€min. Iste recobrimento é representado por dois vetores, um deles contendo uma lista
ordenada dos réotulos da caixas, dados pela regra descrita anteriormente, e o outro

contendo as probabilidades de cada caixa.

O recobrimento para um tamanho de caixa duas vezes maior é obtido dividindo
cada rétulo por 2¢ e mantendo apenas a parte inteira. Como a lista de rétulos de
caixas é ordenada, uma nova lista de caixas pode ser facilmente construida
verificando se o préximo rétulo na lista é igual ao considerado, apés essa divisdo. Se
sao encontrados rétulos iguais, as respectivas probabilidades devem ser somadas, €

depois tais repeticées devem ser eliminadas, pois se referem & mesma caixa.

Calcula-se grandezas relacionadas a f(a).

As probabilidades podem ser utilizadas nesta etapa, conforme o método para o

célculo de f(a) ou D, que esta sendo aplicado ao conjunto.

Repete-se o procedimento até que o tamanho de caixa seja da ordem do tamanho do

conjunto.

Figura B.3: Diagrama de Nassi-Scheiderman do algoritmo de Block.




118 Algoritmo de contagem de caixa




Apéndiée C

Algoritmo para o Método

Microcanonico

O método microcandnico é um método indireto para o célculo de f(a). Calcula-
se 7(q) utilizando-se o algoritmo de contagem de caixa, como o apresentado no
ap. B. Através de uma transformagio de Legendre, obtém-se f(a), como descrito
na sec. 1.5.1. Uma das etapas da transformacio de Legendre é a derivada de a(g),

realizada numericamente, utilizando o procedimento descrito no ap. K.

C.1 Método numérico

A expressao de 7(q) é

Em todo algoritmo de contagem de caixa, os valores de probabilidades p; encontra-
dos sao discretos, uma vez que sdo nimeros de pontos em uma caixa. Devem existit
muitos valores repetidos, de modo que é conveniente construir a distribuicao destas
probabilidades antes de realizar o cidlculo. Essa distribuicdo serd representada por
dois vetores Prob e Freg, que contém respectivamente o valor da probabilidade e o
numero de vezes que cada uma é encontrada, e o niumero NProb de diferentes valores
de probabilidades. E conveniente que as probabilidades em Prob sejam ordenadas.

Comumente os valores utilizados de ¢ possuem a forma ¢ = +kAg, para k =
0,1,2,...N,;, e dessa forma podemos calcular a somatéria das poténcias p! mais

eficientemente se ao invés de calcularmos poténcias, utilizarmos produtos por pf !

para obté-las.
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Armazenaremos em um vetor SomT au[g, €] o numerador In Y pf.

C.2 Algoritmo

Iniciamos o calculo obtendo as probabilidades p; através do algoritmo de conta-
gem de caixa. E vantajoso organizi-las na forma de distribuigao de probabilidades,
que vamos indicar por dois vetores Prob e Freg, e o numero Nprob de diferentes
probabilidades encontradas. Prob Contém os valores ordenados das diferentes pro-
babilidades, e Freq quantas vezes cada valor foi encontrado. Para o célculo de 7(q)
é necessario somar poténcias da forma p?, para diversos valores de ¢q. Supondo-se
que valores de g sao dados por ¢, = £kAgq, para k = 0,1,2,... Ng, pode-se evitar o
calculo repetido de poténcias, substituindo-o por produtos. Para isso sao utilizados
dois vetores de tamanho Nprob. Vamos chamar esses dois vetores de Pdelg e Pg.
Vamos armazenar em Pdelq os valores de piA ? em Pq os valores de p!, mas de tal
forma que ele sempre seja calculado recorrentemente, ou seja, se nele estiver contido
o valor de pJ*, calculamos o valor para gy,; multiplicando cada valor do vetor por
Pdelq. O valor para os valores de g negativo sdo obtidos invertendo os respectivos
valores de Pgq.

Suponha que o nimero total de caixas ocupadas pelo menos por um ponto do
conjunto é N. As etapas da parte central do algoritmo sao apresentadas na fig. C.1:

Depois de realizar todas as passagens acima (desde a contagem de caixa) para
todos os valores de ¢ desejados, deve-se realizar uma regressao linear de SomT aulg, €]
contra o logaritmo de €, como descrito no ap.J. Os valores dos coeficientes angulares

obtidos serao uma estimativa para a curva 7(g).

Calcula-se a(g) através dos procedimentos mostrados no ap. K. f(a(q)) é calcu-

lado através da expressdo ga(q) — 7(q).
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Método Microcandénico — Niicleo

Inicializa-se Pdelq com os valores de Prob®? e Pq com valores 1.

SomTaulq, €] deve ser inicializados com 0.

Faz-se SomTaul0,e] =In N.

Varia-se ¢, através de j, que inicia em 1 e termina em Ngq.

Multiplica-se cada valor de Pq pelo seu correspondente valor em PDelg, para todos

os NProb valores de diferentes probabilidades.

Calcula-se as somatérias:
SomTaulq,e] = SomTaulg, €] + Freg * Pq
SomTau[—q, €] = SomTau[—q, €] + Freq/Pq.

para todos as NProb probabilidades.

Figura C.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman do nicleo do Método Microanénico.
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ApéndiCe D
Algoritmo para o Método Canonico

O método candénico é um método direto para o cdlculo de f(a), descrito na
sec. 1.5.2. Calcula-se probabilidades associadas ao conjunto recoberto por grades
utilizando-se um algoritmo de contagem de caixa. A partir delas, sdo calculadas
grandezas cujo comportamento linear com o logaritmo do tamanho de caixa ¢ da

grade fornece a curva f(a) parametricamente.

D.1 Método numérico

As expressoes utilizadas por este método sao:

i (e)
i\ Gy = Dl
i il i
alg) = lim =D (D-2)
i In
flala)) = hggzi‘n—f’“ (D.3)

Para cada valor de g e ¢, é conveniente calcular as seguintes variaveis, na sequéncia

apresentada:
o ESomTau=73,p}
o SomAlfalg, €] =1/ESomTauy,; p!lnp;
o SomFalfalg,e] = qSomAlfalg,e| —In ESomTau

Utilizamos o mesmo tipo de estratégia de cdlculo que no método microcandnico
(veja ap. C), onde as probabilidades p; encontradas através do algoritmo de conta-

gem de caixa sao organizadas em vetores Prob e Freq, que contém respectivamente
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uma lista ordenada das probabilidades encontradas e o niimero de vezes que cada
uma foi encontrada. O nimero de valores de probabilidades diferentes encontradas é
armazenado na varidvel NProb.

Também vamos supor que os valores de ¢ utilizados sao da forma ¢ = £kA ¢, para

k=0,1,2,..., calculando as poténcias p! através de produtos sucessivos de piA 1

D.2 Algoritmo

Inicia-se o calculo obtendo as probabilidades p; através do algoritmo de contagem
de caixa. E vantajoso organizé-las na forma de distribuicao de probabilidades, que
vamos indicar por dois vetores Prob e Fregq, e o nimero Nprob. Para o calculo de
7(q) é necessario somar poténcias da forma p?, para diversos valores de gq. Supondo
que valores de g sao dados por ¢ = £kAgq, para k£ = 0,1,2,... Ng, pode-se evitar o
calculo repetido de poténcias, substituindo-o por produtos. Para isso sdao utilizados
dois vetores de tamanho Nprob. Vamos chamar esses dois vetores de Pdelq e Pgq.
Vamos armazenar em Pdelq os valores de pf‘q, em Pgq os valores de p!, mas de tal
forma que ele sempre seja calculado recorrentemente, ou seja, se nele estiver contido
o valor de pg(k) , calculamos o valor para gx,; multiplicando cada valor do vetor por
Pdelgq. O valor para os valores de ¢ negativo sao obtidos invertendo os respectivos
valores de Pgq.

Vamos supor que o nimero total de caixas ocupadas pelo menos por um ponto do
conjunto é N. As somatérias SomAlfalg,€] e SomFalfalg, €| sdo a saida da parte
central do algoritmo, cujas etapas sao dadas na fig. D.1:

Depois de realizar todas essas passagens (desde a contagem de caixa) para todos
os valores de ¢ desejados, deve-se calcular uma regressao linear de SomAlfalg, €| e
SomFalfalg, €| contra In €, como descrito no ap.J.

No caso da utilizagdo do critério de infimos e supremos, o denominador das proba-
bilidades p; (ESomTauP e ESomTauN) é exatamente a grandeza a ser maximizada

ou minimizada. Ela deverd ser armazenada e utilizada para escolher os recobrimentos

que correspondem ao critério.
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Método Candnico — Nrcleo

Inicializa-se Pdelg com os valores de Prob®? e Pq com valores 1.

SomAlfalg, €] e SomFalfalg,e€] devem ser inicializados com 0.

Faz-se SomFalfa[0,¢] = —InN.

Calcula-se a somatéria SomAlfa[0,¢] = SomAlfa[0,€] + Freqln Prob, para todas as
NProb probabilidades e a dividimos por N.

Varia-se ¢, através de j, que inicia em 1 e termina em Ng.

Multiplica-se cada valor de Pq pelo seu correspondente valor em PDelg, para todos

os NProb valores de diferentes probabilidades.

ESomTauP e ESomTauN s3o inicializados com 0.

Calcula-se as somatérias:
ESomTaouP = ESomTauP + Freq x Pq
ESomTauN = ESomTauN + Freq/Pq.

para todas as NProb probabilidades.

Calcula-se as somatoérias:

SomAlfalg,e] = SomAlfalq,€¢] + Freq* Pq/ESomTauP ln Prob
SomAlfa[—q,€e] = SomAlfa|—q,€] + Freq/Pq/ESomTauN ln Prob.

para todas as NProb probabilidades.

calcula-se as somatérias:
SomFalfalq, €] = j * Ag SomAlfalg,¢] — ESomTauP
SomFalfal—q,¢] = —j x Aq SomAlfa|—q,e] — ESomTauN.

Figura D.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman do nicleo do Método Canodnico.
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Apéndice E

Algoritmo para o Método dos

histogramas

O método dos histogramas é um método direto para o cdlculo de f(a), descrito na
sec. 1.5.3. Calcula-se probabilidades associadas ao conjunto em grades utilizando-se
um algoritmo de contagem de caixa, como por exemplo, o apresentado no ap. B. A
partir delas, sao construidos histogramas, cujo comportamento linear das variaveis
envolvidas com o logaritmo do tamanho de caixa ¢ da grade fornece a curva f(a)

parametricamente.

E.1 Meétodo numérico

Seja Nd o ntimero de colunas dos histogramas, cujas variaveis sao:

¢ X = [np; na ordenada.

e O nimero de pontos H; que pertencem a j-ésima parte do intervalo
[X'min, Xmaz], que é dividido em Nd partes iguais. Xmin é o menor valor

de X encontrado na contagem de caixa considerada. Xmaz € o maior valor.

Os valores extremos de @, Qo € Qmin a0 calculados a partir das regressoes li-
neares de Xmin e Xmaz em funcao de In ¢, respectivamente. Valores intermedidrios
correspondentes a uma das Nd colunas do histograma sao obtidos calculando propor-

cionalmente seu valor, através de uma expressao do tipo:

Alfa[z] = (’L - 05)/Nd (a'm,a:r: - a'm,i‘n,) + ppim, (El)
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Os valores de f(a) correspondentes sdo calculados a partir das regressdes lineares
de ln(Hj/M) contra In e.

Foi utilizado o mesmo tipo de estratégia de cdlculo que no método microcandnico
(veja ap. C), onde as probabilidades p; encontradas através do algoritmo de contagem
de caixa sao organizadas em vetores Prob e Freq, que contém respectivamente uma
lista ordenada das probabilidades encontradas € o nimero de vezes em que cada

uma foi encontrada. O numero de valores de probabilidades diferentes encontradas é

armazenado em N Prob.

E.2 Algoritmo

Iniciamos o calculo obtendo as probabilidades p; através do algoritmo de conta-
gem de caixa. E vantajoso organizi-las na forma de distribuicio de probabilidades,
representada por dois vetores Prob e Freq e o nimero Nprob. Como Prob é orde-
nado, Xmin = Prob[l] e Xmaz = Prob[Nprob]. A largura da coluna do histograma
é Xint = (Xmaz — Xmin)/Nd.

Como Prob estd ordenado, nao hd nenhuma dificuldade em calcular H;. Basta
somar todos os valores de Freq para probabilidades Prob entre exp(Xmin + 1 Xint)
e exp(Xmin + (i + 1) Xint), para ¢ de 0 a Ny — 1. Esta parte central do algoritmo se
encontra na fig. E.1.

Os valores de H, /v/Xint, Xmin e Xmaz devem ser calculados para varios valores
de € e armazenados. Todo o cdlculo deve ser repetido para vérias posigdes da grade em
relagdo ao conjunto, e deve ser armazenado o valor médio das varidveis nessas varias

posigoes, pois este valor é aquele a ser utilizado nas regressGes lineares correspondentes
as egs. 1.42, 1.33.
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Método dos histogramas — Niicleo

O vetor de probabilidades prob é ordenado. Entdo X min = Prob[1] e
Xmaz = Prob[Nprob).

A largura da coluna do histograma é Xint = (Xmaz — Xmin)/Nd

Inicialize H; = 0 para todos os j. Seja k =1

Para j =1 até j = Nd— 1, acrescendo de 1 em 1

lim = exp(Xmin + 7 Xint).

Enquanto Problk] < lim

H; = H; + Freq[k]

E=Ek+1

Enquanto & < Nprob

Hy;j=Hpg + Freq[k]
|

k=k+1

Divida todos os H; por v Xint.

Figura E.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman do nicleo do Método dos Histogramas.
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Apéndiée F
Algoritmo auxiliado por caixas

Este algoritmo pode ser utilizado em todos os métodos para o calculo do espectro
de singularidades que necessitam de uma contagem de distancias entre pontos do con-
junto estudado. A finalidade do mesmo é diminuir o nimero de distancias calculadas,
ignorando aquelas que sao maiores do que um determinado limite. Como tipicamente
as expressoes da caracterizagdo multifractal devem ser utilizadas no limite de peque-
nas distancias, nao é necessario calcular as grandes distancias. Para isso é necessaria
uma organizacio prévia dos pontos, o que consumird um certo tempo e memoria. En-
tretanto, o tempo que se utilizaria para calcular distancias desnecessarias compensa

essa organizagao.

F.1 Meétodo numérico

Recobre-se o conjunto multifractal a ser estudado com uma grade, cujas caixas
possuem tamanho €, exatamente como é realizado em algoritmos de contagem de
caixa. Calculando-se as distancias entre os pontos que pertencem a mesma caixa ou
a caixas vizinhas tem-se a certeza de que todas as distancias menores que ¢ foram
consideradas. Dessa forma, evita-se o cdlculo das distancias grandes, que tipicamente
na0 sao necessarias, ganhando-se tempo no célculo.

Porém, nos métodos de integral de correlagao com a aplicagao deste algoritmo, os
valores que sao obtidos nos passam a ser validos somente para escalas menores do que
€. No método da massa fixa, onde nao sao feitas regressoes lineares, nao ha perda de

informagao ao se utilizar este algoritmo.

Para que o algoritmo seja mais eficiente, é necessario realizar uma boa organizagao
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dos pontos, para que se possa localizar com facilidade os pontos que existem em uma
dada caixa da grade. O primeiro algoritmo auxiliado por caixas é de autoria de

Theiler [36], mas o algoritmo que escolhemos para implementagao, e que serd descrito

adiante, foi criado por Grassberger [14].

F.2 Algoritmo

Este algoritmo auxiliado por caixas é de autoria de Grassberger [14]. Para se
poder encontrar com facilidade quais pontos pertencem a uma dada caixa da grade,

830 necessarios dois vetores:

e grade, que representa a grade que recobre o conjunto. Ele deve possuir a mesma
dimensao do espago no qual o conjunto estd imerso, e conter tantos inteiros

quantos forem as caixas de tamanho € existentes no recobrimento.

e fila, que deve conter tantos inteiros quantos forem os pontos do conjunto. Ele

servird para apontar pontos, associando um ponto a outro.

Vamos apresentar um exemplo, que preenche os valores dos vetores, para melhor
compreensao do algoritmo. Considere um conjunto imerso no espago bidimensional,
representado por dez pontos, e cuja grade, depois de determinado o valor de €, possui
as 25 caixas mostradas na fig. F.1. Inicialmente, todos os valores de grade e fila

contém zeros.

Grade

Pontos: X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 Xi0

|

0 0 0 3 } Fila: 4 7 0 610 0 9 0 0 O

S

tao na mesma caixa os pontos:
4,6
7,9

E
1,
2,
3
5,10
8

Figura F.1: Exemplo do algoritmo auxiliado por caixas. Dada uma caixa, pode-se encontrar

rapidamente os pontos que nela estdo contidos verificando as posigbes armazenadas nos

vetores grade e fila.

Inicia-se o processo de organizac¢ao dos pontos considerando-se um ponto do con-

junto e calculando a qual caixa ele pertence. Verifica-se qual o valor de grade nesta
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caixa. Se for zero, o substituimos pelo ordinal, ou posigdao no vetor de pontos do
conjunto, do ponto considerado. No exemplo, isso ocorre com os pontos 1, 2 e 3.

Suponha que o ponto 4 estd na mesma caixa que o ponto 1. Nesse caso, o valor
de grade para esta caixa ja contém o valor 1. Entio, colocamos na posigao 1 de fila
o valor 4 que ¢ a posigéo do ponto tratado.

E assim, sucessivamente. Vamos completando os valores de grade e lista com as
posigbes dos pontos. Suponha que o ponto 6 também pertence 4 mesma caixa que o
ponto 1. Colocamos o valor 6 na posicao 4 de fila.

Para encontrarmos os pontos de uma dada caixa, procuramos pelo valor da res-
pectiva caixa em grade, e seguimos a seqiiéncia das posi¢des armazenadas em lista,
até encontrarmos o valor zero, que indica que nao hd mais pontos nessa caixa.

O algoritmo completo, e mais rapido, para organizar os pontos do conjunto con-

siste nas etapas descritas na fig. F.2 :

Algoritmo auxiliado por caixas — Organizando pontos do conjunto

Preenche-se grade, fila e grpos com zeros. grpos é um array com a mesma estrutura de
grade, e que guarda a posicdo de fila onde deve ser colocado o préximo ponto que

pertence a respectiva caixa.

Determina-se em que caixa A da grade o i-ésimo ponto de conjunto pertence.

rpos[A] =07
g gp[] %

grade[A] =1 fila[grpos[A]] =1

LAtualiza—se o valor de grpos, fazendo grpos[A] =1

Repete-se esses passos para todos os pontos do conjunto.

Figura F.2: Diagrama de Nassi-Scheiderman da etapa que organiza os pontos do

conjunto no algoritmo auxiliado por caixas.

A saida desse algoritmo é grade e fila. Nota-se que o consumo de meméria exigido
por este algoritmo é o menor possivel, pois todas as posi¢oes de grade e fila contém
alguma informagao a respeito da organizagio dos pontos do conjunto. A recuperagio

dessa informagao também é muito ripida, e deve ser realizada utilizando as etapas
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mostradas na fig. F.3 :

Algoritmo auxiliado por caixas — Utilizando os pontos de uma caixa

Determina-se a caixa A que contém os pontos que se deseja utilizar.

Cria-se um ponteiro p = grade[A]. Ele indica o ordinal, ou a posigdo do ponto que

pertence a caixa.

Utiliza-se o ponto para o calculo de interesse:

O p-ésimo ponto contido no vetor de pontos pertence & caixa considerada. A

maneira como ele serd utilizado depende do método que esté sendo aplicado.

faz-se p = fila[p]. Ou seja, considera-se o préximo ponto da caixa A.

Repete-se até que p = 0, o que indica que néo existem mais pontos na caixa A.

Figura F.3: Diagrama de Nassi-Scheiderman do algoritmo de utilizagao dos pontos

organizados pelo algoritmo auxiliado por caixas.



Apéndice G

Algoritmo para o Método da

integral de correlacao

O método da integral de correlagdo é um método direto para o cdlculo de f(a),
descrito na sec. 1.5.4. Calcula-se distancias entre os pontos do conjunto, organizando-
os em um histograma, utilizado para calcular a integral de correlagao. A partir da
regressio linear da integral de correlagio contra ln €, se obtém a curva 7(g). A curva

f(a) é obtida através de uma transformacao de Legendre desta.

.1 Método numeérico

A integral de correlacao é dada por:
Ce) =In(PF) (G.1)

onde P; é a probabilidade de se encontrar um ponto do conjunto em uma circunferéncia
de tamanho € centrada no i-ésimo ponto do conjunto.

Devemos entao, calcular todas as distancias do ponto ¢ aos outros pontos do
conjunto, e classifici-las em um histograma H;. E apropriado que as colunas do
histograma sejam construidas em intervalos do tipo b~™ com 7 inteiro positivo, e b
um numero real positivo maior que um a ser utilizado como base. Dessa forma, Na
regressdo linear de C(€) contra In € teremos pontos espagados por In b.

A probabilidade P; para um circunferéncia de tamanho b~ serd a soma de todos
os valores H; do histograma cujo € é menor que b".

Se a curva vai ser calculada para varidveis do tipo ¢ = =£kAgq, para k =

0,1,2,... N,, pode-se evitar o calculo das poténcias em g, substituindo-as por produ-
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tos, como descrevemos no Método Microcanénico. Neste caso isto é um pouco mais
complicado porque as poténcias sao em ¢ — 1.
Depois, basta repetir o calculo das distancias para varios pontos ¢ do conjunto,

calculando o valor médio de P .

G.2 Algoritmo

A principio, todas as distancias entre pares de pontos devem ser calculadas. Como

isso torna o algoritmo muito lento, adotam-se as seguintes estratégias:

o Utiliza-se um algoritmo auxiliado por caixas. Veja Ap. F. Nesse caso, se o
tamanho das caixas da grade usada no algoritmo € ¢, serd perdida a informagao

a respeito das distdncias maiores que €'

¢ Toma-se um subconjunto de pontos 7 escolhido aleatoriamente como referéncia,
ou seja, apenas as distancias dos pontos deste subconjunto aos pontos de todo
o conjunto sao consideradas. Deve-se realizar testes para verificar se este con-
junto representa bem o conjunto estatisticamente. O tempo de processamento
é proporcional ao tamanho desse subconjunto, de modo que pode-se reduzir em
muito o tempo de processamento consumido por este método. Mas cada caso é

um caso e sempre necessitamos dos testes iniciais.

Ao calcular uma distancia, deve-se classifici-la em um histograma. Em geral, como
a regressao linear é feita contra lne, as distincias s3o classificadas em intervalos
regulares no logaritmo de seu valor. Dessa forma o logaritmo de cada distancia deve
ser calculado, o que na prética torna o algoritmo lento. Para otimizar o tempo

utilizado pelo algoritmo, sugere-se a utilizacdo das seguintes estratégias:

e Todos os nimeros reais sao representados no computador na forma mantissa e
expoente na base 2. Dessa forma, pode-se retirar diretamente o expoente dessa
representacao, de modo que se temos o valor da distancia ao quadrado, obter
esse expoente é equivalente a tirar o logaritmo na base /2. Os computadores

que obedecem o padrao ANSIIEEE 754-1985 armazenam o expoente da seguinte
forma:

precisao | total de bits | localizacao | diferenca

simples 32 23-30 127
dupla 64 52-62 1024
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na localizagao, os bits sdo contados da direita para a esquerda, iniciando com

0. O expoente é dado pelo niimero em binario encontrado na posicao menos a

diferenga.

Dessa forma, podemos construir um histograma cujas colunas, no intervalo
do logaritmo das distancias, possuem largura log+/2. O expoente obtido da.
distancia ao quadrado é usado como indice de um vetor. Basta acrescentar a

esse valor, e obtemos o histograma.

e O procedimento descrito no item anterior é o mais rapido. Porém, os valores
do logaritmo ficam associados & base v/2. Se for necessério utilizar outro valor,
¢ mais interessante construir uma tabela com as poténcias da base escolhida e

comparar os valores do quadrado da distancia com eles, evitando o calculo do

logaritmo.

Uma média <z>y = 1/N Y% z; sempre deve ser realizada numericamente ite-

rando uma expressao do tipo:

<z>i = [if(i+1)] <z>; + /(i +1) (G.2)

evitando estouro na representagao da variavel e reduzindo erros.
Nas etapas do célculo da integral de correlagao IntCorr[q, €] levamos em consi-
deragdo o fato de que o intervalo em g é do tipo [-Ng Ag, Ng Aq|, mas o expoente na
expressao da integral de correlagao é ¢ — 1. Escolhemos Ag de modo que seu inverso

é um numero inteiro, € ¢ = 1 sempre um valor a ser considerado. Veja as etapas do

algoritmo na fig. G.1.
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Método da Integral de Correlagdo — Nicleo

Inicializa-se IntCorr|g, €] = 0 para todo g e .

IntCorr[l,€] = 1, para todos os € considerados.

Para cada ponto de referéncia (z) repita:

Calcule todas as distancias do ponto de referéncia aos pontos do conjunto e

classifique-as em um histograma.

Calcule a integral do histograma, Cqle].

Inicializa-se Pdelg = Cq®™? e Pq = 1 para todos os €.

Variamos ¢, usando j de 1 até N, —1/Aq

Multiplicamos cada valor de Pgq pelo seu correspondente valor em PDelg.

Realizamos a média

IntCorr[(1+ j)Agq,€] = [(i — 1)/i]IntCorr[(1 + j)Ag, €] + Pq/i

Realizamos a média

IntCorr[(1 — j)Agq,€] = [( — 1) /i]IntCorr[(1 — j)Agq, €] + Pg/i

Variamos ¢, usando j de Ng—1/Ag+1 até Ng+1/Aq

Multiplicamos cada valor de Pgq pelo seu correspondente valor em P Delg,

para todos os valores de e.

Realizamos a média

IntCorr[(1 — j)Aq, €] = [( — 1)/i]IntCorr[(1 — j)Agq,€] + Freq/Pq/t

Repita para todos os ¢

Figura G.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman do nicleo do Método da Integral de

Correlagao.




Apéndiée H

Algoritmo para o Método canonico

da integral de correlacao

O método canénico da integral de correlagao é um método direto para o calculo
de f(a), descrito na sec. 6.1. Calcula-se distancias entre os pontos do conjunto,
organizando-as em um histograma, utilizado para calcular a integral de correlagao.
A curva f(a) é obtida parametricamente através das regressoes lineares de grandezas

associadas a integral de correlagao.

H.1 Meétodo numérico

A integral de correlagao é dada por:
Cle) = (PI1) (H.1)

onde P; é a probabilidade de se encontrar um ponto do conjunto em uma circunferéncia

de tamanho € centrada no i-ésimo ponto do conjunto.

A vpartir dela sdo calculadas as grandezas:

g-1 :
SomAlfa = g—ic(—e)QSomFalfa = C(e) — ¢ SomAlfa (H.2)

Valem, portanto, todas as observacdes feitas com relagio ao Método da integral

de correlagdo no Ap. G.
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H.2 Algoritmo

O algoritmo é o mesmo que o utilizado no Método da integral de correlagio, exceto
que € necessario armazenar a grandeza InCorLoglg, €] = <P{’_1 In P.L-> paralelamente
a integral de correlacdo IntCorr(q,€|. A partir dessas duas, as varidveis relacionadas

a curva f(a) podem ser determinadas.



ApéndiCe I

Algoritmo para o Método da massa

fixa

O método da massa fixa é um método direto para o cdlculo de f(a), descrito
na sec. 1.5.5. Calcula-se distancias entre os pontos de um subconjunto de referéncia,
escolhido aleatoriamente, e os pontos do conjunto, construindo um histograma das
distancias dos k-ésimos vizinhos mais préximos. A curva f(a) ¢ obtida através deste
histograma. Neste método nao é necesséario realizar regressoes lineares, mas deve-se

deslocar a curva final no plano para que ela atinja a posicao correta.

1.1 Método numeérico

Deseja-se calcular uma aproximagao para a distribuicao P(§,p), ou seja, aquela
que é associada a probabilidade p de se encontrar um ponto do conjunto em uma
circunferéncia de raio § com centro em outro ponto.

Em um conjunto representado por N pontos, aproximamos p = k/N, onde k é
o nimero de pontos no interior da circunferéncia. Assim, o raio da circunferéncia
§ é a distancia do ponto do subconjunto de referéncia ao seu k-ésimo vizinho mais
préximo.

O algoritmo auxiliado por caixas (Ap. F) é muito dtil neste algoritmo, reduzindo
consideravelmente o tempo de processamento utilizado, porque o niimero de distancias
realmente necessdrias para se calcular o histograma para cada ponto de referéncia é
k, mas um algoritmo mais ingénuo precisaria calcular N. N é muito maior do que k,

pela prépria condigao de probabilidade p pequena exigida pelo método.
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Exatamente como no método dos histogramas (ap. E), o histograma deve ser cons-

truido dividindo uniformemente o intervalo do logaritmo das distancias encontradas.

1.2 Algoritmo

O algoritmo para o método da massa fixa é colocado na fig. I.1. Ele deve ser
repetido para diferentes valores de k. A utilizacao do algoritmo auxiliado por caixas
altera o lago que calcula as distincias entre o ponto de referéncia e os pontos do
conjunto para um cdlculo das distancias entre o ponto de referéncia e os pontos de

caixas proximas a ele.
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Método da Massa Fixa — Niicleo

Escolhe-se aleatoriamente um conjunto de referéncia com M < N pontos.

Repita para cada ponto do conjunto de referéncia

Inicialize um vetor Viz[}, com k elementos, usando algum valor alto. Esse vetor vai

armazenar as menores distincias do ponto de referéncia aos do conjunto.

Repita para cada ponto do conjunto

Calcule a distancia entre o ponto de referéncia e o ponto do conjunto, e
comparé-la a Viz[k]. Para conjuntos em espagos de dimens&o maior que um,

compara-se o valor das componentes da distancia.

A componente da distincia é menor que Viz[k] ?

Y N

A distancia é menor que Viz[k] ?

A distancia deve ser inserida no vetor Viz[] de modo que os
valores se mantenham ordenados. O valor de Viz[k] serd

descartado.

armazena-se o valor de Viz[k] a construgdo do histograma.

O intervalo [Y'min,Ymaz] do logaritmo das distdncias encontradas deve ser divido em
Nd partes iguais ¥;. O histograma H; é o nimero normalizado de distancias

encontradas na j-ésima parte do intervalo.

Para todos os 7, calcule:
alphalj] = In(k/N)/Y,
falphalj] = alpha[j](In H;/In(k/N) - 1) + 1

Calcule D; através de outro método e desloque a curva () de modo que ela tangencie

a bissetriz oo = f(a).

Figura I.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman do niucleo do Método da Massa Fixa.
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Apéndice J
Regresao Linear

Dado um conjunto de N pontos (z;,y;), deseja-se determinar a reta, de equagao
y = az + b, que melhor se ajusta ao conjunto. Esta reta é obtida utilizando o
método dos minimos quadrados, que estabelece que a reta aproximada deve resultar
no minimo da soma quadratica da diferenca entre a coordenada y dos pontos e sua

correspondente na reta [21]:

Z(yi — az; — b)? deve ser minimo
:

A solucao desta relagao conduz ao sistema de equagoes:

N Xz b _ 2 Y
iz it a| | Siziy
onde denominamos a matriz quadrada de M.

As solugoes para a reta sao:

NYiziyi — 25 Ti 23 Y

C T NS - () (1)
YAy T
b = > (J.2)

Os erros associados a a € b sao dados pelos coeficientes da diagonal da inversa da

matriz M, e um fator vindo da distribuicao x?* [23].

(yi —az; —b)? N
o2 = Zilvi—az—b) (3.3)
NYz; = (T;z:)? N -2
Ay, —az; —b)? S, 22
0_5 — EL(y a.’E, ) L"Ez (J4)

N¥zi— (Tiz)? N -2
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Apéendice K
Derivada numérica

O método, que apresentamos a seguir, para o calculo de derivadas numéricas foi
apresentado em [24]. Desejamos calcular numericamente a derivada, de uma fungao
f(z) dada em um conjunto discreto de pontos z; = z¢ + 26z, com 7 inteiro.

Aproxima-se a derivada f'(z) a partir da série de Taylor para a fungio f(z) em
poténcias de 6z. A série deve ser truncada em alguma ordem de éz, e admite-se que o
erro associado a derivada seja o primeiro termo da série de Taylor que foi desprezado.

A expansio em série de Taylor da fungao f(z), é dada por :

2

(@) = fleo) + Flea)(e = m0) + e} S 1 @) E T2 (k)

n!
onde f"'(:c) é a n-ésima derivada da fungao no ponto z.
Para ¢ = z4, temos:
/ 1 621" 3
f(z1) = f(zo) + f'(zo)bz + f" (o) =~ + (0672)
invertendo, temos nossa primeira estimativa para f'(zy):
! _ f(xl)_f(xO)
onde o erro € da ordem de:
" bx
e’y (3
Subtraindo a equacdo K.1 paraz = z; e ¢ = z_3,
1 n 621: " 53:13 4
flzy) = flzo)+ f'(zo)bz+ f (xO)T +f (xo)—6— + (06*z)
1 n 52x 1 63x
flo) = f(zo) — f'(zo)bz + f (wo) =~ f (930)? + (08z)
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temos como resultado,

! i 63x
£(21) = F(52) = 2 (w0)6z + "(m0) 5" + (06%)
invertendo, temos uma estimativa mais precisa de f'(zg):

F(zo) = f(xl);si(m—l)

(K.4)

com erro da ordem de
flll(m )62_m
"6

De maneira andloga, utilizando as expanstes de Taylor para =z = z, ¢ = 3,

(K.5)

T=T_1€T =T_9,

fz2)

I

f(zo) +2f'(zo)bz + 2" (20)6%z +
%f”’(mo)ésm + %f”"(mo)é‘*m + 145 F™(20)6%z + (08%2)
8f(zo) + 8f (z0)bz + 4f"(z0)6%z +

%f’"(xo)ésx + %f””(mo)é‘*x + f—5 F"(20)6%z + (06%2)
8f(z0) — 8f'(20)bz + 4f"(20)6°x +

- %f’"(mo)ésx + % (o) 8%z — I]LE F"(0)6%x + (08°z)
flz2) = Z (z0) — 2f'(z0)dz + 2f"(mo)5zz +

_ '3‘f’"(370)5337 + %f’m(mo)54x _ Efnm(xo)ésm + (0563:)

temos a expressao para a derivada:

+

8f(z1)

+

8f(z-1)

oy —f(z2) +8f(21) — 8f(z-1) + f(=2)
(@) = 1962 (K.6)
com erro da ordem de
‘i‘f"’”(mo)élim (K7)

No calculo dos erros dados pelas egs. K.3, K.5 e K.7, as derivadas superiores sao
calculadas em primeira ordem de aproximacao, ou seja

!

F () (@) — ()

i) = K.8
) - (K8)
Por inducao, pode-se mostrar que o resultado geral é:
n+1 ) n+ 1
> (-1 ( z. ) f(z)
f('n.-{—l)f(xo) _ i=0 (K9)

fntlg
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Normalmente apenas os indices dessa equagdo sdo importantes, pois a derivada

também pode ser escrita na forma

£ () = ™ () —6;”’(%—1)

(K.10)

de modo que existe uma certa liberdade em se atribuir a derivada n-ésima ao ponto

z,;. Por exemplo,

Plan) = Lz =2o)e o)
f(1) = 2f(z0) + f(21)

§2x

f”(mo)

sao formas corretas, que podem ser deduzidas combinando as egs. K.8, K.10.

Em particular, para os erros no célculo numérico de f'(zg), as derivadas de ordem

superior utilizadas sao:

zy) = f(z2) = 2f(21) + f(x0)

_ by (K.11)
Pa) = f(:va)—3f(:v2);$3f($1)—f(””0) (K.12)
Pay) = 102s)=3Mled) #107(es) ~ 105(ea) 4 5e) = Se0) (15
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Apéndiée L

Novo algoritmo de contagem de

caixa

Neste apéndice, vamos descrever em detalhe o novo algoritmo de contagem de
caixa que utilizamos. Sua principal caracteristica é o fato dos recobrimentos nao serem
realizados por grades, e serem construidos de tal modo que muitas caixas espirias

sao eliminadas.

L.1 Introducao

O algoritmo que utilizamos pode ser dividido em duas partes: A primeira é uma
modificacao do proposto por Oiwa[30], e a segunda tenta eliminar as caixas espirias do
recobrimento construido na primeira parte. Vamos descrever inicialmente as varidveis

consideradas no algoritmo e depois detalharemos as duas partes do mesmo.

L.1.1 Variaveis

E necessario fornecer a dimensao do espago, armazenada na variavel dim, e os
N pontos do conjunto, armazenados em points{N]. Cada caixa do recobrimento serd

representada pelo seguinte conjunto de variaveis:

e boxpos|dim] contém a posi¢ao do vértice cuja coordenada em todas as compo-

nenetes do espago é menor.

e size contém o tamanho da maior aresta da caixa (ela pode ser retangular).
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e table[dim] contém o valor 1 se a respectiva componente possui a aresta de ta-

manho size, e 0 se a aresta possui a metade desse tamanho.

e pntmin|dim], pntmaz(dim] contém o menor intervalo que possui todos os pontos

no interior da caixa, em todas as componentes.

e spcl ft[dim], spcrgt[dim] contém a quantidade de espago vazio (que ndo possui

outras caixas) ao redor da caixa considerada.

e mypnt contém a posi¢ao em points[| de um ponto que estd contido na caixa,
substituindo grade no algoritmo auxiliado por caixas, descrito no ap. F, que
é utilizado para armazenar os pontos contidos em cada caixa. Dessa forma,
definimos também um vetor list{N] para todo o recobrimento, no lugar do

vetor fila exigido por esse algoritmo.

Cada caixa é armazenada como uma estrutura, que contém ainda, dois ponteiros
para outras duas caixas. Dessa forma, um recobrimento é armazenado como uma
cadeia de caixas, onde cada estrutura ¢é ligada através dos ponteiros a caixa anterior
e a posterior na cadeia.

Devido a erros de arredondamento que podem ocorrer durante a construgao dos
recobrimentos, todas as variaveis que descrevem as caixas sao definidas como nimeros
‘inteiros’ através de uma discretizagio do espago continuo. Nés utilizamos uma uni-

dade de discretizagao igual a um milésimo do menor tamanho de caixa usado para se

construir os recobrimentos.

L.2 Primeira parte do algoritmo

Dado um recobrimento, constréi-se um novo conjunto de caixas cujo tamanho
é a metade do tamanho das caixas do recobrimento anterior. Isso é feito através
da divisao ou encolhimento de cada caixa. Cada componente do espago é analisada
separadamente. Se o intervalo de pontos é maior que a metade do tamanho da caixa
ela é dividida ao meio, caso contrario a caixa é encolhida até a metade de seu tamanho.
Note que durante o processo serao geradas caixas retangulares. Em um espago de n

dimensoes, serd necessario considerar todas as componentes do espago para obter um

recobrimento com caixas iguais.
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L.2.1 Algoritmo

A primeira parte do algoritmo consiste nos passos descritos nas figs. L.1, L.2.
Eles devem ser repetidos dim vezes para se obter um novo recobrimento.

Um recobrimento real, onde todas as caixas sdo quadradas, é gerado repetindo-se

o processo anterior dim vezes. Um exemplo de um recobrimento realizado utilizando

esta parte do algoritmo é mostrada na fig. L.3. Os nimeros indicam a ordem na

qual os particionamentos forma realizados nas caixas existentes. Um recobrimento de

caixas quadradas é obtido depois de duas séries de particionamentos.

L.3 Segunda parte do algoritmo

A segunda parte do algoritmo tenta eliminar caixas espirias do recobrimento
através do deslocamento de um grupo de caixas vizinhas, como descrevemos ante-
riormente. Dividimos esta parte do algoritmo em duas etapas: na primeira tenta-se
construir o grupo de caixas, que quando deslocado, permite eliminar uma delas, € na
segunda parte tenta-se realizar de fato tal deslocamento.

Esta parte do algoritmo depende da dimensao dim do sistema. Descreveremos a
seguir considerando um conjunto imerso no espago bidimensional.

Vamos representar o grupo de caixas por um array boz[]. No algoritmo, tenta-
se verificar se um grupo com as propriedades desejadas pode ser construido. Caso
contrario, desiste-se de construir esse grupo, tentando considerar outro. Nés repre-
sentamos o cluster por um array de estruturas bom[]. Os passos para a construgao

desse sao apresentadas na fig. L.4. Alguns detalhes dos passos sao descritos abaixo:

e a direcao do deslocamento do grupo de caixas é determinado verificando a
posigao de espago vazio na caixa boz[0]. Se pntmin{comp| — bozpos|comp] >
size/2, a direcdo do deslocamento que serd aplicado ao grupo serd para a es-
querda. Se pntmaz[comp| — bozpos[comp| < size/2, a diregao do deslocamento

sera para a direita. Nos dois casos a caixa é meio-vazia.

o A componente trans é estudada considerando a distancia entre os vértices das
caixas que formam o grupo, dist = boz[i — 1] — boxpos(trans| — boz[i] —
bozpos|trans]. Se dist é positivo, o espago para a caixa que ird ficar posicionada.
no lugar de boz[i] e boz[i — 1] é dist = size — dist + boz[t] — spergt|trans] +

boz[i — 1] — spclft[trans]. Caso contririo, dist = size — dist + boz[i — 1] —
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Algoritmo de Contagem de Caixa — Primeira parte

Repita dim vezes

Repita para todas as caixas bozold do recobrimento

Escolha uma componente comp do espago na caixa bozold. O critério para essa

escolha que utilizamos é o maior interv = pntmaz|[comp| — pntmin[comp], e se

table[comp] = Q.

v O intervalo interv é maior que size/2 7 ﬁ

A caixa serd particionada na diregao A caixa serd encolhida na diregdo

comp. comp. Uma cépia boznew dessa

caixa bozold é adicionada no
Esta parte é descrita na figura L.2.

recobrimento.

Aparecerd um espago vazio.
boznew — scprgt[comp] aumentard
de size/2.

As caixas sfo centralizadas em seu intervalo de pontos. O algoritmo é similar ao
utilizado para particionar a caixa. As varidveis bozpos[comp]|, spcl ft[comp] e

sper gt{comp] podem ser alteradas.

’

table[comp] é igualado a 1, indicando que este lado da caixa é menor. E
necessario checar se a caixa é quadrada. Ela é quadrada se todos os valores de
table[] sdo iguais a 1. Nesse caso, size é dividido por 2, e todos os valores de

table[] sdo igualados a 0. Ou entdo, ndo sio alterados.

O recobrimento antigo é apagado, e o recém calculado passa a ser o antigo para
efeito do cédlculo do préximo recobrimento calculado quando se repete o

procedimento acima. Deve-se repeti-lo dimn vezes para que todas as caixas sejam

quadradas.

Figura L.1: Diagrama de Nassi-Scheiderman da primeira parte do algoritmo.
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Algoritmo de Contagem de Caixa — Particionando a caixa

Duas novas estruturas bozlft e boxrgt, representando as novas caixas, sdo criadas. Seus

valores sdo todos iguais aos de oldboz, exceto

bozl ft — spergt[comp] = boxrgt — spcl ft[comp] = 0, porque as caixas sdo vizinhas.

A caixa é divida o mais préximo possivel do ponto central de interv. A varidvel mute é
criada. mute = pntminf[comp] + interv/2 — (bozpos[comp] + size/2). Se

mute > spergt{comp], faga mute = spergt[comp]. Se —mute > spcl ft[comp], faga

mute = —spcl ft[comp).

Ambas as caixas sdo deslocadas de mute, ou seja,
bozlft — bozpos[comp] = boxold — boxpos[comp] + mute e
bozrgt — bozpos[comp] = bozl ft — boxpos[comp] + size/2. Os espagos ao redor das

caixas muda também. boxrgt — spcrgt diminui de mute, bozlft — spclft aumenta de

mute.

Os pontos devem ser separados para as respectivas caixas. Pontos cuja coordenada na
componente comp sdo menores que bozrgt — bozpos[comp] pertencem a bozlft, caso
contririo pertencem a boxrgt. Dessa forma os valores de mypnt ficam determinados nas

duas estruturas. Isso também altera row(].

O intervalo que contém todos os pontos no interior da caixa devem ser calculados.

pntmin[] and pntmaz|] sdo definidos em ambas estruturas.

Figura L.2: Diagrama de Nassi-Scheiderman do procedimento para particionar caixas,

usado na primeira parte do algoritmo.
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Figura L.3: Atrator do mapa de Hénon. Este é um recobrimento obtido utilizando o

algoritmo de Oiwa.
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Algoritmo de Contagem de Caixa — Construindo um Cluster

repita para todas as caixas do recobrimento e componentes do espago.

Uma caixa meio vazia boz[0] na componente comp deve ser encontrada. a dire¢do na qual a

caixa serd movimentada depende do espago vazio no interior da caixa. Seja i = 1.

Na componente comp e dire¢io definidas acima, procura-se caixas vizinhas.

Uma caixa vizinha de boz[i — 1] foi encontrada ?

Y N

Se apenas uma caixa vizinha boz[z] é encontrada, o ntimero de caixas vizinhas
desta caixa no sentido oposto ao do deslocamento do cluster deve ser

determinado.

A caixa boz[i| é a dnica vizinha de boz[i — 1] ?

Y N

Se boz[i] possui apenas boz|i — 1] como vizinha, os espagos na

componente transversal trans precisam ser checados. (Veja fig. L.5a).

Existe espa¢o na componente trans o suficiente para uma

caixa 7
Y

A caixa boz[i] € aceita no cluster. O cluster pode ser encerrado se

existe espago em boz[i] e boz[0] o suficiente para se retirar uma

caixa. Facat =14 1.

O cluster pode ser terminado ?

Y N

O cluster é deslocado.

Veja o algoritmo na fig. L.7.

Até a formacao do cluster ou a violagio de alguma de suas condigdes.

Figura L.4: Diagrama de Nassi-Scheiderman do procedimento de criagio de um cluster,

usado na segunda parte do algoritmo.
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spergtitrans] + boz[i] — spclftltrans]. Se dist é maior que size, hd espago

suficiente para a caixa.

e Para encerrar o grupo, as seguintes condi¢ées devem ser verdadeiras: Se a
diregio na qual se moverd o grupo é para a direita, boz[0] — (pntmin[comp] —
bozpos[comp]) — boz[i] — (pntmaz|comp| — boxpos[comp|) > 0. Caso contrério,
é boz[i] — (pntmin[comp] — bozpos[comp|) — boz[0] — (pntmaz|comp| —
bozpos|comp]) > 0.

a) b)

Figura L.5: a) Etapa do algoritmo para construcéo de grupos para eliminar caixas espurias.
O grupo (cinza) ndo pode ser trocado por uma caixa devido & posigéo das caixas préximas.
b) Corregio do espago na direcao transversal ao movimento das caixas deslocadas. Do lado
esquerdo das caixas deslocadas, hé caixas alinhadas, entao nehuma alteracéo é necessaria.

Do lado direito, A menor distancia entre as caixas préximas deve ser considerada.

No espaco bidimensional movimentar um grupo de caixas pode violar as condigGes
que definem um recobrimento, ou seja, podem ocorrer sobreposigdes de caixas ou
surgir pontos que nao estao contidos em caixa alguma. Nao conseguimos, com as in-
formagoes existentes saber se tais violagbes irdo ocorrer, por isso, € feita uma cépia do
vetor list[], e do grupo de caixas boz[], antes do deslocamento. Se esse deslocamento
for invalido, restaura-se o estado das varidveis através das cépias.

Para mover o grupo de N caixas, seguimos o procedimento mostrado na fig. L.7.

Agora as probabilidades associadas as caixas podem ser determinadas. Por exem-
plo, as somas E pilnpy; e E t; In p; podem ser calculados para o tamanho de caixa
relacionado a esse recobrimento se o método candnico estd sendo aplicado ao con-
junto multifractal. Um exemplo de um recobrimento apds o deslocamento de grupos
de caixas se encontra na fig. L.8.

Como mencionamos anteriormente, nio consideramos todos os grupos contendo
caixas espurias. Na fig. 7.3, mostramos um grupo bésico que nao é deslocado. Os

grupos que consideramos sao parecidos com estruturas unidimensionais no espago
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a) b)

Figura L.6: Espago bidimensional: Depois de deslocar o grupo de caixas, é necessério
verifica se had sobreposi¢do de caixas ou pontos do conjunto fora das caixas. Em a) a
distribuigéo dos pontos na caixa central do grupo (cinza) torna possivel substituir o cluster

pelas duas caixas (pontilhado). Em b) isso ndo é possivel.

bidimensional. Ha outros grupos que poderiam ser considerados pelo algoritmo, mas
esses que estudamos sao mais comuns, de modo que os resultados nao chegam a ficar

comprometidos por essa restricao.
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Algoritmo de Contagem de Caixa — Deslocando o grupo

Se o grupo de caixas deve ser deslocado 3 esquerda, inverta todas as posicoes de boz[]. Agora,

todos os grupos se movem para a direita.

O deslocamento disp que serd aplicado ao grupo deve centralizé-lo, no intervalo de pontos nele
contido.

disp = boz0 — (pntmin[comp] — boxpos[comp]|) — boz[N]| — (pntmaz|comp] — bospos(compl)/2.
Sejai=1.

As caixas devem ser consideradas em duplas boz[i] e boz[i + 1], porque pontos em uma caixa
podem ter que passar para a outra. Adicione disp a boz[t] — bozpos[comp);

boz(i] — bozpos[comp] + size serd usado como limite para separar os pontos. Se um ponto de
boz[i 4+ 1] tem seu valor na componente comp maior que esse limite, ele permanecerd na

caixa. Caso contrario, serd movido para a caixa boz[i]. A redistirbui¢do dos pontos pode

alterar row e bozfi 4+ 1] —» mypnt.

Os valores dos intervalos que contém todos os pontos na caixa pntmin[] e pntmaz|[] de boxi]
sao recalculados. 1 =74 1.

Repita para todos os pares de caixas vizinhas que pertencem ao grupo, ou atéi =N —1

A iltima caixa, boz[N], deve conter nenhum ponto agora. Esta serd a caixa a ser eliminada. Os

ponteiros do recobrimento que apontavam para esta caixa devem ser alterados.

Devido & eliminagdo dessa caixa, um espago vazio vai aparecer. boz[0] — spcl ft[comp) serd

aumentado de disp, € boz[N — 1] — spcrgt[comp] serd aumentado de size — disp.

Pode ser necessario alterar os espagos na componente transversal das novas caixas, veja fig. L.5b.
As caixas do lado esquerdo do cluster estdo alinhadas, entdo nenhuma alteragio é mecessiria. Do

lado direito, porém, a menor distincia das caixas mais préximas deve ser colocada na varidvel
spergtltrans].

As caixas devem ser centralizadas no intervalo de pontos que existe dentro delas. Isto pode
alterar bozpos|}, spclft[] e spergt.

Figura L.7: Diagrama de Nassi-Scheiderman do procedimento de deslocamento do grupo,

usado na segunda parte do algoritmo.
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/

—

—

Figura L.8: Atrator do mapa de Hénon. O mesmo recobrimento da figura anterior apés a

movimentacao de grupos de caixas, assinalados com tragos mais fortes.
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Apéndice M
Tempos de Processamento

Mostramos abaixo alguns tempos de processamento consumidos em alguns dos
célculos apresentados neste trabalho, de maneira ilustrativa. O formato do tempo
utilizado no processamento é (dias horas :minutos :segundos .décimos).

Os seguintes calculos foram feitos em uma estagdo SUN SPARC2:

Algoritmo de contagem de caixa usual

Método Microcandnico

figura tempo

4.3, infimo/supremo 49:44.91
4.3, médias 48:59.89

4.6, infimo/supremo 1:06:13.75
4.6, médias 1:04:12.07

4.9, infimo/supremo 2:48:56.82
4.9, médias 2:43:32.25

Algoritmo de contagem de caixa usual

Método Candnico

figura tempo

4.11, infimo/supremo 1:02:32.63
4.11, médias 1:00:30.38
4.15, infimo/supremo 1:14:52.72
4.15, médias 1:12:37.13
4.19, infimo/supremo 3:11:07.87
4.19, médias 3:03:33.32
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Algoritmo de contagem de caixa usual

Método dos Histogramas

figura tempo
4.22, 99 deslocamentos de grade | 1:07:27.46
4.24, 97 deslocamentos de grade | 1:29:36.17
4.27 2:04:28.56

Algoritmo proposto de contagem de caixa

Método Microcandnico

figura tempo
7.5 2:30:43.02
7.4 2:31:52.76
7.7 2:15:57.68
7.8 2:19:47.97
7.10 21:12:32.87
7.11 21:04:35.29

Algoritmo proposto de contagem de caixa

Método Candnico

figura tempo
7.15 2:40:35.50
7.14 2:39:00.51
7.19 2:14:23.15
7.18 2:23:17.02
7.22 19:36:51.86
7.23 18:43:31.84

Algoritmo proposto de contagem de caixa

Método dos Histogramas

figura tempo
7.27, 10 colunas no histograma | 2:57:42.72
7.29, 7 colunas no histograma | 3:16:46.92
7.31 14:15:57.93
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Método da Massa Fixa
figura tempo
5.2 13:59.26
5.1 10:05.35

Os seguintes calculos foram feitos em uma estacao HP série 7500, cerca de 5 vezes

mais veloz que a anterior.

Método da Integral de Correlagao

figura tempo
5.6, com 120 000 pontos 1:47:03.62
5.9, com 100000 pontos 1:37:58.95
5.12, com 500000 pontos | 6 08:44:36.63

LMétodo Canonico da Integral de Correlagao

figura tempo
6.1, com 120 000 pontos 2:02:10.80
6.5, com 100000 pontos 1:48:17.02
6.9, com 500000 pontos 7 00:38:00.33
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