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Resumo

A questao de como sistemas quanticos correspondem a sistemas classicos
existe desde o surgimento da mecanica quantica e parece ser algo natural
de se perguntar. E também desde o principio da mecanica quantica estados
coerentes sao usados para responder esse tipo de questao, ja que eles sao, em
certo sentido, os estados quanticos mais préximos a estados que descrevem
sistemas classicos. Seguindo os resultados de Hepp, que mostrou a corres-
pondéncia tanto para o caso da mecanica quantica nao relativistica quanto
para o caso de campos Bosonicos relativisticos, mostramos a correspondéncia
entre sistemas Bosonicos livres em um espaco-tempo de de Sitter e solugoes
da equagao de Klein-Gordon neste mesmo espaco.

Apo6s introduzir os conceitos relevantes e construir a algebra que descreve sis-
temas Bosonicos livres em um espaco globalmente hiperbdlico, construimos
estados coerentes para algebras CCR na forma de Weyl e provamos o limite
semi-cldssico para uma regiao préxima a origem (ou, para um tempo fixo, em
todo espaco de de Sitter). Além disso provamos que este limite independe
do estado de vacuo—que, em geral, nao é tinico.

Abstract

The question of the correspondence between quantum and classical systems
is an issue since the beginnings of quantum mechanics and it seems like a
natural question. Also since the start of quantum mechanics coherent states
were used to answer this sort of question, since they are, in a sense, the
quantum states closest to states that describe classical systems. Following
the results of Hepp, who showed the correspondence for the case of non-
relativistic quantum mechanics as well as for relativistic Bosonic fields, we
show the correspondence between free Bosonic field in a de Sitter space-time
and the solutions of the Klein-Gordon equation in that same space-time.
After introducing the relevant concepts and the construction of the algebra
that describes free Bosonic systems in a globally hyperbolic space-time, we
construct coherent states for CCR algebras in Weyl’s form, and we prove the
semi-classical limit for a region close to the origin (or, for a fixed time, in the
whole de Sitter space-time). We also prove that this limit is independent of
the vacuum state—which might not be unique.
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1 Introducao

Essencialmente o proposito deste trabalho é achar uma correspondéncia en-
tre entidades quanticas que representam sistemas bosonicos livres e campos
nao-quanticos em um espaco-tempo curvo.

As entidades quanticas que descrevem os campos lineares livres sao dlgebras
o/ (O) que representam operagoes realizadas em uma regiao do espago-tempo
O, o que se procura é, entao, como passar de medidas dessas operagoes numa
regiao O a solugoes u da equagao de Klein-Gordon ((J+ m?)u = (ﬂ definidas
dentro da regido Of]

H4, entao, trés eixos principais em torno dos quais este projeto se desenvolve:
o primeiro diz respeito a formulacao algébrica da teoria quantica; o segundo
se refere as solugoes de equagoes de campos em espagos-tempos curvos (e
como definir entidades quanticas, a maneira algébrica, segundo esses cam-
pos nesses espagos-tempos); e por fim no terceiro ponto elaboramos o limite
classico usando estados coerentes (seguindo a defini¢do de Yamagami [37]).

A formulacao algébrica da teoria quantica de campos é ttil para o que pre-
tendemos fazer pois ela nao assume uma teoria classica subjacente, de modo
que ela ja nos fornece objetos quanticos, assumindo uma primazia da teoria
quantica; e, ainda por outro lado, por isso ela é mas apropriada para uma
generalizagao a espagos-tempos curvos. Ela foi primeiro estudada por I. Se-
gal [31], que abstraiu da mecanica quantica as propriedades de operadores e
estados, formulando-as em termos algébricos (assim abstraindo da mecanica
quantica os espagos de Hilbert). Haag e Kastler [I§] deram a forma final
desta formulacao, incluindo na abstragao dos operadores a algebras a for-
mulacao do principio de localidade.

As formulagoes tradicionais da teoria quantica de campos, por exemplo, a for-
mulacao através dos axiomas de Wightman [33], dependem fortemente nao
s6 do espago de Hilbert (que é desejavel se omitir, visto que ha formulagoes
da teoria em espacos de Hilbert que nao sao equivalente&ED mas da simetria
particular do espago de Minkowski: nos axiomas de Wightman ¢ exigido, por
exemplo, que exista uma representacao do grupo de Poincaré no espago de
Hilbert, que hajam dominios e vetores invariantes por esta representacao, etc.

!Usaremos a métrica com a assinatura (+, —, —, —).

2Apesar dessas solucoes serem definidas globalmente para um espaco-tempo global-
mente hiperbdlico, nao faria sentido essa equivaléncia ser dada em regioes do espago-tempo
que poderiam ser, em certo sentido, disjuntas.

3Para uma discussdo elaborada deste tema, bem como as vantagens e limitacdes da
teoria quantica de campos algébrica vide [29] e [19]; para uma interpretagao do significado
dessa nao equivaléncia, vide [12]



A formulacao algébrica, por outro lado, nao se apoia tao fortemente sobre as
particularidades do espago-tempo subjacente (é facil generalizar o axioma de
Haag-Kastler que concerne o grupo de Poincaré, como o faz Dimock [13]).
Para uma breve discussao destes temas, vide [35].

E natural, portanto, que para teorias quénticas de campos em um espaco-
tempo curvo (onde a gravidade é tratada de forma nao-quantica) adotemos
a formulacao algébrica.

A generalizagao dos campos cldssicos em espagos-tempos de Minkowski para
espacos-tempos mais gerais é mais simples do que a quantizacao, ja que basta
trocarmos os operadores diferenciais definidos no espago-tempo de Minkowski
a operadores em espagos-tempos curvos (através das derivadas covariantes,
etc.). As solugoes destas equagoes em espagos-tempos curvos sao regidas por
uma teoria bem acabada mas extensa, de forma que fugiria completamente
do escopo deste trabalho apresenta-la em detalhes; restringimo-nos, entao, a
enunciar os principais resultados e, de certa forma, indicar o caminho tracado
para as provas gerais. Esta teoria foi primeiro formulada por Leray (em um
trabalho que, para todos os propdésitos, parece estar perdido ao mundo), e
mais recentemente por Béar et al., por exemplo, em [2] e [3].

Sobre o limite classico e estados coerentes: este tipo de correspondéncia
foi uma preocupacao constante desde o surgimento da prépria mecanica
quantica, e o uso de estados coerentes para fazer essa transicao remonta
a década de 20 do século XX, com o artigo de Schrodinger Der stetige Uber-
gang von der Mikro- zur Makromechanik, “A transicao continua da Micro-
a Macro-mecanica” [30], no qual ele mostra que uma superposi¢ao dada por
a = > (A/2)",/n! das solugoes do oscilador harmonico quantico v, (es-
sencialmente funcoes de Hermit@ é precisamente uma das defini¢bes do
estado coerente. Calculando essa soma Schrodinger mostra que ¥4 é uma
Gaussiana e que para A > 1 a largura da Gaussiana é muito pequena; e
ainda que esse pacote de onda nao se desfaca com a evolugao temporal. Ha
assim uma correspondéncia —uma analogia, como diz Jammer [23]— entre
a mecanica quantica e a mecanica cléssica’

A forma mais simples desta correspondéncia foi proposta por Ehrenfest [15],
que nos mostrou que os valores esperados do momento p e da posigao ¢

4E portanto, quando normalizadas, formam uma base ortonormal {|n)} do espago de
Hilbert L2

®Notemos ainda que o modo que Schrédinger formulou essa correspondéncia torna
visivel que de fato é absolutamente nao trivial (mesmo se for algo esperado intuitivamente)
que de fato haja tal correspondéncia, dada a disparidade de principios entre a mecanica
quéntica e a mecanica cldssica (por exemplo, principio da superposicao).



satisfazem equagoes que sugerem as equacoes de Hamilton:

d 1 d

0 =—) o) =—{V(a) (1)
E para casos especiais (e.g., V linear) (V'(q)) = V'({(¢)), e portanto uma
genuina correspondéncia é estabelecida—de fato ({(q), (p)) sao solugdes de
um sistema cléssico.
Com o uso de estados coerentes tanto o resultado de Ehrenfest quanto o re-
sultado de Schrodinger sao generalizados: para observaveis “centrados”em
Vhpe Vhq, calculados em estados de minima incerteza obtemos solugoes
das equagoes de Hamilton, e portanto obtemos com (V'(q)) = V'({q)).
E ainda, provaremos (conforme provou antes Hepp [21]) que essa corres-
pondéncia permanece quando os observaveis sao evoluidos no tempo: ou
seja, como sugere Schrodinger, o pacote de onda nao se desfaz.

No capitulo estudamos as motivagoes e os conceitos algébricos necessarios
para a formulacao precisa dos axiomas de Haag-Kastler, bem como a sua for-
mulagao e o estudo da algebra CCR (e esta algebra serd a dlgebra em foco
neste trabalho, ji que ela pretende descrever sistemas bosonicos livres)—
inclusive a sua conformagao aos axiomas supracitados. Na se¢ao ({4]), impre-
cisamente nomeada Quantizacao, generalizamos os axiomas de Haag-Kastler,
seguindo Dimock [13], para espagos-tempos globalmente hiperbdlicos (esta
condicao é necessaria pois s6 nestes espagos sao garantidas solucoes globais
das equagoes classicas), a construcao da dlgebra CCR (j4 que devemos espe-
cificar detalhes relativisticos, que sao contidos na forma simplética que define
a forma de Weyl destas dlgebras) e a prova de que elas satisfazem os axiomas
generalizados.

No capitulo fazemos uma apresentacao superficial da geometria diferen-
cial, para fixar os conceitos e notagoes relevantes, bem como a apresentacao
da teoria das solugoes das equagbes de ondas (mais especificamente, a solugao
da equagao de Klein-Gordon) numa variedade Lorentziana.

Por fim, no capitulo definimos os estados coerentes em algebras CCR,
e provamos que esses estados coerentes satisfazem a principal propriedade de
estados coerentes, viz., que as incertezas da posicao e momento sao minimas.
Em (5.2) elaboramos mais sobre o limite semi-classico e o provamos, seguindo
[21], no caso mais simples.

No capitulo @ aplicamos os resultados ao espaco-tempo de de Sitter e pro-
vamos o teorema principal.



2 O Conteudo Algébrico



2.1 Conceitos Basicos

Antes de analisar as propriedades das algebras geradas pelas relacoes canonicas
de comutacao e de anti-comutacgao faremos uma breve introducao, mostrando
a motivacao fisica de tais relacoes e porque estudar suas algebras, introdu-
zindo a formulagao algébrica da fisica quantica, através dos axiomas de Haag-
Kastler.

2.1.1 Motivacao para as CCR e CAR

O que segue nesta se¢ao sao, em verdade, os primeiros passos que sao tradici-
onalmente tomados (pelo lado matemadtico) para a segunda quantizacao; sao,
entao, raciocinios bem conhecidos, de modo que os expressamos apenas para
motivar definicoes e resultados posteriores. Explicitamos também algumas
passagens que sao em geral omitidas dos livros.

Seja 77 o espaco que representa o sistema de uma particula. Para descre-
ver um sistema de duas particulas nao interagentes distinguiveisﬁ podemos
montar o espaco %5 da seguinte forma: % = J£ ® J71, e escrevemos um
elemento de %4 como ¥ = ¥; ® ¢2|Z|. Analogamente para um sistema de n
particulas: 77, = 74 ® ... ® J4.

Se o numero de particulas é variavel, podemos montar um espaco formado
pela soma direta dos 77, n=0,1,2,..., onde 54 = C.

Agora, o seguinte espaco é chamado de um espaco de Fock:

%:é%n %:C7

n=0

[l =Y " l[all* < 00, ¥ € He, Uy € S,
n=0

Elementos de % sao sequencias: #% 3 ¢ = (1, 1,12, ...). Com a norma
indicada, afirmamos que %% é um espaco de Banach. Que a soma acima de
fato define uma norma é elementar, entao, vou mostrar que %% é completo:
Considere a sequencia (¢'); C /4 uma sequencia de Cauchy: ¢! = (1§, 1, .. .),
Ve > 0, N > 0 tal que ||¢' —¢*|| < &, VI,k > N. Entao (como esses termos
sao positivos podemos elevar ao quadrado sem problemas),

It — ¥ 17 =D llwh — kP <e = [yl — vkl <e.

6Mais & frente aplicaremos operadores de (anti-)simetrizagao para o tratamento de
particulas nao interagentes idénticas.
70 produto interno em % X % é: (¢1 ® w27 ¢1 ® ¢2) = (’(/)1, ¢1)(¢27 ¢2)



Entao, (¢}); C 54, é uma sequencia de Cauchy, e como 4, é completo, (¥}),
converge, digamos, para ;. Tomamos, entao, como Ansatz para o possivel
vetor para o qual ¢! converge a seguinte sequéncia: ¢ = (¢, 1y, . ..), formada
pelos vy, tais que ¥} — 1. Basta mostrar que 1 € H#% e que Y' — 1.
Tome agora um [ suficientemente grande de tal forma que |[¢, — .|| seja
desprezavel, entdo, escrevemos ||1,|| da seguinte forma: ||1,| = ||vn + ¥}, —
YL < ln — L] + [[104]], e da forma que escolhemos [ (ato que sempre
podemos realizar) concluimos que ||¢,]|? < ||¢]|?, entdo, claramente, 1) €
Hr. B simples ver que 1! — 1, j& que 1 foi construido para que isso desse
certo. De fato, a norma da diferenca é a raiz da soma das diferencas de cada
termo de 1! e 1), e este converge aquele.

O espaco ¢ é também um espaco de Hilbert, cujo produto interno é definido
por

(W, 0) = > (tn, Gn)y U, b € S

n

Que esta expressao de fato define um produto interno é imediato.

Um exemplo de espaco de Fock, que é considerado frequentemente na mecanica
quantica, é aquele no qual 54 = L*(R®), nesse caso 4 2 ¢ = (x), x € R?,
e S 2 1Py = Py(x1,X3), etc.

Para encontrarmos as desejadas CCR e CAR (canonical commutation re-
lations e canonical anti-commutation relations, respectivamente) devemos
entender como operadores agem no espaco de Fock 7%, e entao considerar
dois subespacos de 7%, que sao construidos devido a consideracoes de in-
distinguibilidade entre particulas. Com isso, construiremos dois operadores,
um par em cada subespaco, que funcionarao como criadores e aniquiladores
de particulas.

Primeiro, definiremos os subespagos %Fi, os espacos de Fock simetrizados e
antisimetrizados, da seguinte forma: sejam os operadores I1* : 77, — %”nﬂ
que agem da seguinte forma:

1
Hi(iﬂl X ... ®wn) = m Zijg(l) & ... ®¢o(n),

onde o sao permutacoes de n indices, e €, é +1 se o for uma permutacao par
e —1 se o for uma permutacao impar, e €/ = 1. Esses operadores ainda tém
as seguintes propriedades: (I1*)? = II* e (I1F)* = [IF, e ainda para ¢ € 54,

8Mais precisamente, defino antes II* em um subconjunto denso de %, a saber, o
conjunto formado por combinagoes finitas de ¥ ® ... ® 9, que forma uma base de 5%,
(prova em [27]), e como IT* é limitado podemos estendé-lo para todo J7,.

6



[T < [[¥]] (prova em [14]).
Definimos, entao, os subespacos = de %, por .+ = [1*#,. Os espagos
de Fock simétrico e anti-simétrico S sdo:

n=0

Outros subespacos importantes sao os formados por sequencias de % e %”ﬁ
que tem seus elementos 1) com 1, # 0 apenas para uma quantidade finita de
n. Esses subespagos sao denotados por Dy e Da—L, e sao densos em % e iji.
De fato, para algum ¢ € %, 1 = (g, 1, . ..), tomo a sequencia (¢!); C Dy,
& = (Yo, Y1, ...,11,0,0,...). E facil ver que para todo £ podemos encontrar
um [ suficientemente grande tal que ||¢' — ¢|| < e. Analogamente para os
demais casos.

Agora, mostraremos como a partir de operadores definidos em subespacos
densos de 77, podemos definir operadores no espago de Fock (e isso implica
que um operador definido num espago de uma particula pode ser estendido
de forma natural para todo o espaco de Fock). Para isso, veremos como
construir operadores em um espaco que ¢ produto tensorial a partir de ope-
radores definidos nos espagos que formam o primeiro espaco. Quando ha dois
operadores, digamos, A e B densamente definidos, com dominios D4 e D BEL
em ¢ e 3. Definimos o operador A® B : Dy ® Dg — ) ® %, por:
V¢ (024 w €D A X D B

(A® B)(¢ @) = (A9) © (BY).

Notemos que Dy ® Dg é denso em 44 ® 3, e se A e B forem fechaveis,
entdo, A® Be A®1+1® B sao também fechaveis (prova em [27]). Com
essas defini¢oes e resultados podemos definir operadores em .77, a partir de
operadores definidos em 777, da seguinte forma: seja A um operadores auto-
adjunto, com dominio de essencial auto-adjuntabilidade D (i.e., A é em D
essencialmente auto-adjunto), definimos dI'(A) : D4 — S por

Dy={Y €Dy : wne®D, para cada n, }

k=1

AT(A)|pyrm, =AR1®---®1 +
+1RA®1®--®1 + - + 191®---®13 A

dI'(A) ¢é essencialmente auto-adjunto em D, (Teorema VIIL.33 de [27]).

9Para definicoes e elaboracdes sobre operadores nao-limitados (como, por exemplo, a
defini¢do de densamente definido ou de operadores fechédveis) vide Capitulo 39 de [4]
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Exemplo Tomemos A = 1. Nesse caso, D; = S, entao, D; = {¢ €
o @ U € I} = Dy, e, dado A, 3 =1 ® - R 1, temos:

dr(1)|Dm%¢:1¢1®'--®l¢n + o+ 1Y@ @ 1, = nab.

Ou seja, para ¢ € Dy, (dI'(1)v), = ny,. O operador dI'(1) é chamado de
operador numero de particulas N. E imediato que N é um operador positivo,
e, portanto, podemos definir v N (e v/N + 1) ([28]). Se estendermos N para
todo 7% é simples ver que se deve exigir o dominio:

Dy ={¢ €A : Y n*|[tnl® < oo}.

Antes de definir os operadores de criacao e aniquilacao definimos operadores
auxiliares b(f) e b*(f), em Dy, para cada f € 74 da seguinte forma:

b(f)do =0, b*(f)o =1,

bl @ - @y,) = \/ﬁ(ﬂ%)(%@)'“@d}n),
V(Y @ @Yy) =vVn+1{f @Y1 @ @ Yy).

Lembrando da desigualdade de Cauchy-Schwarz |(f, 1) < || f]|||¢1]], calcu-

tamos que [[b(f)]] < 02| F9]], e I (el = (n+ D26 Entio
podemos estender b(f) e b*(f) para J%.

Note ainda que b*(f) é o adjunto de b(f), pois, chamando ) = f; ® --- ® f,,
ep=0g ®- X g, calculamos:

(@, 0(F)) =D (f )+ D) (1@ R gn, o @ ® far1)

=N+ D) f @0 ® @ g L@ @ farn),

onde as somas acima sao finitas. Impondo a igualdade dessa soma com
(b (f)o, ) = > ((0*(f)d)k, k), e lembrando que Dy é denso em %, con-
cluimos que esse b*(f) é idéntico ao operador definido mais acima.

Os operadores de aniquilacdo e criacio sao: ax(f) = IIFb(f) e a’(f) =

I50*(f). E aX(f) é o adjunto de aL(f), pois, para ¢, ¢ € Dy, ax(f) e a’i(f)
agem em I e IIT¢. Entdo:

(IT ¢, TEB(f)IT* ) = (ITFITT 6, b(f)IT* ) = (b"(/ ¢, ITH4p) =
= (IT°0" (/)T TT¥4)).



E também valem as relagdes, para ¢ € 5, |lax(f)v|| < n2||f|||v] e
lax(f) ] < (m+ DY2||fIlv]l. A primeira relacdo segue imediatamente do
que foi mostrado para b(f), a segunda é confirmada pelo seguinte calculo:

lai (£l = [T (| < 0" (Nl = (n+ 1Vl

Sao esses operadores que em %’f satisfazem as relagoes canonicas de co-
mutacgao e de anti-comutacao, que sao as seguintes:

a4 (f); ar(9)] = [al(f), a%(g)] = O,

[a(f),a’(9)] = (f.9)L,
{a_(f),a—(g9)} ={a’(f),a(9)} =0,
{a—(f),a"(9)} = (f,9)1,
onde, [A,B]| = AB — BAe {A, B} = AB+ BA.
Para prova-las usaremos seguintes formas mais explicitas para a4 (f) e af(f)

[14): para ¢ ® -+ @, em 4, [IT(; @ - - @ 1,), que estd em S, é um
elemento tipico no qual ax(f) e af(f) agem,

al (I (W @ @¢n) = Vi + I (f @1 ® - @ 1y)

ar (NI () @ @) = % Z(il)jﬂ(f, PITE(h ®@ -+ @y ® -+ @1by),
=1

onde o circunflexo em 9); indica sua omissao no produto. Delas verificamos:

ax(f)at(@I* (1 @ -+ @ 1hy) = Vn+ Lax ()T (g @ @ - - @ Uy,)

j=1
Por outro lado:
ai(g)ai(f)ﬂi(qﬁl ® @) =

~

- %ayg) S ) LT @@y 0 0) =

=) FE) T )IE (@ @ @y @ - @ ).

J=1



Comparando esses dois resultados concluimos as relagoes canonicas.

A interpretacao fisica dos operadores a4 (f) e ai(f) é que quando eles atuam
num estado com n particulas o primeiro o transforma num estado de n — 1
particulas, destruindo uma particula no estado f, enquanto o segundo o
transforma num estado de n + 1 particulas, criando uma particula no estado
f. Essa interpretagao se sugere da prépria agao que a+(f) e a’L(f) tém sobre
estados de n particulas.

Seja 2 = (1,0,0,...) € #7 o vacuo, aplicando a’ (f) é criada uma particula
no estado f: ¥4 (f) = a’(f)Q. Aplicando sucessivamente:

Vi froooe o fo) =a(f1) @ @ (f)Q=ai(fi) @ @ al(foo1)T [y

= V2L (f1) @ @ A fu )T (fas @ fo) = ... = Vol (fy @ -~ ® ).

E ainda: se {fx} é uma base ortonormal de .7 conjuntos da forma {f;®---®
fn}, para todo n, formam um conjunto denso em #% quando sao percorridos
por subconjuntos finitos de { fi}. Ou seja, aplicando o operador de criagao no
vécuo obtemos uma base de 77+ (e podemos através de combinagoes lineares
construir qualquer estado de %i) De fato, isso foi tomado como um axioma
por Wightman, mas no contexto dos axiomas de Wightman nao ¢é exigido que
o espaco de Hilbert seja um espaco de Fock (portanto, a interpretagao é a
mesma que a dada aqui somente para o caso em que o espaco de Hilbert é
um espago de Fock).

Exemplos [14] Para duas particulas distinguiveis nao-interagentes sem
spin sabemos que o hamiltoniano é H = —A;/2m; — Ay /2ms, que age sobre
P(x1,Xs2), X1, Xy € R,

Usando as defini¢oes dadas durante essa secao dirfamos que o estado v per-
tence & L?(R3) ® L*(R?) ~ L?*(R®), e o hamiltoniano é dado por

H=H &®1+1® H,,
onde H; = —A/2m,;, i = 1,2. Entao,

—1 —1 —1 —1
H=—A14+1 —A=—A;+—A,.
2m1 ng le 2m2

Para n bdsons ou férmions nao interagentes o espago que contém os estados

7

puros €
IFL2R* ® --- ® L*(R?*) ~ ITL*(R*™).
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Ou seja, os estados sdo representados por funcoes ¥y (xy, ..., %, ), Xx € R®.
E o hamiltoniano é (sabendo que H = —A/2m), em D,,

"1
dF(H):H®]1®~~-®1+-~~+1®--~®H:Z%Ai.
i=1

2.1.2 O ponto de vista algébrico e a teoria de observaveis locais

Definigoes Uma dlgebra complexa o/ é um espago vetorial sobre os com-
plexos com um produto . : &/ X &/ — o, distributivo em relacdo a soma e
a multiplicacao por escalares—e como de costume omitimos o ponto: a.b =
ab € o/, Ya,b € WE Uma *-dlgebra é uma dlgebra na qual existe uma
bijecao &/ 3 a — a* € & que satisfaz:

(a*)* =a, (ab)* =b*a*, (aa+Pb)* =aa*+pb*, Va,be o, Va,B € C.

Uma C*dlgebra é uma *-4lgebra com uma norma completa 1| i.e., ||| : & —
R, tal que
lall =0, e, fla =0 a=0
la+ bl < lall +11oll, [labll < l[alllloll,  llaall = lalflal],
tal que
la*all = [la]*

Um *-morfismo entre duas *-dlgebras o7, e .o/3 é uma aplicacao w : & — o
que satisfaz:
m(aa +b) = an(a) + w(b),
m(ab) = m(a)m(b),
m(a*) = m(a)".

Uma representacao de uma algebra C* &/ em um espaco de Hilbert 57 ¢é o
par (J,7), onde 7 : &/ — B() é um *-morfismo entre o7 e B(.), onde
B(s#) ¢ o conjunto dos operadores lineares limitados de 7.

Dizemos que duas representacoes (77, ), (3, ¢) sdo equivalentes se existe
um operador unitdrio U : 74 — 74 tal que Urn(a) = ¢(a)U, Va € <.

10 Assumimos por todo o texto que o produto é associativo.
110u seja, toda sequéncia de Cauchy é uma sequéncia convergente.
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Um *-isomorfismo entre duas algebras é um *-morfismo bijetor. Portanto,
se m ¢ um *-isomorfismo entre duas algebras entao kerm = {0} (pela line-
aridade de m). Uma representacio de o7 em . é fiel se o *-morfismo for
um *-isomorfismo. Uma representacao fiel preserva a norma: ||7(a)|l = ||a||.
(Proposigao 2.3.3 de [9]).

Um conjunto B de operadores limitados em % é (algebricamente)™| irre-
dutivel se os unicos subespagos de 7 invarianteﬂ por B é {0} e . Posso
falar também em representagoes (algebricamente) irredutiveis: uma repre-
sentacao m de & em ¢ é irredutivel se os Uinicos subespacos de 77 invari-
antes por (<) forem {0} e JZ.

Uma algebra o7 é primitiva se ela possuir uma representacao irredutivel e fiel.

Rede de Algebras e Estrutura Quasi-Local A partir de uma rede de
algebras {47 };cr construimos uma algebra o7, e se essas dlgebras formarem
uma certa estrutura, chamamos &/ de uma algebra quasi-local. Para definir
algebras quasi-locais antes devemos definir uma relagao de ortogonalidade no
conjunto ordenado e dirigiddﬂ de indices I, da seguinte forma: I possui uma
ortogonalidade se ha uma relacao L em I que satisfaz:

(i)i € I = 35 € I tal que iLj;

(i) i < j e jLk, entdo, iLk;

(iii) iLj e iLk, entdo, Im € I tal que ilm e m > j, k.

Exemplos Um exemplo importante para aplicacoes na mecanica estatistica
¢ aquele no qual I consiste de conjuntos limitados e abertos em R™, ordenados
por inclusao, e a relacao de ortogonalidade é: ilj < i N j = 0. As duas pri-
meiras relagoes sao faceis de serem verificadas, para a relacao (iii) basta notar
que podemos tomar m = jUk, entdao, iNm =iN(jUk) = (iNj)U(iNk) =0
em Dy, k.

O exemplo de interesse para a formulacao algébrica da teoria quantica de
campos ¢ o exemplo no qual I consiste de conjuntos abertos limitados no
espago de Minkowski (i.e., regides finitas do 4-dimensional espago-tempo),

124 também o conceito de topologicamente irredutivel, no qual é inserido a condicao dos
subespagos invariantes serem fechados; mas segundo [9] para dlgebras C* irredutibilidade
algébrica e topolégica se implicam.

13Um subespaco B C A é invariante por um operador P (ou conjunto de operadores) se
PB C B.

40u seja, Va,b € I, Ic tal que ¢ > a e ¢ > b.
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ordenados por inclusao, com a relagao ilj < 7 e j sao separados espaci-
almente (i.e., se para x € i e y € j temos (z—y)? < 0) [F] Essa relagio
claramente satisfaz as condicoes de ortogonalidade, sendo que mais uma vez
podemos tomar, para o item (iii), m = j U k.

Definigao de algebra quasi-local Dada umarede de C*-algebras {47 }icr,
com o conjunto de indices I possuidor de uma relagao de ortogonalidade, uma
algebra quasi-local é uma C*-dlgebra &7 se:

(1)i>j= D ;

(2) As algebras o7 possuem uma identidade 1 em comum;

(3) iLj < [, ) = O

(4) o =, .

Observagoes: No item (4) é exigido que o7 seja o fecho da unido, pois a
uniao claramente gera uma *-dlgebra, e com o fecho temos uma C*-4lgebra.
Podemos ainda incluir o caso em que os elementos de 7 anticomutam, mo-
dificando a condigao (3) para: existe um automorfismo o, tal que 02 = 1 e
o(;) = o, e vale que: [, If]| = [, | = {?, o/} = 0 sempre que
tlj. Onde #Z° e &Z° sao as partes pares e impares de o7. A defini¢ao de
partes pares e impares de .7, vem da seguinte observacao: dado um auto-
morfismo ¢ de uma algebra &7 tal que 02 = 1 podemos decompor a € &7 em
a=a"+a", comat = (1/2)(a £ o(a)), a™ = a® e a= = a°. As relagoes
candnicas de anti-comutagao sao recuperadas quando o(a) = —a, pois, nesse
caso a® = a e a® = 0. Apesar dessa inclusao de casos de dlgebras com elemen-
tos que anti-comutam, Haag observa em [I7] que no contexto da formulagao
algébrica da teoria quantica a imposicao de comutacao das algebras quando
as regioes sao espacialmente separadas é mais um reflexo da estrutura causal
do espaco-tempo do que um reflexo da estatistica de Bose. De fato, nessa
formulacao a relacao entre uma regiao do espago-tempo com uma algebra
determina os observaveis de um sistema.

Axiomas de Haag-Kastler Com essas definicoes os axiomas de Haag-
Kastler [18] s@o reescritos da seguinte forma: ha uma correspondéncia entre

15Para a formulagao (de J. Dimock [I3]) mais geral no contexto da relatividade geral
substitui-se o espago de Minkowski pela variedade lorentziana (.#, g), orientada temporal-
mente, com a ortogonalidade sendo ainda se duas regioes finitas i e j de .# sio separadas
espacialmente (i.e., ndo hd uma curva causal (ou seja, uma curva cujos vetores tangentes
nao sdo tipo-tempo nem nulo) que una pontos de i e j)
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regioes e algebras:

O — (0), (2)

tal que:

(1) As regides para as quais a relagao ¢ definida correspondem a conjun-
tos abertos com fecho compacto num espago de Minkowski. A colecao dessas
regioes forma um conjunto de indices com a ortogonalidade O; 105 < Oy e
O, sao separados espacialmente. As dlgebras {7 (0O)} obedecem & estrutura

que defina uma algebra quasi-local e, portanto, definem uma algebra quasi-
local <.

(2) O grupo nao homogéneo de Lorent 771 ¢é representado por automor-
fismos em & tais que, para Pl 3 g = (A, a), a,(/(0)) = o (gO), onde
gO={Ax +a, €O}

(8) o/ é primitivo.

2.1.3 Estados

Nesta secao faremos um pequeno estudo do conceito de estado (e, apesar de
nao ser o foco da se¢do, mencionarei observaveis).

Antes de definir estado no contexto da formulagao algébrica da fisica quantica
descreveremos brevemente a teoria geral dos estados e observaveis, tal como
se encontra no capitulo 1 de Araki [I]. Essa descri¢ao se nao é importante
para nés, € ao menos interessante, permitindo-nos preencher um pouco mais
a (possivel) lacuna que separa o mundo real observado através dos seus
fenomenos e sua expressao matematica.

Ao realizar um experimento podemos abstrair do processo todo duas partes
importantes (sabendo que existem outras), a saber, o objeto que serd medido
e o instrumento usado na medicao. A medicao é a interacao entre essas duas
partes. Denotemos os objetos medidos por aq, as, etc., e os instrumentos por
Q1,Q2, etc. A interacdo deve gerar numeros reais p,q, etc. Por exemplo,
podemos medir o usando () e obter q.

No entanto, é sabido que ao se realizar outras medidas em « usando @ (ou
seus equivalentes) podemos obter outros resultados. Seja N o ntmero de
medidas realizadas, e dentro dessas medidas seja n, a quantidade de vezes

16Tomamos ”Pi que é o grupo de Poincaré proéprio ortécrono, cujos elementos tém de-
terminante igual a um e AJ > 1.
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que obtemos ¢. Entao, a probabilidade de se medir ¢ em « usando @) é
wd(q) = (ng/N).

Essa funcao claramente obedece as condigoes usuais para distribuicoes de
probabilidades. Os estados de um sistema sao os elementos do conjunto X
das classes de equivaléncia [a], com a equivaléncia oy ~ o & wf (q) =
wé (q), YQ,Vq.

Definimos também a equivaléncia entre dois instrumentos quando )7 ~
Q: & w%(q) = w?(q), Va,Vq. A colecio de todas as classes de equi-
valéncia entre instrumentos é o conjunto &7, cujos elementos chamamos de
observdveis.

H& ainda uma forma mais 1til de caracterizar estados, a partir dos valores
esperados de um observavel (). O valor esperado de um observavel () num
estado a é o numero a(Q)) dado por

a(@Q) = qui(q).

lim
N—o0

E a colecao dos valores esperados para todos os () contém a mesma in-
formacdo que o conjunto das probabilidades w%(q), de tal forma que pode-
mos considerar a(Q)) como o objeto caracterizador dos estados.

Agora, para passar para uma estrutura matematica mais concreta: dizemos
que os observaveis podem ser representados por elementos de uma C*-algebra
o/ e os estados podem ser representados por funcionais em 7 lineares positi-
vos normalizados, i.e., ¥ : & — C tais que ¥(aa+0b) = a)(a) +1(b),Va,b €
o/ Na € C, ¢¥(a*a) > 0 e ||¢]| = sup{¥»(a*a), ||a|| = 1} = 1. Na proposicao
2.3.11 de [9] é garantido que % ¢é continuo (e, portanto, existe a norma) ape-
nas garantindo que ele seja linear e positivo.

Note que isso se reduz a usual formulacao da mecanica quantica se tomarmos

2/ como sendo o conjunto dos operadores lineares auto-adjuntos num espaco
de Hilbert 57 e

V(A) = (¢, Ady). (3)
Estados assim sao chamados de estados vetoriais. Em verdade: é sempre

possivel, dado um estado v, escreve-lo na forma de forma tnica, gragas
a constru¢do GNS (Gelfand-Naimark-Segal).

Antes de apresentar o teorema que enuncia precisamente e garante a cons-
trucao GNS vejamos alguns fatos sobre estados. Primeiro, a desigualdade de
Cauchy-Schwarz:

[W(@D)* < ¥(a"a)y(b'D). (4)
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Tomando ¢ = za — b, z € C, a,b € o/, entao,
0 <(c'c) =9Y(Zza*a —Za™b — zb*a + b*b) =

= |z[*d(a’a) — ZY(a"b) — 2 (b"a) + P(b7D).
Para ver as formas das condi¢oes para que isso se satisfaca tomemos z = z; +
iz2, 21,22 € R, entdo o termo do meio é simplesmente —izo(¢(b*a) — 1 (a*b)),
e para que a desigualdade valha devemos ter, no minimo, que (¢ (b*a) —

¥(a*b)) ¢ R, e, portanto, 1(b*a) = 1 (a*b). Entao,
|z[*(a*a) — 2R (210 (a*b)) + 1 (b*b) > 0.

Agora, para achar outra condigdo tomamos —supondo que 1 (a*b) # 0—

z = 1(b*b) /1 (a*b). Portanto,

o DB < Bt
wlata) T — ) 2 0= [0(a'h)] < v(@a)u(D)

Durante a prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz descobrimos o fato geral

P(a’h) = (b a),

que também ¢ importante. Tomando b = 1 obtemos ainda ¥(a*) = ¥ (a).
Substituindo b = 1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz: |¢(a)* < ¥(a*a)||].

Faremos uma breve pausa no fluxo do texto para introduzir um conceito
crucial na teoria das C*-algebras, viz., o conceito de elementos positivos de
uma C*-dlgebra, provando alguns resultados ligados a essa ideia.

Seja a C*-dlgebra «7. a € &/ é um elemento positivo de o/ se a for auto-
adjuntd’] e se o(a) € R[] O conjunto dos elementos positivos de & ¢
denotado por /. Agora, em uma de suas formas o teorema espectral diz
que se a € &/ é auto-adjunto e f € C(o(a))—onde C(A) é o conjunto das
fungoes continuas em A—entao, o(f(a)) = {f(t) : t € o(a)}. Temos o
seguinte resultado:

fla) e T & f(t) >0, Vt € o(a).

Pois, se f(a) € & entao o(f(a)) C R, mas o(f(a)) = {f(t) : t € o(a)},
entdo, {f(t) : t € o(a)} € R*, ou seja, f(t) > 0, V¢t € o(a). Por outro
lado, se f(t) > 0, Vt € o(a) significa que RT D {f(t) : t € o(a)} = o(f(a)),

Tsto é, se a* = a.
18Um nimero complexo A esta no resolvente de a, r(a), se (A\1-a) for inversivel. Se A
nao esta no resolvente de a entdo A esta no espectro de a, o(a).
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portanto, f(a) € &/™.
Tomando f € C(o(a)), f(t) = |la]| £t, paraa € &/T. f(t) > 0 parat € o(a),
entdo, f(a) =||a||l +a € 7.
Um fato importante sobre elementos positivos é que eles podem ser escritos
da forma

a€ A & a=">b", paraalgumbc . (5)

Por ora nao provarei isso, mas assumindo sua validade tomemos para a € &/
o elemento ¢ = (a1/2b)*a1/2b que pertence a &/ pois ele é da forma ().
Mas, ¢ = b*ab. Resumindo, a € &1, b € & = b*ab € &/*. Note também
que implica que ¥(a) > 0, Va € &/ 7.

Com esses resultados em maos farei uma conta que sera importante na prova
do teorema da construgao GNS: ||a]|?*1 — a*a = ||a*al|]1l — a*a € &/, entdo,
b*(|lal|*1 — a*a)b € &/*. Portanto,

0 < ¢(b*(lall*1 — a”a)b) = [lal[*e(b"b) — 3 (b"a”ab)

L p(bratab) < |ale(b*D).

Provemos, agora, o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja v um estado sobre a C*-dlgebra <f , entao existem: um
espago de Hilbert J;,, uma representacio m, de &/ em J€, (i.e., um *-
morfismo entre of e B(;)) e um vetor unitdrio Qy € ), que satisfazem:
(1)Vae o, ¥(a) = (Qy, my(a)y);

(2) my( )y = {my(a)y : a € I} € denso em H.

E tal que o terno (A, my,Sy) € tnico, a nao ser por uma equivaléncia
unitdria.

Observagoes: A ultima proposicao do teorema significa o seguinte: se exis-
tir outro terno (7, my, (2,) que satisfaz (1) e (2), entdo existe uma aplicagao
unitdria U : 7, — J; tal que

Ury(a) = my(a)U, Ya € o, e Uy = Q.

Essa construcao nos garante uma conexao mais clara com a interpretagao pro-
babilistica da fisica quantica (que é melhor enxergada em estados na forma ve-
torial), enquanto ainda preserva as vantagens da formulagao algébrica, como,

YUsei o fato de que se a € &/ entdo existe um a'/? € o7 tal que a = (a'/?)?
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por exemplo, a independéncia da formulacao a um espaco de Hilbert em par-
ticular.

Demonstracao. A prova sera dividida em quatro partes: na primeira parte
construiremos o espago de Hilbert J7,, a partir de /, usando ¥ na de-
finicao do produto interno. Na segunda parte construimos o my;. Na terceira

parte definimos o €1, e na quarta parte mostramos a unicidade do terno
(%7 Taps Qw)-

(i) Seja Ly = {a € & : (a*a) = 0}. Primeiro, considere L) = {a €
o Pla*h) = 0,Yb € o}, Notef que como Y(a*b) = (b*a), Ly, é igual &
{ae o : Y(b*a) =0,Vb € &}. E claro que L, C Ly.

Mas, a € Ly = a € L, pois, para a € Ly, |[¢(ab*)]* < ¥(a*a)y(b*h) = 0 =
Y(ab*) = 0. Entdo, Ly C L. Portanto, Ly = Ly

E além disso L, é um subespaco linear de & e é um ideal esquerdo, ou
seja, se | € Ly e a € &/ implica em al € L. Pois, sejal € Ly e a € o,
entdo, ¥ ((al)*db) = Y(I*a*b) = 0, Vb € &/ = al € Ly. A prova de que
L, é um subespaco de o/ é elementar: sejam [y,l; € &/ e a € C, entao,
Y((ady +1)*a) =ay(lfa) +Y(l5a) = 0= al; + 1y € Ly.

Considere agora o conjunto Dy = 4/ /L,, formado pelas classes de equi-
valéncia definidas pela equivaléncia ¢ ~ ¢’ < a —a € Ly. O elemento
neutro de D, é o Ly inteiro. Com as seguintes operacoes D, ¢ um espago
vetorial: [a] + [b] = [a + ] e ala] = [aal.

Seja a operagao (,) : Dy x Dy, — C dada por ([a], [b]) = 1(a*b). Antes de
tudo é preciso mostrar que essa operacao nao depende do representante a da
classe de equivaléncia [a]. Ou seja, devemos mostrar que se a ~ a’ e b ~ b/
entao ¥ (a™t') = 1(a*b). Mas,

a~a &3l €Lytalquel =a—d .d =a+l.
Da mesma forma para b ~ 0/, b’ = b+ l5. Entao,
v((a+0)"(b+12)) =v((a” + 15)(b+12))

= ¥(a’) + ¥(a’ly) + ¥ (I1b) + ¢ (lil2) = ¥ (a’b).

Entao (,) esta bem definido. Vou chamar os elementos de Dy, por [a] = &,,
[b] = §b7 ete.
Agora, (,) é um produto interno em D, pois, (£,,&,) = ¥(a*a) > 0 e
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Y(a*a) = 0 & a € Ly, ou seja, se e somente se &, = 0, e (§,,&) = ¥(a*b) =
Y(bra) = (&,&,) . E por ultimo,

(€, @8y + &) = (§as abre) = Y(a"(ab + ¢)) = aip(a’d) + ¥(a’c) =
= (8a; &) + (&as &)

Entao D, ¢ um espaco pre-Hilbert, e basta completd-lo para obtermos o
espaco de Hilbert JZ,.

O procedimento de completacao de um espago pre-Hilbert é algo que ja deve
ser assumido como conhecido, mas mostraremos aqui esse procedimento, se-
guindo a estrutura que se encontra em [38]. O espago 7, sera aquele formado
por classes de equivaléncias das sequéncias de Cauchy em D,;. De forma mais
precisa: Sejam &, = {&'}, e & = {&'}n duas sequéncias de Cauchy. Define-se
a relagao de equivaléncia &, ~ &, < lim, o |7 —&'|| = 0. De fato isso é uma
relagao de equivaléncia: &, ~ & < lim, o [|€F — )] = 0 = lim,, o0 ||€) —
€0 € ~ a3 se €~ E € & ~ £ 5 i [[€0 — €] =0 e lim & — €7 =0,
entéio, lim [|€7 — €7 < lim([l€2 — &7l + €7 — €2)) = 0 Entéo, &, ~ &. Que
Ea ~ &, ¢ elementar.

O conjunto formado por tais classes de equivaléncia serd chamado de J73,. A
soma e multiplicacao por escalares sao definidos da forma usual, e como soma
e multiplicagao por escalares de sequéncias de Cauchy sao ainda sequéncias
de Cauchy, esta tudo bem definido. Chamemos os elementos de .77, [£4], [&)
de &, &, etc. Agora, define-se o produto interno em 7 por

(60 &) = lim (€2,€) (6)

Antes de tudo é preciso mostrar que essa operacao estd bem definida, ou
seja, que ela nao depende do particular representante das classes &,, etc.
Seja, entao, &, ~ &, e &, ~ &, entao:

|(£(/1n7 ll7n) - (Egvgl?)‘ = ’(gleL, I/)n) - (52751?) + (5;717517)1) - (é(/znafl?)‘
< 1€ ME" = &I+ I g — & —o.
m /n) —

Onde foi usado a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Entao, lim(&, &
lim(£7,&7). Para mostrar que o limite de () existe basta fazer uma conta
similar a conta acima, mas desenvolvendo [(£, &) — (&7, &")|, mostrando que
{(&8, &) tnen C C é uma sequéncia de Cauchy em C e, portanto, converge.
Que @ define um produto interno em J%, é elementarm

20Em alguns espacos pre-Hilbert pode haver o caso em que ||z|| = 0 para x # 0, e nesse
caso toma-se como o espaco de Hilbert o conjunto J# /N, onde N = {z € 2 : (x,z) = 0},
no entanto, no presente caso néo é preciso fazer isso, pois L, é fechado (e isso se verifica
facilmente tendo em mente a continuidade de ), entéo, se im & = 0 € Ly, significa que
{&8'} C Ly, ou seja, ¢ a sequéncia formada por elementos neutros de D,.
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Basta agora mostrar que 77, é completo. Sejam sequéncias de Cauchy em
Hy, & = {&F}, tal que para ny > 0 se tenha

1
k k

Isso pode ser sempre feito pois {£¥} é de Cauchy.

Para mostrar que 7%, é completo temos que mostrar que {£¥} converge & um
elemento de J7, digamos, [{¢} .&2,, ..., & ...} (nota: [X] sempre denota
a classe de equivaléncia que contém X). Para isso, sejam

A8 =& &, 6 k=12,

Entdo, sabendo ainda que [|§, — & || = limy, o [|€F — &5 || < 1/k e que
€01 = N1€m I

1€k —&rm | =11€k =& | = 1€F 4+ & — & — & + &n — &nll
1
<&k =&l + 1162, = &nll + 1€ — &mll < + + 1€k — &mll-

Portanto, {&} ,...,&% ...} C Dy é uma sequéncia de Cauchy Seja

Ng?

Ay 3 €= Enpr 3

Por fim, devemos mostrar que J; > &, — £ € £, completando a prova de
que %, é completo. Entao:

_ _ _ 1
1€ = &ll < M1€ = &, Il + 115, — &Il < ll€ =&, 1l + T
Mas,

€ — &, = lim llgr, — €8, = lim [1€7, — & + & + & — & + €5 |

< lim — ! + — ! + hm 1€, — Ekll-
pooop  k

Portanto, limy . [|€ — &% || = 0. Entao, limy_. || — & = 0.

Além disso podemos construir uma isometria e isomorfismo entre Dy, e 77,

de tal forma que podemos falar da densidade de D, em .7, (e ha aqui e

doravante um abuso de linguagem). Para isso considero a aplicacdo Dy 3
= {&,&as -, & ...} € H. Claramente isso é uma isometria e um

isomorfismo, e seja Dy, C ¢, o conjunto formado por tais classes de equi-

valéncia de sequéncias constantes, vou mostrar que D, ¢é denso em J7.
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Seja & = [{¢',&%,...}] € J#, uma classe de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy {€"),. Sein {6} = ({65, €5 }]} C D, C ;, entio,
1€ = &l = limp oo [|€" — &kl < €, jd que {{"},, € de Cauchy.

(7) Agora definimos a representagio m, de & em 7, e para isso devemos
definir uma representacao m, de &/ em Dy, que é denso em 77, e mostrar
que ¢ linear e continuo, de tal forma que podemos estendé-la & um operador

linear e continuo em %
Seja my, : @/ — B(D,,) dada por:

(@) = &, Va,b e .

Essa é uma boa defini¢ao, pois nao depende do representante b da classe &,.
De fato, seja ! =b+1, l € Ly

Ww(a)fb’ = ﬂ-ﬁ’(a)gb-l-l - gab—s—al‘

Como al € Ly, &, é o elemento neutro de D,. Portanto, my(a)y = & =
mp(a)&y. Além disso my(a) é linear:

Ty (a)(ay + &) = my(@)Sabte = Saabre = amyp(a)ép + myp(a)ée.
E por fim 7y (a) é limitado (e, portanto, continuo):
17y ()bl = (€abs a) = W (b"a"ab) < |lal[*(b*b) = [lal|*|[b]*.

Basta mostrar agora que my(a) é um *-homomorfismo. Seja & € Dy e
ai, Qs € o

7T¢(a1)7r7/1(a2)€b = Ww(al)gmb = famzb = 7"-7/)(ala2)$b-
Portanto, my(a1)my(a2) = my(araz). E também, para &,, &, & € Dy:
(my (@), &) = (€av, &) = Y((ab)"c) = P(b™(a"¢)) = (&, Care) = (&b, T (a™)Ee)-

E como D, é denso em 7, m,(a*) = (my(a))*.

(717) Nesta terceira parte definimos o vetor €, de 77,, completando a cons-
trucao do terno desejado. Basta apenas tomar:

Ql/J = gl-

E, de fato:
(Qy, my(a)Qp) = (1,6) = ¥(17a) = ¢P(a).
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E ainda:
Ww(%)ng{ﬂ'w(a,)gw : ae%’}:{fa : &E%}:qu,
que é denso em 7.

(7v) Finalmente, a unicidade (a ndo ser por equivaléncia unitdria) desses
objetos. Suponha que hajam outros (%”w’ , 7T;/), Qip) que satisfacam as proprie-
dades desejadas. Tome U : Dy, — D;, como:

Uy (a)Qy = m,8,.
Entao, U é linear, pois:
Ulamy(a1)8y + my(az)Qy) = U(my(aar + az)$dy)
=y (aay + ag)Qy = amy(a1), + 7y (a)y,.

E ainda:
(Umy(a1)Qy, Umy(az)y) = (m,(a1), my (az)$2,)
= (€05 &a,) = ¥(ajaz) = (my(a1)Qy, my(az)dy).
Ou seja, U é uma isometria linear do subespaco (/)2 no subespaco

™, (< )S2,,, ou seja, seu fecho (chamado também de U) é um operador unitério
de £y em J. E ainda:

Umy(ar)my(a)Qy = Umy(aa2)$dy = ﬂ-;}(a/lCLQ)Q,/w

= my(ar)(my(a2)S2y) = my(a)Umy(az)2y.

Ou seja,
Uny(a) = my(a)U.
E também:
Isso completa a prova do teorema. O

2.2 Propriedades das CAR e CCR e suas algebras

Nessa secao analisaremos os operadores de aniquilagao e criacao sem que
eles estejam necessariamente num espaco de Fock, descobrindo algumas de
suas propriedades. E além disso abstrairemos desses operadores —ja defi-
nidos em espacos de Hilbert nao necessariamente de Fock— suas esséncias
algébricas: definiremos dlgebras cujas representacoes fiéis sao os operadores
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que agem em um espago de Hilbert, isto é, tomaremos as relagoes canonicas
de (anti)comutac¢ao como uma propriedade essencial de uma &lgebra e vere-
mos algumas das suas propriedades.

Aqui os a_(f) de ay(f) serao separados mais nitidamente, de modo que
em cada subsecao omitirei os indices. E preciso fazer essa separacao pois,
como veremos, os operadores a4 (f) e a’.(f) nao sao limitados, enquanto seus
homologos antissimétricos sao limitados. Para evitar os problemas que ope-
radores nao limitados trazem construiremos operador ®(f) auto-adjunto, a
partir do qual a,(f) e a’.(f) podem ser recuperados, e considerar uma fungao
de ®(f) que fornecem operadores limitados, a partir dos quais obtemos as
relagoes canodnicas de comutacao em outra forma, a saber, a forma de Weyl.

2.2.1 CAR e suas algebras

Uma C*-dlgebra CAR é uma C*-dlgebra o7 () gerada por 1 e a(f), f €
A, A é um espaco de Hilbert, tal que: (i) f — a(f) é antilinear; (i)
{a(f),alg)} =0, Vf,g € A e (iti) {a(f),a*(9)} = (f,9)1.

Propriedades (de [10]):
(1) Essa édlgebra é tinica a nao ser por um *-isomorfismo (i.e., se ha duas
algebras o7 (), e o (A)y CAR, entdo existe um tnico *-isomorfismo « :
A ()1 — A (H)s, 1al que a(ar(f)) = as(f).
(2) la(HI = AN, ¥f € 2
(3) o () é separavel < JH é separdvel;
(4) o/ () é simples;
(5) Se U e V sao operadores limitados em % e U linear e V' antilinear, tais
que

VU+UV =UV"+VU" =0,

UU+V*V = UU* + VV* =1,

Entao, existe um tnico *-automorfismo v em o7 (J¢) tal que:
V(a(f)) = aUf) +a*(Vf),
v alf) = a(Uf) +a* (V" f).

Provaremos apenas as propriedades (2) e (3): Para provar (2) basta multi-

plicar a(f)a*(f)+a*(f)a(f) = || f||* por a*(f)a(f). O primeiro termo é zero,
pois a(f)a(f) = 0, entao,

a*(fa(f)a*(fla(f) = a*(Hal))If]*

23



Tomando a norma disso, e lembrando da propriedade das C*-dlgebras:
la*(Ha(Hll = la(HI,
obtemos [la(f)|* = [[f[IPla(/)II* . la(H)] =[£I

Para o item (3): se . é separdvel ha um conjunto {f,}ner, I contével,
que é denso em 57, ou seja, todo elemento de 5 é aproximado por com-
binagoes de f,, e como a(f) é antilinear (de tal forma que posso fazer
a(fa)—a(f) = a(fu—1)) e [a()]| = I£]}, a() aproxima todo elemento a( f)
de &/ (), i.e., o (H) tem um conjunto contavel {a(fy,)}ner que é denso em
(). A volta é anéloga.

Teorema 2.2 (Estrutura quasi-local da algebra CAR, [10]). Seja &7 () a
C*-dlgebra CAR sobre 7, um espaco de Hilbert separdvel. Seja T uma rede
de subespacos nao vazios de F, ordenados por inclusdao, tal que:

(1) M € Z= 3N €T tal que MLN;

(2) MALN e M1 K = 3L € T tal que MLL e NJK C L;

(3) H =Upjer M.

Seja também of (M) C of (H) uma sub C*-dlgebra gerada por {a(f) : f €
M}, M € I. Entao, (A (H),{ (M)}nez) € uma dlgebra quasi-local com
o(alF)) = —a( /)P

Nao provaremos este teorema (a prova pode ser encontrada em [10]) ja
que as algebras CAR nao serao o foco deste trabalho. Ao invés, provaremos
o analogo deste teorema para o caso das CCR.

2.2.2 CCR, a forma de Weyl e suas algebras

Novamente, afirmamos que os operadores que satisfazem a relagao canonica
de comutacao nao sao ambos limitados: de fato, suponha que p e ¢ sejam
operadores limitados nao nulos tais que [p, q] = k1, & > 0. Entao:

v >1, [p.q¢")=padd" " +alp. " = k" +q(lp, qld" 7 + qlp. ¢" 7))

=2kq" "+ ¢’[p,¢" ] = ... = nkqd"

Tomando a norma dessa igualdade (lembrando que assumimos, por absurdo,
que p e g sdo limitados):

knllg"™!| =

"l

lpd"—q"qll < llplllla"l + llg"(llpll = 2llpllllq

2lEsse é o o da observacao da secdo anterior, que divide elementos da &lgebra entre
pares e impares
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Portanto, ||p||ll¢|]| > nk/2, Vn > 1, mostrando que esses operadores nao
podem ambos ser limitados.

Para evitar tratar com operadores nao limitados fazemos a seguinte cons-
trucao: consideramos os operadores de quantizacao de Segal:

B(f) = %(am +a'(f)).

A partir dele recuperamos os operadores de cria¢ao e aniquilagao, pois ®(if) =
(alf)-a*(f))/iv2.

O operador ®( f) é essencialmente auto-adjunto em Dy, isso é provado usando
o teorema de vetores analiticos de Nelson (que diz que para um operador
simétrico A em J#, se D4 contém um conjunto total’?de vetores analiticod™}
entao A é essencialmente auto-ajunto). A prova em detalhes é encontrada
em [20]

Além disso @(f) é continuo: || fo— f|| = 0= |(P(fa) —P(f))¥|| = 0, Vi €
Dy. Prova:

(a(fo) + 0" (fo) = al(f) = a* ()] =
= Slalfa — P+ a(fa — P9

1(@(f) — ®(f))¥] = %u

1 . 2
< =5 (latfe = N1+l (o = Y1) < e = FIIVE 101 0.

Onde na ultima passagem usamos as relacoes demonstradas na segao (2.1.1]),

la(H)wl < n 210 e lla* (Nl < (n+ DA

A relagao de comutagao é [D(f), P(g)] = iS(f, g)1, onde Iz é a parte imagi-
naria de z. Prova:

9(), ®(g))r = 5 (al)+a" () (alg) +a* () — 5 (al) +0° (9)) (alf) +a" (1)

S1a(P)a*(9) — a*(9)a() + o' (Flalg) — alg)a” ()] = 51(f.) ~ (9, )

= Jl(5.0) ~ (-9)) = i3(f.9).

22Um subconjunto S de 47 é total se o conjunto de combinacdes lineares de elementos
de S for denso em 7.

2Um vetor analitico de A é um vetor ¢ € C*(A) := ()7, Dan (ie., ele estd bem
definido para todas as poténcias de A) tal que para algum ¢ > 0 valha Y7 [|A"¢[|t" /n! <
0.
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Chamamos o fecho de ®(f) também de ®(f), e agora ele é um operador
auto-ajunto em Dy e continuo. Pelo teorema espectral podemos definir os
operadores de Weyl: W (f) = e"®)| que sdo operadores unitérios. Sdo as
algebras desses operadores que serao consideradas, e eles possuem a seguinte
relacao de comutacao:

W(f)W(g) = e STIPW(f +g).

Algebras de Weyl Passemos agora para uma defini¢ao da algebra de Weyl
de uma forma abstrata, sem assumir a priori que essa algebra ¢ formada por
operadores agindo em um espago de Hilbert.

A C*-algebra de Weyl &7 (H) é a élgebra gerada por W(f), f € H, onde H é
um espaco vetorial real com uma forma simplética off Jque satisfaz: Vf, g € H

W) =W(=f), W(H)W(g)=e "TI2W(f +g).

Note que o caso anterior é recuperado quando H é um espacgo de Hilbert e
o(f,9) =S(f,9)

Essa algebra é tnica a nao ser por um *-isomorfismo: se & e % sao duas
algebras de Weyl, entao existe um tnico *-isomorfismo « : & — % tal que
a(Wi(f)) = Wa(f). A prova desta afirmacao se encontra em [10].

Além disso os elementos de <7 (H) sao unitarios e W (0) = 1, pois:

W(HW(0) =W(f) = WO)W(f) = W(0) =1,
W(HW(=f) = e BDEW(0) =1 = W(=/)W(f),
(

pOiSO'(f,—f) —af,f)ea(f f) (_fuf):O-(fvf)’enté’()?O-(f?_f):
Oe W(=f)=W(f)

Teorema 2.3 (Estrutura quasi-local da algebra de Weyl, [10]). Seja H um
espaco vetorial com uma forma simplética nao degenerada bilinear o. Seja
T o conjunto, ordenado por inclusdo, formado por subespagos nao vazios de
H, com a relagio NLM < o(f,9) =0, Vf € N, Vg € M, tal que valham:
(i) M € T = 3N €T tal que MLN;

(i) MAN e M1 K = 3L € T tal que MLL e NJK C L;

(i) H = Upger M

Seja o/ (H) a C*-dlgebra de Weyl sobre H e <ty a sub C*-dlgebra gerada

20u seja, o0 : H x H — R tal que: o(f,g9) = —o(g, f), Vf,g € H e o(f,g) = 0,Vf €
H=9g=0
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por {W(f) : fe M}, M eZI. Entio, (o (H),{n}mer) € uma dlgebra
quasi-local. Ou seja, valem as sequintes propriedades:

(2) @y possui a identidade, para todo M ;

(4) @ (H) = Uy “u-

Demonstracao. Paraoitem (1): M C N = {W(f) : fe M} C{W(f) : f¢€
N} Entéo, %M g %N-

Item (2): todo subespaco de H contém f = 0, entdo toda &dlgebra 7y,
contém W(0).

Para o item (3) calculamos:
W(NHW(g) = e " TIRW(f +g), W(g)W(f) =" P2W ([ + ).

Portanto, W(f)W(g) = e SIW ()W (f), e se MLN entdo, f € M e
g € N implica em o(f,g) =0.. W(f)W(g) = W (g)W(f).

Por fim, para o item (4): &7 (H) é gerado por W (f), f € H, mas H = |J, M.
Portanto, &7 (H) = |, “u;,. O

Esse teorema nos garante que a dlgebra CCR-Weyl tem a estrutura ne-
cessaria para satisfazer os axiomas de Haag-Kastler, restando apenas a espe-
cificacao do contetudo relativistico. Este contetido —como também provado
no teorema— nao esta completamente contido na especificacao dos conjuntos
de H e da relacao de ortogonalidade, mas de uma forma mais importante na
forma simplética ¢ —mais importante pois nela estao codificadas as relagoes
causais.
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3 O Conteudo Relativistico
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3.1 Revisao dos Conceitos Basicos

Nesta secao revisaremos os conceitos basicos de geometria relevantes a teo-
ria da relatividade, tanto por completeza como para fixacao da notagao que
podera ser eventualmente utilizada. O texto desta secao se restringird aos
aspectos mais superficiais da geometria, ou seja, os aspectos que serao utili-
zados mais a frente, sem se ter a pretensao de se elaborar nas defini¢oes ou
investigar os detalhes mais intricados da teoria (poderia tomar as palavras
do satirista romano Persius: minimum est quod scire laboro). De modo que
esta secao certamente nao tem como objetivo suprir alguma falta no conhe-
cimento de geometria e relatividade.

O principal texto utilizado nas definigdes é O’neill [25], mas também [20],
[34], [36] e capitulo 33 de [4]. A sec@o sobre distrubi¢oes em variedades foi
inspirada principalmente por Hérmander, [22], e também por [16]. Na segao
sobre estruturas causais utilizamos [2], [3], [11], [25] e [6], [7], [8].

Uma variedade infinitamente diferenciavel de dimensao n é um espaco to-
poldgico cujos abertos sao homeomorfos a abertos em R", que admite um
cobrimento contével por atlas {(%,h;)}, com uma estrutura diferencidvel
(i.e., dotado da classe de equivaléncia entre atlas — e dois atlas sdo equi-
valentes se a unido for um atlas infinitamente diferencidvel). Denotaremos
variedades diferenciaveis que sao Hausdorff e segundo-contaveis por .Z .
Sejam a func¢ao f : .# — R e a carta local (%, h), as coordenadas de f em
relacao a esta carta é a funcao foh™': h(%Z) CR" — R. f é dita ser suave
se foh™! for suave (i.e., se todas as suas derivadas existirem e forem conti-
nuas), para toda carta local de .#. O conjunto de todas as fungdes suaves
em . ¢ denotado por F(A).

Dada duas variedades .#Z e ./, com dimensoes m e n, respectivamente, a
aplicacao ¢ : A4 — N é suave se para toda carta local de .#Z e 4", digamos,
(% ,h) e (¥,w) afungao wo poh™t : R™ — R™ for suave. ¢ é um difeomor-
fismo se ¢ e ¢~ ! forem suaves.

Uma curva é a aplicacao « : I — .4, onde I é um intervalo nos reais.

Particoes da Unidade Usamos particoes da unidade para decompor obje-
tos globais em objetos locais, e unir objetos locais em um objeto global. Este
é, portanto, um conceito muito tutil. Vejamos sua definicao. Uma particao da
unidade suave em .# é o conjunto {f, € F(A) : a € A}, onde A é algum
conjunto de indices, tal que: 0 < f, <1, Va € A; {suppf, : a € A} C A
é localmente finito (i.e., hd uma vizinhanga de qualquer ponto de .# que
intersecta um numero finito de pontos de {suppf,}, isso significa que nessa
vizinhanga apenas um numero finito de f,’s serao nao-nulos, e essa condi¢ao
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nos garante a possibilidade da préxima condicao); > fo = 1.

Uma parti¢ao da unidade suave é subordinada ao cobrimento {(%Zu, ha)} de
M se cada suppf, esta contida em %,,. E possivel provar que em toda va-
riedade segundo contavel ha uma particao da unidade suave subordinada a
todo cobrimento.

Vetores Tangentes Seja p € .# um ponto da variedade .#, um vetor
tangente a p é o funcional v : F(A#) — R, que satisfaz as seguintes duas
propriedades:

v(af +bg) = av(f) +bv(g), v(fg)=v(f)glp)+ f(p)v(g), Va,beR.

O conjunto T),(.#) é o conjunto dos vetores tangentes a p, e T,(.#) é um
espaco vetorial, definindo soma e multiplicacao por escalares da forma usual.
Podemos construir uma base desse espaco vetorial, da seguinte forma: dada
a carta (%, h) que contém p, e, digamos que h estabeleca o sistema de coor-
denadas locais h = (y*,...,9"), entao, se f € F(A):

o(foh™")
Sialn) = S i),
onde {z'} é o sistema de coordenadas naturais do R". E fécil de verificar que
a aplicacao

0
Oilp = (9_yi|p :§( ) — R

é um vetor tangente em p, e a base de T),(.#) é formada por {01, ...,0|,}
Decompomos, entdao, v € T,(.#) da seguinte forma: v = v'0;|,, onde v =
v(y") e a soma nos indices repetidos estd implicita.

Um campo vetorial em .# é a associacao V entre cada ponto de .#Z a um
vetor tangente a si. V' é suave se, Vf € §(A), V(.)f : M4 — R for suave,
ie.,VfeF(A). O conjunto dos campos vetoriais suaves em .# ¢ denotado
pelo simbolo X(.#). X(.#) é¢ um médulo sobre o anel F(.# | se definirmos
(fV)p=fp)V, e (V+W),=V,+ W, Numa carta local com coordenadas
{z'}, com o campo vetorial J; que faz a associagao p + ;|, obtemos uma
base de X(.#), e portanto escrevemos V = V'9;, onde V' = Vz', e claro,
O.f = 0f/0x".

Com espacos de vetores tangentes a um ponto podemos aproximar aplicacoes
suaves a aplicagoes lineares (entre espagos tangentes), e isso nos fornece o
conceito de uma diferencial de uma aplicacao. Notemos que dada a aplicacao

ZFormalmente é o mesmo que um espacgo vetorial, mas com o anel §F(.#) agindo como
corpo.
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suave ¢ : A — A, podemos para cada v € T,(.#) associar um v, €
Ty (A), segundo a seguinte agao em g € F(A): vg(g) = v(go ¢).

O diferencial da aplicagao suave ¢ : # — A é a fungao que associa, para
todo p, v a vy, ou seja,

dgy : T(AM) — T¢(p)(r/V)a
(dop(v))(g9) = v(god), YgeF(AN).

A velocidade de uma curva « : [ — .# em t é um vetor o/'(t) € Ty (M),
dado por

a(t) = da(dixh).

Temos, entdo, (a/(t))(g) = (da(L|:))(9) = “|i(g o @). Portanto, sendo {z'}
coordenadas em torno de a(t), o/(t) se escreve como

/ / 7 / ) d )
o (t) = (1) Oilapy = ' (t)(2") Dy = %(ZE o @)|¢0;]a(t)-

1-formas 1-formas em .# sao duais de campos vetoriais em .Z. Ou seja,
dado o espago T),(.#), temos o seu dual T,(.#)*, chamado de espaco co-
tangente, e que consiste nos funcionais lineares de 7,(.#), e 1-formas em
M associam pontos de .# nos duais de seus vetores tangentes, ou seja, € a
aplicacao 6 : A — T,(H)*, Vpe A.

6 é suave se, VX € X(A), 0(.)X : 4 — R for suave, e o conjunto de todas
as 1-formas suaves ¢ X(.#)*, e ¢ um médulo sobre F(.#Z), se definirmos soma
e multiplicacao por elementos de §(.#) da forma usual.

O exemplo canonico de 1-formas é o diferencial df de f € §(#), caracteri-
zado por (df)(v) = v(f), Yv € X(A). Dos diferenciais podemos construir
elementos que geram o espago das 1-formas, elementos andlogos aos 0; no
caso de vetores. Seja a carta (%, ho) com coordenadas {x'}, temos os seus
diferenciais {dz'}, e claramente, dz'(9;) = 9;(z") = d,;, e da mesma maneira
que no caso de vetores decompomos uma 1-forma: 6 = 6;dx’, onde ; = 0(9;)

Tensores Tensores podem ser definidos em espagos vetoriais arbitrarios:
seja V um espago vetorial (ou em geral um mddulo sobre um anel) sobre K
e V* seu dual (i.e., o espago das fungoes de V' em K lineares), um tensor do
tipo (r,s) é a funcdo K-multilinear (linear com respeito a K em todas suas
“entradas”) A : (V*)" x V* — K.

No presente contexto tomamos K = F(A#) e V = X(.#), entao A do tipo
(r,s) é a funcdo multilinear A : X*(A#)" x X(A)* — §(A). O conjunto dos
tensores do tipo (r,s) em .# é T (M ).
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Ou seja, dado um conjunto de r 1-formas e s vetores devemos ter uma fungao
em §(.#) que depende §(.# )-lincarmente dessas 1-formas e vetores:

A0, .. 0"V, V) e §( ).
E, por exemplo,
AOY, . fO 0T Ve, gV, V) = fg A, 0T VL V).

Podemos interpretar T (.#) como o conjunto das 1-formas suaves em .,
e T A) como o X( M) (essas identificagoes feitas através de isomorfismos,
vide, e.g., [25]). Entao, numa carta local 9; e dz’ seriam exemplos de tensores
do tipo (1,0) e (0, 1), respectivamente.

O produto tensorial é uma operacao que de dois tensores, digamos A €
(M) e B € T (M) obtemos um terceiro tensor A ® B do tipo (r +
r'. s+ '), dado por:

(A B)(0Y,....0"" Vi,..., Virs)

= A6, .. 0V, VOBOT 0 Vi Vi)

Uma contra¢ao é uma aplicagao em tensores que transforma um tensor do
tipo (r,s) num tensor do tipo (r — 1,s — 1), definido da seguinte forma: ha
([25]) uma tnica aplicagao C' : TV (AZ) — F(A) dada por C(V @ ) =
OV, YV € X( M), V0 € X(#)*. Estendemos essa aplica¢do para um tensor
mais geral da seguinte forma: seja A € T"%(A), e sejam r — 1 1-formas 6 e
s—1 vetores V4, entao, f(0,V) =A@, ....0,....,0 Y Vi,....V,....,Vi_1) €
TN ), onde 6 e V estao nos “slots” i e j, respectivamente. Aplicando C
em f obtemos outra funcao, chamemos esta de C]Z:A, que dependerd F (A4 )-
linearmente das r—1 1-formas e dos s —1 vetores, sendo, portanto, um tensor
em T () P

As componentes de um tensor A € T"°(.#) sao fornecidas no calculo de A
nas bases {dz'} e {0;} em alguma coordenada local {x'}, ou seja, sdo as
funcoes

Al = A(dx™, .. da', 0y, ..., 0).

J1---Js

Com o produto tensorial recuperamos o tensor original A a partir de suas
coordenadas locais:

A=AM"0, ®.. 00, @dt" @ ... d’.

J1---Js

26Em termos de coordenadas, temos a expressio usual, por exemplo C(A;) = A%, com
a soma implicita
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Variedades semi-riemannianas Um tensor métrico g numa variedade
A & um campo tensorial do tipo (0, 2) simétrico nao-degenerado (i.e., g(V, W)
0,VW € X(#) =V =0) em .#, com signatura constante (o que isso signi-
fica, mais a frente).

Ou seja, para cada p € 4 ¢ induz um produto escalar g, em T,(.#), e o
indice de g, ¢ constante para todo p. Em coordenadas locais podemos es-
crever g, = g;;(p)dz’ ® da? onde g;;(p) = g,(9;,0;), entdo, para v = v'd; e
w = wd;, g(v,w) = gv'w.

E como g é ndo-degenerada a matriz formada por g;;(p) ¢ inversivel, e sua
inversa é g (p). Por g ser simétrica temos ainda g;; = g;; (e também para a
inversa). A signatura de g é a dupla (P, N), onde P é a quantidade de auto-
valores positivos de g;; e N ¢ a quantidade de autovalores negativos de g;;.
Entao, se g for uma métrica essas quantidades devem ser constantes em todo
ponto da variedade. Nas variedades de interesse para nés (as lorentzianas) a
signatura ¢é (1,n — 1), onde, claro, n é a dimensao da variedade.

Conexoes e Derivadas Uma conexdo V na variedade .# é uma funcao
Vi X(AM)x X(AM)— X(A) tal que:
(1) VyW é §(A )-linear em V; (2) Vy W é R-linear em W3 (3) Vi (fW) =
VHOW + fVyW, Vf € F(A).
E além disso é possivel provar que numa variedade semi-riemanniana (., g)
h4 uma tnica conexdo V que satisfaz ainda duas mais propriedades: (3)
VW] =VyW = VyV; (4) Xg(V.W) = g(VxV, W)+ g(V,VxW).
No que segue assumiremos que a conexao ¢ a fungdo V : X(A#) x X(A) —
X(A) que satisfaz as quatro propriedades acima, e disso obtemos os resul-
tados familiares de derivadas covariantes, etc. Ou seja, em uma carta local
(% ,h) com coordenadas {z'}, definimos os simbolos de Christoffel como os
valores Ffj tais que:

Vo,(0;) = '},

Nessas coordenadas os simbolos de Christoffel sao expressos em termos da
métrica por:

1 dg; 0g; 09gij
Ik — Lghm(@im \ Oim _ Oy
i = 99 ( ox’ oxd axm)
E calculemos, nessas mesmas coordenadas, ViV, que chamamos de a deri-
vada covariante de V na direcao U. Em coordenadas, U = U'9;, V = V0;.

vUiai (Vjﬁj) - UiVaj (V](?J)

= U'[(0;V7)0; + VIV ,(0;)] = U (O;V* + VITE) 0.
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E, em particular: .

Vo, (V70;) = (% + V)0
Por simplicidade usaremos a notacao Vs, = V;.
Devemos ainda estender o conceito de derivadas covariantes para tensores em
geral, e para isso vamos definir a derivada covariante de uma fungao e de uma
1-forma, tendo sempre em mente a regra de Leibniz. Talvez, neste ponto,
a discussao se torne confusa, pois usaremos o mesmo nome e simbolo para
objetos diferentes: definimos a derivada covariante na direcao de um certo
vetor para fungoes como uma aplicacao V : X(A) x§( M) — F(A) e para 1-
formas como a aplicacio V : X(#) x X(A)* — X(.#)*, no entanto, quando
definirmos para tensores gerais essa confusao sera eliminada, mostrando-se
apenas como um caminho para uma generalizagao do conceito anterior.
A derivada covariante de uma funcao f € §(.#) na diregao v é:

Vvf=Vf.

E dada uma 1-forma 6 e um vetor V, 8V é uma funcao, entao, sua derivada
covariante na direcao U é U(AV). Definimos a derivada covariante V6
através da relacgao:

(Vud)(V)=U(0V) - 0(VyV),

em uma carta local (%, h,) com coordenadas {z'} temos Vy f = Vi, f =
V'O f/0z', e usando esse resultado junto com a forma de ViV em coordena-
das locais, calculamos:

VUl = U9, (0,da(V90))) — Oy (U0 + VIT,)d)
= U 0,00V + U0V — 0,00,V — 6,U'VITE,
= U (06 — 0:5;)V7.

Obtemos, assim, a familiar formula: V;0 = (0,0, — Qkffj)d:xj .

Com essas defini¢oes e resultados em maos definimos a derivada covariante,
na diregao de algum vetor, de um tensor do tipo (r,s) como a aplicagdo
V : X(M) x F5( M) — F5TH (M), definido através da seguinte relacio,

também inspirada pela relagao de Leibniz:
Vu(A® B) = (VyA) @ B+ A® (VyB).

E, claro, como o produto tensorial ¢ uma operacao que nos fornece tensores
de ordem maior, e com a identificacdo de X(.#) e X(.#)* com tipos de ten-
sores, a relacao acima define a derivada covariante para todos os tensores. A
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forma das componentes da derivada covariante de um tensor é uma mistura
das componentes das derivadas covariantes de vetores e 1-formas nessas coor-
denadas, V09 = 0v'/0x7 +T7, 0% e V,0; = 00; /02" +T* .0k, como ¢ conhecido
da relatividade geral.

Por fim mostrarei o que é uma derivada covariante induzida em curvas, para
que em paragrafo posterior possamos definir geodésicas e exponenciais em
variedades.

Seja o : [ — ./ uma curva, e V um campo vetorial em «, isto é, V € X(«) e
Vo(t) = (Voa)(t) € Tow (4 ). Entao, ha uma tnica aplicagao X(a) 2 V
V' € X(a), que seja R-linear e

(V) =fV+ Vv, (Vo)) =VewV, VfeFI).

Seja {z'} coordenadas em torno de «(t) (mais a frente omitiremos o t),
entdo, Vo (t) = Vo(t)x'd;|aw), e denotemos V,(.)z" : I — R por V!, entao,
V,, = V!'0;|,. Portanto,

dV?: A

V= —20,+VI(9,) = =20, + ViV ().

dt dt
Mas, se o/ = a/*0), = d/dt(z* o a)0y, entdo, Vi (9;) = d/dt(z* o a)TL.0;.
Portanto:

dvy d
F]

O campo V ¢é paralelo se V' = 0, ou seja, se as equagoes d/dt(VI) +
0. Vid/dt(zF o) =0, j=1,...,n = dim forem satisfeitas.

V= (

[0}

Geodésicas Seja a curva « : I — ., tomamos o/ como sendo o campo
vetorial em « (conforme a definigdo do pardgrafo anterior). « é uma geodésica
se o for paralelo: o” = 0. Ou seja, em coordenadas locais: o = oz’ =
d/dt(x" o o), e denotemos z° o  por ', entao,

d2 da da
/N
Entao, a condicao de a ser geodésica é
az . - dat do
N+ ——— =0.
) T g

Podemos sempre associar a um ponto p € 4 ¢ um v € T,,(.#) uma geodésica
Vo : Iy = A tal que 7, (tg) = p el (ty) = v, j& que isso, em vista da condi¢ao
de uma curva ser geodésica ser uma equacgao diferencial ordindria, é equiva-
lente a fornecer as condicoes iniciais de uma EDO, cujas solucoes existem e
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s30 tnicas. E simples ainda mostrar que podemos tomar I, D [0, 1] como o
maior intervalo possivel, ou seja, se houver outra geodésica com velocidade
inicial v e posigao inicial p definida, em, digamos J C I, entao ela é a res-
tricao de v, a J. E dizemos que ty = 0.
Geodésicas nos maiores intervalos I,,, como descritos acima, sao chamadas
de maximais ou inextensiveis. Definimos a aplicacao exponencial da seguinte
forma: sejamp € 4 e D, = {v € T,(A) : existem geodésicas 7, inextensiveis},
entao:

exp, : Dy — M,

exp,(v) = 7,(1), Yv € D).

Sejamv € Dyet,s € I, ets € I,,, a geodésica s — ,(ts) tem velocidade ini-
cial tv = t7,(0), mas esta ¢ a velocidade inicial que corresponde a geodésica
Yiw, de modo que 7y, (s) = v,(ts). Temos, entdao, o seguinte resultado para
exponenciais: exp,(tv) = (1) = 7(t). Ou seja, a pontos de T),(.#), di-
gamos u, associamos pontos de .# que sao alcangados por geodésicas u. E
possivel mostrar ainda que exp, pode atuar como um difeomorfismo entre
vizinhancas em 7,(.#) e vizinhancas de .Z (vide, e.g., Capitulo 3 de [25]):
para cada ponto p € .# ha uma vizinhanca %' C T,(.#) de 0 na qual exp,
¢ um difeomorfismo em uma vizinhanca % = exp, |7+(D,) de p.

Dizemos que um subconjunto E C T,(.#) é starshaped em torno de 0 se
veEE = tveFE, Vtel0,1]. Se ' é starshaped em torno de zero (sendo,
entdo, uma vizinhanca de zero), chamamos % = exp,, |(D,) de vizinhanga
normal em torno de p = exp,(t|i—ov) = 7,(0) = p. Um subconjunto ¥ de
A é (geodésicamente) convezro se todos os seus pontos possuirem uma vizi-
nhanca normalﬂ. Vizinhancgas normais nos serao tteis quando for necessario
relacionar objetos de T),(.#) com objetos de .# (por exemplo, quando for-
mos construir solucoes locais da equacao de onda a partir de solugoes num
espaco de Minkowski).

Um resultado importante sobre exponenciais é o lema de Gauss, que nos diz
que exponenciais sao isometriaﬂ em dire¢oes radiais entre T,(.# ) e A : Seja
veE Dyeu,uy € T,(Ty(MA)) ~T,(A), tal que 3t € R, u; = tv, entao,

gexpp(v) (d(expp)v(ul)a d(epr>v(U2)) = gp(“’l? Ug).

Operadores diferenciais O gradiente de uma funcao f € §(.#Z) é o ve-
tor gradf € X() tal que (df)(U) = g(gradf,U). Em coordenadas lo-

2"Em variedades Lorentzianas todos os seus pontos possuem uma vizinhanca normal, e
cada cobrimento possui um refinamento cujos abertos sao convexos
Z8Uma isometria entre duas variedades (.#,g) e (A4, ¢') é um difeomorfismo ¢ : .4 —

A tal que g;(p)(dqﬁp(u), d¢p(v)) = gp(ua v)
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cais: g(gradf,U) = g;;(gradf)'U’ e df = 0;fdx" e dz'(X) = X', entao,
gij(grad f)? X" = 0f /02" X", portanto, (gradf)’ = ¢g“df /Ox".
O divergente de um vetor V' é a contracao de sua derivada covariante: §(.Z)

divV = C(VV). Em coordenadas locais:

divV = C(ZZ ViVi) = ;( 5 F V).

O laplaciano de uma fungdo f € F(#) é o divergente de seu gradiente:
Of = div(gradf). Em coordenadas locais:
o . of L f

Of = —(¢" == R ——

f axz (g ax‘] ) + g 1) amk
Utilizando ainda o seguinte resultado para os simbolos de Christoffel [36]:

I, = 1/1/90k\/g, onde g = det(g;;), escrevemos o laplaciano como:

0= =067V

3.1.1 Distribuicoes em variedades

No que segue serd importante definir distribuicoes em variedades. Ja sabemos
como distribuicoes funcionam em R™, mas facamos uma breve recordacao.
Seja X um aberto de R*, f : X — R é C* se, e somente se O+ 0, f
J < k existirem e forem continuas. Usaremos a notacao de multi-indice:
Of =05 f,a = (an,... ), e |al =377 a; é aordem de 9% Por
exemplo, para a = (2,1, 3) temos: 9°f = 929,03 f.

Chamamos C*(X) o espago das fungoes C* em X. Para k = 0, C°(X) =
C'(X) é o espaco das fungdes continuas em X. O espago C*°(X) é definido da
forma usual. Definimos o suporte de f como suppf = {zx € X : f(z) # 0},
ou seja, suppf é o menor fechado no qual f é nao nula. C¥(X) é o espaco
das funcoes C* em X com suporte compacto.@.

Uma distribui¢do u em X é um funcional linear em C§°(X) tal que para todo
compacto K C X existem constantes C, k tais que

()] <C Y suplo°fl, Vf € CF(X).

o<k

O conjunto das distribuigdes em X é denotado 2'(X), e o conjunto das dis-
tribuigdes em X com suportd®| compacto é denotado por &'(X) C 2'(X).

2Em variedades usaremos, baseado na notagdo anterior, Fo(.#) como o espaco das
fungdes em F(.#) com suporte compacto

300 suporte de uma distribuicio u é o complemento do maior aberto no qual u se anula,
ou seja, X D suppu = A€, onde A é o maior aberto no qual u(f) =0, Vf com suppf C A
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A derivada de uma distribuigao u € 2’(X) é definida pela seguinte relagao
(Ou)(f) = —u(0:f), Vf € C§(X), e é também uma distribui¢do. Portanto,
(0°u)(f) = (=1D)l*u(92 f). E a multiplicacio por uma funcdo é definida por:
Vf,g € C5°, (gu)(f) = u(gf).

O conjunto C*(X) (ou até C'(X)) estd, em certo sentido, contido em Z'(X)
se associarmos a toda f € C*(X) a distribuigdo f € 2'(X) caracterizada
por: f(9) = [ f(z)é(x)dr, Vo € Co(X).

Dessa identificacao podemos esclarecer a definicao de derivadas de distri-
buigoes: seja um operador diferencidvel P, chamamos de seu adjunto formal

o operador P* tal que [ f(z)(P¢)(x)dx = [(P*f)(x)d(x)dx. Caso P = 0;

/ F(2)(050) (2)dz = — / 0:f) (@) b(x)dz + / 0,(fo)(x)dz.

E como ¢ tem suporte compacto, a ultima integral vai a zero, de modo
que P* = —0;, o que nos leva a definir a distribuicao 0;f como (0;f)(¢) =
—[(0i9).

Distribui¢oes em variedades sdo objetos que agem em Fo(.#) que localmente
podem ser identificados como distribuicoes em abertos X C R™. A definicao
de distribuigao a seguir (essencialmente como é definida em [22]) é inspirada
no fato de f € §(.#) poder ser completamente caracterizada por “compo-
nentes” locais, da seguinte forma: se f € §(#), e dado o atlas {(Z, ha)},
temos fungoes em R™ que sao as componentes de f num sistema de coorde-
nadas: fy = fohy':hy(%) CR" — R, que é uma fungio em F(hr(%)).
E para duas cartas (%, ha) € (%3, hs), em %y N U3z temos

f="Jfaoha= fgohg.
Entao, em hg(%, U %), f3 = fa© (hao hgl).

E, entao, possivel mostrar que dado o sistema {f,}, f. suaves, tal que para
quaisquer %, e %3 com interseccao nao vazia, valha a relagao acima, hd uma
unica f € F(A) correspondente—basta juntar a colecio {f,} através de
uma particdo da unidade subordinada ao cobrimento {(%u, ha)}-

Definimos distribui¢ées em .# da seguinte forma: seja {(%a, ha)} um atlas
em .. Uma distribuicdo em .# é o objeto u associado a cole¢ao {u, €
D' (hoa(%y))} de distribuigoes locais, tais que para quaisquer cartas locais
(%, he) € (U3, hg), vale a relagao, Vg € C5°(R™)

uﬂ(g) = ua(.g 0 hg o hgl)

Podemos falar da “componente” local de u, para qualquer carta (%, ha ), de
uma distribui¢do em .# como sendo o funcional u% : Fo(#) — R que é
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dada por
u(f) = ua(fohyt), Vf €Fo(M), ua€ D' (ha()).

Claro, essa definigao local pode ser estendida a uma definicao global, jun-
tando cada pedaco através da particao da unidade. Isso ficara claro no exem-
plo a seguir.

Exemplo A distribui¢do d, : Fo(.#) — R é caracterizada pela relacao
6(f) = f(p), Vf € So(A). De fato, seja p, = ha(p), para toda carta
(%, ho) que contém p. O sistema local {6,,} que define §, sao as deltas
usuais: 0, (fohyt) = (foh ') (pa) = f(hi'(pa)) = f(p). E se a carta
(digamos, (%3, hg)) nao contém p, tomamos uz = 0. Unimos o sistema {u,}
através da parti¢ao da unidade {g,} subordinada ao atlas usado (e, portanto,
suppgx C %y, portanto, da definicao de particao da unidade: ) go(p) =1,
com « percorrendo as cartas que contém p). Temos, entao, o objeto global
que podemos chamar de uma distribuigio em .2: u(f) = >, ur((grf)ohy ).

Conservando a notacao utilizada até agora, para denotar objetos como funcgoes,
vetores, etc., em ., denotaremos o conjunto de distribuicées em .# por
D'(M), e o conjunto de distribuigdes com suporte compacto em .# por
¢ (A). E da mesma forma que, para X C R", definimos o que é o suporte
de uma distribuicao, definimos o suporte de uma distribuicao em .# como
o complemento do maior aberto no qual ela se anula. E também, analoga-
mente ao caso euclidiano, identificamos §(.#) como subconjunto de D'(.#),
associando a cada u € F(A) a distribuigao u € D'(.#) segundo a relacao

Solt) > f //<x>f<a:>dv,

onde Fo(.#) é o conjunto das fungoes suaves de .# com suporte compacto,
e dV é a medida associada a métrica g, que em coordenadas locais é dV =
Vgd'z, onde (/g = /| det g, e escrevemos isso como u(f) = [u(x)f(x)dV.
Como foi feito no caso de distribuigoes em R™ podemos definir operadores
diferenciais agindo em distribui¢oes definidas em variedades olhando para
o adjunto formal de um operador diferencial. Ou seja, dado um operador
diferencial P, definimos seu adjunto formal como sendo o operador P*, tal
que [u(z)(P*f)(x)dV = [(Pu)(z)f(x)dV. Dessa definicio definimos um
operador diferencial P que age na distribuicao v como sendo a distribuicao
Pu, caracterizada por (Pu)(f) = u(P*f).

O laplaciano ¢ O : §F(A#) — §F(A), e como ele é o operador diferencial
que mais nos vai ocupar, nao precisaremos definir distribuicoes tensoriais
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como faz Friedlander em [I6]. Vejamos, entao, como age a distribuigao Clu:
sabemos que, pelas mesmas contas feitas no caso de distribuigoes reais, 07 =
—0;, entao, sendo dV = /gd"x:

[~ [ st

_ /?/ % (9,6 Vaonf) )uy/ad’

Entao, 0" =0, e (Ou)(f) = u(Of).

3.1.2 Estrutural Causal

Estrutura causal no espaco de Minkowski: No espaco de Minkowski classifi-
camos os eventos u € R* em tipo-tempo, tipo-luz, causal e tipo espaco se,
respectivamente, u? = uut > 0, uut = 0, wut > 0 e u,u” < 0. Dois
eventos u,v € R* tem separagio tipo-tempo, tipo-luz, etc., se (u — v)? > 0,
(u—v)? =0, etc.

Sabemos o que isso significa no contexto da relatividade especial: os even-
tos com separagao causal estao causalmente ligados, ou seja, eles podem ser
influenciados (e.g., um pode observar o outro), enquanto que na separagao es-
pacial nao pode haver influéncia entre os eventos. E essa a fonte da primeira
parte dos axiomas de Haag-Kastler: quando é dito que observaveis de regioes
espacialmente separadas comutam, quer-se expressar nisso a independéncia
desses observaveis.

Vetores causais formam dois cones em torno do eixo temporal, que sao sepa-
rados conforme o sinal de u%: se u® > 0 dizemos que u ¢é futuro-direcionado,
e se u’ < 0 dizemos que u é passado-direcionado. A interpretacao dessa
definigao (que no caso dos espagos de Minkowski é clara) se torna mais evi-
dente se considerarmos separagoes entre eventos: sejam u, v dois eventos cuja
separagao é causal, dizemos que u — v é futuro-direcionado se (u® —v°) > 0, e
isso é equivalente a dizer que o evento u é posterior ao evento v. Definimos,
entao, as seguintes relagoes entre eventos:

y<re (r—y)?>0e (2°—y°) > 0;

y<ze(zr—y)?>0e (¥ —y") > 0;

y<zrsSy<zrouy=c.

Nesse ponto passaremos a variedades mais gerais, pois é aparente que as mo-
tivagoes para as seguintes defini¢oes ja estao claras.

Estrutura causal em variedades Lorentzinas: Seja (. , g) uma variedade dife-
renciavel Lorentziana. Dizemos que dois vetores z,y € T,(.#') tem separacao
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tipo-tempo, tipo-luz, causal ou espacial se, respectivamente, g(x,y) > 0,
g(z,y) = 0, g(x,y) > 0 e g(z,y) < 0. Podemos classificar os vetores
x € Ty(A) causais em duas classes, Cf e O, caracterizadas pelo sinal
de 2°:

Cr={zeT(A) : gpy(x,2) >0ez’>0},

C, ={zxeT(A) : gy(x,z) >0ez’ <0}

Essa distingao é analoga a distingao feita entre o cone futuro e o cone passado
no espaco de Minkowski. Um vetor causal x é dito ser futuro-direcionado se
T € C’; e ¢ passado-direcionado se z € . E claro, podemos falar em ve-
tores tipo-tempo ou tipo-luz que sao futuro- ou passado-direcionados, sendo
esses os constituintes dos subconjuntos ébvios de C’I‘f e C,, respectivamente.
Essas defini¢oes por differentiae, que sempre podem ser feitas localmente, de-
fine uma orientacao temporal local. Mas é razoavel também que a variedade
possua uma ordem temporal global, dizemos, entao, que uma variedade dife-
renciavel lorentziana é orientavel temporalmente se for possivel classificar os
vetores causais de T'(.#) entre futuro-direcionados ou passado-direcionados
de uma forma continua. Ou, de forma mais precisa: (.#,g) é orientdvel
temporalmente se, e somente se, existir um campo vetorial suave tipo-tempo
TeX(A).

Dizemos que uma (., g) que é orientavel temporalmente é um espago-tempo.
Passemos agora a algumas defini¢oes a mais, que por fim nos permitirao defi-
nir de forma precisa um espago-tempo suficientemente razoavel (de tal forma
que poderemos até achar solucgoes globais para equacgoes diferenciais linea-
res).

Uma curva v : I — .#, onde I C R é um intervalo nos reais, é dita ser
uma curva (tipo-tempo, tipo-luz, causal) futuro-direcionada de p a ¢ se, para
a,b € I, a < b, v(a) = p, v(b) = q e ¥/(t) forem, para todo t, vetores
(tipo-tempo, tipo-luz, causais) futuro-direcionados. Analogamente definimos
curvas passado-direcionadas. E também:

p < q¢ < héa uma curva tipo-tempo futuro-direcionada de p a q,

p < q < ha uma curva causal futuro-direcionada de p a ¢,
p<qgep<qoup=q.

Definimos agora os seguintes conjuntos, que sao apenas as colegoes de pontos
que tem certa relagao causal com um ponto dado:

IT(p)={qe€ A : p< q} futuro cronolédgico de p,

I=(p)={q€ A : q< p} passado cronolégico de p,

Jt(p)={q€ A : p<q} futuro causal de p,

J=(p) ={q€ A : q<p} passado causal de p.

Fazendo unioes desses conjuntos obtemos futuros e passados de regioes do
espago-tempo, por exemplo, seja S C A, IT(S) = UyesI T (p). E ainda po-
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demos definir, por exemplo, IZ(p) ={¢€ S : p< Q}E

O principal uso das exponenciais em espacos-tempos ¢ devido a sua capa-

cidade de relacionar o futuro ou passado de um ponto em espagos-tempos

de Minkowski (que s@o identificados com os espagos tangentes) com o futuro

ou passado em espagos-tempos Lorentzianos (nos quais os espagos tangen-

tes supracitados sdo tangentes). Denotemos Z e J* os futuro(passado)-

cronolégico e futuro(passado)-causal num espago-tempo de Minkowski (R™, 1),
e I* e J* os futuro(passado)-cronolégico e futuro(passado)-causal num espaco-
tempo Lorentziano (.#,g). A relagdo entre esses conjuntos é estabelecida

pelo seguinte teorema (de [2]): Seja o espago-tempo Lorentziano (4, g) e

p € M. Seja S" C T,(#) um conjunto aberto starshaped em torno de 0, e

S C . uma vizinhanga normal em torno de p, essas regioes sao relacionadas

pelo difeomorfismo exp, |5/ : S” — S. Entao, valem as seguintes relagoes:

IZ(p) = exp,(Z5(0) N S),

Jg (p) = exp,(TF(0) N S").

Por fim podemos passar ao conjunto final de definigoes, que nos informara o
que é um espaco globalmente hiperbdlico e o que é uma superficie de Cauchy,
dois conceitos centrais no estudo das equagoes diferenciais que nos fornecerao
os operadores que formam as algebras CCR e CAR.

Localmente um espaco-tempo se comporta como um familiar espago-tempo
de Minkowski (em particular, sua estrutura causal lembra um espago-tempo
de Minkowski, vide, e.g., Teorema 8.1.2 de [34]). Mas ainda gostariamos que a
estrutura causal global satisfizesse algumas condigoes, chamadas condigoes de
causalidade. Por exemplo, nao é razoavel que uma curva causal possa voltar
a si mesma, caso isso aconteca a solucao de uma equacao que depende de
condigbes iniciais nao serd consistente (de fato, nesse caso o préprio problema
de resolver equagoes que dependem de condigoes iniciais nao parece bem
definido). Vejamos mais algumas definigdes:

Seja uma curva causal v : [ — .# e sejam a = inf[ e b = sup I, dizemos
que p € 4 éum ponto final passado de v se toda sequencia (t;) C I tal que
tr — a implica que ¥(tx) — p. Analogamente, dizemos que p € .# é um
ponto final futuro de ~y se para toda (tx) C I que converge a b implicar que
v(tx) = p. Uma curva que ndo contém pontos finais é uma curva inextensivel.
Uma curva causal v : I — 4 é dita ser fechada se houverem ti,ty € I,
t1 # to, tais que y(t1) = y(t2). E v é dita ser quase fechada se para algum
ponto p € .# e para toda vizinhanca U de p houverem ti,ty € I, t; # to,

31Ge S for conexo e aberto ele é em si um espaco-tempo cuja métrica é a métrica de .#
restrita a S.
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tais que y(t1),v(t2) € U.

Um espago-tempo (., g) satisfaz a condi¢do de causalidade se ndao contém
nenhuma curva causal fechada, e satisfaz a condicao forte de causalidade se
nao contém nenhuma curva causal quase fechada.

Um espago-tempo (#,g) é globalmente hiperbdlico se satisfaz a condigao
forte de causalidade e se J*(p) N J~(q) for compacto, Vp,q € A4, p < q.

A condi¢ao de JT(p) N J (q) ser compacto requer um esclarecimento de
sua motivacao. O conjunto JT(p) N J (q), para p < ¢ (caso contrario ele
seria vazio), é o menor conjunto que contém todas as curvas causais futuro-
direcionadas de p a ¢, e é possivel mostrar (prova no capitulo 14 de [25]) que
se ./ satisfizer a condigdo forte de causalidade e J*(p)NJ ™ (q) for compacto,
entdo, ha a maior geodésica causal em J*(p)NJ~(¢) que une p a ¢g. De modo
que num espaco globalmente hiperbédlico todos os pontos que estao em uma
relacao causal podem ser unidos por uma geodésica causal. Dizemos que um
subconjunto A C .# é causal se seu fecho estda contido num subconjunto
convexﬂ A e se, em certo sentido, seu fecho imita essa propriedade de
espacos globalmente hiperbdlicos, ou, de forma mais precisa: se para todo
p,q € A, Ji(p) N J4(q) for contido em A e compacto.

Por fim, um conjunto § de .# é uma superficie de Cauchy se toda curva
inextensivel tipo-tempo de S passar por § apenas uma vez. Isso implica que
quaisquer dois pontos de & nunca podem ser unidos através de uma curva
tipo-tempo. Outras propriedades importantes de S (novamente, para provas
fazemos referéncias a [25]) é que S é uma hipersuperficie; toda curva causal
de ./ passa por S e as superficies de Cauchy de .# sdao homeomorfas entre
si.

Um fato crucial sobre espagos-tempos globamente hiperbdlicos (.#, g) é que
A possui necessariamente uma superficie suave de Cauchy. E ainda (., g)
é isométrico & (R x S, Bdt* — g;), onde S é uma superficie de Cauchy em .Z,
B:R xS — (0,00) é uma fungao suave, t : R x & — R é a projegao natural
e g; ¢ uma métrica Riemanniana em S que depende suavemente de t.

Se ¢ : . #4 — R x S for a isometria entre essas variedades, a composicao
S(A)> T =1to¢d : # — R éuma funcao tempo de Cauchy, ou seja,
seu gradiente grad(r) € X(.#) é tipo-tempo e futuro-direcionado em todo
ponto, e ainda toda superficie de nivel de 7 é uma superficie tipo-espaco de
Cauchy, e com essas fungoes de tempo de Cauchy é possivel mostrar que o
espago-tempo globalmente hiperbdlico (., g) é formado por uma foliagdo
de superficies de Cauchy. Estes resultados sao relativamente recentes, e sao
demonstrados em [0], [7] e [§].

32Lembrando que dizemos que um subconjunto é convexo se todos os seus pontos pos-
suirem uma vizinhanga normal
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3.2 A Equacao de Onda num Espaco-tempo Global-
mente Hiperbdlico

Como vimos nas segOes anteriores as algebras CCR surgem naturalmente
de problemas da mecanica quantica, e vimos que uma algebra CCR, abstrata
satisfaz condigoes que a tornam candidatas para algebras que descrevem ope-
radores locais, segundo os axiomas de Haag-Kastler. O proposito geral desta
secao é montar a estrutura e os objetos necessarios para a construgao de
uma algebra CCR abstrata com um conteido fisico, especificando a forma
simplética —que é usada na definicao de uma algebra de Weyl e que contém
em si um conteudo relativistico crucial, sem o qual nao poderiamos falar em
causalidade nos axiomas de Haag-Kastler— através da solucao da equacao
de onda num espaco-tempo globalmente hiperbdlico.

Para isso vou indicar como podem haver solugoes globais para a equacao
de onda num espaco-tempo globalmente hiperbdlico, e como essas solugoes
sao expressas em termos de operadores de Green (avangados e retardados).
Primeiro, falaremos sobre solugoes em espagos-tempos de Minkowski, em se-
guida solucoes locais em espacgos-tempos curvos, em seguida discutiremos a
existéncia e unicidade da solucao global em espagos-tempos globalmente hi-
perbdlicos, e por fim os operadores de Green.

O texto que segue pode parecer beirar um cento, e de fato, nao é possivel
incluir todos os detalhes e trazé-los a uma unidade em um texto tao breve.
Entao, para as provas que forem omitidas aqui, apontamos em direcao aos
textos de Bér, Ginoux e Pfiffle, [2], [3], que tratam de equagoes mais gerais—
e que sao, alids, os textos utilizados para a formacao desta secao.

3.2.1 Formulagoes do Problema

No estudo de solugoes da equagao de onda é comum, ao invés de contemplar
a equacao como uma equacao diferencial, estudar uma equacao no sentido
distribucional, relacionada ao problema original pela solu¢ao fundamental.
Seja P um operador d’Alembertianoﬁ em (., qg), a equacao de interesse é

Pu=f, (7)

onde u, f € F(A). Uma solucao fundamental de P em = € .# ¢é a distri-
buicao F} tal que
PF, =0,.

33 Aqui nos restringiremos ao operador P = [0+ m?2, para uma definicdo mais geral vide
[2].
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Dada uma solucao fundamental de P em z, em uma regiéo ?/ a solucao

de (7), no sentido distribucional, é dada por u(¢) = [, f( ¢)dV, Vo €
So(A), ja que:
(Pu)(@) = u(P'6) = [ fa)Fu(Proav = / f@)(PE)(@)aV

_ /%f(:vw(ﬂs)d‘/

Ouseja, Pu = f, onde f é a distribuicao ¢ — [, f(z)¢(x)dV. Ha ainda uma
restricdo um tanto natural a se fazer para solugoes fundamentais, a saber,
impomos solugoes com suporte contido no futuro ou passado causal do ponto
onde ela é calculada:

supp(FF) C J=(x).
Um problema de Cauchy é um problema que exige a solucao de uma equagao
de segunda ordem, com as condigoes iniciais dadas em um subconjunto do
espago-tempo, a saber, em uma superficie de Cauchy. Mais precisamente:
sejam (A ,g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico, P um operador
d’Alembertiano e § C . uma superficie de Cauchy e v € X(S) um campo
vetorial normal e unitario.
E sejam pg : F(A#) — F(S) o operador restri¢ao, po(u) = uls, e p1 : (A ) —
§(S) o operador derivada na dire¢ao v em S, p1(u) = d,u, dada em coorde-
nadas locais por: d,u = v'(Ju/dz")|s.
O problema de Cauchy para P com os dados (f,ug,u1), f € F(A), ug,u; €
5(S), e u € F(A) ¢ o sistema:

Pu=f
po(u) = ug (8)
p1(u) = uy

Um ponto central desta secao é indicar na direcao do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Eziste uma unica w € §(A) que satisfaz (8)) e que ainda
suppu C JH(K)U J(K) onde K = supp(uo) U supp(ui) U supp(f).

Por fim, operadores de Green (retardados e avangados), para o operador
P, sao operadores lineares

Gy So(A)— F(A),
que satisfazem:
(i) PoGy =1, GyoPlgm =1
(i7) supp(G+¢) C J*(suppe), Vo € Fo(A).

Mostraremos também que G4 esta ligado a solugoes fundamentais de P.
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3.2.2 Solugoes Fundamentais

Solugoes Fundamentais em espagos-tempos de Minkowski Primeiro,
acharemos uma solugao fundamental de [J em 0 num espago-tempo de Min-
kowski (R™,7), da qual poderemos construir solugbes locais num espago-
tempo mais geral.

Seja n(x) = n,,x,x,, definimos as fungdes RY : R — R, para a € C,
R(a) > n:
ar [ Clayn)p(z)e=m/2 se x € J5(0)
Ri(w) = { 0 sz & J(0)

onde
217017T(27n)/2

(/2 = DI((e —n)/2)’

onde T' ¢ a fungdo Gamma de Buler, I'(z) = [t*'e~'dt, R(z) > 1, que
sabemos que satisfaz I'(z) = 2I'(z — 1).

Afirmamos que RS satisfaz a equacio ORY™ = RY, e para mostrar isso
mostraremos que: (1) RS = a(a—n + 2)RY™ e (2) (9,m)RE = 220, RYT2.
Caso (1) e (2) sejam verdades calculamos, para f(a) > n + 2:

C(a,n) = T

1
OuRE™ = 0,0"RE™ = 0,(~ (9um) (RS))

1 (63 6] 1 (e} o—

1
2(a — 2)
onde d,n(x) = 22" e din(x) = 2n,m* = 2n. Entao:

1 2
DRiH(x) = —(2nR%(z) + o

- (e PR (@),

A

Mas, (77/11/371/)2 = nuuxyn#AwA =0T = 7’](1‘), portanto,

ORY(@) = — (L) + 53— (1R ) () =
1

=~ (nRi(2) + (@ — n)Ri(z)) = Ri().
Mostremos, portanto, a validade de (1) e (2). Em regioes foras de J*(x) as
igualdades sdo triviais, tomemos, entao, RY em J*(x). Vejamos a igualdade
(1): nRY = Cla,n)y > = C(a,n)y >/ mas, RT™ = C(a +
2,n)n@2= /2 entdo, nRS = C(a,n)/C(a+ 2,n)RE. E:

C(a,n) 2l—ar(2-n)/2 I(a+2)/2—-DI((a+2—n)/2)

Cla+2,n) T(a/2—-1I((a—n)/2) 21-a—27(2-n)/2
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2 1 o a—n B
= 2 T a2~ D@ = my2) 2" (@2 D=+ (a=n)/2) = ala—n+2).

Isso prova (1). Vejamos agora (2):

a—n

Oy (' ®="72) = (9mn% + 1y nle=m2Y ) =
a—n a—"Nn a—n+2 a—n
= O™ 4 =T = —— =T g,
Entao,
o a—n 20(&, n) a—n
(OmRE = C(Oé;n)ﬁ( )/Qa/ﬂ? = mau(m?( )/2)

= 200,(C(a + 2,n)n* /) = 200, RIH.

Onde usamos o resultado da conta anterior: 2C(a, n)/(a+2—n) = 2aC(a+
2,n).

Devemos estender o — R$ para todo plano complexo. Como n > 4 e
a fun¢do gamma ¢é holomorfa em C\ {0,—1,—-2,...}, R} ¢é holomorfa em
{a : R(a) > n}, e é isso que nos garante que a demonstra¢do acima seja
valida para o > n. Para Ra > n — 2 definimos a fungao Re = ORS™, e
{o : Ra >n—2} 3 a— RS 6 holomorfa, e RY = RY quando restrito &
{a : R > n}, de modo que RY é uma extensdo holomorfa de RY. Repetindo
esse processo construimos uma fungao holomorfa em {« : Ra > n—4}, que
coincide com o — Ri em {a : Ra >n — 2}, e assim por diante, até obter
uma funcao holomorfa em CP

E dessa funcao que definimos a distribuicao avancada e retardada de Riesz,
identificando a funcao com sua distribuicao, como dissemos que é possivel
fazer em secao anterior. A distribuicao R ainda satisfaz as propriedades
que foram demonstradas para a sua funcao associada. Além disso, vemos
claramente que supp(R%) C J*(0). Resta mostrar que R} = &, e entdo
conluiremos facilmente que R% ¢ uma solugao fundamental (avangada ou
retardada) em 0 de O.

Solugoes Fundamentais Locais Seja o cobrimento {(%\,hy)}, e cada
Y, convexo. Tomamos % C .# uma vizinhanca normal de um ponto p,
que pertence a alguma carta local convexa, e seja y, = /g, A distribuicao
(avangada caso o subscrito seja + e retardada caso seja -) de Riesz em % é

a distribuicio RY**” dada localmente por

RY*P(¢) = R ((1p0) 0 exp,), Vo € Fo(%).

34Em casos realistas de n = 4 esse processo pode ser esgotado na terceira etapa, ja que,
como veremos, importa saber a distribui¢ao de Riesz (definida abaixo) em ao menos o = 0.
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Onde ¢ claro que j1, : % — R atua apenas como escala, e, sendo exp,, W) =
w' CR", Fo(%')> poexp,: U — R.

As distribuigoes de Riesz satisfazem as seguintes propriedades:
(1) RY7 =4, (2) supp(RL™") € J*(p)

ar, —2n
2c
REEZ/,a,p)

U 5

(3) ORY*+2r) — ( + )R P o +£ 0.

Onde I') = noexp, 1 Infelizmente nao sao solugoes fundamentais
de O em %, como bem mostra a propriedade (3). Mas a partir dessas
distribuicoes tomaremos um Ansatz na forma de uma série, cujos coeficientes
devem satisfazer uma equacao diferencial para que o Ansatz seja solucao de
P.

O Ansatz ¢é o seguinte:

R(W :p) Z Vk (% 2k+2 p) (9)

, o - ,
onde p — V;)k ¢é suave, e se substituirmos essa equagao em PR(i P = Op,
obtemos as condigoes para os coeficientes:

1
Vgraar, V' — (500, —n+ 2k)VE = 2kPVF1

Chamamos a sequencia de fungées (V¥), C §(% x %), tal que V), = 1,
e cujos elementos Vk Vk satisfazem a equacao acima, uma sequencia de
coeficientes de Hadamard para P. E claro, se construirmos o Ansatz @ de
modo que os coeficientes sao coeficientes de Hadmard obteremos uma solucao
fundamental formal de P em p.

A partir de @ podemos construir uma solugao exata, limitando, em um
certo sentido, a série da solucao formal. E essa limitacao, chamemo-a de
Rf/’p ), fornecem, para um dominio % que satisfaz algumas condicoes, dis-
tribuicoes de Riesz que se aproximao de uma solucao fundamental de P. De
forma mais precisa: % deve ser um conjunto cujo fecho % é compacto, e
deve estar contido em um subconjunto convexo % "de . Entao Rf/’p )¢
uma distribuicdo em %/, suave em p, com PQR “p) _ 0, = Ki(p,.), onde
K. € §(% x %) e onde o indice 2 em P, indica P agmdo na segunda com-
ponente dos coeficientes de Hadamard. Com a seguinte condicao de suporte:

supp(RY7) € J5,(p).
Identificando K4(p,.) € §(% ) com sua correspondente distribui¢ao

So(%) 3¢ | Ki(p,y)o(y)dV.

4
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Reescrevemos PyRY/ ") — 0, = Ki(p,.) como (P, _)gb 1+ Ki)p, e
com algumas restricoes sobre anormade Ky € § (% X %) podemos inverter
(%
+

(1 + K.). Definindo fy € F(%) como a fungio p +
fundamental de P é:

) (¢), a solucado

Fy (6) = (1+ K2)™ fo(p).

Com esses resultados pode-se obter o seguinte corolario ([3]): Sejam o ope-
rador d’Alembertiano P e o espago-tempo (4, g), entao, todo ponto p de
M possui uma vizinhanca causal % cujo fecho é compacto, tal que existem
solugoes fundamentais (avangadas e retardadas) ng , para P em % , suaves

em p, que satisfazem a condicao de suporte: supp(Fg;p) C J; (p).

3.2.3 O Problema de Cauchy e Operadores de Green

Dada uma solugao fundamental F(,;p de P, avangada e retardada (i.e., tal
que supp(F3 ) C J£(p)), a distribui¢io u+ dada por, para cada f € F(%):

us(¢) = » f(x)Fajf,x(@dV, Vo € Fo(%)

é uma solugao de Puy = f no sentido distribucional,e ainda vale que supp(u+) C
J (supp f).

E elementar que u4 ¢ solucao de Puy = f tendo em vista as contas feitas
em segoes anteriores (da motivagao da definicdo de solugoes fundamentais).
Vejamos a condicao do suporte:

Suponha que ¢ € Fo(%) seja tal que us(p) # 0, entdo, deve haver um
x € % tal que f(x)F%x(gzﬁ) # 0, ou seja, f(x) # 0 e F;f (¢) # 0. Por-
tanto, x € suppf e suppp N supp(Fé/F,x) # (), mas como supp(ng/t ) C J2(2),
suppe N J3, (z) # 0.

Se pensarmos, de forma rudimentar, como estao as posigoes desses conjun-
tos, concluiremos que podemos escrever: = € J.J(supp¢). Entao, suppf N
J7 (suppg) # 0, e, novamente, suppé N J3; (suppf) # 0. Portanto, suppus C
Jy (supp f).

Com esses resultados, e seguindo essencialmente os mesmos passos que foram
tomados nesta e na se¢do anterior, a saber, tomar um Ansatz formal (mas,
neste caso, tomando uma solu¢ao em R X (§N% ), que sempre pode ser feito,
ja que § N % é uma superficie de Cauchy em %, de modo que podemos
identificar os dois através de uma isometria), identificar seus coeficientes de
Hadamard, limitar a série, etc., é possivel mostrar que ha uma tnica solucao
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para o problema de Cauchy local para P, que tem a seguinte formulagao:
Seja S uma hipersuperficie suave tipo-tempo, e v € X(S) um campo vetorial
normal e Unitario. Seja % € .# um aberto causal com fecho compacto tal
que S N 7% seja uma superficie de Cauchy de 7. Sendo py e p; a restrigao
a SN e a derivada normal em S N %, respectivamente, o problema de
Cauchy com os dados (f,up,u1) € (% )DF(SNU)BF( SN ), é o sistema:

e,

Po(uj
p1(u)

|~

Ug
U

com u € F(% ) com suporte suppu C J,,(K)U J,(K) onde K = supp(ug) U
supp(u1) U supp(f).

Solugoes globais de () sao formadas tomando varias solugoes locais. Identifica-
se 0 espaco globalmente hiperbdlico com o espaco-tempo R x S, e entao cons-
truimos solugoes em (—e,¢) x S. Novamente, os detalhes desta construcao,
bem como a prova da unicidade dessas solugoes, estao descritas com todas
as nuances e detalhes em [3].

Com solucgoes de em maos ¢é possivel construir solugoes fundamentais glo-
bais, essas solucoes servem para fazer conexao entre operadores de Green e
solucoes do problema de Cauchy. O conteido do teorema que nos garante
solugoes fundamentais globais é o seguinte:

Teorema 3.2. Sejam P um operador d’Alembertiano e .# uwm espago-tempo
globalmente hiperbdlico, entdo, existe, para todo ponto x € A, uma unica
solugao fundamental F* e uma tinica F~, tal que, supp(FE) C J*(z) e tal

que Vo € Fo( A ), f;t(x) = FF(¢) € suave e P*(qu) = ¢.

Lembrando que como estamos interessados em P = ]+ m?, P* = P.

A prova dessa proposicao consiste em dividir o espago-tempo em foliagoes
por superficies de Cauchy, {t} x & > =z, achar solucoes globais x, nessas
superficies e definir FX(¢) = x4().

Os operadores de Green G : Fo(#) — F(A), como definidos em secdo
anterior, tém uma relacao simples com as solugoes fundamentais de P*. Con-
sideremos P = [ 4+ m?, e seja F'* as solucdes fundamentais garantidas pelo
teorema (3.2), tomando P = O+ m?. Entao, G4 é dado, V¢ € Fo(.#) por

Gx(¢) = f;t-

Ou seja, (G(¢))(x) = FE(¢). Que G4 existe e sdo tinicos segue do teorema
que garante que ha solugoes fundamentais avancadas e retardadas tnicas,
e as propriedades de G+ seguem dos predicados das solugoes fundamentais.
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Vejamos: (P o Gi)(¢) = P(G+¢) = P(f]) = ¢, entdo Po Gy = 1. Por
outro lado, ¢ +— f;t(x) ¢ uma distribuicao, entao, (G4 o Plg,.x))(¢)(z) =
(G+(Plzo(a)?))(x) = P*EF(¢) = ¢(x), de modo que G4 o Plg,.r) = 1.

A condigao sobre o suporte de G4 é demonstrada de forma andloga a de-
monstracao da condicao de suporte para solugoes locais de P: considere ¢ €
So(A) tal que (G+(9))(x) # 0, entdo, F;7(¢) # 0, entdo, x € supp(f) =
supp(G+(¢)) e supp(¢) N supp(F;F) # 0. E como supp(FF) C J7(z),
r € JE(supp(¢)). Ou seja, mostramos que todo x € supp(G+(¢)) estd
em J*(supp(¢)), como requer a condicdo que define operadores de Green.
O modo como os operadores de Green — que sao de fundamental importancia
para a quantizacao de campos em espagos-tempos globalmente hiperbdlicos
— sao apresentados aqui segue o caminho tracado por Bar, Ginoux e Pfaffle,
que de fato parece ser um caminho circular: achamos solugoes fundamentais
em espacos-tempos de Minkowski, e entao solugoes fundamentais locais para
espagos-tempos mais gerais, das quais obtemos solucoes locais do problema
de Cauchy e com essas solugoes construimos solucoes globais. Dessas solugoes
globais voltamos as solugoes fundamentais (globais). De fato hd, aparente-
mente, um caminho alternativo, como apresentado, por exemplo, no artigo
de 1980 de Dimock [13]: s@o consideradas solugoes fundamentais globais de
O + m? em espacos-tempos globalmente hiperbdlicos, das quais constréi-se
operadores de Green, e destes as solugoes globais do problema de Cauchy sao
derivadas.

3.2.4 Propriedades das Solugoes

Fundamental para a quantizagao dos campos que satisfazem as relacoes CCR
sao os operadores de Green do operador P = [0+ m?, que podem ser en-
tendidos grosso modo como o inverso de P. E veremos como através dos
operadores de Green podemos escrever a solucao do problema de Cauchy
que nos interessa, em termos das condicoes iniciais, de modo que os opera-
dores de Green carregam em si o conteido da equagao de onda.

Primeiro, observamos que podemos estender os operadores de Green G4 :
So(A) — F(A) a operadores G : € (A) — ’D’(///)E que agem em dis-
tribuigoes, através da mesma técnica que foi usada para estender operadores
diferenciais para distribuigoes, ou seja, através do adjunto formal. Afirma-
mos que o adjunto formal do operador G ¢ o operador G que ¢é solugao de

35Lembramos que ®'(.#) é o conjunto das distribui¢oes em .# e & (.#) é o conjunto
das distribuigbes em .# com suporte compacto.
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P*. Em particular para P = 0+ m?, G%. = G+. A prova é a seguinte:
=1
—~ =
P*

[uGeo@av = [(FE3 0@ Gao)@av -

- [(EE@Pe o @ = [(Gu@s@ay.
i

Entao, se definirmos G = G, — G_ seu adjunto formal é G* = —G, ou seja,

(Gu)(9) = —u(Go).

Da mesma forma, podemos achar os adjuntos formais dos operadores de

restricao a superficie de Cauchy S, pg : §(A#) — F(S), e o operador derivada

normal em S, p; : F(A) — F(S), e os chamaremos de p) : €' (S) — & (A),

i =0, 1, temos entdao a composi¢ao G o p, = Gp), : € (S) — D'(A). E, claro,

podemos restringir distribuigoes a fungoes pela seguinte aplicacao Fo(S)

¢ — s gzﬁ(m)u(x)dvsm, onde dV; é o elemento de volume induzido em S,

de modo que podemos pensar Gp, : Fo(S) — §(A) como operadores entre

funcoes.

Dessas defini¢oes segue o seguinte teorema:

Teorema 3.3 ([13]). A solu¢iao u € F(A) do problema de Cauchy do ope-
rador O+ m? com os dados (0, ug,u;) pode ser escrita da sequinte forma:

u = (Grp)us — (Gph uo. (10)

Demonstracao. Na prova usaremos a forma integral da solucao do problema
de Cauchy em questao:

/ﬂ ufdv = / (uopr (G) — wapo(GF)) Ve, (1)

que é provada se usarmos a identidade de Green, [ [u(0+ m?)v — (0 +
m?)uldV = [, (udv/0n —vou/on)dS e dividirmos o espago-tempo ./ entre
D~ =J7(8)/S e DT = J(S)/S. Nessas situacoes 0D* = S.

No primeiro caso tomamos u como solugiao de (0 + m?) e v =G, f, e p1 =
d/0n e no segundo caso tomamos u de novo como solugio de ((J + m?) mas
v==G_fep = —0/0n. E como (O+ m?)G+ = 1 temos as seguintes
igualdades:

/- R [s(“°pl(G+f) —w1po(Gf))dVL,

36 Chamaremos a aplicacdo ¢, — [ ¢y de (¢, 1)).
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/D+ ufdv = — /S(U001<Gf) (G )V,

cuja soma nos fornece , € se pensarmos em em termos de distribuicoes
teremos as seguintes igualdades: [ ufdV = (u, f),

/S wop1 (GF)AV: = {ug, p1Gf) = —(Gipluo, f).

E analogamente [ u1p0(Gf)dV, = —(Gpjus, f), de modo que u = —Gplug+
Gpyui, em sentido distribucional. A igualdade no sentido funcional segue
da observacao de que se nos restringirmos aos casos u; = 0 ou ug = 0 os
operadores Gp; sao entre funcoes. O

Observagao: A igualdade ([11)) serd fundamental para a quantizagao dos
campos bosonicos, e a escrevemos em forma distribucional:

<U, f> = <u0a ple> - <U1, ,OOGf>, (12)

onde, do lado esquerdo (f,g) = f » J9dV, enquanto que no lado direito
<f7 g> = fg fgdV.

Da forma da solucao obtemos as seguintes igualdades ([I3]) que nos
serao tuteis: ao aplicar py em ([10): up = poGpyur — poGpyug, portanto,

poGpy =0, poGpyug = —1.
E aplicando py: w3 = p1Gpyur — prGplug, portanto,
piGpy =1, piGp) = 0.
E por fim, se escrevermos u; = p;u e u = G f, obteremos a seguinte igualdade

G = GpomG — GpipoG. (13)

Exemplo Darei agora um exemplo de funcao de Green de [0+ m? em um
espago-tempo de Minkowski (R*, 7)), com 1 com signatura (1, —1, -1, —1).
A determinacao da funcao de Green de O + m? no espaco-tempo de Min-
kowski é um problema bem conhecido: comega-se com o Ansatz ¢ = [ G(z—
y)f(y)d'y, f(z) = [ f(y)d(z — y)d*y, escreve-se G em termos de sua trans-
formada de Fourier, etc. Deste processo calcula-se:

1 / émf(ﬁ) 4

(2m)% Jouxre p* +m?

(G=(f)(z) =
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onde pxr = p,at, p* = p.p", e f é a transformada de Fourier de f. E claro
que (G+(f))(z) é solugdo de (O0+ m?)¢ = f, j4 que importa apenas a agao
(de O0,) em eim quando aplicamos U, em (G4 (f))(z), e dessa a¢ao obtemos
O, = p2ei, entdo, (O +m?)(Ga(f)(x) = (21) 2 [, o 7 f(p)dp, o
podemos tomar Cy = R, de modo que a integral acima é a transformada de
fourier inversa de f , ou seja, € f.

Podemos integrar em py e obter uma forma explicita de G4, sem que a
diferenca entre as funcoes de Green retardada e avancada fiquem escondidas
nas curvas (a principio um tanto arbitrarias — por isso ja comeco com a
funcao de Green sem antes falar de solugdes fundamentais) C. Escrevemos
p*+m? =p5 —p*+m? =py—w, = (po — wp)(po + wp), entao,

- eiror” f po,p) 3
G / ipx( / dpe)dp.

J/

—~—
yAS

Tomamos a curva C} como a curva em sentido anti-hordrio em torno de wy,

e a curva C_ como a curva em sentido hordrio em torno de —w,. Portanto:

‘eiwpxof(wp’ p)

" f(po, p)
))POZWP = 2mi 2wp

7. =2mR
= R S e +

Y

eipozof(po, p) .efiwpzof(_wp’ p)

I_ = —2miRes ——w, = 2m1
((pO - Wp)(po + wp) )po ! 2wy
Entao,
(o)) = 5 [ g o )i = o T
+ "o Jes 2w, P PIEP =08 Jas 2w, ! o=@ P
e
(G_f)a) = - / L it f( iy Dyt = = [ ()l
- " o1 Jes 20, P PIEP = o8 Jas 2w, 1N o@D

Na integral de (G_f)(z) foi feita a mudanca p; — —p;. Nesse caso o sinal
de dp; compensa a mudanca nos limites da integral, e w_, = w,. Calculamos

G = G4 — G_ como sendo:

(Gh)x) = - / L@ (p) — 7 F(—p)) o d°p.

21 Jrs 2wy
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Apenas das propriedades do operador de Green é facil vermos que G f, para
qualquer f € §(.4) é uma solucdo da equacao de Klein-Gordon homogénea,
e, portanto, ha valores iniciais p;(Gf) e, entdo, Gf é uma solucdo de um
problema de Cauchy da equacao de Klein-Gordon homogénea com os dados
(po(Gf), p1(Gf)). Mas importa também saber se dado um problema de Cau-
chy com os dados (ug, u1) a solugdo G'f é solucao deste problema de Cauchy.
O seguinte teorema impoe restricoes a f para que isso seja verdade:

Teorema 3.4. [15] Seja u uma solugao do problema de Cauchy da equagdo de
Klein-Gordon homogénea com p;(u) com suporte em um compacto N C S.
Entao, para qualquer vizinhanga aberta O de N hd uma f € Fo(#) com
suppf C O eu=Gf.

4 Quantizacao

95



4.1 Axiomas de Haag-Kastler Generalizados

Chamaremos de axiomas de Haag-Kastler generalizados os axiomas sugeridos
por Dimock em [13], cuja ideia essencial é associar a cada regiao do espago-
tempo uma C*-algebra, que descreve os operadores locais, ou seja, a relacao

O s o (0) (14)

descreve os operadores na regiao O. Os axiomas generalizados sao:

(1) As regides para as quais a rela¢ao estd definida sao conjuntos abertos
e limitados em .Z. A colegao desses conjuntos forma um conjunto de indices
(com a ordem sendo inclusdo) com ortogonalidade, com ortogonalidade de-
finida por: O; L Oy & O e Oy possuem uma separagao tipo-espago (i.e.,
nao hé curvas causais unindo os pontos de O; com os pontos de Q).

E arede de C*-dlgebras {7 (O)} satisfaz a estrutura que define uma algebra
quasi-local 7. Temos, portanto, uma algebra quasi-local & = |, 27 (O).

(2) Para toda isometria s entre (.#,q) e (.#,§) hé um isomorfismo en-

tre as dlgebras quasi-locais nesses espagos-tempos: «, : & — o tal que
ax((0)) = A (K(0)), a1 =1 e g, ©wy, = Quyony-

(8) o/ é primitivo.
(4) Se Oy depender causalmente de Oy, entao, o7 (0;) C o7 (O7)

Comentarios: Os axiomas (1) e (3) sdo generalizagoes imediatas dos respecti-
vos axiomas de Haag-Kastler. O axioma (2) é uma generaliza¢do do axioma
da invariancia de Poincaré, e, de fato, este é recuperado se nos restringir-
mos & situacdo (.4, g) = (A, §) (a se torna, entdo, um automorfismo) e i
espagos-tempos de Minkowski, entao as isometrias formam o grupo de Poin-
caré. O axioma (4 ) pretende apenas expressar o fato que o futuro depende do
passado; falta, no entanto, definir o que significa uma regiao depender cau-
salmente de outra: diremos que uma regiao O; depende causalmente de O,
se para toda curva causal inextensivel que intersectar O; também intersectar
Oy em SN O, # (), onde S é uma superficie de Cauchy.

4.2 Quantizacao de Campos Escalares Livres

O objetivo desta secao é quantizar campos escalares livres que satisfazem as
relagoes canonicas de comutagao, para isso o que vamos fazer é especificar a
forma simplética nao-degenerada que torna a algebra de CCR-Weyl com um
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conteudo fisico, mas nao sem uma explicacao de sua motivacao antes. Esta
segao é baseada no artigo [13].

Motivacao O que faremos é definir em que sentido algebras CCR sao rea-
lizadad™| sobre uma superficie de Cauchy. Uma realizacdo das algebras CCR
em uma superficie de Cauchy S é a terna {(J,0(f),n(f)) : f € Fo(S)},
onde # é um espago de Hilbert complexo e 6(f) e m(f) sdo operadores
simétricos lineares que satisfazem:

[00), 7(g9)] = i{f,9), [0(f),0(9)] = [x(f),m(9)] =0,

onde (f,g) = [ fgdV;. Entao, o operador em sentido distribucional:
¢ = Gpom — Gp'f

é solugao da equagao de Klein-Gordon: (O + m?)¢ = 0. O que isso significa
é que temos um operador tomando valores em distribuicoes que é solucao
de uma equacao de campo em um espago-tempo globalmente hiperbdlico, e
dessa solucao abstrairemos os elementos que importam para a quantizacao
num espago-tempo curvo, a saber, seu conteido algébrico.

O operador ¢ pode ser escrito, em sentido funcional como (basta lembrar que
o adjunto-formal de G é —G):

o(f) = 0(nGf) = m(poGf),

para toda f € §(A), e, claro, piG : Fo(A) — §(S), satisfaz a equagio de
Klein-Gordon: ¢((O+m?)f) =0, jd que G(O+m?) = G, (O+m?)—G_(O+
m?) = 0.

E ainda, [¢(f), #(g)] = —i(f,Gg). A prova é a seguinte:

[9(f), 2(9)] = [0(mG f) — m(poGf),0(mGg) — 7(poGyg)

= —([1(poG f),0(p1Gg)] + [0(p1G f), m(poGg)])
= —i({g,GPipoG [) = (GpomG [, 9)) = —ilg, (GpipoG — GpopiG) f)

.

g

=G
= —i(f.Gy).

Com isso tomamos a exponencial como de costume: W(f, g) = e/@H)=7)) ¢
esses operadores satisfazem a seguinte relagao:

W(f1,91)W(fa2, g2) = efiwl’92>7<f2’91>)/2w(f1 + f2, 91 + G2).

37Dimock chama de representacdes em superficies de Cauchy, mas como nio sio propri-
amente representacoes preferimos chamaé-las por outro nome.
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Como é bem sabido hd uma certa ambiguidade na escolha do espago de
Hilbert no qual as solugoes de Klein-Gordon estao definidas quando estamos
em um espago-tempo curvo, e surge o problema que em tudo que foi feito
até entao tem como elemento essencial um espago de Hilbert. Veremos no
proximo paragrafo que de fato esse espaco de Hilbert é acidental, podemos
abstrai-lo da construgao (isso é um dos fatos que fazem dos axiomas de Haag-
Kastler principios naturais para quantizagdo em espagos-tempos curvos).

A Algebra de Weyl Sejam agora os elementos W(f,g) de uma algebra
sobre §o(S) 2 f, g, que satisfazem a seguinte relagao:

W(f1, 0))W(fa, g2) = G_i(m’92>_<f2’g1>)/2w(f1 + f2, 01 + 92), (15)

onde (f,g) = [ fgdV,. E com esses elementos deﬁnimoﬁ

W(f)=W(pGf,pGf), f€FolA). (16)

Esses operadores satisfazem a seguinte relacao
W)W (h) = W(pGf, poG )W (p1Gh, poGh) =

W (p1G(f + h), poG(f + h))e U ClaGh=(p1GhpaGl)/2 —
W(f + h)efi/2(*(f,GpllpoGh)Jr(GpﬁmGh,f}) —W(f+ h)e*"/2(<f’(GP'oP1G*Gp’lpoG)h)

=W(f + h)e " {HEM/2,

E claro que segue dessa relacao que W(0) = 1, portanto, se (f, Gh) for
uma forma simplética nao-degenerada seguird que o conjunto {W(f) : f €
So(A )} é uma dlgebra de Weyl, j& que seria possivel mostrar (como feito em
secao anterior) que terfamos por necessidade W (f)* = W(—f).

Que o(f, g) é uma forma simétrica segue da linearidade de G e de (, ) e do fato

do adjunto formal de G ser —G: o(f,g) = (f,Gg) = —(Gf,g9) = —(9,Gf) =
_0-(g7f)'|ﬂ

Por fim provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 ([13]). Sejam as C*-dlgebras <7/ (O) geradas por
{(W(f) = feSolA), supp(f) C O},

BE claro que Gf, para todo f € Fo(#) é uma solugdo da equagdo de Klein-Gordon
homogénea e entdo p;Gf sdo os dados u; € F(S), i = 0,1 do problema de Cauchy.

39Para garantir a nao-degeneralidade tomamos o sobre Fo(.#)/ker(G) ao invés de
So(.#) somente, onde, sabemos pelas propriedades de G que ker G = (O + m?)Fo(A).
Para mais detalhes vide [5].
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onde O sao conjuntos abertos e limitados de M .

Entao a C*-dlgebra of = Up/ (O) satisfaz os axiomas de Haag-Kastler ge-
neralizados.

Antes de provar este teorema notamos que a rede de dlgebras 7 (O) nao
depende da realizagao (2, W) sobre a superficie de Cauchy S. Isso significa
que: (1) as dlgebras em diferentes superficies de Cauchy devem ser isomorficas
e ainda que (2) em uma mesma superficie de Cauchy duas algebras geradas
por diferentes realizacoes devem ser isomérficad™)|
Um fato que se mostrard crucial tanto para essas preliminares quanto para
o teorema é que a algebra &7 pode também ser gerada por W (h,h'), h,h €
S50(S): basta tomar uma solu¢ao u do problema de Cauchy com os dados h
e b em §o(S), e tomar uma funcao f € Fo(.#) tal que u = G f, e assim
W (h, ') = W(pGf, poGf) = W(f). :

Primeiro provaremos o (1): sejam duas élgebras 7 e o7, como as do teorema
(4.1)), geradas por (A, W) e (L%Z ,W). Naturalmente hé um *-isomorfismo
entre elas, i(&/) = &/; como & e & sao geradas por (S, W) e (A, W)
isso significa apenas que i(W (h, h')) = W (h, 1), portanto, pela igualdade do
paragrafo acima: i(W(f)) = W(f), e entdo, i(«/(0)) = o (O).

Para provar que 7 (Q) nao depende da superficie de Cauchy, usamos o se-
guinte resultado, cuja prova se encontrd em [13] e consiste apenas em uma
conta: seja fg; : F(A) — F(S), i = 0,1 a restricdo & e a derivada normal
em S, onde S é uma outra superficie de Cauchy, entdo 6 = PoP e T = p1o
fornecem uma realizacao da dlgebra CCR sobre a superficie de Cauchy S.
Como para provar a independéncia da algebra gerada da superficie de Cauchy
basta mostrar que duas representacoes em superficies de Cauchy diferentes
sfo iguais tomamos as representaces (2, W) e (€, W) onde W é definido
através dos 0 e ¢ acima. Através de algumas contas (cujo desenvolvimento
explicito se encontra, novamente, em [I3]) é possivel mostrar que W = W.

Demonstragao. Grande parte da prova da validade do axioma (1) consiste em
mostrar que se O; e O, possuem uma separagao tipo-espago entao o(f,g) =0
para supp(f) € Oy e supp(g) € Oy. Ja que se isso for verdade o axioma (1)
serd satisfeito, pois nesse caso o que é tratado aqui seria um caso particular
do que foi provado em secao anterior, viz., que dlgebras de Weyl cujas formas
simpléticas obedecem uma certa hipdtese (a saber, que para dois indices i e

40Isso parece ser trivial, ji que dlgebras CCR sdo sempre *-isomérficas. Mas devemos

mostrar que esse isomorfismo €, em certo sentido, local: o isomorfismo deve levar a dlgebra
de uma regiao na outra algebra da mesma regiao.
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j temos i L j < o(fi,g;) = 0) sdo quasi-locais.

Mas isso é simples de provar: sejam duas regioes O; e Oy com uma separagao
tipo-espaco e sejam supp(f) € Oy e supp(g) € O,. Entdo, [; fGgdV, =
[s G gdV, — [ fG_gdV, porém supp(Gig) C J=(suppg), e como nao ha
curva causal que una O; > suppf e Oy > suppg, suppf N J*(suppg) = 0,
i.e., supp(f) Nsupp(G+g) = O de modo que (f,Gg) = 0= o(f,g). Isso prova
o axioma (1).

Para mostrar a validade do axioma (2) basta tomarmos uma realizagao
(A, W) sobre S C ., que gera a rede de algebras o/ (O) e outra rea-
lizagao (', W') sobre 8" C .#’', que gera a rede de dlgebras «7'(0’). Se
mostrarmos que </ (0) = &/'(k(O)) entao a conformidade com o axioma (2)
fica estabelecida, ja que quaisquer outras algebras serao isomorfas a estas.
Tomamos as seguintes realizagoes: realizacao de «7: (2, W (f,q),f,9 €
50(S)). Realizagao de &' (7, W'(f,9), f, 9 € Fo(k(S))), onde W’ é dado
por, para f,g € Fo(k(S)) :

W'(f,g9) = W(ki f, kog) = W(f o ko, g o ko),

onde kg : S — k(S) ¢é o difeomorfismo induzido quando restringimos a iso-
metria aos dominios e imagens adequados. Agora vejamos como podemos
escrever G : Fo( ") — F(A'), a funcio de Green no espaco-tempo (.#', ')
em termos da fungao de Green GG, e também os operadores derivada e restricao
pi : §(A'") — F(S') em termos de p;. Para isso usaremos os difeomorfismos
k: M — M eky:S — S para transformar funcoes de um espaco em
fungoes do outro espaco.

Seja f € Fo(.A"), entdo fok € Fo(A), e G(f ok) € F(A). Utilizando de
novo o difeomorfismo k para trazer G(f ok) para o espaco de fungoes em .Z’
escrevemos Gf = G(f o k) o k~'. Da mesma forma para p;, seja f € §(A)
entio pi(f o k) € §(S), entio pi(f) = pilf o k) o ki

Entao, para f € §o(4')

W'(f) = WG f, iGf)
— W(pu(G(f o k) o k™ o k) o ks, po(G(f o k) o k™ 0 k) o k)
=W(pG(f o k), poG(f o k)) =W(f o k).
Isso mostra que 2A(k~1(0)) = A'(O), como desejado.
O axioma (&) segue da simplicidade das algebras CCR: pela simplicidade

as dlgebras CCR nao possuem ideais nao-triviais, ou seja, se W(f) € A C &
entao,

W)W (g) C A YW(g) € o = A= o ou A= {0}.
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De fato, se W(f) € A C o entdo f € Hy C Fo(#). Mas nao existe um
subespaco de §o(.#) tal que para todo g € Fo(A), f + g € H;.
Assim, suponha que &7 seja redutivel, entao existe um A C &7 tal que para

todo W(f) € A vale que
T(W(f))m(W(g)) € m(A), YW(g) € &,

onde 7 é uma representag;éo de o7

Mas como 7 é um *-morfismo, 7(W(f))n(W(g)) = m#(W(f)W(g)). No en-
tanto se W(f)W(g) € A para todo W(g) em &« entao A = &. Ou seja,
deve necessariamente ser irredutivel.

Que ha uma representacao fiel de @7: como as algebras CCR sao tnicas a
nao ser por um *-isomorfismo dada uma representacao m de &/ existe um
tnico *-isomorfismo « entre o7 e w(«/) tal que a(W(f)) = n(W(f)), para
todo f. Entao o = w. Entao, o nicleo de 7 é zero.

Por fim, o axioma (4) se prova assim: seja suppf C Oy, como, supp(Gf) C
J JE(suppf), os operadores p; restringem essa unido a superficie de Cau-
chy: supp(p;Gf) € |JJ*(suppf) NS e pela hipétese de que O; depende
causalmente de Os: supp(p;Gf) C Oy. Tomamos um fy € Fo(O2) tal que
Gf = Gfo[1] Assim, supp(p;Gfa) C Oy e entdo W(f) = W(f2). Portanto,
W(f) C &/ (03). Ou seja, &7 (01) C o/ (Oy). O

Exemplo Neste exemplo construiremos forma simplética o, como feito
acima: o(f,g) = (f,Gg), para campos bosonicos em espacos de Minkowski
(R*,n), ou seja, usaremos o G calculado no exemplo da segao (3.2.4)) e vere-
mos elementos das dlgebras CCR-Weyl que quantizam esses campos.

o(f,9) = (£.Go) = [ fa)(Go)lwyd's =

szA - ipT A " dS d4
=5 | [ g @50 o) 'y
Mas f(p) = (1/(27)?) [ e~ f(x)d*z, entdo,

o(1.9) = 2mi | = (F0)iw) = F I oey '

E claro que o(f,g) € R, pois f(p) f(—p). Os observaveis sao os operadores

auto-adjuntos.

4L A prova que se pode sempre fazer isso é o Lema A.3 de [13]
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E ainda, [(1 /QWP)?(p)g}(p)]pozwpd?’p é o produto interno relativisticamente
invariante do espago de Hilbert L?*(R3, d®p/2w,), chamemos esse produto de
(f,g). Portanto

Entao,
W(f)W(g) = e "PIPW(f +g) =

_ 627ri§(f,g)w(f +g)
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5 Estados Coerentes em Algebras CCR
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Nesta segao veremos como é possivel definir (segundo [37]) estados coe-
rentes em uma algebra CCR qualquer.
Seja a algebra quasi-local & = |, &7/ (0), o7 (O) gerada por {W(f) : suppf C
O}, e os W(f) sdo tais que W(f)* = W(—f), W(f)W(g) = e 2 W (f +
g), como foi definida na secao .
Seja (H, o) o espago simplético de relevancia para a édlgebra quasi-local 7.
Seja J uma estrutura complexa em (H,o), ou seja, J : H — H, linear,
J* = =1 o(Jf,f) < 0eo(Jf Jg) = o(f,g9). O espaco simplético com
essa estrutura é a complexificacao de H, e chamamos esse espago de 7.
Definindo a aplicacéo (.,.) : 7 x H# — C por

(f.9) =0o(f,Jg) +io(f.g).

Obtemos um espaco pre-Hilbert 7 H E claro, temos a relagao o(f,g) =
S(f,9). E claro que (.,.) é um produto interno, ja que

<f7g) :U(fan)+ZJ(fvg) = _O-(ngf)_lo-(gmf) =

= —o(JJg, Jf) —io(g, f) = (g, ).

E como o é bilinear inferimos facilmente que (f, g1 + g2) = (f, 91) + (f, 92) e
analogamente para a primeira componente. Vejamos a multiplicacao por um
complexo z = a + ib:

=ag+bJg

(f,z9) = o(f.J (a+ib)g) +io(f, (a+ib)g) = ao(f,Jg) + bo(f, J?g)
+ilao(f,g) +bo(f, Jg)].

= o(f, Jg)(a +ib) +io(f,g)(a+ib) = z(f, g)

E na primeira componente:

(2f,9) =o((a+ib)f,Jg) +io((a+ib)f,g) = ao(f,]g)
=—o(f,Jg)

+bo(Jf,Jg) +ilac(f,9) +ba(J],g)]
E claro: (f,f) =o(f.Jf) +io(f, f) =o(f,Jf) = 0.

42Poderfamos, se mais claridade fosse necessiria, escrever o produto interno e a norma
com um subscrito, indicando qual espago simplético estamos transformando em espago de
Hilbert.
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Exemplo Retomando o exemplo anterior, vejamos que podemos de fato
recuperar o produto interno (em L*(R*, d®p/w,)) tomando um J apropriado:

o(f. g) = mi / L F i) = F0)i)) lpom @

3wp

Se calcularmos o(f, Jf) deveremos obter |£]|2. Chamemos f;(p) a transfor-
mada de Fourier de J f: fJ = Jf Entao,

o7 10) =i [ = (FD o) = F o) e

Se tomarmos fj(p) = —if(p) —e portanto f(—P) = fi(p) = z?(p)

o(f. If) =7 / (D) oy & = |

O vacuo Um estado que é de particular importancia para a fisica quantica
é o estado que corresponde ao vacuo que em um espaco de Fock é definido
como o estado sem nenhuma particula: 1y = (1,0,0,...). O valor esperado

de W(f) = exp(i®(f)) em b é exp(—|[|f[|*/4):
(0, W(f)tho) = (¢ gllatf)+ar( W%) - @0, @—Ilf\\2/4eia(f)/\/§6ia*(f)/\/§¢0>7

onde usamos a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para dois operadores
cujo comutador é um multiplo de identidade, ou seja, para [z, y] = ¢1 nos diz
que eV = emal¥lerey = e3lmUlevet E como como vimos na secio (2.1.1)),

no espaco de Fock a(f)1g = 0, entao

exp(a(f))vo = (1+a(f) +a(fa(f)/2+ - Jbo = o.

Entao (Yo, W(f)o) = e I/I°/4. E natural, portanto, definir o estado veto-
rial ¥y de forma algébrica como sendo o funcional linear v, : &/ — C tal que
oW (f)) = exp(—||fl|?/4). E, de fato, dado este funcional linear podemos
sempre achar um estado vetorial tal que o(W(f)) = (o, W(f)1o) gracas ao
teorema de representacio GNP e este estado vetorial serd o vacuo tradicio-
nal que por sua vez definird os operadores de criagao e aniquilagao: teremos,
assim, ao menos em principio, uma correspondéncia entre a algebra CCR
abstrata (talvez com algum contetdo relativistico) e particulas quanticas.

No entanto, o que ocorre no caso de algebras CCR, gerais é que até mesmo

43Vide, por exemplo, [5], Teorema 8.1.3
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antes de representarmos os estados algébricos em espagos de Hilbert através
da representacao GNS é que devemos especificar uma estrutura complexa J
que tornard o espaco simplético sobre o qual &7 esta definida em um espaco
de Hilbert. Ou seja, dada a dlgebra CCR & definida sobre (H, o) e dada a
estrutura complexa J : H — H podemos tornar H em um espago de Hilbert
complexo 7, e este produto interno é central na definicao do vacuo, que em
geral é o estado ¢y : & — o

bo(W(f)) = exp(=(f, f)s/4).

E é um fato que para espagos simpléticos (H, o) de dimensao infinita hé in-
finitas estruturas complexas diferentes, e cada uma fornecera um espago de
Hilbert diferente. Assim, hda uma ambiguidade em como a dlgebra CCR se
realiza em um espaco de Hilbert que garante uma interpretacao de particulas.
H& muitas formas de se interpretar esse fenomeno que aparece na formulacao
algébrica da teoria quantica de campos (por exemplo, [12] argumenta que
essas representacoes nao equivalentes fornecem perspectivas complementares
do sistema fisico).

Uma exigéncia importante para qualquer limite cldssico é que nessa transicao
essa ambiguidade seja perdida e uma tnica concepcao de particula deve exis-
tir para qualquer espaco de Hilbert que seja escolhido. Veremos que esse é
de fato o que ocorre no limite semi-classico por estados coerentes.

O Estado Coerente Seja um funcional linear [ : 5 — R. Definimos um
estado coerente em &/ como o funcional linear (que depende da estrutura
complexa J, mas nao a especificamos) 9, : &/ — C dado por@

LW (f)) = N eFD/A = gl =717/,

E importante notar que o estado acima esta definido de uma forma comple-
tamente algébrica, apesar de sua inspiracao —e até seu significado— fazer
referencia a estados vetoriais. E a determinacao da forma de [, que sera feita
a seguir fazendo uma equivaléncia entre esse estado e estados vetoriais ,pode
ser vista, em verdade, como um procedimento inteiramente pratico, do qual
podemos abstrair a forma de [ e ja tomé-la como defini¢ao.

A interpretagao de 1, é imediata se considerarmos a forma de [ abaixo, ((17)):
o termo exp(—||f||?/4) representa o vécuo e o termo exp(I(f)) representa a

0 que segue é de fato um estado: ; é linear por definicao, e (W (f)W(f)*) =
Pi(W(0)) =1 = u(1).

66



acao do operador deslocamento.ﬁ

Para determinar a forma de [(f) vamos comparar o estado algébrico definido
acima com um estado coerente em um espaco de Hilbert advindo da rea-
lizagao da dlgebra .7 em uma superficie de Cauchy (vide se¢ao (4.2))). Neste
caso o operador que geram os estados coerentes é precisamente W (a, ), ou
seja, W(a, B)|0) = o, B).

Assim, espera-se que a relagio (W (f)) = (a, BIW(f)|a, B) seja valida™]
Como W (f) =W (f1, fo), onde f; = p;Gf, entao,

W (o, B) W (f1, fo)W (e, B) = e WnO=tloyy (£, fy).

B)”
Por outro lado W (f) = €'®¥) onde ®(f) = 0(f,) — 7(fo), e como visto em
[ED) [9(F), (9)] = —il, Cg) = —io(f.g). Portanto,

[@(f), ®(f)] = —iS(f, f) =0

[@(f),i®@(J )] = o(f, Jf) =R(f, )= (f, /) = IfI*
Assim, neste espaco de Hilbert — agora complexo — tomamos os operadores
de aniquilagio e criagio definidos através de ac(f) = 27V2(®(f) — I1(f))f)
onde TI(f) = ®(Jf), que satisfazem a relagao [ac(f),a&(f)] = || f||?. Escre-
vendo ® em termos de ac(f), ®(f) = 272(ac(f) + ac(f)*) e utilizando a
féormula de Baker-Campbell-Hausdorff podemos escrever W (f) como

W(f) = e IIfI1? /4 giag (f)/V2 giac()/ V2.

Mas 0 vdcuo é precisamente o estado que ac(f)|0) = 0, entdo, efctN/V2|0) =

(1 +iac(f)/V2 + (iac(f)/V2)* +---)[0) = |0).

Portanto,
<Oé,ﬁ|W(f)|oz,ﬁ> — 6i(<f1,B%(a,fO))e,HszM'

E claro que

l(f) = <f17ﬁ> - <Oé7f0> = </01Gf, 6> - <Oé,;00Gf>, (17)

4>No contexto da mecanica quantica sua forma é bem conhecida: D(a) = exp(aa* —
@a), cuja algebra é basicamente a dlgebra CCR-Weyl—e isso nos permite definir estados
coerentes usando elementos da algebra de uma forma natural, como faremos abaixo.

46Podemos sempre fazer isso, gracas ao teorema de representacio GNS: dado um estado
em uma algebra ha uma representacao desta algebra num espaco de Hilbert cujo estado
algébrico corresponde ao estado vetorial, de forma unica (& ndo ser por uma equivaléncia
unitédria).

4"Escrevemos a com um indice C para diferencia-lo de outro operador a definido através
da realizagao na superficie de Cauchy (52,0, 7).
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Onde o, 8 € Fo(S) e f € Fo(#). Se tomarmos o« = uy e 8 = ug, onde u; sao
os dados de um problema de Cauchy: ou seja, se u é solucao de Pu =0 e
piu = u;, entao, é simplesmente — como visto na se¢ao (3.2.4)), equagao
-

I(f) = (u, f)- (18)

5.1 Relacoes de Incerteza

Sendo assim, provemos as relagoes de minima incerteza que um estado coe-
rente deve satisfazer utilizando o estado |a, ) = W (a, 5)ty.
Seja A um observavel, define-se 04, a variancia de A no estado «, por

oA =V {A%) = (4),

onde (A) = (a, B|Ala, B) Dado dois observaveis A e B, a relacao de incerteza
nos diz que

oo = (g4 8)

Essa desigualdade deve ser uma igualdade quando calculamos em A = ®(f)
e B = ®(if), ou seja, os geradores da algebra de Weyl que fazem o papel de
posicao e momentoﬁ.

Antes de mostrar que de fato ®(f) e II(f) sdo estados de minima incerteza
desenvolveremos algumas propriedades de W(f, g) = exp(i(0(f) —n(f))) que
serao importantes no que segue para além desta secgao.
Sejam f = 7 e g = ¢ o momento e solu¢ao da equagao de Klein-Gordon (i.e.,
T = 1u,¢ = up), e seja a = (¢ — im)/\/2, procuremos escrever W (w, ¢) =
expi(0(n) — 7(4)) em termos de a = (6 +i7)/v/2 e a:

O(m) — () = 6 (ﬁ(a - a)) —r (%(a +a)) _

= —=(~if(0) +i6(@) + Pr(a) + Px(@)) =

V2

= = (= (0(@) ~ im(a)) + 6(@) + im(@) ) = i(a(@) — o’ (a))
V2
= W(a) =exp (a*(e) — a(@)).
Ou seja, precisamente o que esperariamos para W que define estados co-
erentes. Antes de prosseguir para a determinacao de igualdades que serao

18Note que ®(f) e ®(if) geram dlgebras que nao comutam, ja que S(f,if) = S(i| f||*) =
|l£1I?, que ndo é em geral zero.
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fundamentais para a analogia que seré feita entre o teorema de Hepp e o limite
semi-classico para estados algébricos bem como para a prova de que posicao
e momento sao estados de incerteza minima, vejamos quais as relagoes de
comutacao de a:

), ala)] = 5[607) + in (1), 0(0) + in(o)] = & (167), w()] ~ B(), w())
= %(W, g9) —ilf, 9)) =0.

Analogamente para [a*(f),a*(g)]. Agora, [a(f),a*(g9)]:

(), 0 (9)] = 5[0 +im(1). 0(0) ~ im(9)] = 5" (18(H), w(a)]+[6(5). (1))

= (itha) +itha) = [l )] = (F.0)

Para saber o valor de ¢;(®(f)) precisamos saber W (a)*®(f)W(«), ou seja,
precisamos saber o valor de expressoes da forma a(f)W(a) e a*(f)W(«).
Pela féormula de Baker-Campbell-Hausdorft:

W(Oé) — ea*(a)Jr(fa(E)) — €7<a’a>/2ea*(a)e*a(a)'

Entao, essencialmente queremos saber como passar a ou a* para a direta de
exp(a*(a)) e exp(—a(@)), respectivamente.

[a(f),a"(a)"] = n{f,e)a"(a)" " = a(f)a’(a)" — a™(a)"a(f)

= a(f)a’ ()" = n{f,a)a’(a)""" +a*(a)"a(f).

Do mesmo modo

Assim,
()6 = 30 ol $)a' ()" = (f.0) I e ma (@)™ + e )
a(f)e” @ = e D ({f,a) +a(f)). (19)
E analogamente
a*(f)e™ @ = e @ ((f,a) + a"(f)). (20)



Isso essencialmente nos diz que

W(e) a(f)W(e) = {f, ) +a(f), W(a)a*(/)W(a) = (f, @)+ a"(f).
Finalmente, calculemos agora W (a)*®(f)W («):

D) = 0() — 7o) = —= (alf2) + (1) +ial o) — ia*(fo))

7
W(a)*

= W(a)"e(f)W(a) = NG

(alA)W (@) +a*(F)W (a)+
ia(f)W (@) = ia" ()W (@)

—iFa(f)

= 6(£) ;(;)r(fo) = (Ua) + () + o0 = i)
Portanto,

W(e) @(f)W(a) = @(f) + Fu(f). (21)

Para que nao hajam mais distracoes nesta secao veremos o significado de Fy,
na proxima secao somente. Prossigamos, assim, para o cédlculo explicito de

Oo(f)s OII(f)» ete.:

(| @(f)le) = (0[@(f)|0) + Fu(f)
= (o] ®(f)|a)* = (0]2(£)[0)* + 2Fa(£){012(£)[0) + F5(f)-

Por outro lado, W(a)®(f)?*W(a) = W (a)*®(f)W ()W (a)*®(f)W (a) =
(®(f) + Fu(f))?, portanto,
(@ (f)?]a) = (0]@(f)*|0) + 2Fa(f)(0]R(£)[0) + F&(f)-

Portanto,
oo = (012(f)*]0) — (0]2(f)[0)*.

E claro que, como ®(f) = (ac(f) + as(f))/v2, (®(f))o = 0. Resta saber o

primeiro termo:

0(f)* = 5 (ac(F)? + ac(Fag(f) + at(fac(f) + ae(f)?)

Nl B O

(ac(£)? + 20 fac(f) + ae () + 1)
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onde a norma de f advém do comutador [ac(f),as(f)] = ||f||>. Entao,

@(to=E — a2,

Como [If[I* = (f,f) = o(f.Jf) e o(Jf, Jg) = o(f.g), Vf g, obtemos o
mesmo resultado para ofy ;. Calculemos agora (([(f), TI(f)])/2i)*:

[@(f), 11(f)] = [®(f), 2(J )] = —io(f, ] f) = =il fII*

Portanto,

ORI
% T4 T et ul)

(

Como queriamos demonstrar. Notemos ainda que no fim nada depende de
«, ou seja, nao depende da solugao em torno da qual o estado coerente esta
definido, mas apenas de uma func¢ao que define o proprio momento e posicao.

5.2 O Limite Classico

Vejamos agora a esséncia do teorema do limite semi-cldssico provado por
Hepp [21], fazendo uma forte analogia entre as motivacoes apresentadas por
Hepp e o caso presente.

Primeiro, vejamos o significado de F,(f) definido na se¢ao anterior:

1

Fo(f) 7

(@) + (@) + ilfo, @) = ilfo. @) ) = (f1,6) = (fo, )
= (mG [ uo) — (poGf,u) = (f, u).

E lembramos, é claro, que « é escrito em termos de ¢ e m, que sao a posi¢ao
e o momento da solugao de Klein-Gordon, ou seja, eles sao os dados (ug, uy)
do problema de Cauchy

(O+m?)u =
po(u) = ug
p1(u) =

Em particular F,,(f) = I(f).
O fato que inspira o teorema de Hepp é o seguinte limite: valores esperados
de ®(f) em estados coerentes centrados em torno de i~'/2a geram solugdes
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cléssicas (nao quanticas) da equagdo de Klein-Gordon. Esse fato é trivial
para o caso estatico, o teorema de Hepp consiste em ampliar esse resultado
para valores esperados evoluidos.

Vejamos a demonstragao para o caso que desejamos: devemos provar as
seguintes igualdades:

(O[W (5 2a)* [@(f) — By Pu(£)IW (B 2a)|0) = (0[@(f)l0),  (22)
i (O] (A3 *a)* @a ()W (R ?a)[0) = u(f), (23)

onde u(f) = (f,u), hy = A, onde X\ € R é o parametro que serd usado para
tomar o limite A — 0. E, por fim, ®,(f) = VA\O(f) = VARD(f).

A primeira igualdade implica na segunda: por economia chamemos W(h;l/ 2a) |0) =
’a)\>i

(Al @(f) — By 2ulf)lan) = (@(f))o = hy 2 {an Y (f) — u(f)|on)

= (| @r(f)lan) = BYH@(F))o + ulf) — u(f).

Basta, entao, provar a primeira igualdade. Mas a prova ¢é simples: basta
notar que Fi,(f) = kF,(f), onde k é um numero real arbitrario. Entao,

(aal®(f) — Iy Pu(f)]en) = (an]@(f)|an) — Ty *u(f)

= (0|®(£)|0) + hy u(f) — By Pu(f).

O teorema de Hepp pretende mostrar que para um operador evoluido, diga-
mos, por algum automorfismo a;, a;(®(f)) = ®(f,t) o resultado do limite
semi-classico deve fornecer uma solucao de Klein-Gordon evoluida também:

lim (ax [ay(@A(f))|an) = u(f, ).

Como ¢ sempre desejavel esquivar os problemas advindos de operadores nao-
limitados esse limite serd estabelecido com a exponencial de ®:

lim (a0 jay) = 1),
A—0

Mas claro, essas afirmagoes devem ser elaboradas e tornadas precisas (vide
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infra).

Para clarear as ideias que estao por tras do teorema no contexto que nos
interessa, prova-lo-emos nas circunstancias da mecanica quantica em uma
dimensao: seja o sistema classico com o Hamiltoniano num espaco de fases
(m,€) € R%, H(w, &) = m2/2m + V(). Se V' for Lipschitz, as equagoes de

Hamilton,
mé(t) = (1)
{ i(l) = —VI(E®) (24)

possuem uma unica solugao (m(a, t), &(a, t)) em tempos finitos (possivelmente
infinitos também). O que se pretende é comparar essas solugdes com as

posigoes e momentos, ¢ = z,p = —id/dzx de um sistema quantico regido pelo
Hamiltoniano
g I & V(v/haz) (25)
=——— x).
A 2m dx? A

Chamaremos também de H) a extensao auto-adjunta do Hamiltoniano acima,
e definimos U, (t) = exp[—itHy/h,].

E claro que dado a = (¢ + ip)/v/2, o operador U(«) = explaa* — @a] define
também um operador de deslocamento: U(a)alU(a)* = a — a, e entdo os
estados |a) = U(«)|0) sao estados coerentes. Também ¢é fécil de ver (e para
isso basta repetir as contas que foram feitas acima) que teremos andlogos das

igualdades e :

(i al(a = €)= 1)l ) = (0lapl0),
. —-1/2 —1/2 _\ _
;12%(% algapalhy a) =&,

onde ¢y = vArg e px = Vhap. E aesséncia de um limite cldssico que relaciona
os dois sistemas ¢é expressa pelo limite lim,\ﬁ()(h;lma]q,\(t)p,\(t)|h;1/2a) =
E(a,t)m(a,t). Mas para evitar problemas relacionados a nao-limitabilidade
de p e ¢ consideraremos suas exponenciais — como em verdade foi feito em
todo esse texto. O teorema a ser provado é o seguinte ([21]):

Teorema 5.1. Sejam ({(o,t), m(a,t)) = (&, m) solugoes de para |t| <
T. E seja o potencial V' do Hamiltoniano H(¢,71) = m2/2m + V(£) real,
C%*2. § > 0 em wma vizinhanga de & e tal que [|V(x)?e " dx < oo,
para algum p finito. Por fim, seja Hy a extensdo auto-adjunta de (25)) e
Ux(t) = exp(—iH\t/hy). Entdo,

s-lim U (R, )" Un(8)"e 0" s Pl (00 (1 a)

_ ez[rq(a,t)—l—sp(a,t)]

(26)
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S—/l\iH(l] U(h;1/2a>*U/\(t>*ei[rqx+sm]U)\ (t)U(h;lﬂoz) — ei[r§t+s7rt}’ (27)
H

onde q(a,t) e p(a,t) sdo solugoes de com o potencial linearizado em
torno de &: H(t) = p*/2m + V" (&)q? /2.

Prova: A prova pode ser dividida em duas partes principais: a primeira
escrevemos o lado esquerdo de da forma Wy (¢, 0)* exp(i[rq+sp])Wi(t, 0),
para algum operador W, unitario tal que

t
s—/l\ir% Wi(t,s) = Texp(—i/ H(r)dr) =:W(t,s),
- S

onde T é o operador de ordenagao temporal. Se esse for o caso ¢ imediato
que segue, e veremos que também segue facilmente. A segunda
parte consiste apenas em mostrar que de fato o Wy (¢, s) definido converge
fortemente a W (t, s).

Primeiro expandimos H) /hy em torno de &, Hy/hy = HY(t)+H; (t)+H3(t)+
..., onde

HY(t) = H(E, ™)/,
(1) = i (p = 0w ) 2 Vi) (0= 526 ) 1y,

H2(t) = <p _ h;l/%)Q J2m + Vﬂéft) (q - h;l%)Q.

Seja o propagador Uy (t) = T exp(—i [, H}(r)dr), que existe para todo [t| < T
e satisfaz:
U0 (a = 12 ) U3 (0 = a — 120, U3 (0" — 2, ) U () =
—a* -, a.
Para provar isso, tomemos A = a — h, oy ¢ B = i [{ Hi(s)ds (e entdo
B* = —B). Queremos calcular (Te ?)*A(Te ). Como os operadores p e ¢
em H; nao dependem do tempo a ordenagao temporal pode ser ignorada, e
segundo a série de Lie (vide, e.g., Cap. 9 de [4]):
n

eBAeB :A+i%[3, B,....[B,A]..]. (28)

Importa, entao, saber uma forma mais explicita de B. Vejamos:
H(s) = m(p— by ) 2 m 4+ V() (g = 5o iy =

74



= hyPrgp/m+ R PV(E)q + f1,
onde f é um nimero, e assim nao influenciard no comutador [B, A]. Entao,

=C

t=m€5 1/2 t :_Afrs /_M
/ Hl(s 1/2(p/m)/ T ds+ Ry q/ V’(fs)ds+1/fds) _
0 0
=i, ? (& — &) p — ihy % (m — m9) g +iC1.
—— —_——
=A¢ =Am
Entao,
- ih;1/2 o Z.h;\l/2 .
[B,A] = 3 [Aép—Aﬁq,qu} =5 (AS[ 4] —AW(Z[q,pJ)>
L hy 1/2 1/2
i\/i (A£+ZA7T) = i\/_ <£t—£+7Tt—7T> :h;\ / Oét_h;\ / .
Analogamente para A* = a* — h_l/ a,.

Com esses propagadores definimos

Wa(t, ) = U(R,2a) UL Un(t = s)UN()U (B 2a)el fs RO

Entao o lado esquerdo de pode ser escrito como
Wi(t, 0) ety (¢, 0).
Onde, claro,
Wi(t,0) = U(hy ) UL (6) Us(t)U (Ry ?a)e Jo TR0
Ou seja, devemos mostrar que

Wi(t,0)* e P, (¢,0) =
_ U(h 1/2 )*U)\(t)*ei[rq+sp]fih>—\1/2[rgt—sﬂ't}U)\(tﬂ](h;\l/QOé)'
Mas '
Wi(t,0)*erat=Plyy, (t,0) =

= U(h/:l/?a)*U)\(t)*\Ui(t)U(h;lﬂ a)e 1[rq+SP]U(h 1/2 )Ui(t)JU,\(t)U(hgl/za).

=W
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Entao, deve ser verdade que W = exp(i[rq+ sp] — ih;l/Q[r& —sm]), e de fato
isso é verdade. Vejamos:

1 1
rq+sp = 7 [ra+7"a* —isa—l—isa*] = [(T—iS)G—F (r+is)a*] =Za+za",

V2
onde z = (r +is)/v/2. Entdo,
U(hy ) exp(i[za + za*))U(hy *a)* =
= U(ﬁ;lﬂa) [1 +i(Za + za") + %(Ea +za*)? + - lU(ﬁ;lﬂa)* =
= 14|50 - 1, a) + 2(a" — 1y )|+
2

+ EU(hgl/Qa)(Ea + za*)U(hKl/Qa)*U(hgl/Qa)(Ea + za*)U(hgl/Zoz)* + .-

= L+i[z(a—y Pa)+2(a" ~hyr PG )}ﬁ;‘( (a—h; Y2a)+ z(a*—h;1/2a))2+...

Agora aplicando U (¢):

W= U3(0) (1 + ifz(a — By V2a) + 2(a” — By @)+

+;( 2a— 1y ) + 2" — iy @) UL

=14 [E(a —ny %) + z(a* — by l/zat)} +

)
o

+ S UMD 20 = iy + 20" — 1, 2a) | UM UL () 2 - 1y )+

2!
+2(a" = 1y @) | Uk +

[ ) + 20" — 1y )| =

= exp (z[z(a - hkmat) + z(a” — h;mat)]).
Mas,

Za+ za* — b, (zat — z@t> =rq+sp—h,'"? [r(at + @) +is(a; — at)] V2.

E como oy = (& + im;)/v/2 obtemos i[Z(a — h;lﬂat) + z(a* — h, V2] =
~1/2
rq+ sp— hy, C[ré — sm.

Resta-nos agora provar que s-lim Wy (¢, s) = W (¢, s) em um subespago denso,
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e este subespago serd o seguinte conjunto gerador de L*(R) formado por
Gaussianas: {1, € L?(R) : a € R}, onde ¢, = 7~ /*exp[—(z — a)?/2]. De-
vemos, entdo, analisar a norma de Wy (t, 0)v, — W(t, 0)1,, mas esta diferenga
pode ser escrita, de acordo com o Teorema Fundamental do Célculo:

t

Wi(t,0)t, — W (t,0)1h, = i %W,\(t, $)W (s, 0)1h,ds. (29)

Importa, entao, saber a derivada em s de W, (¢, s)W (s,0), ja sabendo que
formalmente temos
d d

7 .
%Uk(t —5) = h—)\HAU,\(t —s), £U§(s) = —zHi(s)Ui(s),

d .t - rt d
aelfs ) — i HY(5)e~ s BT S W(5,0) = —iH(s)W(s,0).
E entao,
(d/dS)W)\(t7 S)W(Sv O),lvba = Dl + DZ;
onde

Dy = Wi(s,t)(d/ds)W (s,0)h, = —iWx(s,0)H (s)W (s,0)t,,

Dy = £ U ) UM Us(t = 5)UR($)U (1 Pa)et 7Oy (5, 0)4s,

L2
ds

= U(B;2a) Ul () e s # Oy, (¢ — ) [zhglm(s)—
—iHl(s) — m;ljf(s)} UL (s)U (2 0)W (s, 0))a.

Seja % = U(hy ) UL(t) et Js #0/mdr (¢ — ). Assim,

r (T . e,
Dy =iw [h,\l (%pQ + V(QA)) - h; 1/27'(5]) — hy 2y (&)g+
I V() = (5 + V&) ) | U U 2w (s, 014

Dividimos D; em ainda outras duas partes, viz.,

1[I :
D11 = Z%h)\l |:—>\p2 - & + V(Q)\) - v<§S>i| ¢287

2m 2m
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Dy = —i%h;lﬂ |:7T5<p —h, 1/2 Ts)/m+
V(€)= 1y ) UM U (1 2 a)W (5, 0)b,

onde 9 := UN(s)U (I, "*a)W (s,0)tp,. Lembrando que Ul e U satisfazem:
Uhy"*a)g = (= 1"2OU (1, a) e U (s)lg — €] = la — " PEJUN(s)
(e relagoes analogas para p)ﬁ, temos,

Diy = —ih, *Wi(s, 1) [wsp/m + V’(&)Q] W (s, 0)tbq

(10711/2 s)?

A\

~

h _ N _
Dy = i%hy* [ﬁ (p2 + (B w2 — 2ph, V) — (B et — 2ph/\1/27rs)>+

2 A
=

onde ¥ = V(q\) — V(&). Entao:
2
Dt = iWa(t,8) g =W (s, 0)tb + A+ iU I V7,
onde,

—-1/2

h _
A= Z%h;l [ — %5 + Eh;ﬂﬂ-sp ;\S = iU ;TL Ts [p - h)\ 1/27Ts] 1/)()1,\8

msW (L, s)pW (s, 0)1bs-

Para passar Ui(s)U(ﬁXlﬂa) a esquerda de V' (g,) expandimos V' (gy) em torno

de hy %€,
= Valhy e (an — by e
e como (g — h;l/Qfs)"U/\(s)U(hglma) = U/\(S)U(h 1/2 a)qy,
V(g)UA(s)U By 2a) = UN()U (5, 20) Y V(i 26

A somatéria é a expansao de V(hi/z(q + h;l/Zf’s)) em torno de h;lﬂgs, e
assim V(g UL (s)U (hy ) = UL(s)U (B, )V (gy + £4).
E portanto,

9 —1/2

D11 = ZW(t, S) |:2p—m

49E ainda, introduzindo 1 = U*U = (U})*U} obtemos relages similares para ¢* e p?.

(Q)\ + fs) - hgl‘/(fs) W<57 0)¢a‘
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Temos, portanto,

Lyt )W (5, 0y =

ds
=iW\(t,s) [h;l‘/(q,\ +&)— (30)
2
= V(€)= B PV (E)a + VI(E) T W (s, 0

Para que D; e Dy estejam bem definidos temos que saber a forma de 1)* :=
Ui(s)U(hgl/ga)W(s, 0)t,, em particular, devemos provar que existe um fy,
tal que para todo A tal que hy < hy, temos {¢*} C D(p?) N D(h;l‘/(q,\))
Ou seja, a partir de um minimo Ay, 1)* estd bem definido e as contas acima
valem.

Primeiro:

W(s,0)gW (s,0)" = g+ fp, W (s,0)pW(s,0)* = g+ dp,

E os coeficientes «, 3,7, d, todos dependentes de s, formam uma matriz que
pertence ao grupo de matrizes simpléticas:

< (;é g ) € Sp(2,R), ie, ad—py=1

Para provar isto usamos novamente a série de Lie (28)), onde e? = W (s, 0) =
. S ~ ~ . R
exp(i fo H(r)dr). Novamente a ordenagao temporal ndo importa aqui ja que

p e ¢ nao dependem do tempo. Como H(r) = p*/2m + V"(£,)¢*/2,

o=l 7,

onde f(s) = [y V"(& )dr. Ento,

B =il >+ T g = —ilg, )= 2 (g plp 4 5l ) = 2,
8. (B.d) = 2B = 50 g mm.a) - L

Ou seja,

B e 1 m—"~—
eqe " =q+ ) —I[B,[B,....[B,q..]]
n!
n=1

%0FEssa condigao basta também para garantir Dy, j& que se ¥2° € D(p?), ¥ € D(q?).
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é da forma «(s)q+5(s)q, onde a(s) e 5(s) sao somatérias de alguma poténcia
de sf(s)/m por n!. E certo, entdo, que se tivéssemos considerado W (s, )
ao invés de W (s,0) essas somatorias convergiriam se |s — t| fosse pequeno.
Da mesma forma, «(s) e 5(s) convergem e estdo bem definidas para |s| < k,
para algum k < 7. Da mesma forma estimamos W (s, 0)pW (s, 0)*.

E como ipe” =92 = (d/dx)e~ @02 = (—z+a)e” @02 (q+ip—a), =
0:
0= U(s)U(hy *a)W (s,0)(q + ip — a),
— UN(s)U(hy a)[(a +iv)q + (B +i0)p — a]W (s,0)¢b,

= [(a+i7)(g— 3 %€) +i(6 — iB)(p — By *m,) — aly) =0,

entdo, 1)° satisfaz a seguinte equacao:

d
-+ im)a+ (3 i8)- — A —0,
onde, A = (o + iy)h;1/2£s + (6 — zﬂ)h;l/gm +a. E assim ¢ é da forma
explk12? + kox]. Desta forma concluimos que ¢ € D(p?)

Substituindo este Ansatz na equagao acima obtemos as condigoes sobre ky e
k’gi

2]{?1[L’+k2 = —

; _ _ (otiy)
lati) A ] k=i
o — Zﬁ 5 - Zﬂ ]{32 = m

Como queremos saber se ¢2* € D(h, 'V (qy)) devemos verificar que

/h§2|V(QA)|2|¢25|2dx < o0.

Assim, importa apenas a parte real do argumento da exponencial que é 1.:

o+ 10 A

¥’ (x) = keXP[—%(msz + \%(5 — iﬁ)x] =
— kexp[——2(52 ) (2% — 2R(A)dz)],

onde k é uma constante; e no célculo utilizamos o fato de que como ad —vf3 =
1, R(( — iv) /(6 —iB)) = 1/(62 + B%). E claro que podemos completar o
quadrado na exponencial de 1)* e incorporar a constante que aparecers em
k, de modo que ¥)* é:

2

Y = kexp ( — M) (31)
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Como § e 8 convergem, para todo s em |s| < k, existe um 7, > 0 tal que
1/2(6* + %) > ny,. Como é de hipétese que [ |V (z)]* exp(—pa?)dz < oo, se
tomarmos fy, = 7;,/p fica provado que 92 € D(h;'V(gy)), j& que se de fato
h)\ < th

/|V )22 dg;—/ﬂ/ x| exp (52+62)>d:p
< /|V(xk)] exp(—ax?ny)dx

Onde z; = v/hxx. Com a mudanga de variavel x +—> h,:l/ ?2 obtemos precisa-
mente [ |V (x)|? exp(—pz?)dz, que é menor do que infinito.

Voltando agora as expressoes e :

(/Ot %wi‘sds) (ZL‘)‘Zd?E

2 ! d As 2
Wt 00 = Wt 0)l? = || [ Luasl? = / 2

/ / ‘ L (@ dsdm

Consideramos, entao, a integral em z:

2,2

[vimte)-rtvie)-n " vie)-vie)s

2
dz.

(W (5,0)5) (@)

Vejamos x) em uma vizinhanca de & e fora desta vizinhanca: para z, em

uma vizinhanga de {; existe um o tal que para todo z em {|z| < h, V261,
(ﬁ)\ +fs) 02+6 6> 0.

Fora desta regiao, |(W (s, 0)v,)(z)[* decresce como (31]), ou seja, no méximo

como exp(—mnz?), enquanto |V (zx 4 &)|* cresce como exp(hypz®). Cada

termo, nesta regido, é, portanto, O(hY ), para todo N.

. ~1/2 ,
Agora, para a regiao {|z| < h, / o} consideremos o termo

2

A= BV (a4 &) = V() — BV(E)e - V(6T

Expandindo V' (y) = V(zx+&5) em torno de & até o primeiro termo, e usando
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a férmula do restdPl

A=l (e s vieon+ [ e - ovio)-

1,2

—BV(6) =y PV (6 = VI(6)

2

CC)\+£S T
= |1y / (o2 + & — )V (D)t~ V'(6) S|
gS

Fazendo a mudanca de varidvel, u =t — &;:

2

A= [ny? /0 N(ox = )V (0 + &) du — Ve

E agora u = z,y:

2

1
A= it [ -+ e)i-vic) g

Como fol(l —1vy)dy = 1/2 podemos incluir o segundo termo dentro da integral
incorporando o 1/2 no 1 — y (e j& cancelando A,' com o fiy de zy):

A=

1
2 [ 1= Vg - €) = V€] <
0
1
[ = - ) - Ve
0
Utilizando a continuidade de Holder de VP2

2 [ -6) - vie)

dy.

dy < Ca*PRY* = O(h)?).

Portanto, |[|[W(t,0)¢, — Wi(t,0)¢,] = O(hf\ﬂ), entao W) (t,0) converge for-
temente a W (t,0) quando A — 0.

Resumindo os resultados: descobrimos que

U (1 20) Uy (1) lrtas e 2ol ()0 (h7 Y 2a) =

510u seja, dada f, expandindo-a em torno de a isso significa, f(z) = f(a) + f'(a)(x —
a) + Ry(x), onde

Ri@) = [ S ) f (e

52Uma funcio é Holder continua se existe uma constante C' e ¢ tal que |f(z) — f(y)| <
Clz —y|°.
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= Wi(t, 0)*ra+Plyyy (t,0) — W (t,0)* TPl (¢, 0),
0 que prova . O resultado segue imediatamente do que foi provado:

U(h;1/20é)*U)\(t)*ei[TQ)\+Sp)‘]U(h;1/2OZ)U)\(t)77Z) . 6i[r£t+swt}¢ (32)

= Uy ) Un(@)* exp (B i(rlg—y 6 +slp—hy P m]) ) Uy 2 e) U (-1

1/2.
/Z

= W(t,0)* ™ TPV, (¢, 0)y) — 1.

/2.
Como e “iratsy) 5 1 ¢ W (t,0) — W(t,0), de modo que resta somente
Y1 — 11, vemos que converge fortemente. Isso prova o teorema. W

Infinitos graus de liberdade Sabendo a formulagao precisa no caso da
mecanica quantica em uma dimensao, a forma e a matéria do teorema de
Hepp do limite semi-classico podemos formular o mesmo teorema para o
caso de um sistema bosonico com infinitos graus de liberdade, ou seja, um
sistema formado por uma &lgebra CCR (de Weyl) que satisfaz os axiomas
de Haag-Kastler. Os operadores, que sao representagoes de elementos da
algebra, foram construidos em, por exemplo, [32] por Glimm e Jaffe. Para
deixar clara a eventual formulagao do limite semi-classico num espago-tempo
globalmente hiperbdlico (em particular de de Sitter), escreveremos o presente
teorema ja utilizando a linguagem algébrica mais geral, e assim, restara como
dificuldade central do teorema geral a construgao de operadores de evolugao
temporal em espagos-tempos de de Sitter.

Tomamos o estado coerente 1) dado em termos do espago de Hilbert por:

OAW(f)) = (W (f)lax),
onde |ay) = W(h;lma)|0>, e a=(¢+in)/\/2, onde ¢ é solucio da equacio
de Klein-Gordon classica com interacao polinomial:
N
O+ m*)e(x,t) + Y napd(z, )" =0. (33)
n=1

Como vimos antes, equivalendo-se (W (f)) = e?De=I117/4 com o estado
coerente convencional W (w, ¢)|0) obtemos I(f) = (G f,¢) — (7, poGf). E
se a — h;1/2oz, entao, [(f) — h;l/Ql(f). Assim,

AW (f)) = et =117/, (34)
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Seja ®(f) um elemento gerador da dlgebra CCR, e entao que satisfaga [®(f), P(g)] =
io(f,9)1. E seja ®,(f) = VAAD(f), onde, novamente, A é um nimero real,

que tomaremos tendendo a zero no limite semi-classico.

Seja o hamiltoniano H), = hyHy+ V)\(g,), onde, para r > 0, Z2'(R) 3 g, > 0,

9la : ai<ry = 1, €

(o) =D o [ aia) Bala) s

e seja o gerador, Uy,.(t) = exp|—itHy,/(h\)], e a} o automorfismo na dlgebra
CCR que representa evolugao temporal, ou seja, a} (W (f)) = U (t)*W (f)Un(t).
Por fim, seja Q(«, z,t) a solugdo da equacao de Klein-Gordon com interagoes
polinomiais linearizada em torno de ¢(x,t):

O+ m*)Q(a,x,t) + Z n(n — anéd(z,t)"2Q(a, z,t) = 0.

n=2
Temos assim o seguinte teorema:

Teorema 5.2. Suponha que ¢(x,t) exista para |t| < T, entao:

lim %(a?(W(f — on(f, t)l))) _ iQlef) (35)

tim s (a (W(12)) ) = e, (36)
onde f\ = \/ﬁf.

Exemplo Tomemos como exemplo o caso de um sistema livre: Hy, =
hinHp, num espago de Fock bosonico . O operador de evolugao de uma
particula, no caso de um sistema livre, ndo depende de \: U; = exp(—itHy).
A extensao para varias particulas é, naturalmente, dada pelo operador

F(Ut)bf,j = ® Ut,
k=1

jé que, como mostra nos mostra Reed e Simon em [26] I'(U;) = exp(—itdI'(Hy)).

E ainda,
L(U) ' (f)0(U) = @(U; ' f).

%Tsso significa que, tomando W(f) = exp(i®(f)) e como vAA € R, W(fy) =
exp(i®x(f))-
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A demonstragao disso é uma simples conta, e é idéntica a feita em [26].

Portanto,
0} (W(f) =T(U)"'W(f)T(U;) = WU f).

Entao,
D@ W (f2))) = ba(W (UL f)) = it AU R ) =1y PO I 4
Como U; é unitaria:

U@ W (f))) = eV VIR o i gy (W () = 000,

Ou seja, u, que é a solucao da equacao de Klein-Gordon homogénea é evoluida
por Uy: u(t). Em sentido distribucional temos, entao, (f, Uyu) = u(f,t), como
de fato exige o teorema.

E proveitoso ainda olhar para esse exemplo de outra forma. No caso em
que o espago-tempo é curvo, como o espago-tempo de de Sitter, devemos de
alguma forma evoluir os operadores que representam a algebra sem fazer refe-
rencia direta ao Hamiltoniano. O axioma 2 dos axiomas de Haag-Kastler nos
dizem como isometrias entre espagos-tempos sao implementadas nas dlgebras
como isomorfismos. Caso a transformacao isométrica seja dentro do espago-
tempo—e, assim, no caso de Minkowski, elas sao transformagoes de Poincaré
g, gr = Az + a—entao o isomorfismo garantido pelos axiomas é um auto-
morfismo, digamos, a, : &/ — &7, que age da seguinte forma:

ag((0)) = A (90O).
Como &7(0) é a algebra gerada por
{W(f) : feSo(A), supp(f) C O}

A transformagao O +— gO induz no espago de Hilbert formado pelas funcgoes f
a transformacao U(A, y). Assim, a,(W(f)) = W(U(X\, y)f). Como queremos
saber como translacoes temporais sao implementadas tomamos A =1 e y =
(t,0,0,0), e neste caso U(1l,y) = exp(itH) = U; ', e recuperamos o caso
anterior. A equagao do teorema que nos garante o limite semi-classico (para
campos livres) pode ser reescrita:

}\lg(l) (5 (at (W(f/\))> _ eiu(f,t)’

onde a; é o automorfismo induzido pela transformagao de Poincaré (1,y), y =
(¢,0,0,0).
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6 O Espaco de de Sitter
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H4 diversas formas de se definir o espaco-tempo de de Sitter, mas a forma
mais simples (que é, claro, equivalente a outras formas, vide, e.g., [I1]) é
identific-lo com uma subvariedade no espago-tempo de Minkowsk{] a saber,
a subvariedade definida pelo hiperboloide:

dS ={zxeR®: 2% = —r?},
onde z? = z 2" = (2)? — (2")? — (2*)%. Dois pontos z,y € dS possuem
uma separagao tipo-tempo se (z — y)? = (%)% + (y°)? — 22%° — (2')? —
(y')? 4 22yt — (22) — (y*)? + 22%y? = —2r* — 2z,y" > 0 . at'y, < —r?. Da
mesma forma, z e y possuem uma separacao tipo-luz, causal, tipo-tempo se
ry=—r? 2y <0, z.y>0.

Um subconjunto de particular importancia é o circulo no tempo zero,

St ={(0,rsinf,rcosh), 0 € [-7/2,37/2)},

que em verdade é uma superficie de Cauchy em dS.
As isometrias em dS sao dadas pelo grupo de Lorentz O(1,2),

O(1,2) = {A € GL(R,3) : At =nATn},
onde 7 é a métrica do espago de Minkowski (R'*2 7). E comum decompor o
grupo de Lorentz em componentes disjuntas, 0(1,2)1, O(l,2)i, 0(1,2)T_ e
O(1,2)* . Apenas o primeiro destes é um subgrupo de O(1,2), e é geralmente
denotado também como SOy(1,2), e é definido por:

SOp(1,2) = {A € O(1,2) : det(A) =1, (A)j > 1}.

O grupo SOq(1,2) é formado por uma rotacao sobre o eixo z°; R(a) e dois

boosts, Ai(t), Ax(s):
1 0 0 cosh(t) 0 sinh(¢)
R(a) =1 0 cos(o) —sin(a) |, Ai(t) = 0 1 0 ,

(
sin(a)  cos(a) sinh(t) 0 cosh(t)

cosh(s) sinh(s) 0
As(s) = | sinh(s) cosh(s) 0
0 0 1

Para t ou s pequenos podemos aproximar os boosts A;(t) e Az(s) as matrizes:

1 50
0], Aa(s)= ]| s 10
1 001

54Trataremos aqui espacos-tempos de de Sitter em 1+1, entdo o espaco de Minkowski
serd (R1*2,n).
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Essas matrizes correspondem a evolucoes temporais em torno de 2° = 0:

1 0 ¢t 0 %t
010 =1 2!
t 01 x? x?

N , . , /
Ocorre um fenémeno analogo para As(s)(0, 2!, 2?), mas ao invés de 29" = z?s

temos ¥ = z's, 0 que de fato é equivalente, j& que (z1)” + (22)° = r2.
Ou seja, para regides O proximas da origem e para t pequeno, Aq(t)O repre-

senta uma evolucao temporal da regiao O.

Por outro lado, como A € SO(1,2), A= = nATn, entao,

cosh(t) 0 —sinh(¢)
A(t) = 0 1 0 = Ay (—1).
—sinh(¢) 0 cosh(t)

Assim, para t pequeno,
—t

1 0
A~ 0 1 0
—t 0 1

6.1 Equacao de Onda e Quantizagao

O espaco-tempo de de Sitter é globalmente hiperbdlico. Ha, portanto, uma
solucao global para o problema de Cauchy para P = [+ u?, onde p é um
termo de massa, o qual assumimos maior que zero, com os dados (f, ug, u1).
Ou seja, ha um tnico u € §F(dS) que satisfaz o sistema

O+ p*)u=f
po(u) = ug (37)
p1(u) = u

Onde p; : F(dS) — F(S'). E existem ainda operadores de Green G :
So(dS) — F(dS) que geram solugoes de Pu = f, jd que, P o Gy =1, assim,
u=Gif. E claro, u = Gf, onde G = G, — G_, é solucao da equacgao de
Klein-Gordon homogénea: (I + p?)u = 0.

Quantizar esse campo € apenas um caso particular do processo descrito na
secao . Consideramos as algebras que satisfazem

W(fla fZ)W(gl>g2) = e—i((f1,gz>—<f2,g1>)w(fl + f27.gl + 92)7 fl?gl S 30(51)7
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onde (f,g) = [¢ fgdV. E definimos ainda

W(f) = W(ple7 pOGf)7 .f € SO(dS)a

que satisfazem as relagoes caracteristicas de algebras CCR-Weyl:
W(f)W(g) = e VOLW(f +g),

e (f,Gg) = o(f,g) é uma forma simplética. Portanto, a rede de algebra
o/ (0), onde O C dS é uma regiao limitada e aberta, gerada por

{W(f) : suppf C O},

junto com a algebra quasi-local &7 satisfazem os axiomas de Haag-Kastler
generalizados.

H&4 uma representacao do grupo de isometrias no espaco simplético: para
cada A € O(1,2), Uy : §o(dS) — Fo(dS) definido através do pull-back por:

Unf =NFf, e, (Upf)(x)=f(A'2), VA€O(1,2). (38)

E fdcil verificar que é de fato uma representacao do grupo O(1,2) em
o(dS) [

Do axioma (2) (vide segao (4.1))) temos que toda isometria induz na rede de
algebras um *-isomorfismo, e neste caso SOy(1,2) induz um *-automorfismo
ap: ap((0)) = o (ANO).

Como O +— AQO induz em §((dS) a transformagao Uy hd um automorfismo
induzido na algebra a, : &/ — & dada por

(CaW)(f) = W(UL'f).

Tomando A como sendo A (t) para t pequeno, agindo em regices O definidas
na origem, z° = 0 temos uma evolucao temporal, mas restrita & pequenas
regioes em torno da origemﬂ Ou seja, temos uma dinamica mesmo que res-
trita, e isso nos permitird nao sé fazer uma equivaléncia estatica das dlgebras
com os resultados classicos, mas ainda mais ver que essa equivaléncia per-
manece sob evolugoes temporais.

Importa ainda saber o que significa Uju, onde u é uma solucao do pro-
blema de Cauchy da equagao de Klein-Gordon com os dados u; = p;(u):

%Tsto é, que Uy satisfaz, para cada A;, Up,Un, = Uan,, Ur =1, Uy = UL
56 claro que poderfamos tomar A como sendo uma composi¢ao de A; ou Ay com R(a).
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(Upu)(x) representa a solugao u calculada em um dominio transformado, ou
seja, (Upu)(z) = uw(A™1x), assim,

(Unu)(z) # 0 & u(A™'2) # 0 < A™'z € supp(u);

entdo, x € Asupp(u). Ou seja, o suporte de Upu é o suporte de u transfor-
mado por A.

Entao, para t pequeno e u com o suporte compacto em pequenas regioes perto
da origem Uy, yu representa a solucao da equagao de Klein-Gordon evoluida

temporalmente, supp(u) > (0,2%,2%) — (29, 2',2%) € supp(Ux,xyu), onde
r) = ta? é também préximo de zero, de modo que neste caso é possivel

calcular como os dados de Cauchy sao modificados, u; = p;(Ua, yu), j4 que

0
Upyipu = u(2’, 2", 2%) ~ u(0, 2", 2%) + 2° a—;jo = up + 2°u;.

Entao,

, 0 0%u

uhy = po(up+aur) = ug+auy, u) = 520 — (ug+2"u1)| 020 = U1+$Ow|x0=o-

E provado em [II] que a restricao da métrica de Minkowski ao hiperboloide

ds é
(ar - Z(W‘)?) L= (da")? = ? cosh’(— )b
Assim, \/m = rcosh(z%/r) e
H= %/) (0 cosh(a /r)dy) + By(g™r cosh(a® /r)) ).

Nomeando o dltimo termo de Fjy:

0 0?
2 _ 0 2
O+ m* = tanh(z /r)axo + )2 + Py +m?.

Como u ¢é solugao da equacao de Klein-Gordon

0? 0
@O+m*u=0.. mu =— tanh(xo/r)@u — Pyu,

entao,

82
(8(x0)2u>



6.2 Limite Semi-Classico

Como feito na secao definimos o estado coerente 9, : &/ — C na algebra
CCR~Weyl que sao as algebras de observaveis locais que satisfazem as relacoes
canonicas de comutacao, dado por ¥ (W (f)) = exp(il(f))exp(—| f|I?/4),
onde [ é definido através de duas fungoes (ug,u;) suaves definidas na su-
perficie de Cauchy por

() = (pG f,u0) = (ur, poG )

—1/2 .
Tomamos o estado coerente v; centrado em h, 2 ou seja, temos como em

E9: 5
Da(W(F)) = e DM, (39)

Uma versao fraca do teorema de Hepp (a saber, o teorema que j& era conhe-
cido de Ehrenfest) garante que elementos W (f) da dlgebra local que repre-
senta observaveis definidos localmente correspondem a solucoes da equacao
de Klein-Gordon definidas também no mesmo local’’l

Teorema 6.1. Seja 1\ como definido por (39), e seja u a solug¢dao do pro-
blema de Cauchy da equacao de Klein-Gordon homogénea com os dados de
Cauchy (ug,uy). Entao,

lim ¢) (W<f>\>) =),
A—0
Demonstracao. A prova deste teorema é meramente uma conta:
(W) = exp (it 2umy 1) ) exo (11832 FI12/4).

Como ||h}\/ 2 fll = hallf]], a segunda exponencial tende a um quando A tende
a zero. Por outro lado,

B2 f) = (p1GIY fouo) = (ur, poGRY F) = B3PI ).
Entao,
lim 4, <W(f/\)> = exp (Zl(f))
E, invocando (18), I(f) = (u, f) = u(f). ]

5TJ4 que W(f) € {W(f) : supp(f) C O}, entdo, uma distribuicio (que como veremos
é solugao da equagao de Klein-Gordon) calculada para f estd, em esséncia, definida em
suppf:

u(f) = /ﬂf(x)u(w)dV - / Jem@ay
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Uma versao um pouco mais geral deste teorema que é por sua vez a gene-
ralizacao do teorema de Hepp € o caso no qual consideramos transformagoes
nas regioes locais sobre as quais as algebras locais estao definidas. Ou seja,
a isometria A que age, digamos, numa regiao O, induz na algebra o7 (0O) um
automorfismo ay : &7 (O) — & (AO) e no espago simplético a representagao
Uyx. Queremos saber ao que, através do estado coerente vy, o ente quantico
que é transformado—e o teorema abaixo nos garante que ele corresponderd
a solugao da equacao de Klein-Gordon implicita em v, mas transformado no
sentido que descrevemos na segao anterior, viz., ele serda Uyu. Em particular,

se A = Ay(t) e a regiao O for préxima da origem e ¢ muito pequeno, isso
corresponderd a uma evolugao temporal e Uy, u serpa como o descrito na
secao anterior.

Teorema 6.2. Seja 1\ como definida acima em , com ug € uy, definidos
na superficie de Cauchy S'. E seja u a solugdo do problema de Cauchy
da equagao de Klein-Gordon com os dados (ug,uy). Seja ap : o/ — o o
automorfismo induzido pela isometria A € SO(1,2). Entao,

}\lil(l) @DA(((IAW) (fA)) i(Unu)(f) (40)

Em particular, se A = Aq(t) e supp(f) C O € prézimo da origem (e.g., O >

(2%, 2, 2%) = (0,2',2%)) et for pequeno, entao Un,mu € representado funci-

onalmente por u(z®, zt, x?), onde 2° = ta?, e supp(Up,gyu) = A1(t)supp(u).

Demonstracao. A prova deste teorema é simples: consiste apenas em uma
conta:

Ua((@alW) () = un (WU ) ) = O o I
A segunda exponencial tende a 1 & medida que A tende a 0, j4 que sua tnica

dependéncia em A ocorre de forma explicita como a simples multiplicagao
por vV Ah. Vejamos a primeira exponencial:

(U, u) = / (U ) (wyule)dV = / F(Azyu(z)dv.

Fazendo a transformacao x — Ax, dV — dV:

(UL fow) /f = (f, Upu).
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Portanto,

lim wA((aAw) ( fA)> — exp (z’( f, UAu)> = exp <z’(UAu)( f)).
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6.3 Observacoes e Conclusao

O teorema acima nao depende, no final, do particular vacuo exp(—||f[|*/4),
ou seja, ele nao depende da estrutura complexa J. E precisamente a am-
biguidade na estrutura complexa que geram representagoes da algebra em
espacos de Hilbert nao equivalentes, assim este teorema independe do espago
de Hilbert e essa arbitrariedade na escolha da representacao desaparece no
limite classico—como de fato seria o esperado.

A interpretac@o deste teorema tendo em vista sua origem ([21]) é bem direta:
os elementos W ( f) da élgebra local 7 (O) representam —quando realizados
em um espago de Hilbert— a posi¢ao exponenciada como um observéve]@, e
UA(W(f)) é esse observavel calculado no estado coerente centrado em torno
de h;l/ 2a, onde a é uma combinacao dos dados de Cauchy (os valores inici-
ais), @ = (ug+iu;)/v2. E a medida que X tende & zero (o que equivale “ver”a
constante de Planck como muito pequena, ou seja, a tradicional forma de
voltar ao mundo classico), esse valor esperado ¥, (W (f)) tende a uma (expo-
nencial da) solugao ndo-quantica da equacao de Klein-Gordon em um sentido
distribucional precisamente onde o observavel esta definido. O teorema nos
garante que essa equivaléncia é mantida quando o observavel é evoluido (ao
menos em pequenos intervalos de tempo): obtém-se desta evolugao a solugao
nao-quantica também evoluida.

Este resultado pode ser, a primeira vista, acusado de ser um resultado trivial:
em primeiro lugar, partimos de um resultado classico e passamos para um
resultado quantico e entao voltamos ao resultado classico, mas este ja estda
pressuposto no resultado quantico; em segundo lugar, no estado coerente ja
estd implicita a solugao classica da equacao de Klein-Gordon, recupera-la a
partir deles é um processo trivial.

Sed contra, do ponto de vista quantico esse resultado nos diz de fato algo novo.
Uma certa primazia deve ser concedida ao ponto de vista quantico: o mundo
ja deve ser quantico antes de ser cldssico (se essa correspondéncia existir).
O que a teoria quantica de campos algébrica pretende fazer é precisamente
oferecer uma teoria cujos objetos primarios sao ja entidades quanticas (sem
sequer referencia necessaria a um espaco de Hilbert) que satisfazem alguns
axiomas. O processo de “quantiza¢do” descrito na se¢ao (4)) é em verdade uma
catacrese: o que se faz ali (explicitamente na enunciagdo dos axiomas, )
nao é passar de um esquema classico para um esquema quantico, mas ja dar
o esquema quantico. E o que se faz na secao ¢ mais um procedimento

W (f) é usualmente denotado por exp(i®(f)).
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pratico do que tedrico: apenas olhamos para operadores que satisfazem a
equagao de Klein-Gordon e uma relacao de comutacao e deles abstraimos
uma forma, e esta obtida abandonamos o objeto que era, por assim dizer,
expressao da forma.

Uma correspondéncia ao mundo classico, uma “volta” que ja era desejada na
mecanica quantica nao relativistica —de fato, Hepp diz que a procura dessa
correspondéncia ¢ tao antiga quanto a prépria mecanica quantica— é, pois,
aqui ainda mais desejada e é, por assim dizer, uma novidade.

Em relacao a segunda objegao: de fato a solucao da equagao ja esta implicita
no estado coerente, mas s6 no sentido de que uma solucao ja esta implicita
dada duas funcoes definidas em uma superficie de Cauchy. Assim como
no trabalho de Hepp (e nos teoremas de equivaléncia anteriores) as cor-
respondéncias ja estao implicitas no operador de deslocamento que define
os estados coerentes, ja que esses operadores sao definidos através de duas
funcoes no espaco de fases classico. O que importa observar é que, estrita-
mente falando, os estados coerentes nao contém em si a solucao da equacao
de Klein-Gordon, mas somente duas fungoes definidas numa superficie de
Cauchy (tao arbitrarias quanto « que define o operador de deslocamento
U(a) = exp(aa® — @a) no caso dos estados coerentes tradicional).
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