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Resumo

A rajada rápida de rádio (RRR) é um fenômeno astrofísico de alta energia caracterizado

por um pulso de rádio transitório com duração de apenas alguns milissegundos. O radi-

otelescópio BINGO e sua versão avançada, ABDUS, terão a capacidade de observar um

número significativo de FRBs e suas posições. Nosso objetivo neste estudo é investigar

a estabilidade de sistemas que poderiam servir como fontes para os FRBs. Candidatos

potenciais incluem objetos com magnetização ou carga substanciais, capazes de desencadear

emissões catastróficas semelhantes aos FRBs. Nossa exploração inicial envolve perturbações

em uma solução magnetizada das equações de Einstein-Maxwell. Para isso, examinamos

a métrica de Gutsunaev-Manko (GM), uma solução que descreve um corpo magnetizado

axialmente simétrico, reduzindo à solução de Schwarzschild na ausência de um campo

magnético. Este trabalho se concentra na análise de perturbações de ondas escalares dentro

do espaço-tempo de GM. Ao contrário do caso de Schwarzschild, a propagação de ondas

dentro do espaço-tempo de GM gera modos acoplados. Derivamos os modos quase-normais

para um objeto compacto no limite de Schwarzschild usando a solução exata da equação de

onda.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Espaços-Tempos Axialmente Simétricos. Solução de

Gutsunaev-Manko. Modos Quase-Normais. Corpos Compactos.



Abstract

A fast radio burst (FRB) is a high-energy astrophysical phenomenon characterized by a

transient radio pulse lasting only a few milliseconds. The BINGO radio telescope and its

advanced version, ABDUS, will have the capability to observe a significant number of FRBs

and their positions. Our objective in this study is to investigate the stability of systems

that could serve as sources for FRBs. Potential candidates include objects with substantial

magnetization or charge, capable of triggering catastrophic emissions resembling FRBs. Our

initial exploration involves perturbations to a magnetized solution of the Einstein-Maxwell

equations. For this purpose, we examine the Gutsunaev-Manko (GM) metric, a solution

describing a magnetized axisymmetric body that reduces to the Schwarzschild solution in

the absence of a magnetic field. This work focuses on analyzing scalar wave perturbations

within the GM spacetime. Unlike the Schwarzschild case, wave propagation within GM

spacetime yields coupled modes. We have derived the quasi-normal modes for a compact

object in the Schwarzschild limit using the exact solution of the wave equation.

Key-words: General Relativity. Axisymmetric Spacetime. Gutsunaev-Manko Solution.

Quasi-Normal Modes. Compact Bodies.
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Introdução

A Relatividade Geral descreve, presumivelmente, as soluções restritas a uma região

finita do espaço para os objetos astrofísicos que observamos ou poderíamos observar no

cosmos. Soluções esfericamente simétricas, por exemplo, utilizam a solução de Schwarzschild

para grandes distâncias, à qual devemos acoplar campos de matéria próximos à origem

para evitar a singularidade. Se não a evitarmos, obtemos soluções de buracos negros; se

a evitarmos, podemos descrever planetas ou estrelas, dependendo da equação de estado

que governa a matéria do objeto astrofísico. Ao adicionar outros elementos, como rotação,

carga ou campos magnéticos, podemos obter soluções mais genéricas e menos triviais, como

as soluções de Reissner-Nordström, Kerr, Kerr-Newman, etc [1, 2, 3].É possível descrever

a sequência de uma estrela e, eventualmente, sua fase final, caso utilizemos os elementos

constituintes da matéria da qual ela é composta. Assim, chegamos à formação de objetos

como buracos negros, estrelas de nêutrons, anãs brancas ou gigantes vermelhas [4, 5]. Em

particular, a métrica de Kerr é usada para descrever objetos astrofísicos com momento

angular, como Sagittarius A*, o buraco negro no centro da Via Láctea [6, 7, 8].

Um dos desafios fundamentais na compreensão dos fenômenos astrofísicos reside na

análise da estabilidade de objetos dessa natureza e as soluções que os descrevem. Ainda

na década de 30, trabalhos como [9, 10] já discutiam fenômemos catastróficos, como

instabilidades de anãs brancas e colapsos gravitacionais de estrelas. Outra questão é: ao

perturbarmos uma dessas soluções que descrevem objetos cósmicos, poderíamos desencadear

instabilidades que resultariam em eventos explosivos? A natureza instável de processos como

as supernovas exemplifica a complexidade desses fenômenos [11]. O estudo de perturbações

de buracos negros foi iniciado pelo trabalho pioneiro de Regge e Wheeler [12] no final

dos anos 50 e foi continuado por Zerilli [13]. As perturbações de estrelas relativísticas na

Relatividade Geral foram estudadas pela primeira vez no final dos anos 60 por Kip Thorne

e seus colaboradores [14, 15, 16, 17] e até hoje o estudo teórico destes corpos astrofísicos é

de extrema relevância, uma vez que ainda não existe um concenso sobre a natureza, nem os

mecanismos dos fenômenos explosivos.

As soluções generalizadas de Schwarzschild, como as soluções de Kerr ou Reissner-

Nordström, demonstraram-se estáveis diante de perturbações de spin em diferentes contextos
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[18, 19, 20]. No entanto, é importante notar que nem todas as soluções seguem esse padrão

de estabilidade sob todas as condições. Por exemplo, as soluções de Reissner-Nordström

podem se tornar instáveis em um espaço que inclua uma constante cosmológica quando

expostas a perturbações carregadas [21].

Fisicamente, uma perturbação pode ser pensada como um campo de matéria

interagindo com o objeto astrofísico responsável pela gravidade local. Tal interação produz

uma resposta, em forma de onda, que se propaga ao longo do espaço-tempo. Essa resposta,

quando estável, é conhecida na literatura como modo quase-normal. Esse nome se refere

ao fato que, diferentemente dos modos normais, que oscilam indefinidamente no tempo,

os modos quase-normais possuem um decaimento exponencial que pode ser interpretado

como uma frequência imaginária responsável por fazer a oscilação ter um tempo de vida

finito. Sendo assim, quando o espaço-tempo ao redor de um corpo astrofísico é perturbado

por algum campo físico, ele emite ondas que possuem frequências reais e imaginárias bem

definidas

ω = ωR + iωI . (1)

Portanto, a estabilidade de uma configuração gravitacional pode ser estudada utilizando

esses modos [21, 18, 22], uma vez que a frequência imaginária garante o decaimento ou

o crescimento dos modos. Modos que decaem são ditos estáveis, ao passo que modos que

crescem indefinidamente são consideráveis instáveis.

Fenômenos explosivos são eventos catastróficos e representam a mudança drástica

de um sistema físico. Estes eventos podem ser encontrados sem muitos esforços, basta

pensarmos em supernovas, explosões de raios gama ou colisões de buracos negros. Todos

estes fenômenos são razoavelmente bem entendidos do ponto de vista observacional e teórico.

Por outro lado, foi detectado em 2001 um novo tipo de fenômeno explosivo, os Fast Radio

Bursts (FRBs) ou Rajadas Rápidas de Rádio (RRR). Estes sinais extremamente energéticos,

são detectados na faixa da frequência de radio e possui altos valores de dispersão sugerindo

assim uma origem extragaláctica para as RRR [23]. Além disso, são reconhecidas pela

quantidade extraordinária de energia, estimada em equivaler a cerca de 1018 gramas de

massa, um valor raramente observado em outros fenômenos [24, 25, 26].

As RRR foram encontradas quase casualmente por Lorimer analisando dados

estabelecidos de observação de Rádio do observatório de Parkes, na Austrália, em 2007.

Desde então um número cada vez maior (mas ainda pequeno) de RRR têm sido observado
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[27]. Além do aspecto observacional, frentes de pesquisas teóricas com o intuito de modelá-las

vêm sendo desenvolvidas nos últimos anos [28, 23]. Em particular, especula-se que estrelas

de nêutrons magnetizadas podem ser fontes de RRR [23]. Visto isso, um dos intuitos deste

trabalho é verificar a estabilidade de objetos com expressiva magnetização, uma vez que

possuimos evidências teóricas e observacionais que tais sistemas podem ser instáveis e,

portanto, ensejar emissões catastróficas. Além do mais, o radioelescópio BINGO e sua

versão avançada ABDUS serão capazes de observar um número grande de RRR, assim

como sua posição no espaço, feito pouco executado até hoje [24, 29].

Além de investigar a estabilidade de corpos magnetizados, este trabalho visa

analisar as propriedades analíticas e numéricas da equação de onda em espaços-tempos

axialmente e esfericamente simétricos. Ademais, vamos derivar a solução exata de uma onda

se propagando em um espaço-tempo esfericamente simétrico. Nosso foco está na obtenção

dos modos quase-normais de corpos densos que simulam objetos como estrelas de nêutrons.

Ao longo do texto, apresentamos uma série de métodos numéricos e analíticos, destacando

outro objetivo importante: a criação de uma revisão abrangente na área de perturbações

espaço-temporais.

Este trabalho está estruturado em 4 capítulos. O Capítulo 1 aborda elementos

fundamentais no estudo da Relatividade Geral. Inicialmente, exploramos a ideia que motivou

a Relatividade Geral: a interpretação que a gravidade está manifestada na curvatura do

espaço-tempo. Em seguida, justificamos as equações de campo para a gravidade e introdu-

zimos as equações de Einstein-Maxwell, como a extensão natural da Relatividade Geral

em cenários com campos eletromagnéticos. Concluímos o capítulo discutindo duas soluções

para as equações de Einstein: a solução de Schwarzschild e a solução de Gutsunaev-Manko.

A primeira descreve um espaço-tempo esfericamente simétrico e estático, fundamental na

descrição de estrelas, planetas e outros corpos astrofísicos. Já a segunda representa um

tipo específico de solução exata das equações de Einstein-Maxwell, sendo estacionária e

axissimétrica, o que possibilita descrever um corpo massivo com campo magnético.

O Capítulo 2 apresenta os métodos numéricos essenciais e aplicados na obtenção

de todos os resultados deste trabalho. Começamos com o problema clássico de encontrar

raízes para uma função arbitrária. Para isso, discutimos o método de Newton-Raphson

e sua generalização para um sistema de n equações. Em seguida, apresentamos alguns

métodos de integração numérica, particularmente as fórmulas de quadratura de Clenshaw-
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Curtis, amplamente empregadas em várias bibliotecas do Python. Por fim, abordamos o

método das diferenças finitas, aplicando, como exemplo, na resolução da equação da onda

unidimensional.

O Capítulo 3 destaca os principais resultados deste trabalho, onde derivamos o

sistema de equações que governa a propagação de uma onda escalar no espaço-tempo de

Gutsunaev-Manko, juntamente com o potencial efetivo envolvido na dinâmica da pertur-

bação. Introduzimos um modelo para corpos compactos, visando evitar as singularidades

intrínsecas da métrica. Investigamos detalhadamente o limite de Schwarzschild e obtive-

mos as soluções exatas da equação de onda para esse cenário. Em seguida, calculamos os

modos quase-normais para nosso modelo simplificado de corpos compactos, utilizando as

propriedades das soluções exatas.

As conclusões obtidas estão apresentadas no Capítulo 4, onde são sumarizados os

principais resultados e enunciadas perspectivas futuras.
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1 Elementos da Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral, concebida por Einstein [30, 31, 32], representou

uma revolução em nossa percepção do espaço e do tempo, que não são mais vistos como

entidades separadas, mas sim como componentes entrelaçados formando o espaço-tempo.

Essa perspectiva redesenhou nossa compreensão da realidade física, destacando a íntima

interdependência desses conceitos cruciais.

A Relatividade Geral oferece uma visão mais profunda e precisa do espaço, tempo e

gravidade e compreender seus princípios é fundamental não apenas para investigar a natureza

da gravidade, mas também para avançar em direção às teorias unificadas. Além disso, a

pesquisa em cosmologia e astrofísica é impulsionada pelo entendimento dos elementos

essenciais da Relatividade Geral e pelo seu papel intrínseco na estrutura do universo

[33]. Esses fundamentos impulsionam avanços notáveis em áreas de estudos de buracos

negros, ondas gravitacionais e a própria estrutura cósmica, abrindo portas para descobertas

significativas. Dessa forma, um conhecimento sólido de Relatividade Geral nos garante uma

compreensão mais clara e rica do funcionamento do universo em escalas cósmicas.

Neste capítulo, faremos um resumo conciso dos principais conceitos relevantes para

esse trabalho, no contexto da relatividade geral. Começaremos pela relação entre gravidade

e curvatura, passando pelas equações de campo para a gravidade, e culminando nas soluções

para as equações de Einstein.

1.1 Relação entre Gravidade e Curvatura

A Teoria da Relatividade Especial foi uma conquista notável ao unificar a Mecânica

Clássica com o Eletromagnetismo, reformulando a noção de espaço-tempo como uma enti-

dade unificada. No entanto, a Teoria da Gravitação Newtoniana não se encaixa diretamente

nesse novo paradigma. A equação de Newton, quando aplicada à gravitação, não se integra

à união entre espaço e tempo proposta, permanecendo à parte da unificação entre Mecânica

e Eletromagnetismo, embora tenha sido a base da Mecânica Newtoniana.

A contribuição mais marcante de Einstein foi introduzir, por meio da Teoria da

Gravitação, uma visão radicalmente nova da força, emergindo como resultado da estrutura
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intrínseca do espaço-tempo, agora fundamentada em sua geometria. Na Teoria da Gravitação

de Einstein, a força gravitacional tem sua origem na curvatura do espaço-tempo, sendo

portanto geométrica.

1.1.1 Referenciais Inerciais em um Campo Gravitacional

Na relatividade especial, o espaço-tempo pode ser descrito por um único referencial1,

no qual todos os pontos estão em repouso em relação à origem (O) , e todos os relógios

andam no mesmo compasso em relação a O. Contudo, em situações onde existe campo

gravitacional, não é possível obter tal referencial, pois, nesse caso, relógios não andam no

mesmo passo.

Figura 1 – Quando a massa m é solta da torre com altura H, toda a massa na base é transformada em
energia e devolvida ao topo na forma de fótons. Isso sugere um ciclo perpétuo, a menos que o
fóton perca energia ao subir equivalente à energia ganha pela massa ao cair. Como resultado, a
luz é deslocada para o espectro vermelho conforme se move contra o campo gravitacional.

A fim de ilustrar esse comportamento, podemos imaginar o seguinte experimento

mental: No topo de uma torre de altura H, construída na superfície da Terra (Figura 1),

existe uma massa m, em repouso, que será solta e acelerada pela gravidade g. Quando a

massa alcançar a base da torre a energia da partícula, E, se converterá, de algum modo, em

um fóton de mesma energia, o qual será redirecionado ao topo da torre novamente, onde

terá sua energia, E′, convertida em uma nova massa, m′, dando continuidade ao processo.

Perceba que E′ = mc2, uma vez que é válida a conservação da energia. Note que a razão
1 Esse referencial é conhecido como referencial inercial global.
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entre as energias E′ e E pode ser escrita como

E′

E
=

m

m+mgH/c2
≈ 1− gH

c2
, (1.1)

o que indica que o fóton perde energia quando ele sobe o campo gravitacional da Terra.

Esse resultado é conhecido como redshift gravitacional e foi verificado experimentalmente,

pela primeira vez, por Pound e Rebka, em 1960 [34].

O redshift gravitacional é um exemplo definitivo de que um referencial em repouso

na terra não pode ser um referencial de Lorentz2, visto que

E′ < E =⇒ ν ′ < ν =⇒ ∆t′ > ∆t, (1.2)

onde ∆t′ e ∆t são os intervalos de tempo entre duas cristas consecutivas da onda de luz

medidos no topo e na base, respectivamente. Dessa maneira, os relógios em cima e em baixo

da torre não andam no mesmo compasso3.

O experimento do redshift gravitacional nos obriga a ponderar onde estão localizados

os referenciais inerciais em um campo gravitacional uniforme, como na superfície da Terra.

Para isso, devemos lembrar do princípio da equivalência que põe em pé de igualdade

referenciais acelerados e referenciais em repouso em campos gravitacionais. Discutiremos

em detalhes esse assunto na próxima seção. Por agora, consideremos um foguete, no espaço

vazio, acelerando a 9, 8 m/s2. Graças ao princípio da equivalência, não existe maneira de

alguém dentro da nave distinguir4 se está em um referencial acelerado ou em um campo

gravitacional. Nessas condições, podemos nos fazer o seguinte questionamento: como um

referencial inercial parecerá para alguém que está dentro da nave? Primeiramente, considere

um referencial imediatamente acima dessa nave. À medida que a nave acelera, o referencial,

representado pelo fantasminha (Figura 2), se aproxima cada vez mais do chão da mesma a

uma aceleração exatamente igual a 9, 8 m/s2. Isto é, precisamente, uma queda livre, ou

seja, um referencial inercial visto por um observador no interior da nave parecerá estar em

queda livre. Essa ideia foi vislumbrada por Einstein, que formulou a Teoria da Relatividade

Geral sobre a hipótese de que referenciais em queda livre devem ser inerciais. Analisaremos

como esses referenciais observam o experimento do redshift gravitacional descrito acima.
2 Referenciais de Lorentz são referenciais inerciais na relatividade especial, ou seja, referenciais conectados

a partir das transformações de Lorentz.
3 Perceba que a primeira implicação em (1.2) é obtida usando a relação de Einstein para a energia de um

fóton, E = hν, onde h é a constante de Planck e ν é a frequência do fóton.
4 O princípio da equivalência foi formulado inicialmente pensando apenas em experimentos mecânicos,

uma vez que a física da época se resumia à mecânica clássica.
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Figura 2 – A observadora no foguete perceberá o fantasma em queda livre a medida que o tempo passa.

Vamos considerar um referencial que está em repouso antes do fóton iniciar a sua

trajetória para cima e, em queda livre, depois disto (Figura 3). Evidentemente, o fóton

gastará um tempo ∆τ = H/c para chegar ao topo da torre. Nesse tempo, o referencial

em queda livre, terá uma velocidade gH/c direcionada para baixo, em relação à Terra. A

frequência νql do fóton, medida no referencial em queda livre, se relaciona com a frequência

ν ′, medida no topo da torre, pela fórmula do redshift,

νql =
1 + gH/c2√
1− g2H2/c4

ν ′ ≈
(
1 +

gH

c2

)
ν ′ . (1.3)

Usando a expressão (1.1), a relação de Einstein e desprezando termos de ordem superior,

temos que

ν ′ =

(
1− gH

c2

)
ν . (1.4)

Desta forma, podemos observar a relação entre as frequências medidas no referencial em

queda livre e o referencial na base da torre, ou seja,

νql =

(
1− g2H2

c4

)
ν ≈ ν. (1.5)

Logo, nesse referencial em queda livre, não será observado o redshift gravitacional. Esse

argumento nos leva a inferir que referenciais em queda livre são fortes candidatos a

referenciais inerciais em um campo gravitacional uniforme.
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Figura 3 – Para um observador no referencial da maçã, o fóton não perde energia. Esse fato suscita a ideia
que referenciais em queda livre, de algum modo, "desligam"a gravidade, localmente.

Toda discussão acima pode nos fazer imaginar que o campo gravitacional e a

relatividade especial são compatíveis. Tudo o que devemos fazer é considerar referenciais em

queda livre como inerciais. No entanto, infelizmente, isso não é tão simples por uma única

razão: há vários referenciais em queda livre em diferentes direções na Terra. Isso significa

que em uma situação onde exista um campo gravitacional, as distâncias entres os pontos

coordenados não permanecerão constantes no tempo nesses referenciais. Portanto, não é

possível definir um referencial inercial global, como na relatividade especial.

Considere, por exemplo, um referencial em queda livre no campo gravitacional da

Terra. Se ampliarmos esse referencial para além do horizonte terrestre, notaremos que esse

referencial deixará de ser inercial, uma vez que a direção da queda livre mudará (Figura

4). Além disso, se considerarmos esse referencial muito distante da Terra, ele sofrerá uma

alteração na aceleração ao longo do tempo, deixando de ser inercial. Todas essas limitações

decorrem das não uniformidades do campo gravitacional. Entretanto, se considerarmos uma

região pequena o suficiente do espaço-tempo, em queda livre, podemos resgatar o conceito

de referencial inercial. Tal referencial é chamado de referencial inercial local. Referenciais

em queda livre, próximos da superfície da Terra, podem ser considerados inerciais com uma

alta precisão [35].
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Figura 4 – Um referencial rígido não pode cair livremente no campo gravitacional da Terra e ainda assim
permanecer rígido.

1.1.2 Princípio da Equivalência

Compreender a noção de referenciais inerciais é de extrema importância em nossa

discussão. Um ponto relevante sobre esses referenciais é que partículas em repouso permane-

cem nessa condição se nenhuma força atuar sobre elas. A fim de usar essa ideia, é necessário

discorrer um pouco sobre o conceito de força. A gravidade sempre foi vista como uma força

gerada a partir de uma propriedade intrínseca da matéria, chamada massa gravitacional.

Essa força é proporcional ao produto das massas gravitacionais e inversamente proporcional

à distância entre elas e é dada por

F = −GMgmg

r2
r̂, (1.6)

onde o índice g explicita a dependência da massa gravitacional. Contudo, Galileu demonstrou,

experimentalmente, que a gravidade era distinguível de todas as demais forças, pois, corpos

massivos em queda livre, com a mesma velocidade inicial, seguem a mesma trajetória, com

a mesma aceleração, independente da composição interna destes, uma vez que a equação de

movimento desses corpos é

−GMgmg

r2
= mIa, (1.7)

onde mI é a massa inercial. Assim, a aceleração, em módulo, de qualquer corpo é dada por

a =
mg

mI

GMg

r2
. (1.8)

As observações de Galileu nos mostraram uma equivalência entre massa inercial e massa

gravitacional5 , ou seja,
mg

mI
= 1. (1.9)

5 É claro que a equação (1.7) é obtida com o uso da segunda lei de Newton, a qual Galileu não tinha
conhecimento. Ele verificou a igualdade (1.9) de maneira empírica.
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Dessa forma, podemos concluir que não existe diferença no movimento de corpos em

referenciais acelerados e referenciais em repouso em um campo gravitacional (Figura 5).

Esse é o princípio da equivalência entre gravidade e aceleração e é um dos fundamentos da

gravidade Newtoniana.

Figura 5 – Representação do princípio da equivalência fraco, onde não há distinção entre as situações físicas,
no contexto da Mecânica Clássica.

O princípio da equivalência discutido acima é conhecido na literatura como princípio

da equivalência fraco, pois trata apenas do movimento de corpos em referenciais acelerados

e referenciais em repouso em um campo gravitacional. Einstein generalizou essa ideia no

que é conhecido hoje como princípio da equivalência de Einstein, no qual postula uma

completa correspondência entre referenciais acelerados e referenciais em repouso em campos

gravitacionais. Essa similaridade vai além das leis de mecânica, englobando todas as leis

da física. Para ilustrar essa ideia, ao invés de uma bolinha de papel, a mulher segura uma

lanterna e lança um feixe de luz perpendicular ao vetor de aceleração do foguete (Figura

6). Na situação em que o foguete está acelerando para cima, o caminho do feixe de luz

parecerá curvado para baixo, à medida que o piso da nave se apressa para encontrar os

fótons. Como não há distinção entre esses dois casos, somos levados à conclusão de que o

caminho dos fótons será curvado para baixo na presença de um campo gravitacional, ou

seja, a gravidade afeta os fótons, apesar destes não terem massa.
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Figura 6 – Representação do princípio da equivalência forte. Em ambos os cenários a situação física deve
ser a mesma.

Um dos princípios fundamentais da óptica é o princípio de Fermat que afirma que

a luz viaja entre dois pontos ao longo de um caminho que minimiza o tempo de viagem

necessário. No vácuo, onde a velocidade da luz é constante, a luz segue o caminho mais

curto entre dois pontos. No espaço plano, o caminho mais curto entre dois pontos é uma

linha reta. No entanto, na presença de gravidade, o caminho percorrido pela luz não é uma

linha reta, indicando uma modificação na geometria do espaço-tempo.

É natural discutir a geometria do espaço-tempo analisando as linhas de mundo de

partículas livres. Na relatividade especial, linhas de mundo paralelas entre si permanecerão

paralelas não importa o quão estendidas elas forem. Na geometria euclidiana, as linhas retas

possuem essa mesma propriedade. Assim, podemos dizer que o espaço-tempo de Minkowski

é plano, pois obedece ao axioma das paralelas de Euclides 6. No caso de um campo

gravitacional, as linhas de mundo paralelas de duas partículas próximas não permanecem

paralelas em geral. Portanto, o espaço-tempo ao redor de um campo gravitacional não

satisfaz, globalmente, o postulado das paralelas de Euclides. Logo, é um espaço curvo, onde

as linhas de mundo de partículas livres são geodésicas nesse espaço. Discutiremos como o

conceito de geodésica surge, naturalmente, no contexto da gravidade na próxima seção.
6 O postulado das paralelas pode ser resumido da seguinte forma: "Por um ponto externo a uma reta,

pode-se traçar exatamente uma reta paralela à reta dada". Essa afirmação foi publicada pela primeira
vez no famosíssimo livro Os elementos de Euclides [36].
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Até aqui apresentamos as ideias principais da Relatividade Geral. Todavia, devemos

definir precisamente as grandezas físicas em termos de objetos matemáticos. Matemati-

camente, todo espaço-tempo é representado por uma variedade diferencial M . Todas as

quantidades geométricas importantes para uma variedade são descritas por um tensor

métrico gµν7. Isso significa que esta captura todas as propriedades físicas do espaço-tempo.

Quando a métrica não depende dos pontos do espaço-tempo dizemos que o mesmo é plano,

caso contrário, temos um espaço curvo. Na Relatividade Geral a gravidade é entendida

como a curvatura do espaço-tempo e, portanto, é descrita por uma métrica.

Dito isto, notamos que apesar do espaço-tempo de Minkowski ser plano ele não é

euclidiano, uma vez que a sua métrica difere da euclidiana 8.

1.1.3 Movimento de uma Partícula em um Campo Gravitacional

Como já discutido nas seções anteriores, na Relatividade Geral a gravidade perde o

status de força e passa a ser entendida como a curvatura do espaço-tempo. Isso significa

dizer que faz sentido pensarmos em partículas livres em campos gravitacionais. A equação

de movimento para essas partículas pode ser derivada pelo princípio variacional

δS = 0, (1.10)

onde a ação para o movimento está relacionada ao elemento de linha no espaço quadridi-

mensional, ou seja,

SBA =

∫ B

A
ds. (1.11)

O elemento de linha contém toda a informação da geometria do espaço e, portanto, depende

da métrica pela relação

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.12)

Tudo o que devemos fazer é avaliar a mudança na ação (1.11) de um caminho xµ para

um outro xµ + δxµ, deixando os pontos extremos fixos, ou seja, fazendo δxµ = 0 para os

pontos A e B. Note que dxµ = uµdτ = 1
cu

µds. Assim, a variação da equação (1.12) pode
7 O tensor métrico é como uma versão expandida da primeira forma fundamental de uma superfície

bidimensional. Assim como essa forma fundamental descreve distâncias e ângulos em um espaço de
duas dimensões, o tensor métrico faz isso para espaços de dimensões mais altas. Na Relatividade Geral,
o tensor métrico é um objeto 4-dimensional, o que significa que tem 16 componentes diferentes que
capturam as características geométricas do espaço-tempo.

8 O espaço de Minkowski é frequentemente chamado de pseudo-Euclidiano. Isso se deve ao fato que,
diferentemente do espaço euclidiano, o produto interno entre dois vetores, no espaço de Minkowski, não
é positivo definido.
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ser escrita da seguinte forma

cδds =
1

2
δgµνu

µuνdτ + gµνu
µδdxν , (1.13)

ou seja, substituindo a equação (1.13) em (1.10), temos

cδSBA =

∫ B

A

(
1

2
δgµνu

µuνdτ + gµνu
µδdxν

)
. (1.14)

Note que δgµν =
dgµν
dxλ δx

λ = gµν,λδx
λ. Assim,

cδSBA =

∫ B

A

(
1

2
gµν,λδx

λuµuνdτ + gµνu
µdδxν

)
. (1.15)

Fazendo uma integração por partes e desprezando os termos de fronteira, uma vez que

estamos considerando extremos fixos em A e B, obtemos

cδSBA =

∫ B

A

{
1

2
gµν,λδx

λuµuν − d

dτ
(gµνu

µ) δxν
}
dτ. (1.16)

O termo de derivada pode ser desenvolvido de tal maneira que a equação acima se torne

cδSBA = −
∫ B

A

{
gµν

duµ

dτ
+

1

2
(gµν,λ + gλν,µ − gµλ,ν)u

µuλ
}
δxνdτ. (1.17)

Utilizando o princípio variacional (1.10) e multiplicando a equação resultante por gσν

duσ

dτ
+

1

2
gσν (gµν,λ + gλν,µ − gµλ,ν)u

µuλ = 0, (1.18)

O segundo termo na expressão anterior pode ser reescrito em termos do que conhecemos por

símbolo de Christoffel (vide apêndice A.1.2). Sendo assim, podemos reescrever a equação

de movimento como
duσ

dτ
+ Γσ

µνu
µuν = 0. (1.19)

Geometricamente, essa equação representa uma partícula livre em um espaço curvo e, por

conseguinte, em um campo gravitacional. Podemos ver que nessa situação uma partícula

se moverá pelo menor caminho entre dois pontos, ou seja, por uma geodésica. Além disso,

a equação (1.19) se reduz ao caso de Minkowski quando gµν = ηµν , cuja geodésica é uma

linha, reta como esperado.

A fim de se reduzir ao caso newtoniano, consideraremos a partícula movendo-se

lentamente em um campo gravitacional fraco e estático. Se a partícula estiver suficientemente

lenta, podemos considerar dxi

dτ ≪ c. Assim, a equação (1.19) se torna

d2xσ

dτ2
+ c2Γσ

00

(
dt

dτ

)2

= 0. (1.20)
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A condição de campo estático,

gµν,0 = 0, (1.21)

juntamente com a hipótese de campo fraco,

gµν ≈ ηµν + hµν , (1.22)

podem ser combinadas para reescrever o símbolo de Christoffel em primeira ordem como

Γσ
00 = −1

2
ησih00,i. (1.23)

A equação de movimento pode ser reescrita separando suas componentes temporal e espacial

da seguinte maneira:

d2x

dτ2
=
c2

2

(
dt

dτ

)2

∇h00, (1.24)

c
d2t

dτ2
= 0. (1.25)

A solução da segunda equação acima nos garante que dt
dτ é uma constante, o que é compatível

com o limite não-relativístico, uma vez que

lim
v<<c

τ = t =⇒ dt

dτ
= 1. (1.26)

Com isso, a equação (1.24) assume a forma newtoniana

d2x

dt2
=
c2

2
∇h00, (1.27)

onde podemos identificar a componente h00 como proporcional ao potencial gravitacional ϕ.

Assim,

h00 = −2ϕ

c2
, (1.28)

ou ainda,

h00 =
2GM

c2r
. (1.29)

Desta forma, a métrica difere da métrica de Minkowski pela componente puramente temporal

g00 = −
(
1 +

2ϕ

c2

)
. (1.30)

Para grandes distâncias, onde h00 desaparece, o espaço volta a ser plano.
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1.2 Equações de Campo para a Gravidade

As equações de campo para a gravidade oferecem um entendimento de como a

matéria e a energia interagem com o espaço-tempo, dando origem à sua curvatura. Duas

formulações fundamentais dessas equações são as Equações de Campo de Einstein e as

Equações de Einstein-Maxwell.

As Equações de Campo de Einstein delineiam como a presença de matéria e energia

produzem a força gravitacional e, de maneira recíproca, como a gravidade influencia a

distribuição dessas entidades. Em condições não-relativísticas, isto é, quando as velocidades

são baixas e os campos gravitacionais são fracos, essas equações convergem para a conhecida

Lei da Gravitação de Newton.

Por outro lado, as Equações de Einstein-Maxwell expandem as Equações de Campo

de Einstein ao incorporar os princípios eletromagnéticos de Maxwell à estrutura da Re-

latividade Geral. Essas equações unificam a descrição da gravidade com os fenômenos

eletromagnéticos, oferecendo um quadro teórico mais abrangente para compreender esses

dois pilares fundamentais da física.

1.2.1 Equações de Campo de Einstein

As equações para o campo gravitacional são, inevitavelmente, mais complicadas

do que as do campo eletromagnético. As equações de Maxwell são lineares, pois o próprio

campo eletromagnético não possui carga. Por outro lado, o campo gravitacional carrega

momento e energia e, em vista disso, deve contribuir como fonte de si mesmo. Dessa forma,

as equações de campo para a gravidade devem ser não-lineares a fim de representar o efeito

de auto-interação da gravidade.

Obter as equações de campo para a gravidade não é tarefa fácil. Posto isto, vamos

nos concentrar em uma dedução mais heurística atrás de princípios físicos já discutidos.

Primeiro, vamos nos lembrar que um campo gravitacional fraco e estático, produzido por

uma densidade de matéria ρ, tem componente puramente temporal dada pela equação

(1.30), onde ϕ é o potencial gravitacional que satisfaz a equação de Poisson

∇2ϕ = 4πGρ. (1.31)

Sendo assim, no limite de campo fraco, podemos identificar a componente puramente
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temporal do tensor energia momento como sendo a densidade de matéria

T00 = ρc2, (1.32)

ou seja, a equação para o campo gravitacional tem a seguinte forma

∇2g00 = −8πG

c4
T00. (1.33)

Apesar dessa equação ser verdadeira apenas no limite newtoniano, ela nos inspira a postular

que, para o caso geral, temos uma equação do tipo

Gµν = −8πG

c4
Tµν . (1.34)

Contudo, devemos impor a condição que no limite do campo fraco a equação (1.34) se

reduza naturalmente ao caso newtoniano (1.33) . O objetivo mais imediato será descobrir

a forma do tensor Gµν . Por analogia direta com a equação (1.33) , podemos pensar que o

tensor Gµν é algum operador diferencial de segunda ordem, ou seja, alguma combinação de

gµν,λσ, gµν,λ e gµν . Além disso, o tensor Gµν precisa ser simétrico, uma vez que o tensor

energia-momento tem essa propriedade.

As propriedades de antissimetria do tensor de Riemann (vide apêndice A.1.3) nos

garantem que há apenas dois tensores de ordem menor ou igual a dois gerados a partir de

suas contrações [4]: o tensor de Ricci, um tensor de segunda ordem

Rλ
µλν = Rµν (1.35)

e a curvatura escalar,

R = gµνRλ
µλν . (1.36)

Desse modo, a forma mais geral para o operador Gµν é

Gµν = αRµν + βgµνR, (1.37)

onde α e β são constantes que devem ser determinadas. Note que o tensor em (1.37) é

simétrico, como se espera. Para determinar a constante β podemos impor o princípio

da equivalência de Einstein que garante a conservação local de energia e momento e,

consequentemente,

Gµν
;µ = (Rµν + κgµνR);ν = 0, (1.38)

onde κ = β/α deve ser tal que a igualdade acima seja verdadeira. Usando a relação (A.33),

é possível obter

κ = −1/2 =⇒ β = −α
2
, (1.39)
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ou seja,

Gµν = α

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
. (1.40)

O limite newtoniano pode ser usado para fixar a constante α = 1. Desta forma, temos as

equações de campo de Einstein, explicitamente, dadas por

Rµν −
1

2
gµνR = −8πG

c4
Tµν . (1.41)

Uma forma as vezes útil de se reescrever estas expressões em termos apenas da curvatura

escalar é obtida contraindo a equação acima com gµν

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR = −8πG

c4
gµνTµν ,

R− 2R = −8πG

c4
Tµ

µ,

ou seja,

R =
8πG

c4
Tµ

µ. (1.42)

Combinando as equações (1.42) e (1.41) temos

Rµν −
4πG

c4
gµνT

α
α = −8πG

c4
Tµν ,

Rµν = −8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

α
α

)
. (1.43)

Note que no vácuo o tensor energia-momento é identicamente nulo e, consequentemente, as

equações de campo se reduzem a

Rµν = 0. (1.44)

A equação acima se reduz ao caso newtoniano para o limite do campo fraco e estático.

Por fim, vale a pena mencionar que Einstein introduziu um termo extra, Λgµν , nas

equações de campo [37],

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = −8πG

c4
Tµν , (1.45)

com o intuito de obter soluções estáticas para o universo em grandes escalas. Tal termo ficou

conhecido como termo cosmológico e a constante Λ foi chamada de constante cosmológica.

O termo cosmológico era entendido como uma energia intrínseca do vácuo. Observações

posteriores [38] sobre a não estaticidade do universo fez com que Einstein retirasse tal termo

das equações de campo. Todavia, recentes observações astronômicas sugerem a existência

de uma constante cosmológica pequena, mas não-nula [39]. No entanto, a interpretação
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moderna do termo cosmológico é muito diferente, e serve, de fato, para que tenhamos uma

expansão acelerada do cosmos. Assim, o intuito é bem diferente daquele de Einstein, de

fato, basicamente o oposto da interpretação inicial. Para este trabalho vamos considerar

Λ = 0.

1.2.2 Equações de Einstein-Maxwell

Há uma gama de situações físicas que ganham destaque, particularmente em

contextos astrofísicos, nos quais tanto a influência da gravidade quanto a presença do campo

eletromagnético desempenham papéis significativos [40, 41, 21]. Nessas circunstâncias, a

interação entre os campos eletromagnéticos e gravitacionais é fundamental, e é comumente

abordada pela combinação das equações de campo de Einstein e as equações de Maxwell,

conhecidas como equações de Einstein-Maxwell.

Estas equações oferecem um arcabouço teórico robusto para descrever a interação

entre a gravidade, manifestada pela curvatura do espaço-tempo conforme discutido na seção

anterior, e o campo eletromagnético.

Esta seção tem como propósito principal a apresentação dessas equações funda-

mentais. Ao compreender e analisar esse modelo matemático, abre-se uma porta para a

compreensão mais profunda da interação entre a gravidade e o eletromagnetismo, proporci-

onando insights valiosos sobre o funcionamento do universo em escalas cósmicas.

Primeiramente, daqui em diante, vamos considerar as unidades de medidas geomé-

tricas, onde c = 1 e G = 1. Estas unidades de medida são utilizadas para simplificar as

expressões, além de colocar em pé de igualdade unidades de tempo, distância e massa. Além

disso, vamos escolher ϵ0 = 1 em nossos cálculos9. Na ausência de gravidade, as equações de

Maxwell podem ser escritas em sua conhecida forma covariante, dada por

∂µF
µν = −jν , (1.46)

∂[λFµν] = 0, (1.47)

onde Fµν é conhecido como tensor eletromagnético, definido por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (1.48)
9 Esta escolha é conhecida como unidade de medida de Lorentz-Heaviside.



Capítulo 1. Elementos da Relatividade Geral 33

com o 4-potencial e 4-corrente sendo

Aµ = (ϕ,A) , (1.49)

jν = (ρ, j) . (1.50)

Na presença da gravidade, devemos substituir as derivadas ordinárias por derivadas covari-

antes, o que nos leva ao acoplamento entre o campo Aµ e a geometria do espaço-tempo

gµν . Devido às propriedades de antissimetria do tensor eletromagnético Fµν e a simetria

da conexão Γλ
µν , mesmo no caso gravitacional, as relações (1.47) e (1.48) se mantém. A

equação de movimento se torna

∇µF
µν = −jν . (1.51)

Podemos escrever a equação acima de uma maneira mais simples. Utilizando as definições

de derivada covariante vistas no apêndice A.1.2, temos

∇µF
µν = ∂µF

µν + Γµ
σµF

σν + Γν
σµF

µσ. (1.52)

Devido à simetria da conexão e à antissimetria do tensor eletromagnético, o termo Γν
σµF

µσ

se anula. O termo Γµ
σµ pode ser reescrito como ∂σ (ln

√
−g) (vide apêndice A.1.2). Desse

modo, temos
√
−g∂µFµν + ∂µ

(√
−g
)
Fµν = −

√
−g4πjν , (1.53)

ou ainda,
1√
−g

∂µ
(√

−gFµν
)
= −jν . (1.54)

Assim como a gravidade influencia no eletromagnetismo, ilustrado na equação acima, os

campos eletromagnéticos influenciam na curvatura do espaço-tempo. Isso ocorre devido

ao fato que campos eletromagnéticos possuem energia e momento descritos de maneira

unificada pelo tensor,

T (M)
µν =

1

4π

(
gαβFµαFβν −

1

4
gµνg

αβgσλFλαFβσ

)
. (1.55)

Sendo assim, para acoplarmos o campo eletromagnético às equações de Einstein devemos

considerar a correspondência

Tµν → Tµν + T (M)
µν , (1.56)

na equação (1.45). O último termo é a contribuição eletromagnética, enquanto o primeiro é

a contribuição não-eletromagnética ao tensor energia-momento do sistema. Sendo assim, as

equações de campo de Einstein na presença de campos eletromagnéticos se tornam

Rµν −
1

2
gµνR = −8π

(
Tµν + T (M)

µν

)
. (1.57)
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As equações (1.54) e (1.57) caracterizam um conjunto de equações acopladas para os campos

gravitacional e eletromagnético, conhecidas como equações de Einstein-Maxwell. Mais tarde,

neste trabalho, vamos discutir uma solução específica para estas equações na situação de

eletrovácuo, ou seja quando

Tµν = 0, (1.58)

jµ = 0. (1.59)

As soluções das equações de Einstein-Maxwell são indispensáveis em situações astrofísicas,

como na descrição de estrelas de Nêutrons, Buracos Negros carregados ou Magnetares onde

os campos gravitacional e eletromagnético desempenham papel importante no sistema.

1.3 Soluções para as Equações de Einstein

As equações de Einstein discutidas na seção anterior descrevem a dinâmica do

campo gravitacional. Estas formam um conjunto de equações não-lineares para o tensor

métrico. Nesta seção, iremos apresentar duas soluções exatas dessas equações e analisar

suas propriedades. A primeira, a solução de Schwarzschild, é reconhecida por ilustrar o

campo gravitacional em torno de um objeto esférico e estático, como estrelas, planetas

ou buracos negros não carregados. A segunda, a solução de Gutsunaev-Manko, embora

menos conhecida, é igualmente intrigante. Ela descreve o campo gravitacional gerado por

um corpo magnetizado, em uma configuração estática e axissimétrica. Essa solução oferece

um modelo matemático valioso para explorar objetos astrofísicos mais complexos.

1.3.1 Solução de Schwarzschild

Quando Einstein propôs as equações que descrevem a curvatura do espaço-tempo,

em seu célebre trabalho [32], descobriu que estas equações eram tão complicadas que

nem mesmo o próprio acreditara que as mesmas tinham alguma solução analítica [42].

Foi quando Karl Schwarzschild, ainda em 1915, encontrou a primeira solução exata das

equações de campo da Relatividade Geral. Tal solução foi obtida explorando o conceito de

simetrias sob condições específicas. A solução de Schwarzschild que estamos interessados

neste trabalho descreve o campo gravitacional próximo a um objeto esférico não-rotativo

e não-magnetizado. O sucesso de Schwarzschild em derivar uma solução exata foi crucial

para fortalecer a base da teoria da relatividade geral.
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A solução de Schwarzschild, como mencionado anteriormente, descreve um espaço-

tempo esfericamente simétrico e estático, portanto o campo gravitacional de planetas ou

estrelas pode ser aproximado10 por essa métrica. Dizer que um espaço-tempo é estático

significa que existe um referencial onde a métrica não depende do tempo, ou seja,

∂gµν
∂x0

= 0. (1.60)

Além disso, a métrica deve ser invariante por transformações de inversão temporal, x0 →

x0′ = −x0;

gµν
(
x0, xi

)
= gµν

(
−x0, xi

)
, (1.61)

de modo que o elemento de linha não contenha termos cruzados do tipo dx0dxi. Essa

propriedade diferencia um espaço-tempo estático de um estacionário, visto que a métrica

do segundo não é simétrica por reversões temporais (1.61). Um exemplo simples dessa

diferença é um espaço-tempo gerado por um corpo em rotação que possui o atributo (1.60),

mas não o (1.61), como ilustrado na figura 7 abaixo. Logo, o elemento de linha de um

Figura 7 – Representação de um sistema estacionário. O sistema não é invariante por reflexões temporais.

espaço-tempo estático geral tem a forma

ds2 = g00

(
xk
) (

dx0
)2

+ gij

(
xk
)
dxidxj , i, j, k = 1, 2, 3. (1.62)

Intuitivamente, simetria esférica quer dizer que existe um ponto privilegiado, o

qual chamaremos de origem O, tal qual o sistema é invariante por rotações em torno desse

ponto. Então, se fixarmos um ponto P a uma distância R da origem, temos que rotações

arbitrárias em torno de O descreverão uma superfície esférica centrada nesse ponto. O

sistema de coordenadas esféricas usuais (Figura 8) captura essa simetria, onde os ângulos
10 Desde que possamos desprezar o movimento de rotação do objeto astronômico.
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azimultal e polar pertencem ao domínio

0 ≤ θ ≤ π, (1.63)

0 ≤ ϕ ≤ 2π. (1.64)

O elemento de linha sobre a superfície esférica não pode conter termos cruzados do tipo

Figura 8 – Sistema de Coordenadas Esféricas.

dθdϕ, pois a métrica deve ser invariante por reflexões nos angulos θ e ϕ separadamente

θ → θ′ = π − θ, (1.65)

ϕ→ ϕ′ = −ϕ. (1.66)

Portanto, o elemento de linha na superfície esférica tem a forma

ds2 = R2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (1.67)

Em quatro dimensões, podemos pensar que o elemento de linha tem uma coordenada

tipo-tempo e uma radial, ambas arbitrárias, de tal maneira que, se fizermos r = const e

t = const, recobramos o elemento (1.67), ou seja,

ds2 = −A (r) dt2 +B (r) dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (1.68)

Note que as funções A (r) e B (r) devem ser positivas, uma vez que a assinatura da métrica

deve ser (-,+,+,+). Logo, é comum escrever o elemento de linha (1.68) em termos de

exponenciais, ou seja, o elemento de linha de um espaço-tempo esfericamente simétrico e

estático geral tem a forma

ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (1.69)
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Agora vamos utilizar as equações de campo do vácuo de Einstein para determinar as funções

desconhecidas ν (r) e λ (r). A métrica covariante é

gµν = diag
(
−eν , eλ, r2, r2 sin2 θ

)
, (1.70)

e, uma vez que a métrica é diagonal, sua forma contravariante é

gµν = diag
(
−e−ν , e−λ, r−2, r−2 sin−2 θ

)
. (1.71)

Se denotarmos as derivadas em relação a coordenada radial por f ′, então as componentes

não nulas do tensor de Einstein são

G0
0 = e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
, (1.72a)

G1
1 = −e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
+

1

r2
, (1.72b)

G2
2 = G3

3 =
e−λ

2

(
λ′

r
− ν ′

r
+
λ′ν ′

2
− ν ′2

2
− ν ′′

)
. (1.72c)

Através dos conceitos de simetria, reduzimos o problema de encontrar dez funções de

quatro variáveis cada para o problema de encontrar duas funções de uma variável. Para

determinar as funções ν (r) e λ (r) devemos obter as equações que essas funções satisfazem.

Tais equações podem ser obtidas através das equações de Einstein para o vácuo. São elas

Gµ
ν = 0. (1.73)

Dessa maneira, temos um conjunto de 4 equações diferenciais. No entanto, estas equações

não são todas independentes. De fato, as duas últimas são satisfeitas automaticamente se

as duas primeiras se anularem. Sendo assim, as duas equações que precisamos resolver são

e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 0 , (1.74)

e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= 0 . (1.75)

Somando as equações acima obtemos a simples relação

λ′ + ν ′ = 0 =⇒ λ(r) = −ν(r) , (1.76)

usando o resultado acima em (1.75) obtemos a equação diferencial

ν ′(r) =
e−ν

r
− 1

r
, (1.77)
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que pode ser facilmente integrada para encontrar

e
ν
= 1− C

r
, (1.78)

e, consequentemente,

e
λ
=

(
1− C

r

)−1

. (1.79)

A constante de integração C pode ser definida impondo que no limite Newtoniano, para a

solução de Schwarzchild, devemos recobrar a teoria de Newton. Assim, devemos comparar

o termo g00 com a equação (1.30), o que nos leva a

C = −2ϕr =⇒ C = 2M. (1.80)

Finalmente, obtemos o elemento de linha de Schwarzschild em sua forma usual,

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (1.81)

A solução de Schwarzschild é assintoticamente plana, o que significa que, ao considerarmos

o limite para r → ∞, o espaço-tempo retorna a Minkowski. A região delimitada por r = 2M

(Figura 9) é identificada como o horizonte de eventos, onde a componente g00 se anula.

Fisicamente, esse limiar divide o espaço-tempo em duas regiões, de modo que o interior do

horizonte não pode influenciar causalmente a região exterior. Em outras palavras, um corpo

astrofísico com raio inferior ao horizonte se transforma em um buraco negro. No horizonte,

a componente g11 se torna singular. A questão reside na natureza dessa singularidade: será

que a geometria é verdadeiramente singular nesse ponto, ou isso é apenas uma aparente

singularidade decorrente da escolha de um sistema de coordenadas inconveniente para

essa região? Na realidade, a região do horizonte não constitui uma singularidade genuína;

assim, um observador em queda livre em direção a um buraco negro não perceberia nada

de extraordinário ao atravessar esse ponto.
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Figura 9 – Esquema de um corpo compacto, estático e esfericamente simétrico que produz um espaço-tempo
descrito pela métrica de Schwarzschild. A região delimitada por r = 2M é conhecida como
horizonte de eventos.

1.3.2 Solução de Gutsunaev-Manko

No âmbito da Relatividade Geral, a investigação de objetos astrofísicos magnetizados,

como os magnetares, revela-se de profunda importância. Esses magnetares, estrelas de

nêutrons notáveis por seus campos magnéticos intensos, têm recentemente sido apontados

como possíveis geradores das misteriosas rajadas rápidas de rádio [23]. Essas explosões

cósmicas têm sido objeto de intensa especulação e pesquisa [43, 44]. Os modelos que sugerem

a associação entre magnetares e a produção das RRR’s é fascinante, embora ainda careça

de evidências definitivas para confirmar essa ligação.

Diante disso, buscar soluções para as equações de Einstein-Maxwell que descrevem o

exterior de objetos massivos e magnetizados torna-se imperativo. O pioneirismo nesse campo

foi a solução de Bonnor [45]. No entanto, apesar de exibir o comportamento assintótico de

um dipolo magnético, ela não se enquadra como um exemplo desse tipo, visto que não se

reduz ao espaço-tempo de Schwarzschild quando o campo magnético é nulo.

A solução de Gutsunaev-Manko é um tipo específico de solução exata dessas

equações. Essa solução, estática e axissimétrica, destaca-se por descrever um corpo massivo

com campo magnético, apresentando singularidades nuas, isto é, não escondidas por um

horizonte de eventos como em Schwarzschild, discutido anteriormente. Além disso, o limite

para campo magnético nulo coincide com a solução de Schwarzschild, um aspecto crucial

para o estudo de objetos astrofísicos compactos, conforme detalhado no capítulo 3 deste

trabalho. A solução de Gutsunaev-Manko continua a ser objeto de estudo, visando uma
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compreensão mais aprofundada de suas implicações e relevância no âmbito da astrofísica e

da teoria da relatividade geral.

Como já mencionado, estamos interessados em um sistema formado por um corpo

massivo e com momento de dipolo magnético. Essa situação suscita o uso de uma métrica

axissimétrica que é conhecida como métrica de Weyl, cujo elemento de linha é dado por

ds2 = −Fdt2 +
1

F

[
e2γ
(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dϕ2

]
, (1.82)

onde F e e2γ são funções das coordenadas de Weyl ρ e z (Figura 10) . Vamos considerar a

solução de eletro-vácuo das equações de Einstein-Maxwell,

Gµν = −8πT (M)
µν , (1.83a)

∂µ
(√

−gFµν
)
= 0. (1.83b)

Figura 10 – Coordenadas de Weyl.

Para representarmos um campo magnético consistente com um dipolo magnético,

devemos definir o 4-potencial como

Aµ = [0, 0, 0, A (ρ, z)] . (1.84)

Isso nos leva ao tensor eletromagnético e tensor energia momento dados respectivamente

por

Fµν =


0 0 0 0

0 0 0 A,ρ

0 0 0 A,z

0 −A,ρ −A,z 0

 , (1.85)



Capítulo 1. Elementos da Relatividade Geral 41

T (M)
µν =

1

8πρ2


e−2γF3

(
A2

,z +A2
,ρ

)
0 0 0

0 F
(
A2

,ρ −A2
,z

)
2FA,zA,ρ 0

0 2FA,zA,ρ F
(
A2

,z −A2
,ρ

)
0

0 0 0 e−2γFρ2
(
A2

,z +A2
,ρ

)

 .

(1.86)

Utilizando as equações de Einstein-Maxwell (1.83a), e sabendo que as componentes não-nulas

do tensor de Einstein são dadas por

G00 =
1

4ρe2γ
[
5ρ
(
F2
,z + F2

,ρ

)
− 4ρF (F,zz + F,ρρ) + 4ρF2 (γ,zz + γ,ρρ)− 4FF,ρ

]
, (1.87a)

G11 = −G22 = − 1

4ρF2

[
4F2γ,ρ + ρ

(
F2
,z − F2

,ρ

)]
, (1.87b)

G12 = G21 = − 1

2ρF2

(
2F2γ,z − F,zF,ρ

)
, (1.87c)

G33 = − ρ2

4F2e2γ
[
F2
,z + F2

,ρ + 4F2 (γ,zz + γ,ρρ)
]
, (1.87d)

podemos obter o seguinte conjunto de equações diferenciais acopladas

γ,ρ =
ρ
(
F2
,ρ − F2

,z

)
4F2

+
F

ρ

(
A2

,ρ −A2
,z

)
, (1.88a)

γ,z =
ρF,ρF,z

2F2
+

2F

ρ
A,ρA,z, (1.88b)

γ,ρρ + γ,zz = −
(
F2
,ρ + F2

,z

)
4F2

+
F

ρ2
(
A2

,ρ +A2
,z

)
, (1.88c)

0 =
F,ρρ + F,zz

F
−
(
F2
,ρ + F2

,z

)
F2

+
F,ρ

ρF
− 2F

ρ2
(
A2

,ρ +A2
,z

)
. (1.88d)

Podemos usar a equação (1.83b) escrita explicitamente como,

A,zF,z + F,ρA,ρ + F (A,zz +A,ρρ)−
FA,ρ

ρ
= 0, (1.89)

em conjunto com a condição de integrabilidade, γ,zρ = γ,ρz, para a função γ(ρ, z) e com as

equações (1.88c) e (1.88d) para obter as seguintes equações em uma forma compacta,

∇ ·
(

F

ρ2
∇A

)
= 0, (1.90)

∇ ·
(

1

F
∇F−2F

ρ2
A∇A

)
= 0, (1.91)

onde o operador ∇ é definido em coordenadas de Weyl como

∇ ≡ ρ̂∂ρ + ẑ∂z. (1.92)

As equações (1.88a), (1.88b), (1.90) e (1.91) constituem um conjunto de equações diferenciais

parciais que descrevem as funções F(ρ, z), γ(ρ, z) e A(ρ, z), responsáveis pela configuração
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do espaço-tempo gerado por uma distribuição de massa com um dipolo magnético. Essas

equações são intrincadas e, embora exista um método de resolução discutido em [46, 47, 48],

ele está além do escopo deste trabalho. Nosso foco se concentra na apresentação das soluções

dessas equações, mas, primeiramente, introduziremos as coordenadas esferoidais prolatas

(Figura 11) para facilitar a compreensão do problema.

Para problemas que apresentam simetria axial, as coordenadas prolatas se destacam

como o sistema mais natural de coordenadas. Sua introdução desempenha um papel crucial

na obtenção das soluções para o problema em questão, proporcionando uma abordagem

mais eficaz e simplificada para lidar com essa simetria específica. As leis de transformação

que relacionam as coordenadas de Weyl com as coordenadas prolatas são

ρ = k
√

(x2 − 1)(1− y2), z = kxy, (1.93)

onde k é uma constante com dimensão de comprimento. A coordenada y pertence ao

intervalo [−1, 1] e a coordenada x pertence ao intervalo [1,∞]. Geometricamente, as curvas

para x fixo são elipses, enquanto que as curvas para y fixo desenham hipérboles no plano,

como ilustra a figura abaixo.

Figura 11 – Coordenadas Esferoidais Prolatas.

As soluções das equações (1.88a), (1.88b), (1.90) e (1.91), expressas em coordenadas
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prolatas, são dadas por

F =
x− 1

x+ 1

[x2 − y2 + α2
(
x2 − 1

)]2
+ 4α2x2

(
1− y2

)[
x2 − y2 + α2 (x− 1)2

]2
− 4α2y2 (x2 − 1)


2

, (1.94)

A =
4kα3

(
1− y2

) [
2
(
1 + α2

)
x3 +

(
1− 3α2

)
x2 + y2 + α2

]
(1 + α2)

{
[x2 − y2 + α2 (x2 − 1)]2 + 4α2x2 (1− y2)

} , (1.95)

e2γ =
x2 − 1

x2 − y2

{[
x2 − y2 + α2

(
x2 − 1

)]2
+ 4α2x2

(
1− y2

)}4

(1 + α2)8 (x2 − y2)8
, (1.96)

onde os parâmetros α e k estão relacionados com a massa M e com o momento de dipolo

magnético µ do sistema,

M =
1− 3α2

1 + α2
k, (1.97)

µ =
8α3

(1 + α2)2
k2. (1.98)

Os resultados acima podem ser obtidos através da análise assintótica, em coordenadas

esféricas [48], das soluções (1.94), (1.95) e (1.96). Observe que temos uma interpretação

física consistente para valores de α no intervalo

− 1√
3
< α <

1√
3
. (1.99)

Ao longo deste trabalho, vamos escrever as soluções (1.94) e (1.96) de Gutsunaev-Manko

de forma mais compacta,

F =
x− 1

x+ 1
f2, (1.100)

e2γ =
x2 − 1

x2 − y2
g2, (1.101)

ou seja

f ≡
[
x2 − y2 + α2

(
x2 − 1

)]2
+ 4α2x2

(
1− y2

)[
x2 − y2 + α2 (x− 1)2

]2
− 4α2y2 (x2 − 1)

, (1.102)

g ≡

{[
x2 − y2 + α2

(
x2 − 1

)]2
+ 4α2x2

(
1− y2

)}2

(1 + α2)4 (x2 − y2)4
. (1.103)

Em coordenadas esferoidais prolatas, a solução GM produz o elemento de linha

ds2 = −
(
x− 1

x+ 1

)
f2dt2+

(
kg

f

)2 [x+ 1

x− 1
dx2 +

(x+ 1)2

1− y2
dy2
]
+

(
k

f

)2

(x+1)2
(
1− y2

)
dϕ2

(1.104)
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para um valor arbitrário de k.

O espaço-tempo GM tem características notáveis. Este possui singularidades nuas11

para valores não nulos do campo magnético. As posições exatas dessas singularidades são

determinadas quando o escalar de Kretschmann [4] diverge. Estes pontos estão exatamente

nos polos da função f(x, y), ou seja, satisfazem a seguinte equação algébrica(
x2 − y2 + α2 (x− 1)2

)2
− 4α2y2

(
x2 − 1

)
= 0. (1.105)

A equação acima é satisfeita na região colorida do gráfico abaixo

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

x

y

α=0.15

α=0.30

α=0.57

Figura 12 – A linha vermelha representa o horizonte de eventos, enquanto as linhas tracejadas são os limites
para y = ±1. As linhas verde, azul e roxa ilustram as regiões onde (1.105) é satisfeita para
diferentes valores de campos magnéticos.

A figura acima deixa claro que as singularidades estão localizadas ao redor dos

polos do corpo massivo, ou seja, próximo a y = ±1. Além disso, o valor singular máximo

para a coordenada radial x é obtido exatamente em y = ±1. Com isso em mãos, podemos

simplesmente resolver a equação (1.105) com essa condição para obter suas quatro raízes,

das quais duas são reais e, portanto, têm significado físico. A primeira está em x = 1, que é

meramente o horizonte de eventos e não depende de α. Por outro lado, a segunda é uma

função de α. A expressão completa é complicada para escrevermos explicitamente aqui,

todavia o gráfico abaixo mostra seu comportamento em termos de α.
11 Este termo é frequentemente utilizado na literatura para indicar singularidades não cobertas pelo

horizonte de eventos.
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Singularidade

Horizonte
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Figura 13 – Comportamento das singularidades em termos de todo o intervalo do campo magnético.
Diferentemente do horizonte, a singularidade depende de α.

É importante notar que quando α = 0, temos k = M (ver Eq. 1.97). Isso marca

o limite onde a solução GM se destaca. O limite de Schwarzschild emerge quando α→ 0,

resultando no elemento de linha

ds2 = −
(
x− 1

x+ 1

)
dt2+k2

[
x+ 1

x− 1
dx2 +

(x+ 1)2

1− y2
dy2
]
+k2(x+1)2

(
1− y2

)
dϕ2 , (1.106)

visto que

lim
α→0

f = lim
α→0

g = 1. (1.107)

É comum escolher coordenadas prolatas devido à simplicidade das transformações entre

essas coordenadas e as coordenadas esféricas, que são determinadas por

x =
1

k
(r −M), y = cos θ. (1.108)

As equações acima, no elemento de linha (1.106), produzem

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (1.109)

que é exatamente o elemento de linha de Schwarzschild, discutido na seção anterior.
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2 Métodos Numéricos

Sabe-se que muitos problemas do mundo real são excessivamente complexos para

serem resolvidos manualmente ou de maneira analítica. Portanto, torna-se essencial recorrer

aos métodos numéricos, pois estes possibilitam uma solução eficaz desses problemas por

meio de algoritmos e computações, garantindo uma margem de erro aceitável. Os métodos

numéricos desempenham um papel crucial na pesquisa e no avanço tecnológico em diversas

áreas.

Neste capítulo, abordaremos os principais métodos numéricos utilizados ao longo

deste trabalho. Na primeira parte, discutiremos o Método de Newton, conhecido por

ser uma técnica numérica iterativa e eficiente para encontrar raízes de equações não

lineares. Posteriormente, estudaremos a integração numérica, em particular, as fórmulas de

quadratura de Clenshaw-Curtis, as quais são utilizadas em várias bibliotecas do Python.

Por fim, discorreremos acerca do método das diferenças finitas, aplicando-o especificamente

na resolução da equação da onda unidimensional.

2.1 Método de Newton

O método de Newton é uma técnica numérica que tem como objetivo encontrar as

raízes, x∗ ∈ [a, b] ⊆ R, de equações do tipo f (x∗) = 0, através de sucessivas aproximações,

com f (x) sendo uma função contínua, diferenciável no intervalo [a, b] e com f ′(x∗) ̸= 0. A

ideia é escolher um valor inicial x0, tal que f (x0) seja um valor razoavelmente próximo

de zero e, em seguida, aproximar a função por uma reta tangente em torno do ponto x0

(Figura 14). Utilizando a inclinação da função, f (x), em x = x0, temos

f ′ (x0) = tan θ =
f (x0)

x0 − x1
, (2.1)

ou seja,

x1 = x0 −
f (x0)

f ′ (x0)
. (2.2)

O novo valor, x1, é a interseção da reta tangente com o eixo, x, sendo um valor mais próximo

da raiz do que o valor inicial, x0. Dessa forma, podemos realizar aproximações sucessivas

para a solução desejada, o que caracteriza um processo iterativo. Logo, o (n+1)-ésimo passo
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Figura 14 – x1 é uma aproximação melhor que x0 para a raíz, x∗, da função, f(x).

é dado por

xn+1 = xn − f (xn)

f ′ (xn)
. (2.3)

A equação acima define o método de Newton. Todo método iterativo possui uma ordem

de convergência que mede a velocidade com que as iterações produzidas por esse método

aproximam-se da solução exata. Portanto, quanto maior for a ordem de convergência, mais

rapidamente a solução é obtida. Isso é de suma importância do ponto de vista computacional,

uma vez que buscamos métodos que otimizem algoritmos.

De maneira mais concreta, chamamos de ordem de convergência o número p ≥ 1,

tal que

lim
n→∞

|xn+1 − x∗|
|xn − x∗|p

= C, (2.4)

onde C é um número positivo.

O método de Newton tem ordem de convergência quadrática. Isso pode ser visto da

seguinte forma. Considere a função

g(x) ≡ x− f(x)

f ′(x)
, (2.5)

e sua expansão em série de Taylor em torno do ponto, x = x∗,

g(x) = g(x∗) +
g′′(x∗)

2!
(x− x∗)

2 +O
(
(x− x∗)

3
)
. (2.6)

Observe que não aparece o termo linear na equação acima, visto que g′(x∗) = 0. Podemos

reescrever a equação (2.3), como

xn+1 = g (xn) . (2.7)

Expandindo a função, g(xn), em torno do ponto, xn = x∗, temos

xn+1 = g (x∗) +
g′′ (x∗)

2!
(xn − x∗)

2 +O
(
(xn − x∗)

3
)
. (2.8)
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Perceba que g(x∗) = x∗ e g′′(x∗) = f ′′(x∗)/f
′(x∗). Assim, a equação acima se torna

xn+1 − x∗

(xn − x∗)
2 =

f ′′ (x∗)

2!f ′ (x∗)
+O

(
(xn − x∗)

3
)
. (2.9)

Considerando o valor absoluto de ambos os lados da equação e aplicando a desigualdade

triangular,

|xn+1 − x∗|
|xn − x∗|2

=

∣∣∣∣ f ′′ (x∗)2!f ′ (x∗)
+O

(
(xn − x∗)

3
)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ f ′′ (x∗)2!f ′ (x∗)

∣∣∣∣+ ∣∣O ((xn − x∗)
3
)∣∣ . (2.10)

Note que ao tomarmos o limite, n → ∞, na equação (2.10), o termo O
(
(xn − x∗)

3
)
se

anula, visto que, nesse limite, xn → x∗, o que implica na desigualdade

|xn+1 − x∗|
|xn − x∗|2

≤
∣∣∣∣ f ′′(x∗)2f ′(x∗)

∣∣∣∣ . (2.11)

Logo, fica claro que se f, f ′ e f ′′ são funções contínuas em um intervalo, [a, b], então a ordem

de convergência para o método de Newton é quadrática, ou seja, p = 2, o que significa

que a quantidade de algarismos significativos corretos duplica à medida que os valores da

iteração se aproxima de x∗. Apesar dessa vantagem, o método de Newton também possui

desvantagens, como o fato de ser necessário calcular a derivada, f ′(x), e em cada iteração

calcular o seu valor numérico, o que pode ser um trabalho computacionalmente árduo. Além

disso, a função pode ser não diferenciável em alguns pontos do domínio, o que inviabilizaria

a aplicação do método em uma vizinhança destes.

2.1.1 Sistema de equações

Na seção anterior introduzimos o método de Newton aplicado a uma única equação.

Nesta seção, vamos considerar o problema geral da determinação de raízes de um sistema

de n equações da forma

f1 (x1, x2,x3, ..., xn) = 0,

f2 (x1, x2,x3, ..., xn) = 0,
...

fn (x1, x2,x3, ..., xn) = 0,

(2.12)

onde cada fi é uma função real de n variáveis e suficientemente diferenciável. Uma solução

para o sistema é um conjunto de valores, x∗ = (x1∗, x2∗, ..., xn∗), que satisfaz, simultanea-

mente, cada uma das equações acima.

A fim de determinar a generalização correta do método iterativo de Newton para

esse caso, podemos expandir as funções, fi, utilizando suas séries de Taylor em torno de
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um chute inicial, x0,

f1 (x1, ..., xn) = f1 (x0) +∇f1 (x0) · (x− x0) + ...
...

fn (x1, ..., xn) = fn (x0) +∇fn (x0) · (x− x0) + ...

(2.13)

Supondo-se que o Ansatz inicial, x0, seja razoavelmente próximo da solução, x∗, podemos

desconsiderar os termos de ordem mais alta para determinar uma nova aproximação para a

solução que chamaremos convenientemente de x1. Tomamos fi (x1) = 0, obtendo assim o

sistema
∇f1 (x0) · (x1 − x0) = −f1 (x0) ,

...

∇fn (x0) · (x1 − x0) = −fn (x0) .

(2.14)

O sistema de equações (2.14) pode ser reescrito de uma maneira sucinta, em notação

matricial,

J (x0) (x1 − x0) = −f (x0) , (2.15)

onde f é a matriz coluna, f = (f1, ..., fn)
⊺, e J (x0) é a matriz Jacobiana calculada no ponto,

x0,

J (x0) =


∇f⊺1
...

∇f⊺n

 =


∂f1
∂x1

... ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

... ∂fn
∂xn

 . (2.16)

A partir da equação (2.15), temos

x1 = x0 − J (x0)
−1 f (x0) . (2.17)

Dessa forma, a (n+1)-ésima aproximação para o sistema (2.12) é dada por:

xn+1 = xn − J (xn)
−1 f (xn) . (2.18)

O método de Newton converge sob as seguintes condições:

• fi e suas derivadas parciais até segunda ordem devem ser contínuas e limitadas numa

vizinhança, V , contendo x∗;

• O determinante da matriz jacobiana não se anula em V ;

• A aproximação inicial, x0, deve ser escolhida suficientemente próxima da raiz, x∗.

Quando a iteração converge, a convergência é quadrática, como mostrado anteriormente.
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2.2 Integração Numérica

Integrar funções reais é uma tarefa corriqueira em uma série de problemas físicos,

desde fisica básica (como no cálculo do trabalho, potência, etc) até em exemplos mais

sofisticados, como na solução de uma equação diferencial. No entanto, não é sempre que

podemos realizar a integração analiticamente. Isso se deve a alguns motivos, tais como o

completo desconhecimento da função a ser integrada ou a complexidade da mesma, o que

pode dificultar a determinação de uma primitiva. Por conta disso, é necessária a utilização

de técnicas de aproximação dessas integrais.

A integração numérica consiste em aproximar integrais definidas de funções reais.

Para introduzir o tema, vamos nos concentrar apenas no caso de uma função de uma

variável real. Todavia, a generalização para várias variáveis pode ser feita de maneira direta

utilizando o teorema de Fubini1.

Considere uma função y = f(x) em um certo intervalo [a, b]. A integração numérica

da função f(x) nesse intervalo pode ser aproximada pela integração de um polinômio, Pn(x),

de grau n, que aproxime f(x). Se não conhecemos a forma explícita da função, y = f(x),

mas apenas um conjunto de n+ 1 pares ordenados, (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), ..., (xn, f(xn)),

com x0 = a e xn = b, podemos aproximar a função, f(x), por seu polinômio de interpolação,

Pn(x), que é uma aproximação para f(x) em qualquer subintervalo, [xi, xj ], com 0 ≤ i, j ≤ n,

do intervalo, [a, b]. Logo, podemos utilizar Pn(x) para integrar f(x) em qualquer um desses

subintervalos.

O problema prático que estamos interessados aqui é calcular a integral∫ b

a
ω(x)f(x)dx, (2.19)

para algum grau de precisão onde a função, ω(x) ≥ 0, conhecida como função peso, é

contínua no intervalo, [a, b] e sua forma explícita depende do método específico utilizado. A

integração numérica de (2.19) é obtida a partir de uma combinação linear do integrando∫ b

a
ω(x)f(x)dx ≈

n∑
k=0

Akf(xk). (2.20)

A expressão acima é conhecida como fórmula de quadratura, cujas constantes, Ak, são

determinadas pelo método particular escolhido, como veremos a seguir.
1 O teorema de Fubini fornece as condições necessárias sob as quais é possível calcular integrais múltiplas

por meio de integrais iteradas. Dessa forma, reduzimos o problema de integrais múltiplas em problemas
de integrais simples [49].
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Como primeiro exemplo, vamos considerar a quadratura interpolatória, que é

particularmente útil quando não conhecemos a forma funcional do integrando, mas apenas

o seu valor em n pontos. Esse método consiste na aproximação do integrando por seu

polinômio de interpolação,

f(x) = Pn(x) +Rn(x), (2.21)

onde Rn(x) é o erro inerente à interpolação. O polinômio de interpolação, Pn(x), é dado

pela fórmula de Lagrange,

Pn(x) =
n∑

k=0

fkℓk(x) (2.22)

com,

ℓk(x) =
(x− x0) ... (x− xk−1) (x− xk+1) ... (x− xn)

(xk − x0) ... (xk − xk−1) (xk − xk+1) ... (xk − xn)
, (2.23)

e x0, x1, ..., xn pontos distintos onde conhecemos o valor da função, f(xk) = fk. A fórmula

de Ak, que define o método da quadratura interpolatória, pode ser obtida combinando

(2.20) com (2.22),

Ak =

∫ b

a
ω (x) ℓk (x) dx. (2.24)

Como dito anteriormente, uma integração numérica apenas se aproxima do real resultado

da integração. O erro, R(f), associado ao método de quadratura, é definido simplesmente

como

R (f) =

∫ b

a
ω (x) f (x) dx−

n∑
k=0

Akf (xk) . (2.25)

Usando a expressão (2.24), temos

R (f) =

∫ b

a
dxω (x)

[
f (x)−

n∑
k=0

fkℓk (x)

]
=

∫ b

a
ω (x)Rn (x) dx, (2.26)

ou seja, o erro associado ao método de quadratura interpolatória está relacionado ao erro

na interpolação, Rn(x).

2.2.1 Fórmulas de Newton-Cotes

Estudaremos aqui as fórmulas de Newton-Cotes do tipo fechado2. Estas são um

caso particular de quadratura interpolatória. Tais fórmulas funcionam dividindo o intervalo

de integração, [a, b], com a = x0 e b = xn, em subintervalos, cujos argumentos, xk, são

igualmente espaçados de uma quantidade fixa, h, ou seja, xk+1 − xk = h, com k =

0, 1, 2, ..., n− 1 e os valores da função são avaliados em pontos específicos dentro de cada
2 Fórmulas de Newton–Cotes do tipo aberto não utilizam os pontos extremos do intervalo de integração.
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subintervalo para estimar a integral. A função peso, ω(x), é constante e igual à 1 e o intervalo

de integração é finito. As fórmulas de Newton-Cotes do tipo fechado são especialmente

utilizadas quando a forma funcional do integrando não é conhecida e este é relativamente

suave, podendo ser aproximado por polinômios em cada subintervalo. Veremos mais adiante

que, a fim de minimizar os erros nas fórmulas de Newton-Cotes, devemos dividir o intervalo

[a, b] em N subintervalos e aplicá-las separadamente para cada um destes. À medida em

que N aumenta, a precisão destas fórmulas fica maior.

Considere o problema do cálculo da integral em (2.19) com ω(x) = 1,∫ b

a
ω (x) f (x) dx =

∫ xn

x0

f (x) dx ≈
n∑

k=0

fk

∫ xn

x0

ℓk (x) dx. (2.27)

Podemos obter a fórmula geral para o método de Newton-Cotes em termos do parâmetro,

h, fazendo a seguinte mudança de variável, u = (x− x0)/h,∫ xn

x0

f (x) dx ≈ h
n∑

k=0

fkC
n
k , (2.28)

onde

Cn
k ≡

∫ n

0
ℓk(hu+ x0)du. (2.29)

A expressão (2.28) representa o termo geral das fórmulas de Newton-Cotes. O parâmetro,

n, é o grau do polinômio que aproxima a função, f(x), no intervalo dado. Sendo assim, a

situação mais simples é quando aproximamos a função por uma reta, n = 1. Neste caso,

temos a conhecida Regra do Trapézio, na qual

C1
0 = C1

1 =
1

2
, (2.30)

ou seja, ∫ b

a
f (x) dx ≈ h

2

[
f(a) + f(b)

]
. (2.31)

Observe que, se o intervalo for pequeno, a aproximação será razoável; no entanto, se o

intervalo for grande, o erro também poderá ser grande. Na figura abaixo, a área hachurada

é o erro resultante da integração da função, f(x), no intervalo, [a, b], a partir de (2.31).
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Figura 15 – Regra do trapézio para N = 1.

Logo, se o intervalo de integração for grande, podemos dividi-lo em N subintervalos

de amplitude h = (b− a)/N , onde x0 = a, xN = b e, em cada subintervalo, [xk, xk+1], com

k = 0, 1, ..., N − 1, aplicar a regra do trapézio. Note que o erro agora é a soma das áreas

entre as retas e a curva, o que implica que, conforme h→ 0, o resultado se aproxima do

valor exato da integral, visto que o erro tende a zero, como mostra a figura a seguir. Sendo

Figura 16 – Regra do trapézio para N subintervalos.

assim,∫ b

a
f (x) dx =

∫ x1

a
f (x) dx+

∫ x2

x1
f (x) dx+ ...+

∫ b

xN−1

f (x) dx, (2.32)

≈ h

2

[
f(a) + f(x1)

]
+
h

2

[
f(x1) + f(x2)

]
+ ...+

h

2

[
f(xN−1) + f(b)

]
.

Portanto, podemos reescrever a expressão acima, como∫ b

a
f (x) dx ≈ h

2

[
f (a) + 2

N−1∑
k=1

f (xk) + f (b)

]
, (2.33)
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que é a Regra do Trapézio Generalizada. Na prática, só utilizamos essa regra.

A regra do trapézio é extremamente simples e de fácil implementação numérica.

Contudo, existem situações onde seu uso não é o mais adequado, como em exemplos onde a

função a ser integrada é fortemente não-linear. Sendo assim, a aplicação da regra do trapézio

pode gerar resultados imprecisos. Nestes casos, podemos tentar utilizar um polinômio de

grau n = 2 na interpolação. Essa escolha nos obriga a dividir o intervalo de integração

em 2N subintervalos de amplitude h = (b − a)/2N . Esse número de subdivisões deve

ser múltiplo de 2, pois precisamos de dois subintervalos e, portanto, de três pontos, para

aproximar a função por uma parábola. Essa regra é conhecida como Regra de Simpson3.

Em relação à regra do trapézio, a regra de simpson converge mais rapidamente, além de

produzir resultados mais precisos para funções com um alto grau de não-linearidade. Em

contrapartida, a sua implementação é mais complexa.

Erro nas fórmula de Newton-Cotes

Como vimos anteriormente, aproximar o valor da integral, utilizando as fórmulas de

Newton-Cotes, produz um erro, R(f), dado pela equação (2.26). Para estudá-lo, devemos

analisar o número de intervalos iguais e a ordem da derivada da função, f(x). Mais

precisamente, se os pontos, xk = x0 + kh, com k = 0, 1, ..., n, dividem o intervalo, [a, b], em

um número ímpar de intervalos iguais e f(x) tem derivada de ordem, (n+ 1), contínua em

[a, b], podemos expressar R(f), com n ímpar, como

R(f) =
hn+2f (n+1) (ξ)

(n+ 1)!

∫ n

0
u (u− 1) ... (u− n) du, (2.34)

para algum ponto, ξ, do intervalo, [a, b]. Entretanto, se [a, b] for dividido em um número

par de intervalos iguais e a ordem da derivada de f(x) for (n+2), podemos expressar R(f),

com n par, como

R(f) =
hn+3f (n+2) (ξ)

(n+ 2)!

∫ n

0

(
u− n

2

)
u (u− 1) ... (u− n) du, (2.35)

para algum ponto, ξ, de [a, b]. Assim, podemos aplicar (2.34) para obter o erro da fórmula

do trapézio, sobre o intervalo, [a, b], para n = 1. Isto é,

R(f) =
h3f ′′ (ξ)

2!

∫ 1

0
u (u− 1) du = −h

3f ′′ (ξ)

12
, (2.36)

3 Na realidade, a regra de Simpson que brevemente comentamos aqui é conhecida na literatura como regra
1
3

de Simpson, a qual utiliza polinômios quadráticos na interpolação. Entretanto, existe ainda a regra 3
8

de Simpson, que faz uso de polinômios cúbicos na interpolação e subintervalos múltiplos de 3.
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com a < ξ < b. Desse modo, podemos escrever∫ b

a
f (x) dx =

h

2

[
f(a) + f(b)

]
− h3f ′′ (ξ)

12
. (2.37)

Para a regra do trapézio generalizada, o erro é obtido adicionando-se N erros da forma

(2.36), com N = (b− a)/h, de tal maneira que,∫ b

a
f (x) dx =

h

2

[
f (a) + 2

N−1∑
k=1

f (xk) + f (b)− (b− a)

6
hf ′′ (ξ)

]
, (2.38)

com a < ξ < b. É claro que, na prática, não devemos somar o erro à quadratura, uma

vez que o ponto, ξ, é desconhecido. O importante aqui é ressaltar que quanto menor for

o espaçamento, h, entre os pontos, xk, melhor será a aproximação. Observe que o erro

associado à regra do trapézio é proporcional a h2. Para o caso em que n = 2, ou seja, a

regra de simpson, o erro é da ordem de h5 [50, 51], o que evidencia uma precisão maior que

a anterior.

Diante das informações destacadas no parágrafo acima, podemos ser levados a

intuir que para ganhar maior precisão na quadratura devemos escolher uma ordem cada

vez maior nos polinômios de interpolação. Isso não é verdade, pois, apesar de ser possível

obter fórmulas de Newton-Cotes para qualquer ordem, n, estas podem sofrer do fenômeno

de Runge4 [52], onde o erro cresce exponencialmente para altos valores de n. Métodos como

as quadraturas de Clenshaw-Curtis, com espaçamento constante, são melhores estratégias

para o tratamento de funções mais complicadas, onde é necessário um alto grau de precisão.

2.2.2 Fórmulas de quadratura de Clenshaw-Curtis

As fórmulas de quadratura de Clenshaw-Curtis [53] são métodos de integração

numérica mais apropriados que as fórmulas de Newton-Cotes, em alguns casos. Apesar

de requerer uma implementação mais sofisticada, a quadratura de Clenshaw-Curtis tende

a convergir mais rapidamente para um intervalo com o mesmo número de subdivisões, o

que implica em uma economia computacional que é especialmente útil quando estamos

avaliando integrais multidimensionais. Além disso, estas fórmulas de quadratura se adaptam

melhor à integração de funções altamente oscilantes.

Voltemos para o nosso problema original de calcular a integral (2.19), com ω(x) = 1.

A partir de um reescalonamento apropriado do intervalo, podemos reescrever a integral
4 O fenômeno de Runge é uma oscilação indesejada nos extremos do intervalo de interpolação que pode

ocorrer quando tentamos aproximar uma função suave por um polinômio de alto grau.
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como ∫ 1

−1
f (x) dx. (2.39)

A ideia aqui é transformar f(x) em uma função periódica por meio de uma mudança de

variável, x = cos θ. Dessa maneira, a função, F (θ) = f(cos θ), admite uma série de Fourier.

Essa representação permite decompor funções periódicas complexas em componentes mais

simples, facilitando análises e cálculos. Portanto,

F (θ) =

∞∑
n=0

an cos (nθ), (2.40)

visto que os coeficientes dos senos, bn, se anulam para qualquer valor de n, devido à paridade

de F (θ). Com isso, é possível calcular diretamente a integral (2.39), ou seja,∫ π

0
f (cos θ) sin θdθ =

∞∑
n=0

2a2n

1− (2n)2
. (2.41)

A integral acima é, precisamente, a resposta exata da integração de (2.19). Contudo, os

coeficientes de Fourier, dados por

an =
2

π

∫ π

0
F (θ) cos (nθ)dθ, (2.42)

são ainda desconhecidos. Dessa forma, a nossa tarefa consiste em calcular a integral acima.

A principal diferença entre (2.42) e (2.39) é que as integrais de Fourier podem ser calculadas

de maneira mais precisa que as integrais arbitrárias, ao dividir o domínio em N + 1 pontos

espaçados igualmente, com θn = πn/N [54]. Logo, a regra do trapézio aproxima melhor a

integral (2.42), ou seja,

an ≈ 1

N

[
f (1) + (−1)n f (−1) + 2

N−1∑
k=1

f

(
cos

(
πk

N

))
cos

(
πkn

N

)]
. (2.43)

Assim, a quadratura de Clenshaw-Curtis é dada pela série (2.41), com os coeficientes, an,

dados pela equação acima.

Frequentemente, na literatura, observa-se a relação entre as fórmulas de Clenshaw-

Curtis com os polinômios de Tchebychev [55, 56, 53]. Tal relação é de fácil entendimento,

uma vez que os polinômios de Tchebychev são definidos por

Tk (cos θ) = cos (kθ), (2.44)

ou seja, podemos pensar que a estratégia é aproximar a função, f(x), em termos de sua

expansão em polinômios de Tchebychev [56], realizando a integração termo a termo a fim

de se aproximar cada vez mais da resposta exata da integral em questão.
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O método de integração numérica aqui discutido é amplamente utilizado em uma

série de códigos abertos, como na biblioteca scipy, pertencente à linguagem python [57], e

apresenta muitas vantagens em relação às fórmulas de Newton-Cotes, abordadas anterior-

mente. As fórmulas de Clenshaw-Curtis apresentam uma convergência exponencial com o

número de pontos [56], N , devido ao fato de serem baseadas na expansão em polinômios de

Tchebychev, que têm esta propriedade. Além disto, é possivel ajustar o método para tratar

integrais com limites infinitos de integração [56].

2.3 Método das Diferenças Finitas

O método das diferenças finitas é uma técnica numérica fundamental e amplamente

utilizada para resolver uma variedade de equações diferenciais, sejam ordinárias ou parciais,

que descrevem sistemas dinâmicos. Estas equações englobam fenômenos como difusão, ondas,

dinâmica de fluidos, entre outros. O método se baseia na aproximação das derivadas das

funções por meio de diferenças finitas. Essa abordagem transforma as equações diferenciais

em sistemas de equações algébricas, que podem ser eficientemente resolvidos por computação.

A aplicabilidade desta técnica se estende à análise de sistemas físicos complexos, simulação

de fenômenos naturais, otimização de processos, entre outros.

Inicialmente, vamos abordar a questão fundamental de como podemos aproximar as

derivadas de uma função usando fórmulas de diferenças finitas, com base apenas nos valores

da função em pontos discretos. Além de estabelecer uma base para o desenvolvimento futuro

de métodos de diferenças finitas para resolver equações diferenciais, isso nos possibilita

explorar diversos conceitos-chave, como a ordem de precisão de uma aproximação, na

configuração mais simples possível.

Seja u(x) uma função contínua e diferenciável ao longo de um intervalo contendo

um determinado ponto de interesse x̃. Vamos supor que queremos aproximar u′(x̃) por

diferenças finitas baseadas apenas em valores de u(x) em um número finito de pontos

próximos a x̃. Uma escolha óbvia seria utilizar

D+u (x̃) ≡
u (x̃+ h)− u (x̃)

h
, (2.45)

para qualquer valor pequeno de h, ou seja, isto é, precisamente, a definição padrão de

derivada quando tomamos o limite h→ 0 da expressão acima e é conhecida como fórmula

das diferenças progressivas. Observe que D+u(x) é a inclinação da reta que interpola u(x)
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nos pontos x̃ e x̃ + h (Figura 17). A equação (2.45) é uma aproximação unilateral para

u′(x), uma vez que a função u(x) é avaliada somente nos valores em que x ≥ x̃. Uma outra

aproximação unilateral seria

D−u (x̃) ≡
u (x̃)− u (x̃− h)

h
, (2.46)

que é conhecida como fórmula das diferenças regressivas. Cada uma dessas fórmulas fornece

uma aproximação precisa de primeira ordem para u′(x), o que significa que o erro é

proporcional a h. Observe que podemos obter ainda a fórmula das diferenças centradas, ou

seja,

D0u (x̃) ≡
u (x̃+ h)− u (x̃− h)

2h
=

1

2

[
D+u (x̃) +D−u (x̃)

]
, (2.47)

que é a média das aproximações D+u(x) e D−u(x) e representa a inclinação da reta que

interpola a função, u(x), nos pontos x̃+ h e x̃− h. Note que, visualmente, D0u(x) fornece

Figura 17 – Várias aproximações para u′(x) interpretadas como a inclinação das retas secantes.

uma melhor estimativa que D+u(x) e D−u(x) (Figura 17). Na realidade, D0u(x) é, de

fato, uma melhor aproximação, visto que seu erro é quadrático em h2, diferentemente das

aproximações unilaterais, cujo erro é linear, como veremos a seguir.

A ordem de precisão de uma aproximação por diferenças finitas pode ser obtida

analisando sua expansão em série de Taylor para h≪ 1. Como exemplo, vamos considerar

a aproximação unilateral (2.45), a qual pode ser reescrita da seguinte forma:

D+u (x̃)− u′(x̃) =
u′′(x̃)h

2
+O(h2). (2.48)
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Fica claro que o erro associado com a aproximação é da ordem de h. Considere agora a

fórmula das diferenças centradas, que podemos reescrever como,

D0u(x̃)− u′(x̃) =
u′′′(x̃)h2

6
+O(h3), (2.49)

o que confirma ser mais precisa que as fórmulas de diferenças unilaterais, uma vez que o

seu erro é quadrático.

É sempre possível derivar uma fórmula de diferenças finitas dado um conjunto de

pontos. Por exemplo, vamos obter uma expressão para uma aproximação de quarta ordem

usando a função calculada nos pontos, u(x+ 2h), u(x+ h), u(x− h) e u(x− 2h), ou seja,

uma combinação linear destes valores,

D4u(x̃) = αu(x̃+ 2h) + βu(x̃+ h) + γu(x̃− h) + δu(x̃− 2h). (2.50)

Para determinar os valores das constantes, precisamos expandir as funções em série de

Taylor e agrupar os termos de mesma ordem, da seguinte forma:

D4u(x̃) = (α+ β + γ + δ)u(x̃) + (2α+ β − γ − 2δ)u′(x̃)h (2.51)

+

(
2α+

β

2
+
γ

2
+ 2δ

)
u′′(x̃)h2 +

(
4

3
α+

β

6
− γ

6
− 4

3
δ

)
u′′′(x̃)h3

+

(
2

3
α+

β

24
+

γ

24
+

2

3
δ

)
u(4)(x̃)h4 +

(
4

15
α+

β

120
− γ

120
− 4

15
δ

)
u(5)(x̃)h5

+O(h6).

Observe que temos 4 constantes para determinar. Por conta disso, podemos construir um

mesmo número de equações

α+ β + γ + δ = 0, (2.52a)

2α+ β − γ − 2δ = 1/h, (2.52b)

2α+ β/2 + γ/2 + 2δ = 0, (2.52c)

4α/3 + β/6− γ/6− 4δ/3 = 0. (2.52d)

Resolvendo o sistema acima, encontramos

α = −1/12h; β = 2/3h; γ = −2/3h; δ = 1/12h. (2.53)

Assim, a fórmula de diferenças finitas que estamos procurando tem a forma

D4u(x̃) =
1

12h
[−u(x̃+ 2h) + 8u(x̃+ h)− 8u(x̃− h) + u(x̃− 2h)] . (2.54)
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O erro associado à formula é

D4u(x̃)− u′(x̃) = −u
(5)(x)h4

30
+O(h5). (2.55)

Observe que a escolha de h = 10−4 produz um erro de aproximação da ordem de 10−16, o

que é muito conveniente para fins numéricos. Por essa razão, usaremos mais adiante, neste

trabalho, essa fórmula para aproximar derivadas de primeira ordem.

2.3.1 Aplicação do Método das Diferenças Finitas na Equação de Onda

Como mencionado anteriormente, o MDF é amplamente utilizado para obter soluções

numéricas de equações diferenciais parciais. Nesta seção, abordaremos de forma específica a

equação da onda unidimensional e a aplicação do MDF para obter sua solução.

Iniciaremos nosso estudo imaginando uma situação simples: a propagação de uma

onda em uma corda muito longa. A função que descreve o deslocamento da corda em um

ponto, x, em um tempo, t, é denotada por u(x, t) (Figura 18). A função deslocamento

safisfaz o seguinte modelo

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, t ∈ (0,∞) (2.56a)

u(x, 0) = I(x), (2.56b)

∂

∂t
u(x, 0) = g(x), (2.56c)

onde I(x) é a perturbação inicial na corda, ou seja, o perfil da onda no início e g(x) é a

condição inicial para a derivada. Observe que a equação da onda é de segunda ordem e,

portanto, faz-se necessária a condição inicial para a derivada da função, u(x, t). Podemos

também considerar condições de contorno, refletindo uma situação mais realista, como uma

corda de comprimento finito. No entanto, para simplificar, trataremos o problema sem

impor condições de contorno.

Figura 18 – Esquema de uma onda se propagando em uma corda.

A principal ideia no MDF é discretizar o domínio de integração de (2.56a), criando

uma malha de pontos no plano, x− t, como ilustrado na Figura 19. Para isso, é necessário

escolher uma região delimitada para fins numéricos, que pode ser arbitrariamente grande na
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coordenada espacial, x, a fim de representar uma corda extensa. Na prática, substituimos o

contínuo por um conjunto de pontos, dado por

0 = t0 < t1 < t2 < ... < tNt−1 < tNt , (2.57)

na coordenada temporal e

x0 < x1 < x2 < ... < xNx−1 < xNx , (2.58)

na coordenada espacial. É conveniente separarmos os pontos por uma quantidade fixa, ∆x

e ∆t, nas direções espacial e temporal, respectivamente, de tal modo que

xi = i∆x, i = 0, ..., Nx tj = j∆t, j = 0, ..., Nt. (2.59)

Figura 19 – Discretização do domínio.

A discretização acima é feita para aproximar a função desconhecida, u(x, t), por

um conjunto de pontos, U(xi, tj) ≡ U j
i , que pode ser calculado utilizando o esquema

de aproximação por diferenças finitas estudado na seção anterior. Devemos reescrever a

equação (2.56a) em termos das aproximações de derivadas segundas, com alguma ordem

de precisão. Com o intuito de simplificar nossa discussão, vamos utilizar o operador de

diferenças centradas, Dz
0 , para aproximar a primeira derivada5. Note que para aproximar

derivadas segundas, podemos simplesmente aplicar duas vezes6 o operador, Dz
0 , ou seja,

∂2u

∂t2
(x, t) ≈

[
Dt
0D

t
0U
]j
i
=
U j+1
i − 2U j

i + U j−1
i

∆t2
, (2.60)

∂2u

∂x2
(x, t) ≈ [Dx

0 Dx
0U ]ji =

U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

∆x2
. (2.61)

5 Estamos utilizando a notação Dz
0 para representar derivadas parciais em relação à variável independente,

z, diferentemente de D0, utilizada para derivadas ordinárias.
6 A aproximação para a segunda derivada pode ser vista como duas aplicações de aproximações de

derivadas primeira desde que seja considerado um passo h/2 para as aproximações de primeira ordem.
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Dessa forma, conseguimos reescrever a equação da onda em termos das aproximações por

diferenças finitas,

U j+1
i = −U j−1

i + 2U j
i +

(
c
∆t

∆x

)2 (
U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

)
. (2.62)

A constante adimensional, c∆t/∆x, é conhecida como número de Courant e possui uma

grande importância na análise da estabilidade numérica da solução [58]. Perceba que a

equação (2.62) relaciona o ponto, U j
i , com seus vizinhos U j

i+1, U
j
i−1, U

j−1
i e U j+1

i , como

ilustrado na Figura 20. Contudo, sua validade está definida no intervalo i ∈ [1, Nx − 1] e

j ∈ [1, Nt − 1], uma vez que os pontos da borda do tipo U j
0 e U j

Nx
não são calculados, pois

necessitam de pontos que estão fora da grade7. Os pontos do tipo U0
i são introduzidos pela

condição inicial

U0
i = u(xi, 0). (2.63)

Figura 20 – Célula computacional para equação da onda.

De maneira análoga, podemos obter os termos do tipo U1
i , fazendo uso das condições

iniciais (2.56b), (2.56c) e a equação de movimento (2.56a):

U1
i = I (xi) + g (xi)∆t+

c2

2
I ′′ (xi)∆t

2 . (2.64)

Logo, podemos calcular a evolução temporal utilizando o esquema (2.62).

A fim de simular a solução do problema descrito acima, vamos introduzir o perfil

inicial da onda como uma gaussiana, dada por

u(x, 0) = e−k(x−x0)
2

, (2.65)
7 Na prática, estamos excluindo a borda da nossa discussão. Todavia, podemos incluí-la utilizando

condições de contorno.
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e considerar a condição de derivada trivial, g(x) = 0. Essa escolha produzirá duas ondas

se propagando em direções contrárias. A função que descreve o resultado exato para esse

problema é

u(x, t) =
1

2

[
e−k(x−t−x0)2 + e−k(x+t−x0)2

]
. (2.66)

Na Figura 21 é possível perceber a concordância entre os resultados numéricos e analíticos.

A simulação numérica foi codificada em Python e pode ser consultada no apêndice (B.1).

(a) Perfil da onda para t = 0. (b) Perfil da onda para t = 0.6.

(c) Perfil da onda para t = 1.9. (d) Perfil da onda para t = 3.1.

Figura 21 – Resultados numéricos e analíticos do perfil da onda num instante de tempo t. Nestas figuras
utilizamos os valores x0 = 5, k = 10 e c = 1.

Uma análise mais completa de uma solução numérica requer um estudo sobre

a estabilidade do método utilizado. Tal estudo é um requisito essencial para qualquer

método numérico empregado para resolver EDPs, pois afeta diretamente a confiabilidade,

convergência e validade das soluções obtidas. Métodos estáveis são fundamentais para

garantir que as soluções numéricas reflitam com precisão o comportamento físico descrito

pela EDP, tornando-os valiosos nas mais diversas aplicações científicas e práticas. Em

particular, a condição para o número de Courant

c
∆t

∆x
≤ 1 =⇒ c∆t ≤ ∆x, (2.67)
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assegura a estabilidade do método (2.62). A interpretação dessa condição reside no fato de

que se a discretização no tempo ∆t satisfizer a desigualdade mencionada, a onda não se

propagará mais rapidamente na solução numérica do que na solução física real.

Vale a pena mencionar o método de Von Neumann [59, 60] amplamente utilizado

para estabelecer a condição de estabilidade para esquemas de diferenças finitas. No caso

analisado nesta seção, o critério de estabilidade resulta na mesma condição obtida pelo

número de Courant, ou seja, c∆t < ∆x, e este critério foi atendido na implementação da

simulação.
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3 Perturbações Escalares e Modos Quase-

Normais

Neste capítulo, estudaremos como objetos compactos reagem a perturbações exter-

nas. Descobriremos que esses objetos possuem um conjunto característico de frequências

que podem ser excitadas por pequenas perturbações e, posteriormente, decaem através da

emissão de radiação (que pode ser gravitacional – de spin 2 – ou mesmo outra – spin zero

ou um). É por esse motivo que são chamadas de "modos quase-normais".

Já estamos familiarizados com o fato de que um corpo elástico oscila, e essas

oscilações são caracterizadas por um conjunto de modos normais. Por exemplo, um sino

ressonante, quando posto em oscilação por uma força externa, suas oscilações podem ser

decompostas em modos normais. No caso de corpos compactos, o mesmo resultado não é

tão óbvio. No entanto, neste capítulo, veremos que, quando perturbados, eles se comportam

de maneira semelhante a corpos elásticos e possuem modos quase-normais.

Iniciaremos discutindo propriedades de uma perturbação do tipo escalar no espaço-

tempo de Gutsunaev-Manko e veremos como o campo magnético interfere nas equações

de movimento da perturbação. Observaremos fortes divergências ao nos aproximarmos

do horizonte. Na situação sem campo magnético, ilustraremos a evolução de uma onda

escalar e identificaremos seus três regimes característicos. Por fim, obteremos os modos

quase-normais de um objeto compacto através da solução exata da equação de onda.

3.1 Perturbações de soluções conhecidas da Relatividade Geral

Soluções gerais da Relatividade Geral são poucas, mas servem de base para questões

mais realistas. A solução de Schwarzschild é bem conhecida, e descreve um Buraco Negro,

mas por muitos anos foi vista como uma aproximação para o movimento planetário. De

fato, fora do planeta não há matéria, e a solução de Schwarzschild descreve o campo

gravitacional fora do planeta. O mesmo acontece para uma estrela. Dentro do planeta, ou

da estrela, necessitamos estudar a solução esfericamente simétrica com matéria, portanto há

necessidade da equação de estado da matéria de modo que o problema seja completamente

determinado. Vários tipos de estrelas foram assim estudados. Da mesma forma, a precessão
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do periélio dos planetas pode ser obtida, e o caso mais emblemático é a precessão do

planeta Mercúrio, a mais óbvia do ponto de vista observacional [4]. Este foi o ponto em

que a Relatividade Geral teve, historicamente, um papel importante em sua confirmação

observacional, juntamente com o desvio da luz pelo Sol, observado por um eclipse total, em

Sobral, no Brasil [61]. No entanto, tais soluções exatas não correspondem completamente à

realidade, e o modus operandi é considerar perturbações em torno delas. Na cosmologia,

este é o procedimento mais usual para se calcular o importantíssimo observável chamado

de Espectro de Potência, que é o elemento que nos dá certeza sobre a estrutura conhecida

do Universo [62].

No caso de objetos astrofísicos, tais como Buracos Negros e estrelas, estas perturba-

ções foram bastante estudadas em termos dos chamados modos quase normais. Historica-

mente, os modos quase normais foram estudados no decaimento das partículas alfa [63]. O

procedimento é, exatamente, expresso em termos de uma solução dentro de um núcleo com

uma barreira de potencial cujo valor fora do núcleo é menor. A partícula alfa é descrita

por uma frequência complexa, em que a parte imaginária corresponde a um decaimento no

tempo. O valor complexo da frequência (E/ℏ) é obtida das condições de contorno sobre

a solução da equação de Schrödinger. Isto corresponde a um modo quase normal. Este

processo foi muito utilizado por Chandrasekhar [64], sobre soluções de Buracos Negros, e

estendido por vários autores, para soluções astrofísicas [65, 66, 67].

As perturbações provenientes desses fenômenos são encontradas em uma ampla

gama de problemas de grande relevância na Teoria dos Campos, Teorias de Cordas e

até mesmo na análise de perturbações gravitacionais [68]. Existem três principais classes

de problemas. As perturbações escalares são as mais simples, correspondendo a campos

escalares sujeitos à equação de Klein-Gordon em um campo gravitacional externo fixo.

De maneira semelhante, as perturbações fermiônicas e eletromagnéticas funcionam. As

perturbações gravitacionais consistem em pequenas alterações na métrica. Elas são divididas

em três tipos: spin zero, spin 1 e spin 2. Aquelas de spin zero são também perturbações

escalares, porém com características distintas, pois não correspondem a campos externos.

Elas desempenham um papel importante na cosmologia, especialmente no contexto de

perturbações, onde as soluções de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker descrevem as

variações no campo de matéria, servindo como base para o cálculo do espectro de potências

[69]. Já as perturbações de spin 1, diferentes das anteriores, estão relacionadas também a
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campos magnéticos. As perturbações de spin 2 estão ligadas aos campos gravitacionais [70].

3.2 Perturbações Escalares

Neste trabalho, discutiremos perturbações escalares provocadas por campos exter-

nos. Esse é o caso mais simples, porém interessante o suficiente para observamos várias

propriedades importantes do espaço-tempo em questão. Vamos considerar um campo escalar

Ψ, no espaço de Gutsunaev-Manko, que não contribui para a gravidade local e analisar a

sua dinâmica, descrita pela seguinte ação:

SΨ =
1

2

∫
d4x

√
−g
(
gµν∇µΨ∇νΨ−m2Ψ2

)
. (3.1)

A equação de movimento para o campo escalar pode ser obtida diretamente pelo princípio

variacional. Tomando a variação da ação em relação ao campo Ψ, temos

δSΨ =

∫
d4x

√
−g
[
∇µ (δΨ)∇µΨ−m2ΨδΨ

]
. (3.2)

Podemos integrar por partes o primeiro termo da equação acima para obter a igualdade

δSΨ =

∫
d4x

√
−g∇µ (δΨ∇µΨ)−

∫
d4x

√
−gδΨ∇µ∇µΨ−

∫
d4x

√
−gm2ΨδΨ . (3.3)

O primeiro termo da equação (3.3), uma vez que estamos considerando variação no campo

Ψ com extremos fixos. Logo, da equação acima, temos

δSΨ = −
∫
d4x

√
−g
(
∇µ∇µΨ+m2Ψ

)
δΨ . (3.4)

A equação (3.4) deve se anular para qualquer variação arbitrária δΨ. Isto implica na equação

de movimento para o campo escalar,

∇µ∇µΨ+m2Ψ = 0 . (3.5)

Como primeira análise, vamos considerar pertubações sem massa, se propagando no espaço-

tempo descrito pela métrica GM. Utilizando a propriedade (A.19), podemos reescrever a

equação acima, como
1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΨ
)
= 0. (3.6)

Em coordenadas esferoidais prolatas, a equação acima pode ser expressa, explicitamente,

por

−∂2tΨ+
f4

g2
x− 1

(x+ 1)3

[
∂x
((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
+ ∂y

((
1− y2

)
∂yΨ

)
+

g2

1− y2
∂2ϕΨ

]
= 0. (3.7)
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Supondo o Ansatz,

Ψ =
ψ

x+ 1
, (3.8)

e fazendo a mudança de coordenada

x̃ = x+ 2 ln(x− 1), (3.9)

obtemos a seguinte equação resultante

−∂2t ψ +
f4

g2

[
∂2x̃ψ +

x− 1

(x+ 1)3

(
∂y
(
(1− y2)∂yψ

)
+

g2

1− y2
∂2ϕψ − 2ψ

x+ 1

)]
= 0. (3.10)

Observe que a mudança de coordenada (3.9) estende a região de integração ao longo de toda

a reta real, R, na direção x̃. Além disso, permite obter uma equação do tipo Schrödinger,

como veremos mais adiante. Neste ponto, podemos buscar soluções separáveis da forma

ψ (x̃, y, ϕ, t) =
∑
l,m

ulm (x̃, t)Y m
l (y, ϕ) , (3.11)

onde Y m
l (y, ϕ) são os harmônicos esféricos usuais. Com isso, obtemos o seguinte conjunto

de equações (vide Apêndice C.2) diferenciais acopladas para os modos ulm(x̃, t)

−∂2t ulm (x̃, t) +
∑
l′

Al′
l ∂

2
x̃ul′m (x̃, t) =

∑
l′

Bl′
lmul′m (x̃, t) , (3.12)

onde as matrizes, Al′
l e Bl′

lm, dependem dos seguintes produtos escalares,

Al′
l =

〈
Y m
l ,

f4

g2
Y m
l′

〉
. (3.13)

Bl′
lm =

x− 1

(x+ 1)3

[(
l (l + 1) +

2

x+ 1

)
Al′

l +m2

〈
f4

g2

(
g2 − 1

)
1− y2

Y m
l , Y m

l′

〉]
. (3.14)

Para fins de cálculo explícito é necessário escolher um valor, lmax, para limitar a soma na

equação (3.12). Dado um valor para m, l′ assume valores inteiros no intervalo [|m|, lmax].

As matrizes acoplam apenas termos de mesma paridade, o que decorre da integração na

coordenada y de uma função par, quando l e l′ têm a mesma paridade, e ímpar quando

eles possuem paridades diferentes. Devido à complexidade da forma funcional das funções,

f e g, a integração associada aos elementos de matriz (3.13) e (3.14) deve ser calculada

numericamente. As figuras abaixo apresentam o plot das matrizes Al′
l e Bl′

lm, feito utilizando

a biblioteca Scipy do Python, cujo método de integração numérica foi abordado no capítulo

2.
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Figura 22 – Plot das matrizes Al′
l e Bl′

lm para m = 1. A linha tracejada nos gráficos indica a posição exata
da singularidade.

Os elementos da matriz Al′
l são relevantes apenas na região próxima de x̃ < 0,

divergindo para valores muito negativos. Por outro lado, os elementos do tipo Al
l são

relevantes em todo o eixo real. Além disso,
∣∣Al

l

∣∣ ≫ ∣∣∣Al′
l

∣∣∣. Os elementos da matriz Bl′
lm

possuem um comportamento qualitativo semelhante aos anteriores. Existe uma divergência

muito sensível ao parâmetro α.

Um dos principais objetivos deste trabalho consiste em investigar as frequências

quase-normais associadas a espaços-tempos axialmente simétricos. Para o caso da métrica

GM é necessário resolver numericamente a equação (3.12) para um valor específico de lmax

e x̃min. Este último delimita o espaço à esquerda, impossibilitando o acesso à região que

contém a singularidade. O parâmetro lmax trunca a série que possui infinitos termos. Isso

pode ser feito desde que os termos para l′ decaiam suficientemente rápido para uma posição

x̃min adequadamente afastada da singularidade.
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Figura 23 – O lado esquerdo apresenta o plot da matriz Al′
l para lmax = 51. O lado direito mostra apenas

valores ímpares de linha e coluna. A paleta de cores ao lado de cada plot indica a intensidade
do elemento da matriz para os parâmetros indicados.

Uma simulação numérica para a resolução deste problema exige o uso de técnicas

computacionais avançadas. Portanto, primeiramente, é vantajoso adquirir experiência e

intuição ao considerar o limite de Schwarzschild. Como já mencionado, a métrica de

Schwarzschild descreve um corpo esférico estático e não-carregado. Dessa forma, entender

o comportamento dessas frequências pode nos ajudar a estudar cenários mais complexos,

como o de objetos massivos magnetizados, que são descritos pela métrica GM.

O limite de Schwarzschild é alcançado fazendo α = 0, resultando em um conjunto

de equações desacopladas. Neste cenário, as matrizes se tornam diagonais,

Al′
l = δll′ , (3.15)

Bl′
lm =

x− 1

(x+ 1)3

(
l (l + 1) +

2

x+ 1

)
δll′ , (3.16)

logo, a implementação do métodos de diferenças finitas se torna mais acessível. Nesse caso,

substituindo (3.15) e (3.16) em (3.12), temos a seguinte equação diferencial

−∂2t ulm (x̃, t) + ∂2x̃ulm (x̃, t) =
x− 1

(x+ 1)3

(
l (l + 1) +

2

x+ 1

)
ulm (x̃, t) , (3.17)

cujo termo de potencial é

V (x̃) =
x− 1

(x+ 1)3

(
l (l + 1) +

2

x+ 1

)
. (3.18)

A Figura (24) ilustra o potencial de Schwarzschild para vários valores de l, cujo papel é

de suma importância para as frequências quase-normais. O esquema de diferenças finitas1

1 Usamos as fórmulas de diferenças finitas de segunda ordem como feito no capítulo 2.
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Figura 24 – Plot do Potencial V (x̃) para vários valores de l.

para a equação (3.17) é dado por

U j+1
i =

[
2
(
1− C2

)
−
(
l(l + 1) +

2

xi + 1

)
xi − 1

(xi + 1)3
∆t2

]
U j
i + C2

(
U j
i+1 + U j

i−1

)
− U j−1

i ,

(3.19)

onde C é o número de Courant. Utilizamos um código escrito em Python, conforme detalhado

no apêndice C.1, para simular a dinâmica de uma perturbação gaussiana localizada na

posição x̃0.

Como mencionado anteriormente, estamos interessados em uma situção de corpo

denso que sirva como uma primeira aproximação de objetos compactos como estrelas

de nêutrons. Por conta disso a simulação deve conter um parâmetro x̃min que pode ser

interpretado como a superfície da estrela. Primeiramente, vamos considerar que a estrela

reflita completamente a perturbação. A Figura (25) ilustra a evolução temporal do perfil

da onda. Podemos observar que para tempos iniciais a perturbação se comporta de acordo

com a dinâmica de propagação esperada, ou seja, uma onda livre (Figuras 25a e 25b),

semelhantemente ao caso visto no capítulo 2. Posteriormente, a perturbação entra em uma

região em que começa a interagir com o potencial (Figuras 25c). Imediatamente depois, a

perturbação é totalmente refletida pela superfície da estrela (Figuras 25d, 25e e 25f).
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(a) Perfil da onda para t = 0. (b) Perfil da onda para t = 300.

(c) Perfil da onda para t = 600. (d) Perfil da onda para t = 900.

(e) Perfil da onda para t = 1200. (f) Perfil da onda para t = 1500.

Figura 25 – Simulação da evolução temporal de uma perturbação gaussiana inicialmente no ponto x0 = 200.

É útil entender a evolução temporal de um ponto específico no espaço (Figura 26b).

Durante o curso dessa análise, é possível identificar três regimes distintos que caracterizam

a evolução da perturbação ao longo do tempo. A primeira região é caracterizada por um

comportamento sensível às condições iniciais, o segundo regime é identificado por exibir um

comportamento de oscilação amortecida do tipo

Ae−ωit cos (ωrt+ δ). (3.20)

A taxa de decaimento exponencial está diretamente relacionada às frequências quase-normais



Capítulo 3. Perturbações Escalares e Modos Quase-Normais 73

do sistema. Realizando um ajuste (fitting) apropriado nessa região (26a), é possível extrair

informações sobre as quantidades A, ωi, ωr e δ. A Figura (26a) nos mostra o intervalo de

tempo em que a perturbação exibe o comportamento de oscilação amortecida. Por fim, a

perturbação decai como uma lei de potência para tempos grandes. É possivel verificar um

decaimento mesmo em situações onde o campo escalar possui massa [71].

Fitting
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(a) Evolução temporal do ponto x∗ ≈ 1500 no re-
gime de oscilação amortecida.
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(b) Evolução temporal do logarítmo do ponto x∗ ≈
1500.

Figura 26 – Simulação de uma onda gaussiana se propagando no espaço-tempo de Schwarzschild para l = 3
e x̃min = −2.

Na tabela abaixo estão os modos quase-normais no limite α = 0 para várias posições

x̃min. Observe que perturbações escalares nesse espaço-tempo são estáveis.

x̃min ωr ωi

-1.5 0.7582 0.108
-2 0.7542 0.0871
-2.5 0.7435 0.0653
-3 0.7305 0.048
-3.5 0.714 0.033
-4 0.695 0.0216
-4.5 0.6742 0.013
-5 0.6517 0.0073
-5.5 0.6278 0.0038
-6 0.6028 0.0018

Tabela 1 – Modos quase-normais para l = 3 e α = 0.

Esperamos que o comportamento discutido aqui para a métrica de Schwarzschild

se repita para a situação onde α ̸= 0, se esta for estável. Caso contrário, esperamos obter

limites para o parâmetro α delimitando situações estáveis e instáveis.

O código desenvolvido aqui, calcula os modos quase-normais de um corpo esferi-

camente simétrico de raio x̃min. Este resultado não está presente na literatura, portanto

faz-se necessário sua verificação minuciosa. Por conta disso, na próxima seção, vamos nos



Capítulo 3. Perturbações Escalares e Modos Quase-Normais 74

concentrar na obtenção dos modos quase-normais para essa situação, considerando o limite

de Schwarzschild por uma abordagem independente.

3.3 Modos Quase-Normais de Corpos Compactos

Conforme mencionado anteriormente, as frequências quase-normais são comumente

obtidas por meio de simulações numéricas. Todavia, o limite α = 0 produz uma equação

diferencial relativamente simples, de tal forma que é possível separá-la. Nestes casos, o

problema se reduz à resolução de uma equação diferencial para a coordenada tartaruga. Tal

equação pode ser tratada por métodos semiclássicos, como o método WKB [72]. Todavia,

neste trabalho, calculamos as frequências quase-normais recorrendo às soluções exatas da

equação diferencial resultante.

Vamos começar escrevendo a equação de onda (3.5) para um campo escalar sem

massa, no espaço-tempo de Schwarzschild, cuja métrica, gµν , implica no seguinte elemento

de linha, em coordenadas prolatas,

ds2 = −
(
x− 1

x+ 1

)
dt2 +

(
x+ 1

x− 1

)
dx2 + (x+ 1)2

(
dy2

1− y2
+
(
1− y2

)
dϕ2

)
. (3.21)

Após alguns procedimentos algébricos, chegamos na seguinte equação diferencial resultante

−(x+ 1)3

x− 1
∂2tΨ+ ∂x

((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
+ ∂y

((
1− y2

)
∂yΨ

)
+

1

1− y2
∂2ϕΨ = 0. (3.22)

Supondo a solução separável do tipo

Ψ(t, x, y, ϕ) =
∑
l,m

ulω (x)

x+ 1
Y m
l (y, ϕ) eiωt, (3.23)

obtemos a equação diferencial ordinária a seguir para os modos ulm,

d2ulω
dx2

+
2

x2 − 1

dulω
dx

− 1

x− 1

[
l (l + 1)

x+ 1
− (x+ 1)2 ω2

x− 1
+

2

(x+ 1)2

]
ulω = 0. (3.24)

Embora possa parecer complicada, a expressão acima é exatamente a equação resultante

da separação de variáveis de (3.17), escrita em termos das coordenadas prolatas, as quais

são mais convenientes para o propósito desta seção.

3.3.1 Soluções Exatas da Equação de Onda no Espaço-Tempo de Schwarzschild

A equação diferencial (3.24) possui três pontos singulares, dos quais dois são

regulares: x = 1 e x = −1, e um é irregular, situado em x = ∞, como veremos a seguir.
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Podemos verificar a regularidade do ponto, x0 = −1, considerando os seguintes limites

lim
x→−1

(x− x0)
2

x2 − 1
= −1, (3.25)

lim
x→−1

(x− x0)
2 1

x− 1

[
(x+ 1)2 ω2

x− 1
− l(l + 1)

x+ 1
− 2

(x+ 1)2

]
= 1 (3.26)

Repetindo o mesmo para o ponto situado em x0 = 1, temos

lim
x→1

(x− x0)
2

x2 − 1
= 1, (3.27)

lim
x→1

(x− x0)
2 1

x− 1

[
(x+ 1)2 ω2

x− 1
− l(l + 1)

x+ 1
− 2

(x+ 1)2

]
= 4ω2. (3.28)

Como os limites calculados acima são finitos, os pontos x = ±1 são regulares. Para analisar

o ponto, x = ∞, é conveniente fazer uma mudança de variável, x = 1/τ , pois assim

mapearemos o infinito no ponto, τ = 0. A equação diferencial para a nova coordenada, τ , é

d2ulω
dτ2

+

(
2

τ − 1
− 2

τ (τ2 − 1)

)
dulω
dτ

+

[
l(l + 1)

τ2 (τ2 − 1)
+

2

τ (τ − 1) (τ + 1)2
+

(τ + 1)2ω2

τ4 (τ − 1)2

]
ulω = 0.

(3.29)

Verificando a analiticidade das funções no ponto, τ0 = 0,

lim
τ→0

(τ − τ0)

[
2

τ − 1
− 2

τ (τ2 − 1)

]
= 2, (3.30)

enquanto que,

lim
τ→0

(τ − τ0)
2

[
l(l + 1)

τ2 (τ − 1) (τ + 1)
+

2

τ (τ − 1) (τ + 1)2
+

(τ + 1)2ω2

τ4 (τ − 1)2

]
→ ∞. (3.31)

Logo, fica claro que o ponto, x = ∞, é singular irregular para a equação (3.24). A observação

crucial é que podemos obter séries de Taylor convergentes para os pontos regulares, enquanto,

para o ponto irregular, podemos derivar uma série assintótica [73].

3.3.1.1 Funções Confluentes de Heun

Mais adiante, neste trabalho, vamos mostrar que é possível escrever a equação (3.24)

como uma equação confluente de Heun, cuja forma padrão é dada por

d2U

dz2
+

(
α+

β + 1

z
+
γ + 1

z − 1

)
dU

dz
+

(
µ

z
+

ν

z − 1

)
U = 0, (3.32)

onde os parâmetros µ e ν são

µ =
1

2
(α− β − γ + αβ − βγ)− η, (3.33)

ν =
1

2
(α+ β + γ + αγ + βγ) + δ + η. (3.34)
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Essa equação possui dois pontos singulares regulares (z = 0, 1) e um irregular (z = ∞).

Soluções locais da equação (3.32), em torno dos pontos singulares regulares, são escritas em

termos da função Confluente de Heun, frequentemente denotada por:

U (z) = HeunC (α, β, γ, δ, η; z) . (3.35)

O software Maple 23 denota a solução geral para a equação (3.32), em torno do ponto,

z = 0, como uma combinação linear das funções

H
(+)
0 (z) = HeunC (α, β, γ, δ, η; z) , (3.36a)

H
(−)
0 (z) = z−βHeunC (α,−β, γ, δ, η; z) , (3.36b)

onde a notação, H(±)
0 , está sendo utilizada para diferenciar as duas soluções, (±), e o ponto

singular, z = 0, respectivamente. Mais adiante, vamos identificar as soluções, (±), como

modos ingoing e outgoing da solução.

É possivel derivar uma série assintótica das soluções para o ponto, z = ∞, onde as

soluções linearmente independentes tomam as formas

H(+)
∞ (z) ∼ e−β(z+ln z)

z

∑
ν≥0

a+ν
zν

, a+0 = 1 , (3.37a)

H(−)
∞ (z) ∼ 1

z

∑
ν≥0

a−ν
zν

, a−0 = 1 , (3.37b)

onde os coeficientes a±ν são determinados pelas conhecidas relações de recorrência das

funções de Heun [73]. Assim, a solução geral ao redor do ponto X = 0 ou ∞, UX(z), pode

ser escrita como

U(z) = C+
XH

(+)
X (z) + C−

XH
(−)
X (z) . (3.38)

Nossa conclusão é que, dependendo da região de interesse, temos um conjunto de duas

funções linearmente independentes apropriadas que formam a base para uma solução

arbitrária.

As Funções Confluentes de Heun desempenham um papel importante na física

teórica, encontrando uma ampla gama de aplicações, desde gravitação até a mecânica

quântica [74]. Em específico, podemos simplificá-las para polinômios de grau N por meio de

restrições adequadas [75].
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3.3.1.2 Corpos Compactos

Até aqui, já introduzimos algumas informações relevantes sobre as funções conflu-

entes de Heun. Agora, vamos demonstrar que a equação (3.24), de fato, pode ser reescrita

como uma equação confluente de Heun. Para alcançar isso, devemos fazer a mudança de

variável

ξ =
−x+ 1

2
. (3.39)

Essa alteração mapeia o horizonte, x = 1, no ponto, ξ = 0. Além disso, vamos considerar o

seguinte Ansatz

ulω (ξ) = ξ2iωe−2iωξ (ξ − 1)wlω (ξ) . (3.40)

Assim, a equação resultante que wlω(ξ) satisfaz é (vide Apêndice C.3),

d2wlω

dξ2
+

(
−4iω +

1

ξ − 1
+

4iω + 1

ξ

)
dwlω

dξ
+

[
l (l + 1)− 4iω

ξ
− l (l + 1)

ξ − 1

]
wlω = 0. (3.41)

Agora, podemos comparar a equação acima com a equação (3.32) para obter os parâmetros.

Os três primeiros podem ser obtidos diretamente e os dois últimos são calculados por (3.33)

e (3.34).

η = 8ω2 − l (l + 1) , (3.42)

δ = −8ω2. (3.43)

Portanto, combinando as equações (3.36a), (3.36b) e (3.40), temos a seguinte solução geral

em torno do ponto, x = 1,

ulω (x) = C1e
iωx(x+ 1) (x− 1)2iω HeunC

(
−4iω, 4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ;

1− x

2

)
+

+ C2e
iωx(x+ 1) (x− 1)−2iω HeunC

(
−4iω,−4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ;

1− x

2

)
.

(3.44)

Podemos reescrever a equação acima em termos das soluções2 (3.36a) e (3.36b),

ulω (x) = (x− 1)2iω(x+ 1)eiωx
[
C1H

(+)
1 (x) + C2H

(−)
1 (x)

]
, (3.45)

ou ainda,

ulω (x) = C1U
(+)
1 (x) + C2U

(−)
1 (x). (3.46)

2 Para reescrever a solução em termos da coordenada x, estamos adotando a notação: H(±)
0

(
1−x
2

)
≡

H
(±)
1 (x).
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Existe um significado físico direto relacionado com as funções, U (±)
1 (x). Elas estão relacio-

nadas com os modos outgoing e ingoing no ponto, x = 1. Portanto, as soluções, U (+)
1 (x),

descrevem ondas se propagando em direção ao horizonte, x = 1, ao passo que, U (−)
1 (x),

descreve uma solução se distanciando do horizonte, x = 1. Essa interpretação se estende para

os outros conjuntos de soluções, ou seja, as soluções, U (±)
∞ (x), comentadas anteriormente3.

Um fato especialmente útil para nossa análise (vide Apêndice C.4) é o comporta-

mento das soluções U (±)
∞ (x) quando |x| → ∞.

lim
|x|→∞

∣∣∣U (+)
∞ (x)

∣∣∣ =
 ∞, se arg (x) + arg (ω) ∈ (0, π) ;

0, se arg (x) + arg (ω) ∈ (−π, 0) ;
(3.47a)

lim
|x|→∞

∣∣∣U (−)
∞ (x)

∣∣∣ =
 0, se arg (x) + arg (ω) ∈ (0, π) ;

∞, se arg (x) + arg (ω) ∈ (−π, 0) .
(3.47b)

Vale a pena lembrar que as soluções brevemente discutidas acima são funções complexas, de

variável complexa e, portanto, o limite |x| → ∞ depende da direção específica no plano C.

Esse fato é de extrema importância para esse trabalho e sempre que utilizarmos a notação,

|x| → ∞, estará explícito no texto qual a região de interesse.

O principal objetivo desta seção é o cálculo dos modos quase-normais associados à

métrica de Schwarzschild, utilizando a solução exata de (3.24). Ademais, buscamos descrever

objetos compactos, os quais se traduzem por condições de contorno apropriadas em uma

região delimitada por xmin, com xmin > 1. O modelo mais simples desses objetos é o que

possui a condição de contorno

ulω(xmin) = 0. (3.48)

A condição acima significa que uma perturbação é totalmente refletida ao encontrar o objeto

localizado em xmin. Aplicando a condição de contorno na solução geral (3.44), conseguimos

determinar uma das constantes

ulω(x) = C1e
−iωx(x+ 1)(1− x)2iω

[
HeunC

(
α, β, 0, δ, η;

1− x

2

)

−
(
1− xmin

1− x

)4iω HeunC (α, β, 0, δ, η; (1− xmin)/2)

HeunC (α,−β, 0, δ, η; (1− xmin)/2)
HeunC

(
α,−β, 0, δ, η; 1− x

2

)]
.

(3.49)

As frequências quase-normais podem ser encontradas diretamente da solução (3.49).

Para isso, devemos garantir que no infinito não existam modos outgoing. Como falado
3 Estamos utilizando a notação U

(±)
X (x) = (x− 1)2iω(x+ 1)eiωxH

(±)
X (x), com X = 1,∞.
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anteriormente, podemos escrever a solução em termos das funções no infinito, U±
∞(x), da

seguinte forma,

ulω(x) = C+
∞U

(+)
∞ (x) + C−

∞U
(−)
∞ (x). (3.50)

Tudo o que devemos fazer é encontrar a condição que anula a constante, C−
∞, uma vez

que esta está relacionada com os modos outgoing. Perceba que a função ulω(x) satisfaz a

seguinte condição:

lim
|x|→∞

ulω(x) = 0. (3.51)

A igualdade acima, aliada a equação (3.50) nos mostra que

lim
|x|→∞

[
C+
∞U

(+)
∞ (x) + C−

∞U
(−)
∞ (x)

]
= 0. (3.52)

Assim, é possível encontrar uma equação para a constante C−
∞,

C−
∞ = C+

∞ lim
|x|→∞

[
U

(+)
∞ (x)

U
(−)
∞ (x)

]
. (3.53)

Tomando o módulo de ambos os lados da equação anterior, fica claro que |C−
∞| se anula

quando

lim
|x|→∞

∣∣∣U (−)
∞ (x)

∣∣∣→ ∞. (3.54)

Pela relação (3.47b), isso só acontece na região onde arg (x) + arg (ω) ∈ (−π, 0). Portanto,

a condição de contorno apropriada para obter os modos quase-normais é

lim
|x|→∞

arg(x)+arg(ω)∈[−π,0]

|ulω (x)| = 0. (3.55)

De fato, o valor que otimiza a convergência da solução é quando arg(x) → −π/2− arg(ω)

[76]. A equação acima implica na seguinte equação transcendental em termos das funções

Confluentes de Heun,

lim
|x|→∞

arg(x)→−π
2
−arg(ω)

∣∣∣∣∣ (1− x)4iω
HeunC

(
α, β, 0, δ, η; 1−x

2

)
HeunC

(
α,−β, 0, δ, η; 1−x

2

)
− (1− xmin)

4iω HeunC
(
α, β, 0, δ, η; 1−xmin

2

)
HeunC

(
α,−β, 0, δ, η; 1−xmin

2

)∣∣∣∣∣ = 0 .

(3.56)

A equação acima é válida apenas para valores discretos de ωn, com n = 0, 1, 2, ... O

primeiro modo, correspondente a n = 0, é comumente denominado modo fundamental. Em

termos práticos, é necessário estabelecer um valor numérico4 para |x| → ∞ ≡ x∞ antes
4 Os resultados aqui encontrados não são consideravelmente sensíveis aos valores x∞. Nesse caso, estamos

considerando x∞ = 100.
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de procurarmos as frequências, ω = ωr + iωi, que satisfazem a equação (3.56). Existem

várias abordagens para resolver o problema de encontrar as raízes da equação (3.56). Neste

contexto, optamos por transformá-la em um sistema de equações de duas variáveis, ωi e ωr,

e utilizamos o método de Newton-Raphson, que é discutido no Capítulo 2, para calcular

numericamente os primeiros modos, cujos valores estão dispostos na tabela abaixo.

n x̃min = −10 x̃min = −15 x̃min = −20 x̃min = −25

0 0.28409 + i 0.00802 0.21155 + i 0.00074 0.16303 + i 0.00010 0.13107 + i 0.00002
1 0.45383 + i 0.10192 0.36120 + i 0.02769 0.29599 + i 0.00655 0.24753 + i 0.00150
2 0.64775 + i 0.24144 0.50976 + i 0.09814 0.41377 + i 0.04005 0.34855 + i 0.01520
3 0.85580 + i 0.38376 0.67266 + i 0.17503 0.54206 + i 0.08659 0.45198 + i 0.04393

Tabela 2 – Os primeiros quatro modos para l = 1, variando o parâmetro, x̃min, escrito em termos da
coordenada tartaruga (3.9), com x∞ = 100.

Figura 27 – Representação gráfica da Tabela 2.

É interessante observar o comportamento das frequências como função da posição

do parâmetro x̃min. Foi constatado que perturbações escalares são estáveis e a estabilidade

não depende do tamanho da estrela. A trajetória do modo fundamental como função do

raio estelar está disposta na figura 28. Por fim, podemos verificar a concordância entre o

método numérico implementado na seção anterior e o caso semi-analítico aqui desenvolvido,

cujo o maior erro foi de aproximadamente 2%. As tabelas abaixo mostram os resultados

semi-analíticos para l = 3 e os respectivos erros percentuais dos cálculos númericos, dispostos

na tabela 1, relativos ao caso semi-analítico.

Os resultados apresentados nos auxiliam na compreensão do comportamento dos

modos quase-normais de objetos compactos. O sólido entendimento do caso de Schwarzschild

é de extrema relevância para o estudo de espaços-tempos mais complexos, como o de

Gutsunaev-Manko.
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(a) Pico do potencial localizado em x̃min = 1.64.
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(b) Pico do potencial localizado em x̃min = 1.92.

Figura 28 – Trajetória no plano complexo do modo fundamental como uma função do parâmetro, x̃min,
escrito em termos da coordenada tartaruga (3.9). O ponto vermelho marca a posição do pico
do potencial (3.18).

x̃min ωr ωi

-1.5 0.7554883511 0.1101105916
-2 0.7513208581 0.0867450174
-2.5 0.7424613617 0.0657811158
-3 0.7296224031 0.0477576499
-3.5 0.7135123739 0.0329577014
-4 0.6947614525 0.0214256889
-4.5 0.6738842553 0.0129888731
-5 0.6512886684 0.0072767111
-5.5 0.6273339924 0.0037529381
-6 0.6024126113 0.0017923925

Tabela 3 – Modos quase-normais para l = 3 e α = 0 obtidos semi-analiticamente.

x̃min ωr ωi

-1.5 0.4 1.9
-2 0.4 0.4
-2.5 0.1 0.7
-3 0.1 0.5
-3.5 0.07 0.1
-4 0.03 0.8
-4.5 0.05 0.09
-5 0.06 0.3
-5.5 0.07 1.2
-6 0.06 0.4

Tabela 4 – Erro percentual (%) dos modos quase-normais obtidos numericamente em relação aos obtidos
semi-analiticamente, para l = 3 e α = 0.
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4 Considerações Finais

Este estudo explorou as propriedades das perturbações escalares em espaços-tempos

axialmente simétricos, visando analisar a estabilidade das soluções magnetizadas de corpos

compactos, notadamente a solução de Gutsunaev-Manko. Ao longo desta pesquisa, revi-

sitamos a teoria da Relatividade Geral, seu aparato essencial e ideias fundamentais para

compreender as perturbações espaço-temporais. Exploramos a inter-relação entre gravidade

e curvatura, enfatizando a interpretação da força gravitacional como uma manifestação

da curvatura do espaço-tempo. Apresentamos duas soluções das equações de campo para

a gravidade: a clássica solução de Schwarzschild e a solução de Gustunaev-Manko, que

caracteriza um corpo massivo e magnetizado. Destacamos a característica crucial desse

espaço-tempo ao reduzir-se ao caso de Schwarzschild na ausência de um campo magnético.

Observamos propriedades essenciais na solução de Schwarzschild, incluindo o conceito de

horizonte de eventos. Também identificamos a influência da geometria do espaço-tempo na

dinâmica do movimento, resultando em equações diferenciais complexas, requerendo o uso

de métodos numéricos, como as diferenças finitas, para sua resolução.

Ao analisar as perturbações escalares no espaço de Gutsunaev-Manko, notamos

divergências significativas para valores muito negativos de x̃, conforme demonstrado na

figura 22. Estas divergências são sensíveis ao parâmetro α, deslocando-se para a direita à

medida que o campo magnético aumenta. Com o objetivo de mitigar essas divergências,

introduzimos uma condição de "casca impermeável", simulando corpos compactos como

estrelas de nêutrons ou magnetares. Também identificamos um acoplamento entre os

modos ulm(x̃, t), aumentando a complexidade da integração via diferenças finitas. Como

solução, desenvolvemos uma simulação para o limite de Schwarzschild, onde observamos o

comportamento dos modos quase-normais e verificamos a estabilidade dessas perturbações

de duas formas independentes.

Este trabalho é parte de um projeto abrangente para analisar a estabilidade de

perturbações escalares no espaço-tempo de Gutsunaev-Manko. Estamos atualmente desen-

volvendo o código em Python, intitulado "finite-elements-gm"[77], usando o método de

diferenças finitas para simular a propagação de perturbações escalares e calcular os modos

quase-normais. Contudo, dada a complexidade do código, é essencial validar os resultados
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nos limites conhecidos. Por isso, calculamos os modos quase-normais de um corpo compacto

no limite de Schwarzschild, usando a solução exata da equação de onda. É importante frisar

que esses resultados, obtidos neste trabalho, não existem até o momento na literatura. Estes

revelaram uma dependência explícita dos modos quase-normais em relação à fronteira do

corpo compacto, denotada no texto por x̃min. Observamos que esses modos se anulam à

medida que nos aproximamos ou nos afastamos do horizonte, exibindo um comportamento

não trivial na região intermediária, como ilustrado na figura 28.

O próximo passo imediato em nosso projeto é gerar um gráfico similar ao da figura

28 para o limite de Schwarzschild na métrica GM, utilizando o código finite-elements-gm.

Posteriormente, planejamos expandir nossa análise para perturbações vetoriais e spinoriais

e carregadas.

Esta análise teórica é fundamental para a compreensão da estabilidade de soluções

magnetizadas das equações de Einstein-Maxwell. Como já indicado, há evidências substanci-

ais de que corpos astrofísicos com intensa magnetização podem ser fontes de rajadas rápidas

de rádio. Assim, este projeto visa compreender os mecanismos por trás desses fenômenos

misteriosos. Além disso, o radiotelescópio BINGO/ABDUS será capaz de detectar uma

série de RRR, abrindo perspectivas futuras para a aplicação observacional deste projeto.
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APÊNDICE A – Capítulo 1

A.1 Matemática da Relatividade Geral

Como foi mencionado, o estudo da interação gravitacional é substituído pelo da geo-

metria. Desse modo, é de fundamental importância definir algumas quantidades geométricas

que são usadas ao longo do texto, que é o objetivo desta seção.

A.1.1 Vetores e Tensores

A Relatividade Geral é uma teoria que geometriza e unifica o espaço e o tempo em

uma entidade conhecida como espaço-tempo. Portanto, o espaço de interesse que estudamos

possui 4 dimensões, sendo três delas espaciais e uma temporal e, daqui em diante, vamos

nos referir a tal espaço simplesmente como espaço-tempo. Frequentemente, dizemos que

este possui (3+1)-dimensões. Um vetor no espaço-tempo pode ser classificado de duas

formas diferentes de acordo como ele se transforma perante mudanças de coordenadas. Um

vetor contravariante, Aν , que depende das coordenadas do espaço-tempo, é aquele que se

transforma da seguinte maneira

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν . (A.1)

A posição, momento, aceleração, entre outros são exemplos de vetores contravariantes. Por

outro lado, existem vetores chamados de covariantes que dependem das coordenadas do

espaço-tempo e se transformam obedecendo a lei

A′
µ =

∂x′ν

∂xµ
Aν . (A.2)

O operador de divergência é um exemplo de vetor covariante.

A natural generalização dos vetores é conhecida como tensor e este é um objeto de

mais de um índice da forma

Tµνλ...
αβγ... . (A.3)

A quantidade de índice define a ordem do tensor. Dentro dessa linguagem, vetores são

tensores de ordem 1 e escalares de ordem 0. Das relações (A.1) e (A.2) podemos escrever as
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generalizações para tensores de ordem mais alta

T ′µν... =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
...Tαβ..., (A.4)

T ′
µν... =

∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
...Tαβ.... (A.5)

O tensor métrico, gµν , é um exemplo de tensor de segunda ordem.

Tensores covariantes e contravariantes podem ser relacionados utilizando o tensor

métrico da seguinte forma

Tµν = gαµgβνTαβ, (A.6)

Tµν = gαµgβνT
αβ. (A.7)

A.1.2 Derivada Covariante

Em espaços curvos, como os descritos pela teoria da relatividade geral, as derivadas

tradicionais podem não capturar completamente a variação de um vetor ou tensor à medida

que nos movemos ao longo de uma curva. A derivada covariante é definida de tal maneira a

levar em conta essa curvatura do espaço-tempo. Em virtude disso, a derivada covariante de

um tensor de ordem 1 Aµ é definida como sendo

∇νAµ ≡ ∂νAµ − Γλ
µνAλ, (A.8)

e para um tensor contravariante de ordem 1

∇νA
µ ≡ ∂νA

µ + Γµ
λνA

λ. (A.9)

Muitas vezes é mais conveniente escrevermos a derivada covariante em uma notação mais

compacta, que segue

∇νAµ ≡ Aµ;ν = Aµ,ν − Γλ
µνAλ, (A.10)

onde o símbolo, Γλ
µν , é conhecido como conexão e leva em consideração a curvatura do

espaço. A generalização para um tensor de ordem 2, 3, etc., é feita diretamente. Como

exemplo, para ordem 2, temos

Tµν;α = Tµν,α − Γλ
µαTλν − Γλ

ναTµλ. (A.11)

Vale a pena notar que para o caso de campos escalares a derivada covariante é equivalente

a derivada usual.
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É fundamental que a relatividade geral seja escrita em termos de tensores pois,

apenas desta maneira, ela terá a mesma forma qualquer que seja o sistema de coordenadas

utilizado. Apesar da derivada covariante ser, de fato, um tensor, o termo de derivada usual

e o termo de conexão não são. No entanto, a diferença

Aµ,ν − Γλ
µνAλ, (A.12)

é um tensor. A conexão pode ser dividida em parte simétrica e antissimétrica

Γλ
µν =

1

2

(
Γλ
µν + Γλ

νµ

)
+

1

2

(
Γλ
µν − Γλ

νµ

)
,

= Γλ
(µν) + Γλ

[µν]. (A.13)

A parte antissimétrica é um tensor, e descreve um espaço-tempo com torção. A relatividade

geral foi formulada, inicialmente, em um espaço-tempo sem torção. Por conta disso, neste

trabalho, sempre vamos considerar o termo, Γλ
[µν], nulo. Nesse caso, a parte simétrica é

conhecida como símbolo de Cristoffel e se relaciona com o tensor métrico da seguinte

maneira

Γλ
(µν) =

1

2
gλα (gαµ,ν + gνα,µ − gµν,α) . (A.14)

A contração Γµ
σµ do símbolo de Christoffel pode ser escrita de uma maneira particulamente

útil. Por definição, temos que

Γµ
σµ =

1

2
gµαgαµ,σ. (A.15)

Observe que podemos usar a fórmula de Jacobi,

(detA),σ = tr
(
A−1A,σ

)
detA, (A.16)

que calcula a derivada do determinante de uma matriz . Podemos escrever a equação acima

considerando o tensor métrico,

g,σ = tr (gµαgαν,σ) g,(√
−g

√
−g
)
,σ

= gµαgαµ,σ
√
−g

√
−g,

2
(√

−g
)
,σ

= gµαgαµ,σ
√
−g,

1

2
gµαgαµ,σ =

(
√
−g ),σ√
−g

,

1

2
gµαgαµ,σ =

(
ln
√
−g
)
,σ
. (A.17)

Comparando (A.15) com (A.17),

Γµ
σµ =

(
ln
√
−g
)
,σ
. (A.18)
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A derivada covariante de um tensor contravariante de ordem 1 pode ser reescrita de uma

forma conveniente utilizando o resultado anterior

Aµ
;µ = Aµ

,µ + Γλ
µλA

µ

= Aµ
,µ +

(
ln
√
−g
)
,µ
Aµ,

=
1√
−g

[√
−gAµ

,µ +
(√

−g
)
,µ
Aµ
]
,

ou, simplesmente,

Aµ
;µ =

1√
−g
(√

−gAµ
)
,µ
. (A.19)

A.1.3 Tensor de Curvatura

A principal ideia da teoria da relatividade geral é reinterpretar a gravidade como a

curvatura do espaço-tempo. Dessa forma, se torna imprescindível definir o objeto matemático

que captura essa noção. Tal objeto é o tensor de Riemann, que é fundamental na descrição

matemática da curvatura intrínseca do espaço-tempo e desempenha um papel crucial nas

equações de campo de Einstein. Matematicamente, o tensor de Riemann é expresso em

termos das conexões e suas derivadas1

Rλ
µνα = Γλ

µν,α − Γλ
µα,ν + Γσ

µνΓ
λ
σα − Γσ

µαΓ
λ
σν , (A.20)

e possui as seguintes propriedades:

• Antissimetria nos dois últimos índices

Rλ
µνα = −Rλ

µαν , (A.21)

que é válida mesmo para o caso de espaços com torção.

• Na sua forma completamente covariante, é antissimétrico em relação à troca dos dois

primeiros índices, isto é,

Rλµνα = −Rµλνα, (A.22)

e é simétrico em relação à troca do primeiro par de índices com o segundo,

Rλµνα = Rναλµ. (A.23)

• 1ª Identidade de Bianchi

Rλ
µνα +Rλ

αµν +Rλ
ναµ = 0. (A.24)

1 Ao longo de todo o texto estamos utilizando as definições presentes no livro [4].
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• 2ª Identidade de Bianchi

Rλ
µνα;σ +Rλ

µσν;α +Rλ
µασ;ν = 0. (A.25)

• Relação com o tensor de Ricci

Rµν = Rλ
µλν = Γλ

µλ,ν − Γλ
µν,λ + Γσ

µλΓ
λ
νσ − Γσ

µνΓ
λ
λσ; (A.26)

R = gµνRµν . (A.27)

Para o caso de conexões simétricas, o tensor de Ricci é simétrico.

Podemos reescrever a 2ª identidade de Bianchi de uma forma particularmente útil,

utilizando as propriedades de simetrias do tensor de curvatura mostradas acima. Perceba

que, ao multiplicarmos a equação (A.25) por δνλ, obtemos

Rν
µνα;σ +Rν

µσν;α +Rν
µασ;ν = 0, (A.28)

ou ainda,

Rµα;σ −Rµσ;α +Rν
µασ;ν = 0. (A.29)

Contraindo a equação acima com gµα,

R;σ −Rα
σ;α +Rνα

ασ;ν = 0. (A.30)

O último termo pode ser reescrito da seguinte maneira:

gµαgβνRβµασ;ν = −gβνRα
βασ;ν = −Rν

σ;ν . (A.31)

Logo, a equação (A.30) se torna

R;σ −Rα
σ;α −Rν

σ;ν = 0, (A.32)

ou ainda, (
Rα

σ − 1

2
δασR

)
;α

= 0. (A.33)
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APÊNDICE B – Capítulo 2

B.1 Simulação em python para a onda unidimensional.

# −∗− coding : u t f −8 −∗−

"""

Autora : Eve l ing C. Ribe i ro

Simula ção da propaga ção da onda na corda de tamanho L .

"""

import numpy as np

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

# Def in i ção da gauss iana para condi ção i n i c i a l

def I n i t i a lC ond i t i o n s (x , x0 , k ) :

u = np . exp(−k∗(x − x0 )∗∗2)

return u

# Def in i ção da fun ção anal í t i c a

def Ana ly t i c a l So l u t i on (x , t , x0 , k ) :

f unc t i on = 0 .5 ∗ (np . exp(−k∗(x − t − x0 )∗∗2) \

+ np . exp(−k∗(x + t − x0 )∗∗2 ) )

return f unc t i on

#Parâmetros

Nx = 1000 # Número de pontos na corda

Nt = 4000 # Número de pontos no tempo

L = 20.0 # Comprimento da corda

T = 25.0 # Tempo t o t a l de s imula ção

# Parâmetro que con t ro l a a " l a r gura " da gauss iana da condi ção i n i c i a l
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k = 10 .0

x0 = 5 .0 # Valor de des locamento da gauss iana

x , dx = np . l i n s p a c e (0 , L , Nx, r e t s t e p=True ) # Di s c r e t i z a ção e s p a c i a l

t , dt = np . l i n s p a c e (0 , T, Nt , r e t s t e p=True ) # Di s c r e t i z a ção temporal

c = 1 .0 # Veloc idade de propaga ção da onda

# Parâmetro de e s t a b i l i d a d e do mé todo das d i f e r en ç as f i n i t a s

C = ( c ∗ dt ) / dx

U = np . z e r o s ( (Nx, Nt ) ) # I n i c i a l i z a ção da matr iz da so l u ção

# Condi ção i n i c i a l de uma gauss iana des locada de uma pos i ção x0

U[ : , 0 ] = I n i t i a lC ond i t i o n s (x , x0 , k )

# Condi ção i n i c i a l para a v e l o c i dade i n i c i a l da onda

for i in range (1 , Nx − 1 ) :

U[ i , 1 ] = 0 .5 ∗ ( (C∗∗2) ∗ U[ i +1, 0 ] + 2 ∗ (1 − C∗∗2) \

∗ U[ i , 0 ] + (C∗∗2) ∗ U[ i −1, 0 ] )

# Resolu ção da equa ção de onda por d i f e r en ç as f i n i t a s

for j in range (1 , Nt − 1 ) :

for i in range (1 , Nx − 1 ) :

U[ i , j +1] = −U[ i , j −1] + 2 ∗ U[ i , j ] + (C∗∗2) ∗ (U[ i +1, j ] \

− 2 ∗ U[ i , j ] + U[ i −1, j ] )

f = Ana ly t i c a l So l u t i on (x , t [ 2 0 0 ] , x0 , k )

# Plotagem da so l u ção anal í t i c a e aproximada

p l t . f i g u r e (0 )

p l t . p l o t (x ,U[ : , 2 0 0 ] , " ro−−" , l a b e l="Solu ção␣Aproximada" )

p l t . p l o t (x , f , "k" , l a b e l="Solu ção␣Anal í t i c a " )

p l t . g r i d ( )

p l t . x l ab e l ( "x" )

p l t . y l ab e l ( "u(x ) " )
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p l t . l egend ( l o c=" best " )

p l t . show ( )
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APÊNDICE C – Capítulo 3

C.1 Simulação em Python de uma onda escalar no espaço-tempo de

Schwarzschild

# −∗− coding : u t f −8 −∗−

"""

Autora : Eve l ing C. Ribe i ro

Simula ção da propaga ção de uma onda e s c a l a r no

espa ço−tempo de Schwarz sch i l d .

"""

# Importando b i b l i o t e c a s

import numpy as np

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

from s c ipy . s p e c i a l import lambertw

def i n i t i a l_ c o nd i t i o n s (x , x0 , k ) :

"""

Função que de f i n e a gauss iana para a condi ção i n i c i a l

"""

u = np . sq r t (2/np . p i ) ∗ np . exp(−k ∗ (x − x0 )∗∗2)

return u

def calculate_X (x ) :

"""

Função que c a l c u l a a inve r sa da coordenada ta r t a ruga e

u t i l i z a uma aproxima ção de S t i r l i n g para va l o r e s grandes .

"""
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#Condi ção que de f i n e uma aproxima ção de S t i r l i n g

i f type ( x ) == np . ndarray :

lower = np . array (2∗ lambertw (np . exp ( ( x [ x<1000]−1)/2)/2)+1)

u = np . array (x [ x>=1000]/2 + np . l og ( 2 ) )

h igher = 2∗(u−np . l og (u)+np . l og (u)/u) + 1

return np . concatenate ( [ lower , h igher ] )

else :

return np . array (2∗ lambertw (np . exp ( ( x−1)/2)/2)+1)

def calculate_V (x , l ) :

"""

Função que c a l c u l a o po t e n c i a l

"""

v = np . array ( ( l ∗ ( l + 1) + 2/(x + 1) ) ∗ (x − 1) / (x + 1)∗∗3)

return v

# Parâmetros

Nxt i lde = 3000 # Número de pontos no espa ço

Nt = 6000 # Número de pontos no tempo

xti lde_min = −500 # va l o r mí nimo para a coordenada e s p a c i a l

xtilde_max = 1000 # va l o r máximo para a coordenada e s p a c i a l

tmin = 0 # tempo i n i c i a l de simula ção

tmax = 800 # tempo máximo de simula ção

k = 0 .1 # Parâmetro que con t ro l a a " l a r gura " da gauss iana

# Di s c r e t i z a ção e s p a c i a l

x t i l d e , dx t i l d e = np . l i n s p a c e ( xtilde_min , xtilde_max , \

Nxti lde , r e t s t e p=True )

# Di s c r e t i z a ção temporal

t , dt = np . l i n s p a c e ( tmin , tmax , Nt , r e t s t e p=True )

l = 2 # modo l

# parâmetro que con t ro l a o des locamento da gauss iana na coordenada x

x0 = 200

# parâmetro do des locamento da gauss iana na coordenada ta r t a ruga
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x t i l d e 0 = calculate_X ( x0 )

# Parâmetro de e s t a b i l i d a d e do mé todo das d i f e r en ç as f i n i t a s

C = dt / dx t i l d e

x = calculate_X ( x t i l d e ) # inver sa da coordenada ta r t a ruga

# I n i c i a l i z a ção da matr iz U

U = np . z e r o s ( ( Nxti lde , Nt ) , f loat )

# Condi çõ es i n i c i a i s

for i in range ( Nxt i lde ) :

U[ i , 0 ] = i n i t i a l_ c o nd i t i o n s ( x [ i ] , x t i l d e0 , k )

# Condi ção i n i c i a l para a v e l o c i dade da onda

for i in range (1 , Nxt i lde − 1 ) :

U[ i , 1 ] = (1 − C∗∗2 − 0 .5 ∗ calculate_V (x [ i ] , l ) ∗ \

( dt ∗∗2)) ∗ U[ i , 0 ] + 0 .5 ∗ C∗∗2 ∗ (U[ i +1, 0 ] + U[ i −1, 0 ] )

# Esquema por d i f e r en ç as f i n i t a s

for j in range (1 , Nt − 1 ) :

for i in range (1 , Nxt i lde − 1 ) :

U[ i , j +1] = (2∗(1−C∗∗2) − calculate_V (x [ i ] , l ) ∗ ( dt ∗∗2)) ∗ \

U[ i , j ] + (C∗∗2) ∗ (U[ i +1, j ] + U[ i −1, j ] ) − U[ i , j −1]

print ( "Número␣de␣Courant␣=␣" , C)

# Plotagem dos r e s u l t a d o s

p l t . p l o t ( t , np . l og (np . abs (U[ 1 4 0 0 , : ] ) ) , " darkblue " )

p l t . g r i d ( )

p l t . x l ab e l ( " t " )

p l t . y l ab e l ( "Log | u | " )

p l t . show ( )
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C.2 Propagação de uma Onda no Espaço GM

Nesta seção, vamos obter o conjunto de equações diferenciais parciais acopladas

associado à propagação de uma onda escalar sem massa no espaço-tempo descrito pela

métrica GM. Considere a equação de onda

□Ψ =
1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΨ
)
= 0. (C.1)

onde a métrica é dada por

gµν =


−x−1

x+1f
2 0 0 0

0 g2

f2
x+1
x−1 0 0

0 0 g2

f2
(x+1)2

1−y2
0

0 0 0
(x+1)2(1−y2)

f2

 . (C.2)

O determinante da métrica é simplesmente o produto da diagonal principal, o que implica

em
√
−g =

(
g

f

)2

(x+ 1)2 . (C.3)

Para calcular a equação da onda explicitamente em termos das componentes da métrica

(C.2), vamos considerar a parte espacial e temporal separadamente

1√
−g

∂0
(√

−gg00∂0Ψ
)
+

1√
−g

∂i
(√

−ggij∂jΨ
)
= 0,

1√
−g

∂0 (√−gg00∂0Ψ
)︸ ︷︷ ︸

A

+ ∂1
(√

−gg11∂1Ψ
)︸ ︷︷ ︸

B

+ ∂2
(√

−gg22∂2Ψ
)︸ ︷︷ ︸

C

+ ∂3
(√

−gg33∂3Ψ
)︸ ︷︷ ︸

D

 = 0.

(C.4)

Calculando termo por termo:

A = − g
2

f4
(x+ 1)3

x− 1
∂2tΨ,

B = ∂x
((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
,

C = ∂y
((
1− y2

)
∂yΨ

)
,

D =
g2

1− y2
∂2ϕΨ.

Assim, temos

−∂2tΨ+
f4

g2
(x− 1)

(x+ 1)2

[
1

x+ 1
∂x
((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
+

1

x+ 1
∂y
((
1− y2

)
∂yΨ

)
+

g2

(x+ 1) (1− y2)
∂2ϕΨ

]
= 0.

(C.5)
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Vamos considerar que a solução seja do tipo,

Ψ =
ψ

x+ 1
. (C.6)

Para rescrever a equação (C.5) em termos da nova função ψ, precisamos dar uma atenção

especial para o primeiro termo dentro da chave, que se reescreve como

1

x+ 1
∂x
((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
=

1

x+ 1
∂x

[(
x2 − 1

)
∂x

(
ψ

x+ 1

)]
,

=
1

x+ 1
∂x

[
(x− 1) ∂xψ −

(
x− 1

x+ 1

)
ψ

]
,

=
2∂xψ

(x+ 1)2
+

(
x− 1

x+ 1

)
∂2xψ − 2ψ

(x+ 1)3
,

= ∂x

(
x− 1

x+ 1
∂xψ

)
− 2ψ

(x+ 1)3
. (C.7)

Em termos de ψ, a equação de onda se reescreve como,

−∂2t ψ+
f4

g2

[
x− 1

x+ 1
∂x

(
x− 1

x+ 1
∂xψ

)
+

x− 1

(x+ 1)3

(
∂y
((
1− y2

)
∂yψ

)
+

g2

1− y2
∂2ϕψ − 2ψ

x+ 1

)]
= 0.

(C.8)

Estamos interessados em obter uma equação com apenas uma derivada de segunda ordem

em x. No entanto, o operador em x na equação acima nos produzirá um termo de derivada

primeira. Dessa forma, é conveniente buscarmos uma mudança de coordenada x̃ (x) que

tenha a seguinte propriedade

∂x̃ =
dx

dx̃
∂x, (C.9)

com
dx

dx̃
=
x− 1

x+ 1
, (C.10)

o que nos leva à introdução de uma coordenada tartaruga

x̃ = x+ 2 ln (x− 1) . (C.11)

Em termos da coordenada tartaruga x̃, a equação (C.8) pode ser escrita como

−∂2t ψ +
f4

g2

[
∂2x̃ψ +

x− 1

(x+ 1)3

(
∂y
((
1− y2

)
∂yψ

)
+

g2

1− y2
∂2ϕψ − 2ψ

x+ 1

)]
= 0. (C.12)

Nesse ponto, podemos expandir a solução na base dos harmônicos esféricos

ψ (x̃, y, ϕ, t) =
∑
l,m

ulm (x̃, t)Y m
l (y, ϕ) , (C.13)

onde as funções Y m
l (y, ϕ) satisfazem a equação de autovalor dada por(

∂y
[(
1− y2

)
∂y
]
+

1

1− y2
∂2ϕ

)
Y m
l (y, ϕ) = −l (l + 1)Y m

l (y, ϕ) , (C.14)



APÊNDICE C. Capítulo 3 104

e possuem a seguinte relação de ortogonalidade〈
Y m
l , Y m′

l′

〉
=

∫ 1

−1

∫ 2π

0
Y m
l (y, ϕ)Ȳ m′

l′ (y, ϕ)dϕdy = δll′δmm′ . (C.15)

A equação (C.12) se torna

−∂2t ulmY m
l +

f4

g2

∂2x̃ulmY m
l + ulm

x− 1

(x+ 1)3

∂y [(1− y2
)
∂yY

m
l

]
+

g2

1− y2
∂2ϕY

m
l︸ ︷︷ ︸

I

−
2Y m

l

x+ 1


 = 0.

(C.16)

Note que o termo destacado (I) pode ser reescrito da seguinte maneira

I = ∂y
[(
1− y2

)
∂yY

m
l (y, ϕ)

]
− g2m2

1− y2
Y m
l (y, ϕ) ,

uma vez que

Y m
l (y, ϕ) = NeimϕPm

l (y) ,

onde Pm
l (y) são os polinômios de legendre associados e N é uma constante de normalização.

Com o auxílio da equação (C.14) podemos reescrever o termo acima como,

I = −l (l + 1)Y m
l (y, ϕ)−

m2
(
g2 − 1

)
1− y2

Y m
l (y, ϕ) . (C.17)

Dessa forma a equação diferencial (C.16) pode ser colocada na seguinte forma

−Y m
l (y, ϕ) ∂2t ulm (x̃, t) +

f4

g2

[
Y m
l (y, ϕ) ∂2x̃ulm (x̃, t)+

− x− 1

(x+ 1)3

(
Ueff +

m2
(
g2 − 1

)
1− y2

)
ulm (x̃, t)Y m

l (y, ϕ)

]
= 0,

(C.18)

com

Ueff = l (l + 1) +
2

x+ 1
. (C.19)

Multiplicando a equação acima por Ȳ m′
l′ (y, ϕ), integrando no intervalo y ∈ [−1, 1] e

ϕ ∈ [0, 2π] e usando a relação de ortogonalidade (C.15) dos harmônicos esféricos, obtemos

−δmm′δll′∂
2
t ulm (x̃, t) +

〈
Y m
l ,

f4

g2
Y m′
l′

〉
∂2x̃ulm (x̃, t)+

− x− 1

(x+ 1)3

[
Ueff

〈
Y m
l ,

f4

g2
Y m′
l′

〉
+

〈
Y m
l ,

f4

g2
m2
(
g2 − 1

)
1− y2

Y m′
l′

〉]
ulm (x̃, t) = 0. (C.20)

É claro que um termo do tipo 〈
Y m
l , R (y)Y m′

l′

〉
,



APÊNDICE C. Capítulo 3 105

com R (y) uma funçao apenas da coordenada y, é proporcional a δmm′ . Isso advém da

integração na coordenada angular, na situação em que m ̸= m′, o que a torna nula. Isso

pode ser verificado facilmente〈
Y m
l , R (y)Y m′

l′

〉
=

∫ 1

−1

∫ 2π

0
R (y)Y m

l (y, ϕ)Ȳ m′
l′ (y, ϕ)dϕdy,

=

∫ 1

−1

∫ 2π

0
R (y)Nm

l e
imϕPm

l (y)Nm′
l′ e

−im′ϕPm′
l′ (y) dϕdy,

=

∫ 1

−1
R (y)Nm

l P
m
l (y)Nm′

l′ P
m′
l′ (y)

∫ 2π

0
ei(m−m′)ϕdϕdy,

= 2πδm,m′

∫ 1

−1
R (y)Nm

l P
m
l (y)Nm′

l′ P
m′
l′ (y) dy, (C.21)

onde escrevemos os harmônicos esféricos explicitamente em termos dos polinômios associados

de Legendre. Graças ao fato mencionado acima, temos a seguinte igualdade〈
Y m
l , R(y)Y m′

l′

〉
= δm,m′

〈
Y m
l , R(y)Y m

l′

〉
. (C.22)

Podemos tirar vantagen da relação anterior para reescrever a equação (C.20) como

−∂2t ul′m′ (x̃, t) +
∑
l

Al′
l ∂

2
x̃ulm′ (x̃, t) =

∑
l

Bl′
l,m′ulm′ (x̃, t) , (C.23)

onde as matrizes que acoplam os modos são dadas por

Al′
l =

〈
Y m′
l ,

f4

g2
Y m′
l′

〉
, (C.24)

Bl′
l,m′ =

x− 1

(x+ 1)3

[
UeffA

l′
l +m′2

〈
Y m′
l ,

f4

g2

(
g2 − 1

)
1− y2

Y m′
l′

〉]
. (C.25)

C.3 Solução da Equação da Onda no Espaço-Tempo de Schwarzschild

Nesta seção, vamos obter a equação diferencial (3.24) e sua solução em termos das

funções confluentes de Heun. Como Ψ é um campo escalar, ele satisfaz a seguinte equação

de onda,
1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΨ
)
= 0. (C.26)

A representação matricial da métrica de Schwarzschild, em coordenadas prolatas, é dada

por

gµν =


−x−1

x+1 0 0 0

0 x+1
x−1 0 0

0 0 (x+1)2

1−y2
0

0 0 0 (x+ 1)2
(
1− y2

)

 . (C.27)
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É fácil ver que o determinante da métrica é dado simplesmente pelo produto da diagonal,

ou seja
√
−g = (x+ 1)2 . (C.28)

Para calcular explicitamente a equação (C.26), em termos dos elementos da métrica (C.27),

vamos separá-la em sua componente espacial e temporal

1√
−g

∂0 (√−gg00∂0Ψ
)︸ ︷︷ ︸

A

+ ∂i
(√

−ggij∂jΨ
)︸ ︷︷ ︸

B

 = 0, (C.29)

onde,

A = −(x+ 1)3

x− 1

∂2Ψ

∂t2
, (C.30)

B = ∂x
((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
+ ∂y

((
1− y2

)
∂yΨ

)
+

1

1− y2
∂2ϕΨ. (C.31)

Logo, obtemos a seguinte equação diferencial

−(x+ 1)3

x− 1
∂2tΨ+ ∂x

((
x2 − 1

)
∂xΨ

)
+ ∂y

((
1− y2

)
∂yΨ

)
+

1

1− y2
∂2ϕΨ = 0. (C.32)

Supondo uma solução separável do tipo

Ψ(t, x, y, ϕ) =
∑
l,m

ulω (x)

x+ 1
Y m
l (y, ϕ) eiωt, (C.33)

chegamos na seguinte equação

(x+ 1)3

x− 1
ω2ulωY

m
l + (x+ 1)Y m

l ∂x

((
x2 − 1

)
∂x

ulω
x+ 1

)
+

+ulω∂y
((
1− y2

)
∂yY

m
l

)
+ ulω

1

1− y2
∂2ϕY

m
l = 0, (C.34)

ou ainda,

(x+ 1)3 ω2

x− 1
ulωY

m
l + (x+ 1)Y m

l ∂x

((
x2 − 1

)
∂x

ulω
x+ 1

)
− l (l + 1)Y m

l ulω = 0, (C.35)

onde utilizamos a equação de autovalor (C.14) para alcançar a equação acima. Observe que

podemos obter uma equação diferencial ordinária para os modos ulω(x) se explorarmos as

relações de ortogonalidade dos harmônicos esféricos (C.15) já mencionadas

d2ulω
dx2

+
2

x2 − 1

dulω
dx

− 1

x− 1

[
l (l + 1)

x+ 1
− (x+ 1)2 ω2

x− 1
+

2

(x+ 1)2

]
ulω = 0. (C.36)

Agora vamos demonstrar que a equação acima pode ser reescrita como uma equação

diferencial confluente de Heun. Para isso, vamos considerar a seguinte mudança de variável

independente

ξ =
−x+ 1

2
=⇒ x = 1− 2ξ. (C.37)
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Isso produz a seguinte equação diferencial para a variável ξ.

d2ulω
dξ2

− 1

ξ (ξ − 1)

dulω
dξ

+
1

ξ

[
l (l + 1)

1− ξ
+

4 (1− ξ)2 ω2

ξ
+

1

(1− ξ)2

]
ulω = 0. (C.38)

Considerando o seguinte Ansatz

ulω (ξ) = ξ2iωe−2iωξ (ξ − 1)wlω (ξ) , (C.39)

obtemos a seguinte equação

ξ (ξ − 1)
d2wlω

dξ2
+
[
−1 + 2ξ − 4iω (ξ − 1)2

] dwlω

dξ
+ [−l (l + 1)− 4iω (ξ − 1)]wlω = 0,

(C.40)

ou ainda,

d2wlω

dξ2
+

(
−4iω +

1

ξ − 1
+

4iω + 1

ξ

)
dwlω

dξ
+

[
l (l + 1)− 4iω

ξ
− l (l + 1)

ξ − 1

]
wlω = 0. (C.41)

Comparando a equação acima com (3.32), é fácil identificar os parâmetros

α = −4iω;

β = 4iω;

γ = 0;

µ = l (l + 1)− 4iω;

ν = −l (l + 1) .

Observe que a solução geral depende dos parâmetros δ e η e estes podem ser calculados

utilizando as expressões (3.33) e (3.34).

l (l + 1)− 4iω =
1

2

(
−4iω − 4iω + 16ω2

)
− η,

−l (l + 1) = δ + 8ω2 − l (l + 1) .

Logo,

η = 8ω2 − l (l + 1) ,

δ = −8ω2.

Assim, a solução da equação (C.36) é

ulω (ξ) = C1ξ
2iωe−2iωξ (ξ − 1)HeunC

(
−4iω, 4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ; ξ

)
+ (C.43)

+ C2ξ
−2iωe−2iωξ (ξ − 1)HeunC

(
−4iω,−4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ; ξ

)
.
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ou ainda, em termos da coordenada x,

ulω (x) = C1 (x− 1)2iω eiωx (x+ 1)HeunC
(
−4iω, 4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ; (1− x) /2

)
+

+ C2 (x− 1)−2iω eiωx (x+ 1)HeunC
(
−4iω,−4iω, 0,−8ω2, 8ω2 − l (l + 1) ; (1− x) /2

)
.

(C.44)

C.4 Análise do comportamento das funções U (±)
∞

Nesta seção vamos investigar o comportamento das soluções, U (±)
∞ (x) , quando

x→ ∞. O primeiro ponto a se observar é que as soluções, U (±)
X (x), com X = 1 ou ∞, são

funções de variáveis complexas. Isso, a primeira vista, pode parecer estranho uma vez que

a interpretação física da coordenada, x, parece ser imediatamente relacionada com uma

distância física. Todavia, isso não é verdade. O que de fato é diretamente relacionado com

a cordenada radial é |x| . Além disso, devemos considerar todos os parâmetros das funções

(3.35) como sendo, em geral, números complexos. Por conta disso, o limite, x→ ∞, depende

de uma direção específica no plano complexo e devemos escolhê-la convenientemente para

representar situações físicas desejadas.

Considere agora o comportamento assintótico da solução

U∞ (x) ∼ (x− 1)2iω (x+ 1) eiωxH(+)
∞ (x) + (x− 1)−2iω (x+ 1) eiωxH(−)

∞ (x)

≡ U (+)
∞ (x) + U (−)

∞ (x) . (C.45)

Observe que para a solução U (+)
∞ (x) , temos

U (+)
∞ (x) ∼ (x− 1)2iω (x+ 1) eiωx

e−4iω(x
2
+ln(x

2 ))

x

∑
ν≥0

a+ν
xν
,

U (+)
∞ (x) ∼ x2iωeiωxe−2iωxe−4iω lnx

∑
ν≥0

a+ν
xν
,

U (+)
∞ (x) ∼ eiωxe−2iωxe−2iω lnx

∑
ν≥0

a+ν
xν
,

U (+)
∞ (x) ∼ e−iωxe−2iω lnx

∑
ν≥0

a+ν
xν
, (C.46)

Vale a pena mencionar que o argumento original das funções H(±)
∞ é ξ = (1−x)/2. Lembre-se

ainda que o limite assintótico é considerado quando |ξ| se aproxima de infinito. Esse fato

foi usado nos cálculos acima.
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Da mesma maneira, analisando a solução, U (−)
∞ (x) , percebemos que

U (−)
∞ (x) ∼ (x− 1)−2iω (x+ 1) eiωx

1

1− x

∑
ν≥0

a−ν
xν
,

U (−)
∞ (x) ∼ e−2iω lnxeiωx

∑
ν≥0

a−ν
xν
. (C.47)

De maneira geral, podemos escrever o comportamento assintótico da solução, U (±)
∞ (x) ,

como

U (±)
∞ (x) ∼ e∓iωx−2iω lnx

∑
ν≥0

a+ν
xν
. (C.48)

Perceba que, no limite |x| → ∞, apenas a exponencial é, de fato, relevante. Como ω e x

são variáveis complexas, podemos escrevê-las como

x = |x| ei arg x,

ω = |ω| ei argω.

Dessa forma, podemos reescrever a exponencial como,

e∓iωx−2iω lnx = e∓i|x||ω|ei(arg x+argω)
e±2i|ω|ei argω lnx,

= e∓i|x||ω|[cos(arg x+argω)+i sin(arg x+argω)]e±2i|ω|ei argω lnx. (C.49)

Observe que,

lnx = ln
(
|x| ei arg x

)
= ln |x|+ ln

(
ei arg x

)
,

= ln |x|+ i arg x.

Logo,

e∓iωx−2iω lnx = e∓i|x||ω|[cos(arg x+argω)+i sin(arg x+argω)]e±2i|ω|[cos(argω)+i sin(argω)](ln|x|+i arg x),

= e∓[i|x||ω| cos(arg x+argω)−|x||ω| sin(arg x+argω)]e±[2i|ω| cos(argω)−2|ω| sin(argω)](ln|x|+i arg x)︸ ︷︷ ︸
I

.

(C.50)

Desenvolvendo o termo I,

I = e±[2i|ω| cos(argω) ln|x|−2|ω| cos(argω) arg x−2|ω| sin(argω) ln|x|−2i|ω| sin(argω) arg x]. (C.51)

Separando a exponencial em sua parte real e imaginária, temos

e∓iωx−2iω lnx = ei[α∓|x||ω| cos(arg x+argω)]e±[|x||ω| sin(arg x+argω)−2|ω| cos(argω) arg x−2|ω| sin(argω) ln|x|],

(C.52)
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onde,

α ≡ 2 |ω| cos (argω) ln |x| ∓ 2 |ω| sin (argω) arg x. (C.53)

Assim, ∣∣∣U (±)
∞ (x)

∣∣∣ ∼ e±[|x||ω| sin(arg x+argω)−2|ω| sin(argω) ln|x|]. (C.54)

Observe que o limite |x| → ∞ é dominado pelo termo linear em |x|, uma vez que

|x| > ln |x| .

Assim, é fácil notar que o limite depende explicitamente da soma dos argumentos

arg x+ argω.

Assim, temos o seguinte comportamento para as funções U (±)
∞ (x)

lim
|x|→∞

∣∣∣U (+)
∞ (x)

∣∣∣ =
 ∞, se arg x+ argω ∈ (0, π) ;

0, se arg x+ argω ∈ (−π, 0) .
(C.55)

lim
|x|→∞

∣∣∣U (−)
∞ (x)

∣∣∣ =
 0, se arg x+ argω ∈ (0, π) ;

∞, se arg x+ argω ∈ (−π, 0) .
(C.56)
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