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Resumo

Sistemas quânticos cuja dinâmica é não-unitária e que evoluem adiaba-
ticamente apresentam características únicas com aplicações no campo da
computação quântica. Estudamos nessa dissertação o formalismo de siste-
mas quânticos abertos, a teoria de semigrupos dinâmicos e os chamados
operadores de Lindblad. Enunciamos e provamos o teorema adiabático na
formulação de T. Kato a fim de entender a idéia e o formalismo por trás de
regimes adiabáticos. Utilizamos essas ferramentas para descrever o problema
de otimização de trajetórias adiabáticas em sistemas quânticos dissipativos
(cuja dinâmica é dada por uma classe de operadores de Lindblad) e, seguindo
as indicações de Avron et al. [8], obtemos as condições para que essa oti-
mização seja única e aplicamos esse resultado em algoritmos quânticos de
busca.
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Abstract

Quantum systems undergoing non-unitary adiabatic evolution present
unique characteristics with applications in the field of Quantum Computation.
In this dissertation, we study the formalism of quantum open systems, the
theory of dynamical semigroups and Lindblad operators. We enunciate and
prove the adiabatic theorem as formulated by T. Kato in order to understand
the main idea and formalism behind adiabatic evolutions. We use these
results to describe the optimization problem of adiabatic paths in dispersive
quantum systems (whose dynamics is given by a class of Lindblad operators)
and, following the outline designed by Avron et al. [8], we obtain the
conditions so that this optimization is unique and we apply this result in
quantum search algorithms.
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Capítulo 1

Introdução

O controle de sistemas quânticos é uma área de interesse desde o advento
da Mecânica Quântica. Historicamente a teoria de controle quântico foi
explorada pela área da química quântica, cujo interesse maior era manipular
reações químicas a fim de obter o resultado desejado [49]. Posteriormente
muitos outros trabalhos foram publicados explorando diversas técnicas de
controle em moléculas complexas ([51], [59] e outros trabalhos aí citados). A
teoria de controle quântico apresenta também aplicações na física atômica
e molecular e ótica quântica, por exemplo em transferência de população
em átomos induzida por laser ([16] entre outros). Uma área relativamente
nova que apresenta grandes aplicações para teoria de controle quântico é a
computação quântica e informação quântica.

Analogamente aos bits de computadores clássicos, o qubit é a unidade de
informação de um computador quântico. Um algoritmo quântico consiste em
uma série de operações aplicadas em um estado inicial de qubits e que, após
um número suficiente de operações, resulta no estado final que é a solução
do problema proposto. A aplicação de teoria de controle quântico em com-
putação quântica consiste em otimizar o processo que leva o estado inicial no
estado final. Esse processo pode ser regido por evoluções unitárias [24] ou
evoluções não-unitárias. Para o último caso foi proposto uma nova aborda-
gem denominada modelo adiabático para computação quântica. Introduzido
por Farhi et al. [29], esse modelo assume que o regime de evolução do qubit
é adiabático. A vantagem desse tipo de regime é que o teorema adiabático
garante que o estado instantâneo do sistema é o estado correspondente ao
estado inicial, isto é, se o sistema está inicialmente no estado fundamental,
num instante posterior ele permanecerá no estado fundamental instânta-
neo. Por exemplo, suponhamos que a dinâmica do sistema é dada por uma
hamiltoniana dependente do tempo e que podemos construí-la a partir de
uma parametrização q(s) em função do parâmetro temporal adiabático s no
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

espaço das hamiltonianas:

Hq(s) = (1− q(s))H0 + q(s)H1, q ∈ [0, 1],

de forma que o estado fundamental de H0 (hamiltoniana inicial) seja de fácil
construção e o estado fundamental de H1 (hamiltoniana final) é o estado-alvo.
Queremos então parametrizar q(s) de forma que a trajetória no espaço das
hamiltonianas leve o estado fundamental de H0 no estado fundamental de
H1 de forma otimizada (a trajetória otimal será definida a seguir).

Esse novo paradigma na implementação de algoritmos quânticos já pos-
sui aplicações em diversos problemas ([28] [27], [20]) e despertou grande
interesse ([3], [25], [36]). Mas além de ter o controle da evolução do qubit,
queremos que o tempo para que o sistema atinja o estado-alvo seja mínimo
e com maior precisão possível, isto é, para um determinado intervalo de
tempo queremos que o tunelamento seja o menor possível. Foi demonstrado
por Avron et al. [8] que para evoluções unitárias a parametrização ótima da
trajetória da hamiltoniana (denotada aqui por q) não é única, mas que para
evoluções não-unitárias dadas por operadores de Lindblad de defasagem é.

A definição de operadores de Lindblad vem do estudo de semigrupos
dinâmicos, que por sua vez se originou no contexto de sistemas quânticos
abertos. A dinâmica de um sistema quântico fechado é representada por
um grupo de transformações unitárias, já a dinâmica de sistemas quânticos
abertos é dada por semigrupos, onde a irreversibilidade dos processos físicos
é representada pela não-existência do elemento inverso. A teoria de semi-
grupos é fundamentada no teorema de Hille-Yosida [35] [60] que caracteriza
geradores de semigrupos. Posteriormente, com os trabalhos de Lindblad [44]
e Gorini et al. [33] foi definida a noção de semigrupos dinâmicos e foi obtida
uma forma explícita para geradores de semigrupos dinâmicos.

O objetivo desse trabalho é a familiarização com o formalismo de se-
migrupos dinâmicos, regimes adiabáticos e a aplicação desses conceitos na
dinâmica de um sistema quântico simples cuja evolução é não-unitária. Ao
final derivamos as condições necessárias para que a otimização da parametri-
zação da hamiltoniana desses sistemas seja única e aplicamos os resultados
em uma analogia ao algoritmo de busca de Grover, seguindo as indicações
de Avron et al. [8].

A organização dessa dissertação é a seguinte:

• no capítulo 2 estabelecemos o formalismo da Mecânica Quântica para
sistemas fechados, depois enunciamos o teorema de Hille-Yosida que
caracteriza geradores de semigrupos. Em seguida definimos semigru-
pos dinâmicos, discutimos a condição de positividade completa para
transformações que representam processos em um sistema composto
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por um sistema aberto e um reservatório. Posteriormente, com o auxí-
lio de diversos teoremas referentes a transformações completamente
positivas (teorema de Choi, de Stinespring, de Kraus), enunciamos e
provamos o teorema de Gorini-Kossakowski-Lindblad–Sudarshan, que
apresenta a forma explícita para geradores de semigrupos dinâmicos.
Provamos esse último teorema para o caso de álgebras de matrizes
com dimensão finita, uma vez que o interesse é aplicá-lo a sistemas
quânticos simples, como sistemas de dois níveis;

• no capítulo 3 comentamos a evolução dos teoremas adiabáticos na
Mecânica Quântica e suas diversas formulações. Enunciamos e prova-
mos o teorema adiabático apresentado por Kato [38], escolhemos essa
formulação pois é uma formulação simples na qual é fácil entender
o conceito de evolução adiabática, assim como o formalismo por trás
da aproximação entre transformações adiabática e dinâmica e onde a
condição de lacuna no espectro da hamiltoniana desempenha um papel
importante. Teoremas adiabáticos com condição de lacuna possuem
diversas formulações, no entanto a idéia não difere do teorema apresen-
tado por Kato. Uma abordagem diferente é o teorema adiabático sem
condição de lacuna, apresentado por Avron et al. [6]. Apenas enunci-
amos esse resultado, uma vez que as aplicações de regime adiabático
nesse trabalho contemplam sistemas que apresentam a condição de
lacuna;

• no capítulo 4, seguindo as indicações de Avron et al. [8], definimos
tunelamento, discutimos otimização de trajetórias para evoluções unitá-
rias e mostramos que nesse caso não existe uma solução única. Depois
definimos operadores de Lindblad de defasagem, sistemas quânticos
dissipativos e a partir da expressão de tunelamento mostramos que
para a evolução desses sistemas a parametrização otimal é única. Além
disso calculamos explicitamente o tunelamento para um sistema quân-
tico dissipativo de dois níveis. Em uma analogia ao algoritmo de busca
de Grover, utilizamos o resultado anterior para estimar o tempo ótimo
para esse algoritmo e mostramos que o tempo de Grover impõe um
limite na defasagem do sistema.

• essa dissertação apresenta um glossário e índice remissivo. O primeiro
apresenta alguns termos específicos, especialmente de Análise Funcio-
nal, e suas respectivas definições e símbolos (quando houver). O índice
remissivo cumpre sua função usual: remeter o leitor à página na qual o
termo procurado é utilizado.





Capítulo 2

Sistemas Quânticos Abertos

O começo da Mecânica Quântica data da segunda metade do século XIX
com o problema da radiação do corpo negro, no entanto somente no século
XX uma formulação matemática para a Mecânica Quântica foi realizada
por, entre outros, E. Schrödinger, W. Heisenberg, M. Born, P. Dirac e J. von
Neumann. O último publicou em 1932 o livro Mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik [57] no qual desenvolveu uma descrição matematicamente
rigorosa da Mecânica Quântica utilizando ferramentas da Análise Funcional.
Esse formalismo pode ser brevemente descrito da seguinte maneira: todo
sistema quântico pode ser relacionado a um espaço de Hilbert separável no
qual agem operadores auto-adjuntos que, por sua vez, estão relacionamos
aos observáveis do sistema. A dinâmica desse sistema quântico é descrita
por um operador auto-adjunto denominado hamiltoniana.

Os processos que ocorrem em sistemas quânticos fechados são descritos
por operadores que formam um grupo de transformações unitárias, logo
existe o elemento inverso que está associado à reversibilidade dos processos
desse sistema. Em sistemas quânticos abertos não é possível garantir a rever-
sibilidade dos processos, então para descrever esses sistemas foi emprestada
da Mecânica Estatística o conceito de reservatório, de forma que o sistema e
o reservatório compõe um sistema fechado e sua dinâmica pode ser descrita
por uma evolução hamiltoniana. Os processos que ocorrem apenas no sis-
tema quântico aberto não estão relacionados a um grupo de transformações
unitárias, mas sim a um semigrupo. A teoria de semigrupos é fundamentada
sobretudo no teorema de Hille-Yosida e nos trabalhos sobre geradores de
semigrupos dinâmicos. Publicado independentemente por K. Yosida e E.
Hille [60] [35] em 1949, o teorema de Hille-Yosida caracteriza os geradores de
semigrupos uniparamétricos fortemente contínuos em um espaço de Banach.
Motivados pelo estudo de ótica quântica, especialmente lasers, a teoria de
sistemas quânticos abertos ganhou novo interesse quase trinta anos após a
publicação de Hille e Yosida, com os trabalhos de G. Lindblad [44] e Gorini
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6 CAPÍTULO 2. SISTEMAS QUÂNTICOS ABERTOS

et al. [33] nos quais a forma dos geradores de semigrupos dinâmicos foi
estabelecida, assim como muitos aspectos matemáticos da teoria.

Primeiramente vamos estabelecer o formalismo da Mecânica Quântica
para sistemas fechados para posteriormente introduzir alguns tópicos para o
estudo de sistemas quânticos abertos, tais como semigrupos uniparamétricos
de operadores lineares fortemente contínuos, teorema de Hille-Yosida e
geradores de semigrupos dinâmicos.

2.1 Dinâmica Hamiltoniana

A formulação matemática da Mecânica Quântica estabelece que cada
sistema físico está associado a um espaço de Hilbert separável H e que
observáveis são representados por operadores auto-adjuntos em H. Além
disso, medidas dos observáveis são elementos do espectro desses operadores.
Para o caso discreto, o teorema espectral [52] nos permite escrever um
operador A auto-adjunto na forma

A = ∑
λ∈σ(A)

λPλ, (2.1.1)

onde σ(A) é o espectro de A e Pλ é o projetor associado ao autovalor λ.
Os estados de um sistema físico por sua vez são representados por

operadores densidade denotados por ρ. Antes de definir o operador densidade,
é útil definir a classe da operadores da qual eles fazem parte.

Definição 2.1.1. Seja A um operador limitado em um espaço de Hilbert
separável, isto é, A ∈ B(H). Dizemos que A é um operador de classe traço se
a série ∑∞

n=1 〈ϕn, |A|ϕn〉 for convergente para uma base ortonormal completa
1 {ϕn}n∈N, onde |A| :=

√
A∗A. O conjunto de todos os operadores de classe

traço agindo em um espaço de Hilbert é denotado por T 1(H) e forma um
espaço de Banach com norma dada por

‖A‖1 :=
∞

∑
n=1
〈ϕn, |A|ϕn〉 , (2.1.2)

e independe da base ortonormal completa escolhida.
Além disso, T 1(H) é um *-bi-ideal de B(H) [52].

Definição 2.1.2. Um operador ρ ∈ T 1(H), positivo e com traço 1 é dito ser
um operador densidade. O conjunto dos operadores densidade é denotado
por V+(H), também chamado de espaço de estados de H.

1A expressão para o traço independe da base ortonormal completa escolhida [52].
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A descrição de medidas de observáveis no formalismo aqui apresentado
foi introduzida inicialmente por J. von Neumann [57] e L. Landau [43]. O
valor médio associado a medida de um observável A é dada por [11]

〈A〉 = tr(ρA). (2.1.3)

No caso de um sistema composto, o espaço de Hilbert é o produto
tensorial dos espaços correspondentes a cada componente do sistema. Consi-
deremos duas componentes cujos espaços de Hilbert e operadores densidade
são respectivamente H1, H2 e ρ1, ρ2, então o espaço de Hilbert associado
ao sistema total é H1 ⊗H2. Se nos restringirmos somente a observáveis no
sistema 1, A1 ⊗ 12, a medida de A1 tomada no sistema composto ρ12 e no
sistema reduzido ρ1 devem ser consistentes, isto é,

tr(ρ12A1 ⊗ 12) = tr(ρ1A1),

para que isso ocorra definimos o traço parcial dado por:

ρ1 = tr2(ρ12). (2.1.4)

Se considerarmos os operadores de classe traço em um espaço de Hil-
bert, denotados por T 1(H), o traço parcial é um mapeamento do tipo
tr1 : T 1(H1)⊗T 1(H2)→ T 1(H2) e pode ser definido por [5]

tr1(A⊗ B) = tr(A)B, (2.1.5)

onde A ∈ T 1(H1) e B ∈ T 1(H2) e pode ser estendido linearmente para
todo elemento de T 1(H1)⊗T 1(H2).

A dinâmica de um sistema quântico pode ser descrita por duas aborda-
gens diferentes: a descrição de Schrödinger, na qual os vetores de estado
evoluem no tempo e os operadores permanecem constantes, e a descrição de
Heisenberg, na qual os operadores evoluem e os vetores de estado não. A
evolução de um operador A em um sistema quântico fechado na descrição
de Heisenberg é dada por [45]

d
dt

A(t) = i[H, A(t)] +
(

∂

∂t
A
)
(t), (2.1.6)

onde H é um operador auto-adjunto denominado hamiltoniana. Escolhendo
um operador U(t) tal que A(t) = U(t)A(0)U−1(t), ou seja, U(t) desempenha
o papel de um operador de evolução temporal. É possível provar que
U(t) forma um grupo uniparamétrico de operadores unitários fortemente
contínuos, isto é,

(i) U(0) = 1,
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(ii) U(s)U(t) = U(s + t), s, t ∈ R,

(iii) U−1(t) = U∗(t), t ∈ R,

(iv) s− limt→t0 U(t)x = U(t0)x, x ∈ H, t, t0 ∈ R,

onde s− lim denota o limite forte. De acordo com o teorema de Stone [52]
existe, sob essas hipóteses, um único operador auto-adjunto H tal que

U = exp(itH), t ∈ R. (2.1.7)

A recíproca também é verdadeira e iH é denominado o gerador infinitesimal
de {Ut}. A expressão em 2.1.7 é solução de uma equação similar a eq. (2.1.6)
na página anterior para ρ quando este não depende explicitamente do tempo:

d
dt

ρ = −i[H, ρ]. (2.1.8)

No entanto, quando consideramos sistemas quânticos abertos os proces-
sos não podem ser descritos por grupos de tranformações unitárias, pois isso
implicaria em reversibilidade dos processos físicos. Neste caso considera-
mos que os processos são representados por semigrupos uniparamétricos de
operadores lineares fortemente contínuos, uma generalização da noção de
grupo sem o conceito de elemento inverso. Os geradores desses semigrupos
são caracterizados pelo teorema de Hille-Yosida e sua forma explícita foi
derivada posteriormente por Lindblad e Gorini et al.

2.2 Semigrupos Uniparamétricos de Operadores
Lineares

A importância matemática de semigrupos uniparamétricos fortemente
contínuos baseia-se no estudo de equações diferenciais ordinárias. Esses
semigrupos desempenham um papel análogo ao da função exponencial
como solução de equações diferenciais ordinárias com coeficientes constantes,
porém generalizados para um espaço de Banach. Também chamados de
semigrupos C0, são definidos a seguir [61].

Definição 2.2.1. Seja B um espaço de Banach complexo. Um semigrupo
uniparamétrico fortemente contínuo em B é uma família {Tt} de operadores
lineares em B parametrizadas por 0 ≤ t < ∞ e que satisfaz

(i) T0 = 1,

(ii) TsTt = Ts+t para s, t ≥ 0,

(iii) limt→0 ‖Ttx− x‖ = 0 para todo x ∈ B.
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Os dois primeiros axiomas são de caráter algébrico, o último por sua vez
é de caráter topológico. O teorema de Hille-Yosida caracteriza o gerador do
semigrupos. Apresentaremos aqui a formulação de Yosida [60]:

Teorema 2.2.1. Seja {Tt} um semigrupo uniparamétrico de operadores lineares de
um espaço de Banach B em B e ainda supt ‖Tt‖ ≤ 1. Seja D o conjunto de x ∈ B
tais que o limite fraco w− limh→0 h−1(Th − 1)x existe. Define-se A como

Ax = w− lim
h→0

h−1 (Th − 1) x, (2.2.1)

então D ≡ D(A) é denso em B, Além disso A é um operador fechado e aditivo de D
em B com as propriedades

para qualquer x ∈ D, lim
h→0

h−1 (Tt+h − Tt) = ATtx = Tt Ax. (2.2.2)

Além disso, existe uma sequência de operadores lineares {In} que comuta com todo
Tt e com A tal que

(i) AIn = n(In − 1),

(ii) ‖In‖ ≤ 1, limn→∞ Inx = x,

(iii)

Ttx = lim
n→∞

exp(tAIn)x = lim
n→∞

∞

∑
m=0

(m!)−1 (tAIn)
m x (2.2.3)

uniformemente para t em qualquer intervalo finito. Então, é possível provar
que

‖(A− n1)x‖ ≥ n ‖x‖ , n = 1, 2, . . . , para x ∈ D

e Range (A− n1) coincide com B(n = 1, 2, . . .).
(2.2.4)

e se yn é solução única de (A− n1)yn = y, n = 1, 2, . . . então

lim
n→∞

A(−nyn) = lim
(→∞

−n(y + nyn)) = Ay∀y ∈ D. (2.2.5)

A estratégia para provar o teorema é definir Cnx :=
∫ ∞

0 ne−nsTsxds, depois
provar que Cn é denso em B e satisfaz as condições para representar a família
de operadores lineares {In}. Utilizando essa representação prova-se o limite
na topologia forte da eq. (2.2.2) e o fechamento de A, assim como a forma
análoga à expansão de Taylor da eq. (2.2.3), uma vez que não é possível
expandir exp(tA) pois A é um operador não-limitado. A recíproca do
teorema anterior é apresentado abaixo.
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Teorema 2.2.2. Seja A um operador aditivo de um subconjunto denso D em B e que
satisfaz 2.2.4 e 2.2.5, então existe um semigrupo uniparamétrico fortemente contínuo
Tt que satisfaz 2.2.1 e 2.2.2.

Novamente escolhemos um operador Jn da forma Jny = −nyn, n = 1, 2, . . .
e ‖Jn‖ ≤ 1 que satisfaz 2.2.4 e 2.2.5, depois definimos T(n)

t = exp(tAJn) e
verificamos que quando n→ ∞ os operadores T(n)

t convergem a Tt.

2.3 Semigrupos Dinâmicos

A dinâmica de um sistema físico fechado de acordo com o formalismo da
Mecânica Quântica foi descrito na Seção 2.1, entretanto como já foi discutido,
essa descrição dificulta a representação matemática de processos irreversí-
veis. Para introduzir comportamento irreversível em sistemas quânticos foi
emprestada a idéia da Mecânica Estatística de um sistema interagindo com
um reservatório.

Consideremos um sistema aberto S e um sistema R suficientemente
grande, isto é, com suficientes graus de liberdade. Vamos admitir que o
sistema S+ R forma um sistema quântico fechado e os processos que ocorrem
nesse sistema são representados por grupos de transformações unitárias.
Espera-se que a dinâmica de S seja descrita por semigrupos uniparamétricos.

Inúmeros sistemas físicos podem ser descritos por uma equação mestra.
Tal equação é uma equação diferencial, em geral linear, que descreve a
evolução (Markoviana) da distribuição de probabilidade que representa o
estado de um sistema físico. A equação mestra para o operador de densidade
de um sistema quântico é:

d
dt

ρ = L ρ, (2.3.1)

onde L é o gerador de um semigrupo.
O operador densidade ρ representa o estado do sistema S e a informação

sobre o reservatório R está contida em L . Queremos definir a evolução
temporal desse operador para obter informações sobre o sistema, ou seja,
queremos uma forma para L . Para isso é útil a definição de semigrupos
dinâmicos [40] [39].

Definição 2.3.1. Seja H um espaço de Hilbert e seu estado de estados associ-
ado V+(H). Um semigrupo dinâmico é uma família de operadores lineares
Tt definido para todo t ≥ 0 que satisfaz

(i) Tt : V+(H)→ V+(H), t ≥ 0

(ii) tr(Ttρ) = tr(ρ), ∀ ρ ∈ V+(H) e ∀t ≥ 0,
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(iii) TsTtρ = Ts+tρ, ∀ ρ ∈ V e s, t ≥ 0,

(iv) limt→0 ‖Ttρ− ρ‖1 = 0 ∀ ρ ∈ V.

A primeira condição diz que os operadores Tt levam elementos positivos
em elementos positivos. A segunda condição está relacionada à conservação
do traço. A terceira condição está relacionada à memória do sistema, nesse
caso a evolução do sistema depende apenas do estado de um instante inicial
t0, i. e., os estados do sistema em t < t0 não influenciam na sua evolução. A
última condição permite que o teorema de Hille-Yosida seja aplicado para a
caracterização do gerador de semigrupos dinâmicos, uma vez que T 1(H) é
um espaço de Banach.

Além das condições citadas acima, existe a condição de positividade
completa necessária de um ponto de vista físico. Vamos definir positividade
completa e depois discutir o motivo pelo qual apenas a positividade não é
suficiente. Para isso é útil o conceito de matriz unital definido a seguir.

Definição 2.3.2. Seja M(C, m, n) o conjunto das matrizes com m linhas, n colu-
nas e com entradas complexas. Definimos as matrizes unitais em M(C, m, n)
como o conjunto das matrizes {eij}, i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n que satisfazem
(eij)ab = δaiδbj.

Definição 2.3.3. Sejam A e B álgebras C∗, Mn(C) a álgebra de matrizes
n× n com entradas complexas e idn a transformação identidade que leva
Mn(C) em Mn(C). Dada uma transformação linear T : A → B podemos
definir outra transformação linear Tn = T⊗ idn : A ⊗Mn(C)→ B⊗Mn(C).
Se Tn é positivo para todo n, então T é chamado de completamente positivo
(CP), T ∈ CP(A , B). Se Tn é positivo para um número inteiro positivo p
então T é chamado de p-positivo.

Consideremos dois sistemas físicos S1 e S2 e os respectivos espaços de
Hilbert associados a eles, H1 e H2. Assumamos que a dinâmica de S1 é
descrita por uma família de transformações positivas

T1,t : B(H1)→ B(H1), (2.3.2)

em que B(H1) denota o conjunto dos operadores limitados agindo em H1 e
que a dinâmica de S2 seja determinada pela hamiltoniana H2 = 0. O espaço
de Hilbert de S1 + S2 é H := H1 ⊗H2. Se os sistemas S1 e S2 não interagem,
esperamos que T1,t possa ser estendido para Tt : B(H) → B(H) de forma
que

Tt(X⊗ 1) = T1,t(X)⊗ 1,

Tt(1⊗Y) = 1⊗Y.
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onde X ∈ B(H1) e Y ∈ B(H2). Se o espaço de Hilbert de S2 tiver dimensão
finita n, então H2 ∼= Cn e B(H2) ∼= Mn(C), onde Mn(C) denota a álgebra de
matrizes n× n com entradas complexas. Tt é uma transformação linear de
B(H) em B(H), então de acordo com a definição 2.3.3 podemos estender Tt

para Tn,t : Mn(B(H1))→Mn(B(H1))
2:

Tn,t(X⊗ eij) = T1,t(X)⊗ eij, (2.3.3)

em que eij são matrizes unitais de Mn(C). A expressão 2.3.3 também é
denotada por Tn,t = T1,t ⊗ idn. A positividade de 2.3.3 para todo n não é
óbvia de um ponto de vista matemático, mas necessária de um ponto de vista
físico: espera-se que a dinâmica de S1 não seja alterada somente pelo fato de
que queremos descrever o sistema S1 + S2 em que S2 nem interage com S1.

Para exemplificar a condição de positividade completa consideremos dois
sistemas de dois níveis Sa e Sb com operadores densidade dados por

ρa =
1
2
(1 + ajσj) =

1
2

(
1 + a3 a1 − ia2

a1 + ia2 1− a3

)
(2.3.4)

e

ρb =
1
2
(1 + bjσj) =

1
2

(
1 + b3 b1 − ib2

b1 + ib2 1− b3

)
, (2.3.5)

onde σj, j = 1, 2, 3 são as matrizes de Pauli e as constantes aj e bj satisfazem

3

∑
j=1

a2
j = a2 ≤ 1,

3

∑
j=1

b2
j = b2 ≤ 1. (2.3.6)

O operador densidade do sistema Sa + Sb é dado por ρ = ρa ⊗ ρb e o
conjunto dos seus autovalores é

λ =

{
1
4
(1 + a)(1 + b),

1
4
(1 + a)(1− b),

1
4
(1− a)(1 + b),

1
4
(1− a)(1− b)

}
, (2.3.7)

os quais são todos positivos.
Agora consideremos uma operação Ta em Sa que leva a2 em −a2. O novo

operador densidade de Sa é

ρ′a =
1
2
(1 + ajσj) =

1
2

(
1 + a3 a1 + ia2

a1 − ia2 1− a3

)
. (2.3.8)

2Mn(B(H1)) denota a álgebra de matrizes com entradas do tipo B(H1) e pode ser
aproximada por Mn(B(H1)) ' B(H1)⊗Mn(C).
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Essa operação é uma transformação positiva e leva um estado que está
na esfera de Bloch em outro estado que também está na esfera de Bloch.
Notemos que essa operação não altera os autovalores de ρa. Se Sa não
interage com Sb podemos estender essa operação para o sistema Sa + Sb:

T(ρ) = (Ta ⊗ id2)(ρ) = Ta(ρa)⊗ ρb = ρ′a ⊗ ρb. (2.3.9)

Se ρ′ = T(ρ) é o operador densidade do sistema Sa + Sb após a operação,
temos que ρ′ possui o mesmo conjunto de autovalores de ρ e portanto T
definido em 2.3.9 é positivo para o sistema de dois níveis Sb, ou seja, T é
2-positivo. Poderíamos supor que Sb é um sistema de n níveis, então a 2-
positividade do sistema composto Sa + Sb obtida acima poderia ser facilmente
estendida para n-positividade (no entanto não poderíamos escrever explici-
tamente os autovalores do sistema composto), seguindo daí a positividade
completa de T.

A condição de positividade completa para descrever a dinâmica de
sistemas quânticos abertos ainda é muito discutida, há quem argumente
que é uma condição muito restritiva e já foi mostrado que transformações
não-completamente positivas (que incluem transformações completamente
positivas e também apenas positivas) descrevem a evolução de determina-
dos sistemas ([19], [62], [54]). No entanto nesses casos a não-positividade
completa é resultado do emaranhamento entre os estados iniciais dos dois
sistemas ou da interação posterior entre os mesmos.

Gerador de semigrupos dinâmicos

Como dito anteriormente, o teorema de Hille-Yosida caracteriza o gerador
de semigrupos, no entanto a forma explícita do gerador L da equação 2.3.1
foi apresentada posteriormente em 1976 por G. Lindblad [44] e Gorini et al.
[33], o primeiro utilizou ferramentas como geradores completamente dissipa-
tivos obtendo a forma do gerador para uma álgebra C∗ qualquer, enquanto os
últimos obtiveram a forma do gerador para a álgebra de matrizes complexas
utilizando projetores ortogonais. A forma explícita dos geradores de semi-
grupos dinâmicos é dada pelo teorema de Gorini-Kossakowski-Lindblad-
Sudarshan. Para enunciar e provar esse teorema são necessários alguns
resultados envolvendo transformações completamente positivas. O primeiro
desses é um teorema apresentado por M. Choi em 1975 [21] que relaciona
transformações completamente positivas em álgebras C∗ de matrizes. O
segundo generaliza o primeiro e caracteriza transformações completamente
positivas em uma álgebra C∗ e foi formulado por W. F. Stinespring [56]. O
último é um teorema provado por K. Kraus [41] em 1971.

Para provar o teorema de Choi, vamos utilizar os resultados do teorema
seguinte [5].



14 CAPÍTULO 2. SISTEMAS QUÂNTICOS ABERTOS

Teorema 2.3.1. Uma matriz A = [aij], d× d de uma álgebra C∗ A é positiva se e
somente satisfizer uma das condições abaixo:

(a) A é uma soma de matrizes da forma [(xi)
∗xj] com xi ∈ A , i = 1, 2, . . . , d;

(b) para quaisquer (x1, x2, . . . , xd) elementos de A

d

∑
i,j=1

x∗i aijxj (2.3.10)

é positivo em A .

Teorema 2.3.2. (Choi) Seja {eij|i, j = 1, 2, . . . , d} o conjunto das matrizes unitais
em Md. Uma transformação linear da álgebra de matrizes em uma álgebra C∗

φ : Md → A é completamente positiva se e somente se

[φ(eij)] é positiva em Mn(A ). (2.3.11)

Demonstração. De acordo com a definição 2.3.3, para mostrar que φ é com-
pletamente positivo temos que mostrar que

φ⊗ idk : Mk(Md)→Mk(A ) : [Aij] 7→ [φ(Aij)] (2.3.12)

é positivo para todo k = 1, 2, . . ., onde a operação identidade é denotada por
id.

(⇐) Se φ é completamente positivo, sua aplicação no espaço de matrizes
Md é positiva, a condição 2.3.11 é, portanto satisfeita.

(⇒) Utilizando o teorema 2.3.1, se encontrarmos elementos (x1, x2, . . . , xk)

de A tais que

k

∑
i,j=1

x∗i φ(Y∗i Yj)xj é positivo em A ,

então φ é positivo para alguma escolha de elementos (Y1, Y2, . . . , Yk) de Md.
Podemos escrever cada elemento Yi como uma combinação linear de matrizes
unitais:

Yi =
d

∑
l,m=1

ylm
i elm, ylm

i ∈ C,
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a expressão anterior fica

∑
i,j

x∗i φ(Y∗i Yj)xj = ∑
i,j

x∗i φ

((
∑
l,m

ylm
i elm

)∗(
∑

l′,m′=1
yl′m′

j el′m′

))
xj,

= ∑
i,j,l,m,l′,m′

ylm
i yl′m′

j x∗i φ(emlel′m′)xj,

= ∑
i,j,l,m,m′

ylm
i ylm′

j x∗i φ(emm′)xj,

= ∑
l

∑
mm′

(
∑

i
ylm

i xi

)∗
φ(emm′)

(
∑

j
ylm′

j xj

)
,

como vemos, a expressão acima tem a forma de 2.3.10 e é, portanto, positiva.
Temos que φ⊗ idk é positivo para todo k, então φ é completamente positivo.

Enunciaremaos agora o teorema que caracteriza a representação de trans-
formações completamente positivas em álgebras C∗: o teorema de Stinespring
[56].

Teorema 2.3.3. (Stinespring) Seja A uma álgebra C∗ com unidade, B(H) os
operadores limitados em um espaço de Hilbert e φ : A → B(H) uma transformação
linear positiva. Então existe um espaço de Hilbert K e uma *-representação π : A →
B(K) tal que

φ(a) = V∗π(a)V, (2.3.13)

onde V : K→ H é um operador limitado.

Demonstração. Seja K = A ⊗H, para a ⊗ h, b ⊗ g ∈ K definimos a forma
sesquilinear

〈a⊗ h, b⊗ g〉K := 〈φ(b∗a)h, g〉H , (2.3.14)

Como consequência da positivade de φ, a forma sesquilinear 〈·, ·〉K é
positiva. No entanto, a operação definida em 2.3.14 pode ser uma forma
sesquilinear degenerada, isto é, pode existir n 6= 0, n ∈ K para o qual vale
〈n, n〉K = 0. Para remover essa degenerescência consideramos o espaço
quociente K′ = K/K0 em que o subconjunto K0 é definido como:

K0 = {n ∈ K| 〈n, n〉K = 0}. (2.3.15)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz [52] é válida para formas sesquiline-
ares positivas, então para n ∈ K0 e u ∈ K vale

| 〈n, u〉 |2 ≤ 〈n, n〉 〈u, u〉 = 0, (2.3.16)
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o conjunto K0 pode então ser redefinido como:

K0 = {n ∈ K, u ∈ K| 〈n, u〉K = 0}. (2.3.17)

Podemos então definir o espaço K′ formado pelas classes de equivalência
[x] = {x + n, n ∈ K0} e x ∈ K′ cujo elemento nulo é [0] = {n ∈ K0}.
Definimos em K′ a forma sesquilinear

〈[a⊗ h], [b⊗ g]〉K′ = 〈φ(b∗a)h, g〉H . (2.3.18)

Vamos verificar que a expressão 2.3.18 não depende da escolha do repre-
sentante da classe. Primeiramente, vamos substituir a⊗ h por a⊗ h + n, com
n ∈ K0:

〈[a⊗ h + n], [b⊗ g]〉K′ = 〈a⊗ h, b⊗ g〉K′ + 〈n, b⊗ g〉K′
= 〈φ(b∗a)h, g〉H = 〈[a⊗ h], [b⊗ g]〉K′ . (2.3.19)

Como a forma sesquilinear é simétrica, temos também que

〈[a⊗ h], [b⊗ g + n]〉K′ = 〈φ(b∗a)h, g〉H (2.3.20)

para a, b ∈ A , h, g ∈ H e n ∈ K0. Portanto, a expressão 2.3.18 é bem definida
em K′ e define um produto interno em K′.

Vamos considerar o operador agindo em K′ definido da seguinte forma:

π(x)[a⊗ h] := [xa⊗ h], (2.3.21)

x ∈ A . Para verificar se π(x) é um operador limitado em K′ é útil lembrar
que para elementos positivos a, b de A vale [18]

0 ≤ b ≤ ‖b‖1, (2.3.22)

e se a ≥ b ≥ 0, então

c∗ac ≥ c∗bc ≥ 0, ∀c ∈ A . (2.3.23)

Especificamente, para a, x ∈ A :

a∗x∗xa ≤ a∗ ‖x‖2 a,

e pela positividade e linearidade de φ temos:

φ(a∗x∗xa) ≤ ‖x‖2 φ(a∗a). (2.3.24)

Utilizando 2.3.24 para calcular ‖π(x)a⊗ h]‖2
K′ para x, a ∈ A e h, g ∈ H:
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‖π(x)[a⊗ h]‖2
K′ = 〈π(x)[a⊗ h], π(x)[a⊗ h]〉K′

= 〈[xa⊗ h], [xa⊗ h]〉K′
= 〈φ(a∗x∗xxa)h, h〉H
≤ ‖x‖2 〈φ(a∗a)h, h〉H
≤ ‖x‖2 〈[a⊗ h], [a⊗ h]〉K′
≤ ‖x‖2 ‖[a⊗ h]‖2

K′ .

ou seja, π(x) é limitado:
‖π(x)‖ ≤ ‖x‖2 . (2.3.25)

De acordo com o teorema BLT [52] podemos estender π(x) para todo K

sendo que 2.3.25 ainda vale.
Notemos que para x, y ∈ A

π(αx + βy)[a⊗ h] = α[xa⊗ h] + β[yb⊗ g]

= απ(x)[a⊗ h] + βπ(y)[b⊗ g]

e

π(x)π(y)[a⊗ h] = π(x)[ya⊗ h]

= [xya⊗ h]

= π(xy)[a⊗ h],

ou seja, π é uma representação de A por operadores limitados em K. Além
disso, temos que

〈[a⊗ h], π(x∗)[b⊗ g]〉K′ = 〈[a⊗ h], [x∗b⊗ g]〉K′
= 〈φ((x∗b)∗a)h, g〉H
= 〈φ(b∗(xa))h, g〉H
= 〈[xa⊗ h], [b⊗ g]〉K′
= 〈π(x)[a⊗ h], [b⊗ g]〉K′
= 〈[a⊗ h], π∗(x)[b⊗ g]〉K′ ,

isto é, π(x) é uma *-representação em K′ que pode ser estendida para todo
K.

Definimos o operador V da eq. 2.3.13 como

Vh := [1⊗ h], h ∈ H. (2.3.26)
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Obtemos a 2.3.13 calculando

〈V∗π(a)Vx, y〉 = 〈π(a)Vx, Vy〉
= 〈π(a)(1⊗ x),1⊗ y〉
= 〈a⊗ x,1⊗ y〉
= 〈φ(a)x, y〉 .

para x, y ∈ H e a ∈ A .

A tripla (π, V,K) é chamada de representação de Stinespring de φ. Se
considerarmos essa representação no caso unidimensional, φ é um funci-
onal linear positivo e para V1 := Ω o teorema de Stinespring se reduz à
representação GNS.

Para provar o teorema de Kraus precisamos de um resultado preliminar
provado inicialmente por Neumark [47] e posteriormente por Davies [26].

Lema 2.3.1. Seja π uma representação de B(H) em um espaço de Hilbert
H̃. Então existem subespaços mutuamente ortogonais Hk ⊂ H̃, k ∈ Ω e o
complemento ortogonal H0 de ⊕kHk os quais são invariantes por π(X) para
todo X ∈ B(H). Os subespaços Hk são isomorfos a um espaço de Hilbert
separável H e as representações em cada Hk são idênticas e são π(X) = X. A
representação π0 é a representação na subálgebra B(H)/C(H) onde C(H) é
o conjunto dos operadores compactos agindo em H e é um bi-ideal de B(H)

[52]. A decomposição ortogonal de H̃ é, portanto

H̃ =
⊕

k∈Ω

Hk ⊕H0, Hk ≡ H, (2.3.27)

e induz a representação na forma

π =
⊕

k∈Ω

πk ⊕ π0, πk(X) ≡ X. (2.3.28)

Teorema 2.3.4. (Kraus) Uma transformação normal3, linear e completamente posi-
tiva φ : B(H)→ B(H) que satisfaz ‖φ(A)‖ ≤ ‖A‖ pode ser escrita na forma

φ(A) = ∑
k

V∗k AVk, (2.3.29)

onde A ∈ A , Vk são operadores limitados e satisfazem

∑
k

V∗k Vk ≤ 1. (2.3.30)

3Transformação contínua na topologia ultrafraca. Ver a entrada convergência ultrafraca
do Glossário.
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Demonstração. Utilizando o teorema de Stinespring (Teorema 2.3.3 na pá-
gina 15), uma transformação completamente positiva pode ser escrita na
forma 2.3.13:

φ(A) = V∗π(A)V,

onde V : H → H̃. De acordo com o lema 2.3.1 a representação π pode ser
reduzida à representações na decomposição de H̃:

π(A) =
⊕

k∈Ω

πk(A)⊕ π0(A), πk(A) ≡ A.

Os operadores V podem ser representados por

V =
⊕

k

Vk ⊕V0, (2.3.31)

onde Vk, k ∈ Ω são operadores em H e V0 uma transformação linear de H

em H0. Temos ainda que

V∗V = ∑
k∈Ω

V∗k Vk + V∗0 V0 ≤ ‖V‖2
1. (2.3.32)

Utilizando 2.3.31 em 2.3.13, obtemos:

φ(A) = ∑
k∈Ω

V∗k AVk + V∗0 π0(A)V0, (2.3.33)

Vamos agora mostrar que o conjunto Ω é contável e que o último termo
do lado direito de 2.3.33 mão contribui para a representação de φ(A).

O conjunto Ω que indexa a soma nas expressões 2.3.28, 2.3.31 e 2.3.33
não é necessariamente contável. Para verificar se Ω é contável ou não, vamos
considerar um conjunto contável { fi} e denso em H. H é separável, portanto
temos que

∑
k∈Ω
〈 fi, V∗k Vk fi〉

é convergente de acordo com 2.3.32. Temos então que o conjunto Ωi tal que〈
fi, V∗k Vk fi

〉
= ‖Vk fi‖2 6= 0 é, no máximo, contável, e o mesmo vale para o

conjunto
⋃

i Ωi. Para o conjunto complementar vale Vk fi = 0, então Vk = 0.
Portanto o conjunto Ω é no máximo contável.

Consideremos então o conjunto Ω = {1, 2, . . .} e o operador definido por:

Fn := ∑
k≤n

V∗k Vk, (2.3.34)

Fn é positivo, pois V∗k Vk ≥ 0. Além disso Fn é crescente com n e, de acordo
com 2.3.30, Fn ≤ 1 e portanto, limitado. Seja { fi} uma base ortonormal
completa de H e B ∈ T 1(H), então FnB ∈ T 1(H) pois o conjunto dos
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operadores de classe traço forma um bi-ideal de B(H). Podemos então
calcular o limite a seguir:

lim
n→∞

tr(FnB) = lim
n→∞ ∑

i
〈 fi, FnB fi〉

= ∑
i

∑
k≤n
〈 fi, V∗k VkB fi〉

= ∑
i

∞

∑
k=1
〈 fi, V∗k VkB fi〉

= tr(FB),

o limite anterior corresponde à convergência ultrafraca de Fn à F onde F é

F :=
∞

∑
k=1

V∗k Vk, (2.3.35)

o limite ultrafraco é denotado por Fn
w∗→ F. Novamente utilizando 2.3.30

temos que 0 ≤ F ≤ 1, portanto F ∈ B(H). Consideremos um operador A ∈
B(H) tal que 0 ≤ A. Como A é um operador positivo, vale a desigualdade
(‖A‖1− A) ≥ 0 e V∗k (‖A‖1− A)Vk ≥ 0 para todo k [18]. Definimos então
o operador Ãn:

Ãn := ∑
k≤n

V∗k AVk (2.3.36)

que é um operador positivo e crescente com n. Temos

Ãn ≤ ∑
k≤n

V∗k ‖A‖Vk

≤ ‖A‖ Fn

≤ ‖A‖ F,

Ãn é, portanto, um operador limitado. O mesmo método para mostrar

Fn
w∗→ F pode ser utilizado para mostrar que Ãn

w∗→ Ã onde Ã é

Ã =
∞

∑
k=1

V∗k AVk. (2.3.37)

Queremos que φ(A) seja um operador normal, i. e., que seja contínuo
na topologia operatorial ultrafraca. Em 2.3.33 o primeiro termo pode ser
identificado com Ã de 2.3.37 o qual foi provado que é normal. Já o segundo
termo, V∗0 π0(A)V0, deve ser normal para que φ(A) o seja. No entanto
o operador limitado A é o limite ultrafraco de operadores compactos Ai,
como π0 é a representação da subálgebra B(H)/C(H) temos que π0(A) = 0.
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Podemos finalmente escrever a transformação linear, normal e completamente
positiva como

φ(A) = ∑
k∈Ω

V∗k AVk,

onde Ω é um conjunto contável.

Utilizando os resultados anteriores, podemos finalmente enunciar o te-
orema da forma de geradores de semigrupos dinâmicos para o caso de
dimensão finita.

Teorema 2.3.5. (Gorini-Kossakowski-Lindblad-Sudarshan) Um operador linear
L é gerador de um semigrupo dinâmico em uma álgebra de matriz Mn se, e somente
se,

L (A) = i[H, A] + φ(A)− 1
2
(φ(1)A + Aφ(1)) (2.3.38)

onde φ ∈ CP(Mn), H = H∗ ∈Mn e A ∈Mn.

Demonstração.
(⇒) Escrevendo L (A) na forma

L (A) = φ(A)− K(A),

onde

K(A) :=
1
2
(VA + AV∗) V := φ(1) + iH.

Temos que e(tφ) satisfaz

e(0φ) = 1,

e(sφ)e(tφ) = e((s+t)φ),

lim
t→0

∥∥∥e(tφ)x− φ
∥∥∥ = 0, x ∈Mn.

ou seja, e(tφ) é um semigrupo. Além disso, definindo o operador e(tφn) vemos
que ele é positivo para todo n, isto é, e(tφ) forma um semigrupo completa-
mente positivo. O processo é análogo para verificar que e(tK) também forma
um semigrupo completamente positivo.

Utilizando a fórmula de Trotter (válida para álgebra de matrizes) temos
que:

e(tL ) = lim
n→∞

[
etφ/ne−tK/n

]n
, (2.3.39)
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também é completamente positivo4. Podemos então definir o semigrupo
dinâmico Tt = etL cujo gerador é L .

(⇐) De acordo com o teorema de Choi (Teorema 2.3.2 na página 14) existe um
isomorfismo entre uma transformação completamente positiva T ∈ B(Md)

e matrizes positivas T̂ ∈Md ⊗Md. A matriz T̂ tem como entradas matrizes
da forma φ̂ij := φ̂(eij). Definindo a operação J := (1/d)id com entradas do
tipo Ĵij := (1/d)eij onde eij são matrizes unitais, temos um projetor no espaço
Md ⊗Md. Podemos então decompor T̂:

T̂ = (1− Ĵ)T̂(1− Ĵ) + Ĵ(T̂ − 1
2

T̂ Ĵ) + (T̂ − 1
2

Ĵ T̂) Ĵ. (2.3.40)

Notemos que o primeiro termo é um operador positivo, pois (1− Ĵ) é
positivo e a multiplicação de matrizes positivas é uma matriz positiva. Já os
últimos termos correspondem à multiplicação pela esquerda e direita por Ĵ
que é múltipla de matrizes unitais. Escrevendo 2.3.40 na sua correspondente
forma em B(Md), o primeiro termo é uma transformação completamente
positiva, pois está relacionado a uma matriz positiva em Md(Md), vamos
denotar essa transformação CP por TCP, seja o correspondente de (T̂ − 1

2 T̂ Ĵ)
um operador S e lembrando que Ĵ cumpre o papel de projetor em Md ⊗Md,
temos

T(A) = TCP(A) + SA + AS∗. (2.3.41)

As transformações lineares T podem ser parametrizadas por t ∈ R+,
formando um semigrupo uniparamétrico. Utilizando o teorema de Hille-
Yosida (Teorema 2.2.1 na página 9) podemos caracterizar o gerador desse
semigrupo:

L (A) = lim
t→0

1
t
(Tt(A)− A),

= lim
T→0

1
t
(TCP

t (A) + St A + AS∗t − A),

= lim
t→0

1
t

TCP
t (A) + lim

t→0

1
t
(St +

1
2
)A + lim

t→0

1
t

A(S∗t −
1
2
),

o primeiro termo é uma transformação completamente positiva, pois é limite
de uma transformação completamente positiva, denotanto essa transformação
por φ e o limite de (S∗t − 1

2 ) por − 1
2 B, podemos escrever

L (A) = φ(A)− 1
2
(B∗A + AB).

4É fácil ver que o produto de dois operadores completamente positivos deve ser comple-
tamente positivo. Seja A um operador agindo em um espaço de Hilbert H tal queA ∈ CP(H),
isto é, A⊗ idn mapeia V+(H⊗Cn) em V+(H⊗Cn) onde idn denota a transformação que
leva um elemento de Mn(C) em si mesmo e V+ o espaço de estados definido em 2.1.2. Seja
B ∈ CP(H), então o produto AB que satisfaz AB⊗ idn = (A⊗ idn)(B⊗ idn) é CP.
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Para que L (1) = 0, i. e., para que o operador L preserve a unidade,
escolhemos H := 1

4i (B− B∗) e φ(1) := 1
2 (B + B∗) e L (A) fica na forma

L (A) = φ(A) + i[H, A]− 1
4
(2B∗A + 2AB + BA− B∗A− AB + AB∗),

= φ(A) + i[H, A]− 1
4
((B + B∗)A + A(B + B∗)),

= φ(A) + i[H, A]
1
2
(φ(1)A + Aφ(1)).

Utilizando a representação de Kraus (Teorema 2.3.4 na página 18) o
resultado anterior pode ser reescrito em termos de operadores Vi:

L (A) = i[H, A] +
1
2 ∑

i
(2V∗i AVi − {V∗i Vi, A}) . (2.3.42)

Para obter o gerador na descrição de Schrödinger, denotado por L̃ ,
notamos que o valor médio de um operador A dado pela eq. (2.1.3) na
página 7 deve ser o mesmo em ambas as descrições, portanto:

tr(ρ(t)A) = tr(ρA(t)),

derivando em relação a t obtemos:

tr(
d
dt

ρ(t)A) = tr(ρ
d
dt

A(t)).

Sabendo que d
dt ρ = L̃ (ρ) e d

dt A = L (A):

tr(L̃ (ρ)A) = tr(ρL (A)),

utilizando o produto interno de Hilbert-Schmidt podemos reescrever a ex-
pressão anterior

〈
L̃ (ρ)∗, A

〉
= 〈ρ, L (A)〉〈

(L̃ (ρ))∗, A
〉
= 〈L ∗(ρ), A〉 ,

temos então que
(L̃ (ρ))∗ = L ∗(ρ),

o adjunto da expressão anterior é

L̃ (ρ) = (L ∗(ρ))∗.

De 2.3.42 podemos calcular o adjunto de L :

L ∗ = −i[H, ·] + 1
2 ∑

i
(2V∗i ·Vi − {V∗i Vi, ·}) .
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Calculando o adjunto L ∗(ρ) com a ajuda da expressão anterior, podemos
determinar a expressão para L̃ (ρ):

L̃ (ρ) = −i[H, ρ] +
1
2 ∑

i
(2ViρV∗i − ρV∗i Vi −V∗i Viρ) . (2.3.43)



Capítulo 3

Teorema Adiabático

Formulado pela primeira vez em 1928 por Max Born e Vladimir Fock [14],
o teorema adiabático é um tópico consolidado tanto na Mecânica Clássica
quanto na Mecânica Quântica. Ele descreve o comportamento das soluções
de um problema de condição inicial no qual a hamiltoniana que gera a
evolução temporal depende de forma suficientemente lenta do tempo. A
utilização do regime adiabático contribuiu para a formulação de resultados
importantes, como a aproximação de Born-Oppenheimer [15] que descreve
a função de onda de uma molécula como um desacoplamento da função
de onda eletrônica e da função de onda nuclear. O teorema adiabático é
relevante nessa formulação quando assume-se que o parâmetro temporal do
núcleo é muito maior do que o parâmetro temporal eletrônico e, portanto,
pequenas mudanças na hamiltoniana nuclear resultam em funções de onda
eletrônicas de mesmo nível de energia.

O teorema adiabático apresentado por Born e Fock considerava apenas
hamiltonianas com espectro discreto e sem degenerescência, exceto pelo
cruzamento eventual de autovalores. Um estudo posterior foi feito por T. Kato
[38] em 1950 no qual considerou-se hamiltonianas com espectro contínuo
e com degenerescência. Ambas as formulações apresentam a condição de
lacuna no espectro da hamiltoniana, tal condição consiste na hipótese de
que o autovalor associado ao estado inicial do sistema está separado por
uma lacuna do resto do espectro. Uma generalização recente realizada por
J. E. Avron e A. Elgart [6] dispensa a condição de lacuna em detrimento da
informação sobre a taxa no qual o limite adiabático é alcançado. A principal
motivação de um teorema adiabático sem condição de lacuna é o estudo de
sistemas interagindo com campo de radiação.

As aplicações e consequentes reformulações do teorema adiabático são
inúmeras: Avron, Seiler e Yaffe utilizaram o teorema adiabático para estudar
o efeito Hall quântico [9] em 1987 e posteriormente Avron et al. derivaram
um resultado análogo à fórmula de Landau-Zener utilizando operadores de

25
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Lindblad de defasagem e o regime adiabático [7].
Seguiremos a descrição de T. Kato para o teorema adiabático. Conside-

raremos a evolução do sistema físico num intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ τ a
partir da transformação dinâmica regida pela evolução temporal gerada pela
hamiltoniana, e da transformação adiabática, regida pela evolução temporal
de uma aproximação da hamiltoniana utilizando os projetores espectrais. Em
seguida mostraremos que no limite em que τ → ∞ a evolução temporal das
duas transformações são equivalentes a menos de um fator de fase.

3.1 Transformação Dinâmica

A dinâmica de um sistema é dada pela sua hamiltoniana e a sua evolução
regida pela equação de Schrödinger (h̄ = 1):

i
d
dt

ψ(t) = H(t)ψ(t), (3.1.1)

onde H é um operador auto-adjunto, mas não necessariamente limitado.
Consideremos o intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ τ, queremos estudar o

comportamento do sistema quando τ → ∞, para isso introduzimos uma
nova variável s = t/τ em que 0 ≤ s ≤ 1. Em termos de s a equação 3.1.1 fica

i
d
ds

ψτ(s) = τH(s)ψτ(s), (3.1.2)

assumindo que H não depende explicitamente de τ e que d
ds H(s) < ∞

quando τ → ∞.
Sobre a natureza do espectro de H faremos uma única suposição: existe

um autovalor λ(s) com multiplicidade finita separado do resto do espectro
por uma lacuna. Trabalharemos com o projetor P(s) associado a λ(s), uma
vez que esse é unicamente determinado (ao contrário dos autoestados corres-
pondentes a λ(s)). Assumimos que λ(s) e P(s) são funções contínuas de s e
que d

dd P e d2

ds2 P são contínuas por partes. Para λ(s) e P(s) vale

(H(s)− λ(s))P(s) = 0, (3.1.3)

então existe um operador S(s) tal que

(H(s)− λ(s))S(s) = 1− P(s) (3.1.4)

e P(s)S(s) = S(s)P(s) = 0. Esse operador ortogonal a P(s) possui a seguinte
representação espectral e é denominado resolvente reduzido:

S(s) =
∫ ′

(λ− λ(s))−1dPs(λ) (3.1.5)
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em que
∫ ′

denota integração sobre todos λ com exceção de λ = λ(s). A
solução de 3.1.2 é

ψτ(s) = Uτ(s)ψτ(0), (3.1.6)

onde Uτ(s) é o operador de evolução temporal do sistema que obedece a
seguinte equação e condição inicial:

U′τ(s)s = −iτH(s)Uτ(s) Uτ(0) = 1, (3.1.7)

e o seu adjunto obedece

U∗τ
′(s) = iτH(s)U∗τ(s) U∗τ(0) = 1 (3.1.8)

em que ′ denota a derivação em relação a s. Vamos definir um operador
Ūτ(s) que nos será útil mais adiante:

Ūτ(s) = exp{iτ
∫ s

0
λ(s)ds}Uτ(s). (3.1.9)

Temos então que Ū∗τ ′(s) obedece à equação diferencial

Ū∗τ
′(s) = iτŪ∗τ(s)(H(s)− λ(s)). (3.1.10)

3.2 Transformação Adiabática

Consideremos agora um operador que obedece uma equação similar à
equação 3.1.7:

U′(s) = iA(s)U(s) U(0) = 1, (3.2.1)

onde o operador A(s) é auto-adjunto (mas não necessariamente limitado) e é
análogo à hamiltoniana da equação 3.1.7. Escolhemos A da forma:

iA(s) = [P′(s), P(s)], (3.2.2)

isto é, o operador A depende somente do projetor associado ao autovalor λ(s).
Para verificar que U(s) é unitário devemos calcular U∗U e UU∗. Calculemos
primeiro (U∗U)′

(U∗U)′ = U∗′U + U∗U′ = −iAU∗U + U∗iAU = 0, (3.2.3)

U∗U é constante em s e como U∗(0)U(0) = 1, temos que U∗(s)U(s) = 1.
Agora (UU∗)′:

(UU∗)′ = U′U∗ + UU∗′ = i[A, UU∗], (3.2.4)

a equação 3.2.4 é uma equação diferencial linear em UU∗ e, dada a con-
dição inicial U(0)U∗(0) = 1, sua solução é unicamente determinada e é
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U(s)U∗(s) = 1. Reunindo as soluções das equaçãos diferenciais 3.2.3 e 3.2.4
temos UU∗ = U∗U = 1, ou seja, U é um operador unitário.

Sabemos que P(s) é um projetor ortogonal, portanto possui a propriedade
de que P2 = P [11]. Temos que (P2)′ = P′P + PP′, multiplicando essa
expressão à direita e esquerda por P, obtemos a seguinte propriedade dos
projetores:

PP′P = 0. (3.2.5)

Multiplicando a equação 3.2.2 pela esquerda e depois pela direita por P e
utilizando a propriedade 3.2.5 obtemos respecticamente:

iPA = −PP′, iAP = P′P, (3.2.6)

e, portanto

P′ = (P2)′ = P′P + PP′ = iAP− iPA = i[A, P]. (3.2.7)

Consideremos o operador W = PU:

W ′ = (PU)′ = P′U + PU′

= (iAP− iPA)U + P(iAU) = iAPU

= iAW, (3.2.8)

o operador W obedece a mesma equação que U, 3.2.1, exceto pela condição
inicial. A solução da equação 3.2.1 para W é da forma W(s) = U(s)W(0),
isto é,

W(s) ≡ P(s)U(s) = U(s)W(0) = U(s)P(0)U(0) = U(s)P(0), (3.2.9)

onde foi utilizado que U(0) = 1. Da equação 3.2.9 notamos que

P(s) = U(s)P(0)U−1(s), (3.2.10)

ou seja, o operador U(s) leva o subespaço associado ao projetor P(0) de H(0)
ao subespaço associado ao projetor P(s) de H(s). Multiplicando o operador
W pela esquerda por P(s) e utilizando a equação 3.2.9 temos:

P(s)W(s) = P(s)U(s)P(0) = W(s)P(0), (3.2.11)

a propriedade da equação 3.2.11 é denominada propriedade de intertwining.
Além disso obtemos da equação 3.2.6 e de W = PU = PPU = PW

W ′ = iAW = iAPW = P′PW = P′W. (3.2.12)

Portanto W obedece a uma equação diferencial que depende apenas do
projetor P, diferentemente do operador Uτ que obedece uma equação dife-
rencial que depende de H(s). Os operadores U(s) e W(s) são os operadores
responsáveis pela transformação adiabática correspondente ao autovalor
λ(s). Veremos que o operador U(s) é o operador que representa a evolução
adiabática do sistema que está inicialmente no subespaço P(0).
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3.3 Equivalência das transformações dinâmica e
adiabática quando τ → ∞

Queremos mostrar que no limite em que τ → ∞ a dinâmica hamiltoniana
- representada pelo operador Uτ(s) - pode ser substituída pela dinâmica
adiabática - representada pelo operador U(s). Consideremos as equações
3.1.10, 3.1.3 e 3.1.9 na expressão abaixo:

(Ū∗τW)′ = Ū∗τ
′W + Ū∗τW ′

= iτŪ∗τ(H − λ) W︸︷︷︸
=PW

+Ū∗τW ′

= iτŪ∗τ (H − λ)P︸ ︷︷ ︸
=0

W + Ū∗τW ′

= Ū∗τW ′.

Integrando a expressão entre 0 e s e utilizando as condições iniciais
Ū∗τ(0) = 1 e W(0) = P(0)U(0) = P(0) obtemos:

Ū∗τ(s)W(s)− P(0) =
∫ s

0
Ū∗τW ′ds. (3.3.1)

Agora notemos que

PW ′ 3.2.5
= PP′W 3.2.5

= 0;

Podemos então escrever W ′ = (1− P)W ′ 3.1.4
= (H − λ)SW ′ e a expressão

3.3.1 fica

Ū∗τ(s)W(s)− P(0) =
∫ s

0
Ū∗τ(H − λ)SW ′ds

3.1.10
=
∫ s

0
(iτ)−1Ū∗τ

′SW ′

= (iτ)−1 [Ū∗τ SW ′
]s

0 − (iτ)−1
∫ s

0
Ū∗τ(SW ′)′ds. (3.3.2)

Queremos que o lado direito da expressão acima seja de ordem O (τ−1).
Observemos que Ū∗τ é unitário, portanto de ordem 1, já o operador S dado
por 3.1.5 pode não ser definido se λ for suficientemente próximo de λ(s). No
entanto, estamos assumindo que λ(s) é um autovalor de H isolado do resto
do espectro. Portanto, a condição de lacuna no espectro de H garante que
o operador S é bem definido. Temos então que o lado direito da expressão
anterior é de ordem O (τ−1) e, além disso, a condição de lacuna permite que
saibamos que a taxa de aproximação entre as duas dinâmicas é proporcional
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a τ−1. Multiplicando a expressão 3.3.2 à esquerda por Ūτ e utilizando a
equação 3.2.11, obtemos:

‖Ūτ(s)P(0)−W(s)P(0)‖ = O (τ−1)∥∥∥∥
(

Uτ(s)− exp{−iτ
∫ s

0
λ(s′)ds′}W(s)

)
P(0)

∥∥∥∥ = O (τ−1) ,

colocando em função dos parâmetros temporais t e τ das transformações
dinâmica e adiabática, respectivamente:

∥∥∥∥∥

(
U(t)− exp{−i

∫ t
τ

0
λ
(

t′
τ

)
dt′}W

(
t′
τ

)
)

P(0)

∥∥∥∥∥ = O (τ−1) . (3.3.3)

Pela eq. (3.3.3) vemos que no limite em que τ → ∞ o operador de transfor-
mação dinâmica U(t) pode ser aproximado pelo operador de transformação
adiabática W( t

τ ) a menos de um fator de fase.
Uma das principais razões da ampla aplicabilidade do teorema adiabático

é a asserção de que, em um instante posterior, a probabilidade do sistema es-
tar em um estado correspondente ao estado inicial se conserva. Vamos exem-
plificar essa afirmativa. Seja {ϕj(0)} autoestados ortonormais do sistema cor-
respondentes a λ(0). Temos que P(0)ϕj(0) = ϕj(0) e W(s)P(0)ϕj(0) = ϕj(s),
ou seja, ϕj é o estado do sistema correspondente à evolução adiabática.
Podemos aplicar o termo da norma da expressão 3.3.3 em ϕj(0) obtendo:

Uτ(s)ϕj(0)− exp{−iτ
∫ s

0
λ(s′)ds′}ϕj(s).

Se φ(0) é o estado inicial do sistema, o estado em um instante posterior
é dado pela evolução hamiltoniana e é φ(s) = Uτφ(0). Fazendo o produto
interno de φ(s) com a expressão anterior obtemos

〈
φ(s), Uτ(s)ϕj(0)

〉
− exp{−iτ

∫ s

0
λ(s′)ds′}

〈
φ(s), ϕj(s)

〉
,

lembrando que Uτ(s) é unitário, temos:

〈
φ(0), ϕj(0)

〉
− exp{−iτ

∫ s

0
λ(s′)ds′}

〈
φ(s), ϕj(s)

〉
.

O módulo dessa expressão pode ser estimado a partir da eq. (3.3.3) e da
desigualdade de Cauchy-Schwarz (lembrando que ‖φ(s)‖ =

∥∥ϕj(0)
∥∥ = 1):

| 〈φ(0), ϕ(0)〉 − exp{−iτ
∫ s

0
λ(s′)ds′} 〈φ(s), ϕ(s)〉 |

≤
∥∥∥∥
(

Uτ(s)− exp{−iτ
∫ s

0
λ(s′)ds′}W(s)

)
P(0)

∥∥∥∥
≤ O (τ−1) ,
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ou seja, quando τ → ∞ temos que
〈
φ(0), ϕj(0)

〉
é igual a

〈
φ(s), ϕj(s)

〉
a

menos de um fator de fase. Portanto, isso confirma a asserção de que a
probabilidade de que o sistema esteja no estado correspondente ao estado
inicial se conserva.

Agora consideremos o caso no qual há cruzamento de autovalores, então
o operador definido na eq. (3.1.5) na página 26 pode não ser definido e a
aproximação feita na eq. (3.3.2) na página 29 não é válida. Para resolver
esse problema vamos fazer aproximações infinitesimais em 3.3.2. Sejam
sk, . . . , sN−1 os autovalores nos quais acontecem cruzamento e δ > 0 su-
ficientemente pequeno, então a expressão 3.3.1 considerada no intervalo
sk − δ ≤ sk + δ em que s0 = 0 e sN = 1 e δ→ 0 fica

lim
δ→0

[Ū∗τW]
sk+δ
sk−δ = 0, (3.3.4)

pois Ū∗τ é um operador unitário e W é definido na eq. (3.2.9) na página 28
como produto de um operador unitário e um projetor. Agora consideremos
um δ fixo e um intervalo de s no qual é garantido que não há cruzamento,
por exemplo sk−1 + δ ≤ s ≤ sk − δ, para que o operador S seja bem definido
e os argumentos do caso em que não há cruzamento são válidos. A eq. (3.3.2)
na página 29 pode ser aplicada a cada intervalo desse tipo obtendo-se

lim
τ→∞

[Ū∗τW]
sk−δ
sk−1+δ = 0. (3.3.5)

Pelas equações 3.3.4 e 3.3.5 vemos que se primeiramente considerarmos
o limite δ→ 0 e depois τ → ∞ conseguimos garantir que o operador S seja
bem definido e que a expressão Ū∗τW − P(0) tenda à zero:

Ū∗τW − P(0) = o(1), (3.3.6)

onde o(1) é algo que vai à zero quando τ → ∞. Multiplicando 3.3.6 pela
esquerda por Ūτ obtemos

∥∥∥∥∥

(
U(t)− exp{−i

∫ t
τ

0
λ
(

t′
τ

)
dt′}W

(
t′
τ

)
)

P(0)

∥∥∥∥∥ = o(1), (3.3.7)

Os resultados obtidos provam as asserções do teorema adiabático que
enunciaremos a seguir.

Teorema 3.3.1. (Kato) Seja uma família de operadores auto-adjuntos H(t) que
representa a hamiltoniana de um sistema e seja 0 ≤ t ≤ τ onde τ ≥ 0. Definimos a
variável s = t/τ. Assumimos que o espectro de H contém um autovalor λ(s) com
multiplicidade finita e separado por uma lacuna do restante do espectro para todo
s. O projetor associado a λ(s) satisfaz a condição de que dP/ds e d2P/ds2 sejam
contínuos por partes.
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O operador de evolução hamiltoniana Uτ(s) obedece a equação

Uτ(s)′ = −iτH(s)Uτ(s), Uτ(0) = 1,

onde Uτ(s) = U( t
τ ) e ′ denota a derivação em relação a s. O operador de evolução

adiabática U(s) é definido de tal forma que obedece a equação

U′ = iA(s)U(s), U(0) = 1,

em que o operador A satisfaz

iA(s) = [P′(s), P(s)].

Então, para τ → ∞ a dinâmica hamiltoniana e adiabática são equivalentes e os
operadores de evolução temporal correspondentes a cada uma satisfazem

∥∥∥∥
(

Uτ(s)− exp{−iτ
∫ s

0
λ(s′)ds′}U(s)

)
P(0)

∥∥∥∥ = O (τ−1) .

3.4 Teorema Adiabático sem condição de lacuna

A condição de lacuna que acompanha o teorema adiabático formulado
primeiramente por Born e Fock e posteriormente por Kato1 desempenha
um papel fundamental. Além disso, a lacuna provê uma taxa na qual o
limite adiabático é alcançado, ou seja, ela provê uma escala de tempo para
a transformação adiabática. Esses argumentos indicavam que a condição
de lacuna é uma condição intrínseca do teorema adiabático, contudo Avron
e Elgart [6], motivados por sistemas físicos interagindo com campos de
radiação, provaram em 1998 um teorema adiabático sem lacuna.

A idéia que permeia a prova do teorema adiabático sem condição de
lacuna é que existe uma família suave de projetores espectrais de dimensão
finita de forma que a transformação adiabática acontece em um determinado
espaço espectral. Essa formulação é válida para autovalores embebidos
no espectro essencial [52] ou para autovalores no limiar deste espectro.
Anunciaremos apenas o resultado principal, uma vez que assume-se que
a hamiltoniana do sistema físico estudado nessa dissertação possui apenas
espectro discreto.

Teorema 3.4.1. Suponha que P(s) é uma projeção espectral de ordem finita ao menos
duas vezes diferenciável para a hamiltoniana auto-adjunta H(s), que é limitada e
diferenciável para todo s ∈ [0, 1]. Então, a evolução do estado inicial ψ(0) ∈
Range P(0) é tal que no limite adiabático ψ(s) ∈ Range P(s) para todo s.

1A condição de lacuna na formulação de Kato foi necessária para que a eq. (3.3.2)
na página 29, a partir da qual obtivemos o resultado principal do teorema (eq. (3.3.3) na
página 30), fosse bem definida.
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Para alcançar essa generalização do teorema adiabático Avron e Elgart
supõe que a relação de comutação de Kato

[H(s), X(s)] = [P′(s), P(s)] (3.4.1)

pode ser estendida por

[H(s), X(s)] + Y(s) = [P′(s), P(s)], (3.4.2)

onde pode-se escolher a norma do operador Y(s) arbitrariamente pequena,
mas às custas de um aumento na norma do operador X(s).

A condição de lacuna garante que a evolução do sistema está contida em
um subespaço espectral. Na ausência de lacuna o não-tunelamento entre
subespaços espectrais vem do fato de que as autofunções associadas ao
autovalor embebido no espectro essencial apresentam sobreposição pequena.
Essa generalização do teorema adiabático para hamiltonianas com espectro
essencial é obtida em detrimento da taxa na qual o limite adiabático é
alcançado, isto é, prova-se que para τ → ∞ as transformações dinâmica
e adiabática são equivalentes, mas não é possível saber em qual taxa isso
acontece.

De forma geral, a elaboração do teorema adiabático e suas posteriores
generalizações foram motivadas pelo interesse nas aplicações em modelos
físicos, mas tal teorema é um importante tópico da Análise Funcional pois
permite encontrar soluções para equações diferenciais dadas certas condi-
ções.





Capítulo 4

Otimização de trajetórias
adiabáticas

O teorema adiabático é uma ferramenta relativamente antiga na Mecânica
Quântica, de modo que foi extensivamente aplicado na descrição de diversos
fenômenos físicos, como por exemplo emissão espontânea por um átomo
de dois níveis [42], circuitos supercondutores [50], evolução de estrelas que
perdem massa [23], redes óticas [31] entre muitos outros trabalhos nessas e em
outras áreas. Além disso, o teorema Adiabático possui grande aplicabilidade
em áreas relacionadas à teoria de controle em sistemas quânticos [58], uma
vez que no regime adiabático o estado do sistema é o autoestado instantâneo
da hamiltoniana, e em computação quântica.

No campo da computação quântica espera-se que algoritmos quânticos
possam resolver problemas mais rapidamente do que computadores clássicos.
Essa possibilidade recebeu grande atenção com o trabalho de Shor [55], no
qual foi apresentado um algoritmo quântico de fatorização, e posteriormente
com o algoritmo de busca de Grover [34]. Desde então busca-se desenvolver
novos algoritmos quânticos. Em 2000 Farhi et al. [29] propuseram um
novo paradigma para a implementação de algoritmos baseado em um regime
adiabático para os mesmos, essa nova proposta foi implementada para alguns
problemas ([28], [27], [20]) e despertou grande interesse [3] [25].

Tanto na teoria de controle de sistemas quânticos quanto no escopo da
computação quântica, o objetivo é evoluir de um estado inicial conhecido
do sistema para um estado-alvo com maior precisão possível. Se o estado
inicial do sistema é por exemplo, o estado fundamental, e o sistema evolui
em um regime adiabático, os estados posteriores serão aproximadamente
os estados fundamentais instantâneos, essa aproximação não é exata pois
devemos considerar os efeitos de tunelamento no sistema.

Nesse capítulo vamos estudar um sistema quântico aberto de dois níveis

35
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cuja hamiltoniana é uma interpolação entre as hamiltonianas correspondentes
ao estado inicial e final e que depende de um parâmetro e, portanto, da traje-
tória que esse parâmetro realiza. Vamos então investigar quais as condições
necessárias para que essa parametrização seja ótima, isto é, resulte no menor
tunelamento. Para isso vamos utilizar um teorema devido à Avron et al. [8]
que estabelece que a parametrização é ótima e única quando consideramos
que o sistema evolui adiabaticamente e sua dinâmica é dada por operadores
de Lindblad de defasagem. Finalmente vamos aplicar o resultado desse
teorema para provar um análogo ao resultado de Grover [34].

4.1 Parametrização em sistemas de dois níveis

Consideremos um sistema cuja hamiltoniana é dada pela interpolação
linear de duas hamiltonianas:

Hq = (1− q)H0 + qH1, (4.1.1)

onde H0 é a hamiltoniana correspondente ao estado inicial, H1 é a hamilto-
niana correspondente ao estado final e q ∈ [0, 1] a trajetória no espaço das
hamiltonianas. Se o sistema está inicialmente no estado fundamental de H0,
o teorema adiabático (Capítulo 3, Teorema 3.3.1 na página 31) garante que ao
final da interpolação o estado do sistema será o estado fundamental de H1.
A trajetória q é, portanto, função do parâmetro temporal s da transformação
adiabática:

q ≡ q(s), (4.1.2)

lembrando que s = εt ∈ [0, 1] onde ε = 1/T e 0 ≤ t ≤ T. Queremos a
trajetória q(s) que otimiza a interpolação da equação 4.1.1.

As hamiltonianas H0 e H1 podem pertencer a qualquer espaço de Hilbert,
porém vamos admitir que elas pertencem a um espaço de Hilbert H de
dimensão N finita e que possuem autovalores simples (de multiplicidade 1).
Então, a hamiltoniana Hq é da forma

Hq =
N−1

∑
a=0

ea(q)Pa(q), (4.1.3)

onde ea(q) são autovalores e Pa(q) são os projetores associados a esses au-
tovalores. O estado do sistema é dado pelo operador densidade ρq,ε(s) e
inicialmente é ρq,ε(0) = P0(0). De acordo com eq. (2.1.3) na página 7 o valor
médio de P0(q) é dado por tr(P0(q)ρq.ε(s)). Para que o sistema permaneça
somente no estado fundamental de Hq, teríamos que ter tr(P0(q)ρq,ε(s)) = 1,
no entanto existe a possibilidade de durante a interpolação entre o estado
inicial e o estado-alvo o estado do sistema tenha uma projeção não-nula
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no subespaço associado a Pi(q), i 6= 0, isto é, tr(P0(q)ρq,ε(s)) 6= 1. Essa
possibilidade define o efeito de tunelamento:

Tq,ε(s) = 1− tr(P0(q)ρq,ε(s)). (4.1.4)

Lembrando que tr(ρ) = 1, podemos reescrever a expressão anterior como
Tq,ε = tr((1− P0(q))ρq,ε). Vemos que de acordo com a definição de valor
médio de um operador (eq. (2.1.3) na página 7), essa expressão representa
o valor médio do projetor complementar a P0, ou seja, está relacionado à
probabilidade que o sistema apresenta de mudar do estado fundamental
para outro estado ortogonal.

Consideraremos que a evolução do sistema físico estudado é dado pelos
operadores de Lindblad descritos no capítulo 2 e cuja forma explícita foi
derivada na eq. (2.3.43) na página 241:

L (ρ) = −i[H, ρ] +
1
2 ∑

i
(2ViρV∗i − ρV∗i Vi −V∗i Viρ) .

A dinâmica gerada por operadores de Lindblad inclui o caso de evoluções
unitárias (Vi = 0). A partir do exemplo de um sistema de dois níveis,
vamos mostrar que para evoluções unitárias existem diversas trajetórias que
minimizam o tunelamento.

A hamiltoniana mais geral para um sistema de dois níveis é

2Hq = g(q) · σ, (4.1.5)

onde g(q) é um vetor em R3 e σ são as matrizes de Pauli. Vamos supor
que g(q) satisfaz |g(q)| ≥ g0 ≥ 0. Consideremos uma parametrização qk(s)
distretizada em intervalos ∆s = ετ = 2πε

g0
como mostrada na figura 4.1.

Temos que q− = q(sk) e q+ = q(sk + ∆s) = q(sk + ετ). Denotemos o
estado do sistema em sk por ρ− e em sk + ετ por ρ+. Existe um q∗ entre
q− e q+ agindo em um intervalo de tempo s∗ ≤ 2πε

g0
cuja hamiltoniana Hq∗

mapeia ρ− em ρ+. A existência de q∗ possui uma justificativa geométrica:
consideremos a trajetória de ρ− a ρ+ em uma esfera de Bloch (figura 4.1),
definimos o ponto q∗ como a intersecção entre a trajetória e o plano equatorial,
o vetor na esfera de Bloch da origem a esse ponto define um eixo de precessão
que mapeia ρ− em ρ+

2. Se ρ− = P0(q−), temos:

ρ+ = ρ(sk + ∆s)

= U(sk + ∆s, sk)ρ(sk)U∗(sk + ∆s, sk),

1No capítulo 2 denotamos por L̃ o operador L na representação de Schrödinger. A fim
de que a notação não fique pesada, nesse capítulo iremos abandonar o sinal ∼ de L , porém
sua interpretação continua a mesma.

2Na esfera de Bloch, evoluções unitárias conservam o comprimento dos vetores corres-
pondentes aos estados inicial e final.
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sk sk + ∆s
s

q−

q+

q(
s)

Figura 4.1: Trajetória discretizada em intervalos ∆s = ετ = 2πε
g0

nos quais o
tunelamento entre q− e q+ é nulo. A curva tracejada é a interpolação entre
as trajetórias discretas que forma uma trajetória suave com tunelamento
suficientemente pequeno.

onde U(sk + ∆s, sk) = exp(−iHq∗∆s) é o operador de evolução temporal
correspondente a Hq∗ para o intervalo de tempo ∆s. A expressão anterior
fica:

ρ+ = e−iHq∗∆sP0(q−)eiHq∗∆s

= e−iHq∗∆sP0(q(sk))eiHq∗∆s

= P0(q(sk + ∆s))

= P0(q+).

Figura 4.2: Representação na esfera de Bloch da trajetória de ρ− a ρ+. A
intersecção entre a trajetória (linha contínua) e o plano equatorial (sombreado)
determina o ponto q∗ e o eixo de precessão que leva ρ− em ρ+ (representado
pelo cone).
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Pela expressão 4.1.4 vemos que essa trajetória apresenta tunelamento
nulo, pois leva estados de q− ao correspondente estado de q+. Existem
diversas curvas suaves que interpolam q− e q+. O teorema do valor médio
[22] nos garante que a diferença entre essas curvas e a parametrização da
figura 4.1 é, no máximo, sups |q̇(s)| 2πε

g0
. Podemos escolher tais curvas suaves

suficientemente próximas da curva discretizada de forma que o tunelamento
seja suficientemente pequeno, portanto existem várias curvas que minimizam
o tunelamento no caso de evoluções unitárias.

4.2 Operadores de Lindblad de defasagem

Como vimos anteriormente, a otimização de trajetórias adiabáticas no caso
de evoluções unitárias não possui uma solução única. No entanto, evoluções
geradas por operadores de Lindblad de defasagem possuem solução única.
Tais operadores foram introduzidos pela primeira vez por Aberg et al. [2] no
estudo da robustez de algoritmos quânticos de busca baseados em evolução
adiabática.

A defasagem é um dos efeitos da decoerência. A decoerência está relacio-
nada aos efeitos de interação entre um determinado sistema e o reservatório
(ou ambiente). O estudo de decoerência inclui a elaboração de modelos de
interação entre sistema e reservatório, obtenção de equações mestras para
o estado do sistema, diagonalização do operador densidade entre outros
aspectos. Nesse sentido definimos operadores de Lindblad de defasagem
como os operadores que descrevem um sistema que apresentam um dos
efeitos de decoerência: a defasagem. Operadores de Lindblad de defasa-
gem formam uma classe especial de operadores de Lindblad que conservam
energia (L ∗(H) = 0) e possuem N estados estacionários, em contraste com
operadores de Lindblad gerais que possuem apenas um estado estacionário.
Vamos mostrar que a definição de operadores de Lindblad de defasagem
implica em [Vi, H] = 03 e vamos derivar uma forma explícita para o caso em
que o espaço de Hilbert possui dimensão finita e a hamiltoniana possui auto-
valores simples. Denominaremos os sistemas quânticos cuja evolução é dada
por operadores de Lindblad de defasagem de sistemas quânticos dissipativos.

Pela definição de operadores de Lindblad de defasagem temos que

H ∈ ker L ⇒ Pa ∈ ker L , (4.2.1)

onde Pa são os projetores associados aos autovalores simples ea de H definidos

3Essa definição de operador de Lindblad de defasagem encontra um paralelo em sistemas
de dois níveis com hamiltoniana independente do tempo no trabalho de L. Fassarella [30], no
qual são definidos sistemas dispersivos de qubits.
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em eq. (4.1.3) na página 36. Vamos mostrar que Pa ∈ ker L ⇒ [Vi, H] = 0:

0 = PbL (Pa)

0 = Pb

(
−i[H, Pa] +

1
2 ∑

i
(2ViPaV∗i −V∗i ViPa − PaV∗i Vi)

)

0 = ∑
i
(2PbViPaV∗i − PbV∗i ViPa − PbPaV∗i Vi) .

Lembrando que os projetores satisfazem PbPa = δbaPa, o traço da expres-
são anterior é:

0 = tr(PbL (Pa))

0 = ∑
i

tr (2PbViPaV∗i − PbV∗i ViPa − PbPaV∗i Vi)

0 = ∑
i

tr (2PbViPaV∗i − PaPbV∗i Vi − PbPaV∗i Vi)

0 = ∑
i

tr (PbViPaV∗i − δabPa) .

Sabemos que o traço de um operador A no espaço de Hilbert considerado
é dado por

tr(A) =
N−1

∑
n=0
〈ϕn, Aϕn〉 ,

onde {ϕn} é uma base ortonormal de H e na qual vale Pm ϕn = δmn ϕm. Temos
então que a expressão anterior é

0 = ∑
i,n
〈ϕn, (PbViPaV∗i − δabPaV∗i Vi)ϕn〉

0 = ∑
i,n

(〈Pb ϕn, ViPaV∗i ϕn〉 − δab 〈Pa ϕn, V∗i Vi ϕn〉)

0 = ∑
i,n

(δbn 〈ϕb, ViPaV∗i ϕn〉 − δanδab 〈ϕa, V∗i Vi ϕn〉)

0 = ∑
i
〈ϕb, ViPaV∗i ϕb〉 − δab ∑

i
〈ϕa, V∗i Vi ϕa〉

0 = ∑
i
(〈V∗i Vi ϕb, PaV∗i ϕb〉 − δab 〈Vi ϕa, Vi ϕa〉) .

Consideremos o caso em que a 6= b:

∑
i
〈V∗i ϕb, PaV∗i ϕb〉 = 0,

esse resultado indica que V∗i , assim como Vi, deve ser proporcional a Pa:

Vi =
N−1

∑
a=0

AjaPa, (4.2.2)
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onde Aja é uma matriz M × N. Usando 4.2.2 concluímos que [Vi, H] = 0.
Notemos que o caso em que a = b é trivial. Utilizando a forma explícita de
Vi em termos de Pa na expressão de L (ρ) temos:

L (ρ) = −i[H, ρ] +
1
2 ∑

i,a,b

(
2AiaPaρAbiPb − AaiPa AibPbρ− ρAaiPa AibPbρ

)

= −i[H, ρ] +
1
2 ∑

i,a,b

(
2Abi AiaPaρPb − Aai Aibδab{Pa, ρ}

)
,

definindo a matriz positiva γab ≡ ∑i Aai Aib, a forma explícita dos operadores
de Lindblad de defasagem fica

L (ρ) = −i[H, ρ] + ∑
a,b

γbaPaρPb −
1
2 ∑

a
γaa{Pa, ρ}. (4.2.3)

Podemos ainda provar que [Vi, H] = 0⇒ Pa ∈ ker L . Se [Vi, H] = 0 então
[Vi, Pa] = 0, com isso é facilmente verificável que L (Pa) = 0. Concluímos,
portanto, que [Vi, H] = 0 é uma condição necessária e suficiente para que um
operador de Lindblad seja de defasagem.

Vamos considerar γab = γ1ab, onde 1ab = δab é a matriz identidade.
Podemos obter uma nova forma para o operador de Lindblad de defasagem:

L (ρ) = −i[H, ρ] + γ ∑
a,b

δbaPaρPb −
1
2

γ ∑
a

δaa(Paρ1+ 1ρPa),

usando a propriedade dos projetores ∑b Pb = 1 na expressão anterior, temos:

L (ρ) = −i[H, ρ] + γ ∑
a

PaρPb −
1
2

γ ∑
a,b
(PaρPb + PbρPa)

= −i[H, ρ] + γ ∑
a

PaρPa − γ ∑
a=b

PaρPa − γ ∑
a 6=b

PaρPb,

foi utilizada no segundo termo do lado direito a decomposição da soma de
a e b. Introduzindo a dependência temporal na forma dos operadores de
Lindblad de defasagem, temos:

Lq(ρ) = −i[Hq, ρ]− γ(q) ∑
a 6=b

Pa(q)ρPb(q). (4.2.4)

O teorema adiabático apresentado no capítulo 3 é baseado no trabalho
de Kato [38] e é válido para evoluções unitárias. Desde então foram estu-
dados muitos teoremas adiabáticos e muitas generalizações foram obtidas.
A generalização que enunciaremos a seguir foi apresentada por Joye [37]
e possui aplicações para sistemas cuja dinâmica é dada por hamiltonianas
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dependentes do tempo. Essa generalização também apresenta a condição
de lacuna, mas ao contrário do teorema de Kato, não é necessário que a
hamiltoniana seja auto-adjunta. A idéia por trás do trabalho de Joye é cons-
truir projetores que aproximam os projetores instantâneos quando o sistema
evolui adiabaticamente e mostrar que os operadores de evolução temporal
da hamiltoniana do sistema também podem ser aproximados por operadores
de evolução adiabática.

Teorema 4.2.1. Seja Lq uma família de operadores de Lindblad de defasagem com
hamiltoniana suave Hq. Seja Pa(q) a projeção espectral instantânea correspondente
aos autovalores simples ea(q) de Hq. Então as soluções ρ

(a)
q,ε da equação mestra

ε
d
ds

ρ
(a)
q,ε = Lqρ

(a)
q,ε ,

com condição inicial ρ
(a)
q,ε (0) = Pa(0) satisfazem

ρ
(a)
q,ε (s) = Pa(s) +O(ε). (4.2.5)

Podemos finalmente enunciar o teorema referente ao tunelamento em
sistemas quânticos dissipativos obtido por Avron et al. [8].

Teorema 4.2.2. Seja Lq um operador de Lindblad de defasagem dado por 4.2.4 e
ρq,ε solução da equação mestra

ε
d
ds

ρq,ε = Lq(ρq,ε) (4.2.6)

com condição inicial ρq,ε(0) = P0(0) para a parametrização q(s). Seja uma condição
de lacuna ea(q) 6= eb(q), (a 6= b). Então o tunelamento definido em 4.1.4 é dado por

Tq,ε(1) = 2ε
∫ 1

0
M(q)q̇2ds +O(ε2), (4.2.7)

onde M(q) é

M(q) = ∑
a 6=0

γ(q) tr(PaP′20 )

(e0(q)− ea(q))2 + γ2(q)
≥ 0 (4.2.8)

e independe da parametrização. P′0(q) é a derivada de P0(q) em relação a q e q̇ a
derivada de q em relação a s.

Demonstração. De acordo com a eq. (4.1.4) na página 37 temos

Tq,ε(1) = 1− tr(P0(q)ρq,ε(s)),

podemos reescrever a expressão anterior como

Tq,ε(1) = −
∫ 1

0

d
ds

tr(P0(q)ρq,ε(s))ds. (4.2.9)



4.2. OPERADORES DE LINDBLAD DE DEFASAGEM 43

Vamos estudar o integrando de 4.2.9:

d
ds

tr(P0(q)ρq,ε(s) = tr
(

P′0(q)q̇(s)ρq,ε(s) + P0(q)ρ̇q,ε(s)
)

= tr
(

P′0(q)q̇(s)ρq,ε(s) + P0(q)
1
ε

lindq(ρq,ε(s))
)

= tr(P′0(q)ρq,ε(s))q̇(s) +
1
ε

〈
P0(q), Lq(ρq,ε(s))

〉
,

utilizando as propriedade do produto de Hilber-Schmidt no último termo e
o fato que L ∗

q (Pa) = 0, temos:

d
ds

tr(P0(q)ρq,ε(s) = tr(P′0(q)ρq,ε(s))q̇(s). (4.2.10)

Para avaliar o último termo faremos alguns cálculos auxiliares. Primeira-
mente notemos que

(PbPa)
′ = δabP′b, (4.2.11)

somando em b a expressão anterior, utilizando a propriedade dos projetores
espectrais ∑c Pc = 1 e a igualdade anterior temos

∑
b,c

PcP′bPa + ∑
b,c

PbP′aPc = ∑
b

δabP′b

∑
b,c
(PcδabP′b − PcPbP′a) + ∑

b=c
PbP′aPb + ∑

b 6=c
PbP′aPc = P′a,

se utilizarmos a igualdade 4.2.11 e a propriedade PaPb = δabPa, obtemos

P′a(q) = ∑
b 6=c

Pb(q)P′a(q)Pc(q). (4.2.12)

Calculemos a identidade abaixo:

L ∗
q (Pa APb) = i[[H, Pa APb]− γ ∑

j 6=k
Pj(Pa APb)Pk

= i ∑
j

ej(PjPa APb − Pa APbPj)− γ ∑
j 6=k

δjaPa APbδkb

= i ∑
j

ej(δjaPa APb − Pa AδjbPb)− γ ∑
j 6=k

δjaPa APbδkb,

no caso em que a 6= b a expressão anterior se reduz a

L ∗
q (Pa APb) = (i(ea − eb)− γ)Pa APb. (4.2.13)

Somando para a 6= b e aplicando o operador L ∗
q em 4.2.13 temos

∑
a 6=b

L ∗
q

(
Pa APb

i(ea − eb)− γ

)
= ∑

a 6=b
Pa APb,
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se A = P′0 podemos utilizar a identidade 4.2.12 e a linearidade de L ∗
q para

escrever

L ∗
q

(
∑
a 6=b

PaP′0Pb

i(ea − eb)− γ

)
= P′0(q),

definindo o operador

X(q) = ∑
a 6=b

PaP′0Pb

i(ea − eb)− γ
, (4.2.14)

temos
L ∗

q (X(q)) = P′0(q). (4.2.15)

Substituindo 4.2.15 em 4.2.10 obtemos:
d
ds

tr(P0(q)ρq,ε(s)) = tr(L ∗
q (X(q))ρq,ε(s))q̇(s),

utilizando novamente a propriedade do produto de Hilbert-Schmidt e a
forma explítica de L , temos

d
ds

tr(P0(q)ρq,ε(s)) = tr(X(q)Lq(ρq,ε(s)))q̇(s)

= ε tr(X(q)ρ̇q,ε(s))q̇(s).

Voltando à 4.2.9 e empregando os resultados dos cálculos auxiliares:

Tq,ε(1) = −
∫ 1

0
ε tr(X(q)ρ̇q,ε(s))q̇(s)ds

= −ε tr
(

X(q)q̇(s)ρq,ε(s)|10 −
∫ 1

0

d
ds

(X(q)q̇(s))ρq,ε(s)ds
)

,

utilizando a aproximação de 4.2.5 e a condição inicial, temos ρq,ε(s) = P0(s) +
O(ε). Desfazendo a integração por partes realizada na expressão anterior,
obtemos:

Tq,ε(1) = −ε
∫ 1

0
tr(X(q)Ṗ0(q))q̇(s)ds +O(ε2),

de 4.2.15 e Ṗ0(q) = P′0(q)q̇(s) concluímos que

Tq,ε(1) = −ε
∫ 1

0
tr(X(q)L ∗

q (X(q)))q̇2(s)ds +O(ε). (4.2.16)

Vamos calcular somente o traço presente no integrando e vamos omitir a
dependência de q:

tr(XL ∗
q (X)) = tr(Xi[H, X])− tr(γX ∑

a 6=b
PaXPb)

= i tr(XHX− XXH)−

γ tr

(
∑
c 6=d

PcP′0Pd

i(ec − ed)− γ ∑
a 6=b

Pa ∑
e 6= f

PeP′0Pe

i(ee − e f )− γ
Pb

)
,
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com a ajuda da propriedade cíclica do traço concluímos que o primeiro
termo da direita é nulo. No segundo termo empregamos repetidas vezes a
identidade 4.2.11 e a ortogonalidade dos projetores e chegamos ao resultado:

tr(XL ∗
q (X)) = −2γ ∑

a 6=0

tr(Pa(P′0)
2

(ea − e0)2 + γ2

que, quando inserido em 4.2.16, resulta em

Tq,ε(1) = 2ε
∫ 1

0
M(q)q̇2(s)ds +O(ε2),

onde M(q) é dado por 4.2.8.

Notemos alguns aspectos da expressão 4.2.7. Primeiramente temos que
2εM(q)q̇2(s) ≥ 0, isto é, a taxa de tunelamento é positiva, significando que o
que tunela não pode ser recuperado.

A equação 4.2.7 possui a forma do funcional de ação em problemas
comuns de uma partícula em um campo de força conservativo. A ação S de
uma partícula que possui somente energia cinética é dada por

S(q) =
∫ t2

t1

1
2

mq̇2(t)dt,

onde m é a massa da partícula, q é a coordenada generalizada, no caso a
possição e q̇ sua derivada temporal. Analogamente, podemos identificar
em 4.2.7 o termo de massa M(q) e a velocidade q̇(s). O termo análogo à
lagrangeana é, portanto, a taxa de tunelamento 2εM(q)q̇2(s) que é positiva.
Como a mesma não depende explicitamente do tempo, a taxa de tunelamento
na trajetória otimal é uma constante A:

d
ds

Tq,ε(s) = 2εM(q)q̇2(s) = A, (4.2.17)

temos então que

q̇(s) =
√

τ

M(q)
, (4.2.18)

onde τ é uma constante positiva. Vemos que q̇ ∝ |e0− ea|, isto é, a velocidade
é proporcional à lacuna entre o autovalor do estado fundamental e o conjunto
dos autovalores restantes. Ou seja, se a lacuna é grande, a velocidade também
o será. O mesmo ocorre se P′0 é pequeno, isto é, se a projeção do estado do
sistema no estado fundamental muda lentamente.

Em um paralelo com o princípio de Hamilton para sistemas físicos clás-
sicos, as equações 4.2.7 e 4.2.17 definem um problema de otimização que
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possui uma trajetória que minimiza o tunelamento [32], ao contrário das
evoluções unitárias da seção anterior. Usando o resultado de 4.2.18 em 4.2.7
temos que o tunelamento mínimo é dado por:

T(min)
q,ε = 2ετ +O(ε2). (4.2.19)

Um sistema de dois níveis cuja hamiltoniana é dada pela eq. (4.1.5) na
página 37 possui autovalores e0(q) = − |g(q)|2 e e1(q) = |g(q)|

2 e projetores
ortognais

P0 = − 1
2|q|

(
g3 − |g| g1 + ig2

g1 + ig2 −g3 − |g|

)
(4.2.20)

e

P1 =
1

2|q|

( |g|+ g3 g1 − ig2

g1 + ig2 |g| − g3

)
, (4.2.21)

onde gi é a i-ésima componente do vetor g, omitimos a dependência em q
para melhor visualização da forma dos projetores. Utilizando 4.2.20 e 4.2.21
e possível calcular o termo de massa M(q) dado por 4.2.8 para um sistema
de dois níveis:

M(q) =
γ(q)

4
|ĝ′|2(q)

g2(q) + γ2(q)
, (4.2.22)

onde ĝ(q) é o versor na direção de g(q) e g(q) = |g(q)| é a lacuna entre os
autovalores.

Agora vamos aplicar o método de otimização obtido para um sistema de
dois níveis em um algoritmo de busca quântico. Seguiremos as indicações de
Avron et al. [8] para estimar o tempo do algoritmo baseado em uma evolução
adiabática.

4.3 Aplicação em computação quântica: Algoritmo de
Grover

O conceito de um dispositivo computacional baseado em fenômenos da
Mecânica Quântica começou a ser explorado na segunda metade do século
XX. Um computador clássico é construído a partir de circuitos elétricos
e armazena dados em bits, um bit pode assumir os valores 0 ou 1. Um
computador quântico, por outro lado, seria construído a partir de circui-
tos quânticos e armazenaria informações em bits quânticos - qubits - que
podem ser representados por 0 e 1 ou qualquer superposição dos mesmos
[48]. Devido a propriedade de superposição de estados, um computador
quântico poderia resolver problemas em um tempo muito menor do que um
computador clássico. O desenvolvimento de algoritmos quânticos ganhou
grande interesse com o trabalho de Shor [55] para fatorização de números
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inteiros e posteriormente com o algoritmo de busca em um banco de dados
não-estruturado apresentado por Grover [34]. O último prevê um tempo
de processamento maior do que o algoritmo de Shor, porém possui mais
aplicações. Façamos uma breve descrição de como o algoritmo quântico de
busca funciona.

Suponhamos que queremos efetuar uma busca em um espaço de N
elementos. A busca é efetuada nos índices dos elementos, isto é, no intervalo
de 0 a N − 1. Escolhemos N = 2n para que o conjuntos dos índices possa
ser armazenado em n bits. Seja k um índice, definimos a função f (k) tal que
f (k) = 1 se k é solução da busca e f (k) = 0 se k não é solução. Definimos
então um operador unitário denominado oráculo que marca as soluções do
problema de busca invertendo a fase do estado correspondente à solução.
Foi mostrado por Boyer et al. [17] que são necessários O(

√
N) aplicações do

oráculo para a obtenção da solução.
O desenvolvimento de novos algoritmos quânticos é uma tarefa não-

trivial. Em 2000 Farhi et al. [29] apresentaram um novo paradigma para
o desenvolvimento de algoritmos baseado na evolução adiabática. A idéia
principal é que em um instante inicial a hamiltoniana do sistema apresenta
um estado fundamental que é fácil de construir e em um instante final
o estado fundamental da hamiltoniana é o estado-alvo que representa a
solução para o problema de busca. Essa nova abordagem já apresenta
diversas aplicações ([28], [20], [3], [25], [36], [2], [1], [17]).

Vamos descrever a idéia de um algoritmo de busca em um espaço de N
elementos. Devido ao uso de projetores ortogonais nessa descrição utilizare-
mos brevemente a notação de Dirac. Podemos relacionar esse espaço de N
elementos com um espaço de Hilbert de dimensão N e uma base ortonormal
{|z〉}N

z=1 onde o elemento que satisfaz a condição de busca é |z̃〉 ∈ {|z〉}N
z=1.

A hamiltoniana é da forma 4.1.1

H(q) = (1− q)H0 + qH1,

onde H0 é escolhido como:

H0 = |a〉〈a|, (4.3.1)

onde

|a〉 = 1√
N

N

∑
z=1
|z〉. (4.3.2)

O estado fundamental de H0 é facilmente obtido e o estado fundamental
de H1 codifica a solução da busca, portanto H1 é o projetor em |z̃〉:

H1 = |z̃〉〈z̃|. (4.3.3)
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Podemos definir um novo vetor no espaço de Hilbert associado ao pro-
blema de busca de forma que esse novo vetor |b〉 é ortogonal a |a〉:

|b〉 =
√

N|z̃〉 − |a〉√
N − 1

, (4.3.4)

notemos que 〈a|b〉 = 0 e 〈b|b〉 = 1, isto é, {|a〉, |b〉} formam uma base
ortonormal que descreve o problema de busca quando reduzido ao espaço
de duas dimensões gerado por |a〉 e |b〉. A hamiltoniana escrita nessa base é

H(q) =

(
1− q N−1

N q
√

N−1
N

q
√

N−1
N q N−1

N

)
. (4.3.5)

Os autovalores de H(q) em 4.3.5 são facilmente calculáveis e a lacuna g
entre eles é

g2 =
N + 4(N − 1)(q2 − q)

N
. (4.3.6)

Podemos também calcular |ĝ′(q)|:

|ĝ′(q)| = 2
g2(q)

√
1
N
− 1

N2 . (4.3.7)

Da eq. (4.2.18) na página 45 é possivel obter

√
τ =

∫ 1

0

√
M(q)dq, (4.3.8)

que é a escala de tempo do problema de otimização de trajetórias adiabáticas
para um sistema evoluindo com um operador de Lindblad de defasagem.
Para realizar uma estimativa de τ vamos utilizar a forma explícita do termo
de massa para um sistema de dois níveis dada pela eq. (4.2.22) na página 46:

√
τ =

∫ 1

0

√
γ(q)

4
|ĝ′|2

g2(q) + γ2(q)
dq,

usando as expressões de g(q) e ĝ′, eq. 4.3.6 e 4.3.7 respectivamente, obtemos

√
τ =

∫ 1

0

√√√√ γ(q)(N − 1)

(N + 4(N − 1)(q2 − q))2
(

γ2(q) + N+4(N−1)(q2−q)
N

)dq.

A figura 4.3 apresenta o gráfico de
√

M(q) em função de q. Vemos que
podemos aproximar a integral em 4.3.8 pela área do retângulo sombreado. A
altura desse retângulo é o valor máximo de

√
M(q), que corresponde a q = 1

2 .
A largura ∆q do retângulo é admitida como ∆q = q̃1 − q̃2, onde q̃1,2 são os
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Figura 4.3: Gráfico de
√

M(q) em função de q. A área sombreada corresponde

à região de largura 1/
√

N e altura
√

M( 1
2 ).

valores de q correspondentes à meia altura de
√

M(q). Para determinar q̃1,2

é útil realizar a seguinte mudança de variável, x =
√

N(2q− 1), e considerar
γ constante em relação a q. Então

√
τ fica na forma:

√
τ =

√
γ

2

√
1− 1

N

∫ √N

−
√

N

1
(

1 + x2 − x2

N

)√
1+x2− x2

N
N + γ2

dx.

De maneira simplificada temos:

√
τ =

√
γ

2

√
1− 1

N

∫ √N

−
√

N
F(x)dx,

onde F(x) é o integrando da expressão anterior. Vemos que Fmax(x) quando
x = 0, de modo que x̃ pode ser obtido fazendo F(x̃) = Fmax(x)

2 , isto é,
F(x̃) = F(0)

2 . Utilizando a forma de F(x) e considerando N � 1, temos
que x̃ = ±1, ou seja, ∆x = 2. Voltando à variável q, temos que ∆q = 1√

N
.

Finalmente, da expressão 4.3.8 temos que
√

τ ∼
√

M( 1
2 )

1√
N

, isto é,

τ = O

(
M( 1

2 )

N

)
. (4.3.9)

Da expressão 4.3.6 obtemos que o valor mínimo g0 da lacuna é da ordem
de 1/

√
N, g0 ∼ 1/

√
N. Queremos estimar a defasagem γ em termos de N.

Utilizando a expressão do termo de massa para um sistema de dois níveis
4.2.22 e a estimativa do tempo do problema de busca para a trajetória ótima
dado por 4.3.9, tentaremos estimar esse tempo para diferentes relações enre
γ e g0:
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1. γ � ε é o regime de τ � γ−1, portanto fora da formulação de
regimes adiabáticos.

2. ε � γ � g0 é equivalente a τ � γ−1 �
√

N, consistente com o
tempo estimado para o algoritmo de Grover.

3. γ ∼ g0 nesse regime a expressão 4.2.22 para q = 1
2 fica M(1/2) ∼

1/g3
0 e obtemos de 4.3.9 que τ = O(

√
N), novamente consistente com a

estimativa do algoritmo de Grover.

4. γ� g0 para esse regime obtemos de 4.2.22 que M ∼ 1
γg2

0
e o tempo

estimado é τ = O(γ−1).

Para o primeiro regime a formulação desenvolvida aqui não é válida,
portanto não podemos estimar o tempo do análogo ao algoritmo de Grover.
O segundo e terceito regime são consistentes com a escala de tempo espe-
rada para o algoritmo de Grover [17]. Já o quarto regime apresenta uma
possibilidade de escolher γ de forma que τ > O(

√
N). Porém foi mostrado

por Roland e Cerf [53] que o algoritmo de Grover na formulação adiabática é
ótimo para O(

√
N) número de operações. Essa estimativa é feita para uma

evolução unitária do sistema com o reservatório. O caso aqui estudado é
uma evolução dada pelos operadores de Lindblad de defasagem (eq. (4.2.4)
na página 41) que incluem evoluções unitárias. A seguir estudaremos os
fatores que permitem que o tempo do algoritmo de Grover seja menor do
que o estimado.

O princípio da incerteza [4] relaciona a estimativa da dinâmica do sistema
e o intervalo de tempo necessário para obter essa estimativa a partir da
relação ∆t∆H ≥ 1, onde ∆H = g0. No caso do quarto regime analisado
temos g0 � γ, obtemos então que

1
∆t
� γ. (4.3.10)

Estudado pela primeira vez por Misra e Sudarshan [46] para o caso de
sistemas quânticos instáveis, o efeito Zeno quântico consiste na inibição da
transição entre estados em um sistema quântico devido a frequente operação
de medir esse estado. Isso equivale a dizer que para um sistema inicialmente
no estado fundamental de uma determinada hamiltoniana, ele continuará
no estado fundamental instântaneo da hamiltoniana se forem efetuadas
medições de energia em intervalos de tempos suficientemente pequenos. No
caso do algoritmo de Grover aplicado em sistemas quânticos dissipativos,
podemos interpretar γ como a taxa na qual as operações de medida de Hq

são efetuadas. Para o regime descrito anteriormente no qual vale 4.3.10, o
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efeito Zeno quântico permite que o tempo ótimo seja menor do que o tempo
O(
√

N) previsto para o algoritmo de Grover.
O tipo de reservatório correspondente ao regime em que γ � g0 não é

universal. Para que o seja, a estimativa em 4.3.9 determina um limite para a
defasagem representada por γ em que a defasagem satisfaz γ . g0.





Conclusão

Sistemas quânticos de dois níveis são os sistemas quânticos mais simples
concebíveis, no entanto apresentam enorme gama de aplicações: desde a
física de partículas de spin 1/2 até a computação quântica. Nessa última
área, a teoria de controle quântico desempenha um papel fundamental na
implementação de algoritmos quânticos, uma vez que um algoritmo consiste
na aplicação de um número suficiente de operações em uma entrada de forma
que a saída seja a solução do problema. Nesse contexto, o modelo adiabático
para a computação quântica proposto por Farhi et al. [29] apresenta novas
possibilidades.

Ainda no escopo da computação quântica baseada em evoluções adiabáti-
cas, foi colocada por van Dam et al. [25] a pergunta: esse processo converge
para a solução desejada em um tempo adequado (comparável ao tempo
estimado para algoritmos quânticos)? A resposta é positiva. No entanto
essa pergunta levanta questões sobre quais as possibilidades da otimização
de evoluções adiabáticas em sistemas de dois níveis. É nesse sentido que
Avron et al. [8] mostrou que para sistemas quânticos dissipativos existe uma
única parametrização que otimiza a evolução do estado inicial ao estado
final. Vimos que quando aplicamos esse método a sistemas de dois níveis no
modelo de algoritmos quânticos de busca, a condição para que o reservatório
seja universal nos dá um limite para a taxa de defasagem do sistema.

Esse trabalho mostra que ferramentes relativamente antigas da Mecânica
Quântica, como o teorema adiabático e a teoria de semigrupos dinâmicos,
possuem aplicações em áreas novas e que, além disso, geram resultados con-
sistentes e com diversas aplicações. Deste modo, pretendemos futuramente
implementar o método para otimização de trajetórias adiabáticas estudado
nessa dissertação em sistemas submetidos a interações externas, de forma
a tentar recuperar resultados já conhecidos, por exemplo para perturbações
periódicas ([12], [13], [10]), e desenvolver possíveis aplicações para controle
de sistemas de dois níveis com diversos tipos de dinâmica.
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Glossário

Esse glossário desempenha a função usual de apresentar uma lista de
termos e suas respectivas definições. As entradas do glossário apresentam
em negrito o nome do termo e na mesma linha o símbolo correspondente ao
termo (se houver), na linha seguinte é apresentada a definição do termo.

A

álgebra C∗

Uma álgebra de Banach-* C com a propriedade que ‖aa∗‖ = ‖a‖2 para
todo a ∈ C é dita ser uma álgebra C∗.

álgebra de Banach
Uma álgebra de Banach B é um espaço de Banach dotado de um produto
associativo no qual vale ‖uv‖ ≤ ‖u‖ ‖v‖ para todo u, v ∈ B. Além disso,
dizemos que uma álgebra de Banach-* é uma álgebra de Banach com
involução que satisfaz ‖u‖ = ‖u∗‖ para todo u ∈ B.

B

Banach, espaço de B
Espaço vetorial sobre um corpo escalar dotado de norma e completo em
relação à métrica induzida por essa norma.

Bloch, esfera de
Representação geométrica dos estados de um sistema de dois níveis. Os
pontos na superfície da esfera representam os estados puros do sistema,
enquanto os pontos em seu interior representam os estados de mistura.

C

convergência forte s− lim
Seja A um operador limitado em um espaço de Hilber, isto é, A ∈ B(H).
Dizemos que uma sequência generalizada {An} converge fortemente a A
quando

lim
n→∞

‖Anx− Ax‖ = 0

para todo x ∈ H.
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convergência fraca w− lim
Seja A um operador limitado agindo em um espaço de Hilbert, isto é,
A ∈ B(H). Dizemos que uma sequência generalizada {An} converge
fracamente a A quando

lim
n→∞

〈Anx, y〉 = 〈Ax, y〉

para x, y ∈ H.
convergência ultrafraca w∗ − lim

Seja A um operador limitado agindo em um espaço de Hilbert, isto é,
A ∈ B(H). Dizemos que uma sequência generalizada {An} converge
ultrafracamente a A quando

lim
n→∞

tr[Anρ] = tr[Aρ]

para x, y ∈ H e todo ρ ∈ T 1.Um operador é dito ser normal quando é
contínuo na topologia ultrafraca.

E

espectro σ

Seja B uma álgebra de Banach com unidade e u ∈ B. Define-se o espectro
de u denotado por σ(u) como

σ(u) := {λ ∈ C|(λ1− u) /∈ Inv(B)}

onde Inv(B) denota o conjunto dos elementos inversíveis de B.

G

gráfico de um operador
Sejam X e Y dois espaços vetoriais e A : X → Y um operador linear. O
gráfico de A, denominado Γ(A) é o subconjunto de X × Y definido por
Γ(A) = {(x, Ax), x ∈ D(A)}.

H

Hilbert, espaço de H

Espaço vetorial sobre um corpo escalar dotado de produto interno x, y ∈
H 7→ 〈x, y〉 ∈ C e completo em relação à métrica induzida por esse produto
interno. Um espaço de Hilbert que possui todos os conjuntos ortonormais
contáveis é chamado de espaço de Hilbert separável.

Hilbert-Schmidt, produto de 〈., .〉2
Um operador A de classe traço, A ∈ T 1, é dito ser um operador de
Hilbert-Schmidt se |A|2 ∈ T 1. O conjunto de todos os operadores de
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Hilbert-Schmidt agindo em um espaço de Hilbert é denotado por T 2. O
produto de Hilbert-Schmidt é definido por

〈A, B〉2 := tr(A∗B),

para A, B ∈ T 2.

O

operador adjunto A∗

Seja A um operador em um espaço de Hilbert com domínio D(A). O
adjunto de A é o operador definido no domínio

D(A∗) := {x ∈ H||(Ay, x)| ≤ Cx ‖y‖}

para alguma constante Cx independente de y e para todo y ∈ D(A). A∗ :
D(A∗)→ H satisfaz

〈Ay, x〉 = 〈y, A∗x〉
para y ∈ D(A), x ∈ D(A∗).

operador auto-adjunto
Um operador A é dito ser auto-adjunto se A = A∗ (notemos que isso
implica em D(A) = D(A∗)).

operador fechado
Sejam X e Y espaços de Banach e A : X → Y um operador linear. Então A é
denominado operador fechado se o gráfico de A, Γ(A), é um subconjunto fe-
chado de X⊗Y. Ou seja, se {(xn, Axn)}n∈N é uma seqüência de elementos
de Γ(A) convergente em X⊗Y, então limn→∞ (xn, Axn) = (x, y) ∈ Γ(A).

operador limitado B(X, Y)
Um operador T agindo entre dois espaços vetoriais normados T : X → Y é
dito ser limitado se existe uma constante M ≥ 0 tal que ‖Tx‖Y ≤ M ‖x‖X
para todo x ∈ X. Um resultado importante é que um operador linear
agindo entre dois espaços vetoriais normados é contínuo se e somente se
for limitado. Denotamos o conjunto dos operadores limitados de H em H

por B(H).
operador positivo

Seja H um espaço de Hilbert. Um operador A ∈ B(H) é dito ser um
operador positivo se 〈Ax, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

P

projetor ortogonal P
Um operador linear não-nulo P agindo em um espaço de Hilbert H é dito
ser um projetor se P2 = P. Além disso, P é dito ser um projetor ortogonal
se P = P∗.
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T

traço tr
Seja {ϕn}n∈N uma base ortonormal completa de um espaço de Hilbert
separável H. O traço de um operador A ∈ T 1(H) é dado por tr A =

∑∞
n=1 〈ϕn, Aϕn〉H. Pode-se ainda mostrar que o traço independe da particu-

lar base ortonormal completa {ϕn}n∈N escolhida.
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