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Resumo

Num sentido geral, qualquer sistema (natural ou artificial) que incorpore infor-
macao contida numa amostragem de dados realiza aprendizagem. Dado um conjunto
D de amostras que carrega informagao sobre sua fonte geradora, existem diferentes
medidas para quantificar a aprendizagem sobre ela e, portanto, uma boa represen-
tacdo de tal fonte. Contudo, ndo estamos interessados numa aprendizagem que
apenas torne possivel a reproducio de D por um sistema aprendiz, mas principal-
mente numa que torne possivel a geracdo de novos dados condizentes com a fonte
geradora. Portanto, uma vez fixado um sistema (méaquina ou algoritmo), aprender
significa encontrar um estado do sistema aprendiz que generalize a fonte geradora
de D.

Em Mecanica Estatistica as informacGes relevantes sobre os estados de qualquer
sistema estdo contidas em sua fun¢do de particdo Z. Logo, a inferéncia de qualquer
variavel é obtida tratando-se Z, de forma que o seu conhecimento (calculo) repre-
senta o conhecimento dos estados do sistema, ou seja, do proprio sistema. Num
problema de aprendizagem bayesiana a fungdo de particio é representada pela dis-
tribuicdo posterior a D (que j& tenha incorporado as informacoes dos exemplos),
P(:|D), obtida por meio da regra de Bayes P(A, B) = P(A|B)P(B). Embora a
abordagem bayesiana se enquadre originalmente em modelos da Mecinica Esta-
tistica em equilibrio, sua utilizagao tem sido promissora também em cenérios que
podem ser interpretados como modelos de mecénica estatistica fora do equilibrio ter-
modinamico, sendo a aprendizagem de conceitos que mudam no decorrer do processo
de aprendizagem um desses problemas que tém atraido bastante atencao.

O principal objetivo desta tese foi o estudo da aprendizagem bayesiana quando
além do acesso ao conjunto D temos também a informagdo de que a fonte gera-
dora de D é ndo-estacionaria, introduzindo assim tempo num problema que de outra
forma seria classificado como em equilibrio. Em particular, estudamos a aprendi-
zagem de conceitos com véarias formas de dependéncia temporal por redes neurais
(mais especificadamente, perceptrons), para a qual nio é necessario modificar a ve-
rossimilhanca do modelo. Assim nos concentramos na modificagdo do conhecimento
a priori de forma a refletir a possibilidade de envelhecimento dos dados, numa es-
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vi Resumo

cala de tempo desconhecida. Ao introduzirmos uma distribuigdo de probabilidades
priori para essa escala de tempo, nés encontramos uma distribuicdo posterior efetiva
com uma cauda de decaimento algébrico que resultou num novo algoritmo com uma
capacidade de adaptagdo satisfatéria. Também aplicamos esse novo algoritmo na
aprendizagem com ruido e discutimos algumas novas possibilidades sobre algoritmos

para perceptrons.
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Abstract

In a general sense, any system which incorporates knowledge from sample data
can be called a learning machine (natural or artificial). Given a set D of samples
which carries information about a rule, there are different measures of how much a
system has learnt about the rule and therefore comprises a good representation of
its. We are not only interested in learning that can reproduce D, but also generate
new consistent data. Therefore, once fixed a system (a machine or an algorithm),
to learn means to find a state of the system that generalizes the source rule of D.

We looked at Bayesian formulations of the learning problem, which is a formalism
identical to Statistical Mechanics. Relevant knowledge about a given system is
encoded in a partition function Z. Then, any inference can be made by treating
Z, and if we know Z we know the system’s properties. The function Z is the
posterior distribution P(-|D) in the Bayesian approach, calculated by the Bayes’
rule P(A, B) = P(A|B)P(B). Although the Bayesian theory is naturally paralleled
in equilibrium Statistical Mechanics, it holds the promise of leading to results in
problems that can be classified as non-equilibrium. One of this problems that has
been the subject of increasing attention is that of learning non-stationary concepts.

The aim of this thesis was to study Bayesian learning when in addition to the
knowledge to the data set D we have the information that the rule which gave
rise to the samples is non-stationary, thereby introducing time into what would
otherwise, have been an equilibrium problem. In particular we studied learning
of several forms of time dependent concepts by neural networks (more specifically,
perceptrons), for which there is no need to change the likelihood. We concentrated
on changing the prior knowledge in a way that reflects the aging possibility of the
data on an unknown time scale. By introducing a prior probability distribution for
the time scale, we found a effective posterior distribution with an algebraic decaying
tail, which resulted in a new algorithm that was able to adapt satisfactory. We also
applied the new algorithm to the learning with noise data and discussed some new

possibilities about algorithms for perceptrons.
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Prefacio

O processo de aprendizagem numa pesquisa cientifica nem sempre ocorre de
maneira programada, ou digamos, linear. Muitas vezes nao se tem conhecimento
das caracteristicas mais relevantes, ou interessantes, de um determinado problema
no inicio do processo, o que dificulta grandemente a elaboragdo de perguntas chaves.

A idéia de estudar a aprendizagem de conceitos nio-estacionarios por redes neu-
rais' ndo estava nos objetivos iniciais do nosso projeto de pesquisa. Inicialmente
estudamos a relagao entre a aprendizagem on-line e a off-line por meio de uma ex-
pansdo generalizada tipo Gram-Charlier da distribuicdo posterior dos pesos sinap-
ticos da rede [de Oliveira 2000]. O objetivo era tragar um caminho entre essas duas
abordagens, em termos dos cumulantes da distribui¢do posterior. Como a utilizagdo
de cumulantes de ordem superior a dois nao trazia diferencas significativas nas gran-
dezas de interesse — por exemplo, erro de generalizagdo — resolvemos procurar um
cendrio no qual essa diferencga se tornasse significante. Por fim, ao ndo encontrarmos
tal cenario ficamos apenas com a pergunta: por que os dois primeiros cumulantes
sdo suficientes para o perceptron? e seguimos no estudo das mdquinas de vetores
de suporte e processos gaussianos [Scholkopf et al 2001]. Contudo, ao contrario das
redes neurais artificiais, a construgido de algoritmos on-line para as maquinas de ve-
tores de suporte esbarrava em grandes dificuldades matemaAticas, muito maiores que
as encontradas pelos algoritmos off-line, que praticamente se resumiam na inversio
de uma matriz.

Na procura de respostas para os problemas programados, esbarramos com o
problema de conceitos nao-estacionarios e na pergunta que consideramos chave
para esta tese: como inserir a informagio de envelhecimento dos conceitos a se-
rem aprendidos? Assim, caminhamos para o que eu considero ser o mais relevante
da pesquisa realizada: o estudo da teoria bayesiana das probabilidades [Jaynes 2003,
Bernado et al 2000] — embora ainda deva me confessar como um mero amador.

A teoria bayesiana das probabilidades recebeu seu nome em homenagem ac pas-
tor presbiteriano e matematico Thomas Bayes, em conseqiiéncia do trabalho “An
essay towards solving a problem in the doctrine of chances”, publicado apés sua

INa verdade, nos limitamos apenas ao caso de uma rede com um tinico neur6nio, o perceptron.
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morte por Richard Price em 1763 (Phil. Trans. Roy. Soc. 53, 370-418). Motivado
pelo cilculo de uma distribui¢do para os pardmetros de uma distribui¢do binomial,
Bayes anunciou o que é hoje conhecido como “teorema de Bayes” como uma das

proposigoes necessarias:

If there be two subsequent events, the probability of the second b/N and
the probability of both together P/N, and it being first discovered that
the second event has also happened, the probability I am right [i.e., the
conditional probability of the first event being true given that the second
has happened] is P/b.

Thomas Bayes

Em outras palavras, a probabilidade de um evento A acontecer dado que foi ob-
servado o evento B ¢ igual a razdo P(A, B)/P(B), logo, P(A, B) = P(A|B)P(B).
Assim, podemos dizer que esta tese é um pequeno fruto dessa idéia aparentemente
simples aplicada no problema de aprendizagem em redes neurais artificiais.

No capitulo um apresentamos um ensaio sobre a evolugdo das idéias e estudos
sobre o raciocinio humano, evidenciando dessa forma a natureza da teoria bayesiana.
Em seguida, no capitulo dois, definimos o problema de aprendizagem e introduzi-
mos o método utilizado para a construcdo de algoritmos bayesianos on-line. No
capitulo trés aplicamos os algoritmos obtidos no capitulo anterior, na aprendizagem
de conceitos nao-estacionarios. Por fim, apresentamos um novo algoritmo no capi-
tulo quatro, aplicando-o nos mesmos casos anteriores. Concluimos o trabalho no
capitulo cinco, aonde também apresentamos algumas perspectivas.

Enfatizamos que utilizamos apenas software livre na elaboragdo desta tese. O
sistema operacional utilizado foi Debian (Linux); o texto foi escrito na linguagem
ETEX 2¢ por meio do editor Emacs; as figuras foram desenhadas pelo Xfig; as
simulacdes e cilculos numéricos foram escritas em Fortran e executados por meio do
compilador ¢77 e os graficos foram desenhados no Grace. Esses programas podem
ser encontrados no sitio http://www.debian.org.br/ ou no http://www.gnu.org/.
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ABOff

ABOn

ABOn EA
ABOn escalar
ABOn tensorial
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e Razio entre o niimero de exemplos fornecidos e a dimengéo de w. |
(N fdNu ... P(u).
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eg Erro de generalizagao. E
€p Erro de predicéao.

er Erro residual.




Introducio.

A busca pela compreensdo do funcionamento da mente humana é quase tdo antiga
quanto a propria histéria da humanidade, tanto no sentido de alma, pensamento e
emogoes’, quanto em relagdo a partes do corpo humano que estariam diretamente
relacionados a tais, como sede.

Embora hoje seja bem conhecido que o cérebro é o 6rgao pelo qual podemos
dizer que a mente age, nem sempre acreditou-se nisso. Por exemplo, os antigos
egipcios criam que o coragdo era o cerne do homem, a esséncia da vida, bem como
a fonte do bem ou mal. Tal pensamento era bastante popular na antiguidade? e até
defendido por grandes nomes da ciéncia antiga. No entanto, é necessario esclarecer
que provavelmente a palavra “coracdo” tenha sido anterior & descoberta do préprio
orgao chamado coragdo (o corago fisico) e referia-se a algo da esséncia interna do
homem (intelecto, vontade e emogdes). Como o coragdo fisico é um 6rgao vital
para a vida do homem, é perfeitamente compreensivel que tenha sido apelidado por
corag¢@o. O que afirmamos no inicio do paragrafo é que em varias sociedades, entre
estas a egipcia, realmente se acreditava que o coragdo fisico era a moradia da esséncia
do homem.

A mudanga do coragdo para o cérebro como o cerne do homem provavelmente
comecou no quinto século a.C.. Por volta de 450 a.C., um médico grego, conhecido
por Alecmaneon de Crotona, baseando-se em seus conhecimentos sobre anatomia

'0u estados da alma (alegria, tristeza, raiva,...).
2Aqui definimos por antiguidade o periodo da histéria humana anterior & vida de Jesus Cristo

~— ¢omo homem.
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animal, concluiu que era o cérebro a sede dos pensamentos e emogoes e ndo o coragao.
Ainda no mesmo século outros homens (Demécrito, Didgenes, Platdo e Tedfrasto)
atribuiam ao cérebro o comando das atividades corporais, de maneira que cada
vez mais ndo s6 se dava aten¢do ao cérebro como se colocava na posigdo de 6rgio
mais importante do homem, detentor do seu cerne. Veja por exemplo a excelente
declaragdo feita por Hipécrates (460-379 a.C.), onde ele exalta a funcdo do cérebro

no homem [Finger 1994]:

Deveria ser sabido que ele é a fonte do nosso prazer, alegria, riso e
diversdo, assim como nosso pesar, dor, ansiedade e ldgrimas, e nenhum
outro que ndo o cérebro. E especificamente o drgdo que nos habilita a
pensar, ver e ouvir, a distinguir o feio do belo, 0 mau do bom, o prazer do
desprazer. E o cérebro também a sede da loucura e do delirio, dos medos
e sustos que nos tomam, muitas vezes & noite, mas as vezes também de
dia; € onde jaz a causa da insénia e do sonambulismo, dos pensamentos

que ndo ocorrerdo, deveres esquecidos e excentricidades.

Hipocrates

Como pode ser visto tal declaragdo é bem condizente, ou préxima, dos atributos do
cérebro conhecidos hoje. No entanto, ainda havia resisténcias & retirada do coragédo
como cerne, mesmo tendo a defesa de homens renomados. No quarto século a.C.,
Aristoteles contrariava tal idéia dizendo que o 6rgdo dos pensamentos e emocoes
era 0 coragao € que o cérebro era meramente um radiador designado para esfriar o
coragdo, embora também afirmasse que o 6rgao do pensamento ndo era a base para
o pensamento, pois tal base era imaterial e, portanto, nio poderia ser encontrado
em nenhum lugar do corpo humano.

Durante os séculos seguintes foram-se acumulando conhecimentos a respeito do
coracdo e do cérebro e a resisténcia ao cérebro, sendo o cerne do homem, foi caindo
lentamente.

No quarto século d.C., Nemésio, bispo de Emesia, relatou em seu livro Da na-
tureza do homem que a alma ndo tinha uma sede, mas as fun¢bes da mente sim.
Para tanto, entraram em agdo os ventriculos cerebrais que seriam os responséveis
pelas operagbes mentais, desde a sensagdo até a memorizagdo. Estes recebiam as
informagdes vindas dos érgaos sensitivos e ali acontecia a analise sensorial. As ima-
gens formadas eram levadas ao ventriculo médio, sede da razao, do pensamento e
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do juizo. Depois entrava em agdo o Gltimo ventriculo, sede da meméria. Tais ven-
triculos eram associados a canais por onde circulavam espiritos e assim realizavam
as fungoes do cérebro. Com isso, mais uma vez se diferenciava a alma do raciocinio
do homemn.

A idéia de espirito nos ventriculos permaneceu por muito tempo e em meados
do século XVII d.C., Descartes, filésofo e matematico francés, propés a idéia que
o cérebro funcionava como uma méaquina. Ele dizia que os nervos do homem eram
cheios de espiritos de animais que levavam informagoes motoras e sensoriais para os
ventriculos do cérebro, & semelhanca dos fluidos hidraulicos numa méaquina. Assim,
Descartes descreveu o cérebro como sendo um maquina, trazendo com isso uma rica
analogia apesar dos controversos espiritos. Embora o conceito do cérebro-maquina
tenha permanecido até hoje, no século seguinte a teoria dos espiritos nos ventriculos
foi por dgua abaizo com a demonstragido da natureza elétrica na condugo nervosa,
publicada pelo fisiologista italiano Luigi Galvani (séc. XVIII d.C.).

Com o passar dos séculos, as descobertas sobre a fisiologia e funcionamento do cé-
rebro acumularam-se a uma velocidade cada vez maior, acompanhando uma gradual
dissociagdo entre o estudo do “cerne do homem” e o estudo do “raciocinio humano”.
Esse acréscimo na velocidade se deu devido ao desenvolvimento paralelo das teorias
fisicas e suas aplicacGes na construcdo de novos equipamentos de pesquisa. O mi-
croscopio, construido pela primeira vez em 1595 pelos holandeses Hans e Zacharias
Jansen, foi um desses equipamentos fundamentais para o avanc¢o das pesquisas sobre
o cérebro e suas fun¢des. Embora tenha sido muito rudimentar nos seus primeiros
séculos de “vida”, no século XIX d.C. o microscépio recebeu uma consideravel me-
lhoria na sua resolugdo, impulsionando novas descobertas sobre estruturas internas
do cérebro. Uma conseqiiéncia notivel dessa melhoria foi a descricio das primei-
ras células neurais, ocorrendo esta na década seguinte & construgdo do primeiro
microscopio acromético. Em conseqgiiéncia, os cientistas ficaram maravilhados com
a rede fina e extremamente complexa de processos filamentares que parecia tomar
por completo o sistema nervoso. Qual seria a fungdo desses processos filamentares?
Teria realmente alguma relagio com o raciocinio®? Apesar dos cientistas nio terem
imediatamente tais respostas, eles tinham certeza da importancia de tal rede para
a compreensdo do funcionamento do cérebro. Finalmente, em 1863, Otto Deiters
obteve imagens claras e completas sobre os neurdnios, isolando-os sob o microscépio.

3Dizemos, a rede de filamentos interna ao cérebro.
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Daf surgiu o conhecimento da divisdo estrutural do neurénio: soma (corpo celular),
axonio e dendritos; reconhecida ainda nos dias de hoje.

Os avangos nos equipamentos e técnicas ndo pararam, de forma que no inicio
do século XX d.C. j& era bem aceito que todas as funcgbes cerebrais eram resultan-
tes da intensa transmissdo de mensagens elétricas ( e/ou neurotransmissores) pela
gigantesca rede de neurdnios do cérebro. Logo, o mais recente alvo era decifrar a
linguagem dos impulsos nervosos que j4 se sabia serem “tudo ou nada”, ou de uma
forma mais ampla, lidar com a questdo: seria possivel modelar o raciocinio humano?

As teorias e ferramentas criadas para responder a pergunta do paragrafo anterior,
na verdade, foram criadas e desenvolvidas muito antes da descoberta da rede de
neurénios do cérebro. A discussdo sobre o que seria o raciocinio e como funcionaria,
ou como construi-lo, aparentemente seguiu o mesmo caminho greco-europeu. Como
mencionamos, o estudo do raciocinio humano comegou a se diferenciar do estudo
do pensamento ou alma do homem no inicio do primeiro milénio d.C., o que, em
minha opinido, contribuiu fortemente para o desenvolvimento da compreensao do
raciocinio, escapando de questées intratéveis.

Apesar dos conceitos sobre mente, pensamento e raciocinio ji terem sido bas-
tante discutidos até o primeiro milénio d.C., a estruturacdo e elaboraciao destes
numa forma mais precisa sé6 foi realizada no século XVII d.C. com Descartes. Além
de comparar o cérebro com uma maquina, Descartes também estruturou, ou me-
lhor, organizou e elaborou, “o conhecimento do conhecimento humano” — como
este funcionaria. Seus trabalhos sobre a estruturagdo do conhecimento tiveram um
grande impacto na ciéncia, ndo s6 com relagdo & estrutura do raciocinio humano
mas principalmente ao desenvolvimento do método da ciéncia. Além disso, Des-
cartes também defendia que a matemética era uma linguagem comum da mente?,
principio tal cada vez mais popular. Nessa dire¢do, aproximadamente dois séculos
depois, George Boole construiu uma algebra binaria® que representaria as “leis do
pensamento”®, revolucionando mais uma vez a teoria do raciocinio. Boole tinha uma
clara compreensdao da magnitude do seu trabalho, o que era evidenciado tanto por
seu préprio titulo quanto pela prépria elucidacdo do seu objetivo — veja a citagao

abaixo:

41déia originada na Grécia antiga.
5Hoje conhecida por &lgebra booleana.
8 Abreviagio do titulo: Uma Investigagio das Leis do Pensamento, em que se Fundamentam as

Teorias Matemdticas da Ldgica e Probabilidades. Trabalho publicado por G. Boole em 1854,
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O motivo do presente tratado € investigar as leis fundamentais do funcio-
namento do cérebro através das quais o raciocinio se realiza; expressd-las
através da linguagem do cdlculo e, sobre este fundamento, estruturar a
ciéncia da logica e construir o seu método, fazer deste método a base de
todos os métodos para aplicagio da doutrina matemdtica das probabili-
dades; e, finalmente, recolher dos vdrios elementos verdadeiros trazidos
para serem examinados no curso destas investigagbes alguma provdvel

sugestdo a respeito da natureza e constituigdéo da mente humana.
G. Boole, 1854 - Leis do pensamento

No entanto, as Leis do Pensamento ndo foram bem recebidas, na verdade, podemos
dizer que foram negligenciadas. A razdo para tal ndo parece muito clara, mas talvez
tenha ocorrido devido aos pesquisadores estarem procurando uma alternativa para
a teoria das probabilidades apresentada no inicio do século XIX d.C.

Apesar da teoria das probabilidades j4 estar razoavelmente desenvolvida, prin-
cipalmente devido a Bernoulli (séc. XVIII d.C.), Thomas Bayes (séc. XVIII d.C.)
e posteriormente Laplace (séc. XIX d.C.), ainda existiam algumas lacunas entre as
idéias conceituais das probabilidades e o que se esperava de uma teoria matematica
“rigorosa”. Na teoria proposta por Bayes em An Essay Toward Solving a Problem in
the Doctrine of Chances, a probabilidade representava um “grau de crenga”, ou seja,
o quanto se pensava ser alguma coisa verdadeira baseando-se na evidéncia disponivel.
Isto causava um certo desconforto para quantificar e operar crencas, ou seja, pensa-
mentos. Apesar de Laplace ter desenvolvido analiticamente as idéias apresentadas
por Bernoulli’, refor¢ando o trabalho de Bayes, ainda havia muita desconfianca e
indisposi¢do por parte da maioria dos mateméticos e fisicos (se ndo maioria, com
certeza os mais influentes) para tal teoria. A principal critica era que o conceito de
probabilidade apresentado era muito vago e subjetivo para ser base de uma teoria
matematica. Assim, no século XX d.C. houve um grande esfor¢o para “consertar”
as probabilidades e por fim acabaram definindo uma nova probabilidade que repre-
sentava a freqiiéncia relativa de um evento numa repeticao de grandes conjuntos de
amostragem. Com esse novo conceito de probabilidade, aparentemente ganhou-se
mais objetividade na teoria, uma vez que “freqiiéncias” podem ser medidas. No en-
tanto, com isto limitou-se consideravelmente o espacgo da validade ou aplicagGes das

"Expressadas no livro “A arte da conjectura”, publicado por Bernoulli em 1713.
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probabilidades.

Assim, mesmo com a visivel riqueza da proposta bayesiana, bem como sua cor-
respondéncia qualitativa com o senso comum, a abordagem fregiiencista foi gradual-
mente ganhando espago frente 4 bayesiana. Essa tendéncia era grandemente facili-
tada pela falta de argumentagdo matematica sobre a adog¢io das regras de inferéncia
obtidas a partir da proposta de Bayes sob algum critério de otimizagao®. J4 o traba-
lho de Boole ndo abordava diretamente essas questdes na teoria das probabilidades,
de forma a se manter neutro, embora viesse a ser fundamental para a construgao
dos processadores artificiais — que sdo utilizados nos nossos computadores.

O problema da abordagem freqiiencista para a construgdo de processadores de
informagdes é que nem sempre trabalhamos com a inferéncia de varidveis aleatérias,
principalmente nas decisdes tomadas no dia-a-dia. Posto isto, terminamos essa se¢ao
com a reapresentagdo da pergunta: seria possivel construir uma teoria matematica
para modelar o pensamento humano, ou melhor, seria possivel conciliar a teoria das
probabilidades, inferéncia e ldgica com o raciocinio humano?

1.1 A resposta bayesiana.

O século XX d.C. comecgou entdo com o grande e emocionante desafio de cons-
truir uma teoria que funcionasse qualitativamente como o cérebro, ou seja, que
processasse as informagbes numa maneira semelhante. Ap6s praticamente um sé-
culo de anélise e discussdo sobre o conjunto ou espago de ferramentas adequadas
para a construc¢ao de tal teoria, j4 tinha-se a convicgao que a teoria das probabilida-
des era a resposta procurada, de maneira que bastava dar uma boa fundamentagio
matematica e conceitual, relacionando-a com a logica simbélica.

Embora a linha ortodoxa tivesse grandes dificuldades em lidar conceitualmente
com a inferéncia de varidveis que ndo fossem aleatoérias, ela teve o seu auge com
os trabalhos de Andrey Kolmogorov. O trabalho apresentado por Kolmogorov na
verdade nfo precisava, ou partia, do conceito de freqiiéncia de eventos, mas simples-
mente dos trabalhos de Emile Borel sobre teoria da medida e dos conjuntos. Em seu

8Perceba que estamos falando das regras utilizadas num processo de inferéncia e nio dos resul-
tados obtidos. Até porque a boa qualidade da inferéncia bayesiana é bem conhecida desde a época

de Laplace, quando ele estimou a massa de Saturno.




1.1 A resposta bayesiana. 7

livro Fundagées do cdlculo de probabilidades®, ele apresentou o sistema axiomatico
para a teoria das probabilidades baseado na teoria da medida e dos conjuntos, funda-
mentando matematicamente e definindo as regras necessarias para trabalhar-se com
probabilidades. O impacto de tal trabalho foi tanto que logo se tornou referéncia
e formulagao basica para a teoria das probabilidades. Assim, aparentemente o pro-
blema estava resolvido. A partir de um conjunto de axiomas dado arbitrariamente,
definiam-se as regras pelas quais as probabilidades deveriam ser tratadas (regra da
soma, produto, ...), enquanto o tratamento logico de proposi¢des (as operagdes rea-
lizadas) era substituido pelas opera¢des de conjunto no espago dos pontos referentes
as proposicoes. Porém, a dificuldade conceitual, apesar de atenuada, ainda persistia.

Alguns anos ap6s o trabalho de Kolmogorov, Richard Cox [Cox 1946] demonstrou
que também era possivel construir uma teoria fundamentada matematicamente a
partir da proposta de Laplace, obtendo-se as regras de Kolmogorov por conseqiiéncia.
Além disso, a arbitrariedade dos axiomas de Kolmogorov era substituida por critérios
de consisténcia e qualitativa correspondéncia com o raciocinio humano [Jaynes 1988].
Mas serd que era s6 isso? Apenas uma maneira alternativa de se reobter as regras
de Kolmogorov? Nio!

Desde a tltima década, observa-se um crescimento significativo do niimero de
publicactes de trabalhos que utilizam uma abordagem bayesiana. Isso nido se deve
propriamente a um modismo, mas aos 6timos resultados obtidos. Além disso, como
a propria teoria bayesiana engloba a freqliencista, sempre teremos em geral uma
qualidade no minimo semelhante 4 obtida pela modelagem ortodoxa'?, quando esta
é bem aplicada.

A teoria bayesiana traz consigo um conjunto de principios de otimizagdo que
foram desenvolvidos e estabelecidos por caminhos independentes da teoria das pro-
babilidades, mas que sdo cruciais para um bom tratamento de dados e modelagens
em geral. Dentre esses principios encontram-se a maximizagao da entropia, os re-
guladores de Tikhonov e o principio de Ockham. A realiza¢ao natural de tais prin-
cipios pela teoria bayesiana é um dos seus grandes trunfos. A seguir, discutiremos
um pouco a idéia de cada um desses trés principios, apresentando suas relagdes com
uma modelagem bayesiana. Para aqueles que desejarem conhecer mais sobre tais as-
suntos sugerimos as referéncias: [Jaynes 1982] para entropia maxima; [Kirsch 1996]

9Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, publicado por Kolmogorov em 1933 na Ale-

manha.
10Definimos como estatistica e probabilidade ortodoxas aquelas oriundas da teoria freqiiencista.
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para reguladores e [Jefferys et al 1992] para o principio de Ockham.

Entropia maxima. Do ponto de vista da “teoria da informagio”, a entropia repre-
senta a quantidade de informagao necessaria para sair de um estado de incompleta
informacgdo para outro de completo conhecimento, ou seja, uma quantidade de in-
formacéo necesséria para especificar por completo o estado no qual um determinado
sistema se encontra. Nesse contexto, o principio da maximizacdo da entropia (ME)
estabelece que inferéncias baseadas em dados incompletos (que ndo sejam suficien-
tes para determinar unicamente a solugido do problema) devem ser feitas por meio
da distribuigido de probabilidades que maximiza a entropia de acordo com os dados
conhecidos, ou seja, satisfazendo os vinculos impostos pelo problema. Isso significa
que, dentre todos os modelos possiveis, devemos escolher o que tiver maior entropia.

Considerando que o nosso conhecimento de um dado sistema seja representado
por um conjunto de vinculos do tipo [ d¥wP(w)V(w) = A !, o nosso problema
consiste em achar um modelo P(w) que satisfaca tais vinculos. Assim, sob o critério
de maximizacdo da entropia, a solu¢do desejada é dada pela distribui¢do P(w) que

maximiza a lagrangeana:

L(P(), ) = — / dNwP(w)In P(w) — Z Y ( / dVwVi(w) P(w) — Ai) @)

ou seja, P(w) = exp{— Y, iiVi(w) — 1} — os multiplicadores ); sdo determinados
pela imposi¢io [dVwV;(w)P(w) = A;.

Consideremos agora que nao s6 temos os valores esperados dos potenciais V;,
como também uma distribuigdo inicial para as variaveis w*: Q(w). Isso implica que a
entropia de Shannon, ou melhor, resultante dos axiomas de Shannon [Caticha et al 2004],

torna-se

S(PQ) = — / dNwP(w)In (gg:;) , (1.2)

que também ¢ conhecida como entropia relative (a menos do sinal negativo).Em
termos da teoria da informagdo podemos dizer que a entropia 1.2 é uma medida
da quantidade de informacgéo necessaria para especificar o atual estado do sistema
partindo de um conhecimento a priori, expressado por Q(w).

10u ¥, pi f(w:) = a para o caso de vari4veis discretas.
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Substituindo f dY¥wP(w)In P(w) por 1.2 na lagrangeana 1.1, encontraremos que
a solugcdo que maximiza a entropia serd agora dada por:

P(w) = exp{= ) MVi(w) - 1}Q(w). (1.3)

Considerando exp{— ), A{V;(w) — 1} proporcional & verossimilhanga dos dados
fornecidos, teremos que a expressdo 1.3 para a distribuigdo posterior P(w) é justa-

mente a regra de Bayes.

Reguladores de Tikhonov. Os reguladores de Tikhonov (RT) foram desenvol-
vidos dentro do contexto dos problemas mal-formulados'?, onde temos que escolher
uma solucio dentre tantas outras que satisfazem os dados experimentais (ou vinculos
matematicos).

Como pode-se perceber no tépico anterior, a idéia principal para resolver tais
problemas é restringir a classe de soluges admissiveis, introduzindo informacgées a
priori adequadamente.

Diferentemente da ME, onde o conhecimento a priori consiste na informacao
que solugdes com grandes entropias tém mais chance de serem reais, no método dos
RT a informacao a priori é relacionado a aspectos geométricos da solugao desejada
(suavidade, ...). Assim, uma vez estabelecido o que se espera de antemdo da solugéo,

construimos o funcional
F(w) = {Erro padrio} + A{Inf. geométricas},

por meio do qual escolheremos uma solugdo, minimizando-o.

O primeiro termo do funcional F de Tikhonov mede o desvio entre a resposta
desejada e a obtida pela solugdo candidata, enquanto o segundo representa um termo
de punicdo da complexidade regulada por A. Por sua vez, A, que é definido como
um nimero real positivo, controla a relagdo entre a suficiéncia dos dados D e a
informagéo prévia I. No limite A — 0, temos que a solugdo procurada é totalmente
determinada pelos exemplos fornecidos em D. Para A — oo, temos que a restri¢do

12De acordo com Hadamard, um problema é classificado como mal-formulado se violar ao menos
um dos seguintes itens: possul solugdo; a solugdo é tnica; a solugio depende continuamente dos
dados, ou seja, é uma funcio continua. Assim, podemos perceber que os problemas de interesse
da teoria da aprendizagem estatistica (aprendizagem por méaquinas ou inteligéncia artificial) sdo

tipicamente uma classe de problemas mal-formulados.
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imposta pelo operador descrito em I é por si s6 suficiente para determinar a solucéo,
significando também que os dados sdo irrelevantes.

De maneira semelhante ao tépico anterior, ao construirmos uma distribuigdo de
probabilidades proporcional & exponencial de F, temos uma distribui¢do posterior
bayesiana por meio da qual podemos fazer a inferéncia dos parametros em questao.
Dessa forma, minimizar o funcional F de Tikhonov é agora equivalente a maximi-
zar a densidade de probabilidade posterior s informagtes conhecidas. Além disso,
abrimos grandes possibilidades para o tratamento continuo de tais paradmetros por
meio da regra de Bayes: P(w|D,I,d,i) < P(w|D, I)p(d,i|lw).

Perceba que, apesar das conexdes dos métodos de ME e dos RT com o método
bayesiano serem feitas por meio de uma simples aplicagdo da exponencial nos res-
pectivos funcionais, seguido de uma identificacdo da distribuicdo a priori, isso é
impossivel para os métodos ortodoxos visto que em tal abordagem nio tem sentido
falar em distribuicdo a priori, mas apenas em verossimilhangas.

O principio de Ockham. Originalmente anunciado por “William de Ockham”!3, o
principio estabelece que modelos desnecessariamente complexos ndo devem ser pre-
feridos a modelos mais simples. Em outras palavras: quando temos duas explicages
para um mesmo fenémeno, devemos escolher a mais simples.

Embora seja um principio heuristico, ele reflete a posi¢do usual e natural da
grande parte dos cientistas. A melhor teoria para um fenémeno é a que reproduz
o que conhecemos sobre ele, explicando-o na forma mais simples possivel, até a
chegada de nova informacgio.

Salientamos que o principio de Ockham ndo refere-se 4 complexidade computa-
cional, ou melhor, a0 tempo de processamento de um algoritmo. Podemos dizer que
estd mais relacionado a plausibilidade do modelo (algoritmo). Por exemplo, se a
verificacdo da falsidade de uma proposi¢io A é mais facil, ou acessivel'*, que uma
outra B e A se adequa aos dados D de forma equivalente a B, uma vez que nio seja
observada sua falsidade, A deve ser preferivel a B.

A escolha entre diversos modelos M; tanto na teoria ortodoxa como na bayesiana,
é feita com base na evidéncia de cada modelo, definida como sendo a probabilidade

de se observar D condicionada a M;, ou seja, P(D|M;). No método da Mdzima

13Teslogo e filésofo nascido em Ockham, Inglaterra, no final do século XIII.
4Para uma proposicao ser falseavel, em principio tem que ser possivel fazer uma observagio ou

experimento que mostre sua falsidade.




11

1.1 A resposta bayesiana.

A
8
=
<
>
=
P(D|Ms)
P(D|M,)
P(D|M)
% JN N TN o
D, Dados - D

Figura 1.1: Evidéncia para trés modelos diferentes.

Verossimilhanga (MV), a evidéncia é obtida pelo seguinte esquema: dado um modelo
M;, encontram-se os pardmetros w de M; que maximizam a verossimilhanca dos
dados de treinamento D; o modelo escolhido serd aquele que tiver maior evidéncia
P(D|M,;) = P(D|w, M).

Na figura 1.1, temos a evidéncia para trés modelos distintos entre si. O modelo
M, é o mais expressivo, significando que variando os seus parametros & possivel
reproduzir uma grande quantidade de dados. Por sua vez, M3 é o mais restritivo,
enquanto que M, fica entre os dois outros. Para o conjunto D;, temos que M; falha
e M; e M; nao. Como M, tem uma evidéncia para D; maior que a de M, ele sera

o modelo escolhido.
No método bayesiano a evidéncia é calculada por meio da integral

P(D|M,) = / P(Dlw, M;) P{w|M;)dw.

Geralmente a posterior P(w|D, M;) = P(D|w, M;)P(w|M;)/P(D|M;) é pontuda no
pardmetro mais provavel w, de forma que a integral pode ser aproximada para

P(D|M;) ~ P(D|w, M;) P(&|M;)Aw,

onde P(D|w, M;) representa a evidéncia da MV e P(w|M;)Aw o fator de Ockham.

Antes dos dados chegarem, o modelo M; tem um intervalo Awy para a escolha
dos pardmetros w (veja a figura 1.2). Depois, ao se considerar D;, o intervalo dos
possiveis w vai para Aw;. Como Aw representa o volume do espago dos parame-
tros em acordo com D, apenas para facilitar a compreensao, podemos considerar
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A
1

Awo

Figura 1.2: O fator de Ockham.

P{w|M;) ~ 1/Awyq, 0 que nos leva a

Fator de Ockham = Awt.
Awo

Pela tltima expressio, temos que os modelos mais complexos sdo penalizados com
um fator de Ockham menor que o dos modelos mais simples. Por exemplo, modelos
de ajuste de curvas, ou regressdo, com muitos pardmetros livres tém um intervalo
Awy muito grande, de maneira que se ajustardo a qualquer curva com um desvio
padrdao muito baixo, ou seja Aw; muito pequeno. Assim, as evidéncias oriundas de
modelagens bayesianas sfo naturalmente moduladas em favorecimento do modelo
mais simples que satisfaca as informagoes desejadas.

Com isso, apés esse breve ensaio sobre principios de otimizacdo e modelagem,
vemos que a teoria bayesiana das probabilidades ndo é simplesmente uma alternativa
para se reobter a teoria freqgiiencista, mas uma poderosa ferramenta que contém
fundamentos matemaéticos rigorosos e caracteristicas, ou até mesmo podemos dizer
natureza, propicias para a construcdo de méquinas processadoras de informagdes,

ou seja, inteligéncia artificial.

1.2 Redes neurais artificiais.

Com o crescimento do conhecimento sobre a estrutura do cérebro, assim como
sua relagdo funcional com o raciocinio humano, cresceu também o interesse sobre

T TN e




§
H
H
H

1.2 Redes neurais artificiais. 13

questdes envolvendo o processamento de informacdes.

No inicio do século XX d.C., conforme citamos anteriormente, a rede de neurd-
nios do cérebro ji era conhecida e tida como responsivel pelo processamento de
informagdes — embora nao se conhecesse o seu funcionamento. Além disso, tam-
bém era conhecido o comportamento tudo-ou-nada dos neurénios, ou seja, que eles
disparavam quando a soma ponderada dos sinais recebidos de outros neurénios su-
perava um certo limiar. Motivados por essas descobertas, em 1943 dois cientistas,
Warren McCulloch e Walter Pitts, propuseram um modelo de redes de neurdnios
unificando os estudos da neurofisiologia e da légica (matemaética). Em seu traba-
lho “A logical calculus of the ideas immanent in nervous activity”, eles tentaram
entender como o cérebro poderia produzir padrées altamente complexos, utilizando
uma rede de elementos de decisdo bindria que seriam uma versdo simplificada dos
neurdnios biolégicos.

& & Ev-1 &N

o = sinal(w - £ — b)
Figura 1.3: O neurdnio de McCullooch e Pitts.

A semelhanca do neurdnio biolégico, os neurdnios de McCulloch e Pitts possuiam
(ver figura 1.3): dendritos, por onde entravam as informacdes &'’s; sinapses w'’s
que ponderavam os £’s; um limiar de disparo b; um corpo que processava a soma
ponderada Y7 wi€* + b por meio de uma regra tudo-ou-nada!® e um axénio que
enviava o sinal de resposta ¢ para outros neurdnios. Com a jungao dessas redes eles
concluiram que poderiam realizar quaisquer func¢do computével e tarefas semelhante
ao computador proposto por Alan Turing em 1936, bastando escolher a configuragao
das sinapses w adequadamente. Este foi um resultado muito significativo, de maneira
que muitos cientistas tém esse trabalho como um marco do nascimento da disciplina

15A regra tudo-ou-nada pode ser obtida pela fun¢ao f(z) = 1/2 + sinal(z — b)/2, gerando o €
{0,1} que pode ser facilmente mapeado para o € {-1,1}
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de inteligéncia artificial.

A grande capacidade de processamento das redes de McCulloch e Pitts, que iden-
tificamos de uma maneira mais geral como redes neurais artificiais (RNA), dependia
entretanto da escolha particular dos pesos sinapticos. Isto trouxe uma nova questéo
a ser estudada: como escolher os pesos w'’s de maneira que determinadas tarefas
ou mapeamentos sejam realizados pela rede? Uma das grandes respostas a essa per-
gunta foi apresentada por Frank Rosenblatt em 1958 [Rosenblatt 1958]. Naquele
trabalho Rosenblatt introduziu um modelo de RNA com um algoritmo embutido

para a obtenc¢do dos pesos sinapticos, denominada por ele perceptron.

O algoritmo do perceptron utilizava os pares de informagdes {o, £}’s, tipo estimulo-

reacio (entrada-saida), e era da forma ‘:’Z+ 1= u);-{—A, onde w representa a estimativa
do “vetor sinaptico” gerador dos pares {0, £} e

A= op+1€py s€ Opniw-§,, <0 (L4)

0 se opp1w- g, >0

Com a demonstragdo da convergéncia de w para @, sendo @ o perceptron gerador
do conjunto de informagbes D = {o, £}, Rosenblatt mostrou que tais redes podiam
generalizar conceitos por meio de um processo de aprendizagem. Isto trouxe grande
atencao para o estudo de RNA ampliando sua motivagio, pois além de ser utilizado
como um modelo para o estudo e compreensio dos principios que o cérebro usa para
trabalhar, também incentiva o estudo sobre a construgdo de maquinas que sejam
capazes de realizar tarefas complexas e inferéncias a partir de informagoes indiretas
e/ou incompletas.

Apés aproximadamente sessenta anos, a questdo levantada no trabalho de Mc-
Culloch e Pitts ainda continua sendo exaustivamente estudada. Os avangos obtidos
nesse periodo sdo inegéaveis, no entanto ainda ha muito a se descobrir sobre os prin-
cipios fundamentais utilizados por nossa rede de neurbénios no processamento de
nossos raciocinios.

A seguir, introduzimos alguns conceitos e definigdes necessarios para uma boa

compreensdo do trabalho aqui apresentado.

1.2.1 Aprendizagem numa rede neural artificial.

A propriedade que é de importancia primordial para uma RNA é a sua habilidade
de “aprender” a partir de seu ambiente (informacgdes contidas em D) e melhorar o
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seu desempenho através da “aprendizagem”. No contexto de inteligéncia artificial
essa aprendizagem na verdade é apenas um processo pelo qual os pardmetros livres
da rede sdo adaptados através do processamento e/ou tratamento das informagdes
fornecidas D, garantindo sua convergéncia para a resposta desejada.

O desempenho obtido em tal processo depende tanto da arquitetura da rede,
ou seja, quais neurdnios estao conectados a quais, quanto da distribuicdo dos va-
lores de suas sinapses. De forma que, para fazer a RNA realizar alguma tarefa
especifica, é necessario escolher como os neurdnios sdo conectados uns aos outros
e distribuir os pesos sinapticos adequadamente'®. O processo de aprendizagem em
tais redes acontece entdo por meio de um processo iterativo sobre as informagéGes de
entrada, quando a rede busca uma configuracao que solucione o problema proposto,
generalizando-o. De acordo com as informacoes de entradas temos trés tipos de
aprendizagem: Supervisionado, Niao Supervisionado e com Reforgo. Na aprendiza-
gem supervisionada nas informacées de entrada constam as respostas desejadas as
perguntas. Assim, temos o que chamamos de cendrio professor-aprendiz, diferente
da ndo supervisionada, onde ndo ha um supervisor com as respostas desejadas. No
caso de aprendizagem por reforgo o supervisor apenas estima as respostas, pois ndo
possui as respostas corretas.

A resposta desejada para rede neural é tratada como um vetor o, determinado
por uma funcdo de transferéncia M desconhecida que atua no vetor com os dados
de entrada &, geralmente de dimens@o bem maior que o. Entéo

onde tal mapeamento pode ser deterministico ou estocastico, de forma a possibilitar
a corrup¢ao de alguns dados por ruido.

O ato de aprender é entdo colocado como um problema de otimizac¢do por intro-
duzir uma func¢édo erro, a qual mede a qualidade da aproximacdo da rede a funcdo
M. Assim o processo de aprendizagem implica achar uma configuragdo das sinapses
da rede que minimize a fungao erro.

As diferentes maneiras como as sinapses da rede sdo modificadas sdo definidas
como algoritmo de aprendizagem.

O processo de interacdo da rede com as informagoes pode ser feito de muitas

16 A5 conexdes determinam como é possivel um neurdnio influenciar outro, e o pesos das sinapses

dizem qudo grande é tal influéncia.
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formas, no entanto, dentre elas ha dois limites interessantes: o off-line e o on-line.
A classificagdo em off-line ocorre quando as informagoes de entrada sao processadas
em conjunto e a cada nova informagao a rede revé todas as outras anteriores para
s6 entdo atualizar o sistema, procurando a situagio mais adequada para o conjunto
inteiro de treinamento!”, o que pode ser facilmente associado & idéia de equilibrio
termodinamico. Em oposi¢do, temos o algoritmo que é classificado como on-line,
quando a atualizagdo é feita sempre que chega um novo dado, sem consultar o con-
junto de treinamento como um todo, mas apenas o tltimo dado e alguns paradmetros
da rede, o que também pode ser facilmente associado a um processo fora de equilibrio
termodinamico. Com tais associagdes torna-se possivel a utilizacdo das ferramentas
da Mecanica Estatistica no estudo de tais sistemas, visto também que o problema
de aprendizagem pode ser visualizado como um processo de minimiza¢do de uma
fungédo erro (energia).

A necessidade de uma aprendizagem on-line surge imediatamente quando se pre-
cisa tomar decisoes rapidas, ndo se tendo tempo para analisar todas as informagées
disponiveis. Tais situagdes sdo extremamente comuns em nossa vida diaria, quando
nos baseamos intensamente em nossos conhecimentos mais recentes. Por exemplo,
podemos citar o caso de uma pessoa sozinha na selva vendo entre as folhas de uma
moita um tecido amarelo com manchas pretas. No primeiro momento a pessoa nao
tem a plena certeza se aquilo que estd na moita é apenas um pedago de pano ou se
a pele de uma onga, mas se ela ficar ali até ter essa certeza, e se realmente for uma
onga, essa informagao nio lhe serd mais tao atil uma vez que nao conseguirad escapar
do ataque da oncga, por outro lado, se a pessoa correr imediatamente apés ver o
tecido entre as folhas, poders escapar. Assim vemos que em determinadas situagoes
é preferivel termos processamentos rapidos com conclusdes razoaveis do que termos
conclusOes exatas mas com longo tempo de processamento. E claro que em tais
processamentos mais rapidos (processos on-line) perdemos uma certa quantia de in-
formagado que ndo foi utilizada, mas surpreendentemente mostra-se [Engel et al 2001]
que algoritmos baseados em aprendizagem on-line podem encontrar um desempenho
semelhante aos baseados em off-line, quando o nimero de neurdnios é consideravel-
mente grande (N — oo). Além disso, mesmo que possamos construir maquinas
onde os tempos de processamento para algoritmos off-line sejam toleraveis, ainda
temos uma grande motivagdo para o estudo de algoritmos on-line: a aprendizagem

17Que consta de todas as informagdes j4 utilizadas mais a que chega a cada instante.
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de conceitos nao-estacionarios.

A aprendizagem de conceitos ndo-estacionarios ocorre quando o mapeamento
M muda durante a coleta dos dados do treinamento, de maneira continua ou mo-
menténea. Isso significa que utilizar informacGes sem levar em consideragio suas
respectivas ¢dades levard a grandes erros na inferéncia, tanto maior quanto menor
for o tempo caracteristico dessas mudancas ou a quantidade de informacoes velhas
utilizadas para predizer o novo conceito.

Num processo de aprendizagem tipicamente off-line, todos os dados sdo tratados
em paralelo, de forma a ndo haver distingdo, a priori, de suas respectivas idades.
Num algoritmo on-line, por natureza os dados sdo processados individualmente na
seqiiéncia de sua coleta, o que torna propicio a inclusdo de médulos que observem a
idade dos dados.
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Redes neurais bayesianas.

No capitulo anterior vimos que a abordagem bayesiana naturalmente satisfaz os
principais principios de modelagem, como o principio de Ockham e a regularizagio de
Tikhonov. Além disso, também vimos que a idéia de probabilidade como sendo um
grau de crenga n3o s6 abrange a interpretacdo freqiiencista e pode ser apresentada
com o mesmo rigor matematico [Bernado et al 2000], como também est4 inserida
na motivacdo inicial da construcdo de uma teoria para o raciocinio humano. No
entanto sabemos que os méritos da teoria bayesiana perante outras abordagens nao
serdo estabelecidos puramente por discussdes filoséficas, mas apenas por demons-
tragoes efetivas de sua superioridade em contextos préticos, ou seja, na construgao
de modelos e algoritmos de aprendizagem.

Naturalmente ndo existe um algoritmo que seja sempre melhor para qualquer
tipo de problema, ou melhor, independente do problema. Porém, dentro de uma
mesma subclasse de problemas é de fundamental importancia saber se existe uma
maneira 6tima de se utilizar as informagdes contidas em D (o conjunto de Dados). A
existéncia de tal nos leva também & existéncia de um limite superior no desempenho
que ndo pode ser ultrapassado por nenhum algoritmo.

Esses desempenhos sdo quantificados por meio do erro de treinamento, que é
definido como sendo a fragdo de exemplos mal classificados de D, e do erro de
generalizagdo que nos da a probabilidade de um exemplo qualquer (contido ou néo
em D) ser mal classificado. Se definirmos o conjunto de pardmetros que regulam
o mapeamento M como @ € RV (o vetor sinaptico de uma RNA), podemos dizer

19
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que o erro de generalizacio quantifica a distancia entre @ e um outro conjunto de
parametros @ € RN, Além disso, podemos também imaginar um espago € que
contenha todos os possiveis candidatos para @, ou melhor, versées delimitadas por
D. Dessa forma o processo de aprendizagem consiste na busca em 2 pelo melhor
candidato sobre o critério de minimizagio do erro de generalizacao.

Para o problema de classificagdo binaria (CB) por superficies lineares usando
redes neurais artificiais esse limite inferior no erro de generalizagao existe, ou seja,
é conhecido, e é alcangado pelo algoritmo bayesiano off-line.

Um problema CB consiste em: dado um conjunto de pontos D, = {§,,, 0.},
sendo £, € RN e g, € {1; -1}, encontrar uma superficie que separe os pontos £,
com o, = 1 dos §, com o, = —1 (veja a figura 2.1). Salientamos entretanto que
apesar da teoria apresentada ser geral o suficiente para ser aplicada em problemas
CB com qualquer tipo de superficie, nos restringimos apenas ao caso de superficies

lineares!, ou seja, hiperplanos.

b o ,_

Figura 2.1: Problema de classificagdo bindria. Os pontos acima da linha tracejada
(bolas brancas) recebem a classificagio o = 1 e os que ficam abaixo (bolas pretas)

recebem o = —1.

10 caso de superficies nao-lineares é tratado de maneira equivalente por meio de transforma-
¢des no espaco de entrada (nos vetores §,), podendo-se trabalhar diretamente com os vetores
transformados ou indiretamente por meio do nicleo da transformagao. Sistemas que utilizam essa
estratégia sdo conhecidos por mdquinas nicleo (kernel machines) ou mdquinas de vetores de suporte

(support vectors machines).




2 Redes neurais bayesianas. 21

No processo de aprendizagem cada elemento de D delimita a regido de localizagio
de @ em ). Apoés p exemplos, a predigdo de 0,41 no algoritmo bayesiano off-line
(ABOST) é dada pela resposta majoritaria dos elementos de €2 condizentes com os p
primeiros exemplos. Isso equivale a construir uma distribuigdo posterior P(w|D) e
ter como uma estimativa para o professor @ = [ dwP(w|D)w, ou seja, a estimativa
para o professor sers equivalente ao centro de massa do espago de versoes delimitado
por D [Engel et al 2001].

O bom desempenho do ABOSF é até esperado, visto que sua predicdo satisfaz os
vinculos impostos por D e minimiza a chance de erro por meio do voto majoritario.
Entretanto seu desempenho ndo é apenas bom, mas considerado como o proprio
limite inferior do erro de generalizacdo e, para o problema CB, com um comporta-
mento assint6tico dado por e; = 0,44/« [Opper et al 1990, Engel et al 2001}, sendo
« a razdo entre o ntmero x4 de exemplos utilizados e a dimensdo N do espago de
entrada (o = pu/N).

Embora estejamos nos limitando ao problema de CB, no decorrer da ultima
década foram apresentados vérios trabalhos?® mostrando modelos bayesianos com
melhores desempenhos que algoritmos oriundos de outras abordagens (como a ma-
ximizagdo da verossimilhanga, por exemplo) em varios outros tipos de problemas
de aprendizagem ou inferéncia estatistica (regressao, reconstrugio de imagens, reco-
nhecimento de voz, ...).

Na verdade, o crescimento da taxa de apari¢gdo desses trabalhos deve-se prin-
cipalmente ao crescimento da capacidade de armazenamento e da velocidade de
processamento dos computadores, bem como ao facil acesso a tais. Assim, a dificul-
dade de se calcular integrais N—dimensionais (o centro de massa @, por exemplo)
é vencida por meio de métodos aproximativos baseados em simulacdo numeérica
[Andrieu et al 2003]. Contudo, o uso desses métodos ndo deve ser visto como um
substituto das solugbes analiticas mesmo quando ndo for possivel encontrar uma
solugdo analitica exata, até porque tais métodos sdo aprimorados por meio de tra-
tamentos e aproximacoes analiticos. Além do mais, em situagdes ndo-estacionarias
o tratamento off-line dos dados nao é adequado.

Como em inferéncia estatistica todo o conhecimento sobre um dado sistema. é re-
presentado por distribui¢bes de probabilidades, a estratégia natural para se obter um

%Veja os anais das conferéncias NIPS (Neural Information Processing Systems - -

http://www.nips.cc/) e [Amaral et al 2004].
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tratamento bayesiano aproximativo, porém analitico, é construir uma distribuigdo
posterior por meio de um tratamento on-line. Dessa forma, em principio, mantém-se
tanto a versatilidade dos algoritmos on-line quanto a boa qualidade bayesiana no

tratamento das informagoes.

2.1 O algoritmo on-line.

De acordo com o teorema de Bayes [Bernado et al 2000], a distribuigdo de pro-
babilidades para os candidatos w’s posterior a D, é dada por®

P(w)P(Dylw)
[ dNw' P(w’)P(D,|w')’
sendo P(w) a distribuigdo a priori de w, P(D,|w) a verossimilhanga dos y—elementos
do conjunto D, para um dado w e [ dVw' P(w’)P(D,|w') a marginal P(D,).

Na chegada de nova informagao y,11 = (€,41,0u+1) temos

P(w|D,) = (2.1)

_ _ Pw|Dy)P(yuri|w, Dy)
Plelypen D) = dew’P(w;leu);EyHl[uﬁ, D)’

que para o caso P(y,1|D,) = P(yu+1) * resulta em

P(w|Dy) P(gpr1|w)
J d¥w' P(w'| D) Pyya|w’)
Perceba que, embora a equagio 2.2 nos diga como atualizar a distribui¢do posterior
frente a chegada de y,;1, a predi¢do de o,4o continua sendo feita por meio da
integral [d"wP(w|D,y1)w que trata em paralelo todos os y,’s, ou seja, off-line,
Entao, como adapta-la & um processo onde apenas o novo dado y,41 e “pouca coisa”
a mais seja suficiente, sem a necessidade de se reutilizar os dados velhos y,<u41?

Uma boa resposta a tal pergunta é simplesmente projetar a distribui¢io dos pesos
sindpticos w num espago de fungdes trataveis [Opper 1998]. A idéia é substituir
meédias sobre distribui¢oes complicadas por médias sobre distribuigoes aproximadas
mais simples. No entanto, para o procedimento ser significativo € necessario que
a distribui¢ao aproximada capture da distribuicdo verdadeira os fatores essenciais

(2.2)

P(w|Dyy1) =

para a aprendizagem.
3P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) = P(A|B) = P(A)P(B|A)/P(B) =

P(A)P(B|A)/ [ P(A")P(B|A")dA'.
4Para os elementos (£ 1+ 0u)’s independente e identicamente distribuidos.



http:P(w')P(Dp.lw

2.1 O algoritmo on-line. 23

Em geral, a atualizacdo da distribuicdo posterior feita por meio de 2.2 a re-
tira do espago de fungdes inicial G, onde é possivel tratar de maneira razoavel as
integrais envolvidas. Assim, ap6s cada passo de atualizacdo & necessario projetar
P(w|Dyy1) = Su1 em G (ver figura 2.2). Para minimizar a perda de informa-
¢ao ao projetarmos S, de S em G, escolnemos o elemento G,y; que minimiza a
divergéncia de Kullback-Leibler:

gpﬂ(w)

Assim, o algoritmo bayesiano on-line (ABOn) é divido em duas etapas:

Dgr(Su+1,Gus1) = (In St (@l D) - (2.3)
pt1s Yy .
WL+

Frente a chegada de y,1, G.(w) é atualizada por meio da regra de Bayes

 Gu(w)Pyu]w)
(@) = NG ") Ply)

(2.4)

Projetar | Seleciona-se G,.1 € G tal que dg, ., Dxr(Sut1,Gut1) = 0.

T B X
Ge

{9} {s}

Figura 2.2: Atualizagio da distribuigfo posterior por meio da minimizacio da di-
vergéncia de Kullback-Leibler. A cada informacdo y,+1, G, é atualizada por meio
de 2.4 indo para S,y1. Se S,y1 € G, Sut1 é substituida por G.41 que minimiza a

divergéncia de Kullback-Leibler.
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Como toda modelagem bayesiana, para aplicarmos 0 ABOn num dado problema
é necessério definirmos inicialmente a distribuigio a priori P(w) e a verossimilhanga
P(y,lw). No ABOn, a escolha da familia de funcbes G define automaticamente
P(w) = Gp(w), ou seja, as informagdes a priori sobre o vetor sinaptico w devem ser
incluidas na escolha de G. Enquanto que informacOes sobre a estrutura da rede e
sobre os dados, sdo geralmente postos na verossimilhanca P(y,|w).

Escolhendo G como a familia das gaussianas, temos que a variagio de Dy 1(S,,G,)
é feita com relacdo a média e a covariancia da gaussiana.

Gu(w) = exp{—(w—a&,) C;'- (w—,)/2} //CmVC.]
5gu = Z:V ‘50;; + Zﬁ; 50;'3’

Por sua vez, a minimizacdo da divergéncia de Kullback-Leibler é obtida por meio

da equivaléncia entre os dois primeiros cumulantes® de S, e G,,.

D = (W )us, (2.5)
Cf,j = <(w‘.—-o§f‘)(wj—d;f;)>w~sy (2.6)

Assim, uma vez que a estimativa dos pesos sindpticos ¢ dada pelo centro de massa
da distribuigdo posterior, no algoritmo ABOn com a familia de fun¢Ges gaussianas
esta é o préprio vetor w,. Além disso, a sua equagdo de atualizacdo é obtida por
meio das equacdes 2.5, 2.6 e 2.4.

Aplicando a equagdo 2.4 na 2.5, encontramos que

o - Jd¥w wiexp {—(w —w,) - C;' - (w — @,)/2} Pyu1|w)
s dew €Xp {—(w —Wy) - C;l (w - G)“)/Q} P(yus1lw)

. JdNudlexp {—u-C;1 - u/2} Pyppiju+w,)

. 2.7
¥ S dVu exp {—u-C;1 - u/2} P(yup|u+&,) (2.7)

Onde realizamos a mudanga de varidvel u = w — &, e que por meio da identidade

5Seja g(v) a fungdo caracteristica de uma dada distribui¢io P(z), ou seja, g(v) =
Jexp{—ivz}P(z)dz, os cumulantes k, de P(z) sdo definidos pela expansio lng(v) =
Yoo 1 (iv)"k, /nl. Assim, temos que o primeiro cumulante, k;, é igual ao valor médio de z e o

segundo, k2, a sua variancia.
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ui = Zl uléi‘g = Zl,j OE[C;I]JI ‘U,z
YCH vl exp{—gu - C;' - u} = —Ou exp{—ju- C;' - u},
ou seja,

, 1 . 1
ut exp{-—-g—u Crtu} = — ZC}f@u: exp{—ﬁu - Ct - ul,

!
transforma-se em

e~ 3wCilug  p u+w,)du
u+1 - w + Zc«zlf — .uUl (ypﬂl _ M)N .
7wCi Plyu+1|u + @,)dVu

Observando que 9y f(u +w,,) = Oyt f (u + @, ), podemos reescrever a Gltima expres-

$20 como
C:Jp_f_]_ = G)p -+ Cp . V(;,“ In (P(yp.}_llu + G"P»u . (2.8)

Para a equacao 2.6 temos
Gl = [0 = B8}1) (0 = Adf)Sun(u+ @)d",

A — ~1 - ~q ey » .
sendo AW, .| =w,,; — @, e que ao utilizarmos 2.4 e a identidade

e 3 0R Y = O30 U 1 N kGG p0 e H O,
ki
torna-se
Cp;..{_]. C + C Vwﬁ & ku C In (P(yﬂ.llu -+ w“)) (29)

Uma vez obtido w,,; por meio de 2.8, a estimativa para 0,2 & obtida pelo sinal
do produto w1 - €12, OU SE€jR, Opia = sinal(@,41 - €,2), € da mesma forma todos
as seguintes entradas £, com v 2> p + 1. Assim, as equacdes 2.8 e 2.9 determinam
0 nosso ABOn para o problema CB, que denominaremos por ABOn tensorial.

Como podemos perceber, o ABOn tensorial se assemelha aos populares algorit-
mos de descida pelo gradiente [Haykin 2003, Duda et al 2001]. Nesses algoritmos
define-se uma funcdo custo £(w) com os pares y, como parametros. Essa funcdo,
denominada potencial de erro, quantifica uma disténcia entre a estimativa &, a res-
posta conhecida o, dados w e &,. Assim o vetor sinéptico 6timo serd aquele que
satisfizer a condigdo £(@) € £(w) para todo w € £, ou seja um ponto de minimo.

Algoritmos tipo descida pelo gradiente (DG) sao escritos na forma®

®Definimos €41 = E(Wy; 0pr1,€441)-



26 2 Redes neurais bayesianas.

| | ! >

] T L
W] Wao Wz W

Figura 2.3: Potencial de erro £{w).

i.:J“+1 == C:)“ - T]V&ugp.}_l, (210)

onde 7 2 0 é denominado pardmetro de taza de aprendizagem, ou simplesmente taza
de aprendizagem.

Pela figura 2.3 podemos entender o funcionamento de um algoritmo tipo 2.10.

Quando a estimativa de vetor sinaptico estiver a esquerda de ws ( por exemplo
@, = w; ) teremos que o seu gradiente serd negativo, visto que w, é um ponto de
minimo. Assim, —nVg, €41 > 0 e W,y ficard mais préximo de wy. Para @, = w;
( a esquerda de w, ), =7V, Eut1 < 0 e novamente w4 ficard mais préximo de
ws. Entretanto, é necessario ressaltarmos a influéncia de n na convergéncia de @,
para o ponto de minimo @. Se 7 for muito pequeno, a convergéncia de w, serd
desnecessariamente lenta. Por outro lado, se n for muito grande, @, oscilard em
torno da solugio com uma grande possibilidade de nao-convergéncia ( tanto maior,
quanto maior for n ). Além disso, seria bom se n = 7,, ou seja, que n variasse
durante o treinamento.

O ponto de partida de um processo de aprendizagem em redes neurais é geral-
mente escolhido aleatoriamente, de forma que pode-se escolher um @ muito longe
do ponto de minimo. Assim, torna-se interessante’ que 7, seja grande para que o
algoritmo v4 mais rapido a4 regido de minimo; por outro lado, passada a fase ini-
cial é interessante que 7, seja pequeno para que o algoritmo ndo caia em oscilagao
permanente.

Para contornar esse problema da dindmica de 7,, uma das propostas mais popu-
lares é encontrada por meio da expansdo de £{w) até segunda ordem em torno de

"Com relagio a velocidade de convergéncia.
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“

Wy

Ew) = E(wy) +(w—w,) VE+ é(w —wy) H - (w—@,). (2.11)

Sendo VE& o gradiente com relacdo a w, calculado em w, e H a matriz Hessiana cujos
elementos sdo dados por H;; = 0*E/0w'dw?, também calculados em @,. Minimi-
zando 2.11 com relagfo a w ( @4 serd o vetor w que miminize £(w)), encontramos

a solu¢io®

W1 =@ — H'Va . (2.12)

O algoritmo definido pela equacdo 2.12 é conhecido por algoritmo de Newton e
apresenta em geral um desempenho melhor que os algoritmos DG simples, cujo 7, é
escalar. Entretanto, nem sempre é possivel garantir que H, seja nio-singular durante
todo o treinamento, o que inutiliza o algoritmo. Além disso, temos a necessidade
de inverter H,, ou seja, um custo adicional de O(N?). Em contrapartida, o ABOn
tensorial por construgdo possui C, positivo definido® e é obtido diretamente da
equacio 2.9, sem o custo de O(N?).

2.1.1 Desempenho assintético.

Fagamos agora um rapido estudo sobre o comportamento do algoritmo descrito
pelas equagdes 2.8 e 2.9 para u > 1.

Como a corregdo Aw,; é regulada por Cy,, para sabermos o grau de eficiéncia
e precisdo do algoritmo em questdo é necessirio sabermos anteriormente a forma
assintotica de C,,.

Definindo M* = 90yt In (P(Yus1|u + @,)),, e assumindo que para grandes
‘u’ as mudangas temporais de C, sdo pequenas, podemos introduzir uma evolugio
temporal continua para C(u) partindo de 2.9:

S -0.M-C, (2.13)

8Como VE é o gradiente calculado em &, ele também & equivalente a Vg &,u41 €, de forma

semelhante, H = H),.
%9 .C-v 2 0 para todo v € RV.
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que pode ser reescrita como*’

dC1
dp —M,
ou seja,
m
CYw) - 7N (0) = - / M()du. (2.14)

Para incluirmos em nossa anilise o caso em que o modelo & mal especificado,
suporemos que Q(y,/@) ndo pertenga & mesma familia de P(y,|w), ou melhor, que
os elementos y, sejam gerados por um distribui¢do qualquer Q(y,).

Devido a auséncia de métodos gerais para o cilculo explicito de uma convergéncia
global para quaisquer algoritmos on-line, iremos nos limitar 4 situagao na qual a
RNA esta proxima a um ponto fixo atrativo @, o que nos possibilitard obter uma
expressao exata para a convergéncia assintética do algoritmo.

O ponto fixo @ corresponde a um minimo local da divergéncia entre Q(y) e
P(y|w) dada por'!

D@, P) = [ Q)i (oot ) o,

ou seja, satisfaz a igualdade:

/ Q(y) [0, In P(y|w)], dy = 0. (2.15)

Levando em consideragdo que para u grande a distribui¢do posterior G(w|D,,) estaré
fortemente concentrada em torno de seu maximo em @, podemos negligenciar a sua
largura de forma a termos (P(y|w))_, equivalente & P(y|@). Assim, dividindo a
equagao 2.14 por p e tomando o limite u — 00, encontraremos:

Ccit “
lim TG lim —= / [0.:0,5 In P(y(p)|w)] 5 dp

oo g o b Jo

= - [ QW udusn Pl o, (2.16)

considerando que o sistema seja ergddico.
A equagdo 2.16 nos mostra que para tempos suficientemente longos as flutuacoes
de w, em torno do ponto fixo @ podem ser negligenciadas, uma vez que C =~

V30—t /duy = ~C~1.dC/du-C1.
1Sempre que conveniente e equivalente, trocaremos a soma Y., por f dzP(z).
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[J(-)]7'/p. Isso significa que uma vez dentro da bacia de atragdo, ou seja, num vale
que contenha @, o termo de correcdo AW, serd cada vez menor, decaindo a zero
e garantindo assim que w, nao escape da regido de solugao. Além disso, quando
Q(y) = P(y|®) teremos

- [ Pulo) Bt Puollady = [ o [P0, PO, d

onde utilizamos 2.15 e que pode ser reescrita como!?

lim Qiﬂl = / dy P(y|@)@; In P(y|@)8; In P(y|@). (2.17)

p—00

A integral contida na dltima expressdo é conhecida como matriz de informacao
de Fisher, J9 = [ dyP(y|w)8,: In P(y|w)d,; In P(y|w). Para algoritmos que apre-
sentam (@) p, =@ (para estimadores sem viés), a velocidade de aproximagéo de @
por w,, é limitada proporcionalmente a inversa de J. Essa desigualdade é conhecida

por Desigualdade de Rao-Cramér:
(@p —@) ® (@, —@))p, 2T /1 (2.18)

Uma vez que a velocidade de aproximacdo de w, a @ pelo ABOAI é limitada por
2.18 [Opper 1998], é interessante sabermos também como tal grandeza se comporta
para o algoritmo ABOn tensorial. Para tanto, definimos o erro e, = w, — @ e
assumimos novamente que w,, estd préximo a &, com uma distribuicdo estreita.

Expandindo g In P(yu+1|@,) em torno de @ e considerando apenas os termos

até primeira ordem em e, temos:

Oyt In P(yps1]@,) = s, In P(yu1 l&:#)'& + Zaaﬁ 24, In P(yu+1lwu) &eﬁ + ..
k

0 que nos leva a

1= ClonPyun|@) + Y Cle*adIn Plyun|@).  (2.19)
{ ik

N A
Awy ., = Ae,
Agora é s6 calcularmos a média da equagao 2.19 com relagdo ao conjunto D, e, por
meio do mesmo argumento utilizado anteriormente, passarmos de tempos discretos

para continuos.

12Para simplificar a notagdo trocamos expressdes do tipo [8,: F(w)lw=a por 8;F(@).
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Definindo & = (e*), ., teremos que

dét _ il - il 3k T
o - ZC (aglnP(y|w)>y+%:C &* (88, 1n P(y|@)),
A €
= > u‘ (Orln P(yl@), ~ . (2.20)

l

valido no limite ;4 — 0o e onde definimos a matriz

At = / Q)38 In P(y|@)dy. (2.21)

Devido a 2.15 temos que o primeiro termo do lado direito da equacao 2.20 desa-
parece, de forma que o erro linear médio &' decai com 1/u, ou seja, o valor médio
(&%, tende com o passar do tempo ao ponto fixo @ — que satisfaz 2.15.

Por fim, vejamos como se comporta o erro quadratico médio,

E7= (@ — @) (@5~ @) p -
Escrevendo e,41 = e, + Ae,;1, temos que

en®eu —e, e, = Aeu“ ® AeuH + Ae,hq e, +e,Q AeuH,

ou seja,
Ei—g = C-B-C-C-A-E-E-A-C
du
= %A‘l -B-A™1 - gE, (2.22)
M o2
onde definimos
B= ] Q(y): In P(y|@)a In Py|)dy (2.23)

e negligenciamos termos proporcionais a é'C7* (9 In P(y|@)},.
A equagao 2.22 é resolvida por

E = iA-l -B. A" (2.24)

para j1 — 00, ou seja, para um minimo local @ de — [ Q(y) P(y|w)dy sempre teremos
o decaimento 6timo < 1/u para o erro quadratico médio. Além disso, quando o

modelo for bem especificado teremos B = A = 7, ou seja,
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Erx L ).
14
Isso significa que o ABOn tensorial possui a mesma eficiéncia assintética que o ABOff
— segundo o critério de Rao-Crameér.

Embora esses resultados sejam interessantes, nem sempre & possivel inferir a
habilidade de predi¢ao de novos dados partindo deles. Por isso, no que segue, sempre
faremos nossas anélises com base no erro de generalizagdo, uma vez que nossos dados
serdo gerados artificialmente, ou seja, conhecemos &@.

2.2 Utilizando uma distribuicao gibbsiana.

A identificacdo do potencial £,41 em 2.8 nos fornece uma nova ferramenta para
estudarmos as relagGes entre algoritmos off-line e os seus respectivos algoritmos on-
line [Caticha et al 2001].

Em geral, os algoritmos de descida pelo gradiente usam os mesmos potenciais
dos algoritmos off-line. Entretanto foi observado que nem sempre um potencial
bem sucedido'® em uma aprendizagem off-line ser4 o melhor numa versdo on-line
[Kinouchi et al 1992].

No ABOn tensorial, a conexdo entre o algoritmo off-line e o on-line é feita por
meio da verossimilhanga, ou seja, numa abordagem off-line a informacgao dos dados
é obtida através de P(y|w), enquanto que na abordagem on-line é através de £ =
In (P(y|u + w)),. Assim, o algoritmo bayesiano procura uma solugdo que maximiza
P(y|w), enquanto que num algoritmo de descida pelo gradiente, a solugio é dada
pela minimizagdo do potencial de erro E(w; D) = 3_ . V(w;y).

A equivaléncia entre a maximizacao da verossimilhanca e a minimizagao do po-
tencial de erro & obtida por meio da escolha [Levin et al 1990]:

_exp{-BV(w;9)}
P(ylw) = Tt exp{—AV (@0} (2.25)

13Com um bom desempenho ou até mesmo com um desempenho 6timo. Dizemos que um dado
algoritmo possui desempenho 6timo quando o seu erro de generalizagdo for assintoticamente se-
g p

melhante ao do ABOff. Para o problema CB, isso equivale a termos e,(@) =3 ¢/a, sendo ¢

constante.
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Com a introducao da distribui¢do gibbsiana 2.25, reformulamos o nosso problema
de aprendizagem como um tipico problema da mecanica estatistica. O pardmetro 8
funciona como o inverso de uma temperatura T. No limite 7' — 0, temos que P(y|w)
serd nao-nulo somente quando V(w;y) = 0, ou seja, quando ndo houver erros. Isso
significa uma confianca plena nos dados fornecidos, bem como na existéncia de uma
solugdo @ cujo erro de treinamento e; = 3 ., V(w;y) seja nulo.

Aplicando a equagio 2.25 em 2.4 encontramos a distribuigdo

Gu(w)e PV @ity

Sp—%»l (w) == f de'gy(w’)e”"ﬂV(“";y#“) b (226)

a partir da qual seguimos o mesmo procedimento representado na figura 2.2, im-
pondo a igualdade entre os dois primeiros cumulantes de S, (w) e G, (w). Assim,

o algoritmo para uma distribuicdo gibbsiana é:

w1 = wu+Cu-Vy, In (e_ﬁv(““l":"“y““))u ; (2.27)
Curi = Cu+C, Vi, ® Vg, - Cyln eV ut@umun)y (2.28)

Além do ajuste tensorial no gradiente, a grande diferenca entre o algoritmo
definido pelas equagdes 2.27 e 2.28 e os algoritmos DG tradicionais é a média da
exponencial do potencial. Perceba que se nio tivéssemos a média em u teriamos
Awyyy = —BC, - Vi,V (@u;Yu41), ou seja, o potencial on-line seria equivalente ao
off-line e a taxa de aprendizagem seria regulada por .

Para entendermos melhor a mudanca do potencial pelo algoritmo, consideremos
potenciais com a dependéncia: V(w,;§,.1,0u41) = V(0u1w - §,,,). Apenas para
facilitar as contas, introduzamos duas novas vardveis: 7, = o1&, - €,,,/VN e
A=0uw- €, /VN =1+ 041w €,;/VN. Com isso temos que

(e78Vwrbumrt)y = /
“ v (2m) N]C

e fuCrtu-pv(Y)

2m /O ICH]
dédA

B /CXP{—‘Q?&;JH Cu- &1 /2N +i0(A —7,) — ﬁV(A)}_—_

exp ( (—’}-2;1) dA, (2.29)

VOGN = 7, = G- £pn/VI )

ie(,\-fu"":x%-l"'gw*l/‘/N)dgd)\dNU

\/_

sendo x, = §,.,-C,-§,,1/N.
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No limite de temperatura zero, podemos definir um novo x;, = fx, de forma a

encontrarmos pelo método do ponto de sela

exp (-—ﬂV(Ao) - 39%3:%‘1)—2) , (2.30)

<e"i3V(u+a’;c§y;z+l) > ~
uw

1
/2Ty

com Aq satisfazendo:

X A=Ao

i

Portanto, podemos escrever o potencial on-line induzido pelo algoritmo ABOn como

Ay — 2
Ep1 =V (N + ﬁ—%-;ﬁ‘)— (2.31)
i

Observando que 9z = %0u+1€.410r, € que [DaV],, = [8:€],, finalmente chegamos
ao algoritmo'4

A .. =
wp-+1 = w[z — —]Vo’;_ﬂ_le . £y+1(37p5#+1, (232)

R )
Cpt1 = Cu— 'NC;: €1 ®€,11CL0E . (2.33)

Consideremos agora que o potencial induzido seja plano para grandes magnitudes
da estabilidade 7,. Para valores negativos de 7,, £,4; satura num valor positivo
enquanto que para valores positivos de 7, ele vai a zero, decaindo monotonicamene
na regido de transicdo de forma que sua segunda derivada seja positiva se a nova
informacio for classificada corretamente e negativa se ndo for. Isso significa que o
algoritmo muda seu comportamento de acordo com uma estimativa de seu préprio
desempenho. Se comete um erro (classifica incorretamente a informagio), ele reage
aumentando sua estimativa da taxa de aprendizagem. Se classifica corretamente o
novo exemplo, ele reduz a taxa de aprendizagem, reduzindo por conseqiiéncia as

préximas correcdes dos pesos &''s.

2.2.1 O potencial de Rosenblatt.

Vejamos agora como se comporta o nosso algoritmo 2.27, 2.28 com a utilizagio
do potencial de Rosenblatt.

“e, =pCc,
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O potencial de Rosenblatt é definido por V(A) = —AO(—), sendo A a estabili-
dade ow - £/v/N. A motivacio de tal escolha se deve ao fato de termos um erro de
generalizagio assintotico e, o a~! para algoritmos off-line e e, oc a~*/% para algo-
ritmos on-line que usam diretamente o mesmo potencial [Engel et al 2001], ou seja,
uma nitida diferenca no desempenho de algoritmos baseados num mesmo potencial,
mas com diferentes esquemas de iteragio dos dados (off-line e on-line).

Para obtermos o potencial on-line induzido devemos primeiro calcular a integral

00 - 2
(e PV ;Tx f exp (g,\@(_A)-Q‘_z_xﬂl) dy,  (2.34)
) ®

que no limite 8 — oo torna-se

<e—ﬁV(u+d:p;yy+x)>u = %erfc (_1—#/ /2)(#) . (2.35)
Portanto, a menos de uma constante, o nosso potencial on-line para V(A) = —A0(-X)
é £u41 = —Inerfc (—7,/+/2x,), que por sua vez resulta no algoritmo:

. . 2 -,
Wt = OpF Oy [ o= Ch §unn P (*\/—'5——:}) (2.36)
M "

1 -7,
C;z+l = C;z “ m;cu : 5u+1 ® Eu+1 : Ouj: (\/2—:—)
@

| 2 2 —Ty
[’I’ 7_1:).; + 7‘{_’..7: (\/QE)] s (2.37)

sendo F(z) = e~ Jerfc(z).
Vejamos a dinamica das equagdes 2.36, 2.37 por meio das derivadas de £(z) =

— Inerfc (—z) desenhadas na figura 2.4.

Ao contréario do potencial off-line, que faz corre¢bes apenas na presenca de er-
ros, vemos pela curva —d,€(z) que Aw,y; difere de zero tanto para estabilidades
negativas como para positivas. Entretanto, quando a magnitude da estabilidade é
grande (z > 3) ndo ha corregbes a serem feitas. Isso significa que um exemplo cuja
classificacio é 6bvia (quando o ponto estd muito distante da superficie de classifi-
cagdo) ndo traz informagao relevante e, portanto, nao acarreta nenhuma mudanca.
Da mesma forma, a magnitude de AC,;, vai a zero para estabilidades grandes e
varia de sinal de acordo com a orientagdo dos vetores de entrada — devido ao termo

Cu-&un1®E&up1Cu
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Figura 2.4: Primeira (linha tracejada) e segunda (linha cheia) derivadas do potencial

on-line induzido de Rosenblatt para 8 — oo.
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Figura 2.5: Erro de generalizagdo para o perceptron com regra constante. Os pon-
tos quadrados foram obtidos pelo algoritmo ABOn tensorial. A linha tracejada

(superior) representa a curva 0, 88/c e a linha cheia (inferior) 0,44/c.

Na, figura 2.5 apresentamos o erro de generaliza¢io obtido pelo algoritmo 2.36%5,

15Todas as curvas experimentais apresentadas nessa tese foram obtidas pela média de 100 simu-
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2.37. A curva obtida pelo algoritmo foi ajustada assintoticamente por e, =~ 0, 54/a%%

com desvio padrao de O{1072) em ambos parametros (coeficiente e expoente). Isso
nos mostra que o algoritmo nao sé é eficiente, de acordo com o critério de Rao-
Cramér, como também apresenta um desempenho 6timo. Além disso, contraria-
mente a conclusdo de [Solla et al 1998], observamos que o coeficiente do erro de
generaliza¢do ndo converge para 0,88 e sim para algum valor abaixo dele.

O erro assint6tico e, = 0, 88/« é alcangado pelo o algoritmo 6timo (AO), obtido
por meio do método variacional (ver apéndice B), que apresenta uma forma muito

proxima de 2.36:

“ N . 2r ~t
wﬂ-—’rl = wﬂ + Uﬁi+1€p+l”wﬂ” 7‘,]\?2}‘ (\/2—?:-) 3 (238)
”

sendo t, = 7,/ ||@ull, 7w = (1 = 03)/p} € pu = wy- @/ [l@,]] |&]]-

Como podemos perceber, além do ajuste tensorial em §,,,, a diferenga entre
2.38 e 2.36 é a troca de 7, por x,. Na verdade, essa troca é muito conveniente para
fins préticos, j4 que a grandeza r, geralmente ndo é acessivel enquanto que x, é
calculado pelo préprio algoritmo. Uma vez que ambos algoritmos compartilham do
mesmo potencial on-line, é razoavel o considerarmos como responsivel pelo limite
assintético e, ox &1, 0 que nos leva a pergunta: qual seria a grande contribui¢io do

ajuste tensorial 7

2.2.2 Simplificando o algoritmo: gaussianas esféricas.

Para respondermos & tltima questdo escolhamos ¢ como sendo a famfilia de
gaussianas esféricas, ou seja, G,(w) = exp{—||(w — @&,)|[%/2¢.}//27(,, com @, €
RV e ¢, € R,. O algoritmo, ABOn escalar, resultante de tal escolha &6

Wyy1 = ‘;’u+0p+1§p+1\/ 7—3—%}" ("%): (2.39)
1t
1 2 2 -, —T,
Cutr1 = Cu— NC@: [’F _——WCp + ;;.7: (-——-—,__.22‘1)] f( r———zg ) . (2.40)

O processo de aprendizagem descrito pelo tltimo par de equacdes!” é um processo

lagbes com N = 100.
18Como estamos interessados no regime assintético em a com N — oo, consideramos £-&/N =1

(& ~ M(0,1)) na obtengdo das equagdes 2.39 e 2.40.
17Na verdade, de uma maneira mais geral por equagdes do tipo 2.10
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estocastico, visto que em cada passo ele recebe um vetor £, tirado aleatoriamente
de uma dada distribuicio P(£). Portanto, o procedimento tradicional para resol-
vermos sua dinémica seria calcular a evolugdo da distribuicao de probabilidades das
varidveis de interesse. Entretanto, como estamos interessados no comportamento
de tais varidveis no limite termodindmico N — oo, & possivel escrevermos direta-
mente as equagoes diferenciais de interesse e em seguida obtermos o comportamento
assintotico do algoritmo.

As varidveis de interesse, nesse caso, sio a norma do vetor sinaptico w, e a
sua correlagao com o vetor professor &, uma vez que estamos utilizando o erro de
generalizagio ey(a) = Lacos p(a) como medida de desempenho (ver apéndice A).

Utilizando as normas reescaladas Q, =@, - w,/N e M = & - @/N, temos que

W@
Pu= N \/QM—

Como parametro de tempo escolhemos o = u/N de forma a termos Aa = 1/N,
0 que torna-se altamente conveniente para grandes valores de N e, portanto, para o
limite continuo desejado. Assim, partindo da equagao 2.39 e definindo 7, = 7,./\/Q,
encontramos

Qa+1/n)— Qa) = 2[ 2000) 5 @yie) + L5 (4@ M)}

N\ 7¢(e)? 2((a)
f’(—%(a) i({;))) (2.41)

que nos leva a

N) - 2 & 2Q(a+ ¥ .
R I O

+<(a+%)}.( ~Ha+3) H }.( o+ §) )
s VeC(a+ %) V2€(a+ E)

(2.42)

No limite v — co e N — co temos que: n/N torna-se continuo; o lado esquerdo
de 2.42 torna-se uma derivada temporal (com relagio a &) e %Z,’:‘l torna-se uma
integral sobre D, ou, de forma equivalente, sobre {o, 7,7} (ver apéndice A). Com

isso, chegamos a'®

18Veja [Reents et al 1998] para uma demonstragdo mais formal.
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©_y < N?af +iF (J‘-_g%)] (%) > (243

Realizando a soma em o, finalmente encontramos a equacio diferencial para

Qa):

dQ 2¢ / 5 _erfe(=7/v/7) {QA Q. e 9k } e~ (1+Q/0)72
erfc(-—'r\/Q ¢) Vmerfe(—74/Q/¢) .40

Seguindo o mesmo procedimento encontramos a equacédo diferencial para {(a):

“_ x [ . _etfo(—#/v/) { \[ e 97k }e—u-*-ce/ofz
erfc(—'?\/Q/C) Vmerfe(—=7/Q/¢) 245
2.45

Por fim, nos resta obter a equagdo diferencial para p. Para tanto multiplicamos

2.39 por w,
=@ @+ \/—‘C " FY/NVQ, (2.46)

estando as variaveis com ’em (@ + 1/N) e as demais em «, com exce¢do de & que
é constante durante o treinamento. Também introduzimos 7(a) = @ - £(a)/VN e

F = F(-+/QJ0).

Por meio de 2.41 obtemos

QIR [1 - (m‘* 2Q¢/m + %J—‘) }'J :

1
NQ

que, colocado em 2.46, resulta em

- (- ()57,

€ que, por sua vez, a0 integrarmos em 7 e somarmos em o, torna-se

dp 2 e—(1+Q/O)# ¢ B 2
= = 7r3/2/_00d AT [[erfc( VQ/Ce
— -C%erfc(—?“" /e @/ C} (2.47)
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Na figura 2.6 desenhamos ey () e {(a) para ABOn escalar, obtidos pela inte-
gracdo das equagOes acopladas 2.44, 2.45 e 2.47. Como podemos observar, o erro
de generalizacdo converge para 0,88/a que é exatamente 0 mesmo erro assinto-
tico obtido pelo AO. Contudo, com a grande vantagem de nao utilizar informa-
¢Oes inacessiveis do tipo p ou 7 — presentes no AO. Além disso, ao identificarmos
n(a) = /{(a) na equagio 2.39, vemos que assintoticamente n(a) 1/, que para
n{a) é justamente uma condigdo suficiente para uma convergéncia local de w(«) a
@ [Murata et al 2002, Duda et al 2001]. Com relagdo ao ajuste tensorial do ABOn
tensorial, conclui-se que ele atua na redugiio do coeficiente ¢ (e, = ¢/a’) para apren-

dizagens sem ruido e com @ fixo.

f(a)

0,01

TETT

0.0001 |- S

b

1 i lil]lll 1 1 Il|llli L |lAAlll’ 1 i 'I!III‘ 1 L 1Li1i
1e-08 61 0,1 1 10 100 1000

Figura 2.6: Solugao numérica para o ABOn escalar. A linha tracejada representa

f(a) = 0,88/c, a linha cheia f(a) = e4(a) e a pontilhada f(o) = ((). Para

grandes valores de a temos e,(a) ~ 0,88/a e ( x a2,

2.3 Aprendizagem com dados nao-fidedignos.

Finalizamos a segdo anterior observando que o ABOn escalar alcanga o mesmo
desempenho do AQ, sendo mais adequado para problemas praticos uma vez que
s6 depende das variaveis {o,€&}. Contudo, via de regra os dados utilizados para o
treinamento possuem algum tipo de ruido, de forma a ndo serem totalmente con-
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fisveis. Assim, para realmente conhecermos a sua praticidade, ou aplicabilidade, é
necessario sabermos quao robusto é o algoritmo perante a existéncia de ruidos em
D.

Nas préximas subsecdes estudaremos os principais tipos de ruido encontrados
na literatura: ruido aditivo e ruido multiplicativo. Mas antes de prosseguirmos, é
necessario distinguirmos o erro de classificacdo de exemplos nao vistos do angulo
entre @ e w, pois mesmo que a rede aprendiz possua w = @, ainda cometera erros
de predicdo devido ao ruido. Assim, definimos erro de predi¢do e, como sendo a
probabilidade de um exemplo £ ¢ D ser mal classificado; mantemos e, = £ arccos(p)
e também definimos o erro residual e, como sendo o erro causado puramente pelo

rufdo, ou seja, quando w = @. Na auséncia de ruido teremos e, = ¢4 € e, = 0.

2.3.1 Ruido aditivo.

O ruido aditivo pode atuar tanto no vetor de entrada £ como no professor @,
representando uma flutuagido nas suas coordenadas. No entanto, devido a natureza
da fungiio de transferéncia o = sinal(@ - £/4/N) suas atuacdes sdo completamente
equivalentes. Portanto, trataremos apenas do caso de ruido nas coordenadas de &@.
Isso significa que ao invés de o, forneceremos & = sinal(&-£/+/N) para o perceptron

aprendiz, com

P(&'@") = exp{— (&' — @")?/2s}/v27s. (2.48)

A magnitude do ruido é caracterizada pelo valor de s 2> 0; quando maior s maior
o nivel de ruido. Pela expressao 2.48, também observamos que as entradas £ muito
distantes da superficie de separa¢ao!® recebem pouca influéncia desse tipo de ruido.
Isso implica uma faixa de incerteza em torno da superficie de separagdo que gera
um erro residual.

Pela figura 2.7, normalizando-se &, vemos intuitivamente que esse erro minimo
¢ dado por® e, = Larccose , sendo € = 1/+/1+s. Por sua vez, o erro de predigdo
é dado por e, = 1 arccosep [Engel et al 2001].

190 hiperplano definido por @.
We, =ep(@=w)=2 ecosf=1//T+Fs.
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Figura 2.7: Erro residual para o perceptron com ruido aditivo: e, = %a,rccos €,

e=1/V/1+s.

Embora ndo tenhamos terminado as analises das equacbes diferenciais envolvi-
das, podemos perceber por meio das simulages (figuras 2.8 e 2.9) que o algoritmo
ABOn tensorial apresenta um desempenho semelhante ao escalar. Além disso é inte-
ressante enfatizar que mesmo sem a utiliza¢do da informagao de existéncia de ruido,
os algoritmos alcangaram o regime p # 0 nas simulagdes realizadas. Isto é extre-
mamente interessante uma vez que tais algoritmos podem ser vistos como versoes
praticas (realizaveis) do algoritmo 6timo.

Em [Copelli et all 1997] os autores apresentaram um diagrama de robustez para
o problema de aprendizagem com ruido por redes com véirias camadas. Embora
o diagrama para o ruido aditivo tenha sido construido para redes de paridade?® e
comité, a comparagio é totalmente valida para o nimero de ramos K = 1. Assim,
observamos que, a semelhan¢a do AO, os ABOn tensorial e escalar também apre-
sentam tolerancia ao ruido aditivo com aprendizagem perfeita (p = 1) para baixos
niveis de ruido.

A diferenca apresentada pelos algoritmos em questao no erro de generalizagao
para o caso sem ruido, parece nao sobreviver quando aplicamos um ruido aditivo
nas sinapses do perceptron professor. Isso é perfeitamente compreensivel dado que
a diferenca é expressada no coeficiente do erro de generalizagao.

2! Definimos por redes de paridade qualquer rede que possua uma tnica camada com K ramos,
tendo em cada ramo um perceptron simples com N/K sinapses. A entrada £ € RV é divida em

K sub-entradas £; € RV/K e a saida é dada por 0 = Hfil sinal{w; - €;)
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Figura 2.8: Erro de predigio para o perceptron com ruido aditivo. Os pontos foram

obtidos pelo algoritmo ABOn tensorial, com os seguintes parametros: s = 0,1

(circulos); s = 0,3 (quadrados); s = 0,5 (tridngulos); s = 0,7 (asteriscos) e s = 0,9
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Figura 2.9: Erro de predicdo para o perceptron com ruido aditivo. Os pontos foram

obtidos pelo algoritmo ABOn escalar com os seguintes pardmetros: s = 0,1 (cir-

culos); s = 0,3 (quadrados); s = 0,5 (triangulos); s = 0,7 (asteriscos) e s = 0,9

(x).
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2.3.2 Ruido multiplicativo.

O ruido multiplicativo corrompe a resposta o independentemente de £. Neste
caso, o conjunto de informagdes fornecido a rede aprendiz sdo as entradas &, e
as saidas corrompidas G, gerados por G, = sinal(e @ - &,/ V/N), com ¢ € {1,-1}
sorteado de acordo com a probabilidade P(e = —1) = ¥, sendo X constante. Assim,

&, é obtido por meio da distribui¢ao??:

P(Gulon) = (1 = )00, ) + Xx0k(5 s, —0,)- (2.49)

Nesse tipo de ruido temos que uma fragdo x de exemplos serd corrompida, isso
significa que em média teremos um erro residual e, = x. Pelo mesmo raciocinio
podemos chegar facilmente & expressdo para o erro de predigcio?s:

ep(a) = x + El;:ﬁ arccos p(c). (2.50)

Nas figuras 2.10 e 2.11, observamos que os algoritmos ABOn tensorial e escalar
apresentam um desempenho equivalente para baixos niveis de ruido. No entanto,
ao aumentarmos o nivel de ruido percebemos uma sensivel superioridade (um de-
sempenho melhor) do ABOn tensorial com relagio ao ABOn escalar. Isso ocorre
provavelmente devido a termos uma completa independéncia do ruido multiplica-
tivo com os vetores £, de forma a recuperarmos um cenério semelhante ao caso sem
ruido.

Numa regiao de aprendizagem com p = 1, é necessirio utilizar vetores que este-
jam proximos da superficie de separacio das classes para se obter um melhoramento
no erro de generalizacdo. No ruido aditivo esses vetores sdo justamente os mais
afetados pelo ruido, de forma a nfo ser possivel afinar o conhecimento sobre @.
Entretanto, no caso de ruido multiplicativo & possivel encontrarmos informagoes
verdadeiras nas vizinhancas da superficie de separagio, de forma que é util guardar
informacgdes sobre a correlagdo das coordenadas de w. Qutra forma de ver isso é sim-
plesmente lembrar que o ruido aditivo atua nas coordenadas do perceptron professor
w, de forma a danificar seriamente informagoes sobre sua matriz covaridncia.

22§ (a,b) & a versdo discreta da fungio delta de Dirac, conhecida por delta de Kronecker.

dr(a,b) = 1 para a = b e dx(a,b) = 0 caso contrério.
23Embora tenhamos apresentado as expressdes para e, e €, por meio de simples argumentagdes,

ambas (rufdo aditivo e multiplicativo) sdo obtidas sem grandes dificuldades por meio de e, =

(9('—& Sinal((:’ ) E)))D,rufda'
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Figura 2.10: Erro de predigao para o perceptron com ruido multiplicativo. Os pontos F

foram obtidos pelo algoritmo ABOn tensorial com os seguintes pardmetros: x = 0,1

(circulos); x = 0,2 (quadradbs); x = 0,3 (tridngulos); x = 0,4 (asteriscos).
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Figura 2.11: Erro de predi¢ao para o perceptron com ruido multiplicativo. Os pontos |

foram obtidos pelo algoritmo ABOn escalar com os seguintes pardmetros: x = 0,1

(circulos); x = 0,2 (quadrados); x = 0, 3 (tridngulos); x = 0,4 (asteriscos).



Aprendendo conceitos

nao-estacionarios.

Em geral os algoritmos off-line sdo capazes de aprender mesmo na presenga de
ruido [Engel et al 2001]. Essa habilidade & facilmente compreendida no ABOff, onde
a previsdo & da rede aprendiz é dada pelo voto majoritario dos candidatos a @, de
forma que as informagdes corrompidas sdo descartadas uma vez que sdo minorial.
Entretanto, vimos que o mesmo j& nao é tdo verdade nos algoritmos ABOn tensorial
e escalar. Em tais algoritmos existe um nivel critico de ruido (menor que 0, 5) para o
qual néo é possivel aprender perfeitamente. Claro que podemos aumentar tal nivel
adicionando a informacao de existéncia de ruido. Essa adigao geralmente é feita
por meio de modificagdes em P(y|w) 2, mas isso nos levaria a um outro problema:
estimar o nivel de ruido em D. De qualquer maneira, podemos dizer que a motivagio
para a construgdo de algoritmos on-line devido ao baixo custo de processamento cai
consideravelmente com a aquisicdo de computadores mais potentes, 0 que em nossos
dias tem sido uma empolgante realidade. Isso nos leva a inevitavel pergunta: eziste
alguma situacdo na qual os algoritmos on-line realmente devam ser preferidos aos

off-line?

1Para o caso de ruido multiplicativo, teremos a aprendizagem de —& quando a quantidade de

informacdes corrompidas for maior que a quantidade de nao-corrompidas.
2Por exemplo, fixando 3.

45
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Em muitos problemas de aprendizagem a fonte que se deseja estudar muda du-
rante a coleta dos dados utilizados no treinamento. Dependendo da escala de tempo
dessa mudanca, os dados mais antigos podem se tornar completamente descorrelaci-
onados com o recente estado da fonte, ou seja, invalidos. Nesse cenario, a seqiliéncia
de coleta dos dados é uma informag¢do importante para a inferéncia do estado atual
da fonte. De forma que, processar os dados sem levar em consideragao tal seqiiencia
acarreta grandes erros na inferéncia de novos dados, tanto maior quanto maior a
velocidade de mudanga da fonte ou conceito. Visto que num treinamento off-line os
dados sao processados em paralelo, ndo importando a seqiiéncia da coleta, podemos
dizer que a aprendizagem de conceitos que podem mudar no tempo é um problema
intrinsecamente on-line. Assim, uma motivagdo maior para o estudo de algorit-
mos on-line é a propria aprendizagem on-line, ou seja, o processo de aprendizagem
continua e interativa3.

Em geral podemos classificar os diversos tipos de mudangas de conceito em con-
tinuas ou momentaneas. Dentre essas duas classes existem diversas dinAmicas possi-
veis para a rede professor @. Contudo, como estamos interessados nas propriedades
gerais da aprendizagem por perceptrons nos concentraremos apenas em trés casos
extremos representando: mudancas aleatérias continuas, mudancgas aleatérias ins-
tantineas e mudangas deterministicas continuas.

O problema proposto continua sendo classificagdo biniria, mas agora com o,
determinado por um professor &, que muda a cada passo de acordo com a dindmica

1 1
"'_);H—l - (1 - WA’H-I) C’u + W’g#.}.l. (3.1)

O parametro A,y; controla a norma de @,41 enquanto Y, € RY define o seu
deslocamento.

E importante salientarmos que embora tenhamos uma expressio para a mudanca
de @, nenhuma informagdo sobre tal é fornecida aos algoritmos de aprendizagem. A
observagao de seus respectivos comportamentos e capacidades de adaptagao torna-se

3Um bom exemplo de um processo de aprendizagem continua e interativa € o jogo da minoria
[Challet et al 1997]. Nesse jogo temos M jogadores que a cada passo devem tomar uma decisio
dentre duas possiveis (¢ € {—1,1}). As informagdes acessfveis sdo as escolhas da minoria nos
passos anteriores e os ganhadores serdo 08 que escolherem a classe o da minoria, de forma que
€, = (0u-N,Ou-N+1,-.,0u-1)T e a cada passo y, cada jogador fornece sua escolha ¢ e em seguida

recebe o par (§ #,ap) para atualizar seus parametros.



3.1 A deriva. 47

entdo extremamente interessante e informativa para a constru¢do de novos algorit-

mos adaptativos.

3.1 A deriva.

Neste cenario o vetor @ encontra-se numa caminhada aleatéria sobre uma esfera
N-dimensional de raio unitério.

Partindo da equagéo 3.1, teremos essa caminhada ao ajustarmos ¥ ~ N(0,2D I)
com D € R e I sendo a matriz identidade. J4 a normalizagdo ||@,|] = 1 é obtida
por A1 =@, -9 +De®o-@o=1

A velocidade de deslocamento de @ é regulada por D; quanto maior D maior sera
o deslocamento por passo e mais dificil serd para o perceptron aprendiz @ aprender
a regra atual, ou melhor, acompanhar o professor. Isso é claramente percebido pela
correlagdo temporal do professor (@, - @,) x exp{—D|u — v|} [Vicente et al 1998].
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Figura 3.1: Erro de generalizagdo para o perceptron em caminhada aleatéria. As
curvas foram obtidas pelo algoritmo ABOn escalar com D assumindo os valores:

0,01 (circulos); 0,03 (quadrados) e 0,05 (triangulos).
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Figura 3.2: ((«) para o perceptron em caminhada aleatéria. As curvas foram obtidas
pelo algoritmo ABOn escalar com D assumindo os valores: 0,01 (linha cheia); 0, 03

(linha tracejada) e 0.05 (linha pontilhada).
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Figura 3.3: «.(D) para o perceptron em caminhada aleatéria. Os pontos foram
obtidos pelo algoritmo ABOn escalar e a curva ajustada é a.(D) « D% com

desvio padrdo O(10~2) — no expoente.

Na figura 3.1 vemos que apesar do perceptron aprendiz chegar préximo ao pro-
fessor no inicio do processo, existe um ponto a.(D) a partir do qual ele nio consegue
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mais acompanhar as mudangas em @, convergindo para e;(a) = 0,5. Isso provavel-
mente é devido a sempre termos no ABOn escalar uma reducdo em { mesmo para
grandes estabilidades 7 negativas (7 < —1). Como podemos perceber na figura 2.4,
7 £ —1 implica grande decréscimo em (,.; fazendo com que ele v4 a zero muito
rapido, o que por sua vez anula a corre¢do Aw,1. De fato, obtivemos ¢ () 22} o
com n > 2 em nossas simulagtes (figura 3.2).

O mesmo comportamento (decréscimo continuo de x,) também ocorre para o
ABOn tensorial, contudo, como podemos perceber pela figura 3.4, o algoritmo con-
segue p(a) # 0, mantendo assim uma persegui¢do constante ao professor @,. Nédo
hé divida que tal adaptagdo é devida ao ajuste tensorial, mas se temos x, — 0, ou
melhor, os elementos de C,, como Aw,; ndo se anula para tempos grandes?

Para compreendermos essa habilidade ndo podemos esquecer a esséncia dos
ABOn: a projecdo da distribuigdo posterior numa gaussiana. A largura da gaussi-
ana, dada por C, ou (,, define a incerteza na estimativa w, e por conseqiiéncia
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Figura 3.4: Erro de generalizacdo para o perceptron em caminhada aleatéria. Os
pontos foram obtidas pelo algoritmo ABOn tensorial com: D = 0,01 (circulos);

D = 0,03 (quadrados); D = 0,05 (triangulos); D = 0,07 (asteriscos) e D = 0,09
(x)-

a taxa de aprendizagem do algoritmo. Quando @, é fixo, em ambos algoritmos
(tensorial e escalar) @ — 1 e a largura tende a zero, garantindo a convergéncia
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w, — . Ja para o caso de deriva, temos Q — ¢, sendo 0 < ¢ < 1, para o
ABOn escalar e @ — 0 para o ABOn tensorial. Como ¢, — 0 (Q/¢y — 0), a
posterior tende a uma distribuigdo delta, enquanto que para o algoritmo tensorial
@Q/x, — constante, re-escalando as corre¢bes em w, (veja a figura 3.5).

1e+06 , . ; T T : , .
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Figura 3.5: Razdo entre o tamanho de w, e uma estimativa da largura da posterior.
f(a) = Q(a)/x, para o ABOn tensorial (circulos) e f(a) = Q(a)/{, para o escalar

(triangulos) com D = 0, 1.

3.2 O teste de Wisconsin.

Como um segundo cenario de mudangas aleatérias veremos o caso de mudangas
bruscas momentaneas, definido como teste de Wisconsin para perceptrons (TWP)
[Vicente et al 1998].

O TWP foi motivado pelo conhecido teste de sorteio de cartas de Wisconsin
(Wisconsin card sorting test — WCST) largamente utilizado em diagnoésticos sobre
disfungdes cerebrais [Milner 1963]. O teste consiste em fornecer uma seqiiencia de
cartas a um paciente que deve classificad-las. Cada carta apresenta um conjunto de
figuras de forma a poderem ser separadas em duas categorias, em varias formas (por
exemplo, podem ser separadas por cores, nimero de figuras ou tipo de figuras). Antes
de iniciar o teste, o examinador escolhe uma das possiveis regras de classificagdo. Em
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seguida, ele mostra uma carta ao paciente e pergunta sua classificacdo (o paciente
néo conhece a regra escolhida pelo examinador), confirmando ou negando a resposta
dada. Quando o paciente aprende a regra escolhida inicialmente, o examinador muda
a regra sem avisar e continua a perguntar a classificacdo das cartas. Assim o WCST
quantifica a flexibilidade cognitiva, que nada mais é que a habilidade de alterar
regras® frente a mudancas no ambiente exposto.

Analogamente ao WCST, o TWP consiste em fornecer uma seqiiéncia de pares
{&,; aﬂ}ggl ordenada temporalmente com o perceptron professor obedecendo:

k
Wy, = Z@(ﬂ — 15)O(Vip1 — p)ws, (3.2)
i=1
onde a cada tempo v; sorteia-se um novo vetor @; de uma dada distribuicao.

A figura 3.6 mostra os resultados da simulacdo do TWP para os algoritmos
tensorial e escalar, onde utilizamos v; = 25(i — 1). Como pode ser observado, o
algoritmo escalar apresenta o mesmo comportamento de um algoritmo puramente
hebbiano®, ou seja, apresenta um bom desempenho para primeira regra @p, mas nao
consegue acompanhar novos professores. Na verdade, a aprendizagem da segunda
regra depende da magnitude de £,, = v;+1 — ¥4; quanto maior t,, menor p(a) — figura
3.7. Contrariamente, a adaptagio a segunda regra pelo ABOn tensorial (figura 3.8)
parece ser perfeitamente realizavel. Isso significa que guardar informagcdes sobre a
correlagdo dos pesos sinapticos é altamente relevante para a aprendizagem de regras
que mudam momentaneamente.

Assim como na segdo anterior, para o TWP o algoritmo se adapta & nova regra
reduzindo Q(a) — figura 3.9. Como o professor @, permanece constante no intervalo
entre v; e vy, Q(a) converge para um constante e x(«) cai semelhante ao caso
estaciondrio. No momento de mudanga v; observamos uma quebra de derivada
tanto em Q(a) e {(a), grandezas totalmente acessiveis. Esse comportamento nos
proporciona um promissor detector de mudancas, muito til em problemas de decisdo

on-line (automagio, ...).

4Estabelecidas pelo préprio individuo em experiéncias passadas, ou seja, aprendidas.
*Um algoritmo ¢ dito ser hebbiano se a atualizagdo AW estd na dire¢do de &, ou seja, Wuy1 =

wy + cte 0,€,. O termo hebbiano foi adotado em homenagem ao neuropsicologista Donald O.
Hebb, autor do livro “The Organization of Behavior”, publicado em 1949, aonde ele apresentou a

idéia sobre a aprendizagem sinaptica.
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Figura 3.6: Erro de generalizagdo para o perceptron no teste de Wisconsin. Os pon-

tos foram obtidos pelos algoritmos ABOn tensorial (circulos) e escalar (tridngulos).
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Figura 3.7: Erro de generalizagio para o ABOn escalar apés uma mudanca aleatéria

do professor. Da esquerda para a direita, as curvas foram obtidas com v; igual a

{5; 10; 15; 20; 25; 30; 40; 50; 80} respectivamente.




3.2 O teste de Wisconsin. 53

T ¥ T 7T

T TTFTTTry

fbdd A 2d

01

L

a ®
enan @ ¥
o

.
crose e o 0

T T TTIT ¥
/;”
Lo saasal

°
°
[ = ®
o
pes

T T T

001

tospaasl

Oml 1 1 I|l!ll‘ L L lillll! L L
S

Figura 3.8: Erro de generalizag@o para o ABOn tensorial apés uma mudanga alea-

toria do professor. Da esquerda para a direita, as curvas foram obtidas com v, igual

a {25; 50; 75; 100} respectivamente.
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Figura 3.9: f(a) = Q(«a) (circulos) e f(a) = x{a) (tridngulos) para o ABOn tensorial
5 no TWP.
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3.3 Fuga.

O pior tipo de mudanga acontece quando a cada passo o professor foge o mais
rapido possivel do aprendiz. Em nosso caso, isso equivale a minimizarmos @41 - w,
sujeito as condigdes @yt @, =1—D/N e |[@,11]] = 1, que em termos da equagdo

3.1 significa ajustarmos:

D
Aprr = 5 = 1Funllow, (3.3)

— 2 o
9 = ROV @ (3.4)
1-p2 @l

Pela figura 3.10, observamos mais uma vez a incapacidade de aprendizagem do
algoritmo ABOn escalar num cenério nio-estacionario. Perceba que por nio conse-
guir reajustar a largura da distribuigdo posterior, o perceptron professor estabiliza
na major distancia possivel do perceptron aprendiz, ou seja, @, = —&,/||@,||.

eg(a)

Figura 3.10: Erro de generalizagdo para o perceptron em fuga. As curvas foram
obtidas pelo algoritmo ABOn escalar com D assumindo os valores {0, 01; 0, 02;0, 03}

nas curvas de baixo para cima.

Em contrapartida, o algoritmo ABOn tensorial (figura 3.11) consegue manter-se
constantemente em aprendizagem, de formar que o professor w, ndo se distancia
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muito. Assim, embora ainda haja outras coisas que podem ser analisadas (por
exemplo, a dependéncia do erro minimo com o parametro D no algoritmo tensorial
ou o ponto de fadiga do algoritmo escalar) finalizamos esse capitulo ressaltando a
importancia do comportamento adaptativo do ABOn tensorial, bem como o seu
desempenho acima do limite obtido pelo algoritmo 6timo [Kinouchi et al 1992] para
o0 caso estacionério e o conhecimento do porqué da ndo adaptabilidade do algoritmo
escalar.
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Figura 3.11: Erro de generalizagdo para o perceptron em fuga. As cur-
vas foram obtidas pelo algoritmo ABOn tensorial com D assumindo os valores

: {0,01;0,03;0,05;0,07;0,09} nas curvas de baixo para cima.
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Escapando de conceitos velhos.

A habilidade de saber ou decidir até quando deve-se confiar em determinada, fonte
de informagdo, ou até mesmo conjunto de informagdes, & bem conhecida como uma
das principais caracteristicas de um bom aprendiz. Assim, ndo se espera apenas
que o aprendiz aproveite ao méaximo cada dado recebido, mas também que este
saiba encontrar um ponto de equilibrio entre segurancga! e erro de treinamento. Em
cenéarios onde o conceito a ser aprendido muda com o tempo, essa seguranga nada
mais é que a capacidade de adaptagdo a novos conceitos.

Para alcangar o equilibrio entre a adaptacao a novos conceitos e o aumento
do desempenho assintotico, muitos autores tém lancado mao de algoritmos heuris-
ticos [Widmer et al 1996, Murata et al 2002], nos quais é necessario realizar pré-
treinamentos para o ajuste dos parametros envolvidos?. Entretanto, vimos que o
algoritmo ABOn tensorial conseguiu se adaptar 4s mudancas em @, sem a adigdo
de nenhuma informagdo sobre tais. Como ele nao foi projetado para cenarios nio-
estacionarios, ele sempre diminui a taxa de aprendizagem para garantir uma rapida
convergéncia. Portanto, para permitir corregbes significativas e manter a diminuigio
em C\,, o algoritmo reescala a distribui¢do posterior por meio da norma ||@,||. Ape-

sar disso ser teoricamente suficiente, num sistema real torna-se inviavel a medida

1 Aqui definimos seguranga como sendo a probabilidade de manter um bom desempenho em

épocas seguintes.
2Geralmente os parametros estio diretamente relacionados com o tipo de mudanga e sua velo-

cidade, ou seja, informagOes normalmente inacessiveis.

57
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que x,, — 0. Logo, a nossa proposta para a obtengdo de um novo algoritmo de apren-
dizado que seja adaptativo frente a novos conceitos, é utilizar o método bayesiano
on-line com a adigdo da informagio da possibilidade de mudangas no perceptron
professor.

Num cenério ndo-estacionério, devemos nao s6 estimar o peso sinéptico como
também o tempo ou validade dos dados fornecidos. Essa validade afeta diretamente
7y, logo podemos definir nossas variaveis de interesse como sendo o par {w, 7}, que
trocaremos por {w, A} para néo confundirmos as variaveis com suas estimativas {A
¢ uma variavel e 77 uma constante). Isso significa que a distribui¢do posterior sera
projetada para G(w,A) = G(w|A\)G(A). Além disso, vimos no algoritmo ABOn
escalar que ¢ = 7, 0 que nos permite imaginar que o novo algoritmo é equivalente
ao ABOn escalar com a variancia dada por uma distribuicio a priori G()).

Como familia para G escolhemos a familia das distribui¢Ges conjugadas:

e—Mlw—@l[2/2 ya~1g-/b
(2r/A)N2 T(a)b?
A motivacdo de 4.1 vem da necessidade de envelhecimento das informagoes ob-
tidas por meio de D, (sem descarté-las) frente a chegada de y,+:1 juntamente com a
possibilidade de mudanga em @. O descarte de tais informagdes torna-se desejavel
apenas quando o novo estado do perceptron professor é completamente descorre-

G(w, ) = (4.1)

lacionado com o seu estado anterior. Para situagdes tipo deriva, por exemplo, ¥,
continua relevante embora dependendo de sua proximidade da superficie de separa-
¢a0 nao seja mais valido. Essa descrenca gradual nos dados pode ser implementada
por meio de um multiplicador no potencial de erro, ou seja

Ep+1 = V;»H -+ /\Eu. (42)

Dessa forma, uma vez que A < 1, as contribuicbes de ¥, serdo cada vez menores a
medida que 4.2 seja aplicado. Portanto, se a escala temporal das mudangas em @
nao é conhecida, podendo até ndo haver mudangas, torna-se necessario a construcao
de um algoritmo para o ajuste do multiplicador A.
Utilizando a equagio 4.2 para construir uma distribui¢do posterior gibbsiana®
teremos
Sut1 x exp{—V, 11 — AE,}

3Como na secio 2.2 e fixando § = 1.
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ou de forma equivalente
Sur1  {Gu} exp{~Vir1}. (4.3)

Perceba que pela expressdo 4.3 fica claro que na presenca de possibilidade de mu-
dang¢a no perceptron professor, devemos corrigir nossa distruibuigdo priori, ajus-
tando sua relevancia. Em situagdes ndo-estacionarias A deve assumir um valor menor
que um, anulando-se para o caso em que o novo estado de @ é completamente des-
correlacionado com seu estado anterior. J4 em situacgOes estacionarias temos A = 1.
Se G, pertencer a uma familia de distribui¢des exponenciais, teremos que A atuaré
diretamente na largura da distribuicdo. Logo, é perfeitamente razo4vel redefinirmos
G, de forma que sua largura seja dada pelo inverso de A e, ao invés de termos mais
um parametro de ajuste para G, tenhamos o mesmo niimero de parametros do caso
estacionario. Com isso, teremos A < 1 em situagbes ndo-estacionarias e A > 1 em
caso contrario.

A minimizagdo de Dk (S,||G.) é feita sobre os pardmetros {w,a, b} e resulta
4

em
(A wf)sﬂ = (Ns, @, (4.4)

(ln()‘»s,‘ = U(ay) — In(by) (4.5)

(Ns, = auby. (4.6)

Como A 2= 0 por defini¢do, temos que o primeiro e o segundo cumulante de G())
ndo sdo independentes entre si. Por exemplo, para a distribuigdo G()) escolhida
temos que sua média é dada por ab e sua varidncia ab?, ou seja, nao & possivel
termos variancias grandes para pequenos valores da média®. Além disso, vemos que
variando apenas o valor de b obtemos um conjunto de curvas com a mesma estrutura,
enquanto que dependendo do valor de a podemos ter uma curva com convexidade
definida® (@ = 1) ou indefinida (a > 1) — veja a figura 4.1. De acordo com a
expressdo 4.1, G(A = 0) s6 assumira valor nao-nulo se “a = 17, por outro lado temos

4¥(z) = d, InT(z), conhecida por fun¢io Digamma.
SFazendo a mudanca b = ¢/d e a = d?/c teremos k1 = d e ky = ¢. No entanto & necessario que

a > 1, ou seja, ¢ € d2, de forma a nio podemos ter k3 > 1 com k; < 1.
8Uma fun¢do é dita ter convexidade definida se ela for estritamente convexa ou cdncava e

indefinida no caso contrario.
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Figura 4.1: G()) para os seguintes parametros {a, b}: {1, 1} (linha tracejada); {2, 1}
(linha cheia) e {4,1} (linha pontilhada).

G(w|A = 0) = 0 independente de a. Portanto, como a principal diferenca de es-
trutura devido a @ é anulada por G{(w|\), podemos sem grandes perdas construir
o nosso modelo baseado apenas na atualizagio dos pardmetros {w, b}, fixando a e
convenientemente escapando da equagao 4.5.

Seguindo o mesmo procedimento utilizado no capitulo 2, obtemos as equagoes:

. R 1
Wyl = Wy -+ b—-aa’" In (P(’gwllw, )‘)>§u s (4?)
041
b2
bupr = b+ —58";& In {P(yss1|w, ’\)>g,. X (4.8)

Lembrando que no caso de interesse P(y41|lw,A) = F(ou1w €11/ VN) e definindo
== <P(yt+llw1 )\)>gy3 temos que

Al 1,12 /2 N\e—lg=Abe  poo 13
= N,E _  Sutl
/ dA/ dVw @ T / dz F(z)é (:c Opp1wW \/IV)
27() —-1/2

= Tam / dz F(z) / dA A2 exp{—A[1/b, + (& — 7,)*/2]}

_ “'*‘iéi)/ dz F()[ + (x )}WW, (4.9)

n

|




i
!
1
¢
;

4 Escapando de conceitos velhos. 61

onde consideramos £ - § — N e 7, = 0,11, - §,,;/VN. Como a > 1 e fixado
num ndmero inteiro, podemos reescrever a tltima integral em 4.9 em termos da

(a — 1)-ésima derivada com relagdo a 1/b,

{1l

_ Tla+1/2) (=2)*! &> 1 ;17
—\/ﬁf(a)bf}(a—l‘lab_alf dz F(z [ 2( —Tu)}

que para F(z) = ©(z) é facilmente calculada, resultando em

(1]

Tla+1/2) (-2)*! o1 ) [z ]m
Vval(a)be (2a — 1)1 9(b;1)s? “lvV1+z2 /52

.

T(a+1/2) (—2)s! oo Vo
Val(@pz (22— DI 3b;1)e bu 1‘*‘*\/2:;—”7,:7“} (4.10)

Mesmo em sistemas nao-estacionérios esperamos que a velocidade de mudanca
em @, nao seja tdo grande, assim escolhemos a = 2 por apresentar a menor variancia
possivel em A em termos de a, com G(\ = 0) = 0. Com isso temos

1 Vb 1
E== 1+——A(l+-———§) (4.11)
2 V2 +buth 2+ b7}

que apresenta um comportamento sigmoidal a semelhanca do potencial on-line para

o caso estacionério. Por fim, aplicamos a tltima expressdo para = em 4.7 e 4.8 e
encontramos o nosso novo algoritmo que chamaremos de ABOn EA 7:

~ ~ 0#-{-1-?;) b,u
w = W, -+ \/ - 4.12
pwtl b 2bp.+l N€N+1 ( )
1
b#_}_] = (1 + g]:b) bp, (413)

sendo F, = Z'/E, Fy = /b1, /= e & = 3(2 + b,7,) /2,

Na figura 4.2 observamos a nova fungdo de modulacio F, e a taxa b,41/b,. A
grande diferenca entre F, e a funcido de modulacao em 2.36 é o comportamento
de sua amplitude para grandes estabilidades negativas (\/b;r,‘ < —1), que decresce
para a primeira (F,) e cresce para a segunda (—d,&(z), figura 2.4). J4 com relagio a
equagdo para a taxa de aprendizagem (o inverso de b,), vemos que o novo algoritmo a

7 Abreviagio de “Algoritmo Bayesiano On-line Escalar Adaptativo”.
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ajusta de acordo como seu desempenho atual (figura 4.2), diminuindo-o na presenca

de acertos (7, > 0) e aumentando-o na presenca de erros (7, < 0).

0.5

0.5 -

0 [ i [ 1. I 1 0

-4 -2 0 2 \/5; T -4 -2 0 2 \/E T,

Figura 4.2: Fun¢oes de modulagio do novo modelo em fun¢do da grandeza /b, 7,,.

4.1 Conceitos estacionarios com e sem ruido.

Embora seja possivel construirmos equagoes diferenciais que representem o algo-
ritmo ABOn EA, nos limitaremos aos resultados obtidos por simulacdes®.

Na figura 4.3, observamos que o novo algoritmo também alcanc¢a o desempenho
6timo ey = 0,88/ na auséncia de ruido ou mudangas no professor, com o mesmo
custo computacional do ABOn escalar — o niimero de operagoes por dado & de
O(N). Entretanto, apesar de apresentar uma aprendizagem ndo-nula quando recebe
dados com ruido, seu desempenho & inferior aos algoritmos tensorial e escalar (figura
4.4 e 4.5). Uma vez que a tnica informagio sobre a validade dos dados fornecido
ao perceptron aprendiz é a possibilidade de envelhecimento, na presenga de erros
persistentes, ou melhor, erros cometidos quando o aprendiz ja deveria ter uma boa

8Novamente, fizemos essa escolha para contornar alguns problemas ja mencionados no prefacio.
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representacao do professor, este os interpreta como uma conseqiiéncia de mudanga
no professor e reduz as corregoes devidas. Isso pode ser melhor visualizado se nos

focalizarmos na regra de Bayes:

Gu(w, M) P(yut1|w)
u+1(w A dewrd)\rgu(w /\)+ (yu+1|w). (4°14)

Quando n3o temos mudangas em @, a largura da priori G(w|A) decresce conti-
nuamente de maneira que w — @ com Aw — 0. Porém, quando os dados ficam
velhos é necessario anular sua influéncia na posterior. Assim, o algoritmo ABOn EA
anula a acdo de G(w|)\) fazendo b — 0 (veja a equagdo 4.1), ou seja, transformando
G(w|A) numa distribui¢ao uniforme. Quando o professor é constante, mas os dados
ndo sio confidveis, ou seja, na presenca de ruido, ndo é necessario anular a influéncia
das estimativas anteriores, pois elas continuam validas. Basta apenas controlar a
agao dos dados surpreendentes. Com G(w|\) uniforme, as estimativas feitas por
meio de 4.14 s@o baseadas apenas na verossimilhanga do ultimo dado y,+;. Por isso,
observamos que o desempenho do novo algoritmo é inferior aos algoritmos escalar e
tensorial quando utilizamos dados com ruido, “sem considerar a existéncia de tal”.

NNy
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Figura 4.3: Erro de generalizagdo para o perceptron com & constante. A linha cheia

representa a curva 0.88/c e os pontos foram obtidos pelo ABOn EA.
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Figura 4.4: Erro de predi¢do para o perceptron com ruido aditivo. Os pontos foram
obtidos pelo algoritmo ABOn EA com o seguintes pardmetros: s = 0,1 (circulos);

s = 0,3 (quadrados); s = 0,5 (tridngulos); s = 0,7 (asteriscos); s = 0, (x).
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Figura 4.5: Erro de predigao para o perceptron com ruido multiplicativo. Os pontos
foram obtidos pelo algoritmo ABOn EA com o seguintes niveis de ruido: x = 0,1

(circulos); x = 0,2 (quadrados); x = 0, 3 (tridngulos).
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4.2 Conceltos nao-estacionarios.

Aplicamos 0 novo algoritmo nos mesmos casos de mudanca em @ do capitulo
anterior. Em todos os cenérios experimentados (deriva, fuga e TWP) ele apresentou
um desempenho semelhante ao ABOn tensorial, que por sua vez se aproxima do
desempenho obtido pelo algoritmo AO. Na figura 4.6, apresentamos o erro de gene-
ralizagio assint6tico em fungdo do pardmetro D. Para o caso de deriva, 0o ABOn EA
alcangou e, =~ 0,36D%% com um desvio padrdo O(107%) em ambos parametros de
ajuste (coeficiente e expoente). J4 para o caso de fuga, encontramos e, = 0, 54D%?
com um desvio padrio ©@(1073). Comparando esses resultados com os obtidos pelo
AO, e, ~ 0,45D°% para deriva e e, =~ 0,63D%% para fuga [Vicente et al 1998,
vemos que o novo algoritmo apresenta um desempenho muito bom em cendrios para
os quais foi planejado, ou seja, para aprendizagem sem ruido com ou sem mudangas
em @. Na figura 4.7 observamos que o0 ABOn EA consegue facilmente se readaptar
durante o TWP, mesmo quando as primeiras mudangas tardam a realizarem-se (fi-
gura 4.9). Em oposicdo a taxa x,, b, decresce na transicio de @, para @, (figura
4.8), voltando a crescer em seguida. Embora exista um pequeno reescalonamento
em (), sua magnitude ndo é tdo grande quanto no ABOn tensorial.

0!4 ¥ ¥ T L] T LI l’ T 4 H L] T T 1 7

eq(D)

0,3 |- -

0,2 —

0'1 I i 3. i i [l L1 ‘ i 1 [} i i I 1
8,01 0,1 1

Figura 4.6: Erro de generalizacido assintético em funcdo de D para o algoritmo
ABOn EA. Os pontos foram obtidos para os seguintes casos: @ & deriva (circulos);

@ em fuga (tridngulos).
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4 Escapando de conceitos velhos.
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Figura 4.8: f(a) = Q(a) (tridngulos) e f(a) = b(a) (circulos) no TWP para o

ABOn EA.
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Figura 4.9: Erro de generalizagdo para o ABOn EA apés uma mudanga aleatéria

do professor. Da esquerda para a direita as curvas foram obtidas com v igual a

{25; 50; 75; 100}.
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ConclusOes e perspectivas.

Acreditamos que a maior contribuicao desse trabalho nao sejam apenas os resul-
tados alcangados pelo novo algoritmo proposto, mas principalmente os conhecimen-
tos sobre algoritmos de aprendizagem sob o ponto de vista bayesiano, adquiridos em
paralelo.

Um dos grandes problemas dos algoritmos DG é o ajuste da taxa de aprendi-
zagem, que para nao causar flutuagdes assintédticas na estimativa deve decair apoés
um determinado transiente o qual, por sua vez, depende da forma do potencial de
erro. Numa abordagem bayesiana, o préprio algoritmo estima esse transiente por
meio da largura da distribui¢do priori. Isso pode ser claramente percebido nos al-
goritmos apresentados nesta tese, onde encontramos que a taxa de aprendizagem &
diretamente proporcional & varidncia da distribuicdo a priori — por exemplo, veja
o ABOn escalar: eq. 2.39 e 2.40. Essa varidncia também depende do potencial de
erro, mas nao do mesmo potencial V fornecido ao modelador. Na verdade, todo o
algoritmo depende do potencial induzido & = —In (exp —5V).

A transmutacdo de potenciais também foi observada em algoritmos obtidos pelo
método de otimizagdo variacional [Kinouchi et al 1992] — onde o objetivo era en-
contrar um potencial extremando medidas de desempenho para maximizar a ge-
neralizagdo alcangada — bem como a propria relagdo 2.31 entre o potencial off-
line e o seu equivalente off-line, encontrada ao aplicar-se tal método no perceptron
[Kinouchi et al 1996]. Isso significa que o ABOn utiliza a mesma forma funcional
6tima com relagdo ao critério de minimizacdo do erro de generalizacdo, o que foi
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comprovado no capitulo dois (figuras 2.5 e 2.6). No entanto, as taxas de aprendi-
zagem sao ajustadas diferentemente. No AQ, a taxa de aprendizagem é dada pela
raiz quadrada de r = 1/p% — 1, enquanto que no ABOn é dada pela largura da
priori. Claro que para questdes praticas o ABOn é mais adequado uma vez que
dificilmente se tem acesso a grandezas tipo p, mas a esséncia da taxa de apren-
dizagem é claramente revelada em r. No inicio do processo de aprendizagem a
correlago entre o perceptron professor e o aprendiz é pequena, ou seja, 7 é grande.
Na medida que @ se aproxima de @, p — 1 er — 0. No ABOn, o aprendiz nao
tem acesso a p e estima sua correlagio com o professor baseando-se na grandeza
((w = (w)) ® (w— (w))),, p- Isso traz uma sensivel diferenca: o ajuste tensorial.

A atuacgdo de um ajuste tensorial em algoritmos DG, por sua vez, foi observada
por Amari [Amari 1998]. Trocando o gradiente V pelo seu contravariante V; =
M=V, batizado como gradiente natural (GN) e sendo M o tensor métrico induzido

no espaco dos pesos sinapticos w*’s, Amari mostrou que o algoritmo
- - -1

é eficiente segundo o critério de Rao-Cramér, uma vez que M ! é definido pela
propria matriz de informagio de Fisher e 7 seja ajustado em 1/p.

Apesar do algoritmo GN apresentar um desempenho assintoticamente eficiente
dado um potencial ou uma verossimilhanca, ele possui o inconveniente da necessi-
dade de inversdo de M 2, além, é claro, do ajuste de 7. Assim, vemos mais uma vez
a vantagem de baixo custo do algoritmo ABOn com um desempenho assintotica-
mente eficiente. J4 com relacdo ao método variacional, ndo podemos simplesmente
afirmar que o algoritmo ABOn alcanga um erro de generalizacdo inferior aos seus
algoritmos, pois o erro assintético e, = 0,88/a do AO provavelmente sera reduzido
ao utilizarmos o0 método variacional com o gradiente natural. Essa redugao do ¢, nos
algoritmos tensoriais acontece devido 4 isotropia do espago, criada por meio do ten-
sor métrico [Amari et al 1998], ou no caso, o seu equivalente C~!. Assim, podemos
dizer que o algoritmo ABOn tensorial seria o equivalente pratico do AO tensorial,
uma vez que apresenta desempenho e comportamento equivalentes. No entanto, é
importante salientarmos que a capacidade adaptativa do AO tensorial ndo estaria
na correcao do gradiente, como acontece no ABOn tensorial, mas na taxa r.

!Diferentemente da matriz H do algoritmo de Newton (equagdo 2.12), M & sempre positiva

definida.
20 custo computacional para a inversio de uma matriz N x N & de O(N3).
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Para adquirir uma capacidade adaptativa a novos conceitos, muitos autores
propdem a manipulagdo heuristica da taxa de aprendizagem [Widmer et al 1996,
Koychev 2000]. Contudo, isso geralmente implica um ajuste ad hoc de pardmetros
relacionados com a escala de tempo da validade dos conceitos. Esse ajuste pode
ser feito tanto por um pré-treinamento off-line [Murata et al 2002] ou pela fixa¢do
de uma precisdo e uma tolerancia ao erro instantdneo [Gama et al 2004], ou seja,
81 < e, < 8. Devido a diversidade de propostas e suas respectivas inconveniéncias®,
podemos perceber que a obtencdo de informagoes sobre a dindmica de @ para uma
boa escolha de 7 (e demais pardmetros relacionados), ou melhor, como escolher bons
valores para tais parametros, é uma questao ainda nao satisfatoriamente respondida
e ainda requer bastante cuidado e experimentagio. Assim, ao invés de nos langarmos
a procura de conhecimentos a priori para escolha desses parimetros, nos ativemos
a questdo: como inserir a informag¢do de mudancgas de conceitos, numa maneira
mais natural, em algoritmos bayesianos? Embora seja controverso definir o que se-
ria “mais natural”, apenas decidimos que, se era para aplicarmos conhecimentos a
priori — antes de iniciar o treinamento on-line — entdo que o fizéssemos a la Bayes,
uma vez que os algoritmos com melhores desempenhos, tanto off-line quanto on-line,
sdo bayesianos.

Sabemos que no limite em que o nimero de elementos em D tende a infinito, a
distribuicao posterior tende a uma gaussiana centrada na estimativa que maximiza
a verossimilhanga e com uma largura dada pela derivada segunda do logaritmo da
verossimilhanca [Walker 1969], para qualquer distribuicdo a priori absolutamente
continua. Assim, visto que a exigéncia de tal limite é dificilmente cumprida em
problemas praticos, a abordagem bayesiana torna-se bastante atraente e a escolha
de gaussianas como a classe de familias G, no ABOn, intuitiva, principalmente se
observarmos a equagdo 2.9 para a atualizacdo de C,. Para conceitos estacionérios,
vimos que no decorrer do processo de aprendizagem a distribui¢ao posterior desloca-
se e contrai-se, tendendo a uma distribuicdo tipo delta. No entanto, quando @ nao
permanece constante ||@,+1 —@,|| eventualmente pode ser grande (muito maior que
|C.|), de forma a tornar necessario o alargamento da distribui¢do posterior. Para
contornar esse problema, vimos que o ABOn tensorial reescala os pesos sinipticos.
Isto est4 intuitivamente representado na figura 5.1. Perceba que a largura da distri-

3Ter que realizar um pré-treinamento off-line para depois aplicarmos um outro on-line ou como

escolher 4; e ds.
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| l | | -
1 Te Ty Ty FEPEFAPREAL:

Figura 5.1: Reescalonamento no ABOn tensorial.

buicdo da figura 5.1(a) é a mesma da 5.1(b), mas as réguas utilizadas sio diferentes,
de forma que a distribuigdo em 5.1(b) torna-se mais larga. Assim, compreendendo o
problema de envelhecimento nos ABOn'’s, propusemos uma nova classe de distribui-
¢oes G(w, A) para representar o perceptron aprendiz, sendo A a varidvel relacionada
a dindmica do perceptron professor. Quando o professor sofre uma alterago, o novo
dado yu+1 é completamente valido, ao contrario de G,, ou seja, numa abordagem

bayesiana fica claro que:

e quando duvidamos da fidelidade de .41, modificamos V' (yu41;w);

¢ quando duvidamos da validade de @, modificamos G,.

Para compreendermos um pouco mais o efeito de G = G(w, ) dado por 4.1,
calculemos G(w) = [ G(w, A)dAX:

o) = FeTAD (1 By af) 5.1
L(a)v2r/b \" 2

A equagdo 5.1 nos mostra que a distribuigio G(w) apresenta uma cauda de de-

caimento algébrico, ou seja, uma longa cauda propicia para grandes saltos (w, —

wy+1). Isso significa que o perceptron aprendiz est4 pronto para desistir de suas

convicgoes sobre w,, frente a novas evidéncias y,41.

Por fim, finalizamos esse trabalho ressaltando mais uma vez a semelhanga dos
desempenhos alcangados entre 0 ABOn EA e o AO, bem como o seu baixo custo
e, principalmente, a inferéncia da escala de mudancgas do perceptron professor pelo
aprendiz sem prejudicar o seu desempenho em situacoes estacionarias. Claro que
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ainda h4 muito o que fazer, como por exemplo preparar o algoritmo para tratar
dados nao-fidedignos ou até mesmo aplicar o mesmo método em problemas cuja su-
perficie de separacio seja nio-linear*, bem como compreender (dinamica da métrica
induzida nos espagos das sinapses). Por isso esperamos que esse trabalho sirva como
motivador para o estudo da teoria bayesiana das probabilidades e sua aplicagio no
estudo da inteligéncia artificial.

4Perceptrons com varias camadas ou maquinas ntcleo.
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Identidades e funcoes matematicas

Nesta capitulo apresentamos algumas definicbes das principais fungdes funda-
mentais utilizadas no desenvolvimento dessa tese, bem como as demonstracoes de
algumas identidades igualmente cruciais para a obtenc¢do das equagdes dos modelos
apresentados.

A.1 Algumas fungoes matematicas.

Delta de Dirac
A “fungdo” Delta de Dirac é representada por §(z — ) e definida como

0 V z#z
Oz —zp) = 7 o (A1)
0O em T =1
com fjocf d(z — zo)dz = 1. Além disso, a fung¢do Delta de Dirac também pode ser

definida como um funcional por meio da identidade:

/da:f(:c)&(:c - Zg) = f(z) se a0l (A.2)
I 0 se 20 &1

Por fim, apresentamos abaixo a representacdo de Fourier para a Delta de Dirac,
utilizada nos célculos dessa tese.

5(z — mp) = 51%- / dk e*(z=20) (A.3)

oo
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76 A Identidades e fungGes matematicas.

Funcio degrau (Heaviside)
A funcdo degrau é definida como

1 >0
o(z) = para T > (A4)

0 de outra maneira
ou por sua representagao integral ©(z — zo) = f;: dy 6(z — ).

Funcgdo erro complementar (erfc)
A funcdo erfe(z) é definida como sendo o complemento da fungdo erro erf(z)

erfc(z) = 1—erf(z) (A.5)
= 1- %A dy exp—y° (A.6)
B 72“7?/ " dy exp—y? (A7)

. a . « » . o
e, por conseqiiéncia, sua derivada igual a gaussiana 2e™* /{/T.

A.2 Distribuicao de probabilidades dos campos si-

napticos.

Para o problema de classificacio binaria, o rétulo o, para um dado exemplo
£, depende simplesmente do sinal do produto escalar de §, com o professor @,
isso significa que podemos trocar o conjunto de variaveis {§,, &, @} por {€,, 7, Tu},
sendo 7, definido como o campo sindptico do aprendiz e 7, como o campo sinéptico

do professor.

o= &g/l a8
o= o/l

Com essa mudanca de variaveis podemos definir a distribuigio conjunta dos campos

P(7,7) = <§ (7‘- - ?IEI—I) 8 (% - h) >£, (A.9)

sinipticos como:
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com ( ), significando uma média com respeito a §.
Utilizando a representacdo de Fourier para a Delta de Dirac:

P(#,7) = @) </ dmdn e‘mﬁmexp{—@( ﬁ H-”) }>

e el e . 2
e supondo uma distribui¢do gaussiana P(¢;) = e %72 encontramos

dmdnd™¢ i +in ‘ & o 1
= [ s oy ) €
, Ou seja,

P = [[4790 p fime tine = (e anc @) (o)

A integracdo em m e n da tltima expressdo se resumem em simples integrais

gaussianas e resulta na distribui¢do conjunta:

. - _ exp{—(T — p7)?/2(1 - p*)} exp{-7?/2}
P(7,7) = ol ) N (A.10)

Onde foi definido p = @ - @/||&]] ||@]]-
A distribuicdo A.10 pode também ser vista como o produto de duas outras
distribui¢bes em acordo com a regra de Bayes P(7,7) = P(7|7)P(), sendo

oy exp{—(F = pP)2/2(1 - )}
S e B (A
P(#) = exp{~7"/2} (A.12)

V2r

Além disso, observamos que a correlagdo p é auto-mediante, ou seja, {p). ; =

Por meio da regra de Bayes, podemos também encontrar as distribui¢des P(o, 7)
e P(o,7,7). Para isso lembremos que P(c,7) = P(o|#)P(7) e, que por sua vez,
P(o|?) = [dTP(o,7|7) ou P(o|?) = [d7P(o|7,7)P(7]7). Uma vez que o =
F (), podemos sem grandes perdas considerar P(o|7,7) = P(c¢|7), embora em geral
P(c) # P(o|7). Isso significa que o conhecimento de 7 torna 7 desnecessario para a

1

sso devido a termos (7). = p.
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observagdo de 0. Dessa forma P(c|?) = [d7P(o|7)P(7|%), que para o perceptron

booleano? transforma-se em

o [ oo @ =20 =) 1 -opt
P(o|f) = /—de@( ) = ) = serfo (\/m .
(A.13)
Por sua vez, temos que
P(o,%,7) = P(o|t,7)P(#,7) = P(o|7)P(T|7)P(%),
que é equivalente a
P(o,#,7) = P(F|lo,#)P(o,7) = P(F|o, 7)P(c|F) P(7),

ou seja, P(7|o,7) = P(¥|7)P(c|7)/P(o|). Logo,

P(’I:!O', 7,\_) . @(af) exp{—(? - p,}:)2/2(1 - pz)}' (A.14)

erfc (-—”—;’ﬁ%) V(1 - p?)/2
Para obtermos P(o,7) e P(o,7,7) basta usarmos a regra de Bayes: P(0,7) =
P(o|7)P(7) e P(o,7,7) = P(f|o,7)P (o, T).

A.3 Erro de generalizacao para o perceptron.

O erro de generalizacdo é definido como sendo a probabilidade de um exemplo
qualquer (pertencente ao espago dos exemplos) ser mal-classificado por um dado
estado da méquina aprendiz. Para um perceptron isso é equivalente a calcular a
regidao do espago de versdes que possui sinal{w-&,) diferente de o,,, ou seja, diferente
de sinal(@ - £,), ou seja,

&= [[ pane(-rimer (A.15)
-0
que pode ser reescrito como
o0 0 ] 0o
£ = / a7 / d#P(7, 7) + f dr / 4+ P(7, 7). (A.16)
0 O —X 0

2No perceptron booleano temos que ¢ = sinal(¥), o que implica em P(o|7) = ©(c 7).
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3 5

Visto que P(7,7) é invariante na troca , temos

(=2 —ax 4 a2 _ 2
& —Qf d'rf d7 P(7 2[ d'r[ 47 SR + 2077 + 7)/20 = 0}
2ry/1 — p?

que por meio da mudancga de varidveis

F = rcosb 0<r<o
com (A.17)
7 = 7 send —7m/2<€6<0
transforma-se em
1 0 o0 9 9
£y = ——x d9/ dr rexp{—r*(1 + 2p senf cos §)/2(1 — .
9 W\/-l_——pz- /2 0 { ( )/ ( P )}

T zz 1+p sen(29)

YTy

—7r/2 1+2p tan90052 ]

\/ 1-— sec? 8d6

_nj2 5ec2 60 + 2ptand’

0 — 2
59-1[ dg—VI=F

Fazendo mais uma mudanca de varidvel u = tan

e _1/0 V1 — p2du
) =) + (u+p)?
e por fim z = (u+ p)/+/(1 — p?)

1 (72 d 1 1 1-
£y == 1P z 5 = — [arctan(z)]Y 010" = — arctan ( —pz) .
TS 14+2°% 7 ™ p

Portanto, finalmente chegamos a expressdo desejada:

1
&y = ~ aICCos . (A.18)

3Isso pode ser claramente percebido reescrevendo A.10 na forma P(#,7) =

e~ (TN /200 for ST R
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O algoritmo 6timo para o

perceptron.

O algoritmo 6timo para o perceptron, proposto em [Kinouchi et al 1992], tem
como motivagdo responder qual é a melhor maneira de processar a informagéo com

o intuito de maximizar a capacidade de generalizacdo. Assim, dado um algoritmo

hebbiano ]
Wyt1 = Wy + 'N‘%HWMI&NH’ (B.1)

procura-se um W, 1, uma fungio que pode depender dos campos sindpticos e deno-

minada fun¢io de modula¢do, que maximize o decaimento do erro de generalizagao

por dado, ou seja, que maximize:

deg _ 9e,dp
da  dp do’
Usando os campos A.8 e distribui¢do A.10 definidos no apéndice anterior e se-

(B.2)

guindo o mesmo procedimento utilizado na secao 2.2.2, encontramos:

dp _ 1/, N P 112
da ~ @ <(T prIoW = o5 W >0,f,7=’ (B:3)
sendo w = vw - w. Com isso, podemos fazer a variagdo
J de,
w(5) o B4)

e encontrar W*:
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W* =& (o—;- - a%) . (B.5)

Como o médulo do campo 7 nio é acessivel para o perceptron aprendiz, mas apenas

o = sinal(¥), o substituimos por

W = /dl'r]P('r o|T )W //d]rlP(T a|7), (B.6)

que resulta na funcao:

5. [2r exp{—72%/2r}
W= w\/—;erfc(-a’f/\/@f_')’ (B.7)

onde definimos r = (1 — p?)/p°.
Substituindo a expressioc B.7 em B.1, encontramos o algoritmo 6timo:

1A 2r, exp{—72/2r,}

— B.8
NN 7 erfc(—av‘“/,ﬂrp)auﬂgwl (B:8)

C:J#+1 wu '+'




Nota sobre as simulacoes

realizadas.

Todas as curvas apresentadas nessa tese foram obtidas por meio de uma média
de 100 simulagbes com a dimensdo N = 100 para os vetores sindpticos (w) e de
entrada (&), exceto quando explicitamente declarado na legenda das figuras — por
exemplo, a curva f(a) = 0, 88/« nas figuras 2.5, 2.6 e 4.3.
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Entao Pedro comegou a falar: “Agora percebo verdadei-
ramente que Deus ndo trata as pessoas com parcialidade,
mas de todas as nacoes aceita todo aquele que o teme e
faz o que € justo. Vocés conhecem a mensagem enviada
por Deus ao povo de Israel, que fala das boas novas de
paz por meio de Jesus Cristo, Senhor de todos. Sabem o
que aconteceu em toda a Judéia, comegando na Galiléia,
depois do batismo que Jodo pregou, como Deus ungiv a
Jesus de Nazaré com o Espirito Santo e poder; e como
ele andou por toda parte fazendo o bem e curando todos
os oprimidos pelo diabo, porque Deus estava com ele.

Nés somos testemunhas de tudo o que ele fez na
terra dos Judeus e em Jerusalém. A este mataram,
suspendendo-o num madeiro. Deus, porém, o ressusci-
tou no terceiro dia e fez que ele fosse visto, ndo por todo
o povo, mas por testemunhas que designara de antemdo,
por nds que comemos e bebemos com ele depois que res-
suscitou dos mortos. FEle nos mandou pregar ao povo e
testemunhar que este € aquele a quem Deus constituiu
juiz de vivos e mortos. Todos os profetas dao testemu-
nho dele, de que todo aquele nele cré recebe o perdio dos

pecados mediante o seu nome”.
Atos 10:34-43.
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