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Resumo

Nesta tese, através de métodos perturbativos adequados, resultados rigorosos sao obtidos para
dois sistemas dinamicos especificos.

Primeiro, apresentamos uma investigacdo matemadtica do fendmeno de localiza¢ao dindmica
em uma classe de sistemas de dois-niveis periodicamente e quase-periodicamente dependente
do tempo. Nossos resultados sdo baseados em um procedimento de eliminagao iterativa de ter-
mos polinomiais da série de Lindstedt, a qual é proposta comno solu¢do de uma certa equacao
de Riccati associada. Tal procedimento é desenvolvido aqui de uma forma sistemética para
adequa-lo ao efeito de localizacao em qualquer ordem de perturbag¢ao. No caso quase-periddico,
esse procedimento nos leva apenas a uma série de Lindstedt formal bem definida. No caso
periédico, uma solucdo perturbativa convergente é obtida e, em particular, uma expansao per-
turbativa convergente para a freqiiéncia secular é apresentada. O caso particular do campo
monocromatico € discutido em detalhes, onde computos numéricos das solugdes sdo apresenta-
das e os resultados sao exibidos emn termos de certas probabilidades de transi¢do entre os dois
auto-estados do sistema.

Segundo, consideramos uma equacao de Hill perturbada da forma o + (po(t) + ep; (t))o = 0.
onde py € real analitica e periddica , p, é real analitica quase-periddica e = € R é pequeno. Assu-
mindo condicoes Diophantinas nas freqiiéncias do sistema desacoplado, i.¢., as freqiiéncias dos
potenciais externos py e p; ¢ a frequéncia prépria da equacao de Hill nao-perturbado (¢ = 0).
e assumindo apenas uma condicao de nao-degenerescéncia especifica sobre o potencial pertur-
bador p;, provamos que solucoes quase-periddicas da equacao nao-perturbada sao estdveis se
< estiver em wn conjunto de Cantor de medida relativamente grande em [—&g,e9] C R, onde
2o € pequeno o suficiente. Nosso método é baseado e um procedimento de resoma da série
de Lindstedt formal obtida comno solucao de uina equacao de Riccati associada ao problema de

Hill.

Finalmente. salientainos que os sistemas acima sao matematicamente aparentados. De fato.
ambos passam pela solucao de certas equacoes de Riccati bastante parecidas. Tais solucoes
s@o procuradas em termos de séries de Lindstedt expandidas em um parametro perturbativo

adequado.



Abstract

In this thesis, through the use of suitable perturbative methods. rigorous results are obtained
for two specific dynamical systems.

First, we present a mathematical investigation of the phenomenon of dynamical localization
in a class of quasi-periodically and periodically time-dependent two-level systems. Our results
are based on an interative procedure of elimination of polynomial terms from the Lindstedt
series, which is proposed as a solution of a certain associated Riccati equation. Such a procedure
is developed here in a systematic way in order to adapt it to the effect of localization in any
perturbative order. In tlie quasi-periodic case, this procedure leads only to a formal well defined
Lindstedt series. In the periodic case, a convergent perturbative solution is obtained and,
in particular, a convergent perturbative expansion for the secular frequency is presented. The
particular case of a monochromatic field is discussed in detail, where numerical computations of
the solutions are presented and results are exhibited in terms of certain transition probabilities
between the two eigenstates of tle system.

Second, we consider a perturbed Hill’s equation of the form o + (po(t) + =p1(t)) & = 0,
where pg is real analytic and periodic, p; is real analytic and quasi-periodic and ¢ € R is
small. Assuming Diophantine conditions on the frequencies of the decoupled svstem, u.¢.. the
frequencies of the external potentials py and p; and thie proper frequency of the unperturbed (s =
0) Hill's equation, and making only oue specific nou-degeneracy assuiiption ou the perturbing
potential p;, we prove that quasi-periodic solutions of the unperturbed equation are stable if
¢ lies in a Cantor set of relatively large measure in [—zg, 0] C R. where zq is small euougl.
Our method is based on a resummation procedure of a formal Lindstedt series obtained as a
solution of a generalized Riccati equation associated to Hill's problem.

Finally, we stress that the two systems above are mathematicaliv related. Indeed. both pass
through the solutions of certain strongly related Riccati equations. Such solutions are scarched

in terms of Lindstedt series expanded in a suitable perturbative paraineter.



Prefacio

Este trabalho destina-se & elaboragdo e a aplicacdo de métodos perturbativos ao estudo de
sistemas dinamicos especificos de interesse em fisica. Os resultados aqui contidos apresentam,
portanto, importancia sob dois pontos de vista: um € o fisico, uma vez que obteve-se a descricdo
precisa da evolugao de sistemas relevantes; outro é o matematico, pois tal descricio sé foi
alcancada gragas & implementagao de métodos originais e rigorosos. Dada a importéancia de
ambos 0s aspectos, procurou-se aqui enfatizd-los e explora-los de forina democratica, visando

tornar deste uin genuino trabalho de pesquisa no campo da fisica-matemdtica.

Estudamos, essencialmente. dois sistemas fisicos distintos. porém matematicamente nao
totalmente desrelacionados.

O primeiro deles refere-se a resolugdo da equacdo de Schrodinger associada a um sistema.
quéntico de dois-niveis onde uma interagdo externa dependente do tempo ¢ introduzida. A
caracteristica particular é que tal dependéncia temporal é quase-periédica. O problema é re-
solvido através de uma técnica perturbativa inovadora, procurando expansoes para a solugao
em termos de uin parametro natural pequeno de sistema, a saber. a diferenca de energia entre
os niveis ndo-perturbados. A solugdo encontrada, no caso perioédico, mostrou-se extremamente
util para o estudo de uin efeito conhecido apenas formalimente nos modelos até entao considera-
dos: dependendo do tipo de interacao inserida, a evolugéao do sistema na transicao de um nivel
de energia para outro pode ser 1nuito lenta emn comparacao ao ciclo da perturbacdo externa.
evidenciando-se a possibilidade da evolucdo praticamente congelar em um dos auto-estados
do sistema. A esse fendmeno. da-se o nome de efeito de localizagao dinamica. Resulta que
o0 método perturbativo empregado por 116s se mostrou bastaute natural para caracterizar tal

efeito de wma forina bem geral.

O segundo sistema analisado refere-se ao estudo da estabilidade de solu¢oes limitadas de
uma dada equagao de Hill ao se introduzir uin potencial pequeno e quase-periédico geral. Nesse
caso, tambéin aplicamos técnicas perturbativas aproveitando-se do pequeno parametro de aco-
plamento do potencial ¢nase-periédico. De forma hastante geral. podemos dizer que solucoes
quase-periodicas persistem no sistema perturbado desde que a constante de acoplamento do
potencial perturbador seja escolhida dentro de uin conjunto bem peculiar, mas com boas pro-
priedades.

A relacao matemadtica entre o primeiro e o segundo sistema estudado estd no fato de que a

Vil



especifica equacdo de Schrodinger analisada no primeiro caso pode ser transformada em uma
certa versao complexa de uma equacgao de Hill com potencial quase-periédica. A relacio exata
entre tais equacOes é apresentada ao longo da tese. O intuito aqui é apenas salientar e justificar
o fato do porque praticamente as mesmas técnicas perturbativas desenvolvidas e aplicadas em

um sistema puderam ser adaptadas ao outro.
Basicamente, a andlise de ambos os sistemas vagamente descritos acima, passa pela resolugao
de uma equagdo de Riccati bastante interessante por si s6. De um forma geral, escrevemos para

ela
u=F(u? Q,R;e),

onde F é linear em seus argumentos, @ e R sdo quase-periédicas com o mesmo vetor de rotagao!
w € RY, para algum d € Z, e € é um pardmetro perturbativo pequeno. No caso especifico do
primeiro sistema (dois-niveis), tem-se F(z,y, z;€) = e(zy + z), com z = y~'. Para o segundo
sistema (equagao de Hill perturbada), tem-se F(z,y, 2;¢) = czy + 2, com y # 2. A idéia, em
ambos 0s casos. € procurar por uma solugao explicita da equacao acima em termos de uma série

de poténcias em € e com o mesmo vetor de rotacdo w de () e R. Assim, escrevemos a série dc

Lindstedt - -
U(t) = Z&‘ku(k)(t) = Z 5k Z UE,k) eiwvt,
k=0 k=0

vezd

. . k . - .
e procuramos dar sentido aos coeficientes uF e estudar as propriedades de convergéncia das

somas acima.

Para o primeiro sistema, no caso periédico, convergéncia em ¢ pode ser demonstrada em
diversas situagoes, inclusive naquele pertinente ao estudo do efeito de localizacdo dinamica.
J4 no caso quase-periddico, que é natural para o segundo sistema (equacao de Hill). tal nao
é o ocorrido. Basicamente, como 1os problemas originais de mecénica celeste onde as séries
de Lindstedt forain inicialmente propostas. a existéncia de pequenos denominadores impede

. . . . . ki . T ~
que boas estimativas sejam dadas para os coeficientes ul, impossibilitando a demonstracao de

convergéncia. O problema todo reside no surgimento de termos como (iw - )~! nas relagoes
recursivas que definem os coeficientes de Fourier u{Y). Tais termos tornam-se arbitrariamente

v| — oc, aproximando-se do plano perpendicular & w, mesmo assuinindo

grandes a medida que
condig¢des Diophantinas sobre w.

E claro que, por outros argumentos, e.g. a Teoria KA. espera-se que a série de Lindstedt
acima seja convergente para ¢ suficientemente pequeno. De fato, através de uma manipulagao
direta dos coeficientes uf,k), efetuando um procedimento de resoina adequado e através da im-
posi¢ao de condi¢oes Diophantinas iterativas e dependentes do parametro =, pudemos deinons-
trar a convergéncia de uma expansao renormalizada construida a partir da série formal acima.

As técnicas utilizadas ja haviamn sido emnpregadas em outros sistemas tipo KAM no mesmo

! Defini¢oes precisas, obviainente. serao dadas ao longo da tese. Notagoes especificas e convengdes sao encon-

tradas na pagina xviii.
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espirito e, portanto, ndo sao totalmente originais. Originais sdo as devidas adaptacoes efetua-
das nos métodos para encaixar com nossas necessidades e, finalmente. os resultados encontrados

para os sistemas estudados.

Referencias mais usadas

E Cap. | E ? Cap. 6 E ; Cap. 10 E
é Cap. 2 4—5— ? Cap. 7 ; l
T i T

; —®  Cap. 3 <_\§ § —™  Cap.8 g
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T R I A Legenda: . _____
! Ape. A Ape. B Ape.C —® Ligacao direta .

Apendices

Figura 1: Interdependéncia entre capitulos. apéndices ¢ referéncias mais usadas nesta tesc.

Procurou-se escrever esta tese de foria auto-contida. de modo que pouca, ou nenliuna.
analise das referéncias citadas deve ser requerida. Excecio, talvez. ao trabalho [27]. de grande
importancia a partir do Capitulo 4. Se bein que unia revisao bem detalhada desse trabalho ¢é

feita no préprio Capitulo 4.

Dividimos a tese emn trés partes. A primneira trata do problema dos sistemas de dois-niveis.

ix



com especial énfase ao efeito de localizagao dinamica. A segunda parte trata do problema da
estabilidade para a equagao de Hill perturbada e néo é independente da primeira. Finalmente, a
terceira parte contém algumas conclusoes a respeito dos problemas considerados e uma revisao
dos resultados obtidos. Consideragoes finais também sao incluidas.

Recomendamos que esta tese seja lida na seqiiéncia de seus capitulos. Apresentamos no
diagrama da Figura 1 a interdependéncia existente entre os mesmos.

Por fim, esclarecemos que as convengoes e notagoes encontradas nesta tese estao todas
definidas a partir da pagina xviii, no Capitulo Convengoes e Notagées, onde uma lista completa
é encontrada. Dessa forma, evitamos que algumas defini¢oes dbvias sejamn dadas ao longo do

texto principal.

Boa leitura a todos.

(O Autor.
Sdo Paulo. 20 de abril de 2005.
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Representacao grafica dos coeficientes u® e u!Y. Lembramos que para v # 0.

) corresponde ao termo (Q~1), /(iw - V)

temos Y = 0. O primeiro grafico de ull
da segunda equacdo de (4.11). O segundo grafico corresponde ao termo
Q. (c9)?/(iw - v) da mesma equacdo. Note que a conservacio de momento
no vértice implica em vy = v, j4 que v; = v, = 0 (bolas brancas). Assim, o
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Um vértice ¢ formado pelo entroncamento de trés propagadores, dois entrando
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Ventra + V-
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valores de k) e ky tais que by + ko =k — 1.

Expansao completa do coeficiente ul?, v # 0. O coeficiente 'u,gz) ¢ representado
como na Figura 4.2 para k& = 2.

Arvores que nao comparecem no conjunto rr10- Note que ao lado v = vy =
v, = 0. Por conseguinte. v, = 0. Assim. as duas drvores dao origem a con-

k+1) tambén

tribuicdo 2¢%)e®Qq. A drvore cujo valor é a apenas a constante !
. a .
nao pertence ao conjunto 7% ) 4. -

Possiveis gréficos das funcoes x(x) e ¥(z). Note que ¥(z) + x () = 1.
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4.9

4.10

5.1

5.2

6.1

8.1

9.1

Exemplos de clusters em uma arvore de ordem k = 33. No exemplo. sem perda
de generalidade, Ew () = 0, de forma que E(f) = Eg(f). O niimero entre
parénteses acima de cada linha denota a escala do propagador. Assim, temos
ny, =3, np, =1, np, =8 ny, =2engy = 9. Note que Ty C T; e por isso
nr, < Nrs. E claro que existem outros exemplos de clusters na figura ao lado

que nao foram apresentados.

Gréficos de auto-energia em uma arvore de ordem k = 21. Note que, de acordo
com a defini¢do, s6 hd uma linha entrando e uma linha saindo (carregando o
mesmo momento) nos graficos de auto-energia T3, Ty, T3 e Ty. E claro que a
escala das linhas em T, Ty, T3, T) € estritamente menor do que a de suas linhas

externas (afinal, gréficos de auto-energia sao clusters). .

Representagao diagramatica de GO,I-, G]_(), G]y], lez. G2,0: GQ,], Ggyg e 02'3. A
linha raiz carrega momento nulo em todas as arvores. Chamamos de pernas
amputadas aquelas linhas que partem das bolas brancas amputadas. Conforme
indicamos na figura, todos os propagadores associados as pernas amputadas sao
triviais.

Expansio diagramética dos coeficientes 21, Q@ e Q®) de acordo com (5.26).

Gréfico da fungdo A(A) associada a equacdo (6.4). Mostramos a localizacao dos
valores caracteristicos de primeiro tipo A, (raizes de A()\) = +2) e de segundo
tipo A, (raizes de A(A) = —2). Note que A, e X, se distribuem conforme
(6.6). Os intervalos de instabilidade sao apresentados emn destaque no eixo real
A. Observe que o quinto intervalo de instabilidade desapareceu pois Aj = ;.
Assin, os intervalos de estabilidade (A4, AL) e (A, As) se fundiram em um tuico

intervalo (Ay, A5), oude todas as solucoes de (6.4) sao estdveis.

nc

Forma canénica de uma drvore ein 7,7 A regiao dclimitada por linhas tracejadas
representa uina sub-arvore geral contendo apenas bolas pretas. Cada sub-drvore

canbnica ;. 1 < j < n, é de ordem kp; e contém exatamente Ky, vértices e

ko, + 1 bolas pretas. Levando em conta os n vértices canénicos {uvy, ... , U2}
tem-se k =n + Y " ky,. Note que 2 <n < k. A amputacio das bolas brancas

deixa uma linha coin moinento nulo conectada ao vértice v,: chamainos de perna

amputada tal linha. .

Possivers graficos das tungoes 3 () ¢ o). Note que o(r) + () = 1. .

Xvi

73

73

88
99

107

124



9.2

9.3

Exemplos de clusters em uma arvore de ordem k£ = 16. O nimero entre
parénteses em cima de cada linha denota a escala do propagador. Assim, te-
mos ny, = 3, n, = 1, ny, = 8, n, = 2 e npy = 9. Note que Ty C T5 e portanto
nt, < nr,. Claro que existem outros clusters no exemplo considerado que nao
sdo mostrados.

Exemplos de gréficos de auto-energia em uma arvore de ordem k£ = 7. Note que,
de acordo com a definicdo, existe somente uma linha que entra e uma linha que
sai (carregando o mesmo momento) nos graficos de auto-energia 11, Ts, T3 e Ty.
Estéa claro que as escalas das linha de 17, T, T3, T4 sao estritamente menores
do que as escalas de suas linhas externas (afinal, os gréficos de auto-energia séo

clusters). .
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Convencoes e Notacoes

Nesta tese. utilizou-se as seguintes convengoes para os conjuntos de nineros:

e N denota o conjunto dos naturais incluindo o zero, ou seja. IN = {0,1,2,...}.

e Z denota o conjunto de todos os inteiros.

Z.,. denota o conjunto de todos os inteiros positivos, i.e.. Z. = {1,2,3,...}.
e (Q denota o conjunto de todos os nuimeros racionais.

R denota a reta real, ou seja, o conjunto de todos os numeros reais.

R, denota o conjunto de todos os reais positivos, i.e., Ry = (0, +00).

C denota o conjunto de todos os numeros complexos.

Sejan € Z,. O conjunto C"* (R™ ou Z™) denota o produto cartesiano de C (R ou Z) n

vezes.

T denota o torus unidimmensional, i.e., T = R/27Z. Dado n € Z,, T ¢ o torus n-

dimensional. ou seja, n vezes o produto cartesiano de T.

\ denota a diferenca de conjuntos. Assin. escrever A\ B representa tudo aquilo que estd

em A mas nao esta em B (A menos B).

Z. denota o conjunto de todos os inteiros com exce¢ao do zero, i.c., Z, = Z \ {0}.
Para operactes comn nimeros complexos. utilizou-se as seguintes notacoes:

Z denota o complexo conjugado de win nimero complexo = € C.

R{z} denota a parte real de umn numero complexo z € (.

${z} denota a parte imagindria de um nudnero complexo : € C.

|2| denota o mdédulo de um numero complexo (ou real) z € C (ou R).
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Com relacéo a simbolos especiais e notagoes especificas, empregou-se as seguintes convengoes:

o O simbolo := na expressdo A := B traduz o fato de que a varidvel A esta definida por

B. Ja o simbolo =: na expressao A =: B traduz o fato de que agora a variavel B esta
definida por A.

e |z| denota o maior inteiro menor ou igual a z € R.
e [z] denota o menor inteiro maior ou igual a z € R.

e (f) ou M(f) denotam a média de uma fun¢ao quase-periddica f (com as componentes de

seu vetor de rotacdo racionalmente independentes), a saber

T

(fy = M(f) := lim L dt f(t' = fo,

T—o 2T -T

onde fo é o termo constante na expansao de Fourier de f.

e O produto escalar entre dois vetores ¥ e ¢ de umn espago de Hilbert .77 sera denotado por

(¥, ).

e || - || denota a norma de um vetor em um espago de Hilbert 7, assim para ¢ € J,

g1l := /(¢ 8).

e | - || tainbéin pode denotar a norma operatorial de um operador limitado agindo em 7.
Assim, se Z(7#°) denota o conjunto de todos os operadores limitados agindo em 7, e se
T € B(HA), tem-se ||T|| = supye , ‘5.

e L'(R), ou simplesmente L'. denota o espago de Banach de todas as fungoes complexas

de mddulo integravel em R com a medida de Lebesgue usual.

e L?(R). ou simplesmente L. denota o espago de Hilbert de todas as fungoes complexas de

médulo ao quadrado integréavel emn R com a medida de Lebesgue usual.

e L°(R), ou simplesmente L>, denota o espaco de todas as fungbes complexas limitadas

em R.

e Dadas duas matrizes quadradas A e B de mesina ordem. denotaios por [A, B] o comu-
tador de A por B. Tewrse. [A, B] := AB — BA.

e O simbolo 1 denota a marriz identidade emm qualquer dimensao.
e Seja A uma matriz quadrada. Entao. denotamos por det 4 o determinante de A.

e O simbolo O ¢ utilizado para denotar a palavra “ordem”. Assimn. por exemplo. escrever
f(x) = O(z?), significa que f é da ordem de z°. ou seja f(z) = 35x° + F2® + -+ -, com

Bs # 0.
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Vetores em Z? ou R¢, para algum d € Z,, sdo denotados por letras em negrito, ou por

letras com flecha em cima, ou ainda por letras sublinhadas. Exemplos: v € Z¢, 7 € Z¢,
meZ* weR! TeR?, w, €RP.

e O produto escalar usual em R¢ (ou Z9) é denotado por um ponto entre os vetores. Assim,

por exemplo, para w = (wy,...,wq) € Riev=(1,...,v3) € Z% w-v :=wn+ - +wgvy.

o | - | denota a norma ¢' de um vetor em R? (ou Z%). Assim, por exemplo, para v =
(vi,...,va) € Z%, lv| == ||+ + vl

e Para m € Z, denota-se por <m>> a seguinte funcéo:

|m|, form#0

<m>» =
1, form=0

e Seja f : D — C definida em um certo dominio D C C. Seja k& € IN fixo. Dizemos que f
é de classe C¥(D) se as k primeiras derivadas de f existirem e forem continuas em D. Sc
k = 0 dizemos apenas que f é continua em D. Dizemos que f é de classe C*°(D) se f for
de classe C*(D) para todo k € IN.

e Seja ./ C R um conjunto mensuravel. Entdo, meas ./ denota a sua inedida (de Lebesgue).

e O simbolo O denota o final do enunciado de um resultado (teorema, proposicéo, lema ou

corolario).

e O simbolo m denota o final da prova de uin resultado (teorema, proposi¢do. lema ou

corolério).
Quanto a notacao para as derivadas. empregou-se as seguintes convengoes:

e O, denota uma derivada ordindria com relacao a uma varidvel r qualquer.

e 0,f denota a derivada ordindria com relacao a varidvel ¢ da funcio f(t). Nesse caso,

escrevemos também f, ou % (t). A seguuda derivada de f(t) com relagdo & t serd

denotada por &7 f. ou simplesiente f.



Parte 1

Localizacao Dinamica em Sistemas de

Dois-Niveis



Capitulo 1
Introducao a Parte I

Recentemente, tein-se observado uin grande interesse no estudo de sistemas quanticos subme-
tidos a perturbagoes peridédicas ou quase-periddicas. Um dos motivos para isso reside no fato
de que tais sistemas constituem wn paradigma para o chamado caos quantico. De fato, via de
regra, verifica-se uma dinainica cadtica associada aos sistemnas classicos correspondentes [11, 12].

Aqui considera-se para estudo um exemplo particular de tais sistemas perturbados, a saber,
atomos submetidos a campos externos. A descricdo aproximada é feita entdo em termos de
um sistema de dois-niveis com um Hamiltoniano (periodicamente ou quase-periodicainente)

dependente do ternpo.

1.1 Descricao do Sistema

Sistemas quanticos de dois-niveis caracterizam-se por seremn descritos em umn espaco de Hilbert
A bidimensional. o espaco C?. U operador Hamiltoniano dependente do tempo é. entéo.
dado por uma familia de matrizes auto-adjuntas agindo em €2, parammetrizada pelo tempo
t € R.

Do ponto de vista fisico, o estudo de sistemas de dois-niveis periodicamente ou quase-
periodicamente dependentes do tempo é de importancia fundamental em muitas aplicacoes.
desde a fisica da matéria condensada até a Optica quantica.

Considere, como aplicacao, o comportamento de uma particula de spin 1/2 (umn elétron, por
exemplo) subinetido a um campo magnético dependente do tempo B:R- R A evolugao de
tal particula pode ser descrita por um sistema de dois-niveis como o mencionado acima. Nesse
caso. a equacao de Schradinger correspondente assuine a forma shmplificada (adotando /i = 1)

i0,(t) = Ht)V(t). com H(t):=—-=B(t)-G, (1.1)

O =



onde

—

U(t) = ;‘18 €C?, B(t)=(Bi(t). Bs(t),Bs(t) €R® e &= (01, 09, 03)
o\ T :

sao as matrizes de Pauli:

0 1 U 0 —i U 1 0
0‘: y =. , =
! 10 2 i 0 5 0 —1

Tal sistema tem sido analisado em varias aproximagoes desde os trabalhios pioneiros de Rabi [7],
Bloch e Siegert [8] e Autler e Townes [9].

Uma situacdo de particular interesse ocorre quando (1.1) assume a forna especifica
i0V(t) = Hi(t)¥(t), com Hy(t) :=z04— f(t)oy, (1.2)

onde f: R — R é uma fungdo do tempo t e £ € R é um parametro constaute. O Hamiltoniano
H, descreve, por exemplo, um atomo de dois-niveis submetido a um camnpo externo dependente
do tempo representado pela fungao f. Através de uma rotagao de um angulo de 7/2 ao redor

do eixo-2, obtém-se 0 seguinte sistema equivalente:
i0,®(t) = Ho(t)®P(t), com Hy(t) =coy + f(t)os, (1.3)
onde
Ho(t) := exp (—imoa/4) H\(t) exp (imoa/4) ¢ ®(1) :=exp (—imon/4) V().

Como veremos, o sistema (1.3) pode ser convenientemente tratado pelos métodos aqui desen-
volvidos. A equivaléncia com (1.2) é feita através das transformacoes acima.

Note que. de acordo com (1.1), pode-se tauto interpretar (1.2) como descrevendo unia
particula de spin 1/2 sob a influéncia de uin camnpo magnético especifico B(t) = (2f(t),0.=2¢).

como também descrevendo un atomo de dois-niveis comn niveis de energia £z representado

pelo Hamiltoniano diagonal (livre) Hy := zo3. perturbados por uina interacao dependente do
tempo introduzida pelo Hamiltoniano H;(t) := —f(t)o;. Tal perturbacao induz transigoes

dependentes do tempo entre os dois auto-estados nao-perturbados de Hy (os auto-cstado do
4tomo em (uestao).

Analogamente, o sistemna equivalente (1.3), por sua vez, pode tanto descrever uma particula
de spin 1/2 submetida a uin campo magnético B(#) = (=22.0. =2 f()). como tamnbéin descrever
um sistema de dois-11iveis composto por dois estados desacoplados (para ¢ = 0) ortogouais e

dependentes do tempo,

exp (-—i/o[f(T)dT> (1) e exp <+'1.'/0,f('r)d7) (1)



sujeitos a uma perturbacao constante €0, a qual induz transicoes entre os estados acima.
Mencionamos agora a possibilidade de se formular o sistema (1.1) em termos de um sistema

classico Hamiltoniano. Essa conexdo tem origem no trabalho de Feynman et al [10], o qual

introduziu um approach considerado essencial na teoria semi-classica do laser. Considere a

equacao de Schrodinger (1.1) e seja

0 ) (G ) = (O wOR w

,D(t) = w2(2) () (t) w2(t) d’Q(t)wl (t) |7,/J2(t)|2

a matriz de densidade. Entéo, p satisfaz a equagdo ip = [H(t), p]. Escrevendo,

1 5 L Qo+ Qs O —iQ2
p(t)—2(QO]1+Q 7) 2\ Q1 +1Q, Qo— Qs (13)

temos, por comparacgio de (1.4) e (1.5):
Qo = [vn]? + |9l = 1 Q1 = (2 + vath)
Q2 = i(v1¥s — Vo) Qs = [)* — [¥2]?.

A equagédo de movimento ip = [H(t), p] se torna [10]
Q=-0xQ, Q= (B(t)Byt), Bs(t)), (1.6)
e a condicdo p? = p, que expressa o fato de p ser win estado puro. resulta

AG+B+R=0"=Q=1. (1.7)

As equacoes (1.6) e (1.7) determinam a funcdo de onda ¥ completamente, ja que ¢y e ta
sio dois ntneros complexos e a fase de W é irrelevante. Assim. trés nimeros. i.c.. o vetor (.
¢ suficiente. Eles sao a base de uma siinples interpretagio geométrica de sistemas quéanticos
de spin-1/2 (ou sistemas de dois-niveis): o vetor unitédrio Q(t) precessa ao redor do vetor §3(t)
assim como um giromagneto classico precessa em torno do campo magnético E(z‘) [10].

Objetiva-se aqui estudar o sistema descrito pela equacao (1.2) assuinindo que f represente

uma interacao periodico ou, 1nais genericamente. quase-periodico. Assim, escrevemos

fity= > Fueorm, (1.8)
mezZB
onde &; € R? ¢ o vetor de freqiiéncias ou vetor de rotagao de f, &; = (w),- -+ ,wp), para algum

B € Z,. As componentes de <y sao supostas racionalmente independentes. E claro que o caso
periédico corresponde & B = 1. Assimn, o Hamiltoniano-em (1.3) pode ser visto como funcao

de 8 = &t; nesse caso temos H = H(4t).



1.2 Teoria Usual de Dyson

O sistema (1.2) pode ser estudado em dois regimes. O primeiro deles, dito de acoplamento
fraco, corresponde & ¢ grande com relacéo a |f|. O segundo, dito de acoplamento forte, corres-
ponde & = pequeno com relacdo a |f|. Ambos os regimes foram estudados perturbativainente
analisando-se propriedades espectrais do chamado operador de quase-energia. Esse é definido
no espaco de Hilbert estendido # = C? ® L?(T2,du), onde T? é o toros B-dimensional e
dp=1/(27)Bdf, - - - dfp é a medida ergédica correspondente, e é dado por

-

K= —id- 2 4+ H(@).
00

Em ambos os regimes de acoplamento, demonstrou-se em [13] para o caso especifico B = 2
que o operador de quase-energia € puro-ponto para & = w;/w, Diophantino, excluindo-se ainda
um conjunto pequeno de valores ressonantes. Como é relativamente bem sabido, o fato do
operador de quase-energia ser puro-ponto implica em uma dinamica estavel quase-periddica.
Isso significa que, sob as condigoes acima. a evolucao do sistema (1.2) é dada em termos de un
estado W(t) quase-periodicamente dependente do tempo.

A evolucdo temporal do sistema (1.2), ou equivalentemente (1.3), é implementada através
de um operador que associa um estado qualquer ¥y € C? em um instante de tempo inicial g,
ao estado ¥(t) € C? em um instante de tempo subseqiiente t > tp, tal que ¥(ty) = ¥y e tal que
(1.2) seja satisfeita. Coin isso, a partir de ¥(t), valores médios de qualquer observavel desejado
poderao ser calculados para todos os instantes de tempo posteriores a tg.

O operador unitario que conecta W(t) a W(ty) é conhecido pelo nome de propagador. ou

operador de evolugdo. Assim, W(t) = U(t.ty)¥(tp). onde

1. Ulte.t)U(t1.t) = Ulto, t):

S

. U(fof()) =1:
3. Ultp.t1) é continuo em ty e t,.

A forma explicita do propagador Ul(ty.t) associado. por exemplo. a equacao (1.2) é dada

pela bem conhecida expansiao de Dvson [52]:

o t 4 -1
Cltto) =2+ 3= [ aty [Tt [ e B Bifea) . (19)
n=1 to to to

A expressao acima pode ser obtida sem maiores dificuldades através de uimn procedimento ite-
rativo de solucdo da equacdo diferencial correspondente. Além disso, pode-se demonstrar que
valem as propriedades 1, 2 ¢ 3 mencionadas acima para o propagador U(t, tp).

Uma propriedade importante da série em (1.9) é que a mesma converge em norma unifor-

memente em qualquer intervalo compacto de tempo se H,(t) for uina familia uniformemente

5



limitada de operadores [52]. ou seja, se houver M > 0, constante. tal que ||H,(t)|| < M, para
todo t € R. Essa condigdo é automaticamente satisfeita para o Hamiltoniano de interesse em
(1.2) pois f é peridédica ou quase-periédica. O problema é que a convergéncia se dd apenas
em intervalos compactos de tempo, de forma que (1.9) torna-se inconveniente para o estudo
do comportamento do sistema (1.2) para tempos longos (t — +oc). Além disso, com H,(t)
periddica ou quase-periédica. a série de Dyson sofre com o problema dos termos seculares, i.e.,
polindémios em ¢ que aparecem ordem a ordem nas integragoes sucessivas de (1.9). A dificuldade
com os termos seculares reside no fato de que os mesmos estragam a andlise de convergéncia
da série de Dyson na reta, além de impossibilitarem a prova de quase-periodicidade da solucdo
obtida. Em suma, pode-se dizer que a expansao (1.9), apesar de trazer uma solugio simples e
direta, nao é conveniente para o estudo do comportamento quase-periédico e para tempos lon-
gos da solugio calculada. Nesse sentido, outros métodos de perturbagao devein ser explorados

para esses propositos.

1.3 O Efeito de Localizagcao Dinamica

O chamado efeito de localizagdo dinamica, também conhecido pelo nome de efeito de des-
truicdo coerente de tunelamento, foi inicialmente sugerido no contexto da dinamica quéantica
de uma particula confinada a um potencial tipo pogo duplo submetida & agdo de uma forga
externa oscilante [14]. Esse sisteina gerou interesse recente em conexdo a chamada teoria do
caos quantico devido ao carater cadticos de seu correspondente cldssico. Além disso, outro
tema de investigagao recente. tem sido o efeito gerado pela modulacao externa no tunelamento
quantico através da regiao classicamente impenetravel [16]. O sistema descrito acima pode ser

representado pelo Hamiltoniano

H(p.z:1) = Ho(p.x) + Srsen(wt), com Hy(p,r)= % = Mr? = a?)?, (1.10)

onde X\ > 0 descreve um potencial simétrico tipo pogo duplo. m é a 1massa da particula confinada
ao potencial ¢ S é a constante de acoplamento ao cammpo externo periédico de freqiiéncia w
(confira Figura 1.1).

Emn 1992 Grossmann et al [14] descobriram um comportamento peculiar na dindmica de
tunelamento do sistema (1.10). batizado por eles pelo nome de destruicao coerente de tunela-
mento: uin pacote de ondas Gaussiano inicialimente localizado em win dos pogos de potencial
nunca é transfericdo para o outro po¢o. como se o tunelamento quantico fosse congelado pela mo-
dulacao externa periddica. Eles encontraram que esse fenonieno ocorre apenas para parametros
de S e w restritos a uma variedade unidiinensional no plano bidimensional de parametros (S, w).

Para A e a grandes em (1.10) os dois primeiros auto-valores de Hy témn energias proximas
que diferemn, digamos. 2:. O menor auto-valor, ¥ (z), é wma funcdo par de z ¢ o segundo.

¥_(x) é uma fungdo impar. sendo que os valores absolutos de ambos concentram-se proximos

6
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Figura 1.1: Ilustracdo do potencial V(x: 1) = Aa? — a®)? + Sz sen(«t). Cada grafico representa
uin instante de tempo especifico. variando de ¢ = 0. até + = 117/12, e intervalos de T/12.

onde T = 27/« é o periodo de oscilagao do campo externo.

aos dois pocos de potencial em £a. Para o estado Wy := (¥, +V_)/v/2 a funcao de onda é mais
concentrada. digamos. no poco da direita. enquanto que para o estado ¥, := (U, —~ ¥_)/v/2 a
funcao de onda ¢é mais concentrada no poco da esquerda.

A transicao entre ¥, e W, s6 pode se dar por wm processo de tunelamento quantico. e
funcao da presen¢a da barreira de poteucial separando os dois po¢os. Se nos restringirinos ao
subespaco gerado por W, ¢ W_ e representarntos o estado ¥, pelo vetor ([')) e o estado W

1 1 -1 1
weali) ooema(l)

pelo vetor ( ) teremos

1



Introduzindo um potencial dependente do tempo, a transicdo entre os estados ¥, e ¥, serd
descrita pela evolugao de um sistema de dois-niveis como (1.2). Sendo a correspondente evolucao
temporal dada por um propagador U(t) = U(t,0), a probabilidade de transi¢ao do estado com
funcdo de onda concentrada no pogo da direita em ¢ = 0 ao estado com funcdo de onda

concentrada no pogo da esquerda no instante de tempo ¢ seria
P(t) = (T, Ut)T)[*.

Em termos do sistema equivalente (1.3), definindo

1
Dy = exp(—inoy/4)Vy = ( 0 ) e O, := exp(—inoy /4)¥, = ( ? ) ,

e sendo U(t) = U(t,0) o operador de evolugdo associado & (1.3), temos
P(t) = [{@e, U(t)Da) |* = [Ur2(t)?, (1.11)

ja que U(t) := exp(imog/4) U(t) exp(—inoy/4). Portanto, a probabilidade de transicio de ¥,
em t = 0 para ¥, em ¢ > 0 é descrito pela expressdo (1.11) na aproximacao considerada.
No caso onde ndo hd interagdo com campo externo, i.e., f(t) = 0, o sistema (1.3) passa a

ser exatamente soluvel, sendo a evolugdo dada pelo operador

. cos(2t) —sen(§2)
Ur—o(t) = exp(—icot) = , 1.12
r=o(t) = exp(—icol) ( sen(Qt)  cos(2t) (1.12)
com §2 = £. Assim,
P(t) = sen*(Qt) . (1.13)

e a probabilidade de transicao varia entre 0 ¢ 1 dentro de um periodo 7/z. A freqiiéncia 2
que determina o periodo de transicao entre os estados ¥, «— W, é conliecida como freqiiéncia
secular ou freqiiéncia de Rabi, em homenagem ao seu célebre traballio.

Para f(t) = Fy (campo dc), uma constante nao nula, o sistema (1.3) também é solivel.

sendo o propagador dado por

senn (2t t
cos(§t) — iFy seng(z ) —sselng )
Up=ro(t) = exp|—ifeor + Fooy)t] = sen(§t) . _ Osen(Qz‘,)
-~z o cos(Q2) + i Fy 0
(1.14)
com freqiencia secular dada por Q = /F? + 22 Nesse caso.

P EN? Q -
(t) = (—(—2> sen” (Qf) . (1.15)

Com relagéo ao caso f(t) = 0, observa-se que a probabilidade de transi¢do é suprimida por umn

fator =2 (confira a Figura 1.2).
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Figura 1.2: Probabilidades de transicio para o sistema (1.3) com f(t) =0e f(t) = F,. uma
constante nao nula. Apresentamos os graficos de P(t) de acordo coin as expressoes (1.13) e

(1.15) para dois valores de ¢.

Muito mais interessante é a situacao onde a interacao f é periodicamente variavel no tempo.

Para o caso mais simples de um campo monocromatico f(t) = i cos(wt) (campo ac), mostrou-se

0 =edo (23) (1.16)

W

inicialmente em [14, 15] que

como primeira aproximacao em < para a freqiiéncia de transicao 2. Acima, Jy é a funcao de
Bessel de primeiro tipo ¢ ordemn (0. Portanto, se a intensidade do campo ¢ e a sua freqiiéncia de
oscilagao w sao escolhidas tal que x, = —2::‘2 é i zero de Jy. entdao 2 = 0, iimplicando em longos
tempos de transi¢ao. Essc fendmeno, no contexto de [14] para o sistemna (1.10). ficou conhecido
pelo nome de destruigao coerente de tunelamento. hoje mais corretamente chamado de efeito
de localiza¢do dinamico. Note que tal efeito, primeiramente apontado e [14, 15]. indica a
possibilidade de aproximadaimente congelar o estado inicial do sisteina quantico através da
acdo de uma interacao externa dependente do tempo conveniente. Ein termos praticos. pode-se
dizer que o efeito de localizacdo, hoje em dia, tem papel fundamental na manipulacéo de ¢-bits,
e conexao com o conhecido efeito Zeno, e também desemnpenha papel iinportante 1o chamado
fendmeno da transparéncia induzida. O efeito de localizagdo dinamica tem sido objeto de
diversas investiga¢des recentes. Em [17], por exemplo. estabeleceu-se win critério geral e rigoroso
para o aparecimento da localizacao dinamica e aplicado e situacoes interessantes. como para
campos ac-dc e campos bicromdticos (caso quase-periédico). Para uma extensa revisao sobre o
assunto, recomenda-se a leitura de [16]. Tambéin remete-se o leitor aos trabalhos [17, 18. 19. 4, 6]

para mais detalhes e referéncias sobre o assunto.

Uma observagdo importante que deve ser feita é que para un sistema de dois-niveis com
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¢ # 0 e para uma interacdo f arbitréria, a probabilidade de transi¢do P(t) ndo pode ser identi-
camente nula, pois dessa forma Uj,(t) = 0, o que tornaria o operador de evolucdo U(t) diagonal,
contradizendo a equacdo de Schrodinger i0;U(t) = H,(t)U(t), como pode-se facilmente consta-
tar. Portanto, pelo menos para a aproximacao de (1.10) em termos do sistema de dois-niveis,
o efeito de congelamento nao pode ser exato como sugerido em [14]. Portanto, uma anélise
mais detalhada da expansdo completa de €2 em termos do parametro € se torna necesséria.
O propésito da primeira parte desta tese é justamente esse, ou seja, desenvolver um método
completo e rigoroso que permita estudar a aproximacao de dois-niveis (1.2) em termos de uma
solugdo perturbativa, bem como obter uma expansdo completa para {2 que permita caracterizar

melhor o efeito de localiza¢ao dinamica.

1.4 A Técnica Perturbativa

Esta se¢ao descreve o método perturbativo introduzido emn [2] para resolver o sistema (1.3).
A principal virtude desse método com relacao ao da série de Dyson reside no fato de que as
expansoes utilizadas pelo mesmo sao livres de termos seculares, tornando possivel a obtencao de
uma solucao quase-periddica formal. Mais do que isso, no caso periddico, mostrou-se inclusive
a convergéncia uniforme no parametro ¢ de tais expansoes para qualquer tempo t € R, bem
como exibiu-se a forma explicita de Floquet do propagador U(t) e uma expansio completa e
convergente da freqliéncia secular 2. Nesse sentido, faz-se necessario a apresentacio detalhada
desse método aqui.

Um resultado chave para o método perturbativo proposto é dado pelo teorema abaixo. cuja
prova ¢ estabelecida em [2]. Esse resultado permite expressar as solugoes da equacao (1.3) em

termos de uma solugao particular de uina determinada equacao de Riccati generalizada.

Teorema 1.1 Sejam f R - R. f € C'(R) cz€ Resejag: R — C. g € CYR). uma

solugcdo particular da sequinte equagao de Riccati generalizada:
G(t) —iG(t)? = 2if()G(t) +ic* = 0. (1.17)

Entao. a fung¢do ® : R — C? dado por

(1) = ( o+(t) ) — U()d(0)
o ()
onde
R(O(1+ 1g(0)S(t)) —isR(1)S(t)
U(t) = , (1.18)
—icR(t)S(1) R(®)(1 - ig(0)S(1))
com { - t ,
R(t) := exp (—-i./ (f(1)+ g(7)) dT)_, e S(t):= R(1) %dr (1.19)
0 0



€ solugdo da equagdo de Schrodinger (1.3) com valor inicial ®(0) = ( Z+§g; ) € C2. O

E interessante que se descreva as principais idéias que levaram ao Teorema 1.1. Conforme
demonstrado em [2], as solugdes da equacgdo (1.3) podem ser estudadas em termos das solugoes

de uma versdo complexa da equacao de Hill, a saber
b(t) + (if() + € + F(0)7) o(t) = 0. (1.20)
De fato, uma manipulacdo simples mostra que as componentes de ®(t) satisfazem
balt) + (Hif(8) + <2+ F(1)) 6a(t) = 0.

Tentando-se resolver (1.20) com o Ansatz exponencial

6(t) = exp (—z' / () + gm)df) , (1.21)

obtém-se que g deve satisfazer a equacdo de Riccati generalizada (1.17). Em seguida. procura-
se encontrar uma solucao para g em termos de uma série de poténcias em € (que se anule para

€ = 0), assim

g(t) = 4(0) S valt)e™, (1.22)

onde .
q(t) := exp (2'/0 f(r) dT) (1.23)

¢ colocada em evidéncia por conveniéncia. Conforme sera visto, a funcao ¢ desempenhara wn
papel importante.

A idéia heuristica por de trdas dos Ansdtze (1.21) e (1.22) é a seguinte. Para z = 0 uma
solucao para (1.20) é dada por exp (—ij('), f(T)dT). Portanto. em (1.21) e (1.22) procura-se
uma solucao em termos de uin campo efetivo externo da forma f+ ¢g. com g dada por uma série
convergente de poténcias em =. anulando-se para ¢ = 0. Uina solu¢do da forma (1.21) leva a
uma das duas solugoes independentes de (1.20). A solugao completa de (1.3) em termos das
solugoes de (1.17) é aquela descrita do Teorema 1.1 (veja a discussao em [2]).

Prossegue-se agora inserindo (1.22) em (1.17). O resultado é wmn conjunto recursivo de
equacoes diferencias de primeira ordemn para as funcoes v,, que podein ser facilmente integraveis.

As solucoes sao

nlt) = malt). wlt) = qt) [z' [ = Qe dr 4| (120

0

ve(t) = ¢(t) l:i (/0’ ivp(T)Un_p(T) dT) —I—ﬁnJ , forn>3, (1.25)
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onde os K, acima, n € Z., sao constantes arbitrarias de integragio e

Qo(t) = q(t)* = exp (22'/0 f(r) dr) : (1.26)
Definindo

n~—1
To() = 6200(t) = Qo)™ Ta(t) = 3 0p(B)mp(t), 723,
p=1
pode-se escrever (1.24)-(1.25) como

v1(t) = k1q(t) . wva(t) = iq(t) /Ot Zo(T)dT + Knq(t), n>2. (1.27)

Observe que, em particular, poder-se-ia ajustar todas as constantes arbitrérias x,, iguais a zero.
Entretanto, essa nao seria uma escolha muito inteligente, uma vez que a mesima resultaria em
termos polinomiais em ¢ nas fungdes. v, (os chamados termos seculares). Isso restringiria o raio
de convergéncia da série (1.22) para tempos curtos. Em [2]. notou-se que existe umna escolla
especial das constantes x,, para a qual pode-se eliminar completamente os termos polinomiais
em ¢t em todas as ordens da expansdo (1.22). A fixacido desses valores das constantes r, se
faz através de um procedimento iterativo de remogdo de termos seculares, o qual foi chamado
em [2] de eliminagao de termos seculares. Tal procedimento serd descrito a seguir de forma
resumida. |

Primeiramente é importante observar que, assumindo a quase-periodicidade de f como emn
(1.8), pode-se demonstrar que ¢ definida em (1.23) também é quase-periddica (veja demons-
tragdo em [2]). Claramente, o mesmo ocorre para Q, definida em (1.26), v; em (1.24) e para o
integrando 7, que aparece em vy na expressao (1.24). Dessa forma, tanto ¢, Qp, ¢1. quando 7,
tem uma expansao de Fourier e uin valor médio bein definido. Denotando-se por w o vetor de

freqiiéncias definido por

J; € RB, se Fy=0

w = . (1.28)
(7, F5) € RPYY . se F5#0,

onde Jy é o vetor de freqiiéncias de f dado em (1.8). pode-se escrever a decomposicao de Fouricr

de g e Oy como

gt)= D Qume™= o Qolty= Y QPeme, (1.29)
mEZA meZ-ﬁ
onde
_4 = B’ 5S¢ 0 =

B+J., S(‘f‘ﬁ#U.
O proéximo passo consiste emn usar o fato de que Z, depende da constante arbitréaria de integragao
k1. Assim, a idéia chave ¢ fixar o valor de k; de maneira que o valor médio de 7, seja igual a

Z€ro, ou seja,
M(Z,) = M(x2Qp = Q1) = 0

12



Como Qg tem valor médio bem definido pois é uma fungao quase-periddica, segue imediatamente

da imposicao acima que
2= M(Q) _ M(Q)
M(Qo)  M(Qo)

Com essa escolha de ~;, garante-se a falta de um termo constante na expansdo de Fourier de

(1.30)

Z,. Como Z, estd sendo integrado no tempo, isso implica na auséncia de um termo linear em ¢
na expressao final para vs.

Uma observagdo importante a se fazer é que (1.30) s6 faz sentido se a condi¢do M (Qp) # 0
for assumida. Note que como Qg depende exclusivamente de f (confira (1.26)), essa imposicdo
reflete em uma restrigdo sobre a interagao f.

Assumindo a hipétese A (Qp) # 0, pode-se fixar recursivamente todas as constantes x
impondo que o valor mmédio dos integrandos Z,, em (1.27) seja nulo. Esse procedimento remove,
ordem a ordem em &, a presenga dos termos seculares na expansao (1.22) para g, permitindo
demonstrar a quase-periodicidade de todas as funcoes v, assim construidas. Esse trabalho é
essencialmente apresentado em [2].

Uma vez que todos os termos seculares tenham sido removidos pelo procedimento descrito

acima, pode-se escrever
nlt) = 3 Vipems
mezZA N
que faz sentido desde que a soma convirja absolutamente. De fato. demonstrou-se em [2] essa
convergéncia da seguinte maneira: primeiramente mostrou-se que os coeficientes de Fourier @,
de ¢ satisfazem |Qpn| < Qe~XIml para algumm y > 0. Entdo, o método de eliminaco de termos
seculares descrito acima foi aplicado para se fixar as constantes ~,. Como resultado desses
dois primeiros passos. obteve-se cotas indutivas da forma |V,,_(,")| < Vee X para todo n € Z,

provando, portanto, convergéncia abhsoluta da expansao de Fourier.

Entretanto. devido ao mau comportamento das constantes V,, para n — oc, nao foi possivel

demonstrar em [2] a convergéncia em < da expansao (1.22) para nenhum valor de z; tal que

< g (obteve-se, para n grande, uma estimativa do tipo V,, ~ AB"(n!)?, onde A. B e a sao

constantes positivas). Portanto, as solugdes quase-periddicas encontradas em [2] para (1.17)

devem ser vistas apenas como séries formais de potencia.

O motivo do mau comportamento das constantes V, estd relacionada com a presenca de
pequenos denominadores nas relagoes recursivas que definem os coeficientes ’,in). Esse, alids.
¢ win problema tipico de sistemas quase-periddicos quando tratados perturbativamente. Uiua
discussdo geral sobre o problema de pequenos denominadores para ¢ sistema aqui discutido €
encontrada em |[2]. Entretanto, no caso onde a interacao f ¢ periodica (B = 1), resultados
muito 1nais fortes podem ser obtidos. Em [3]. onde esse caso foi estudado. foi possivel de-
monstrar a convergéncia da série de poténcias (1.22) para todo |zi < zp. onde g ¢ escolhido
suficientemente pequeno, e tambéin convergencia uniforine das séries de Fourier envolvidas no

cdlculo das fun¢oes de onda. Na proxima secao. descreve-se em mais detallies os resultados
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obtidos em [2] e [3] com o método perturbativo aqui exposto. A intengdo é mostrar que apesar
de gerais, os resultados dos trabalhos supracitados nao sao suficientemente completos para es-
tudar o problema da localizagao dinamica exposto na Secao 1.3, pdgina 6. Mais detalhes serdo

apresentados a diante.

1.5 Resultados Prévios

Comegamos enunciando o principal resultado contido em [2].

Teorema 1.2 Seja f: R — R uma funcao quase-periédica com

de tal forma que a soma acima contenha apenas um nimero finito de termos. Suponhamos que
o vetor de freqiéncias w (definido em (1.28). pdgina 12) satisfaca condi¢oes Diophantinas. ou

seja, suponhamos que haja constantes Cy > 0 ¢ 7 > 0 tais que. para todo n € Z*. n # 0.
In-w| > Cyllnl ™.

(I) Suponhamos que f satisfaz a condi¢io M(Qp) # 0. Entdo hd uma série de poténcias

formal

9(t) = q(1) Y calt)e™,

representando uma solug¢ao particular da equacgao de Riccati generalizada (1.17). pdgina 10. tal
que todos os coefictentes ¢, sao fungoes quase-periodicas e podem ser representadas pela série
de Fourier uniformemente convergente

cp(t) = Z C,Q_:’-’ el

meZA
.o n
onde. para seus coeficientes Cr_(n)- temos
n =-=Xo0|m
|C£r_1)| < ’Cn() XO|_|a

onde xo > 0 € uma constante ¢ K,, > 0.
(IT) Suponhamos que f satisfaz as condigoes M (Qy) = 0 e M(Q;) # 0. onde

-t

Q(t) = Qo(t)/ (Qolr) ' = A(Qy'))dr (131

0

Entao hd uma série de poténcias formal

[T

2n
)

() = q(t) Y _ en(t)

n=1
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wo.
representando uma solugao particular da equagdo de Riccati generalizada (1.17), pdgina 10.
tal que todos os coeficientes e, sdo quase-periddicos e podem ser representados pela série de

Fourier uniformemente convergente

en(t) = Z E(M gimat

meZA N
onde, para os coeficientes de Fourier Eg ), temos
|E(")| < L,exolml
m —_— v
onde xo > 0 € uma constante e L, > 0. O

O Teorema 1.2 apresenta solugoes quase-periédicas formais para a equagdo de Riccati (1.17)
sob as hipdteses M{Qp) # 0, ou AM(Qy) = 0 com A(Q,;) # 0, respectivamente chamadas de
condicoes (I) ou (II) acima. Tais condigoes técnicas se fazemn necessdrias para que o procedi-
mento de eliminacdo de termos seculares possa ser realizado. Conforme discutido na Secao 1.4.
pégina 10, a condigdo (I) é essencial para que (1.30) faca sentido. E importante enfatizar que
as condicoes (I) e (II) representam restri¢oes a funcao f e ndo ao parametro <.

Conforme j& mencionado anteriormente, as afirmativas do Teorema 1.2 nao sdo suficien-
tes para garantir convergencia das expansoes em ¢ para g. Teriamos garantida a quase-
periodicidade de g se tais expansoes convergissem uniformemente na reta real, mas tal nao
é o caso. Infelizmente, como discutido ao fim da Se¢do 1.4, o comportamento para n grande
das constantes K, e £, é ruim para permitir convergéncia absoluta das séries de poténcia

formais em ¢ para g no caso geral onde f é quase-periddica.

Menos problematico é o caso onde f é periddica, ja que ai ndo hd problemas com pequenos
denominadores. Em [3], o autor mostrou como as dificuldades analisadas em [2] podem ser
contornadas para f periddica, demonstrando a convergencia das expansoes perturbativas em
= uniformemente em ¢t € R. Conforme apontado em [3.. 0 método aplicado ndo sé recupera

<

a forma de Floquet da solugao da equagao de Sclirodinger (1.3) original (confira (1.33)-(1.34)

L)

abaixo), mas tambéin permite o cdlculo da freqiiéncia secular €2 e dos coeficientes de Fourier em
termos de expansoes convergentes explicitas em <, o que caracteriza uma vantagem importante

com relagdo a outros métodos de expansao conhecidos.

O principal resultado de [3] pode ser enunciado de acordo com o teorema abaixo.

Teorema 1.3 Seja f real e T, -periddica cuja decomposigio de Fourier

f(t) = Z -Fneinw.ﬂ

nez
contenha apenas um nimero finito de termos. i.e., o conjunto de inteiros {n € Z| F,, # 0} seja
finito. Seja
o+ (1)

®(t) = o ) T U)®(0) = U(t,0)®(0) (1.32)



a solugdo da equagdo (1.8). pdgina 3. Suponha que f satisfaca uma das duas condigées (I) ou
(II) do Teorema 1.2, a saber,

(I) M(Qo) # 0;
(II) M(Qo) = 0. mas M(Q;) #0,

com Qo e Q) definidos respectivamente em (1.26) e (1.31). Entdo. para cada f como acima,
eriste uma constante K > 0 (dependente dos coeficientes de Fourier {F,, n € Z ,n # 0} e de
wy) de forma que. para cada € com |e| < K. eziste 2 € R e fungées T, -periddicas uf, e ui,

tal que o propagador U(t) em (1.32) pode ser escrito como
U(t) = Un(t) Ue@®) ) _ [ Un(t) Un() ,
Un(t) Us(t) —Un(t) Unl(t)

Un(t) = e ™ up(t) + e uj (1), Un(t) = e ™ un(t) + M uy(t). (1.33)

com

As funcdes ui, e ui, apresentam expansdes de Fourier absolutamente e uniformemente conver-

uf (t ZL{ et ud(t ZL{ )et, (1.34)

nezZ nez

gentes:

Além disso. sob as mesma hipdteses, 2 e os coeficientes de Fourier U (n) e UL (n) podem ser

expressados em termos de séries de poténcia em ¢ absolutamente convergentes. a

Os teoremas acima resuimem os principais resultados contidos nos trabalhos [2] e [3].
seguir, mostramnios (ue esses nao sao gerais o suficiente para se estudar o problema de localizac¢ao

dinamica.

1.6 A Freqiiéncia Secular e o Efeito de Localizacao

Vamos comecar esta se¢ao discutindo as coudigoes (I) e (II) do Teorema 1.3 (caso periddico).

Escrevendo a decomnposicao de Fourier de f como
= Fo+ Z [ A cos(nwt) + 5V sen(nq;ft)] . (1.35)

0 conjuito §..., de todas as possiveis fungoes f com um dado J ¢ wj pode ser identificado cow
0 espaco de parametros R?/+! de todos os coeficientes reais Fy,. ,,1 , 1 <n < J. A condicao
(complexa) A(Qp) = 0 determina um subconjunto (2.J) ou (2J — 1)-d11nensmnal de §,.... onde
a condicao (II) eventualmente se aplica. E também nesse subconjunto que a condicéo mais forte
M(Qp) = M(Q,) = 0 deve valer, restringindo o espaco de parametros de f a umn subconjunto
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(2J — 1), (2J — 2) ou (2J — 3)-dimensional, se nao trivial. Deve-se, portanto, esperar que
condigdes sucessivas como (I) e (II) devam, eventualmente, exaurir completamente o conjunto
3.],&1-

Para ilustrar essas idéias, vamos considerar o exemplo mais simples, onde f representa uma

interacao monocromatica:
f(t) = pcos(wt)

Um célculo simples mostra que

2n

w . N 2
j\l(Qo) — i/z eZupsen(.ut)/-.u dt = JO (_SO) ’

47 w

onde Jp € a fungao de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Portanto. a condicéo (I) é satisfeita
exceto quando ¢ = wz,/2, a € Z,. onde z, € o a-ésimo zero de Jy em R,. A condigdo (II).
entretanto, nunca é satisfeita porque M(Q;) se anula identicamente nesse caso (detalhes no
Capitulo 3). Portanto, para obter-se umna solugao completa o Teorema 1.3 deve ser estendido
para incluir condigoes além de (I) e (II), valendo quando ¢ = wz,/2.

E importante notar, conforme mencionado na Secao 1.3 (confira (1.16)), que a condicao
M(Qo) = Jo (%"3) = ( coincide com o critério para ocorréncia de localizagdo dindmica-apontado
em [14, 15]. Portanto, pelo menos nesse caso, a situacdo onde as condigdes (I) e (II) sdo
violadas é precisamente a relevante para o tratamento rigoroso do efeito da localizagao dinamica.
Na realidade, devido a forma geral da expansao em ¢ da frequéncia secular (2, resulta que
isso é verdade de forma geral inclusive para interacoes f quase-periddicas, ndo apenas para
o caso peridédico monocromatico. De fato, uma caracteristica do método perturbativo aqui
apresentado. é que o mesmo permite cxibir a expansao completa de §2 em termos de <. a
saber [3],

oC
Q= M(f)+M(g)=Fo+ > _ "M(qu,) . (1.36)
n=1
Pelo Teorema 1.3 acima, essa expressao é convergente para || pequeno suficiente.

O conhecimento da expansdo completa de € ¢ particularmente importante para a inves-
tigacao qualitativa do comportamento das solugoes para t — oc. Assim como 1o caso livre de
interagoes (f = 0), Q representa a freqiiéncia resultante de transicao entre os estados do sisteina
considerado (confira (1.12). pagina 8). Portanto. {2 pequeno comparado com a freqiicncia de
transicao do sistema livre iiplica em longos tempos de trausigao para o sistemna perturbado.
Lembramos que para f = 0, tem-se {2 = =.

Apos alguns calculos simples usando (1.24)-(1.25), obtém-se
Q = Fo+zriM(Qp) + % [ik]M(Qg) — iM(Qy) + K2M (Qy)]

+ 2% (261 M(Qs) + k3 M (Qo)] + O(*) (1.37)
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onde

Qu(t) = Qu(t) /0 (Qolr) — M (Qy)) dr (1.38)

Qs(t) = Dolt) /0 (Qu(r) — M (Qy)) dr. (1.39)

Nao é dificil demonstrar que a condigdo M (Qp) = 0 implica A (Q5) = 0 (confira o Corolério 2.4,

pégina 22). Portanto, no caso (II), temos
Q= Fy —ie?M(Q)) + 2k,6°M(Q3) + O(=*), (1.40)

Se adicionalmente M(Q;) = 0, uma situacdo além da condicdo (II) e. portanto, nao contida

nos resultados dos trabalhos [2, 3| (confira o Teorema 1.2 e Teorema 1.3). teriamos
Q= Fy+ 2k,8°M(Q3) + O(e*) . (1.41)

Se ainda Fy = 0, entdo Q = O(e?), fato primeiramnente observado em [4]. Essa fraca dependéncia
de Q em ¢ implica em tempos longos de transicao para o sistema (1.3), i.e., um efeito de
localizagao dindmica. A conclusdo importante é, portanto, que a analise perturbativa do efeito
de localizagdo ndo estd contida nos resultados dos trabalhos [2, 3] pois 0s mesmos estao restritos
aos casos (I) e (II), as quais nao cobrem as condigdes necessérias a localizagdo. Nesse sentido,
faz-se necessdrio estender a demonstragao dos teoremas 1.2 e 1.3 para a nova situagdo M (Qp) =
M(Q,) = 0. Esse foi essencialmente o trabalho (nao trivial) desenvolvido em [5], o qual
serd apresentado no proximo capitulo. A inclusdo dessa nova classe de fungoes periddicas
resulta em uma solu¢do perturbativa praticamente completa para interacoes simples. coino

f(t) = Fy + £ cos(wt) (campos ac-de), a qual representa uina situagao fisica relevante.
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Capitulo 2

Analise Perturbativa do Efeito de

Localizacao Dinamica

Neste capitulo. identifica-se a primeira condi¢ao seguinte aos casos 1) e {II) dos teoremas 1.2
e 1.3. Essa condigao sera chamada de (II1), e mostra-se, em seguida. que o método de eliminacao
de termos seculares exposto no capitulo anterior tambéimn se aplica. Para intera¢oes periddicas,
demonstra-se que a expansao perturbativa (1.22) para g (vide pagina 11) converge para |¢|
suficientemente pequeno, uniforimemente para todo t € R.

Com relacdo ao efeito de localizacao dindmica, os resultados aqui apresentados podem ser
resumidos da seguinte forma: para interagoes periddicas, mostra-se que a freqiiéncia secular {2
é uma funcao analitica de ¢ (para |¢| pequeno), e obtém-se expressoes fechadas para cada un
dos termos de sua série perturbativa. Alémn disso, demonstra-se que nao sé o termo de primeira
ordemn da expansao perturbativa de 2 é nulo. como também o termo de segunda ordem. No caso
particular de interagdes momocromaticas. mostra-se que o termo de terceiro ordem da expansao
perturbativa de €2 ¢ ndao nulo, provando que o efeito de localizacdao é. em verdade. de terceira
ordemn, e nao exato como originalmente sugerido e [14. 15]. Tanto quauto se sabe. esses
resultados sdo novos. uma vez que exige-se um conhecimento detalliado da expansao completa
de ©Q em termos de =, s6 alcancada com os métodos aqui apresentados. Além disso. ¢ bom
ressaltar que tais métodos sao bastante gerais. no sentido de que os mesmos nao limitam-se

apenas ao caso de interagoes monocroindticas ou campos ac-dc.

2.1 Resultados Principais

Agora enuncia-se os dois principais teoremas deste capitulo.
Teorema 2.1 Seja f: R — R uma fungao 1eal quase-periddica satisfazendo

(III) A(Qp) = M(Q;) = 0. mas M(Q3) # 0.
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onde se definiu Q3 em (1.89). pdgina 18. FEntdo, existem constantes kn, n € Z,. tal que
todas as fungées v, dadas em (1.24)-(1.25), pdgina 11. sdo quase-periddicas. As expressdes
recursivas ezplicitas para as constantes K, sao encontradas (2.47)-(2.49), pdgina 34. O

A prova do resultado acima é o conteido da Secdo 2.3. O Teorema 2.1 afirma que o
procedimento de eliminacdo de termos seculares descrito na Se¢éo 1.4 para o caso (I), também
se aplica sob a condicdo (III). Entretanto, quando f for quase-periddica, isso ndo implica que a
solucao formal (1.22) da equac@o de Riccati (1.17) convirja, uma vez que as mesmas dificuldades
com pequenos denominadores também se fazem presentes.

Para f periddica. a situagao é diferente e resultados mais fortes podem ser provados. Seja
f : R — R real e periddica dada por

f(#) =" Fpe™!

mez
com freqiiéncia w. Se Fp = M(f) = 0, g e Qp também sao periddicas com espectro de freqiiéncias
contido em {nw, n € Z}. Seguindo a notagao introduzida em (1.29), pagina 12, escrevemos a
decomposicdo de Fourier de ¢ e Qg como

g(t) = > Qme™" . Q(t) =q(t)* = Y QPe™t. (2.1)
meZ meZ
Pelas relagtes (1.24)-(1.25) e com a escolha das constantes k, mencionadas no Teorema 2.1
(confira (2.47)-(2.49)), as fungbes v, também sao periddicas com espectro de frequéncias contido
em {nw, n € Z}. Assim, escreve-se
oalt) = 3 Vet

mez

Na Secao 2.4, pagina 34. demonstra-se o teoreina abaixo, o qual justifica todo o procedimento

para o caso de interagoes periddicas e estabelece convergéncia da expansio (1.22).

Teorema 2.2 Seja f real periddica com Fo = M(f) = 0 e tal que a condi¢ao (I11) do Teo-
rema 2.1 seja satisfeita. Além disso. assuma que os coeficientes Q,,, e ng,) em (2.1) satisfagam
a seguinte hipdtese: para qualquer \ > 0. existe uma constante Q@ = Q(x) tal que
C_X‘nl‘ e_)\‘m‘

(2)) < 2.2
<« m>? @'l < Q<<m>>2 ’ (22)

para todo m € Z (para a definicao de <m>>. confira pdgina zviii). Entdo. comn as constantes

|Q7I1| S Q

Kyn fizadas de acordo com o Teorema 2.1. os coeficientes de Fourier das fungées v, dadas em
(1.24)-(1.25) satisfazem

e_Xlnll

VM| < Ay (M)

m

<>t vmeZ n>1,

para constantes positivas My e Al,. Conseqiientemente. a erpansio em série de poténcias
(1.22), representando uma solug¢ao de (1.17), converge uniformemente para todo t € R. desde
que |e| < 1/M;. - O
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Segue imediatamente do teorema acima que as principais conclusoes do Teorema 1.3 também
sao vélidas sob a condigdo (III). Em particular, segue a validade da forma de Floquet (1.33) e os
fatos de que a freqiiéncia secular €2 e os coeficientes de Fourier de (1.34) sdo fung¢des analiticas
de ¢ para |¢| suficientemente pequeno. E importante observar que as hipdteses (2.2) foram
verificadas em [2] para f periédica com um numero finito de termos em sua série de Fourier. A
condi¢do Fy = M(f) = 0 acima nao é crucial e pode ser eliminada seguindo os procedimentos

descritos em [3].

2.2 Propriedades Especiais

Vamos agora introduzir algumas notacgdes e técnicas que serdo tteis no que segue. Uina vez

que expressdes como
L
7(0) / at' g(#)
0

freqiientemente surgirao no decorrer de nossos cdlculos, é conveniente definirmos uima notag¢ao

simplificada da seguinte forma:

(flg) = 1@ / dt' g(t). (2.3)

Além disso, se ( f|g): € uma fungdo quase-periddica em ¢, entdo A/( f|g) denota o seu valor

médio. Definimos também
t t
(F1g1h)i= (F1 (g IR = £ [t g(t) / dt" h(t").
0 0

Composigoes com mais de trés fungdes como (fy [f2] -+ | f): sdo definidas de forma anédloga.

Assiin, para n > 2,
(fl {f2| |fn)1 = (fl| (fZI ’fn)t’)t-
2.2.1 Propriedades do Valor Médio

As seguintes propriedades gerais sobre o valor médio de composicao de fungoes quase-periodicas

como (2.3) vao ser usadas ein muitos propdsitos neste capitulo tese:

Proposicao 2.3 Sejaa : R — C. b : R — C ¢ ¢ : R — C fungoes quase-periddicas com
coeficientes de Fourier denotados por A,,. B € Cp. m € ZA. respectivamente. Entao. valcm

as sequinte afirmativas:

1. Se M(c) = 0. entdo ao coeficientes de Fourier de h(t) := (b|¢), sao dados por

1 Cp (By — Bnom) :
Hy=) —2 2, (2.4)

- m#Q
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para todo n € Z#. Além disso. se M(b) =0 e Cp,B_,, = C_,,,Bm para todo m # 0. entdo
M(h) =0.

2. Se M(b) =0 e M(c) = 0. entdo M(b|c) = —M(c|b).
3. Se M(c) =0, entdgo M(c|c)=0.

4. Se M(a) = M(c)=M(b|c)=0. entdo

M(a|ble)=-M [b(t) ( /0 ta(T) dT> ( /0 t o(7) d7>] . (2.5)

Além disso. se ainda M(b|a) = 0. entdo M(a|b|c)=M(c|b|a).
5. Se M(a) = M(b) =M(c)=0eM(b|lc)=M(c|la)=M(a|b)=0. entdo
M(al|ble)+ M(blcla)+ M(cla|b)=0. (2.6)

6. Se M(a) = 0, seque de (3) e (5) que M(a|a]a)=0. O

Prova. Podemos provar (2.4) calculando explicitamente a decomposicao de Fourier de h(t).
Agora, se M(b) = By=0e CpB_,,, = C_,,B,, para todo m € Z2, entdo

—1CmB_ym =1 CmB_m — C_p, By
H0=§ tmPom (CnB-n ——):O. (2.7)
m-w 2 m-w
m#0 - m#0

Como M (h) = Hy, completamos a prova de (1). Para demonstrar (2), simplesinente usamos a

primeira igualdade de (2.7) para escrever

—1CpB_py
M(b|c)= Z —

m#0

—1 Bm C— !
M(c|b)= g —=

m-w

m#0 - =
Trocando m — —m, a afirmativa segue. O {tem (3) segue como mera conseqiiéneia de (2)
quando b = ¢. A primeira afiriativa de (4) pode ser provada usando (2). tomando A(t) :=
(b]c); e notando que M(h) = M(b|c) =0 e M(a) = 0. Para provar a segunda afirmativa de
(4), tudo o que precisamos fazer é inverter os papéis de ¢ ¢ a (note que como M(bja) = 0.0
valor médio de (c|b|a); estd bem definido). Finalmente. a afirmativa (5) pode ser facilinente

o) = 2 / ' b(t') df’
0

demonstrada escrevendo

dt
e usando integracdo por partes juuto com (2.5). [

O seguinte corolario trivial é de importancia crucial em alguns de nossos cdlculos:
Corolério 2.4 Se M(Qy) = 0. entao sempre M(Q,) = 0. O

Prova. Se A(Qp) = 0, entao por (1.38) Q,(t) = ( Qo | Qo). Portanto, pela afirnativa (3) da
Proposigéo 2.3. segue que A(Q,) = 0. [
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2.2.2 A Operacao de Renormalizacao

Para fungbes quase-periédicas gerais a;,...,a,, a funcdo (a; | --- | a,); ndo é, em geral, quase-
periédica. De fato, uma integracao realizada sobre uma funcdo quase-periédica com valor médio
diferente de zero produz um termo linear em ¢ o qual, eventualmente, poderd se transformar em
um termo polinomial de maior grau apds novas integracoes. Descrevemos aqui uma operagao
destinada a extrair uma fungao quase-periédica a partir da composigéo (a; | - -- | a,);. Basica-
mente, essa bperagéo age subtraindo iterativamente o valor médio das fungoes sendo integradas.
Tal procedimento é chamado aqui de renormalizagdo devido a certa analogia com o método de
renormalizagdo perturbativa em teoria quantica de campos. Tal operagao de renormalizagdo
serd usado neste capitulo crucialmente, de forma que aqui apresentamos sua definicido precisa
e algumas de suas propriedades bésicas.

Sejam ay, ..., a, funcoes quase-periddicas. Definimos indutivamente a operagio de renor-

maliza¢do R, agindo em (a, | --- | a,) por

Riai(t) = a(t),
Re(ar]az): = (a1]| Rilaz) — M(Ri(a2)) )y = (ar]az— M(az) ),

Ralar] -+ lan) = (ar] Rna(az] - [an) = M(Ruor(az]| - |an)) e, n>2.

Provamos agora alguns fatos elementares sobre R, que serdo usados a seguir. A primeira
observagdo importante é que se ay, ..., a, sao fungdes quase-periddicas, entdo Ry(ay| --- |a,)
também é quase-periddica. Isso pode ser visto facilmente por inducéo, a partir da observacéo

obvia de que o valor médio de
9:{n—l(a? | e | an) - ]\1( 9:{n—](a’Q ’ e lan))
¢é nulo. Note também que, trivialimente,

apRn(ar| -+ |an) = Rplaoa; | -+ | ay,). (2.8)

A seguinte proposicao apesar de trivial. dda wn significado mais Util a definicdo dos R,,’s

dada anteriorinente.

Proposigao 2.5 Para todo n > 2. a sequinte afirmativa € vdlida: se a,,...,a, sdo fungoes
quase-periddicas. entdo Ry(ay| -+ |an) = Rolay | Ruoy(az| -+ |ay,)). Conscqiientemente.
S)‘{n((ll| |an) = Ra(a | mz((lz}m:z("' |m2(an-] |(Ln))"') ), (2-9)

para todo n > 2. 3

Prova. Pela definicao de R,
9QQ(CLI | ER11—]((1'2 ‘ e ' an)) = ( a ' £):{n—l(ui | te ""'a'nJ - AI( £):{11—1(0'2 ’ ) | an)) )

= Rular|---|an).
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Segue dai (2.9). [
A relacdo (2.9) mostra que a operagdo R, pode ser obtida por iteragdo da operagdo R..

Tem-se tambéin o seguinte resultado util:

Proposigao 2.6 Para todo n > 1 vale a seguinte afirmativa: se ay,...,a, sdo funcées quase-

periddicas e a, = Ra(b|c), entdo
Rn(ar] -+ [ans|an) = Rupr(ar | -+ |ancs 0] ),
para quaisquer fungoes quase-periodicas b, c. O
Prova. Paran =1, seja a; = Ry(b|c). Entao,
Ri(a1) = a3 = Rao(b]c).
trivialmente. Para n = 2, seja a; = R2(b|c). Entao,
Ro(ar|as) = (ar|az — M(az)) = (a1 | Ra(b|c) — M(Ra(b]c))),
mas, por definigao,
Rs(ar[bfc) = (ar| Ro(b]c) — M(R(b]c)))
e a afirmativa é vdlida novamente. Para n > 2, seja a, = Ry(b|c). Entéo,

Rosi(ar] | anor [6]e) = (ar1] Ralaz] -+ [an-1]b]e) = M(Ralaz] -+ |ans]5]€) )

= ((11 ' mn—l(aQ’ |(I/n—l |an) - ]u(mn—l(GQ’ |(L11—1 |an) )

= mn(a] | |an—1 |an):
onde a indugao foi utilizada na passagein da primeira para a segundo igualdade. |
Seaeby. ..., by sdo fungoes quase-periddicas. uma fungao como ;L (a|b;) pode nao

. e e ORAG S IS s . m _ m 4
ser a soma de fungdes quase-periddicas, nesmo quando (a| > b ) = > ;0 (@] by ) é quase-
periddica. Isso ocorre porque a condicao A (by) = 0 pode nao ocorrer individualmente para

cada ;. Apesar disso, segue abaixo umn resultado importante o qual sera usado diversas vezes:

Proposigao 2.7 Sejam a € by, ..., b, fun¢oes quase-periddicas. Fntdo,

m m

Mo(al Do) = Ralalby).
k=1 k=1

Conseqiientemente.
‘ m m
ERn (al sl n—y Z bk ) = ERn(al ' ‘an—l |bk)
‘ k=1 k=1
para fungdes quase-periodicas ay. ..., an_1 € by, ..., by O
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Prova. Temos,

m m m m
Re(al Zbk) = (al Zbk—M (Zbk) ) = Z(albk—M(bk))
k=1 k=1 k=1 k=1
m
= ) Re(alb).
k=1
O caso geral segue disso e de (2.9). )
O seguinte corolario segue das proposicoes 2.6 e 2.7.
Corolario 2.8 Sejam ay,...,an-1, b1,..., by € Cy,...,cm fungoes quase-periddicas. Entao,
Rn (al tny | Y Ralb|ck) ) =D Ren(ar] - any [ beler),
k=1 k=1
para todo n > 2 e todo m > 1. ]

Com a notagao introduzida em (2.3) e a partir da defini¢do de Qy dada em (1.26), conclui-se
de (1.31) e (1.39) que

Q(t) = Ra( Qo] Do)i, Qat) = Ra(QolDo)e, Ds(t) = Ra( Qo] Qn )i
A seguir, freqiientemente utilizaremos a seguinte notagao compacta:
(i’j)r = (Qi|Qj)r.s (l|3)r = (QiI—Q-;)u (7'.|j|k'}, = (Qile|Qk)t7

etc, para 4,7,k = 0....,3. Em outras palavras, simplesmente usamos o indice n de Q,, para
denotar a propria funcdo Q,. Além disso, por A/(7]j) denotamos o valor médio de (7| j),.

etc. Note que para M (Qy) = 0. tem-se com a notac¢ao introduzida.
Qi(t)=(0[0) e Q(t)=(0]0}.

Se além disso M (Q;) = 0, entdo
Qs(t) = (0’1){-

Geralmente a funcdo Q3 serd escrita dessa forma. Para M (Qp) = 0. outras ideutidades podem

ser utilizadas, por exemplo,
(0’0’0)!:(0’(0’0)#)1:((”2)/ e (]m*,‘:(?m)r- (2.10)

uma vez que M (0]|0) = 0, pelo item (3) da Proposi¢ao 2.3. Identidades como as acima serao

geralinente empregadas sem notificagao.
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2.3 O Caso M(Qy) =0e M(Q;)=0

Nesta se¢do, demonstra-se o Teorema 2.1. O interesse é estudar a expansdo (1.22) na situacao
complementar as condigdes (I) e (II), 7.e., na situacdo onde se supoemn que a interacao quase-

periddica f satisfaz
(IIIy) M(Qp) =0e M(Q,)=0.

Para remover os termos seculares de g, aplicando-se as idéias descritas na Secdo 1.4, pagina 10,

seremos forcados a adicionar uma restricdo a mais a (IIly), a saber M (Q3) # 0.

Relembrando, para resolver (1.17) propormos a expansao emn = {1.22). As fungoes v, sdo
entao dadas por (1.24)-(1.25). Pode-se observar imediatamente a parir da condigao (IIly) que
v] e v, ndo contém termos seculares. De fato, uma vez que M(Q;') = m = 0, o valor
médio do integrando Z, em (1.24) é nulo. Portanto, a integracao que ocorre na expressao
para v, em (1.24) ndo produz um termo linear em ¢. Portanto. v; e vy sio automaticainente
quase-periddicas sob a condigao (Illy). '

A partir das consideragoes anteriores. vemos que a condigao M{(Z,) = 0, n > 3, torna-se

. R B . a n
recursivamente idéntica & 3

-1 ~

M (VpUn—p) = 0, n > 3, uma vez que as funcodes v, se tornam
sucessivamente quase-periédicos quando o procedimento iterativo é rodado. Note que se se
pudermos satisfazer M(Z,) = 0, para todo n, pela escolha apropriada das constantes k,, as

relagoes (1.24)-(1.25) podem ser escritas na forma renormalizada

v(t) = rg(t), wvt) = gt)7" (i]Qa(t) — Qi (t) + 2 Qo(t)) , (2.11)
n—1

vn(t) = q(t)! 'z'Z Ro( 0] vpvn—p )t + knQolt) p. 1 >3, (2.12)
p=1

onde Qp, Q; e Q. foram definidas em (1.26), (1.31) e (1.38), respectivamente.
Vamos agora analisar o termo de terceira ordem em (1.22). De acordo com (1.25) o inte-

grando T3 que aparece na expressao de v3 é dado por 2v 1. Usando (2.11), obtém-se
. ,.3 - . . ‘
vy = IK1Q2 — 1K1 Q1 + K1k2Qp - (2.13)

Do Corolério 2.4, segue imediatamente que A (Z3) = 2M(v;vy) = 0. implicando que vy ¢
quase-periddica pois ndo apresenuta termos seculares.

Note que até agora, sob a condi¢ao (IIl). verificamos a ausencia de terinos seculares na
expansao para g até a terceira ordemn em =. Conforine veremos a seguir, para que o 1nesimo seja

véalido até a quarta ordem, precisaremos fixar um valor especial para a constante ;.

2.3.1 Determinagao de k;

. ’ 2 . ~
De acordo com (1.25), o integrando de vy é Zy = 2vjv3 + v3. Como vy, vp, 13 S30 quase-
periddicas, o valor médio de Z; estd bem definido. Vamos explicitamente expandir Z;. Usando
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(1.24)-(1.25), obtém-se
Ty = —4k3(0]2) +4x3(0]1) + 6indryQy + (2k1K3 + K2) Qo — 2K Q) — K1(2]0)
+2k3(2]0) - (1]0). (2.14)

As funcoes do lado direito de (2.14) sdo todas quase-periddicas. uma vez que M(Qp) =
M(Q;) = M(Q2) = 0. Portanto, podemos tomar o valor médio de cada termo individual

acima. O resultado é
M(Z,) = —4xiM(0|2) +4xIM(0]1) — &IM(2]0) +2x201(2]0) ~ M(1]0).
Pelas afirmativas (2) e (6) da Proposi¢ao 2.3 e pelas identidades (2.10). resulta
M(2]0) = —M(0|2) = —M(0[0]0)=0, (2.15)
M(2]|0) = M(1|0) = —M(0]|1). (2.16)

Portanto,
M(Zy) = 2k2M(0|1)—M(1]0).

Proposicao 2.9 Sob as hipdteses M(Qo) = M(Q,) = 0. tem-se M(1|0) =2M(0[1). O

Prova. Pela defini¢ao de Q;, M(0|1) =M (0|0[0)e

A(1|0)=M (Qo(t) (/0( Qo(m)! (17) (/Ot Qo(7)! d7>> = —M(0]0]|0), (2.17)

onde, na ultima igualdade, utilizamnos a afirimativa (4) da Proposicao 2.3. Agora. pela afiriativa

(5) da mesma proposicao, podemos escrever
M(0O|0]0)+M(0|0]0)+ A(0]0]0) = 0 (2.18)

(lembrando que M (0]|0) = A(0]|0) = M(0]0) = 0). Mais uma vez, pela afirmativa (4) da
Proposicao 2.3. M(0]0|0) = A(0]0]0). Assimn. escrevemos (2.18) como

20M(0|0]0)+AM(0|0]0)=0.
Tomando o complexo conjugado, teinos
2M(010[0)+ A(D]010)=0.

Finalmente, usando M(0|1) = M(0|0]|0) e (2.17), resulta M(1]0) = 2A{(0]1). [

Com a proposicdo acima. acabamos de mostrar que .-
M(Zy) =2 (h-,f M(0]1)—D(0]1 )) .
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Agora impomos M(Z,) = 0. E claro que isso ser4 automaticamente verdade se M(0|1) = 0.
Entretanto, na situacdo onde M(0]|1) # 0, devemos fixar x; como

= (91(0_“)) v _ (M(Qi"))m. (2.19)

M(O[1) M(Qs)

Portanto, k, é uma fase, i.e., |k;| = 1. A partir daqui assumiremos que M(Q3) # 0. Se
M(0|1) = 0, k; deverd que ser fixada pela imposi¢ido M(Zs) = 0. Nao trataremos dessa

situagdo mais restritiva neste capitulo.

Até aqui, verificamos a auséncia de termos seculares na expansio (1.22) para g até a terceira
ordem em z, além elimind-los em vy escolhendo uin valor especial para a constante x; de
acordo com (2.19). Neste ponto, gostariamos de proceder recursivamente impondo a condigao
M(Z,) = 0, para todo n > 5. Dessa forma teriamos determinado o valor das constantes
Kn. 1 > 2, de tal maneira a garantir a quase-periodicidade das funcoes v,, n > 5. Esse
procedimento recursivo foi usado em [2] para eliminar os demais termos seculares de g nos casos
(I e (II). Aqui, entretanto, ainda temos que determinar as constantes r, e x3 explicitainente

(ndo recursivamente), antes de rodarmos o procedimento iterativo.

2.3.2 Determinacgao de kg

Vamos comecgar expandindo o integrando 75 que aparece em vs. Tomando n = 5 em (1.25),

encontramos Is = 2v,v4 + 2v9v3. Primeiro calculamos v,v4 e depois vov3.

Uma vez que M (Z;) = 0 e que M(Z,) = 0 pela escolha de r; feita em (2.19). podemos usar

as expressoes renormalizadas em (2.11)-(2.12). Assim.
vivy = 2ik; Ry(0|vjvy ) + ~ik3Qp (2.20)
vy = 2iky Ra( 0] vyvg) + ikg Ro( 0] 05 ) + K3 Q- (2.21)
Inserindo agora (2.13) no lado direito de (2.20). obtém-se
oy = —2x1 Rp(012) + 257 Ry(0] 1) + 2ir’wy Ry(0]0) + 513 Q- (2.22)
Novamente. inserindo (2.22) no lado direito de (2.21). resulta
vivy = —4ikd R3(0]0]2) + 4ir R3(0]0]1) — 4n7ry R3(0]01]0)
+2z’f;fﬁ3 Ra(0]0) + 151 Ro{ 0| 03 ) + K 1K3Qp - (2.23)
Vamos agora expandir v3. Como vy = kog + ig™ (k2Qy — Q)). temos

vy = K5Q0 + 2iKTRQy — 2ike Q1 + 5. (2.24)
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onde s := — Q' (k1 Q2 — Q1)? depende apenas de fungdes conhecidas e ;. Agora, inserimos a

expressao acima em (2.23). Com efeito,
vy = —4ird R3(0]0]2) + 4in} R3(0]0]1) — 6k5k Re(0]2) + 2irZks Re(0]0)
+ihﬁlﬁ,§ ‘32( 0 ‘ 0 ) + 21{11{2 9{2( 0 | 1 ) + ili] 9{2( 0 | S) + Ri1K4 QO y (225)

onde usamos o fato que R3(0|0|0) = R,(0]|2). Coletando em (2.25) os termos dependentes

apenas de x; e definindo
Ay = —4r] R3(0]0]2) + 462 R3(0]0] 1)+ Ry(0]s) (2.26)
a expressao (2.25) se torna
Yy = —6r3ky Ro(0]2) + 21k Ra( 0] 1) + in) (26183 + K3) Qo + ~1ra Qo + ik Ar . (2.27)

A partir da definicido (2.26), é evidente que A, é quase-periddica. uma vez que a mesma ¢
composta por uma soma de fungoes quase-periddicas. Note que (2.26) depende apenas da
constante ~,. Uma observacao importante a ser feita é que como estamos trabalhando sob as
hipdteses M(Qp) = M(Q;) = A(Q2) = 0, podemos largar o simbolo R, em (2.27). Segue
dessa observagdo e das identidades em (2.15) que

M(vyvg) = 26180 M(0| 1) + in1 M(Ay) .

Vamos agora expandir o segundo termo em Zj, a saber, wvs. Um cdlculo extenso

usando(2.11)-(2.12). semelhante ao efetuado anteriormente, mostra-nos que
vguy = —2iKT Ro(212) + 2k Ro(2]1) = 2n3my Ra(2]0) + 2in3 Ry (1]2)
~2ik Ra( 1 1) 4+ 20 /0 Ra(1]0) — 2x7K2 Ro( 0] 2)
+2r1k2 Ro(0]1) + i(2r1K5 + Kin3) Qo — 13Oy + Kar3 Q. (2.28)

Claramente o lado direito de (2.28) é quase-periddico. Mais uma vez observainos que podemos
largar o siibolo R, na expressao acima ja que estamnos trabalhando sob as hipéteses M(Q) =
M(Qy) = M(Q,) = 0. Assim. reordenando (2.28). temos

vpvy = (2K K5 + KiK3) Qo — ik3 Q) + Kak3Qy — 2i80(2]2) — 2iry(1]1)
+2iky [(2]1)+(1]2)] = 2r3m2 [(210)+(0]2)] + 28,/ [(1]0) + (0]1)] -

Acima, usamos que Ry(0]0) = Q,. Note da expressao acima que como AM(Qp) = M(Q,) =
M(Q3) = 0, segue das afirmativas (2) e (3) da Proposi¢ao 2.3 que, surpreendentemente.
1’\{(1)21)3) = 0.
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Estamos prontos agora para determinar o valor de x, impondo a condi¢ago M(Z5) = 0,

garantindo a auséncia de termos seculares em v5. Como
M(I5) = 2]\1[(1’1'1)4) + 2]\1(’[}2’[)3) = 4!*31/‘\‘,2 A[( 0 | 1 ) + 22R1A[(A]) ,

concluimos que

L iM(AY)

Note que o lado direito de (2.29) depende apenas da constante previamente determinada ;.

2.3.3 Determinacgao de k3

Ainda devemos determinar nj; antes de prosseguirmos recursivamente para fixar as demais
constantes k,, paran > 4. O valor de 3 sera fixado pela eliminacao de termos seculares em vg.
t.e., impondo-se M (Zg) = 0. Usando (2.12) para n = 6, encontramos Zg = 2v,05 + 20304 + vf

Vamos inicialinente calcular 2v,2v5. Um calculo extenso 1nos mostra que
2uivs = Ay — 1263k3Ro(0]2) + 4k k3 Ro( 0] 1) + diky (Koks + K1Ks) Qo + 2r185Qp, (2.30)
onde A, é a fungdo quase-periddica definida por
Ay = 8rIM3(0]2]2) — 8iri R3(0]2|1) — 8ikjryR3(0]2]0) — 8xkIR3(0[11]2)
+8kZR3(0]1]1) + 8inTraR3(0]1]0) + 16in2k, R3(0]0]1)
—32in K Ry( 0] 01]2) — 12k2K2R,(0]2) — 4x2 R (0| A) ) . (2.31)

Note que A, depende apenas das constantes previamente determinadas x; ¢ xy. Como 2vyvs
dada acima é composta por uma soma de fungoes quase-periddicas. podemos calcular o valor

médio de cada termo individual que aparece no lado direito de (2.30). Assim,
2M(vyvs) = M(Ag) + drgn A0 1),

onde, mais uma vez. usou-se as hipoteses M(Qy) = M(Q;) = AM(Q.,) = 0 e as identidades em
(2.15).

O segundo termo em Z5. a saber 2,0y, pode ser expandido como
2waty = Ay — 4rik3 Ra(2]0) + drrs Ra( 110) + 2i(kTky + 2K 1 Kokz) Qs

—2iﬁ-4 Q] + 2/‘{21\'4 Q() . (232)
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onde a funcao 43 é dada por

Az = 8k8M3(2]0]2)—8k1R3(2]0]1) — 8ikkaR3(2]0]0)
—8kTR3(1]0]2)+8kIR3(1]|0]1)+ 8ikTraMR3(1]0]0)
—8iklkyM3(0]0]2) + 8ikiraR3(0[0]1) — 8x2x2R3(0]0]0)

—2k3 Ra( 2|03 ) + 2Re( 1] 0F) + 2iry Ry(0]23). (2.33)

Note que Aj; é periddica e depende apenas das constantes x; e K.

Podemos agora prosseguir e calcular o valor médio de 2v,v4 a partir de (2.32). Usando
M(Qp) = M(Q,) = M(Qy) =0 e as identidades emn (2.15), resulta
2M (vovy) = M(A3z) + 4k1K830(0]1).
Estamos quase no final da expaﬁséo dos termos em Zg. Ainda precisamos calcular ;.
Usando (2.11)-(2.13), encontramos

U3 = (1—1 {2jm2(0|2)102)+’{3Q0}

= ¢ {=2x]9R(0]2) + 251 Ro(0]1) + 2ik152Q> + k3 Qo } (2.34)

Portanto,
v = k3Q0 + 4k kg [—R2 Mo (0] 2) + Rp(0] 1) + ir2Qy] — A,

onde a funcdo 4, depende apenas das constantes ja conhecidas ~; e x5 e é definida por
IR . 2
./4,] = QO ! [?h“l3 ERQ(O | 2) — 1k iR_)( 0 ' 1 ) + H]HQQQ] .

Finalmente, usando mais uma vez o fato de que M (Qy) = A(Q,) = 0 e as identidades em
(2.15), obtemos
M(v3) = drgr M(0] 1) — 4M(Ay).

Impondo a condicao M (Zs) = 0. i.c.. 20 (vyc5) + 22 (vevy) + M (v3) = 0. segue das expressoes

anteriores que
_— 4M(Ay) = M(A;) = M(Ay) (2.37
2T R M(01) ' '

Note que o lado direito de (2.35) depende apenas das constantes vy e vy jd fixadas.

[N]
[OV]
ct
N

2.3.4 Determinacao de x,, n >4

Até aqui, fixamos o valor das constantes wj. k2 e w3 individuahinente. Prosseguilnos agora
fixando o valor das demais coustantes k,, n > 4. de forma recursiva. Para isso, immpomos

n—1 )
MZ,) =0 = M (Z L‘pv,,_p)__: 0, paracadan>7. (2.36)

p=1
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Note que, de acordo com as discussoes anteriores, para n = 1.2.3 a condic¢ao (2.36) é automa-
ticamente satisfeita, e para n = 4, 5,6 a imposicao de (2.36) possibilitou a fixacdo dos valores
de ki, K2 € K3, respectivamente. Para cada n > 7. a imposicao de (2.36) garante a auséncia de

termos seculares em v, e permite a fixacao do valor de x,_3.

A partir de agora trabalharemos indutivamente: assumimos, para cada n > 7, que as
constantes K, . . ., kn—q jé foram fixadas pela imposi¢ao de que A/ (Z,,) =0, param =3,...,n—
1 (para m = 1,2,3 a condic@o se verifica identicamente); assim, assumimos que as funcoes
V1,...,Un_1 S80 quase-periddicas. Dessa forma, podemos tirar a soma para fora do valor médio

M em (2.36) e escrever

n—-4
2 [M(v1vac1) + M(vavn_2) + M(vsvn_s)] + Y M(vpvu_p) = 0. (2.37)

p:.}

n—4 o ) . . e~
ot M (vpUn—p) = O paran = 7. Introduzimos agora a seguinte defini¢ao:

onde, por convengao, > .~
In(t) = q(t)(vm(t) — kmq(t)), m > 1. (2.38)

Note que, pela expressao (1.25). pagina 11, as fungdes [,, acima podem ser escritas como

In(t) = iq(t)? (/O”i Vp(T)VUm—p(7) dr) i (2.39)

Para m < n — 1 podemos ainda escrever

m—1

t‘"l 1
L (1) (/ T)Um—p(T) — M (Vptim_p)] dT) = iZ Rao( 0] vplm—p e -
p=1

.. . . . m—1 .
uina vez que, pelas hipdteses indutivas. estamos assuinindo que _\](Z;":l Uplm_p) = M(Z,,,) =0

para todo rn < n — 1. Portanto. as funcoes [, sao quase-periodicas para todo m < n — 1.
Vamos agora usar a definicao dada em (2.38) ¢ calcular os trés primeiros termos que apare-

cem emn (2.37). Comegando pelo primeiro. temos
Mviv,oy) = M (01(q7 ot + Kusq)) = MM (o), (2.40)

onde usamos (1.24), pdgina 11. e o fato que A(Qy) = 0

A partir de (2.38). o segundo termo em (2.37) pode ser expandido como
M) = M (Uz(_(]—]l,,. 0+ /{,,WQ(I)) = Mg v, o). (2.41)

onde usamos (2.11) para expressar qus ¢ o fato que M (Qy) = M(Q,) = M(Q,) =

Finalmente, para o terceiro termo em (2.37). temos -
M(vgun_3) = M (v3(¢" nos + Ka-30)) = M(¢  v3luos) + KuosM (qus) . (2.42)
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O produto qus pode ser obtido a partir de (2.34). Usando os resultados da Proposigao 2.3 e
as identidades em (2.10), conclui-se que M(qus) = 2x;M(0]1). Inserindo esse resultado em
(2.42), obtemos -

M(vsvp—3) = M(q 'vsln—3) + 2K1K,—3M(0|1). (2.43)

Substituimos agora (2.40), (2.41) e (2.43) em (2.37). Com efeito,

2| kMl + Mg woly_) + M(q Y v3lp_3) + 2K,_35, M( 0] 1)
N ~ s N 7 \ o N J

M) (i) (i) (V)

n—4

+ Y M(vpva_y) = 0. (2.44)
p=4

V)

Antes de prosseguirinos, vamos fazer alguns comentarios sobre a estratégia a ser seguida.
A relacdo (2.44) é uma conseqiiéncia direta de (2.36) e, portanto. sendo imposta para n =
7,8,9,..., levard-nos aos valores de k4, ks, Kg, - . .. Pelas hipéteses indutivas, ja temos fixada as
constantes K1, ..., Kkn—4, de forma que temos o completo conhecimento das funcoes vy, ..., v,_4.
Por esse motivo, os termos (iii) e (v) em (2.44) sao conhecidos por hipétese (note por (2.39)
que a expansio de ,_3 exige o conhecimento de vy, ....v,_4). O nosso objetivo é utilizar (2.44)
como uma equacio para se determinar s, 3. Assim. precisamos isolar o valor de k,_3 em
(2.44). A funcéo [,_o, no termo (ii), depende implicitamente de v,_3 e, portanto, apresenta
uma dependéncia em K,_3 (confira, novamente, (2.39)). O termo (i), entretanto, depende
implicitamente de x,_2 € k,,_3. A dependéncia emn x,,_, poderia ser uin problema. uina vez que
ainda estamos trabalhando para fixar &,_3. Contudo, mostraremos que as condi¢oes A (Q,) =0
e M(Qs) = 0 permitirdo eliminar ~,,_, da expressao expaudida final para o termo (i). Assim. no
final obteremos uma equacao simples expressando w,_3 apenas em funcao de fatores conhecidos.

Vamos agora expandir os termos (i) ¢ (ii). Apds wmn célculo extenso. o qual pode ser

encontrado no Apéndice B.1, pagina 165. obtemos
rRiM(l,_)) = 2Kk 3M(0]1) + R (2.45)

onde R esta definido ein (B.6). pagina 167. e depende apenas das constantes wj. .. .. Kyei-

Para o termo (ii) em (2.44), apds outro calculo extenso apresentado no Apéndice B.2,

pagina 167. encontramos

Mg volp_s) = —2K1K,_3M(0]1)+R2P (2.46)

n

onde RY estd definido em (B.7), pagina 168. Observamos que R depende apenas de

Kiy..., Kp—4.
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Estamos prontos agora para determinar o valor de x,_3 a partir de (2.44) de tal forma que
a condigdo (2.36) fique satisfeita para cada n > 7. Colecionando os resultados (2.45) e (2.46),
e inserindo tais expressoes em (2.44), obtemos

n—4

~1
ineg = —————— | > M(vpvn_p) + 2R + 2RP + 2M (g vsln-
Kn-3 15, M(0]1) 2 (Vpn—p) + 2Ry’ + 2Ry + 2 (g™ v3ln—3) |

para todo n > 7. Note que RY e 7?,512) pode ser recursivamente computada para todon > 7
(confira equagdes (B.6)-(B.7)). As fungoes [,_3 também podem ser recursivamente computadas
para todo n > 7 através de (2.39).

Podemos resumir nossos resultados da seguinte forma: sob as condigdes (Illy) e M (0] 1) #

0, i.e., sob a nova hipdtese (III) do Teorema 2.1, e com as constantes k,, dadas por

- \1/2
_(AI(0]1) o iM(A)
4M(Ay) — M(A3) — M(A)
- — r)
3 4k M(0[1) ’ (249)
n—4
-1

= : () 4 2R@ 4 20 (¢ 0. > 7, .

=3 T g M(01) L;M (vpvn-p) + 2Ry’ + 2R,7 + 2M (¢ vsln-3) |, n 27, (2:49)

a expansao (1.22) torna-se livre de termos seculares. Note que a hipdtese
M(O|1)=M(Q3) #0

é a unica restricao adicional necessiria para que as expressoes (2.47)-(2.49) estejan: bein defi-
1 .

nidas. Dessa forma, temos provado o Teorema 2.1. [ |

2.4 Prova de Convergéncia da Expansao em ¢

Aqui apresentamos a prova do Teorema 2.2, i.e., a prova de convergéncia da expansio em =
(1.22) sob a condicao (III) para f periddica. A demoustraciao segue as idéias de [3]. enibora
adaptacoes técnicas sejam necessarias. Por simmplicidade. consideraremos apenas o caso onde
Fo=M(f)=0. O caso geral Fyy # 0 pode ser tratado seguindo as linhas descritas em detalhes
em [3].

. . 2 - . . S
Em terimos dos coeficientes de Fourier (), e Qﬁn’ de ¢ e Qp. dos cocficientes de Fourier Vi,
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de v, e em termos das constantes k,, as relagdes (2.11)-(2.12) podem ser escritas como

Qs (W08 - Q%)

v - o v — + K , 2.50
W= Qm, VE Z — F2Qnm (2.50)
nj#0

VTSITL) — Z Qm (n1+n2) <Z Vn(,?)v‘ngl_p)) + [‘ian , para n Z 3. (2_51)

—— (7‘11 + ’I’LQ

ny+ng#0

E claro que, devido a escolha das constantes k, descrita anteriormente, nao hd presenca de

termos seculares.

Por (2.2) e por um argumento indutivo, provaremos a seguinte afirmativa: para todop € Z,

e todo m € Z, existe uma constante A, > 0 tal que

V) e x|
i ol
IVm ' \p<<—rn,>>_2 . (202)
Para mostrar isso, vamos relembrar o seguinte fato, provado e [3]:
Lema 2.10 Para x >0 em € Z, defina
e—x(Im=nl+|nl)
B(m) = B(m, x) := - .
(m) (m, %) 7; <m — 2 Kn>>?
Entao, tem-se
m) < —_—.
(m) < Bo 053
para alguma constante By = By(y) > 0 e para todo m € Z. O
De (2.50) e (2.2), segue que
V)] e~ x| V| < 2Q° Z emXIm=ml+iml) TP e~ xIm! ‘
T Tam»? m w L <m—n 1>>2n>>? ny| «m>?

onde usamos que

k1] = 1. Pelo Lema 2.10. a soma sobre n pode ser limitada por

C—Xlnll
Cm>?
Portanto,
0 (,—\Iru: @) ( =\l

V. <Kj—— ¢ (VI <K ,

V'] < Yem>? Vol < Zem>?’
para todo m € Z. escolhendo

. . QzBo
K =0 e Ky:= + |k2] Q.
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Para prosseguir, assumimos agora (2.52) para todo p = 1,...,n — 1. Por (2.51) e (2.2),

temos
e~ X(Im—ny—n2|+|n1|+|n2l) 1 -1
el < 2% — > Koknes
w | G, = = P >R ng>? [+ nof |\
n11+n2;£0
gt e—ximl
, aran > 3.
+ |kl p— p
Aplicando duas vezes o Lema 2.10, as somas sobre n;,n, podem ser limitadas por
e_xlml

l; 2

(Bo)” 52
Portanto,

—x{m|

|V(")| < , paratodom € Z,
<< 1>?
escolhendo
. (Bo)
K, = ZK Knp | +520, (2.53)
p_.

onde k2 ¢ uma cota superior apropriada para |k,|. Agora devemos encontrar um estimativa
para |k,| usando, novamente, a hipétese indutiva (2.52) para p = 1,...,n— 1. Observamos que
K1, K2 € K3 estdo fixadas por (2.47)—(2.48) e k,, n > 4, é dada em (2.49). Assim, escrevemos

n—1
1 1 2 _
|ka| < W{ZW (vpvns3-p)] +2 [RE; | +2 |R£l+)3|+2]1u (q 1v3ln)[}, (2.54)
p=41 N—— — N

K o . > ™ Ty
T

para n > 4. Temos que estimar cada wn dos termos 7; indicados acima. Vamos comecgar com
Ti.

Cota para T). Temos. M (Vptni3—p) = Domez V,SIP)V_(',I,TB_Z’). Portanto. pela hipétese indutiva

(2.52). assumida para p=1....,n — 1, resulta
n—1 n—1
= D 1M (wpurs—p)l € MY KpKngay. (2.55)
p=+4 p=4

e—2xmu
onde 7, := Z <>

Cota para T,. A expressao (B.6) envolve a soma de valores médios de fungbes coino

Ri(ar] -+ |a;). Vamos provar um resultado geral a respeito de tais funcoes.

Proposicao 2.11 Para k > 2, sejam ay. ..., ax fungoes periddicas com a mesma freqiéncia w.
e tal que qi(t) =Y, - AD(m)e"™'. onde os coeficientes de Fourier AWV (m) satisfazem
e—xIm|

(1) e
4B )] < “’<’<m>>2’

(2.56)
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para todom € Z etodol=1,...,k, ondea; > 0 e x > 0. Entdo. eziste uma constante positiva

3 tal que os coeficientes de Fourier Ri(a)| -+ |ax)(m). m € Z. de Re(ar|--- |ax ) sdo
limitados por

R e 2.57

|Re(ar | lax )(m)| < Bron---ou <m>2 ( )

O

Prova. Vamos inicialmente considerar o caso £ = 2. Os coeficientes de Fourier de Ry(a; | a2 )

sao dados por

Ro(ar|az)(m) = > AD(m—n)AD(n), (2.58)
nezZ
onde 4@
;ﬂ, for m # 0.
imw
AD(m) = « "
1 A (k
- ( ), form=20
iw :
L keZ.

~ Dy e~xIml e—xIm|
AP (m } <ay——-, onde Dj:= _
l (m)] < 2705 0 g:z<<m>>2
Portanto,
Ro(ay|ay)(m)| < aja; _—
[ Ra( a1 | oz )(m)| < arep—o2 S

como conseqiiéncia de (2.58), (2.56) e do Lema 2.10. Isso prova a afirmativa para k = 2. O
caso geral segue de (2.9). pdgina 23, por indugao. [
Como coroldrio. observa-se de (2.2) que as funcoes Q. Q; ¢ @, tém coeficientes de Fourier

limitados de acordo com

(,—‘\|T71|
Q.(m)| < Aj—m———,
l<'1( )l— ll<<7n>>2
para constantes positivas v;, i = 0.1,2. Além disso. pela hipétese indutiva (2.52) ¢ pelo

Lema 2.10, os coeficientes de Fourier (v,y)(m) do produto de fungdes w,(#)v,(t). com p,q =
1,...,n—1, sdo limitados por
Bo K, K,
g )(m)| < v, N, ————
l( P q)( )| = 042y l<<7n>>z

para todo m € Z. A conseqiiéncia de todos esses fatos ¢ que para i; € {0.1.2} ¢ p.g =

1,...,n—1, tem-se
(f_XIT”I

[g{k (ZIIZQI . ll‘k—llz"pvq) (m)l S ’\I'i\.i'z‘.---'rik_l [\"}’J [\.‘l <<—rn,>>—2 s

para todo m € Z. ¢ para constantes positivas 7;, i, .:3,_,. dependentes dos indices ;.
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De volta agora para (B.6), concluimos que

n—1
|R§Q3 < nQZA K- p+n321( Kni1op+ 15 > KpKnioy, (2.60)
p=3

para certas constantes positivas M2, M3, N4-

Cota para T3. Uma vez que qv, é uma combinagéo linear das fungoes Qp, Q; e Q», concluimos

de (B.7) e dos argumentos prévios que

< 775ZK Kn p+7762]{ Kn+1 —p (261)

p_
para certas constantes positivas 7s, 7.

Cota para T,. Por (2.39). tein-se

n—1

M(q " usla) =1 M(Re(qus | vptn—p)) -

p=1
De (2.34) e (2.59), vemos que ambos qus e vpv,—, satisfazem as condicoes da Proposi¢ao 2.11.

Portanto, por (2.57), M{R(qus|vpvn_p)) < 17 K, K,_, para alguma constante positiva 7; e

n—1

Mg vsly) < m Y KpKny. (2.62)

p=1
Terminamos com as estiinativas dos termos 7T; de (2.54). Se colecionarmos (2.55), (2.60),
(2.61) e (2.62) e retornarmos para (2.53), concluimos que podemos encontrar umna constante

positiva I' tal que seja possivel definir recursivamente

n—1 n—1 n—1
K, = Zl\ h,_ ”+ZAI’A”+1 p+ZA Koo p+Zl\ RKopvap| - (2.63)
p=1 p=-

para n > 4, apos a fixarmos valores couvenientes para as constantes Iy, Ay, I3 ¢ ;. Note

que podemos escolher Ay = L'y = Ny = Iy tomando N; = max{N|, Ky, I3, K} para todo

A expressdo (2.63) tewm a sua versao andloga em [3], comn a diferenca de que apenas as duas
primeiras somas acima ocorriam para a expressao correspoudente para fv,. A partir de agora,
seguimos de perto os passos de [3]. A primeira coisa a fazer é mostrar que /v, é uma seqiiéncia
nao-decrescente. Temos.

n-1

1 3
Kppr = K = T | [ Y Ry | Kyt [ DRy | (Ko = Kncd) + Y Kp(Rnpamp — Koy

a=1 p=1
Portanto, assumindo indutivamente que K} = K, = K3 = Ay < ... < K,. implica em

K, < K, 41, provando que a seqiiéncia é nao-decrescente. Em seguida. escrevemos (2.63) comno

3 n—1
Eo=T|> Z]\,, Kuot Y Ky (K- ,,+]\n+1 p+ Kooy + Knis_p)
a=1 b=a p=4
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Como a seqiiéncia é nao-decrescente, temos K,_, + Kny1p + Knpop + Knysp < 4Kz 5 €
K, o < K,_: para a = 1,2,3. Portanto, podemos escrever

3 n—1 n—1
Kpn <TY [Y Kp|Kooa+4T 2; KpKnisp = TKu Ky +4T Y K, Knizp, (2.64)
a=1 b=a p= p=4

onde
= LXS: i}(
B ](4 a=1 b=a '

¢ uma constante positiva. Adicionando a quantidade positiva

n—2

f Z Kp]\l’n+3—p

p=4

A (2.64) e definindo A := max {I', 4T}, resulta

n—1

Kn < AY KpKnps .

p=d

Vamos agora definir uma seqiiéncia auxiliar dada por

n—1

Joi=AY  Jpdnssp,

p=4

para n > 4, com J; = K; para l = 1,2,3,. E um exercicio simples mostrar que K, < J, para

todo n. Agora, vamos considerar a sequéncia transladada L, = J,42. n > 1. Temos,

n+1 n+1 n—
Ln = A Z JpJ71+5-p = A Z Lp—2L71+3—p = A Z Lan+l—p : (265)
p=i p=1 p=2

A seqiiéncia c¢,, definida por
n—1

Cn = E CpCn—p+1 -
p=2

para n > 3. com ¢; = ¢y = 1, define os chamados “nimeros de Catalan™, os quais podem ser

expressados de forma fechada como

(2n — 4)! S 5
- Dim -2y "=*%

Cp =

; R . . ;. qn
Pela férmula de Stirling ., os ¢,, tem o seguinte comportamento assintdtico: ¢, = 10'7 nl?T
para n grande. A existéncia de wma conexao entre os ntuneros de Catalan e a seqiiéncia L,
é evidente de (2.65). As diferencgas sao a constante A que aparcce en1 (2.65) e o fato de que

L, = L, = K3 = K nao sao necessariainente iguais a 1. Pode-se, contudo, facilmente mostrar
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que L, = (K3)"'A"%¢c,, n > 2. Portanto. o seguinte comportamento assintético pode ser

estabelecido:
1 (4K3A)"

16\/7KsA2  nd2

Como K, < J, = L,_o, concluimos que para n grande K, < M(M;)", ponde My, M, sao

L, = n grande.

constantes positivas apropriadas. Isso completa a prova do Teorema 2.2. [ |
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Capitulo 3
Campo Monocromatico

[lustramos neste capitulo nossos resultados estudando o caso 1nais sitnples de interagoes mono-
cromaticas do tipo

f(t) = Fo + ¢ cos(wt) . (3.1)
importante em aplicacoes fisicas. Queremos nostrar que sob as condigoes (I)-(I111) obtemos, com
nosso método, solucoes perturbativas convergentes para todos os parametros Fp e . exceto,

talvez, em situacoes espurias.

3.1 Analise das Condicoes

O passo inicial para comecarinos a aplicar nossos métodos ao estudo de (3.1) é calcular a fungio

Qo definida em (1.26), pagina 12. Assimn,
Q()(t) — (,ZintCZipsen(;ul.)/u = (,‘2“;.0'7%0(7‘) )

Note que Ry € periddica de periodo 27/w. Seus coeficientes de Fourier sao

2

“ : 2ien senlonf) /o 22
(f—zILJ:ICZngsen(vuI)/w dt = Jn <_Y> ) ne Z,
w

m

w

w
ar J_

[~

onde J, é a funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem n. Assim. definindo

2'” QFO .
1= —Y ¢ X2 = — - (3.2)
podemos escrever
Qo(t) = 37 Ju () e (33)
nezZ
De forma inteiramente analoga, mostra-se que
Qo(t)™! = J_n (a) e (3.4)

nez
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Da expressao (3.3), imediatamente conclui-se que a condigéo (I) (A (Qp) # 0) é satisfeita

desde que x2 = —m, com m € Z, e tal que x; nao seja um zero de J,,. Por (1.37). pagina 17,
tem-se
mw .
Q = 5 + eJm(x1) + 0(52) .

Veja também a discussido em [17]. Vamos considerar agora as situacdes complementares.

Caso (i). Seja x2 = —m, um inteiro nao-nulo, e x; um zero de J,,. Nesse caso, tem-se

Qo(t) =D Jmik(x2)e™, Qo) =D JmkOr1)e™ e M(Qp)=0.  (3.5)

k€EZ kEZ

Precisamos agora calcular Q;. Segue imediatamente da definigao (1.31). com o auxilio do item

(1) da Proposigdo 2.3, pagina 21, que

Ql(f) _ Z I:Z iJm—k(/\l)(Jm+n(Xl) - Jrn+n—k(\1)):| einwl (36)

kw
neZ LkeZ.

M(Q)) = Z fJHm_(Xl)z

kw
keZ.

Observamos agora que, para qualquer inteiro m, tem-se a identidade (a demonstragao é

apresentada no Apéndice C, pagina 169)

ittt 02

- v
k€eZ.

+ ﬂ'm(a‘)} , (3.7)

onde

. J d Y
'/T}'m(ir) = ('.(‘);']u(-r) - (_1)"15‘]—1/(1)):

é a funcgao de Bessel de segundo tipo e ordem m. Como \; é umn zero de J,,. conclul-se que
M(Q;) = 0 nesse caso. Um cdlculo simples usando a definiciao de Q3 em (1.39). os coeficientes
de Fourier de Qg ¢ Q; dados em (3.5) ¢ (3.6) e. mais una vez. o item (1) da Proposi¢ao 2.3,

mostra que

M(O|1)= %Tm(M% onde T, (r):=— Z Z I 2) S k) S (1) :

kp
keZl.peZ. r

Célculos numéricos mostrain que 7,,(.r) nao se anula nos zero de J,,,. Concluimos assiin que
a condicao (II1) é valida no caso (i), exceto. talvez. por zeros espurios de J,, para os quals 7y,
eventualmente se anule. e cuja existéncia nao pode ser verificada numericamente. Por (1.41),

pagina 18, a freqiiéncia scecular 2 fica

, 253
O = __77';_»\-0 =+ ——27;71()(]) =+ 0(54) .
w
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Observe por (2.19), pagina 28, que k; = 1.

Caso (ii). Considere agora o caso onde x» é ndo inteiro (veja também discussdo em [17]). Dali,
M(Qp) = 0 e devemos olhar para M(Q;). Usando os coeficientes de Fourier de Qp e Q5 dados
em (3.3) e (3.4), temos

‘ = J (x1)*
M(Q) = Jolx1) +2x3 ) S5
(Q1) X o(x1)” +2x3 - E-F

Geralmente. o lado direito da expressao acima € ndo nulo, o que implica na condigdo (II).
Portanto, por (1.40),

2 00
Q= Fo+— = | Jof ’“ + O(%). 3.8
Note. entretanto, que para cada intervalo aberto (k,k+ 1), k= 1,2...., os termos

ch(Xl)2 Jk+1(X1)2
X5 -k x5 (k+1)?

variam continuamente de +00 até —oo quando percorremos x, em (k,k + 1). Dessa forma,
existe em cada intervalo (k,k+1), k= 1,2,..., um valor especial x3 de x2 (dependente de x;)
para o qual Af(Q;) = 0. Nesse caso, estarfamos fora da condicao (II). Mas quando 2y, é nao
inteiro, € facil ver que M (Q3) = 0. Portanto, exceto pelo caso muito improvavel onde 2x3§ é

um inteiro, estariamos fora da condigdo (III) também, e 2 = Fy 4+ O(c?).

Outra situacio especial ocorreria se x, fosse escolhido tal que Fy — ie?A(Q;) = 0. Pelo
argumento acima. isso seria possivel, mas y» dependeria de . Assim, nao fica clarose Q = O(g?)
ou se ainda terfamos uma dependéncia mais fraca de 2 em ¢ (eventualmente resultando em um
efeito de localizacao mais forte do que o apresentado na condigao (I11)). Na verdade. néo fica
nem claro se estarfainos em uina situacao onde nossas séries perturbativas convergenl. Assiin,
preferiinos deixar essa situagao especial sem maiores comentarios.

E interessante comparar a expressao para a freqiiéncia secular €2 (para Fy # 0) com a
situagao onde v = 0 e a freqiiéncia secular 2y é Qy := Fp,/1+ (-F—O)Z = Fy+ m + O(h).
Essa comparagio revela o efeito do campo oscilante ¢ cos(wt) na freqiiéncia secular. Tomando

x1 — 0 em (3.8). recuperainos €.

Caso (iii). Considere x, =0 t.e., Fo =0. ¢ y; = x,. onde r, representa o a-ésiimo zero de Jy
em R,. Esse caso é iuteressante e conexao coin o efeito de localizacao dinamica. conforme
discussdo em [14, 15, 16, 17. 4]. Aqui, por construgdo, M(Q;) =0 e

i Jm X] - J—m(Xl) _ O

7
w
m

]\ =

=1
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uma, vez que Jy(z) = (—=1)*J_x(x). Assim, a condicao (II) ndo se aplica e devemos olhar para

M(0]1). Nesse caso, obtemos

—m (Za) Im (Ta) _
nm

J\J(Oll):iT(zG), com To(z,) :=_Z Z In (2a) T

2
w
'n.GZ.. mEZ.

Concluimos que a condicao (III) serd valida, exceto, talvez, por zeros espirios de Jy para os
quais To(z,) eventualmente se anule. Computos numéricos indicam, entretanto, que tais zeros

nao existem (confira o grafico da Figura 3.1).

Concluimos que a condicao (III) é adequada para o estudo do campo monocromadtico quando
X1 estiver sobre os pontos ressonantes z,. Note, finalmente. que no caso (iii), temos 2 = O(&?)
(confira (1.41), pagina 18). Na verdade, a primeira contribui¢do para 2 é 25—2’]{)(10). Essa
fraca dependéncia em ¢ implica em longos tempos de transicdo para certas amplitudes de

probabilidade (veja discusséo nas Segoes 1.3 e 1.6. paginas 6 e 16, respectivamente).

<

[Ny

G
s
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0.15

T T

010

0.05+

RNV I T N YT S S A U0 T O A S

0.00 TR T TR N S DA T 1
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
X

a
Figura 3.1: Valores de |7y(x,)| calculados para os quinze primneiros zero de Jy e R_. Infere-se
que M (Q3) # 0 para todo zero de Jp.

Para testar o nosso algoritino e para extrair mais informacdoes de nossas solugoes. calculaimos
numericamente o propagador U(t) dado em (1.33). pagina 16, para as condi¢oes (I) e (II) do
Teorema 1.3 e para a coudicao (III) do Teorema 2.2 no caso do campo monocromatico (3.1).

Os resultados sdo excelentes e serao reportados a seguir.

3.2 Computo Numérico das Solucoes

Apresentamos aqui um algoritino passo-a-passo que nos permite calcular o propagador (1.33)

apenas a partir dos coeficientes de Fourier da interagdo f.
Vamos comecar com algumas convengoes. Assumimos que a intera¢ao f € periddica com

perfodo T, = 27/w e que a sua decomposi¢io de Fourier f(t) = 3 F,e"™ tenha um ndinero
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finito de termos. Como f é real, deve possuir, além de Fy, um numero par de coeficientes de
Fourier néo nulos, digamos 2J, com J > 1. Denotando por {n,,....ns;} o conjunto de inteiros
{n € Z,n#0]|F, # 0}, podemos escrever

2J
f(t) — FO + Zfaeinawt ,
a=1

com a convengdo que n, = —Noj_q+1, para todo 1 < a < J, e com f, = F,,. Claramente,
fa = f2J—a+1a 1<a < J.

3.2.1 Interagoes com Fy =0

Nesse caso. as decomposicoes de Fourier de g e ¢° podem ser escritas como
mwi 2 2) imuwl
=Y Qme e gt =) QPem!.
meZ meZ

Os coeficientes Q,, e Qm sdo de importéncia fundamental para o ¢omputo de (1.33). Os mesinos
podem ser obtidos de uma forma fechada a partir dos coeficientes F, de f. Explicitamente,

temos [2, 3] Qm = Km(1) para todo inteiro m, onde, para & arbitrario, definimos

K (n)—eiw zw: 5(Pn)ﬁ [i ("'f“)pa] (3.9)
m - 7 '\ now ’ '

.y p20=0 a=1 Pa:

onde P := Zzilpbnb, e vy = zza In . Aqui, 6(P.m) é igual 2 1, se P = m e 0, caso
contrario. Para calcular os coeficientes de Fourier de ¢2. simplesmente notamos que ¢2 é obtido
de ¢ pela substituicdo f — 2f. Portanto, para todo m. sz) = Kn(2).

A expressio (3.9) pode ser computada tanto analiticamente (em alguns casos), quanto
numericamente. Para interacoes nionocromaticas, unia forma fechada em termos de fungoes de
Bessel de primeiro tipo pode ser obtida (confira (3.3)).

Uma vez conhecido os coeficientes (2,, e Qg,%), devemos prosseguir para computar a solugao
particular g. dada pela série (1.22), da equacéo de Riccati (1.17). Entretanto, primeiramente,
precisamos checar qual condigao (I), (II) ou (III) é satisfeita por f. Portanto, devemos olhar
para os valores médios de Qy, Q; e Q3. Tem-se. obviamente. M(Qy) = M(q¢?) = gz). Para
se obter M (Q;) e M(Q3), precisamos da decomposicao de Fourier de @, e Q3. A partir das
defini¢oes (1.31) e (1.39), temos

S Q% (@7 - &%)

M(Qy) = —
meZ, m
e
(c.)—rrz z 2
‘7\[( =3 Z Z nm (Q(()Z)(v)gl (2() Qn m (c.) Qn m) .
neZ. meZ.

Os valores numéricos de A (Q;) e M (Q3) podem ser calculados trivialmente a partir das ex-

~ : o 2
pressoes acima uma vez que sc conhecam os coeficientes Qﬁn).
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Computo de g(t) sob as Condigoes (I) e (III)

A condigao (I) se aplica toda vez que f satisfizer Af(Qp) # 0. Para distinguirmos os coeficientes
da expansdo (1.22), pagina 11, entre as condigoes (I) e (III), passamos a escrever para (I)

91(t) = qt) Y calt)e” (3.10)

e denotamos as constantes s, que aparecem em (1.24)-(1.25) por ay,.

Fixando-se adequadamente as constantes «a,, podemos eliminar completamente os termos
seculares de ¢, [2, 3] e escrever ¢, () = )_, .7 Cieimat . Os coeficientes Cix) podem ser obtidos

de forma recursiva a partir de (1.24)-(1.25). Os mesmos sdo dados por [2]
07(,1) = alQm )

2 2
Qm—m ( Q( ) Q(—7)11)
mw

R = 2

ny€2
ny#0

+ aQQ'm 3

(771 + ng)w

Cﬁ:) — Z Qm (n]+'fl2) (Z CT(LI;)C',(S P)) + aan, for n > 3.

ny,ng€Z
ny+no#0

As constantes «, sao dadas de forma fechada em termos dos coeficientes Qm e CI , para

p <n—1. Como as expressdes sdo um pouco longas, ndo as escreveremos aqui. Confira [2].

Como g é dado por (3.10) sob a condigao (I), podemos escrever

f) i(:n(t)f” = i (}: GLw ""*') (3.11)

n=1 n=1 \me€Z

I.(n) . . x. I.(ny (n) . . . i ) i
onde G ¢é dado pela convolucdo G = 37 7 Qm-—pCp . cujo valor numérico pode ser
. . ., n
facilmente obtido uma vez que ja conliecemos @, e ch ), para todo m e n.

Para a condigao (III), tem-se. essencialmente, a mesma solucao acima. a menos pela escolha
das constantes o,. No caso. devemos usar o valor das constantes s, fixadas anteriormente nas

expressoes (2.47)-(2.49), pagina 34. Dal.

gri(t) = qg(t iv Z (Z G”’ n), znm) o

n=1 n=1 \me€Z

com G dado pela convolucio GLH™ = > ez Qm_pr(n)
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Cémputo de g(t) sob a Condigao (II)

A condicéo (II) se aplica toda vez que f satisfizer Af(Qy) = 0, mas A/(Q;) # 0. Nesse caso, a
solucao perturbativa para a equacgao de Riccati (1.17) é dada por

9r1(t) = q(t) Zen(t)/\", com \:=¢?, (3.12)

de acordo com o Teorema 1.2, pagina 14. Para diferenciar o caso (II) dos casos (I) e (III)
denotamos aqui as constantes &, de (1.24)-(1.25) por 3,. As mesmas podem ser escolhidas tal
que a expansao para g;; (3.12) ndo contenha termos seculares [2]. Portanto, com essa escolha
particular de constantes 3,, podemos escrever e,(t) = ZmEZ E(") met - g coeficientes Ef(n

sao dados indutivamente por (2]

(2) (2)
b _ N Uma@Q5 : Q7
£, = Z nw_+Qm 51+Z iy ,
neZ nezZ
n#F0 n#0
n-—1
E(n) — m am-ny-na_ E n p)
” Z (Tll -+ Tlg Z m
ny,ng€Z
ny+ng#0
n-—1 1
— {p) p(n—-p
Qm Z (Z E E772 ) (TL] + n_g)w -+ Ban y fOI' n 2 2 .
ny,n2€Z  \p=l
ny+ny#0

As constantes g, alnbém sao dadas de forma fechada em [2] em termos dos coeficientes co-
: 2
nhecidos Qﬁn) e E , para todo m e p < n — 1. Assim. a solucao (3.12) pode ser computada

numericamente para todo f. Para conveniéncia futura, escrevemos

gu1(t i(n JAt = Z (Z GrMe 1"“’) A (3.13)

n=1 n=1 \meZ

onde G = =2 .z Qm_,,E,(;").

3.2.2 Interacoes com Fj # 0

Quando Fy # 0. tem-se M(Qp) = 0. exceto quando 2F, = kw, para algum inteiro A& [2. 3].
Como a situacéo onde 2F, = kw nao foi genericamente estudada em [2. 3. 5], assuininmos que
2Fy # kw, para todo k € Z. Para M(Qp) = U, a condicao (1) nao ¢ satisfeita. Por outro lado.
a convergéncia de nossas expansoes para Fy # 0 sob a condi¢ao (III) ainda néo foi estudada.

Portanto, vamos aqui apenas considerar a condigao (II). Nesse caso, ¢ é igual a

£) = el 3 Q™! | (3.14)

meZ
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e as funcoes e, de (3.12) sao tais que

en(t) = 700y " Bt (3.15)

meZ

Quando Fy # 0. os coeficientes de Fourier E® acima assumem uma forma simples [3]:

@
(1) _ Qm+aQ
En' = Z aw + 2F,

Qm g bE(P)E(" p)
E(n) — . - > 9.
™ Z%Z (a+bjw—2F, ° forn 22

Finalmente, de (3.14). (3.15) e (3.13), obtém-se g (t) = 3, .z G ™! onde

G”—ZG” WA com A= 22

m m

n=1

1, ) , , : .
e GHM) ZpEZ Qm_pE,(,"’. Dessa forma, temos completamente determinada a funcao gy, para

Fy #0.

3.2.3 Computo do Propagador U(t)

Uma vez que os coeficientes Ga™. i = 1.1I.111, (para as condicoes (I ), (II) ou (III)) sejam
conhecidos, o propagador U(t) dado em (1.33) pode ser calculado de uma forma direta a partir
das expressoes (1.18)-(1. 19) pagina 10, conformne mostraremos a seguir. Para simplificar a
notacao, os coeficientes GEM serao abreviados simplesiente por G servindo para qualquer
uma das condigoes (1). (II) ou (I11). No caso da condicao (I1). devenos ainda substituir £ — =2

nas expressoes abaixo.

Comecamos definindo

Gml2) =Y GWe". (3.16)

A fregiiéncia secular 9 é dada por [2, 3]
Q= Q1= M)+ Mg) = Fy + ZG‘”) o

Analisando (1.18)- (1.19). percebemos que os coeficientes de Fourier de 1@ podem ser calculados

se primeiraniente encontrarmos a decomposicao de Fourier da funcéo
t
W (t) :=exp <—1’/ g(7) (17') .
0
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De fato, como R = g1V, obtemos os coeficientes de Fourier de R tomando a convolugdo entre

os coeficientes de g e . Para 1V, tem-se

W(t)= e e exp | = > Hpem™ |, (3.17)
mezZ
com H,, = ,( ), para m # 0 e Hy = 0. Além disso, v;(e) :== i} _ ..z Hn. Escrevendo,
W(t) = e—iﬂfZWm et (3.18)
meZ
e usando (3.17), encontramos 117, = W,,(1) para todo inteiro m. onde, para s arbitrario,
definimos
ot p+1
N o iR
Win(k) = e 7 |, + Z p+1) Z H, - HyHp oy,
.p=1 ni,...,np€Z
Acima, wy, = —kH,, param # 0, wo =1 e N, :=>"_ n, Usando agora (3.18) e o fato que

R =G W, concluimos que R pode ser escrito comno

R(t) =7 > " Ry, ™!, (3.19)

meZ

com os coeficientes R,, dados pela convolugao

R =Y QpmW,. (3.20)

pEZ

Isso encerra o cdlculo de R em termos de sua série de Fourier (3.19). Notamos de (3.16)-
(3.20) que wma vez que os coeficicntes Gh de g sejain dados. podemos muncricamente calcular
Gmy, Hm, W, €, portanto, R, com un algorituio computacional sunples.

Emn seguida, prosseguimos computando a séric de Fourier de S. Em primeiro lll"‘m‘ e1CoN-
tramos os coeficientes de Fourier de B2, Essa é uma tarefa simples. uma vez que R~2 ¢ obtido
de R pela substituicao (f + g) — —2(f + ¢). Portanto. devemnos trocar H,, — —2H,, e § — ¢°.

Conseqlientemente. encontramos

R(t)—z — ('ZiQt Z Rgn—Q) Cinwt ) (321)
meZ
onde Ry = ZpEZ Qﬁﬁ’_pn’,ﬁ‘”, com Wi = 1 (—2) para todo inteiro m. Agora, a funcao

S é obtida por uma simples integracao de 272, Um céalculo trivial a partir de (3.21) nos da
S(t) = op + ¥ Y " S et (3.22)
meZ

com

Ry ”
Sm = —Zm e g = — Z Sm

mezZ
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Assumimos que mw + 2Q # 0 para todo m € Z (confira a discussio sobre cruzamento de niveis
em [3]).

Finalmente, para computar o propagador de acordo com (1.18)-(1.19), ainda precisamos de
go, 0 qual pode ser facilmente obtido a partir dos coeficientes G,,(z):

g =9(0) = Y Gule). - (3.23)

mezZ
As férmulas (3.19), (3.22) e (3.23) podem ser agora usadas para se calcular U(t) numericamente
para todos os tempos. Note que essas férmulas dependem essencialmente dos coeficientes de
Fourier Gsff) de g. Esses, por sua vez, dependem diretamente dos coeficientes @, e Qg?,) de
g e Q. os quais derivam dos coeficiente de f. Para visualizar todos os passos necessérios ao

calculo de U(t). apresentamos abaixo alguns diagramas ilustrativos.

e Condicao (I): A(Qp) # 0.

&) = Fn = QmQY — a,

!
H, - Q « G g <~
!

W, Wi? = Ry Sm — R(),S(#) — U(t)

e Condigao (I1): A/(Qp) = 0, mas A/(Q;) # 0.

f(f) — Fm - Q‘rne Q%) - ,dn
l
H,, — Q — Grlnl'(“). go — Ey(rlrl)
l

”"111-1177(71—2) - Rm-Sm - R(f)S(f) - Ll(t)

e Condicao (I11): M (Qy) = AM(Q;) = 0. mas A(Q3) # 0.

f(f) - Fm - Cgm-, Qilzl) - hp

!
H, — Q — G g — p
!

"I'rm-,LVT(n-m — R, Sm — R(T)S(f) - U(f)
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3.3 Resultados

Agora vamos aplicar o algoritmo descrito na segdo anterior para estudar o caso da interagio
monocromatica f dada em (3.1), pdgina 41, a qual é relevante em muitas aplicacoes fisicas.
Conforme discutido na Segéo 3.1, as condigdes (I}, (II) e (IIT) de nosso método perturbativo sdo
adequadas para o estudo de (3.1) em praticamente todo espaco de pardmetros (Fy, ¢). De forma
equivalente, podemos trabalhar com os parametros x; e xo definidos em (3.2). A Tabela 3.1
mostra um resumo das condigoes satisfeitas por f em fun¢do dos pardmetros x, e x, de acordo

com a analise da Secao 3.1.

Nome X1 X2 Condicao
(A) nadozerodedJ, -meZ (I)
(B) zero de Jp, -mé€Z (I1I)
(C) qualquer nao inteiro (IT)

Tabela 3.1: Classificacao das condigoes satisfeitas pelo campo monocromatico (3.1) em funcao

dos parametros x; = 2¢/w e x2 = 2Fy/w. Nomeamos por (A), (B) e (C) os trés casos possiveis.

Apesar de nédo indicarmos na Tabela 3.1, conforme apontamos na Secdo 3.1, existe no caso
(C), para cada intervalo (k,k+ 1),k € Z,, um valor especial x5 de x> (dependente de x,) para
o qual M(Q;) = 0, e estariamos fora da condigao (II). Observamos que essa situagio esptria
nao é estudada aqui.

A seguir apresentamos alguns resultados graficos mostrando a probabilidade de transicio
entre os estados ®, e ®, para o sisteina (1.3) (confira a Secdo 1.3, pagina 6). calculada para os
casos (A), (B) e (C) da Tabela 3.1. Relembrando, de acordo comn (1.11), temos

P(t) = (2. Ut)Po)[* = [Una(t)[*. (3.24)

Podemnos agora calcular P(t) nuinericamente usando os métodos descritos na Se¢ao 3.2 para
computar U(t). Para estimar a precisao de nossos calculos nuinéricos. testamos a unitariedade

do operador de evolucdo temporal. U(t)TU(t) = 1, considerando a quantidade
N(t) = det U(t) = 1 = [Uny (1) + |Uns (1) = 1.

que deve ser igual a zero para U(t) unitario.

Vamos inicialmente considerar o caso (A) da Tabela 3.1 com «w = 1.0. x; = 2/w e x2 =
Fy = 0. A Figura 3.2 mostra os graficos de P(t) ¢ N(t) para = = 0.01 e = = 0.10, plotados de
t=0atét =Ty =27/, em unidades de T,, = 27 /w. o periodo de oscilagdo do camnpo externo
f. Os calculos forain realizados usando una expansao para ¢ até O(=%). Os coeficientes de
Fourier (genericamente denotados por F,,) envolvidos 1o computo de U(t) foram tomados coin

m = —40,...,40. Dos desvios de N(t) de 0. podeinos inferir erros muito pequenos de célculos,
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resultado em valores bastante confidveis e corretos para P(t). Para ¢ = 0.01 e ¢ = 0.10, ternos
erros apenas da ordem de 4.0 x 10~7. Apesar de ndo mostrarmos, para ¢ = 0.40, os erros
sobem para cerca de 6.0 x 10™*, indicando que o parametro ¢ est4 se aproximando do raio de

convergéncia das expansoes.

Como no caso (A) estamos sob a condicdo (I), a freqliéncia secular 2 é dada por (1.37),
pagina 17, logo 2 = O(e) (escolhemos Fy = xg = 0). Para ¢ = 0.01, da expansdo completa
de Q2 (confira (1.36)), obtemos T = 4507,. Para ¢ = 0.10, Tq = 45T, e para ¢ = 0.40,
To = 25T,. Podemos observar dos graficos da Figura 3.2, que a probabilidade de transi¢do
P(t) se comporta como uma oscilagao de Rabi com freqiiéncia (2, i.e., P(t) = sin(Qt). Pequenas
oscilagoes de freqiiéncia w, com amplitudes da ordemn de |z|, sdo superpostas a essa oscila¢do de
Rabi, resultando em uma evolugao quase-periédica para o sistema (de acordo com o garantido

pelo Teorema de Floquet).

Agora consideramos o caso (B) da Tabela 3.1 com w = 10.0, ), igual a algum zero positivo
de Jp, e x2 = Fp = 0. Como estamos sob a condi¢do (III) e Fy, = 0, a freqliéncia secular se

torna, de acordo com (1.41), @ = O(=3), fato primeiramente apontado e [4].

Para calcular a solugdo nesse caso. g foi expandido até O(z%). Esse fato contrasta com a
expansdo para ¢ na situagio anterior, onde g foi computada até O@(¢*). O motivo para isso
reside no fato de que para a condigdo (III), a expansdo para as constantes k, S0 muito mais
complicadas do que das constantes o, para a condic¢do (I). Felizinente, entretanto, as expressoes
para as constantes kj, Ko € K3 nao sao tao complicadas e sdo suficientes para expandir g até
O(e®) (confira a Segao 2.3, pagina 26 para detalhes). Se nos limitarinos a estudar situagoes onde
€ é bastante pequeno, t.e., bem dentro do raio de convergéncia das expansoes em =, resultados
excelentes ainda podem ser obtidos. Para comprovar nossas afirmativas, apresentamos na
Figura 3.3 uma comparacao entre a funcdo ¢ calculada de acordo com a expansio até &%
e ¢ calculada por um procedimento nuniérico de resolucdo da equacio de Riccati associada
(Runge-Kutta). Utilizou-se na comparacao w = 1.0. y; igual ao primeiro zero positivo de Jy,
x> = Fy=0e 2= 0.01. Na Figura 3.4 apresentamnos a mesia comparagao, mas comn ¢ = 0.10.

A Figura 3.5 apresenta gréficos de P(t) ¢ N(t) para = = 0.01 e = = 0.10 quando x; = z1,
x1 sendo o prineiro zero positivo de Jy. plotados de 1 = 0 até t = Tq = 27/82. em unidades
de T, = 27 /w. A figura tambéin apresenta P(t) e o erro N(t) para = = 0.10 e x; = 3, 0
segundo zero positivo de Jy. Os erros na Figura 3.5 (medidos a partir do desvio de N(#) de
zero) sao maiores do que aqueles apresentados na Figura 3.2 devido ao fato de g estar sendo
computada em menor ordem. Entretanto. para = pequeno. os erros sdo ainda pequenos, da
ordem de apenas 3.0 x 107° para = = 0.01 e da ordemn de 3.0 x 1073 para = = 0.10 (ambos para
x1 = z1). Os erros para ¢ = 0.10 e x, = x, sao limitados por 2.0 x 107!, Observanos que os
graficos de P(t) na Figura 3.5 apresentamn os mesmos aspectos qualitativos dos apresentados
na Figura. 3.2. Existe uma oscila¢ao de Rabi predominante (com freqiiéncia 2) superposta por

oscilacoes menores de freqiiéncia w cujas amplitudes sao possivelmente limitadas por termos



proporcionais a |¢|3.

A maior diferenca dos graficos da Figura 3.2 e da Figura 3.5 é, sem divida, o periodo da
oscilacdo de Rabi Tn. No ultimo caso, o tempo longo necessario para que o sistema transite
do estado inicial &4 para o estado final ®., comparado com o ciclo bésico T, da perturbagiao
externa, indica o fenémeno (aproximado) de localizagdo dindmica. O perfodo secular T obtido
para as situacdes apresentadas na Figura 3.5 foram T = 1.6 x 10° T, para ¢ = 0.01 e Ty
1.6 x 10T, para ¢ = 0.10 e x; = 1. Para x; = 7, obtivemos Ty = 4.5 x 10 T,,. Note que
esses sao valores muito maiores de T do que aqueles obtidos para as situagbes apresentadas na
Figura 3.2.

Podemos também comparar os resultados apresentados para os dois diferentes zeros de J,
analisados na Figura 3.5. Observamos que o comportamento qualitativo de P(t) é o mesmo para
aimnbos os casos. Em particular, o efeito de localizacdo é preservado. uma vez que 2 = O(e?)
quando x; é win zero de Jy. Podemos notar a partir do desvio da unitariedade N(t) mostrado
na Figura 3.5 que os erros para x; = T2, comnparados com os obtidos para o mesmo valor de ¢
mas para ), = Z1, sao menores por um fator ~ 1/10. Podemos entender esse fato da seguinte
maneira: como zp > ), a forca . da interacdo f quando x, = r é maior do que quando
X1 = Iy, portanto, para o mesmo valor de ¢, a perturbacao efetiva £/ é menor no primeiro
caso, resultando em um céalculo perturbativo mais preciso.

Investigamos agora o caso (C) da Tabela 3.1. Consideramos w = 1.0, x; = 1.0 e x, = 0.3.
Isso implica na condigdo (I1) e devemos seguir o roteiro da Se¢ao 3.2.2. A Figura 3.6 apresenta
os resultados obtidos para P(t) e N (t) para trés valores de z: 0.05, 0.10 e 0.20. Os gréficos sao
calculados utilizando-se uma expanséo para g até £2°. Como nos outros graficos. P(t) e N(t)
foram computadas de t = 0 até t = T emn unidades de T,..

Devido a presenga do campo constante nao-nulo Fj, o comportamento qualitativo da proba-
bilidade de transi¢ao é significativo diferente dos resultados anteriores (Figuras 3.2 ¢ 3.5). De
fato, a frequiéncia secular € ¢ agora dada por (1.40). pagina 18 e. portanto, ¢ da ordemn de Fy.
Para ¢ = 0.05. obtiveinos T = 6.37.,., para ¢ = 0.15. T = 6.07.. e para = = 0.20, To-= 5.07.,,.
Como escolhemos Fp da ordein de w. existe uma forte conmpetigao entre as oscilacoes de Rabi
(governadas por §2) e as oscilagoes do campo externo. Isso resulta nos padroes apresentados
na Figura 3.6. os quais nio sao do tipo sin®(2). Em particular. P(¢) < 1 para todo tempo.
resultando no fato de que o estado ¢, nunca transita completamente para o estado ®,.. Alémn
disso, nota-se que a amplitude de transicao P(t) tende a zero quando ¢ — 0 (confira (3.25).
abaixo). diferentemente dos casos apresentados nas Figuras 3.2 ¢ 3.5. anteriormente.

E interessante observar dos sraficos da Figura 3.6 que a probabilidade de transicao se apro-

xima de 1 a medida que ¢ aumenta. Isso nos d4 a impressao de que para = suficientemente

grande, poderiainos ter P(t) > 1. Entretanto, nossas expalsoes ndo seriain convergentes 1esse
caso, ja que £ seria maior que o raio de convergéncia. Para ilustrar isso. vamos considerar o caso

trivial onde y, = 0 e xo = 2Fp/w nao é um inteiro. Como agora f(t) = Fy = wya/2. a equacio
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de Schrodinger (1.3) se torna independente do tempo, com Hamiltoniano Hy = g0y + Fyos. O
propagador U(t) pode ser calculado por métodos elementares, resultando na expressao (1.14),
pagina 8. A probabilidade de transicao é entao dada por
g2,
P(t) = ity (0t) , (3.25)
com Qp = \/F§ + €2
Note qué aqui, para Fy # 0, P(t) = O(e?) e P(t) < 1. Para f(t) = Fy, a equacdo de Riccati

(1.17) associada ao sistema H; = €0, + Fyo3 admite uma solucdo particular dada pela constante

gOZ—F0+\/F()2+52.

Mostrou-se em [2] que para f(t) = Fy a expansdo em = (3.12) coincide, como esperado. comn
a expansao de Taylor (centrada em ¢ = 0) de go. Portanto, a regidao de convergéncia das

expansoes perturbativas consideradas est4 definida pela condicéo |¢| < | Fp|.

Vamos ilustrar melhor as tltimas consideragoes com um exemplo nunérico. Primeiro ajus-
tamos Fy = 0.4. A Figura 3.7 mostra P(t) e N(t) para dois valores criticos de c: ¢ = 0.30 < F
e ¢ = 0.43 > Fp, onde supostamente as expansoes nao convergem. Também apresentamos na
Figura 3.7 (linbas tracejadas) os graficos de P(t) calculados de acordo com (3.25). Observando-
se N(t) e o desvio da probabilidade de transicao calculada perturbativamente daquela calculada
via (3.25), concluimos que a regido de convergéncia de nossas expansoes estd restrita a regiao
le| < |Fo|, conforme esperado. E importante observar que quando |z| < Fp, o cédlculo pertur-
bativo do propagador coincide exatamente com o calculo analitico (1.14). Isso pode ser visto
comparando-se os valores perturbativo e exato (dado em {3.25)) calculados de P(t), conforme

apresentacgao na Figura 3.7.

3.4 Comentarios

Conforme ja mencionamos, as vantagens do método perturbativo aqui exposto podein ser vistas
em trés aspectos. Primneirainente, ele permite o eémputo dos valores médios de qualquer ob-
servavel em qualquer ordem de < de wina maneira controlada (devido a convergéncia miiforne).
nao apenas em primeira ordein, conio se faz usualinente. O segundo aspecto, esta no fato de que
tal método se aplica a qualquer funcao periddica f. nao apenas aos campos MONOCTOMATICOS.
Finalinente. o terceiro e 1nais importaiite aspecto. estd na estabilidade numérica obtida mesimo
para tempos muito longos, pois as expansoes obtidas estao livres de termos seculares ¢ sao
uniformemente e absolutamente convergentes pata todo t = . Assiti. temos a possibilidade de
célculos numéricos precisos para probabilidades de transicao e outros ohservaveis para tempos

arbitrariamente longos sem o acumulo de erros.

Estabilidade para tempos longos é particularmente importante em situagoes envolvendo lo-

calizacdo dinamica. Isso porque, como observado no capitulo anterior. a localizacdo nao é um
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efeito exato em sistemas de dois-niveis, resultando em tempos de transi¢do para certas ampli-
tudes de probabilidade que sao extremamente longos comparados ao ciclo do campo externo
f, a saber da ordem de €73 (veja (1.41) com Fy = 0). Até o que sabemos, tais célculos para
tempos longos ainda nao haviam sido realizados antes, uma vez que os mesmos exigem um
método bastante estdvel que também incluam correcoes de ordem superior em . Para tempos
curtos, outros métodos, como aquele empregado em [19], podem ser aplicados com sucesso, mas
eles nao sdo TUteis para a andlise do efeito de localizacdo dindmica. Para comparacio, observe
que o intervalo de tempo apresentado nos gréficos da Figura 3.5 difere em muitas ordens de

magnitude dos gréaficos correspondentes encontrados em [19].

Outros aspecto interessante do método aqui apresentado, € que o mesmo pode ser implemen-
tado numericamente com cédigos computacionais relativainente simples. De fato, o algoritmo
descrito na Secao 3.2 para calcular o propagador unitdrio U(t) cousiste, essencialmente, em
operacdes simples envolvendo os coeficientes de Fourier de g e ¢°. os quais podem ser conheci-
dos de forma fechada.

Resumindo, o método aqui descrito nao é apenas matemnaticamente rigoroso, mas tammbém
muito 1til em aplicagdes praticas, podendo ser aplicado comn grande generalidade, com resulta-

dos bastante precisos, mesmo para tempos longos.
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Figura 3.2: Graficos da probabilidade de transicao P(t) (coluna esquerda) e do desvio da
unitariedade N(t) (coluna direita) como fungdo do tempo (medido em unidades de T,,) para
varios ¢. Considerou-se o caso (A) da Tabela 3.1. com w = 1.0, x; = 2/w e x2 = 0. Utilizou-se

£ =0.01,0.10 nas colunas de ciina e de baixo, respectivamente.
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Figura 3.3: Parte real e parte imaginaria da solucao da equacgao de Riccati para y, = z1. x,
sendo o primeiro zero positivo de Jy e x» = 0. Utilizou-se ¢ = 0.01 e w = 1.0. (A) representa
a solugdo perturbativa g,, (B) representa a solugdo numérica g, e (C) representa o desvio

relativo (g, — ¢,)/g, em %. Nota-se que esse desvio nao ultrapassa o valor de ~ 0.006%.
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Figura 3.4: Parte real ¢ parte himagindria da solugao da equagfo de Riccati para ), = 21, )
sendo o primeiro zero positivo de Jy e x» = 0. Utilizou-se = = 0.10 ¢ =~ = 1.0. (A) representa
a solucdo perturbativa g,. (B) representa a solugao nunérica g, ¢ (C) representa o desvio
. : . ¢ : .\ s Jocyi 3 Ty QG ol e ¢

relativo (g, — ¢n)/gp € 4. Nota-se que esse desvio nao ultrapassa o valor de ~ 3.0%. o qual

sO ocorre em pontos isolados.
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Figura 3.5: O mesmo da Figura 3.2. mas agora considerou-se o caso (B) da Tabela 3.1. com

w = 10.0 e x» = 0. Nas linhas de cima e do meio, utilizou-se y; = x;. o primeiro zero positivo

de Jy. e ¢ = 0.01,0.10, respectivamente. Na linha de baixo. utilizou-se x; = z,5. 0 segundo
zero positivo de Jy, ¢ £ = 0.01. Observamos que em todos os graficos a escala de tempo ¢é

multiplicada pelo fator indicado entre colchetes.
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Figura 3.6: O mesmo da Figura 3.2, mas agora considerou-se o caso (C) da Tabela 3.1. com
w = 1.0, x; = 1.0 e \» = 0.3 (nao inteiro). Utilizou-se = = 0.05.0.10.0.20 nas linhas dec cima.

do meio e de baixo. respectivamente.
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Figura 3.7: O mesmo da Figura 3.6, mas com x; = 0 e x» = 0.8 (Fp = 0.4). Utilizou-se
e = 0.30,0.43 nas linhas de cima e de baixo, respectivamente. A linha tracejada representa
P(t) calculada via (3.25).

61



Capitulo 4
Expansao em Arvores

Este capitulo consiste de uma revisdo dos métodos introduzidos por Gentile em seu trabalho [27].
o qual apresenta um tratamento do sistema de dois-niveis (1.3) no caso geral quase-periddico.
Conforme mencionado anteriormente (confira Secao 1.4, pagina 10), tal situacgao é particular-
mente interessante devido ao problema de pequenas denominadores que ocorre na expansao

perturbativa de g, a solucao particular da equagao de Riccati
Dug(t) —ig(t)? — 2if(t)g(t) +ic® = 0. (4.1)

Tal problema impede que g tenha uma expansao analitica em < centrada em ¢ = 0. Uma
discuss@o mais detalhada é encontrada em [2].

O trabalho [27] tem importancia fundamental no desenvolvimento dos demais resultados
apresentados nesta tese. De fato, como veremos em detalhes no proximo capitulo, no contexto
do efeito de localizagido em sistemas de dois-niveis, as inovagoes técnicas introduzidas por Gen-
tile permiteimn tratar o problema de forma muito geral, levando-nos a resultados mais fortes.
Além disso, as idéias de [27] se mostraramn adequadas e adaptdveis ao estudo de um problema
perturbativo wm pouco mais geral do que o considerado até aqui. a saber, o problema de sc
estudar a estabilidade das solugbes de uma equacgao de Hill real perturbada por um potencial
quase-periédico também real. Tal problema é analisado na segunda parte desta tese. Assim. é
fundamental que se faga inicialiente uma boa revisdo do conteido de [27], permitindo que o
leitor se familiarize com seus métodos.

A fim de mantermos a notagao utilizada em [27] neste capitulo. devemos modificar trivial-
mente alguinas convengoes introduzidas anteriormente. Comecgainos assumindo que a interacao

f que aparece em (4.1) seja real e quase-periodica. Assiin, escrevemos

fty=">_ foe™' com fo=],

pezd

onde d' € Z, e & € R¥ ¢ racionalmente independente. Definimos agora

Q= e (21 [ sit1at).
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a qual também é uma funcdo quase-periddica com decomposigao de Fourier dada por

Q(f) — Z Queiu-wt,

veZd

onde

d= d:, sef5=0 , w = Qﬁz(wl,...,wd/), \ sef5=0 . (42)
d+1, sefzg#0 (@, f5) = (w1, ..., wa, f5), se fs#0

Além disso, sob certas hipdteses de analiticidade em f, escrevemos
@l < Qe™™M, (@) < Qe™M, vrez, (4.3)

onde Q e k sao duas constantes positivas adequadas. O vetor de freqiiéncias w definido em

(4.2) sera assumido Diophantino daqui emn diante, o que significa que
lw-v|>Colv|™7. VveZi\{0}, (4.4)

onde Cy e T sdo duas constantes positivas fixadas.

O valor médio de wina funcao quase-periddica serd, a partir deste capitulo, denotado por
(-). Uma hipétese importante assumida em [27] é que (Q) = Qg # 0, 0 que equivale & condigao
(I) do Teorema 1.2, pagina 14.

O trabalho de Gentile [27] apresenta uma solugdo perturbativa para a equaciao de Riccati
(4.1) no caso geral onde f é uma interacao quase-periédica. Tal solucdo é obtida através de
um método bem conhecido daquele autor, o qual foi utilizado em outros contextos, sempre
na demonstragdo de convergéncia da série de Lindstedt obtida para problemas do tipo KAM.
Basicamente. tal método é constituido de dois passos. Primeiro. obtém-se wma representacao
conveniente para os coeficientes de Fourier da solucao procurada em termos de diagramas. as
chamadas drvores. Depois, efetua-se uma resoma adequada das arvores assiin obtidas visando
controlar o problema dos pequenos denominadores. O resultado ¢ wina solucao nao-analitica no
parametro de perturbacdo. vdlida emn umn conjunto de Cantor de medida relativamnente grande
contido em um intervalo pequeno em torno da origem. Mais especificamente. demonstrou-se

em [27] o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Considere a equagao de Riccati generalizada (4.1). Assuma que o vetor de
freqiéncias w definido em (4.2) satisfaca a condi¢ao Diophantina (4.4). Asswumna também a
hipdtese (1) do Teorema 1.1.1.c., {Q) # 0. ¢ a hipdtese de decaimento exponencial dos coefici-
entes de Fourier Q, € (Q~'),. (4.3). Entdo. existem trés constantes positivas . b e £ ¢ um
conjunto de Cantor £ C (—=q.2y) com medida dc¢ Lebesque meas(E) > 22,1 — b.—‘f,i tal que (4.1)

admite uma solugao particular da forma

gltie) = Y gule)e™ (4.5)

veZd

para todo ¢ € £. O
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Vamos apresentar no decorrer deste capitulo os elementos utilizados na demnonstragao do

resultado acima.

4.1 Representacao Diagramatica

Conforme mencionado anteriormente, a demonstracao do Teorema 4.1 é efetuada através de
dois passos. O primeiro deles, o qual serd apresentado nesta segio, consiste em obtermos uma
representacao grafica conveniente para os coeficientes de Fourier da solugio desejada. Ao invés

de trabalharmos diretamente com a equagao (4.1), utilizamos a mudanca de varidvel
g(t) =:eQ(t)u(?),
obtendo uma equacao simmplificada em termos da variavel u, a saber,

| @ =c(Q + Qu?). (4.6)

Desejamos agora encontrar una solug¢do particular de (4.1) que seja analitica em = ¢ que sc

anule quando € = 0. Assiin, escrevemos

[e o]
u(t) =Y rul®(t). (4.7)
k=0
Os coeficientes u*) da expansdo acima deven entdo satisfazer (substituindo (4.7) em (4.6))
,I'I(O) — 0,
() ) 4,(0))2
o= Q7 4+ Q(uY)?, (4.8)
a* = Q Z a2 gp >0
k1+ko=k—1

Agora impomos que u seja quase-periodica com vetor de freqiiencias w. Assi. escrevemos

u®(t) = Z ulk) it (4.9)

veZzd

desde que o lado direito de (4.8) tenha média nula. .e..
0 = (Q "o+ Qoluy)?.

U = E E Q,,ouif]”uﬁfz-” . Vh 22,

ki1+ka=k—1rvo+rv1+12=0

(4.10)

As condicoes acima garantem a inexisténcia de termos seculares em u e fornecem equacoes

. . k . . . ~ .
recursivas para OS coeficientes 'UE)) = CU'). Por exemplo. a prunerra equa¢ao nos perimite
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escrever (c9)? = —(Q™1)/(Q), desde que (Q) # 0 (caso (I) do Teorema 1.1). Os demais
coeficientes de Fourier em (4.9), WP v ez \ {0}. séo obtidos recursivamente de

UEP) = O)
(iw- vl = (Q M+ Qu(c)?, (4.11)

(iw-u)uf,k) = Z Z Q,,Ouf,kl‘)uf,’f_f’), vk > 2.

ki1+ko=k—1vo+uv1+ro=1r

O método introduzido em [27] para a anélise da expanséo (4.7) no caso geral quase-periédico,
bem conhecido do autor em outros contextos (confira [28, 29] e suas referéncias). € constituido.
essencialmente, pelas seguintes idéias:

- . . k : .
1. Representagao grafica dos coeficientes u® en termos de diagramas em forma de drvores.
Esses diagramas se estruturam ein torno de linhas (propagadores) e vértices, emn umna

estrutura bastante andloga a de diagramas de Feynman de uma teoria de campos.

2. Decomposicao em multi-escala dos propagadores e identificacdo de diagramas ressonantes
que implicam no acimulo de pequenos denominadores (os chamados graficos de auto-

energia).

3. Resoma dos graficos de auto-energia e definicdo dos propagadores “vestidos”, implicando
em uma expansao renormalizada bem definida para u num conjunto restrito de valores
de ¢.

As idéias acima nao sao totalmente originais. Na verdade, elas advéin de téenicas do grupo
de renormaliza¢io introduzidas ein teoria quantica de campos, conforme o préprio autor de [27]
salienta. As mesmas ja foram utilizadas em outros contextos na analise de séries de Lindstedt
relacionadas a problemas do tipo KKAN [30, 31].

Introduzimos umna representacao grafica para os coeficientes ul de acordo com a Figura 4.1:
a linha saindo da bola hachurada representa wn propagador carregando o modo de Fourier
v (tambéin chamado de momento a partir daqui). Para v # 0. a expressido analitica do
propagador é (iw - )7}, O rétulo (k) sobre a bola hachurada denota a ordem do coeficiente
uf,k) que esta sendo representado. A bola hachurada assume o valor do lado direito de (4.11).
A representacao de u(()k) é feito como na Figura 4.2: o propagador carregando momento nulo
assume o valor 1 ¢ a bola branca representa a constante ¢'*). A representacio dos coeficientes

0 N . , : . < L
ud o w6 explicitamente feira na Figura 4.1. Note gue para a representacao do primeiro

)

] . . . s p —
termo de ! em (4.11) introduzimos uma bola preta. cujo valor analitico é (Q~1),,, sendo v o

momento carregado pela linha saindo da bola preta. Para a representacdo do segundo termo

)

1 . . , . . ,y e . , 1.
de vl em (4.11) introduzimos um vértice, cujo fator analitico associado é Q,,. sendo vélida a

seguinte lei de conservacio: Ve, = Venua + Vo (confira Figura 4.4).
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Para k > 2 podemos expandir uf,k) como na Figura 4.1, por um procedimento iterativo.

. k . .
Vemos, dessa forma, que qualquer coeficiente uP pode ser escrito em termos de uma soma

de arvores contendo propagadores, vértices, bolas brancas e bolas pretas. Apresentamos a
. 2 . . 2 ,
expansdo completa de uf,), v # 0, como exemplo na Figura 4.6. Note que ué) = 2 ¢

representado como na Figura 4.2 para k = 2.

(k) Figura 4.1: Representacao grafica do coeficiente uP
u(,k) = 3 @ para v # 0. O rétulo (k) acima da bola hachurada
indica a ordem perturbativa do coeficiente.
L Figura 4.2: Representacao grafica do coeficiente
o® = B 8 \ ugk) = ¢®). O momento que sai de uina bola branca
0 é sempre nulo. Nesse caso. o valor analitico do pro-
pagador é 1.
Figura 4.3: Representacao grafica dos co- o _ (:0)
eficientes u!” e ull). Lembramos que “o0 T 0
para v s 0, temos uf,o) = 0. O primeiro (0)

, 1
grafico de uf,) corresponde ao termo

(Q™1),/(iw - v) da segunda equacdo de L = .
Ve — -« @

(4.11). O segundo grafico corresponde v

ao termo Q,(c!")?/(iw - v) da nesma

equacdo. Note que a conservagao de mo- (0
mento no vértice implica em vy = v, jd o (1)

que v; = vy = 0 (bolas brancas). Assim, o = 0 C

o fator de vértice associado é Q,,.

Figura 4.4: Um vértice 6 formado
pelo entroncamento de trés pro-
Fator: @,

pagadores. dois entrando ¢ um

saindo. A todo vértice associ- .
Vinculo: v =vy+ v, + v

amos o fator (),, e exigimos o

vinculo Vg = Venira + Vo-
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Figura 4.5: Expansao do coefici-
ente uﬁ,k), v # 0, como na ultima
equacao de (4.11). Embora nao
indicado, os momentos saindo das
bolas brancas sao nulos (como na
Figura 4.2). Associamos o fator
Q., em cada vértice, onde vale a
lei de conservacao vy +v) +vy =
v. A expansdo acima deve ser

feita para todos os valores de k;

(k) (k)

(k2) (k2)
(k1) (k1)

e ko tais que ky + ko =k — 1. (k2) (k2)

Definimos unma arvore ¢ como um conjunto conexo de pontos e linhas tal que as linhas estao

orientadas em dire¢ao a uin ponto que é chamado de raiz da drvore. Chamamos de nds todos

os pontos da arvore que nao a raiz. Estamos interessados e arvores tal que que todos os nés

apresentam duas ou nenhumna linha entrando (tenha a Figura 4.6 como exemplo). Note que,

por construcdo, a raiz s6 admite uma linha entrando: tal linha serd chamada de linha raiz.

Dada uma arvore 6, podemos nela identificar os seguintes subconjuntos:

E(#): Conjunto de nds finais de . Umn né v de 6 serd final se nele ndo entrar nenhurna

linha.

V(6): Conjunto de vértices de §. Se v € V/(6), entdo v tem pelo menos um linha entrando.

Associamos a cada v € V(¢) um rétulo de modo v, € Z? e um fator de né F, = Q,,,.

L(#): Conjunto de linhas de 4. Cada linha { € L(0) sai de um ponto v e chega num outro
ponto denotado por v'. Como ¢ identifica-se unicamente com v. escrevemos { = (,. Para
cada linha ¢ associamos um rétulo de momento v, € Z9 e um propagador g, = (iw - v)™!

sevi#0eg =1sev =0,

Ew(6): Conjunto de bolas brancas emn 8. A cada v € Ey- () associamos um rétulo de
modo v, = 0. wm rétulo de ordem k, € IN e um fator de nd F. = ¢'*). E claro que sc

v € Ew (). entdo nenhuma linha entra em v, ou seja. v € E(6).

Eg(0): Conjunto de bolas pretas em 0. A cada ¢ € Egt#) associamos wn rovulo de modo
v, # 0, e un fator de ndé F, = (Q™'),,. E claro que se v € Eg(#). entdo nenhuma linha

entra em v. ou seja, v € E(6).

B(#) = Ep(#) UV (#): Conjunto de bolas pretas e vértices em 6.
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Chamamos equivalentes duas arvores que podemn ser transformadas uma na outra defor-

mando continuamente as linhas de tal modo que elas nao cruzam umas as outras.
Definigao 4.2 Seja 7i, o conjunto de drvores inequivalentes 0 satisfazendo:

1. Para cada vértice v € V (0) existem ezatamente duas linhas entrando;
2. Um nd final v € E(0) ou € uma bola branca, ou € uma bola preta;

3. O nimero de bolas pretas, o nimero de vértices e a soma dos rétulos de ordem das bolas
brancas sdo tais que, definindo ki := |B(8)| = |Eg(0)| +|V(0)| € k2 := 3 ,ck,, (0 Fo-
tem-se k1 + ko = k;

4. O momento fluindo pela linha raiz é v.
O congunto Ty, serd chamado de conjunto de drvores de ordem k e momento total v. O

Com a defini¢do acima, nao é dificil perceber que podemos escrever, para v # 0.

ul) = Y Vval(9), (4.12)

9671-,,,

onde Val : 7} ,, — C é dado por

val(8) = | J] II &

¢cL(0) vEE()UV (8)
sendo
. _ Q. . v e V(0)
iw-v) V. b 0 i
go= Borvd 0 e 0 v e Eal0) (4.13)
1 , V= 0 (ko)
G U e Eu(@)

, , - k .
é o chamado valor da arvore 8 € 7, ,. Por outro lado. se ¥ = 0. entao obtemos uF) = k) g

partir da segunda equacdo de (4.10). Em termos de drvores, escrevemos

1
C(k):_m > Val(e). VEk>1, (4.14)

9T, 0

onde 7%, 4 ¢ definido como 7i4; 0. mas com a exclusao das duas drvores representadas na
Figura 4.1 que dao origemn ao termo 2¢®¢@(Q) em (4.10). e também da drvore cujo valor é

apenas a coustante ¢**1 (Figura 4.2 com rétulo de ordem igual a k + 1).
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0)
(0)

(0)
(1) 0)

(0) (1)

(2)

2 - .
@ v # 0. O coeficiente ug’ € representado

Figura 4.6: Expansido completa do coeficiente w,’,

como na Figura 4.2 para k& = 2.

Figura 4.7: Arvores que nao

comparecem no conjunto 7,7, ) 4. (k) (0)
Note que ao lado v = v, = vy = v, v,

0. Por conseguinte. vy = 0.

Assim, as duas drvores dao ori- 3 V, 3

gem & contribuicao 2¢%19Qq. A Vv,

arvore cujo valor ¢ a apenas a '
(0) (k)

constante C(k+l) tambémn nao per-

1Y . 3 *
tence ao conjunto 7,7 .

4.2 Solucao Formal

A primeira andlise que fazemos é em relacdo & expansio (4.7) com os coeficientes u¥) dados
por (4.10)-(4.11). Uma estimativa simples mostra que (4.7) deve ser entendida apenas como
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uma série formal. Mais precisamente, temos [27]

Proposicdo 4.3 Sejam k > 0 e v € Z¢\ {0}, entio [u'¥)| < B'B¥(k!Y3e~~'V, onde B, B',3 e

k' < Kk sdo constantes positivas apropriadas. O

A presenca do fator (k!)?, 3 > 0, impede a convergéncia absoluta de (4.7), mesmo para €
pequeno. Na verdade, o surgimento do fator (k!)? est4 relacionado com a presenca dos pequenos
denominadores iw - v existentes na expansao dos coeficientes u®) através dos propagadores g
(confira (4.13)). Portanto, se existe alguma esperanca em se dar sentido & (4.7), deve-se tratar

os propagadores de forma especial.

Observamos que a Proposicao 4.3 recupera os resultados de [2] no caso (I) ({Q) # 0). Até af
o método de expansao em arvores nao apresenta rnuitas vantagem em relacao as técnicas ante-
riores, se ndo algumas simplificacoes em calculos algébricos. A grande vantagem desse método
reside, em verdade, na introducao da decomposi¢ao em multi-escala dos propagadores [32]. Essa
técnica torna possivel o isolamento de arvores contendo actmulo de pequenos denominadores

~ . . .. . . k
(ressonancias), as quais originam o fator (k!)? na estimativa dos ul.

Uma vez reconhecido o problema e isolada a contribuigao dos gréficos ressonantes (as chama-
das drvores de auto-energia), pode-se tentar efetuar uma resoma na expansao analitica original,
obtendo-se com isso uma expansao renorimalizada nao mais analitica, mas que seja convergente
para alguns valores do parametro ¢. Esse fol exatamente o procedimento empregado com
sucesso no trabalho [27], culminando na demonstracdo do Teorema 4.1. Observamos que os
coeficientes de Fourier g,(¢) que aparecem em (4.5) no Teorema 4.1 ndo sdo analiticos em «.
De fato, na verdade eles sao obtidos da série formal de poténcias através do procedimento de
resoma mencionado. A resoma é feita emn analogia & renormalizacao dos graficos de massa em
teorias de campos. Observamos ainda que o conjunto £ mencionado no Teorema 4.1, onde a
solugdo quase-periddica da equacao (4.1) estd bem definida, é caracterizado pela immposicao de
um numero infinito de condigoes Diophantinas do tipo de Mel'nikov. Discutiremos comn 1nais

detalhes as observacoes acima nas segoes seguintes.

4.3 Decomposicao em Multi-Escala dos Propagadores
Comeganos definindo duas fungoes x(r) e ¥(z) limitadas, ambas (R, ). tais que
Y@)+x(r)=1. 0<x(@) <1, 0<u(zr) <1

1, parar > Cy,

v(r) =
0, parar < (Cy/2,

onde Cj é a constante Diophantina que aparece em (4.4). Um exemplo das fungoes x(z) e

¥ (x) com as propriedades acima é apresentado na Figura 4.8. Definimos ainda. para qualquer
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n €N, -
Xn(l') = X(2nx) € d’n(l'> = w<2nl') .

E claro que xo(z) = y(z), o(z) = ¥(z) e Un(z) + xnu(z) = 1. ¥n € N.

x(x) Wy(x)

1
|
i
|
'
1
]
]
'
|
1
1
1
'
t
|
i

0 Co/2 Co x

Figura 4.8: Possiveis graficos das fungoes y(x) ¢ v(r). Note que y(x) + x(r) = 1.

A introducao das fungodes \,(z) e ¢, (z) nos permite escrever o propagador g, para qualquer
¢ € L(6) com v, # 0, como'

1 (e ve]) s Ynllw - vel)xnma (Jw - vel)
ge = - = — +Z _ .
W - Vy W - Vy o W - Uy
Ou ainda,
o0
ge=> g,
n=0
g0 .= Yollw - ve) (4.15)
£ w- vy
hn(lw - Vo) xnoi (|w - v
én) - l/n(| e)Xn 1(| (|) V>,

W - Vg

Escrevemos gﬁ") = g™ (w - vy).

Observagao 4.4 Note que para T = w - v firo, temos g™ (x) # 0 apenas para dois valores de
n, de forma que a série ({.15) é. em verdade, finita. Note também que g™ (z) # 0 somente se
2710y < |z| < 27™F1C para n > 1 e somente se x| > 271Cy para n = 0. Isso significa que

Se
g £0 = g < cylentt, (4.16)

'Em decorréncia da identidade to(z) + Y o | ¥n(Z)xn-1(z) = 1, Vz € R, (confira Observagdo 4.4).
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A cada linha ¢ € L(#), com v, # 0, associamos um novo rétulo ny, = 0.1, 2, ... chamado de
rétulo de escala da linha £. Podemos também associar um rétulo de escala a uma linha ¢ com
v, = 0 colocando ng = —1. De acordo com a observacao acima, o rétulo n; de uma linha ¢ diz,

. l l d (ng) . R
essencialmente, qual o tamanho do propagador g, “ associado. Isso é 1util para que se possa
isolar a contribuicao de arvores contendo propagadores muito grandes. Faremos isso de forma

detalhada adiante.

Definigao 4.5 Definimos O, como o conjunto de drvores Ty, diferindo apenas pela in-
troducdo dos rotulos de escala nos propagadores. Ou seja, as drvores de O, sdo eratamente

as mesmas de 7y ,,. a menos da introdugdo dos rétulos de escala nos propagadores. O

Com as defini¢ées acima, a expressao (4.12) se modifica para

ulfl = 3" val(), Val®)=| [] " I =|. (4.17)

ESISTY £cL(6) veE(8)UV (0)

onde a soma sobre todas as arvores em O, implica também em uma soma sobre todos o0s
possiveis rétulos de escala dos propagadores. Assim, para qualquer § € O, ,,, se N,(8) denota o
nimero de linhas de 6 em escala n, usando (4.17), (4.16), (4.3) e definindo |v(0)| = 3_ < gy Vv

podemos estimar

.

)
’ Val(9)| < Co_k'l ok1 gnok: Qk'le—N!V(e)l H Ic(kv)| H oniN.(6) 7 (4.18)
veLw(6) n=ngp

onde k; = |B(6)|. zveEW(O) ky, = ks = k — ki e ny ¢ qualquer inteiro positivo.
O problema agora ¢ estimmar N, (6). Para isso, precisamos introduzir alguinas defini¢oes

uteis.

Definicao 4.6 (Cluster) Um cluster T em escala n é um subconjunto mazimal de una drvore
0 tal que todas as suas linhas tém escala n’ < n e hd pelo menos uma linha com escala 1gual
a n. As linhas que entram em um cluster T ¢ as linhas que saem de T sao chamadas de
linhas externas. Dado um cluster T em escala n. denotamos por nt = n a escala de T. Além
disso. V(T). Eg(T). E(T). B(T) e L(T) denotam. respectivamentc. o conjunto de vértices.
bolas pretas. pontos finais. vértices mais bolas pretas ¢ linhas de T. Definimos. finalmente.

vr =Y epiry Voo Ezemplos de clusters sao apresentados na Figura 4.9. O
Definicao 4.7 (Grafico de auto-energia) U grifico de auto-enereia ¢ difo ser qualquer
cluster T de uma drvore 8 tal que

in

1. T tenha apenas uma linha entrando (F e umna linha saindo (5**:

2. O momento de T seja nulo. l.e.. v = Z”UEB(T) v, =0. Isso signiﬁca que V[iTn = y[%m_
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Chamamos de linha de auto-energia qualquer linha {3 que saia de algum grdfico de auto-
energia T. Chamamos de linha normal qualquer linha que ndo seja uma linha de auto-energia.

Fzemplos de grdficos de auto-energia sao apresentados na Figura 4.10. ]

Figura 4.9: Exemplos de clusters em uma
arvore de ordem k& = 33. No exemplo,
sem perda de generalidade, Ey (6) = 0, de
forma que E(8) = Eg(#). O ntumero entre
parénteses acima de cada linha denota a es-
cala do propagador. Assim, temos ny, = 3,
nr, =1, n, =8. nr, =2enp =9. Note
que T; C Ts e por isso nr, < nr. E claro
que existem outros exemplos de clusters na

figura ao lado que nao foramn apresentados.

Figura 4.10: Gréficos de auto-energia ein uina arvore
de ordem k& = 21. Note que, de acordo com a
definicdo, sé ha uma linha entrando e uma linha
saindo (carregando o mesmo moinento) nos gréaficos
de auto-energia Ty, Ty, T3 € 1. E claro (ue a escala
das linhas em1 T3, T3, Ts. T ¢ estritainente menor
do que a de suas linhas externas (afinal. gréficos de

auto-energia sdo clusters).

Observacao 4.8 E importante observar que devido & condi¢do Vpp = Vggue. a8 escalas assoct-
adas as linhas de entrada e de saida de um grdafico de auto-energia T devem diferir no mdzrimo
por uma unidade. i.e. |71(i_F - n.g%ul[ <1 (confira Observagao 4.4). Além disso. pelo fato de quc
T define um cluster. devemos ter np +1 < 111111{71(i+,,71.€%u1}. 0 que equivale a dizer que todas as
linhas no interior de T tém escala estritamente menor do que a escaia das linhas externas (3

out
e £

A observagao acima é muito importante pois dela decorre o fato de que devido a presenca
de graficos de auto-energia, pode-se ter o actimulo de pequenos denomninadores. De fato. a
explicacao heuristica para isso é a seguinte: imagine uma linha £ com uma escala muito grande

n¢ > 1 entrando em wn grafico de auto-encrgia 7. Essa linha, ao sair de 7. podera entrar em
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outro grafico de auto-energia 7’. Note que a linha que sai de T e entra em 7" também tem
escala ny, > 1. Esse processo poderd entao se repetir varias vezes, o que finalmente implica
em um numero grande de linhas em escala n, > 1, ¢.e., implica em acimulo de pequenos
denominadores?.

Na realidade, de um ponto de vista mais preciso, o problema dos graficos de auto-energia é
que néo conseguimos estimar de forma satisfatéria o numero de linhas de auto-energia em uma
arvore 6. Por outro lado, é fécil demonstrar (confira, por exemplo, [28]) que se denotarmos por

Nj°™(f) o nimero de linhas normais em uma arvore 6, entdo existe uma constante c tal que

NPm9) < 27T Y wy, (4.19)

onde 7 é uma das constantes Diophantinas que aparece emn (4.4). Assiin, suponha que possamos
negligenciar todas as linhas de auto-energia emn uina arvore 6 qualquer, z.e.. suponha que
possamos substituir N,(8) em (4.18) por N[°™(f) com a estimativa acima. Através disso,

obteriamos

o9}
[Val(®)| < Cyrhmighe O | [T [e®)] ] exp | @)l log2 3 n27™/" |,

ve Ew (8) n=np

para qualquer ny > 0. Assim, escolhendo ng = ny(k, ¢, 7) tal qued

o0
R
—K + ¢ log2 Z n2™" = 5

n=ng
teriamos

[ Val(@)] < Cfr e O [ TT je*)]
ve Ly (0)

Assim, usando que o numero de arvores com ordem fixada e mnodos fixados ¢ limitado por Cé"

e expandindo cada ¢**) e termos de drvores de acordo com (4.14). obterfamos no final®

W] < Cy(CyCo)f (4.20)

2 < 1/(C1C).

E claro que o resultado aciima é falso pois nao podemos simplesinente esquecer dos graficos

o que implicaria na convergéncia da expansao (4.7) desde que

de auto-energia ja que os mesinos se fazem presentes na expansao. A estimmativa obtida apenas
ilustra o fato de que todo o problema da convergéncia da série (1.7) reside justamente nesses

graficos de auto-energia (acimulo de pequenos denoniinadores).

2 . . . . . .
“Lembre-se de que quanto maior a escala de uma linha, maior o temanho™ do propagador associado (confira

Observagao 4.4).
3Note que isso é sempre possivel para ng suficientemente grande. pois a soma em n é convergente.
4Confira [27] e [28] para detalhes dos fatos usados.
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4.4 Propagadores Renormalizados

A dificuldade exposta acima é contornada através de um procedimento conveniente de resoma da
série formal (4.7). Conforme j& mencionamos, esse procedimento, aplicado com sucesso em [27],
jé havia sido introduzido anteriormente em outros contextos (confira, por exemplo, [28, 29] e
referéncias). A idéia é simples e elegante. Basicamente o que se precisa fazer é separar os
grificos de auto-energia que comparecem em (4.7), somé-los separadamente e reembuti-los na
expansao (4.7) através de novos propagadores (propagadores renormalizados). A nova expansio
assim obtida (com os novos propagadores) estard livre de gréficos de auto-energia, de forma
que uma estimativa como (4.19) (a qual implica em (4.20)) poderd ser conseguida impondo-se
condicoes Diophantinas adicionais sobre os novos propagadores. Veremos que serao justamente
essas novas condigoes que nao permitirdo a convergéncia uniforme de (4.7) no disco |¢| < =,

mas apenas em um conjunto de Cantor £ C (—=2o, €p).

Os propagadores renormalizados serao definidos iterativamente em funcao de suas escalas.

Denotaremos por gEn‘] o propagador renorinalizado associado a linha ¢ com escala n,. O pro-

. - n n ’ . . . ,
cedimento de se vestir o propagador g, J g£ 4 sera discutido emn detalhes a seguir e é a base
do método de resomna utilizado. Alids, como veremos, esse método ¢ inspirado no processo de

renormalizacao dos gréficos de massa em TQC.

Para a implementacgao das idéias discutidas no pardgrafo anterior, faz-se necessario a in-

troducao de algumas definigoes iniciais conforme segue.

Defini¢ao 4.9 (Valor de auto-energia) Suponha que os propagadores gy”] sejam fizados.

Dado um grdfico de auto-energia T que nao contenha nenhum outro grdfico de auto-energia.

definimos o valor de auto-energia associado a T por

Vr(w - v g) = =7 H g}"‘} H F,|. (4.21)
(e L(T; ve E(TH)UV(T)
onde v é o momento que entra em T através da Linha externa (. kr = |B(T)|. ¢ F, estd

definido em (4.13). Note que Vr(w -v:z) depende d¢ w - v através dos propagadores das linhas
em L(T). O

Definicao 4.10 Definimos OF,, como o conjunto de drvores de ordem k que ndo contenham
nenhum grdfico de auto-energia (drvores renormalizadas). Definimos ainda SZ_?H Como 0 con-
junto de grdficos de auto-energia de ordem k que ndo contenham nenhum outro grdfico de
auto-energia ¢ tal que a escala mdxima das linhas de T € SF, scja cxatamente n (graficos de
auto-energia renormalizados de ordem k e em escala n). Os propagadores das linhas das drvores

~ . n
de ©F, e SF, sdo os renormalizados. g} e, O

. : . . ngj . . .
Vamos construir agora os propagadores renormalizados g, © de maneira inteiramente formal.

=)
t



Fixemos z = v - w. Definimos inicialmente

vollzl)

1T

g Nzie) =g V(@) =1, ¢%z;¢) = gO(z) =

Definimos agora um propagador em escala 1 proviséria pela expressao®:

X0(|$|

g{l}(z £)
1T

Note que estar em escala 0 significa que |z| > Cp2™! e estar emn escala 1 (proviséria) significa
que |z] < Cp.

Considere agora a seguinte soma de arvores:

{1} {1} {1} {1} {1}
——‘;— + —; -+ «—@-—4—-@—4

M[O] M[O] M[O]

A “bolha” denotada por A% acia representa a soma de todos os gréficos de auto-energia em

escala 0 (note que as linhas externas tem escala (proviséria) 1). Assim,

A[[O] .’L' e 2=Z Z VT

k=1 TeSE,

Logo, formalmente, o valor da soma (geométrica) é

ot )<1 — MDI(z;

-2 ~ . [
> Cy277, cutao a soma acima definira realimente o propagador renor-

xo(lz|)

1 ) _
g (aie) ) i — MOz 2)xo(|z])

Se |iz — M (x; &)xo(|z])

malizado em escala 1. Se |1z — ]\I[”]( Sxo(lz])] < Cy27). teremos um propagador renormali-

zado em escala provisoria 2. Ou seja.

: i — MO (7 =)y .
M) 1w WA D), wa
ix — MONz: =) xol|x])
— AJ1 £)
{2} = . (' | X1 ’lf MUz ¢ \() I.T| ' Lo
g (z;2) PPy TP I ) . (4.23)

Para a definicdo de g?(z:2) (propagador renormalizado em escala 2). devenios considerar
a soma

{2} {2} {2} {2}
ST ST e
M[l] M[l] M[l]

5A notacgao ¢{"}(z: <) indica um propagador em escala proviséria n.
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onde

oo
f[ll CL‘ E Z VT

k=1TesF,

Note que os graficos da bolha M!!l devem conter pelo menos uma linha com escala igual & 1
(propagador ¢!!), j& que graficos s6 com escalas —1 e 0 j& foram somados em gf2}. Isso justifica
a definicdo do conjunto S,fn. A série geométrica acima nos leva a definir g/ e ¢!3 de forma

anéloga ao que fizemos em (4.22)-(4.23). Procedendo de forma indutiva, chegamos a seguinte

Definicao 4.11 (Propagadores renormalizados) Os propagadores renormalizados g["] =

g™ (w - v e) e as quantidades MI™(w - v;€) sio definidas da seguinte forma iterativa:

g z:2) =1, M(z:e) =0,
g[0|(a:;:) = 1/)0§:|1;"C|) ]\[lo](:r e} == 2:00Qp + Z Z Vr(z;¢)
k=1 TSR

Para n > 1, escrevemos

g"(z;e) = xollel)xi(liz = MOz €)]) - xuor(fiz — M2 (z;€)))

1
iz — M=1(z: 2)

x Yp(jiz — MM (2 €)])-

M () = MU () + M (2 9)xo(|2))x (Jix — MOz €)]) - -

X xa(liz = MV (2:2)))
= ZAI[J] ;) xo(lz])x1 Izz——M[O( b

x  x;(lix = MU )

MM (g 2) = Z Vr(z; =
k=1

=1TesK,
onde Vr(x;z) estd definido em (4.21). 0

Observacdo 4.12 O termo 2:¢9Qq que aparece em M (x: =) re-
presenta a contribui¢ao do grdfico de auto-energia 1 desenhado av
lado. Note que o unico propagador em T tem escala —1. devendo

contribuir para M\=Y(z;z). Entretanto. por razées de conveniéncua

futura, optou-se por definir MI="W(z;2) = 0 e adicionar a contr-
buigio 2¢c®Qq em MOz ¢).
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Observagao 4.13 Se uma linha ¢ estiver em escala n. entdo, escrevendo r = w - v, segue
que g" # 0 56 se xo(lz]) # 0, xa(lix — MO(z;€)]) # 0. ..., Xno1(lix — MP-A(z;e)]) #£ 0 e
Ya(liz — MIU(z;¢)]) # 0, ou seja

(2] < Co

liz — MO(z: )| < 271Cy

liz — MW(z:¢)| < 272C,

iz — MI=2(z;¢)| < 2-(=1(C,
‘Z.’L‘—M[n l] )| > 2 (n+1)C

di£0 = 4 = g < cyiontt. (4.24)

Definimos agora uma expansao renormalizada em analogia a (4.12)-(4.14). Para todo k > 0

e todo v € Z¢\ {0}, escrevemos

> Val(6), Va1(9)= IT g T |- (4.25)

0eOF, eeL(®) ve E(B)UV ()
Os fatores F, sao como em (4.13). As constantes uw := cl* sio fixadas como em (4.14), mas

o = e = Q) Q)

agora utilizando-se os propagadores renormalizados. Com efeito, ¢!

€
1
[k] = —_—— e > )
c 0] S oval(g). Vk>1. (4.26)
0€OLT o

Assim, a expansao renormalizada associada a (4.7) fica

= i =ky ["J i =k Z (15]671""". (4.27)
k=0

k=0 veZd

onde os coeficientes ul’ = u' }( ) estao definidos em (4.25) e dependem de = através dos propa-

gadores renormalizados. Note que u(#) nao define uma func¢io analitica em =.

O comportamento dos coeficientes ul¥ deve ser estudado impondo-se primeiramente certas
condi¢oes Diophantinas sobre os pequenos denominadores que aparecem em (4.25) através
dos propagadores renormalizados. Assini, seja g5 > 0 a ser fixado posteriormente e tome

z € (—&p,¢p) C R tal que
liw v — M- vie)| > Golv|™" . Vre Z\{0} e Vn>-1, (4.28)

onde Cy > 0 e 7y > 7 + d. Denotaremos por £ o conjunto de todos 0s z € (—zq,2¢) C R tais

que as condi¢oes Diophantinas (4.28) se satisfacam.

Notemos que coino @ ., esta livre de graficos de auto-energia e que os propagadores eni ull

sao limitados de acordo com a Observagao 4.13, assumindo as condigdes Diophantinas (4.28),

i.e., assumindo ¢ € £. da mesma forma que podemos demonstrar a relacdo (4.19). podemos
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provar que N,(8) < ¢27™/™ > ve(o) [Vo| para toda arvore 6 € ©F,. Ora, de acordo com as
andlises que nos levaram a (4.20), essa estimativa implica justamente na convergéncia de (4.27)
para |¢| suficientemente pequeno. Logo, o resultado fundamental que implica na demonstragao

do Teorema 4.1 é dado pelo seguinte lema, cuja prova encontra-se em [27].

Lema 4.14 Assuma que o conjunto £ tenha medida nao-nula e que para todo € € £ as fungoes
MI(z;¢) sejam CY(R) em x e satisfagam

|IMPl(z;6)| < Dle|, [0 MM(z;¢)] < DJe],

para alguma constante positiva D. Entdo, para qualquer drvore renormalizada 0 € OF,, tal que

Val(8) # 0. o nimero N,(0) de linhas em escala n satisfaz

onde ¢ € uma constante positiva apropriada. ]

4.5 Lemas Fundamentais

As hip6teses assumidas acima sobre as funcdes M (z;¢) e sobre o conjunto £ também sio

verificadas em [27]. Mais precisamente, temos:

Lema 4.15 Para = € £ ¢ para x tal que g™ (z:2) # 0. existem duas constantes positivas D e
D' tal que as fungoes MVl(x:2) sao C'(R) em 2 ¢ satisfazem

|M[j‘(a7:5)‘ < D|5|= |()1MI7](1-5” < D|5|
le(l': ) — MU"”(I:S)I <D (PRI

(1))

<

para todo 0 < j <n — 1. a

Lema 4.16 Ezistemn trés constantes positivas =y. b ¢ € tal que. para =4 suficientemente pequeno.
temos
meas(£) > zo(1 — bel) .
meas(&)

Além disso. llm ——— = 1. O
g0—0 220

As demonstragoes dos lemas aciima, apesar de longas. nao sao complicada uma vez que se
tenha dominado todo o tormalismo introduzido. O principal mgrediente talvez seja a utilizagao
das estimativas obtidas para |[M"(z: 2)|, |G MP(2:2)| e |0. MM (; 2)).

Observamos, entretanto, que a demonstracao do Teoreina 4.1 s6 estara completa se. final-

mente, conseguirmos provar que a expansao reunormalizada definida em (4.27), de fato resolva

a equacao diferencial original (4.6). Embora uim pouco trabalhosa, a demoustragao desse fato
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também ndo é complicada uma vez entendido o procedimento de renormalizagdo dos propa-
gadores implementado. Assim, em [27], completa-se a prova do Teorema 4.1 com mais um

lema:

Lema 4.17 Para todo € € £, a fungdo u(t) definida pela expansdo renormalizada (4.25)-(4.27)
satisfaz _
i=ge(Q +Qi),

onde g é o operador diferencial com kernel g(w - v) = 1/(iw - v). O

Conforme salientado no inicio, escrevemos este capitulo com o intuito de situar o leitor no
contexto do trabalho [27], pois 0 mesmo é de fundamental importancia para os demais capitulos
desta tese. Procuramos aqui enfatizar mais as idéias do que as questdes técnicas especificas
e. apesar de nao termos apresentado demonstracoes completas, acreditamos que os métodos

de [27] puderam ser entendidos.
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Capitulo 5
Localizacao Além da Terceira Ordem

Neste capitulo empregamos a técnica de expansao em arvores para geueralizar os resultados do
Capitulo 2. Em particular, analisamos o problema do efeito de localizacao dindmica que impli-
que em uma dependéncia da freqiiéncia secular ) superior & *. Veremos que a solucao desse pro-
blema se dd pela extrapolagdo do Teorema 2.1, pdgina 19, além da condicao (III) considerada.
Conforme serd demonstrado, obtivemos uma solugao geral para esse problema. Cornegamos

com uma rapida recapitulacao de alguns pontos importantes discutidos nos Capitulos 1 e 2.

5.1 Fatos Preliminares

Conforme discussdo do Capitulo 1, a andlise perturbativa do efeito de localizacao dindamica é
feita através da relacdo entre wna solucgao particular g da equagéo de Riccati (1.17), pdgina 10
(ou, equivalentemente, (4.6)), ¢ o operador de evolugdo U(t. ty) associado ao Hamiltoniano

(1.3), pagina 3. De acordo com o Teorema 1.1, definindo-se U(t) = U(t.0), tem-se

R(#)(1+ 19(0)S(¢)) —12R(#)S(t)
Ut) = , (5.1)
—izR(t)S(t) R(t)(1 —1ig(0)S(t))
R(t) := exp (—1/0 (f(t) + g(t)) df') (5.2)
S(t) = /’ R(t)2dt, (5.3)

tal que ®(t) .= U(t)Py ¢ solucdo da equacao de Schrodinger i0,®(1) = Ho(1)®(t) com valor
inicial ®(0) = ¢, € C2.

Os Teoremas 1.3 e 2.2, paginas 15 e 20, afirmam que no caso periédico e sob as condi¢oes
(I), (IT) e (III), as quais em termos das defini¢des introduzidas no capitulo anterior podem ser

escritas como
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(I) (@) #0;
(II) (Q) =0, mas (Q1) # 0, onde Qy(t) := Q(t) f(f dt'( Q@' (t) = (Q@71));
(II1) (@) = (Q1) =0, mas (Q3) # 0, onde Qs(¢) (1) fy dt(Qi(t) = (Q1));

o operador de evolugdo U(t) é posto na forma de Floquet abaixo

U(t) = ( Un(t) Una(?) ) _ ( Un(t) Unlt) )

Un(t) Ux(t) —Une(t) Un(t)

com
Un(t) = e ugy (t) + e ufl(t), Uro(t) = e~ up(t) + e UB(t)-

Além disso, as funcoes uf; e uj, apresentam expansées de Fourier absolutamente e uniforme-

mente convergentes

w.ut ww'!
ufy (t E Ui ( : ugs(t E Ui :
veZ veZ
Finalmente, Q) e os coeficientes de Fourier U (v) e U5 (v) sdo expressados em termos de séries

de poténcias em ¢ absolutamente convergentes. A expansao de €) é explicitamente dada por
(confira (1.36), pdgina 17).

Q=Q() = (f) + (9) = fo+1e(Qu) = fo+ie Y Q)™M (2)), (5.4)

onde a partir de agora trabalharemos coni a expansao para a funcao u introduzida no capitulo
anterior.

De acordo com [4] (confira também [5. 6]), a evolucao qualitativa do sistema descrito pelo
Hamiltoniano (1.3) pode ser entendida ewmn termos da fregiéncia secular §2: longos tempos de
transicao entre os dois niveis do sistema estao relacionados com uma dependéncia fraca de (2
comn relagdo a € (i.c.. Q < 1).

E claro que 2 deve ser um nuimero real visto que a matriz L'(¢t) é unitdria para todo ¢ € R,
por se tratar de uin operador de evolucao de un sistemma quantico. Entretanto. nenhuma prova
desse fato havia sido apresentada e trabalhos anteriores. Nesse sentido. temos demonstrado
agora o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Considere uma solugao particular g da equagao de Riccati generalizada (1.17).
pagina 10. tal que g € L>*(R). Entao.

l L S{g(t)}dt =0

m S{g(t)}dt = 0.

- -T

ou seja. (I{g}) =0. O
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Prova. A demonstracdo do resultado consiste em uma manipulacdo conveniente da equagao
(1.17) juntamente com uma aplicacdo da propriedade de limitacao satisfeita pela solugao par-

ticular g escolhida.

Comecamos separando a parte real e a parte imagindria da solucao g. Escrevemos
= R{g(t)} +iS{g(t)} = z(t) +iy(t).
Note que z: R — R e y : R — R. Substituindo a decomposigéo acima em (1.17), resulta
(2 +4y) — i(x? — y® = 2ixy) — 2if(z +iy) +ic? = 0.

Igualando a parte real e a parte imagindria do lado esquerdo a zero, obtemos o seguinte sistema

acoplado:

T=—-2zy—2fy
y=1a2—y*+2fr &

Agora multiplicamos a primeira das equagoes acima por r e a segunda por y € somamos os

resultados. Com efeito, temos

ir+gy= -1y —yP -ty = —(2?+ ¢y + Dy

Notando agora que 2z = %dix“z (o mesmo valendo para y) e que 72 + y? = |g|?, resulta
1d
S =lgl? = ~(lgf + %)y

Como |g|? + 22 > 0 para todo ¢ € R (note que R 3 = # 0), escrevemnos

1 df|9| 1d

y=——-——"-L =———111 gl + 7).
Portanto,
lim — Tt]r— li 1 T4 dt
Tgrolcﬁ._Ty()( = OTI-I,I;cﬁ Tﬁn (19]* + =*) d
T
1 1 . ‘
= —— lim —In(|g]* + * = 0.
> :I;CQTI(' Fe))
uma vez que g é limitada. O teorema estd provado pois y(t) = S{g(t)}. [ |
Corolario 5.2 A frequéncia secular §2 em (5.4) € real. a

Prova. Se f em (1.17) for quase-periddica, entao

1 T
Q= (ggp) = hm ﬁ/ ggp(t) dt .

83



onde g4, é uma solugao particular quase-periddica de (1.17). Nesse caso, gqp € L*(R) e pelo

Teorema 5.1,

I I
{0} =< lim — t)dt > = lim — R dt =
S{2} J{ngc T _Tg( ) } Rl S{g(t)}dt =0,
logo 2 € R. E claro que esse resultado se estende imediatamente quando f em (1.17) for
periddica. . [ |

Voltando a discussao sobre o efeito de localizagao, estabeleceu-se a seguinte relacao entre as
condigdes (I), (II) e (III) e a expansao para a freqliéncia secular €2 (confira Se¢do 1.6, pagina 16):

e Sob a condigdo (I): Q = fo+ O(e)

e Sob a condicao (II): Q = fo + O(&?)

e Sob a condicao (III): Q = fy + O(e%)
Entao, se fo =0,

e O = O(¢) quando (Q) # 0. Essa situacdo ja havia sido estudada por diversos autores
(confira as referéncias de [4]). Como a expansao completa de {2 em ¢ nao era conhecida,
acreditava-se que a expansao de {2 até primeira ordem era um resultado exato. Caso o
coeficiente em ordem ¢ se anulasse, o que de fato ocorre na condigéo (II), acreditava-se que

o efeito de localizacgdo era exato. Entretanto, sabemos que ele s6 pode ser aproximado.

e A condicdo (II) ndo pode ser satisfeita quando f, = 0. de forma que nao se pode ter
Q2 = O(c?). Confira discussao em [2, 5].

e Entretanto. existem situacocs onde 0 = (O(z?). as quais ocorrem justamente sob a

condi¢ao (III). Esse efeito de localizagio é aproximado. e nio exato como coujecturado

inicialimente.

E sabido que as condi¢des (I). (II) e (III) néo esgotam completamente as classes da interacao
f introduzida no Hamiltoniano (1.3). Na realidade. essas classes sdo definidas em termos
dos coeficientes de Fourier f,. Como, em principio. f pode conter um numero infinito de
coeficientes f, emn sua decomposicio. condi¢oes além de (III) sdo esperadas. Nesse sentido
se da a importancia de generalizarinos os Teoremas 1.3 ¢ 2.2 para condigoes além de (III).
Dessa forma. poderiammos, emn principio, investigar efeitos de localizac¢ao mais exatos do que o
apresentado pela condigao (I11). Passeinos a partir de agora a exaimninar esse problema com o

auxilio do ferramental introduzido no capitulo anterior.
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5.2 Extrapolagao das Condigoes (I), (II) e (III)

Conforme discutido no Capitulo 1, as condigdes (I), (IT) e (III) assumidas nos Teoremas 1.3
e 2.2 servem para assegurar que o procedimento de eliminacao de termos seculares da solugao
procurada seja bem sucedido (confira a Secao 1.4, pdgina 10). No contexto do capitulo anterior,
onde efetuou-se uma expansao direta quase-periddica para a funcao u, solu¢do de (4.6), tais
condigoes garantem que os coeficientes de Fourier uék) = c*) sejam devidamente fixados. Vamos
entender isso melhor.

De acordo com a Secdo 4.1, pagina 64, os coeficientes c*) sao determinados a partir da

resolucdo iterativa das equacoes

0 = (Q "o+ Qo(c)?,

(5.5)
0=y S Quoulul? = ([QuA*N) | k> 2
ki+ka=k—-1vo+vi+rv2=0
e, para todo v € Z4\ {0},
( W9 = 0
. 1 _
(iw-v)ud) = Q7Y +Qu(c)?, (5.6)
(w- vyl = Y > Quoullullr . vk >2.
k1+ko=k—1 vot+vi+rva=v

Assim, se (Q) = Qg # 0 (condigdo (1)), encontramos ¢! = i({Q~1);{Q))/? da primeira equacio

1 - . : : : .
de (5.5), u) da segunda equacgao de (5.6) e assim por diaute conforine a cadeia abaixo

A0 UE,]) S A VA SR ULJ') — ) u’y]“) ... (5.7)

Serd que a condi¢do (@) # 0 utilizada para a fixa¢do da constante ¢** é a iesma a ser utilizada
na fixacao de ¢®), para todo k > 1 ? A resposta a essa pergunta ¢ afirmativa. De fato, como
w? =0, Vv ez \ {0}. segue de (5.5) que

20V Qq = — Z Z Quouiﬁ”uﬁ,"f) = termos em ¢*¥=2 0

k1+ka=k—-2vo+v1+v2=0

para todo k > 2. Note que coln essa expressao, apenas assumindo a condicao (Q) # 0. podemos
determinar iterativamente o conjunto de constantes {¢®} X | conforme o esquema (5.7).
Assim, a condic¢ao (I) serve para garantir a consisténcia da solu¢do formal (4.9) com os
coeficientes v’ satisfazendo (5.5)-(5.6), determinados segundo (5.7). A questao natural que se
coloca agora é se o esquema (5.7) deixa de valer quando (@) = 0. Nesse caso, ¢/® nao pode

ser fixado da primeira equagido de (5.5), pois a mesma se anula identicamente. Procuramos
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fixar ¢© a partir da segunda equagdo de (5.5), a qual se expressa (lembrando que vy’ = 0,
Vv e Z9\ {0})

0 = 2¢Mc0Q4 + 29 Z Q_,ull
v#0

W -V

= 2C(I)C(O)QO + QC(O)IZ [Q_V(Q_I)u.*' Q—UQU(C(O))2 ’
v#£0

onde, na ultima passagem, substituimos a expressao de u) dada em (5.6). Note agora que

Q_.Qv
Z W -V =0

v#£0

e que como Q7(t) = Q(t), tem-se Q_, = (Q1),, Vv € Z?. Assim.

0= 2c(1)c(0)Q — 200 Z Q"

l(.l)l/

A observacio crucial neste ponto é que podemos fixar ¢(® da expressio acima uma vez que

(Q) = 0, o que implica no anulamento do termo proporcional & ¢!’ (incégnita). Além disso,

Z Zlf"u = <Q(t) /Ot Q‘l(t’)dt’> =(Q1) #0,

obtemos c(O) = 0. Portanto, sob as hipéteses da condigdo (II), a saber (Q) = 0, mas (Q,;) # 0,

temos v = 0. Vv € Z¢. Embora a anlise seja um pouco mais complicada que a anterior,

assumindo que

segue de (5.5) que a condigdo (Q;) # 0 também é suficiente para fixar as demais constantes

c®) k> 1, quando () = 0. Na verdade, pode-se provar por inducéo a partir de (5.5)-(5.6)

que W =0 para todo k par e todo ¥ € Z? Assim. sob a condicio (II), a expansdo da
fungao g = 7=Qu. de acordo com (4.7), é efetiva no parametro A = =* (confira o Teorema 1.2,

pagina 14). A analise completa da condicao (II) e da prova de convergéncia da expansio para
g no caso periddico é apresentada em [2, 3].

E claro que pode ocorrer que tanto (Q) quanto (Q;) se anulem. Como vimos. esse caso
é particularmente interessante para o estudo do problema da localizagdo dindmica, onde a
expansao em ¢ para a fregiiéncia secular 2 é da ordem de z3. Essa situacdo também pode
ser remediada através de uma andlise cautelosa das equacoes (5.5)-(5.6), o que permite fixar o
conjunto de constantes {c*¥)}° e os demais coecficientes uX vezd \ {0}, de acordo com o

esquema (5.7). desde que se assuma adicionalmente

<Q(t) / " Ql(t'>dt'> = (Q5) #0

As hipéteses de que (@) = (Q;) = 0. mas (Q3z) # 0, correspondem & condi¢do (III). analisada
em detalhes no Capitulo 2.
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Salientamos que os resultados de [2, 3, 4, 5] foram obtidos fora do formalismo de &rvore
introduzido em [27], discutido no capitulo anterior. As demonstragoes presentes nesses traba-
lhos baseiam-se na direta manipulagao algébrica dos coeficientes envolvidas na expansiao (4.7),
embora se tenha trabalhado com uma expansdo equivalente para g, solugao direta de (4.1).

A seguir descrevemos nossos resultados no sentido de generalizar o procedimento de fixagao
das constantes {¢¥)}3 discutido anteriormente nos casos (I), (I1) ¢ (III). Procuramos encontrar
a solugdo mais geral para esse problema dentro do formalisimo de arvores introduzido em [27].

Primmeiramente. devemos notar que as equagées (5.5) podem ser escritas como

> Val(@) =0. Vk>1,

beT, 4

onde 7}/ é o conjunto 7y ¢ excluindo a arvore! que representa c*) (é claro, por definicdo, que

tal drvore pertence a Ty ).

Seja 8 € T/,. Devemos extrair explicitamente o valor dos coeficientes k) v e Ew(6) =

1V (8). de Val(f). Para isso. introduzimos a seguinte

Definicao 5.3 Seja 0€7;,. k>1. v€Z2%. Definimos 0\1V(0) como a drvore 11'(f)-amputada
gerada pela amputagdo do conjunto de bolas brancas W (8) de 6. Ou seja.

Val(6) e kowe =k — Z k, = |V(0)] + |Es(8)],

(ke
H ¢ veW (6)

veW(9)

Val (0\W(8)) =

onde kg\1v(9) denota a ordem da drvore W (0)-amputada. Definimos também T, m,, como o
conjunto de todas as drvores de ordem n+ m com n > 1 vértices. 0 < m < n+ 1 bolas pretas.

e momento v através da linha raiz. Mais precisamente.
Tomw ={0€ Thimy : [V(O)|=n.|Eg(@)|=m}.

Note que se uma drvore em 7T, ., apresentar bolas brancas. todos os seus rétulos de ordem

serdo nulos. Amputamos agora todas as bolas brancas em 7T, ;n..,. Isso define o conjunto
Tome ={O\W(®) : 0€ Thmo} .
Finalmente. para todon > 1 e todo 0 <m < n+ 1, definimos

Gum = »_ Val(f). ' (5.8)

Podemos notar que G, representa a soma de todas as possiveis drvores com n vértices e m
bolas pretas tal que os n + 1 — m pontos finais restantes sao amputados e o momento através
da linka raiz é nulo. Por completeza definimos Go,1 := (Q™ Vo = (Q™") = (Q). Mostramos na

Figura 5.1 a representagdo diagramdtica de Gp) € Gpm. paral1 <n<2.0<m<n+1. O
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1

Figura 5.1: Representacao diagramnatica de Go1, Gro. Gi1, Gia, G20, G2, Gag € Gasz. A
linha raiz carrega momento nulo e todas as arvores. Chamamos de pernas amputadas aquelas
linhas que partem das bolas brancas amputadas. Conforme indicamos na figura, todos os

propagadores associados as pernas amputadas sao triviais.

Temos provado o seguinte resultado fundamental em nossa andlise:

Lema 5.4 Seja k > 1. entao

k min{n,k—n} n+l-m
> Valif) =) Z Gam D, I &+ 2K Gz k. (5.9)
0ET,::0 n=1 Kk =1
onde
n+l-m
le;,m = kieN... . k-m€EN Z ki=k—(n+m)
e A € tal que A(k) =0sek é par e A(k) =1 se k é impar. O

Prova. Seja k > 2 um inteiro par e # uma &rvore arbitraria em 7;/,. Suponha que ¢ tenha n
vértices. Evidentemente. 1 < n < k, o que deixa espago para n+ 1 pontos finais em 6. Suponha

agora que 6 tenha m > 0 bolas pretas. O ntmero de bolas brancas em 8 é, entao

W (8)| = |E@®)| — |Es(8)| = n+1—m. (5.10)

iConfira a Figura 4.2. pagina 66.
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Queremos encontrar o valor maximo de m dado que a arvore 6 é de ordem k em tem n vértices
dados (1 £ n < k). Primeiramente notamos que § deve ter pelo menos uma bola branca ja que
k é par. (De fato, caso contrario, todos os pontos finais de 6 seriam bolas pretas, de forma que
k= |V(0)]+|BO)] + > ,cw) kv =n +n+ 1, que é impar). Assim, segue de (5.10) que

1<n+1-m = 0<m<n. (5.11)

Outro vinculo importante segue de k = [V (0)|+|B(0)|+3_ e () kv- Notamos que 3, 1y () kv =
0, a igualdade ocorrendo quando todos os rétulos de ordem das bolas brancas em 6 forem zero.
Portanto,
0< Z k,=k—(n+m) = 0<m<k—-n. (5.12)
vEW (6)
Da intersecgdo de (5.11) e (5.12), concluimos que 0 < m < min{n, k — n}.
Seja TF .0 = {0 € Txo : |V(9)] = n,|Ep(f)| = m}. Uma vez que concluimos que uma
drvore arbitraria em 7;/q tem 1 < n < K vértices e 0 < m < min{n.k — n} bolas pretas,

seguindo a Definicao 5.3, podemos escrever

k min{n,k-n}

> val(d) = Z oo Y vae\we) J]

S m=0  geTk veW ()

n,m.0

k min{n,k—n} n+l-m

=Z o) vale\w(9) ZHC>

=1 m=0 UETn m,0

71 m

k min{n.k-n} n+l-m
=2 2 > V) Z Il «
n=1 m=0 UC'I" m.0 n ™m

o que prova (5.9) para k par.

O caso onde k > 1 é fmpar é idéntico. exceto pelo fato de que na soma Zoe’r,;_o existe a
contribuicao de arvore de ordem £ tal que todos os seus poutos finais sejain bolas pretas. Para
tal drvore, |V (0)| + |Eg(8)| = k e |E(8)| = |V(8)| + 1 = |Eg(f)|. Portanto, |[V(8)| = (k—1)/2
e |Eg(8)| = (k +1)/2, dando a contribuigao Gk

g1 emn (5.9) para k Iinpar. [

O Lema 5.4 nos diz que o problema de deterininar as constantes {¢'*1}2 ¢ equivalente ao

de se resolver o seguinte conjunto de equacoes nao-lineares acopladas:

k min{n,k-n} n+t—m
Z ZO GZ H AMGagiigs = 0. k=1, (5.13)

11 m

Salientamos que os coeficientes G, ,,,. dados em (5.8), sao funcoes de (Q e Q™! somente, portanto.
sio independentes de c(*). Chamamos (5.13) de equagées centrais, visto que nossos resultados

seguirdao da resolugao das mesmas.
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Com a intengdo de generalizar a discussao prévia a respeito do aparecimento das condigoes
(I), (II) e (III), quando da fixagdo das constantes {c*)}$  propomos agora resolver o seguinte
problema geral: primeiramente assumimos alguma condi¢ao que implique no idéntico anula-
mento das ko primeiras equagdes de (5.13), ko > 1, mas néo no anulamento da (ko + 1)-ésima
primeira. Dada essa condicdo, desejamos fixar ¢® a partir da (ko + 1)-ésima equacéo de (5.13),
a qual nao se anula identicamente, e a partir da (ko+1+7)-ésima equagao de (5.13) pretendemos
fixar c¥), para todo j > 1.

E importante notar que a condi¢do (I) implica no ndo anulamento da primeira equacdo de
(5.13). A condi¢ao (II) implica no anulamento da primeira equagao de (5.13), mas ndo da

segunda. J4 a condigdo (III) implica no anulamento da primeira e da segunda equacdo de

(5.13). mas nao no anulamento da terceira. De fato, escrevendo (5.13) para k = 1,2.3, temos

((G1o(c®)? + Goy1 = 0
Gl,o(QC(O)C(I)) + GI,I(C(O)) + G2,0(C(O))3 =0

Grol(c™)? + 2¢9c@] + Gy (V) +

L Ga0(3cV(c@)?) + Go1(c)? + G30(c@)* + Gy, = 0.

Agora, calculamos explicitamente o valor analitico dos coeficientes G, ,, acima com base nos

diagramas da Figura 5.1. Para G e Gp,; temos simplesmente

Gio = Qo = (Q). Go1 = (Q ") = (Q).

~

O célculo de G, ; é bastante simples. Lembrando que @, = Q_,, para qualquer v € Z¢,

resulta
Guum2 Y fel =220y L o low [wew - @) = 2.
iw -V iw - v 0
vo+ri=0

A passagem da segunda para a terceira igualdade aciina pode ser verificada facilinente
calculando-se explicitamente o lado direito e verificando-se a identidade.

O célculo do coeficiente G5 é bastante siinples tambéini. Temos,

Coo=2 3 Q"ﬂ—Q",é_ZQ"Q— 0.

W -V, W -V

V0+V6=0
Prosseguimos para o computo de Gy,;. Analogamente aos célculos anteriores. obtemmos

QVOQV{)(Q_J)W , Qquu;,(Q*l
Goy = 2 Z (1w - vp) (iw - vy) + 4 Z (iw - vy)|iw - (v}, + V1))

vo+v6+ul=0 vo+v6+v1=0

2 Y Gadonall Ju 2<Q( >/ A (Qi(t >—<Ql>> = 2(Qs).

ZUJV ZUJV
et 0) 1)
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O coeficiente G, é dado por

_ Quo(@ 1w (@ Duy o)
G2 = Z (iw - vi)(iw-vy) <Q(t) (/0 ar'Q (t)) >

vo+v1+v2=0

Voltando um pouco a notagao utilizada na Se¢do 2.2, pagina 21, notamos da expressido acima
que G15 = M(1]0). Mas de acordo com a Proposicao 2.9, pagina 27, tem-se M (1|0) = 2(Qj).
Assim, Gy = Go1 = 2(Q;3).

Finalmente, o coeficiente Gz é dado por

Qququug’ . : ’ ’ g " I _
D DN s i e <Q(”/o a0t | arQu )> -

vo+ry+ry=0

em vista do item (6) da Proposi¢ao 2.3, pagina 21.

Concluimos dos calculos acima que (5.14) pode ser reescrita como

’ JS—

(@) + Q) =

4 AQ2cVeD) + 2(Q1)(c@) = 0 (5.15)

| (@) + 2¢0eP] + 2(Qu) (V) + 2(Qs)(c?)* + 2(Q3) = 0,

o que demonstra a afirmativa feita no pardgrafo anterior a (5.14).

Voltemos ao problema geral de se resolver (5.13). Como hip6tese inicial, assumimos que as
ko primeiras equagoes de (5.13), ko > 1. se anulem identicamente. Isso equivale & escrever
Gpm =0. 1<n<ky, 0<m < min{n, kg —m},
(5.16)

ko — 1
Gugr o =0, 1<n<2m+1,0<m< [ 0’) J :

2

P

De acordo com a idéia original, pretendemos fixar (% da (kg + 1)-ésima equacdo de (5.13). A

mesma pode ser escrita como

ko+1 min{n,ko+1-n} n+l—-m
Z > Gam > JI ™+ A%+ 1)Gig sz = 0. (5.17)
2
m=0 kog+1  i=1

n.m

E claro que muitos dos termos de (5.17) sao nulos devido as condicoes expressas em (5.16).
Precisamos determinar quais termos restamn. Esperamos que esses termos dependam somente
de ¢ em vista do que aconteceu anteriormente na analise dos casos (I), (II) e (III). Primeiro

temos provado o seguinte resultado importante:
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Lema 5.5 Seja k > 1. entao

k+p min{n,k+p—n} k  min{n,k—n} min{n,k+p—n}
Z Z G"’m = Z Z Gn m + Z Z Gn.m
m=0 L J_H m=min{n,k—n}+1

k+p min{nk+p—n}

2 2 Cam,

n=k+1 m==0

para todo p > 1. =)

Prova. Primeiramente separamos a soma em n para aqueles valores que sdo menores ou iguais
a |k/2]; aqueles que sao maiores do que |k/2] e menores ou iguais a k; e aqueles que sdo
maiores do que k:

L

2 min{n,k+p—n} k min{n,k+p—n} k+p min{nk+p—n}
YUY Gt XY Gunr Y 2, Gun
n=1 m=0 n_LZJ m=0 n=k+1

Agora, para 1 < n < |k/2]. estd claro que min{n, k + p — n} = n = min{n, k — n}. Por outro
lado, quando k/2 < n < k, segue que min{n, k+p —n} > min{n.k —n}. De fato. se n > k/2,
min{n,k —n} =k —n < k+p—n. Além disso, min{n,k — n} =k —n < n, de tal forma que

min{n, k+p—n} > min{n, k —n}. Portanto, as duas primeiras somas da equacao acima ficam

L%_I min{n,k—n} k min{n,k—n} min{n.k—n}
Guam+ 3, 2, Gamt > Y e
n=1 m=0 n= %J'H ,n__l__J_Hm min{n,k—-n}+1
k  min{n,k-n} min{n,k—n}
D DHD SRS SRS DENC
n=1 m=0 n_|_2J+1 m=min{n.k—n}+1
provando o resultado. [ |

5.2.1 Determinacgao de ¥

Segue das condigoes (5.17) e da aplicacdo do Lema 5.5 & equacdo (5.17) o seguinte resultado

fundamental que nos permite determinar (9.

Proposicao 5.6 Para todo k € Z, defina o polinémio

k+1

S Cuksron?™ + Alk+1)Cy s
n=|3)+1

Assuma as condigoes (5.16) para algum ko > 1. Assuma também que Py, ndo seja identica-

2. VreC. (5.18)

NI?"

')

mente nulo. Entdo. a constante ¥ deve ser fizada como uma raiz de Py,. m
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Prova. Trabalhamos com (5.17). De acordo com o Lema 5.5. temos

ko min{nko—n} ko+1 min{n.ko+1—n}
ko+1 ko+1 /
E E Gum Cno,j; + g E Gam C’n"’: + Aho+ 1)Grg sgr2 = 0,
2072
n=1 m=0 n:I.%QJ +1 m=min{nko—n}+1

onde, para abreviar, definimos

n+l—-m

chort = Y] W

ko+1 i=1
K:n(,)m

Notamos que, pelas condigoes (5.16), a primeira soma da equagio acima se anula identicamente.

Assim,
ko+1 min{n,ko+1—-n}

>, 3N GamC + Alko+1)Gig e = 0,

n= LLZQJ +1 m=min{n,ko—n}+1

Observamos agora que como ko/2 < n < kg + 1 na primeira soma, segue que min{n, kg —n} =
ko —mnemin{n.hy+1—n} = ko +1—n. Defato. min{n.hy—n} =hy—n & n > ky/2 ¢
min{n, ko +1—-n} =hko+1—n e n>ky/2+1/2. Portanto.

ko+1

Z Gn JKo+1—n Cn ko+l—n A(’1‘0 + 1)G kot+2 = 0,

2

Agora, como IC,A;‘_’;)LI_H ={k € IN,... kopp, € N : ZZ"_kOA =0} = {0,...,0}, segue que

1=]
ko+1 — (A0 2n—k . ) e . R . {0z
Crdpor1-n = (¢7)#17F0 de tal forma que a equagao para fixagdo de ¢ ¢é

k0+l
‘ 0)\2n—k _
> Gkt on (V7R 4 Ak +1)G e = 0. (5.19)
71:[%9J+|
E claro que. se ko for impar. pelo menos um G, <1 0. ﬁ’f—' < n < i+ 1 deve ser diferente
de zero. caso contrario (5.19) se anularia tdenticamente. Se Ay ¢ par. Gk(, kg2 = (). eutao.

i A
novamente, pelo menos il Gy pg41-n. = + 1 < n < Ay + 1 nao deve ser nulo. Se. entretanto.

G‘—;Q sgr2 # 0 e Gyigr1-n = 0, para todo A—;’ +1 < n < ko+ 1, (519 ndao apresenta solucao ¢
272 -

nao podemos resolver (5.13). Excluimos essa possibilidade ¢ assumimos a partir de agora que
(5.19) tenha uma solucao. Para serimos mais precisos. definimos. para rodo Ay > 1. o polindmio
Pro € (5.18). Observamos que Py, ¢ no maximo de grau ko+ 1. Aléw disso. Py, () = Py, (=)
se kg 6 par. ¢ P, (@) = =Py, (=) s ko ¢ impar. Estd claro de (5,191 ane a coustante 'V deve

ser fixada como wna raiz de Py,. |

5.2.2 Determinagao de ¢V, j > 1

Ja sabemos como fixar ¢!%. O problema agora é fixar iterativamente - a partir da (Ag+ 1+ j)-
ésima equacao de (5.13). E claro que neste ponto estamos assumnindo que todas as constantes

O, ., D anteriores j4 tenham sido determinadas pelo procedimento iterativo.
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A equacao (5.13) para k = kg + 1 + J € escrita como

ko+1-j min{n,ko-+14+7—-n}

S S CumCE o Akt 14 )Cages szt = 0, (5.20)
2 ¢ 2
n=1 m=0
onde definimos
n+l—-m
SRR
'nm =1

para todos k > 1.1 <n < k, 0 <m < min{n, k —n}. E conveniente também definir

n+l—-m
n m § | | C
Lk i=1

n.m

onde a diferenca com relacio a C*  estd no conjunto

n,m

n-+1l—m
/Cfl mi=shkeN Ry, € IV Z ki=k—=m+m), ki<k—(n+m),. (521)
=1

definido para todos k> 1,1 <n < k. 0 < m < min{n, k —n}.
Novamente. a aplicagao do Lema 5.5 juntamente comn as condigoes express'as em (5.16) a

equacgao (5.20) nos leva ao seguinte resultado:

Proposicao 5.7 Assuma as condigoes (5.10) para algum kg > 1. Assuma também que o
{ 0 = q
polinémio Py, definido em (5.18) admita um zero simples e que a constante % seja escolhida

como esse zero. Entao. para todo j > 1. temos

1 . .
) — ko (0 =1 -1
(M= —— G (L MTHQ.0Q7T)
D/ th J
TA‘()(( )
onde a fung¢ao gko cstd definida cem (5.241 ¢ depende somente das constantes O A=V e
dos coeficientes de Fourier de () ¢ (7. ]

Prova. Aplicando o Lema 5.5 a equagao (5.20). obtemos

b min{n,ko—n} ko min{n.kp+1+j—n}
2 : ' ho—1—J z ko+ 147
§ C’n.mc an - GH m Cn m
n=1 m=0 1= [ﬂ)gJ +1 m=min{n.ko—n}+1
IS somin{n ko b g0
ko+1— . : 1 —
+ E § C’Tlmcnm + A(A()+1+1)GMM = 0.
2 T 2
n=kp—1 m=()

E claro que a primeira soma acima se anula identicamente devido as condicoes (5.16). Na

segunda soma. como ko/2 < n < hy. segue que min{n,ky — n} = kg — n. De fato. hy —n =
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min{n, ko — n} & n 2 ko/2. Portanto, a ultima equagao pode ser escrita como

ko min{n,ko+1+j—n}
— E ko+1+j § : ko+1+j
0 - G'Il Jko+1—-n Cn Jko+l—-n Z Gnym Cn?m ¢
'n,=|_—2QJ+1 n=|.£2QJ+1 m=ko+2-n
ko+1+j min{n,ko+1+j—n} .
-+ E E Gn,m C:?n‘tl‘ﬂ -+ A(ko +1+ ]) GkQ+j kg+2+j .
- z ' 2

n=ko+1 m=0

Inserimos agora o termo Giyq1, OCko 41,0 7 da terceira soma acima na primeira soma.

ficamos com

ko+1 ko min{n,ko+1+j—n}
0 = Z Gn,ko+1—n CZOI;:.I:ij n + Z Z Gnvm C:?:z-l-}-j
:I_%QJ+1 n:LL'zQJ_H m=ko+2—n
ko+1+7 ko+1+j min{n,ko+1+j—n}
4 Z Gn o Cko+1+g + Z Z Gn,m CS?:;H]'
n=ko+2 n=ko+1

+ Ako+1+7)Groti kgtots -
T 0 2

A primeira soma na equacao acima tem uma parte proporcional & ¢). De fato,

2n~ko
ko+1+j - .
Koeitn = ki €N, g €N 2 > ki=j 5,

i=1

(5.22)

Assim,

(5.23)

de tal forma que pelo menos um k; = j e os outros 2n — kg — 1 sdo nulos (note que existem

2n — ko possibilidades para k; = j). E claro que existemn outras solucoes tais que k; < j, mas

af todos os ¢**) ja sdo conhecidos do procedimento iterativo. Portanto, escrevemnos a primeira

soma de (5.23) como

ko+1

€1 Gukerron (20— ko) (V)20 t | 4 FRI(E, L O70Q,Q7Y),

n:l_ QJ-H

onde, de acordo comn a definicdao (5.21) para IC,'i m- Lemos

ko+1 2n—ko
k0.3 ¢ (O 7—1). -1y ._ § : § : k
f} (('( )a--'aC(J )wQaQ ) - Gn,k0+l—11 H C( )
Sy
Agora a segunda somna em (5.23) somente depende c{?. ..., U~V De fato, como para todo

|ko/2] +1 <n < ko e m =ko+ 1+ n na primeira soma de (5.23) obtivemos no méaximo c%,

adicionando uma bola preta a mais como fizemos em (5.23) resultard no méaximo em cU~V,
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Portanto, é possivel escrever

ko min{n,ko+1+j—n}

f;o’j(c<0),...,c(j"l);Q,Q‘l) = Z G'n,mC,’f?,'nHH.

n= I-%QJ +1 m=ko+2-n

Finalmente, a terceira e quarta soma em (5.23) somente dependem de ¢(@,.. . ¢~V pois

j — 1 é o maior rétulo de ordem que aparece em C,’f",;t 143, Isso ocorre para os menores valores

denem,asaber,n=ky+2, m=0en=ky+1, m=1. Em ambos os casos, Zfi]%ki =

ko+1+ 37— (ko+2)=j—1, de tal forma que k; < j — 1, Vi. Assim, definimos

ko+1+4j ko+1+j min{n,ko+1+j—n}
Fo (e, ,c950,Q7Y) = Y Gapli + Y Y GumChE.
n=ko+2 n=ko+1 m=1
Agora, seja
3
gko,j(c(O) A1 0 QY = - kao,j(c(O) A1 Q QY
[N ) 3 . 1 R B s 3
i=1
— Alko+ 14 7)Grors rge24s - (5.24)
2 2

Est4 claro de (5.23) e de nossas consideragoes prévias que c¥) pode ser determinada iterativa-

mente a partir da equacao linear

ko+1
¥ Z G ko+1-n (21 — ko) (C(O))2n_k°—l = GFod (9 . Q.07

11=|_%QJ+1

para todo j > 1. A soma entre chaves acima ¢ relacionada cour o polinémio Py, definido em

(5.18). Mais precisainente,

ko
Z Ghkot1-n (21 — ko) ()2 ko=t = ‘d—Pko(I) = P ().
[+ dz cl® ’

n= )

Assim, para determinarmos ¢ ¢ necessario que P,’co(c(o)) # 0. o que significa dizer que a
constante ¢@ deve ser fixada como um zero simples de Py,. [

5.2.3 Resultados

Concluimos enunciando uin teorema que generaliza as condicoes (1), (II) e (III) previamente

discutidas, dando uma solucao geral para (5.13) em termos de apenas uma condicao suficiente.

Teorema 5.8 Suponha que as ko primeiras equagées de (5.13) sejam identicamente nulas,

ko > 1. Suponha ainda que o polinomio Py, definido em (5.18). ndo identicamente nulo,
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admita pelo menos uma raiz simples. Entdo, (5.13) apresenta uma solugdo iterativa ¢(@ —

V) — ... cl) ... dada por c® como umas das raizes simples de Py, e
: 1 .
(7)) — ko(.(0) (G—1). _1 .
c —_—_PLO(C(O))QJ (c™,.. .. c :Q,Q7Y), Vix>1,
onde Q]'-‘O estd definido em (5.24). - O

Note do teorema anterior que (5.13) tem uma solucdo desde que Py, tenha um zero simples.
E claro que isso dependerd dos coeficientes Gy ko+1-n, [ko/2] +1 < n < kg + 1, que definem
Pr,- Por exemplo, se kg € impar e se G Kol ko) # 0 (que corresponde ao coeficiente em z de
Py, ), entdo ¢® = 0 é um zero simples de Py, € o problema est4 resolvido. Entretanto, c(® = 0
nunca pode ser um zero simples de Py, se ko é par. De fato, primeiramente se G ko kgt # 0,
9 = 0 ndo é nem um zero de Py, Por outro lado, se G ko kotz = 0,9 =0éno 1zm’ni2mo un
zero de dupla multiplicidade de Pk, . E importante também notar que o Teorema 5.8 generaliza
as condigoes (I), (II) e (III). De fato. a condicdo (II) implica tanto que a primeira equacgao de
(5.13) seja identicamente nula, quanto que P; tenha um zero simples, a saber ¢® = 0. J4 a
condigao (IIT) implica tanto que a primeira e a segunda equacdo de (5.13) sejam identicamente

nulas, quanto que P, tenha zeros simples?, a saber +i(Q3)/(Qs3).

Uma vez resolvido o problema geral de se determinar o conjunto {¢*)}2 / podemos estudar
a questdo da convergéncia em = da série definida pelos coeficientes u$ de acordo com (5.5)-(5.6).
No caso periddico esse estudo é simplificado pelo fato de néo existirem pequenos denominadores
na expansao para os coeficientes ulk) (note que nesse caso v = v € Z). De fato, os propagadores
se tornam 1/(iwr) que podem ser estimados pelo inverso de |w| (apenas um nimero). A andlise
é bastante simples e segue as idéias contidas no trabalho [27]. Assiin, temos provado o seguinte

resultado:

Teorema 5.9 Seja f real periddica de periodo 27 /w tal que {f) = fo = 0 ¢ analitica em uma
faiza de largura v > 0 ao longo do eizxo real. Assuma ainda que [ satisfaca as hipdteses do

Teorema 5.8. Entdo. a série
oQ

u(t)y =) " Zuf,k)ci*'”’ (5.25)

n=0  vez
com os coeficientes v . v € Z \ {0}. dados por (5.6) ¢ v’ = ¢*) dados de acordo com o
Teorema 5.8. k > 0. é solucao da equagao de Riccati u = =(Q7' + Qu®). Além disso. existem
constantes C' > 0. C > 0. ¢ 0 < #" <~ tais que |u.,(,k)| < C'Cre "M Yy e Z e VR > 0. Logo.
(5.25) converge absolutamente para todo || < C~1. 0

2Confira (5.15), pagina 91. e discussao preliminar.
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5.3 Expansao em Arvores da Freqiiéncia Secular

Analisamos nesta segao, com um pouco mais de detalhes, a possivel relagao existente entre
condicoes que extrapolam as hipéteses (I), (II) e (III) e efeitos de localizacdo além da terceira
ordem no parametro de perturbac@o. Essa, alids. foi a motivacao original® que nos levou
a estudar condigdes gerais além de (I), (II) e (III), culminando nos teoremas enunciados na
Subsecdo 5.2.3.

Comecgamos analisando a freqiiéncia secular 2. Reescrevemos (5.4) como (assumindo fy = 0)

[o ]
Q= iZekQ(k) , com QW .= Z Q,,ou,(ff_]) ., k>1. (5.26)
k=1 vo+u1=0

Observagio 5.10 Os cocficientes Q) podem ser representados dia-
gramaticamente de acordo com a figura ao lado. A bola hachurada re-
presenta a expansdo completa do coeficiente u,(,’f_l). Assim. a expansao
de QW) serd constituida por uma soma de drvores de ordem k. cada

uma com a propriedade de que a linha superior conectada ao vértice de

onde parte a linha raiz seja uma perna amputada. A Figura 5.2 ilustra

a ezpansdo diagramdtica de Q1), Q3 e QO),

Com o intuito de escrevermos formalmente Q) em termos de uma expansio diagramatica

conveniente, necessitamos introduzir mais algumas definigoes.

Defini¢ao 5.11 Sejam k> 1.1 <n < k. 0 <m < min{n,k —n} ¢ ﬁ_m;o de acordo com a
Defini¢ao 5.3. Dizemos que uma drvore 8 € T, 0 € c-classe se 6 tiver uma linha amputada

conectada ao vértice de onde parte a linha raiz. Definimos C T, .m0 como o conjunto de

¢
nm:0

todas as drvores em T, m que sao c-classe. i.e.,
mm0 =10 € Tomo : 0 € c-clusse} .

Finalmente definimos G{, == Gy = (Q) c¢. para os demais valores de n e m.

, 1
Grom =3 > Val(h).

07

n.muy

Podemos notar que G5, ,,, representa metade da soma de todas as possiveis arvores c-classe com

n vértices e m bolas pretas tal que os n + 1 — m pontos finais restantes sao amputados € o

momento através da hnha raiz € nulo. O

A partir da Observagao 5.10 e do definido acina. concluiinos quase que immediatamente o

seguinte resultado:

3Confira a Secédo 5.1.
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QY = ; Qe = +
0) (1)

) ) (1) )
QY = 0 +2 9 +2 9
: (2)
0) 0)

Figura 5.2: Expansio diagramatica dos coeficientes 21, Q® e Q®) de acordo com (

Proposigao 5.12 Seja k > 1. entao

k min{n—-1,k—n} n—-m
’”-Z > Gim > [T +ak+1065,.
m=( (Kk e =1
onde (ICfl,m)C ={keN, ... k_n,eN: Z:’_lmk =k—(n+m)}. O

Para servir de ilustracdo, apliquemos a Proposicdo 5.12 para expandir Q1)) Q@ e Q®)

Temos, em acordo com a Figura 5.2,

1 0
O = )Gio
2 » v .
AP = G+ ()G + G,
Q¥ = (DG, + 2 OGE  + OGS, + ()G

Agora enunciaremos um resultado bastante immportante para a discussao que segue. A
demonstracao do mesnio é um pouco extensa, de forma que nao apresentaremos em detalhies

aqui.

Proposigao 5.13 Para todos 1 < k < 5.1 < n < k. 0 < m < min{n, &k — n}. temos
Gom = &(n,m)Gp . onde £ € Q\ {0} depende apenas dos inteiros n e m. O

Prova. Comegamos com k = 1. Nesse caso sé devemos analisar G1o e G{,. Por definigao
G{o = G1o. donde segue a afirnativa trivialimente com £(1.0) = 1.

Considereinos agora k = 2. Devemos analisar Gy ¢ Gug com G e G5 Comparando as
arvores da Figura 5.1 com as arvores da Figura 5.2, concluimos trivialmente que G{, = %Gl,l
e Ggoy= %GQ,(). Assim. a afirmativa da proposi¢ao é vélida com £(1.1) = £(2,0) = 3

Passemos agora para k = 3. Nesse caso, as novidades sdao Gy, e Gy, 0s quais devein ser

comparados comn G5 ; e G5 . Vamos comegar por G3,. Observe as Figuras 5.1 e 5.2. Note que
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G, apresenta arvores que nao aparecem em G5 ). Entretanto, veremos que tais drvores sio

canceladas dentro de Gy, resultando na identidade G5, = G21. De fato. o valor analitico de

c 4
21 €

QUoQUB(Q_l)Ul Qqu—uo—ul Q_l vy
> P> A

vot+vy+v1=0 (lw ' Vl)[zw ) (VO + Vl) V0,01 40 Iw . VO)(ZW . Vl)

Gg,l = 2

Ja para Gg,, temos

Q71 (O-1
G?,l = 92 Z Qquuo(Q )ul + 4 Z QUQQUO(Q ),,1

= S — S
vo+ry+v1=0 (Zw VO)(Zw Ul) Vot v+ =0 (Zw Vl)[zw (VO+V1)]

_ _2 Z Qqu uo—ul( _1)111'

oo (iw - vp)(tw - vy)

Dessas duas 1ltimas expressoes concluimos que G5, = G4, ou seja. a afirmativa da proposigao
vale com £(2,1) = 1. A comparagao entre G3o e G5, € mais simples. Uma andlise gréfica
a partir das representacoes de Gsp e G5, mostra que G§, = %G&o. trivialmente. Assim, a
proposicao também é vélida com &(3,0) = %

Os casos k = 4 e k = 5 podem ser trabalhados, em esséncia, analogamente ao realizado
anteriormente. Entretanto, devido ao maior numero de arvores, cancelamentos analiticos como
os apresentados no caso de Gy, e G’gyl sao dificeis de serem demonstrados. Na verdade, a
melhor técnica para analisar os cancelamentos de arvores dentro de um mesmo conjunto ﬁ,m;o
(ou if,m;o) serd apresentada no Capitulo 8, Secdo 8.1, pdgina 121, emn uin contexto um pouco
diferente. Essa técnica permite determinar cancelamento entre drvores observando-se apenas os
seus desenhos e certas propriedades de permutacao entre suas sub-darvores. Ndo entraremos cni
detalhes aqui. Apenas afirmamos que comn tal técnica conseguilnos terminar a demonstracao

da proposicao acima para os valores de & considerados. |

A importancia do resultado acima reside no fato de que, para todos 1 < k <5,1<n <k,
0 <m < min{n, k — n}. se Gp,, = 0. entao G

nm = 0. Assim, como no Teorema 5.8. suponha

que as ko primeiras equacoes de (5.13). 1 < ko < 5. se anulewn identicamente e que Py, tenla
umna raiz simples. Nesse caso, isso hmplica que Gy, = 0 para todos 1 < n < kg, 0 < m <
min{n, ko —n}, implicando também no fato de que Gy, ,,, = 0. para a mesma variacao dos indices
n e m. Dai, pela Proposicao 5.12, Q) = () para todo 1 < k < ky. de forma que Q = @(zko+1),
E por isso que quando ko = 1 (equivalente a condigao (II): Gip = Gap = 0. G11 # 0). tem-se
) = O(e?) e que quando Ay = 2 (equivalente a condicao (II1): Gy = Gy = G0 = G3p = 0.
Gy # 0), tem-se (2 = O(z%). Agora, pela I’roposicao 5.13, temos certeza de que quando kg = 3,
Q= O(?), quando ky = 4. 2 = O(2?) e, finalmente, quando ky = 5. Q = O(=%), todos efeitos
mais fortes de localizacao dinamica. situacoes controladas gracas ao Teorema 5.9.

Por fim, enunciamos aqui uma conjectura que generaliza a Proposi¢do 5.13, relacionando

a hipotese dos Teoremas 5.8 e 5.9 comn um efeito de locahzagdo tal que cko+1) para
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qualquer kp > 1.

Conjectura 5.14 Para todos k > 1,1 < n < k, 0 < m < min{n,k — n}, temos G5, =
&(n,m)Gnm. onde £ € Q\ {0} depende apenas dos inteiros n e m. m|

* %k ok
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Parte 11

Estabilidade para a Equacao de Hill
Perturbada
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Capitulo 6
Introducao a Parte 11

Nesta parte da tese aplicaremos métodos perturbativos andlogos aos utilizados na parte an-
terior para estudar um sistema um pouco mais geral do que o ji considerado. Consideramos
uma versao quase-periodicamente perturbada de wina dada equacgao real de Hill e estudamos o
problema da estabilidade das solugoes quase-periddicas em funcao do parametro de perturbacao
(detalhes na Segdo 6.2). O fato de considerarmos tal sistema advém da relagao existente entre o
sistema de dois-niveis estudado anteriormente e uma dada versao complexa quase-periddica da
equacdo de Hill, a saber, dada por (1.20), pdgina 11 (confira [2] para uma deducao completa).
Uma vez que as técnicas perturbativas elaboradas para a andlise do primeiro sistema se mos-
traram t&o frutiferas, imaginamos que as mesmas poderiam ser de um certa forma adaptadas
para o tratamento geral de uma tal equacao de Hill perturbada.

Iniciamos este capitulo com uma breve exposicao sobre a teoria geral da classe de equagoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem com coeficientes periddicos. Damos especial énfase a
existéncia das chamadas regioes de estabilidade (solugoes limitadas) e instabilidade (solugoes
ilimitadas) existentes 10 espaco de parametros de tais equacoes. Em seguida. apresentaimos
especificamente o tipo de problema o qual iremos resolver. Por fim. enunciamos um teorema
detalhado que resuine nossos principais resultados (confira Teorema 6.4). Os capitulos sub-
seqiientes sao dedicados & prova de tal teorema e seguem de perto o exposto no trabalho [27],

escrito em colaboracdo com o Prof. Guido Gentile.

6.1 A Equacao de Hill

Aqui apresentamos a teoria geral da chamada equag¢do de Hidl com base no estudado nas re-
ferencias [51] e [46]. Descrevemos abaixo algumas idéias e resultados basicos extraidos de [51].
Objetivamos com isso dar uma base conceitual ao problema exposto na Se¢ao 6.2.

“Qualquer equacao diferencial linear homogénea de segunda ordemn com coeficientes reais ¢

periédicos pode ser reduzida a uma equacao do tipo de Hill. Uma questao especifica que surge
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na teoria da equacao de Hill é quanto ao problema da existéncia de solu¢des periédicas. Alguns

teoremas relacionados a esse problema serdo agora enunciados e discutidos.

Seja q(t) uma fungéo (real ou complexa) definida para todo valor real de t. Assumimos que
q(t) seja continua por pedacos em todo intervalo finito e também periédica de periodo minimo
7. Queremos dizer com isso que para t € R, vale ¢(t + 7) = ¢(t) e se p for um nimero com

0 < p < T, entdo existe pelo menos um intervalo real I tal que g(t + p) # q(t) para t € I.

Se q(t) tiver as propriedades mencionadas acima, entao a equagdo diferencial

é(t) + q(t)o(t) =0 (6.1)

é conhecida como equagao de Hill. E bem sabido que (6.1) tem duas solugdes continuamente

diferencidveis ¢;(t) e ¢2(t) que sao univocamente determinadas pelas condiges
$1(0) =1, ¢1(0) =0, $2(0) =0, $5(0) = 1. (6.2)

Essas solucoes sao chamadas de solugdes normalizadas ou solugées fundamentais de (6.1). A

equacdo caracteristica associada & (6.1) é construida a partir de ¢(t) e ¢,(t) como

p* = [o1(m) + da(m)]p+1=0. (6.3)

O ezpoente caracteristico a associado & (6.1) é definido como o nimero (real ou complexo) que
satisfaz as equagoes

exp(iam) = py, exp(—iam) = ps,
onde p; e p; sao as raizes da equagao caracteristica (6.3). E claro que « esta definido a menos
de um maultiplo inteiro de 2. Aléin disso, 2 cos(an) = ¢ () + Oz(’ﬂ’) e p1p2 = 1. Podemnos agora

enunciar o seguinte resultado:

Teorema 6.1 (Floquet) Sc as raizes p, ¢ p2 da equagdo caracteristica (6.3) forem diferentes

uma da outra. entdo a equagdo de Hill (6.1) tem duas solugoes linearmente independentes
i) = (). alt) = T gy(t)

onde ¢, (t) e ¢a(t) sao periddicas de periodo w. Se py = p, . entao a equagdo (6.1) tem uma
solu¢do nao-trivial de periodo m (quando p; = p, = 1) ou 2% (quando py = p; = —1). Sejam

©(t) tal solugdo periddica e ¢(t) outra solugdo lincarmente independente ¢ (t). Entao.
ot +7) = pio(t) + C ¢(t). C constante.
Além disso. C = 0 ¢ equivalente a ¢y(7) + (,;)2(7r) =12, ¢y(7) = 0. é)l(w) = 0. O
As importantes conclusoes do bem conhecido teorema acima sio:

e Quando p; # po. s¢ « for real. entdo existird uma cota superior Al para o valor absoluto
|o(t)| de toda solugdo de (6.1). Além disso, Al dependerd apenas das condigoes iniciais

para ¢ e nao de t.
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e Se a nao for real, entdo existird uma solu¢do nao-trivial ilimitada ¢(t) de (6.1).

e Quando p; = p», para que toda solucdo de (6.1) seja limitada, é necessdrio e suficiente
que 01(7) + do(7) = £2, Oa(7) = 0, éy(7) = 0. '

Quando todas as solugoes de (6.1) forein limitadas, diremos que elas sdo estdveis; de outra

forma diremos que elas sao instdvers. Portanto, nao é dificil concluir o seguinte
Teste de Estabilidade. As solugdes de (6.1) sao estdveis se e somente se

[61(m) + ()] €R e () + ()| < 2

ou

OUT) + da(m) = £2 € @o(n) = dy(x) = 0.

Vamos agora considerar a equagao de Hill (6.1) em sua versdao padréo:
o(t) + A + Q(1)]g(t) = 0, (6.4)

onde A é um parametro real e Q(t) é real e periédica com perfodo 7. Um dos problemas
principais associado a equagao acima esta em se determinar quais os valores de A para os quais
as solucées de (6.4) sdo estdveis. Outro problema refere-se a determinagdo dos valores de A |
para os quais (6.4) tenha uma solugio de perfiodo 7 ou 27.

Sejam ¢1(t) e ¢a(t) as solugdes normalizadas de (6.4) satisfazendo (6.2). Para enfatizarmos
a dependéncia em A das solugbes normalizadas, escreveremos ¢1(t; \) e ¢o(t; A) ao invés de
simplesmente ¢(t) e ¢o(t). Como o teste de estabilidade para a equagio (6.4) vai depender do

valor de o(m; \) + g52(7r; A), é conveniente definirinos
AN = ¢1(m; A) + Ga(m; N (6.5)

Enunciaremos agora um teorema central relacionado aos problemas descritos acima acerca
das solugoes de (6.4).

Teorema 6.2 (Oscilagdao) Para toda equacao diferencial da forma (6.4). existem duas

sequéncias infinitas crescentes de nimeros reais
! ! !
AO, AI,A‘Z,... € AI’ 2 3y .-

tal que (6.4) tem uma solu¢do de periodo © se e somente se A = \,. n = 0,1,2,.... e uma
solugao de periodo 2m se e somente se A\ = X,, n=1,2,3,.... Os \, sdo as raizes da equagdo
A(X) = 2 e 0s X, sao as raizes da equagdo A(N\) = —2. Além disso. A\, e X, satisfazem as
desigualdades

M <A SA <A S A SN <A< A< (6.6)
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e as relagoes

As solugdes de (6.4) sdo estdveis nos intervalos
(/\Oa )\I])~ ( '/27 /\l)a (/\2) /\{3)3 ( ;’/\B)a (67)

Nos extremos desses intervalos as solugoes de (6.4) sdo. em geral. instdveis. Em particular, 1sso
¢ sempre verdade para A = Ag. As solugdes de (6.4) sao estdveis para A = Aony1 0U A = Ay
. — 3 4 Y — /

se e somente se Agny1 = Aony2. € elas sdo estdveis para A = XS, , ou A = X,,,, se e somente
O

, ' Y
se ’\2n+1 - ’\2n+2'

A demonstragao do teorema acima baseia-se na aplicagio do teste de estabilidade pres-
crito na pagina anterior a funcdo A(A) definida em (6.5). E claro que isso exige o estudo do
comportamento analitico de A em funcdo do parametro A\. A andlise completa é apresentada
em [51].

Os ntimeros reais A, sdo chamados de valores caracteristicos de primeiro tipo e 0s A, séo
chamados de valores caracteristicos de segundo tipo. Os intervalos (6.7) no eixo real A sao ditos
intervalos de estabilidade; um extremo de umn tal intervalo pertencerd a ele se e somente se
(6.4) possuir solucoes estdveis para o valor correspondente de A. De forina andloga, definimos
os intervalos de wnstabilidade. Os intervalos de estabilidade e instabilidade sdo ordenados de
uma maneira natural. Confira a Figura 6.1 para uma representacio grafica. O intervalo de
instabilidade (—o0, Ag) sempre estard presente. O mesmo ser4 chainado de intervalo de instabi-
lidade de ordem zero. O intervalo (A|, A5) serd chamado de primeiro intervalo de instabilidade.
Observe que, de acordo com o teorema acima, nenhum intervalo de estabilidade ou de instabili-
dade pode se contrair a um nico ponto. Os intervalos de estabilidade nao podem desaparecer.
mas dois deles podem se combinar para formar um nico se Ay, = Aapy2 OU A1 = Mgl
Entretanto, pode ocorrer que todos os intervalos de instabilidade (com excecdo do intervalo de
ordem zero) desaparecam. Isso de fato ocorre se Q(t) for constante (\inica possibilidade). Um

resultado nesse sentido é devido a Liapounoff.

Teorema 6.3 (Liapounoff) Seja a fung¢do p(t) # 0 ndo-negativa. continua por pedagos e
periddica de periodo m. Entdo, todas as soluces de ¢(t) + p(t)¢(t) = O sdo limitadas para todos

0s valores de t se .
7r/ p(t)dt < 4.
0

Essa condigao é a melhor possivel no sentido de que. para qualquer € > 0. eziste uma fungao

po(t) # 0 nao-negativa. continua por pedacos e periddica de periodo . satisfazendo

7r/ po(t)dt <4 +e,
0
tal que pelo menos uma solugao de (,b(t) + po(t)o(t) = 0 ¢ ilimitada quando t — Foo. O
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Figura 6.1: Gréfico da fungdo A(A) associada & equacao (6.4). Mostramos a localizagdo dos
valores caracteristicos de primeiro tipo A, (raizes de A(\) = +2) e de segundo tipo ), (raizes
de A(X) = —2). Note que A\, e A, se distribuem couforme (6.6). Os intervalos de instabilidade
sdo apresentados em destaque no eixo real A. Observe que o quinto intervalo de instabilidade
desapareceu pois Af = Ag. Assim, os intervalos de estabilidade (A4, AL) e (Af, A5) se fundiran

em umn Unico intervalo (Ay, A5), onde todas as solucoes de (6.4) sdo estdaveis.

O estudo dos intervalos de estabilidade e instabilidade associados & (6.4) é rico e muitos
resultados nesse sentido sdo apresentados e demonstrados em [51]. Tanto métodos exatos quanto

métodos perturbativos sdo considerados na dedugao de tais resultados.

E interessante notar que a equacdo de Hill (6.4) pode ser escrita como Lg¢ = Ag, onde
Lg ¢ o operador —9? — Q(t) agindo, por exemplo, no espago de Hilbert L*(R,dt). Agora
Ly nada mais é do que um operador de Schrédinger com umn potencial periédico. Assim, o
problema dos intervalos de estabilidade e instabilidade associados a (6.4) reduz-se a andlise
espectral de Lg. Sao muitos os textos da literatura que tratam desse problema. E claro que
uma forte base em andlise funcional é exigida nesse caso. O mais interessante é considerar o
operador Lg quando () é um potencial quase-periédico. A andlise espectral desse operador
estd intimamente relacionado com o estudo de solugoes quase-periédicas para a equagao de
Hill analisada nesta parte desta tese. Assim, seria interessante considerar a teoria espectral
dos operadores de Schrédinger quase-periddicos a fin de compararmos os seus resultados com
aqueles obtidos através dos métodos aqui empregados. Algumas referéncias que se relacionam

com esses propdsitos sdo [47, 56, 37, 42].
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6.2 Estabilidade das Solugoes no Sistema Perturbado

Nesta tese vamos considerar a equacdo de Hill unidimensional comn uma perturbagao quase-
periddica

¢+ (polt) +epi(t)) ¢ = 0, (6.8)
onde pg e p; sao duas fungdes analiticas reais, sendo a primeira peridédica comn freqiéncia wy e a
segunda quase-periddica com vetor de freqiiéncia w, € R”, para uin inteiro D > 1. Nenhuma
suposicao adicional é feita sobre a equacao além do requeriinento que o parametro real € seja
pequeno e que a equagao nao perturbada (i.e., para £ = 0) tenha win sistema fundamental de
solugoes quase-periodicas reais.

Essa equacgao tem sido extensivamente estudada para py constante, também em conexao
comn o espectro da equacao de Schrodinger correspondente ¢+ ¢V (w,t)¢ = ES, com V analitica
e periGdica em seus argumentos; veja, por exemplo, referéncias [41, 55, 42, 47, 56, 53]. Tamnbéin
mencionamos as recentes [37] e [38], onde alguinas propriedades dos gaps e das regides de

instabilidade forain investigadas.

Estamos interessados no problema de estudar a conservacao dos movimentos quase-
periédicos para ¢ diferente de zero porém suficientemente pequeno. Certamente a equagao
(6.8) pode ser considerada como vinda de wn sisterna Hamiltoniano auténomo com d = D + 2

graus de liberdade, descrito pela Hamiltoniana
H = QoA +woAo +w, - A +epi(a)) f(A, Ao, a, o), (6.9)

onde (4, Ap, 4, @, ag. ;) € R x R x R? x T x T x TP sao varidveis angulares da agao. e
f depende do potencial periédico py. Por exemplo, se py é uma constante. digamos py = 1.
entdo as varidveis (Ag. ap) desaparecem e f(A, o) = 2Acos’«a. Em geral. a inudanga de
varidveis que leva a (6.9) é win pouco 1nais complicada, inas pode ser feita (confira, por exemplo.
as veferéncias [39, 40]). Além disso, emn tais casos a funcao f ainda é linear nas varidveis
de acao. Assini, sistemas comno (6.9) nao sao tipicos na teoria KAM, porque a perturbacao
nao remove a isocronia. O que geralmeute se faz é estudar o comportamento das solugoes.
em particular para entender se elas sdo limitadas (quase-periédicas) ou ilimmitadas (linear ou
exponencialmente crescentes), ao variarmos os parametros que caracterizam o potencial externo.
No caso da equagao Schrodinger, isso pode ser feito para umn potencial fixo variando a energia,
que representa um parametro livre extra, e podemos obter informacao a respeito do espectro.
Em [40] isso é feito para solugdes limitadas, obtendo-se condicoes sobre E que caracterizem o

espectro do operador de Schrodinger correspondente.

Aqui, estamos interessados em um caso diferente, o qual ainda néo foi discutido na literatura.
Mais precisainente, considerainos o caso emn que o potencial é fixo, e os parametros de py sao
tais que as solugoes fundamentais da equagao de Hill correspondente, (b + po(t) ¢ = 0, sejam
quase-periddicas (isso significa que estamos dentro das regides de estabilidade). Assim, para

¢ =0, temos d = D + 2 freqiiéncias fundainentais w,, wp, {2y, onde 2y é a freqiiéncia prépria
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da equacao de Hill nao perturbada. Entao. queremos estudar se as solucoes se mantém quase-
periddicas quando a perturbacao ¢ inserida. Espera-se que a freqiiéncia prépria do sistema
mude. como un efeito da perturbagao.

Uma vez que o sistema é. de fato, wina perturbagao de win sistema isdcrono e nao temos
nenhuin parametro livre para ajustar, ou a freqiéncia propria ¢ mudada em alguma ordein de
perturbacao ou ela nunca muda (se dispusessetnos de wmn parametro aditivo extra £, como 1o
caso da equacdo de Schrodinger. poderiamos usar tal parametro ao invés de = para alterar a
[reqiiéncia propria do sistema. como seria possivel e nosso caso requerendo que a média de
p fosse ndo nula). A consideracao de todas as possibilidades requer uma andlise cuidadosa.
que pode ser evitada assumindo algumna condi¢io de nao-degenereseéncia sohre a perturbacao
com o objetivo de controlar a mudanca das freqiiencias. Por condigao de nao-degenerescéncia
querelnos dizer o seguinte: verenos que na construcao da solug¢ao quase-periddica precisaremnos
cliecar, a cada passo iterativo, se a média de wna certa funcao dependente de py se anula ou nao
¢. de acordo comn essa propriedade. o algoritino deverd ser inudado (por exemnplo. no primeiro
passo tal propriedade é equivalente a cousiderar se a média de p; ¢ mila ou ndao). Portanto.
cm alguim passo impomos alguma condi¢ao de nao-degencrescéncia sobre p; requerendo que
a média da funcao correspondente naquele passo seja nao nula (mais precisamente. confira a
Observacao 8.13. pagina 128).

Voltando ao 1nosso problema. fixainos o toro nao perturbado e estudainos para quais valores
de = (suficientemmente pecenos) tal toro ¢ conservado. Ein particular, estamos interessados na
dependéncia em ¢ do toro conservado: achamos que o toro serd definido para ¢ em umn conjunto
de Cantor de medida relativa grande e, para tais valores de =. o sistema se torna redutivel,
ou seja, conjugado a umn fluxo constante [49]. Tammbém podemos dar wmn significado as séries
perturbativas através de um procedimento de resomma adequado. de maneira andloga a que foi
feita e contextos semelhantes. como uas refercucias (27, 28. 44].

Como aplicacdo fisica de (6.3). pode-se pensar na equagdo de Hill para o movimento da lua
perturbada pela presenca de outros planetas (na aproximacao onde esses 1iltimos se movimen-
tam ein suas orbitas de Kepler. ¢ apenas a influencia deles na Lua é levado e consideragio).
Para uma introducao ao problema de Hill em astronomia podemos nos referir ao cldssico livro-
texto de Szebelely [57]. Podemos tambéin mencionar wn artigo devido a Avron e Simon [34],
no qual a teoria da equagao de Hill quase-periddica é aplicada ao problema dos anéis de Saturno,
mesmo que tal aplicacdo seja mais no espirito de operadores de Schrédinger quase-periédicos
(no sentido de que os autores do trabalho mmencionado consideram um parametro livre que faz
o papel da energia com o intuito de estudar a estrutura estriada complexa dos anéis). E mais
provavel que o problema de estabilidade para umn sistema de muitos-corpos consistindo de Sa-
turno, umna particula de poeira teste e os satélites de Saturno (considerados como perturbagoes)

poderia ser estudado aplicando-se a teoria desenvolvida aqui.

Assumimos que (6.8) para = = 0 tenha duas solucoes linearmente independentes (solugoes

109



fundamentais) que sejain quase-periddicas. Pelo Teorema de Floquet, existein duas tais solugoes
da forma o (t) = 0l (t) ¢ 0(t) = e*Phwy(t), com wy e wy ambas periédicas com periodo
27 /wy ¢ Qp € R. Nao estudamos diretamente a equacao (6.8). Ao invés disso. escreveimnos ¢ el
termos de uma funcao u apropriada. para a qual wma equacao diferencial de primneira ordein

pode ser deduzida. De fato. fazendo

ot o
¢o(t) = const.exp (L/ g()(t')(lt'>, Q(t) = exp (—21ﬁ/ go(t’)df’>,
( Jo

)

onde ¢y é uma solucao quase-periodica de (6.8) para = = (). com vetor de rotagao (wy, £2y), onde

a frequéncia propria €2y é a média de gy, ¢ definindo

ot
o(t) = oo(t) exp (1/ g(t) (lt’>‘ g(t) = i=Q(t)ul(t), (6.10)
Jo
achamos que u deve resolver a equagao (veja Secdo 7.2, pdgina 114, para detalles)
i = R+ zQu?, R = Q" (6.11)

que ¢ uma equacao diferencial ordindria nao-linear. interessante por si so.

A vantagem desse procedimento ¢ que podemos procurar por wma solugao de (6.11) com
o mesno vetor de rotacao w = (w,, woy, §2y) do sistema ndo perturbado, algo que nao pode
ser feito para o sistema nao perturbado todo, porque espera-se que a frequéncia prépria €2
mude (como normalinente acontece quando se perturba wn sistema isécrono). Em principio.
poderia-se tentar desenvolver uin método perturbativo de resoma diretamente para a equagao
(6.8), mas nao esperamos nenhuma simmplificagdo com esse approach.

Que tal solucao u(t) de (6.11) existe pode ser demonstrado. ¢ isso ¢ o nicleo desta parte da

tese, desde (ue se assuma. aléim da obvia condicdao Diophantina sobre w, que ¢ = é suficiente-

mente pequeno. digamos |z < 25, e também que pertenca a um conjunto de Cantor £ adequado.

de medida relativa grande emn [—zg, £o]. Isso significa que lin, _y+ meas(EN[—=.2])/2¢ = 1, onde
meas denota medida de Lebesgue.

Para recuperar a solucdo o(t) devemos expressd-la e termos de u(t). Usando as relagoes
dadas em (6.10) percebe-se que, primeiro. a solucao poderia ser ilimitada (se a parte imagindria
da média de g nao se anular), e segundo, mesmo se isso nao ocorrer, uma freqiiéncia extra
Q. = Qo + (g) apareceria, o que soaria estranho. Entretanto, pode-se checar que ambos os
problemas sdo esptrios, porque (g) torna-se real e a dependéncia sobre o tempo da funcéo
¢(t) que. em principio. poderia ser através das varidveis w,t. wot, (pt, 2t (por construcdo)
é. na verdade, apenas através das varidveis w,t. wpt. {2.t, como formalmente observado no
caso tratado em [2]. Emn outras palavras. a dependéncia sobre Q¢ desaparece e isso significa
(ue o toro maximal. que na auséncia da perturbagdao tem vetor de rotagao (w;. wo, %), pode
ser continuado para ¢ € £, e a ultima componente do vetor de rotacao é transformada em

uma uantidade dependente de z, Q. (que as outras componentes nao podem mudar é ébvio.
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pela forma das equacoes de movimento).  Assim. a solugao de (6.11) prove uma expansao
perturbativa adequada para corrigir a freqiicncia propria do sistema: de fato. 2. —Qp = (g), e

a funcdo g ¢ expressada em termos da solucao u.

6.3 O Teorema Principal

PPodemos agora exprimir nossos resultados a cerca do problemas considerados anteriorimente no

S(‘{_’)'llillt, ¢ teorema:

Teorema 6.4 Seja py : R — R real analitico ¢ periodico com freqiéncia wy e tal que as
solugoes fundamentais da equagao de Hill correspondente (D + pol(t) = 0 sao quase-peridodicas
com freqiiéncia propria 0y € R. Seja p; : R — R real analitico ¢ quase-periodico com vetor de
freqiiéncia w, € R para algum D € Z,. Defina w = (w;, wo. ) € R comd:=D +2 e

assuma que m - wy + nwy + 29y # 0. V(m, n) € ZP*" e. além disso

C
lw- v > ﬁ, vv € 2\ {0}.
I/ T
para duas constantes firas positivas Cy > 0 e 7 > d — 1 (condigoes Diophantinas). Entdo.
caistem 2y > 0 suficientemente pequeno e um conjunto de Cantor €& C [—2g,&0] de medida
relativa grande em [—2o, 29| tal que. para todo ¢ € €. (6.11) admite uma solugdo quase-periddica

da forma

veZzd
onde a soma acima converge absoluta e uniformemente para todo t € R e todo ¢ € £. Além do

mais. para todo £ € £, o sistema (6.8) ¢é redutivel ¢ tem uma solugdo quase-periddica da forma

(Q(t) — (D(th. <t wot: S) — 9t Z (f)ﬂ’”(f)ci(m-gﬁrlwo)t’

(m.n)eZD+!

onde Q. = Qy + {g) = Qy + i2{(Qu) é real. ¢ a soma acima € absoluta e uniformemente

convergente para todo t € R ¢ todo = € €. a

Emn particular, a prova do resultado implicard que a equagao é redutivel para ¢ € €. Isso
significa que para todo = € £ a solucdo da equacdo matricial X = P(t)X associada & (6.8) pode
ser escrita como X (t) = Y (wot.w,t)e“* X, para alguma matriz constante C: diz-se nesse caso

que o fluxo é conjugado a um fluxo constante dado por e¢! [49].

O resto desta parte desta tese é devotado a prova do teorema acima. Organizamos os
capitulos da seguinte maneira: no Capitulo 7 investigamos e discutimos o Ansatz usado para
resolver (6.8) e introduzimos a representacao ein arvore dos coeficientes perturbativos obtidos,
que ¢ a base para a analise que se segue. O Capitulo 8 é devotada & solucdo do problema do

modo zero, que é essencial para a construgdo de uma solu¢ao quase-periddica formal consistente
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para (6.11). O Capitulo 8 ainda mostra que a solugiao perturbativa encontrada é meramente
formal. ... nao convergente como wna série de potencias em =, Isso estd relacionado com o
problema dos pequenos denominadores. Para contornar essa dificuldade. o Capitulo 9 traz a
déia central de nosso trabalhio: a renormalizacdo da solugao formal. Esse processo é imple-
mentado através de uma decomposicao em multi-escalada dos propagadores e de uma técnica
adequada de resoma aa série formal. Como descrito no Teorema 6. 1 obtén-se com isso wna
solucdo convergente quase-periddica para (6.11). bemn definida e um conjunto de Cantor £ de
medida relativa grande ein [—25. 59]. No Capitulo 9 ainda demonstra-se alguns lemas técnicos
relacionados a estimativas dos cliamados valores de energia proprios. Esses lemas sao cruci-
ais na prova do Teorema 6.4, completada também no Capitulo 9. no qual a convergéncia da
expansao renormalizada é demonstrada.  Estimativas sobre a medida do coujunto £ onde a
solucao renormalizada existe também sao dadas no Capitulo 9. E mostrado, e particular.
que & tem medida relativa grande em um conjunto compacto [—zg, o). Finalmente, a prova do

Teorema 6.4 ¢ encerrada comn a andlise das propriedades da expansao renormalizada.
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Capitulo 7

Método Perturbativo

Neste capitulo iniciamos nossa andlise perturbativa. Partimos de uina dada solugdo quase-
periédica complexa para a versdo ndo perturbada da (6.8), i.e., para ¢ = 0, e procuramos
por uma solucao perturbativa para a equagao total que formalmente tenda a essa solucao nao
perturbada quando z — 0. Para isso procuramos um Ansatz exponencial, cuja motivagdo
geométrica sera brevemente discutida, chegando finalinente a uma equagao generalizada de
Riccati (confira equagdo (7.9), adiante). No niicleo de nossos resultados, provamos que essa
equacao generalizada de Riccati admite uma solucao quase-periddica sob condigoes adequadas
sobre as freqiiéncias e sobre o parametro de acoplamento ¢. Além disso, provamos que isso
implica na quase-periodicidade da solugdo perturbada de (6.8). Entretanto, esses resultados

serao apenas demonstrados a partir do Capitulo 8.

7.1 Equacao Nao-Perturbada

O seguinte resultado elementar apresenta algumas propriedades basicas das solucoes quase-
(=] o
periddicas complexas da equacdo de Hill ndo-perturbada que parcialmente motivam o método

empregado na Segao 7.2.

Proposigao 7.1 Seja po : R — R wma fungao analitica e periddica com periodo Ty = 27 Jwy.

tal que a equacdo

¢(t) +po(t) (t) = 0 (7.1)

tenha duas solugées nao-triviais, reais, analiticas, quase-periddicas e independentes, ¢, € Py.
Entao, a solugcdo quase-periddica compleza ¢o(t) = ¢o(t) + ip(t) pode ser expressa na forma

do(t) = exp (it + ivo(t)) ,

onde g € R e ¥y : R — C € uma funcdo analitica e periddica com freqiéncia wy. 0
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Prova. Sendo o Wronskiano 1 (t) = @q(t)os(t) — ¢p(t)0a(t) uma constante nao-nula, W(t) =
0 # 0, Vt € R, temos '

CWol < 18a(8)] [os(t)] + 10s(8)] |a(t)] < D(l¢a(t)] + |u(t)]),

onde D := max{sup,g EXGI SUP¢eR |6(t)|} < oo, porque ¢, e ¢ sdo ambas, por hipétese,
quase-periédicas. Seja ¢g := ¢,+id. Pela equivaléncia das normas ¢! e ¢2, existe umna constante
C > 0 tal que

C|W,
600 = VIO TGEF 2 Clau®l+ i) = 20 ve (72)

Isso nos diz que a fungao quase-periodica complexa @y permanece fora de uma vizinhanga da
origem para todos os temnpos. Sob essas circunstancias. um teorema de H. Bohr [36], implica
que podemmos escrever

oolt) = exp(iQ0t+ic'0(t)), (7.3)
onde ) € R e yp(t) : R — C é quase periddica. O teorema de Floquet garante que vy é

periddica com a mesma freqiiéncia de py. [ |

Vemnos claramente de (7.3) que €y é o ntunero de rotacgao de ¢y.

Sendo ¢ também uma solucdo de (7.1) (porque (7.1) é real), a solucio (complexa) mais

geral é
A, exp<+iQOt + z'wo(t)) + A exp(—-'éQOt . z'wo(t)), (7.4)
com A, Ay € C.

Definindo a funcio periédica go(t) := 1o(t) + Qo, podemos escrever

oo(t) = exp (i /t o(t )dt) two(0) (7.5)
0

Sendo () = 0, temos Qo = (go).

7.2 A Equacao Perturbada e o Ansatz Exponencial

Conforme mencionamos, a representacao (7.5) é possivel porque (7.2) nos diz que a funcao
quase-periddica complexa ¢g permanece fora de uma vizinhanca da origem para todos os tem-
POs. E tentador presumir que esse tipo de propriedade de estabilidade seja preservada quando
a perturbacao é inserida e que a funcao periédica gg seja substituida por uma fungao quase-
periddica da forma gg + g, onde ¢ se anula quando ¢ — 0. Essa é a motivagdao para os passos

seguintes.

Vamos considerar agora a equagdo perturbada (6.8) com p; : R — R analitica e quase-

periédica, com freqiiéncias no conjunto {m - w,, m € zZP } para algum D > 1. As motivacoes
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apresentadas acima (veja também [2]) nos conduzem a procurar por uma solugao da (6.8) com

a seguinte forma .‘ L
o(t) = do(t)exp (z/ g(th) dt'> = exp (L/ [g0(t') + g(t)] dt') e'vo(0) (7.6)
0 0

com g se anulando identicamente para ¢ = 0. E facilmente verificavel que g deve satisfazer a
seguinte equacgao generalizada de Riccati:

d . .
7 (99) +1(g0)* —iepoy = 0, (7.7)

ou, de outra forma,
g +1ig* + 2igog —icspy = 0. (7.8)

Observagao 7.2 FE claro que dessa maneira consideramos uma solugdo que se reduz a primeira
fun¢do em (7.4) para € = 0. Note ndo poderiamos também considerar solugées que continuem,

para € # 0. a segunda fung¢do em (7.4). A andlise seria a mesma.

A idéia agora é procurar por uma solucao quase-periédica g para a equagao acima. Nesse
€aso,
o(t) = exp (it + ithe(t)) ,

onde
Q= Qotle) e wlt)i=volt) + / (9(#) — (g)) dt'.

Note que. se tal g existe, ¥, seria também quase-periédica. Entretanto, para assegurar que ¢
seja quase-periddica temos que mostrar que {2, é um niunero real, que é o caso se {g) € R.
Isso é estabelecido pela proposi¢do seguinte que mostra que se g € quase-periddica, entao ¢ é

automaticamente estével, i.e., o expoente de Liapounov ${{2.} desaparece.

Proposicao 7.3 Assumamos que (7.7) tenha uma solugdo quase-periddica g. Entdo a média

de g é real. ou seja. (g) € R. ' O

Prova. Escreva go = 7o + iyp € ¢ = = + iy. Note que (go) = Q € R, de modo que (yp) = 0.
Tem-se igo — ga +po = 0 (substitua (7.5) em (7.1)), cuja parte imagindria d& &o = 2xoyp. Além
.disso, tem-se §+ig*+2igog—icp, = 0 (equacdo (7.8)), cuja parte real é T —2zy—2zryo—2yzo = 0.
Combinando as duas equagbes obtém-se & — 2xy — 2xoy — 22y + (—2ZoYo + Zo) = 0, de modo
que £ + 2o — 2(y + yo)(z + zo) = 0.

Definindo z = z+xo, a equago acima se torna z = f(t) z, onde a fungéo f(t) = 2(y(t)+yo(t))
é limitada (e quase-periddica), de modo que, por integragdo explicita,

<(0) = e (2 [ lu(®) + (0]t ) 00)
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onde z(0) = xo(0) + £(0) # 0 (se z(0) = 0 entdo z(t) = 0 para todo t, dai que z(t) = —zo(t)
para todo t. o que requer que zo(t) = z(t) = 0 para todo t, e isso nao é possivel porque
(zo) = Qo #-0. de modo que zo(t) ndo pode se anular identicamente). Por outro lado z(t) tem
que ser uma funcao quase-periddica limitada, e isso requer {(yo + y) = 0, de modo que se tem
(y) =0. L

Portanto. podemos dizer que ¢(t) dada em (7.6) é quase-periddica desde que se ache uma g
quase-periddica. Outras observagoes sobre as propriedades de ¢ serdo discutidas no Capitulo 9.

Uma versdo um pouco mais simples da equacdo generalizada de Riccati (7.7) acima foi
estudada em [27] por um método de expansdo em arvores (veja a revisdo feita no Capitulo 4,
pégina 62). Entdo, a idéia agora € tentar escrever a mesima expansio de [27] para uma solugdo

de (7.7) e adaptar sua analise (e resultados) ao contexto do problema aqui colocado.

Primeiramente, vamos reescrever a equacao de Riccati (7.7) como em [27]. Sendo ¢ # 0

para todo t € R, definimnos u(t) por

onde t
Q(t) = exp (‘2'1/0 9o(t) dt,) = (o(t))™*,

que, por (7.3), é também quase-periédico. Também definimos,

t
R = n(OQO™ = m(Od0) = ntrew (2 [ i) .
0
Corn as defini¢des acima pode-se facilmente checar de (7.7) que
i = R+eQu?, (7.9)

que é muito similar a equagao estudada em [27].

7.3 Arvores

Passareinos agora as expansoes perturbativas e a uma representacao grafica que conduzird nossa
andlise. Como primeira tentativa (e também para introduzir notagdes) procuraremos por uma

solucdo de (7.9) como uma série de poténcias em &:

u(t) = isku(k)(t).
k=0

Note que, em principio, u nao se anula identicamente para ¢ = 0, mas g sim, pois g ~ cu.

Inserindo o Ansatz acima na equagdo (7.9), chegamos em
W© = R,

(7.10)
k) = Q Z u(kl)u(kz)’ Yk > 1.

ki+ko=k—1
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Utna vez que procuramos por uma solu¢do quase-periddica u de (7.9), é natural introduzirmos

a seguinte decomposicao de Fourier:
uB(t) = Y ulle™ (7.11)
vezd

para algum d > 1 a ser convenientemente fixado mais tarde. Note que com a decomposicao

acima. temos

o
u(t) = Zsk Z ulFlev et (7.12)
k=0 vezd

Nossa meta é achar uma representacao gréfica em termos de drvores para os coeficientes de

. k -
Fourier uf, ), como em [27}.

Prosseguimos agora escrevendo a decomposicdo de Fourier das fungoes pg, p1, ¢o, @ € R.
Como assume-se que py é periddico (com periodo Ty = 27 /wp), tem-se simplesmente

po(t) = D Pemt.
neZ

Assume-se que a funcédo p; é quase-periddica com espectro de freqiiéncias contido no conjunto

{m-w,, m € Z}. Portanto,

pi(t) = Z P,gl_l)ei—’ﬂ"*—’lt_

mezZD

Escrevemos as decomposicdes de Fourier de ¢2 e ¢5? como segue:

(Bo(t))* = 3 FPeilrot2Bole - (go(t))F = Y F{Aeira2or,

ncd nezZ

Portanto, a decomposicao de Fourier de R é

R(t) — Z Pinl)eim.;ilt Zfé?)ei(nwo+290){ — Z Ruez‘u.wt ,

meZD nez vezd

onde
v = (m, ny, ny), d:=D+2, w := (w, wp, ) (7.13)

R, = POFPs,,,.

Com essa notacio, a decomposicido de Fourier de @ é como segue:

Q) = 3 Fl im0 - §™ g givet

onde v, d e w sdo como em (7.13) e

Qv :

S0 F s D0y -2
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Observacgao 7.4 Assumimos a seguinte condigdo de ndo-ressondncia sobre o wvetor de
frequéncia w:
m-w, + nwy + 20 # 0 Y(m, n) € ZP*.

Também tmpomos uma condicdo Diophantina sobre w, a saber:

w v > ISF vu € 79\ {0}, (7.14)

para duas constantes positivas firas Cy e 7> d — 1.

Observacgao 7.5 Pela suposi¢do de analiticidade sobre py € p; obtém-se o sequinte decaimento

dos coeficientes de Fourier de () e de R:
IR < Qe Q.| < Qe (7.15)
para constantes positivas Q e k. Isso serd essencial no que se segue.

Prosseguimos inserindo a decomposigdo (7.11) em (7.10). O resultado é a seguinte relagdo

.. . k
de recursividade para os coeficientes uf, ), v #0:

(iw- ) = R,,
) ‘ (7.16)
(iw-vuy’' = Z Z Q,,Ouf,kll)uf,k;) , VE2>1,
ki+ke=k—1 vo+ri+r2=v
para todo v # 0. Como o lado esquerdo de (7.10) tem média zero, exige-se também
0 = RO )
(7.17)

0 = Z Z Quoufﬁ‘)ug‘;) = <[Qu2](k_1)> , Vk>1.

k1+ko=k—1vo+ri+r2=0

Nota-se que Ry = PQ( 1).7-'(;2)603 = 0 e assim nao hé problemas com o requerimento 0 = Fy.

A representacdo grafica dos coeficientes ul)) é quasé exatamente como na referéncia [27].
Recomendamos que o leitor reveja o Capitulo 4 desta tese para detalhes. As tunicas duas
diferencas essenciais sao as seguintes: (1) Aqui representamos como bolas pretas os fatores R,,,
enquanto que na referéncia [27] elas foram associados ao fator (Q~!),. (2) A ordem de uma
arvore aqui é dada somente pela soma dos vértices mais a soma dos rétulos de ordem das bolas
brancos, enquanto que referéncia [27] o niimero de bolas pretas também € contado na ordem.
Aqui também existe uma pequena modificagdo de notagdo: enquanto que na referéncia [27]
ugc) = c®) | aqui -u{,"’ = o¥)_ para todo k > 0. Repassarmos abaixo as definicoes pertinentes da
referéncia [27] adaptadas ao presente caso (veja também o Capitulo 4).

Definicao 7.6 Uma drvore 8 é um conjunto conexo de pontos e linhas sem nenhum loop tal

que todas as linhas sdo orientadas para um inico ponto chamado a raiz. Denominamos nds
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todos os pontos da drvore com exce¢do da raiz. Note que. por constﬁtgdo. a raiz admite somente
uma linha de entrada: tal linha é chamada linha raiz. A orienta¢de das linhas na drvore induz
uma relagdo de ordem parcial entre os nds. Denotamos por <X essa relagao: dados dois nos v
¢ w, escreveremos w = v toda vez que v estd ao longo de um caminho (de linhas) que conecta

w a raiz. Dada uma drvore 6, podemos identificar em 0 os sequintes subconjuntos:

o E(0): o conjunto de pontos finais (nds finais) em 6. Um nd v € 6 serd um ponto final se

nenhuma linha entra em v. Denotamos por |E(6)| o nimero de pontos finais em 6.

e Ew(0) C E(8): o conjunto de bolas brancas em 6. A cada v € Ew(6) associamos um
rétulo de modo v, = 0, um rétulo de ordem k, € Z, e um fator de n6é F, = a("")_.

Denotamos por |Ew (0)| o nimero de bolas brancas em 0.

e Eg(f) = E(0)\ Ew(0): o conjunto de bolas pretas em 0. A cada v € Eg(f) associamos
um rétulo de modo v, # 0 e um fator de né F, = R,,,. Denotamos por |Eg(8)| o numero

de bolas pretas em 6.

o V(0): o conjunto de vértices em 0. Se v € V(). entdo v tem ao menos uma linha de
entrada. Associamos com cada vértice v € V(8) um rétulo de modo v, € Z* e um fator

de né F, = Q,,. Denotamos por |V (8)| o nimero de vértices em 6.

e B(#) = Eg(0)UV(0): O conjunto de bolas pretas e vértices em 6. Denotamos por |B(0)]
o ndmero de bolas pretas mais vértices em 0, i.e., |B(8)| = |Eg(8)| + |V (8)|.

o L(6): o conjunto de linhas em 0. Cada linha ¢ € L(6) deiza um ponto v e entra em outro
que denotaremos por v'. Uma vez que € estd unicamente identificado com v (o ponto que
¢ deiza), podemos escrever € = {,. Para cada linha ¢ associamos um rétulo de momento
v, € Z% e um propagador g = 1/(iw - 1) se vy # 0 e g, = 1 se v, = 0: dizemos que o
momento v, flui através da linha ¢. Os modos e momentos estdo relacionados como se

seque: se { = £, e t'. {" sdo linhas entrando em v. entdo

V=V, +I/£/ + | =" Z Vy . (718)

we B(§)
w=v

Denotamos por |L(0)| o nimero de linhas em 6.

Chamamos equivalentes duas drvores que podem ser transformadas uma na outra deformando

continuamente as linhas de tal modo que elas ndo cruzam umas as outras. a
Definigao 7.7 Seja i, o conjunto de drvores 0 ndo equivalentes satisfazendo:
1. para cada vértice v € V(0), existe exatamente duas linhas de entrada em v;

2. o numero de vértices e a soma de todos os rétulos de ordem das bolas brancas sao tais
que definindo ky := |V (0)| e ky := Y veEw (6) Kvs temos ki + ky = k:
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3. 0 momento fluindo através da linha raiz é v.

Nos referimos a Ty, como o conjunto de arvores de ordem k e momento total v. a

Baseado nas definices acima, escrevemos para todo k£ > 0 e para todo v € Z%, v # 0:

u) = Z Val(9),

0€Tr o

onde Val : 7;.,, — C é chamado o valor da drvore § e é definido por

val(9) == | [ oe IIT &,

¢eL(6) vEE(6)UV (0)
onde
( Ql/u bl v e V(0)7
- , Ve #0,
iw - Uy
e = F, = R,,, ve€ Eg(§),
1, ve=0,
a(k") , Ve Ew(e)

\

’ ~ . k .
Todas as drvores que aparecein na expansio do coeficiente ulk) pertencem a 7 ,. Reciproca-

. ~ . k
mente, toda drvore em 7y, aparece na expansio grafica de u®

(k)
0

Est4 claro que as constantes uy = al® devem ser recursivamente fixadas das condigoes

(7.17). Deixamos esse problema para o préximo capitulo.
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Capitulo 8
Solucao Formal

Neste capitulo discutimos a resolugdo recursiva das equagdes (7.16) e (7.17). Em particular,
obtemos uma condicdo suficiente para a fixacdo dos coeficientes a*) e concluimos que, sob essa
condicdo. a®) = 0, para qualquer £ > 0. Finalmente, analisamos o problema da convergéncia
em ¢ da série (7.12) com os coeficientes u determinados e chegamos a conclusao que, devido ao
problema dos pequenos denominadores presentes nos propagadores, (7.12) deve ser entendida

apenas como uma série formal.

8.1 Analise dos Modos Zero

Agora analisamos as equacdes (7.16) e (7.17) com o intuito de fixar a(¥), k > 0. Deve-se ter

. . 0
em mente que essas equagdes sdo de natureza recursiva. Portanto, comeg¢amos fixando uf,),

- . 1

v # 0, de (7.16), entdo fixamos a® de (7.17), entdo voltamos para (7.16) para fixar ul),
v # 0, e assim por diante. Nossa intenc@o aqui é obter uma expressao recursiva geral para os
coeficientes a¥) de modo zero. Provaremos que, a nio ser por uma situacdo espiria, a tinica

escolha possivel das constantes a® compativel com (7.17) é a*) = 0, para todo k > 0.

Observagao 8.1 Sejam 0 € Ty, k >0, v € Z¢. Como k = |V ()| + D veEw ) Fo- claramente
temos 0 < |V(0)| < k. Se. e.g., Eyw(0) contém apenas uma bola branca com rétulo de ordem k,
entdo |V (0)| = 0; por outro lado, se Ew(6) contém apenas bolas brancas com rétulo de ordem
todos tguais a zero, ou se ele € um conjunto vazio, entdo |V (6)| = k. Outra simples observagdo
€ que, por razées topoldgicas, o nimero total de pontos finais em 0 é exatamente |V (0)| + 1.
Assim, |Ew(0)| + |Eg(8)] = |V(0)| + 1 e temos 0 < |Eg(8)| < |[V(0)| + 1.

Lema 8.2 EmuY), k>0, v = (m,ny,ny) € 2%, ny pertence ao sequinte conjunto de inteiros
pares: {—2k,-2(k - 1),...,-2,0,2}. : 0

Prova. Para k = 0, np = 2 jad que uﬁP) X On, 2. Agora seja k > 1 e 6 € Ty, uma &rvore

contribuindo para ul). A cada vértice v € V(6) associamos o fator § ) _, em Val(f) e a
2
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cada bola preta b € Ep(f) associamos o fator 4 ) ,. Assim, devido a conservagao do momento
2

(7.18), precisamos ter o vinculo ny = 3 () név) + 2 beEs(6) n{ = 2|Eg(8)| - 2|V (6)| na linha,
raiz. Da Observacao. 8.1, conclui-se que no = —2k, —=2(k — 1),...,-2,0,2. [ ]

Definicao 8.3 Seja 0 € Tp,,. k > 0, v € Z2, tal que Ew(0) seja nao vazio. Seja Ag C Ew(0)
nao vazio. Definimos 6\ Ay como a arvore Ag-amputada. gerada ao amputarmos o subconjunto

Ag de bolas brancas de 8. Isso significa que

Val
2O ks =k= Yk,

H k) =

vEAp

Val (6\ 4) =

onde ko\ 4, denota a ordem da drvore Ag-amputada. Agora seja
T(’:,) ={0 €Tk : Ew(6) = {v} comk,=p}.

Isso significa que uma drvore em ’Z;c(”:,) tem apenas uma bola branca com rétulo de ordem p (e
portanto k — p vértices). Agora amputamos todas as bolas brancas em ’I;c(’:,) . Isso dd a definigao

do conjunto

T = {H\EW(H) : ae:rk{',’,’}.

Claro que a ordem de uma drvore em ’I;c(’:, € igual ao seu ndmero de vértices. que € simplesmente

k —p. Também introduzimos aqui a abreviagdo: T( ) = ’I;c v, para todo k > 1. O

Observacao 8.4 Partindo da defini¢do anterior e do fato que g¢ = 1 quando ¢ deiza uma bola
branca, nota-se que ﬁ(’l’,) = ’f}c_p,,,. De fato, seja ¢ ’f;(’:,) arbitrdrio. Segue que existe 0 € Ty,
com Ew(0) = {v} e com k, = p tal que § = 0\ Ew (6). Isso significa que |V ()| = k—p. Agora
tome §' € Ty_ ~pw_COM Ew(0) = {v} e comk, = 0 tal que § = & \ Ew(8'). Sendo & € T(O)
acha-se que e ’I]c —pw- Portanto, ’Z;c(’:,) - ’I}c —pw- Por outro lado, tome um@ € ’I} —pw arbztmmo
Entdo § = 0\ Ew(6) onde € Ty_ —pw € Ew(8) = {v} com k, = 0. Portanto, [V(0)| =k—p, o
que significa que pode-se tomar §' € Ty, tal que EW(6” = {v} comk,=pe 6=0 \ Ew(0").
Como 0' € T(p), conclui-se que 6 € T(p Portanto. Ty_ —pw C T(f:,).

Lema 8.5 Seja k > 1, entdo ([Qu*]*~D) = p—o PGy, onde, para todo j > 1, G;
S per o VAI(O). o

Prova. Da definicao,
([Qui*—1)Y = Z Z Quoululk?) . S (81)
ki+ka=k—1v9+r1+15=0

Com isso, usando a defini¢ao do valor de uma arvore e as notacoes introduzidas na Definigdo 7.6,

podemos escrever

([Qui* 1)y = 3" Val(6)

967')5,0
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Agora seja v = (m,, n(ll). n.(zl)) € Z% e vy = (my,, n&"”, n§2)) € Z% em (8.1). Do Lema 8.2,

n) e (=2, —2(k —1),...,-2,0,2}

n? € {—2ky, —2(ks—1),...,-2,0,2}.

. . . : . . k; ~
Para ser mais preciso, seja 8; € Ty, ,,, 7 = 1,2, uma arvore contribuindo para uf,j’) . Entao

n.(_)l) =2(by—v) e n.(f) = 2(by — 1), onde b; e v; sdo os nimeros de holas pretas e vértices em
8;. De 0, e 0, gostariamos de construir uma arvore 6 € 7y o, k = k; + k2 + 1, contribuindo para
([Qu*)*~1). Primeiro deve-se notar que as linhas das raizes de 6 e 6, entram em um vértice
em 6 com modo vy = (0. n(lo), —2). Como a linha que deixa esse vértice (linha raiz de ) carrega
momento zero, temos o vinculo —2 + nél) + n?) = 0. Assim, (b + b)) — (v; +v2+ 1) = 0.
Essa tltima relagdo implica que [Eg(0)| = [V(6)|, entdo (veja a Observagdo 8.1) a drvore ¢
contribuindo para ([Qu?*~D) deve ter exatamente uma bola branca (com algum rétulo de
ordem p). Claro que |[V(0)|+p=ke 1l < |V(0)| <k, portanto 0 < p < k — 1. Dessa maneira,

podeinos escrever

: k-1 k-1
(@A = 373 Vale) = 30 Y o Val(o\ Bw(0))
p=0 c?eTk(lpd) =0 GETIc(,po)
k1 k-1 |
= 3o 3 valg) = Y o® S Val(6)
p=0 ee,j—k('po) p=0 Geﬁ—p,o
k—1
=: a(p)Gk—p)
p=0

onde a Observacao 8.4 foi usada. Note que, por construcdo, G;, j > 1, é expresso por uma

soma de 4rvores sem bolas brancas tais que elas tém exatamente j bolas pretas e 7 vértices. B

Definicao 8.6 Seja k > 1 e ﬁ.,,, como na Definicdo 8.3. Dividimos ﬁ.,,, em dots conjuntos

disjuntos como se seque: Ty, =: Ti7, | T}"5, onde

° ﬁcu é o conjunto de drvores em ﬁ,,, tal que a linha amputada estd conectada a linha

Ta1Z;

e 7,.'o: € o conjunto de drvores em Ty, tal que a linha amputada ndo estd conectada a linha

rQ12.

Chamamos uma drvore em T,f, como uma drvore c-classe e uma drvore em TS como uma

drvore nc-classe. Note que qualquer drvore nc-classe tem ordem k > 2. O

Qualquer arvore em 7;"¢ pode ser desenhada em sua forma canénica como representado na
Figura 8.1. De fato. seja § € 7,7, k > 2, v € Z¢, arbitrdrio. Seja v} o vértice conectado a
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linha amputada de §. Defina v; como o vértice tal que uma de suas linhas de entrada seja
exatamente a linha de saida de v}. Defina v} indutivamente como o vértice tal que uma de
suas linhas de entrada seja exatamente a linha de saida de v}_,. Se, para algum j > 2, v; for o
vértice conectado a linha raiz, entdo fixamos n := j. Agora re-rotulamos os n vértices definidos
acima como v; = vjl_j +1 1 £ 7 < n. Os vértices v; serdo chamados vértices candnicos. Fixe
9;, 1 < j < n -1, como a sub-4rvore cuja linha raiz é aquela que entra em v; e nao sai de
vj+1; Oy € definida como a drvore cuja linha raiz entra em v,, nio sendo a perna amputado. As
sub-drvores ¢; serao chamadas sub-drvores candnicas. Agora, desenhe a arvore de tal modo que
a linha raiz de cada 6;, 1 < j < n, seja a linha superior entrando no vértice v;: dessa maneira

¢ € 7,7 é como representada na Figura 8.1. Daqui por diante, qualquer drvore em 7,"; serd

pensada como estando em sua forma candnica.

Figura 8.1: Forma canénica de uma arvore
em ~,c'ff,. A regigo delimitada por linhas
tracejadas representa uina sub-drvore geral
contendo apenas bolas pretas. Cada sub-
arvore canoénica 6;, 1 < j < n, é de or-
dem kj, e contém exatamente ke, vértices
e kg, + 1 bolas pretas. Levando em conta
os n vértices candnicos {vi,..., v}, tem-
sek=n+ Z;’=1k9j. Note que 2 < n <
k. A amputagdo das bolas brancas deixa

uma linha com momento nulo conectada ao
vértice v,; chamamos de perna amputada

tal linha.

Observagao 8.7 Cada sub-drvore canénica 0; C 0 definida acima, dd uma contribuicdo para
ui,kjgj) se kg, € a ordem de 0; e se v; € o momento fluindo através de sua linha raiz. Claro que
v; # 0 pois isso dara uma contribuicdo para al®i) e as bolas brancas foram descartados durante
a construgdo. Mais geralmente, cada linha em L(0), que ndo seja nem a linha raiz nem a linha
saindo da bola branca amputado. pode ser vista como a linha raiz de uma sub-drvore, entao ela

deve ter um momento diferente de zero, jd que ndo hd outras bolas brancas.

Observagao 8.8 Note que eristem 2" drvores ndo equivalentes em TS admitindo a mesma

forma canénica.

Agora podemos escrever o valor de uma sub-drvore candnica 6; como
by .
Val(§;) = ——=BY), v;#0, 1<j<n.

l-&)'l/j
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Portanto, 6; d4 uma contribui¢ao para a funcao

B;(t) = /0 v b,(t) + Cj, (8.2)

onde a constante de integracao C; é escolhida de modo que somada ao termo constante que

surge da integral definida, d4 o modo zero de Fourier de B;:

by ()
Cj - Z ZU)—I/ = BOJ . (83)
veZd

Uma vez que B((,j ) deve se anular (veja Observagao 8.7),
Bj(t)= Y _ BYe =: / b; , (8.4)
vezd
onde a integral acima tem que ser interpretada como uma notagio abreviada para (8.2) com

C; fixado de (8.3), impondo que B((,j ) = 0. Deve-se pensar em f b; apenas como uma primitiva

coln média zero.

Lema 8.9 Seja 0 € ﬁ"g uma drvore nc-classe como aquela na Figura 8.1. com ordem k > 2,
e sejam 2 < n < k sub-drvores canénicas 0.,...,0,. Sejam Ny = {I/U €Z¢ :ve B(9)} e
a;(t) := Q(t)B;(t), 1 < j < n. Entdo, v

;oval(e)= <a1/a2/.../an_1/an>’ 85)

onde todas as integrais sGo entendidas no sentido de (8.4). a

Prova. Seja 1l < j < n e denote por v ; o modo de Fourier do vértice canonico v; e por v;
o momento fluindo através da linha raiz da sub-arvore canédnica ;. Note que v ; # 0, j4 que
isso daria Qo = 0. Também v; # 0 e mais geralmente, v, # 0, para todo ¢ € L(f) diferente da
linha raiz e da linha saindo da bola branca amputado (veja Observagdo 8.7). Agora o momento

fluindo através da linha raiz é zero, o que significa que

n n
ZVJ' -+ ZVOJ' =0.
i=1 j=1

Portanto, por um calculo explicita,

é [T Quo, b0
Val(§) = J J
s = (155 gy

r=1 v, vor p=1 W - (Vn—p+l,0 + Vn—p-H)

. H;—_—l QVO,j BI(’JJ)
= 1122

n ' ’
r=1 vy vor Hj:l p=1 w (Vn—p-H,O + Vn—p-H)

= <(QBI)/(QB-2)/--'/(QBn—l)/(QBn)> : (8-6)'

125



o que prova a afirmacao. ‘ m

Sejaf € }}3 uma arvore nc-classe como aquela na Figura 8.1 com ordem k > 2 e n < k sub-
drvores canonicas 0, . .., 0,. Claro, se duas drvores canénicas ¢;, §; sdo equivalentes, entdo tem-
se a mesma contribuicdo em (8.5) ao permutar-se a; com a;. Isso nos motiva a dar as seguintes
definigées: seja © = {6;,...0,} a colegdo de todas as sub-arvores candnicas de § € ﬁ"f,
Dividimos © em 1 < m < n subconjuntos disjuntos E;. 1 < j < m, tal que E;, é composto
por todas as arvores em © que sao equivalentes a #,, F, é composto por todas as drvores em
© \ E; que sdo equivalentes a primeira arvore de © \ E; e assim por diante. Desse modo,
O = U;'f__l E;, onde cada E; coleciona todas as drvores que sdo equivalentes entre si. Claro
que cada subconjunto Ej; contém r; = |Ej| drvores (equivalentes) tal que 3 7, r; = n. A
contribuicdo para (8.5) de todas as 4rvores dentro do mesmo Ej; é denotada por ag;, que
representa a funcao a, associada a arvore g, equivalente a todas as drvores em E;. Agora, seja
S, o grupo de permutacdes usual de n elementos. Definimos S92 = S, \ {r € S, : 7(3) =
jsei# jeb;,0; € E,paraalgum 1 < i,5,p < n}. O conjunto SO serd chamado o conjunto

de todas as permutagoes vélidas dentro de O.

Lema 8.10 Seja 6 ¥ s uma drvore de nc-classe como aquela da Figura 8.1 com ordem k > 2
e n < k sub-drvores canonicas 0,,...,0,. Entdo,
-1 n+1 d .
@r(1) / Qn(2) / ()" / On(n) ) = (,—) —(Ag, - Ag) ) =0,
ry:- dt
ese
onde Ag, = [ag;, para todo 1 < j < m. O

Prova. Primeiro vamos assumir que todas as sub-arvores 6, ...6, sao diferentes. Portanto
temos a; # az # -+ # a, em (8.5). Com essa suposicdo © = {f,...,6,} = U;‘zl E; com
E; ={0;} erj =1 para todo 1 < j < n. Por uma integragdo por partes, tem-se

<a1/a2/a3.../an> =—<(/a3.../an) (ag/a1>> s
de modo que somando também o termo 1 « 2 e fazendo outra integragdo por partes, obtém-se
<a1/a2/a3.../an>+<a2/a1/a3.../an>
o (fo fo) = (e fo )

Note que para se construir a derivada de (A;A4) acima usou-se as 2! = 2 permutagées de a;,
az: (123---n)e (213 ---n). Entdo, usando também (132 ---n), (312 ---n)e (321 --- n),

(231 --- n), consegue-se

<(/a4.../an> (A1A3a-2)> e <</a4/an) (43A2a1)>.
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Portanto, a soma dos 3! = 6 termos obtidos pela permutagao de a, as, as, da

ﬁ< (/04---/%) %(A1A2A3)> = —<(/a5.../an> (A1A2A3a4)> .

Continuamos somando os 4! = 24 termos obtidos pela permutagdo de a1, aq, az, a4 para obter
a derivada de (A;A2A43A,). Iteramos esse procedimento até exaurir as n! permutagtes de

ai,...,a,, dando

> <a,r,-1)/a,r(2)/a,r(3).../a,r(n)> = (—1)"*! <(%(A1A2...An)> =0,

TESn

que é a afirmagao do lema no caso onde todos os a; séo diferentes.
Assumimos agora a situacdo mais geral onde © = {6y,...,0,} = UL, E;, para algum
m < n. Entdo podemos permutar ¢ < j se a; # a; (chamamos isso de uma permutacéo vélida).
O conjunto de todas as permutagoes validas dentro de © é o que denotamos por SO acima. O
ntmero total de permutacoes validas é TI,L'T, Portanto, usando o resultado da ltima férmula,
(e

chega-se a afirmacao geral. [

Lema 8.11 Para todo k > 2 temos a identidade Zod;"g Val(9) = 0. Portanto, para todo
721, G5 = Ygete, Val(b). ' ,_ O

Prova. Seja k > 2. O resultado segue de uma combinagao do Lema 8.9 e do Lema 8.10. Claro,
a soma de todas as possiveis drvores em 7,§ (incluindo a soma sobre os modos de Fourier)
significa que temos que somar todas as. permutacoes véalidas de ay,...,a, em (8.5) para todas
as arvores com 2 < n < k sub-arvores canonicas. Uma vez que pelo Lema 8.10 essa soma d&
a média de uma derivada total, conclui-se que Z%’I’;g Val(8) = 0. Agora, ja que 7; ¢ contém

apenas arvores c-classe, conclui-se que

Gj= > Val(f)= > Val(d)+ > Val(6) = )Y _ Val(6),

€50 €T, 0TS €75,
para todo j > 1. [ |

Proposigao 8.12 Seja G;, j > 1, como no lema anterior. Suponha que G;, # 0 para algum
jo > 1. Entdo, a condigdo (7.17), pdgina 118, vale se o¥) = 0 para todo k > 0. O
Prova. Pelo Lema 8.5 a condicdo (7.17) da

k-1 - :
0=([QuI* V)= "aPG,,, Vk2>1. (8.7)

p=0

Provaremos por inducio que a® =0, p > 0, é a tinica solucdo de (8.7) se G;, # 0 para algum
Jo = 1. De fato, seja jo > 1 tal que G; = --- = G;,-1 = 0 e G}, # 0. Entao, a equagdo (8.7) é
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automaticamente satisfeita para todo 1 < k < jo — 1. Para k = 7, tem-se

Jo—1
0
0 = af )Gjo + Z a(p)GjO_p = a(O)GJ-O.
p=0
Portanto, o®? = 0. Agora suponha que a!® = ... = al*0) = ( para algum ko > 1 e vamos

provar que o{fo*1) = 0. Usando (8.7) para k = j, + ko + 1, temos

Jo+ko jotko
— (p) — ~(ko+l)
0= § :O‘ GJo+ko+1 -p = § :0‘ Gotkot1-p + Glotkot1-p = O Gio s
p=ko+1
o : 1i (ko+1) — 0
que implica que o = 0. [

Observagao 8.13 Note que se pode sempre supor que a fun¢do p, em (6.8), pdgina 108, tenha

média zero (i.e.. P(_)(l) = 0), por uma escolha apropriada da média de py. Em tal caso, como

(1) 7(1 2)f(2)
= =9 # .
& < / > Z ZQo - nlwo) (8 8)

n€Z

acha-se G1 = 0. Isso mostra que € importante considerar a possibilidade em que o primeiro G,
nao-nulo tenha jo > 1. Daqut por diante assumiremos que existe um jo € Z tal que G; =0
para todo 1 < j < jo e G, # 0. Dizemos que essa é uma condigGo de ndo-degenerescéncia

sobre p;.

Proposigao 8.14 Seja G;, j > 1. como no lema anterior. Entdo,
(a) (Qu) = 1 5520 *Grrn.
(b) . =Q & G, =0.VE>1.
(c) L. e R Gy =G, VE> 1.

Em (a) a igualdade é no sentido de uma série formal de poténcias (ou seja. vale ordem a
ordem). O

Prova. Vamos escrever primeiro (Qu) no espago de Fourier:

oo
(Qu) = Zs ([Qu]®)Y, onde ([Qu]®) = Z Quou Vl), Vk > 1.
k=0 vo+r1=0
Agora seja v, = (my, n1 ,ngl)) € Z4. Claro que v, # 0 porque vy = —vj e Qo = 0. Do
Lema 8.2,
M e {—2k, —2(k—1),....-2,0,2}.
Para ser mais preciso, seja 8, € 7;,, uma arvore contribuindo para uf,kl), entao n2 = 2(b, —

v1), onde b, e v, sdo os numeros de bolas pretas e vértices em 6,. De 8, gostariamos de
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construir uma arvore 8 € 740 Que contribui para <[Qu](k)>. Fazemos isso do seguinte modo.
Tomaimmos a linha raiz de #; com momento v, entrando em um vértice v com modo vy =
(0, n(10)’ —2). Adicionamos uma linha, com momento zero, entrando em tal vértice v. Nao
associamos qualquer propagador a essa linha, o que significa que ela se comporta como uma
perna amputada: note que podemos considerar tal drvore como uina arvore amputada de uina
bola branca. Finalmente, seja a linha raiz de 8, a linha saindo do vértice v carregando momento

) =0.0 que significa que

zero. Assim. vy — v = 0. Essa dltima relacdo implica cue —2 + n.(;,l
by — (v, +1) = 0. Portanto, |E5(0)| = |V (0)|, conduzindo & conclusao que @ deve ter apenas umn
pouto final que nao seja umna bola preta (veja Observagao 8.1). Isso deixa espago somente para
a perna amputada de 8, de modo que 6, deve ter apenas bolas pretas. Finalinente, conclui-se
que se § contribui para ([Qu]®), entdo 8 € ']N;CCH,O. Por outro lado, apenas metade das drvores
em ﬁiw contribui para <[Qu]““)> ja que em NkCH'O levamos em conta duas possibilidades para

amputar o trecho conectado a linha raiz. Portanto. pelo Lema 8.11, pode-se escrever

(Qu™) = -;- S val() = %GHI e (Qu =23 FChn.
~ k=0

0€T 10

onde a tltima relagao vale como igualdade entre séries formais. Isso prova (a). Os itens (b) e
(c) seguem imediatamente de (a) lembrando que Q. = Qg + (g) = Qp + i=(Qu). ]

8.2 Anadlise da Expansao (7.11)

Um dos principais resultados da tltina secio (veja Proposicao 8.12) nos diz que todo a*' = 0
se algum Gj, # 0. uma condigao que doravante assumiremos (condi¢do de ndo-degenerescéncia
sobre p;). Portanto, nao devemos nos preocupar com holas brancas e propagadores triviais.
Para todo k > 0 e todo v € Z%, definimos % ,, := {8 € T, : Ey(6) =} }. Entdo,

W)= " Val(g),  Vald) = [ ] IT 7. (8.9)

0c 7 e L(9) veB(0)

onde
Q.,, veV(b)

v,eZ® e F,= . (8.10)
R, , ve Eg(0)

1
w- vy

9e =

Além do mais, uy’ = o® =0, para todo k > 0.

Lema 8.15 Seja k > 0 e v € Z¢. entdo |u£,k)l < B'B¥(E")3e 'Y, para constantes positivas
B,B .3 e K < k. g
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Prova. Sejad € ., k > 0. v € Z%. De (8.9), (8.10), (7.15) (veja»Observa(;éo 7.5, pdgina 118)

¢ da condicdo Diophantina (7.14) (veja Observacao 7.4. pdgina 118), escrevemos

|val(9)| < Q!B(0)|CO—\L(9)| H |l/p|T H e—rcluvl

ec L(#) veB(9)
Agora. sendo |B(8)| = |L(9)| e

Sl =3 X w< Y Z wul = [LO)] Y v,

eL(0) e L(6) weB() ¢eL(0) weB(8 vEB(0)
w=v:f=¢,

segue que
H e*"|”v| < H (,—NIVUI/Q H P—NIVL’V?[L(&N . (811)
veB(6) vE B(0) feL(8)

Por outro lado, para cada linha { € L(8), temos!

s < o (2L01)

T|L(8)]
H |l/5|T H e~ KlIva/21L(0)] < (T!)'L(0)| (2‘L(9)|) , (8.12)

K
¢cL(9) £€L()

que, junto com o fato de que para todo § € F,, temos |L(0)| = |B(0)| = 2k + 1, resulta

9T ] 2k+1 .
v < (ZZ) (@rr ey | [T e

Cor™
0 veB(B)

< L) e [P e, (8.13)
ve B(8)

onde ['1,I'y, 3 sdo counstantes positivas apropriadas. No ultiino passo aciina usamos a bem

conhecida relacdo de Stirling para expressar k* em termos de k! e o fato que

Z |l/L|>l Z v,

ve B(6) veB(6)

= [v]. (8.14)

Agora levamos em conta que o nimero de drvores com uma ordemn fixa é limitado por I'f, para

alguma constante positiva I'; [27]. Assim. finalmente obtemos

| < 3 | Val(6)] < TiTATA (kDS eI/,
06-7]:',,

sendo [} uma constante positiva adequada. Isso completa a prova do lema. [

*

'Devido a desigualdade |z|° < e‘slI’(a/eé)”; Yr € C, e a relagao de Stirling.
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Capitulo 9
Solucao Renormalizada

O Lema 8.15 nos diz que as estimativas obtidas para os coeficientes da série (7.12), pagina 117,
nao sao suficientemente boas para provar convergéncia. Tal fato estd relacionado com o trata-
mento inadequado dos pequenos denominadores 1/(iw - v¢) que aparecem na expansao através
dos propagadores g;.

Para contornar o problema com os pequenos denominadores, adotamos um método bem
conhecido da andlise das séries de Lindstedt para problemas do tipo KAM (veja [29] e suas
referéncias). O problema dos pequenos denominadores estd justamente no fato de que w - v
pode ser arbitrariamente pequeno para certos valores de v com |v| suficientemente grande. A
idéia, entdo, grosso modo, é separar as partes pequenas de w - v e prosseguir de uma forma
adequada, obtendo coeficientes que possam ser melhor estimados. O processo de separa¢do das
pequenas partes de w - v é implementada pela técnica de decomposicdo em multi-escala dos
propagadores. Enfatizamos, como observacao a parte, Que essa técnica é genuina dos métodos
do Grupo de Renormalizacdo introduzidos para lidar com problemas semelhantes em Teorias

de Campo.

9.1 Expansao Renormalizada

Aqui objetivos efetuar uma resoma conveniente dos termos da série (7.12) com o intuito de ob-
termos uma expansao convergente. Para isso utilizaremos técnicas praticamente idénticas aque-
las expostas no Capitulo 4 para o sistema de dois-niveis com interagoes quase-periédicas. Em
particular, empregamos a decomposi¢do em multi-escala dos propagadores (confira Secao 4.3,
pagina 4.3) e o procedimento de renormalizagio através da resoma dos gréficos de auto-energia
(confira Secdo 4.4, pdgina 75). E claro que modificagdes técnicas foram introduzidas para tratar
do problema mais geral posto aqui. Assim, repassaremos todas as defini¢bes pertinentes com
as devidas modificacoes. Entretanto, as idéias essenciais sdo as mesmas daquelas ja expostas

no Capitulo 4.
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Comeg¢amos introduzindo uma funcdo (x) limitada, ndo decrescente e C*°(R), definida em
R, de tal forma que -

W(z) = 1, paraz > C),
0, paraz < (C/2,

onde C; < C, deve ser fixado, sendo Cy a constante Diophantina que aparece em (7.14),
pagina 118. Além disso. definimos x(z) := 1 — ¥(z). Um exemplo de x(z) e ¥(x) com
propriedades acima ¢ encontrada na Figura 9.1. Tumbém definiimos, paratodo n € Z ., xn(z) :=

x(2"z) e Yn(x) := w(2"z). Estd claro que xo(z) = x(z), Yo(z) = ¥() € Yu(z) + Xn(z) =
Vn > 0.

©

S

—

X(x) Wy(x)

0 C;/2 C; x

Figura 9.1: Possiveis graficos das fungdes x(z) e ¥(z). Note que ¥(x) + x(z) = 1.

As fungbes xn(z) e wn(z) nos permitem escrever o propagador g,, para todo ¢ € L(f) e
v, # 0, como!

1 1!’0 lw - vel) an lw - el ) Xn-1(|w - Ve|)

ge = -
W -V iw - v W - Vg

Podemos ainda escrever

ge = Zg(n)7

3@ = Yo(|w - vel) (9.1)

¢ w-v,

WV 1w -
gén). n(| Z.I)Xn l(l V€|)’ Vn>1.
W - Vy
Fazemos ¢\ = ¢ (w -
9o =9 (w-ve).

Devido a identidade vo(z) + 3 oo ; ¥n(2)xn-1(x) = 1, para todo z € R, (veja Observagao 9.1 abaixo).
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Observacgao 9.1 Note que para z = w-v firado. temos g™ (z) # 0 apenas para dois valores de
n. Isso significa que as séries (9.1) sdo. de fato, finitas. Note também que g™ (z) # 0 somente
se 2710y < |z| < 27"H1C) para n > 1 e somente se |z| > 27'Cy para n = 0. Portanto,

oM £0 = g < criantt, (9.2)

A cada linha ¢ € L(0) com v, # 0 associamos um novo rétulo n, = 0,1, 2,... chamado de
rétulo de escala da linha €. E importante salientar que, baseado na Observacao 9.1, o rétulo de

escala n, de uma linha ¢ diz. essencialmente, qual é o tamanho do propagador associado gﬁ"‘).

Definigao 9.2 Definimos O, como o conjunto de drvores que diferem daquelas em ., pela
introdugdo de rotulos de escala nos propagadores. Ou seja. as drvores em Oy, sdo eratamente

as mesmas que em J ,,, exceto pela introdug¢do de rétulos de escala nos propagadores. a

Com as defini¢des acima, a expressdo (8.9), pagina 129, agora é lida

ulfd = > Val(e),  Val()=| ] o IT 7| . (9.3)
SST e L(6) vEB(B)
onde a soma sobre todas as drvores em Oy, implica em uma soma adicional sobre todos os
rétulos de escala para cada um dos propagadores. Assim, para todo 6 € Oy, se N,(#) denota
o nimero de linha em # em escala n, usando (9.3), (9.2), a condi¢do de analiticidade (7.15),
pagina 118, e o fato que |L(8)| = |B(6)| = 2k + 1, obtemos

| Val()| < (2C;‘Q)2k+1 H e—Hlvel <H2nNn(e))

vEB(0) n=0
oo

< (2071 Q2 )t lemr Luen vl ( 1T 2’“""(‘9)) : (9.4)
n=n

onde no ultimo passo introduzimos (por enquanto) um inteiro positivo arbitrario n; e usamos
o fato 6bvio que N, (0) < |L(6)| =2k + 1,V n > 0.
Nosso problema agora é estimar IV, (6). Para resolver isso, introduzimos novamente algumas

defini¢coes importantes.

Definigao 9.3 (Cluster) Um cluster T em escala n € um subconjunto mazimal de uma drvore
0 tal que todas as suas linha tém escala n' < n e hd pelo menos uma linha em escala igual a
n. As linhas que entram em um cluster T e as linhas que saem de T sao chamadas de linhas
externas. Dado um cluster T em escala n, denotamos por nr = n a escala de T. Além do
mais, V(T), Eg(T). B(T), e L(T) denotam, respectivamente, o conjunto de vértices, bolas
pretas, vértices mais bolas pretas, e linhas de T. As linhas externas de T nao pertencem a
L(T). Finalmente definimos o momento do cluster T' como vr = }_ gy Y- Chamamos
kr :=|V(T)| a ordem de T. Alguns exzemplos de clusters sdo apresentados na Figura 9.2. O
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Defini¢ao 9.4 (Grafico de Auto-Energia) Um grifico de auto-energia ¢ dito ser qualquer

cluster T de uma drvore 6 tal que
1. T tenha apenas uma linha entrando ¢* e uma linha saindo (3**:
2. O momento de T seja nulo. i.e., vy = ZveB(T) v, = 0. Isso significa que Vgin = Vg

Chamamos de linha de auto-energia qualquer linha ("' que saia de algum grdfico de auto-energia
T. Chamamos de linha normal qualquer linha que ndo seja uma linha de auto-energia. Note
que se T é um grdfico de auto-energia , entdo €8 €3" & L(T). de modo que |L(T)| =2kr—1 e

|B(T)| = 2kr. Alguns exemplos de grdficos de auto-energia sdo apresentados na Figura 9.3. O

Figura 9.2: Exemplos de clusters
em urma arvore de ordem k = 16.
O nilmero entre parénteses em
cima de cada linha denota a es-
cala do propagador. Assim, te-
mos nr, = 3. np, = 1. npy, = 8.
nr, = 2 e n, = 9. Note que
T, C T e portanto ng, < nr;.
Claro que existem outros clusters
no exemplo considerado que nao

sao mostrados.

Figura 9.3: Exemplos de grédficos de auto-
energia em uma arvore de ordem k = 7.
Note que, de acordo com a definicao, existe
somente uma linha que entra e uma linha
que sai (carregando o mesmo nomento)
nos graficos de auto-energia T. Ty, T3 e T}.
Esta claro que as escalas das linha de T3,

T,, T3, T, sao estritamente menores do que

as escalas de suas linhas externas (afinal.

os graficos de auto-energia sio clusters).

A relacao entre os graficos de auto-energia e a possibilidade de acimulo de pequenos deno-
minadores ja foi mencionado na Sec¢ao 4.3, mais especificamente de acordo com a Observagao 4.8
e o paragrafo seguinte, pdgina 73.

Agora seguiremos umna audlise quase idéntica a realizada na Secao 4.3. Por ser de extrema

importancia, ela sera relembrada aqui. E ficil mostrar que (veja, e.g., a referéncia [28]) se
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denotamos por V'™ (f) o nimero de linhas normais em uma arvore 6, entdo existe uma
constante positiva c tal que '
NE™(6) < 277 Y fuy (9.5)
veB(6) A
onde 7 é uma das constantes Diophantinas que aparecem na (7.14). Assim, suponha que
poderiamos negligenciar todas as linhas de energia prépria dentro de qualquer arvore 0, i.e..
suponha que poderiamos substituir .V, (#) ein (9.4) por N7°"™(f) com a estimativa acima. Entdo.

poderiamos ter

‘ V‘dl(&)‘ < (QCI—IQQ'M )2k+1(;_”ZueB(9) v C(C log‘ZZ‘,’f’zﬂ1 n2—u/1—) S ve s ] ’ (96)

para todo n; > 0. Assim, fazendo n; = ny(k, ¢, 7) tal que?

K o0
— o y—n/T -
2+01002 E n2 <0, (9.7)

n=n,

poderiainos obter

|Val(6)| S (201—1Q2n1(r;,c,r))2k+le—5 ZueB(9)|"’v| S AlAg e—x|u|/4 H e—r:luu|/4
veB(8)
onde, na ultima desigualdade, usamos (8.14), pagina 130. Portanto, somando sobre todas as
drvores (cujo nidmero cresce no maximo com A%, para algum Aj positivo) e sobre todos os

rétulos de Fourier.

P < D7 [ Val(f)] < Aj(Axhg)re (9.8)
eeek.u
o que implicaria na convergéncia da expansao para u(t) (7.12) (A2A3).

Esta claro que o resultado acima é falso j& que ndo podemos simplesmente esquecer os
graficos de auto-energia. A estimativa obtida apenas ilustra o fato de que todo o problemna con-
cernente & convergéncia da série (7.12) recai na existéncia de graficos de auto-energia (pequenos
divisores). Para contornar esse problema introduzimos agora o procedimento de renormalizacao

dos propagadores como na Secao 4.4, pagina 75.

Defini¢ao 9.5 (Valor de Auto-Energia) Suponha que os propagadores renormalizados gﬁ""

sejam dados. Para um grdfico de auto-energia T que ndo contenha qualquer outro grdfico de

auto-energia, definimos o valor de auto-energia associado @ T como

Vrw-vie) =27 [ T s | [ T] & (9.9)

€eL(T) vE€B(T)

onde v é o momento T que entra através da linha externa 8. kr = |B(T)|. e F, € definzdo
como em (8.10). Note que Vr(w - v;z) depende de w - v através dos propagadores L(T) a

9 . , . . «s . ”
“Note que isso é sempre possivel escolhendo n; suficientemente grande, j& que a soma sobre n acima é

convergente e exponencialimente pequena em n;.
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Fazendo r = w-v na (9.9) e z; = w - v, para cada linha ¢ € L(T), podemos escrever
T = z9 + opz, onde

9 =w- vy, V) = Z Vy, (9.10)

weB(T)
w=v: =0,

e 0y = 1 se £ é ao longo do caminho das linhas conectando as linhas externas da energia prépria

T, e 0, = 0 caso contrario.

Observagao 9.6 O valor Vr(x;e) de um grafo de energia propria T pode depender de z so-
mente se kr > 2.

Definicao 9.7 Definimos @Eu como o conjunto de drvores de ordem k que nao contenham ne-
nhum grdfico de auto-energia (arvores renormalizadas). Definimos ainda S,Z?n como o conjunto
de grdficos de auto-energia de ordem k que nao contenham nenhum outro grdfico de auto-energia
e tal que a escala mdrima das linhas de T € S,Z?n seja exatamente n (graficos de auto-energia
renormalizados de ordem k e em escala n). Os propagadores das linhas das drvores de GEU e

SE. sdo os renormalizados. gé[,n“]. a

Entao definimos os propagadores renormalizados gé[,"] = gi"l(w - vy €) e as quantidades

MW (w - vy €) recursivamente como se segue. Para ng € Z, fixamos

Mg e) = 0,

M["O](a:;s) = Z Z Vr(z;2),
k=1TeS,Z‘_n0
M) = gl AL ), (o11)

enquanto que, para n > ng + 1, escrevendo

[1]

w(232) = xnoll2l) - X1 (liz — MU (z;2)]) xu(fiz — MP(z;))),

Va(z;6) == Xno(l2]) - - Xnma (i — MU= (z; )]) iz — M~ (z;6))),
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definimos
U, (z;¢) _

Pl(r ey =
g (l‘,v) . Zl'—'M[n 1]( 5)

MUM(z;e) = i Z Vr(z;2),

k=1 Tes;sn

MP(zye) = MIPN(z5e) + Z,(a ) MW (z56)
. .
= Z =, (xie) MVl (z;¢), (9.12)
J=no
onde Vr(r;z) é definido como em (9.9).

Deve-se agora compreender, das definigdes acima, que se § é uma arvore em OF, ou S o
todas as suas linhas sdo de escala > nyg. Em particular. se T & Sk 07 todas as linhas em T sao
exatamente de escala ng e, dai, para todo ¢ € L(T), os propagadores g[™l(z,: ) sio como em
(9.11).

Observagao 9.8 Note que se a iinha ¢ € de escala n > ng+ 1 e, firando r = w - v, tem-

se gMl(xz;¢) # 0, isso requer x,,(|z|) # O, Xno+1(]iT — M["O](:r;s)|) # 0. ..., xnoa(liz —
M=z 2)]) £ 0 e Pu(liz — MIPU(z;¢)|) # 0, o que significa que
lz| < 27" (C),

iz = Ml(z;e)] < 2700,

liz — M["°+1](:r;£)| < 2‘("°+2)Cl,

iz — M2 (z5¢)] < 2707V,

iz — M["_l](x; 3] 2 o~

de modo que. em particular, tem-se |g£"]| < Cr'27+1. Sed é de escala ng e g™l(z;€) # 0. entdo
Yno(|Z]) # 0, 0 que implica que |g£"°]| < Cyltanotl

Entdo definimos, formalmente, para v # 0,

ufl = > val(g),  Val(9) = H g IT =] (9.13)

9cOF, \¢eL(® veB(h)

(k]

enquanto que, para v = 0, tem-se uy’ = 0, e escrevemos

>

at)y =Y eFulHl(t Zs > ulbleiret (9.14)

k=0 k=1 veZd

137



. k .
onde os coeficientes ul¥’ dependem de ¢ (assim como os propagadores); note que a ordem k de
uma arvore renormalizada 6 ainda é definida como k& = |V ()|, mas ela ndo corresponde mais

a ordem perturbativa.

Definigao 9.9 Seja w satisfazendo as condi¢ées Diophantinas (7.14). pdgina 118. Fize ¢ tal

que se tenha
|z’w v — MM vig)| > Chlv| ™, YveZt ¢ Y > ng. (9.15)

com constantes Diophantinas C, e 7. onde 1y > 7 e C; < (Cy serdo firados mais tarde.
Chamamos €. o conjunto de todos os < para os quais as condi¢oes Diophantinas(9.15) sdo

satisfeitas. e vamos nos referir a ele como o conjunto de valores admissiveis de <. O

Veremos nas proximas segoes que para ¢ € &, seremos capazes de dar um significado & (até
agora formal) expansdo renormalizada (9.14), dai provaremos que o conjunto &, tem medida
positiva de Lebesgue. desde que 7, e CJ! sejam escolhidos suficientemente grandes.

Fixe  tal que a série obtida de (9.14) pela substitui¢do de gé"‘l em (9.13) com o limite

2netICor ! converja para |z| < Z, e fixe 55 < Z suficientemente pequeno (o quio pequeno serd
determinado na andlise que vird). Em seguida, vamos considerar o intervalo [0, zo]; o intervalo

[—£0.0] pode ser estudado da mesma maneira.

Serd conveniente dividir o intervalo [0, zo] em infinitos intervalos disjuntos da seguinte forma:
oo
0,2] ={0}U | &m,  Em = (270 Ve, 27gp] (9.16)
m=0

e estudar separadamente cada intervalo £,,. Provaremos que para cada m os valores admissiveis
de = dentro de &, tém medida grande, e que suas medidas relativas meas(&,, N £.)/meas(&,,)

tendemn a 1 quando m tende a infinito.

Portanto. a seguir imaginamos que temos m fixado, e fazemnos ¢,, = 27 ™y, de modo que

5m = (Em/Qf Sm]'

9.2 Propriedades dos Valores de Auto-Energia

Dada um gréfico de auto-energia T € S5, , defina

iz
ecrL(T) "¢ veB(T

Vr(z;e) := ghr H 1 H Fv , : (9.17)
)
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que difere de Vr(z;e) porque 1, (|x¢|) € substitufdo por 1 para todo ¢ € L(T). faca

M (zie) = xng () MM (s6), Mz Z S Vr(e:e),
k=1 Tes,?no
——{nol ol I d
MJ_O(;E;E) = -Yno(‘x‘)]\'/[jo(x;a)a ° ka Z Vr(z:¢). (9.18)
k=1 rtbk,no
Isso nos permite decompor
MUl 0;2) = M (0;2) + (Me1(0:2) - M0 (0:6) ) (9.19)

onde M§”°' (0; €) nao depende nem de x nem de ng. Note que se tem que ME"O](O; sy=M J[""] (0;¢)
Mj"f"(o; g) = M;no](();s) j& que xn,(0) = 1 para todo ng > 0.

Lema 9.10 Seja G;. j > 1, como no Capitulo 8. Entao. tem-se

Jo

—{no] .
M (0re) = > kG, (9.20)
k=1
para todo ng e todo jo. | O
Prova. Fazendo x = 0, qualquer grafico de auto-energia T em S,ano que contribui para

MESO] (x;€) aparece como uma drvore # em ﬁ,o, exceto pela presenca dos rétulos de escala
(compare (9.17) com (9.9): se T'e SF, cada linha ¢ € L(T) tem escala ny = ng). Todavia, os

propagadores correspondentes nao dependem das escalas. Logo

Y Vr(0e) = ) Val()

Teszzn 06%’\',0
e a afirmacdo segue da defini¢do de Gy (veja Lema 8.5, pagina 122). [

Lema 9.11 Para qualquer grafico de auto-energia T'. tem-se

1-—- H (1—Xn0(|xf|))s Z Xno('xl")v

e L(T) ¢eL(T)
e 0 mesmo resultado vale se cada x, for substituido por zy. ]
Prova. Segue da identidade
n - n j—1
H(l—aj)zl—al— aJH 1 —a;)
j=1 j=2 =l
comn > 2e0 <a; <1, que pode ser facilmente provado por indugao. [ |
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Lema 9.12 Para todo ng € Z.,., tem-se

Jo

‘M["O](O E) M[ 0](0’ E)‘ S Bl |E| e—Bz?"O/Tl’

- (M%"l(O; e) — Mo o; s))‘ < By B

Jo

para constantes apropriadas B, e Bs, dependentes de jo, mas independentes de ny. O

Prova. Pode-se escrever M1™l(0;¢) como em (9.11) com z = 0, onde Vr(0;¢) é dado por (9.9)
com ng = ng €
g[ne] - wn0(|$2|) _ 1-— Yno(|l‘ |

e T T 0
1Ty i)

Além do mais /\/IE-Z""(I; ) e HE-ZO](O; £) sdo polinémios de grau jo em ¢, daf tem-se

M‘no]( 0;¢) — M[nol 0:e Z Z VT ) VT(O;E)),

R
k=1TeSE,

que € trivialmente diferenciavel com respeito a . Aplicando o Lema 9.11, obtemos

‘(M["“(;s) w§§°'(o;e))]

<SSt Y S w2 | T ﬁ T 151], 21

k=1 Tesfno ¢eL(T) e L(T) veB(T)

e, para 85(/\/15';0](0:5) — _/\—A—E-ZO](O;a)), o mesmo limite pode ser obtido com k|€,k—l a0 invés
de |e[¥. Em (9.21) o fator xn,(|z%|) requer que |z9| < C,27™, de modo que pela condigdo
Diophantina (7.14) tem-se V9| > 27/7 daf, em

II 15 < @B T ez | | I e T e

ve B(T) veB(T) veB(T) veB(T)

pode-se limitar o terceiro produto por

—x|vy|/4 —k|9 /4 ~K270/7 /4 —K270/71 /4
He |v|/ Se |[/|/Se /<€ /’
veB(T)
se 71 > Tp, enquanto o segundo produto é usado para se executar a soma sobre os rétulos dos

modos e do primeiro para se concluir que, raciocinando como na passagem de (8>.11) para (8.13),
pagina 130, '

. N
11 |j_0| [T e < (; (QIL’iT)I)> < TiT (k)P
£ 0

e L(T) veB(T)
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com kr = k para T € S,fno, de modo que, colocando juntos os limites e os inserindo em
(9.21), provamos a asser¢do. Em particular Bl é proporcional a T (jo!)?, enquanto que B, é

independente de j. [ |

Lema 9.13 Seja G;, j > 1, como no Capitulo 8. Assuma que exista jo € Zy tal que G, # 0
e Gj =0 para todo 1 < j < jo. Ezistem duas constantes c, e ¢z, dependendo de jo, tal que para -

1
no > 7 log, (cl + ¢ log H) , (9.22)
tem-se )
M0 6)| > L jepet |6, 9.23
ME0; )] > L (e |G, (923)
com ¢ sufictentemente pequeno. Se jo = 1. pode-se tomar ca = 0. a

Prova. Pelo Lema 9.10, pode-se escrever

Jjo
M{-nol(();é‘) _ ZEka - EjOGjO , (9.24)

Jo
k=1

de maneira que
0 M (0; 2) = joc™' Gy (9.25)

Pelo Lema 9.12, podemos limitar

n —ln ng/T ]. S
0. (Miel(0;6) — M (O;EM < BiBie™ BT < el G (9.26)

onde a primeira desigualdade é obtida desde que 3, < 1 e 3; > 1, enquanto que a segunda

requer

1 200B1  jo—1 1 )
ng > 7 log log + log— 1}, 9.27
o2 oty (5 on Tt + G e 520
de modo que a assercdo segue se ¢; e ¢; sdo escolhidos de acordo com (9.27). [

Observacao 9.14 As constantes 3, e 2 em (9.26) podem ser tomadas ) = (2 = 1. En-
tretanto, a seguir serd util ter alguma liberdade para fizar seus valores; veja em particular
Observagao 9.21.

Observagao 9.15 Note que se escolhermos ng = 1y logy(cy + c2log(2/em)) obtemos um valor
de ny que pode ser usado para todo € € &,,.

9.3 Convergéncia da Expansao Renormalizada

Nos encontramos agora com o problema de provar a convergéncia da série que define a expansio
renormalizada (9.14). Além disso, devemos estimar o qudo grande é o conjunto £.N[0, o] de va-
lores admissiveis de ¢; verificaremos que ele é um conjunto com medida positiva e relativamente

grande.
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Como fixamos m. por simplicidade de notagdo. no que segue achamos conveniente fazer a

abreviagdo £ ol = £.NE,,. Assumiremos ¢ € £/, e ny fixado como na Observagao 9.15.

Lema 9.16 Assuma que o conjunto £!°! tenha medida ndo nula e que para todo ¢ € £ e
para todo ng < j < n —1 as fungées MVl(z;¢) sejam C' em z e satisfacam

(MO z;)| < DVIel,  [9:MVI(z;¢)| < DV/Jel, (9.28)

para alguma constante D. Entdo. existe uma constante positiva c. independente de n. tal que
para qualquer drvore renormalizada 8 com Val(g) # 0, o nimero N;(6) de linhas em escala j

satisfaz
Ni(0) < c27/m N uy), (9.29)

para todo ng < j <n — 1. a

Prova. Fixe K(0) := }_ g [Vo| € chame N]T(H) o numero de linhas em L(6) com escala j' > j.

Provaremos indutivamente, sobre a ordem & das drvores renorimalizadas. que a desigualdade
f - 0yo3=3)/m _
N;(0) < max{0, 2K (9)2" /™ — 1} (9.30)

¢é valida para todo para todong < j <n—1

Se 6 tem k = 0. temos B(f) = {v} e K(f) = |v,|. A linha { saindo de v pode ter escala
ne > j somente se |iz — MU= (z;2)| < 277+1C; (veja Observagio 9.8), com = = w - v, dai,
pelas condi¢des Diophantinas (9.15), temos |v,| > 20-Y/7 o que implica 2 K(8) 26~/ >
22%/m > 9. Portanto. em tal caso o limite (9.30) é trivialmente satisfeito.

Se 6 é uma arvore renormalizada de ordem k£ > 1, assumimos que o limite vale para todas as
arvores renormalizadas de ordem &’ < k. Defina E; = (22®-9/m)~1: entdo, temos que provar
que N}(&) < max{0. K(Q)Ej'1 - 1}.

Seja € a linha raizde 8 e ¢,...,¢,, as m > 0 linhas ein escala > j que estdo mais préximas
de ¢ (i.e., tal que nenhuma outra linha ao longo dos caminhos conectando as linhas ¢y,..., ¢,
a linha raiz tenha escala > j). )

Se a linha raiz { de 6 tem escala n, < j, entao

m

NiO) = 3 N6,

i=1
onde §; é a sub-arvore renormalizada com ¢; como linha raiz, dai a desigualdade pretendida

segue pela hipdtese indutiva.
Se a linha raiz { tem escala n, > 7, entdo ¢, ..., ¥¢,, sdo linhas que entram em um cluster 7T'.

Denotando novamente por 6; a sub-arvore renormalizada tendo ¢; como linha raiz, temos
NI@) =1+ N6y, (9.31)
i=1
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de modo que o limite se torna trivial se m =0 oum > 2.

Se m = 1, entdo temos um cluster 7' com duas linhas externas ¢ e ¢;, ambas em escalas > j.

Sejam 2y = w - Vg e Ty, = W - Vy,, €Ntao
|z':zg — MU=3(g,; €)| < 27 |il‘g1 — M[j‘Q](:rgl;s)| <277ty ~' (9.32)
e Vg # vy, , caso contrario T seria um gréfico de auto-energia. Entéo, por (9.32), temos
27920, > i(ze — ze,) — MU (zg5 ) + MU (245 6)|

= |(ze — z,) (i — MUz, 2)|

1
> |z — 24, (I—D\/|s|) > 2 lee— 2],

para ¢ suficientemente pequeno. Acima, r, é um ponto entre x, € I, € a suposicao (9.28) foi

usada. Dai, pela condi¢io Diophantina (7.14), tem-se |vg — vy, | > 2973/ de modo que

veB(T)

logo K(8) — K(6,) > Ej, que, inserido em (9.31) com m = 1, d4, usando a hipdtese indutiva,

Ni®) = 1+N/@6)<1+K@6)E! -1

< 1+ (K(e) - E,-)E;l —1<K@O)E' -1,
portanto a desigualdade pretendida estd provada também no caso onde a linha raiz tem escala

g 2 J. .

Observagao 9.17 Seja jo como no Lema 9.13. Se €qy for suficientemente pequeno. para todo
€ € (em/2,2m| € ng escolhido de acordo com a Observagao 9.15. Se jo = 1. entdo podemos
limitar
e 2@kt < (BrTIT [ 9.33)
Por outro lado, se jo > 1, limitamos
. 2 (2k-1)11
|e|F 2E=1mo < (2¢,) RN || (log E) . (9.34)

Com a mesma suposi¢do sob €, temos ainda

2 T1 1 p
(log H) <S5, (H) , : (9.35)

para todo p > 0 e com S, constante positiva depéndente de p. Portanto, em (9.84). tomando
p < 1/4, obtemos para jo > 1

|efF 2ro=1) < (2¢,) I G2k ]2, (9.36)
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Portanto. qualquer que seja o valor de jy. podemos limitar
jefF2E 1m0 < g2, (9.37)
para todo k > 1, sendo c3 uma constante positiva adequada.

Observagao 9.18 Em particular. pode-se escolher p < 1/(2(2jy + 1)), 0 que implica

) (.2/\* liry ) ‘ .
o (og ) Sl VR R

para todo k > jo+ 1, uma propriedade que serd muito itil a seguir.
Lema 9.19 Fize p como na Observacao 9.17. Entao. temos
(MIl(z: )| < DVl |@eMIM(zi€)] < Del,
para constantes positivas adequadas D e D’. O

Prova. O primeiro limite segue de (9.37).

Seja jo como no Lema 9.13. Se jo = 1 entdo ng nao depende de £, e tambéin o segundo

limnite é trivialinente satisfeito.

Se jo > 2, para se obter o segundo limite, analisa-se de maneiras diferentes as contribuigtes
com kr = 1 e as contribuigoes com k7 > 2. Se kr = 1 entdo Vr(z; <) nao depende de x (veja Ob-
servacao 9.6), de modo que, usando as notagoes (9.18), temos ME"O] (x;e) = Xno(|:r|)z\/[{"°](0; £),
e escrevemos

MP(0;2) = 37 (0;.) + (MI(0;.2) = M (0:6) )

onde H[{“’](o; ¢) = 0 pelo Lema 9.10 (e pela defini¢do de jj), enquanto que a diferenga

'

ME0: 2) = T (0;.2) = xog (J2]) (M) (052) = T (0:2))

- 322710/71

pode ser limitada pelo Lema 9.12 proporcionalmente a e Assim, a derivada com

respeito a r age somente sobre a fun¢io de suporte compacto x,,(|z|) e produz um fator

322110/71 A

2™ que é controlado pelo fator exponencialmente pequeno e~ colclusao é que as

contribui¢oes com kr = 1 podem ser limitadas proporcionalinente a <. As contribuigées com

kr = 2 podem ser limitadas recaindo novamente sobre (9.37). [ ]

Lema 9.20 Fize p como na Observagdo 9.17 e ng como na Observagdo 9.15. Para e € 1 ¢
para  tal que gl (x; &) # 0. existem duas constantes D e D' tais que as fung¢ies MUl(z; ) sdo

fungoes suaves em x e satisfazem os limites
MUz )| < DVel,  [8.MUN(zi2)| < D,
MUz 2) — MU=U(2;6)| < D |ele P2, (9.38)
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para todo ng < j < n—1. Além do mais, para todo grdfico de auto-energia T contribuindo para
MUl(z:€), comng < j <n —1, temos
Ny(T) <2777 3" |y, (9.39)
veB(T)

para todo 7' < j. 0

Prova. O primeiro limite em (9.38) pode ser provado por inducdo sobre nyp < j < n — 1.
Para j = ng isso ja foi checado (veja Lema 9.19). Vamos assumir que isso vale para todo
no < j' < j. Podemos prosseguir como na prova do Lema 2 da referéncia [27]. Primeiramente,
pode-se provar que para qualquer grafico de auto-energia T € Sﬁj valem as desigualdades
D7 ] > 207 N(T) <2287 N py ], me+1<5 < (9.40)
ve B(T) ve B(T)
onde .V;/(T') denota o nimero de linhas em escala j’ contidas em 7. Oinitiremos a prova porque
ela é idéntica & apresentada em [27].
As estimativas (9.40) nos permitem limitar
Vr(zie)| < |e]f AjAfe= ™ T el (9.41)
veB(T)
A tnica diferenca com relagdo ao limite andlogo (7.18) em [27] é que as constantes A; e A
agora dependem de =. De fato, dado um gréfico de auto-energia T' € S,Z?j, Se expressarmos seus

valores de acordo com (9.9), podemos limitar

H |g£n€]| < (201—1)|L(T)|2n0Nn0(T)< ﬁ 2nNn(T))’

€eL(T) n=ng+1

com Npo(T) < 2k —1e No(T) < c27Vm Y g

com o segundo limite emn (9.40). Dal, o ultimo produto pode ser limitado usando o limite

(1) lv,| para todo ng +1 < n < j, de acordo

sobre N, (T) e (9.7) com n,(k,c,T) = ne: apenas note que para €y suficientemente pequeno
uma escolha para n(x, ¢, 7) automaticamente satisfaz a desigualdade em (9.7). Entdo podemos
aplicar os limites dados na Observacao 9.17 para escrever
kA Ak _ T TR L1k/2
le[* A1 A5 = A A, |e|*/?, (9.42)
com A, e A, duas constantes independentes de . Assim. o primeiro limite em (9.38) estd
provado.

Para obtermos o terceiro limite em (9.38), notamos que para j > ng + 1

(MO (z;2) = MUU(zie)] < |MP(z5e)| < )0 D [Vr(zie))|

k=1TeS,§J.
o0
= D Vr(al+ )| Y Vr(me)l, (9.43)
Tesﬁj k=2 TeSZfJ.
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onde a ultima soma pode ser limitada proporcionalmente a |¢| e=432’™ | por causa de (9.41)
e de (9.42). O primeiro pode ser limnitado proporcionalmente a-|le| se jo = 1. Se jo > 2
podemos raciocinar da seguinte maneira. Podemos limitar |Vr(z;<)| de acordo com (9.41),
com k = 1, e escrever e~/ = o= A2/ /25=As2/M [4o=A52/T /4 () grdfico de auto-energia T
contéim exatamente uma linha ¢ em escala j (porque T € Sﬁ.), dain,=je |g£"‘|| < Cytortl
de modo que 27e~43?/"4 ¢ limitado por uma constante. Além do mais, temos e~432//4 <
(BB G123 By [0 se 3y em (9.26) é escolhido de maneira que 3,B; < A3/4

(veja Observagdo 9.14). Portanto, podemos concluir que se jp > 2 a primeira soma em (9.43)

« « . L _ /T , . . .
pode ser limitada proporcionalmente a |¢||s|o~le=432"™ /2 Daj o terceiro limite em (9.38) segue

para qualquer valor de jo. com D' = A3/2.

A segunda desigualdade em (9.38) novamente pode ser provado raciocinando como em [27]
para contribuigoes vindas de graficos de auto-energia T com k7 > 2. As contribuic¢des vindas de
graficos de auto-energia T com kr = 1 podem ser limitadas por |g|QC; 12n+ e~ 432" g=rlsl/2
(como no limite sobre a primeira soma no lado direito de (9.43)) porque existe somente um
propagador em escala n. Entao. se a derivada age sobre a funcao de suporte compacto xn,(|z|),

. _Agm .
temos 2M02n+le=As2*/2 e é limitado por una constante para todo n > ny. [

Observagao 9.21 Conforme sugerido pela prova do Lema 9.20 firamos B2 em (9.26) tal que
se tem D' > 20,B,, onde D' € a constante que aparece mo ultimo termo de (9.38). Para
conveniéncia futura, escolheremos B tal que D' = 43, B5; veja (9.66). Veremos abaizo que serd

util (mesmo que ndo necessdrio) também escolher 3 em (9.26) tal que 2D < 3,B;.

Proposicao 9.22 Assuma que o conjunto E1%° tenha medida ndo nula. Entdo. para todo € €
£l temos
|gi"| < Cytaned! (9.44)

para todas as linhas ¢ em qualquer drvore ou grdfico de auto-energia. Em particular, a série

(9.14) € uniformemente convergentes para uma funcdao analitica em t. O

Prova. Segue do Lema 9.16, tomando o limite n — 2o e usando que a constante ¢ nao depende
de n, que o limite (9.29) vale para todo j > ng. Dessa forma, pode-se limitar o produto de
propagadores como feito na prova do Lema 9.20, usando ainda parte dos fatores de decaimento

|| /4 [k

e~"| para obter umn fator total e~ para qualquer arvore f € Oy, contribuindo em u,,].l

9.4 Medida do Conjunto dos Valores Admissiveis

Para aplicar os resultados obtidos acima ainda temos que construir o conjunto &, para o qual as
condigoes Diophantinas (9.15) sejam vélidas, e mostrar que tal conjunto tem medida positiva.
Aqui e daqui por diante assumiremos que as constantes ng € p sao escolhidas de acordo com a

Observacao 9.15 e a Observacao 9.18, respectivamente.
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Defina recursivamente os conjuntos £ como segue. Faca & ol = £ ¢, paran > ng+ 1,
grl={eetlr M fiw v - M Nw-viz)| > C v}, (9.45)

para constantes Diophantinas adequadas C) e 7; (a ser fixada mais tarde). E claro que

o

ENEp=ER= () &M= lim £, (9.46)

Lema 9.23 As funcies MU"(x; <) e suas derivadas 9, M (z: &) apresentam uma extensdo C'

no senso de Whitney® fora de EM~Y. Além disso. para todo c. ' € -1 tem-se
M r ) — EMM(z;6) = (6 — 2) .MM (z;6) + 0 (' — ¢), (9.47)

onde s = 0,1 e d.cMIPl(x;2) denota a derivada formal com respeito a & de FMM(x;¢).

Finalmente, tem-se ainda
0.0, M (z;2)| < DV/|e], 0.0, M™(z;6)| < Dy lele=P"%™, (9.48)
para todo n > ngy. Pode-se tomar D como no Lema 9.20. a

Prova. Como na prova do Lema 3 em [27]. Para obter a desigualdade (9.48) deve-se usar
a Observacdao 9.6. Claro, quando expressarmos M (z;¢) emn termos dos valores de auto-
energia Vr(zx; <) temos que ter em mente que a constante 2" pode ser limitada em termos de
g, mas ela ndo depende de £ (mesmo que ¢ varie em &,, e ng seja escolhido de acordo com
a Observagdo 9.15). de modo que as derivadas com respeito a € de Vr(z;€), como expressas
(9.9), agem somente em 7 e sobre as quantidades MVl(z; ) que aparecem nos propagadores.
Dai 9. Vr(z; <) e 3.0:Vr(z;¢) podem ser estudadas como em [27]. Simplesmente notamos que
quando agindo sobre algum propagador gé"‘l as derivadas com respeito a € aumentam a poténcia
do divisor iz — M™ ‘”(z; £), e se Ny = ng temos que usar parte do decaimento exponencial
e~ Aa2/M (veja (9.41 1 para levar em conta os fatores extras 2"°. A conclusdo é essencialmente
que a derivada com respeito a € de Vr(z;¢) admite a mesma estimativa (9.41), possivelinente
com constantes A; ¢ A, diferentes (inas ainda tais que uma desigualdade como (9.42) seja
satisfeito, tanto quanto sua dependéncia em ¢), exceto pelo fato que o expoente de || é k — 1

a0 invés de k. u

Portanto, para todo ¢ € -1, as quantidades M (z;¢) sdo bem definidas e formalmente

diferencidveis (no senso de Whitney [60]) junto com suas derivadas com relagéo a z.

Lema 9.24 Euristem duas constantes positivas my e my tais que

O MO ()| > my P — my/Je] | (9.49)

para todo n > ng. a

3Para detalhes sobre a extensio de Whitney, confira [60).
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Prova. Se escrevermos

A MM (z; ) = 9. MIM(0: £) + / dz' 9,0, MPl(2'; =) (9.50)

0

teremos
n

6. M"(0;)] > [ Ml (0:2)| - S

J=no+l1

0 (5(0; )MV (0;)) |

¢ podemnos limitar

|9 MIl0; )| >

Ml (0:2)| ~ Z RARA(S

J=jo+1TeST,
> e

> (1e VD) 2 2 e IG5

onde raciocinamos como no fim da prova do Lema 9.23 para limitar 9.Vr(0;¢), e usamos o

Lema 9.13 ¢ a Observacéo 9.18 para fixar p de acordo com (9.35). Dai,

O M) = R Gl + O (1o VE)

G0t i o
> R Gy =m0

pela segunda desigualdade em (9.48) e procedendo como no final da prova do Lema 9.20 (veja
também a Observagéo 9.21).

Além disso,

T
/ dz' 9.0, MM (25 €)| < |z| max |0:0. MM (25 )| = ma /] |2 (9.51)
0 T
por causa do Lema 9.23. Isso completa a prova da afirmacao. |

Lema 9.25 Euwistem duas constantes positivas b e £ tais que, para £y suficientemente pequeno

e sy, =2 Meg, tem-se

(n

meas(£1®) = meas(, N E,) > 7’" (1 -0, (9.52)
onde meas denota a medida de Lebesque. As constantes b e £ sdo independentes de m. a

Prova. Defina Z{"l = § ¢ 7" = gin-1 \ £ para n > ny + 1; note que

=] =¢,\ &, | (9.53)

n=ng

Lembre-se que fizemos £ = £,,. A idéia é estimar a medida do Z. Dali,

meas(£°)) > meas(&,,) — meas(T) = %" — meas(Z).
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Para todo n > ng + 1 e para todo v € Z¢ defina
Iy ={ee€ gh=1l Iz'w v - M. u;s)| <Gy} (9.54)
Cada conjuntgl ["l(v) tem centro em um ponto £l (v), definido implicitamente pela equacio
iw- v — MM(w. v M) =0, (9.55)

onde estamos usando a extensao de Whitney de M(w - v; =) fora de En=1,

Portanto. devemos excluir do conjunto £"~! todos os valores ¢ em torno de ¢"(v) em

I (v), e isso deve ser feito para todo v € Z¢ satisfazendo
3 | i
|w-v] < §}M (w-v;e), (9.56)

porque de outra maneira, poder-se-ia limitar |iw - v — MM (w-v;e)| > |w-v|/3 > Cy|v|™™ tio
logo que 7 > 7 e Cy < Cp/3.

Para e suficientemente pequeno e para todo n > ny, pode-se limitar
—Diong/T . ng/ T
M (0;6) — MMI(0;)| < 2D |2] e P2 < BBy |g| e 2B

pela terceira desigualdade em (9.38) do Lema 9.20, aplicada repetidamnente da escala ny + 1
a escala n, usando o fato que se tem 338y < D' e 2D < 3B (veja Observagdo 9.21). Além

[Pl (0;) = MRl (0:)| = O (Jel® /fel

se p na (9.35) for escolhido de acordo com a Observacio 9.18, e

disso,

[MEI(0se) = R 0:2)| < By fef e,

pelo Lema 9.12, de modo que se acha
_[n H .
‘M["](O:,-s) — M]-OOI(O; 5)' < 2Gy, |2 .

. : - — 3,Bp0n0/" ;
se ng ¢ fixado como dito na Observagio 9.15, de tal forma que 23, By |¢ |e™%2522' < |¢[70|G, |

Portanto, obtém-se
(MP(z;e)| < [MP(0; )| + [ M (zie) — MIM(0; )]

< [T 0:6)] + 265, e + D/l 2l

3
< 3Gy, e + §D\/|e| |M["](:r;s)| :
com r = w - v, para todo v satisfazendo (9.56). Conclui-se que existe uina constante D tal que
IMPl(w - v 2)| < 0D ' (9.57)
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para todo v satisfazendo (9.56).

Assim. temos que considerar apenas os vetores v € Z¢ satisfazendo nao apenas (9.56), nas

também a desigualdade |w - v| < 2¢19D, i.e., para todo v € Z¢ tal que

s (_Co I/T-—N 9.58
|V|— 26‘7170;@ s 40 ( )

Chamamos Ny o conjuuto dos v € Z7 que satisfazein (9.56) e (9.58).

Para tal v, fazendo z = w - v, tem-se

c 3 )
R e WV ECE )

M e 3My 30, M _jo-1
- 2].0__1672 (1 - 2—n116m 2709 Z 2jou72 ) (959)

de modo que a medida do conjunto excluido correspondente, que pode ser escrita como

1
/ de = / ar EW (9.60)
Il () —1 dt

oude £(t) é definido por

iw-v— MW vie(t) = th% _— (9.61)
serd estimada por
1 in+1
. 1 970+ Cl
dES/ dt Cy|v| ™ 5 < - , 9.62
Jry = LA e < e (0.62)

onde usamos (9.59).

Isso significa que temos que excluir de £~ um conjunto

v = ] 1) (9.63)
VvEN) )

de medida limitada por

meas(Z") < Z meas (/™ (1)) < const. Z .Cl lv|™™

o—1
veNo lv|>No m
C, (el (/T ,
< const.gjoi1 (5’") = const.e ¢, 4 (9.64)
m 1

onde ' = jo(ry — 7 —d)/7, tal que &€ > 0se 1, > 7 + d, o que fixa o valor de 7.

Podeinos facilmente provar que existem duas constantes positivas E) e F» tal que

M) - er=l(w)| < emEre B2 (9.65)
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para todo n > ng+1 e para todo v € Z¢. Fazendo dc = l™(v) —<[*~Y(v), obtemos (novamente

usando as extensoes de Whitney)

0 = iw -v—- MU (w-v; M)
= iw-v - MW v P () + de)
~MM(w v Sln](,,)) + M=t b BID)
= oMWW v et (1)) 82 + o(de)

- (MM (w vl )) — MW v P ))),
pela relacao (9.47) no Lema 9.23. Dai, pode-se usar que

MU (@ - vi2) = MW v 2))|

< D e e~ D2/

<

T 5kl (BlBle-ﬂzBﬂ"/”) < B'lefoe B2 (9.66)
Y11

onde B’ é uma constaute adequada. Acima, usamos a terceira desigualdade de (9.38) no
Lema 9.20, a relagdo (9.26) e a Observagao 9.21. Finalmente, por (9.59) e (9.66), obtemos
(9.65), com F) =4B'/m; e Ey = 32Bs.

Para todo |v| > N fixe n. = n.(v) tal que |el*+!(v) — el*l(v)] < Cy|v|™™. Para isso,
pode-se escolher n,(v) < const. r loglog |v|.

Entdo, para todo ng+ 1 < n < n,, defina J®(v) como

Jrl(v) = {c€ gh=1, liw - v — M (w .y, )| < 2Civ|} . (9.67)
Por construgio, todos os conjuntos I™(v) caem dentro de JI*I(v) tdo logo n > n,. Assim,
podemos limitar meas(Z) pela soma das medidas dos conjuntos J"+U(v), ..., Ji*l(v) para
todo v € Z¢ tal que |v| > ANp. Tal medida serd limitada por
C
const. Z n*(u)€7.011|y|—n < const.z ¢, (9.68)
lv|>No m

onde o valor de £ é menor do que £’ devido as correcoes logaritmicas no fator n.(v). A

demonstracdo do lema estd completa com a estimativa acima levada em conta em (9.53). =

Proposicao 9.26 Defina o conjunto dos valores admissiveis de &, como na Definigdo 9.9,

pdgina 138, com C) = Cy/3 e 1y > 7 + d. Entdo, tem-se

. meas(&,NE,)
lim =1,
m—co  meas(&Ep)
o0 que significa dizer que £, tem medida relativamente grande em &,,. a
Prova. Isso é uma conseqiiéncia imediata da defini¢des e do Lema 9.24. [
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9.5 Propriedades da Expansao Renormalizada

Para completar a prova da existéncia de uma solu¢do quase-periédica da equagao original (7.9),
pdgina 116, temos que mostrar que a fungao definida pela expansédo renormalizada (9.14) resolve
(7.9). Faga &. = Jor_, EmNE.L: tal conjunto contém os valores admissiveis de z em [0, £o]. Defina

analogamente £_ para o intervalo [—¢o,0], e faga £ = E, UE_.

Lema 9.27 Para todo = € £ a fungdo u(t) definida através da (9.14), pdgina 137, resolve a

equacao

u=g(R+:Qu%), (9.69)
onde g é um operador diferencial com kernel g(w - v) = 1/(iw - v). O
Prova. Como na Secédo 8 da referéncia [27]. |

Até agora provamos que existe uma fungdo %(t) = U(wt;s) que resolve (7.9) para ¢ em
um conjunto de Cantor adequado comn medida relativamente grande. Para g dado por g(t) =
iQ(t)u(t), a Proposicao 7.3, pdgina 115, prova que ¢(t) dado emn (7.6) resolve a equagdo de
Hill considerada o(t) + (po(t) + 2p;(t))p(t) = 0 e é quase-periddico.

Em principio. se fizermos Q. = Qg + (g), ¢(t) poderia ser da forma

o(t) = P(w,t. wot, Qot, Nt) = emf@(glt, wot, Qot),

uma vez que ¢(t) depende de u(t) e uma freqiiéncia extra aparece da integral da média de
go(t) + g(t). Mas na realidade esse ndo é o caso, porque a fun¢io ® é da forma &(w,t, wet), ou
seja, sua dependéncia sobre t é apenas através das varidveis wot e w,t. Isso vem da seguinte

propriedade.

Lema 9.28 Seja u(t) a fun¢do definida através da expansdo renormalizada (9.14), pdgina 137.

Entado. ultl # 0 requer que em v = (m, ny,ny) se tenha ny = 2. |

Prova. A prova é por inducio em k. Para k = 0, o resultado é ébvio da relacio (iw-u)u,(,o ) = R,

em (7.16), pagina 118, e da identidade R, = P(m1 ) ,(3)6,12_2. Vamos assumir que uﬁcll X Oy 2
para todo k" < k. Entao. em ordem k a segunda relagdo na (7.16) diz que se pode ter ulf! #0
somente se ¥ = 1o+ v +v;: para a dltima componente ny do vetor v a defini¢cdo do coeficiente

Qv = 52,9.7:,(1,_2)5,,2,_2 e a hipétese indutiva resultam ny = -2 +2 +2 = 2. [}

A conclusido é que 4(t) = e2 (w, t, wot), com U analitica e periédica em seus argumentos.
Levando em conta que se tem Q(t) = e #t=2%o(t) com 1)y(t) dependendo de t somente
através da varidvel wot. temos Q(t)a(t) = e 2% M (w,t, wot). Como conseqiiéncia, (t) é uma
funcao quase-periédica com d freqiiéncias fundamentais w,,wp, {2, € a dependéncia sobre a
it

ultima freqiiéncia é apenas através do fator e*’!, exatamente como no caso nido perturbado

(7.3), pagina 114. De acordo com o antecipado na Observacdo 7.2, o mesmo resultado poderia
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ser obtido partindo-se da solugdo nao perturbada dada pela segunda funcdo em (7.4), e se
encontraria um resultado andlogo. Dessas observagoes concluimos que o sistema é redutivel
em &.

Portanto, a solucdo u(t) descreve o movimento sobre um toro maximal d-dimensional que é
a e¢-continuacao de um toro d-dimensional nao perturbado. O vetor de rotacdo deste ultimo é
w = (w;,wp, $2p), enquanto, como um efeito da perturbacdo, somente a dltima componente do
vetor de rotagao ¢ mudada para uma nova fregiiéneia Q. = Qy + (g): isso prové uma simples
interpretacdo fisica da quantidade (g). E provavel que a nova freqliéncia §). seja tal que o
vetor (w;,wp,§):) ainda seja Diophantino. Isso ndo segue diretamente de nossa andlise, mas

esperainos que esse seja o €aso.
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Parte 111

Discussao
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Capitulo 10
Conclusoes

A finalidade deste capitulo é recapitular os principais resultados obtidos nesta tese, focando
apenas o esselcial, deixando de lado aspectos técnicos especificos dos métodos utilizados. As
perspectivas de pesquisa futura nos problemas aqui estudados. bem como a impossibilidade
de obtencao de resultados melhores devido a falta de potencialidade dos mmétodos até entéo
implementados, também serao discutidos. Por fim, a importancia e a perspectiva geral de

nossos trabalhos serao revistas.

10.1 Sumario de Resultados

O primeiro problema estudado refere-se simplesmente a resolu¢do da equagio de Schrodinger
y _ _ [ fB) s
i0®(t) = Hy(t)P(t). com Hy(t) = (10.1)

(confira (1.3), pagina 3). onde f ¢ uma intera¢ao quase-periodica e = é um parametro pequeno.
O problema acima é transformado no problema da resolugéo da equacao nao-linear de Riccati
(1.17), pagina 10 (confira Teorema 1.1).

O Teorema 1.2, pagina 14. cuja demonstracao encontra-se em [2]. afirma que a cquagao
de Riccati mencionada acima tem solugao formal quase-periddica desde que a interagio f
satisfaca certas hipoteses (casos (I) ou (II)) que sdao importantes para o chamado procedimento
de eliminacdo de termos seculares (confira discussao na Secao 1.4, pagina 10). No caso onde
f ¢ uma interacao periddica, ainda sob as hipéteses (1) ou (IT), mostrou-se que a soluc¢ao para
a equacao de Riccatl é convergente e periddica. Nais do que isso. a partir dessa solucao.
construiu-se explicitamente a forma de Floquet do propagador U(t) associado ao sistema de
Schirédinger (confira o Teorema 1.3. pdgina 15, e demonstragio em [3]).

Entretanto. conforime apontado em [4], as hipéteses (I) e (II) nao cobremn o caso fisicamente
interessante relacionado ao efeito de localizagao dinamica. Detallies foram discutidos ja no

Capitulo 1. Em particular. discutiu-se a dependéncia da freqiiéncia secular £ com o parametro
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¢ (confira Secdo 1.6, pagina 16) e importincia de se estender o Teorema 1.3 para a situacio
de localizacdo dinamica. Isso foi feito em detalhes no Capitulo 2, culminando no Teorema 2.1,
pagina 19, e no Teorema 2.2, pagina 20. Tais teoremas permitem a andlise precisa do efeito de
localizagdo dinamica quando 2 = O(e?). O trabalho que escrevemos [5] é, essencialmente, uma
reproducao desse capitulo.

No Capitulo 3 analisamos completamente o caso especifico de intera¢oes monocrométicas
do tipo f(t)-= Fp + ¢ cos(wt). Em particular, utilizamos nossas solugdes convergentes para
implementar algoritmos numéricos capazes de calcular certas probabilidades de transigdo, in-
clusive no caso de localizagdo dinamica, o qual ocorre para valores determinados de w e . Os

resultados obtidos foram excelentes e se transformaram no trabalho [6].

Restava, finalmente, a possibilidade de estudar o sistema considerado no caso geral de
interagdes quase-periédicas. E claro que j4 haviamos obtido solugdes formais para o problema,
mas gostariamos de ir além. Foi necessario para isso a implementacdo de métodos totalmente
desconhecidos de nossa parte, o qual vieram a tona através do trabalho [27]. Nesse caso,
o mérito é todo do autor de [27], apenas que o mesino sé estudou o problema assumindo a
condigdo (I), ndo interessante ao efeito de localizagdo dindmica. No Capitulo 4 fizemos uma
revisido quase que completa do trabalho [27], com mais enfoque nas idéias novas utilizadas do que
nas demonstragoes técnicas. Em particular, discutimos a representacao diagramatica em termos
de 4rvores para os coeficientes de Fourier das séries envolvidas (confira a Se¢do 4.1, pdgina 64) e
todo o procedimento de resoma e renormalizagao da série formal (confira a Se¢éo 4.3, pagina 70,
e as seguintes). Como resultado principal, tem-se o Teorema 4.1, pagina 63, que implica na
existéncia de uma solugdo quase-periédica para a equacdo de Riccati considerada restrita a um
conjunto de Cantor de valores do parametro ¢ comn medida positiva e relativamente grande em
torno da origem.

As técnicas introduzidas por Gentile ein seu traballio [27] foramn bastante tteis para que
pudéssemos explorar alguns aspectos novos coin relagao ao problema de efeitos de localizacao
dindmica mais exatos (além da terceira orem), conforime apresentagio do Capitulo 5. Em parti-
cular, a representacao diagramatica em termos de arvores dos coeficientes de Fourier simplificou
bastante as coisas, pois cédlculos algébricos extensos como aqueles do Capitulo 2 puderain ser
evitados. O resultado foi umna andlise bastante geral do problema. onde pudeinos exibir uma
condicdo unica ¢ suficiente para que a técnica de eliminagdo de termos seculares pudesse ser
implementada (confira o Teorema 5.8, pagina 96). Isso implica na validade das expansoes per-
turbativas propostas para condi¢des que vao aléin de (I), (II) ou (III). Esse é. essencialinente. o
contetido do Teorema 5.9. pagina 97. Alais do que isso. a possibilidade de se estudar o problema
de forma tao geral assim, garante o controle sobre efeitos de localizacao onde a dependencia
de 2 com ¢ é arbitrariamente pequeno. Essa relacao é discutida emn detallies na Secao 5.3.

péagina 98 e ¢ win dos principais motivos pelos quais estamos escrevendo [33].

A segunda parte desta tese trata de umn problema aparentemente distante daquele analisado
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na primeira parte. Entretanto, os métodos empregados sdo bastante parecidos. Resumida-

mente, consideramos o problema de se estudar a estabilidade de solugdes limitadas da equagio
de Hill real

o(t) + po(t)¢o(t) = 0 (10.2)

a0 se introduzir uma perturbagao pequena quase-periédica também real, passando a equagéo a

ser escrita como
é(8) + (po(t) +ep1(t))o(t) = 0. (10.3)

Na verdade os métodos empregados para o estudo desse problema sdo parecidos com aqueles
utilizado no caso dos sistemas de dois-niveis porque esse tultimo ja apresentava uma ligagao
com a resolucao de equagoes do tipo Hill. notadamente através da relagao (1.20), pdgina 11.
Assim, sabiamos que o caso geral colocado acima poderia ser tratado de forma semelhante
ao problema dos sistemas de dois-niveis. Honestamente, trabalhamos sempre no sentido de
trazer o segundo problema mais geral o mais préximo possivel do primeiro mais simples, onde

resultados ja haviain sido obtidos.

A tética deu extremamente certo, e aliou-se corretamente com as idéias introduzidas por
Gentile no caso geral quase-periédico tratado em seu trabalho [27]. Tanto é que daf surgiu umna
colaboragéo, culminando no trabalho [43], cuja descrigdo e detalhamento é inteiramente feito
na segunda parte desta tese.

O resultado principal é expresso pelo Teorema 6.4, pagina 111, que diz. de uma forma bem
solta, que para um conjunto de Cantor de valores de ¢, com medida positiva e relativamente
grande, solucoes quase-periédicas de (10.2) permanecein quase-periédicas para o sistema (10.2),
apenas com a introdugdo de novas freqiéncias (w, e {2p — €,).

O interessante é que a técnica de demonstracao do Teorema 6.4 passa justamente pela
utilizagdo de um Ansatz exponencial adequado. que nos leva a resolucdo de uma equagao nao
linear de primeira ordem bastante parecida com a analisada no caso dos sistemas de dois-
niveis, mas com alguns graus de complicagao a mais devido a falta da hipétese (Q) # 0. Os
resultados priucipais encontrados com relacao a resolugao de tal equacdo se encontraim 10s
lemas e proposicoes do Capitulo 9.

E limportaute frisar que as inovacgoes técnicas introduzidas para o procedimento de resoma
e renorinalizacao da solucao formal encontrada no Capitulo 8 (confira Lema 8.15. pagina 129)

forain todas idéias do Prof. Gentile. apenas comn colaboracao de nossa parte.

10.2 Consideracoes Finais
Este trabalho contém resultados originais obtidos através de técnicas conhecidas. No caso dos

sistemas de dois-niveis. utilizaram-se técnicas originalinente introduzidas nos trabalhos [2] e [3].

No caso da equagao de Hill, utilizaram-se técnicas também ja conhecidas em outros contextos,
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introduzidas pelo grupo de Gallavotti para a analise de séries de Lindstedt em problemas do
tipo KAM, mais especificamente estamos nos referindo aos trabalhos [27] de Gentile e [28] de
Gallavotti e Gentile.

O tratamento mateméatico dos problemas fisicos aqui considerados pode ser considerado
rigoroso, 0 que representa uma novidade, pelo menos com relagdo ao efeito de localizacdo
dindmica, onde apenas trabalhos formais eram conhecidos [14, 15, 16, 18. 19], com excegao do
trabalho mais recente de Sacchetti [17].

Ainda com relacao ao efeito de localizagao dindmica, tem-se muito a estudar principalmente
com relacdo aos resultados expostos no Capitulo 5. O controle sobre a possibilidade de se encon-
trar um efeito de localizacdo onde a dependéncia em ¢ da freqiiéncia secular 2 é arbitrariamente
pequena é motivadora. Em particular, uma prova da Conjectura 5.14, pdgina 101, seria bastante
interessante. Outro ponto, importante do ponto de vista de aplicagoes fisicas, seria a busca de
um exemplo explicito onde efeitos de localizagao além da terceira ordem sejam encontrados.
De acordo com a discussao na Secao 5‘.1, pagina 81, tal deve ser o caso se a interagdo f possuir
mais de uma harmonica em sua decomposicao. e.g., f(t) = Fy+ o1 cos(wt) + 25 cos(2wt). Se tal
efeito ocorrer com a interagdo acima, pelo menos temos o controle sobre a série perturbativa en-
contrada como solucgao, e outro problema interessante seria implementar algoritmos numéricos,
como aqueles apresentados no Capitulo 3, para computar probabilidades de transicio nesse
caso.

Finalmente, ainda com relagao aos sistemas de dois-niveis, outro resultado interessante seria
dado pela generaliza¢do completa do Teorema 4.1, pagina 63, substituindo a hipdtese simnples
!Q) # 0, pelas hipdteses gerais do Teorema 5.8, pagina 96. Acreditamos que tal generalizacao
seja possivel através de uina adaptagao no procedimento de resoma e renormalizacdo empregado
em [27]. no mesimo sentido daquele utilizado no caso da equacao de Hill tratado no Capitulo 9.
Afinal. nesse ltimo caso. nao se tinha nenhuma hipétese como (Q) # 0.

E claro que todos os problemas mencionados aciia sao bastante especificos e provavelmente
de dificil resolucao. Entretanto, isso nao impede (ue os mesmos sejam analisados futuramente,

até porque, sob nosso ponto de vista, podemos considera-los bastante interessantes.

Com relacao ao problema da equagao de Hill perturbada estudada na segunda parte desta
tese. temos consideragoes nnportantes a fazer. Primeiro gostariamos de salientar que o problema
considerado nao havia sido ainda estudado na literatura, nem através de outros métodos. Isso
representa ua novidade importante. podendo [43] ser interessante para comparacao com outros
trabalhos que estudain problemas sinilares através de outros métodos. e.g.. [37] e [42].

Cutro ponto interessante esta na uestao da unicidade da solucao encontrada. Na verdade.
unicidade nao é obtida: em principio diferentes solugoes, dependentes do método de resoma.
podem aparecer. Além disso. nao podemos excluir a possibilidade de que outras solugoes
quase-periddicas existamn, possivelmente com a mesia expansao assintotica. Salientainos que

essas caracteristicas nao sao cxclusivas de nosso trabalho, na verdade elas sao limitacoes do
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método empregado e também aparecem em outros problemas onde o mesmo havia sido aplicado
(confira [27, 28, 44]). Finalmente, o conjunto de valores excluidos de ¢ também depende do
procedimento de resoma utilizado e, em principio, pode acontecer que um valor de ¢ que seja
excluido em nosso esquema de resoma, possa ser permitido se o esquema for ligeiramente
modificado. Ainda mencionamos que a nao unicidade das solu¢oes fundamentais continuando
as do sistema nao-perturbado néo é de fato um problema, porque podemos considerar qualquer
par de solucoes fundamentais para escrever a solucao geral como uma combinagao linear das
duas.

Cabe aqui algumas palavras com relacao a condicao de nao-degenerescéncia imposta sobre a
perturbagao p,, a saber, a existéncia de um certo jo € Z, tal que G; = 0 para todo 1 < j < jo
e Gj, # 0 (confira Observagdo 8.13, pagina 128). Em nosso trabalho original [43], consideramos
ainda a possibilidade onde G; = 0 para todo j € Z,. A novidade é que, nesse caso, nenhum
procedimento de resoma e renormalizagdo é requerido. Acontece entdo que a série formal para
u acaba sendo convergente e que o conjunto de valores admissiveis para ¢ é o intervalo fechado
[~0, 2] todo. Assim, em [43], excluiinos qualquer condigao de nao-degenerescéncia sobre p;.
Essa ultima andlise ndo foi apresentada aqui para nao sobrecarregar a leitura comn detalhes
demasiadamente técnicos, como € o caso. Entretanto, a inesma pode ser vista em detalhes
em [43]. Conjecturamos que o caso G; = 0 para todo j € Z, s6 seja possivel se py =0, o que
representaria uma trivialidade.

Outro aspecto interessante a ser mencionado esta relacionado com o Lema 8.15, pdgina 129.
Na verdade nao provamos que a série formal é divergente, mas apenas que as estimativas ndo
nos permitemn demonstrar couvergéncia. Esperamos que a divergéncia ocorra, mas esse é uin
problema em aberto.

O problema tratado, sein duvida, é dificil. A novidade em nossas idéias reside no fato de que
ndo periitiinos a introdugao de nenhwn paranietro extra na perturbagdo que pudesse servir
para evitar ressonancias. Dessa forma, a possibilidade restante foi impor restri¢oes 1ecessdrias
ao paranletro de acoplamento da perturbacao. visando resolver a equagdo. Espera-se que ui
conjunto grande deva ser excluido: a idéia proposta por nos foi justamente a de mostrar que
o problema pode ser posto em uma forma que admita uma série forial de potéucias como
solucao, e depois mostrar que separando seus coeficientes em somas de varios ternios adequados.
a série pode ser rearranjada resultando em uma nova expansido convergente satisfazendo a
equacdo original. O método utilizado é bastante interessante e impressionante devido a falta
da necessidade de introducao de novos parametros. As técnicas. entretanto. nao sao novas
(confira [28. 29)).

Para finalizar. gostariamos de ressaltar as diferengas existentes entre o estudo da equagao
(7.9), pagina 116. emn comparagao ao estudo de (4.6). pdgina 64, tratada para os sistemas
de dois-niveis em [27]. Na verdade, (7.9) é bastante similar a (4.6). A principal diferenca.

entretanto. estd no fato que em (4.6) a funcdo @ é assumida tal que (Q) # 0, enquanto que
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em (7.9) essa hipdtese ndao ¢ assumida. Portanto. em alguin sentido. o trabalho desenvolvido
e [43], descrito na segunda parte desta tese, resolve o caso emn aberto em [27], a saber.
(Q) = 0. Para ser mais preciso. ¢ necessario que se faga uma adaptacao cuidadosa de wn
caso para outro. Por exemplo. emn (4.6) é outra funcao que faz o papel de Q cm (7.9), nas as
idéias fundamentais sdo as wesmas. E importante notar que enquanto e [27] o caso (@) =0
code corta formas cspecial, para equacao (7.9 o caso degenerado ¢ hastante natural e nao
apenas wa curiosidade. wma vez que seinpre se pode assumir que a média de py em (10.3) seja
nula. Nesse caso. a coudi¢ao andloga assuinida e [27] ¢ antomaticamente violada (confira a
Observagao 8.13. pagina 128). Em outras palavras. o probleima considerado emn (7.9) é aquele
1o qual procurainos resultados seni se assuinir qualquer hipétese sobre a perturbacao.

De wn ponto de vista téenico. essa arbitrariedade no poteucial resulta e uina série de
dificuldades. que nao ocorrem e [27]. Por exemplo. o andlogo da Secao 3.1, pdgina 121. é
reduzido a apenas wna observacao e [27] (confira (4.14). pdgiua 68). A expansio renormali-
zada. discutida no Capitnlo 9. também foi modificada com relacao ao trabalho [27]. bem como
a estimativa da wmedida do conjunto de valores adinissiveis do parametro <. Por exemplo. a
Segao 9.2, pdgina 138. ¢ inteiramente nova com relacao ao trabalho [27).

Finalmente. tambéin o problema de se voltar a equacao original (10.3) a partir da solugao
encontrada para (7.9) teve que ser resolvido de wna forma totalmente diferente comn relagdo
& [27] (confira a Proposi¢ao 7.3, pdgina 115. ¢ os paragrafos seguintes). A prova dessa foi
proposicao foi devida a Gentile, inspirada ein nossa prova do Teorema 5.1, pagina 82, no
contexto dos sistemas de dois-niveis.

Resumnindo, podemos dizer que [27] representa um problemna similar ao considerado na re-

soluc¢do de (7.9), mas no qual uma condicdo de nao-degenerescéncia na perturbacao é assumida.

* % %
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Apéndice A

Funcgoes Quase-Periddicas e

Almost-Periodicas

Nota. Este apéudice ¢ apresentado por completeza ¢. por autorizacao do autor de [1]. ¢

praticamente uma reproducao de sua Secao 2.3.

Com o intuito de facilitar a leitura e fixar alguina notagao apresentaremos neste trabalho
algumas das defini¢oes ¢ resultados basicos da teoria das fuucoes ditas almost-periddicas. Para
detalhes recomendainos a referéncia [48].

A teoria das fungoes almost-periddicas reais foi originalinente desenvolvida por Harald Bohr
(1887-1951) em vérios trabalhos. notadamente naqueles listados em [20]. Bohr. poréui. men-
ciona dois predecessores: Plers Bobl (1365-1921) em tese [21] publicada e 1893 (confira
também [22]) ¢ Ernest B. Esclangon (1876-1954) (confira [23] ¢ [24]). os quais obtiveram an-
teriormente resultados semelliantes sobre as funcoes ditas guase-perdidicas. denominacao esta
mtroduzida por Esclangon. H. Bolir distinguiu-se tambéim pelo desemvolvimento da teoria das
funcoes almost-periodicas complexas. O coneeito foi posteriormente generalizado por von Neu-
manu para funcoes definidas e grupos.

Listemos algumas defini¢oes ¢ resultados basicos de Bolr. Farcmos uso desses resultados
para o caso menos geral de funcoes quase-periodicas.,

No intuito de generalizar o conceito de fungao periddica. Ho Bolr introduziu o importaute
couceito de funcao almost-periddica real. que tentaremos definir agora.

Se £ ¢ um munero real com = > 0. wn numero 77 > 0 ¢ dito ser mu 2-quase-periodo de uina
funcao limitada hh: R — € se

it = 1) =ity o~ -

para todo 1 € R.
Uma funcao continua nr : B — C ¢ dita ser almost-periddica se para todo = > () existir

A(g) > 0 tal que todo intervalo fechado de R de comprimento A{z) possui pelo menos uin
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s-quase-periodo de /.

Uma outra defini¢ao equivalente de almost-periodicidade ¢ a seguinte. Seja h: R — € wna
funcao limitada e defina-sc h, () := h(r —a). a funcao h transladada por « € R. A funcao h é
dita ser almost-periddica se for continua e sc o conjunto de seus. transladados {h,. a € R} for
unl conjunto pré-compacto na topologia uniforme.

Recordando. a topologia uniforme no conjunto das funcoes continuas ¢ limitadas R — ¢
¢ a topologia métrica definida pela norma |||~ = sup |h(r)]. Em wm expaco topologico um

: relR :
conjunto € dito ser pré-compacto se seu fecho for compacto.

A cquivaléncia das duas definicoes de almost-periodicidade ¢ mma conseqiitneia da chamada
propriedade de limitacio total de conjuntos pré-compactos el espacos Liétricos completos e
pode ser cncontiada. por exemplo. e [25).

E possivel ver com relativa facilidade [48] que a combinacao linear de dnas funcoes almost-
periodicas ¢ tambdéin uma fungao almost-periodica ¢ que o produto de duas tuncoes almost-
periddicas é também wa funcdao almost-periodica. Portanto. o conjunto de todas as fungoes
almost-periddicas forma uma dlgebra abeliana. que conter: wima unidade  a funcao constante
igual a 1') e ¢ invariante por conjugacao complexa.

Um dos resultados bésicos de Bolir refere-se a existéncia do chamado ralor médio de uma
funcdo almost-periddica. Se /1 ¢ almost-periddica. Bohr demonstrou que o limite

17 |

Tlinglc T - h(t)dt

M(h) =

sempre existe e define o que se chama de valor médio de .

Bolir demonstrou tambdéin que para toda funcao almost-periddica h existem dois conjuntos

contaveis {h, € C, n € N} ¢ {w,, > 0. n € N} tais que vale @ -lecomposicao de Fourier”
hit) = E Iy et
ns N\

onde a série da direita converge uniformenmente e R a h no sentido de Cesaro (confira. por
exemplo, [48] para afirmacoes precisas).

O conjunto de freqiicncias {w, = 0. 1 € Z} ¢ denominado espectro de I ¢ ¢ connunimente
denotado por o(h).

Se w, € a(h) e se o, (ty == =" Bolr demonstrou que
I, o= Mhe,). | (A1)
Assiin. SC CONVULCIONATTIOS (UC wy = UL Terelnos
My = .

As fungoes almost-periodicas sdo classificadas de acordo com seu espectro. Uma funcao

almost-periddica h ¢ dita ser quasc-periGdica se existiv d € IN. d > 0. ¢ um vetor d-dimensional
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w=(wp, ... wg)comw; >0.0i=1 ... d tal que
o(h) C {w-n, neZ%,

onde n = (ny, ..., ng) € Z* é um vetor de inteiros e w-n = wyny + - - - + wqng. Obviamente
interessa nessa definicao que os nteros w,. @ = 1, ....d. sejam Z-independentes. ou seja.
w-n=0 <= n=0. 0onde 0= (0. ....0). Notemos tamhém que o conjunto {w-n. n € Z}

forina um grupo em relagdo a operagao de soma usual.

Para uma func¢éo quase-periddica h denotareinos também por vezes o vetor w pelo simbolo
Bh). _

Denotaremos o conjunto das funcoes ditas almost-periddicas da reta real por AP(R) ¢ por
QP(R) o conjunto das fungoes ditas quase-peridédicas. Obviamente QP(R) € AP(R).

Um teorema célebre de H. Bohr (confira, por exemplo, [48]) afirma que se h ¢ abnost-
di

periédica uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a integral H(t) := / {(7)dT scja
- _ ‘ Jo

tambéin almost-periddica ¢ H € L*=(R). Essc teorema de Bolir generaliza um resultado prévio

de P. Bohl para o caso quase-periddico [21]-[22].

. . h
Notemos que se h é tal que M(h) = iy = O e Z [ < oc entdao H(t) é limitada c.

ol ()
portanto, almost-periodica.

Um outro resultado importante de H. Bolr afirina que AP(R) ¢ fechada na topologia uni-
forme da reta real. ou scja. o limite uniforme de seqiiéucias de fungoes almost-periddicas ¢
também uma funcao almost-peridédica. Mencionamos que isso 1o ¢, em geral. verdadeiro para |
seqiiéncias de funcoes (uase-periddicas.

Em verdade. vale o fato niais forte que AP(R) ¢ uma dlgebra C* abeliana com a noriia
dada por || - || € a operacao * dada pela conjugagao complexa usual.

Por fim. observamos que se engana quemn acredita que funceoes almost-periodicas mas nao
quase-periddicas nao surgem e problemas de Fisica. Os modos de vibracio de uma membrana

livre retangular de lados Ly ¢ L, sob condi¢oes de contorno de Diriclilet tem freqiicneias wy, ., =
2 .
n m i : _ : R -
(:77\_, — | +|— .comn.m €N e, portanto. quando todos os modos de vibragio estao

L, L,

presentes. cada ponto da menbrana descreve tipicamente um movimento almnost-periodico 1o

quase-periodico.

164



Apéndice B
Relacoes .Especiais

Aqui provamos algumas das relagoes usadas na Segao 2.3, pagina 26. Como as demonstracoes
exigem um certo numero de manipulagoes algébricas tediosas, preferimos separd-las do texto
principal e inseri-las neste apéndice. Observamos que freqlientemente utilizaremos, sein mencao,
as proposigoes e 0s coroldrios apresentados nas subsecoes 2.2.1 e 2.2.2, paginas 21 e 23, respec-

tivamente.

B.1 Obtencao de (2.45)

Usando (2.39), vainos escrever explicitamente ~,l,_; que aparece no termo (i) de (2.44). Temos,
rila—1(t) = A(t) + B(t), onde

n-3

Alt) = 2irkyRa(0|vrv,_2).  B(t) := iR Z%g(0|-vpc,l_1_p). (B.1)

p=2

As expressoes acima para A e B serao traballiadas individualinente. Vamos comecar com A.

Pelas hipoteses indutivas. podemos usar (2.11)-(2.12). Assiin.

n—3
Aty = 2ik7Re(0]1 Y R0 1512 ) + Hu2Qo)
p=1
n-3 v
= =287 > Ry(0]0] tptu-nmy) + 2inTR, 2 Ra(010).
p=1

Note que A depende implicitamente de x,_3. a saber. através de v,_5. Para tornar essa

dependeéncia explicita. temos que separar das somas aciina os termos contendo v, _y3 e escrever
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vn—3 usando (2.12). Comn efeito,

n—4
Alt) = =2K7) Rs(0]0]vpvn-2-p) — 457 R3(0]0] v1vn_y) + 2 KiKn2R2(0]0)
p=2
n—4 n—4
= =261 R3(0]0|vn—p) —4ik] Y Re(0]0]0] vpvn_s—p)
p=2 p=1
—4 K3k, 3 R3(0]0]0) + 2i kK2 Ra(0]0). (B.2)

Vamos agora trabalhar na expansao de B, expressio (B.1). Usando (2.11)-(2.12). temos

n—4
B(t) = 2irn; Ra(0]|vov,_3) + iny Z Rao( 0] vptmor2p) - (B.3)
. p=3
Em seguida. devemos computar separadameute vyv,_3. Usando mais uina vez (2.11). (2.12) e
(2.8) (que implica em Qy'Q; Ra(0]a) = Ru(i|a)), obtemos

n—-1
Volp_y = —AIZ Ra( 2] vpvn—_s-p +Z Ro( 1| vpvn_s—p)
n—41
‘HMZ 9% 0|’Upvn 3— p) + Kp_3 (lMQ) —1Q) + I\?QO) -
p=1

Essa expressao para v,0,-3 deve ser inscrida no primeiro termo de (B.3). O resultado ¢

n—|\

B(f) = 21""'1 Z { ’_h"? m.‘i( [) ’ 2 | lUp“n——.'f—p ) + 9:{3( 0 l 1 I l"pl‘n—ii—rp )

p=1

n—-1

+ iRy R3( 0] 0| vpvsy_y, }—Hh] Z R [)|z Un—1-p)

p=3
+ 20Kk, ;[m Ro(0]2) =7 R0 1)+ K2 R(0]0 (B.4)

Comno ambas as fungoes 4 e B sao quase-periddicas. podemos agora computar ~; M (1,_)) =
A(A) + M(B). Usando (B.2). (B.4). (2.15) ¢ o fato ja provado que A/(010) = 0. obtemos

RiM(L1) = 26k M(0]1) + R | (B.5)
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onde

n—4
R‘Sll) = 2ih‘,1 Z{—Z/{fhf( 9&1( 0 l 0 | 0 | UpUn—3—p )) + AI( 9%;;( 0 | 1 | UpUn—3—p ))
p=1

-—H,f]\’f( Rs(0 |2] UpUn—3-p )) + 1k M(R3(0| 0] UpUn—3—p ))}

n—4 n—4
~2k2 3" M(Rs5(0]0| vpvnosp)) +ik1 3 M(Ro(0]vp00-1-5)).  (B.6)
p=2 p=3

Essa é a relacao desejada (2.45). Por inspecao, verifica-se que RSS) depende apenas das cons-
tantes sy,..., kn—q. NOte que a constante x,_» desapareceu completamente quando tomamos
o valor médio de A + B, devido ao fato crucial que M (Q>) = 0. Essa é uma observacido muito
importante, pois, de outra forma, teriamos em (B.5) uma equacao para duas constantes nao

determinadas K,_3 € K,_2.

B.2 Obtencgao de (2.46)

O principal ponto aqui é tornar a dependéncia em «,_3 de [,,_»(t) explicita. Usando (2.39) e
(2.12) para v,_3(t), podemos escrever

n—3
g valpy = iz Ro( qua | VpUn_2—p )

p=1

n—d4

= mg( qun | MUp-3 ) + 1 Z mz( quz | VpUn—2—p )

p=2
n—4
= 2im Re(qo2] i) Rl 0] 003y ) + Kmg Qo)
p=1
n—4
+ 7 Z Ro( qug | vptn_a_p)
p=2
n—4 n—4
= —2K Z Ra(qua |0 vpvp_s_p ) +1i Z Rao(qva | vptn_2—p)
p=1 p=2

+ 2’“\7]/\;11—3 m?( (177‘2 | 0 ) .

Por (2.11),
Ro(qua |0) = k2 Re(2]0) —i%Ry(1]0) + k2 Ro(0]0).
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Portanto, M(Ra(que |0)) =iM(0]|1). Assim,

M(q—lvgln_z) = —QK]Rn_gj\’I( Ol 1 ) + R,Slz) ,

onde
n—4 n—4
R1(12) = —2K Z M(R3(quz | 0| vpvn—3-p)) + 1 Z M(Ra(qua | vpvn—2-5)). (B.7)
: p=1 p=2

Essa é a relacao desejada (2.46). Por inspegéo, verifica-se que 7?/512) depende apenas das cons-

tantes conhecidas K1, ..., Kn—q.
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Apéndice C

Identidade para uma Soma de Funcoes
de Bessel

Aqui apresentamos umn rascunho da prova da identidade (3.7), pagina 42, uma vez que nao ha
encontramos em nenhum lugar na literatura pesquisada. Usando a bem conhecida identidade
(devido a Schléfli e Gegenbauer) para o produto de fungoes de Bessel (confira a magnifica

referéncia [26))

/2
Ju(2)J,(2) = l/ Jyutv(2z cos ) cos((u — v)8)do, (C.1)

m —m/2
obtém-se

2 w/2 ,
Sm(l') = Zw — (—l)m/ , JO(QICOSH)9(6)€21m9d6’

k#0
onde g(0) := %Zk;ﬂ) M No intervalo (—7/2, ©/2). tem-se ¢g(f) = —26/%. Portanto.
2(_1)771 /2
Spn(r) = / Jo(2z cos 0)0 sin(2m8b) db
T —-m/2
-1 m+1 & 7 /2
= (—)— (—/ Jo(2x cos ) cos(2v8) db
T o J_ze ~
Usando novamente (C.1) (agora com j = —v), encontra-se
Splz) = (=1)™*! -Q— [Jo(x)J-p(7)] I (2) —QEJ (7) + 7Y (2)| .
m 01/ e m au v e m

Essa ¢ a identidade (3.7). como desejado. oude Y, ¢ a funcao de Bessel de segundo tipo. dada

por Y, (x) = (%J,,(:r) ~ (-2 J_,(2)) qum, definida para qualquer inteiro m.

v
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