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Of course there is nothing the matter with the stars
It is my emptiness among them

While they drift farther away in the invisible morning

W. S. Merwin
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Resumo

Recentes observagoes astrofisicas, em especial de supernovas tipo la e das anisotropias
da radiacao césmica de fundo, indicam que recentemente na histéria do universo um tipo
desconhecido de energia passou a dominar sua evolugao induzindo uma expansao acelerada.
Esta componente misteriosa ficou conhecida como energia escura. Nosso objetivo é o estudo
da energia escura, através de modelos com constante cosmolégica, campo escalar candnico
e com o campo de Born-Infeld. Para os modelos com campo escalar, usando potenciais
tipo lei de poténcia, estudamos solugoes atratoras para a evolugao homogénea. Também
estudamos, na aproximacao de largas escalas, solucoes atratoras para as perturbacoes
dos campos escalares. Mostramos que, para modelos de energia escura com campo escalar
canodnico, as solucoes atratoras a nivel perturbativo nao geram modos de isocurvatura. Para
o campo de Born-Infeld, fazemos uma anélise de estabilidade de suas solucoes atratoras
a nivel perturbativo, determinamos em que circunstincias elas podem gerar modos de
isocurvatura. Para os modelos de energia escura mais realistas, estes modos tendem a ser

pequenos.



Abstract

Recent astrophysical observations, specially supernova type la and cosmic microwave back-
ground anisotropies, indicate that recently in the history of the universe, some unknown
type of energy is dominating its evolution and inducing an accelerated expansion. This
mysterious component has been named dark energy. Our aim is to study dark energy, by
using cosmological constant, canonical scalar field and Born-Infeld scalar field models. In
the models with scalar field, using power law potentials, we study attractor solutions for
the homogeneous evolution. We also study, in the large scale approximation, attractor
solutions for the scalar field perturbations. We show that, for models with canonical sca-
lar field, the attractor solutions for its perturbations do not generate isocurvature modes.
For the Born-Infeld scalar field, we analyze the stability of its attractor solutions in the

perturbative level, and we determine in which case they can generate isocurvature modes.

For the more realistic dark energy models, these modes tend to be small.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente a cosmologia apresenta duas grandes questdes a serem respondidas. A mais
antiga, que data ainda da primeira metade do século passado, diz respeito a natureza de
um tipo desconhecido de matéria, detectada unicamente por seus efeitos gravitacionais,
que ficou conhecida como matéria escura. A segunda surgiu ha menos de duas décadas: os
cosmologos se depararam com o problema de explicar a razdo pela qual o universo esta em
expansao acelerada, dominado por uma forma de energia desconhecida, a qual foi batizada
com o nome de energia escura.

Existem duas grandes motivagoes para o estudo destas questoes. Uma é o éxito do
modelo cosmolégico padrdo em explicar aspectos fundamentais do universo. A partir do
entendimento propiciado pelo modelo padrao, existe uma base s6lida para os novos ques-
tionamentos cosmolégicos. A outra motivagado se da pelo grande avango tecnologico das
tultimas décadas, o qual permitiu uma melhora muito significativa das observagoes astro-
fisicas, que por sua vez comprovaram varias predi¢ées do modelo padrao e colocaram de
forma cientificamente clara as duas grandes questdes sobre o universo: a matéria escura e
a energia escura.

Descricoes adequadas tanto para a energia quanto para a matéria escura demandam



teorias fisicas mais bem fundamentadas. Nesse sentido, existem algumas propostas tedricas,
as quais, contudo, ainda necessitam de testes experimentais. Infelizmente, a presente
tecnologia ainda nao acessa as escalas de energia necessarias para a realizagao de tais
testes. Portanto, atualmente, o estudo fenomenolégico ¢ uma alternativa na busca do
melhor entendimento desta questoes.

O objeto de estudo desta dissertacio sao alguns aspectos das perturbacoes da energia
escura. Descrevemos aspectos gerais de modelos com constante cosmolégica e com campos
escalares. Dos varios modelos com campo escalar, o mais estudado é o campo escalar
canénico, ou campo de quintesséncia. Também existem modelos com campos escalares
néo candnicos, dentre os quais vamos estudar o campo de Born-Infeld. Nosso principal
interesse é estudar solucoes atratoras para estes campos e suas perturbagdes, em especial
para o campo de Born-Infeld, e verificar se estas geram modos de isocurvatura em grandes
escalas. Estes modos sao manifestacoes de perturbacdes ndo adiabaticas e podem ser
usados para distinguir os modelos de energia escura.

As solucoes atratoras a nivel homogéneo sdo importantes pois tendem a aliviar o pro-
blema da coincidéncia césmica. Uma vez que os campos escalares apresentam a mesma
evolucio para condigoes iniciais diferentes, podemos argumentar que a fase atual de transi-
¢do de dominacdo da matéria para energia escura surge naturalmente a partir da dindmica
do universo. Contudo, ainda devemos ajustar a escala de energia destes campos, o que nao
alivia o problema do ajuste fino. Apesar desta atual dificuldade, é de se esperar que esta
escala de energia seja definida por uma teoria fisica mais fundamental.

A partir das solucoes atratoras a nivel homogéneo, ¢ importante estudar como as per-
turbacoes associadas aos campos se comportam. Procuramos descrever as principais ca-
racteristicas perturbativas destas solugbes, as quais ocorrem na aproximacao de grandes
escalas. Feito isso, analisamos se essas solugdes geram modos de isocurvatura. Tais estudos

sd0 muito importantes nos modelos de energia escura pois, conhecendo as perturbagoes em



grandes escalas e sua natureza, poderemos determinar qual seu impacto em observaveis
fisicos. Por sua vez, tal determinagao pode discriminar os modelos de energia escura mais
adequados.

No capitulo 2 apresentamos os aspectos fundamentais do modelo padrao, tais como a
homogeneidade e isotropia do universo e sua expansao. Nesse contexto discutimos algumas
previsbes importantes, tais como a abundancia dos elementos leves, a radiagao cosmica de
fundo (RCF) e seu espectro. Também apresentamos os problemas da energia e matéria es-
cura e discutimos como algumas observagoes recentes sdo capazes de vincular os parametros
cosmologicos associados a estas quantidades.

No capitulo 3 estudamos alguns modelos homogéneos de energia escura: com constante
cosmologica, campo de quintesséncia e campo de Born-Infeld. No contexto da constante
cosmoloégica, apresentamos os problemas da coincidéncia cosmica e do ajuste fino, os quais
incentivaram outras propostas de energia escura modeladas por campos escalares. Apre-
sentamos, para potenciais tipo lei de poténcia, solugoes atratoras para a evolucao de fundo
dos modelos de quintesséncia e de Born-Infeld, que podem ao menos aliviar o problema da
coincidéncia césmica.

O capitulo 4 é destinado & apresentacao da teoria de perturbagoes cosmoldgicas rela-
tivistica. Discutimos perturbacoes lineares na teoria da relatividade geral, o problema da
escolha de varidveis fisicas adequadas e apresentamos as equagbes para as perturbacoes
escalares. Com isso, definimos varidveis que descrevam as perturbacoes de entropia num
sistema com varios fluidos e em que circunstancias a pressao nao adiabatica em grandes es-
calas gera modos de isocurvatura. Com este conjunto de ferramentas, discutimos algumas
solugbes para perturbagoes na radiacio e na matéria e o efeito da constante cosmologica.

As perturbagoes nos modelos com campo escalar, abordados no capitulo 3, sao estuda-
das no capitulo 5. Nosso interesse é discutir suas solugbes atratoras e se elas geram modos

de isocurvatura em grandes escalas. Apresentamos as solugoes atratoras para o campo de
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quintesséncia e o fato de ndo gerarem modos de isocurvatura. Para o campo de Born-Infeld,
deduzimos sua solucdo atratora em nivel perturbativo e seu critério de estabilidade. Para
este modelo, fazemos uma analise detalhada das perturbagbes de entropia e mostramos
que podemos ter modos de isocurvatura em grandes escalas. Por fim, apresentamos as
conclus6es no capitulo 6.

Esta dissertacio é desenvolvida no contexto da relatividade geral. A assinatura da mé-
trica é +2 e usamos a convencao de soma de Einstein. As coordenadas do espago-tempo
sio indexadas por letras gregas mintisculas, variando de 0 a 3, as coordenadas puramente
espaciais sdo indexadas por letras latinas minisculas, variando de 1 a 3. Também usa-
remos o sistema natural de unidades, no qual ¢ = h = kg = 1, a menos de quantidades

explicitamente expressas em unidades convencionais.
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Capitulo 2

Modelo cosmolégico padrao

O modelo cosmolégico padriao é fundamentado por uma teoria fisica e um principio.
Quando em 1916 Einstein propos [1] a teoria da Relatividade Geral, uma das primei-
ras aplicagoes |2, 3] seria no estudo do universo em larga escala, desde entao tal teoria foi
dada como a mais adequada para sua descrigio. Como em qualquer problema de relativi-
dade geral, ainda é preciso estabelecer uma variedade riemanniana, com alguns graus de
liberdade, os quais sdo especificados pelas equacoes de Einstein. O principio cosmolégico
estabelece que vivemos num universo homogéneo e isotropico, o que, por sua vez, determina
uma variedade riemanniana maximalmente simétrica para a se¢do espacial do universo.
Supor que vivemos num universo homogéneo e isotré6pico pode nao parecer razoavel
enquanto se observa o sistema solar ou a Via-Lactea, contudo, na medida que visamos
galaxias cada vez mais distantes, tal suposi¢ao torna-se, na mesma medida, mais adequada.
Sao tais observacoes que embasam o principio cosmologico, o qual implica numa métrica
de secdo espacial maximalmente simétrica, com apenas um grau de liberdade. Dado o
contetido material do universo, as equagoes de Einstein estabelecem a evolugao deste grau
de liberdade. Neste contexto ¢ formulado o modelo padrao, que é capaz de explicar a

formacao dos elementos leves e a RCF.
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2.1 A métrica Friedmann-Robertson-Walker e o universo
em expansao

Algumas das primeiras solucoes para um universo espacialmente homogéneo, isotropico e
nio estatico foram obtidas por Friedmann em 1922 [4]. Em 1935, Robertson e Walker
[5, 6] demonstraram que a métrica encontrada por Friedmann era uma conseqiiéncia direta
de assumir o principio cosmologico, a qual ficou conhecida como métrica de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW):

ds? = —dt* 4+ a? [1 + g (£ +y° + 22)] dijdxtdz’ (2.1)

onde a = a (t) é o fator de escala e a natureza da segdo espacial ¢ definida por:

+1 —  fechado ou esférico ,
k= 0 — plano ,

—1 — aberto ou hiperbdlico .

As equagoes de Einstein:
1
Guw = Ry, — §Rg’“’ = 8rGT,, , (2.2)

mais a especificagdo do conteiido de matéria determinam a evolugao do fator de escala.
Em geral, modelar este contetido por um fluido perfeito de densidade p e pressao p é uma
boa aproximacao para a maioria dos casos. Entao, utilizamos o tensor energia-momento

de um fluido perfeito:
T;u/ = (,0 & p) U[LUV B PGuv - (23)
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Acompanhado o fluido em seu referencial de movimento, podemos definir observadores co-
méveis, os quais possuem a quadri-velocidade U* = (1, 0,0, 0), entdo T*, = diag(—p, p, p, p).
Com isso temos as equacoes de Friedmann:

-\ 2
a 8rG K
) =5 (24)

g ArG

—=——5(p+3p), (2.5)

onde p e p sdo quantidades totais, somadas sobre as possiveis espécies de fluido presentes

Nno universo:
p=_p € p=) pr.
) )

A partir da equagdo (2.4) definimos a densidade critica do universo:

3H?

= 2,
Pe=8rG (2:6)

onde H = a/a é o parametro de Hubble, e uma densidade associada com a componente de

curvatura:
38 o
= a
Pr ;@G

(2.7)

A partir da densidade critica, também definimos o parametro de densidade de um fluido:

Pe
Q= . 2.8
Pe 28)
Com isso, a equagdo (2.4) pode ser escrita na forma:
Q-1=0Q,, (2.9)

onde Q= 3", e Qe = pic/pe.
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Se 2 = 1, a densidade total é igual & densidade critica, temos que x = 0 e o universo é
plano. Analogamente, se (2 < 1 a densidade total € menor que a densidade critica, devemos
ter K = —1 e um universo aberto. Para 2 > 1 a densidade total é maior que a densidade
critica, kK = +1 e o universo é fechado. Anélises das observagbes do WMAP indicam que
hoje Q. = 0,03 £+ 0,03 [7], portanto iremos avaliar apenas modelos de universo plano.

Até 1929, acreditava-se que o universo era estatico, portanto o fator de escala deveria ser
constante. Einstein sup6s que o universo era fechado, preenchido por matéria sem pressao,
pois as dispersdes de velocidade das galaxias seriam muito menores que a velocidade da
luz, e teria densidade p,, constante. Contudo, nao é possivel encontrar uma solu¢ao das
equagoes de Friedmann com a e p,, constantes. Dada tal impossibilidade, Einstein propos

um termo extra em suas equacgoes, a constante cosmologica A:
s
R, = éRgW + Agy = 8n1GT,, , (2.10)

com a qual seria possivel obter uma solucao estatica, contudo a solucao encontrada por
Einstein era instavel. Na verdade, o lado esquerdo desta equagdo é o tensor local mais
geral, de segunda ordem, simétrico e de divergéncia nula que podemos construir com a
métrica e suas derivadas até segunda ordem. Contudo, nesta forma, as equagoes de Einstein
nao reproduzem o limite newtoniano, motivo pelo qual estas equagoes inicialmente nao
continham este termo. Para evitar este problema, Einstein também supos que A teria um
valor muito pequeno, de tal forma que a gravitagao newtoniana nao fosse modificada em
escalas que é bem testada. Estudaremos a constante cosmolégica no contexto da energia
escura no capitulo 3.

Apesar da tendéncia de Einstein em procurar solugoes estaticas para o universo, Fried-
mann (em 1922) [4] e Lemaitre (em 1927) [8] estudaram solucdes dindmicas para o universo,

com e sem constante cosmologica. Em seu artigo, Lemaitre vinculou a variagao do fator
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de escala com as velocidades de recessao das galaxias, o que até entdo ndo fora observado.

Foi em 1929 com as observacoes de Edwin Hubble [9], que se verificou, atravées das
velocidades de recessao das galaxias, que o universo estava em expansdo. Hubble, observou
que a luz das galaxias chegava & Terra com um desvio positivo do seu comprimento de onda,
e portando para a lado vermelho do espectro de luz visivel, fato pelo qual tal fendomeno
ficou conhecido como redshift. Esse desvio foi associado, via efeito Doppler, a velocidade
de afastamento das fontes luminosas observadas.

As coordenadas z, v, z 40 coméveis a0 movimento do fluido, portanto funcionam como
rotulos das particulas do fluido. A distancia fisica entre duas particulas é dada por 7" = aZ,
onde T é a distancia comdvel. A velocidade é entdo dada por U = 7 = 4% + aZ. No caso
que as particulas apenas seguem a expansdo, sem velocidades peculiares (:E' = 0), temos a
lei de Hubble:

v = @r = Hyr , (2.11)
Qo
onde H, é o valor do parametro de Hubble hoje, usualmente chamado de constante de
Hubble.

Um foton emitido com comprimento de onda Aem, € observado com comprimento de

onda )\, tem seu redshift dado por:
z2=—— (2.12)

O redshift de um foton devido ao efeito Doppler relativistico de uma fonte se afastando do

ponto de observacgio com velocidade constante v ¢ dado por

] 4+2=- ' (2.13)
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Para velocidades muito menores que a da luz, isto é, v < 1:
z~v+ O . (2.14)

As relagdes (2.11) e (2.14) associam o redshift observado com a velocidade de recessao das
galaxias, que fol a primeira evidéncia observacional de um universo em expansao.
O redshift aparece diretamente da métrica FRW. Um f6ton se propaga sobre geodésicas

nulas ds? = 0, portanto, considerando uma propagacao sobre uma linha, temos:

dt
der = —. 2.1
z=— (2.15)

Para uma distancia comdvel fixa entre o ponto de emissio e observagdo, duas ondas eletro-
magnéticas de mesma freqiiéncia ve, sao emitidas em ¢y e ¢, + 0t1, com uma diferenga de

tempo pequena &t. As ondas siao observadas em tq e to + 0tp, entao a relagao (2.15) indica:

to dt to+dto dt
/ _=/ L I(to) = I(th) = 1I(to+ dte) — I (1 +6t)
t, @ ti+6t @

onde I (t) = [ dt/a. Como as diferengas de tempo devem ser pequenas, podemos tomar a
aproximacao

I (to + (St()) - I (to) + I (to) (St() ,
e outra analoga para I (t; + dt1), assim teremos a relagao:

% o 2o (2.16)
a Qo . ’

Se associarmos a diferenca t; com a freqiiéncia de emissao Ven, € 6ty com a freqiiéncia
observada v, teremos:
a4

obs — — Vem -+ 217
Vob aOV ( )
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Num universo em expansao, vamos normalizar ap = 1, portanto a; = a(t), com t < #,
serd um nimero menor que 1 e a freqiiéncia observada serd menor que a emitida. Em

termos do comprimento de onda:
1
)‘obs . a_)\em y (218)

que podemos relacionar com z:

1
l42="0s (2.19)

Apesar das primeiras evidéncias do universo em expansao serem qualitativamente con-

sistentes, as medidas observacionais continham muita incerteza. Em geral, se expressa o

valor da constante de Hupble por:
Hy=100hkm/s Mpc , (2.20)

onde h é um parametro que contém as incertezas. Ultimamente, varias medidas distintas,
tais como as do Hubble Key Project [10], parecem convergir para um valor de h ~ 0,7. Em
particular, para um modelo ACDM, a analise combinada destes dados com os do WMAP

indicam h = 0,72 + 0,05 [11].

2.2 Evolugao e contetido do universo

As duas equagdes de Friedmann envolvem trés funcdes do tempo: o fator de escala, a
densidade de energia e a pressdo. Portanto ainda é preciso um equacdo adicional para
obtermos uma solugao. A forma mais natural de resolver este problema é estabelecer uma
equacao de estado p = p (p), e para tal precisamos especificar que tipos de fluidos estamos

considerando.
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A lei de conservacio do tensor energia momento (2.3), T"., = 0, nos da a seguinte
equagdo para v = 0:

p+3H(p+p) =0, (2.21)

para ¥ = i, as equagoes sao identicamente nulas, portanto sem mais informacoes.

Em seguida vamos avaliar alguns casos simples, nos quais a densidade de energia total
pode ser atribuida a um tnico fluido com equagao de estado p, = wepy, onde wy é constante.
Nestes casos, integrando a equagdo (2.21) temos a evolugdo da densidade de energia em

funcdo do fator de escala e do pardmetro de equagao de estado wel:

pe = poa 20H) (2.22)

onde py, ¢ uma constante. Com essa solugdo, também podemos achar a solucao do fator

de escala em funcgao do tempo:

a (t) ~ 230w (2.23)
Era dominada pela matéria

A primeira vista, observamos um universo cheio de galaxias dispersas, com velocidades
peculiares pequenas. Portanto, podemos supor que durante algum periodo o universo &
dominado por matéria sem pressao, ou tipo “poeira’, isto é, w, = 0. Nesse caso, das
equagdes (2.22) e (2.23), temos a evolugio da densidade de energia da matéria com o fator

de escala, e deste com o tempo:

Pm = pmoa_3 5 (224)
a(t) ~ 3. (2.25)

Com isso, em um volume fisico V' = a®z®, onde z* & um volume comével fixo, a energia

1 - R -
Em geral, vamos nos referir ao parametro wy como equagdo de estado.
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total das particulas,

Em=Vpmn=pmt’, (2.26)
é constante.
Era dominada pela radiagao

Em 1964, Penzias e Wilson [12] mediram um excesso isotropico de 3, 5K de temperatura
de antena. Tal observacio logo foi interpretada como evidéncia de uma radiacao cosmica de
fundo. Como o comprimento de onda de um foton aumenta com a expansdo do universo,
a energia deles diminui. Analogamente, f6tons num universo mais jovem seriam mais
energéticos que os que observamos hoje, portanto o universo poderia ser dominado pela
radiacao durante algum' periodo no passado. A equagdo de estado de um gas de fotons é

w, = 1/3, portanto de (2.22) e (2.23) temos as solugoes:

pr=Proa” ", (2.27)

a(t) ~ /2. (2.28)

Como vemos, a densidade da radia¢do cai mais rapidamente que a densidade da matéria.
Portanto, se em algum periodo recente a matéria dominou a densidade de energia do
universo, em algum periodo mais primordial a radiagao era mais importante.

3

A energia total dos fotons em um volume fisico V' = alz?® varia com

E,=Vpr = (prs’)a". (2.29)

Neste caso temos uma diminuicdo da energia devido ao redshift induzido pela expansao
do universo. A energia associada a uma dada temperatura, em unidades naturais, é sim-

plesmente E = T, com isso podemos associar a temperatura da radiagado com o fator de
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escala:

T, ~a™ . (2.30)

Portanto, num universo mais e mais jovem, a temperatura da radia¢do é mais e mais alta.
Esse resultado acabou por desenhar o cenério do Hot Big Bang, no qual o universo surgiu
a partir de uma grande explosao e toda matéria estaria muito concentrada, a temperaturas

altissimas.
Nucleossintese

A energia de ligacdo do nucleo de deutério D pode ser estimada por:

mp + My —mp = 2,22MeV

onde mp é a massa de um niucleo de deutério, m, e m,, sao, respectivamente, as massas do
préton e do néutron livres. Para um universo suficientemente jovem, fétons com energias de
alguns MeV, podem desintegrar os niicleos dos elementos mais leves logo que sdo formados.
A temperatura dos fétons hoje é da ordem de alguns K ~ 10~%eV, mas aqueles processos
ocorrem a temperaturas da ordem de alguns MeV =~ 10K, entdo, pela relagio (2.30),
vemos que esta temperatura corresponde a z ~ 10'°. Mas, na medida que o universo
expande e os fétons esfriam, os elementos mais leves como D, 3He,*He e “Li comecam a ser
formados até 2z ~ 10°. A idéia de que os elementos mais leves tenham se formado logo apés
o Big Bang por processos dinamicos de captura de néutrons foi primeiramente proposta.
por Gamow [13]2.

O modelo de nucleossintese primordial (NP) é um exemplo em que outras areas do

conhecimento da fisica passaram a ter um papel importante na cosmologia. Para os cal-

2Em um trabalho subseqiiente, Alpher e Herman mostraram que deveria haver uma radiagdo com espec-
tro de corpo negro, remanescente destes processos, a qual hoje teria uma temperatura de aproximadamente
5K [14]. Esta foi a primeira sugestao teérica da RFC.
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Figura 2.1: Previsoes de teoria da nucleossintese primordial para as abundancias de D,
3He, *He e "Li, onde 7 € & fracio barions/fotons. Os retangulos horizontais indicam as
regides permitidas pelas observagoes com 95% de nivel de confianca. Note que para h=0,7
temos €, = 0,04. Figura retirada de [16].

culos mais detalhados [15], a fisica nuclear e estatistica sao necessarias. Contudo, dada

a dependéncia de alguns parametros cosmologicos, a NP implica vinculos sobre modelos

cosmologicos modernos.
Espécies Relativisticas

A densidade de energia para um gas de baixa densidade de particulas fracamente inte-

ragentes é dada por:

9 3=
0= o / EG) f #)dF, (2.31)

onde E (p) = /|p1* + m2, g é nimero de graus de liberdade de cada espécie, e, para espécies




em equilibrio cinético, f () é a distribuicdo de Fermi-Dirac (+1) ou Bose-Einstein (—1):

F () = leap (B - w) /T) £1]7" (2.32)

onde p é o potencial quimico. Em func¢ao da energia, a densidade de energia é dada por

=153 (2.33)

g /°° (}:'/'2—??1,2)1"’2 E? IE
exp((E—p)/T)+1

m

No limite relativistico, no qual 7" > m, e para T > u:

72/30)gT*  — bobsons
(7/8) (x2/30) gT* — férmions

»y

Apos a NP, os fotons ainda interagem com os elétrons via espalhamento Thomson,
impedindo a formacao de Atomos neutros. Num redshift de aproximadamente z = 1100 a
energia dos fotons ji caiu o suficiente para que os elétrons sejam capturados pelos nicleos
atomicos, entao os fétons passam a se propagar livremente pelo universo. Sao estes fétons
que sao detectados como RCF, cujo espectro de corpo negro foi ajustado [17], com enorme
precisao, a partir dos dados do experimento FIRAS, a bordo do satélite COBE, com uma
temperatura de 7, = 2,728 + 0,002K. Esta é uma das previsoes mais bem testadas do
modelo padrdo. Recentemente, o satélite WMAP [18] obteve um mapa detalhado das
anisotropias da RCF. A analise dos dados obtidos [19, 11] estabelece vinculos sobre varios
pardmetros cosmoldgicos importantes.

A densidade de energia dos fotons, que sao bosons com g = 2, fica determinada pela
expressao (2.34) e sua temperatura hoje:

’/T2

=2 7TK)* ~ 2,0 x 1075 (GeV)* . (2.35)

pr
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geu parametro de densidade hoje é da ordem de

0, =2 ~50x107°, (2.36)
Pe

onde a densidade critica & p, = 3,96 x 1077 (GeV)*, com h = 0,7. Portanto a energia
associada & radiacao é hoje uma pequena fracdo da energia total do universo.

Também podemos considerar a contribui¢do dos neutrinos, os quais consideramos em
trés geragdes, com pouca ou nenhuma massa e com um grau de liberdade g = 1. Estas
particulas perdem equilibrio térmico com os fétons antes do término das reagGes que criam
pares elétron-positron, isto é, antes de T' < 1MeV. A partir desta consideracao, ¢ possivel

mostrar [15] que a temperatura dos neutrinos ap6s a aniquilagao e* —e™ é relacionada com

T, = ( 4 )1/3 T, . (2.37)

11

a dos fotons por:

Como consideramos neutrinos com pouca ou nenhuma massa, sua evolucao de temperatura
é analoga & dos fotons (2.30). Neste caso sua temperatura hoje seria T, = 1,96K, sua
contribuigdo deve ser pouco menor que a contribuigdo dos fétons para a energia total do

universo hoje, ou seja, também muito pequena:

7 w° 4 —52 4
oy =3 (g) <%> T~ 7,0 x 10752 (GeV)* | (2.38)
€
0, =2~1,7x1075, (2.39)
pe
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2.3 Além do modelo padrao

2.3.1 Matéria escura

Em 1933, Zwicky [20] sugeriu, pela analise do aglomerado de Coma, que a matéria necessa-
ria para manté-lo gravitacionalmente ligado era aproximadamente dez vezes a quantidade
de matéria luminosa observada. A quantidade de matéria ndo luminosa foi batizada de
matéria escura.

Por outro lado, as curvas de rotagdo das galdxias, segundo a gravitagdo newtoniana,

1 apos o centro luminoso. No entanto,

deveriam apresentar um perfil kepleriano v* oc r~
o que se observa é um perfil aproximadamente constante [21], o que também ¢ uma forte
indicagao para a matéria escura. Ao contrario da matéria baridnica, este tipo desconhecido
de matéria ndo é detectavel por ondas eletromagnéticas, interagindo apenas gravitacional-
mente com outros tipos de matéria.

Acredita-se que a matéria escura contida nos grandes aglomerados de galaxias ¢ uma boa
estimativa da sua quantidade total presente no universo [22, 23]. Os censos de contagem
e distribuicdo de galaxias, como o 2dF Galazy Redshift Survey [24] e Sloan Digital Sky
Survey [25] tém estimado a quantidade de matéria ® em Q,,h* = 0,20 £0, 03 [26, 27].

As medidas de raios-X emitidos por aglomerados de galdxias é outra forma de medir a
quantidade de matéria escura. Com a anéalise dos dados do telescopio Chandra é possivel
estimar a raz3o entre a matéria baridnica e a matéria total do aglomerado. Contrapondo
estes resultados com os obtidos pelo WMAP para matéria baridnica, é possivel calcular
a quantidade de matéria escura. Além disso, outros dados, como os de NP e supernovas

la, podem ser combinados com os do telescopio Chandra [28]. Contudo, as estimativas e

Incertezas dependem do modelo utilizado. Em geral, vamos elaborar nossos modelos com

Em geral, vamos nos referir as “quantidades de matéria” como sendo a soma das quantidades de matéria
bariénica e matéria escura
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Figura 2.2: Valores permitidos para quantidade de matéria e constante cosmologica. Figura
retirada da referéncia [28]

Q= U + Qe =~ 0,30, onde Qp =~ 0,05 e Qe =~ 0,25, que sdo compativeis com as

melhores estimativas encontradas na literatura [28, 11].

2.3.2 Energia escura

Num espaco euclidiano, para uma fonte luminosa a uma distancia R, o fluxo de energia

observado sobre uma casca esférica é:




onde L é a luminosidade absoluta da fonte. Num universo em expansao, o fluxo decai

devido a dois efeitos: a diminui¢do de energia dos fotons e a diminuicao da fregiiéncia de

chegada dos fotons, ambos por um fator de 1 + z. Além disso, a distancia fisica entre o

observador e a fonte é dada por R = apr. Com isso temos:

= 4 (agx)* (1 + 2)° .

|

Definindo distdncia luminosidade por:

ArF’

. ¥,
temos a seguinte expressao:

dr = (1+2) aox .

Os fotons viajam sobre geodésicas nulas ds® = 0, logo podemos escrever:

z
x = [ H(2)d?,
JO
e obtemos a seguinte expressio para a distancia luminosidade:

dr(z) =(1+2) j: H™ ()d .

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Portanto, na medida que esta quantidade depende de H, podemos ter uma medida do

contetido material do universo.

A partir de 1998, observacoes astrofisicas sobre supernovas de tipo Ia (SNIa) passaram

a indicar que a expansdo do universo estaria sendo acelerada [29, 30] por algum tipo

desconhecido de energia, dita energia escura. As observagoes produziam dados relacionados

com dj, que por sua vez d4 uma indicacio de H. A partir da equagdo (2.5), podemos ver
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que a unica forma de termos uma expansdo acelerada, isto é, @ > 0 & para (p + 3p) =
p(1+ 3w) < 0. Tal condigdo é possivel para uma equagio de estado efetiva w < —1 /3.
Como discutiremos no proximo capitulo, podemos modelar um fluido com equagdo de
estado w = —1 pela constante cosmologica, ou por campos escalares, casos em que a
equagdo de estado é dindmica.

Dados recentes de SNIa, que incluem observagdes destes objetos com até z = 1,75,
continuam a indicar um universo em expanséo acelerada [31]. A inclusdo dos objetos mais
distantes também indica que a transi¢do entre a fase de expansdo desacelerada, na era
dominada pela matéria, e o inicio da fase de expansdo acelerada, quando a energia escura
passa a dominar, se d4, para um modelo ACDM, em z = 0,46 £ 0,13, ou seja, muito

recentemente na historia do universo.
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Capitulo 3

Modelos de energia escura: evolucao

homogénea

Conforme discutimos no capitulo anterior, observa¢des de SNIa indicam que o universo esta
numa fase de expansio acelerada. Por outro lado, dados como os do WMAP, Chandra, NP
e SDSS restringem os valores da matéria barinica (2, matéria escura {2,,. € do pardmetro
de densidade associado & curvatura €2,. O cruzamento dessas informagcoes da uma forte
indicacio que o universo hoje é dominado pela energia escura com 2 =~ 0,7 €, em muito
boa aproximagao, plano.

Com tal configuracio, podemos guiar os modelos de fundo, que descrevem a evolugao
homogénea do universo. Neste capitulo, pretendemos fazer um descrigdo de alguns mode-
los para energia escura, em funcio dos requerimentos basicos para evolugio de fundo do
universo. Vamos admitir um universo com radiagdo, matéria (barions mais matéria escura)

e energia escura.
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3.1 Constante Cosmologica

Com a necessidade de explicar um universo que se expande aceleradamente, a constante
cosmolégica de Einstein voltou & pauta cosmolégica. Contudo, ao invés de conter a expan-
sio, tarefa para a qual fora originalmente proposta, agora ela deve dar conta de acelera-la.

Podemos interpretar a constante cosmologica como um fluido perfeito de densidade e

pressdo dadas por:

A
—T% =pp = — 1
0= PA 81 (3.1)
e
g ) g A
le e (Sij = 6J§T_a ) (32)

Assim, para A > 0, temes um fluido de densidade de energia positiva e constante, e com
equacdo de estado py = —pp, portando wpy = —1.
A pressdo negativa associada a constante cosmoldgica é capaz de acelerar a expansao

do universo. De fato, considerando um universo apenas com A, temos a primeira equagao

L\ 2
a\* _8G A
(&) -Fm=35=-11, (3.9

de Friedmann:

que integrada nos da a seguinte evolucdo para o fator de escala:

a=exp[Hj (t —to)] , (3.4)

e portanto temos uma expansio acelerada, a o< exp (Hat) .
Contudo, A ndo é a tnica densidade de energia presente no universo. Devemos consi-

derar a matéria, que ainda é importante hoje, e a radiagio, que ja foi mais importante no
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Figura 3.1: Evolugdo dos parametros de densidade em fungao do redshift: €, (em verme-
1ho), O, (em preto) e Qx4 (em verde).

passado. Entdo a primeira equagdo de Friedmann pode ser escrita na forma:

a &G [ A
Z = - | — -3 —4
" 3 (&rG + Qa3+ Qra ) ‘ (3.5)

a qual precisamos integrar numericamente. Vamos admitir, em z = 0, Uy, ~0,3,04 ~0,7
e Q. ~ 1075, Nesse caso a figura 3.1 apresenta a evolugdo dos pardmetros de densidade.

Como ja discutimos, os valores de Qp, e €, podem ser inferidos diretamente a partir das
observagoes. Contudo isso ndo é possivel para A, cujo valor deve ser ajustado para termos
um universo plano e de expanséo acelerada. Como A é constante durante toda evolugao do
universo, estariamos vivendo num momento muito especial em que a densidade de energia
da matéria é da mesma ordem de grandeza que a associada com A. Tal questdo ficou
conhecida como o Problema da Coincidéncia Césmica.

A forma mais natural de energia constante em todo espago, & qual podemos associar

uma, pressio negativa, é a energia de vacuo. A invariancia de Lorentz implica que o tensor
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energia momento do vacuo deve ser [32, 33]:

T;)g.c = —PvacGuv » (36)

o qual se associado a um fluido perfeito, indica a mesma equacao de estado que a constante
cosmologica. Apesar da aparente naturalidade, se conflarmos na gravitagio de Einstein até
as escalas de Planck!, uma mera estimativa dimensional indica que a densidade de energia

associada ao vacuo é da ordem de
Puge ~ (My)* ~ 107 (GeV)* (3.7)

que é 120 ordens de grandeza maior que o valor estimado da constante cosmologica, isto

é, da ordem de grandeza da densidade critica hoje:
pa ~ pe ~ 1077 (GeV)* . (3.8)

O problema da enorme discrepancia entre os valores observados e preditos para A € freqiien-
temente chamado de Problema de Ajuste Fino.

Dados os problemas da coincidéncia césmica, bem como a enorme discrepancia entre os
valores preditos pela teoria quantica e os observados, uma variedade de modelos de energia
escura foram propostos na tentativa de solucionar ou ao menos amenizar tais problemas.
Em geral, tais modelos sido baseados em campos escales, candnicos ou nao, e apresen-
tam uma dinamica mais complexa. Também existem outras propostas que nao campos

escalares, tais como A variavel [34] e o gas de Chaplygin [35, 36, 37].

INesse caso até a massa de Planck reduzida: My = (87G) /% = 2,43 x 1018GeV.
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3.2 Modelos com campo escalar

Vamos estudar campos escalares canonicos, 0s quais ficaram conhecidos como campos de

quintesséncia e, entre os nao candnicos, o campo de Born-Infeld.

3.2.1 Campo de quintesséncia

Como alternativa a constante cosmolégica, modelos com um campo escalar canonico foram

propostos [38, 39, 40]. Nestes modelos, a agéo é dada por:
S = /dx‘l\/—g L + 18 e+ V + L, (3.9)
16nG 27" ’

onde R é o escalar de curvatura, ¢ = ¢ (t,Z) é o campo de quintesséncia, V =V (¢) é o
potencial deste campo e L, ¢ a densidade lagrangeana dos campos de matéria (barions,
matéria escura, radiacdo, neutrinos). A equagdo de movimento para o campo é a equagao

de Klein-Gordon para espagos curvos:
Vote+V,=0, (3.10)

onde V., = dV/dep.
A densidade de energia associada ao campo, por sua vez, se acopla & geometria. O

tensor energia-momento de uma densidade lagrangeana L ¢é

2 [9(/TGE) , O(/GE)
Vel BRI (310)

No caso da quintesséncia, temos Lo = % g"" 0,0, p+V . Com isso o tensor energia momento

Ty =

sera

T;w = u‘Pal/QO - guV‘CQ ) (312)
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- . qual podemos associar ao tensor energia momento de um fluido perfeito. Em principio,

estamos interessados na evolucao de fundo, portanto homogénea e isotropica, entao ¢ =

o (t), que por sua vez indica:

1
~T% = p, = §¢2 +V, (3.13)
e
. . A
T = §'p, = &% <§g02 - V> : (3.14)

Assim, podemos escrever a primeira equagao de Friedmann na forma:

LN\ 2
a 8rG i,
2 =25 45, 4 , 3.15
(a) ) (p +pm+ 59 +V> (3.15)

e a equacao de Klein-Gordon:

a
p+3-p+V,=0. (3.16) |

Uma vez especificado o potencial V, as equagées (3.15) e (3.16) determinam a evolugdo do
fator de escala a e do campo ¢.

O campo de quintesséncia, como candidato & energia escura, deve ter equagao de estado
negativa atualmente: A partir de (3.13) e (3.14) temos:

_Pp_ 39—V

= = S, 3.17
e ,Dgg %{pg_'_v ( )

O estado de menor energia do campo é aquele no qual oy = 0 e V (¢p) # 0 é minimo, neste
caso, sua equagao de estado ficara congelada em w, = —1 e recuperamos o comportamento
de constante cosmolégica. Contudo, em geral, w, depende do tempo, podendo ser positiva.

Uma grande variedade de potenciais foram propostos para a quintesséncia, uma relacao

pode ser encontrada em [41]. Contudo, a maioria deles requer um ajuste da condigao
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B

inicial ¢; e de parametros do potencial [42, 43]. Apesar destas dificuldades, é possivel
construir alguns tipos de potencial que originam solugoes atratoras e, portanto, uma grande
variedade de condigoes iniciais distintas convergem para uma mesma solu¢ao. Vamos tratar
de solugoes tipo tracker, propostas em [44, 45]. Ao contrario de outras propostas de solu¢oes
atratoras [46, 47|, nas quais a evolugdo do campo fica congelada quando ele atinge um ponto
fixo, nas solugoes tipo tracker o campo varia e a densidade de energia da quintesséncia
decai mais lentamente que a da matéria. Com este mecanismo, a era de dominacao da
energia escura surge como um evolucao natural e, quando a matéria passa a ser muito
subdominante, o campo sai da solucao atratora e evolui para seu estado de menor energia,
comportando-se como constante cosmologica.

Vamos construir uma solucao particular que apresenta o comportamento tipo tracker.
Vamos admitir que a quintesséncia, durante algum periodo, se comporte como um fluido
perfeito, isto é,

pp +3Hpp, =0, (3.18)

onde v, = 1 + w, ¢ constante. Também vamos admitir que, neste periodo, a densidade de

energia dominante seja de um fluido f (matéria ou radiacdo), entdo a ~ 21371 e

2
H=_"t1. (3.19)
3v¢

Utilizando a equacao de conservagao para o campo (3.16), podemos escrever a equagio
(3.18) na forma:

O ~ p(‘la/2 ~ o 3el2 e (3.20)
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Com 1850, para v, # v+, temos:

@ = Cytt /7 (3.21)

onde C; é uma constante. Com esta solugdo, podemos reconstruir o potencial, a partir da

equagio (3.16) temos:

’Yf+’sz
—‘/,Lp = CZQOFYW_’U )
V = Vo™, (3.22)
onde:
2
o= (3.23)
Yo — V¥

Em geral, vamos especificar um valor para o, entdo € mais conveniente escrever a tltima

relagdo na forma:

*

Q
o*—2

Yo = Yf-

Dado que tanto -, quanto v devem ser ndo negativos, devemos ter o* < 0 ou o* > 2. No
caso que -y, = 0, devemos ter a* = 0, o que corresponde & constante cosmologica. Uma
vez definida a lei de poténcia para o potencial (3.22), a equagao de estado da quintesséncia

no regime tracker fica dada por:

2 o
e . 3.24
Yo a*—2+a*—2wf ( )

No caso que este regime é atingido na época dominada pela matéria wy = 0, entao:

2
a*—2"

(3.25)

Wy, =

*Outro tipo de potencial & possivel para v, = 7y, 0 qual serd V = Voe~*¢ . Contudo, dada a igualdade
das equacdes de estado, as densidades de energia da quintesséncia e matéria evoluirao da mesma forma, e
Nao teremos expansao acelerada.
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o que nos indica que a equagao de estado da quintesséncia é negativa para o* < 0. Em

geral o potencial (3.22) & expresso na forma:

V(p) = M*ep™, (3.26)

onde redefinimos a* — —a. O valor atual da equagao de estado da quintesséncia depende
de €,,,, que ¢ uma medida do periodo que a energia escura passou a dominar e portanto,
neste caso, quando o campo deixa de evoluir segundo a solucao tipo tracker. Como estimado
em [44], para {2, > 0,2 devemos ter w, > —0, 8.

Uma caracteristica importante das solugoes tipo tracker é que elas sao atratoras estaveis
para —1 < w, < (1 +wy) /2. Para uma grande variedade de condigoes iniciais elas sao
atingidas e permanecem neste regime atrator até a densidade de energia da quintesséncia
se equiparar com a densidade do fluido de fundo. Para w, < wy, a condigao para que um

campo de quintesséncia apresente tais solucoes é que a fungao:

V'V

r=S
Ve

(3.27)

seja maior que um e aproximadamente constante [45]. Para o potencial (3.26), temos

=01+ é) : (3.28)

entdao temos solugoes tipo tracker para o > 0.

Para ilustrar o comportamento das solugdes tipo tracker, tomamos um modelo nao
realista, no qual a matéria ainda domina hoje. Vamos admitir o potencial V = M'0¢~"
e que a densidade de energia inicial da quintesséncia é maior que o valor da densidade
de energia no regime tracker. Na figura 3.2 apresentamos um grafico com a evolugao dos

parametros de densidade e a equacdo de estado da quintesséncia.
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Figura 3.2: Num modelo nédo realista, para trés conjuntos de condicoes iniciais diferentes
para a quintesséncia: evolucao em funcao do redshift da equagdo de estado da quintesséncia
w, (linhas pontilhadas), dos parametros de densidade da radiagao €2, (linha vermelha), Q,,
da matéria (linha preta), neste caso ndo realista o parametro de densidade do campo de
quintesséncia é sempre desprezivel frente aos da matéria e radiacao

Como ¢ possivel deduzir de (3.25), para & = —6 a equagio de estado da quintesséncia
no regime atrator é w, = —0,25, que é justamente o valor apresentado no grafico para
condicbes iniciais distintas.

Como se observa, primeiramente temos w, = 1, o que corresponde a uma fase dominada

pela energia cinética do campo a qual diminui com a~®.

Depois de um breve periodo de
transicao, a energia potencial passa a dominar, temos w, = —1 e o valor do campo e
sua energia ficam congelados. Em algum momento o campo passa a crescer, assim como
sua equagao de estado, até o momento que ele converge, ap6s algumas oscilacoes, para
a solugao tipo tracker, na qual permanece até a densidade de energia da quintesséncia
comecar a se equiparar & da matéria. Depois disso, o campo busca seu estado de menor
energia, convergindo para w, = —1.

Também apresentamos um grafico com um modelo realista de quintesséncia, no qual

em z = 0, temos: 2, = 0,30 e w, = —0,76. Neste caso o potencial ¢ V = M3p~!, com

M =3,9%x10"°GeV.
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Figura 3.3: Modelo realista de quintesséncia: evolugdo em fungdo do redshift dos pardme-
tros de densidade da radiacdo €2, (linha vermelha), matéria Q,, (linha preta) e quintesséncia
(linha verde), e da equagdo de estado da quintesséncia w, (linha azul tracejada).

3.2.2 Campo de Born-Infeld

Outro possivel modelo de energia escura com campo escalar pode ser definido pela agao:

R [ OupOH

onde o campo ¢ é o campo de Born-Infeld (BI). Este modelo foi primeiramente proposto

como uma generalizacio da lagrangeana de uma particula relativistica [48, 49]. Segundo
a teoria de cordas, o campo BI pode representar uma teoria efetiva de baixas energias
para das D-branas e cordas abertas, razao pela qual também foi sugerido em modelos
cosmolégicos [50, 51, 48, 49].

A partir de (3.11), temos o tensor energia momento do campo BI:

T = — 2890 v (o)~ gulor, (3.30)

Oupdhy
V31t
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onde:

L=V ((,0) \/1 + m—48“g08”g0 . (331)

Podemos encontrar a equagdo de movimento deste campo através da condicao de conser-
vacdo do seu tensor energia momento, T, = 0,

B V ,.0,p0" 00" ¢

"
Vud'e m? + 00

-m*(InV),=0. (3.32)

No caso de um modelo de fundo, o campo deve ser homogeéneo, isto &, ¢ = ¢ (t), entdo sua

equacdo de movimento serd

¢ :
) I_W +3Hp 4+ m? (an),(p =0. (3.33)

Assim como para quintesséncia, vamos associar o tensor energia momento do campo

BI (3.30) a um fluido perfeito, entdo sua densidade e pressao sao dadas por:

V(p)

e immig
pp ==V (p) V1—mg. (3.35)

(3.34)

Com isso, temos a equacao de estado do campo BI:

w,="2=m1p* -1, (3.36)
Py

a qual, devido a raiz quadrada em (3.31) deve ser ndo positiva.
Vamos procurar uma solugio para ¢ que, durante algum periodo, tenha equacao de
estado constante, isto é, ¢ = 0. No caso desta solugdo ser valida na era dominada pela

matéria, se a equacao de estado do campo for menor que a equagao de estado da matéria,
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a densidade de energia desse decaira mais lentamente que a da matéria e portanto passara
a dominar a evolucdo do universo. Considerando que neste periodo a evolugao do universo
seja dominada por um fluido perfeito de equagao de estado wy, o parametro de Hubble

também sera dado por (3.19). Entdo, a equagdo (3.18) para o campo Bl sera:

1dV  —27v,1
Vi ot (3.37)

Note que para w,, constante devemos ter ¢ = 0. Com isso temos a evolugdo do potencial

com tempo:
=2
t\ f
Vit)=W (—) : (3.38)
to
Com essa solucao para o potencial, definimos:
2
ot =21 (3.39)
vt

Tanto +,, e s devem ser ndo negativos, entdo a* < 0. Por esse motivo redefinimos o* —
—a. Dessa forma, a equagio de estado do campo BI sera:

(0

w(;,:—l—!-2

e (3.40)

Como se vé, para que w, < 0 devemos ter a < 2 quando a matéria domina. Neste caso
temos o comportamento procurado, o qual ird induzir uma expansdo acelerada quando a
densidade de energia do campo se tornar maior que a da matéria. Portanto, para modelos
de energia escura, devemos ter 0 < a < 2. No caso do campo de quintesséncia, este
comportamento ocorre para o > 0.

Usando a solugdo do potencial (3.38) na equagao (3.33), podemos encontrar a evolugao
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do campo com o tempo:

2 . 4 2 4V
2 V) =0 — — et 0
Wt(p—l—m (InV) 'yft(p +m
o (t) = m*\ /Tt + s (3.41)

ou ainda, usando (3.40),

(07
P (t) =m*\[Frst+ i (3.42)

I Desprezando o valor inicial ¢;, podemos reescrever o potencial em fun¢ao do campo na

| forma

V(p) = M*ep™e, (3.43)

o qual foi proposto em [48, 52].

Pequenas variacoes 6y (¢) em torno da solu¢do (3.42) obedecem a equagao:
2 57 2 )
5y+(——a>—y+(——a)—y=0, (3.44)
Y

cuja solucdo é dy o t°, onde:

1 |
5:%i5 (14 N2 44X,

com A = 2 — a/v,. Para que a solu¢do (3.42) seja estavel, devemos ter Sy/e o< 971 com
B —1 <0, isto é,
2

a<—. (3.45)
o

A seguir temos um grafico com a evolugio dos parametros de densidade da radiagao,
matéria, do campo BI e sua equagio de estado. Para trés conjuntos de condicGes iniciais

distintas, o campo atinge o regime atrator tanto na fase dominada pela matéria quanto na
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Figura 3.4: Modelo realista, para trés conjuntos de condigbes iniciais diferentes para o

campo de Born-Infeld: evolugdo em fungao do redshift da equacio de estado do campo de

Born-Infeld w,, (linha azul-tracejada), dos parametros de densidade da radiacao ©, (linha

vermelha), da matéria Qy, (linha preta) e do campo de Born-Infeld Q, (linha verde).

fase dominada pela radiagdio. O potencial ¢ V = M*59~%°, onde M = 1,95 X 1078GeV.
Quando 2/v; < a < 2, w, — 07 e nao passa a ser positiva. Neste caso, a solugdo do

campo é

0 = m2t — et*~2(@=2/) (3.46)

Para ilustrar esse tipo de comportamento, para um modelo n3o realista, no qual a densidade
de energia do campo é sempre muito subdominante, apresentamos na figura 3.5 a evolugéo
da equagcdo de estado do campo e dos parametros de densidade para a radiagdo e matéria.
Neste caso usamos o = 1,55, portanto, durante a era dominada pela radiagao temos
a > 2/~ e a equagdo de estado do campo fica congelada em zero. Quando a matéria passa

a dominar, & < 2/vm e a equagdo de estado do campo € dada pela relacdo (3.40), neste

caso w, = —0,225.
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Figura 3.5: Modelo néo realista, para trés conjuntos de condiges iniciais diferentes para
o campo de Born-Infeld: evolu¢do em funcdo do redshift da equacado de estado do campo
de Born-Infeld (linha azul-pontilhada), e dos parametros de densidade da radiagéo (linha
vermelha), da matéria (linha preta). Neste exemplo ilustrativo, o pardmetro de densidade
do campo de Born-Infeld é sempre desprezivel frente aos da matéria e radiagao.

Quando o campo BI passa a dominar fortemente a densidade de energia do universo, a

primeira equagéio de Friedmann assume a forma:

8rG 14 MAte ¢
== = .4 : (3.47)
3 1 — mip? 3 /1—m4<,b2
Definindo as variaveis:
y=1-m1’=—w,, (3.48)
= M*T¥p™> (3.49)
a equacdo de evolucdo do campo (3.33) pode ser reescrita na forma
dliny) 2 _ 4V1-Y o (3.50)

dz r O ylA

onde A = 20713 X 87Gm 2MWH®)/e Para o = 2, temos uma solucio exata, com y
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constante [48, 49, 53]. Neste caso, o fator de escala varia com a ~ t?, onde

1 9 M2
=< (1 +4f1t 55 | - 51
b 3( T ame (3:31)

Também ¢ possivel mostrar [52] que para o < 2 temos solugoes quasi-de Sitter e para o > 2
temos solugoes tipo poeira, as quais sao estaveis. No caso em que « = 0, o campo BI se
comporta com o gas de Chaplygin [35, 36, 37].

Dadas suas caracteristicas em funcao do potencial, o campo BI é capaz de modelar a
energia escura para potenciais com 0 < o < 2. Dado seu comportamento tipo poeira com
a > 2, nao temos expansao acelerada, contudo, nestes casos, podemos modelar matéria

escura.
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Capitulo 4

Perturbacoes cosmologicas

No capitulo anterior, tratamos de alguns modelos de fundo para energia escura, os quais se
fundamentam no principio cosmologico e nas observagdes que indicam que vivemos em um
universo em expansao acelerada e aproximadamente plano. Contudo, ao observarmos as
galaxias e aglomerados de galaxias, notamos que em alguma escala o principio cosmologico
nio ¢ mais valido. Este fato, juntamente com as anisotropias observadas na RCF, indica
que para uma descricdo mais detalhada do universo precisamos estudar a evolugao dessas
inomogeniedades.

Neste capitulo apresentamos uma teoria para o estudo das perturbagoes cosmologicas,
a qual se baseia no estudo de perturbagdes lineares em relatividade geral. Abordamos a
questao da decomposicao dos campos tensoriais envolvidos e da invariancia de gauge'. Por
fim, apresentamos algumas solucdes para perturbagoes escalares num modelo com radiagao,

matéria e constante cosmologica.

'Em portugues, calibre. Contudo, devido ao uso corrente da palavra da lingua inglesa gauge na lingua
portuguesa falada, usaremos gauge também na lingua portuguesa escrita.
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4.1 Perturbacoes lineares invariantes de gauge

Uma das grandes complicagdes no estudo de perturbacoes cosmologicas esta ligada a li-
perdade de gauge na relatividade geral, teoria que deve ser covariante sob transformagoes
gerais de coordenadas. Com essa liberdade, podemos descrever o espago fisico perturbado
de varias formas distintas. O problema ¢ o fato de que variaveis que queremos estudar sao
definidas como a diferenca entre seu valor homogéneo e isotrépico de fundo, as quais vivem
num espaco de FRW, e seu valor real, perturbado, as quais vivem no espago fisico, que por
sua vez podemos descrever de varias formas distintas.

Portanto, nossos objetos de estudo sao subtracoes de quantidades geométricas definidas
em variedades distintas, as quais ndo podem ser covariantemente definidas. Uma manifes-
tacao desta dificuldade é o aparecimento de modos de gauge, que sao solugoes espurias sem
significado fisico. Elaborar uma teoria de perturbacées cosmologicas invariantes de gauge
era uma grande necessidade para a cosmologia.

Os primeiros estudos sobre teoria de perturbagoes invariantes de gauge em relatividade
geral foram feitos por Hawking (1966) e Olson (1976) [54, 55]. Contudo, o tratamento
completo foi desenvolvido por Bardeen (1980) [56]. O tratamento invariante de gauge para
as perturbacoes cosmologicas foi estudado em varios artigos, dentre os quais destacamos
[57, 58, 59).

Antes de construir as varidveis invariantes de gauge, vamos descrever o processo de
decomposicao dos campos tensoriais envolvidos. A grande vantagem deste método é sepa-
rar as perturbacoes da métrica em quantidades puramente escalares, vetoriais e tensoriais.
Desta forma, podemos definir transformagoes de coordenadas para as quais estas quanti-
dades nao se misturam.

Tomaremos como métrica de fundo a métrica de FRW:

ds® = a® [—dn® + yiydz'da?] (4.1)
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a qual define o tensor métrico de fundo:

) -1 0
fg;u/ =a ) (42)
0 i

com a = a(n), onde 1 é o tempo conforme, dn = a™! (t) dt, e:

—2

Yij = 03 (1 + g (2> +9° + zg)) : (4.3)

O tensor métrico total sera entao:

Guv = fg;w + 69/;1/ ) (44)

onde dg,, € a parte correspondente as perturbagoes, que devem ser pequenas, de forma
que vamos desprezar termos de ordem quadratica, 5gz,,, e ordens superiores. Com isso, 0
processo de levantamento e abaixamento de indices é realizado com o tensor métrico de
fundo g,,. No que segue, também vamos usar as derivadas covariantes com respeito a
parte espacial da métrica de fundo +;;, indicadas por uma barra, seguida pelos indices.
As perturbagoes escalares podem ser construidas com duas fungoes escalares, uma para
a parte temporal, 1, e outra para o trago da parte espacial da métrica, ¢. Também podemos
tomar derivadas covariantes de outras duas funcoes escalares, uma para a parte espacial
da meétrica, com i # j, F, e outra para as componentes 0z, B. Com isso, as perturbacoes

escalares da métrica podem ser escritas na forma:

2 —By
5§, = a? | (4.5)
—Bji 2 (Epj — v590)

Podemos incluir perturbacoes de natureza vetorial utilizando dois vetores S; e Fj. Para
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garantir que tais vetores ndo contenham partes que se transformem como escalares, eles
devem ter divergéncia nula, isto &, sj’ = FiIZ = 0. Com isso, as perturbagoes vetoriais da

métrica podem ser escritas na forma:

vet 2 0 _Si
dguw = a (4.6)
—5i Fyj + Fyi
Por fim, a métrica também pode conter perturbagdes de natureza puramente tensorial,
as quais podem ser descritas por um tensor h;;, simétrico e que satisfaga os vinculos:
hi. = h;lP = 0. O primeiro vinculo garante que este tensor ndo contém uma fungao
i j

escalar, o segundo exclui um vetor. Com isso, podemos escrever as perturbagoes tensoriais

da métrica na forma:

tens 2 0 0
Ogu = 0 (4.7)

0 hy
Este tipo de decomposicdo apresenta quatro graus de liberdade devido as fungoes es-
calares, seis graus de liberdade devido aos dois vetores e seis graus de liberdade devido
a0 tensor. Os dois vetores tém um vinculo cada e o tensor possui quatro vinculos. Desta
forma, dos dezesseis graus de liberdade iniciais, seis deles sdo eliminados pelos vinculos.
Portanto, temos dez graus de liberdade, o que estd de acordo com um tensor métrico
quadri-dimensional simétrico, que é o objeto fundamental da teoria da relatividade geral.
As perturbacdes vetoriais e tensoriais ndo apresentam instabilidades e decaem em am-
plitude. As primeiras podem ser interpretados como anisotropias do espago, as quais vao
sendo atenuadas com a expansdo do universo. As perturbagoes tensoriais estdo associadas
as ondas gravitacionais, que nao se acoplam com as perturbagoes de densidade e pressao.

Ja as perturbacdes escalares apresentam instabilidades, as quais originam as anisotropias

da RCF e as estruturas colapsadas. Nosso objeto de estudo sao estas perturbagoes, entao
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a métrica que descreve o espago-tempo sera:

ds® = a® [— (1 + 2¢) dn’ + 2Bdz’dn + ((1 — 2¢) vij + Eyy;) da*da’] . (4.8)

Para ilustrar a dependéncia das quantidades perturbadas com o sistema de coordenadas

escolhido, vamos tomar a seguinte transformacdo infinitesimal:

% — 1% =%+ &%, (4.9)

onde devemos ter |¢%| < 1. Estas transformacoes formam o grupo de transformagoes
infinitesimais, ou grupo de gauge da gravitagdo. Podemos separar a parte espacial do

vetor £% em duas partes:

&=¢_+77;, (4.10)

onde £ ¢ uma fungao escalar que deve ser solugao de f'jU e §j|j e fiecu = 0. Este procedi-
mento discrimina a parte do vetor &' que se transforma como escalar, £, e a parte que se
transforma puramente como vetor, {iec. Portanto, para que a transformacao (4.9) preserve
o carater escalar das perturbacoes da métrica (4.8), devemos excluir o vetor £ de (4.10).
Entéo, vamos aplicar as seguintes transformacoes de coordenadas:

n—n = n+&,

(4.11)

1

’L_>x

z = o' +¢,

onde & = ~¥¢&.. A nova perturbacio na métrica, 63,,, nao é invariante frente & transfor-
|5 y o4

magao (4.11), de fato, sua nova expressao é:

6§pu = (59;11/ - ngpu , (412)
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onde:

nguu == fu;u + gu;p (413)

¢ a derivada de Lie da métrica total. Como exemplo, vamos calcular 6gop = 212):

2a'
Degoo = 26 — o » (4.14)
entao:
~ al
¢=¢—%—E@, (4.15)

onde um apostrofo indica derivada em relagao a 7. Procedimentos andlogos indicam:

b=0+ %50 : (4.16)
B=B+&—¢, (4.17)
E=E—¢. (4.18)

Como se vé, todas as perturbacoes escalares dependem da escolha do sistema de coor-
denadas. Contudo, podemos tomar algumas combinacées das fungoes ¢, 1, B e E tais que

formem uma funcdo invariante de gauge. Duas possiveis escolhas sdo:

U=1+ 2 [a(B—E) (4.19)

!

qazqs—%(B—E') . (4.20)

Também vamos precisar de perturbagdes invariantes de gauge de fungoes escalares.

Sendo ¢ (n, ') uma fungao escalar definida no espago fisico perturbado, entao podemos
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separi-la em uma parte de fundo gy (1), homogénea e isotrépica, mais sua perturbagao:
g (n,2") = ¢7 (n) +dq (n,2") . (4.21)
Dada a transformacao infinitesimal (4.11), a parte perturbada muda:
6q — 6G = 0q — Deqy
onde Deqy = £*0aqy = £°¢;. Entéo:
6G = 6q — &%} ,

que depende da escolha de transformagdo. Uma possivel escolha de perturbagoes invarian-

tes de gauge de funcgoes escalares é
(9)5q =6+ ¢; (B—E') . (4.22)

Uma vez definidas as variaveis invariantes de gauge de interesse, vamos escolher um
determinado gauge e escrever as equagoes de Einstein. Vamos adotar o gauge longitudinal

ou newtoniano conforme |58], no qual tomamos as escolhas:
B=E=0. - (4.23)

Esta escolha indica que as variaveis invariantes de gauge (4.19) e (4.20) assumem uma
forma simples:

U=y, (4.24)
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d=¢. (4.25)

Com isso, a parte perturbada do tensor métrico sera:

) —2¥ 0
89 = a ; (4.26)
0 —2v;®
Como discutimos no capitulo 2, o universo é, em boa aproximagcao, plano. Por isso,
a partir de agora, tomamos 7;; = d;;, 0 que converte todas as derivadas covariantes com

respeito & parte espacial da métrica de fundo em derivadas ordinarias. Com isso, a parte

perturbada do tensor de Einstein ¢ dada por:
§G% = 2a7% [3h (9" + hT) — V?®] (4.27)

6G% = —2a720; [V + hO)] , (4.28)

V2 202

§G; = 2a72 | + h (V' +20) + (20" + h?) ¥ + = (U —®)| & —

§%0,0; (¥ — @)
(4.29)

onde h = a'/a=aH.
Também devemos estabelecer as perturbacoes no tensor energia momento. As quanti-
dades de fundo de um fluido perfeito sdo p(n), p(n) e U*(n) = a1 (1,0,0,0). Portanto

vamos estabelecer as quantidades totais:

p(n, @) =pn)+dp(n ) , (4.30)

p(n,Z)=p(n) +dp(n7) , (4.31)

U (n, ) =a"" (1 -9,v") , (4.32)
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onde ép, 6p e v* tém valores pequenos. Também podemos incluir termos de stress aniso-
tropico, neste caso por um tensor espacial de trago nulo T;;. Portanto, o tensor energia

momento relacionado com essas quantidades perturbadas sera:

6T% = —dp , (4.33)
§T% = (p+p)ui, (4.34)
5T = 6pd'y + 175 . (4.35)

Em geral, os termos relacionados com o stress anisotropico Tij sao importantes apenas
quando se considera perturbagOes nos neutrinos [59]. Contudo, nao vamos considerar
neutrinos em nossos modelos, entdo podemos desprezar os termos nao diagonais de 6T";.
Por sua vez, se 6T"; tem apenas termos diagonais, a parte ndo diagonal do tensor de
Einstein 6G"; indica que

5%0,0; (¥ — @) =0, (4.36)

para i # j, o que em geral s6 é possivel se ¥ = ®. Tsso nos indica que na auséncia de stress
anisotropico precisamos somente de um potencial (seja ele ®) para descrever o sistema.
Nesta mesma circunstancia, o fluido é irrotacional, isto ¢, V X ¥ = 0. Entao, podemos

expressar a velocidade perturbada como o gradiente de um potencial:

Vi = —81'0' (437)

Com isso, o tensor energia momento descreve perturbagoes puramente escalares, as
quais devem ser definidas como (4.22) para que sejam invariantes de gauge. Como estamos
utilizando o gauge newtoniano conforme, as perturbagoes invariantes de gauge tém a mesma

forma que as perturbagoes fisicas (4.30), (4.31) e (4.32).
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Por fim, temos as equacoes de Einstein perturbadas, 6G*, = 87G6T*#,, invariantes de

gauge:

6G% = 8nGOT%  — V20 — 3h (O + hd) = 4nGa2sp »  (4.38)
6GY = 8nGOT°;  — 8; (¥ + h®) = 4rGa20io (4.39)
5Gij = 87rG6Tij — 3"+ 3hd + (2K + h2)® = 4nGa2dp (4.40)

E interessante notar que a equacao (4.38) pode ser entendida como uma generalizagao
relativistica da equacio de Poison para um espago em expansdo. Por esse motivo, em geral
a funcao @ é também chamada de potencial newtoniano.

Também temos as equagoes de conservacdo da parte perturbada do tensor energia

momento:

8 — 3y®' = ~V?0 — 3h (g—j; - w) J, (4.41)
/ 5
Vi’ = h(3w— 1) Vo - 2 V20 + /0025 4 g (4.42)
v Y

onde § = dp/p ¢ o contraste de densidade e v = 1 + w.
As equactes (4.38), (4.39) e (4.40) sao validas para as quantidades totais, por exemplo:
6p = Lebpe. Ja as equagdes (4.41) e (4.42) sdo validas para cada componente de fluido e

também para o contraste de densidade total § = %,2.0,.

4.1.1 Perturbacoes adiabaticas e de entropia

Conforme podemos ver a partir das equagoes (4.38) - (4.42), temos quatro fungoes e cinco
equacoes. As equagdes de conservacdo da parte perturbada do tensor energia momento
s&o conseqiiéncia das equacoes de Einstein e sdo redundantes, descrevendo vinculos que as

solugdes devem satisfazer. A equagao (4.39) também estabelece um vinculo, dada uma so-
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lucdo de ®, imediatamente temos 0. Desta forma, podemos tomar um sistema fundamental
formado por (4.38) e (4.40), o qual contém trés fungdes. Portanto, ainda precisamos de
mais um vinculo.

Do ponto de vista termodinamico, podemos dizer que a pressao depende da densidade

de energia e da entropia do fluido, nesse caso temos:

0 0
ope (pe, Se) = (3—Z> 0pe + (52—2) 0Se (4.43)
3S,=0 6pp=0

onde tomamos a definicdo de perturbagio de entropia [60}:

5Sy = Ope _ Ope , (4.44)

De pe

que representa a diferenca entre hipersuperficies de pressdo uniforme e densidade uniforme.

A parte da pressdo perturbada proporcional a dp, é dita adiabética, sendo dada por:

5peali = (%> 510Z = Cgl(spl? 1 (445)
8p£ 68,=0

onde, usando a definigao (4.44),
2 =1t (4.46)

¢ o quadrado da velocidade do som adiabatica. A outra parte da perturbacao de pressao

¢ dita ndo adiabatica, ou de entropia:

Ope .
= | == = . 4.4
OPtnga (883 ) P 0Sp = PedS, (4.47)

Portanto, para um tnico fluido perfeito, a perturbacao total de pressao é dada por:
opp = ci&pg + PedSe (448)
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Podemos associar a parte de entropia da pressdo perturbada com a variagio da equagao

de estado. Da relagao anterior, temos:
8Ptnaa = Pe0SE = Sps — 3,0 . (4.49)

No caso que wy ¢ constante, dp, = webpy € cge = wy, portanto a pressdo perturbada nao
adiabatica é nula. Em geral, quando a equacao de estado for dinamica, este tipo de pressao
¢ nao nula, a qual reflete a entropia intrinseca de um fluido.

Num caso geral, devemos definir a relacio entre a pressao perturbada total, p = 0py,
e a densidade perturbada total, §p = Z,dpy, que entram nas equagdes (4.38) e (4.40). A

parte adiabatica da perturbagao de pressdo ¢é facilmente generalizada:

0Pod = C20p , (4.50)
onde:
o
2 22
C. = —/——, 451
5= g (4.51)

note que nesta soma apenas as quantidades de fluidos perturbados devem ser consideradas.
A parte nio adiabatica tera dois termos distintos, um relacionado & entropia intrinseca de
cada fluido e outro relacionado a entropia relativa entre os fluidos. O primeiro é simples-

mente a soma das respectivas partes de entropia intrinseca de cada fluido:
OPint = Zp258£ - (4.52)
¢
O segundo pode ser definido por [61, 62]

1
ODrel = — =77 2 —c2) peprdS 4.53
p l 6Hp-; (CS[ Csb) pfpb e7b, ( )
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onde a perturbacao de entropia relativa é:

) )
5Sey = —3H (ﬂ - ﬁ) . (4.54)
Pe Py
Entdo, a perturbagdo total de pressao seré:
6p - 5pad = 5prel + 6pim . (455)

Devemos avaliar os graus de liberdade envolvidos na especificagao das perturbagoes
da pressdo. Para um sistema de ¢ fluidos diferentes, temos £ equagoes de estado para
especificar. Um dos graus de liberdade estd na parte adiabética da perturbacao de pressao,
os restantes /—1 graus de liberdade sdo especificados pelas perturbagoes de entropia relativa
entre os fluidos. Entao, devemos ter um vinculo entre as perturbagoes de entropia relativa.

Por exemplo, no caso de £ = 3, podemos construir a relagao:
581,3 = (58172 - (58312 . (456)

Também existem os graus de liberdade relacionados a entropia intrinseca de cada fluido.
Contudo, nos casos que vamos estudar, estes termos sao originados apenas por campos es-
calares, 0s quais possuem uma equagao de conservagao de segunda ordem nas perturbagoes
do campo, que por sua vez vinculam a variagio da equagdo de estado e, portanto, a entropia
intrinseca.

A partir de agora, vamos tomar transformadas de Fourier das fungées, o que converte
0, — ik e V2 — —k2, onde k & o niimero de onda da perturbagao. Com isso, vamos

reescrever as equacoes (4.38) e (4.40) em fungdo da variavel N = In (a/ao):

dd Ko 16p
ke _ _1dp 457
av Tt 3am T T2 (4.57)
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d*® 5 3\ d® 36p
2 (22, 8 e == .
dN2+<2 2w> N 3w 2, (4.58)

onde w = p/p. Podemos usar a relacdo (4.55) e escrever uma Gnica equagao de segunda

ordem para o potencial:

d*® 5 3 dd c2k? 3 0Pnad
(w43 ) =+ (3wt 2= | D= —, 4.59
IN? (2 T S)dN+< : a2H2> 2 p (4:59)
onde 0Pned = OPrei + ODins. Escrever a equagao para o potencial newtoniano nesta forma
apresenta uma grande clareza por deixar explicita sua dependéncia na perturbagao de
pressao nio adiabética, a qual aparece como um termo de fonte.

A variével:
B gd@/dN +® N

o 4.60
. (4.60)

é invariante de gauge e tem sua evolucdo determinada pela equagao:

a

% = 372HQ (—CEEQq) +47rG5pmd> ° (4.61)

Esta variavel foi proposta em [63] e em [64] interpretada como perturbagao de curvatura

no gauge comével. Como se pode verificar, a equagao (4.61) é a mesma que (4.59) para o
potencial newtoniano.

Quando o comprimento de onda associado & perturbagdo ® é muito maior que o hori-

zonte de Hubble H™!, temos o limite de grandes escalas k/aH < 1. Neste caso, a fungao

¢ varia somente se a pressdo nao adiabatica for nio desprezivel,

_CE - lépnad

= 4.62
iN "7 s (4.62)

Portanto, podemos usar ¢ como uma medida da presenga de pressao nao adiabatica em
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grandes escalas.

4.1.2 Perturbacio de pressao nao adiabéatica para fluidos perfeitos.

com equagao de estado constante

As perturbacbes de entropia (4.54) apresentam uma forma simples quando tratamos de
uma mistura de fluidos perfeitos de equacio de estado constante. Vamos avaliar uma
mistura de trés fluidos com este comportamento, o qual serd uma boa aproximagao para
alguns modelos que vamos estudar. Neste caso nao temos entropia intrinseca e a pressao
perturbada total sera:

(Sp = wl(Spl —+ w26p2 + (.U3(Sp3 . (463)

As perturbacdes de entropia relativa (4.54) podem ser escritas na forma:

o 0
5812 — —p—l - —p—2 g (464)
MpP1L Y2p2
) )
T O .. < By (4.65)
MpPr V3P3
O quadrado da velocidade do som adiabatica é:
Q Q Q
cg _ s i Ya2d laW? n Y3dézws ’ (4.66)
Y g i
onde v = 711 + 1282 + 73823. Com tais quantidades temos:
op = c26p + SPnad (4.67)
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onde a perturbacdo de pressdo ndo adiabatica é dada por:
5pnad = M( )6812 + ’)’1[)1’)’3P3( Wy — w3)(5813 . (468)
P P

Com isso, o lado direito da equagao (4.59) pode ser escrito como:

30Ppaa _ 37l () — ws)S1a + 37189382

2 p 2 ¥ 2

(w1 —w3)dS13 = F . (4.69)

A equagao (4.41) indica que, em grandes escalas,

dé, d<I>
Assim, temos que
0p = 3P + 5@1. — 379, , (471)

onde J,, e ®; sdo valores iniciais. A relagao (4.71) indica que

&1 0o
681y = Li _ 7% _ constante
! 2
e
&, O,
0813 = & 3 _ constante ,
st V3

entdo o termo de fonte F tem sua dependéncia temporal dada apenas pelas quantidades
de fundo Q;, Qs e 3. Quando a densidade de energia de um fluido domina fortemente
sobre a dos outros de forma que, por exemplo, 1 > s e £ > Q3 o termo de fonte fica

dado por

2?/3 S ’7292 (w1 - w2)5$12 + ’)’393((4}1 - w3)5813 . (472)
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Com isso, a menos que um dos contrastes de densidade que contribuem para 653 ou 4513
seja pelo menos da ordem de (1/€2) e (1/£3), respectivamente, o que nao seria compativel
com uma teoria de perturbagoes lineares, o termo ndo adiabético que contribui para ® é
desprezivel. Assim, em grandes escalas, estes termos tém importancia apenas em periodos

proximos as fases de transicao de dominagao.

4.2 Solugbes para um sistema com radiagao, matéria e
constante cosmologica

Vamos estudar a evolucao das perturbagdes em uma mistura de fluidos com equagoes de
estado constantes. Vamos considerar que p = p, + pm + pa, com w, = 1/3, w,, = 0 e
wp = —1. Como a densidade de energia de A é constante, ela nao admite flutuagoes, isto
é, 0pp = dpp = 0. Portanto a tnica influéncia da constante cosmoldgica nas perturbagoes
¢ via as quantidades de fundo, como o parametro de Hubble e sua derivada. Nos casos
em que consideramos campos escalares como energia escura, os quais apresentam densi-
dades variaveis e equacoes de estado dinamicas, devemos considerar suas perturbagoes, as
quais podem gerar perturbagoes de entropia intrinseca. Estes modelos serdo estudados no
proximo capitulo.

Neste modelo com radiaciao, matéria e A, a equacao (4.57) pode ser escrita na forma:

dd k2® 1

— D+ ———— = —= (0 + Q) - 4.73

oy Ot 3gge = 75 0+ ) (4.73)
Portanto, quando, por exemplo, a radiagao domina fortemente a densidade de energia total,

isto &, Q, > ,,, podemos desconsiderar as perturbagoes de densidade da matéria para o

calculo do potencial newtoniano.
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4.2.1 Solucoes na aproximagao de grandes escalas

Modos adiabaticos

No limite de grandes escalas k/aH < 1, a equagdo de segunda ordem para o potencial

newtoniano assume a forma:

Pd (5 3 o\ dP 3 OPnad
—— === — 4+ (3¢ —3w) D= -2, 4.74
dN2+(2 2w+3cs> dN+(cS w) 2, (4.74)

Considerando apenas perturbagoes adiabaticas, devemos impor que:

Op, O,
0S;mp=———=0, (4.75)
Yr Tm
ou seja,
5y = 26 (4.76)
m; — 4 T * .

Desta forma nio temos pressao nao adiabatica dpp.q. Na medida que um fluido p, domina

fortemente a evolugao de fundo, teremos

d*® 5 3 dd
vt (5 * 5“’@) a0 (477)
cuja solucao &
2 —(3we+5)/2
0

onde ®, e ®, sdo constantes. Como se vé&, para w, > —5/3, o potencial newtoniano
permanece constante em grandes escalas, a menos de um modo decrescente.

A soluciio (4.78) é vélida para a fase dominada pela matéria e para a fase dominada pela
radiacdo. Entdo, as perturbagoes com k/aH < 1 permanecem constantes durante estas

duas fases. Contudo, nestas fases, o horizonte de Hubble, H —1 cresce linearmente com ¢ e
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o comprimento de onda da perturbagio, Aa, cresce com t*, com p = 1/2 na fase dominada
pela radiacdo e p = 2/3 na fase dominada pela matéria; entdao em algum momento a
aproximacao de larga escala deixa de valer e o comprimento de onda da perturbagao entra
no horizonte de Hubble.

Devemos notar que a solugao (4.78) ndo é valida para a fase dominada pela constante
cosmolégica. Neste caso ¢? = 0 ja que ndo temos perturbagoes associadas a A. Com isso a
equacdo para o potencial newtoniano fica dada por:

2o /5 3\ do
°_2 ZF (= o = .
dN2+(2 2wA) T () @ =0, (4.79)

cuja solucao é:

®(a) = D, (%) oy ®, (%) o (4.80)

Portanto, no caso de um modelo de energia escura com A, o potencial newtoniano em
grandes escalas sempre decai. Este efeito de decaimento do potencial newtoniano pode ser
interpretado como uma evidéncia da energia escura [65].

A seguir mostramos a evolugao do potencial newtoniano em grandes escalas, num mo-
delo com radiacdo, matéria e constante cosmologica. Como se vé, durante o periodo de
transicio de dominagdo de radiagfo para matéria, o potencial newtoniano varia, decaindo
10% do seu valor normalizado na era dominada pela radiagao (este valor pode ser dedu-
zido analiticamente [58]). Passada a fase de transi¢ao, seu valor novamente permanece

constante e comeca a decair quando a constante cosmologica passa a dominar.
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Figura 4.1: Painel superior: evolugdo dos parametros de densidade da radiagéo, matéria e
constante cosmolégica. Painel inferior: evolugdo, do potencial newtoniano @ (linha cheia
em azul claro) e da funcfo ¢ (linha pontilhada em azul escuro).

Modos de isocurvatura

Vamos considerar o caso em que 6pnqq ndo é nula, entdo a perturbacdo de entropia deve
ser tal que

6Spm = 20— 2m 4 g (481)

r ’Ym
Em particular, podemos escolher ®; = 0 e 0S5, tal que dp; = 0p,, + dpm; = 0, estas
condicbes correspodem aos chamados modos de isocurvatura. Em geral, quaisquer valores

iniciais para ®;, 8p,, € dpm, podem ser separados em um modo adiabético, com &y,, = %5”
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mais modos de isocurvatura.

Como discutimos na se¢do 4.1.2, em grandes escalas os termos de entropia influenciam
o potencial newtoniano apenas nas fases de transicao. Esse comportamento fica evidente
quando avaliamos a funcdo . A seguir apresentamos uma figura com um gréfico de ® e ¢
para condi¢oes puramente de isocurvatura e para condigoes adiabaticas mais isocurvatura.
Note que ( varia apenas proximo a fase de transi¢do entre a matéria e radiacao, isto &,

z ~ 10%

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
-log,q (1+2)

14 -1z -10 -8 -6 -2 -2 0
-log,y (1+2)

Figura 4.2: Evolucdo do potencial newtoniano @ (linha cheia em azul claro) e da fun-
¢ao ¢ (linha pontilhada em azul escuro). Painel superior: para condigbes puramente de
isocurvatura. Painel inferior: para condi¢bes adiabaticas mais condigoes de isocurvatura.
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4.2.2 Solucoes de pequena escala

Quando o comprimento de onda da perturbagao entra no horizonte de Hubble ndo podemos
desprezar os termos em k/aH na equagio (4.59), a qual, para condi¢oes adiabaticas, escrita

em funcao do tempo conforme 7 assume a forma:
" +3h (1+c3) @ + 20 +h* (1+3c) + K} 2 =0. (4.82)
Na fase dominada pela radiagao, temos:

d=w,=1/3 e h=%.

Portanto, a equagao para o potencial newtoniano sera
4 k=
" + —' + g@ =0. (4.83)
n

Tomando a seguinte transformacio ® — f (x) y (z), onde 2 = kn/+v/3 podemos determinar

f (z) de modo a obtermos uma equacio de Bessel para y (z). Com f (z) = 273/2, temos:

2y ldy (3/2)*| 1
— t+ - ) - —y=0 4.84
dx? + zdx i 22 | 727 ’ (4.84)
cuja solucao é:
y(z) = ChJzp2 + Cod 32, (4.85)

onde C; e C, sdo constantes e J3/5 e J_3/5 sdo fungdes de Bessel de ordem 3/2. Recons-

truindo o potencial newtoniano temos a seguinte expressao:

Cy  [sen(wn)
(wn)* L wn

Cs {cos(wn)%—sen(wn) i (4.86)
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onde w = k/+/3.

Esta solug¢ao mostra que, para escalas dentro do horizonte de Hubble, o potencial new-
toniano oscila decaindo de amplitude. A oscilagdo é um efeito da pressao associada com a
radiacdo que inibe o crescimento das perturbagoes. O decaimento da amplitude de oscila-
¢do esta associado com a expansdo do universo. Portanto, durante a fase dominada pela
radiacdo, o potencial newtoniano e as perturbacoes de densidade nao crescem.

Na fase dominada pela matéria, temos:

— = 2
c;,=wnp=0 e h_ﬁ-

Entao, a equacdo para o potencial newtoniano fica na forma:

6
"+ -9 =0, (4.87)
Ui
cuja solucao é:
®=C (T)+Co(T)n (4.88)

onde C; (%) e Cy (Z) sdo funcdes apenas do espago. Neste caso, é interessante determinar-

mos a evolu¢ao do contraste de densidade da matéria §,,. Pela equacgao (4.38), temos:

1

O
6

[V2C1 (Z)n* — 12C1 () + V2C2 (Z) > + 18Co (T) n~°] . (4.89)

Como podemos ver, existe um modo crescente, que em funcao em funcao do fator de escala
é dado por:

T~ a. (4.90)

Desses resultados podemos tirar uma conclusdo importante. Durante a era da radiacao

as perturbacoes nao crescem em pequena escala e permanecem constantes em larga escala.
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Quando a matéria passa a dominar, as perturbagoes na matéria comegam a crescer linear-
mente com o fator de escala. Na medida que a matéria passou a dominar a partir de um

z ~ 10*%, suas perturbacdes cresceram nesta mesma ordem de grandeza.
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Capitulo 5

Perturbacoes nos modelos com campo

escalar

No capitulo 3, discutimos a evolucao homogénea dos modelos de quintesséncia e de Born-
Infeld. Diferentemente do modelo com constante cosmolégica, esses modelos, por terem
densidade de energia varidvel, admitem flutuacoes. Neste capitulo estudamos alguns as-
pectos associados as flutuacoes dos campos de quintesséncia e de Born-Infeld.

Vamos estudar como as flutuagoes associadas a um campo escalar,
¢ (5, T) = ¢ (1) + 0 (t,Z) , (5.1)
influenciam o potencial newtoniano ® da meétrica:
ds® = — (1 +2®) dt* + a* (1 — 2®) d7? . (5.2)

Como discutimos no capitulo anterior, no espago de Fourier, temos as equagoes de Einstein
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(00) e (ii) para o potencial newtoniano:
. k2
3H® + 3H*® + — & = —4nGdp (5.3)
a

b+ 4HG + (20 + 3H?) © = 4nGép, (5.4)

nas quais vamos considerar as perturbagdes de um mistura de radiagdo, matéria e de

densidade de energia associada as perturbacées do campo escalar d¢:
6p = 8pr + 0pm + 0py (5.5)

mais suas respectivas perturbagoes de pressao.

5.1 Perturbacoes no campo de quintesséncia

Na medida em que os modelos de quintesséncia podem induzir uma evolucao de fundo
muito semelhante & que temos com o modelo de constante cosmoldgica, uma forma de
diferenciar estes modelos é pelo estudo das perturbacoes do campo de quintesséncia. Neste
sentido, varios trabalhos foram desenvolvidos |66, 46, 67, 41, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74].
Nosso interesse é fazer uma descricao das solugoes atratoras associadas as perturbacoes do
campo de quintesséncia [69] e avaliar se elas geram modos de isocurvatura.

A parte perturbada da equacao de Klein-Gordon (3.10) indica, no espago de Fourier, a

seguinte equagao para as flutuacoes do campo:

k? .
0o+ 3HOp + ;2-&,0 + Vo0 = 49D — 2V, & . (5.6)

As perturbacoes de densidade e pressao associadas ao campo de quintesséncia sao definidas
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a partir da parte perturbada do tensor energia momento (3.12):

0py = Pop — '+ V00, (5.7)

py = oy — ¢° ~ V00 . (5.8)

Como se pode ver pelo termo em k? na equagao (5.6), a velocidade de propagacio asso-
ciada as perturbacoes do campo de quintesséncia é igual a 1. Com isso, para escalas dentro
do horizonte de Hubble, o comportamento das perturbacoes é essencialmente oscilatorio,
com amplitude decrescente, devido & expansao do universo.

Existe uma circunstancia na qual as perturbagoes do campo de quintesséncia podem nao
decair. Na aproximacao de grandes escalas, o potencial newtoniano admite uma solucao
constante, dada por

o, = —=F (5.9)

a qual substituida na equagdo (4.59), sem o termo de pressdo nao adiabatica, indica que
devemos ter:

w=c. (5.10)

Esta condicao ¢é satisfeita nas fases dominadas pela radiacdo e pela matéria. Também
podemos considerar a solucao de @, constante na presenca de pressao nao adiabética como
uma boa aproximacao, a menos da fase de transicao de dominagao da radiacdo para matéria.
Portanto, a menos desta fase, podemos desconsiderar a variacdo temporal do potencial
newtoniano. Nestas condicoes, a equagao para as perturbacoes do campo de quintesséncia
fica dada por:

0 +3Hép + V.00 >~ =2V, P, . (5.11)
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Se a quantidade V,,/V,, é aproximadamente constante, temos a solugao aproximada:

S ~ —QQCPC . (5.12)
Py

Devemos avaliar em que circunstancias a quantidade V,/V,,, ¢ aproximadamente cons-

tante. Como descrevemos no capitulo 3, para um potencial tipo lei de poténcia,
V= M (5.13)

temos uma solu¢ao tipo tracker, na qual a equacao de estado da quintesséncia ¢ constante

e dada por:
2 . o
Wy = — w
v at+2 at2 P

(5.14)

onde wy ¢ a equagao de estado do fluido que domina a evolugao de fundo. Portanto, a

velocidade do som adiabatica da quintesséncia,

o = 5, 3Hy ¢ 3H(1+w,)’

sera constante e igual & sua equacao de estado (5.14). Neste regime, temos a solugao (3.21):

@ = Cytt= v/ (5.16)
Entao:
Ve
—= ~p it (5.17)
Vo

onde p =1 —,/vs. Com a relacdo (5.14), temos:

(5.18)
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Figura 5.1: Evolugdo da quantidade |2VL;%<I>| (linha cheia em preto) e de [d¢p| (linhas
vermelha cheia e azul tracejada) para duas condigdes inicias distintas.

Portanto, quanto maior for &, menor é a variagao de V./V oo Nafigura 5.1, mostramos,
para dois conjuntos de condigdes iniciais diferentes, ambas com « = 6, um gréafico com a
evolucdo da quantidade |2V ,®/V,,,| ¢ da perturbagdo do campo |6¢| num cenério com
radiacdo, matéria e quintesséncia. Como vemos, as perturbagbes do campo buscam a
solucao atratora. E interessante notar que mesmo na fase de transi¢do entre a dominagao
da radiacdo para matéria (2 ~ 10%), quando o potencial newtoniano varia, a solu¢ao (5.12)
¢ atingida e bem verificada.

Na figura 5.2, também mostramos o diagrama de fase das solucoes mostradas anteri-
ormente. Quando o regime tracker termina, as perturbagées do campo comegam a evoluir

de maneira muito parecida.

74




-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

0.1 ' 10.1
0.0 LT 0.05
S 0 0
~0.05 -0.05
-0.1L B 4-0.1
0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Figura 5.2: Digrama de fase das solugées da Figura 5.1

Para verificarmos se este tipo de solugdo atratora gera algum modo de isocurvatura,
vamos definir condicdes adiabaticas entre a radiagdo e a matéria, isto &, op, = 0, 750, €
computar o potencial newtoniano ® e a fungéo ¢ na aproximagao de grandes escalas. Como
vemos na figura 5.3, a evolugao de ® é semelhante ao modelo com constante cosmoldgica
e ¢ ndo varia, indicando que ndo temos modos de isocurvatura. A auséncia de modos
de isocurvatura esta associada ao regime tracker que o campo de quintesséncia atinge

[41, 69, 70, 71].
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Figura 5.3: Modelo de energia escura com campo de quintesséncia, com o = 6. Potencial
newtoniano ® (linha cheia em azul claro) e fungdo ¢ (linha pontilhada em azul escuro).

Conforme discutido em [70], em termos das varidveis 6, = 0p,/p, € 0p = 0py/py,
um periodo cinético prolongado pode evitar o completo desaparecimento dos modos nao
adiabaticos. Em modelos realistas, o periodo cinético se d4 na fase dominada pela radiacao.
Portanto, de acordo com a expressao (4.72), o impacto no potencial newtoniano destes

modos é desprezivel.

5.2 Perturbacoes no campo de Born-Infeld

Diferentemente do campo de quintesséncia, as perturbagoes do campo de Born-Infeld tém
sido pouco estudadas. Contudo, estes modelos reproduzem bem os dados de anisotropias
da RCF 73], onde suas perturbagdes foram consideradas.

A densidade e pressao associadas as perturbacoes do campo BI séo:

5 Voo —09) | Vi
Pe = Ty

) 5.19
e (5.19)
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e
WM_W, 3, (5.20)

V1= 2
onde tomamos uma redefinicio do campo ¢ para eliminar a massa m que aparece na

expressdo (3.29). A equacdo de movimento das perturbagdes do campo é obtida pela

conservacao do seu tensor energia momento:

2

0p + 3H(1—<p)+m 590+(1—‘P) 54‘[”(‘/)#)@ o

o

=2[3H¢(1—¢2)+m

} ®+4(1—¢*)pd. (5.21)

A velocidade de propagacao das perturbagoes do campo Bl é m = /—w,. Como
discutimos no capitulo 3, a equagao de estado do campo BI é essencialmente ndo positiva,
portanto a velocidade de propagacdo de suas perturbagoes é nao negativa. Com isso, a
menos que w, ~ 0, em escalas dentro do horizonte de Hubble, as perturbagoes do campo
BI, assim como as da quintesséncia, tendem a oscilar com amplitude decrescente.

Para a solugao atratora de fundo (3.42), no limite de grandes escalas e nas condi¢oes que
temos o potencial newtoniano constante (5.9) a equagio de movimento para as perturbagoes

fica na forma:

3H6p +In (V) 00 = 6Hpd. (5.22)

Quando um fluido perfeito de equacao de estado constante wy domina a evolucao do uni-

verso, o parametro de Hubble ¢ dado por H = 2/3 (1 + wy) t. Portanto, temos:
S+t = /20 (1 +w;)®, (5.23)

cuja solugdo é [75]:
a (14 wy)

5Pt + et (5.24)

d0p =
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Figura 5.4: Evolugdo do potencial newtoniano (linha cheia em azul claro) e, para duas
condi¢Oes iniciais distintas, a funcdo d¢/¢ (linha pontilhada vermelha).

com c; constante. Desprezando a parte decrescente, temos a seguinte solugdo aproximada:

1
5 ~ O‘(%ﬂcbt _ »® (5.25)
ou:
5
Yo, (5.26)
@

A seguir avaliamos um modelo com « = 1. Para dois conjuntos de condi¢oes iniciais
distintas, mostramos na figura 5.4 a solugdo atratora (5.26), atingida na época dominada.
pela radiacao e na época dominada pela matéria. Perceba que mesmo quando o potencial
newtoniano varia, a solugao atratora é bem verificada.

Também mostramos, na figura 5.5, para dois conjuntos de condig¢bes iniciais distintas,
um grafico no plano dp/p - d(dp/p)/dt. Note que o primeiro ponto atrator ocorre para
J—f = 1, o que corresponde ao valor do potencial newtoniano na era dominada pela radiagao.

Durante a fase de transicao para dominagao da matéria, o campo evolui e atinge o segundo

ponto atrator % = 0,9. Apos esta fase, ambas as solu¢Ges passam a evoluir de forma

78




0.4
i) 0.2'
3
~
K4 0
S
S
T _0.2

0.4}

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
S0/

Figura 5.5: Plano 6@/ - d(8p/p)/dt para dois conjuntos de condigdes iniciais distintas,
ambas com o = 1.

indistinguivel.

Como mostramos no capitulo 3, na época dominada pela radiagao, para a > 1,95, a
solugdo atratora de fundo se satura com w, — 0~ e 0 campo tem uma corregao decres-
cente. Quando avaliamos as perturbacdes neste caso, percebemos uma dependéncia nas
condicdes iniciais das perturbagdes do campo. Quando a solugao atratora é atingida na
época dominada pela radiagdo, na fase de transi¢io entre a dominagao da radiagao para a
matéria, a funcio d¢/@ evolui para longe do atrator ®. Nestes casos, as perturbagoes do
campo podem crescer indefinidamente.

Nas circunstancias que a solucdo (5.25) é atingida, ou seja, em grandes escalas, com o
potencial newtoniano constante e quando a solugéo atratora de fundo é valida, a equagao

para d¢p fica na forma:

53 +3H (1—¢?) ¢+ (1— @) In (V) ,, 00 =6Hp (1 - ¢*) . (5.27)
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Neste caso, desvios A em torno da solugdo (5.25) devem satisfazer a equacao:

" pup A

onde A = o — 2/5, cuja solugdo é A o< t* com:

T+A 1
5:%15 (1+A)? 4 4). (5.29)

Portanto, para que a solucdo (5.25) seja estavel, devemos ter A/§p o< tP~1 com -1 < 0,
isto &,
2

o< —. 5.30
i ( )

Na era dominada pela radiacao v; = 7, = 4/3, entdo devemos ter @ < 1,5 para que a
solucdo atratora perturbativa (5.25) seja estéavel. Logo no inicio da transicao de dominagcao
da radiacao para a matéria, temos desvios da solugao atratora de fundo para o campo BI,
que amplificam os termos extras na equacdo (5.27). Portando, devemos considerar os

236 Na medida que

desvios A, que para o = 1,6 crescem inicialmente com t“'® ou a
a transi¢ao transcorre, vy e ® também variam e a evolugdo de A é mais complexa que
uma simples lei de poténcia. Caso A cresga muito, o potencial newtoniano teré variacoes
ainda maiores do que a que ocorre na fase de transicdo, o que por sua vez ird impedir
que a fungao dy /@ atinja o segundo regime atrator, o que entdo provoca um crescimento
ilimitado. Contudo, ainda podemos ajustar as condigbes inicias dp; e 8¢; para que o

crescimento das perturbagdes do campo seja limitado. A figura 5.6 ilustra dois casos dessa

situacao.
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Figura 5.6: Modelo de energia escura com campo de Born-Infeld, com o = 1,52. Para
condigoes iniciais d¢; distintas: potencial newtoniano ® (linha cheia em azul claro), fungéo
¢ (linha pontilhada em azul escuro) normalizados e a func¢do dp/¢ (linha tracejada em
vermelha).

Para as solugdes mostradas na figura 5.6, mostramos um grafico no plano d¢/¢ -
d(dp/p)/dt. A solugdo atratora para as perturbagdes do campo sao atingidas na época
dominada pela radiagao, isto é, ‘s—f = 1. Préximo da transicao entre a dominacdo da radi-
acao para mateéria, as perturbacdes do campo comecam a evoluir de forma distinta. Como
escolhemos condigoes inicias tais que a solucdo atratora na época dominada pela matéria
também seja atingida, o que inibe o crescimento indefinido das perturbag¢des do campo,
notamos uma convergéncia das duas solucdes para o valor do potencial newtoniano nesta
época. Contudo, dado que as instabilidades das perturbacées do campo influenciam for-
temente o potencial newtoniano e geram modos de isocurvatura muito significativos, nao
temos mais um modelo realista. Para ilustrar a dependéncia das perturbagdes do campo
BI com as condigoes iniciais, também mostramos um grafico com a evolug¢do de algumas

condicoes proximas.
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Figura 5.8: Plano §p/¢ - d(6¢p/p)/dt para algumas condi¢oes iniciais proximas, todas com
a mesma evolucao de fundo e com a =1, 52.

5.2.1 Modos de isocurvatura

Vamos avaliar se a solugdo atratora para as perturbagdes (5.26) do campo BI induzem mo-
dos de isocurvatura. Para tal, mostraremos que neste regime atrator, a pressao e densidade
associadas com as perturbacdes do campo podem ser descritas como perturbagdes de um

fluido perfeito com equagdo de estado constante. Neste caso, podemos aplicar a analise
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que desenvolvemos na segao 4.1.2 do capitulo anterior.
A densidade de energia e pressdo perturbadas associadas a solucdo atratora (5.26) sio
dadas por:

dpp, = —adp, , (5.31)

5p, = abp, (1 - O‘—(lg—“’f)) ; (5.32)

Portanto, temos o contraste de densidade:
b, = —ad, (5.33)

e a seguinte relacao entre pressao e densidade:

a(l+w
5pw:(——~( 5 ’r)—l)ép(p,

que por sua vez indica a velocidade do som adiabética c,, é constante e dada por:

2 _a(l—f—wf)

=y L (5.34)

C

A equagao de estado do campo w,, no regime atrator de fundo é

a(l+wy) B

Wy = —— 1. (5.35)

Com estas relagoes, podemos dizer que, neste regime, as perturbagoes do campo tém um

2

comportamento de fluido perfeito com equagio de estado constante, indicada por Cs,,

= w(p,
relacdo verificada pelas expressoes (5.34) e (5.35).
No caso em que consideramos uma mistura de radiagio, matéria e campo BI, as per-

turbagoes de entropia no regime atrator, isto é, quando o campo se comporta como um
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fluido perfeito, ficam dadas por:

8o, O,

68 = 22 — 24| (5.36)
Yo Vr
8o, Om,

6Spm = 2= — £ (5.37)
Yo Tm

Quando este regime ¢é atingido na época dominada pela radiagao, fazendo uso das relagoes

(5.33) e (5.35), podemos escrever:

i

0S,r = —7 (2®; + 4,,) (5.38)
20, b,
O0Sym = —— — 1 5.39
v Y Ym (5.39)
Como se vé:
0Spm — 0S8y = 0Spm - (5.40)

Para verificar se as perturbacbes do campo BI induzem modos de isocurvatura no re-
gime atrator, vamos estabelecer condicoes adiabaticas entre as perturbagoes da radiagao
e matéria, isto &, 6S,,, = 0. Portanto, basta calcular umas das perturbagoes de entropia
relacionadas ao campo Bl pois 0S5, = 6Sym.

As expressoes (5.38) e (5.39) sao validas para o regime atrator, portanto ®;, 6,, e oy,
devem ser computadas em algum instante neste periodo. Para este instante, passamos a
indicar as variaveis envolvidas com o subscrito “at”. Assim, para a perturbacao de entropia

entre a radiacao e o campo BI, temos:

1
§S e = —— (2Bas + br,y) - (5.41)

T

Durante a época que a radiagdo domina, podemos expressar a evolucao do contraste de
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densidade pela equagao de Einstein (00):

8, o~ —2 <<I> + %) . (5.42)

Nesta circunstancia o potencial newtoniano nao varia, portanto d = 0, entdo Orye = —2Py4
e a perturbacio de entropia entre a radiacdo e campo BI, dada pela expressdo (5.41), sera

nula:

5S e = 0S,ym = 0. (5.43)

Quando o regime atrator para as perturbagbes do campo BI é atingido na era domi-
nada pela matéria, podemos tomar um procedimento analogo ao que tomamos para a era

dominada pela radiacdo, o que também indica
0Sym = 0S,r = 0. (5.44)

Portanto, se o regime atrator é atingido nas épocas de dominagao da radiagao ou matéria,
nao temos perturbacio de entropia sendo gerada nestas épocas.

A figura 5.9 apresenta a evolugéo da perturbacado de entropia 6S,,, = 0S,r, nos termos
da definicio (4.54), para um modelo em que a solucdo atratora (5.26) ¢ atingida nas fases
dominadas pela radiacdo e pela matéria. Podemos observar que inicialmente temos uma
perturbagao de entropia, a qual rapidamente converge para zero. Na fase de transigao entre
a dominacdo da radiacdo para matéria, as perturbagoes do campo BI saem do atrator e
conseqiientemente temos alguma perturbagdo de entropia. Quando a matéria passa a
dominar, a perturbacdo de entropia novamente converge para zero. Na medida que o
campo BI passa a dominar, o que acontece para z < 1, a solugao atratora para suas
perturbacdes ndo é mais valida e também temos perturbacoes de entropia diferente de

Zero.
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Figura 5.9: Evolucio da perturbagao de entropia relativa entre o campo Bl e radiagio 05,
para um modelo com a = 1, 0.

Contudo, dado que nesta primeira fase de transicdo €2, ainda deve ser consideravelmente
menor que 2, e §,,, a pressao nao adiabatica associada as perturbagoes de entropia que
surgem neste periodo sdo despreziveis. Ja na segunda fase de transi¢ao, isto ¢, quando o
campo BI comeca a dominar a evolugao de fundo, €, e {2, sdo comparéveis, portanto é de
se esperar que a perturbacdo de pressao nao adiabatica associada & perturbagao de entropia
relativa entre o campo BI e a matéria seja ndo desprezivel, o que pode gerar modos de
isocurvatura.

Para ilustrar essa conclusdo, mostramos na figura 5.10 a evolucao do potencial newto-
niano e da funcdo ¢ num modelo com campo BI, com condigdes adiabaticas entre radiagao
e matéria. E importante notar que fun¢do ¢ apresenta uma pequena variagao para épocas
muito recentes, caracterizadas pela fase de transi¢do entre a dominagao da matéria para o
campo BIL. Nas mesmas circunstancias, no modelo com quintesséncia, ndo temos varia¢ao
da funcao ¢.

Para verificar se apenas a entropia relativa contribui para os modos de isocurvatura,
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Figura 5.10: Modelo de energia escura com campo de Born-Infeld, com a = 1: potencial
newtoniano @ (linha cheia em azul claro) e func¢do ¢ (linha pontilhada em azul escuro).

vamos acompanhar as seguintes funcoes:

2 ..
Cs PmPy
= 5o PmPy s
frel 2Hp P Stp'm (545)
(&
36p, —c2 6
Finy = S = b (5.46)

2 p
as quais definimos, respectivamente, de acordo com as expressoes (4.54) e (4.52). A pri-
meira delas expressa o termo de fonte na equacao do potencial newtoniano relativo a
entropia relativa entre o campo BI e a matéria. A segunda expressa, na mesma equagao,
a contribuicdo da entropia intrinseca do campo BI. Para maior clareza, evoluimos estas

fungOes até épocas futuras.
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Figura 5.11: Modelo de energia escura com campo de Born-Infeld. Painel superior: F;,;
para alguns valores de «. Painel inferior: —F,¢; para alguns valores de a.

Como podemos ver na figura 5.11, o termo de entropia intrinseca é positivo e maior
que o termo de entropia relativa, que é negativo e decai conforme €2, — 1. J& o termo de
entropia intrinseca decai mais lentamente, sendo responsavel pela maior parte da variacao
da funcéo (.

A entropia intrinseca do campo é uma manifestacdo da diferenca entre sua velocidade
do som adiabatica ¢, e a quantidade \/ép,/dp,, a qual pode ser interpretada como a
sua velocidade do som efetiva c.;,. Sempre que houver uma diferenga entre estas duas
quantidades, teremos uma perturbagao de entropia intrinseca associada, a qual pode gerar
um termo de fonte F;,; ndo desprezivel. Conforme podemos ver na figura 5.12, a velocidade
do som adiabatica e efetiva sdo iguais nos periodos em que as perturbacgoes do campo BI
estdo no regime atrator. Na fase de transicdo entre a dominagdo da radiacao para a
matéria, temos uma pequena diferenca, a qual tende a se anular na fase de dominacao da

matéria. Quando €, passa a se equiparar com §),,, a diferenca entre as velocidades do som
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adiabatica e efetiva aumenta, mas conforme €2, — 1 0 campo se aproxima de uma evolugao

adiabética.
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Figura 5.12: Modelo de energia escura com campo de Born-Infeld. Evolugao de cgv(linha

cheia em verde) e cgfw(linha tracejada em vermelho) para a = 0,1 (painel superior) e
a = 1,0 (painel inferior).

Como podemos ver, em torno de a/ag ~ 1074, temos uma diferenca entre Cef, € Cs,,-
Contudo, esta entropia intrinseca associada nao gera modos de isocurvatura muito rele-

vantes. Podemos reescrever a expressao (5.46) na forma:

@ Se

305 (o2
Fons = 500, (¢, = ,) (5.47)

e, como ), < 1 nesta época o termo de fonte associado com esta entropia intrinseca é
desprezivel. Contudo, para épocas recentes, onde €1, é da ordem de um, o termo de fonte
se torna importante e temos modos de isocurvatura, indicados pela variagdo da funcéo ¢

na figura 5.10.
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Apesar disso, os melhores modelos de energia escura com o campo BI sdo aqueles que
tém equacao de estado mais proxima de —1. Para tal, o deve ser pequeno. A expressao
(5.33) indica que quanto menor o menor serd o contraste de densidade do campo BI no
final do regime atrator da era da matéria. Além disso, apds esse regime, dada a expansao
acelerada que ocorre quando o campo Bl comeca a dominar, tanto o potencial newtoniano,
quanto os contrastes de densidade decaem. Por esses motivos, a partir da expressdo (5.47),
podemos dizer que os melhores modelos de energia escura com campo BI tendem nao gerar
modos de isocurvatura relevantes. Contudo, é importante notar que existe um mecanismo
natural da evolucao do campo BI que gera modos de isocurvatura, os quais tendem a ser
atenuados com os parametros que melhor reproduzem os modelos de energia escura.

No caso que a solugao atratora para as perturbagdes do campo BI é atingida na época
dominada pela radiacdo e para o > 1,5, também podemos ter modos de isocurvatura.
Neste caso estes modos ocorrem fundamentalmente pois as perturbacées do campo BI
evoluem para longe da solugdo atratora no periodo de transicdo entre a dominagao da
radiacao para matéria, gerando perturbacoes de entropia relativa.

Como mostramos, nestes casos a evolucido das perturbacoes do campo BI é sensivel
as condigdes iniciais. Para valores de o pouco maiores que 1,5 esta sensibilidade ainda é
pequena, contudo ela aumenta rapidamente a4 medida que aumentamos «. Para ilustrar
este fato, na figura 5.13 apresentamos graficos com a evolucao da funcao ¢ para o mesmo
conjunto de condigoes iniciais para as perturbacoes do campo BI, para o = 1,505, « = 1,51

ea=1,52
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Figura 5.13: Modelo de energia escura com campo de Born-Infeld. Evolucdo da funcédo ¢
para trés conjuntos de condigoes iniciais distintas para as perturbagdes do campo BI para
alguns valores de a.

Nestes casos, quando o campo BI passa a dominar a evolugao de fundo, suas pertur-
bacoes tendem a evoluir de forma indistinguivel. Devemos notar que, para os valores de «
abordados, nao temos bons modelos de energia escura. Como se pode ver pela expressio
da equagao de estado para o campo BI no seu regime atrator (3.40), na era dominada pela

matéria temos:

o
Wy = -1+ 5 ; (548)
portanto, para @ = 1,5 temos w, = —0, 25. Como este valor é muito grande, mesmo quando

o campo BI sai do regime atrator, o que faz com que w, — —1 4 medida que Q, — 1,
sua equacao de estado ndo decai o suficiente para termos bons modelos de energia escura.

Na verdade, nestas circunstancias, o campo BI est4 mais préximo de uma modelagem de
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matéria escura do que energia escura, dado que sua equagao de estado é muito proxima de

zero durante a maior parte da evolucao do universo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho analisamos alguns aspectos homogéneos e perturbativos de alguns modelos
de energia escura. Tratamos do modelo com constante cosmologica, do modelo com campo
de quintesséncia e do modelo com campo de Born-Infeld. Para os modelos com campo
escalar utilizamos potenciais tipo lei de poténcia.

Primeiramente estudamos a evolucao homogénea destes modelos. Mostramos que os
modelos com campo escalar apresentam solugdes atratoras, o que pode aliviar o problema
da coincidéncia césmica. Nossa analise qualitativa indica que a evolugao homogénea €
muito semelhante para os trés casos.

Como a constante cosmolégica nao apresenta flutuagoes, o estudo perturbativo dos
modelos com campo escalar pode indicar diferencas entre esses modelos. Neste sentido,
dado que no modelo com constante cosmologica modos de isocurvatura apenas podem
ser gerados por perturbagdes de entropia entre a matéria e a radiagao, o estudo destas
perturbacdes nos modelos com campo escalar pode indicar quais sao os modelos mais
adequados. Para isso definimos as variaveis de interesse e discutimos em que circunstancias
os modos de isocurvatura podem ser gerados.

Dadas as solucdes atratoras para a evolugao de fundo dos campos, deduzimos solugoes
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atratoras a nivel perturbativo em grandes escalas. Verificamos que para o campo de quin-
tesséncia estas solugoes nao geram modos de isocurvatura, que ¢ um resultado conhecido na
literatura. Para o campo de Born-Infeld, fizemos uma anélise detalhada das perturbacoes
de entropia e mostramos que podemos ter modos de isocurvatura.

Contudo, para modelos de energia escura com o campo de Born-Infeld, os modos de
isocurvatura tendem a ser despreziveis. Mostramos que isso ocorre pois os valores da
poténcia do potencial do campo que melhor descrevem as caracteristicas homogéneas da
energia escura tornam os modos de isocurvatura menos importantes.

Apesar de nao haver muita diferenca entre os modelos de campo escalar no que diz
respeito aos modos de isocurvatura quando eles atuam como energia escura, mostramos
que estes modos podem ser importantes quando o campo de Born-Infeld é designado a
modelar a matéria escura. Este fato ocorre pois, ao contrario do que acontece nos modelos
para energia escura, os valores da poténcia do potencial do campo de Born-Infeld que
geram modos de isocurvatura, basicamente para 2 > o > 1,5, também podem modelar a
matéria escura. Contudo, nestes casos, a evolu¢ao das perturbagoes para o campo depende
das condigoes iniciais e, conforme aumentamos «, elas tendem a crescer indefinidamente,
afetando fortemente o potencial newtoniano e tornando estes modelos nao realistas.

Na medida que os modos de isocurvatura afetam as anisotropias da RCF, é possivel
verificar se o campo de Born-Infeld como matéria escura, apesar das instabilidades apre-
sentadas, ainda pode ser considerado para esse fim. Como mostramos, para valores de a
pouco maiores que 1,5 as instabilidades ainda sdo pequenas, contundo geram modos de

isocurvatura. Esse aspecto certamente demanda mais estudo.
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