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Resumo

A partir da versao discretizada do modelo de Sonnet-Virga-Durand, denominado
MSZ6, introduzimos uma interacao diamagnética entre moléculas nematogénicas
biaxiais e um campo externo através dos tensores moleculares. Essa interacao é
completamente geral, e pode descrever anisotropias diamagnéticas independentes
da forma da interagao intermolecular. Obtivemos as equagoes de estado e energia
livre para esse modelo generalizado tanto em aproximacgao de campo molecular, ou
“modelo totalmente conectado”, quanto em aproximacao de pares, utilizando um
formalismo que denominamos “método Bayesiano”. Mostramos que, para o modelo
a campo externo nulo, a aproximagcao de pares utilizando esse método ¢ totalmente
equivalente a implementacao da aproximacgao de pares através de campos efetivos.
O método Bayesiano produz resultados confiaveis, mas requer um parametro de or-
dem extra. No entanto, sua interpretacao em termos de probabilidades de estado é
mais direta do que os campos efetivos, e ele nos permite obter facilmente a energia
livre do sistema utilizando o método de Gujrati. Através da aproximacao de campo
molecular, produzimos diagramas de fase para dois casos particulares do modelo
MSZ6: o modelo de média geométrica e o modelo desacoplado, cada um sujeito a
dois tipos de interacao com o campo externo generalizado, correspondentes a duas
anisotropias diamagnéticas especificas. Mapeamos as topologias possiveis para os
diagramas de fase em cada caso, e validamos os resultados através da aproximacgao
de pares implementada através do método Bayesiano. Os diagramas obtidos po-
dem possuir pontos criticos, tricriticos, pontos criticos terminais, e fases uniaxiais
e biaxiais, inclusive uma fase nematica uniaxial nao descrita previamente. Além
disso, obtivemos o diagrama de fases para o modelo de Maier-Saupe discretizado,
ou MSZ3, na presenca de campo externo em aproximacao de pares, e observamos a
dependéncia do campo critico, temperatura critica e parametro de ordem critico em
funcao do nimero de coordenacao z. O campo critico obtido para z = 3 é conside-
ravelmente mais fraco, correspondendo a aproximadamente 18% do valor de campo
critico obtido em aproximacao de campo molecular.

Palavras-chave: cristais liquidos; modelos na rede; fases nematicas biaxiais; campo

externo aplicado; aproximacao de pares
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Abstract

Starting from a discretized version of the Sonnet-Virga-Durand model, referred as
MSZ6, we introduce a general diamagnetic interaction between intrinsically biaxial
nematogenic molecules and an external applied field, through the molecular tensors.
This is a completely general interaction, and can describe diamagnetic anisotropies
independent of the intermolecular interaction. We obtained the free energy and
equations of state for this generalized model, at the molecular-field approximation
level, as well as in the pair-approximation level, in this case through a method which
we denominated “Bayesian method”. We show that, in the absence of external fields,
this implementation of the pair approximation is equivalent to the usual implemen-
tation using effective fields. The Bayesian method produces reliable results, but
requires an extra order parameter. Nevertheless, the use of probabilities of state is
more directly interpretable than effective fields, and it allows us to easily obtain the
free energy for the system through the Gujrati method. Using the molecular-field
approximation, we obtained phase diagrams for two particular cases of the MSZ6
model: the geometric-mean model and the uncoupled model, each one subject to
two kinds of interaction with an external field, corresponding to two specific dia-
magnetic anisotropies. We mapped the possible topologies for the phase diagrams
in each case, and validated the results using the pair approximation implemented
through the Bayesian method. The phase diagrams can possess critical points, tricri-
tical points, critical endpoints, and uniaxial and biaxial phases, including a uniaxial
nematic phase not previously described. Beyond that, we have obtained the phase
diagram for the discretized Maier-Saupe model, or MSZ3, in the presence of an
external field, in the pair approximation, and observed the dependency of the criti-
cal field, the critical temperature and critical order parameter on the coordination
number z. The critical field obtained for z = 3 is considerably weaker, correspon-
ding to approximately 18% of the intensity of the critical field obtained through the

molecular-field approximation.

Keywords: liquid crystals; lattice models; biaxial nematic phases; applied external

field; pair approximations
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Capitulo 1
Introducao

Cristais liquidos sao fases da matéria que possuem propriedades dependentes da
orientacao espacial. Apresentam, portanto, quebra de simetria orientacional, porém
sem uma quebra de simetria translacional associada, ou seja, sem ordem translaci-
onal de longo alcance. Substancias com esse tipo de comportamento intermediario
entre sélidos e liquidos, ou comportamento mesomdrfico, ja eram conhecidas desde
o final do século XIX. Em 1888, o botanico Friedrich Reinitzer observou que alguns
derivados do colesterol apresentavam dois pontos de fusdao. Ao invés de observar
a sequéncia esperada de fases, sélida-liquida, observou que, entre a fase sélida e
a fase liquida transparente, havia uma fase liquida com aparéncia leitosa que, a
uma temperatura especifica, dava lugar a fase transparente. Essa temperatura foi
e ainda é frequentemente denominada clearing point. Pouco depois, em 1889, O.
Lehmann publica o trabalho nomeado “Sobre cristais que fluem” [1], discutindo
suas observacoes dessa nova fase da matéria sob o microscépio, e cunhando o termo
“cristais liquidos”.

Uma fase liquida habitual é macroscopicamente isotropica: suas propriedades
fisicas nao dependem da orientagao em que sao medidas. A fase mesomorfica obser-
vada nesses experimentos era quase idéntica a fase liquida, possuindo moédulo de cisa-
lhamento nulo e, portanto, nenhuma quebra da simetria continua de translagao [2],
mas possuindo um eixo 6ptico preferencial: um feixe de luz cruzando esse meio
possuia velocidades de propagacgao diferentes paralela e perpendicularmente a esse
eixo. Esta diferenca gera diversos efeitos épticos que podem ser observados através
de um polarizador. Essa nova fase da matéria foi designada nemdtica, do grego nema,
“fio”, por conta da aparéncia filamentar provocada por defeitos no alinhamento da
mesofase. O eixo preferencial, que quebra a simetria rotacional, é denominado dire-
tor nemdtico e, por apresentar apenas um eixo de quebra de simetria de rotagao, a
fase é descrita como “nematica uniaxial”. Além de, em primeiro lugar, essas fases

serem reconhecidas pelo carater anisotrépico do espalhamento éptico, fases liquido-
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cristalinas possuem uma gama de grandezas fisicas com dependéncia espacial.

Até cerca de 1935, foram isoladas e sintetizadas diversas substancias que apre-
sentavam esse tipo de comportamento, incluindo misturas de detergentes, e o virus
do mosaico do tabaco. O entendimento dos efeitos Opticos associados a essas fases
também foi aprofundado mas, durante muito tempo, o interesse nesses fendmenos
foi considerado muito mais uma curiosidade cientifica do que algo 1til ou relevante.
Mais informagoes sobre esse periodo podem ser encontradas na ref. [3], uma co-
letanea comentada de trabalhos histéricos cobrindo o vasto periodo entre 1888 e
1978. Novas tecnologias, como a ressonancia magnética nuclear, ajudaram a medir
o grau de anisotropia dessas fases e caracteriza-las em diferentes grupos mas, por
muito tempo, a descricao fenomenoldgica e estatistica desses materiais partiu mais
do ponto de vista da pesquisa cientifica basica do que de uma possivel aplicagao
tecnoldgica. Isso certamente iria mudar no final do século XX e, atualmente, dada a
importancia e onipresenca da tecnologia de cristais liquidos em equipamentos como
televisdes LCD (liquid crystal display) e na modulagao de dados enviados por fibra
Otica, é seguro dizer que o estudo de mesofases é de grande interesse para ambas a

pesquisa basica em fendmenos coletivos e aplicagoes tecnolédgicas.

1.1 Fases termotropicas

Podemos subdividir fases nemdticas em duas categorias gerais: termotropicas e
liotropicas. A origem das fases liotropicas é a interacgao entre agregados moleculares
formados por misturas de substancias. Nestes agregados, interagoes anfifilicas, ou
seja, mediadoras entre interacoes hidrofébicas e hidrofilicas, provocam a formacao de
micelas que segregam as partes hidrofébicas e hidrofilicas. Um aglomerado de bolhas
de sabao é uma boa maneira simplificada de visualizar este fenomeno. A interacao
entre essas micelas (as bolhas) provoca os efeitos de eixo éptico tipicos dessas fases
mesogénicas. O que controla as transigoes, neste caso, sao as concentragoes relativas
dessas substancias que, por sua vez, afetam a distribuicao de formatos das micelas e
a interagao entre elas. O estudo de mesofases liotrépicas é, também, extremamente
ativo mas, neste trabalho, trabalharemos explicitamente com as fases termotrépicas.
Estas, por sua vez, sao formadas por substancias puras, e a interacao eletrostatica
entre moléculas é unicamente responsavel pelo ordenamento. O principal parametro
controlador das transi¢oes de fase, neste caso, é a temperatura.

As fases nematicas termotropicas podem ser geradas por dois grupos opostos
de formatos moleculares. De um lado, moléculas aproximadamente cilindricas, ou
seja, com uma de suas dimensoes muito maior do que as outras duas, dao origem a

fases calamiticas, ou nemdaticas uniaxiais positivas, N;f. Essas sdo, frequentemente,

2



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

moléculas com cadeias alifaticas de tamanho médio, frequentemente comparadas a

bastoes. O exemplo canénico mais amplamente estudado é o p-Azoxianisol [4].

CH3—O—QN=N 0 —CH,

O

Figura 1.1: Estrutura molecular da p-Azoxianisol [4]. Claramente, uma das di-
mensoes da molécula é muito maior que as outras. Os anéis de benzeno sao pratica-
mente coplanares, o que sera importante quando considerarmos fases biaxiais, com

quebra de simetria rotacional em mais de um eixo 6ptico.

Por outro lado, moléculas com uma das dimensoes moleculares muito menor do
que as outras tendem a dar origem a uma fase discotica, ou nematica uniaxial nega-
tiva, IV;;. Moléculas derivadas do colesterol, planares e possuindo anéis carbonicos

rigidos, se encaixam na classe de moléculas discoticas.

1.2 Primeiros modelos

Apesar do acimulo de literatura experimental descrevendo diversas fases e fendmenos
relacionados a mesofases desde o final do século XIX, o mecanismo fisico através do
qual era provocado o ordenamento orientacional permaneceu desconhecido até pra-
ticamente a metade do século XX. Alguns modelos iniciais baseados na interacao
entre dipolos elétricos falharam em prever a transicao de primeira ordem observada,
e a sintese de moléculas que apresentavam mesofases mesmo sem a presenca de um
dipolo permanente sugeriu que este nao era o caminho correto.

Em 1949, Onsager propos um modelo onde o ordenamento era provocado pura-
mente por efeitos de volume excluido. Partindo da repulsao eletrostatica do tipo
estérica entre particulas coloidais, procurou explicar o ordenamento nematico através
de um calculo propriamente mecanico-estatistico. Especificamente, obteve correcoes
orientacionais, dependentes de forma, para uma expansao do virial. O célculo dessas
correcoes e das consequéncias para as propriedades termodinamicas de um sistema
desse tipo, feito a partir de primeiros principios, é bastante sofisticado e exige uma
quantidade consideravel de aproximacoes. Interagoes de repulsao estérica, ou de
carogo duro, sofrem com a divergéncia do potencial de interagao a curtas distancias,

dificultando a realizacao de médias estatisticas de maneira apropriada. Além disso,
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0
R—CO”

Figura 1.2: Estrutura molecular de um éster colestérico [4]. A presenga de multiplas
estruturas ciclicas (mas ndo aroméaticas) confere rigidez ao sistema, que da origem
a fases discéticas, embora nao sejam moléculas completamente planares. A letra R
indica possiveis radicais ligados a parte colestérica, e a letra C denota uma regiao
de cadeias saturadas que, diferentemente da parte ciclica, possui flexibilidade. Os
ésteres colestéricos sao moléculas quirais, podendo dar origem a fases com que-
bra espontanea de simetria quiral denominadas, nao surpreendentemente, “fases

colestéricas”.

esse formalismo do tipo coloidal corresponde a fases liotrépicas, e nao termotrépicas:
a variavel que controla as transicoes de fases é a concentracao do coloide em solucao,
e nao a temperatura. Onsager conclui que, de fato, mesmo concentragoes relativa-
mente baixas de coloides fortemente anisotrépicos em solugao desestabilizam a fase
isotrépica em relacao a uma fase nematica, mas esse modelo nao é capaz de responder

se essa fase nematica é de fato estavel:

(...) We shall investigate the possibility that a solution of rod-shaped
particles may form a nematic liquid crystal in which the distribution of
orientations of the particles is anisotropic, while the distribution of the
particles in space is homogeneous, and does not exhibit the periodic va-
riation of density which characterizes solid crystals (periodicity in three
dimensions) and smectic liquid crystals (periodicity in one dimension).
We shall show that the concentration of particles need not be so very
large (in terms of actual volume occupied) before the isotropic solution
becomes unstable, relative to an anisotropic phase of the nematic type.

Whether the latter will be stable, relative to other types of anisotropic

4



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

phases, is a question which involves much more dificult computations,
and we shall not try to settle it. [5] (...)

Seguro afirmar que, se Onsager considera este tipo de calculo “muito mais dificil”,
devemos levéa-lo extremamente a sério. No entanto, antes disso, em 1942, Zwetkoff
ja havia proposto [6] um pardmetro de ordem para cristais liquidos nematicos que
se tornaria muito popular,
3(cos? ) — 1

S = — 5 (1.1)
onde 6 representa o angulo entre o eixo molecular de simetria e o diretor nematico
macroscopico. A média é uma média de ensemble sobre todas as moléculas do
sistema. A partir de 1958, Maier e Saupe propoem [7-9] um modelo muito mais
matematicamente tratavel do que o de Onsager, visando obter uma comparagao
mais direta com dados experimentais da transicao de primeira ordem nemética-
isotréopica. Utilizando uma formulagao de campo molecular, semelhante a maneira
como Pierre Weiss tratou o ferromagnetismo, Maier e Saupe optam por ignorar as
interagoes repulsivas e realizam uma expansao de multipolo para as interagoes do
tipo dispersivas coulombianas, que sao atrativas. Partindo de moléculas possuindo

um eixo molecular preferencial, algumas hipétesesﬂ sao explicitamente declaradas [8]:

1. Para as interacoes intermoleculares, apenas as for¢as puramente
dispersivas sao consideradas (elementos perturbativos de segunda
ordem de interagdes coulombianas). E presumido, portanto, que
as interagdes entre dipolos elétricos permanentes (e momentos per-
manentes de ordem mais alta) sdo de importancia apenas para o
arranjo dos centros de massa e contetido energético da distribuicao
de eixos isotrépica, enquanto que, para a ordem nematica, nao pos-

suem papel significativo;

2. Apenas o elemento dipolo-dipolo das forcas dispersivas é conside-
rado, pois os elementos de ordem mais alta (dipolo-quadrupolo,
etc.) provavelmente nao exercem influéncia consideravel na ordem

nematica;

3. A influéncia de forgas repulsivas (o “formato molecular”) ¢é inicial-

mente ignorado;

!Tradugdo do autor a partir do original em alemdo. Embora exista uma traducdo de [7] no
capitulo C3 de [3], este trabalho é uma letter extremamente curta e direta ao ponto. Por outro lado,
os trabalhos onde as hipdteses sao claramente postuladas e os cdlculos realizados explicitamente,

refs. [8, /9], ndo possuem traducdo do alemao ou, se possuem, nao sdo tao facilmente encontriveis.
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4. S6 moléculas no estado fundamental sao consideradas. A partir
desse estado, é realizada uma expansao perturbativa para obter a

energia da interacao dispersiva.

Parafraseando o texto original a fim de torna-lo mais compreensivel: partindo
de um estado fundamental |t)g), é realizada uma expansao multipolar perturbativa,
propriamente quantica, da interacao coulombiana entre duas moléculas, a partir da

qual é obtido um parametro de ordem,
3
S:1—§@mw), (1.2)

e uma energia orientacional da interacao dispersiva,

U=AS (1 - g sen” Qg) =A (1 - g (sen® 0>) (1 - g sen” 95) : (1.3)

com A representando a escala de energia e £ um indice molecular. Essa escala de
energia A inclui uma média sobre as orientagoes do vetor r15 que liga os centros de
massa de duas moléculas: a interacao obtida considera apenas orientacao relativa, e
nao a posicao relativa. A definicdo do parametro de ordem é, com algum rearranjo,
idéntica a de Zwetkoff mas, agora, derivada apropriadamente de um calculo pertur-
bativo quantico. O parametro de ordem é obtido de forma autoconsistente através

da equacao integral de estado

jus
2

(sen? 6)) = o2 sen® 0y exp (=U/kgT)do,

fog sen 6, exp (—U/kpT)d0, ’

(1.4)

junto & condicio de equilibrio (sen?;) = sen?d. Como S depende diretamente de
(sen?6,), a equacao de estado define S. Pela precariedade do poder computacional
a época, foi utilizada uma representacao aproximada das integrais, que pode ser
integrada analiticamente para se obter uma equagao transcendental algébrica mais
facil de se resolver numericamente.

Atualmente, a notacao predominante é a proposta por Zwetkoff, em termos de
cos? 0, e nao sen?f. O parametro de ordem S é dado pelo segundo polinémio de
Legendre para cosf, Py(cosf), que corresponde ao termo de quadrupolo de uma
expansao de multipolo. O modelo de Maier-Saupe prevé uma transicao de primeira
ordem entre um estado orientacionalmente ordenado e um estado isotrépico, e os
resultados sao razoavelmente proximos dos obtidos para a anisotropia orientacio-
nal através de medidas de susceptibilidade diamagnética, indice de refragao para
diferentes comprimentos de onda e absor¢ao no infravermelho e ultravioleta |7H9).

Uma maneira concisa de expressarmos a energia de interacao é na forma
U (cos0) = ug(Py) Py (cos ) = uy(S)S. (1.5)

6



CAPITULO 1. INTRODUCAO 7

Aqui, (P,) é a média de ensemble de P, (cosf). Vemos que a teoria contém apenas
um parametro livre, us, que corresponde a uma média da parte posicional da in-
teracao isotrépica, assim como uma combinacao de outros parametros de interacao
anisotrépicos. Este modelo foi posteriormente ampliado para uma expansao de mul-
tipolo mais geral, incluindo o préximo termo P, (cosf) na interagdo, com sucesso
moderado [10].

O modelo de Maier-Saupe proporcionou o primeiro calculo fisico-estatistico,
usando um modelo microscopico, realmente bem-sucedido para a descricao de fases
neméticas. E um modelo puramente atrativo, extremamente simplificado do ponto
de vista das interagoes moleculares reais mas, por conter apenas um parametro li-
vre, de consideravel poder preditivo. Embora as previsoes quantitativas do modelo
nao sejam totalmente compativeis com os resultados experimentais, elas sao muito
melhores do que as previsoes obtidas por outros modelos, como o de Onsager, por
exemplo. Dessa forma, a abordagem de Maier-Saupe se tornou paradigmatica na
area de modelagem de cristais liquidos. Uma descricao mais completa, técnica e
estendida do procedimento pode ser encontrada em [10] e, em menor grau, em [11];
a ref. |3] cobre praticamente um século de trabalhos histéricos, entre 1888 e 1980, e

contém traducoes de alguns artigos mais antigos e de dificil acesso.

’

E interessante comparar a abordagem de Maier-Saupe com a de Onsager: uma
se vale de interagoes dispersivas de longo alcance, através da aplicacao do campo
molecular, ou campo médio, enquanto a segunda utiliza apenas interagoes repulsivas
de curto alcance, do tipo estérico. A principio, faz sentido que as forcas intermo-
leculares relevantes fossem repulsivas, anisotrépicas, do tipo estérico, por conta da
presumida fraca intensidade e alcance das interacoes quadrupolares. No entanto, o
sucesso da teoria de Maier-Saupe aponta para algum mecanismo que justifica a in-
troducao desse tipo de interagao atrativa. Uma das hipdteses [12] para esse sucesso
¢ a formacao de aglomerados localmente ordenados através da interagao repulsiva
que, por sua vez, possuem uma interacao atrativa fraca mas de longa distancia
entre si. Neste sentido, podemos tracar um paralelo entre o caso liotrépico, onde
os aglomerados que interagem fracamente a longas distancias sao as micelas. Isso
também ofereceria explicagao para algumas das incompatibilidades qualitativas do
modelo com os experimentos: a persisténcia desse ordenamento local mesmo na fase
macroscopicamente isotropica faria com que a entalpia de transicao observada fosse

menor do que a prevista.

Neste trabalho, realizaremos alguns calculos para além da aproximacao de campo
molecular padrao, através de uma aproximacao de pares. A principal motivagao para
isto é a preservacao de alguma correlacao, mesmo na fase desordenada, numa tenta-

tiva de reproduzir mais fielmente o comportamento do sistema e reduzir a presenca

7
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de artefatos introduzidos pela auséncia de flutuagoes na aproximacao de campo mo-
lecular. Sabemos que isto nao é suficiente para alterar o comportamento critico
do sistema, que segue sendo cldssico (como em campo médio), mas pode nos dar
alguma informacao quantitativa complementar. A implementacao da aproximacao
de pares na rede de Bethe para modelos nematicos com discretizacao de estados
orientacionais ja foi realizada para misturas binarias de objetos uniaxiais de diferen-
tes formas |13] — discos e cilindros — mas ndo para objetos intrinsecamente biaxiais,
como faremos aqui, e também nao na presenca de campo externo aplicado. Além
disso, esse ultimo trabalho, ref. [13], nao encontrou fases biaxiais estaveis para a

mistura binaria.

Pouco apds os trabalhos bem-sucedidos de Maier e Saupe, Alben e Freiser nota-
ram que moléculas reais nao possuem simetria uniaxial mas sim, no minimo, simetria
biaxial. Com isso, e utilizando argumentos de simetria e expansoes fenomenologicas
para a energia livre, ao estilo de Landau, mostraram que deveria haver uma su-
cessao de transigoes isotrépica-uniaxial-biaxial, e que deveria também haver um
ponto de Landau, onde ha uma transicao continua e direta entre a fase biaxial e
a isotrépica |11} 14, |15]. Na proxima segao, vamos comentar brevemente o modelo
mais completo de interagao proposto por Straley, que segue sendo a base para o for-

malismo de Sonnet, Virga e Durand (SVD) que utilizaremos de fato neste trabalho.

Finalmente, é impossivel nao mencionar o trabalho de Pierre-Gilles de Gennes
que, em 1974, publica a primeira edicao do livro “The Physics of Liquid Crys-
tals” |16]. Podemos considerar essa obra o marco final desta era que intitulamos,
como este capitulo, “primeiros modelos”. Neste trabalho, de Gennes adota um
parametro de ordem tensorial Q, que possui uma relagao mais profunda com as
simetrias orientacionais das fases liquido-cristalinas, e que serd a base do forma-
lismo desenvolvido por Sonnet, Virga e Durand, que utilizaremos neste trabalho.
No livro de de Gennes, sao discutidas propriedades elasticas, hidrostaticas, hidro-
dinamicas, arranjos experimentais diversos, fases nemadticas, esméticas, colunares
e colestéricas. A abordagem fenomenoldgica, ao estilo de Landau (origem da ex-
pressao “teoria de Landau-de Gennes dos cristais liquidos”), é proeminente, assim
como a caracterizagao experimental de fases, de seus defeitos e efeitos de superficie.
A énfase é, claramente, em uma descricdo continua. Por outro lado, a mecanica
estatistica microscopica das interagoes é discutida muito brevemente, e interacoes
termotropicas intrinsecamente biaxiais sao quase ausentes, tanto da edi¢ao original,
quanto da edigao revisada e expandida de 1995 [4]. E um livro absolutamente in-
dispensavel mas, para uma visao um pouco mais moderna e atualizada do tdépico,
pode ser muito bem pareado com outro livro, “Biaxial Nematic Liquid Crystals”,
publicado por Luckhurst em 2015 [17].
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AN

Figura 1.3: Representacao de um cubdide de simetria Ds;,, com eixos principais

dados por 0y, Ny, Ng3.

1.3 Modelo de Straley

Os trabalhos de Alben e Freiser sugeriram a possibilidade de uma mesofase biaxial,
além da fase nematica uniaxial ja conhecida. No entanto, diferente do modelo de
Maier-Saupe, baseado em uma simplificacao da interagao microscopica, suas pressu-
posicoes eram estritamente fenomenoldgicas: € justo afirmar que o primeiro trabalho
é uma aprozrimacao fenomenologica ao estilo de Landau-de Gennes, enquanto o se-
gundo é uma aproximacao de campo molecular a partir uma interacao microscopica.
Pouco depois da publicagao destes resultados fenomenolégicos, Straley propds um

modelo microscopico de interacao entre duas moléculas nematogénicas muito mais

geral que o de Maier-Saupe [18]. Vamos comegar com dois sistemas de coordenadas
ortonormais que descrevem o estado orientacional de cada molécula, um formado
pelos versores Ay, Ay, i e outro por N}, N, i, O momento de dipolo ¢ irrelevante:
estamos interessados apenas na direcao dos vetores, e nao no sentido. Queremos,
portanto, uma interacao quadratica em relacao aos cossenos diretores e simétrica
por inversao dos eixos do sistema de coordenadas. Além disso, a forma da interagao
deve ser simétrica por permutacao de particulas. Até ordem quadratica, podemos

expressar a interacao mais geral entre os versores de cada molécula, satisfazendo os
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requerimentos anteriores, comd]

V=a+ g 1308 84)7 = 1] + 29 (8 - 84)° = (B - 8)°] +
or,.. . .. . .
5 [ 85)° + (B - 8)° — (B - 8)° — (R - 85)°] (1.6)

Também podemos escrever essa interacao utilizando o conjunto de angulos de Euler
Y, 0, ¢, que transforma um sistema de coordenadas no outro através de rotagoes. A
principio, essa interacao se aplica a moléculas de qualquer simetria. Vamos impor
mais uma condigao, desta vez para as moléculas. Trabalharemos com moléculas que
possuem simetria Doy, ou seja, cubdides: paralelepipedos cujas faces sao retangulos.
A figura é exemplo de molécula cubdide, possuindo simetria Doy, e seus eixos
principais. Com isso, precisamos que qualquer fungao de distribui¢ao ou parametros
de ordem sejam invariantes em relacao a esse grupo de transformagoes. Explicita-

mente, em fungao dos angulos de Euler, escrevemos

Y=Y+,
¢—¢+m,
0—>m—0, ¢—>7m1—0, v— —1. (1.7)

Com essas condigoes de simetria, podemos mostrar que é possivel obter uma base
consistindo de nove fungoes trigonométricas. Quatro dessas serao definidas como
nossos parametros de ordem, e Straley argumenta que as outras cinco podem ser
ignoradas com uma escolha adequada de eixos para os sistemas de coordenadas.

Temos, entao,

o (3 005229 — 1)7

F, = sen? 6 cos 2¢,
F3 = sen® 6 cos 21,

1
Fy = 5 (1 + cos? 9) cos 2¢ cos 21 — cos # sen 2¢ sen 21). (1.8)

Em termos dessa base de fungoes, podemos reescrever a interagao microscopica entre

os eixos principais {fij, fi, N3} e {A}, 5}, como

Vi=a+pF(0)+7[F2(0,0)+ F5(0,¢)] +0F4(,0,0). (1.9)

2Notamos, aqui, que 3 corresponde a um parametro de interacdo, ndo a temperatura inversa,
e que a nao tem relagado com a varidvel que utilizaremos, mais a frente, para designar um campo
externo aplicado. A notacdo na drea dos cristais liquidos é profusamente variada, merecendo até
uma publicagao apenas para listar seus polimorfismos e equivaléncias entre dezenas de definigoes
distintas para os parametros de ordem [19]. A notagdo original de Straley foi mantida para evitar

confusoes maiores ainda.

10
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Os parametros de ordem sao dados p01E|
S=(F), T=(F), U=/(F3), V=(F)). (1.10)

Claramente, S corresponde ao parametro de ordem de Maier-Saupe. O préximo
passo possui um paralelo com o que faremos posteriormente, discretizando os esta-
dos orientacionais. O modelo de Straley é um modelo de estados continuos, onde os
angulos de Euler podem tomar qualquer valor real, mas que utiliza um esquema de
discretizagao para relacionar fisicamente as dimensoes de uma molécula possuindo
simetria Dy, aos parametros da interacao. Curiosamente, esse esquema € remines-
cente do modelo de Onsager. Dadas duas moléculas cubdides, de dimensoes L, B, W,
sao consideradas seis orientacoes relativas: uma onde seus sistemas de coordenadas
coincidem e as outras obtidas através das permutacoes dos eixos do sistema de
coordenadas de uma delas. A energia de interagao para cada estado é obtida consi-
derando o volume excluido entre elas, para cada orientacao, como sendo equivalente
ao custo energético orientacional. Disso, decorrem relagoes entre os parametros de
interacao e as dimensoes fisicas das moléculas, que sao exatas nos casos em que os ei-
xos dos dois sistemas de coordenadas sao paralelos, e que fornecem uma interpolacao

aproximada nos outros casos:

2(L+W) (W + B) (B + L) +8LBW

3 7
- —2B (W?+ L?) —2W (L* 4+ B?) + L (W? + B?) + 8LBW
— . ,
(L~ BW)(B-W)
— 5 :
§=—L(W —B)*. (1.11)

O termo « apenas redefine o zero de energia do sistema, e podemos ignora-lo. Temos,
entao, trés dimensoes fisicas e trés parametros de interacao. O limite L > B~ W
corresponde a uma molécula longa, de secao transversal aproximadamente quadrada,
que reproduz aproximadamente o caso de moléculas cilindricas: ¢é o caso calamitico.
Por outro lado, o caso L &~ B > W descreve uma molécula com formato de placa,
de espessura muito menor que os lados: corresponde, aproximadamente, ao caso
disc6tico. A campo nulo, as fases uniaxiais calamitica, ou positiva, N7, e discética,

ou negativa, IV, estao conectadas por uma relacao de simetria. Os parametros

3Como mencionado anteriormente, essa notacdo é a originalmente utilizada por Straley. Po-
demos ver que ela é extremamente confusa: V é utilizado tanto para o potencial, equagao [1.6
quanto para o parametro de ordem; 71" pode ser confundido com a temperatura, assim como [,
mencionado anteriormente, pode ser confundido com a temperatura inversa; U costuma designar
energia potencial mas, aqui, também é um parametro de ordem; e S possui o mesmo problema

pois, em geral, simboliza entropia, mas ja é uma ambiguidade herdada de Maier e Saupe.

11
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(cr, B,7,0) obtidos pelas dimensoes (L, B, W) sao os mesmos, a menos de uma cons-
tante de proporcionalidade, que os obtidos pelas dimensoes (W, LW/B, L). Isso
implica que as fases calamitica e discotica uniaxiais descrevem situagoes fisicas equi-
valentes. O caso (L, (LVV)l/2 , W), entre os dois extremos - B =Le B =W —
é autossimilar. Além disso, o que é relevante para o diagrama de fases do sistema
¢ a magnitude de B em relagdao aos dois extremos, L e W. Nesse sentido, fixadas
essas dimensoes (distintas, e com L > W), apenas B é relevante. Podemos entao,
variando apenas B entre esses extremos, obter um diagrama de fases em funcao do
grau de biaxialidade, onde o caso autossimilar divide duas regioes conectadas pela
relacao de simetria.

O modelo de Straley representa a interacao quadréatica mais geral possivel entre
duas moléculas de simetria Dsyy,, respeitando a simetria de permutacao de moléculas.
No entanto, da maneira apresentada acima, ha apenas dois parametros livres, B e
a escala de energia que, da maneira como apresentamos acima — e que também
¢ a maneira como Straley apresenta — nao fica imediatamente ébvia. A relagao
estabelecida entre as dimensoes fisicas da molécula e os parametros do modelo,
interpolando entre os seis volumes excluidos possiveis, € o que nos permite essa con-
cisao. Veremos mais adiante que o modelo de Straley, ou seja, a interacao proposta,
complementada pela interpolacao de energias utilizando o volume excluido, corres-
ponde a “aproximacao de média geométrica”. No préximo capitulo, discutiremos
uma forma alternativa, mas equivalente, para a interacao descrita neste capitulo, que
tem o modelo de Straley, ou modelo de média geométrica, como um caso particular

de escolha de parametros.

12



Capitulo 2
Formalismo de Sonnet, Virga e Durand

O modelo — ou formalismo — de Sonnet-Virga-Durand (SVD) utiliza dois tensores:
um tensor nematico uniaxial q, ja muito utilizado desde os anos 70, e um tensor b,
que representa o estado orientacional da molécula nas direcoes perpendiculares ao
eixo uniaxial. Com esses tensores, é possivel expressar a mesma interacao geral de
Straley, mas utilizando trés parametros livres ao invés de dois. Escolhas e restrigoes
especificas destes parametros darao origem a modelos diferentes. A vantagem em
utilizarmos a expressao “formalismo SVD” é que podemos nos referir a escolhas
particulares de parametros dentro desse formalismo como modelos especificos. Em
particular, trabalharemos com duas escolhas: o modelo de média geométrica e o
modelo desacoplado.

O formalismo de dois tensores é construido da seguinte maneira: para uma
molécula com simetria Dy, como a mostrada na figura [1.3] com eixos principais
dados por {fij, g, N3}, e um sistema de coordenadas externo, ou “do laboratério”,
dado por {X,¥,Z}, os tensores microscépicos descrevendo seu estado orientacional
sao0

C3npehn; —1

5 (2.1)

b =i, ® Ny — N3 @ N3, (2.2)
onde ® simboliza o produto tensorial, ou diddica, entre os versores 7i,. Em termos

de suas componentes, temos

¢ = —3%”1{2_ Op (2.3)

o pov v
b = nhnf — nfnj, (2.4)

onde os nf sdo as projegoes do eixo molecular fi; no eixo i € {X,y,z} do sistema

de coordenadas do laboratério e ¢, ¢ a funcao delta de Kronecker. O tensor q

13



14 CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND

corresponde a parte uniaxial do momento de quadrupolo, dependendo apenas de iy,
enquanto b representa a componente biaxial do momento.
De acordo com Sonnet, Virga e Durand [20], o hamiltoniano de interagdo mais

geral entre duas moléculas i e j, equivalente a interacao de Straley, é dado por
Hij=—Usldi-q; +7v(ai-bj+b;-q;) + Ab; - by], (2.5)
onde o produto escalar entre tensores representa o produto interno de FrobeniusE] ,

(A,B)=A-B=> A"B" =TrA"B="TrAB, (2.6)
uv

pois os tensores sao, por construgao, simétricos, com A" = AY". Assim como no
modelo de Maier-Saupe, a escala de energia U, contém uma média implicita sobre
todos os possiveis vetores 7;; que ligam os centros de massa das duas moléculas,
ou seja, uma média sobre a posicao relativa das moléculas. Dessa forma, a energia
de interagao é a mesma para duas moléculas com orientacoes relativas iguais, mas
posicoes relativas distintas. Uma das consequéncias disso é que essa teoria nao com-
porta discussoes sobre constantes elasticas: orientacgoes relativas iguais mas posicoes
relativas distintas podem dar origem a modos eldsticos diferentes. Na auséncia de

campo externo, a energia total do sistema é dada por

H=—UsY [ai-q;+7(a-b;j+b;-q;)+ b by, (2.7)
{i.7}

onde a soma é entre pares de primeiros vizinhos. A interacdo acima é a mais ge-
ral possivel, mas escolhas de parametros {7, A\} correspondem a representagoes de
interacoes especificas entre moléculas nematogénicas intrinsecamente biaxiais. A es-
colha {y =0, A = 0} recupera a interagdo de Maier-Saupe em um modelo definido
na rede, ou seja, o modelo de Lebwohl-Lasher [21]. A escolha mais utilizada, justifi-
cada por corresponder a aproximacao dispersiva de London — e que produz resultados
equivalentes ao modelo de Straley — é A = +2, ou “modelo de média geométrica”,

onde simplificamos a descricao do estado orientacional de uma molécula como
Q =q+1b, (2.8)

gerando uma interacao analoga ao modelo de Maier-Saupe mas, agora, com uma

componente biaxial:

,Hm‘ = —U()Qi . Qj = —Uo (ql- + ’)/bl) . (qj + ’)/bj) . (29)

LA rigor, os fndices superiores ou inferiores sdo dependentes do cardter covariante ou contrava-

riante dos tensores. Aqui, ndo nos preocuparemos com isso, pois nao fard diferenca.

14
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A popularidade desta escolha de parametros vem da interpretacao desse modelo
como resultante de forgas de London puramente dispersivas. No entanto, faz-se ne-
cessario um pequeno comentario sobre essa afirmagao. Embora seja extremamente
popular na literatura, a motivagao desta escolha é sempre colocada de maneira vaga,
com a justificativa de que corresponde a “forcas de dispersao de London”. Frequen-
temente, é citado um artigo de 1975, por Luckhurst et al [22], onde é realizada uma
expansao de multipolos para um potencial genérico. As contas relativas as forcas de
dispersao se encontram em um apéndice e o procedimento é razoavelmente compli-
cado. Além disso, o artigo trabalha com coordenadas esféricas, o que dificulta um
pouco mais o entendimento. Todos os trabalhos que utilizam o modelo de média
geométrica se referem a esse artigo original, sem maiores explicacoes, e sem nenhuma
tentativa de tornar a justificativa para essa escolha mais inteligivel do ponto de vista
fisico: é um bom exemplo de um mau héabito cientifico, simplesmente reproduzir um
fato ou um resultado apoiado simplesmente em literatura anterior, acriticamente.
Guarda um paralelo, também, com a exaustiva citacao dos trabalhos originais de
Maier e Saupe em alemao sem que o conteudo dos artigos — como, por exemplo, as
hipdteses de trabalho mencionadas na introducao — mas sua mera ezisténcia, seja
relevante para as citagoes. Aqui, tentamos remediar um pouco essa falha.

A explicacao fisica mais habitual para as forcas de London é: moléculas neutras
sofrem, espontaneamente, flutuacoes em sua distribuicao de carga. Essas flutuacoes
interagem com moléculas adjacentes e, por sua vez, geram uma polarizacao indu-
zida. As forgas resultantes entre os dipolos instantaneos induzidos, provocados pelas
flutuacgoes de distribuicao de carga, sao chamadas “forcas de dispersao de London”.

A energia de interacao entre moléculas dissimilares é dada por

dgisp 2 (Llzonas)

pdisp o 217272 2.10
12 3(I; + I)rs’ (2.10)

onde I, é a energia de ionizagao de cada variedade, «, sua polarizabilidade vo-
lumétrica e r a distancia entre as moléculas. Na realidade, a explicagao utilizando
dipolos instantaneos nao é satisfatéria. A expressao acima foi obtida por London [23]
através de — notem o tema recorrente — uma expansao perturbativa de segunda or-
dem para a interagao coulombiana quantica entre as moléculas: a interpretacao —
classica — em termos de dipolos instantaneos é uma tentativa posterioxﬂ de atribuir

uma explicagao intuitiva ao fenomeno:

2No entanto, aqui, ao contrario do caso Maier-Saupe, temos uma cuidadosa traducao do artigo
original para o inglés [24]. A tentativa posterior de fornecer uma descri¢do mais alegérica, menos
rigorosa, vem de um trabalho do préprio London, esse originalmente em inglés [25]. Importante
notar que o artigo original, nao-rigoroso, em inglés, é de 1937, enquanto a traducao do artigo em
alemao é de 2000.

15
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“(...) Dispersion is an effect that cannot easily be understood in classical
terms, but it arises because the charge distributions of the molecules are
constantly fluctuating as the electrons move. The motions of the elec-
trons in the two molecules become correlated, in such a way that lower-
energy configurations are favoured and higher-energy ones disfavoured.
The average effect is a lowering of the energy, and since the correlation
effect becomes stronger as the molecules approach each other, the result

is an attraction [26] (...)”

Para representar analiticamente e de maneira muito mais simplificada o efeito dessas
forgas (geralmente na drea de dindmica molecular), utilizamos — quase que universal-
mente — o potencial de Lennard-Jones. Semelhante ao potencial obtido por London,
possuindo uma parte atrativa de longo alcance, uma parte repulsiva e um minimo,

o potencial de Lennard-Jones é definido como

v = e[ (9)"- (2)] 2.11)

A constante € > 0 afeta apenas a escala de energia, enquanto o parametro o de-
termina a distancia » = ¢ para a qual o potencial é nulo. Para distancias menores
do que o, a derivada do potencial é negativa (repulsivo), e tenta captar o efeito de
volume excluido. Para distancias maiores que o, é a derivada é positiva, represen-

6 e se aproxima de

tando um potencial atrativo, de longo alcance, que varia com r~
zero conforme r — oo. Entre r = 0 e r = 0o, hd um pogo de potencial com um
minimo global.

Podemos comentar dois fatos imediatos sobre o potencial de Lennard-Jones:
assim como a interacao de London, é uma interagao isotropica, dependendo apenas
da distancia r entre as moléculas, e nao de sua orientacao relativa. Além disso, e
diferentemente da energia de interacao de London, o potencial de Lennard-Jones
presume moléculas idénticas. Do contrario, teriamos € e o diferentes, e precisamos
compensar essa diferenca de alguma maneira. Esse é o ponto onde precisamos
das ditas “regras de combinagao” [27-29]. Uma delas é a regra de Lorentz, ou
média aritmética, onde modelamos a interagao entre duas variedades utilizando os
parametros

o1+ 02 €1+ €

€12 = —5— (2.12)

Essa regra é exata para esferas rigidas de raio o,. E fécil constatar que a distancia

efetiva entre os centros das esferas é dada pela soma de seus raios. Outra regra de

combinacgao é a regra de Berthelot, ou média geométrica, onde

01+02

019 = 9 , €12 = \/€1€9. (213)

16



CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND 17

A “média geométrica” se refere a raiz quadrada do produto das energias de interagao
€. Além disso, é possivel considerar moléculas com polarizabilidades tensoriais e
aplicar o mesmo principio utilizado no caso de moléculas isotropicas distintas. No
entanto, nao muitas referéncias que descrevam o caminho entre a conta quantica
e a aproximacao de média geométrica aplicada aos modelos habituais para cristais
liquidos. Em geral, os trabalhos que utilizam essa aproximacao citam sempre o
mesmo trabalho de Luckhurst et al. [22]. As referéncias [26] e [30], assim como o
primeiro capitulo do livro de Chaikin & Lubenskym [2], contém derivagoes bastante
completas do problema quantico, incluindo diversas aproximacoes possiveis, e vale
a leitura para os mais interessados.

Independentemente da origem do nome e da conexao com as forgas dispersivas,
outra motivacao [31] para o uso dessa aproximagao vem do tensor de inércia de um
elipsdide assimétrico de densidade constante, que pode ser expresso no referencial

do centro de massa molecular como

1+A 0 0
Q= 0 1-A 0 |, (2.14)
0 0 -2

quando o sistema de coordenadas da molécula coincide com o do laboratorio. Outras
representacoes dos tensores sao obtidas por rotagoes do sistema de coordenadas. O
parametro A pode ser relacionado as dimensoes lineares do objeto. Vemos que, em
termos dos tensores q e b,

Q = —2q + Ab, (2.15)

para uma escolha particular de indices do sistema de coordenadas. Se considerarmos
uma interacao entre os tensores de inércia como um potencial de torque médio tal
que

V o< UpS2 - (§2), (2.16)

recuperamos o tipo de interacao descrita pela aproximacgao de média geométrica, com
A sendo substituido por —2v no contexto do formalismo de dois tensores. Uma de-
rivagdo mais sofisticada pode ser encontrada em [32], utilizando varidveis dinamicas
para um oscilador harmoénico, mas baseada no mesmo principio. O diagrama de fa-
ses obtido é topologicamente idéntico ao modelo de média geométrica. A influéncia
de um campo externo ja foi estudada neste modelo, restrita a uma interacao pura-
mente uniaxial com o campo aplicado, ou seja, com um tensor de susceptibilidade
diamagnética possuindo dois autovalores iguais [33, [34], e com biaxialidade do ten-
sor de resposta diamagnético igual a do tensor de ordem [35], além de versdes muito
mais simplificadas [36], puramente fenomenolégicas [37, |38 e calculos de Monte

Carlo [39]. Fundamentalmente, poucos trabalhos apresentam diagramas de fase e
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18 CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND

exploram a variedade de topologias possiveis em funcao dos parametros do modelo.
Vamos obter uma forma mais geral de interacao na proxima segao, e obter alguns

diagramas de fase e topologias gerais no capitulo [5

Outra escolha popular é v = 0, ou “modelo desacoplado”, resultando em uma

interacao da forma

Os argumentos para essa escolha podem ser justificados pela maior influéncia do
parametro A na topologia do diagrama de fases e nas temperaturas de transi¢ao [40].
O modelo desacoplado é, as vezes, denominado “modelo de Sonnet-Virga-Durand”
na literatura, o que pode gerar confusao com o modelo completo, que também é
chamado pelo mesmo nome em alguns lugares. Aqui, vamos chamar o formalismo
de dois tensores em seu aspecto geral de modelo SVD e o caso especifico acima de

“modelo desacoplado”.

2.1 Campo externo aplicado

2.1.1 Caso uniaxial

Precisamos, agora, fazer uma discussao sobre as diferentes maneiras como o campo
pode agir sobre o sistema. A interagao mais comum na literatura é introduzida como

um termo diamagnético no hamiltoniano,

E (ﬁ) - —M (2.18)

expresso explicitamente em termos de n;. O sinal da susceptibilidade anisotrépica
Xo determina se a molécula tende a se alinhar com o eixo nematico na diregao
do campo ou perpendicular a ele. Embora este termo possa ser utilizado para,
de maneira andloga, descrevermos uma interacao dielétrica, vamos focar no caso
magnético. A interacao diamagnética entre moléculas é muito mais fraca do que a
dielétrica, o que nos permite considerar a interacao do campo como sendo uma soma

simples de interagoes de corpo unico.

Se considerarmos que o tensor de susceptibilidade diamagnética, no referencial

18
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{fy, o, A3}, ¢ da formaf]

xt 0 0
x=1 0 x. 0 [, (2.19)
0 0 X”

com X1 # X||, a interagao descrita anteriormente ¢ adequada: temos uma molécula

puramente uniaxial, e podemos expressar a energia de interacao como

HTxH 1
Usando
H-H=H?=H?+ H?+ H2, (2.21)

reescrevemnmeos a energia CcOo1mo

_HTTXH _ _% [XLHT + X0 (H? = HY — H3) + X H3]
= —% [XCH? + (x) = x) H3]
= —% (XL H?+ x.Hj3)
_ _xa2H§ B, (2.22)

onde Fy é uma constante que, como H?, nao depende do estado orientacional, mas
apenas da intensidade do campo. O termo que nos interessa depende do estado
orientacional através da componente Hs do campo externo aplicado. A suscepti-
bilidade anisotrépica y, pode ser positiva ou negativa. O tensor x é diagonal no
referencial da molécula, e escolhemos o eixo de simetria uniaxial — ou seja, o elemento

nao-degenerado da diagonal — como
n=\,20 1. (2.23)

N\ 2
Vemos, entdo, que a equivaléncia entre a componente Hz e <ﬁ1 -H ) é apenas uma

transformacao entre os sistemas de coordenadas da molécula e do laboratério. No

3Aqui, e mais & frente, quando escrevermos f; explicitamente, parecerd uma escolha estranha
considerar o elemento nao-degenerado do tensor como sendo X33, € nao x11, por conta do indice
de ;. A razdo para isso é que, no sistema de coordenadas cilindrico, o eixo de simetria costuma
ser o eixo Z, equivalente aqui ao versor fi; no sistema de coordenadas da molécula. Essas escolhas

sao arbitrarias e nao devem impactar o resultado final, contanto que sejam consistentes.
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20 CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND

sistema de coordenadas do laboratério, podemos reescrever essa interacio comd]

5\ 2
(i B) i e, -
a 2 R T 2 ’ (2:24)

onde n{ corresponde a projecao (i - fi), p € {X,¥,2}, e estamos utilizando a con-
vencao de soma de Einstein sobre indices mudos repetidos. Para um campo externo
da forma H = H Z, é claro que apenas a componente nin; ¢ diferente de zero.

O hamiltoniano completo com o campo externo aplicado inclui os tensores q e
os eixos moleculares Ny, mas eles nao sao independentes. Por isso, é interessante
analisarmos a possibilidade de incluir a interacao com o campo externo utilizando
apenas q e, posteriormente, b. Ao contrario do caso anterior, onde definimos o tensor
de susceptibilidade como sendo diagonal, vamos fixar o sistema de coordenadas do
laboratério através do campo externo. Em outras palavras, ao invés de fixarmos a
componente x** como sendo distinta das outras duas componentes do tensor diagonal

X, vamos fixar H como

0
H=| o |. (2.25)

H,
O tensor q representa o estado orientacional da molécula em relacao ao sistema de
coordenadas do laboratério. Vamos considerar, inicialmente, um tensor genérico,

que nao precisa ser diagonal. Temos agora
E=—cH"qH = —cH,¢""H,, (2.26)

para alguma constante de proporcionalidade c. Pela definicao do campo externo,

essa expressao imediatamente se reduz a
E =—cH,H,q*, (2.27)

pois todas as outras componentes do campo sao nulas. Mas, em termos de 1, temos

H,H,
E = —cH,q""H, = —% (3nkm¥ — 6,,)
3ntnvH H,
— e (% _m, HV(;W)

3
= _30 (nYnyH,H,) + cH,H,
3
= —56 (nfnyH,H,) + cH”. (2.28)

4Como ja mencionado, ndo vamos nos preocupar, aqui, com notacao de indices co- e contrava-
riantes: rigorosamente, o campo magnético é contravariante e deveria ser expresso como H?, e nao

H.. Isso nao fara diferenga para nds.
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O segundo termo ¢ independente da orientacao e pode ser ignorado. Se o campo
possui apenas uma componente diferente de zero, podemos estabelecer a equivaléncia
entre o primeiro termo e a definicao anterior da interagao com o campo e concluir

que

Xa
A 2.29
o=, (229)

ou seja,
. N 2 <ﬁTqH>
E (H) _ _% <ﬁ1 : H) = —%—. (2.30)

O hamiltoniano compatibilizado se torna

H 3Xa 73 7
T = {qi'CIj‘i"Y(qi‘bj+bi'qj)+)\bi'bj+ 2AHT(qi+qj)H} , (2.31)
i)

e o caso habitual, com

H=1 o |, (2.32)
H,
nos dd um hamiltoniano simplificado,

H
—70 :{Z} [qi-qj+7(q1"bj+bz"Qj)+)‘bi'bj+h(q£‘zz+qu>} ’ (2‘33)
i,J

Ccom
3XaH2 _ 3xadT?

2U,  2U,

h= (2.34)

2.1.2 Caso biaxial

Vamos agora estender a analise para um caso biaxial mais genérico, e tracar nova-

mente um paralelo com um hamiltoniano expresso em termos dos tensores. Escre-

vemos
xu 0 0
x=1 0 x2 0 [. (2.35)
0 0 xs3
Entao
HTxH 1
- 2X B [XnH + X22 (HQ—HE—H;:?) +X33H§}
1
5 [X22H + (x11 — x22) Hi + (x33 — X22) Hg}
1
=5 DX H? + AHT + (A — A) H]
1 N\ 2
5 XQQH +A1 1’11 H> +(A1—A> <ﬁ3H> :|, (236)
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Novamente, o primeiro termo ¢é independente da orientagao, e estamos definindo
Xi1 = X33+ A, X2 = X33 +A— Ay, (2.37)

ou
A=x11— X33, A1 =x11— X2 (2.38)

Com essa definicao, quando A; = 0, x22 = x11; quando A = Aj, Y22 = X33; €
quando A = 0, y11 = x33. Se A > Ay, com ambos positivos, y33 < Y22 < X11,
e os outros casos sao simples de deduzirmos analogamente. Existem trés casos
especiais que fazem com que as susceptibilidades estejam igualmente espacadas.
%, A; = —A e Ay = 2A. Esses casos correspondem a biaxialidade
maxima da susceptibilidade diamagnética, mas com ordenamentos de intensidade

Sao eles A; =

Xii < Xj; < Xk distintos. Queremos expressar os resultados obtidos acima em
termos de interagoes envolvendo os tensores microscopicos q e b. Vamos entao

olhar agora para a interacao dada por

E=—aH"qH — CH"bH = —aH,¢""H, — CH,V" H,), (2.39)
onde « e [ ainda serao determinados. Expandindo em termos dos eixos microscépicos,
temos

3 Hopv 5 y
£ = =, | ) g — )
« 3
= §HNHH - H,H, [Tn‘fvﬁ + ¢ (nhny — n’gng)] . (2.40)

Ignorando o termo independente da orientacao, e considerando que H possui apenas

uma componente diferente de zero, podemos escrever
3a " " "

Como os eixos Ny, Ny, N3 definem um sistema de coordenadas ortonormal, para cada
componente u,

ninf + nhnk +nknf =1, (2.42)

podemos eliminar a dependéncia em n, para obter

3
B =, | Sttt + ¢ (1= nf — 2ot

3
=—(CH,H,—H,H, [(7 — C) ninl — 2§n§n§] : (2.43)
Também podemos relacionar o e ( com A e Ay,
_9¢ = AsA o = AtA
{ S_Q_C_Z_l — C_A—6A1 : (2.44)
2 2 =
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A interacao equivalente, em termos dos tensores, para um campo com apenas uma

componente, é dada por

i} LT/AFAN 2r = (A=A = =
E<H>:—§[< J; 1)HTqH+(Tl) HTbH}, (2.45)

ou, em termos das susceptibilidades,

B <H> -2 K X1 >§22 X33) HTqi + (%) HTbH] . (2.46)

Fica claro que, com A; = A, x99 = X33 € essa expressao se reduz a

E (ﬁ) _ —% K%) ﬁTqﬁ] , (2.47)

que podemos comparar com o caso uniaxial e obter

A =2 (2.48)
2
Ou seja, x, > 0 implica A > 0 e vice-versa. Por outro lado, quando A; = —A e
X1t = X33 + A, X2 = X33+ 24, (2.49)

e temos um tensor de susceptibilidade maximalmente biaxial com x33 < x11 < X22,

se A >0, ey < x11 < X33, ¢ A < 0. Neste caso, a interacao é dada por
- A =7 =
E (H) ~—SH"bH. (2.50)

No préximo capitulo, obteremos os diagramas de fase para o modelo de média
geométrica e para o modelo desacoplado utilizando as duas escolhas para a ani-
sotropia que acabamos de descrever: uma interacao diamagnética exclusivamente
com o tensor q e uma interagao diamagnética exclusivamente com o tensor b, mas,
a principio, o procedimento descrito nesta secao permite a descricao de qualquer
forma de interacao biaxial com um campo externo, com a unica restricao de que o
tensor de susceptibilidade diamagnética seja diagonal no mesmo sistema de coorde-

nadas que diagonaliza os tensores de interacao q e b.

2.2 Discretizacao de Zwanzig

A motivagao para o esquema de discretizagdo que vamos utilizar em nosso trabalho
vem do modelo de volume excluido de Onsager, que descreve um gas de cilindros
longos com repulsao estérica. Como mencionado, o tratamento matemético desse

problema é extremamente dificil, mesmo em aproximacao de campo molecular, e
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Zwanzig propos [41] uma simplificagdo: ao invés de permitir todas as orientagoes
relativas entre cilindros, os Unicos estados possiveis agora sao as orientagoes para-
lelas aos eixos do sistema de coordenadas. Isso restringe de infinitos para trés os
estados orientacionais, e permite que os célculos sejam realizados com muito mais
facilidade. Esta proposta nao foi imune a criticas: o proprio Straley, em um artigo

extremamente curto e direto, afirma,

(...) There are three distinct uses to which the Zwanzig model can be
put: (1) It is an abstract statistical mechanical model which exhibits
a phase transition. Such systems have an interest in their own right.
(2) The parent Onsager theory even in lowest order leads to a nonlinear
integral equation. Thus in the course of developing applications and
extensions of the Onsager theory, it may prove useful to start with the
Zwanzig model and check out new techniques in that context. (3) The
results of the Zwanzig model might be regarded as approximations to the
Onsager theory, and thus applied to real liquid crystals. The principal
contention of this paper is that this third use is improper. [42](...)

A razao pela qual a discretizacao de Zwanzig seria imprépria é que ela forca o
ordenamento do sistema de maneira muito mais agressiva do que o caso continuo.
No entanto, para obtermos resultados qualitativos sobre a topologia do diagrama
de fases dos modelos gerados pelo formalismo SVD, o esquema de discretizacao de
Zwanzig ¢é suficiente, e concorda com os resultados obtidos utilizando-se um continuo
de estados [33, 43, 44]. Posteriormente, iremos além da aproximagao de campo
molecular basica. Para isso, adicionaremos flutuacoes no sistema através de uma
aproximacao de Bethe-Peierls, implementada como uma solugao exata na rede de
Bethe.

Para implementar a aproximacao de Zwanzig, vamos restringir os tensores q e b
a formas diagonais. Isso significa que nf'ny = d,,, ou seja, os eixos moleculares sao

paralelos aos eixos do laboratorio. Temos seis permutacoes possiveis, resultando nos

24



CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND 25
estados seguintes:
1) {ﬁlzi,ﬁ22y7ﬁ322}
1 0 0 0 0
q: 0 —% 0 5 b: 1 O )
o 0o -1 00 -1
2) {h=%xM=2103=y}
1 0 0 0 0 0
q=|0 -3 0 |, b=]0 -1 0 |;
o o -1 0 0
3) {f, =9,y =% 13=2}
-2 0 0 0 0
q= 0O 1 0 , b= 0 0 :
0 0 —3 0 -1
4) {f; = 9,0y = 2,03 = X}
-2 0 0 -1 0
q= 0 1 0 , b= 0 0 :
0 0 —31 0
5) {f; =20, =% fi3=9}
-3 0 0 0 0
0 0 1 0 0
6) {ﬁlzi,ﬁQIy,ﬁgzi}
-3 0 0 -1 0
q=| 0 -2 0|, b=] 0 1 (2.51)
0 0 13 0 0



26 CAPITULO 2. FORMALISMO DE SONNET, VIRGA E DURAND

Fisicamente, essas permutagoes correspondem aos seis estados orientacionais onde
0s eixos principais {fi;, fig, i3} da molécula sado paralelos a algum eixo do sistema de
coordenadas do laboratério, {X,¥,Z}, o que implica, como dissemos antes, que os
tensores descrevendo os estados orientacionais da molécula sao todos diagonais no
sistema de coordenadas do laboratério. Esse sao, também, os estados orientacionais
relativos entre duas moléculas que Straley utilizou para calcular o volume excluido
e inferir os parametros de energia «, (3,7, 0 em seu modelo, em fungao de {L, B, W}.
O modelo SVD discretizado, com seis estados orientacionais, é referido na literatura
como modelo de Maier-Saupe-Zwanzig 6, ou MSZ6. Também é um modelo na rede;
portanto poderia ser também chamado, corretamente, de modelo de Lebwohl-Lasher-
Zanzwig, ou modelo Sonnet-Virga-Durand-Zwanzig, mas MSZ6 ja é a designacao

padrao utilizada na literatura e trabalharemos com ela.
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Capitulo 3
Aproximacao de campo molecular

Em primeiro lugar, torna-se valido um comentario sobre a diferenga conceitual entre
as aproximagcoes ao estilo de Landau-de Gennes e aproximacoes de campo molecular,
ao estilo de Pierre Weiss. A primeira se vale de uma expansao fenomenoldgica
da energia livre cujos termos sao determinados pelas simetrias do sistema fisico
macroscopico, enquanto a segunda parte de um modelo microscépico e aproxima
a restricao topoldgica da interacao local por uma interacao global entre todas as
moléculas. O resultado dessa interacao global é um hamiltoniano onde cada particula
interage com todas as outras, o que ¢ equivalente a uma interagao entre uma particula
e um campo correspondendo ao valor médio do parametro de ordem para o sistema
todo — o “campo molecular”. A simetria de permutacao de indices de particulas
resulta em uma condi¢ao autoconsistente entre o campo molecular e o parametro de
ordem local. O modelo com o hamiltoniano alterado, contendo agora interagoes de
longo alcance, pode ser resolvido exatamente. Conceitualmente, este procedimento
é muito diferente de uma aproximacao fenomenoldgica.

Nesta secao, vamos obter a funcao de particao, as equagoes de estado e o fun-
cional de energia livre para o modelo MSZ6, separado em trés casos: o modelo
desacoplado, o modelo de média geométrica e o modelo completo, mais geral. Rea-
lizaremos uma aproximagao de campo molecular através da solugao exata para um
hamiltoniano de topologia totalmente conectada (fully-connected). Nos dois primei-

ros casos, linearizaremos os termos quadraticos do tipo

(5] o

através do método das integrais gaussianas. O caso completo é um pouco mais

complexo, pois contém termos cruzados do tipo
N N

> (2a) (2, o2
H g J
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que nao podem ser eliminados dessa maneira. Nesse caso, portanto, precisaremos
manipular um pouco mais o problema para obtermos o funcional de energia livre.
Em todos os casos, esse funcional, minimizado em relagao aos seus parametros,
corresponderd & energia livre no ensemble de Gibbs magnético, com (7', p, H) cons-

tantes.

3.1 Modelo MSZ6 desacoplado

Primeiro, nos restringiremos ao caso especial v = 0. Para nao carregar uma notagao

muito poluida, vamos definir dois campos aplicados como

H? (A+A H? (A—A
e e i (e (3.3)
2U, 3 2U, 2

e incorporar a escala de energia na temperatura reduzida,

55(%)1. (3.4)

Com o campo externo constante, aplicado na direcao Z, o hamiltoniano se torna

N N N

O somatorio duplo é sobre todos os pares de moléculas, e nao apenas primeiros

H=—Uyr (3.5)

vizinhos. Por isso, precisamos redefinir o acoplamento,
Uo
2N’

para garantir a extensividade da energia livre no limite termodinamico. Aqui, z cor-

Unir = (3.6)

responde ao nimero de coordenacao, ou seja, ao numero de primeiros vizinhos caso
estivéssemos trabalhando com uma rede de Bravais. A inclusao do nimero de coor-
denacao na escala de energia ¢ 1itil para podermos comparar os resultados em campo
molecular com os resultados em aproximacao de Bethe-Peierls posteriormente. A

funcao de particao do sistema é dada por

N 2 N 2
Z=) exp|B %Z <Zq§”") + A (be“) +Z aqi® + Cbi)
{a;b}; 7 i i
(3.7)

onde o primeiro somatério é realizado sobre os 6 estados do sistema discretizado. O
problema, aqui, se reduz a linearizarmos os termos quadraticos. Vamos utilizar a

identidade gaussiana
1 oo
exp (a°) = NG / exp (—z? + 2az)dz, (3.8)
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mas na forma
B = 2
< 17 _
exp WZ<Z a ) -
“w i
1 5’25 TR g o EN: o

R3 ’

(3.9)

Precisaremos aplicar essa identidade para b também. Cada tensor possui trés com-
ponentes, entao teremos uma integral em 6 dimensoes. Essa linearizacao nos per-
mite tomar o trago sobre os estados {q, b}, pois o somatério dentro da exponencial
pode ser fatorado em N termos idénticos. Aplicando este procedimento ao caso em

questao, temos

Z = (%)6 > /dXdYeXp{—X2 - Y?}x

{q’b}RG
25 1/2 BY: 1/2 N
X [exp {2 (ﬁ) ;X“ﬂq”’” +2 (W) ZM:YM%W +ag” + Cbzz}] ‘
(3.10)

A integracao é realizada sobre o espaco R® inteiro, com trés dimensoes correspon-
dendo aos elementos diagonais do tensor X, dX = dX**dX¥dX?** e analogamente

para Y. Aqui, é conveniente realizarmos uma mudanca de varidveis,

23 1/2
2 <ﬁ> XM = zBQM", (3.11)
tal que
N 1/2 N 1/2 N
X — ( 2’25) QM. dXM = ( ;5) dQH+, (XHM)Z — ;ﬁ (Qﬂﬂ)z’
(3.12)
e
1/2
2 (%) YHE = \zBB*, (3.13)
tal que
1/2 1/2
Y — (N AQZB ) B, dym = (N zzﬁ ) dBr, (VP = N;Zﬁ (B
(3.14)
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Com isso,
3 2 2
Z = Nzb AS/Q/deBeXp —Nzf @ + BT
27 2 2
R6
N
X Z exp [zﬁ (Z QM g"* + AB*MUM + ag®® + Cbzz>] ) (3.15)
{a,b} Iz

Estamos definindo os termos Q? e B? como correspondentes & norma de Frobenius,

Q*=Q - Q=TrQ"Q = (Q™)* + (Q")* + (@%)* (3.16)

B> =B B =TrB"B = (B*) + (B")* 4 (B*)’. (3.17)

Realizamos, finalmente, o traco sobre os estados discretizados. Podemos, entao,

expressar a funcao de particao como a integral sobre o funcional,

Z /deB exp_Nﬁzf(z’ﬁ’A’a’C;Q’B), (3.18)
R6
comll
Q? B2 1
A : B =—4+)\\——-——In~”z 3.19
f(z767 7a7C?Q7 ) 2 —"_ 2 zﬁn ( )
e

Z =2exp {—25 <Q2m + Q;y + Q;Z + %)} X

X {exp (326262”) cosh [\ (BY — B¥) — z8(] +

2

3208 (Q** + )
2

+ exp (326ny> cosh [zB8X (B™ — B**) — z3(]+

+exp l ] cosh [z (B™ — Byy)]} . (3.20)

Quando N — oo, o método de Laplace prevé que a maior contribuicao para a

integral vem do minimo do funcional f em relacao a Q e B. As condicoes para que

af _0 of
oQre 7 QBun

para todas as componentes p = {x,y, z}. Disso, podemos obter seis equagbes para

1SS0 ocorra sao

— 0, (3.21)

os elementos diagonais,

QHH _ FQ _ 1 8Z

1Para nao haver confusdo: estamos utilizando Z para a funcéo de particdo e In Z para o termo

de entropia na energia livre.
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o Xz2BZ OB

O funcional de energia livre f, calculado nos pontos Q, B que o minimizam, corres-

(3.23)

ponde a energia livre de Gibbs magnética do sistema. A transicao entre solugoes
distintas associadas ao minimo da energia livre é nao-analitica quando considera-
mos a expansao de f utilizada para aplicarmos o método de Laplace, e essa nao-
analiticidade corresponde a uma transicao de fase de primeira ordem. Bifurcagoes
da solucao correspondente ao minimo de energia livre correspondem a transigoes de

fase continuas. Calculando explicitamente, podemos também concluir que
Q™ +Q"W+Q*=0, B+ BY+ B* =0, (3.24)

ou seja, os tensores macroscopicos também possuem trago nulo, como esperado.
Isso nos permite parametriza-los utilizando apenas dois escalares. Os escalares nao
refletem totalmente a simetria dos tensores: a campo nulo, para cada Q, existem trés
permutacoes dos elementos diagonais que correspondem a permutacao dos indices
dos eixos do sistema de coordenadas, o que leva a trés representacoes equivalentes
para a mesma situacao fisica. A presenca do campo externo, no entanto, quebra a
degenerescéncia entre as fases ao determinar um eixo preferencial e reduzir a simetria

de permutagao. Vamos trabalhar com a seguinte parametrizagao

NEICEN 0 0
Q=3 0 —(S+Vv) 0 |,
0 0 25
. — (U —n) 0 0
B- 0 —W+n) 0 |. (3.25)
0 0 2U

Em termos dessa parametrizacao, o funcional de energia livre se torna

2 2 2 2
1
?’STJFV +A (3[]#) ~ — Iz (3.26)

f(zB8,\a,SUV,n = B

com

Z =2 exp <9> {exp {L)] cosh [zm( U= —|—zﬁ§>

> i >
{ 328 ( S+V} {B/\(3U+n)+254+
+exp[ S e } cosh (Z@An)} (3.27)
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A campo nulo, é possivel mostrar que V ~ 0, U = 0. Neste caso,

352?11 ,
f(qa/Ba)\aa7Ca5777> T_‘_T_%l Z? (328)

AR {2 exp (_3z55) cosh (zﬁ;\n> + exp <3 26 > cosh (zﬂ)\n)} (3.29)

3.2 Modelo MSZ6 em aproximacdo de média geométrica

Neste caso, A = 72, e podemos expressar o hamiltoniano como

H=—Unr

ZZ a; +7bs) - (q; + b)) +Z aq52+<bfz>] . (3:30)

Incorporaremos a escala de energia U, em [ novamente. A fungao de partigao é

N 2
Z= Z exp % Z (qu“—%’ybf“) +Z ag® +Cv) | |- (3.31)
°w %

Recorreremos, novamente, a integral gaussiana para linearizar o termo quadratico

no somatorio. Neste caso, precisamos integrar sobre apenas um tensor:

1/2 N
2 B 2z 2z
Z = 3/2{Eb} /dXeXp -X +2<2N> E E XHE (g™ 4+ A0 + agl® + (b7 |
a R3 poot

(3.32)

Repetiremos a mudanca de variaveis,

1/2
Xhn = (N;ﬁ ) Qe (3.33)

para obter

o (Nw)m
21

9 N
x D /dQeXp{—ﬁ [NZ%+ZZZX“’“‘(q£‘“+vbé‘“)+anz+bez
R3 peoot

}

{a,b};
3/2
~(3) [eaeo[-w:aT]x
R3 i
Z exp (zﬁZQML b ,Yb,uu) + ag® + <bzz>
{a,b}
N
:( 2?) /dQeXP [=NzBf (2,8,7, 0,6 Q)], (3.34)

R3

32



CAPITULO 3. APROXIMACAO DE CAMPO MOLECULAR 33

com o funcional f a ser minimizado pelo método de Laplace, para N — oo, dado

por
2 1
f(2870.GQ) = % = 5 (3.3)
(§]
7 =9 exp [_Zﬁ <Q:mc + ny2+ sz + Oé):| y

woxp (P51 ) conh s (Q - Q) + 2561+

3 yy
o () comh 280 (@ - @) + 25+
+ exp [W} cosh [z47 (Q™ — ny)]} ) (3.36)
As condigoes de minimo sao 5
fo_
aQm 0, (3.37)
e temos equagoes de estado da forma
1 07
o
Q 37 00m (3.38)

Como sempre, a solucao Q que minimiza f é o estado termodinamicamente estavel,
e [ avaliado neste ponto corresponde a energia livre de Gibbs magnética. Por

inspecao, podemos concluir que QQ também possui trago nulo,
Qxx + ny + sz — 07 (339>
e podemos parametrizar o tensor como

() 0o
S

Q= 0 —(3%) 0. (3.40)
0 0 S
O funcional de energia livre em funcao dos escalares é dado por
32+ 1
f(Z»Bﬁ,OGC,Sﬂ])—T_%ana (341)
com
Z = 2exp (_zﬁTa) {exp [—W] cosh [w + zﬂ(} +
+ exp {_W} cosh [w — 254
+exp {W} cosh (ZBW])} . (3.42)

Esse caso especifico ja foi analisado em [34].
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3.3 Modelo MSZ6 completo

Os dois casos anteriores sao triviais: podemos ignorar o acoplamento entre q e b no
hamiltoniano, seja porque v = 0, seja porque podemos reinterpretar a combinagao
linear q + vb como um tnico, novo tensor microscépico. No entanto, para tratar o
hamiltoniano completo, precisamos eliminar o termo misto q;-b;+b;-q;. Queremos

calcular

Z= Zexp{wwzzz v o s ) ]|

{a,b}
(3.43)

que podemos reescrever como

Z = Zexp BUMFZ (Zqﬁ“) +27<qu“> (Zbﬁ“)—l—/\(be“)
b Z Z ’ Z (3.44)

Os termos de campo sao lineares em q e b e, portanto, nao precisamos nos preocupar

com eles agora. Para eliminarmos o termo misto, vamos notar que
(X+Y) =X2+2XY +Y?
(X -Y)?=X2-2XY +Y2 (3.45)

Vamos, entao, definir as combinacoes

(o)
(Z Q- ;bz) = Zy (3.46)

e utilizar o fato de que podemos realizar uma combinacao linear, utilizando escalares
{c1, 2, c3}, de maneira a eliminar esse termo misto, ao custo de introduzir um novo

tensor auxiliar no problema:

o ) el |
(¢1 + ¢2) (Zq) +2(c; — ) (Zq) (;bj)+(cl+c2+c3) (Zb)

(3.47)

Identificando, posteriormente,

c1+ ¢ =1,
a—c =7, (3.48)
c1+cC+c3 = )\,
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podemos recuperar o hamiltoniano completo. A introducao dos termos de campo é

direta, bastando inverter as expressoes para q e b:

anfz = az <@> , (3.49)

¢ b =¢> (%) . (3.50)

Com essa substituicao, podemos realizar a transformagao gaussiana da maneira

habitual. Vamos deixar os termos de campo indicados como T.C.:
z - (N 2p ) "
2T

2 2 2
Z exp { [ % Z(ch?“) +<202yf“> +<203b§“‘) + T.C.

{x7y7b}i H (
Nzp 5/2 Bz
- ( o ) > /dXdeBexp o (X7 =Y —B?) | x
{X7y7b}R9
1/2 1/2 1/2 N
2B zPco zfcs
2 X- Y - B-b+T.C. )
x(exp{ [(QN) X+(2N) y+(2N) + })

(3.51)

Vamos realizar uma mudanca de variaveis analoga aos casos anteriores mas, para

nao poluir a notacao, consideraremos as variaveis antigas como sendo X', Y’, B’:

2 (Zﬁclyﬂ X' = fzeX, dX' = (Nzclﬁ)w, x? = Nbye

2N 2 2
1/2 3/2
ZBCQ / / NZC2/B 12 NZB 2
( 2N ) Bzcl ) < 2 ) ) 2 )
1/2 3/2
N N
2 (ZQB]\C[‘“)) B = 32¢,B, dB' = ( Z2635 ) , B?= TZ”BB? (3.52)

Os termos de integracao possuem um expoente 1/2 vindo de cada componente di-
agonal do tensor, e ja estamos considerando todas as componentes. A funcao de

particao se torna

NzB\%? X2 4+ ;Y2 + 3 B2
Z:< Zf@) (CICQC?,)S/?/dXdeBeXp [—Nzﬁ(cl toY te )}x

27 2
R9
N
X Z exp{ﬁz [ch-X+62Y~y+63B~b+a (%) —i—Cb“}}
{xy,b}
(3.53)
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Somando sobre os estados microscopicos, obtemos

N 9/2
Z :( 225) (610203)3/2/dXdeB exp [-NzBf (z,B,c1,c2,c3; X, Y, B)]
™
R9

(3.54)

que podemos expressar, também, utilizando as relagoes entre os parametros. Cha-

mando

X=Q+B, Y=Q-B, (3.55)

e utilizando as parametrizagoes habituais,

Q= o -89 |, (3.56)

U
B = o -Uog ], (3.57)
0 0 U
temos
1 1
f(Z,ﬁ,)\,")/; S> Va U,77) = Z_l (772)\+352 +67SU+3)\U2 +V2 +2")/77V) — %IDZ,
Z:
exp —?(20& +3yn 4+ 4¢ — 2nA + 67S + 35 + 37U + 6AU — 24V 4+ 3V) |+
exp —ﬁ@a + 3vn —4C + 2nA — 675 + 35S + 37U — 6A\U + 24V +3V) |+

4

exp —%(2(1 — 3y +4¢ + 2n\ + 6vS + 35 + 37U + 6AU + 27V = 3V) |+

exp —?(2@ —3yn —4C = 2n\ — 69S + 35 + 3yU — 6A\U — 27V — 3V)} +

exp ?(204 —2n\+ 35S+ 3yU — 27V)1 +

exp ?(Za +2n\+3S + 37U + 27V)} : (3.58)

Com essa expressao para a energia livre do modelo completo, em fungao dos parametros
de ordem, dos campos externos aplicados — e, indiretamente através desses, das ani-
sotropias para o tensor de resposta diamagnética — temos, em principio, tudo o que
precisamos para calcular qualquer diagrama de fases para o modelo MSZ6, ou SVD
discretizado, na presenca de um campo externo generalizado. Claramente, ha mui-

tos parametros: temos a temperatura inversa [ a qual, no caso da aproximacao de
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campo molecular, podemos incorporar o nimero de coordenagao z, dois fatores de
interacao, v e A, dois fatores de campo aplicado, a e ¢ que contém, indiretamente,
a intensidade do campo aplicado |H| e duas anisotropias de resposta diamagnética,
A e A1, além de quatro parametros de ordem escalares, S, V,U,n. Por essa razao,
sera benéfico trabalhar com versoes reduzidas do modelo completo mas, como o
caso geral é raramente discutido e a obtencao deste resultado requer a utilizagao
das variaveis auxiliares X e Y, achamos que é importante apresentar este resultado

analitico mais geral.
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Capitulo 4
Aproximacao de pares

Como argumentado por Straley, a discretizacao de estados orientacionais aplicada
por Zwanzig ao modelo de Onsager — posteriormente transposta para os modelos de
Maier-Saupe e SVD — é pouco realista, pois restringe a possibilidade de flutuacoes

orientacionais apenas a grandes desvios:

(...) The Zwanzig model pays extraordinary attention to configurations
in which many rods are in a common plane, whereas such configura-
tions are relatively improbable in the continuous orientations; discrete
orientations can not adequately represent a sharply-peaked distribution
function. Despite the simplifications they bring, discrete geometries do

not seem to be a useful way to study real liquid crystals. [42]

Apesar dessa critica a aplicacao da discretizagao para o modelo de Onsager, a apro-
ximacao de Zwanzig é qualitativamente bem-sucedida quando aplicada aos modelos
de Maier-Saupe e SVD. Os diagramas de fase obtidos em aproximacao de campo mo-
lecular para o caso discreto e continuo sao, aparentemente, totalmente compativeis,
como mencionado no capitulo anterior.

A aproximacao de campo médio tradicional é muito 1til por sua facilidade de
implementacao. No entanto, nem todos os resultados obtidos através dela sao
confidaveis, podendo conter artefatos intrinsecos a aproximacao, que nao correspon-
dem ao comportamento exato do modelo em questao. Para garantirmos alguma
confiabilidade nesses resultados, vamos resolver o modelo também em aproximagao
de pares, e verificar qualitativamente os resultados obtidos em campo médio. Es-
pecificamente, vamos conferir se as topologias obtidas em aproximagao de campo
médio correspondem ao resultados (numéricos) que obteremos em aproximagao de
pares. Embora seja possivel obter resultados analiticos em aproximacao de pares, as
expressoes sao mais complicadas e nos contentaremos com a verificagao numérica.

A principio, ndo ha relagao direta entre a discretizagao de estados e as flutuagoes
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40 CAPITULO 4. APROXIMACAO DE PARES

introduzidas pela aproximacao de pares, mas é um passo extra para verificarmos que

nao estamos introduzindo ou perdendo nada muito 6bvio nos diagramas de fases.

Uma maneira de implementar a aproximacao de pares ¢é utilizando o método
de Bethe-Peierls, onde um sitio central interage exatamente com seus z primeiros
vizinhos, 0s quais, por sua vez, interagem com o resto do sistema através de um
campo efetivo. Impondo a igualdade entre os valores médios dos parametros de
ordem para o centro e os primeiros vizinhos, obtemos condicoes de autoconsisténcia

que correspondem as equagcoes de estado para os parametros de ordem.

Outra maneira de implementarmos a aproximagao de pares é na rede de Bethe,
uma rede hierdrquica autossemelhante. Para construir essa rede, vamos considerar
primeiro uma arvore de Cayley: partindo de um sitio central ou raiz, n = 0, criamos
uma camada de z primeiros vizinhos, que chamaremos de primeira geragao, n =
1. Todos os primeiros vizinhos possuem uma ligacao apenas com o sitio central.
Criamos, entao, para cada primeiro vizinho, uma nova camada de z — 1 segundos
vizinhos, n = 2, também ligados apenas a um sitio da primeira geracao, e repetimos
0 processo sucessivamente até a camada N, que chamaremos de superficie. Todos os
sitios possuem z ligacoes, exceto os da superficie, que possuem apenas uma ligagao.

Na figura podemos ver um exemplo com z =3 e N = 5.

Por ser uma &rvore, o grafo nao possui caminhos fechados, ou ciclos: sé ha
um caminho possivel entre quaisquer dois sitios, o que nos permitirda fatorar as
contribuicoes de cada ramo para a funcao de particao total. Uma das proprieda-
des indesejaveis da arvore de Cayley é que, mesmo no limite termodinamico, com
N — 00, a proporg¢ao entre sua superficie e seu volume — considerado como a arvore
completa menos os sitios de superficie — é finita. Em um sistema fisico, a razao
entre superficie e volume sempre vai a zero no limite termodinamico. Na medida
em que possuem o mesmo numero de coordenacao, os sitios do volume podem ser
considerados localmente equivalentes, mas a proporcao finita de sitios de superficie,
nao-equivalentes, influencia as propriedades termodinamicas do sistema. Existem
tecnicalidades quanto a diferenca entre o limite N — oo de uma &arvore de Cayley
e a rede de Bethe que, por defini¢do, nao possui superficie [45], mas ndo vamos nos
alongar nesta discussao. Consideraremos, primeiro, cada um dos z ramos da arvore
completa, obtidos ao se remover o sitio central. Vemos que, removendo o sition = 1
deste ramo especifico, dividimos a arvore em z — 1 ramos idénticos entre si, com uma
geracao a menos que o original. No caso em que nao ha superficie, com infinitas
geracoes, os dois novos ramos obtidos sao idénticos ao ramo completo original. Va-
mos utilizar essa propriedade de autossemelhanca para obter as equacgoes de estado
na rede de Bethe. No ramo infinito e sem superficie, todos os sitios possuem o mesmo

nimero z de primeiros vizinhos, exceto o primeiro, n = 1, que possui z — 1 vizinhos,
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Figura 4.1: Arvore de Cayley com nimero de coordenacao z = 3 e N = 5 geragoes

além do sitio central.

todos na geracao n = 2. Quando removemos o sitio n = 0, dividimos o sistema em
z, € nao z — 1 ramos ideénticos: a introducao do sitio central quebra a autosseme-
lhanca, mas introduz a homogeneidade: com esse ultimo passo, obtemos uma rede
infinita e sem ciclos, onde todos os sitios possuem z primeiros vizinhos e sao local-
mente idénticos — ou seja, todos os sitios enxergam uma vizinhancga idéntica. Mais
recentemente, Giorgio Parisi introduziu um método para realizarmos uma adigao
perturbativa de ciclos a rede de Bethe |46, mas nao vamos nos preocupar com isso
aqui.

Por nao possuir ciclos, é possivel fatorar a contribuicao de cada sitio para a

funcao de particao total em termos do produto das funcoes de particao parciais que
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Figura 4.2: Um dos z ramos da arvore de Cayley obtidos ao removermos o sitio

central.

chegam por cada ramo. Isso, adicionado a propriedade de autossemelhanca, nos
permite obter relagoes de recorréncia para as fungoes de particao parciais e, através

delas, equagoes de estado para o sistema.

Para localizar transi¢oes continuas, pode ser suficiente realizar uma analise de
bifurcacao nas equagoes de estado. Na presenca de solugoes simultaneas para as
equacgoes de estado, e no caso das transicoes de primeira ordem, é necessaria uma
expressao para a energia livre. Na aproximacao de Bethe-Peierls usual, podemos
obté-la integrando as equagoes de estado e tendo um estado de referéncia de energia
conhecida. Esse procedimento pode nao ser trivial. O caso classico do modelo de
Ising é discutido em [47], com a equagao de estado obtida na rede de Bethe — idéntica
a obtida pela aproximacao de Bethe-Peierls tradicional. Porém, diferente desta, na
rede de Bethe é possivel utilizar um método puramente algébrico que nos fornece
uma expressao para a energia livre do sitio central, o método de Gujrati [48], que
explicaremos um pouco melhor no decorrer deste capitulo. Sua esséncia consiste em
comparar arvores de tamanhos diferentes mas com o mesmo nimero de sitios de
superficie, e subtrair a energia de todos os sitios, exceto de um aglomerado central
composto do sitio n = 0 e seus z primeiros vizinhos. Esse métodos permite que

obtenhamos a energia livre por sitio do aglomerado central. O método de Gujrati
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presume a existéncia de uma superficie, o que, como mencionado anteriormente, vai
contra o principio de autossemelhanca que estamos utilizando para obter as equagoes

de estado. No entanto, na pratica, ¢ um método funcional e simples.

A rede de Bethe é de interesse ndo apenas por permitir resolvermos problemas
que, a principio, poderiam ser igualmente tratados pelo método de Bethe-Peierls tra-
dicional, mas porque nos abre as portas para formalismos mais sofisticados, como o
algoritmo de propagacao de crengas [49] (Belief-Propagation Algorithm) ou método
da cavidade [50](Cavity Method). Esses métodos partem de principios semelhan-
tes mas sao amplamente utilizados para obter solugoes para problemas envolvendo
desordem, como vidros de spin, ou para realizar inferéncia estatistica em grafos ar-
bitrarios. O tipo de problema abordado por esses métodos mais sofisticados também
pode servir de ponto de partida para outros métodos modernos da mecanica es-
tatistica, como o “truque” de réplicas de Parisi para vidros de spin [51} 52]. E im-
portante para qualquer um que tenha interesse nesta classe de problema estatistico,

familiarizar-se, em primeiro lugar, com problemas e ferramentas mais simples.

Na rede de Bethe, podemos obter equacoes de estado para campos efetivos.
Alternativamente, podemos trabalhar com um método Bayesiano, utilizando pro-
babilidades de estado, e obter regras de atualizacao que levam a pontos fixos para
as probabilidades — ou, possivelmente, ciclos, e até trajetorias caodticas. Equiva-
lentemente, podemos resolver o sistema de equagoes nao-lineares acopladas como
um sistema de equacgoes de estado. Para o modelo de Ising e o modelo de Maier-
Saupe discretizado com trés estados — habitualmente designado MSZ3 —, os dois
métodos resultam iguais. No entanto, para o modelo MSZ6, hd uma discrepancia
pequena, mas significativa: o formalismo de campos efetivos exige exatamente qua-
tro campos efetivos independentes, enquanto o formalismo de probabilidades de
estado requer cinco probabilidades independentes: fisicamente, o mesmo conjunto
de quatro parametros de ordem usuais pode corresponder a mais de um conjunto
de probabilidades, necessitando um parametro extra para garantirmos a bijecao. Se
postularmos relagoes de simetria entre as probabilidades, podemos impor relagoes
entre elas e reduzir novamente a quatro probabilidades independentes. O resultado
obtido dessa maneira corresponde apenas aproximadamente ao obtido utilizando-se
o conjunto completo de probabilidades independentes. Nas préximas segoes, vamos
apresentar brevemente os dois procedimentos e mostrar que produzem resultados

equivalentes.

E bastante comum que esse tipo de procedimento seja demonstrado utilizando-se
o absolutamente paradigmatico modelo de Ising. Para variarmos um pouco, utiliza-
remos o modelo MSZ3, que é formalmente equivalente ao — também paradigmatico
— modelo de Potts de 3 estados.
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4.1 Modelo MSZ3

No modelo de Maier-Saupe, as moléculas sao consideradas cilindricas, de simetria
Dy, ao redor do versor n. O hamiltoniano de interacao entre duas moléculas é

dado por
H(q.d') = —la d, (4.1)
onde o tensor microscopico q é

 3a@A-1

q=" (4.2)

A expressao para o hamiltoniano é equivalente ao polinémio de Legendre Py(cos ),
com # sendo o angulo entre i e fi/, como esperamos para o modelo de Maier-Saupe.

O traco de q é, por construgao, nulo. O parametro de ordem do sistema é

Q = (q). (4.3)

Vamos realizar uma aproximacao do tipo Zwanzig e restringir fi a ser paralelo aos

eixos do sistema de coordenadas do laboratoério, X,¥,z. Com isso, temos 3 estados,

1 0
al=|o |, a@=1]| aG)=]o0], (4.4)
0 0

0 0 10 0 ~1 0
0 , q(2) = 0

, q(3) =

o = O
N =
_ O O

0
0 - 0

1 1
2 2

(4.5)
Nesse sistema, temos dois niveis de energia: —3Uy/4, correspondentes ao caso de
tensores iguais (moléculas com mesmo alinhamento), e 3Uy/2, para tensores distin-
tos (moléculas desalinhadas). Vamos incorporar a escala de energia Uy & tempe-
ratura inversa [ para facilitar a notacao. Além disso, como estamos trabalhando

em um referencial onde os tensores sao todos diagonais, vamos utilizar os elementos
TxT Y4
q,q", ¢ # 0,

qzx 0 0
a=| o ¢ o |. (4.6)
0 0 qzz

O hamiltoniano total é a soma da interacao de pares com a interacao entre cada
molécula e o campo externo. Vamos considerar uma interacao linear simples, tal
que

Hr = H(q,d) + Hexe = H(a,q') + hoq™ + hyg”” + h.q™. (4.7)
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Rigorosamente, o modelo de Maier-Saupe é uma aproximagao de campo molecular.
Isso significa que, ao invés de utilizar o hamiltoniano de pares acima, a energia

interna do sistema é dada por

N, - Qe Q=fa) (4.8)

Para resolver o modelo na rede de Bethe, vamos precisar partir do hamiltoniano
de pares. Aproximacoes diferentes correspondem a alteracées na topologia da soma
sobre esses pares, ou seja, sobre as restricoes decorrente de realizarmos uma soma
sobre primeiros vizinhos em uma rede de Bravais, ou em uma rede de Bethe, assim
por diante. Se todas as moléculas interagem entre si, recuperamos o hamiltoniano
com topologia totalmente conectada da aproximacao de campo molecular. Somas
restritas a primeiros vizinhos correspondem a solucao exata do modelo de Lebwohl-
Lasherl], ou seja, o modelo de Maier-Saupe na rede. Aqui, vamos restringir a soma
sobre primeiros vizinhos na rede de Bethe.

Primeiro, vamos fatorar a fungao de particao do sistema como uma soma sobre

os seis estados do sitio central
Zy=> Zo(qo). (4.9)
q0

Cada um desses tragos parciais ¢ o produto das contribuig¢oes dos z ramos, com o
trago realizado sobre os sitios da geracao n = 1, ponderada pelo peso de Boltzmann

da interacao entre as geragoes n =0 en =1,

z

Zy (qo) = H Z exXp [_B/HT (QO, %(i))]Zl ((h(z‘)) . (4.10)

=1 A1)
A topologia aciclica da rede nos permite realizar essa fatoracao, pois todas as contri-
buigoes provenientes do resto dos ramos passam pelo sitio n = 1. O préximo passo é
analogo, para a geracao n = 2, com a unica diferenca que, agora, o produto é sobre

as contribuicoes de r = z — 1 ramos,

z—1
Zy(a) =] § D e [-AHr (a1, 920)] 22 (q20) ¢ - (4.11)
=1 | qz2(:)

Fica claro que, excetuando-se o sitio central, essa relacao vale para qualquer n no

interior infinito da rede. Entao

z—1
Zn(an) =[] 4 D exp [~BHr (Ao, dnr1) Zngt (dnsa) ¢ - (4.12)
=1 an+1

ILembrando que o modelo de Lebwohl-Lasher é um modelo continuo, e aqui estamos incorpo-
rando uma discretizagao de estados: o comentario vale apenas para a topologia da soma sobre

pares, e nao para a integragao sobre os estados.
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Essas ideias serao a base tanto do formalismo de campos efetivos quanto do

formalismo que designaremos Bayesiano.

4.1.1 Campos efetivos

Este formalismo consiste em substituir os efeitos das geragoes exteriores por um
campo efetivo 7, acoplado as componentes de q,, de maneira semelhante a um

sistema nao-interagente. Ou seja, vamos considerar
Zni1 (Ani1) = Apgrexp [B (010050 + 0 @ + @) |- (4.13)
Entao

z—1
Zo () =[] D Averexp [=BHr (n Gusr) + B0t 10551 + Bnfiaa2% + B 10551

=1 {an+1}

—a) {exp [365? 4 30 Uhes 1)

3Bqyr 30 (772+1 + hy)
2 + 2

+ exp +

+ exp 5

» b z—1
il L 38 (nn +1e) } y

z—1
X {exp [—g (" +¢% + ¢ + he + hy + hz)} } . (4.14)

Agora, por sua vez, também expressaremos Z, como uma funcao de particao de

particula nao-interagente, apenas dependente do campo efetivo,

Zn (An) = Anexp (Bap ny + Bai¥nl + Ba;n.). (4.15)

Explicitamente, para cada estado, temos
_ -
Zy (1) = Apexp |B(m— 5 — )|

2,2) = Avep |5 (-5 4y - 2],

Z,(3) = Avep | <—@ By +nz>},
Zn(1) Z,(2) Z, (3) = A3, (4.16)

E facil mostrar que o sistema linear que isola 1%, nY, n> é singular. Isso nos sugere
considerar n? = 0, ou seja, um campo efetivo com apenas componentes X e z. Essa

escolha é arbitraria — qualquer componente nula seria adequada. Neste caso, o
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sistema linear é determinado e é possivel isolar as componentes remanescentes para
obter

32

My = 1
B 1Z(2)
: - - 1 hz
2(z—1) exp [%ntw] +exp [—2] + exp [_¥+w}
= In |
B exp {—% - %] +exp [¥] +exp {_% n w]
2 Z(3
n = 5 In [L}
B 1Z(2)
2(z—1) exp [‘%—i—w} +exp [~2] +exp {%WLM}
= In
p exp [—% + wl +exp [£] + exp [—% + w1

z . . s . ~ wo
E conveniente realizar uma mudanga de varidveis para todas as geracoes, 7,

nt' + h,. Utilizando as mesmas varidveis apenas para nao poluir a notagao, obtemos

2(2—1) exp [g + Bn"“] +exp [-2] + exp [ ¥4 35”"“}

nE = e+ oD — - : )
15} exp 35 i 35nn+1 1 exp [%} T exp 35 4 35nn+1
2(2—1) exp ?’B + 3577"“ + exp [——} + exp [Sﬁ + 3577"“
n, =h,+———=In - o _ .
5 exp [~ + nn+1 +oxp [2] + exp [~ + nn+1

(4.18)

E importante ressaltar que, na obtencao desse resultado, nao fizemos referéncia
alguma a superficie da rede. Por definicao, ela nao existe. Veremos logo adiante que
serd dificil manter isso ao discutirmos a energia livre.

Pela condicao de homogeneidade da rede, os campos efetivos devem ser iguais em
todos os sitios. Assim, a condi¢ao de ponto fixo n# = n},; = n* faz com que o mapa
dinamico definido pelas duas equacoes nao-lineares acopladas que obtivemos possa
ser resolvido como um sistema de equagoes transcendentais. Para um conjunto
de parametros z, 3, h,, h,, valores iniciais para os campos efetivos podem levar a
solugoes coestaveis distintas. Para analisar a estabilidade dessas solugoes, vamos

considerar

Fo (2,8, he, hoin® n°) = 0" — Dy, Fo(2,8,ha,hesn®,n°) =n* — D,  (4.19)

onde D, e D, representam o lado direito das equacoes de estado. A condicao de
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estabilidade para o sistema depende dos autovalores da matriz jacobiana

OF, OF;
on®  on*?

J= . (4.20)
oF, OF,
on®  on?

Se todos os autovalores sao reais e menores que zero, a solugdo é homogénea e
estavel. Caso a parte real seja menor que zero mas haja uma parte complexa, temos
uma solucao modulada, e se qualquer autovalor tem parte real maior que zero, a
solucao ¢ instavel. Quando ha mais de uma solucao estével, precisamos saber a
energia livre do sistema para decidir qual solu¢ao é o minimo global. No forma-
lismo de aglomerados, tradicionalmente denominado aproximacao de Bethe-Peierls,
¢ possivel obtermos uma expressao para a energia livre que pode ser integrada, de
maneira andloga ao que é realizado em [47] para o modelo de Ising. Diferente de 14,
no entanto, nao conseguimos realizar a integracao analiticamente, apenas numerica-
mente. I necessario, também, presumir que algum dos campos efetivos seja nulo —
ficamos restritos a energia livre do caso exclusivamente uniaxial, mesmo que solugoes
biaxiais existam para campos negativos. Infelizmente, esses resultados estao fora do
escopo do presente trabalho. No entanto, a versao continua deste problema pode
ser encontrada em [53]. Dados os campos efetivos 1”, 7., podemos calcular o campo
efetivo no centro da rede, substituindo z — 1 por z na expressao para Z, (q,), de
modo que temos Zj(qp). Com esses campos efetivos, 1§, 7§, e com a fungao de

particao completa,

Zy=  Zo(qo) (4.21)
{a0}

podemos calcular os parametros de ordem através de

@ = (") = 5 3" " o (aw). (1.22)
{ao}

4.1.2 Método Bayesiano

Ao invés de trabalharmos com o mapa dinamico para os campos efetivos, vamos
utilizar as probabilidades de estado e, com elas, calcular as propriedades termo-
dinamicas de interesse. Vamos comecar trabalhando com um ramo, fatorizando as
contribuicoes dos ramos das proximas geracoes em termos de funcgoes de particao
parciais, ou tracos parciais sobre estados,

z—1

Zn (qn) - Z exXp [_/BHT (qn: qn-l—l)]Zn-‘rl (qn—f—l) ’ (423)

{ant1}
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com a funcgao de particao total para a arvore com n geracoes dada por

Z,=Y Zulan) = Z VA (4.24)

{an}

A probabilidade P de cada estado i na geragao n é dada por

_ ZMan®] _ Z,
Dqn Zlan ()] 32

A energia de interacao entre moléculas vizinhas, uma no estado ¢ e outra no estado

Py [an (i)] = P, (4.25)

J, ¢ E;;. Além disso, a dependéncia com o campo externo serd expressa através das

funcoes
7 (F) = exp [~ FHoxs (an) (4.26)

Daqui em diante, deixaremos a dependéncia nos q,, implicita através dos indices de
estado 7, 7, etc. Serd conveniente aplicar o campo externo na geracao n, € nao na
geracao n + 1. Vamos reescrever a relacao de recorréncia para os tracos parciais

CcOomo

Zi — fi (E) {Z exp(—ﬁEij)ZZ+1}z_ . (4.27)

Cada termo do trago parcial é uma probabilidade de estado nao-normalizada. Vamos

dividir o lado esquerdo pela funcao de particao total, para obter

P — ﬁ fe (ﬁ) {Z] exp [_BEij]Zi+l}Z1

"2 ) > <E> {Z] eXp [_5Eij]Zi+1}21 |

(4.28)

Para simplificar a notagao, usaremos uma matriz de pesos de Boltzmann c¢;; =

exp (—fE;j). Além disso, podemos dividir o numerador e denominador do lado

direito por (Z] 77

n

z—1
+1> e, pela definicao das probabilidades de estado, obtemos

f! (E> [Z] Cijpgﬂr_l

Pl = - . (4.29)
>l (h> [Z] Cijpiﬂ]
O sitio central da rede de Bethe une z ramos; entao,
) S
Py = (4.30)

> I (ﬁ) [chijpljr'
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Podemos entender um pouco melhor a razao de chamarmos este método de “Baye-
siano”. Temos uma regra de atualizacao de probabilidades, onde as probabilidades
anteriores P!, sdo atualizadas pela “evidéncia” ¢;;. E uma extensdo direta do

teorema de Bayes: dado um evento E e uma hipétese H, o teorema diz que

P(E|H)P(H)

P(HIB) = =5

(4.31)
O lado esquerdo da equagao € a probabilidade condicional da hipétese dado o evento,
enquanto o primeiro fator do numerador é a probabilidade condicional do evento,

dada a hipdtese. Vamos rearranjar isso como

_ P(E|H)P(H)

P(E) = —pHiE) (4.32)

Aqui, estamos interessados na probabilidade do evento: para nds, é a probabilidade
de um certo estado. A probabilidade condicional deste estado dada a hipdtese é o
peso de Boltzmann para esse estado, dado o estado anterior. A probabilidade da
hip6tese P(H) é simplesmente a probabilidade de algum estado anterior. Se somar-
mos sobre todas as hipdteses possiveis, ou, aqui, sobre todos os eventos anteriores,

temos

P(E)=)_P(E|H)P(H), (4.33)
H
pois nao ¢é dificil observar que

> P(H|E) =1, (4.34)

ou seja, a probabilidade do evento E é a soma sobre os eventos H do produto entre a
probabilidade de £/ dado H — os pesos de Boltzmann c¢;; — e a probabilidade anterior
de H. O fato central é que os conjuntos de eventos E' e H sao ambos os estados
do modelo, mas ocorrendo em geragoes consecutivas. No entanto, lembrando que
a arvore é autossemelhante, as probabilidades devem ser iguais. Assim, justifica-
se descrever esse método que utiliza as probabilidades de estado na rede de Bethe
como um método Bayesiano, pois é uma aplicacao direta do teorema de Bayes.

Explicitamente, para n # 0, ou seja, no caso da arvore autossemelhante, temos

3he 8

exp 38 38 _38 #l
P&:—£’72 )<e2Pé+1+6 TP +e 4Pr§+1> ,
3hy 3
exp < 2 > 38 38 38 z—1
Pl=—— (THPL e E L R
3h:p
ex z—1
p= ) (e te )T as)
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com

3hx z—1
Zn:exp< B) <6%Pl+1+6 %Pfﬂ—f—e 4P§’+1> +

3h z—1
exp( yﬁ)( TﬁlDlelee Pn+1—|—e 4P;j’+1> +

hz z—1
exp (326) ( P1 e %P 1+€2P§+1> . (4.36)

Os termos de campo foram rearranjados para despoluir a expressao. Podemos es-
tabelecer algumas relagoes importantes utilizando as probabilidades de estado. Em
primeiro lugar, claramente,

P+ P+ P’ =1, (4.37)

ou seja, temos apenas duas probabilidades independentes. Como de costume, vamos

parametrizar o tensor de ordem como

_(5=m) 0 0
Q= o B oo . (4.38)

Os valores médios das componentes do tensor de ordem podem ser calculados pela

média dos estados ponderadas por suas respectivas probabilidades,

3
3 Prla n
szzz <qzz> :ZPTZquZ:_T__+PsES (4.39)

2 3 1 3
2 2 2 2
3(P! — p?

Os parametros de ordem escalares e a condi¢ao de normalizacao podem ser repre-

sentados em funcao das probabilidades como uma transformagao linear,

~1/2 —-1/2 1 P! S
3/2 —3/2 0 rl=|n]. (4.41)
1 1 1 p? 1

A matriz de transformacgao nao é singular, e podemos inverté-la para obter

p! [T S
Prl=c| -1 11 n |, (4.42)
P? 2 0 1 1
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ou seja,
=
pr_t=n==5
3
142
P3 = +TS (4.43)

Podemos, portanto, expressar as relacoes de recorréncialfd.35em funcao dos parametros
de ordem, e nao mais de campos efetivos ou probabilidades de estado. Como menci-
onado anteriormente, os ramos da rede de Bethe sao autossimilares: se removermos
a raiz n = 1, dividimos o ramo em dois ramos idénticos. A razao disso é a postulada
auséncia de superficie: podemos reindexar todas as geragoes do ramo sem que 0 caso
n = N se torne um problema. Com isso, estamos impondo que as probabilidades
entre geragoes sejam também autossimilares, satisfazendo P, = P, = P! , = ...
para qualquer geracao n. As relagoes de recorréncia tornam-se, entao, equagoes
de estado para o conjunto de probabilidades, dependentes dos parametros do mo-
delo, da temperatura e do campo externoﬂ Esse procedimento que realizamos pode
ser generalizado para qualquer modelo discreto onde possamos calcular a matriz de

pesos de Boltzmann ¢;; e a energia de interagao com campos externosﬂ

4.1.3 Energia livre

Trabalhando com o formalismo de probabilidades de estado, temos a vantagem de
uma interpretacao fisica mais direta do que se trabalharmos com campos efetivos.
Como mencionado anteriormente, é possivel obter a energia livre do sistema unia-
xial, em aproximacao de pares, em termos de uma integral que deve ser resolvida
numericamente. Para isso, é necessario utilizar a ideia de campos termodinamica-
mente conjugados e um formalismo cuja interpretacao pode ser menos 6bvia. Essa
energia livre s6 é possivel de se obter para o caso estritamente uniaxial positivo: a
presencga de mais de um campo efetivo — para mais de um parametro de ordem — se
torna um fator impeditivo para a aplicacao do método. Novamente, a descrigao do
procedimento completo estd fora do escopo deste trabalho, mas a aplicacao deste

método para o caso continuo pode ser encontrada em [53].

2Esse é o caso para solucdes homogéneas, do tipo ponto fixo, com as quais estamos trabalhando
aqui. No caso do atrator ser mais complicado, por exemplo, possuindo ciclos ou caos, precisamos

fazer consideragoes mais detalhadas, como particionar o sistema em subredes, etc.
3Um esclarecimento aqui é conveniente: estamos utilizando a expressio “parametros de ordem”

para os ramos da arvore autossemelhante mas, rigorosamente, os parametros de ordem de fato sao
obtidos quando conectamos o sitio n = 0 aos z ramos, e obtemos uma rede de Bethe homogénea.
No entanto, ¢é 1til considerar esses parametros que estamos utilizando nas equacoes de estado como

sendo parametros de ordem auxiliares
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Aqui, por outro lado, podemos obter uma expressao para a energia livre por
sitio no centro da rede que depende apenas da forma das relacoes de recorréncia e
de seus pontos fixos. Esse método, obtido por Gujrati [48], nos fornece um funcio-
nal analitico através de um célculo simples, mas sua andlise e descricao detalhada
nao cabe no escopo deste trabalho. Infelizmente, este método requer que facamos
referéncia a superficie da arvore: ao invés de trabalharmos com uma rede infinita,
vamos considerar uma arvore finita, com superficie em n = N, e tomar o limite
termodinamico desta arvore. Os resultados devem ser equivalentes a rede de Bethe
e independentes da superficie. A funcao de particao de uma &arvore finita €y y com
raizemn = 0 ¢é Z, y. A funcao de particao da arvore ¥, y, formada pela juncao de z
ramos em um sitio da geracao n = 1, ou seja, com a raiz em n = 1, e com superficie
ainda em n = N, é Z; y. E facil mostrar que o numero de sitios de superficie da
juncao de z —1 drvores T; y é o mesmo da drvore original T 5. Ao todo, a diferenca
no numero total de sitios entre Ty x € Uz_1 %1,n € de 2 sitios. Com isso, podemos
subtrair a energia livre de todos os sitios restantes ou de todas as ligacoes, exceto
pela energia livre das z ligagoes entre a geracao n = 1 e a raiz n = 0 da &arvore
original Ty . A energia livre por ligagao entre o sitio central e seus 2z primeiros

vizinhos é dada por

z—1
- 1 .
g <2757h7 Sv”) = _%J\b—r}n{x} (hlZO,N - Zlnzl,N>

1 Z
= —— lim <1n Oﬂvl). (4.44)

A funcao do limite é garantir que estamos em uma regiao homogénea da arvore, ou

seja, que os parametros de ordem (auxiliares), probabilidades de estado ou tragos
parciais sejam solucoes de suas respectivas equagoes de estado. Considerando essa
condicao satisfeita, ignoraremos o indice N. Podemos utilizar as relagoes de re-
corréncia entre as probabilidades para expressar a energia livre de maneira compacta
e algébrica, relacionando as fungoes de particao de geracoes distintas. Para %oy, o

traco parcial no sitio central é

Zy(a) =25 = f' <7L> <Z Cz‘jZ{>Z~ (4.45)

A funcao de particao é dada por

Zy = Z Zi= Z fi <E) <Z cijZ{’)Z. (4.46)

J
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Para a arvore ¥, y, analogamente,

Zi(a) = 2 = [ (7) (Z %25') Z (4.47)

J

Z, = Z Zi= Z fi (ﬁ) <Z cijzg>z. (4.48)

Queremos obter a energia livre em funcao das probabilidades de estado. Para isso,

precisamos poder normalizar os tragos parciais. Vamos utilizar, para a arvore % n,

70— fi <FL> (Z cjkzgf> 2_1. (4.49)

Temos agora

2—177%
i j k
A energia livre é, entao,

g (z 38 S 7]) _ —iln A (ﬁ) [Z] cijf? <E> (Zk Cjkzg)zfl]z
T @ (Ees)]

Lembramos que a probabilidade para o estado ¢ é dada pelo trago parcial sobre esse

(4.51)

estado, normalizado pela funcao de partigao total,

. A
bo=s7 (4.52)

Ao obtermos uma expressao com tracos parciais de geragoes compativeis no nume-

rador e denominador, além de expoentes compativeis, podemos dividi-los por

z(z—1)
(Z ZQ) . (4.53)

Utilizando apenas a geracao n = 1 nao poderiamos realizar a normalizacao, pois os
expoentes para os Zi do numerador e denominador seriam diferentes. Conseguimos,
entdo, uma expressao para a energia livre em fungao das probabilidades de estado Ps.
Para um conjunto de probabilidades correspondente a um ponto fixo das equagoes

de estado, P. = P!, , =--- = P, podemos ignorar o indice de geragao. Entao

g (z 3 B {Pz}> _ —iln > fi (ﬁ) [Zg Cz‘jfj (ﬁ) (Zk CjkPk)Z—l]z
05 1 2 [Zz fi (E) (Z] c,;jPJ')Z] o

o4

(4.54)
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Definindo
E; =exp ( )P exp ( f)PQ + exp (—%) pP3,
EQ—exp( )P1+e p< >P2+e p(—%)]ﬂ,
E3 =exp ( )P1 + exp < f P? + exp (326)]33, (4.55)
e

Clzexp(M)Efl+ exp ( 34 + 6h, )E 1y < 35 + 6h. )Egl,

2 4
6. o (LB (%% it o (228
Cy = exp (M)E 14 exp < 343 + 6h, >E 1y (3ﬁ+23h )E§_17

(4.56)

temos
exp (%)Cf + exp <3ﬂ%>0§ + exp (%)Cg

[exp (3,8hx)Ez +exp (3,3h >E§ +exp <3B2hz)E§] z—1
(4.57)

g (z,ﬁ, ﬁ; {PZ}> = —%1

Lembremos que as probabilidades de estado utilizadas para calcularmos a energia
livre, P?, sao obtidas pela autossimilaridade da rede parcial, considerando apenas
um ramo. No centro da rede de Bethe, as probabilidades de estado P sdo obtidas

com O passo extra

Zo 2 z SR ) B2, (4.58)
com
2y = exp (Shgﬁ) (e%Pl +e TP 4 e%pg)z n
exp <3h2 ) (6_%131 ter Py e—%P?’)Z 4
+exp <3h2 ) (a%ﬂ te TP+ Q%Psy ‘ (4.59)
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Como demonstrado antes, é sempre possivel substituir as probabilidades de estado
pelos parametros de ordem S e n — que, por se aplicarem apenas aos ramos autos-
semelhantes, e nao a rede homogénea, estamos considerando como auxiliares — para
obter a energia livre em funcdo destes. Os parametros de ordem fisicos S e 7 sdo,

novamente, obtidos através das probabilidades de estado no sitio central:

S=——-—+P3 (4.60)

(4.61)

4.2 Modelo MSZ6

Estamos prontos para abordar nosso modelo de interesse em aproximagcao de pares na
rede de Bethe. Os mesmos principios utilizados para o modelo MSZ3 serao aplicados.
Os estados microscépicos correspondem aos tensores em ([2.51). O hamiltoniano de

interacao que utilizaremos ¢ o do modelo completo,

H=—Uo [ > (ai-aj+7(ai-bj+bi-q;) +Abi-bj) + > (g7 +bi*) | ,

(4.62)
onde lembramos que
H? [(A+ A H?* (A -/
_ b7 -2 (=== 4.63
a2U0(3>’C2U0<2)’ (463
com O campo
H=(0,0,H.)", (4.64)

e A, Ay correspondentes as anisotropias do tensor biaxial de resposta ao campo. O
primeiro somatorio é sobre pares de primeiros vizinhos na rede de Bethe. Novamente,
vamos incorporar a escala de energia Uy na temperatura inversa (3, e obter a solugao
em termos de campos efetivos e em termos de probabilidades de estado. No caso do

modelo MSZ6, a matriz de pesos de Boltzmann é

€1 €2 €3 €4 €4 €5
€2 €1 €4 €5 €3 €4
€3 €4 €1 € €5 €4
Cij = s (465)

€4 €5 €2 €1 €4 €3

€4 €3 €5 €4 €1 €2

€5 €4 €4 €3 €2 €1
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com
Ve
€1 =exp | <§ +2/\>},
€ = exp B <g — 2/\)],
€3 = exp ﬁ( % 37~|—)\)}
€4 = €Xp _ﬁ <_2_)\ :|a
€5 = exp | ( Z 3y + )\)1 (4.66)
Os fatores de interacao com o campo externo, f*, agora serao definidos por
exp (ﬂa) x fY(H,, A Ay = exp (—50),
exp (57&) x f2(H,, A, A1) = exp (BC),
exp (67&) x f2(H,, A, A1) = exp (—53(),
exp (67&) x fAH(H,, A, A1) = exp (B),
e (%) x £ (018 80) = e (25,
exp (%) x fO(H, A, A}) = exp (3670[) (4.67)

Sera conveniente usarmos essa forma de interacao, pois podemos cancelar os termos
multiplicativos iguais no lado esquerdo quando normalizarmos os tragos parciais e
usar apenas as expressoes do lado direito das equagoes para a energia de interagao,

nos dando uma notagao mais limpa sem perda de generalidade.

4.2.1 Campos efetivos

Vamos partir da fatoracao do traco parcial para um ramo da rede de Bethe, com
n >0,

<Qn7 = Z;l =

n)
= exp [—Hext (dn, bp)] X

N2

{dn+1,bnt1}

z—1

CXp [_/BH (qna bna qn+1, bn—l—l)]Zn—i—l (qn+17 bn+1) s (468)
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onde estamos adotando as mesmas convengoes do caso MSZ3. Queremos representar
a interacao das geragoes anteriores como o efeito de um campo efetivo sobre a geragao
n + 1, agora sobre ambos os tensores microscopicos:
Zn+1 (anrla bn+1) =
T TT Yy yy z 2z x zz y z 22
Apyrexp [B (M5 + i @8 + o @7 + S b5 + 0 + E60370) ],

(4.69)
ou seja,
[ o1 Mt
Z (1)n+1 = Apq1exp |8 (Uﬁﬂ - n2 n2 + §Z+1 n+1):|
- Yy z
M Mn
A (2)n+1 =A,1exp | B <77£+1 - 2_+1 - _2+1 - n+1 n+1>:|
7(3 — 4 [ 77£+1 77n+1 T
( )n+1 n+1€Xp |3 9 +77n+1 9 + &1 — & ||
[ M U .
Z (4)n+1 = An—i—l €xXp 5 (_ 712-1-1 + 7724—1 2+1 - n+1 n+1) )
Z(5) . = A [ Tt Mnst
nt+1 — “in+1 €XP B - 9 - 9 + 77n+1 + §n+1 n+1 )
Z (6) o A [ 77£+1 77%4—1 z 4 70
ng1 = Any1exp B T T Ty + M1 — S §n+1 . (4.70)

E possivel mostrar que as equacoes nao sao todas independentes, com

In {&} — {%} — [%} (.71)

An+1 An+1 An+1
e
Z(Q)n-&-l} {Z(B)n—%l} {Z<6)n+l}
In|l————|=-In|————| —In|———]. 4.72
[ Anit Apia Apia ( )

Isso diminui o nimero de equagoes de 6 para 4, sugerindo que descartemos, nova-
mente, duas componentes dos campos efetivos. Mais formalmente, se trabalharmos

com todas as componentes, temos

na: _ 77y — i In Z<1)n+1Z<2)n+l
38 [ ZB3)nn Z(A) g |
U [Z(5)n1Z(6)ns
z Y _ —l
nn+1 77n+1 35 n _Z(3)n+1Z<4)n+1 ] )
7,]36 - ?72 _ i In _Z(l)n-i-lZ(z)TH—l-
il i 36 _Z(5)n+1Z<6)n+1 ’
1 _Z<3)n+1-
T ez - ]
£n+1 £n+1 26 n _Z(4)n+1 )
1 _Z(l)n—i—l
Y _ ¢z ——
n+1 £n+1 2ﬁ n _Z<2)n+1 )
1 —Z(5)n+1-
‘T | ) 4.
n+l ~ Sndl — 26 n _Z(G)n_H_ ( 73)
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Expressando as equacoes acima como um sistema linear, é possivel mostrar que o
determinante s6 é diferente de zero se o posto da matriz — ou rank — for menor ou
igual a 4. Como o posto é um invariante do sistema linear, vemos que ¢é necessario
reduzir o nimero de componentes para que possamos isolar os campos no sistema de
equacgoes. Poderiamos introduzir novas varidveis para denotar as diferencas entre os
campos efetivos mas, por praticidade, e sem perda de generalidade, vamos considerar
as componentes y nulas e manter novamente apenas as componentes z e z. Fazendo

isso, e com alguma manipulacao algébrica, obtemos

o = g1 [ 202
i Sﬁ Z(3>n+1Z(4)n+1 ’
z 1 -2(5)n+12(6>n+1:|
T]n+1 =-—1In )
35 _Z(3>n+1Z(4>n+1
-Z(5)n+1}
r . =—1In ,
1= 95| Z(6) e
1 ‘Z<2>n+1]
foi=—In|——— 4.74
n+1 26 _Z(]-)n—i-l ( )
Substituindo na equacao de recorréncia, temos
Zn (qm bn) = €Xp [_5Hext (qn7 bn)] X
z—1

X Z €xXp [_BH (qn7 bna qn+1, bn-‘rl)]Zn-i-l (qn-i-la bn-i-l)

{qn+1 7b’n+1}

z—1
= fO(H? A, A)) x {2exp {—g (Trqn +~yTrb, +ny, + n,iﬂ)] }
x (exp g (g" + 05 +nﬁ+l)} cosh {8 [A (b7 = b77) — 2] }+
20 cost {5 [0 027 = 07) = (655, - €25)] )+

3 z—1
+ exp {—B (gn7 + 057 + niil)} cosh {8 [A (b7 — b3¥) — &4 }) -
(4.75)

O termo contendo o trago de q e b é o mesmo para todos os estados. O traco dos
tensores ¢ nulo e os termos de campo se cancelam quando tomamos os quocientes

dos Z!. Agora, consideraremos novos campos efetivos, para a geragao n,
Zn (Qn, bn) = Ap exp [B (116, + 1nq;” + &0 + E67))], (4.76)

e obteremos as equacoes de recorréncia em funcao dos campos efetivos da geragao
anterior. Aqui, vamos considerar os Z(i),, separadamente dos termos de campo apli-

cado, mas manteremos a notagao para nao gerar mais confusao do que o necessario.
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Entao, explicitamente em funcao de «, ¢, temos

5 | Zon )
§=C+ % In Eg;:} : (4.77)

E encorajador que os campos efetivos obtidos dependem dos campos aplicados de
uma maneira andloga aos resultados que obtemos para o modelo de Ising. Uma
vez que temos as solucoes para os campos efetivos termodinamicamente estaveis,
podemos, novamente, calcular os campos efetivos no centro da rede realizando o
mesmo procedimento anterior, substituindo z—1 por z na expressao para Z, (q,, b,).
Com os campos efetivos 1§, 175, &5, &5, podemos, novamente, calcular os parametros

de ordem,

1
Q“”Z(W”)Zz > " Zy (q0,by)

0 {a0,bo}
1
B = (b = = Z b Zy (qo, bo) ,
0 {qo,bo}

(4.78)

4.2.2 Probabilidades de estado

Novamente, as probabilidades de estado obedecem as relacoes de recorréncia — que
estamos denominando, também, de relacoes de autossemelhanca. Para n > 0, sao
dadas por

i 1 i ; z—1
Pn = Z_nf (Oé, C) (Z Cian+1> y (479)

J
Ccom

Z, = Z File, ©) (Z cijp,{ﬂ) . (4.80)

A expressao formal para a energia livre serd a mesma do caso anterior, agora con-
siderando a nova matriz de pesos de Boltzmann ¢;;, o novo nimero de estados e a
interagdo com o campo externo de cada estado, f*(c, (). Vemos que, para qualquer
modelo discretizado onde tenhamos esses mesmos elementos, o processo € idéntico.

Novamente, a vantagem principal de utilizarmos as probabilidades de estado ao invés
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dos campos efetivos é que, com elas, conseguimos obter uma expressao algébrica para

a energia livre do sistema.

4.2.3 Parametros de ordem

Até agora, estivemos trabalhando com campos efetivos, que nao se prestam exata-
mente a uma interpretagao fisica direta, e probabilidades de estado, que sao mais
fisicamente interpretaveis. Queremos, no entanto, poder trabalhar com parametros
de ordem, que nos permitem compreender mais profundamente as simetrias e es-
tados do sistema. Vamos utilizar as probabilidades de estado para calcular o valor
médio dos elementos do tensor de ordem, que compoem as defini¢oes dos parametros

de ordem, comecgando pelo historicamente mais antigo,

(4.81)

Se temos as probabilidades de estado P!, podemos obter o mesmo parametro através

de uma simples média sobre os estados microscépicos,

6
S=> q°P'. (4.82)
i=1

Analogamente, queremos obter os outros escalares que utilizamos para parametrizar

os tensores de ordem. Temos
6
V=> (¢"—q¢") P,
i=1

6
U=> bP,
=1
6
n=>Y_ (b —b") P, (4.83)

i=1

Podemos tornar a notagao mais compacta utilizando a transformacao linear da forma
LR — R%,

Pl
S ~1/2 —1/2 —1/2 —-1/2 1 P?
vil | 32 32 =32 =320 0 P? (154)
U -1 1 -1 1 o0 P!
n -1 1 1 -1 2 -2 ps
P6
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A primeira coisa que notamos nessa transformacao é que ela relaciona espagos de
dimensoes diferentes. Isso significa que, a principio, existe alguma simetria ou in-
formacao redundante na nossa descricao do sistema. Podemos incluir mais uma
relacao, a normalizacao das probabilidades, para diminuir o tamanho do espaco
de probabilidades de 6 para 5 dimensoes. Na nossa transformacao linear, vamos

representar essa relagao como

Pl

S -1/2 —-1/2 -1/2 —1/2 1 1 P

1% 3/2  3/2 —=3/2 =3/2 0 0 P

ul=] -1 1 -1 1 0 0 (4.85)
P4

n -1 1 1 -1 2 =2 s

1 1 1 1 1 1 1
p6

A matriz representando a transformacao é, agora, 6 x 5. Seria muito conveniente se
pudéssemos encontrar uma maneira de inverter essa relagao para expressar todas as
quantidades de interesse, como a energia livre e as equagoes de estado, em fungao
dos parametros escalares. Para isso, precisamos, no minimo, que a matriz de trans-
formacao seja quadrada. Isso pressupoe a inclusao de um quinto parametro escalar,
que nao existe, a principio, em nenhuma outra descricao do sistema. Vamos chama-
lo de B — a razao pela qual ficard mais clara adiante — e inclui-lo de uma maneira ad
hoc. Para ver como ele pode estar relacionado as probabilidades de estado, vamos

supor que a transformacao linear seja da forma

S ~1/2 —1/2 —1/2 —1/2 1 P!
1% 3/2  3/2 —3/2 —3/2 0 P?
v [ -1 1 -1 1 0 0 P? (4.56)
" -1 1 1 -1 2 -2 P!
B )VEREEED VERREED VD VIS VD W Ps
1 1 1 1 11 1 PS

Vamos determinar os \; possiveis exigindo que a transformacao possua inversa, o

que implica um determinante nao-nulo. Para isso, é preciso que
M= — A3+ A+ A5 — A #0. (4.87)

Escolhendo um conjunto {\;} que respeite essa condicao, podemos trabalhar com os
)

parametros S, V,U,n, B. A escolha — completamente arbitraria — que faremos é sim-

plesmente tomar A\; como idéntico ao seu coeficiente numérico na equacgao acima. As-

sim, todos os termos sao positivos e garantimos a invertibilidade da transformacao.
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Entao
S -1/2 —1/2 —-1/2 -1/2 1 P!
1% 3/2  3/2 —=3/2 —3/2 0 P?
uvl_| -1 1 -1 1 0 0 p? (4.89)
n —1 1 1 -1 2 =2 P* '
B 1 -1 -1 11 -1 P®
1 1 1 1 1 1 1 P

Independentemente de trabalharmos com os parametros ou as probabilidades, vere-
mos que existe uma sutil diferenca no comportamento do sistema a temperaturas
mais baixas entre a abordagem de campos efetivos, com quatro variaveis, e utilizando
as cinco variaveis que obtivemos aqui. No primeiro caso, a magnitude do campo efe-
tivo nem sempre € monotonica com o aumento de temperatura, ao contrario do
segundo caso, onde o valor dos parametros de ordem, tanto auxiliares quanto no
centro da rede, diminui com a temperatura. O parametro B é, por construcao, line-
armente independente dos outros parametros escalares. No entanto, nao podemos
excluir a possibilidade de que ele possa ser expresso como uma combinacao nao-
linear deles. Apesar disso, para fins de cédlculo, vamos considerd-lo um parametro
independente.

Pela matriz de transformacao entre os parametros escalares e as probabilidades de
estado, podemos deduzir os parametros de ordem das fases biaxiais totalmente orde-
nadas, ou seja, as fases em que algum P* = 1. Para cada u, os parametros escalares
sao simplesmente os valores da coluna p correspondente na matriz de transformagao.
Vemos, entdao, que temos 4 fases nemadticas biaxiais negativas, onde S = —1/2, e

duas fases positivas, onde S = 1.

4.3 Comparacdo entre os métodos

Vimos que o métodos dos campos efetivos e o método Bayesiano sao, a principio,
bastante distintos. Enquanto o primeiro nos fornece exatamente quatro campos efe-
tivos, obter a energia livre do sistema através da integracao da equacao de estado
nao ¢ analiticamente possivel. Por outro lado, o método Bayesiano introduz um
parametro extra, B, mas permite que obtenhamos uma expressao analitica para a
energia livre do sistema em termos das probabilidades de estado ou, equivalente-
mente, dos cinco parametros de ordem auxiliares, {S,V,U,n, B}. Apesar de serem
baseados em principios distintos, os dois métodos resultam equivalentes. Mostra-
remos aqui, apenas a titulo de exemplo, os parametros de ordem obtidos das duas

maneiras, para o modelo de média geométrica, com v = 0.3. No caso do método
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Bayesiano, temos um parametro a mais e, no caso dos campos efetivos, nao conse-
guimos observar a transicao de primeira ordem, apenas o limite de estabilidade da
solugao. No entanto, a regiao de co-estabilidade entre a solugao isotrépica e a solugao
nematica uniaxial é tao pequena que quase nao ¢é possivel distinguir a diferenca na
escala das figuras mas, quando temos mais solugoes numericamente co-estaveis, a
expressao para a energia livre se torna de importancia fundamental para determinar
a fase termodinamicamente estavel. A figura [4.3| mostra os parametros de ordem no
sftio central para o caso de campos efetivos, enquanto a figura [£.4) mostra o mesmo

para o método Bayesiano.
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Figura 4.3: Parametros de ordem para o modelo de média geométrica, em fungao
da temperatura, com vy = 0.3, obtidos a partir do método dos campos efetivos. A

linha continua corresponde a S, a linha ponto-tracejada, a 7, e a linha pontilhada,
U. O parametro V é praticamente nulo.

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 t/z

Figura 4.4: Parametros de ordem para o modelo de média geométrica, em fungao da
temperatura, com v = 0.3, obtidos a partir do método Bayesiano. A linha continua
mais fina corresponde a S, a linha ponto-tracejada, a 7, a linha pontilhada, U, e a

linha continua mais grossa, a B. O parametro V é praticamente nulo.
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Capitulo 5
Diagramas de fase

Nos ultimos capitulos, derivamos as equagoes de estado para os parametros de ordem
e expressoes algébricas para a energia livre dos modelos restritos e do modelo SVD
completo, tanto em aproximacao de campo molecular como em uma aproximagao
de pares implementada na rede de Bethe através do método Bayesiano, utilizando
a discretizacao de Zwanzig. Com essas expressoes, estamos em posicao de calcular
— ao menos numericamente — os diagramas de fases, ou seja, os valores termodina-
micamente estaveis dos parametros de ordem (S, V,U,n) e, no caso da aproximagao
de pares, também B, para qualquer conjunto de valores da temperatura t = 81, do
nimero de coordenacao z, dos parametros da interacao, v, A, e dos campos externos
aplicados, a, (. A estabilidade das solugoes pode ser determinada pelos autovalo-
res da matriz jacobiana para o sistema de equacoes de estado. Nas regioes onde
hé coexisténcia de solugoes estaveis distintas, as expressoes para as energia livres
nos permitem localizar possiveis transi¢oes descontinuas, além de pontos tricriticos.
As equactes de estado também nos permitem realizar uma anédlise de bifurcacoes
para obtermos conjuntos de equagoes localizando as transicoes de segunda ordem,
pontos criticos terminais e linhas espinodais. Todos os diagramas de fases neste
capitulo serao em aproximacao de campo molecular, entao nao estamos utilizando
a notacao da aproximacao de pares, (g, V,U,7, E), mas todas as topologias de
diagrama foram conferidas numericamente em aproximacao de pares. E sempre
prudente realizar uma exploracao numérica dos diagramas de fase para conferir se
os resultados obtidos correspondem as fases termodinamicamente estaveis de menor
energia livre. No caso de campo externo nulo, a = ( = 0, temos a vantagem da fase
isotropica possuir os parametros de ordem escalares S =V =U =n =0 — ¢, em
aproximacao de pares, também B = 0. Isso simplifica consideravelmente algumas
expressoes. Para campo externo diferente de zero, as fases de alta temperatura sao
paranematicas — positivas ou negativas — e seus parametros de ordem nao sao nulos.

Esses casos podem requerer uma abordagem mais ostensivamente numérica. Além
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disso, a diferenca entre fases positivas e negativas deixa de ser completamente atre-
lada ao sinal do parametro S, e passa a indicar seu comportamento com a variagao
da temperatura: Existem situagoes onde o campo induz um parametro positivo em
uma fase ordenada que podemos identificar como negativa, pois o valor do parametro
na fase de alta temperatura é maior do que na fase ordenada. Utilizaremos essa
definicao mais generalizada de fases positivas e negativas, mantendo em mente a
nuance que a presenca do campo externo traz. A campo nulo, tanto o modelo de
média geométrica como o modelo desacoplado podem ser reduzidos a apenas dois
parametros de ordem. Na presenca de campo externo, o modelo desacoplado se
torna mais dificil de tratar pois, a principio, precisamos lidar com todos os quatro
parametros de ordem. Por sua propria construgao, o modelo de média geométrica é
mais simples, necessitando de apenas dois parametros de ordem mesmo na presenca

de campo externo.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: nas primeiras quatro secoes,
apresentaremos resultados em aproximagao de campo molecular. Veremos os se-
guintes casos: o modelo de média geométrica com o # 0, ( = 0, ja descrito na
literatura [34], e com o = 0, ( # 0, ainda nao descrito; o modelo desacoplado
também com a # 0, ( =0 e a =0, ( # 0, ambos casos sem descri¢ao na literatura.
As expressoes em aproximacgao de campo molecular sdo mais simples e permitem que
obtenhamos os diagramas de maneira relativamente facil. No entanto, as topologias
obtidas foram todas verificadas numericamente através da aproximacao de pares,

utilizando alguns conjuntos selecionados de parametros, pelo método Bayesiano.

Na ultima se¢ao, apresentaremos o modelo MSZ3 em aproximagcao de pares com
um campo externo aplicado. Em particular, obteremos o campo critico, temperatura

critica e parametro de ordem critico em funcao do ntimero de coordenacao.

5.1 Modelo de média geométrica em aproximagdao de campo

molecular com o # 0, =0

Como ponto de partida, temos o diagrama de fases para o modelo de média geométrica
a campo externo nulo, ou seja, « = ¢ = 0, apresentado na figura[5.1] Vemos que ha
um ponto de Landau onde a transi¢ao de primeira ordem se torna continua. Em ge-
ral, a condi¢ao de equilibrio é que o parametro de ordem corresponda a um minimo

do funcional de energia livre, ou seja

(2) =0 -
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As coordenadas do ponto de Landau podem ser obtidas tomando

d?g d’g
(g) _ (g> ), (5.2)
S=n=0 S=n=0
de onde obtemos
=1, (5.3)
1

2
Vamos, agora, considerar a eq. (3.42). Com o campo ¢ nulo, o sistema é simétrico

pela transformacao v — —v. O diagrama de fases para o > 0 é apresentado na
figura[5.2] Vemos a separagao do ponto de Landau em um ponto critico e um ponto

tricritico. As condig¢oes para as linhas de transigao de segunda ordem sao

@@L

n=0
A primeira condicao corresponde a equacao de estado para S, e a segunda condigao

nos permite localizar as transi¢oes de segunda ordem em que 7 vai a zero. No ponto
critico, temos

0 I O IR ¢

S=5¢n=0
Para o ponto tricritico, onde a transicao passa de segunda ordem para primeira

= 0. (5.6)
S5=5¢,n=0

S=5¢1=0

ordem, vamos precisar calcular derivadas totais da energia livre. Como, no ponto

tricritico, n ainda vai a zero continuamente, utilizaremos a forma
S=2S(n)~ S+ San”+ 0O (n*) (5.7)

para obter as derivadas totais de uma maneira mais direta do que calculando o
determinante jacobiano. A equacao de estado para S pode, entao, ser expandida ao

redor de n = 0,

Jg 2
AP =0 5.8
BIS 9o + g2n” + (5.8)
e podemos obter Sy e S5 igualando a equagao de estado a zero termo a termo,
do = 07 (59)
g2 = 0. (5.10)

Com a dependéncia de S com 7, podemos tomar agora as derivadas totais,

d%g _ (Y
dn? -~ \dnt
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= 0. (5.11)
S=So,7=0

S=50 n=0
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Figura 5.1: Diagrama de fases do modelo de média geométrica a campo nulo, o =
¢ = 0, em aproximacao de campo molecular. As linhas tracejadas representam
transicoes de segunda ordem, e a linha continua representa as transicoes de primeira
ordem. O ponto preto indica a posicao do ponto de Landau. A fase biaxial muda

de positiva para negativa a partir de v = 0.5.

Para o < 0, temos a mesma separacao do ponto de Landau em um ponto critico e

um ponto tricritico, agora na direcao contraria.

Dado o campo «, as quatro equacoes nos permitem obter Sy, Sg, e as coordenadas
do ponto tricritico, Y, Bie. A figura corresponde ao diagrama de fases para o
caso ( = 0 e a = —0.001, que apresenta uma topologia tipica para o caso ( = 0,
a < 0.

A figura apresenta a posicao v dos pontos critico e tricritico em funcao do
campo externo «. A figura aqui é apresentada de maneira ligeiramente diferente
da referéncia original onde o caso o # 0, = 0 foi calculado [34]. No entanto, a
maneira que apresentamos aqui nos permite inferir mais facilmente as topologias
possiveis para o diagrama de fases. Vemos que o efeito do campo externo, neste
caso, € relativamente simples e bastante trivial de calcularmos. O proximo caso sera

mais interessante.
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Figura 5.2: Modelo de média geométrica com ¢ = 0 e o = 0.001. O ponto de

Landau se divide em um ponto critico simples, indicado pelo ponto preto, e um

ponto tricritico, indicado pelo circulo. As linhas tracejadas indicam transicoes de

segunda ordem; as linhas sélidas, transi¢oes de primeira ordem.
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Figura 5.3: Modelo de média geométrica com ( = 0 e « = —0.001. Novamente, o

ponto de Landau se divide em um ponto critico simples e um ponto tricritico, agora

na

direcao contraria. Os pontos e transicoes sao indicados pelos mesmos simbolos

do caso positivo.
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Figura 5.4: Posigoes do ponto critico (tracejado) e tricritico (ponto-tracejado) em
funcao do campo externo «. Claramente, ha simetria v — —v. Os pontos pretos
correspondem aos pontos de Landau, e os circulos correspondem ao campo limite
onde a topologia do diagrama nao contém mais o ponto tricritico, que colapsa em
v = 0, para campo negativo, ou nao contém mais o ponto critico, que também

colapsa em v = (, para campos positivos.

5.2 Modelo de média geométrica em aproximagdo de campo

molecular com a = 0,{ # 0

Pela eq. , podemos ver que o campo ( quebra a simetria v — —. Isso ocorre
pois a interacao intermolecular e a interacao diamagnética com o campo externo
possuem, agora, anisotropias em direcoes distintas, embora ainda sejam diagonais
no mesmo sistema de coordenadas. A simetria, agora, é a inversao simultanea
v — —v,( - —(. Para ( = 0.001, obtemos o diagrama de fases da figura [5.5] e
detalhes dele nas figuras[5.6) e [5.7]

E nitido que o diagrama de fases obtido nesse caso é bem mais rico que no caso
anterior. Além dos pontos criticos e tricriticos ja obtidos, temos um ponto triplo,

que pode ser obtido resolvendo-se as seis equacoes simultaneas

@, @

S=Si,n=n;
72

=0 (5.12)
S=5Sim=n;
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Figura 5.5: Diagrama de fases para a = 0, = 0.001. Linhas continuas indicam
transicoes de primeira ordem; linhas tracejadas, transicoes de segunda ordem; o
triangulo proximo a v = 0 representa um ponto triplo; os pontos pretos identificados
como a e b indicam pontos criticos simples; o quadrado preto identificado como c,

um ponto critico terminal, e o circulo branco representa um ponto tricritico.

para trés solugoes simultaneas das equagoes de estado, {i = 1,2,3}, somadas das

duas equagoes
g (S1,m) =g (S2,m2), g(Si,m)=g(S3n3), (5.13)

que definem as coordenadas v, 8 do ponto triplo. Temos também um ponto critico
terminal, ou seja, uma linha de transicoes de segunda ordem que termina em uma
terceira fase sem relacdo com a transicao de segunda ordem. As coordenadas do

ponto critico terminal podem ser obtidas associando as equacoes ja obtidas para a
transicao de segunda ordem,

(@), &)

a condicao para a transicao de primeira ordem,

9 (50,0) =g (S1,m). (5.15)

As coordenadas para o ponto critico b sao mais elusivas. Os dois parametros

=0, (5.14)
S=5Sp,n=0

S=S0,7=0

de ordem neste ponto possuem valores finitos, e nao podemos realizar expansoes em

funcao deles. Podemos considerar as condicoes

G, -G, - (5R)

S=S¢,n=nc

=0, (5.16)

S=8Sc,n=nc

S=5cﬂ7=77
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Figura 5.6: Detalhe do diagrama de fases para a = 0, = 0.001 mostrando o ponto

triplo com mais clareza.
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Figura 5.7: Outro detalhe do diagrama de fases para a = 0, = 0.001, mostrando

com mais clareza o ponto critico terminal ¢ e o ponto critico b.

que nos fornecem S., 7. e um dos dois, . ou 7., mas nos falta mais uma condigao
para determinarmos os dois valores 3. e . simultaneamente.

Na figura[5.8] temos o diagrama de fases para o sistema com o = 0,¢ = 0.1. Nao
observamos mais o ponto critico terminal nem o ponto critico identificado como b:

eles colapsam em um ponto tricritico. O ponto triplo se desloca para valores mais
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altos de 7, e a transicao entre a regiao nematica positiva e paranematica se torna
bem menor. Eventualmente, a campos mais intensos, o ponto critico a colapsa sobre

o ponto triplo, como na figura |5.9

—+
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1.25

LI I L L I I I
\

é

0.75
: B
0.5F B
0.25}
O i I I I | I I I | I I I | I I I | I I I J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Y

Figura 5.8: Diagrama de fases para o = 0,{ = 0.1.

Para campo mais intensos ainda, nao temos mais o ponto critico colapsado sobre
o ponto triplo, e o ponto tricritico a direita atinge v = 1.5, valor acima do qual
nao hé mais sentido fisico para ~: esse valor de v possui uma relacao de dualidade
com o valor v = 0, representando a molécula com formato discotico uniaxial. No
entanto, um novo ponto tricritico surge em v = 0 e se desloca para a direita conforme
aumentamos (, criando uma linha de primeira ordem entre duas linhas de segunda
ordem, como podemos ver na figura [5.10, com ¢ = 0.55.

Para campos negativos, nao ha tanta complexidade. Temos o caso a = 0,
¢ = —0.001 na figura [5.11] Podemos criar um diagrama andlogo a figura para
encapsular melhor as possiveis topologias dos diagramas de fases: na figura [5.12]
vemos a posicao v de varios pontos especiais do diagrama de fases em funcao do

campo (.

5.3 Modelo desacoplado a campo nulo em aproximacao de

campo molecular

O modelo desacoplado ja foi estudado, em sua versao nao-discretizada, em apro-

ximag@o de campo molecular [20], mas sem a presenga de campos externos aplica-

75



76 CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE FASE

2.5

os? B

Figura 5.9: Diagrama de fases para a = 0, ( = 0.18.... O ponto preto indica a

posicao onde o ponto critico colapsa sobre o ponto triplo.
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Figura 5.10: Diagrama de fases para a = 0,( = 0.55.
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Figura 5.11: Diagrama de fases para a = 0, = —0.001. Podemos ver que ele é,

topologicamente, bastante semelhante ao caso ( = 0, a < 0 apresentado na figura

@.

dos. O resultado obtido aqui concorda totalmente com a versao nao-discretizada,
como podemos ver no diagrama de fases da fig. [5.14] A campo nulo, U =V = 0,
e é relativamente facil obter expressoes analiticas para os pontos tricriticos e linhas

de estabilidade. As condigoes para os pontos tricriticos sao

o9 . d%g

25 " ane

e Tai =" (5.17)

n=0

A maneira mais simples de calcular a derivada total é expressar S = S (1), e tratar
g como uma fungao de apenas uma varidvel, como fizemos anteriormente. Vamos

supor a forma

S~ Sy+ S+ ..., (5.18)
onde nao ha termo linear por conta da simetria +7 do sistema. Isso é valido mesmo
com campos externos aplicados, pois estes nao interagem com 7, apenas S (no caso

de a) e U (no caso de (). Podemos substituir essa forma funcional na equagao de

estado para S e realizar uma expansao em série para n = 0,
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Figura 5.12: Coordenada v dos pontos especiais do diagrama de fases do modelo
de média geométrica em aproximacao de pares, com « = 0, em funcao de (. O
ponto triplo esta representado como uma linha sélida, pontos tricriticos como linhas
ponto-tracejadas, pontos criticos como linhas tracejadas e o ponto critico terminal,
como uma linha pontilhada. Os pontos pretos, com v = 0 e {( ~ £0.4577...,
correspondem aos valores de campo para os quais o ponto tricritico cruza de v
positivo para v negativo. Os quadrados representam o colapso do ponto critico a e
do ponto triplo. Os circulos correspondem ao colapso do ponto critico b e do ponto
critico terminal em um ponto tricritico. Infelizmente, a trajetoria do ponto critico
b nao esta indicada pois nao foi possivel obter equacgoes analiticas que fornecessem
a sua posicao: o circulo indicando o colapso do ponto critico b e do ponto critico

terminal foi obtido numericamente.

de onde obtemos equagoes de estado para os valores Sy, Sy, igualando as equacgoes

termo a termo:

SO —gJo = 07
SQ — g2 = 0. (520)

Vamos expandir a energia livre, agora apenas funcao de 1, como
g (Za 57 Oa )‘7 a, Ca SO + 827727 07 07 77) ~ go + 92772 + 92774 T+ (521)
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! ! ! ! | ! ! ! ! | ! ! ! ! ! ! ! ! | ! ! ! ! | ! ! ! !
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Figura 5.13: Detalhe da fig. para || pequeno e y positivo. Pontos criticos estao
indicados por linhas tracejadas, pontos tricriticos, por linhas ponto-tracejadas, e o
ponto critico terminal, pela linha pontilhada. Podemos ver que o ponto de Landau,
indicado pelo quadrado preto em v = 0.5, se divide em um ponto critico e um ponto
tricritico a campo finito. Para campos positivos, vemos o surgimento de um ponto

critico terminal, que termina no ponto preto menor para ¢ = 0.

e fazer
d?%g
ap =% =0
d4
d—nﬂ =g, =0. (5.22)

No caso do ponto tricritico entre a fase biaxial e a fase isotrdpica, temos expressoes

mais simples ainda, pois Sy = 0. Utilizando a forma funcional

S g+ =S +.. ., (5.23)
obtemos
1 3 (Sat + )\2) B
go —Z—L 652 - —4t2 - 07
/\2
S i 5.24
2ot (4t —3) (5:24)
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d?g 1 A2
__92_1_1 ()\—7) =0,

A=t (5.25)

Substituindo essas expressoes em g4, obtemos

t(2t —3)

BT (5.26)

g4

de onde podemos concluir que, para o modelo desacoplado sem campo externo, o

ponto tricritico biaxial-isotrépico possui coordenadas

3 3 1

e = =, e = =, =-. 2
w=5 he=j Si=7 (527)
A transigao de segunda ordem entre a fase biaxial e a fase isotrépica possui S =n =0
e
0?g 1 A2
ZJ = (A== 5.28
S=n=0

de maneira que a linha de transicao é dada por
te = A, (5.29)

para A > %

Para obter a linha espinodal de uma fase em que o limite de estabilidade corres-
ponde a um valor finito do parametro de ordem, precisamos calcular os autovalores
do determinante jacobiano. Para a fase uniaxial positiva, onde apenas S # 0, isso é
relativamente facil: podemos calcular o jacobiano completo e tomar U =V =7 =0
no final, que nos fornece uma matriz diagonal. Obtemos que a linha espinodal
da transicao nematica-isotropica corresponde a solugao simultanea da equacao de

estado para S e da condigao para o autovalor

273 exp (9—5)

B
A+ :4— 4 )
[2+exp (°F°)]

=0 (5.30)

5.4 Modelo desacoplado em aproximacao de campo molecular

coma=#0, (=0

O caso com campos externos aplicados é mais complexo por duas razoes principais.
No caso de campo « positivo, ainda podemos utilizar a condicao V' = U = 0, mas a

fase isotropica se torna paranematica, e nao podemos mais presumir S = 0 para as
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Figura 5.14: Diagrama de fases do modelo desacoplado (7 = 0), a campo externo
nulo, em aproximacao de campo molecular. As linha sélidas representam transicoes
de primeira ordem e as linhas tracejadas, transicoes de segunda ordem. As linhas
espinodais estao ausentes. O quadrado preto representa o ponto triplo, enquanto
os circulos brancos representam os pontos tricriticos. Na auséncia de campo, sao

estaveis tanto as fases positivas, NV, e By, quanto as fases negativas, N_ e B_.

transicoes de primeira ordem nem para o ponto tricritico biaxial-isotrépico, agora
biaxial-paranematico. Assim, precisamos resolver as equagoes para o parametro de
ordem S na fase paranematica também, e nao é mais possivel resolver analiticamente
as equacoes para o ponto tricritico biaxial-paranematico. Para campo « negativo,
temos a dificuldade adicional de que U e V sao diferentes de zero, e precisamos resol-
ver as equacoes para esses parametros também. Além disso, ha transicoes continuas
para as quais o parametro critico nao é mais n, mas V ou U. Caso haja mais
de um parametro de ordem que vai a zero, precisamos expressa-lo em funcao do
parametro critico como fizemos anteriormente, expandir a equacao de estado para
o parametro dependente em funcao do parametro critico, e iguald-la a zero termo a
termo. Neste caso, podemos ignorar o termo constante, mas a dependéncia com o
parametro critico pode ser linear ou quadratica, dependendo da situagao. Para obter
as equacoes dos pontos tricriticos, que envolvem derivadas totais da energia livre,

precisamos expressar todos os parametros nao-criticos como funcao do parametro
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critico, como fizemos com S = S (n) no caso de média geométrica, o que pode in-

troduz até mais trés equagoes no sistema. No limite @« — oo, o modelo se torna

____________________ 0.8_— /

0.2r

-1. -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0. 0.2 0.4

Figura 5.15: Posicao A dos pontos de interesse no diagrama de fases do modelo
desacoplado com campo aplicado . Pontos tricriticos estao representados por linhas
ponto-tracejadas, pontos criticos por linhas tracejadas e pontos triplos por linhas
pretas. O ponto preto representa a transformacao do ponto triplo em um ponto
critico simples. No caso, toda a linha de transicao de primeira ordem nematica
uniaxial-paranematica se torna uma linha de pontos criticos simples, que desaparece
a campos mais intensos. O circulo branco representa um ponto tricritico, onde o
ponto triplo se torna um ponto critico terminal, e a mesma transi¢ao de primeira

ordem nematica uniaxial-paranematica se torna uma transicao de segunda ordem.

equivalente a um modelo de Ising sem campo externo aplicado. As equacoes de

estado para S e 7 se tornam

s=1,

n = 2tanh (5An), (5.31)
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e o parametro S se torna irrelevante. Expandindo a equacao de estado para 7 em

primeira ordem para 71 ~ 0, obtemos a condicao critica
te =2, (5.32)

que define uma linha de transi¢ao de segunda ordem.

Na figura [5.15], temos a coordenada A dos pontos triplos, criticos e tricriticos em
funcao do campo externo a. Vemos que hé uma riqueza de topologias para os diagra-
mas de fase. Com « positivo, os dois pontos tricriticos do diagrama eventualmente
convergem, a partir de onde temos apenas uma transicao de segunda ordem entre
a fase biaxial e paranematica, em acordo com o limite de campo infinito obtido. O
ponto triplo se torna um ponto critico terminal para a ~ 0.014, e a transicao de
primeira ordem entre a fase N, e P, torna-se uma linha de pontos criticos simples,

como podemos ver na figura [5.16] As condi¢Ges para o ponto critico terminal sao as
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Figura 5.16: Diagrama de fase para ( = 0 e a = 0.014895... correspondente ao
ponto critico simples do diagrama a x . Linhas tracejadas representam transicoes
de segunda ordem, linhas pretas, transi¢oes de primeira ordem, o quadrado preto

indica o ponto critico terminal e os circulos brancos, os pontos tricriticos.

mesmas para a linha de transicao de segunda ordem,

GG )

S=Sy,n=0 S=Sy,n=0
com a condigao extra
9(Sv,0) = g(Sg,15), (5.34)

—0, (533
S=Sy,n=0
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onde (S, np) correspondem aos parametros de ordem da fase biaxial. Para campos
mais intensos, mas antes da convergéncia dos pontos tricriticos, temos a topologia
de diagrama de fases apresentada na figura [5.17} a transicao de segunda ordem
se torna uma transicao de primeira ordem no primeiro ponto tricritico, e volta a

ser de segunda ordem apds o segundo ponto tricritico. Para a negativo, todos os
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Figura 5.17: Diagrama de fase para ( = 0 e « = 0.2. Linhas tracejadas representam
transicoes de segunda ordem, linhas pretas, transicoes de primeira ordem e os circulos

brancos, os pontos tricriticos.

parametros (S, V,U,n) sd@o nao-nulos na fase biaxial. Além disso, hd o surgimento
de uma nova fase uniaxial, onde S,U # 0 e V = n = 0. Indicamos essa fase, uniaxial
tanto para o tensor Q quanto B, de N*. Podemos ver essa fase na figura[5.18 Na
transicao de segunda ordem entre B_ e N*, ambos V' e 1 vao a zero continuamente.

Neste caso, podemos expressar V =V (n), desta vez linear em 7:
V=Vin+0(n’), (5.35)

pois os dois parametros escalares possuem a mesma simetria. Podemos expandir a
equacao de estado para V' com 1 ~ 0, em um processo analogo ao realizado para

S (n), e obter as condigoes para a linha de segunda ordem:

(5%) -()

5=50,V=0,U=Up,n=0

9 (9
on \ oV

S5=S0,V=0,U=Up,n=0

= 0. (5.36)

V:Vl’q T]ZO
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Figura 5.18: Diagrama de fase para ¢ = 0 e a =~ —0.07644 ..., correspondente ao
valor do campo onde a transicao de primeira ordem uniaxial-paranematica N_P_
torna-se de segunda ordem. A linha ponto-tracejada corresponde a uma linha de
pontos tricriticos terminando em um ponto tricritico terminal, representado como
um quadrado branco. As linhas tracejadas representam transi¢coes de segunda
ordem; linhas pretas, transicoes de primeira ordem; os circulos brancos, pontos
tricriticos e o ponto preto, um ponto critico terminal. A fase N* estd localizada
entre as fases B_ e P_, e possui U > 0, S < 0. O parametro critico para a transicao
N*-P_¢éU.

A 1dltima equagao é uma maneira compacta de expressarmos o procedimento adotado

quando tomamos S (), pois aqui existe apenas o termo de primeira ordem.

Para a transicao de segunda ordem entre N* e P_, apenas S é diferente de zero,

e o parametro critico é U. Neste caso, a condicao critica é simplesmente

~0. (5.37)
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No limite o — —o0, obtemos S = —% e as equacoes de estado para V, U, n:
b ;
2 A—i—Aexp( V) {1+ exp [BA (3U + )]}

Sl xp (22Y) + exp (BAn)
2 A—l—exp( V) {1+ exp [BA(3U + )]}

1 exp (*57) + exp (35AU)
=37 + exp (%) 1+ exp [BA(3U +n)]} (5.38)
onde
A = [exp (3BAU) + exp (6An)] . (5.39)

E facil ver que o sistema de equacoes de estado possui simetria n — 3U, U —
n/3. Nao vamos investigar mais a fundo o diagrama de fases deste caso, por ser
relativamente complexo mas, para o caso de um campo « relativamente intenso em
comparagao com os outros valores que estudamos aqui, « = —1, temos o diagrama

de fases da figura [5.19] com dois pontos tricriticos e dois pontos criticos terminais.
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Figura 5.19: Diagrama de fase para ( = 0, « = —1. Linhas tracejadas representam
transicoes de segunda ordem; linhas pretas, transi¢oes de primeira ordem; os circulos

brancos, os pontos tricriticos e os pontos pretos, pontos criticos terminais.
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5.5 Modelo desacoplado em aproximac¢ao de campo molecular

coma=0,(#0

Por fim, temos o caso do modelo desacoplado com campo aplicado (. Podemos
afirmar que este é o caso menos rico em topologias: temos apenas, no maximo, uma
linha de transi¢ao de primeira ordem, um ponto tricritico e uma linha de transigao
de segunda ordem. Na figura[5.20] vemos o diagrama de fases tipico. Os parametros
criticos para as transigoes de segunda ordem sao 1 e V', que vao ambos a zero. No
caso de campo positivo, temos S < 0 e U > 0 na fase paranemaética e, no caso de
campo negativo, S < 0 e U < 0. De resto, os dois casos sao totalmente simétricos.

Na figura [5.21] temos a posicao do ponto tricritico em funcao do campo (. Vamos
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Figura 5.20: Diagrama de fase para a = 0, ( = 0.1. Linhas tracejadas representam
transicoes de segunda ordem; linhas pretas, transicoes de primeira ordem e o circulo

branco, o ponto tricritico.

comentar apenas o primeiro quadrante — todos os outros sao apenas reflexoes deste.
Podemos ver que, conforme aumentamos a intensidade do campo, o ponto tricritico
se move para valores de A menores, até que colide com o ponto tricritico vindo do
caso A < 0, a partir de onde temos apenas uma transicao de segunda ordem. E

trivial calcular o limite ( — oo para a energia livre deste caso. As equagoes de
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Figura 5.21: Posicao A do ponto tricritico, indicado pela linha ponto-tracejada, em
funcao do campo externo aplicado ¢. O ponto tricritico a campo nulo esta indicado
pelo circulo branco e o campo para o qual o ponto tricritico tem ;. = 0 estd indicado
pelo ponto preto, valendo ¢ ~ 0.4578.... Para campos mais intensos, positivos e

negativos, o sistema apresenta apenas uma linha de transicao de segunda ordem.

estado se reduzem a

1
S — —5,
V = §tanh [é 3V + 277)\)} ,
2 4
U=1,
n = tanh [§ (3V + 277)\)] : (5.40)

Com alguma manipulacao algébrica, é possivel resolver a equacao de estado para n

V= ? [111 (_11 _7777> - Bkn] . (5.41)

em termos de V,
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Com um pouco de paciéncia, substituindo essa expressao na equagao de estado para

V', obtemos

9+ 8\ —-1-
BO+8Nn _ . (5.42)
4 1—n
Tomando a derivada com 1 = 0, chegamos a temperatura critica
9+ 4\
t— 2. (5.43)

Portanto, no limite ( — 0o, temos apenas uma transicao de segunda ordem, com
a temperatura critica dependente de A. O limite ( — —oo pode ser calculado
de maneira semelhante, e os resultados sao idénticos, exceto pelas transformacgoes
U—-U,n— —n.

5.6 Modelo MSZ3 com campo externo aplicado em aproximagao

de pares

Vamos, agora, utilizar o modelo MSZ3 como exemplo, e obter seu diagrama de fases
em aproximacao de pares. A expressao para a energia livre serd usada apenas para
encontrar as transicoes de primeira ordem. De resto, utilizaremos as equagoes de
estado para S e n para encontrar os pontos criticos, tricriticos e linhas espinodais.
A figura [5.22] representa o diagrama para z = 3. A topologia é igual & obtida
na aproximacao de campo molecular. As coordenadas do ponto critico nematico-
paranematico sao «. ~ 0.00696 e t./z ~ 0.565, com o parametro de ordem dado por
S. ~ 0.166. Vemos que caso com campo externo ¢ um pouco mais complexo, pois
nao podemos tomar S = 0 na fase desordenada. Precisamos de equagoes para trés

variaveis: as duas coordenadas criticas e o parametro de ordem critico. As equacoes

sao
dg

% s, - Sc - Fl <Z7607a/ca 5670) - 0’

a_Qg 1 aFl (Zaﬁc;ac;scv()) —0

85215, as S

639 0*Fy (Z7Bcaac;8c70)

S = = 0. 44
053 |s. 052 Se 0 (5:44)

Vemos que o termo de campo introduz uma quebra de simetria na forma de um
termo linear, e as equagoes sao semelhantes as equagoes para um ponto tricritico,
onde a linha de transicao de primeira ordem se torna de segunda ordem. Aqui, no
caso, nao ha parametro nao-critico para distinguir as duas fases, e temos apenas

um ponto critico simples. E interessante, também, analisar o caso assintdtico de
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Figura 5.22: Diagrama de fase para o modelo MSZ3 em funcao da temperatura
e campo externo, em aproximacao de pares com coordenacao z = 3. As linhas
sélidas representam transicoes de primeira ordem, a linha tracejada representa uma
transigao de segunda ordem, e as linhas pontilhadas, os limites de estabilidade (linhas
espinodais) da fase paranemadtica (P). O ponto triplo de coexisténcia entre as fases
biaxial negativa (B_), nematica (N, ) e paranematica (P) esta representado por um
triangulo preto, o ponto critico entre a fase nematica e paranematica, por um circulo

negro, e o ponto tricritico, por um circulo branco.

campo negativo, quando @ — —oo. Considerando novamente o sistema de equagoes
(4.35), com um campo apenas na dire¢ao z e assintoticamente negativo, vemos que

a probabilidade para o estado P? é suprimida. Resta o sistema

1 z—1
P, =— <€%Pl+1 + 6_%PS+1> ,

n Zn n
SR G 88 5o\t
Pi=g (e TPl te2 Pn-i—l) : (5.45)

que podemos identificar como formalmente equivalente a um modelo de Ising a

campo nulo, cujo sistema de equacoes na rede de Bethe é dado por
Py =— (eﬁfpéﬂ + efﬁjpgﬂ)’z*l ’

(e P, + e P2 ) (5.46)
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Lembrando que haviamos incorporado o termo de acoplamento Uy em (3, podemos
mapear um modelo no outro notando que a fisica do sistema nao se altera ao mu-

darmos o referencial da energia. Portanto, escrevemos

38U, 38U,

5 +C=p5J, - 1 +C =—-3J, (5.47)
o que nos da
36U,
o= 350 (5.48)
8
e
99U
J =2 (5.49)
8
Sabemos que a temperatura critica para o modelo de Ising em aproximagao de pares
¢ dada por
kgT., 2
te=p01= = , 5.50

de onde podemos obter a linha assintdtica

kgT, 18
te=p"1= ¢ = . 5.51
6 UO 81In (252) ( )
Para o caso z = 3, analisado acima, isso nos fornece
le
— =~ 0.682..., (5.52)
z

como indicado na figura [5.23|

Também podemos fazer algumas observacgoes a respeito do comportamento critico
a campo positivo em funcao da coordenacao z. Nas figuras [5.24] [5.25] e [5.26] temos a

variacao da temperatura critica, do campo critico e do parametro de ordem critico

com z. Vemos que a mudanc¢a na temperatura critica e no parametro de ordem
critico nao é muito acentuada conforme aumentamos z: nos dois casos, a razao
entre os valores para os extremos aqui considerados, z = 3 e z = 24, ¢ aproximada-
mente 0.69. Por outro lado, o campo critico varia consideravelmente. Neste caso, a
razao entre a intensidade do campo critico para os dois casos extremos é de cerca
de 0.18. Isso nos sugere que, em um sistema de coordenagcao finita, deveriamos ob-
servar um ponto critico a valores de campo quase uma ordem de grandeza abaixo
do previsto em aproximacao de campo molecular. Mesmo que o caso z = 24 esteja
distante do limite de coordenagao infinita correspondente a aproximacgao de campo

molecular, a variagao no campo critico ja é razoavelmente pequena.
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Figura 5.23: Diagrama de fases do modelo MSZ3 em funcao da temperatura e
campo externo, para campos negativos mais intensos e sem representar as linhas
espinodais. A linha pontilhada representa a temperatura assintética da transigao
de segunda ordem; a linha tracejada representa uma transicao de segunda ordem, a
linha continua, transi¢oes de primeira ordem; o triangulo, um ponto triplo; o ponto

preto, um ponto critico, e o circulo branco representa um ponto tricritico.

5.7 Modelo de média geométrica em aproximacao de pares a

campo externo nulo

O diagrama de fases para o modelo de média geométrica em aproximacao de campo
molecular ja é bastante conhecido. Aqui, vamos apenas comentar muito brevemente
um efeito do nimero de coordenagao no diagrama de fases obtido em aproximacao de
pares. Como podemos ver na figura[5.27, a dependéncia da temperatura de transigao
de primeira ordem é quase constante para valores menores de v e, para ( = 3,
apresenta uma reentrancia, onde a temperatura da transicao se reduz logo antes do
ponto de Landau. Essa reentrancia também existe, mas é menos pronunciada, para
z=4

Podemos observar mais claramente a nao-monotonicidade da temperatura de

transicao na figura [5.28|

Embora a topologia dos diagramas de fase seja idéntica a obtida em aproximacao
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Figura 5.24: Temperatura critica para campo positivo no modelo MSZ3, em apro-

ximacao de pares, conforme variamos a coordenagao z.

10% a./z
1.4}

1.2}
1.f .

0.8} .

0.6}
0.4}

0.2F°

0.t

TN

Figura 5.25: Campo critico no modelo MSZ3 em funcao da coordenacao z.
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Figura 5.26: Parametro de ordem critico no modelo MSZ3 em func¢ao da coordenagao

Z.

de campo molecular, consideramos esse efeito da baixa coordenagao digno de nota.
Para z > 4, ele desaparece e reobtemos o mesmo comportamento monoténico da

aproximacao de campo molecular.
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Figura 5.27: Comportamento da linha de transi¢ao de primeira ordem em fungao
da coordenacao, da mais inferior a mais superior respectivamente, z = 3, z =
4, z = 6 e z — 00, ou seja, a aproximagao de campo molecular. Nao estamos
representando, aqui, as transi¢oes de segunda ordem, para nao poluir muito a figura
. O ponto preto representa o ponto de Landau para z = 3. Para cada coordenacao
z, apenas a temperatura muda; 7y continua igual a 1/2. Todas as temperaturas estao
normalizada por z. E possivel observar que a temperatura da transi¢ao de primeira
ordem é quase constante para coordenagao finita e, no caso z = 3, é claramente
nao monotonica: ha uma reentrancia na temperatura logo a esquerda do ponto de

Landau.

95



96

CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE FASE

t/z

0.6¢
0.59f
0.58f
0.57f
0.56
0.55f
0.54f
0.53f

. 2: L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L
05 0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Y

Figura 5.28: Detalhe da linha de transicao de primeira ordem para o modelo de

média geométrica em aproximacao de pares para z = 3. Estamos omitindo a linha

de transicao de segunda ordem. O ponto preto indica a posi¢ao do ponto de Landau.

96



Capitulo 6
Conclusdes

Apesar dos argumentos de Straley contra a discretizacao de modelos continuos [42],
sabemos hoje que os diagramas de fase obtidos através desse procedimento pos-
suem topologias consistentes com os modelos originais. Com os modelos discreti-
zados, evitamos a necessidade de lidar com equacoes integrais para obtermos os
parametros de ordem de equilibrio. Resultam, portanto, muito mais trataveis, espe-
cialmente quando estamos lidando com um ntimero maior de parametros de ordem
e suas equagoes de estado acopladas. Neste trabalho, generalizamos a interacao di-
amagnética para o caso biaxial e, aproveitando-nos da simplicidade do modelo de
Sonnet-Virga-Durand discretizado, com seis estados, ou modelo MSZ6, obtivemos
uma diversidade de diagramas de fase, além de algumas expressoes analiticas para
pontos de interesse. A tnica restricao que impusemos foi a co-diagonalidade dos
tensores moleculares e do tensor de resposta diamagnética. O estudo de modelos
fisico-estatisticos é interessante por si s0; a interacao com o campo externo aplicado
que desenvolvemos representa a interacao mais geral possivel dentro da restricao
que adotamos. Restrigoes sobre essa generalizacao podem ser tteis, tal como o
modelo de média geométrica e o modelo desacoplado representam subespacos do
modelo completo SVD, mas é importante que tenhamos um panorama do modelo
completo para compreender melhor as restricoes impostas. Modelos simples, como
o utilizado aqui, frequentemente podem ser reaproveitados para descrevermos mais
de um sistema fisico, fazendo com que resultados tedricos possam ser reaproveitados
na descricao de outros sistemas nao-relacionados, mas que possuindo as mesmas
simetrias e caracteristicas basicas da interagao.

As fases biaxiais para cristais liquidos termotrépicos ainda sao muito mal com-
preendidas, e o trabalho experimental é denso e, frequentemente, produz resultados
ambiguos. E notével que o estudo tedrico de cristais liquidos foi inicialmente muito
lento; no entanto, desde que comecou a ganhar momento, a investigacao tedrica

das mesofases avancou bastante rapidamente, e a previsao de uma fase biaxial ter-
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motrépica, por Alben [14], utilizando apenas argumentos fenomenoldgicos e de si-
metria, precedeu em muito as primeiras sugestoes — erroneas — de que essa fase havia
sido finalmente observada na natureza |54, 55]. De certa maneira, criou-se uma di-
visao entre o estudo de modelos microscépicos, verdadeiramente fisico-estatisticos, e
a descricao baseada em teorias do continuo, mais fenomenoldgica e, definitivamente,
mais préoxima da abordagem experimental. No entanto, as duas abordagens sao
complementares.

A aproximacao de campo molecular costuma ser bastante restritiva, ao nao per-
mitir que o sistema sofra flutuagoes estatisticas. Isso, combinado a discretizacao de
estados, nos sugere que ¢ prudente, no minimo, verificar alguns de nossos resultados
utilizando uma aproximagcao de pares — que, pelo menos, relaxa um pouco a res-
tricao sobre flutuagoes imposta pelo campo molecular. No processo de aplicar essa
aproximacao ao modelo estudado, nos deparamos com algumas peculiaridades. A
similaridade entre a implementacao da aproximacao de pares na rede de Bethe e di-
versos outros algoritmos de inferéncia estatistica nos inspirou a adotar o método que
chamamos, neste trabalho, de Bayesiano. Os resultados sao idénticos aos obtidos
utilizando-se do formalismo mais tradicional de campos efetivos mas, ao contrario
deste, o método Bayesiano nos permite utilizar o método de Gujrati para obter ex-
pressoes para a energia livre do sistema, além de oferecer uma interpretacao mais

direta do que os campos efetivos.
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