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Resumo
Apresentam-se nesta tese os resultados de apli
ações do formalismo da Me
âni
a

Estatísti
a em dois problemas independentes. O primeiro diz respeito a um modelo

para Evolução do A
asalamento Preferen
ial no pro
esso de Espe
iação Simpátri
a;

enquanto que o segundo refere-se ao desenvolvimento de um algoritmo de apren-

dizado por meio de Inferên
ia Aproximativa.

No problema biológi
o estudado, 
ada indivíduo em um modelo de agentes é


omposto por dois traços. Enquanto um é responsável pela e
ologia do indivíduo,

o outro dita uma aparên
ia físi
a des
orrela
ionada 
om a adaptabilidade. Esses

traços são expressos por diferentes lo
i que estão ligados entre si por uma taxa de

re
ombinação. O modelo in
lui também a possibilidade de evolução da preferên
ia

sexual dos indivíduos. Foi 
onstruído para esse modelo um diagrama de fases no

espaço dos parâmetros que des
revem o ambiente 
omo, por exemplo, quantidades

de re
ursos e de�
iên
ia do indivíduo híbrido. Foram en
ontradas três fases de equi-

líbrio: (i) emergên
ia de A
asalamento Preferen
ial; (ii) extinção de um dos alelos

do lo
us responsável pela e
ologia e (iii) equilíbrio Hardy-Weinberg. Foi veri�
ado

que o a
asalamento preferen
ial pode emergir ou mesmo ser perdido (e vi
e-versa)

em resposta a mudanças no ambiente. Além disso, o sistema apresenta memória

de seu estado anterior, 
ara
terizando uma histerese. Histerese é uma 
ara
terísti
a

típi
a de transições de primeira ordem, o que permitiu a des
rição desse sistema

biológi
o por meio do ar
abouço da Me
âni
a Estatísti
a.

Em relação à Inferên
ia Aproximativa, está-se interessado na 
onstrução de um

algoritmo de aprendizado supervisionado por meio da té
ni
a de Propagação de

Expe
tativas. Mais espe
i�
amente, pretende-se inferir os parâmetros que 
ompõem

um Per
eptron Professor a partir do 
onjunto de pares - entradas e saídas - que

formam o 
onjunto de dados disponíveis. A estimativa desses parâmetros será feita

pela substituição de uma distribuição Posterior original, geralmente intratável, por

uma distribuição aproximativa tratável. o algoritmo Propagação de Expe
tativas

foi adotado para a atualização, passo a passo, dos termos que 
ompõem essa dis-

tribuição aproximativa. Essa atualização deve ser repetida até que a 
onvergên
ia
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vi Resumo

seja atingida. Utilizando o Teorema do Limite Central e o método de Cavidade,

foi possível obter um algoritmo genéri
o e que apresentou desempenho bastante e�-


iente em dois modelos estudados: o modelo do Per
eptron Binário e o modelo do

Per
eptron Gaussiano, 
om desempenho ótimo em ambos os 
asos.



Abstra
t
This thesis presents appli
ations of the framework of Statisti
al Me
hani
s to

two independent problems. The �rst 
orresponds to a 
omputational model for the

evolution of Assortative Mating in the Sympatri
 Spe
iation pro
ess; and the se
ond

a learning algorithm built by means of a Bayesian Inferen
e approa
h.

In the biologi
al problem ea
h individual in an agent-based model is 
omposed of

two traits. One trait, 
alled the e
ologi
al trait, is dire
tly related with the �tness;

the other, 
alled the marker trait, has no bearing on the �tness. The traits are

determined by di�erent lo
i whi
h are linked by a re
ombination rate. There is

also the possibility of evolution of mating preferen
es, whi
h are inherited from

the mother and subje
t to random variations. The study of the phase diagram

in the spa
e of parameters des
ribing the environment (like 
arrying 
apa
ity and

disruptive sele
tion) reveals the existen
e of three phases: (i) assortative mating; (ii)

extin
tion of one allele from e
ologi
al lo
i; and (iii) Hardy-Weinberg equilibrium. It

was veri�ed that the assortative mating 
an emerge or even be lost (and vi
e-versa)

a

ording with the environmental 
hanges. Moreover, the system shows �memory�

of the initial 
ondition, 
hara
terising a hysteresis. Hysteresis is the signature of

�rst order phase transition, whi
h allows the des
ription of the system by means of

the Statisti
al Me
hani
s framework.

In relation to the Bayesian Inferen
e, a supervised learning algorithm was 
on-

stru
ted by means of the Expe
tation Propagation approa
h. The idea is to estimate

the parameters whi
h 
ompose a Tea
her Per
eptron by the substitution of the orig-

inal posterior distribution, intra
table, by a tra
table approximative distribution.

The step-by-step update of the terms 
omposing the approximative distribution

was performed by using the Expe
tation Propagation algorithm. The update must

be repeated until the 
onvergen
e o
urrs. Using the Central Limit Theorem and the

Cavity Approa
h, it was possible to get a generi
 algorithm that has shown a very

good performan
e in two appli
ation s
enarios: The Binary Per
eptron Model and

the Gaussian Per
eptron Model.
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1Apresentação eEstrutura da Tese
O trabalho que será apresentado nesta tese segue a linha de apli
ações daMe
âni
a

Estatísti
a (ME) a objetos externos aos 
ampos tradi
ionais da físi
a, fato que tem

se tornado bastante 
omum nas últimas dé
adas. Isso se deve, em grande parte,

ao fato de que os prin
ípios teóri
os e a estrutura matemáti
a da ME são equiva-

lentes à Teoria da Informação desenvolvida prin
ipalmente por Shannon e Jaynes.

A equivalên
ia matemáti
a desses dois 
ampos aparentemente ortogonais possibil-

itou o aumento da abrangên
ia do 
on
eito de entropia introduzido por Clausius,

fazendo dessa entidade a ferramenta bási
a para lidar 
om inferên
ia e pro
essa-

mento de informação. Nesse 
ontexto, a ME 
hega ao sé
ulo XXI 
omo um instru-

mento importante no entendimento teóri
o de problemas típi
os na área de Ciên
ia

da Computação, Inteligên
ia Arti�
ial, Neuro
iên
ia e Biologia.

Serão apresentados aqui dois problemas independentes, porém ambos analisados

sob o ar
abouço da ME. O primeiro perten
e ao 
ampo da Biologia Evolutiva, en-

quanto que o segundo refere-se a um algoritmo de aprendizado em Redes Neurais.

Na primeira parte da tese, serão tratados os resultados obtidos sob a orientação e


olaboração do Professor Nestor Cati
ha da Universidade de São Paulo (USP), a

respeito da evolução da preferên
ia sexual no pro
esso de Espe
iação Simpátri
a 1.

Já na segunda parte, serão tratados os resultados da par
eria 
om o Professor Man-

fred Opper da Te
hnis
he Universität Berlin (TU-Berlin), que resultou no estudo de

algoritmos de aprendizado Bayesiano por meio de métodos de aproximação.

A respeito da Espe
iação Simpátri
a, estamos interessados na 
onstrução e análise

1Todos os termos té
ni
os apresentados aqui serão devidamente de�nidos no de
orrer da tese.

1



2 1 Apresentação e Estrutura da Tese.

de um modelo matemáti
o-
omputa
ional que possa promover em uma população a

emergên
ia e perda (reversão) de a
asalamento preferen
ial 
omo resposta a alter-

ações ambientais. Ver-se-á que as 
on�gurações do ambiente em que a
onte
em a

emergên
ia e as 
on�gurações em que há perda de preferên
ia sexual diferem entre

si, eviden
iando uma histerese. Histerese é a assinatura de um sistema metaestável

sujeito a transições de fase des
ontínuas (ou de primeira ordem), o que permite a

interpretação desse sistema biológi
o por meio do ar
abouço da ME. Uma típi
a

transição de fase des
ontínua a
onte
e, por exemplo, quando se observa em 
asa o

surgimento de bolhas na água fervente. O aumento da temperatura promove uma

mudança des
ontínua na densidade de molé
ulas, o que faz 
om que a água vá, de-

s
ontinuamente, de uma fase líquida (alta densidade) para uma fase gasosa (baixa

densidade) em resposta à mudança na temperatura. Pela formulação da ME, a fase

que apresenta uma energia livre menor (ou uma entropia maior) é a mais estável e


onsequentemente, dado um tempo su�
ientemente grande, o sistema vai 
onvergir

para essa fase.

A respeito de Redes Neurais, tem-se veri�
ado ao longo das últimas dé
adas

que a ME é uma té
ni
a bastante poderosa para sua formulação e des
rição. Em

Redes Neurais, transições de primeira ordem também são observadas. Em modelos

de aprendizado, por exemplo, uma rede neural pode se en
ontrar em uma fase em

que não há aprendizado (generalização ruim) ou em uma fase de aprendizado to-

tal (generalização perfeita) a respeito de uma 
erta regra que se quer inferir. Em

alguns modelos, há uma transição des
ontínua entre essas duas fases à medida que

são apresentadas novas informações sobre essa regra. Dessa forma, mais uma vez

somos remetidos ao formalismo da ME das transições de fase. Nesse 
ontexto, es-

tamos parti
ularmente interessados na formulação de um algoritmo de aprendizado

genéri
o por meio de uma té
ni
a de inferên
ia aproximativa 
hamada Propagação

de Expe
tativas. Esse algoritmo deve ser apli
ado no 
ontexto de um aprendizado

supervisionado, 
om o objetivo de inferir, por meio de informações disponíveis, uma

regra gerada por uma rede neural professor. Será veri�
ado que o algoritmo de-

senvolvido apresenta desempenho ótimo em dois 
enários estudados e 
om 
usto


omputa
ional bastante razoável.
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Organização da Tese

A primeira parte deste trabalho, que trata da Espe
iação Simpátri
a, está 
ontida

entre os 
apítulos 2 e 7. Uma introdução a respeito desse tipo de Espe
iação,

juntamente 
om uma apresentação de algumas motivações naturais e alguns modelos

teóri
os presentes na literatura serão apresentados no 
apítulo 2. O modelo que

foi 
onstruído por nós será apresentado no 
apítulo 3 e os resultados obtidos estão

des
ritos nos 
apítulos 4 e 5. Entre os resultados, desta
am-se a identi�
ação de uma

região muito bem de�nida no espaço de parâmetros em que a
onte
e emergên
ia de

preferên
ia sexual entre os indivíduos; além disso, o pro
esso reverso da espe
iação

p�de ser observado e 
om presença de histerese. O 
apítulo 6 se dedi
a a uma

dis
ussão detalhada dessa histerese e de sua 
ontextualização 
om o formalismo

da ME. As 
on
lusões desse estudo são apresentadas no 
apítulo 7. Um pequeno

glossário a respeito dos termos biológi
os utilizados pode ser en
ontrado no apêndi
e

A; enquanto que o artigo publi
ado na revista Journal of Theoreti
al Biology sobre

os resultados obtidos está no apêndi
e F.

A segunda parte deste trabalho, que se refere ao estudo de Inferên
ia aproxima-

tiva e Algoritmos de Aprendizado em Redes Neurais, está 
ontida nos 
apítulos 8

e 12. Uma pequena introdução a respeito de Inferên
ia Bayesiana, Algoritmos de

Aprendizado e Inferên
ia Aproximativa, em espe
ial o algoritmo Propagação de Ex-

pe
tativas, são apresentados nos 
apítulo 8 e 9. O 
apítulo 10 apresenta o algoritmo

Bayesiano desenvolvido por nós mediante as té
ni
as do Propagação de Expe
ta-

tivas. Os resultados do algoritmo desenvolvido estão apresentados no 
apítulo 11.

Entre os resultados, desta
am-se o desempenho ótimo deste algoritmo em sua versão

o�-line nos dois 
asos estudados: os modelos do Per
eptron Binário e Per
eptron

Gaussiano. As 
on
lusões desse estudo estão apresentadas no 
apítulo 12.

Finalmente no 
apítulo 13 será apresentado um levantamento geral a respeito

deste trabalho. Serão dis
utidas também as perspe
tivas futuras e alguns possíveis

trabalhos e propostas que podem surgir a partir dos resultados obtidos e apresenta-

dos aqui.



Parte I

Espe
iação Simpátri
a
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2A Espe
iação Simpátri
a:uma Introdução
Neste 
apítulo será apresentada uma pequena revisão da literatura do pro
esso de

Espe
iação Simpátri
a. Será apresentada primeiramente a de�nição deste pro
esso e,

em seguida, algumas motivações biológi
as para o modelo teóri
o que será proposto

no 
apítulo seguinte.

Entende-se por espe
iação os pro
essos evolutivos que estão envolvidos no surg-

imento de novas espé
ies biológi
as. Uma espé
ie mãe pode dar origem a duas ou

mais espé
ies �lhas quando existe quebra de inter
âmbio gêni
o entre subgrupos de

indivíduos. A forma 
om que se dá esta �quebra� 
ara
teriza o tipo de espe
iação.

Entre os tipos mais importantes, desta
am-se dois:

• Espe
iação Alopátri
a ou Geográ�
a: O
orre quando subpopulações de

uma mesma espé
ie divergem para áreas distintas 
omo 
onsequên
ia de uma

separação espa
ial (alopatria), o
asionada pelo surgimento de uma barreira

geográ�
a (montanha, rio, deserto, et
.). Um desenho esquemáti
o desse tipo

de espe
iação é apresentado na �gura (2.1-a). Se as áreas diferirem em suas


ara
terísti
as e
ológi
as e/ou as subpopulações �
arem separadas por um

tempo su�
iente, então deve o
orrer divergên
ia genéti
a entre os indivíduos,

propi
iando o surgimento de espé
ies distintas.

• Espe
iação Simpátri
a (ES): Espe
iação sem separação geográ�
a. O
orre

quando duas ou mais subpopulações, ini
ialmente da mesma espé
ie, 
oexistem

em um mesmo território, sem se inter
ruzarem (veja �gura (2.1-b)). Nesse tipo

de espe
iação, a
onte
e uma modi�
ação genéti
a que impede o 
ruzamento

5
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iação Simpátri
a: uma Introdução

entre alguns dos indivíduos da mesma população, 
riando assim subpopulações

reprodutivamente isoladas dentro do mesmo território. Caso essa segregação

sexual se mantenha por um tempo su�
iente, os indivíduos de diferentes sub-

populações 
omeçam a apresentar divergên
ia genéti
a e 
onsequentemente há

o surgimento de novas espé
ies.

Barreira Barreira

B) Especiacao Simpatrica

A) Especiacao Alopatrica    

Figura 2.1: Figura esquemáti
a 
om os dois tipos mais importantes de espe
iação.

Por um longo tempo, prevale
eu a ideia de que a ES, primeiramente sugerida por

Walsh em 1864 [1℄, não poderia o
orrer ou então deveria ser um evento bastante raro

[10℄. Porém uma série de estudos teóri
os [5, 8, 13, 15℄ e experimentais [2, 3, 4, 5℄

têm sugerido a existên
ia desse tipo de espe
iação. Maynard Smith [8℄ apontou que

a ES pode o
orrer quando a
onte
e emergên
ia de algum tipo de preferên
ia sexual

entre os indivíduos, levando-os a um isolamento sexual entre subpopulações. Essa

preferên
ia sexual poderia surgir 
omo resposta evolutiva a um ambiente em que

indivíduos híbridos apresentam algum tipo de de�
iên
ia adaptativa.

Um 
enário que reproduz essas 
ara
terísti
as é o 
hamado Modelo de Levene

[6, 7℄. Nesse modelo, uma população o
upa, simultaneamente, dois ni
hos e
ológi
os;

uma subpopulação é bem adaptada a um ni
ho e uma outra subpopulação é bem

adaptada ao outro, enquanto que indivíduos híbridos não são adaptados a nenhum

deles. Um exemplo 
an�ni
o dessa e
ologia é o ambiente em que vivem uma espe-


ialidade de pássaros das ilhas de Galápagos, já des
ritos por Darwin. Alguns desses

pássaros possuem bi
os pequenos adaptados a sementes pequenas; outros possuem

bi
os grandes adaptados a sementes grandes. Um indivíduo híbrido dessas duas

variedades, porém, é portador de um bi
o de tamanho intermediário, não adaptado
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a nenhuma das sementes [23℄. Nesse 
enário, um a
asalamento preferen
ial evitaria

o desperdí
io �energéti
o� do 
ruzamento entre indivíduos adaptados a diferentes

ni
hos e que produziria híbridos mal adaptados.

Um outro 
enário que também poderia promover uma de�
iên
ia adaptativa

entre híbridos é aquele 
onhe
ido na literatura 
omo Modelo de Competição [7, 12,

15, 16, 17, 38℄. Nesse 
enário, os re
ursos disponíveis estão distribuídos (normal-

mente uma gaussiana) ao longo do eixo de possíveis traços 
ontínuos na população.

Nesse 
ontexto, há duas forças agindo. A primeira faz 
om que a 
ompetição seja

menos intensa entre indivíduos 
om fenótipos opostos. Geralmente os indivíduos ap-

resentam uma intensidade de 
ompetição que obede
e a uma gaussiana da diferença

entre fenótipos. A segunda faz 
om que o valor médio do �tness da população deva

evoluir para aquele rela
ionado 
om maior abundân
ia de re
ursos. Nesse 
enário a

de�
iên
ia adaptativa do híbrido deve a
onte
er quando a variân
ia da 
ompetição

entre os indivíduos for menor que a variân
ia da distribuição dos re
ursos. A de�-


iên
ia do fenótipo intermediário prevale
e até que haja variação genéti
a dentro da

população que promova o dimor�smo sexual e o 
onsequente isolamento reprodutivo.

Um exemplo natural de ES diz respeito a um inseto 
hamado de 
hrysoperla ou,


omo é 
hamado em inglês, green la
ewings. Duas espé
ies de la
ewings, a Chrysop-

erla 
arnea e C. downesi, que 
oexistem na Améri
a do Norte, são sexualmente

separadas pela estação de a
asalamento. Há evidên
ias que 
orroboram o fato de

que essas espé
ies nun
a foram segregadas no passado [23℄. A C. 
arnea a
asala-se

no inverno e no verão, enquanto que C. downesi a
asala-se somente na primavera.

As espé
ies possuem diferenças em sua 
oloração. A C. 
arnea é verde 
laro, mas

muda para o marrom no outono (veja �gura (2.2)), enquanto que a C. downesi é

verde es
uro o ano todo. Essa 
oloração é um resultado da adaptação das espé
ies a

seu habitat. A C. downesi vive prin
ipalmente em 
oníferas e a C. 
arnea vive em

árvores de
íduas. As 
oníferas são sempre verdes, pois perdem suas folhas ao longo

do ano, em vez de perdê-las todas de uma só vez 
omo a
onte
e 
om as árvores

de
íduas. Dessa forma, a 
oloração faz 
om que essas espé
ies se 
amu�em 
om a


or de seus habitats, 
onfundindo seus predadores.

O trabalho de Tauber e Tauber [3, 23℄ determinou que essas espé
ies, que hib-

ridam 
om su
esso, são diferentes em três lo
i. Um deles 
ontrola a 
oloração e, os

dois outros, segundo Tauber, estão 
orrela
ionados 
om a estação de a
asalamento e


onsequentemente 
om o isolamento reprodutivo entre as duas espé
ies. A 
oloração

da C. 
arnea é expressada por um homozigoto AA e a 
oloração da C. downesi por
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Figura 2.2: Fotogra�as de duas Chrysoperla 
arnea e suas 
olorações assumidas ao

longo do ano: verde 
laro (primavera, verão e inverno) e marrom (outono).

outro homozigoto aa; o heterozigoto Aa possui uma 
oloração intermediária, não

adaptado nem a 
oníferas, nem a de
íduas. Dois fatos, o primeiro de que esse het-

erozigoto nun
a foi en
ontrado na natureza e, o segundo, de que ele pode ser gerado

a partir de a
asalamentos arti�
iais, sugerem que o isolamento reprodutivo entre

as la
ewings provavelmente foi uma resposta evolutiva à de�
iên
ia adaptativa do

heterozigoto.

Outro estudo, realizado por Henry [23℄, mostrou que além da diferença entre as

estações de a
asalamento entre essas espé
ies, o isolamento reprodutivo também é

in�uen
iado por sons de 
ortejo emitido pelos ma
hos. Porém não se sabe ao 
erto

se esses dois me
anismos de isolamento sexual (estação de a
asalamento e sons de


ortejo) evoluíram simultaneamente ou se um deles surgiu primeiro que o outro.

Caso um deles tenha evoluído primeiro, o outro apenas 
omplementou o isolamento

já estabele
ido entre as duas espé
ies.

Outro exemplo de espe
iação simpátri
a é o 
aso dos peixes sti
kleba
k (Gasteros-

teus a
uleatus) que apresentam duas espé
ies reprodutivamente isoladas, a Benthi


e Limmeti
, que 
oexistem em 5 lagos Canadenses [31℄. Essas duas espé
ies são

diferentes entre si essen
ialmente pelo tamanho e pela forma, 
omo pode ser visto

na �gura (2.3). O Benthi
 é maior em estatura, mas apresenta mandíbulas menores

que o Limmeti
. As diferenças morfológi
as entre eles são o resultado evolutivo da

adaptação a diferentes ni
hos e
ológi
os que eles o
upam [28℄. Durante o período

de a
asalamento, eles habitam a mesma região, 
om as fêmeas apresentando prefer-

ên
ia sexual rela
ionada ao tamanho do ma
ho [29℄. Os híbridos, intermediários

no tamanho, representam apenas uma par
ela ín�ma (
er
a de 2%) da população

presente na natureza [31℄. O fato de que a
asalamentos realizados em laboratório
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Figura 2.3: Fotogra�as de duas espé
ies de peixes sti
kleba
k. Fonte: [27℄.

mostram que os híbridos são férteis e viáveis [30℄ sugerem que eles possuem algum

tipo de desvantagem no ambiente natural.

Re
entemente, no entanto, alguns estudos apresentados em [31℄ [32℄ [33℄ identi-

�
aram um pro
esso de hibridização desses peixes em dois dos lagos em que eles 
oex-

istem. A razão desse fen�meno ainda não está 
lara. Uma hipótese seria o resultado

da introdução arti�
ial de um bagre (Ameiurus nebulosus) nas águas desses lagos.

O fato pode ter 
riado dois tipos de 
enários possíveis. No primeiro, o bagre teria

mudado o ni
ho e
ológi
o, aumentando o �tness do sti
kleba
k híbrido. No segundo,

o bagre teria sido responsável pelo aumento da turvassidade das águas, diminuindo a

a
urá
ia das fêmeas sti
kleba
k no re
onhe
imento dos ma
hos e 
onsequentemente

diminuindo o a
asalamento preferen
ial. Dessa forma, os peixes 
anadenses sti
kle-

ba
k apresentam perda (ou diminuição) de preferên
ia sexual que os está levando a

uma pro
esso de reversão da espe
iação simpátri
a. Fen�meno similar ao dos peixes

sti
kleba
k também foi observado nos peixes 
i
lídeos no Lago Vitória e reportado

em [34℄.

Neste trabalho, está-se interessado na elaboração de um modelo estatísti
o-


omputa
ional para analisar a evolução do isolamento sexual entre subpopulações

que vivem num mesmo espaço físi
o. É 
laro que apenas o isolamento sexual não

é su�
iente para se dizer que as subpopulações são espé
ies distintas, uma vez que

nesse estágio os indivíduos de diferentes subpopulações ainda 
onseguem gerar de-

s
endentes férteis 1, embora 
om pou
a frequên
ia. Nesse 
aso, diz-se que há um

1Considera-se aqui que duas espé
ies são distintas quando não 
onseguem gerar des
endentes

férteis. Mas 
laro, esta de�nição só se apli
a à espé
ies sexuadas.
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isolamento sexual pré-zigóti
o, pois as subpopulações estão sexualmente segregadas,

mas há a possibilidade de geração de híbridos férteis. No entanto, se essas subpop-

ulações 
onseguem se manter isoladas sexualmente por um tempo su�
ientemente

grande, os indivíduos 
omeçam a apresentar divergên
ia genéti
a. Nesse momento,

eles não 
onseguem mais gerar híbridos férteis, ou seja, diz-se que as subpopulações

apresentam isolamento sexual pós-zigóti
o. Agora, sim, o pro
esso de espe
iação

simpátri
a está 
ompleto.

Por simpli�
ação, a es
ala de tempo e as 
on�gurações do modelo que serão

abordadas neste trabalho permitem que uma população 
hegue no máximo ao estágio

de isolamento sexual, não apresentando divergên
ia genéti
a. Porém, se trabalhar


om a hipótese de que nenhum evento extraordinário a
onte
e ao longo do 
urso

evolutivo das subpopulações, a emergên
ia de isolamento sexual será su�
iente para


on
luir que as subpopulações darão origem a espé
ies distintas.

Modelos Teóri
os para a Espe
iação Simpátri
a

Existe na literatura uma vasta gama de modelos matemáti
os e 
omputa
ionais

que des
revem emergên
ia de a
asalamento preferen
ial entre os indivíduos de uma

população. Um guia bastante práti
o desses modelos, 
lassi�
ados por tipos e es-

truturas, pode ser en
ontrado em [36℄

O ingrediente bási
o do modelo que se abordará neste trabalho é o fato de que

os indivíduos apresentam dois fenótipos (ou traços), 
ada um deles asso
iado a

um respe
tivo genótipo. Enquanto um dos traços é responsável pela e
ologia do

indivíduo, isto é, por sua 
apa
idade adaptativa, o outro estabele
e uma aparên
ia

físi
a ao indivíduo sem in�uen
iar sua e
ologia. O primeiro será 
hamado de traço

e
ológi
o e, o segundo, de traço aparente. Os dois genótipos que expressam esses

fenótipos estão ligados 
om uma taxa de re
ombinação r; essa quantidade pode ser

pensada 
omo a distân
ia entre os lo
i desses genótipos no 
romossomo 2 .

O primeiro trabalho que in
luiu esses elementos foi apresentado em [9℄ e re
e-

beu posteriormente o nome de Modelo de Udovi
. Nesse modelo, 
ada indivíduo

possui uma probabilidade 1 − α de a
asalar 
om indivíduos 
om o mesmo traço

aparente; 
om probabilidade α, eles são indiferentes a esse traço e se a
asalam de

forma aleatória. Esse tipo de a
asalamento preferen
ial é baseado na suposição

de que há uma relação genéti
a entre o traço aparente e suas preferên
ias sexuais.

2No apêndi
e é apresentado um glossário 
om alguns termos té
ni
os utilizados neste trabalho.
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Modelos que in
luem essa suposição são 
onhe
idos na literatura por Assortment

Models [36℄. Por outro lado, modelos mais realísti
os, 
onhe
idos por trait-preferen
e

models [36, 37℄, des
onsideram essa relação genéti
a entre preferên
ia sexual e traço

aparente.

No modelo de Udovi
, que é do tipo Levene, os heterozigotos apresentam uma

de�
iên
ia adaptativa s em relação aos homozigotos. Foi mostrado pelo autor que,

dado que toda a população apresenta uma preferên
ia α 
onstante ao longo das ger-

ações, então existe 
ondição para espe
iação simpátri
a quando α < 1− 2r(1−s)(2−s)
s+4r(1−s)

.

O pro
esso de espe
iação é, portanto, mais fá
il quando há forte ligação entre os

lo
i (r pequeno) e seleção forte (s grande).

A 
onsideração de que a preferên
ia sexual é �xa não é realísti
a; então, algum

tipo de so�sti
ação deveria ser introduzida ao modelo de Udovi
. Nos trabalhos de

Die
kmann e Doebeli [17℄ foi introduzido em um modelo multi-lo
i a possibilidade

de evolução dessa preferên
ia sexual. Os autores veri�
aram que uma população

ini
ialmente panmiti
a evolui para uma população 
om a
asalamento preferen
ial,

formando assim uma barreira sexual que, por sua vez, possibilita a emergên
ia de


orrelações entre os traços e
ológi
o e aparente. Outros modelos que apresentam

emergên
ia de subpopulações sexualmente isoladas a partir de uma população mãe

in
luem [11, 13, 14, 15℄.
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Neste 
apítulo será proposto um modelo teóri
o para a análise da evolução de

um isolamento sexual de uma população num pro
esso simpátri
o. A segregação

sexual é o passo fundamental no pro
esso de espe
iação simpátri
a. Esse modelo

será apresentado em duas formas, ambas equivalentes, mas 
om uma representação

diferente da mesma hipótese. Essa diferença 
onsiste na abordagem matemáti
a em

que 
ada uma delas é baseada. A primeira forma é um modelo probabilísti
o que,

em geral, é intratável sob o ponto de vista analíti
o. Já a segunda, diz respeito a

um modelo 
omputa
ional que pode ser realizado por meio de simulações usando

té
ni
a de Monte Carlo e des
rito em linguagem de Modelos de Agentes.

Este 
apítulo está organizado da seguinte forma. Na seção (3.1) será apresentado

a estrutura genéti
a dos indivíduos que 
ompõem a população, sendo eles formados

por dois lo
i, responsáveis, 
ada um deles, por uma expressão fenotípi
a espe
í�
a.

Nas seções (3.2) e (3.3) serão des
ritos o tipo de ambiente que esses indivíduos estão

inseridos e de que forma o heterozigoto difere, e
ologi
amente, dos homozigotos. Na

seção (3.4) será apresentada uma versão panmíti
a do modelo, que possibilitará uma

análise de estabilidade. Nas seções (3.5) e (3.6) serão introduzidas as regras para

a re
ombinação entre os lo
i e da hereditariedade da preferên
ia sexual, respe
ti-

vamente. Finalmente, a dinâmi
a imposta pelas regras do modelo será des
rita em

(3.7). Na última seção, a (3.8), será apresentada a forma 
om que este modelo de

biologia evolutiva se 
one
ta 
om o ar
abouço da Me
âni
a Estatísti
a.

3.1 A Estrutura genéti
a dos Indivíduos

No modelo para Espe
iação Simpátri
a que será proposto aqui, a população é 
om-

posta por indivíduos formados por dois lo
i Mendelianos. O primeiro lo
us, que será

denotado por A, 
ontém os alelos A ou a e expressa o traço responsável pela e
ologia

12
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(�tness) do indivíduo (traço e
ológi
o). Já o segundo lo
us, que será denotado por

B e que 
ontém os alelos B ou b, expressa o traço responsável pela aparên
ia físi
a

do indivíduo (traço aparente). Por simpli
idade, não serão 
onsiderados efeitos de

dominân
ia entre alelos.

Como se 
onsidera que 
ada indivíduo possui um genoma 
onstituído por pelo

menos dois lo
i (A e B), então pode-se dizer que esses indivíduos possuem quatro

haplotipos (ou gametas) possíveis: AB, Ab, aB e ab. AB e ab são 
hamados de

haplotipos de atração, enquanto Ab e aB, haplotipos de repulsão . Como se está


onsiderando indivíduos diplóides, o genótipo desses indivíduos pode ser represen-

tado por uma simbologia baseada ou nos alelos ou nos haplotipos. Por exemplo, um

indivíduo formado pelos haplotipos de atração AB e ab é um indivíduo duplamente

heterozigoto, que pode ser representado na linguagem dos alelos por AaBb ou na

linguagem dos haplotipos por AB/ab [23℄. A linguagem dos alelos é menos robusta,

uma vez que pode levar a ambiguidades. Por exemplo a representação por alelos do

heterozigoto duplo AaBb não informa se esse indivíduo é 
omposto pelos gametas

Ab + aB ou por AB + ab. Na linguagem dos haplotipos, porém, essa ambiguidade

é eliminada.

3.2 O Ambiente tipo Levene

Considera-se nesse modelo um ambiente do tipo Levene, 
om os homozigotos AA e

aa igualmente adaptados aos seus respe
tivos ni
hos e o heterozigoto Aa 
om uma

de�
iên
ia adaptativa s em relação a eles. É 
onveniente de�nir essa quantidade,

que também é 
onhe
ida por parâmetro de disruptive sele
tion, 
omo um número

entre 0 e 1 e que expressa a diferença adaptativa entre homozigotos e heterozigotos.

Nesse sentido, pode-se de�nir os �tness e
ológi
os dos indivíduos 
omo

f
(s)
AA = f (s)

aa = 1, f
(s)
Aa = 1 − s, (3.1)

para os homozigotos e heterozigotos, respe
tivamente.

Considerar-se-á ξA uma variável que assume um dos três possíveis genótipos do

lo
us A: AA, Aa ou aa. De forma análoga, ξB assume um dos três possíveis genótipos

de B: BB, Bb ou bb. Como 
ada genótipo de A ou B está diretamente 
orrela
ionado

ao seu respe
tivo fenótipo (devido à ausên
ia tanto de dominân
ia entre os genes

quanto de interação entre os lo
us), vai-se muitas vezes abusar da linguagem e se

referir ξA ou ξB 
omo fenótipos.
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Está-se interessado na probabilidade de sobrevivên
ia de um 
erto indivíduo dado

que ele possua o genótipo ξA. Esta probabilidade será denotada por P (S|ξA), que

lê-se �Probabilidade de que o indivíduo sobreviva até a idade de a
asalamento, dado

que este possui o genótipo ξA�; aqui, a asserção S signi�
a: �O indivíduo sobrevive

até a idade de a
asalamento�. Note-se que essa probabilidade é independente do

traço aparente ξB. Na verdade, essa probabilidade é dependente de dois fatores,

ambos rela
ionados ao traço e
ológi
o. O primeiro é o �tness e
ológi
o de�nido

em (3.1) e, o segundo, é a 
ompetição por re
ursos disponíveis. Voltar-se-á a falar

sobre essa 
ompetição na seção (3.3).

Como ilustração desse modelo, pode-se 
onsiderar o seguinte 
enário. Considere-

se uma população de pássaros em que os indivíduos apresentam em seu genoma o

lo
us A responsável pelo tamanho do seu bi
o. Esses pássaros vivem em um ambiente

em que apenas dois tipos de sementes são viáveis para a sua alimentação; em outras

palavras, há apenas dois ni
hos e
ológi
os disponíveis. Os pássaros 
om genótipo

AA se alimentam prin
ipalmente de um dos tipos de semente, enquanto que os

de genótipo aa se alimentam prin
ipalmente do outro tipo de semente. Ambos os

pássaros homozigotos se alimentam 
om mesma e�
iên
ia, porém os heterozigoto não

são adaptados a nenhum dos dois tipos de semente. Ainda dentro desse exemplo,

pode-se imaginar que esses pássaros 
arregam também um outro lo
us responsável

pelos genótipos BB, Bb e bb que dão origem à 
or de suas penas (traço aparente).

Por exemplo, os homozigotos podem ter penas amarelas ou azuis (
ores primárias)

e o heterozigoto penas verdes (
or se
undária). Obviamente a 
or da penagem não

possui qualquer relação 
om a 
apa
idade de 
oletar ou 
omer sementes.

3.3 Competição entre Indivíduos

É sensato 
onsiderar que a quantidade de re
ursos é es
assa de forma que os in-

divíduos de uma população devem 
ompetir entre si por alimentos disponíveis. O

efeito dessa 
ompetição deve depender da densidade de indivíduos que usufrui de

um 
erto ni
ho, 
om alta 
ompetição intrani
ho mas 
om baixa 
ompetição interni-


ho, em que, sendo essa última su�
ientemente baixa, pode ser des
onsiderada. Em

outras palavras, um 
erto indivíduo 
ompete apenas 
om outro indivíduo de mesmo

traço e
ológi
o, pois ambos utilizam do mesmo ni
ho. Nesse ra
io
ínio, o �tness

ligado à 
ompetição sentida por um indivíduo 
om genoma ξA será de�nido 
omo
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f
(c)
ξA

= (1 − σξA
), (3.2)

em que o parâmetro de 
ompetição σξA
, um número entre 0 e 1, representa a 
om-

petição intrani
ho.

A probabilidade de que o indivíduo 
om genótipo ξA 
hegue à maturidade sexual

e seja hábil para reprodução é o resultado tanto do �tness e
ológi
o (3.1) quanto do

�tness de 
ompetição (3.2) de modo que

P (S|ξA) ∝ FξA
≡ f

(s)
ξA

f
(c)
ξA

= f
(s)
ξA

(1 − σξA
). (3.3)

Aqui foi introduzido o �tness efetivo (não normalizado) FξA
do indivíduo portador

do genótipo ξA.

Considere-se a densidade nAA, naa e nAa da população dos homozigotos AA, aa e

dos heterozigotos Aa, respe
tivamente. Essas densidades obede
em à normalização

nAA +nAa +naa = 1. Considere-se também que a população efetiva presente em um

dos ni
hos é nAA + η nAa

2
e naa + η nAa

2
no outro. Aqui o fator

1
2
apare
e porque se

está 
onsiderando que os heterozigotos estão igualmente distribuídos entre os dois

ni
hos (uma vez que eles não possuem preferên
ias por nenhum ni
ho). No entanto

um heterozigoto pode (ou não) 
ompetir de forma menos intensa que o homozigoto,

devido à sua de�
iên
ia adaptativa. Dessa forma pode-se assumir que, enquanto um

dado homozigoto 
ompete 
om um fator 1, um heterozigoto 
ompete 
om um fator η.

Esse parâmetro, de�nido no intervalo [0, 1], representa a e�
iên
ia dos heterozigotos

na 
ompetição por re
ursos. En�m, pode-se de�nir que

σAA =
nAA + η nAa

2

κ
(3.4)

e

σaa =
naa + η nAa

2

κ
, (3.5)

em que κ ≡ K
N
, uma fração do 
arrying 
apa
ity K por indivíduo, satisfaz 1 ≤ κ <

∞. Aqui, vai-se 
onsiderar que K é o 
arrying 
apa
ity em termos dos re
ursos

e N regulado por algo mais, 
omo espaço, sítios disponíveis para o ninho, et
..

Por simpli
idade vai-se 
onsiderar que os dois ni
hos apresentam o mesmo 
arrying


apa
ity.

Uma possível es
olha para o impa
to de 
ompetição η dos heterozigotos é es
reve-

lo em termos da própria de�
iên
ia do heterozigoto, sendo este menor quanto maior
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a de�
iên
ia desse indivíduo; por exemplo η = 1−s. Por outro lado, a es
olha η = 1,

i.e. mesmo impa
to de 
ompetição que os homozigotos, faz 
om que os parâmetros

de 
ometição possam ser es
ritos apenas em termos da frequên
ia de alelos A, dada

por p = nAA + nAa

2
(e 
onsequentemente 1− p é a frequên
ia do alelo a). Nesse 
aso

tem-se

σAA =
p

κ
(3.6)

e

σaa =
1 − p

κ
. (3.7)

Com relação à 
ompetição sentida pelo heterozigoto, vai-se 
onsiderá-la 
omo a

média simples da 
ompetição sentida pelos homozigotos, de modo que

σAa =
σAA + σaa

2
. (3.8)

Essa é uma simpli�
ação que a
onte
e se se 
onsiderar que os dois homozigotos

possuem a mesma população. Essa formulação introduz uma seleção dependente da

frequên
ia que favore
e indivíduos que se en
ontram em um ni
ho menos denso (

negative frequen
y-dependent sele
tion [23℄). Para o 
aso parti
ular κ = 1 e η = 1,

este modelo re
upera o modelo de seleção dependente da frequên
ia, estudado e

apresentado em [39℄ e [40℄.

3.4 Versão Pan-míti
a do Modelo

Até o presente momento, ainda não foram de�nidas as regras da evolução da prefer-

ên
ia sexual entre os indivíduos da população. Antes dessa introdução, porém, serão

analisadas brevemente as 
onsequên
ias dinâmi
as desse modelo no 
aso de a
asala-

mento aleatório e sem possibilidade de evolução da preferên
ia sexual. Essa versão

será denominada de Modelo Pan-míti
o. Claro que em pan-mixia, 
omo já foi dis-


utido nos primeiros trabalhos teóri
os sobre espe
iação simpátri
a [8, 9℄, nenhuma

bifur
ação da população deve a
onte
er. Dessa forma, não se deve esperar a espe
i-

ação simpátri
a nesse modelo simples. No entanto, a observação desse 
ontexto será

útil para análises de estabilidade.

Em uma população pan-míti
a a frequên
ia do a
asalamento entre dois genótipos

está rela
ionada 
om a frequên
ia desses genótipos na população. Considerando que

a população está na geração g em equilíbrio Hardy-Weinberg (HW), pode-se es
rever
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a frequên
ia genotípi
a em termos da frequên
ia dos alelos pela forma nAA = p2,

naa = (1−p)2 e nAa = 2p(1−p). Valendo-se do �tness efetivo introduzido em (3.3),

a densidade de indivíduos 
om genótipo AA e Aa na próxima geração (g + 1) será

n′
AA =

1

〈F〉2
(

n2
AAF 2

AA + nAAnAaFAAFAa +
1

4
n2

AaF
2
Aa

)

(3.9)

n′
Aa =

1

〈F〉2
(

nAAnAaFAAFAa + 2nAAnaaFAAFaa + (3.10)

+
1

2
n2

AaF
2
Aa + nAanaaFAaFaa

)

,

respe
tivamente. Aqui foi introduzido 〈F〉 
omo o �tness médio da população.

Considerando p′ = n′
AA +

n′
Aa

2

omo a densidade do alelo A da geração seguinte,

pode-se determinar o in
remento ∆p = p′ − p de uma geração para outra, que será

∆p = −
1

2

p
“

3 p − s − 1 − 2 p2 − 10 p3sη − 2 sη p + 8 sη p2 − 6 psk + 4 p2sk + 4 p4sη + 5 ps + 2 sk − 10 sp2 + 10 p3s − 4 p4s
”

−1 + 3 p + k − 3 p2 − η p + η p2 − 4 p3sη + 2 sη p2 − 2 psk + 2 p2sk + 2 p4sη + ps − 3 sp2 + 4 p3s − 2 p4s
(3.11)

Pode-se veri�
ar fa
ilmente por testes de estabilidade de (3.11) que esse sistema

apresenta três pontos �xos não triviais. Esses pontos, que satisfazem ∆p = 0, são

p∗1 =
1

2
(3.12)

p∗2,3 =
1

2

sη − s ±
√

−s2 + s2η2 + 2 sη − 4 s2η k − 2 s + 4 s2k

s (η − 1)
. (3.13)

Todos eles são estáveis quando obede
em a inequação

s <
2

4κ − (η + 1)
. (3.14)

Porém, apenas p∗1 = 1
2
apresenta solução real nessa região de estabilidade e portanto

apenas ele interessa.

Estabilidade em p = 1
2
signi�
a que o sistema se mantém em polimor�smo,

pois todos os alelos estão presentes. A não obediên
ia da inequação (3.14) leva a

população para as soluções triviais p = 0 ou p = 1. Nesse 
aso, um dos alelos se

extingue, dando origem a uma população monomór�
a. Além disso, ∆p = 0 
om

p = 1
2
signi�
a que não há alterações gêni
as na população e, portanto, se o sistema

estava em equilíbrio HW na geração g, ele também estará na geração g + 1.
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O grá�
o da �gura (3.1) apresenta a 
urva que delimita os regimes de polimor-

�smo e monomor�smo do lo
us A, dada pela inequação (3.14). Nota-se que há

apenas uma diferença quantitativa entre as 
urvas. O resultado qualitativo é o

mesmo, independentemente da es
olha de η.

Sintetizando estas ideias, pode-se 
on
luir que o polimor�smo é mantido desde

que κ seja su�
ientemente pequeno ou, em outras palavras, desde que haja pou
o al-

imento e, 
onsequentemente, forte 
ompetição entre os indivíduos. No entanto, para

κ su�
ientemente grande (pou
a 
ompetição entre indivíduos), basta uma pequena

desvantagem do heterozigoto para levar um dos alelos de A à extinção. Essa 
ara
-

terísti
a mostra a importân
ia da 
ompetição para a manutenção do polimor�smo

em uma população sujeita à desvantagem heterozigota.

s

5

0.8

0.6

k

1

42

0.2

31

0.4

eta=1                   

eta=0.5                 

eta=0                   

eta=1-s                 

Figura 3.1: Fronteira entre os regimes de Polimor�smo (abaixo de 
ada 
urva) e

Monomor�smo (a
ima de 
ada 
urva) para diferentes es
olhas de η.

Para �nalizar, pode-se pensar que a manutenção do polimor�smo é o resultado da


ompetição entre duas forças: a de�
iên
ia adaptativa do heterozigoto, que tende a

destruir o polimor�smo, e a seleção dependente da frequên
ia, que tende a preservar

o polimor�smo. Vale enfatizar que os alelos do lo
us B, por não in�uen
iarem no
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�tness dos indivíduos, permane
em (nesta versão pan-míti
a) em equilíbrio HW,

indiferentes à dinâmi
a dos alelos do lo
us A. Dessa forma, em uma população

�nita, um dos alelos de B pode muito bem ser perdido (se extinguir) por deriva

genéti
a. Outro fato interessante é que a fronteira de estabilidade dessa versão pan-

míti
a se mantém importante, mesmo quando se enrique
e o modelo 
om uma taxa

de re
ombinação entre os lo
i ou 
om possibilidade de emergên
ia de preferên
ias

sexuais entre os indivíduos. Detalhes serão apresentados nos 
apítulos seguintes.

3.5 Taxa de Re
ombinação entre os lo
i

A probabilidade de que os genes dos gametas sejam segregados pelo 
rossover é

dado pela taxa de re
ombinação r. Esse parâmetro, 
ompreendido entre 0 e
1
2
, é

diretamente rela
ionado 
om a distân
ia entre os lo
i A e B no 
romossomo. No


aso extremo r = 0 os dois lo
i estão pareados um 
om o outro no 
romossomo, o

que faz 
om que os alelos extralo
i (alelos que perten
em a lo
i diferentes) nun
a se

segreguem por 
rossover ; nesse 
aso, diz-se que os alelos extralo
i estão fortemente

ligados. No outro 
aso extremo r = 1
2
, que é o limite de ligação fra
a, os dois lo
i

estão muito distantes entre si no 
romossomo ou mesmo perten
em a 
omossomos

diferentes; nesse 
aso, os genes extralo
i segregam-se independentemente.

A re
ombinação entre os alelos extralo
i só a
onte
e quando envolve indivíduos

duplamente heterozigotos. Esses indivíduos podem gerar todos os quatro tipos pos-

síveis de gametas 
om probabilidades que dependem de r (veja tabela 3.1). Pode-se

veri�
ar fa
ilmente que os outros tipos de indivíduos produzem apenas seus próprios

gametas, independentemente da taxa de re
ombinação.

AB Ab aB ab

AB/ab 1
2
(1 − r) 1

2
r 1

2
r 1

2
(1 − r)

Ab/aB 1
2
r 1

2
(1 − r) 1

2
(1 − r) 1

2
r

Tabela 3.1: Proporção de haplotipos produzidos por dois tipos de heterozigotos

duplos em função da taxa de re
ombinação r.
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3.6 A
asalamento Preferen
ial

Os indivíduos da população apresentam, além dos traços e
ológi
o e aparente, uma

expressão fenotípi
a que governará sua preferên
ia sexual. Um 
erto indivíduo, que

se 
hamará de �f � e que se en
ontra na idade de a
asalamento, deve es
olher um

par
eiro sexual. Porém, a úni
a informação que ele possui a respeito dos 
andidatos

são os seus respe
tivos traços aparentes. f , que possui genótipos ξ
f
A
ξ

f
B
, deve a
eitar

ou não um 
andidato 
om traço aparente ξB de a
ordo 
om sua a
eitabilidade sexual

αf (A|ξB, ξ
f
A
ξ

f
B
). (3.15)

Essa expressão fenotípi
a, 
ompreendida no intervalo [0, 1], representa a probabi-

lidade 
ondi
ional de que f a
eite o a
asalamento 
om um 
andidato sexual 
om

traço aparente ξB. A asserção A signi�
a: �indivíduo a
eita o a
asalamento�.

Como existem três traços aparentes possíveis na população, 
ada indivíduo ap-

resenta três a
eitabilidades sexuais (uma para 
ada traço aparente), guardadas no

vetor a
eitabilidade sexual

αf (A|ξf
A
ξ

f
B
) =

(

αf (A|BB, ξ
f
A
ξ

f
B
), αf (A|Bb, ξ

f
A
ξ

f
B
), αf (A|bb, ξf

A
ξ

f
B
)
)

. (3.16)

Vale expli
itar que nesse modelo 
ada indivíduo terá o seu próprio vetor a
eitabili-

dade sexual.

Esse tipo de modelagem para a preferên
ia sexual perten
e à 
lasse de modelos

trait preferen
e model, uma vez que os indivíduos apresentam uma preferên
ia sexual

espe
í�
a para 
ada um dos traços aparentes presentes na população.

3.7 A Dinâmi
a

Após a devida introdução das regras da preferên
ia sexual espe
i�
ar-se-ão detalhes

sobre a dinâmi
a da população. Considere-se

P (ξAξBα|t)dα (3.17)


omo a probabilidade de nas
imento (ou densidade) de indivíduos 
om genótipo ξAξB

e vetor preferên
ia sexual 
ompreendido entre α e α+∆α na geração t. Note-se que

a representação ξAξBα, à qual se denominará genoma, espe
i�
a 
ompletamente um
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indivíduo. Aqui, as variáveis ξA e ξB são dis
retas, enquanto que as 
omponentes do

vetor α são 
ontínuos. O diferen
ial presente em (3.17), que é o elemento de volume

do espaço tri-dimensional que 
ontém o vetor α, pode ser es
rito também 
omo:

dα = d3α = dα(A|BB, ξAξB)dα(A|Bb, ξAξB)dα(A|bb, ξAξB). (3.18)

A probabilidade de que dois indivíduos, a que se 
hamará de �f � e �m� de

genomas ξ
f
A
ξ

f
B
αf e ξm

A
ξm

B
αm, respe
tivamente, sobrevivam até a maturidade sexual

e que se en
ontrem será

P (S|ξf
A
)P (S|ξm

A
) P (ξf

A
ξ

f
B
αf |t) P (ξm

A
ξm

B
αm|t)d3αmd3αf , (3.19)

onde P (S|ξA) é dado pela equação (3.3). Mas apenas o en
ontro não é su�
iente

para o a
asalamento, uma vez que os indivíduos possuem preferên
ias sexuais e

podem ou não a
eitar um ao outro para o ato sexual. Dessa forma, a probabilidade

de que estes dois indivíduos se a
asalem será dada em termos da preferên
ia sexual,

introduzida em (3.16), equa
ionada 
omo

P (M|ξf
A
ξ

f
B
αf , ξm

A
ξm

B
αm) = αf (A|ξm

B
, ξ

f
A
ξ

f
B
)αm(A|ξf

B
, ξm

A
ξm

B
), (3.20)

onde a asserção M signi�
a �a
onte
e o a
asalamento�.

Até o momento, não se fez qualquer distinção entre ma
hos e fêmeas. No entanto,

tal distinção deve ser introduzida, pois aumenta a plausibilidade do modelo. Na

natureza, na maioria das vezes, os ma
hos são sexualmente re
eptíveis, enquanto que

as fêmeas apresentam forte seleção sexual [3℄. Nas simulações do modelo baseado

em agentes, que se des
reverá na próxima seção, 
ada indivíduo re
ebe um label

(es
olhido de forma aleatória) por meio do qual se diz que ele é uma fêmea (�f �) ou

um ma
ho (�m�). Caso o indivíduo seja um ma
ho, ele será totalmente re
eptível

a qualquer fêmea. Com essa 
onsideração, a probabilidade de a
asalamento (3.20)

toma a forma mais simples

P (M|ξf
A
ξ

f
B
αf , ξm

A
ξm

B
αm) = αf (A|ξm

B
, ξ

f
A
ξ

f
B
), (3.21)

pois depende apenas da a
eitabilidade da fêmea.

Uma vez que o a
asalamento entre f e m se 
onsumou, a probabilidade de que

haja a geração dos genótipos ξAξB será denotada por

Pcross(ξAξB|ξf
A
ξ

f
B
, ξm

A
ξm

B
). (3.22)
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Essa probabilidade depende do 
rossover entre os haplotipos e, portanto, está di-

retamente rela
ionada à taxa de re
ombinação r, quando pelo menos um dos seus

genitores é heterozigoto duplo; para qualquer outro tipo de a
asalamento que não

envolva heterozigotos duplos, essa probabilidade é puramente mendeliana.

Mutação

Na es
ala de tempo de que se tratará, apenas as mutações da preferên
ia sexual

serão 
onsideradas. Isso signi�
a que as mutação dos genes A, a, B, b e da taxa

de re
ombinação r são tão raras (se 
omparadas 
om as mutações das preferên
ias

sexuais) que podem ser des
onsideradas.

Considerar-se-á que a probabilidade de que f e m gerem um �lho 
om vetor

preferên
ia sexual α seja denotada por

Ppref (α|αf ,αm). (3.23)

Além disso, restringir-se-á à analise de que a preferên
ia sexual é herdada apenas da

mãe para �lho ou �lha; ou seja, o ma
ho não in�uen
ia a a
eitabilidade dos �lhos.

Essa 
onsideração leva à simpli�
ação

Ppref (α|αf ,αm) = Ppref (α|αf ) (3.24)

da probabilidade (3.23).

Para 
ada indivíduo, há uma probabilidade 1 − µ de que a sua a
eitabilidade

sexual seja idênti
a à de sua mãe e uma probabilidade µ de que essa a
eitabilidade

tenha sofrido uma mutação. O parâmetro µ (tipi
amente O(10−2)) é a taxa de

mutação. No modelo de agentes, quando um indivíduo é um mutante, este re
ebe

uma a
eitabilidade sexual gerada aleatoriamente.

Equação de Re
orrên
ia

Com todos os ingredientes introduzidos, pode-se es
rever a densidade de indivíduos


om o genoma ξAξBα na geração t + 1 em termos da população prévia. Dado que

não há superposição de gerações, o modelo probabilísti
o para espe
iação simpátri
a

propor
iona a seguinte equação de atualização
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P (ξAξBα|t + 1) ∝
∑

ξ
f
A
ξ

f
B
ξm

A
ξm

B

Pcross(ξAξB|ξf
A
ξ

f
B
, ξm

A
ξm

B
) ×

×
(

∫

Ppref (α|αf ,αm)P (M|ξf
A
ξ

f
B
αf , ξm

A
ξm

B
αm) ×

× P (S|ξf
A
)P (S|ξm

A
)P (ξf

A
ξ

f
B
αf |t)P (ξm

A
ξm

B
αm|t)d3αfd3αm

)

.(3.25)

Considerando as simpli�
ações dis
utidas, a equação de re
orrên
ia a
ima adquire

a forma

P (ξAξBα|t + 1) =
∑

ξ′
A
ξ′

B
ξ′′

A
ξ′′

B

Pcross(ξAξB|ξ′Aξ′
B
, ξ′′

A
ξ′′

B
)

×
∫

d3αfPpref (α|αf )αf (A|ξ′′
B
ξ′

A
ξ′

B
)

× P (S|ξ′
A
)P (S|ξ′′

A
)P (ξ′

A
ξ′

B
αf |t)P (ξ′′

A
ξ′′

B
|t), (3.26)

onde se introduz a distribuição marginal P (ξm
A

ξm
B
|t) =

∫

dαmP (ξm
A

ξm
B

αm|t).
A equação de re
orrên
ia a
ima será simulada por um modelo de agentes. Tendo

�xado os parâmetros r, s e κ, a população deve evoluir para um estado de equilíbrio.

No próximo 
apítulo, será abordado 
om detalhes esse modelo de agentes e seus

resultados, bem 
omo os diferentes estados de equilíbrio para essa dinâmi
a.

3.8 Os Parâmetros de Ordem

Será introduzida agora uma grandeza que propor
ionará a interpretação desse pro-

blema de biologia evolutiva por meio do ar
abouço da Me
âni
a Estatísti
a (ME).

Em um sistema sujeito à transições de fase de primeira ordem, objeto da teoria da

ME, 
ada fase a
essível pode ser 
ara
terizada ou identi�
ada a partir da medida

de uma 
erta quantidade 
hamada de Parâmetro de Ordem [20, 21℄. Nesse tipo de

transições (de primeira ordem), o parâmetro de ordem pode ser fa
ilmente iden-

ti�
ado, pois ele sofre mudanças des
ontínuas quando as 
on�gurações do sistema

passeiam por regiões entre fases.

No 
aso da água, por exemplo, o parâmetro de ordem é a sua densidade, que

assume um 
erto valor na fase líquida e um valor bem mais baixo na fase gasosa.
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No momento da transição liquido-gás (de primeira ordem) essa densidade apresenta

uma des
ontinuidade. Um outro exemplo é o 
aso de materiais magnéti
os. Nesses

materiais, o magnetismo é produzido por spins e outros momentos magnéti
os que

podem se alinhar espontaneamente para produzir magnetismo, mesmo na ausên
ia

de um 
ampo magnéti
o externo. Esses materiais apresentam duas fases a
essíveis:

um estado em que o valor médio da magnetização aponta para 
ima (apresenta

sinal positivo) e, um outro, em que esse valor médio aponta para baixo (apresenta

sinal negativo). Dessa forma, 
omo a magnetização média apresenta valores bem

espe
í�
os para 
ada fase a
essível do sistema e, portanto, possibilita a identi�
ação

da fase do sistema pela sua medida, então ela é o parâmetro de ordem de um sistema

magnéti
o.

Nesse presente problema biológi
o, deve-se identi�
ar uma quantidade que possa

agir 
omo o parâmetro de ordem. Por meio desse parâmetro pode-se identi�
ar se a

população apresenta a
asalamento preferen
ial (uma fase) ou se reproduz em pan-

mixia (outra fase). Essas duas fases men
ionadas estão diretamente 
orrela
ionadas


om a preferên
ia sexual; portanto a preferên
ia média entre os indivíduos deve agir


omo parâmetro de ordem, 
omo sugerido em [11℄.

Antes de se de�nir 
om 
lareza esse parâmetro de ordem, de�nir-se-á a seguinte

notação para o que se 
hamará de homozigoto oposto. O homozigoto oposto de BB

é bb e vi
e versa. O heterozigoto não tem homozigoto oposto. Representar-se-á,

então, por ξ
B
o homozigoto oposto de ξB; isso signi�
a, por exemplo, que se ξB = bb,

então ξ
B

= BB.

Pode-se, assim, introduzir o parâmetro de ordem

α̂ ≡
∑

ξA

∑

ξB=BB,bb

∫

d3αP (ξAξBα|t)α(A|ξ
B
, ξAξB) (3.27)

para o modelo probabilísti
o, onde se usa a notação integral

∫

d3α(· · · ) =

∫ ∫ ∫

dα(A|BB, ξAξB)dα(A|Bb, ξAξB)dα(A|bb, ξAξB)(· · · ). (3.28)

Esse parâmetro de ordem nada mais é que o valor médio da a
eitabilidade sexual

de uma fêmea homozigota em B em relação a um ma
ho homozigoto oposto em B.

Em outras palavras, α̂ é a a
eitabilidade sexual média de uma fêmea por um ma
ho

que possui um traço aparente oposto ao dela. A segregação sexual entre indivíduos

de diferentes traços aparentes deve ser sinalizada quando α̂ → 0. Nesse 
aso, a


ondição para que a população sofra espe
iação simpátri
a será atingida.
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No 
aso do modelo baseado em agentes, α̂ pode ser medido usando-se

α̂ ≡
∑

f αf (A|ξf
B
, ξ

f
A
ξ

f
B
)

∑

f 1f (ξ
f
B
)

, (3.29)

em que a somatória
∑

f age sobre todos as fêmeas de uma população 
omposta

por N indivíduos (ma
hos e fêmeas); no denominador tem-se o número total de

fêmeas homozigotas. A representação 1f (ξ
f
B
) é uma função do evento �indivíduo f

é homozigoto em B�, assumindo o valor 1 se o evento é verdadeiro ou 0 se não.

Será visto no próximo 
apítulo, onde serão apresentados os resultados de simu-

lações, que existe uma outra quantidade que também fun
iona 
omo parâmetro de

ordem nesse sistema. Essa quantidade é o desequilíbrio de ligação entre os lo
i A e

B, de�nido 
omo

D ≡ gABgab − gaBgAb, (3.30)

onde gAB, gab, gAb e gaB, são as frequên
ias dos quatro haplotipos possíveis na

população. Quando D > 0, o gene A é mais frequentemente en
ontrado 
om o gene

B; da mesma forma, a 
om b. Nesse 
aso, o desiquilíbrio de ligação informa que há

ex
esso de haplotipos de atração. De forma análoga, D < 0 diz que há ex
esso de

haplotipos de repulsão. Para o 
aso parti
ular D ≈ 0, não há nenhum ex
esso, o que

signi�
a que um 
erto gene do lo
us A tem a mesma probabilidade de ser en
ontrado


om qualquer outro do lo
us B. Essa quantidade pode ser utilizada 
omo parâmetro

de ordem, porque o valor por ela assumido está diretamente 
orrela
ionado 
om a

preferên
ia sexual entre os indivíduos. É fá
il per
eber, que a situação D 6= 0 só

pode a
onte
er quando o a
asalamento preferen
ial está presente na população. A

emergên
ia de α̂ → 0 promove uma diminuição de heterozigotos duplos, juntamente


om o aumento da população de homozigotos duplos; nessa 
on�guração, haverá

ex
esso de um dos tipos de haplotipos e, 
onsequentemente, D 6= 0.
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Neste 
apítulo, des
revem-se os resultados de simulações 
omputa
ionais a re-

speito do modelo de agentes introduzido no 
apítulo anterior. Veri�
a-se, pela simu-

lação desse modelo, que a emergên
ia de a
asalamento preferen
ial é possível; porém,

apenas em uma espe
í�
a região das 
on�gurações dos parâmetros do sistema. Dessa

forma, serão apresentados os resultados de uma varredura pelo espaço de 
on�gu-

rações dos parâmetros κ, r e s. Essa varredura foi realizada não só 
om o objetivo de

identi�
ar o regime de a
asalamento preferen
ial, mas também de identi�
ar outros

regimes a
essíveis à população.

Este 
apítulo está organizado da seguinte forma. Na seção (4.1), será apresen-

tado o algoritmo para a simulação do modelo de agentes. Os resultados de um

experimento realizado 
om este algoritmo e que promove emergên
ia de a
asala-

mento preferen
ial entre os indivíduos da população é apresentado na seção (4.2).

Veri�
a-se na seção (4.3) que, ao per
orrer o parâmetro de seleção s, mantendo

os demais parâmetros �xos, a
onte
e uma transição de fase da a
eitabilidade sex-

ual. Esse parâmetro de ordem vai de um regime sem a
asalamento preferen
ial,

quando s é pequeno, para um regime de a
asalamento preferen
ial, quando s é su-

�
ientemente grande. Uma varredura a pro
ura dos regimes a
essíveis ao sistema,

juntamente 
om a identi�
ação da região do espaço de parâmetros onde o isolamento

reprodutivo a
onte
e, é apresentada na seção (4.4).

4.1 O Algoritmo do Modelo de Agentes

Modelos baseado em agentes tem 
omo ideia prin
ipal simular as interações mi-


ros
ópi
as entre indivíduos que 
ompõem uma população (os �agentes�), de forma

a se observar algum tipo de fen�meno 
oletivo. Nesses modelos, 
ada agente é uma

entidade 
omputa
ional que fun
iona de forma aut�noma, munida de regras de in-

26
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teração 
om o ambiente e 
om os demais agentes. Em suma, esses modelos servem


omo laboratório virtual para o estudo da emergên
ia de fen�menos ma
ros
ópi
os

a partir de interações mi
ros
ópi
as.

O modelo de agentes que será tratado aqui apresenta uma população 
om tamanho

�xo, formada por N indivíduos. Nos experimentos numéri
os realizados, N é su-

�
ientemente grande para evitar perda de genes por deriva genéti
a. As gerações

são dis
retas e não há 
ontato sexual ou geográ�
o entre indivíduos de diferentes

gerações. O algoritmo para as simulações segue os seguintes passos:

• Passo 1 - Cria-se uma população de N indivíduos, todos eles formados por

dois lo
i (A e B). Es
olhem-se aleatoriamente os genes que irão formar esses

indivíduos, de modo que a população ini
ial esteja em equilíbrio HW. Além

disso, todos esses N indivíduos são sexualmente re
eptíveis, 
om αf = 1 para

qualquer indivíduo f .

• Passo 2 - Durante a geração g, es
olhem-se aleatoriamente dois indivíduos da

população baseado na probabilidade de sobrevivên
ia

P (S|ξA) =
(

1 − σξA

)

fξA
, (4.1)

que está rela
ionada apenas 
om o traço e
ológi
o desses indivíduos. Arbi-

trariamente denomina-se o primeiro indivíduo 
omo fêmea e o segundo 
omo

ma
ho.

• Passo 3 - De
ide-se se a fêmea a
eita ou não o a
asalamento 
om o ma
ho.

Essa a
eitação será baseada na a
eitabilidade sexual αξB
∈ [0, 1] dessa fêmea

em relação ao traço aparente ξB desse ma
ho. Mais espe
i�
amente, a a
eitação

o
orre se um número Rrand (0 ≤ Rrand ≤ 1), gerado aleatoriamente, satisfaz

Rrand < αξB
. Existem as seguintes possibilidades:

� Caso a fêmea a
eite o ma
ho, dois novos indivíduos (�lhos) são gerados;

eles vão 
ompor a população da geração g +1. Os genótipos desses �lhos

serão 
onstruídos a partir dos genótipos paternos por meio do 
rossover e

de regras mendelianas. A a
eitabilidade sexual dos �lhos será herdada da

mãe, salvo sob mutações. Cada �lho tem probabilidade 1− µ de que sua

a
eitabilidade sexual seja idênti
a à de sua mãe; porém 
om probabilidade
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µ esse indivíduo terá uma a
eitabilidade gerada aleatoriamente entre 0 e

1.

� Caso a fêmea não a
eite o ma
ho, um novo indivíduo é sorteado, 
om

base na probabilidade de sobrevivên
ia. Esse indivíduo será um novo

ma
ho para 
ortejo. A fêmea 
ontinua a mesma. Repete-se o passo 3 até

que essa fêmea a
eite, �nalmente, um ma
ho para o a
asalamento.

Obs. 1: Neste presente modelo, não se 
onsideram 
ustos para a es
olha sexual

da fêmea. Dessa forma, ela pode rejeitar quantos ma
hos forem ne
essários

até a sua es
olha �nal.

Obs. 2: Um dado indivíduo pode ser es
olhido mais de uma vez para o a
asala-

mento (extração 
om reposição).

• Passo 4 - Vai-se para o passo 2, até que a população da nova geração (g + 1)


omplete N membros. Todos os indivíduos da geração g são deletados.

4.2 Análise de 
aso

Será visto logo adiante que existem 
on�gurações bem espe
í�
as dos parâmetros

s, κ (rela
ionados ao ambiente) e r (rela
ionado aos indivíduos) que promovem

emergên
ia de preferên
ia sexual. Antes dessa análise, porém, será apresentada uma

simulação parti
ular em que a
onte
e essa emergên
ia. Nesse experimento numéri
o,


onsiderar-se-á que (i) os dois lo
i A e B segregam-se independentemente (r = 1
2
),

(ii) existe alta 
ompetição por re
ursos (κ = 1) e (iii) os heterozigotos Aa são pou
o

adaptados, 
om s = 0.7, embora tenham um impa
to 
ompetitivo idênti
o ao dos

homozigotos, i.e. η = 1.

As �guras (4.1) e (4.2) apresentam a evolução da população nessa simulação.

Pode-se per
eber que, em torno da geração g = 250, a população se divide em dois

tipos de homozigotos duplos (AAbb e aaBB), de
linando a população dos heterozig-

otos. A �gura (4.2) mostra que esta bifur
ação é 
onsequên
ia da emergên
ia da

preferên
ia sexual entre os indivíduos: fêmeas AAbb adquirem uma rejeição a ma
hos


om traço aparente BB (i.e. 〈α(A|BB, AAbb)〉 → 0), enquanto que as fêmeas aaBB

rejeitam ma
hos 
om traço aparente bb (〈α(A|bb, aaBB)〉 → 0). Por outro lado, a

a
eitabilidade das fêmeas homozigotas em relação a ma
hos heterozigotos não vai a
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Figura 4.1: Evolução da densidade de genótipos e do desequilíbrio de ligação dos

haplotipos de uma população. Neste parti
ular experimento, realizado 
om N =
1000, µ = 0.01, r = 1

2
, κ = 1, η = 1 e s = 0.7, a população bifur
a em dois

genótipos: AAbb e aaBB, impli
ando um ex
esso de haplotipos de repulsão (D < 0).
Uma simulação desse tipo (
om 1000 gerações) demanda 
er
a de 30 segundos de

tempo de 
pu para ser realizada.
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Figura 4.2: Evolução da a
eitabilidade sexual das fêmeas homozigotas AA (a
ima)

e aa (abaixo). Fêmeas AA desenvolvem rejeição aos ma
hos que exibem um traço

aparente BB (〈α(A|BB, AAξB)〉 → 0), enquanto que fêmeas aa desenvolvem uma

rejeição a ma
hos bb (〈α(A|bb, aaξB)〉 → 0). Essa asso
iação entre os dois traços

(e
ológi
o e aparente) e 
onsequentemente entre os dois lo
i A e B a
onte
e mesmo


om ausên
ia de ligação entre eles (r = 1
2
). Esse resultado provém do mesmo

experimento numéri
o apresentado na �gura (4.1).
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zero. Isso a
onte
e, pois a população desses ma
hos prati
amente se anula, 
essando

assim a pressão evolutiva para que as fêmeas os rejeitem.

O fato interessante, já observado nos trabalhos [16℄ e [17℄, é que a emergên
ia

dessa preferên
ia sexual leva ao surgimento de uma 
orrelação entre dois lo
i, mesmo

sendo eles geneti
amente independentes. Dessa forma, a população vai do equilíbrio

(D ≈ 0) para o desequilíbrio de ligação 
om ex
esso de haplotipos de repulsão

(D < 0).

Nesse parti
ular experimento, a evolução de preferên
ia sexual 
onduziu à pre-

dominân
ia dos homozigotos duplos AAbb e aaBB. Mas, 
laro, dependendo das


ondições ini
iais, a emergên
ia da população AABB e aabb é igualmente provável.

4.3 Transição de Fase

O experimento numéri
o des
rito na seção anterior mostra a emergên
ia de um

regime de preferên
ia sexual em uma população, dada uma parti
ular 
on�guração

do ambiente. Uma vez observado que a emergên
ia de preferên
ia sexual é possível

no modelo proposto, ne
essita-se veri�
ar os limites desse regime, dado o espaço de


on�gurações dos parâmetros. O que se pode fazer ini
ialmente é realizar experi-

mentos 
om vários valores possíveis de um 
erto parâmetro, enquanto que os demais

permane
em �xos. Por exemplo, nas simulações apresentadas na �gura (4.3), foram

�xados κ = 1, r = 0.5 e η = 1, per
orrendo os valores possíveis de s. Cada ponto

nesse grá�
o representa a média (e a respe
tiva variân
ia) da preferên
ia sexual

ao traço oposto, obtida sobre 30 simulações independentes. Nota-se a ausên
ia de

preferên
ia sexual quando s . 0.6, que é 
ara
terizada por α̂ 6= 0. A emergên
ia

de isolamento reprodutivo a
onte
e em s & 0.6, assinalada por α̂ ≈ 0. O pi
o

na variân
ia eviden
ia uma transição de fase da a
eitabilidade α̂. Será mostrado

nos dois 
apítulos seguintes que esta transição apresenta histerese, i.e. memória do

seu estado anterior, sugerindo uma transição de primeira ordem na a
eitabilidade

sexual. Detalhes sobre esta histerese serão dis
utidos nos próximos 
apítulos.

4.4 Diagrama de Fases

O que se pode fazer agora é estender essa varredura aos demais parâmetros do

sistema. O objetivo dessa varredura é não só veri�
ar os limites da emergên
ia de

isolamento reprodutivo mas também identi�
ar outros regimes a
essíveis. Referindo-
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Figura 4.3: Média de α̂ (a
eitabilidade em relação ao traço oposto) e sua respe
tiva

variân
ia em função da de�
iên
ia do heterozigoto. Cada ponto representa a média

sobre 30 simulações independentes 
om r = 0.5, κ = 1 e η = 1 �xos. O pi
o da

variân
ia em torno de s = 0.6 eviden
ia a transição de fase de α̂.

se a esses regimes 
omo fases, pode-se fazer analogia à termodinâmi
a e 
onstruir o


hamado Diagrama de Fases do sistema.

Primeiramente serão analisados, separadamente, dois diagramas de fases bi-

dimensionais: os diagramas s-κ e s-r. Posteriormente, será apresentado um dia-

grama tridimensional κ-s-r. As simulações mostram que uma população, ini
ial-

mente sem preferên
ia sexual, deve 
onvergir para uma de três fases (ou regimes)

possíveis, dependendo das 
on�gurações dos parâmetros s, κ e r. Essas fases são:

1. Fase de A
asalamento Preferen
ial (AP): a
onte
e emergên
ia de isolamento

reprodutivo, permitindo que a população se bifurque em duas sub-populações

de homozigotos duplos sexualmente segregados. É nessa fase que a espe
iação

simpátri
a deve a
onte
er.

2. Fase de Extinção: um dos alelos do lo
us A se extingue. Esse regime a
onte
e

quando a seleção dependente da frequên
ia não é su�
ientemente forte para

manter o polimor�smo. Não há emergên
ia de preferên
ia sexual nesse regime,

pois o monomor�smo resultante da extinção faz 
om que todos os indivíduos

apresentem um úni
o traço e
ológi
o. Sendo assim, 
omo todos os indivíduos

apresentam o mesmo �tness, não há pressão evolutiva para que se estabeleça

uma preferên
ia sexual.

3. Fase tipo HW : a população permane
e em equilíbrio HW e sem emergên
ia

de isolamento reprodutivo. Esse regime a
onte
e quando: (i) a seleção depen-
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dente da frequên
ia é forte o bastante para manter o polimor�smo, mas (ii)

a pressão evolutiva imposta pelo ambiente não é su�
iente para promover a

emergên
ia de a
asalamento preferen
ial.
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Figura 4.4: Diagrama de fase s-κ para três valores (�xos) de r. Cada ponto desses

grá�
os representa uma simulação realizada 
om os respe
tivos valores dos parâ-

metros do diagrama e 
om N = 1000 e η = 1. A linha s = 2
4κ−(η+1)

∣

∣

∣

η=1
separa

a fase de Extinção das duas fases polimór�
as, enquanto que as fases polimór�
as

são separadas por uma linha horizontal (não apresentada) de transição de primeira

ordem. O tamanho da região da fase de A
asalamento Preferen
ial é totalmente

dependente de r, sendo maior quanto menor o valor da taxa de re
ombinação.

A �gura (4.4) apresenta o diagrama s − κ 
om r �xo em diferentes valores.

Pode-se per
eber que na região a
ima da 
urva

s =
2

4κ − (η + 1)
(4.2)

a população vai para a fase de Extinção. Essa 
urva, que separa a fase monomór�
a

das outras duas fases polimór�
as, é a mesma apresentada na seção (3.4), onde foi
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abordado o Modelo Pan-míti
o. Essa similaridade dos resultados do modelo pan-

míti
o e do modelo 
om evolução de preferên
ia sexual não pode ser uma 
oin
idên-


ia. O que a
onte
e é que, na região a
ima dessa 
urva, o pro
esso de eliminação

de um alelo é mais rápido que o estabele
imento de uma preferên
ia sexual. Dessa

forma a população age sempre em panmixia, o que expli
a a 
oerên
ia entre as

simulações desse modelo e a 
urva (4.2).

Simulações 
om parâmetros abaixo dessa 
urva apresentam duas fases polimór-

�
as distintas que são separadas por uma linha de transição de primeira ordem da

a
eitabilidade α̂. A região mais abaixo é 
ara
terizada por uma população que se

mantém em reprodução pan-míti
a (fase tipo HW), enquanto que na região mais

a
ima há a emergên
ia e a �xação do a
asalamento preferen
ial. É nessa última

região de 
on�guração dos parâmetros que a espe
iação simpátri
a pode o
orrer.

Os diagramas da �gura (4.4) 
on�rmam que uma maior ligação entre os lo
i

(r pequeno) fa
ilita a emergên
ia de isolamento reprodutivo; �fá
il� aqui signi�
a

um ambiente não tão hostil aos heterozigoto (s pequeno). Isso é bastante 
oerente,

uma vez que quanto mais r se aproxima de zero (forte ligação entre lo
i), mais os

indivíduos se 
omportam 
omo se os dois traços (e
ológi
o e aparente) fossem apenas

um. Assim sendo, a fêmea têm a
esso direto ao traço e
ológi
o, o que não é possível

no limite de ligação fra
a entre os lo
i.

Um fato interessante é que a linha de transição des
ontínua é independente de

κ. Isso pode ser entendido por meio do seguinte ra
io
ínio. Análises de estabilidade

dinâmi
a dentro da região polimór�
a sugerem que a frequên
ia p dos alelos A só é

estável e 
om solução real e não trivial quando assume p = 1
2
. Esse ponto �xo é o

mesmo nas duas fases polimór�
as. Considerando então que na região polimór�
a

vale as igualdades p = nAA + nAa

2
= 1

2
e (1 − p) = naa + nAa

2
= 1

2
, pode-se usar as

de�nições (3.4) e (3.5) para obter

σξA
=

1

2κ
[1 − nAa(1 + η)] , (4.3)

qualquer que seja ξA. Dessa forma, a intensidade da seleção dependente da frequên-


ia será a mesma para todos os genótipos, o que permite es
rever o �tness efetivo

pela forma FAA = Faa = 1.(1−σξA
) e FAa = (1− s).(1−σξA

). Finalmente, a proba-

bilidade de se sortear um indivíduo 
om genótipo ξA para o a
asalamento deve ser

propor
ional ao �tness efetivo e frequên
ia desse genótipo, i.e.



34 4 Diagrama de Fases

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

k=1
a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

k=1.25
b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

k=1.5
c)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

Extincao
tipo HW 
Acasal. Preferencial
s

0
= 0.7 r

0.3
+ 0.05

k=1.75
d)

Figura 4.5: Diagrama de fases s − r para diferentes valores (�xos) de κ. Assim


omo a �gura (4.4), 
ada ponto nestes grá�
os representa uma simulação realizada


om os respe
tivos valores dos parâmetros do diagrama e 
om N = 1000 e η = 1.
A linha preta representa a transição de primeira ordem entre as fases tipo HW e

A
asalamento Preferen
ial. Essa linha foi obtida a partir da média de 30 experimen-

tos numéri
os independentes para 
ada r. Uma linha horizontal (não apresentada)

separa a fase de extinção das fases polimór�
as. Pode-se per
eber que quanto maior

κ (menor seleção dependente da frequên
ia) menor é a região de emergên
ia de

preferên
ia sexual.

PξA
=

nξA
FξA

C
, (4.4)

onde C é uma 
onstante obtida pela normalização C =
∑

ξA
nξA

FξA
. Essa normal-

ização faz 
om que o parâmetro κ se 
an
ele em (4.4). Dessa forma, a transição de

fase é devida à mudança de s e não de κ.

Em todos os experimentos realizados, foi assumido que os heterozigotos 
om-

petem 
om a mesma intensidade que os homozigotos, ou seja η = 1. Na verdade,

veri�
ou-se que o valor desse parâmetro não afeta qualitativamente as fronteiras

entre as três fases a
essíveis ao sistema. Dessa forma, a es
olha η = 1 é tão signi�-
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ante quanto qualquer outra es
olha.

Figura 4.6: Representação tridimensional do diagrama de fases no espaço (r, κ, s).
As três fases a
essíveis são separadas por duas superfí
ies. A superfí
ie superior,

dada pela equação (4.2), é independente de r. Experimentos realizados 
om 
on-

�gurações dos parâmetros que se en
ontram a
ima dessa superfí
ie 
onduzem a

população à extinção de um dos alelos de A. A 
urva mais abaixo é o resultado do

ajuste (s = arb + c), des
rito na �gura (4.5). A emergên
ia de preferên
ia sexual

a
onte
e em experimentos realizados 
om 
on�gurações dos parâmetros que estão

entre essas duas superfí
ies (a
ima da superfí
ie inferior e abaixo da superior). Nos

experimentos realizados 
om 
on�gurações abaixo desses dois planos, a população

mantém o polimor�smo ini
ial, porém sem emergên
ia de preferên
ia sexual, i.e.

fase tipo HW.

Diagrama s − r

O diagrama s−r 
om diferentes valores de κ �xos e as respe
tivas fases a
essíveis ao

sistema está apresentado na �gura (4.5). Note-se que a emergên
ia de preferên
ia

sexual, assim 
omo no diagrama s − κ, está sempre restrita a uma região bem

determinada no espaço dos parâmetros. O tamanho dessa região diminui 
om o

aumento de κ. Isso a
onte
e, pois 
om o aumento de re
ursos disponíveis diminui

a 
ompetição. Com pou
a 
ompetição, a seleção dendente da frequen
ia é fra
a, o

que torna mais viável a eliminação de um alelo, possibilitando, assim, o aumento da
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região do espaço de fase que promove a fase de Extinção. Em uma outra situação

extrema, no entanto, 
omo é o 
aso de κ = 1, a seleção dependente da frequên
ia

é forte o bastante para manter o polimor�smo, independentemente de s ou de r.

Um fato 
urioso apresentado por essas simulações é que, mesmo no limite de ligação

forte entre os lo
i (r = 0), é ne
essário um limiar de de�
iên
ia do heterozigoto para

que a
onteça emergên
ia de isolamento reprodutivo.

Diagrama r − κ − s

Finalmente, podem-se 
ondensar as informações 
ontidas nos dois diagramas apre-

sentados em um úni
o �volume� de fases (r, κ, s), apresentado na �gura (4.6). Nesse

diagrama tridimensional, duas superfí
ies separam as fases a
essíveis a uma popu-

lação ini
ialmente sem preferên
ia sexual. A emergên
ia de preferên
ia sexual, e


onsequentemente, a possibilidade de espe
iação simpátri
a, a
onte
e na região de

parâmetros lo
alizada entre as superfí
ies.

Nesse volume de fases, 
ada uma das superfí
ies é independente de um parâmetro.

A superfí
ie que separa a fase de Extinção das demais fases é independente da taxa de

re
ombinação r; ao mesmo tempo que a superfí
ie que separa a fase 
om preferên
ia

sexual da fase tipo HW é independente de κ.
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Mudanças no Ambiente eReversão de Espe
iação
Os resultados dis
utidos no 
apítulo anterior foram obtidos no 
ontexto de uma

população sujeita a um ambiente estável ao longo das gerações. Além disso, a popu-

lação evoluía (nesse ambiente estável) a partir de uma população ini
ialmente sem

preferên
ia sexual. Neste 
apítulo, serão repetidos esses mesmos pro
edimentos,

porém 
om ressalvas. Será es
olhida ini
ialmente uma 
on�guração de parâmetros

do ambiente que possa 
onduzir a população ao isolamento reprodutivo; uma vez

estabele
ido esse regime, serão realizadas mudanças arbitrárias nas 
on�gurações do

ambiente, deixando a população evoluir novamente. A população pode, ou não, per-

mane
er no estado de isolamento reprodutivo de a
ordo 
om as novas 
on�gurações.

Esse pro
edimento permitirá analisar a robustez da preferên
ia sexual no modelo

proposto.

Este 
apítulo está organizado em duas seções. Na primeira, a seção (5.1),

será analisada a evolução de uma população sujeita a uma de�
iên
ia heterozig-

ota que muda de tempos em tempos. Será veri�
ado que a população pode adquirir,

perder, ou mesmo readquirir a preferên
ia sexual de a
ordo 
om as 
on�gurações do

parâmetro de seleção. Na segunda, a seção (5.2), será analisada a persistên
ia do

a
asalamento preferen
ial por meio de uma varredura pelo espaço de 
on�gurações

do ambiente.

37
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5.1 Mudanças Abruptas do Ambiente

A ideia por trás das simulações que se seguirão, 
onsiste na mudança arbitrária

dos parâmetros s e/ou κ, de tal modo que esses parâmetros 
ruzem as superfí
ies

apresentadas na �gura (4.6). Nesse sentido, as simulações devem partir de um ponto

do espaço s − k − r que promova emergên
ia do A
asalamento Preferen
ial e, em

seguida, ser alterado para outro ponto além das fronteiras dessa fase. Analisar-se-á,

então, a possibilidade da persistên
ia da fase A
asalamento Preferen
ial em regiões

do volume de fases em que o isolamento reprodutivo não poderia a
onte
er, quando

a população ini
ial se reproduz em pan-mixia.

Será analisado, ini
ialmente, o 
aso em que o parâmetro de seleção s se mantém

estável por algumas gerações, mas sofre mudanças brus
as de tempos em tempos.

Veri�
ar-se-á de que forma a população reaje às pressões evolutivas impostas por

esse ambiente in
onstante. As �guras (5.1) e (5.2) apresentam a evolução de uma

população sujeita a r = 0.5 e κ = 1 �xo. Essa simulação ini
ia 
om s = 0.7, o

que propor
iona, rapidamente, a emergên
ia do isolamento reprodutivo entre os in-

divíduos da população. No entanto, na geração g = 1000 o 
oe�
iente de seleção é

alterado para s = 0.35; 
omo resposta, a população os
ila, mas não perde o a
asala-

mento preferen
ial. Foi visto no 
apítulo anterior que o isolamento reprodutivo não

emerge quando uma população pan-míti
a está sujeita a este valor da de�
iên
ia het-

erozigota. Porém, uma vez estabele
ido o a
asalamento preferen
ial, o isolamento

sexual apresenta robustez em se manter, mesmo em regiões do espaço de fase que,

a priori, não 
ausaria sua emergên
ia.

De qualquer forma, existe limite a essa robustez. A população reverte à pan-

mixia quando se reduz o parâmetro de seleção para s = 0.2. Nessa nova 
on�guração

do ambiente, o isolamento reprodutivo é perdido, pois ele não é mais viável sob o

ponto de vista evolutivo. Aqui, da mesma forma que vem a
onte
endo 
om os

peixes sti
kleba
k, des
ritos no 
apítulo 2, a população realizou o pro
esso reverso

da espe
iação. Essa hibridização é uma resposta evolutiva a um ambiente menos

hostil aos heterozigotos.

Ainda referindo-se aos experimentos des
ritos nas �guras (5.1) e (5.2), o parâmetro

de seleção 
ontinua sofrendo alterações. Agora, a
onte
e uma mudança para s = 0.5;

a preferên
ia sexual não emerge. Note-se que, entre as gerações 1000 e 2000, o


oe�
iente de seleção era menor, no entanto o isolamento reprodutivo estava pre-

sente, 
omo herança do estado anterior. Isso mostra que a população apresenta
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Figura 5.1: Evolução de uma população sujeita a um ambiente que apresenta mu-

danças abruptas na de�
iên
ia do heterozigoto. Os demais parâmetros são mantidos

�xos 
om r = 0.5, κ = 1 e η = 1. A população reage às mudanças do ambiente se

dividindo em duas subpopulações de homozigotos duplos ou reavendo o equilíbrio

HW.
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Figura 5.2: Emergên
ia e perda da preferên
ia sexual entre os indivíduos da popula-

ção mediante as mudanças na de�
iên
ia do heterozigoto. Esses grá�
os referem-se

ao mesmo experimento des
rito na �gura (5.1).
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uma �memória� que in�uen
ia o estado de equilíbrio, em resposta a perturbações

no ambiente. Em outras palavras, diz-se que o sistema apresenta histerese, que é

a assinatura de uma transição de primeira ordem. Essa 
ara
terísti
a será des
rita


om mais detalhes no próximo 
apítulo.

Esses resultados permitem 
on
luir que o sistema apresenta a
esso entre as duas

fases polimór�
as. O isolamento reprodutivo pode emergir e desapare
er (ou vi
e-

versa) dependendo da de�
iên
ia heterozigota. É 
laro que esse a
esso não é permi-

tido quando se trata da fase de Extinção, pois, uma vez monomór�
a, a população

não readquire o alelo perdido, pelo menos não na es
ala de tempo aqui 
onsider-

ada. O pro
esso de extinção de um alelo é um pro
esso irreversível. Um desenho

esquemáti
o dos �uxos do sistema, sujeito a perturbações na fronteira entre fases

a
essíveis, pode ser visualizado pela �gura (5.3).

Extincao

tipo HW

Acasalamento Preferencial

Figura 5.3: Pro
esso esquemáti
o do �uxo entre fases a
essíveis de uma população

sujeita a perturbações do ambiente.

5.2 Robustez do Isolamento Reprodutivo

Nesta seção, será analisada a robustez do isolamento reprodutivo em função das

diversas 
on�gurações possíveis do ambiente. Com esse objetivo, foi 
onstruído o

diagrama s − κ, para a des
rição de simulações que obede
em aos seguintes pro-


edimentos. Uma parti
ular simulação ini
ia 
om o par de parâmetros (s0, κ0),

es
olhidos de tal forma que seja possível a emergên
ia de isolamento reprodutivo;

por exemplo (s0, κ0) = (0.8, 1). Após a emergên
ia da segregação, um novo par

de parâmetros (s, κ) é es
olhido; a população, em resposta, pode ou não perder o

a
asalamento preferen
ial.
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Os resultados dos regimes assumidos pelas populações no diagrama s − κ estão

apresentados na �gura (5.4). Note-se que a região 
om isolamento reprodutivo

avança 
onsideravelmente para regiões em que não seria possível sua emergên
ia

em uma população previamente pan-míti
a. Ela avança tanto para s menores, onde

se esperaria uma fase tipo HW, quanto para κ grande, onde se esperaria uma fase de

extinção. Dessa forma, a fase de extinção não a
onte
e nas imediatas vizinhanças

superiores da 
urva (4.2), 
omo se espera em uma população previamente pan-

míti
a; isso se deve ao fato de que as duas sub-populações sexualmente isoladas

interagem fra
amente. Essa interação é muito mais forte quando a população se

reproduz em pan-mixia, o que leva à extinção de um dos alelos. Para s (> 0.3)

�xo, a probabilidade de que a preferên
ia sexual persista de
res
e 
om o aumento

de κ e vai para zero quando κ é su�
ientemente grande (> 12.). Para s < 0.3,

os heterozigotos não são penalizados o su�
iente e o 
omportamento da população

independe se esta se en
ontra previamente 
om ou sem isolamento reprodutivo: a

população sempre 
onvergirá para a fase tipo HW.
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Figura 5.4: Diagrama de fases para diferentes taxas de re
ombinação de uma po-

pulação ini
ialmente em isolamento reprodutivo. Cada ponto nestes diagramas rep-

resentam uma simulação parti
ular em que uma população é posta ini
ialmente a

evoluir 
om a 
on�guração (s0 = 0.8, κ0 = 1), o que permite a emergên
ia do iso-

lamento reprodutivo. Logo em seguida os parâmetros do ambiente são alterados

abruptamente para o novo par (s, κ) representado no diagrama. A população então

reage a esta mudança, adquirindo a fase apresentada nos diagramas.
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Foi visto nos 
apítulos prévios que as simulações do modelo proposto apresenta

uma população 
om memória do seu estado anterior. Essa 
ara
terísti
a faz 
om

que o sistema permaneça no regime de isolamento reprodutivo, mesmo em regiões

do espaço de fase que não poderia promover a emergên
ia dessa segregação. Dessa

forma, pode-se dizer que o isolamento reprodutivo é su�
ientemente robusto para

manter a população segregada. Neste 
apítulo, será quanti�
ada 
om mais detalhes

essa robustez do a
asalamento preferen
ial. Neste sentido, será apresentado os resul-

tado de simulações de uma população sujeita a um ambiente em que a de�
iên
ia do

heterozigoto apresenta mudanças in�nitésimas e 
onstantes ao longo das gerações.

O objetivo é quanti�
ar os valores da de�
iên
ia heterozigota que propor
ionam

emergên
ia e os valores que propor
ionam perda da preferên
ia sexual. A diferença

entre esses dois valores informa a histerese do sistema.

A histerese é a assinatura de transições de primeira ordem e, por isso, uma

expli
ação da evolução da preferên
ia sexual por meio dos 
on
eitos da Me
âni
a

Estatísti
a é uma es
olha imediata. Serão abordados aqui alguns 
on
eitos relevantes

da Teoria de Transições de Fase da Me
âni
a Estatísti
a e suas apli
ações ao modelo

para Espe
iação Simpátri
a. Mais detalhes dessa teoria podem ser en
ontrados em

[20℄ ou [21℄.

Este 
apítulo está organizado da seguinte forma. Na seção (6.1) estão apresen-

tados os resultados de simulações que mostram a histerese no modelo para Espe
i-

ação Simpátri
a. A interpretação dessa histerese por meio de uma minimização da

função energia livre é apresentada na seção (6.2). Nessa seção, fazer-se-á também

uma analogia entre este modelo biológi
o e a transição de fases da água. O 
apítulo

�naliza na seção (6.3), 
om uma interpretação para a transição de fase.

43
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6.1 A Histerese

A histerese é uma 
ara
terísti
a típi
a de sistemas que apresentam transições de

primeira ordem, 
omo o que está sendo estudado aqui. O grá�
o apresentado pela

�gura (6.1) mostra 
om 
lareza a presença de histerese. Nessa �gura, estão apresen-

tados os resultados médios da preferên
ia sexual ao traço oposto frente a mudanças

graduais no parâmetro de seleção s; os demais parâmetros permane
em �xos. O

intervalo de tempo (gerações) entre as mudanças do ambiente é grande o bastante

para que a população possa reaver o equilíbrio. O valor de s que a
onte
e a tran-

sição depende de a de�
iên
ia do heterozigoto estar diminuindo ou aumentando. A

posição exata da transição pode ser determinada pela �utuação (variân
ia) do valor

médio do parâmetro de ordem. Além disso, o tamanho da histerese é nitidamente

dependente da taxa de re
ombinação r.

6.2 Minimização da Energia Livre

Modelos probabilísti
os 
omo este podem sempre ser pensados por meio de uma

dinâmi
a de minimização de uma função 
hamada energia livre no 
ontexto da

Me
âni
a Estatísti
a. A �gura (6.2.a-f) apresenta, de forma ilustrativa, uma função

energia livre, 
uja forma depende de um parâmetro (de 
ontrole) que se assumirá

s. Cada um dos seis grá�
os refere-se a um diferente valor desse parâmetro. A

dinâmi
a de um sistema probabilísti
o age de forma a minimizar a função energia

livre em relação a um parâmetro (de ordem) que se assumirá α. Note-se que a 
urva

da energia livre tem ini
ialmente apenas um mínimo e, logo em seguida, desenvolve

dois mínimos, à medida que s muda; 
ada mínimo está asso
iado a uma fase a
essível

ao sistema e, 
onsequentemente, 
ada fase, asso
iada a um valor espe
í�
o de α. A

profundidade desses mínimos também se altera 
om a mudança de s. Variando-

se s, o primeiro mínimo se torna menor e, simultaneamente, o segundo mínimo se

torna maior. Isso a
onte
e até o desapare
imento 
ompleto do primeiro mínimo; a

energia livre volta a ter um úni
o mínimo, mas agora em um valor de α diferente do

que era ini
ialmente. A mudança de um mínimo para outro 
ara
teriza a transição

de fase. À medida que s varia, o valor do mínimo promove um salto des
ontínuo

do parâmetro de ordem, de um mínimo para outro. O ponto exato da transição

a
onte
e quando os dois mínimos apresentam a mesma profundidade.

O pro
esso de minimização dessa energia livre apresenta memória de sua 
ondição
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Figura 6.1: Observação da histerese em três valores �xos da taxa de re
ombinação.

Os resultados foram obtidos a partir da média sobre 30 simulações independentes.

Na parte superior da �gura, apresentam-se as médias do parâmetro de ordem α̂ em

função da de�
iên
ia s. A 
urva superior des
reve os experimentos que a de�
iên
ia

heterozigota ini
ia em s = 0 e vai sofrendo aumentos (
om in
remento ∆s = 0.033)
a 
ada intervalo de tempo (gerações); esse intervalo de tempo entre mudanças é

su�
ientemente grande para que a população possa reaver o equilíbrio. A 
urva

inferior é obtida pelo pro
esso inverso, ini
iando em s = 1. O valor N = 1000,
κ = 1 e η = 1, são mantidos 
onstantes. Na parte inferior da �gura, estão as


orrespondentes �utuações das médias do parâmetro de ordem α̂. A posição do

pi
o, i.e. a transição de fase, depende de s estar aumentando ou diminuindo.

ini
ial. Com a mudança de s, a partir de (a), o sistema 
ontinua no primeiro mínimo;

o sistema 
ontinua preso aí, mesmo quando esse mínimo não é mais o mínimo global.

Apenas 
om o desapare
imento 
ompleto do mínimo original (em (f)), a dinâmi
a


onverge 
ompletamente para o mínimo global. Quando o valor de s retro
ede sua

trajetória (de (f) para (a)), o sistema permane
e no segundo mínimo até que este

mínimo desapareça por 
ompleto. Dessa forma, o sistema se mantém em um dado

mínimo, i.e. numa determinada fase, de a
ordo 
om o seu estado anterior. Isso

expli
a a �memória� que os sistemas probabilísti
os guardam; tem-se aí a histerese.

A histerese impli
a que o sistema, uma vez que a transição o
orreu, não retorne

ao estado anterior, quando se realizam pequenas alterações de volta no parâmetro
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Figura 6.2: Energia livre de um sistema probabilísti
o qualquer em função do

parâmetro de ordem α para diferentes valores do parâmetro de 
ontrole s. Como

a dinâmi
a de minimização da energia livre depende de s, então mudanças nesse

parâmetro podem levar a mudanças abruptas ou 
ontínuas na posição do mínimo

dessa função. Cada mínimo da energia livre está asso
iado a uma fase a
essível ao

sistema. Aqui, tem-se um exemplo de uma transição abrupta, ou seja, uma tran-

sição de primeira ordem. De (a) para (f) s está 
res
endo. Em (a), existe apenas

um mínimo. O sistema pode permane
er nesse mínimo (ou fase) até o valor de s

que está na �gura (e). Em (f), o primeiro mínimo desapare
e e apenas o segundo

mínimo existe. Caso o parâmetro s seja alterado de volta, a partir do estado de (f),

o sistema pode 
ontinuar nesse segundo mínimo até o valor de s que está na �gura

(b). Apenas em (a), o sistema vai reaver o primeiro mínimo novamente. O sistema

apresenta histerese, pois a população pode ser en
ontrada em duas fases distintas

para um dado valor de s.

de 
ontrole. Transições de fase que apresentam histerese propor
ionam mudanças

des
ontínuas (transição de primeira ordem) no parâmetro de ordem. As transições


ontínuas (de segunda ordem) falham em exibir histerese.

Com essa des
rição, pode-se estabele
er uma analogia entre o modelo para emergên-


ia de preferên
ia sexual e a Me
âni
a Estatísti
a da água. No 
ontexto da transição

liquido-gás da água, o parâmetro de ordem α está asso
iado a sua densidade, en-
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quanto que o parâmetro de 
ontrole s ao o inverso da temperatura. À medida que

se varia a temperatura, a água pode ir de uma fase líquida, 
ara
terizada por uma

densidade alta, para uma fase gasosa, 
om baixa densidade. A fase em que o sis-

tema se en
ontra depende do pro
esso de minimização da função energia livre, 
uja

forma está diretamente rela
ionada 
om a temperatura. No modelo de espe
iação

simpátri
a, a dinâmi
a da população leva à minimização dessa energia livre 
om

respeito à preferên
ia sexual α̂. A população 
onverge para um valor de α̂ que

minimize essa energia livre. Além disso, a forma dessa energia livre é diretamente

dependente da de�
iên
ia s do heterozigoto. O pro
esso de minimização pode levar

o sistema tanto para uma fase de a
asalamento pan-míti
o, onde α̂ 6= 0 minimiza a

função energia livre, quanto para a fase A
asalamento Preferen
ial, 
uja minimização

a
onte
e em α̂ = 0.

6.3 Balanço Energia-Entropia

É interessante des
rever uma transição de fase, ou mais espe
i�
amente, a forma da

função energia livre, 
omo uma 
ompetição entre dois efeitos: Energia e Entropia.

Nesse modelo para evolução de preferên
ia sexual, o �tness age 
omo o termo da

energia; a entropia é dita pelo logaritmo do número de genótipos possíveis, 
omo


onsequên
ia da de�nição original de entropia dada por Boltzmann - logaritmo do

número de estados a
essíveis. A parte entrópi
a é 
onstante, mas a parte da energia

(�tness) aumenta 
om s. Para s su�
ientemente grande, a parte da energia domina

e sua minimização a
onte
e, quando os híbridos são eliminados; isso propor
iona

emergên
ia de preferên
ia sexual para evitar a
asalamento entre indivíduos de dife-

rentes genótipos. Para s su�
ientemente pequeno, o termo entrópi
o ven
e e, 
omo


onsequên
ia, os híbridos permane
em. Pode-se dizer que a população repousa na

fase (α̂) asso
iada ao efeito (energia ou entropia) dominante. Para s pequeno, o

número de formas possíveis de se gerar híbridos (entropia) domina sobre a de�
iên-


ia do híbrido - essa é a fase tipo HW. Mas isso não a
onte
e para todos os valores

de s e, eventualmente, quando essa de�
iên
ia passa a dominar sobre o número de

formas de se gerar híbridos a transição de fases o
orre.

Quando se mantém a água liquida sobre o fogo, as bolhas e a temperatura se

mantêm �xa até que todo o líquido tenha se transformado em vapor. A energia

livre que deve ser minimizada nesse sistema é F = E − TS, onde E é a energia, S

a entropia e T a temperatura. Para baixas temperaturas (análagas a um s grande),
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a minimização de F a
onte
e, essen
ialmente, pela minimização de E (termo da

energia ven
e sobre a entropia). Para temperaturas su�
ientemente altas, há a

transição para a fase gasosa, obtida pela minimização da entropia. Isso signi�
a

que se vai de uma fase mais ordenada (a líquida), 
om baixa energia, para uma

fase mais desordenada (a gasosa), 
om alta entropia. No sistema biológi
o, baixos

valores de s signi�
a que o sistema esta em uma fase desordenada (a
asalamento pan-

míti
o). Com s grande, o sistema se en
ontra em uma fase ordenada (a
asalamento

preferen
ial).



7Con
lusões
Foram reportados neste trabalho os resultados do estudo de um modelo para

evolução de preferên
ia sexual e da 
onsequente Espe
iação Simpátri
a. Nesse mod-

elo, foi 
onsiderado que os indivíduos são 
ompostos por dois lo
i. Um deles (A) é

de importân
ia e
ológi
a e 
om de�
iên
ia adaptativa do heterozigoto Aa. O outro

(B) está asso
iado ao traço aparente e sem relevân
ia e
ológi
a.

Foram estudados neste modelo os diferentes estados possíveis à população, medi-

ante mudanças na adaptabilidade do híbrido, na quantidade de re
ursos do ambiente

e na taxa de re
ombinação. Veri�
ou-se que, dependendo dos valores es
olhidos para

os parâmetros que modelam o ambiente, a emergên
ia de preferên
ia sexual pode

ou não o
orrer, levando ao apare
imento de uma forte 
orrelação entre os alelos dos

dois lo
i. O a
asalamento preferen
ial estabele
e uma barreira sexual entre subpop-

ulações, o que 
onduz à Espe
iação Simpátri
a. Aqui, trabalha-se 
om a hipótese

de que duas espé
ies serão distintas, quando o 
ruzamento entre elas não puder

produzir híbridos viáveis.

Foram en
ontradas regiões muito bem de�nidas do espaço de parâmetros onde

a
onte
e essa emergên
ia. Além disso, o modelo apresenta reversão de espe
iação

quando o �tness do heterozigoto, 
ontrolado pelo parâmetro de seleção s, é resta-

bele
ido em valores maiores. Este pro
esso apresenta histerese, isto é, o valor da

de�
iên
ia heterozigota em que a
onte
e a transição do a
asalamento pan-míti
o

para o a
asalamento preferen
ial não é o mesmo da transição reversa. Como foi

dis
utido no 
apítulo anterior, a histerese está asso
iada a transições de primeira

ordem.

No 
urso das simulações, foram assumidas 
ondições simétri
as, 
omo por exem-

plo, ni
hos de mesmo tamanho e mesmo �tness para diferentes homozigotos. A

quebra dessa simetria pode mudar os resultados. Por exemplo, a fase de extinção

49
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pode não ser simétri
a nos dois alelos do lo
us A. Para pequenas mudanças nessa

simetria, espera-se que as fronteiras entre as fases apresentadas mudem, mas a estru-

tura global deve permane
er qualitativamente similar. Uma questão relevante é se as


ondições para essa transição são robustas sob o aumento de realismo nas hipóteses

do modelo. Por exemplo, não foram 
onsiderados expli
itamente 
ustos à es
olha

preferen
ial por parte das fêmeas; isso poderia reduzir a região de a
asalamento

preferen
ial no diagrama de fases. Porém, a a
eitabilidade sexual das fêmeas ini
ial-

mente não apresenta diversidade. Ini
ialmente, as fêmeas a
eitam qualquer ma
ho

e, dessa forma, ao menos indiretamente, um 
usto para uma es
olha preferen
ial

foi 
onsiderado. Outra 
omplexidade que poderia ser introduzida seria o aumento

do número de lo
i, 
omo o que foi feito nos trabalhos [16, 17℄. A 
ontribuição da

entropia aumenta 
om o aumento do número de lo
i presentes no modelo, pois au-

menta também o número de 
on�gurações possíveis. Isso afeta as 
ara
terísti
as do

sistema, da mesma forma que o aumento da taxa de re
ombinação r também afeta

- o aumento dessa taxa reduz a região de a
asalamento preferen
ial no diagrama

s − κ. Pela introdução da taxa de re
ombinação, foi en
ontrado o giro de histerese

e o tamanho dessa histerese diminui à medida que essa taxa de
res
e a zero.

Foram 
onsiderados também alguns exemplos naturais, nos quais a espe
iação

reversa, ou hibridização, podem estar o
orrendo. Esses são exemplos que podem

ser 
andidatos a serem des
ritos pelo modelo aqui apresentado. No entanto, é bem

provável que somente em laboratório se 
onsiga autonomia su�
iente dos parâmetros

de 
ontrole de modo que o giro de histerese possa ser observado em uma população

natural. Porém é um avanço importante saber que o reestabele
imento das 
ondições

ini
iais pode impli
ar que o sistema não ne
essariamente retorne ao estado ini
ial.



Parte II

Algoritmos de Aprendizado e

Inferên
ia Aproximativa
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8Introdução
Os métodos de Inferên
ia Bayesiana têm se tornado 
ada vez mais populares em

muitas áreas de 
iên
ia e de te
nologia, em espe
ial no 
ampo de aprendizado em

máquinas [49℄. O propósito prin
ipal da Inferên
ia Bayesiana, assim 
omo qualquer

teoria Estatísti
a, é extrair informações 
ontidas em 
onjuntos de observações. Re-

alizar inferên
ia signi�
a in
orporar in
ertezas e 
onhe
imento a priori de forma

sistemáti
a por meio de algum tipo de modelo. Esse modelo, por sua vez, deve ser


onstituído de parâmetros adaptáveis aos dados observados, de modo a representar o


onhe
imento a respeito do �mundo� mediante as informações disponíveis. A adap-

tação desses parâmetros, por meio da observação, é 
onduzido por regras simples de

probabilidade.

Em Estatísti
a Bayesiana, todas as in
ertezas são expressas usando-se proba-

bilidades 1. Atribuem-se probabilidades aos diferentes estados possíveis do mundo

e essas probabilidades representam o grau de 
rença de que 
ada um desses esta-

dos o
orra. A forma 
om que essas probabilidades são 
onstruídas é feita a partir

do modelo que se es
olhe para representar o mundo. No 
ontexto bayesiano, o

modelo é 
onstituído de duas partes [61℄. A primeira parte 
onsiste na probabi-

lidade a priori dos parâmetros do modelo. Essa probabilidade informa o grau de


onhe
imento prévio, anterior às observações e oriunda de um alguma outra fonte.

A segunda parte, a Verossimilhança, é a probabilidade de que uma dada 
on�gu-

ração dos parâmetros seja 
oerente 
om os dados observados. Pela regra de Bayes,

pode-se determinar a probabilidade a posteriori dos parâmetros; esta probabilidade

resume a 
rença (ou 
onhe
imento) a respeito do mundo, mediante as informações

disponíveis.

1Probabilidades 
odi�
am in
erteza tanto na estatísti
a bayesiana, quanto na estatísti
a 
lás-

si
a. A diferença é o signi�
ado de in
erteza em uma (
rença na o
orrên
ia de um evento) e na

outra (frequên
ia assintóti
a de o
orrên
ia de um evento).

52
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Entretanto, para muitos modelos realísti
os, inferên
ias exatas são 
omputa-


ionalmente intratáveis. Isso se deve ao fato de que a probabilidade a posteriori é

uma distribuição multivariada 
ompli
ada, que pre
isa ser marginalizada para 
al
u-

lar valores esperados 
om respeito a essa distribuição. O pro
esso de marginalização

envolve a soma (no 
aso dis
reto) sobre todos os estados possíveis, o que, teori-


amente, é possível realizar; porém, na práti
a, existe um número exponen
ial de

estados que tornam o 
ál
ulo exato da marginalização proibitivamente 
aro [41℄.

Métodos de Inferên
ia Aproximativa

O 
usto 
omputa
ional da Inferên
ia Bayesiana tem feito dos método de aproxi-

mação, 
hamados também de Métodos de Inferên
ia Aproximativa, uma ferramenta

bastante útil para lidar 
om o problema. Uma aproximação pode ser entendida


omo a substituição de uma média sobre a distribuição original, intratável, por

outra tratável. Um exemplo bem simples e 
onhe
ido de aproximação é o Método de

Lapla
e, que 
onsiste numa aproximação Gaussiana para o ponto máximo de uma

distribuição.

Uma 
lasse de métodos de aproximação in
lui os 
hamados métodos determinís-

ti
os. Esses métodos 
onsistem, basi
amente, da transferên
ia do problema da

marginalização Bayesiana para um problema de otimização [41, 42, 43℄. A 
ontro-

vérsia desses métodos é que, embora sejam pre
isos e tratáveis, podem não promover


onvergên
ia ou mesmo produzir resultados pou
o 
on�áveis, ne
essitando de uma


he
agem �nal. Como exemplo desses métodos, pode-se 
itar o método sequen
ial

Assumed-density �ltering [44℄ e os métodos de Sampling e Kalman �ltering, que

utilizam re�namentos iterativos para a distribuição aproximativa [49℄. Existe tam-

bém uma família de métodos de aproximação determinísti
a que in
lui os métodos

de Inferên
ia Varia
ional [49, 50℄. Entre esses métodos, desta
am-se o Expe
tation

Consistent, as aproximações Bethe-Kiku
hi [51℄ e o método que será abordado no

presente trabalho: o Propagação de Expe
tativas 2.

Outra 
lasse de modelos de aproximação in
lui os 
hamados métodos esto
ásti-


os. Esses métodos promovem estimativas exatas no limite de número grande de

amostras. São métodos, entre os quais se in
lui o algoritmo Markov Chain Monte

Carlo (MCMC) [49, 46℄; 
om a 
ara
terísti
a de serem, normalmente, bem mais

lentos que os métodos determinísti
os[41℄.

2Do Inglês Expe
tation Propagation.
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O algoritmo Propagação de Expe
tativas

O algoritmo Propagação de Expe
tativas (PE) [52℄ tem sido 
onsiderado 
omo um

método aproximado de larga gama de apli
abilidade, amiúde mostrando um melhor

desempenho que outros métodos. O PE é baseado numa dinâmi
a em que seus

fatores, 
ujo produto forma uma distribuição aproximativa global e tratável, são

iterativamente otimizados. Essa otimização a
onte
e lo
almente pela minimização

da divergên
ia Kulba
k-Leibler entre a distribuição apropriadamente de�nida.

O PE é sempre es
olhido para ser utilizado em Inferên
ia Bayesiana aproximada,

quando se ne
essita de e�
iên
ia e pre
isão. O PE apresenta maior a
urá
ia que os

algoritmos de aproximação existentes e 
om 
usto 
omputa
ional similar [52℄. Esse

julgamento tem sido baseado, até agora, em estudos empíri
os em 
onjuntos de da-

dos espe
í�
os. Um exemplo é a 
omparação entre PE e MCMC para pro
essos

gaussianos apresentada em [46℄. Nesse trabalho, mostrou-se que o PE fun
iona mel-

hor em uma grande variedade de 
onjuntos de dados, tanto em relação à distribuição

preditiva, quanto em se tratando da 
omputação das marginais.

No entanto, embora esses estudos empíri
os sejam de grande valor, não garan-

tem que o PE fun
ione bem para outros 
onjuntos de dados ou outras 
lasses de

problemas. Na verdade, ainda não está 
laro 
omo distinguir problemas em que esse

tipo de aproximação é 
on�ável dos problemas nos quais esse método pode levar a

predições não pre
isas.

O Propagação de Expe
tativas 
omo Algoritmo de Apren-

dizado

A proposta deste trabalho é a 
onstrução de um algoritmo de aprendizado super-

visionado em Redes Neurais que seja genéri
o, robusto e pre
iso, mas sem um 
aro


usto 
omputa
ional. A e�
iên
ia des
rita pela literatura em relação ao PE motivou

a es
olha dessa té
ni
a para a 
onstrução deste algoritmo.

No aprendizado supervisionado, as regras são �xadas por um Per
eptron Pro-

fessor que emite uma resposta dis
reta ou linear mediante estímulos externos. Por

meio do algoritmo PE proposto, deve ser possível inferir os parâmetros que 
ompõem

esse professor a partir dos dados disponíveis. Essa estimativa será feita utilizando-se

uma distribuição a posteriori original, geralmente intratável, por uma outra, per-

ten
ente a uma 
lasse de distribuições tratáveis. A distribuição aproximativa deve

ser atualizada passo a passo, por intermédio das té
ni
as do PE. Esse pro
edimento
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resultará, 
omo se verá, em um algoritmo bastante e�
iente e que apresentou de-

sempenho ótimo em dois modelos estudados: o modelo do Per
eptron Gaussiano

e do Per
eptron Binário. Os detalhes da formulação desse algoritmo, bem 
omo a

apresentação dos resultados obtidos, serão dis
utidos a partir da próxima seção.
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Será abordado neste 
apítulo os elementos teóri
os ne
essários para a elaboração

de um algoritmo de aprendizado gerado pelo Propagação de Expe
tativas (PE). Ele

está organizado da seguinte forma. Na seção (9.1), serão apresentadas 
om detal-

hes os objetivos da Inferên
ia Bayesiana. Entre estas, a distribuição a priori, a

verossimilhança, a distribuição a posteriori, a previsibilidade, et
. . Nessa seção,

será des
rita também a formulação dessa estatísti
a para o 
ontexto do Aprendizado

Supervisionado. O 
apítulo será �nalizado na seção seguinte (9.2), 
om a des
rição

do algoritmo PE.

9.1 O Aprendizado Bayesiano

Considere-se disponível um 
onjunto 
omposto por P dados, representado por D =

{xµ}µ=1...P . Esses dados são gerados por uma função esto
ásti
a 
hamada de Profes-

sor no 
ontexto de Redes Neurais Arti�
iais [54℄ e que possui parâmetros 
ontidos

no vetor professor w ∈ RN . A geração dos dados a partir do professor pode ser

quanti�
ada pela probabilidade

p(xµ|w), (9.1)

lida 
omo �probabilidade de que seja gerado o dado x
µ, dado o vetor professor w�.

Essa probabilidade 
ara
teriza a verossimilhança no 
ontexto bayesiano. A verossi-

milhança, que também pode ser referida 
omo o modelo es
olhido para a represen-

tação dos dados, quanti�
a a relação entre os dados e a saída gerada pelo professor.

56
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Considerando que os dados são gerados independentemente (i.i.d.), pode-se es
rever

a verossimilhança do 
onjunto dos dados através do produto

p(D|w) =
P
∏

µ=1

p(xµ|w). (9.2)

Em um problema práti
o, no entanto, não se tem a
esso ao professor e, desta

forma, 
onstruir-se-á um algoritmo de aprendizado que possa estimá-lo a partir dos

dados e 
om isso se tornará possível realizar predições em novos exemplos. Para isso,

interessa a distribuição p(w|D), 
hamada de distribuição a posteriori e que pode ser

lida 
omo �probabilidade de que a função esto
ásti
a possua o vetor professor w dado

que se dispõe do 
onjunto de dados D�. Em outras palavras o posteriori quanti�
a

o 
onhe
imento a respeito de w após a observação de D. Por meio do teorema de

Bayes, pode-se es
rever a distribuição posteriori 
omo

p(w|D) =
p0(w)p(D|w)

p(D)
(9.3)

onde p0(w), 
hamado de distribuição a priori, 
ontém toda informação prévia disponível

a respeito do vetor professor e p(D), obtido pela normalização, é a evidên
ia do mod-

elo em questão. Considerando a verossimilhança (9.2), o posteriori também pode

ser es
rito na forma (que será útil quando se introduzir o algoritmo PE):

p(w|D) =
1

p(D)

P
∏

µ=0

Fµ(w), (9.4)

onde se de�ne







F0(w) ≡ p0(w)

Fµ(w) ≡ p(xµ|w) se µ 6= 0

Um esquema de todos os parâmetros e distribuições bayesianos envolvidos está ap-

resentado na tabela (9.3).

Os algoritmos de aprendizado, dos quais se tratará aqui, perten
em a duas 
ate-

gorias: os algoritmos on-line e o�-line [54℄. Os algoritmos o�-line são 
ara
terizados

pela apresentação de todos os P dados disponíveis de uma só vez em 
ada passo de

atualização. No entanto, em algumas situações, tem-se apenas a
esso momentâneo
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Conjunto de Treinamento D = {xµ}µ=1..P

Verossimilhança p(xµ|w) ≡ Fµ(w)
Verossimilhança do 
onjunto de dados p(D|w)

Evidên
ia p(D)
Priori p0(w)

Posteriori p(w|D)

Tabela 9.3: Resumo de notações.

a um 
erto dado. Essa situação leva aos algoritmos on-line, que usam 
ada dado

disponível uma úni
a vez para a atualização. Geralmente, os algoritmos o�-line

são bastante e�
ientes, mas pagam o preço por serem mais lentos. Os algoritmos

on-line, por sua vez, apresentam resultados bastante satisfatórios em 
omparação


om os algoritmos o�-line.

A questão que surge no 
enário on-line é: 
omo se muda o 
onhe
imento sobre o

professor após a observação de um novo dado x
t+1? Para responder a essa pergunta

suponha-se, primeiramente, que se pretenda aproximar o posteriori p(w|Dt), onde

Dt é o 
onjunto de todos os dados obtidos até a apresentação do t-ésimo dado, pela

aproximação p(w|At), onde At é o 
onjunto de parâmetros perten
ente ao espaço A,

que 
ara
teriza essa distribuição aproximativa (por exemplo, os primeiros momentos

de w se p(w|A) é uma distribuição gaussiana). Nesse instante, observa-se o dado

x
t+1, dando origem à nova distribuição a posteriori

p
(

w|At,x
t+1
)

=
p(w|At)p (xt+1|w)

∫

dwp(w|At)p (xt+1|w)
, (9.5)

que 
onsidera 
omo distribuição a priori a própria distribuição posteriori anterior

p(w|At), uma vez que esta resume todo o 
onhe
imento prévio disponível a respeito

do professor. A distribuição posteriori atualizada não perten
e ne
essariamente ao

espaço A e, portanto, deve-se es
olher uma distribuição aproximativa que pertença

a A e que mais se aproxime da posteriori original, indo de-para:

p
(

w|At,x
t+1
)

→ p (w|At+1) . (9.6)

Isso signi�
a que se deve es
olher uma distribuição aproximativa que minimize a

perda de informação 
ausada pela substituição da distribuição original.

Uma forma de se determinar essa distribuição aproximativa (e que se adotará

aqui) é es
olhendo a distribuição que minimiza a divergên
ia Kullba
k-Leibler (K-L)
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Figura 9.1: Esquema para a atualização da distribuição posteriori via algoritmo

bayesiano on-line. A posteriori ini
ia 
om p(w|A0), es
olhido de forma aleatória mas


om o vín
ulo de perten
er ao espaço A; a apresentação do dado x
1 leva à posteriori

p(w|A0,x
1), que não ne
essariamente perten
e ao espaço A. Em seguida, projeta-se

essa distribuição no espaço A para se obter a posteriori aproximada p(w|A1). Esse
pro
esso é feito iterativamente 
om todos os P dados disponíveis.

1 
om a distribuição original p (w|At,x
t+1). Esse pro
esso, quando repetido a 
ada

novo dado adquirido, re
ebe o nome de algoritmo bayesiano on-line [54℄ e pode ser

visualizado na �gura (9.1). Para que esse algoritmo seja 
onsistente, é ne
essário

que a distribuição ini
ial p(w|A0) não ex
lua nenhum dos valores de w pelo qual

p(w) seja não nula. Essa 
ondição é satisfeita pela es
olha p(w|A0) = p(w).

Aprendizado Supervisionado

Nesse trabalho, será abordada uma 
lasse de problemas de aprendizado 
hamada de

Aprendizado Supervisionado. Nesse tipo de aprendizado o µ-ésimo dado disponível

é 
omposto por um vetor de entrada s
µ ∈ RN (o input) e uma etiqueta τµ asso
iada

a este vetor (o output). Usando a representação introduzida anteriormente, temos

x
µ = (τµ, sµ)T e o 
onjunto de treinamento D = {(τµ, sµ)T}.
O Aprendizado Supervisionado abrange dois tipos de problemas: o problema de

1Detalhes são apresentados no apêndi
e B.



60 9 Inferên
ia Aproximativa e Algoritmos de Aprendizado


lassi�
ação e o de regressão. Em um problema típi
o de 
lassi�
ação, o parâmetro τ

assume valores inteiros, enquanto que, em um problema de regressão, τ assume val-

ores 
ontínuos. Como exemplo 
an�ni
o para o aprendizado supervisionado, pode-se


itar o 
aso em que uma rede neural (ou per
eptron) professor 
om parâmetros w


lassi�
a os vetores de entrada em dois grupos, representados pelo output binário

τ = ±1 [54℄. Esse per
eptron pode, por exemplo, responder aos input 's de a
ordo


om a regra

τ = sign

(

w · s√
N

)

. (9.7)

Esse output pode ser, por exemplo, o diagnósti
o médi
o sobre a presença ou não

de 
ân
er em um pa
iente, mediante os resultados de imagens de raio-X. Nesse


aso, o vetor s representa as intensidades dos pixels na imagem e o per
eptron (
om


on�gura
oes internas w) representa a máquina que fará o pro
essamento da imagem

(s) e o 
onsequente diagnósti
o. Esse diagnósti
o será +1, presença de 
ân
er, ou

−1, pa
iente saudável.

Assumindo que o input s é uniforme e independente de w, i.e. p(s|w) = p(s) =

cte, pode-se es
rever p ((τ, s)|w) = p(τ |s,w)p(s) ∝ p(τ |s,w). Considerando a re-

gra (9.7), pode-se es
rever a verossimilhança

p(τ |w, s) = Θ

(

τ
w · s√

N

)

(9.8)

que signi�
a �probabilidade de que o per
eptron professor 
om parâmetros w retorne

o output τ dado que se apli
a o input s�. A função Θ(...) é a função de Heaviside2.

Pela estrutura dessa verossimilhança, pode-se notar que o per
eptron professor possui

probabilidade 1 de gerar o mesmo sinal que o do 
ampo h = w·s√
N
, re
uperando a

regra (9.7). Nesse tipo de problema, deseja-se inferir os parâmetros o
ultos w por

meio do 
ál
ulo da posteriori, mediante o 
onjunto de treinamento D.

Previsibilidade

Uma vez 
omputado a distribuição posteriori de um dado problema, pode-se utilizá-

la, por exemplo, para 
omputar a 
hamada Probabilidade de Predição ou Previsibil-

idade. A previsibilidade é denotada por p(τ |s,D), pois representa a probabilidade

que o professor gere a saída τ dado o input s e que tenhamos disponível um 
onjunto

2Algumas funções matemáti
as utilizadas ao longo do texto prin
ipal estão de�nidas no apêndi
e

B.
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de treinamento D. Ela é 
omputada por meio do valor esperado da verossimilhança

em relação à distribuição posteriori, i.e.

p(τ |s,D) =

∫

dwp(τ |s,w)p(w|D) ≡ 〈p(τ |s,w)〉. (9.9)

Aqui, introduz-se a notação 〈· · · 〉 para o valor esperado em relação à distribuição

posteriori.

Ao longo deste trabalho, lidaremos 
om uma 
lasse de modelo denominado na

literatura de redes neurais arti�
iais por per
eptron linear [59℄ [54℄. Nesse tipo

de modelo, a verossimilhança depende do input e do vetor professor apenas por

meio do 
ampo h = w·s√
N
, e portanto podemos rees
rever a verossimilhança 
omo

p(τ |w, s) = p(τ |h). Dessa forma, para essa 
lasse de modelos, a previsibilidade (9.9)

pode ser rees
rita por intermédio de uma mudança de variável
w·s√

N
→ h, 
omo

p(τ |s,D) =

∫

dhp(τ |h)p(h|s,D) = 〈p(τ |h)〉. (9.10)

Para o 
aso parti
ular de uma distribuição posteriori Gaussiana, a atualização

on-line da estimativa do vetor-professor 〈w〉 pode ser 
omputada a partir da pre-

visibilidade (9.10). O trabalho [62℄ parte da propriedade

〈zf(z)〉 = 〈f ′(z)〉〈z2〉, (9.11)

de uma função f(z) bem 
omportada, para mostrar que

〈wi〉new = 〈wi〉 +
∑

j

Mij

∂

∂〈wj〉
log〈p(τ |s,w)〉 (9.12)

Mnew
ij = Mij +

∑

k,l

MikMlj

∂2

∂〈wk〉〈wl〉
log〈p(τ |s,w)〉 (9.13)

onde

Mij = 〈wiwj〉 − 〈wi〉〈wj〉 (9.14)

é o elemento da matriz 
ovariân
ia M e 〈· · · 〉new a média sobre a distribuição pos-

teriori atualizada. Es
revendo

∂(· · · )
∂〈w〉 =

∂(· · · )
∂〈h〉

∂〈h〉
∂〈w〉 =

1√
N

s
∂(· · · )
∂〈h〉 (9.15)

as equações (9.12) e (9.13) podem ser rees
ritas 
omo
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〈w〉new = 〈w〉 +
1√
N

(Ms)
∂

∂〈h〉 log〈p(τ |h)〉 (9.16)

M
new = M +

1

N
(Mss

T
M)

∂2

∂〈h〉2 log〈p(τ |h)〉. (9.17)

Esse resultado mostra que se 
onsiderarmos uma posteriori gaussiana, pode-se então


omputar as atualizações por meio da derivada da previsibilidade.

9.2 Propagação de Expe
tativas

Em grande parte dos problemas práti
os, em espe
ial nos problemas que serão abor-

dados neste trabalho, tanto a marginalização p(D) quanto a posteriori p(w|D) são

intratáveis e, dessa forma, algum tipo de aproximação é ne
essário. O Algoritmo

Propagação de Expe
tativas (PE) vai nessa direção, utilizando da minimização da

divergên
ia Kullba
k-Leibler (KL) para ir de uma distribuição intratável para uma

distribuição aproximativa tratável. Aqui distribuição intratável é aquela em que a


omputação de seus valores esperados não pode ser realizada, seja pela alta dimen-

sionalidade das variáveis o
ultas ou pela alta 
omplexidade dessa distribuição.

A distribuição aproximativa é geralmente es
rita pelo produto

q(w) =
∏

µ

gµ(w), (9.18)

onde o termo gµ(w) perten
ente à família de distribuições tratáveis [48℄ [49℄. Dessa

forma, se a função que se deseja aproximar é a posteriori 
om a forma apresen-

tada em (9.4), o termo gµ(w) 
orresponde (ou está asso
iado) ao termo Fµ(w) da

distribuição original.

Para se obter um algoritmo práti
o, vai-se restringir gµ à familia exponen
ial

(Veja apêndi
e D). Com esse argumento, a distribuição aproximativa q(w) também

perten
e a essa família, podendo ser des
rita por um 
onjunto �nito de �estatísti-


as su�
ientes� [49, 55℄. Por exemplo, se os termos gµ(w) são gaussianos, então

a distribuição q(w) também será gaussiana, des
rita por apenas duas estatísti
as

su�
ientes: sua média e variân
ia.

A ideia prin
ipal do PE é es
olher os fatores {gµ(w)} de tal forma que a dis-

tribuição aproximativa q(w) seja tão próxima quanto possível da distribuição origi-

nal p(w|D). Em outras palavras, será minimizada a perda de informação resultante
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da substituição da distribuição verdadeira pela aproximada. Uma forma que se

pode imaginar num primeiro momento para a minimização dessa perda de infor-

mação é es
olher q(w) de tal forma que haja a minimização da divergên
ia KL

KL
(

p(w|D)
∣

∣

∣

∣

∣

∣
q(w)

)

entre a distribuição original e a aproximativa. No entanto,

essa minimização envolve integrais sobre a distribuição original, ou seja, 
ontinua-se


om o mesmo problema ini
ial (intratável!) [49℄. O que se poderia fazer, então, seria

minimizar a divergên
ia KL entre os pares Fµ(w) e qµ(w) em vez de minimizar a

divergên
ia entre p(w|D) e q(w) . Essa proposta foi introduzida por Thomas Minka

em [52℄ e 
ara
teriza o algoritmo PE 3.

O algoritmo PE 
omeça pela ini
ialização dos fatores {qµ(w)} que são atualizados
iterativamente, um a 
ada passo. Suponha que se es
olha o termo gν(w) para a

atualização. Para isso, retira-se esse termo da distribuição aproximativa por meio

da divisão

q(w)

gν(w)
=
∏

µ 6=ν

gµ(w). (9.19)

Essa divisão é 
ombinada 
om o fator original Fν(w) dando origem à distribuição

Qν(w) =
1

ZQν

q(w)

gν(w)
Fν(w), (9.20)

onde ZQν
é uma 
onstante de normalização. Em suma, a distribuição Qν(w) é


onstruída, retirando-se o ν-ésimo termo da distribuição aproximativa e introduzindo

em seu lugar a verossimilhança original Fν(w).

A forma revisada do ν-ésimo termo da distribuição aproximativa, que se 
hamará

aqui gnew
ν (w), é aquele que faz 
om que a �nova� distribuição aproximativa

qnew(w) = gnew
ν (w)

∏

µ 6=ν

gµ(w) (9.21)

seja tão próxima quanto possível da aproximação Qν(w). Esse novo termo é en
on-

trado minimizando a divergên
ia

KL
(

Qν(w)
∣

∣

∣

∣

∣

∣
qnew(w)

)

= KL

(

1

ZQν

q(w)

gν(w)
Fν(w)

∣

∣

∣

∣

∣

∣
qnew(w)

)

. (9.22)

Essa minimização é relativamente fá
il de ser obtida, uma vez que a distribuição

aproximativa perten
e à família exponen
ial. Nesse 
aso, de a
ordo 
om os resulta-

3Em muitos trabalhos da literatura, o algoritmo PE é 
hamado também de Algoritmo de Minka.
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dos apresentados no apêndi
e D, a distribuição qnew(w) que estamos interessados é

aquela que possui as mesmas estatísti
as su�
ientes que a distribuição Qν(w). Isso

signi�
a que

〈u(w)〉qnew = 〈u(w)〉Qµ
, (9.23)

onde 〈· · · 〉qnew e 〈· · · 〉Qµ
são os valores esperados em relação às duas distribuições em

questão e u(w) uma função qualquer do vetor professor w . Por exemplo, se a dis-

tribuição aproximativa é uma gaussiana, então a divergên
ia (9.22) será minimizada

se essa distribuição possui média e 
ovariân
ia idênti
as às da distribuição Qµ(w).

Uma vez 
omputado qnew(w) pode-se determinar o fator atualizado gnew
ν (w) através

da divisão

gnew
ν (w) = K

qnew(w)
∏

µ 6=ν gµ

= K
qnew(w)
(

q(w)
gν(w)

) , (9.24)

onde

K = ZQν
. (9.25)

A igualdade (9.25) pode ser fa
ilmente demonstrada, se 
onsiderarmos a propriedade (9.23),

que permite es
rever

∫

dwqnew(w) =

∫

dwQν(w). (9.26)

Seguindo as distribuições (9.20) e (9.24) 
on
lui-se que

K =

∫

dwgnew
ν (w)

q(w)

gν(w)
=

∫

dw
q(w)

gν(w)
Fν(w) = ZQµ

. (9.27)

Esse pro
esso de atualização é repetido até que a 
onvergên
ia seja atingida.

A ordem de apresentação dos termos para atualização não é relevante [49℄, o que

permite que 
ada fator possa ser atualizado uma úni
a vez (algoritmo on-line) ou

mais de uma vez (algoritmo o�-line). Um esquema práti
o do algoritmo PE pode

ser visto a seguir.

Algoritmo Propagação de Expe
tativas

1. Ini
ializar todos os fatores {gν(w)};
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2. Ini
ializar a distribuição aproximativa pelo produto q(w) =
∏

µ gµ(w);

3. Até a 
onvergên
ia, repetir:

(a) Es
olher um fator gν(w) para a atualização;

(b) Retirar este fator de q(w) pela divisão
q(w)
gν(w)

.

(
) Obter a distribuição mais realísti
a Qν(w) = 1
ZQν

q(w)
gν(w)

Fν(w);

(d) A nova distribuição aproximativa qnew(w) será aquela que possui os mes-

mos momentos que Qν(w);

(e) Computar o novo fator gnew
ν (w) = K

qnew(w)

( q(w)
gν (w))

;

4. A aproximação para a distribuição posteriori original será

p(w|D) ≈
∏

µ

gµ(w) (9.28)
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tativas
Será apresentada neste 
apítulo a formulação geral do aprendizado supervisio-

nado obtido a partir do algoritmo Propagação de Expe
tativas. As apli
ações desse

algoritmo desenvolvido serão apresentadas nos próximos 
apítulos, onde se analisará

o 
aso de um Per
eptron Binário e um Per
eptron Linear.

O 
apítulo está organizado da seguinte forma. O desenvolvimento da teoria ini
ia

a partir da seção (10.1) onde se introduz as formas da distribuição aproximativa e da

verossimilhança. O algoritmo en
ontrado para atualização dos parâmetros da dis-

tribuição aproximativa é des
rito na seção (10.2). Na seção (10.3) será apresentado

o 
ál
ulo da função de partição do algoritmo PE. Finalmente, na seção (10.4), será

apresentada uma lista 
om todos os resultados obtidos e o 
onsequente algoritmo de

aprendizado via PE.

10.1 Desenvolvimento da Teoria

Consideraremos um per
eptron professor que emite um output τ , dado um input s,

de a
ordo 
om uma 
erta função 
omposta por N parâmetros o
ultos guardados

no vetor professor w. Ao �nal de P input 's independentes apli
ados ao professor

teremos o 
onjunto de treinamento: D = {(τµ, sµ)T}µ=1...P . Interessa aqui 
onstruir

um algoritmo que possibilite estimar esses N parâmetros a partir dos dados D.

Consideraremos também que a geração de s é independente de w (o que nos

permite es
rever p ((τ, s)|w) = p(τ |w, s)). Além disso, a dependên
ia da verossimi-

lhança 
om os vetores w e s será por meio do 
ampo h = w·s√
N


om a forma

66
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p(τ |w, s) = F

(

w · s√
N

)

. (10.1)

Este tipo de verossimilhança (
om dependên
ia ex
lusiva 
om o 
ampo h) 
ara
-

teriza o per
eptron simples [59℄. A função F (· · · ) pode ser, por exemplo, a função

de Heaviside para um problema de 
lassi�
ação ou uma gaussiana para um pro-

blema de regressão. Considerando ainda o 
onjunto de treinamento D e a verossi-

milhança (10.1), pode-se es
rever a distribuição a posteriori 
omo

p(w|D) =
1

p(D)
p0(w)

P
∏

µ=1

F

(

w · sµ

√
N

)

. (10.2)

onde o a priori p0(w) pode ser, por exemplo, a gaussiana

p0(w) =
1

(2π)
N
2

e−
w·w

2 (10.3)

ou a distribuição binária (ou de Bernoulli)

p0(w) =
N
∏

i=1

[

1

2
δ(wi − 1) +

1

2
δ(wi + 1)

]

. (10.4)

A di�
uldade em lidar 
om o posteriori (10.2) se deve ao fato de que a função

F
(

w·sµ√
N

)

é normalmente intratável, 
om interação entre os 
omponentes {wi}. Dessa

forma algum tipo de aproximação pode ser bastante útil para a solução do problema.

O que iremos realizar neste trabalho será substituir a verossimilhança F
(

w·sµ√
N

)

por uma distribuição aproximativa não interagente gµ(w) =
∏N

i=1 giµ(wi). Nesse

sentido, a distribuição posteriori p(w|D), que se 
hamará de posteriori original, será

substituída pela distribuição aproximada não interagente

q(w) = p0(w)
P
∏

µ=1

gµ(w), (10.5)


om o mesmo a priori da distribuição original. Consideraremos que a distribuição

aproximativa para a verossimilhança perten
e à família exponen
ial 
om a forma

gaussiana

gµ(w) ∝ e−
1
2

PN
i=1 aiµw2

i +
PN

i=1 biµwi (10.6)
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onstruída a partir do 
onjunto de parâmetros {aiµ} e {biµ}. Essa forma gaussiana

de gµ(w) impli
a que a distribuição q(w) também seja uma gaussiana 
om forma

q(w) ∝ p0(w)e−
1
2

PN
i=1 Aiw

2
i +

PN
i=1 Biwi (10.7)

onde são de�nidos os 
onjuntos de parâmetros

Ai ≡
P
∑

µ=1

aiµ. (10.8)

e

Bi ≡
P
∑

µ=1

biµ. (10.9)

O que se irá des
rever nas próximas seções é a elaboração de um algoritmo

baseado nas idéias do PE para 
omputar os 
omponentes das matrizes A = {aiµ} e

B = {biµ} , ambas NxP. Uma vez 
omputadas essas matrizes, pode-se determinar

a distribuição aproximativa q(w) por meio das distribuições (10.6) e (10.7) e, em

seguida, estimar o vetor professor w.

Estimando o vetor professor w

Antes de apresentarmos a des
rição do algoritmo de aprendizado, apresentar-se-á o

modo 
omo se pode estimar o vetor professor w em termos dos 
omponentes das

matrizes A e B. O valor estimado 〈w〉q do vetor professor é a sua média sobre a

distribuição q(w), que pela relação (10.7) será

〈w〉q ∝
∫

wp0(w)e−
1
2

PN
i=1 Aiw

2
i +

PN
i=1 Biwi . (10.10)

Consequentemente, o valor estimado do i-ésimo parâmetro será

〈wi〉q =

∫

wip0(wi)e
− 1

2
Aiw

2
i +Biwidwi

∫

p0(wi)e
− 1

2
Aiw

2
i +Biwidwi

. (10.11)

Para o 
aso do a priori gaussiano (10.3), por exemplo, essa média será

〈wi〉q =
Bi

1 + Ai

. (10.12)

Por outro lado, 
om o a priori binário (10.4) a média será
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〈wi〉q = tanh(Bi). (10.13)

Note-se que nesse último 
aso somente o termo linear do expoente de q(w) será

ne
essário para estimar as variáveis o
ultas.

Propagação de Expe
tativas

Seguiremos nesta seção as ideias introduzidas na seção (9.2) para realizar atua-

lizações nos termos {gµ(w)} via PE. Primeiramente, pre
isa-se en
ontrar a nova

distribuição qnew(w), restrita à família exponen
ial e 
om a mesma forma de (10.7),

que seja tão próxima quanto possível da aproximação

Qµ(w) =
1

ZQµ

q(w)

gµ(w)
F

(

w · sµ

√
N

)

, (10.14)

onde ZQµ
é en
ontrado pela normalização. Como já se dis
utiu anteriormente, �tão

próximo quanto possível� signi�
a minimização de perda de informações pela tro
a

de Qµ(w) por qnew(w). Isso pode ser obtido pela minimização da divergên
ia

KL (Qµ(w)||qnew(w)) , (10.15)

que 
ara
teriza uma forma alternativa de aproximação tipo 
ampo médio [63℄. Essa

minimização é relativamente fá
il de ser 
omputada, uma vez que a nova distribuição

aproximativa perten
e à família exponen
ial. Sendo assim, os resultados do apendi
e

D dizem que a versão atualizada qnew(w) que minimiza (10.15) é aquela que obede
e

à igualdade

〈u(w)〉qnew = 〈u(w)〉Qµ
, (10.16)

onde u(w) é uma função qualquer do vetor professor. Em outras palavras, a nova

distribuição aproximativa é obtida pelo 
ál
ulo das �estatísti
as su�
ientes� da dis-

tribuição mais realísti
a Qµ(w). Por exemplo, voltando ao per
eptron binário, pode-

se tomar o resultado (10.13) e determinar o 
onjunto atualizado dos parâmetros {Bi}
por meio da média de {wi} sobre a distribuição Qµ(w), i.e. Bnew

i = tanh−1
(

〈wi〉Qµ

)

.

O que pre
isa ser feito então para a determinação da nova distribuição aproxi-

mativa é o 
ál
ulo da média 〈u(w)〉Qµ
, o que será feito na próxima seção. Com esse


ál
ulo, será possível 
ontruir um algoritmo práti
o para a atualização dos parâme-

tros das matrizes A e B.
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10.2 Atualização dos elementos das matrizes A e B

Para a 
onstrução de um algoritmo para atualização dos parâmetros da distribuição

aproximativa, pre
isaremos, primeiramente, 
al
ular a média

〈u(w)〉Qµ
∝
∫

dwu(w)q\µ(w)F

(

w · sµ

√
N

)

(10.17)

onde introduzimos na de�nição (10.14) a distribuição normalizada q\µ(w) gerada

pela distribuição q(w) sem seu µ-ésimo termo, 
al
ulado por

q\µ(w) = Cµ

q(w)

gµ(w)
∝ e−

1
2

PN
i=1(Ai−aiµ)w2

i +
PN

i=1(Bi−biµ)wi , (10.18)

onde Cµ é uma 
onstante de normalização. Note-se que q\µ(w), uma distribuição


om 
avidade [51℄, possui uma forma não-interativa q\µ(w) =
∏N

i=1 q
\µ
i (wi).

Como a distribuição aproximativa é uma gaussiana, o 
ál
ulo da média (10.17) é

transferida para o 
ál
ulo do n-ésimo momento de suas 
omponentes, i.e. o 
ál
ulo

da média

〈wn
i 〉Qµ

∝
∫

dwwn
i

[

N
∏

j=1

q
\µ
j (wj)

]

F

(

1√
N

N
∑

j=1

wjs
µ
j

)

. (10.19)

Para se ser 
apaz de realizar esse 
ál
ulo, pre
isamos introduzir o argumento de


avidade [54, 59, 51℄. Primeiramente, 
onsideraremos o 
ampo 
om 
avidade hµ\i

que nada mais é que o 
ampo gerado pelo exemplo s
µ no professor sem a in�uên
ia

do seu 
omponente i. Dessa forma, a verossimilhança F
(

w·sµ√
N

)

pode ser rees
rita


omo:

F

(

1√
N

N
∑

j=1

wjs
µ
j

)

=

∫

dhµ\iδ

(

hµ\i −
1√
N

∑

j 6=i

wjs
µ
j

)

F

(

hµ\i +
wis

µ
i√

N

)

, (10.20)

onde δ(· · · ) é a função delta de Dira
 [54℄.

Inserindo a relação (10.20) na (10.19), assumindo N grande e o Teorema do

Limite Central, apresentado no apêndi
e C, 
hega-se a

〈wn
i 〉Qµ

∝
∫

dwiw
n
i q

\µ
i (wi)

〈

F

(

hµ\i +
wis

µ
i√

N

)

〉

hµ\i

, (10.21)
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onde 〈· · · 〉hµ\i
representa uma média sobre uma distribuição gaussiana do 
ampo

hµ\i, 
om média e variân
ia

hµ\i =
1√
N

∑

j 6=i

s
µ
j 〈wj〉q\µ

j

(10.22)

e

σ2
µ\i =

1

N

∑

j 6=i

(sµ
j )2

(

〈w2
j 〉q\µ

j

− 〈wj〉2
q
\µ
j

)

, (10.23)

respe
tivamente. Note-se que em (10.22) e (10.23) pre
isa-se 
omputar o primeiro e

segundo momento das 
omponentes de w sobre a distribuição q\µ(w), dada por (10.18).

Para minimizar a divergên
ia (10.15), é ne
essário que 〈wn
i 〉qnew = 〈wn

i 〉Qµ
, e

portanto

∫

dwiw
n
i qnew

i (wi) ∝
∫

dwiw
n
i q

\µ
i (wi)

〈

F

(

hµ\i +
wis

µ
i√

N

)

〉

hµ\i

(10.24)

e 
onsequentemente

qnew
i (wi) ∝ q

\µ
i (wi)

〈

F

(

hµ\i +
wis

µ
i√

N

)

〉

hµ\i

. (10.25)

Usando (10.18), o resultado a
ima pode ser fa
ilmente rees
rito 
omo

qnew
i (wi) ∝ e

− 1
2
(Ai−aiµ)w2

i +(Bi−biµ)wi+ln

〈

F

„

hµ\i+
wis

µ
i√

N

«

〉

hµ\i . (10.26)

Expandindo ln
〈

F (. . . )
〉

hµ\i

até termos O( 1
N

), ter-se-á:

ln
〈

F

(

hµ\i +
wis

µ
i√

N

)

〉

hµ\i

≈ ln
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

+

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

wis
µ
i√

N
(10.27)

+
1

2









〈

F
′′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

−

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉2

hµ\i

〈

F
(

hµ\i
)

〉2

hµ\i









(wis
µ
i )2

N
.

Dado que a distribuição aproximativa atualizada pode ser es
rita 
omo
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qnew
i (wi) ∝ e−

1
2
Anew

i w2
i +Bnew

i wi (10.28)

e re
orrendo aos resultados (10.26) e (10.27), 
hega-se aos seguintes algoritmos PE

para a atualização dos parâmetros:

Anew
i = Ai − aiµ + anew

iµ (10.29)

e

Bnew
i = Bi − biµ + bnew

iµ (10.30)

onde

anew
iµ = −γµ\i

(sµ
i )2

N
(10.31)

e

bnew
iµ = ηµ\i

s
µ
i√
N

(10.32)


om

ηµ\i ≡

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

(10.33)

e

γµ\i ≡









〈

F
′′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

−

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉2

hµ\i

〈

F
(

hµ\i
)

〉2

hµ\i









(10.34)

10.3 Cál
ulo da Função de Partição

De a
ordo 
om Minka [53℄ e os trabalhos [48℄[41℄, a função de partição do algoritmo

PE é dada por

ZPE =
P
∏

µ=1

ZQµ
(10.35)
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onde

ZQµ = Cµ

∫

dwq\µ(w)F

(

w · sµ

√
N

)

(10.36)

é a função de partição introduzida em (10.14) e es
rita em termos da de�nição (10.18).

O que se pre
isa fazer para o 
ál
ulo de ZQµ é determinar a média da verossimi-

lhança sobre a distribuição q\µ(w) de forma análoga ao feito na seção anterior, mas

agora sem utilizar argumentos de 
avidade. Realizando esse 
ál
ulo pela mudança

de variável
w·sµ√

N
→ hµ, 
hega-se a

Zµ = Cµ〈F (hµ)〉hµ
(10.37)

onde 〈· · · 〉hµ
representa uma média sobre uma distribuição gaussiana do 
ampo hµ


om média e variân
ia

hµ =
1√
N

∑

j=1

s
µ
j 〈wj〉q\µ

j

(10.38)

e

σ2
µ =

1

N

∑

j=1

(sµ
j )2

(

〈w2
j 〉q\µ

j

− 〈wj〉2
q
\µ
j

)

, (10.39)

respe
tivamente. Finalmente 
hega-se à função de partição

ZPE =
P
∏

µ=1

[

Cµ

〈

F (hµ)
〉

hµ

]

. (10.40)

Por meio dessa função, pode-se 
omputar a entropia do PE. Pela de�nição da en-

tropia, em termos dos estados possíveis, tem-se

SPE = log ZPE (10.41)

o que permite 
on
luir por (10.40) que

SPE =
P
∑

µ=1

log
〈

F (hµ)
〉

hµ

+
P
∑

µ=1

log Cµ. (10.42)
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10.4 Resumo geral dos resultados

Con
luindo, apresenta-se nesta seção os resultados obtidos para o algoritmo de

aprendizado via PE :

• Verossimilhança:

P (τ |w, s) = F

(

w · s√
N

)

(10.43)

• Posteriori:

p(w|D) ∝ p0(w)
P
∏

µ=1

F

(

w · sµ

√
N

)

(10.44)

• Distribuição aproximativa:

q(w) = p0(w)
P
∏

µ=1

qµ(w). (10.45)

q(w) ∝ e
PN

i=1(− 1
2
Aiw

2
i +Biwi) (10.46)

Ai ≡
P
∑

µ=1

aiµ. (10.47)

e

Bi ≡
P
∑

µ=1

biµ. (10.48)

• Atualização

anew
iµ = −γµ\i

(sµ
i )2

N
(10.49)

e

bnew
iµ = ηµ\i

s
µ
i√
N

(10.50)
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om

ηµ\i ≡

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

(10.51)

γµ\i ≡









〈

F
′′ (

hµ\i
)

〉

hµ\i
〈

F
(

hµ\i
)

〉

hµ\i

−

〈

F
′ (

hµ\i
)

〉2

hµ\i

〈

F
(

hµ\i
)

〉2

hµ\i









(10.52)

• Média Gaussiana

〈· · · 〉hµ\i
=

∫

1
√

2πσ2
µ\i

e
−

(hµ\i−hµ\i)
2

2σ2
µ\i (· · · ) dhµ\i (10.53)

onde

hµ\i =
1√
N

∑

j 6=i

s
µ
j 〈wj〉q\µ

j

(10.54)

e

σ2
µ\i =

1

N

∑

j 6=i

(sµ
j )2

(

〈w2
j 〉q\µ

j

− 〈wj〉2
q
\µ
j

)

. (10.55)

• Função de Partição do algoritmo PE:

ZPE =
P
∏

µ=1

[

Cµ

〈

F (hµ)
〉

hµ

]

(10.56)

• Entropia do algoritmo PE:

SPE =
P
∑

µ=1

log
〈

F (hµ)
〉

hµ

+
P
∑

µ=1

log Cµ. (10.57)
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ações
Neste 
apítulo serão des
ritos os resultados da apli
ação do algoritmo de apren-

dizado via inferên
ia aproximativa em dois modelos de per
eptrons : o Per
eptron

Binário e o Per
eptron Gaussiano. O objetivo, 
laro , é inferir o per
eptron profes-

sor por meio dos dados disponíveis. Será veri�
ado que o desempenho do método

desenvolvido é ótimo em ambos os 
asos que serão abordados. Será veri�
ado tam-

bém o desempenho do algorimo em uma versão on-line, isto é, no 
aso em que 
ada

dado disponível é apresentado uma úni
a vez para atualização, o desempenho desse

algoritmo on-line é equiparável a outros algoritmos presentes na literatura.

O 
apítulo está dividido em duas partes. A primeira, des
rito na seção (11.1),

dedi
a-se ao estudo do Per
eptron Binário. Aqui será des
rito o desempenho do

algoritmo PE neste problema no 
ontexto on-line e o�-line. A segunda parte, des-


rita na seção (11.2), serão apresentados os resultados das apli
ações ao Per
eptron

Gaussiano. Da mesma forma que no problema anterior, serão analisados ambos os


ontextos, on-line e o�-line.

11.1 O Per
eptron Binário

O modelo do Per
eptron Binário 
onsiste em um per
eptron professor que gera,

mediante o input s, uma resposta de a
ordo 
om a regra

sign

(

w · s√
N

)

= ±1. (11.1)

Além disso, todos os vetores envolvidos apresentam 
omponentes binárias (±1) e,

portanto, o vetor professor deve ser 
onstruído a partir da distribuição a priori (10.4).

Inferir-se-á o vetor professor w por meio dos dados disponíveis, porém não se

tem a
esso direto à resposta (11.1) gerada pelo professor. Tem-se a
esso apenas ao

76
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output τ = ±1 que é idênti
o à resposta do professor a menos de ruído. Isso impli
a

que há uma probabilidade κ de que o output τ e a resposta do professor tenham

sinais opostos e probabilidade 1 − κ de que esses tenham sinais idênti
os. Usando

pro
esso análogo à (9.8), pode-se es
rever a verossimilhança

P (τ |w, s) = F

(

w · s√
N

)

= κ + (1 − 2κ)Θ

(

τ
w · s√

N

)

. (11.2)

Ao �nal de P exemplos submetidos ao professor, tem-se o 
onjunto de pares de dados

D = {(sµ, τµ)}µ=1,...,P .

Graças ao a priori binário, tem-se a 
onstante w2
i = 1, para qualquer i. Isso

impli
a que a 
orreção O( 1
N

) da expansão (10.27), que está 
orrela
ionada 
om

os 
omponentes da matriz A via atualização (10.34), não dependa de wi. Dessa

forma, a estimativa do vetor professor por meio do algoritmo PE ne
essita apenas

dos parâmetros da matriz B. Esses parâmetros, por sua vez, estão rela
ionados


om o termo O( 1√
N

) da expansão (10.27) e suas atualizações devem obede
er ao

algoritmo (10.30) 
om

bnew
iµ = ηµ\i

s
µ
i√
N

, (11.3)

onde

ηµ\i =

(1−2κ)
q

2πσ2
µ\i

e
−

(hµ\i)
2

2σ2
µ\i

κ + 1
2
(1 − 2κ)erfc

(

− τµhµ\i
q

2σ2
µ\i

)τµ, (11.4)

obtido pelo resultado (10.33) apli
ado à verossimilhança (11.2). Para 
omputar ηµ\i,

por meio de (11.4) pre
isa-se determinar a média hµ\i e a variân
ia σ2
µ\i, que são

obtidas por intermédio de (10.22) e (10.23), respe
tivamente. Note-se que, para esse


ál
ulo, pre
isa-se dos dois primeiros momentos da distribuição (10.18), que para o

modelo do per
eptron binário são

〈wi〉q\µ
i

= tanh(Bi − biµ) (11.5)

e

〈w2
i 〉q\µ

i

= 1. (11.6)
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Após apli
ar esse algoritmo iterativamente e obter 
onvergên
ia dos parâmetros

da matriz B e 
onsequentemente a 
onvergên
ia da distribuição aproximativa, pode-

se estimar o vetor professor por meio de

〈wi〉q = tanh(Bi), (11.7)


onforme as ideias dis
utidas na seção (10.1).

11.1.1 Versão on-line

Nesta seção, apresentar-se-ão os resultados de simulações 
omputa
ionais desse al-

goritmo PE para o 
aso em que 
ada um dos P pares de dados {(τµ, sµ)}µ é apresen-

tado uma úni
a vez para atualização. Isso representa a versão on-line do algoritmo

PE para o per
eptron binário. Para ini
ializar a distribuição aproximativa 
omo

q(w) = p0(w), devem-se fazer todos os N parâmetros {biµ} nulos. Dessa forma, a

atualização (10.30) deve obede
er à re
orrên
ia

B
µ+1
i = B

µ
i + ηµ\i

s
µ
i√
N

(11.8)


om µ = 1, ..., P e Bt=0
i = 0. Por meio de (11.7) o valor estimado do vetor professor

obede
e à atualização

〈wi〉µ+1
q = tanh

(

tanh−1〈wi〉µq + ηµ\i
s

µ
i√
N

)

, (11.9)

onde se introduz a notação 〈· · · 〉µq para o valor esperado em relação à distribuição

aproximativa no instante µ.

O fato interessante é que o algoritmo on-line gerado pelo PE propor
iona a

mesma regra de atualização gerada pelo algoritmo Bayesiano On-line, estudado e

apresentado por Whinter e Solla em [59℄ e [60℄. Na verdade, isso não é uma 
on-


idên
ia, uma vez que ambos os algoritmos ini
iam 
om mesmo a priori e utilizam

da minimização da divergên
ia KL para 
omputar as estatísti
as su�
ientes da dis-

tribuição aproximativa.

Parâmetros de Ordem

Alguns parâmetros importantes para a medida de desempenho do algoritmo serão

introduzidos agora. Entre esses, têm-se os Parâmetros de Ordem Q, R e T , de�nidos

em termos do vetor professor w e sua estimativa 〈w〉q:
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R ≡ 1

N
〈w〉q · w (11.10)

Q ≡ 1

N
〈w〉q · 〈w〉q (11.11)

T ≡ 1

N
w · w. (11.12)

Com esses parâmetros, pode-se introduzir o erro de generalização

eg = κ + (1 − 2κ)
1

π
ar

os

(

R√
QT

)

(11.13)

que dá a probabilidade de que a estimativa esteja errada [54℄.

A predição teóri
a da evolução desses parâmetros para o algoritmo Bayesiano

On-line foi feita nos trabalhos de Winther e Solla. Eles en
ontraram que

R = Q =

∫

Dztanh
(√

Az + A
)

(11.14)


om

dA

dα
=

1

π

1√
1 − Q

∫

Dt
(1 − 2κ)2e−

1
2
Qt2

κ + (1 − 2κ)H(−√
Qt)

(11.15)

onde

α ≡ P

N
. (11.16)

As funções matemáti
as introduzidas em (11.14) e (11.15) estão de�nidas no apêndi
e

B. Estão apresentados na �gura (11.1) o resultado teóri
o (obtido pela solução

numéri
a de (11.14) junto 
om (11.15)) e resultados médios de simulações inde-

pendentes em que se usa o algoritmo PE (11.9) para estimar o vetor professor. O

perfeito ajuste dos dados de simulações 
om a 
urva obtida por Winther e Solla ev-

iden
ia que o algoritmo PE em sua versão on-line é idênti
o ao algoritmo estudado

por eles. No entanto, o algoritmo PE é mais robusto no sentido de que ele admite

a re-apresentação dos dados de modo a se tornar um algoritmo o�-line. Esse fato

será dis
utido 
om mais detalhes na próxima seção.

11.1.2 A versão o�-line

A partir do momento em que se reapresenta um dado para uma nova atualização,

deixa-se o 
enário on-line e se entra no 
hamado aprendizado o�-line. Nesse 
enário,
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Figura 11.1: Evolução on-line dos parâmetros de ordem Q e R (�gura a) e do

erro de generalização (�gura b) em função de α. Nesses grá�
os, é apresentada a

predição teóri
a do algoritmo bayesiano estudado por Winther e Solla juntamente


om os resultados de simulações 
om o algoritmo PE. As simulações foram realizadas


om N = 1000, κ = 0 e 
om médias realizadas sobre 100 experimentos numéri
os

independentes.

o 
onjunto de treinamento é reapresentado para atualização até que a 
onvergên
ia

seja atingida.

A �gura (11.2) mostra o erro de generalização do algoritmo PE em função de

α. Cada ponto nesse grá�
o representa o valor de 
onvergên
ia propi
iado por esse

algoritmo. Para 0 < α < 1.245, o erro de generalização do algoritmo PE é o mesmo

do algoritmo ótimo, representado pela 
urva 
heia. O algoritmo ótimo é aquele

que minimiza o erro de generalização devido ao fato de ele utilizar o 
onhe
imento

disponível de uma forma ótima, absorvendo toda a informação presente nos da-

dos. Sendo assim, esse algoritmo apresenta um erro de generalização que não pode

ser ultrapassado por nenhuma outra regra de aprendizado. Portanto, no intervalo

0 < α < 1.245, o algoritmo PE o�-line desenvolvido aqui 
onsegue absorver toda

informação 
ontida nos dados, pois apresenta desempenho ótimo.

A 
urva do erro de generalização do algoritmo ótimo foi obtida em [57℄ por meio

do 
ál
ulo de répli
as. A versão repli
a simétri
a desse 
ál
ulo, que está apresentada


om detalhes no apêndi
e E, 
onduz a um resultado 
orreto, ex
eto na região 1.245 <

α < 1.492, onde esse ansatz promove uma entropia negativa. Nesse mesmo intervalo,

pode-se per
eber que o erro de generaliza
ao do algoritmo PE é o mesmo do obtido

por 
ál
ulo repli
as simétri
as, que são, ambos, diferentes do erro de generaliza
ao

do algoritmo ótimo; nessa região o algoritmo ótimo promove generalização perfeita

(eg = 0). Note que o algoritmo PE também propi
ia uma entropia negativa neste
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Figura 11.2: Grá�
o da Entropia e do erro de generalização para a previsão de répli
a

simétri
a para o algoritmo ótimo e os resultados do algoritmo PE. As simulações


om o algoritmo PE utilizaram N = 1000, κ = 0 e 
ada ponto gerado pela média

sobre 30 experimentos numéri
os independentes.

intervalo. A entropia do algoritmo PE é 
omputado apli
ando-se o resultado (10.42)

à verossimilhança (11.2).

O motivo dos resultados idênti
os entre algoritmo PE e o 
ál
ulo de répli
a

simétri
a, bem 
omo a razão de eles gerarem uma entropia negativa e um erro de

generaliza
ao diferente de zero nessa região de α, pode ser entendido por meio da

�gura (11.3). Nela, é apresentada a entropia do algoritmo ótimo, dada por (E.24),

em função do overlap R. Para um dado α, o máximo dessa entropia 
orresponde

ao valor mais provável de R, quando se utiliza o algoritmo ótimo. A 
onjuntura de

répli
a simétri
a somada ao limite termodinâmi
o �
on
entram toda a atenção� no

ponto máximo que seja diferen
iável. Quando α < 1.245 existe um úni
o máximo

diferen
iável e este é também o máximo global; nesta região de α o 
ál
ulo de

répli
as simétri
as reproduz o resultado 
orreto para o algoritmo ótimo, e da mesma

forma o algoritmo PE, que 
onverge para este ponto de máximo. Para α > 1.245,

o ponto máximo diferen
iável se torna um máximo lo
al, enquanto o ponto R = 1

se torna o ponto máximo global, porém não diferen
iável. Nessa região de α o

algoritmo ótimo 
onsegue uma generalização perfeita, pois o máximo global está em

R = 1; no entanto, o 
ál
ulo de répli
a simétri
a não prevê esse resultado, mas sim
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Figura 11.3: Grá�
o da entropia em função do overlap R para o algoritmo ótimo.

Para um dado α, o máximo dessa entropia 
orresponde ao valor mais provável de R.

um valor R < 1 dado pelo máximo lo
al diferen
iável. Nessa mesma região de α

(1.245 < α < 1.492), o algoritmo PE também não 
onsegue atingir o resultado do

algoritmo ótimo, pois ele �
a preso ao mesmo máximo lo
al que prevê o 
ál
ulo de

répli
a simétri
a. Ainda referindo a �gura (11.3), pode-se ver que, quando α = 1.492

o máximo lo
al desapare
e, o que dá origem a um úni
o máximo em R = 1. A partir

desse ponto, tanto o 
ál
ulo de répli
a quanto o algoritmo PE obtêm a generalização

perfeita.

11.2 O Per
eptron Gaussiano

Nesta seção, dar-se-á 
ontinuidade às apli
ações do algoritmo de aprendizado PE.

Considera-se agora a 
lasse de problemas em que o professor gera uma resposta

linear. Mais espe
i�
amente, 
onsiderar-se-á que o professor gera 
omo saída, dada

uma entrada s, o próprio valor do 
ampo h =
(

w·s√
N

)

. Esse tipo de professor é


onhe
ido na literatura 
omo per
eptron simples [59℄. Essa resposta do professor


hega, porém, sujeita a um ruído aditivo, o que faz 
om que o output τ possua a

forma

τ = h + η, (11.17)
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onde η, o ruído, é uma variável aleatória que obede
e a uma distribuição gaussiana


om média nula e variân
ia λ2. A forma (11.17) impli
a a distribuição

p(τ |w, s, η) = δ(τ − h − η), (11.18)

em que uma média sobre a distribuição de η dá origem à verossimilhança

p(τ |w, s) =











δ(τ − h) para λ2 = 0 (ausên
ia de ruído)

1√
2πλ2

e−
(τ−h)2

2λ2 para λ2 6= 0 (presença de ruído).

Para que esse modelo possa ser resolvido exatamente, 
onsiderar-se-á que o vetor

professor seja gerado a partir do a priori gaussiano (10.3). Tem-se então o modelo


onhe
ido por Per
eptron Gaussiano.

O algoritmo PE propor
iona a esse modelo uma regra de atualização bastante

simples. Apli
ando os resultados (10.31) e (10.32) à verossimilhança a
ima, os parâ-

metros atualizados das matrizes A e B obede
em às formulas

anew
iµ =

(sµ
i )2

N(λ2 + σ2
µ\i)

(11.19)

e

bnew
iµ =

(τµ − h
\i
µ )

(λ2 + σ2
µ\i)

s
µ
i√
N

, (11.20)

respe
tivamente.

Medida de desempenho

Introduzir-se-á aqui a forma que se 
onsidera mais 
onveniente para analisar o de-

sempenho (ou a
ura
idade) da estimativa do professor nesse modelo. Considere-se

que o erro de generalização eg entre o vetor professor w e a sua estimativa 〈w〉q
possa ser 
al
ulado pela média do quadrado da diferença entre o 
ampo do professor

e da sua estimativa sobre a distribuição dos input 's s; isso 
laro, a menos do ruído.

Esta ideia pode ser equa
ionada na forma

eg = λ2 +

〈

(

w · s√
N

− 〈w〉q · s√
N

)2
〉

s

, (11.21)
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onde 〈· · · 〉s =
∫

ds(· · · )p(s) é a média sobre a distribuição p(s) dos input 's. Como se

está 
onsiderando que os input 's são independentes, i.e. p(s) = cte, pelas de�nições

dos parâmetros de ordem apresentadas na seção (11.1.1) 
hega-se a

eg = λ2 + T + Q − 2R. (11.22)

11.2.1 A versão On-line

Ini
iam-se as simulações desse modelo 
om q(w) = p0(w), da mesma forma que foi

feito no 
aso do per
eptron binário. Essa es
olha impli
a que todos os parâmetros

das matrizes A e B são ini
ialmente nulos. Como foi visto anteriormente, quando

se apresenta 
ada um dos dados uma úni
a vez para atualização, tem-se a versão

on-line do algoritmo. Com essas 
onsiderações, a µ-ésima atualização on-line dos

parâmetros Ai e Bi será dada por







A
µ
i = A

µ−1
i + anew

i,µ

B
µ
i = B

µ−1
i + bnew

i,µ .

Essa atualização, juntamente 
om a estimativa (10.12) e apenas os termos O( 1√
N

),

impli
a o algoritmo PE

〈wi〉µq = 〈wi〉µ−1
q +

1√
N

(τµ − h
\i
µ )

(λ2 + σ2
µ\i)

s
µ
j . (11.23)

Esse algoritmo PE on-line, embora simples, é sub-ótimo. Esse fato pode ser veri-

�
ado a partir da �gura (11.4) que apresenta a evolução do erro de generalização

desse algoritmo em 
omparação 
om o do Algoritmo Bayesiano On-Line, que é ótimo

nesse 
ontexto[61℄.

O Algoritmo ótimo

O Algoritmo Bayesiano on-line, que segue a atualização (9.16) e (9.17), é ótimo

quando apli
ado ao modelo do per
eptron gaussiano. Isso se deve ao fato de que a

distribuição a posteriori original p(w|At,x
t+1) não pre
isa ser projetada no espaço

das distribuições gaussianas para se obter uma distribuição aproximativa; ela própria

é uma gaussiana (pois é obtida pelo produto de gaussianas) e, portanto, já está

neste espaço. Dessa forma, a nova distribuição não é uma aproximação, mas sim a
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Figura 11.4: Resultados de simulações 
om o algoritmo PE nas versões on-line e

o�-line em 
omporação 
om o algoritmo ótimo. Essas simulações foram realizadas

utilizando-se N = 1000. Na versão on-line, os resultados foram obtidos através da

média sobre 100 experimentos numéri
os independentes; as barras de erro desses

experimentos são menores que a largura da 
urva. Na versão o�-line as médias

foram realizadas sobre 30 experimentos numéri
os independentes.

própria distribuição original. Em outras palavras, não há perda de informação nessa

atualização on-line o que faz 
om que o algoritmo Bayesiano seja ótimo.

No trabalho [59℄, é mostrado que o algoritmo bayesiano on-line apresenta a

atualização

〈w〉µ = 〈w〉µ−1 +
1√
N

(

M
µ−1

s
µ
) (τµ − hµ)

(λ2 + σ2
µ)

(11.24)


om

M
µ = M

µ−1 +
1

N

(

M
µ−1

s
µ(sµ)T

M
µ−1
) 1

(λ2 + σ2
µ)

. (11.25)

Nesse mesmo trabalho, Solla e Winther sugerem que um algoritmo mais simples

pode ser obtido a partir do algoritmo bayesiano. Isso é feito mudando a direção de

atualização do algoritmo bayesiano, que é M
µ−1

s
µ, para a direção do input s

µ; em

outras palavras, pela substituição

M
µ−1

s
µ → s

µ (sµ)T
M

µ−1
s

µ

sµsµ
(11.26)

nas equações de re
orrên
ia (11.24) e (11.25), que dá origem ao algoritmo sub-ótimo
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〈wi〉µ = 〈wi〉µ−1 +
1√
N

(τµ − hµ)

(λ2 + σ2
µ)

s
µ
i (11.27)


hamado por eles de algoritmo simpli�
ado. Na ausên
ia de ruído (λ2 = 0), o erro

de generalização desse algoritmo obede
e ao de
aimento eg = e−α. Nota-se que

o algoritmo (11.27) é idênti
o ao algoritmo (11.23), obtido pelo PE a menos do

termo de 
avidade. Na verdade, dado que esse termo de 
avidade é O( 1
N

), pode-se


onsiderar que, no limite termodinâmi
o, o algoritmo simpli�
ado e o algoritmo PE

são idênti
os. A 
urva da evolução do erro de generalização do algoritmo simpli�
ado

sobrepõe exatamente a 
urva do algoritmo PE.

11.2.2 Versão O�-line

Embora o desempenho do algoritmo PE on-line seja sub-ótimo, a sua versão o�-

line apresenta o mesmo desempenho do algoritmo ótimo, 
omo pode ser veri�
ado

pela �gura (11.4). Nela estão apresentados os resultados de simulações em que o


onjunto de dados D é apresentado e reapresentado quantas vezes forem ne
essárias

até que o algoritmo PE promova a 
onvergên
ia. Nesse problema, o número de

reapresentações é, tipi
amente, em torno de 5. Note-se que, na ausên
ia de ruído,

há generalização perfeita a partir de α = 1.
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Foi desenvolvido neste trabalho um algoritmo de inferên
ia aproximativa para o

aprendizado supervisionado por meio da té
ni
a Propagação de Expe
tativas. Uti-

lizando do Teorema do Limite Central e do Método de Cavidade, foi possível obter

uma formulação geral dado a verossimilhan
a de uma regra que se queira inferir. O

algoritmo desenvolvido possibilita estimar os 
omponentes do vetor professor, a par-

tir dos dados disponíveis, 
om 
usto 
omputa
ional bastante razoável (O(N)). Nos

dois 
asos estudados (Modelo do Per
eptron Binário e do Per
eptron Gaussiano),

este o algoritmo PE um erro de generalização ótimo.

O algoritmo PE permite ir de uma distribuição a posteriori original intratável

para uma outra distribuição aproximativa perten
ente a uma 
lasse de distribuições

tratáveis. Em parti
ular, foi 
onsiderada neste trabalho uma distribuição aproxi-

mativa perten
e à família exponen
ial. Dessa forma, esta distribuição possui 
om-

ponentes não iteragentes e pode ser 
omputada a partir de estatísti
as su�
ientes.

O algoritmo PE propi
ia uma atualização lo
al nessa distribuição aproximativa, de

modo que seus termos sejam atualizados um de 
ada vez.

No 
aso do Per
eptron Binário, foi veri�
ado que a versão on-line do algoritmo

PE apresenta uma regra de atualização idênti
a ao do algoritmo Bayesiano On-

line. Isso se deve ao fato que esses dois algoritmos utilizam da mesma �loso�a de

aprendizado; uma �loso�a baseada na minimização da divergên
ia KL para a deter-

minação das estatísti
as su�
ientes. No entanto, o algoritmo PE é mais geral, de

modo que ele pode lidar 
om a reapresentação dos dados e assim agir no 
enário

o�-line. Nesse 
enário, ele é ótimo quando apli
ado ao Per
eptron Binário, ex
eto,

porém, quando a quantidade de dados disponíveis está em um 
erto intervalo es-

pe
í�
o. Quando o parâmetro α (razão entre a quantidade de dados e a dimensão

dos vetores) perten
e ao intervalo 1.245 < α < 1.492, o algoritmo PE o�-line ap-
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resenta desempenho sub-ótimo. Isso se deve à existên
ia de um máximo lo
al da

entropia do sistema (
om valores negativos) que prende a dinâmi
a do algoritmo,

não permitindo a generalização perfeita. O resultado do erro de generalização do

algoritmo PE é o mesmo resultado obtido por meio do ansatz de répli
a simétri
a

para a determinação do erro de generalização ótimo. O resultado é o mesmo até no

intervalo sub-ótimo, onde as duas té
ni
as apresentam entropia negativa, mostrando

a in
oerên
ia de seus resultados nesta região. Quando se trata do per
eptron gaus-

siano, foi veri�
ado que a versão on-line do algoritmo PE propi
ia um algoritmo

sub-ótimo, ao 
ontrário do algoritmo Bayesiano on-line, que é ótimo nesse modelo.

No entanto o algoritmo PE dá origem a uma regra de atualização on-line bastante

satisfatória se 
onsiderar o seu baixo 
usto 
omputa
ional. De qualquer forma, a

versão o�-line do algoritmo PE apresenta desempenho ótimo, o que foi veri�
ado


om simulações usando diferentes níveis de ruído.

Em suma, o algoritmo de aprendizado PE se mostrou bastante satisfatório nos

quesitos pre
isão, dada a obtenção de desempenhos ótimos, e e�
iên
ia 
omputa-


ional. A proporção do 
usto 
omputa
ional da versão o�-line e da versão on-line,

que é O(P ), onde P é o número de dados disponíveis, é apenas um fator 
onstante.

E, 
omo o algoritmo apresenta 
onvergên
ia após pou
os loops (
er
a de 10), 
on
lui-

se que seu desempenho 
omputa
ional é bastante razoável. No entanto, embora nos

dois problemas estudados a 
onvergên
ia tenha sido atingida, não se pode esten-

der esta expe
tativa a qualquer problema. Isto se deve, prin
ipalmente, à dinâmi
a

de atualizações lo
ais feitas por esse algoritmo; 
omo 
ada fator é individualmente

aproximado, o produto dos fatores pode apresentar uma aproximação pobre. Mas,

no geral, os resultados são bastante animadores, o que permite aventurar em ou-

tros 
ampos de apli
ações, obtendo-se soluções pre
isas sem pagar um alto 
usto


omputa
ional para isso.
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tivas Futuras
Os resultados apresentados nesta tese 
on
luíram uma parte signi�
ativa de nos-

sos estudos a respeito da Espe
iação Simpátri
a e de Algoritmos de Inferên
ia Aprox-

imativa. Mas 
laro, tais estudos não a
abam aqui, pois há um imenso leque de novas

formulações e 
enários a se ata
ar a partir das idéias introduzidas. Novos dire
iona-

mentos devem ser exploradas no sentido de se 
onstruir tanto uma des
rição mais

pre
isa e geral para a evolução de preferên
ia sexual, quanto uma formulação mais

robusta para o algoritmo de Inferên
ia Aproximativa. Todavia, os resultados intro-

duzidos aqui são os primeiros insight's sobre dois 
ampos que prometem maiores

desenvolvimentos num futuro próximo. Entre os possíveis desenvolvimentos, desta-


amos alguns a seguir.

A respeito do modelo biológi
o, seria muito interessante entender por que uma

dada estratégia (
omo ser sexualmente seletivo ou não) pode ser (ou não) evolu-

tivamente viável, dadas as 
ondições do ambiente. Deve ser possível determinar

analiti
amente a fronteira dessas duas estratégias evolutivas e 
onsequentemente a

linha de transição de primeira ordem observada pelas simulações. Um 
ál
ulo nessa

direção foi realizado e apresentado em [12℄ para o modelo de Competição 
om a

simpli�
ação de que o traço aparente e o e
ológi
o são os mesmos. Foi demonstrado

pelos autores que há uma �invasão� de indivíduos sexualmente seletivos, quando o


hamado Fitness Malthusiano dos homozigotos se torna maior que o dos heterozig-

otos. O Fitness Malthusiano é 
onstruído a partir da adição de duas 
omponentes:

uma, dependente da probabilidade de sobrevivên
ia do indivíduo e, outra, da pro-

babilidade de que esse indivíduo seja gerado. Note-se a semelhança dessa de�nição
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de �tness e a função energia livre dis
utida no 
apitulo 6 , 
om o seu primeiro termo

ligado à Energia e, o segundo, à Entropia. A fronteira entre as fases 
om ou sem

preferên
ia sexual a
onte
e quando há igualdade dos �tness Malthusiano dos dois

tipos de indivíduos, exatamente 
omo pres
reve-se pela teoria da ME das transições

de fase. A
reditamos que um 
ál
ulo análogo ao realizado por esses pesquisadores

pode ser realizado numa versão mais 
omplexa, 
omo a do modelo introduzido aqui,


om indivíduos 
ompostos por dois lo
i. Com esse 
al
ulo, a
redita-se ser possível a


onstrução da função energia livre desse sistema biológi
o. Numa perspe
tiva am-

bi
iosa, a
reditamos também que será possível equa
ionar, a partir da energia livre,

a relação da histerese 
om a taxa de re
ombinação r, eviden
iada pelas simulações.

Um pergunta que se gostaria de responder é se haveria uma transição de segunda

ordem (transição 
ontínua) no limite r → 0. Nas simulações apresentadas na �gura

(6.1), veri�
ou-se que a histerese deixa de existir nesse limite, mas não foi possível

veri�
ar se há ou não um ponto 
ríti
o rc a partir do qual se ini
iam transições


ontínuas.

A pergunta que ainda persiste é até que ponto os resultados aqui obtidos de-

pendem dos detalhes desse modelo. Deveriam outros tipos de modelos, tais 
omo

o Modelo de Competição estudado por Dikman e Dobeli [17℄, apresentar também


ara
terísti
as de histerese? Ou 
omo as transições de fase se desenvolveriam em

modelos multi-lo
i?

Em relação ao PE, pode-se pensar que uma forma mais geral para a distribuição

aproximativa apresentada aqui pode ser o primeiro passo rumo à uma formulação

mais genéri
a e robusta. Por exemplo, 
onsiderar uma distribuição gaussiana multi-

variada ao invés de uma gaussiana univariada. Claro que essa implementação impli
a

um maior 
usto 
omputa
ional, pois ne
essita a 
omputação não só do primeiro e se-

gundo momento da distribuição, mas também dos elementos da matriz 
o-variân
ia.

No entanto, esse aumento do 
usto de pro
essamento seria 
ompensado pela maior

robustez do algoritmo, o que permitirá ata
ar problemas mais 
omplexos 
omo, por

exemplo, os 
hamados Pro
essos Gaussianos [49℄. Métodos padrões para resolução

desses problemas requerem a inversão de uma matriz PxP (onde P é o número de

dados disponíveis), o que impli
a uma 
omputação O(P 3). Dessa forma, à medida

que se aumenta o número de dados disponíveis, a resolução do problema se torna

inviável. O que tem sido proposto por Csató e Opper [65℄ é 
onsiderar apenas um

subgrupo dos dados disponíveis 
omposto por n dados, onde n ≪ P . Sendo assim,

há a ne
essidade de inversão de uma uma matriz nxn, o que gera um 
usto O(n3),
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muito menor que o 
usto da inversão da matriz original, mas pagando um alto preço

por perder as informações 
ontidas nos dados ex
luidos. O que poderia ser feito

seria abstrair as informações desses dados ex
luidos a partir do algoritmo PE. Dessa

forma, o 
usto 
omputa
ional do algoritmo (PE mais inversão da matriz nxn) seria

O(cPn3), onde c é o número de loops do algoritmo PE. Alguns resultados prelim-

inares têm sido bastante animadores, mostrando que, se o número de dados n for

es
olhido de forma adequada, pode-se obter um resultado bastante a
urado e 
om


usto 
omputa
ional inferior aos algoritmos existentes.
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Apêndi
e AGlossário de Termos Biológi
os
Neste apêndi
e será apresentado um glossário de palavras e termos biológi
os

utilizados na tese.

• Alelo: Forma alternativa de um gene. Uma das alternativas de um par ou

série de formas de um gene, os quais são alternativos na herança, porque estão

situados no mesmo lo
us em 
romossomos homólogos.

• Cromossomo: Estrutura en
ontrada no nú
leo de todas as 
élulas que 
ontém

os genes. Os 
romossomos vêm geralmente aos pares.

• Crossover : Tro
a de material genéti
o entre os 
romossomos maternais e

paternais durante a meiose. Esse pro
esso pode resultar em uma 
ombinação

úni
a dos genes no 
romossomo �lho em relação aos 
romossomos originais

(paternal e maternal).

• Diploide: Que 
ontém dois 
onjuntos de 
romossomos homólogos e, portanto,


ada lo
us é 
omposto por dois genes alelos.

• Dominante: Refere-se ao membro de um par de alelos que é expresso no

fenótipo do organismo, enquanto o outro alelo não o é, apesar dos dois alelos

estarem presentes. Também refere-se ao fenótipo expresso pelo alelo domi-

nante. Oposto a re
essivo.

• Dominân
ia: Interação entre alelos de um mesmo lo
us de tal forma que

nos heterozigotos um alelo tem efeito maior do que outro alelo. Pode ser


ompleta, quando o fenótipo do heterozigoto é o mesmo do homozigoto para

o alelo dominante, ou in
ompleta, quando o fenótipo heterozigoto situa-se no

intervalo dos fenótipos homozigotos.
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• Equilíbrio Hardy-Weinberg: Pode-se mostrar fa
ilmente que uma popula-

ção pan-míti
a na ausên
ia de seleção natural apresenta frequên
ias genotípi-


as 
onstantes ao longo das gerações [23℄; além disso essas frequên
ias podem

ser obtidas por meio das frequên
ias aléli
as pelas relações

nAA = p2, (A.1)

naa = (1 − p)2, (A.2)

nAa = 2p(1 − p). (A.3)

Quando as frequên
ias genotípi
as de uma população obede
em as relações

a
ima, diz-se que ela (a população) se en
ontra no equilíbrio Hardy-Weinberg

(HW). Em uma população pan-míti
a as proporções 
itadas a
ima serão atingi-

das em uma úni
a geração.

• Fenótipo: São 
ara
terísti
as observáveis de um organismo, em função do


onjunto de genes que possui (seu genótipo). Aparên
ia �nal de um indivíduo


omo resultado da interação de seu genótipo 
om um determinado ambiente

abióti
o. Aspe
to externo do organismo, subordinado às in�uên
ias do ambi-

ente; grupos de indivíduos que, embora tendo 
onstituição genéti
a diferente,

apresentam os mesmos 
ara
teres exteriores. O fenótipo de um organismo se

manifesta 
omo resultado de fatores genéti
os e ambientais. Assim, organismos

que possuem o mesmo genótipo podem apresentar diferentes fenótipos devido

a fatores ambientais. Da mesma forma, organismos 
om o mesmo fenótipo

podem ter genótipos diferentes.

• Fitness : Grau de su
esso de um indivíduo em passar seus genes para a pró-

xima geração. Apresenta duas 
omponentes: sobrevivên
ia (viabilidade) e

su
esso reprodutivo (fe
undidade).

• Gene: Unidade físi
a e fun
ional de hereditariedade que 
arrega informações

de uma geração para outra. É também uma toda uma sequen
ia do DNA

responsável pela síntese de um polipeptidio fun
ional ou de uma molé
ula

RNA.
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• Gameta: 
élula reprodutiva haploide, 
omo esperma ou pólen.

• Genoma : Material genéti
o total de um indivíduo.

• Genótipo: Fórmula genéti
a de um ou mais lo
i. Totalidade dos fatores

genéti
os que formam a 
onstituição genéti
a de um indivíduo. Determina o

fenótipo individual. Conjunto da informação genéti
a na massa hereditária;


onstituição genéti
a, hereditária , do indivíduo.

• Haplotipo: Combinação parti
ular de genes. Sin�nimo de Gameta.

• Haploide: Célula ou organismo que 
ontém uma 
ópia de 
ada 
romossomo.

Que 
ontém apenas um genoma. Nível de ploidia de 
élulas ou organismos que


ontém apenas um dos 
romossomos de 
ada par de homólogos en
ontrados

no nível diplode (2n) em eu
ariontes superiores. Os 
romossomos haploides

apresentam-se sozinhos, úni
os, sem �irmãos� idênti
os.

• Heterozigoto: Indivíduo que apresenta alelos diferentes em um ou vários lo
i.

Oposto de Homozigoto.

• Híbrido: Indivíduo formado pelo 
ruzamento entre formas diferentes, usual-

mente populações geneti
amente diferen
iadas ou espé
ies; o
asionalmente em

genéti
a, os des
endentes de um 
ruzamento entre genótipos fenotipi
amente

distinguíveis de qualquer tipo. Um indivíduo que resulta do 
ruzamento entre

dois genitores geneti
amente diferentes. Uma des
endên
ia de progenitores

homozigotos que diferem em um ou mais genes.

• Homozigoto: Lo
us, genótipo ou indivíduo que tem duas 
ópias do mesmo

alelo para determina do gene. Que apresenta alelos iguais.

• Isolamento reprodutivo pré-zigóti
o: tipo de isolamento sexual 
ausado

por algum me
anismo que evita o 
ruzamento entre indivíduos de esp
ialidades

(ou espé
ies) diferentes e a 
onsequente formação do zigoto.

• Isolamento reprodutivo pós-zigóti
o: tipo de isolamento sexual em que

há o 
ruzamento entre espe
ialidades (ou espé
ie) diferentes, no entanto não há

formação ou desenvolvmento do zigoto. Ou quando quando há esta formação,

o indivíduo hibrido apresenta esterilidade.

• Lo
us: Lo
al no 
romossomo onde se lo
aliza um determinado gene.
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• Pan-míti
o: tipo de a
asalamento em que os indivíduos es
olhem ao a
aso

seu par
eiro sexual.



BAlgumas Funções Matemáti
as
Neste apêndi
e seguem algumas funções ou propriedades matemáti
as utilizadas

ao longo do desenvolvimento deste trabalho.

B.1 Divergên
ia Kullba
k-Leibler

A divergên
ia Kullba
k-Leibler (KL) entre duas distribuições p(x) e q(x) é de�nida


omo

KL(p||q) =

∫

p(x) log

(

q(x)

p(x)

)

dx (B.1)

Esta divergên
ia é não simétri
a, uma vez que KL(p||q) 6= KL(q||p). Além disso ela

satisfaz KL(p||q) ≥ 0; a igualdade a
onte
e somente se q(x) = p(x).

Esta divergên
ia nos dá o valor médio da quantidade de informação ne
essária

para espe
i�
ar o valor de x 
omo resultado do uso de uma distribuição aproximativa

q(x) ao invés da distribuição verdadeira p(x) [49℄.

B.2 Integrais Gaussianas

Algumas notações a respeito de integrais gaussianas são muito prati
as para a

apresentação mais 
oesa de alguns resultados. Ao longo deste trabalho usamos

as seguintes abreviações:

Dt := dt
e−

t2

2

√
2π

(B.2)

e

H(x) :=

∫ ∞

x

Dt =

∫ ∞

x

dt√
2π

e−
1
2
t2 . (B.3)
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Esta última se rela
iona 
om a 
hamada função erro 
omplementar, de�nida 
omo

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt, (B.4)

pela forma

H(x) =
1

2
erfc

(

x√
2

)

. (B.5)

B.3 A função de Heaviside

A função de Heaviside, também 
onhe
ida por função degrau, é de�nida 
omo

Θ(x) =

{

0 para x ≤ 0
1 para x > 0

.

B.4 A função 
ara
terísti
a

A função 
ara
terísti
a g(k) de uma distribuição p(x) é de�nida pela transformada

de Fourier

g(k) =

∫

p(x)eikxdx = 〈eikx〉 (B.6)

onde os braket's denotam a média 
om respeito à distribuição em questão. Uti-

lizando expansões em séries de Taylor da função eikx podemos re-es
rever a função


ara
terísti
a 
omo

g(k) = e
P∞

n=1
(ik)n

n!
κn . (B.7)

onde {κn} são os 
umulantes da distribuição p(x) e são diretamente rela
ionados


om os momentos desta distribuição. Esta relação segue a regra















κ1 = 〈x〉
κ2 = 〈x2〉 − 〈x〉2
κ3 = 〈x3〉 − 3〈x2〉〈x〉 + 2〈x〉3
· · ·

A distribuição p(x) pode também ser obtida a partir de g(k) pela transformada

inversa de Fourier
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p(x) =
1√
2π

∫

e−ikxg(k)dk. (B.8)
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CTeorema do Limite Central
Considere um 
onjunto de N variáveis mi
ros
ópi
as {ξi} que obede
em à dis-

tribuição

p(ξ) =
N
∏

i=1

p(ξi). (C.1)

onde p(ξ) = p(ξi), para qualquer i, é uma distribuição 
om média a e variân
ia b.

Este 
onjunto de variáveis mi
ros
ópi
as dá origem a uma variável ma
ros
ópi
a h

de�nida por

h =
1√
Nb

(

N
∑

i=1

ξi − Na

)

. (C.2)

O Teorema do Limite Central a�rma que, dada a distribuição (C.1) para as var-

iáveis mi
ros
ópi
as, então no limite termodinâmi
o (N → ∞) a variável ma
ros
ópi
a

possui a distribuição gaussiana

p(h) =
1√
2π

e−
1
2
h2

. (C.3)

Prova

Considere g(k) a função 
ara
terísti
a da distribuição p(h) (veja apêndi
e B), de�nida

pela transformada de Fourier

g(k) =

∫

p(h)eikhdh. (C.4)

Uma vez que a variável aleatória h pode ser es
rita em termos de um 
onjunto

de N variáveis {ξi} pela relação (C.2), a função g(k) pode ser rees
rita 
omo
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g(k) =

∫

dξp(ξ)e
i k√

Nb
(
PN

i=1 ξi−Na)

=
N
∏

i=1

[
∫

p(ξi)e
i k√

Nb dξi

]

e
−i k√

Nb
Na

=

[

gξ

(

k√
Nb

)]N

e
−i k√

Nb
Na

. (C.5)

Note que na segunda linha de (C.5) há fatorização em i, o que nos permite substituir

ξi por ξ. A ter
eira linha é obtida introduzindo a função 
ara
terísti
a da distribuição

p(ξ), dada por

gξ

(

k√
Nb

)

=

∫

dξp(ξi)e
i k√

Nb
ξ

= e
P∞

n=1

„

i k√
Nb

«n

n!
κn (C.6)

onde introduzimos a representação em termos dos 
umulantes {κn} da distribuição

p(ξ) (veja apêndi
e B.4).

No limite termodinâmi
o N → ∞ a função gξ

(

k√
Nb

)

pode ser aproximada pelos

dois primeiros termos da série (C.6):

gξ

(

k√
Nb

)

≈ e
i k√

Nb
κ1− 1

2
k2

Nb
κ2 . (C.7)

Como a distribuição p(ξ) apresenta

κ1 = 〈ξ〉ξ = a (C.8)

e

κ2 = 〈ξ2〉ξ − 〈ξ〉2ξ = b (C.9)

onde 〈· · · 〉ξ é uma média sobre esta distribuição, 
hegamos a

lim
N→∞

[

gξ

(

k√
Nb

)

e
−i k√

Nb
a

]N

= e−
k2

2 (C.10)

Desta forma, voltando à relação (C.5) 
on
luímos que

g(k) = e−
k2

2 . (C.11)
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Finalmente podemos determinar p(h) através da transformada de Fourier inversa

p(h) =
1√
2π

∫

e−ikhg(k)dk (C.12)

que resulta

p(h) =
1√
2π

e−
1
2
h2

. (C.13)

Está mostrado o teorema!
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DFamília Exponen
ial
Uma distribuição é dita perten
ente à Família Exponen
ial quando pode ser

es
rita na forma

q(w|η) = h(w)g(η)eη
T
u(w)

(D.1)

onde η é o vetor que guarda os 
hamados parâmetros naturais, enquanto h(w) e

g(η) são duas funções quaisquer. A normalização da distribuição a
ima impli
a que

g(η)

∫

dwh(w)eη
T
u(w) = 1. (D.2)

Como exemplo de distribuição desta família podemos 
itar a distribuição Multi-

nomial, de�nida por q(w|µ) =
∏

k µwk

k e que pode ser re-es
rita na forma

q(w|µ) = e
P

k wk log µk . (D.3)

Introduzindo ηk ≡ log µk temos

q(w|η) = eη
T
w, (D.4)

que perten
e à família exponen
ial pois obede
e a forma (D.1) 
om funções







u(w) = w

h(w) = 1
g(η) = 1

D.1 Propriedade dos momentos

Uma importante propriedade das distribuições desta família 
onsiste no fato de que

pode-se sempre determinar seus momentos por simples diferen
iação da função g(η).
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Para demonstrar esta propriedade tomemos o gradiente da normalização (D.2) em

relação aos parâmetros η, que nos leva a

∇ηg(η)

∫

h(w)eη
T
u(w)dw + g(η)

∫

h(w)eη
T
u(w)

u(w)dw = 0

−∇ηg(η)

g(η)
= g(η)

∫

h(w)eη
T
u(w)

u(w)dw. (D.5)

Introduzindo a notação 〈. . . 〉q =
∫

dw(. . . )q(w|η) 
hegamos ao resultado

−∇η ln g(η) = 〈u(w)〉q, (D.6)

que signi�
a que podemos expressar a média de u(w) apenas em termos da derivada

de g(η).

Com 
ál
ulo análogo podemos expressar também a 
ovariân
ia de u(w) em ter-

mos da segunda derivada de g(η) pela forma:

∇2
η

ln g(η) = 〈u2(w)〉q − 〈u(w)〉2q (D.7)

De forma similar podemos determinar os demais momentos por simples diferen
i-

ação.

D.2 Propriedade da Minimização da divergên
ia KL

Uma propriedade bastante útil das distribuições da família exponen
ial diz respeito

à minimização da divergên
ia KL. Considere que desejamos en
ontrar os parâme-

tros naturais de uma distribuição q(w|η) da família exponen
ial que minimize a

divergên
ia

KL (p(w)||q(w|η)) =

∫

dwp(w) ln
p(w)

q(w|η)
, (D.8)

onde p(w) é uma distribuição qualquer.

Para o 
ál
ulo desta minimização vamos apli
ar o gradiente de η nos dois lados

de (D.8) e fazer ∇ηKL(p, q) = 0. Isto nos permite es
rever

−∇η ln g(η) = 〈u(w)〉p (D.9)

onde introduzimos a notação 〈. . . 〉p =
∫

dw(. . . )p(w). O resultado a
ima junto


om (D.6) nos levam a
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〈u(w)〉q = 〈u(w)〉p. (D.10)

Isto signi�
a que a distribuição q(w|η) (da família exponen
ial) que minimiza a

divergên
ia KL 
om uma outra distribuição p(w) (qualquer), é aquela que apresenta

os mesmos momentos que a distribuição p(w).
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Apêndi
e EErro de Generalização Ótimopara o Per
eptron Binário
Na �gura (11.2) foi apresentado o erro de generalização ótimo para o modelo do

Per
eptron Binário. Esse erro é obtido a partir do volume de soluções possíveis ao

problema, que por sua vez pode ser 
al
ulado usando o método de Répli
as. Vai-se

realizar este 
al
ulo neste apêndi
e, mas restringindo à versão Répli
a Simétri
a.

Na verdade, a solução 
ompleta para o volume de soluções, ou Espaço de Versões,

só deve ser obtida pela quebra de simetria de Répli
as. No entanto, a versão tratada

aqui, além de ser 
onsideravelmente mais fá
il de ser realizada, é su�
iente para os

propósitos deste trabalho.

E.1 Espaço de Versões

Ao longo do 
enário Bayeasiano abordado no texto prin
ipal desta tese, lidou-se


om estimativas para o vetor professor. Essas estimativas, ou médias, justi�
am a

notação 
om os bra
ktes 〈· · · 〉q. Será adotada a partir de agora, porém, a notação

simpli�
ada J ≡ 〈w〉q. Essa introdução se justi�
a pelo fato que será tratado neste

apêndi
e 
om �
andidatos� à solução do problema, e não mais 
om estimativas. Por

exemplo, quando se 
onsideram apenas vetores binários, o vetor J, 
hamdo de Vetor

Estudante na literatura de Redes Neurais, é um dentre 2N 
andidatos à solução do

problema.

À medida que vão se apresentando novos dados, mais e mais 
andidatos vão

sendo ex
luídos por se monstrarem in
ompatíveis 
om as informações disponíveis.

O que se espera é que, a partir de uma quantidade su�
iente de informação, apenas
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um 
andidato sobreviva, sendo este idênti
o ao vetor professor: tem-se a solução do

problema. Considerando um modelo sem ruído, um estudante 
andidato deve ter as

mesmas respostas que o professor em todos os exemplos apresentados. Para ajudar

a 
ompreender esse pro
esso, 
onsidere-se a função

χ(J) =
P
∏

µ=1

θ

(

w · sµ

√
N

J · sµ

√
N

)

, (E.1)

que assume �1�, se o estudante 
andidato J 
lassi�
a todos os P exemplos disponíveis

exatamente 
omo professor e, �0�, se ele diferir em pelo menos um exemplo. Essa

função nos diz, então, se o estudante J 
ontinua (χ(J) = 1) ou não (χ(J) = 0) a ser


ompatível 
om o vetor professor, após a apresentação dos dados.

Pretende-se, então, 
al
ular o número de estudantes 
ompatíveis, à medida que

se vão apresentando novos exemplos. Isso possibilitará a determinação do erro de

generaliza
ao ótima para o 
aso do per
eptron binário em função do número de

exemplos apresentados. Após a apresentação de P exemplos, o número de estudantes


ompatíveis pode ser es
rito 
omo

Ω ({sµ},w) =
∑

J

P
∏

µ=1

θ

(

w · sµ

√
N

J · sµ

√
N

)

. (E.2)

O 
onjunto desses estudantes 
ompatíveis é 
hamado de espaço de versões [54℄. Uma

vez que todos os elementos desse 
onjunto são equiprováveis a serem a solução, ao

es
olher um deles ao a
aso, a probabilidade de que este seja idênti
o ao professor

será
1
Ω
. Essa pes
rição é 
hamada na literatura de Aprendizado de Gibbs [56℄ e dá o

limite inferior do erro de generalização. Resumindo, será possível a partir do 
ál
ulo

do espaço de versões, determinar o erro de generalização ótimo.

Para a determinação desse número de 
andidatos, pare
e então razoável estudar

a média 
on�gura
ional

〈〈Ω ({Sµ},w)〉〉s =

∫

p(sµ)Ω ({sµ},w) . (E.3)

O espaço de versões (E.2) está rela
ionado 
om o produto de P distribuições inde-

pendentes (veja (E.2)). É 
onhe
ido na literatura [54℄ que o produto de distribuições

independentes geram uma distribuição 
om uma longa 
alda, o que impli
a que o

valor mais provável dessa distribuição seja diferente do seu valor médio. Estamos

interessados no valor médio do espaço de versões, mas 
om os pro
edimentos que
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serão tomados, 
omo, por exemplo, aproximações em torno do valor mais provável,


hegar-se-á à um resultado não desejado. Por outro lado, se se 
onsiderar a função

log Ω ({sµ},w), o produto de (E.2) se transforma numa somatória de distribuições

independentes e, de a
ordo 
om o Teorema Central do Limite (ver apêndi
e C),

resulta numa distribuição gussiana. Agora sim, ter-se-á uma distribuição 
ujo valor

mais provável e o valor médio 
oi
indem. É então sensato 
al
ular a média 
on�gu-

ra
ional desse logaritmo, que dá origem à Entropia Quen
hed de�nida por

S = 〈〈log Ω ({sµ},w)〉〉s, (E.4)

e depois extrair do resultado as quantidades de interesse.

E.2 Truque de Répli
as

A média (E.4) pode ser resolvida utilizando o 
hamado truque de répli
as [58℄, que

parte da identidade

log Z = lim
n→0

Zn − 1

n
. (E.5)

Por meio dessa identidade, a entropia quen
hed toma a forma

〈〈logΩ〉〉s = lim
n→0

〈〈Ωn〉〉s − 1

n
, (E.6)

onde, para �ns de simpli�
ação, utiliza-se Ω ≡ Ω ({sµ},w). O problema foi então

transferido para o 
ál
ulo da média 〈〈Ωn〉〉s. Porém, para n real, 
omputar esta

média é tão 
omplexo quanto 
omputar a média original. No entanto, para o 
aso

em que n é inteiro, essa média pode ser realizada. Assuma-se essa hipótese e, depois

que se obter um resultado dependente de n, faz-se a 
ontinuação analíti
a n → 0.

Pode-se então es
rever

〈〈Ωn〉〉s =
〈〈

[

∑

J

P
∏

µ=1

θ

(

w · sµ

√
N

J · sµ

√
N

)

]n
〉〉

s

=
〈〈

∫ n
∏

a=1

∑

Ja

P
∏

µ=1

n
∏

a=1

θ

(

w · sµ

√
N

J
a · sµ

√
N

)

〉〉

s

(E.7)

que tem a aparên
ia de uma 
ombinação de n diferentes 
ópias, ou répli
as, do

modelo original 
om a realização do mesmo 
onjunto de exemplos.
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Introduzindo as variáveis

ha
µ =

J
a · sµ

√
N

(E.8)

e

uµ =
w · sµ

√
N

(E.9)

na equação (E.7), temos

〈〈Ωn〉〉s =
n
∏

a=1

∑

Ja

∏

a,µ

dha
µ

∫

∏

u

duµ

∏

a,µ

Θ(uµh
a
µ)

×
〈〈

∏

a,µ

δ(ha
µ − J

a · sµ

√
N

)
∏

µ

δ(uµ − w · sµ

√
N

)
〉〉

s

. (E.10)

As variáveis (E.8) e (E.9) representam os 
ampos no estudante e no professor, respe
-

tivamente. Considerando ainda a representação Fourier da função Delta de Dira
 e

o limite N → ∞, 
hega-se a

〈〈Ωn〉〉s =
n
∏

a=1

∑

Ja

∫

∏

a,µ

dha
µĥ

a
µ

2π

∫

∏

µ

duµûµ

2π

∏

a,µ

Θ(uµh
a
µ) (E.11)

× exp

{

i
∑

µ,a

ha
µĥ

a
µ + i

∑

µ

uµûµ − 1

2

∑

µ,a

(ĥa
µ)2 +

−
∑

µ

∑

a>b

ĥa
µĥ

b
µ

J
a · Jb

N
−
∑

µ,a

ĥa
µûµ

J
a · w
N

− 1

2

∑

µ

û2
µ

}

onde ĥa
µ e ûµ são as variáveis 
onjugadas de ha

µ e uµ, respe
tivamente.

Introduzir-se-á agora em (E.11) as variáveis auxiliares

qab =
J

a · Jb

N
, (E.12)

o overlap entre duas répli
as, e

Ra =
J

a · w
N

, (E.13)

o overlap entre uma répli
a e o professor. Obtém-se 
om isso
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〈〈Ωn〉〉s =

∫

∏

a<b

dqabdq̂ab

2π
N

∫

∏

a

dRadR̂a

2π
N

exp

{

iN
∑

a,b

qabq̂ab + iN
∑

a

RaR̂a

}

×
n
∏

a=1

∑

{Ja
j =±1}

exp

{

−i
∑

a<b

q̂ab
∑

j

Ja
i J b

i − i
∑

a

R̂a
∑

j

Ja
j

}

×
∫

∏

µ

Duµ

∫

∏

µ,a

dha
µdĥa

µ

2π

∏

µ,a

Θ
(

uµh
a
µ

)

(E.14)

× exp

{

− 1

2

∑

a

(

1 − (Ra)2
)

∑

µ

(ha
µ)2 +

1

2

∑

µ

∑

a 6=b

ĥa
µĥ

b
µ

(

RaRb − qab
)

+

+i
∑

µ,a

ĥa
µh

a
µ − iuµ

∑

a

ĥa
µR

a

}

Aqui foram introduzidas as variáveis q̂ab e R̂a 
onjugadas as variáveis qab e Ra,

respe
tivamente. Foi aberta também a notação
∑

Ja =
∑

{Ja
j =±1}.

Na segunda linha da equa
ao (E.14), os termos fatorizam-se em j, o que dá origem

a uma somatória simples sobre Ja, elevada à potên
ia N ; ou seja, essa segunda linha

pode ser rees
rita pela forma

n
∏

a=1

∑

{Ja
j =±1}

exp {· · · } =
∏

a,j

∑

Ja
j =±1

e−i(
P

b>a q̂abJb
j +R̂a)Ja

j (E.15)

=





∑

{Ja=±1}
e−i

P

b>a q̂abJaJb−i
P

a R̂aJa





N

= e
N log



P

{Ja=±1} e−i
P

b>a q̂abJaJb−i
P

a R̂aJa
ff

(E.16)

Agora, nas linhas 3, 4 e 5 da equação (E.14), os termos uµ, ha
µ e ĥa

µ fatorizam-se

em µ e, portanto, podem ser reduzidos à somatória sobre as variáveis u, ha e ĥa,

respe
tivamente, elevados à potên
ia P = αN .

Finalmente, pode-se es
rever

〈〈Ωn〉〉s =

∫

∏

a<b

dqabdq̂ab

2π
N

∫

∏

a

dRadR̂a

2π
N

(E.17)

× eN[i
P

a<b qabq̂ab+i
P

a RaR̂a+Gs(q̂ab,R̂a)+αGE(qab,Ra)]
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onde foi introduzido o termo

Gs(q̂
ab, R̂a) = log

∑

{Ja=±1}
e−i

P

b>a q̂abJaJb−i
P

a R̂aJa

(E.18)

que está rela
ionado 
om a entropia, uma vez que ele 
onta o número de vetores J

que obede
em ao vín
ulo E.13 e E.12; enquanto que

GE(qab, Ra) = log

[

∫

Du

∫

∏

a

dhadĥa

2π
Θ(uha) (E.19)

× e−
1
2

P

a(1−(Ra)2)(ĥa)2− 1
2

P

a6=b ĥaĥb(qab−RaRb)+i
P

a haĥa−iu
P

a ĥaRa

]

é o termo rela
ionado 
om a Energia, pois espe
i�
a a função 
usto ou regra de

aprendizado que está sendo usada. Uma 
ara
terísti
a desse termo energéti
o é que

ele é sensitível apenas às variáveis ma
ros
ópi
as.

Dados o limite termodinâmi
o e a presença de N no exponen
ial da expressão

(E.17), o ponto de máximo dessa função dever ser o termo mais relevante. Pre
isa-

se, dessa forma, determinar os valores de {qab}, {Ra}, et
. que maximizam a função.

No entanto 
omputar esse ponto extremo é bastante difí
il, espe
ialmente pelo fato

que se deve realizar no �nal dos 
ál
ulos o limite n → 0 [54℄. No entanto, esses


ál
ulos podem ser simpli�
ados 
onsideravelmente se se assumirem simetrias entre

répli
as, o que será feito na próxima seção.

E.3 Ansatz Répli
a Simétri
a

O 
hamado Ansatz de Répli
a Simétri
a 
onsiste na simpli�
ação

−iq̂ab = q̂ (E.20)

e

−iR̂a = R̂. (E.21)

Dessa forma, pode-se es
rever a forma simpli�
ada

GS(q̂ab, R̂a) = −nq̂

2
+ n

∫

Dzlog2
osh
(

√

q̂z + R̂
)

+ O
(

n2
)

(E.22)
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GE = log 2

∫

Dt

∫ ∞

0

DuHn

(

−
√

q − R2t + Ru√
1 − q

)

(E.23)

Por meio desses resultados e realizando o limite n → 0, 
on
lui-se que a entropia

quen
hed pode ser 
omputada pelo método de ponto de sela, o que permite es
revê-

la pelo seu termo mais relevante, i.e os valores de q, q̂, R, R̂ que a maximiza, ou

seja

S = extrq,q̂,R,R̂

[

q̂

2
(q − 1) − R̂R +

∫

Dzlog2
osh
(

√

q̂z + R̂
)

+

+2α

∫

DtH

(

− Rt
√

q − R2

)

logH

(

−
√

q

1 − q
t

)

]

. (E.24)

Considerando a simetria q = R e q̂ = R̂ e algumas transformações de variáveis

de integração, 
on
lui-se que a entropia é maximizada, quando há obediên
ia das

relações

R =

∫

Dztanh
(√

R̂z + R̂
)

(E.25)

R̂ =
α

π
√

1 − R

∫

Dt
e−

Rt2

2

H
(√

Rt
) (E.26)

Essas equações devem ser resolvidas numeri
amente, e pelo resultado, pode-se


omputar o erro de generalização pela relação

eg =
1

π
arccos R. (E.27)

O resultado desse erro de generalização em função de α está apresentado na �gura

(11.2).
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