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“From a certain temperature on, the mo-
lecules condense without attractive forces,
that is, they accumulate at zero velocity. The
theory is pretty but is there also some truth
to it?” - Albert Einstein, em uma carta a
Ehrenfest em 29 de novembro de 1924.





Resumo

Nessa tese, o objetivo principal foi verificar a estabilidade de sistemas atômicos con-
densados, sujeitos a diferentes combinações lineares e não-lineares de redes ópticas bi-
e tridimensionais, considerando algumas situações simétricas e assimétricas. Com esse
objetivo, foram realizadas análises variacionais e simulações numéricas exatas da equa-
ção não-linear correspondente que descreve sistemas condensados de Bose-Einstein, tipo-
Schrödinger, mais conhecida como equação de Gross-Pitaevskii. No caso bidimensional,
com redes ópticas cruzadas, linear e não-linear, foi verificada a existência de estabili-
dade para certas regiões de parâmetros das interações. Observou-se que essa estabilidade
desaparece ao se incluir uma terceira dimensão sem a presença de um potencial de con-
finamento. No caso tridimensional, considerando redes ópticas lineares e não-lineares
cruzadas, a estabilidade só ocorre quando consideramos uma interação confinante na ter-
ceira dimensão, no caso, uma segunda rede óptica linear. Finalmente, espera-se que nossos
resultados venham a ser úteis para estudos experimentais que vêm sendo feitos em labora-
tórios de átomos ultra-frios.

Palavras-chave: Condensação de Bose-Einstein; Equação de Gross-Pitaevskii; Sólitons;
Redes Ópticas; Simulação Numérica.
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Abstract

In this thesis, the main objective was the verification of stability of condensed atomic
systems, subject to different combinations of linear and nonlinear bi- and tridimensional
optical lattices , considering some symmetric and asymmetric situations. With this objec-
tive, were performed variational analyzes and numerical exact simulations of the nonlinear
Schrödinger-type equation that describes Bose-Einstein condensate systems, better known
as Gross-Pitaevskii equation. In two-dimensional case, with a crossed linear and nonlinear
optical lattice, the stability was confirmed for certain parameter regions of the interactions.
It was observed that the stability disappears when including a third dimension without the
presence of a confinement potential. In the three dimensional case, considering crossed
linear and nonlinear optical lattices, stability occurs only when considering an interaction
confining the third dimension, in this case a second linear optical lattice. Finally, it is ex-
pected that our results will be useful for experimental studies which have been done in the
laboratories of ultra-cold atoms.

Keywords: Bose-Einstein Condensation; Gross-Pitaevskii Equation; Solitons; Optical
Lattices; Numerical Simulation.
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Notação e abreviações

Esta tese de doutoramento foi realizada com base em dois trabalhos distintos [1, 2]
que divergem um pouco em sua notação (embora o segundo seja uma continuação do
primeiro). Mantive no texto a notação original dos artigos nos capítulos 3 e 4 para facilitar
a consulta em possíveis referências. Toda notação é explicitada no início de seu respectivo
capítulo.

Para facilitar a consulta às referências, as abreviações seguem preferencialmente os
termos originais em inglês, comuns à literatura da área. Seguem em ordem alfabética:

1D − unidimensional ou uma dimensão;
2D − bidimensional ou duas dimensões;
3D − tridimensional ou três dimensões;
BEC − condensado de Bose-Einstein;
BS − sólitons brilhantes;
GPE − equação de Gross-Pitaevskii
PDE − equação diferencial parcial

ou referindo-se às integrações numéricas da mesma;
KdV − Korteweg-de Vries;
LOL − rede óptica linear;
NLSE − equação de Schrödinger não-linear;
NOL − rede óptica não-linear;
OL − rede óptica;
VA − análise variacional ou abordagem variacional;
VK − Vakhitov-Kolokolov.
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Capítulo 1

Introdução

A história da condensação de Bose-Einstein começa em 1925 quando Einstein prevê
que partículas em uma nuvem de gás, a baixas temperaturas, estariam todas em um mesmo
estado quântico, exibindo fenômenos quânticos em larga escala. Inspirado pelo trabalho
sobre estatística de fótons que o físico indiano Satyendra Nath Bose o havia enviado,
em 1924, para ser traduzido e publicado em alemão [3], Einstein considerou um gás de
bósons massivos, não-interagente e concluiu que abaixo de certa temperatura, uma fração
finita dessas partículas estaria ocupando o estado de mais baixa energia de uma partícula
única [4].

Nossa história dá um salto até 1995, 70 anos portanto, entre a previsão teórica e
a produção em laboratório do primeiro condensado de Bose-Einstein. Isso foi possível
graças às novas técnicas de vácuo e resfriamento atômico utilizando feixes a laser, que
foram empregadas em armadilhas magnéticas com gases diluídos de diferentes espécies
atômicas. O grupo de pesquisa da Universidade de Colorado, em Boulder, utilizou um gás
de átomos de 87Rb [5], na Universidade de Rice, em Houston, foi obtido o condensado
de átomos de 7Li [6], e no M.I.T., em Cambridge, produziu-se o condensado de átomos
23Na [7]. Em 2001, o prêmio Nobel de física foi dividido igualmente por E.A. Cornell,
W. Ketterle e C.E. Wieman “pela obtenção da condensação de Bose-Einstein em gases
de átomos alcalinos diluídos e pelos estudos iniciais fundamentais das propriedades dos
condensados1”.

1em tradução livre. Obtido em http://www.nobelprize.org/.
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Após a produção em laboratório do condensado de Bose-Einstein de gases diluídos,
mais de quinze anos de pesquisa teórica e experimental demonstraram que o sistema, an-
tes de ser uma conclusão não-intuitiva da estatística quântica, representa uma forma de
estudar diferentes processos quânticos em várias áreas da física (atômica, óptica quântica,
mecânica estatística e física da matéria condensada). Pelo fato da condensação de gases
frios aprisionados ser um objeto macroscópico, ela permite a observação direta de efeitos
quânticos em larga escala, podendo ser manipulada diretamente, o que a torna excepci-
onalmente atraente. Entre esses fenômenos, podemos citar: as oscilações de Bloch, já
observadas experimentalmente, por exemplo, por Morsch et al. [8], tendo suas proprie-
dades e possíveis aplicações estudadas teoricamente por Salerno et al. [9] e Inguscio et

al. [10]; o desenvolvimento de um laser de átomos com a geração de pulsos atômicos coe-
rentes [11]; estudos teóricos e desenvolvimento experimental para a obtenção do efeito de
localização dinâmica. [12–14]; estudos sobre o tunelamento de Landau-Zener [15–18]; e
sobre a transição superfluida de Mott [19].

Para o estudo de ondas de matéria é necessária a utilização de ferramentas que pos-
sam manipulá-las. As forças de interação entre átomos e a luz coerente de um laser podem
ser usadas para esse fim. De fato, ao utilizarmos as propriedades mecânicas de ondas
estacionárias de lasers, chamadas de redes ópticas, é possível a manipulação de ondas
de matéria e são muito úteis para estudos de propriedades fundamentais em sistemas de
átomos ultrafrios. Tais sistemas formam uma ponte entre a física atômica e a física do
estado sólido na medida que fornecem potenciais periódicos ideais para átomos, sem a
presença de defeitos ou fônons na rede. Além disso, estes sistemas permitem um amplo
controle dos parâmetros de interação, uma vez que a amplitude das redes ópticas e tam-
bém sua periodicidade são facilmente alteradas pela intensidade da luz e frequência dos
lasers [20–22].

A condensação de Bose-Einstein representa assim uma excelente ferramenta para
a investigação desses fenômenos, tendo em vista o “momentum” de pequeno alcance e
seu grande comprimento de coerência. É possível assim determinar a dinâmica de um
único objeto quântico em um potencial periódico ideal, o que não seria viável para elétrons
movendo-se em sólidos cristalinos, onde os observáveis estão principalmente relacionados
apenas às propriedades do “ensemble”.

As ondas de matéria são constituídas de partículas interagentes, e são estas intera-
ções que fazem surgir fenômenos como a propagação e a superfluidez nos sistemas de
condensados de muitos corpos. Especificamente, a presença de um termo de interação
na equação de onda que descreve o sistema é responsável pelo comportamento não-linear
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(próprio) das ondas de matéria. Esta propriedade está associada especificamente à propa-
gação solitônica [23]. No contexto das redes ópticas, a presença dessas não-linearidades
conduz à observação de diferentes tipos de instabilidades [24].

Para estudar nossos sistemas usaremos a teoria de Gross-Pitaevskii, que consiste em
uma abordagem de campo-médio para o parâmetro de ordem do condensado. Descrito por
uma equação relativamente simples (tipo Schrödinger Não-Linear), é possível obter resul-
tados relevantes em sistemas de condensados de Bose-Einstein. A teoria é bem adequada
para descrever a maior parte dos efeitos dos dois corpos em interações dos gases diluídos
à temperatura zero [25, 26].

Neste projeto visamos estudar a influência de redes ópticas na dinâmica de um sis-
tema de muitas partículas no regime de temperaturas ultrabaixas (condensado de Bose-
Einstein). Estudamos a estabilidade de um condensado em redes ópticas assimétricas.
Procuramos verificar os limites para a formação de sólitons no condensado. Para tanto
utilizamos técnicas numéricas para soluções de equações diferenciais não-lineares depen-
dentes do tempo, adaptadas para análise da estabilidade de sistemas “multidimensionais”2,
considerando diferentes combinações de redes ópticas.

Conforme mencionado anteriormente, vem sendo dada atenção especial ao estudo de
condensados de Bose-Einstein em redes ópticas, devido ao interesse, tanto teórico quanto
experimental, em diferentes fenômenos físicos como a formação de sólitons, transições
de Mott, oscilações de Bloch, etc. [8, 21, 27, 28]. Do ponto de vista experimental, a ma-
nipulação periódica espacial em condensados de Bose-Einstein é possível por meio do
comprimento de espalhamento de dois corpos utilizando técnicas de ressonância de Fesh-
bach opticamente induzida [29, 30].

Em um estudo anterior de nosso grupo [31], revelou-se que um condensado de Bose-
Einstein em duas dimensões (2D), submetido a um efeito oscilatório não-linear em uma de
suas dimensões (rede não-linear 1D), se torna fisicamente instável. Verificou-se que uma
armadilha harmônica de pequena intensidade na direção perpendicular à direção da rede
é suficiente para estabilizar o condensado. Isto sugere que combinações de redes ópticas
lineares e não-lineares possam resultar em estabilidade do condensado, o que é de grande
interesse teórico devido às possibilidades de verificações experimentais.

O objetivo dos trabalhos realizados neste doutorado foi estudar a existência e estabi-
lidade de sólitons de onda de matéria em redes ópticas cruzadas. Um sóliton pode ser, de
uma forma simplificada, definido como a solução de um sistema (ou equação) não-linear
representando uma onda localizada que possui forma permanente e mantém sua identidade

2Possuem 2 ou 3 dimensões espaciais, além da dimensão temporal.
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após uma forte interação com outros sólitons [32].
O sistema estudado consiste em um sóliton multidimensional, sujeito a diferentes

tipos de redes ópticas, tanto lineares (LOL) quanto não-lineares (NOL), independentes,
em uma ou mais direções. Esse sistema pode ser representado matematicamente como
uma solução da equação de Gross-Pitaevskii (GPE) [26, 33]. Supomos o sóliton como
tendo um formato inicial (ansatz) do tipo gaussiano. O estudo dessas soluções foi feito
numericamente, por meio de métodos de relaxação e integração numérica direta da GPE,
e de modo analítico, por meio de uma análise variacional (VA) e pelo critério de Vakhitov-
Kolokolov (VK) [34]. Apresentamos assim, as curvas existentes no espaço de parâmetros
e discutimos a estabilidade dos sólitons, comparando os resultados obtidos pela análise
variacional e pela integração numérica direta da GPE.

No capítulo 2 procuramos esclarecer alguns pontos principais sobre os aspectos teó-
ricos que fundamentam a pesquisa realizada. Falaremos um pouco sobre sólitons e sobre
a dinâmica de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein. Este capítulo expli-
cita alguns dos conceitos utilizados para o desenvolvimento dos trabalhos nos capítulos
posteriores.

O trabalho deste doutoramento tem início no capítulo 3, onde estudamos a dinâmica
de sólitons de onda de matéria em redes ópticas cruzadas. Neste caso tínhamos um con-
densado de Bose-Einstein bidimensional (2D) em uma rede óptica também bidimensional,
composta por uma LOL 1D na direção x e uma NOL 1D na direção y. De fato, mostramos
que a combinação de OLs cruzadas pode estabilizar sólitons 2D para os casos de interação
entre átomos do tipo atrativa e repulsiva. No final deste capítulo fazemos uma breve aná-
lise dos resultados, abrindo um parênteses para a continuação do mesmo, tendo em vista
já o trabalho subsequente explorado no capítulo seguinte.

O capítulo 4 resultou em um segundo trabalho, que foi uma sequência natural da-
quilo que já havíamos desenvolvido no capítulo anterior. Nele, investigamos a existência e
estabilidade de sólitons tridimensionais (3D) em uma combinação cruzada de redes ópti-
cas lineares e não-lineares. Foram analisados dois casos distintos, quase-2D e 3D. Temos
assim um condensado tridimensional sujeito a uma rede óptica (OL) linear na direção x e
não-linear na direção y, considerando a direção z livre de potenciais externos no primeiro
caso (quase-2D) ou com uma outra OL linear atuando na direção z (caso 3D). Enquanto
sólitons 3D, no caso quase-2D, são sempre instáveis, com a presença de uma outra OL li-
near na direção z é possível obter soluções estáveis de sólitons 3D, tanto para as interações
médias atrativas quanto repulsivas.

Na conclusão do trabalho, capítulo 5, fechamos uma análise mais detalhada dos re-
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sultados dos capítulos anteriores e apresentamos algumas possibilidades de estudos futuros
em torno deste tema. No apêndice, por motivos didáticos, encontram-se um capítulo com
a derivação da equação de Gross-Pitaevskii, principal foco deste trabalho, e também um
capítulo sobre os principais métodos numéricos utilizados neste doutorado.





Capítulo 2

Sólitons de ondas de matéria, redes
ópticas e critérios de estabilidade

2.1 Sólitons e a dinâmica de ondas de matéria

Dentro desse capítulo procuraremos fazer uma breve introdução sobre sólitons e a
dinâmica de ondas de matéria (solitônicas) se propagando em condensados de Bose Eins-
tein, de modo a situar os objetivos da presente tese no contexto da motivação existente,
quando da proposta do trabalho, considerando trabalhos recentes que vinham sendo reali-
zados. Uma revisão mais completa do assunto pode ser encontrada na referência [21], de
onde foram extraídas algumas discussões de interesse dentro de nossos objetivos.

2.1.1 Sólitons

Sólitons são ondas localizadas que se propagam sem perder a forma, devido ao equi-
líbrio entre os efeitos de dispersão e efeitos não-lineares [32, 35–37]. Como exemplos da
verificação de sólitons em sistemas físicos, notamos que eles podem ser observados na su-
perfície de líquidos, em fibras ópticas e ondas de plasma. Esses movimentos ondulatórios
são em geral descritos por equações não-lineares como as de Korteweg-de Vries (KdV)
para sistemas com pequena dispersão, ou por uma equação de Schrödinger não-linear
(NLS). A equação para a função de onda de um condensado de Bose-Einstein (BEC) tem
a forma de uma equação de Schrödinger não-linear com uma armadilha. Essa equação de
onda é conhecida como equação de Gross-Pitaevskii (GPE) que, em sua forma mais sim-
ples, é também chamada de equação de Schrödinger não-linear de ordem cúbica. Nesse
tipo de equação para um condensado de Bose-Einstein, a não-linearidade diz-se ser de

7
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ordem cúbica quando temos o potencial efetivo dependendo linearmente da densidade (ou
seja, quando depende do quadrado da função de onda); e de ordem quíntica, quando o
potencial efetivo depende do quadrado da densidade.

No caso quase-unidimensional, essa dinâmica pode ser modelada por uma equação
não-linear unidimensional (1D), que conduz a diferentes formas de soluções solitônicas,
que podem ser classificadas como sólitons claros e sólitons escuros. Um sóliton claro
se caracteriza pela propagação de um pacote de ondas que não perde sua forma durante
a evolução. Esse tipo de sóliton ocorre quando temos uma não-linearidade cúbica na
equação de Schrödinger não-linear, com interação atrativa entre os átomos. Um sóliton
escuro, por outro lado, é representado pelo movimento de uma depressão (buraco) em um
meio de fundo uniforme. Esse efeito em BEC pode ocorrer no caso em que temos uma
não-linearidade cúbica com interação repulsiva entre os átomos.

A condensação de Bose-Einstein está relacionada à ocupação macroscópica de um
único estado quântico, apresentando características típicas da mecânica quântica, e por-
tanto o movimento do condensado é conhecido como uma onda de matéria. À tempe-
ratura zero, estes sistemas de condensados de átomos aprisionados podem ser descritos
como uma aproximação de campo-médio pela equação de Gross-Pitaevskii, que quando
descrita para a “função de onda” Ψ(r, t) é igual a:

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2Ψ+ Vext(r)Ψ + g|Ψ|2Ψ, (2.1)

onde m é a massa de um único átomo, a função Ψ ≡ Ψ(r, t) está normalizada ao número
de átomos N , ∫

|Ψ|2dr = N, (2.2)

Vext(r) é o potencial externo de armadilhamento que normalmente pode ser aproximado
pelo potencial do oscilador harmônico (assimétrico)

Vext(r) =
m

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
, (2.3)

e

g ≡ 4π~2as
m

(2.4)

é o parâmetro de acoplamento efetivo relacionado à aproximação em primeira ordem da
interação entre dois átomos, onde as é o comprimento de espalhamento da onda s e a
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interação é atrativa (repulsiva) para as < 0 (as > 0)1’.
No apêndice encontra-se um capítulo com a derivação da equação de Gross-Pitaevskii,

onde alguns aspectos teóricos envolvendo a mesma são melhor trabalhados.
Desde a produção experimental dos condensados de Bose Einstein, existia o desafio

de se demonstrar que sólitons poderiam se propagar nesse meio. A primeira observação
de sólitons escuros, em BEC com interação de dois corpos dada por um comprimento de
espalhamento negativo (as > 0) foi anunciada na referência [23], seguida pelas observa-
ções experimentais descritas nas referências [38] e [39]. Sólitons brilhantes (BS) podem
acontecer em BEC quando as < 0. Esse tipo de sóliton é mais difícil de ser observado do
que sólitons escuros devido ao colapso do sistema para um número de átomos suficiente-
mente alto. No entanto, em 2002, dois grupos mostraram simultaneamente como gerar e
propagar tais sólitons em condensados de lítio-7 (7Li), sendo as experiências descritas nas
referências [40] e [41]. Ambas as experiências foram bastante semelhantes, exceto que
na anunciada em [40] (grupo de Paris) o número de átomos era menor, gerando-se apenas
um sóliton, cuja propagação foi estudada. Enquanto isso, na outra experiência, descrita
em [41, 42] (Universidade de Rice, Estados Unidos), foram produzidas sequências de vá-
rios sólitons que oscilavam dentro de uma armadilha atrativa fraca. Para maiores detalhes
sobre essa experiência, ver a descrição apresentada na referência [21], onde as proprie-
dades do lítio são destacadas, assim como a técnica utilizada para o armadilhamento dos
átomos, com a posterior produção dos sólitons. Na figura 2.1 temos uma imagem da
sequência de sólitons que foram produzidas. Depois de serem produzidos, nessa experi-
ência os sólitons oscilam com amplitude de ∼ 370µm e período de 310ms. O número de
átomos foi menos preciso, devido a efeitos de distorção na imagem obtida, porém com
valor estimado menor que ∼ 6000, em concordância com o máximo permitido pela teoria
correspondente (ver referências [43–45]).

2.1.2 Sólitons brilhantes em condensados.

O coeficiente que acompanha o termo cúbico da equação de Gross-Pitaevskii 2.1 é
proporcional ao comprimento de espalhamento, e pode ser positivo ou negativo, corres-
pondendo a interações entre átomos repulsivas e atrativas, respectivamente (Ver Nota 1
deste capítulo.). No caso de uma interação atrativa, um sóliton pode ser formado em um
condensado 1D efetivo [40,41]. Entretanto, nos casos 2D e 3D a atração resultaria em um

1NOTA: essa definição mais clássica é preterida nos trabalhos da tese em relação a notação geralmente
utilizada em trabalhos matemáticos onde temos, no caso 1D por exemplo: iut = −uxx+ vextu− g|u|2u, e
o parâmetro as > 0 (as < 0) para interações atrativas (repulsivas);
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Figura 2.1: Nessa imagem, temos uma sequência de sólitons, com interação re-
pulsiva, gerados próximos dos pontos de retorno e próximos do centro de osci-
lação, conforme descritos por Strecker et al. [41].

colapso do condensado (colapsos “fracos” e “fortes”, respectivamente [46] se o número
de átomos ultrapassar um valor crítico.)

Variações na intensidade de um campo magnético externo podem alterar a diferença
de energias entre um estado inicial e um estado intermediário. Em consequência, o com-
primento de espalhamento efetivo, que descreve as colisões binárias de baixa energia, é
alterado pelo campo magnético ressonante. A teoria correspondente, referente às colisões
binárias que resultam na técnica de Feshbach para manipulação do comprimento de espa-
lhamento a baixas energias, assim como os seus efeitos na física de muitos corpos de um
condensado, foi detalhada por Timmermans et al. na referência [47]

Com algumas técnicas experimentais [48] é possível controlar efetivamente o sinal
do comprimento de espalhamento usando um campo magnético externo pois a constante
de interação pode ser modificada pela ressonância de Feshbach [49]. A técnica permite
uma rápida mudança no sinal da interação, de repulsiva para atrativa, que leva a uma
diminuição abrupta do condensado, por meio do colapso, seguido de uma explosão de
átomos emitidos e a formação de um condensado residual estável [48].

Uma generalização dessa abordagem para o controle da força e sinal da interação
dentre átomos e, consequentemente, do coeficiente relacionado ao termo cúbico, é a apli-
cação de um campo magnético acoplado em ressonância aos átomos. No caso geral, con-
siste em um termo com uma componente constante e outra variável no tempo. Sendo
assim, o comportamento dinâmico de condensados 2D e 3D acaba sendo de grande inte-
resse, pois pode ser facilmente implementado em experimentos.

É importante notar que, no caso 2D, este comportamento é similar a um problema
que foi considerado em óptica não-linear para sólitons (2+1)D (auto-confinados em feixes
de luz estreitos) propagando sobre um meio material não-linear com uma estrutura em
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camadas, de forma que o tamanho [50] e, possivelmente, o sinal [51] do coeficiente (não-
linear) de Kerr estão sujeitos a uma variação periódica ao longo da distância de propagação
(que desempenha o papel da variável de evolução, no lugar do tempo, na descrição de
sólitons ópticos espaciais). O mesmo modelo óptico também faz sentido no caso (3+1)D,
porque se aplica à propagação de “projéteis de luz” (sólitons 3D espaço-temporais [52])
sobre o meio em camadas [51]. Anteriormente, em um modelo quase-1D, supôs-se que
a estabilidade do condensado era afetada por uma modulação temporal rápida aplicada
ao potencial de armadilhamento (em vez do coeficiente de não-linearidade espacialmente
uniforme) [53] e a interferência quântica e ressonâncias macroscópicas foram estudadas
na referência [54]. Ressonâncias em BECs 2D e 3D com comprimento de espalhamento
variável periodicamente foram consideradas nas referências [54–56]. O ponto principal
desse procedimento é auto-localizar o condensado sob a ação do campo variável.

Calculando a média das equações variacionais

Partiremos da GPE de campo-médio para uma função de onda de uma única partí-
cula, como dada pela equação (2.1), mas sem a presença da armadilha:

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + g|ψ|2ψ. (2.5)

Assumiremos que o comprimento de espalhamento é modulado no tempo, de forma
que o coeficiente não-linear na equação (2.1) é dado por

g = g0 + g1 sen(χt), (2.6)

onde g0 e g1 são as amplitude das componentes constante e variável do campo, e χ é a
frequência da última.

Podemos definir agora a equação (2.5) em uma forma normalizada ao introduzir
uma frequência típica Ω ∼ 2gn0/~, onde n0 é a densidade do condensado e rescalonando,
usando variáveis adimensionais, as variáveis temporal e espacial como t′ = Ωt e r′ =
r
√

2mΩ/~. Isto nos leva à seguinte equação onde a ( ′) foi omitida

i
∂ψ

∂t
= −

(
∂2

∂r2
+
D − 1

r

∂

∂r

)
ψ − [λ0 + λ1 sen(ωt)] |ψ|2ψ, (2.7)

na qual está implícita que ψ depende apenas de t e r, D = 2 ou 3 é a dimensão espacial,
λ0,1 ≡ −g0,1/ (Ω~), ω ≡ χ/Ω.

Note que λ0 > 0 e λ0 < 0 na equação (2.7) correspondem, respectivamente, à não-
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linearidade auto-focalizante e auto-desfocalizante. Rescalonando o campo ψ, definiremos
|λ0| ≡ 1, de modo que λ0 permaneça como o parâmetro que define o sinal.

Normalmente um potencial de armadilhamento externo é incluído para estabilizar o
condensado. Ele foi omitido pois não tem um papel relevante no momento. Isto também
ocorre em alguns outros casos, como na formação de “Skyrmions” (soluções topológicas
imaginadas como parte de uma teoria de campo não-linear para modelagem de mésons
e bárions em física nuclear) estáveis em um condensado de dois componentes [57]. De
fato, a modulação temporal do coeficiente não-linear, combinando os componentes cons-
tante e variável como na equação (2.7) podem, de certa forma, substituir o potencial de
armadilhamento. Outro ponto a se observar sobre o modelo atual é que, se a frequência da
componente variável entrar em ressonância com a transição entre os estados fundamental
e um excitado, a descrição de campo-médio na GPE não é mais adequada.

O próximo passo é aplicar a abordagem variacional (VA) à equação (2.7). Esta apro-
ximação foi primeiramente proposta [58] e desenvolvida para óptica não-linear, a princí-
pio para problemas 1D e depois em modelos de maior dimensão (veja também [59]). Uma
técnica similar foi elaborada para a descrição da dinâmica de BECs multidimensionais
baseada na GPE [60].

Para aplicar a VA neste caso, vemos que a densidade da Lagrangeana que gera a
equação (2.7) é

L(ψ) = i

2

(
∂ψ

∂t
ψ∗ − ∂ψ∗

∂t
ψ

)
−
∣∣∣∣∂ψ∂r

∣∣∣∣2 + 1

2
λ(t)|ψ|4, (2.8)

onde λ(t) ≡ λ0 + λ1 sen(ωt), e o asterisco representa o complexo conjugado. O “an-

satz” variacional para a função de onda do condensado é escolhido como sendo a função
gaussiana

ψg(r, t) = A(t) exp

(
− r2

2a2(t)
+

1

2
ib(t) r2 + iδ(t)

)
, (2.9)

onde A, a, b e δ são, respectivamente, a amplitude, a largura, o “chirp” (desvio da frequên-
cia instantânea em relação à frequência central), e a fase geral, que seriam funções reais
do tempo. Não foi incluso o grau de liberdade relacionado à coordenada do centro do con-
densado, pois o potencial de armadilhamento, embora não esteja explicitamente incluído
no modelo, supomos, impede o movimento do condensado como um todo.

Seguindo o procedimento padrão [59], inserimos o “ansatz” na densidade (2.8) e
calculamos o Lagrangeano efetivo,
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Leff = CD

∫ ∞

0

L(ψg) r
D−1dr, (2.10)

onde CD = 2π ou 4π nos casos 2D e 3D, respectivamente. Finalmente as equações de
evolução para os parâmetros dependentes do tempo do “ansatz”( 2.9) são derivadas de
Leff utilizando as equações de Euler-Lagrange correspondentes. Este é basicamente o
procedimento utilizado nos diversos trabalhos do grupo (ver por exemplo [1, 2, 31]).

2.2 Redes ópticas

“Cristais artificiais de luz”, formados pelo conjunto de milhares de minúsculas arma-
dilhas ópticas criadas a partir da interferência óptica de feixes de laser. Assim Bloch [61]
define o que é uma rede óptica no início de seu artigo de revisão publicado em 2005.
Cada uma dessas armadilhas ópticas se baseia na interação dos átomos, por meio de seus
elétrons, e o campo elétrico do laser, formando um momento de dipolo e sendo também
chamada de armadilha óptica de dipolo. A mais simples delas consiste em um confina-
mento por feixe de laser “red-detuned”, onde a diferença entre a frequência de oscilação
do laser ω e a ressonância do átomo ω0, é negatica (∆ ≡ ω − ω0 < 0) [62]. Uma rede
óptica 1D surge ao se combinar dois feixes de laser “red-detuned” em uma onda de luz
estacionária contendo várias dessas armadilhas de dipolo. Com dois ou três conjuntos de
feixes é possível formar redes ópticas 2D ou 3D, veja figura 2.2.
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Figura 2.2: (a) Rede óptica 2D, formada por um conjunto de potenciais tubula-
res 1D. (b) Rede óptica 3D, formada por um conjunto de pequenos potenciais
harmônicos de confinamento em cada sítio da rede. Reproduzido da referên-
cia [61].

2.2.1 Força do dipolo

Vamos considerar um modelo simples no qual o átomo, em um sistema de dois
níveis, está sujeito a um campo de radiação clássico que oscila à frequência ω:

E(r, t) = êE(r)e−iωt + c.c. (2.11)

O campo gera um momento de dipolo atômico

p(r, t) = êp(r)e−iωt + c.c. (2.12)

onde p(r) = αE, sendo α a polarizabilidade com componentes reais e complexas. As
propriedades dispersivas da interação são comandadas pela parte real de α, que oscila em
fase com E. Já as propriedades de absorção são comandadas pela parte imaginária de α,
que está fora de fase em relação ao campo [63].

O potencial de dipolo é definido como uma energia de interação entre o dipolo p
induzido e o campo elétrico E

Udip(r) = −
1

2
⟨p .E⟩ = − 1

2ϵ0c
Re(α)I(r) (2.13)

onde ⟨p .E⟩ é uma média temporal sobre as oscilações do campo e I(r) é a média da in-
tensidade do campo. Ao diferenciar a equação anterior obtemos a força de dipolo exercida
sobre o átomo:

Fdip(r) = −∇Udip(r) =
1

2ϵ0c
Re(α)∇I(r) (2.14)

Como se pode perceber, no caso de um campo uniforme, a força de dipolo é nula, pois
depende do gradiente da intensidade do mesmo, que é o que ocorre com ondas planas.
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É possível ainda calcular o número médio de fótons que são espalhados por unidade de
tempo entre os ciclos de absorção e emissão espontânea ao se dividir a energia média
absorvida pelo átomo em unidades de tempo pela energia do fóton ~ω.

Γsc(r) =
⟨ṗ .E⟩
~ω

=
1

~ϵ0c
Im(α)I(r) (2.15)

A expressão analítica da polarizabilidade α(ω) pode ser facilmente obtida, conforme
demonstrado na referência [63]. No caso do campo formado pelo laser oscilar em uma
frequência ω distante da frequência de ressonância ω0 (“far-detuned regime”) e ∆ (= ω −
ω0) ser muito maior que a taxa de decaimento espontânea na ressonância (Γ) e que a
frequência de Rabi Ω, as equações 2.13 e 2.15 podem ser reescritas como:

Udip =
3πc2

2ω3
0

(
Γ

∆

)
I (2.16)

Γsc =
3πc2

2~ω3
0

(
Γ

∆

)2

I (2.17)

As equações anteriores descrevem os efeitos mecânicos da interação entre os átomos e
a luz coerente. Ao analisar a equação 2.16 vemos que o sinal do potencial de dipolo
depende do sinal de ∆ (o “detuning”). Por isso existem dois tipos de potenciais de dipolo
possíveis: o “red-detuning”, onde ∆ < 0 e os átomos tendem a se agrupar no ponto de
maior intensidade do potencial que é o ponto mínimo do mesmo; e o “blue-detuning” onde
∆ > 0 e os átomos tendem a se agrupar no ponto de menor intensidade do potencial já
que os máximos são as maiores intensidades do mesmo (ver a figura 2.3).

Figura 2.3: Diferença entre os potenciais de dipolo nos regimes “red-detuning”
(∆ < 0) e “blue-detuning” (∆ > 0). Figura extraída da referência [63].

2.2.2 Potencial periódico

Um exemplo de potencial periódico simples é aquele representado por uma onda
estacionária, formada pela interferência de dois feixes de laser propagados em sentidos
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opostos. Este potencial simples nada mais é que uma rede óptica 1D. Consideremos duas
ondas planas de frequência ω viajando em sentidos opostos numa mesma direção ẑ e
polarizadas linearmente no mesmo eixo ê:

E1(z, t) = êE1 cos(kz + ωt+ δ) (2.18)

E2(z, t) = êE2 cos(kz − ωt− δ) , (2.19)

onde k = ω/c e δ é uma fase relativa arbitrária. A intensidade instantânea é dada pelo
módulo quadrático do campo total:

I(z, t) = ϵ0c |E1(z, t) + E2(z, t)|2 . (2.20)

calculando uma média sobre as oscilações em ω obtemos a intensidade média

I(z, t) =
1

2
ϵ0c
[
(E1 − E2)

2 + 4E1E2 cos
2(kz)

]
. (2.21)

Fazendo então E0 = E1 = E2, a expressão da intensidade fica I(z) = I0 cos
2(kz), com

um pico de intensidade em I0 = 2ϵcE2
0 . Utilizando essa expressão na equação 2.16, des-

cobrimos qual o potencial de dipolo que um átomo experimenta quando está posicionado
em um campo de onda estacionária de laser. Este potencial é:

Udip(z) =
3πc2

2ω3
0

(
Γ

∆

)
I0 cos

2(kz), (2.22)

que facilmente é identificado como um potencial periódico 1D com espaçamento λ/2 que
oscila em uma frequência única k. Reescrevendo de um modo mais simples:

V (z) = V0 cos
2(kz), (2.23)

que é um potencial tipo rede óptica unidimensional.

2.3 Ressonância de Feshbach

O fenômeno físico conhecido como ressonância de Feshbach foi descrito teorica-
mente por Herman Feshbach [64] no campo de reações nucleares. Em átomos ultrafrios,
a ressonância aplicada ao comprimento de espalhamento da onda-s em gases diluídos de
átomos ultrafrios foi predita por Tiesinga et al. [65] e vem sendo utilizada desde então
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em diversos experimentos e estudos teóricos. Maiores detalhes podem ser obtidos nas
referências [47, 66, 67].

2.3.1 Colisões elásticas

Na maioria dos experimentos envolvendo gases de átomos ultrafrios, temos gases
diluídos onde as interações ocorrem apenas por colisões de dois corpos. A densidade
de partícula no centro de um condensado de Bose-Einstein formado por uma nuvem de
átomos é da ordem de 1013−1015cm−3. Para medida de comparação, a densidade atômica
do ar à temperatura ambiente e pressão atmosférica normal é da ordem de 1019cm−3. Nos
líquidos e sólidos temos aproximadamente 1022cm−3 e em nucleons dentro dos núcleos
atômicos 1038cm−3 [68].

Para descrever a colisão elástica entre duas partículas de massa m e momentos p1 e
p2 temos a seguinte equação de Schrödinger:(

p̂2

2mr

+ V (r)

)
ψk(r) = Ekψk(r) , (2.24)

onde p̂ = (p̂1− p̂2) é o momento relativo, mr = m/2 a massa reduzida, V (r) o potencial
de interação de longo alcance (que tende a zero para longas distâncias), r = r1 − r2 a
posição relativa e Ek = ~2k2/(2mr) a energia da colisão.

Deste modo, uma onda plana incidente, a solução da equação pode ser escrita como
uma superposição entre a onda incidente e a onda esférica espalhada:

ψk(r) ∼ eik.r + f(k, ϕ, θ)
eikr

r
, (2.25)

onde ϕ é o ângulo azimutal em torno da direção incidente k/k e θ é o ângulo entre k/k e
r/r. A amplitude de espalhamento f(k, ϕ, θ) depende do potencial V e ao integrá-la sobre
o ângulo sólido Ω obtemos a seção de choque do espalhamento σ:

σ(k) =

∫
|f(k, ϕ, θ)|2dΩ (2.26)

Em um potencial de espalhamento esférico simétrico V (r) = V (r), temos a con-
servação do momento angular relativo e é possível expandir a função de onda em termos
autofunções do momento angular:

ψk(r) =
∞∑
l=0

Pl(cos θ)
uk,l(r)

r
, (2.27)
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onde Pl(cos θ) são os polinômios de Legendre e uk,l(r) são as funções de onda radiais,
sendo que a solução independe de ϕ devido à simetria. Substituindo na equação 2.24
obtemos:

~2

2mr

∂2uk,l(r)

∂r2
+

(
Ek − V (r)− ~2

2mrr2
l(l + 1)

)
uk,l(r) = 0 (2.28)

onde o potencial efetivo (Veff ) é expresso por V (r) + ~2l(l + 1)/(2mrr
2). Para l > 0, a

barreira centrífuga adicionada a V cria uma barreira intransponível para as ondas parciais
quando temos uma pequena energia de colisão Ek. Deste modo, apenas as ondas-s (l = 0)
contribuem para o espalhamento em átomos frios (ver figura 2.3.1)

Figura 2.4: Potencial efetivo (Veff ) das ondas parciais na direção radial. A figura
da esquerda mostra que ondas parciais com l > 0 sentem uma barreira cen-
trífuga que inibe colisões para baixas energias de colisão Ek. No lado direito
temos o Veff para a onda-s (l = 0) onde colisões ainda são permitidas.

Como consequência da simetria e da conservação do fluxo de ondas por ser uma
colisão elástica, as ondas parciais podem ser escritas como a soma das ondas incidentes
e espalhadas, que diferem por uma mudança de fase δl(k). É essa diferença de fase que
define a seção de choque do espalhamento:

σ(k) =
∞∑
l=0

4π

k2
(2l + 1) sen2(δl(k)) . (2.29)

Para as baixíssimas temperaturas de um condensado, o comprimento de de Bro-
glie λ (da ordem de 20000a0) é muito maior que os comprimentos associados às liga-
ções químicas e essa deslocalização da função de onda de colisão leva a um comporta-
mento característico onde as propriedades da colisão aumentam em função do momento
k =
√
2mrE = 2π/λ quando k → 0, dependendo do inverso da potência n do potencial

de longo alcance (V (r)) que varia com r−n. A fase δl tem a seguinte propriedade no limite
de k → 0: se 2l < n− 3,
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lim
k→0

k2l+1 cot δl = −
1

al
, (2.30)

de outro modo, se 2l > n− 3,

lim
k→0

kn−2 cot δl = const. (2.31)

Para átomos neutros no estado fundamental, isso assegura que a diferença de fase
tende a ir a zero com uma potência de no mínimo k3 quando l ≥ 1. Então, quanto menor
o valor de k a única contribuição realmente relevante é a da onda-s, l = 0. A diferença de
fase da onda-s varia com −ka0 quando k → 0, a seção de choque do espalhamento para
partículas idênticas fica:

σ → 8πa20 , (2.32)

onde o fator 8 surge devido a simetria de partículas idênticas (dois espalhamentos possí-
veis por colisão). Assim, a seção de choque do espalhamento elástico é constante no limite
de baixas energias e a0 é o comprimento de espalhamento da onda-s, um importante parâ-
metro no contexto da condensação de Bose-Einstein [67].

Até agora, analisamos apenas as interações elásticas. Já as interações inelásticas
levam a uma mudança no estado interno dos átomos que colidem, liberando sua energia
em forma de energia cinética, levando a uma perda no número de átomos, que acabam
obtendo energia cinética suficiente para vencer o potencial de armadilhamento. Apesar
dos processos inelásticos serem muito importantes do ponto de vista experimental, não os
abordaremos em detalhes aqui.

2.3.2 Manipulando o comprimento de espalhamento

A ressonância de Feshbach em átomos ultrafrios ocorre quando um par de átomos
que colidem são acoplados a um estado ligado de um potencial superior. Na figura 2.5
vemos o Vbg conhecido como canal aberto ou canal de colisão. O segundo potencial Vc
representa o canal fechado se a energia dos átomos incidentes Ek (E na figura) está no
limiar da energia do estado ligado Ec. Se há um acoplamento entre os canais, o potencial
efetivo da colisão Veff passa a ser uma mistura dos potenciais Vbg e Vc. Em regimes
ultrafrios, as colisões ocorrem próximos a E → 0, e o acoplamento ocorre a partir de uma
modulação magnética de Ec próxima a 0.

A expressão relacionada à ressonância de Fechbach magneticamente induzida é:
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Figura 2.5: Modelo de dois canais para ressonância de Feshbach. E é a ener-
gia de colisão dos átomos, Ec é a energia do estado ligado e Vc e Vbg são os
potenciais dos canais fechados e abertos, respectivamente. Figura extraída da
referência [66].

a = abg

(
1− ∆

B −B0

)
, (2.33)

onde abg é o comprimento de espalhamento de fundo, associado ao potencial Vbg, em
uma situação sem ressonância. B0 é a posição da ressonância, onde o comprimento de
espalhamento diverge (a → ±∞) e ∆ é a largura da ressonância. Próximo a essa po-
sição B0, temos grandes valores para a e a energia de ligação é dada pela expressão
Eb = ~2/2mra

2, onde mr é a massa reduzida e Eb depende do quadrado da demodu-
lação magnética (B −B0).

2.3.3 Ressonância de Feshbach opticamente induzida

Foi Fedichev [69] quem primeiro propôs que ressonâncias do comprimento de espa-
lhamento poderiam ser induzidas com a luz de lasers, onde as colisões em um campo de
luz estão relacionadas à foto-associação. Com ela uma transição (“free-bound”) dirigida
opticamente pode acoplar um par de átomos que estão colidindo a um estado ligado de
um potencial excitado. Isso ocorre no ponto de Condon (RC), que é a separação entre
os núcleos onde a frequência do laser ωl coincide com a diferença entre os potenciais do
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estado fundamental VG(r) e do estado excitado VE(r): ~ωl = VE(RC) − VG(RC). Dado
um estado colisional descrito pela função de onda ψG(r, k) e o estado excitado molecular
ψE(r), a intensidade do acoplamento óptico é descrita por:

Γstim =
4π2Ilaserd

2
E

c
| ⟨ψE(r)| ψG(r, k)⟩ |2 , (2.34)

onde Ilaser é a intensidade do laser, dE é o elemento da transição de dipolo molecular,
e Γstim é proporcional ao vetor de colisão k pela normalização de ψG(r, k) (que acrescenta
à função um fator

√
mk/(π~2)).

Um par de átomos ultrafrios no estado de espalhamento |0⟩ colidem em um potencial
de estado fundamental. A energia de colisão do estado contínuo |0⟩ é E = ~2k2/(2mr)

devido às baixas temperaturas e está muito próxima do potencial do canal aberto, de um
modo similar ao que ocorre na ressonância de Feshbach magnética. A luz do laser com
intensidade I1 e frequência ω1, acopla este par de átomos ao estado molecular excitado |1⟩.
Este acoplamento é representado pela taxa de ressonância estimulada Γstim, que pode ser
controlada experimentalmente pela intensidade do laser e sua demodulação ∆1 = E1/~−
ω1. Ao considerar Γstim ≪ Γspon e que os átomos pertencem a um BEC temos

a = abg −
1

2k

Γstim∆1

∆2
1 + (Γspon/2)2

; (2.35)

Kinel =
2π~
m

1

k

ΓstimΓspon

∆2
1 + (Γspon/2)2

. (2.36)

onde abg é o valor do comprimento de espalhamento na ausência de ressonância, sem a
ocorrência de acoplamento óptico e Γspon é a taxa de decaimento espontâneo do estado
molecular excitado. Como Γstim é proporcional a k, a e Kinel possuem valores indepen-
dentes do momento de colisão.

2.4 Critério VK de estabilidade

Os cientistas russos Vakhitov e Kolokov foram os primeiros a deduzir um critério
de estabilidade para soluções solitônicas em uma NLSE 1D sem a presença de armadi-
lhas [34], que ficou conhecido como “critério VK”. Em tal sistema específico, foi com-
provada a relação dN/dλ2 > 0, com −λ2 sendo a energia do sóliton de estado ligado.
Se adicionarmos uma partícula ao sistema e a energia deste estado ligado diminuir temos
então uma solução estável. Essa condição é necessária e suficiente para a existência de
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sólitons [46]. No nosso caso, identificamos −λ2 com o potencial químico µ, resultando
em:

dµ/dN < 0 (2.37)

O critério VK é um critério orbital de estabilidade, o que significa que ao introduzir
uma perturbação em uma solução estacionária estável, esta permanecerá próxima à “orbita
circular” do seu estado fundamental por todo o tempo, caso a perturbação não seja muito
grande [46].

Aqui cabe notar, que embora o critério tenha sido provado suficiente para o sistema
específico, no caso 3D sem armadilha ele indica sempre uma instabilidade [46]. Só que
isto passa a não ser verdade quando adicionado algum potencial externo, ou mesmo na
presença de diferentes tipos de interações. Na referência [70] discute-se algumas exceções
já encontradas, onde mesmo em sistemas bi- ou tridimensionais, o critério VK aparenta
ser válido.

Mais recentemente [71], foi discutida a existência de um critério “anti-VK” que
valeria para alguns sistemas 3D com interação repulsiva, o que não se confirmou para o
caso estudado em nosso trabalho.



Capítulo 3

Sólitons bidimensionais

Neste capítulo discutiremos o caso bidimensional (2D), onde estudamos a estabi-
lidade de sólitons de onda de matéria sob a influência de uma rede óptica linear (LOL)
na direção x e uma rede óptica não-linear (NOL) na direção y, considerando interações
interatômicas atrativas e repulsivas.

Levando em consideração a anisotropia da rede óptica aplicada a nosso sistema, era
esperado que os sólitons apresentassem seções elípticas no plano x-y. Portanto, nossa aná-
lise variacional leva em consideração essa característica ao adotar diferentes parâmetros
em cada direção espacial no seu “ansatz” tipo gaussiano.

Os resultados e a análise de estabilidade dos sólitons bidimensionais foram obti-
das para diversos parâmetros variacionais, considerando o critério de Vakhitov-Kolokolov
(VK), e são apresentados em potenciais químicos e as energias totais em termos do número
de partículas, sempre em comparação direta com os resultados inteiramente numéricos.

3.1 Modelo analítico

Assim como já mencionado, é possível descrever os condensados de Bose-Einstein
(BEC) bidimensionais em potenciais do tipo redes ópticas linear e não-linear, com a se-
guinte equação de Gross-Pitaevskii:

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ − Λcos(2k x)ψ − g(y)|ψ|2ψ (3.1)

onde ψ ≡ ψ(r, t) é normalizada ao número de átomos, ∇2 neste caso seria o Laplaciano
em duas dimensões, massa atômica m, e Λcos(2k x) uma LOL na direção x, com ampli-
tude Λ e constante de rede π/k. Na direção y temos uma NOL representada por g(y). A

23
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rede óptica não linear é representada por

g(y) = g0 + g1 cos(2κy), (3.2)

onde g0 é a não-linearidade média relacionada ao comprimento de espalhamento médio
as0 da onda-s, e g1 é a amplitude de uma modulação periódica da rede óptica na direção
y, com período π/κ.

Em um caso presente na literatura [72, 73], de um sistema quase-2D confinado em
uma direção com um comprimento de espalhamento efetivo 2D sendo definido em termos
de um comprimento de espalhamento 3D e uma escala na direção de confinamento, os
parâmetros g0 e g1 são expressos em unidades de energia multiplicadas por alguma dis-
tância quadrática. Podemos obter a modulação espacial manipulando o comprimento de
espalhamento com um campo de laser modulado próximo a uma transição, ou seja, pró-
ximo à ressonância de um nível p das moléculas excitadas. Estas transições relacionadas
a um par de átomos interagentes são capazes de mudar o valor ou até inverter o sinal do
comprimento de espalhamento.

É possível demonstrar que uma variação periódica da intensidade do campo de laser
aplicada a uma direção y na forma de I(y) = I0 cos

2(κy), produz uma variação periódica
do comprimento de espalhamento do tipo as(y) = as0[1 + αI/(δ + I)], onde as0 é o
comprimento de espalhamento na ausência de luz, δ é a demodulação da ressonância,
podendo ser positivo ou negativo, e α é um fator constante [69, 74]. Para intensidades
fracas, quando I0 ≪ |δ|, a parte real do comprimento de espalhamento é aproximadamente
as = as0 + as1 cos(κy), levando a uma não-linearidade modulada essencialmente igual
aquela descrita na equação (3.2).

Temos que ter em mente que, ao se criar uma NOL em um BEC, manipulando o
comprimento de espalhamento desta forma, teremos uma perda via emissão espontânea
inerente à técnica de Ressonância de Feshbach [30, 75, 76]. Esses efeitos dissipativos po-
dem ser minimizados ao se utilizar um campo de laser suficientemente intenso [77]. O
controle de uma ressonância de Feshbach magnética por meio de um campo de laser tam-
bém reduz a perda em relação à ressonância opticamente induzida. No experimento citado
em [77], é demonstrado que a luz próxima à ressonância com uma transição molecular
no 87Rb pode ser usada para mudar o valor do campo magnético aonde a ressonância de
Feshbach ocorre. Deste modo é possível mudar o comprimento de espalhamento na escala
do comprimento de onda óptico sem muitas perdas (duas ordens de magnitude menores
que nos experimentos de ressonância opticamente induzida)
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A partir deste ponto descreveremos as equações adotando unidades adimensionais
rescalonando as variáveis temporais e espaciais. As variáveis descritas em (3.1) são re-
definidas como t → (~/Er) t, r → r/k, com Er ≡ ~2k2/2m sendo a energia de recuo
e r ≡ x, y, z. A função de onda é rescalonada para ψ(r, t) → ku(r, t), de forma que a
equação (3.1) será expressa como

i
∂u

∂t
= −

[
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

]
− Vl(x)u− Γ(y)|u|2u (3.3)

onde
Vl(x) = ε cos(2x), Γ(y) = χ+ γ cos(λ y), (3.4)

são respectivamente potenciais oriundos das redes ópticas linear e não-linear, e ε = Λ/Er,
χ = g0k

2/Er = 8πas0k, λ = 2κ/k, γ = g1k
2/Er, com g1 sendo assumido como um

parâmetro livre.

3.2 Análise Variacional

Consideramos soluções localizadas da equação (3.3) nas LOL e NOL descritas pela
equação (3.4) com não-linearidade média negativa e positiva, correspondendo respectiva-
mente às interações atrativas e repulsivas.

Para obter as estimativas analíticas para a existência e estabilidade de sólitons utili-
zamos uma análise variacional (VA) e procuramos soluções do tipo:

u(x, y, t) = U(x, y) exp(−iµt),

com potencial químico µ e U(x, y) sendo uma função real do perfil do sóliton. Devido
à anisotropia da rede óptica cruzada, tendo diferentes naturezas e amplitudes nas duas
direções, esperamos que os sólitons tenham uma seção transversal do tipo elíptica nos
seus perfis. Levamos este fato em consideração ao adotar em nossa análise o seguinte
“ansatz” para U(x, y)

U(x, y) = Ae−
1
2
(ax2+by2) (3.5)

com os parâmetros a e b controlando a largura da gaussiana nas duas direções. Utilizando
este “ansatz”, a equação de Gross-Pitaevskii estacionária pode ser escrita como
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µU + Uxx + Uyy + ε cos(2x)U + [χ+ γ cos(λ y)]U3 = 0 (3.6)

com o potencial químico sendo obtido diretamente por

µN =

∫ {
|∇U |2 − ε cos(2x)U2 − [χ+ γ cos(λ y)]U4

}
dx dy,

com sua energia total sendo dada por

E =

∫ {
|∇U |2 − ε cos(2x)U2 − χ+ γ cos(λ y)

2
U4

}
dx dy.

A partir do “ansatz” (3.5) o número de átomos normalizados é expresso em termos
dos parâmetros variacionais {A, a, b} como

N =

∫
U2dx dy =

A2π√
ab
. (3.7)

É possível derivar a equação de Gross-Pitaevskii estacionária da Lagrangeana de
campo

L =
1

2

∫ {
|∇U |2 − [µ+ ε cos(2x)]U2

− 1

2
[χ+ γ cos(λ y)]U4

}
dx dy. (3.8)

Ao inserir nosso “ansatz” na Lagrangeana, após efetuar as integrações, obtemos a
seguinte Lagrangeana efetiva (Leff ) para os parâmetros variacionais {a, b, A}:

Leff =
A2π

4
√
ab

{
a+ b− A2

2

[
χ+ γe−λ2/(8b)

]
−

2
[
µ+ εe−1/a

]}
. (3.9)

A energia total (E), em função dos mesmos parâmetros, é dada por

E = N

{
a+ b

2
− A2

4

[
χ+ γe−λ2/(8b)

]
− εe−1/a

}
. (3.10)

Das equações de Euler-Lagrange para os parâmetros {a, b, A}, podemos obter uma
relação implícita entre o potencial químico e o número de átomos derivada de Leff . As



CAPÍTULO 3. SÓLITONS BIDIMENSIONAIS 27

equações podem ser expressas como

µ =
b− 3a

2
− ε

(
1− 4

a

)
e−

1
a , (3.11)

N =
4π

a
√
ab

a2 − 2εe−
1
a

χ+ γe−
λ2

8b

, (3.12)

E

N
=

b− a
2
− ε

(
1− 2

a

)
e−

1
a , (3.13)

sendo a, b soluções da equação transcendental

1

b
+ γ

λ2

4b2
e−

λ2

8b

χ+ γe−
λ2

8b

= F (a) (3.14)

com

F (a) =
a

a2 − 2εe−
1
a

. (3.15)

Soluções analíticas exatas da equação (3.14) podem ser encontradas para os casos
limites descritos à seguir:

i) Caso γ = 0, onde temos uma OL quase-1D na direção x. Neste caso, obtemos
b = 1/F (a) da equação (3.14). Substituindo este valor de b nas equações (3.11) e (3.12),
obtemos os seguintes parâmetros para a curva de existência de sólitons no espaço de fase
µ−N :

µ = −a− ε
(
1− 3

a

)
e−

1
a , (3.16)

N =
4π

χ

√
1− ε 2

a2
e−

1
a . (3.17)

Este caso é equivalente ao caso em que λ = 0, γ ̸= 0, redefinindo χ em (3.17) para χ+ γ.
As equações acima coincidem com as de um caso de potencial 1D da referência [78]

[compare as equações acima com as equações (8) e (9) da referência], onde os autores
demonstraram que o sistema pode suportar soluções localizadas 2D apenas no caso de
interações atrativas. A ausência de um potencial de confinamento na direção y, faz com
que a solução seja uniforme nesta direção. No entanto a solução é estável se utilizada uma
condição de contorno periódica na direção y.

ii) Caso χ = 0, onde a NOL e a LOL estão presentes mas a não-linearidade média é
demodulada para zero. Neste caso, a equação (3.14) fica reduzida a 4b + λ2 = 4b2F (a) e
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b pode ser expresso em função do parâmetro a como

b =
1 +

√
1 + λ2F (a)

2F (a)
. (3.18)

iii) Caso ε = 0, onde temos a NOL na direção y, porém sem um potencial de con-
finamento na direção x. Neste caso, F (a) = 1/a, e as soluções para µ e N podem ser
convenientemente expressas em função do parâmetro b:

a

b
=

[
1 +

λ2

4b

(
1− χ

χ+ γe−
λ2

8b

)]−1

. (3.19)

µ =
b

2

(
1− 3

a

b

)
(3.20)

N = 4π

√
a

b

1

χ+ γe−
λ2

8b

. (3.21)

Na ausência de confinamentos nas direções x e y (i.e. ε = 0, γ = 0) as equações
acima reproduzem resultados conhecidos de sólitons 2D. Em particular, para interações
atrativas, χ > 0, as larguras do sóliton nas duas direções se tornam idênticas, a = b, e
o número de átomos multiplicado pela não-linearidade fica reduzido a uma constante que
coincide com a norma de sólitons de Townes 2D [79] determinando o limite crítico para o
colapso do sóliton 2D em Ncr = 4π/χ.

Para o caso geral as soluções exatas devem ser encontradas numericamente a partir
da equação (3.14).

3.2.1 Resultados variacionais

Nas figuras 3.1 e 3.3, mostramos as curvas variacionais µ−N obtidas pelas equações
(3.11) à (3.15) para os casos atrativo e repulsivo respectivamente. Note o comportamento
monótono com o surgimento de um mínimo (ponto de desvio) em N , o que sugere um
limite no número de átomos para a existência de um sóliton. Isto é uma característica
inerente aos sólitons de equações de Schrödinger não-lineares com termo cúbico e está
associada a uma transição à não-localidade [80], ou seja, para valores de N menores que
o valor crítico (mínimo das curvas em N ) a solução decai rapidamente em um fundo
uniforme e se torna totalmente não-localizável. Nas figuras 3.2 e 3.4 também apresentamos
os gráficos no plano E − N . Note que, da definição geral µ = dE

dN
, o potencial químico
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corresponde as inclinações das curvas para um dado N . Também perceba que as curvas
E −N demonstram “extremos” nos pontos de desvio correspondentes das curvas µ−N .

A estabilidade das soluções solitônicas pode ser deduzida das curvas no plano µ−N
por meio do critério necessário de Vakhitov-Kolokolov [34], que diz que soluções estáveis
sempre se encontram em trechos nos quais dµ/dN < 0. Vemos que nenhuma solução
pode ser estável, quer a interação média seja atrativa quer repulsiva, na presença apenas
de uma NOL (ou seja, com ε = 0). Contudo, ao aumentarmos a amplitude da LOL, a
inclinação das curvas muda de positiva para negativa (em alguns trechos). Portanto, nosso
estudo analítico prediz a existência de sólitons estáveis em um conjunto de uma LOL e uma
NOL cruzadas, não apenas para o caso de interações atrativas, o que é esperado mesmo na
ausência de uma NOL na direção y [78], como também para o caso de interações repulsivas
(na ausência da NOL isto seria impossível).

Na próxima seção demonstramos que estas predições estão de acordo com os resul-
tados obtidos com as integrações numéricas da equação de Gross-Pitaevskii (GPE).
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Figura 3.1: Resultados da análise variacional para sólitons 2D, com não-
linearidade média atrativa (com χ = 0,5). O potencial químico µ é mostrado
em função de N para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior
das figuras. Os demais parâmetros são fixados em λ = 2, γ = 1. Todas as
quantidades são apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.2: Resultados da análise variacional para sólitons 2D, com não-
linearidade média atrativa (com χ = 0,5). A energia total E é mostrada em
função de N para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior das
figuras. Os demais parâmetros são fixados em λ = 2, γ = 1. Todas as quanti-
dades são apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.3: Resultados da análise variacional para sólitons 2D, com não-
linearidade média repulsiva (com χ = −0,5) O potencial químico µ é mostrado
em função de N para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior
das figuras. Os demais parâmetros são fixados em λ = 2, γ = 1,0. Todas as
quantidades são apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.4: Resultados da análise variacional para sólitons 2D, com não-
linearidade média repulsiva (com χ = −0,5) A energia total E é mostrada
em função de N para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior
das figuras. Os demais parâmetros são fixados em λ = 2, γ = 1. Todas as
quantidades são apresentadas em unidades adimensionais.
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3.3 Resultados numéricos

Para confirmar os resultados das predições analíticas foram feitas integrações nu-
méricas da equação de Gross-Pitaevskii 2D (3.3) com uma combinação de redes ópticas,
linear na direção x e não-linear na direção y. Para encontrar as soluções localizadas foi
utilizado um algoritmo básico de relaxação no tempo imaginário com uma renormaliza-
ção que nos permite fixar o potencial químico µ e determinar o número de átomos N
correspondente [81]. Os resultados completos, análogos aos resultados variacionais das
figuras 3.1 a 3.4, são dados nas figuras 3.5 a 3.8.

Usando a propagação no tempo imaginário para obter sólitons estáveis para diferen-
tes valores de µ foi possível traçar curvas no plano N − µ (ver exemplos de soluções nos
painéis esquerdos da figura 3.9). O algorítmo em questão nos permite seguir as soluções
mesmo em regiões onde elas se tornam instáveis (chamados estados hiperbólicos [81]).
Isto nos permite determinar exatamente a existência do limite do número de átomos (pon-
tos de desvio). Curvas para sólitons 2D obtidas com esse método estão representadas nas
figuras 3.5 à 3.8 para interações atrativas (3.5 e 3.6) e repulsivas (3.7 e 3.8). Para faci-
litar a comparação com os resultados variacionais é considerado o mesmo conjunto de
parâmetros das figuras 3.1 à 3.4.

Vemos que, no caso atrativo, a concordância é muito boa, e não apenas qualitativa-
mente, como também do ponto de vista quantitativo. Desconsiderando o pequeno salto de
valor nas curvas, o VA corretamente prevê a existência de um ponto de desvio e a mudança
na estabilidade das soluções. Observe que a concordância melhora com o aumento de am-
plitude da LOL, sendo esta uma consequência do fato de que em uma rede óptica mais
profunda, o sóliton torna-se mais localizado e melhor descrito pelo “ansatz” gaussiano
utilizado em nossa análise variacional.

Por outro lado, no caso repulsivo a concordância é mais qualitativa, com um grande
salto entre as curvas numéricas e variacionais, pois estas últimas não são afetadas pelo
aumento na amplitude da LOL. Esta discrepância pode ser atribuída ao fato de que para
interações repulsivas, o “ansatz” gaussiano utilizado no VA torna-se menos preciso devido
ao tunelamento de matéria entre poços potenciais adjacentes (a função de onda do conden-
sado não pode mais ser localizada em um único poço potencial e desenvolve satélites em
poços adjacentes da rede óptica).

Na figura 3.9 comparamos seções dos perfis de densidade de sólitons corresponden-
tes aos pontos indicados nas curvas com ε = 1,0 nas figuras 3.5 à 3.8. Os painéis direitos
da figura 3.9 se referem as soluções VA para o caso atrativo (superior) e repulsivo (infe-
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rior), enquanto os perfis análogos obtidos pelas integrações numéricas da GPE no tempo
imaginário estão indicados nos painéis esquerdos.

Observamos que, para os parâmetros escolhidos, há uma boa concordância com as
predições analíticas. Também notamos que, para o caso atrativo (não-linearidade média
positiva), a localização induzida pela LOL na direção x é maior que a induzida pela NOL
na direção y. Contudo, ao trocar-se o sinal da não-linearidade média, mantendo os outros
parâmetros idênticos, ocorre exatamente o oposto.

A estabilidade dessas soluções foi verificada por meio de uma propagação da GPE
no tempo real utilizando um método de Crank-Nicolson com um “split-step” e tendo como
função inicial um sóliton levemente deslocado nas duas dimensões. Nas figuras 3.5 e 3.7,
selecionamos quatro específicas soluções solitônicas, em trechos das curvas com ε=2 com
diferentes inclinações e próximas aos pontos de desvio, a fim de checar a estabilidade,
sendo µ = −0,7 (losango) e µ = −0,55 (asterisco) no caso atrativo (figuras 3.5 e 3.6);
µ = −1,0 (círculo) e µ = −0,55 (triângulo) no caso repulsivo (figuras 3.7 e 3.8).

Na figura 3.10 mostramos a dinâmica obtida das integrações numéricas da GPE com
condição inicial de um sóliton levemente deslocado. Vemos que enquanto os sólitons
que se encontram nos trechos das curvas com inclinação negativa são estáveis durante a
evolução temporal, aqueles situados nos trechos com inclinação positiva são instáveis e
rapidamente decaem em um fundo uniforme.
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Figura 3.5: Curvas de existência dos sólitons 2D no plano µ − N obtidas pe-

las integrações numéricas da equação (3.3) com não-linearidade média atrativa
(χ = 0,5), para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior das
figuras. Os demais parâmetros são fixados como na figura 3.1. Os símbo-
los nas curvas correspondem a soluções utilizadas na comparação de perfis de
densidade com os resultados variacionais (figura 3.9) e na confirmação da es-
tabilidade com propagações no tempo (figura 3.10). Todas as quantidades são
apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.6: Curvas de existência dos sólitons 2D no plano E − N obtidas pe-

las integrações numéricas da equação (3.3) com não-linearidade média atrativa
(χ = 0,5), para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior das
figuras. Os demais parâmetros são fixados como na figura 3.2. Os símbo-
los nas curvas correspondem a soluções utilizadas na comparação de perfis de
densidade com os resultados variacionais (figura 3.9) e na confirmação da es-
tabilidade com propagações no tempo (figura 3.10). Todas as quantidades são
apresentadas em unidades adimensionais.



CAPÍTULO 3. SÓLITONS BIDIMENSIONAIS 38

10 15 20 25 30 35 40
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

  = 0
  = 1
  = 2
  = 3
  = -0.96
  = -1
  = -0.55

 

 
N

Figura 3.7: Curvas de existência dos sólitons 2D no plano µ − N obtidas pelas
integrações numéricas da equação (3.3) com não-linearidade média negativa
(χ = −0,5), para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior das
figuras. Os demais parâmetros são fixados como na figura 3.3. Os símbo-
los nas curvas correspondem a soluções utilizadas na comparação de perfis de
densidade com os resultados variacionais (figura 3.9) e na confirmação da es-
tabilidade com propagações no tempo (figura 3.10). Todas as quantidades são
apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.8: Curvas de existência dos sólitons 2D no plano E − N obtidas pelas

integrações numéricas da equação (3.3) com não-linearidade média negativa
(χ = −0,5), para diferentes amplitudes ε (da LOL) indicadas no interior das
figuras. Os demais parâmetros são fixados como na figura 3.4. Os símbo-
los nas curvas correspondem a soluções utilizadas na comparação de perfis de
densidade com os resultados variacionais (figura 3.9) e na confirmação da es-
tabilidade com propagações no tempo (figura 3.10). Todas as quantidades são
apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.9: Perfis de densidade do sóliton nas direções x = 0 (linhas tracejadas)

e y = 0 (linhas contínuas) para o caso atrativo χ = 0,5 (painéis superiores) e
repulsivo χ = −0,5 (painéis inferiores). Nos painéis esquerdos estão os resul-
tados do método numérico de relaxação da GPE no tempo imaginário e corres-
pondem aos pontos indicados nas curvas ε = 1,0, em N = 6,02 (µ = −0,523),
na figura 3.1, e N = 21,12 (µ = −0,96), na figura 3.3. Nos painéis direi-
tos estão os resultados preditos pela VA para os mesmos potenciais químicos
dos painéis esquerdos. Neste caso, para µ = −0,523, temos N = 6,2 (caso
atrativo); e para µ = −0,96, temos N = 22,69 (caso repulsivo). Os demais
parâmetros são fixos como nas figuras 3.1 à 3.1. Todas as quantidades são
apresentadas em unidades adimensionais.
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Figura 3.10: Evolução temporal das seções de x e y da densidade dos sólitons
para interação atrativa (painéis superiores) e repulsiva (painéis inferiores) cor-
respondentes aos pontos nos trechos estáveis (painéis esquerdos) e instáveis
(painéis direitos), das curvas com ε = 2, indicados nas figuras 3.5 e 3.7. O po-
tencial químico dos sólitons estáveis e instáveis são µ = −0,7, µ = −0,55 para
o caso atrativo e µ = −1,0, µ = −0,55 para o caso repulsivo, respectivamente.
No lado esquerdo dos painéis está indicada a escala da densidade, com a evolu-
ção temporal do lado direito. Os perfis mais largos correspondem as seções na
direção y. Todas as quantidades são apresentadas em unidades adimensionais.
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3.4 Discussão dos resultados

Pelos resultados apresentados é possível demonstrar a existência de sólitons em con-
densados de Bose-Einstein ao se cruzar duas redes ópticas diferentes, uma linear em uma
direção e uma não-linear na direção ortogonal. Os resultados numéricos estão em acordo
com o esperado da análise variacional utilizando o critério VK. Concluímos assim ser pos-
sível criar sólitons 2D estáveis em BECs utilizando uma rede óptica linear na direção x e
uma rede óptica não-linear na direção y (com a modulação periódica do comprimento de
espalhamento), para os casos de interações de fundo do tipo atrativa e repulsiva.

Ao se comparar, por exemplo, as figuras 3.1 e 3.5, que mostram as curvas de existên-
cia no planoN−µ para o caso atrativo, vemos uma boa concordância quantitativa entre os
cálculos variacionais e numéricos. No caso repulsivo, como é possível observar nas figu-
ras equivalentes 3.3 e 3.7, temos uma leve dificuldade de estabelecer uma equivalência no
comportamento das mesmas após o ponto de virada na curva de existência, quando o fa-
tor repulsivo começa a dominar o sistema e ele rapidamente deixa o equilíbrio necessário
para manter a estabilidade das ondas de matéria. Isto é visto claramente nos comporta-
mentos dos perfis de densidade da função de onda, nos cálculos de dinâmica mostrados
na figura 3.10, onde um sóliton no caso repulsivo se desfaz em um tempo, ao menos, duas
vezes maior. Esse comportamento também é sentido ao se realizar os cálculos numéricos,
onde é necessário uma precisão, e portanto um tempo de máquina, cada vez maior para se
obter cada um dos pontos calculados, ao se aproximar do ponto de virada, e quanto maior
o valor subsequente de µ, aumentando a velocidade com qual o sóliton deixa o equilíbrio.



Capítulo 4

Sólitons tridimensionais

Após a publicação [1] dos resultados do capítulo 3, tendo em vista também nosso
trabalho de 2007 [31], começamos a nos perguntar se essa mesma rede óptica (bidimensi-
onal) seria suficiente para estabilizar sólitons caso fosse aplicada a um sistema tridimen-
sional. Até então, a maioria dos estudos realizados (tanto teóricos quanto experimentais)
se dedicaram a estudar sistemas de condensados de Bose-Einstein em uma ou duas di-
mensões [22,27,78,82]. Um pouco mais recentemente, alguns trabalhos voltados à óptica
não-linear discutiram sólitons tridimensionais [83–85], mas pouco havia sido feito em re-
lação à sistemas de condensados de Bose-Einstein (com alguma exceção [86]).

Portanto, dando continuidade ao estudo de sólitons em redes ópticas, partimos para o
caso tridimensional, no qual acrescentamos uma terceira dimensão (z) livre de potenciais
externos (caso quase-2D). Mantivemos a mesma abordagem do capítulo anterior, efetu-
ando um tratamento analítico por meio da análise variacional de um “ansatz” gaussiano
para a função de onda solitônica, e também numericamente por métodos de relaxação
e integração direta da equação de Gross-Pitaevskii (GPE) correspondente. Após vários
cálculos numéricos, concluímos que os sólitons 3D presentes nessa rede quase-2D eram
sempre instáveis, nos levando a uma mudança na rede óptica aplicada ao sistema. Optamos
então por acrescentar uma rede óptica linear na direção z e obtivemos sólitons estáveis em
ambos os casos atrativo e repulsivo.

4.1 Modelo teórico

O BEC 3D, com duas LOLs nas direções x e z, e uma NOL na direção y, é descrito
pela seguinte equação de Gross-Pitaevskii:

43
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i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ −

∑
ζ=x,z

Λζ cos(2k ζ)ψ + g(y)|ψ|2ψ (4.1)

onde ψ ≡ ψ(r, t) está normalizado ao número de átomos, ∇2 é o Laplaciano tridimensio-
nal, m é a massa atômica e Λζ cos(2k ζ) é a LOL na direção ζ (ζ ≡ x, z), com amplitude
Λζ e constante de rede π/k (idênticas nas duas direções ζ). O g(y) representa a NOL na
direção y, e é descrito como:

g(y) = g0 + g1 cos(2κy), (4.2)

onde g0 é a não-linearidade média relacionada ao comprimento de espalhamento as0 (da
onda s), dado por g0 = 4π~2as0/m para o caso 3D, e g1 é a magnitude da modulação
periódica da não-linearidade na direção y, com período π/κ.

Adotamos novamente unidades adimensionais ao escalonar as variáveis de espaço e
de tempo, substituindo as variáveis em (4.1), t→ (~/Er) t, r→ r/k, com Er ≡ ~2k2/2m
sendo a energia de recuo e r ≡ x, y, z. É possível então reescalonar a função de onda para
ψ(r, t)→ k3/2u(r, t), com a Eq. (4.1) sendo transformada em:

i
∂u

∂t
= −∇2u− V u− Γ|u|2u (4.3)

onde

V ≡ V (x, z) = εx cos(2x) + εz cos(2z), (4.4)

Γ ≡ Γ(y) = χ+ γ cos(λ y), (4.5)

são as LOLs e NOLs, respectivamente.
Considerando as equações (4.1) a (4.3), definimos então:

εζ ≡ Λζ/Er, χ ≡ g0k
3/Er = −8πas0k,

λ ≡ 2κ/k, γ ≡ −g1k3/Er, (4.6)

com g1 tendo sido assumido como um parâmetro livre.
Obtemos novamente as curvas de existência para a solução estacionária

u(r, t) = U(x, y, z) exp(iµt),
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com potencial químico µ e U(x, y, z) sendo uma função real do perfil do sóliton, um
“ansatz” do tipo gaussiano em 3D. Substituindo na Eq. 4.3 obtemos a equação estacionária

µU = −∇2U − V U − Γ|U |2U , (4.7)

com potencial químico e energia total dados respectivamente por:

µN =

∫ {
|∇U |2 − V (x, z)U2 − Γ(y)U4

}
dx dy dz, (4.8)

E =
1

2

∫ {
|∇U |2 − V (x, z)U2 − Γ(y)

2
U4

}
dx dy dz. (4.9)

O espaço de fase 3D nas integrações das expressões anteriores vão de −∞ à +∞.

4.1.1 Análise Variacional

Para fazer a análise das equações (4.7) a (4.9) pelo método variacional, utilizamos o
“ansatz” tipo Gaussiana:

U(x, y, z) = A e−
1
2
(ax2+by2+cz2), (4.10)

onde a, b e c controlam a largura da função em cada uma das três dimensões.
Observando que o “ansatz” assume que a função densidade do condensado fique

centrada na origem, com isso temos uma situação favorável quando os sinais da LOL ε

e da NOL γ são positivos. Por outro lado, caso tenha sinais opostos, como por exemplo
ε > 0 e γ < 0, devido às diferentes posições dos mínimos das LOs nas direções x e
y. É possível entender isto da seguinte forma: embora na direção x os átomos tendem a
ficar localizados ao redor da origem em x = 0 (devido ao mínimo do LOL estar centrado
neste ponto), na direção y a NOL possui um máximo centrado em y = 0 (com a interação
local repulsiva) e os átomos tendem a deslocalizar-se neste ponto. Por isso é esperada
uma distorção (no que se refere ao caráter Gaussiano da mesma) da densidade no plano
x−y, que não é prevista pelo simplificado “ansatz” (4.10) proposto. A partir de simulações
PDE, descobrimos que essas soluções distorcidas podem existir, mas são sempre instáveis.
Portanto, restringiremos a análise variacional ao caso ε > 0 e γ < 0, para o qual o “ansatz”
(4.10) é mais apropriado.

A partir da equação (4.10), o número átomos normalizado é expresso em termos dos
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parâmetros variacionais A, a, b, c:

N =

∫
U2dx dy dz =

A2π3/2

√
abc

. (4.11)

A equação de Gross-Pitaevskii estacionária em (4.7) pode ser derivada da Lagran-
geana de campo L, que é dada por:

2L =

∫ {
|∇U |2 − [µ+ V (x, z)]U2 − Γ(y)

2
U4

}
dx dy dz. (4.12)

Ao substituir o “ansatz” (4.10) na equação acima e executando as integrações, nova-
mente em termos dos parâmetros variacionais a, b, c e A, obtemos o Lagrangeano efetivo:

Leff =
A2π

3
2

4
√
abc

{
a+ b+ c− A2

2
√
2

[
χ+ γe−

λ2

8b

]
−

2(µ+ εxe
− 1

a + εze
− 1

c )
}
, (4.13)

onde A2 está relacionado ao número de átomos pela relação (4.11).
O formalismo descrito até agora pode ser aplicado de uma forma mais geral em dife-

rentes sistemas de redes ópticas cruzadas compostas de LOLs e NOLs. Ao considerarmos
os parâmetros, εx e εz, das LOLs, podemos chegar à dois casos específicos: (i) εx ≡ ε

com εz = 0, o caso quase-2D, com uma LOL 1D e uma NOL 1D; e (ii) εx ≡ εz ≡ ε, o
caso 3D, com uma LOL 2D e uma NOL 1D.

4.2 Resultados e discussões

4.2.1 Sólitons 3D em OLs quase-2D

Nesta seção encontram-se os resultados do primeiro caso estudado, onde temos a
direção z livre de potenciais aplicados (Λz = 0 na equação (4.1) ou εz = 0 na equação
(4.4)). Investigamos o caso atrativo, único que poderia (em teoria) apresentar estabilidade,
já que os átomos podem se mover livremente em uma das direções.

Ao considerar εz = 0 e εx ≡ ε na equação (4.13), é possível obter uma relação entre
o potencial químico e o número de átomos com os parâmetros variacionais, a, b, c e A, a
partir das equações de Euler-Lagrange. Assim temos respectivamente as expressões para
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o potencial químico µ e número de átomos N :

µ =
b

2
− a− ε

(
1− 3

a

)
e−

1
a , (4.14)

N = 4π

√
2π

abc

a− 2ε(e−
1
a )/a

χ+ γe−
λ2

8b

, (4.15)

onde a, b, c são obtidos a partir da equação transcendental:

1

b
+
λ2

4b2
γe−

λ2

8b

χ+ γe−
λ2

8b

=
1

c
, (4.16)

com parâmetro c dado por:

c =

(
a− 2ε

a
e−1/a

)
. (4.17)

Assim, é possível reescrever a equação (4.15) para o número de partículas como:

N = 4π

√
2πc

ab

1

χ+ γe−
λ2

8b

. (4.18)

Obtidos a partir das equações acima, para os diferentes valores da LOL na direção
x (como indicado no interior da figura), com a direção z livre de potenciais (εz = 0), na
figura 4.1 temos as curvas resultantes de sólitons 3D no plano µ−N . Conforme verificado,
nenhum sóliton 3D estável pode existir, de acordo com o critério de VK (o qual se prevê
estabilidade para dµ/dN < 0) no caso atrativo.

No figura 4.2 comparamos uma das curvas de existência do resultado VA (no caso a
com εx = 3) com a curva correspondente obtida a partir de simulações numéricas (PDE)
da equação GP, de onde observa-se uma boa concordância quantitativa entre os resultados
numéricos e analíticos. As simulações de PDE também confirmam a previsão do critério
VK sobre a instabilidade de sólitons 3D neste caso.

Na próxima seção analisarei o segundo caso tratado, com uma LOL 2D, em ambas
as direções x e z e uma NOL 1D na direção y.
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Figura 4.1: O potencial químico µ em função do número de átomos N para sóli-
tons 3D, em uma combinação cruzada de uma LOL 1D (direção x) com uma
NOL 1D (direção y) e a terceira direção z livre de potenciais (εz = 0), no
caso de uma interação média de dois corpos atrativa (χ = 1). Resultados VA
para diferentes valores da LOL εx = ε, com os outros parâmetros fixos como
indicado.
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Figura 4.2: O potencial químico µ em função do número de átomos N para sóli-
tons 3D, em uma combinação cruzada de uma LOL 1D (direção x) com uma
NOL 1D (direção y) e a terceira direção z livre de potenciais (εz = 0), no
caso de uma interação média de dois corpos atrativa (χ = 1). Verificação entre
os resultados VA para ε = 3 (linha tracejada) com os resultados PDE (linha
sólida).
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4.2.2 Sólitons em uma combinação cruzada de redes ópticas 3Ds

O resultado da seção anterior, obviamente, não pode ser válido para comprimentos
de espalhamento repulsivos, pois a direção z é totalmente livre de potenciais externos.
No entanto, até para o caso repulsivo, é possível estabilizar sólitons, ao adicionar uma
LOL na direção z. Assim, a partir das equações já derivadas, que levaram à Lagrangeana
variacional efetiva 4.13), seguiremos a análise considerando o caso específico de uma LOL
simétrica com εx = εz ≡ ε. Ao analisar esse caso, por razões de simetria, deduz-se que
as soluções solitônicas estacionárias terão larguras iguais nas direções x e z, no “ansatz”
U tendo c = a. Mostraremos também, por meio de resultados das simulações numéricas,
o comportamento dinâmico na transição entre as regiões de estabilidade e instabilidade,
com relação à força da LOL na direção z.

Seguindo a mesma discussão na seção anterior sobre a validade do “ansatz” gaus-
siano para sólitons 3D em uma combinação cruzada de OLs, foram também restringidos
aqui os sinais das duas LOLs e da NOL, todas positivos. O Lagrangeano eficaz fica então
definido como:

Leff =
π3/2A2

4a
√
b
{2a+ b− 2(µ+ 2εe−1/a)

− A2

2
√
2
(χ+ γe−λ2/8b)} (4.19)

com A2 relacionado ao número de átomos pela expressão:

N =
A2π3/2

a
√
b
.

Neste caso, obtemos as seguintes relações para o potencial químico e número de
átomos, em função dos parâmetros variacionais:

µ =
b

2
− a− 2ε

(
1− 2

a

)
e−1/a, (4.20)

N = 4π

√
2π

b

1− 2ε(e−1/a)/a2

χ+ γe−λ2/8b
. (4.21)

Assim como nas equações (4.16) e (4.17), os parâmetros a e b estão relacionados
pela equação transcendental:
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1

b
+
λ2

4b2
γe−

λ2

8b

χ+ γe−
λ2

8b

=
1

a− (2ε/a)e−1/a
. (4.22)

Nas figuras 4.3 e 4.4 estão as curvas VA (linhas contínuas) no plano (µ − N), que
examinam a existência de sólitons 3D estáveis em uma combinação cruzada de uma LOL
2D e uma NOL 1D para interações atômicas positivas e negativas. Como observado,
em ambos os casos há a possibilidade de existência dos sólitons 3D em acordo com o
critério de VK (dµ/dN < 0). Para fins de comparação, junto com os resultados VA (linhas
sólidas), temos em cada uma das figuras 4.3 e 4.4, resultados das integrações numéricas da
PDE (linhas pontilhadas) que corroboram os os resultados VA para parâmetros específicos
indicados nas legendas dos gráficos.

Lembrando que, apesar de que para interações repulsivas o critério VK pode não ser
indicativo de estabilidade de sólitons (a estabilidade pode ser verificada por meio de um
critério “anti-VK”dµ/dN > 0 [71]), para os casos investigados temos sempre uma boa
concordância entre as previsões do critério VK e os resultados numéricos.

Na figura 4.5, são mostrados seções dos perfis solitônicos previstos nos cálculos VA
(quadros à esquerda) e seus resultados correspondentes obtidos pelo método de relaxa-
ção (quadros à direita), para interações médias atrativas [quadros (a) e (b)] e repulsivas
[quadros (c) e (d)], respectivamente.

É possível observar que no caso atrativo os resultados VA e PDE possuem uma boa
concordância qualitativa (ver também a figura 4.3). O mesmo não ocorre com a interação
média repulsiva para os parâmetros utilizados nas OLs. Essa diferença pode ser explicada
pela imprecisão do “ansatz” gaussiano ao descrever a função de onda do condensado para
valores grandes na amplitude da LOL. No caso de interações médias repulsivas e OLs
de grandes amplitudes temos uma divisão do condensado pelos sítios vizinhos da rede.
Esta divisão gera agrupamentos satélites das partículas, como os vistos na figura 4.9. Para
que esse efeito seja minimizado e a concordância com nosso “ansatz” seja ampliada, é
necessária uma redução na intensidade da LOL e também na não-linearidade média.

Nas figuras 4.6 e 4.7 estão os resultados da integração direta no tempo da GPE para
os pontos µ=−2,5 e µ=−3,5, respectivamente, presentes na curva numérica da figura 4.4
próximos ao limite entre as regiões de estabilidade/instabilidade conforme o critério VK.
Essas simulações confirmam a estabilidade (instabilidade) da solução no ponto µ=−2,5
(µ = −3,5). Na figura 4.7, é possível ver que logo no início da propagação no tempo,
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Figura 4.3: Resultados VA (linhas sólidas) do potencial químico µ em função do
número de átomos N , para sólitons 3D em uma combinação cruzada de uma
LOL 2D e uma NOL 1D. Fixando ε = 3 e a interação atrativa χ = 1, variando
a força da NOL, tendo, da esquerda para direita, γ = 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0, 0.7,
0.5, respectivamente. A linha pontilhada representa os resultados numéricos
PDE para γ = 0.5 (os demais parâmetros permanecem idênticos ao caso VA).
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Figura 4.4: Resultados VA (linhas sólidas) do potencial químico µ em função do
número de átomos N , para sólitons 3D em uma combinação cruzada de uma
LOL 2D e uma NOL 1D. Fixando ε = 3 e γ = 0.5, variando a não-linearidade
média repulsiva das interações, tendo, da esquerda para direita, χ = 0.0, −0.1,
−0.2, −0.25, −0.3, respectivamente. A linha pontilhada representa os resulta-
dos numéricos PDE para χ = −0.2 (os demais parâmetros permanecem idên-
ticos ao caso VA).
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Figura 4.5: Quadros superiores: Seções do perfil do sóliton em função de uma
das dimensões (com as outras duas centradas em zero) do cálculo VA [quadro
(a)] e das simulações de PDE [quadro (b)], para não-linearidade média atrativa
χ = 1. A NOL é definida pelo γ = 0, 5. Os parâmetros para os perfis VA são
a = c = 2, 11, b = 0, 44, que correspondem ao N = 6, 5 e µ = −2, 07. Os
valores de N , µ para os perfis PDE são N = 5, 84, µ = −2.07. Os demais
parâmetros são idênticos aos das figuras 4.3 e 4.4. Quadros inferiores: Idem
aos quadros superiores, mas para uma não-linearidade média repulsiva com
χ = −0, 2. Os parâmetros dos perfis VA [quadro (c)] são a = c = 2, 589,
b = 2, 035, correspondente ao µ = −2, 5. Os valores de N e µ para os perfis
PDE [quadro (d)] são N = 40 e µ = −2, 5.
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Figura 4.6: A dinâmica de um sóliton presente na região de estabilidade na figura
4.4 (caso repulsivo), com µ = −2, 5, demonstra a estabilidade do mesmo.
Temos ε = 3, 0, γ = 0, 5 e χ = −0, 2. O perfil na direção y é ligeiramente
mais aberto e os resultados estão em unidades adimensionais.
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Figura 4.7: A dinâmica de um sóliton presente na região de instabilidade na figura
4.4 (caso repulsivo), com µ = −3, 5, demonstra a instabilidade do mesmo.
Temos ε=3,0, γ = 0, 5 e χ = −0, 2. O perfil na direção y é ligeiramente mais
aberto e os resultados estão em unidades adimensionais.
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Figura 4.8: Perda de estabilidade devido à redução da amplitude de uma das LOLs
(na direção z), de εz = 3,0 (resultado da figura 4.6) para εz = 2,5. Temos
εx = 3,0, µ=−2,5, γ = 0,5 e χ=−0,2. O perfil na direção y é ligeiramente
mais aberto e os resultados estão em unidades adimensionais.
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Figura 4.9: Perda de estabilidade acentuada em um curto espaço de tempo con-
forme ampliada a redução da amplitude na LOL da direção z, de εz = 2,5
(resultado da figura 4.8) para εz =2,0. Continuamos com εx =3,0, µ=−2,5,
γ = 0,5 e χ = −0,2. O perfil na direção y é ligeiramente mais aberto e os
resultados estão em unidades adimensionais.
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a função de onda começa a oscilar fortemente, ao contrário do que ocorre na solução
estável da figura 4.6, que permanece constante mesmo para grandes valores de tempo.
Nessas figuras, cada perfil de sóliton dado a um tempo específico nada mais é que uma
superposição dos perfis em cada uma das três direções centradas na origem (por exemplo,
direção x onde y = z = 0). Os perfis nas direções x e z (onde atuam as LOLs), como
esperado, são idênticos. Já o perfil na direção y (afetado pela NOL) é ligeiramente mais
amplo (é possível constatar isso ao observar os perfis próximos à posição ±1,5). Temos
ε=3,0, γ=0,5 e uma não-linearidade média repulsiva χ=−0,2. Todos os dados estão em
unidade adimensionais.

Agora, nas figuras 4.8 e 4.9, é possível verificar a importância de uma segunda LOL
(no caso, a da direção z) para obter a estabilidade do sóliton 3D, para isso elas possuem
os mesmos parâmetros da figura 4.6, à exceção da amplitude da LOL na direção z, que foi
reduzida de εz=3,0 para εz=2,5 na figura 4.8 e para εz=2,0 na figura 4.9. Como pode ser
visto a estabilidade começa a desaparecer com εz=2,5, mas some completamente εz=2,0.
Demostramos assim, no caso εx=εz=3,0 descrito na figura 4.4 (potilhado), que diminuir
a amplitude de apenas uma das LOLs é o suficiente para eliminar a estabilidade. Por outro
lado, mesmo para casos mais estáveis, se eliminarmos uma das LOLs completamente
(εz=0) não é obtida estabilidade pelas simulações numéricas exatas.





Capítulo 5

Conclusões

Este trabalho consistiu no estudo da dinâmica e estabilidade de sólitons de onda de
matéria em condensados de Bose-Einstein sujeitos a diferentes combinações de redes ópti-
cas, lineares e não-lineares, por meio de duas abordagens distintas: uma analítica, através
de uma abordagem variacional, e por integração direta da equação de Gross-Pitaevskii.
A estabilidade das soluções foi verificada usando o critério de Vakhitov-Kolokolov e por
meio da análise dinâmica direta, com a evolução temporal numérica dos perfis dos sólitons.
No geral, obtivemos uma boa concordância entre os resultados obtidos com a abordagem
variacional e os cálculos diretos (resolução numérica exata) das equações diferenciais par-
ciais associadas aos problemas.

A utilização de redes ópticas na análise de sólitons de onda de matéria é justificada
pela utilização da modulação periódica do comprimento de espalhamento por meio da téc-
nica de ressonância de Feshbach, conforme brevemente discutido no capítulo 2. Em cada
caso estudado, derivamos as curvas de existência para as soluções no espaço de parâme-
tros utilizando uma abordagem variacional, comparando os resultados da nossa análise
com resultados numéricos completos. Estes resultados abrem a possibilidade de observar
ondas de matéria localizadas na presença de uma combinação de redes ópticas lineares e
não-lineares cruzadas em um experimento real, utilizando, por exemplo, a técnica aplicada
em [77].

No que concerne à abordagem variacional (VA) e o critério de estabilidade (critério
VK), nos estudos puramente numéricos em geral e nesse em específico, cabe ressaltar que
frequentemente nos deparamos com situações em que, embora seja possível obter soluções
numéricas de problemas físicos, não é possível dizer com certeza, em um estágio inicial
do trabalho ao menos, se estas soluções são reais ou puramente matemáticas (ou mesmo
erros de cálculo!), ou seja, se é possível obter empiricamente tais resultados. Para tanto, é
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necessário a contínua análise de observáveis e contraprovas numéricas para auxiliar nessa
tarefa. Nesse sentido o critério VK, em conjunto com a abordagem variacional, embora
para alguns casos ele não possa ser considerado uma condição necessária e suficiente, ele
pode balizar muito bem a obtenção de soluções numéricas exatas, que em última instância,
tem a primazia sobre os métodos aproximados. Quando encontramos, com a ajuda da VA
e do critério VK, soluções estáveis, e portanto, possíveis experimentalmente, a análise
variacional já demonstrou seu valor.

Concluindo, este trabalho começou como uma continuação do trabalho de mestrado
publicado em 2007 [31], onde estudamos sólitons 2D em BECs sujeitos a uma rede óptica
não-linear 1D em uma das direções, com a outra direção livre de potenciais, e concluímos
que era necessária a adição de uma armadilha harmônica, mesmo que pequena, para obter
resultados estáveis em tal sistema. Com esse resultado em mente, propomos adicionar
uma rede óptica linear no lugar do potencial harmônico, formando assim uma rede óptica
2D cruzada (linear e não-linear), e confirmar se a estabilidade de sólitons 2D de onda de
matéria continuava a existir, e em caso afirmativo, se essa rede óptica 2D seria suficiente
para manter a estabilidade de um sistema de BECs 3D. Devido à alta complexidade técnica
em obter resultados numéricos confiáveis, principalmente para 3D (embora os códigos
utilizados sejam relativamente simples), acabamos por dividir o trabalho em duas partes
distintas, que neste texto são representados pelos capítulos 3 e 4.

No capítulo 3, demonstramos que é possível a estabilização de sólitons 2D em BECs
ao combinar-se uma rede óptica não-linear (NOL) na direção x com uma rede óptica linear
(LOL) na direção y. Em particular, demonstramos que uma família de sólitons 2D, em
uma combinação de redes linear e não-linear cruzadas, pode existir e é estável tanto no
caso de uma interação média positiva quanto negativa. Os resultados deste trabalho foram
publicados na referência [1].

No capítulo 4 do presente trabalho, investigamos a existência de sólitons 3D está-
veis em redes ópticas cruzadas, sendo uma LOL e uma NOL ao longo das direções x e y,
respectivamente, com a direção z sem restrições (caso quase-2D) ou com outra LOL nesta
direção (caso inteiramente 3D). Foi demonstrada uma boa concordância entre os resulta-
dos obtidos com a VA e os cálculos diretos da PDE. Em particular, a concordância é maior
para o caso inteiramente 3D, quando as forças das LOLs são suficientemente relevantes.
Resumidamente, como principal resultado de nossa análise, demonstramos que, enquanto
no caso quase-2D os sólitons 3D são sempre instáveis, no caso inteiramente 3D as famílias
de sólitons 3D podem existir e são estáveis para interações tanto atrativas quanto repul-
sivas. Pensando em aplicações potenciais, devemos lembrar que, além de proporcionar
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uma forma alternativa de criar sólitons estáveis em três dimensões, com redes ópticas li-
neares e não-lineares cruzadas (tanto em condensados de Bose-Einstein quanto em óptica
não-linear), estes resultados também podem ser úteis em aplicações, abrindo a possibili-
dade de manipular sólitons 3D estáveis, através de modulações espaciais do comprimento
de espalhamento variáveis no tempo, em uma das direções da rede óptica. Os resultados
deste trabalho foram publicados na referência [2].

Perspectivas

O estudo de sólitons de onda de matéria é um campo onde existem várias possibilida-
des de se aplicar os mesmos códigos computacionais utilizados neste trabalho, com pouca
necessidade de adaptação, aplicando em diferentes tipos de problemas. Uma possibilidade
é a de estender o estudo atual, adicionando mais sólitons à rede utilizada e estudando sua
interação, com ou sem a presença de um momento inicial nos mesmos.

Outra possibilidade que vem recentemente atraindo a atenção é o estudo de BEC di-
polares, onde o potencial dipolar de longo alcance tenha uma anisotropia na sua interação,
adicionando, ao potencial efetivo do sistema, um termo de interação não-local modulado
espacialmente pela variação nos ângulos entre os dipolos, o que pode ser feito experimen-
talmente, por exemplo, pela variação espacial do campo magnético externo.





Apêndice A

Equação de Gross-Pitaevskii

A.1 Introdução

Neste capítulo, vamos apresentar a dedução das equações de Gross-Pitaevskii inde-
pendente e dependente do tempo. O desenvolvimento deste capítulo é baseado nas notas
de aula de Cohen-Tannoudji [87].

Vamos considerandoN bósons idênticos confinados em um potencial externo Vext(r⃗),
em equilíbrio à temperatura T = 0K. Caso não aja interação, todos os bósons ocupam o
mesmo estado fundamental do potencial. Porém, na presença de interação, a estrutura do
condensado é modificada. Primeiro vamos calcular o estado fundamental do hamiltoniano
H:

H =

N∑
i=1

[
P⃗i

2

2m
+ Vext(r⃗i)

]
+

1

2

∑
i

∑
j ̸=i

V (|r⃗i − r⃗j|) , (A.1)

o último termo de A.1 representa interação entre partículas. O fator 1/2 é adicionado para
evitar a contagem dupla da interação entre as partículas i e j.

Obter a solução exata do estado fundamental de A.1 nem sempre é possível. Então,
faremos uma aproximação da tentativa de obter um estado fundamental, considerando uma
família variacional de estados, minimizando ⟨ψ|H|ψ⟩ / ⟨ψ|ψ⟩ no interior dessa família.

Considerando o estado

|ψ⟩ = |φ(1)⟩ |φ(2)⟩ . . . |φ(i)⟩ . . . |φ(N)⟩ , (A.2)
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correspondente a uma situação onde todos os bósons ocupam o mesmo estado |φ⟩. O ket
A.2 é completamente simétrico e pode ser usado para descrever bósons idênticos.

Considerando agora o subespaço formado pelos estados A.2 correspondentes a todos
os |φ⟩ possíveis. Dentro desse subespaço, o estado que se aproxima melhor do estado
fundamental H é obtido através do |φ⟩ que minimiza a quantidade

E[φ] =
⟨ψ|H|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

, (A.3)

E[φ] é um funcional de φ que, a cada φ, assume um número E[φ].
O estado A.2 é um produto tensorial e não pode descrever as correlações entre todas

partículas. Porém, a equação obtida para φ que minimiza A.3 descreverá o movimento de
cada partícula dentro do campo-médio das N−1 outras.

A.2 Equação de Gross-Pitaevskii independente do tempo

A.2.1 Cálculo de ⟨ψ|H|ψ⟩

Contribuição dos termos de energia cinética e de energia de confinamento.

N

∫
d3r

[
φ∗(r⃗)

(
− ~2

2m

)
∆φ(r⃗) + φ∗(r⃗)Vext(r⃗)φ(r⃗)

]
. (A.4)

Escrevendo que a integral de ∇⃗.[φ∗∇⃗φ] = φ∗∆φ+ (∇⃗φ)2 é nula se φ se anula no infinito
(teorema da divergência), podemos transformar o primeiro termo de A.4 em

N

∫
d3r

~2

2m

[
∇⃗φ(r⃗)

]2
. (A.5)

Contribuição do termo de interação.

N(N − 1)

2

∫ ∫
d3r d3r′φ∗(r⃗)φ∗(r⃗ ′)V (|r⃗ − r⃗ ′|)φ(r⃗)φ(r⃗ ′) . (A.6)

A.2.2 Equações variacionais

Ao invés de minimizar A.3, é mais fácil minimizar o ⟨ψ|H|ψ⟩ com a restrição
⟨ψ|ψ⟩ = 1. Utilizando os multiplicadores de Lagrange obtemos a relação

δ ⟨ψ|H|ψ⟩ − λδ ⟨ψ|ψ⟩ = 0 . (A.7)
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Os cálculos de δ ⟨ψ|H|ψ⟩ e δ ⟨ψ|ψ⟩ envolvem integrais contendo δφ e δφ∗. Como pode-
mos variar independentemente Re(δφ) e Im(δφ), é possível considerar δφ e δφ∗ como
variações independentes. A equação A.7 se torna

N
∫
d3r δφ∗(r⃗)

{
− ~2

2m
∆φ(r⃗) + Vext(r⃗)φ(r⃗)+

+(N − 1)
[∫
d3r′ V (|r⃗ − r⃗ ′|)|φ(r⃗ ′)|2

]
φ(r⃗)− λφ(r⃗)

}
+ c.c. = 0 .

(A.8)

Note que o fator 1/2 que apareceu em A.6 sumiu do termo de V (|r⃗ − r⃗ ′|) de A.8. Há de
fato dois φ∗ em A.6. A variação de φ∗ resulta, portanto, em dois termos que se revelam
iguais por permutação das variáveis mudas r⃗ e r⃗ ′.

Como δφ∗ pode ser qualquer, a solução de A.7 deve ser escrita

− ~2

2m
∆φ(r⃗) + Vext(r⃗)φ(r⃗) + (N − 1)

[∫
d3r′ V (r⃗ − r⃗ ′)|φ(r⃗ ′)|2

]
φ(r⃗) = λφ(r⃗) . (A.9)

O último termo do membro da esquerda representa o potencial médio exercido sobre uma
partícula pelas (N−1) outras. A equação A.9 tem a estrutura de uma equação de Schrödin-
ger, cada partícula de massa m evolui dentro da soma do potencial exterior e do potencial
médio criado pelas outras.

Se N ≫ 1, podemos substituir N − 1 por N em A.9.
Com normalização

⟨ψ|ψ⟩ = 1 −→ ⟨φ|φ⟩ = 1 . (A.10)

O método variacional utilizado aqui ignora as correlações de curta distância entre
átomos. Como se supõem um gás diluído, os átomos estão na maior parte do tempo
longe uns dos outros e portanto é o comportamento assintótico da função de onda que
é importante para descrever suas interações. Podemos utilizar Vpseudo no lugar de V (r),
quando kre ≪ 1, sendo re o alcance efetivo do potencial.

O elemento de matriz de V que intervém aqui é escrito em A.6. Substituindo V por
Vpseudo dentro desse elemento de matriz, as funções de onda φ(r⃗) não possuirão nenhuma
singularidades de φ(r⃗)φ(r⃗ ′) em r⃗=r⃗ ′. Os elementos de matriz A.6 de Vpseudo são iguais
aqueles de Vδ, i.e.

Vδ = gδ(r⃗ − r⃗ ′) =
4π~2

m
aδ(r⃗ − r⃗ ′) . (A.11)
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Se substituirmos A.11 dentro de A.9, e supondo N≫1, obtemos
− ~2

2m
∆φ(r⃗)+Vext(r⃗)φ(r⃗) +Ng|φ(r⃗)|2φ(r⃗) = λφ(r⃗)∫

d3r |φ(r⃗)|2 = 1

(A.12)

(A.13)

Podemos escolher para φ(r⃗) uma normalização diferente de A.13:∫
d3r |φ(r⃗)|2 = N , (A.14)

onde |φ(r⃗)|2 representa então a densidade de partículas n(r⃗) no ponto r⃗.

|φ(r⃗)|2 = n(r⃗) . (A.15)

A equação A.12 torna-se (se N ≫ 1)

− ~2

2m
∆φ(r⃗) + Vext(r⃗)φ(r⃗) + gn(r⃗)φ(r⃗) = λφ(r⃗) . (A.16)

A.2.3 O multiplicador de Lagrange λ

Se escolhermos a normalização A.13, ⟨ψ|ψ⟩=1, e o funcional E[φ] escrito em A.3,
que representa o valor médio de H , é descrito, tendo em vista as equações A.4 e A.6 (onde
V é substituído por Vδ), como

E[φ] = N

∫
d3r

[
φ∗(r⃗)

(
− ~2

2m

)
∆φ(r⃗) + φ∗(r⃗)Vext(r⃗)φ(r⃗)

]
+

+
N(N − 1)

2
g

∫
d3r |φ(r⃗)|4 . (A.17)

Neste caso, E[φ] depende de N , explicitamente pelos coeficientes N e N(N−1)
2

que
aparecem em A.17, implicitamente através de φ, já que pela equação A.12 φ também
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dependente de N . Deduzimos

∂E[φ]

∂N
=

∫
d3r

[
φ∗(r⃗)

(
− ~2

2m

)
∆φ(r⃗) + φ∗(r⃗)Vext(r⃗)φ(r⃗)

]
+

+

(
N − 1

2

)
g

∫
d3r |φ(r⃗)|4 +

+
δE

δφ

∂φ

∂N
. (A.18)

Na última linha de A.18, ∂φ/∂N é a variação δφ de φ quando fazemos N variar de uma
unidade. A derivada funcional de δE/δφ é a variação de E[φ] quando fazemos φ variar de
δφ. Mas φ é obtido precisamente quando escrevemos que E[φ] é estacionário, portanto,
variação δφ de φ. Nós temos então, para a solução de φ de A.12, δE/δφ=0, e a terceira
linha de A.18 acaba se anulando.

Por outro lado, multiplicando os dois membros de A.12 por φ∗(r⃗) e integrando sobre
r⃗, obtemos, como dado em A.13

λ =

∫
d3r

[
φ∗(r⃗)

(
− ~2

2m

)
∆φ(r⃗) + φ∗(r⃗)Vext(r⃗)φ(r⃗) + (N − 1) g|φ(r⃗)|4

]
. (A.19)

Comparando A.19 a A.18 (onde a terceira linha é substituída por 0), constatamos que
λ = ∂E[φ]/∂N , no limite N ≫ 1 onde N−1/2 ≃ N−1 ≃ N .

O multiplicador λ dá a variação da energia média do sistema quando nós adiciona-
mos uma partícula. Como essa transformação se faz à entropia S constante (nconsiderando
T =0 de modo que S=0), ∂E[φ]/∂N não é outro senão o potencial químico µ.

λ =
∂E[φ]

∂N
= Potencial químicoµ . (A.20)

Substituindo λ por µ dentro de A.12 ou A.16, obtemos a equação de Gross-Pitaevskii.

A.3 Estabelecimento de uma relação geral

Os três termos que aparecem em A.17 correspondem respectivamente à energia ci-
nética, energia de confinamento e energia de interação.

Energia Cinética (Ecin)

Ecin = N

∫
d3r φ∗(r⃗)

(
− ~2

2m

)
∆φ(r⃗) = N

~2

2m

∫
d3r
∣∣∣∇⃗φ(r⃗)∣∣∣2 . (A.21)
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usando o mesmo princípio utilizado em A.5.
Geralmente φ(r⃗) é uma função real. A normalização A.13 fica φ2(r⃗) = 1

N
n(r⃗) onde

n(r⃗) é a densidade de partículas em r⃗ diremos agora que φ(r⃗) =
√
n(r⃗)/N . Então temos

Ecin =
~2

2m

∫
d3r
(
∇⃗
√
n(r⃗)

)2
. (A.22)

Esse termo, proporcional à ~2, é chamado às vezes de “pressão quântica”, já que ele re-
presenta a energia cinética de confinamento.

Energia de confinamento (Econf )

Econf = N

∫
d3r |φ(r⃗)|2 Vext(r⃗) =

∫
d3r n(r⃗)Vext(r⃗) . (A.23)

para n(r⃗) = N |φ(r⃗)|2.

Energia de interação (Eint)

Eint =
N(N − 1)

2
g

∫
d3r |φ(r⃗)|4 ≃ N2

2
g

∫
d3r |φ(r⃗)|4 = 1

2
g

∫
d3r n2(r⃗) . (A.24)

A.3.1 Expressão do potencial químico

Substituindo em A.19, λ por µ e N − 1 por N , e utilizando as contribuições das
energias dadas por A.21, A.23 e A.24, obtemos

µ =
1

N
(Ecin + Econf + 2Eint) , (A.25)

Com energia total E
E = Ecin + Econf + Eint . (A.26)

Observe o fator 2 que aparece com Eint em A.25, embora não apareça junto de Eint

em A.26. Em um sistema de N bósons, temos N(N − 1)/2 pares distintos de partículas
sendo esperado que Eint dentro de A.24 contenha um fator N(N − 1)/2 na frente da
energia de interação por pares.

Supondo que quiséssemos adicionar uma nova partícula nesse sistema de N pré-
existentes, deveremos fornecer uma energia igual a N vezes a energia de interação por
pares. Se Eint é energia de interação por par, é esperado que em E exista um termo
EintN(N − 1)/2 ≃ N2Eint/2, de onde o fator 2 de diferença vêm.
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A.3.2 Teorema do virial para um potencial harmônico

Consideraremos uma transformação que consiste em dilatar φ ao longo de cada eixo,
0x, 0y, 0z, depois calcular as variações deEcin,Econf ,Eint durante essa transformação. Em
seguida, faremos uma transformação infinitesimal e, levando em conta queE[φ] não muda
durante essa transformação (já que E[φ] é estacionário), deduziremos uma nova relação
entre Ecin, Econf e Eint.

À função φ(x, y, z) solução da equação Gross-Pitaevskii, se associa uma outra fun-
ção φ̃(x, y, z)

φ(x, y, z) → φ̃(x, y, z) = (1 + ν)1/2φ[(1 + ν)x, y, z] , (A.27)

onde ν é um número real. A transformação A.27 é uma dilatação infinitesimal ao longo
de 0x. Notar que se φ(x, y, z) é normalizado, o mesmo ocorrerá para φ̃(x, y, z). De fato,∫

dxdydz|φ̃(x, y, z)|2 = (1 + ν)

∫
dxdydz|φ[(1 + ν)x, y, z]|2

= (1 + ν)
1

1 + ν

∫
dx′dydz|φ(x′, y, z)|2 = 1 . (A.28)

Calculando o novo valor de Ẽcin de Ecin em φ̃ apenas a componente Ẽx
cin de Ẽcin ao

longo de Ox muda.

∂φ̃

∂x
= (1 + ν)1/2

∂φ[(1 + ν)x, y, z]

∂x
= (1 + ν)3/2

∂φ(x′, y, z)

∂x′
, (A.29)

onde escreveremos x′ = x. Deduzimos

Ẽx
cin = N

~2

2m

∫
dxdydz

∣∣∣∣∂φ̃∂x
∣∣∣∣2 = N

~2

2m
(1 + ν)3

∫
dxdydz

∣∣∣∣∂φ(x′, y, z)∂x′

∣∣∣∣2
= N

~2

2m
(1 + ν)2

∫
dx′dydz

∣∣∣∣∂φ(x′, y, z)∂x′

∣∣∣∣2 = (1 + ν)2Ex
cin . (A.30)

Supondo o potencial harmônico de confinamento

Vext(x, y, z) =
1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2

zz
2) , (A.31)

a nova energia de confinamento ao longo de Ox, Ẽx
conf , pode ser calculada em função da
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anterior

Ẽx
conf = N

mω2
x

2

∫
dxdydz x2|φ̃(x, y, z)|2

= N
mω2

x

2
(1 + ν)

∫
dxdydz x2|φ(x′, y, z)|2

= N
mω2

x

2
(1 + ν)

1

(1 + ν)3

∫
dx′dydz x′2|φ(x′, y, z)|2

=
1

(1 + ν)2
Ex

conf . (A.32)

Enfim, para a nova energia de interação Ẽint, obtemos

Ẽint =
N

2
g

∫
dxdydz |φ̃(x, y, z)|4

=
N

2
g (1 + ν)2

∫
dxdydz |φ(x′, y, z)|2

=
N

2
g (1 + ν)2

1

1 + ν

∫
dx′dydz |φ(x′, y, z)|2

= (1 + ν)Eint . (A.33)

Reagrupando A.30, A.32 e A.33, obtemos

E[φ̃]−E[φ] =
[
(1 + ν)2 − 1

]
Ex

cin+

[
1

(1 + ν)2
− 1

]
Ex

conf + [(1+ ν)− 1]Eint . (A.34)

Considerando então uma variação infinitesimal dν de ν entorno de ν=0, a equação A.34
torna-se a menor ordem em δν

δE[φ] = E[φ̃]− E[φ] = dν
[
2Ex

cin − 2Ex
conf + Eint

]
. (A.35)

Como E[φ] é estacionário entorno de φ e que φ̃ − φ é infinitesimal se dν também o for,
deduzimos que o coeficiente de dν deve ser nulo, dando

2Ex
cin − 2Ex

conf + Eint = 0 . (A.36)

Podemos fazer as dilatações análogas ao longo de Oy e Oz e obter duas outras equações
semelhantes à A.36, x sendo substituído por y e z. Somando essas três equações, obtemos
finalmente

2Ecin − 2Econf + 3Eint = 0 . (A.37)
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A.4 Equação de Gross Pitaevskii dependente do tempo

Para o estudo de dinâmica em condensados de Bose-Einstein devemos utilizar a
equação de Gross-Pitaevskii dependente do tempo, uma vez que a equação dependente
do tempo só pode nos fornecer informações sobre o estado fundamental e sua energia.
Utilizando o princípio de mínima ação, escrevemos o funcional de ação, S[Ψ] em função
de N bósons, como

S[Ψ] =

∫
dt

∫
dr1 . . . drNΨ

∗
(
i~
∂

∂t
− Ĥ

)
Ψ . (A.38)

Ou ainda para uma única partícula, temos

S[ϕ] =

∫ t2

t1

dt

∫
drL(ϕ, ϕ∗, ϕ̇, ϕ̇∗,∇ϕ,∇ϕ∗) , (A.39)

onde ϕ̇ = ∂ϕ/∂t. A função ϕ → 0 para r → ∞ ao integrarmos o Lagrangeano (L),
e obedecendo ainda a relação δϕ(t1, r) = δϕ(t2, r) para qualquer ponto r no espaço,
chegamos à equação de Lagrange:

− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇∗

+
∂L
∂ϕ∗ −∇.

(
∂L
∂∇ϕ∗

)
= 0 , (A.40)

onde o último termo do lado esquerdo da equação é
∑

j=x,y,z ∂j

(
∂L

∂(∂jϕ∗)

)
. Considerando

uma única partícula sob o efeito de um potencial externo a Lagrangeana é definida como:

L = i
~
2
(ϕ∗ϕ̇− ϕ̇∗ϕ)− ~2

2m
∇ϕ∗∇ϕ− ϕ∗Vext(r, t)ϕ . (A.41)

Substituindo a equação A.41 em A.40 temos as seguintes soluções para os termos
da equação A.40:

∂L
∂ϕ̇∗

= −i~
2
ϕ , (A.42)

∂L
∂ϕ∗ = i

~
2
ϕ̇− Vextϕ , (A.43)

∂L
∂∇ϕ∗ = − ~2

2m
∇ϕ . (A.44)

Substituindo as soluções anteriores nos termos da equação A.40, obtemos a equação
de Schrödinger:
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i~
∂

∂t
ϕ = − ~2

2m
∇2ϕ+ Vextϕ . (A.45)

Para N partículas temos a seguinte equação de Lagrange:

− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇∗

+
∂L
∂ϕ∗ −

N∑
i=1

∇ri .

(
∂L

∂∇riϕ
∗

)
= 0 , (A.46)

onde ri é a posição da i-ésima partícula com a integração sendo calcula por todas as
posições das N partículas,

∫
dr1 . . . rN , para a função de muitos corpos ϕ(r1, . . . , rN , t).

Já a Lagrangeana, para as N partículas sob um potencial externo Vext, fica:

L = i
~
2
(ϕ∗ϕ̇− ϕ̇∗ϕ)− ~2

2m

N∑
i=1

∇riϕ
∗∇riϕ

−
N∑
i=1

ϕ∗Vext(ri, t)ϕ−
1

2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

ϕ∗U(ri − rj)ϕ . (A.47)

Novamente, substituindo a Lagrangeana A.47 na equação A.46, obtemos a equação
de Schrödinger dependente do tempo para muitos corpos:

i~
∂ϕ

∂t
= − ~2

2m

N∑
i=1

∇2
ri
ϕ+

N∑
i=1

Vext(ri, t)ϕ+
1

2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

U(ri − rj)ϕ . (A.48)

Escolhendo agora “ansatz” ϕ(r1, r2, . . . , rN , t) = φ(r1, t)φ(r2, t) . . . φ(rN , t), te-
mos:

φ(r1, r2, . . . , rN , t) =
N∑
i=1

φ(r1, t) . . .
∂φ(ri, t)

∂t
. . . φ(rN , t) . (A.49)

Agora é só multiplicar os dois lados da equação anterior por
∫ ∏N

j=1 drjϕ
∗(rj, t).

Usando a restrição
∫
drj|φ∗(rj, t)|2 = 1 e substituindo o potencial U(|ri − rj|) pelo po-

tencial aproximado gδ(|ri−rj|), com g = 4π~2a/m, temos a ação total S[ϕ] generalizada
para N partículas:
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S[ϕ] = N

∫ t2

t1

dt

∫
dr

[
i
~
2

(
ϕ∗∂ϕ

∂t
− ∂ϕ∗

∂t
ϕ

)
− ~2

2m
∇ϕ∗(r, t)∇ϕ(r, t)

−Vext(r, t)|ϕ(r, t)|2 −
1

2
(N − 1)g|ϕ(r, t)|4

]
(A.50)

Percebemos que essa ação de N partículas é representada por um conjunto de N
ações de uma partícula, como é próprio da teoria de campo-médio. Considerando a ação
S[ϕ] e as equações de Lagrange anteriores obtemos a equação de Gross-Pitaevskii depen-
dente do tempo:

i~
∂ϕ

∂t
= − ~2

2m
∇2ϕ(r, t) + Vext(r, t)ϕ(r, t) +Ng|ϕ(r, t)|2ϕ(r, t) . (A.51)

Substituindo Ψ(r, t) =
√
Nϕ(r, t), obtemos finalmente:

i~
∂Ψ

∂t
=

[
− ~2

2m
∇2 + Vext + g|Ψ|2

]
Ψ . (A.52)





Apêndice B

Métodos Numéricos

Neste capítulo vamos explicitar os principais métodos numéricos utilizados durante
este doutorado.

B.1 Método de Crank-Nicolson

Queremos resolver uma equação diferencial parcial pelo método de Crank-Nicolson.
Tomemos a equação de difusão em uma dimensão:

∂u(x, t)

∂t
= σ

∂2u(x, t)

∂x2
. (B.1)

Vamos resolver a equação (B.1) para as condições de contorno e condição inicial:

u(x, 0) = ϕ(x) , 0 ≤ x ≤ 1 ; (B.2)

u(0, t) = u(1, t) = 0 , t ≥ 0 . (B.3)

Para tanto, a região do espaço de soluções, Ω = (0, 1) × (0, t), correspondente às
condições de contorno e inicial, será discretizada em n passos na direção temporal e m
passos na direção espacial.

A equação (B.1) pode ser representada por:

u′(x, t) = f(u(x, t)) . (B.4)

77



CAPÍTULO B. MÉTODOS NUMÉRICOS 78

Integrando a equação anterior em um intervalo de tempo k, teremos:

u(x, t+ k)− u(x, t) =
∫ t+k

t

f(u(x, t))dt . (B.5)

Para um intervalo k suficientemente pequeno, pode-se resolver a integral pela regra
do trapézio:

u(x, t+ k)− u(x, t) = k
f(u(x, t+ k)) + f(u(x, t))

2
. (B.6)

Fazendo a discretização da malha muito pequena, trocamos u(mh, nk) por Un
m:

Un+1
m − Un

m =
kσ

2

[
DxxU

n+1
m +DxxU

n
m

]
, (B.7)

onde DxxU
n
m representa o operador ∂2u(x,t)

∂x2 já discretizado. ∂2u(x,t)
∂x2 pode ser substituído

por [u(x + h, t) − 2u(x, t) + u(x − h, t)]/h2. Utilizando a discretização da malha neste
último, tomando r = kσ/h2 e introduzindo na equação (B.7), temos:

Un+1
m − Un

m =
r

2

[(
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

)
+
(
Un
m+1 − 2Un

m + Un
m−1

)]
.

Arranjando a equação, de modo a ter o próximo instante de tempo (n + 1) do lado
esquerdo e o instante anterior (n) do lado direito:

Un+1
m − 0.5r

[
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

]
= Un

m + 0.5r
[
Un
m+1 − 2Un

m + Un
m−1

]
, (B.8)

válido para m = 1, 2, 3...M − 1,M e n > 0.
Tendo em vista as condições de contorno, teremos Un

0 = Un
M = 0 e Un+1

0 = Un+1
M =

0. Precisamos então resolver o sistema de equações:
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
1 + r − r

2
0 . . 0

− r
2

1 + r − r
2

0 . 0

0 . . . . .

. . 0 − r
2

1 + r − r
2

0 . . . − r
2

1 + r




Un+1
1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−1

 =


1− r + r

2
0 . . 0

+ r
2

1− r + r
2

0 . 0

0 . . . . .

. . 0 + r
2

1− r + r
2

0 . . . + r
2

1− r




Un
1

Un
2

.

.

Un
M−1

 .

Como as matrizes são tridiagonais, é possível encontrar a solução do sistema pelo
método de decomposição de matrizes LU [88].

B.1.1 Decomposição LU

A decomposição LU é utilizada para reescrever a matriz tridiagonal A, que possui
apenas a diagonal principal e as diagonais imediatamente acima e abaixo da diagonal
principal, no produto da matriz triangular inferior (L) e da matriz triangular superior (U).

Sendo A a matriz tridiagonal (M − 1)× (M − 1):

A =



b1 c1

a2 b2 c2

. . .

. . .

aM−2 bM−2 cM−2

aM−1 bM−1


,

é possível reescrevê-la como o produto das matrizes:

L =



1

l2 1

. .

. .

. .

lM−1 1


, U =



u1 v1

u2 v2

. .

. .

. .

uM−1


,
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onde os elementos das matrizes L e U podem ser obtidos pelas seguintes relações de
recorrência:

u1 = b1, vi = ci, i = 1, 2, 3, . . . ,M − 1;

lj = aj/uj−1, uj = bj − ljcj−1, j = 2, 3, . . . ,M − 1. (B.9)

Temos então o seguinte sistema representando a equação (B.8):

A.Un+1
m = B.Un

m . (B.10)

As matrizes A e B são fornecidas pelo método de Crank-Nicolson e dependem ape-
nas de r. A matriz coluna Un

m no instante de tempo n é conhecida para todos os valores
de m. Sendo assim, é possível calcular diretamente o lado direito da equação anterior, que
resulta em uma matriz coluna Cm = B.Un

m.
Decompondo a matriz A:

A.Un+1
m = L.(U.Un+1

m ) = L.Xm = Cm , (B.11)

onde a matriz coluna Xm representa o produto entre a matriz U e a matriz coluna Un+1
m . A

matriz coluna Xm pode então ser determinada por uma interação para frente:

1

l2 1

. .

. .

. .

ln 1





X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


=



C1

C2

.

.

CM−2

CM−1


.

É fácil perceber que X1 = C1. Usando esse resultado, é possível determinamos
X2 = C2 − X1.l2 e assim sucessivamente até encontrarmos XM−1. Agora basta lembrar
que U.Un+1

m = Xm, e encontrar a matriz coluna Un+1
m , executando uma interação para trás:
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

u1 v1

u2 v2

. .

. .

. .

un





Un+1
1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−2

Un+1
M−1


=



X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


.

Também é fácil perceber que Un+1
M−1 = XM−1/un. Usando esse resultado, é pos-

sível determinarmos Un+1
M−2 = (XM−2 − Un+1

M−1.vn−1)/un−1, e assim sucessivamente até
encontrarmos Un+1

1 .
Deste modo, determinamos a matriz coluna Un+1

m que representa o valor, em qual-
quer ponto m do espaço, da nossa função de onda no instante temporal n+ 1.

O método de Crank-Nicolson é um método poderoso para a solução de equações
do tipo difusão. Ele é considerado um método implícito pois um ponto m da malha no
instante n + 1 não depende somente dos pontos da malha no instante anterior (n), mas
também dos pontos m+ 1 e m− 1 do instante n+ 1, ainda não computados, ao contrário
do que ocorre com o método explícito, por exemplo, onde os pontos do instante n + 1 só
dependem dos pontos do instante n (já conhecidos). A vantagem do método está no fato
de ele ser incondicionalmente estável. Ao contrário do que ocorre no método explícito,
onde temos a condição de que r ≤ 0, 5 para que ocorra a convergência do mesmo. O erro
do método de Crank-Nicolson é O(h2 + k2). No método explícito o erro de truncamento
é O(h2 + k) [88].

O próximo passo será incluir um potencial na equação a ser resolvida.

B.1.2 Solução de “potenciais” por Split-Step

Este método numérico complementa o método de Crank-Nicolson, permitindo a so-
lução de uma equação diferencial de segunda ordem sujeita a um potencial (como o harmô-
nico, por exemplo). Além disso, partindo do mesmo princípio, podemos tratar um termo
não-linear como um “potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, encontrar soluções
de equações não-lineares (como a equação de Gross-Pitaevskii e suas extensões, que é
nosso objetivo principal).

Queremos resolver a equação de Schrödinger sujeita a um potencial V (x):



CAPÍTULO B. MÉTODOS NUMÉRICOS 82

(T+V)ψ(x, t) ≡ − ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x)ψ(x, t) = i~

∂ψ(x, t)

∂t
, (B.12)

cuja solução é:

ψ(x, t) = e−i(T+V)
t−t0
~ ψ(x, t0) = e−i(T+V)∆t

~ ψ(x, t0) . (B.13)

Pelo fato de não conhecermos o operador e−i(T+V)∆t
~ , é preciso separá-los em um

produto dos operadores e−iT∆t
~ e−iV∆t

~ Porém devido ao fato de T e V não comutarem,
temos que fazer uma aproximação:

eλ(A+B) = 1 + λ(A+B) +
λ2

2!
(A+B)2 . . . , (B.14)

eλAeλB =

[
1 + λA+

λ2

2!
A2 . . .

] [
1 + λB +

λ2

2!
B2 . . .

]
. (B.15)

Comparando as expressões anteriores, é possível verificar que:

eλ(A+B) = eλAeλB − λ2

2!
[A,B] +O(λ3) , (B.16)

que, caso A e B não comutem, possui um erro da ordem de λ2. Para melhorar a aproxi-
mação vamos escrever a exponencial da seguinte forma:

eλ
A
2 eλBeλ

A
2 =

[
1 + λ

A

2
+
λ2

2!

(
A

2

)2

. . .

][
1 + λB +

λ2

2!
B2 . . .

][
1 + λ

A

2
+
λ2

2!

(
A

2

)2

. . .

]
.

(B.17)
Comparando as equações (B.14) e (B.17) teremos um erro da ordem de λ3 na apro-

ximação. Fazendo A = V, B = T e λ = −i∆t/~ temos:

e−i(T+V)∆t
~ = e−iV

2
∆t
~ e−iT∆t

~ e−iV
2

∆t
~ +O(∆t3) , (B.18)

que nos dá um erro pequeno para o “split-step”, da ordem de O(∆t3). Agora a solução da
equação de Schrödinger para o potencial V (x):

ψ(x, t) = e−iV
2

∆t
~ e−iT∆t

~ e−iV
2

∆t
~ ψ(x, t0) , (B.19)

é calculada numericamente em três etapas, sendo ψ(x, t) = ψ(x, t0 +∆t) a solução após
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uma evolução de um instante de tempo (∆t).
Primeiramente, obtém-se ψ′ = e−iV

2
∆t
~ ψ(x, t0) aplicando o operador e−iV

2
∆t
~ . Como

conhecemos o valor do potencial V em qualquer ponto do espaço, aplicar este operador
nada mais é que simplesmente multiplicar o valor da função ψ(x, t0) em cada ponto do
espaço por e−iV

2
∆t
~ , que possui um valor específico para cada ponto do espaço.

Na segunda etapa, resolve-se ψ′′ = e−iT∆t
~ ψ′. Aplicar e−iT∆t

~ à função ψ′ é o mesmo
que evoluir a função ψ′ por um intervalo de ∆t. Utilizamos aqui o método de Crank-
Nicolson.

Por fim, temos o resultado final ψ(x, t) = e−iV
2

∆t
~ ψ′′ por outra simples multiplica-

ção. Este procedimento é válido pelo fato de que ψ(x, t) varia lentamente para este caso. O
método é chamado de “Split-Step” pois o potencial é resolvido em dois passos separados,
antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao método de Crank-Nicolson.

B.2 O Método de Peaceman-Rachford (ADI)

Para se resolver a equação de Schrödinger em duas dimensões, utilizamos o método
de Peaceman-Rachford, que é um método de alternância de sentido implícito(“Alternating
Direction Implicit method”). É possível resolver equações em duas dimensões utilizando
métodos inteiramente implícitos, como por exemplo o próprio método de Crank-Nicolson.
Porém, seria necessário resolver (M − 1)2 equações lineares a cada passo no tempo. Ao
invés disso, utilizamos um método ADI que, onde o próprio nome já diz, é composto de
passos implícitos alternados nas duas direções. Neste método temos que resolver apenas
2(M − 1) equações lineares a cada passo no tempo, utilizando um método implícito na
direção x com um explícito na direção y para termos uma solução intermediária, e final-
mente um implícito na direção y com um explícito na direção x [88].

O método de Peaceman-Rachford é dado por:

(i) V
n+1/2
m,l = Un

m,l + 0.5r[DxxV
n+1/2
m,l +DyyU

n
m,l] ,

(ii) Un+1
m,l = V

n+1/2
m,l + 0.5r[DxxV

n+1/2
m,l +DyyU

n+1
m,l ] .

(B.20)

Ou podemos reescrevê-lo como:

(i) (1− 0.5rDxx)V
n+1/2
m,l = (1 + 0.5rDyy)U

n
m,l ,

(ii) (1− 0.5rDyy)U
n+1
m,l = (1 + 0.5rDxx)V

n+1/2
m,l ,
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onde m e l correspondem a passos nas direções espaciais, n corresponde a passos na
direção temporal, Dii , i = x, y , é a derivada segunda na direção correspondente e r =

ik/hxhy. A solução V n+1/2
m,l é uma solução intermediária, e sem significado físico, entre as

soluções reais Un
m,l e Un+1

m,l nos instantes de tempo n e n+1, respectivamente. O método de
Peaceman-Rachford possui erro de truncagemO(h2x+h2y+k2), sendo incondicionalmente
estável [89].

B.3 Método de Relaxação

O método de relaxação é utilizado para solucionar uma equação elíptica, como a
equação de Poisson, tipo:

Lu = ρ , (B.21)

sendo L o operador Laplaciano. Vamos analisar uma equação de difusão na forma de:

∂u

∂t
= Lu− ρ . (B.22)

Conforme evolui no tempo, a solução da equação (B.22) “relaxa” para (B.21). Ou
seja, quando t→∞ a derivada no tempo tende a desaparecer, com o sistema chegando no
equilíbrio [90].

A equação de Schrödinger é uma equação do tipo difusão, sendo possível utilizar
o método de relaxação para atingir o seu estado fundamental, um mínimo de energia.
Partindo da equação de Schrödinger:

i
∂Ψ

∂t
= HΨ , (B.23)

com ~ = 1 e H um hamiltoniano independente do tempo. Sendo Ψ(x, t) a solução da
equação (B.23), é possível desenvolvê-la na forma de auto-estados:

Ψ =
∞∑
i=0

aiΦi . (B.24)

Substituímos t por −iα e reescrevendo a equação (B.23), obtemos:

∂Ψ(α)

∂α
= −HΨ(α) . (B.25)

Com isso, a solução da equação anterior é:
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Ψ(α) = e−HαΨ(0) . (B.26)

Para encontrarmos o estado fundamental Φ0, basta evoluir no tempo imaginário
(α→∞). Fazendo isso, temos a expressão:

a0
|a0|

Φ0 = lim
α→∞

Ψ(α)

⟨Ψ(α)|Ψ(α)⟩1/2
. (B.27)

Se tivermos uma solução não-nula para o estado fundamental Φ0 (a0 ̸= 0), podemos
escrever a energia média como:

E(α) ≡ ⟨Ψ(α)|H|Ψ(α)⟩
⟨Ψ(α)|Ψ(α)⟩

, (B.28a)

=
E0 +

∑∞
i=1Eie

−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

1 +
∑∞

i=1 e
−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

, (B.28b)

= E0 +

∑∞
i=1(Ei − E0)e

−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

1 +
∑∞

i=1 e
−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

, (B.28c)

E(α) ≥ E0 , (B.28d)

com E(α) tendendo a E0 quando α→∞ [91].

B.3.1 Método da relaxação aplicada à equação de Gross-Pitaevskii

Queremos aplicar o método de relaxação para a obtenção de estados fundamentais
da equação de Gross-Pitaevskii. Existem procedimentos diferentes para a relaxação. No
presente trabalho utilizamos o esquema C descrito na referência [81].

O termo cúbico da equação de Gross-Pitaevskii pode fazer com que ocorram duas
soluções estacionárias diferentes para um mesmo valor negativo de comprimento de espa-
lhamento (η < 0). A primeira, em um mínimo de energia, e a segunda em um máximo,
conhecida como solução hiperbólica [81].

Partimos da equação não-linear:

−∂ψ(x, τ)
∂τ

= [−∇2 + V + 8πη|ψ(x, τ)|2 − 2µ]ψ(x, τ) , (B.29)

onde definimos o tempo imaginário τ ≡ −iωt/2. Já V é o potencial do oscilador e µ o
potencial químico adimensional. E finalmente η ≡ Na/lω, sendo lω ≡

√
~/mω.

Os passos necessários do esquema de relaxação utilizado são:
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ψn+1/3 ← ψn +
∆τ

2

[
2µ− V − 8πηn|ψn|2

]
ψn ;

ψn+2/3 ← OCNψn+1/3 ;

ψn+1 ← ψn+2/3 +
∆τ

2

[
2µ− V − 8πηn|ψn|2

]
ψn ;

ηn+1 ← ηn

[∫
d3x|ψn+1|2

]−1

;

ψn+1 ← ψn+1

[∫
d3x|ψn+1|2

]−2

,

onde n é o n-ésimo passo no tempo. Na segunda linha, o operador OCN refere-se à evolu-
ção temporal de∇2 pelo método de Crank-Nicolson em um passo no tempo (∆τ ). Os três
primeiros passos correspondem a um procedimento parecido com o utilizado no método
“Split-Step”, um Crank-Nicolson entre duas operações algébricas simples. Na quarta etapa
é determinado o novo valor de η. E na última é feita a renormalização da solução, sendo
todo o procedimento repetido em n vezes.
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