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Resumo

A presente dissertacao revisa um modelo, de autoria de C. Dappiaggi, K. Fredenha-
gen e N. Pinamonti, de um campo escalar real quantico nao-interagente acoplado com
a métrica de um espago-tempo FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker). Apre-
sentamos a metodologia de quantizacao de campos de Klein-Gordon reais em espagcos-
tempos globalmente hiperbdlicos e discorremos sobre o procedimento de regularizagao
do tensor de energia-momento via point-splitting. Consideramos os campos em espacos
FLRW e estados adiabdticos com flutuagao média de campo dado por (®?) = am? + SR,
com «, [ constantes provenientes do procedimento de regularizacdo. A retroacao do
campo quantico gera a equagao diferencial para o parametro de Hubble H(t) dada por
H(H*-H?) = —(H*—H?)(H*—H?) com H, uma constante e H, pontos criticos estéveis
da equacao. Esse simples modelo mostra que efeitos quanticos podem, por si so, fornecer
fases de de Sitter estaveis sem adicao de uma constante cosmoldgica a priori. Mesmo que
de carater apenas qualitativo, tal resultado indica que andlises cautelosas de processos de
quantizagao sao importantes para andlise de efeitos cosmoldgicos de teorias quanticas de

campos em espacos Curvos.
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Abstract

The present dissertation reviews the coupling of a scalar non-interacting quantum field
with the metric of a FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker) spacetime, proposed
in a work by C. Dappiaggi, K. Fredenhagen and N. Pinamonti. We present methods for
the quantization of a real Klein-Gordon field in globally hyperbolic spacetimes and discuss
procedures for the point-splitting regularization of the stress-energy tensor. We consider
those fields in FLRW spacetimes and point out adiabatic states with mean field fluctuation
given by (®%) = am?+ SR, with a, 3 being constants that emerge from the regularization

procedure. The backreaction of the quantum field provides a diferential equation for the

Hubble parameter given by H(H? — H?) = —(H?*— H2)(H?— H?) with H, a constant and
H. stable critical points of the equation. In this way, this simple model demonstrates
that quantum effects may, by themselves, exibit stable de Sitter phases even without
an introduction of a cosmological constant by hand. Althoug in a qualitative way, such
result shows that, when dealing with the backreaction issue, a careful analysis of the
quantization procedures is important for the analysis of cosmological effects of models of

quantum field theories in curved spacetimes.
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Capitulo 1

Introducao

A presente dissertacao tem como objetivo revisar o modelo apresentado por Dappiaggi,
Fredenhagen e Pinamonti em [DFPO08], no qual um campo escalar real quantico nao-
interagente (campo de Klein-Gordon real) se acopla com a métrica de um espago-tempo
de FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker).

No capitulo 2 primeiramente reunimos os pré-requisitos pertinentes a teoria da Rela-
tividade Geral e apresentamos as notagoes e convencoes utilizadas no presente texto. Em
seguida, construimos espagos-tempos FLRW como modelos para cosmologia homogénea
e isotrépica. Apresentaremos o modelo cosmoldgico de Friedmann utilizando o espaco
FLRW como espago-tempo que descreve o universo em grandes escalas, sendo a matéria
coésmica do universo descrita por um tensor de energia-momento de um fluido perfeito.
Apontaremos entao os problemas de horizontes e planaridade desse modelo, assim mo-
tivando as teorias inflacionarias. Discutiremos brevemente a estrutura de modelos infla-
cionarios, os quais em grande parte utilizam um campo escalar acoplado com a gravidade.
Essa é entao a motivagao para o atual estudo da retroacao de campo escalar com a métrica
de espacos-tempos FLRW.

No capitulo 3 abordamos a quantizacao do campo escalar real de Klein-Gordon em
espacos globalmente hiperbdlicos. Apresentaremos o operador diferencial de Klein-Gordon
e o campo classico de Klein-Gordon. Identificaremos uma estrutura simplética no espaco
de solucoes da equacao de Klein-Gordon e a partir disso quantizaremos o campo em
abordagem algébrica. Apresentaremos a definicao de estados algébricos e caracterizaremos
estados de interesse fisicos, os estados de Hadamard.

No capitulo 4 continuamos a discussao sobre campos quanticos, na busca de um ob-
servavel quantico analogo para o tensor de energia-momento. Discutiremos o procedi-
mento de point-splitting para determinagao de um tensor de energia-momento gerado
pelo campo quantico. Passaremos também por vérias tecnicalidades, apresentando um
resumo sobre manipulacao de bitensores para por fim ter em maos algumas identidades
pertinentes a um tensor de energia-momento quantico.

Por fim, no capitulo 5 analisaremos a retroacao do campo de Klein-Gordon real em
espacos FLRW, dadas pelas equacoes de Einstein semi-cldssicas. Avaliaremos os campos

em espacos FLRW apresentaremos uma discussao sobre estados adiabaticos. Calcularemos
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a retroacao do campo quantico, chegando a uma equagao diferencial para o parametro de
Hubble H(t) dada por H(H? — H?) = —(H? — H.)(H?> — H_) com H, uma constante
e H. pontos criticos estaveis da equagao. Dessa forma, esse simples modelo mostra que
efeitos quanticos podem por si sé fornecer fases de de Sitter estdaveis sem adi¢ao de uma
constante cosmoldgica a priori. Mesmo que de carater apenas qualitativo, tal resultado
indica que andlises cautelosas devem ser feitas em se tratando do problema de retroagao

de campos quanticos.



Capitulo 2

Cosmologia FLRW

No presente capitulo resumimos alguns resultados da teoria da Relatividade Geral para
a construcao dos modelos de cosmologia homogénea e isotrépica de Friedmann—Lemaitre—
Robertson-Walker (denotados doravante por FLRW). Utilizaremos em grande parte nesse
trabalho as convengoes e notagoes introduzidas no texto de Wald [Wal84], na qual a assi-
natura para a métrica Lorentziana é dada por (—, +, +, +). Utilizamos também a notagao
de indices abstratos (sec. 5.4 de [Wal84]) para tensores. Nas primeiras segoes (2.1-2.2)
apresentaremos de forma resumida as definicoes geométricas que serao usadas no texto,
com o intuito maior de apresentar as notacgoes e convencgoes utilizadas do que contruir
uma exposi¢ao formal da teoria (referimos o leitor para qualquer bom livro de relativi-
dade geral, como por exemplo [Wal84]). Em seguida, nas se¢bes (2.4-2.5) descreveremos
a cosmologia FLRW.

2.1 Variedades, Vetores, Tensores ...

Descrevemos o espago-tempo como uma variedade diferenciavel Lorentziana (com al-
gumas estruturas adicionais, a serem apresentadas se¢do2.3), que se aproxima apenas
localmente como um espago R™. Seguindo as referéncias [Wal84, O’N83, BGP08] etc,
apresentaremos a seguir os conceitos de variedade, vetores, tensores etc.

Definicao 2.1.1. Uma variedade (suave) M de dimensdo n (um inteiro positivo) é um
espago topoldgico Hausdorff dotado de um atlas A = {U;, Vi, ;}, onde

1. {U;} é um recombrimento aberto de M,
2. cada V; é um aberto de R",
3. 1; é uma bijecao U; — V; denominada de sistema de coordenadas,
4. se U;NU; # 0, entdo ¢y; = Q/Ji01/1j~_1 2, (U;NU;) — ¢ (U;NU;) é um difeomorfismo,
denominado de mudanca de coordenadas. q
Nota. Neste trabalho referiremos a variedades suaves simplesmente por variedades.

Um evento serd um ponto genérico x € M e sempre terd uma vizinhanga que possa ser
representada em R"™ por algum sistema de coordenadas. Para um sistema de coordenadas

3



4 CAPITULO 2. COSMOLOGIA FLRW

genérico (que tenha x em seu dominio), designaremos as coordenadas de x por ¥ (x) =
{z"},=01,2,..n-1 € R" (adotando a comum prética de iniciar os indices em 0). Por vezes
omitiremos os colchetes e os valores dos indices, denotando apenas x — z*. Se outro
sistema de coordenadas ¢’ levar o mesmo ponto x para as coordenadas z'* € R, temos
que Y/ otp™1 : ¥ — 2’ é um difeomorfismo e, portanto, a Jacobiana A, = 92" /0x" estd
bem definida, assim como derivadas de ordens superiores.

Funcoes em variedades. Os sistemas de coordenadas fornecem um elo entre funcoes
f na variedade M e fungoes locais f; = f o; ! agindo agora em V; C R", de forma
que recuperamos f se soubermos todas as f; em coordenadas. Dessa forma, comumente
denotamos f; pela prépria f, sendo que f(z*) deve ser entendida como uma representagao
f o1~ de uma funcio em um dado sistema de coordenadas. Para funcoes M — RF
os sistemas de coordenadas entao fornecem a estrutura diferenciavel para a variedade.
Por exemplo, uma funcao f : M — R pode ser localmente avaliada em sistemas de

1

coordenadas por f; o1, e sua classe de diferenciabilidade (digamos, C*) ¢ invariante

i
por mudanga de coordenadas (ja que sao difeomorfismos). Entao definimos uma fung¢do
suave em M como uma fungao de classe C'*° sob todos os sistemas de coordenadas. Agora
definiremos alguns espagos de fungdes sob M. F(M) = C*°(M,R) denota o espago de
fungées suaves em M. Para f € F(M), denotamos por supp(f) o maior fechado no qual
f nao se anula e definimos assim o espaco de funcgoes teste como espago de funcoes de
suporte compacto, denotado por C§°(M) = {f € F(M) | supp(f) é compacto }.
Vetores. Uma funcao suave naturalmente pode ser diferenciada em termos de co-
ordenadas locais, e o conceito de derivadas direcionais em espacos vetoriais € esten-
dido para a definicao de wvetores em variedades. Trabalhando em R", a cada vetor
v em um ponto x designamos um operador diferencial que leva funcoes f nas deri-
vadas v(f) = lime (f(z 4+ ev) — f(z))/e que coincide com uma derivada ordindria
v(f) = df (y(t))/dt|=o se a curva vy satisfizer v(t)|—o = x, dy(t)/dt|;=o = v. Assim motiva-
dos, voltando para a variedade M, um vetor tangente em x é denotados por v* (com indice
abstrato sobrescrito, veja [Wal84]) e age como operador diferencial R-linear de primeira
ordem em F(M) — R que satisfaga a regra de Leibniz v*(fg) = f(z)v*(g) + g(z)v*(f).
O espago tangente a p € M é o espago vetorial formado por vetores tangentes em p € M,
tem a mesma dimensao que a variedade e em coordenadas locais possui a base vetorial
dada pelos operadores de diferenciagio parcial {0/0x"|,},=0,. n—1 (por vezes omitiremos
o denotador p e também denotaremos 0/0z* simplesmente por 0, quando nao houver
ameaga de confusado quanto ao ponto base da variedade e/ou ao sistema de coordenadas
utilizado). T,M é isomorfo ao espaco quociente 7,/ ~ dado por curvas diferencidveis
[—1,1] — M que passem por p em 0 com mesma derivada em p para algum (e por-
tanto qualquer) sistema de coordenadas. Um vetor v* pode entao ser escrito na forma

>, v"(0/0x")[, onde os valores v* sao sua componentes no dado sistema de coordenadas.



2.1. VARIEDADES, VETORES, TENSORES ... )

Sua agao da-se naturalmente por

Ozt Nn=y=1(p)

Assim, por mudanca de coordenadas, as componentes de um vetor se tranformam por
0 0 ox"
,Ua — E ,UH_ — ,U/z/ - _— Ulz/ — § :U’u‘ ]
ozt oz oxH
1 v 1

1-formas, ou covetores. O espago cotangente em p € M denotado por Ty M ¢é o

dual linear de T,M, i.e., o espago vetorial de dimensao n formado por funcoes lineares
T,M — R. Elementos de T*M sao denominados 1-formas ou covetores, denotados por
u, (com indice abstrato subscrito), O dual linear de T)y M identifica-se naturalmente com
T,M e a agao de uma uma-forma u, num vetor v* (equivalente a agao de v* em u,) denota-
se por u,v* = v*u, € R. Dada uma base coordenada {0/0z*|,} em T,,M, definimos a base
dual dada por elementos {dz*|,} C T*M, tal que dz*|,(0/0z"|,) = §*, onde ¢ é o Delta
de Kronecker (assim como anteriormente, podemos omitir o denotador p). Uma 1-forma
pode entao ser expandida em compontentes u, = > u w,dz”|,. Assim, em coordenadas,

u,v* =Y u,v*. Sob mudanca de coordenadas 1-formas transformam-se por
Oxt
_ wo__ / v r
Uq = E u,dat = E u, dx - U, = g U
p v 7

Tensores. Dadas duas 1-formas u,,w, € T;M , o produto tensorial das duas é
denotado por u, ®wy = v,wy € é encarado como um bilinear em 7, M xT,M — R descrito
por (z%,y*) € T,M x T,M s v,z% - wyy®. O espaco gerado por produtos tensoriais assim
definidos formam o espaco ‘Z(g)pM , € seus elementos podem ser encarados tanto como
bilineares T, M x T,M — R como lineares T, M — TxM (com ¢ + (v,2?) wy). Podemos
generalizar o procedimento tomando, para k, [ inteiros positivos, produtos tensorias de k
vetores e [ 1-formas, definimos tensores de tipo (k,l) em p € M dados por multilineares
\T;M ®...0 T;M@TPM ®...0T,M = T(é)p[\/f — R, que por sua vez também podem

"~ Vv
k vezes [ vezes

ser encarados como multilineares ‘Z(l?)pM — ‘I( !

k+1
entao as identificacoes T(g)pM = R (por definicao), I(é)pM =T,Me ‘Z((l))pM =T;M.
Tensores tipo (k,1) sdo denotados por T, , com k indices abstratos superscritos

)p]\/[ e assim por diante. Temos

e | subscritos. Para tensores de tipo (1,1), a operagdo de contracao (ou trago) leva
T € T(i)pM — 1% € Ronde T, =3 T(dz",d,). Tal operagio é generalizada para
tensores de tipo (k,[), resultando em tensores tipo (k — 1,1 — 1). Por vezes, denotaremos
uma colegao genérica de indices abstratos por uma letra romana maifuscula, de tal forma
que T4 possa simbolizar tensor de qualquer tipo. A base coordenada para o espaco
tensorial tipo (k,1) é dada por {0,, ® ... ® 0,, ® dz" ® ... ® dz"'}. Em coordenadas,
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P aj...ag UL
um tensor é dado por T’ b, T V1. Oy

®...® 0, ®dz" ®...®dz" e suas
componentes se transformam por

T H — Ok Ozt OxHk 8x/51 aZL‘IBl
vievp T Brbi Gptar 7 Jptow Gpvr T Qv

Fibrados tensoriais e campos. Podemos definir tensores tangentes em qualquer
ponto da variedade e assim estender tal estrutura para a variedade inteira. Chamamos
tais construgoes de fibrados tensoriais. O fibrado tangente T'M é dado pela uniao disjunta
dos espacos tangentes, expresso por T'M = ]_[pe v IpM, possuindo estrutura de variedade
dada pelos mapas locais v* = v#9,|, € T,M — ("|u—y(p), V") € R*™. Temos também
uma projecao 7 : T'M > (v*) — p € M tal que v* € T,M. Um campo ou se¢ao em TM é
uma funcao x : M — T'M tal que xom = id,,, e uma secao é suave se for suave em sistemas
de coordenadas. O espago vetorial de se¢oes suaves em T'M é denotado por C*°(T'M).
Tais idéias se generalizam para fibrados tensoriais de maneira andloga. Identificamos as
segoes C> (‘I(g) (M )) = §(M), e em particular e denotamos o espago de campos vetoriais
C>°(TM) por X(M). Denotamos campos tensoriais pelos mesmos indices abstratos dos
respectivos espacos tensoriais, sendo que se Ty € C* (‘I(];) (M )), entao T'(p) 4 denota um
tensor em p € M.

Voltando a campos vetorias, dois campos suaves u, v geram um terceiro campo através
da sua comutacao [u, v](f) = u(v(f)) — v(u(f)). O campos [u,v] é denominado colchete
de Lie dos campos vetorias u,v e satisfaz a identidade de Jacobi para quaisquer trés

campos vetorias u, v, w, dada por
[[u, v], w] + [[v,w], u] + [[w,u],v] = 0.

Métrica. Uma métrica semi-Riemanniana g, ¢ um campo tensorial tipo (0, 2) simétrico
nao-degenerado, i.e. tal que para qualquer ponto p € M a transformacao g(p)a : T,M —
Ty M seja nao-degenerada, viz

9Pt =0€TIM = " =0€T,M.

Uma variedade semi-Rimanniana é uma dupla (M, g.) onde g4, é uma métrica em M,
mas normalmente subentendemos a métrica e dizemos que M é uma variedade semi-
Riemanniana. Sendo de tipo (0,2), uma métrica pode ser vista em coordenadas como
uma matriz g(z) = >_, , g (z) da*|, ® dz”|, (inversivel e diagonalizdvel com autovalores
reais, sendo que ¢é simétrica e ndo-degenerada), e sua assinatura conta quantos autova-
lores positivos e negativos tal matriz possui. Uma métrica é dita ser Riemanniana ou
Lorentziana se sua assinatura é do tipo (+++ +...) ou (— + + +...), respectivamente.
onde delta é o delta de

Kronecker dado por 6% = id : TM — TM. Por ser nao-degenerada, g, gera entao um

A inversa da métrica é denotada por g%, tal que g%gy. = 5%,

isomorfismo b : TM — T*M,v® — g,,v* = v, e sua inversa gera a inversa de b, dada por
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§:T*M — T*M,u, — g%u, = u’. Assim, dizemos que a métrica “sobe e desce” indices
de tensores, transformando de maneira inversivel tensores de tipos (k,[) em tensores tipo
(k +m,l —m) (com m inteiro e —k < m < [). Geramos também (pseudo) produtos
internos para tensores de qualquer através de produtos tensoriais da métrica e de sua
inversa, os quais denotaremos por (-,-) ou por g(-,-), indistintamente do tipo, quando
nao houver ameacga de confusao. A uma métrica g, associa-se uma densidade p, dada
localmente pelas coordenadas \/m d™z que define a integragdo na variedade (dada
uma particao da unidade).

Conexao e curvatura. O conceito de conexao generaliza a diferenciacao para fibra-
dos vetoriais de maneira covariante (por essa razao sendo também chamado de derivada
covariante). Para um dado fibrado E sobre M (F representando aqui qualquer um dos fi-
brados vetoriais ‘Z(';) (M)), uma conexao é um operador diferencial de primeira ordem V :
C>®(E) — C*(T*M X E) que satisfaga as propriedades: regra de Leibniz (V,(TaUg) =
(VoT4)Ug + Ta(V,Ug)); comutagdo com contragao (V Tt , = V(T ,
corde com a derivada direcional em T(g) (M) = §F(M), viz X*V,f = X(f). A conexao
entao aumenta em um grau nos indices contravariantes do tensor derivado, justificando sua
notagao V, com indice abstrato subscrito. Denotamos dessa maneira a derivada covariante
de um campo tensorial T4 na direcao do vetor u® por V, 1Ty = u*V,T4. Duas conexoes
V, V diferem por um tensor C¢, tal que para 1-formas satisfaz V,u;, — @aub = C°,u.
para todo u,. Uma conexao é compativel com a métrica g se V, g, = 0 e sua torcao é
dada pelo tensor antissimétrico (V,V, — V,V,)f = Ty, para todo f € F(M). A conexao
compativel com a métrica e sem torcao é unica e denominada conexao de Levi-Civita. Em

coordenadas, ela é expressa por V,u, = (V,u,)da? dzy onde

_ _ p
V,u, = 0, E r U

p

onde I'”,, sao os simbolos de Christofell para o sistema de coordenadas, dados por

1 0 0 0
P E ol — g 4+ —q, — —
P 2 < g (83:“91/0 dav I 895“9’”) ' (21)

Derivacoes covariantes de outros tipos de tensores seguem uma regra analoga, dada por
exemplo V, T = 0,T% + Zp(—F”uBTap +1I'*,T7), adicionando I's para derivagao em
vetores e subtraindo para derivacao em 1-formas.

A conexao de Levi-Civita da origem ao tensor de curvatura de Riemann da métrica
Jap, sendo que para todo campo de 1-forma w, € C(T*M) tenhamos

(VaVb — vaa)wc = Rabcdwd' (2.2)
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Em coordenadas, tal tensor é dado por

R oo— 9o _ ir",,p +) (% =T, 0%, - (2.3)

wp T v M Hpn

Definimos entao o tensor de Ricci R, a curvatura escalar R e o tensor de Einstein G,

por
Rab = Racbc (24)
R = g™Ry (2.5)
1
Gab = Rab - EgabR (26)

Notacao de indices abstratos e convencgoes. Os indices abstratos permitem a
manipulacao de tensores de forma que o tipo tensorial de cada termo sendo usado esteja
bem claro, sem que a priori precisemos de uma base para expansao em coordenadas. Por
exemplo, se escrevemos um tensor S% ¢ ja sabemos precisamente que ele é um elemento
de TM XT*M XTM enquanto que suas coordenadas S*,” sao meros escalares, deixando
o carater tensorial para os elementos da base dz* ® 0, ® dz¥ € I(f)(]\/[ ), de forma que
poderfamos escrever a obtusa expressao % =3 S* P(da*), (9,)" (dz")., explicitando
tal natureza, mas por vezes abdicaremos também dos indices abstratos quando nao houver
perigo de muita confusdo. Para mais detalhes, veja Sec. 2.4 de [Wal84]. Em suma,

usaremos aqui o seguinte sistema de indices
e letras latinas do comeco do alfabeto para indices abstratos, como em T, .

e letras romanas para componentes em um dado sistema de coordenadas, como em

Juv = g(@u,&,).

e letras latinas do meio do alfabeto para componentes espaciais no sistema de coor-
denadas foleado em tempo e espaco, como T, = Toda® + 37, , s Tida’, com 4,7, . ..

variando entre os indices espaciais de 1 a 3.

e letras latinas maitsculas do comeco do alfabeto para colecao de indices abstratos,
como T4Up simbolizando o produto tensorial de Ty e Up tensores de tipo genérico.

e indices alterados com ’ (linha) para tensores no segundo argumento de bitensores,

tanto para indices abstratos quanto para componentes (usados no capitulo 4).

Transporte paralelo, geodésicas e o mapa exponencial. Dada uma curva
v : I — M, seu vetor tangente ¥* em T, M ¢é o vetor tal que ¥*(f) = df o ~(t)/dt
para todo f € F(M). Um campo tensorial T (definido ao menos na imagem de 7) é
transportado paralelamente por v se 4*V,Tx = 0. Uma curva é geodésica se seu vetor
tangente for paralelamente transportado por si prépria, viz 7°V,3® = 0. Em coordenadas,
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uma geodésica t — x*(t) deve entao resolver

Azt ZFM dz? d?x”

— =0. 2.
dt? YPdt dt 0 (2.7)

V?p

Dado um ponto qualquer x € M e um vetor v* € T, M, existe uma geodésica com vetor
tangente v* em x. Mais detalhes sobre geodésicas e a definicaio do mapa exponencial e
distancia geodésica sao descritas no capitulo 4.

Mapas entre variedades. Dadas variedades M, N, um mapa 7 : M — N é suave
se o for como transicao de coordenadas de M para N. Mapas induzem um pullback
7™ F(N) — §(M) dado por 7*f = fom e dessa maneira induzem um pushforward
dr : T,M — TN dado por drv(f) = v(7*f) para todo f € F(IN), e mais uma vez
um pullback 7 : T7 (N) — Tp(M) dado por m*u(v) = u(dmv) para todo v € T,M. As
aplicacoes de pullback e pushforward sao lineares e portanto se estendem para tensores
de tipo (0,1) e (k,0), respectivamente. Naturalmente, se a aplicacao m for inversivel
(difeomorfismo) podemos transitar livremente entre os espagos tensoriais em p e 7(p)

e, assim, definir pushforwards de tensores de tipo genérico. Para mais detalhes, veja
Apéndice C de [Wal84].

2.2 Isometrias em Variedades

Simetrias do espago-tempo (M, g) sdo descritas por isometrias, difeomorfismos entre
variedades M e N que preservem a estrutura métrica.

Definigao 2.2.1. Uma isometria entre (M, gy) e (N, gn) variedades semi-Riemannianas
é um difeomorfismo ¢ : M — N tal que

O gN = gum-

[sometrias entao preservam todas as estruturas derivadas localmente da métrica, as

quais resumiremos na seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.2. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana e ¢ : M — M uma isome-
tria. Entdo temos as seguintes estruturas preservadas:

e Derivada covariante. d¢(V,v) = Vagu)(dév)
e Colchetes de Lie. dg[u,v] = [dou, douv].

e Geodésicas e mapa exponencial (veja capitulo 4). Se v é uma geodésica em M, ¢o~y
também o serd. Dessa forma, ¢ o exp,, = expy,, °d¢,.

e Curvaturas. Para o tensor de Riemann, d¢(R , ‘uvbw?) = R, 2dd(u)® dg(v)® dé(w)e.
Para o tensor de Ricci, Ry dé(u)® dé(v)® = Rgu®vb. Para curvatura escalar,

Ro¢=R. 9

(=
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As simetrias de um certo espago (M, g) sao descritas por isometrias ¢ : M — M, que
por operagao de composi¢ao formam um grupo I(M). O grupo de isometrias pode ser
estruturado como um grupo de Lie de dimensao finita (veja [O’N83], capitulo 9).

2.3 Espacos-Tempos

Para a descricao de espacos-tempos, as variedades de interesse sao entao de dimensao
n = 4 (1 dimensao temporal e 3 espaciais) dotadas de métrica Lorentziana g, com assi-
natura (— + +-+). Nessa convencao, em cada ponto p € M podemos classificar vetores
v* € T,M em tipo tempo (se g(v,v) < 0), tipo espaco (se g(v,v) > 0), e tipo nulo ou tipo
luz (se g(v,v) = 0). Estendemos essa nogao para campos vetoriais v* € X(M), dizendo
que o campo v® é tipo tempo, espaco ou nulo (luz) se o for em cada ponto da variedade.
Por fim, curvas v : I C R — M sao ditas serem tipo tempo, espaco ou nulo se seus vetores
tangentes o forem em cada ponto de sua imagem, e uma curva é dita ser causal se for
tipo tempo ou nulo.

Impomos estruturas adicionais nas variedades de interesse fisico, exigindo orientabili-
dade, orientacao no tempo, paracompaticidade e hiperbolicidade global. Uma variedade
é

e orientdvel se existir um campo de bases ortonormais de vetores suave na variedade

inteira;

e orientdvel no tempo se existir um campo vetorial t* tipo tempo suave em toda a
variedade (outros campos vetoriais X* tipo tempo serdo por definigdo orientados
para o futuro se g, X" > 0 e de maneira andloga, curvas causais sao ditas dirigidas
para o futuro se seus vetores tangentes v® satisfizerem g,, X" > 0);

e paracompacta se todo recobrimento por abertos tiver refinamento localmente finito,
o que garante que exista uma particao da unidade para qualquer recobrimento aberto

e portanto permite a integracao na variedade;

e globalmente hiperbolica se admitir uma superficie de Cauchy, fato a ser discutido a
Seguir.

Para curvas causais « dirigidas para o futuro, um ponto x € M é um ponto de limite

! se para toda reparametrizacao da curva tivermos v(t) — x com o parametro t

futuro
“tendendo ao futuro o quanto possivel” (indo ou para o limite do intervalo de defini¢ao ou
para +00). Definimos analogamente o ponto de limite passado. Uma curva causal dirigida
para o futuro é dita ser entdo inectensivel ao futuro (passado) se nao possuir ponto de
limite futuro (passado) e é entao dita ser inextensivel se nao possuir ponto limite futuro
ou passado.

Definimos, para um ponto = € M o futuro/passado cronolégico de x como o conjunto

I*(x) de todos os pontos que podem ser alcancados por uma curva tipo tempo dirigida

Ltraducdo adotada para future endpoint
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para o futuro/passado e comecando em x, e analogamente o futuro/passado causal de
x como o conjunto J*(z) de todos os pontos alcancados por curvas causais dirigidas
para o futuro/passado e comegando em x. Definimos também I(x) = IT(x) U I (x)
e J(x) = J"(x) U J (z). Para subconjuntos O € M, definimos seu futuro/passado
cronoldgico/causal pelos conjuntos I£(0) = Ugepl®(x) e JH(O) = UgepJ*(z). Um
subconjunto O ¢ dito acronal se O N I*(0) = (), i.e. tal que toda curva tipo tempo que
intersecte O o faga em um tunico ponto. Para um subconjunto acronal O definimos seu
dominio de dependéncia futuro/passado pelo conjunto D*(O) que contém todo ponto x €
M tal que toda curva causal comegando em z dirigida e inextensivel para o passado/futuro
intersecte O, e assim definimos o dominio de dependéncia ou o desenvolvimento de Cauchy
do conjunto O por D(O) = DT (O)UD~(O). Por fim, dizemos que um subconjunto acronal
¥, C M é uma superficie de Cauchy para M se D(X) = M.

Definigao 2.3.1. Uma variedade (M, g) conexa e orientada no tempo é globalmente
hiperbdlica se possuir uma superficie de Cauchy, i.e. um subconjunto intersectado
exatamente uma vez por toda curva tipo tempo inextensivel. q

A definicao de hiperbolicidade global por superficie de Cauchy é equivalente & pro-
priedade de causalidade forte: para todos p,q € M conectados por uma curva causal
dirigida para o futuro, vale que J*(p) N J~(¢) é compacto.

Variedades globalmente hiperbdlicas possuem a simpéatica propriedade de admitirem
folheagao suave por superficies de Cauchy [BS05].

Teorema 2.3.2. ( [BS05]) Seja ¥ uma superficie de Cauchy suave tipo espago de uma
variedade (M, g) globalmente hiperbdlica. Entdo existe uma isometria de (M, g) para a
variedade produto R x ¥ com métrica —32dt? + h, onde

e (3 é funcado suave e positiva em M.
e cada h; é uma métrica Riemanniana suave em Y com t — h; suave.

e cada superficie 3, = {t} x ¥ é uma superficie de Cauchy suave. q

O espago-tempo exerce influéncia na matéria que por ela se propaga através da sua
curvatura. Construindo a acao da teoria como um termo de Einstein-Hilbert somado a

acao de outros campos de matéria, derivam-se as equacoes de Einstein, dadas por
Gab =& Tab, (28)

onde Gy, é o tensor de Einstein e T, é o tensor de energia-momento proveniente da
variacao da acao da matéria em relagdo a métrica (veja e.g. Apéndice E de [Wal84]).
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2.4 Espacgos FLRW

Nesta sessao analisaremos os espacos FLRW para modelos de cosmologia de homoge-
neidade e isotropia espacial. Construiremos o espaco-tempo como uma variedade produto
I x, S que por imposi¢oes de simetria recaird num warped product (conceito a ser apre-
sentado) de métrica

g=—dt* +a(t)® 7% gs

O inicio da segao dedica-se a contextualizacao das defini¢oes e célculos dos tensores de
curvatura em coordenadas e por fim resumiremos os resultados na definicao 2.4.1 e na
proposicao 2.4.2.

Comecemos com a variedade M = I x S onde I C R é um intervalo aberto (tempo)
e (5, gs) uma variedade Riemanniana tridimensional conexa (espago), de forma que um
evento genérico p é designado pela dupla (t,2) € M, com t € [ e x € S. Designamos
também as projecoes 7, : M — [ emg: M — S.

Tome o campo vetorial d; como levantamento de d/d¢ em I C R para M. Tal campo
designa as velocidades de observadores isotropicos dados pelas curvas integrais v, : t €
I — (t,x) € M para cada = € S. Dessa maneira, a fungdo tempo 7; indica o tempo
proprio dos referenciais, e tomando um determinado tempo t € [ constante, temos a
hipersuperficie

S(t)={(t,z) e M |z € S}.

Tomando ¢g a métrica de M e considerando a hipdtese de homogeneidade, propomos
que cada curva integral v, represente a linha de mundo de um objeto astrondémico com
tempo préprio t, de forma que

9(0r, 0y) = —1. (2.9)

Da isotropia, propomos uma certa estaticidade no movimento transversal em larga
escala dos objetos astrondémicos, pois caso isso ocorresse, uma direcao privilegiada em
S(t) surgiria. Dessa forma, impomos a ortogonalidade entre o tempo e as superficies
Riemannianas S(t) por

0y L S(t) para todo t € I. (2.10)

Por fim, formalizamos a imposicao de isotropia local da seguinte forma: Qualquer
ponto (t,x) € M possui uma vizinhanga U tal que para quaisquer vetores u,v € Ty ) S(t)
unitarios, existe uma isometria ¢ = id; X¢g em U com ¢(t,z) = (t,z) e dp(u) = v.

Por essas imposigoes, temos que cada superficie S(t) é Riemanniana de curvatura
escalar constante k(t), e entre tais superficies o mapa de translacao temporal p; 5 : (¢, ) €
S(t) — (s,z) € S(s) é sempre uma homotetia (isometria a menos de uma constante
multiplicativa a(t, s)?). As curvaturas espaciais comportam-se entao por a(s,t)%k(t) =
k(s) e dessa forma nunca muda de sinal.

Podemos entdao imbuir S de métrica Riemanniana h com curvatura constante de forma
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que cada inclusdo z € S +— (t,x) € S(t) seja uma homotetia de fator de escala a(t)?. Para

cada caso de curvatura £k = 0,1 ou — 1 temos as escolhas padroes para o espago como

R? (plano), S® (3-esfera) ou H? (3-hiperboldide), respectivamente. Outras superficies de

curvatura constante serao entao localmente isométricas a essas.

Por fim, resumimos a construcao dos espagos e suas propriedades de curvatura no que

segue.

Definigao 2.4.1. Seja (S, gs) uma variedade Riemanniana tridimensional conexa de curva-

tura constante k € {—1,0, 1}, I um intervalo aberto de R{ (métrica de assinatura negativa)

ea: I — R uma funcio suave e positiva. O espaco FLRW é ent3o definido pelo produto

deformado (warped product)
M(k,a)=1 x, S.

Sua métrica entdo é dada por

g=—dt* + (aom)? 75 hs
= —df +a(t)? da?,

de forma que dz? é o levantamento da métrica de .S para I x S.

(2.11)

(2.12)

9

Proposicao 2.4.2. Seja M(k,a) o espago FLRW definido da maneira anterior. Temos

entao que

e M(k,a) é orientado no tempo com a escolha do campo 9; € X(M (k,a)) como campo

tipo tempo direcionado para o futuro,

e M(k,a) e é globalmente hiperbdlico com S(t) superficie de Cauchy para todo t € I.

e O tensor de Ricci e a curvatura escalar sdo dadas entdo por

2.5 Dinamica de Friedmann

Nessa segao descreveremos a dinamica de Friedmann, obtida para os espacos FLRW

através das equacoes de Einstein. Usaremos a métrica na forma

dr?
1 —Ekr?

g = —dt* + a(t)? < + 72(df* + sin 02d¢>2)> :
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onde k designa a curvatura seccional e o fator de escala a(t) é a tnica fungdo a ser
determinada pela dinamica. Precisamos entao de uma descrigao do conteudo de matéria
no universo (a qual chamaremos de matéria césmica), que acopla-se a geometria do espago
pelo seu tensor de energia-momento. Em grandes escalas, vamos supor que tal tensor
tome a forma de um fluido perfeito em repouso em relacao aos observadores isotrépicos.
Tomando u* = 0, o campo tangente dos observadores isotropicos, o tensor de energia-
momento ¢ dado por

Tab = pugup + P(gap + uatp). (2.15)

Podemos argumentar em favor de tal Ansatz para o tensor da seguinte maneira (discutida
em [Wei72]). Utilizando a folheagao I x S do espago FLRW, em cada ponto (¢, x) o espago
tangente pode ser decomposto em T ;)M = T;1 ®T,S(t) (sendo a decomposicao analoga
para 1-formas e tensores de ordem qualquer). Um (4-)vetor v* pode ser decomposto em
sua parte temporal v° € T e em sua parte espacial v* € T'S. Todo vetor acoplado com
a dinamica da métrica deve ser invariante pelo grupo de isometrias do espaco. Dessa
forma, a parte espacial de todo vetor deve se anular (pois caso contrério terfamos uma
direcdo privilegiada na folha) e a parte temporal deve depender apenas do tempo t (pois
caso contrdrio o gradiente espacial do escalar v° determinaria uma direcdo preferencial
na folha). Aplicando tal principio para o vetor T% = T%;,, devemos ter T% = p(t) e
T% = T = (. De maneira andloga, o 3-tensor 7}; deverd ser multiplo da métrica induzida
hi; nas folhas e portanto tefa forma T;; = P(t)h;j, resultando assim na forma descrita
por um fluido perfeito de densidade de energia p e pressao P, expressas na equacao 2.15
(para mais detalhes, veja Cap. 13 de [Wei72]).

A conservagao covariante do tensor T, nos da
p=-3(a/a)(p+ P). (2.16)

Se estabelecermos uma equacao de estado (P = P(p)), a equagao 2.16 fornece uma relagao
entre a densidade de energia p e o fator de escala a. e.g., se tivermos uma equacao linear,
do tipo P = ¢p com ¢ > 0 constante, entdo p oc a =373,

Utilizando as expressoes de curvatura da proposigao 2.4.2, obtemos através das equagoes

de Einstein as equacgoes de Friedmann, dadas por

a?  8nG k

- ,_ = 2.1
o AL (2.17)
a yJe

- —— 3P). 2.18
. 3 (p+3P) (2.18)

Tais equagoes permitem a avaliagdo de como a(t) varia no tempo, dependendo apenas
dos 3 parametros p, P e k. Os modelos de cosmologia padrao utilizam matéria césmica
ordindria, composta de radiagdo e/ou poeira, de forma que tenhamos P > 0. Veremos

agora que tais modelos nos levam a um a — 0 para algum tempo finito no passado,
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caracterizando uma singularidade (big bang). Apresentaremos depois dois “problemas”
desses modelos, o da planaridade (envolvendo a curvatura seccional k) e o da presen¢a de

horizontes.

Nota. Convencionaremos as fungdes com um indice o (como Hy, ag, py etc) para os valores

medidos no tempo atual 2.

Ao assumirmos que p, P > 0, a equacao 2.18 nos diz que d < 0 sempre. Para tempos
cada vez mais ao passado, a fica cada vez maior e a assume valor nulo em um tempo finito
no passado. Reparametrizamos o tempo de forma que a(t) — 0 para t — 0. Assim, para
t — 0 a métrica torna-se indefinida e chamamos tal singularidade de big bang.

Resolveremos agora os casos especificos em que toda a matéria césmica do universo é
constituida de poeira P = 0 e depois de radiagdo P = p/3. Determinamos a(t) facilmente
para curvatura seccional plana?: k = 0.

Para matéria nao-relativistica (poeira), temos P = 0 e portanto p = po(a/ag)>.
Interpretamos tal fato por uma densidade de energia diluida num espaco que muda de

3

(3-)volume proporcionalmente a a®. No caso de curvatura k& = 0, podemos integrar a

equacao 2.17 para obtermos
a(t) oc t?/3,

Para matéria relativistica (radiagao), temos P = p/3 e portanto p = pg(a/ag)~*. A
densidade de energia decresce com um fator @ a mais que para matéria nao-relativistica
pois a radiagao sofre também mudanga na freqiiéncia, proporcional a 1/a. Novamente,

para o caso k = 0 temos a evolucao de a dada por
a(t) oc t/2,

Podemos considerar uma mistura de radiagao com poeira, descrevendo a densidade
de energia total p por uma soma p, + p, das densidades de energia de radiacao e poeira,
respectivamente. Cada densidade p,, continuard resolvendo a equacao 2.16 e portanto
terdo o mesmo comportamento quanto a variacao do fator de escala, dado por a*p, cons-
tante, a®p, também constante. Para altos valores de a esperamos entao que a contribuigao
de poeira sobressaia sobre a radiacao. Da mesma forma, para valores de a pequenos, a
contribuicao da radiacao devera sobressair sobre a poeira.

[lustremos agora o problema da planaridade. Defina a densidade critica de energia no
universo por p. = 3H?/(87G). A equacao 2.17 reduz-se a

k  8nG
2 T(P — pe)-
Determinar o sinal da curvatura k& entao reduz-se a determinar se a densidade de energia

¢ menor, igual ou maior que a densidade critica. Substituindo na equacao 2.17 a soma

2veja tabela 5.1 de [Wal84] para os casos k = 1.
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das densidades de energia, temos

H? =

k 8rGad/3po, 8mGag/po.,
o 3 - 4 :
a a a

Analisando o comportamento de tal equacao para ¢ — 0, as densidades de energia p,,

devem sobressair sobre o termo de curvatura. Logo, nesse limite,

H? ~ % p.
3

Ou seja, para tempos primordiais, a densidade p aproxima-se da densidade critica. Atu-
almente, porém, seria de se esperar que, se p nao fosse estritamente igual a p. (e portanto
k nao-nulo), o termo —k/a?® deveria se sobressair na equacgao 2.17. Dessa maneira, com a
evolucao do universo, a densidade p deveria se afastar mais e mais da densidade critica,
caracterizando a condigdo Q2 = p/p. = 1 como equilibrio instdvel. Porém, dados observa-
cionais indicam que a porcao da contribuicao da curvatura para a equacao 2.17 seja muito
pequena mesmo na data atual [KSD'10]. Uma das solugoes seria acreditar que k = 0 e
que a densidade de energia do universo seja exatamente a densidade critica sempre. Teo-
rias inflacionarias, porém, fazem com que a partir de condigOes iniciais mais arbitrarias o
fator de curvatura seja suprimido durante um periodo de inflagao. Hustraremos as idéias
basicas de inflacao mais aidante.

Agora citaremos o problema de horizontes. Um observador isotrépico em r = 0 num
determinado instante ¢ serd causalmente afetado por observadores isotropicos que tenham
coordenada radial méxima de D, dada por

Eoat O dr
|| F=-no)

O lado direito da equagdo é crescente em D (para k = 1, temos fi(D) = sin™*(D), mas o
dominio de D deve ser restrito até 1), e o lado esquerdo depende apenas do comportamento
de a. Sob as hipoteses de pressao positiva, a integral do lado esquerdo converge para todo
modelo de k (veja tabela 5.1 de Wald [Wal84]), e temos um valor finito para o horizonte
D do observador. A presenca de horizontes representa dificuldades para tal modelo no
seguinte sentido: ao considerarmos homogeneidade e isotropia de um sistema, geralmente
consideramos um estado de equilibrio atingido apds uma termalizacao na qual eventuais
inomogeneidades tenham se dissipado. Nesse modelo cosmoldgico, entretanto, supoe-se
homogeneidade entre partes do espaco que sequer puderam entrar em contato durante
a existencia do universo, o que sugere que as condigoes iniciais do universo tenham sido
muito especiais. Em modelos inflacionarios, as regioes que a principio pareciam estar
causalmente separadas sao unidas no passado, antes de uma expansao exponencial do
fator de escala. Veremos isso a seguir.

Apresentaremos agora as idéias de modelos inflaciondrios, os quais oferecem uma in-



2.5. DINAMICA DE FRIEDMANN 17

teressante alternativa aos problemas de planaridade e horizontes. Guth, criador da teoria
da inflagdo, d4 uma breve discussao em [Gut04], por exemplo. Tais modelos tém por base
a idéia de um estado de falso véacuo, e.g. na inflacao de slow roll, a expansao exponencial
dé-se enquanto um campo escalar ¢ (inflaton) sujeito a um potencial de interacao V(o)
“rolasse” lentamente de um minimo local do potencial (falso vacuo) ao minimo global

(processo de relaxagao). O tensor de energia-momento de tal campo seria descrito por

Tia = (9.0)(56) — g (30°(9.6)(Va6) + V(6))

+ g(gablj - vavb - Gab)¢2-

Durante o processo de relaxamento o potencial dominaria sobre os outros termos, gerando
uma interacao analoga a um tensor de um fluido perfeito de pressao negativa, com P =
—p = V(). Isso gera uma densidade p constante no tempo, o que por sua vez resulta na

solucao inflacionaria para a, na forma
a(t) ~ exp (Hy 1),

onde H; = 4/ 83—”Gp denotaria o parametro de Hubble constante durante o periodo de
inflacao. O estado de pressao negativa mudaria entao a dinamica de evolugao das equacoes
de Friedmann, tendo um efeito equivalente a adicao de uma constante cosmoldgica as
equacoes de Einstein, gerando um aumento exponencial do fator de escala. Se o fator
de escala a tiver crescimento muito rapido durante o inicio do universo, os horizontes
difeririam drasticamente das predi¢oes normais da cosmologia FLRW, fornecendo uma
explicacao para a isotropia observada de nosso referencial. Ou seja, expansao exponencial
seria interpretada como repulsao gravitacional devida a uma alta pressao (negativa), que
suavizaria a métrica e diluiria as particulas no inicio da inflagao.

Quanto ao problema da planaridade, lembremos que para os modelos “padrao” de
cosmologia FLRW, temos um estado de equilibrio instavel para Q = p/p. = 1. Porém,
durante um periodo inflacionario, €2 flui para 1 de maneira exponencial, dada por 2 —1

o—2H1t

. Nao s6 isso, mas modelos inflacionarios também se mostram como boa alternativa
para explicar outros problemas cosmoldgicos e até mesmo a formagao de estruturas no
universo [Gut04].

Os diferentes modelos inflacionarios seriam entao variagoes sobre esse tema, propondo
mecanismos de como comegar e/ou como acabar o periodo de inflagdo. Os primeiros
modelos baseavam-se na idéia exposta acima, com estados de falso vacuo caracterizados
por minimos locais ou plateaus no potencial. A inflacdo ocorreria enquanto o campo relaxa
ao minimo global. Efeitos quanticos desse campo influiriam nessa dinamica, mas como
sabemos, o problema de campos quanticos em espagos curvos é um tanto delicado. Assim

motivados, analisaremos nesse texto os efeitos quanticos de um modelo simples de campo
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real ndo-interagente (de Klein-Gordon) em espagos FLRW, tratado na referéncia [DFPO0S].
2.6 Algumas Identidades.

Antes de prosseguir para a quantizacao de campos, vamos reunir alguns resultados
geométricos. Visto que dados observacionais sugerem que a curvatura seccional de nosso
universo seja plana (segao anterior), procederemos no capitulo 5 com a anélise da re-
troacdo de um campo de Klein-Gordon na métrica para esse caso (k = 0). Nessa segao
resumiremos alguns resultados referentes a essa classe de espagos.

Com a escolha de superficie base S = R3 com a métrica padrao, a métrica do espaco-

tempo tomara a forma
g=—dt* + a(t)?(dz® + dy* + dz?). (2.19)
Os simbolos de Christoffel terao as inicas componentes nao-nulas dadas por

I’ = aa, (2.20)

2

[y =T = a/a, (2.21)

E assim, a curvatura de Riemann tera as componentes nao-nulas dadas por

ROiOi = _Riooi = —d/a, (222)
Ry;" = =Ry, = —aa, (2.23)
Rijij — _Rjiij =a% sei#j. (2.24)

Veremos no capitulo 5 que os escalares Rgp.qR™? e R R® tém sua contribuicao na
retroacao do campo escalar e dessa forma serao calculados a seguir. Teremos

RabcdRade — Z (ROiOiROiOi 4 RiOOiRiOOi 4 ROiiOROiiO 4 RiOiORiOiO)+

i=1,2,3
+ ) (RyyR7 + Ry R7™) =
4,j=1,2,3
i#]
i\’  [a\* : :
=12 ((—) + (—) > = 12(H* + 2HH? + 2H"). (2.25)
a a

RypR™ = RpoR® + > RyR"
i=1,2,3

_ 19 ((é)Q + 9(9>2 + (9)4> — 12(H? + 3HH? + 3HY) (2.26)

a a \a a
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E comum utilizarmos a coordenada de tempo conforme, dada por (7, z,y, z), onde

(1) = /t % (2.27)

A métrica toma forma conforme a métrica de Minkowski, na forma
g=a(t)’(—dr’+ (dz")* + (dz?)* + (dz”)?). (2.28)

Temos as seguintes transformacoes:

dp,(z) = a(r)*drdz'dz*da? (2.29)
[ = FiiT = Fin‘ = Ora (2.30)
a
df 1df
-2 2.31
dt  adr (2:31)
cf 1 df df
= e ) (2:32)

Resumem-se aqui os resultados geométricos. No proximo capitulo introduziremos a
quantizacao do campo de Klein-Gordon real em espacos globalmente hiperbdlicos para

apenas avaliar sua retroacao em espacos FLRW no capitulo 5.
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Capitulo 3

Campo de Klein-Gordon Real

Trataremos aqui da teoria do campo escalar real livre em uma variedade Lorentziana,
partindo de uma teoria cléssica e analisando o processo de quantizacao. O campo escalar
classico associa a cada ponto do espago-tempo um valor de intensidade de campo, que
tomaremos como um numero real. Caracterizaremos entao tal campo cléssico a partir
do fibrado trivial R x M e das suas segdes suaves, denotadas por C*°(M,R x M) ou
S(M). Para a teoria livre (campo sem interacao), as restrigoes de possiveis configuracoes
do campo serao dadas requisitando que o campo resolva uma dada equacao diferencial,

obtida pelo operador de Klein-Gordon. Tal equagao ¢é gerada a partir da Lagrangeana

Lx6lo. 6. 96] = 50, (*(Va0) (Vi) + (m® + ER)?).

Dessa forma, obtemos expressoes para a equacao de movimento e para o tensor de
energia-momento:

Py =(—04+m?*+ER)p =0,

T = (Vad) (V6) ~ 500 (6 (Ve 0) (Va) + m6?) +&(Gun + g V"V — V)

O tensor de energia-momento relaciona-se com a “retroacao” do campo, no qual o
mesmo interage com a métrica através das equagoes de Einstein. A equacao de Klein-
Gordon, por sua vez, dird quais sao as configuracoes de campo fisicamente aceitaveis pelo
modelo. Trata-se uma equacao diferencial de segunda ordem, normalmente hiperbélica
e linear, representando um campo livre de interagoes. Logo, o espaco de solucoes toma
estrutura vetorial, e d4 origem a um espaco vetorial simplético, do qual procedemos com
a quantizacao da teoria, de maneira algébrica, associando por relagoes de comutacao
canonica (CCR) uma &lgebra C* 2(. De tal dlgebra, apds designarmos estados algébricos
w : A — C, podemos calcular valores esperados das grandezas observaveis da teoria a
partir das fungdes de n—pontos (¢(x1) ... ¢(x,))w, as quais formalmente sao encaradas
como distribuigoes em D'(M").

Prosseguiremos nesse capitulo da seguinte forma. Na secao 3.1 analisaremos o operador
de Klein-Gordon em variedades globalmente hiperbdlicas, seus propagadores e o espaco

de solucoes com suporte compacto em superficies de Cauchy, caracterizando assim um

21
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espaco vetorial simplético. A seguir, na secao 3.2 procediremos com quantizacao via
operadores de Weyl em algebras CCR. Na se¢ao 3.3 restringiremos os estados algébricos
a algumas classes de interesse fisico, descrevendo estados analiticos quase-livres e estados
de Hadamard. Na secao 4.1 analisaremos o procedimento de regularizacao do tensor de

energia-momento.
3.1 Operador de Klein-Gordon

Para a teoria do campo escalar real, o fibrado de interesse é o trivial R x M e suas se¢oes
de fungoes reais suaves §(M), as quais localmente podem ser vistas como fungoes suaves
V C R™ — R em sistemas de coordenadas. Dentro de §(M) destacamos o subespago de
fungoes suaves de suporte compacto C§°(M). Estamos entao interessados em operadores
diferenciais agindo nessas se¢oes, em particular no operador de Klein-Gordon, que descreve
equacoes de onda propagando na variedade.

Partimos da teoria em sua formacao Lagrangeana, dada pela densidade

Lrals, 6.6 = ~3p, (" (Vab)(Va0) + (m? + ER)G?). (3.1

O termo £R¢* tem a constante ¢ adimensional e é adicionada pois para & = 1/6 (ou
& = (n —2)/(4n — 4) para espago-tempos de dimensao n) a acao admite invariancia
conforme no caso m = 0 (veja e.g. as notas de aula de Fewster [Few08] ou o livro-texto
de Wald [Wal84] em seu apéndice D). Por hora, deixaremos a constante livre.

Pelo principio da acao estacionaria, as configuragoes de campo fisicamente permiti-
das pelo modelo sao entao as que resolvem a equacao de Klein-Gordon, obtida pela
variacao da acao em respeito ao campo. Tal equacao é dada por

(—g"VaVe+m*+ER) ¢ =0.

Estudaremos entao o operador diferencial de Klein-Gordon P(m, &) : §(M) — §(M),
dado por

P(m,§&) = =gV .V, +m? + (R (3.2)
e em coordenadas locais,
(P, 10)e) = ( = 00) (5~ Thle) )+ 4 €R(a) Jola)  (3:20)
’ N g Oxr Oxv HeATS O '

e seu simbolo principal, para uma 1-forma u, é dado por

Tpime) (1) = —ugup g™ = —(u, u),

caracterizando o operador P(m,£) entdo como operador hiperbdlico. Omitiremos aqui a
dependéncia nos parametros m, ¢ e denotaremos toda a classe de operadores de Klein-

Gordon simplesmente por P.
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Primeiramente, mostraremos que o operador de Klein-Gordon é formalmente simétrico,
i.e. para quaisquer fungoes teste i, ¢ € C§°(M), devemos ter

(6, Pi) = / dvol,(z) $(x) Py(x) = (P, ).

Basta provarmos entao que o operador de ondas [J é formalmente simétrico. Para isso,
basta observar que V*(¢V 1) = V@ V10 + ¢y, e portanto

(6, 00) — (O ) = / dvol, V*( 6Vt — (Vad) ¥ ),

e tal integral se anula sempre que supp(¢) N supp(¢)) for compacto, e portanto, com
respeito a tal produto interno, o operador de Klein-Gordon é formalmente simétrico.

Ao lidarmos com variedades globalmente hiperbdlicas, o problema de valor inicial para
o operador de Klein-Gordon é bem definido. Ou seja, dada uma superficie de Cauchy X
suave e tipo espaco com campo normal n® e fungoes suaves ¢, <z50 : 2 — R, temos uma
solucio ¢ € F(M) para Pp = 0 com |y, = ¢y € n%(Va)|s = ¢o. Dessa forma, é possivel
caracterizar o espaco de solucgoes a partir do espaco de dados iniciais. Um subespaco
de particular interesse é o das solugoes de suporte compacto em uma dada superficie de
Cauchy, as quais podem ser analisadas através dos propagadores do operador.

Se a variedade M for globalmente hiperbdlica, teremos mapas G* : C§5¢(M) — C>(M)
tais que para qualquer f € C5°(M) a fungao G f resolva a equacio de Klein-Gordon ino-
mogénea P(GEf) = f com suppG*f C J*(supp f) (veja e.g. [BGPOS8]). Os mapas
GT,G~ sao denominados de propagadores, fungées de Green ou solucoes funda-
mentais, retardada(+) e avangada(-). Dessa forma, G = GT — G~ gera solugoes para
a equacao de Klein-Gordon homogénea a partir de fungoes de suporte compacto, e nao
sé isso, toda solugao dessa classe pode ser escrita na forma G f para algum f € C5°(M).
Ainda, temos ker G = PC§°(M) (teorema 3.4.7 de [BGPO08], e dessa forma identificamos
o espaco Gol de solugoes com suporte compacto em superficies de Cauchy com a imagem
de G. Em suma, o espaco de fase é dado pelo espaco das condicoes iniciais em uma

superficie de Cauchy, e o espaco de solugoes é o gerado por essas condigoes iniciais. Temos

M = { (¢7¢) ¢7¢ S C(())O(E’R)}’
Sol={pcFM) | ¢ls€CP(E,R),Pp=0}=
= GO (M) = C*(M) [ PCG*(M).

O operador G pode entao ser visto como uma bidistribuicao em D'(M x M), tal que
para fi, fo € C§5°(M) temos

G o) = /M £1(p) (G f2)(p) dvol,y(p).



24 CAPITULO 3. CAMPO DE KLEIN-GORDON REAL

G ¢é entao um bilinear em C§°(M ), degenerado em PC§° (M), ou seja, com G(f1, Pfa) =0
para todo fi, fo. Em C§°(M)/PC§ (M) entdo, o bilinear torna-se nao-degenerado, pois
para f ~ 0, temos Gf # 0 e portanto G(f, -) # 0. Ainda mais, provaremos que G é
ansissimétrico. Para mostrar tal resultado, basta observar que (fi, Gy f2) = (Gxf1, f2)
no produto interno de L?(M,dwvol,), pois sendo PG+ = idgee(ary, temos (f1,Gifo) =
(PG+f1,G4 fa) e, sendo supp(G= f1) Nsupp(G fa) compacto devido as propriedades dos
propagadores, temos (PG f1,Gyfa) = (Gxf1, PGLfs) e dessa maneira, (f1,Gyfo) =
(Gxf1, f2). Assim, com G = G, — G_, temos (f1,Gfs) = —(Gfy, f2), q.e.d.. Portanto,

Gol torna-se um espago vetorial simplético, com forma simplética dada por

Gwmmnzmﬁﬁwiﬂﬁ@wwmmw%@»

Como existe uma identificacao entre o espaco de solugoes Gol e o espaco de fase IM
de condigoes iniciais, é de se esperar que exista um isomorfismo entre os espacos que
preserve um produto simplético em 9. Para construir essa forma, precisamos recair
no formalismo Hamiltoneano da teoria, que pode ser formulado por uma folheagao do
espaco-tempo. Sendo o espacgo-tempo globalmente hiperbdlico, tomemos uma folheacao
por superficies de Cauchy nas hipdteses do teorema 2.3.2, dado por I x S com métrica

g = —N(t)*dt* + h,.

Dessa forma, toda configuracido de campo ¢ € C*°(M) (com suporte compacto quando
restringido a uma superficie de Cauchy) pode também ser folheada em fungoes I > t +—

oy € C§(S;). Segundo essa folheagao, podemos entao integrar a Lagrangeana em

Sl = [ 2@ = [ at i g

t1
to

tal que

1 L
L(p,¢,t) = 5/5 (N1 — NRIV,0 V0 — N(m? + ER)¢?) pn,.

O momento canonicamente conjugado é entao a densidade dada pela equagao

_L_ ¢

5~ NP (3.3)

Dessa forma, para duas solucoes ¢1, ¢po € Gol, para uma dada superficie de Cauchy S,
temos seus dados iniciais ¢y, 7, associados ao espago de fase 9, com o produto simplético
dado por

(6.7, (6, 7) = | 70/~ o (3.4)
St

Por fim, unificamos as duas abordagens para o produto simplético. Um elemento do
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espago de fase (¢, m) € 9 associa-se a uma tnica condigao inicial (¢, @) € CF°(3;) ®
C5°(X¢) e gera uma tnica solugao ¢ € Sol = GO (M) = C§°(M)/PCg° (M), que por sua
vez ¢ também gerada por uma fungao teste f € C5°(M) unicamente determinada a menos
de adigao elementos do kernel PC{°(M). Sejam f; € C° (M) e (¢4, ¢;) € I referentes &
mesma solugao ¢; € Gol para i = 1,2. Entao, pelo Lema A.1 de [Dim80], temos

1

/M2 pg(T)pg(y) f1(2)(Gfa)(y) = / (T2 — Tagp1) = /S Phtﬁ(%% — 1),  (3.5)

S,

ou seja, temos um isomorfismo simplético

G(f1, f2) = Q((¢1,61), (92, $2)) (3.6)

Denominamos entao o espaco vetorial real simplético (V) o), que pode designar livre-
mente qualquer um dos espacos mencionados anteriormente. Frequentemente iremos nos
referir a V' por C§°(M)/PC§°(M) com a forma simplética ¢ = G. Dessa forma podemos
entao prosseguir com a quantizacao.

3.2 Quantizacao do Campo Real de Klein-Gordon

Dado nosso espaco vetorial simplético Sol, G, partiremos agora para a quantizagao da
teoria. Notemos que espago C3°(M)/PC§° (M) pode ser visto também como “observaveis
lineares” dos campos, de forma que para f € C§°(M) e para um estado ¢ € Gol, o valor
do observavel ®(f) em 1) é dada por

()] = /M F(p)(p) dvoly(p).

Tal observavel equivale ao valor médio do campo com uma funcao de peso f de suporte
compacto no espago-tempo, no qual a medida é efetuada. ®(f)[)] é linear tanto nos es-
tados 1 quanto no paramentro do peso f, sendo que para f = Pg para algum ¢ resulta
em ®(Pg) = 0, o que deixa ®(f) bem-definida para fungdes de uma mesma classe de
equivaléncia em C§°(M)/PCg°(M). Ainda mais, passando para uma formulacdo Hamil-
toneana, é possivel provar [Few08] que os colchetes de Poisson entre os observéveis ®( f;)
e ®(fy) da-se por
{@(f1), ®(f2)} = G(f1, f2)-

((f1), 0(f2)} = / 1bs— a1 = Gf1, fo)

Poderiamos entao prescrever a quantizacao como uma relagao entre os observaveis
classicos descritas por ®(f), f € C§°(M) e os observaveis quanticas numa *-algebra A,
através de um mapa ®(f) — ®(f) € A. Tal dlgebra tem seus elementos gerados pela
unidade id e por produtos finitos dos sfmbolos ®(f) (omitindo o chapéu ®) com f €
C>(M), satisfazendo as propriedades: f +— ®(f) com R-linearidade em f € C°(M);
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O(f)* = O(f) (observéaveis auto-adjuntas); ®(Pf) = 0 para qualquer f (campo linear de
Klein-Gordon); [®(f1), ®(f2)] = ®(f1)P(f2) — (f2)P(f1) = iG(f1, f2) (comutatividade
canonica); Dessa forma, teriamos o equivalente quantico das medidas de campo com
fungoes peso, ou seja, terfamos o campo quantico ¢ como uma “distribui¢ao a valores
de operadores”, com C§°(M) > f — ®(f) € A.

A caracterizagao abstrata dessa algebra dos campos é dada pela algebra de Borchers
B(M), a qual descreveremos a seguir. Os elementos de A na forma ®(f;)P(f2) ... P(fx)
sao multilineares em fi, fo,..., fr € C°(M) e portanto lineares em f; ® fo ® ... ® fi €
Q" Ceo(M) = C5°(MF). Tal fato motiva a definicao da dlgebra B(M) = D, Cs(M*F),
onde por convengao Cg°(M°) = R. Cada elemento da dlgebra B é um conjunto de fungoes
f={fr € C(M")}32, = B, [x tal que apenas um nimero finito de fungdes fis nao se-
jam identicamente nulas. Além da sua estrutura vetorial, definimos nessa algebra uma in-
volugao e um produto. A involucdo serd dada por f* = @, [ onde fi(z1,xa, ..., 14) =
fe(@k, Tp—1,...,21). O produto de f = @i fr € ¢ = Bjepgr € dado por f x g =
Do (f xg)r onde (f xg)k(z1, z2, ..., x5) = Zf:o filzr, zay ooy 2) Ge—t(Ti1, Tigay - - o, Tk
Dessa forma, B(M) torna-se uma algebra involutiva denominada de dlgebra de Borchers.
Notamos, porém, que tal algebra nao carrega informacao dos campos, i.g. nao pos-
sui estruturas que denotem as regras de comutagao em relacao ao operador de Klein-
Gordon P. Tais estruturas devem ser introduzidas através de representacoes da dlgebra
de Borchers na élgebra de campos A denotada anteriormente. Para mais detalhes, veja
e.g. [Rad96, Few08].

As regras de comutacgao como na algebra de campos A apresentam o incoveniente de
nos dar representacoes nas quais os operadores de campo sejam ilimitados, e portanto
apenas densamente definidos (teorema da reconstrugao, veja e.g. [SW00]). Uma alterna-
tiva comum ¢é quantizar o sistema a partir dos operadores de Weyl, a versao exponenciada
dos campos, dada pelos elementos unitarios W(f) = e'®) A partir da comutacio dos
campos, a comutagdao para os operadores de Weyl é dada pela relagago W (f)W(g) =
e G (f9)/ 2W(f + g). Os operadores de campo entao sao recuperados a partir de uma re-
presentacao minimamente bem comportada dos operadores de Weyl, através de derivadas:
dado um estado w na algebra C* gerada pelos operadores de Weyl, terfamos por exemplo a
funcao de 2-pontos dada por (®(f)P(g)), = (0/0t)(0/0s) w(W (tf)W (sg))|t=s=0, quando
essas derivadas existirem. A teoria se salva pois temos de certa maneira uma unicidade
do sistema de Weyl, de forma que para um dado espaco vetorial, diferentes representagoes

sao isomorfas. Resumiremos a histéria no que se segue.

Definig¢ao 3.2.1. Dado um espaco vetorial real simplético (V, o), um sistema de Weyl
desse espaco consiste em uma algebra C* 2l com unidade e em um mapa W : V' — 2 tal
que para todo ¢, € V

1. W(0) = id,
2. W(=¢) =W(g)",
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3. W(O)W () = e 792 W (6 + ).

Tal sistema de Weyl (2, W) é dito ser uma representacao CCR se a dlgebra 2l for gerada
por elementos W (), € V. Nesse caso, 2 é dita ser uma algebra CCR. q

Proposigao 3.2.2. (Prop. 4.2.3 de [BGP08]) Seja (2(, W) um sistema de Weyl do espago
simplético (V, o). Entdo

1. W(f) é unitério para todo f € V,

2. ||[W(f)—W(g)|| =2 para todo f,g € V com f # g,
3. 2 ndo é separdvel a ndo ser que V' = {0},

4. a familia {W(f)|f € V} é linearmente independente,

5. se (2, W) for uma representa¢do CCR, vale que 2( é simples. q

Teorema 3.2.3. (Teo. 4.2.9 de [BGP08]) Dado (V, o) um espacgo vetorial real simplético
e (A, Wy), (~Ag, Ws) duas representagdes CCR desse espago. Entdo existe um dnico *-
isomorfismo 7 : Ay — Ay com Wy = 7o W q

Essa metodologia de quantizacao apresenta a seguinte estrutura: Dado o operador
de Klein-Gordon, a partir de uma variedade globalmente hiperbdlica, determinamos seus
propagadores e dessa maneira, um espaco vetorial simplético, e seu sistema de Weyl nos
da a algebra C* de nossa teoria. Ainda mais, determinando uma relagao de ortogonalidade
dirigida na variedade de origem, obtemos uma estrutura de algebras C* quase-locais. Tal
procedimento de quantizacao tem estrutura functorial, que por sua vez obedece os axiomas
de Haag-Kastler. Veja e.g. [Dim80] e o cap. 4 de [BGPOS].

Resta afirmar que o sistema de Weyl gera apenas os “observaveis fundamentais” da
teoria, ou seja, grandezas lineares nos campos, mas outras grandezas fisicamente relevantes
podem ser de interesse. Por exemplo, para a defini¢ao do tensor de energia-momento, sera
necessaria a restricao a estados que satisfacam a condicdo de Hadamard, que veremos

adiante.
3.3 Estados

Para o sistema de Weyl 2 gerado por (M, g, P), um estado algebrico é um mapa
linear w : A — C normalizado (w(id) = 1) e positivo (w(A*A) > 0 para todo A € ),
e representa uma determinada configuragao fisica na qual o valor esperado para cada
observéivel A da algebra é dado por w(A). Entretanto, a classe de estados algébricos é
muito abrangente, e, por vezes, nos restringimos a uma subcole¢ao particular de estados
por motivacoes fisicas. Apresentaremos a seguir a nocao de estados regulares, que nos

permitirao a definicao dos operadores de campo como geradores dos grupos de Weyl



28 CAPITULO 3. CAMPO DE KLEIN-GORDON REAL

t — W(tf), e dentro dessa classe, os estados analiticos admitirdo valores esperados para
produtos de campos.

Sendo 2l uma algebra C*, a formulacao da teoria via espacgo de Hilbert é reproduzida
pela representagao GNS (em referéncia a Gelfand, Naimark, Segal), que a um dado estado
w sobre A associa uma dnica (a menos de equivaléncia unitaria) tripla GNS (H,,, 7, )
(construcao padrao, veja por exemplo [Wal94]). A tripla constitui-se de um espago de
Hilbert para a teoria H,,, uma *-representacao m, : A — B(H,,) da dlgebra em operadores
limitados de ‘H,,, e um vetor ciclico €2, € ‘H, que representa o estado, de forma que

o 1, : A — B(H,) é uma *-representacao,
o w(A)=(Q,,m,(A),) para todo A € A,
o 1,(A), é denso em H,,.

Dessa forma, 7, (W (f)) representa nosso operador de Weyl referente ao campo exponen-
ciado. O interesse entao é recuperarmos operadores de campo através dos operadores de
Weyl, de forma que para todo f € C§°(M) tenhamos o operador de campo @, (f) tal que
valha 7, (W (f)) = exp(i®,(f)). A existéncia de tais operadores pode ser garantida pelo
teorema de Stone [RS81], caso tenhamos grupos untarios fortemente continuos. Ou seja,
se tivermos R 3 ¢t +— 7, (W (¢f) um grupo unitario a um parametro fortemente continuo,
seu gerador @, (f) estard definido como um operador auto-adjunto.

Dessa forma, uma subclasse de interesse sao os denominados estados regulares sobre
o sistema de Weyl 2, para os quais R 2 ¢t — w(W(tf)) € C ¢ continuo para todo
f. Assim, sua representacao GNS 7, serd uma representacao regular, i.e. gera grupos
unitarios fortemente continuos, e portanto operadores de campo podem ser definidos.
Porém, mesmo para estados regulares, nao temos necessariamente que o vetor ciclico €2,
pertenga ao dominio dos operadores de campo, sendo que grandezas do tipo (®(f)), =
(Qu, D, (f)2) nao estariam a priori apropriadamente definidas. Dizemos entdo que um
estado w é de classe C™, para m > 0 natural, se para todo f € V tivermos t — w(W (tf))
uma funcao C™(R,C). Para estados da forma w € C*™, o vetor ciclico serd C™, ou
seja, t — m, (W (tf)), serd m vezes fortemente diferencidvel para todo f, o que equivale
a Q, € D(®,(f)™). Para estados C* o valor esperado de produtos de operadores de
campo estd bem definido. Por fim, um estado w é analitico se para todo f € V as funcoes
t — w(W(tf)) forem analiticas em uma vizinhanga de ¢ = 0, o que equivale a dizer que
), é analitico para todo operador de campo ®,(f). Se um estado é analitico, entao ele é
analitico em uma faixa aberta em torno de R (sec. 5.2.3, p. 39 de [BR79]). Estados sobre
o sistema de Weyl 2 sdo determinados por seus valores em {W(f), f € V'}, e, portanto,
estados analiticos sdo determinados pelos valores {(Q,, ®(f)"Q) | f € V,m > 0}.

Em suma, estados analiticos sao determinados por seus valores esperados nos campos,
{0, P, (f1)P(f2) ... P(fr)Qw) | kK > 0,f; € V}. Ou seja, a cada estado analitico da
algebra de Weyl corresponde um estado na algebra de Borchers gerada pelos operadores
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de campos. Estado nessa algebra sdo entdao conjuntos de valores w(®(f1)...P(fx)) e
equivalem aos estados analiticos sobre a algebra de Weyl. Para mais detalhes, veja e.g.
[Rad96].

Ainda, definimos estados quase-livres w como estados analiticos com a proprie-
dade de ter seus valores truncados wr(®y(f1), Pu(f), ..., Pu(fi)) = 0 para k > 2
(veja e.g. sec. 5.2.3, p. 41 de [BR79] ). Para esses estados, os funcionais w( @ (f))
e w(@w( f1)Pu( fg)) determinam completamente todas suas fungdes de n pontos. Por
vezes exigiremos também que (®,(f)), se anule para todo f € V 1.

Quanto a estados analiticos e estados sobre dlgebras de Borchers, alguma anedota
deve ser feita. Para esses estados o conceito de campo como distribuigao toma sentido.
Todo f € V pode ser representado por uma fungao teste em C{°(M) de forma que
(fi, oy fr) €VE=®,(f1) ... Pu(fr) € C é um funcional em C*(M) ® ... ® CF(M) =
C5°(M*). Lembrando que os operadores de campo sao R-lineares, ou seja Zle Ot f:) =
Zle tL;®(f;) parat; € Re f; € V, tal estrutura é carregada para os estados. Ainda
mais, dado um estado w, o mesmo serda determinado pelos funcionais fi, fo,..., fr +—
w(®(f1)P(f2)...DP(fr)). Tais funcionais sdo multilineares e continuos, e portanto sao
distribuicoes em D'(M)®...D'(M) = D'(M¥), e portanto, estados analiticos representam
uma familia de distribuicoes wy, € D'(M¥) para k > 0, e as mesmas sao chamadas de
fungoes de k pontos, também denotadas por wg(z1,...,zx) ou mesmo (P(xy) ... P(xx))y,-
Quando nos referimos a estados quase-livres, nesses termos, exigimos que as funcoes de k
pontos se anulem para k impares e para k pares seja completamente determinada por wo.

Uma classe interessante de estados quase-livres sao os denominados estados de Ha-
damard, cujas funcoes de dois pontos tém estrutura singular definida pela parametriz de
Hadamard ? Na prética, para espacos-tempos de dimensao n = 4 com x, y pertos, dizemos
tal funcao pode ser escrita na forma
1 (U (z, y)

WQ(xay) = 4_71_2 O'(LE,y)

+V(z,y)logo(z,y) + W(x, y))

onde o designa a distancia geodésica ao quadrado e com sinal, e U, V, W sao suaves, sendo
que as divergéncia encontram-se entao em forma 1/0 e logo. U,V sao determinadas a
partir apenas da geometria local, enquanto que W codifica a dependéncia no estado. Para
mais detalhes, veja por exemplo [KW91]. No capitulo 4 definimos o biescalar ¢ e ana-
lisamos a parametriz de Hadamard, caracterizando assim algumas propriedades para a
regularizacao de point-splitting para estados de Hadamard, procedimento o qual ilustra-

remos a seguir, na secao 4.1.

! Todo estado quase-livre pode ser “colocado” nessa forma subtraindo o valor do campo.

2 Parametriz é uma certa generizacido do conceito de solucdo fundamental para EDPs. Elas apresentam
0 mesmo tipo de estrutura singular que a solugdo fundamental e geralmente sao truncadas, e a partir dela a
solugdo fundamental pode ser recuperada. Em suma, para uma parametriz H do operador diferencial P, teremos
PH = § + w onde w é uma fungdo de suporte compacto.
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Capitulo 4
Regularizacao por Point-Splitting

Neste capitulo estamos interessados em avaliar o tensor de energia-momento para o
campo real de Klein-Gordon estudado no capitulo anterior.

Primeiramente, na secao 4.1 descreveremos as idéias do procedimento de point-splitting
para a definicao do tensor de energia-momento, motivando assim a escolha de estados de
Hadamard como classe de estados fisicos de interesse.

Na segao 4.2 avaliaremos a funcao de distancia geodésica e também resumiremos o
calculo de bitensores. A partir disso, na secao 4.3 trataremos da parametriz de Hadamard,

dada pelo Ansatz

o = g (o + VoG

onde U e V sdo suaves e simétricos, e V expande-se na forma V' (z,y) = > ;2 Vi(z,y)o(z, y)*.
Em seguida, na secao 4.5, devemos provar algumas igualdades relacionadas com limites
de coincidéncia de operadores diferenciais agindo em h, importantes para alguns calculos
de prescrigao de point-splitting. Na segao 4.4 calcularemos explicitamente o termo [V;] em
fungao da geometria do espago-tempo, onde [V;| = Vi(x,z) é o limite de coincidéncia do
biescalar V' que entra na definicao da parametriz de Hadamard.

Com isso em maos, na secao 4.1 analizaremos algumas identidades de point-splitting,

em particular o trago do tensor de energia-momento.
4.1 Tensor de Energia-Momento

Como vimos no capitulo anterior, a quantizacao da teoria por sistema de Weyl permite
uma formulacao independente das varias representagoes unitariamente inequivalentes, e
estados algébricos caracterizam valores esperados para todos elementos da algebra 2.
Porém, existem outras grandezas de interesse fisico que nao se encontram na &algebra,
como por exemplo o tensor de energia-momento. Classicamente, esse tensor advém da

variacao da Lagrangeana com respeito a métrica (e.g. apéndice E de Wald [Wal84]), e
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para o campo de Klein-Gordon é dado por

1
Ty = (Va0) (Vi6) = 590 (9°(Ve 6)(Va6) +m?6?)
+€ <Gab + gabvcvc - Vavb> ¢2'

Quanto a essa expressao, faremos inicialmente duas ressalvas, quanto ao seu traco e a
sua conservacao covariante. Utilizando g?V,¢V,¢ = (1/2)0¢? — ¢(J¢, temos, para um

espaco-tempo de dimensao n,

1 n—2

T — abTa:— s
g Lab n—1{£ 4(n—1)

n—2
] O¢? — m2¢* + qu Po. (4.1)
Dessa forma, para o acoplamento conforme e no caso nao massivo, o traco 7" se anula
classicamente, para configuragoes “on shell”, com P¢ = 0. E do mesmo modo, teremos a

conservacao covariante de T, pois teremos
VT = —(P¢) Vyo. (4.2)

Podemos entao buscar um tensor quantico através da expressao classica, substituindo
formalmente os campos ¢ por operadores ®,,, o que traz problemas, pois como os ope-
radores sdao vistos como distribuicoes, o produto formal ¢? nao se extende de maneira
natural para operadores. Entretanto, processos de regularizacao podem ser tomados para
a remocao de divergéncias a partir da definicao formal. A partir daqui, tomaremos como
ponto de partida os estudos iniciados por Wald [Wal77, Wal78].

Seguiremos o caminho de definir o tensor de energia-momento para uma classe ade-
quada de estados no sistema de Weyl original 2, sem necessidade de adicionar estruturas
algébricas respectivas aos observaveis de energia-momento. Dessa forma, esperamos que
(Twp)w seja um tensor na variedade de fundo, dado que w seja um estado admissivel pela
prescricao. Mas mais do que isso, queremos que tal prescricao proceda nao sé para o
espaco-tempo M avaliado, mas que possa ser efetuada de maneira analoga a toda uma
classe razoavel de espago-tempos.

Primeiramente descreveremos o procedimento de point-splitting. Estamos interessados
em objetos na forma (®(z)®(x)),, e o procedimento consiste em trocar tal termo por
grandezas (®(y)P(y')).,, equivalente a bi-distribuicoes, e avaliar o limite v,y — x, que,
para uma vizinhanca normal U de x, pode ser tomada através das unicas geodésicas que
unem os pontos. O procedimento padrao equivalente a tomar o produto de Wick seria
subtrair desse termo o valor esperado em um estado de vacuo ). Dessa forma, se para
um dado estado w obtivéssemos

Fu(y,9) = (2(1)2(Y))w — (2(y)2(Y)) € C=(M x M),
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terfamos efetuado com sucesso uma “subtragao do vacuo” e a expressao (®(z)P(x)),
como um limite de coincidéncia em F,(y,y’) com y,y’ — x faria sentido. Assim supondo,
podemos proceder com a prescrigao tomando F,, € C*°(U x U) no lugar dos produtos de
campo, ou seja, os termos ¢(x)¢(z) reduzir-se-ao a (omitindo o subscrito w)

(®(@)B(@) — Tim F(y.)

Na expressao clédssica, termos locais agem nos campos, de forma que ainda alguns cui-
dados devem ser tomados quanto ao quesito de diferenciacao. Por exemplo, ao avali-
armos o termo (V,®)|, (Vy®)|, € TXM ® T} M, primeiramente deslocaremos um dos
fatores para y, e (Vo®@)|, = V(,)a® € T; M, e traremos devolta ao espago cotangente a
x por transporte paralelo ao longo da tnica geodésica que liga y a x, dado que esteja-
mos dentro de uma vizinhanga convexa de x. Assim, para V(,y® € T M, designamos
Hg/ (2,y)V(ya® € TiM como tal transporte paralelo. Para simplificarmos a notacao,
usaremos Vz e = 1% (2,y)V (. Novamente, para V,®(z)V,®(r), primeiramente si-
metrizamos o separamento da forma

1
(Vo (2)Vy@(2)) — 5(v(:v,y)aq)<y>V(a:,y’)bq)(y/> + Vi ®(¥)V(zy)a @),

e em seguida regularizamos, para obermos por fim um operador diferencial agindo em F,

na forma
1
(Vad(2)Vs2(7)) = 5(VawaViay + VeypVeya) Fy,9)-

De maneira andloga, para operadores diferenciais escalares L agindo em ¢ € (M), pode-

mos simetrizar o termo ®(x)LP(x) para 5[®(y) L, P(y') + L,P(y) ®(y')], e regularizando,

(B() L0 () — 5 (L, + Ly) Fly.y).

Por fim, outros termos locais ainda podem se apresentarem como fatores multiplicativos,
a exemplo da métrica ou de termos de curvatura. Como estamos interessados no limite
Y,y — x, tais termos podem ser avaliados no préprio ponto z.

Dessa forma, o point-splitting do tensor de energia-momento classico Ty, se da por um
operador diferencial agindo na regularizacao da funcao de dois pontos. Primeiramente,

analisemos a expressao cldssica abrindo o termo ¢?,

T = (Vad)(Vs6) — 50 (0(Ve 6)(Va ) + m?6?)
+ €| Gurd + 20(V°3V.6 + 609) = 2AVadVi6 + 0V Vi0)

Aplicando a prescricao de point-splitting para a expressao classica acima, esperamos
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<Tab >w = 11/1’11 Dab($)(y7y/> F(y7y/> (43)

Yy —x

onde o operador D (x)(y,y’) é dado por

1

1 ¢
Dab('x)(yv y/) =3 <v(m,y)av(a:,y’)b + v(az,y)bv(a:,y’)a> - _gab(aj) (g d(‘r)v(x,y)cv(ac,y’)d + m2)

2 2
+¢£ [Gab(l’) + gab(x) ( 296d<x>v(arvy)cv(wyy’)d + (Dy + Dy’) )
— (VewaVewn + Ve Viey)a)
~ (VewaVamn + VesnVy)]

Notemos que a prescricao por point-splitting permite a definicao da diferenca de va-

lores médios entre estados, de forma que (Ty)1 — (Tup)2 faca sentido quando dois esta-

dos admissiveis sao tais que (®(y)P(y'))1 — (P(y)P(y'))2 for suave. Novamente, como

num espago-tempo genérico a nocao de estado de vacuo preferencial nao existe, a de-

finicao dos valores médios em valor absoluto dificulta-se. Contornando tal problema,

Wald [Wal77, Wal78, Wal94] toma um caminho axiomético, listando algumas proprieda-

des razoaveis que tais grandezas devam satisfazer.

Axioma 4.1.1. (Axiomas de Wald) [Wal94]. Para uma classe admissivel de espago-

tempos e classes admissiveis de estados sobre os sistemas de Weyl por aquelas geradas,

uma prescricdo quantica para um tensor de energia-momento (T,;) é uma fungdo que a

cada estado w sobre (M) associa um tensor simétrico 7 (0,2)M dado por (Tip),. Uma

prescricao razoavel deve satisfazer os seguintes axiomas:

1. A diferenca entre os valores esperados para dois estados deve concordar com a pres-

cricdo por point-splitting. Ou seja, para estados w;, wy admissiveis sobre 2A(M), se
(O(x)P(2')); — (P(x)P(a))s for suave, entdo devemos ter

(Tap)1 — (Tap)2 = lim Day(2)(y, ¥ ) (P (1) 2y )1 — (2(y)P(Y))2]-

v,y —w

. Localidade. Sejam (M, g), (M’, g') espago-tempos globalmente hiperbdlicos, 3 C M,

Y C M’ superficies de Cauchy e U C M, U’ C M vizinhangas abertas globalmente
hiperbdlicas com superficies de Cauchy XNU, ¥’ NU’, sendo que exista uma isometria
i : U — U'. Entdo i identifica C§°(U) com C§°(U’) e dessa forma, temos uma
identificacdo das subalgebras de Weyl 20, C A(M) com Ay C A(M'). Entdo, se
dados dois estados w, w’ sobre os sistemas de Weyl (M), 2A(M’) coincidirem com tal
identificacdo, os valores esperados dos tensores de energia-momento também devem
concordar, i.e. (Typ)w = " (Top)wr-

3. Conservagdo covariante. Para todos estados w admissiveis, devemos ter V*(T )., = 0.
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4. No espaco tempo de Minkowski com w estado de vacuo, temos (7)., = 0. q

Tais axiomas prescrevem a quantizacao do tensor de energia-momento a menos de
uma ambiguidade no termo ¢ € R de point-splitting e outra devida a adicao de termos
com dependéncia local da curvatura. Avaliemos isso tomando duas prescrigoes (T,,) e
(Tab> que satisfacam os axiomas de Wald para uma mesma escolha de ¢. Para quaisquer
dois estados admissiveis w; e wy num mesmo espago-tempo (M, g), pelo primeiro axioma,

teremos (Typ)1 — (Tap)2 = (Tap)1 — (Tup)2, 0 que nos diz que o tensor dado por
Zfab - <Tab>1 - <Tab>1

independe do estado. Do segundo axioma, concluimos que t,;, avaliado em z € M depende
apenas da geometria de uma vizinhanca arbitrariamente pequena de x, e portanto, t,, é
um termo de curvatura local. O terceiro axioma nos diz que t,, também é covariantemente
conservado, e o quarto axioma nos diz que t,, = 0 no espaco-tempo de Minkowski. Assim,

Wald resume tal resultado no seguinte teorema de unicidade (Teorema 4.6.1 de [Wal94]).

Teorema 4.1.2. Uma prescricao quantica para o tensor de energia-momento que satisfaca
os axiomas de Wald (Axioma 4.1.1) é unicamente definida a menos de um termo de tipo
(0,2) simétrico e local na curvatura. Ou seja, dadas duas prescricdes (T,,) e (T,;) que
satisfacam os axiomas de Wald, o termo dado por

t(zb — <Tab> - <Tab>

é independe do estado, local na curvatura, covariantemente conservado (V% = 0 em
qualquer espago-tempo) e tal que t,,(p) = 0 se a geometria local em torno de p for plana.q

Tal teorema estabelece de certa forma uma unicidade (a menos das ambiguidades men-
cionadas), mas nada diz a respeito da existéncia de uma tal prescri¢do. O procedimento
de point-spliting no qual retiramos de (®(z)®(y)) uma bidistribuicao H(z,y) localmente
construida de forma que tenhamos uma fungao suave nos garantiria os axiomas, dado que
H(z,y) resolva a equagdo de onda em z e y e que se iguale a fungao de dois pontos do
vacuo para o espago-tempo de Minkowski. H(x,y) deve entao conter a estrutura singular
comum a todos os estados admissiveis e satisfazer os demais pré-requisitos. Por essas
consideracoes tomamos como estados admissiveis aqueles que satisfacam a condicao de
Hadamard (vide segao 3.3), na qual a prescrigdo minima retirarfamos a divergéncia da
funcao de dois pontos através da subtracao da parametriz de Hadamard. Aqui ainda al-
guns cuidados devem ser destacados. Tal prescricao garantiria os primeiros dois axiomas
de Wald, por H ser uma bidistribuicdo com contrucao de carater local. A conservacao
covariante e compatibilidade com o vacuo de Minkowski sao posteriormente implantadas
por adicao “ad hoc” na forma Qg,, na expressao classica. Quanto a esse procedimento,
como ja mencionado anteriormente, em [Mor03] Moretti determina o valor de tal constante
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de forma que uma prescricao por point-splitting seja fisicamente aceitavel: Como estamos
interessados em quantizacao, podemos avaliar uma familia de grandezas classicamente
equivalentes ao tensor de energia-momento, mas que quanticamente gerem prescricoes
diferentes. Um termo da forma cgu, (¢ P¢) se anula na camada de massa para um c
constante, e portanto sua adi¢ao no tensor original nao altera a grandeza classica. Quan-
ticamente tal adicdo produz efeitos, pois (¢(x)Pd(z)),, ndo se anula por uma prescricio
de point-splitting. Em [Mor03], mostra-se que a adi¢do do termo com ¢ = ¢, = n/(2n+4)
permite um procedimento de renormalizacao por point-splitting bem comportado, gerando
um tensor de energia-momento quantico de acordo com os axiomas de Wald. A ambi-
guidade restante, codificada no parametro A é responsavel pela ambiguidade gerada pelo
termo t,,. Dessa forma, a grandeza de importancia para a quantizacao serd um “novo”
tensor de energia-momento, dado por

Ty =T =TO

mgab(¢P¢)

que para o caso n = 4, nos da

T = (Vo 0)(V56) ~ 50 ((7°0) (Vo) + m?) + g (€ - ) O

+£ (Rab - égabR — VaVb> 9252 (44)

Temos entao

Definicao 4.1.3. (Flutuacdo média de campo e tensor de energia-momento médio
quanticos) [Mor03]. Seja (M, gap) espago-tempo globalmente hiperbdlico de dimens3o n e
w um estado de Hadamard sobre a dlgebra de Weyl 20(M, g,;). Definimos a flutuagdo média
de campo (®?) e o tensor de energia-momento médio (7,;) como dados pelas prescricdes

= (Tap(@))or = lim D @)y, o) wa(y.y') — Hily o), (4.5)
2= (2(2)2(2))wa = Lim [waly,y) — Hily, y)]; (4.6)

nas quais a constante ¢, = n/(2n + 4) é definido apenas a partir da dimensdo do espaco-
tempo, o operador DC(LZ") é definido por Doy (7)(y,y') +(cn/2)(P,+ P,) e a constante A € R
€ um parametro de escala advindo da parametriz de Hadamard. q

Temos entao um procedimento para determinar o tensor de energia-momento, a menos
de algumas ambiguidades a serem discutidas. Porém, para determinar suas componentes
em casos concretos (como queremos fazer em espagos FLRW) devemos ter uma melhor
nocao sobre a parametriz de Hadamard. Nas se¢oes que se seguem buscaremos completar
essas lacunas, avaliando a fun¢ao de mundo de Synge (secao 4.2) e a parametriz de Hada-
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mard (segoes 4.3, 4.4), para por fim revisitarmos o tensor de energia-momento na segao
4.5.

4.2 Distancia Geodésica

Bidistribuigoes (como a funcao de dois pontos) podem ser encaradas como um limite
de nucleos de integracao suaves, dependentes de duas varidveis do espaco-tempo. Dessa
maneira, para analisarmos operadores lineares em §(M) e certas derivagoes, é nessaria a
nocao de célculo de bitensores, que nada mais sao do que tensores na variedade produto
M?2.

Nessa secao revisaremos calculo basico de bitensores, em particular do biescalar o
definido como o quadrado da distancia geodésica entre dois pontos, comumente referido
como fungao de mundo de Synge. Tal fungao é tratada nas referéncias [Syn31,Ful89,Poi04],
as quais seguiremos nesse texto (utiliza-se com frequéncia a conven¢ao de o como meio da
distancia geodésica ao quadrado, o que acrescenta um fator 1/2 de diferenga a convengao
utilizada aqui).

Seja v : [0,1] — M uma curva geodésica em (M, g), mapeando o parametro A € [0, 1]
em z(A) € M e seja v*(\) seu vetor tangente em T,y M, com componentes dadas por
v = da#(t)/dt. Por v ser geodésica, vale que v*V,v° = 0. A distancia geodésica entre o
ponto o = x(0) e o ponto z; = (1) através de v é entao dada por

o (0, 71) = /0 G (2O (Ao (A) dA.

Toda geodésica pode ser reparametrizada de forma a deixar dois pontos quaisquer de sua
imagem nos pontos (0) e 7(1). De forma genérica, dados quaisquer pontos x, e z; ligados
por uma geodésica y com Y(\,) = x4, 7(\y) = xp, temos

o (0, 7) = (b— a) / (O (V) dA.

A geodésica pode ser reparametrizada “ao contrario”, de onde tiramos que o biescalar
o é simétrico. Ou seja,

o(xq, ) = o(xp, 4).

A definicdo de o em dois pontos depende de uma geodésica que os ligue, e tal curva
pode a principio nao existir ou ser nao-tinica. Porém, para vizinhancas suficientemente pe-
quenas, a unicidade de uma geodésica ligando dois pontos (a menos de reparametrizagoes)
é garantida, e vinhangas que satisfacam tal propriedades sao denominadas vizinhancas
convexas. Toda variedade lorentziana possui recobrimento aberto constituido por vizi-
nhancas convexas ( [O’N83], Cap. 5, Lema 10). Para quaisquer pontos em uma dada
vizinhanga convexa o biescalar ¢ torna-se entao bem definido.

Seja O um aberto convexo de (M, g). A distancia geodésica ao quadrado com sinal é
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definida pelo mapa exponencial da forma

o(x,y) = g.(exp, ' (y), exp; ' (). (4.7)

A funcao o entao define-se em um subconjunto adequado da variedade produto M x M,
e define-se entao como um biescalar. Tratemos no momento de biescalares e bitensores,
a comecar por um dado biescalar w agindo em um dominio dado por um subconjunto
adequado de M?, bem-definido em todas vizinhancas convexas. Por padrao de notacao,
designaremos o primeiro argumento como x e o seqgundo argumento como y ou x’. Podemos
fixar uma das varidveis e encarar w como um escalar em uma vizinhanca apropriada de M,
e também podemos derivar w com respeito a seus argumentos. V(;),w(z,y) designa entao
a 1-forma dada pela diferencial de z — w(x,y), e 0 andlogo segue para V,yw(z,y). Por
vezes simplificaremos a notagao diferencial designando o indice com ou sem o denotador
linha (") em se tratando de derivagdo no primeiro ou segundo argumento. Dessa forma,
podemos considerar o mapa V,o : (z,y) — V,o(x,y) como um escalar em y e uma
1-forma em z, generalizando-se de forma analoga para mais derivadas. Como derivadas
parciais comutam, podemos comutar diferenciais agindo em argumentos diferentes, de
forma que V,Vyo = VyV,0.

Podemos entao construir bitensores através de derivagdes. Se tomarmos

VaVay - Vo, Vi ... Vb;w(x, Y),

teremos um bitensor de tipo ‘I(g) M ® T(g) M. De uma maneira geral, consideramos
@ y

bitensores Tal"'a”blmbq C’1~--Cid/1md4n (x,y) como elementos de 3(’;)$M®‘3(é)yM. Para simpli-
ficarmos a notagao, designaremos indices tensoriais arbitrarios por A (no primeiro argu-
mento) e B’ (no segundo argumento), e assim compactaremos a notagao para bitensores
Tsp. Também podemos atuar em bitensores com operadores diferenciais escalares em
qualquer um dos argumentos, como por exemplo g“b(x)v(z)av(x)b = [,. Designaremos
operadores escalares agindo no primeiro ou segundo argumento através de um subscrito
x ou y, como em [, ou O,, ou também pela notacao ('), denotando um operador escalar
sem ' como P agindo como P, e P’ agindo como F,.

Muitas vezes estaremos interessados em valores de bitensores na diagonal, ou seja,
no limite de coincidéncia. Presumiremos que os bitensores com os quais lidamos sejam
bem-comportados o suficiente para que tal limite independa da escolha de uma geodésica
que una os argumentos. Utilizamos a prética notacao de colchetes indicando tal limite,
dado que

[TAB/]<Z) = lim TAB/(I‘,y). (48)

T,Yy—z2

Por vezes também tomaremos algum dos argumentos fixos e passaremos o limite no ar-
gumento livre. Os indices tensoriais recairao obviamente no espaco do dado ponto, dando

a [Tap| a estrutura de um tensor simples em M, de forma que [Tap/](z) € T( fjjﬂ) M.
z
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E prético, porém, manter a notagao de (") para indices tensoriais no segundo argumento,
lembrando sempre da “origem” do tensor antes da coincidéncia. Na coincidéncia, porém,
podemos identificar os indices (') com os indices normais, de forma que [T4p/| seja um
tensor representado por indices [T]4p. Podemos também entdo contrair indices em x
e y apés a coincidéncia, como por exemplo [T,y] para [T%,] = ¢%[T)|w = [Ta]. Por
fim, enunciamos o teorema de Synge (demonstracao em [Poi04], sec.2.2.2), expresso na
igualdade

VilTap| = [Vilap| + [VoTap] (4.9)

Biescalares w podem ser decompostos em parte simétrica w, e antissimétrica w_, dadas
por

we(z,y) = %(w(x, y) £ w(y,z)). (4.10)

No limite de coincidéncia, teremos obviamente [w_] = 0 e [w] = [w;]. De particular
interesse sao os biescalares simétricos, como o biescalar de Synge o. Para tais biescalares,
a regra de Synge toma a forma

Valw] = 2[Vw] = 2[Vaw].

Isso resume o béasico de cédlculo de Synge nessessario para o presente texto. Voltemos
agora ao biescalar de Synge e avaliemos a primeira derivada de o, dada por V,o, em
um dado sistema de coordenadas. Tome a geodésica parametrizada por A € [0, 1] des-
crita pelas coordenadas z#(\), com z(0) = x e 2(1) = y, com vetor tangente dado por
Z(A) = 2M(N)0pulz0n). Teremos o(z,y) = fol guw2*2”. Desloquemos a curva para uma nova
geodésica A — zH(\) +02#(\) com 6z#(0) = dz e §z#(1) = 0, ligando o ponto denominado
por x + dx ao ponto y. Teremos o(x + dx,y) = o(x,y) + do, onde do é dado por

! d(z# + §z2#) d(2¥ + 62") dzt dz¥
(502(/gyz+6z — G (2)— >d>\.
0 ( ) dA dA o )d)\ dA

Como estamos interessados na forma diferencial, expandiremos a expressao acima até

primeira ordem em 0z, e chegamos na igualdade

! d(z#) ddz" dzt dz”
50:/ (QQVZ + 0,9, (2)— 5zp>d/\
0 p(2) d\  dA o9 )d)\ dA

der ! ! d dzr dz* dz”
2 52" 2 el v
G (%) 0 0z - +/0 ( Y (g,w(z) d)\> + +0,908(2) o N ) dz"dA
dz#

1 1 2 a .8
d“z# dz*dz
-2 » ¥ ———— ) dz"d\.

O argumento da integral se anula identicamente pois z é uma geodésica, e o termo de

borda que sobra apos a integracao por partes nos da a diferenciacao de 0. No caso descrito,
temos 62#|y—g = dz* e 02*|\=1 = 0, o que resulta em éo = —2g,, (z)v"(x)dx”. Protanto,
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para a diferencial em z, temos entdao que V(;),0(x,y) = —2¢u(z)0’(z), onde v* é a
tangente a geodésica original z que liga z a y. Em notacao mais compacta, V (z),0(x,y) =

a

—2gan(x) exp; " (y)°.
obtemos V(w0 (z,y) = 2gay (y)v°(y), onde v° ainda é a geodésica z que une x a y. Dessa

Analogamente, com o deslocamento dz#|y—g = 0 e dz[,=1 = Iy*,

forma, invertendo os argumentos, temos Voo (z,y) = =V (o o(y, z).
A norma de Vo é freqiientemente utilizada, e deriva-se de forma simples,

9(2) (Va0 (2, 9) (Vo (2, y)) = 4gu(x) (expy* ()) (exp, ' ()?) = 4o(z,y).

Trata-se de uma férmula simples que também serve de guia como uma equacao diferencial
para o, para calculo de derivadas de ordens superiores. Resumimos entao os resultados
pertinentes a primeira derivada de o a seguir.

Vo (@,y) = =2exp; ' (y)as (4.11)
Vo (,y) = 2exp, " ()a, (4.12)
g(x)“b(v(z)aa(x,y)) (V(z)ba(x,y)) =4do(z,y). (4.13)

Para o calculo dos limites de coincidéncia dos termos da parametriz de Hadamard
sao necessarios alguns limites de coincidéncia de derivadas da distancia geodésica. Esses
valores podem ser calculados de forma recorrente, derivando-se a equacao 4.13 e tomando
seu limite de coincidéncia. Temos interesse em calcular agora a segunda derivada de o.
Apliquemos assim o operador V,V, = V(;),V (4, & equagao 4.13, e teremos

4V 0 =V, ,V0Vo + VoV, Vibo = 2V°oV, V.0

que nos leva a identidade V0 (V,V,0 — 2g4) = 0. Tomando o limite de coincidéncia
por uma geodésica de tipo tempo (ou espaco), temos que V’c ndo se anula antes da
coincidéncia, e portanto V,V,0 na coincidéncia assume o valor 2¢g,,. Assim, temos que
0] =0, [Vao| = 0 e [Vy V0] = 2¢4. Se quisermos calcular o termo de [V, ...V, 0],
basta aplicarmos o respectivo operador na equacgao acima e tomarmos o limite de coin-
cidéncia.

Por exemplo, para calcularmos [V .V, V0], aplicamos trés derivadas na equagao (4.13)
(usando aqui o atalho de notagdo Vap... = VoV, V... e tomando liberdade de misturar

indices gregos com o mesmo significado de indices latinos), obtendo assim a expressao
1 1
Vba0 = Zvcba(vea Veo) = §Vcb(Vaea Vo) (4.14)
1
= 5(Vcbea V.0 4+ Veaeo V0 + Viaeo V 0 + Vipaeo Vo). (4.15)

Tomando agora a coincidéncia, os termos com uma derivada de sigma desaparecem, e
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teremos por fim

[vcbao-] = [vcbao-] + [vcaba] + [Vbaca],

mas como o ¢ escalar e a conexao sem torcao, entao V,V.0c = V.V,0, e portanto V ,,0 =
Vo € ainda V0 = Vo0 = Vo + Rcbadvda. No valor de coincidéncia, como V4 o
se anula, teremos entao [Vp,.o] = [Veao] = [Vaao]|, € portanto [V 0] = 0. Expressoes
com mais derivadas sdo obtidas de maneira andloga. Para o cédlculo de [V};], precisamos
da sexta derivada de ¢ na forma de laplaceano ao cubo. Assim, seguiremos com o célculo
de [Vwao] e [3c]. Aplicando o operador Vg4, na expressao 4.13 obtemos

2V ieba0 =ViaeuoV ' o + VoVl o + Viaeauo Vi 'o + VapauoV Fo 4+ Vg oV o+
+ Vicbapo V' + VoV, o + VoV o to + VaaoV o

No limite de coincidéncia os temos da segunda linha se anulam (multiplos de [V ,0], [V ,0]),
e obtemos entao
[vdcbaa] + [vdbaca] + [Vcbadg] = 0.

Notemos dessa vez que

[vdbaca] - [vdbcaa] - [vdcbao-} + [Vd<Rbcauvu0->} - [vdcbao-] + 2Rbcad-
[vcbado-] - [vcdbaa] + 2}%bdac - [vdcbao-] + 2}%bdac'

e portanto chegamos ao resultado

2

[Vdcbag] - 3

(Rbcda + Rbdca)-

Devemos também calcular o termo [[1c], que serd importante na determinacao de
[Vi]. Para isso, aplicamos o operador Vfegem, na expressao 4.13 tendo em mente que

contrairemos com ¢*¢“*g®/. Obtemos em primeira instancia

2[V fedeva®) = 2[V tedcba0] + 2[V tedeab0] + 2[V fedbaco |+
+ 2[V tecbad0] + 2[V tacbac0] + 2[V cdcbaf o]+
[V 1ean0 Va0 + IV 1ecn [V ave 0] + IV 15,0V iea 0] + IV pean0 Ve o]+
IV 10eu 0V v 0] + [V 106,01V a0 + [V 100,V e 0] 4+ [V 10V g 01+
[V teanV ear 0] + [V 10,01V i -

Os termos da forma [V pca0][V,wp00], apds a contracdo com termos da métrica, dividir-
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se-a0 nas seguintes possibilidades

16
[Vabcda] [vade ] += 3 RabcdRade
32
IV, oIV, ] = 45 R R
7 a vb 16 ab
[V“ abo—] [v v U] = _ERabR
8
[vau bo-] [V(lyl/bo-] = +§RabRaba
e os termos da forma [V feqmq0], nas possibilidades
v 3
[v,u'ul/ ppa] [D 0]7
4
v 3 ab
V.2, Pol = [0%] +40R — gRabR )

2
V.~ o] = [DPo] + 40R — gRabRab.

pv p
Dessa forma, obtemos a expressao

8

[Fo) = 2

Ry R — Rapeg R — 60R ) .

Resumimos entao os resultados necessarios na seguinte expressao:

Va

o] =
[va O'] = 2gab
[va O-] _29ab
[V.V,V,.0o| =
[VaV: Vi V0] = g(Rbcda + Rydea)
O.0] =2n
[(20] = —é R
[D3 ] 185 ( RabRab RabcdRade —6UR ) (416)

Em seguida, deixaremos para referéncia algumas expressoes de derivacao de polinomios
e logaritmo de o, que serao tteis para a analise da parametriz de Hadamard. Assim, temos
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Vot = kot 1Va
Oo* = k(Oo + 4k — 4)o* !
o 1
Vv IOg ﬁ = ;VO'
o Lo —4
Ulog =
v(o—k log %) _ (k log % + 1) 1V

g o _
D(aklogp> — [k(mo—+4k;—4) log 55 + (Do—+8k—4)} o*1

Por fim, utilizando P(fg) = (Pf)g — fOg — 2(V f, Vg), chegamos a

P(fo*) = (Pf)o" — k[(Da +4k —4)f +2(Vo, Vfﬂa'“*l

P(flog5) = (Pf)log 45 — Qo —4)f : 2(Vo,Vf)

P(fak log %) - [(Pf)ak — [(Qo + 4k — 4) + 2(Vo, wnmkﬂ log %
— [(Oo +8k —4)f +2(Vo, V)] o

4.3 Parametriz de Hadamard

A parametriz de Hadamard é dada pelo seguinte Ansatz, dependendo dos parametros
Ae N:

h(N)(x,y) = # ((0]((25)) + V(")(:L',y) log %;y)) (4.17)

onde podemos expandir V™) em

N

VI (2,y) = > Vile,y) oz )"
k=0

Assim, devemos calcular Ph = (1/47%)[P(U/c) + P(V log o /A\?)].

<U> PU  (Qo —8)U + 2(Vo, VU)
Pl=)="—"+ -
ag g g

Lo —4 2

A2 o
)
= (PV)log 15 - > [(@o + 8k — Vi, + 2(Va, Vi) | o* !
k=0

Exigindo que os termos divergentes se anulem, teremos

(Do — 8)U + 2(Vo, VU) =0
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—PU + (o — 4)Vy +2(Vo, VVy) = 0
PV =0

Expandindo PV = 0, temos

PV =Y P(Vio") =Y (PVi)o* — [(Oo + 4k — Vi, + 2(Vo, V) ko

— Z (ka_l — k[(Oo + 4k — 1)V} + 2(Vo, vm})a’f—l

Dessa forma, os termos sao recursivamente determinados por equagoes diferenciais,

resumidas nas relagoes de recursao de Hadamard

0= (do — 8)U + 2(Vo, VU) (4.18)
PU = (Qo — 4)Vy + 2(Vo, V) (4.19)
PVi_1 = k[(Oo + 4k — )V, + 2(Vo, V)] para k > 1 (4.20)

Dessa forma, o resultado de Ph resume-se em

=2

(N)
1
Ph == [(0o + 8k —4)Vi +2(Vo, VVi)]o*~!

1

i

e assim, no limite de coincidéncia, teremos

[Pohl(a) = ~ 15 [W](@)
Diferenciando a férmula Ph, temos
1N
Valeh = =1 ; ((k — 1)oF2 ((Da + 8k — 4)V, + 2(Vo, VVk))V(x)anr

" (Do + 8k — 4)V (2)aVi + ViV () 0o+

2g(:C)CdV(x)aV(m)CUV(m)de + 2g(l‘)CdV(w)CUV(m)aV(m)de))

e no limite de coincidéncia, teremos

1 . 8
V(e Poh)(x) = —R([mv(mvl] + 49 goe[V @)aV1]) = — 75 ValVil(@) (4.21)
e analogamente, diferenciando no segundo argumento, teremos
1 od 4
[v(y)ap$h](x) = _m([]-Qv(x)a‘/l] - 49 gac[v(w)d‘/l]) - _Hva[‘/i](l') (422)
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4.4 Calculo do Termo [Vi]

Vemos entao que a forma algébrica de alguns termos de coincidéncia sao necessarias,
em particular o termo [V;]. Devemos calcular tal termo de forma iterativa, comecando
por [U], [LU], [Vol.

Para calcularmos [Vj], basta aplicarmos o limite de coincidéncia na relagdo de Hada-
mard para Vj, assim obtendo

Ak +1)[Vi] = [PVia] = =[0,Via] + (m® + ER)[Via .

Ou seja, segundo esse tipo de recorréncia, vemos que para determinar V) é necessario
sabermos apenas as coincidéncias anteriores dadas por [Vi_1] e [, Vs_1]. Para identifi-
carmos derivadas dos termos [Vj], basta aplicarmos a derivacao nas relagdes recursivas e
depois tomar a coincidéncia, obtendo dependéncias em ordem mais alta de derivadas em
Vi—1. Dessa forma, para obtermos o termo [V], precisamos de [Vp] e de [0, Vy]. Esses,
por sua vez, necessitam de [U], [0,U] e de [J2U]. Resumiremos o procedimento para a
determinacao de cada termo a seguir.

Primeiramente, saimos da condigao inicial de que [U] = 1, e dessa forma, pelo teorema
de Synge, temos para a primeira derivada que [V,U] = 1V, [U] = 0. Para obtermos a
segunda derivada de U, derivamos duas vezes a relacao de Hadamard para U, chegando

na equacao

0=V,Vy((O,0 —8)U +2Vo V.U) =
= (VoVi0,0)U + (O,0 = 8)Vo ViU + 2(V(o0u0) Vi U
+2(VoViVe0) VU 4 2V¢0 (Vo Vy V. U) + 8(V (Vo) Vi V.U = 0.

Tomando entao a coincidéncia, chegamos na igualdade

1 1
[vaVbU] = aRab, [DxU] - ER (423)
Prosseguimos entao, para determinagao do termo [[J?U], aplicando o operador [1?
na relagdo de Hadamard e tomando a coincidéncia. Com algum trabalho, chegamos na

expressao
1

1 1 1
O%U] = —=R* + — Rapea R — — R R + —OR. 4.24
D) = 568 + gy e 30 TR (4.24)
Com esses dois valores é possivel calcular os termos desejados de V. Primeiramente

calculamos a coincidéncia na relagao de Hadamard para V{, obtendo o resultado

—[BU] + (m* + ¢R)U] = [Oo — 4][Vq,
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o que nos da

[, 1
_ = _ - 4.2
vil = [+ (6= 5) ] (1.25)
e analogamente, derivando a relacao anterior antes de tomar a coincidéncia, chegamos na
expressao
[OVp] = ! 2R+ 3 1 ¢ ! OR+ L R Rapeg R4 (4.26)
=-m A - 4 Ta - = orn a T 5An aoc
DY 1 5 3600 7 360
E por fim, chegamos na esperada expressao para [V;], dada por
[V]—1m4+1 3 ! 2R+ 3 2 3 DR+
D 16 6
1 1
—— Rupea R — —— Ry, R™. 4.27
2880 " 2880 (4.27)

Nota. Em muitas referéncias é comum a utilizagao de outras convengoes, como por exem-
plo utilizar a expansao em termos da funcao de mundo de Synge, que denotaremos por
0, definida como meio da distancia geodésica ao quadrado. Dessa maneira, a parametriz
de Hadamard toma a forma

h = ) ( —1—2 vx") log —)

As diferencas entre a convencao usada nesse texto para as usando a previamente citada
sao entao expressas nas igualdades

U:U, Vk:Uk/2k+1, )\:\/55\

4.5 Algumas Identidades de Point-Splitting

Nessa secao resumiremos algumas identidades de point-splitting para estados de Hada-
mard. Relembrando, um estado sobre a algebra de Weyl é de Hadamard se for analitico
quase-livre e se sua funcao de 2 pontos possuir estrutura singular definida pela parametriz
de Hadamard.

Primeiramente, escrevemos a fun¢ao de dois pontos na forma

1 <U(x,y)

472 o(z,y)

LW(fﬂ,y)

+V(z,y)logo(z,y) + W(w’y)) et 4

wa(z,y) =
A prescri¢ao para o point-splitting do campo ao quadrado nos da

(@) = lim (ws(e,y) - hiz,y)) = — W]

T, Yy—z 47'('2

A fungao de dois pontos resolve a equacao de Klein-Gordon. Dessa maneira, seguem
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as identidades:

12

<(I)P<I)> - ((P(I))CI>> = mglgz Pw((*}?(x?y) - h<x7y)> - R[Vl]v (428)
<(VaPCI))CI)> = z%gl;rilz V(z)aP:c (WQ(xa y) - h(.ﬁE, y)) = ZLiﬂ_gva[‘/l]? (429)
<(P®)(vaq))> = z%gl/rilz V(y)af)w (WQ(:L‘a y) - h(l‘, y)) = %va[‘/l] (430)

Por fim, provaremos que a prescricio para ([J(®?%)) equivale a [J(®?). Para isso,
notemos que [(¢?) = 2¢00¢ + 2V*¢V,¢. Pelas regras de Synge, temos

1 2 2 /
D<CI)2> = —vava[W} = RV“[VCLW] — W[vavaw + VCL vaw] —

42

= (2009 + 2V*®V,P) = (OP?). (4.31)

Temos agora as ferramentas para o calculo do trago do tensor de energia momento,
grandeza que usaremos no capitulo seguinte para resolucao das equacoes de Einstein em

espacos FRLW. Devemos avaliar a expressao
(T), = gab<Tab>w = gab[ (ci)ab<w2 —h)].
Temos

G [Dapw] =[VV gw] — 2[VV gw + m*w]
+ &([-Rw] + 8[V*Vyw + Ow] — 2[V*Vu + VV,w)])

Usando o fato de que O[w] = 2([Dw] 4+ [V*Vyw]), chegamos a

(10, =3 (6~ § ) D02~ mi(@?) + (ore)

1= (3(¢- ) 0-m?) flul+ 315Dl

Utilizaremos sempre a escolha £ = 1/6. Lembremos agora que o tensor (Ty),, possui

e portanto,

uma ambiguidade em termos de adicao de um tensor t, como discutido no teorema
4.1.2. Impomos agora um quinto axioma de Wald [Wal78] (numa versao mais fraca que
o apresentada em [Wal77]), exigindo que o valor esperado para o trago do tensor nao
tenha termos de derivada da métrica de ordem maior que 2. Os possiveis tensores t,, do
teorema 4.1.2 possuem sempre trago proporcional a R [DFP08, Hacl0], e dessa forma a
imposicao do quinto axioma de Wald faz com que os termos proporcionais provindos das
contribuicoes de [V1] e de g%t se cancelem exatamente no valor esperado do trago.
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Em [HWO01] mostra-se que os valores esperados para (®?) sofrem de ambiguidades do
tipo aR+m?. Em [DFP08] usa-se tal construgao em espagos FLRW evocando o principio
de covariancia geral local [BFV03] para fixar os termos «, 5 como constantes pertinentes
ao processo de regularizagao e independentes da variedade de fundo. Analisaremos tais

construgoes no capitulo a seguir.



Capitulo 5

Equacoes de Einstein Semi-Classicas em Espacos FLRW

Por fim, neste capitulo, analisaremos das equacoes semi-cldssicas a partir das ferra-
mentas desenvolvidas no capitulo anterior. O modelo estudado é o apresentado dor Dap-
piaggi, Fredenhagen e Pinamonti em [DFP0§], para um campo escalar de Klein-Gordon
em espacos FLRW de curvatura seccional plana, para analise da retroacao de um campo
quantico em ambitos cosmolégicos.

5.1 Equacgoes de Einstein Semi-Classicas

A classe de espago-tempos a ser analisada sao os espacos FLRW de curvatura seccional
plana, descritos como variedades M = I x, R?® com I C R um intervalo abertoe a : I —
R, a funcao de fator de escala. A métrica em coordenadas é dada por

g = —dt* + a(t)?6;; da' da’ (5.1)

Tal escolha equivale ao espaco FLRW descrito na definicao 2.4.1 com escolha de curva-
tura seccional plana k = 0 (como discutido na segao 2.5, tal suposi¢do é motivada por
dados observacionais). Para essa classe de espagos os tensores de curvatura ja foram cal-
culados pela proposicao 2.4.2. Lembremos apenas que denotamos derivadas no tempo
t por pontos (como em a(t) = da(t)/dt) e derivadas no tempo conforme 7 por linhas
(¢/(1) = da(r)/dr), como na se¢ao 2.4. A curvatura escalar é dada por R = 6(% + Z—z) e
o parametro de Hubble é a funcao definida por H(t) = a(t)/a(t).

A equagao de Klein-Gordon em coordenadas toma a forma

2 alt 1 2 2 2 a2

(35 + 350 m ~ a7 (s 5 + )+t + €05+ 55) ) et ) =0,

(5.2)

A teoria quantica é aquela advinda por sistema de Weyl 2A(M, g,) e por estados
de Hadamard sobre essa algebra. O tensor de energia-momento quantico é obtido pela
prescrigao de point-splitting de Moretti [Mor03], dado pela definigao 4.1.3.

Partiremos agora para a analise das equacoes semi-classicas de Einstein. Dada uma
classe de variedades denotadas genericamente por (M, g.), relacionamos sua curvatura
com a retroagao do campo quantico de Klein-Gordon em um dado estado w (de Hadamard)

49
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nesse fundo através das equacoes de Einstein semi-classicas, dadas por
Gap = 87G (Typ) -
Para o caso estudado, tomaremos o trago da identidade acima, o que nos leva a relacao
—R = 81G(T),,

que pela prescricao de point-splitting é equivalente a

fRz—aH+aH%:8mxTn=8m;K}(g—é)m—nﬁ>Mﬁ+§ﬁﬂ}

472 472

Tomando a expressao para [V;] (equagao 4.27), temos para o espago-tempo FLRW a

expressao
. 3 1\ o, . o9 N>, )
Vil = m' + o (-5 ) (H+2H) + 2 (=5 ) (H* +4HH +4H")+
e Nor- Lamemy. 63
96 5 240 S

Examinaremos agora o caso nao-massivo e massivo, ambos com acoplamento conforme,
dado pela escolha

£ =

A equacao de evolugao torna-se entao

%. (5.4)

—&Hﬁ#&ﬂ):—ﬁwam%@%w+gz(—E{HH?+}#)+ﬁf>. (5.5)
s 30 4

Podemos ver que, para um campo nao-massivo, a dinamica do espaco nao é influen-
ciada por algum estado do campo quantico em si (j4 que o termo proporcional a (®?),
se anula). No caso massivo, entretanto, tal dependéncia contribuird para a evolugao, e a
analise das equagoes depende da escolha de um determinado estado. A seguir, estudare-
mos estados adiabaticos (introduzidos em [Par69] em contexto cosmolégico como estado
que minimiza a criagdo de particulas em um espago em expansao). Em seguida analisa-
remos 0 caso nao-massivo e massivo das equagoes de evolucao, usando a classe de estados
adiabaticos.

5.2 Estados Adiabaticos

Nessa secao buscamos um candidato para o estado w que resolva as equagoes semi-
classicas. Analisaremos os estados adiabdticos, desenvolvidos nos trabalhos [Par69, LR9O0,
JS02, O1b07], nos quais a produgao de particulas durante a expansao do universo seja

minimizada. Apresentaremos nessa segao a exposigao feita por [Olb07] e por fim as con-
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sideragoes feitas em [DFPO0S] para justificar a aproximagao de (®?),, = am? + SR para
um estado adiabatico w.

Trabalharemos nessa secao com a folheagao na qual tomamos as superificies de Cauchy
S(t) = R? com métrica induzida h(t)e = a(t)?dx - dx e densidade pppy = a(t)*d®x. A
superficie S é maximamente simétrica com grupo de isometria I = E(3) (grupo euclidi-
ano), que naturalmente se generaliza para o espaco-tempo inteiro de forma Ig = id; ®1g,
preservando as folhas. Tal grupo de simetria é o responsavel pela denominagao de homo-
geneidade e isotropia do espaco, e dessa forma, caracterizamos um estado homogéneo

e isotropico como um estado quase-livre que satisfaga
wa(f,9) = wa(i"f,i%g), para todo f,g € Cg°(M),i € Is. (5.6)

Fixemos um instante ¢y, e uma superficie de Cauchy Sy = S;,. Lembrando que existe
um isomorfismo entre as fungoes teste [f] € C(M)/PC{(M) = V e o espago das
condigoes de Cauchy F = Fy @ Fy € C§°(So) @ C3°(Sp) = M (veja segao 3.1), podemos
considerar wy como um bilinear em M, por wo(F, F') = wo(f, f') onde F, F’ sejam as
respectivas condigbes iniciais para as fungoes teste f, f’. O grupo de isometria admite
uma representagao U em V e em 9, tal que para todo i € Ig tenhamos U(i)f =i*f e
U(i)F = i*Fy ®@ i*F;. Um estado quase-livre serd entdo homogéneo e isotrdpico se sua
funcao de dois pontos for invariante por U.

Para caracterizar tais estados, a idéia basica é completar o espago 9 a um espaco de
Hilbert H e identificar o estado por um operador limitado! no comutante da representacao
U de Is. Ou seja, associamos a ws um operador @ que satisfaga (F,0F") = wy(F, F') de
tal forma que @ pertenca ao comutante U’ da representacao, sendo wy a funcao de dois
pontos de estado homogéneo e isotréopico. U de Ig em H.

Lembremos que F' € 9 pode ser representada por sua transformada de Fourier

- 1

Fi(k) = (27)3/2 /So e X F(x)dp(x),

Fy(x) = (271)3/2 /50 e F(k)du(k),

onde em Sy a medida é dada por du(x) = pn, (z) = a(to)*d*x e no espago de momentos
So, por du(k) = a(te)*d*k. Um operador em H pertencera a U’ se for representado
por uma multiplicagdo por funcdo (polinomialmente limitada) no espaco dos momentos

So. Dessa forma, wy é representado por uma matriz w;; com elementos que sao funcoes
0 9 J
(polinomialmente limitadas) no espago de momentos e com indices 7,5 = 0,1. Assim, a

L A escolha do espaco de Hilbert resume-se na escolha de um produto interno em 9t no qual tal espaco ser
completado, e para os fins apresentados aqui deve possuir a propriedade de tornar a fungdo de dois pontos um
bilinear limitado, i.e., tal que exista uma constante K > 0 tal que w2 (F, F’) < K||F|| - |F’||. Para mais detalhes
da discussao, veja [O1b07].
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funcao de dois pontos é dada por
) = [ dufl) Fi) 500 F(K). 5.7)

Ademais, sendo w um estado, impomos as condigoes de positividade e comutatividade
sobre sua funcao de dois pontos w, dadas por

wa(F, F) >0, (5.8)

o(F,F') — wo(F', F) = iQ(F, F') = i /S du(x)(FLF, — FIFy). (5.9)

Da condigao de positividade (equagao 5.8) segue que @ seja matricialmente positiva
definida, i.e. para todo k € Sy devemos ter

woo >0, w1 >0, wu = wo,

detw = (;)00(;)11 — (1)01(2]10 > 0.

Ainda mais, se w for um estado puro, entao devemos ter det w = 0, pois caso contrario w
7 Y )
pode ser decomposto em dois estados respectivos aos dois autovalores da matriz w.
Da condicao de comutatividade, temos que

©o1 — @1 = ia(t)®

Dessa maneira (Teorema 2.1 de [Ol1b07]), estados puros quase-livres homogéneos e
isotrépicos sao descrito por duas fungoes p, g polinomialmente limitadas no espaco de

momentos S’O tal que

woo (k) = ’P(k)P, (k) = a(t0)6‘Q(k)‘2’ (5.10)
Gou (k) = To1 (&) = —a(to)*q(k)p(k) (5.11)

com a condicao de normalizacao para p,q dada por

q(K)p(k) — q(k)p(k) = i. (5.12)

Resta agora, a partir da acao do estado em 90, reconstruir sua estrutura em V =
C(M)/PC§ (M) e dessa maneira determinar o kernel integral da fungao de dois pontos.
Para isso, lembremos que o operador de Klein-Gordon pode ser escrito em coordenadas
por

P=—-0+m*+ &R =0 +3HO; — a(t) *Ax + m* + £R.

Para a resolugao de tal equagao, podemos utilizar separacao de varidveis em ¢(t,x) =
T(t)X(x). Sabemos que a parte espacial pode ser decomposta nas autofungoes generali-
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zadas Xy (x) = (27)73/2e%* com A, Xy (x) = —k?Xy(x). O produto Ti(t) Xy serd entdo
solugao da equagao de Klein-Gordon se

Ti + 3HTi + (a(t)2k> + m? + ER) Ty = 0.

Dessa forma, é possivel provar [LRI0] que a fungao de dois pontos dada por

1
(27)?

wo(x,x') = /dng(t)Tk(t’)Xk(x)Xk(x’) /d?’kak(t’)eik(x_xl) (5.13)

de tal forma que Ty satisfaca a equagao diferencial com condicoes iniciais dada por

Tic + 3HTy + (a(t) k> + m? + ER)Ty = 0 (5.14)
Ti(to) = q(k),  Ti(to) = alto) *p(k). (5.15)
Podemos mudar de coordenadas para o tempo conforme, dado por 7(t) = tf) %j), para

obtermos as expressoes na forma utilizada em [DFP08|. Lembremos que, para uma fungao
dependente do tempo, utilizamos o ponto para a derivada em ¢ e a linha para derivada
em 7, ou seja, f = df /dt e f' = df /dr. Fazendo a transformacao

Ti(t) < 2‘1’1«(7)

Obtemos para a funcao de dois pontos a forma

1 1
2m)* a7y )a(Ty)

wa(T, = 3 k\Tz k\Ty eik-(x—y)7 :
(@)= ¢ | axnimnd) (5.16)

tal que as fungoes satisfagam a equagao diferencial (com £ = 1/6)

(% + K>+ mZa(T)Z) V() =0, (5.17)
\I’k(’i')d;d;_\l’k(’]') - \I’k(’i')d;d;_\l’k(’]') =1. (518)

A partir de tal resultado, o Ansatz de Paker [Par69] coloca os modos Wy na forma

1 —q T 7_/ 7_/
Uy (1) = — e 1) (5.19)

\/ 2Qk(7’)

sendo que Wy resolve a equacao 5.17 se {2 resolver a equacao diferencial.

19 3 /02
02 — (K2 + a2m?) — ~ 2k __k) 9
2 = (K + a’m?) 29k+4(9k (5.20)

No regime de baixas curvaturas (a variando pouco com o tempo), podemos aproximar
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Qi pela solucao exata para o caso estatico, dada por
00 (1)? = K + m2a(r)2. (5.21)

A partir dela, podemos entao proceder de forma iterativa, aproximando €2y por chn) obtida

pela recursao

Q}({n+1)(7)2:k2+m2a(7)2+_ (agn(ﬂ)? 19,200 (1) _

o ) 2 Q“‘()
e 5 (0000 10200 ())
=k"+ (1) +4< QQk ()2 ) 5 QQ” )2 . (5.22)

Estados adiabéticos nao sao em geral estados de Hadamard [JS02], mas em [DFPO0S,
Pin10] mostra-se que é possivel a regularizacao da flutuagao média de campo de um
estado adiabdtico de ordem n finita. Tal regularizagao da-se pela subtragao da freqiiéncia

adiabatica de ordem zero, de forma que

1 1 1
O™ = lim w(x,y)™ — h(z,y :—/ d’k — , 5.23
(@) = b)) o) = e [ Ok o ) 629
que para o limite m? > R pode ser expandido na forma
1
(@™ = am? + R + O(W), (5.24)

onde « e 3 sao constantes de normalizacao. Enfatizamos aqui que « e 3 surgem através do
processo de regularizacao, e portanto nao assumem dependéncia da variedade de fundo,

1.€. sao constantes da teoria por exceléncia da palavra.
5.3 Caso Nao-Massivo

Analisaremos agora a equagao de evolugao para o campo de Klein-Gordon nao-massivo.
Nesse caso especial, as equagoes de Einstein independem de um estado especifico, pois a
equacao de evolucao é descrita por

6(IT + 21%) = —%%(HHZ - HY. (5.25)

Podemos isolar os termos dependentes de H e reescrever a equacao na forma

. 1
H(H? — H?) = —H2(H® — 2H?),  com H,— % (5.26)

Identificamos inicialmente dois pontos criticos da equacao, que correspondem a duas
solugdes constantes para H, dadas por H_(t) = 0 e Hy(t) = v2H. = /2% Em [DFP0g]
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tal equacao ¢ integrada em sua solucao

H+H,

K 4H+t — 2H+/H
e e H— I,

, (5.27)

onde K é uma constante de integracao, definida por uma condicao inicial em um dado
tempo tg. Dada uma condicao inicial H(ty) = H. # H., entdo H flui para 0 ou H; em

tempos grandes, e portanto ambos pontos criticos sao estaveis. Veja grafico 5.1.
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Figura 5.1: Solucao genérica da equagao 5.26, dada por 5.27. Observamos que H flui para H, caracte-
rizando uma fase de de Sitter estavel.

Embora tal modelo nao possa representar a atual evolugdo do universo (Hy = 6.4 X
10*s~1 em contraste com o valor atual medido de H = (2.6 £0.2) x 10718s71), observa-se
que efeitos quanticos podem dar origem a uma fase de de Sitter estavel, mesmo sem adigao

de constante cosmoldgica nas equagoes.
5.4 Caso Massivo

No caso massivo, o termo (®?) entra nas equagoes de Einstein. Consideramos nesta
secao os estados adiabdticos no limite de alta massa (m? > R, m > H), os quais sao
expressos pela flutuagao média de campo na forma

(®*) = am® + BR.

As constantes a e 3 sao advindas do procedimento de renormalizacao e portanto nao
devem variar com o espago-tempo, como ja enfatizado anteriormente.
A equacao de Einstein para o traco do tensor de energia-momento se expressa entao

por

) 1 . 4
—6(H +2H?) = —87Gm?*(am?® + BR) + g (—%(HH2 + H*) + %) : (5.28)
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que pode ser reescrita na simpéatica forma dada por
H(H? - H*) = —H* + 2H?H* + M (5.29)

onde definimos os parametros

180

H? = Tﬂ — 872180m?8, (5.30)
15

M= 7m4 — 240m*m*a. (5.31)

Novamente, temos dois pontos criticos Hy da equacao 5.29, dados por
H? = H> 4+ \/H*+ M. (5.32)

Até o momento, o modelo massivo carrega 3 parametros «, 3, m. Podemos exigir que
o correspondente ao espago de Minkowski M seja solug¢ao do modelo, o que corresponde a
exigir que um dos pontos criticos seja dado por H_ = 0, fixando assim um dos parametros
para a = 1/321%. A equagao recaird entao na mesma forma do caso nao-massivo (equagio
5.26) com a diferenca de que o novo ponto critico dado por H, = v/2H, pode ser ajustado
a valores observados a partir do ajuste dos parametros m e 3.

5.5 Conclusoes

O modelo estudado em [DFPO08] mostra que um processo de regularizagao sistematica
do tensor de energia-momento para um campo de Klein-Gordon real em espacos FLRW
podem trazer efeitos consideraveis. No caso estudado, a regularizagao do tensor de energia-
momento introduz por si s6 uma constante cosmoldgica efetiva. Também para uma grande
classe de condigoes inicias o modelo reproduz uma fase de rapida expansao, caracteristica
pertinente a modelos inflacionarios de cosmologia. Dessa forma, a idéia de que efeitos
quanticos devam apenas representar termos pequenos de correcoes é contrariada, uma vez
que mesmo nesse simples modelo de campo nao-interagente apresente resultados mesmo
que apenas qualitativos. Fica entao ilustrado que para a avaliagao da retroagao de campos
quanticos na métrica é necessaria uma analise um tanto cuidadosa. Tal assunto é foco
de trabalhos atuais, como por exemplo a tese de Hack [Hacl0], na qual a metodologia
empregada em [DFPO08] ¢é estendida para campos espinoriais (ndo-interagentes).
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