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Resumo

Neste trabalho nés propomos uma estratégia Euclidiana para entender o efeito Unruh. Com
este objetivo, nos inicialmente o estudamos para campos livres escalares sem massa, numa forma
que é normalmente apresentada aos fisicos e que é mais proxima ao trabalho original de Unruh
[32].

Logo em seguida, deduzimos o efeito de um ponto de vista algébrico. Com este objetivo,
estudamos as propriedades e as definicoes de estados KMS para compreender como um es-
tado de equilibrio é descrito na abordagem algébrica. Apresentamos os axiomas de Wightman
para campos escalares assim como os de Osterwalder-Schrader. Usamos, entao, o Teorema de
Bisognano-Wichmann para estes campos e concluimos, baseados no trabalho de Sewell [27],
que um observador uniformemente acelerado vé o estado de vacuo dos observadores inerciais
como um estado KMS, e portanto, como um estado de equilibrio. Novamente, concluimos a
existéncia do efeito Unruh.

Finalmente estudamos algumas relacoes entre probabilidade e andalise funcional. Este estudo
¢ fundamental para o entendimento do trabalho de Klein e Landau [15] e de Gérard e Jikel
[7]. Estes trabalhos afirmam que existe uma rela¢gdo biunivoca entre certos estados KMS e
certos processos estocasticos (Klein e Landau) e uma relagao entre certos processos estocasticos
e espagos de trajetorias generalizados (Gérard e Jékel). Usando estes trabalhos e as funcoes de
Schwinger para campos escalares, deduzimos o efeito Unruh de uma nova maneira.

Acreditamos que este trabalho mostra um ponto de vista interessante do efeito Unruh e
ilustra o uso do formalismo Euclidiano em teorias quanticas dos campos. Mesmo que algumas
demonstragoes para uma prova completa do efeito, usando técnicas Euclidianas, nao sao obti-
das, devido as dificuldades técnicas encontradas, acreditamos que o material apresentado neste
trabalho fornece, no minimo, uma boa estratégia para a compreensao completa deste fendmeno
fisico. Além disto, as técnicas que sao mostradas podem ser usadas em diversos problemas,
como a construcao de campos interagentes a uma temperatura finita, que permanecem atuais

e promissores.



Abstract

This paper proposes a Euclidean strategy to understand the Unruh effect. On that ground
we first study it for free massless scalar fields the way it is usually presented to physicists, which
is closer to Unruh’s original work [32].

Then we infer the effect from an algebraic perspective. We study the proprieties and defi-
nitions of KMS states in order to understand the description of an equilibrium state in the
algebraic approach. We present the Wightman’s as well as Osterwalder-Schrader’s axioms for
scalar fields. Then we use the Bisognano-Wichmann theorem for these fields and conclude,
based on Sewell work [27], that a uniformly accelerated observer will observe the vacuum state
of inertial observers as a KMS state and thus as an equilibrium state. Once again we infer the
existence of the Unruh effect.

Finally we study some relations between probability and functional analysis. This study is
crucial for understanding the work of Klein and Landau [15] as well as of Gérard and Jékel [7].
They state there is a biunivocal relation between certain KMS states and certain stochastic
processes (Klein and Landau) and a relation between certain stochastic processes and gener-
alized path spaces (Gérard and Jékel). Using these works and Schwinger functions for scalar
fields, we deduce the Unruh effect in a new way.

We believe this work shows an interesting aspect of the Unruh effect and represents the
use of Euclidean formalism in quantum field theory. Although some demonstrations for a com-
plete proof of the Unruh effect using Euclidean techniques were not obtained due to technical
difficulties we faced, we believe the material presented in this paper provides at least a good
strategy for the complete understanding of this physical phenomenon. Furthermore the tech-
niques shown, which remain current and promising, can be used in different problems, such as

the construction of interacting fields at a finite temperature.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre as diversas formulacoes da teoria quantica dos campos, as chamadas teoria axiomatica e
teoria quantica local ou algébrica tém a vantagem de permitir um estudo de propriedades gerais,
independente de modelos e aproximacgoes. As aplicagoes dos métodos algébricos utilizadas
nestas duas abordagens permitem criar uma estrutura rigorosa para a formulacao tanto da
teoria quantica dos campos quanto da mecanica estatistica quantica.

Neste trabalho, usaremos a estrutura algébrica para o estudo do efeito Unruh. O efeito
Unruh se insere no contexto da teoria quantica de campos em espacos curvos. Historicamente,
de acordo com Robert Wald [34], o estudo da teoria de campos em espagos curvos iniciou-se
no final dos anos 60. O estimulo inicial destes trabalhos foi o estudo da criacao de particulas
produzidas pela expansao do universo no periodo proximo ao “Big Bang”. A estrutura da
teoria apareceu para analisar estes fendomenos com o trabalho de Parker [25] entre outros. Logo
apos, um grande impulso foi recebido na década de 70 gracas a descoberta, feita pelo fisico
Stephen Hawking 23] em 1975, de que os buracos negros irradiam tais como corpos negros
devido a criacao de particulas. Este efeito passou a ser chamado de efeito Hawking. Apos essa
descoberta, numa tentativa de ganhar uma intuigao maior sobre ela e compreendé-la melhor, foi
descoberto o efeito Unruh [32] em 1976, que sera estudado nesta dissertacao. Em termos nado
tao precisos, este efeito afirma que um observador uniformemente acelerado sente-se imerso num
banho térmico, quando o campo quantico estd no estado de vacuo em relacao aos referenciais
inerciais. Esses assuntos geraram, na década de 70, uma grande quantidade de estudos.

A formulacao rigorosa da teoria de campos em espacos curvos utiliza-se dos métodos al-
gébricos citados anteriormente, em especial da abordagem algébrica iniciada por Haag e Kastler
[22]. No caso do efeito Unruh uma explicagdo mais rigorosa ja existia antes mesmo de Unruh
descobri-lo. Em |9, 10|, Bisognano e Wichmann ja mostravam que, para campos restritos a
cunha de Rindler, {(ct,z,y,2) € RY;z > |t|} (¢ é a velocidade da luz), o estado de vacuo dos
observadores inerciais ¢ um estado KMS em relacao aos observadores uniformemente acelerados
(que correspondem ao boost de Lorentz). Apesar deste artigo ja conter o resultado mateméatico
anterior, os autores nao notaram (ou ao menos nao deixaram explicito) o efeito fisico que este

resultado implicava. Foi s6 com o trabalho de Sewell [27] que o trabalho de Bisognano e Wich-



CAPITULO 1. INTRODUCAO 6

mann |9, 10| foi usado para estabelecer uma formula¢do mais precisa, matematicamente, do
efeito Unruh.

A abordagem algébrica devido a Haag e Kastler (entre outros) surgiu ao longo dos anos
60 na mesma época em que surgia os chamados axiomas de Wightman, ou seja, a formulacao
axiomatica da teoria de campos. Como conseqiiéncia destes trabalhos, surgiram problemas
como o de construir campos quanticos nao-triviais que satisfizessem os axiomas de Wightman
e, junto com estas questoes, a formulacao Euclidiana da teoria de campos. Em termos bem
informais, a formulagao da teoria de campos na forma Euclidiana corresponde a troca do tempo
real por um imaginario ¢ — 4t, substituindo-se, desta forma, o espaco de Minkowski pelo
Euclidiano.

A formulagao Euclidiana também mostrou que existem relagoes entre a teoria quantica de
campos e a mecanica estatistica classica, ao tornar evidente que o problema da construcao de
campos interagentes é essencialmente reduzido a um problema de mecanica estatistica (vide
por exemplo [28]). Dentre os trabalhos desta natureza se destacam varios autores. Num destes
artigos, escrito por Abel Klein e Lawrence Landau [15], se estabelece uma relagao biunivoca
entre certos estados KMS e certos processos estocasticos. Este trabalho tem o mesmo espirito
de relacionar métodos de teorias quanticas (algebras nao-comutativas, tais como algebras de
von Neumann e estados KMS) com métodos mais usuais em mecanica estatistica (algebras
comutativas, tais como fungoes de um processo estocastico). Ele permite assim estudar per-
turbacoes de certos estados KMS. O mais curioso, para nos pelo menos, é que este trabalho
permite a construcao de estados de temperatura finita e nao-nula de campos quanticos tal qual
foi mostrado por Gérard e Jikel [7].

O interessante nestes dois artigos é que, para alguns resultados do trabalho [15], basta que
tenhamos um espaco de trajetoria generalizado tal como mostrado em |7|. Este altimo trabalho
estabelece uma relagao biunivoca entre espacos de trajetoria generalizados e os mesmos tipos
de estados KMS apresentados no trabalho de [15]. O espago de trajetoria generalizado a que
nos referimos é andlogo ao espaco de trajetoria encontrado em textos como o do Barry Simon
[28].

Acredita-se que se possa usar as idéias contidas nestes dois artigos a fim de demonstrar o
efeito Unruh de forma alternativa.

A idéia é mostrar que o campo livre Euclidiano pode ser descrito por meio de um espaco
de trajetoria generalizado se tomarmos como tempo Euclidiano a rotagao 7 ao longo dos eixos
x e it. Esta rotacao, como se sabe, corresponde ao boost de Lorentz “Euclidianizado”, ou seja,
a0 invés de uma “rotacao” de ¢t — ctcosh7 + xsinh 7 e x — x cosh 7 + ct sinh 7 no espacgo de
Minkowski, temos uma “rotagao” por 7 no espaco Euclidiano: ict — ictcos(T) + iz sin(7T) e
x — xcos(T) — ctsin(r). Logo o tempo Euclidiano, tomado como a rotagao de um angulo 7,
corresponde ao tempo Euclidiano de um observador uniformemente acelerado (ja que para este,
o tempo real é proporcional a 7 do boost de Lorentz). Se estabelecermos esta conexao podemos

usar o Teorema de [15] e associar o espago de trajetoria generalizado a um estado KMS, cuja
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evolucao temporal Euclidiana ¢ dada por 7 e, portanto, cuja evolucao temporal real ¢ dada pelo
tempo proprio de observadores uniformemente acelerados. Concluiremos assim que ao campo
quantico, visto por um observador uniformemente acelerado, corresponde a um estado KMS.
Dessa forma obtemos uma nova explicacao do efeito Unruh.

No trabalho apresentado nesta tese nao se chegard a fazer a demonstracao alternativa,
apenas esbocaremos qual é a estratégia para tanto. O que serd apresentado é, inicialmente,
o efeito Unruh do ponto de vista informal (ou seja, do ponto de vista da teoria de campos
tal como ela é apresentada usualmente em cursos de fisica) e que de certa forma se assemelha
mais com o trabalho original de Unruh [32|. Isto sera feito no capitulo 2, juntamente com uma
descrigao (bem pouco rigorosa) da formulac¢ao da teoria de campos em espagos curvos e uma
prova da relacao entre os boosts de Lorentz e observadores uniformemente acelerados. Isto tudo
serd feito para o caso de bosons.

No capitulo 3, mostraremos o efeito Unruh do ponto de vista de Sewell [27]. Este ponto de
vista &€ matematicamente mais preciso e sera mostrado junto com uma discussao dos axiomas de
Wightman e sua Euclidianizagao (axiomas de Osterwalder-Schrader). Também apresentaremos
uma discussao dos estados KMS que serao essenciais para este ponto de vista mais rigoroso.
Nestas discussoes pretendemos apresentar algumas demonstracoes de fatos basicos conhecidos,
porém nao encontrados facilmente na literatura.

Por fim, no capitulo 4 esbocaremos a nova estratégia para explicar o efeito Unruh. Assim,
comecaremos explicando algumas relacoes entre analise funcional e teoria de probabilidade
que sera essencial para compreendermos os trabalhos de |15, 7|. Novamente os resultados
apresentados nesta secao sao certamente conhecidos, porém muitas das demonstragoes nao
foram encontradas na literatura. Apos fazer estas explicacoes, descreveremos o trabalho de
Klein e Landau [15] e o trabalho de Christian Gérard e Christian Jékel |7]. Mostraremos,
enfim, como os dois trabalhos se relacionam e qual seria um possivel procedimento para fazer
uma demonstracao alternativa do efeito Unruh para particulas bosonicas.

Durante o trabalho usaremos, em geral, unidades de velocidade da luz e constante de Planck
como sendo ¢ = 1 e h = 1. Esta convengao nao serd respeitada apenas em algumas partes,

quando gostariamos de deixar estas constantes explicitas.



Capitulo 2
O efeito Unruh: ponto de vista informal

Neste capitulo vamos fazer um breve apanhado, sem muita preocupacao com o rigor matematico,
de como formular a teoria quantica dos campos em espacos curvos. Basearemos o texto prin-
cipalmente no livro de Birrel e Davies [16]. Vamos nos concentrar particularmente nos campos
livres e bosonicos, ou seja, que satisfazem a equagao de Klein-Gordon. Inicialmente faremos
um breve apanhado do significado de isometrias em espagos-tempos, a fim de relaciona-lo com
a interpretacao de particula. Relacionaremos um tipo de isometria do espaco de Minkowski, a
dos boosts de Lorentz, com os observadores uniformemente acelerados.

A seguir, lembraremos a quantizacao candnica em espacos de Minkowski. Entao, adaptare-
mos esta quantizacao aos espacos globalmente hiperbolicos e mostraremos como se relacionam
os vacuos obtidos devido a quantizagoes diferentes em um mesmo espaco-tempo, obtendo os
coeficientes de Bogolubov. Por fim, usaremos estes coeficientes para relacionar o vacuo dos ob-
servadores uniformemente acelerados com os observadores em um referencial inercial, obtendo

o efeito Unruh, baseando-se principalmente em [20| para esta parte.

2.1 Efeito Unruh e referenciais acelerados

Estaremos interessados em estudar nesta secao a teoria de campos em espacos curvos. Esta
teoria, embora quantica, trata o espago-tempo classicamente. Assim descreveremos o espago-
tempo (M, g,,,) como sendo M uma variedade diferenciavel C* quadridimensional e g, uma
métrica Lorentziana com assinatura (+ — — —). E neste espago-tempo onde se constroem os
campos de matéria quanticos.

Ao fazermos a quantizacao de campos nestes espagos-tempos curvos arbitrarios, fatores
novos aparecem que nao eram aparentes na teoria de campos no espaco de Minkowski. Percebe-
mos, por exemplo, que nem sempre é possivel obter uma interpretacao precisa do conceito de
particula. Um pré-requisito para que possamos atribuir uma definicao de particula ¢é a existén-
cia de um campo de Killing global tipo tempo. A idéia é, ao quantizar um campo, considerar
solucoes de freqiiéncia positiva em relacao a um campo de Killing, que fara o papel de trajetoria

dos observadores sobre a qual o conceito de particula se aplica.
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Passemos agora a explicar o que é este campo de Killing global (baseado no livro do Wald
[33]). Dado um espago-tempo (M, g,,), chamamos de grupo uniparamétrico um conjunto de
fungoes {¢;}ier tais que ¢y : RxM — M sao fungbes C™ cuja sua restrigdo a cada valor ¢ em
R ¢ um difeomorfismo de M em M. Estas fungoes devem satisfazer a propriedade ¢; 0 ¢ps = dpis,
o que implica que ¢y = id, em que id é a funcao identidade.

Dizemos que este grupo uniparamétrico é uma isometria se ¢;g,, = g,. Em termos de
componentes isto pode ser visto da seguinte forma. Vamos considerar um ponto p € M, {z"}
um sistemas de coordenadas de p e {y#} um sistema de coordenadas de ¢;(p), os quais satisfazem
y" = ¢(z#). Entao temos uma isometria se, e somente se,

oyt Oy”
guy(y)a—:‘zg aip = Jop()-

(2.1)

Associado a cada grupo uniparamétrico existe um campo de vetores £, chamado de gerador,
tal que £ em um ponto p € M é a tangente da curva ¢;(p) : R — M (da mesma forma associado
a cada campo de vetores infinitamente diferenciaveis, temos um grupo uniparamétrico). Se o
grupo uniparamétrico é de isometrias, chamamos o campo de vetores gerador de campo de
Killing.

A partir destas defini¢oes podemos definir um espaco-tempo que possui um campo de Killing
global de tipo tempo como sendo um espago-tempo que possui um grupo uniparamétrico de
isometrias cujo campo de vetores gerador, campo de Killing, € um campo de vetores tipo tempo.

Como aplicacao deste conceito, podemos ter no espaco-tempo de Minkowski tanto um
grupo uniparameétrico de isometrias dado por translagoes temporais como dado pelos boosts de
Lorentz. Vamos, entao, ver porque estes grupos uniparamétricos correspondem a isometrias.

O grupo uniparamétrico de transla¢oes temporais é dado por fungoes da forma ¢, (t, x,y, z) =
(t+7,x,y, z). Desta forma vemos que, na notagao acima, para um ponto p = (¢, x,y, z) as coor-

denadas y* de ¢.(p) serdo dadas por (t+7,z,y, z) e assim ggz = ! e, portanto, evidentemente

a equacao 2.1 é satisfeita. Também podemos notar que d%ng(p) = (1,0,0,0). Logo o vetor
gerador ¢ das translacoes temporais é de tipo tempo. Concluimos assim que as translagoes
temporais correspondem a um grupo uniparamétrico de isometrias com vetor de Killing tipo
tempo. Assim, o espago-tempo de Minkowski possui um campo global de Killing tipo tempo
dado pelas translacoes temporais.

Quanto ao grupo uniparamétrico de isometrias de boosts de Lorentz, vamos nos restringir
a0 caso em que 0s boosts ocorrem na direcao z. O grupo uniparamétrico serd dado entao por

¢ (t,x,y,z) = (tcoshT + xsinh 7,z cosh 7 + tsinh 7, y, z). Assim obtemos que:

coshT sinh7 0 0

oy _ sinh7 cosht 0 0 _ A
or” 0 0 10
01

0 0
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Como A(7)* é uma transformacao e Lorentz correspondente aos boosts, a equagao 2.1 pode

ser escrita da forma:

oyt Oy”
9 (0) 3z 5 = G AN = 9.

Logo concluimos que o boost na direcao z é um grupo uniparamétrico de isometrias.
Para obter o campo gerador basta notar que d%ngT(t,x,y, z) = (tsinh 7 4+ x cosh 7, zsinh T +
tcosh7,0,0). Notamos que o quadrado (na métrica de Lorentz) deste vetor é 2% — 2. Portanto
no espago de Rindler, ou cunha de Rindler, R = {(¢,z,vy, 2) € R%; |t| < z}, o campo de Killing
é tipo tempo. Assim podemos dizer que o espaco de Rindler é um espaco-tempo que possui um
campo global de Killing tipo tempo dado pelos boosts de Lorentz.

Se fizermos a quantizagao do campo, utilizando como tempo as translagoes temporais, obte-
mos a interpretacao de particulas convencional. Se fizermos a quantizagao do campo restrito
a cunha de Rindler utilizando como tempo os boosts de Lorentz na direcao x, obtém-se a in-
terpretacao das chamadas particulas de Rindler. O “tempo” dado como sendo os boosts de
Lorentz tém a interpretacao de ser o tempo tal qual visto por um observador uniformemente
acelerado (o tempo proprio). Uma explica¢do de como fazer a quantizagdo nestes casos, sem
muita preocupagao com o rigor matemaético, pode ser vista na secao 1.2.

Seguindo este raciocinio, pode-se dizer que o efeito Unruh afirma, de forma bastante curta,
que um observador uniformemente acelerado, com aceleracao propria w e estando no vacuo
de observadores inerciais, detecta um banho térmico de particulas elementares de Rindler a
Para entender a formalizagao deste resultado vamos inicialmente entender um fato simples

temperatura Ty =

e basico na discussao acima: Os boosts de Lorentz na direcao x, ¢t — tcosh7 + xsinh7 e
x — xcoshT + tsinh 7, restritos a cunha de Rindler correspondem a translagoes temporais
T — T + cte (tempo proprio) para observadores uniformemente acelerados, particularmente
solugoes em que z*(0) = ( ,%,0,0) e 2(0) = (1,0,0,0) (veja notacio abaixo) em que w é a
aceleracao da particula nos referenciais instantaneamente parados. Seguiremos aqui os passos
de Landau e Lifschitz [11].

Vamos, agora, usar unidades com a velocidade da luz ¢ ao invés de 1, a fim de entendé-las
melhor.

Seja (ct, z,y, z) uma parametrizagao do espago de Minkowski num referencial inercial. Seja

02

_ s PO i ds _ _ v
7 = 2 o tempo proprio do observador que se relaciona com t por % = cy/1 — Z. Defino
. . . ~ ® 2 1 . K
as quadrivelocidades e quadriaceleracio por v# = % e Wt = LT Aggim ot = 9 —
ds ds ds

1 v : n _ dxt dx¥ __ : 5
(\/1_—7&, c\/1—ﬁ ). Vemos assim que v*v, = g, % % = 1. Derivando esta relagao em s obtemos
2 P

B, — o detda”
Vi Wy = Guvgs ds? =0

Como estamos interessados numa acelera¢ao uniforme ao longo do eixo z, temos que em
relacao ao tempo proprio z#(7) = (ct(7), x(7),y, 2), em que y e z sdo constantes. Como a ace-

leracao ¢ uniforme, gostariamos que ao longo de qualquer referencial inercial instantaneamente
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parado, ou seja, de velocidade nula em relagao ao observador, tivéssemos w* = (0,,0,0)

em que w é a aceleragdo e é constante (uniforme). Logo, nestes referenciais (e em todos os

e e . . N . 2 . .
referenciais inerciais por conseqiiéncia) temos que whw, = —“r, o que implica:
2 2
. 1 d 1 d v w?
wrw, = —— — | - | VV——— =——. (2.2)

2 —v? dt [ _ = dt . 1 _ w2 c?
c? c?

Usando v*w, = 0, obtemos a relagao:

()

d 1 _wvd
dt /1_72_; cdtc /1_2_3

Substituindo a relagao acima em 2.2, obtemos:

Usando a condigao inicial v(0) = 0, chegamos a:

v w
—— =Wl V=
V1-% 1+ 28

.~ e e 2
Usando novamente as condigdes iniciais em que 2(0) = < obtemos:

2 t 2 2
x(t)z—#—/Ldy:— 1+ 2.

2

w Jo " w c

14 22

t

A fungao t(7), em que T é o tempo proprio pode ser calculada por

b t)2 ¢ 1
T = / 1-— @dt/ = / ———dy = Eaurcsinh(gt).
0 C 0 w?y? w C
91+ =2

Isolando, obtemos o resultado principal z#(7) = (% sinh(“7), % cosh(“F),y, 2).

Assim se parametrizarmos o espaco de Rindler R por:

ct =&sinh T

xr=~&coshT
y=y
2=z

. ~ 2 e .
Concluimos, comparando as expressoes, que ¢ = < e T' = <X, Logo as trajetorias com &
w C

. L, . . ~ 2
constante correspondem a trajetorias uniformemente aceleradas com aceleracao w = % e tempo
proprio dado por 7 = £T.

Se parametrizarmos o espaco de Rindler R por:
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1 1
ct = —e® sinh(an) x = —e™ cosh(an).
a a

, 2 . _ 4,
Em que a > 0 é uma constante, obtemos %6“5 = =, assim w = c2ae~%. Também obtemos

an = 27, assim 7 = geaf. Estas duas parametrizacoes do espaco de Rindler foram expostas

aqui porque serao usadas a seguir, na explicagao do efeito Unruh.

2.2 Efeito Unruh: ponto de vista informal

Nesta secao faremos uma exemplificacao do efeito Unruh para campos escalares de um ponto
de vista informal. Para tanto, seguiremos de perto a referéncia [16]. A proposta sera apresentar
um resumo da quantizacao de campos escalares para espacos de Minkowski e, entao, mostrar
como se quantiza em espacos-tempos globalmente hiperbolicos. Ilustraremos assim o uso do
grupo uniparamétrico de isometrias com campo de vetores de Killing globalmente tipo tempo.
Mostraremos com isto uma segunda forma de quantizar o campo em espacos de Minkowski

para entao comparar o vacuo das duas formas de quantizacao.

2.2.1 A quantizacao canoénica do campo escalar livre no espaco de
Minkowski

Inicialmente vamos comecar com um breve resumo da quantizacao canOnica em espacos de
Minkowski. A idéia é quantizar um campo escalar livre real, que pode ou nao ter massa, que
satisfaca a equagao de Klein-Gordon (para m > 0), ou seja,

(O+m?)¢ =0.

Lembrando que esta equacao pode ser obtida de um ponto de vista variacional fazendo a

variagao do funcional agao S e igualando esta variacao a 0, 65 = 0. O funcional acao no caso

0¢ 0
S = /[,(:L’)d”x = %/ (no‘ﬁaTq;aTq; — m2¢2) d"x.

Um conjunto de solugoes para a equacao de Klein-Gordon pode ser dada por:

é dado por:

1 o
u];(t, f) — ezk.m—zwt’
V2w (2m)r1
em que w = VE2+m?ek= k|l = VEE+ .+ k2 parak; €R.
Estas solucoes sao autovetores do operador de derivacao temporal, isto é,

0

Eu,;(t, 7) = —iwug(t, 7).
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Se definirmos uma forma sesquilinear por:

(61, ¢2) = —i/{¢1($)[3t¢§(x)] — [0 (2)]03(x) o™ = —i/%(fv)g;%(ﬂ?)d"_lx-

Concluiremos que (ug,ug) = 6" '(k — k'). Se preferirmos fazer a quantizagdo numa caixa

_ L L]n—l

55 , poderiamos

ao invés do espago de Minkowski inteiro, ou seja, num conjunto R x |

escolher as fungoes como sendo dadas por:

1

=1y ik.Z—iwt
up(Z,t) = ———t .
V2L tw
Sendo k; = %T”, n € N. Neste caso a normalizagdo fica (ug, up) = dzz7. Como esta é uma

base completa podemos escrever o campo como:

ot F) = _lagug(t, ¥) + alul(t, T)).

—

A quantizagdo ocorre no momento em que impomos que ¢, T, az, a% , em que 7(t,T) =
oL
(0t )

= 0,0, sao operadores que satisfazem as relagoes de comutagao para tempo iguais:

[6(t,2), ¢(t, &) = 0 [x(t,2),7(t, )] =0 [p(t,7),n(t,&")] =i0" (T - 7).  (2.3)

Estas relagoes equivalem a:

lag, ap] =0 [al,al] =0 [ag, al] = 6.

Estes operadores sao pensados como atuando em um espaco de Fock simétrico construido
a partir de um espaco de Hilbert H. Tomaremos o espaco H como sendo o completamento do
espaco de vetorial das combinacées lineares das fungdes uy no produto interno (., .). As fungoes

uj; sao neste caso uma base deste espa¢o como mostra a proposigao abaixo:

PROPOSICAO 2.2.1.1: Seja um espago vetorial £ com produto interno e formado por com-
binagoes lineares de elementos { f;};en, em que f; sao elementos ortonormais. Entao {f;};en
¢ uma base do espaco de Hilbert construido a partir do completamento canodnico de &, E.

Prova: No completamento canonico temos que € é denso em & e {f;};jen continua sendo
ortonormal (£ e {f;}jen visto como os elementos correspondentes em &, lembrando que no
completamento canonico existe uma isometria entre £ e £) . Logo se existe um vetor g # 0 que
¢ ortogonal a qualquer f; concluimos que g é ortogonal a £ e, portanto, £ nao é denso. Obtemos,
entdo, uma contradicdo. Assim { f;},;en € um conjunto maximal de elementos ortogonais e, desta

forma, uma base.ll

O espago de Fock, construido a partir de um espago de Hilbert H, sera denotado por F(H)
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e ¢ definido por

F(H)=Cao@H™,
k=1

para H™ definido como H™ = ®7_,’H, ou seja, o produto tensorial de n copias de H. Ao
vetor 1 0@ (0®0) @ ... damos o nome de vacuo e denotamo-lo, em geral, por |0 > . Em cada

um dos espacos H™ pode-se construir o operador de simetrizacio por:

SO(fi® ... ® fo) = %me ® .. @ frn,

a soma sendo feita para todas as permutagoes, 7, do conjunto {1,...,n}. Este operador de
simetrizacao pode ser expandido por linearidade e depois pelo Teorema BLT [6], ja que é
continuo e densamente definido, a todo o espaco H. Pode-se verificar que o operador S™ assim
definido é um operador de projecao ortogonal. Dizemos que o subespago fechado dado pela
imagem de S™ & o espaco dos estados bosonicos da teoria.

O subespaco dos estados bosonicos do espaco de Fock serda definido como o subespago

™). Este subespaco é chamado de espaco de Fock simétrico e é,

projetado por S = @S¢
evidentemente, também um espaco de Hilbert. Ele é o espaco dos estados de uma teoria
bosonica tal como a descrita nesta secao.

Com estas defini¢oes, os operadores aj; e a% serao pensados agora como operadores de criacao

e aniquilagao no espaco de Fock simétrico definidos como:

ap = Sa(k)S a% = Sal(k)S

Os operadores a(k) e a' (k) sio definidos em H™ como:

a() i ® fo® . @ fo =7 (ug, i) fa® ... ® fp

AR f®. @ f=n+1) 00 & .0 f

em que f1 ® ... ® f, € H™. A partir destas defini¢cdes obtemos as relacoes de comutacio

canonicas dadas anteriormente.

2.2.2 A quantizagao candnica do campo escalar em espagos global-

mente hiperboélicos.

Consideraremos agora a quantizagdo em espagos-tempos mais gerais (conforme Birrel-Davies
[16]). Vamos considerar o espago-tempo como uma variedade C*°, n-dimensional em que esta
definida uma métrica g,, Lorentziana como ja foi dito anteriormente. Além disto, vamos

trabalhar apenas com espacos-tempos globalmente hiperbolicos. E conveniente, portanto, que
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gastemos algumas linhas definindo estes espagos (tal qual feito em [33]).

Num espago-tempo dizemos que um ponto é um ponto final futuro de uma curva A : R — M
se, para qualquer vizinhanga O, de p, existe um ¢y, € R tal que A(t) € O, para t > t;,. A curva
é inextensivel ao futuro se nao tem nenhum ponto final no futuro. De forma completamente
analogo se define uma curva inextensivel ao passado.

A partir deste conceito, podemos definir o dominio de dependéncia de um conjunto fechado
e acronal, S, (ou seja, tal que nao existe uma curva tipo tempo ligando dois de seus pontos) da

seguinte forma:

D*(S) = {p € M; toda curva inextensivel ao passado que passa por p intersecta S}

Novamente, de forma analoga defini-se D~(.S). Dizemos que um conjunto fechado e acronal
é uma superficie de Cauchy se M = D*(S) U D7(S). Pode-se mostrar que uma superficie
de Cauchy é uma subvariedade continua e que todo subespaco que contém uma superficie
de Cauchy contém infinitas outras, podendo ser folheado por elas. Desta forma, existe uma
fungdo f : M — R tal que f~1(¢) é superficie de Cauchy para qualquer que seja t € R. Um
espago-tempo que possui uma superficie de Cauchy é chamado espago globalmente hiperbélico.

Para estes espacos-tempos consideraremos a acao do campo escalar livre dada por:

5 =35 [[Fo@Hg" @)o(a) (), —lm + R @)

A variacao desta acao nos da a equacao:

O, +m?* + ER(2)]|p(z) = 0.

De forma completamente analoga ao espago de Minkowski, definiremos um produto interno

para as solucoes da equacao acima como:

(61, ) = —i / 61(2) B, 63(2) [~ g ()] FdS. (2.4)

Em que d¥* = n*d¥, sendo n* um vetor unitario dirigido ao futuro ortogonal & ¥ (super-
ficie de Cauchy) e d¥ é um elemento de volume da superficie de Cauchy. O produto interno
acima independe da superficie de Cauchy, 3, tomada, assim como a algebra dos operadores dos
observaveis também independera, como sera visto na secao 2.2.2.1.

Prova-se (de acordo com [16]) que, para estes espacos-tempos, existem bases completas de
solugbes da equacao de onda {u;}. Notemos, no entanto, que nem sempre estas func¢oes sao
normalizadas e as somas abaixo muitas vezes deveriam ser substituidas por integrais. Um
procedimento mais preciso para a quantizacao sera mostrado numa seg¢ao posterior.

Estas solucoes satisfazem as relacoes:
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(ui,uj) =645, (uf,ui) = —dij, (uf,uj) =0.

PRl

Novamente as funcoes de onda podem ser escritas como

$(x) =) [agui(x) + aluf(x)]. (2.5)

i

Agora, basta fazer a quantizagao candnica, ou seja, considerar o espaco de Hilbert H como
sendo o completamento canonico do espaco vetorial das combinagoes lineares de u; com o
produto interno definido anteriormente e definir o espaco de Fock simétrico construido a partir
de H, com seus operadores de criagao e aniquilacao a; e alT satisfazendo:

la;,a;] =0, [aT aT»] =0, [ai,a}] = 0jj. (2.6)

177

Se tivermos uma outra base de solugoes {u;} podemos escrever a fungao de onda como:

Podemos fazer a quantizacao canonica a partir dai. Note que, devido a completeza da base,

podemos escrever u; como:

Uj = Z(aﬁui + ﬁ],uj)

i
Levando em conta as relacoes de ortogonalidade de u; e que o produto interno, tal como foi

construido, é linear na primeira entrada e anti-linear na segunda variavel obtemos:

a =Y (@, w)u; — (T, uf)uj].

i

Logo concluimos que a;; = (s, u;) e Bij = —(U;, uj). Da mesma forma, mostra-se que

wi =Y g — B = > [(us, W) — (ui, W)
J J
em que usamos que o;; = (U, u;)* = (uj,U;) e B = —(Us, u}) = —(u;,U;). Estes sdo os chama-
dos coeficientes de Bogolubov e as transformacoes entre u e w sao chamadas de transformacoes
de Bogolubov.
Para comparar os operadores de criagao e de aniquilagao vamos igualar as expressoes para
¢(z) obtendo:

o) = Y lou@) + alui(2)] = Y@, () + @ (@)

Logo usando as relagoes de ortogonalidade chegamos a:
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a; = Z[@‘(% i) + @ (5, ug)| = Z[Oéjiaj + G545 (2.7)
@ =Y lai(u, ;) + al(uf, )] = [afia; — Bja]]. (2:8)

i i

Estaremos interessados em saber a média de quantas particulas, /N;, no modo u; encon-
traremos no vacuo do espaco de Fock construido com o espaco de Hilbert das funcoes u;,
denotado por |0 >. O operador que corresponde ao observavel N;, particulas no modo u;, é
chamado de N e ¢ dado por N; = ala;. Assim queremos saber < 0|N;|0 >=< 0|ala;|0 >.
Usando a relagao 2.7 obtemos que a,[0 >= 3" 55;|1; >. Assim

<OIN|0 >=" "8l (2.9)
J

Além destas relacoes, sera usada mais outra relagao na secao abaixo entre os coeficientes de

Bogolubov. Esta relagao pode ser expressa por:

Z(O‘ika;k — BirBjy) = 045 (2.10)

k

Esta relacao pode ser provada usando a relacao de comutagao 2.6 e a relagao 2.8 da seguinte

forma:

0ij = [ai,al] = Z(afkak — Bhab), Z:(CV]'ICLIT — Buar) | =
I

k

> apaglar, afl + > BrBalal, a) = afagidn — Y BiBudn =
k,l k,l k,l k,l

Z(afkajk — BiBin)-

k

Utilizando-se destes resultados, vamos aplicar agora a quantizacao acima no espaco de
Rindler, a fim de saber como ¢é visto o vacuo convencional (dos observadores inerciais) da teoria
de campos construida no espaco de Minkowski por observadores uniformemente acelerados.

Antes, porém, vamos fazer alguns comentarios sobre a forma como o campo foi quantizado.
Usamos uma abordagem bastante pouco precisa do ponto de vista matematico. Ela se assemelha
as construcoes inicialmente vistas em cursos de teoria de campos para fisicos e na referéncia
Birrel e Davies [16].

No entanto, existem abordagens mais cuidadosas para a construcao de campos escalares
lineares em variedades globalmente hiperbolicas que contenham superficies de Cauchy infinita-
mente diferenciaveis, como foi feito por Dimock [3]. Apenas com o objetivo de ilustrar estas

idéias, vamos fazer um apanhado delas abaixo baseados no artigo [3].
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2.2.2.1 A quantizagao canénica em espacos globalmente hiperbélicos: O trabalho
de Dimock

A idéia deste trabalho e dos trabalhos rigorosos matematicamente que antecederam-no e sucederam-
no é, inicialmente, estudar a equagao classica do campo que estaremos quantizando. Como es-
tamos interessados em estudar campos que satisfacam a equacao de Klein-Gordon, estudaremos

a equacao dada por:

(O+m*u=0

em que

5 _1 Ll
O=v"v. =g 20,9" 19|20,

para |g| = |det{gu }| e m sendo a massa.

Como conseqiiéncia da hiperbolicidade global, prova-se a existéncia e unicidade de certos
operadores E* : C§°(M) — C°°(M). Notamos que estamos definindo C*(M) como o conjunto
das fungoes de M em R que sdo infinitamente diferenciaveis e por C§° as fung¢oes de C°(M)

que possuem suporte compacto. Estes operadores sao os tinicos que satisfazem as relacoes:

O+mAE*=E50O+m?) =1

supp(E*f) C J*(supp f).

As funcoes E*f sdao também chamadas de solucdes fundamentais avancadas e retardadas
da equacao de Klein-Gordon.

Para A C M definimos J*(A) := {x € M; existe uma curva causal tipo tempo dirigida para
o futuro que liga A a um ponto z}. A defini¢do de J~(A) é a mesma, porém a curva é dirigida
para o passado. Dada uma superficie de Cauchy S do espaco-tempo, também devemos definir
os operadores py : C®(M) — C*®(S) e p; : C°(M) — C*°(S) como os operadores de restri¢ao
de uma funcao a S e derivada normal ao futuro, respectivamente. Uma vez que definimos estes
operadores podemos enunciar o Teorema fundamental para o problema classico, ou seja, sobre

as solucoes da equacao diferencial:

TEOREMA 2.2.2.1 (PROBLEMA DE CAUCHY): Seja S uma superficie de Cauchy infinita-
mente diferencidvel e ug, u; € C5°(S). Entao existe um tunico u € C®(M) tal que (O+m?)u =
0, po(u) = ug, p1(u) = uy. Além disto, suppu C (U; Ux J*(suppu;)). A solugdo serd dada por:

u = Epyu; — Epjug

em que E = ET — E~ e p} e p} sao os operadores adjuntos de pg e p1.
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Notamos que se py : C®°(M) — C*®(S) entao p, : C=(S) — C*°(M)" é uma funcido entre
os duais. Porém no dual de C*°(S), C*(S)’, existem as fun¢oes de C§°(.S), identificadas com o
funcional integragdao: f € C=(S) — [ fgdS para g € C5°(S). Assim a fungio p) pode também
ser pensada como uma fun¢ao restrita ao dominio C§°(S).

Uma vez que conhecemos a solucao do problema classico, podemos passar ao problema
quantico. Este ¢ resolvido definindo as algebras de Weyl. Elas sao fungoes de C§°(S) x C§°(S)
nos operadores unitarios em um espaco de Hilbert qualquer tal que ¢t — W (th,th’) é fortemente

continuo e tal que valha a relacao

l

W(hl, hll)W(hg, h/2) = W(hl + hg, hll + hé) exp ( 2(< hl, hl2 > — < hg, hll >)) .

Na expressao acima usamos a notagio < hy, hy >= [ hih,dS.

Pode-se mostrar que a existéncia de um tal espaco de Hilbert que permita a definicao das
algebras de Weyl sempre existe. Podemos definir o operador de campo ¢(f), f € C§°(M), como

o tnico operador auto-adjunto que, de acordo com o Teorema de Stone [6], satisfaz a igualdade

D = W(tp Ef, tpoEf), qualquer t € R.

Podemos, partindo destas definicoes, definir uma rede de algebras em conjuntos relativa-

mente compactos O por

A(O) = algebra C* gerada por YY) = W (p Ef, poEf), suppf € O
e definir uma algebra C* dos observaveis da teoria por

A = UpA(O) = A(M).

Por fim, com estas defini¢oes pode-se mostrar dois Teoremas fundamentais.

TEOREMA 2.2.2.2: A rede A(O) € independente da representagao da dlgebra CCR definida
anteriormente sobre um determinado espaco de Hilbert, assim como € independente da superficie

de Cauchy.

Por independéncia queremos dizer que se temos duas algebras A e A’. Entdo existe um
isomorfismo i : A — A’ tal que i[A(O)] = A'(O). Isto é analogo ao fato da integral 2.4 nao
depender da superficie de Cauchy. Por fim, o resultado fisico mais importante desta discussao é
que a rede de algebras construidas desta maneira satisfaz axiomas anélogos aos de Haag-Kastler
|22]. Estes axiomas se assemelham os axiomas de Wightmann que serdo enunciados na préxima

secao. Ambos os esquemas sao bastante relacionados.
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TEOREMA: 2.2.2.3 Seja um espago-tempo globalmente hiperbolico e A(O) uma rede de ob-

servdveis locais definidos acima. Entao A(O) satisfaz:

1. Para todo aberto limitado O em M, existe uma dlgebra C* A(O). Se O C O entio

A(O) C A(O'). A dlgebra C* A = UpA(O) é chamada de dlgebra dos observdveis.
2. Existe uma representacao irredutivel e fiel de A.
3. Se O tem uma separagao tipo espago de O, entio [A(O), A(O')] = 0.
4. Se O € causualmente dependente de O' entio A(O) C A(O").

5. Para qualquer isometria entre espagos-tempos k : (M, g) — (M', q'), existe uma isometria
a,: A— A tal que o [A(O)] = A'(k(O)). Além disto g = id € ey © Qlgy = Qgyomy -

E bastante instrutivo saber como aparecem os operadores ¢(t, ) e m(t, %) mostrados an-
teriormente para o espaco de Minkowski. Usando as relagoes CCR, sabemos que, devido ao

Teorema de Stone, existem operadores §(h) e w(h’) tal que

Mt — W (th,0) et = W (0,th).

Se escolhermos a superficie de Cauchy como sendo a superficie t = 0, entao estes operadores

poderao ser pensados como

o(h) = / 6(0, Dh(F)PT e n(h) = / (0, 7)H (7)d°T.

A relacao de comutacao serd

0(h), 7(K)] =i / hHdS = i / hH 3.

que é o anadlogo a equagao 2.3. Assim estabelecemos a relacao entre as duas formulagoes.

2.2.3 O vacuo dos observadores inerciais visto por observadores uni-

formemente acelerados

Nesta secao, trataremos apenas com o espaco de Minkowski. Vamos nos restringir a espagos
em 1+ 1 dimensao, conveniente para nossos propositos. Sua métrica nas coordenadasu =t —x

e ¥ =t + x podem ser escritas como:

ds? = dt* — daz? = dudv.
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Podemos, como ja foi feito anteriormente no espaco de Rindler, parametriza-lo por n e £ ,

ambos variando em R, da seguinte forma:

1
t = —e® sinh(an)
a

1
x = —e® cosh(an).
a

Ou de forma equivalente

1
U= ——e 2.11
U ae ( )
1
7= —e" 2.12
v ae ( )

em que u =17 —& e v =n+E A métrica nestas coordenadas fica, entdo, ds? = e2®dudv =
€24 (dn® — d€%). As linhas em que 7 é constante sao retas e definem superficies de Cauchy.
As linhas em que ¢ sao constantes definem hipérboles que representam linhas-mundo de ob-
servadores uniformemente acelerados, cuja aceleracao propria é ae=. O tempo proprio dos
observadores é T = e%.

Com estas parametrizagoes gostariamos de quantizar um campo escalar complexo sem

massa. A equacao de onda sera:

0? 0? 0?
o= —== 0= _¢ =0.
ot?  Ox? Jdudv
Esta equacao possui as solucoes ortonormais dadas por u, = (47rw)_%eikm_m em que w =

|k] > 0 e k € R. Estes modos sao de freqiiéncia positiva em relagdo ao vetor de Killing d;, ou

seja, satisfazem:

,Cat U = —1WUy.

Utilizamos acima a notacao de L, para a derivada de Lie em relacao ao vetor v. A definicao
mais geral de derivada de Lie pode ser encontrada no livro de Robert Wald [33]. Para nos
apenas importa saber que a derivada de Lie em relacao a um vetor v quando aplicada a uma
funcao corresponde ao valor do vetor aplicado aquela funcao. A equacao acima pode ser lida

comao:

Eﬁtﬂk = Ou, = —iwly.

A equacao de onda nas variaveis 1 e £, ou u e v, serd dada por:

P2 P 52
2a£ = _ = =
ele <an2 852) = Zugw = °
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Para a qual existem solucoes:

1 kELi
_ ik&Liwn
up = ———e
: Virw
em que w = |k| para k € R. O sinal + se aplica na regidao L = {(t,z) € R* z < —|t|} e o sinal
— se aplica na regiao R= {(¢t,z) € R*z > [t|}. As solugdes sdo de freqiiéncia positiva com

respeito ao vetor de Killing 0, em R e —0, em L, satisfazendo:

Eianuk = —iwuk.

Assim, usando % obteremos o campo visto por observadores inerciais e usando u; obteremos
o campo tal como visto por observadores uniformemente acelerados.

Desta forma podemos expandir a fun¢ao de onda ¢(t, x) de duas formas utilizando as dife-
rentes solucoes acima uy e uy. Estas expansoes podem ser vistas de acordo com a equacao 2.5

da seguinte forma:

in * dk 1 —1i zxA— i ikx A
W’x):/ ) VIR M ) (2.13)

Nl

Se expandirmos usando as fungoes ;. Se o fizermos usando as fungoes u; obtemos:

(&(7},5) :/ (Qdk;l ;|k|[e—zk|n+zk5A— _'_ez|k\17 1k ~ +] (214)
—oo (27)2

Seguiremos agora |20| a fim de conhecer os coeficientes de Bogolubov que relacionam estas
duas quantizagoes. A idéia do procedimento serd notar que, pelas equacoes 2.11 e 2.12, con-
cluimos que @ é apenas funcao de u e v é apenas funcao de v. Assim, escrevendo as equagoes
2.13 e 2.14 em funcao destas varidveis e fazendo com que os termos exponenciais contenham
apenas um destes termos, poderemos calcular mais facilmente os coeficientes de Bogolubov.

Para que se possa entender melhor o que foi dito acima, vamos inicialmente escrever as
formulas das expansoes de onda em termos de u, v, u e v e de forma que as exponenciais
contenham apenas um destes termos. Vamos fazer os calculos explicitamente para as expansao

2.13. Os calculos para 2.14 sao exatamente os mesmos. O procedimento é o seguinte:

n > dk 1 —i ikx A — i|lk|t—ika A
gb(t,a:):/ (2 )% |k|[ |k|t+ik ar +€\k|t k CLZ_]:

0 e
:/ dk 1 [ Z‘k)|t+lk‘1‘ _ _l_ez‘klt ka/\k] +/ dkl 1 [ Z‘k|t+lk‘1‘ — +6Z‘k)|t ikx ]—:]
0o (2m)7 /2|k]

:/00 dw 1 [e_w(H_x) +6zw(t+x)d+ ]+/°° dw 1 [e_w(t_x)d;—l—eiw(t_x)&-‘r]-
0 0
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Agora basta usar a definicao de u e v e concluimos entao que:

dit.0) = | e A e e i)

Prosseguindo exatamente da mesma forma, podemos expressar a equacao 2.14 em termos

de v e v da forma

. O RN - o o
€)= Blop= 4 et WpT T fem B ups 4 et tuptY
¢(77 5) /0 (27T) \/—{[ 9 Q] [ 0 Q]}

Uma vez que conseguimos expressar a funcao de onda com termos contendo apenas u, v, %
ou U, podemos usar o fato de que u é funcao apenas de u e v é apenas funcao de v para entao

concluirmos que:

© Jo 1 . - < dQ 1 5 Qv
F—{[e7"a, + evar, | = / o] TG + €bt ), 2.15
/0 e Vo Tl iyt e o

o0 dw 1 L P & dQ 1 iOul iQu7
e—zwu&; + ezwud;)l— — / —_ e—zQub— + ezﬂub-l- ) 2.16
/0 (2)2 \/Qw[ | 0 (2m)2 v 29[ ’ o 10

Para extrair enfim os coeficientes de Bogolubov vamos analisar a equacao 2.16. Fazendo a

transformada de Fourier em ambos os lados obtemos do lado direito:

& du . & dQ 1 _-Q o Q =~ dQ 1 & _ _ S s o~
elru e~ Mup— | ot upt] = / du e i(Q x)ub +61(Q+x)ub+
/—oo V2 0 (27?)% V QQ[ @ al 0 21 V20 [ Q ol

* dQ) A - 1 B‘x>0
= Q—2)bg +5(Q + 2)br] = .
| IS10@ — 2 + (2 + )b 2|a:|{br|,x<o

O lado esquerdo por sua vez fica:

/OO du Tu /OO dw 1 [ zqu— ‘l‘ zqu-I—] /OO dw > du[ ITU— WU A — + ixu-}—iwﬂA-i-]
—€ e e a,| = — — € a,, e a,,
—oe V2T 0 (2m)z V2w 0 V2w ™

— OOO jw_[ (w, Q)ag, + F(~w, Q)af].

Acima, definimos

du 2 U—iwu
F(w, Q) ::/ 7€ @ :

Lembrando que u = —%e‘“", obtemos que F'(w,(2) também pode ser expresso por:
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> d o S W —au
F(w’ Q) = / %ezﬂu—mge ‘

Estas integrais devem ser entendidas no sentido de distribui¢ao, ou seja, F(w,{2) deve

ser entendido como um funcional linear em D(R?) que associa a cada f € D(R?) o valor
[0 duf [ eifutige™ £y Q)dwdQ} € C.

—00 21
Assim, pelas equacoes acima, concluimos que os operadores b, podem ser expressos em
termos dos coeficientes de Bogolubov ay,q e (.q tais como em 2.7. Usando as relagdes anteriores

obtemos:

R o0 Q[
b5 :/ dw[an&; +ﬁwﬂdj;_] = ;/ dLU[F(w,Q)&; + F(_w’Q)dI]
0 0

Em especial obtemos que ([, = \/EF (—w, Q). Este resultado é particularmente interes-
w
sante, pois se quisermos saber quantas particulas em média no modo () existem no vacuo de

Minkowski basta usar o resultado 2.9 e obter:

(o] o Q
NQ:/ dw|ﬁwg|2:/ dw;F*(—w,Q)F(—w,Q).
0 0

Para calcular este valor usaremos a relacgao:

F(w,Q) = F(—w,Q) exp (?) (2.17)

e a relacao:

/ do(0un0er — funer) = (9 — )

+

que é obtida da mesma forma que 2.10, porém usando as relagoes [a, a,] = §(w—w’) e andlogas

w ) w!

para b, que por sua vez sao as mesmas de 2.6, porém para funcoes de onda nao normalizadas.

Utilizando a equacao acima, obtemos a seguinte relacao:

/000 dw\/?[F(w, O F*(w, Q) — F(—w, Q) F*(—w, )] =

em que na igualdade utilizou-se a equacao 2.17. Obtemos assim o resultado previsto pelo efeito
Unruh:

5(0)

o0 oo Q
No= | d uﬂ:/ do—|F—w QP = — 20
; /0 SAaal= ) L=y

O termo §(0) evidentemente nao faz sentido e aparece porque usamos fun¢oes de onda nao
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normalizadas. Ele deve ser interpretado como o volume. Assim o nimero de particulas por

volume é:

1
e = exp (@) —1

Este resultado é idéntico ao valor esperado de particulas bosonicas de freqiiéncia {2 imersas

num banho térmico de temperatura 7' = Fh%c Este, enfim, é o efeito Unruh.
Por fim devemos justificar a equagao 2.17. Novamente seguiremos |20]. Para justificar esta

relagao, basta mostrar que podemos mudar o contorno para u — u — = e entao teremos:

< 4 0o ) ;

u SW o, —au du : _im cw 7a(u7%r)

F(w’ Q) = / Sutige _ / ezQ(u T)tite _
oo 2T oo 2T

o d (o]

u Qr | sw _—au,+im du . Qr _;w_—au Qn

— / —629”4_ a +Zae € — / —629”4_ a e —_ F(_W,Q)e a
oo 2T oo 2m

Para justificar a ultima igualdade, basta notar que nos caminhos 7 : [0,7] — C dado por
v(t) = u — it, temos que o integrando vai a zero quando |u| — 0o. Para u — —oo isto pode ser

visto da forma:

eiQ(u—it)—l—i%e’“(“*it) _ iQueﬂt i e” " cos(at) ,— < e~ " sin(at)

(& € (& .

Vemos que o tltimo termo vai a zero quando u — —oo, ja que sin(at) é positivo. Os outros
termos sao limitados, de forma que de fato o integrando se anula. Para o caso u — o0 o
integrando nao converge. Porém F'(w, Q) esta sendo entendida no sentido de distribuigao. Logo

podemos pensar em F(w, {2) como:

[e.e]

F(w,Q) = lim du exp (—bu2 +iQu + ige_““)

b—0t J_ o 2T a

no sentido de limite de distribuigoes, ou seja, dado f € D(R?), f(w, ), temos:

/_Z Z_Z { / f(w, Q) exp (zQu + i%e‘““) dwdQ] _

im [ { / F(w, Q) exp <—bu2 +iQu + zfe—a") dwdQ] .
oo 2T a

b—0+

Escrita desta forma o fator —bu? se torna —bu?+ 2ibut +2bt* o que faz com que o integrando

convirja quando u for ao infinito.



Capitulo 3
O efeito Unruh: ponto de vista algébrico

Neste capitulo, vamos estudar inicialmente os resultados que julgamos mais fundamentais a
respeito dos estados KMS. Temos com isto o objetivo de saber como fazer uma caracterizacao
matematicamente precisa dos estados de equilibrio. Faremos também um breve resumo acerca
da formulacao axiomatica da teoria de campos, em particular dos axiomas de Wightman e de
Osterwalder-Schrader. Temos com isto um duplo objetivo: Primeiro gostariamos de mostrar
o arcabougo teorico para compreender o trabalho de Sewell |27] e sua explica¢do do efeito
Unruh, que sera mostrado ao final deste capitulo. Segundo, também gostariamos de fornecer
material que acreditamos ser essencial para a compreensao do trabalho de Klein-Landau e que
nos permitird tracar uma nova estratégia para a demonstracao do efeito Unruh.

Antes de tudo isto, faremos um breve apanhado do que acreditamos ser um conjunto minimo

necessario de definicoes acerca de algebra de operadores para a realizacao deste trabalho.

3.1 Propriedades fundamentais das algebras de operadores

Vamos agora apresentar alguns aspectos bésicos de algebra de operadores que irao aparecer
neste trabalho. A apresentagao serd breve e nao daremos todas as demonstragoes. Gostariamos
apenas de apresentar o que julgamos ser um minimo para a compreensao do trabalho. Todos
os resultados, sem excessao, podem ser encontrados nos livros do Kadison e Ringrose |14, 13].
Outra referéncia bastante conhecida sao os livros de Bratteli e Robinson [§].

Inicialmente devemos definir uma algebra C*. Algebras C* sio cruciais neste trabalho por
representarem os observaveis do sistemas fisicos estudados. Vamos apenas estudar algebras C*
com unidade neste trabalho.

Para defini-las, é conveniente sabermos a principio o que é uma algebra de Banach.

DEFINIGAO 3.1.1: Uma dlgebra A é uma dlgebra de Banach se for associativa, com unidade
I, normada e completa na métrica dada pela norma. FEsta norma deve satisfazer ||AB|| <
I|A|[|B]|, para todo A e B em A, e ||I|| =1.

26
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Para definir corretamente uma algebra C*, é preciso, antes de mais nada, definir uma

operacao de involucao em algebras da seguinte forma.

DEFINIGAO 3.1.2: Uma operagao de involug¢ao numa dlgebra A € uma operagio * : A — A
que satisfaz para todo S eT em A, e todo a e  em C:

o (aS+pT)" = aS* + pT*.
o (ST)* =T"S".

o (T =T.

Dada estas defini¢oes, podemos definir uma algebra C*:

DEFINICAO 3.1.3: Uma dlgebra de Banach-* A é uma dlgebra de Banach, em que estd
definida uma operagao de involu¢ao com a propriedade de que ||A*|| = ||A|| para qualquer
A € A. Uma dlgebra C* € uma dlgebra de Banach-* com a propriedade ||A*A|| = ||A||* para

qualquer A contido na dlgebra.

Devemos notar que a propriedade ||A*A|| = ||A||? implica em ||A*|| = ||A]|. Isto pode ser
visto pela relagao ||A||> = [|A*A]| < ||A*[|||A]l, ou seja, ||A]| < ||A*||. Trocando A por A*
obtemos ||A|| = ||A*||. E importante também que se perceba que a propriedade ||A*A|| = || A]|?

¢ inspirada nas propriedades de operadores limitados agindo num espaco de Hilbert.

De fato, o exemplo mais imediato de uma algebra C* é a algebra dos operadores limitados
agindo em um espago de Hilbert, H, denotada por B(H), com a operagao de tomar o adjunto
do operador no papel de involugao. Como veremos, essencialmente toda algebra C* pode ser
vista desta forma. Para sabermos em que sentido esta afirmacao é verdadeira, vamos definir

uma representacao de uma algebra C* da seguinte forma:

DEFINICAO 3.1.4: Uma representacao de uma dlgebra C*, A, em um espaco de Hilbert H
¢ uma fungao m: A — B(H) tal que para todo S e T em A, e todo o e 3 em C

o m(aS + BT) = an(S) + Br(T).
o 7(ST) = n(S)7(T).
o m(A*) = m(A)".
Dizemos que uma representacio € fiel se ela for injetora.

Com a nocao exata do que é uma representacao, podemos dar um sentido mais preciso

quando dizemos que “no fundo toda &lgebra C* é uma algebra de operadores agindo num
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espaco de Hilbert”. A afirmagao precisa pode ser vista no seguinte Teorema devido a Gelfand

e Naimark.
TEOREMA (GELFAND-NAIMARK) 3.1.5: Toda dlgebra C* tem uma representacao fiel.

Logo ap6s a introducao destas algebras, é importante definirmos estados. Os estados
definidos abaixo representarao os estados fisicos da teoria assim como a algebra representa

os observaveis, dai obviamente vem o nome.

DEFINICAO 3.1.6: Um estado € um funcional linear numa dlgebra C*, A, tal que para
qualquer A € A temos

e p(A) >0 se A ¢ positivo.
e p(I)=1.

Pode-se provar que um funcional com estas caracteristicas € necessariamente continuo, com

s

norma 1 e hermiteano, ou seja, p(A*) = p(A). Dizemos que o estado € fiel se p(A) =0 e A é

positivo implique que A = 0.

Uma vez que sabemos o que é um estado, podemos utiliza-lo a fim de construir uma repre-
sentagao da algebra num espaco de Hilbert. Uma construcao bastante importante é a chamada

construcao GNS. Ela pode ser enunciada da seguinte forma:

TEOREMA (CONSTRUGAO GNS) 3.1.7: Se p ¢ um estado de uma dlgebra C*, A, existe
uma representacao m, de A em um espago de Hilbert H, e um vetor unitdrio z, tal que para

qualquer A € A temos:

p(A) = <Ip’ 7Tp(A)l’p%

e tal que a varredura dos vetores da forma w(A)x,, para qualquer A € A, € densa no espago
H, (dizemos, entao que a representagdo € ciclica em relagao a x,).

Além disto, se existe uma representacao ciclica em relacao a um vetor x, denotada por T,
de A em um espago de Hilbert H tal que a relagdo acima valha para um vetor ciclico x, entao

existe um isomorfismo sobrejetor U : H, — H tal que

v=Uz, w(A)=Ur,(A)U" (VA€ A).

Um tipo mais especifico de dlgebra C* também bastante utilizado em fisica sao as chamadas
algebras de von Neumann. Para seu estudo é conveniente que facamos algumas recordagoes.

Devemos lembrar que dado um espacgo de Hilbert, H, podemos introduzir outras topologias
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localmente convexas em B(H) além daquela gerada pela norma. Iremos introduzir duas delas
que nos bastarao para este trabalho. Elas sao a topologia fraca e forte dos operadores definidas

abaixo:

DEFINICAO 3.1.8: A topologia fraca dos operadores € a topologia induzida em B(H) pelos
funcionais lineares w, ,(A) =< Ax,y > para qualquer que seja A € B(H) e x,y € H. Uma

base de vizinhancgas desta topologia € dada pelos conjuntos:

V(Th : Way s oos Wapyms €) = {1 € B(H); | < (T —Tp)z;,y; > | < € paraj=1,..m}.

DEFINIGAO 3.1.9: A topologia forte dos operadores é a topologia induzida em B(H) pelas
semi-normas p,(T) = ||Tz|| para qualquer que seja T € B(H) e x € H. Uma base de vizi-

nhancas desta topologia € dada pelos conjuntos:

V(Th : z1, ..., oy €) ={T € B(H); ||(T — To)z,|| < € paraj=1,...m}.

Podemos agora definir uma algebra de von Neumann como:

DEFINICAO 3.1.10: Uma dlgebra de von Neumann, M, agindo no espaco de Hilbert H ¢
um conjunto de operadores limitados de H, ou seja, M C B(H), tal que M € uma dlgebra C*

e € um conjunto fechado na topologia fraca dos operadores.

Note que poderiamos ter definido como sendo fechado na topologia forte também devido ao

seguinte fato.

PROPOSICAO 3.1.11: O fecho nas topologias fraca e forte dos operadores coincide em um

subcongunto convero de B(H). Particularmente em uma dlgebra C*.

Por fim, notemos que existe uma outra caracterizacao de algebras de von Neumann dada

pelo Teorema do duplo comutante:

TEOREMA (DO DUPLO COMUTANTE) 3.1.12: Se A ¢é uma dlgebra auto-adjunta de ope-
radores contendo o operador identidade e agindo no espaco de Hilbert H, em especial se for
uma dlgebra C*, entdo as topologias fraca e forte dos operadores coincidem com A" (em que
A" € o conjunto de todos operadores em B(H) que comutam com A e A" € o conjunto dos

operadores em B(H) que comutam com A').

Dado um sistema fisico, muitas vezes restringe-se como os estados fisicos acessiveis os estados

normais. Esta é uma definicao importante e seré feita a seguir.
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DEFINICAO 3.1.13: Um estado w de uma dlgebra C* € normal se dada uma rede de ope-

radores crescente { Ay}, porém limitada, entio vale que

p(sup(4a)) = sup p(Aq).

«

Existem caracterizagoes equivalentes de estados normais agindo em uma algebra de von

Neumann, como pode ser visto através do seguinte Teorema.

TEOREMA 3.1.14: AS sequintes condi¢oes de um estado p de uma dlgebra de von Neumann

M agindo em um espago de Hilbert H sao equivalentes:

Lop=3 0wy, em quewy, (A) =< yn, Ayp > e > 7 |yal[* = 1 com {yn tnen um conjunto

ortogonal.
2. p=>"0 Wy, €M que wy, (A) =< T, Az, > € > o0 |za)? = 1.
3. p € continuo na topologia fraca dos operadores na bola unitiria de M.
4. p € continuo na topologia forte dos operadores na bola unitdria de M.
5. p € normal.

6. p € um estado completamente aditivo, ou seja, dada uma sequéncia ortogonal de projetores

{E.} em M, vale a relagao p(>, Ey) =, p(Eq).

Para a descrigao de um sistema fisico ainda falta definir um grupo uniparamétrico de auto-

morfismos. Este grupo descrevera a dinamica do sistema e é definido por:

DEFINICAO 3.1.15: Um grupo uniparamétrico de *-automorfismos € uma conjunto de

funcoes ay : A — A indexadas pelos reais tais que cada func¢ao satisfaz, para todo B,y € C e
todo S, T € A:

L. ay(BS +~T) = Bau(S) + vau(T).
2. ay(ST) = ay(S) ey (T).
3. ap(S*) = au(9)*.
Além disto estas fungoes satisfazem oy o oy = .

Estas defini¢oes e Teoremas, embora mostrados de forma extremamente sucinta nesta secao,

correspondem ao basico para a compreensao do que se seguira.
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3.2 Estados KMS

Durante este trabalho, nossa principal motivacao serd mostrar que certos estados sao estados
de equilibrio termodinamico. Para tanto, é crucial que saibamos como caracterizar um estado
de equilibrio e quais sao os principais resultados acerca desta caracterizacao.

Para estudar estados de equilibrio, vamos utilizar a formulacao algébrica da mecanica es-
tatistica quantica (tal qual desenvolvido em Bratteli e Robinson [8]). Os observaveis serdo
representados por uma algebra C* e os estados fisicos pelos estados desta algebra. A dinamica
do sistema é descrita por um grupo uniparamétrico de *-automorfismos «; agindo nesta algebra
C*. Partindo destes ingredientes, gostariamos de saber como se caracteriza-se um estados de
equilibrio. Para isto vamos utilizar os chamados estados KMS (tal qual feito por Haag e outros
[26]).

A fim de motivar nossa discussao, partamos de alguns exemplos. Sabemos que as carac-
terizacoes mais comuns de estados de equilibrio usam os ensembles microcanonico, candonico
e grande canonico. As variaveis termodinamicas fixas em cada um destes ensembles sao res-
pectivamente a energia e o nimero de particulas, a temperatura e o nimero de particulas,
a temperatura e o potencial quimico. Algebricamente, a descricao grande canoénica é a mais
conveniente.

Na descricao grande canonica, temos um espaco de Hilbert H e operadores H e N auto-
adjuntos (ndo limitados em geral) representando a energia e o nimero de particulas. O estado
de equilibrio grande canonico é representado por um funcional agindo num elemento A € B('H)

por:

r(e PK
onu(a) = )

em que K = H — uN, no qual p é o potencial quimico e § = sendo k£ a constante

1
kT
de Boltzmann e T a temperatura, consideradas constantes neste ensemble. Se definirmos a

evolucao temporal generalizada por

Ac B(H) — 1(A) = e Ae™Ft ¢ B(H),
temos que o estado wg, ¢ um estado KMS. Este estado pode ser definido como:
DEFINIGAO 3.2.1: Dizemos que um grupo uniparamétrico {1;} de *-automorfismos de uma
dlgebra de von Neumann M satisfaz a condicao KMS em relagio a um estado w (chamado

de estado KMS) se dados dois elementos A e B de M eziste uma fun¢ao complexa limitada,

Fy 5(2), continua na faiza {z € C:0 < Imz < B} e analitica no interior dela, tal que

Fap(t)=w(n(A)B) e Fap(t+if)=w(Br(A) teR
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Chamamos de condicao modular se temos uma condi¢ao KMS para 0 = 1. FEsta condi¢ao
mmplica (usando alguns simples argumentos de andlise complexa) que w(oy(A)) = w(A), que €
plica ( g ples arg p q . q

um fato necessdrio paraa caracterizacao de estados de equilibrio.

Pode se mostrar que esta condi¢ao determina o estado de Gibbs unicamente sobre a algebra
C* dos operadores compactos. Vemos assim que, de fato, esta condicao caracteriza o estado de
equilibrio nestas circunstancias.

Utilizando-se da teoria modular de Tomita e Takesaki [8, 30], é possivel conhecer e deter-
minar de forma tnica o grupo uniparamétrico de *-automorfismo que torna um estado fiel e
normal um estado KMS, ou seja, qual grupo uniparamétrico satisfaz a condicao KMS. Para

isto, enunciaremos o Teorema a seguir:

TEOREMA 3.2.2 (DE TOMITA E TAKESAKI): Seja M uma dlgebra de von Neumann agindo
num espago de Hilbert H com um vetor ) ciclico e separante (ou seja M € denso em H e se
AQ=0= A=0). Entao definindo os operadores

So: MQ(CH) — H tal que SeAQ — A*Q Ae M

Fo: M'Q(CH) = H tal que FhA'Q — A*Q A e M/,

temos que ambos sdao fechdveis (com fechos S = Sy e F = Fy) e satisfazem (F*=S). Além disto,

fazendo a decomposi¢ao polar destes operadores obtemos:

S=JAz, A=FS, A'=SF J =1 JA"=A"] JQ=AQ=0Q

JMJT =M, A"MA™ = M, teR,

em que J € um operador anti-unitdrio e A € um operador positivo. Chamaremo-los de conju-

gacao modular e operador modular respectivamente.

Utilizando-se do Teorema acima podemos formar um grupo uniparamétrico na algebra de
von Neumann, M, em questao. O grupo uniparamétrico, chamado de grupo modular, sera

dado por oy(A) = AYAA™". Obtemos assim o importante resultado:

TEOREMA 3.2.3: Seja {0y, t € R} o grupo uniparamétrico de automorfismo modular de
uma dlgebra de von Neumann e £ o vetor ciclico e separante usado para construi-lo. Entao oy

satisfaz a condigao modular em relagdo ao estado w(A) = (2, AQ), com ||Q|| = 1.
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Este resultado se torna ainda mais interessante se acrescentarmos certos fatos. Suponhamos
que tenhamos uma algebra de von Neumann, M e seja dado um estado normal e fiel. Entao,
prova-se que a constru¢ao GNS é tal que o vetor €2 associado ao estado w é ciclico e separante
além da representacao GNS, ¢, ser fiel. Desta forma podemos aplicar o Teorema de Tomita e

obter um grupo de automorfismos em M da seguinte forma:

oi(A) = o (ATp(A)A™™).

A importancia deste grupo é grande devido a seguinte proposi¢ao:

PROPOSIGAO 3.2.4: (E.G. [30]) Se w € um estado normal e fiel de uma dlgebra de von
Neumann, M. Entao existe um unico grupo de *-automorfismos de M, o , que satisfaz a

condicao modular em relacao a w e ele € dado por

0:(A) = o7 (AT p(A)ATY).

A relevancia deste fato é que ele nos permite caracterizar um estado de equilibrio. Vemos
assim que um estado de equilibrio, com temperatura inversa (3, pode ser caracterizado como um
estado fiel e normal w cujo grupo de automorfismo modular é o grupo de translacao temporal
com t = —fr.

Por fim, gostariamos de terminar esta secao mostrando outra caracterizagao de estados
KMS. Para tal seguiremos [15] e [30]. Inicialmente enunciaremos o Teorema “Edge of the
Wedge” para uma variavel complexa que serd fundamental na discussao a seguir: (o enunciado
foi extraido de [18])

TEOREMA 3.2.5 (EDGE OF THE WEDGE): Seja Fy uma fungao holomorfa num conjunto
aberto Dy na metade superior do plano complexo {z € C;Imz > 0} com um intervalo aberto
a < x < b como parte de sua fronteira. Seja Fy uma fungao holomorfa num conjunto aberto Dy
na metade inferior do plano complexo com a < x < b também fazendo parte de sua fronteira.

Suponha que existam para a < x < b

Fi(z) = lim Fi(z+idy) e Fi(z) = lim Fy(z +iy) = Fy(x).

y—0+ y—0~

Se supormos também que Fy(x) e Fy(z) sao continuas e satisfazem Fy(x) = Fy(x) para todo
a < x <b. Entao F| e Fy sao, na verdade, holomorfas em a < x < b e sao a mesma fun¢ao

holomorfa.

Também de grande utilidade para expressar a unicidade de certas expressoes vamos enunciar



CAPITULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGEBRICO 34
o Teorema a seguir (extraido de |[8]):

TEOREMA 3.2.6: Seja O C C um conjunto aberto e conexo tal que V = ONR # 0 e

definamos:

D={z;z=x+iyeC,y>0}Nn0O.

Seja F' uma funcao complexa que é holomorfa em D e continua em D UYV. Suponha, além

disto, que F(x) =0 para x € V. Entao seque que F(z) =0 para todo z € D.

Desta forma, se duas funcoes sao holomorfas em D e coincidem em R, entao estas funcoes
sao iguais.

Seguiremos agora os passos de [15]. Seja w um estado numa &lgebra C*, B, que satisfaz
a condicao KMS. Entao na representacao GNS podemos construir um espaco de Hilbert H,
uma representacao m de B em H, um vetor unitario 2 € H ciclico para m(B), tal que w(A) =
(Q,7(A)Q2). Estes objetos sao tinicos a nao ser por isomorfismos, tal como foi visto na segao
anterior. Também existe um grupo uniparamétrico de operadores unitéarios V' (t) em H que
deixa €2 invariante e é tal que para todo A € B temos m(a;(A)) = V(t)m(A)V (t)*. Para ver isto
vamos seguir [13]:

Definamos o operador V() por

V(t)m(A)Q = m(a(A))Q.

Para ver que este operador estd bem definido basta notar que ele preserva a normas:

IV (E)m(A)QUF = [ (ae(A)QI* = w(en(A"A)) = w(A"A) = [|r(A)Q]]”

Usando o Teorema BLT (ver [6]) pode-se mostrar que este operador se estende a um operador
unitario (lembrando que m(B)S2 é denso em H). Agora vamos ver que ele ¢ uma representacao
do grupo aditivo dos reais por operadores unitarios. Para isto vejamos que UU;m(A)) =
Us(ay(A)Q = m(as(a(A))Q = m(asii(A))Q = Ugpyw(A)QQ, a relacao UUp = Ugyy é entao
obtida utilizando a continuidade dos operadores e o fato do vetor €2 ser ciclico. Notamos
agora que como w(Aw(B)) = (m(A*)Q, V(t)n(B)Q2) é continuo em t (pela condigdo KMS),
entdo t — V(t) é fracamente continua num conjunto denso de H e como V(t) sdo operadores
limitados de norma < 1 concluimos que eles sao fracamente continuas em todo o espaco H.

Isto implica em continuidade forte pois (ver [6]):

V() — ol = (V) — o, V(e — ) = (V(E)p, V(t)p) — (o, V(t)e) — (V(E)e, ) + (¢, ¢)
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= 2||g0||2 — (p, V(t)p) — (V(t)p, ») — 0 quando t vai a zero.

Assim quando t vai a ty temos V(t)p = V(tg)V(t — to)p — V(to)p, pois t —ty — 0.
Pelo Teorema de Stone [6] podemos escrever V(t) = €™ em que H é um operador auto-
adjunto. Com estas defini¢oes, mostraremos agora uma segunda forma de caracterizar um
estado KMS na representacdo GNS. Inicalmente iremos provar uma proposi¢ao extraida de [15]

que completamos alguns detalhes.

PROPOSIGAO 3.2.7 [15]|: Dado um estado KMS com as defini¢oes acima, entdo para todos
A € B, temos m(A)Q) € D(e‘gH) e, portanto, e (A)Q ¢ analitico na norma na faiza aberta
Is={2€C;0< Imz< 3/2} e continuo na norma na faiza fechada I 5.

Prova: Para a prova do Teorema usaremos o Teorema, espectral.

Seja f(t) = (m(A)Q, e r(A)Q) = f]_oovoo[e“’\du(k) em que estamos integrando sobre a
medida du(\) = (7(A)Q, dE(MN)7(A)S2) que é uma medida de probabilidade regular de Borel.
Sabemos entao que f(t) = (Q, (A% x(A)e Q) = (U, 7(A)7(a(A))Q) = w(A*a(A)).
Logo, como w é um estado KMS, sabemos que f(¢) admite uma extensao analitica F'(z) em
I5 e continua em I5. Vamos agora separar f(t) em duas fungdes f(t) = f_(t) + fi(t) em que
f+(t) = f[opo[e“’\du()\) e f_(t) = f}—oo,o[ e du()\). Nosso objetivo é estudar a funcio f_(t) a fim
de mostrar que [|__ e P du(N) < oo. Com isto, poderemos concluir que [, e ?*du(X) < oo
e, portanto, pelo Teorema espectral (vide por exemplo [14]), isto implica que w(A) € D(e‘gH).

Inicialmente veremos que f_(t) tem uma continuacao analitica para I'mz < 0. Para isto,
provaremos que - Ji—oon e du(\) = [ide du(N). Para tanto, fixemos um z tal que Imz < 0

e consideremos uma seqiiéncia h,, € C que vai a zero, tal que Imh,, < —Im z/2. Assim basta

) i(z+hn)\ _ iz
/ <z’>\em S < ) dp(X) — 0.
J—00,0] hn

Notemos que a fun¢ao no interior da integral converge pontualmente. Para terminar a prova

provar que

basta mostrar que a funcao é dominada. Para tanto usaremos que para todo n, existe algum

ihnA_1| S |ih26ih2)‘| —

hn

€

hy (que independe de n) que satisfaz Imhy < —Imz/2 e é tal que

|hollett2?|. Assim

ei(z—l—hn))\ iz

e ldu) < - S dp(\
(A < e (i 1(A)
]—00,0[ B ]—00,0[ hy,
tho A __ 1 thnz __ 1
< [ ’ e—)\lmz i\ — € p ‘du(k) < /} ' <|>\‘e—)\[mz + € p e—)\lmz ) d/L()\)
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S/ |)\|6_)\Imzd,u()\)+/ |h2|6_>\(1mh2+lmz)d,&()\) < 00.
}_0070[

]—00,0[

Acima usamos que as fungoes sao limitadas e a medida é finita. De forma absolutamente
analoga se mostra que f,(¢) tem continuacao analitica para I'm z > 0.

Agora consideremos a fungao f_(t) = f(t) — f+(t). Sabemos que f(¢) tem continuac¢ao
analitica para Ig, como f,(t) também o tem, concluimos que f_(¢) tem continuagao analitica
para Ig. Como também a tem para Imz < 0 e as duas continuagoes coincidem em R e sao
continuas 14 concluimos pelo Teorema “Edge of the Wedge” que f_(t) tem continuacao analitica,
G(z), para z tal que I'm z €] — 00, 3] e continua para z tal que Im z €] — oo, 5]. G(z) sera igual
a continuagao analitica de f_(t) na regido Imz €] — 00,0[. Agora calcularemos sua série de
Taylor ao longo do ponto 0. Para tanto notemos que para y = I'm z < 0 temos por argumentos
absolutamente andlogo aos anteriores que i"-G(iy) = ;;—nnG(iy) = f}_oovo[(—k)”e_’\ydu()\).
Como f_ é holomorfa num aberto contendo 0 e todas as derivadas sao continuas na regiao
em que ela é holomorfa, concluimos que para calcular a derivada anterior no 0 basta tomar
uma seqiiéncia y,, — 0 tal que y, < 0 e fazer lim,, CZJ—nnG(z'ym) = Cg‘ly—nnG(O). Pelo Teorema da
convergéncia monotona temos lim,, f}_oovo[(—)\)”e_’\ymdu()\) — f}—oo,o[(_)‘)nd“()‘)' Assim

como G(z) é analitico para I'm z < (3 concluimos que para 0 < y < [ a série de Taylor converge

arf 1 df

absolutamente. Portanto como o = = @ concluimos

em que se usou o Teorema da convergéncia mondtona (lembrando que —Ay > 0 na regido de
integragao).
Novamente pelo Teorema da convergéncia monotona e sabendo que G(if3) < oo concluimos

que:

G(ip) = lim G(iy) = /}_ , e P du(N) < oco.

y—pB~

Assim, provamos que fR e PAdu(\) < oo e, assim, o resultado sai do Teorema espectral,
como se queria. Também nota-se que para z € I3 temos [, e du(X) < oo pois | [, e du(N)]
< JgeMdu(X) < oo. Assim, de forma analoga a anterior, e usando o Teorema da convergéncia
dominada, prova-se que fR e du()\) é analitica em I3 e continua em seu fecho. Como esta
fungao coincide em R com f(t), entdo, pelos Teoremas enunciados anteriormente de anéalise
complexa, concluimos que a extensdo analitica de f(t) em Ig é igual a [ e du(N).

Agora, para mostrar que a fungao e (A)Q) é analitica na norma em I3, basta mostrar

a analiticidade fraca, ou seja, que (¢, e r(A)Q) é analitica para qualquer que seja ¢ (pois
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analiticidade fraca equivale a analiticidade forte como é provado em [6]). Para isto, vejamos

que se ¥ = 7(B)2 em que B € B temos que
(m(B)SQ), e 1 (A)Q) = i{(ﬂ'(A + B)Q, e (A4 B)Q) — (7(A — B)Q, e (A - B)Q)

+i(m(A+iB)Q, e r(A+iB)Q) — i(n(A — iB)Q, e m(A —iB)Q)}.

Como ja foi visto cada uma das expressoes podem ser escritas como f e du(\) pelo Teorema
espectral, e portanto, sao analiticas em Ig como ja foi provado anteriormente. Se supormos
arbitrario, entdo existe uma seqiiéncia 7(B,)Q — 1 e assim vemos que (7(B,,)Q, e w(A)Q) vai
a (¢, e*H1(A)Q) uniformemente e, portanto, (¢, e*#mr(A)Q) é analitico, por ser limite uniforme

de func¢oes analiticas. Para ver que o limite é uniforme notemos que:
|(7(B)Q, e (A)Q) — (¢, M (A)Q)| = |(w(Ba)Q — 2, e (A)Q)]
< |lw(B)Q2 = || [ m(A)Q] < [|m(B,)Q2 = o[| [|(1 + e )m(A)Q|

Sendo que a ultima expressao vai a zero independente de z. Note também que usamos o

Teorema espectral na ultima expressao da seguinte forma:

le#tael = ( | |e2°2t|2du<t>)é = ([ emantn)

=

< [ / (1+2¢75 + e‘ﬁt)du(t)r < [ / (1+ e-§>2du<t>]é = ||(I + e 2)m(A)Q].

Agora podemos provar o fato de maior importancia que se queria, uma segunda caracteri-

zagao dos estados KMS.

TEOREMA 3.2.8: Dado um estado w numa dlgebra C*, A, e sua representacao GNS, entao

™ define um grupo de automorfismo que satisfaz a condicao KMS se, e somente se, tivermos:

(e~ BDHr(A)Q, e~ B/DH 1 (B)Q) = (n(B)Q, 7(A%)Q).

para ) seu vetor GNS, m sua representacao GNS e qualquer que seja A e B em A.

Esta condi¢ao equivale, pela formula de polarizacao, a
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le @2 n(A)Q| = [|m (A7)0,

para todo A € A.
Prova: Para provar este Teorema faremos a seguinte observacao preliminar. Sejam duas
fungoes f(z) e g(z) de C a H, sendo H um espaco de Hilbert. Suponha que ambas sejam

analiticas na norma. Entao a funcao (f(Z), g(z))é analitica. A prova é simples. Basta ver que:

[(f(Z+R),g(z+ 1)) = (f(2), 9(2))] =

S

1 —

= 7l(FE+ 1), g(z+ 1) = (fE+1),9(2) + (FE+ 1), 9(2) = (f(2): 9(2))] =

= g(z+h)—g(z fE+h) - f(z
— (s LI (JEEN2TE) o)
Esta expressdo, no limite em que h vai a zero, converge a (f(2), Z(2)) + (Lf(2),9(2)).
Logo o limite existe e a funcao é analitica.
Agora vamos provar o Teorema.

(=)Vamos definir a fungao

hz) = (e (A)Q, 2 1 (B)Q).

Esta funcao é analitica em {z € C; Imz €]0, 5[} e continua no fecho deste conjunto pela
observacao anterior, ja que e’z & analitico nesta regiao e continuo em seu fecho. Agora note-
mos que h(t) = (7(A)Q, e 7 (B)Q) = w(A*ay(B)). Logo pelo Teorema 3.2.6, enunciado acima,
de andlise complexa sabemos que h(z) = Fa« p(z). Assim pela condi¢ao KMS concluimos que
h(if) = w(Bag(A*)) = w(BA*) = (7(B*)Q, 7(A*)Q). Porém h(if) = (e PEr(A)Q, e PH7(B)Q).
Obtemos assim o resultado esperado.

(<) Se m(A)Q € D(e=PH) para qualquer A € B obtemos, utilizando-se do Teorema espectral
de forma analoga as demonstragoes feitas nos Teoremas anteriores que e*Hm(A)Q) é analitico
em I5 e continuo em Iz. Desta forma podemos definir a fun¢io analitica h(z), como feito

anteriormente, que ¢ analitica em I5 e continua em 5. Assim obtemos que h(t) = w(A*ay(B))

(e~ m(on(A)) 2 e (B)Q) = (w(BY), w0 (A"))) = w(Beoy(A)).

Logo o estado w satisfaz a condi¢do KMS sendo que Fy« p(z) = h(z) B
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E interessante, por fim, entender o resultado acima sob o ponto de vista do Teorema de
Tomita-Takesaki. Se w é um estado normal e fiel que satisfaz a condicao KMS, entao na
representagdo GNS temos que V(t) = et = A% em que A é o operador modular, logo

1 i ~ . .
efl = A%. Assim obtemos a relacdo acima da seguinte forma:

(e—(ﬁ/2)Hﬂ_(A)97 e—(5/2)Hﬂ-(B)Q) = (A2m(A)Q, Az7(B)Q) =

= (JAZR(B)Q, JATT(A)Q) = (n(B*), 7(A*)Q).

Na segunda igualdade, usamos que J ¢ um operador anti-unitario e, na terceira igualdade,
que S =J Az, Assim, a segunda caracterizacao pode ser vista como conseqiiéncia do Teorema
de Tomita-Takesaki (Porém ele ndo é necessario para tanto).

Apos estudarmos um pouco sobre os estados de equilibrio, é interessante conhecermos alguns
fundamentos da teoria quantica de campos. Para tanto vamos enunciar e mostrar algumas

caracteristicas dos axiomas de Wightman.

3.3 Axiomas de Wightman

Os axiomas de Wightman sao um esquema axiomatico surgido na década de 50 numa tentativa
de formular a teoria de campos de forma matematicamente mais precisa. Ele s6 foi publicado,
entretanto, em 1964 apos a Haag e Ruelle fazerem sua teoria de espalhamento baseada neste
esquema. Os axiomas de Wightman além de fornecerem definicoes matematicas precisas, tam-
bém fornecem resultados qualitativos corretos, entre os quais talvez o mais famoso é a conexao
spin-estatistica. Esta conexao explica de certa forma porque campos de spin inteiro comutam
e de spin semi-inteiro anti-comutam.

Os axiomas de Wightman permitem justificar uma abordagem Euclidiana da teoria de
campos como serd visto mais adiante. Eles permitem assim estudar conexoes profundas entre
teoria de campos e mecénica estatistica, (ver, por exemplo, a referéncia [29]).

No trabalho desenvolvido, concentraremos nossa atencao nos campos escalares de um ponto
de vista axioméatico. Para tanto, restringiremo-nos ao estudo de um campo quantico escalar
que satisfaca os axiomas de Wightman. A seguir, vamos enuncia-los:

Axiomas de Wightman para um campo escalar [18]:

(W1) Os estados na teoria sdo descritos por vetores (a ndo ser por um fator de modulo 1)
num espago de Hilbert separavel H. A lei de transformacao relativistica dos estados é dada por

uma representacao unitaria fortemente continua do grupo restrito de Poincaré 731:
{a,A} — Ufa, A),

em que A € Pl e a € RL. Como o conjunto dos operadores {U(a,1); a € R*} é um mapa
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fortemente continuo de R* nos operadores unitarios, satisfazendo U(0,1) =1 e U(a, 1)U(b,1) =
U(a +b,1) temos (pelo Teorema VIIL.12 da referéncia |6]) que U(a,1) = exp(iP"a,), em que
P* & um operador auto-adjunto nao limitado (operador de energia, P°, e de momento, P! para
i =1,2,3). Interpretamos P*P, = m?* como o valor da massa ao quadrado para um estado de

uma particula.

(W2) A medida de projegio espectral (vide [6]) de R* correspondente ao operador U(a, 1) =
exp(iP*a,) tem suporte no cone futuro Vi = {x € R*: t* —2? > 0et > 0}.

(W8) Existe um tnico vetor unitario Wy, chamado de vacuo, que é invariante por qualquer
operador Ul(a, A), ou seja, U(a, A)¥q = Wy

(W4) Para cada fungao f € S(R?) (fungoes no espago de Schwartz), existe um operador
o(f) tal que, tanto ele como seu adjunto, estao definidos num conjunto denso D que independe
da funcao f . O conjunto D contém o vetor de vacuo ¥ e é invariante pela agdo dos campos

e dos operadores U(a, A), ou seja:

Ula,AYD C D, o(f)D C D, ¢(f)*D C D.

Dados os elementos ¢ e ¢ que pertencem a D temos que (¢, o(f)v) : S(R*) — C é uma

distribuicao temperada.

(W5) Os campos se transformam da seguinte forma:

U(CL, A)(p(fﬂ](av A>_1 = @({av A}f),

sendo {a, A} f(z) = f(A~'(x — a)). Simbolicamente também podemos escrever:

Ula, A)p(z)U(a, A)™ = ¢(Az + a).

W6) Seja f e g que pertencem a S(R*) com suportes causalmente separados (ou seja,
J Y )

f(x)g(y) =0 (z — y)* > 0), entdo temos que

[o(f), ¢(g)l¢ =0

para qualquer ¢ que pertenca a D .

(W7) O espago de Hilbert H é igual ao fecho da varredura linear dos vetores ¢( f1)...o(fr)¥o
para qualquer n natural e fi, ...f, € S(R?).

Com os campos quanticos satisfazendo estes postulados podemos formar as fungoes de
Wightman. As fun¢oes de Wightman, W", sao definidas como as tnicas distribui¢oes em R"

tais que:

W (f1.fn) = (Yo, o(f1)-..0(fn) Wo).



CAPITULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGEBRICO 41

Na expressao acima f; € S(R?*) para qualquer j. A existéncia e unicidade destas fungoes é

garantida pelo Teorema nuclear. Estas distribuicoes tém as seguintes propriedades:

(FW1) W™(x1,...,z,) com z; € R* sdo distribui¢des temperadas, ou seja, pertencem a
S(R™).

(FW2) (Covariancia) Existem distribuicoes W' € S(R*"~Y) tais que

Wn(ﬂfl, Ta, ,In) = Wn_l(l'g — L1y ey Ty — xn_l) = Wn_l(gl, ...,fn_l),

4 _
em que i, ..., Tn, &1, - 6nm1 € RY, € & = 2541 — 5.

Pela expressio acima queremos dizer (ver [6]) que dado f € S(R*")

W (f(21, ..y 2)) = WH (/ def(z,x — &, 0 —&§ — &y — & — o — fn_l)) )

(FW3) Esta distribui¢oes sao tais que W"1(&;,...,&,-1) = 0 a ndo ser que todos & per-

. —n—1
tencem ao cone de luz futuro, ou seja, suppW"! C Vi .

(FW4) (Localidade)

Wn(.l’l, ey Ly Tjgly eny an) = Wn(ﬂfl, vy Lj1,Tj, ...,xn),
se (r; —xj41)% < 0.

(FW35) Seja uma seqiiéncia de fungoes teste {f;};en, em que f; € S(R¥) e f; = 0 a ndo ser

para finitos j's. Entao

Z /.../7]-(:51,...,:Bj)fk(yl,...,yk)W"(xj,...,:Bl,yl,...,yn)d:vl...dyn > 0.

7,k=0

Em que a integral deve ser interpretada no sentido de distribuicao.

(FW6) Propriedade de cluster

Wn(ll'l, cey Ljy Tyl + )\CI,, cey Ty + )\CI,) — Wj(l’l, ceey l’j)Wn_j(l’j_H, ceey Zlfn)
quando A — oo para a um vetor tipo espaco. A convergéncia é no sentido de distribuicao e
WIWn=J deve ser interpretado como a distribuicao W/ @ W7,

Inversamente, dadas distribui¢oes {W" },.en satisfazendo (W1) a (W5) podemos reconstruir
campos quanticos satisfazendo os axiomas de Wightman [18]. Para o estudo dos estados de
equilibrio estaremos interessados nas propriedades analiticas das funcoes de Wightman. Basi-

camente usaremos o seguinte Teorema:

TEOREMA 3.3.1 [18] : Ezistem fungoes holomorfas W™ e W™ tais que
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W21, ooy 2n) = W”_l(zl — 29y ey Zn_1 — Zn),

para zi, ..., z, € C*.
O dominio de W™ € tal que inclui os pontos (ity, T7), ..., (itn, Zp,) quando eles sio dois a dois

distintos.
Partindo deste Teorema podemos definir as chamadas fun¢oes de Schwinger.

DEFINICAO 3.3.2: Definimos a funcao de Schwinger por

Sn(yl, ey yn) = Wn(Zl, vy Zn),
em que y; = (t;,7;) e z; = (it;, T;) para y; # y; quando i # j.
Estas fungoes tém as seguintes propriedades (chamadas de axiomas de Osterwalder-Schrader
[17]):

(0S1) S" € S, (R*"), ou seja, ¢ um funcional linear continuo no espago S.(R*) = {f €
S(R*"); f®) = 0Vkem pontos de R* coincidentes}. Assim em Sy f(y,...,7,) e todas as suas
derivadas se anulam se z; = x; para i # j em que z; € R*. Neste espago estamos considerando

a topologia induzida pelo espago S(R*"). Estas distribui¢oes devem satisfazer:

S(Y1y-Yn) = S(ryn, -, TY1),

em que ry; =1r(t,z,y,2) = (—t,x,y,2), paray; = (t,z,y,z) e jde L an. E

‘/dyl---dynS(yl, oY) (Y2 = Y1, e Yo — Yne1)| < NP s

sendo que f = [ e P f(p)dp.
(0S2) S™(y1, ..., yn) = S™(Ry1, ..., Ry,) em que R € SO(4).

(0OS3) Seja uma seqiiéncia de fungoes teste {f;},en, cujas funcoes pertencem ao conjunto
{8+ (RY) = {f;(ity, @1, ...,0t;, ;); f; = 0 andoser que 0 < t; < ... < t,} e f; = 0 a ndo ser

para finitos j's. Entao

Z /.../fj(atl,...,a:j)fk(yl,...,yk)S"(xj,...,a:l,yl,...,yn)dxl...dyn >0,

7,k=0

em que a integral deve ser interpretada no sentido de distribuicao.

(084) Sejam: {1,...,n} — {1,...,n} uma permutagao. Entao S(y1,...., yn) = S(Ur(1), -, Yr(n))

para qualquer que seja esta permutagao.

(0OS5) A propriedade do cluster é agora:
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lim S”+m(ryn, e TYL YL+ Ay oyl A+ Xa) = ST (Y, s Y1) ST (Y s Y-

A—00

Da mesma forma, dadas funcoes S™ que satisfacam estas propriedades, podemos construir
uma tnica teoria de campo, obtendo distribui¢oes de Wightman que satisfacam (W1) até (W6).
Assim, as func¢oes de Schwinger caracterizam totalmente uma teoria quantica de campos. As
fungoes de Schwinger serao essenciais a nos.

No nosso trabalho, ao estudarmos o efeito Unruh do ponto de vista Euclidiano, no entanto,

partiremos de fun¢oes de Schwinger que satisfacam uma propriedade extra dada por:
(0582°) S™(y1, .., Yn) = S™(Ry1, ..., Ry,) em que R € O(4).

Ou seja, substituimos o grupo SO(4) por um grupo maior O(4). Esta propriedade nao é
satisfeita por todos os campos que satisfacam os axiomas de Wightman, no entanto ¢ assumida
em textos classicos tais como [5] e satisfeita por varios campos de interesse.

Para seguirmos nosso estudo, usaremos o procedimento adotado por Frohlich e Birke [12] e

vamos parametrizar as coordenadas de R*, (¢, z,y, 2) por (0,r,y, z) da seguinte forma:

t =rsinb, x =rcosb.

Definamos agora o espago S = {f(r,y, z) € S(R?); supp f C [0, 00[xR?} e seja a; € S para

j=1,..,n em que n € N. Vamos agora usar as seguintes fungoes:

¢27T(a1a91a"'7an79n) ::/Sn(tl(elarl)wrl(elarl)aylaZl)"'atn(elaT1)>$n(91arl)7yn7zn)

X H a; (Tj7 Y, Z])d'rjdy]dzj
j=1
Em que (917 7911) - T< = {(917 7911) c [O,Qﬂ']n’ 02 # 9] se i % j}
Estas fungoes satisfazem propriedades que se mostrardo cruciais ao desenvolvimento do

trabalho conforme [12]:

(P1) As fungbes ¢or(ai, b, ..., a,,60,) estdo definidas para quaisquer (ay,...,a,) € S*" e
(01,....,0,) € T.. E continua conjuntamente em S*” na topologia produto e continua em
(91, 79n) S T< = {(‘91, ,Hn) S [O,Qﬂ']n, 92 §£ 9]‘ se 1 % j}

(PQ) ¢27r(a'1a 917 vy Ay en) = ¢27T(a1a 91 + 9) ey Apy,y en + 9)
Prova: Basta notar que a transformagao (6,r,y,2) — (0 + ¥, r,y, z) corresponde a trans-
formagao (t,z,y,2) = (rsinf@,rcosf,y,z) — (rsin(f + ), rcos(d + ),y,z) — (tcosyp +

xsiny, —tsiny + rcos, y, z). Logo a matriz de transformacao de coordenadas é:
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cosy siny 0 0
—siny cosy 0 0
0 0 10

0 0 01

Que pertence a SO(4). Logo o resultado é conseqiiéncia de (OS2).
(P3) Vale a identidade KMS

¢2W(&1, 91, ceey Oy 9n) = ¢2W(&j+1, 9j+1, ceey Oy 9n, ai, 91 + 27’(‘, ceey (Ij, 9]‘ + 27’(‘)

Prova: Basta notar que podemos permutar (a;,6;) em ¢o, e que as funcoes ¢y, sdo 2w

periodicas como funcao de 6.
(P4) Seja dado um conjunto de finitas seqiiéncias do tipo (a], 1, ..., a%j,@%j) e (0, ..., Q%j) €
[0, 7]™ e as variaveis 6 sao duas a duas distintas. Entao a matriz abaixo é positiva:

_ [ 7 ) * i *J Vi
ILj = ¢or(ay, 01, s a5, 05, 0y, 2 — 05 say?, 2m — 07).

YT Yngt T

Prova: Isto é uma conseqiiéncia da propriedade (OS3) dos axiomas de Osterwalder-Schrader
e a observacao de que, para 6 entre 0 e 7, temos que a reversao temporal pode ser dada por
2w — 6, pois se § — 2w — 0 entdo sin(f) — —sin(f) e cos(f) permanece igual. Notemos, no

entanto, que a ordenagao acima nao é algo crucial ja que os termos (a, ) comutam em ¢o;.

(P5) ¢27|—(CL1, ‘91, veey Oy, (9") = ¢2W(a1, —91, ceey Qs —Gn)
Prova: Basta notar que a transformagao (6,r,y,z) — (—6,r,y,z) corresponde a transfor-
macao (¢, z,y,z) = (rsin(f),rcos(d),y, z) — (rsin(—60),rcos(—0),y,z) = (—t,z,y, z). Logo a

matriz de transformacao de coordenadas é:

-1

o O = O
o = O O
_ o O O

Que pertence a O(4). Logo o resultado é conseqgiiéncia de (0S2).

Estas propriedades serao muito importantes no capitulo posterior, em especial para a secao
4.3.1. Vamos, antes disso, mostrar como o trabalho de Sewell utiliza os axiomas de Wightman

e os estados KMS para obter uma nova deducao do efeito Unruh.
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3.4 O efeito Unruh de um ponto de visto algébrico (o tra-
balho de Sewell)

Para demonstrar o efeito Unruh sob um ponto de vista algébrico, novamente consideraremos
campos escalares tal como Sewell (em [27]). Para tanto, seja (H, ¢, ¥y, U) um campo quéantico
satisfazendo os axiomas de Wightman, em que H é um espago de Hilbert separéavel, ¢ o campo
da teoria, ou seja, uma funcao linear de S(R?*) em operadores de H em si mesmo, ¥y o estado
de vacuo e U o operador que representa as transformacoes de Poincaré em 771.

Dentro desta teoria, podemos caracterizar os estados em equilibrio térmico de forma analoga
a0 ja mostrado quando foram discutidos os estados KMS. Assim supondo dadas uma algebra-*
(4lgebra fechada pela operacao de tomar o adjunto) A de operadores em H com dominio denso
comum K, representando os observaveis da teoria, e V(¢) uma uma representacao unitéaria
fortemente continua do grupo aditivo dos reais R, tal que V(R)KC C K e tal que V (¢) AV (—t) C
A para qualquer que seja t € R. Dizemos, entao, que um estado ¥ € I, o qual é invariante sobre
V(R) e ciclico com respeito a dlgebra A, ¢ um estado térmico a uma temperatura 7 = (k3) ™!

se ele satisfizer a condicao KMS, ou seja, se

(exp(—%ﬂhK)A\If, exp(—%ﬂhK)B\If) _ (B, A*T) VA, B e A

Ou, equivalentemente, se existe uma (inica) conjugagao tal que

Jexp(—%ﬁhK)A\If =AU, VAe A

Pois repetindo o argumento feito na se¢ao anterior temos:

(exp(—%ﬂhK)A\If,exp(—%ﬂhK)B\If) _ (Jexp(—%ﬂhK)B\If, Jexp(—%ﬂhK)A\I’) — (B"W, A"D).

Adotaremos como algebra A o conjunto dos operadores da forma ¢(f1)...¢(f,) em que f; €
S(R*) para qualquer j. Vamos, agora, nos restringir ao subespaco de Rindler R = {(¢,z,vy, 2) €
R*; z > |t|} do espago de Minkowski. Como feito anteriormente, podemos parametrizar o

espaco por:

t=¢sinhT o= EcoshT.

Como j4 foi visto, temos que as curvas com &, y, z constantes e 1" variando correspondem a
trajetorias com aceleragao uniforme /¢, com tempo proprio dado por cs = ¢T'/a. O grupo
uniparamétrico de isometrias que correspondem as translagoes temporais para um observador

uniformemente acelerado é dado por:

LNT)E T y,2) = (& T+ Ty, 2),
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como pode ser visto facilmente fazendo:

cosh(7') sinh(T) 0 0 £sinh 77 Esinh(T + 1)
sinh(7T") cosh(T) 0 0 EcoshT" | | &cosh(T +1T")
0 0 10 y B y
0 0 01 z z

Agora basta enunciarmos dois Teoremas a fim de obter o resultado esperado.

TEOREMA DE REEH-SCHLIEDER 3.4.1 [18]: Seja A um subconjunto aberto arbitrdrio de
M =TR* e seja A(A) uma sub-dlgebra de A dada pelos polinémios em P(A) = {p(f); f € S(R?)
tal que supp(f) C A}. Entao o conjunto A(AN)Uy € denso em H. Além disto, se o conjunto dos
pontos de R* que sao de tipo espaco em relacio a todo o ponto em A nao € vazio, entio Wy €

também separante para P(A).

TEOREMA DE BISOGNANO-WICHMANN 3.4.2 (9, 10]: Seja iK o gerador infinitesimal de
L(R) := U(L(R)). Entao:
Jope ™AW, = AT, VA€ A(R),

em que Jo € a unica conjugacao de H, cuja existéncia € garantida pelo Teorema PCT [24], tal

que

Jo(f1)-0(fi)Wo = @(f)..o(f1) W0 Vi, ..., fi € S(RY),

onde definimos

fl(z) = f(~a)

e p=U(p) para p a inversao parcial y — —y e z — —z
A partir destes Teoremas obtemos o seguinte resultado

PROPOSIGAO 3.4.3 [27]: A restrigao do estado de vicuo Vo a A(R) € um estado térmico
satisfazendo a sequinte condicao KMS com respeito ao grupo de translacao temporal L (R)

(= U(L(R))), que corresponde aos observadores acelerados:

Jexp(—mK)AV = A*U, VA e A(R)

em que iK™ ¢ o gerador de IA)(JF)(]R) e J = Jop, em que Jy € o operador PCT e p € a
representacao unitdria da inversao parcial y — —y e z — —z .
Prova:

Para ver isto lembramos que Uy ¢ invariante sobre U(L(RR)) devido aos axiomas de Wightman
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e que A(R)¥y é denso em H devido ao Teorema de Reeh-Schlieder. Notamos também que
devido aos axiomas de Wightman U(L(R))X C K em que K é o dominio comum dos campos.
Como os boosts levam a regiao R nela mesma, eles sao tais que U(L(R))A(R)U(L(R)) C A(R).
Logo tudo esta de acordo com a definicao dada nesta secao de estado KMS. Por fim, observamos
que Jexp(—mK)AV = A*U, VA € A(R) é uma conseqiiéncia direta do Teorema de Bisognano-
Wichmann. Esta expressao é a mesma do estado KMS para %ﬁh = m. Logo V¥, ¢é de fato um

estado térmico.ll

Notamos acima que para o estado KMS acima é obtido a temperatura 7' = % Como

ha

na verdade o tempo proprio é cr/a temos, reescalonando, que a temperatura ¢ T, = 52-.

Obtemos, assim, a generalizacao algébrica para campos em espagos-tempos planos.



Capitulo 4
O efeito Unruh: ponto de vista estocastico

Neste capitulo, esbocaremos uma nova estratégia para explicar o efeito Unruh. Para tanto,
vamos utilizar de resultados mostrados no capitulo anterior sobre a formulacao axioméatica da
teoria quantica dos campos. Também precisaremos mostrar resultados adicionais acerca de
certas relacoes entre analise funcional e probabilidade.

Procuraremos, na proxima subsecao, listar as principais defini¢oes sobre processos estocés-
ticos a fim de dar sentido ao que serd apresentado na explicacao do trabalho de Klein, Landau,
Gérard e Jékel [15, 7]. Apresentaremos resultados sobre equivaléncia de processos estocasticos,
assim como relagoes entre esperanca condicional num espago de probabilidade e operadores
definidos nele, entre outros resultados relevantes. Com estes resultados em mao, acreditamos
que tenhamos os pré-requisitos necessarios para descrevermos o trabalho de Klein e Landau
[15] e, enfim, o trabalho de Christian Gérard e Christian Jékel [7].

Mostraremos como os dois trabalhos se relacionam, em particular, como 0s processos es-
tocasticos de [15] implicam nos espagos de trajetoria generalizados de |7]. Por fim mostramos

qual seria um possivel procedimento para fazer uma demonstracao alternativa do efeito Unruh.

4.1 Relacoes entre probabilidade e analise funcional

Nesta secao vamos mostrar alguns resultados estudados e que serao utilizados para a compreen-
sao do trabalho. Basearemos principalmente em |2, 4, 15, 1]. Nosso procedimento inicial sera
estudar aspectos basicos da teoria de processos estocasticos para, entao, definir os operadores
U(t) e R que atuardo nos espacos LP do espago de medida considerado. Definiremos, entao,
a esperanca condicional e veremos sua relacao com os operadores previamente definidos. Por
fim, ao longo da secao provaremos resultados que nos serao tuteis em segoes posteriores.

Antes disso iremos fixar alguma notagdo. Chamaremos de o-algebra|A| a o-algebra gerada

pelo conjunto A. A mesma notagao serd usada para anel, g-anel, algebra,... Denotaremos por:
R* o conjunto das seqiiéncias de niimeros reais.

B, —=o-algebra|l; x ... x I, x R x R x ...] em que I, ..., I,, sdo intervalos, ou seja, B, é a o

48
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-algebra dos n-cilindros.
B =o-dlgebra [U22,B,], ou seja, é a o-dlgebra [[.°, B(R) (Produto infinito).

n — cilindro =B x [~
de B(R).

R, em que B € B(R") = B(R) ® ... ® B(R), em que ha n copias

i=n+1

Agora vamos dar a definicao de um processo estocastico:

DEFINIGAO 4.1.1 [15]: Um processo estocdstico, indexado por um conjunto T com valores
em um espago topoldgico K, é uma familia {X;}ier de varidveis aleatdrias (fungoes mensu-
rdveis) em um espago de probabilidade (Q), 3, ) com valores em K, em que tomamos a o-dlgebra
de K como sua o-dlgebra de Borel. Denota-se por <> a esperanca no espago de probabilidade,

ou seja, < F >= [ Fdu para uma fungao integrdvel F em (Q, 3, ).

Vamos agora estudar alguns aspectos dos processos estocasticos com um niimero enumeravel
de variaveis aleatorias. Seja {X,, },en um processo estocastico. Logo para cada n € N temos
que X, : (2, F,P) — (R, B(R)) é uma funcao mensuravel. Notemos desde ja que enunciaremos
os Teoremas para processos estocasticos com valores em R, porém em grande parte das provas
abaixo podemos substituir R e B(R) por um espago topologico K qualquer e sua o-algebra de
Borel B(K).

Vamos definir uma fung¢ao (X, ..., Xy, ...) : (Q, F,P) — (R*>, B,,) dada por (X, Xo, ...)(w) =
(X1(w), Xo(w), ...). Esta fun¢ao é mensuravel como pode ser visto por (X1, Xo,...) (I} x
L xRxRx..)=X(I)N..NnX () eFe(l; x...x I, x RxRx ..) gera By,. Com

estas consideracoes podemos fazer a seguinte definicao:

DEFINIGAO 4.1.2: A distribuicao de probabilidade do processo { X, }nen € dada por uma
fung¢do P : Bsy — R dada por P(B) = P((X1,Xs,...)  (B)) em que B € B. Esta fungio
¢ uma medida de probabilidade, pois P(R x R x ...) = P(Q) = 1, P( ) =0 e P(UX,A,) =
PU (X1, Xa, ) (A)) = 50, P(X0, Xa, ) 7HAL))= 320, P(A,) se A, sdo conjuntos

disjuntos.

DEFINIGAO 4.1.3: Dizemos que dois processos {X,} e {X]} em que X,, : (2, F,P) —
(R,B(R)) e X] : (2, F,P) — (R,B(R)) tém a mesma distribui¢ao de probabilidade se dado
B € By, temos que P(B) = P((Xy, Xo,...)"Y(B)) = P'((X|, X},..)"*(B)) = P'(B).

DEFINIGAO 4.1.4: Dado o processo {X,}nen em (Q,F,P) definimos a fungao de dis-
tribuicao n-dimensional por F(x1,...,z,) = P(X1 < z1,...X, < x,). Usaremos a notagao
Fo() = Fa(zn) = Fx, (0) = Fx,, . x, (%15, @)

Para relacionar fun¢ao de distribuicao com distribuicao de probabilidade usaremos o seguinte
lema [31]:
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LEMA 4.1.5 |31]: Seja A um o -anel e pp : A — [0,00[ , v : A — [0, 00] medidas finitas
em A. Se C C A ¢é uma classe fechada por intersec¢ao finita e A = o — anel|C] e u(A) =
v(A) VA e€C. Entio u=v .

Para a prova deste lema usa-se o lema da classe aditiva.

Dadas estas defini¢oes podemos agora estudar como elas se relacionam.

TEOREMA 4.1.6: Dois processos, {Xn}nen € {X] }nen, tém a mesma distribuicao de pro-
babilidade se, e somente se, suas funcoes de distribui¢cao sao iguais.

Prova: Seja P e P’ definidas em B, por P(B) = P((X1,Xs,...) (B)) e pela expressio
P'(B) = P'((X},X},..)""(B)) para B € By, . Se C C By, € a classe de conjuntos da forma
C =] — 00, y1[X...x] — 00, yu[XR x R x ..., entdo C é fechado por intersecgdes finitas e gera B,.
Logo

(=) Se os processos tém a mesma distribui¢do de probabilidade entao:

00, Yn[XR X R x ...) = P'(] — 00, 41X ...X] — 00, yu[xR x R X ...} = P (X" Y] — 00, 1)) N ... N
X7 = 00, ynl) = Fxtooxy, (Y1 s Un)

(<) Se suas fungoes de distribui¢ao sao iguais entao:

AFXl ,,,,, X (Y1s oy Yn) = Fxr.. x: (Y1, -, yn). Portanto ]5(] —i)o,yl[x.;.x] — 00, Y[ XR X R x ...)
= P'(] — 0o, y1[X...xX] — 00, yn[XR x R X ...). Desta forma P(C) = P'(C) para todo C € C e,

portanto, pelo lema anterior P = P’

DEFINICAO 4.1.7: Um processo X1, X, X3,.. € estaciondrio se para Yk € N, o processo
Xir1, Xkao, Xpas, ... tem a mesma distribuicao de probabilidade de Xy, X5, X3, ... Logo para
qualquer B € B, temos:

P((Xl,XQ,Xg, ) c B) - P((Xk+17Xk+27 ) c B) B c Boo

Isto equivale a F'x, . x,(71,...,7n) = Fx, .. xp,. (T1, ..., 7)) para qualquer que sejam k,n €
N, logo a defini¢ao é equivalente a P(X; < z1,...X, < x,) = P(Xp1 < 21,00y Xpan <
x,) para qualquer que seja k,n € N. Concluimos, entdo, que as defini¢coes equivalem a
P((X1, .y X0)HA) = P((Xka1, -, Xian) H(A)) para qualquer que seja k,n € Ne A € B(R"),
utilizando-se sempre do lema 4.1.5.

Analogamente vamos fazer definicoes de processos estacionarios e simétricos indexados por
R.

DEFINIGAO 4.1.8: Um processo estocdstico { X her € estaciondrio se para qualquer que seja

s € R e qualquer seqiiéncia de niumeros reais {t;}32, temos que o processo Xy, vs, Xiyis, ... tem
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a mesma distribuicao de probabilidade de X, Xy,, ... Assim equivalem

e Para VB € By, temos P((Xt,, Xy, Xty --.) € B) = P((Xty 455 Xtotss Xtgtss---) € B).
e Para Vn € N temos que Fx,  x,, (T1,...7p) = FXtﬁS,”,thﬂ(xl, Ty).
o Para Vn € N temos que P(Xy, < x1,..., Xy, < xp) = P(Xpyas < X1, ooy Xpyis < Tp)-

o ParaVA € B(R")n € N temos que P((Xty, .., Xi,) 7 H(A)) = P((Xpy 16y o0y Xi1s) " HA)).

DEFINIGAO 4.1.9: Um processo estocdstico { X her € simétrico se para qualquer seqiién-
cia de nimeros reais {t;};°, temos que o processo Xy, Xi,, ... tem a mesma distribui¢io de

probabilidade de X_4,, X_4,,... Vale assim as propriedades acima com t;rs — —t;.

Uma tdltima caracterizacao de processos estocasticos com mesma distribuicao de probabili-
dade sera mostrada abaixo. Elas nos sera muito importante para o estudo dos operadores U (t)
e R, que serao definidos adiante, e serd usada freqiientemente nas demonstracoes seguintes. De
certa forma, este Teorema vai justificar a importancia dos processos estocésticos simétricos e

estacionarios para nods, ao indicar que o valor de certas integrais é invariante.

TEOREMA 4.1.10: Dois processos estocdasticos { X, }52 1 e {Y,}22, tém a mesma distribuicao
de probabilidades se, e somente se, qualquer fungao F : (R",B(R")) — (R, B(R)) mensurdvel
(para qualquer n € N) satisfaz:

/F(Xl,...,Xn)du:/ F(Y, . Yo)di,
Q /

em que X; : (,F,pu) — (R,B(R)) eY; : (U, F, 1) — (R,B(R)) para i =1,2,3, ...
Prova:

(«<)Se tivermos a igualdade entre as integrais entdo dado A € B(R™) temos:

(X1 oo X)) (A)) = /

X1t () = /Q AL (@) s X))t

= / Xa(Yi(w), oo, Ya(w))dp' = / X)) @) = p! (Y, .., Ya) T (A)).
Como isto vale para qualquer que seja n € N e A € B(R") entao concluimos que {X,,}7°,
e {Y,}>2, tem a mesma distribui¢do de probabilidade (pois suas fun¢oes de distribuicao sao as
mesmas).
(=)Se os dois processos tém a mesma distribui¢cao de probabilidade entao consideremos

F uma func¢do mensuravel simples. Logo F(z1,...,x,) = Zsz1 apXx A, (21, ..., Tp). Assim obte-
mos que [, F(X1, o, Xo)dp = [ Sopy arXag (Xis ooy Xa)dit = [ Son ) @rX(xy o xo) -1 (At =
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Somy arpt (X1, ooy Xn) T AR)) = S0l anpt! (Y1, oo, Vo) THAR))= for Sohis @rX (i)~ (A0 A =
fQ/ Zi\;l AR X Ay (}/17 sy Yn)d/*j“, — fQ/ F(Y'b s Yn)d:u/
Se F' é positivo entao existe F;, simples tal que F,, T F. Logo

/F(Xl,...,Xn)d,u: lim [ F,(Xy,...,X,)dp =
Q

n—oo Q

= lim Fn(Yl,...,Yn)d,u/:/ F(Yy, ..., Y,)dy'.

n—~o0 /

Se F' é qualquer entao podemos fazer F' = F™ — F~. Como

/Fi(Xl,...,Xn)d,u:/ FE(Yy, .., Y,)dy
Q /

temos que F'(Xi,...,X,,) é integravel se, e somente se, F'(Y7,...,Y,) é integravel. Neste caso
concluimos que [, F(Xy, ..., X,)du = [, F(Y1,....Y,)dy/ B

Vamos agora nos restringir ao estudo de processos estocasticos em que a o-algebra F é a
menor o-4lgebra que torna todos os X, mensuraveis, ou seja, F = o-algebra| X, '(A), A € B(R)
e t € R|. Vamos agora denotar a o-algebra gerada por fungoes Xy, ..., X;, por B(Xy,, ..., X;,)
e a gerada por Xy, com t € R, por B(X;,t € R). Em relacao a estes processos, ha propriedades
muito interessantes e que serao usadas adiante. Por isto vamos enuncia-las e provéa-las a seguir
(ver [4]):

PROPOSIGAO 4.1.11 [4]: Seja B(Xq, ..., X,) a o—dlgebra gerada por Xi,..., X, varidveis
aleatorias de Q — R. Entao se A € B(Xy,...,X,) existe um A € B(R") tal que A = {z €
Q; (X1(x), ..., X, (x)) € A}

Prova: Seja F a colegdo de conjunto F = {A € ;A = (X1, ..., X,,) "' (A) com A € B(R")}.

F é uma o-algebra, pois

HQ = (Xy,...,X,) " Y(R") € F.

2) Se A € F entdao A° = (Xq,..., X,,) " (A)° = (X1, ..., X,,) ' (A°) € F.

3) Se A, € F entdao U A, = U, (X, ..., X,,) " HA,) = (X1, ..., Xp) 1 (U2, A,) € F, em
que A, = (X1,..., X,,) "1 (A,).

X, é mensuravel em F para qualquer que seja j = 1,...,n, pois se A € B(R) entao Xj_l(A) =
(X1 e, Xjy ooy X)) MR X o x AX o x R) € F. Assim B(Xq, ..., X,,) C F.

Sabe-se que se F' : (R",B(R")) — (R,B(R)) é mensuravel e X; : (Q,B(Xy,...,X,)) —
(R, B(R)) é mensuravel para qualquer que seja j = 1, ..., n. Entao a funcdo dada por F'(Xq, ..., X,,) :
(Q,B(X1,.., X)) — (R,B(R)) é mensuravel [31].

Logo dado A € B(R"), entdao x4 : (R*,B(R")) — (R,B(R)) é mensuravel. Assim, a
funcao xa(X1,..., X,) @ (2,B(Xq,...,X,)) — (R,B(R)) é mensuravel. Desta forma notamos
que xa(Xi,..., Xn)*{1}) = (X4, ..., Xn)"H(A) € B(Xy, ..., X,) e, portanto, F C B(X1, ..., X,,).
Concluimos entao que B(Xi,...,X,,) = F. B
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PROPOSIGAO 4.1.12 [4]: Seja X1, ..., X, varidveis aleatorias. Entao F : (Q, B(Xq, ..., X,)) —
(R, B(R)) € mensurdvel se, e somente se, ' = G(Xy,...,X,) em que G : (R",B(R")) —
(R, B(R)) é mensurdvel.

Prova: (<) Vem da observagao acima |31].

(=) Seja Aj, = {5 < F < LH} € B(Xy,.... X,). Existe entdo A%, € B(R") tal que
Njm = (X1, ., X)) T (A

Sabemos entdo que Aj, sao disjuntos. Logo seja Aj, = A}, — [A}, N (UigA7,)]. As-
sim Ajy, = (X1,..., Xp) ' (Ajm) pois se x € Ajp entdo (Xi,..,X,)(x) € A, . Mas se
(X1, Xp)(2) € AN (Uig Al,) entao (X, ..., X5)(7) € Apy para algum &k # j. Logo x €
Agm. Como Ajy, N Ay, = 0, temos uma contradigao. Logo x € A, —[A), N (Uiz; A},)] = Ajm.

Agora seja F,(w) = 5k, para w € Ay, j = 0,£1, ... Temos entdo que Fp(w) = G (X1, ..., X,)

em que:

ConlEr, € )_{ g e (€1 0) € Aj

B 0, de outra forma

Assim na imagem de (X7, ..., X,,)(2) temos

lim Gp(Xi(w),.... Xp(w)) = lim F,(v) = F(w).

Logo definamos G(&,...,&,) = limsup,, .. Gn(&, ..., &) (temos que fazer isto, pois sO
garantiamos que existe o limite na imagem da funcao (X,...,X,)(2)). Assim G é mensu-
ravel e G(X1, ..., X)) (w) = F(w) W

PROPOSIGAO 4.1.13 |4]: Seja {Xi,t € T} um processo estocdstico num espago de probabi-
lidade (2, B(X¢,t € T), ).

1)Se T nao é enumerdvel e A € B(Xy,t € T), entao existe S C T enumerdvel tal que
A e B(X;,tel).

2)Se F : (Q,B(X,t € T)) — (R,B(R)) é mensurdvel, entio existe S C T enumerdvel tal
que F: (Q,B(X,t € 5)) — (R,B(R)) é mensurdvel.

Prova:

1) Seja G = {A € B(X;,t € T);3S C T enumeravel tal que A € B(X;,t € S)}. Entao G ¢é
o—algebra, pois

(i) Q € B(X;) para qualquer que seja t € T' o que implica que Q € G.

(ii) A € G o que implica que A € B(X;,t € S) logo que A° € B(X;,t € S)e A€ g.

(iii) se{A,}neny € G entao A, € B(Xi,t € S,), logo A, € B(X;,t € U2, S,) e US2 A, €
B(X:,t € U2, S,).

Também vemos que G C B(X;,t € T). Mas se A € B(X;) entao A € G. Logo X;: (2,G) —
(R, B(R)) é mensuravel para qualquer que seja t € T. Assim B(X;,t € T) C G. Portanto
G=B(X,teT).

2)Sejar € Q entdo F~(]—oo,7]) € B(X;,t € S,). Assim dado ¢ € Q entao F~'(]—o00,q]) €
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B(X:,t € UpegSy). Logo F @ (Q,B(X;,t € UpegSr)) — (R,B(R)) é mensuravel e U,cqS,
é enumeravel. Note que a mesma prova vale se substituirmos R por um espaco topologico
segundo contével, para tanto basta substituir | — 0o, 7] por conjuntos de uma base enumeravel

deste espaco. W

Sabendo dos fatos anteriores, podemos mostrar que as funcoes do tipo F/(Xy, ..., X,,) sdo L,

-densas em um processo estocastico. Para tanto precisamos do seguinte lema.

LEMA 4.1.14 [21]: Seja (2, F, p) um espago de probabilidade e B C F, B uma dlgebra que
gera F. Seja

H={h:Q—->R, h= ZaiXBﬂai € ReB; € Bsao disjuntos}.

i=1

Assim H € denso em LP(Q, F,p) para 1 < p < 00.

Prova: Seja W ={h:Q — R; h =" a;xa, em quea; € ReA; € F, A; sdo disjuntos }.
Entao W é denso em LP(2, F, u). Para vermos isto, seja dada f € LP(Q, F, u). Assim f = fT—
[~ e existem seqiiéncias {f;"} e {f.}€ W tais que fF 7~ f* f~ /7 f~ . Logo como fI < fte
fi7 < f~ conclutmos que |l = |~ | = fif+f7 < Frf~ = |f]. Assim fu — f e |ful < |f].
Logo [f = ful? < (If]+/a])? < 27| f]. Desta forma temos que |f— fu[?(z) — O e | f = ful? < 27| f]
(logo a fungao é dominada). Portanto, lim, . [, |f — ful?dp = [ lim, o |f — fulPdp = 0.
Logo W é denso em LP(Q, F, ).

Agora mostraremos que H é denso em W.

Seja h € W tal que h = """ | a;x4,. Pelo Teorema da aproximagao temos que existe B; € B
(pois p é finita, logo u|p é o-finita e p(A;) < oo, ver [31] lema 5.2.15) tal que pu(A; A B;) <
(s

Seja b/ = > | a;xp; entao

n n n 1
p
1 =11 =11 ailxa, = x8)llp < lail [Ixa, — xs.llp = Y lail (/ Xa, — XBi|pdu)
i=1 =1 =1

n 1 n p + n
P € p €
= E |ai] (/Xp. dM) < E |ai] |i(7n ) } = E || = = €.
i1 Ainbr i—1 > i lail i1 >ict lail

Na terceira igualdade usou-se a relacao |xa, — s,

= Xa,nB,- Agora basta escrever h' na
forma canonica, que é possivel ji que para isto basta fazer interseccoes finitas e diferencas (logo

é possivel de fazer na algebra B). Vemos, entao, que b’ € H. B

Agora podemos enunciar o Teorema principal. Este Teorema nos permitira estudar os ope-
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radores definidos em LP(€Q), B(X,t € R), 1), que serdo muito importante para nos.

TEOREMA 4.1.15: Seja { X, }ier um processo estocdstico de (2, B(X;,t € R), ) em (R, B(R)).
Entao o conjunto A = {G : (Q,B(X,t € R), u) — (R, B(R)); G mensurdvel, limitado e da forma
G=F(Xy,...Xy,) em queF : (R",B(R")) — (R,B(R)) € mensurdvel} é denso no conjunto
LP(Q, B(X¢, t € R), p).

Prova:

Seja G € LP(Q,B(X;,t € R),u). Logo existe S enumeravel tal que S C R e que G :
(Q,B(X;,t € S),u) — (R,B(R)) é mensuravel, pela proposi¢ao 4.1.13 mostrada acima. Logo
G e LP(Q,B(X¢,t € S),u). Seja S = {t1,t,13,...}. Sabemos que B(X;,t € S) é a menor o-
algebra que torna todos os X; mensuraveis. Assim B(X;), B(X1, Xs),... € B(X;,t € S). Logo
Upe B(Xy,, .., X)) C B(X;,t € S). Ao mesmo tempo X;, € B(Xy,, ..., Xy,). Logo X;, € o-
algebra|Us® B(Xy,, ..., X4,)|, 0 que implica que B(X;,t € S) C o-dlgebra [US,B(Xy,, .., X4,)]-
Concluimos, entao, que B(X;,t € §) é igual a o-algebra [U22  B(X4,, ..., X3,)]

Assim U B(Xy,, ..., X3, ) é uma algebra que gera B(X;,t € S). Logo, pelo lema 4.1.14
mostrado, temos que dado G € LP(Q,B(X;,t € 9),pu) existe h = ZnNzl apXa, em que
A, € U B(Xyy, .y Xy,) tal que ||[G— hl], < e Porém A, € B(Xy,.., X, )
plica (ver proposigao 4.1.11) que A, = (X;,,..., Xy )" (By) em que B, € B(R™). Logo
h=3" An X (X, ety ) (Br) - Seja M = max{m(n); n = 1,..., N}. Sabemos entao que
(Xty5 s Xiny)~H(Ba) pode ser escrito como (Xy,, ..., Xy 05 Xi o X)) H (B, x RM=tmm),
Assim h = ZnN:1 AnX (X, Xen) - (BL) = 25:1 anxs, (X5 ..., X1y, ), em que By, = B, X RM=tm(n)
e xp, € B(RM). Logo h = F(Xy,,..., X,,) , em que F(zy,...,xp) = SV anXB: (%1, ..., T0) €,

0 que im-

m(n)’?

m(n)+17 °°

como F' é mensuravel em B(RM) e limitado, concluimos a demonstracao do Teorema. B

Agora que ja estudamos aspectos basicos da teoria de processos estocésticos, estamos em
condigoes de definir e estudar dois operadores que desempenharao um papel de grande im-

portancia no trabalho.

DEFINIGAO 4.1.16: Definimos os operadores U(t) e R agindo no conjunto das fungoes
mensurdveis de (Q,B(X;,t € R),u) em (R, B(R)) que tém a forma F(Xy,,...,Xs,), em que F
¢ limitado e mensurdvel de (R™, B(R™)) em (R, B(R)) por:

U F( Xy, Xe,) = F(Xoygt, s Xiit)

TEOREMA 4.1.17:
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1. Se o processo € estaciondrio entio U(t) se estende a grupo uniparamétrico de isometrias
em LP(Q, B(X;,t € R), )

2. Se o processo € simétrico entdo R se estende a uma isometria em LP(Q, B(X;, t € R), )

Prova:
Se o processo é estacionario entao
U@ F (X s Xe) o = [ (Xeyts - Xt |lp = [1F(Xey s X

pelo Teorema 4.1.10. Logo U(t) é continuo e definido num dominio denso de LP(€2, B(X,,t €
R), u). Pelo Teorema B.L.T. (|6] pag.9) U(t) pode ser estendido unicamente para um operador
limitado e dado F' € LP(§2, B(X;,t € R), 1) temos
IUOF|| = lim [[U@OF]| = lin [[E]] = ||
Logo U(t) é isometria.

Se o processo é simétrico entao

||RF(Xt1> ) th)

o = (Xt o, X ) = [[F (X, s X))

v

pelo Teorema 4.1.10. Novamente pelo Teorema BLT, R se estende de forma tnica a uma

isometria. W

Estaremos interessados agora em estender o resultado do Teorema 4.1.17, provando que
R e U(t) se estendem a grupos de *-automorfismos em L>°(Q, X, ). Para tanto provaremos
resultados intermediarios que serdo interessantes no estudo da referéncia |7| que sera feito nas

proximas secoes. Inicialmente vamos provar um resultado simples.

PROPOSIGAO 4.1.18: Seja A € ¥ = B(Xy,t € [—5/2,3/2]). Entao existe uma seqiéncia de
fungoes que convergem a x 4, no sentido de L'(Q, 3, ). Estas fungoes assumem apenas valores
0 el e sao da forma H(Xy,...,Xy,), em que H : (R", B(R")) — (R,B(R)) € uma fungao
limitada.

Prova: Sabemos que existem fungoes F, (X, --->Xtm(n)) que convergem a Y4 quando n vai
ao infinito, no sentido de L', devido ao Teorema 4.1.15. Podemos entao definir as func¢oes G,

por

Cole) = { Lse Fo(Xy, (@), 0 X, (7)) € [§,+o<1>] |

0se Fo(Xy, (), Xi, () (7)) € [—00, 5]
(z)) € [5,+00] = (Xp, (@), .0, X, (7)) 7 0
F; 1[5, 400] que pertence a B(Xy,, ..., Xy, ), 0 mesmo para o conjunto F,(Xy, (z), ..., Xy, (x)) €

n

Notamos que o conjunto F, (X, (z),..., X;
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[—o0, %] Logo pela proposigao 4.1.12, concluimos que G,, = H, (X, ..., Xy , em que eviden-

m(n))
temente podemos escolher H,, assumindo apenas valores 0 e 1. Mostraremos agora que G, vai

a x4 na norma de L'. Definamos inicialmente os conjuntos

E={F.(Xy, (), ..., X4, (7)) € [%, +oo]} N {xa(z) =0
F = {Fu(X, (@), oo Xi, ., (2)) € [-00, 5[} N {xalz) =1

Assim concluimos que

} .
}

/g By = xaldp > p(€) (4.1)
/f By xaldi > (). (4.2)

Se n ¢ tal que ||F}, — xal||1 < § concluimos que:
G = xally = / |G — Xaldp +/ |G — Xaldp + / |G — Xaldp
£ F (EUF)e

< () + pu(F) < 22 +2£ — .

Usamos acima que |G, —xa| < 1 e que, em (EUF)C, as fungoes G,, e x4 coincidem. Também
foram utilizadas as relagoes 4.1 e 4.2. Assim concluimos que G,, de fato, converge a y4 na

norma L*. 1
Agora vamos provar o seguinte resultado que sera usado no estudo da referéncia |7]:

PROPOSIGAO 4.1.19: Seja A € ¥ = B(Xy,t € [-5/2,6/2]) entdo Rxa (se o processo for
simétrico) e U(t)xa (se o processo for estaciondrio) sio as fungoes caracteristicas de algum
conjunto em X (ou melhor, estao na mesma classe de equivaléncia de uma fungao caracteris-
tica).

Prova: A prova é igual para R ou U(t). Vamos chamar estes operadores de 7. Vimos no

Teorema anterior que existem fungoes G, = H,(Xy,,..., X; ) que tendem a x4 (em L') e

assumem apenas valores 0 e 1. Assim notamos que G,, sao fungoes caracteristicas. As funcoes

TG, também serao funcoes caracteristicas como se pode ver abaixo:

TGTL = Hn(Xt’{, ceey Xt:n(n)),

em que t; € t; +t para T' = U(t) e —t; para T = R. Assim vemos que T'G,, assume apenas
valores 0 ou 1 tal qual H,. Como T é uma isometria em L' temos que Tx4 = lim, o TG,
no limite em L'. Agora basta notar que uma seqiiéncia de func¢oes caracteristicas converge
também a uma funcao que assume valores 0 ou 1 em quase toda parte; e, portanto, Ty 4 € uma

fungao caracteristica (ou melhor, estd na mesma classe de equivaléncia de uma).
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A dltima afirmagao acerca da convergéncia de fungoes caracteristicas pode ser vista da
seguinte forma. Suponha que K, converge em L' para K e todo K,, ¢ uma funcio caracteristica.

Seja o conjunto A, = K(z) € [-=,1]°U[1 — £, 1+ 2]°. Entao

n’n

J 16 = Kl = [ 1K = s
An A

Como o limite do lado esquerdo ¢ 0, concluimos que p(A,) = 0. Logo u(K(z)~1{0,1}¢) =
(U Ay) <50 w(Ay) = 0. Assim K assume valores 0 ou 1 em quase toda parte. H

1

[
n

Agora vamos provar que além de isometrias os operadores U(t) e R satisfazem as relagoes
T(FG) = [TF]|TG] se F e G pertencem a L>(Q, %, 1) (em que T'é R ou U(t)).

TEOREMA 4.1.20: Seja F' e G pertencentes a L, entao valem as relagoes R(FG) =
[RF][RG] se o processo € simétrico e U(t)(FG) = [U(t)F][U(t)G] se o processo é estaciondrio.
Note que estamos pensando em R e U(t) definidos em LP(Q,%, u) para p € [1,00] (tanto faz o
p ja que restritos a L as aplicag¢oes U(t) e R sao todas iguais, independente de p).

Prova:
Para provar isto, basta notar que se F,, — F entao F,,G — F'G independente da norma L

que se tome ja que G é essencialmente limitado. Da mesma forma notamos que F,G,, — F,G
quando m vai a infinito, desde que F;, seja essencialmente limitado.
Assim seja F, (X, ...,Xtm(n)) e Gn(Xy, ...,th(n)) tais que F, — F e G,, — G tal qual o

Teorema 4.1.15. Entao seja 7' um dos operadores R ou U(t), entao

T(FG)=T(imF,G) =limT(F,G) = imT(F, li}gn Gy) = lim hin T(F,Gy) =

lim hiﬂ T(Fn(th, couy Xtm(n))Gk(XtN ceey th(k))) = llrILIl hlgn Fn(Xt’{, ceey Xt:n(n))Gk(XtT’ ceey Xt;(k)) =

n

lim hlgn T(Fn(th, ey Xt

n

DT (GH(Xys s Xoy)) = im T(F) lim T(Gy) = T(F)T(G),

m(n)

em que t; € t; + ¢ se 0 processo € estaciondario e —t; se o processo € simétrico. O limite esta

sendo pensado como em qualquer das normas L? com p entre [1,00[. B

Podemos agora estender o Teorema 4.1.17. para os espagos L>(Q,B(X,t € R),u). O

resultado pode ser visto no seguinte Teorema:

TEOREMA 4.1.21:

1. Se o processo € estaciondrio entao U(t) se estende a grupo uniparamétrico de automor-
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fismos de L (€2, B(Xy,t € R), ).

2. Se o processo € simétrico entao R se estende a um automorfismo de L>®(Q, B(X,,t €
R), w).

Prova:

A prova é a mesma para os operadores R e U(t). Vamos denota-los genericamente de
T. Dado F € L*(Q,%, 1) entdo como g é uma medida de probabilidade, temos que F' €
LYQ, 3, p). Vamos definir o operador T : L=(Q, 3, u) — L®(Q, X, 1) como sendo a restrigao
do operador T, pensado como a isometria 7 : L'(Q, %, u) — L'(Q, %, 1) do Teorema 4.1.17 ao
espaco L>®(Q, %, iv). Devemos notar que T definido assim em L*(Q), 3, ) é bem definido, pois
se [’ = 0 em relacdo a norma L, entdao F' = 0 em relacao a norma L', e, portanto, TF = 0 em
relacao a norma L! e também em relacio a L>. Evidentemente este operador é linear. Agora
basta notar que ele é limitado. Vejamos a prova abaixo.

Dado F' € L*(Q, X, 1), entao existe uma seqiiéncia de funcoes F, da forma F,, = >, a,g")XA(n),
k

em que A,i") sao disjuntos, tais que ||Fy|loo < ||F||e € Fn — F tanto nas normas L> quanto
na norma L'. Como a aplicacdo de T coincide com a isometria do Teorema 4.1.17 e esta é

continua temos que:
I L o (n)
TFE = Thnm F, = hnm I'F, = hnm ;ak | X am-

em que o limite é na norma L'. Notamos agora que TXA,(C") sao funcoes caracteristicas pela
proposi¢ao 4.1.19 e sdo fungoes caracteristicas de conjuntos disjuntos (a ndo ser por um conjunto
de medida nula), pois se k # [ entao 0 = HXAZ(")XA,(C")Hl = HT(XAEMXAI(:))HI que, como vimos, é
0 mesmo de ||T(XAl(n))T(XAI(€n>)||1, logo ||TF,||e0 < maxk|a,(€")| < ||F]so. Logo como T'F,, tende
a TF na norma L', concluimos que ||TF||s < ||F||so- Assim T é continuo na norma L*> e ¢
um automorfismo, pelo Teorema 4.1.20.

Note que usamos acima que se fungoes f,, sio tais que ||fu|lcc < M e f, — f na norma L',
entdo || f||sc < M. A prova deste fato pode ser obtida definindo A, = {z € Q; |f(z)] > M+1}.

Assim

1
15 = fuldn = Sua,),

Tomando o limite no lado esquerdo, concluimos que u(A,) = 0. Logo u({z € Q; |f(z)| >
M}) = (U, A,) =0. Assim || f]loo < M. R

Vamos agora provar mais dois resultados que serao usados no estudo da referéncia |7]. Basi-
camente estamos interessados em conhecer um conjunto de fungées densas em LP(Q, B(X,t €

[(—3/2,3/2]), 1), formado por combinagoes lineares de fungoes caracteristicas.

PROPOSIGAO 4.1.22: Seja (%, Ay, phi)i=1..n espagos de probabilidade. Entao combinagoes
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lineares de fungoes do tipo x a,(x1)...xa, (Tn) com Ay € Ay, ..., A, € A, sao densas em LP(£2y X
e X AL ® @ Ay iy X X i) para p € [1, 00].

Prova: Sabemos que A; ® ... ® A, é a o-algebra gerada por conjuntos do tipo A; X ... X A,
com Ay X ... x A, € A1 x...x A, o que implica que 4; ® ... ® A, é a o-algebra|A; X ... X A,].
Porém sabemos que A; x ... X A,, ¢ um semi-anel. Sabemos que anel[A; x ... x A,|={A;; A é a
uniao finita disjunta de elementos de A; x ... x A,} (lema 5.1.21, [31]). Também sabe-se que
o-anel[A; x ... x A,|=c-anel[anel[4; X ... x A4,]].

Pelo lema 4.1.14 temos que fungoes do tipo h = Y, a;xs, , em que B; € algebra [A; X
.. X A,] (=anel [4; X ... x A,]) sdo densas em LP(2; X ... X Q,, A1 @ ... @ Ay, 11 X oo X i)

Mas B; = UMV AL, x ... x A, tal que (A, x ... x AL) N (Af x .o x AE) =0sei# k.

Assim xp, = Z;n:(? XA{ix...xAZn(Il’ iy Tp) = Z;nz(ll) XA{i(xl)"'XAfn ().

Logo h =321 a; S5 xg (@1)- x40 (w0) = S0y S0 aix g (@1) g0 (w0). W

COROLARIO 4.1.23: O mesmo resultado vale para um espago de probabilidade do tipo (€ X
WX QA ® R Ay ), ou seja, combinagoes lineares de fungoes do tipo x a,(x1)...xa, (Tn)
com Ay € Ay, ..., A, € A, sao densas em LP(Q; X ... X Qp, A1 @ ... @ Ay, 1) para p € [1,00], se
€ uma medida de probabilidade.

Prova: a mesma dada acima. W

Usando o Teorema acima, podemos provar o resultado desejado e ja anunciado sobre funcoes
densas em LP(Q,B(X:,t € [—(3/2,3/2]), 1). Este resultado, como ja foi dito, que nos sera tutil

quando estudarmos o trabalho de Gérard e Jikel [7].

TEOREMA 4.1.24: Seja { X, }ie-p/2,3/2) um processo estocdstico de (Q,B(Xy,t € [—53/2,3/2]), 1)
em R. Entao combinagoes lineares de fungoes do tipo x a,(x1)...xa, (n) com Ay € B(Xy,), ..., A, €
B(X:,) sao densas em LP(Q,B(X:,t € [—5/2,5/2]), 1) para p € [1,00].

Prova: Dado F € LP(Q,B(X:,t € [-5/2,3/2]), 1v). Entao pelo Teorema 4.1.15 existe uma
funcao da forma G(Xy,, ..., X;,) tal que G é mensurével e limitada e ||F' — G|[, < 5.

Para continuar a prova, vamos construir a seguinte medida de probabilidade em R™: A >
R" — u'(A) = p((Xy,, ..., X3, )"H(A)). Entao, pelo corolério anterior, temos uma fungao do tipo
H =3 amxar(z1)...xap(2,), tal que [ |H — G\pd,u’]% < 5. Porém sabemos por resultados

conhecidos em teoria da medida (exemplo [31]) que:

1 1
P

{ / H (21, ) — F(xl,...,m\pdu'} [ / H(Xpys o X,) = F(Xiys o X )t

Assim |[|[F = H||, < |[F =G|, +||G—H||, < €. Agora basta notarmos que xa(X¢) = X y-1(a)

¢ a funcao caracteristica de um conjunto em B(X;) B

A continuacao desta segao terd como objetivo relacionar os operadores R e U(t) definidos
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anteriormente com os operadores de probabilidade condicional. Para isto vamos antes recordar
a definicao de probabilidade condicional [2].

Seja F uma o-algebra, B C F uma sub-c-adlgebra de F e p uma medida em F. Dado
uma fungao integravel f, mensuravel por F, dizemos que a probabilidade condicional de f em
relagdo B, denotada por Egf, é a Gnica fun¢do (a nao ser por um conjunto de medida nula)

mensuravel em B e tal que para qualquer A € B temos:

/A fp = /A Egfdp.

Denotaremos a probabilidade condicional de f em relacdo a B(X;,t € V) por Eyf. O
procedimento padrao usado para mostrar que g = Ey f sera primeiro mostrar que g é mensuravel
em B(X;,t € V) e, segundo, mostrar que vale a relagdo acima para qualquer que seja A €
B(X;,t € V). Dadas estas definicoes podemos estudar as relagoes existentes entre Ey, U(t)
e R. Antes porém vejamos algumas propriedades interessantes da probabilidade condicional
vista como um operador Ep : LP(Q, F, u) — LP(Q, F, p).

PROPOSIGAO 4.1.25: Seja (2, F,u) um espago de probabilidade e B C F. Se F €
LP(Q, F,p). Entio F = EgF + F' tal que [, F'Gdp = 0 para qualquer que seja G € B
limitado (p € [1,00]).

Prova: Seja [ = F'— EgF. Entao para qualquer A € G temos [, F'du = [,(F—EgF)du =
0. Desta forma seja G, simples tal que |G,| < |G| e G,(z) — G(x) e G, = Zivzl AnX A,
Ay € G. Assim como [ |F'Gldp < ||G|so|[F'] |1 < 00 temos que [F'G,| = |F'\|Gn\ < [F']|G| que
é integravel e, portanto, [, F'Gdp = lim, .o [ F'Gpdp = lim, o Ziv(? ay (n) Ja X a0 Fldu =0,

pelo Teorema da convergéncia dominada. W

PROPOSIGAO 4.1.26: Seja (2, F, 1) um espago de probabilidade e G C F. Entao Eg :
L2, F,p) — L*(Q, F,u) € um operador linear continuo.
Prova: Seja F' € L?(Q, F, u). Logo

/ EgF*EgFdu = / |EgF*||EgFldu < / (Bo| F*|) (| Fl)dy: =
Q Q Q

_ / (Eo FI)?dp < / gl FPdy = / FPdu.
Q Q Q

Assim < EgF, EgF ><< F,F > (Vide [2]| pag. 316 e 317 para as desigualdades usadas, ou
seja, |EgF| < Eg|F| e (Eg|FG|)* < (Eg|F|*)(Eg|G?)) .

Como corolério das duas proposicoes anteriores temos:

COROLARIO 4.1.27: Se F € L*(Q, F,u) entio F = EgF + F', com G C F e EgF ¢ F'
€ L*(Q, F, ). F’ satisfaz [ F'Gdu = 0 para qualquer que seja G € L*(Q,G, u).
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Prova: Basta repetir o argumento anterior, notando que [ |F'Gldu < ([ |F'|du)2 ([ |G|2du)2
< 00 logo |F'G,,| estda dominado por |[F'G| .I

COROLARIO 4.1.28: O operador Eg : L*(2, F, ) — L*(Q, F,u) € o operador de projecao
no subespago fechado L*(Q2,G, i), em que G C F.

Prova: Primeiro notamos que como LP(£2, G, i) € um espaco de Banach, entao ele é um sube-
spago fechado de LP(2, F, ). Depois notemos que F = EgF + F’, em que EgF € L*(Q,G, i)
e F/ € L*(Q,F,u). Como F' é ortogonal a qualquer elemento em L?(Q,G, u) pelo corolario
anterior, concluimos que EgF + F’ é a decomposi¢ao de F em L*(Q, G, u) ® L*(Q, G, n)¢. Como

esta decomposigao é tinica, concluimos que EgF é a projegio de F em L*(,G, ). B

Por fim, vamos ver um outro critério menos restritivo para saber se uma fungao é a esperanca

condicional em rela¢ao a uma sub-o-algebra.

LEMA 4.1.29: Seja (2, F, ) um espago de probabilidade. Seja G C F uma o-dlgebra contido
em F. Se R € uma dlgebra tal que G = o-dlgebrafR] e F' € integrdvel, entao se H € G (ou seja,
H ¢é mensurdvel por G) e fA Hdp = fA Fdp para qualquer que seja A € R temos que H = EgF.

Prova: Como H € @, basta provar que fA Hdp = fA Fdup para qualquer que seja A € G.
Seja P = {A € F; [\ Hdp = [, Fdu}. Entao P 3 ¢ e P é uma classe monotonica, pois se
A, ePeA,TAouA, | A temos

/Hd,u: lim/ Hdp = lim Fd,u:/Fd,u,
A n—oo [ 4 n—oo [ 4. A
pois F' e H sao integraveis, portanto |x4, H| < |H| e podemos usar o Teorema da convergéncia

dominada. Assim P D o-élgebra[R] e, portanto, P O G pelo lema da classe monotonica.

Assim, para qualquer A € G, vale que [, Hdp = [, Fdu. W

Com estes resultados preliminares podemos, enfim, estudar as relacoes entre os diversos

operadores.

TEOREMA 4.1.30: Se o processo € simétrico, entao valem as relagoes:

R*=1, RE,=E_,R, RE,= EyR = E,

para qualquer que seja t € R. Se o processo €, além de simétrico, estaciondrio, entao vale
RU(t)=U(-t)R .
Prova: Vamos provar primeiro que R? = I e RU(t) = U(—t)R.
Dado F(Xy,, ..., X;,) entdao R?F(Xy,,..., X;,) = RE(X_4,, ..., X_4,) = F(Xy,, ..., Xy,) e
RU(t)F (X4, ..., Xs,)) = RE( Xy aty ooy Xoyt) = F(X gty oo, Xty 1)
U(-t)RF (X4, .... Xy,) =U(=O)F(X 4y, X4,) = F( Xyt oo, Xpt)-
Logo R* = [ e RU(t) = U(—t)R coincidem nas fungoes da forma F (X, ..., X;,). Como
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elas sdo densas para LP com p € [1,00[, de acordo com o Teorema 4.1.15, entdo isto basta para
mostrar a igualdade entre os operadores. Como a atuacao de U(t) e R agindo em L* é igual a
restri¢io destes operadores agindo em L! (proposigao 4.1.21), concluimos que o Teorema vale
também para L.

Vamos provar agora que RE; = E_;R. Para isto vejamos que

L)REF = Rp(X;) = o(X_4) € B(X_t), em que ¢ : (R, B(R)) — (R, B(R)) é mensuravel e
EF = o(Xy).

2)Dado A € B(X_;) logo A = X=}(A) para A € B(R) e FF € B(X,,t € R)

/A RE,Fdy — / va(X_)RE,Fdyi = / R(xa(X0) E/F)dp = / Ei(xa(X))F)dp

= [aordn = | RGP = [ xaX-)RE= [ RPdu= [ BEdg

(4

Assim temos que RE; = F_;R. Agora notemos que para t = 0 temos:

1)REGF = Rp(Xy) = ¢(Xo) € B(Xyp), em que ¢ : (R,B(R)) — (R, B(R)) é mensuravel e
EQF = QO(X())

2)Dado A € B(Xp) temos que A = X;*(A) e, portanto,

[ REFdn = [ s REFdu= [ BxalXoEoFdn = [ xa(Xo) EaFdy
A Q Q Q

~ [ Eva(Xo)Fdu = [ xalXo)Fau= [ Fau= [ Fan
Q Q X1(A) A

0
Assim temos REGF = EyF logo REy = E, 1

Agora vamos adicionar mais duas defini¢oes interessantes de processo estocastico: processos

periddicos e processos OS-positivos.

DEFINIGAO 4.1.31: Dizemos que um processo estocdstico € periddico de periodo 3 se X5 =
Xp para todo t € R. Neste caso podemos indexd-lo por S3 = R/FZ. Sew : R — Sg € a aplicagao
quociente temos que, dado X; comt € R, X; = Xp).

DEFINICAO 4.1.32: Dizemos que um processo estocdstico simétrico e periddico de periodo

B é OS-positivo em Sg se

(F*(X_ 4y ey X ) F( X4y, oy Xy)) >0

sempre que ty,....,t, € [0,5/2] e F' € uma fung¢ao mensurdvel e limitada em R™ para qualquer n
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Podemos, entao, relacionar estes conceitos da seguinte forma:

TEOREMA 4.1.33: Se o processo € simétrico e periodico com periodo (3, entdo o processo €
OS-positivo em Sg se, e somente se, Ejg g/2RE, /9 > 0 como um operador em L*(Q, B(X,,t €
(—B/2,8/2]), 1), isto é, < (RE)*F > > 0 para qualquer que seja F € L*(Q, B(Xy,t € [0, 3/2]), ).

Prova:

(<) Seja F( X4y, ..., Xy,), t1, -, tn € [0,3/2] , para F limitada e mensuravel. Logo a fungao
F(Xy, ... Xy,) € LA(Q,B(X;,t €[0,5/2]), 1) e

(B2 RE0s2F, F) > 0= / (0,872 RE0,5/2F)" Fdu > 0
Q

o [ Floa FX s X)) F (Ko X M 2 0
Q

e, portanto,

/[E[o,ﬁ/mF(X—m,--->X—tn)*]F(Xt1,---,th)du=/E[o,ﬁ/z}(F(X—tl,---X-tn)*F(th,---,th))du
Q Q

= / F(X—t17 ceny X—tn)*F(qu) ceny th)d,u = <F*(X_t1, "'7X—tn)F(Xt17 ceny th)> Z 0.
0
(=) Seja F' € L*(Q, B(X;,t € [-3/2,3/2]), 1) entao temos

< E[076/2]RE[075/2}F, F >= /(E[QQ/Q}RE[QB/Q]F*)FdILL.
Q

Mas F' = Ej g/9F + F’ tal que < F',G >= 0 para qualquer que seja G € L*(Q, B(X;,t €

[0,8/2]), ).
Logo

< B g/ REp3/9F, F >=< Ejo g/ REp /2 F, Eo,p/9 F+F' >=< Ejo 39 REj0 s/ F', Epo pjo) F' >

= / Ejo.5/9(RE,5/2F") Ejo, 5/ Fdp = / (REp,g/9F")Ep,/9 Fdp =< REj 3o F, Epo gy F > .
Q Q

Porém sabemos que fungao do tipo G = G(Xy,, ..., Xy,) t1,...t, € [0,3/2] sdo densas em
L*(Q,B(X;,t € 0,6/2]),1). Seja G, — Ej g F = RG, — EjgzF (pois R é continuo).
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Assim < REj g/ F, Ejgp/9F >= lim,_.o« < RG,, G, >> 0. (Notemos que se z, — x e
Yn — Y eNta0 < Tp, Y > — < T, Y >=<Tp,Yp > — < T, Yp > + < 2,Y, > — < 2,y > que val

a zero). W

4.2 O trabalho de Klein e Landau

O passo crucial para caracterizar estados quanticos em equilibrio térmico usado neste trabalho
foi dado em um artigo escrito em 1979 por Abel Klein e Lawrence Landau [15]. A idéia
deste artigo é fazer uma correspondéncia biunivoca entre certos estados KMS e certos tipos
de processos estocasticos. Para uma afirmacao mais precisa é necessario que facamos certas
definigoes.

O tipo de estado KMS utilizado neste artigo ¢ o sistema KMS estocasticamente positivo.
Para tratar estes estados precisamos de alguns Teoremas a fim de dar sentido as defini¢oes
necessarias. Vamos, entao, enunciar o Teorema de Araki sobre extensao analitica de certas

funcoes de operadores.

TEOREMA 4.2.1 (ARAKI) |15]: Dados B uma dlgebra C* e w um estado fiel que sa-
tisfaz a condicio KMS. Seja B a dlgebra de von Neumann gerada pela imagem da repre-
sentagao de B na representagcao GNS de w. Definindo o conjunto Ig(n) = {(21,...,2,) €
C"Imz; > Oparaj = 1,...,n Z;LZI Imz; < (3/2} temos que se (z1,...,2,) € Ig(n) , entdo
para todo Ay, ..., A, € B vale que A e*HA, .. .eHAQ € D) | e, como fungio de
(21, oy 2n), €A et H A e 7 AQ € analitico em norma em Ig(n), continuo em em
norma em Ig(n), e uniformemente limitado em Ig(n) por ||A1||||Az2||...||An||. Além disto o
vetor exp(—(3/2 + 43 0, zj) H) Ape*n T A, _1..e™HQ ¢ analitico em norma em Ig(n — 1), e

continuo em norma em Ig(n — 1).

Como conseqiiéncia deste Teorema a funcao de correlacao:

FA17---7A7L(t17 ) tn) = (Q> atl (Al)"'atn(An)Q)>

pode ser analiticamente continuada para varidveis puramente imagindrias z; = is; em que
—0/2<s5 < ... <5, <0< 8,1 < .. <5, <F/2. Desta forma:

FAl,...,An(isla ...,’éSn) =

(e Afe=(kmsi-DH gx e=(2=sOH grQ) - omsinil g, o=(rizmsir)H 4, ) o=(n=sn-DH 4 (),

Desta forma se Ay, ..., A, € B, entdo w(ay, (A1)...a4, (A,)) tem uma continuacao analitica da

forma dada pela formula anterior. Com estas informagoes, ja é possivel dar sentido a seguinte
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definicao:

DEFINICAO 4.2.2: O estado KMS ¢ dito ser estocasticamente positivo com respeito a
sub-dlgebra C*, U de B se, para todo Ay,..,A, € Uy = {A € U; A > 0}, as fungoes

U4, oa,(is1,...,18,) nao sao negativas.

Partindo desta defini¢ao ja é possivel especificar os “certos” estados KMS aos quais o artigo
de Klein e Landau [15] se refere. Chamamos estes estados de sistemas KMS estocasticamente

positivos. A definicao é dada por:

DEFINIGAO 4.2.3 [15]: Um sistema KMS estocasticamente positivo com temperatura inversa

B € uma qudadrupla (B,U, a;,w) que consiste em
o Uma dlgebra C" B.
o Um grupo uniparamétrico de automorfismos oy agindo em B .

Uma sub-dlgebra abeliana, U, de B tal que a dlgebra gerada por Uieray(U) € igual a B.

Um estado fiel em B satisfazendo a condicao KMS na temperatura inversa (3, relativo a

.
Este estado deve ser estocasticamente positivo.

Uma vez que se especificou o estado KMS que se trabalha iremos agora especificar a quais
processos estocasticos nos referimos.

Usaremos processos indexados por 7' = R com variaveis aleatorias X; : (2, 2, u) — (K, B(K))
que sao:

1) Simétricos.

2) Estacionarios.

3) Fracamente estocasticamente continuo: Dizemos que um processo é fracamente continuo

se dado 7 e ¢, existe § > 0 tal que se |t — tg| < ¢ implica que p(|f(X:) — f(Xo)| > 1) < €, para
qualquer f: (K,B(K)) — (R, B(R)) limitada e mensuravel, ou seja, que

lim (] f(Xe) — f(Xg)| >1) =0

t—to

para qualquer n > 0.

4) Fiel: Dizemos que o processo ¢ fiel se < f(X;) ># 0 para toda f € Cr(K) nao negativa

e nao nula, ou seja, toda fun¢ao continua em K com valores reais com f > 0e f # 0.
5) Periodico (de periodo [3).

6) OS-positivo.
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Com estas defini¢oes estamos em posicao de enunciar o Teorema de Klein Landau que seréd

usado entao:

TEOREMA DE KLEIN LANDAU 4.2.4 [15]: Seja (B,U, oy, w) um sistema estocasticamente
positivo KMS na temperatura inversa . Entao existe um processo estocdstico {X;}ier, com
valores no espectro de U, que € periddico com periodo (3, estaciondrio, simétrico, fracamente

estocasticamente continuo, fiel e OS-positivo tal que:

< Al(th)...An(th) >= FAl,...,An(itb ceey Ztn)

para todo Aq,..., A, €U ety,...t, ER comt; <ty < ..<t,et,—1t; <pB. Tal processo é
Uunico a nao ser por equivaléncia.

Conversamente seja {X;}er um processo estocdstico com valores num espago Hausdorff
compacto K, periddico com periodo 3, estaciondrio, simétrico, fracamente estocasticamente
continuo, fiel e OS-positivo em Sz. Entao existe um sistema estocasticamente positivo KMS
(B,U, ay,w) na temperatura inversa (3 tal que U = C(K) e a relagao acima vale. Um sistema

KMS construido desta forma € unico a nao ser por isometria.

4.3 O efeito Unruh do ponto de vista estocastico

Nesta secao mostraremos uma nova forma de ver o efeito Unruh partindo do trabalho de
Klein-Landau [15] e de Gérard-Jikel [7]. Nao pretende-se aqui provar todas as passagens, nem
sabemos como fazé-lo. Queremos apenas esbocar uma estratégia, uma outra maneira de se ver
o problema baseado no Teorema de Klein-Landau. O que se fard aqui é seguir passo a passo
estes artigos e fazer as devidas alteracoes a fim de aplicid-lo ao problema do efeito Unruh.

Antes de mais nada, vamos primeiramente esbocar o procedimento que sera seguido nesta
secao. O que se fara é pegar as fungoes de Schwinger parametrizadas por (r,6,y, z) tal qual
o artigo de Frohlich e Birke [12|. A seguir vamos definir o conceito de espago de trajetoria
generalizado. Mostraremos, entao, como o Teorema de Klein-Landau pode ser escrito em
termos destes espacos de trajetoria. Apos isto, daremos um esquema que mostra, usando as
fungoes de Schwinger e tomando o angulo # como o tempo imaginario, como obter um espago
de trajetoria generalizado, que por sua vez implica na obtencao de um estado KMS (de acordo
com o Teorema de Klein-Landau escrito para espagos de trajetorias generalizados, como sera
enunciado nas proximas secoes).

Para entendermos melhor como isto explica o efeito Unruh, vamos mostrar como a rotacao
de angulo € se relaciona com o boost de Lorentz na dire¢cao x. Lembrando que o boost de

Lorentz na direcao x é dado por:
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cosh(s) sinh(s) 0 0

As) = sinh(s) cosh(s) 0 0
0 0 10

0 0 01

Podemos, entdo, fazer a extensdo analitica de A(s) para o grupo de Lorentz complexo
e obter a transformacdo A(is) em que s é um namero real. Se aplicarmos esta transfor-
magao a (it, x,y, z), que sao as coordenadas em que estao definidas as fungoes de Schwinger, e
parametrizarmos (¢, z, y, z) usando coordenadas (7, 0, y, z) dadas por t = irsin(f) e z = r cos()

obtemos o seguinte resultado:

it irsin(0) cos(s) usin(s) 0 O irsin(6)
Alis) | _ Ais) 7 cos(f) _ isin(s) cos(s) 0 0 7 cos(f)
Yy Yy 0 0 10 Yy
o z 0 0 01 2
irsin(f + s)
| rcos(0+s)
Y
2

Observamos, assim, que A(is)(r,0,y,z) = (r + s,0,y, z). Desta forma, concluimos que a
rotagdo por um angulo s corresponde a a¢ao do boost A(is). Porém notemos que a rotacao
por um angulo s corresponde, no nosso esquema, justamente ao tempo imaginario. Logo a
translacao de tempo real do estado KMS corresponde ao grupo de automorfismo do boost de
Lorentz na dire¢ao z. Portanto, concluimos que o estado KMS (de equilibrio) se refere aos
referenciais uniformemente acelerados, obtendo assim uma nova versao do efeito Unruh.

Vamos agora esclarecer melhor o esquema e dar a definicao de espago de trajetoria gene-

ralizado.

4.3.1 Espaco de trajetoria generalizado

Para fazer a reconstrugao do espago de Hilbert fisico vamos seguir a referéncia |7]. De acordo
com este artigo, para fazé-la nao é necessario um conhecimento detalhado das variaveis aleatorias
Xy, tampouco do espago topologico K no qual as variaveis aleatérias tomam seus valores.
Precisa-se apenas da estrutura de espaco de trajetorias generalizado. A definicao sera dada a

seguir.

DEFINIGAO 4.3.1.1 [7]: Um espago de trajetoria generalizado (Q, 3, X0, U(t), R, 1) consiste
de:
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(i) Um espaco de probabilidade (Q, %, ).

(1i) Uma sub-dlgebra distinta X.

(111) Um grupo uniparamétrico R > t — U(t) de *-automorfismos de L°(Q, X, 1) que preser-
vam a medida e que sao fortemente continuos em medida.

(iv) Um *-automorfismo R que preserva medidas em L>®(Q, X, 1) tal que RU(t) = U(—t)R,
R?>=1 e REy = EyR, em que Ey € a esperanca condicional com respeito a o-dlgebra Xy.

Além disto queremos que

(0) £ = Ve UH)S0.

Entendemos um automorfismo 7' que preserva medidas da seguinte forma: 7 é tal que
quando aplicado a uma funcao caracteristica o resultado também é uma funcao caracteristica,
ou seja, dado um conjunto A € ¥ e sua funcao caracteristica x4 entao Ty também é uma
funcao caracteristica de um conjunto B € Y. Assim podemos entender T° também como
uma funcao de ¥ em X, usando a relagao biunivoca entre fungoes caracteristicas e conjuntos.
(Note, no entanto, que como fun¢ao de ¥ em ¥ consideramos conjuntos que diferem por um
subconjunto de medida nula iguais, logo mais precisamente estamos tratando de classes de
equivaléncias). O fato de preservar medidas deve ser entendido da seguinte forma: seja A € ¥
e B o conjunto cuja fungao caracteristica é T'x 4, entao pu(A) = u(B), ou seja u(A) = u(TA).

A parte (v) acima significa que a o-algebra ¥ é gerada pelos conjuntos U(t)S para todo
t e ReS €3 De (ili) e (iv) segue que U(t) e R se estendem a um grupo de isometria
fortemente continuo de LP(Q, X, u) para 1 < p < 0.

Em termos do espaco de trajetorias a periodicidade e a OS-positividade podem ser for-
muladas da seguinte maneira: O espaco de trajetoria (Q, X, Xq, U(t), R, u) é S—periodico se
U(B) = I. Podemos entao considerar U(t) indexado pelo circulo Sz = [—-3/2,5/2]. Ele é
OS-positivo se Ej g/ REj0,5/2 > 0 como um operador em L*(Q, X, ut).

Neste momento é interessante e importante saber exatamente como a estrutura proposta
por Klein e Landau [15] se relaciona com um espaco de trajetoria generalizado. Para isto
provaremos o seguinte Teorema que relacionara os processos estocasticos apresentados em [15]

com a estrutura apresentada acima.

TEOREMA 4.3.1.2: Seja (Q, X, i) um espago de probabilidade e { X, } um processo estocdstico
com valores em K, um espago compacto (com a o—dlgebra de Borel). Seja ¥ = B(X;,t €
[—3/2,3/2]). Suponhamos que o processo € periddico de periodo [3, estaciondrio, simétrico,
fiel, fracamente estocasticamente positivo em Sz e OS-positivo. Entao (Q, X, 30, U(t), R, 1) €
um espago de trajetoria generalizado OS-positivo e periddico de periodo 3, em que X9 = B(X),
U(t) e R sao os operadores definidos na se¢ao 4.1.

Prova: Vamos analisar item por item da definicao acima de espaco de trajetoria generalizado.
Os itens (i) e (ii) sao imediatos.

No item (iii) podemos observar que dado A € ¥, temos u(A) = ||xallr = ||U({t)xall =
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w(U(t)xa), em que usamos o fato de que x4 € LY(Q, X, 1) e que U(t) é uma isometria em
LY(Q, %, i), tal como explicado no Teorema 4.1.17. Também usamos o fato de que U(t)x4 é a
funcao caracteristica de algum conjunto, tal qual mostrado na proposicao 4.1.19. O fato de ser
um automorfismo de L> pode ser visto no Teorema 4.1.21. A continuidade forte em medida é
mais complicada e pode ser vista da seguinte forma.

Primeiramente notamos que lim; ¢, u(|f(X:) — f(Xt,)| > n) — 0, para qualquer que seja
n >0 (com f limitada e mensuravel), implica que lim;_, || f(X:) — f(X4,)||1 — 0. Para provar

isto basta escolhermos 1 = € e assim obter:

/ F(X0)— £ (Xl = / F(X0)— F () dpt / FX)—F (X d
Q [ f(X)—=f(Xeg)|>n] ll

F(Xe)=f(Xeg)|<n]

< 2u([f (X2) = f(Xao)| > | flloc + €
Logo limsup, ., |[f(X¢) = f(X4)||1 < € para qualquer € e assim limy_, || f(X;) = f(Xy)|[1 —
0. Assim dado A € B(X,,) entdo A = X' (B) com B € K e xa = Xx-1p) = XB(Xi) €
to
assim limy o ||U(t)xa — xalli = Um0 [[U()x5(Xt) — xB(X4)||1 que pode ser escrito como
limy o ||xB(Xtae) — XB(X4)||1 = 0. Agora notamos que se A € B(X,,) e C € B(X;,) entao

|U(t)(xaxc) — xaxell = [U(E)(xaxe) — (U(t)xa)xe + (U(t)xa)xe — xaxelh =

U @)xa)(Ut)xe — xo)lly + [[(U(E)xa — xa)xell < [lU#)xe — xelli + U (#)xa — xallh — 0

em que usamos que |U(t)xa| < 1. Agora notamos que seguindo o raciocinio, basta tormarmos
— 0 para A; € B(Xy,).
Sabemos pelo Teorema 4.1.24 que combinacoes lineares de fungoes do tipo x4,...x 4, sao densas
em L'(Q, %, n). Assim dada F' € L®(Q, 3, 1), seja an‘le AmX Ay Xam em que AT € B(X;))
para j entre 1 e n tal que ||[F =3 M amXam...Xam||[1 < 5. Concluimos entao que ||U(t)F — F||;

o limite a fim de obtermos limy_;, ||U(t)(xA4,---XA,) — XAy---XA,

é igual a

M M
UF = U#) Y amXap-Xag + UE) D> amxar...xap—
m=1

m=1

M M
- Z X A - X Am + Z AmXAr - Xan — F

m=1 m=1

<

1
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M M M
UBF =U@#)Y amxap--Xag|| + UG amxap.Xag — Y @mXap-Xag|| +
m=1 1 m=1 m=1 1

M
<e+ Z |G| HU(t)XA?---XAz{L - XAS”"'XA?H1 e

1 m=1

+

M
Z amXap---Xap — F
m=1

Logo, limsup,_, ||U(t)F — F||1 < € para qualquer que seja €. Portanto lim; o ||U(t)F —
F||; = 0. Concluimos que U(t) é fortemente continuo na norma L' (para F' € L>(Q, X, 1)) e,
como conseqiiéncia, em medida. Esta altima afirmacao pode ser provada da seguinte forma.

Se U(t) nao é fortemente continua em medida em 0, existe F' € L>(Q, X, i), no e €o maiores
do que zero tal que para qualquer > 0 existe ¢’ satisfazendo |t —ty| < § que satisfaz u(|U(t)F —
F| > mny) > €. Isto implica que

/ U)F - Fldu > / U()F — Fldp > nop((U(8)F — F| > n0) 2 noco.
Q [lU(t)F—F|>no]

Desta forma ||U(t)F — F||; - 0 o que é uma contradi¢ao.

No item (iv), as relagbes RU(t) = U(—t)R, R?> = [ e REy = FEyR podem ser vistas
diretamente como uma conseqiiéncia do Teorema 4.1.30. O fato de preservar a medida pode
ser vista da seguinte forma. Seja A € ¥. Entao u(A) = ||xall1 = [|Rxalli = p(Rxa), em
que usamos o fato de que x4 € L'(Q, 3, 1) e que R é uma isometria em L'(Q, X, i), tal como
explicado no Teorema 4.1.17. Também utilizamos o fato de que U(t)x 4 é a funcao caracteristica
de algum conjunto tal qual mostrado na proposicao 4.1.19. O fato de ser um automorfismo de
L*> pode ser visto no Teorema 4.1.21.

O item (v) pode ser visto da seguinte forma. Seja A € B(X;). Entao A = X;(B)
em que B € K. Assim dada a fungio caracteristica de A, xa(x), podemos escrevé-la como
Xa(®) = Xx-1(p) (@) = xB(Xi(z)) (note que x4 : @ — Re xp: K — R). Concluimos assim
que xa(xz) = U(t)xp(Xo(x)). Portanto A € \/,.xgU(t)Xo e B(X;) C Vg U(t)Xo. Assim
concluimos que toda fun¢do X; é mensuravel por \/,.g U(t)Eo. Logo ¥ = \/,x U(t)%.

A propriedade de OS-periodicidade pode ser vista diretamente do Teorema 4.1.33.

A periodicidade pode ser vista como conseqiiéncia da periodicidade do processo estocéstico,

pois

U(ﬁ)F(th, ceey th) - F(th'i‘ﬁ’ "'7th+5) - F(th, ceey th)

Logo U(3) = I num conjunto denso em L'(Q,X, ). Assim, por continuidade da fungao
U(fB), concluimos que U(B) = I em LY(Q,%,u). Como U(B) agindo em L®(Q,X,pu) é a
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restrigao de U(f3) agindo em L'(Q,3, p) concluimos que U(3) = I. Desta forma o espago de

trajetoria generalizado é periddico de periodo 3. B

Denotando o sistema KMS estocasticamente positivo (de temperatura inversa () denotado
por (B,U,a;,w), K o espectro de U e Q = K[78/28/21 podemos enunciar o Teorema de Klein-

Landau por:

TEOREMA DE KLEIN-LANDAU 4.3.1.3: Seja (B,U, ay,w) um sistema KMS estocasticamente
positivo o temperatura inversa 3. Entao existe uma medida de probabilidade de Baire p em @,
uma sub o—dlgebra ¥y C X (em que X € a o—dlgebra de Borel de Q) um grupo U(t) de
automorfismos * em L>®(Q, 3, u) que preserva medidas e um automorfismo R de L*(Q, 3, u)
que preserva medidas e tal que (Q,%, X0, U(t), R, 1) € um espago de trajetoria generalizado
0S-positivo e periodico de periodo (. Inversamente, dado um espaco de trajetoria generalizado
OS-positivo e periodico de periodo (3, podemos construir um unico, a nao ser por isometrias,

sisterna KMS estocasticamente positivo a temperatura inversa (3.

Agora vamos aplicar o conceito de espaco de trajetoria generalizado mostrado anteriormente
para explicar o efeito Unruh. Aqui deixamos claro que nao se conseguiu cobrir todos os detalhes
das demonstragoes. O que acontece é que utilizaremos, para a explicacao do efeito, as funcoes
de Schwinger que sao obtidas por extensoes analiticas das fungoes de Wightman. Essas sao,
por sua vez, obtidas por operadores de campo, que nao sao limitados. Os trabalhos de [15] e
|7] utilizam-se somente de operadores limitados. Assim nem tudo se encaixa de uma forma tao
simples. Desta forma acreditamos que o resultado mostrado a seguir apresenta uma estratégia
para uma possivel demonstracao alternativa deste efeito, que nao foi obtida por problemas de
natureza técnicas complicadas. Mostraremos, entao, qual é esta estratégia.

Utilizando-se do espacgo de trajetoria generalizado podemos supor que Q = §', em que S foi
definido na secao 3.3. X podera ser considerada como a o-algebra de Borel e ¢ uma medida de
probabilidade em §'.

Notamos que as fungdes a € S podem ser pensadas como fungoes a : S — C da seguinte
forma: a(p) = p(a). Assim podemos naturalmente considerar ¥y como a o-algebra gerada por
estas funcoes em S', ou seja, a menor o-algebra tal que as fun¢oes a sdo mensuraveis. Agora
gostariamos de supor que exista um grupo de automorfismos U(#) de operadores atuando nas

fungoes L>(Q, X, p) tais que valha a seguinte igualdade abaixo:

G2n (@1, 01, o i, ) = / (U(62)p(01))- (U (6) 0l an) ) dp(0). (4.3)

Achamos que esta suposicao nao é totalmente artificial ou absurda, pois como se sabe,
existem modelos em teorias quanticas de campos cujas funcoes de Schwinger sao tais que existe

uma medida de probabilidade, y, em S'(R?) tal que para fi, ..., f, € Sr(R?*") temos que
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S(frfy) = / () p(f) dpl0).

Desta forma, vemos que o que estamos supondo é analogo, porém nao se “integrou” f em
todas as variaveis, ou seja, ¢, continua sendo uma variavel. Notemos, no entanto, que para
fazer esta suposi¢ao usamos a comutatividade dos termos (a, 8). Logo estamos nos restringindo
a0 caso bosonico.

Podemos ver agora que a suposi¢ao acima é coerente com o fato de o espaco de trajetoria

ser periddico pois:

/U(27T)[(U(ﬁl)w(al))---(U(9n)90(an))]dﬂ(<ﬂ) :/(U(27T+91)@(al))---(U(2W+9n)¢(an))]dﬂ(<ﬁ) =

Gor(a1,2m + 01, ..., an, 2T + 0,,) = Por(ay, b1, ..., an,0,) = /(U(Gl)w(al))...(U(Hn)w(an))d,u(@).

Logo U(2m) = id, em que id é a identidade e o espaco de trajetoria é periodico de periodo
2.
Da mesma forma, poderiamos supor a existéncia de um automorfismo R nas fungoes L™

tal que as funcoes a € S sao invariantes por R, ou seja, Ra = a. Este automorfismo seria tal
que U(—0)R = RU(6) e tal que

/RU(Q)gp(a)d,u = ¢or(a,—0). (4.4)

Estas propriedades parecem coerentes pois

/ U(—0) Re(a)dji = / U(—0)p(a)dp = dun(a, ) = / RU(0)p(a)dp.

Também vemos que é coerente pensar em U(f) e R como automorfismos, pois:

/ UO)[(U(01)¢(ar)).-(U(On)p(an))ldp(p) = /(U(9 +01)p(ar)). (U0 + 0n)p(an)))du(p) =

Gor(a1, 0+ 01,...; 00,0 + 0,) = Par(ar, 01, ..., an, 0n) = /(U(91)<p(a1))---(U(Hn)w(an))du(w)
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/ RI(U(02)p(ar)...(U (B )pla))dpa(p) = / (U(=02)0(a1)) (U (0, ) (@) dpa(0) =

Gor(ar, =01, ..., an, —0,) = Por(ay, b1, ..., an, 0,) = /(U(Gl)go(al))...(U(@n)w(an))du(w).

Logo é plausivel também pensar que ||U(0)F||; = ||F||1 e ||RF||1 = ||F||;. Isto é coerente
com os nossos resultados sobre estes operadores serem isometrias em LP.

Também podemos ver que no limite em que 6 vai a zero:

/{U(9)[(U(91)@(al))---(U(%)@(an))] = [(U(01)p(ar))...(U(0n)p(an))]}dulp) =

¢27r(a17 9 + 917 coey Qs 9 + 911) - ¢27r(a17 617 cory iy en) — 0.

Assim nos parece que U(6) é fortemente continuo.
Por fim, a ultima caracteristica que gostariamos de mostrar é que estas definicoes indicam

que valha a OS-positividade, pois se 6y, .., 0, € [0, 3/2] entao

/R[(U(Hl)w(a’{))---(U(9n)90(a§i))](U(91)@(al))---(U(%)w(an))du =

= ¢27r(a>j’[<7 _917 () ajw _ena ay, 917 ceey by en) = ¢27r(a17 917 ceey by Hnu CLT, 27‘-_917 . CL* 27T—9n) Z 0.

coy Wiy

Desta forma, permitimo-nos pensar que existe uma possibilidade de que tal operadores e
um tal espago de probabilidade sejam construidos e satisfacam 4.3.

De forma resumida, nossas conjecturas foram a existéncia de uma medida em S', com sua
algebra de Borel ¥, e de automorfismos U(f) e R em que satisfagam as equagoes 4.3 e 4.4.
Usamos em seguida as propriedades (P1) até (P4) da segdo 3.3 para argumentar que estas
propriedades sao andalogas as propriedades requeridas para definir um espago de trajetoria
generalizado. Assim achamos plausivel que com isto seja possivel aplicar o Teorema 4.3.1.3.

A seguir mostraremos como estas propriedades podem ser usadas para a construcao de um
sistema KMS.

4.3.2 O Teorema de reconstrucgao

Como vimos acima, parece-nos plausivel aplicar o Teorema 4.3.1.3. para o espago de trajetoria

S" definido acima. Uma vez que podemos aplica-lo, ainda que de forma nao completamente
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satisfatoria, vamos esbocar, sem entrar nas mindcias, como se obter o espaco de Hilbert fisico
e o sistema KMS estocasticamente positivo a partir de (Q, %, X0, U(t), R, 1), em que este é
um espaco de trajetoria generalizado OS-positivo e periodico de periodo 5. Vamos seguir aqui
|7, 15].

Consideremos o espaco de Hilbert L*(Q, 0,52, it), em que Yo g9 = Vte[0,6/2] U(t)Xg e o
operador Ejg g/ REj0 5/9 que é positivo (OS-positividade) e age neste espago. Agora podemos

definir um produto interno da seguinte forma para elementos em L*(Q, X9 g/2), 1)

(F.G)i= | RF)Gd = [ (B R T)Ga. (45)
Q Q

Podemos ver agora que este produto interno satisfaz (F, F') > 0 pois ((RF)*F) > 0 devido
a positividade OS (chamada de positividade por reflexdo em algumas referéncias). Também

vemos que (F, F') < ||F||z2, conforme se pode ver abaixo:

(F,F) = (R(F)F) = (FR(F)) < (JFR(F)|) < \/ / IF*|2du\/ / [RF[2dp < [|F||;

Na segunda igualdade usou-se o fato de R ser uma isometria. O espago de Hilbert fisico ser&
dado por H = completamento de L*(Q, X9 5/2), 1) /N, em que N ¢é o subespago dos vetores
G tais que (G,G) = 0. Se denotarmos por V a proje¢ao canonica de L*(Q,Xjo5/2], i) em
L*(Q, Yi0,8/2), 1) /N, podemos estendé-la unicamente a uma contragao. O espaco de Hilbert
L*(Q, Xp,5/9), i) /N serd o espago de Hilbert fisico e o vetor € := V(1) serd o vacuo. O passo
seguinte serd o de achar U. Estes operadores correspondem, de certa maneira, aos operadores

de multiplicagao por L>*(Q, X, pt). A seguir vamos enunciar o Teorema de Klein a este respeito:

TEOREMA 4.3.2.1 [15]: Para F € L*(Q, X592, 1) € [ € L=(Q, %o, 1) podemos definir o
operador f em H por fV(F) = V(fF). Este operador ¢ tal que ||f|| = ||f|lc. Além disto
U= {f7 feL®Q,%g, 1)} € uma dlgebra de von Neumann de operadores em H tendo 2 com

vetor separante.

O proximo passo é achar B e o operador de evolucao temporal. Basicamente o que se
mostrara é que U(t) pode agir em H de uma forma “candnica” e que ele é o operador de evolugao
temporal imaginaria. Para ver como isto funciona vamos primeiramente definir um semigrupo
local simétrico. Este semigrupo correspondera de certa forma a U(t) e de la obteremos suas

propriedades.

DEFINIGAO 4.3.2.2 [15]: Seja H um espago de Hilbert e T um nimero real > 0. Um
semigrupo simétrico local (P(t), Dy, T) € uma familia {P(t), D }cjo,r) de operadores lineares
P(t) e subespagos vetoriais D, de H tais que

(i) Do=H, D DDs se 0 <t <s<T eD=Uyct<rD; € denso em H.
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(i) P(t) : Dy — H € um operador linear e simétrico (ou seja, (u, P(t)v) = (P(t)u,v) para
todo u,v € Dy) em que P(0) =1 e P(s)D; C Dy—s para 0 < s <t <T e P(t)P(s) = P(t+s)
em Dy s para t,s,t +s € [0,7T).

(1ii) t — P(t) € fracamente continuo, isto €, parau € Dy e 0 <t < s 0 mapa t — (u, P(t)u)

€ continuo.

O fato crucial a respeito destes semigrupos locais é que o operador P(t) pode ser escrito

tL O operador L é auto-adjunto e sera o Lioviliano do sistema KMS. Para ser mais

t

como e

preciso vamos estabelecer a relagao entre P(t) e e~*% no Teorema abaixo:

TEOREMA 4.3.2.3 [15]: Seja (P(t), Dy, T') um semigrupo local simétrico em H. Entao existe
um unico operador auto-adjunto L em H tal que

(i) Dy C D(e7t), e7tp, = P(t) para 0 <t < T, ou seja, e X é uma extensio de P(t).

(ii) Do, = Upct<rr Uocs<t P(5)Dy € um niicleo para L para 0 <T' < T

Agora com a descricao dos operadores acima podemos estabelecer a relagao de U(t) e P(t).
O objetivo é mostrar que U(t) “age” em H como um semigrupo local simétrico. Vamos ini-
cialmente definir para 0 <t < 3/2 o subespaco M, := L*(Q, Ejo,5/2—4, 1) de L*(Q, X(0,5/2, 11)-
O subespaco D; acima sera dado por V(M;) e o operador P(s) agird em P(s) : Dy — D;_5 e
serd dado por P(s)V(F) = V(U(s)F). Assim vemos que o operador P(s) é, de certa forma, o
operador U(s) “agindo” em H. Para tornar toda idéia mais precisa vamos enunciar isto num

Teorema de [15] tal como estd enunciado em [7]:

TEOREMA 4.3.2.4 |7, 15]: Seja (Q, %, 30, U(t), R, 1) um espago de trajetorias OS-positivo
e de periodo 3. Definindo My := L*(Q, 0,52, it) para 0 <t < 3/2. Entao

(i) U(s): MyNN — M;_ NN para 0 < s <t < /2. Se D, :=V(M,), entao o operador
linear P(s) dado por:

Dy —  Dis
V(F) — V(U(s)F)
¢ bem definido. (Veja que a razao disto € que se V(F') = 0 entao (F, F) =0, logo (U(s)F,U(s)F) =
0 e assim P(s)V(F) = 0. Logo como P(s) € linear, ele estd bem definido.)
(11) (P(t), Dy, 3/2) € um semigrupo local simétrico.

P(s):

Conclui-se assim que existe um tnico operador auto-adjunto L tal que P(t)|p, = e 'L .

Além disto L) = 0.

Com estes resultados podemos definir B como a algebra de von Neumann gerada por
{eitl Ae=t; A € U, t € R}. O operador de evolugao temporal serd definido por 7;(A) =
e Ae="l para A em B. Com estas definicoes enfim consegue-se construir o sistema KMS

estocasticamente positivo tal qual vamos enunciar a seguir:
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TEOREMA 4.3.2.5 |7, 15]: Seja wg um estado em B definido por wo(B) = (2, BQ). Entao

(B, U, T,wq) € um sistema KMS estocasticamente positivo com periodo 3.

Um fato interessante provado por [15] se refere ao Teorema de Tomita-Takesaki. Com
os resultados deste artigo pode-se afirmar que o operador modular ¢ dado por A = efF e o
operador de conjugacdo é dado por JV(F) = V(Rg/,F), em que Ry := U(B/4)RU(—(/4) =
RU(=/2) = U(B/2)R.

Podemos agora relacionar o Teorema de reconstrucao com a discussao anterior do efeito
Unruh. Como vimos 14, o operador U(t) deve ser entendido como U(#) tal como definido
naquela secao, que por sua vez corresponde a uma rotacao de um angulo ¢ ao longo dos eixos x
e it. Como vimos nesta se¢ao o operador U(f) tem uma associagao “canonica” com o operador
P(0) que age em H = completamento de L*(Q, X052, 1) /N . No caso do efeito Unruh teriamos
8 =27, ja que o espago de trajetoria generalizado é 27-periddico naquele caso.

L6 "em que L & um operador auto-adjunto. Sabemos

Vimos assim que o operador P(f) = e
pelas discussoes na secoes anteriores que a rotagao por um angulo 6 ao longo dos eixos = e it
corresponde a um boost de Lorentz “complexo”. Assim se o boost de Lorentz na direcao x é
dado por t — tcoshT + xsinh7 e x — zcosh7 + tsinh 7, entao sua representacao no espaco
de Hilbert deve ser dado por um operador unitario e/™*. Se 7 for complexo, ou seja, 7 — —if

F9  Como esta complexificacdo corresponde

(o sinal - & apenas uma convengao), obtemos e
justamente a uma rotacao nos eixos x e it, concluimos que F' = L. Logo podemos interpretar
o operador L como o gerador dos boosts de Lorentz, no caso do efeito Unruh. A evolugao

Lt ou seja, corresponde aos boosts. Estes, como sabemos, correspondem

temporal é, entdo, e’
aos observadores uniformemente acelerados.

Concluimos assim que associado a evolucao temporal dada pelos boosts existe um estado
KMS. Do ponto de vista fisico podemos entender da seguinte forma. Sabemos que dadas as
fungoes de Schwinger, podemos reconstruir o espago de Hilbert fisico. Consideramos, para isto,

o espaco de Hilbert sendo dado por seqiiéncias:

f = (an fl(yl)’ Y fn(yla '-'>yn)a070a )

Ou seja, seqiiéncias com apenas finitos termos diferentes de 0 e tais que f; € Sy (RY), em
que este é o espaco de Schwartz das func¢oes com suporte em tempos positivos. Com seqiiéncias

desta forma, podemos definir um produto interno neste espaco dado por:

< [.9>"=>" Suim(0F; *x fun)
em que 0f, (t1, 21, ..., tn, ) = fu(—t1, T1, ..oy —tn, ) € f(t1, 21, ..., tn, T) é, por definicao, igual

a f,(tn, Zn, ..., t1,71). O espago de Hilbert fisico sera o completamento canoénico deste espago.
Notemos entao que esta expressao é analoga a 4.5, porém a reflexao é no tempo imaginério de ob-

servadores inerciais. O vacuo neste caso serd o vacuo da teoria de campos a temperatura 0, para
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observadores em referéncias inerciais. Assim vemos que o vacuo construido por observadores
inerciais é de temperatura 0, enquanto que o vacuo construido por observadores uniformemente
acelerados tem temperatura finita. Interpretamos assim que o vacuo de Minkowski visto por
observadores uniformemente acelerados é um estado de temperatura finita, ou seja, obtemos o

efeito Unruh.



Capitulo 5
Conclusao

No trabalho apresentado, buscamos fazer um panorama acerca do efeito Unruh mostrando
diferentes formas de entendé-lo. Basicamente foram estudadas trés explicagoes do efeito Unruh
para particulas bosonicas. Na primeira, o efeito foi estudado sob a perspectiva da teoria quantica
de campos tal qual ela é normalmente apresentada nos cursos de fisica. Esta visao se assemelha
bastante com a forma original que W.G. Unruh [32]| descobriu o efeito que leva seu nome. Na
segunda forma, procurou-se entender o efeito sobre um ponto de vista algébrico, baseando-se
basicamente no trabalho de G. Sewell [27]. Por fim propos-se uma nova estratégia para sua
compreensao, baseando-se em métodos Euclidianos de Teoria Quantica de Campos.

Em cada uma destas etapas foram estudadas certas caracteristicas inerentes a explicacao
considerada. Em cada uma destas explicagoes obtiveram-se pequenos resultados que, apesar
de em geral conhecidos, nem sempre sao facilmente encontrados.

Assim no primeiro ponto de vista estudado, buscou-se obter um panorama geral da quan-
tizacao em espacos curvos através do modelo de campo livre bosonico complexo. Também
comparamos o formalismo adotado com a forma de quantizar campos lineares estudada por
Dimock [3]. Como resultado deste estudo, procurou-se entender, ao menos de uma forma sim-
plificada, conceitos como o de hiperbolicidade global, isometrias em espacos-tempos etc, assim
como suas aplicagoes e importancia para a formulagao da teoria em espagos-tempos curvos.

Neste primeiro ponto de vista estudado, buscamos fazer contas explicitas dos resultados
necessarios para a explicacao do efeito. Assim mostramos explicitamente porque os boosts ou as
translagoes temporais correspondem a isometrias, assim como foram calculados explicitamente
os coeficientes de Bogoliubov, baseando-se nas notas das aulas do professor V. Mukhanov [20].
Acreditamos que esta seja uma forma importante de entender o problema, mesmo que para
fins de um trabalho de fisica-matematica, devido a semelhanca e suas relacoes com o que é
apreendido nos cursos de teoria de campos.

O segundo ponto de vista estudado é considerado uma forma "rigorosa'" de entender o
efeito. Ela de fato é, no sentido mateméatico, mais precisa que a anterior. Esta explicacao
requer um conhecimento mais profundo de algumas 4reas na matematica. Como conseqiiéncia,

foi realizado um estudo sobre fundamentos das algebras de operadores. O resumo dos fatos
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estudados mais importantes ao trabalho foi adicionado ao texto. Também adicionamos fatos
bésicos sobre a chamada teoria axiomatica de campos e uma descricao razoavelmente auto-
suficiente sobre estados de equilibrio. Nesta parte, aprendemos como fazer a descricao destes
estados e obtivemos demonstracoes de fatos conhecidos, mas que nao sao encontrados facilmente
nem de forma tao explicita na literatura como a mostrada.

Acreditamos que em relacdo a segunda parte houve um bom aproveitamento num nivel
iniciante. As provas completadas ou elaboradas no estudo dos estados KMS foram de um
nivel matematico razoavelmente elementar, no entanto elas sao extremamente importante para
qualquer aplicagao deste conceito (de estado KMS). Cremos também que a compreensao do
trabalho de G. Sewell e, portanto, do efeito foi bastante satisfatoria. Isto abre caminhos para
estudos das generalizagoes deste efeito feito também no trabalho de Sewell e mais recentemente
por Robert Wald e Bernard Kay [19]. Estas sdo generalizagoes mais complicadas que envolvem
o conceito de horizonte de Killing entre outras coisas. No entanto, pelo menos em relacao ao
trabalho de Wald e Kay, trata-se de um trabalho recente, mostrando o continuo interesse que
este efeito ainda desperta.

A terceira parte apresentou uma nova estratégia para demonstracao do efeito Unruh. Acre-
ditamos que ela forneceu um interessante ponto de vista acerca deste fenomeno fisico, partindo
de técnicas Euclidianas bastante tteis em teoria de campos.

O ponto de vista Euclidiano ¢ um caminho para uma compreensao de diversas teorias fisicas
e suas relagoes, tais quais as existentes entre mecanica estatistica classica e teorias quanticas de
campos. Ele também fornece um rico material matematico que envolve teoria de probabilidades,
processos estocasticos, entre outros, que tém uma importancia sozinha bastante grande.

Nesta terceira parte, procuramos estudar os fundamentos destas técnicas, além de outras
j& consagradas na fisica-matematica, tais como principios de andlise funcional além de algebra
de operadores. Cremos que foi possivel ter uma boa visao geral ao menos dos fundamentos
dessas areas de pesquisa. Isto permite uma maior perspectiva de aplicagoes no futuro. Deste
estudo se destacam as relacoes entre analise funcional e probabilidade. As relacoes mostradas
no trabalho sao conhecidas e utilizadas por diversos outros. No entanto, nao foi encontrada
uma referéncia que mostre todos os resultados apresentados. Algumas provas, portanto, sao
originais, embora seus resultados ja sejam conhecidos. Muitas provas foram refeitas também,
acrescentando mais detalhes.

Além dos fundamentos destas técnicas, foram estudados dois interessante artigos: do Klein-
Landau [15], com relativa profundidade e do Gérard-Jékel 7], de forma menos detalhada. Estes
artigos, além de fornecerem uma valiosa ilustracao das técnicas abordadas, abrem portas para
pesquisas bastante atuais. De acordo com Gérard-Jékel |7], a parte construtivista para campos
a temperaturas finitas, que usa muito das técnicas apresentadas, mal comegou, sendo algo ainda
a ser explorado.

Infelizmente, embora as técnicas apresentadas sejam bastante poderosas elas sao também

bastante complicadas, impedindo que as demonstragoes de efeitos de relevancia fisica, como o
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apresentado no trabalho, sejam levadas a cabo num nivel ainda iniciante. No entanto, é possivel
ter algumas idéias de como prosseguir para uma demonstragao completa do efeito, usando nossa
estratégia.

Inicialmente, um conhecimento mais profundo das técnicas citadas acima poderia facilitar
a aplicacao delas, além de permitir uma visao mais madura dos artigos estudados.

Mesmo com esta compreensao, devemos lembrar que os trabalhos [15, 7] ja partem de estados
KMS para campos livres, estados KMS quase-livres no caso de [7], e usam assim operadores
limitados para descrever o estado de equilibrio. Assim, seria interessante saber como os ope-
radores nao-limitados dos campos de Wightman se relacionam com os operadores limitados dos
estados de equilibrio. Ou, entao, saber como fazer a "Euclidianizacao" dos valores esperados da
algebra de Weyl dos operadores de campo, o que faria com que sempre utilizassemos operadores
limitados.

De qualquer maneira, o entendimento de qualquer um desses fatos levaria muito mais tempo
e extrapolaria as intengoes desta tese.

Em suma, acreditamos que o trabalho, embora incompleto no sentido de dar demonstracoes
até o fim, abre perspectivas bastante amplas. Ele fornece trés perspectivas de um mesmo efeito,
abordando em cada uma delas aspectos fundamentais da teoria. Além disto acreditamos que

fornece uma estratégia estimulante para a compreensao do efeito fisico estudado.
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