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1Resumo
Neste trabalho nós propomos uma estratégia Euclidiana para entender o efeito Unruh. Comeste objetivo, nós inicialmente o estudamos para campos livres escalares sem massa, numa formaque é normalmente apresentada aos físicos e que é mais próxima ao trabalho original de Unruh[32].Logo em seguida, deduzimos o efeito de um ponto de vista algébrico. Com este objetivo,estudamos as propriedades e as de�nições de estados KMS para compreender como um es-tado de equilíbrio é descrito na abordagem algébrica. Apresentamos os axiomas de Wightmanpara campos escalares assim como os de Osterwalder-Schrader. Usamos, então, o Teorema deBisognano-Wichmann para estes campos e concluímos, baseados no trabalho de Sewell [27],que um observador uniformemente acelerado vê o estado de vácuo dos observadores inerciaiscomo um estado KMS, e portanto, como um estado de equilíbrio. Novamente, concluímos aexistência do efeito Unruh.Finalmente estudamos algumas relações entre probabilidade e análise funcional. Este estudoé fundamental para o entendimento do trabalho de Klein e Landau [15] e de Gérard e Jäkel[7]. Estes trabalhos a�rmam que existe uma relação biunívoca entre certos estados KMS ecertos processos estocásticos (Klein e Landau) e uma relação entre certos processos estocásticose espaços de trajetórias generalizados (Gérard e Jäkel). Usando estes trabalhos e as funções deSchwinger para campos escalares, deduzimos o efeito Unruh de uma nova maneira.Acreditamos que este trabalho mostra um ponto de vista interessante do efeito Unruh eilustra o uso do formalismo Euclidiano em teorias quânticas dos campos. Mesmo que algumasdemonstrações para uma prova completa do efeito, usando técnicas Euclidianas, não são obti-das, devido às di�culdades técnicas encontradas, acreditamos que o material apresentado nestetrabalho fornece, no mínimo, uma boa estratégia para a compreensão completa deste fenômenofísico. Além disto, as técnicas que são mostradas podem ser usadas em diversos problemas,como a construção de campos interagentes a uma temperatura �nita, que permanecem atuaise promissores.



2Abstract
This paper proposes a Euclidean strategy to understand the Unruh e�ect. On that groundwe �rst study it for free massless scalar �elds the way it is usually presented to physicists, whichis closer to Unruh's original work [32].Then we infer the e�ect from an algebraic perspective. We study the proprieties and de�-nitions of KMS states in order to understand the description of an equilibrium state in thealgebraic approach. We present the Wightman's as well as Osterwalder-Schrader's axioms forscalar �elds. Then we use the Bisognano-Wichmann theorem for these �elds and conclude,based on Sewell work [27], that a uniformly accelerated observer will observe the vacuum stateof inertial observers as a KMS state and thus as an equilibrium state. Once again we infer theexistence of the Unruh e�ect.Finally we study some relations between probability and functional analysis. This study iscrucial for understanding the work of Klein and Landau [15] as well as of Gérard and Jäkel [7].They state there is a biunivocal relation between certain KMS states and certain stochasticprocesses (Klein and Landau) and a relation between certain stochastic processes and gener-alized path spaces (Gérard and Jäkel). Using these works and Schwinger functions for scalar�elds, we deduce the Unruh e�ect in a new way.We believe this work shows an interesting aspect of the Unruh e�ect and represents theuse of Euclidean formalism in quantum �eld theory. Although some demonstrations for a com-plete proof of the Unruh e�ect using Euclidean techniques were not obtained due to technicaldi�culties we faced, we believe the material presented in this paper provides at least a goodstrategy for the complete understanding of this physical phenomenon. Furthermore the tech-niques shown, which remain current and promising, can be used in di�erent problems, such asthe construction of interacting �elds at a �nite temperature.
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Capítulo 1IntroduçãoDentre as diversas formulações da teoria quântica dos campos, as chamadas teoria axiomática eteoria quântica local ou algébrica têm a vantagem de permitir um estudo de propriedades gerais,independente de modelos e aproximações. As aplicações dos métodos algébricos utilizadasnestas duas abordagens permitem criar uma estrutura rigorosa para a formulação tanto dateoria quântica dos campos quanto da mecânica estatística quântica.Neste trabalho, usaremos a estrutura algébrica para o estudo do efeito Unruh. O efeitoUnruh se insere no contexto da teoria quântica de campos em espaços curvos. Historicamente,de acordo com Robert Wald [34], o estudo da teoria de campos em espaços curvos iniciou-seno �nal dos anos 60. O estímulo inicial destes trabalhos foi o estudo da criação de partículasproduzidas pela expansão do universo no período próximo ao �Big Bang�. A estrutura dateoria apareceu para analisar estes fenômenos com o trabalho de Parker [25] entre outros. Logoapós, um grande impulso foi recebido na década de 70 graças a descoberta, feita pelo físicoStephen Hawking [23] em 1975, de que os buracos negros irradiam tais como corpos negrosdevido a criação de partículas. Este efeito passou a ser chamado de efeito Hawking. Após essadescoberta, numa tentativa de ganhar uma intuição maior sobre ela e compreendê-la melhor, foidescoberto o efeito Unruh [32] em 1976, que será estudado nesta dissertação. Em termos nãotão precisos, este efeito a�rma que um observador uniformemente acelerado sente-se imerso numbanho térmico, quando o campo quântico está no estado de vácuo em relação aos referenciaisinerciais. Esses assuntos geraram, na década de 70, uma grande quantidade de estudos.A formulação rigorosa da teoria de campos em espaços curvos utiliza-se dos métodos al-gébricos citados anteriormente, em especial da abordagem algébrica iniciada por Haag e Kastler[22]. No caso do efeito Unruh uma explicação mais rigorosa já existia antes mesmo de Unruhdescobri-lo. Em [9, 10], Bisognano e Wichmann já mostravam que, para campos restritos àcunha de Rindler, {(ct, x, y, z) ∈ R4; x > c|t|} (c é a velocidade da luz), o estado de vácuo dosobservadores inerciais é um estado KMS em relação aos observadores uniformemente acelerados(que correspondem ao boost de Lorentz). Apesar deste artigo já conter o resultado matemáticoanterior, os autores não notaram (ou ao menos não deixaram explícito) o efeito físico que esteresultado implicava. Foi só com o trabalho de Sewell [27] que o trabalho de Bisognano e Wich-5



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 6mann [9, 10] foi usado para estabelecer uma formulação mais precisa, matematicamente, doefeito Unruh.A abordagem algébrica devido a Haag e Kastler (entre outros) surgiu ao longo dos anos60 na mesma época em que surgia os chamados axiomas de Wightman, ou seja, a formulaçãoaxiomática da teoria de campos. Como conseqüência destes trabalhos, surgiram problemascomo o de construir campos quânticos não-triviais que satis�zessem os axiomas de Wightmane, junto com estas questões, a formulação Euclidiana da teoria de campos. Em termos beminformais, a formulação da teoria de campos na forma Euclidiana corresponde à troca do temporeal por um imaginário t → it, substituindo-se, desta forma, o espaço de Minkowski peloEuclidiano.A formulação Euclidiana também mostrou que existem relações entre a teoria quântica decampos e a mecânica estatística clássica, ao tornar evidente que o problema da construção decampos interagentes é essencialmente reduzido a um problema de mecânica estatística (videpor exemplo [28]). Dentre os trabalhos desta natureza se destacam vários autores. Num destesartigos, escrito por Abel Klein e Lawrence Landau [15], se estabelece uma relação biunívocaentre certos estados KMS e certos processos estocásticos. Este trabalho tem o mesmo espíritode relacionar métodos de teorias quânticas (álgebras não-comutativas, tais como álgebras devon Neumann e estados KMS) com métodos mais usuais em mecânica estatística (álgebrascomutativas, tais como funções de um processo estocástico). Ele permite assim estudar per-turbações de certos estados KMS. O mais curioso, para nós pelo menos, é que este trabalhopermite a construção de estados de temperatura �nita e não-nula de campos quânticos tal qualfoi mostrado por Gérard e Jäkel [7].O interessante nestes dois artigos é que, para alguns resultados do trabalho [15], basta quetenhamos um espaço de trajetória generalizado tal como mostrado em [7]. Este último trabalhoestabelece uma relação biunívoca entre espaços de trajetória generalizados e os mesmos tiposde estados KMS apresentados no trabalho de [15]. O espaço de trajetória generalizado a quenos referimos é análogo ao espaço de trajetória encontrado em textos como o do Barry Simon[28].Acredita-se que se possa usar as idéias contidas nestes dois artigos a �m de demonstrar oefeito Unruh de forma alternativa.A idéia é mostrar que o campo livre Euclidiano pode ser descrito por meio de um espaçode trajetória generalizado se tomarmos como tempo Euclidiano a rotação τ ao longo dos eixos
x e it. Esta rotação, como se sabe, corresponde ao boost de Lorentz �Euclidianizado�, ou seja,ao invés de uma �rotação� de ct → ct cosh τ + x sinh τ e x → x cosh τ + ct sinh τ no espaço deMinkowski, temos uma �rotação� por iτ no espaço Euclidiano: ict → ict cos(τ) + ix sin(τ) e
x → x cos(τ) − ct sin(τ). Logo o tempo Euclidiano, tomado como a rotação de um ângulo τ ,corresponde ao tempo Euclidiano de um observador uniformemente acelerado (já que para este,o tempo real é proporcional a τ do boost de Lorentz). Se estabelecermos esta conexão podemosusar o Teorema de [15] e associar o espaço de trajetória generalizado a um estado KMS, cuja



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 7evolução temporal Euclidiana é dada por τ e, portanto, cuja evolução temporal real é dada pelotempo próprio de observadores uniformemente acelerados. Concluiremos assim que ao campoquântico, visto por um observador uniformemente acelerado, corresponde a um estado KMS.Dessa forma obtemos uma nova explicação do efeito Unruh.No trabalho apresentado nesta tese não se chegará a fazer a demonstração alternativa,apenas esboçaremos qual é a estratégia para tanto. O que será apresentado é, inicialmente,o efeito Unruh do ponto de vista informal (ou seja, do ponto de vista da teoria de campostal como ela é apresentada usualmente em cursos de física) e que de certa forma se assemelhamais com o trabalho original de Unruh [32]. Isto será feito no capítulo 2, juntamente com umadescrição (bem pouco rigorosa) da formulação da teoria de campos em espaços curvos e umaprova da relação entre os boosts de Lorentz e observadores uniformemente acelerados. Isto tudoserá feito para o caso de bósons.No capítulo 3, mostraremos o efeito Unruh do ponto de vista de Sewell [27]. Este ponto devista é matematicamente mais preciso e será mostrado junto com uma discussão dos axiomas deWightman e sua Euclidianização (axiomas de Osterwalder-Schrader). Também apresentaremosuma discussão dos estados KMS que serão essenciais para este ponto de vista mais rigoroso.Nestas discussões pretendemos apresentar algumas demonstrações de fatos básicos conhecidos,porém não encontrados facilmente na literatura.Por �m, no capítulo 4 esboçaremos a nova estratégia para explicar o efeito Unruh. Assim,começaremos explicando algumas relações entre análise funcional e teoria de probabilidadeque será essencial para compreendermos os trabalhos de [15, 7]. Novamente os resultadosapresentados nesta seção são certamente conhecidos, porém muitas das demonstrações nãoforam encontradas na literatura. Após fazer estas explicações, descreveremos o trabalho deKlein e Landau [15] e o trabalho de Christian Gérard e Christian Jäkel [7]. Mostraremos,en�m, como os dois trabalhos se relacionam e qual seria um possível procedimento para fazeruma demonstração alternativa do efeito Unruh para partículas bosônicas.Durante o trabalho usaremos, em geral, unidades de velocidade da luz e constante de Planckcomo sendo c = 1 e ~ = 1. Esta convenção não será respeitada apenas em algumas partes,quando gostaríamos de deixar estas constantes explícitas.



Capítulo 2O efeito Unruh: ponto de vista informalNeste capítulo vamos fazer um breve apanhado, sem muita preocupação com o rigor matemático,de como formular a teoria quântica dos campos em espaços curvos. Basearemos o texto prin-cipalmente no livro de Birrel e Davies [16]. Vamos nos concentrar particularmente nos camposlivres e bosônicos, ou seja, que satisfazem a equação de Klein-Gordon. Inicialmente faremosum breve apanhado do signi�cado de isometrias em espaços-tempos, a �m de relacioná-lo coma interpretação de partícula. Relacionaremos um tipo de isometria do espaço de Minkowski, ados boosts de Lorentz, com os observadores uniformemente acelerados.A seguir, lembraremos a quantização canônica em espaços de Minkowski. Então, adaptare-mos esta quantização aos espaços globalmente hiperbólicos e mostraremos como se relacionamos vácuos obtidos devido a quantizações diferentes em um mesmo espaço-tempo, obtendo oscoe�cientes de Bogolubov. Por �m, usaremos estes coe�cientes para relacionar o vácuo dos ob-servadores uniformemente acelerados com os observadores em um referencial inercial, obtendoo efeito Unruh, baseando-se principalmente em [20] para esta parte.2.1 Efeito Unruh e referenciais aceleradosEstaremos interessados em estudar nesta seção a teoria de campos em espaços curvos. Estateoria, embora quântica, trata o espaço-tempo classicamente. Assim descreveremos o espaço-tempo (M, gµν) como sendo M uma variedade diferenciável C∞ quadridimensional e gµν umamétrica Lorentziana com assinatura (+ − −−). É neste espaço-tempo onde se constroem oscampos de matéria quânticos.Ao fazermos a quantização de campos nestes espaços-tempos curvos arbitrários, fatoresnovos aparecem que não eram aparentes na teoria de campos no espaço de Minkowski. Percebe-mos, por exemplo, que nem sempre é possível obter uma interpretação precisa do conceito departícula. Um pré-requisito para que possamos atribuir uma de�nição de partícula é a existên-cia de um campo de Killing global tipo tempo. A idéia é, ao quantizar um campo, considerarsoluções de freqüência positiva em relação a um campo de Killing, que fará o papel de trajetóriados observadores sobre a qual o conceito de partícula se aplica.8



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 9Passemos agora a explicar o que é este campo de Killing global (baseado no livro do Wald[33]). Dado um espaço-tempo (M, gµν), chamamos de grupo uniparamétrico um conjunto defunções {φt}t∈R tais que φt : R×M → M são funções C∞ cuja sua restrição a cada valor t em
R é um difeomor�smo de M em M. Estas funções devem satisfazer a propriedade φt ◦φs = φt+s,o que implica que φ0 = id, em que id é a função identidade.Dizemos que este grupo uniparamétrico é uma isometria se φ∗

tgµν = gµν . Em termos decomponentes isto pode ser visto da seguinte forma. Vamos considerar um ponto p ∈ M , {xµ}um sistemas de coordenadas de p e {yµ} um sistema de coordenadas de φt(p), os quais satisfazem
yµ = φt(x

µ). Então temos uma isometria se, e somente se,
gµν(y)

∂yµ

∂xσ

∂yν

∂xρ
= gσρ(x). (2.1)Associado a cada grupo uniparamétrico existe um campo de vetores ξ, chamado de gerador,tal que ξ em um ponto p ∈M é a tangente da curva φt(p) : R→M (da mesma forma associadoa cada campo de vetores in�nitamente diferenciáveis, temos um grupo uniparamétrico). Se ogrupo uniparamétrico é de isometrias, chamamos o campo de vetores gerador de campo deKilling.A partir destas de�nições podemos de�nir um espaço-tempo que possui um campo de Killingglobal de tipo tempo como sendo um espaço-tempo que possui um grupo uniparamétrico deisometrias cujo campo de vetores gerador, campo de Killing, é um campo de vetores tipo tempo.Como aplicação deste conceito, podemos ter no espaço-tempo de Minkowski tanto umgrupo uniparamétrico de isometrias dado por translações temporais como dado pelos boosts deLorentz. Vamos, então, ver porque estes grupos uniparamétricos correspondem a isometrias.O grupo uniparamétrico de translações temporais é dado por funções da forma φτ (t, x, y, z) =

(t+τ, x, y, z). Desta forma vemos que, na notação acima, para um ponto p = (t, x, y, z) as coor-denadas yµ de φτ (p) serão dadas por (t+ τ, x, y, z) e assim ∂yµ

∂xν = δµ
ν e, portanto, evidentementea equação 2.1 é satisfeita. Também podemos notar que d

dτ
φτ (p) = (1, 0, 0, 0). Logo o vetorgerador ξ das translações temporais é de tipo tempo. Concluímos assim que as translaçõestemporais correspondem a um grupo uniparamétrico de isometrias com vetor de Killing tipotempo. Assim, o espaço-tempo de Minkowski possui um campo global de Killing tipo tempodado pelas translações temporais.Quanto ao grupo uniparamétrico de isometrias de boosts de Lorentz, vamos nos restringirao caso em que os boosts ocorrem na direção x. O grupo uniparamétrico será dado então por

φτ (t, x, y, z) = (t cosh τ + x sinh τ, x cosh τ + t sinh τ, y, z). Assim obtemos que:
∂yµ

∂xν
=













cosh τ sinh τ 0 0

sinh τ cosh τ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













= Λ(τ)µ
ν .



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 10Como Λ(τ)µ
ν é uma transformação e Lorentz correspondente aos boosts, a equação 2.1 podeser escrita da forma:

gµν(y)
∂yµ

∂xσ

∂yν

∂xρ
= gµν(y)Λ(τ)µ

σΛ(τ)µ
ρ = gσρ(x).Logo concluímos que o boost na direção x é um grupo uniparamétrico de isometrias.Para obter o campo gerador basta notar que d

dτ
φτ (t, x, y, z) = (t sinh τ + x cosh τ, x sinh τ +

t cosh τ, 0, 0). Notamos que o quadrado (na métrica de Lorentz) deste vetor é x2− t2. Portantono espaço de Rindler, ou cunha de Rindler, R = {(t, x, y, z) ∈ R4; |t| < x}, o campo de Killingé tipo tempo. Assim podemos dizer que o espaço de Rindler é um espaço-tempo que possui umcampo global de Killing tipo tempo dado pelos boosts de Lorentz.Se �zermos a quantização do campo, utilizando como tempo as translações temporais, obte-mos a interpretação de partículas convencional. Se �zermos a quantização do campo restritoà cunha de Rindler utilizando como tempo os boosts de Lorentz na direção x, obtém-se a in-terpretação das chamadas partículas de Rindler. O �tempo� dado como sendo os boosts deLorentz têm a interpretação de ser o tempo tal qual visto por um observador uniformementeacelerado (o tempo próprio). Uma explicação de como fazer a quantização nestes casos, semmuita preocupação com o rigor matemático, pode ser vista na seção 1.2.Seguindo este raciocínio, pode-se dizer que o efeito Unruh a�rma, de forma bastante curta,que um observador uniformemente acelerado, com aceleração própria ω e estando no vácuode observadores inerciais, detecta um banho térmico de partículas elementares de Rindler àtemperatura TU = ~ω
2πkc

.Para entender a formalização deste resultado vamos inicialmente entender um fato simplese básico na discussão acima: Os boosts de Lorentz na direção x, t → t cosh τ + x sinh τ e
x → x cosh τ + t sinh τ , restritos à cunha de Rindler correspondem a translações temporais
τ → τ + cte (tempo próprio) para observadores uniformemente acelerados, particularmentesoluções em que xµ(0) = (0, c2

ω
, 0, 0) e dxµ

ds
(0) = (1, 0, 0, 0) (veja notação abaixo) em que ω é aaceleração da partícula nos referenciais instantaneamente parados. Seguiremos aqui os passosde Landau e Lifschitz [11].Vamos, agora, usar unidades com a velocidade da luz c ao invés de 1, a �m de entendê-lasmelhor.Seja (ct, x, y, z) uma parametrização do espaço de Minkowski num referencial inercial. Seja

τ = s
c
o tempo próprio do observador que se relaciona com t por ds

dt
= c

√

1− v2

c2
. De�noas quadrivelocidades e quadriaceleração por vµ = dxµ

ds
e ωµ = d2xµ

ds2 . Assim vµ = dxµ

ds
=

( 1
√

1− v2

c2

, v

c
√

1− v2

c2

). Vemos assim que vµvµ = gµν
dxµ

ds
dxν

ds
= 1. Derivando esta relação em s obtemos

vµωµ = gµν
dxµ

ds
d2xν

ds2 = 0.Como estamos interessados numa aceleração uniforme ao longo do eixo x, temos que emrelação ao tempo próprio xµ(τ) = (ct(τ), x(τ), y, z), em que y e z são constantes. Como a ace-leração é uniforme, gostaríamos que ao longo de qualquer referencial inercial instantaneamente



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 11parado, ou seja, de velocidade nula em relação ao observador, tivéssemos ωµ = (0, ω
c2
, 0, 0)em que ω é a aceleração e é constante (uniforme). Logo, nestes referenciais (e em todos osreferenciais inerciais por conseqüência) temos que ωµωµ = −ω2

c4
, o que implica:

ωµωµ =
1

c2 − v2









d

dt

1
√

1− v2

c2





2

−





d

dt

v

c
√

1− v2

c2





2

 = −ω
2

c2
. (2.2)Usando vµωµ = 0, obtemos a relação:

d

dt

1
√

1− v2

c2

=
v

c

d

dt

v

c
√

1− v2

c2

.Substituindo a relação acima em 2.2, obtemos:
d

dt

v

c
√

1− v2

c2

=
ω

c
.Usando a condição inicial v(0) = 0, chegamos à:

v
√

1− v2

c2

= ωt ∴ v =
ωt

√

1 + ω2t2

c2

.Usando novamente as condições iniciais em que x(0) = c2

ω
obtemos:

x(t) =
c2

ω
+

∫ t

0

ωy
√

1 + ω2

c2
y2

dy =
c2

ω

√

1 +
ω2

c2
t2.A função t(τ), em que τ é o tempo próprio pode ser calculada por

τ =

∫ t

0

√

1− v(t′)2

c2
dt′ =

∫ t

0

1
√

1 + ω2y2

c2

dy =
c

ω
arcsinh(

ω

c
t).Isolando, obtemos o resultado principal xµ(τ) = ( c2

ω
sinh(ω

c
τ), c2

ω
cosh(ωτ

c
), y, z).Assim se parametrizarmos o espaço de Rindler R por:

ct = ξ sinh T

x = ξ coshT

y = y

z = z

.Concluímos, comparando as expressões, que ξ = c2

ω
e T = ωτ

c
. Logo as trajetórias com ξconstante correspondem a trajetórias uniformemente aceleradas com aceleração ω = c2

ξ
e tempopróprio dado por τ = c

ω
T .Se parametrizarmos o espaço de Rindler R por:
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ct =

1

a
eaξ sinh(aη) x =

1

a
eaξ cosh(aη).Em que a > 0 é uma constante, obtemos 1

a
eaξ = c2

ω
, assim ω = c2ae−aξ. Também obtemos

aη = ω
c
τ , assim τ = η

c
eaξ. Estas duas parametrizações do espaço de Rindler foram expostasaqui porque serão usadas a seguir, na explicação do efeito Unruh.2.2 Efeito Unruh: ponto de vista informalNesta seção faremos uma exempli�cação do efeito Unruh para campos escalares de um pontode vista informal. Para tanto, seguiremos de perto a referência [16]. A proposta será apresentarum resumo da quantização de campos escalares para espaços de Minkowski e, então, mostrarcomo se quantiza em espaços-tempos globalmente hiperbólicos. Ilustraremos assim o uso dogrupo uniparamétrico de isometrias com campo de vetores de Killing globalmente tipo tempo.Mostraremos com isto uma segunda forma de quantizar o campo em espaços de Minkowskipara então comparar o vácuo das duas formas de quantização.2.2.1 A quantização canônica do campo escalar livre no espaço deMinkowskiInicialmente vamos começar com um breve resumo da quantização canônica em espaços deMinkowski. A idéia é quantizar um campo escalar livre real, que pode ou não ter massa, quesatisfaça a equação de Klein-Gordon (para m ≥ 0), ou seja,

(� +m2)φ = 0.Lembrando que esta equação pode ser obtida de um ponto de vista variacional fazendo avariação do funcional ação S e igualando esta variação a 0, δS = 0. O funcional ação no casoé dado por:
S =

∫

L(x)dnx =
1

2

∫
(

ηαβ ∂φ

∂αx

∂φ

∂βx
−m2φ2

)

dnx.Um conjunto de soluções para a equação de Klein-Gordon pode ser dada por:
u~k(t, ~x) =

1
√

2ω(2π)n−1
ei~k.~x−iωt,em que ω =

√
k2 +m2 e k = |~k| =

√

k2
1 + ...+ k2

n−1 para ki ∈ R .Estas soluções são autovetores do operador de derivação temporal, isto é,
∂

∂t
u~k(t, ~x) = −iωu~k(t, ~x).
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(φ1, φ2) = −i

∫

{φ1(x)[∂tφ
∗
2(x)]− [∂tφ1(x)]φ

∗
2(x)}dxn−1 ≡ −i

∫

φ1(x)
←→
∂t φ

∗
2(x)d

n−1x.Concluiremos que (u~k, u~k′) = δn−1(~k − ~k′). Se preferirmos fazer a quantização numa caixaao invés do espaço de Minkowski inteiro, ou seja, num conjunto R × [−L
2
, L

2
]n−1, poderíamosescolher as funções como sendo dadas por:

u~k(~x, t) =
1√

2Ln−1ω
ei~k.~x−iωt.Sendo ki = 2πn

L
, n ∈ N. Neste caso a normalização �ca (u~k, u~k′) = δ~k~k

′ . Como esta é umabase completa podemos escrever o campo como:
φ(t, ~x) =

∑

~k

[a~ku~k(t, ~x) + a†~ku
∗
~k
(t, ~x)].A quantização ocorre no momento em que impomos que φ, π, a~k, a

†
~k
, em que π(t, ~x) =

∂L
∂(∂tφ)

= ∂tφ, são operadores que satisfazem as relações de comutação para tempo iguais:
[φ(t, ~x), φ(t, ~x′)] = 0 [π(t, ~x), π(t, ~x′)] = 0 [φ(t, ~x), π(t, ~x′)] = iδn−1(~x− ~x′). (2.3)Estas relações equivalem a:

[a~k, a~k′] = 0 [a†~k, a
†
~k′

] = 0 [a~k, a
†
~k′

] = δ~k~k′.Estes operadores são pensados como atuando em um espaço de Fock simétrico construídoa partir de um espaço de Hilbert H. Tomaremos o espaço H como sendo o completamento doespaço de vetorial das combinações lineares das funções u~k no produto interno (., .). As funções
u~k são neste caso uma base deste espaço como mostra a proposição abaixo:Proposição 2.2.1.1: Seja um espaço vetorial E com produto interno e formado por com-binações lineares de elementos {fj}j∈N, em que fj são elementos ortonormais. Então {fj}j∈Né uma base do espaço de Hilbert construído a partir do completamento canônico de E , E.Prova: No completamento canônico temos que E é denso em E e {fj}j∈N continua sendoortonormal (E e {fj}j∈N visto como os elementos correspondentes em E , lembrando que nocompletamento canônico existe uma isometria entre E e E) . Logo se existe um vetor g 6= 0 queé ortogonal a qualquer fj concluímos que g é ortogonal a E e, portanto, E não é denso. Obtemos,então, uma contradição. Assim {fj}j∈N é um conjunto maximal de elementos ortogonais e, destaforma, uma base.�O espaço de Fock, construído a partir de um espaço de Hilbert H, será denotado por F(H)
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F(H) = C⊕

∞
⊕

k=1

H(n),para H(n) de�nido como H(n) = ⊗n
k=1H, ou seja, o produto tensorial de n cópias de H. Aovetor 1⊕ 0⊕ (0⊗ 0)⊕ ... damos o nome de vácuo e denotamo-lo, em geral, por |0 > . Em cadaum dos espaços H(n) pode-se construir o operador de simetrização por:

S(n)(f1 ⊗ ...⊗ fn) =
1

n!

∑

π

fπ1 ⊗ ...⊗ fπn
,a soma sendo feita para todas as permutações, π, do conjunto {1, ..., n}. Este operador desimetrização pode ser expandido por linearidade e depois pelo Teorema BLT [6], já que écontínuo e densamente de�nido, a todo o espaço H. Pode-se veri�car que o operador S(n) assimde�nido é um operador de projeção ortogonal. Dizemos que o subespaço fechado dado pelaimagem de S(n) é o espaço dos estados bosônicos da teoria.O subespaço dos estados bosônicos do espaço de Fock será de�nido como o subespaçoprojetado por S = ⊕∞

n=0S
(n). Este subespaço é chamado de espaço de Fock simétrico e é,evidentemente, também um espaço de Hilbert. Ele é o espaço dos estados de uma teoriabosônica tal como a descrita nesta seção.Com estas de�nições, os operadores a~k e a†~k serão pensados agora como operadores de criaçãoe aniquilação no espaço de Fock simétrico de�nidos como:

a~k = Sa(~k)S a†~k = Sa†(~k)SOs operadores a(~k) e a†(~k) são de�nidos em H(n) como:
a(~k)f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fn = n

1
2 (u~k, f1)f2 ⊗ ...⊗ fn

a†(~k)f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fn = (n+ 1)
1
2u~k ⊗ f1 ⊗ ...⊗ fnem que f1 ⊗ ... ⊗ fn ∈ H(n). A partir destas de�nições obtemos as relações de comutaçãocanônicas dadas anteriormente.2.2.2 A quantização canônica do campo escalar em espaços global-mente hiperbólicos.Consideraremos agora a quantização em espaços-tempos mais gerais (conforme Birrel-Davies[16]). Vamos considerar o espaço-tempo como uma variedade C∞, n-dimensional em que estáde�nida uma métrica gµν Lorentziana como já foi dito anteriormente. Além disto, vamostrabalhar apenas com espaços-tempos globalmente hiperbólicos. É conveniente, portanto, que



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 15gastemos algumas linhas de�nindo estes espaços (tal qual feito em [33]).Num espaço-tempo dizemos que um ponto é um ponto �nal futuro de uma curva λ : R→Mse, para qualquer vizinhança Op de p, existe um t0 ∈ R tal que λ(t) ∈ Op para t > t0. A curvaé inextensível ao futuro se não tem nenhum ponto �nal no futuro. De forma completamenteanálogo se de�ne uma curva inextensível ao passado.A partir deste conceito, podemos de�nir o domínio de dependência de um conjunto fechadoe acronal, S, (ou seja, tal que não existe uma curva tipo tempo ligando dois de seus pontos) daseguinte forma:
D+(S) = {p ∈M ; toda curva inextensível ao passado que passa por p intersecta S}Novamente, de forma análoga de�ni-se D−(S). Dizemos que um conjunto fechado e acronalé uma superfície de Cauchy se M = D+(S) ∪ D−(S). Pode-se mostrar que uma superfíciede Cauchy é uma subvariedade contínua e que todo subespaço que contém uma superfíciede Cauchy contém in�nitas outras, podendo ser folheado por elas. Desta forma, existe umafunção f : M → R tal que f−1(t) é superfície de Cauchy para qualquer que seja t ∈ R. Umespaço-tempo que possui uma superfície de Cauchy é chamado espaço globalmente hiperbólico.Para estes espaços-tempos consideraremos a ação do campo escalar livre dada por:

S =
1

2

∫

[−g(x)] 1
2{gµν(x)φ(x),µ φ(x),ν −[m2 + ξR(x)]φ2(x)}dnx.A variação desta ação nos dá a equação:
[�x +m2 + ξR(x)]φ(x) = 0.De forma completamente análoga ao espaço de Minkowski, de�niremos um produto internopara as soluções da equação acima como:

(φ1, φ2) = −i
∫

Σ

φ1(x)
←→
∂µφ

∗
2(x)[−gΣ(x)]

1
2dΣµ. (2.4)Em que dΣµ = nµdΣ, sendo nµ um vetor unitário dirigido ao futuro ortogonal à Σ (super-fície de Cauchy) e dΣ é um elemento de volume da superfície de Cauchy. O produto internoacima independe da superfície de Cauchy, Σ, tomada, assim como a álgebra dos operadores dosobserváveis também independerá, como será visto na seção 2.2.2.1.Prova-se (de acordo com [16]) que, para estes espaços-tempos, existem bases completas desoluções da equação de onda {ui}. Notemos, no entanto, que nem sempre estas funções sãonormalizadas e as somas abaixo muitas vezes deveriam ser substituídas por integrais. Umprocedimento mais preciso para a quantização será mostrado numa seção posterior.Estas soluções satisfazem as relações:
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(ui, uj) = δij , (u∗i , u

∗
j) = −δij , (u∗i , uj) = 0.Novamente as funções de onda podem ser escritas como

φ(x) =
∑

i

[aiui(x) + a†iu
∗
i (x)]. (2.5)Agora, basta fazer a quantização canônica, ou seja, considerar o espaço de Hilbert H comosendo o completamento canônico do espaço vetorial das combinações lineares de uj com oproduto interno de�nido anteriormente e de�nir o espaço de Fock simétrico construído a partirde H, com seus operadores de criação e aniquilação ai e a†i satisfazendo:

[ai, aj] = 0 , [a†i , a
†
j] = 0 , [ai, a

†
j] = δij . (2.6)Se tivermos uma outra base de soluções {ui} podemos escrever a função de onda como:

φ(x) =
∑

j

[aiui(x) + a†iu
∗
i (x)].Podemos fazer a quantização canônica a partir daí. Note que, devido a completeza da base,podemos escrever ui como:

uj =
∑

i

(αjiui + βjiu
∗
i ).Levando em conta as relações de ortogonalidade de ui e que o produto interno, tal como foiconstruído, é linear na primeira entrada e anti-linear na segunda variável obtemos:

uj =
∑

i

[(uj, ui)ui − (uj , u
∗
i )u

∗
i ].Logo concluímos que αij = (ui, uj) e βij = −(ui, u

∗
j). Da mesma forma, mostra-se que

ui =
∑

j

[α∗
jiuj − βjiu

∗
j ] =

∑

j

[(ui, uj)uj − (ui, u
∗
j)u

∗
j ]em que usamos que α∗

ij = (ui, uj)
∗ = (uj, ui) e βij = −(ui, u

∗
j) = −(uj, u

∗
i ). Estes são os chama-dos coe�cientes de Bogolubov e as transformações entre u e u são chamadas de transformaçõesde Bogolubov.Para comparar os operadores de criação e de aniquilação vamos igualar as expressões para

φ(x) obtendo:
φ(x) =

∑

i

[aiui(x) + a†iu
∗
i (x)] =

∑

j

[ajuj(x) + a†ju
∗
j (x)].Logo usando as relações de ortogonalidade chegamos à:
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ai =

∑

j

[aj(uj, ui) + a∗j(u
∗
j , ui)] =

∑

j

[αjiaj + β∗
jia

∗
j ] (2.7)

aj =
∑

i

[ai(ui, uj) + a†i (u
∗
i , uj)] =

∑

i

[α∗
jiai − β∗

jia
†
i ]. (2.8)Estaremos interessados em saber a média de quantas partículas, Ni, no modo ui encon-traremos no vácuo do espaço de Fock construído com o espaço de Hilbert das funções ūi,denotado por |0̄ >. O operador que corresponde ao observável Ni, partículas no modo ui, échamado de N̂i e é dado por N̂i = a†iai. Assim queremos saber < 0̄|N̂i|0̄ >=< 0̄|a†iai|0̄ >.Usando a relação 2.7 obtemos que ai|0̄ >=

∑

j β
∗
ji|1̄j >. Assim

< 0̄|N̂i|0̄ >=
∑

j

|βji|2. (2.9)Além destas relações, será usada mais outra relação na seção abaixo entre os coe�cientes deBogolubov. Esta relação pode ser expressa por:
∑

k

(αikα
∗
jk − βikβ

∗
jk) = δij . (2.10)Esta relação pode ser provada usando a relação de comutação 2.6 e a relação 2.8 da seguinteforma:

δij = [āi, ā
†
j] =

[

∑

k

(α∗
ikak − β∗

ika
†
k),

∑

l

(αjla
†
l − βjlal)

]

=

∑

k,l

α∗
ikαjl[ak, a

†
l ] +

∑

k,l

β∗
ikβjl[a

†
k, al] =

∑

k,l

α∗
ikαjlδkl −

∑

k,l

β∗
ikβjlδkl =

∑

k

(α∗
ikαjk − β∗

ikβjk).Utilizando-se destes resultados, vamos aplicar agora a quantização acima no espaço deRindler, a �m de saber como é visto o vácuo convencional (dos observadores inerciais) da teoriade campos construída no espaço de Minkowski por observadores uniformemente acelerados.Antes, porém, vamos fazer alguns comentários sobre a forma como o campo foi quantizado.Usamos uma abordagem bastante pouco precisa do ponto de vista matemático. Ela se assemelhaàs construções inicialmente vistas em cursos de teoria de campos para físicos e na referênciaBirrel e Davies [16].No entanto, existem abordagens mais cuidadosas para a construção de campos escalareslineares em variedades globalmente hiperbólicas que contenham superfícies de Cauchy in�nita-mente diferenciáveis, como foi feito por Dimock [3]. Apenas com o objetivo de ilustrar estasidéias, vamos fazer um apanhado delas abaixo baseados no artigo [3].



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 182.2.2.1 A quantização canônica em espaços globalmente hiperbólicos: O trabalhode DimockA idéia deste trabalho e dos trabalhos rigorosos matematicamente que antecederam-no e sucederam-no é, inicialmente, estudar a equação clássica do campo que estaremos quantizando. Como es-tamos interessados em estudar campos que satisfaçam a equação de Klein-Gordon, estudaremosa equação dada por:
(� +m2)u = 0em que

� = 5ν5ν = |g|− 1
2∂µg

µν |g| 12∂νpara |g| = |det{gµν}| e m sendo a massa.Como conseqüência da hiperbolicidade global, prova-se a existência e unicidade de certosoperadores E± : C∞
0 (M)→ C∞(M). Notamos que estamos de�nindo C∞(M) como o conjuntodas funções de M em R que são in�nitamente diferenciáveis e por C∞

0 as funções de C∞(M)que possuem suporte compacto. Estes operadores são os únicos que satisfazem as relações:
(� +m2)E± = E±(� +m2) = Isupp(E±f) ⊂ J±(supp f).As funções E±f são também chamadas de soluções fundamentais avançadas e retardadasda equação de Klein-Gordon.Para A ⊂M de�nimos J+(A) := {x ∈M ; existe uma curva causal tipo tempo dirigida parao futuro que liga A a um ponto x}. A de�nição de J−(A) é a mesma, porém a curva é dirigidapara o passado. Dada uma superfície de Cauchy S do espaço-tempo, também devemos de�niros operadores ρ0 : C∞(M)→ C∞(S) e ρ1 : C∞(M)→ C∞(S) como os operadores de restriçãode uma função a S e derivada normal ao futuro, respectivamente. Uma vez que de�nimos estesoperadores podemos enunciar o Teorema fundamental para o problema clássico, ou seja, sobreas soluções da equação diferencial:Teorema 2.2.2.1 (Problema de Cauchy): Seja S uma superfície de Cauchy in�nita-mente diferenciável e u0, u1 ∈ C∞

0 (S). Então existe um único u ∈ C∞(M) tal que (�+m2)u =

0, ρ0(u) = u0, ρ1(u) = u1. Além disto, supp u ⊂ (∪i ∪± J±(supp ui)). A solução será dada por:
u = Eρ′0u1 − Eρ′1u0em que E = E+ − E− e ρ′0 e ρ′1 são os operadores adjuntos de ρ0 e ρ1.



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 19Notamos que se ρ0 : C∞(M) → C∞(S) então ρ′0 : C∞(S)′ → C∞(M)′ é uma função entreos duais. Porém no dual de C∞(S), C∞(S)′, existem as funções de C∞
0 (S), identi�cadas com ofuncional integração: f ∈ C∞(S)→

∫

fgdS para g ∈ C∞
0 (S). Assim a função ρ′0 pode tambémser pensada como uma função restrita ao domínio C∞

0 (S).Uma vez que conhecemos a solução do problema clássico, podemos passar ao problemaquântico. Este é resolvido de�nindo as álgebras de Weyl. Elas são funções de C∞
0 (S)×C∞

0 (S)nos operadores unitários em um espaço de Hilbert qualquer tal que t→W (th, th′) é fortementecontínuo e tal que valha a relação
W (h1, h

′
1)W (h2, h

′
2) = W (h1 + h2, h

′
1 + h′2) exp

(

− i
2
(< h1, h

′
2 > − < h2, h

′
1 >)

)

.Na expressão acima usamos a notação < h1, h
′
2 >=

∫

h1h
′
2dS.Pode-se mostrar que a existência de um tal espaço de Hilbert que permita a de�nição dasálgebras de Weyl sempre existe. Podemos de�nir o operador de campo φ(f), f ∈ C∞

0 (M), comoo único operador auto-adjunto que, de acordo com o Teorema de Stone [6], satisfaz a igualdade
eiφ(f)t = W (tρ1Ef, tρ0Ef), qualquer t ∈ R.Podemos, partindo destas de�nições, de�nir uma rede de álgebras em conjuntos relativa-mente compactos O por

A(O) = álgebra C* gerada por eiφ(f) = W (ρ1Ef, ρ0Ef), suppf ⊂ Oe de�nir uma álgebra C∗ dos observáveis da teoria por
A = ∪OA(O) = A(M).Por �m, com estas de�nições pode-se mostrar dois Teoremas fundamentais.Teorema 2.2.2.2: A rede A(O) é independente da representação da álgebra CCR de�nidaanteriormente sobre um determinado espaço de Hilbert, assim como é independente da superfíciede Cauchy.Por independência queremos dizer que se temos duas álgebras A e A′. Então existe umisomor�smo i : A → A′ tal que i[A(O)] = A′(O). Isto é análogo ao fato da integral 2.4 nãodepender da superfície de Cauchy. Por �m, o resultado físico mais importante desta discussão éque a rede de álgebras construídas desta maneira satisfaz axiomas análogos aos de Haag-Kastler[22]. Estes axiomas se assemelham os axiomas de Wightmann que serão enunciados na próximaseção. Ambos os esquemas são bastante relacionados.



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 20Teorema: 2.2.2.3 Seja um espaço-tempo globalmente hiperbólico e A(O) uma rede de ob-serváveis locais de�nidos acima. Então A(O) satisfaz:1. Para todo aberto limitado O em M, existe uma álgebra C∗ A(O). Se O ⊂ O′ então
A(O) ⊂ A(O′). A álgebra C∗ A = ∪OA(O) é chamada de álgebra dos observáveis.2. Existe uma representação irredutível e �el de A.3. Se O tem uma separação tipo espaço de O′, então [A(O),A(O′)] = 0.4. Se O é causualmente dependente de O′ então A(O) ⊂ A(O′).5. Para qualquer isometria entre espaços-tempos κ : (M, g)→ (M ′, g′), existe uma isometria
ακ : A → A′ tal que ακ[A(O)] = A′(κ(O)). Além disto αid = id e ακ1 ◦ ακ2 = ακ1◦κ2.

É bastante instrutivo saber como aparecem os operadores φ(t, ~x) e π(t, ~x) mostrados an-teriormente para o espaço de Minkowski. Usando as relações CCR, sabemos que, devido aoTeorema de Stone, existem operadores θ(h) e π(h′) tal que
eiθ(h)t = W (th, 0) e−iπ(h′)t = W (0, th′).Se escolhermos a superfície de Cauchy como sendo a superfície t = 0, então estes operadorespoderão ser pensados como

θ(h) =

∫

φ(0, ~x)h(~x)d3~x e π(h′) =

∫

π(0, ~x)h′(~x)d3~x.A relação de comutação será
[θ(h), π(h′)] = i

∫

hh′dS = i

∫

hh′d3~x.que é o análogo a equação 2.3. Assim estabelecemos a relação entre as duas formulações.2.2.3 O vácuo dos observadores inerciais visto por observadores uni-formemente aceleradosNesta seção, trataremos apenas com o espaço de Minkowski. Vamos nos restringir a espaçosem 1+1 dimensão, conveniente para nossos propósitos. Sua métrica nas coordenadas u = t−xe v = t+ x podem ser escritas como:
ds2 = dt2 − dx2 = dudv.



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 21Podemos, como já foi feito anteriormente no espaço de Rindler, parametrizá-lo por η e ξ ,ambos variando em R, da seguinte forma:
t =

1

a
eaξ sinh(aη)

x =
1

a
eaξ cosh(aη).Ou de forma equivalente

u = −1

a
e−au (2.11)

v =
1

a
eav (2.12)em que u = η − ξ e v = η + ξ. A métrica nestas coordenadas �ca, então, ds2 = e2aξdudv =

e2aξ(dη2 − dξ2). As linhas em que η é constante são retas e de�nem superfícies de Cauchy.As linhas em que ξ são constantes de�nem hipérboles que representam linhas-mundo de ob-servadores uniformemente acelerados, cuja aceleração própria é ae−aξ. O tempo próprio dosobservadores é τ = eaξη.Com estas parametrizações gostaríamos de quantizar um campo escalar complexo semmassa. A equação de onda será:
�φ ≡

(

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)

φ ≡ ∂2φ

∂u∂v
= 0.Esta equação possui as soluções ortonormais dadas por uk = (4πω)−

1
2eikx−iωt em que ω =

|k| > 0 e k ∈ R. Estes modos são de freqüência positiva em relação ao vetor de Killing ∂t, ouseja, satisfazem:
L∂t

uk = −iωuk.Utilizamos acima a notação de Lv para a derivada de Lie em relação ao vetor v. A de�niçãomais geral de derivada de Lie pode ser encontrada no livro de Robert Wald [33]. Para nósapenas importa saber que a derivada de Lie em relação a um vetor v quando aplicada a umafunção corresponde ao valor do vetor aplicado aquela função. A equação acima pode ser lidacomo:
L∂t

uk = ∂tuk = −iωuk.A equação de onda nas variáveis η e ξ, ou u e v, será dada por:
e2aξ

�φ =

(

∂2

∂η2
− ∂2

∂ξ2

)

φ =
∂2φ

∂u∂v
= 0.



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 22Para a qual existem soluções:
uk =

1√
4πω

eikξ±iωηem que ω = |k| para k ∈ R. O sinal + se aplica na região L = {(t, x) ∈ R2; x < −|t|} e o sinal
− se aplica na região R= {(t, x) ∈ R2; x > |t|}. As soluções são de freqüência positiva comrespeito ao vetor de Killing ∂η em R e −∂η em L, satisfazendo:

L±∂η
uk = −iωuk.Assim, usando ūk obteremos o campo visto por observadores inerciais e usando uk obteremoso campo tal como visto por observadores uniformemente acelerados.Desta forma podemos expandir a função de onda φ(t, x) de duas formas utilizando as dife-rentes soluções acima uk e ūk. Estas expansões podem ser vistas de acordo com a equação 2.5da seguinte forma:

φ̂(t, x) =

∫ ∞

−∞

dk

(2π)
1
2

1
√

2|k|
[e−i|k|t+ikxâ−k + ei|k|t−ikxâ+

k ]. (2.13)Se expandirmos usando as funções ū~k. Se o �zermos usando as funções u~k obtemos:
φ̂(η, ξ) =

∫ ∞

−∞

dk

(2π)
1
2

1
√

2|k|
[e−i|k|η+ikξâ−k + ei|k|η−ikξâ+

k ]. (2.14)Seguiremos agora [20] a �m de conhecer os coe�cientes de Bogolubov que relacionam estasduas quantizações. A idéia do procedimento será notar que, pelas equações 2.11 e 2.12, con-cluímos que ū é apenas função de u e v̄ é apenas função de v. Assim, escrevendo as equações2.13 e 2.14 em função destas variáveis e fazendo com que os termos exponenciais contenhamapenas um destes termos, poderemos calcular mais facilmente os coe�cientes de Bogolubov.Para que se possa entender melhor o que foi dito acima, vamos inicialmente escrever asfórmulas das expansões de onda em termos de u, v, ū e v̄ e de forma que as exponenciaiscontenham apenas um destes termos. Vamos fazer os cálculos explicitamente para as expansão2.13. Os cálculos para 2.14 são exatamente os mesmos. O procedimento é o seguinte:
φ̂(t, x) =

∫ ∞

−∞

dk

(2π)
1
2

1
√

2|k|
[e−i|k|t+ikxâ−k + ei|k|t−ikxâ+

k ] =

=

∫ 0

−∞

dk

(2π)
1
2

1
√

2|k|
[e−i|k|t+ikxâ−k + ei|k|t−ikxâ+

k ] +

∫ ∞

0

dk

(2π)
1
2

1
√

2|k|
[e−i|k|t+ikxâ−k + ei|k|t−ikxâ+

k ]

=

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω

[e−iω(t+x)â−−ω + eiω(t+x)â+
−ω] +

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω

[e−iω(t−x)â−ω + eiω(t−x)â+
ω ].



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 23Agora basta usar a de�nição de ū e v̄ e concluímos então que:
φ̂(t, x) =

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω
{[e−iωv̄â−−ω + eiωv̄â+

−ω] + [e−iωūâ−ω + eiωūâ+
ω ]}.Prosseguindo exatamente da mesma forma, podemos expressar a equação 2.14 em termosde u e v da forma

φ̂(η, ξ) =

∫ ∞

0

dΩ

(2π)
1
2

1√
2Ω
{[e−iΩv b̂−−Ω + eiΩv b̂+−Ω] + [e−iΩub̂−Ω + eiΩub̂+Ω ]}.Uma vez que conseguimos expressar a função de onda com termos contendo apenas u, v, ūou v̄, podemos usar o fato de que u é função apenas de ū e v é apenas função de v̄ para entãoconcluirmos que:

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω
{[e−iωv̄â−−ω + eiωv̄â+

−ω] =

∫ ∞

0

dΩ

(2π)
1
2

1√
2Ω
{[e−iΩv b̂−−Ω + eiΩv b̂+−Ω], (2.15)

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω

[e−iωūâ−ω + eiωūâ+
ω ] =

∫ ∞

0

dΩ

(2π)
1
2

1√
2Ω

[e−iΩub̂−Ω + eiΩub̂+Ω]. (2.16)Para extrair en�m os coe�cientes de Bogolubov vamos analisar a equação 2.16. Fazendo atransformada de Fourier em ambos os lados obtemos do lado direito:
∫ ∞

−∞

du√
2π
eixu

∫ ∞

0

dΩ

(2π)
1
2

1√
2Ω

[e−iΩub̂−Ω+eiΩub̂+Ω ] =

∫ ∞

0

dΩ

2π

1√
2Ω

∫ ∞

−∞

du[e−i(Ω−x)ub̂−Ω +ei(Ω+x)ub̂+Ω]

=

∫ ∞

0

dΩ√
2Ω

[δ(Ω− x)b̂−Ω + δ(Ω + x)b̂+Ω ] =
1

√

2|x|

{

b̂−x , x > 0

b̂+|x|, x < 0
.O lado esquerdo por sua vez �ca:

∫ ∞

−∞

du√
2π
eixu

∫ ∞

0

dω

(2π)
1
2

1√
2ω

[e−iωūâ−ω + eiωūâ+
ω ] =

∫ ∞

0

dω√
2ω

∫ ∞

−∞

du

2π
[eixu−iωūâ−ω + eixu+iωūâ+

ω ]

=

∫ ∞

0

dω√
2ω

[F (ω,Ω)â−ω + F (−ω,Ω)â+
ω ].Acima, de�nimos

F (ω,Ω) :=

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩu−iωū.Lembrando que ū = −1

a
e−au, obtemos que F (ω,Ω) também pode ser expresso por:
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F (ω,Ω) =

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩu+i ω

a
e−au

.Estas integrais devem ser entendidas no sentido de distribuição, ou seja, F (ω,Ω) deveser entendido como um funcional linear em D(R2) que associa a cada f ∈ D(R2) o valor
∫ ∞

−∞
du
2π
{
∫

eiΩu+i ω
a

e−au

f(ω,Ω)dωdΩ} ∈ C.Assim, pelas equações acima, concluímos que os operadores b̂−Ω podem ser expressos emtermos dos coe�cientes de Bogolubov αωΩ e βωΩ tais como em 2.7. Usando as relações anterioresobtemos:
b̂−Ω =

∫ ∞

0

dω[αωΩâ
−
ω + βωΩâ

+
ω ] =

√

Ω

ω

∫ ∞

0

dω[F (ω,Ω)â−ω + F (−ω,Ω)â+
ω ].Em especial obtemos que βωΩ =

√

Ω
ω
F (−ω,Ω). Este resultado é particularmente interes-sante, pois se quisermos saber quantas partículas em média no modo Ω existem no vácuo deMinkowski basta usar o resultado 2.9 e obter:

NΩ =

∫ ∞

0

dω|βωΩ|2 =

∫ ∞

0

dω
Ω

ω
F ∗(−ω,Ω)F (−ω,Ω).Para calcular este valor usaremos a relação:

F (ω,Ω) = F (−ω,Ω) exp

(

πΩ

a

) (2.17)e a relação:
∫

dω(αωΩα
∗
ωΩ′ − βωΩβ

∗
ωΩ′) = δ(Ω− Ω′)que é obtida da mesma forma que 2.10, porém usando as relações [â−ω , â

+
ω′] = δ(ω−ω′) e análogaspara b̂, que por sua vez são as mesmas de 2.6, porém para funções de onda não normalizadas.Utilizando a equação acima, obtemos a seguinte relação:

∫ ∞

0

dω

√
ΩΩ′

ω
[F (ω,Ω)F ∗(ω,Ω′)− F (−ω,Ω)F ∗(−ω,Ω′)] =

=

[

exp

(

π(Ω + Ω′)

a

)

− 1

]
∫ ∞

0

dω

√
ΩΩ′

ω
F (−ω,Ω)F ∗(−ω,Ω′) = δ(Ω− Ω′)em que na igualdade utilizou-se a equação 2.17. Obtemos assim o resultado previsto pelo efeitoUnruh:

NΩ =

∫ ∞

0

dω|βωΩ|2 =

∫ ∞

0

dω
Ω

ω
|F (−ω,Ω)|2 =

δ(0)

exp
(

2πΩ
a

)

− 1
.O termo δ(0) evidentemente não faz sentido e aparece porque usamos funções de onda não



CAPÍTULO 2. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA INFORMAL 25normalizadas. Ele deve ser interpretado como o volume. Assim o número de partículas porvolume é:
nΩ =

1

exp
(

2πΩ
a

)

− 1Este resultado é idêntico ao valor esperado de partículas bosônicas de freqüência Ω imersasnum banho térmico de temperatura T = ~a
2πkc

. Este, en�m, é o efeito Unruh.Por �m devemos justi�car a equação 2.17. Novamente seguiremos [20]. Para justi�car estarelação, basta mostrar que podemos mudar o contorno para u→ u− iπ
a
e então teremos:

F (ω,Ω) =

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩu+i ω

a
e−au →

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩ(u− iπ

a
)+i ω

a
e−a(u−

iπ
a )

=

=

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩu+Ωπ

a
+i ω

a
e−aue+iπ

=

∫ ∞

−∞

du

2π
eiΩu+Ωπ

a
−i ω

a
e−au

= F (−ω,Ω)e
Ωπ
a .Para justi�car a última igualdade, basta notar que nos caminhos γ : [0, π

a
] → C dado por

γ(t) = u− it, temos que o integrando vai a zero quando |u| → ∞. Para u→ −∞ isto pode servisto da forma:
eiΩ(u−it)+i ω

a
e−a(u−it)

= eiΩueΩtei ω
a

e−au cos(at)e−
ω
a

e−au sin(at).Vemos que o último termo vai a zero quando u→ −∞, já que sin(at) é positivo. Os outrostermos são limitados, de forma que de fato o integrando se anula. Para o caso u → ∞ ointegrando não converge. Porém F (ω,Ω) está sendo entendida no sentido de distribuição. Logopodemos pensar em F (ω,Ω) como:
F (ω,Ω) = lim

b→0+

∫ ∞

−∞

du

2π
exp

(

−bu2 + iΩu + i
ω

a
e−au

)no sentido de limite de distribuições, ou seja, dado f ∈ D(R2), f(ω,Ω), temos:
∫ ∞

−∞

du

2π

[
∫

f(ω,Ω) exp
(

iΩu+ i
ω

a
e−au

)

dωdΩ

]

=

lim
b→0+

∫ ∞

−∞

du

2π

[
∫

f(ω,Ω) exp
(

−bu2 + iΩu+ i
ω

a
e−au

)

dωdΩ

]

.Escrita desta forma o fator −bu2 se torna −bu2 +2ibut+2bt2 o que faz com que o integrandoconvirja quando u for ao in�nito.



Capítulo 3O efeito Unruh: ponto de vista algébricoNeste capítulo, vamos estudar inicialmente os resultados que julgamos mais fundamentais arespeito dos estados KMS. Temos com isto o objetivo de saber como fazer uma caracterizaçãomatematicamente precisa dos estados de equilíbrio. Faremos também um breve resumo acercada formulação axiomática da teoria de campos, em particular dos axiomas de Wightman e deOsterwalder-Schrader. Temos com isto um duplo objetivo: Primeiro gostaríamos de mostraro arcabouço teórico para compreender o trabalho de Sewell [27] e sua explicação do efeitoUnruh, que será mostrado ao �nal deste capítulo. Segundo, também gostaríamos de fornecermaterial que acreditamos ser essencial para a compreensão do trabalho de Klein-Landau e quenos permitirá traçar uma nova estratégia para a demonstração do efeito Unruh.Antes de tudo isto, faremos um breve apanhado do que acreditamos ser um conjunto mínimonecessário de de�nições acerca de álgebra de operadores para a realização deste trabalho.3.1 Propriedades fundamentais das álgebras de operadoresVamos agora apresentar alguns aspectos básicos de álgebra de operadores que irão aparecerneste trabalho. A apresentação será breve e não daremos todas as demonstrações. Gostaríamosapenas de apresentar o que julgamos ser um mínimo para a compreensão do trabalho. Todosos resultados, sem excessão, podem ser encontrados nos livros do Kadison e Ringrose [14, 13].Outra referência bastante conhecida são os livros de Bratteli e Robinson [8].Inicialmente devemos de�nir uma álgebra C∗. Álgebras C∗ são cruciais neste trabalho porrepresentarem os observáveis do sistemas físicos estudados. Vamos apenas estudar álgebras C∗com unidade neste trabalho.Para de�ni-las, é conveniente sabermos a princípio o que é uma álgebra de Banach.Definição 3.1.1: Uma álgebra A é uma álgebra de Banach se for associativa, com unidade
I, normada e completa na métrica dada pela norma. Esta norma deve satisfazer ||AB|| ≤
||A|| ||B||, para todo A e B em A, e ||I|| = 1. 26



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 27Para de�nir corretamente uma álgebra C∗, é preciso, antes de mais nada, de�nir umaoperação de involução em álgebras da seguinte forma.Definição 3.1.2: Uma operação de involução numa álgebra A é uma operação ∗ : A → Aque satisfaz para todo S e T em A, e todo α e β em C:
• (αS + βT )∗ = ᾱS∗ + β̄T ∗.

• (ST )∗ = T ∗S∗.

• (T ∗)∗ = T.Dada estas de�nições, podemos de�nir uma álgebra C∗:Definição 3.1.3: Uma álgebra de Banach-* A é uma álgebra de Banach, em que estáde�nida uma operação de involução com a propriedade de que ||A∗|| = ||A|| para qualquer
A ∈ A. Uma álgebra C∗ é uma álgebra de Banach-* com a propriedade ||A∗A|| = ||A||2 paraqualquer A contido na álgebra.Devemos notar que a propriedade ||A∗A|| = ||A||2 implica em ||A∗|| = ||A||. Isto pode servisto pela relação ||A||2 = ||A∗A|| ≤ ||A∗|| ||A||, ou seja, ||A|| ≤ ||A∗||. Trocando A por A∗obtemos ||A|| = ||A∗||. É importante também que se perceba que a propriedade ||A∗A|| = ||A||2é inspirada nas propriedades de operadores limitados agindo num espaço de Hilbert.De fato, o exemplo mais imediato de uma álgebra C∗ é a álgebra dos operadores limitadosagindo em um espaço de Hilbert, H, denotada por B(H), com a operação de tomar o adjuntodo operador no papel de involução. Como veremos, essencialmente toda álgebra C∗ pode servista desta forma. Para sabermos em que sentido esta a�rmação é verdadeira, vamos de�niruma representação de uma álgebra C∗ da seguinte forma:Definição 3.1.4: Uma representação de uma álgebra C∗, A, em um espaço de Hilbert Hé uma função π : A → B(H) tal que para todo S e T em A, e todo α e β em C

• π(αS + βT ) = απ(S) + βπ(T ).

• π(ST ) = π(S)π(T ).

• π(A∗) = π(A)∗.Dizemos que uma representação é �el se ela for injetora.Com a noção exata do que é uma representação, podemos dar um sentido mais precisoquando dizemos que �no fundo toda álgebra C∗ é uma álgebra de operadores agindo num



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 28espaço de Hilbert�. A a�rmação precisa pode ser vista no seguinte Teorema devido a Gelfande Naimark.Teorema (Gelfand-Naimark) 3.1.5: Toda álgebra C∗ tem uma representação �el.Logo após a introdução destas álgebras, é importante de�nirmos estados. Os estadosde�nidos abaixo representarão os estados físicos da teoria assim como a álgebra representaos observáveis, daí obviamente vem o nome.Definição 3.1.6: Um estado é um funcional linear numa álgebra C∗, A, tal que paraqualquer A ∈ A temos
• ρ(A) ≥ 0 se A é positivo.
• ρ(I) = 1.Pode-se provar que um funcional com estas características é necessariamente contínuo, comnorma 1 e hermiteano, ou seja, ρ(A∗) = ρ(A). Dizemos que o estado é �el se ρ(A) = 0 e A épositivo implique que A = 0.Uma vez que sabemos o que é um estado, podemos utilizá-lo a �m de construir uma repre-sentação da álgebra num espaço de Hilbert. Uma construção bastante importante é a chamadaconstrução GNS. Ela pode ser enunciada da seguinte forma:Teorema (Construção GNS) 3.1.7: Se ρ é um estado de uma álgebra C∗, A, existeuma representação πρ de A em um espaço de Hilbert Hρ e um vetor unitário xρ tal que paraqualquer A ∈ A temos:

ρ(A) = 〈xρ, πρ(A)xρ〉 ,e tal que a varredura dos vetores da forma π(A)xp, para qualquer A ∈ A, é densa no espaço
Hp (dizemos, então que a representação é cíclica em relação a xp).Além disto, se existe uma representação cíclica em relação a um vetor x, denotada por π,de A em um espaço de Hilbert H tal que a relação acima valha para um vetor cíclico x, entãoexiste um isomor�smo sobrejetor U : Hρ →H tal que

x = Uxρ π(A) = Uπρ(A)U∗ (∀A ∈ A).Um tipo mais especí�co de álgebra C∗ também bastante utilizado em física são as chamadasálgebras de von Neumann. Para seu estudo é conveniente que façamos algumas recordações.Devemos lembrar que dado um espaço de Hilbert, H, podemos introduzir outras topologias



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 29localmente convexas em B(H) além daquela gerada pela norma. Iremos introduzir duas delasque nos bastarão para este trabalho. Elas são a topologia fraca e forte dos operadores de�nidasabaixo:Definição 3.1.8: A topologia fraca dos operadores é a topologia induzida em B(H) pelosfuncionais lineares ωx,y(A) =< Ax, y > para qualquer que seja A ∈ B(H) e x, y ∈ H. Umabase de vizinhanças desta topologia é dada pelos conjuntos:
V (T0 : ωx1,y1, ..., ωxm,ym

; ε) = {T ∈ B(H); | < (T − T0)xj , yj > | < ε para j=1,...,m}.Definição 3.1.9: A topologia forte dos operadores é a topologia induzida em B(H) pelassemi-normas px(T ) = ||Tx|| para qualquer que seja T ∈ B(H) e x ∈ H. Uma base de vizi-nhanças desta topologia é dada pelos conjuntos:
V (T0 : x1, ..., xm; ε) = {T ∈ B(H); ||(T − T0)xj || < ε para j=1,...,m}.Podemos agora de�nir uma álgebra de von Neumann como:Definição 3.1.10: Uma álgebra de von Neumann, M, agindo no espaço de Hilbert H éum conjunto de operadores limitados de H, ou seja,M⊂ B(H), tal que M é uma álgebra C∗e é um conjunto fechado na topologia fraca dos operadores.Note que poderíamos ter de�nido como sendo fechado na topologia forte também devido aoseguinte fato.Proposição 3.1.11: O fecho nas topologias fraca e forte dos operadores coincide em umsubconjunto convexo de B(H). Particularmente em uma álgebra C∗.Por �m, notemos que existe uma outra caracterização de álgebras de von Neumann dadapelo Teorema do duplo comutante:Teorema (do duplo comutante) 3.1.12: Se A é uma álgebra auto-adjunta de ope-radores contendo o operador identidade e agindo no espaço de Hilbert H, em especial se foruma álgebra C∗, então as topologias fraca e forte dos operadores coincidem com A′′ (em que

A′ é o conjunto de todos operadores em B(H) que comutam com A e A′′ é o conjunto dosoperadores em B(H) que comutam com A′).Dado um sistema físico, muitas vezes restringe-se como os estados físicos acessíveis os estadosnormais. Esta é uma de�nição importante e será feita a seguir.



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 30Definição 3.1.13: Um estado ω de uma álgebra C∗ é normal se dada uma rede de ope-radores crescente {Aα}, porém limitada, então vale que
ρ(sup

α
(Aα)) = sup

α
ρ(Aα).Existem caracterizações equivalentes de estados normais agindo em uma álgebra de vonNeumann, como pode ser visto através do seguinte Teorema.Teorema 3.1.14: As seguintes condições de um estado ρ de uma álgebra de von Neumann

M agindo em um espaço de Hilbert H são equivalentes:1. ρ =
∑∞

n=1 ωyn
, em que ωyn

(A) =< yn, Ayn > e ∑∞
n=1 ||yn||2 = 1 com {yn}n∈N um conjuntoortogonal.2. ρ =

∑∞
n=1 ωxn

, em que ωxn
(A) =< xn, Axn > e ∑∞

n=1 ||xn||2 = 1.3. ρ é contínuo na topologia fraca dos operadores na bola unitária deM.4. ρ é contínuo na topologia forte dos operadores na bola unitária deM.5. ρ é normal.6. ρ é um estado completamente aditivo, ou seja, dada uma sequência ortogonal de projetores
{Eα} emM, vale a relação ρ(∑α Eα) =

∑

α ρ(Eα).Para a descrição de um sistema físico ainda falta de�nir um grupo uniparamétrico de auto-mor�smos. Este grupo descreverá a dinâmica do sistema e é de�nido por:Definição 3.1.15: Um grupo uniparamétrico de *-automor�smos é uma conjunto defunções αt : A → A indexadas pelos reais tais que cada função satisfaz, para todo β, γ ∈ C etodo S, T ∈ A:1. αt(βS + γT ) = βαt(S) + γαt(T ).2. αt(ST ) = αt(S)αt(T ).3. αt(S
∗) = αt(S)∗.Além disto estas funções satisfazem αt ◦ αs = αt+s.Estas de�nições e Teoremas, embora mostrados de forma extremamente sucinta nesta seção,correspondem ao básico para a compreensão do que se seguirá.



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 313.2 Estados KMSDurante este trabalho, nossa principal motivação será mostrar que certos estados são estadosde equilíbrio termodinâmico. Para tanto, é crucial que saibamos como caracterizar um estadode equilíbrio e quais são os principais resultados acerca desta caracterização.Para estudar estados de equilíbrio, vamos utilizar a formulação algébrica da mecânica es-tatística quântica (tal qual desenvolvido em Bratteli e Robinson [8]). Os observáveis serãorepresentados por uma álgebra C∗ e os estados físicos pelos estados desta álgebra. A dinâmicado sistema é descrita por um grupo uniparamétrico de *-automor�smos αt agindo nesta álgebra
C∗. Partindo destes ingredientes, gostaríamos de saber como se caracteriza-se um estados deequilíbrio. Para isto vamos utilizar os chamados estados KMS (tal qual feito por Haag e outros[26]).A �m de motivar nossa discussão, partamos de alguns exemplos. Sabemos que as carac-terizações mais comuns de estados de equilíbrio usam os ensembles microcanônico, canônicoe grande canônico. As variáveis termodinâmicas �xas em cada um destes ensembles são res-pectivamente a energia e o número de partículas, a temperatura e o número de partículas,a temperatura e o potencial químico. Algebricamente, a descrição grande canônica é a maisconveniente.Na descrição grande canônica, temos um espaço de Hilbert H e operadores H e N auto-adjuntos (não limitados em geral) representando a energia e o número de partículas. O estadode equilíbrio grande canônico é representado por um funcional agindo num elemento A ∈ B(H)por:

ωβ,µ(A) =
Tr(e−βKA)

Tr(e−βK)em que K = H − µN , no qual µ é o potencial químico e β = 1
kT
, sendo k a constantede Boltzmann e T a temperatura, consideradas constantes neste ensemble. Se de�nirmos aevolução temporal generalizada por

A ∈ B(H)→ τt(A) = eiKtAe−iKt ∈ B(H),temos que o estado ωβ,µ é um estado KMS. Este estado pode ser de�nido como:Definição 3.2.1: Dizemos que um grupo uniparamétrico {τt} de *-automor�smos de umaálgebra de von Neumann M satisfaz a condição KMS em relação a um estado ω (chamadode estado KMS) se dados dois elementos A e B de M existe uma função complexa limitada,
FA,B(z), contínua na faixa {z ∈ C : 0 ≤ Im z ≤ β} e analítica no interior dela, tal que

FA,B(t) = ω(τt(A)B) e FA,B(t+ iβ) = ω(Bτt(A)) t ∈ R



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 32Chamamos de condição modular se temos uma condição KMS para β = 1. Esta condiçãoimplica (usando alguns simples argumentos de análise complexa) que ω(αt(A)) = ω(A), que éum fato necessário paraa caracterização de estados de equilíbrio.Pode se mostrar que esta condição determina o estado de Gibbs unicamente sobre a álgebra
C∗ dos operadores compactos. Vemos assim que, de fato, esta condição caracteriza o estado deequilíbrio nestas circunstâncias.Utilizando-se da teoria modular de Tomita e Takesaki [8, 30], é possível conhecer e deter-minar de forma única o grupo uniparamétrico de *-automor�smo que torna um estado �el enormal um estado KMS, ou seja, qual grupo uniparamétrico satisfaz a condição KMS. Paraisto, enunciaremos o Teorema a seguir:Teorema 3.2.2 (de Tomita e Takesaki): SejaM uma álgebra de von Neumann agindonum espaço de Hilbert H com um vetor Ω cíclico e separante (ou sejaMΩ é denso em H e se
AΩ = 0⇒ A = 0). Então de�nindo os operadores

S0 :MΩ(⊂ H)→ H tal que S0AΩ→ A∗Ω A ∈M

F0 :M′Ω(⊂ H)→H tal que F0A
′Ω→ A′∗Ω A′ ∈M′,temos que ambos são fecháveis (com fechos S = S0 e F = F0) e satisfazem (F*=S). Além disto,fazendo a decomposição polar destes operadores obtemos:

S = J∆
1
2 , ∆ = FS, ∆−1 = SF, J2 = I, J∆it = ∆itJ, JΩ = ∆Ω = Ω

JMJ =M′, ∆itM∆−it =M, t ∈ R,em que J é um operador anti-unitário e ∆ é um operador positivo. Chamaremo-los de conju-gação modular e operador modular respectivamente.Utilizando-se do Teorema acima podemos formar um grupo uniparamétrico na álgebra devon Neumann, M, em questão. O grupo uniparamétrico, chamado de grupo modular, serádado por σt(A) = ∆itA∆−it. Obtemos assim o importante resultado:Teorema 3.2.3: Seja {σt, t ∈ R} o grupo uniparamétrico de automor�smo modular deuma álgebra de von Neumann e Ω o vetor cíclico e separante usado para construí-lo. Então σtsatisfaz a condição modular em relação ao estado ω(A) = (Ω, AΩ), com ||Ω|| = 1.



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 33Este resultado se torna ainda mais interessante se acrescentarmos certos fatos. Suponhamosque tenhamos uma álgebra de von Neumann, M e seja dado um estado normal e �el. Então,prova-se que a construção GNS é tal que o vetor Ω associado ao estado ω é cíclico e separantealém da representação GNS, ϕ, ser �el. Desta forma podemos aplicar o Teorema de Tomita eobter um grupo de automor�smos emM da seguinte forma:
σt(A) = ϕ−1(∆itϕ(A)∆−it).A importância deste grupo é grande devido à seguinte proposição:Proposição 3.2.4: (e.g. [30]) Se ω é um estado normal e �el de uma álgebra de vonNeumann, M. Então existe um único grupo de *-automor�smos de M, σt , que satisfaz acondição modular em relação à ω e ele é dado por
σt(A) = ϕ−1(∆itϕ(A)∆−it).A relevância deste fato é que ele nos permite caracterizar um estado de equilíbrio. Vemosassim que um estado de equilíbrio, com temperatura inversa β, pode ser caracterizado como umestado �el e normal ω cujo grupo de automor�smo modular é o grupo de translação temporalcom t = −βτ .Por �m, gostaríamos de terminar esta seção mostrando outra caracterização de estadosKMS. Para tal seguiremos [15] e [30]. Inicialmente enunciaremos o Teorema �Edge of theWedge� para uma variável complexa que será fundamental na discussão a seguir: (o enunciadofoi extraído de [18])Teorema 3.2.5 (Edge of the Wedge): Seja F1 uma função holomorfa num conjuntoaberto D1 na metade superior do plano complexo {z ∈ C; Im z > 0} com um intervalo aberto

a < x < b como parte de sua fronteira. Seja F2 uma função holomorfa num conjunto aberto D2na metade inferior do plano complexo com a < x < b também fazendo parte de sua fronteira.Suponha que existam para a < x < b

F1(x) = lim
y→0+

F1(x+ iy) e F1(x) = lim
y→0−

F2(x+ iy) = F2(x).Se supormos também que F1(x) e F2(x) são contínuas e satisfazem F1(x) = F2(x) para todo
a < x < b. Então F1 e F2 são, na verdade, holomorfas em a < x < b e são a mesma funçãoholomorfa.Também de grande utilidade para expressar a unicidade de certas expressões vamos enunciar



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 34o Teorema a seguir (extraído de [8]):Teorema 3.2.6: Seja O ⊂ C um conjunto aberto e conexo tal que V ≡ O ∩ R 6= ∅ ede�namos:
D = {z; z = x+ iy ∈ C, y > 0} ∩ O.Seja F uma função complexa que é holomorfa em D e contínua em D ∪ V. Suponha, alémdisto, que F (x) = 0 para x ∈ V. Então segue que F (z) = 0 para todo z ∈ D.Desta forma, se duas funções são holomorfas em D e coincidem em R, então estas funçõessão iguais.Seguiremos agora os passos de [15]. Seja ω um estado numa álgebra C∗, B, que satisfaza condição KMS. Então na representação GNS podemos construir um espaço de Hilbert H,uma representação π de B em H, um vetor unitário Ω ∈ H cíclico para π(B), tal que ω(A) =

(Ω, π(A)Ω). Estes objetos são únicos a não ser por isomor�smos, tal como foi visto na seçãoanterior. Também existe um grupo uniparamétrico de operadores unitários V (t) em H quedeixa Ω invariante e é tal que para todo A ∈ B temos π(αt(A)) = V (t)π(A)V (t)∗. Para ver istovamos seguir [13]:De�namos o operador V (t) por
V (t)π(A)Ω = π(αt(A))Ω.Para ver que este operador está bem de�nido basta notar que ele preserva a norma:

||V (t)π(A)Ω||2 = ||π(αt(A))Ω||2 = ω(αt(A
∗A)) = ω(A∗A) = ||π(A)Ω||2.Usando o Teorema BLT (ver [6]) pode-se mostrar que este operador se estende a um operadorunitário (lembrando que π(B)Ω é denso em H). Agora vamos ver que ele é uma representaçãodo grupo aditivo dos reais por operadores unitários. Para isto vejamos que UsUtπ(A)Ω =

Usπ(αt(A))Ω = π(αs(αt(A)))Ω = π(αs+t(A))Ω = Us+tπ(A)Ω, a relação UsUt = Us+t é entãoobtida utilizando a continuidade dos operadores e o fato do vetor Ω ser cíclico. Notamosagora que como ω(Aαt(B)) = (π(A∗)Ω, V (t)π(B)Ω) é contínuo em t (pela condição KMS),então t → V (t) é fracamente contínua num conjunto denso de H e como V (t) são operadoreslimitados de norma ≤ 1 concluímos que eles são fracamente contínuas em todo o espaço H.Isto implica em continuidade forte pois (ver [6]):
||V (t)ϕ− ϕ||2 = (V (t)ϕ− ϕ, V (t)ϕ− ϕ) = (V (t)ϕ, V (t)ϕ)− (ϕ, V (t)ϕ)− (V (t)ϕ, ϕ) + (ϕ, ϕ)
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= 2||ϕ||2 − (ϕ, V (t)ϕ)− (V (t)ϕ, ϕ)→ 0 quando t vai a zero.Assim quando t vai à t0 temos V (t)ϕ = V (t0)V (t − t0)ϕ → V (t0)ϕ, pois t − t0 → 0.Pelo Teorema de Stone [6] podemos escrever V (t) = eitH em que H é um operador auto-adjunto. Com estas de�nições, mostraremos agora uma segunda forma de caracterizar umestado KMS na representação GNS. Inicalmente iremos provar uma proposição extraída de [15]que completamos alguns detalhes.Proposição 3.2.7 [15]: Dado um estado KMS com as de�nições acima, então para todos

A ∈ B, temos π(A)Ω ∈ D(e−
β
2
H) e, portanto, eizHπ(A)Ω é analítico na norma na faixa aberta

Iβ = {z ∈ C; 0 < Imz < β/2} e contínuo na norma na faixa fechada Iβ.Prova: Para a prova do Teorema usaremos o Teorema espectral.Seja f(t) = (π(A)Ω, eitHπ(A)Ω) =
∫

]−∞,∞[
eitλdµ(λ) em que estamos integrando sobre amedida dµ(λ) = (π(A)Ω, dE(λ)π(A)Ω) que é uma medida de probabilidade regular de Borel.Sabemos então que f(t) = (Ω, π(A∗)eitHπ(A)e−itHΩ) = (Ω, π(A∗)π(αt(A))Ω) = ω(A∗αt(A)).Logo, como ω é um estado KMS, sabemos que f(t) admite uma extensão analítica F (z) em

Iβ e contínua em Iβ. Vamos agora separar f(t) em duas funções f(t) = f−(t) + f+(t) em que
f+(t) =

∫

[0,∞[
eitλdµ(λ) e f−(t) =

∫

]−∞,0[
eitλdµ(λ). Nosso objetivo é estudar a função f−(t) a �mde mostrar que ∫

]−∞,0[
e−βλdµ(λ) < ∞. Com isto, poderemos concluir que ∫

R
e−βλdµ(λ) < ∞e, portanto, pelo Teorema espectral (vide por exemplo [14]), isto implica que π(A) ∈ D(e−

β
2
H).Inicialmente veremos que f−(t) tem uma continuação analítica para Im z < 0. Para isto,provaremos que d

dz

∫

]−∞,0[
eizλdµ(λ) =

∫

iλeizλdµ(λ). Para tanto, �xemos um z tal que Im z < 0e consideremos uma seqüência hn ∈ C que vai a zero, tal que Imhn < −Im z/2. Assim bastaprovar que
∫

]−∞,0[

(

iλeizλ − ei(z+hn)λ − eizλ

hn

)

dµ(λ)→ 0.Notemos que a função no interior da integral converge pontualmente. Para terminar a provabasta mostrar que a função é dominada. Para tanto usaremos que para todo n, existe algum
h2 (que independe de n) que satisfaz Imh2 ≤ −Im z/2 e é tal que | eihnλ−1

hn
| ≤ |ih2e

ih2λ| =

|h2||eih2λ|. Assim
∫

]−∞,0[

∣

∣

∣

∣

iλeizλ − ei(z+hn)λ − eizλ

hn

∣

∣

∣

∣

dµ(λ) ≤
∫

]−∞,0[

∣

∣

∣

∣

eizλ

(

iλ− eihnλ − 1

hn

)∣

∣

∣

∣

dµ(λ)

≤
∫

]−∞,0[

e−λIm z

∣

∣

∣

∣

iλ− eihnλ − 1

hn

∣

∣

∣

∣

dµ(λ) ≤
∫

]−∞,0[

(

|λ|e−λIm z +

∣

∣

∣

∣

eihnz − 1

hn
e−λIm z

∣

∣

∣

∣

)

dµ(λ)
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≤

∫

]−∞,0[

|λ|e−λImzdµ(λ) +

∫

]−∞,0[

|h2|e−λ(Im h2+Im z)dµ(λ) <∞.Acima usamos que as funções são limitadas e a medida é �nita. De forma absolutamenteanáloga se mostra que f+(t) tem continuação analítica para Im z > 0.Agora consideremos a função f−(t) = f(t) − f+(t). Sabemos que f(t) tem continuaçãoanalítica para Iβ, como f+(t) também o tem, concluímos que f−(t) tem continuação analíticapara Iβ. Como também a tem para Im z < 0 e as duas continuações coincidem em R e sãocontínuas lá concluímos pelo Teorema �Edge of the Wedge� que f−(t) tem continuação analítica,
G(z), para z tal que Im z ∈]−∞, β[ e contínua para z tal que Im z ∈]−∞, β]. G(z) será igualà continuação analítica de f−(t) na região Im z ∈] −∞, 0[. Agora calcularemos sua série deTaylor ao longo do ponto 0. Para tanto notemos que para y = Im z < 0 temos por argumentosabsolutamente análogo aos anteriores que in dn

dznG(iy) = dn

dynG(iy) =
∫

]−∞,0[
(−λ)ne−λydµ(λ).Como f− é holomorfa num aberto contendo 0 e todas as derivadas são contínuas na regiãoem que ela é holomorfa, concluímos que para calcular a derivada anterior no 0 basta tomaruma seqüência yn → 0 tal que yn < 0 e fazer limm→∞

dn

dynG(iym) = dn

dynG(0). Pelo Teorema daconvergência monótona temos limm→∞

∫

]−∞,0[
(−λ)ne−λymdµ(λ) →

∫

]−∞,0[
(−λ)ndµ(λ). Assimcomo G(z) é analítico para Im z < β concluímos que para 0 ≤ y < β a série de Taylor convergeabsolutamente. Portanto como dnf

dzn = 1
in

df
dyn concluímos

G(iy) =

∞
∑

n=0

1

in
(iy)n

n!

dnG

dyn
(0) =

∞
∑

n=0

∫

]−∞,0[

(−λy)n

n!
dµ(λ) =

=

∫

]−∞,0[

∞
∑

n=0

(−λy)n

n!
dµ(λ) =

∫

]−∞,0[

e−yλdµ(λ) <∞em que se usou o Teorema da convergência monótona (lembrando que −λy > 0 na região deintegração).Novamente pelo Teorema da convergência monótona e sabendo que G(iβ) <∞ concluímosque:
G(iβ) = lim

y→β−

G(iy) =

∫

]−∞,0[

e−βλdµ(λ) <∞.Assim, provamos que ∫

R
e−βλdµ(λ) < ∞ e, assim, o resultado sai do Teorema espectral,como se queria. Também nota-se que para z ∈ Iβ temos ∫

R
eizλdµ(λ) < ∞ pois | ∫

R
eizλdµ(λ)|

<
∫

R
e−λydµ(λ) <∞. Assim, de forma análoga à anterior, e usando o Teorema da convergênciadominada, prova-se que ∫

R
eizλdµ(λ) é analítica em Iβ e contínua em seu fecho. Como estafunção coincide em R com f(t), então, pelos Teoremas enunciados anteriormente de análisecomplexa, concluímos que a extensão analítica de f(t) em Iβ é igual à ∫

R
eizλdµ(λ).Agora, para mostrar que a função eizHπ(A)Ω é analítica na norma em Iβ, basta mostrara analiticidade fraca, ou seja, que (ψ, eizHπ(A)Ω) é analítica para qualquer que seja ψ (pois



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 37analiticidade fraca equivale a analiticidade forte como é provado em [6]). Para isto, vejamosque se ψ = π(B)Ω em que B ∈ B temos que
(π(B)Ω, eizHπ(A)Ω) =

1

4
{(π(A+B)Ω, eizHπ(A+B)Ω)− (π(A−B)Ω, eizHπ(A−B)Ω)

+i(π(A+ iB)Ω, eizHπ(A + iB)Ω)− i(π(A− iB)Ω, eizHπ(A− iB)Ω)}.Como já foi visto cada uma das expressões podem ser escritas como ∫

eizλdµ(λ) pelo Teoremaespectral, e portanto, são analíticas em Iβ como já foi provado anteriormente. Se supormos ψarbitrário, então existe uma seqüência π(Bn)Ω→ ψ e assim vemos que (π(Bn)Ω, eizHπ(A)Ω) vaia (ψ, eizHπ(A)Ω) uniformemente e, portanto, (ψ, eizHπ(A)Ω) é analítico, por ser limite uniformede funções analíticas. Para ver que o limite é uniforme notemos que:
|(π(Bn)Ω, eizHπ(A)Ω)− (ψ, eizHπ(A)Ω)| = |(π(Bn)Ω− ψ, eizHπ(A)Ω)|

≤ ||π(Bn)Ω− ψ|| ||eizHπ(A)Ω|| ≤ ||π(Bn)Ω− ψ|| ||(I + e−βH)π(A)Ω||Sendo que a última expressão vai a zero independente de z. Note também que usamos oTeorema espectral na última expressão da seguinte forma:
||eizHπ(A)Ω|| =

(
∫

|eizt|2dµ(t)

)
1
2

=

(
∫

e−2ytdµ(t)

)
1
2

≤
[
∫

(1 + e−βt)dµ(t)

]
1
2

≤
[
∫

(1 + 2e−
β
2 + e−βt)dµ(t)

]
1
2

≤
[
∫

(1 + e−
β
2 )2dµ(t)

]
1
2

= ||(I + e−
β
2 )π(A)Ω||.

� Agora podemos provar o fato de maior importância que se queria, uma segunda caracteri-zação dos estados KMS.Teorema 3.2.8: Dado um estado ω numa álgebra C∗, A, e sua representação GNS, então
eitH de�ne um grupo de automor�smo que satisfaz a condição KMS se, e somente se, tivermos:

(e−(β/2)Hπ(A)Ω, e−(β/2)Hπ(B)Ω) = (π(B∗)Ω, π(A∗)Ω).para Ω seu vetor GNS, π sua representação GNS e qualquer que seja A e B em A.Esta condição equivale, pela fórmula de polarização, a
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||e−(β/2)Hπ(A)Ω|| = ||π(A∗)Ω||,para todo A ∈ A.Prova: Para provar este Teorema faremos a seguinte observação preliminar. Sejam duasfunções f(z) e g(z) de C a H, sendo H um espaço de Hilbert. Suponha que ambas sejamanalíticas na norma. Então a função (f(z), g(z))é analítica. A prova é simples. Basta ver que:

1

h
[(f(z + h), g(z + h))− (f(z), g(z))] =

=
1

h
[(f(z + h), g(z + h))− (f(z + h), g(z)) + (f(z + h), g(z))− (f(z), g(z))] =

=

(

f(z + h),
g(z + h)− g(z)

h

)

+

(

f(z + h)− f(z)

h
, g(z)

)

.Esta expressão, no limite em que h vai a zero, converge à (

f(z), dg
dz

(z)
)

+
(

d
dz
f(z), g(z)

).Logo o limite existe e a função é analítica.Agora vamos provar o Teorema.
(⇒)Vamos de�nir a função

h(z) = (e−i z
2
Hπ(A)Ω, ei z

2
Hπ(B)Ω).Esta função é analítica em {z ∈ C; Im z ∈]0, β[} e contínua no fecho deste conjunto pelaobservação anterior, já que ei z

2
H é analítico nesta região e contínuo em seu fecho. Agora note-mos que h(t) = (π(A)Ω, eitHπ(B)Ω) = ω(A∗αt(B)). Logo pelo Teorema 3.2.6, enunciado acima,de análise complexa sabemos que h(z) = FA∗,B(z). Assim pela condição KMS concluímos que

h(iβ) = ω(Bα0(A
∗)) = ω(BA∗) = (π(B∗)Ω, π(A∗)Ω). Porém h(iβ) = (e−βHπ(A)Ω, e−βHπ(B)Ω).Obtemos assim o resultado esperado.

(⇐) Se π(A)Ω ∈ D(e−βH) para qualquer A ∈ B obtemos, utilizando-se do Teorema espectralde forma análoga às demonstrações feitas nos Teoremas anteriores que eizHπ(A)Ω é analíticoem Iβ e contínuo em Iβ . Desta forma podemos de�nir a função analítica h(z), como feitoanteriormente, que é analítica em Iβ e contínua em Iβ . Assim obtemos que h(t) = ω(A∗αt(B))e
h(t+ iβ) = (e−i t

2
H−β

2
Hπ(A)Ω, ei t

2
H−β

2
Hπ(B)Ω) = (e−itH−β

2
Hπ(A)Ω, e−

β
2

Hπ(B)Ω)

(e−
β
2
Hπ(αt(A))Ω, e−

β
2
Hπ(B)Ω) = (π(B∗)Ω, π(αt(A

∗))Ω) = ω(Bαt(A)).Logo o estado ω satisfaz a condição KMS sendo que FA∗,B(z) = h(z) �



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 39É interessante, por �m, entender o resultado acima sob o ponto de vista do Teorema deTomita-Takesaki. Se ω é um estado normal e �el que satisfaz a condição KMS, então narepresentação GNS temos que V (t) = eitH = ∆i t
β em que ∆ é o operador modular, logo

eH = ∆
1
β . Assim obtemos a relação acima da seguinte forma:

(e−(β/2)Hπ(A)Ω, e−(β/2)Hπ(B)Ω) = (∆
1
2π(A)Ω,∆

1
2π(B)Ω) =

= (J∆
1
2π(B)Ω, J∆

1
2π(A)Ω) = (π(B∗)Ω, π(A∗)Ω).Na segunda igualdade, usamos que J é um operador anti-unitário e, na terceira igualdade,que S = J∆

1
2 . Assim, a segunda caracterização pode ser vista como conseqüência do Teoremade Tomita-Takesaki (Porém ele não é necessário para tanto).Após estudarmos um pouco sobre os estados de equilíbrio, é interessante conhecermos algunsfundamentos da teoria quântica de campos. Para tanto vamos enunciar e mostrar algumascaracterísticas dos axiomas de Wightman.3.3 Axiomas de WightmanOs axiomas de Wightman são um esquema axiomático surgido na década de 50 numa tentativade formular a teoria de campos de forma matematicamente mais precisa. Ele só foi publicado,entretanto, em 1964 após a Haag e Ruelle fazerem sua teoria de espalhamento baseada nesteesquema. Os axiomas de Wightman além de fornecerem de�nições matemáticas precisas, tam-bém fornecem resultados qualitativos corretos, entre os quais talvez o mais famoso é a conexãospin-estatística. Esta conexão explica de certa forma porque campos de spin inteiro comutame de spin semi-inteiro anti-comutam.Os axiomas de Wightman permitem justi�car uma abordagem Euclidiana da teoria decampos como será visto mais adiante. Eles permitem assim estudar conexões profundas entreteoria de campos e mecânica estatística, (ver, por exemplo, a referência [29]).No trabalho desenvolvido, concentraremos nossa atenção nos campos escalares de um pontode vista axiomático. Para tanto, restringiremo-nos ao estudo de um campo quântico escalarque satisfaça os axiomas de Wightman. A seguir, vamos enunciá-los:Axiomas de Wightman para um campo escalar [18]:(W1) Os estados na teoria são descritos por vetores (a não ser por um fator de módulo 1)num espaço de Hilbert separável H. A lei de transformação relativística dos estados é dada poruma representação unitária fortemente contínua do grupo restrito de Poincaré P↑

+:
{a, A} → U(a, A),em que A ∈ P↑

+ e a ∈ R4. Como o conjunto dos operadores {U(a, 1); a ∈ R4} é um mapa



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 40fortemente contínuo de R4 nos operadores unitários, satisfazendo U(0, 1) = 1 e U(a, 1)U(b, 1) =

U(a + b, 1) temos (pelo Teorema VIII.12 da referência [6]) que U(a, 1) = exp(iP µaµ), em que
P µ é um operador auto-adjunto não limitado (operador de energia, P 0, e de momento, P i para
i = 1, 2, 3). Interpretamos P µPµ = m2 como o valor da massa ao quadrado para um estado deuma partícula.(W2) A medida de projeção espectral (vide [6]) de R4 correspondente ao operador U(a, 1) =

exp(iP µaµ) tem suporte no cone futuro V+ ≡ {x ∈ R4 : t2 − x2 > 0 e t > 0}.(W3) Existe um único vetor unitário Ψ0, chamado de vácuo, que é invariante por qualqueroperador U(a, A), ou seja, U(a, A)Ψ0 = Ψ0.(W4) Para cada função f ∈ S(R4) (funções no espaço de Schwartz), existe um operador
ϕ(f) tal que, tanto ele como seu adjunto, estão de�nidos num conjunto denso D que independeda função f . O conjunto D contém o vetor de vácuo Ψ0 e é invariante pela ação dos campose dos operadores U(a, A), ou seja:

U(a, A)D ⊂ D , ϕ(f)D ⊂ D , ϕ(f)∗D ⊂ D.Dados os elementos φ e ψ que pertencem a D temos que (φ, ϕ(f)ψ) : S(R4) → C é umadistribuição temperada.(W5) Os campos se transformam da seguinte forma:
U(a, A)ϕ(f)U(a, A)−1 = ϕ({a, A}f),sendo {a, A}f(x) = f(A−1(x− a)). Simbolicamente também podemos escrever:
U(a, A)ϕ(x)U(a, A)−1 = ϕ(Ax+ a).(W6) Seja f e g que pertencem à S(R4) com suportes causalmente separados (ou seja,

f(x)g(y) = 0 (x− y)2 ≥ 0), então temos que
[ϕ(f), ϕ(g)]φ = 0para qualquer φ que pertença à D .(W7) O espaço de HilbertH é igual ao fecho da varredura linear dos vetores ϕ(f1)...ϕ(fn)Ψ0para qualquer n natural e f1, ...fn ∈ S(R4).Com os campos quânticos satisfazendo estes postulados podemos formar as funções deWightman. As funções de Wightman, Wn, são de�nidas como as únicas distribuições em R4ntais que:

Wn(f1...fn) = (Ψ0, ϕ(f1)...ϕ(fn)Ψ0).



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 41Na expressão acima fj ∈ S(R4) para qualquer j. A existência e unicidade destas funções égarantida pelo Teorema nuclear. Estas distribuições têm as seguintes propriedades:(FW1) Wn(x1, ..., xn) com xj ∈ R4 são distribuições temperadas, ou seja, pertencem à
S(R4n).(FW2) (Covariância) Existem distribuições Wn−1 ∈ S(R4(n−1)) tais que

Wn(x1, x2, ..., xn) = Wn−1(x2 − x1, ..., xn − xn−1) = Wn−1(ξ1, ..., ξn−1),em que x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn−1 ∈ R4, e ξj = xj+1 − xj .Pela expressão acima queremos dizer (ver [6]) que dado f ∈ S(R4n)

Wn(f(x1, ..., xn)) = Wn−1

(
∫

dxf(x, x− ξ1, x− ξ1 − ξ2, ..., x− ξ1 − ...− ξn−1)

)

.(FW3) Esta distribuições são tais que Wn−1(ξ1, ..., ξn−1) = 0 a não ser que todos ξi per-tencem ao cone de luz futuro, ou seja, suppWn−1 ⊂ V
n−1

+ .(FW4) (Localidade)
Wn(x1, ..., xj, xj+1, ..., xn) =Wn(x1, ..., xj+1, xj, ..., xn),se (xj − xj+1)

2 < 0.(FW5) Seja uma seqüência de funções teste {fj}j∈N, em que fj ∈ S(R4j) e fj = 0 a não serpara �nitos j′s. Então
∞

∑

j,k=0

∫

...

∫

f j(x1, ..., xj)fk(y1, ..., yk)Wn(xj , ..., x1, y1, ..., yn)dx1...dyn ≥ 0.Em que a integral deve ser interpretada no sentido de distribuição.(FW6) Propriedade de cluster
Wn(x1, ..., xj, xj+1 + λa, ..., xn + λa)→Wj(x1, ..., xj)Wn−j(xj+1, ..., xn)quando λ → ∞ para a um vetor tipo espaço. A convergência é no sentido de distribuição e

WjWn−j deve ser interpretado como a distribuição Wj ⊗Wn−j .Inversamente, dadas distribuições {Wn}n∈N satisfazendo (W1) a (W5) podemos reconstruircampos quânticos satisfazendo os axiomas de Wightman [18]. Para o estudo dos estados deequilíbrio estaremos interessados nas propriedades analíticas das funções de Wightman. Basi-camente usaremos o seguinte Teorema:Teorema 3.3.1 [18] : Existem funções holomorfas Wn e Wn−1 tais que
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Wn(z1, ..., zn) = Wn−1(z1 − z2, ..., zn−1 − zn),para z1, ..., zn ∈ C4.O domínio de Wn é tal que inclui os pontos (it1,

−→x1), ..., (itn,
−→xn) quando eles são dois a doisdistintos.Partindo deste Teorema podemos de�nir as chamadas funções de Schwinger.Definição 3.3.2: De�nimos a função de Schwinger por

Sn(y1, ..., yn) =Wn(z1, ..., zn),em que yj = (tj ,
−→xj ) e zj = (itj ,

−→xj ) para yi 6= yj quando i 6= j.Estas funções têm as seguintes propriedades (chamadas de axiomas de Osterwalder-Schrader[17]):(OS1) Sn ∈ S ′
6=(R4n), ou seja, é um funcional linear contínuo no espaço S6=(R4n) = {f ∈

S(R4n); f (k) = 0 ∀k em pontos de R4 coincidentes}. Assim em S 6= f(x1, ..., xn) e todas as suasderivadas se anulam se xi = xj para i 6= j em que xi ∈ R4. Neste espaço estamos considerandoa topologia induzida pelo espaço S(R4n). Estas distribuições devem satisfazer:
S(y1, ...yn) = S(ryn, ..., ry1),em que ryj = r(t, x, y, z) = (−t, x, y, z), para yj = (t, x, y, z) e j de 1 a n. E

∣

∣

∣

∣

∫

dy1...dynS(y1, ..., yn)h(y2 − y1, ..., yn − yn−1)

∣

∣

∣

∣

≤ ||ȟ||S(R4(n−1))sendo que f̌ =
∫

e−pyf(p)dp.(OS2) Sn(y1, ..., yn) = Sn(Ry1, ..., Ryn) em que R ∈ SO(4).(OS3) Seja uma seqüência de funções teste {fj}j∈N, cujas funções pertencem ao conjunto
{S+(R4j) = {fj(it1, ~x1, ..., itj, ~xj); fj = 0 a não ser que 0 < t1 < ... < tn} e fj = 0 a não serpara �nitos j′s. Então

∞

∑

j,k=0

∫

...

∫

f j(x1, ..., xj)fk(y1, ..., yk)S
n(xj , ..., x1, y1, ..., yn)dx1...dyn ≥ 0,em que a integral deve ser interpretada no sentido de distribuição.(OS4) Seja π : {1, ..., n} → {1, ..., n} uma permutação. Então S(y1, ...., yn) = S(yπ(1), ..., yπ(n))para qualquer que seja esta permutação.(OS5) A propriedade do cluster é agora:
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lim

λ→∞
Sn+m(ryn, ..., ry1, y

′
1 + λa, ...y′n + λa) = Sn(ryn, ..., ry1)S

m(y′1, ..., y
′
m).Da mesma forma, dadas funções Sn que satisfaçam estas propriedades, podemos construiruma única teoria de campo, obtendo distribuições de Wightman que satisfaçam (W1) até (W6).Assim, as funções de Schwinger caracterizam totalmente uma teoria quântica de campos. Asfunções de Schwinger serão essenciais a nós.No nosso trabalho, ao estudarmos o efeito Unruh do ponto de vista Euclidiano, no entanto,partiremos de funções de Schwinger que satisfaçam uma propriedade extra dada por:(OS2') Sn(y1, ..., yn) = Sn(Ry1, ..., Ryn) em que R ∈ O(4).Ou seja, substituímos o grupo SO(4) por um grupo maior O(4). Esta propriedade não ésatisfeita por todos os campos que satisfaçam os axiomas de Wightman, no entanto é assumidaem textos clássicos tais como [5] e satisfeita por vários campos de interesse.Para seguirmos nosso estudo, usaremos o procedimento adotado por Fröhlich e Birke [12] evamos parametrizar as coordenadas de R4, (t, x, y, z) por (θ, r, y, z) da seguinte forma:

t = r sin θ, x = r cos θ.De�namos agora o espaço S = {f(r, y, z) ∈ S(R3); supp f ⊂ [0,∞[×R2} e seja aj ∈ S para
j = 1, ..., n em que n ∈ N. Vamos agora usar as seguintes funções:

φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) :=

∫

Sn(t1(θ1, r1), x
1(θ1, r1), y

1, z1, ..., tn(θ1, r1), x
n(θ1, r1), y

n, zn)

×
n

∏

j=1

aj(rj, yj, zj)drjdyjdzj .Em que (θ1, ..., θn) ∈ T< = {(θ1, ..., θn) ∈ [0, 2π]n; θi 6= θj se i 6= j}.Estas funções satisfazem propriedades que se mostrarão cruciais ao desenvolvimento dotrabalho conforme [12]:(P1) As funções φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) estão de�nidas para quaisquer (a1, ..., an) ∈ S×n e
(θ1, ..., θn) ∈ T<. É contínua conjuntamente em S×n na topologia produto e contínua em
(θ1, ..., θn) ∈ T< = {(θ1, ..., θn) ∈ [0, 2π]n; θi 6= θj se i 6= j}.(P2) φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) = φ2π(a1, θ1 + θ, ..., an, θn + θ).Prova: Basta notar que a transformação (θ, r, y, z) → (θ + ψ, r, y, z) corresponde à trans-formação (t, x, y, z) = (r sin θ, r cos θ, y, z) → (r sin(θ + ψ), r cos(θ + ψ), y, z) → (t cosψ +

x sinψ,−t sinψ + r cosψ, y, z). Logo a matriz de transformação de coordenadas é:
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











cosψ sinψ 0 0

− sinψ cosψ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













.Que pertence a SO(4). Logo o resultado é conseqüência de (OS2).(P3) Vale a identidade KMS
φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) = φ2π(aj+1, θj+1, ..., an, θn, a1, θ1 + 2π, ..., aj, θj + 2π).Prova: Basta notar que podemos permutar (aj , θj) em φ2π e que as funções φ2π são 2πperiódicas como função de θ.(P4) Seja dado um conjunto de �nitas seqüências do tipo (aj

1, θ1, ..., a
j
nj
, θj

nj
) e (θj

1, ..., θ
j
nj

) ∈
[0, π]nj e as variáveis θ são duas a duas distintas. Então a matriz abaixo é positiva:

Πij = φ2π(ai
1, θ

i
1, ..., a

i
ni
, θi

ni
, a∗nj

, 2π − θj
nj
, ..., a∗j1 , 2π − θj

1).Prova: Isto é uma conseqüência da propriedade (OS3) dos axiomas de Osterwalder-Schradere a observação de que, para θ entre 0 e π, temos que a reversão temporal pode ser dada por
2π − θ, pois se θ → 2π − θ então sin(θ) → − sin(θ) e cos(θ) permanece igual. Notemos, noentanto, que a ordenação acima não é algo crucial já que os termos (a, θ) comutam em φ2π.(P5) φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) = φ2π(a1,−θ1, ..., an,−θn).Prova: Basta notar que a transformação (θ, r, y, z) → (−θ, r, y, z) corresponde a transfor-mação (t, x, y, z) = (r sin(θ), r cos(θ), y, z) → (r sin(−θ), r cos(−θ), y, z) = (−t, x, y, z). Logo amatriz de transformação de coordenadas é:













−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













.Que pertence a O(4). Logo o resultado é conseqüência de (OS2′).Estas propriedades serão muito importantes no capítulo posterior, em especial para a seção4.3.1. Vamos, antes disso, mostrar como o trabalho de Sewell utiliza os axiomas de Wightmane os estados KMS para obter uma nova dedução do efeito Unruh.



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 453.4 O efeito Unruh de um ponto de visto algébrico (o tra-balho de Sewell)Para demonstrar o efeito Unruh sob um ponto de vista algébrico, novamente consideraremoscampos escalares tal como Sewell (em [27]). Para tanto, seja (H, ϕ,Ψ0, U) um campo quânticosatisfazendo os axiomas de Wightman, em que H é um espaço de Hilbert separável, ϕ o campoda teoria, ou seja, uma função linear de S(R4) em operadores de H em si mesmo, Ψ0 o estadode vácuo e U o operador que representa as transformações de Poincaré em P↑
+.Dentro desta teoria, podemos caracterizar os estados em equilíbrio térmico de forma análogaao já mostrado quando foram discutidos os estados KMS. Assim supondo dadas uma álgebra-*(álgebra fechada pela operação de tomar o adjunto) A de operadores em H com domínio densocomum K, representando os observáveis da teoria, e V (t) uma uma representação unitáriafortemente contínua do grupo aditivo dos reais R, tal que V (R)K ⊂ K e tal que V (t)AV (−t) ⊂

A para qualquer que seja t ∈ R. Dizemos, então, que um estado Ψ ∈ K, o qual é invariante sobre
V (R) e cíclico com respeito a álgebra A, é um estado térmico a uma temperatura T = (kβ)−1se ele satis�zer a condição KMS, ou seja, se

(exp(−1

2
β~K)AΨ, exp(−1

2
β~K)BΨ) = (B∗Ψ, A∗Ψ) ∀A,B ∈ A.Ou, equivalentemente, se existe uma (única) conjugação tal que

J exp(−1

2
β~K)AΨ = A∗Ψ, ∀A ∈ A.Pois repetindo o argumento feito na seção anterior temos:

(exp(−1

2
β~K)AΨ, exp(−1

2
β~K)BΨ) = (J exp(−1

2
β~K)BΨ, J exp(−1

2
β~K)AΨ) = (B∗Ψ, A∗Ψ).Adotaremos como álgebra A o conjunto dos operadores da forma ϕ(f1)...ϕ(fn) em que fj ∈

S(R4) para qualquer j. Vamos, agora, nos restringir ao subespaço de RindlerR = {(t, x, y, z) ∈
R4; x > |t|} do espaço de Minkowski. Como feito anteriormente, podemos parametrizar oespaço por:

t = ξ sinhT x = ξ coshT.Como já foi visto, temos que as curvas com ξ, y, z constantes e T variando correspondem atrajetórias com aceleração uniforme c2/ξ, com tempo próprio dado por cs = cT/α. O grupouniparamétrico de isometrias que correspondem as translações temporais para um observadoruniformemente acelerado é dado por:
L+(T )(ξ, T ′, y, z) = (ξ, T + T ′, y, z),
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











cosh(T ) sinh(T ) 0 0

sinh(T ) cosh(T ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

























ξ sinhT ′

ξ cosh T ′

y

z













=













ξ sinh(T + T ′)

ξ cosh(T + T ′)

y

z













.Agora basta enunciarmos dois Teoremas a �m de obter o resultado esperado.Teorema de Reeh-Schlieder 3.4.1 [18]: Seja Λ um subconjunto aberto arbitrário de
M = R4 e seja A(Λ) uma sub-álgebra de A dada pelos polinômios em P (Λ) = {ϕ(f); f ∈ S(R4)tal que supp(f) ⊂ Λ}. Então o conjunto A(Λ)Ψ0 é denso em H. Além disto, se o conjunto dospontos de R4 que são de tipo espaço em relação a todo o ponto em Λ não é vazio, então Ψ0 étambém separante para P (Λ).Teorema de Bisognano-Wichmann 3.4.2 [9, 10]: Seja iK o gerador in�nitesimal de
L̂(R) := U(L(R)). Então:

J0ρ̂e
−πKAΨ0 = A∗Ψ0, ∀A ∈ A(R),em que J0 é a única conjugação de H, cuja existência é garantida pelo Teorema PCT [24], talque

J0ϕ(f1)...ϕ(fk)Ψ0 = ϕ(f †
k)...ϕ(f †

1 )Ψ0 ∀f1, ..., fk ∈ S(R4),onde de�nimos
f †(x) := f(−x)e ρ̂ = U(ρ) para ρ a inversão parcial y → −y e z → −zA partir destes Teoremas obtemos o seguinte resultadoProposição 3.4.3 [27]: A restrição do estado de vácuo Ψ0 a A(R) é um estado térmicosatisfazendo a seguinte condição KMS com respeito ao grupo de translação temporal L̂(+)(R)(:= U(L(R))), que corresponde aos observadores acelerados:

J exp(−πK)AΨ = A∗Ψ, ∀A ∈ A(R)em que iK(+) é o gerador de L̂(+)(R) e J = J0ρ̂, em que J0 é o operador PCT e ρ̂ é arepresentação unitária da inversão parcial y → −y e z → −z .Prova:Para ver isto lembramos que Ψ0 é invariante sobre U(L(R)) devido aos axiomas de Wightman



CAPÍTULO 3. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ALGÉBRICO 47e que A(R)Ψ0 é denso em H devido ao Teorema de Reeh-Schlieder. Notamos também quedevido aos axiomas de Wightman U(L(R))K ⊂ K em que K é o domínio comum dos campos.Como os boosts levam a regiãoR nela mesma, eles são tais que U(L(R))A(R)U(L(R)) ⊂ A(R).Logo tudo está de acordo com a de�nição dada nesta seção de estado KMS. Por �m, observamosque J exp(−πK)AΨ = A∗Ψ, ∀A ∈ A(R) é uma conseqüência direta do Teorema de Bisognano-Wichmann. Esta expressão é a mesma do estado KMS para 1
2
β~ = π. Logo Ψ0 é de fato umestado térmico.�Notamos acima que para o estado KMS acima é obtido a temperatura T = ~

2πk
. Comona verdade o tempo próprio é cτ/α temos, reescalonando, que a temperatura é Tα = ~α

2πkc
.Obtemos, assim, a generalização algébrica para campos em espaços-tempos planos.



Capítulo 4O efeito Unruh: ponto de vista estocásticoNeste capítulo, esboçaremos uma nova estratégia para explicar o efeito Unruh. Para tanto,vamos utilizar de resultados mostrados no capítulo anterior sobre a formulação axiomática dateoria quântica dos campos. Também precisaremos mostrar resultados adicionais acerca decertas relações entre análise funcional e probabilidade.Procuraremos, na próxima subseção, listar as principais de�nições sobre processos estocás-ticos a �m de dar sentido ao que será apresentado na explicação do trabalho de Klein, Landau,Gérard e Jäkel [15, 7]. Apresentaremos resultados sobre equivalência de processos estocásticos,assim como relações entre esperança condicional num espaço de probabilidade e operadoresde�nidos nele, entre outros resultados relevantes. Com estes resultados em mão, acreditamosque tenhamos os pré-requisitos necessários para descrevermos o trabalho de Klein e Landau[15] e, en�m, o trabalho de Christian Gérard e Christian Jäkel [7].Mostraremos como os dois trabalhos se relacionam, em particular, como os processos es-tocásticos de [15] implicam nos espaços de trajetória generalizados de [7]. Por �m mostramosqual seria um possível procedimento para fazer uma demonstração alternativa do efeito Unruh.4.1 Relações entre probabilidade e análise funcionalNesta seção vamos mostrar alguns resultados estudados e que serão utilizados para a compreen-são do trabalho. Basearemos principalmente em [2, 4, 15, 1]. Nosso procedimento inicial seráestudar aspectos básicos da teoria de processos estocásticos para, então, de�nir os operadores
U(t) e R que atuarão nos espaços Lp do espaço de medida considerado. De�niremos, então,a esperança condicional e veremos sua relação com os operadores previamente de�nidos. Por�m, ao longo da seção provaremos resultados que nos serão úteis em seções posteriores.Antes disso iremos �xar alguma notação. Chamaremos de σ-álgebra[A] a σ-álgebra geradapelo conjunto A. A mesma notação será usada para anel, σ-anel, álgebra,... Denotaremos por:

R∞ o conjunto das seqüências de números reais.
Bn=σ-álgebra[I1 × ... × In × R × R × ...] em que I1, ..., In são intervalos, ou seja, Bn é a σ48
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B∞ =σ-álgebra [∪∞n=1Bn], ou seja, é a σ-álgebra ∏∞

i=1 B(R) (Produto in�nito).
n− cilindro =B ×∏∞

i=n+1 R, em que B ∈ B(Rn) = B(R)⊗ ...⊗ B(R), em que há n cópiasde B(R).Agora vamos dar a de�nição de um processo estocástico:Definição 4.1.1 [15]: Um processo estocástico, indexado por um conjunto T com valoresem um espaço topológico K, é uma família {Xt}t∈T de variáveis aleatórias (funções mensu-ráveis) em um espaço de probabilidade (Q,Σ, µ) com valores em K, em que tomamos a σ-álgebrade K como sua σ-álgebra de Borel. Denota-se por <> a esperança no espaço de probabilidade,ou seja, < F >=
∫

Fdµ para uma função integrável F em (Q,Σ, µ).Vamos agora estudar alguns aspectos dos processos estocásticos com um número enumerávelde variáveis aleatórias. Seja {Xn}n∈N um processo estocástico. Logo para cada n ∈ N temosque Xn : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)) é uma função mensurável. Notemos desde já que enunciaremosos Teoremas para processos estocásticos com valores em R, porém em grande parte das provasabaixo podemos substituir R e B(R) por um espaço topológico K qualquer e sua σ-álgebra deBorel B(K).Vamos de�nir uma função (X1, ..., Xn, ...) : (Ω,F ,P)→ (R∞,B∞) dada por (X1, X2, ...)(ω) =

(X1(ω), X2(ω), ...). Esta função é mensurável como pode ser visto por (X1, X2, ...)
−1(I1 × ...×

In × R× R× ...) = X−1
1 (I1) ∩ ... ∩X−1

n (In) ∈ F e (I1 × ...× In × R× R× ...) gera B∞. Comestas considerações podemos fazer a seguinte de�nição:Definição 4.1.2: A distribuição de probabilidade do processo {Xn}n∈N é dada por umafunção P̂ : B∞ → R dada por P̂ (B) = P((X1, X2, ...)
−1(B)) em que B ∈ B∞. Esta funçãoé uma medida de probabilidade, pois P̂ (R × R × ...) = P(Ω) = 1, P̂ (∅) = 0 e P̂ (∪∞n=1An) =

P(∪∞n=1(X1, X2, ...)
−1(An)) =

∑∞
n=1P((X1, X2, ...)

−1(An))=
∑∞

n=1 P̂ (An) se An são conjuntosdisjuntos.Definição 4.1.3: Dizemos que dois processos {Xn} e {X ′
n} em que Xn : (Ω,F ,P) →

(R,B(R)) e X ′
n : (Ω′,F ′,P ′) → (R,B(R)) têm a mesma distribuição de probabilidade se dado

B ∈ B∞ temos que P̂ (B) = P((X1, X2, ...)
−1(B)) = P̂ ′((X ′

1, X
′
2, ...)

−1(B)) = P̂ ′(B).Definição 4.1.4: Dado o processo {Xn}n∈N em (Ω,F ,P) de�nimos a função de dis-tribuição n-dimensional por F (x1, ..., xn) = P(X1 < x1, ..., Xn < xn). Usaremos a notação
Fn(.) ≡ Fn(xn) ≡ FXn

(xn) ≡ FX1,...,Xn
(x1, ..., xn)Para relacionar função de distribuição com distribuição de probabilidade usaremos o seguintelema [31]:



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 50Lema 4.1.5 [31]: Seja A um σ -anel e µ : A → [0,∞[ , ν : A → [0,∞[ medidas �nitasem A. Se C ⊂ A é uma classe fechada por intersecção �nita e A = σ − anel[C] e µ(A) =

ν(A) ∀A ∈ C. Então µ = ν .Para a prova deste lema usa-se o lema da classe aditiva.Dadas estas de�nições podemos agora estudar como elas se relacionam.Teorema 4.1.6: Dois processos, {Xn}n∈N e {X ′
n}n∈N, têm a mesma distribuição de pro-babilidade se, e somente se, suas funções de distribuição são iguais.Prova: Seja P̂ e P̂ ′ de�nidas em B∞ por P̂ (B) = P((X1, X2, ...)

−1(B)) e pela expressão
P̂ ′(B) = P ′((X ′

1, X
′
2, ...)

−1(B)) para B ∈ B∞ . Se C ⊂ B∞ é a classe de conjuntos da forma
C =]−∞, y1[×...×]−∞, yn[×R×R× ..., então C é fechado por intersecções �nitas e gera B∞.Logo

(⇒) Se os processos têm a mesma distribuição de probabilidade então:
FX1,...,Xn

(y1, ..., yn) = P(X−1
1 (] − ∞, y1[) ∩ ... ∩ X−1

n (] − ∞, yn[)) = P̂ (] − ∞, y1[×...×] −
∞, yn[×R× R× ...) = P̂ ′(]−∞, y1[×...×] −∞, yn[×R× R× ...) = P ′(X ′−1

1 (]−∞, y1[) ∩ ... ∩
X ′−1

n (]−∞, yn[)) = FX′

1,...,X′

n
(y1, ..., yn)

(⇐) Se suas funções de distribuição são iguais então:
FX1,...,Xn

(y1, ..., yn) = FX′

1,...,X′

n
(y1, ..., yn). Portanto P̂ (]−∞, y1[×...×]−∞, yn[×R×R× ...)= P̂ ′(] −∞, y1[×...×] −∞, yn[×R × R × ...). Desta forma P̂ (C) = P̂ ′(C) para todo C ∈ C e,portanto, pelo lema anterior P̂ = P̂ ′.�Definição 4.1.7: Um processo X1, X2, X3, .. é estacionário se para ∀k ∈ N, o processo

Xk+1, Xk+2, Xk+3, ... tem a mesma distribuição de probabilidade de X1, X2, X3, ... Logo paraqualquer B ∈ B∞ temos:
P((X1, X2, X3, ...) ∈ B) = P((Xk+1, Xk+2, ...) ∈ B) B ∈ B∞.Isto equivale a FX1,...,Xn

(x1, ..., xn) = FXk+1,...,Xk+n
(x1, ..., xn) para qualquer que sejam k, n ∈

N, logo a de�nição é equivalente a P (X1 < x1, ..., Xn < xn) = P (Xk+1 < x1, ..., Xk+n <

xn) para qualquer que seja k, n ∈ N. Concluímos, então, que as de�nições equivalem a
P((X1, ..., Xn)−1(A)) = P((Xk+1, ..., Xk+n)

−1(A)) para qualquer que seja k, n ∈ N e A ∈ B(Rn),utilizando-se sempre do lema 4.1.5.Analogamente vamos fazer de�nições de processos estacionários e simétricos indexados por
R. Definição 4.1.8: Um processo estocástico {Xt}t∈R é estacionário se para qualquer que seja
s ∈ R e qualquer seqüência de números reais {ti}∞i=1 temos que o processo Xt1+s, Xt2+s, ... tem



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 51a mesma distribuição de probabilidade de Xt1 , Xt2 , ... Assim equivalem
• Para ∀B ∈ B∞ temos P((Xt1 , Xt2 , Xt3 , ...) ∈ B) = P((Xt1+s, Xt2+s, Xt3+s, ...) ∈ B).
• Para ∀n ∈ N temos que FXt1 ,..,Xtn

(x1, ...xn) = FXt1+s,..,Xtn+s
(x1, ...xn).

• Para ∀n ∈ N temos que P(Xt1 < x1, ..., Xtn < xn) = P(Xt1+s < x1, ..., Xtn+s < xn).
• Para ∀A ∈ B(Rn)n ∈ N temos que P((Xt1 , ..., Xtn)−1(A)) = P((Xt1+s, ..., Xtn+s)

−1(A)).Definição 4.1.9: Um processo estocástico {Xt}t∈R é simétrico se para qualquer seqüên-cia de números reais {ti}∞i=1 temos que o processo Xt1 , Xt2, ... tem a mesma distribuição deprobabilidade de X−t1 , X−t2 , ... Vale assim as propriedades acima com ti+s → −ti.Uma última caracterização de processos estocásticos com mesma distribuição de probabili-dade será mostrada abaixo. Elas nos será muito importante para o estudo dos operadores U(t)e R, que serão de�nidos adiante, e será usada freqüentemente nas demonstrações seguintes. Decerta forma, este Teorema vai justi�car a importância dos processos estocásticos simétricos eestacionários para nós, ao indicar que o valor de certas integrais é invariante.Teorema 4.1.10: Dois processos estocásticos {Xn}∞n=1 e {Yn}∞n=1 têm a mesma distribuiçãode probabilidades se, e somente se, qualquer função F : (Rn,B(Rn)) → (R,B(R)) mensurável(para qualquer n ∈ N) satisfaz:
∫

Ω

F (X1, ..., Xn)dµ =

∫

Ω′

F (Y1, ..., Yn)dµ
′,em que Xi : (Ω,F , µ)→ (R,B(R)) e Yi : (Ω′,F ′, µ′)→ (R,B(R)) para i = 1, 2, 3, ...Prova:

(⇐)Se tivermos a igualdade entre as integrais então dado A ∈ B(Rn) temos:
µ((X1, ..., Xn)

−1(A)) =

∫

Ω

χ(X1,...,Xn)−1(A)(ω)dµ =

∫

Ω

χA(X1(ω), ..., Xn(ω))dµ

=

∫

Ω′

χA(Y1(ω), ..., Yn(ω))dµ′ =

∫

Ω′

χ(Y1,...,Yn)−1(A)(ω)dµ′ = µ′((Y1, ..., Yn)
−1(A)).Como isto vale para qualquer que seja n ∈ N e A ∈ B(Rn) então concluímos que {Xn}∞n=1e {Yn}∞n=1 tem a mesma distribuição de probabilidade (pois suas funções de distribuição são asmesmas).

(⇒)Se os dois processos têm a mesma distribuição de probabilidade então consideremosF uma função mensurável simples. Logo F (x1, ..., xn) =
∑N

k=1 akχAk
(x1, ..., xn). Assim obte-mos que ∫

Ω
F (X1, ..., Xn)dµ =

∫

Ω

∑N
k=1 akχAk

(X1, ..., Xn)dµ =
∫

Ω

∑N
k=1 akχ(X1,...,Xn)−1(Ak)dµ =
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∑N

k=1 akµ((X1, ..., Xn)
−1(Ak)) =

∑N
k=1 akµ

′((Y1, ..., Yn)
−1(Ak))=

∫

Ω′

∑N
k=1 akχ(Y1,...,Yn)−1(Ak)dµ

′ =
∫

Ω′

∑N
k=1 akχAk

(Y1, ..., Yn)dµ′ = ∫

Ω′
F (Y1, ..., Yn)dµ

′.Se F é positivo então existe Fn simples tal que Fn ↑ F . Logo
∫

Ω

F (X1, ..., Xn)dµ = lim
n→∞

∫

Ω

Fn(X1, ..., Xn)dµ =

= lim
n→∞

∫

Fn(Y1, ..., Yn)dµ′ =

∫

Ω′

F (Y1, ..., Yn)dµ
′.Se F é qualquer então podemos fazer F = F+ − F−. Como

∫

Ω

F±(X1, ..., Xn)dµ =

∫

Ω′

F±(Y1, ..., Yn)dµ
′,temos que F (X1, ..., Xn) é integrável se, e somente se, F (Y1, ..., Yn) é integrável. Neste casoconcluímos que ∫

Ω
F (X1, ..., Xn)dµ =

∫

Ω′
F (Y1, ..., Yn)dµ

′ �Vamos agora nos restringir ao estudo de processos estocásticos em que a σ-álgebra F é amenor σ-álgebra que torna todos os Xt mensuráveis, ou seja, F = σ-álgebra[X−1
t (A), A ∈ B(R)e t ∈ R]. Vamos agora denotar a σ-álgebra gerada por funções Xt1 , ..., Xtn por B(Xt1 , ..., Xtn)e a gerada por Xt, com t ∈ R, por B(Xt, t ∈ R). Em relação a estes processos, há propriedadesmuito interessantes e que serão usadas adiante. Por isto vamos enunciá-las e prová-las a seguir(ver [4]):Proposição 4.1.11 [4]: Seja B(X1, ..., Xn) a σ−álgebra gerada por X1, ..., Xn variáveisaleatórias de Ω → R. Então se Λ ∈ B(X1, ..., Xn) existe um A ∈ B(Rn) tal que Λ = {x ∈

Ω; (X1(x), ..., Xn(x)) ∈ A}.Prova: Seja F a coleção de conjunto F = {Λ ∈ Ω; Λ = (X1, ..., Xn)
−1(A) com A ∈ B(Rn)}.

F é uma σ-álgebra, pois1)Ω = (X1, ..., Xn)−1(Rn) ∈ F .2) Se Λ ∈ F então Λc = (X1, ..., Xn)−1(A)c = (X1, ..., Xn)−1(Ac) ∈ F .3) Se Λn ∈ F então ∪∞n=1Λn = ∪∞n=1(X1, ..., Xn)−1(An) = (X1, ..., Xn)−1(∪∞n=1An) ∈ F , emque Λn = (X1, ..., Xn)−1(An).
Xj é mensurável em F para qualquer que seja j = 1, ..., n, pois se A ∈ B(R) então X−1

j (A) =

(X1, ..., Xj, ..., Xn)−1(R× ...× A× ...×R) ∈ F . Assim B(X1, ..., Xn) ⊂ F .Sabe-se que se F : (Rn,B(Rn)) → (R,B(R)) é mensurável e Xj : (Ω,B(X1, ..., Xn)) →
(R,B(R)) é mensurável para qualquer que seja j = 1, ..., n. Então a função dada por F (X1, ..., Xn) :

(Ω,B(X1, .., Xn))→ (R,B(R)) é mensurável [31].Logo dado A ∈ B(Rn), então χA : (Rn,B(Rn)) → (R,B(R)) é mensurável. Assim, afunção χA(X1, ..., Xn) : (Ω,B(X1, ..., Xn)) → (R,B(R)) é mensurável. Desta forma notamosque χA(X1, ..., Xn)−1({1}) = (X1, ..., Xn)−1(A) ∈ B(X1, ..., Xn) e, portanto, F ⊂ B(X1, ..., Xn).Concluímos então que B(X1, ..., Xn) = F . �



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 53Proposição 4.1.12 [4]: SejaX1, ..., Xn variáveis aleatórias. Então F : (Ω,B(X1, ..., Xn))→
(R,B(R)) é mensurável se, e somente se, F = G(X1, ..., Xn) em que G : (Rn,B(Rn)) →
(R,B(R)) é mensurável.Prova:(⇐) Vem da observação acima [31].

(⇒) Seja Λjm = { j
2m < F ≤ j+1

2m } ∈ B(X1, ..., Xn). Existe então A′
jm ∈ B(Rn) tal que

Λjm = (X1, ..., Xn)
−1(A′

jm).Sabemos então que Λjm são disjuntos. Logo seja Ajm = A′
jm − [A′

jm ∩ (∪i6=jA
′
im)]. As-sim Λjm = (X1, ..., Xn)−1(Ajm) pois se x ∈ Λjm então (X1, ..., Xn)(x) ∈ A′

jm . Mas se
(X1, ..., Xn)(x) ∈ A′

jm ∩ (∪i6=jA
′
im) então (X1, ..., Xn)(x) ∈ Akm para algum k 6= j. Logo x ∈

Λkm. Como Λjm∩Λkm = ∅, temos uma contradição. Logo x ∈ A′
jm− [A′

jm ∩ (∪i6=jA
′
im)] = Ajm.Agora seja Fm(ω) = j

2m , para ω ∈ Λjm j = 0,±1, ... Temos então que Fm(ω) = Gm(X1, ..., Xn)em que:
Gm(ξ1, ..., ξn) =

{

j
2m , se (ξ1, ..., ξn) ∈ Ajm

0 , de outra forma .Assim na imagem de (X1, ..., Xn)(Ω) temos
lim

m→∞
Gm(X1(ω), ..., Xn(ω)) = lim

m→∞
Fm(ω) = F (ω).Logo de�namos G(ξ1, ..., ξn) = lim supm→∞Gm(ξ1, ..., ξn) (temos que fazer isto, pois sógarantíamos que existe o limite na imagem da função (X1, ..., Xn)(Ω)). Assim G é mensu-rável e G(X1, ..., Xn)(ω) = F (ω) �Proposição 4.1.13 [4]: Seja {Xt, t ∈ T} um processo estocástico num espaço de probabi-lidade (Ω,B(Xt, t ∈ T ), µ).1)Se T não é enumerável e Λ ∈ B(Xt, t ∈ T ), então existe S ⊂ T enumerável tal que

Λ ∈ B(Xt, t ∈ S).2)Se F : (Ω,B(Xt, t ∈ T )) → (R,B(R)) é mensurável, então existe S ⊂ T enumerável talque F : (Ω,B(Xt, t ∈ S))→ (R,B(R)) é mensurável.Prova:1) Seja G = {Λ ∈ B(Xt, t ∈ T ); ∃S ⊂ T enumerável tal que Λ ∈ B(Xt, t ∈ S)}. Então G é
σ−álgebra, pois(i) Ω ∈ B(Xt) para qualquer que seja t ∈ T o que implica que Ω ∈ G.(ii) Λ ∈ G o que implica que Λ ∈ B(Xt, t ∈ S) logo que Λc ∈ B(Xt, t ∈ S) e Λc ∈ G.(iii) se{Λn}n∈N ∈ G então Λn ∈ B(Xt, t ∈ Sn), logo Λn ∈ B(Xt, t ∈ ∪∞n=1Sn) e ∪∞n=1Λn ∈
B(Xt, t ∈ ∪∞n=1Sn).Também vemos que G ⊂ B(Xt, t ∈ T ). Mas se Λ ∈ B(Xt) então Λ ∈ G. Logo Xt : (Ω,G)→
(R,B(R)) é mensurável para qualquer que seja t ∈ T . Assim B(Xt, t ∈ T ) ⊂ G. Portanto
G = B(Xt, t ∈ T ).2)Seja r ∈ Q então F−1(]−∞, r]) ∈ B(Xt, t ∈ Sr). Assim dado q ∈ Q então F−1(]−∞, q]) ∈
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B(Xt, t ∈ ∪r∈QSr). Logo F : (Ω,B(Xt, t ∈ ∪r∈QSr)) → (R,B(R)) é mensurável e ∪r∈QSré enumerável. Note que a mesma prova vale se substituirmos R por um espaço topológicosegundo contável, para tanto basta substituir ]−∞, r] por conjuntos de uma base enumeráveldeste espaço. �Sabendo dos fatos anteriores, podemos mostrar que as funções do tipo F (X1, ..., Xn) são Lp-densas em um processo estocástico. Para tanto precisamos do seguinte lema.Lema 4.1.14 [21]: Seja (Ω,F , µ) um espaço de probabilidade e B ⊂ F , B uma álgebra quegera F . Seja

H = {h : Ω→ R, h =

n
∑

i=1

aiχBi
, ai ∈ R eBi ∈ B são disjuntos}.Assim H é denso em Lp(Ω,F , µ) para 1 ≤ p <∞.Prova: Seja W = {h : Ω → R; h =

∑n
i=1 aiχAi

em que ai ∈ R eAi ∈ F , Ai são disjuntos }.Então W é denso em Lp(Ω,F , µ). Para vermos isto, seja dada f ∈ Lp(Ω,F , µ). Assim f = f+−
f− e existem seqüências {f+

n } e {f−
n }∈W tais que f+

n ↗ f+ f−
n ↗ f− . Logo como f+

n ≤ f+ e
f−

n ≤ f− concluímos que |fn| = |f+
n −f−

n | = f+
n +f−

n ≤ f++f− = |f |. Assim fn → f e |fn| ≤ |f |.Logo |f−fn|p ≤ (|f |+|fn|)p ≤ 2p|f |. Desta forma temos que |f−fn|p(x)→ 0 e |f−fn|p ≤ 2p|f |(logo a função é dominada). Portanto, limn→∞

∫

Ω
|f − fn|pdµ =

∫

Ω
limn→∞ |f − fn|pdµ = 0.Logo W é denso em Lp(Ω,F , µ).Agora mostraremos que H é denso em W.Seja h ∈W tal que h =

∑n
i=1 aiχAi

. Pelo Teorema da aproximação temos que existe Bi ∈ B(pois µ é �nita, logo µ|B é σ-�nita e µ(Ai) < ∞, ver [31] lema 5.2.15) tal que µ(Ai 4 Bi) <

( ε
∑n

i=1 |ai|
)p.Seja h′ =

∑n
i=1 aiχBi

então
||h− h′||p = ||

n
∑

i=1

ai(χAi
− χBi

)||p ≤
n

∑

i=1

|ai| ||χAi
− χBi

||p =
n

∑

i=1

|ai|
(

∫

|χAi
− χBi

|pdµ
)

1
p

=

n
∑

i=1

|ai|
(

∫

χp
Ai4BI

dµ

) 1
p

≤
n

∑

i=1

|ai|
[(

ε
∑n

i=1 |ai|

)p] 1
p

=

n
∑

i=1

|ai|
ε

∑n
i=1 |ai|

= ε.Na terceira igualdade usou-se a relação |χAi
− χBi

| = χAi4BI
. Agora basta escrever h′ naforma canônica, que é possível já que para isto basta fazer intersecções �nitas e diferenças (logoé possível de fazer na álgebra B). Vemos, então, que h′ ∈ H. �Agora podemos enunciar o Teorema principal. Este Teorema nos permitirá estudar os ope-



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 55radores de�nidos em Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ), que serão muito importante para nós.Teorema 4.1.15: Seja {Xt}t∈R um processo estocástico de (Ω,B(Xt, t ∈ R), µ) em (R,B(R)).Então o conjunto A = {G : (Ω,B(Xt, t ∈ R), µ)→ (R,B(R)); Gmensurável, limitado e da forma
G = F (Xt1 , ..., Xtn) em queF : (Rn,B(Rn)) → (R,B(R)) é mensurável} é denso no conjunto
Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ).Prova:Seja G ∈ Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ). Logo existe S enumerável tal que S ⊂ R e que G :

(Ω,B(Xt, t ∈ S), µ) → (R,B(R)) é mensurável, pela proposição 4.1.13 mostrada acima. Logo
G ∈ Lp(Ω,B(Xt, t ∈ S), µ). Seja S = {t1, t2, t3, ...}. Sabemos que B(Xt, t ∈ S) é a menor σ-álgebra que torna todos os Xt mensuráveis. Assim B(X1), B(X1, X2),... ∈ B(Xt, t ∈ S). Logo
∪∞n=1B(Xt1 , ..., Xtn) ⊂ B(Xt, t ∈ S). Ao mesmo tempo Xtj ∈ B(Xt1 , ..., Xtj ). Logo Xtj ∈ σ-álgebra[∪∞n=1B(Xt1 , ..., Xtn)], o que implica que B(Xt, t ∈ S) ⊂ σ-álgebra [∪∞n=1B(Xt1 , .., Xtn)].Concluímos, então, que B(Xt, t ∈ S) é igual a σ-álgebra [∪∞n=1B(Xt1 , ..., Xtn)]Assim ∪∞n=1B(Xt1 , ..., Xtn) é uma álgebra que gera B(Xt, t ∈ S). Logo, pelo lema 4.1.14mostrado, temos que dado G ∈ Lp(Ω,B(Xt, t ∈ S), µ) existe h =

∑N
n=1 anχAn

em que
An ∈ ∪∞n=1B(Xt1 , ..., Xtn) tal que ||G − h||p < ε. Porém An ∈ B(Xt1 , .., Xtm(n)

) o que im-plica (ver proposição 4.1.11) que An = (Xt1 , ..., Xtm(n)
)−1(Bn) em que Bn ∈ B(Rm). Logo

h =
∑N

n=1 anχ(Xt1 ,...,Xtm(n)
)−1(Bn) . Seja M = max{m(n); n = 1, ..., N}. Sabemos então que

(Xt1 , ..., Xtm(n)
)−1(Bn) pode ser escrito como (Xt1 , ..., Xtm(n)

, Xtm(n)+1
, ..., XM)−1(Bn×RM−tm(n)).Assim h =

∑N
n=1 anχ(Xt1 ,...,Xtn)−1(B′

n) =
∑N

n=1 anχB′
n
(Xt1 , ..., XtM ), em que B′

n = Bn ×RM−tm(n)e χB′

n
∈ B(RM). Logo h = F (Xt1 , ..., XtM ) , em que F (x1, ..., xM) =

∑N
n=1 anχB′

n
(x1, ..., xM) e,como F é mensurável em B(RM ) e limitado, concluímos a demonstração do Teorema. �Agora que já estudamos aspectos básicos da teoria de processos estocásticos, estamos emcondições de de�nir e estudar dois operadores que desempenharão um papel de grande im-portância no trabalho.Definição 4.1.16: De�nimos os operadores U(t) e R agindo no conjunto das funçõesmensuráveis de (Ω,B(Xt, t ∈ R), µ) em (R,B(R)) que têm a forma F (Xt1 , ..., Xtn), em que Fé limitado e mensurável de (Rn,B(Rn)) em (R,B(R)) por:

U(t)F (Xt1 , ..., Xtn) = F (Xt1+t, ..., Xtn+t)

RF (Xt1 , ..., Xtn) = F (X−t1 , ..., X−tn).Teorema 4.1.17:



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 561. Se o processo é estacionário então U(t) se estende a grupo uniparamétrico de isometriasem Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ)2. Se o processo é simétrico então R se estende a uma isometria em Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ)Prova:Se o processo é estacionário então
||U(t)F (Xt1, ..., Xtn)||p = ||F (Xt1+t, .., Xtn+t)||p = ||F (Xt1, ..., Xtn)||ppelo Teorema 4.1.10. Logo U(t) é contínuo e de�nido num domínio denso de Lp(Ω,B(Xt, t ∈

R), µ). Pelo Teorema B.L.T. ([6] pag.9) U(t) pode ser estendido unicamente para um operadorlimitado e dado F ∈ Lp(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ) temos
||U(t)F || = lim

n→∞
||U(t)Fn|| = lim

n→∞
||Fn|| = ||F ||.Logo U(t) é isometria.Se o processo é simétrico então

||RF (Xt1, ..., Xtn)||p = ||F (X−t1, ..., X−tn)|| = ||F (Xt1, ..., Xtn)||ppelo Teorema 4.1.10. Novamente pelo Teorema BLT, R se estende de forma única a umaisometria. �Estaremos interessados agora em estender o resultado do Teorema 4.1.17, provando que
R e U(t) se estendem a grupos de *-automor�smos em L∞(Q,Σ, µ). Para tanto provaremosresultados intermediários que serão interessantes no estudo da referência [7] que será feito naspróximas seções. Inicialmente vamos provar um resultado simples.Proposição 4.1.18: Seja A ∈ Σ = B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]). Então existe uma seqüência defunções que convergem a χA, no sentido de L1(Q,Σ, µ). Estas funções assumem apenas valores0 e 1 e são da forma H(Xt1 , ..., Xtn), em que H : (Rn,B(Rn)) → (R,B(R)) é uma funçãolimitada.Prova: Sabemos que existem funções Fn(Xt1 , ..., Xtm(n)

) que convergem a χA quando n vaiao in�nito, no sentido de L1, devido ao Teorema 4.1.15. Podemos então de�nir as funções Gnpor
Gn(x) =

{

1 se Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)
(x)) ∈ [1

2
,+∞]

0 se Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)
(x)) ∈ [−∞, 1

2
[
.Notamos que o conjunto Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)

(x)) ∈ [1
2
,+∞] = (Xt1(x), ..., Xtm(n)

(x))−1 ◦
F−1

n [1
2
,+∞] que pertence a B(Xt1 , ..., Xtm(n)

), o mesmo para o conjunto Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)
(x)) ∈
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[−∞, 1

2
]. Logo pela proposição 4.1.12, concluímos que Gn = Hn(Xt1 , ..., Xtm(n)

), em que eviden-temente podemos escolher Hn assumindo apenas valores 0 e 1. Mostraremos agora que Gn vaia χA na norma de L1. De�namos inicialmente os conjuntos
E = {Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)

(x)) ∈ [1
2
,+∞]} ∩ {χA(x) = 0}

F = {Fn(Xt1(x), ..., Xtm(n)
(x)) ∈ [−∞, 1

2
[} ∩ {χA(x) = 1}

.Assim concluímos que
∫

E

|Fn − χA|dµ >
1

2
µ(E) (4.1)

∫

F

|Fn − χA|dµ >
1

2
µ(F). (4.2)Se n é tal que ||Fn − χA||1 < ε

4
concluímos que:

||Gn − χA||1 =

∫

E

|Gn − χA|dµ+

∫

F

|Gn − χA|dµ+

∫

(E∪F)c

|Gn − χA|dµ

≤ µ(E) + µ(F) ≤ 2
ε

4
+ 2

ε

4
= ε.Usamos acima que |Gn−χA| ≤ 1 e que, em (E∪F)c, as funções Gn e χA coincidem. Tambémforam utilizadas as relações 4.1 e 4.2. Assim concluímos que Gn, de fato, converge a χA nanorma L1.�Agora vamos provar o seguinte resultado que será usado no estudo da referência [7]:Proposição 4.1.19: Seja A ∈ Σ = B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]) então RχA (se o processo forsimétrico) e U(t)χA (se o processo for estacionário) são as funções características de algumconjunto em Σ (ou melhor, estão na mesma classe de equivalência de uma função caracterís-tica).Prova: A prova é igual para R ou U(t). Vamos chamar estes operadores de T . Vimos noTeorema anterior que existem funções Gn = Hn(Xt1 , ..., Xtm(n)

) que tendem a χA (em L1) eassumem apenas valores 0 e 1. Assim notamos que Gn são funções características. As funções
TGn também serão funções características como se pode ver abaixo:

TGn = Hn(Xt∗1
, ..., Xt∗

m(n)
),em que t∗j é tj + t para T = U(t) e −tj para T = R. Assim vemos que TGn assume apenasvalores 0 ou 1 tal qual Hn. Como T é uma isometria em L1 temos que TχA = limn→∞ TGn,no limite em L1. Agora basta notar que uma seqüência de funções características convergetambém a uma função que assume valores 0 ou 1 em quase toda parte; e, portanto, TχA é umafunção característica (ou melhor, está na mesma classe de equivalência de uma).



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 58A última a�rmação acerca da convergência de funções características pode ser vista daseguinte forma. Suponha que Kn converge em L1 paraK e todoKn é uma função característica.Seja o conjunto An = K(x) ∈ [− 1
n
, 1

n
]c ∪ [1− 1

n
, 1 + 1

n
]c. Então

∫

|K −Km|dµ =

∫

An

|K −Km|dµ+

∫

Ac
n

|K −Km|dµ ≥
1

n
µ(An).Como o limite do lado esquerdo é 0, concluímos que µ(An) = 0. Logo µ(K(x)−1{0, 1}c) =

µ(∪∞n=1An) ≤∑

n µ(An) = 0. Assim K assume valores 0 ou 1 em quase toda parte. �Agora vamos provar que além de isometrias os operadores U(t) e R satisfazem as relações
T (FG) = [TF ][TG] se F e G pertencem a L∞(Q,Σ, µ) (em que T é R ou U(t)).Teorema 4.1.20: Seja F e G pertencentes a L∞, então valem as relações R(FG) =

[RF ][RG] se o processo é simétrico e U(t)(FG) = [U(t)F ][U(t)G] se o processo é estacionário.Note que estamos pensando em R e U(t) de�nidos em Lp(Q,Σ, µ) para p ∈ [1,∞[ (tanto faz o
p já que restritos a L∞ as aplicações U(t) e R são todas iguais, independente de p).Prova:Para provar isto, basta notar que se Fn → F então FnG→ FG independente da norma Lpque se tome já que G é essencialmente limitado. Da mesma forma notamos que FnGm → FnGquando m vai a in�nito, desde que Fn seja essencialmente limitado.Assim seja Fn(Xt1 , ..., Xtm(n)

) e Gn(Xt1 , ..., Xtq(n)
) tais que Fn → F e Gn → G tal qual oTeorema 4.1.15. Então seja T um dos operadores R ou U(t), então

T (FG) = T (lim
n
FnG) = lim

n
T (FnG) = lim

n
T (Fn lim

k
Gk) = lim

n
lim

k
T (FnGk) =

lim
n

lim
k
T (Fn(Xt1 , ..., Xtm(n)

)Gk(Xt1 , ..., Xtq(k)
)) = lim

n
lim

k
Fn(Xt∗1

, ..., Xt∗
m(n)

)Gk(Xt∗1
, ..., Xt∗

q(k)
) =

lim
n

lim
k
T (Fn(Xt1 , ..., Xtm(n)

))T (Gk(Xt1 , ..., Xtq(k)
)) = lim

n
T (Fn) lim

k
T (Gk) = T (F )T (G),em que t∗j é tj + t se o processo é estacionário e −tj se o processo é simétrico. O limite estásendo pensado como em qualquer das normas Lp com p entre [1,∞[. �Podemos agora estender o Teorema 4.1.17. para os espaços L∞(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ). Oresultado pode ser visto no seguinte Teorema:Teorema 4.1.21:1. Se o processo é estacionário então U(t) se estende a grupo uniparamétrico de automor-



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 59�smos de L∞(Ω,B(Xt, t ∈ R), µ).2. Se o processo é simétrico então R se estende a um automor�smo de L∞(Ω,B(Xt, t ∈
R), µ).Prova:A prova é a mesma para os operadores R e U(t). Vamos denotá-los genericamente de

T . Dado F ∈ L∞(Q,Σ, µ) então como µ é uma medida de probabilidade, temos que F ∈
L1(Q,Σ, µ). Vamos de�nir o operador T : L∞(Q,Σ, µ) → L∞(Q,Σ, µ) como sendo a restriçãodo operador T , pensado como a isometria T : L1(Q,Σ, µ)→ L1(Q,Σ, µ) do Teorema 4.1.17 aoespaço L∞(Q,Σ, µ). Devemos notar que T de�nido assim em L∞(Q,Σ, µ) é bem de�nido, poisse F = 0 em relação a norma L∞, então F = 0 em relação a norma L1, e, portanto, TF = 0 emrelação a norma L1 e também em relação a L∞. Evidentemente este operador é linear. Agorabasta notar que ele é limitado. Vejamos a prova abaixo.Dado F ∈ L∞(Q,Σ, µ), então existe uma seqüência de funções Fn da forma Fn =

∑

k a
(n)
k χ

A
(n)
k

,em que A(n)
k são disjuntos, tais que ||Fn||∞ ≤ ||F ||∞ e Fn → F tanto nas normas L∞ quantona norma L1. Como a aplicação de T coincide com a isometria do Teorema 4.1.17 e esta écontínua temos que:

TF = T lim
n
Fn = lim

n
TFn = lim

n

∑

k

a
(n)
k Tχ

A
(n)
k

.em que o limite é na norma L1. Notamos agora que Tχ
A

(n)
k

são funções características pelaproposição 4.1.19 e são funções características de conjuntos disjuntos (a não ser por um conjuntode medida nula), pois se k 6= l então 0 = ||χ
A

(n)
l

χ
A

(n)
k

||1 = ||T (χ
A

(n)
l

χ
A

(n)
k

)||1 que, como vimos, éo mesmo de ||T (χ
A

(n)
l

)T (χ
A

(n)
k

)||1, logo ||TFn||∞ ≤ maxk|a(n)
k | ≤ ||F ||∞. Logo como TFn tendea TF na norma L1, concluímos que ||TF ||∞ ≤ ||F ||∞. Assim T é contínuo na norma L∞ e éum automor�smo, pelo Teorema 4.1.20.Note que usamos acima que se funções fn são tais que ||fn||∞ ≤M e fn → f na norma L1,então ||f ||∞ ≤M . A prova deste fato pode ser obtida de�nindo An = {x ∈ Q; |f(x)| > M+ 1

n
}.Assim

∫

|f − fm|dµ ≥
1

n
µ(An).Tomando o limite no lado esquerdo, concluímos que µ(An) = 0. Logo µ({x ∈ Q; |f(x)| >

M}) = µ(∪∞n=1An) = 0. Assim ||f ||∞ ≤M . �Vamos agora provar mais dois resultados que serão usados no estudo da referência [7]. Basi-camente estamos interessados em conhecer um conjunto de funções densas em Lp(Q,B(Xt, t ∈
[−β/2, β/2]), µ), formado por combinações lineares de funções características.Proposição 4.1.22: Seja (Ωi,Ai, µi)i=1,...,n espaços de probabilidade. Então combinações
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(xn) com A1 ∈ A1, ..., An ∈ An são densas em Lp(Ω1×

...× Ωn,A1 ⊗ ...⊗An, µ1 × ...× µn) para p ∈ [1,∞[.Prova: Sabemos que A1⊗ ...⊗An é a σ-álgebra gerada por conjuntos do tipo A1× ...×Ancom A1 × ...× An ∈ A1×...×An o que implica que A1 ⊗ ...⊗An é a σ-álgebra[A1 × ...×An].Porém sabemos que A1× ...×An é um semi-anel. Sabemos que anel[A1× ...×An]={Ai;A é aunião �nita disjunta de elementos de A1 × ...× An} (lema 5.1.21, [31]). Também sabe-se que
σ-anel[A1 × ...×An]=σ-anel[anel[A1 × ...×An]].Pelo lema 4.1.14 temos que funções do tipo h =

∑n
i=1 aiχBi

, em que Bi ∈ álgebra [A1 ×
...×An] (=anel [A1 × ...×An]) são densas em Lp(Ω1 × ...× Ωn,A1 ⊗ ...⊗An, µ1 × ...× µn).Mas Bi = ∪m(i)

j=1 A
j
1i × ...× Aj

ni, tal que (Aj
1i × ...× Aj

ni) ∩ (Ak
1i × ...× Ak

ni) = ∅ se i 6= k .Assim χBi
=

∑m(i)
j=1 χAj

1i×...×Aj
ni

(x1, ..., xn) =
∑m(i)

j=1 χAj
1i
(x1)...χAj

ni
(xn).Logo h =

∑n
i=1 ai

∑m(i)
j=1 χAj

1i
(x1)...χAj

ni
(xn) =

∑n
i=1

∑m(i)
j=1 aiχAj

1i
(x1)...χAj

ni
(xn). �Corolário 4.1.23: O mesmo resultado vale para um espaço de probabilidade do tipo (Ω1×

... × Ωn,A1 ⊗ ... ⊗ An, µ), ou seja, combinações lineares de funções do tipo χA1(x1)...χAn
(xn)com A1 ∈ A1, ..., An ∈ An são densas em Lp(Ω1 × ...×Ωn,A1⊗ ...⊗An, µ) para p ∈ [1,∞[, se

µ é uma medida de probabilidade.Prova: a mesma dada acima. �Usando o Teorema acima, podemos provar o resultado desejado e já anunciado sobre funçõesdensas em Lp(Q,B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]), µ). Este resultado, como já foi dito, que nos será útilquando estudarmos o trabalho de Gérard e Jäkel [7].Teorema 4.1.24: Seja {Xt}t∈[−β/2,β/2] um processo estocástico de (Q,B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]), µ)em R. Então combinações lineares de funções do tipo χA1(x1)...χAn
(xn) com A1 ∈ B(Xt1), ..., An ∈

B(Xtn) são densas em Lp(Q,B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]), µ) para p ∈ [1,∞[.Prova: Dado F ∈ Lp(Q,B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]), µ). Então pelo Teorema 4.1.15 existe umafunção da forma G(Xt1 , ..., Xtn) tal que G é mensurável e limitada e ||F −G||p < ε
2
.Para continuar a prova, vamos construir a seguinte medida de probabilidade em Rn: A 3

Rn → µ′(A) = µ((Xt1, ..., Xtn)−1(A)). Então, pelo corolário anterior, temos uma função do tipo
H =

∑

m amχAm
1
(x1)...χAm

n
(xn), tal que [

∫

|H − G|pdµ′]
1
p < ε

2
. Porém sabemos por resultadosconhecidos em teoria da medida (exemplo [31]) que:

[
∫

|H(x1, ..., xn)− F (x1, ..., xn)|pdµ′

]
1
p

=

[
∫

|H(Xt1, ..., Xtn)− F (Xt1 , ..., Xtn)|pdµ
]

1
p

.Assim ||F−H||p ≤ ||F−G||p+||G−H||p < ε . Agora basta notarmos que χA(Xt) = χX−1
t (A)é a função característica de um conjunto em B(Xt) �A continuação desta seção terá como objetivo relacionar os operadores R e U(t) de�nidos



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 61anteriormente com os operadores de probabilidade condicional. Para isto vamos antes recordara de�nição de probabilidade condicional [2].Seja F uma σ-álgebra, B ⊂ F uma sub-σ-álgebra de F e µ uma medida em F . Dadouma função integrável f , mensurável por F , dizemos que a probabilidade condicional de f emrelação B, denotada por EBf , é a única função (a não ser por um conjunto de medida nula)mensurável em B e tal que para qualquer A ∈ B temos:
∫

A

fdµ =

∫

A

EBfdµ.Denotaremos a probabilidade condicional de f em relação a B(Xt, t ∈ V ) por EV f . Oprocedimento padrão usado para mostrar que g = EV f será primeiro mostrar que g é mensurávelem B(Xt, t ∈ V ) e, segundo, mostrar que vale a relação acima para qualquer que seja A ∈
B(Xt, t ∈ V ). Dadas estas de�nições podemos estudar as relações existentes entre EV , U(t)e R. Antes porém vejamos algumas propriedades interessantes da probabilidade condicionalvista como um operador EB : Lp(Ω,F , µ)→ Lp(Ω,F , µ).Proposição 4.1.25: Seja (Ω,F , µ) um espaço de probabilidade e B ⊂ F . Se F ∈
Lp(Ω,F , µ). Então F = EGF + F ′ tal que ∫

Ω
F ′Gdµ = 0 para qualquer que seja G ∈ Blimitado (p ∈ [1,∞]).Prova: Seja F ′ = F −EGF . Então para qualquer A ∈ G temos ∫

A
F ′dµ =

∫

A
(F −EGF )dµ =

0. Desta forma seja Gn simples tal que |Gn| ≤ |G| e Gn(x) → G(x) e Gn =
∑N

n=1 anχAn
,

An ∈ G. Assim como ∫

|F ′G|dµ ≤ ||G||∞||F ′||1 <∞ temos que |F ′Gn| = |F ′||Gn| ≤ |F ′||G| queé integrável e, portanto, ∫
Ω
F ′Gdµ = limn→∞

∫

Ω
F ′Gndµ = limn→∞

∑N(n)
k=1 a

(n)
k

∫

Ω
χ

A
(n)
k

F ′dµ = 0,pelo Teorema da convergência dominada. �Proposição 4.1.26: Seja (Ω,F , µ) um espaço de probabilidade e G ⊂ F . Então EG :

L2(Ω,F , µ)→ L2(Ω,F , µ) é um operador linear contínuo.Prova: Seja F ∈ L2(Ω,F , µ). Logo
∫

Ω

EGF
∗EGFdµ =

∫

Ω

|EGF
∗||EGF |dµ ≤

∫

Ω

(EG|F ∗|)(EG|F |)dµ =

=

∫

Ω

(EG|F |)2dµ ≤
∫

Ω

EG|F |2dµ =

∫

Ω

|F |2dµ.Assim < EGF,EGF >≤< F, F > (Vide [2] pag. 316 e 317 para as desigualdades usadas, ouseja, |EGF | ≤ EG|F | e (EG|FG|)2 ≤ (EG|F |2)(EG|G|2)) .�Como corolário das duas proposições anteriores temos:Corolário 4.1.27: Se F ∈ L2(Ω,F , µ) então F = EGF + F ′, com G ⊂ F e EGF e F ′

∈ L2(Ω,F , µ). F' satisfaz ∫

F ′Gdµ = 0 para qualquer que seja G ∈ L2(Ω,G, µ).



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 62Prova: Basta repetir o argumento anterior, notando que ∫

|F ′G|dµ ≤ (
∫

|F ′|dµ)
1
2 (

∫

|G|2dµ)
1
2

<∞ logo |F ′Gn| está dominado por |F ′G| .�Corolário 4.1.28: O operador EG : L2(Ω,F , µ) → L2(Ω,F , µ) é o operador de projeçãono subespaço fechado L2(Ω,G, µ), em que G ⊂ F .Prova: Primeiro notamos que como Lp(Ω,G, µ) é um espaço de Banach, então ele é um sube-spaço fechado de Lp(Ω,F , µ). Depois notemos que F = EGF + F ′, em que EGF ∈ L2(Ω,G, µ)e F ′ ∈ L2(Ω,F , µ). Como F ′ é ortogonal a qualquer elemento em L2(Ω,G, µ) pelo corolárioanterior, concluímos que EGF +F ′ é a decomposição de F em L2(Ω,G, µ)⊕L2(Ω,G, µ)c. Comoesta decomposição é única, concluímos que EGF é a projeção de F em L2(Ω,G, µ). �Por �m, vamos ver um outro critério menos restritivo para saber se uma função é a esperançacondicional em relação a uma sub-σ-álgebra.Lema 4.1.29: Seja (Ω,F , µ) um espaço de probabilidade. Seja G ⊂ F uma σ-álgebra contidoem F . Se R é uma álgebra tal que G = σ-álgebra[R] e F é integrável, então se H ∈ G (ou seja,
H é mensurável por G) e ∫

Λ
Hdµ =

∫

Λ
Fdµ para qualquer que seja Λ ∈ R temos que H = EGF .Prova: Como H ∈ G, basta provar que ∫

Λ
Hdµ =

∫

Λ
Fdµ para qualquer que seja Λ ∈ G.Seja P = {Λ ∈ F ;

∫

Λ
Hdµ =

∫

Λ
Fdµ}. Então P 3 φ e P é uma classe monotônica, pois se

An ∈ P e An ↑ A ou An ↓ A temos
∫

A

Hdµ = lim
n→∞

∫

An

Hdµ = lim
n→∞

∫

An

Fdµ =

∫

A

Fdµ,pois F e H são integráveis, portanto |χAn
H| ≤ |H| e podemos usar o Teorema da convergênciadominada. Assim P ⊃ σ-álgebra[R] e, portanto, P ⊃ G pelo lema da classe monotônica.Assim, para qualquer Λ ∈ G, vale que ∫

Λ
Hdµ =

∫

Λ
Fdµ. �Com estes resultados preliminares podemos, en�m, estudar as relações entre os diversosoperadores.Teorema 4.1.30: Se o processo é simétrico, então valem as relações:

R2 = I, REt = E−tR, RE0 = E0R = E0para qualquer que seja t ∈ R. Se o processo é, além de simétrico, estacionário, então vale
RU(t) = U(−t)R .Prova: Vamos provar primeiro que R2 = I e RU(t) = U(−t)R.Dado F (Xt1 , ..., Xtn) então R2F (Xt1 , ..., Xtn) = RF (X−t1, ..., X−tn) = F (Xt1 , ..., Xtn) e

RU(t)F (Xt1 , ..., Xtn) = RF (Xt1+t, ..., Xtn+t) = F (X−t1−t, ..., X−tn−t)

U(−t)RF (Xt1 , ..., Xtn) = U(−t)F (X−t1 , ..., X−tn) = F (X−t1−t, ..., X−tn−t).Logo R2 = I e RU(t) = U(−t)R coincidem nas funções da forma F (Xt1, ..., Xtn). Como



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 63elas são densas para Lp com p ∈ [1,∞[, de acordo com o Teorema 4.1.15, então isto basta paramostrar a igualdade entre os operadores. Como a atuação de U(t) e R agindo em L∞ é igual arestrição destes operadores agindo em L1 (proposição 4.1.21), concluímos que o Teorema valetambém para L∞.Vamos provar agora que REt = E−tR. Para isto vejamos que1)REtF = Rϕ(Xt) = ϕ(X−t) ∈ B(X−t), em que ϕ : (R,B(R)) → (R,B(R)) é mensurável e
EtF = ϕ(Xt).2)Dado Λ ∈ B(X−t) logo Λ = X−1

−t (A) para A ∈ B(R) e F ∈ B(Xt, t ∈ R)

∫

Λ

REtFdµ =

∫

Ω

χA(X−t)REtFdµ =

∫

Ω

R(χA(Xt)EtF )dµ =

∫

Ω

Et(χA(Xt)F )dµ

=

∫

Ω

χA(Xt)Fdµ =

∫

Ω

R(χA(Xt)F )dµ =

∫

Ω

χA(X−t)(RF )dµ =

∫

X−1
−t (A)

RFdµ =

∫

Λ

RFdµ.Assim temos que REt = E−tR. Agora notemos que para t = 0 temos:1)RE0F = Rϕ(X0) = ϕ(X0) ∈ B(X0), em que ϕ : (R,B(R)) → (R,B(R)) é mensurável e
E0F = ϕ(X0).2)Dado Λ ∈ B(X0) temos que Λ = X−1

0 (A) e, portanto,
∫

Λ

RE0Fdµ =

∫

Ω

χA(X0)RE0Fdµ =

∫

Ω

RχA(X0)E0Fdµ =

∫

Ω

χA(X0)E0Fdµ

=

∫

Ω

E0χA(X0)Fdµ =

∫

Ω

χA(X0)Fdµ =

∫

X−1
0 (A)

Fdµ =

∫

Λ

Fdµ.Assim temos RE0F = E0F logo RE0 = E0 �Agora vamos adicionar mais duas de�nições interessantes de processo estocástico: processosperiódicos e processos OS-positivos.Definição 4.1.31: Dizemos que um processo estocástico é periódico de período β se Xt+β =

Xβ para todo t ∈ R. Neste caso podemos indexá-lo por Sβ = R/βZ. Se π : R→ Sβ é a aplicaçãoquociente temos que, dado Xt com t ∈ R, Xt = Xπ(t).Definição 4.1.32: Dizemos que um processo estocástico simétrico e periódico de período
β é OS-positivo em Sβ se

〈F ∗(X−t1 , ..., X−tn)F (Xt1, ..., Xtn)〉 ≥ 0sempre que t1, ..., tn ∈ [0, β/2] e F é uma função mensurável e limitada em Rn para qualquer n



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 64. Podemos, então, relacionar estes conceitos da seguinte forma:Teorema 4.1.33: Se o processo é simétrico e periódico com período β, então o processo éOS-positivo em Sβ se, e somente se, E[0,β/2]RE[0,β/2] ≥ 0 como um operador em L2(Ω,B(Xt, t ∈
[−β/2, β/2]), µ), isto é, < (RF )∗F >≥ 0 para qualquer que seja F ∈ L2(Ω,B(Xt, t ∈ [0, β/2]), µ).Prova:

(⇐) Seja F (Xt1, ..., Xtn), t1, .., tn ∈ [0, β/2] , para F limitada e mensurável. Logo a função
F (Xt1 , ..., Xtn) ∈ L2(Ω,B(Xt, t ∈ [0, β/2]), µ) e

〈

E[0,β/2]RE[0,β/2]F, F
〉

≥ 0⇒
∫

Ω

(E[0,β/2]RE[0,β/2]F )∗Fdµ ≥ 0

⇒
∫

Ω

(E[0,β/2]F (X−t1, ..., X−tn))∗F (Xt1 , ..., Xtn)dµ ≥ 0e, portanto,
∫

Ω

[E[0,β/2]F (X−t1 , ..., X−tn)∗]F (Xt1 , ..., Xtn)dµ =

∫

Ω

E[0,β/2](F (X−t1 , ...X−tn)∗F (Xt1 , ..., Xtn))dµ

=

∫

Ω

F (X−t1, ..., X−tn)∗F (Xt1 , ..., Xtn)dµ = 〈F ∗(X−t1 , ..., X−tn)F (Xt1 , ..., Xtn)〉 ≥ 0.

(⇒) Seja F ∈ L2(Ω,B(Xt, t ∈ [−β/2, β/2]), µ) então temos
< E[0,β/2]RE[0,β/2]F, F >=

∫

Ω

(E[0,β/2]RE[0,β/2]F
∗)Fdµ.Mas F = E[0,β/2]F + F ′ tal que < F ′, G >= 0 para qualquer que seja G ∈ L2(Ω,B(Xt, t ∈

[0, β/2]), µ).Logo
< E[0,β/2]RE[0,β/2]F, F >=< E[0,β/2]RE[0,β/2]F,E[0,β/2]F+F ′ >=< E[0,β/2]RE[0,β/2]F,E[0,β/2]F >

=

∫

Ω

E[0,β/2](RE[0,β/2]F
∗)E[0,β/2]Fdµ =

∫

Ω

(RE[0,β/2]F
∗)E[0,β/2]Fdµ =< RE[0,β/2]F,E[0,β/2]F > .Porém sabemos que função do tipo G = G(Xt1 , ..., Xtn) t1, ...tn ∈ [0, β/2] são densas em

L2(Ω,B(Xt, t ∈ [0, β/2]), µ). Seja Gn → E[0,β/2]F ⇒ RGn → E[0,β/2]F (pois R é contínuo).



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 65Assim < RE[0,β/2]F,E[0,β/2]F >= limn→∞ < RGn, Gn >≥ 0 . (Notemos que se xn → x e
yn → y então < xn, yn > − < x, y >=< xn, yn > − < x, yn > + < x, yn > − < x, y > que vaia zero). �4.2 O trabalho de Klein e LandauO passo crucial para caracterizar estados quânticos em equilíbrio térmico usado neste trabalhofoi dado em um artigo escrito em 1979 por Abel Klein e Lawrence Landau [15]. A idéiadeste artigo é fazer uma correspondência biunívoca entre certos estados KMS e certos tiposde processos estocásticos. Para uma a�rmação mais precisa é necessário que façamos certasde�nições.O tipo de estado KMS utilizado neste artigo é o sistema KMS estocasticamente positivo.Para tratar estes estados precisamos de alguns Teoremas a �m de dar sentido às de�niçõesnecessárias. Vamos, então, enunciar o Teorema de Araki sobre extensão analítica de certasfunções de operadores.Teorema 4.2.1 (Araki) [15]: Dados B uma álgebra C∗ e ω um estado �el que sa-tisfaz a condição KMS. Seja B a álgebra de von Neumann gerada pela imagem da repre-sentação de B na representação GNS de ω. De�nindo o conjunto Iβ(n) = {(z1, ..., zn) ∈
Cn; Im zj > 0 para j = 1, ..., n

∑n
j=1 Im zj < β/2} temos que se (z1, ..., zn) ∈ Iβ(n) , entãopara todo A1, ..., An ∈ B vale que Ane

izn−1HAn−1...e
iz1HA1Ω ∈ D(eiznH) , e, como função de

(z1, ..., zn), eiznHAne
izn−1HAn−1...e

iz1HA1Ω é analítico em norma em Iβ(n), contínuo em emnorma em Iβ(n), e uniformemente limitado em Iβ(n) por ||A1|| ||A2||...||An||. Além disto ovetor exp(−(β/2 + i
∑n

j=1 zj)H)Ane
izn−1HAn−1...e

iz1HΩ é analítico em norma em Iβ(n − 1), econtínuo em norma em Iβ(n− 1).Como conseqüência deste Teorema a função de correlação:
ΓA1,...,An

(t1, ..., tn) = (Ω, αt1(A1)...αtn(An)Ω),pode ser analiticamente continuada para variáveis puramente imaginárias zj = isj em que
−β/2 ≤ s1 ≤ ... ≤ sk ≤ 0 ≤ sk+1 ≤ .. ≤ sn ≤ β/2. Desta forma:

ΓA1,...,An
(is1, ..., isn) =

(eskA∗
ke

−(sk−sk−1)HA∗
k−1...e

−(s2−s1)HA∗
1Ω, e

−sk+1HAk+1e
−(sk+2−sk+1)HAk+2...e

−(sn−sn−1)HAnΩ).Desta forma se A1, ..., An ∈ B, então ω(αt1(A1)...αtn(An)) tem uma continuação analítica daforma dada pela fórmula anterior. Com estas informações, já é possível dar sentido a seguinte



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 66de�nição:Definição 4.2.2: O estado KMS é dito ser estocasticamente positivo com respeito asub-álgebra C∗, U de B se, para todo A1, ..., An ∈ U+ = {A ∈ U ; A ≥ 0}, as funções
ΓA1,...,An

(is1, ..., isn) não são negativas.Partindo desta de�nição já é possível especi�car os �certos� estados KMS aos quais o artigode Klein e Landau [15] se refere. Chamamos estes estados de sistemas KMS estocasticamentepositivos. A de�nição é dada por:Definição 4.2.3 [15]: Um sistema KMS estocasticamente positivo com temperatura inversa
β é uma quádrupla (B,U , αt, ω) que consiste em
• Uma álgebra C∗ B.
• Um grupo uniparamétrico de automor�smos αt agindo em B .
• Uma sub-álgebra abeliana, U , de B tal que a álgebra gerada por ∪t∈Rαt(U) é igual à B.
• Um estado �el em B satisfazendo a condição KMS na temperatura inversa β, relativo a
αt.Este estado deve ser estocasticamente positivo.Uma vez que se especi�cou o estado KMS que se trabalha iremos agora especi�car a quaisprocessos estocásticos nos referimos.Usaremos processos indexados por T = R com variáveis aleatóriasXt : (Ω,Σ, µ)→ (K,B(K))que são:1) Simétricos.2) Estacionários.3) Fracamente estocasticamente contínuo: Dizemos que um processo é fracamente contínuose dado η e ε, existe δ > 0 tal que se |t− t0| < δ implica que µ(|f(Xt)− f(X0)| > η) < ε, paraqualquer f : (K,B(K))→ (R,B(R)) limitada e mensurável, ou seja, que

lim
t→t0

µ(|f(Xt)− f(Xt0)| > η) = 0para qualquer η > 0.4) Fiel: Dizemos que o processo é �el se < f(Xt) > 6= 0 para toda f ∈ CR(K) não negativae não nula, ou seja, toda função contínua em K com valores reais com f ≥ 0 e f 6= 0.5) Periódico (de período β).6) OS-positivo.



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 67Com estas de�nições estamos em posição de enunciar o Teorema de Klein Landau que seráusado então:Teorema de Klein Landau 4.2.4 [15]: Seja (B,U , αt, ω) um sistema estocasticamentepositivo KMS na temperatura inversa β. Então existe um processo estocástico {Xt}t∈R, comvalores no espectro de U , que é periódico com período β, estacionário, simétrico, fracamenteestocasticamente contínuo, �el e OS-positivo tal que:
< A1(Xt1)...An(Xtn) >= ΓA1,...,An

(it1, ..., itn)para todo A1, ..., An ∈ U e t1, ..., tn ∈ R com t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn e tn − t1 ≤ β. Tal processo éúnico a não ser por equivalência.Conversamente seja {Xt}t∈R um processo estocástico com valores num espaço Hausdor�compacto K, periódico com período β, estacionário, simétrico, fracamente estocasticamentecontínuo, �el e OS-positivo em Sβ. Então existe um sistema estocasticamente positivo KMS
(B,U , αt, ω) na temperatura inversa β tal que U ∼= C(K) e a relação acima vale. Um sistemaKMS construído desta forma é único a não ser por isometria.4.3 O efeito Unruh do ponto de vista estocásticoNesta seção mostraremos uma nova forma de ver o efeito Unruh partindo do trabalho deKlein-Landau [15] e de Gérard-Jäkel [7]. Não pretende-se aqui provar todas as passagens, nemsabemos como fazê-lo. Queremos apenas esboçar uma estratégia, uma outra maneira de se vero problema baseado no Teorema de Klein-Landau. O que se fará aqui é seguir passo a passoestes artigos e fazer as devidas alterações a �m de aplicá-lo ao problema do efeito Unruh.Antes de mais nada, vamos primeiramente esboçar o procedimento que será seguido nestaseção. O que se fará é pegar as funções de Schwinger parametrizadas por (r, θ, y, z) tal qualo artigo de Fröhlich e Birke [12]. A seguir vamos de�nir o conceito de espaço de trajetóriageneralizado. Mostraremos, então, como o Teorema de Klein-Landau pode ser escrito emtermos destes espaços de trajetória. Após isto, daremos um esquema que mostra, usando asfunções de Schwinger e tomando o ângulo θ como o tempo imaginário, como obter um espaçode trajetória generalizado, que por sua vez implica na obtenção de um estado KMS (de acordocom o Teorema de Klein-Landau escrito para espaços de trajetórias generalizados, como seráenunciado nas próximas seções).Para entendermos melhor como isto explica o efeito Unruh, vamos mostrar como a rotaçãode ângulo θ se relaciona com o boost de Lorentz na direção x. Lembrando que o boost deLorentz na direção x é dado por:
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Λ(s) =













cosh(s) sinh(s) 0 0

sinh(s) cosh(s) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













.Podemos, então, fazer a extensão analítica de Λ(s) para o grupo de Lorentz complexoe obter a transformação Λ(is) em que s é um número real. Se aplicarmos esta transfor-mação à (it, x, y, z), que são as coordenadas em que estão de�nidas as funções de Schwinger, eparametrizarmos (t, x, y, z) usando coordenadas (r, θ, y, z) dadas por t = ir sin(θ) e x = r cos(θ)obtemos o seguinte resultado:
Λ(is)













it

x

y

z













= Λ(is)













ir sin(θ)

r cos(θ)

y

z













=













cos(s) i sin(s) 0 0

i sin(s) cos(s) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

























ir sin(θ)

r cos(θ)

y

z













=













ir sin(θ + s)

r cos(θ + s)

y

z













.Observamos, assim, que Λ(is)(r, θ, y, z) = (r + s, θ, y, z). Desta forma, concluímos que arotação por um ângulo s corresponde a ação do boost Λ(is). Porém notemos que a rotaçãopor um ângulo s corresponde, no nosso esquema, justamente ao tempo imaginário. Logo atranslação de tempo real do estado KMS corresponde ao grupo de automor�smo do boost deLorentz na direção x. Portanto, concluímos que o estado KMS (de equilíbrio) se refere aosreferenciais uniformemente acelerados, obtendo assim uma nova versão do efeito Unruh.Vamos agora esclarecer melhor o esquema e dar a de�nição de espaço de trajetória gene-ralizado.4.3.1 Espaço de trajetória generalizadoPara fazer a reconstrução do espaço de Hilbert físico vamos seguir a referência [7]. De acordocom este artigo, para fazê-la não é necessário um conhecimento detalhado das variáveis aleatórias
Xt, tampouco do espaço topológico K no qual as variáveis aleatórias tomam seus valores.Precisa-se apenas da estrutura de espaço de trajetórias generalizado. A de�nição será dada aseguir.Definição 4.3.1.1 [7]: Um espaço de trajetória generalizado (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ) consistede:



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 69(i) Um espaço de probabilidade (Q,Σ, µ).(ii) Uma sub-álgebra distinta Σ0.(iii) Um grupo uniparamétrico R 3 t→ U(t) de *-automor�smos de L∞(Q,Σ, µ) que preser-vam a medida e que são fortemente contínuos em medida.(iv) Um *-automor�smo R que preserva medidas em L∞(Q,Σ, µ) tal que RU(t) = U(−t)R,
R2 = I e RE0 = E0R, em que E0 é a esperança condicional com respeito a σ-álgebra Σ0.Além disto queremos que(v) Σ =

∨

t∈R U(t)Σ0.Entendemos um automor�smo T que preserva medidas da seguinte forma: T é tal quequando aplicado a uma função característica o resultado também é uma função característica,ou seja, dado um conjunto A ∈ Σ e sua função característica χA então TχA também é umafunção característica de um conjunto B ∈ Σ. Assim podemos entender T também comouma função de Σ em Σ, usando a relação biunívoca entre funções características e conjuntos.(Note, no entanto, que como função de Σ em Σ consideramos conjuntos que diferem por umsubconjunto de medida nula iguais, logo mais precisamente estamos tratando de classes deequivalências). O fato de preservar medidas deve ser entendido da seguinte forma: seja A ∈ Σe B o conjunto cuja função característica é TχA, então µ(A) = µ(B), ou seja µ(A) = µ(TA).A parte (v) acima signi�ca que a σ-álgebra Σ é gerada pelos conjuntos U(t)S para todo
t ∈ R e S ∈ Σ0. De (iii) e (iv) segue que U(t) e R se estendem a um grupo de isometriafortemente contínuo de Lp(Q,Σ, µ) para 1 ≤ p <∞.Em termos do espaço de trajetórias a periodicidade e a OS-positividade podem ser for-muladas da seguinte maneira: O espaço de trajetória (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ) é β−periódico se
U(β) = I. Podemos então considerar U(t) indexado pelo círculo Sβ = [−β/2, β/2]. Ele éOS-positivo se E[0,β/2]RE[0,β/2] ≥ 0 como um operador em L2(Q,Σ, µ).Neste momento é interessante e importante saber exatamente como a estrutura propostapor Klein e Landau [15] se relaciona com um espaço de trajetória generalizado. Para istoprovaremos o seguinte Teorema que relacionará os processos estocásticos apresentados em [15]com a estrutura apresentada acima.Teorema 4.3.1.2: Seja (Q,Σ, µ) um espaço de probabilidade e {Xt} um processo estocásticocom valores em K, um espaço compacto (com a σ−álgebra de Borel). Seja Σ = B(Xt, t ∈
[−β/2, β/2]). Suponhamos que o processo é periódico de período β, estacionário, simétrico,�el, fracamente estocasticamente positivo em Sβ e OS-positivo. Então (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ) éum espaço de trajetória generalizado OS-positivo e períódico de período β, em que Σ0 = B(X0),
U(t) e R são os operadores de�nidos na seção 4.1.Prova: Vamos analisar ítem por ítem da de�nição acima de espaço de trajetória generalizado.Os ítens (i) e (ii) são imediatos.No ítem (iii) podemos observar que dado A ∈ Σ, temos µ(A) = ||χA||1 = ||U(t)χA||1 =
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µ(U(t)χA), em que usamos o fato de que χA ∈ L1(Q,Σ, µ) e que U(t) é uma isometria em
L1(Q,Σ, µ), tal como explicado no Teorema 4.1.17. Também usamos o fato de que U(t)χA é afunção característica de algum conjunto, tal qual mostrado na proposição 4.1.19. O fato de serum automor�smo de L∞ pode ser visto no Teorema 4.1.21. A continuidade forte em medida émais complicada e pode ser vista da seguinte forma.Primeiramente notamos que limt→t0 µ(|f(Xt) − f(Xt0)| > η) → 0, para qualquer que seja
η > 0 (com f limitada e mensurável), implica que limt→t0 ||f(Xt)− f(Xt0)||1 → 0. Para provaristo basta escolhermos η = ε e assim obter:
∫

Q

|f(Xt)−f(Xt0)|dµ =

∫

[|f(Xt)−f(Xt0 )|>η]

|f(Xt)−f(Xt0)|dµ+

∫

[|f(Xt)−f(Xt0 )|<η]

|f(Xt)−f(Xt0)|dµ

≤ 2µ(|f(Xt)− f(Xt0)| > η)||f ||∞ + ε.Logo lim supt→t0 ||f(Xt)−f(Xt0)||1 < ε para qualquer ε e assim limt→t0 ||f(Xt)−f(Xt0)||1 →
0. Assim dado A ∈ B(Xt0) então A = X−1

t0 (B) com B ∈ K e χA = χX−1
t0

(B) = χB(Xt0) eassim limt→0 ||U(t)χA − χA||1 = limt→0 ||U(t)χB(Xt0) − χB(Xt0)||1 que pode ser escrito como
limt→0 ||χB(Xt+t0)− χB(Xt0)||1 = 0. Agora notamos que se A ∈ B(Xt0) e C ∈ B(Xt1) então

||U(t)(χAχC)− χAχC ||1 = ||U(t)(χAχC)− (U(t)χA)χC + (U(t)χA)χC − χAχC ||1 =

||(U(t)χA)(U(t)χC − χC)||1 + ||(U(t)χA − χA)χC ||1 ≤ ||U(t)χC − χC ||1 + ||U(t)χA − χA||1 → 0em que usamos que |U(t)χA| ≤ 1. Agora notamos que seguindo o raciocínio, basta tormarmoso limite a �m de obtermos limt→t0 ||U(t)(χA1 ...χAn
) − χA1...χAn

|| → 0 para Aj ∈ B(Xtj ).Sabemos pelo Teorema 4.1.24 que combinações lineares de funções do tipo χA1 ...χAn
são densasem L1(Q,Σ, µ). Assim dada F ∈ L∞(Q,Σ, µ), seja ∑M

m=1 amχAm
1
...χAm

n
em que Am

j ∈ B(Xtj )para j entre 1 e n tal que ||F−∑M
m=1 amχAm

1
...χAm

n
||1 < ε

2
. Concluímos então que ||U(t)F−F ||1é igual à

∥

∥

∥

∥

∥

U(t)F − U(t)
M

∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
+ U(t)

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
−

−
M

∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
+

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
− F

∥

∥

∥

∥

∥

1

≤
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∥

∥

∥

∥

∥

U(t)F − U(t)

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n

∥

∥

∥

∥

∥

1

+

∥

∥

∥

∥

∥

U(t)

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
−

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n

∥

∥

∥

∥

∥

1

+

+

∥

∥

∥

∥

∥

M
∑

m=1

amχAm
1
...χAm

n
− F

∥

∥

∥

∥

∥

1

≤ ε+

M
∑

m=1

|am|
∥

∥U(t)χAm
1
...χAm

n
− χAm

1
...χAm

n

∥

∥

1
→ ε.Logo, lim supt→0 ||U(t)F − F ||1 < ε para qualquer que seja ε. Portanto limt→0 ||U(t)F −

F ||1 = 0. Concluímos que U(t) é fortemente contínuo na norma L1 (para F ∈ L∞(Q,Σ, µ)) e,como conseqüência, em medida. Esta última a�rmação pode ser provada da seguinte forma.Se U(t) não é fortemente contínua em medida em 0, existe F ∈ L∞(Q,Σ, µ), η0 e ε0 maioresdo que zero tal que para qualquer δ > 0 existe t′ satisfazendo |t′−t0| < δ que satisfaz µ(|U(t)F−
F | > η0) > ε0. Isto implica que

∫

Q

|U(t)F − F |dµ ≥
∫

[|U(t)F−F |>η0]

|U(t)F − F |dµ ≥ η0µ(|U(t)F − F | > η0) ≥ η0ε0.Desta forma ||U(t)F − F ||1 9 0 o que é uma contradição.No ítem (iv), as relações RU(t) = U(−t)R, R2 = I e RE0 = E0R podem ser vistasdiretamente como uma conseqüência do Teorema 4.1.30. O fato de preservar a medida podeser vista da seguinte forma. Seja A ∈ Σ. Então µ(A) = ||χA||1 = ||RχA||1 = µ(RχA), emque usamos o fato de que χA ∈ L1(Q,Σ, µ) e que R é uma isometria em L1(Q,Σ, µ), tal comoexplicado no Teorema 4.1.17. Também utilizamos o fato de que U(t)χA é a função característicade algum conjunto tal qual mostrado na proposição 4.1.19. O fato de ser um automor�smo de
L∞ pode ser visto no Teorema 4.1.21.O ítem (v) pode ser visto da seguinte forma. Seja A ∈ B(Xt). Então A = X−1

t (B)em que B ∈ K. Assim dada a função característica de A, χA(x), podemos escrevê-la como
χA(x) = χX−1

t (B)(x) = χB(Xt(x)) (note que χA : Q → R e χB : K → R). Concluímos assimque χA(x) = U(t)χB(X0(x)). Portanto A ∈ ∨

t∈R U(t)Σ0 e B(Xt) ⊂
∨

t∈R U(t)Σ0. Assimconcluímos que toda função Xt é mensurável por ∨

t∈R U(t)Σ0. Logo Σ =
∨

t∈R U(t)Σ0.A propriedade de OS-periodicidade pode ser vista diretamente do Teorema 4.1.33.A periodicidade pode ser vista como conseqüência da periodicidade do processo estocástico,pois
U(β)F (Xt1 , ..., Xtn) = F (Xt1+β, ..., Xtn+β) = F (Xt1 , ..., Xtn)Logo U(β) = I num conjunto denso em L1(Q,Σ, µ). Assim, por continuidade da função

U(β), concluímos que U(β) = I em L1(Q,Σ, µ). Como U(β) agindo em L∞(Q,Σ, µ) é a



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 72restrição de U(β) agindo em L1(Q,Σ, µ) concluímos que U(β) = I. Desta forma o espaço detrajetória generalizado é periódico de período β. �Denotando o sistema KMS estocasticamente positivo (de temperatura inversa β) denotadopor (B,U , αt, ω), K o espectro de U e Q = K [−β/2,β/2], podemos enunciar o Teorema de Klein-Landau por:Teorema de Klein-Landau 4.3.1.3: Seja (B,U , αt, ω) um sistema KMS estocasticamentepositivo à temperatura inversa β. Então existe uma medida de probabilidade de Baire µ em Q,uma sub σ−álgebra Σ0 ⊂ Σ (em que Σ é a σ−álgebra de Borel de Q) um grupo U(t) deautomor�smos ∗ em L∞(Q,Σ, µ) que preserva medidas e um automor�smo R de L∞(Q,Σ, µ)que preserva medidas e tal que (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ) é um espaço de trajetória generalizadoOS-positivo e periódico de período β. Inversamente, dado um espaço de trajetória generalizadoOS-positivo e periódico de período β, podemos construir um único, a não ser por isometrias,sistema KMS estocasticamente positivo à temperatura inversa β.Agora vamos aplicar o conceito de espaço de trajetória generalizado mostrado anteriormentepara explicar o efeito Unruh. Aqui deixamos claro que não se conseguiu cobrir todos os detalhesdas demonstrações. O que acontece é que utilizaremos, para a explicação do efeito, as funçõesde Schwinger que são obtidas por extensões analíticas das funções de Wightman. Essas são,por sua vez, obtidas por operadores de campo, que não são limitados. Os trabalhos de [15] e[7] utilizam-se somente de operadores limitados. Assim nem tudo se encaixa de uma forma tãosimples. Desta forma acreditamos que o resultado mostrado a seguir apresenta uma estratégiapara uma possível demonstração alternativa deste efeito, que não foi obtida por problemas denatureza técnicas complicadas. Mostraremos, então, qual é esta estratégia.Utilizando-se do espaço de trajetória generalizado podemos supor que Q = S′, em que S foide�nido na seção 3.3. Σ poderá ser considerada como a σ-álgebra de Borel e µ uma medida deprobabilidade em S′.Notamos que as funções a ∈ S podem ser pensadas como funções â : S′ → C da seguinteforma: â(ϕ) = ϕ(a). Assim podemos naturalmente considerar Σ0 como a σ-álgebra gerada porestas funções em S′, ou seja, a menor σ-álgebra tal que as funções â são mensuráveis. Agoragostaríamos de supor que exista um grupo de automor�smos U(θ) de operadores atuando nasfunções L∞(Q,Σ, µ) tais que valha a seguinte igualdade abaixo:
φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) =

∫

(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))dµ(ϕ). (4.3)Achamos que esta suposição não é totalmente arti�cial ou absurda, pois como se sabe,existem modelos em teorias quânticas de campos cujas funções de Schwinger são tais que existeuma medida de probabilidade, µ, em S ′(R2) tal que para f1, ..., fn ∈ SR(R2n) temos que
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S(f1...fn) =

∫

ϕ(f1)...ϕ(fn)dµ(ϕ).Desta forma, vemos que o que estamos supondo é análogo, porém não se �integrou� f emtodas as variáveis, ou seja, θ, continua sendo uma variável. Notemos, no entanto, que parafazer esta suposição usamos a comutatividade dos termos (a, θ). Logo estamos nos restringindoao caso bosônico.Podemos ver agora que a suposição acima é coerente com o fato de o espaço de trajetóriaser periódico pois:
∫

U(2π)[(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

∫

(U(2π+θ1)ϕ(a1))...(U(2π+θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

φ2π(a1, 2π + θ1, ..., an, 2π + θn) = φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) =

∫

(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))dµ(ϕ).Logo U(2π) = id, em que id é a identidade e o espaço de trajetória é periódico de período
2π.Da mesma forma, poderíamos supor a existência de um automor�smo R nas funções L∞tal que as funções â ∈ S são invariantes por R, ou seja, Râ = â. Este automor�smo seria talque U(−θ)R = RU(θ) e tal que

∫

RU(θ)ϕ(a)dµ = φ2π(a,−θ). (4.4)Estas propriedades parecem coerentes pois
∫

U(−θ)Rϕ(a)dµ =

∫

U(−θ)ϕ(a)dµ = φ2π(a,−θ) =

∫

RU(θ)ϕ(a)dµ.Também vemos que é coerente pensar em U(θ) e R como automor�smos, pois:
∫

U(θ)[(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

∫

(U(θ + θ1)ϕ(a1))...(U(θ + θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

φ2π(a1, θ + θ1, ..., an, θ + θn) = φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) =

∫

(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))dµ(ϕ)e
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∫

R[(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

∫

(U(−θ1)ϕ(a1))...(U(−θn)ϕ(an))]dµ(ϕ) =

φ2π(a1,−θ1, ..., an,−θn) = φ2π(a1, θ1, ..., an, θn) =

∫

(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))dµ(ϕ).Logo é plausível também pensar que ||U(θ)F ||1 = ||F ||1 e ||RF ||1 = ||F ||1. Isto é coerentecom os nossos resultados sobre estes operadores serem isometrias em Lp.Também podemos ver que no limite em que θ vai a zero:
∫

{U(θ)[(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))]− [(U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))]}dµ(ϕ) =

φ2π(a1, θ + θ1, ..., an, θ + θn)− φ2π(a1, θ1, ..., an, θn)→ 0.Assim nos parece que U(θ) é fortemente contínuo.Por �m, a última característica que gostaríamos de mostrar é que estas de�nições indicamque valha a OS-positividade, pois se θ1, .., θn ∈ [0, β/2] então
∫

R[(U(θ1)ϕ(a∗1))...(U(θn)ϕ(a∗n))](U(θ1)ϕ(a1))...(U(θn)ϕ(an))dµ =

= φ2π(a∗1,−θ1, ..., a∗n,−θn, a1, θ1, ..., an, θn) = φ2π(a1, θ1, ..., an, θn, a
∗
1, 2π−θ1, ..., a∗n, 2π−θn) ≥ 0.Desta forma, permitimo-nos pensar que existe uma possibilidade de que tal operadores eum tal espaço de probabilidade sejam construídos e satisfaçam 4.3.De forma resumida, nossas conjecturas foram a existência de uma medida em S′, com suaálgebra de Borel Σ, e de automor�smos U(θ) e R em que satisfaçam as equações 4.3 e 4.4.Usamos em seguida as propriedades (P1) até (P4) da seção 3.3 para argumentar que estaspropriedades são análogas as propriedades requeridas para de�nir um espaço de trajetóriageneralizado. Assim achamos plausível que com isto seja possível aplicar o Teorema 4.3.1.3.A seguir mostraremos como estas propriedades podem ser usadas para a construção de umsistema KMS.4.3.2 O Teorema de reconstruçãoComo vimos acima, parece-nos plausível aplicar o Teorema 4.3.1.3. para o espaço de trajetória

S′ de�nido acima. Uma vez que podemos aplicá-lo, ainda que de forma não completamente



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 75satisfatória, vamos esboçar, sem entrar nas minúcias, como se obter o espaço de Hilbert físicoe o sistema KMS estocasticamente positivo a partir de (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ), em que este éum espaço de trajetória generalizado OS-positivo e periódico de período β. Vamos seguir aqui[7, 15].Consideremos o espaço de Hilbert L2(Q,Σ[0,β/2], µ), em que Σ[0,β/2] =
∨

t∈[0,β/2] U(t)Σ0 e ooperador E[0,β/2]RE[0,β/2] que é positivo (OS-positividade) e age neste espaço. Agora podemosde�nir um produto interno da seguinte forma para elementos em L2(Q,Σ[0,β/2], µ):
(F,G) :=

∫

Q

R(F )Gdµ =

∫

Q

(E[0,β/2]RE[0,β/2]F )Gdµ. (4.5)Podemos ver agora que este produto interno satisfaz (F, F ) ≥ 0 pois 〈(RF )∗F 〉 ≥ 0 devidoa positividade OS (chamada de positividade por re�exão em algumas referências). Tambémvemos que (F, F ) ≤ ||F ||L2, conforme se pode ver abaixo:
(F, F ) =

〈

R(F )F
〉

=
〈

FR(F )
〉

≤
〈

|FR(F )|
〉

≤
√

∫

|F ∗|2dµ
√

∫

|RF |2dµ ≤ ||F ||L2.Na segunda igualdade usou-se o fato de R ser uma isometria. O espaço de Hilbert físico serádado por H = completamento de L2(Q,Σ[0,β/2], µ)/N , em que N é o subespaço dos vetores
G tais que (G,G) = 0. Se denotarmos por V a projeção canônica de L2(Q,Σ[0,β/2], µ) em
L2(Q,Σ[0,β/2], µ)/N , podemos estendê-la unicamente a uma contração. O espaço de Hilbert
L2(Q,Σ[0,β/2], µ)/N será o espaço de Hilbert físico e o vetor Ω := V(1) será o vácuo. O passoseguinte será o de achar U . Estes operadores correspondem, de certa maneira, aos operadoresde multiplicação por L∞(Q,Σ0, µ). A seguir vamos enunciar o Teorema de Klein a este respeito:Teorema 4.3.2.1 [15]: Para F ∈ L2(Q,Σ[0,β/2], µ) e f ∈ L∞(Q,Σ0, µ) podemos de�nir ooperador f̃ em H por f̃V(F ) = V(fF ). Este operador é tal que ||f̃ || = ||f ||∞. Além disto
U = {f̃ ; f ∈ L∞(Q,Σ0, µ)} é uma álgebra de von Neumann de operadores em H tendo Ω comvetor separante.O próximo passo é achar B e o operador de evolução temporal. Basicamente o que semostrará é que U(t) pode agir emH de uma forma �canônica� e que ele é o operador de evoluçãotemporal imaginária. Para ver como isto funciona vamos primeiramente de�nir um semigrupolocal simétrico. Este semigrupo corresponderá de certa forma a U(t) e de lá obteremos suaspropriedades.Definição 4.3.2.2 [15]: Seja H um espaço de Hilbert e T um número real > 0. Umsemigrupo simétrico local (P (t),Dt, T ) é uma família {P (t),Dt}t∈[0,T ] de operadores lineares
P (t) e subespaços vetoriais Dt de H tais que(i) D0 = H, Dt ⊃ Ds se 0 ≤ t ≤ s ≤ T e D = ∪0<t≤TDt é denso em H.



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 76(ii) P (t) : Dt → H é um operador linear e simétrico (ou seja, (u, P (t)v) = (P (t)u, v) paratodo u, v ∈ Dt) em que P (0) = I e P (s)Dt ⊂ Dt−s para 0 ≤ s ≤ t ≤ T e P (t)P (s) = P (t+ s)em Dt+s para t, s, t+ s ∈ [0, T ].(iii) t→ P (t) é fracamente contínuo, isto é, para u ∈ Ds e 0 ≤ t ≤ s o mapa t→ (u, P (t)u)é contínuo.O fato crucial a respeito destes semigrupos locais é que o operador P (t) pode ser escritocomo e−tL . O operador L é auto-adjunto e será o Lioviliano do sistema KMS. Para ser maispreciso vamos estabelecer a relação entre P (t) e e−tL no Teorema abaixo:Teorema 4.3.2.3 [15]: Seja (P (t),Dt, T ) um semigrupo local simétrico em H. Então existeum único operador auto-adjunto L em H tal que(i) Dt ⊂ D(e−tL), e−tL|Dt
= P (t) para 0 ≤ t ≤ T , ou seja, e−tL é uma extensão de P (t).(ii) D]0,T ′] := ∪0<t≤T ′ ∪0<s<t P (s)Dt é um núcleo para L para 0 < T ′ ≤ T .Agora com a descrição dos operadores acima podemos estabelecer a relação de U(t) e P (t).O objetivo é mostrar que U(t) �age� em H como um semigrupo local simétrico. Vamos ini-cialmente de�nir para 0 ≤ t ≤ β/2 o subespaçoMt := L2(Q,Σ[0,β/2−t], µ) de L2(Q,Σ[0,β/2], µ).O subespaço Dt acima será dado por V(Mt) e o operador P (s) agirá em P (s) : Dt → Dt−s eserá dado por P (s)V(F ) = V(U(s)F ). Assim vemos que o operador P (s) é, de certa forma, ooperador U(s) �agindo� em H. Para tornar toda idéia mais precisa vamos enunciar isto numTeorema de [15] tal como está enunciado em [7]:Teorema 4.3.2.4 [7, 15]: Seja (Q,Σ,Σ0, U(t), R, µ) um espaço de trajetórias OS-positivoe de período β. De�nindoMt := L2(Q,Σ[0,β/2], µ) para 0 ≤ t ≤ β/2. Então(i) U(s) :Mt ∩N →Mt−s ∩ N para 0 ≤ s ≤ t ≤ β/2. Se Dt := V(Mt), então o operadorlinear P (s) dado por:

P (s) :
Dt → Dt−s

V(F ) → V(U(s)F )é bem de�nido. (Veja que a razão disto é que se V(F ) = 0 então (F, F ) = 0, logo (U(s)F, U(s)F ) =

0 e assim P (s)V(F ) = 0. Logo como P (s) é linear, ele está bem de�nido.)(ii) (P (t),Dt, β/2) é um semigrupo local simétrico.Conclui-se assim que existe um único operador auto-adjunto L tal que P (t)|Dt
= e−tL .Além disto LΩ = 0.Com estes resultados podemos de�nir B como a álgebra de von Neumann gerada por

{eitLAe−itL; A ∈ U , t ∈ R}. O operador de evolução temporal será de�nido por τt(A) =

eitLAe−itL para A em B. Com estas de�nições en�m consegue-se construir o sistema KMSestocasticamente positivo tal qual vamos enunciar a seguir:



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 77Teorema 4.3.2.5 [7, 15]: Seja ωΩ um estado em B de�nido por ωΩ(B) = (Ω, BΩ). Então
(B,U , τ, ωΩ) é um sistema KMS estocasticamente positivo com período β.Um fato interessante provado por [15] se refere ao Teorema de Tomita-Takesaki. Comos resultados deste artigo pode-se a�rmar que o operador modular é dado por ∆ = eβL e ooperador de conjugação é dado por JV(F ) = V(Rβ/4F ), em que Rβ/4 := U(β/4)RU(−β/4) =

RU(−β/2) = U(β/2)R.Podemos agora relacionar o Teorema de reconstrução com a discussão anterior do efeitoUnruh. Como vimos lá, o operador U(t) deve ser entendido como U(θ) tal como de�nidonaquela seção, que por sua vez corresponde a uma rotação de um ângulo θ ao longo dos eixos xe it. Como vimos nesta seção o operador U(θ) tem uma associação �canônica� com o operador
P (θ) que age emH = completamento de L2(Q,Σ[0,β/2], µ)/N . No caso do efeito Unruh teríamos
β = 2π, já que o espaço de trajetória generalizado é 2π-periódico naquele caso.Vimos assim que o operador P (θ) = eLθ, em que L é um operador auto-adjunto. Sabemospelas discussões na seções anteriores que a rotação por um ângulo θ ao longo dos eixos x e itcorresponde a um boost de Lorentz �complexo�. Assim se o boost de Lorentz na direção x édado por t → t cosh τ + x sinh τ e x → x cosh τ + t sinh τ , então sua representação no espaçode Hilbert deve ser dado por um operador unitário eiτF . Se τ for complexo, ou seja, τ → −iθ(o sinal - é apenas uma convenção), obtemos eFθ. Como esta complexi�cação correspondejustamente a uma rotação nos eixos x e it, concluímos que F = L. Logo podemos interpretaro operador L como o gerador dos boosts de Lorentz, no caso do efeito Unruh. A evoluçãotemporal é, então, eiLt, ou seja, corresponde aos boosts. Estes, como sabemos, correspondemaos observadores uniformemente acelerados.Concluímos assim que associado à evolução temporal dada pelos boosts existe um estadoKMS. Do ponto de vista físico podemos entender da seguinte forma. Sabemos que dadas asfunções de Schwinger, podemos reconstruir o espaço de Hilbert físico. Consideramos, para isto,o espaço de Hilbert sendo dado por seqüências:

f = (f0, f1(y1), ..., fn(y1, ..., yn), 0, 0, ...).Ou seja, seqüências com apenas �nitos termos diferentes de 0 e tais que fj ∈ S+(R4j), emque este é o espaço de Schwartz das funções com suporte em tempos positivos. Com seqüênciasdesta forma, podemos de�nir um produto interno neste espaço dado por:
< f, g >E=

∑

n,m

Sn+m(θf ∗
n × fm)em que θfn(t1, ~x1, ..., tn, ~xn) = fn(−t1, ~x1, ...,−tn, ~xn) e f ∗
n(t1, ~x1, ..., tn, ~xn) é, por de�nição, iguala fn(tn, ~xn, ..., t1, ~x1). O espaço de Hilbert físico será o completamento canônico deste espaço.Notemos então que esta expressão é análoga à 4.5, porém a re�exão é no tempo imaginário de ob-servadores inerciais. O vácuo neste caso será o vácuo da teoria de campos a temperatura 0, para



CAPÍTULO 4. O EFEITO UNRUH: PONTO DE VISTA ESTOCÁSTICO 78observadores em referências inerciais. Assim vemos que o vácuo construído por observadoresinerciais é de temperatura 0, enquanto que o vácuo construído por observadores uniformementeacelerados tem temperatura �nita. Interpretamos assim que o vácuo de Minkowski visto porobservadores uniformemente acelerados é um estado de temperatura �nita, ou seja, obtemos oefeito Unruh.



Capítulo 5ConclusãoNo trabalho apresentado, buscamos fazer um panorama acerca do efeito Unruh mostrandodiferentes formas de entendê-lo. Basicamente foram estudadas três explicações do efeito Unruhpara partículas bosônicas. Na primeira, o efeito foi estudado sob a perspectiva da teoria quânticade campos tal qual ela é normalmente apresentada nos cursos de física. Esta visão se assemelhabastante com a forma original que W.G. Unruh [32] descobriu o efeito que leva seu nome. Nasegunda forma, procurou-se entender o efeito sobre um ponto de vista algébrico, baseando-sebasicamente no trabalho de G. Sewell [27]. Por �m propôs-se uma nova estratégia para suacompreensão, baseando-se em métodos Euclidianos de Teoria Quântica de Campos.Em cada uma destas etapas foram estudadas certas características inerentes à explicaçãoconsiderada. Em cada uma destas explicações obtiveram-se pequenos resultados que, apesarde em geral conhecidos, nem sempre são facilmente encontrados.Assim no primeiro ponto de vista estudado, buscou-se obter um panorama geral da quan-tização em espaços curvos através do modelo de campo livre bosônico complexo. Tambémcomparamos o formalismo adotado com a forma de quantizar campos lineares estudada porDimock [3]. Como resultado deste estudo, procurou-se entender, ao menos de uma forma sim-pli�cada, conceitos como o de hiperbolicidade global, isometrias em espaços-tempos etc, assimcomo suas aplicações e importância para a formulação da teoria em espaços-tempos curvos.Neste primeiro ponto de vista estudado, buscamos fazer contas explícitas dos resultadosnecessários para a explicação do efeito. Assim mostramos explicitamente porque os boosts ou astranslações temporais correspondem a isometrias, assim como foram calculados explicitamenteos coe�cientes de Bogoliubov, baseando-se nas notas das aulas do professor V. Mukhanov [20].Acreditamos que esta seja uma forma importante de entender o problema, mesmo que para�ns de um trabalho de física-matemática, devido a semelhança e suas relações com o que éapreendido nos cursos de teoria de campos.O segundo ponto de vista estudado é considerado uma forma "rigorosa" de entender oefeito. Ela de fato é, no sentido matemático, mais precisa que a anterior. Esta explicaçãorequer um conhecimento mais profundo de algumas áreas na matemática. Como conseqüência,foi realizado um estudo sobre fundamentos das álgebras de operadores. O resumo dos fatos79



CAPÍTULO 5. CONCLUSÃO 80estudados mais importantes ao trabalho foi adicionado ao texto. Também adicionamos fatosbásicos sobre a chamada teoria axiomática de campos e uma descrição razoavelmente auto-su�ciente sobre estados de equilíbrio. Nesta parte, aprendemos como fazer a descrição destesestados e obtivemos demonstrações de fatos conhecidos, mas que não são encontrados facilmentenem de forma tão explícita na literatura como a mostrada.Acreditamos que em relação à segunda parte houve um bom aproveitamento num níveliniciante. As provas completadas ou elaboradas no estudo dos estados KMS foram de umnível matemático razoavelmente elementar, no entanto elas são extremamente importante paraqualquer aplicação deste conceito (de estado KMS). Cremos também que a compreensão dotrabalho de G. Sewell e, portanto, do efeito foi bastante satisfatória. Isto abre caminhos paraestudos das generalizações deste efeito feito também no trabalho de Sewell e mais recentementepor Robert Wald e Bernard Kay [19]. Estas são generalizações mais complicadas que envolvemo conceito de horizonte de Killing entre outras coisas. No entanto, pelo menos em relação aotrabalho de Wald e Kay, trata-se de um trabalho recente, mostrando o contínuo interesse queeste efeito ainda desperta.A terceira parte apresentou uma nova estratégia para demonstração do efeito Unruh. Acre-ditamos que ela forneceu um interessante ponto de vista acerca deste fenômeno físico, partindode técnicas Euclidianas bastante úteis em teoria de campos.O ponto de vista Euclidiano é um caminho para uma compreensão de diversas teorias físicase suas relações, tais quais as existentes entre mecânica estatística clássica e teorias quânticas decampos. Ele também fornece um rico material matemático que envolve teoria de probabilidades,processos estocásticos, entre outros, que têm uma importância sozinha bastante grande.Nesta terceira parte, procuramos estudar os fundamentos destas técnicas, além de outrasjá consagradas na física-matemática, tais como princípios de análise funcional além de álgebrade operadores. Cremos que foi possível ter uma boa visão geral ao menos dos fundamentosdessas áreas de pesquisa. Isto permite uma maior perspectiva de aplicações no futuro. Desteestudo se destacam as relações entre análise funcional e probabilidade. As relações mostradasno trabalho são conhecidas e utilizadas por diversos outros. No entanto, não foi encontradauma referência que mostre todos os resultados apresentados. Algumas provas, portanto, sãooriginais, embora seus resultados já sejam conhecidos. Muitas provas foram refeitas também,acrescentando mais detalhes.Além dos fundamentos destas técnicas, foram estudados dois interessante artigos: do Klein-Landau [15], com relativa profundidade e do Gérard-Jäkel [7], de forma menos detalhada. Estesartigos, além de fornecerem uma valiosa ilustração das técnicas abordadas, abrem portas parapesquisas bastante atuais. De acordo com Gérard-Jäkel [7], a parte construtivista para camposa temperaturas �nitas, que usa muito das técnicas apresentadas, mal começou, sendo algo aindaa ser explorado.Infelizmente, embora as técnicas apresentadas sejam bastante poderosas elas são tambémbastante complicadas, impedindo que as demonstrações de efeitos de relevância física, como o



CAPÍTULO 5. CONCLUSÃO 81apresentado no trabalho, sejam levadas a cabo num nível ainda iniciante. No entanto, é possívelter algumas idéias de como prosseguir para uma demonstração completa do efeito, usando nossaestratégia.Inicialmente, um conhecimento mais profundo das técnicas citadas acima poderia facilitara aplicação delas, além de permitir uma visão mais madura dos artigos estudados.Mesmo com esta compreensão, devemos lembrar que os trabalhos [15, 7] já partem de estadosKMS para campos livres, estados KMS quase-livres no caso de [7], e usam assim operadoreslimitados para descrever o estado de equilíbrio. Assim, seria interessante saber como os ope-radores não-limitados dos campos de Wightman se relacionam com os operadores limitados dosestados de equilíbrio. Ou, então, saber como fazer a "Euclidianização" dos valores esperados daálgebra de Weyl dos operadores de campo, o que faria com que sempre utilizássemos operadoreslimitados.De qualquer maneira, o entendimento de qualquer um desses fatos levaria muito mais tempoe extrapolaria as intenções desta tese.Em suma, acreditamos que o trabalho, embora incompleto no sentido de dar demonstraçõesaté o �m, abre perspectivas bastante amplas. Ele fornece três perspectivas de um mesmo efeito,abordando em cada uma delas aspectos fundamentais da teoria. Além disto acreditamos quefornece uma estratégia estimulante para a compreensão do efeito físico estudado.
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