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O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstra

êão dos teoremas fundantentai.s das superfícies, usando os iüéto

dos de Grupos de Li.e e do Referencial llÓvel de E. Cartas.

Os fatos que as superfícies do espaço euclidiano E)

são unicamente determi.nadas, a menos de congruênci-as, por suas

duas formas quadráticas, o que, dadas duas formas quadráticas

ciefi.nadas num aberto U do plano, satisfazendo as equações de

Gauss-Codazzi, existe uma imersão f:u -------> E) que tem as foE
mas quadráticas enl questão coiro formas quadráticas fundamentais,

são resultados clássicos (Bonnet. 1867) cuja demonstração coB

sistia na integração de unl sistema de equações a derivadas pa:
dais

O método do Referencial móvel, como é aplicado aqui,

permite transportar o problema da integração deste sistema pg.

ra o grupo de Lie das congruências do espaço eucli.di.ano, onde

ele tem uma solução que decorre diretamente do Teorema de Fro
õbenius

Além da simplici.date, este ntétodo oferece a vantagem

de ser suficiententente gera]. e flexível para descrever, e fol

necer a solução, de diversos problerüas de exi.stência, unicidg

de e determinação de invariantes enl Geometria di.ferencial (ver

41 é l71), já que, essencialmente, ele permite transportar o

estudo das prC)priedades cle uma variedade (a(lui, a estrutura
Ri.entahhlaha) pata o grupo das Transformaçoes que preservam es-
tas ptopfiêdades

No Ê)romeiro capítulo, construímos o vibrado dos rede
adàDtddóg a uma hioersunerfÍcie do esnaco Ptlc]]r]renclãlg cano

O objetivo d es te t r a b a lho é apresentar uma demonstri 

ç a o dos t e oremas f undame nta i s das s uperfíc i es , u sundo os méto 

dos de Grupos d e Li e e d o Referenc i a l N6vel d e E. Cartan. 

Os fatos q u e a s s u perfíc i es d o espaço e uc lidiano E 3 

sao unicamente d e termina das , a me nos de congruéncias , por s uas 

duas formas quadr á ticas , o q u e , d adas d u as formas q uadráticas 

definidas num aberto U do p l a n o , sat isfazendo as equações de 

Gauss-Codazzi, ex iste uma ime r são f: U -➔ E3 qu e t em as f o E_ 

mas quadrática s em que s t ~o como formas q ua dráti cas f undame n ~~, 

s ao resulta dos clássic o s (Bonne t, 18 67) c uj a demon s t ração c o n 

sistia na integração d e um s istema de equaçõe s a der ivada s paE_ 

eia.is. 

O método do Refer encia l móv e l, c omo é aplic ad o aqu i , 

permite transportar o probl e ma da integração deste s i s t ema Pi 

ra o grupo de Lie das congru ê ncias do espaço e uc l id i a no , onde 

ele tem uma soluçã o q u e decorre d i re t amente do Teorema de Fro 

benius. 

Além d a simplicida d e , es t e mé t odo oferece a van tagem 

de ser suficientemente g e r a l e f l exíve l para d escreve r , e for 

necer a solução, de diverso s proble mas d e exis t ê nc i a , unicida 

de e determinação d e invari a nte s em Geome t ria d i fere n cia l (ve r 

141 ~ 171), j ~ que, es s enci a lme nte , e l e permite tran sportar o 

estudd das propriedades de uma v ari e dade (a~ui , a estrutura 

Rieniá nhiaha) para o grupo d a s Transfo r maçõ es q ue pre s ervam es

tas prdpt i e dade s. 

~o primeiro capítulo, cons t r uímos o f i bra.do dos refe 

renbi i i~ ad~~ládbS a urna hipe rsuperfície do espaço euclid i ano 



E'', identificamos este fi-bcaclo a uma subvari.edade do grupo

dos n\ovi.bentos rígidos cie Eii, transportamos para este gru-

po as formas que descrevem a métrica induzida sobre a hi.pe:l

superfíci.e e a segunda rotina quadráti.ca. e obtemos os dois

teoremas fundantentais das superfícies integrando sistemas di.

ferenci.ai.s no grupo dos movimentos rígidos.

No segundo capítulo, damos outra aplicação do métg

do do referencial móvel, deternl infindo os invari.antes que ca-

racterizam as curvas de uma superfícies de curvatura constar

te a menos de isometrias desta superfície
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En, identificillnos este fib~ado a uma subvariedade do grupo 

dos movimentos rígidos de En , transportamos para este gru

po as formas que descrevem a métrica induzida sobre a hipeE 

superfície e a segunda f orma quadrática, e obter,1os os dois 

teoremas fundamentais das superfícies integrando sistemas di 

ferenciais no grupo dos movimentos rígidos. 

No segundo capítulo, damos outra aplicação do méto 

do do referencial móvel, determinando os invariantes que ca

racterizam as curvas de uma superfícies de curvatura constan 

te a menos de isometrias desta superfície. 
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CAPÍTULO l

l FIBRÁDOS DE REFERENCIAIS

lqo que segue, E'' designa o espaço eucli-dianode di

menção n, con\ produto interno denotado por < ,> . Identi.fica

remos o espaço vetorial tangente nj: , pC:En , com ]Rn, e,

portanto, se a : En ----...> En e uma aplicação Linear-Atira. sua

diferencial da será identifi.cada com a parte linear a+ de
a

FIBRAS)OS PR7NC7PA7S l)IFERENCIAZS IE.i''.r).Z).l

Z)EFINIÇÃ0 7: Se E e B sãovariedades C", Guingrupode

Lie, lí:E -----> B uma aplicação di.ferenciável sobrejetora, en

tão (E, B, 1, G) se di.z Espaço Fibrado Principal Diferenci.ã

ve]., de base B e grupo estrutural G e projeção IT, quando

as seguintes condições estiverem-t verificadas :

a) G agua di.ferenciavellrtente à direita sobre

isto é, existe uma aplicação diferenciãvel E x G --------> E,

( z , g ) i-- --'' z .g

E

z.e Zverificando (z.g).g' = z.(gg') e

e é o neutro de G

b) emcadafil)ra I'l(x), xc:B, aaçãode G

nte trangi.ti.va, Isto é,Vy,Vy-e lr'l (x), ]:gcGSI ta

se z c:E, g, g' c G,

e

lmpleshe

que y' = y.g

-1-

CAPTTULO I =========== 

I. FIBRAVOS VE REFERENC IAI S 

No que segue, En designa o espaço euclid i a no de di 

mensao n, com produto inter no denotado por < , > . Identi fica 

remos o espaço v e torial tang e nte P En 7T)n, e , E • , com .m. 

portanto, s e a En-+ En e uma aplicação Linear-Afim, sua 

diferencial d a · será identi f ic ada com a parte l inear a* de 

a. 

FIBRAVOS PRINCIPAIS DIFERENCIAIS ( L . i: .P . V. ) 

DEFINIÇÃO 1: Se E e B são variedades C
CX) 

, G um grupo de 

Lie , ,r:E -➔ B 

tão (E, B , TI , G ) 

uma aplicação diferenciável sobrejetora , e n 

se diz Espaço Fibrado Pr incipal Di ferenciá 

vel, de base B e gru pQ es trutura l G e projeção TI , q u ando 

as seguintes condiç6es est iverem verificadas : 

a ) G a tua diferenciavelmente ~ direita sobre E , 

isto e, existe uma aplicação d i ferenciáve l E x G-+ E, 

( z ,g) 1--+ z . g 

verificando (z.g) .g' z. (gg' ) e z-e = z se zt:E , g , g ' E G, 

e e o neutro de G. 

b) em cada f ibra 
- 1 

TI (x ), X E: ]3 , a açao de G e 

· l L t· • • • - u , - 1() simp e~~ênLe ransitiva, isto e ,~ y ,v y E TI x , ::3 !g E G tal 

que y' = y .g. 
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c) Para todo xo cB , existe uma vi.zinhança U de

em B e un\a seção di.ferenciável a.. : u ----+ E (i-sto é,

IU). tal que a apli.cação Óu definida por

Xo

$ :U x G -- ll'} (U)

(bu : (x , g) t--

é um di.feomorfisnto

Z)EFINIÇÃ02: Se (E,B,G. v) e (E',B,G,TT') sãodoi.s

EFPD com mesma base B e mesmo grupo estrutura]. G, um di-
feoraorfismo i : E ------+ E' se diz isontorfismo entre os dois

espaços vibrados se

i (z.g) j. (z) .g e br z c E

V gcG

(z ' .g) (z') .g V zi E: E '

EXEMP1.0: Se B é uma variedade e G u].\ grupo de Li.e, a VA

piedade produto E= B x G é ur-l EFPD se colocam'mos x:E-

a projeção do produto, e se defi.ni.amos ca ação de G por

(x,g).g' = (x,gg'). Tentos unia seção global sobre B, dada

por a(x) = (x,e) e o difeomorfisino $ é sirüplesmente a
identidade

Todo flbrado isomorfo ao fi.brado B x G
Trivial;

se diz

06sEKU,4Çlor5

a) Como +.. : u x G ----+ E é um difeoinorfismo, tem

- 2-

c) Para todo X E B , o existe urna vizinhança U de 

em B e uma seçao diferenciável o :U-+E u (i sto e, 

TI o o = l ) , tal que a aplicação u u definida por 

DEFINIÇÃO 2: Se 

U X G -➔ 1T - ] (U) 

( X , g) I·--+ O ( X ) • g u 

e um difeomorfismo. 

( E , B, G , TT ) e ( E ' , B , G , 1r ' ) sao do i s 

EFPD com mesma base B e mesmo grupo estrutural G, um di-

feor.1orfismo i: E->- E' se diz isomor f ismo entre os dois 

espaços fibrados se 

i _(z.g) i ( z ) -g e ri z E E 

- l 
i (z'.g) 

- l 
i ( z') .g 'd z ' E E ' 

EXEMPLO: Se B e uma variedade e G um gru po de Lie, a v~ 

riedade produto E= B x G é ura EFPD se colocarmos n:Z - -+ B 

a projeção do produto , e se definirmos a ação de G 

(x,g) .g' = (x;gg ') Temos uma seção global sobre B, 

por 

dada 

por a (x ) (x , e ) e o difeomorfismo <P é simplesmente a 

identidade. 

Todo fibrado isomorfo ao fibrado B x G 

Trivial. 

OBSERl/áÇDES: 

se diz 

a ) Gómo cpu U x G ->- E e um difeomorfismo, tem 
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se dome = di.m B + di.m G

b) T tem posto maxi.nlo ein todo ponto: de ITao..= l

segue dTrodau - lu e portanto dr é sobrejetora

c) (E, B, v, G) é um espaço fi-brado localmente

tri.vial, com base B, projeçâo lí e fi.bra típi.ca G. As

tri.vi.ali.zaçÕes são as apli-cações @... De fato, se

1] : U x G -----+ U denota a primeira projeção, temos vloÜui = lí

Segue que, para todo XE:B, T '(x) é uma variedade fech
da difeolnorfa a G

a

d) Paratodo zc:E, osvetoresde Ez que são
tangentes à fibra passando por z são caracterizados por

«. [« '' '« ', ,,] dK (T) = 0

l)e fato IT'' ( nCz)) é a vara.edade caractere.za

da pela equação IT(y) = x(z), e lr é regular

1 . 7 O ESPAÇO FIBRÁOO DOS REFERENCTÁIS LINEARES

Seja E'' o espaço eucli.digno de di.mansão n . Um

referencial p de En é um conjunto (P, el' ..., en) onde

P eumpontode En e (ei) wnabasede E=,ouseja, de

]R''

Seja F o conjunto dos referenciais de

x:F---.+Éh ãprojeção v(P, el' ..., en) -P.

En

Então,

.ppo posiÇÃO 7 F e unl espaço fibraclo pri-ncipal diferenciável

-3-

se d im E = d im B + d ir.1 G . 

segue 

b) TI tem posto máximo em todo ponto : de ·n O o = l 
u u 

dn u da = l e portanto u u dTT e sobrejetora. 

c) (E, B, TT 1 G) é um espuço fibrado localmente 

trivial, com base B, pro j eção TT 

trivializações sao as aplicações 

e fibra típica G. 

qi. De fato , se u 

As 

1T1:U XG--+ U 
. - - l denota a primeira proJeçao, temos 1r 1ocpu = TT. 

Segue que , para todo 

da difeomorfa a G. 

X E B, 
- l 

1T (x ) é urna variedade fecha-

d ) Para todo z E E, os vetores de E z que sao 

tangentes à fibra passando por z são caracterizados por 

De fato 
- 1 

TI ( TT(z l) e a variedade caracteriza 

-da pela equaçao TT (y ) = TT ( z ), e 1r é regular . 

r . 1 • O ESPAÇO FIBRAVO VOS REFERENCIAIS LINEARES 

Seja En o espaço euclidiano de dimensão n. Um 

referencial p de 

P é um ponto de E11 
e 

e um conjunto ... , ->-
e ) onde n 

➔ 

( e . ) 
l 

urna base de E; , ou seja, de 

Seja F o conjunto dos referenciais de e 

1T F......:....:... Êh a pro j eção Então, 

PROPOtrçto J 1 F e um espaço fibrado principal diferenciãvel 
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tri.vial, de base En, projeçâo lr e grupo estrutural GL(n,

]R )

l)EM01V.S rRAÇÂ0: Defi-ni-mos unia bijeção $ : F ----:.. En xGL(n,:IR)

da segui.nte maneira: fixado p; (O, v], ... v.) onde OE:E''

e (v.i) é a base canónica de ]Rn , colocamos

+:(p, gi' ..., en) Cai)) onde (ajl) é a TRatEi.z dos

vetores ej nabase (vj). Defi.ni.caos em F a topolo-

gi.a induzida por (b e então F é homeornorfo a EnxGL(n,IR)

Consideremos X : En -----....> ]Rn o difeomorfisnlo P }-----} OP. En

tão X=(ii,... 5in) onde =i sãoasfunçõescoordeng

das de E'' no referenci-al p= (O, vl' ... vn)

Então, mugindo F da estrutura diferencial obti.da tomando

o ALIas maxinnl que contém (Xxl).+, ten\os que F é uma vara.i-

dade e (b : F -----» En xGL(n, .IR) um di.feomorfi.sino.

Defina.ndaaaçãode GL(n,]R) em F por

(Pr éjr... en)'g -(P,gtel), . ., g(én)) teHossobre F

uma estrutura de espaço vibrado i-somorfa a E'* xGL (n,]R )

de dimensão n + Hz

>

> >

B

1 . 2 O ESPAÇO VIBRADO DOS REFERENCIAIS ORTONORMÁIS

Denotamos por f{ o subconjunto de F determinado

por

(o, gt,
a.) . rlê::.g:j - 'i:il

-4-

trivial, de base En, projeção TI e grupo es trutural GL (n, 

]R ) • 

DEMONSTRAÇÃO: Definimos uma bijeção cp : F -;- En x GL (n ,IR) 

da seguinte maneira: fixado 

e e a base canônica de 

➔ 

p= (O , V l , 

n JR , colocamos 

➔ 

v ) onde n 
n 

Ü E E 

➔ 

cp: (P, e
1

, ••• , 
➔ 

e ) 
n 

-+ (P, i 
(a. ) ) ontle i ( a . ) e a matriz dos 

➔ ➔ 

vetores e . na base (v.) 
l l 

gia induzida por cp e então 

Ccnsideremos X· : En -+ JR.n 

tão x i n onde 

das de En no referencial 

J J 

Definimos em F a topolo-

F e homeomorfo 
n .· 

a E x GL (n,IR). 

----', 

o difeomorfismo p t--+ 01?. En 

X . 
l 

sao as f unç6 es coorde na 

➔ 

p= (O, V l , 
➔ 

V ) • 
n 

Então, munindo F da estrutura diferencial ob tida tomando 

o Atlas maxima-1 que contém (Xx l).cp, ternos que f:" e uma varie-

dade e cp F -+ En x GL (n, JR) um dif eomorfisrno. 

Definindo a ação de GL (n, JR) em F 

+ 
e ) • g 

n = tem'os sobre 

por 

F 

wna estrutura de espaço fibrado isomorfa a n E x GL (n,JR) 

de dimensão 2 
n + n . 

1.2. O ESPAÇO FIBRAVO VOS REFERENCIAIS ORTONORMAIS 

Denotamos por H o subconjunto de F determinado 

por 

H -
➔ 

e l , 



A restri.ção de T a H será denotado do rnesino mo

5

do

PROPOSIÇÃO 2: H é um Espaço vibrado pri-ncipal diferenciã-

ve[ trivia[, de base E'', grupo estrutura] O(n, ]R), e prg

]eÇao
-} -»

fi-xado p- (O, fl' ... fn) fi-cadefinida a bijeção
.l. IJ .. .TV.ll., /.v... -ln\ ,.,.J,.

/ P

Então H é subvariedade de F difeomorfa a :tRnxO(n,:IR)

e tem portanto di-mensão n + (;) ,' a ação de O(n, ]R) enl H

éarestri.ção a H e O(n, -IR) daaçãode GI.(n, R) em F

A

-5-

A restrição de TI a H sera denotada do mesmo mo 

do. 

PROPOSIÇÃO 2: H é um Espaço f ibrado principal diferenc i á-

vel trivial, de base En , grupo estrutural O (n, IB), e pr~ 

jeção TI, 
J 

fixado 
➔ 

p= (O, f l , 

n <P: H -➔ JR x O (n, JR ) 

➔ 

f ) 
n 

onde 

fica definida a bijeção 

<P = <P 1 p /·/ . 

Então H e subvariedade de F difeomorfa a n 
IR x o (n, m ) 

e tem portanto dimensão n + (n) d a açao e 2 / O ( n , JR) em H 

e a restrição a e O (n, JR ) da ação de GL ( n, JR ) em F 
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11. AS FORAÍAS Ot CONEXÃO

Dados b'l un\a variedcade. V um espcaço vetori.al de

dimensão n, uma rotina di.ferencial enl 14, cona valores em

y/ é uma aplicação u que a cada xci4 associa uma apli--

cação linear u.. E: L(I'l.., V). I'ixada uma base (e]) de V,

determina n formas diferencial.s escalare dadasS por

V T c: M.,, u., (T) uj- (1) g.x l

Se as n formas u são diferenci-áveis, clizeinos que u é

di.ferenciãvel

Denotamos então X
i-]

d«i g l
>

n

-}

e: e defi.Rimos d u

sendo a forma du = À dui'- e: . Esta definição independe da

particular escolha da base(é]). De fato, se(fl) é outra

base de V e (aj!) é a r.matriz de passagem, temos

n n

e: = >1 ux( >1 a]
i-l

base

« - E
i-l -i :; l j.

tes'' de u na base (íj) sâo (>1 a] u])

e portanto os ''coeficien

então

d u d .I' Z l
i

az clm] f ou seja, du

pode ser calculada a partir (ia expressão de ' u eito qualquer
base

DefihlmC)s sobre F as seg

[) X i F ---+ ]Rn ; X(P, e.

ulntes Sfunçoe

â.)

-G-

II. t\ S FORMAS DE CONEXÃO 

Dados M uma vari edade , V um espaço vetorial de 

dimensão n, uma forma diferencial em 11 , com valores em 

y , é w-na aplicação w que a cada XEM associa uma apli-

-caçao linear 

w determina n 

w E L (M , V ) . 
X X 

Fixada uma base 

formas cliferencia is escalares 

n 
W ( T ) I i 

( T ) 
-+ 

V TE M x' = w e. 
X X l 

i = l 

-+ 
( e. ) 

l 

dadas 

Se as n formas wi sao diferenci~veis , dizemos que 

diferenciável. 

n 
Denotamos então w I 

i= l 

i -+ 
w e. 

l 
e definimos dw 

de V I 

por 

w e 

como 

sendo a forma dw = L Esta definição independe da 

-+ 

particular esco lha da base 
-+ 

( e. ) . De fato , se 
l 

( f. ) é outra 
J 

base de V e é a matriz de passagem , temos 

n 
w = I 

i= l 

i -+ w e. = 
l 

n 

I 
i = l 

tes " de w na b ase 
-+ 

( f . ) 
J 

sao 

e portanto os "coeficien 

en tão 

-+ 
dw= I i 

ª · J 
f . 

l 
o u seja , d uJ 

i,j 

pode ser ca lculada a partir ãa expre ssao de · w 

base . 

Definimõs sobre F as seguintes f unções: 

1 ) -+ 
•.. , e ) = n 

->-
OP 

em c1ualquer 



2) ej.:'F ------+ ]R'' ; ej.(P. é], ... én) - ej.

Temos X= Xolí onde X é odi.feoinorfismode En, ern ]Rn,

x(P) - OP

Se (az) éamatrizdecoordenadasde (el' ... gn) nabo

se canónica (;l ' ... vn) , temos ei = >1 a; ;j ' As funções

X:En -»]Rn, lr: F-.---.->En, az: F + ]R sãodifer

ciaveis.

X, ei são então funções diferenciávei.s cujas diferenci.ais

sao d X , de. : I' ----+ :IR'' ; então

en

Fdx de :R
PP l

P

(dx ) (T)P E «l; '«, ;: (P)

(d e . )
1 '

P
(T ) (T) ej (p)

então dX , de: são n+l formas di.ferenciai.s a valores em

IRn , e ux , ui{ são n2+n formas escaleres. Escrevere
mos

d X = X u' e l

de

PROPOSIÇÃO 7: Às formas diferenciais mz, ul! são diferem

dáveis e L.l. em cada ponto pE: f

Seja a = (O, ;l' ... Vn) o referencial cana

naco e p ' (P, fl' ... fn) urn referencial qualquer. Então

X(P) >1 xi (P) ;:

>>

2) e. 
l 

f --+ IRn 
->-
e ) = n 

➔ 

e . 
l 
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Temos X = X o TI onde X e o di feomo rfismo de E11
, em ]F

n 
e{ , 

X (P) 
-➔ 

= OP 

·+ 
Se i ( a . ) e a matriz de coordenadas de ( e l ' 

- >-
e ) na bu 

J 

se canônica 
➔ 

v ) , ternos 
n 

e . 
l I i a 

j 

n 

➔ 

funções V. . l\s 
J 

n IB.n , F--➔ En i F ->- ]R diferen X :E -➔ TI : a. sao I 
J 

.-ciaveis. 

X, e . sao então funções diferenciá veis cujas diferenciu.is 
l 

sao dX de.· : F - IB.n 
I então 

p l p 
p 

I i - >-
I i (d X ) (T) = w ( T ) e. = (J) ( l ) e . ( p ) p p l p l 

I wj ->-

I w ⇒ (d e. ) ( T ) ( T ) e. ( T ) ej ( p ) 
l i J l 

p p 

então dX de. - n+l formas diferenc j_a is va l ores I sao a em 
l 

IRn i i - 2 formas esca l u. res. Escrevere I e w w. ScJ.O n +n 
J . 

mos 

dX I" i = l w e . 
l 

d e . = l wj e . 
l i J 

PROPOSIÇÃ O 1: As f ormas diferenciais i 
w ' 

i w. 
J 

sao diferen 

ciâveis e L.I. em cada ponto p E F . 

➔ 

Seja a= (O, v 1 , 

-► ➔ 

nico e p (P ' f I ... f ) um l n 

X (p) 
-➔ 

I i 
( P ) = OP X 

-► 

V ) 
n o referencial cano 

referencia l qua l quer. Então 

-> 
I -i ->-

V. = X ( l_.) ) V. 
l l 
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donde n n .

:-. .:: ;: - *?l. .k ;*

mas fk ' j>li ax;j. onde (a:) é umamatriz com inversa

n

(b] )
' 1'

temos então

V
l

r}

,!. »i
} . e portanto

dx
l i .k ;kk i ]

donde

n
k

>l d Íz bU i

do mesmo modo

ei (p)

n

,11. ;: ", e portanto

d e.
l

n
E

j
V

] *!. «f ;*, -.-..
,? »{ ;« - *!. «} :* e portanto

nk
d aj b]Ui jl

a difcrêhci.âbi].idade das formas i
]

segue então da di.

donde 

mas 

n 
dX = I 

n 

I 
i= l 

i= l 

i ➔ a V. 
k l 

( b ⇒ ) temos então 
l 

n 
dX= I 

i= l 

do mesmo 

-i 
d x 

modo 

de . 
l 

I 
j, l 

➔ 

V . 
l 

e. (p ) 
l 

n 

I 

= 

j= l 

d a? b~ 
l J 

i ➔ 
dX v. = 

l 

onde 

➔ 

V . = 
l 

➔ 

f. 

n 

I 
j=l 

= 
n 

I 

-8-

e uma ma triz com inversa 

b
j ➔ 

f. 
i J 

-i k 
d X b 

i 

aj ➔ 

V. 

e portanto 

b
j ➔ 

f. 
i J 

donde 

e portanto 
l j = l i J . 

d~. 
l 

->-
f l 

k 
w . = 

l 

->-
v. = 

J 

n 

I 
k= l 

n 

I 
j= l 

n 
k ➔ I donde w. fk, 

k=l l 

k ➔ 

w. fk e portanto 
l 

d a ⇒ 
l 

a d i ferenciabilidade das formas i w , i 
w seyue então da di 

j 
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das fundado das funções coordenadas e/l C.L G l l\# .L CX JJ .L .L .L

çoes bK .

Como díz , dal formamumabasede F; emcada pE:Fr

e como (b{) é uma matriz inversível, segue que as formas uz,

uz são linearmente i.ndependentes, e formam uma base (b F+

l

Consideremos GA(E) , grupo afim de E (Transformações afins

de E); se peGA(E), denotaremos por a sua parte linear

(a''; = da é dado por a'':(OP ) = aCO) a(P).)

Então a apli.cação 1: x GA(E) -----} F dada por

e. ) /a) --'---- (a (P) ,

simplesmente transitavadeterntina GA(E) Fde sobreaÇao / /

PROPOSIÇÃO 2

de GA(E)

As to

Isto é,

6 R a ul

renas ', u; são invariantes sob a açâo

a E GA (E) ,

ó R a '":

!291B pala todo feferenci.al p com T(p) = P, tem

X (P) = t5F', Xolta(p) = X(p.a) = Oa(P

Seja Ó É (O, ÇI, ... +vn) o referencial canónico

T (o.a) = d (0)

Temos

Então

x 6 R ã (Õ) ü x (Ó
/\\

-9-

fere nc iabi lidade das funções coordenadas 

çoes 

- i i x , a . , e das fun 
J 

Como 

e como 

i d a. 
J 

formam uma base de F * 
p em cada p E F, 

~ i e uma matri z inversivel, segue que as formas w, 

i 
(.ü 

j 
sao li nearmente independentes, e formam uma base ée F* 

p 

1 

Cons i deremos GA (E), grupo afim de E (Transformações afins 

de E ) ; se o e GA (E ) , denotaremos por * a s ua parte linear 

(a* da e dado por a* ( 0P J = o C o J o C P ). ) 

Então a aplicação 

( ( p ' 
➔ 

e ., 
l 

F X GA ( E ) -► F dada por 

* ➔ ... e );o ) -► (o (Pl, o (e . ), n l 
* ➔ o C e l ) n 

-det ermina uma açao simplesmente transitiva de GA (E) sobre F • t' 

PROPOSIÇÃO 2 ; As formas i i 
invariantes sob a ação w I w. sao 

J 

de GA (E ) . Isto 
~ 

GA (E) , e , se O E 

ó R o wi i = w 

1 ~ i , j :$ n 

ó R o i i w = w 
j j 

Dem para tod o referencial p com TT (p ) = P , ternos 

-----,--➔ 

(P) X ( p ) = OP XoR o (p ) = X (p.o ) = º ª 
o referencial canônico. Então 

Temos 

X óR:á (& ) - X (o -0 ) ~ O o (O) 

1 
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(0)

a* (ÓP ) = otRÉ') -- o'&'ÍÓ)

então

(a'''o x)(p)= a'''(õlã= o;'B)-- o;'(Õ)

(a+o X) 1 = d(
P 'P

d o'':o d X 1 = d X l o dRa
p 'pa 'p

ambos os ntembros em T E: F . ,P

d a+ = o'e temos

a''' o d X (T) = d X l G d R a(8')
p 'pa 'p

a+(>1 uz.CT) ei) - >1 u;la (ÓKaip [ t)) a+(ei)

>l u:(T) a*(;i) - >1 ":la(ÓK'p ('))

(a+(ei)) forma uma base de Ea(p) e portar

.«;l (:) - '«;l. HRalp c") seja

6 Ra (ul) 1 .< i. .< n

do, se a+ (êj.) - ZÍ , teremos

a+ (ez) (p)

e

X o R a(p) Xo R a]

portanto,q

d X o R a)

ou seja

Ca].curando notandoe

idas to

Do meémõ mo

-}
. ]e:l

que

-10-

e --+ - ->-ºº ( P ) - O a ( C ) 

então 

( a*CJ X ) (p ) = a* (OP ) = 
--+ -+ 

Oo ( P ) - Oa (O) = X o R o ( p ) - X o R o (o) 

e, portanto, 

d ( o*o X ) j 
p 

= d (X o Ro )j 
p 

ou seja 

do*o dX 1 

p 
= ax j o cl Ra j 

p o P 

Calculando ambos os membros em T € F e nota n do 
p 

d a* = a* temos 

a*odX j ( T ) 
p 

= d X j e <l R a j ( I!' ) 
pa P 

l w ta ( d R o j ( T ) ) a;~ (; i ) 
p 

Ma s (a* (~ . ) ) forma uma bas e de 
l 

e portanto 

i 
W ( T) = p 

= 

Do mesm0 modo, se 

w~a (d R º 1 r T)) 
p 

ou seja 

o* (~. ) = 
l 

-+ 1 e. 
l 

= 

l ,< i ,< n 

teremos 

a* (~ . ) 
l 

+ 
= e ~ 

l 

que 
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e portanto

el(l{ a ) (p) - ez (atP ).a+ (el
le i (ej.) (p)

então, de e" o }ta temos

d(a+o ex) l cl (ez o ou seja /'

d ez
P

dez d R a0

P

para calculando ambos os membros, obtemos

!
l

]

>l u? pa (dR al (T)) a*
j 'p

portanto

«? P(:) coj p a (d
l ( [)) , ou seja

i
m

j ]

l $ i,j $ n

l

A ação qj:!!!pJ..est:!s11:Lp t:ransj:.L:i:va de GA(E) sobre F permite

i.dentifi.cat F com GA(E) por r-leio do di.feomorfisino

(J } } P(J onde p E: f: é fixado

Feita êste Identifi.cação/ uz, uil passam a formar uma base

das formas Invariantes à di.rei.ta do grupo afim GA(E) , cujas
equações de estrutura Investi.gar-tos a seguir

e portanto 

então , de 

i *--+ * --+ e (o(P l ,o (e
1

J, .•• o (8 l ) = n 

i * i e o R o = a o e ter.1os 

i ' d ( e o Ro )I 
p 

ou sc ju 

= 

-+ 

' e . = 
l 

para TE Fp, calculando ambos os membros , obtemos 
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o* (e. ) (p ) 
l 

l wl pa (d ko j (Tl) o *( ; .), e portar.. to 
j p J 

W ~ p ( T) 
l 

w~ p o (d Ro !I (Tl), 
l p 

i 
w, 

J 
= cS R o i 

w 
j 

ou seja 

l ~ i,j 

A açao sim2l~sQente t ~anPLtiva de GA (E) sobre F 

i dentificar F com GA (E) p or meio do dif eomorfismo 

permite 

a 1-----+ pa onde p E F ~- e f i xado . 

Feita éste idehtificação, i i w , w. 
J 

passam a f ormar uma base 

das f o r mas inv ar i antes ã direita do grupo af im GA (E), cujas 

equaç6e~ de éStrutura investigamos a s eguir . 
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11. 7. AS EQUAÇões DE tlSTRUTURÁ DA GEolllETR7A Z)IFERENclAL ÁFlhi

Tomando as diferenciais exteri.odes de ambos os menu

broa da igualdade

clX = >1 ux e: terços

d(ul e]) - )l d mz e: - ux A

e.
l uj e .)

donde

E
i

e portanto

]. )

ju e

l € i $

bando

J

ju. e

ju e

{ ' «Í ': - :i. «l « «T .*

modo, diferenc

]

]

vem

ó(}l «,? .:j A - .
i ]

«! " à "; '*
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11. 1 . AS EQUAÇDES DE ESTRUTURA DA GEO AfETRIA VIFEl<.ENCIAL AFI,\1 

Tornando as diferenciais exteriores de ambos os mem 

bros da igualdade 

n 

o = I 
i= l 

donde 

e portanto 

d (wi e. ) 
l 

i l d w e: . 
l 

i 

cl X = l wi e . 
l 

temos 

n 

= I 
i= l 

n 

= I 
i= l 

= I 
i,j 

11 

i e. - w 
l 

n 

/\ de . = 
l 

n 
d wi e . 

l 
l wi A( L 

i= l j=l 

i j 
w A w e. 

i J 

1 ) d w i = L wj A 
i 

w 
j j= l 

Do mesmo modo, diferenciando 

d e . I 
j 

= w e. vem 
l i J 

j 

d (I j 
e .) I d 

j 
I 

j 
A d e. o = w . = w . e. - W, 

l J l J l J j 

I ú 
j 

I 
j 

I 
}: 

= w e. - lt). A W, 
i J l J j k 

donáe 

I 
j 

I 
j k 

d w e, = w A w e 
i J j , k i j k 

j 

e 
k 
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e portanto

2) ]duJ l U kl k
l $ j.,j { -n

As equações 1) e 2) sáo as cquaçács de (strutura do gru
EO GA (E)

íz.z. ÁS EQUAçõEs OE ESTRO/TtlPA PA GEO.tíETRIÁ OiREPTUCZAL EU

CtZP7ANA

Seja agora f-r o fil)lado dos referencial.s ortonor

ntals. As funções X e e:, (i=1,...n), restritas a H, de

terminam formas uz, uz, que sâo si.mplesntente mZI ,u

e que denotaremos pelas it letrasermas

H

Temos então

inclusão i:H---.-+- F sendo injetora. 6.i é sobrejetg

raeportanto, conto u'l - (Siu'' ujlÍÍ: (Siuj' temos

]

H

que .L .r n

co . geram H;, em cada ponto p.

Para cada referencial p; (Pr e] r...en) temos

<ej.f ej> ' õj.j / e, portanto, as funções ei veria-cam

<e.l Derivando ambos os membros, vem

<d ei ' ej>

E: r,ortan to 

2) 

-As E..quaço E.S 1) E:. 2 ) 

Iº GA (E ) • 

= 
k I w. 
l 

k 

- -
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l ~ i , j 

sao as E.quaçoE.s dE Estrutura do gru-

II. 2. AS EQUAÇOES DE ESTR UTU RA DA GEOMETRIA DH,ERENCIAL EU

C LI D T ANA 

Seja agora H o fibrado dos referenciais ortonor 

mais. As funções X e e., (i=l, .. . n), restritas a H, 
l 

de 

terminam formas i w , i 
w ' 

j 
que são simplesmente 

e que denotaremos pelas mesmas letras. 

Temos então: 

a inclusão sendo inj e tora, ó. é s obre j e tQ_ 
l 

wi l 1-1 
i i i ra e portanto , como = ó . w I wjl/{ 

= ó . w. , 
l l J 

i i /-{ * em cada ponto que w , W, geram p. 
J p 

➔ ➔ Para cada referencial p= ( P ' e 1 , • • . e n ) 

➔ ➔ 

<e ., e.> 
l J 

ó .. 
lJ 

<e. e ,> - ó; . 
l J lJ 

e, portanto, as f unções e. 
l 

Derivando a mbo s os membros , vem 

<d e. , e. > 
l J 

<e. d e .> 
l J 

t e mos 

t ernos 

ver i ficam 
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«d ei ' ej> ej ' e portanto
fi.nalmente, d e.

ujl Portanto

3) l ç i,j ( n Esta identidade,

junto com as equações 1) e 2), deterinlna as equações deeg.

tritura da geometria diferenci.a] euc].Ídiana. Em parti.cular,

u: =0 , 1\< i. <n
l

Temos então, em H, as formas ul, m.i ' l \< i< j x< n,

em número n+(.); como as rotinas uj , u! formamum sis

tema de geradores cle fÍP e din\ f-rP - (2), temos que es-

tas fornta determi.nana em cada ponto uma base de H )

finalmente. o grupo Gl*l(E) dos ntovimentos rígidos de E

(transformações afi.ns cuja parte li-near pertence a O(n,m) )

agua gimpJ:es e transitivamente sol)re 1{. As formas uz, u
são invari.antes sob esta anão.

Então f{ se identificacomG['](E) e (ux,u:) , l<i<j<n

é unia base das formas invariantes à direi.ta deste grupo. As

equações 1), 2), 3) sâo então as equações de estrutura
de GM(E)

]
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finalmente, de. 
l 

e . 
J 

= L <de., e . > e. 
l J J 

, e portanto 

W J.· = <d e e > . , . . 
l l J 

Portanto 

3 ) 
i j 

W. + W 
J i 

o l ~ i,j ~ n. Esta identidade, 

junto com as equações 1) e 2 ) , determina as equaçoes de es 

trutura da geometria diferencia l euclídiana. Em particular, 

i 
w = o ' 

i 
l ~ i ~ n. 

; 

i i Ternos então , em H, as f ormas w 1 w, 
J 

l ~ i < j ~ n, 

~ n i i em numero n+ ( ) . como as formas w 1 w. 
2 J 

formam um sis 

* * n tema de geradores de /-1 e clira /-1 n+ ( ) p p 2 
temos que es-

* tas forma determinam em cada ponto uma base c~e 1-1 
p 

finalmente, o grupo GM (E ) dos movimentos rígidos de E 

(tran sformações af ins c~ja parte linear pertence a O(n,ml 

a tua êl.!_l1pl_es e t;r:-ansi ti vamen t e sobre 

são invariantes sob esta ação. 

li . As f ormas i 
w ' 

i 
w 

Então H se identifica com GM (E ) e 
i i 

( w , w . ) 
J 

j 

l <i< j~n 

~ urna base das formas invariantes~ direita deste grupo. As 

equaçoes 1 ) , 2 ) , 3 ) 

de GM (E ) . 

são então as equações de estrutura 
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Seja Scl;+' uma hlpersuperfÍci.e de En

dade C' de dimensão n-].)

Denotemos por H o vibrado dos referenciais ortonormais di-

remos de E, ou seja, dos referenci.ais (P, el' ...en) OB

(Sij ,l (=j.) é uma base de E orientada pose

(Subvari.e

Consideramos então o subconjunto deterini.

nado por

-}

DS' l(o, el'... en) E:H't loE:s, el'..en-l E: sol

que é o conjunto dos referenciais de E "adaptado" à supegl

fÍcie S. O vedor en é sempre normal à superfície, e

el '... en-l determina unia base ortonormal do plano tanger

te a S

!gglgg.!.Ç4g...l: ]De e um Espaço Fi.brado Principal Di.ferenciá

vel de base S, grupo estrutura] O(n-], ]R) e: projeção lr

DEA{ONSTRAÇÂO

a) SeçÕes ].ocas-s de T

para cada carta (U,+) d.
n-l .,x , os vetores

b-) /

r

P

com

a l . .
..l l tornam uma na

3x'' ' L'»

funções coordenadas

se de Sn' para todo p E:U

en.l a base de SP obti-da por ortonormalizg

-15-

111. O FIBRAVO DE VARBO UX VE UMA HIPERSUPERF1CIE 

Sej a ScE~ uma hipersuperfície de E~ 

dade C
00 

d e dimensão n-1) 

(Subvari~ 

Denotemos por H+ o fibrado dos referenciais ortonormais di -

retos de E, ou seja, dos referenciais 

de 
-+ -+ 

<e ., e.> 
l J 

tivamente. 

-+ 
==ô .. 1 (e.) 

lJ l 
é uma base de 

Consideramos então o s ubconjunto 

nado por 

E 

-+ 
... e ) n on 

orientada poE!_ 

ID e H+ d etermi s 

que é o conjunto dos referenciais de E "adaptado" à supeE_ 

fície S . 
-+ O vetor e e sempre normal à superfície, n e 

-+ 
e n - 1 determina urna base ortonormal do plano tange~ 

te a S . 

PROPOSIÇÃO 1: IDS é um Espaço Fibrado Principal Diferenci~ 

vel de base S, grupo estrutural O(n- 1, ffi ) e projeção TI. 

VEMONSTRAÇÃO 

a) Seções locais de TI 

para cada carta (U , cp ) de S, com funções coordenadas l 
X ' 

n-1 ... ,x --!-r- 1, ax 
os v e tores 

se de S , para todo p EU. p 

Seja a base de 

p 

. .. , a 
n- 1 

clx 
l formam ·uma 

p 

ba 

S obtida por ortonormali za p 



ção de Grau-Schmidt da base
a

Elx '
P

r

a

l;m l ' ' ;'''
P

en o Único vetar de Ep tal que

seja base ortonorma]. post-uva de Ep

Então, defin.indo a.. poru '

u:P l-----'-"+ (P, e] f

sobre o aberto U c S

g..:, g.)

ten\os uma seçâo de lí ,

b) A ação de O(n-] , ]R) é dada por

(O, êi'.... en)'g -(O,g(ê]),...g(gn.t)' en) onde

é slmplesinente transita.va sobre cada fibra ü'l (P) , P c S,

pois a açâo correspondente de O(n-l, R) sobre s. é siU
plesmente transitava

c) Para cada carta (U/4)), a aplicação

Q-.:UxO(n-l, F) -'---"' 'n'' (U) dada por

(P, g) au (P).g

élnjetorapois P..(P,g) =Q..(P',g') -+P=P' e g=g'

(a açâo de O(n-l, ]R) é simplesmente transitava) e sobrejg
tou pelo mesmo motivo.

Podemos então definir, sobre x'l (U) , uma estrutu

ra difetenciãvel fazendo da bijeção Q.. um difeomorfismo

-DS ãé terna então uma variedade, quando munida da topolo-

gla quó teM põr abertos-base os lí'i (U) e do aLIas maxi.mal

àüõ êóh éü àg eétrutüras diferenciáveis de cada lr'l (U)

çao de Gram-Schmidt da base 

+ 
e n o único vetor de E 

p 
tal que 

seja base ortonormal positiva de 

Ent ão , definindo por 

E • 
p 

a 
dX 

n- 1 

+ 

( e l ' 

1 ' 
p 
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e seja 

+ 
e 1 ' n-

o :P u temos urna seçao de TI ' 

sobre o aberto U e. s . 

b) A açao de O (n - 1, JR) sobre ID
8 

e dada por 

+ .,, 
e faz com que n 

= + 
(O,g(e

1
), 

é simplesmente transitiva sobre cada fibra 

pois a ação correspondente de O(n- 1, R ) 

plesmente transitiva. 

c) Para cada carta (U 1 ~ ) , a aplicação 

t/J :U x O (n-1, JR ) -+ TI - l (U) 
u dada por 

(P ' g ) 

é injetora pois 

-+ a (P).g 
u 

- 1 
·rr (P ), 

sobre S p 

e 

onde 

P E S, 

e sim 

g = g' 

(a açao de O (n-1, JR) e simpl esmente transitiva) e sobrej~ 

tora peio mé smo motivo. 

Podemos então definir, sobre 

ra diferenc i ável fazendo da bi j eção t/Ju 

- 1~· 
TI (U), uma estrut~ 

um difeomorfismo . 

ID 8 se tórna então uma variedade, q uando munida da topolo-

gia que tem pór abertos-base os - 1 
1r ( U) e do atlas maximal 

que ê6ht:.@in às estruturas di ferenciá.ve is de cada - 1 
1í (U) • 



'.L/'

das car

(u ' , $ ')

ha'/ ++vv vvwünuu u uv vu &vuuu\H .ÁAxu\=1-/\#XÀ\,L\=; \,LCJ. Ç+i3\#\./-L

tas (U,4)) sobre S. l)efato, sejam (U,(>) e
duas tai.s cartas e P E Uf} U'

Existe um Único g c: O(n-l, R) com au'(P) - au(P)'g

Defina-mos assim uma aplicação g: Un U' --------, O(n-l ,.R)

Da di.ferenciabili-dade das aplicações a.. e a..., e do fa
(JU l /

to que
a

i 'P

a

l)x
j 'P

(onde g (aj) e asl

funções ai são diferenci.âvei.s9, segue a diferenciabili.da
de de g.

Portanto a estrutura diferenciãvel obtida sobre

TT''(UnU') é a mesma, seja ela induzida por Q.. ou por @,..

Temos então sobre ])S unia estrutura de variedade, que faz

dele um espaço fi.brado principal ' Teiüos Dim IDc = dim S+

+ dim O(n-l

@

gê=SEKI/AÇÕCS: 1) As funções coordenadas de UxO(n-], ]R) po

dem ser transportadas pelas @u para ]DS/ que fi-ca entâk)E:g
rametrlzada por

g) l----'- (P (xl , fn) onde

(f.)
' 1' é o ortonorma].i.zado de (g( ------

2)x l

-)

))e:E én

P

ovetõfnoihà].a S em P quefazde (f:)
i=1 , ...n

base Ê)óêi.divã dé Ep

Dirá
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d ) Esta estrutura de variedade independe da escolha das car 

tas ( U ' <P ) sobre S. De fato, sejam (U, <j) ) e (U', <j) ') 

duas tais cartas e P E: U n U' . 

Existe um único g E: O ( n -1 , m.) a , ( P ) = a (P) . g u u 
com 

Definimos assim uma aplicação g: U()U'--+ O(n-1 , IR) 

Da diferenciabilidade das aplicações 

to que 
a 

ax' i 

e do fa 

(onde e as 

funções 

de de g. 

j 
a. 

l 
sao diferenciàvei~, segue a diferenciabilida-

Portanto a estrutura diferenciável obtida sobre 
- 1 

TI ( Un U 1 
) e a mesma, seJ·a ela induzida por ''' ou por ''' 4' u 4'u•· 

Temos então sobre ID
8 

urna estrutura de variedade, que faz 

dele um espaço fibrado principal Temos Dim ID ::,o s dim S + 

+ d im O ( n -1 , IR ) = 

OBSERVAÇOES: 1 ) As funções coordenadas <le u xo(n- 1, JR) PQ 

dem ser transportadas pelas 1µu para IDS, que fica então@ 

rametrizada por 

( x 1 ' ••• ' xi'l - 1 ' g ) 
~ + 

( P ( x 1 , ••• , xn l 'r 1 ' •• , f n) 

a 
e o ortonormalizado de 

o vetor normal a s em P que faz de 

base pósitiva a.e Elp 

+ 

ax. 
l 

( f . ) 
l i=l, ... n 

p 

onde 

➔ 

)) e :E 
n 

uma 

,.. 
e 
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2) O fíbrado ]DS assim obti-do nâo é, em geral,
tri.vial: a existência de uma seção global de lr sobre S

acarreta a existênci.a de uln campo tangente não nulo sobre to

daa superfície S oquenâopode ser o caso se E=E3 e

S = S', por exemplo.

3) As hípersuperfíci-es orientãveis de E podem

ser caracterizadas como aquelas cujo vibrado de Darboux é des

conexo. ID tem então duas componentes conexas, cada uma cor

respondendo a uma orientação da hi.persuperfÍcie

1 1 1 . 7 AS rQUAÇocs OE ESTRUTURA OA í#íPEPsuPCPr7czr S

Denotaremos ainda por x. el, ul e ul: as reg.

tri.çÕes a :ü)S destas funções e formas, ou seja X = Xo i.,

e.:: e. o l1 1
i . iu' = (5.o u

l e .: - '.. j.
''\ l "i onde i : ]D. -----,- F é

a inclusão.

As formas só serão calculadas sobre vetores tangentes a l)S'
o que acarreta

PROPOSIÇÃO 2: un é nu]a sobre ]l). e as formas

1 < i. \< n-.l gão L.l

2E44.121il;$!gAÇÃ0: dxln)S iIDSp'"''> lr(p) e portanto os .valores

de dX são sempre vetores tangentes a S.

<dXpíêil> e O para todo p c ])S er como

«; :: }l «'gj; . wl ('í )
P :P(T), ei> e portanto un . O.

2 ) O fibrado IDS 
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assim obtido nao é, em geral, 

trivial: a existência de uma seção global de n sobre s 

acarreta a existência de um campo tangente · não nulo sobre to 

da a superfície S o que não pode ser o caso se E= E3 
e 

s = s 2
, por exemplo. 

3) · As hipersuperf Ícies orientáveis de· E podem 

ser caracterizadas como aquelas cujo fibrado de Darboux é des 

conexo. ID tem então duas componentes conexas, cada uma cor 

respondendo a uma orientação da hipersuperfície. 

III.1. AS EQUAÇDES VE ESTRUTURAVA HIPERSUPERFTCIE S 

Denotaremos ainda por X, e . , 
J_ 

i 
w e 

trições a JD
8 

destas funções e formas, ou seja 

e=e.oi 
i l 

i i w = ó .ow 
l 

a inclusão. 

e 
i 

W, = 
J 

i 
ó. ow. 

l J 
onde 

i 
W, 

J 
as res 

X=Xoi, 

e 

As formas só serao calculadas sobre vetores tangentes a ID 
8

, 

o que acarreta: 

PROPOSIÇÃO Z: wn é nula sobre 

1 -< i < n --1 
' 

são L.I. 

VEMóN$TRÂÇÃ0: dX 1 : ID8 --+ Sn (p ) 
IDS p 

,..,, 

e as formas i 
w 

e portanto os va l ores 

de cl.x sao sempre vetores tangentes a S. Disto decorre 

e , como 

i ➔ 
W ( T ) = < dX ( T ) , e . > 

p p l 
e portanto n w = o. 



Por outro lado, dado p- (P, el'... en) c: -DS'tanx lr(p) :P

é sobrejetora e portanto existem v.,

19

rT

c :ID.D
P

taoen

dTr (v: )= ;1' 1

dX(vj.) - Bi = >1 uj(Tj.) êj e portanto uj(Tj.)='5ij

Portanto ul, ...un'l são linearmente independentes e fun-

cionam como ''duais'' de é.,...é .l ' ' ' ''n--l

com 1 .< i. ..< n-l

Para caracterizar as formas ul:, prece-saltemos de um

resultado algébri.co

l.EibfA jcÁprAõ]l Se ul,...nP sâo for]nas ]i.teares L.].. sobre

um espaço vetorial V e at,...aP são formas quaisquer so-

bre V tais que

ul Aal +.... +uPAaP:O, entãoexistem

l $ i,j óp
, jnúmeros a'

]

verificando
a Q

]
'e

1 1
a := a'

!29n . Sejam formas

sejam uma base de

p ' l \< i. < n de forma que as
Teremos então

y ;: «' * .! »: ."
j-] ] .c=p+] p'

de ! .:«.' 0, vem

Ç («' « T ,* .''
iüi j=i ] .!.*: »! .')
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Por outro lado, dado p= ( P ' e l ' . . . e n) E: JD S ' tern::s TI ( p) = P. 

s p e sobre j etora e portanto existem 

d1T(T.)= 
➔ 

E: IDS com e . 1 < i < n-1 
l l ·, ... 

p 

então d X (T. ) 
➔ 

I Luj(T.) 
➔ 

Wj (T.)=o ... = e . = e. e portanto 
l l l J l l] 

Portanto l n-1 
w , ••• w sao linearmente independentes e f un-

cionam como "duais" de 

Para caracterizar as formas i w., precisaremos de um 
J 

resul tado algébrico: 

LEMA (CART AN ) Se 1 p 
w ' •• • w sao formas lineares L.I. sobre 

um espaço vetorial V e 

bre V tais que 

1 p a , ... a são formas quaisquer so-

~ 

numeras i 
a 

j 

verificando 

Wl l\. 0 1 p p + .... + w l\. a = o, então existem 

1 ~ i, j ~p 

i I i j j_ a j a = a w ·e a = 

j 
j j i 

Dem, Sejam formas i 1 ~ i w p= ~ n de f orma i que as w 

se j am uma base de * V • Teremos então 

p 
wj 

n JI, i I i I bi a = a + w 
j=l j .f.=p+ 1 JI, 

.. 
p 

wil\.oi de .l. = O, vem 
i=l 

p 
(wi p 

i wj) 
p i w 9. ) Q I I I lw 

i l\. I o-" l\. a + bJI, = 
.i= 1 j= l j i = l Jl,=p+ l 
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.]) "l'A "j + >1 bi,

Como urA us f l<r< s\< n, sãoformaslinearrrute in

dependentes, concluímos que a; = a? e bl, = o, l<i,js<p

!

S

dun = nÍI uj A un

Como as formas u], .. .un-] são li.nearmente independentes,

decorre do lema acima que

«:::il ;} «' , -« ;l:;!
Temos então em :DS

l n-l
ü) /. . .u L.l

«i - :il .{ «' , .i - .!

entâoasformas uz,ux com l<i<j.?n-lgeramDa+

Como dim ]Dq= n-l + ( . ), as formas acirra são uma base

Elas verificam a].ém di.sto as equações de estrutura

] P
ln

Como w Í\ r 

dependentes, 

Como n 
w 

1 w < r < 
s 

concluímos que 

O, temos 

dw 11 = 

Como as formas 
l n- l 

w ' ••• w 

decorre do l ema acima que 

Temos então 

n 
w 

i 

em 

= 
n- l 
L 

j= l 

IDS 

i j 
ª · w 

J 

. 

s 
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-
~ n, sao formas 1 ineanrente in 

i 
a~ bi o, 1 -~ i, j-q1. a. = e = 

J l !l 

n-l . n 
L WJ A w 

j = l j 
o . 

sao linearmente independentes, 

com 
i 

a. 
J 

j 
= ª· l 

l n- 1 L. I. , 
n o w ' ••• w w = 

i 
n - l 

i wj i 
a~ w = I a a = 

n j=l j j l 

i wj w = 
j i 

então f o rmas i i 1 ~ i j ~ n-1 m"' as w ' w com < geram 
j s p 

n-1 
Como dim ID = n-1 + ( ) as formas acima sao uma base s 2 

Elas verificam além disto as equações de estrutura 



-21-

'«: - :} «' « «!

l \<i < j ( n-l

'«} - *$:«; « «i
k#j

além disto, estas equações caractere.zain uni.comente as formas

uz . Oe fato,
J

PROPOSIÇÃO 3:

Se existirem, são únicas as formas uz, l.Ki.,j<n-l}

tais que

:, '«: : :} «: « «! , :, - «i - -«?

OEMONsrRAÇÃo:

Suponha dadas sobre ]DS formas õí; satisfazendo
1) e 2)
Então teríamos

. - :i: «' "«} - .'« -; : :!: «' « '«i - -i,
Pelo lema de Cartada segue

-} - «; : = 1 .i* «* -« .}* ' '::
Por ótatró lado, de

uj - uz = -(ali - ui), ou seja

]

dwi = 
j 

n-1 

I 
j=l 

j i 
w A w . 

J 

t wkAwi 
kfi j k 

kfj 
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i ~ i < j ( n-1 / 

além disto, estas equaçoes c aracterizam unicamente as formas 

i w. De fato, 
J 

PROPOSIÇÃO 3: 

Se existirem, sao Únicas as formas i 
ú.l . ' 

J 
tais que 

1) dwi --
n-1 . i 
l WJ A w 

j= 1 j 
2) 

i j 
= w = -w 

j i 

DEMONSTRAÇÃO: 

Suponha dadas sobre ID S formas 
_i 
ú.l. 

J 
satisfazendo 

1) e 2 ) . • 

Então teríamos 

n-1 
wj J\ w~ j A -i 

n- 1 j ( i wi) o = I - w w = I w A w. -
j=l J j j = l J j 

Pelo lema de Cartan segue 

-i i n - 1 i k j_ i 
w. - w. = I e. J ú.l com Cjk = Ckj J J k= l J <: 

Por outro lado, de 

' i - (w~ j -l 
seja w. - W, = w . ) ' ou 

J J l l 



- >1 Cik uJÇ vem

Czk ' 'CJk ''CJj. - Cki = Ckj =-Czj ' -Czk e pol

ou seja al; - ul; = O , i=1,...,n-l

j=1 ,. . .,n-l

$

E ';. .';

Então

tanto

r l Z . 2 os Espaços HORIZONTAL E uri?ricÁL

Seja (U,xl'...xn.l) uma carta de

Xn-l 'g.i) o si.stema de coordenadas que esta carta de

imite defi.nir em T''(U)

Temos então que --l ,
l)x.

P

S per

e

----i--l l.$i,jen-l forman] uma base de ]Dc l)ara talopcU
ag' 1 . 'o

] IP

A apli.cação lí:lí'](U) -+ U pode ser defina.da em

das coiro sendo simplesmente

Tr(xi '. ..xn-l ' gx)

n l
e decorre que dx (1) = >l

P i'l

coordena

ou seja que

temao compg

(xl'...xn.l)

0

l)xj. lx (P)

alíl ( r): O se, e somente se, T c -ms n

ires segundo os vetores a 1 ; como a conde.ção dxl =o
axi in íP

-22-

I 
i k I 

j k i j 
CjK (JJ = - C . k w vem C.k = -Cik ] _ - J '-

Então i j j k k i i 
Cjk -Cik =-Cki = e .. = e. =-Ckj = -Cjk e PºE. Jl J J 

ci se j a - i i tanto = O, ou w. w . = o I i=l , .. . , n-1. jk J J 

j =l,. • / n- 1 • 

III.2 . OS ESPAÇOS HORIZONTAL E VERT ICAL 

Seja _(u,x
1

, ••• x n-l) wna carta de S e (x 1 , ••• • • , 

i 
x n- l ,gj) o s istema de coordenadas que esta carta de S pe~ 

mite definir em 
- l TT (U). 

Temos e ntão que 
a 

I • • • f e 
dX 

l 
p p 

cl 

a i g, 
formam uma base de ID

5 
p 

pa.ra todo pEU . 

J p 

A é.!plicação ·rr:TT- l (U ) -~ U pode ser definida em 

coordenadas como sendo sim~lesmente 

n- 1 
e decorre que I 

i = l 
a. 

l 

d1r 1 (T ) = O se, e somente se, 

p 

nen t es segundo os vetores 

a 
dX. 

l l ,r ( p i 

o u se j a que 

-nao tem comp~ 

corno a condição = o 



caractere.za os vetores T c :H)S que são tangentes ã fibra

(Tr(p)) (ver propri.edade 4 dos EFPD) , isto nos leva a de-

P l Dx.1 : 'p Jj-:l

23

P

tinir em lü) .D
P

os subespaços
n l

ü--.l.,e V P

Temos que :DS
P Ü. © ", e que «. - [«''

( lí ( P ) )

H. e V. são respectivamente o espaço horizontal e o espâ

ço vertica] de ]Dq , relativa\lente à carta lí'' (U)
P

Dosfatosque Kerd7r = VP eque dlí::l)Sr, '>Slí(P) é

sobrejetora decorre que ólíln:Hp-"' sp e um isomorfismo.

Então, dada

te (v],...Tn-l) uma base de

uma base de S , exist)' -

com dlr(ti) - gi

Então, de dX(T) e verti

que
uz( t) = az , ou seja que

n-}
>l u' (v)i-l

isto é, as formas uz funcionam como "duais" de e.: o va

].or de UI(T) sÕ depende da componente de T ern H., e as

formas ux podem ser consideradas como (5x(aj) onde uz sg
fiam coimas de -S com

-23-

caracteriza os vetores T E ID S que sao tangentes à fibra 
p 

- 1 
1T ( TT[p) ) (ver propriedade 4 dos EFPD), i sto nos leva a de -

finir em m
8 p 

e 

Temos q u e 

a 
a i 9, 

J 

os subespaços 

= 

p t ,j=l, ... n. 

H p 0 V p e que 

H e V sao respectivamente o espaço horizontal e o esp~ 
p p 

ço vertical de 

Dos fatos que 

ID
8 

, re l ativame nte à carta 
p 

- 1 
1T (U) • 

Kerd TT = V 
p e q ue d,r ]) -➔ s 

S 1T (p ) 
p 

e 

sobrejetora decorre que dTT IH= Hp - ~\:, 
p 

e um isomorf ismo. 

te 

que 

. 
Então, dada 

+ ->-
(e l , . . . en- l) · u ma base de s ' p exis 

wna base de H p com 

Então, de d X (T) \ i = l w (T) e . 
l 

i 
a 

n- 1 
T = I 

i = l 

i 
w 

dn( T. ) 
l 

+ = e . 
l 

e T = I a . T . v em 
l l 

ou seja q u e 

T. 
l 

isto é, as formas i 
w 

➔ 
funcionam como "d uais " de e . : 

l 
ova 

lorde 

f ormas i 
w 

-,. 
Só depende da componente de T em H , 

p 

podem ser consideradas como 01r (w .) onde ·;i 
l 

riam fo:trnas de s c om i --f w ( e .) = o. ' lJ J 

e as 

se 
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Uma caractere.zaçâo dos vetores de V. é portanto
que as formas ux se anui-em sobre ele

A nossa definição de lin envolve. e depender das

cartas escolhi-das sobre S. Como V. = lv''(lr(p))l inda

pende das cartas e é caracterizado por ux-0, i.sto nosleva a

defina.r em cada p e ]DS r um espaço horizontal caracterizado

P

Seja então P E: ]Dc ;

Defi.nimos H. conto sendo o subespaço de ]D. cujo anulados

as formas u' , l € i,j -< n-lgerado pele
]

então:

].) VH SPP P
poi.s uz, uz são base de ]D.+

-l c)

P

2) é invariante pe[a ação de O(n-]/ ]R)

ou seja, se a c: O(n-l, IR), dRa(Hp) - Hp.a

Isto vem do fato que as formas m' são i.nvari.an

tes por Rn
]

Então as formas 1. , j ,n-l são as formas de uma co
?

nexao em ]D.

- 24-

Uma caracterização dos vetores de V 
p 

e portanto 

que as formas i 
w se anulem sobre ele. 

A nossa definição de H p envolve, e depende, das 

cartas escolhidas sobre s. Como V = [n-l (n( pl )] inde p 
p 

pende das cartas e é caracterizado por wi=O, isto nos leva a 

definir em cada p E: IDS , um espaço horizontal caracterizado 

por i 
W, = 0. 

J 

Seja então p s IDS; 

Definimos H como sendo o subespaço de 
p IDS cujo anulador 

p 

e gerado pelas formas 
i 

w 
j 

1 ~ i, j ~ n-1 

então: 

1 ) 

2 ) 

Então as 

nexao em 

H p V p pois i w , 

H e invariante pela açao de p 

ou seja, se 0 E: O (n-1, IB ) 
• 

Isto vem do fato que as formas 

tes por Rcr 

formas 
i 

i, j=l , ... ,n-1 w , sao 
j 

IDS . 

i 
w 

j 
sao base de ID * s 

p 

O(n-1, IR) em IDS, 

d R (H ) = H 0 p p-0 

i 
invarian tu sao 

j 

as formas de uma co 7 
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It/. AS z)UÁS FORitlAS QUADRÁTICAS

No que segue, S é consi.derada orientada

Seja X :S ---.--- IRn definida por X(P) = ÕF , uma

vez fixada uma origem.

Tem-se então X . T =

Temos então defi.ni.das enl S duas formas quadrãti.-

cas, l e 11, que a cada P c: S associam uma forma quadrãti.ca

SP/ dadas por

<dXp'dXp> e llp''<denp 'dXp> onde 8n éo
campo normal unitário

Podemos defina.r formas enl l)S a [Jartir de l e ]]
a saber

1 = (5 (1), 1.[+ = (Sx(-E]), queserãodadaspor

1+(T) = (5vl(T) = .[(dlr(T)) = <dX . dT(T) , dX .dx(T)>

<dx (v) , dx (v) >

ll+(T) - 'S7rll(v) - ll(dlí(T)) - --<d8n (dx(T)),dX(dlí(T))

"), dx»-<cl ef) , dX>

Temos então definidas as duas formas quadrãti.cas em

'D.

1+ É: <dX ,dX> e ll+ = -<de . dX >
n.

podemos é$iprimir 1+ e 11+ em termos das formas do fi.brado

nX :IR eS d x (T) =T, VT E:SP P

'i
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IV . AS DUAS FOR1\IAS Q_UADRATICAS 

No q u e seg u e, S e considerada orientada. 

Seja X : S - IR.n definida por X(P) -= OP uma 

vez fixada uma origem . 

Tem-se ent ãé, E dX (T ) =T,\fTES p p 

Ternos então definidas em S duas formas q uadrá ti

cas , I e II , q u e a cada P E S associam uma forma q uadrát ica 

sob S , dadas por p 

I = p 
<dX , dX > p p E. II p 

= - <dê n 
p 

dX > 
p 

onde 
·--'> 
e n e o 

campo normal unitár i o de S. 

Podemos definir formas em m
8 

a rJartir de I e II , 

a saber 

I*= ÓTT (I ) , II* 

I* ( T ) ÓTTI (T) = I (dTT(T l) 

II* (T ) ÓTTII (T) II (dTT(Tl) 

ÓTT (II ) , que serao dadas por 

<àX o dTT ( T) dX o d 1T ( T ) > = 

= <dX ( T) , dX ( T) > 

= - < d e ( d TT ( T ) ) , dX ( d TI ( T ) ) = n 

Temos então definidas as duas formas quadráticas em 

I* - <dX , dX > e II* = - <d e , dX > n 

podemos ê~prim i r I* e II* em termos das fonnas do fibrado 

!D' ' 
s . 
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de dX:
n l

Ei-l
vem +l <dx ,dx>

n-l
E

i-]

2

(col ) (1)

e de

n--t 1 1 n-].

''%- :11. "; ': -" 1 ::*-l- ":' a j- ..,j' ..,j
]

(2)

onde (at) é a matriz si.métrica tal que uz
ri

1- ja u'
]

A equação (2) nos permite caracterizar as hi.persuperfícies de
E contidas em hiperplanos:

.E.g2Egg.!.ÇÃO : S c E uma hipersuperfÍcie esta contida num hi.

perplano de E se, e somente se. sua segunda rotina quadráti-
co é nula.

OEM01V.SI'RAÇÃO: A condição é, claramente, necessária. Suponha

então que a segunda forma ll de S bela nula. Então 11+ é nu
la, ou seja

<de. ,dX>

Mas esta forma quadrãtica provént da forma bilinear B(v ,l} )

<de. (t) , dX(U)> , expressa por B(r,U) = y az uz(T) u](H) e.

portanto, simétrica. O fato que llj' = O acarreta B=O e,

portahtoí aú=o lx<i,j\<n-l. Como u = >1 atum ,

]

decorra qUe ãg formas u'
n

i
U

n

l .$ i. x< n são nulas. Final

mente) como segue que = O, ou seja,

de 

e de 

n-1 
dX= l 

i= l 

n- 1 
de = n I 

i= l 

onde 

i w e. 
l 

vem 

vem 

* I 
n - 1 

= <d X ,dX> = l 
i = l 

n - 1 . . n-1 
II*= - I w1 . w1 = l 

i = l n i , j = l 

e a matriz simétrica tal qu e 
i 

w = 
n 

tl) 

( 2) 

A equaçao (2) nos permite c aracte rizar a s hi persup e r fíci es d e 

E contidas em hiperplanos : 

PROPOSIÇAO 1: S e E urna hipersuperficie e stá contida num h! 

perplano de E se, e somente s e , sua s egunda fo r ma qua drá ti

ca é nula. 

VEMONSTRAÇÃU: A condição 
~ 

clarame nte, e, 
• 

então que a segunda forma II de 

la, ou seja 

<d e , d X> = n 

.. Mas esta forma quadrática prove m 

<d e ( T ) , dX ( µ ) > , ex pressa por n 

s seja 

o 

da f o r ma 

necessár ia. Suponha 

nula. Então II* e nu 

biline ar B( T t jl ) = 

e , 

portanto, simétrica. O f a to que II* = O a car r eta B=O e , 

portanto, 
i 

ª·=o 
J 

1 ~ i, j ~ n - 1. Como 

decorre qué às formas 
i 

w 
n 

1 ~ i ~ n - 1, 

mente, como t1 é = l w i e . , segue que n n 1 

"i 
w 

n 

n - 1 

I 
j = l 

i wj a . 
J 

sao nulas. Fina l 

d e = O, n ou s e j a , 



n e constante e portanto S esta contida nutl hiperplano

de E ortogona]. ao vedor e.
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Vimos (111.2) que, em cada espaço tangente Dq
P

T E Vn +> dü(T) - O .; disto decorre que os vetores T de

V. sâo exatamente aqueles sobre os quais l:'' é nula, istoP

E: VP 'ç:'p' (IT LT') = U

n-1 . 2

Como 1+ = xEt (uz) . concluímos que TcVP

i=1,...,n-l , ou seja, as fora\as uz geram

V
P

<dx (1 ) ,dx (T ) > 0 poisT C'

Então, sobre Hn ' 1+ é uma forma qucadrãtica de-

finida positiva, que determina portanto uma estrutura métri
ca em H.. Além di.sto, o isomorfismo dv

Oe fato

H
P

é uma Isometria de H em Sp 7rr..

T E: n. :-o. I' (r) = 1(dx(T) )

As formas ut são então as forniBS da conexão de

LevipCjlv[ta de ]Dc re]ativarnente 'ã IGtétlicâ l

Se:jam agora duas hipersuperfÍcies S e S de E

orientadas pof dois campos normais en e en

/
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; é consta nte e portanto S está contida nwn n hiperplano 

➔ 
de E ortogonal ao vetor en 

Vimo s (III.2 ) q ue, em cada espaço tangente ]D ' s p 

T E V <:==> dTT ( T) = o o disto decorre que os vetores T de p ,/ 

V sao exatamente aqueles sobre os q uais r* e nula, isto p 

e 

TE Vp ~ dTT (T") o <==? < d X ( T ) , dX ( T ) > 

Como 
n - 1 

r* = I 
i = l 

i=l, ... ,n-1 
I 

V p 

. 2 
(w1

) , conclu ímos q u e 

ou seja, as formas i 
w 

= o pois 

TE V <; > p 

dX= dX o dTT 

i 
W ( T ) = O, 

geram o anulador de 

Então, sobre H p 
r* e wna f orma quadrática de -

f inida positiva, que determina por t anto uma estrutura métri . 
caem Além disto, o isomorfismo 

é urna isometria de H em p 

* TE H > I (T) = I(dTT(T) ) . p 

H - S p p 

De fato 

As f ormas i w. sao e n t ão as for.IT1.i;ls da con exao d e 
J 

Levi - GÍvita de IDS relativamente ,g inétrica I. 

Sejàrn agora duas hipersuperfícies S e S de E, 

orientadas por dois campos normais e n e 

• 
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Dada q) uma ap-L].cação di-terenci.ave]. de S em S,

denotaremos por d@ e (S+ as aplicações lineares induza.

das sobre vetores tangentes e formas di.ferénclais, respect.}
valente

Dada uma forma quadrãtica sobre

S. ------> ]R por

Q : s.b @
defi.ni.

mos

Q(T) = 5$ (6) (v ) Q (d @ [T)) para todo t c: S

Se B é a forma bi.linear obtida por polarização de Q, e!!

tão B = (S@(B) -será a forma bi.linear obtida de Q = (54)(Q)

por polarização.

DEFINIÇÃO 7

$:S ------> S, diferenciável, se diz lsometri.a se pre

servir a primeira forma fundamental de S , ou seja, se

6@ (1)

Isto é, $ é .unia isometria se preservar a métri.ca
i.nduzida de E sobre S e S

PROPOSIÇÃ(2 2 : Uma isometria

ção diferenciãvel 4)::l)S

--------> S i.nduz un\a aplica

que preserva a forma l

Z)EMONSTRAÇÃO:

Basta defi.nir (>:IDS ------>-:ü)g por

peH) +""-"-' (+(P), d+ (gl ),
'u

,d$(gn-l)

[+) dênotãfemos com uma barra todos os entes jã defina.dos,

quando co.rrespondentes ã hipersuperfície S

-28-

Dada <jJ uma a p licação diferenciável de S em S_, 

denotaremos por d<j) e ó<j) as apli cações lineares induzi 

das sob re v e tores tangentes e formas di fe r e nciais, respectt 

vamente. 

Dada uma forma quadrática sobre 

mos Q = S ->- IR p por 

Q( -r ) = Ó<j) (Q ) ( T ) = Q (d</)(-r) ) 

s / 

para todo 

-+ IR 

T E S 
p 

defini 

Se B e a forma bilinear obtida por polarização de Q, en 

tão B = ó<j) (~ ) .sera a forma bilinear obtida de 

por polarização. 

VEFINIÇÃ O 1: 

Q = ó <P (Q ) 

<j):S--+ S, di ferenciável, se diz isometria se pr~ 

servar a primeira forma f undamental de S , 

( * ) 
ó<j) ( I ) = I 

ou se j a, se 

Isto e, <ti e .uma isometria se preservar a métrica 

induzida de E sobre S e S 

PROPOSIÇÃO 2: Uma isometri a <j):S--+ S induz uma aplica-

ção diferenciável que preserva a forma I 

DEMONSTRAÇÃO : 

Basta definir por 

. -+ ->-
(P ;é.; ••• ,e ) ....-

J. n 

( * ) dého tarémos com urna barra todo s os entes j ã definido s , 

quando cqrrespondentes à hipersuperficie S 
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faz deonde n é o úni.co vedor de que

(d+ (êi) , ,d+ (Zn- l ) alba base ortonormal positiva de

Notemos que as imagens de @ pertencem efetivamen
+ sendo isometria, d4) transforma bases orto-

SP enl bases ortonormais de S@(P)

te a

nora ais

será simplesmente :t ên' conforme + preserve

ou não a orientação.)

Verificantos agora que esta extensão de + aos vi-
brados Darboux preserva a forma lx

0

T

(iliagrama

DS

S
$

é claramente cornutativo: de fato,

se p é uin referencial em P t:S,

$(p) é um referencial em (b(P)c:S.
T

S

Então

.5} (Í*) (T) i':'' (d} ( T ) ) ]. (d3' . d$ C T ) ) ]. (d4) o dv ( T ) )

(5# ( 1) (d7r (T ) ) l (dlT ( T ) ) 1+ (T) para todo T c: ]D.D
P

Éhtão 6+(1+) =1+, e + preservaaforma l+

Em parti-c\alar, d@ determina uma isometria entre os espaços

'. ' ptw)

onde e o Único vetor de que faz 

-29 -

de 

uma base ortonormal positiva de 

'\., 

Notemos que as imagens de cjJ pertencem efetivame!!_ 

te a ]D
s cjJ sendo isometria, dcjl transforma bases orto-

normais de S P em bases ortonormais de S<j) ( P) 

➔ * , 
(en sera simplesmente ± en' conforme <P preserve 

ou n ao a orientação.) 

VP.rif icamos agora que esta extensão de <P aos f i-· 

brados Darbou x preserva a forma r*. 

O diagrama 

'\., 

DS 
<P 

])-
, 

claramente comutativo: de fato, s e 

j 
, 

referencial P E S, se p e wn em 

TI TI '\., 

<P ( p) 
, 

referencial cjl (P) E'S°. e um em 

s s . 

Então 

oi (i*) r* (di(T)) 
'\., 

( T) = -- I (dnodcp(T )) = I ( d<j) o d 1r ( T ) ) = 

= ô<t> (I ) (dTI( Tl ) = I(dTI(TJ) = r* (T) para todo T E ID 
8 p 

ÊritaG 

Em partiouiàr, 

'\., 

e <P preserva a forma 1*. 
'\., 

d<P determina urna isometria entre os espaços 
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l
U jJ.\UILL\./+.7 U\+LÜA4ÜUUU V b V XL U

, j < n-l , que ve ü-fi-cam

n--1 .9 . n-l . 4
T+ = >1 (mZ)' e duz ' >1 U] A 6i:

i=i j=i J

veremos agora que a extensão aos vibrados de Darboux d
metria $ preserva estas formas.

PROPOSIÇÃO 3: 4) preserva as formas

j.sto é

l < l

i
1 ,.$n

e

Cómó

u' , ]-\<i ,j
]

i

B!!!!Zli!=$jljKAÇÃ0: Seja p E ]DS /p:(P,e],...en), e T cJDS

T pode ser decomposto nas suas componentes segundo Vn e

P' Seja então T = TI + T2 ' xl E VP

a) 'rl cVP eportanto uj.(,tl) -0 , i-l,...,n-l

de d+(TI)-c VB(P) segue .54)az( rl) : iZ(d'''( r))-o-ux(TI)

n l

b) Como 'r2ellP' temos T2 ' i>ll ut(T2)vi onde

(vi)i.],...n-] e uma base de nP tal que dlí(vi) - Zj.

Então d}(v2) = }1 uj'(T2) d+ (vj.)

h
T' o + = @ ó lr , temos que

d@(dw(v.)) - a+(ê:), ou seja, os vetores

'' i

dT' (d+ ( vi) )

Temos definidas em 

1 < i,j-.::: n-1, que verificam 

n- 1 
Y* = I e 

i= l 

ID
S 

a s formas 

n-1 
I wj A 

j=I 

_ i 
W , 

J 
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__ i 
W. 

J 

veremos agora que a extensão aos fibrados de Darboux da iso 

metria cp preserva estas formas. 

,.., 
PROPOSIÇÃO 3: <P preserva as formas 

isto é 

e 

i 
w ' 

i 
ú) 

j 

'v_ i 
cS cpw . 

J 

i = w. 
J 

DEMONSTRAÇÃO: Seja 
->- -+ 

P E ID 8 , p= ( P , e 1 , . . . e n) , e 

T pode ser decomposto nas suas componentes segundo 

H . Se j a então T = T J + T ' T E: V 
p 2 1 p 

• 

a ) 
i o T J E: V e portanto W (T J ) = 

p 
i=l, ... ,n- 1 

'\, . 

V 
p e 

~ -i '\., i 
de dcp (T 1) E: vqíCp) segue O <f> w1 

( T l ) = w (d </J (T) ) =O= W ( T ] ) 

n - 1 
i b ) Corno T2 E H p' temos T2 = I W (T 2 ) vi onde 

i= l 

(v ·) · 1 1 
... 

base de dn (v. ) 
-+ 

e urna H tal que = e . 
l 1 = 1 ••• n- p l l 

'\., n- 1 '\., i Então d</J (T
2

) = I W ( T 
2

) dcp (v. ) . 
i= l l 

'\., 

Comà n ó cp =i: cp ó TI , temos que 

➔ dcp (e. ) , 
l 

ou seja, os v e tores 
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vi - d@(vi) formam a base de ll;(L)) que goza da proprig

Jade dã'(vi) - d(b(ei)

entaol
. t n--l

d@(T2) - .>1, a" (d(b(T2)) 7i ' q'einos portanto
q,

]

n-l
E

i-l

conclilÍmoQai l

i
) )m

2

n-l
T: = >1 u'(T,) Ç:

l

s que

(d(b (1 9 ) ) (1.) , i=l / ,n-l

i
'2' ' ~'2'

]

Concluímos então que

(T) = u' (1) e. portanto, .l,

mas uz ; quanto às formas cle conexão m
]

apliquemos (5$ às equações de estrutura de

. n-l . .

dGz - >1 a] A 8xJ]

'L i preserva as fol

l \< i,j \< n-l,

S

.t então

dut = d(.5(1)-uJ') = .5'"(d©X) - (5+( >1 aj /\

vei

'lÍ' .};l
j

i
B

r\ -- l

''>1' «j A .s8-í
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'\, 

v. = d cp(v. ) 
l l 

formam a b ase de q ue goza da propr i ~ 

dade dW(v .) = d cj) (e . ) . 
l l 

e ntão 1 

'\, n- 1 '\, 

d cj) ( T 2 ) = I -i 
w (d cj) (T

2
) ) V. 

l 
Ternos portanto 

i= 1 

daí concluímos q ue 

'\, 

V . == 
l 

n-1 
l wi (T2 ) 

i=l 

(dqi (i:2) ) = i 
w ( T ) 

2 

o u se j a 

Co ncluimos e ntão que 

V. 
l 

i=l , ... ,n -1 

...,, 
e , por tanto , rp preserva ê6 fo!:_ 

i mas w 

ap liquemo s 

vem então 

d0J 
i 

quanto as formas de conexio 
i 

(Jj 

j 

oi ' de estru tura as equ açoes 

dwi 
n- 1 -i = I wJ A w 
j= l j 

'\, . '\, . '\, n - 1 _j 
= d ( ócj)iii1 ) = ó cp ( d w1

) = óq> ( I w 
j=l 

= 

l ~ i , j ~ n-1, 

de s 

__ i) 
A w . 

J 
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. n--l . 4

que verá.ficara as equaçoes dcoz= >1 u] Au.:Colmo as formas

são únicas (ver 111.1) concluímos clue

i
m

j
l

]

i,j= 1,. .. ,n-l

O CASO aAS
J .

SUPERFÍCIES DE E'.. TEOR E/«IA DE GAUSS

A aplicação da proposição anteri.or ao caso de super

fÍci.es do espaço eucli-digno de três dimensões permite dar uma

interpretação da curvatura Gaussiana em termos dhs formas de

conexão, e uma demonstração do Theorer.ta Egregium de Gauss

Seja S uma superfície de Ej, orientada por umc:am

po normal unitário eR ' Consideremos o vibrado de Darboux

ID.= ; temos nele defina-das formas

1 23J1 1 2
' , u' ,(D' = O/ uo / u2 e u)l

l 2 1
? ' u , u

n3 l zcaH

P

= amj+ bm
3

2

Temos defi.ni.das sobre S as duas formas quadrãti

cas l=<dX,dX> e ll= -<de,.d):>,e, levando.as pa

ra ti5df as duas formas quadráticas l:''= <dX ,dX> e
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i 
Corno as formas w 

n- 1 i 
que ver i f ica1n as equaçoes dw i= l wj A ul . 

j j= l J 

sao únicas (ver III.l ) concluímos que 

i 
w = 

j 
i,j= 1, ... ,n - 1 

1 V. 1 • O CASO &AS SUPERFTCIES VE E\ TEOREMA DE GA USS 

A aplicaçâo da proposição a n terior ao caso de supeE 

fícies do espaço e uclidiano de três dimensões permite dar wna 

interpretaçâo da curvatura Gaussiana em t ermos ~s fo r mas de 

conexao, e uma demonstração do Theorern a EgregiWT1 de Gau:;s. 

Seja S uma superfície de E 3 , ori e ntada por um e~ 

po normal unitário Consideremos o fibrado de Da rboux 

m
8

; temos nele definidas formas 

w ' 

cas 

ra 

2 w , 1 
w 

2 
e base de ]D * 

s 
p 

e 
2 

w 
3 

em e :té-.a ponto, e as formas w ' 
3 

verificam 

1 1 2 w = aw + bw 
3 

2 
bw l + 2 

w3 cw 

Temos definidas sobre S as d uu.s formas q uadráti-

I = <dX , dX> e II= - <de
3 

,d;~ > , e, levando --as p~ 

]D . t s as d u as formas quadráticas r* = <dX , dX > e 
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llt . -<de3 ' dX>

então l*

ll+=.--; -u3 ml 'u2 u2 : -(a(ul)2 2bul u2 + ctu2)2)

alémdisto, asformas u], u2,ul ul e u3 verá-ficam

as equações de estrutura

Então

d'"' - m3 A "3 . (;.l+b«:) A (-b'-l

(ac-b2) ml A m2

PROPOSIÇÃO 4: O número K = ac-b2 é constante em cada fi.

bra lí'l (P) , ou seja, é unia função real defina-da em

DEA{OTVSTRAÇÃO

1 1 2
dm = - Km A u : derivando am])os os membros ex

teriormente. vem

d(dul)' = -- dKAu]Au2 + KAdu] Au2 . K Aula(llu2

dK A ul A u2 pois

('«2 Au:l + .ü3 JI ul)A u2

.l Aa.2: ul} i\ ("I A"Í + «2 A .«z)

Tenlosêhteió dK=xml +ym2 pois dK,ul, u2 sao LD
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rr* = - <ae
3

, d X> 

então r* = ( w1) 2 + (t/ ) 2 

1 
- w w 

3 
1 2 

1 2 2 2 
= - (a( w J + 2 bw w + c (w J ) 

além d isto , as forfílas e 
2 

w v e ri f ic a m 
3 

as equaçoes de estrutura. 

Ent ão 

dw~ = w; /\ w! = ( a w
1
+bw

2
) /\ ( - bw

1 
+ -· c w

2
) = 

2 l 2 - ( ac-b ) cJJ /\ w 

PROPOS I ÇÃO 4 : O numero 
2 K = ac-b e c o ns tante e m c a d a f i 

bra 
- 1 

11 (P), ou seja , é urna fun ção r e al defi n ida e m ---s. 

DEMONS TRA ÇÃO : 

l 2 l 
dw = 

2 
- I<w /\ w d e rivando arab o s os me mbros ex 

I 

teriormente , vem 

O = d ( dw l ). = - dK /\ w l /\ w 2 + K /\ dtJJ l /\ w 
2 

- K /1 tu I 1\ dw 
2 = 

2 

l 2 = - dK /\ úJ /\ w , poi s 

+ = o 

1 
Á dw 2= 1 /\ (w l 2 2 

[\ 
2 w wt /1 w 1 + w ú.l 3 ) = o 

Temos então dK= 1 
+ 2 

poi s dK, 1 2 - LD xw ytu w I úJ ::; ao e 
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Calculada em vetores VP/ pc:JDB' clK é po:
2 LIU

2-:::> u ' (v) (v)Uv t.''g 0
P

( lí ( P) )V = 'n

H

VT
P

tanto nula l)ois idas

então dK é nula na fi.bra 7r'l (P) ,

e portanto K é constante nesta fibra

Se denotamos ]3 a forma bi].i.Real obtida de ll por

polarização, ou seja, B(T,li) - -<de3(T} ,dX(H)>

e se 'tjr T2 éumabase ortonormalde SPr a curvatura

gqygg:gang k de S em p é o determinante da matriz de B

nabase T]/T2 ' Se kl e k2 sãoosautovaloresde B,

temos k=kl k2 ' e klp k2 sãoas curvaturasorincioais

de S em p

PROPOSIÇÃO 5 1< = ac-b' ê a curvatura gaussiana de S an. P

OEA{ONSTRAÇÃO

reinos, em pc:JDS' ll+ - --(a(ul)2+2bulu2+c(u2)2)

Seja (TI,'t2) umabasede nP dualde wi, uz então, neg.

-ca -b )

tabãÉeiãmatrlzde il+ ÕI l pois,se TcH,~
-b -c J '.. ' P

T: x] TI -} X2 v2 r temos

ll* (1) lx2 + cx;)

1 2 
w ' w LI. 

tanto nula ~)Ois 

V = 1T-l (TI(pl) 
p 

Calculada em vetores V, 
p p E ID g, dK 

v E V p > w l (v) = w 
2 

(v ) = O. 

então dK é nula n a fibra 1r - l. ( P ) / 

Mas 

e portanto K é constante nesta fibra. 

Se denotamos B a f orma bilinear obtida de II por 

polarização, ou seja, B(T,µ) = -<de
3

(T l ,dx (µ) > \fT, µ E S p, 

e se 

gaussiana k 

na base 

temos k= k 1 k
2 

de S em p. 

é uma base o rtonormal de s , 
p 

a curvatura 

de S em p é o determinante da matriz de B 

-sao os autovalores de B, 

e k 1 , k 2 sao as curvaturas principais 

PROPOSIÇÃO 5: · K 
2 = ac-b é a curvatur a gaussiana de S BT', P. 

DEMONSTRAÇÃO 

Temos, em p E ID S , 

Seja uma base de 

ta Bãse; a matriz de 

I:t* (T) = 

* II 
1 2 1 2 2 2 

- ( a ( w l + 2bw w + c ( w ) • 

H dual de 
p 

é (-a -bJ 
-b -c 

1 2 
w ' w e ntão, nes 

p oi s , se TE H p 
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/Como dv ê uma isometria de H ein S , .P lrtPJ

os autovalores de 11+ e ll são os mesmos.

l a
Mas o produto dos autovaloresde 11+ é dbt l .

' l-õ

Portanto a curvatura gaussiana k = kl k2

valores de 11, é igual a Kdos auto

1)]?0})0SIÇÃ0 5: (Teorema de Gauss). Sejam\ S, s duas super

fíci.es orientadas de E' . Uma isometria @: S ----'» $ presel
va a curvatura gaussiana, isto é ko @ =k

Z)EUONSTKAÇ4P: Vimos que a extensão (b de # aos vibrados de

Darboux preserva as formas uJ., u.i ; no caso presente. 4) prg
1 2 1

serva u / u e u.)

Então

IF al
2

Õ.b(-RÓJAa2) = -t.+(.S@Ü'lAÕ.bn2)= -k'-aula 2

mas 'õ m a' l: ) d ( õ8' a'i2) .«! .Kul A u2

Portanto
Ko4) uIA co2 : Ku] Au2 e, asse.m,

K = K @ . Como 1< é constante

nas fibras e $ preserva fi.bus, ternos então

k c 4) = k

Como dn e wna isometri a d e H em S 
p TI(p) , 

os autovalores de II* -e II sao os mesmos. 

-:-3 5 -

II* =ón (II), 

Mas o produto dos a utovalores de n* e éet [ =: -bJ = 
- c 

2 = K = ac-b . Portanto a curvatura gaussiana 

produto dos autovalores de II, e igual a K. 

PROPOSIÇÃO 5: ("Teorema de Gauss ) . Sej am S, S duas supe~ 

ficies orientadas de E
3 

Uma i sometria ~: S -► S prese~ 

va a c u rvatura gaussi a na , isto~ k o ~ = k . 

'\, 

DEM ON STRAÇÃO: Vimos que a extens5o ~ de ~ a o s fibrados de 

Darboux preserva as formas 

1 2 1 serv a w , w e w
2 

• 

Então 

º i (dw 
1 

) = cS i ( -i<w 1 
A w2

) = 
2 

i 
w ' 

i 
w. 

J 

mas = 
l = dw 2 = 

Portanto 
- "-' l 2 
Ko~wAw = Kw 

1 
A w

2 

'\, 

K = K ~ 

'\, 

no caso presente, ~ pr~ 

- "-' 1 2 
- K~ ~w Aw . 

e , ass im, 

Com.o K e constante 

nas fibras e ~ preserva fibras , temos então 

k t> ~ = k 
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Podemos generali.zar este resultado para hipersupel

fÍcies de En. Denotamos ainda por B a forma bi.li.near

obtida de ll por polarização, B(T,u) - -éden(T),dX(P)>

Os autovalores k],...kn.l de B se chamam cur

vaturas pri.ncipais de S e o determinante de B= (-1)n'l kl

k2'..kn-l se chama curvatura de Gauss-Kroneckgr de S ese

denota K

Seja (az) a matriz simétrica que verifica

i ka uk

]

Como ll+=n>ll - i j. j, amatrizdell+nabase de
i;.l:j ]

Hp dualde ul,...un-l é -(az). Como dlí:Hp-"' STr(P) é

um isomorfismo, os autovalores de ll:t e de B sâo os mes-

mos, e, em particular,

K= det (-a') = curvatura de Gauss-Kro-
necker

Generalizamos agora a equação de Gauss du2

As segundas equações de estrutura podem ser reescritas como

n . ]
+ u. A ul; , l é i,j { n-l

]

kn-j j
u. A udu

Í kê]

sê S fosse o espaço euclidiano En'l, teríamos

co. Au] e portanto o "termo de correção"
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Podemos generalizar este resultado para hipersupe~ 

fícies de En. Denotamos ainda por B a forma bilinear 

obtida de II por polarização, B(T,P ) = - <d e ( T ) , dX ( µ) > • 
n 

Os autovalores k 1 , ••• kn- l de B se chamam cur 

vaturas principais de S e o determinante de B= ( -1 ) n -- l k 
l 

se chama curvatura de Gauss-I<ronecker de S e se 

denota K. 

Como 

H p 

Seja a matriz simétrica que verifica 

n - 1 
II* = L 

i ,af= 1 

i 
w 

n 

n-1 
I 

k= l 

i i j 
- a w úJ , 

j 

i k 
a w 

k 

a matriz de rI* na base 

dual de 1 n-1 
w ' ••• w 

i 
- (a.) . 

... 
e Como drr:H --+ S 

p rr (p) J 

-

de 

e 

um isomorfismo, os autovalores de II* 

mos , e, em particular , 

e de B sao os mes-

K= 
i 

det (-a.) = curvatura de Gauss-Y.ro-
J 

necker 

Generalizamos agora a equaçao de Gauss 
l 1 2 

dw
2 

= - K w 1\. w 

As segundas equações de estrutura podem ser reescritas como 

+ 1 ~ i,j~n-1. 

Se s fosse o espaço euclidiano n-1 teríamos E 
' 

GÍW~ 
h-- 1 k . 

- . I w Í\. WJ e portanto o "termo de correção" 
1 k = l i k 
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mede o quanto S "de i xa de ser euc lidi ana " (de fa 

i 
to, vimos que w = O, 

n 
i=l, ... n-1 

de S ser um hiperplano). 

Sejam então as formas 

íl. . = l,J 
D A j 

w Jl w 
i n 

= d j W , 
l 

n-1 
I 

k=l 

curvatura da hipersuperficie. 

Vejamo s a expressã o de 

mas i w : 

íl. . = l,J 
n j 

w. /1. w 
l n 

Temos então íl. . 
l,J 

n-1 
= - ( I 

k= I 

= - I 
k <s 

= - I 
k <s 

e equival e nte ao fato 

são as formas de 

n . . 
l,J em termos das 

i k 
a w /\ 

k 

n-1 

I 
s= l 

j s 
a w ) = s 

i 
a 

s 

j k s 
ªJ<: ) ú.l ÍI w • 

i , j 
e 
k,s 

i,j 
= -e 

s,k 

for-

onde 

i,j 
e 
k,s = 

i 
a 

k 

j 
a 

s 
sao os menores de ordem dois da ma 

triz i 
( a . ) . 

J 
-Por outro lado, da expressao de em t ermos 

das formas 
i 

w. ' 1 ~ i , j ~ n -1 , s eguc que , se r/J : S -+ s 
J 

e uma isometria, sua e xte nsão 

serva as formas de curvatura . 
'\, 

Como cp preserva 

'\, 

cp aos fibrados de Darboux pr~ 

i i 
w w . , S2 . . , 1 , i , j ~ n-1 , 

J l,J 

Preserva também os coefi cientes , ou seja 

- i / j ')' 
e º <P = k,s 

i ,j 
e k , s 



Então os ntenores da matriz (aj) , de ordem 2, só dependem da

19 forma fundamental. Em particular, os produtos k: kú de

doi.s autovalores de B são preservados por isometrias. DaÍ

segue que, gg p-l é pgr, a curvatura de Gauss-Kronecker

38

/

K: k]...kn-] :(kl k2)(k3 k4)...(kn-2'kn-l) é preservada

por isometrias .

Temos então a versão do Teorema de Gauss para hipel

superfícies de En

TEOREMA

Uma isometria entre duas hipersuperfícies de dimensão par de

um espaço euclidiano preserva a curvatura de Gauss-Kronecker

11/.2. ÁS lsOA4ETRIAS E A SEGUE/l)A Feri\lA QUAOKÃrlcA

Vimos que a extensão aos vibrados de Darboux de uma

isometri-a preserva as formas de conexão (ul;) , i,j=1,.. .,n-l.

Não é, em geral, verdade que ela preserve também as formas u',

que dependem do vedor normal e portanto da maneira como S es

ta =imersa em E. Existe, por exemplo, uma isometria entre o

abeitó ]0, 2lít x IR do plano e a superfície cilindro.ca ob-

tida pólo produto SI - {l} x ln{. (Basta tomar 4):(0,x) +----*

[e'La+ji) ) . No entanto, ao considerarmos estas duas superf!

cães éCinio ihergas eln E), temos que u.l e u, são nulas no

vibrado de refêfenciai-s do plano, o que não é verdade para as

n

Então os menores da matriz 
i 

(a j), de ordem 2, 
~ 

so 
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dependem da 

19 forma fundamental. Em particular, os produtos k. k . 
l J 

de 

dois autovalores de B são preservados por isometrias. Dai 

; 

segue que, _s_e __ n_-_l __ e__...p_a_r_ , a curvatura de Gauss-Kronecker 

K= (k3 k 1) ••• (k 2 ,k l) 4 n- n- e preservada 

por isometrias. 

Ternos então a versao do Teorema de Gauss para hipeE 

superfícies de En: 

TEOREMA: 

Uma isometria entre duas hipersuperfícies de dimensão par de 

um espaço euclidiano preserva a curvatura de Gauss-Kronecker. 

IV. 2. AS ISOMETRIAS E A SEG UNV A FORMA QUAVRÃTICA 

Vimos que a extensão aos fibrados de Darboux de uma 

isometria preserva as fÔrmas de conexão 
i 

(w .), i,j=l, .. . ,n-1. 
J 

Não e, em geral, verdade que ela preserve tamb~m as formas 
i 

w , 
n 

que dependem do vetor normal e portanto da maneira como S es 

ta imersa em E. Existe, por exemplo, urna isometria entre o 

aberto ]o, 2TT[ x IR do plano e a superfície cilindrica ob-

J l 
tida pêló produto S - {l} x IR. (Basta tomar cj): ( 0 ,x) ---. 

( i e . ) e ;X No entanto, ao considerarmos estas duas superfi_ 

cies dorrtõ itnet-sas em ternos q ue e 
2 

w 
3 

sao nulas no 

fibrado de référenciais do plano, o que não~ verdade para as 
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formas correspondentes sobre o vibrado da superfÍci.e ci.IÍn-
dri.ca

Exi.gir que @:S -------+ S preserve também as rotinas

u:l, $=1,...,n-l, acarreta que @ preserva também a segunda

forma quadrática. De fato, se (S4)(üí!) = w' , de

«:::il .} «' , «:-:il ;{ «' -«. --

11 ; .. '}.-', - «: - lil .! «
Como @ preserva as formas u' , segue que

.i . i . j .

aj o q) ' aj pois u' sao formas L..[

Como ]-l* = >1 az ux uj segue que .S8'('fl+)= ].1+. Finalmen

]

te,

ii
ó (b (a n

Veremos agora que esta nova condição acarreta que + õ a res

trição a S de uma isontetri.a de todo o espaço E.
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formas correspondentes sobre o fibrado da superfície cilín

drica. 

Exigir que <!>: S -->- S preserve também as formas 

i (J w , :u=l, ... ,n-1, acarreta que cp preserva também a segunda n 

forma quadrática. 

i 
w = 

n 

Como 

n- 1 

I 
j= l 

"' <P 

i j 
a w 

j 

n-1 

l ª~ º <t> j= l J 

pr~serva 

i 

as 

ª· o <p 
J 

De fato, se 

formas 

i 
= a 

j 

n-1 

I 
j=l 

w 

i 
w 

n 

i 

-i _j 
a w 

j 

n-1 

l 
j= I 

segue 

pois 

i j 
ª· w 

J 

que 

i 
w 

de 

segue que 

sao formas L. I. 

Como 11* 
i j 

w w segue que ô~(rr*)= 11*. Finalmen 

'\, 

te, como cp preserva as fibras ele IDS, segue ôcp ( II ) II 

1 , .. 

Veremos agora que esta nova condição acarreta que <!> e a :res 

trição a S de uma isometri a de todo o espaço E. 
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0 reli'IEl1(0 1'CORE.i.IA FLUA/t)ÁAIENTAt

Provareinos que duas hipersuperfícies ori.entáve=is de

sao congruentes se, e scrnente se, possuem as Resinas for-

mas quadráticas priinei-ra e segunda

Para tanto identi.fi.careilos o fil)rodo if dos Fere

renciais Qrtonorn\ais de E com o grupo GFI(E) dos rnoviinen

tos regi.dos cie E. Os vibrados .D.:= € ]Da serão então

duas subvari.edades deste grupo e a questão será deterá-ti.nar

ui-ia conde,ção para que duas tais variedades se deduzarn uma da

outra por translação por um elerüento do grupo. ;tais prece.sa

iüente, S e S se deciuzein Dirá cita outra por uma isor.tetra.a

a c GM(E) se, e somente se. E)g = Ra (]DS) . Um.teoreraa sg

bre subvariedades cie grua)os de Lie cleterminara então a conde

çao para que isto ocorra

t)EF7NIÇÃ0: Duas hi.persuperfÍcies S e S de E cedi.zem

çgngruentes quando existe a E: GI.l(E) tal que a(S) =S

Vi.ditos (]-1 2)) (Íue G11(E) agua sir-lplesrlente

transitivamente sobre o vibrado t{, e que portanto fính G:l(E)

/.s formas uz, u:l cle 1{ são então identificadas a uma base

das formas de G14(E) invari.antes ã direita

Fixado a E:GP4(E), tentos R..:/f > lr dadopor

Ra(P) É p.ü este difeoi-torfisino })reserva as fibras de /{

ou gela, se p e umreferencial sobre P, p a é urn refe-
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V. O PR.Ii\lEI ~O TEORUIA FUl✓ VA11! EN TAL 

Provaremos q u e duas h ipersuperfícies orientáveis de 

-E sao congrue ntes se, e somente se , poss u em as me~nas for-

mas q u adráticas p rimeira e segunda . 

Para tanto i dentificare1,10s o fj_ b rado li dos refe 

renciais qrtonormais de E corn o grupo Gf11 ( E ) 

tos rígidos üe E . Os f ibrados n
5 

E ID
S 

duas s ubvariedades deste g rupo e a q u est5o sera 

dos mov ii;1e n 

serão e ntão 

deterr,lina r 

uma condição para q u e ã uas tai s variedades se deci.uzarn uma da 

outra por translação 1or um e l e Dcnto do grupo . :·lais precis~ 

rnente , S e S se G.euuzcn urna da outrü por urna isor,1etria 

G e GM (E ) se , e somente se , ID - = s R (]De ) . Um teorer,1a so o u 

bre subvariedades éie grupos de Li c detcrminurá e n t5o a concli 

-çao para que isto ocorra. 

DEF INI ÇÃO: Duas hirer s u perficies S e S de E se ~izem 

congruentes q uando existe o E G1'I ( E ) t a l que o ( S) s 

Vimos ( II 2 ) que Gil (E) atua simpl esmente 

transi tivarne nt e sobre o f ibr ado li, e que port a nto N',{, GL-1 (E). 

l\s formas i w , i w. 
J 

de /-{ são então ident i ficadas é1 urna b0se 

das formas de GM (E ) invariantes à direita . 

R ( p ) 
a 

F i xado o e GM (E), t ernos R : li - ->- l i 
(j 

do.do por 

p•O este difeoL10rfisr:10 preserva as f i bras Je // 

o~ seja , se p e um re fe rencial sobre P , p - o e ur;i re:í:e-
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rencial sobre a(P)

PROPOSIÇÃO 7 S e S são congruentes põr a E: GF{(E) S(13,

e somente se, Ra (n.)

PEMOAISTRAÇÃ0: ' Se a(S) s , +como a ].eva base ortonor

Ep em base ortonormal de Ea(p) e preserva os plg

nos tangentesde S e S , p'a E: aog paratodo pc :lDS

Do mesmo modo, para , se q

q ' p.a onde (a'l (Q), a+'l (el ), ,a+ ' ] (en) )

Por outro lado, é claro que Ra (]:oS) 10--- inlpli-ca a(S)=S

U.7. UM TEOREÊfÁ~SOBRE SU6VARIEOÁDES TRANSLADADAS DE UM GRU-

PO DE LIE

TEOREMA: Seja G um grupo cle Lie de dimensão n e ui,

una base das fora\as invariantes ã direita de G. Se:jam D e

D duas subvariedades conexas de G, =inlersas, de mesma di.men

8

<sao n

Então exi.ste a c G tal que Ra(U) = 1} se, e se

mente se, existir um difeomorfismo @: D--'» D que preserve

ag fótmas u', ou seja, tal que

6+ (ull )
D

iU
D

9-

PEMaNSTRAÇÃO

- Esta condição é claramente necessária. De fato,
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rencial sobre a (P ) • 

PROPOSIÇÃO 1: s e s sao congruentes por a E GK(E) se, 

e somente se, 

VEMONSTRAÇÃO: , Se a (S) = S , como a* leva base ortonor-

mal de E p 
em base ortonormal de 

nos tangentes de S e s 
' 

Do mesmo modo, para 

q = p.a onde 

q E ID- se s ' 

Por outro lado, e claro que 

E o (p) e preserva os pl~ 

para todo p E ID
5 

• 

+ + 
q = ( Q, e 1 , ••• en) , então 

ID~ implica o (S)=~ 

V. 1. UM TEOREMA , SOBRE SUBVARIEVAVES TRANSLADAVAS VE UM GRU-

PO VE LIE 

TEOREMA: Seja G um grupo de Lie de dimensão l n n e w , ••• w 

·' 
wna base das formas invariantes à direita de G. Sejam D e 

D duas subvariedades conexas de G, imersas, de mesma dimen 

sao m < n . 

Então existe a E G tal que Ro(n) = B se, e s~ 

mente se, existir um difeomorfismo </J: D-+ D que preserve 

as formas i w , ou seja, tal que 

= 

VEM0-NS°fRAÇÃO: 

- Esta condição~ claramente necess~ria . De fato, 
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se Ra(D) - D / basta definir @:D -----"> ii como sendo Ra D

Então + é um difeomorfismo e, se i:D -p G, T:D ------> G sâo

as i-nclusões , 'temos

pois 0(x) = x a V x E D

Como as formas u' são invariantes ã di.Feita, temos

â+ (uZI.)
D

â+ ( 61' ( uz ) ) él (T c, 4)) (ul) â (Ra . i.) (ul)

6 i ( (5 Ra ( u 'L ) ) 6i(uz) i
U

D

- A demonstração da sufici.ênci.a é urna aplicação do
Teorema de Frobenjus enl sua versão para formas.

Consideremos a variedcade produto G x G e as duas

projeçÕes Tlr v2:GXG---->G . Levantando pelas líl e v2

as formas u't para o produto GxG , ten\os

i=1,...,n, formas de GxG. Consi.detemos en

tão as formas I'Z = S22 - ç21 ' z'l,...,n. sâo n fo

ferencials li.nearmente i.ndependentes sobre GxG

Cõnsi.detemos então o sistema diferencial dado por
I'' ü O, i=1 ,...,n

Finas di

A) O gráfi.co de urna translação à di.feita Rn:G ------> G é uma

variedade Integral do si.eterna (I'x=O)

De fatos seja Ma: / (erga). gcGIC. GxG o gráfico de ROr

se R (D) = D a 
basta definir <ji :D -r D 
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corno sendo R j . 
a D 

Então cp ê um difeomorfismo e, se i:D ·- ~ G, T:D--+ G sao 

as i nclusões, · temos 

R o i a 

Como as formas i 
w 

pois <jJ ( x ) = x a 'e;/ X E D. 

sao invar iantes a direita , ternos 

oqi (wi jD) = oc/J ( o1(wi)) = o (To<ji) (wi) = o (R a o i ) (wi) = 

= o:\.(oRa(wil ) = oi (wi ) úJi 1 

D 

- A demonstração da s uficiê ncia é um a apl icação do 

Teorema de Frobenius em sua versão para formas. 

Consideremos a varie d ade produto G x G e as d uas 

as formas i 
w para o ~roduto 

Levantando pe l as n
1 e 

temos 

i=l , ... ,n, formas de GxG. Consideremo s en 

i i íl i tão as formas r = íl 2 - 1 i =l , .. . ,n. são n formas di 

ferenciais linearmente indepe ndentes sobre GxG. 

Consideremos então o sistema diferencial dado por 

r i - o , . 1 i= , • • • ,n. 

A) O gráfico de uma translação à direita 

variedade integral d o sistema (fi=O ) . 

{ (g ,ga )_ 1 geG} C GxG De fato , seja M = a 

R :G--+ G 
a e urna 

o gráfico de R
0

, 
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para a fi-xado en] G

M. é uma subtariedade de GxG

Seja i:M. -------+ GxG a i.oclusão;

devemos provar que I'il = 6i(I'x) = O, ou seja,
Ma

é nula quando calculada em vetores tangentes

que I'z

Seja então

i i
Q (d j.Q

2

(g,ga) E Ma
e T c: l.la X

então

6i (I'z) (v) (v)) - Çat(dj.(v))

(d i(T ) ) 6lrtuZ (d i ( r))

u't (dlT o ( d j-( T ) ) ) (di (T ) ))

lrl (x) - g, lí2 (x)

ml(dR a

i
(dT6R'u

a

i
m

e portanto üZli.Ía ' Ra olíilma

e portanto

6i (1'1) ( r) o d7r . (di(T ) ) )
l (d'nU

i (d'n

(di ( T ) ) )

( dj. ( T ) ) ) (di(T))) = 0

pois as formas são i.nvari.antes

Portanto, por todo ponto, passa uma vara.edade integral de di

menção máxima, e (I'z=O) é então i.evolutivo.

B) Reciprocamente, uma vara.idade integral conexo de (ri:o)

para o fixado em G. 

M é uma subvariedade de GxG a 

Seja i:M -+ GxG a 
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a inclusão; 

devemos provar que rij = ói (ri ) = o, ou seja, que 
Mo 

e nula quando calculada em vetores tangentes a 

Seja então 

Mas 

e portanto 

pois as formas i w 

X= (g ,go ) E M a 

g-o e portanto 

sao invariantes. 

M 
a 

então 

= R 0Tf 1I o M 
a 

o 

Portanto, por todo ponto, passa uma variedade integral de di 

mensão máxima, e (fi=O) é então involutivo. 

B) Rêôiprocamente, uma variedade integral conexa de ( fi=O) 
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é parte do gráfico de uma trans].açâo Ra

Seja, de fato, uma vara.idade i.ntegral conexo S, e
(x ,y) E: S.

Seja at:G ta].que y=x.a , e seja Ma o gráfico de Ra

Então (x,y)E: Sr)Ma ' Como duas variedades i.ntegrais coi.nc.}

dem num aberto em torno de (x,y) , podemos, em cada ponto s

de S, determinar um aberto Un que contém s e uln elemen

to a c: G com UsC'lqa ' Os abertos Us cobrem S, conexo

Então a aplicação S ------ G dada por (x,y) }-----+ a tal que

y-xa é localmente constante. Corto S é conexo, a é bons

tente e portanto SC Mn

C) Finalntente, seja @ iD D cora e se

S

l

' uq} \u)

ja SCGxG o gráfico de $ .S(.GxG é Dirá subvari.idade co

mexa, pois D e D são conexas, de mesma dintensão m < n.

temos I'x = 6lÍ2u ' (5líluX - O quando restrita a S. Por

tanto S está contida numa variedade integral de (I'x=O) e

portanto no gráfico de uma translação: SCF{,T;então +(x)=x.a

para todo x c D e portanto

Como ó$((51ux)= (Si.cüj. , e co.no x2ls ' +'líl

Ra(D) , como queríar.\os

e parte do gráfico de uma translação R 
a 
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Seja, de fato, uma variedade integral conexa S, e 

( x,y ) E S. 

Seja O E G tal que y= x,a , e seja M a o gráfico de 

Então (x,y ) ES()M 
a Corno duas v ar i edades integrais coinci 

dem num aberto em torno de (x ,y ) , podemos , em cada ponto s 

de S, determinar um aberto u 
s 

que contém s e um elemen 

to O E G com u CM . s o Os abertos 

Então a apl icação S--+ G dada por 

y=xo é localmente constante. Como S 

tante e portanto 

C) Finalmente, seja <ti: D --+ D com 

ja SCGxG o gráfico de cp • S C GxG 

u 
s 

cobrem 

( x ,y) 1-+ o 

~ 

S, conexa. 

tal que 

e conexa, a e cons 

e se 

e uma subvariedade co -

nexa, pois D e D são conexas, de mesma dimensão m < n .. -

Como ,('' i 
u lW , e como 

temos o quando restrita a S. Por 

tanto S está contida numa variedade integral de e 

portanto no gráfico de uma translação : 

para todo x E D e portanto 

ScM ·então <fi (x )=x .o, 
O I 

D Ro(D ) , como queríamos 



U . 2 CONGRUÊfJCIA Dt ALIAS lrlPERS(IPERFÍCIES

Porei\los agora enunci.ar o

lg TrOPEl\IA Fila/Z)AlllENTAL: Sejam\ S, S duas hil3ersul3erfíci.es

conexas e orientadas cie E. Então S e S sâo congruent:es

se, e somente se, exista.r uma aplicação di.ferenciável

(1);S ----' S que preserva as duas fora\las qucadráticas

Z)El1{01ySTRÁÇÃra: A necessi,jade da condição segue si.r.tplesnlente

fazendo (>=a , onde ae:GF'l(E) étalque a(s) =g
S

De fato cla = o'v preserva o produto i.eterno de E,

os planos tangentes a S e S e portanto o vetar normal,'eB

tão @ preservca l = <dã ,dR> e ll = -<aq..,dX>

Seja agora +:S ------ S , diferenci.ável, com 6$ (]-) = 1

6@ (1].)

Seja (ver [V) a extensa(? $ de Q caos vibrados ]DS e -m:

Sabei.\os que $ 1)reserva l e portallto as formas n', üi ,

1 < i,j \< r.-l

Cor.lo (b talnl)Õm presei'va ll+ (de fato, de

.S4)(T:l) = ]1 segue .S@(Tí+) = 1-E+ ]l)ois ]-E*=.5lr(]-J-) e

ã' .$ = $ . 1í) , veremos agora que ela l)reserva as fora\as uz,

i=1 , . . . ,n--l

J

Temos ll >l .i .l- .j
]

e ll >l ãi ü-i mj
' ]

Se B e B são as forraas bilineares B(l.,T?)

dentvj] ,dXt [2)> e E(pj,p2) ; - <der!(HI) /dX(H2)>,í
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V. 2 . CONGRUÊNCIA DE DUAS 1/IPERSUPERFTCIES 

Poc:ie1~1os agora enunciar o 

19 TEO REMA FUNDA ,\IENTAL : Sejam S, S duas hipersuperf í c i es 

conexas e orientadas de E. Entjo S e S s~o congruentes 

se , e somente se, existir uma aplicação di fe renciâvel 

que preserva as dua s formas q u adrfi ticas . 

VE AION STRA ÇÃ/1 : A n ecessiLlade c:ia condição seyue sü1pl esmen te 

fazendo </J = º! 
s 

onde o E GM (E) é t a l que o {S ) = S 

De fa to d o = a* 

os planos tange ntes a S e 

preserva o produto interno de E , 

S e portan to o vetor norma l •en 
I 

tão <P preserva I = <dX , d~> e II = - <d e , dX ,., 
11 

Seja agora <jl : S---+ S , di ferenc i áve l, com c5<p (I ) = I 

o<jl (II)= II . 

Se j a (ver IV ) él extensão 
• 

'\, 

cp aos f ibri:lclos 

'\, 

Saber.ios qu e </> preserva * I e por t a nto as Eormas i i 
(;J , (;) . / 

J 

l ~ i, j ~ r_-1 . 
'\, 

Co1,m <P t arabérn l_Jrescrvu rI* (c.:e fato , de 

ocp {n ) II segue '\, - * * oq>( II ) = II po i s II * = o 1r ( II ) e 

'\, 

TI o </J = <P o TT ) veren~s agora que e l a preserva us formus i w / 
n 

i=l, ... , n-1 . 

Temos - I e 
-i _i -J 
a w w 

j 

-Se B e B sao as formas bili neares 

...:.<den ( T l l , dX ( T 2 J > -·<de ( µ ) 
r.. l 

d X ( 11
2

) > 1 



como B e B sâo as formas bili.teares sinlétri.cas obtidas (!e

11+ e Tí+ por polarização, tei.tos ó;(ii) = n. como

(5'''(8z) = uz, segue que ãzod) = ai (ax são coeficientes

cie B nabasede:lDS dualde ux,ui, lx<i,j$n-l e

ãz coeficientes cie B na ])ase ae ]DShtp) dual de ãíX,
ai.

então d$ transforma una destas bases Dca. outra , al sendo

13 calculada em pares de vetores desta bcase, segue o resul

do)

46

]

Coito, finalmente. tei\los

«I' - >1 .l- «j , al- - >1 ;l- .j

Temos i .i
aj ã: . .b (60aj)

]
1 ]a u'
]

Portanto

#' preserva $ rl--l tambor.t .#

pois esta e

'b preserva u:, 1 < i,j \< n.
J

então 6}(uxl )-cola , dd)(«,zl )='o
l :n)=- 1:t). ]l])=- ]

berros que uz, wx , l\< i,jx< n ãur.iabasedasfornlas ir ?

variantes cie Gr](E). Considerando D. e ]D;- como subva-

riedadeg deste grupo. aplicamos agora o Teores-la anterior

Para tanto, seja DI a comi\ponente conexo de JDS

J
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c omo B e B são as formas bilinear e s s i m~tricas obU ~as Ce 

e 

de B n a 

por p o l arização , t e1,lo s 

i w , s e gue q u e 

b ase d e ID S 
!:= 

_ i N i 
a o <I> = a . 

j J 

d u a l <lc 
i 

w I 

'\, -
cSq, ( B) = :C. Cono 

i 
( cJ. . 

J 

i 
(Jj . I 

J 
1 

-sao coef ici e ntes 

~ i,j < n - 1 e ' 

i - i _i 
a . c oef i cientes ue B nu. b ase úC ID e "' dua l d e w ' 

w. 
J '-' (/; ( p ) J / 

e ntã o tran s f orma rnna destas b iJ.s e s n a o utra , i 
o. sen do 

j 

B ca l c ul atla e n p a res de ve t ores desta base , sey u e o r e s ulta 

d o ) 

Co!.,o , f ina l1:1ente , ter,los 

i . 
w 

11 

'\, . 

i \' a 
l j 

Temo s - l Ó<p ( uJ ) 
11 

Po r t a nto 
,v 

cp preserva 

nul a . 
,'V 

<p p reserva 

e n tão 

b e rnos q u e i i 
w , (J.) . 

J 

varia nte s de l:i.M (E ) 

i. 
ª· J 

. 
i 

w 

i 

I 

(Jj . / 
7 
.J 

i -::: 

1 ~ 

-- i 
w 

n 

~ -i == !_ Ll . 
J 

n - 1 I 

i. , j < 
' 

,-./ _. 
o <p ( Ó</l wJ ) 

e t arn b é ri1 

n. 

'\, i ' 
d'qd w . \ ) 

J ]O
s 

w 

i 
\ él . 
l J 

n 
poi s 

i 
= w 

11 

., 
estil e 

, e sd 

l ~ i ; j ~ n é ur.la b as e das forr.1as in 7 

Consi0eran clo ID S e J.DS cono s ubva --

r i edades d es t e g rupo , aplicaraos a gora o T e o rer,la a nte rio r . 

Para t a nto, se j a o
1 

a co111po n c nte conexa el e ID~ 



que contém un[ der:tento dado L], e !JI a componente cone

xade JDg- que contenha $(p). Caiar.laremosde D2 e i52

respectivamente as outras componentes conexas

Temos então DI e D] cltlas subvariedades cone-

xas de niesina dimensão de G:l(E), e 0:D.------, D. di.ferenciã

vel, e preservando as restrições a DI e DI das rotinas

nj ' Seguequeexiste a cGi-](E) cora DI ' ]Ra(DI

É claro que ii2 ' -Ra(i'2) . Sejadc fato f) uu(n-l,B.)

com determinante -l . D2 e d colltl)onenLc conexo de .IDSque

contém p.p , e D9 a componeiiteconexade .IDT quecoD

téln $ (p.p) = (p.p) .a

E)(iate a E GI'l(E) tal (lue D2 ' Râ(D2). e como

(l;(p.p) = (p.p).a, segueque B=o

47

l

q,

\

Temos então :Dã = Ra (:IDS) , a E: GI'!(E) . /. prirneJ:.

ra proposição clo l)rebente parágrafo }iermit:e então concluir

que S = a(S)
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q u e conté~ um e l eLlento dado p , a componente cone 

--V 
xa de ID

S 
que contenha Ql ( p ) . Char,1are1t10s c1e D 

2 
e 

respectivamente as outras componentes conexas . 

Ternos en t ão o
1 duas s uhvariedades cone-

xas de me sr:-ta dimens ã o de G~ 1 (E) , diferenciá 

ve l, e preservando as rcstriç6es a o
1 das formas 

i i 
W I ül , 

J 
Segue q u e existe o e Gi I ( E ) COlíl 

É claro q u e D
2 

= ::Ro (0
2
). S2ja dE iato p e u(n-1,IF ) 

com deterrninan t e - 1 D 
2 

e a cornponcn te conexa d e ms qt_;,c 

contém p . p , 

'\., 

térn cp ( p. p ) = ( p . p ) . o 

a componente conexa de 

Exis t e ii E GM (E ) 

'\, 

</: ( p • P ) = ( p • P ) • Ü / segue q u e o= o 

Temos en tão D
S 

ID
S 

ra proposiçao do ~rescnte parfiyra fo permite cnt5o 

que S = o (S ) 

c_:ue con 

e cor,10 

l. primel:_ 

concluir 
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O S[GLiNI)O lLORLf.tA Í:L]NOA}.MENTAL

ÁS Feri\lÁS DE CONEXÃO iN(]i\]A t/Áí?IE])ÁZ)E R]Ei\fAiVNIÁNA

Estudamos até aqui hi.persuperficies cle um espaço Euclidialao

Investi.daremos agora como uma variedade Riemanniana qualquer.

de di-menção n-J-, pode ser i.lnersa. de forma i.sométri.ca. no

espaço Euclidiano E'', sendo portanto "representcada" como hi.

persur)erfície deste espaço. Desta vez nosso resultado seta,

em geral, de caráter apenas local. Por outro lado, como no

vamente aplica'emos o método clo Referenci,al i«lõvel, e como as

formas cle conexão não pocienl mais ser herdadas, pela varieda-

de, das que já estão definidas no "espaço car-lbiente'', teremos

que construí.r, no vibrado dos referenci.ais, uma conexão dize

temente a parti-r da métrica da variedade.

O objeti.vo é inunir urna vara.edade Riemanniana iln-l

de un\ firbado de Darboux, defi.ni.r neste duas formas quadrãti.

cas, e investigar condições sobre estas formas para que I'ln'l

possa ser ir.tersa isometricai.tente ein E''. Isto sela possível

se as formas quadráticas verá.ficarem equações semelhantes às

que já estudamos para hipersuperfícies

Seja então I'l DIRÁ variedade Ri.emanniana de di.Fl\cH

são n-].; denotarelnos por <lir'r>Tt o produto i.nterno defi.

lido enl i4n pela métrica de I'l, omitindo o Índice p cluando
possível

-)

IP.eDenotaremos por [DM o conjunto

ÍPcMf+ic:14p' <gi'ej>p ' (Sij} aos rede

mais dó I'i, epor lr aprojeção : n)M '' 'l

renciai

,en.l)

ortonor-

dada por
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V]. O SEG UN'tJO T[ Ol~Ci.11\ rLINU!\i.lENT t\L 

VI • 1 . AS FOR~IAS DE CONEXlí.O NL/i\11\ V!\/UEV!\DE RIE ,11\NNit\N!\ 

Estudamos até aqui hi persuperf.Ícies de w11 espaço Euclidiano . 

Investigaremos agora corno uma variedade Riemanniana qualquer, 

de dimensão n - 1, pode ser imersa, de forma isométrica , no 

espaço Euclidiano En, sendo portanto " representada " como hi 

persuperf.Ície deste espaço. Desta vez nosso resultado será , 

em geral , de caráter apenas local. I'or o utro l ado , como no 

vamente aplica~.emos o método do Referencial M6vel , e como as 

formas de conex ão não podem mais s e r her l adas , pe ld varieda

de , das que já estão de f inidas no "espaço 0mbien te ", teremos 

que construir, no fibr a do dos referenciais, -w~a conexao dire 

tamente a partir da métrica da variedade . 

O objetivo é munir uma var i edade Rie1~1a nni a na iln- l 

ae w,1 firbado de Darboux , defini r n es te duas formas quadráti_ 

n- 1 cas , e investigar condi~6es sobre es tas formas pa ra que M 

possa ser imers a isometricillílente em En. Isto sera possível 

se as formas quadráticas verificarem equaç6es semelhantes as 

q u e já estudamos para hipersupcrfí cics . 

Se j a então M uma variedade Riemanniana de dimen 

-sao n =l; denotaremos por < jJ T > / p o produto interno dcf i 

nido em M pela métrica de i-'l , orni tinào o índice p c1 u a ndo p 

possível . 

-> _.,.. 
Denotaremos por o conjunto {(P , e

1 •••• , c 
1

) 
n·-

-f -+ 
1 P E M ; e . EM , < e . 

l p l 
ô .. } 
lJ 

mais de M, e por n a projeção 

dos r eferenciais ortonor-

IDM - i l c::iada po r 



>

en.]) - P

Então (]Dl\4'. ll, O(n-l,IR), 11) é um E.F.P.D de base i.l, gry:

po estrutural O(n-l, :n{) e projeção 11. / dentonstração deg.
te fato é ante.ilcuTIQHte análoga à que foi feita para o vibra-
do de Darboux de ultla hi-persuperfÍcie de En

Para definir as formas uz do vibrado l)..

mos, para veJDr.l ' p- (P,éi'...,é.), du(1) - >l

coloca

l

ou seja. <dTr (T ) .ei>p 1;=
] ,n-l

Pode-se então escrever
n-l

du = >1 mz e

Coi\lo ]DJ\l e um fi.brado pri.ncipal/

dlr ser sobre,. segue ciue as fora\las

pendentes.

regular. Do fato (ãe

sâo li.nearmente ande

PRO POS l ÇÃO ll.evl- C,év,[,ta]

Estão definidas er.l ]DM formas di.ferenciais uz,

l \< i.,j \< n-l, Únicas, bati.sfazendo às equações de estrutu-
ra

X

j
j
i

e
n l

dut = >1 m] A ul! , i=1,...n-l
-i= 1 J

z)EMõiç/iri AÇÃ0: Construí.remos as formas u} primeiro local

mento
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➔ 

·n ( P e 
' 1 I • • 

➔ 

. e 1 ) = P n-

Então ( ID M , f-'l , O ( n - 1 , :m. J , 11 ) e um E . F . P.D de base M, gr~ 

po estrutura l O (n-1, IR ) e projeção 1r . A demon stru.ção des 

te fato é i nt e .ü .cuner,te a n á l oga à C) U e f oi feita pura o fibra

do de Da rboux de wna hipersuperfíci e de En . 

mos , para 

o u seja , 

Corno IDfl'l 

Para defini r as formas 

T e IDM , 
p 

➔ 

<d rr ( T ) , e. >p 
l . 

Pode-se ent ão escrever 

é um f ibr a do principal, 

ser sobre ,. segue q u e as formas 

pendentes. 

PROPOSIÇÃO 

Estão d ef inidas er,1 ID M 

i. 
tu do fibrado ID coloca 

M 
n- 1 . 
I ú) l ( ·1 ) ~ . ' 

. l l 1 = 

i=l , ... , n-1. 

n- 1 

I 
i = I 

i w e. 
] _ 

n é regul ar . Do fato de 

i 
w -sao linearme nte inde 

:formas diferenciais i 
w . ' 

J 

l ~ i,j ~ n-1, Ünica s , satisfazendo às equações de es t rutu-

ra 

i j 
w = w 

j i 

DEMONSTRAÇÃO: 

mente. 

e d 
i. 

w 

Construi. remos u.s formas i w . 
J 

i.=l, . .. n - 1 . 

pr i meiro loca l 



J\J

Seja PcM. Temos um aberto u(14 contendo P e no qual eg.

tá definida uma seção a : u -----' lr'' (U) com T . a = 1..

Dar esta seção corresponde a definir em U n-l cam-

pos de valores Ei tais que, ern cada ponto Q de U, EI(Q)f

En-l(Q) é uma base ortonorinal de FIQ ' Basta fazer

Ei(Q) - gi' se a(Q) - (Q, el'...gi'

Sejam O[' 02/'''0n-] as formas diferencial.s defi

ni.das em U tais que para cada çcU, (Oll...,0...) forma

uma base de M; dual de(EI(Q) ,...En-l(Q)).(isto é, Oz+ (T):

(6 ) >Qf V T cMQ)

Demonstraremos então a existência de formas 0 de

finidas em U e satisfazendo

(1) oz=-ol! e doze }1 ojAo; , i=1,...n-l.J J j=t J

As formas 0Z A0] formam uma base das formas de grau 2 em U

as componentes de d0] nesta base, ou seja

U ------* IR tais qu

]

/

S e

AS torna

Sejam

ag funçõi

d0' = y
k<i

quereMÓÉ êhtão determinar funções I'k,j = -q'],k tais que as

formas 0k . Ü;ll I'k . 01 satisfaçam às equações (1)
] j.

Unia condição necessária p exi.stênci.a deara a tais funções sela

O'' A O '
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Seja P EM. Temos wn aberto U CM contendo P e no qual es 

tá definida uma seçao 0: U-+ TT- l (U) com TT º 0 = 1 u . 

Dar esta seçao correspond e a definir em U n-1 cam-

pos de ve tores E. 
l 

t a is q ue , em cada ponto 0 de U , E l ( Q) , 

... En- l ( Q) é uma base ortonorma l de .M Q • Basta fazer 

E. ( Q) = 
l 

se 
+ + + 

0 ( Q) = ( Q, e 
1 

, ••• e . , ... e 
1 

) 
l n -

Sejam 0 l , 0 2 , ••• 8 n - l as formas diferenciais defi 

nidas em U tais que para cada C, E U: ( 0 1 , ••• , e n - l) forma 

uma base de dual de (E 1 (QJ ·, ••• En- l (Ql). (isto e, 

< T , E i ( 6 ) > Q, V T E M Q) . 

i 
Demonstraremos então a existência de formas e . de 

J 

fini<las em U e satisfaze ndo 

(1) e 
n - 1 

' ej i l A0. 
j=l J 

i=l, ... n-1. 

As formas ei A0j formam uma base das formas de grau 2 em U. 

Sejam 
j 

Ck . ,l 

as funções 

as componente s de d0j 

j 
Ck . U -+ IR ,l 

tais que 

nesta base , ou se ja, 

J. , J0 k 
0

i 
d0 = l ck . 0 A 

k <i , l 

queremos então determinar funções 
k r. . 
J . , J 

j 
-~ . k tais que as 

1, 

formas 
k e = 
j 

n-1 
L rk 

i= 1 i, j 
satisfaçam às equações (1) 

Uma cotidição necessária para a existência de tais funções sera 
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*i:.g,: .*:«':::} .*

'i' .* « .'i'
k-} i-]

0 z) n k) 0i,k l}; < j.
/\ rli

devemos então ter
/

H
B

ck
l , ]

k kr . . - F'.'

l
cK,j

i
rk,j

deveu\os então irlpor que

(2 )
lj (c +i,k k,i2

k
C

l , ]

r o l n r.. =n n }n +.

somando membro a mertbro as ires equações aci.ma

n--l l. .

Definindo então 0J'' = >1 I'Jt 0z

sâo defina-das por (2) , obtemos formas

/:..... .'. . :' /l\ /s at i. s 0 aueC .lt-lc

J

onde as fun

çoes

l \< i,j \< n-l} que

rifica diretamehte)

Estas forntas sâo, por outro lado, Úni.cas, ern canse

quênci.a do Leria de Cartan, pois verificam as equações (1)

Temos então ciefil\i.clãs formas í)' erü calca aberto

n-1 
( i 
i = l 

devemos entã o t e r 

k 
C .. 
l,J 

i 
Ck . , 'J 

k 
r. . 
J, l 

r·~ 
J, k 

j ·- r k,i 

i r k, j 

dev emo s entâo impor q u e 

1 

2 

j 
( G'. k . + 

, l 

--5 1 -

( ]'~ 
l , k 

re l ação obtiélu. 

-somando me mbro a me mbro as t res equ açoes acima. 

-çoes 

Def inindo e ntão 
k 

O . 
J 

n-1 

I 
i = l 

k 
f. . 

l 'J 
onde élS f un 

sao d ef inidas por (2), obtemos formas i 
0 ' , 

J 

1 -( i,j ~ n-i~ q ue sa t isf azem as esuações (1) (o q u e se ve

rifica diretamente ) . 

Estas formas sâo, por outro l ado , Gnic as , em con se 

q uência do Lema de Carta n, po i s verificam as equaçoes (1 ). 

Te mos entã o d ef inidas :Eormu.s () ~ 
J 

e rn cacla abe rto 
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U de P4 sobre6qualhãun-\aseçao a de ll

Defina-mos agora as formas u! em n'l(U)

Temos a : U - Consideremos as

6a(ux), definidas em U, Para todo }i El1l, ç c U,

rotinas

temos

éla (uJ') (p) mx(data )) <clv (da ( p ) ) , <li/ej.>Q onde

a (Q) (Q,el '. ..en) Portanto

< }1 , e j >n <lJ,Ej.(Q)>Q = 0x(Lt) ou seja,

(5a (m') = 0"

Oefinamos então ui em x'l(U) por
]

i
segue imediatamente que 0j

Ui : 6IT(0 )

i
(5a (u . )

]
e

de

IT o (J

Çao

da equg

dOz
]

segue

d ( (5 au z) >l .s..ã' A 's.« . ou seja

6a(dmz 0

A forma dut - >1 ui-Atou é portanto nula sobre

s Vetofes da forma da(T)

Seja agora v wn vetou tangente a :IDM nc' ponto

DE:x'' (U). Existe (ver 1, definição 1) uma senão a':U--:-7r''(U)

todos 0

/

-
u de M sobre @. qual há UI,\a seçao o de 11 

i - l 
(u) . Definimos agora as formas w. em 'li 

J 

Temos :U 
- 1 

( u) Consiãeremos o - TT as 

definidas em U, Para todo µ e f"l J , C E U, 

i cSo (w ) (µ) 
i 

w (d o(pl ) = 

o ( Q) (Q,e l, ... en ) Portanto 

<p,E. ( 'J ) > <p , e. > ) = 
l ~- l ~ V 

i o i 00 (Lt.l ) = 

então 
i - l 

Definamos w em ·rr (U) 
j 

i 
:=:. o (]i) 

i por w. 
J 

i 

<1J, e . > n 
l ,,,; 

ou seja , 

= 
i 

OTf ( o ' ) 
J 

i 
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formas 

ter.1os 

onde 

de 

Tf "º = l seg u e imediatamente q ue o ' = 
J 

cSo (w.), e da equ~ 
J 

-çao 

i d(cSow ) 

. j_ • 

I 0 J /\ 0 . 
J 

I cSow ~ /1. ocw ~ 
J 

A forma 

segue 

o u seja 

e portanto nula sobre 

todos os vetores da forma do(T) 

Seja agora v m n vetor tangente a JDM ri o ponto 

.:. l - -1 
_p E rr (U). Existe (ver I, definição 1) umaseçaoo ':U --é· Tr (U), 



com a'(TÍ(p]) -o . equesededuzde a por Lula função

g:U -,O(n-l, :IR). Oscampos EI,...E;l.t ein U quecg:

racterizam a' se deduzerl dos campos EI/...En-l por g

Ovetor v seescreveco[no veda'(c]]i(v]) +v/, onde w é
um vetou vertical.

A forma dmx - >1 utA uz se a)sulca em da'(ciwtv)).

pois é nula sobre vetores da fonna da(T). Por outro lado,

Ó claro que e]a se anu]a so])re vetores verti.cais.

Então dmt - >1 ut Anil se canela sobre qualquer L)ar
de vetores tangentes a lí-l (U) e vale portanto a igualdade

duj J\u' en r'l (U)

Temos então em cada v'l(U) formas ut que verificamase(3Jg:

çÕes uz- -ui e dut= >lu Aul; . Os x'l(U) cobrem

a)}{ e, como as formas'satisfazendo (1) são únicas, as wz

coincidem nas interseções lí'l (U) r""\li'l (U-) . Portanto terços

uz def[ni.das en] todo ]Dl\q ' e corri

u. = --uJ . A unicidade segue do LeRIa de Cartas.

Otisri?iAÇÃ0: as formas uJÍ , l \< j,i \< n--l são as formas

da conexão de reVI.-CI.veta associada à métrica <,> que temos
er.i l.'l

Defi.ninhos agora em ll a primeira forma quadráti.ca l por

IP(P) : <PflJ>P P

53

ld'"i
]

com o ' (11(pl) = o , e que se deduz Ce o por 

g u - + o ( n -1 , m) . Os campos E ' E ' l ' ... n - 1 eEl Ü 

racterizill11 o se deduzem dos campos E
1 

, ••• En- l 

O vetor v se escreve como v = d o ' (d1r( vl) + w, 

wn vetor vertical. 

A forma i w. 
J 

se anu l a er.i 
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função 

que ca 

por g. 

onde w e 

d o ' ( d n ( v J). 

pois e nula sobre vetores <la forma d o ( T ) . Por outro lado, 

~ claro que ela se anula sobre vetores verticais. 

Então dw i 

de vetores tangentes a 11- l (U) 

se anula sobre qual,1uer LJar 

e vale portanto a i gualdade 

Ternos então em cada 

-çoes 
i w. 
J 

j 
-w. 

l 
e 

formas 

, i aw = 

eD 

i w. 
J 

- 1 
11 ( LJ) • 

que verificam as e::~ 

Os 
- ] 

·,r ( U) cobrer:i 

IDM e , como as formas ' satisfazendo (1) são Ünicas , 
i 

as w 
j 

. . d . . t - 11 - l ( U ) r-., ·1r - l ( U ' ) coinci em nas in erseçoes r, Port a nto teDos 

i wj definidas em todo IDM , e com 

A un icidade segue do L~na de Cartan. 

OBSERVAÇÃO: as formas i w. / 
J 

sao as formas 

da conexao de Levi-Civita associada à métrica < , > que temos 

er,1 M. 

Definimos agora em 1-1 a primeira forma quadrática I por 

<µ , µ > 
p 

riµ 0 1 
F 
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Colocando I''' 6 ll ( 1) , temos

1+
n l

X
i-]

pois, se I''; ( [ ) = 1 (dn [ T J )

<dv (T) , dlí (1) >r (p) <>1 wz(T) ej.. >1 u ( r)ei>v (P)

n l
E

i-l

2

(UI [T ) )

Para defi.nir a segunda forma quadrático, agora nao telncs mais

uma escolha única. Sejam ax funções reais definidas em Jl3a'
cona

la
]

a? , e defina.mos d forma (]uadrãtica llt por

ll';(T) - .>1. l ]

isto nos perini-te definir as formas
. n - l . .

«l; - }l.i «'
, temos então definidas

ei DM

Para toda variedade Rierllanniana

1 1
" ' 'oj
estrutura

lg forma quadrático l+

uma 2g forma quadrãtica
n l

com formas ü,: = >1 a''-

]- x< i ,,j \< n- l verá.ficando a l9 equação de

>l (.1- ) 2
arbi.traria ll:'' = y az uz u]

n] , que dependem da escolha

da matriz

Suponhamos Üue exista um difeonlorfisr-lc 1'1 sobre uma

Colocando r* OTT (I), terno s 

n-1 
r* I pois , se 

i=l 

< d 1r ( T ) , d 1r ( T ) > ( ) 
1T p 

n - 1 . 2 

I l 
( W ( T )) 

i= l 
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* I ( T ) = I ( d ·11 ( T ) ) = 

\ i. 
l w (T ) e. > () 

l 1T p 

Para definir a segunda f orma quadrá tica, agora n ao ~mra ma is 

wna esco lha Únic a . Sejam i 
a . f unções reais definidas em :rq

1
, 

com 

J 

i j * a. a . , e de f inimos <l formu. CJ LL u.dráticu. II por 
J l 

* II ( T ) 
11 - I 

I 
i, j= l 

i i j 
a. w w 

J 

isto nos permite definir as formas 
j_ 

w 
n 

Para toda vari e dad e Hiernanniana ! ln - l, temos e ntão definidas 

i 
w ' 

i w . 
J 

i ,· j ,::: n - 1 , verificando a 1~ equ açao de 

estrutura. 

a 1ê forma quadrática r* 

e urna 2~ forma quadrática 

com formas i 
(;J 

n 

i 
da matriz ( a .) 

J 

n - 1 

I 
j = l 

i. 
a 

j 

arbitrária rr * = I 
q u e dependem da 

Suponhamos q ue exista urn difeomor f i s r,1c qi de i1 

esco lh a 

sobre uma 
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hipersuperficie S de E com formas quadráticas ll e l,

tal que (5$(1) = 1; (b pode ser extendi.da a um difeornorfis-

'u de :])M elll ]DS (]ue preserva a forma (luadrática l+

Então % preserva as fora-las uz, m: , l$i.,j:ln-l

definidas em ]l).., . A deillonstração deste fato é intei.raJnente

análoga a que foi feita para hipersuperfÍcies (iie

Às formas az, üí! de li),. verá.fi.cana

I'l l.

equação de estrutura da] = k>li 1 /1 mil , lx<i,jx<ll. (iuc

podent ser reescritas, para l \< i.,j \< r.-l, colíto

..]-'-' al:dali---: : , .:.'. õ: . ;«T.a' .;.,::;
[ k=1 ] K x/] z.] ] n

a sequliüaJ

Q

formas ãe curvatura de S

l)efi.llinuo em :H)*. as formas de curvatura de [lo.!a
n--l .

análogo, ou seja í2i.j ' du'J - >1 u5 /\ uil , aeverer.los ter.

necessãriainente (S'''S2j.,j SZi,j ' pois

. ]'l- l l., .

':,j - '"? - ..21. «: " :'11

va u; , ]- . i,j \ n-J-

hlas ehtao tereillos

presel

b . h

õ'b (ml.
n.

õO(SZi,j) - nj.,j por uiti lado, e, Í)or

]uu.loutros õ8 (da? )
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hipersuperfície s de 
n 

E com formas q uadráticas TT e I , 

t al que ó cp (I ) I ; cp pode ser extendida a w.1 difeor:10r f i s -

'\, 

r.,o l/> de ID ' que preserva a f orma q uadr5tica 1* 
LI 

Então preserva as forr,1as i 
(J) I 

i 
w . , 

J 

def inidas em IDM • A demon stração deste fato é inte i ramente 

a n á l oga~ q ue foi feita para hi persu perfíci e s óe 
n 

E • 

cq uaçao de e s t r utura 

podem ser rec s cr i tas, 

tw ~ 
n-l k _ j 
I - /\ w . wk l k = l l 

- i 
ú.) / 

_i 
w. 

J 

<lwj 
i 

para 

+ íl . i ,j 

fo rmas ue curvatura d e S • 

d e 

11 

I 
k= l 

1 ~ 

ID,. ._, 

k 
ij_i . 

l 

i ,j 

onoe 

/\ 

~ 

verif i cam a seyu nc.i a 

úJJ 
k I 1 ~ i ' j ,< r,,. c~uc 

r.-1 , cor:1O 

11 _ j 
íl . w. A -= w sao as l,j ]_ n 

:J ef ir.inuo cm IDJ\'1 us f o rmus ê.e curvut.ura d!::! 1:io Jo 

a n á logo , ou se j a 

necessáriamente 

íl . . 
l, J 

f\, _ 

ó c/l íl . . l,J 

íl ' . = l , J 

u J w. 
l 

íl . . 
l , J 

n-· l 

I 
k= l 

n - l 

I 
k= l 

va i w. , 
J 

1 ~ i,j ~ n-1. 

n~s erttâo t e r emo s 

o utr0 ; 

'\, h 
ócp (w. 

l 

'\., j 
ó</> (dw , ) 

l 

'\, -
ócp(íl . . ) 

l, J 

.. j 
u w . & 

l 

íl . . 
l,J 

uevcrer.,os t e r, 

_l O ÍS 

N 

, e qi pres e!'_ 

por u~ lado, e, por 
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Exi.ste então neste caso uma maneira de clefini.r as

formas m:l , i-l,...n--l, ou, o que é e(lui.valente, uma se-

gunda forma quadráti.ca ll'e, (i:e tal modo que a segunda equa-

ção de estrutul.a seja verificada, ou seja,

(1)
?

j
dm Uil k-}

\< i- ,j i: n-l

para tanto, basta cruc [2. . = {o /\ u'
' x,] i n l x< i.j \< n-l

pois neste caso

'«l - =} «t « ": * ':,, - *-. ": " ": ;
as formas u;l são então construídas corso segue;

'.-'': ':,' ,'«s ' -', ;:l:-.ãiã:-i:ã:,
onde Õ a dLtri= Cc Fi't (-.7ci IV.l))

l)eLiniii:os (,;.t:âo 11+ p( r ulnzl :nat.riz (a;) tül que

=: - ;i ::, . - ': ': - ;l; .l! .

tei.toÉ étltão

szj.,j - 's4' (ai,j) - ''i A "' se

n

ux :ül ] wJ' e estas formas verificanlasequg:

iões dé Gata-ss (1)
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Existe entâo neste caso uma maneira <le de f inir as 

fo rmas i 
w n 

i=l , ... n-1, ou , o que~ equiva l ente , urna se-

,, . * gunda forma q uadra tic a II , ~e t al nodo q u e il segunda equa-

~ão de estrutura se j a ver i ficada , ou seja , 

( 1 ) , -1 j = uW. 
l 

para tanto , basta que 

pois nes te c 2so 

n 

I 
k= l 

íl . . 
l , J 

J 
ê.w . = 

l 

n-· l 

L w~ /\ wi 
k= l 

n /1 j 
W üJ 

i n 

+ íl . . 
l ' J 

= 

i ' j ~ n-1 

1 -S i , j ( n-1 

n 
I / 

k= I 

as formas i 
tu n 

sâo entâo construídas çono segue; 

ter.1os 

o nde 
- i 

( a. ) 
J 

- i 
( Ll 

k 

íl . . 
l ' J 

::i-j 
s 

t e1t1os e ntão 

I 
k <s 

- i 
,"]~ 

s 

12. l , j 

i 
w n 

çõe s de Gatt-ss 

n- 1 

= I 
k= l 

( 1 ) . 

ci , j J<- i\ ws 
k , s 

-j 
a k ) o i 

'\., -o <P W. . ) l,J 

i a. 
J 

( ?e;~ IV . 1 ) ) 

i __ j i a ..:t u k e • s . :, 

n 
(JJJ = (J) . {\ 

l n 

e estüs formas 

i 
( ,:i_ .) t u l C]Ue 

J 

aj 
k 

e 

se 

ver i f i car.1 as equ~ 



Se, além disto, ''' preserva ll#', então teiaos
57

n . ou seja, e a segunda

equação de estrutura vale também para as formcas u:l

i=1,...,n-l, ou seja

(2) dmz
n. *!. «: « «i

que são as equações cle Codazzi

Ventos então que. se F4 pode ser isonte/tri.comente i

merca ern E'', existe, definida em fq, uma segunda forllta qua

drática ll''; que verifica as equações cie Gauss-Codazzi. (1)

e (2)

Veremos a seguir que estas equaçoes sao ''condiçoes

de i-ntegrabili.dade'' sua.cientes, pelo menos localmente, para

que I'l possa ser imersa isonletricamente no espaço e.ucli.di-
gno

1/1.2. A IA4ERSÃ0 1SO.\lÉ'TRICA Z)E (fAlA l/ÁRIEDADE RIEM.IÁA/A/LAMA f.I''t J

IVO ESPAÇO EL/CL IZ)TAA/0 E}'t

lreopcüA ISegundo Teo anil 6urdítineli,tít,e dct,6 Supe4áz'c,ée,61

Seja fl ur-la variedade Ri.emanniang de di.menção n-l,

com pri.hei.ra força fundamental l e uma segunda fundamental ll

t.al qué 11+ = (5lr(11) veria.ca cas educações de Gauss-Codazzi.

(1) e (2)

-5 7-

Se , alé m disto , '\, * cp preserv a II , e ntão tel:"\os 

o u se j a , 
- i J i 
il . o </i = u 

J j 
e a seyuncla 

e q uação de e strutura v a l e t amb ~m para as f ormas 

i=l , ... ,n- 1, ou s e j a 

n 
( 2 ) = I i = l, .. . ,n-1 

k= l 

que sao as eq uaçoes de Couaz zi . 

i 
üJ n 

Vimos então q ue , se M pode ser isométr i carnente .:!:_ 

me rsa em En, existe , éi ef iniC:.:a er.i M, uma segunda forma q u~ 

dr~tica 11* qu e v e ri f ica as equações de Gauss - Co<lazzi (1 ) 

e ( 2) • 

Ve r emos a s eg uir q u e e stas equações sao " cond i ções 

d e integrabilida d e '' s u f i c i e nt es , pe l o men os l ocalmen te , para 

que M possa ser imer sa isorné t r i came nte no espaço euclidi-

a no: 

VI . 2 , A H I E R S ÃO I S O M É T R I C A V E LI MA V A R I E D A V E R I E i'. I t\ N N I ANA A! ,'l. - I 

NO ESPAÇO EUCLIDIANO En 

TEOREMA ( S e.g undo T e.01L e. 111a 6 undcrn1 e. n t a e. d cu, S u pe.lL { [.c.,i. u ) 

Sej a M uma v a ri e d a d e Ri ema nn ian ª d e d i me nsão n - 1, 

cc,m primeira forma fund ame nt a l I e uma seg unda f undame nta l II 

tal qu~ 11* = 6n (II) v e ri f i ca as equ ações de Ga uss-Codazzi 

(1) e ( 2 ) • 
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Então, dado pcf'l, existe ur.l aberto U de il con

tendo P e um difeomorfismo @ de U sobre uma hi-persupel

fÍcie S de En, tal que

Õ4)(i) =1 , '5®(J-l) =ll, onde l e ll

s formas quadráticas de S.

Além-l disso, a ILipersuperficie S e determinada uni

a menos de um movimento rígi.do de E':

.#

comente,

sao as

DE/.{ONSTRAÇÃO

[Jovanlente consideramos if como o grupo dos rnovi-

rüentos rígidos de En. Deinonstrarelitos a possibilidade de i-

mergia localmente o fi.brado :IDM em 1{, o que nos perdi.t:irã

obter S.

Para isto precisaremos do segui.nte Teorema sc:)re

grupos de Lie:

Seja G um grupo de Lie de dimensão n, u',.../u

uma base das formas cle G invariantes ã direi.ta, e sejant

C'. as constantes de estrutura tai.s quel K '

duz = >1 Cj,k 'Jj A «,}:

eja f'l uma variedade diferenciãvel de di-menção

,On formas diferenciávei.s sobre 14 que veria.

quem ag équaçoes

dOx = >1 C; k 0] A 0K, e tais que p delas

e i.nclependentes

n

S

li.nearmentseJant
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Entâo, dado p EM, ex i ste u r.1 aberto U de i'l con 

tendo P e um difeomor f i s mo cp de U sobre uma hipersupe~ 

fície s de tal que 

ócjJ (I) = I ' ócp (TI) = II / onde I e II sao as 

duas formas quadráticas de S. 

Além dis so , a hipe rsuperf Icie S é determinada ~i 

c amente, a menos de um movime nto rigido de 

DEMONSTRAÇÃO: 

n 
E . 

Novame nte consideru rnos li corno o gru po dos Dovi -

mentas rigidos de En. De mon s t raremos a possibilidade de i -

mergir loc almente o fibrado IDM em li, o q u e nos permit i rá 

obter S . 

Para isto precisaremos do seguinte Teorema 

grupos de Li e : 

TEOREMA : 
1 n 

Seja G um grupo de Lic de diman sâo n, uJ , ... ~uJ 

uma base das formas de G invari a ntes a direita, e sejam 

as constantes de estrutura tais q u e 

Seja M uma variedad e diferenciável de dimensâo 

1 n p::;: n, 8 , ... , 8 formas diferenciáveis sobre M que verifi 

quem as equ açoes 

e tais que p de l as 

~~j~rn linearmente ind ependentes. 
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Então, dado xei4, aE:G , existe um aberto U de il

contendo x e @: U ----+ G urna apli.cação diferenciãvel, iB

jetora, de posto p, tal que

@(x) = a

él.} (cox) = Ot i-l

e

/

DEA{ONSTRÁÇÃO

Consi.(âeramos a vcarieclade produto llxG, l] :r'lxG -'- i'l

as duas projeçoes

Levantamos as formas 0 , mxf espectivamente por líl e v21

ou seja,

i=1 ,. . .,n

e definimos as n formas cie l.lxG T'z = 0z - Gi , que são

Consideramos o sistema di.ferencical dado por (I''t=O);

é um sistema de dimensão (n+p)-n = p '7

A - Este sistema é involutivo. De fato,

dl'z = dTi - daJ' = d((5lí.0z) - d(.Sx.uz)l Z.

6ml (dOz) - (5x2 (dul)

'5rl (>1 C;k 0j A ok) A uk)

(ãj A lk uj A uk)

5 9-

Então , d a do x c;1 , o e G , ex i s t e um a b erto U c.1 e i·l 

contendo x e cp : U -➔ G wna aplicação d i fe r e nc i á v el, i n 

jetora , de po s to p , t a l q u e 

cp ( x ) = o e 

i =l, ... ,n. 

VE,\IONSTRAÇAO 

Consideramos a varie d ade produto /·Ix G , 1r 
1 

: í•[x G -► i·l 

, TT') : 1,1x c ->- G 
<.. 

a s duas proj e ções. 

Levantamos a s formas 0 i
1 

wi , re spectiva me nte por li e 
l 7T 2 , 

ou seja , 

0 . 
l 

e definimos as 

L. I. 

n 

_ i 
w 

forma s d e 

i cS 1r 
2

w i =l, ... , n. 

- i -- (JJ , qu e sao 

i 
Consideramos o siste ma di fe renci a l dado por ( r =O ); 

e um sistema de dimensão (n+p) -n = p 

A - Este sistema e involu t ivo. De fa to, 

o 1r l (düi ) i = - cS1r 
2 

(d w ) = 

o TT I n: i 0 j A 0 k ) o 7T 2 ( 
i wj /\ 

k = Cjk Cjk w ) = 

I i (0 j A = Cjk 
-k 
0 uí j A k 

{jJ ) • 
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Somando e subtraindo >1 Ctk (Tj A ''k) ao segundo

membro, vem

dFZ (Tj A 8k - Íj Ank . ©j A mk+ ojAak)

(ãj A (BK uk) + (ãj ak) A --k)

(Íj A I'k - --k A i'j) que pertenceao ideal q

gerado pelas I'J

B - O si-stema diferencial (I'z-O)j.:] .. . ,n e, portanto,caB.

pletamente integravel. Seja,dado (x,a) c: MxG, una variedg:

de Integral S de dimensão p passando por (x,u)'

ríl S éregularem (x,a) ouseja (duns)(x,a
i.njetora

De fato, seja T E: S(x,a) , com(alíijs)(x,a)(T) =o

e

então

lx(x) - (5xl(0x)(v) - 0x(clwjtv)) - 0

Como S é vara.edade integral, I'z (1) = ãz(T) - =x(x)-0,e
lx,a)

portanto 8"(T) = O, i-l,...,n

r4as então

81(T) = ul(dlr.[T)) = O, i=1,...,n. Colmo as fora-las ui são

Somando e s ubt raindo 

membro, vem 

= 

ge rado pelas r j 

~.· i - J A _kw) 
L Cjk (O 

+ 
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ao segundo 

q u e pertence ao idea l 1 

B - O sistema diferencial i 
( f =O ) i= l ' . . . ,n 

e , portanto, c~ 

p l etarnente integrável. Seja, dado ( x , o ) e Mx G, ur.1a varieda 

de Integral S de dirne n são p pussando por ( x , u ) • 

e reg ular e m ( x , o ) ou se j a ( d 1r 
1 

j ) 
S (X , 0) 

e 

injetora. 

De fato, seja T C S 
(X, O ) 

corn ( d 1r l 1 ) ( T ) = O 
S (x, o l 

e ntão 
i 

ÓTT ] ( 0 ) ( T ) = o 

Como S e varied a d e integral, 
-i 
w ( T )= O , e 

(X , O ) 

portanto 
-i 
w ( T ) = O , i=l, ... ,n. 

Mas então 

i=l, . .. ,n. i 
Corno as formas w -sao 
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uma base das formas i-nvariantes cle G segue que clu2(T) -0

então dlíl(r) -dlí2(T) -0 eportanto T=O. fl

Do mesmo modo .prova'se que n2 S é regue-ar em (x,a)

elltão, do fato de(cilí.l) e (dli.l) s
' IS (X,Cf] 'iS [X,(J)

jetoras, segue que existe uma vi-zi-nhança V de (x,a) em S,

sobre a qual xl e Tr2 sao injetoras. Consideremos então

0 : T : (V) ----' G dada por

ererli 111(dn
2

lr (V)

+ é diferenci.ável e

1) + (x) = a 2) q) é injetora

3) (1) tem posto p (a di.fg

renciaJ- du2' d( ül 'llí(v))
é injetora)

e 4) 6}(mz)

= 6xl ll 0i : 0i pois em S Dt = 0z

li 8lr) coc'K
2

Portanto
@ é a aplicação cliferenciável procurada .

Podemos agora conclui.r a demonstração do segundo Teorema Fun
damental

Consideifémos o fibrado de Darboux ]D d.a vara.edade 1.1. Sua

dinlensãó é n-;i -} ( o ) . Nele temos definidas as formas uZ,

-RO

n.

G 

cr 

una base da s fo rmas invar iantes de G seg ue q ue 
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d 11 2 ( T ) = o 

então T=O. 1 

Do mesmo modo -prova-se que TI \ 2 e reg ular e m s (x , o ) 

se r e m in 
(x , o l (X , O) 

jetoras , segue que existe uma vi zinhança V de (x , o ) e m S, 

-sobre a qual -rr 
1 e TI2 sao inj etoras . Consideremos e ntão 

TT I (V ) -► G dada por 

s cp é dif e renciáve l e 

1) <P ( x ) = a 2 ) cp é inj e tora 

3 ) cp tem posto p (a d i fe 

rencial 
- l 

d ·11 ° d ( ·,r 1 ) 
2 l TT (V) 

e inj e t ora ) 

6J (wi ) 
- l i - ] i e 4 ) = 6 {TI 2 .::TI ] ) w = 61r l 61r 2 w = 

- 1 -i - ] - i e i -i -i 61T w = ó TI 0 = pois em s w = 0 
l l 

Portanto cp e a aplicação di fere nc i áve l procurada ■ 

Podemos agora concluir a d emonstração do segundo Teorema Fun 

damental. 

Considetemos o fibrado de Darboux ID ea variedade u . Sua 
~1 

dimensão é 
n- 1 

n-'1 + ( 
2 

) Nele t emos definidas as forma s i 
w ' 
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e as formas l
U

]

1 { i< j € n-l, que veria.cam

(1) duz - >1 u] A ui i=1,...,n-l

e que sao l i.neaJ.mente independentes. Definimos mn.O

Temos também definida unia segunda forma quadrãtica

11 , tal que (5ü(11) - 11:'' verifica as equações de i.nte-

grabilidade. Isto é, se

11+= >1. ajuzuj , com a3=a? , asformas

«: : l} .i «:
verá.fi.cam

-i ii 1~- q

(2) au.l : >1 u'' A u:k l
< i,j { n-l

':' '«: - *!. «: « «i

n.

Temos então definidas n+(2) formas uz, i=1,...,n, uil,

l<i< jx<n easequações (1), (2), (3) podenlserrees

cri:tab

uJ A m' i.::l,...,n pote m =0 {J

( 4)

J n l, =

a«t ; >1 «1} A «:: "

k
k

/

])

e as formas i 
w. / 

J 

(1) 

1 ~ i < j ~ n - 1, 

n- 1 
I wj /\ 

j= I 

i w . 
J 

e que sao linearmente inde p e nd e ntes . 
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q ue ver i f i cam 

i =l, . . . ,n-1 

Def in a mos n 
ul = O 

Temos também definida urna segunda f orma qua drá t ica 

II , tal que 6n ( II ) = II* veri f ic a as equ a ções de int e -

grabi l idade. Isto é, se 

( 2) 

e 

( 3) 

n- 1 · * l i J. 
II = L ªj w w 

i 
w n 

i , j= l 

n- 1 

= I 
j= I 

j 
d w . == 

l 

i 
dw = 

n 

i j 
a. w 

J 

n 

I 
k= l 

n 

I 
k= l 

k 
w 

n 

Temos e n tão definidas 

c om 
i j 

iJ. . = a . as forr.1 u. s 
J l 

veri f ica m: 

i , j ( n-1 

i = l, ... ,n-1 

n 
n+ ( ) 

2 
f ormas i w , i=l, .. . , n, 

i 
w . / 

J 

e as equaçoe s (1) , ( 2 ) , ( 3) podem ser rees 

critas 

n 
wj i i I dw = /\ w 

j= I j 
i=l, ... , n pois 

n 
uJ = O 1 

( 4 ) 

i n k i dw. = I tll . /\ wk J k= l J 
l ~ i,j ~ n 

\_ 
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Consideramos agora H, fi.brado dos referenciais ortonormai.s

temos identificado com o grupo Gb{(En) dos movi.

os rígidos. As formas de conexão de. f{ serão decotadas

, e verificam as equaçoes cie Estrutul.a da geometria

diferéncia[ Euc].idi.ana

n
.1

*!. -} « '-i

ment

L

l

nde E que

(5)

que são as equações de estrutura clo grupo GM(E) , referidas

à base mt, a] das formas invariantes à di-Feita

Estamos então nas condições do Teorema sobre gru-

pos de Lie: Temos uma variedade ]Di.l dae dimensão n-l+(n21)

sobre a qual estão definidas formas que verificam as mesmas
n-- l

çÕes de estrutura do grupo GI'l(E) , e das qual-s n-l+( 9 )

earmente i.ndependentes

Pelo Teorema em questão, conclui.mos que, para todo

O c :lOM etodo a E:GPI(E), existeum aberto U de :DM

contchdo O e uma aplicação diferenciãvel @ : U ---,- Gr4(E)

injetora e regular,

õ} (ãF )

equaçoes

são lide

a

(D j

Consideramo s agora H, 
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fibrado dos ref erenciais ortonormais 

de que temos identificado com o grupo GM (En) dos movi 

mentas rígidos. -As forma s de conexa□ de H -
sera□ denotadas 

_i i 
w , w. 

J 
e v er i ficam as equ ações ôe Estrutura da geometria 

diferéncial Euclidiana 

dwi 
n _j _ i 
I w Í\ ll.l . 

j=I J 

( 5 ) 

i n 
- k ·- i dw . I w. Í\ wk 

J k= I J 

l 
- -q u e sao as equaçoes de estrutura do grupo GM(E ), referidas 

à base 
_i 
w , 

_i 
w . 

J 
das formas inva ri an tes ~ direita. 

Est amo s e nt ão nas condições do Teorema sobre gru-

pos d e Lie: Temos uma variedade IDr,J de dimensão n-l+(n-l) 
2 

sobre a qua l es t ão defi nida s formas que verifica m as mesmas 

equaçoes de estrutura do grupo 

sao linearmente independentes. 

n.-1 
GM (E ) , e das qua i s n-1 +( ) 

2 

Pelo Teorema e m questão, concluimos que , para todo 

O E ID 
M 

E: todo a E GM (E) , existe um aberto U de 

contendo o e uma aplicação difere nc i âvel 

injetora e regular , 

'\, 

cjJ (O) = a 

i 
w 

'\, 
</i U - ->- GM (E ) 

i 
{JJ . 

J 
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Ou seja, Õ é um difeomorfismo de U sobre uma subvarieda--

de ]D de GM(E) que preserva as formas defi.ninfas em ]DM

Denotemos por IT : ]D.,-----"} M e por T : H

pecti.vamente as projeçÕes dos fi.brados 11)1.1 e H

Denotemos também por S o conjunto Í(E)

Dizemos que uma aplicação 8: IDM----+ H é fi.brada

se [evar fibras de ]DM em fi.bus de H, ou, mai.s precisa--

mente, se exi.sti.r uma apli-cação + : 14 -.-----> E': tal que o dia-

grama
0

em fik

wM

M

T

H

+

En
0

Provámos agora que } :U --------+ ID obtido aci.ma é

uma apJ-icação vibrada. Uma fibra de .[DM é caractere.zada pg

lo fato que, ao longo dela, as formas coz são nulas, e. de

mesmo modo, uma fibra de H é caracterizada por uZ:O (ver

1, observacão 4)

Podemos então consi.gerar as fibras de :ll)M como vg

riedadea Integrais do sistema diferenci.al (ul=O) , que é in-

volutívo por causa das equações (4)

portanto f compl-êtamente i.ntegrãvel-

Do mesmo modo as fibras de H são variedades ante

orais do sistema diferenci.al (nJ'=O) que é completamente in
teçrãxiel em conseauencia das eauacoes (5)

a
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Ou seja, i é um difeomorfismo de U sobre uma subvarieda-

de ID de GM(E) que preserva as formas definidas em IDM. 

Denotemos por TT : IDM ->- M e por ,r 

pectivamente as projeções dos fibrados IDM e H. 

Denotemos também por s o conjunto n (ID) 

Dizemos que uma aplicação i: IDM-+ f-1 e fibrada 

se levar fibras de IDM em fibras de H, ou, mais precisa

mente, se existir uma aplicação cp M-+ En tal que o dia-

grama ·i 
IDM H 

n j 
1 

'IT seja comutativo 

+ 
M En 

Provamos agora que i: U -->- ID obtido acima e 

uma aplicação fibrada. Uma fibra de IDM e caracterizada p~ 

lo fato que, ao longo dela, as formas . i 
w são nulas, e, 

mesmo modo, uma fibra de H e caracterizada por wi=O 

I, observação 4). 

de 

(ver 

Podemos então considerar as fibras de IDM como v~ 

riedãdes integrais do sistema diferencial i (w =O), que e in-

volutivo por causa das equaçoes (4) dwi = - l i 
w. 

J ' e, 

portànto; completamente integrãvel. 

Do mesmo modo as fibras de H -sao variedades inte 

grais do sistêma diferencial que e completamente in 

tegr~~el em consequ~ncia das equaçoes (5). 



Como } preserva as formas ui, uma subvariedade

de ]D. é variedade integral de (uZ=O) se é somente se B

a leva numa variedade integral de (mx.=0), ou seja, a leva

65

fibras de ]D em fibras de H

Existe então uma função @, injetora, de lr(U) em

S, tal que o diagrama

T

U

T (U)

T T é comutati.vo (@ :i'(IF(x ' l (p ) ) )

ou seja, @ o T i'. }

Tr(U) éumabertode M contendo P=v(O). Para

concluir a nossa demonstração basta então provar que 4) é

uma aplicação diferenciável, regular, e que S é uma hi.per-

superfÍcie de En cujo fi.brado de Darboux é justamente ID

+ será então'um difeomorf.esmo de T(U) sobre S,

Qi a extensão deste difeomorfismo, e teremos 6% (Í+) = 1+,

6}(11+) = 1.[+, onde Í e iÍ são as formas quadráticas da
hipersuperfÍcie S.

De fato, + é diferenciãvel pois todo x de T(U)

esta contido numa vizinhança V sobre a qual esta defina.da

uma seÇao a dlferenciãvel

Mas @ = 4) o IT o a

tanto $ é diferenciável po

DÕ mesmo modo +''

fi.cà tõüàódó \jma seção a

T (u) nv e pol

é di.ferenciãvel. Isto se verá

sobre um aberto de s , oque pel
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Como i preserva a s formas i 
w ' uma subvarieda de 

de ID é variedade integral de 
TT 

i 
(w =O) se e some nte s e i 

a leva nwna variedade integral de (wi_=O ) , ou seja, i leva 

fibras de ID em fibras de H. 
TT 

Existe então uma função </> , injetora, de TT(U) em 

S, tal que o diagrama 

u ID 

TT 

TT ( U) s 
<I> ou seja, </> oTT = TT o i 

1T (U) é um aberto de M contendo P = TT (O). Para 

concluir a nossa demonstração b a sta então provar que <I> e 

uma aplicação diferenciável, regular , e que S e uma hiper 

superfície de En cujo fibrado de Darboux é justamente ID . 

cp sera então ª um difeomorf_ismo de TT (U) sobre S, 

i a extensão deste difeomorfismo, e teremos 

oi (fi* ) = II*, onde I e II são as formas quadráticas da 

hipersuperfície S. 

De fato, <j> é diferenciável pois todo x de n (U) 

está contido numa vizinhança V sobre a qual está definida 

uma seçgo a diferenciável. 

Mas <j> = <j> o TT o a = n o l o a em 

tanto <j> é diferenciável pois i o e. 

n(u)nv e poE_ 

Dõ mesmo módo 

ficà tômàfiàõ umà seçao a 

- 1 
<I> e diferenciável . Isto s e veri 

sobre um aberto de S, o que peE_ 
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mi.te escrever

.>'] - .b-] .: ;' . õ' a, que é di.ferenciãvel

pois $ é um difeolnorfisnlo

Então @ é um difeornorfi.smo de um aberto de ['] ern En e

portanto

+(lí(U)) é uma hi-persuperfÍcie S de En

Fi.na]mente, todo e]emento de ]D pertence ao

brado ]DS ,. da hipersuperfÍci.e s. De fato, ÜÍnl... ó nula

poj.s 6}(an) = wn = O, e portanto

n l

dX = >1 {ozez , oquesignificaque, para todo
D i-l

ponto p c :ED. F,- (P, l!],...,en), os velares el'...gn-l

pertencem a sp, ou seja, (de fato os valores

pertencem a SP) } zstu si.gni-fi.ca que
@

é o di

feomorfi.smo desejado de uma vi-zinhança de P ern f4 sobre

uma hi.persuperfÍcie S, cuja extensão a aos fil)Fados -IDI.,l

e ]Ds preserva as duas formas quadráticas

A unia.dade a menos de movi.mentes rígidos segue do

].9 Teorema fundamental. Se (1), @' são difeomorfi.smo de UCM

enl stJperfícies S, S , o di-feomorfismo @' o (b : S ------- S

preserva as formas quadráticas de S e S e portanto exi.s

te um movimento rígido que leva S sol)re S

Notemos que a escolha de a E GP4(E) no início da

demonstração determina o ponto (1)(P) c S e o espaço tangem
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mite escrever 

- 1 
Q) = - 1 

Q) o, TTuO 
'y - 1 -

·,r ,, <P u o , que e diferenciável 

pois e wn difeomorfismo. 

Então cp e um difeomorfismo de wn aberto de M em e 

portanto 

(j) (1r(U) ) e uma hipersuperfície S de En . 

Finalmente , todo elemento de ID pertence ao fi-

brado IDS da hipersuperfíci e S. _wn I ID De fato , é nula 

pois n 
w 

n-1 

O, e portanto 

dX I ID I i i s igni fica todo w e o que q ue , para 
i=l 

➔ ➔ ➔ ponto p E ID ' [' ( p' e l ' ... ,e ) ' - os v etores e l ' ... e 1 n n-

pertencem a s ' p ou seja , p E IDS. (de fato os valores 

de dX I ID pertencem a Sp); isto significa que rp e o di 

feomorfismo desejado de UJ71a vizinh ança de P em M sobre 

wi1a hipersuperfície S , cuja extensão aos fibrados 

e ID S preserva as duas formas quadráticas. 

A unicidade a meno s de movimentos rígidos segue do 

10. Téorema fundamental. Se -sao difeomorfismo de u c.M 

e~ superfícies S, S , o difeomor fismo - 1 
(j) ' ocjJ :S--► S 

preserva as formas quadráticas de S e S e portanto exis 

te um movimento rígido q ue leva S sobre s 

Notemos que a escolha de o e GM (E ) no início da 

demonstraç~o determina o ponto ~ (P) E S e o espaço tange~ 



te a S neste ponto. Portanto a unia.Jade a menos de movi.

mento regi.do pode ser reformulada como segue

Dado Q cEn eum subespaço V de En dedo.meD

são n-l, exi.ste uJn Único difeonlorfi.sino (> nas condições e-

xigi.das tal que +(p) - Q e S(,, = V
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É intportante observar que o resultado acima é geralmente

apenas local

Unia Superfície Rielnanni.ana pode estar munida de segundca for-

ma ll satisfazendo ãs equações de Gauss e Codazzi., mesmo que

não seja possível i.mergí-la i.sonletricamente no espaço eucl.L
diano conto hipersuperfÍcie

Urtl exemplo é dado pelo ''Flat Torus

Consideremos o Toro T como espcaço quoci.ente

iIRZ pela relação de equi.valêlacia p '" q <::-> q = Tm,n(P)

onde T.. . indicam as trans]ações de ]Rz por vetoresdecnor

denadas i.nteiras m e .n. Seja lí: IRz ---+ T a aplicação
quociente

} 1

de

T pode ser mini-do de uma estrutura de Vara.edadede

dimensão 2 :

Col)ri.Rios :Utz E:.or abertos vi tais que Vj.rlr..,n(Vi) - SÍ

Vin, Vn c: Z (quadrados de lados paralelos aos ei-xos e de com

primento 1, por exemplo) , ou seja, tai.s que nl sela i.nje

tora} e munidos T do ALIas maxi.mal contendo as cartas

V
l

(w tVj.) f 0i) onde 0 i (T Então

di.feomorfi.gMO local (é uma aplicação de recorri.mento) As mu

te a S neste ponto. 
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Por tanto a unicidade a menos de movi 

mento rígido pode ser reformulada como segue: 

Dado Q E En e um s ubespaço V de de dime n 

sao n-1 , existe wn Único di feomorfismo cp nas condições e-

xigidas tal que ~ (p) = U e 

t importante observar q ue o resultado acima 

apenas local. 

e geralmente 

Uma Superfície Riernanniana pode estar munida de segunda for

ma II satisfazendo ~s equaç6es de Gauss e Codazzi, mesmo que 

não seja possível imergí-la isométrica.mente no espaço eucli 

diano como hipersuperfície. 

Um exemplo é dado pe lo "Flat 'l1 orus": 

Consideremos o To r o T como espaço quociente de 

IR2 pela relação de equivalência p '\, q <= > q = Tm,n(p) 

onde T indicam as tra n s lações d e IR2 per vetores de mor m,n 

denadas inteiras m e , n . Seja 2 
1r : IR --➔ T a aplicação 

quociente . 

T pode ser munido de urna estrutura de Variedade de 

dirílen s ão 2 : 

Cobrimos m 2 
por abertos V. 

l 
tais que V.l"T (V . ) = yf 

J_ rn,n 1 

Vm, ~n E~ (q u adrados de lados paralelos aos eixos e de com 

primento 1 , por exemplo ), ou seja, tais que TI i seja inj~ 
V. 

l 

tora; é munimos T do Atlas maxima l contendo as 

(n( V ,) , 0 .) 
l l 

óhde 0 . 
l 

( 1T 1 ) 

V . 
l 

- l 
Então 2 

TT IR --► 'I' 

cartas 

e um 

difeomorfismo local (é wna aplicação de recobrirílento). As mu 
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/.

Cto saocaJ.tas sao 'l'ransJ.açoes 'l'.nn e portaló

T pode agora herdar do plano uma métrica Riemanni.

ana. bastando fazer da aplicação T uma isometri.a local

Dado P E: T, definimos ein Tp a métrica < ,>P ' (5 i(< , >)

onde < , > denota o produto interno usual em IR'. Esta de

finição independe da carta 0j escolhida pois as mudanças de

cartas são Trans]ações de ]Rz , ou seja, isometri.as.

Notemos que então T é localmente i.sométrica ao

que, portanto, sua curvatura Gaussiana é nula
f4unindo T de una segunda forma quadrãtica ll éden

ti.comente nula, temos verá.bicadas trivialmente as equações de
estrutura

plano, €3r

1 2 l . . .u , u , (o. ,vei'J-ticain
l t l

du = u A u2

2 2
clm = m A u

dm = 0
2

e as formas nulas fazem com que

3i idu A uU kjj k-l
1 < i,j < 3

}qo entanto não podemos ter um difeomorfismo @ de T sobre

uma superfície S de E) preservando amétrica de T. De

fato S feri.a uma superfície compacta tendo portanto um pog:

to cuja curvatura Gaussiana é estritamente post.ti.va, o que é

inlposszvel, já que T tem curvatura K constante e igual a

zero, e que 0 preserva este curvatura
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danças de cartas sao Trans l aç6es T 
rn n 

-e portanto sao e 

T pode agora herdar do p l ano uma métrica Riemanni 

ana , bastand o fazer da ap licação ·,r urna isometria loca l 

Da do P E T , definimos 8n T 
p 

a métrica < 1 > =-=ó0 . ( < , > ) p l 

onde < 1 > denota o produto interno usual em IR 
2

. Esta de 

finição independe da carta 0 . escolhid a pois as rnudanç.:as c..e 
l 

cartas são Trans l ações de JR 
2 

, o u seja , i some t r ias . 

Notemos q ue en t ão T é loca l me nte isométrica ao 

p l a no , e que , portanto , sua curvatura Ga ussiana é nul a . 

Munindo T de urra segunda forma q uadrât i ca II iden 

ticarnente nul a , temos ver i ficadas trivialmente as eq uaçces d e 

estru tura: 

l 
w 

2 
w 

e as forma s nulas 

i 
dw. 

J 

,verificam 

l 
lu 

3 
o 

3 k i l w j A ú)k 
k= l 

l 1 
dw = w J\ w2 

1 
dw = o 

2 2 2 
cfoJ lu A lu 

1 

fazem com q ue 

1 ~ i , j -'.S 3 

No entanto n ao podemos t e r um difeomorfismo qJ de T sobre 

uma s uperfíc i e S de E3 preservando a métrica d e T. De 

fato S seria wna superfície c ompac t a t e ndo portanto lli~ po~ 

to cuja curva tura Gaussiana é estritamente pos it iva , o que e 

impossível , jâ q ue T tem curvatura K coQstante e igual a 

zero, e que ~ preserva este curva tura . 
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Podemos porem assegurar que o Segundo Teorema Fun

dantental se aplica globalmente ã vara.ed.tdc Ricntanni,ana il in

tei.ra, se introduzirmos a hipótese adia.onal de que 14 ê sir-\

plesrlente conexo

Neste caso extenderemos o di.feomorfismo @ local

obtido em VII.l ã variedade lq.

O resultado pode ser enunciado como segue

PROPOSIÇÃO:.-: Seja P4 uma vara-edade Rientanni.ana Simplesmente

conexo de di-mensão n-l, sobre a qual esta defina,da wna se-

gunda forma quadrãti.ca que bati.afaz às equações de Gauss e Cg

dazzi. Dados Dc M, P E E'' e uni hiperplano V de E= ,

exi.ste uma Única isometria q) de i4 sobre ur.la hipersut)erfí

cie S de E'', com $(O) - P, Sn=V, e que preservaasfol
mas quadráticas de ixl

DEA10A/STRAÇÃ0: dados O, P, V colho nas hi.l)Óteses, temos ulnq.

aberto)#U. de M sobre uma hipersuperfÍcie S. de En

servindo as formas quadrãti-cas e verificando $.(C:)

S 0
P

Extenderemos agora a imersão $. a toda a vara.e

dade I'l. Sejaentão (}cF{, eseja y:f0,1] +rl unlarco

ligando O a ç). Paratodoponto x de y(1'0,1]) exis

uma vízi.nhança Ux em 14 sobre a qual pode ser defi-nldau

imersão em En satisfazendo as condições desejadas.

O compacto y(1 0,11) pode ser coberto por

te

ia

cola
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VI. 3. UMA VER SÃO GLOBAL DO SCG UN VO TE01<O1A FUNV!\i\lENTAL 

Podemos p orem asseg u rar que o Segundo Teorema Fun 

dame nt a l se o p lica g l oba lrne n te 3 vur iedade Hieman ni a n c.1 i' 1 i n 

teira , se introduzirmos a hipótese udicio na l de q ue UI é sir.1 

plesraente conexa . 

Neste caso extenderemos o dif eomor f ismo <jJ 

obtido em VII.l â variedade M. 

O resultado pode ser e nunci ado como seg u e 

l oca l 

PROPOS I ÇÃO : Seja M uma variedade Riemannian a Simplesmente 

conexa de dimensão n-1, sobre a q ua l esta definida wn a se-

gunda forma q u a dráti ca q u e sat i sfaz as eq uaçoes de Ga u ss e CG 

dazzi. Dados o e M, p e En e um h ipe rpl a no V de En 
p 

existe wna Únic a i s OJ~1etr ia 4> de j,1 sobre ur.1a hipersuperfi_ 

cie s d e com <jJ (O) =P, S = V, e q u e preserva as for p 

mas quadráticas u e i1l . 

VEA!O NSTRA ÇÃO : 
\ u.~.....-vi ~ o ,9P
a berto:-.? U 

d ados O, P, V como n as hipóte~es , temo s wnq__ 

o de M sobre uma hi persuperficie 

servando as formas q uadráticas e ver i ficando 

S = V. 
o 

p 

Extenderemos agora a imersão rp 
o 

s o de 

r/> ( C ) = P 
o 

a toda a var i e 

d a de M. Seja então ci E M , e seja y fo ,1 ] - ·+ n um arco 

ligando O a ~J. Para todo ponto x de y ([o, lj ) existe 

uma vizinhançc:!- u 
X 

em M sobre a q u al pode ser definida uma 

imersão em En satisfazendo as cond i ç6es dese j a das. 

O compacto y ([0, 1] ) pode ser coberto por um con --



j\!nto fi.nato Uo' UI'. ,U} destas vi.zinhanças.

A unicidade, a menos de movimentos rígidos, da i.mer

são (1) garante que exi-ste uma sÓ irnersâo @l : UI a E'' (]ue

cc,incide com Q. em U./"\U. . Podemos então indutivamente'o o l

escol-her em U: uma Imersão +: que extenda as anteri.ares,

e asse.m obtemos 4):j.UO ui ' I'l nas condições desejadas,
k

nsâo de 4). . obtemos asse.m o valor (b(ç)

Dá simples conexão de l.'l segue que 4)(Q) não de

pende daescolha do arco y ligando O a Q. Seja de fato

0:]O,l] -»BI umoutroarcoligando O a Q, e @ aexteg:

sâo cle $. ao longo de 0, construída como acima

Seja r: [0,1] x [0,1] --*1~4, uma homo

isto é, I' é contínua e

exteque e Diráe

t:opta entre

0 ,Y e

1'(0,s) = Y (s)

v . :: [o ,l]
I'( 1 , s) = 0 (s)

r (t ,o)

e

r (t , i)

l)enotaremos yt ' [0,1] ---+ 14 o comi-nho I'(t,s), s c]0,1]

A extensão de q)o ao longo de yt pode ser efetuada como

acirra, e chamaremos $+(0) o valor desta extensão ein (.)

+t(Q) é uma funçãode [0,1] em En, e temos então

+ (Q) - +o (Q) @(Q) - +l (Q)

Seja t c [0 ,i] , e>:tensão de 0 ao longo

-·7 e-
junto fi ni to u

0
, u

1
, • . . ,Uk d e stas vizinh a nça s. 

A unicidade , a menos de movimentos rígidos, da jme!: 

-sao garante que existe uma so imersão 

Podemos então indutivamente 

esco lher em Ui uma imersao cp i q u e ext e nda as anteriores, 

k 
e ass im obtemos cp :i~O Ui --➔ M nas condi ç6es desejadas , 

e que e uma ex t e n são de obtemos ass im o valor <Ji ( C) • 

Da simples conexão de M segu e que cp ( Q) -n ao d e 

pende da escolha do arco y ligand o O a Q. Se ja de fa t o 

e : [o , 1] --➔ l'1 um outro arco ligando O a Q , e (/J a ex t en 

s ão de cp ao l ongo de 8 , construída como ac ima . o 

Seja f': [0,1] x [0 ,1-J - >-- M, unw homotop i a e nt re 

y e 0 , isto é , r é cont ínua e 

r (O,s) = y ( s ) r (t , o ) = o 

\;/s s [ 0,1] e 

f (l, s ) = 0 (s ) r (t,l) =O 

De notaremos y t = [ ü,1] -->-- M o c a minho f' (t,s ), s E [o,ll 

A extens a o de ~o a o l ongo de yt pode se r efetuada como 

ac ima , e chamaremos cp t( O) o valor desta ex t e nsã o e m 

e uma f unção de [O, 1] em e t erno s e nt ão 

cp (Q) 

Se j a t e 1· O , 1] 

<P ( Q ) 
o cj;' ( Q ) = <P i ( Q ) 

cpt a ex t e n s ão de 
o 

(j) 
o ao longo 



da curva yt ' e Vo' VI' -.,Vk os abertos consi.gerados0

enl rt(lO,ll) para construir (bt ' Da unia.jade das irlel0

iões local.s obti.Lias no segundo 'Feoreiua l;'undai.mental, seja.te

(jue. se cl :ruo,l] +-.l éunlarcol'i.bando O a Q com

a([0,11)(:.U Vi' a extensão de +o ao longo de ci coi.nc:Li;o

de com 4)+.

Consi.clererlos então o aberto /x de 1 = [0,1] x ]O,l]

por P : I''l(j.KO Vj.n I'(1)). Este aberto contém {to]*E0,1]

o intervalo [0,1] é compacto, exi.ste um aberto

+E: [ tal que Jto-c, to+c]XL0,1](A. Então,

para todo t c ]to-c, tome:[/ o arco yt temi imagem coREi.cla

eml iyO Vi' e portanto a extensãode (bo ao longo de yt

coi.nade com @+.. . Ein parti-cHIar, para todo tc: ]t
0

terá se 'bt (ç)) - 'bt (Q)

A aplicação t 4)t(9) é, portanto, localine2

te constante. Como 10,11 é conexo, ela é constante, epcÉ

tanto @o(Q) ; (b}(Q) . ou seja,

@ (Q)

Portanto, o valor @(Q)independe cio caminho y eg.

colhido. Temos então definida (P = fl ---+ En. i.mersâo i,sométri.
ca que preserva a segunda forma fundamentca]., e que extende

71

}

dado

e COFtlO

k

0-c

c)

$ (Q)

da curva e 
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vo' v 1 , . .. ,vk os abertos considerados 

em yt (I0,11) para construir $t 
o 

Da unicidade das iraer 

soes locai s obtiúas no scgunuo 'l'e:orcrna f 'unü ar,1cnté1l, 

que , se r ·1 a : ,_o , l_ 

} : 

cd[O , ll ) e u V . ' 
i=O l 

àe com $t 
o 

é um arco li(_Jando o a 

a extensão de cp 
o ao longo de 

o 

Cl 

se·_;uc 

com 

coinci 

Consideremos então o aberto A <le I [0,1 ] X (0,1] <lado 

- 1 k 
por P. = r ( i!Jo vi ri r ( I) ) . Este aberto contém {t } x [0 ,1 ] , 

o 

e como o intervalo [O, 1] e co1,1pacto , ex i ste 

] t
0

- E , t
0

+ c [ tal que 

para todo t E ] t - E o ' t
0

+ E [ , o arco Yt tel,l 

k 
em ·ºo V . , e portanto a exten são ele </) ao 

i= l o 

coincide co□ ~t 
o 

Em particular, para todo 

ter,1 se <l>t (O ) = q>t ( Cl ) 
o 

um aberto 

Então , 

imagem contida 

longo C.:ie Yt 

li. aplicação e, portanto, localmen 

te constante. Corno [o,1J e conexo, e la e con stan t e , e pc~ 

tanto ou se j a , 

$ (Q) = 4J(íJ ) 

Portanto , o va l or cp (Q) independe do caminho y es 

colhido. Temos ent ã o definida ~: M--► En , imersão isométri 

ca que preserva a segunda forma fundamental , e que extende 
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Oo' Segue da pr(5pria construção que q) é unicamente deter

minadapor Óo' ou seja, pela escollla de @(O) ; P e de

v-s
P

- 72 -

<)> • Segu e da própria const r ução q u e 4J e unicamente d e ter 
o 

minada por <jJ
0

, ou seja , pela esco lha de </> (0 ) -- P 

V=S . 
p 

e de 
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CÁ P ÍTLfLO l l

O problema resolvi(lio no capitulo anterior para o caso das hi.

persuperfÍcies ão espaço Eucli.di.ano tem a formulação geral se-
guinte: Dada ur-la vara.eciade ltiei.lanni.ana i,I'' e conhecido o sal

grupo G de isometrias, deterntinar invariantes que caractere
zem, a Hienas de um elemento de G, as subvariedades de i4. de
dimensão n-l

[Jo caso M'' = E'', obtivemos estes invari.antes (a sa

ber, as duas formas quadráticas) i.cientifi.canso G con\ o fi.bra

do dos referencial.s ortonormais cle En: pudemos então consi-

derar o fibrado de unia hi.persuperfÍcie como urna subvariedade

cle G, e transfere.Rios asse.nt para o grua)o G o l?robleríta de de
terminar estes invari.antes.

Expomos a seguir, pelo inesi:lo método, a caractere.za

ção das curvas de uma superfície l-lz a ntenos de congruênci.as,

ou seja, a menos de i.s qetrias cle i.lz

Para que o método do referencial móvel se apli.que da

m.esnta manei.ra aqui, precisamos identi.fi.car o fi.brado :IDu dos

referenci.ais de bl ao grupo G das isoinetri.as de 11. Deve

mos então i.apor que G atue transe.ti.varnente sobre lí e isto

acarreta que bl deve ter curvatura constante. ?

Da.los então a seguir urna ccaracteri.zação das curvas

traçadas sobre uma superfície ;l, honlogênea (i.sto é, sobre a

qual o grupo G clãs i.sometri.as atum transita.valente) e. po::
tanto, de curvatura constante

Nos parágrafos seguintes, dcamos uin exemplo para i'l

nos casos ]<=O, K>O e K<O, descrevendo-lhe o grupo de i.se

l
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Ct\PITULO 11 
======== ==== 

O problema resolvióo no capítulo anterior para o caso das hi 

pE:rsuperf ícies óo espaço Euclidiano tem a form ulação geral se-

guinte: Dada urna varieüade Riei ,1anniana Mn e conhecido o SEU 

grupo G de isometrias , determinar invar ié:m tes que carac teri 

zern , a menos ce urn elemento de G, as subvariedades de ~-1, ele 

dimensão n-1. 

No caso Mn = En, obtivemos estes invariantes (asa 

ber , as uuas formas quadráticas ) identi f icando G com o f ibra 

do dos referenciais o rtonormais de En: pudemos e nt ão consi-

derar o fibrado de uma hipersuperfíc ie como uma subvarie~ade 

de G, e transferintos assim para o grupo G o problema de de 

terminar estes invari a ntes. 

Expomos a seguir, pe lo mes1:10 método , a caracteriza 

çao das curvas ele uma superfície 11
2 il menos d e congruências, 

ou seja, a .menos de is ;netr ias ele i-1
2

• 

Para que o método do referencial móvel se a plique da 

rnesma maneira aqui , precisamos identificar o fibrado IDM dos 

referenciais de M ao grupo G elas isometrias à.e LI . Deve 

mos então impor q ue G atue transit ivamente sobre 11 e isto 

acarreta que M deve t er curviltura constante. 7 

Dar.1os então a seguir uma caracterização das curvas 

traçadas sobre uma superfície ~ , homogênea (isto e , 

q ua l o grupo G das isome tri as atua transitivame nte) 

tanto, de curvatura constante. 

sobre a 

e , po_!: 

Nos parágrafos seguintes, damos um exemplo par a /11 

nos casds K=O , K>O e K<O , descrevendo-lh e o grupo de iso 



obtj.dos

metrias, e

Finalmente mostramos que se }'l é homogénea e si.rl

pl-esmente conexo. então ela é isontétrica a uma das três su

perfícies estudadas anteri.oriente, e que, portanto, os resul

todos obti.dos se anil.cam a Bi

- 7 4--

metrias, e vemos como se aplicam a estes casos os resultados 

obtidos. 

Fina l mente mostramos que se l1·l é homogê neu. e s in 

p l esmen t e conexa, e ntão e l a é isométrica a 1.IT.1a das três su 

perficies estudadas anteriormente, e que , portanto, os resul 

tados obtidos se ap licam a M. 
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i:)e:JÓ cj]]L-c].(J i'.] uiuci :)U.pt:.L .L.L\.--Lt= i't.L(J]]]d]].]].J.cllld \.....(-).[i(=.Xd /

orientada e G o grupo de suas isornetri,as. Denotamos ]ll+4 o

seu vibrado de Dará)oux. Vi.nãos no capítu]o ] que (]DM' 14 , l,

0(2, ]R) ) é um vibrado principal- diferenciãvel de di.menção

3 e grupo estrutural 0(2, IR)

Definimos as formas di.ferenciais ul e u2

mr. pC'::'

alrl (v) ; u'( r)el +m'(x)e2 onde rE::IDM

]-sto aqui.val-e a colocar

ul (v) = <dTr (v) ,gi>

to2 (T) ; <dT(T) ,êp> P

ei'n

2 -+

+ uu ' (T) e (T) e 2

já que (él,e2) é uma base oito
normal de H

Sabemos ainda.(Cap. ]-,VI 1) que existe ur.la, e uma

sÓ, forma ml enl ]DM' verá.ficando

/

dwl- to! A 2

\

as trás formas ul, u2. ul são diferenci.áveis e formam uma

base de :ID: enl cada p E: ]DF{. Supomos agora que a ação de
P

G sobté ]DF.l ' dada por

(a (P) / da(el)

d.o2- -u:l A l

e que e a forma da conexão cie
Leva-Civitã associada ã mé
trica }.l.

é si.rnl3lesmente transe
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I. FORMAS DE CONEXÃO E EQUA ÇOES VE ESTRUTLrnA Pl\i~A il. ! 

Seja então M uma superficie Riemann i ana Conexa , 

orientada e G o grupo de suas i sometrias. Denotamos 10r .. 1 o 

seu fibrado de Darboux. Vimos no capítulo I que ( IDM, M , 1r, 

O (2, JR) ) é wn fibrado principal d i ferenciáve l de dimensão 

3 e grupo es trutur a l 0 (2 , IR). 

Def{nirno s as formas diferenciais l 
()j e 

2 
w ern 

IDM pc,r 

dTr l ( T ) = 
p 

I s to equivale 

l 
W ( T) = 

2 
lll (T) = 

a colocar 

<d1T (T) 
➔ 

' e l > 

<dTT ( T) 
➔ 

, e2 > 

onde 

já que 

norma l de M 
p 

➔ -► 

r= ( p ' e 1 'e 2) 

é uma base orto 

forma 

Sabemos ainda, (Cap. I , VI 1 ) 

l 
w

2 
em IDM, verificando 

q u e ex i ste ur,1a, e urna 

so , 

as três 

base de 

/ 

1 dw l l = w2 
.1 

1 
2 l 

dw = -w 2 

' 

formas l 2 
w ' w ' 

ID* em cada 
M. 

p 

A w 

ÍI. w 

1 
w2 

2 

l 

e (]Ue é a forma da conexão de 

r~evi-Civi t á associad a a me 

tr ica M. 

são diferenciáveis e formam urna 

p E IDM. Supomos agora que a ação Je 

G sobre ID_M , dada por 

e simplesmente tr a nsi 



ti.va; e tentos então fixado 1) t:. .IDi.t ' ulü di.feontorfisr.to
76

$ : (i a p.a

que permite identi.ficar G e ]DI.l Veremos agora (.Íue as

ires formas m', uz, to' se transferem por @ a unia base

das formas invariantes de G ;

PROPOSIÇÃO: as formas ut, u2, wl são invariantes sob a

ação de G.

[)em Seja aE:G e Ra::IDI.,l"-} :IDM dada por Ra(L)) = pa

então Ra(P,el/é2) =(a(P), da(el),da(e2))

T .+R = (J. lr
0

e portanto

daí segue (lue

... f '" , : '"l«...l ''.l.
para todo referenci.al P E ]0}l

Seja então li= (P, ei, e9) e calculemos os dois

membfog da igualdade acima num vetar T tangente a n.)M em
P.

rTI ,-. .-*n ,-..os
dcial o CiITI (T) = dli

Írtp) ip tp.a . l (« )
dl: ou seja
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tiva; e temos entâo fixado ~ ~ m r1 . um difeomorf i s@o 

G -- ► ID 
.M 

a ---► p . o 

q ue permite identif icar G e IDM . Veremos agora que as 

tres formas 
2 1 

(J.) ' w ' w 
2 

se trans fe rem por a uma bc1se 

das formas invariantes de G: 

PROPOSIÇÃO: as fo rmas l 2 l 
w , w , w

2 
sao invariantes sob a 

açao de G. 

Dern Seja o e G e R
0

: IDM --+ IDM clêida por 

e ntâo 
->- ➔ 

Ro ( P ' e l ' e 2) 
->- -► 

( a ( P l , d o ( e 
1 

l , d o ( e 
2 

l ) 

R 

IDM 
a 

IDM ➔ 

TT l, TT daí segue que 

'1/ 

M 
, o 

M 
d a I o d ·rr 1 

Tf ( p) p 

para todo referencia l p e JD.M 

= 

R (p) = p o o 

e portanto 

d1r / e: c.1Ro 1 
i1 o (pl p 

Seja e ntâo e calculemos os dois 

membtos da igualdade acima num vetor T tangente a ID~ em 

p. 

T emos 

dº I 0 

TT ( p) 
d rr I e d n 

O 
1 ( · [ ) 

p . o V 
ou seja 



1 .

llr(p) (up(v)el up'a(dRa P(:)) da (g] +

' P' ' P

donde vem

.«l, (T ) da (ê ] ) 2 -+

+ u (T ) da(e
2P tola(dKa .( r)) da(gt) +

' 'P

+ uia(ÓKalp(")) éla(;2)

como da é um isomorfi.smo,

portanto

«Ê.:, : «l.

-) -)

do (e. ) , do (e..)
2

é urna l)ase de

) ) ou seja

.5R (uJ')a

provando que de fato ul

A invari.anciã de ul! segui

danes /

Ldu2 - -.ol! A 'ú

du] - ul! A 2

i-1,2 ,

são i.nvariantes

cla de ul e u2

por G

e das igual

Portanto G e ]DM se lclentificaln e além disto 6@ (ul )
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do/ 
1T ( p) 

2 + 
(D (T)e ) 

p 2 
= 

1 + 
w (dR 1 (T)) d o (e l) p. o o 

p 
+ 

+ 
2 ➔ 

úJ (dR 1 ( T ) ) d o (e2) 
p o o p 

donde vem 

1 -► 
wp

0
(dR

0
1 ( T l ) d o (e 1) + 
p 

+ 2 1 -► w (dR (T) ) d o (e
2

) 
p o 0 1 p 

corno d o ~ um isomor fismo, e urn a base de 

Mo(pl e portanto 

i 
w (T) = 

p 

i 
w (d R

0
1 (T) ) po p 

ou seja 

provando que de fato 

A . - de 
l 

invariancia w2 

dades 
/ 

dw 1 1 
= w2 

dw 
2 1 

= -w2 

1 2 
w e w 

se<Jue 

A 
2 

w 

A 
1 

w 

i 
w 

da 

i =l,2, 

-sao invariante s por 

de l 2 
w e w e 

Portanto G e IDM se i dentificam E. além 0isto 

G . 

das igual:_ 

l 
0(/l ( W ), 
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formanl unia base das formas i.nvariantes de

estrutura verificadas por u . w2, ul

6(b(w2) e .5$ (u2)

G. As equações de

ou seja

dul

dto2

de lv

2

'w2

saoC

A u

e dul} = - K ul A u2 (onde K é
. 2A u

a curvatura Gaussiana, cona--

portanto as eauaçoes de }4aurer-Cartas de G

2 ócp ( uJ ) 
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forma.m urna b u.se d as forma s invar i a n t e s de 

G . As equ açoes de estru tura v e ri f i cadas po r 1 2 1 
w , w , w

2
, 

o u se j a 

dlu 
l l 

J\ w w 
2 

d 1 l 2 e w2 ·- I< (.l) /\ w (o nde K E 

2 l 2 
dw -w /\ w 

2 curva tura Ga uss i a na , a co n s -

tan te , d e M) -sao port a n to -as e(Juaço es d e Ma ure r - Ca r tan ~ G. 



11 . C U Rt/AS SOí3R E i'.l CURUÁS Eh{ ©
1.{

Sc:ja C uma subvariedade conexa, de dimensão l,

de 1-1. As cartas locais cle C sendo curvas, consideramos

sintplesmente C sendo dada por finta função diferenci.àvel, tg

guiar, Y:ja,b[ ->M, ]a,b] c:nJR

O vibrado de Darbou taoX (e en

{(ytt), gt' g2)] te ]a,bl , el c: CYtt)
ou seja «:

e aescrzto por
' Í t .., l

]Oc - ql(y(t), â], e2) ltc ja,bl, el-t---?
't [t) l

/

então (1). , C. lí) é um fibrado principal diferenciável, de

grupo estrutura] O(], ]R) ou seja {+l,-l} e portanto de
d ] mnn c;] rl l

Suas duas componentes conexas correspondem às duas

orientações possíveis da curva C. Consideramos, no que sg

g\!e, apenas a componente conexo

/

«:: l '*'',, :. a,bl, el

que corresponde ã orientação ''positiva de Ç.

Então ]D: pode ser collsi-clerada si.ml)lesa.tente

mo uma curva traçada sobre a variedade de Darboux de 14,

seja, colmo uma função IH)./ :.ja,b[

co-

ou

-79-

II . CURV AS SOBRE ;,I - C LI R V AS EM 1D,q 

Seja C wna subvariedade conexa , de dimensão 1 , 

de M. As cartas l ocais de C sendo curvas , consideramos 

simple s me nte C sendo dada por um f u nção diferenciàvel , i:e 

gul ar , y : ]a,b[ -+ M, .]a ,bl: e 1R 

O f ibrad o de Darboux ID 
c 

e então 

{ (yl tl, ;; 1 , ;; 2 11 t E ] a ,b[, ;; 1 e cyltl} ou se ja 
_, 

e descrito por 

í -► -► -► 

ID -· e = 
y ( tl 

+ 

1 

? lt c-J a , b[ , ry (t) e l e 2 ) c 1 

11 1 
li ~/ ( t ) 

e nt ã o (ID , C, n ) é um fibrado pri ncipa l diferenciável, de 
c 

grupo es trutural O(l, m ) ou seja {+l, - 1 } 

dimensão 1. 

e por t anto de 

Suas duas componentes conexas correspondem as c.ua.s 

orientações passive i s da curva C. Consideramos , no que se 

gue , apenas a componente conexa 

y ( t) 1 
1 1 Y ( t) 11 t 

/ 

que correspond e a orientação " posi ti va
11 

de C. 

Então m +- pode ser con s i derada simpl es1:1ente co
e 

mo wna. curva traçada sobre a v ariedade de Darboux de M, o u 

seja , corno urna f unção 

I 
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e2(t)) onde é2(t) é o('Y [ t ) ,
Y (t)

-t (t)

único vedor que faz de D. (t) um referenci.al di.Feto

Determi.mantos agora as restri.çoes a :D(.. das formas

co9 , ou seja

L

" l.*C

2

" l.*
C

6.D.. (co2) "2ln-.C
õ lO (ü- ' )Y 2

Como ]D. é uma variedade de dimensão 1, que consi.devamos

como a curva D~, (t), t c ja,b . o espaço ID: t.ent cli.ineB

são ! vpt:])c e portanto ull + ,u21 + uli' lID' lID' ' ' lID'
c c ' c

+

P

tiplas da forma dt

Ter\os então três funções a,b,c: Ja.b[

rificando

mulsao

]R ve

U
m+C

a(t) dt

2
U

1)+
C

b(t) dt

ml In+ - c(t) dt

função b(t) é i-denticamente nula, ou seja, u2 t
C

De fatos temos v..IDY " y e portanto

C

-8 0-
y ( t) 

t ( y ( t)' ond e 
11 Y <t l 11 

único ve tor q u e faz d e ID ( t) 
y 

um referencial direto. 

Determinamo s ago r a as r estr ições u. 

ou seja 

l 
w I ID+ 

c 

l = 8 ID ( u., ) 
y 

21 -~ ID ( w 2 ) w ID+= u y 
c 

das formas l 
lu 

2 
(;J ' 

l I f._. JD ( ! ) w2 ID+ = y ui 2 
c 

Como ID + e wna vari e dade de dim e n são 1, q ue consideru.mos 
e 

corno a curva ]D ( t ) ' y 

sao 1 \::f p E ID + 
. c 

-

e 

t E la ,bl , o espaço 

portanto 

sao multiplas da forma dt. 

t.ern d i171en 

Ternos então três f unçõe s a , b , c: Ja , b[ --+- m ve 

r i f i cando 

2 

w lm+ 
c 

a função b(t) 

= a (t) dt 

= b (t) dt 

= c (t) clt 

e ide nticamente nul a , o u sej a , 

De fato, t emos TT ID -- y e Y -- e por t a nto 

2 
ui I ID 1 =O 

c 
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dx (.D )
' Y' ç ; ll + il. ê .

->

:)ols ei

portanto,
+

V T c ]D C
E

temos

(T )

C
(v) ;l + u2(T)e2

iJI)+ (T) é rlúltiplo de el
C

DaÍ segue que u'(1) = O, e, portallto, l)(t) = C}

função a(t) é --:i-- , onde

co aa curva y: asco e, w i + ; a
tlID '

C

como parâmetro de )'

De fato, de v., ]DY ; y} Eel-ios, jã que })(t)

clx(:à).Y) - y y i .+el (D,Y) ;}

Sar

coi:tt)riilento

se tonlarnaos

donde segue ui (u)..,) = ilvl

cau seja, l3ara todo vedor T tangente a ]D': no ponto

(t) , ter:los T rtant 0

(lO v) - x ll Y (t)

a =Eornta u' 1 + é portanto em to(]o L)onto dual do vedor t:an
l-Íh 'l X) '.C

portanto , 

dn ( ID ) 
y 

+ 

y = 

\J 1 e ID 
e 

p 
, t emos 

LÍTT l + ( T ) 
lm 

e 

l -> 
== W (T) e j + 
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y 
e = 

1 

e 

Dai segue <-:; ue 2 
w (-r ) = O ,. e, portanto , b (t) = O 

u. f unção o ( t) ü S 

ut 
ornle s 

arco da curva y : isto é, 1 
ü.l - ás 

corno parâmetro ele y. 

De fa to , do ·rr <., ID y 
·terttos , já yue 

donde seg ue w 
1 (ID ' = ; 1 Y I i y' 

ou se j a , para todo vetor T t zrng e nte a 

e o c01,tpri1,1c nto de 

se torn .::1 rr:10 s s 

b(t ) = O 

no ponto 

p ID (t) , ternos T = xID y y e~ porto.nto 

a forma 

l 
W ( 1 ) 

1 , 
= xw ( ID ) = 

y 

e portan to CLl toJo ponto ~ua l do vetor tan 
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gente unitário ã curva y. e L)orl=anLo

1 :
u) = as corto querxainos

Podemos considerar a curva Y conto sendo pararnetizada por

l y (s) i] = 1 V s E, ] a,])Í'. Teriascontpri.n\eito cle arco, ou seja,

então

a(s) ds 2

" IID '-C
1)(s) ds e "21.*

C

c(s) ds

Provados acii la que neste caso a(s) l !)(s) = 0

Oefinimos c(s) coi.lo sendo a curvatura geodésica cle no

L)oito y(s), que denotareiüos kq(s). Esta função de s, (jue

generaliza a noção cie curvatura de un\a curva pÍcaRa , esta

bebi defi.ni.da se il e C são orientadas, e muda de sinal se

mudarmos a orientação de :l ou o sinal cie ds

TeRIas então

" l..C
ds 2

" f.'-C
0 e

"21 .--C
kg(s) ds

- 82-

gente unitãrio a. curva y , e vortJnto 

1 
w = ds cor,10 q ueríamos. 

Podemos consiàerar a curva y corno senC::.o pa.rarnetizaàa por 

comprimento de arco, ou se j a , 

então 

i i Y ( s ) ; : l V s L j a ' b r:. 'I'ci~lOS 

a ( s ) ds 
2 , 

w 1 + 
1D 

c 

b( s ) ds 

Prova.mos acir,1a. q ue neste caso a ( s ) = 1 

e 

h ( s ) = O. 

Definimos c ( s ) co1t10 sendo a curvatura geodésica ele '{ no 

ponto y ( s ) , q u e uenotélrei,1os kg ( s ) . Estu f unção de s, que 

generaliza a noç~o àe curvatura de uma curva ~ l a. n a , está 

be1;1 definicJ.a se M e C -sao orienta~as, e mud a d e sinal se 

mudarmos a orie ntação de ~·1 ou o s inal de ds . 

Te11os e ntão 

ds 
2 

w I ID + 
c 

=- o e 
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Tei.los que duas subvarieaades ãe 11, de dii:tensão l,

sao congruentes se, e solvente se, as restrições as duas

vara-idades cia formas w' , u', u.l forem as iaeslnas.

ilais precisamente: sejam\ C e C' duas subvari.g

danes de 1~1 de ciiniensão 1, e f:C --+ C' uma aplicação di

ferenciãvel-, que se extende a unia apl i-ccação f

Então C e C' são congruentes se, e soi.lente se,

/
õi(.z ) . .2

ID+C :D
C

( ]. )

e .:.' - «! .:
'k

Tentos

" l.-'C
ds uli + - ds'

c'

2

" l.:.

'o; ID+ ; kg(s)clsÍI

e ":!.:. kq ' (s ' )ds '

A condição necessária e sufici-ente (1) se expri-i'le então

--8 3-

I I 1. CARACTERIZAÇÃO DAS CURVAS DE 1\I A t. !ENO S DE CONGl<.Ut.NC1AS 

T e;·,1os que duas subvariec..ades de 11 , de di1.1ensão 1, 

s3o c ongruentes se , e s~ílcnte se, os rcstriç6cs ~s uuu.s sub 

v ar iedade s ria f o rmas 
l 2 l 

w , w , w2 
f orcr:t as 1ae sr,,as. 

i-1ais precisu.mente: seja@ C e C ' duas s ubvarie 

d ades Ge 1,1 c: e dimen são l, e f : C __ ,. e ' 

fere n ci~vel, que se extende a uma aplicação 

ur,1u ap l icaçõo e.li-

f ; JD -··- >- ]D , 
c c 

Então e e C ' sao congruentes se , e souente se, 

(1) 

- 11 of (w + ) 
JD c ' 

e 
- l 

of ( w j ) 
2 JD + 

C l 

Ten1os 

ds 

2 2 

w lm+ = w 1 + 
ID ' c c 

l 
w2IID+ 

= kg(s ) ds 

e 

= o 

e 

of ( z , l 
w 1 + 

l 
(J_) 1 + 

1 ]D 
c' 

]D t 
c 

= ds ' 

l 
(J_) 2 I + = kg ' 

1 ID 
e ' 

( s ') a~~ ' 

A c ondição necessári a e s u ficiente (1) se expril.1e então 
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dlf(ds') = ds

e
/

Ou seja. duas curvas ein il sao congruentes se. e

somente se, elas têm. o mesa']o comi)rzi:Lento de arco e a nes].la

curvatura geodésica

Podemos então enunciar

PROPOSIÇÃO

Sejam y e y': ja,bE- ----, !'l duas curvas regulares,

paranletri.zadas pelo cornprinnento de cerco. Exi,ste uma i,some

trio ac:G com y'=o'y se,esomentese.

/

kg(s) = k g (s)

M

Da mesraa maneira. o teolel-la cia ilu..Fb.lo isol.tetra.ca veia üc

o seguinte enunciado

PROPOSIÇÃO: Seja ky: ]a,bl --» IR urra função derivãvel

Então existe uma curva y: ]a,b[ -+ fí, parametrizadaporcoB

prirüento de arco, cuja curvatura geodési.ca é dada pela fun-

ção kg. Uma tal curva é única a menos de i,sometrias de !'l

-84-

óf (ds ') ds 

e k g C• f kg 

-Ou sej él , duas c urvas e1i1 ; 1 sao congruentes se , e 

soment e s e , e l as t êfü o mesmo com;_Jri1•;ento de arco e a r.1esr.1a 

c ur vatur a geodésica . 

Pod emo s ent ão e nunc i a r: 

PRO PO S I ÇÃO : 

Se j arn y e y ' : ·1 a , b [-->- i1 duas curvws re0ulares, 

parame tri zadéls pe l o c om~rirnc n to de Drco . Existe u1:1a i sor.ie 

t r i a o E G com y O e y se , e s o mente se , 

I 
kg ( s ) k g ( s ) 

Da mesr,1a ma n e i ra , o t e o1,er,1a dil i1 11 '--rs3o i srn,1etric.:t vc1t1 :-,c:L:i 

o seguin t e e nunc i ado 

PRO POS I ÇÃ O: Se j a k g : J a , b [ ---+ m umél f unç 3o Jerivâvel. 

Então ex i s t e urna curva y : ]a ,b[-- ->- rl , parametrizacJ.a porco~ 

priraento de a rco , cuja c urvatura geodésica é dada pe l a f un-

ção kg. Uma t a l curva é Gn ica a menos de isor.ietrias de M. 
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ly. EX [AIPLOS

Verei-los agora unl exemplo da variedade 1l e d

grupo G de isonaetri.as para cada uin dos censos K=O,
K<O

K>O,

O caso K=O se reduz a estudar ca geoineEria do pla

no ]RZ. O grupo G é então o frui)o dos rlovi.r.lentos rígidos

do plano. O fibrado :l[)R2 é trivial, já que o campo cle re-

ferenci-ais (P,e]'e2). PcIR2, e] - (l.O), é2- (O.l) é

uma seção. As formas ul, u2 são as «duais" de el' e2'

e ta«os .« J,

A curvatura geodésica de una curvca é si.mplesnlente

a sua curvatura, ou seja, a função k(s) tal que

T = k(s).N onde T(s) é o vetar tan-

gente unitário à curva e }](s) o vetar tal que ('1',[{) õ urna

base ortonorinal di.teta

Os resultados estabelecidos acii.la se reduzent então

ao teores.la das curvas planas, que cietermi.na uma curva pe.La
sua curvatura

As curvas sobre as quais G agua transe.ti.vmnente

são as cie curvatura constante. ou seja, as Tetas, ciue sao as

geodésicos, e os círculos do plano

Para K>O, consideremos S2.{(x,y,z) c:IR3jx2].y2+z2:l}

como superfície do estalo euclidiano lqJ , istcJ é, col.l d r;le

trica induza(ãa de IR). Crientai.los S' com o vetou nora.aal

unitãri.o u(tenor, i-sto é, e.(P) - (x,y,z) onde P:(x,y,z)
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1 V . E X OI r U) S 

Veremos agora um exempl o dél var i cdade I l e e.e seu 

grupo G de isometrias para ca<la um dos casos K=O , 

K<O. 

no 2 
JR • 

do p lano. 

O caso K=O se r eduz a est udar a geometr i o. ~o p l ~ 

O grupo G é entâ o o gruJO dos Llovirae nto s r i gidos 

O fibrado IDR2 e trivial, j â que o campo de re-

-+ -+ + 
ferenciais (P, e

1 
, e

2
) 

2 
( o / 1) p E IR , e l (1,0), e = e 

2 

uma seçao. As formas 1 2 ->- -+ 
w I w SuO as "duui s " de e l 1 e 2 , 

e temos 

A curvatura geo<lésica de uma c ur va e s i mp l esmente 

a sua curvatura, ou sej a , a f unçâo k( s ) t al q ue 

T = k(s) .N o nde T (s ) e o vetor tan-

ge nte unitârio 3 curva e N( s ) 

base ortonorma l direta. 

o vetor t a l C_íUe ('I', U) e urna 

Os r esultados estabelecidos ac iw a se r eduz em então 

a o teorer,1a das curvas planas, <]Ue de termi n a uma curva pe l a 

s ua curvatura. 

As curvas sobre as q u o.is G a tua trans i tivame nt e 

são as de curvatura constante , ou se ja, as retas , ç uc são as 

geodésicas, e os círculos <lo p l ano. 

2 { . 3 , 2 2 2 } Para I< >O, consideremos S = (x , y ,z ) c ill I x --l y +z. = 1 

como super f ície ô.o espa l o e u c l idi<1no JR 3 , is to e , cor., o. r:ie 

trica induzida de rR 3 . Crie ntaraos s 2 com o vetor norLlal 

unitârio exterior, isto e, (x , y , z ) o nde P:(x , y , z ). 
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As formas ul, m2, tol ein S2 sâo as restrições

a S2 das formas u , w2, ul de ]R

Cor.to o vetar el pode ser considerado colmo o ve-

tar posição 5i(p) . temos de3 - dX e portanto as privei-ra

egunda formas quadráti.case S

l
P

<dx ,(jx >P' P
ll = -<de.P j são opostas, isto é

l - -- ll

portanto todo difeomorfisn\o de S' que preserva ca pri.mei.ra

formaipreserva, taml)éia. a segunda; ou seja. a esfera S' é

regi.da: toda i.soi\letria de Sz é restrição a S' de ur.la coD:

gru8nci.a de ]R) que deixa a esfera illvarizlnt:e

Telltos portanto que o grupo G das i.sornetrias de E;'

é o grupo dos movi.mentor rígidos de E) (lue dei.xam a origem

fixa. isto é,

PP

Por outro lado, a apJ-icação de3 se reduz à identi

date poi-s deR = dX. Segue que

ae3

tanto

1 -- 2 '
u3 el + u3 e2

dx 1 -} 2 >
m el -t u e2

2

u3

e por

2

donde

.«! «; « «j
.] " 2 o que significa que

,_ 

As fo rma s 
1 

w e11 s2 

11{ 3 

sao as 

-86 -

rcstrições 

a s2 das f ormas 
1 2 l 

w , w , w
2 

de 

Cor,10 o ve t or 
->
e 

3 
potlc ser considcr~do como o vc-

tor posição X (p) , t ernos 
->-

de 
3 

e segunda formas quadráticas 

dX 

I p 
<d X , dX > 

p p 
II p 

- <de
3

, él x > 
p 

I II 
p p 

portanto todo difeomorfismo de s2 

e portanto as 

sao opos t as , 

q u e preserva a 

forma
1 
preserva, tambê1,1, a segunda, o u seja , a esfera 

primeira 

isto e 

primeira 

-e 

rígida: t oda isome tri a de s2 é restrição a S 
2 

de ur:1a con 

gruênci a d e m 3 c1u e deix.J. o. cs fcr.::i invélrLrn te . 

Ternos portanto q u e o grupo G da s isor.1etrias ele d

e o grupo dos movime ntos rígidos 2e E 3 · que deixam a origem 

f ixa , isto é, 

G =,0 ( 3,JR) 

-► 

Por outro l ado , a aplicação de
3 

se reduz a ide nti 

dade pois dX. Seg u e q ue 

-► l -► 2 ➔ 1 -► 2 ► 

de
3 = w3 C:! + (JJ 3 e 2 àX = w e l + llJ e 2 e p oE_ 

l 

tanto 
l l 2 2 

w w3 w = w3 

donde 
j A W3 

w3 H 2 
w l /\ w2 , o que signi f i ca que 

K = l 
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A curvatura geodésica de uma curva -y(s) traçada

sfera tem a seguinte interpretação. Se (-y(s)

é a curva l).Y(s) traçada en\ :DS2, el(s)'y(s)
-}

(s) )(s) , ée
32

f

e (s)
l kg (s) e2 (s) -- 'g;(u , C E ]R

Ou seja, kg(s) é a componente da aceleração de y

tangente à esfera
Duas curvas sao ent

mesma para ambas.

As curvas de curvatura constante são os círculos trg:

çados sobre a esfera, pois 0(3.:H{) agua, transitivamente sg
bre eles. Os ci].culos maxi.mos são os de curvatul-a nula. ou

as qeodési.cas (]a esfera

forcomponenteestacoi\aruentes a.se3ao

seja.

O SE.\.ll PI.ÁNO t)E POIS CAR É

Passaritos agora a dar unl modelo para a variedade i''i

no caso K<O.

Consideramos o plano

d;'2 + dy2
ds' = 2

y

> >
-+»

sobre ele definir\os a métrica

<.'N ,'hl'>

2
you seja << vP'wP>> '

onde

denota o produto interno usual e p- (x,y) c -Üaz

Es

rni-plano y>O

Defihi.fetos então o serei-plano de Poincare como sendo o ser\i-

-plano y>O munido da inétri.ca rielnanniana cacirna, e o denota

mos por P

><

regulardefinidaquadrãti.ca seforma e noJta e C

A c urvatura geodésica de uma curva y (s) 
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t raçada 

sobre a esf e ra t em a seguinte interpretação. Se ( y ( s ) , e 
1 

( s ) , 

e a curva ID , s ) y \ traçada em ID
5

2, ~ l ( s)=~' (s ) 

E: 

• 
➔ 

e (s) 
1 

y (s ) = kg( s ) C E IR 

Ou sej a , 

t ang e nte~ esfera. 

kg(s ) e a c o!:lpo nente da aceleração de y 

Du as curvas são então congru e ntes se esta componente for a 

mesma para ambas. 

As curvas de c urvatur a cons t a nte sao os circulas tra 

çados sobre a esfera , poi s 0 (3, IR ) at u a , trans i tivamente so 

b re eles. Os circulas m~ximos sao os tle curvatura nul a , ou 

se j a , as geodésic as da esfera . 

IV . 1 . O SE,\II-P LANO DE POINCARt 

Passamos agora a dar um rnoàelo para a variedade i ·I 

no caso I< <O. 

Consideramos o plano IR 
2

, e sobre e l e definimos a métrica 

2 2 ->-

2 
dx + dy <v , w> 

-► ->-
ds = ou se j a << V w >> = o nde 

2 p ' p --2--
y y 

denota o produto inter no u sua l e p = (x , y ) e IR 
2 

Esta forma quadr~tica é def in ida e regular no se ·

mi-plafio y >O 

Defiftimos e ntâo o sem i -p l a no de Poincaré co~o sendo o semi

-plano y >O munido d a métrica ri~nann iana ac i ma , e o denota 

r.ios pór P . 
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Notemos que ern cada ponto p E P temos

<< , >> = f(p)< , >

ou seja, a inclusão i.:P ---"+ ]Rz é uma transformação confol

me se consi.derarmos P com a métrica ds' defina.da acima e

]R2 comi a métri.ca usual. Ern particular dois vetores

; c P. são perpendiculares se, e soítlente se, o foreiu, consl
gerados como vetores do piano ]R '

Consideremos agora o vibrado ]Dp dos referenci-ai.s
ortonormais de P. SãbeFl\os que (]Dn' P, lr/ 0(2,]R)) é um

E.F.P.D. . Vejamos agora que este fibra(io e trivial
De fato, rl a(limite uma seção global sobre P: os

a a ' -i ..in .n-.
vetores -----=-- e sao/ elll to(lo pQllL-ur IJeJ-'

ax ay

pendiculares . Basta então consi.derarntos

0

decampos

CJ :P -- --> ]D
P

dcadã poi

aa
(P, y yP ayDx

P

a é uma seção, ciefini.da sobre todo P, da prole'

ção T e portanto ]DP é um fi-brado trivial

Isto vai nos permiti-r determinar as fornaas ul , m2,
l

[o; sobre ])P

Sejam al ' y a ' a2' y l)' campossobre

P. Emcadaponto pcP, ternos (p,al'a2)e DP

Sejam 01/ 02 as formas de P duais de

enl todo ponto, então temo
. dx
0. - y

d0] - + l dx A dyy

S

y e portanto

-L /

e d02 - O
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Notemos que em cada ponto p e P temos 

« I » = f (p ) < , > 

ou seja , a inclusão i:P --+ JR
2 

e uma trans fonwção confor 

me se considerarmos P com a m~trica ds
2 definida aciDa e 

com a métr i ca usual . Em partic ul ar doi s vetores 
-► 

u e 

➔ 

v e P são perpendicul a res se, e s omente se, o f orem, consi 
p 

derados como ve t ores do plano 
? m. - . 

Consideremos agora o fibr ado ID dos referenciais 
p 

or t onorma i s de P . Sabemos que ( ID , 
p 

P , ·11 , O ( 2 , JR ) ) e um 

E . F.P .D .. Vejamos agora q ue este fibrado é trivia l. 

De fato , 

campos de vetores 

TI admite uma seçao global sobre P: 

êl 

êlx 
e 

êl 

êly 
sao , em todo ponto, 

pendiculares . Basta então considerarmos 

o : P --► ID 
p 

dadu. por 

p 
é) 

( 1) " -1 t ' .1 êlx 
p 

êl 
, Y~y 1 

·p 

os 

per-

a e uma seçao , definid u. sobre todo P , da pro j e -

çao TI e portanto ID p 
ê um fibra1o trivial. 

Isto vai nos permitir determinar as formas 
1 

w ' 
2 

(JJ 

sobre ID p 

Sejam 
êl êl sobr e 

ª 1 = y ª2 = y c 2rnpos 
d X êly 

P. Em cada ponto p cP, ternos (p ,a l ' i12 ) E JD 
p 

~ 

Sejam e 1 , 8 2 as f ormas de p duais de a l , ª 2 1 

em todo ponto , então temos 

0 1 
dx 

O;; --ª.L = ---
y y e portanto 

i) 
ae

1 + 
1 dx /1 dy d02 o = e = 
2 y 



2y

dOI - 01 A 02 e d02

nar u; , notamos que, dado

dT(T) - ml(x)el + co2( r)e2 onde p-(lr(1)),el

0] (dT (T) ) àl + 02 (d'ü (T) );2

seja cz c [0,2lí[ o ângulo entre el e al' ou seja,
ro real veria.caído

wl(T) = cos cEeI(dTrtt)) + sen cl 02(drrlT))

2)

co2(x) = sen a.01(dlr(T)) + cos cl 02(dlr(T))

dx A dyo l A IJortaDlado
0 2outroPor e C

to

deternliPara

o nunle

ct é então unia funcho de :ID en\ ]R

ando mais simplesmente as equações (2) escoe

ul - cos cl6r(0]) + sencl 6li(02)

2 . senct '5r(01) + cosa '5lí(02)

Verifica-se diretanlente de (2') que ul /\ u2

'5lí(01) A '5x(02) -(5lr(01 A 02) ; procuramos agora ul! verá.fi.cap:

do
dml = ml A m2

Z

du2 .-m] A ul

vemosdenot

2 ' )

Por o ut ro l ado O l A 0 2 == 

to 

d 8
1 

= 8
1 

A 8
2 

e 

l 
2 

y 

Para de t erminar n otillnos q ue , dado 
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c.Jx /1. dy 

d-rr (T) = 
1 -► 2 -► 

ttl ( T ) e l + w ( T ) e2 onde 
-+ -► 

p= ( Tr ( p ) , e 
1 

, e 
2 

) 

= 

Seja a E (ü, 2n [ o ~ngul o e n tre e 
➔ 

a
1

, ou seja , 

o nume ro real verif ica ndo 

1 
w ( T ) = cos ao

1 
(d ·rr( T) ) +sen o_ o

2
( c1'n ( ·1 l ) 

2 ) 
2 

w ( T ) = sen 0. 0
1 

(dn( T) ) + cos ex o
2

(c11r(Tl ) 

a e e ntão wn~ f unção de IDP JR 

denota ndo ma i s s imp l esmente as equ~ç6 s (2) escrevemos 

l 
w = co s a ó 1r ( O 

1 
) + s e n o: ô ·11 ( O 

2
) 

2 1) 

Verifica- se diretamente de ( 2' ) que w l /1. w2 = 

ón ( 0
1

) A ón (0 2) = ón ( e
1 

/\ 0 2
) 

l 
proc uramos ctgora w

2 
veri f ican 

do 

dw l = w l /\ 
2 

2 
w 



Para tanto clerivamos exteriormente as equações (2')

l)enotamos, por si.nlplicidade, (5lí(o]) - 01 (Slí(Ol!)

90

então

du ' 'sen cldct A e)l cosa + cos a clcl A 0. +

dcl A(-sencl Õ 1+ cosclÍ2) + cos ct(b IAÕ2)

d ct A u2 + cos cl ul A u2

do mesmo modo ten\os

dto2 d ct A u sen ~ «,l A .«2

Basta então tomar d u + '5lr (0 1 )

De fato tereluos,

du
pois d cl + (cosczu -sem m')

du2:. ul A l

«;temos então
d c'l + óv (OI) l

e portanto

'«; d ( (Slí ( 0 1 ) ) élr (dO l ) élv (0] /\ 02)
.l A 2

portanto

-«; ml A m2
e entaó K:--l l

Passamos agora a procurar o grupo G das isome-

trias de P-. Para tanto será Úti.]. corisi.deFãF P como parte

-9 0-· 

Para tanto d er ivamo [; exteriormente as equações ( 2 ') . 

Denotamos , p or sim pli c id ade , 

então 

dw 
l -sen a d a l\ 0 1 + d O1 = cos a 

d a /\ (- sen a 0 l + cos o:0 2
) 

d a A 
2 

w 

do mesmo modo temos 

1 + co s a. w 

+ 

+ 

dw 2 = - d a /\ w 
1 1 2 

sen a w A w 

Basta então t omar 

De f a to teremos , 

dw l 
l 

/\ 
2 

= w 

cos o, cl o, /\ 0 2 + 

+ sen C1. d 0 2 

cos (), <o, Ae2) 

wz 
poi s 

1 2 
= d c1, + (co saw -se rl..( w ) 

clw 
2 l 

i\ 
l -- W2 (;J 

temos e nt ão 

e portanto 

l 
dw 

2 
= d ( ó TT ( 0 l l ) ÓTT (d 0 1) = ó·tr ( 0

1 
/\ 0

2
) 

portanto 

l 2 
tu A ui e e n t 5ó IC: -· l 

Passamos agora a proc urélr o gru p o G das 

2 
w 

i sorne-

trias de P , Para tanto serâ Üti l con ~iderar P como parte 



do plano complexo ou seja P - {z E: C lm(Z) > O}

Consi.derada como função conll)lexa. una isometria

f:P -----> P e uma transformação conforme do gemi-plano

91

{l (z)>o} sobre ele Ft\csHlo. De fato, vimos que a métrica

ds2 é conformemente equivalente ã de IR2 , e portantoumai.sg

inetria f:P ------» P preserva ângulos do plano complexo.

Sabemos, porém:l, da teoria das funções analíticas

que as transformações conformes que preservam orientação sao

funções analíticas (pois são di.ferenciáveis e suco di.ferenci.al

é uma semelhança) , e que as outras são compostas das funções

analíticas por uma simetri.a em torno de unl ei-xo.

O grua)o das isolnetricas de P que preservam orien

ração é portanto o grupo dos isomorfismos da gemi.-esfera coD

az+b

plexa lm(z)>0, que é o conjunto lí:z -- aã:Ü

az+D
De fato. se f(z)= Z = , temos, colocando Z =X+iY

cz+d

e portanto Y>O <-=> ]' >0

Denotamos então por G't o grupo clãs funções

az+b ja
/ 1

cz+d lc

Oenotemos por S a simetria S(x,y) = (-x,y.) que é,

mente. wna isometria de P, que i.nverte a orientação

Conclunnos então que o grupo G gerado por G' e

upo de todas as isometri.as de P

Í Z

c].ara

S 0 gre

do plano complexo ou seja P = {z E c I ( z ) > O} 
r.1 

Cons iderada c orao f unção cornpl exél , LU!1a i sometria 

f:P -r P e wna tr a ns formação conforme do semi-p l a n o 

{I (z) >O} 
m 

sobre e le mesmo . De fato , virnos que métrica 

ds
2 

e conformemente e q uivalente à de IR
2 

, e portanto urna is~ 

rnetria f:P -➔ P preserva ângulos do p l a n o complexo. 

Sabemos, porém, d a teori a das f unções analíticas , 

que as transformações conformes qu e preservam ori e ntação são 

funções a nalítica s (pois são di fere nc i ~veis e s ua d i ferencial 

é urna semelhança), e que as outras são compos t as das f unções 

analíticas por uma simetria em t orno de um eixo . 

O grupo das i so1:1etr i as de P q ue preserva.rct orien-

tação e portanto o gru po do s i somorfismos da semi-esfe r a cora 

pl exa I ( z ) >O, q u e 
m 

e o 

De fato , se f ( z ) = Z 

y 

l.. élZ+b l' 2 bj 1 
conjunto f : z - -~ cz+d ;d e t c d >OJ 

az+b 
, temo s, co locando Z = X +iY 

' CZ+ d 

y 
2 

lc z+ dl 
e portanto Y>O <= > Y>O. 

Denotamos então por G+ o grupo das f unções 

f : z t---+ 

az +b 

c z+d 

Denotemos por S a sD~e tria S (x , y ) = (-x , ~ q u e e , 

mente, wna isometria d e P , q ue i nver t e a orientação . 

b 
>O 

d 

clara 

Concluímos então q u e o grupo G gerado por G+ e 

S e o grupo d e todas a s i sometrias de P. 



-92-
Devel\los agora verá.ficar que G caLHa sir.lples e traí

te sobre D
P

Seja então p: ([x,y), vl' v2) um referencia] oito

(i,é.normal de origem (x,y) seja referencial

dado pelo ponto i- (o,l) e pelos vetores

-}e

)

d

a
y l [o,]

l l - li

L)ertence a G+ pois O l ' lfunçãoa

}

e2l)x
[ o , ] )

y

x+í
y

ternos então um elemento de G que leva (x,L') sobre a-

por outro lado, seja vi' df.(x,y] (vi) e 'x o ângulo entrevi

e além di.sto f(x,y) i - (o,l)

e el F:z - > Z pertence a G'
: ', '

1:,:" }1''
.L tg

pois e, além disto, temos

dZ = ezcl dz ou seja,

dp(Ç.') = é.

entãof ée p e p sao referenciais de rneghta orientaçãor a

função Fof leva p' sobre p . Se p'' for um referencial

de orientação contrária, basta tomar u referencial p .S
e cons i:d eram ã comnó sta

F c f : S
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Devemos agora verific ar q u e G a tua simp l es e tran 

s it ivamente sobre ID 
p 

Se j a e ntã o 
J 

p = lun r e f eren c i a l orto 

n orma l de o rigem (x , y ) , e seja p 
- ), ➔ 

( i , e
1 

, e 2 ) 0 r e fere n cial 

dado pe l o pont o i = (O , 1 ) e p e l o s vetores 

➔ a i é) 
e = ~ I e2 a;-1 (0 , 1 ) 

l 
( O, 1 l 

a f unção f:z - ->- z = 

e u. l érn di sto .f ( x , y ) = 

z - x 

y 

x + iy-x 
y 

pertence a e+ p ois 

= i = (0 , 1 ) 

t e rnos e ntão um e l e me nto de G q u e l eva (x , ~' ) sobre i 

1 - 1 ' 

o l 
1 

Por o ut ro l ado , seja v . = d f 1 ( l (v . ) 
l 

I 
X ,'j J_ 

t g CI. 

2 

e ,, o c:m y u l o e ntr e v ~ 

+ z 

e 

po i s 

1 t g a 
2 

- t g ~ 1 2· 

e ntão; se p ' e p 

função F C· f leva 

f' : z -----+ Z =-

> o 

dZ 

➔ I -► 
dF ( v

1
) e

1 

Cl l - z tg 
2 

pert e n c e a 

e , a l ém d i sto , t emos 

o u se j a , 

sao referen ciais de rnesrna orientaçã o , a 

J p s obre p . Se p f o r um refe r e ncia l 

de orienta ç ã o contrári a , bas t a t o1, ar u r e fe r e n c i a l 

e consider ar a compósta 

p . s 



existe uin cletllento de G que leva p' em P

referenci.ais fato,transita.voentão, De(

dado p

[sto acarreta c]aramente que, dados p e p''c ]Dp'
. li

/

Ga coraE

xistee

P

Para veria.car que G agua si.nnplesrltente transe.uva

mente nos referenci.ais, suponham\os que f:P ---+ P é uma i.se

metria de P, que deixa o referencial p-((x.y)Ú,v) E ID. f3.
xado

Então
f (x,y) (x,y)

dí (Ü) = ii
lx,y)

e portanto dfl = Id
(x ,y)

aíl (;)
[x,y)

Portanto f deixa fixo qualquer referencial comovi.

gem em (x,y)

Como f é uma isometria e u:l é invari-ante por i'

sometria, f preserva geodésicos. Ei\t parti.cular, f dei.xa

invariantes as geodésicos que passam pelo ponto (x,y) , e de.}

xa cada ponto destas geodésicos fixo

Para provar que f é a identidade, sÓ nos resta ve

rificar que todo ponto pode ser ]-içado a (x,y) por uma geodé

fica

Uma curva y traçada sobre P é uma geodésica se

VIMos que (o;l = dcl + (5lr(01) com as notações usa-ÜJ2

das aéihã. guponhanlos que y possa ser parametri.zada por

yéVli)'
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G e , então , tran s itivo nos referencia i s . De fa to, 

dado 
J 

p E ID , ex i s t e um elernento de 
p 

G c1ue leva p em p . 

1 
Isto acarreta claramente que, dados p e P ' 'E ID 

p ' existe 

o E e.; com p ·. a = p ' ' 

Para veri f ica r que G at ua simpl esmente tran~::i tiva 

me nte nos r eferenciais, suponhamos q ue f: P -->- P e uma i so 

rnetria de 

xado. 

+ ➔ 

P, que deixa o referencial p= ( ( X , y ) U I V ) E ID 
p 

Então 
f (x , y ) = (x, y ) 

df 1 ( Ü) 
(x,yl 

➔ 

= u 

➔ ➔ 

df J (v) = v 
(x ,yl 

e portanto df J = Id. 
(x , y) 

gemem 

Portanto f deixa f i xo q uu l q uer r eferencial com ori 

(X / y ) • 

Como f e w11<1 isometria e é invariante por i-

sometria , f preserva geod~sicas. Em particul ar , f 

invariantes a s geodésicas que passam pe l o ponto (x ,y), 

xa cada ponto destas geodésicas fixo. 

deixa 

e d e i 

Para provar que f e a id0ntidade , so nos r es ta v e 

rificar que todo ponto pode ser ligado a 

sica ; 

(x,y) por uma geod~ 

Urna curva y trc1ç a da sobre P e uma geodésica se 

- o. Vinios que 1 
w 

2 
= d a, + ó TT ( 0 I ) com as notaçõrs us a -

das ae::imâ, y ~oss ~ ser parametrizada por 
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arcotg y' o<)Ao longo da curva c- (x )

e a conde.ção ul é então

l
cE' (x) + .Sv( - -- )

y (x)
O, ou seja

(arctg y'(x)) ' +
l

y(x)

e então obtemos a condição

y'' (x) l
+

l+y'2 (x) y(x)

esta equação diferenci.al pode ser integrada, e obtemos

y' + y' y2(l+y'2) = cite

Uma segunda integração fornece

(x-a) 2 + y2 cite

isto é, as geodési.cas consideradas são senti.-círculos ca:.': cen

tro no ei.xo dos x

As outras, isto é, aquelas que nao admitem uma pa'

rametrização da forma y-y(x) são as ser.li-retcas verticais

x=cste

Então as geodesi.cas de semi.-plano de PoincarÕ sao

as semi--circunferências com centro no ei.xo dos x e as se-

Ao longo da curva 
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D , ternos a (x ) = arcotg y ' (x) 
y 

e a condição o e então 

1 
a '( x ) + ó·n ( ou sejc: 

y ( x) 

y , ( x )) , 
1 

(arctg + o 
y (x ) 

e e ntão obtemos a condição 

" ( X) y 1 
+ o 

' 2 l+y (x ) y (x ) 

yy " +y ' 2 +1 O 

-esta equ açao d i ferenci il l pode ser integrada, e obtemos 

2 1 2 2 1 2 
y y = y (l+y ) = e s te 

Uma segunda iAtegração fornece 

2 2 (x-a) + y = este 

isto e , as geod~sicas consideradas s~o semi-circulas co~. cen 

trono eixo dos x . 

As o utras , isto e, aquelas q ue n ao admitem mna pa-

rame triz ação da forma y=y (x ) 

x=cste. 

são as seLli-retas vertica is 

Então as geod~sicas de semi-p l ano de Poincar~ -sa.o 

as semi-circunfer~ncias com cen tro no eixo dos x e as se-



mi-netas verticais e vê-se claramente que dois pontos quais

95

quer de P são li.gados

por uma, e uma sÕ, destas

geodési.cas

D.':sto podemos concJ-uir que uma isornetri.a f:P ---> P

que deixa uln referencia] de ]D,. fi-xado é a identidade. De

fato vimos que f deixa fi.xo todo ponto sobre as geoclésicas

passando pela origem do referencial. Coiro todo ponto é liga

do a este por uma geodésica, f deixa todos os pontos fixos,

e portanto é a identidade

Portanto G atum si.rnplesntente transitivamente so-

bre ]D. e nossos resultados sobre congruênci.a de curvas se

aplicam a esta variedade; ou seja, duas curvas de P, para

metrizadas por compriil\ente de arco, se deduzela uma da outra

por um elemento de G se, e somente se, a forma u:l = dcl +

+ (5rr(0i) for a mesma quando restri.ta a cada uma delas

Fi.nalmente, as curvas sobre as quais G atum trcan

si.vivamente são as de curvatura geodési.ca constante. No caso

kg = O# ol)temos as ''netas'' da geometri.a hiperbólica, ou se-

ja, por um ponto fora de uma geodésica dada, Dcassai:l infi.ni

tas geodésicas uisjuntas aa geodési.ca dada

1/7. Õ cÁ90 1)AS supERFÍciEs fíoi',loGrA/EÁS E STlltPLESi'DENTE CONEXAS

f.loétramoé caqül que se, além de ser hor-logênea, a su
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mi-retas verticais e ve-se claramente que dois po ntos qua i s-

q uer d e p -sao ligado s 

por urna, e w Tia so , ô.estas 

geodésicas. 

o _·_sto podemos concluir q ue wna isometria f: P --->- P 

que deixa wn referencial de ID 
p 

f ixado é a identidade . De 

fato vimos que f deixa fixo todo ponto sobr e as geodésicas 

passando pela origem do referencial. Como todo ponto é li g~ 

do a este por uma geodésica, 

e portanto é a identidade. 

f deixa todo s os pontos f ixos, 

bre ID 
p 

Portanto G atua simpl esmente tr a n s itivamente so

e nossos resultados sobre congru ~nc ia de c urvas se 

aplicam a esta variedade; ou seja, duas c urvas de P, par~ 

metrizadas por comprimento de arco , se deduze□ uma da outra 

. 
por wn elemento de G se, e somente se, a fo rma 1 

uJ 
2 

= d cx + 

fo r a mesma quando restrita a cu.da uraa d e l as. 

Fina l mente , as curvas sobre as q u a is G atua tran 

sitivarnente são as de curvatura geodésica constante. No caso 

kg= O; obtemos as " retas " da geometria hi perbólica, ou se-

ja , por wn ponto fora de urna geodésica dada, P2SS<'ll'l ir:. :t" ini 

tas good~sicas uis j untas oa geod~sica dada 

V 1 . à CASO DAS SUPERFÍCIES 1-!OiAOGENEAS E SHfPLE Si'v! ENTE CONEXAS 

r:fostramos aqui que se, a lém de ser h.or.iog~nea, a s u 
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perfície S é si.mplesmente conexo, a identificação feita(ver

(l e 11)) entre :lOS e G é possível e que, portanto, os

resultados sobre curvas cle S obti-dos cacima se aplicam nes-

te caso

De fato veremos que nestas condiçoes S e i

trica a uma das três superfícies estudadcas nos exemplos

PROPOSIÇÃO: Se S é uma superfície holnogênea. então S é

geodésicamente completa. (isto é, suas geodési.cas são detcini

das sobre todo .R )

DEi\10NSTRÁÇÃ0: Suponlaa que S não é completa: seja a unia

geodésica maxima] definida para s<a . a c: ]{ . Seja P c S,

E:>O tal que toda geodésica passando por P está defi.nidapg

la s <c: . Seja s. tal que

Existe uma isometria f:S - S, tal que f(P)

a(s.), e seja v E: S... tal que df.(v) - a'(s.). Então a gg

odésica g.,(s) passando l)or P, com velocidade v, l3ara

s=0 tem i-mugem f . g,(s) , uma qeodési.ca que coincide com cl

e que esta defi-nada para s<s.+ E . }.las s + E > a, logo

a não é maxi.mal, contrariando a hipótese.

S é, então, geodésicaniente comLileta

TEOREMA: (ver lli-cks Í5]) . Se S é uma superfíci.e Riemag.

dana geodesicanlente completa e de curvatura K constante,

então existe f:M(K) ------' S, sobrejetora. localmente isométri

ca, onde 14(K) é o plano euclidiano, a esfera. ou o espaço

hiperbõJ-ico, conforme K=O, K>O ou K<O-
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perfície S é simple smente conexa , a iden tificação feita (ver 

(I e II)) entre IDS e G e possível e q ue , portanto , os 

resu l tados sobre curvas de S obtidos ac im a se a plicam n es

te caso. 

De fato veremos que nest as condiç6es S -e isorné-

trica a uma das três superfícies estudadas nos exemplos. 

PROPOSIÇÃO: Se S é uma superfície homog~nea, e ntão S e 

geodésicamente completa. ( isto e, suas geodésicas são defini 

das sobre todo IR ) 

PEJ\ IONSTRAÇÃO: Suponha q u e S n ao e comp l eta : 

geodésica max imal definida para s <a , 

s eja a uma 

Seja p E S , 

c> O tal q u e toda geodésica passando por P e stá definidap~ 

ra S <E . Seja S o t al que 

Existe uma i sometria 

a ( sc ), e seja V E S 
p 

ta l que 

E 
< - -

2 

f:S -->- S, tal 

df (v ) === a ' ( s_, ). 
p 

CT Ue .l f (P ) 

Então a g~ 

odésica g (s ) 
V 

passando por P , com velocidade v, para 

s===O tem imagem f e. g ( s ), uma geodésica que coincide cor:1 a 
V 

e que esta definida para s <s ~+ E • Mas s + e> a, logo 

a n ao e maximal , contrariando a hip6tese. 

S é , então , geodésicamente completa. 

TEOREMA: (ver Hicks (s]) Se S é W11a superf Ície Ri eman 

niana geodesicarnente comp l eta e de curvaturà· K constante, 

e ntão e x iste f : M (I< ) ----+ S, sobrej etora, l ocalmente isométr1:_ 

ca , onde M(K) é o plano euclidiano , a esfera , ou o espaço 

hiperb6lico, conforme K=O , K>O ou K<O. 



Ol$SERI/ÁÇÃ0: Podemos supor K-O, ou K=1, ou K= -1. De fat:o,

se multiplicarmos a métri.ca de S l)or uma constante c, K se

acha multa.pli-cada por

lç) caso: K<O

Para K-O, lq(O) é o plano eucli-digno. l.'ixamos p o refe

rena.al canõni.co do plano, p- (P, onde Pé
l)x . E) x .

a origeri\ (0,0)

Para K---l 1{(--1) é o gemi---plano de Poincaré. Fü-xamos p o

referencial de origem no ponto P - (O,l) = i e com base

ax] ' ax2 '

Seja p' - (P', e],e2) um referencial fixcado de S.

Seja x a aplicação do plano em i'l(K) definida por

97

C

x(u,v) g a a
+ sen vcos v l)x1) x

2

(u) onde g,.(s)

é a geod

de ct

Do mesmo

esica

x(u,v)

modo, defina.mos !'-'

(u)

ao

x é definida em to
ricamente con\plena

x é sobre S.

todo€2 ln] a. em
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OBSERVAÇÃO: Podemos supor I<.=O , ou K=l, o u K= -1. De f ato , 

se multiplicarmos a mét r ic a de S por uma constante 

acha multiplicada por 

19 caso : K~O 

l 

c 

K c, se 

Para K=O, M(O) e o p l a n o euc l idiano. F i xamos p o refe 

renc i al can6nico do p l ano , p= (P, êJ êJ onde Pé 

a origem (o , o) 

Para K=··l M (-1) e o semi-plano de Po incaré. F~xamos p o 

referencial d~ origem no ponto P = (0,1) = i e com base 

êJ 

Seja p' = ( P' , e
1 

, e
2

) wn referencia l f i xado d e S . 

Seja x a ap licação do p l cJ.no em L1l (K) definida po r 

x(u, v ) = g a cos v -- + sen v 
cl x

1 

( u) onde g
0

_ ( s ) 

e a geodésica passando por P n o i n stante O, 

de a . 

com velocida 

Do mesmo modo, definimos x do plano em S po r 

Então 

x (u,v) g (u) 

x é definida em todo semi-p l ano u >O pois S 

sicamente completa . 

x e sobre S. 

e geod~ 

x e definida e m todo semi -plano u >O , e sobre I I (I<. ) , e 
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u aa equação xtu/VJ= x Qeterm

menos de um múltiplo cle 2lí

Então a apli-cação f: I'l(K) ---- S dada por

unicamente,ina V

f(x(u,v)) = x (u,v)

é sobrejetora, e preserva produtos internos

29 caso: K>O . Fixamos um refercnci-cal p= (P,vl'v2) nca eg.

fera l-l(K), e p' - (P',el'e2) enl S.

Desta vez, a equação x(u,v) = x não determi.na v

uni.comente: x(u,v) parainetriza toda a esfera menos o ponto

antípoda - P

Temos, como aci)ba, unia isometria ].ocal

doada por fi (x(u,v)) - x (u,v)

f 1 : F'l (K)

-Í-P}

Escolhendo uin referencial q, com ori.gem num ponto

Q#P, Q#-P obtemos uma segunda isometri.a fo:PI(K)-t-Q} -' S;

escolhendo q calque fl(Q) -f2(Q) dfl(q) -clf2(q) , as

isometrias f] e f2 coincidem na interseçao

M(K) - {-P} n M(K) {-Q} , e obtemos assim unia i.sometria lo

cal f :M (K) ------» S .

Da compaci-jade da esfera e da conexão de S segue

que f é sobrejetora. Obtemos assiJn, em cada caso, uma i.se

i-teoria local sobrejetora f:ll(1{) 'S

W
Em cada um aos casos, f;il(1{) ---+ S é uma isoilte-

tria local sobrejetora e, portanto, uma apliccação de recobre

n\eilto. (ver [licks, l51, Theorer-l 18, chip ]O). Cor.to supomos
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a equação x (u, v ) = x determina v unicamente, e u a 

menos de um mülti p l o de 2n. 

Então a apli cação f: fi1 (I<) -r S dada por 

f (x(u,v) ) = x (u,v ) 

e sobrejetora , e p reserva produ tos internos. 

29 caso: K >O Fixamos um refercncütl r= (P , v 
1 

, v
2

) n a es 

fera M (K), e p' em S. 

Des t a vez, a equ ação x (u, v ) = x n3o determina v 

unicamente: x (u, v ) parametriza tod a a esfera menos o p o nto 

antípoda - P . 

Temos , como ac ima, uma i sometri a local f
1 

: M ( K ) -

-{-P } -r S dad a por f
1 

(x( u,vJ) = x (u , v ) 

Escolhendo um ref eren cia l q, com or i gem num ponto 

QIP , QI-P obtemos urna seg unda i sometria f
2

: l'-1 (K)-{-Q}-->- S; 

esco lhendo 

i sometri as 

(' l 

f 
1 

tal q u e as 

e f 
2 

coincidem n a inter s eção 

M (I<) - {-P} n M ( K ) - {-Q} e obtemos assim uma isometria l o 

c a 1 f : M ( K) -->- S • 

Da compac i dade da esfera e da conexao de S segue 

que f e sobre jetora . Obt emos assim, em cada caso , uma iso 

1t1 e tria loca l sobre je t ora f :l'l (1() - -> S 

m 
Em cada um éios casos , f: rl (I~} --+ S e uma i s o i::e-

t r i a loca l sobrejetora e , portanto, uma a p licação de rec obri 

menta, (ver Hick s , 
1 

S j , 7h eorem 18, clw. p 1 O) . Cor.10 s u ;_Joí.,os 
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S simplesmente conexo. tcnlos que f e urn diireomoffisl-lo e as

sir.l

TEORES.IA: Unia superfície Rieiüanniana S, geodesicamente cor.l-

pleta, de curvatura K constante, e sii.tplesr.tente conexo, Õ

isoinetri.ca a uma das ti'es superfícies ;.l(K) , K=O, K>O, ou

K<O

Os cri.sérios obti-dos acir.ta L)ara congruência de cur-

vas se apli-cam portar\to às superfícies homogêr-eas si.r.tl?lesa.ten-

te conexas; unia curva parametrizada por comll)ri.atento de arco

é caracterizada, a menos de ison\etnias da superfície, por sua

curvatura geoclesica

-99-

s simplesmente conexa, temos y u e f e um di .f eomor f is1,to e as 

sir,1 

TE OR E~IA: Uma superf ic ie Riernanniana S, 9eodes icarnen te cor,,-

p leta , ue curvatura I< constante, e sir,11-' le sr.1ent e conexu, e 

isometrica a umu. das tres superfícies ;.1 (K), K=O , K>O, ou 

K<O . 

Os crit~rios obtidos aciDa para congru ~ncia de cur

vas se aplicam portanto 3s superf í c ies ho111ogê1,eas sü.1u l csucn-

t e conexas: uma curva parametrizada por compr i1;1ento ue arco 

~ caracter i zada, a menos de isometrias d a superfície, por sua 

curvatura ~eodesica. 
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