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O objetivo deste trabalho & apresentar uma demonstra
¢ao dos teoremas fundamentais das superficies, usando os méto
dos de Grupos de Lie e do Referencial Movel de E. Cartan.

Os fatos que as superficies do espac¢o euclidiano E3
sao unicamente determinadas, a menos de congruéncias, por suas
duas formas quadraticas, o que, dadas duas formas quadraticas
definidas num aberto U do plano, satisfazendo as equagGeS de

Gauss-Codazzi, existe uma imersao f:U —> E3

gue tem as for
mas quadraticas em questao como formas quadraticas fundamentais,
sao resultados classicos (Bonnet, 1867) cuja demonstrac¢ao con
sistia na integragao de um sistema de equagoes a derivadas par
ciais.

0 método do Referencial mével, como é aplicado aqui,
permite transportar o problema da integragao deste sistema pa
ra o grupo de Lie das congruéncias do espago euclidiano, onde
ele tem uma solugao que.decorre diretamente do Teorema de Fro
benius.

Além da simplicidade, este método oferece a vantagem
de ser suficientemente geral e flexivel para descrever, e for
necer a solugéo, de diversos problemas de existéncia, unicida
de e determinagao de invariantes em Geometria diferencial (ver
|4] e |7]|), ja que, essencialmente, ele permite transportar o
estudo das propriedades de uma variedade (aqui, a estrutura
Riemanniana) para o grupo das Transformagoes que preservam es-
tas propriedades.

No primeiro capitulo, construimos o fibrado dos refe

renciais addptddos a uma hipersuperficie do espago euclidiano



En, identificamos este fibrado a uma subvariedade do grupo

dos movimentos rigidos de En, transportamos para este gru-
po as formas que descrevem a métrica induzida sobre a hiper
superficie e a segunda forma quadratica, e obtemos os dois
teoremas fundamentais das superficies integrando sistemas di
ferenciais no grupo dos movimentos rigidos.

No segundo capitulo, damos outra aplicagdo do méto
do do referencial movel, determinando os invariantes que ca-
racterizam as curvas de uma superficies de curvatura constan
te a menos de isometrias desta superficie.
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CAPITULO 1

1. FIBRADOS DE REFERENCIAIS

No que segue, E" designa o espacgo euclidiano de di

mensao n, com produto interno denotado por < ,> . Identifica

. n n n
remos o espago vetorial tangente E , PekE , com IR, e,

P
n n - : ~ . .
portanto, se c:E — E e uma aplicacao Linear-Afim, sua
. . = s . . . *
diferencial do sera identificada com a parte linear o de

g.

FIBRADOS PRINCIPAIS DIFERENCIAIS (L.i.P.D.)

DEFINICAQ 1: Se E e B sao variedades C*, G um grupo de

Lie, m®:E —> B uma aplicagao diferenciavel sobrejetora, en
tao (E, B, m, G) se diz Espago Fibrado Principal Diferencid
vel, de base B e grupe estrutural G e projegao =, quando

as seguintes condigoes estiverem verificadas:

a) G atua diferenciavelmente a direita sobre E ,
isto &, existe uma aplicagao diferenciavel E x G — E,

(z,9) —> 2.9

verificando (z-.g)-.g' = z.(gg') e z.-e = z se zeE,q,g9'egG,
e & o neutro de G.

-

b) em cada fibra n_](x), xeB, a acao de G e

simplesmente transitiva, isto &,vYy,Vy'e ﬂ_](X), 3'geG tal

gque y' = y.g



- =

c) Para todo x, e€B , existe uma vizinhanga U de

X, em B e uma sec¢ao diferenciavel 0,: U » E  (isto e,
me o, = 1)), tal que a aplicagao ¢ definida por

¢ :U x G —> 1 (U)

.y : (x, g) b— Ou(X)-g

é um difeomorfisno.

DEFINICAOQ 2: Se (E, B, G, w) e (E', B, G, ") sao dois

EFPD com mesma base B e mesmo grupo estrutural G, um di-

feonorfismo i:E » E' se diz isomorfismo entre os dois
espagos fibrados se
i(z.g) = 1i(z)-.g e ¥ z¢ E
Y geG
iﬁl(z’-g) = i-l(z')-g v z'eR!'
EXEMPLO: Se B & uma variedade e G um grupo de Lie, a va

riedade produto E= B x G & um EFPD se colocarmos m:i—- B

a projegao do produto, e se definirmos a acgao de G por
(x,9)-g' = (x,9g'). Temos uma seg¢ao global sobre B, dada
por o(x) = (x,e) e o difeomorfismo ¢ € simplesmente a
identidade.

Todo fibrado isomorfo ao fibrado B x G se diz
Trivial. N
OBSERVACOES:

a) Como ¢u: Ux G—> E & um difeomorfismo, tem



se dimE= dim B+ dimG .

b) m tem posto maximo em todo ponto: de Moo = lu
segue dﬂ()dGu = lu e portanto dm €& sobrejetora.

c) (E, B, m, G) & um espago fibrado localmente
trivial, com base B, projegcao 1w e fibra tipica G. As
trivializagbes sao as aplicagées ¢ . De fato, se
L Ux G — U denota a primeira projegéo,temos ﬂ]oﬁg = 7.
Segue que, para todo X eB, ﬂ—I(X) é uma variedade fecha-
da difeomorfa a G.

d) Para todo z £ B, os vetores de Ez gue sao
tangentes a fibra passando por 2z sao caracterizados por

Te [ﬂ_l(ﬂ(z))} e— an(t) = 0
Z
De fato ﬂ-](ﬂ(z)) € a variedade caracteriza
da pela equacgao m(y) = n(z), e 1w & regular.

I.1. 0O ESPACO FIBRADO DOS REFERENCIAIS [ INEARES

Sseja E" o espago euclidiano de dimensao n. Um

B >

referencial p de EY & um conjunto (P, s weny en) onde
- ) n > n . 3
P e um ponto de E e (ei) uma base de Ep’ ou seja, de
r" .
Seja Fo conjunto dos referenciais de g , e
_n . s > * . o~
me F —— R a projecgao (P, €1/ ey en) = P. Entao,

EROPOSICKO IT: F & um espago fibrado principal diferenciavel
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trivial, de base En, projecao 1w e grupo estrutural GL(n,

R).

DEMONSTRACAO: Definimos uma bijecdo ¢ : I — E" xGL(n,R)

=¥ ->
da seguinte maneira: fixado p= (O, AREERE Vn) onde OeE"
- s = n
e (Vi) e a base canonica de IR , colocamos
o: (P, Z], c ey gn) > (P, (ag)) onde (a;) € a matriz dos
= > . .
vetores ey na base (Vi). Definimos em F a topolo-
gia induzida por ¢ e entao F é homeomorfo a EnXGL(n,Hﬁ.
Consideremos X :E? — ®r" o difeomorfismo P — 6?. En
tao X = (§I, §n) onde Ei sao as fungbes coordena
n > >
das de E no referencial p= (0O, AARAEERR Vn)'
Entao, munindo F da estrutura diferencial obtida tomando

o Atlas maximal que contém (Xx1)$, temos que £ & uma varie-

dade e ¢: F — E" xGL(n, R) um difeomorfismo.
Definindo a agao de GL(n, IR) em F por

- - - > 7
(P, ey en)-g = (P, g(e]), W e g(en)) temos sobre F
una estrutura de espaco fibrado isomorfa a D *GL (n,IR)

; ~ 2
cde dimensao n + n°.

I1.2. 0 ESPACO FIBRADO DOS REFERENCIAIS ORTONORMATIS

-

Denotamos por H o subconjunto de F determinado

por

- - > >

H = {(O, s .. © ) e Fle,.e. = 6,.
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A restrigao de w a H sera denotada do mesmo mo

do.

PROPOSICAO 2: H & um Espago fibrado principal diferencia-

vel trivial, de base En, grupo estrutural O(n, R), e pro
jegao w.
! > > ~
fixado p= (0O, fl’ Ce. fn) fica definida a bijecao
¢d: H — R" x O(n, R) onde ¢ = ¢p

H
Entdo H & subvariedade de I difcomorfa a IRnX()(n,IR)

' a agao de O(n, R) em H

0}

tem portanto dimensao n -+ (;) ;

a restricdo a H e 0O(n, IR) da agdo de GL(n, R) em F.

My



1T. AS FORMAS DE CONEXAQ

Dados M uma variedade, V um espago vetorial de
dimensao n, uma forma diferencial em WM, com valores en
V, & uma aplicagao w que a cada X eM associa uma apli-

cagao linear w, € L(Mx, V). TI'ixada uma bhase (Ei) de V,

w determina n formas diferenciais escalares dadas por
n
-5
VT M T) = w T . a
e M, wx( ) ) (t) e

-

i ~ \ N .
Se as n formas w sao diferenciaveis, dizemos que w e

diferenciavel.
n -
Denotamos entao w = z wt ey e definimos dw como
i=1
sendo a forma dw = ) d 't gi . Esta definigao independe da
5 -
particular escolha da base (ei). De fato, se (fj) e outra
base de V e (a%) € a matriz de passagem, temos
J
n N n n 5
w= 5 wté = ¥ w'()] al f.) e portanto os ‘"coeficien
i1 S = j=1 i J
-> j . i
tes" de w na base (fj) sdo () a7 wl) =B entdo
o}
. 3 . B 3 -5
dw= ] dw’ &= ] al duw’ £,= ) aw- £, , ou seja, dw
i i3 i
pode ser calculada a partir da expressao de " w em qualquer

base:
Definimos sobre F as seguintes fungoes:

>

1) X:F — ®R"; x(p, e

> _ et
|7 .y en) = QOF



]:Rn (p - > e
= > . = — =
2) elr i ei ' e]/ . e en) Ci
Temos X = Xo onde X & o difeomorfismo de En, en IR?
X(P) = OP
; = =
Se (a¥) & a matriz de coordenadas de (e], . én) na ba
. > > B i - . _
se candnica (v], C e Vn), temos e, = ) aj Vj . As fungoes
X :E' — Hfi, T: F——0b E, a;: F —> R sao diferen
ciaveis.
X, e, sao entao fungdes diferenciaveis cujas diferenciais
sao dx , de. :F —» ®R™, entao
P 1 P
P
_ N s i i R
(pr) (t) = ) w_ (1) Sy Zmp (1) ey (p)
>
(de;) (1) = Jwl (1) e, = T wl (1) ej (p)
P P

entao dX, dei sao n+l formas diferenciais a valores em

n i i ~ 2 -
IR , € w , wj sao n +n formas escalares. Escrevere
mos
i
dx = | w e,
i
de.= } wl e.
4 J
, ¢ i i ~ ;
PROPOSICAO 1: As formas diferenciais ", ws sao diferen

ciaveis e L.I. em cada ponto pe F.

-

seja o = (0, v,, ... vn) o referencial cand
> -
nico e p = (P, fl’ “w fn) un referencial qualquer. Entao
X(p) = 0P = ) xt (p) Gi =) x5 (p) Gi



donde

n N n k >
dx = § axtv, = } o°f
. L & k
i=1 k=1
n
g i = i - . ;
mas fk = Y a v, onde (a;)) e uma matriz com inversa
i1 k1 k
(bi); temos entao
n .
>
v, = ) bd f. e portanto
1 j=] I J
¢ oaoi = k 2 _i g2
dx= ) dx~ v, = ) w £, = ) dx~ b. f., donde
i=l & 1:3 i 3J
n
< —i .k
W = Y axt b
i=1 -
do mesmo modo
e.(p) = £. = ) a’ v, e portanto
1 1 oy i J
. J=
n & n >
de; = _Z (ia%‘ vy = Z w; £, donde
j=1 k=1
. - n k
) (iag pt fo = 1w %k e portanto
i, L 4 k=
t
K n
w, = ) dal b -
i L
J.—' '
j
a diferenciabilidade das formas w®, w’ segue entao da di

’
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ferenciabilidade das funcées coordenadas x, a§ , e das fun
¢oes pe .
J
—3 i *

Como dx* , ciag formam uma base de F p e cada peF,
e como (bi) € uma matriz inversivel, segue que as formas wl,

1 - *
w% sao linearmente independentes, e formam uma base d Fp

J
Consideremos GA(E), grupo afim de E (Transformag¢ées afins

de E); se o0 eGA(E), denotaremos por o*  sua parte linear

(0¥ = do & dado por o*(0P ) = 0(0) o(PJ)
Entao a aplicagao F x GA(E) — F dada por
((p, gi’ e en);o) — (o(P), 0*[311, S o*(gn))

determina uma agao simplesmente transitiva de GA(E) sobre F.

PROPOSICAO 2: As formas wl, w; sao invariantes sob a agdo

de GA(E). Isto é, se, o€ GA(E),

6R(Iwi =
1l <€4i,jJ ¢n
§ Ro w% = W
J J
Dem para todo referencial p com 7w (p) = P, temos
X (p) = 0P, XoR 0 (p) = X(p.-o) = 0o (P}

; ) > > . A ~
Seja © = (0, v], “ae vn) o referencial canonico. Entao
m(o-0) = 0(0).

Temos
X6Ro (6) = X(o:io) = 0o (0)



-1 0=

e o*(0P7) = 00(P) — 00 (0)
entao
(6%e X) (p)= o*(OP)= O00(P)— 00(0)= XoRo(p) — XoRo (0)

e portanto,

d(o*o x)} = d(XuRo)‘
p P
ou seja
do*o dx' = dx’ o dR o
p po P
Calculando ambos os membros em T er ; e notando que
d o* = o* temos
o*odxl (v) = dx, OdRG. ()
P PO P
* i - — i | *
o () wp‘(T) e;) ) Woe (dIioI (t)) o%(e,)
P
i %, _ i *
) 0 (1) 0% (ey) = ) © g (dlzo’ (1)) o (e;)
P
Mas (g*(éi)) forma uma base de B p, e portanto
wh (1) = w' (dRo (t)) ou seja
p po p
wt = §Ro (ub) lgign
Do mesmo modo, se 0*(31) = gi , teremos
* 1 _ * = . —}l
o (e”) (p) = o (el) = e}
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e portanto

et (Ro) (p) = ei(o(p),o*(‘él), O*(en)) = ;: = o*(ei)(p)
entao, de eioiRo = ¢¥o ei temos
d(c¥o ei)i = d(eio Ro)i ou seja .
P P
o* o deii = deﬂ OdRGi

P po P

P p’ calculando ambos os membros, obtemos

0*(2 w? p(T]gj) = ) wi po (diko (1)) O*(gj), e portanto
. 1 .
J J P
wl p(1) = wd po(dRo| (1)), ou seja
i i -
w% = JdRoO m% 1 £i,j £n
J J
A agao simplesmente transitiva de GA(E) sobre F permite

identificar F com GA(E) por meio de difeomorfismo

0 —— po onde peF . é fixado.

. coaidia 3 G s ~ i i
Feita este identificagcao, w™, w] passam a formar uma base
J

das formas invariantes a direita do grupo afim GA(E), cujas

equagoes de estrutura investigamos a seqguir.



=] Do

IT.7. AS EQUAGCUES DE ESTRUTURA DA GEOMETRIA DIFERENCIAL AFIM

Tomando as diferenciais exteriores de ambos os mem

.

bros da igualdade

ax = Z 0t ey temos
n . n .
= 1 = 1 — 1 =
0 = .Z d(w ei) .g d w ey wo A Clel
i= i=l
n ) n n
= ) aow e, - 0t MY w) el
$= = =1 i 3
donde
J
Ydwe, = J o Aw e,
1 . i J
1 ird
e portanto
o ' i
1) dw' = ) wl A 0 1l €1 ¢n
j=1 J

Do mesmo modo, diferenciando

de, = Z w? e. vem
1 i J
J
J
= d . - d w, = A a
0 (§ w ej) ) Wi ey ) w ey
= ) d w] e. = ) w, AY w% e
j J k J K
donde
j k
Jduw e, = ) W ke e
Jj J j/kl 3k
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e prortanto

. . .
2) dw' = Ve A w | 1<i,j<a
X 4 k

As equagdes 1) e 2) sao as equagoes de estrutura do gru-

1o GA(E).

IT.2. AS EQUACOES DE ESTRUTURA DA GEOMETRIA DIKERENCIAL EU-

CLIDTANA

Seja agora H o fibrado dos referenciais ortonor

mais. As fungdes X e e,, (i=l,...n), restritas a H, de

i
. i i ~ , i i
terminam formas w™, w, gue sao simplesmente w ‘ P w,'
J H JIy
e que denotaremos pelas mesmas letras.
Temos entao:
- a inclusao i:H—>+ % sendo injetora, &, é sobrejeto
i i i i
ra e portanto, como w = §, 0w, w, = 8§, w., temos
i j &L J
H H
i i *
que w, W, geram H em cada ponto p.
J P
' . > ->
- Para cada referencial p= (P, el,...en) temos
- -> ~ e
<ei, ej> = 6ij , €, portanto, as fungoes ei verificam
<ei, ej> = Sij . Derivando ambos os membros, ven

<de, ,e.> = - <e, ,de.>
1 J J
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J
finalmente, de, = Z w, e. = Z <de,,e.> e, , e portanto
1 i ] 1. J J
wd = <de, , e.>. Portanto
i i Jj
i ] o . .
3) w, + w, =0 1l ¢ i,j ¢ n. Esta identidade,

J i

junto com as equagoes 1) e 2), determina as equagoes de es

trutura da geometria diferencial euclidiana. Em particular,

i
w, =0, 1 ¢ i g n.
i
~ i 1 : .
- Temos entao, em H, as formas w ', . , 1 i< jgn,
- n., i i :
em numero n+(2), como as formas w , wj formam um sis
* * n

tema de geradores de Hp e dim Hp = n+(2), temos que es-

*
tas forma determinam em cada ponto uma base de Hj

- finalmente, o grupo GM(E) dos movimentos rigidos de E

(transformagoes afins cuja parte linear pertence a O(n,TR) )

. o ] i i
atua simples e transitivamente sobre /. As formas w, W,
J

sdo invariantes sob esta agio.

- i i .
Entao H se identifica com GM(E) e (wl,w,) , lgi<jgn
€ uma base das formas invariantes & direita deste grupo. As
equagoes 1), 2), 3) sao entao as equagées de  estrutura

de GM(E) .
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IT1I. O FIBRADO DE DARBOUX DE UMA HIPERSUPERFICIE

Seja ScE* uma hipersuperficie de E® (Subvarie

dade C€° de dimensdo n-1)

+ g i =i . "
Denotemos por H o fibrado dos referenciais ortonormais di-

> -

retos de E, ou seja, dos referenciais (P, e ...en) on

> > -> - . X

de <e,,e.>= 6.., (e;) e uma base de E orientada posi

i ij i =
tivamente.

Consideramos entao o subconjunto I@Cfﬁ' determi

nado por

o

+
Dg = {(O, e r... ) el |Oes, e re.e | € SO}

que & o conjunto dos referenciais de E "adaptado" a super

. + - ~ .
ficie S. 0 vetor e, € sempre normal a superficie, e
- > ,
SRARE en_] determina uma base ortonormal do plano tangen
te a S.

&

PROPOSICA0 1: D, & um Espago Fibrado Principal Diferencid

S

vel de base S, grupo estrutural O(n-1, IR) e projegcao 1.

DEMONSTRACAQ

a) SegOes locais de

para cada carta (U,¢) de S, com fungoes coordenadas xl,

"xn—l, os vetores —JLT o i_] formam uma ba
9x ox
p P

se de Sp' para todo peU.

-

IR - a base de Sp obtida por ortonormaliza



~]T6..

v J 3
¢ao de Gram-Schmidt da base PR == . e seja
ox' 9x
P P
IS Gni tor de E_ tal L@ e e )
e, © unico vetor de 5 al que e e 1 ey

seja base ortonormal positiva de Ep
Entao, definindo o, por

- > + =
Ou:P — (P, CEE en) e H temos uma secao de T,

sobre o aberto Uec S.

b) A agao de O(n-1, IR) sobre D é dada por
- > - - e k
(0, € sennn en)-g = (0, g(el), .i g(en_]], en) onde
> -> - >* + ~
e faz com que (0O,g(e;),...,gle ), e ) € H . Esta agao
n ] n-l n
€& simplesmente transitiva sobre cada fibra ﬂ~l(P), Pe S,
pois a agao correspondente de 0O(n-1, R) sobre Sp é sim
plesmente transitiva.
c) Para cada carta (Ug¢), a aplicagao
$,:0x0(n-1, R) — 7' (U)  dada por

(p, g) — Ou(P)-g

€ injetora pois v, (P,9) =y (P',g') =P =P' e g =g'

(a agao de O(n-1, R) & simplesmente transitiva) e sobreje
tora pelo mesmo motivo.

Podemos entao definir, sobre nnP(U), uma estrutu
ra diferenciavel fazendo da bijecao v um difeomorfiémo

]DS se torna entao uma variedade, quando munida da topolo-

gia que tem por abertos-base os 1 (U) e do atlas maximal

gue contém as estruturas diferencidveis de cada 7 (U).



d)

tas

=] P
Esta estrutura de variedade independe da escolha das car

(U,$) sobre S. De fato, sejam (U,d) e (U', ")

duas tais cartas e P € UAU'.

Existe um Gnico g e O0(n~1, W) com ou,(P) = g (P)-.g

Definimos assim uma aplicagdo g: UNU'

Da diferenciabilidade das aplicacoes o e o

to que

~ J s a . T
fungoes ay sdo diferencidveis), segue a diferenciabilida-

‘de de g.

-1

m

Temos entao sobre D

(

Portanto a estrutura diferenciavel obtida sobre

UnU') & a mesma, seja ela induzida por wu ou por wu"

g uma estrutura de variedade, que faz

dele um espago fibrado principal . Temos Dim ID. = dim S +

+ dim O(n-1, IR) = n-1 + (

OBSERVAGUES: 1) As fungbes coordenadas de UxO(n-1, IR) po

S
n—l).

»

dem ser transportadas pelas wu para D

g+ que fica entao pa

rametrizada por

3 >
(X', ceer Xo g g) +— (P(x],...,xn],fl,...fn) onde
- _ 3 -

(£;) & o ortonormalizado de (9 ))efp &

0X, )

P
O vetor normal a S em P que faz de (E;) uina
i=1, n

basé positiva de By
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2) O fibrado ]DS assim obtido nao &, em geral,

trivial: a existéncia de uma secgao global de sobre S

acarreta a existéncia de um campo tangente ndo nulo sobre to
3

da a superficie S o0 que nao pode ser o caso se E = E e
S = Sz, por exemplo.
3) - As hipersuperficies orientaveis de E podem

ser caracterizadas como aguelas cujo fibrado de Darboux & des
conexo. ID tem entao duas componentes conexas, cada uma cor

respondendo a uma orientagdo da hipersuperficie.

ITT.7. AS EQUACUES DE ESTRUTURA DA HIPERSUPERFICIE S

i i

Denotaremos ainda por X, e.,, w e W, as res

L :] -

trigdes a D, destas fungdes e formas, ou seja X = Xo i,
e.= e, o1

i Ti
i i i i . 2
wo = §,o0w e w, = S§,ew, , onde i:D - F &
i i 75 S

a inclusao.

As formas s6 serao calculadas sobre vetores tangentes a D,

O que acarreta:

PROPOSICAO 2: w" & nula sobre D, e as formas w* ,
1l ign=l sao L.I.
DEMONSTRACAO: dx : D, —> S e portanto os -valores
0 S m(p)
P
S 5.
de dX sdo sempre vetores tangentes a S. Disto decorre
e

<dxp,en>>= 0O para todo P € ]DS e, como
ax._ = § mig. : wi(T) = <dX_(1), é,> e portanto " = 0

P it P p F R R ’



Por outro lado, dado p= (P, SRR en) € I%;,t@KE T(p) = P,
dﬂ:DS — Sp €& sobrejetora e portanto existem T],....,Tn
o i :
—') .
e Dg com dﬂ(Ti)— e 1 i g n-1
P ‘

3 = = = j a j =
entao ax(t,) ey )W (1) e; e portanto w-(t,) éij’
Portanto w],...wn_] sdao linearmente independentes e fun-
cionam como "duais" de gl""gn-l

. i .
Para caracterizar as formas Wy precisaremos de um

resultado algébrico:

LEMA (CARTAN) Se w],...wp sao formas lineares L.I. sobre

. ] P ~ ;
um espag¢o vetorial V e o ,...0 sao formas quaisquer so-

bre V tais que

1 ~ ,
w] Ao +....+ wP AP = 0, entao existem
r i N
numeros a’, 1l i, gp
verificando
i i J i_ 3
0T = ) a,w e a’ = a
J J s
J
; i ; i
Dem. Sejam formas Wt ; p= 1< i< n de forma que as w

sejam uma base de V

. P . n
ot = Y atw + Y pl ot
j=1 ] t=p+1 *
P,y ”
de Y wlAet = O, vem
i=1
P P P .
o= Jluta § abul) s Jlotn 5 bl WY -
i=1 j=1 3 i=| L=p+1
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i 3 .
= ¥ (a - a)) wtnwl + sz ot w*
\:i<j’:f‘j + i<g
Como W, A We l gr<sgn, sao formas linearmente in
- i i L
dependentes, concluimos que aj = ai e bJL = 0, l-§l,j€f\.
n
Como w = 0, temos
n—1 ;
n
dw"” = ) wlhw, = 0
j=1 J
Como as formas Lo] P .wn_] sao linearmente independentes,
decorre do lema acima que
n nel * J
w=2a,w,com a. = a
i 4= J J
J
Temos entdo em D :
( | | :
W ..ol L.I., w' =0
il g i j
{ wo = ) a.w , a, = a
n j=]
i )
w = = wj.
3 i
\
~ i i . . ¥
entao as formas w™, w, com 1l <1< 3 ¢ n-1 geram IDS
J p
n-1
Como dim ]DS = n-1 + ( 5 ), as formas acima sao uma base
de JDg . Elas verificam além disto as equagdes de estrutura

p
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(
i n-1I ] i
do” = ) w0 Aw,
j=1
i gi<jgn-1 7
dwt = ) w]?Awl’
3 k#i J
k#3

aléem disto, estas equagOes caracterizam unicamente as formas
i

w, . De fato,
J

PROPOSTCAO 3:

Se existirem, sio tnicas as formas w’, 1<i,jgn-1,
tais que
i n"] j i i :J
1) dw” = ) w” Aw ; 2) = w, = -0
J:] J 1
DEMONSTRACAOQ :
Suponha dadas sobre ])S formas E; satisfazendo
1) e 2). :

Entao teriamos

¢ i
o= Y wlhet -wlawt= ) 0l Al - @)
Pelo lema de Cartan segue
; : -] : , \
=1 i 1 k i i
w., = w, = C., w com c,. = C_ .
] j kﬁ, Jk jk kj
Por outro lado, de
Wy - w% = —(5? - wj), ou seja
J 7 i i
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ik _ J ok , A _ _A]
z CjK w = Z cik w ven Cjk = Cik
- io_ 3 _ .3 - ko _ ko4 i )
Entao Cjk = Cik = Cki = Cji = ij ~—ij = Cjk e por
tanto C% = 0, ou seja 6% - w} = 0 , i=l,...,n-1.
jk J J

ITT.2. 0S ESPACOS HORIZONTAL E VERTICAL

Seja ,(U,x],...xn_]) uma carta de S e (x

i
Xn I,g_) 0 sistema de coordenadas que esta carta de S per
- j 2

mite definir em 7 ](U).

~ d 7
Temos entao que — ’ j E==———a e
0xX 0x
] n-—|
P
J A
T 1<i, jgn-1 formam uma base de I%; para tcdo peU.
a9, : p
J p 1
A aplicagao ﬂ:ﬁ-](U) —> U pode ser definida em

coordenadas como sendo simplesmente

Ty Xy g 1reXpoy)

ni— 1 3

e decorre que  dm (1) = ) a; ou seja que
P i=l1 X .,

i tw(p)
d (t)= O se, e somente se, 1 ¢ D >nao tem compo
p P
d .~
nentes segundo os vetores ; como a condigao dm| = C
Bxi B P
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caracteriza os vetores T eIDS gue sao tangentes a fibra
P
ﬂ-](ﬂ[p]) (ver propriedade 4 dos EFPD), isto nos leva a de-
. o J
finir em 1D os subespacgos H_ =
S p
P axi
L p |i=l, n-1
d
e V_ = I
P 89

Temos que  ID = H ® v e que V= [ﬂ—](ﬂfp])
S p P p L
P p
Ep e Vp sao respectivamente o espaco horizontal e o espa
¢o vertical de D, , relativamente a carta ﬂ_I(U).
P
Dos fatos que Kerdmn = V e que dmn: D, —> S é
jo) S m(p)
p
sobrejetora decorre que dm :ﬁp——+5D & um isomorfismo.
H I
p
Entao, dada (3],...En*|) " uma base de Sp, exis
— -
te (T],...Tn_l) uma base de Hp com dﬂ(Ti) = ey
~ i -
Entdo, de dx(t) = } w (T)ei e v =] a, T, vem
que
i i .
w (t) = a , ou seja que
n-1 i
T = 'z wo (1) Ty
i=1 .
= i \ -
isto &, as formas Wt funcionam como "duais" de e,: o va
lor de w (1) b depende da componente de 1 em ﬁp, e as
formas w™ podem ser consideradas como dn(ai) onde 'Ei se

riam formas de S com wl(ég) = 6ij
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Uma caracterizagao dos vetores de Vp é portanto
i
que as formas w se anulem sobre ele.

A nossa definigao de ﬁE envélve, e depende, das

cartas escolhidas sobre S. Como Vp = [ﬁ-](ﬂ(p])] inde
p

- . i ;
pende das cartas e e caracterizado por w =0, isto nosleva a

definir em cada p e Dy, um espago horizontal caracterizado

por w, = 0O
J
Seja entao p ¢ D ;
Definimos Hp como sendo O subespag¢o de Dy cujo anulador
P
- i .
e gerado pelas formas w, , 1 £ i,j < n-1
J
entao:
1) H ® v_=m pois X, w’ sdo base de DX
p p E i S
P P
2) Hp € invariante pela agao de O(n-1, IR) em BDS,
ou seja, se .o € O(n-1, IR), d Ro(Hp) = Hp.o .
Isto vem do fato que as formas m% sao invarian
i 23
tes por RO
Entao as formas w% , i, 3=1,...,n-1 sao as formas de uma co ]

nexao em IDS
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IV. AS DUAS FORMAS QUADRATICAS

No gue segue, S & considerada orientada.
. - no.o.. - —
Seja X :5 —> IR definida por X(P) = OP , uma

vez fixada uma origem.

Tem-se entao iﬂ:ﬂ = X:D_,— IRn, € d.gp(T) =1, YT ESp

Temos entao definidas em S duas formas quadrati-

cas, I e II, que a cada P € S associam uma forma quadratica

sob Sp’ dadés por

I = <dx_,dx > € ITI = -<dé , dX > onde @ é o
P p P p n P n

campo normal unitario de S.

Podemos definir formas em I, a partir de I e II ,

S
a saber
* = Sm (1), IT* = §u(11), que serao dadas por
I*(t) = 8nI(t) = I(dn(t)) = <d§.odﬂ(T), dX o dm(1)> =
= <dX (1) ,dX(t)>
II*(t) = §7II(t) = IT(dm(T)) = ~<d@_ (dm(1)),dX(dn (1)) =
0
= -<del, dx>
n
Temos entao definidas as duas formas quadraticas em
IDS
I* = <ax ,dx> e IT* = -<d e, +dx >
podemos eXprimir I* e II* em termos das formas do fibrado
hib}

S:

IS,
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n-1 i 5 n-I . 2
de dx= ) w e, vem I =<dX ,dx> = ) (w™) (1)
i= . - N i=
e de
n-1 3 N n-1 i ] i
de= ) w e, vem II%==) w_ .0 =) at o w? (2)
n 4 i B ‘o
i=] =1 i,j=1 3
i . : ks o i i ]
onde (a’]) e a matriz simétrica tal que w = X a, w
J n J

A equagao (2) nos permite caracterizar as hipersuperficies de

E contidas em hiperplanos:

PROPOSICAO 1: S < E uma hipersuperficie estd contida num hi

perplano de E se, e somente se, sua segunda forma quadrati-

ca € nula.

DEMONSTRACAu: A condigdo é, claramente, necessaria. Suponha

entao que a segunda forma II de S &seja nula. Entdo II* & nu
la, ou seja

<den,dx> = 0
Mas esta forma quadfética provém da forma bilinear B(t ,u) =

<de (1), dX(u)> , expressa por B(t,u) = ) a; w(t) wln) e,

portanto, simétrica. O fato que II*¥ = 0 acarreta B=0 e,
. n-1 :

1 - 4, i
portanto, a, = O 1l ¢1i,j £ n-1. Como w = Z a. wj ,

J n =1 3

o 1 -

decorre que as formas w , 1 g ig n-1, sao nulas. Final
n =

1 ‘ B i .
mente, como den = Z wn e, , segue que den = o, ou seja,
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-5 - - . .
e, ¢© constante e portanto S esta contida num hiperplano

de E ortogonal ao vetor gn

Vimos (III.2) que, em cada espago tangente D, '

n

T € Vp <= dm(t) =0 : disto decorre que os vetores 7T de

~ : * - .
Vp sao exatamente aqueles sobre os quais I e nula, isto

é
Te Vy, > dn(r) = 0> <dX(1),dX(1)> = 0 pois dxX= ax o dr .
n-1 i 2 i
Como I* = [} (w”) , concluimos que Te Vp = g (1) = 0,
i=1
i=1l,...,n-1 , ou seja, as formas wl geram o anulador de
\Y o
p

Entao, sobre Hp , I*¥ & uma forma quadratica de-

finida positiva, que determina portanto uma estrutura métri

ca em H_. Além disto, o isomorfismo dm : H —> S
P - p P
P
é uma isometria de H em STT . De fato
’ P (p)
*
T € Hp => I (1) = I(dm(t) ).
As formas w; sdo entao as formas da conexao de

Levi-Civita de I% relativamente 8 wétrica I.

Sejam agora duas hipersuperficies S e S de E,

orientadas por dois campos normais e, e En
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Dada ¢ uma aplicacao diferenciavel de S em 8,
denotaremos por d¢ e §¢ as aplicagoes lineares induzi

das sobre vetores tangentes e formas diferenciais, respecti

vamente.,
Dada uma forma quadratica sobre s, §:§¢(p) — IR defini
mos Q = Sp — IR por

o(t) = &6(Q)(t) = Q(d¢ (1)) para todo T ¢ Sp .
Se B & a forma bilinear obtida por polarizagao de 5, en
tdo B = §¢(B) .serda a forma bilinear obtida de Q0 = 8¢ (Q)

por polarizagao.

DEFINICAO 1:

$:S — S, diferenciavel, se diz isometria se pre

servar a primeira forma fundamental de S , ou seja, se
= ()
¢ (I) =1

Isto €, ¢ & uma isometria se preservar a métrica

induzida de E sobre S e S

PROPOSICAQ) 2: Uma isometria ¢:S —> S induz uma aplica-

- - N
cao diferenciavel ¢:I% — Dg que preserva a forma I
DEMONSTRACGAQ:
Y
Basta definir ¢:IDS >,H)§ por
N~ > > > ” > > %
dip = (P,ei,...,en) — (¢ (P), d¢(ell,....,d¢(en_l], e, )

(¥#) denotaremos com uma barra todos os entes ja definidos,

quando correspondentes a hipersuperficie S
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Tx = S - -
onde e, e o0 unico vetor de E¢(P) que faz de
(a [g ),...,d¢(g Y 3 e *) uma base ortonormal positiva de

1 n-1 n k
By o) -
Y

Notemos que as imagens de ¢ pertencem efetivamen
te a ]Dg':¢ sendo isometria, d¢ transforma bases orto-

normais de Sp em bases ortonormais de

So(p)

> % - . =
(en sera simplesmente * e, conforme ¢ preserve

ou nao a orientagao.)
Verificamos agora que esta extensao de ¢ aos fi-

*
brados Darboux preserva a forma I

O diagrama

Y]
I% ———$—~+ Dg- é claramente comutativo: de fato,
se p @& um referencial em P eSS,
m T N
¢ (p) € um referencial em ¢ (P)eS.
S ——— § .
¢
Entao

§6(T%) (1) = T*(a3(1)) = T(dﬁ'odgfr]) = I(d$ o drnl(T)) =

= §¢(T) (dm(t)) = I(@n(t)) = I* (1) para todo T & Dg

P

* v

N .
Entao SO (I*) = 1%, e ¢ preserva a forma T*

-

o o
Em particular, d¢ determina uma isometria entre os espacos

H > Ho
p  © TP



Temos definidas em ])§ as formas ) , W,

1 i, £ n-1, que verificam

veremos agora que a extensao aos fibrados de Darboux da iso

metria ¢ preserva estas formas.

PROPOSICAQ 3: E preserva as formas w , wh o, 1<i,jgn-1,
J
isto é
V] - 1
6¢wl = ot e Spw = Wy
DEMONSTRACAO: Seja p € D ,EF(P,EI,...en), e r e My -
b
T pode ser decomposto nas suas componentes segundo Vp e
Hp. Seja entao T = T] + T2 P TI € Vp 7 Tz £ Hp
a) T, € Vp e portanto wl(T]) =0 , i=1,...,n-1
— AV o n, i
de dE(T ) e V segue Sow(T,) = wl(d¢[T])==O= wh(t,)
1 F(p) I 1
n-1 i
b) Como TZEZHP, temos T, = i£1 W (TZ)Vi onde
- -
(Vi)i=l,...n—l e uma base de Hp tal que dm(v,) = e,
~ " n-1| i n, -~
Entdo  dd(t,) = )} w (t,) db (v,)

i=1
. v
Como Too = ¢omm , temos que

oy
dﬁ(d¢[vi]) = d¢(dﬁ(vi]) = d¢(ei), ou seja, os vetores



-31-

— Y —
v, = d¢(v,) formam a base de iy - que goza da proprie

1 1 (1) B =
dade dﬂ(Vi) = d¢(ei).
entao,

n T n"] —j_ n, o
dg (t,) = ) (d¢[T2)) v, . Temos portanto
i=1
n-1 Y n-1 -
) (d¢[T2]) v, = Z wo(t,) vy
i=1 i=1
dai concluimos que
_i b i
© (d¢[T2]) = W (12) , i=1,. ;=1
ou seja
A -
(S(I)UJ ((2) = W (lz)
Concluimos entao que
'\:,_i l /
Shpw (1) = w (1) e, portanto, ¢ preservaes for

i . N - i .
mas - ,; quanto as formas de conexao w,k6 , 1 £ i,j ¢ n-1,

apliquemos 6% as equacoes de estrutura de s
i n-1 ; ¥
awt = ) wl AW,
F=1 J

vem entao

. ,\j . f\J . .
dot = A(s¢BT) = s¢(awt) = S¢( ) A m;) =
j:
n-1 . . Ny n-1 . A 4
= ¥ &dwl A s¢wr = § wl A s¢ot
j=1 T 5= .
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Como as formas o que verificam as equagées dw = ) ) Aw.
j=1 3
sao Unicas (ver III.1) concluimos que
1 g P
w, o= 6¢wj ; i,j=1,...,n"1
J

1V.1. 0 CASO BAS SUPERFICIES DE Eg; TEOREMA DE GAUSS

A aplicagéo da proposigao anterior ao caso de super
ficies do espago euclidiano de trés dimensces permite dar uma
interpretagao da curvatura Gaussiana em termos das formas de
conexao, e uma demonstracao do Theorema Egregium de Gauss.

Seja S uma superficie de E3, orientada por um cam

-, > - . -
po normal unitario ez - Consideremos o fibrado de Darboux

IDS; temos nele definidas formas
| 2 3 p 2
w , w w> =0,w_ ,w e w
I i 2 3 3
I 2 1 - * . ) |
w o, W, wz e bhase de .DS em caca ponto, e as formas w3,
P
w verificam
|
w = aw]+ bw2
3
2
w3 = bw]+ cwz

Temos definidas sobre S as duas formas quadrati-

cas I = <d§, d§> e 11 = ~<de3 ,d§>, e, levando-as pa
*

ra Dg;; as duas formas quadraticas I"= <dxXx ,dx> e
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I1* = —<de3 , dX>
3 % 12 z
entao I's (w) + (07)
. 2 2 2
IT* = -0 w - wg w = -(alw ) i 2bw] w2 + c{wz )
P ] 2 ' 2
alem disto, as formas wo, woy, mz, w3 e m3 verificam
as equagoes de estrutura.
Entao
1 ]
dv = w_ A w3 = (aw]+bw2) A (—bwI + ~cw2) = -
2 3 2
- (ac—bz) m] A mz
PROPOSICAO0 4: 0O nlmero K = ac-b? e constante em cada fi

=1

bra = (P), ou seja, €& uma fungio real definida em §S.

DEMONSTRACAO :

| ,
dmz = - Knw A w ; derivando

teriormente, vemn

] 3
0O = d(d
( wz)

=-dK A w Aw? , pois

) 1 ] 2
desz = (m2 A(uz + w3 A w3)A )

ol A dwl= w;/\m'/\w‘?‘ * @t Ras

Temos entao dk= xo' + ywz pois dK,

ambos 0s membros

~dRAw' Aw? + Khde' Aw? - K Aw' Adw?

i
, O

w o, w sao LD

e
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wl, wz LT. Calculada em vetores Vp’ P e])g, dK & por

tanto nula pois VEIVp e w](V) = wZ(V) = 0. Mas
Vp = ﬂ-l(ﬂ(p]) , entao dK & nula na fibra H_L(P)/

e portanto K & constante nesta fibra.

Se denotamos B a forma bilinear obtida de II por

polarizagéo, ou seja, B(t,n) = —<de3[T) ,d§(u]> VT, HEe Sp

# i

e se T, Ty é uma base ortonormal de Sp’ a curvatura

gaussiana k de S em p @& o determinante da matriz de B

Fo s Se k e k sao os autovalores de B,

na base T 2 | 9

’I 7

temos k= k] k2 ;e k], k2 sao as curvaturas principais

de S em p.

PROPOSICAO 5: K = ac-b € a curvatura gaussiana de S au P.

DEMONSTRACAO

* 1,2 1 2 2.2
Temos, em pe Dy, II = ~(alw' ) +2bw w +clw’ ).
Seja (T],Tz) uma base de Hp dual de w], wz entao, nes
. -a =b _
ta base; a matriz de IT é pois, se TeH_ ,
-b -c - P
T= Xy T + XZ'TQ ; temos
. 2
II* (v) = - (ax, + 2bx]x + cxz)

1 2 2
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Como dm & uma isometria de Hp em Sﬂ[p] , TI¥=67 (II),
os autovalores de II* e II sdo os mesmos .
-a ~b

Mas o produto dos autovalores de IT* & det b sl
= K = ac—bz. Portanto a curvatura gaussiana k = k] k2 i
produto dos autovalores de II, & igual a K.
PROPOSICAO 5: (Teorema de Gauss). Sejam S, S  duas super

r . . 3 . . =

ficies orientadas de E . Uma isometria ¢: S —> S preser

va a curvatura gaussiana, isto ) ke ¢ = k.

v
DEMONSTRACAO: Vimos que a extensao ¢ de ¢ aos fibrados de

Darboux preserva as formas wl, w§ ; no caso presente, ¢ pre
] 2 1
serva w , W e w,
Entao :
— | T— _ S . " N = "
5$(dw;)== §6(-Km' A@2) = -Koo (6@ A6EB)= —Kudw A w2
= _ 1y _ _ 1
mas 6$(du)2) = d(d%w ? = dw, = -Kw A w
Portanto
= v 1. 2 _ 1 2 ;
Ko¢ w Aw = Kw Aw e, assim,
- .
K=K ¢ . Como K e constante

n
nas fibras e ¢ preserva fibras, temos entao
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Podemos generalizar este resultado para hipersuper

ficies de E". Denotamos ainda por B a forma bilinear

obtida de II por polarizagao, B(t,u) = —éden[I'],di(U)>
Os autovalores k],...k de B se chamam cur

-1 L

vaturas principais de S e o determinante de B= (—l)n"I k]

2"'kn-l se chama curvatura de Gauss—Kronecker de S e se

denota K.

' . i . S e
Seja (a’) a matriz simetrica que verifica

J
i n"l i k
w_ = a w
n k= k
* n-l i i 3 *
Como I = ) - a w w’, amatriz de II” na base de
i, K= J
] n_] - i -
H dual de w ,...w e =-(a.). Como dmw:H_— S e
P j P m(p)

N . * g
um isomorfismo, os autovalores de II e de B sao os mes-

mos, e, em particular,

i
K= det (-a’|) = curvatura de Gauss-F¥ro-
J necker,
~ !
Generalizamcs agora a equagao de Gauss dwz = = K w] sz

As segundas equagoes de estrutura podem ser reescritas como

U,

Se S fosse o espago euclidiano En_], teriamos

dw, = } w, Awi e portanto o "termo de correcgao"
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n, j
4 Awn mede o quanto S '"deixa de ser euclidiana" (de fa
i o i : £ arsd

0, vimos que wn =0, i=l,...0-1 e equivalente ao fatg

de S ser um hiperplano).

Sejam entao as formas

‘ ; n-1 B
B n ¢ LR J k J o~ .
Qi,j = wi Awn = dwi - kgl wi Awk ' Sao as formas de

curvatura da hipersuperficie.

Vejamos a expressdo de 3 ©m termos das for-
’

nas W e
n—] n-|
Ql,j = wl4Aw W Awn (kg a, A 2 a~ w ) =
= sS=
i 4 .
= =~ J] f{a a’ - a aj) mk/\wg
~ 1]k S A3 _ 1,7
Temos entdo Q, ., == we Aw® , € = -C onde
£ a3) e I k; k,s s,k
19 ; j F 4
C he = al aj - al a3 sao os menores de ordem dois da ma
kls k S S k —

triz (a;).

Por outro lado, da expressao de 2, 3 em termos
I

1 . B &
das formas w., , 1< i,j & n-l, segue que, se ¢:5 — §
J

€ uma isometria, sua extensao ¢ aos fibrados de Darboux pre

serva as formas de curvatura.

) 1wt @ l1gi,d <
Como ¢ preserva W, W., ¥ € 1,] § n-1,
) - gond |
Preserva também os coeficientes k,s ou seja
—ilj " ‘l'J
° = Lo
k’s }L,b
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- i .
Entao os menores da matriz (aj), de ordem 2, sO0 dependem da
1¢ forma fundamental. Em particular, os produtos ki kj de

dois autovalores de B sao preservados por isometrias. Dal

segue que, se n-1 @& par, a curvatura de Gauss-Kronecker

preekoy = kg k) (k3 kp) ... (k k,-1) é preservada

por isometrias.
Temos entao a versao do Teorema de Gauss para hiper

, n
superficies de E :

TEOREMA :

Uma isometria entre duas hipersuperficies de dimensao par de

um espago euclidiano preserva a curvatura de Gauss-Kronecker.

IV.2. AS ISOMETRIAS E A SEGUNDA FORMA QUADRATICA

Vimos que a extensao aos fibrados de Darboux de uma

. ~ i .
isometria preserva as formas de conexao (wj), i,j=1,...,n-1.

Nao &, em geral, verdade que ela preserve também as formas mi,
que dependemn ao vetor normal e portanto da maneira como S es
ta imersa em E. Existe, por exemplo, uma isometria entre o
aberto ]0, 2ﬂ[ x IR do plano e a superficie cilindrica ob-

tida pelo produto g!

- {1} x R. (Basta tomar $:(0,x)

(eleix] ) « No entanto, ao considerarmos estas duas superfi
\ o d o 3 _ ] 2 -

cies como imersas em E7, temos que w3 e w sao nulas no

fibrado de referenciais do plano, o que ndo & verdade para as
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formas correspondentes sobre o fibrado da superficie cilin-

drica.
Exigir que ¢:S » S preserve também as formas
w;, %=l,...,n—l, acarreta que ¢ preserva também a segunda
o v i i ;
forma quadratica. De fato, se 6¢(wn) =y de
i n=1 3 i i n-1 i ]
w = ) a. w , @ = ) a,w segue que
n j=1 n =i 3
i n-1 i N i n-1| 1 3
() = ) d ot (@) = w_ = T aw .
n oo : n s
J=1 J=4
~ i
Como ¢ preserva as formas - , segue que
i i . i -
a.o¢ = a, pois w sao formas L.TI.
* i i j N e—— * .
Como II™ = ) a o w segue que  6¢ (II")= II . Finalmen

n, —
te, como ¢ preserva as fibras de D seque $§¢(II) = II

S ’

s

Veremos agora que esta nova condigao acarreta que ¢ & a res

trigdo a S de uma isometria de todo o espaco E.
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V. @ PRIMEIRO TEOREMA FUNDAMENTAL

Provaremos que duas hipersuperficies orientaveis de
E sao congruentes se, e scmente se, possuem as mesnas for-

mas quadraticas primeira e segunda.

Para tanto identificarewcs o fibrado | dos refe
renciais ortonormais de E com o grupo GM(E) dos movimen
tos rigidos Ge E. Os fibrados D, e Dg serao entao
duas subvariedades deste grupo e a questao sera determinar

uma condig¢ao para que duas tais variedades se deduzam uma da

outra por translagao por um elemento do grupo. Jlais precisa
mente, S e S se Geauzem uma da outra por uma isometria
¢ £ GM(E) se, e somente se, IDg = RU(IDC). Un teorema so

bre subvariedades de grupos de Lic determinara entdo a condi

¢ao para que isto ocorra.

3

DEFINICAO: Duas hipersuperficies S e S de B se dizem
congruentes quando existe o € GM(E) tal que o(S) = §
Vimos (ITI 2) ) gque GI(E) atua simplesmente

transitivamente sobre o fibrado H, e que portanto HY GU(E).

i i ~ ~ e
As formas w™, wj de H sao entac identificadas a uma base

das formas de GM(E) invariantes a direita.

Fixado o € GM(E), temos R H— I dado por
Ro(p) = p-0 este difeomorfismo preserva as fibras de H ,

ou seja, se p e um referencial sobre P, p.c & um refe-
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rencial sobre o(P)

PROPOSICAO 1: S e § sao congruentes por o & GM(E) se,

e somente se, Ro (ID.) = I)§

DEMONSTRACAO: Se o(S) =S , como o* leva base ortonor-

mal de Ep em base ortonormal de Eg(p) e preserva os pla
nos tangentes de S e S , p+-0 € ﬂ)g para todo p € IDS.
Do mesmo modo,'para q € ID§ , se q = (9, gl”"gn)’ entao

q = p.o onde  p= (O_I[Q), 0*_1(31),...,0*_](3n))

) = IDs implica o(S)=S

Por outro lado, & claro que R _(ID 5

V.l. UM TEOREMA-SOBRE SUBVARIEDADES TRANSLADADAS DE UM GRU-

PO DE LITE

TEOREMA: Seja G um grupo de Lie de dimensdo n e wl,...wn

t

uma base das formas invariantes & direita de G. Sejam D e

D duas subvariedades conexas de G, imersas, de mesma dimen

sao m < n

Entao existe o € G tal que Ro(B) = B se, e sO
mente se, existir um difeomorfismo ¢: D-—+ D que preserve

_ i :
as formas w”, ou seja, tal que

5¢(wi )= ot
D D

DEMONST RACAOQ :

- Esta condigéo & claramente necessaria. De fato,
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se R _(D) =D , basta definir ¢:D

» D como sendo R .
91p

Entao ¢ & um difeomorfismo e, se i:D-—> G, 1:D — G sio

as inclusdes, temos

Io¢>=ROoi pois p(x) = x0 VY x €D.
Como as formas wi sao invariantes a direita, temos
§¢ (0l - 56 (6T(01) = 6(To¢) (wl) = 6(Roo i) (wl) =
= §i(SRowl)) = i) = Wi .
D

~ A demonstragao da suficiéncia & uma aplicacgdo do

Teorema de Frobenhius em sua versao para formas.

Consideremos a variedade produto G x G e as duas

projegoes Tys TyiGXG —> G . Levantando pelas 1, e T,
i . i i

as formas w para o produto GxG , temos Q] = 6ﬂ]m ,

Q; = dﬂzwl p i=l,...,n, formas de GxG. Consideremos en

- i i i , ~ .

tao as formas I~ = QZ - QI ; i=l,...,n. Sao n formas di

ferenciais linearmente independentes sobre GxG .
Consideremos entao o sistema diferencial dado por

i . .
=0, i=1,...,n.

A) O grafico de uma translacdo a direita R G —> G é uma
variedade integral do sistema (r*=o0) .

De fato, seja M = l(g,go{'geG C GxG o grafico de R,

7
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para o fixado em G

M é uma subvariedade de GxG

Seja 1M — GXG a inclusao;

devemos provar que rt = §i (T
Mo

) =0, ou seja, que T

é nula quando calculada em vetores tangentes a Mo

Seja entao x = (g,g0) € M e T e M, i entao
pe
s1(rh) (1) = si(ej) - Q]im) = Qé(di[r]) - Q7 (dito)=
= 6ﬂ2wi(di[r)) - Gﬁ‘wl(dj_[T)) =
i, o i g .
= (Qﬂz(dl[T])) - w (dﬂ](dl(T]))
Mas 1,(x) =g, w,(x) = g-0 e portanto =R _ 4
1 2 2 M o | .
o o
e portanto
. ad i 4 i . _
S§i(I'™) (1) = w (dR.O Odﬂ](al(T])) - (dﬂl(dl[T))) =
= GROmi(dﬂl(di(T))) - wi(dﬂ](di(r])) = @)

. i ~ .
pois as formas w sao invariantes.
Portanto, por todo ponto, passa uma variedade integral de di

~ e i - - ,
mensao maxima, e (I'"=0) & entao involutivo.

B) Reciprocamente, uma variedade integral conexa de (I''=0)
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é parte do grafico de uma translacdo R

Seja, de fato, uma variedade integral conexa S, e

(x,y)e sS.
Seja o0eG tal que y= x.0 , e seja M_ o grafico de R .
Entao (x,y)eéSf\MO . Como duas variedades integrais coinci

dem num aberto em torno de (x,y), podemos, em cada ponto s
de S, determinar um aberto Us que contém s e um elemen
to o e G com US(:MO . Os abertos US cobrem S, conexa.
Entao a aplicagao S —> G dada por (x,y) — o tal que
V=X0 & localmente constante. Como S & conexa, © e cons

tante e portanto SC MO .

»D  com w'| = 6p(wT] ) e se
M D

C) Finalmente, seja ¢:D

ja ScGxG o grafico de ¢ .SCGxG & uma subvariedade co-

nexa, pois D e D  s3o conexas, de mesma dimensio m < n..
5
- i o4 '
Como 8¢ (8Tw )= &iw~ , e como m, = ¢ o, s
S S
i i i : «
temos r- = 6ﬂ2w - dmw” =0 quando restrita a 5. Por

tanto S estd contida numa variedade integral de (Fl=O) e
portanto no grafico de uma translagio: SC:MO;entéo ¢ (x)=x.0,

para todo x € D e portanto

-

D = Ro(D), como queriamos




V.2. CONGRUENCIA DE DUAS UIPERSUPERFTCIES

Podenos agora enunciar o

19 TEOREMA FUNDAMENTAL: Sejam S, S duas hipersuperficies

conexas e orientadas de E. Entao S e S sdao congruentes
se, e somnente se, existir uma aplicagao diferenciavel

GpsS —> S que preserva as duas formas qgquadraticas.

DEMONSTRACAN: A necessidade da condicao segue sinplesmente
¢ P

fazendo ¢ = o , onde o0eGM(E) €& tal que o(S) = §
S

De fato do = o preserva o produto interno de E,

os planos tangentes a S e S e portanto o vetor norma%¢cg

tao ¢ preserva I = <dX ,dX> ¢ 1I = -<de, . ax:-
Seja agora ¢:$ — S , diferenciavel, com Sp(I) = I ,
S (IT)= II
~ v ~
Seja (ver IV) a extensao ¢ de ¢ aos fibrados 1ID. e IDg.
L D
s * ~ i i

Sabemos que presexrva I ¢ portanto as Lormas w™, w.,,

, J

1 ¢ i,1 & -1

{\J -
Como ¢ tambem preseciva Tr* (ce fato, de

e - b =k K . * .
S (IL) = II segue ¢ (IT™) = II pois II" = 8w (I1) e
v i
Ted = ¢ om), vVeremnos agora que cla preserva as formas W
i=1l,...,n-1

i i — e —1 i
Temos II* = - Y a wh ol e %= - Yoo, mr wo
J

Se B e B sao as formas bilinearcs B(T],T ) = -

—<de (1), dX(1,)> e Buyu,) = ~~<.qén(1,]) ; dX(uy) >y
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combo B e B sao as formas bilineares simétricas obtidas e

* —% . ~ N
IT e II por polarizacgao, tewos &¢(B) = D. Cono
g | i S i i ~ L
dp(w™) = w™, segue que a e = a. (a. sao cocficientes

J J J
} . 5 . 5 i i N
de B na base dc 1ID_ dual de w w., , 1 £ 1,7 £ n-1 e
S / J N ’
E
s 5 . =3 : L ooi 1
a. coeficientes ae B na base aec 14, dual de W, W. -
) B :] /
¢ (p)
~ G N : i :
entao d transiorma uma destas bases na outra . a  sendo

B calculada em pares de vetores desta base, segue o resulta

do)
Ccizo, finalmente, temos
i i j -1 I R
w = Z a Ll)j ’ w = )' a Lx)J
n J n ' ]
n : % ; ] ~ ¥ . i
=i i ] =i - L]
Tenos Sp(mr)y = 6o () @, @) =) AT o (S¢pm)) = § a, w” = w_ °
n b T j n
Portanto
~ 5
‘ - n . P
¢ preserva w, 1 £ n-1 , e tambem w pois estac
nula.
e i o
¢ preserva W, 1 £ 1i,j € n.
J
~ nvoq i vood i
entao S (w™ ) = w | , 6¢(w_l ) = w. , € sa
D D D= JID
S S S
i i . P , - .
bemos que W, W r 1 £ 1,3 ¢n e una base das formas in
variantes de GM(E). Consicerando IDS e 1D§ COono subva-

riedades deste grupo, aplicamos agora o Teorcma anterior.

Para tanto, seja DI a4 componcnte conexa de iDg

1
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que contémn um elemento dado P, e B] a componente cone

~
xa de 1Dy que contenha ¢

5 (p) . Chamarenos de D e D

2 2

respectivamente as outras componentes conexas.

Temos entdo D] (= DI duas subvariedades cone-
~ . o - v = -
Xas de mesma dimensao de GI(E), e ¢:D]-—+ D] diferencia
vel, e prescrvando as restrigoes a D, e 5] cdas formas
i i . 0 § 5 = :
w, w, . Segue cue existe o ¢ GII(E) conm D] = Hlo(DI).
E claro que Eé = ZRQ(DZ). Seja de ftato p ¢ o(n-1,1IE)
con determinante -1 . D2 ¢ a componentc conexa de H%Squo
contém p.p , e 52 a componente conexa de ]D§ que con
~ Y
tem d(p.p) = (p.p).o .
Existe o & GM(E) tal ue 52 = IQT(DZ), e como
A B
¢(p.p) = (p.p).o, segue que 0 = 0
Temos entao Dg = R, (D), o € GM(E). A primei
ra proposigao do presente paragrafo permite entdo concluir

gque S = 0(9)
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VI. 0 SEGUNDO TLORCHMA TUNDAMENTAL

VI.17. AS FORMAS DE CONEXAO NUMA VARTEDADE RIEMANNIANA

Estudamos até aqui hipersuperficies de um espago Euclidiano.
Investigaremos agora como uma variedade Riemanniana qualquer,
de dimensao n-1, pode ser imersa, de forma isométrica, no
espag¢o Euclidiano ", sendo portanto "representada" como hi
persuperficie deste espago. Desta vez nosso resultado sera,
em geral, de carater apenas local. TPor outro lado, como no
vamente aplicavemos o método do Referencial MoOvel, e como as
formas de conexao nao podem mais ser herdadas, pela varicda-
de, das que ja estao definidas no "espago ambiente", teremos
gque construir, no fibrado dos referenciais, uma conexao dire
tamente a partir da métrica da variecdade.

O objetivo & munir uma variedade Riemanniana Hn_]
ae um firbado de Darboux, definir neste duas formas quadrati

r

: ; .~ n=1
cas, e investigar condigoes sobre estas formas para que M

3 . i v . = ] - T
possa ser imersa lisometricamente em E . Isto sera possivel
se as formas quadraticas verificarem equacoes semelhantes as
que ja estudamos para hipersuperficies.

Seja entao M uma variedade Riemanniana de dimen

sao n=1; denotaremos por <U,T»p o produto interno defi

nido em Mp pela métrica de 1, onitindo o indice p quando

possivel.

. = -
Denotaremos por I%i o conjunto {(P,er....,cn_])
|Pe M;e.eM_, <o, , o.> 5..1 4 £ iai t
€ Mj;e, el e. , e. = 0.. aos referencia —
I ey ey, i %57p i3 i enciais ortono:

mais de M, e por w a projegao : IDM — 1 daca por



Entao (ID M, O(n-1,IR), m)

M’

po estrutural O(n-1, IR)

é um E.F.P.D

e projecao
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de base i, gru

m. A demonstragao des

te fato & inteiramente andloga a que foi feita para o fibra-

do de Darboux de uma hipersuperficie de

Para definir as formas

E]DM_,
P

>
mos, para T p= (P,e

ou seja,

D

Como M

dm

pencdentes. ’

PROPOSICAO (Levi-Clvita)

1D

Estao definidas em .

1l < irj < n-1,
ra
i J i
w, = - w, e dw™ =
J i

DEMONSTRACAO :

mente.

preee

i
w

7

€ um fibrado principal,

ser sobre, segue gue as formas

>
e

formas diferenciais

m

i
w

Construiremos as iformas

n

B
do fibrado Dy ccloca
n-1 N
), du(1) = 2 w (1)e.
. i
i=1
’ In—l
n-—|
il
Z wooe,
. i
i=1

é regular. Do fato ce

sao linearmente inde

g I
W, s

Gnicas, satisfazendo ds ecuagées de estrutu-

i . .
mj primeiro local
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Seja P eM. Temos um aberto UCHM contendo P e no qual es

ta definida uma segdo o0 :U —> 7 ](U) com Moo = 1, .

Dar esta segao corresponde a definir em U n-1 cam-

pos de veatores Ei tais que, em cada ponto & de U, E](Q),

"'En—I(Q) & uma base ortonormal de MQ . Basta fazer
E;(Q) =¢,, se o(Q = (Q € re-Byrnnie )

Sejam 6], 62""en—l as formas diferenciais defi
nidas em U tais que para cada L eU, (6],...,6n_]) forma
uma base de Mg. dual de (E][QJ;...En_][Q]).(isto e, 0, % (1)=
<T,Ei[GJ>Q, V'[EMQ).

Demonstraremos entao a existéncia de formas 6. de
J

finidas em U e satisfazendo

. . . n=-1 : 3
(1) 6 = - ot e aet = ¥ o3 ner , i=1,...n-L.
3 ] 3=1 J

As formas 0 A®J Fformam uma base das formas de grau 2 em U .

Sejam Ci i as componentes de dGJ nesta base, ou seja,

7
as fungoes Ci ;30— R tais que

r
j k
a’ = J ¢ o noet
k<i St
querenos entdo determinar funcdes F? 5 = ~Ig , tais que as
2 B

kool x4 , - .
formas 6. = ) T 0 satisfagam as equacgces (1)

3 421 1,4

Uma condigao necessaria para a existéncia de tais fungoes sera



¥ oo K
aed = J gl oothet= ] ofao) =
k<i 7° k=1 ’
n-1 n-|1 <
= 7 0% (7} 0t =) (lik—llj yok a ol
k=1 i=1 e k<i ! rd
devemos entao ter
j e pd _
k.1 Gk ™ ki
k
Ck = TI. = Fk
;13 j. i i,J
1 i 1
C = T -1
k,J Jek k,3
devemos entao impor que
j 1 j k i -
(2) r = — (Cj .+ C o+ c ) , relagao obtida
ik ) k,i i, k,j ’

somando membro a membro as tres equagoes acima.

- k n-l 5 i )
Definindo entdo 0, = ) I, . 0% , onde as fun
J j=f T#d -
goes F; 5 sao definicas por (2), obtemos formas G;,
-7

1 ¢ i,j € n-1, que satisfazem as equagoes (1) (o que se ve-
rifica diretamente) .
Estas formas sao, por outro lado, Unicas, em conse

quéncia do Lema de Cartan, pois verificam as equagoes (1).

- . L _ i
Temos entao definidas tformas 0, em cada aberto
J
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U de M sobre a qual ha uma segao o de
i -1
Definimos agora as formas m§ em (U) .
Temos o :U — ﬂ—](U). Consideremos as rormas
do(wl), definidas em U, Para todo LHQ, C e U, temos
i i .
So(w™) () = w (do(p)) = <dw(do(p)), ei>Q = <u,ei>Q onde
a(Q) = (Q,e,,...e ) . Portanto
: i .
<u,ei>Q = <u,Ei(Q)>Q =0 (n), ou seja,
So(w™) = ot
) ~ i < i . i
Definamos entao w em 1 (U) por mj = QH(Oj) v de
J
i i
MTeo = 1 segue imediatamente cque Oj = do(mj), e da equa
gao .
i 3 opa~
o~ = ) 0 ho, segue
d(sow™) = ) Sow? Adcw§ ou seja
i .
§o(dw™ - ) wd ij) =0
] i i i = .
A forma doo - ) w Mwy & portanto nula  sobre

todos os vetores da forma do(T)

Seja agora v um vetor tangente a ID no ponto

M

penm (U). Existe (ver I, definicao 1) uma seg&ao'ﬂJ—+1f‘(UL
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com o'(m(p)) =0 , e que se deduz de o por uria funcao
g: U0 —> O0(n-1, IR) . Os campos E{""Eé—l em U que ca
racterizam o' se deduzem dos campos E], 'En—l por g.
O vetor v se escreve como Vv = do'(dn(v)) + w, onde w &

um vetor vertical.

A forma do® - J wia w% se anula en do' (an (v)).

pois & nula sobre vetores da forma do(t). Por outro lado,

€ claro que ela se anula sobre vetores verticais.

Entao dmi - Z wi Aw§ se anula sobre qualquer par

de vetores tangentes a n-1 (U) e vale portanto a igualdade
dwi = Z wé Aw; en u—](U).

Temos entao em cada ﬂ_I(U) formas m% (que veriricam as ecua

goes w% = —wi e dut = ) ot Aw% . os (U cobren

105 e, como as formas’satisfazendo (1) sao Unicas, as w%

coincidem nas intersegoes 7! () Nl (U'). Portanto temos

w§ definidas em todo I%q , © comn dmi = Z mj Awg ;
w% = —w? . A unicidade segue do Lema de Cartan.

J i m

OBSERVACAO: as formas w% r 1 & J,i & n-1 sao as formas

da conexao de Levi-Civita associada d& métrica <,> que temos
ern M.

Definimos agora em 11 a primeira forma quadratica I por

I _(u) = <p,p> VY H oell
p IS
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Colocando I* = §&n(I), temos
* Ll i, 2 . *
17 = Z (w™) pois, se U IM , I (r) = I(dn(t)) =
i=1 P
L - l T > ==
<dm(t), dﬂ(T)>ﬂ(p) <) w> (1) e, Y w (r)el i ()
n-1 i 2
= ) (o (1)) .
i=1

Para definir a segunda forma quadratica, agora nao temcs mais
~ . i ~ . o :
uma escolha unica. Sejam aj fungoes reais definidas em ﬂqy

com

i j . . - . )
a. = ai , e definimos a forma quadratica IT por

n-1
i,3=1
: . o3 i .
isto nos permite definir as formas w o= 2 a, w CIL ZDM.
" j=1

. ; ; n ~ e
Para toda variedade Riemanniana Il , temos entao definidas

' P e " a ~
- w,ws , l1lg 1,3 &n-1, verificando a l- equagao de

estrutura.

- i 2
- a 12 forma quadratica I1* = J(uh)
- e uma 22 forma quadratica arbitrdria 11* = 7§ a§ wtwl o,
n-I| ;
com formas w; = Z a% w3 ,  que dependem da escolha
j=1 3

da matriz (a?)

Suponhamos (ue exista um difeomorfismc ¢ de 1 sobre uma
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, n N —
hipersuperficie S de E com formas quadraticas IT e I,

Il

tal que §¢ (I) I; ¢ pode ser extendicda a um difeomorfis-

v =, %k
no ¢ de 1%4 em 1D que preserva a forma quadratica I%.
5/ *J
~ v i i ps
Entao ¢ preserva as formas o, mj p lgi,jzn-1
definidas em I, . A demonstrag¢ao deste fato & inteiramente

n

- ~ . . . . -
analoga a que foi feita para hipersuperficies de E

NS formas W o 4 de 1D, verificam a segunua
(&)
§ 11 . -
equagao dc cstrutura dw? = 2 Mi A m; ; L&i,d€n, Gue
Jl o= >
podent ser reescritas, para 1 £ i,j € =1, cono
4 n-1  x 5 _ ) - n _J ~
éw: = ) w, hw, +Q, . , onde Q, .=, A sdo as
i Jo= i k i,3 i3 i n
formas ae curvatura de S .
Defininuo em H%l as formas de curvatura de node
: n-| I .
analogo, ou seja Q. ! = dwd - X w: A wl , aevereros ter,
1,] 1 - a2 k
- 3 wr\l— .
necessariamente SepQ. . = Q. . , pois
1,7 1,7
_ : n-1 y 3 ~
Q, . = dw? - S w. N Wy , e ¢ preser
1,7 i - i k -~
k=1
i .
va wj , 1 £ i, & n-1.
nas entao teremos -
56 (@ A w@d) = 63(T, .) =9
[ W = .oa) = 8., . >or um lado, e, por
() i n ¢ i, i, E / 1 1

R . ]
outro; 6¢(dwi) = dwj
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Existe entao neste caso uma maneira de definir as
~ il . - X
fcrmas U i=l,...n-1, ou, o que e equivalente, uma se-

7 . * 5 -
gunda forma quadratica II", ce tal modo que a seguncda cqua-

¢ao de estrutura seja verificada, ou seja,

|
. n I« J
(1) dod = ] w, A w, 1 ¢ i,j¢n-1 |
i £ i |4
k=1
n J oo
para tanto, basta que Q. . = w. A w r 1 g 1,7 ¢ n-1
1,7 i n
pois neste ceso
J n—1 : o k
cw, = we A wd o+ @ = ) w, A w) ’
i & i k i,J & i d
k=1 o=
i ~ ~ - A
as formas W sao entao construldas como segue }
= =i;3 -k —S =i, —i — =i =
temos Q, .= ) C It aw®, crrls (a, al - a- al)
i, b k,s k,s k 7s s k
lk<s
onde (gj) & a naatric Ce Ti¥ {ver IV.1)) s
e ~ * ; i
PRetiniwos entao I por uma matriz (uj) tal que
@ ad - FEd) o F=aldd o b e
k s s Tk k s s k
tewos entao
N s 1
. = $0. = I se
szllj S (§2 /]) w. A Wo - se
n-1 .
1 _ J e & i
wo = aJ w”, e cstas formas verificam as equa
1 ——
k=1

¢Oes de Gauss (1) .
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Se, alem disto, ¢ preserva I1 , entao tenos
N i ; —-i 7 1 .
Sp (@) = w , Ou seja, a.oc¢ = a. , e a seqgunda
n n j ]
~ - i
equagao de estrutura vale tambem para as formas W B

i=l,...,n-1, ou seja

gque sao as equagoes de Codazzi.
. = . < . .
Vimos entao que, se M pode ser isometricamente i
n N W a4 . o P )
mersa em L, existe, definica em M, uma segunda forma <cua

dratica II*® que verifica as equagdes de Gauss-Codazzi (1)
e (2).

Veremos a seguir que estas equag¢oes sao "condigoes
de integrabilidade" suficientes, pelo menos localmente, para
que M possa ser imersa isométricamente no espago euclidi-

®

ano :

VI.2. A IMERSAO ISOMETRICA DE UMA VARIEDADE RIEHANNIAMALVFI

NO ESPACO EUCLIDIANO EM

TEOREMA (Segundo Teorema fundamental das Superficies)

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n-1,

com primeira forma fundamental T e uma segunda fundamental IT

tal que II* = 6w (II) verifica as equagoes de Gauss-Codazzi

(1) e (2).
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Entao, dado peM, existe um aberto U de i1 con

tendo P e um difeomorfismo ¢ de U sobre uma hipersuper

ficie S de E7, tal que

S (T) =1 , S¢ (IT)

fl

sao as

=i
()
!
—

II, onde
duas formas quadraticas de S.

e
determinada uni

M

Além disso, a hipersuperficie S

; i .o R n
camente, a menos de um movimento rigido de E .

DEMONSTRACAQ :

Novamente consideramos | como o grupo dos 1movi-

: n . :
mentos rigidos de E . Demonstraremos a possibilidade de i-

mergir localmente o fibrado DDM em I, o que nos permitiré

obter S.
Para isto precisaremos do seguinte Teorema schre

grupos de Lie:

TEOREMA :
. - . - ~ | n
Seja G um grupo de Lie de dimcnsao n, w ;...,w
uma base das formas de G invariantes a direita, e sejam
i .
Cjk as constantes de estrutura tais que
S J k
do™ = ) C w? A w
,k
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao
1 n . . - . e
p<n,0 ;...,0 formas diferenciaveis sobre M que verifi

quem as equacgoes

det = Z c?k.ej N Ok, e tais que p delas

sejdm linearmente independentes.
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Entao, dado xeil, o G , existe um aberto U de Il

contendo x e ¢:U —> G uma aplicagao diferenciavel, in
jetora, de postce p, tal que
p(x) = o e
6¢(wl) = ot , i=1, ,n
DEMONSTRACAQ
Consideramos a variedade produto I1xG, n]:MXG — M
, M, iMxG — G
as duas projegoes.
Levantamos as formas Gl, wl, respectivamente por n] e M,y
ou seja,
= i i : i .
Gi = Gﬂl 0 , W = 6ﬂ2w , i=1l,...,n.
: 3 2 -~ v,i _i —i ~
e definimos as n formas de MxG '= 0" - w , gque sao
L.I.
Consideramos o sistema diferencial dado por (rt=0):
é um sistema de dimensao (n+p)-n =p 7
A - Este sistema é involutivo. De fato,
art = 4o - dg = A(sm,87) - d(Sn,et) =
= 6ﬂ](d01) = dﬂz(dwl) =
_ i J k .o i 3 ky _
GHI(Z Cjk 0 AN 0) onz( Cjk w? A w)
yelo @ T - o)

jk
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Somando e subtraindo ) C?k (09 & mk) ao segundo
membro, vem
art = Jci @ a 55 - B2 awt - wd Awme o+ o am)

= jch @@ -G e @ - ) A o)

= § C;k (67 A rk - g8 a1 que pertence ao ideal 7
gerado pelas rd .
B ~ O sistema diferencial (Fl=0)i:] a ¢, portanto, can
pletamente integravel. Seja,dado (x,0) € MxG, uma varieda

de Integral S de dimensao p passando por (x,0)

" é regular em (x,0) ou seja (dﬂ]i ) é
S (x,0)

injetora.

De fato, seja T € S , com (dmn ) (t) = 0O
(x,0) ! S (x,0)
entao
6 (1) = Sm, (07) (1) = 6 (dw, (1)) = O
Como S é variedade integral, rt (1) = 0-(t) - w(1)=0, e
(x,0)
portanto w'(t) = 0, i=1,...,n.

Mas entao

—1i i . - 1
w (1) = (dﬂz[T]) = O, i=l,...,n. Como as formas w sao
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una base das formas invariantes de G segue que dﬂz(l) = 0
entao dH](T) = dﬂz(T) = 0 e portanto 1=0. 1
Do mesmo modo prova-se que ", _ & reqular em (x,0)
(e
entao, do fato de (dm ) e (dn ) serem in
1 2 °-
S (x,0) S (x,0)

jetoras, segue que existe uma vizinhangca V de (x,0) em S,

sobre a qual @, e , sao injetoras. Consideremos  entao

¢ :ﬂ](V) —— G dada por ¢=:W2c m

¢ & diferenciavel e

1) ¢(x) = 0o 2) ¢ éinjetora
3) ¢ tem posto p (a dife
N rencial dun,v d('u_I )
V4 2 | )
|v‘ i (V)

¢ injetora)

Portanto ¢ € a aplicagao diferenciavel procurada

-

Podemos agora concluir a demonstragao do segundo Teorema Fun

damental.

Consideremos o fibrado de Darboux ﬂ)\ ca variedade Il. Sua
.
M
) n-1
dimensao &€ n-1 + ( 2 ) . Nele temos definidas as formas ol

<
~
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e as formas w; , 1 gi<j & n-1, que verificam
i i j i
(1) dw™ = Z wj A w i=1, ,n—1
=y J
J
e que sao linearmente independentes. Deflinamos w =0

Temos também definida uma segunda forma quadratica

II , tal que 6w (II) = IT* wverifica as equagdes de inte-
grabilidade. 1Isto &, se
5 n-1 ii 5 i
1" = ) aj woow , com a. =a, , as formas
b j i
i,j=1
i nolhoi g o
w_ = ) a. w verificam:
n L j
J=1
: n
& k
(2)  dw] = ) w Ao 1< i,j ¢ n-1
k=1 1 k

e
n
k
(3) dp = }oow A wi i=1l,...,n-1
= n
k=1
n i i
Temos entao definidas n+(2) formas w, i=1,...,n, mj,
1 i< 3j<gn e as equacgoes (1), (2), (3) podem ser rees
critas
[ 0B i
dw® = z wj A w, , i=1,...,n pois w =0 7
1= J
J
(4) <
i o i
dwj = kZ w. A wk 1 < i,j] £€n
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Consideramos agora H, fibrado dos referenciais ortonormais
n . L s n .
de E , que temos identificado com o grupo GM(E) dos movi
mentos rigidos. As formas de conexao de H serao denotadas
— i Iy ~ .. @ .
w wj , e verificam as equacgoes de Estrutura da geometria

diferencial Euclidiana

,

n

awt = 7 @) a el
2 Jj
J

5) |

n .

. -k =1

dw z mj A T

que sao as equagoes de estrutura do grupo GM(E), referidas

= ) _i i . : S oo .
a base w , wj das formas invariantes a direita.

Estamos entao nas condigoes do Teorema sobre gru-

n-1

5 )

pos de Lie: Temos uma variedade 1Dy de dimensao n-1+(

sobre a qual estao definidas formas que verificam as mesmas
n-1

equagoes de estrutura do grupo GM(E), e das quais n-1+( 5 )

sao linearmente independentes.
Pelo Teorema em questao, concluimos que, para todo

O ¢ ID e todo o € GM(E), existe um aberto U de D

M M

. ~ . - ny
contendo O e uma aplicagao diferenciavel ¢ :U

> GM(E) ,
injetora e regular,

\

$(0) =0

§S(TE) = wh 5?;‘%(5?) - w;
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Ou seja, $ € um difeomorfismo de U sobre uma subvarieda-

de D de GM(E) que preserva as formas definidas em ]DM.

Denotemos por :]Dlv1 » M e por T:H— ED res

pectivamente as projegoes dos fibrados Dy, e H.

Denotemos também por S o conjunto 7 (D)
Dizemos que uma aplicacao %: H%d——+ H é fibrada
se levar fibras de 1D em fibras de H, ou, mais precisa-

M

mente, se existir uma aplicagao ¢: M —> E"  tal que o dia-

grama _$

DM —_— f

T T seja comutativo

¥
M —F En
¢

Provamos agora que $ : U > 1D obtido acima &
uma aplicagao fibrada. Uma fibra de 1D é caracterizada pe
lo fato que, ao longo dela, as formas w'  sdo nulas, e, de

mesmo modo, uma fibra de H & caracterizada por T =0 (ver

I, observacgao 4).

Podemos entao considerar as fibras de I%d como va

riedades integrais do sistema diferencial (wl=o), que & in-
- i i i
volutivo por causa das equagoes (4) dwt = - ) wy A wl o, e,

portanto,; completamente integrdvel. N

Do mesmo modo as fibras de H sao variedades inte

grais do sistema diferencial (@' =0) que é completamente in

tegravel em consequéncia das equacdes (5).
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i .
Como % preserva as formas w , uma subvariedade

de BDﬂ € variedade integral de (wl=O) se & somente se $

a leva numa variedade integral de (m¥:o), ou seja, $ leva

fibras de ]D1T em fibras de H,

Existe entao uma fungSo ¢, injetora, de 1w (U) em

S, tal que o diagrama

¢

Ug——m 1D

m T & comutativo (¢ =m(§(n ' (P)))
+
m(U) ——— S B
[0} ou seja, ¢ oM = To $
m(U) & um aberto de M contendo P = w(0). Para
concluir a nossa demonstragao basta entao provar que ¢ e

uma aplicagdo diferenciavel, regular, e que S & uma hiper-

superficie de E" cujo fibrado de Darboux & justamente 1ID.

¢ sera entao‘um difeomorfismo de w(U) sobre S,

% a extensao deste difeomorfismo, e teremos 6% (f*) = I*,
— e * _— —_— ~ - .

6$(II ) = II', onde I e II sao as formas quadraticas da

hipersuperficie S.

De fato, ¢ é diferenciavel pois todo x de w(U)
estd contido numa vizinhanga V sobre a qual esta definida

uma segdo o diferenciavel.

Mas ¢ = ¢oomMoO E'o$ o0 em m(U) NV e por
tanto ¢ & diferencidvel pois ¢ o &.

L -1 - L. . = .
DO mesmo modo ¢ e diferenciavel. 1Isto se veri

fica tomando uma segao T sobre um aberto de S, oque per
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mite escrever

¢—l = ¢—l° TolG = 1o k—lo 0, que é diferenciavel
) g = _ ;

pois ¢ e um difeomorfismo.
Entao ¢ & um difeomorfismo de um aberto de M emn ok e
portanto

¢ (m(U)) & uma hipersuperficie S de E".

IFinalmente, todo elemento de 1D pertence ao fi-

. . _n -
brado IDS da hipersuperficie S. De fato, ¢ nula
D
pois 5%(5“) =" =0, e portanto
n-1
dX| = z wh et ;, O que significa que, para todo
D i=]
ponto p e ID, p = (p, gl,...,én),' os vetores él""én—l
pertencem a Sp' ou seja, p € HJq. (de fato os valores
de dX pertencem a S )3 i1sto significa que ¢ € o di
™ , P -
feomorfismo desejado de uma vizinhanca de P em M sobre
- n, .

uma hipersuperficie S, cuja extensao ¢ aos fibrados IDM
€ ﬂ)s preserva as duas formas quadraticas.

A unicidade a menos de movimentos rigidos seque do
19 Teorema fundamental. Se ¢, ¢' sao difeomorfismo de UeM
en. superficies S, S , o difeomorfismo d' o ¢—I: S > S

preserva as formas quadraticas de S e S e portanto exis
te um movimento rigido que leva S sobre S
Notemos que a escolha de o ¢ GM(E) no inicio da

demonstragao determina o ponto ¢ (P) ¢ S e o espaco tangen
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te a S neste ponto. Portanto a unicidade a menos de movi

mento rigido pode ser reformulada como segue:

- n .

Dado ¢ ¢ E" e um subespagco V de EO de dimen
sao n-1, existe um UGnico difeomorfismo ¢ nas condigoes e-
xigidas tal que ¢ (p) = 0 e S, =V

E importante observar gque o resultado acima & geralmente
apenas local.
Uma Superficie Riemanniana pode estar munida de segunda for-
ma II satisfazendo as equagoes de Gauss e Codazzi, mesmo que
ndo seja possivel imergi-la isométricamente no espago eucli
diano como hipersuperficie.

Um exemplo & dado pelo "Flat Torus":

Consideremos o ToOxro T como espaco quociente de

w2 pela relacao de equivaléncia p v <==> g = T rl(p)
4

onde Tm,n indicam as translagoes de IR2 per vetores de coor
denadas inteiras m e .n. Seja u: HQZ -—> T a aplicacao
quociente.

T pode ser munido de uma estrutura de Variedade de

dimensao 2:

Cobrimos IR por abertos V., tais que V.NT (v,) =< ,
i i m,n i

vm, ¥n € Z (quadrados de lados paralelos aos eixos e de com

primento 1, por exemplo), ou seja, tais que seja inje
Vi
tora; e munimos T do Atlas maximal contendo as cartas
_] 2
(m(v:), 0.) onde 0, = (m ) . Entao 1n:IR"—— T & um
i i Gl v
i

difeomorfismo local (é uma aplicagao de recobrimento). As mu



dancas de cartas sao Translacgoes T . , © portanto sao C .

T pode agora herdar do plano uma métrica Riemanni

ana, bastando fazer da aplicagao 7 uma isometria local .
Dado P ¢ T, definimos em Tp a métrica < ,>p = 66i(< , >)

. i 2 .
onde <, > denota o produto interno usual em 1IR". Esta de

finigao independe da carta ei escolhida pois as mudangas Ge

cartas sao Translagoes de H?Z, ou seja, isometrias.
Notemos que entao T ¢é localmente isométrica ao

plano, e que, portanto, sua curvatura Gaussiana é nula.
Munindo T de uma segunda forma qguadratica II iden

ticamente nula, temos verificadas trivialmente as equagCes de

estrutura:
] 2 1 o 1 1
wo o, w o, wz ,verificam dw = w A w.,
|
’ dw = 0
2 2
dw = w A m]
1 2
e as formas nulas m3 = w3 =0 fazem com que
3 .
dw. = z w. A w; , 1 <4i,3 ¢ 3 .
k=1 1
No entanto nao podemos ter um difeomorfismo ¢ de T sobre
uma superficie S de ok preservando a métrica de T. De

fato S seria uma superficie compacta tendo portanto um pon
to cuja curvatura Gaussiana & estritamente positiva, o que é
impossivel, ja que T tem curvatura K constante e igual a

zero, e que ¢ preserva este curvatura.
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VI.3. UMA VERSAO GLOBAL DO SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL

Podemos porém assegurar que o Segundo Teorema Fun-
damental se aplica globalmente a variedade Riemanniana il in
teira, se introduzirmos a hipotese adicional de que !N & sim
piesmente conexa.

Neste caso extenderemos o difeomorfismo ¢ local
obtido em VII.1 a variedade M.

O resultado pode ser enunciado como segue

PROPOSICAO: Seja M uma variedade Riemanniana Simplesmente
conexa de dimensao n-1, sobre a qual esta definida uma se-
gunda forma quadratica que satisfaz as equagoes de Gauss e Cc

dazzi. Dados 0O ¢ M, P ¢ ET e um hiperplano V de EP

existe uma Unica isometria ¢ de 1 sobre uma hipersuperfi

cie S de En, com ¢ (0) = P, Sp = V, e que preserva as for

mas quadraticas ue Iil.

DEMONSTRACAO: dados O, P, V como nas hipéteses, temos uma
Rwerd o g ’ ) "
abertonUo de M sobre uma hipersuperficie SO de E pr<

cservando as formas quadraticas e verificando ¢O(C) =P ;
s = V.
o
P
Extenderemos agora a imersao ¢o a toda a wvarie
dade M. Seja entao (O € M, e seja vy :fO,l] — M um arco
ligando O a (. Para todo ponto x de y([o,lj) existe

uma vizinhanca UX em M sobre a qual pode ser definida uma

. o n . L .
imersao em E satisfazendo as condicoes desejadas.

O compacto y([O,l]) pode ser coberto por um con-
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junto finito Uo’ U]""’UP destas vizinhancas.

A unicidade, a menos de movimentos rigidos, da imer

. - ~ n
sao ¢ garante que existe uma sO imersao ¢]: U] + E que

a

ccincide com ¢O em UOP\U] . Podemos entao indutivamente
escolher em Ui uma imersao ¢i que extenda as anteriores,

g Y3

e assim obtemos ¢ : -+ 1 nas condig¢oes desejadas,

Iz =

i

e que & uma extensao de ¢, : obtemos assim o valor ¢(€).

v

Da simples conexao de M segue que ¢ (Q) nac de
pende da escolha do arco vy ligando O a (. Seja de fato

6:[0,1]———6 M um outro arco ligando O a ¢, e ¢ a exten
sao de ¢, ao longo de 0, construida como acima.
Seja I : [O,l] X [O,lI —» M, uma homotopia entre

Yy e 0, isto &, TI' é continua e

1(th) = 0

—
o
)
|
=&
0

» M o caminho T (t,s), s €[0,1]

Denotaremos vy, = [0,1]

A extensdo de ¢O ao longo de Yi pode ser efetuada como

acima, e chamaremos ¢t(0) o valor desta extensao em ®)

¢t(Q) é uma func¢ao de [O,l] en En, e temos entao
9 (Q) = ¢_(Q) c (D) = (D)
Seja t C[O,l] , ¢t a extensao de ¢O ao longo
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da curva Yt , e Vo’ V],...,Vy os abertos considerados
O ~

em Yt(|0,1|) para construir ¢t Da unicidade das imer
o

soes locais obtiuas no segundo Tcorcma Funaamental, se;ue

que, se « ;Lo,lj —> o & um arco ligando O a © cornl

k
a([O,l])Cﬁ U Vi' a extensao de ¢O ao longo de o coinci
i=0

de com ¢t ;

o
Consideremos entdao o aberto & de I = [0,1] x [0,1] dado

- k- ;
por 2 =T (U, VN I'(r)). Este aberto conten {tO}K[O,l],
e como o intervalo [O,l] é compacto, existe um aberto
}to~ £ to+c [ tal que ]to—c, to+ﬁ[x[0,l]tjh. Entao,
para todo t € ]to—e, to+e[, o arco Yy, tem imagem contida

k
en igO Vi’ e portanto a extensao de ¢O ac longo de Yy
coincide com ¢, Em particular, para todo te ]to—e,
o
to+€[, ten se (f)t(()) = (])t (D)
o
A aplicagao t —— ¢t(Q) é, portanto, localmen

te constante. Como [O,l] & conexo, ela é& constante, e pcr

tanto ¢O(Q) = ¢](Q) , ou seja,

G (Q) = P ()

Portanto, o valor ¢ (Q)independe do caminho Yy es

w ~ B n . ~ o
colhido. Temos entao definida ¢ :M-—> E , imersao isometri

ca que preserva a segunda forma fundamental, e que extende
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¢+ Segue da propria construgao que ¢ € unicamente deter
minada por q>o, ou seja, pela escolha de ¢ (0) = P e de
V=5
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CAPITULO 11

O problema resolvido no capitulo anterior para o caso das hi
persuperficies ¢o espago Euclidiano tem a formulacdo geral se-
. _ s . . .
guinte: Dada uma variedade Riewanniana M e conhecido o seu
grupo G de isometrias, determinar invariantes gue caracteri
zem, a menos cde um elemento de G, as subvariedades de I, de
dimensao n-1.
) n n . : .

No caso M = I’ , obtivemos estes invariantes (a sa

ber, as duas formas quadraticas) identificando G com o fibra
. ; n ~ .

do dos referenciais ortonormais de E : pudenos entdao consi-
derar o fibrado de uma hipersuperficie como uma subvariedade
de G, e transferimos assim para o grupo G o problema de de
terminar estes invariantes.

Expomos a seguir, pelo mesmo método, a caracteriza

- . o 2 ! ~
¢ao das curvas de uma superficie 1 a menos de congruencias,
. 4 , ; 5 2

cu seja, a menos de is metrias de 1.

Para que o método do referencial movel se aplique da
Imesma maneira aqui, precisamos identificar o fibrado H%d dos
referenciais de M ao grupo G das isometrias de II. Deve
mos entao impor que G atue transitivamente sobre 1 e istc
acarreta que M deve ter curvatura constante. ]

v

Damos entao a seguir uma caracterizagdo das curvas
tragadas sobre uma superficie i, homogénea (isto &, sobre a
gqual o grupo G das isometrias atua transitivamente) e, por
tanto, de curvatura constante.

Nos paragrafos seguintes, damos um exemplo para 1

nos casos K=0, K>O e K<0O, descrevendo-lhe o grupo de iso
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metrias, e vemos como se aplicam a estes casos os resultados
obtidos.

Finalmente mostramos que se M ¢& homogénea e sin
plesmente conexa, entao ela & isométrica a uma das trés su

perficies estudadas anteriormente, e que, portanto, os resul

tados obtidos se aplicam a M.
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1. FORMAS DE CONEXAO E EQUACOES DE ESTRUTURA PARA M

Seja entao M uma superficie Riemanniana Conexa,

orientada e G o grupo de suas isometrias. Denotamos b, o
seu fibrado de Darboux. Vimos no capitulo I que (ID,, M, 1,

0(2, IR)) é um fibrado principal diferenciavel de dimensdo

3 e grupo estrutural O0(2, IR).

Definimos as formas diferenciais m] e wz em
IDM por
] > 2 > B >
dm| (1) = w (T)e] + w (T)e2 onde TE:H%I . p=(P,e|,e2)
P P
Isto equivale a colocar
1 >
w (1) = <d'”(T)le|> > >
j& que (e;,e,) & uma base orto
mz(T) _ <dﬂ(T)’g 5 normal de !

2

Sabemos ainda (Cap. I,VI 1) gue existe uma, e uma

- ] § gz
so, forma w en I@i’ verificando
2
7
1 1 2
dw = AN w - ~
| o g e que e a forma da conexao de
' 5 | Levi-Civita associada a mé
dw =-w, A w

2 trica M.

~ ] = . S
as tres formas w , w, w sao diferenciaveis e formam uma

*

M
p

1

base de D em cada p € D Supomos agora que a agao de

M

G sobre IDM , dada por

(P,g],gz).o = (o(P), do(é]),do[ézl) é simplesmente transi
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tiva; e temos entao fixado P € H%, um Gifeomor £isno

,1 i

b : G > 1D
q M
¢ 0 > Pp.o
que permite identificar G e D, - Veremos agora que as
| 2 [ i -
tres formas w , w , W se transferem por ¢ a uma base

2

das formas invariantes de G:

PROPOSICAO: as formas w], wz, w; sao invariantes sob a
acao de G.
Dem Seja o0oeG e RO:H%4——+ I%a dada por Ro(p) = po
~ > -> > >
entao RO(P,e],eZ) = (o(P), do(e]),do(ezJ) e portanto
e R = 0.
Ry
I%q —>ZDM
m ﬂ dai seqgue que
g N/
K H do o QH’ = dﬂ’ ¢ dRO
mip) P R _(p) P
para todo referencial p ¢ H%j
Seja entao p= (P, é], éz) e calculemos os dois
membros da igualdade acima num vetor T taﬁgenté a B)M em
2 0
Temos
do e am| (1) = dmu e dRo {1) cu seja
mT(p) o) P.o |5
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1 2 1

- <+ -
do (w_(t)e, + w _(tle ) = w (dR (1)) dol(e,) +
T (p) P | P 2 p.o o D 1
2 ) -
+  w” (dR (t)) dole,)
po o 2
p
donde vem
'(t)yao (& 2(1) do(é,) = (AR | (1)) do(d,) +
wp T)do el) + wp T ole, = mpo - r o el)
P
+ 0’ @r_| (1)) do(2,)
950 0! T do (e,
p
como do e um isomorfismo, do(él), do(é?) é uma base de
Mo(p] e portanto
Lo L o@r | o) |
w (1) = w R T ou seja
p po 0 B J
i i
SRo(m ) = W i=1,2,
provando que de fato w] e wz sao invariantes por G.
A invariancia de w; segue da de g e wz e das igual
dades
7/
dw = w; A wz
de = —w; A w]
Portanto G e H%q sc identificam e além disto é¢(m]),



6¢(m2)

1

e 6¢(w2)

G. As equagoes de

ou seja

tante,

dw

dw

de

2

M)

sao
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formam uma bhase das formas invariantes de

| 2 |

estrutura verificadas por A Y
1
AN w
b 2 e
e dmz = - RKw A w (onde K ¢
2
AN w

a curvatura Gaussiana, cons-—

portanto as equagoes de Maurer-Cartan de G.
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17. CURVAS SOBRE i - CURVAS EM DW

Seja C uma subvariedade conexa, de dimensao 1,
de M. As cartas locais de C sendo curvas, consideramos
simplesmente C sendo dada por uma fungao diferenciavel, re

gular, vy :]a.b] — M, Ja,b[& R .

0 fibrado de Darboux IDC é entao

[ s

(y(t) e )] t bl , e, ja 1D o
1 Y reyr el te la/bl , e, ¢ Cogy] ©Ou seja - C Dy
é descrito por
L _ o (t)
D, = (y(t), e, e,) |t e |a,b], g,= % -
] Y(t]ll

entao (I%:, C, m) é um fibrado principal diferenciavel, ce

grupo estrutural O(l, IR) ou seja {+1,-1} e portanto de
.
dimensao 1.
Suas duas componentes conexas correspondem as cduas

orientacGes possiveis da curva C. Consideramos, no que se

gue, apenas a componente conexa

v (t) \
IREEA I

/

IDZ== (y(t), & ,52)|t:€ |a,bl, gl =

|

- . ~ Ce
que corresponde a orientagao "positiva de C.
Entao BDE pode ser considerada simplesnente co-

mo uma curva tracada sobre a variedade de Darboux de M, ou

seja, como uma fungao ﬂ)Y;Ja,b[ — I%?

————



v (t) R 7
t — (y(t), —mm8— eZ(tJ) onde e (t) & o
s 2
|y ()]
tnico vetor que faz de ILY(t) um referencial direto.
. R -+ - | 2
Determinamos agora as restricoes a I)C das formas w , w ,
] .
w, , ou seja
1 . ] 2 B 2 s !
W i = SD (w) , w o= SID, (w™) ) = ¢ID, (w))
™ Y D ¥ D '
€ c c

+ - . . = .
Como H)C e uma variedade de dimensao 1, que consideramos

*

como a curva Iﬂ,(t), t € |a,b| , o espaco IDZ tem dimen
P
~ + _ ) 1 ? 1
sao 1 Vv p ¢ D e portanto w l LW N Wal
' D m, ' /D
c c c

sao multiplas da forma dt.

Temos entao trés fungoes a,b,c: ]a,b[ + IR ve
rificando
]
w I L, = af(t) dt
D
c
2
W ‘ = b(t) dt
:ﬂ)—'_
m;_l , = clt) dt
1D
c
- a funcdo b(t) é identicamente nula, ou seja, 0? =0
1D
C
De fato, temos w.ID = vy e portanto

v



dn(ID_) =y = ||Y{l.é poie & —
Y ' [T
i i
.I._
portanto, V 1 € ])c , temos
P
1 - 2 5 A
dﬂl () =w () e + w (t)e, e
D
a:
dm (1) ¢ ndltiplo de él
D
Dal segue que w(t) = 0, e, portanto, b(t) = O
. - as iz, , - L . .
- a fungao al(t) ot , onde s ¢ o coupriwento de
. - I . . _
arco da curva Y: disto e, w ; . = ds se tomarmos S
D
C
como parametro de .
De fato, de 1. H)Y = v, tewmos, ja que b(t) = 0O
2 ? [ 1 > | >
dﬂ(IDY) =¥ Y e = (ﬂ)y)ol
. [N :
donde scgue w (HDY, = ]y
. . +
cu seja, para todo vetor =1 tangente a IDc no ponto
p = I)Y(t), temos 1 = x]DY ¢ portanto
] o RN |
w (1) = xw (ID_} = x|] vy (t)]
1 - - .
a forma w | + e portanto em todo ponto dual do vetor tan
D]



gente unitario a curva Yy, e portanto

w =ds , COMO queriamnos.
Podenos consicerar a curva 7Y CcoOmno senco parametizada por
. . v, ¥ [ 2 "
comprimento de arco, ou seja, ||y(s);i= 1 Vse |a,b|. Teuos
entao
] 2. _ 1 _
) 3 = a(s) ds , w 5 = b(s) ds e mzl 5= c(s) ds.
D D D
e C c
Provamos acima gue neste caso af(s) =1 , b(s) = 0.

- Definimos c¢(s) cowmo sendo a curvatura gecdésica de 7Y ho

ponto v (s), que denotarewos kg(s). Esta fungao de s, due
generaliza a nogao ae curvatura de uma curva plana , esta
benm definida se M e C sao orientadas, e muda de sinal se

nudarmos a orientagao de M ou o sinal de ds.

Temos entao
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IT1. CARACTERIZACAO DAS CURVAS DE M A MENOS DE CONGRUENCIAS

Teiwos gue duas subvariecades de i, de dinmensao 1,

sao congruentes se, e sownente se, as restrigées as duas sug

1 2 |

variedades ca formas w , w , w, forem as iesiaas.
iais precisamente: sejam C e C' duas subvarie
dades Ge I de dimensao 1, e £:C — C' uma aplicagao di-

ferenciavel, que se extende a uma aplicacgao f:H%:—w+iD

&
Entdao C e CC' sao congruentes se, e sonente se,
/
éf(m'l L1 = w]| . @f(wzi RIEE
o, £15 D, D
c c c
o
e Gf(wll ) = m]
2 ID+I 2lﬂj+
c c
.
Teluos
w] = dg wl' = ds'
= , | -
ot ¥
c c
wz’ g = wz + = O
1D D
c c
w]‘ = kg(s)ds e wll = kg'(s')ds'
2 ]D:; 2‘]]3;,

L condigdo necessaria e suficiente (1) se exprine entao
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§f(ds') = ds
’
e k ge f = kg
Ou seja, auas curvas e il sao congruentes se, e

somente se, elas tém o mesmo comprimento de arco e a mnesna

curvatura geodésica.
Podemos entao enunciar:

PROPOSICAO:

+ 1 duas curvas reqgulares,

Sejam- y e y':]a,bj

parametrizadas pelo comprimento de arco. Existe unma isone

. L
tria o € G com Y = 0y se, e somentce se,

kg(s) = k g%s) V s € ]a,b[

Da mesmna maneira, o teorema da imcrsao iscuetrica  var  acui

O seguinte enunciado

PROPOSICAOQ: Seja kg: Ja,b| — I ura fungao derivavel.

Entao existe uma curva y: ]a,b[ » M, parametrizada por com
primento de arco, cuja curvatura geodésica € dada pela fun-

cao kg. Uma tal curva & Unica a menos de isometrias de 1.
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V. EXEMPLOS

Veremos agora umn exemplo da variecade !1 e de seu
grupo G de isometrias para cada um dos casos K=0, K-0,
K<O.
O caso K=0 se reduz a estudar a geometria co pla
2

no ®R°. O grupo G & entao o grupo dos movimentos rigidos

do plano. O fibrado M 2 é& trivial, ja cue o campo de re-

. 2 - a
ferenciais (P,g],gz), PelIR™, é] = (1,0), e, = (O0,1) e
uma secgao. As formas wl, wz sao as "duais" de El’ éz,

e temos w; = 0.

A curvatura geodésica de uma curva & simplesmente

a sua curvatura, ou seja, a fungao k(s) tal que

.

T = k(s).N onde T(s) & o vetor tan-
gente unitario a curva e N(s) o vetor tal que (I,N) & uma
base ortonormal direta.

Os resultados estabelecidos acima se reduzem entao
ao teorema das curvas planas, cue determina uma curva pela
sua curvatura.

As curvas sobre as quais G atua transitivamente
sao as de curvatura constante, ou seja, as retas, que sao as
geodésicas, e os circulos do plano.

Para K>0O, considererios SZ={(x,yz)aﬂi3ix +y2+z =1}

como superficie Go espalo euclidiano BQB, isto &€, con a mé
. . - 3 . e 2 _
trica induzida de IR”. Crientamos S com o vetor nornal

= . . . - > -
unitario exterior, isto e, e3(P) = (x,y,z) onde P.x,v,z).
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! B ] 2 | - L
As formas w , w , mz e Sz sao as restrigoes
2 ] 2 | .
a S das formas w , W , w, de H{B .
o : o
Como o vetor e3 pode ser considerado como o ve-
. -~ = -,¥> == . .
tor posicao X (p) , temos ue3 = dX e portanto as primeira
e segunda formas quadraticas
I = <dX_,ax > , II = -<de,,dX > sao opostas, isto &
P P P P 3 p
I = - II
P P

¢ ; 2 . .
portanto todo difeomorfismo de S (que preserva a primeira
- = : e . e
formalpreserva, tambén, a segunda; ou seja, a esfera 5 e

& i . ; , 2 . N «? ,
rigida: toda isometria de S é restricao a S de uma con
gruéencia de HQB que deixa a esfera invariante.

; . . W
Tenos portanto que o grupo G das isonetrias e S

= : 2 = & | -3' v - s
é o grupo dos movimentos rigidos ce E que deixam a origem

fixa, isto &,

G =,0(3,1R) J

. o= g a ] s
Por outro lado, a aplicacgao de3 se reduz a identi

dade pois dEB = dX. Segue due
JE I - " 2 - _ 1% B I - i 2 7
deg = wj e wy e, = dX = W e w" e, e por
tanto w] = w; 7 w2 = w%
donde :
1 1 3 ] 2 . A
dwz = wg A wy, = mw N w , 0 que significa que
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A curvatura geodésica de uma curva y(s) tracada

sobre a esfera tem a seguinte interpretacao. Se (y(s),é](s),

gz(s), 33(5)) é a curva I)Y(s) tragada em IDSZ, é](s):+(s)
e

?:1(5) = y(s) = kg(s) éz(s) + (363(3), Ce IR

Ou seja, kg(s) & a componente da aceleracgao de Y
tangente a esfera.
Duas curvas sao entao congruentes se esta componente for a
mesma para ambas.
As curvas de curvatura constante sdo os circulos tra
¢ados sobre a esfera, pois O(3,IR) atua, transitivamente so
bre eles. Os circulos maximos sdao os de curvatura nula, ou

seja, as geodésicas da esfera.

1V.1. O SEMI-PLANO DE POINCARE

pPassamos agora a dar um modelo para a variedade Il
no caso K<O.

v 5 2 .. - ;
Consideramos o plano R , e sobre ele definimos a metrica

2 dx2 + dy2 N <§,§>
ds™ = ou seja <«Kv_,w >>= - onde
yz PP y
< , > denota o produto interno usual e p= (x,y) = H22 .

Esta forma quadratica é definida e regular no se-
ni-plano y>0O
Definimos entdo o semi-plano de Poincaré como sendo O seni-
-plano y>0 munido da métrica riemanniana acima, e O denota

mos por P.
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Notemos gque em cada ponto p & P temos

<<

. . ~ ; 2 - - ~
ou seja, a inclusao 1i:P — IR ¢ uma transformagao confor

. . . 2 PR ;
me se considerarmos P com a métrica ds definida acima e
2 - . ) . . . -

R com a méetrica usual. Em particular dois vetores u e
> = . ~ '
v e P sao perpendiculares se, e somente se, o [orem, consil
p =

2

derados como vetores do plano IR .
Consideremos agora o fibrado B)P dos referenciais

ortonormais de P. Sabemos que (B)p, P, un, 0(2,IR)) & um

E.F.P.D.. Vejamos agora que este fibrado é trivial.

De fato, = admite uma secao global sobre P: oOs
campos de vetores o e s sao, em todo ponto, per-
9 X Ay
pendiculares. DBasta entao considerarmos
o:P > ]Dp dada por
— B,y =2 : | )
2 49X Y Ty .
P p
o & uma secdo, definida sobre todo P, da proje-
gao 1w e portanto IH? é um fibrado trivial.
. T . = 1 2
Isto vai nos permitir determinar as formas w , W ,
wl sobre 1D .
2 >
. _ d _ d .
Sejam a, = y —— , a, = Yy — campos sobre
X ay
P. Em cada ponto peP, temos (p,a],az)g LDP :
Sejam e], 62 as formas de P duais de a, , a,

em todo ponto, entao temos

d A
I 0, = _3?_ 0, = ngf—- e portanto
1)
de, = : bie =
} | =+ - axAhdy e do, =0
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Por outro lado OI A U, = —lir dx A dy e portan
to
de] = 9] A 62 e d02 =0

. 1 .
Para determinar w, , notamos que, dado T ¢ IDP .

an(t) = m](T)EI + m2(1)32 onde p=(ﬂ(p),él,é2)

= 0, (dn (1)) a

i + Oz(dﬂ(T))gz

|

Seja G € [O,ZW[ o angulo entre él e 31, ou seja,

o numero real verificando

p
w](T) = CcoOSs aOI(dﬂ[T)) + sen « Oz(duﬁ|ﬂ
25 4
w (t) = sen(xol(dﬂ[r]) + cos Uz(de{H
NG
o & entado uma fungao de I~ en R

denotando mais simplesmente as equagoes (2) escrevemos

l w = COos adﬂ(01) + sen(xdn(oz)
2")
| w2 = sena Sw(ol) + coscxén(oz)
Verifica-se diretamente de (2') que w] A mz =

| .
=ém(6, A 6,) ; procuramos agora uw, veriiican

6ﬂ(6]) A Gﬂ(ez) : )

do

dwz =*w; A w
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Para tanto derivamos exteriormente as equagoes (2').

Denotamos, por simplicidade, St(0,) = 0 6“(6}) =g

| | 2

entao

-sen oda A @l + cosa dgl + cosadao h 0, +

Il

dw

+ Senuxdﬁz

da A(-sena 51 + cos<102) + cos u(5IA52)

da A w2 + cosaQ w] AN w

Il

do mesmo modo temos

dwz = - daAl m] - sen(xw]A wz
Basta entdao tomar m; = d o+ 5] = da+ 6”(0])
De fato teremos,
dw]= w, N wz - | 9
pois do + O] = da+ (cosow —-sentw )
2 1 ]
dw = W, A w
i |
! i
temos entao } w, = dat GH(O])R
|
e portanto
| _ o _ 1 2
dwz = d(&ﬂ(@ll) = GW(dO]) = dn(()I A 02) = w A w
portanto
1 2 -
dmz = W A w e entas K--1
Passamos agora a procurar o grupo G das isome-

trias de P. Para tanto sera Gtil considerar P como parte
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do plano complexo ou seja P={z¢cC | Im(z) > 0}

Considerada como fungao complexa, wna isonetria
f:P — P & uma transformacao conforme do semi-plano

{Im(z)>0} sobre ele mesmo. De [ato, vimos que a métrica

ds2 é conformemente equivalente a de IRZ, e portanto uma iso
metria f:P —> P preserva angulos do plano complexo.

Sabenos, porém, da teoria das fungées analiticas ,
que as transformagoes conformes que preservam orientacao sao
fungbes analiticas (pois sdo diferenciaveis e sua diferencial
é uma semelhangé), e que as outras sao compostas das fungoes
analiticas por uma simetria em torno de um eixo.

0 grupo das isometrias de P que preservam orien-

tagcao & portanto o grupo dos isomorifismos da semi-esfera comn

az+hb a b l
] Fez —> — ldet >
plexa Im(2)>0, que € o conjunto ([:z cz+d‘uet ¢ d OJ
L

az+b
De fate, se f(z)= 2 = —— , temos, colocando 7z = X +1iY

rcz+d

Yy = Y ¢ portanto Y>0 <=> Y>O.
2
|cz+d |

~ + - ~
Denotamos entao por G o grupo das fungoes

az+b a b
f:2 — ——— , >0
cz+d c  aj

Denotemos por S a siwmetria S(x,y) = (-x,y) que é, clara
mente, uma isometria de P, que inverte a orientagao.
. ~ . +
Concluimos entao que o grupo G gJgerado por G e

S é o grupo de todas as isometrias de P.



Devemos agora verificar que

sitivamente sobre B)p

~ 4
Seja entao p= (

normal de origem (x,v),

dado pelo ponto i= (0,1)

£

>

a fungao 32

Il

e além disto [(x,y)

temos entao um elemento de

Por outro lado, seja V.~ d

pois

dz
dr (

—~ /
entao; se e p

P

funcao F. f leva p’

de orientagao contraria, basta tomar

e considerar a composta

_x+iy—x_

sao referenciais de mesma orientacao,

sobre

-92-

G atua simples e tran

>
(x,y), Vv

->

\4 um referencial orto

] i

>

e seja p (i,el,gz) o referencial

e pelos vetores

(0,1)

pertence a

= i = (O/l)

Y

G que leva (x,7) sobre i

1

£ i o angulo entre v

=

D (X,y)

tg

+
G

pertence a

e, além disto, temos

a

P Se p for um referencial

0 referencial 5

P
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G é, entao, transitivo nos referenciais. De fato,

! . . ‘
dado p ¢ ID , existe um elemento de G que leva p em P .

|8
i X .
Isto acarreta claramente que, dados p e p'e DDp, existe
o £ G com p.o=p"

-

Para verificar que G atua simplesmente transitiva

mente nos referenciais, suponhamos que £f£:P —— P e uma 1iso
metria de P, que deixa o referencial p:([x,yJE,G) € IDp L1
xado.
Entao
f(X,Y) ()&/Y)
df' (4) =1
(x,y)
e portanto df = Id.
(x,v)
a | (V) = v
(x,y)

Portanto f deixa [ixo qualquer referencial comori
gem em (x,y).

- . . [ ; ;
Como £ e uma isometria e w, e invariante por i-

sometria, f preserva geodésicas. Em particular, T deixa
invariantes as geodésicas que passam pelo ponto (x,y), e dei
xa cada ponto destas geodésicas fixo.

Para provar que £ & a identidade, sO nos resta ve

rificar que todo ponto pode ser ligado a (x,y) por uma geodée

sica:
Uma curva Yy tragada sobre P & uma geodésica se
1 . . | -
W, = 0. Vinmos que w, = da + 6ﬂ(O]) com as notagors usa-
D
¥
das acima: Suponhamos que Yy poss: ser parametrizada por

y=y (%)
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Ao longo da curva IDY , temos a(x) = arcotg y'(x)
e a condigao w; = 0 é entao

1 1
w, (x) =o' (x) + du( ~———) =0, ou seje

y (%)

. 1
(arctg v'(x)) + — = 0
v (x)

| ———

‘ yy" +y'2 +1=0

esta equagao diferencial pode ser integrada, ¢ obtemos

1
Ao g2y %o 21y = este

Uma segunda integragao fornece
(x-a) " + y~ = cste

isto é, as geodésicas consideradas sao semi-circulos cc. cen
tro no eixo dos X.

As outras, isto &, aquelas que nao admitem uma pa-
rametrizacdo da forma y=y(x) sao as seni-retas verticais

X=cste.

Entiao as geodésicas de semi-plano de Poincaré sao

as semi-circunferéncias com centro no eixo dos x e as se-



e

mi-retas verticais e vé-se claramente que dois pontos quais-
quer de P sao ligados
por uma, e uma sO, destas

geodésicas.

A 7

D' sto podemos concluir que uma isometria f:P — P

que deixa um referencial de IDp fixado é a identidade. De

fato vimos cque f deixa fixo todo ponto sobre as geodésicas
passando pela origem do referencial. Como todo ponto é liga
do a este por uma geodésica, f deixa todos os pontos fixos,
e portanto é a identidade.

Portanto G atua simplesmnente transitivamente so-

bre IDp e nossos resultados sobre congruéncia de curvas se

aplicam a esta variedade; ou seja, duas curvas de P, para
metrizadas por comprimento de arco, se deduzen uma da outra

. : = |
por um elemento de G se, e somente se, a forma W, = do +

+ 6n(8]) for a mesma quando restrita a cada uma delas.

I"inalmente, as curvas sobre as quais G atua tran
sitivamente sao as de curvatura geodésica constante. No caso
kg = 0, obtemos as "retas" da geometria hiperbdolica, ou se-
ja, por um ponto fora de uma geodésica dada, passam infini

tas geodésicas uisjuntas ca geodésica dada

VI. 0 CASO DAS SUPERFICIES HOMOGENEAS E SIMPLESMENTE CONEXAS

Mostramos aqgui que se, além de ser homogénea, a su



perficie S & simplesmente conexa, a id

(I e IT)) entre M, e G & possivel e
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entificacao feita (ver

que, portanto, 0s

resultados sobre curvas de S obtidos acima se aplicam nes-—

te caso.

De fato veremos que nestas condigces S & isome-

trica a uma das trés superficies estudad

PROPOSICAO: Se S & uma superficie homogénea, entao S e

geodésicamente completa. (isto &, suas g

das sobre todo 1R)

as nos exemplos.

eodésicas sao defini

PEMONSTRACAO: Suponha que S nao é completa: seja « uma

geodesica maximal definida para s<a ,

£>0 tal que toda geodésica passando por
€
ra s <g . Seja s, tal que a-s. < 5

Existe uma isometria £:5 ——

a(s. ), e seja v & S tal que dfp(v) =

P

odésica gv(s) passando por P, com vel

ae R. Seja P e S,

P esta definida pa

S, tal que f(pr) =

a'(s.). Entao a ge

ocidade v, para

s=0 tem imagem f:.gv(s), uma geodésica que coincide com «

e que esta definida para s<s_+ ¢ . Mas

¢ nao é maximal, contrariando a hipotes

s + & > a, logo

e.

S &, entao, geodésicamente completa.

TEOREMA:  (ver Hicks [5]) . Se S & uma superficie Rieman

niana geodesicamente completa e de curva
entao existe f:M(K) — S, sobrejetora,

ca, onde M(K) e o plano euclidiano, a

tura K constante,
localmente isométri

esfera, ou o espacgo

hiperbdlico, conforme K=0, K>O ou K<O.
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OBSERVACAQ: Podemos supor K=0, ou K=1, ou K= -1. De fato,

K

se multiplicarmos a métrica de S por uma constante c, se
¢ 1
acha multiplicada por —— .
c
19 caso: KgO
Para K=0, M(0) é o plano euclidiano. Fixamos p o refe
. ~ _ o 9 =
rencial canonico do plano, p= (P, , ), onde P e
ox 90X
1 2

a origem (0,0)

Para K=--1 M(-1l) & o semi-planc de Poincaré. ixamos p o
referencial de origem no ponto P = (0,1) = i e com base
J d
( ; )
ax] 8x2
Seja p' = (p', e],ez) um referencial fixado de 8.
Seja x a aplicagao do plano em 1 (K) definida por
x(u,v) = g 5 5 (u) onde g”(s)
Cos V ——— + sen v ——— ‘
9 X 0X
1 2
é a geodésica passando por P no instante O, com velocida
de «

Do mesmo modo, definimos x do plano em S por

x(u,v) = g (u)
CcCOSsS VvV © + sen v e

| 2
Entao

- x é definida em todo semi-plano u>0 pois S & geode
sicamente completa.

- x é sobre 8.

- x & definida em todo semi-plano u»0 , é sobre M(K), e
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a equagéo x(u,v)= x determina v unicamente, e u a

menos de um maltiplo de 2.

Entao a aplicagao £f: I(K) » S dada por

f(x(u,v)) = x (u,v)

€& sobrejetora, e preserva produtos internos.

29 caso: K>O0 . IFixamos um refercncial p= (P’VI’VZ) na es
fera M(K), e p' = (P‘,e],ez) em S.
Desta vez, a equagéo x(u,v) = x nao determina v

unicamente: x(u,v) parametriza toda a esfera menos o ponto
antipoda - P.

Temos, como acima, uma isometria local £, :M(K) -

> S dada por f o (x(u,v)) = x (u,v)

-{-p} |

Escolhencdo um referencial ¢, com origem num ponto

Q#P, Q#-P obtemos uma segunda isometria EZ:M(K)~{—Q} > G-

escolhendo ¢ tal que f](Q) = fZ(Q)’ df](q) = df,(g) , as

isometrias f] e f2 ‘coincidem na intersecao
M(K) - {-P} O M(K) - {-Q} , e obtemos assim uma isometria lo
cal f:M(K) — S.

Da compacidade da esfera e da conexao de S segue

que f & sobrejetora. Obtemos assim, em cada caso, uma iso

netria local sobrejetora f:I1(K) + 8

-~ § @ uma isome-

Em cada um dos casos, [:11(K)
tria local sobrejetora e, portanto, uma aplicagéo de recobri

mento. (ver Hicks, 5|, Theorem 18, chap 10). Cono supomes
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S simplesmente conexa, temos que [ e wa difeomoriiswo e as

sim

TEOREMA: Uma superficie Riemanniana S, geodesicamente comn-

pleta, de curvatura K constante, e simnplesmente conexa, e
isometrica a uma das tres superficies [1(K), k=0, K-O, ou
K<O .

Os critérios obtidos acima para congruencia de cur-
vas se aplicam portanto as superficies homogcneas sinplesiien-
te conexas: uma curva parametrizada por comprimento de arco
& caracterizada, a menos de isometrias da superficie, por sua

curvatura geodesica.
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