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INTRODUÇÃO

A noção de elemento quase-regular de um anel,

introduzida por S.Pedis em 1942 (13), e desenvolvida por

Jacobson a parti.r de 1945, tornou-se de importância signif.}
cativa para o estudo de anéis sem condições de cadeia. Por
exemplo, se J é o radical de Jacobson de umanel R , é
conhecido que R/J é isomorfo a uma soma subdireta de anéis
primitivos à direita

Em vista disso, é natural procurar descrever

o radical de Jacobson de anéis particulares, e, mais especl.
ficamente, procurar condições necessárias e suficientes pa-
ra que o radical de um anel seja trivial, isto é,para que o
anel seja gemi-simples

Neste trabalho, nos citemos a um certo tipo de

anel, conhecido por anel de grupo.

Se A é um anel e G é um grupo, os elemen-

tos do anel de grupo AG são as combinações lineares formal.s

finitasdaforma x=aExg'g, emque xgcAeg eG. A
adição é defina.da por: '

INTRODUÇÃO 

A noçao de elemento quase-regular de um anel, 

introduzida por S.Perlis em 1942 (13), e desenvolvida por 

Jacobson a partir de 1945, tornou-se de importância signifi 

cativa para o estudo de anéis sem condições de cadeia. Por 

exemplo, se J e o radical de Jacobson de um anel R , 
... 
e 

conhecido que R/J é isomorfo a uma soma subdireta de anéis 

primitivos à direita. 

Em vista disso, é natural procurar descrever 

o radical de Jacobson de anéis particulares, e, mais especi 

ficamente, procurar condições necessárias e suficientes pa­

ra que o radiaal de um anel seja trivial, isto é,para que o 

anel seja semi-simples. 

Neste trabalho, nos atemos a um certo tipo de 

anel, conhecido por anel de grupo. 

Se A é um anel e G e um grupo, os elemen­

tos do anel de grupo AG são as combinações lineares formais 

finitas da forma x = cE x .g 
g g 

adição ê definida por: 

, em que xg E A e g E G. A 
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E x g + }l y Eg (xg + yg) . g

e a multiplicação por

(E xg ' g). (E xg' g') : Eg'(xg'xg') g.g'

AG tem ainda uma estrutura natural de ãlgebtã
sobre A

Na maior parte deste trabalho, o anel. A é su-

posto um corpo F. Eventualmente, demonstraremos resultados

para o caso em que os coeficientes da ãlgebra dn glzüpó estbão

em ün..&nol, com o fi.m de obter resultados para FG.

Este trabalho é um estudo do radical dê FG ,

que segue de perto o tratamento desenvolvido por Amitsur de

1956 a 1959 ( Ver (2), (3), (4)), cuja ênfase é principalmeE.
te sobre o papel do corpo F na semi-simplicidade

Estes resultados se revelaram particularmente

fecundos para estudar a semi-si.mplicidade de FG quando F é
um corpo de caracterz'stica zero.

Em 1 950, foi provada a semi-simplicidade de

FG, para o caso em que F é o corpo das reais ou dos comple-
xos, por métodos de ãlgebras de Banach.

Em (2), Amitsur obteve provas algébricas des-

tes resultados, com uma generalização para extensões trans-
cendentes do corpo dos racional.s. Em 1 962, com a mesma téc-

II 

Ex . g + E y . g = E (x + y) . g g g g g 

e a multiplicação por: 

(E xg . g). (E xg , . g ') = E (x . x , ) g. g ' 
g ,g I g g 

AG tem ainda uma estrutura natural de âlge~ti ' 

sobre A. 

Na maior parte deste trabalho, o anel · A~ s~- ­

posto um corpo F. Eventualmente, demon·straremos resultados 

para o caso em que os coeficientes da álgebra dm gnàpô esmãe 

em lilm .. anei•~ com o fim de obter resultados para FG. 

Este trabalho é um estudo do radical de FG, 

que segue de perto o tratamento desenvolvido por Amitsur de 

1956 a 1959 ( Ver (2), (3), (4)), cuja ênfase é principalme!!_ 

te sobre o papel do corpo F na semi - simplicidade. 

Estes resultados se revelaram particularmente 

fecundos para estudar a semi - simplicidade de FG quando Fé 

um corpo de característica zero . 

Em 1 950, foi provada a semi-simplicidade de 

FG, para o caso em que Fé o corpo das reais ou dos comple­

xos, por métodos de álgebras de Banach. 

Em (2), Amitsur obteve provas âlgébricas des­

tes resultados, com uma generalização para extensões trans­

cendentes do corpo dos racionais. Em 1 962, com a mesma téc-
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nuca, e empregando um resultado de Amitsur (ly;, Passman obteve

em (11) a semi-simpli.ci.dade de FG para corpos não inumeráveis
de característica p e grupos G que não contêm elementos de

ordem p . I'tas apenas em 1970 conseguiu o resultado análogo ao
de Ami.tour para caracterl'ética p(ver (12)). tUo entanto, foi ne

cessãrio introduzir uma técni.ca diferente

Conforme se observara no capl'tule 111, para o
caso de caracterl'sti.ca p, é necessário estudar com mais deta -

lhes o papel do grupo G na semi-simplicidade

fJo capa'tule 1, encontramos os resultados bãsi

cos de (4), que são utilizados nas aplicações

tRIo capítulo 11, exibimos condições suficien -

tes para a semi-simpli.cidade de FG, em que F é um corpo de ca
racterística zero. Na Seção 2.1, estão os resultados obtidos

por Amitsur, sem hipótese alguma sobre Q grupo G . O mais in!)o!
tanto é o que estabelece a semi-si.mplicidade de FG, q.uando Pé

uma extensão transcendente do corpo Q dos racionais. Na seção

2.2, conforme sugestão de Connel1 (5), provámos a gemi.-simplici
dade de AG , com uma hi.pótese sobre o anel A, no caso em que G

tem um fatos direto cíclico infini.to GI : (g). }Jesta situação.o
elemento g E G parece determi.nar a semi-simplicidade de AG da

mesma forma que um elemento x c: F, transcendente sobre Q,deter
mina a semi-si.mpla.ci.dade de FG. Nesta seção, temos ainda uma re

dução importante do problema ao caso em que G é um grupo fmi.ta
mente gerado. Em 2.3, com a hi.pótese de que o grupo G é abe-

liano, demonstramos que FG é gemi-simples, para corpos F arbi
trãrios de caracterl+sticá zero(ver(2),(5),(15))

III 

nica, e empregando um resultado de Amitsur (1) \ Passman obteve 

em (11) a semi - simplicidade de FG para corpos não enumeráveis 

de característica p e grupos G que não contêm elementos de 

ordem p . Mas apenas em 1970 conseguiu o resultado anãlogo ao 

de Amitsur para característica p(ver (12)). No entanto, foi ne 

cessário introduzir uma técnica diferente. 

Conforme se observará no capítulo III, para o 

caso de característica p, é ne cess ário estudar com mais deta 

lhes o papel do grupo G na semi-simplicidade. 

No capí tulo I, encontramos os resultados bási 

cos de (4), que são utilizados nas aplicações. 

No capítulo II, exibimos condições suficien -

tes para a semi-simplicidade de FG, em que F é um corpo de c~ 

racterística zero. Na Seçio 2.1, estão os resultados obtidos 

por Amitsur, sem hipótese alguma sobre o grupo G . O mais impo! 

tante é o que estabelece a semi-simplicidade de FG, quando Fé 

uma extensão transcendente do corpo Q dos racionais. Na seção 

2.2, conforme sugestão de Connell (5), provamos a semi-simplici 

dade de AG , com uma hip6tese sobre o anel A, no caso em que G 

tem um fator direto cíclico infinito G1 = (g). Nesta situação,o 

elemento g E G p are ce determinar a semi -simplicidade de AG da 

mesma form a que um elemento x E F, transcendente sobre Q,dete~ 

mina a semi-simplicidade de FG. Nesta seção, temos ainda uma re 

dução importante do problema ao caso em que G é um grupo finita 

mente gerado . Em 2.3, com a hipótese de que o grupo G é abe-

liano, demonstramos que FG -e semi-simples, para corpos F arbi 

trários de característica zero (ver (2) , (S) ,(15)). 
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No Capx'tulo 111, encontramos condições sufici.

entes para a gemi-simplicidade de FG , em que F é um corpo

de caracterl'ética p . Empregamos um tratamento análogo aodo
Capx'tulo 11, de modo a realçar naturalmente as dificuldades

que aparecem deva.do ã caractert'stica do corpo. Em 3.1,encon

tram-se os teoremas de Passinan (ver (11),(12)), que permitem
demonstrar a gemi-simplicidade de FG , quando F é uma exten

sao transcendente de seu corpo primo e G não contém elemen -

tos de ordem p . Este teorema encontra-se em 3.2. Em 3.3, es

tão os resultados análogos aos de 2.3 para caracteri'ética p,

incluindo o teorema completo para grupos abelianos, que esta-

belece condições necessárias e suficientes para a gemi-simpll.
ci.dade de FG , e cuja prova é diferente da apresentada por

Connell em (5) (ver também (15)). Em 3.4) mostramos que a
condição ''G não contém elementos de ordem p'' não é, de mo

do geral, essencial para a gemi-simplicidade de FG . O Lema

que possibilitou a construção do exemplo foi demonstrado por
Passman, em (11)

SÕnia C. llansen

IV 

No Capítulo III, encontramos c9ndições sufici 

entes para a semi - simplicidade de FG , em .. que F 
... 
e um corpo 

de característica p . Empregamos um tratamento análogo aodo 

Capítulo II, de modo a realçar naturalmente as dificuldades 

que aparecem devido i característica do corpo. Em 3.1,enco~ 

tram- se os teoremas de Passman (ver (11) , (12)), que permitem 

demonstrar a semi - simplicidade de FG , quando Fé uma exten 

sao transcendente de seu corpo primo e G nao contém elemen -

tos de ordem p . Este teorema encontra-se em 3.2. Em 3.3, e~ 

tão os resultados análogos aos de 2 . 3 para característica p, 

incluindo o teorema completo para grupos abelianos, que esta­

belece condições necessárias e suficientes para a semi-simpli 

cidade de FG , e cuja prova é diferente da apresentada por 

Connell em (5) (ver também (15)). Em 3.4 ) mo s t r amos que a 

condição "G não contém elementos de ordem p" nao é, de mo 

do geral, essencial para a semi-simplicidade de FG. O Lema 

que possibilitou a construção do exemplo foi demonstrado por 

Passman, em (11). 

Sônia C. Bansen 
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NOTAÇÕES

(R : F) dimensão de R (espaço vetorial) sobre F

(corpo)

um elemento genérico do anel de grupo AG

conjunto dos elementos do grupo G tais
q"' 'g 7' 0

anel das matrizes nxn sobre R (anel)

grau do polinÕmio f

corpo dos inteiros módulo p

conjunto dos números natural.s

ag'g

sup(a)

Mn(R)

Z
P

N

(R: F) 

a= E a .g 
g g 

sup (a) 

M (R) n 

a (f) 

z p 

N 

NOTAÇÕES 

dimensão de R (espaço vetorial) sobre F 
(corpo) 

um elemento g~n~rico do anel de grupo AG 

conjunto dos elementos do grupo G 
que ªg f O 

tais 

anel das matrizes nxn sobre R (anel) 

grau do polinômio f 

corpo dos inteiros m6dulo p 

~ conjunto dos numeras naturais 



CAPÍTULO O

PRELl$ÍINARES

Neste capítulo, damos a definição do radical de

Jacobson de um anel e sua principal.s propriedades. Incluímos

também, na última seção, o enunciado de dois teoremas básicos,
utilizados no trabalho.

0. 1 O Radi.cal e suas propriedades

Seja R um anel

Def.l : Um elemento z c R diz-se quase-regular ã direita se
existe z' c R tal que

Z + Z 1 + ZZ'

Um elemento z' satisfazendo a equação acima é
chamado um quase-inverso ã di.reata de z . !

Referir-nos-erros a esta equação como a equação
do quase-inverso.

Analogamente , defina.mos elemento quase-regular

CAPÍTULO O 

PRELIMINARES 

Neste capítulo, damos a definição do radical de 

Jacobson de um anel e sua principais propriedades. Inclui mos 

também, na Última seção, o enunciado de dois teoremas básicos, 

utilizados no trabalho. 

0.1 O Radical e suas propriedades 

Seja R um anel. 

Def.1 Um elemento z E R diz - se quase-regular à direita se 

existe z 1 E R tal que 

z + z' + zz' = O 

Um elemento z' satisfazendo a equaçEo acima é 

chamado um quase - inverso à direita de z . ; \ 

Referir-nos - emos a esta equaçao como a equaçao 

do quase - inverso. 

Analogamente, definimos elemento quase - regular 
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a esquerda e quase-inverso ã esquerda.

Por conveniência, introduzimos a notação

z o z ' = z + z ' + zz'

1; fácil verificar que (R,o) é um gemi-grupo, e

que o elemento 0 E R age como identidade relativamente ã opg
ração o

Reinterpretando as definições acima em termos da

operação o , temos: z é quase regular à direita se tem umin

verso ã direita relativamente ã operação o . Analogamente, z é

quase-regular ã esquerda se tem um inverso à esquerda relativa
mente ã operação o

Def. 2: Um elemento z c R é quase regular se existe z' É: R
tal que

z o z ' = 0 = z'o z

Z l é chamado um quase-inverso de Z

Se z é quase-regular ã esquerda e à direita
então z é quase-regular e o quase-inverso é único.

Def. 3: Um ideal à direita de R é quase-regular se todo ele

mento de R é quase-regular ã di.Feita

Analogamente, define-se ideal ã esquerda quase-regular

• 2 • 

à esquerda e quase - inverso à esquerda. 

Por conveniência, introduzimos a notação: 

z o z' = z + z' + zz' 

~ fácil verificar que (R,o) é um semi - grupo, e 

que o elemento O E R age como identidade relativamente à op~ 

raçao o . 

Reinterpretando as definições acima em termos da 

operaçao o , ternos: z é quase regular à direita se tem um in 

verso à direita relativamente à operaçao o. Analogamente, zé 
quase -regular à esquerda se tem um inverso à esquerda relativa 

mente à operaçao o . 

Def. 2: Um elemento z E R 
~ 

e quase regular se existe z' E R 

tal que 

z o z' =O= z' o z 

z' é chamado um quase - inverso de z . 

Se z é quase-regular à esquerda e à direita , 

então z ê quase-regular e o quase-invers o é Único. 

Def. 3: Um ideal à direita de R é quase - regular se todo ele 

menta de R é quase - regular à direita. 

Analogamente, define - se ideal à esquerda quase-regula1: 
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A proposição seguinte é de verificação simples

Proa. 1: Todo elemento de um ideal ã direita quase-regular e

quase-regular

Antes de dar a definição de radical-, enunciámos

o seguinte teorema

Teorema l ((õ),pãg.92 ): A união de todos os ideal.s ã direi.ta
quase-regulares de um anel R é um ideal bilateral de R

Def. 4 : O rabi.cal de Jacobson de R é a união de todos os i

leais ã di.Feita quase-regulares do anel R

Notação : J(R)

Da Proposição 1, é i.mediato que todo elementode

J (R) tem uin Único quase-inverso.

Introduzi.mos agora a defi.ni.ção de radical nil

que será usada em alguns pontos do trabalho.

Def. 5 : Um ideal (ã esquerda, à direita, bilateral) de R diz-

-se nil se, para todo x c R, existe .n c N tal que
x'' : 0.

Teorema ll ((7), pãg. 193): A união de todos os ideais bilate
rais nil de R é um ideal bilateral nil de R

• 3 • 

A proposição seguinte é de verificação simple s : 

~ ~ Prop. 1 : Todo elemento de um ide a l a direita quase-regular e 

quase - r e gul a r. 

Antes de dar a definiç i o de r adical, enunciamos 

o seguinte t e orema : 

Teorema I ((6) ,pá g . 92 ): A união de todos os ideais à dir e ita 

quase - regul ares de um anel Ré um ideal bilatera l de R. 

Def . 4 

J (R) 

O r adic a l de Jacobson de R é a união de todos os i ­

deai s à dir e ita quase - regulares do anel R. 

Notação J(R) 

Da Proposição 1, é imediato que todo element ode 
- . . tem um un1co quase - inverso . 

Introduzimos agor a a definição de radical nil , 

que será usada em alguns pontos do trab a lho . 

De f. 5 Um ideal (à esquerda, à direit a , bilateral) de R diz -

- s e nil se, para todo x E R, existe 

xn = O. 

n E N tal que 

Teorema II ((7), pag. 193) : A união de todos os ideais bil a te­

rais nil de R é um ideal bilateral nil de R. 
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Def. 6 : O radical nil de R é a união de todos os ideal.s bi
[aterai.s ni]. de R

Notação : Nil (R)

A proposição abaixo é de demonstração simples

Pro 2 Todo i.dual nil esta contido em

Temos, então, a seguinte relação entre os radi
cais

Pro .3: Nil (n) Ê J (R)

Pode-se demonstrar que a definição do radicalde
Jacobson é simétrica. l-lai.s precisamente:

Teorema 111 ((7), pãg. 9): J (R) é a união de todos os ideais
à esquerda quase-regulares de R

Damos ainda a seguinte caractere.zação externado

radical, que gera utilizada no Capl'tulo lll

Teorema IV ((7), pãg. 4): J (R) é a intersecção dos anuladores
de todos os R-módulos ã direita irreduti'vens.

Analogamente, podemos obter J(R) fazendo a i.n

tersecção dos anuladores de todos os R-módulos à esquerda érre
dutz'vens.

Outras propriedades importantes são:

Def. 6 

. 4 . 

O radical nil de R é a união de todos os ideais bi ­

laterais nil de R. 

Notação : Nil (R) 

A proposição abaixo é de demonstração simples 

Prop. 2: Todo ideal nil está contido em J (R). 

Ternos, então, a seguinte relação entre os radi-

cais 

Prop. 3: Nil (R) c J (R) 

Pode - se demonstrar que a definição do radicalde 

Jacobson é simétrica . Mais precisamente: 

Teorema III ((7), pag. 9) : J (R) é a união de todos os ideais 

à esquerda quase - regulares de R. 

Damos ainda a seguinte caracterização externado 

radical, que será utilizada no Capítulo III: 

Teorema IV ((7), pág. 4) : J (R) é a intersecção dos anuladores 

de todos os R-módulos à direita irredutíveis. 

Analogamente, podemos obter J(R) fazendo a in -

tersecção dos anuladores de todos os R-rnódulos à esquerda irre 

dutíveis. 

Outras propriedades importantes sao : 
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Teorema V ((14),pãg.68): i) J (R) é o menor ideal bilateral Q
de R tal que J(R/Q) é nulo.

ii) Se 1 1; um ideal bi.lateral contido em J(R), J(R/l)
J(R)/l

Teorema VI (Lema de l*Jakayama)((14),pág.66): Se R é um anel

com unidade e N é um i.dual de R tal que J(R) + N = R, en
tao, N = R

Proa. 4: Sejam R e S anéistaisque R;Seseja ©

este isomorfismo. Então, a restrição de $ a J(R)
tem por imagem J(S). Isto é, J(R) ; J(S)

Proo. 5: Sejam R um anel, J(R) o seu radical. Então,J(Mn(R))
: Mn (J(R))

Finalmente, observamos que se R é um anel com

unidade, pode-se demonstrar que J(R) é a intersecção dos ide -
ais à di.Feita (esquerda) maximai.s de R

0 . 2 Dois teoremas básicos

Teorema Vl1 ((8), pãg.l04): Sejam R uma álgebra central sim-

ples com unidade sobre um corpo F e B uma subãlgebra sim -

pies contendo 1 . Então, se B+ é o centrali.zador de B em R,
temos

• 5 • 

Teorema V ((14) ,pág.68): i) J (R) é o menor ideal bilateral Q 
de R tal que J(R/Q) é nulo. 

ii ) Se I é um ideal bilateral contido em J(R), J(R/I) = 

J(R)/I. 

Teorema VI (Lema de Nakayama) ((14),pág. 66): Se R 
~ 

e um anel 

com unidade e N é um ideal de R tal que J(R) + N = R, en­

tão, N = R. 

Prop. 4: Sejam R e S anéis tais que R; Se seja t 

este isomorfismo. Então, a restrição de ~ a J(R) 

tem por imagem J(S) . Isto é, J(R); J(S). 

Prop. 5: Sej am R um anel, J(R) o seu radical. Então,J(Mn(R))= 

= Mn(J(R)). 

Finalmente, ob servamos que se R é um anel com 

unidade, pode-se demonstrar que J(R) é a intersecção dos ide -

ais à direita (esquerda) maximais de R. 

0.2 Dois teoremas básicos 

Teorema VII ((8), pág.104) : Sejam R uma álgebra central sim­

ples com unidade sobre um corpo F e B uma subálgebra sim -

ples contendo 1 . Então, se B* é o centralizador de Bem R, 

temos: 
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(R: F) = (B : F)
+

(B : F)

Teorema Vlll (Teorema de 1'4aschke Generalizado) ((9) ,pãg.156)

Seja A um anel. O anel de grupo AG é completamente redutz'
vel se e somente se:

i) A é completamente reduti'vel

ii) G é finito
iii) a ordem de G é uma unidade em A

É conhecido que, se R é um anel con! unidade

completamente redutível, R = RI O ... © Rt ' em que os Ri são
aneis simples e R.iR.i = 0 se i# j . Além disso, R admite t
módulos i.rredutz'vais não isomorfos, cada um deles isomorfo a
um dos Rl

Assim, cl c J(R) se, e somente se

(1) a . RI : 0 , a . Rt : 0

Tomando a unidade l de R temos

el + ' . ' + et '
R

l

Logo,

oc.l : a . el + + a . et : 0,

por causa das igualdades (1)

Resumindo: Se R é um anel com unidade complg.

tamente redutível, então J(R) = 0.

• 6 e 

* (R : F) = (B F) • (B : F) 

Teorema VIII (Teorema de Maschke Generalizado)((9),pig.156): 

Seja A um anel . o anel de grupo AG -e completamente redutí-

vel se e somente se: 

i) A -e completamente redutível 

ii) G - finito e 

iii) ordem de G -a e uma unidade em A . 

~ conhecido que, se R é um anel com unidade 

completamente redutível, R = R1 ffi •• • @ Rt em que os Ri sao 

an;is simples~ R.R. = O sei f j . Além disso, R admite t 
l J 

módulos irredutíveis não isomorfos, cada um deles isomorfo a 

um dos R . . 
1 

1 = 

Logo, 

Assim , a E J(R) se, e somente se 

Tomando a unidade 1 de R, temos: 

R-
1 

por causa das igu;:ildades (1). 

Resumindo : Se R é um anel com unidade compl~ 

tamente redutível, então J(R) = O. 



CAPÍTULO l

EXTENSÕES DE CORPOS

Sejam R uma ãlgebra com unidade sobre um cor-

po C , F uma extensão de C. Neste capl'tulo, estudaremos rÊ

laçÕes entre J(R) e J(R ar F)
Se nada f8r mencionado expl:icitamente os produ-

tos tensori.ais considerados serão sempre sobre o corpo C

Provaremos os segui.ates teoremas

Teorema l (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão algébrica sep&

rãvel de C , então J(R ® F) = J(R) O F

Teorema ll (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão transcendente

pura de C , então J(R 8 F) = lq 8 F em que N = J(R ® F)í'\R é

um ideal nil de R (e, portanto, contido em J(R))

1.1 Extensões algébricas

Para provar o Teorema 1, precisamos de alguns
lemas

• 

CAPÍTULO I 

EXTENSÕES DE CORPOS 

Sejam R uma álgebra com unidade sobre um cor ­

po C , F uma extensão de C. Neste capítulo, estudaremos re 

lações entre J(R) e J(R ~C F) . 

Se nada fbr mencionado explicitamente os produ­

tos tensoriais considerados serão sempre sobre o corpo C . 

Pr ovaremos os seguintes teoremas: 

Teorema I (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão algébrica sep~ 

râvel de C , então J(R ® F) = J(R)@ F. 

Teorema II (Amitsur , (4)): Se F é uma extensão transcendente 

pura de e ' então J(R ~ F) = N ~ F em que N = J(R ~ F)( ~R -e 

um ideal nil de R (e, portanto, contido em J(R)). 

1.1 Extensões algébricas 

Para provar o Teorema I, precisamos de alguns 

lemas . 
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Lema 1: Seja R um anel (não necessariamente com unidade). Se

x € R é tal que x + nx = 0, para algum n E: J(R), en
tao x = 0.

Ps11911âiçr2sae: Seja m o quase-i.nverso de n, isto é, n + m +
+ mn = 0 . Temos

X nx (m ' mn) x : m(x * nx) 0 0

Lema 2: Sejam R um anel (não necessari-agente com unidade),e
n c J(R) com quase-inverso m . Então, os elementos
de R que comutam com n também comutam com m,

2Ê119a::ç.le:s.aa: Seja y tal que ny - yn = 0. Como n+m+nm = 0
temos

0 : (n ' m + nm) y - y(n + m + nm) = ny - yn + my

- ym + nmy - ynm = (my - ym) + n(my - ym)

Então pelo Lema 1, my ym 0 {3

A segui.r, consideraremos sempre uma ãlgebra R

com unidade sobre um corpo C . Usaremos segui.demente o seguia:
te fato:

Sejam (r a)acl uma base de R sobre C , Vum
espaço vetorial sobre C . Então, os elementos de R ü V podem

ser escri.tos de uma Única forma como E ra 8va' em que vac V

. 8 . 

Lema 1: Seja Rum anel (não necessariamente com unidade) . Se 
-x E R e tal que x + nx = O, para algum n E J(R), en 

tão X = 0 . 

Demonstração : Sej a m o quase-inverso de -n, isto e, n + m + 

+ mn = O . Temos: 

x = - nx = (m + mn) x = m(x + nx) = O D 

Lema 2 : Sejam R um anel (não necessariamente com unidade) ,e 

n E J(R) com quase-inverso m. Então, os elementos 

de R que comutam com n também comutam com m. 

Demonstração : Seja y tal que ny - yn = O. Como n+m+nm = O , 

temos : 

O = (n + m + nm) y - y(n + m + nm) = ny yn + my -

- ym + nmy - ynm = (my - ym) + n(my - ym) 

Então pelo Lema 1, my - ym = O O 

A seguir, consideraremos sempre uma álgebra R 

com unidade sobre um corpo C . Usaremos seguidamente o segui~ 

te fato : 

Sejam (r a) 1 uma base de R sobre C , V um aE 

espaço veto r ial sobre C . Então, os elementos de R ® V podem 

ser e scritos de uma Única forma como E r ~v , em que v E V. a a a 
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!:ena...ã.: Sejam S uma subãlgebra de l,{n (C) e S* 0 seu centra

lizador em Mn(C). Então, o centralizador de S em

R 8 Mn(C) é R ® S-'

PçneB:.lias.ãg: Conforme jã observamos, os elementos de R ® Mn(C)

podem ser escritos de uma típica forma como }l r,. ® ca,

ccl E: Mn(C). Seja l ® s E l ® S. Então,
a

( E r ®
' a ca) (l ® s) (]. ® s ) (E r ® c )' ' ' a a '

0

se, e somente se, E ra®(cas -s ca): 0. boas, tep:
do em vista a observação acima, isto acontece se e

c s - s cct : 0, V ' Então ca c S*,Va'
e }l r. ® c.. c R ®S* CIQ a '

Lema 4: Seja F uma extensão fi.nata de C, com (F:C) = n.En-

tão, F pode ser considerado como um subcorpo de

Mn (C). Nestas condições, F é seu próprio centra.].i
dador em }ln (C)

29111911ã!..14sga: Seja L(F,F) o anel das transformações lineares
do espaço vetorial F sobre C . Vamos definir um mo

nomorfismo de anéis T:F --------F L(F,F): dados f, f' c F,

T(f) é a transformação linear: T(f)(f') = f.f'. É

fácil verificar que T(f) é uma transformação linear,

e que T(fl + f2) : T(fl) + T(f2), T(fl '.f2) : T(fl)
o T(f,). Então, T é um homomorfismo de anéis. Além

• 9 . 

Lema 3: Sejam S uma subálgebra de Mn (C) e S* O seu centr~ 

lizador em Mn(C). Então, o centralizador de Sem 
~ 

R ® Mn(C) e R@ S*. 

Demonstração: Conforme já observamos, os elementos de R ® M~q 

podem ser escritos de uma ~nica forma como 

c E Mn(C). Seja 1 ® s E 1 ® S. Então, Ct 

( E r ® 
a ® c 

a 
) = o 

se, e somente se, E r ® ( c s - s c ) = O. a a a Mas, ten 

do em vista a observação acima, isto acontece se e 

somente se c s - s c = O, V . Então c E S*,V , a a a a a 
e E r ® c E R ® S* a a o 

Lema 4: Seja F uma extensão finita de C, com (F:C) = n.En ­

tão, F pode ser considerado como um subcorpo de 

Mn (C) . Nestas condições , F é seu próprio centra.li 

zador em Mn(C). 

Demonstração: Se ja L(F,F) o anel das transformações lineares 

do espaço vetorial F sobre C. Vamos definir um mo 

nomorfismo de anéis T : F - L(F,F): dados f, f' € F, 

T(f) é a transformação line?r : T(f) (f') = f.f'. É 

fácil verificar que T(f) e uma transformação linear, 

e que T(fl + fz) = T(fl) + T(fz), T(fl · . fz) = T(fl) 

o T(f2). Então, T é um homomorfismo de anéis. Além 
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disso,T(f) :0 seesomentesef=0, ouseja, T

é monomorfi.smo. Fixando uma base de F sobre C , ob.

temos um isomorfismo @ de L(F, F) em Mn(C). Então,

a função @oT é um monomorfismo de F em }-4n(C),lg

go, F pode ser considerado como um subcorpo de fqn(C).

Seja F* o centralizador de F em Mn(C). Então, clg.

lamente F* . F (poi.s,V fl' f2 c F, T(fl) o T(f2) :

: T(fl f2) : T(f2 fl) : T (f2) o T(fl))
Agora, pelo Teorema Vll do Capítulo 0, pág. 5, te
mos:

(Mn(C) : C) = (F*: C) (F : C)

logo, CF*: C) = n e, de F*)F, vem: F*

Sejam agora H, K extensões de C, K !H
e O e Aut(njK). Jã sabemos que os elementos

r de R ® H podem ser expressos de uma Única forma como

r = E ri ® hi

em que os elementos r.i são de uma base de R sobre C, e os

h; c H. Definimos então uma função O': R ® H -----) R ® H, da
seguinte forma

O' (r) E ri ® O (hi)l

Verifica-se fa.cilmente que O' é um automorfiâ

mo de R ® H, que deixa fixos os elementos de R

. 10 . 

disso, T(f) = O se e somente se f = O, ou seja, T 

é monomorfismo . Fixando uma base de F sobre C , ob 

temos um isomorfismo ~ de L(F, F) em Mn(C). Então, 

a função it, o T é um monomorfismo de F em Mn (C), lQ_ 

go, F pode ser considerado corno um subcorpo de Mn (C). 

Seja F* o centralizador de F em Mn(C). Então, cl~ 

ramente F* 

= T(f f) = 1 2 

F (pois,V fl, f2 e: F, T(fl) o T(fz) 

T(f2 f 1) = T (f 2) o T(f1)). 

= 

Agora, pelo Teorema VII do Capítulo O, pág. 5, te -

mos : 

(Mn(C) : C) = (F* : C) (F: C) 

logo, (F*: C) = n e, de F* d F, vem: F* = F · O 

Sejam agora H, K extensões de C, K e H 

e 8 e: Aut(HIK). Já sabemos que os elementos 

r de R ® H podem ser expressos de uma Única forma como: 

r = í: r. ® h. 
i l l 

em que os elementos r. sao de 
l 

uma base de R sobre e, e os 

h. e: H. 
l 

Definimos então uma função 8': R © H ~ R ® H, da 

seguinte forma: 

8' (r) = E r. © 8 (h.) 
. l l 
l 

Verifica-s e facilmente que 8' é um automorfis 

mo de R ® H, que deixa fixos os elementos de R. 



11

Lema 5 Sejam K uma extensão de C contida em H, G um sub

grupo de Aut(HIK) G' = {e'lÉ) c: G} e F o corpo fi-
xo de G . Então, G' é um subgrupo de Aut(R ® FI

se rc R®H é tal que O'(r) = r, para todos
então r c R ® F

geJl92.ziÊ.rgç29: -A. primei.ra afi.rmação é de verificação trivial

Agora, se r = E ri ® hj. é tal que O'(r) = E r.i ®
e (hi) : r : E ri ® hi, temos

E rj. n (O (hi) - hi)

e, como esta expressão é única, concluímos que Q(h:)
: hi , para todo O c G, e para todo i . Logo,h.icF
para todo i. e r F P M F l--i

Podemos agora começar a prova do Teorema l

)

Lema 6: Seja F uma extensão finita de C. Então, J(R) ® F
s i(R ® r)

P91Egâ11«ão Suponhamos que (F : C)

R ® rÍn(C)

R ® fln (C) -----i---'} Mn (R)D

Primeiro, vamos mostrar que R ® f4n(C) f'ln (R)

. 11 . 

Lema 5: . Sejam K uma extensão de e contida em H, G um sub 
grupo de AUt (HI K) G' = {8' 18 e: G} e F o corpo fi-

de G Então, G' - subgrupo de Aut (R ® H) 
xo . e um e , 

se r e: R ® H -e tal que e' (r) = r, para todo e e: G, 
então r e: R ® F. 

Demonstração: A primeira afirmação é de verificação trivial 
Agora, se r = E r. ® h. 

1 1 
é tal que 

E r. ® (8 (h.) - h. ) = O 1 1 1 

8' (r) = E r. ® 
1 

e, como esta expressão é Única, concluimos que 8(h.) 
1 

= hi , para todo 8 e: G, e para t odo i . Logo,hie:F, 
para todo i, e r e: R ® F. o 

Podemos agora começar a prova do Teorema I. 

Lema 6: Seja F urna extensão finita de C. Então , J(R) ® F 
e J (R ® F) • 

Demonstração: Suponhamos que (F C) = n. 

R ® Mn (C) y ~· 
R ® Mn(C) g I Mn (R) 

Primeiro, vamos mostrar que RI Mn(C) Mn(R). 
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Defina.mos g : R x Mn(C) -------+ Mn(R),g(r,(aij)i,j)

: (r . aij)i,j' em que r c R, (aij)c(Mn(C). É ime-
diato verificar que g é uma função balanceada.Châ

mando ll a função canónica de R x Mn(C) em R ®Mn(C),

pela propriedade universal do produto tensorial, sg
bemos que existe um homomorfismo g*:R ® Mn(C)

-----} Mn (R) , tal que

g*(r ®(aij)i,j) : g(r,(aij)i.j), para todo

r e R, e toda matei-z (cl;:): ; € Mn(C)
l J ' 1 , J

Vamos mostrar que g* é um isomorfismo. Sejam

(óij)i,j'(óij)i,j respectivamente as bases usuais de Mn(C)sg

bre C e de Mn(R) sobre R . Dada (rij)j.,j e Mn(R),(rij)i,j

' ,, o;:l;.i?':::';'.-::.l:ll.l.:::ll:.==1; 11.'' :?. ':, *
g*( E

1 , J
® õij)

Então,
E: r.. 6:; ] iJ 'z]

0, para todo ie todo j, o que mostra que g* é

!

log', rij
injetora

Tendo em vista o Lema 4, podemos considerar

R ® F c R ® Mn(C) ; l,{n(R)

J(R) ® F Ê. J(R) ® bln(C) ; Mn(J(R))
O isomorfismo da segunda cacei.a é obti.do res

. 12 . 

Definimos g : R x Mn(C) 

= (r . a. .. ) . . , em que 
lJ l, J 

--) Mn ( R) , g ( r , ( a. . . ) . . ) = 
lJ l, J 

r E: R, (a. .. ) E: (Mn ( C) . E ime -
lJ 

diato verificar que g é uma função balanceada.eh~ 

mando ljJ a função canônica de R x Mn (C) em R © Mn(C), 

pela propriedade universal do produto tensorial, sa 

bemos que existe um homomorfismo g* : R ® Mn(C) 

~ Mn (R) , tal que 

g* (r ® (a. .. ) . . ) = g (r, (a. .. ) . . ) , para todo 
lJ l,J lJ l.J 

r E R, e toda matriz (a. .. ) .. E:Mn(C). 
lJ l, J 

Vamos mostrar que g* é um isomorfismo. Sejam 

(ô .. ) .. ,(ô!.) .. 
lJ l,J 1) l,J respectivamente as bases usuais de Mn(C)s~ 

bre C e de Mn(R) sobre R . Dada (r .. ) . . e: Mn (R) , (r . . ) . . 
1) l,J 1) l,J 

é da forma r r .. 
1) 

l 'J 
Então, g* ô . . • 

1) 

Então, 

ô! . , 
lJ 

- . logo e imagem por g* de 

-e epimorfismo. Suponhamos que 

g* C r 
i,j 

r 
i 'j 

r . . 
1) 

r . . ®ó .. ) = O 
1) 1) 

Ô I : o 
ij 

r 
i 'j 

r .. ® 
1) 

logo, r. . = O, para todo 
1) 

1 e todo j, o que mostra que 
J 

g* e 

injetora . 

Tendo em vista o Lema 4, podemos considerar: 

R ® F c R ® Mn(C) ; Mn(R) 

J(R) ® F c J(R) © Mn(C) ; Mn(J(R)). 

O isomorfismo da segunda cadeia é obtido res-
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tringindo-se g* a J(R) ® Mn(C), e lembrando que se r c:J(R)

e a c: C, r.ct E: J(R). fias J(f4n(R)) = bln(J(R)), pela proposi-
ção 5 do Capítul-o 0, pág. 5.

Da segunda inclusão acima, segue então que os
elementos de J(R) ® F têm quase i.nverso em }'ln(R). Ora, os e-
lementos de J(R) ® F cometam com os eler1lentos de F. Então ,
podemos conclui.r, pelo Lema 2, que os seus quase-inversos corou

tam com os elementos de F . i-.4as, em vista dos Lemas 3 e 4, sa
bemos que o centralizador de F em R ® ltqn(C) é R ® F . Logo,

os quase-i.nversos dos elementos de J(R) ® F pertencem a R&F.
Como J(R) ® F é um ideal de R ® F, isto demo)s

tra que J(R) ® F é um ideal quase-regular em R ® F, logo
esta contido em J(R ® F) . Q-

Em geral, não é verdade que, se F é uma exten

são finita de C, J(R ® F) S J(R) ® F. Vamos provar esta in

alusão apenas para extensões separáveis. Para ver isso, va-
mos consi.durar o segui.nte exemplo:

Exemplo: Sejam C um corpo não perfeito, f(X) um polinâmi.o

irredutz'vel e não separãvel ToiTlamos para R o

corpo de raizes de f sobre C. Então, f(X) se decompõe num

produto de fatores lineares em R, isto é, f(X) = ((X - a.)

(X - as))m, cora aj. € R, i:l, ... s, m> le ai # aj
se i f j

se

Tomamos F = C(al), e observamos que F ; !il13L,
(f(x) )

, 13 . 

tringindo-se g* a J(R) ® Mn(C), e l embrando que se r EJ(~ 

e a E C, r.a E J(R) , Mas J(Mn(R)) = Mn(J(R)), pela proposi ­

ção 5 do CêpÍtulo O, pág . S. 

Da segunda inclusão acima , segue então que os 

elementos de J(R) ® F têm quase inverso em Mn(R). Ora, os e­

lementos de J(R) ® F comutam com os elementos de F. Então , 

podemos concluir, pelo Lema 2, que os seus quase-inversos com~ 

tam com os elementos de F • Mas, em vista dos Lemas 3 e 4, S! 

hemos que o centralizador de F ~ em R@ Mn(C) e R ® F • Logo, 

os quase - inversos dos elementos de J (R) ® F pertencem a R <x F. 

Como J(R) ® F e um ideal de R © F, isto demons 

tra que J(R) © F é um ideal quase - regular em R ® F, logo 

está contido em J(R ® F). D 

Em geral, nao é verdade que, se F e urna exten 

sao finita de C, J(R ® F) c J(R) ® F. Vamos provar estai~ 

clusão apenas para extensões separáveis. Para ver isso, va­

mos considerar o seguinte exemplo: 

Exemplo: Sejam C um corpo nao perfeito, f(X) um polinômio 

irredutível e não separável Tornamos para R o 

corpo de raizes de f sobre C. Então, f(X) se decompõe num 

produto de fatores lineares em ~ 

R , i s to e, 
rn (X - a

5
)) , com ªi E R, i=l , .. . s , rn > 1 e Cf,. f, Ct. 

1 J 
se 

se i f j. 

Tornamos e observamos que F ; c['x] 

(f (X)) 
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em que (f(X)) indica o ideal gerado por f(X)

Cromo R é corpo, J(R) = 0 e portanto J(R) ®

C (al)

Por outro lado, R oc c(al) ; R ®C Ç--13]
( f(x) )

(f(x) )
bleste anel, consideramos o ideal l gerado por

g(X) = (X - a] '':''''(X':'ier . Então, é imediato que 1 / 0,

e que lm = 0. Logo, l esta conta.do em J(R® C(al)) que pgr
tanto e nao nulo.

isomorfo

Lema 7: Sejam i-l uma extensão galoisiana de C, e R um anel

semi.-simples. Então, R ® H também é semi-simples.

D9ng!!:iÇtaS.gg: Seja r c R í''\J (R ® H), com qua.se inverso s em

R ® H. Vamos mostrar que r = 0
Temos: r + s + rs = 0.

Dado (a e Aut(HIC), consideremos O': R® H

-----.> R ® 1{. Então

O'(r) + O'(s) + O' (r) O'(s): 0, e, como O-(r): r,

r + O'(s) + r O'(s) : 0.

Pela unicidade do quase i.nverso para elementos

do radical, concluímos que Q'(s) : s, para todo O € Aut(HIC)
Como a extensão H de C é galoisiana, o corpo fixo de Aut

(HIC) é C e, pelo Lema 5, podemos concluirque s eR®C;

R. Assim, r é quase-regular em R, e como Rf"'IJ (R ® H) é

. 14 . 

em que (f (X)) indica o ideal gerado por f(X). 

Como R -e corpo, J(R) = o e portanto J (R) © 

e (al) = o . 

Por lado, R ®e C(a1 ) -
R ·®e 

e [:X] -outro = e 

is omorfo R 1)0 ( f (X) ) a 
(f(X)) 

Neste anel, consideramos o ideal I gerado por 

g (:X) -= (X - ª1) • o o (X - ªs) Então, e imediato que I f o, 
e que Im = o. Logo, I está contido em J(R ® C(a1 )) que p~_r 

-tanto e nao nulo. 

Lema 7: Sejam H uma extensão galoisiana de C, e Rum anel 

semi - simples. Então, R ® H também é semi-simples. 

Demonstração: Seja r E R 0 J (R ® H), com quase inverso s em 

R © H. Vamos mostrar que r = O. 

Ternos: r + s + rs = O. 

Dado 8 E Aut(H jC), consideremos 8': R © H -­

~ R ® H. Então: 

8' (r) + 8 1 (s) + 8' ( r ) 8' (s) = O, e, como 8' (r)= r, 

r + 8 1 (s) + r 8' (s) = O. 

Pela unicidade do quase inverso para elementos 

do radical, concluimos que 8 1 (s) = s, para todo 8 E Aut(HjC) 

Como a extensão H de C é galoisiana, o corpo fixo de Aut 

(H jC) é C e, pelo Lema 5, podemos concluir que s E R ® C; 

R. Assim, r é quase - regular em R, e como R n J (R ® H) é 
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um ideal de R, concluímos que Rr)J(R ® 1-1) é um ideal quase-

-regular de R, portanto, esta contido em J(R) = 0, ou seja,

R f"'\ J(R ® n) : o.

Agora, seja t cJ(R®H), e sejat€1' ...,En}
uma base de ll sobre C . Então:

'l ® E l ''' ® En ' ri e R

i-.multiplicando por E-i 1, ..., n, temos

t e. rl ® Ei ej '' EnÇj e J(R 8 H)

1 , n

Como o radical permanece invariante sob os auto

norfismos de R ® H, temosgpara todo (a c: Aut (HIC)

o' (tej) rl ® Q (€1 Ej) ' ® Q (en ej) E

i(R ® n), j

Como Aut(HIC) é finito, podemos somar esta re

cação para todo Q

rl ® E e (EI ej)' li O (Çn Ej) c

J (R 8 H) , j : 1, ,,,, n

Chamando tr(a) =E O(a), paraaeH, e lem-

brando que tr(a) c C (pois a extensão H de C é galoisia-

na), temos que a soma acima ê um elemento de R, para j=1,...,n

Q

. 15 . 

um ideal de R, concl uimo s que R ('i J (R ® H) é um ideal quase -

- regular de R, portanto, está contido em J (R) = o , ou seja, 

R (') J (R ® H) = o. 

uma base de H 

Agora, seja t E: J(R ® H), 

s obre e . Então: 

e seja {~1' 

r. E: R • 
1 

... '~n} 

Multiplicando por j = 1, o o • ' n, temos 

~ ~- E: J(R ~ H) , 
n J 

J = 1, ... , n. 

Como o radical permanece invariante sob os auto 

morfismos de R ® H, temos,para todo 8 E: Aut (HjC): 

0' ( tç J. ) = r l © 8 ci::-. l i::- J. ) + ... + r ® e ci::- i::- . ) E "'s n "'::1sJ 

J (R @ H) , j = 1 , • • • , n . 

Como Aut(HIC) é finito, podemos somar esta re­

lação para todo e : 

r 
e 

• • • + r ® n r 
e 

e (ç ~.) 
n J 

E: 

J (R ® H) , j = 1 , , , , , n. 

Chamando tr (a ) = r e (a), para a E: H, e lem­
e 

brando que tr (a) E C (pois a extensão H de C é galoisia -

na), temos que a soma acima é um elemento de R, para j =l, ... ,n. 
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As s i.m ,

(1) rl ® tr(e 1 Ej)'' ... ' rn ej) : 0,j:i,... ,n

pois jã provámos que R/"\J(R ® H) = 0.

Ora, H é uma extensão separãvel de C, portan

to a matriz (tr(ei Ej))i,j é inversz'vel. Assim, as equações

(1) valem apenas para ri : 0, i: 1, ..., n. Logo, t = r18 €1l

+ ... + rn 8 en : 0, ouseja, J(R®H) = 0. O.

Lema 8: Se H é uma extensão galoisiana de C , J(R ® H) ç
J(R)® n

Pg11911â!.laçae: Seja P o homomorfismo canónico de R sobre

R/J(R), : R , e consideremos o homomorfismo @ ® l

R®H-----} Rl®n. É i.mediatoque @®l éume-

pimorfismo. Seja (h.i).i uma base de H sobre C

Sabemos que um elemento r de R ® H se escre-
ve de uma forma Úni.ca como

E
l hj., ri c: R. Se 4' ® l(r) 0, então

E r.: ® h.
. l l
l

Como a expressão dos elementos de

® h.i é única ,devemos ter

0, para todo

R ® H na for
ma E r l

r i e J(R)

(1) 

. 16 . 

Assim, 

t r (~ 1 ~ j ) + ••• + rn ® t r (~ ç . ) = O , j = 1 , ... , n , n J 

pois já provamos que R (l J (R ® H) = O. 

Ora, H é uma extensão separável de C, porta~ 
to a matriz (tr(t. ~-)) .. é inversível. Assim, as equaçoes l J l, J 
(1) valem apenas para ri= O, i = 1, ... , n. Logo, t = r 1® t 1 
+ • • • + r ® t = O, ou seja, J(R © H) = O. n n D 

Lema 8: Se H é uma extensão galoisiana de C , J(R ® H) e · 

J(R)® H. 

Demonstração: Seja ~ o homomorfismo canônico de R sobre 

r = í: 
i 

ma E r. 
1 

r. = 
l 

R/J(R) · = ~, e consideremos o homomorfismo w ® 1: 

r. 
l 

® 

o' 

R ® H---) R ® H. ~ imediato que w ® 1 e um e-

pimorfismo. Seja (h.). uma base de H sobre C. l 1. 

Sabemos que um elemento r de R ® H se escre­

ve de uma forma Única como: 

® h.' r . E: R. Se w ® 1 (r) = o , então l l 

í: r. ® h. = o. 
i 

1 1 

Como a expressao dos elementos de R ® H na for 

h. - Única,devemos ter: e 
1 

todo i 1 isto - J(R) para e ' r. E: 
1 
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Então, r c J(R) ® H e temos o isomorfismo

R ® H

J(p.) ® n
R ® H

Como R é gemi-simples, vem do Lema anteri
or que R ® H também é gemi-simples. Como o radical é o me-

nor idea[ Q ta] que R/Q é semi-simp]es, conc].uivos

J(R ® H) g J(R) @ H 0

Então, os Lemas 6 e 8 provam o Teorema l em

um caso particular :

Corolário 1: Se H é uma extensão galoisi.ana de C, J(R 8 H)

Lema 9 (Passinan, (12)):Seja K um subcorpo de F , contendo C

Então, J(R ® F) rl R ® K g J(R ® K)

!112921.nação: Podemos considerar R ® F como (R ®C K) ®K F

Tomando uma base {fili de F sobre K , com fl : 1, po-
demos escrever cada elemento y de R. ® F de forma úni
ca como :

yl ® l+].EI yi ® fj., yi c R® K,para todo i.

Seja então x c: J(R ® F)I''\ R ® K, com quase

. 17 . 

Então, r E J(R) ® H e temos o isomorfismo 

R ® H R ® H 

J(R) ® H 

Como R é semi - simples, vem do Lema anteri 

or que R ® H também -e semi-simples. Como o radical é o me-

nor ideal Q tal que R/Q é semi -simples, concluímos: 

J(R © H) c J(R) ~ H o 

Então, os Lemas 6 e 8 provam o Teorema I em 

um caso particular : 

Corolário 1: Se H é uma extensão galoisiana de C, J(R ® H)= 

= J(R) ® H. o 

Lema 9 (Passman, (12)): Seja K um subcorpo de F , contendo C. 

Então, J(R ® F) fl R ® K c J(R ® K). 

Demonstração: Podemos considerar R@ F como (R ®e K) ®K F. 

Tomando uma base {f. }. de F sobre K, com f 1 = 1, po -
1 1 

demos escrever cada elemento y de R@ F de forma uni 

ca como: 

Y = y
1 

® 1 + r 
i;ll 

Seja então 

y. ® f., y. E R ® K,para todo i . 
1 l 1 

x E J(R ® F) r'., R@ K, com quas~ 
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-inverso y em R ® F. Escrevendo yna forma acima

obtemos para a equação do quase-inverso:

(x + yl 8 1 + x(yl ® 1))+(1 + x):#l yi 8 fi

x)

da ex

devemos

x + yl ® 1 + x(yl ® l) 0

Pela unicidade do quase-inverso para elementos do radi

cal, y =yl® l € R® K. Então, xé quase-regular em
R ® K, e como J(R ® F)íIR ® K é um ideal de R ® K, ob

temos

i(R ® r) n R ® K g i(R ® K) 0

Lema 10:Seja F uma extensão separãvel finita de C . Então,

existe uma extensão galoisiana H de C contendo F ,

e J(R ® F) = J(R ® H) r'''\ R ® F

Demonstrgçãg: Pelo Lema acima, a inclusão J(R ® H)l"'V R®
J(R ® F) é imediata. Consideremos agora R ® H como

(R ®C F) ®F H. Como H é também uma extensão galos.sia-
na de F , o Corolário l garante que J(R ® H)

J(R ®C F) ®F H. Em particular, J(R ® F) S. J(R ® H)Q
Í"\R ® F , e a prova esta completa. D-

OTA, (x ''' yl ® l ''' x(yl ® 1)) c: R ® K, e (l +

:i: 'i ® fi € (R ® K) ® f.l Pela unicidade

pressão dos el eventos de R ® F na forma acima,
ter      

. 18 . 

-inverso y em R ® F. Escrevendo y na forma acima , 

obtemos para a equação do quase - inverso: 

(x + y 1 ® 1 + x(y
1 

® l))+(l + x) E 
if:l 

y. ® f. = O 
l l 

Ora, (x + Y1 © 1 + x(yl ® 1)) E R © K, e (1 + x), 

E y. ® f. E E (R ® K) ® f. . Pela unicidade da ex -
if:l l l ifl l 

pressao dos elementos de R ® F na forma acima, devemos 

ter: 

Pela unicidade do quase-inverso p~ra elementos do radi­

cal, y = y1 © 1 e: R ® K. Então, x e quase-regular em 

R ® K, e como J(R ® F) " R ® K é um ideal de R © K, ob ­

temos: 

J (R ® F) f""\ R ® K c J (R © K). o 

Lema 10:Seja F uma extensão separável finita de C . Então, 

existe uma extensão galoisiana H de C contendo F, 

e J(R ® F) = J(R © H) f'1 R ® F • 

Demonstração : Pelo Lema acima, a inclusão J(R ® H) i'i R ® F e 

J(R ® F) é imediata. Consideremos agora R ® H como 

(R ®e F) ®F H. Como H é também uma extensão galoisia ­

na de F , o Corolário 1 garante que J(R ® H) = 

= J(R ~C F) ®F H. Em particular, J(R ® F) e J(R ® H)i\ 

f\R ® F , e a prova está completa. o 
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Corolário 2: Se F é uma extensão separável finita de C,

J(R ® F) : J(R) ® F

29111g!!ziÇ.!.açaa: Pelo Lema 9 , existe uma extensão galoisiana H de

C contendo F, tal que: J(R®F) =J(R®H)/"\R® F

Pelo Corolário 1, J(R ® H) = J(R) ® H. Que-

remos mostrarque J(R) ®Hr"'\R® F = J(R) ® F. Uma in

clusão é i.mediata. Para a outra, tomemos {x;l: uma ba-

se de J(R) sobre C , e {xiJil'.J {yjlj uma base deR
sobre C . Dado x c J(R) ® H f''li R ® F, podemos escre-
ver x de forma Única como

E xi ® hi, hi c n

e também como:

x : ? xi ® fi ' E y;j @ fj' fi' íj c F

b'ías a forma de escrever x em R®H é Única, logo ,

fj : 0, para todo j , e hi : fi, para todo i, isto
é, x e J(R) ® F . {}

Podemos agora proceder ã prova do Teorema l

Teorema l (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão separãvel d.e C,
então, J(R 8 F) = J(R) ® F

Demons oração Seja x c J(R © F) Então, x pertence a R ® K,

. 19 • 

Corolário 2: Se F e uma extensão separável finita de C, 

J(R © F) = J(R) © F. 

Demonstração: Pelo Lema 9, existe uma extensão galoisiana H de 

C contendo F, tal que: J(R ® F) = J(R © H) 0, R © F. 

Pelo Corolário 1, J(R © H) = J(R) © H. Que­

remos mostrar que J(R) ® H f"\ R ® F = J(R) ® F. Uma in 

clusão - imediata. Para {x.}. uma ba-e a outra, tomemos 
l. l. 

se de J (R) sobre e , e fx. }. lj {y.}. uma base de R 
1 1 . J J 

sobre e . Dado X e:; J (R) © H (1 R © F, podemos escre-

ver x de forma 6nica como: 

X = E 
i 

x.©h., h.e:H 
l l l 

e também como: 

X = E x. © f. + E y. !íll f., f., f. E F l l j J J l J l 

Mas forma de R ® H - . logo a escrever X em e un1ca, 

f. = o , para todo j e h. = f. para todo l , isto J l l 
, 

e, X E J(R) 181 F . {} 

Podemos agora proceder à prova do Teorema I. 

Teorema I (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão separável de C, 

então, J(R © F) = J(R) © F. 

Demonstração: Seja x e: J(R © F). Então, x pertence a R ® K, 
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para alguma extensão finita K de C . Além disso, es

ta extensão é separavel sobre C, então, pelo Corolário

2, J(R ® K) : J(R)® K

Como J(R ® F) r"'\ R ® K ç. J(R ® K)( pelo

Lema 9)hemos: x c: J(R) ® K, que está contido em

J(R) ® F, o que demonstra uma i.nclusão
Seja agora x c J(R) ® F . Então, x c

J(R) ® K, para alguma extensão finita K de C . Como

F é separável sobre C, K tambémé. Então, J(R) ®K
= J(R ® K) pelo Corolário 2. Assim, x possui um qug
se-inverso àdireita em R® K, logo emR®F, o que
mostra que x é quase-regular ã direi.ta em R ® F . Cg

mo J(R) ® F Ó um ideal em R ® F, o argumento acima

mostra que J(R) ® F é um ideal quase-regular em R®F,

portanto, esta contido em J(R ® F) . 43

à

Isto completa a prova do Teorema 1, para a

néis R com unidade. Pode-se demonstrar que o resultado con

tinua valido, se prescindirmos desta hipótese

1 . 2 Extensões transcendentes Duras

Seja (x.i).i um conjunto de indeterminadas(p.

mutativas (não necessariamente finito) sobre C. C l. ...,XJ'

.] = C [X] denotarã o anel dos polinâmios nas indetermina -
das(X.i), e C(..., X.i, ...): C(X) o corpo das funções racig
naif nas indetermi.nadas (X4). Notaremos ainda

. 20 . 

para alguma extensão finita K de C . Além disso, es ­

ta extensão é separável sobre C, então, pelo Corolário 

2, J(R ® K) = J(R)® K 
~ 

Como J(R ® F) n R ® K c J(R ® K) ( pelo 
--

Lema 9) 1 temos: X e J (R) ® K, que está contido em 

J(R) © F, o que demonstra uma inclusão. 

Seja agora X e J(R) 181 F . Então, X e 

J(R) ® K, para alguma extensão finita K de c . Como 

F - separável sobre c , K também 8. Então, J(R) ® K e 

= J(R ® K) pelo Corolário 2 . Assim, X possui um qu~ 

se - inverso a direita em R ® K, logo em R ~ F, o que 

mostra que x é quase ~regular à direita em R ® F. Co . 

mo J(R) ® F é um ideal em R ® F, o argumento acima 

mostra que J (R) ® F é um ideal quase-re gular em R ~ F, 

portanto, está contido em J(R ® F) . o 

Isto completa a prova do Teorema I, para a­

néis R com unidade. Pode-se demonstrar que o resultado con ­

tinua válido, se prescindirmos desta hipótese. 

1.2 Extensões transcendentes puras 

Seja (X.) . um conjunto de indeterminadas co 
l l 

mutativas (não necessariamente finito) sobre C. C r ... ,X .,. 
. 1 

• •• ] = C [ x] denotará o anel dos polinômios nas indetermina -

das (Xi) , e C( . .. , Xi, .. . ) = C(X) o corpo das funções racio 

nais nas indeterminadas (X. ) . Notaremos ainda: 
l 
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®C C[Xq , e R(X) : R ®C C(X)

É fácil ver que, se r € R(X), r pode ser

escrito na forma r ]=X].l ® h [X]'-t (que notaremos simplesmeB

te r [X] . h]:)q'i), com rE}(] € R [[q e h]){] € C [X]

Se F é uma extensão transcendente pura

de C, então F ; C(X) para algum conjunto de indeterminadas

(Xi)j' Então, ao considerar extensões transcendentes puras

quaisquer, podemos nos limitar ao anel R(X)

Lema ll Se J(R(X)) / 0, então i (n(x) ) f"'\ R # o

Demonstracão: Pri.melro, observamos que J(R(X)) /"I Rl:X) # 0.De

fato, se 0 # rEX] . hl:?ÇJ'i É: J(R(X)), então

r [X] hrX]'l hD(] c J(R(X)) Isto Õ,

0 # r])Ç] c J(R(X)) r''\ R[X]

Entre todos os elementos não nulos r]'X] c J(R(X)) ,

existe um de grau total mi'ni.mo. Queremos mostrar que este elg.

mento pertence a R . Seja então r]:X] c J(R(X)) de grau to -

tal mínimo, e suponhamos que r [X] é R , logo este elemen-
to é de grau k ;: l para pelo menos uma das indeterminadas ,

digamos, XI' Sejam C']'X], C'(X) respectivamente o anel
dos polinÕmi.os e o corpo das:funções racionais nas indetermi-

nadas (Xj), com a omissão de X.. Usaremos analogamente as

notações R'Lk] e R'(X). Então, podemos escrever rEX] na

• 2 1 • 

R [x'.J = R ®e c[xJ, e R(X) = R ®e C(X). 

b fácil ve r que, se r E R(X), r pode ser 

escrito na forma r [X]. 1 ® h [xJ-l (que notaremos s implesme!!_ 

te r [X] . h [X] - l) , com r [x] E R [X] e h [xJ E e [x] . 

Se F é uma extensão transcendente pura 

de C, então F; C(X) para algum conjunto de indeterminadas 

(X.) .. Então, ao considerar extensões transcendentes 1 1 

quaisquer, podemos nos limitar ao anel R(X). 

Lema 11: Se J(R(X)) f O, então J(R(X)) AR t O. 

puras 

Demonstração: Primeiro, observamos que J(R(X)) Í1 R[Xl f O.De 

fato, se O f r[X] . h!~XJ -l E J(R(X)), então 

h[X] E J(R(X)}. Isto 

Entre todos os elementos não nulos r[X] E J(R(X)) , 

existe um de grau total mínimo. Queremos mostrar que este el~ 

mento pertence a R . Seja então r [X] E J (R (X)) de grau to -

tal mínimo, e suponhamos que r [X] t R logo este elemen­

to é de grau k ~ 1 para pelo menos urna das indeterminadas 

digamos, x1 . Sej arn C' [X] , C' (X) respectivamente o anel 

dos polinômios e o corpo das . funções racionais nas indetermi­

nadas (Xi), com a omissão de x
1 . Usaremos analogamente as 

notações R' [X] e R' (X) . Então, podemos escrever r [X] na 
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forma

-lj] ro '' rl XI ' rj. e R' ].X] .i=0, ,k e

rk / 0

C) automorfismo T de C(X) definido pela tranâ
formação

xl

Xl

xl + l

Xi ' para i # l,

pode s.er extendido univocamente ao anel R(X), do modo usual,
de modo a dei.xar invariantes os elementos de R . Vamos deno-

tar este automorfismo por t '

Como T' (J(R(X))) g J(R(X)), podemos conclu-

mento s])q' = T'(rEX]) - r [X] pertence a J(R(X))

A esta altura, divã.ditos a demonstração segun-
do os diferentes valores da caracterl'ética de C.

Seja C de caracterl'sti.ca zero. Então, sEXl=

:En rj.((XI + 1)1 - X]) é de grau em XI menor que rEX]
Como cada parcela ri((Xi + 1)] - Xl-) tem para grau t9
tal: (a (ti) + i- 1), é fácil verque o grautotalde slXI
é menor que o de rPX]. Pela condição minimal de rDX] , deva.
mos ter sEXo = 0. fias

elelr que 0

k

0 --- +' k r. = 0k

forma: 

r [X] = 

• 2 2 • 

r . E: R ' [X] , i = O , ••• , k e 
l 

O automorfismo T de C(X) definido pela trans 

formação : 

X. 
1 

X. , para i 'f l, 
1 

pode ~er extendido univocamente ao anel R(X), do modo usual, 

de modo a deixar invariantes os elementos de R. Vamos deno­

tar este automorfismo por T' . 

Como T' (J(R(X))) c J(R(X)), podemos conclu­

ir que o elemento s[XJ = T' (r[X]) - r [X] pertence a J(R(X)). 

A esta altura, dividimos a demonstração segun­

do os diferentes valores da característica de C. 

Seja e de característica zero. Então, s [xJ = 
k 

Xi) E ri ( (Xl 1)1 ~ 

de Xl r [X] = + - e grau em menor que o 

i=0 1 

Corno cada parcela r. ((X. + l)i - Xi) tem para grau to 1 1 1 -
tal: (a (r.) + i - 1), é fácil ver que o grau total de s [X] l 

é menor que o de r [X] . Pela condição minimal de r !)] , deve 

mos ter s [X] = O. Mas 

= o 
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Ouseja, rk(l ®k) : 0, e como k::l e C é
de caracterl'ética zero, devemos ter rl.. = 0, o que é absurdo.

Se a caractere'stica de C é um primo p, pode-

mos ter slXl= 0. Mas, neste caso, podemos demonstrar que

r [?q é da forma: r [X] :: r'EXP - XI.], em que r' é um poli-

nõmio em x\l - xl' com coeficientes em K'].x]
Suponhamos que este fato tenha sid

do, e prossigamos com a demonstração do Lema ll

Sejam Cl].X] , CI(X), Rl]'X], RI(X) os anéis ob-
tidos por substituição de XI por XP - XI' no conjunto de in
determinadas (X])

Queremos obter em J(R(X)) um poli.n6mio& grau

total menor do que o de r [X]

Observamos primeiro que r]:X] € J(RI(X)). De

fato, como CI(X) é um subcorpo de C(X), podemos considerar
R(X) como

de mo ns t r a0

R(X) : R ®C C(X) (R ®C CI(X)) ®CI(X)C(X)

: RI(X) ®C. (X) C(X)

Agora, aplicando o Lema 9 para R : RI(X), F
C(X) e C : K : CI (X), temos

i(R(x)) {n (ni(x) ocl(x) cl(x)) s. i(RI(x) õcl(x)cl(x»,

ou

, 2 3 • 

Ou seja, rk(l ® k) o' k 1 e ~ 

= e como > e e -

de característica zero, devemos ter rk = o' o que e absurdo. 

Se característica de e ~ 

primo pode-a e um p, 

mos ter slXI= O. Mas, nest e caso, podemos demonstrar que 

r lXJ é da forma: r [X] = r'[Xl - x1J, em quer' é um poli­

nômio em x"f - x1 , com coeficientes em R' J:x]. 

Suponhamos que este fato tenha sido demonstra­

do, e prossigamos com a demonstração do Lema 11. 

Sejam c
1 

[X] , c
1 

(X) , R
1 

[X] , R
1 

(X) os anéis ob­

tidos por substituição de x1 por Xi - x1 , no conjunto de in­

determinadas (X.) . 
1 

Queremos obter em J (R (X)) um polinômio ce grau 

total menor do que o de r l)CJ • 

Observamos primeiro que r [xJ f: J (R
1 

(X)). De 

fato, como c1 (X) ê um subcorpo de C(X), podemos considerar 

R(X) como: 

R(X) = R ®e C(X) 

Agora, aplicando o Lema 9 para R = R1 (X), F 

= C(X) e C = K = c1 (X) , temos: 

ou: 

= 
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J (R(X) ) r RI (X) g J(RI (X))

c.- .[x] ,' [x{ Xl] c: RI (X) , obtemos

r [X] c J(RI(X))

Consideremos agora o isomorfismo O: CI(X)
C(X), definido por

P(x l l xl' o (xi) xi' i # l,

que deixa fixos os elementos de C . Este isomorfismo pode ser

extendido a um isomorfismo O' de RI(X) sobre R(X), do modo

usual. Como jã observamos, Q'(J(RI(X))) g J(R(X))

Como rEX] c J(RI (X)) , temos

O'(r'LX? - Xl]) : r'tXllc J(R(X))

Mas o grau total de r'CXl] é menor do que o de
uma vez que as indeterminadas X.i permanecem fixas por

XP - XI é trocado por XI
Pela condição minimal de rrX] , r'CXl] deve ser

nulo. }4as como r'EXl] é imagem de rrX] pelo isomorfismo e',
devemos ter rCX] = 0, o que é absurdo. Isto completa a demons-

tração do Lema. 11, a menos do seguinte fato, que demonstramos a
seguir

o' (,EQ)

Seja rEX] : ro + r] X]. + ... ' rk Xk , ri e

, k, rl,. # 0, um polinÕmio tal que

l

R' IXI

• 24 • 

Como r [x] = r' [xi - x1) E: R1 (X) , obtemos: 

r[x) E: J(Rl(X)) . 

Consideremos agora o isomorfismo 8: c1 (X)-­

~ C(X), definido por 

8 (XP - X) = 
1 1 

X., i 
1 

f l, 

que deixa fixos os elementos de C . Este isomorfismo pode ser 

extendido a um isomorfismo 8' de R
1

(X) sobre R(X), do modo 

usual. Como já observamos, e' (J (R
1 

(X))) s_ J (R (X)). 

Como r [xJ E: J (R1 (X)) , temos : 

Mas o grau total de 

r[~, uma vez que as indete r minadas 

r' [x
1
] é menor do que o de 

X. permanecem fixas por 
1 

8', e xP - X 
1 1 

-e trocado por x1 . 

Pela condição minimal de r[X], r'[X1] deve ser 

nulo . Mas como r' (x1] é imagem de r [x] pelo isomorfismo 8' , 

devemos ter r[X] = O, o que é absurdo . Isto completa a demons -.. 
tração do Lema 11, a menos do seguinte fato, que demonstramos a 

seguir : 

Seja r[x] = r
0 

+ r 1 x1 + ••• + rk X~ , 

R' IX!, i =O, .. . , k, rk I= O, um polinômio tal que 

r. E: 
1 



2 5

'' k [x])
em que r'

-' [*]

[X]. Então, r ].X] é da. forma: rrX3= r']XI - Xl],
um polinõmio em xã) - XI, com coeficientes em

Vamos proceder a algumas observações preliminâ
res

1. Podemos supor k 2. p.

De fato, se sF]x] = r (rEx]) - rrxJ

:izo ri((xl + 1):- xil) «* x11-: '- 0

então, krk : 0' Isto éequivalentea: rk (l®F) : 0
que .k é a classe de k c N em Z

O , então teríamos rk : o, o que é ab
portanto plk. Logo, k Z P

P

em

surdo. Assim,

2. rCx] pode ser escri.to na forma

rj:x] = h(xj (xP . XI) + tt.x], em que h Íx], tl.xl € RIXA;,e

trxlé de grau em XI < p.

Para ver isso, basta divida.r rCx,l por xp - xl

3. Seja g(X3.,l = go + gl XI +...+ gn Xn um polinõmio com cg

eficientes em K'Íxl , com n < p. Se g ({a = o, para

o , l ) ã' c Z ,
P '

9

então g é o polinõmio nulo.

A prova é feita por indução em n

Se n = 0, gtX]) = go' e como gCÕ,) 0, deve

• 2 5 • 

T'(r (X])= r [X]. Então, r (x) é da forma : r[X)= r 1 (X1 - X11, 
em que r' é um polinômio em Xl - x1 , com coeficientes em 

RI rxl • - , 

Vamos proceder a algumas observações prelimin! 

res: 

1. Podemos supor k ~ p. 

De fato, s e s[x) = T (r[~J) - r(Xj= 

k 
= t: 

i=O 
k-1 k rk x1 + = o, 

então, k rk = O. Isto ê equivalente a: rk (1 ® k) = O, em 

que k e a elas se de k E: N em z p 

Se k f o então teríamos rk = o' o que e ab ' 
surdo. Assim, k = o e portanto pjk. Logo, k > p o -

2. r [xJ pode ser escrito na forma: 

r[X) = h(xJ (Xl - X1) + t(xJ, em que h rx), t[~) E R[XJ',e 

t[x)é de grau em x1 < p. 

Para ver isso, basta dividir r [xJ por x"f - x1 . 

3. Seja g(x1) = g
0 

+ g1 x1 + ••• + gn X~ um poiinômio com co 

eficientes em R' [x) , com n < p. Se g (v). = O, para 

v = o, I, o o o , 
-n E z , p 

então - polinômio nulo. g e o 

A prova e feita por indução em n o 

Se n = o, gfxJ = go' e como g(oJ = o' deve -
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mos ter g

Seja então n :: 1, e suponhamos a observação de
monstrada para todo polinâmio g de grau S n - l

Consideremos o pol-inõmio

(i) íCxJ gn ' XI(XI - T) (xl - (ã'':l'))

O grau de f em XI

fÍO) : O, f (q : O,. .., f [ií'''q

temos

Estamos portanto nas condições de aplicar a hi

pótese de i.ndução ao polin6mi.o f: flXlldeve ser nulo. Pela i.-
gualdade (i.) , temos

(ii) glxJ : gn ' XI ' (XI - T)...(xl - (ã'':'T))

Agora, glii) = o, isto é,

(iii) gn ' ã (ã' T) ( ].) 0, e como n < p,

n . (n '= '1) ...(T) : (;Ü) # 0

Dividindo ambos os membro

por (n :), obtemos : g. = 0.

Voltando à igualdade (ii) , concluímos que:
0, como queri'amos demonstrar

Vamos agora. ã prova de que r].X] tem a forma rg.
querida para a demonstração do Lema ]l

s da igualdade ( j- ii )

mos ter g = o ·o 

. 26 . 

Seja então n ~ 1, e suponhamos a observação de 

monstrada p ara todo polinômio g de grau < n - 1. 

Consideremos o polinômio : 

(i) f[xJ = g(x1J - gn o Xl(Xl - 1) .. . (X1 - (n - 1)) o 

o grau de f em Xl e < n - 1 ' e temos: -

f [o) (1] (n lJ = o, f = o, o o o ' f - = o . 

Estamos portanto nas condições de aplicar a h1 
pótese de indução ao polinômio f: f Jx1 Jdeve ser nulo. Pelai­

gualdade (i), temos: 

Agora, ~ 

is to e, 

(iii) -gn. n (n - 1) (1) = O, e como n < p, 

n . (n - 1) .. . (I) = (rt!) r o em 1> 
Dividindo ambos os membros da igualdade (iii) 

por (n!), obtemos : g = o. n 

Voltando i igualdade (ii), concluímos que: 
e" corno quer1amos demonstr ar. 

Vamos agora à prova de que r[xl tem a forma re .... , 

querida para a demonstração do Lema 11 . 
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A prova é feita por indução no grau k de rLl]

em XI

Por 1, podemos supor k :à p.

Se k : p, por 2, temos que r(X] é da forma

(iv) 'CxJ xl) ''' t Lx) ,

em que ho c R'EX] e t [X] é um polinõmio de grau em XI <p
Calculando v' em ambos os membros dc (iv), e

lembrando que ((XI ' l)P . (XI -- 1)): XP . XI' temos

(rtxJ) : ho(x11 - xi) + r'(t.[X])

Por hipótese, t'(rrX]) = rtl5q , logo

h.U\l XI) ''' 'r' (t [lX]) xl) ' t ]x] ,

ou seja,

'r' (t].X}) : tÍX]

l)at', é fácil concluir que

(v) ('r')v (tl.xJ) ttx,l, para v : o, l, p'l

Suponhamos que t(x] tem a forma

' [xJ t. ' tl xl ' xT, com n < p,

ti c R'l'XJ , i 1 , , n

• 2 7 • 

A prova é feita por indução no grau k de r[xJ 

Por 1, podemos supor k ~ p. 

Se k = p, por 2, temos que r(x] é da forma : 

em que h E R' (xJ e t (xJ é um polinômio de grau em Xl <p . o 

Calculando T' em ambos os membros de (iv), e 

lembrando que ((Xl ... l)p - (Xl ~ l))= xP - Xl' temos: 
1 

-r' ( r [ X 1 ) = h ( X p - X ) + T 1 
( t .[x] ) .. , o 1 1 

Por hipótese, T' (r 1-X]) = r [x.) , logo: 

= h cxPl - Xl) + tfx"l, o .. , 

ou seja, 

T' (t[X}) = t(XJ 

Daí , e fácil concluir que 

- ·1 t J.x .1 , para v = o, 1, ºº º' p - 1. 

Suponhamos que t(x] tem a forma: 

t CxJ t tl Xl 
n 

= + + •• o + t Xl, com n < p, o n 

t . E R' (_x) 1 = 1, •• o ' n. 
1 

, 
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Escrevendo expl i.citamente (v) , obtemos

(vj.) EO ti(XI +v)] : ZEO ti Xz' param: 0, 1,. p'l

Igualando os termos independentes de XI em (vi)
temos

t
n

equivalentemente
)

+ tlv + to : to' para v : 0, 1 ,p'l, ou,

(vij.) tn ;n + '''q.ç' ' . to' para 0, 1 ,... ,p'i c ZP

Eln outros termos, se substituirmos na expressão

de t [X..] a i.ncógnita XI por ç , para T : 6, T,'.., p-l, de-

vemos obter to para resultado, segundo a igualdade (vii)

Então, o polinâmi.o t]'X] - tn esta nas conde
ções da observação 3 . Logo,

t [xl t. ' K'l.XJ

Voltando à igualdade (iv) , temos

rfXj = ho(XI - XI) + to'

em que ho' to c R'EX], como querz'amos demonstrar

Do que foi feito acima, queremos ressaltar a se
gui.nte observação

4. Se tl.XI =to+tlXl+...+tnXI éumpolinõmiocomcg
eficientes em R']'X], de grau, n < p em XI, que satisfaz

(vi) 
n 
E 

i=O 

• 2 8 • 

Escrevendo explicitamente (v), obtemos: 

n 
E 

i=O 
o, 1, ... , p-1. 

Igualando os termos independentes de x1 em (v~ 
temos: 

equivalentemente, 

Em outros termos, se substituirmos na expressao 
de t [x] a incógnita x

1 
por v , para v = O, I, ... , p-1, de­

vemos ob ter t para resultado, segundo a igualdade (vii) . o 

Então, o polinômio 

çoes da observação 3. Logo, 

t [xJ - t o está nas condi -

t 
o 

E: R' rxJ . 

-Voltando a igualdade (iv) , temos: 

em que h
0

, t
0 

e: R 1 [x], como queríamos demonstrar. 

Do que foi feito acima, queremos ressaltar a se 
guinte observação: 

4 . Se t['X-j = t
0 

eficientes em 

+ t 1 x1 + ••• + tn X~ 

R' [X], de grau, n 

e um polinômio com CQ 

< p em x1 , que satisfaz 
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ã conde.ção: T'(t [X] ) = t [.X],então t ],X] = tn C R'rX]
Seja agora k > p, e suponhamos que todo poli-

nõmio de grau em .XI menor ou igual a k - 1, e mai.or ou igual
a p, seja da forma requerida

Por 2, podemos supor que rrX.l tem a forma

@ii.i) rLX] : h Íx] (xP . XI) + tlX'l em que

hl'X.l , t].X.J c R].X], e t(X't é de grau em Xl-ep

Lembrando que, por hi.pótese,

e aplicando T' a ambos os membros de (vivi)
v' (rj]x]) : r (X]

temos

'r'(hrX])(XI - XI) + 't'(t].X]) : hLX.l (X31 - xl) + t [xJ

ou

(iX) (T' (h (X]) hÍXI)(X51 - XI) = tíx] T ' (t l.x.J )

O pri.melro membro de (i.x), se não nulo, é de

p, e o segundo membro é de grau em XI < p, jã
grau em XI < p.
Asse.m, devemos ter :

grau

que

.' (h ['X)) : h].X] e . ' Q [x]

Pela observação 4, de v'(t]X]) = tl,X.l, obt
mos: 'r' (tl'xJ) : to E: p' [x]

Agora, por (vivi.), o grau de h].X] em X. é
:á k-l. Se este grau é < p, ainda pela observação 4, teremos

e

• 2 9 • 

à condição: T ' (t [.x] ) = t [_X) ,então t [X] = t
0 

E R' [.x]. 
Se j a agora k > p, e suponhamos que todo poli ­

nômio de grau em .X, menor ou igual a k - 1, e maior ou igual .J. 

a p, seja da forma requerida. 

Por 2, podemos supor que r[Xl tem a forma: 

em que 

e t(xJ -e de grau em x
1 . (p 

Lembrando que, por hipótese, T' (r [~)) = r (il , 
e aplicando T 1 a ambos os membros de (viii), temos: 

ou 

- -O primeiro membro de (i x), se nao nulo, e 
grau em x

1 
~ p, e o segundo membro é de grau em x

1 
< p, 

que t [xJ tem grau em x1 < p. 

Assim, devemos ter: 

e 

de 

Pela observação 4, de T' (t (x.J) = t [~) , obte -
mo S : T ' ( t (X J ) = t 

O 
E R' l XJ º 

Agora, por (viii), o grau de h.1)( 1 em x1 
Se este grau -e < p, ainda pela observação 4, teremos : 
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h [x] h. ' R'LX]

Substituindo t(Xj e hLxJ em (vivi), temos

rlX] = ho(XP . XI) + to' como querz'amos demonstrar

Se o grau de hl.xJ é ainda 3: p, pela hipóte

se de indução, hrX.l = h'llXP - XI) , em que h' é um polinâ
mio eln Xt' - x. com coeficientes em R'l.XJ

Voltando ã igualdade (vivi) , podemos concluir

que rrX) tem a forma requerida. 0

Podemos agora proceder à prova do Teorema ll

Teorema ll (Amitsur, (4)): Se F é uma extensão transcendente

pura de C , então J(R ® F) = N ® F, em que N = J(R ® F)r'+

nR é um ideal ni.l de R (e, portanto, contido em J(R).

!9 epaiçrpçgp: Conforme observamos no início desta Seção, ao coE.

sideral extensões transcendentes puras, podemos nos limi-

tar ao anel R(X). Nestas condições, o ideal N em con-

sideração é : N = J(R(X) ) /''} R.

Primeiro, observamos que N ® C(X) , que denotarg.
mos lq(X), esta contido em J(R(X)). De fato, N(X) = N ® l

l ® C(X), e como N ® l c J(R(X)), é imediato que N(X) ç.

J (R (X) )

Como N é um ideal de R , podemos considerar

o epimorfi.smo canónico Q: R ------.-) --B- = ÊI . Observemos ainda
N

se de indução, 

mio em xP - X 
1 1 
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h (x] : h O E: R I [ xJ 

Substituindo ti/) e h[XJ em (viii), temos : 

+ t o, como queríamos demonstrar. 

Se o grau de h 1/] é ainda ~ p, pela hipóte­

h [X]= h'ÍXP - X J , em que h' é um polinô -
• I '· 1 1 

com coeficientes em R' (x) . 

Voltando à igualdade (viii), podemos concluir 

que rjx) tem a forma requerida. - , 
Q 

-Podemos agora proceder a prova do Teorema II . 

Teorema II (Amitsur, (4)) : Se F é uma extensão transcendente 

pura de C , então J(R ® F) = N © F, em que N = J(R ® F)0 

nR é um ideal nil de R (e, portanto, contido em J(~)-

Demonstração : Conforme observamos no início desta Seção, ao con 

siderar extensões transcendentes puras, podemos nos limi­

tar ao anel R(X) . Nestas condições, o ideal N em con­

sideração é: N = J(R(X)).fi R. 

Primeiro
1 

observamos que N ® C(X), que denotare 

mos N(X), está contido em J(R(X)). De fato, N(X) = N © 1 . 

. 1 ® C(X), e como N © 1 c J(R(X)), é imediato que N(X) e 

J(R(X)) . 

Como N é um ideal de R , podemos considerar 

o epimorfismo canônico lj!: R -4 R 

N 
= R. Observemos ainda 
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que EI é uma álgebra sobre C , com a definição natural
Seja agora o epi.morfismo:

P ® 1 : R ® C(X) R(X) RI ® c(x) : RI (x)

Queremos mostrar que Ker (P ® 1) = f!(X). A inclusão N(X) c

Ker (@ ® 1) é trivial. Fixamos então uma base (c.i).i de C(X)
sobre C, tomemos um elemento genérico }l r; ® c: e R(X),com
ri c R, para todo i, e suponhamos que

@ ® 1( E ri ® c;i) : E + (r:i) ® Ci : o

'o fato de (ci)i ser uma base de C(X) sobre C, sabemos que os
elementos de ii(X) se escrevem de forma única como EI i. 8 d..

Í.i c RI . Então, '

l l

i(rj.) ® çi ; 0 ::::::':+ @ (rj.) : 0, para todo i

Ou seja, ri e N, para tido i. Então, o eleme!!

; rj. ® ci c N ® c(X) : N(X) , como querz'amos demonstrar
Assim, temos o i.somorfismo

10

R (X) :

N (X)
por ©

Este isomorfismo, restrito a R + NTX
N(X)

imagem R, isto é 3

tem

por

R ' N (X)

N (X)

. 31 . 

que R -e uma álgebra sobre C , com a definição natural. 

Seja agora o epimorfismo: 

Vi ® 1 R ® C(X) = R(X) R © C(X) = R (X) 

Queremos mostrar que Ker (~ ® 1) = N(X). A inclusão N(X) c 
Ker (l/1 ® 1) é trivial . Fixemos então uma base (c.) . de C(X) 

1 1 

sobre C, tomemos um elemento genérico E r. ® c. E R(X) ,com 1 1 , 
i ri E R, para todo i, e suponhamos que 

r. ® e.) = E~ (r.) ® ~- = O 1 1 1 1 
1 

'o fato de (ci)i ser uma base de C(X) sobre C, sabemos que os 
elementos de R (X) se escrevem de forma Única como E r. ~ 

i 1 
e., 

l 

r . E R. Então, 
1 

to E r. © c. 
1 1 

1 

R (X) -= 
N (X) 

por imagem R, 

Ou seja, r. E 
1 

l/1 (r.) = O, para todo i 1 

N, para t0do 1. Então, o elemen 

N © C(X) N(X), ... 
demonstrar. E = como que riamos 

Assim, temos o isomorfismo : 

R (X) , que denotaremos por <I> • 

isomorfismo, restrito R + N (X) Este a tem 
N (X) -isto e' 

R + N (X) 
R 

N (X) 
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Observamos ainda que, como N(X) ç. J(R(X)) , pe
lo Teorema IV do Cap. 0, pãg. 4 , temos

J (!.CX}) : J(K(X))
N(X) N(X)

Vamos agora calcular J(R (X)) f] R, através
do isomorfi smo ©

J (Íi (x)) n! Íi R(X
N(X)

.! N(X)
N(X)

:11(}!(XD n B .LN.(ix) . .(+(B:(X))n n) ' N(x)
N (X) N (X) N (X)

N ' N(X

N(X)

Pelo Lema 11, devemos ter J(R (X))

ra, o isomorfismo q', restrito aos radicais, produz

Ago

J (R (X) ) J( R(X) )
N(X)

Como J(!(]1}) = JTRTX'l) devemos ter: J(R(X)D:
N(X) N(X)

N(X), o que demonstra a primeira parte do Teorema ll
Vamos agora ã demonstração de que N é um ide

al nil

Seja r c N, e consideremos o elemento r.XI
em que X. é uma indeterminada arbi.traria. Como r . X. e

J(R(X)), tem um quase-inverso rLX] hEX]'l E: R(X)
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Observamos ainda que, como N(X) ~ J(R(X)), pe­

lo Teorema IV do Cap. O, pág. 4 , temos: 

J (R (X) ) = J (R (X)) . 

N (X) N (X) 

Vamos agora calcular J (R (X)) ('\ R, através 

do isomorfismo ~ . 

J(R (X))(\ R 

J (R(X)) f\ 
N (X) 

- J ( l{ (X) ) (\ 

N (X) 

R + N (X) 

N(X) 
= 

R + N(X) 

N(X) 

= (J (R (X)) n R) + N (X) 

N (X) 

= 
N + N (X) 

N(X) 
= o. 

= 

Pelo Lema 11, devemos ter J(R (X)) = O. Ago ­

ra, o isomorfismo ~. restrito aos radicais, produz : 

O= J(R (X)) - J( R(X) ) 
N(X) 

Como J(R(X)) = J(R(X)) d t , e vemos er: 
N (X) N (X) 

= N(X) , o que demonstra a primeira parte do Teorema II . 

J (R (X))= 

Vamos agora à demonstração de que N é um ide-

al nil . 

Se j a r EN, e consideremos o elemento r.X1 , 

em que x1 é uma indeterminada arbitriria. Como r . x1 E 

J(R(X)), tem um quase - inverso rLX1 h[x)- 1 
E R(X). 
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Escrevendo a equação do quase-in

[x] h [x.]': . , [x] htXJ': , x:

lÍultiplicando por hÍXj , obtemos

(x) hÍX] . r xl * rrx].rÍxl r xl

Sej am então

rjX] : ro . rl XI ' ... - rm Xm , ri c: R' [X]

h(X) = ho + hl XI + ... + hn Xn , hi c R'l'XI, hn # 0

Computando os graus em XI dos diversos ter-
ter

a( h],X] r XI)

L.S., aQ CX] . , ]'X] ,

ro lado,

a(r i.X] '' r (X] r . XI)S m ' 1, por (x)

Assim, obtemos: n+ IS.m+ 1, ou nSn.

Agora, basta computar os coefici.entes de pot8B

lentes de XI
Se n = m . comnutnmns os roer-icientes de

e obtemos

temosverso,J

X + rr l

(x)de devemosmos b

deve lX ) n+serl
f-las , outpor

das conven

r !'xl = r 
~ , o 

h (xJ = h o 
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Escrevendo a equaçao do quase - inverso, temos: 

L, J - 1 h X 

Multiplicando por h [x'j , obtemos: 

Sejam então : 

+ rl Xl + • o o + r xm r. E: R' [xJ . m 1 1 

+ hl Xl + o o o + h xn h. E: R' !'x"I, n 1 1 •4,; , 
h t= o n 

Computando os graus em x1 dos diversos ter ­

mos de (x). devemos ter: 

a ( h C X] r x1) = n + 1 

Logo, a (r [x,J + r (xJ r x1) deve ser n+ 1. 

Mas, por outro lado, 

Assim , obtemos: n + 1 < m + 1, ou n < m. 
,, 

Agora, basta computar os coeficientes de pote~ 

cias convenientes de x1 . 

Se n = m, computamos os coeficientes de X~+l, 

e obtemos: 
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Cxi) h
' ' m

Observamos agora que os coeficientes r{ E
J(R'(X)). De fato, podemos considerar R(X) como:

(xii) R(X) c(x) (R 8C C'(X)) ®C.(X) C(X)

R' (X) ®C' (X) C(\)

Podemos aplicar a primeira. parte do Teorema ll

ao anel R'(X) e aos corpos C(X) e C'(X), uma vez queCOo:

C'(X) (XI) é uma extensão transcendente pura de C'(X)
Obtemos

J (R' (X) ®C' (X) C(X)) N' ®C'(X) C(X) ,
em que

N' J(R' (X) ®c (x) C(X)) n R' (X)

Como rE'X] c J(R(X)), via o i.somorfismo de
(xii) , obtemos

(xiii) ro ® l + x:l e J(R'(X) Oc'(x) c(x))

Fias os elementos 1, XI'...,X:l c C(x) são li
nearmente independentes sobre C'(X) , logo, fazem parte de

uma base (ci)i de C(X) sobre C'(X)
Lembrando que a expressão dos elementos de

(xi) 
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h r + r r = O m m 

Observamos agora que os coeficientes r. E 
l 

J(R'(X)). De fato, podemos considerar R(X) como: 

(xii) R(X) = R ® C(X) - (R ®e C' (X)) ©C' (X) C(X) = 

= R 1 (X) ®e' (X) e(~) . 

Podemos aplicar a primeira parte do Teorema II 

ao anel R' (X) e aos corpos C(X) e C' (X), uma vez que C(X)= 

= C'(X) (X1 ) é uma extensão transcendente pura de C'(X). 

Obtemos : 

em que 

(xii), obtemos: 

(xi i i) r 
o 

J(R' (X) ®e· (X) C(X)) = N' ®e, (X) C(X)' 

N I = J (RI (X) ®e 1 (X) e (X)) (\ RI (X) • 

Como r [xJ E J (R (X)) , via o isomorfismo de 

E J (RI ( X) ®e 1 (X) e (X)) 

Mas os elementos 1, x1 , ... ,X~ E C(X) sao li 

nearmente independentes sobre C'(X) , logo, fazem parte de 

uma base (e.). de C(X) s obre C'(X). 
l l 

Lembrando que a expressao dos elementos de 



C'(X) C(X) é Ünicana forma E ri ® ci' rj c N' , deve-
mos ter, por (xiii.): ri e N', i: O,..., m.

Asse.m, r. c: J(R'(x) ®C'(X) C(X)). Novamente
via o isomorfislno de (xii) , obtemos

ri c: J(R(x))

Multiplicando (xi.) por

r + h'l
m

Agora, hml rm cJ(R(X)), e o Legal de l.l

garante que, neste caso, devemos ter r = 0, e portanto nilpo-
tente

Se n < m, computamos os coefici.entes de
m+]

xm'l ---.-----+ (0) rm
m

xl --"------p (1) rm-l r + rm : 0, se m

xm'l ---.------i (2) rm-2 r + rm.l : 0,se

N' ®

)

lh temosm

> n + ].

(j) rm.j 0 ,se m-j'l > n+l

n+lx" '
(m-n) rn'r+rn...l r=0 se m-j'l:n+l ,ou j :m-n

N' ®e' (X) e (X) 
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é Única na forma ~ 
i 

r. ©e., r. EN' , l l l 
deve-

mos ter, por (xiii): r . E N', 1 = O, ••• , m. l 

Assim, ri E J(R' (X) ®e• (X) C(X)) . Novamente, 
via o isomorfismo de (xii) , obtemos : 

ri E J(R(X)) . 

Multiplicando 

Agora, - 1 h 
m 

(xi) por h - 1 t , emas : m 

r r = O. m 

rm E J(R(X)), e o Lema 1 de 
garante que, neste caso, devemos ter r = O, e portanto nilpo­
tente. 

m+l 
xl 

m 
xl 

rn- 1 
xl 

n+l 
X 

Se n < m, computamos os coeficientes de 

(O) r m r ::: o 

(1) o , 1 r r + r = se m > n + m- 1 m 

(2) r m- 2 + O,se 1 > + 1 r r = m - n m-1 

( j ) r . r + r . = O, se m- J· +l > n+l m- J m- J+l 

(m- n) rn . r+rn+l + hn r=O, se rn-j+ l =n+l ,ou j=m- n 



cando (1) por

obtemos
0

rm-l r

Analogamente, multiplicando (2) por r2
s ando (1) , obtemos

rm-2 r3 = 0

De modo geral, multiplicando

s ando (j -l) , obtemos

rj'l
m-J

Para j = m - n - 1, temos

rn+l r
m-n

flultiplicando (m-n) por rm

m-nr

ando a anterior, temos

lqultiplicando esta Última igualdade por hni

.-:

Como h'l r.c JÍRfY)}. uma nova anilcacão dn

usando (0)Agora multa.pli T, e}

rj(j ) e upor

, temos

h+ n.n

e , us

vem

n

• .36 , 

Agora, multiplicando (1) por r, e usando (O) , 

obtemos : 

Analogamente, multiplicando (2) por 

sando (1), obtemos : 

2 r , e u -

3 r r = O m-2 

De modo geral, multiplicando (j) por rj , e u­

sando (j - 1), obtemos : 

r . 
m-J 

). +1 o r = 

Para j - m - n - 1, temos : 

= o 

Multiplicando (m- n) 

+ h n 

por 

m- n+l r 

m- n r 

= o' 

temos: 

e, usando a anterior, temos: 

vem : 

r n 
rm- n+l + h 

n 
m-n+l r = o 

Multiplicando esta iiltima igualdade por h - l n 

rm- n+l + h- 1 
n 

Como 

r n 
m- n+l r = o 

J(R(X)), uma nova ap l icação do 
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Lema l conduz a

o que mostra que N é um ideal ni-l. Isto completa a prova do
Teorema ll . O-

Pode-se demonstrar que o Teorema ll ainda é ver

dadeiro, para ãlgebras R sem unidade

• 3 7 • 

Lema 1 conduz a : 

m-n+l r = O, 

o que mostra que N é um ideal nil. Isto completa a prova do 

Teorema II. O 

Pode-se demonstrar que o Teorema II ainda é ver 

<ladeiro, para álgebras R sem unidade. 



CAPÍTULO ll

APLICACÃO A9 ANEL DE GRUPO FG , EM QUE F E Ub{

CORPO DE CARACTERÍSTICA ZERO.

Vamos agora aplicar os resultados do capítulo
anterior para reduzir o problema de determinar se o anel de

grupo FG é gemi-simples ao caso em que F = Q , o corpo dos

números racionais. Além disso vamos estabelecer a gemi-simpli

cidade de FG , com algumas hi.póteses sobre o corpo F e o
grupo G

2 .1 Aplicacões Imediatas

Teorema l (Amitsur, (4)): Se G é uln grupo tal que QG é se
mi-simples, então, para todo corpo F de característi

ca zero, FG é semi-simples.

Pg119iP;ê.iliZaS.gg: Se F é um corpo de característica zero, F pg
de ser consi.gerado como uma extensão de Q . Seja H

uma extensão transcendente pura maximal de Q em F
Assim, a extensão F de H é algébri.ca.

CAPÍTULO II 

APLICAÇÃO AO ANEL DE GRUPO FG , EM QUE F e UM 

CORPO DE CARACTERÍSTICA ZERO. 

Vamos agora aplicar os resultados do capítulo 

anterior para reduzir o problema de determinar se o anel de 

grupo FG é semi - simples ao caso em que F = Q, o corpo dos 

números racionais. Além disso vamos estabelecer a semi-simpli 

cidade de FG , com algumas hipóteses sobre o corpo F e o 

grupo G . 

2.1 Aplicações Imediatas 

Teorema I (Amitsur, (4)): Se G -e um grupo tal que -QG e se 

mi-simples, então, para todo corpo F de característi 

ca zero, FG é semi-simples. 

Demonstração: Se F é um corpo de característica zero, F p~ 

de ser considerado como uma extensão de Q Seja H 

uma extensão transcendente pura maximal de Q em F . 

Assim, a extensão P de H é algébrica. 



39

Da definição de ãlgebra de grupo, é claro que

ara corpos arbitrários K c F

Então, HG ; QG ®n H . Pelo Teorema ll do capa

tulo 1, J(l-IG) ; FJ ®Q H, em que N é um ideal nil de QG, lo-
go, conta-do em J(QG). Por hipótese, J(QG) = 0. Assim, N = 0
e J(HG) = 0

FG l<G ® F PK )

Agora, FG ; HG ®l.Í F . Como H tem caracteres
rica zero, a extensão algébrica F de H é separãvel. Pelo

Teorema l do Capi'tulo 1, J(FG) ; J(HG) ®H F. }4as já prova '
mos que J(HG) = 0, portanto, J(FG) = 0. O

Para obter o segundo resultado, vamos provar
um lema

Lema 1: Para todo grupo G, QG não contém ideais nil não nu
los.

29111gg!=ÇZa:çg:g: Seja 0 # x = E x. g c: QG, e tomemos
. b
g

E x
g g

x* = E
h yh

h Temosy X

x+ = EI x+
g g

Seja agora o elemento

yh
ftg:h f g : xhg-l xg-l

yh-l : fEg:h-l xf x; : Ê xf xhf

}4udando a variável na soma de yh' temos
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Da definição de álgebra de grupo, é claro que 

FG - KG ®K F, para corpos arbitrários K c F. 

Então, HG - QG ®q H Pelo Teorema II do .. = . cap];_ 

tulo I, J (HG ) -= N ®q H, em que N - ideal e um nil de QG, lo -

go, contido em J(QG). Por hipótese, J(QG) = o. Assim, N = o 

e J(HG) = O. 

Agora, FG; HG ®H F. Corno H tem caracterís 

tica zero, a extensão algébrica F de H é separável. Pelo 

Teorema I do Capítulo I, J(FG) ; J(HG) ®8 F. Mas já prova -

mos que J(HG) = O, portanto, J(FG) = O. O 

Para obter o segundo resultado, vamos provar 

um lema . 

Lema 1 : Para todo grupo 

los. 

Dernonstra~ão : Seja o f 

x* E x* = . g 
g g 

Seja agora o elemento y 

yh = E xf 
f.g= h 

Yh -1 = E 
f.g=h-1 

Mudando a 

X 

= 

G, QG não contém -ideais nil nao nu 

= E X g E: QG, e tomemos 
g g 

E 
-1 = X g 

g g 

xx* = E Yn o h . Temos : 
h 

x* = E xhg-1 X g-1 g ' g 

xf x* = E xf xhf g f 

variável na sorna de yh, ternos: 
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z = g'i/ yh : E xhz xz : yh-l, e portanto ye : }l xg

Logo, ye # 0 e portanto y # 0

Observamos ainda que, se z = E z..g tem as

Ze # 0, zg : zg-l, então zz tem as mesmas
propriedades

propri.edades

: R "h ' h

wh : fE:h 'f g g zhg-l 'g'

wh-l
fg:h-l zf :g } 'r-l zf-lh-l: il zf zhf

f4udando a variável na soma de temos

k E Ezhk zk-l :g
k k zhk zk : wh-l

Ainda, w. = E ;:l # o.
e .c ll

Agora, se x / 0 pertence aum ideal nil,

y = xx* também pertence, e portanto é nilpotente. Fias, em vis

ta da observação acima, yó / 0 para todo n , o que é absur
do. Logo, t-odo ideal ni.l é nulo. {].

n

Teorema ll (Amitsur,(2)): Se F é uma extensão transcendente

de Q , para todo grupo G , FG é semi-si.mples.

29n911ã.iÇ.!.g:çaa.t Seja K g F uha extensão transcendente pura ma

ximal de Q . Então, F é uma extensão algébrica sepa-

rável de K . Pelo Teorema ll do Capl'tolo 1, J(KG);l'l®nK,

-1 z = g yh = , 

propriedades: 

propriedades : 

wh 

k -1 -- g 

í: 
z 

= 

wh 
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portanto E 
2 X X = Yh - 1' e Ye = X hz z g g 

Logo, Ye f o e portanto y f o. 
Observamos ainda que, se z = í: z • g tem as 

g 

z ~ O z = z então z2 tem as mesmas e T ' g g-1• 

zz = E wh . h. 
h 

E zf z = E z z 
fg=h g hg - 1 g' g 

Mudando a variável na soma de wh, temos : 

E zhk zk - 1 E 2
hk zk wh - 1 = = = 

k k 

Ainda, w = E zz f o. e f f 

Agora, se X f o pertence a um ideal nil, 

y = xx* tamb€m pertence, e portanto é nilpotente. Mas, em vi~ 
n 

ta da observação acima, y 2 ,f- O para todo n , o que é absur 

do. Logo, todo ideal nil é nulo. o 

Teorema II (Amit sur,(2)): Se F é uma extensão transcendente 

de Q , para todo grupo G FG é semi-simples. 

Demonstração: Seja K e F uma extensão transcendente pura m~ 

ximal de Q . Então, F é uma extensão algébrica sepa­

rável de K. Pelo Teorema II do Capítulo I, J(KG);N®qK, 
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em que N é um ideal nil de QG , e o Lema anterior
mostra que N = 0. Consequentemente, l<IG é semi-sim

pies

Agora, pelo Teorema l do Capitulo l )

J(FG) J(KG) ®K F : O 0

2 . 2 Alguns Teoremas Gerais

Demonstraremos agora um resultado para o caso

em que os coeficientes da álgebra de grupo estão num anel qual
quer, para estabelecer a semi-simplicidade de FG em mais al
guns casos

Lema 2..,Sejam A um anel, G = {jg] um grupo cíclico infini.to.

Se B éumideal bilateralnãonulode AG , Bcon-

tém um polinÕmio em g de grau ml'ni.mo, p(g) = an4''alga

+ ... + an g'', an # 0 e os ai cA . Se r(g) é umpg
linõmi.o em g tal que an r(g) : 0 para algum v3:l,eg.
tão av'l p(g) r(g) = 0.

Demonstração Como B # 0, B contém um elemento a # 0,

a = EI a: gJ.
i c Z '''

llultiplicando a por gK, para k suficientemente
grande, obtemos um poli.nâmio em g não nulo. aue ai
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em que N e um ideal nil de QG , e o Lema anterior 

mostra que N = O. Consequentemente, KG é semi - sim 

ples . 

Agora, pelo Teorema Ido Capítulo I, 

J (FG) - J (KG) ®K F = O o 

2.2 Alguns Teoremas Gerais 

Demonstraremos agora um resultado para o caso 

em que os coeficientes da álgebra de grupo estão num anel qual_ 

quer, para estabelecer a semi - simplicidade de FG em mais al 

guns casos. 

Lema 2: Sejam A um anel, G = [il um grupo cíclico infinito. 

Se B - ideal bilateral e um nao nulo de AG 
' 

B con -

têm um polinômio em g de ~ grau m1nirno, p (g) = ªo+alg+ 

+ + n 
f o A Se r (g) • o • a g ªn e os a . E o e um p~ n , 

l 

linômio em g tal que a~ r (g) = o para algum v ~ 1, e~ 

tão v - 1 
p (g) r (g) o. a = n 

Demonstraçio: Como B f O, B cont~m um elemento a f O, 

~ 
1 a = a. g . 

ie:Z 1 

Multiplicando k a por g 
' 

para k suficientemente 

grande , obt emos um polinômio em g não nulo, que ain-
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da pertence a B . Agora, basta tomar um polinÕmiop(g)

de grau mínimo entre os polinõnios não nulos de B

Seja r(g) = ro + rlg +...+ rmg"' Comrm# 0,
nas condições da hipótese. Primeiro, observamos que

a= r(g) = 0 é equivalente a: av r.i = 0

para i: o, 1, ..., m. Agora, a:j'l p(g) r(g) = a)I'lp(g)p(g)+

+ avn'l P(g) rm gm, em que r*(g) = ro + rl g +...+rm-l gm'l é
um polinâmio que também satisfaz a:l r* (g) = 0. Se o lema é
verdadeiro para todo polin6mi.o r de grau .S m-l, temos

l

a;j'l p(g) r(g) 0 é equivalente a a:'lp(g)rmgm=0

ou seja, a a='1 p(g) rm : 0. í'Ías rm é um polinâmio de grau
zero, logo, basta provar o teorema neste caso, e o resultado se
gue por indução.

Seja então r(g) = r. c: A . O polinâmio

a;j'l p(g) ro temlpara coeficiente de gn, an ro' que é zero por
hipótese. Fias a:'l p(g) ro c B, e pela condição minimal de
p(g), a:'l p(g) ro : 0. Q

Teorema lll (Connel1, (5)): Se A é um anel que não contémi

deais nil não nulos, e G = [.g] ê um grupo cíclico infi
nato , então AG é gemi-simples .

!29n9p:!=çrgsã;a: Suponhamos que J(AG) # 0, e seja f'í o conjun-

to de todos os polinõmios não nulos, de grau mínimo,pel
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da pertence a B . Agora, basta tomar um polin6miop(~ 

de grau mínimo entre os polin6mios não nulos de B. 

Seja o, 

nas condições da hipótese . Primeiro, observamos que 

a~ r(g) = O ê equivalente a: 
\) a r. = O, n l 

para i = O, 1 , • • • , m. Agora, v - l 
p (g) T (g) 

v - 1 a = a p (g)r* (g)+ n n 
v-1 m + ªn p(g) rm g , em que r*(g) 

um polin6mio que também satisfaz 

verdadeiro para todo polin5rnio 

= 

r 

r o 
\) 

a n 

de 

+ rl g 

r * (g) 

grau < 

rn-1 -+ . . . +r 
1 

g e m-

= o o Se o lema 
~ 

e 

rn - 1, temos : 

av - l p(g) r( g ) = O é 
n 

v-l m equivalente a a p(g)r g =O, n m 

ou seja, a av - 1 p(g) 
n 

r =O. Mas r é um polin6mio de grau rn m 

zero, logo, b asta provar o teorema neste cas o, e o resultado s e 

gue por indução . 

Se j a então r(g) = r E A. O polin6mio o 
v - 1 n v -ªn p (g) r 

O 
t em tpara coeficiente de g .1 ªn r 

O
, que e zero por 

hipótese . Ma s a~ - l p(g) r
0 

E B, e pela condição minimal de 

p (g) , a v - l p (g) r = O. O n o 

Teorema III (Connell, (5)): Se A -e um anel que nao contém i 

<leais nil não nulos, e G = fg] é um grupo cíclico infi 

nito, então AG é semi - simples. 

Demonstração: Suponhamos que J(AG) t O, e seja M o conjun-

to de todos os polin6mios não nulos, de grau mínimo,pe~ 
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tencentes a J(AG) . Pelo lema acima, }{ # ©. O conjuB

to dos coeficientes doma.nantes destes polinõmios, reun.i
do com {0}, é um ideal bilateral N pl {0J: a verifica-
ção de que N é fechado em relação à soma é trivial

Agora, dados r € A, p(g) c T.4, r.p(g) é um polinõmio

de J(AG), de grau mínimo ou nulo; analogamente para
p(g) . r. Queremos mostrar que N é um i.deal nil de

A. Seja p(g) = ao + al g +...+ an gn E f4, an # 0. Sa-
bemos que p(g).g é quase-regular em AG . Então, exiâ
te b c AG tal que:

(1) P (g) g ''' b ' P(g) g e

(2) P(g) g + b + b . P(g)g

Queremos mostrar que b também é um polin8mio

em g, e que, além di.sso, b não tem termo independente de g

Suponhamos então, por absurdo, que a menor po-

tência de g que aparece em b seja. gm, com m.S 0. Ora, a

menor potência de g que aparece em p(g) . g é 2. l,e em

p(g)g . bb é 3: m + 1. Temos ainda, na equação (1), o termo b,

que tem, como menor potência de g, gm, com m < 0. Assim, pa-

ra que se veria.que a equa.ção (1) (ou (2)), devemos ter m > 0
Isto é, b é um polinõmi.o em g, sem termo independente

Como m :: 1, podemos dividir (1) e (2) acima

por g , obtendo ainda. polinâmios em g

(3) P(g) + t(g) + g P(g) t(g) = 0

(1) 

(2) 
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tencentes a J(AG) . Pelo lema acima, M f ~- O conju~ 

to dos coeficientes dominantes destes polinômios, reuni 

do com {O}, ê um ideal bilateral N f {O}: a verifica-

ção de que N é fechado em relação ' a soma é trivial. 

Agora, dados r E A, p(g) EM, r-p (g) é um polinômio 

de .... J(AG), de grau m1n1mo ou nulo; analogamente para 

p (g) o r. Queremos mostrar que N - ideal nil de e um 

A, Seja p (g) = + + o <> o+ 
n M, f o o Sa -a ª1 

a a g € a o C> n n 
bemos p (g) o g - quase -regular AG Então, exis que e em o 

te b e: AG tal que: 

p(g) g + b + p(g) g . b = O e 

p(g ) g + b + b . p (g)g = o 

Queremos mostrar que b também ê um polinômio 

em g, e que, além disso, b nao tem termo independente de g. 

Suponhamos então, por absurdo, que a menor po-

tência de g que aparece em b seja m g , com m <O.Ora, a 

menor potência de g que aparece em p(g) . g -e > l,e em 

p (g) g . bb e > m + 1. Temo s ainda , na equação (1) , o termo b, 

que tem, como menor potência de m g, g , com m <O.Assim, pa-

ra que se verifique a equaçao (1) (ou (2)), devemos ter m > O. 

Isto é, b ê um polinômio em g, sem termo independente. 

Como m ~ 1, podemos dividir (1) e (2) acima 

por g , obtendo ainda polinômios em g : 

(3) p(g) + t(g) + g p(g) t (g) = O 
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(4) P (g) + t(g) + g t(g) P(g) 0 ,

emque t(g) é obti.do de b pela substituição de gl+l por
l

g

Agora mostraremos que anZ t(g) = 0, para Ê sy.
ficientemente grande. Suponhamos então, por absurdo, que

aj; t(g) / 0, para todo t:àl, e seja VZO

o grau mini.mo destes poli.nâmios

Podemos escrever t (g) na forma

t (g) tl(g) + gv+] t2(g), em que

tl(g) ro ' rl g '
V

g

Então, existe lo Z l tal que ajo t2(g)
(Basta tomar lo tal que an t(g) é de grau v ). Além di.sso,

a: rv # 0, para todo Ê:à l (se an rv : 0, para algum Ê< o'
aj;o t(g) é um polinâmio de grau < o, logo nulo pela condição

minimal de v, o que é absurdo; se aÉ rv = 0 para algum
1, 3: I'o' an t(g) é um polin6mio de grau < v, o que também

conduz a um absurdo)

Estamos agora em condições de ap].icar o lema

anterior: p(g) é um polinõmio de J(AG), de grau mínimo,não

nulo. Como ano t2(g) : 0, 2oZI, pelo Lema 2, temos

. 44 . 

(4) p(g) + t(g) + g t(g) p(g) = o, 

em que 

i g . 

t(g) é obtido de b pela substituição de i+l g por 

Agora mostraremos que a 1 t(g) = O, para 1 su n 
ficienternente grande . Suponhamos então, por absurdo, que 

a~ t(g) f O, para todo 1 > 1, e seja v ~ O 

o grau mínimo destes polinômios. 

Podemos escrever t(g) na forma: 

t(g) = t
1

( g ) + 
v+l 

g tz(g), 

Então, existe 1 > o -

\) 
g 

1 

em que 

tal que 1o tz(g) a n = o • 
(Basta tornar 

a.R, r ! O 

1 tal o 
1 que a n t (g) e de grau \) ) o Além disso, 

todo 1 > 1 (se 1 p a r a a - n n v , 

a 1o t(g) é um polinômio de grau< v, n 

minimal de v, o que é absurdo; se 

o , algum 1 < .R,' r = para 
\) o 
logo nulo pela condição 

1 a r = O para algum n v 
.R. ! .R.

0
, a! t(g) é um polinômio de grau < v, o que também 

conduz a um absurdo). 

Estamos agora em condições de aplicar o lema 

anterior: p(g) é um polinômio de J(AG), de grau mínimo,não 

1 > 1, pelo Lema 2, temos: o 
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ajo'l p(g) t2(g) 0 ,

aÊo p(g) t2(g) 0

multiplicando (3) por aR'o, temos

a:o p(g) + ajo tl(g) + ajo gv+l t2(g) P(g)tl(g) +

P(g) gv+l t2(g) 0

Como a:o t2(g) 0, vem

ajo p(g) + ajo tl(g) + a:ogp(g) tl(g) =o
\. . . .../ '"'--""''' ... .- ... . .,/ '\.

..y/F qqv.=H-+-w' 'b =..'qqlrF u

grau :S n gra.u = v grau :: n + v + l

a;jo tl(g)
'\''' ' -.-... .7

0 coeficiente de gn + v + l é al'o+l

é nulo pela equação aci.ma. T\las jã vimos que an2 rv #
todo l . Isto mostra que al: t(g) = 0, para Ê convem

hlultiplicando (4) à esquerda por an' temos

lente

,É P'g' 0, logo anal

Isto prova que N é um ideal nil não nulo, o que completa a
demons tração do teorema. {]

- -- ---------------

• 4 S • 

multiplicando (3) por a~ 0 , temos : 

p(g)tl (g) + 

a~º p(g) + a!º t 1 (g) 
'----.......... ,. - · - __ .. / '--- .. ...,,! _ ___ __ _,, 

grau< n grau = v grau < n + v + l 

O coeficiente de gn + v + 1 

e nulo pela equação acima. Mas ji vimos que 

ê aio+l r 
n v 

a! rv f. O, 

, que 

para 

todo t . Isto mostra que ai t(g) = O, para t conveniente. n 
~ 

Multip licando (4) a esquerda por 

a~ p(g) = O, logo l+l 
a n = o. 

temos: 

Isto prova que N é um ideal nil nao nulo, o que completa a,. 

demonstração do teorema. o 
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f4ostremos agora que, para provar que FG é se

mi-si.mples, basta provar que FH é semi-si.mples, para todosub
grupo H de G , fi.nitamente gerado

Lema 3 (Passman, (11)): Sejam H um subgrupo de G, e a É: FH.

Se a équaseregularem FG , a équaseregular em

FH

PgnPP:zlzaç.ãg: Seja
isto Õ

bg g o quase-i.nverso de a em FG,

a + b + ab

Consideremos o elemento bH de FH

H

: hEH bh ' h
(istoé, bH éaprojeçãode b sobre FH). Temos

bH + E b . g
gén g '

e

g)a + (bH + E b
' géu g

a + bH + E b
gén g

g) + a (bH + E b

abH + a }l b

0, ou

Como a. + bH + abH c: H,

• 46 • 

Mostremos agora que, para provar que FG e se 

mi - simples, basta provar que FH é semi-simples, para t odo sub 

grupo H de G , finitamente gerado. 

Lema 3 (Passman, ( 11 )) : Sejam H um subgrupo de G, e a E FH. 

Se a é quase regular em FG 

FH. 

a é qu ase regular em 

Demonstração: Seja b = E bg . g o quase-inverso de a em FG, 

isto é , 

a + b + ab = O 

Consideremos o element o bH de FH , 

bH = E bh . h 
hEH 

(isto - bH - a projeção de b sobre FH). Temos : e, e 

b H 
E b = b + . g e 

gtH g 

a + (bH + E b . g ) + a (bH + E b . g ) = o, ou : 
giH g 

giH g 

bH b 
1-I a + + E . g + ab " + a E b . g - o 

giH g 
giH g 

Corno a+ bH + abH EH , e 
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:Ê. ': ' : * ' :). '. g é H, temos

a + bH + abH e ;Ê. '. ' : * ; :2. '-
Portanto, bH é quase-inverso de a e bHeH.

Pela unicidade do quase-in.verso para elementos quase-regulares,
b =b'' e a aquase-regular em FH. {]

Lema 4 (Amitsur (2)): Se FH é semi-si.mples, para todo sub
grupo IT fi.nitamente gerado de G , então FG é gemi
s i.mp ]. es .

!!gJ119B::Çlgçgp.: De fato, seja a € J(FG), e seja H o sub

grupo gerado por sup(a). Então, a E: J(FG)r"'iIFH, e o

lema acima mostra que este é um ideal quase-regular de

FH . Logo, J(FG)r''\FH E. J(FH), e como H é finita -
mente gerado, J(FH) = 0 e a = 0 . O

2.3 Outras Aplicações

Teorema IV: Se G tem um fatos direto ci'cli.co infinito, QG é
s emi - s imp l e s

!!g119ag.iÇlas.êa: Seja G GI x G2' em que
/-l ''s 'f .e

G2 é um grupo cícll.

a 

Pela 

+ b H 
+ abH = 

E 
g~H 

o 

• 4 7 • 

b • g 
g 

+ a 

E b e 
g,iH g 

b • g 
g t H, temos : 

E b o o . g + a . g = 
gtH g 

H ~ 

quase-inverso de H Portanto, b e a e b e:H. 

unicidade do qu ase- inverso para elementos quase - regulares, 

e a é quas e-regular em FH. o 

Lema 4 (Amitsur (2)) : Se FH é semi - simple s , para todo sub -

grupo H finitamente gerado de G , então FG é serni­

simples. 

Demonstração : De f ato, seja a e: J(FG), e sej a H o sub -

grupo gerado por sup(a). Então, a e: J(FG) ('\ FH, e o 

lema acima mostra que este é um ideal quase - regular de 

FH • Logo, J (FG) 0 FH c J (FH) , e como H e finita -

mente gerado, J(FH) = O e a= O • o 

2.3 Outras Aplicações 

Teorema IV : Se G tem um fator direto cíclico infinito, QG é 

semi - simples. 

Demonstração: Se j a G = G1 x G2 , em que c2 é um grupo cícli 
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co infinito. Basta observar que QG = Q(GI x G2) ;(QGI)
G2' e que QGi não contém ideais nil não nulos, pe-

lo Lema l

Agora, o resultado segue do Teorema lll 0

Teorema V (Connel1 (5)): Se G tem um fatos direto cíclico

infi.nato, então, para todo corpo F de caracteri'ética
zero , FG é gemi-simples

Demons t ração Segue imedi.atamente dos Teoremas l e IV 0-

Podemos agora obter UFt teorema completo para
grupos abelianos

Teorema VI (Connel1 (5)): Seja G um grupo abeliano. Então ,

FG é gemi-si.mples, para todo corpo F de caracterl'sti
ca zero.

!2el3Pliz.çrgsaa: Pelo Lema 4, podemos supor que G é fi.ni.tamen-

te gerado. Pelo Teorema Furldamental sobre Grupos Abelha

nos fi.nitamente gerados, sabemos que G é produto dure

to de subgrupos cl'CliCOS. Se um rãestes subgrupos Ó cl'-
clico infinito, o resultado segue do Teorema V. Se to-

dos os fatores diremos são cíclicos fi.netos, então G é

finito e o resultado segue pelo Teorema de }laschke(Cap.
0, pãg. 6 ) . {..}

• 4 8 • 

co infinito . Basta observar que QG = Q(G1 x G2) ;(QG 1) 

. G2 , e que QG1 não contém ideais nil não nulos, pe­

lo Lema 1. 

Agora, o resultado segue do Teorema III. O 

Teorema V (Connell (5)) : Se G tem um fator direto cíclico 

infinito, então, para todo corpo F de característica 

zero, FG é semi-simples. 

Demonstração: Segue imediatamente dos Teoremas I e IV. O 

Podemos agora obte r um teorema completo para 

grupos abelianos : 

Teorema VI (Connell (5)) : Seja G um grupo abeliano. Então 

FG é semi - simples, para todo corpo F de característi 

ca zero. 

Demonstração: Pelo Lema 4, podemos supor que G ê finitamen­

te gerado. Pelo Teorema Fundamental sobre Grupo s Abeli~ 

nos finitamente gerados, sabemos que G é produto dir~ 

to de subgrupos cíclicos. Se um destes subgrupos é cí­

clico infinito, o resultado segue do Teorema V. Se to­

dos os fatores diretos sio cíclicos finitos, então G é 

finito e o re s ultado segue pelo Teorema de Maschke(t;;ap. 

o, pág . 6 ) , o 
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OBSERVAÇÃO É fácil ver que as conde.ções ''G comutati.vo'' ou

''G tem um fatos direto ci'clico infi.ni.to'' são su

ficientes mas não são necessãri.as para a gemi. -
-simplici.da.de de FG . Basta tomar uma extensão

transcendente F de Q , e lembrar que, pelo
Teorema ll , FG é gemi-simples, paratodo gru
po G . Também a condição ''F é uma extensão

transcendente de Q '' não é essencial para a
gemi-simplicidade, conforme mostram os teoremas
V e VI
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OBSERVAÇÃO: t fácil ver que as condiçõe s "G comutativo" ou 

"G tem um fator direto cíclico infinito" sao su 

ficientes mas não sao necessárias para a semi -

-sim~licidade de FG . Basta tornar uma extensão 

transcendente F de Q, e lembrar que, pelo 

Teorema II , FG -e semi-simples, para todo gru 

po G . Também a condição "Fé uma extensão 

transcendente de Q" nao é essencial para a 

semi-simplicidade, conforme mostram os teoremas 

V e VI • 



CAPÍTULO lll

É UM CORPO DE

CARACTERÍSTICA P > O

3 . 1 Alguns teoremas gerais

Nesí:a secção, os produtos tensoriai.s considera

sobre um corpo C

Não podemos obter imedi.atamente um análogo do

Teorema ll do Capítulo ll para característica p em virtude

da falta da condição de separabilidade necessãri.a para aplicar
o Teorema l do Capítulo 1 . Contornaremos esta dia.culdadecan

o auxi'lio do Teorema seguinte

dos serão sempre

Teorema l (Passman (12)): Sejam R uma ãlgebra com unidade se

breumcorpo C , F umaextensãofinitade C , com

(F : C) :n . Então, (J(R®F))nÇ.J(R) ®F

291il931Êiaç3:p: Conforme fizemos notar na demonstra.ção do Lema

6 do Capítulo 1, existe um monomorfismo, que denotare --

mos por @ , de R ® F em lTn(R) (ver pág.12:n ® F E.
R ® f{.(C) ; f{.(R)). Este monomorfismo esta definido a

CAPÍTULO III 

APLICAÇÃO AO ANEL DE GRUPO FG , EM QUE F E UM CORPO DE 

CARACTERÍSTICA p > O 

3.1 Alguns teoremas gera is 

Nesta ~ecçao, os produtos tensoriais considera 

dos ser ao se mpr e sobre um corpo C . 

Nio podemos obte r imediatamente um aná logo do 

Teorema II do c apítu lo II para característica p em virtude 

da falta da condição de separabilidade nece s siria para apli car 

o Teorema I do Capítulo I . Contorn aremos esta dificuldade cm 

o auxílio do Teorema seguinte: 

Teorema I (Passman (12)) : Se j am R uma álgebra com unidade so 

bre um corpo C , F uma extensão finita de C com 

(F : C) == n . Então, (J(R ® F))n e J(R) ® F . 

Demonstração: Conforme fizem6s notar na demonstraçio do Lema 

6 do Cap ítulo I, existe um monomor f i smo , que denotare -

mo s por ~ , de R ® P em r1 (R) (ver pág.lZ · R ® F c n . 
R ® Mn (C) ;; Mn (R)) . Este monomo rfismo está definido a 
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parti.r de uma base de F sobre C , fixada. de início ,

conforme se pode observar na demonstração do Lema 4 do

Capa'tulo 1 . Nesta demonstração, suporemos que a basefi

cada tem a forma :Íxl: 1, x2' ..., xn}
Observamos os segui.ntes fatos, que são de fã

cil verificação tendo em vista a definição de @ e a base fi
xada

i) Se r E R, Ü(r) ;: r . l.

ii) Para todo i, ©(l ®x{) é umamatriz que tema la. coluna
formada por elementos todos nulos, excito o i-ésimo, que

le

Seja agora V um R-módulo à esquerda e cona.i

detemos o conjunto V ={(vt'...,vn)l vi c V, i: l,...,n}. Sg
bre V, definiremos uma estrutura de R D F-módulo ã esquerda

Se (vi)i e (ui)i c V, definimos

(vi)i + (ui)i (vi + ui) i

Se cl c R ® F e (vj ) c: 17, definimos

a . (vi) ( 0(a) ( : ))t'vn

Seja Vi o subconjunto de \7 formado pela.s

• S 1 • 

partir de uma base de F sobre C , fixada de início , 

conforme se pode obs ervar na demonstração do Lema 4 do 

Capítulo I . Nesta demonstração, suporemos que a basefi 

xada tem a forma : {x1 = 1, x 2 , ... , xn}. 

Observamos os seguintes fatos, que são de fá­

cil verificação tendo em vi sta a definição de w e a base fi­

xada: 

i) 

ii) 

Se r e: R, w( r ) = r . I . n 

Para todo i, ~ (1 ® x.) é uma matriz que tem a la. coluna 
1 

formada por element os todos nulos, exceto oi-ésimo, que 
~ 

e 1 . 

Seja agora V um R-m6dulo ~ esquerda e consi 

deremas o conjun to V= {(v1 , ...• vn) 1 vi E V, i = l, ... ,n}. SQ 

bre V, definiremos uma estrutura de R@ F- módulo à esquerda : 

Se (v.). e (u.). E V, definimos: 
l 1 l l 

(v . ) . + (u. ) . = (v. + u.) . 
ll 11 l 1 l 

Se a E R ® F e (vi) E V, definimos: 

a • (v. ) = 
1 

Seja v. 
1 

o subconjun to de v formado pelas 



52

n-uplas que são nulas excito no i-ésimo lugar. Devido ã obter

fiação i), se chamarmos de VP o módulo que se obtém restrin-
gindo os escaleres a R , temos

Vn : vi ©

Ainda, é fácil ver que cada Vi é R-isomorfo a
V , portanto:

VR © ©

\b....
'-\

n vezes

Seja agora V um R-módulo irreduti'vel. En--

tão, V tem uma sequência de composição de comprimento 5: n ,

uma vez que VR tem uma sequência de composição de comprimen-
to n . Seja

o ç. Vi ç: Vz g c V
- n

esta sequência. Como cl . r'{ = 0 para todo R ® F-módulo ã es

querda irredutÍvc-1 }.4 e para todo a c J(R ® F), temos

J(R ® F) 0 ,

ou

J(R ® F) vi+l ç lri ' para i 0 . ,n

Portanto

J(R © F) VI : O, J(R ® F) V2 g VI,

, J(R ® F) Vn Ê

• S 2 • 

n - uplas que sao nulas exceto no i-êsimo lugar . Devido à obs er 

vaçao i), se chamarmos de VR o módulo que se obtém restrin ­

gindo os e s c a l ares a R, ternos : 

V = vl (+) o •• m V R n 

Ainda, é fácil ver que cada 

V , portanto : 

V(+) • •• mv 

n vezes 

V. ê R-i s omo rfo a 
l 

Seja agora V um R- rnódulo irredutível. En ­

tão, V tem uma sequência de composição de comprimento ~ n , 

uma vez que VR tem uma sequência de composição de comprimen­

to n . Seja 

e v = v n 

esta sequência. Como a • M = O para todo R © F- módulo 
~ 

a es 

querda irredutíve l M e para todo a E J(R@ F) , temos : 

ou: 

Portanto : 

J(R © F) . 
v. 1 1 + 

v. :;:: o ' 
1 

J(R © F) . V. l e vl. , parai= o, ... ,n l+ 

.. . , J(R ® f ) V c V 1 , n n -
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donde concluímos que

(i (n ® r) y'

Sejamentão a = aj ® xj c (J(R)®F ):i:l ' ' '

R, e vl e V. Como (J(R® F))n . y' : 0, temos:

(vl' 0, ,0 ) (E
l oci ® xi) . (vl '0 , ,0)

Pela observação ii.), (l ® xi) . (vl'0,...,0)

é a n-upla que tem vl na posição i e zero nos demais lula--
res. A igualdade acima se transforma então em:

® l) (oZI (a ll ,', ":, o,. .. ,©]
---v"''

i-ésimo lugar

Ora, (0,...,0, vl' 0,...,0) e Vi' e VRé soma

direta dos Vj.. Portanto, desta última igualdade, podemos coB
club.r que

(aj @ 1) (0, ,0 , vl '0, ,0) = 0 , i = 1 , . ..,n.

Logo, pela observação i.),

oci' vl : 0 , i = 1,... ,n

Então, para. todo R-módulo i.rredutz'vel V, temos

a.i ' V= 0, i.=1,..., n. Portanto, aj E: J(R), e a : E a] ®xl

c J(R) ® F, donde conc]uimos que (J(R ® F))n c J(R) ® F. {]
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donde concluimos que : 

a. E: R, e 
1 

n 
)n Sejam então O', = í O', • © x. E: (J (R) ~ F 

i=l 1 1 l 

vl E: V. Como (J(R !ia F)) n . v = o ' temos: 

O = a ( v 1 , O , ••• , O ) = .( í ai © xi) . ( v 1 , O , ••• , O) • 
1 

Pela observação ii), (1 ©xi). (v1 ,o, ... ,O) 

.e a n - upla que t em v1 na posição i e zero nos demais luga ­

res. A igualdade acima se transforma então em: 

í((a.@ 1) (0, . •• ,0, v
1

, O, .•. ,ü)J~ = O 
. ' l 
l '-y-_,, 

i-ésimo lugar 

Ora, (O, ... ,o,v
1 ,o, ... ,0)eVi,eVRé soma 

direta dos V . • Port anto, desta Última igualdade, podemos con 
l 

cluir que : 

Logo , pela observação i) , 

i=l, . .. ,n. 

Então, para todo R-módulo irredutível V, temos: 

a. . V = o, i :::: 1, . .. , n. Portanto, a. E: J (R), e a = í a. @ x. 
1 1 1 l 

E: J(R) !ia F 
' 

donde concluimo s que (J ( R ® F))n e J (R) ® F. o -
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O Lema seguinte é o análogo para caracterÍsti
ca p do Lema l do Capítulo ll

Lema l (Passman,(12)): Se G é uín grupo que não contém ele--

mentos de ordem p , e F é um corpo de caractere'ética

p > 0, o anel FG não contém ideais nil não nulos.

Pçpç)ngtração: Se l # 0 é um ideal de FG , l contém um ele-

mento x = E xg ' g tal que xc : 1 . De fato, se O#x'

g ' g E: 1 , existe g c GJ tal que x; = k # 0
Basta então tomar x = k'l x' g-l . \ra os mostrar que

neste caso, xP'" # 0, para todo n

Seja xP = E yP ' g Então,

ye : E xgl ''' xgP

em que a soma se éxtende a todas as p-uplas (gl'...,gP) tais

que gl'..gP : e ' Seja a :ÍI,..., p} -------+ {l,..., p} op

ci.clo: a = (1 2...p). De gl'..gP :e, obtemos:

g ai (1) g ai(p) e , j. = 0 , 1 , ,p-l

Assim, se a p'urola (gl'...,gP) comparece na sg

]na, as p'uplas (g ai(1) ,''''g ai(p)) também comparecem, para.
i=0,...,p'l. Se estas p-uplas são todas distintas, a sua co3:

tribuição total para a soma é p.xgl '.. xg,., logo zero em F
Assim, para obter y., podemos considerar as p-uplas
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O Lema seguinte é o análogo para característi ­

ca p do Lema 1 do Capítulo II ; 

Lema 1 (Passman,(12)): Se G é um grupo que não contém ele -

mentas de ordem p , e F é um corpo de característica 

p > O, o ane l FG nao contém ideais nil não nulos. 

Demonstra~ão : Se I f o - ideal de FG I contém ele -e um um 

menta X - L X g tal que X = l De fato, se Ofx' g e 

= Ex' . g E I existe g E G tal que x' = k f o g ' g 

Basta ent ão tornar X 
- 1 = k x' - 1 

g Vamos mostrar que , 

neste c a so, 
pn 

f o , para todo n X . 
Seja XP = t Yg . g . Então, 

em que a sorna s e extende a todas as p- uplas (g1 , . . . ,gp) tais 

que g1 ... gp = e • Seja cr : {1, . .. , p} --> {l, ... , p} o p-

ciclo: a= ( 1 2 . .. p). De g 1 . . . gp = e , obtemos : 

o o o g = e, 1 = 0,1, ..• ,p-l. 

As sim, se a p - uy la (g 1 , .. º ,gp) comparece na so 

ma, as p - uplas (g cri (l) , .. . , g cri (p)) t ambém comparecem, par8. 

i=0, . . . , p - 1. Se e st as p - uplas são todas distintas, a sua co~ 

tribuição tot a l para a soma p.xg
1 

... x , logo zero em F. 
?p 

-e 

Assim, para obte r ye, podemos considerar as p- uplas 
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(g i(1) '''' ' gai(P)) que não verificam a condição de serem tg
das dis ti.ntas para i = 0,... , p

$'ías . s e fa
gai (1) '''''gai (p))

g j.(P)), para 0 :S i < j < p, então:

(gai (1) ,

(*)
gai (1) : gaj (1) ' gai(p) : gaj (p)

Consideremos a perrüutação õ do intervalo

[l,Pa: 6(a:(1)): aj(1),...,6 (ax(p)): aj(p)

Para cada k c LI,p] , temos:

l
k ax (k) aJ (k)

Então, (aP'J o .S o a]) 1, ou seja,

Como 0 5: i < i < p,aJ

a partir das igualdades (+), conclui-se que

Então, gl g2 ' . gP : e ':':-:::'9 gtl
ma G não contém elementos de ordem p , gl:
slm. v = x ...v = 1.P = 1 :é n

l
e um p-ciclo, e daÍ

:gp

e, e co-

gP : '' As-

e e
p vezes n

Daz' se conclui que xP # 0 ,para todo ncN.
Então, l não pode ser um ideal nil . C}
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(g
0

i (l) , ... , gcri (p)) que não verificam a condição de serem to 

das distintas par a i = O, ••• , p - 1. 

Mas , se ( gcr i ( l) , .. . , g
0 

i (p)) = ( g · ( ) a J 1 , ...... . 

•··, gcrj(p))' para O< i < j < p, então : 

( * ) 

Consideremos a permutação ó do intervalo 

[1,p] ó(cri(l)) = crj(l), ... ,ó (cri(p)) = crj(p). 

Para cada k E [1 ,p J , t emos : 

k 
i 

q ... 
J cr 1 (k) ó p - j a ...._ k 

Então, (crp - j o cS o i) = 1, ou seja, 

e} - l ó = 

Como o < i < j j ~i - p - ciclo, daí < p , a e um e -

a partir das igualdades (*) , conclui -se que g1 = g2 = ... =gp . 

E r - ) gilJ = n_ao , g 1 g 2 ... gp = e . e , eco -

mo G nao contfm elemento s de ordem p , = e. As-

sim, Ye = X ••• X e....., ___ . e = 1P = 1 f o 
p vezes n 

Daí se conclui que XP f O ,para todo ncN. 

Então, I -nao pode ser um ideal nil . o 
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3 .2 Aplicação às .

Podemos agora obter um análogo do Teorema ll

do capl'talo ll

Teorema ll (Pa.ssman,(12)): Seja F uma extensão transcendente

de Z. . Se G é um grupo que não contém elementos de

ordem p , FG é gemi-simples

Ps11e921xg:Êg:a.: Seja Fo uma extensão transcendente pura maxi-'
mal de Z. contida em F . Pelo Teorema ll do C.apt'fulo
1, temos

®z Fo'

é um ideal nil de ZP G . Como G não contémele-
ordem p , rJ : 0 pelo Lema l de 3.1, e portanto

J(Fo G)

Seja agora ct E: J(FG). Então, a c FI G onde

extensão algébrica :finita de Fo ' com (FI : Fo): n

9 doCapítulo 1, cl c J(FI G). l\Xas, pelo Teore-
1 ,

J(Fo G)

em que N

mantos de

FI ê uma

Pe lo Lema

ma l de 3

(J(Fo G ®F. FI))n E. J(Fo G) ®F FIo ' 0

Como J(Fo G) : 0, temos (J(Fo G ®Fo FI))n

Ou seja : J(Fo G ®F. FI) é um ideal nilpotente
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3.2 Aplicação as ext ens ões transcendentes 

Podemos agora ob ter um anál ogo do Teorema II 

do capítu lo II : 

Teorema II (P assman, (12)) : Sej a F uma extensão transcendente 

de Z p 

ordem 

Se G e um grupo que nao contém elementos de 

p ' FG 
~ 

e semi-simp les. 

Demonstração : Seja F o uma extensão transcendente pura max1-

em que 

mentos 

mal de Zp contida em F. Pel o Teorema II do Capítulo 

I, temos: 

J(F G) - N ®z F = 
o o' 

p 

N 
~ 

e um i deal nil de zP G . Como G nao contém ele-

de ordem p , N - o pelo Lema l de 3 .1, e portanto 

Seja agora a e J(FG) , Então, a e F1 G onde 

F1 é uma extensão algébrica finita de F
0 

, com (F1 : F
0

)= n . 

Pelo Lema 9 do Capítul o I , a e J (F1 G) . t-1as, pelo Teore ­

ma Ide 3 .1 , 

Como J( F
0 

G) = O, temos 

Ou se j a J(F0 G ®F F1 ) 
o 

( J (F . o 

~ 

e um ideal nilpotente . 
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Mas, J(Fo G OF. FI) ; J(FI G), e mais umaa$.{
cação do Lema l de 3.1 mostra que J(FI G) : 0, logo a : 0

Devido à condição de cepa.rat)ilidade do Teorema

l do Capítulo 1, não podemos obter um análogo completo do Tq
alemã l do C.apítulo ll . Entretanto, com um argumento idênti-

co ao da demonstração anterior, podemos obter um teorema seme-
lhante

Teorema 111: i) Se G é um grupo tal que J(Z. G) : 0, então

para toda extensão algébrica F de Zn ' J(FG) :0
ii) Se G é um grupo tal que l-lil(Zn G) : 0, en

tão, para toda extensão transcendente F de ZP 'J(FG)
é um ideal nil

DemQnst!@çãç2: Para i), basta dotar que F é uma extensão sepg.

rãvel de Zn ' Então, pelo Teorema- l do Capítulo l,

}(FG)
J(Zp G) ®Zp F

0

Vamos ã demonstração de ii). Seja Fo ulria ex-

tensão transcendente pura maximal de Zn' contida em F , e tg
Hemos cl c J(FG). Então, como na demonstração do Teorema anta

dor, OI pertence a FI G, em que FI é umaextensão algo--
briga finita de Fo , com (FI : Fo) : n e ainda cl e J(FIG)
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Mas , J(F
0 

G ~Fo F1); J(F1 G), e mais urnaapl.i 

caçao do Lema l de 3.1 mostra que J(F 1 G) = O, logo a= O 

e J(FG) = O. D 

Devido à condição de separabilidade do Teorema 

I do Capítulo I, não podemos obter um análogo completo do T~ 

orerna I do C.apítulo II . Entretanto, com um argumento idênti ­

co ao da demonstração anterior, podemos obter um teorema seme­

lhante: 

Teorema III : i) Se G é um grupo tal que J(Zp G) = O, en tão , 

para toda extensão algébrica F de z J(FG) = o 
p , 

i i) Se G e um grupo tal que Nil(Zp G) = o , en-

tão, par a toda extensão transcendente F de z ,J(FG) 
p 

~ 

ideal nil. e um 

Demonst ração: Parai), basta notar que F é uma extensão sep~ 

râvel de Zp . Então, pelo Teorema Ido Capítulo I, 

J (FG) ®z F = O 
p 

Vamos à demonstração de ii). Seja F uma ex­
o 

tensão transcendente pura maximal de Z , contida em F , e to 
p 

mernos a E: J(FG). En tão, corno na demonstração do Teorema ante 

rior, a pertence a i:; G ., 1 , em que ê uma extensão algé -
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Pelo Teorema l de 3.1,

(J(Fo G ®Fo FI))n g J(Fo CI) ®Fo FI

Agora, pelo Teorema ll do Capítulo 1, J(FaG)

; N ®Z Fo' emque N é um'ideal- nil. de ZP G , portanto ng
lo por'hipótese. Assim, J(Fo G) : 0, logo (J(FoG ®F.FI))":0

Como J(Fo GQF. FI) ;J(FI G), temos:(J(FI G)y':0
/Assim, cln = 0 e portanto J(FG)é um ideal

3.3 Outras .Aplicações

Estabeleceremos agora resultados aniãlogos da

Secção 2.3

Teorema IV (Connel1 (5 )): Seja G um grupo que não contém e-
lementos de ardem p , com um fatos direto cx'clico infÀ

nato. Então, se F é UBi corpo de caractere'stica p

FG é sem-simples

Pgngp:g.!xp:çãg: Seja G = GI x G2 ' em que G2 é um grupo cí
cl i co infinito . Temos

FG :: F(GI x G2) ; (FGI) . G2

Agora, GI não contém elementos de ordem p
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Pelo Teorema I de 3 . 1, 

F 
1 

Agora, pelo Teorema II do Capítulo I, J(F G) ; o 

; N ®z F
0

, em que N é um 'ideal nil. de Zp G , portanto nu 
n 

Assim, J(F
0 

G) = O, logo (J(F
0

G ®F F1)) =O. p -
lo por hipotes e. 

o 
Corno J(F

0 
G ~F F1) ; J(F1 G), temos: (J(F1 G))n = O. 

o 
Assim , ~n = O e portanto J(FG)é um ideal 

nil. O 

3.3 Outras Aplicações 

Es tabeleceremos agora resultados análogos da 

Secção 2.3. 

Teorema IV (Connell ( 5 )): Seja G um grupo que não contém e­

lementos de ordem p , com um fator direto cíclico infi 

nito. Então, se F ~ um corpo de carac t erística p 

FG -e semi-simples. 

Demonstração: - .. e um grupo ci -

clico infinito . Temos : 

Agora, G1 nao contém elementos de ordem p , 
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então, pelo Lema 1, FGI não contem ideais nil não nulos. Agg
ra, basta aplicar o Teorema 111 do Capx'tulo ll . {)

Se G é um grupo comutativa, podemos dar con-

dições necessárias e suficientes para a gemi-simplicidade de
FG

Teorema V (Connel1 (5)): Sejam G um grupo comutativo e F um

corpo de característica p . Então, FG é semi-simples

se, e somente se, G não contém elementos de ordem p

Demonstração: Suponhalaos que G não contem elementos de ordem

p . Pelo Leira 4 do Capa'tule 11, podemos supor que G é

finitamente gerado. Pelo Teorema Fundamental sobre gry.

pos abelianos finitamente gerados, G é produto dire-

to de subgrupos cíclicos. Se um destes subgrupos e cl.

clico infinito, o resultado segue pelo Teorema lv acj:
ma. Se todos os fatores diremos são ci'clicos finitos ,

G é finito e o resta.ltado segue pelo Teorema de ftaschke

Seja agora FG gemi-simples, e suponhamos club

G cont(11n um elemento g de ordem p . Seja l o ideal de FG

geradopor 1+ g+ ... +gP'l . Se x:a(l+...+gP'l) c l
com a E: FG , temos

xP :: aP + 1) = aP . p . 1 = 0
'v'

ve ze s

Então, l é uin ideal nilpotente não nulo, lo
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então, pelo Lema 1, FG1 não contêm ideai s nil nao nulos. Ag~ 

ra, basta aplicar o Te orema III do Capítulo II . o 

Se G -e um grupo comutativo, podemos dar con-

<lições necessárias e suficientes para a semi-simplicidade de 

FG 

Teorema V (Connell (5)) : Sejam G um grupo comutativo e F um 

corpo de característica p . Então, FG é semi-sinmles 

se, e somente se, G não contém elementos de ordem p 

Demonstração : Suponhamos que G 
-· I' nao contem elementos de ordem 

p . Pelo Lema 4 do Capítulo II, podemos supor que G e 

finitamente gerado. Pelo Teorema Fundamental s obre gr~ 

pos ab e lianos finitamente gerados, G e produto dire -

to de subgrupos cíclicos. Se - ~· um destes subgrupos e c1 

clico infinito, o resultado segue pelo Teorema IV aci 

ma. Se todos os fatores diretos sio cíclicos finitos , 

G ê finito e o resultado segue pelo Teorema de Maschke. 

Seja agora FG semi - simples, e suponhamos que 

G contcirn um elemento g de ordem p • Sej a I o ideal de FG 

gerado por 1 + g + • •• P- 1 
+ g . Se - p - 1 x - a ( l+ .•• +g ) e: I , 

com a e: FG , temos : 

XP p 
(1 + + 1) ::: aP p 1 ::: o - a o o • o o o 

_ .. :r s.. -·~- ·....,3• - ------- ·--" 

p v e zes 

Então, I 
~ 

e um ideal nilpotente nao nulo, lo -
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go l çJ(FG), o que é absurdo. Portanto, G não contem ele
mentes de ordem p. {]

/

3.4 Um exemplo

O objetivo deste exemplo é mostrar que, nas
condições do Teorema 11, a condição ''G não.contem e]ementos (]e
ordem p'' não e necessária para a gemi-simplicidade de FG

Sejam A um grupo abeliano sem elementosde OJ.

dem 2, e X= {1, x} umgrupo de ordem 2 . Seja G o conjuy.
to: G = AX {l,x} . Para dar a G uma estrutura de produto

gemi-direto de A por X , sabem'.os que basta definir um homo

morfismo O : X Aut (A)

O (1) : 1, O (x) (a): a' '

para 'odo a € A

Então, temos a seguinte operação, que dá a G

uma estrutura de grupo

(a,b) . (a',b'): (a . Q(b)(a),bb'),

para todos a, a' E A, b,b' c: X

Para facilitar os cálculos no Lema seguinte,dg.

mos uma tabela de operação em G , conforme o segundo elemento

do par ordenado seja. e ou x
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, 
go I ~ J(FG), o que é absurdo. Portanto, G nao contem ele -

mentas de ordem p. o 

3.4 Um exemplo 

O objetivo deste exemplo é mostrar que, nas 

condições do Teorema II, a condição "G não . contem elementos de 

ordem p" nao e necessária para a semi-simplicidade de FG . 

Se j am A um grupo abeliano sem elementos de or 

dem 2, e X = {l, x } um grupo de ordem 2 . Seja G o conju~ 

to: G = AX {l ,x } Para dar a G urna estrutura de produto 

semi-direto de A por X, sabemos que basta definir um homo -

morfismo 8 : X --- Aut(A): 

e (1) = 1 , 

para todo 

e ( x ) ( a ) = 

a E A • 

- 1 
a -

Então, ternos a seguinte operaçao, que dá a G 

urna estrutura de grupo : 

(a,b). (a',b') = ( a . 9 (b ) ( a , ) , b b ' ) , 

para todos a, a 1 E A, b,b' E X. 

Para facilitar os cálculos no Lema seguinte,d~ 

mos urna tabela de operação em G , conforme o segundo elemento 

do par ordenado seja e ou x 
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(a,x) . (a',x)

Ca,e) . (a',x)

(aa''l,e)

(aa' ,x)

(1)
(a,x) . (a',e)

Ca.e) . (a' ,e)

(a a''' ,x)

(aa' ,e)

Lema 3 (PassmanJ(11)): Seja K um corpo de caracterzPstica 2
Então, com as notações acima, se ». é infini.to,

F4il (KG) = {O}

11g!!!gpxlirgçê:p: Printeiro, observaíaos que se a c KA é nilpo
tente, como A é comutativo, a gera um ideal nil em

KA . l.{as, pelo Lema l de 3.1, }Jil(KA) = 0, jã que A não

contém elementos de ordem 2 . B.ssim, se a E: KA é ni.l-

potente , a deve ser zero .
Vamos usar a notação: a,b c !<IA . Assim, cada

elemento de KG pode ser escrito de forma Única como a+bx
a,b e A

Se a = E k . a , colocamos
acA '

Agora , observamos que ax = xa '

ax = E k a
acA a

lxa }l k. x a' t,
at:A '

é imediato que (a,e).(e,x)=(e,x).(a'l,e)e da Tabela (1)
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( a ,x) ( a ' ,x ) 
- 1 

= ( aa ' ,8 ) 

( a , e ) (a', x ) - ( aa' ,x) 

(1) -1 
( a,x ) ( a ' , e ) :::: (a a' ~ ,x ) 

( a.e ) . (a' , e ) == (aa' , e ) 

Lema 3 (Passmant(ll )): Se ja K um corpo de característi ca 2 . 

Então, com as notações acima, se A ~ infinito, 

Nil (KG) = {O} 

Demonstraç~o: Prime i ro, observamos que se a E KA ~ nilpo 

tente, como A -e comutativo, a gera um ideal nil em 

KA. Mas, pe lo Lema 1 de 3.1, Nil(KA) = O, j~ que A não 

cont~m elemento s de ordem 2 • As sim, se a E KA f nil ­

potente , a de ve ser zero. 

Vamos usar a not ação : a,b E KA . Assim, cada 

elemento de KG pode ser escrito de forma Única como a+bx , 

a,b E A. 

Se 

Agora, observamos que 

-1 xa = 
crEA 

a = E 
aEA 

k • cr , col ocamos cr 

- 1 ax = xa 

k cr 

_, 
X CJ -

- 1 -1 
e. "" í k .a 

cr EA cr 

- - 1 ) e da Tabela (1 ) e imediato que (cr,e) . (e,x ) =(e, x).(cr ,e. 
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Seja a + bx c Nil(KG) Então

(a + bx) (a'l+ bx) : (aa'l +

(aa'l +

(aa'l +

abx)

X

em que a segunda e a terceira igualdades são consequência res

pectivamente das relações

bx bx = bx xb'i bb'l

bx a''= bax

ba + ab = 2 ab (pois a caracterl'ética de K é 2 e

KA é comutativa)

Agora, aa'l + bb-l c Nil(KG)rlKA , logo é

um elemento nilpotente de KA . Pela observação feita no inz'

cio, aa'l : bb-l

Portanto,

(aa + bx bx) + (abx + bxa)

(aa + bb'l) + (abx + a'l bx)

(a

(a + a'') (a ' bx) ,

em que a 3a. igualdade ocorre porque xa

Demonstramos agora que

a'lbx

(a + bx)m (a + a'l)j (a + bx)m'j , m > 0, j:0, ,m-l

Procederemos por indução em j Para j = 0,

bxbx) + (bx
- 1

a ' +

bb'l) + (ba + ab)

bb'l) C Nil (KG) ,
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Seja a+ bx E Nil(KG) . Então: 

(a + bx) - 1 (aa - 1 
+ bxbx) (bx 

-1 abx) (a + bx) = + a + 

(aa - 1 
_, 

= + bb ~) + (b a + ab) X 

(aa - 1 + bb -l ) E Nil ( KG) , = 

~ . 
em que a segunda e a terceira igualdades sao consequencia res-

pectivamente das r e lações: 

bx bx = bx xb-l = bb - l 

bx a - l= bax 

ba + ab = l ab = O (pois a característica de 

KA é comutativo). 

K -e 2 e 

Agora, aa-l + bb - l E Nil(KG) (\ KA. , logo é 

um elemento nilpotente de KA. Pela observaç ão feita no inÍ -

cio, -1 
ªª = 

= 

= 

Portan t o, 

(aa + bx bx) + (abx + bxa) 

(a a + bb - 1 ) + (abx + a-l bx) 

-1 
= ( a + a ) ( a + bx) , 

em que a 3a. igualdade ocorre porque xa"' ax 
- 1 -1 - 1 

e bxa = a bx 

Demonstramos agora que: 

Procederemos por induç ão em j . Para j = O, 
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a igualdade é trivial. Suponhamos agora a igualdade demonstra
da para 0 < j - 1 < n

(a + bx)m Ca + a'l )j-l(a .. bx)m'j'l

Como nt j + l 2. 2, temos

(a + bx)m (a + a'l)j-l(a + bx)2(a + bx)m'j-l

(a + a'l)j-l (a + a'l)(a + bx)(a +bx)m'j+l
(a + a'l)j (a + bx)m'j

Assim, se (a + bx)m 0 ,

(a + a'l)n-l(a + bx) 0, ou (a + +(a+a'l) m- lbx

Pela unicidade da expressão dos elementos y
a + bx, a,b e KA, temosde KG como

(2) (a * a'l)m'l

Além disso,

(3) (a + a'l) m-l(a + a'")a = x X

.- a'l)j :

0 ,

uma vez que x(a + a'])J = (a + a'l)j x , para todo j 2.l

Somando (2) e (3) , temos

(a + a'l)m 0

-1a + a eEntão, nilpotente, logo
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a igualdade é trivial . Suponhamos agora a igualdade demonstra 

da para O< j - 1 < ~ - 1. 

Como m - j + 1 > 2 ) temos: --

(a bx)m ( a - 1 j-1 ( a 2 m- j-1 + ::: + a ) + bx) ( a + bx) 

( a -1 j-1 (a 
ml 

bx)(a +bx)m- j+l = + a ) + a ) ( a + 

= (a + 
- 1 j a ) (a + bx)m- j 

Assim, se 

ou 

Pela unicidade da expressao dos elementos y 

de KG como y =a+ bx, a,b € KA, temos : 

(2) 

Al ém disso, 

(3) r- a-l )m-1 aJ~ (a + 1... X= O, 

uma vez que x(a + - 1 j 
a ) = ( a + - 1 j todo j > 1 a ) X para o ' -

Somando (2) e ( 3) • temos : 

(a - 1 m o + a ) = 

Então, - 1 .. 
nilpotente, logo -1 a + a e a = a 
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Agora, se a c A, então, a(a + bx) E: Ni].(KG),

e acabamos de conclui.r que, neste caso, aa = (aa)'"
Por conveniência, vamos agora introduzir a

seguinte notação:
Para todo grupo G , e para todo corpo K, se

x = E x. . g E iCG , defi.nimos: O (x) : XerT 0

Suponhamos agora que o a de a + bx c

Nil(KG) é não nulo, e seja. a e A tal que Q(aa).# 0. ComoA
não tem elementos de ordem 2, o único elemento de A que éseu

proprio inverso é a identidade. De aa : (aa)'l, temos: o nú-

mero de termos não nulos de aa , e portanto de a , é z'mpar

(pois, para g # e, cada k{, aparece duas vezes). }4as,se TeA
e o coeficiente de T em a é zero, então O('t'i a) : 0

Disto decorre que o número de termos não nulos de a é par.Ep:

tão, se a # 0 , todos os elementos de D- devem aparecer em

sup a , caso contrario, teríamos um absurdo.
Assim., se A é infinito, a deve ser nulo.

Então, a + bx c ]~lil(KG) é necessariamente da fclrma bx. Fias

(bx).x = b também pertence a Nil(KG) , e como b € A, b de-
ve ser zero.

Então, se .ó. é infinito, Nil(KA) :: {0} Q

Para obter o exemplo, tomamos agora um grupo

G nas condições do Lema anterior, com A infinito. x é um

elemento de ordem 2 de G . Seja então K uma extensão trens

cendente de Z? . Pe]o Lema anterior, ]\lil (Z.2G) : {0}, donde

se conclui, pelo Teorema 111 - ii), que J(KG) é um ideal nil

• 6 4 • 

Agora, se a E A, então, a(a + bx) E Nil(KG), 

b d 1 · (aa) - 1 . e aca amos e cone u1r que, neste caso, aa = 

Por conveniência, vamos agora introduzir a 

seguinte notação: 

Para todo grupo G , e pnra todo corpo K, se 

X = E 
g 

X • g g 
E KG , definimos : e (x) = X 

e 

Suponhamos agora que o a de a+ bx E 

Nil(KG) 
~ 

e nao nulo, e seja a E A tal que 8(aa) f O. Como A 

não tem elementos de ordem 2, o Único elemento de A que e seu 

próprio inverso é a identidade. De 
-1 ~ 

aa = (aa) , temos: o nu-

mero de termos não nulos de aa , e portanto de a , é Ímpar 

(pois, para g t- e, cada k g aparece duas vezes) . Mas , se T e: A 

e o coeficiente de T em a 
... 
e zero, então - 1 

8(-r a) = O. 

Disto decorre que o número de termos não nulos de a é par.E~ 

tão, se a f O , todos os elementos de A devem apare cer em 

sup a , caso contrári o, teríamos um absurdo. 

Assim, se A ~ infinito, a deve se r nulo. 

Então, a+ bx E Nil(KG) é necessáriamente da forma bx. Mas 

(bx). x = b também pertence a Nil (KG) , e como b e: A, b de-

ve ser zero. 

En tão, se A é infinito, Nil(KA) ::: {O} O 

Para obter o exemplo, tomamos agor a um grupo 

G nas condições do Lema anterior, com A infinito. x e um 

elemento de ordem 2 de G . Seja então K uma extensão trms 

cendente de z2 . Pelo Lema anterior, Nil (Z 2G) = {O}, donde 

se conclui, pelo Teorema III - ii), que J(KG) é um ideal ni~ 
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logo J(KG) = Nil (KG) . Agora, uma nova aplicação do lema a-

cima conduz a J(KG) = 0. Acabamos de exibir um grupo G com

elementos de ordem 2 , tal que J(KG) = 0, para uma extensão

transcendente K de Z? . (Ver Teorema 11, 3.2)
O Lema 3 mostra ainda que podemos ter

Nil (KG)

em que K é um corpo de caracterl'stica p , ainda que G con

tenha elementos de ordem p . (crer Lema 1, 3.1)

-- --------
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logo J(KG) = Nil (KG) . Agora, uma nova aplicaç~o do lema a­

cima conduz a J(KG) = O. Acabamos de exibir um grupo G com 

elementos de ordem 2 , tal que J(KG) = O, para uma extensão 

transcendente K de z2 . (Ver Teorema II, 3.2). 

O Lema 3 mostra ainda que podemos ter 

Nil (KG) = O 

em que K é um corpo de car a cterística p , a inda que G con ­

tenha e lemcn tos de ordem p . (Ver Lema 1, 3 .1) . 



Capítulo IV

CONCLUSÕES

O problema geral de encontrar condições neces-
sárias e suficientes para que o anel de grupo KG seja semi-

-simples ainda não foi resolvido completamente

Conforme salientou D.S.Passman em (lO), uma

das questões mais interessantes, e provavelmente a mais difí-
cil, é determinar se KG é ou não semi-simples, quando K é

uma extensão algébrica de seu corpo primo Ko e G é um grg
po arbitrário. Sabemos, por exemplo, que a resposta é afirma

uva se J(K.G) : 0 (ver Teorema 1, Capítulo 1). 0 aprofunda-
mento desta questão praticamente esgota o estudo do papel do

corpo K na gemi-simplicidade de KG , uma vez que, para ex'
tensões transcendentes, já temos a resposta.

Algumas questões especiais, que seriam um bom

início para estudar o problema geral colocado aci.ma, são:

1)

2)

3)

J(KG) é sempre um ideal nil ?

Se J(Z.G) : 0, então J(KG) : 0, para todo corpo K de
característica p ?

Se G é um grupo que não contém elementos de ordem P e
K é um corpo de característica P, KG é gemi-simples ?

Capítulo IV 

CONCLUSÕES 

O problema geral de encontrar condições neces­

sárias e suficientes para que o anel de grupo KG seja semi­

-simples ainda não foi resolvido completamente. 

Conforme salientou D.S.Passman em (10), uma 

das questões mais interessantes, e provavelmente a mais difí -

cil, é determinar se KG é ou não semi-simples, quando K 
.. 
e 

.. 
uma extensão algébrica de seu corpo primo K o e G e um gr~ 

po arbitrário. Sabemos, por exemplo, que a resposta é afirma 

tiva se J(K G) = O (ver Teorema I, Capítulo I). O aprofunda-
º 

mente desta questão praticamente esgota o estudo do papel do 

corpo K na semi-simplicidade de KG , uma vez que, para ex­

tensões transcendentes, já temos a resposta. 

Algumas questões especiais, que seriam um bom 

início para estudar o problema geral colocado acima, são': 

1) J(KG) e sempre um ideal nil? 

2) Se J(ZPG) = O, então J(KG) = O, para todo corpo K de 

característica p? 

3) Se G é um grupo que não contém elementos de ordem P e 

K é um corpo de característica P, KG é semi-simples ? 
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Sabemos que Nil(KG) = 0, se K é um corpo de

caracterl'ética p e G é um grupo que não contém e].ementos

de ordem p . Passman demonstrou que, se K é um corpo dec.3

racterÍstica zero e G é um grupo arbitrário, Nil(KG) é

sempre nulo (Ver (lO), pãg.77). Uma resposta afirmativa de l)

conduziria portanto ã semi-simplicidade de KG , para corpos

K de caracteri'sti.ca zero e grupos arbitrários G

Quanto a 2) , sabemos que é verdadeira se a ex-

tensão K de Z. é algébrica (ver Teorema 1, Capl'fulo l)
Uma resposta afirmativa de 2) produziria um teorema comple-

tamente análogo, para caractere'ética p , do Teorema l do Ca-

pítulo ll . Então, teríamos tantas informações para caracte-

rística p quantas temos para característica zero.

Sabemos que a resposta da 3a. questão é afi.rm2
uva, se K é uma extensão transcendente de seu corpo primo.

Asse.m, é suficiente ater-se a extensões algébricas de Z

Como o radical se comporta bem para extensões algébricas sepg

rãvei.s do corpo base, basta estudar J(Z. G)

P
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Sabemos que Nil(KG) = O, se K é um corpo de 

característica p e G é um grupo que nao contém elementos 

de ordem p . Passman demonstrou que, se K é um corpo deca 

racterística zero e G ê um grupo arbitrário, Nil(KG) -e 

sempre nulc (Ver (10), pág.77). Uma resposta afirmativa de 1) 

conduziria portanto à semi-simplicidade de KG , para corpos 

K de característica zero e grupos arbitrários G . 

Quanto a 2), sabemos que é verdadeira se a ex­

tensão K de Z é algébrica (ver Teorema I, Capítulo I) . p 

Uma resposta afirmativa de 2) produziria um teorema comple-

tamente análogo, para característica p , do Teorema Ido Ca­

pítulo II . Então, teríamos tantas informações para caracte­

rística p quantas temos para característica zero. 

Sabemos que a resposta da 3a. questão ê afirma 

tiva, se K e uma extensão transcendente de seu corpo primo. 

Assim, é suficiente ater-se a extensões algébricas de z p 

Como o radical se comporta bem para extensões algébricas sep~ 

ráveis do corpo base, basta estudar J(Zp G). 
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