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INTRODUCAO

A nocao de elemento quase-regular de um anel,
introduzida por S.Perlis em 1942 (13), e desenvolvida por
Jacobson a partir de 1945, tornou-se de importancia signifi
cativa para o estudo de anéis sem condicoes de cadeia. Por
exemplo, se J € o radical de Jacobson de um anel R , é
conhecido que R/J & isomorfo a uma soma subdireta de anéis
primitivos a direita.

Em vista disso, € natural procurar descrever
o radical de Jacobson de anéis particulares, e, mais especi
ficamente, procurar condigdes necessarias e suficientes pa-
ra que o radieal de um anel seja trivial, isto &,para que o
anel seja semi-simples.

Neste trabalho, nos atemos a um certo tipo de
anel, conhecido por anel de grupo.

Se A € um anel e G €& um grupo, os elemen-
tos do anel de grupo AG sdo as combinagoes lineares formais
finitas da forma x = ¢% x_.g , em que xg e AegeG. A

adigcdo é definida por:
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% . + I . = I + .
X, - 8 Yg - 8 (xg yg) g

e a multiplicacao por:

(z Xg - g). (& Xg1 - g')= &% (xg-xg.) g.g'

AG tem ainda uma estrutura natural de algebra
sobre A .

Na maior parte deste trabalho, o anel A & su-
posto um corpo F. Eventualmente, demonstraremos resultados
para o caso em que os coeficientes da dlgebra dm gmapo estde
em um. .&nel, com o fim de obter resultados para FG.

Este trabalho € um estudo do radical d& FG ,
que segue de perto o tratamento desenvolvido por Amitsur de
1956 a 1959 ( Ver (2), (3), (4)), cuja énfase & principalmen
te sobre o papel do corpo F na semi-simplicidade.

Estes resultados se revelaram particularmente
fecundos para estudar a semi-simplicidade de FG quando F &
um corpo de caracteristica zero.

Em 1 950, foi provada a semi-simplicidade de
FG, para o caso em que F & o corpo das reais ou dos comple-
x0s, por métodos de algebras de Banach.

Em (2), Amitsur obteve provas algébricas des-
tes resultados, com uma generalizacdo para extensoes trans-

cendentes do corpo dos racionais. Em 1 962, com a mesma téc-
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nica, e empregando um resultado de Amitsur (1), Passman obteve
em (11) a semi-simplicidade de FG para COTpos nao enumeraveis
de caracteristica p e grupos G que nao contem elementos de
ordem p . Mas apenas em 1970 conseguiu o resultado analogo ao
de Amitsur para caracteristica p(ver (12)). No entanto, foi ne
cessario introduzir uma técnica diferente.

Conforme se observara no capitulo III, para o
caso de caracteristica p, € necessario estudar com mais deta -
lhes o papel do grupo G na semi-simplicidade.

No capitulo I, encontramos os resultados bési
cos de (4), que sao utilizados nas aplicacdes.

No capitulo II, exibimos condicdes suficien -
tes para a semi-simplicidade de FG, em que F & um corpo de ca
racteristica zero. Na Secdo 2.1, estdo os resultados obtidos
por Amitsur, sem hipotese alguma sobre o grupo G . O mais impor
tante € o que estabelece a semi-simplicidade de FG, quando F €
uma extensao transcendente do corpo Q dos racionais. Na secao
2.2, conforme sugestdao de Connell (5), provamos a semi-simplici
dade de AG , com uma hipotese sobre o anel A, no caso em que G
tem um fator direto ciclico infinito Gl = (g). Nesta situacao,o
elemento g € G parece determinar a semi-simplicidade de AG da
mesma forma que um elemento x e F, transcendente sobre Q,deter
mina a semi-simplicidade de FG. Nesta secao, temos ainda uma re
dugao importante do problema ao caso em que G € um grupo finita
mente gerado. Em 2.3, com a hipotese de que o grupo G €& abe-
liano, demonstramos que FG & semi-simples, para corpos F arbi

trarios de caracteristicd zero (ver (2),(5),(15)).
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No Capitulo III, encontramos condicdes sufici
entes para a semi-simplicidade de FG , em que F € um corpo
de caracteristica p . Empregamos um tratamento analogo aodo
Capitulo II, de modo a realcar naturalmente as dificuldades
que aparecem devido a caracteristica do corpo. Em 3.1,encon
tram-se os teoremas de Passman (ver (11),(12)), que permitem
demonstrar a semi-simplicidade de FG , quando F & uma exten
sao transcendente de seu corpo primo e G nao contém elemen -
tos de ordem p . Este teorema encontra-se em 3.2. Em 3.3, es
tao os resultados andlogos aos de 2.3 para caracteristica p,
incluindo o teorema completo para grupos abelianos, que esta-
belece condigoes necessarias e suficientes para a semi-simpli
cidade de FG , e cuja prova € diferente da apresentada por
Connell em (5) (ver tamb&m (15)). Em 3.44 mostramos que a
condicao "G nao contém elementos de ordem p'" ndo &, de mo
do geral, essencial para a semi-simplicidade de FG . O Lema
que possibilitou a construcgao do exemplo foi demonstrado por

Passman, em (11).

Sonia C. Hansen
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NOTACOES

dimensao de R (espago vetorial) sobre F
(corpo)

um elemento genérico do anel de grupo AG

conjunto dos elementos do grupo G tais
ue a 0
q s ¥

anel das matrizes nxn sobre R (anel)
grau do polinomio f
corpo dos inteiros modulo p

conjunto dos numeros naturais



CAPITULO 0

PRELIMINARES

Neste capitulo, damos a definicao do radical de
Jacobson de um anel e sua principais propriedades. Incluimos
tambem, na dltima secdao, o enunciado de dois teoremas basicos,

utilizados no trabalho.

0.1 O Radical e suas propriedades

Seja R um anel.
Def.1 : Um elemento 2z € R diz-se quase-regular a direita se

existe z' e R tal que

Zz + z' + zz%' =0

Um elemento z' satisfazendo a equacao acima €

”,

chamado um quase-inverso a direita de 2

o !

Referir-nos-emos a esta equacao como a equacao

do quase-~inverso.

Analogamente, definimos elemento quase-regular



a esquerda e quase-inverso & esquerda.

Por conveniencia, introduzimos a notacgao:

E facil verificar que (R,0) é um semi-grupo, e
que o elemento 0 € R age como identidade relativamente a ope
racao o .

Reinterpretando as definicoes acima em termos da
operagao o , temos: 2z & quase regular a direita Sse tem um in
verso a direita relativamente & operacgio o . Analogamente, z &
quase-regular a esquerda se tem um inverso a esquerda relativa
mente a operacdo o .

Def. 2: Um elemento z € R €& quase regular se existe z' € R

tal que

z' € chamado um quase-inverso de z .

Se z & quase-regular a esquerda e a direita ,

entao z € quase-regular e o quase-inverso & Unico.

Def. 3: Um ideal 2 direita de R & quase-regular se todo ele
mento de R € quase-regular a direita.

Analogamente, define-se ideal a esquerda quase-regular



A proposicao seguinte & de verificagao simples:

Prop. 1: Todo elemento de um ideal a direita quase-regular e

quase-regular.

Antes de dar a definicao de radical, enunciamos

0 seguinte teorema:

Teorema I ((6),pag.92 ): A uniao de todos os ideais a direita

quase-regulares de um anel R & um ideal bilateral de R .

Def. 4 : O radical de Jacobson de R & a uniao de todos os i-
deais a direita quase-regulares do anel R .

Notacao : J(R)

Da Proposigao 1, & imediato que todo elemento de
J (R) tem um Unico quase-inverso.
Introduzimos agora a definicao de radical nil ,

que sera usada em alguns pontos do trabalho.

Def. 5 : Um ideal (a esquerda, a direita, bilateral) de R diz-
-se nil se, para todo x € R, existe n e N tal que

xn = 0,

Teorema II ((7), pag. 193): A uniao de todos os ideais bilate-

rais nil de R & um ideal bilateral nil de R



Def. 6 : O radical nil de R & a uniao de todos os ideais bi-
laterais nil de R .

Notacao: Nil (R)

A proposicao abaixo € de demonstragao simples

Prop. 2: Todo ideal nil esta contido em J (R).

Temos, entao, a seguinte relacao entre os radi-

cais

Prop. 3: Nil (R) ¢ J (R)

Pode~se demonstrar que a definicao do radicalde

Jacobson € simétrica. Mais precisamente:

Teorema III ((7), pag. 9): J (R) € a unido de todos os ideais

a esquerda quase-regulares de R .

Damos ainda a seguinte caracterizacao externado

radical, que sera utilizada no Capitulo IIT:

Teorema IV ((7), pag. 4): J (R) é a interseccao dos anuladores

de todos os R-modulos a direita irredutiveis.

Analogamente, podemos obter J(R) fazendo a in -
terseccao dos anuladores de todos os R-mddulos 2 esquerda irre

dutiveis.

Outras propriedades importantes sao:



Teorema V ((14),pag.68): i) J (R) & o menor ideal bilateral 0

de R tal que J(R/Q) é nulo.

ii) Se I € um ideal bilateral contido em J(R), J(R/I) =
JR)/I.

Teorema VI (Lema de Nakayama) ((14),pdg.66): Se R & um anel

com unidade e N & um ideal de R tal que J(R) + N = R, en-

tao, N = R.

Prop. 4: Sejam R e § anéis tais que R Z S e seja &
este isomorfismo. Entao, a restrigcido de ¢ a J(R)
tem por imagem J(S). Isto €, J(R) = J(S).

Prop. 5: Sejam R wum anel, J(R) o seu radical. Entao,J(Mn(R))=
= Mn(J(R)).

Finalmente, observamos que se R & um anel com
unidade, pode-se demonstrar que J(R) & a interseccao dos ide -

ais a direita (esquerda) maximais de R .

0.2 Dois teoremas basicos

Teorema VII ((8), pag.104): Sejam R uma algebra central sim-

ples com unidade sobre um corpo F e B uma subalgebra sim -
ples contendo 1 . Entao, se B* ¢ o centralizador de B em R,

temos:
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(R: F) = (B : F) . (B : F)

Teorema VIII (Teorema de Maschke Generalizado) ((9),pag.156):

Seja A um anel. O anel de grupo AG e completamente reduti-

vel se e somente se:
i) A € completamente redutivel
ii) G & finito

iii) a ordem de G & uma unidade em A

E conhecido que, se R e um anel com unidade
completamente redutivel, R = R1 ® ... @ Rt , €m que o5 Ri sao
aneis simples e RiRj = 0 se i #j . Além disso, R admite t
modulos irredutiveis nao isomorfos, cada um deles isomorfo a

um dos R.
i

Assim, o € J(R) se, e somente se
(1) @« - Ry, =0, ..., a . R. =0

t

Tomando a unidade 1 de R , temos:

Logo,

por causa das igualdades (1).

Resumindo: Se R € um anel com unidade comple

tamente redutivel, entao J(R) 0.



CAPITULO I

EXTENSOES DE CORPOS

Sejam R wuma algebra com unidade sobre um cor-
po C , F wuma extensao de C. Neste capitulo, estudaremos ré
lagoes entre J(R) e J(R ﬁc F).

Se nada for mencionado explicitamente os produ-
tos tensoriais considerados serao sempre sobre o corpo C

Provaremos os seguintes teoremas:

Teorema I (Amitsur, (4)): Se F € uma extensao algébrica sepa

ravel de C , entao J(R R F) = J(R) & F.

Teorema ITI (Amitsur, (4)): Se F €& uma extensao transcendente

pura de C , entao J(RR F) = N® Femque N = J(R® F){3IR &

um ideal nil de R (e, portanto, contido em J(R)).

1.1 Extensoes algebricas

Para provar o Teorema I, precisamos de alguns

lemas.



Lema 1: Seja R um anel (nao necessariamente com unidade). Se
x € Ré tal que x + nx = 0, para algum n e J(R), en

tao x = 0,

Demonstracao: Seja m o quase-inverso de n, isto €, n +m +

+ mn = 0 , Temos:

X = -nx = (m + mn) x = n(x + nx) = 0 O

Lema 2: Sejam R um anel (nao necessariamente com unidade) ,e
n € J(R) com quase-inverso m . Ent3o, os elementos

de R que comutam com n também comutam com m.

Demonstracao: Seja y tal que ny - yn = 0. Como n+m+nm = 0 |,

temos:

0= (@m+m+mnm) y -y(m+m+ nm) =ny - yn + my -

- ym + nmy - ynm = (my - ym) + n(my - ym)
Entao pelo Lema 1, my - ym = 0 i

A seguir, consideraremos sempre uma algebra R
com unidade sobre um corpo C . Usaremos seguidamente o seguin
te fato:

Sejam (r o) uma base de R sobre C , V um

ael
espago vetorial sobre C . Entao, os elementos de R Q V podem

ser escritos de uma Unica forma como ¥ T, @va, em que v € V.
o



Lema 3: Sejam S wuma subalgebra de Mn (C) e S* 0 seu centra

lizador em Mn(C). Entao, o centralizador de S em

R®Mn(C) 6 R ® S*.

Demonstragao: Conforme ja observamos, os elementos de R 8 Mn(C)

podem ser escritos de uma Gnica forma como X r_ B cg,

o
o
c, € Mn(C). Seja 1 ® s €1 8 S. Entao,
(z r, ® Ca) (1 8s) - (1 ®@s)(z T, @ s ) =0
se, ¢ somente se, ¥ r @ (c.s -s c ) =0. Mas, ten
a a o —~

do em vista a observagao acima, isto acontece se c
somente se ¢ s - s c_ =0, V_ . Entao c_ € S*,¥ ,
o o o o o

S=*
e I T, B Cy € R ® N

Lema 4: Seja F wuma extensao finita de C, com (F:C) = n.En-
tao, F pode ser considerado como um subcorpo de
Mn (C). Nestas condigoes, F € seu proprio centrali

zador em Mn(C).

Demonstragao: Seja L(F,F) o anel das transformagoes lineares

do espago vetorial F sobre C . Vamos definir um mo
nomorfismo de anéis T:F ——— L(F,F): dados f, f' ¢ F,
T(f) € a transformacao linear: T(f)(f') = f.f'. E
facil verificar que T(f) ¢é uma transformacdo linear,
e que T(f1 + fz) = T(fl) + T(fz), T(f1 ..fz) = T(fl)

o T(f,). Entao, T € um homomorfismo de anéis. Além
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disso, T(f) = 0 se e somente se £ = 0, ou seja, T
é monomorfismo. Fixando uma base de F sobre C , ob
temos um isomorfismo ¢ de L(F, F) em Mn(C). Entao,
a funcio Yo T & um monomorfismo de F em Mn(C),lo
go, F pode ser considerado como um subcorpo de Mn (C).
Seja F* o centralizador de F em Mn(C). Entao, cla
ramente F* F (pois,V fl, fz e F, T(fl) o T(fz) =
= T(f1 fz) = T(f2 fl) = T (fz) o T(fl)).

Agora, pelo Teorema VII do Capitulo 0, pég. 5, te =

mos:
(Mn(C) : C) = (F*: C) (F : C)

logo, (F*: C) =n e, de F* DF, vem: F*=F {3

Sejam agora H, K extensoes de C, K C H
e © € Aut(H|X). Ja sabemos que os elementos

r de R ® H podem ser expressos de uma unica forma como:

em que os elementos T, sao de uma base de R sobre C, e o0s
h, e H. Definimos entdo uma fungio ©': R @ H —) R ® H, da

seguinte forma:
i

0'(r) = 2 r, ] © (hi)
i

Verifica-se facilmente que ©' & um automorfis

mo de R B H, que deixa fixos os elementos de R.
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Lema 5: Sejam K uma extensio de C contida em H, G um sub
grupo de Aut (H|K) G' = {0'|6e e G} e F o corpo fi-
Xo de G . Entao, G' & um subgrupo de Aut(R 8 H) e,
se reR@H €& tal que ©'(r) = r, para todo 6 ¢ G,

entac r € R R F.

Demonstracdo: A primeira afirmacao € de verificagdo trivial

Agora, se r = 3 r; @ h, e tal que O'(r) = % r; 8

]

e (hi) =T z T, ® hi’ temos:

b3 r. 8 (e (hi)- hi) = 0
€, como esta expressao € uUnica, concluimos que G(hi)

= hi » para todo © e G, e para todo i . Logo,hieF,

para todo i, e r € R @ F, O

Podemos agora comecar a prova do Teorema 1.

Lema 6: Seja F uma extensio finita de C. Ent3do, J(R) & F

c J((R® F).

Demonstracao: Suponhamos que (F : C) = n.

R & Mn (C)
v Ny 8

R 8 Mn (C) — Mn(®)

Primeiro, vamos mostrar que R @ Mn(C) = Mn(R).
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Definimos g : R x Mn(C) —> Mn(R),g(r,(aij)i j) =
)i,j’

= (r em que T € R, (aij)e(Mn(C). E ime-
diato verificar que g € uma funcao balanceada.Cha

o O,
ij

mando ¢ a funcao canodnica de R x Mn(C) em R &Mn(C),

pela propriedade universal do produto tensorial, sa

bemos que existe um homomorfismo g*:R & Mn(C)

—% Mn(R), tal que

g¥(r 8 (o,

i3} )

i,j) = g(r’(uij iej)’ para todo

: \
r € R, e toda matriz (aij’i,j e Mn(C).

Vamos mostrar que g* & um isomorfismo. Sejam

(6ij)i,j’(61j)i,j respectivamente as bases usuais de Mn(C)so
bre C e de Mn(R) sobre R . Dada (rij)i,j € Mn(R)’(rij)i,j
o ' ~ *
e da forma i?j rij 6ij , logo e imagem por g* de i%j rij ]
Gij . Entao, g* & epimorfismo. Suponhamos que

g*(Z r..®6..) =0

) i, ij ij

Entao,

I r.. 6:.=0

i3 ij ij
logo, rij = 0, para todo i e todo j, o que mostra que g* &
injetora.

Tendo em vista o Lema 4, podemos considerar:

R®F cR®Mi(C) = Ma(R)

J(R) 8 F ¢ J(R) & Mn(C) = Mn(J(R)).

O isomorfismo da segunda cadeia € obtido res-
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tringindo-se g* a J(R) ® M™Mn(C), e lembrando que se 1 eJ(R)
e aeC, rro e J(R). Mas J(Mn(R)) = Mn(J(R)), pela proposi-
cao 5 do Capitulo 0, pag. 5.

Da segunda inclusao acima, segue entao que  0s
elementos de J(R) 8 F tém quase inverso em Mn(R). Ora, os e-
lementos de J(R) ® F comutam com os elementos de F. Entio ,
podemos concluir, pelo Lema 2, que os seus quase-inversos comu
tam com os elementos de F . Mas, em vista dos Lemas 3 e 4, sa
bemos que o centralizador de F em R @ Mn(C) €é R ® F . Logo,
0S quase-inversos dos elementos de J(R) ® F pertencem a R@F

Como J(R) ® F & um ideal de R ® F, isto demons
tra que J(R) 8 F & um ideal quase-regular em R ® F, logo ,
esta contido em J(R ® F). O

Em geral, nao €& verdade que, se F & uma exten
sao finita de C, J(R Q@ F) ¢ J(R) @ F. Vamos provar esta in
clusao apenas para extensoes separaveis. Para ver isso, va-

mos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo: Sejam C um corpo nao perfeito, £(X) um polinomio
irredutivel e nao separavel Tomamos para R o

corpo de raizes de f sobre C. Entdo, f(X) se decompoe num

produto de fatores lineares em R, isto &, f(X) = ((X - a;)..
m -
X as)) , com o, € R, i=1, ... s, m> 1 e o # aj se
se i # j.
clx]

Tomamos F = C(ay), e observamos que F = ==2o

(£(X)
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em que (£(X)) indica o ideal gerado por f(X).
Como R € corpo, J(R) = 0 e portanto J(R) ®
C (al) = 0.

Por outro lado, R @C C(al) z R'®C C Lx]

isomorfo a R [X] . ( £X) )
(£(X))

Neste anel, consideramos o ideal I gerado por

g(X) = (X - ul) ce. (X - asj . Entao, € imediato que I # 0,

e que I"™ = 0. Logo, I esti contido em J(R 8 C(ey)) que por

tanto € nao nulo.

Lema 7: Sejam H uma extensao galoisiana de C, e R um anel

semi-simples. Entao, R ® H também € semi-simples.

Demonstracao: Seja 1 € R.fﬁJ’(R ® H), com quase inverso s em

R ® H. Vamos mostrar que r = 0.
Temos: r + s + rs = 0,
Dado © € Aut(H|C), consideremos ©': R ® H ——

—3 R ® H. Entao:

@' (r) + ©'(s) + ©'(r) ©'(s) = 0, e, como O©'(r)= r,
r +8'(s) +r0'(s) =0.

Pela unicidade do quase inverso para elementos
do radical, concluimos que ®'(s) = s, para todo © e Aut (H|C)
Como a extensao H de C € galoisiana, o corpo fixo de Aut
(HIC) € C e, pelo Lema 5, podemos concluir que s € R ® C =

R. Assim, r € quase-regular em R, e como R{J (R ® H) &
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um ideal de R, concluimos que R~f\J(R ® H) € um ideal quase-
-regular de R, portanto, esta contido em J(R) = 0, ou seja,

RMNJIMR QR H)

0.
Agora, seja t € J(R & H), e seja {51, b..,gn}

uma base de H sobre € . Entao:

t = T

1 R El e T 8 E , 1. € R .

Multiplicando por & j =1, ..., n, temos

t €. = r; ® 51 gj + ... +T_ R E gj e J(R & H ,

Como o radical permanece invariante sob os auto

morfismos de R ® H, temos, para todo © e Aut (H|C):

9'(t€j) =Ty ® O (&1 Ej)+ coet T @ e (En Ej) g

J(RGH), j =1, ..., n.
Como Aut (H|C) & finito, podemcs somar esta re-

lagao para todo ©

Ty ® é e (El Ej)+ sww F r ® g e (En Ej) €

J(R® H), j =1, ,,,, n.
Chamando tr(a) = ¥ © (a), para a € H, e lem-
e

brando que tr(a) e C (pois a extensao H de C & galoisia -

na), temos que a soma acima & um elemento de R, para j=1,...,n.
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Assim,

(1) r; ® tr(E1 Ej)+ coe tT B tr(En Ej) =0,j=1,...,n,

pois ja provamos que R{YJ(R & H) = 0.
Ora, H € uma extensio separavel de C, portan
to a matriz (tr(gi gj))i . & inversivel. Assim, as equagoes

)
(1) valem apenas para r;, =0,1i=1, ..., n. Logo, t = r1® El

SEERRIL S S €, =0, ou seja, J(R 8 H) = 0. i

Lema 8: Se H € uma extensdo galoisiana de C , J(R ® H) ¢

J(R)R H

Demonstracao: Seja ¥ o homomorfismo canonico de R sobre

R/J(R)- = R , e consideremos o homomorfismo Y ® 1:

R®H-— R®H. E imediato que ¢ 8 1 6 um e-
pimorfismo. Seja (hi)j uma base de H sobre C.
Sabemos que um elemento r de R ® H se escre-~

ve de uma forma Unica como:

r=2% r. 8 h. r. € R. Se Y8 1(r) 0, entao
i

Como a expressao dos elementos de R & H na for

ma I r. Q hi € unica,devemos ter:

r, = 0, para todo i, isto &, r. € J(R)
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Entao, v € J(R) 8 H e temos o isomorfismo

R®H - =

J(R) @ H

Como R & semi-simples, vem do Lema anteri
or que R ® H também & semi-simples. Como o radical € o me-

nor ideal Q tal que R/Q € semi-simples, concluimos:

JR® H) ¢ J®R) 2H O

Entao, os Lemas 6 e 8 provam o Teorema I em

um caso particular:

Corolario 1: Se H & uma extensao galoisiana de C, J(R R H)=

= J(R) ® H. O

Lema 9 (Passman, (12)):Seja K um subcorpo de F , contendo C.

Entao, J(R ® F) YR 8 K c J(R @ K).

Demonstracao: Podemos considerar R @& F como (R R K) &, F.
Tomando uma base {fi}i de F sobre K , com f1 = 1, po-
demos escrever cada elemento y de R @ F de forma uni

ca como:

y = yl R 1 + iil yi ® fi’ yi e R @ K,para todo 1i.

Seja entao x e J(R @ F)f YR & K, com quase
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-inverso y em R @ F. Escrevendo y na forma acima ,

obtemos para a equacao do quase-inverso:

I
[e)

(x + Yq R 1 + x(yl R 1))+(1 + x)iizé1 Y3 R fi

Ora, (x + Yy R 1 + x(y1 ® 1)) e R® K, e (1 + x),

z Vi ® fi e I (R®K)® fi . Pela unicidade da ex -
ifl i#l

pressao dos elementos de R ® F na forma acima, devemos

ter:

X +yq @ 1 + x(y1 @ 1) =0

Pela unicidade do quase-inverso para elementos do radi-
cal, y =y, 81 ¢ R ® K. Entao, x € quase-regular em
R® K, ¢ como J(R® F)fAR ® K €& um ideal de R & K, ob-

temos:
J(R® F)MR®Kc JRRK). L}
Lema 10:Seja F wuma extensao separavel finita de C . Entao,
existe uma extensao galoisiana H de C contendo F ,

e J(R®F) =JRAH) M R F .

Demonstracao: Pelo Lema acima, a inclusao J(R ® H)™ R @ F ¢

J(R ® F) ¢ imediata. Consideremos agora R ® H como

(R @C F) @F H. Como H € também uma extensao galoisia-
na de F , o Corolario 1 garante que J(R ® H) =

= J(R ®. F) &; H. Em particular, J(R ® F) ¢ J(R 8 H)N

AR R F , ¢ a prova esta completa. O
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Corolario 2: Se F €& uma extensao separavel finita de C,

J(R ® F) = J(R) & F.

Demonstracao: Pelo Lema 9, existe uma extensao galoisiana H de

C contendo F, tal que: J(R ® F) = J(R ® H)N\ R 8 F,
Pelo Corolario 1, J(R & H) = J(R) ® H. Que-
remos mostrar que J(R) R Hf VR @ F = J(R) @ F. Unma in
clusao & imediata. Para a outra, tomemos {Xi}i uma ba-
se de J(R) sobre C , e {Xi}i (U {yj}j uma base de R
sobre C . Dado x & J(R) @ le\ R ® F, podemos escre-

ver x de forma Unica como:

e também como:

Mas a forma de escrever x em R ® H & dnica, logo

fj = 0, para todo j , e hi = fi , para todo i, isto

€, xe J(R) ®F , {}
Podemos agora proceder a prova do Teorema I.

Teorema I (Amitsur, (4)): Se F € uma extensdo separavel de C,

entao, J(R ® F) = J(R) ® F.

Demonstracao: Seja x € J(R & F). Entao, x pertence a P @ K,
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para alguma extensao finita K de C . Além disso, es-
ta extensdo é separavel sobre C, entao, pelo Corolario
2, JIR ® K) = J(R)& K

Como J(R® F) (YR®& K ¢ J(R 8 K)( pelo
Lema 9),temos: x e J(R) & K, que esta contido em
J(R) 8 F, o que demonstra uma inclusao.

Seja agora x € J(R) ® F . Entao, Xx €
J(R) @ K, para alguma extensao finita K de C . Como
F & separavel sobre C, K também 2. Entao, J(R) 8 K
= J(P 8 K) pelo Corolario 2. Assim, x possui um qua
se-inverso a direita em R @ K, 1logo em R R F, o que
mostra que x & quase-regular a direita em R & F . Co
mo J(R) ® F & um ideal em R ® F, o argumento acima
mostra que J(R) ® F & um ideal quase-regular em R®F,

portanto, esta contido em J(R 8 F) . 3

Isto completa a prova do Teorema I, para a-
néis R com unidade. Pode-se demonstrar que o resultado con-

tinua valido, se prescindirmos desta hipotese.

1.2 Extensoes transcendentes puras

Seja (Xi)i um conjunto de indeterminadas co
mutativas (nao necessariamente finito) sobre C. C [ '°"Xi’°
...] = C [X] denotarda o anel dos polinomios nas indetermina -

das (X.), e C(..., X.

i T ...) = C(X) o corpo das fungoes racio

nais nas indeterminadas (Xi). Notaremos ainda:
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R [X] =R B C[X], e R(X) =R 8. C(X).

E facil ver que, se r € R(X), r pode ser
escrito na forma r [X].1 ® h [X]—1 (que notaremos simplesmen
te r [X] . hI:X:l-l), com r[X] e R [X] e h[X] ecC [X].

Se F & uma extensao transcendente pura
de C, entao F = C(X) para algum conjunto de indeterminadas
(Xi)i. Entao, ao considerar extensoes transcendentes puras

quaisquer, podemos nos limitar ao anel R(X).
Lema 11: Se J(R(X)) # 0, entao J(R(X))/MR #£ 0.

Demonstracao: Primeiro, observamos que J(R(X)) M R[Xl # 0.De

fato, se 0 # r[X] . h!}j_l e J(R(X)), entao
r[X] h(X]7Y h[X] e J(R(X)). Isto &,
0 # r[X] e JRMX)) M R[X].

Entre todos os elementos nao nulos r[X] e J(R(X)) ,
existe um de grau total minimo. Queremos mostrar que este ele
mento pertence a R . Seja entdao r[X] e J(R(X)) de grau to -
tal minimo, e suponhamos que r [X] ¢ R , 1logo este elemen-
to € de grau k > 1 para pelo menos uma das indeterminadas
digamos, Xl' Sejam C'|X], C'(X) respectivamente o anel
dos polinomios e o corpo das funcoes racionais nas indetermi-
nadas (Xi)’ com a omissao de X.,. Usaremos analogamente as

1
notagoes R'[X] e R'(X). Entdo, podemos escrever r[X] na
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forma:
L k YT 8
r[X] = rotry Xp v Lot X7, T, e RY[X]i=0,... ke
Ty # 0.
O automorfismo T de C(X) definido pela trans
formacao:

Xi s Xi , para i # 1,

pode ser extendido univocamente ao anel R(X), do modo usual,
de modo a deixar invariantes os elementos de R . Vamos deno-
tar este automorfismo por '
Como t' (J(R(X))) ¢ J(R(X)), podemos conclu-
ir que o elemento s|X[ = t'(r[X]) - r [X] pertence a J(R(X)).
A esta altura, dividimos a demonstracao segun-

do os diferentes valores da caracteristica de C.

Seja C de caracteristica zero. Entdo, s[X]=

k . .
= 1 _ 1 - . B
iio ri (X + 1) X]) e de.grau'em X; menor que r[X] .
Como cada parcela r (X + ni- X;) ben  pava grau tp

tal: (3 (r;) + i - 1), e facil ver que o grau total de s|X]
e menor que o de r[X]. Pela condicdo minimal de r[X], deve
mos ter s[X]| = 0. Mas

k-1

s[X] = k re XJ +

0 == k Ty = 0.
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-

Ou seja, rk(l ® k) =0, e com k >1eCe
de caracteristica zero, devemos ter By = 0, o que € absurdo.,

Se a caracteristica de C & um primo p, pode-
mos ter s|X|= 0. Mas, neste caso, podemos demonstrar que
r [X] € da forma: r [X] = r'[X? - X;], em que r' & um poli-
nomio em X? - Xy, com coeficientes em R'|X].

Suponhamos que este fato tenha sido demonstra-
do, e prossigamos com a demonstracao do Lema 11.

Sejam Cl[X], C; (X), R1[X], Ry (X) os anéis ob-
tidos por substituicao de X, por x? - X,, no conjunto de in-

1 1 1
determinadas (Xi)°

Queremos obter em J(R(X)) um polinomiode grau
total menor do que o de r[X].
Observamos primeiro que Tt[X] € J(R;(X)).  De

fato, como Cl(X) ¢ um subcorpo de C(X), podemos considerar

R(X) como:

R(X) = R 8, C(X) = (R 8 C;(X)) @

]

C((X
¢, ()¢

= Ry (X) ® C(X)

¢, (0

Agora, aplicando o Lema 9 para R = Rl(X), F =

= C(X) e C=K-= CI(X)’ temos:

SR M (R (X 8¢ (xy €100) € IRy (X) Bg (400

ou:
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JR)) "R ¢ TR (X))
Como r[X] = r'[ki - Xl} € Rl(X), obtemos:

r(x] e J(Ry (X)) .

Consideremos agora o isomorfismo O: Cl(X)———

—3 C(X), definido por

P _ ;
0 (X - X) =Xy, & (X;) =X

1) 1° i#g1,

i k]

que deixa fixos os elementos de C . Este isomorfismo pode ser
extendido a um isomorfismo ©' de Rl(X) sobre R(X), do modo
usual. Como ja observamos, 0' (J(R (X)) ¢ J((R(X)).

Como r[X} £ J(Rl(X)), temos:

-t

or (x[X)) = o (x X - x;J) = v [x)e JROOS

Mas o grau total de r'[Xi] ¢ menor do que o de
r[X], uma vez que as indeterminadas X. permanecem fixas por
i

e', e Xg - X, & trocado por Xy

1
Pela condicac minimal de r[X], r'[Xﬂ deve ser
nulo. Mas como r'[le e imagem de r[X] pelo isomorfismo ©',
devemos ter r[X] = 0, o que € absurdo. Isto completa a demons-
tracao do Lema 11, a menos do seguinte fato, que demonstramos a
seguir:
Seja r[X] = r  + 1y X] * ...t Ty X%
R' |[X|], i=0, ..., k, Ty # 0, um polinomio tal que

, Ty €
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' (r [X]) = r [X]. Entdo, r [X] é da forma: r[ﬁ1= r'[Xg - Xl],
em que r' € um polinomio em X? - Xl’ com coeficientes em
R'[X].

Vamos proceder a algumas observagoes prelimina

res:

1. Podemos supor k > p,.

De fato, se s[X} = 1 (rix]) - r[X]=

i

1) =k r

i
ri((X1 + 1) = X k Xq

entao, k r, = 0. Isto € equivalente a: Ty (1® k) =0, em
que k € a classe de k e N em Zp
Se k # 0 , entdo teriamos r, = 0, o que ¢ ab

o

surdo. Assim, k = 0 e portanto plk. Logo, k >p

2. r[XJ pode ser escrito na forma:
r[X) = hlx) &f - xp o+ £[X], em que h [X), t[X] e R[X],e
t[X]é de grau em X; < p.

Para ver isso, basta dividir r[X} por Xg - Xy-

. A ,N .~ .
3. Seja g[Xll =8, * 8 Xl +owatt g, kl um polinomio com co

eficientes em R'[X] , com n<p. Se g EG) = 0, para

v=0,T1T, ..., ne 27,

entao g € o polinomio nulo.
A prova e feita por inducdo em n

Se n =0, g[le = g,» € como g(0) = 0, deve—
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mos ter 8o = 0

Seja entao n > 1, e suponhamos a observacio de
monstrada para todo polinomio g de grau < n - 1.
Consideremos o polinomio:
(i) erL] = g'Lxlj - g (X - DXy - (A - 1))

n 1

O graude f em X, € <n -1, e temos:
£(0) =0, £ (I =0,..., £ [7=1) = o .

Estamos portanto nas condigdoes de aplicar a hi
potese de inducdao ao polindmio f: lelldeve ser nulo. Pela i-

gualdade (i), temos:

(ii) g(xlj =g - X - (X - DX - @- D)

Agora, g[ﬂ] = 0, disto €,

(iii) g, - n(m-1) ... (I) =o0, e como n < p,
n. @m-1) ...(0) = (i) # 0 em Z,

Dividindo ambos os membros da igualdade (iii)
por (n !), obtemos : 8, ~ 0.

Voltando a igualdade (ii), concluimos que:

g Lle = 0, como queriamos demonstrar.

Vamos agora a prova de que er] tem a forma re

querida para a demonstragio do Lema 11.
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A prova é feita por indugao no grau k de r[X}
em Xl .
Por 1, podemos supor k > p.
Se k = p, por 2, temos que r[X] ¢ da forma:
(iv) rfX] =

p s
hy (X - X)) + t[X],

Calculando

em que h_ € R'[XI et [ﬁ] € um polinomio de grau em X, <p
lembrando que

T' em ambos os membros de (iv), e
+ 1P - - = xP . .
((Xl 1) (X1 1)) X1 Xl’ temos:
t (e[X]) = h ) - X))+ o (e[X])
Por hipotese, t'(r[X]) =

r[X} , logo:
hy (X7 = X)) + o (e[X])

ho XY - x) + t[X],
ou seja,

]

T (e[XP) = t[X]

Dai, é facil concluir que

v) (t )V (t[x]) t|x], para v

=0, 1, e P=1ls
Suponhamos que t[X] tem a forma:
t[X] =t vty X+ ot X?, com n < p,
t.
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Escrevendo explicitamente (v), obtemos:

n . n .
vi) = t. (X, +v )t = 3 £ xi, para v = 0, 1,..., p-1.
Igualando os termos independentes de X1 em (vi)
temos :
t. v+ .., + tlv + to = to’ pdra v = 0, 1,...,p~1, ou,

equivalentemente,

(vii) t e LR SR ty = t,, para v =10, T,...,p-1 € Z

Em outros termos, se substituirmos na expressao
de t [X| a incégnita X; por v , para Vv =0, 1,..., p-1, de-
vemos obter t, Para resultado, segundo a igualdade (vii).

Entdao, o polindmio tX] - t esta nas condi -

coes da observacio 3 . Logo,
t[X] =t e R'[X].
- O -
Voltando a igualdade (iv), temos:

o1 o p
r[X] hy(X] - X)) + ¢,

em que ho, t, € R‘LX}, como queriamos demonstrar.

Do que foi feito acima, queremos ressaltar a se
guinte observacao:

Q i = n - s~ .
4. Se  t]X| Bo * tp Xp teour t) X{ € um polinomio com co

eficientes enm R'[X], de grau, n < P em Xl’ que satisfaz
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a condigao: 1'(t [X] ) =t [X},entéo t [X] = toe R'[X].
Seja agora k > p, e suponhamos que todo poli-
nomio de grau em X, menor ou igual a k - 1, e maior ou igual

a p, seja da forma requerida.

Por 2, podemos supor que r[X] tem a forma:

viii) r[X] =h [X] (X? - X)) o+ t[X] em que

th] , t[XJ € R[}j, e t[XI € de grau em X -¢p

Lembrando que, por hipotese, T'(r[XJ) = r[X] ,

€ aplicando <t' a ambos os membros de (viii), temos:

TAIXD P - X XD = hx) o - x) s e [X]
ou

(i) (e (XD - axDHod - x) = tfx] - (e 1X]).

O primeiro membro de (ix), se nao nulo, € de

grau em Xl 2 P, € o segundo membro & de grau em X1 <p, ja

que t[x] tem grau em X; < p.

Assim, devemos ter:

(X)) = w[x] , e v e[x]) = ¢ [X]

Pela observacao 4, de T'(t[X]) = t[X], obte —

mos: ' (t[XJ) =t e R'[Xj.

Agora, por (viii), o grau de h[i] em X, €

L k-1. Se este grau é < P, ainda pela observacao 4, teremos:
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h [X] =h, e R'[X]
Substituindo t[X] e h[X] em (viii), temos:
- L _ p ~ -
rLX] = h (X - X;) + t , como queriamos demonstrar.
Se o grau de h[X] ¢ ainda > p, pela hipote-
se de inducdo, h[X] = h'[X? - le , em que h' ¢é um polino-

N

mio em X? = Xl com coeficientes em R'[X].

Voltando a igualdade (viii), podemos concluir

que rfx] tem a forma requerida. O
Podemos agora proceder a prova do Teorema II

uma extensao transcendente

@\

Teorema II (Amitsur, (4)): Se F

pura de C , entao J(R & F)

N ® F, em que N = J(R ® F)"

AR € um ideal nil de R (e, portanto, contido em J(R).

Demonstracao: Conforme observamos no inicio desta Segao, ao con
siderar extensoes transcendentes puras, podemos nos limi-
tar ao anel R(X). Nestas condicoes, o ideal N em con-
sideracao é: N = J(R(X))!S R.

Primeiro, observamos que N ® C(X), que denotare

mos N(X), esta contido em J(R(X)). De fato, N(X) = N® 1

.18 C(X), ecomo N&1 ¢ J(R(X)), € imediato que N(X) c

JREX)) .

Como N & um ideal de R , podemos considerar

. 3 ~ . . R = 5
o epimorfismo canonico $: R ——> —— = R . Observemos ainda

N
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que R € uma algebra sobre C , com a defini¢ao natural.

Seja agora o epimorfismo:

¥ 81 :RB®CX) =R(X) —— R&CX) =& (X)

Queremos mostrar que Ker (¢ ® 1) = N(X). A inclusao N(X) c
Ker (¢ ® 1) e trivial. Fixemos entio uma base (ci)i de C(X)
sobre C, tomemos um elemento genérico ¥ r. 8c. e R(X),com

i
r; € R, para todo i, e suponhamos que

Y8 1( ? r. & ci) = ? v (ri) ® Ci = 0

‘o fato de (Ci)i ser uma base de C(X) sobre C, sabemos que 0s
elementos de R (X) se escrevem de forma Unica como I ?i R c.,

1

?i € R . Entao,

oy (ri) b Gi =0 = vy (ri) = 0, para todo i
i

Ou seja, L > N, para tudo i. Entao, o elemen
to I 1, ®c. e N®C(X) = N(X), como queriamos demonstrar.

Assim, temos o isomorfismo:

R (X)) = R (X), que denotaremos por §.
N (X)
Este isomorfismo, restrito a R + N(X , tem
N(X)

por imagem R, isto &,

R + N (X)

1]
fev]|

N (X)
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Observamos ainda que, como N(X) c J(R(X)), pe-

lo Teorema IV do Cap. 0, pag. 4 , temos:

5 ROy L IRMX)
N(X) N(X)

Vamos agora calcular J(R (X)) f) R, atraveés

do isomorfismo &

JE ) R =g (RE N RN
N (X) N(X)
JRX) N R+ NX) . (JEREX)IMR) + N
N (X) N(X) N(X)
_ N + N(X) 0.
N (X)

Pelo Lema 11, devemos ter J(R (X)) = 0. Ago-

ra, o isomorfismo &, restrito aos radicais, produz

3 (2L,
N (X)

0 = J(R (X))

Como J(BLKL) - JR(X)) , devemos ter: J(R(X)=
N (X) N (X)
= N(X), o que demonstra a primeira parte do Teorema II.

Vamos agora a demonstracao de que N & um ide-
al nil,

Seja 1 € N, e consideremos o elemento r.X1 s
em que X, € uma indeterminada arbitraria. Como r . X, €

1
J(R(X)), tem um quase-inverso r[X] h[)(].1 e R(X).
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Escrevendo a equacao do quase-inverso, temos:

s x) oyt e x, =0

r X, +r [X] h [X] 1

1

Multiplicando por h[X], obtemos:

(x) h[X].r Xy o+ r[X]+er] rX; =0

Sejam entao:

]
=

+
p‘
5
&
+
]
e

rlx] o RSTIEEE 0 Til,rie R' [XJ

h(X) = h, + hy X; *+ ... +h XJ , h.e R'[X|, h #0

Computando os graus em X1 dos diversos ter-

mos de (x), devemos ter:

9( hiXx] r X;) =n +1

Logo, d(r £X] + T [k] T Xl) deve ser n+ 1.
Mas, por outro lado,
a(r [X] + r [X] r . X;)$ m+ 1, por (x).
Assim, obtemos: n + 1 <m + 1, ou n £ m.
Agora, basta computar os coeficientes de potgg
cias convenientes de X1
Se n = m , computamos os coeficientes de X?+l

e obtemos:
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(x1i) h r+r r=20

Observamos agora que os coeficientes ry €

J(R"(X)). De fato, podemos considerar R(X) como:

(xii) R(X) = R B C(X) = (R B C' (X)) B, ) C(X)

R'(X) ® C(xj.

C'(X)

Podemos aplicar a primeira parte do Teorema II

ao anel R'(X) e aos corpos C(X) e C'(X), wuma vez que C(X)=

C'(X) (Xl) € uma extensdo transcendente pura de C'(X).

Obtemos :

TR (X) By (yy COR) = N' Bg, gy €N,

em que

N' = JR'(X) 8p, yy COXO) O R'(X).

Como t[X] € J(R(X)), via o isomorfismo de

(xii), obtemos:

(xiii) r 81 +...+ r & XT e JR'(X) Be,(yy C(X))

Mas os elementos 1, Xl,...,X? e C(X) sao 1i
nearmente independentes sobre C'(X) , logo, fazem parte de

uma base (ci)i de C(X) sobre C'(X).

Lembrando que a expressao dos elementos de
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N QC'(X) C(X) e unica na forma ? r. D Ci’ L N'" , deve-

mos ter, por (xiii): r, e N', 1 =0,..., m.
3 1
Assim, T, € J(R'(X) ®C'(X) C(X)). Novamente,
via o isomorfismo de (xii), obtemos:

r, € J(R(X))

Multiplicando (xi) por h%l , temos:

Agora, h;l r. € J(R(X)), e o Lema 1 de 1.1

garante que, neste caso, devemos ter r = 0, e portanto nilpo-

tente.
Se n < m, computamos os coeficientes de

m+1 n+l '
xl 3 ° 9 1

m+1
Xq —a (@) T, T = 0

m —
Xq == (1) ro.1 T* r, = 0, sem>n + 1

m-1

X1 ? (2) rm-2r+rm_1=0,sem—l>n+1
m-j+1 ; _ 3
X —  {(]) rm-j T o+ rm~j+1 = 0,se m-j+1 > n+1
n+l

X — (m-n) TheTHr g * hn r=0, se m-j+l=n+l,ou j=m-n
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Agora, multiplicando (1) por r, e usando (0) ,

obtemos:

Analogamente, multiplicando (2) por rz, e u -

sando (1), obtemos:

3
T2 ¥ = 0
De modo geral, multiplicando (j) por rJ , € u-
sando (j-1), obtemos:
T rJ+1 =0
m-=j
Para j = m - n - 1, temos:
m-n _
r+1 T =0

Multiplicando (m-a) por 1 , temos:

-n+ m-n
LN 1 + R

Tm-—n+1 _
n n+l n

T

e, usando a anterior, temos:

m-n+1 m-n+1
T + h T

n n =0

Multiplicando esta Ultima igualdade por h;l

vem:

rm—n+1 4 h-l rn rm—n+1 = 0

Como h;l r e J(R(X)), uma nova apiicagdo do
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Lema 1 conduz a:

rm-n+1 0,

0 que mostra que N & um ideal nil. Isto completa a prova do

Teorema II. i

Pode-se demonstrar que o Teorema II ainda e ver

dadeiro, para algebras R sem unidade.



CAPITULO II

APLICAGAO AO ANEL DE GRUPO FG , EM QUE F E UM

CORPO DE CARACTERISTICA ZERO.

Vamos agora aplicar os resultados do capitulo
anterior para reduzir o problema de determinar se o anel de
grupo FG & semi-simples ao caso em que F = Q , o corpo dos
numeros racionais. Além disso vamos estabelecer a semi-simpli
cidade de FG , com algumas hipoteses sobre o corpo F e 0

grupo G

2.1 Aplicacoes Imediatas

Teorema I (Amitsur, (4)): Se G é um grupo tal que QG e se
mi-simples, entao, para todo corpo F de caracteristi

ca zero, FG € semi-simples.

Demonstragcao: Se F € um corpo de caracteristica zero, F po

de ser considerado como uma extensao de Q . Seja H
uma extensao transcendente pura maximal de Q em F

Assim, a extensao F de H ¢ algébrica.
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Da definicao de algebra de grupo, & claro que

FG = KG ®y F, para corpos arbitrarios K c F .

A,

Entao, HG = QG @Q H . Pelo Teorema II do capi

tulo I, J(HG) = N @Q H, em que N & um ideal nil de QG, lo-

go, contido em J(QC). Por hipotese, J(QG) = 0. Assim, N = 0
e J(HG) = 0.

n

Agora, FG = HG ®, F . Como H tem caracteris
tica zero, a extensao algébrica F de H & separavel. Pelo

Teorema I do Capitulo I, J(FG) = J(HG) 8, F. Mas ja prova -

mos que J(HG) = 0, portanto, J(FG) = 0. O

Para obter o segundo resultadc, vamos provar

um lema.

Lema 1: Para todo grupo G, QG nao contém ideais nil nao nu

los.

Demonstracao: Seja 0 # x = I x_ g e QG, e tomemos
g &
=1
X* = ¥ x* g= X g
g g &
Seja agora o elemento y = xx* = Yi h Temos:
h
Y, = L X, X* L Xy 1 X_ .1 ,
5 f.g=h £ hg-1 “g-1
Yu-1 = I X X* =L X, X
h £.g=h-1 £ g £ f “hf

Mudando a variavel na soma de Yy temos:
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!
-
N

258 ,V,° 2 Xy, X, ¥ Yp-1, € portanto y = g xg

Logo, Ye # 0 e portanto y # 0.

Observamos ainda que, se z = I zg.g tem as
propriedades: Z, # 0, zg = Zg—l’ entao 22 tem as mesmas
propriedades:

22 = Z oW,
w, o= I 2. 2 = % 2 z

W, = 3 Z.2 = 3§ 2 z = ¥ L. B .
-1 -1 Fpo1p-1
h fg=h-1 f '8 ¢ f-1h ¢ f hf
Mudando a variavel na soma de W, , temos:
k = g—l, W = 3 Z Z =1 = ¥ Z Z =3 W. -1
h Kk hk "k k hk % h
Ainda W = 3 ZZ # 0
Ainda, . £ .

£
Agora, se x # 0 pertence a um ideal nil,

y = xx* também pertence, e portanto é nilpotente. Mas, em vis
n
ta da observacao acima, yz # 0 para todo n , o que & absur

do. Logo, todo ideal nil é nulo. {}

Teorema II (Amitsur,(2)): Se F e uma extensiao transcendente

de Q , para todo grupo G , FG €& semi-simples.

Demonstracao: Seja K ¢ F uma extensiao transcendente pura ma

ximal de Q . Entao, F € uma extensao algébrica sepa-

ravel de K . Pelo Teorema II do Capitulo I, J(KG)EN@OK,
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em que N € um ideal nil de QG , e o Lema anterior
mostra que N = 0. Consequentemente, KG e semi-sim

ples.

Agora, pelo Teorema I do Capitulo I,

J(FG) = J(XOG) 8 F =0 i)

2.2 Alguns Teoremas Gerais

Demonstraremos agora um resultado para o caso
em que os coeficientes da algebra de grupo estao num anel qual
quer, para estabelecer a semi-simplicidade de FG em mais al

guns casos.

Lema 2-Sejam A wum anel, G = [g| um grupo ciclico infinito.
Se B € um ideal bilateral nao nulo de AG , B con-
tém um polinomio em g de grau minimo, p(g) = a *a g+

n .
toeeeta g, oA, # 0 e os a, € A . Se r(g) € um po

linomio em g tal que az r(g) = 0 para algum v>1,en

. -1
tdo a’ " p(g) r(g) = 0.

Demonstracao: Como B # 0, B contém um elemento a # 0,
a = I a; gl,
ieZ

Multiplicando a por gk, para k suficientemente

grande, obtemos um polinomio em g nao nulo, que ain-

o
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da pertence a B . Agora, basta tomar um polinomio p(g)

de grau minimo entre os polindomios ndo nulos de B

. m
- = +
Seja r(g) T rig * ...t T g Ccom T # 0,
nas condigoes da hipotese. Primeiro, observamos que
a¥ r(g) = 0 €& eguivalente a: a’ r. = 0
n n 1 ’

para i =0, 1, ..., m. Agora, ay ' p(g) T(g) = ay 'p(R)T (9

v-1 m _ m-1 -
*a T op(g) ry g, emque v¥(g) =T  f Ty g F...tT ) 8 e
um polindémio que também satisfaz a° 1* (g) = 0. Se o lema &

n
verdadeiro para todo polinomio r de grau < m-1, temos:

ax—l p(g) r(g) = 0 é equivalente a ax_lp(g)rmgm=0,
ou seja, a ax_l p(g) r, =0.Mas r & um polindmio de grau

zero, logo, basta provar o teorema neste caso, e o resultado se
gue por inducgao.

Seja entao 1r(g) = roehA .0 polinomio

ax_l p(g) Ty tem,para coeficiente de gniax ry, que € zero por

hipotese. Mas ax—l p(g) T, € B, e pela condicao minimal de
v-1 _

p(g), a) ~ p(g) r, = 0. 0

Teorema III (Connell, (5)): Se A & um anel que nao contenm i

deais nil n3o nulos, e G = [g] & um grupo ciclico infi

nito, entao AG € semi-simples.

Demonstragao: Suponhamos que J(AG) # 0, e seja ™M o conjun-

to de todos os polinomios nao nulos, de grau minimo,per
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tencentes a J(AG) . Pelo lema acima, M # &. O conjun
to dos coeficientes dominantes destes polinomios, reuni
do com {0}, € um ideal bilateral N # {0}: a verifica-
gao de que N & fechado em relagao a soma € trivial.
Agora, dados r e A, p(g) € M, r.p(g) € um polinomio
de J(AG), de grau minimo ou nulo; analogamente para
p(g) . r. Queremos mostrar que N e um ideal nil de
A. Seja p(g) = a, * a; g *...ta gn e M, a, # 0. Sa-

bemos que p(g).g & quase-regular em AG . Entdo, exis

te b e AG tal que:

i
[en)
@]

(1) p(g) g +b +p(g)g.o>b

i
(=]

(2) p(g) g +b+b . plg)g

Queremos mostrar que b também € um polinomio
em g, e que, além disso, b nao tem termo independente de g.

Suponhamos entao, por absurdo, que a menor po-
tencia de g que aparece em b seja gm, com m < 0. Ora, a
menor potencia de g que aparece em p(g) . g & > 1,e em
p(g)g . bb € > m + 1. Temos ainda, na equacao (1), o termo b,
que tem, como menor poténcia de g, gm, com m < 0. Assim, pa-
ra que se verifique a equacao (1) (ou (2)), devemos ter m > 0.
Isto €, b & um polindmio em g, sem termo independente.

Como m > 1, podemos dividir (1) e (2) acima

por g , obtendo ainda polinomios em g

(3) p(g) + t(g) + g p(g) t(g) =0
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(4) p(g) + t(g) + g t(g) p(g) =0,

em que t(g) e obtido de b pela substituicic de g1+1 por
i
g .

Agora mostraremos que ai t(g) = 0, para % su
ficientemente grande. Suponhamos entao, por absurdo, que
L

a; t(g) # 0, para todo % 21, e seja v >0

v e o
0 grau minimo destes polinomios.

Podemos escrever t(g) na forma:

. 1
t(g) = t;(e) + g""" t,(g), em que

tl(g) =T, trygt...tr g

Entao, existe 20 > 1 tal que aio tz(g) = 0.

(Basta tomar &, tal que aﬁ t(g) e de grau v ). Além disso,

% L -
a, r, # 0, para todo 2 > 1 (se a, r, = 0, para algum & <%y

aﬁo t(g) € um polinomio de grau < v, logo nulo pela condicgao

minimal de v, o que € absurdo; se aﬁ r, = 0 para algum
L > Lo aﬁ t(g) € um polindmio de grau < v, o que também

conduz a um absurdo).
Estamos agora em condic¢Ges de aplicar o lema
anterior: p(g) € um polindmio de J(AG), de grau minimo,ndo

nulo. Como aﬁo tz(g) =0, 20 > 1, pelo Lema 2, temos:
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aﬁonl p(g) t,(g) = 0, ou ainda,

20
n

a ® p(g) t,(g) =0

multiplicando (3) por aﬁo, temos:

L L L v+l £
2,0 p(g) +a® ty(g) +a® g " ty(e) *as plglty(e) +

L +1
+a g plg) g" " t,(g) =0
Como a0 ¢t (g) = 0, vem:
n 2 ’ ’
Lo Lo Lo =
a,” plg) + a®© ty(g) +a©gp(g ty(g) =0
M -’ \“‘“\/"""""' Sz I N <
grau < n grau = v grau < n +v+ 1

+ + - +1
1 v 1 e azo T, que

O coeficiente de g b "

¢ nulo pela equagdo acima. Mas ja vimos que aﬁ T, # 0, para
todo & . Isto mostra que ai t(g) = 0, para & conveniente.

Multiplicando (4) a esquerda por aﬁ, temos:

9 ~ 2+l
a p(g) = 0, 1logo a_ = 0.

Isto prova que N €& um ideal nil nio nulo, o que completa a

demonstracao do teorema. {3
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Mostremos agora que, para provar que FG & 56

mi-simples, basta provar que FH ¢& semi-simples, para todo sub

grupo H de G , finitamente gerado.
Lema 3 (Passman, (11)): Sejam H um subgrupo de G, ¢ a € FH.
Se a ¢ quase regular em FG , a & quase regular em

FH

Demonstracao: Seja b =% b_ . g o quase-inverso de a em FG,

isto ¢,

a + b + ab =0

Consideremos o elemento bH de FH

2

b = ¢ b

heH

h ° h

H

(isto €, b €& a projecdo de b sobre FH). Temos:

H

b=b"+3% b .g e
g#¢H
H H e
a+ (b + 3 bg . g) + a (b + L b_.g) = 0, ou:
g¢H g ©
a + bl + T b_ . g+ ab' + a r b_.g = 0
géH & g 8
H H
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I b .g+a ¥ b .g #£H, temos:
geH & gén B

a+bl+apfl =g ¢ b .g+a £ b .g=0.
gén 8 gén B

Portanto, bl 3 quase~-inverso de a e bHeH.

Pela unicidade do quase-inverso para elementos quase-regulares,

H .
b=b e a & quase-regular em FH, O
Lema 4 (Amitsur (2)): Se FH & semi-simples, para todo sub ~

grupo H finitamente gerado de G , entao FG & semi-

simples.

Demonstracao: De fato, seja a e J(FG), e seja H o  sub-—
grupo gerado por sup(a). Entao, a e J(FG){MFH, ¢ o
lema acima mostra que este € um ideal quase-regular de
FH . Logo, J(FG)fFH ¢ J(FH), ¢ como H & finita -
mente gerado, J(FH) =0 e a =0 . {3

2.3 Outras Aplicacoes

Teorema IV: Se G tem um fator direto ciclico infinito, QG e

semi-simples.

Demonstracgao: Seja G = G1 be G2, em que G2 € um grupo cieli
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co infinito. Basta observar que QG = Q(G1 X Gz) E(QGl)
- G6,, e que QG, nao contém ideais nil nfo nulos, pe-

lo Lema 1.

Agora, o resultado segue do Teorema III. J
Teorema V (Connell (5)): Se G tem um fator direto ciclico
infinito, entao, para todo corpo F de caracteristica

zero, FG & semi-simples.,

Demonstracao: Segue imediatamente dos Teoremas I e IV. O

Podemos agora obter um teorema completo para

grupos abelianos:

Teorema VI (Connell (5)): Seja G um grupo abeliano. Entdo

b

FG € semi-simples, para todo corpo F de caracteristi

ca Zero.

Demonstracao: Pelo Lema 4, podemos supor que G € finitamen-

te gerado. Pelo Teorema Fundamental sobre Grupos Abelia
nos finitamente gerados, sabemos que G & produto dire
to de subgrupos ciclicos. Se um destes subgrupos & ci-
clico infinito, o resultado segue do Teorema V. Se to-
dos os fatores diretos sido ciclicos finitos, entdo G &
finito e o resultado segue pelo Teorema de Maschke (gap.

0, pag. 6 ). O



OBSERVACAOQ:

E facil ver que as condicoes "G comutativo' ou
"G tem um fator direto ciclico infinito" s&o su
ficientes mas nao sao necessarias para a semi -
-simplicidade de FG . Basta tomar uma extensao
transcendente F de Q , e lembrar que, pelo
Teorema II , FG & semi-simples, para todo gru
po G . Também a condicdao "F & uma extensao

transcendente de Q " ndo é essencial para a
semi-simplicidade, conforme mostram os teoremas

V e VI .



CAPITULO 1III

APLICACAO AO ANEL DE GRUPO FG , EM QUE F E UM CORPO DE

CARACTERISTICA p > 0

3.1 Alguns teoremas gerais

Nesta secgao, os produtos tensoriais considera
dos serao sempre sobre um corpo C

Nao podemos obter imediatamente um anialogo do
Teorema IT do Capitulo II para caracteristica p em virtude
da falta da condigdo de separabilidade necessaria para aplicar
o Teorema I do Capitulo I . Contornaremos esta dificuldade com

« . L4 ’
0 auxilio do Teorema seguinte:
Teorema I (Passman (12)): Sejam R uma algebra com unidade SO
bre um corpo C , F uma extensao finita de C , com

(F:C) =n . Entdo, (J(R® F))" ¢ J(R) & F .

Demonstracao: Conforme fizemos notar na demonstragao do Lema

6 do Capitulo I, existe um monomorfismo, que denotare —

mos por % , de R Q& F em M (R) (ver pag.l2'RP @ F ¢

R®M(C) = M (R)). Este monomorfismo esta definido a
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partir de uma base de F sobre C , fixada de inicio ,
conforme se pode observar na demonstracao do Lema 4 do
Capitulo I . Nesta demonstracdo, suporemos que a base fi
xada tem a forma : {x, =1, X,, ..., X_1}.
1 & n
Observamos os seguintes fatos, que sao de fa-
cil verificagao tendo em vista a definigio de ¢ e a base fi-

xada:

i) Se T e R, Y(r) =1 . In°
ii) Para todo i, ¥ (1 ® x;) € uma matriz que tem a la. coluna

formada por elementos todos nulos, exceto o i-ésimo, que

e 1

Seja agora V um R-modulo a esquerda e consi
deremos o conjunto V = {(Vl,,ao,vn)l v. eV, i=1,...,n}. So

bre V, definiremos uma estrutura de R ® F-modulo a esquerda:

[9p)
€l

(v-l)i e (ui)i e V, definimos:

Vi
a . (vy) = (v (7))

Vs
n

t

Seja V., o subconjunto de V formado pelas
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n-uplas que sao nulas exceto no i-ésimo lugar. Devido a obser

vagao 1i), se chamarmos de VR o modulo que se obtém restrin-

gindo os escalares a R , temos:

Ainda, e facil ver que cada v, ¢ R-isomorfo a

V , portanto:

<l

i
<
@

® Vv
| g

Y

n vezes

Seja agora V um R-modulo irredutivel. En —

tao, V tem uma sequéncia de composigdao de comprimento < n

3
uma vez que VR tem uma sequéncia de composicdo de comprimen-

to n . Seja

esta sequéncia. Como o . M = 0 para todo R 8 F-modulo & es

querda irredutivel M e para todo o € J(R @ F), temos:

JR®F) . —*1 g
ou:

J(R ® F) . V.

jo
-
<
o]
Q
-
fos]
=N
1
)
=}

Portanto:
J(R 8 F) Vl =0, J(R® F) Vz c V., ...

Y T 7
e, JR8F) T c V.,
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donde concluimos que:
(J@®e ). 7 =0

n
Sejam entao o = X a., 8 x. € (J(RA)R F )2

i=1 1 . ’
a; € R, e vy eV. Como (J(R® F))» . V =0, temos:

1° 0,00.,0) = (£ a., ® Xi)°(vl’0"°°’0)°

Pela observacao ii), (1 ® x;) . (vl,O,.,.,O)
€ a n-upla que tem v, na posicao i e zero nos demais luga —

res. A igualdade acima se transforma entao em:

-

1 o,c,,,O)J =0

/

;[(ui ® 1) (0,...,0, v
i

Mo

i-ésimo lugar

Ora, (0,...,0, Vis 0,...,0) € V., e V., € soma

R
direta dos Vi” Portanto, desta ultima igualdade, podemos con

cluir que:

(0; 8 1) (0,...,0, vy,0,...,0) = 0, i=1,...,n

Logo, pela observacao 1),
> o = i = 1 e o o -]
o, Vl 0, 1 1 > 1)

Entao, para todo R-modulo irredutivel V, temos:
o. . V=20, i=1,..., n. Portanto, o; € J(R), e a = X o, R x.

i
e J(R) & F, donde concluimos que (J(R 8 F))" c J®) ® F. {3
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0 Lema seguinte & o analogo para caracteristi-

ca p do Lema 1 do Capitulo II:
Lema 1 (Passman,(12)): Se G & um grupo que nao contém ele —
mentos de ordem p , e F € um corpo de caracteristica

p > 0, o anel FG nao contém ideais nil nao nulos.

Demonstracac: Se I # 0 & um ideal de FG , I contém um ele-

mento X = I xg . g tal que X, = 1 . De fato, se O0#x'

Zx'g . g €1 , existe g e G tal que x; =k #0
-1

- -1
Basta entao tomar x = k x' g . Vamos mostrar que,

<=

n
neste caso, xP # 0, para todo n .

Seja xP = I yg . g . “Entao,

= I 2 om s X ,

ye g]_ gp
em que a soma se extende a todas as p-uplas (gl,,,,,gn) tais
ue gy...8, = e . Seja o :{1,..., p} —— {1,..., p} o p-
ciclo: o = (1 2...p). De gq°°:8, = €. obtemos:

i co i = e, 1 =0,1,...,p-1.

ol (1) & o’ (p) P
Assim, se a p-uvnla (gl,,oe,gn) comparece na So

ma, as p-uplas (g G1(1),.,“,5; Gl(p)) tambem comparecemn, para

i=0,...,p-1. Se estas p-uplas sao todas distintas, a sua con

tribuigao total para a soma & P-Xg, ... X, , logo zero em F.

Ep

Assim, para obter Yoo podemos considerar as p-uplas
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g i wi w5y ; ue nao verificam a condicao de serem to
(01(1) gcl(p)) q ¢

das distintas para i = 0,..., = 1.

Ma = o 0 o 3 = i
~I S, Sse (go']‘(l), ')go,l(p)) (gOJ (1)7 ooooooo

. 4 ggj(p))’ para 0 < i < j < p, entao:

) €xi(1) T Bsi(1)  Bolp) T Bod (p)

Consideremos a permutacao § do intervalo
[1.p]: 8" (1)) = o (D),..0i8 ()Y = ).

Para cada k ¢ |1,p], temos:

il_ i § j 0p=j\
k —%— 5 (k) —— Jk) L35 «x

Entdo, (¢?™ 0 6 0 ¢*) = 1, ou seja,
§ = o T L.

Como 0 <i<j<p,g? e um p-ciclo, e dai

a partir das igualdades (*), conclui-se que g, = & =.°.=gp
™ - - P & -
Entao, 21 gz wi.s 6 gp e =—— g1 e, € Cco
mo G nao contém elementos de ordem P, gy=...= gp =€, As-
sim, Yo = XgeoooX, = 1P = # 0
ﬁrvezes n

Dai se conclui que xP # 0 ,para todo neN.

Entao, I nido pode ser um ideal nil . O
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3.2 Aplicacdo as extensoes transcendentes

Podemos agora obter um analogo do Teorema II

do capitulo ITI:

Teorema II (Passman,(12)): Seja F uma extensao transcendente

-

de Zp . Se G & um grupo que nao contém elementos de
ordem p , FG & semi-simples.
Demonstragao: Seja F, uma extensao transcendente pura maxi-

mal de Zp contida em T . Pelo Teorema IT do Capitulo

I, temos:
J(Fo G) = N8, F o,
P
em que N & um ideal nil de Zp G . Como G nao contém ele-
mentos de ordem p , N = 0 pelo Lema 1 de 3.1, e portanto
J(E G) = 0

Seja agora o € J(FG). Entao, a € Fq G onde
F1 & uma extensao algébrica finita de FO , com (F1 : Fo]= N.
Pelo Lema 9 do Capitulo I, o e J(F; G). HMas, pelo Teore-

ma I de 3.1,

n
(J(F, © @FO FY o J(F, 6) @FO Fy

= n:
Como J(FO G) 0, temos (J(FO G @FO Fl)) 0.

Ou seja J(F G 8 Fy) ¢ um ideal nilpotente.
o



Mas , J(FO G QFO Fl) = J(F1 ), e mais uma apli
cacao do Lema 1 de 3.1 mostra que J(F1 G) =0, logo o =0
e J(FG) = 0. {1

Devido a condicao de separabilidade do Teorema
I do Capitulo I, nao podemos obter um andlogo completo do Te
orema I do Capitulo II . Entretanto, com um argumento idénti-
co ao da demonstracao anterior, podemos obter um teorema seme-

lhante:

Teorema III: i) Se G & um grupo tal que J(Zp G) = 0, entao ,
para toda extensdao algébrica F de Zp , J(EG) = 0 .

ii) Se G & um grupo tal que Nil(Zp G) = 0, en-

tao, para toda extensao transcendente F de Zp ,J (FG)

¢ um ideal nil.

Demonstracao: Para i), basta notar que F ¢ uma extensao sepa

ravel de Zp . Entao, pelo Teorema I do Capitulo T,

J(FG) = J(z, G) @Zp F

0

Vamos a demonstracao de 1i). Seja FO uma ex-

, contida em F , e 1o

tensao transcendente pura maximal de Z

k
memos o € J(FG). FEntao, como na demonstragao do Teorema ante
rior, o pertence a Fl G, em que F1 & uma extensao algé —

brica finita de FO , com (F1 : FO) = n e ainda o € J(FlG)°
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Pelo Teorema I de 3.1,

(J(F, G 8 F Nhc I(F, C) 8 F

FO 1 FO 1

Agora, pelo Teorema IT do Capitulo I, J(F_G) =

=N 2, Fo, em que N € um ideal nil. de Zp G , portanto nu

P -
lo por hipotese. Assim, J(F_ G) =0, logo (J(F,C @ F1))"=0.

0
z : i n _
Como J(FO G QFO Fl) J(F1 G), temos: (J(kl G)) 0.

' Assim, o = 0 e portanto J(FG)& um ideal

nil. 4

3.3 Outras Aplicacoes

Estabeleceremos agora resultados analogos da

Secgao 2.3,

Teorema IV (Connell (5)): Seja G um grupo que nao contém e-

lementos de ordem p , com um fator direto ciclico infi
nito. Fatdo, se F & um corpo de caracteristica p

FG €& semi-simples.

Demonstragao: Seja G = G x G

clico infinito. Temos:

em que G, € um grupo ci -

2 9

FG = F(G1 X Gz) = (FGl) . G2

Agora, G1 nao contém elementos de ordem p ,
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entao, pelo Lema 1, FGy nao contém ideais nil nao nulos. Ago

ra, basta aplicar o Teorema ITI do Capitulo IT . O
Se G € um grupo comutativo, podemos dar con-
dicoes necessarias e suficientes para a semi-simplicidade de

FG .
Teorema V (Connell (5)): Sejam G um grupo comutativo e F um
corpo de caracteristica p . Bntdo, FG ¢ semi-simples

se, e somente se, G nao contém elementos de ordem p .

- . s
Demonstracao: Suponhamos que G nao contem elementos de ordem

p . Pelo Lema 4 do Capitulo II, podemos supor que G e
finitamente gerado. Pelo Teorema Fundamental sobre gru

pos abelianos finitamente gerados, G ¢& produto dire-

to de subgrupos ciclicos. Se um destes subgrupos e ci

clico infinito, o resultado segue pelo Teorema IV aci

ma. Se todos os fatores diretos sao ciclicos finitos ,

G & finito e o resultado segue pelo Teorema de Maschke.

Seja agora FG semi-simples, e suponhamos que

G‘ contém um elemento g de ordem p . Seja I o ideal de FG
gerado por 1 + g + ... + gP 1 | se x = a(l+...+gP Yy e T,

com a € FG , temos :

xP = aP | (L + ... + 1) = aPl | p .1 =20

AP,

o i

N

D vezes

Entao, I & um ideal nilpotente nao nulo, lo-
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4
go I c J(FG), o que ¢ absurdo. Portanto, G nao contem ele-

mentos de ordem p. {3

3.4 Um exenmplo

0 objetivo deste exemplo & mostrar que, nas
condicoes do Teorema II, a condicao "G nao contem elementos de
ordem p'' ndo € necessaria para a semi-simplicidade de FG

Sejam A um grupo abeliano sem elementos de or
dem 2, e X= {1, x} um grupo de ordem 2 . Seja G o conjun
to: G = AX {1,x} . Para dar a G uma estrutura de produto

semi-direto de A por X , sabemos que basta definir um homo-

morfismo ©: X Aut (A):
=1
e (1) =1, e (x)(a)= a ",
para todo ae A

Entdo, temos a seguinte operagiao, que da a G

uma estrutura de grupo:

(a,b) . (a',b") = (a . Q(b)(a,), bb'"),

para todos a, a e A, b,b'" e X

Para facilitar os calculos no Lema seguinte,da
mos uma tabela de operacao em G , conforme o segundo elemento

do par ordenado seja e ou X



(1)

(a, x) (a',x) = (aa' —,e)
(a,e) (a',x) = (aa',x)
(a,x) . (a',e) = (a a'_i,x)

(a.e) . (a',e)

I
~
s ]
®
ol
—

Lema 3 (Passman, (11)): Seja K um corpo de caracteristica 2

Entao, com as notagoes acima, se A & infinito,

Nil(KG) = {0}

Demonstracao: Primeiro, observamos que se a € KA & nilpo -

tente, como A & comutativo, a gera um ideal nil em

KA . Maz, pelo Lema 1 de 3.1, Nil(XKA) = 0, ja que A nao
contém elementos de ordem 2 . Assim, se a e KA € nil-
potente, a deve ser zero.

Vamos usar a notacao: a,b ¢ KA . Assim, cada

elemento de KG pode ser escrito de forma Gnica como a+bx ,

a,b € A .

Se a=1 k .o, colocamos gt =y k0.0_1
ocel oeA
=1
Agora, observamos que ax = xa :
ax = I ko g . X,
geA
xa=1 = b} k X 0,1,
oelA
e da Tabela (1) & imediato que (0,e).(e,x)=(e,x).(c 1,e).
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Seja a + bx e Nil(KG). Entao:

(aa”™1 + bxbx) + (bx a~ 1 + abx)
-1

(a + bx) (a”t+ bx)

(aa * bbel) + (ba + ab) x

-1

(aa”1 + bb71y € Nil (K0),

em que a segunda e a terceira igualdades sao consequéncia res-

pectivamente das relagoes:

bx bx = bx xb ! = pp1L

bx a "= bax

ba + ab = 2 ab = 0 (pois a caracteristica de K €& 2 e

KA € comutativo).

-1

Agora, aa ~ + pb 1

€ Nil1(KG) (Y KA , 1logo ¢

um elemento nilpotente de KA . Pela observagido feita no ini —

cio, aa~l = bpbl,
Portanto,
(a + bx)z = (aa + bx bx) + (abx + bxa)
= (aa + bb-l) + (abx + a” 1l bx)
- =1
= (a+a”) (a + bx),
em que a 3a., igualdade ocorre porque xa = ax“1 ebxa-l= aﬁlbx
Demonstramos agora que:
(a+bx)™=(a+ala+bp0™I, m>o0, j=0,...,m-1.

Procederemos por inducao em j . Para j = 0,
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a igualdade € trivial. Suponhamos agora a igualdade demonstra
da para 0 <j~-1<mn-~-1.

(a+bx)™ = (a+ a )y lea + pymitl

Como m - j + 1 > 2, temos:

l)j_l (a + hx)z(a + bx)mﬂj-1

(a + bx)m = (a + a

(a+a DIl a2l s bx)(a +bx)™ L

(a + aal)J (a + bx)mnj
Assim, se (a + bx)m =0,

1

(a + a )m_l(a + bx) = 0, ou (a + a=1)m—1 a +(a+a_1)m—1bx = (

Pela unicidade da expressao dos elementos Yy

de KG como y = a + bx, a,b e KA, temos:
(2) (a+a ™l 45 o9

Além disso,
(3) (a + aml) aul = X [(a + a—l)m—l a] x =0,

1

uma vez que x(a + a ) = (a + a1y x | para todo j > 1

Somando (2) e (3), temos:

(a + a

1]
o

l)m

-1 - -1

Entao, a + a nilpotente, logo a = a

¢}
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Agora, se o € A, entdo, o(a + bx) e Nil(KG),
e acabamos de concluir que, neste caso, cga = (oa)ﬂl.

Por conveniencia, vamos agora introduzir a
seguinte notacao:

Para todo grupo € , e para todo corpo K, se
x= % x_ .g € XG , definimos: © (x) = X,

Suponhamos agora que o a de a + bx e
Nil(KG) € nZo nulo, e seja o € A tal que 6(ca) # 0. Como A
nio tem elementos de ordem 2, o unico elemento de A que eseu
proprio inverso & a identidade. De oa = (oa)-l, temos: o nu-
mero de termos nao nulos de o0a , e portanto de a , € 1impar
(pois, para g # e, cada kg aparece duas vezes). Mas,se TeEAN
e o coeficiente de T em a & zero, entao Q(T-l a) = 0.
Disto decorre que o nilimero de termos nao nulos de a € par.En
tao, se a # 0 , todos os elementos de A devem aparecer em
sup a , caso contrario, teriamos um absurdo.

Assim, se A & infinito, a deve ser nulo.
Entdo, a + bx € Nil(XG) é necessariamente da forma bx. Mas
(bx).x = b também pertence a Nil(KG) , e como b & A, b de-

Ve ser zero.
Entao, se A € infinito, Nil(kA) = {0} (O
Para obter o exemplo, tomamos agora um grupo

G nas condicoes do Lema anterior, com A infinito. X € um

elemento de ordem 2 de G . Seja entZ@o K uma extensao tras

Z

se conclui, pelo Teorema III - ii), que J(KG) & um ideal nil

cendente de Z, . Pelo Lema anterior, Nil (Z,6) = {0}, donde



logo J(KG) = Nil (KG) . Agora, uma nova aplicagao do lema a-
cima conduz a J(KG) = 0. Acabamos de exibir um grupo G com
elementos de ordem 2 , tal que J(KG) = 0, para uma extensao

transcendente K de 2 (Ver Teorema II, 3.2).

5 v
O Lema 3 mostra ainda que podemos ter

Nil (KG) = 0

em que K & um corpo de caracteristica p , ainda que G con-

tenha elementos de ordem p . (Ver Lema 1, 3.1).



Capitulo IV

CONCLUSOES

O problema geral de encontrar condigoes neces-
sarias e suficientes para que o anel de grupo KG seja semi-
-simples ainda nao foi resolvido completamente.

Conforme salientou D.S.Passman em (10), uma
das questOes mais interessantes, e provavelmente a mais difi-
cil, é determinar se KG & ou ndo semi-simples, quando K &
uma extensao algébrica de seu corpo primo K, e G €& um gru
po arbitrario. Sabemos, por exemplo, que a resposta e afirma
tiva se J(KOG) = 0 (ver Teorema I, Capitulo I). O aprofunda-
mento desta questdao praticamente esgota o estudo do papel do
corpo K na semi-simplicidade de KXG , uma vez que, para ex-
tensoes transcendentes, ja temos a resposta.

Algumas questoes especiais, que seriam um bom

inicio para estudar o problema geral colocado acima, sao"

1) J(KG) ¢é sempre um ideal nil ?

2) Se J(ZPG) = 0, entao J(KG) = 0, para todo corpo K de
caracteristica p ?

3) Se G €& um grupo que nao contém elementos de ordem P e

K & um corpo de caracteristica P, KG & semi-simples ?



Sabemos que Nil(KG) = 0, se K & um corpo de
caracteristica p e G & um grupo que nao contém elementos
de ordem p . Passman demonstrou que, se K & um corpo de ca
racteristica zero e G & um grupo arbitrario, Nil(KXG) e
sempre nulc (Ver (10), pag.77). Uma resposta afirmativa de 1)
conduziria portanto a semi-simplicidade de KG , para corpos
K de caracteristica zero e grupos arbitrarios G .

Quanto a 2), sabemos que & verdadeira se a ex-
tensao K de Zp ¢ algebrica (ver Teorema I, Capitulo I) .
Uma resposta afirmativa de 2) produziria um teorema comple-
tamente analogo, para caracteristica p , do Teorema I do Ca-
pitulo II . Ent3o, teriamos tantas informagoes para caracte-
ristica p quantas temos para caracteristica zero.

Sabemos que a resposta da 3a. questao € afirma
tiva, se K € uma extensao transcendente de seu corpo primo.
Assim, € suficiente ater-se a extensoes algébricas de Zp .
Como o radical se comporta bem para extensdes algébricas sepa

raveis do corpo base, basta estudar J(Zp G).
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