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CApfruto l

111rpoouçx o

Neste traba].ho i.remos discuti.r três métodos de ana-

lise para experimentas comparati.vos. Nossa objetivo será com-

parar estas três técnicas. Assim, doi.s caminhos se apresentam,

No primeiro, obteremos resu].Lados assintóticos, e no outro, u

tlJ-lzaremos técni.cas de simulação -- Mát;oda de Monte C'apelo --

para fazer Comparações em pequenas eimastras. Eml)reparemos sl

mu].anão devido a díficu].dados para se obter resultados exa-

tos. Do ponto de vista asse.rltõtico, vãri.os resultados são en

centrados em Medra & Saranqi ([8]}

Esperarmos que os resu].Lados da simulação no$ possi-

bi.].item evidenci.ar alguns fatos sobre estas três técnicas de
anal.j.se

Procuramos desenvo].ver este traba].ho de forma obje-

tivo, evitando demonstrações e tentando descrever somente as

três técni.cas de análi.se, junta.mente com a].quinas de suas pro-

priedades. Isto porque temos como objetivo centra]. a obtenção

dos resultados numéricos da simulação.

k
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!!g..=..!sÉ.ga:4:s:êg..]w. 41o eZo

Consideremos uma situação experimental. para a qual
adoramos o seguinte modelo.

Se:jam K tratamentos e n blocos e façamos m: (m: ? l)" $ ' t w '

observações na (í,j)-éslma cadela, para (1=1,2,...,n e j=].,
2,.. . ,k)

Se[ja Xiijl (!=]..2,
se].a (í ,j ) .

,mi) a l.-ésima observação,na cg.

A seguir, admitiremos que as m{ observações IndepeE

dentes, na (i.,ljl-ési.ma casela, têm função de distribuição F
continua, satisfazendo a condição:

x.3

Pi.j (x.) - Pj (x+ei)

os ei(í;1,2,...,n) são constantes desconhece.das que
chamareimtos de efeitos de b].oaa.

Este itode].o corresponde à suposição de adlti.vldade
dos efeitos de bloco, no caso de dois fatores de c].asslflca-
Ção, isto é

r]. 2) E Xil!. - n+ç$+P{

onde Rt-é uma contribuição geral e os u{ representam..os efel
tos dos tratamentos.

}

Assim, teinlos
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Neste modem.o temos i.nteresse em testar a hipótese

H: F]. * F2 - ... - Fk

ou equivalentemente: U{ = U (j=i,2....,K) ,o que significa não
exIstIr diferença entre os k tratamentos.

Consi.detemos. também. para cada n, a hi.pótese altar
nau.va

}

Kn: Pj (x) - F(x+0jn /)

onde o$ Q{ não são todos nulos

Esta sequência de a].ternativas satisfaz a proprieda

de de converti.r a H, quando n -.-.----» n. O porquê de sua escolha

fi.cara clara posteriormente quando conceituarmos eficiência
relativa asse.ntótica no sentido de Pitmann

j:i ,2 ,. ..,k

    

  

FI(x+(1) F2(x+(1) .'' Fj(x't€1) ... Fk(x+EI)

F't(x+€12} F2(x+e2} .'' Fjex+€2) ... Fk(x+(2)

F'l(x+ei) F2(x+ei) ... Fj(x+Ei) ... F'k(x+ei)

FI(x+(n} F2(x+€1n) ... F'j(x+en) ... Fk(x+€1n)
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$ZÇ - .0Ó Ta.ê.õ P.toeedimen.ta.6

2-A - TESTE F

Se supusermos , além da condição de continuidade,que
as Fi{ são nannais, temos o modelo:

Xijl ' n+ei+uj+eíj onde ej.j '" N(o,aZ)

Observemos que este é um mo-dela de dois falares de
classificação sem {nteração ou aditivo.

Nestas condlçõesf o teste E, definido pela razão de

variâncias , é usualmente aplicado e ten propriedades "ótimas-:

No próximo capítulo, descreveremos esta estatística e algumas

de suas ploprledades necessárias para a determinação das efi-
ciências relativas asslntõticas

2-B - OS

:..EIE9..5=11E8a:l:}.=.W©:; j. s -

Este é um teste não paramétríco e sua ap].ilação ao

modem.o descrito no parágrafo lç, pode ser encarada como uma gSI
neralização do teste de Fri.edman ([3Ü}

As observações, em cada b].oco, são substitui.das pe-

scas postos. A estatística do teste gera uma função das
somas de postos em cada tratamento.

No casa de k=2, isto é, quando temos a comparação
de dois tratamentos, Q nosso teste é exatamente o teste de sl
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nal. Por outro lado, se fizermos n=1 recai.remos no teste de

Kruskal].-wa].lis ([7a} . Assim o teste baseado em postos separe
dos pode ser o].halo como uma generalização do Kruska].l-tVallis
para nZ2.

No capitulo 111 chamaremos a atenção para algumas
vantagens do uso de procedimentos não paramétrlcos e descreve
remos este teste e suas propriedades fundamentais.

2-C :$gX$ BASEADO E>1 POSTOS APÓS PLINli;KIKENTO

Outra técnica de análise, aplicável à nossa situa-

ção experimenta]., é aquela proposta por Hodqes & Lehmann(llõD)

e desenvolvida posters.oriente, para o caso de k tratamentos,

por Medra & Saranlji({13]) . De forma bem susclnta. o çue faze-

mos é: ini.cia].mente "alinhar'' nossas observações, isto é, sub

trair de cada observação alguma estimativa do efeito de bloco;

a seguir, tomamos os postos de nossas observações em com)un-
to. À estatística do teste é definida em função das somas dos

postos para cada tratamento. No Capítulo IV detalharemos este

pracedlmento, chamando atenção para o fato deste ser um teste
coada.ci.anal

$3g - Campa.taçõeó

Desenvolveremos, no Último capítulo deste trabalho,

o contei.to de eficiência relativa assintóti.ca (Noether [!0Ü ,e
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Hannan [l$1] . No nosso modem.o, a eficiência re].atava assintóti-

ca é dada pela razão inversa dos parâmetros de não centra].Ida
de das distribuições assintÓticas das estatísticas

Apesar de conseguirmos expressões aparentemente sim

plesf para a determinação das eficiências relativas asslntõti

caso estas se taz'nam complicadas de calcular. sem a suposição
de narmalJ.jade

Como foi mencionado Comparareiitos nossos procedi.men-

tes, no caso de pesquenas amostras, utilizando técnicas de si

mutação. O que fazemos, basicamente, é gerar determi.nações da

distribuição uniforme no interva].o (0,1) e a partir destas,ob
teremos amostras de algullias distribuições contínuas ap].lcando

a transformação integral (ou probabilística) ou varia.ates des

ta (ref. [i2D) . Para a geração dos números pseudo-aleatórios,
utilizaremos o gerador inerente ao sí.stema .B 670Q do C.C.E.da
U$P. O que desejamos é uma estimativa do poder de cada um dos
três testes que descrevemos. t

O Capítu].o V será, então o ponto fundamental. do tra
ba.Lho.



CAP7TUL0 ZI

Descreveremos o teste F, tendo por objetivo estabe-

].ecer um resultado que forneça a distribui.ção assintóti.ca da

estatística F., sob a].ternativas contíguas a H, como definida
no Capítulo .[,

[ntroduziremos os resultados para o Rodeio ].inear

geral. e. como apl-i.cação ao nossa modelo, obteremos a estati.s-
tãc& F'

$ J ÇI - l nea.oduçãc}

1-;\ - MODELO LINEAR GERAL

Consi.detemos o vetar X = (XI'.. ,Xa) ' cujas campo'
Rentes são variáveis a].eatÓrias independentes e normal.mente

distribuídas, com media e{ e variância comum a2

Admitamos que i = E X pertence a algum subespaço de

En (espaço euclidiano) de dimensão k<n. Denotemos por L este
subespaço

.v.
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À hipótese que temos interesse em testar é que
g e L]. onde 1.]. é subeapaço de L de dimensão (k-r}.

Em forma matricial. colocamos :

r].]J € - E X : ÀO

onde À é uma matriz nxk de característi.ca kin e e é um vetar
kxl.

Nestas condições, 1. é gerado pelos velares co].una

de A. Em resumo, nossa suposição é que

X 'u N(A8: a21}

onde lura é a matriz identidade

Podemos expressar a hipótese nula por:

H0: Bg n 9

onde B é rxk, de característica !'sk. Assim L é gerada
velares coluna de B..

pelos

Através de uma transformação ortogonal -XnRX CAIO
canos o xnlode].o ]ínear geral. em sua forma canónica. Assim Q ve

Y = (Ylr...rYu) h N(u,a21)

onde U = E Y é tal que uk+l : .'' : y = 0

A hipótese a ser testada é: UI :.)''

Note que necessltainos que R. além de ser ' ortagona].
satisfaça as condições abaixo:
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i- as ú].ti.mas n-k linhas de R sejam perpen
di.cu].ares a L, isto é ãs co].finas de À;

as pr&me3.ras x' linha de R sejam perpen-

dicu].ares a L.;

lií - as restantes k-r gerem LI

É c].aro que Y '. N(RA8; a21) con\o desejamos. À].ém

disso, como u = RÀ8 temos U{ = 0 para j:k+l,...,n. Sob a hipg

tese nuca yl : ... : Ur 0r pois as primei.ras ].incas versão
perpendiculares a [

Conslderenlos, finalmente, a razão

. T /.- .*. n

/
a aua]. sob as suposições do modelo ].inear geral tem distribui

çâo F r\ão central com r e (n-k) (graus de liberdade e parâme-

tro de nao centrali.jade ya = >1 }i?/ a2

O teste baseado em F que rejeita Hn guarida F > c é
ur\iformemente mais poderoso invariante ([i411) . A constante c é
determinada da distribuição F -entrai. de forrta aue o níve]

de si(Tni.fi.cadeia do teste sela a.

}

r

}

Nas ap].icaçÕes, entretanto, é conveniente desenvol-

ver os cálculos em termos das observações originais -- X{ -- ao

invés de se encontrar a transformação ortogonal. que ].eva a fo:
!n& 'c&noníc&
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Note que

k
(].51 $2 n ! (yi UÍ)

é tal que seu mínima i.rrestrito é:

Cotnn transformações ortogonais preservam distânci.a , temos:

n n

r].71 82 n :11i(Vi-E Yi)2 - i21](xi-Ei)2

a.

(].81 mln 82 n mJ.n }l (xÍ-ei)Z

e então, se eÍ é estlmador de mini.mos quadrados de e, temos

''.'' :.}.:*{ . :!:'*:-e:,:
Analogamente:

r . 01 m:n }l (Yj.-Eyi.): mít Ui-ej.):

e teitus sob H0: ,,}

'''':' 1 * **1:*{ - 1 '*:-i:,:



onde eié estimados de r.mimo quadrado de (l
Ü

l

} e {&*il seque-se que

*í ; '*:-E,;:-{ '*:-::,:
Como os vetores ei e (Í são as i)rojeções de X em l.

e LI' vemos que estes, :juntarlei]te com X, formam um tri.ângu].o
retânqulo, então:

( } 9De

r !& .' .A

{ ' E : - ::' :
e

( €1 . -e . ) :
' ' l ' l '

(x. -e . ) :
l ' l

É desejável. expressar, tarnbên\, o parâmetro de não

centralidade en termos dos €1{ , i.=].,2,...,n.

Como X = R'IY e €1 = R'tu, isto é, €1 é transformado
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como X. Se expressarmos € e € como funções de X, díqainos E(X)
e e(X) , então temos anal.ogamente a (]..12) ,

8

(7 . ] 4 J
'r: : -5- { pí - -.t; {te:(u-Ê:(ç} }:

}-& êEb;Ç4ÇÃQ 4Q. MOPEbO DO CAPITULO l

Considerelms as variáveis aleatórias Xijl, (I'lí2,
..,n; j=i,2....,k: !=].,2.... ,m{) independentes e com dista

buição normal. de média E xijX. ' eij e variância comum a'.
Supondo nosso made].o adItIvo, Isto é:

( . 5 Ei.j ' e{ p.l

onde e; são os efeJ-tos de bloco (referem-se às linhas);e
as l.i: aio os efeitos dos tratamentos (referem ãs colunas) .

w. k

..íj.«i-''-;' 'i.l:: -=t- ei.j '."õ. N':'g'h l&í:'ietj/k
e qj'iEj.j/n, t'"o,:

lei. * çi. - 't '

'lp{ = E.: - n e
i'J 'TJ ' n k

l.E Xijl, ' vl+ei+uj onde iei:ipj:0

Observe que eii pertence a um subespaço L de dlmen
são (n+k-]) , pois no modem.a (]..:16;} temos (n+k+l) parâmetros e

duas restrições.

Desejamos testar a hipótese Ha: UI =''' upk ou caldo

exposto anteriormente, se Eijeti onde Llcl. Isto Implica em

f

(1 .16}



X3

considerarmos, sob Hn' iülais (k-l) restrições

Consideremos.

{XijÊ'eij)a : : }l . (Xijl'rl'ei'Uj)a
a' ) ,.l } A'

À determinação dos está.Radares de mínimos quadrados

de n, Çi e ui envolverá.a uma mlnimi.cação de (1.17) sujeita às

condições de (1.]-6) . Para a so].ração deste problema,deveríamos

introduzi.r mu].tipo.icadores de Laqrange. À ftm de contornarmos

este traba].ho, consideremos a expressão

(] . ]8; S2
i ,j ,2,(xijl- !i -!.j.-!...}' i,},t(Íi..-i. 'e 1 )2

': ,{ . . ':.. .-'. -uj): + i.j (!.

x.

x.l

k

;+ .g{ *:'.
: -F .-: !. .

: :i ü- i. .

segue-se qae

são tais que
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i.,},Ê(xi.jl-eij): = 11(xijt-!í

$ob Ha' tenns:

.!.:.+!...)z = mln Sa
' eijet

(1 . 20) -:xi

À.ssim, a partir de (]..].9) e (1.2Q), obtemos

q,,& .. n. R.

!)ar (1 . ].3) , temos :

:.},.'E:.-::. ' :. ,1
(!.(] . ZIJ . ) 2

ii E m; (!.: .-!. . .) 2/k-l
=l J ' 'J

i.},l(Xijl-!i...-!. j '+X. . .}:/(nN '-n-k+l)

Fv v (yt) andei

vl-k-lr V2-nN'-k são os graus de liberdade da
numerador é aenclminador . respectlvaúiehte

Assim nosso teste rejeitara HO se Fa>c. ande c é
tmü constante. A. determlnaçãó de c é fei.ta por meia da tabe].a

da dístri.bulção F cento'al e tal que PtB'.>C] n a,onde a é o ní
% -

ve]. de significância.

k

}

r]. 22) Fn '

i. Desejallns mostra.r que Fn' sob a l:lternatlva, convem

ge em distribuição a una Xz não central. Este resu].fado será
Útil na calculo àas efi.ciências relata.vas asslntóticas.
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O lema que enunciámos abaixo encontra-se em Cxamer

( 1: Í 3 }

{.ema ZJ - Seja (Xn)nzl uma sequência de valiãveis aleatõri.as

com função de di.atribuição (Fn(X))nZI' $uponhanns

que F.(x) tenda a F(x) , quando n -----+ ®, onde F(x) é a função
de distribuição de uma variável aleatória x. Seja (Y.)...., OB

tra sequência de variáveis a].eatõrias, ta]. que

Y ---L k

onde k é uma constante positi.v

Então a sequênci-a Z. = --.T=:.-- é ta]. fine sua função de

distri.buição converge a F(kX) . []

R

a

X

n

Ap].içando este ].ema podemos demonstrar

Te04ema Z.2 - Seja x uma vara.ãve]. a].estória com distribuição

de Xz(A} e (Yn)nã! uma sequência de variáveis a

leatórlas cam dlst=ibui.Ção (X2 ('))nàl. e suponlLamos que x seja

independente de Yn' Vn. À razão Fr,n '';flr tem distribuição

Fr n(A} . Assim, quando n -----» n. Fr,n(Â) --::É--..+ Xa (A)

PROVA: Basta mostrar que --!B-- --!--+ ]., pois o resultado seque

Pe[-a desigual.dado de Chebyshev, temos:

-..Jf - z>'»., :
Var (Y/n)

c. 2

. .. : J} : : : «.- ')' : it : $.
Assim pt l--)llÍ--- - --EL-;li.-n.--t > c] s ;;Í7 que tende a zero
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quando n ------+ n. Logo ----=--

gg=!=e:êê3:=É!..g..=2 hailns que , par,a todo n , Ka seja verdades
ra. Nestas cahdiçÕeê a estatística F. defini-

da em (1.2].) , converge em distribuição. quando n ----+ n. pata

uma Xz não central com (k-]) graus de ].lberdade e parâmetro

de nãa centralidade AP, dado por:

y

nj (0j -ê) 2 a

À expressão (2.1) segue de {1.].4) bastando lembrar

que Rai F'j(x) - F(x + ej/-/'=) ou seja-pj ' ..fT (Oj-Õ) , com

ê - .êl. mj 0j,m
&



-l;:llil::':::;-- -: ::' '; i:il:':'l'.l:"::.: :i'Í:':'::Í'l':;l"lT:"l:;Í':' = : . ::.'':1: !.l. -::.:l':::)'::'Ti:l';::.;":: :i'r:l'::::'l::i::=='i l:i

CApfruto ilr

11glÇ BASEADO rU POSTOS SEPARADOS

O propósito deste capítulo é descrever um teste ba-

seado eni postos, anão.oqo ao F, para o modem.o do capítulo l

Enumeraitws a seguir, a].ousas vantagens, dentre ou-

tras, do uso de postos, ao i.nvés das o}.)servações originais,na
análise estatística:

1) 0s procedimentos nâo f)aramétricos, vi.a de regra, só

exigem suposições bem qerai.s acerca do ti.l)o da dlstri.

bui.ção de onde. estamos ainostrando

ií) Os testes k)apeados em F,ossos tem nível. de si.qnificân-

cla excito, Index)endentemerite de suposições acerca da
distribuição oriqi.nal

111) Estes procedi.mentes sã " r a zoa ve ].men t e i. nsens Ívei s "0' &

Na comparação de k tratamentos temos que dlsti.nguir
duas si.tuações típi.cas. A primeira. usualmente chamada de mo-

delo de um falar de classifi.cação e a outra de modelo de dois

.çâtoFes de classificação

Para o primeiro destes modem.os temos o teste de

Kruskall-Wal]is ([7]) . [.Ío SCcTURdO modelo, quando temos wna ob



seriação po!. cadela, c '-Leste de }'ríednen (í13]) é ap]]cáve].

No modelo que estamos at)ordandcl, isto 4, dois fala-

res de classificação con várias o})servaçâes por cadela (fre-
quências proporcional.s) , usaremos para estati'ética do teste
uma generalizaçãc] d& estatx's.i.ca de Friedman

}gosso objetivo será descrever este teste e discutir

sua di.atribuição assintõtica. tanto sob Hn como sob Ka

.g4:ada,s

Suponha que í- zeros m. observações na (i,3}-ésiiüia

cadela. $e:iam Xijt (z=j.,2, ...,mq} estas variável.$ aleatórias

i.ndependentes e com função de distribuição satisfazendo
(x .l . }>

Sob a hi.poteses nula, iis variáveis a].ea+.árias X. ..
ij z

(i=1.,2....,K e !ni.,2,.-.,m.} são i.dente.candente distribuídas,

cam função di.será.buição F, a qual ó desconhecida mas do tipo
contjlnu0

Em cada bloco (f)ara cada i=1,2,...,n fixado) substi

tuire!'\os a$ observações erigir\als pelos seus posa.os, Isto é:

xijg) : nÜnlero de observações menores ou !quais a xi.ll, ou
de forma aqui\aierlLce . ordenámos cre!;centeiner\te as o})servaçQes

e associamos ü cada xj.jE ã sua posição rel-aviva dentre todas

ãs cnbservaçÕes deste hlocc. Deno+üer']os por r:jÊ (i=].,2,...,n ,
i=:.,2,...,K e !=1,2....,m{) os )os&uos de nossas osbservações.



Assim sob H0' para todo i. fixado, a N'-up].a (rillr

l r;ltü' ..', rl.ka' '''' rl.kmk) assume como valor
qua].quer uma das N': permutaçÕes de (1,2,...,N'} com a mesma

probabl].idade

Seja

r].]; nj'= 1l fj +jz ' j:1 ,2,...,K

a soma dos postos em cada tratamento

Ca].cu].ando-se c3 esperan';a e a pari.ãnci.a das R? abtg
mos (Àpênd i.ce l}

I''';' :
{

J l qtVAR[RI'] = {N'+l) (N'-m.)

m. n (!{ '+1)
] '

2

Como no modem.o de dois fatores de classifi-cação,noã
se teste será }:apeado na razão:

.l: «i:{«;-' -; .».. :*:
i,i,.{';j.-ãl'J: ' "'"j

O numerador de (]..3) ref)resenha a variação "entre"
os tratamentos e o denomi.nadar a vara.ação "dentro'' dos trata-

P\entes. À nossa decisão seta rejeitar Hn para valores orar\des
de (lt . 3}
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É fácil. ver que (1.3) é wiu função nwnótona crescem.

&

iÍKT-a
E 3

{ - ;. .-E.;2} :i ,3 , 1

i.stc> é, (]..3) pode ser #8esat'íta .caIBa

k &

@j:' ' . j (N '+l) }a

i..{«il::-Eléü.}'* } .
g Claro que esta é tara função monótona da ÊI ou .sebe 8: {1.4).

Por outra ].ado verifica que a denominador de

(1.4) é uaa eonataltte {A.pêndlce 1) . Às9ím podemos escrever:

(1. 6)
«: - leh=- :}. «1'.«;

a, &
(N'+l) }a

Observemos que o. dwnerador de (]..5) ,devidamente ncl:l
matizada

k . n n,

{l.PJ ] j-t J nl,-:=;lw'-i)}:
e,ainda suei B(W:}.u k

Assim, é natural esperarnns que (1.6) seja asslntó
ti.eaRtente Xz com k-l graus de liberdade. Na prÓxIma seçãa es-

tudaremos condições para a convergência em distribuição de W+

€
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à Xz com k-] graus de ].lberdade

A título de ilustração, nojentos que aestatística W:
se reduz a estatísti.ca do teste de Friedman -Xa, quando faze-
mos mi=]., Vjn1,2,...,k, isto é

.. k

w. = -iÍÊ{Kn) j!: {KI' - -t- K'-i)}:

Por outro ].ado quando n=1, temos:

": - --:#"' .l: «i''*; - ;-'~'.-:,,:,
a qual é a estatística de Kruska].]-.Va].lis.

4:4ca Sab H.

Desejamos mostrar. inicialmente, que Q vetar R! de-

vidamente normalizado tem assintoti.comente dlstri.bui.ção nor-

mal mu].ti.variada com matriz de covariãncia não singular. Uti-

].lzaremos para isto um resu].todo de Wa]d-wo]fowitz ([1].]} que

sob condições bem geral.s garante a converqênci.a em di.atribui-
ção de funções li.neares de vetores a].eatórios.

2-À O TEOREF4A DE WÀLD-\qOLFOWITZ

Seja (Ati)nzl uma sequência de n las ordenadas

an2' '..' anH). n;1'2,..., satisfazendo a condição:
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r n
2

2 R

.. 'n . n

Ur(Àn> ; n' i>11Í'Rni - j;ll;'nj r e c, sín\bolo o é defina
do da maneira usual, isto é, "V f(x) e q(x} , com g(x) > o, ai

zelos que f(x) o(g(x)) se li-l:ii $ M Vx e M-coHstãHLce."

lt.ç:e=ls.!!g....g..} - Seja (Znl' ..., Znn) para cada n, uma n-aFIa ot

aCHada assumindo como va].clxe$ as perrautações de À., com dis-

tribuição uni.forme. Sejam (nln)>n>i' (z:1,2,...,k) k sequên
clãs de inteiros nâa neqa+vivos tai.s que:

. (n)
X

n

$ . (»)
:á: ':{ ' : ': ' [l-+ao

lim

Consi.detemos: í.}li) ; ;l Zni' para i=].,2,...,k. onde a soma va-

ria de a = }1 n(n)+l a ct : .ilt n(n} e seja Vn a variância de
Qual.quer z ' Nest.as cona.íçoes ca variável aleatoria

exist,e

L(i) - E L(i)

i[n V ]1/2'n

tem assintoti.comente distribui.çao nclrmal multivariada singu-
lar, cam medi.a zero e 111atriz de covariãncia

f!',:.': ' »:»:.!í, -'' ':,.; {i i;ii
A deilnnstração deste resu].Lado é encontrada em tl'ald

\-Jo]fonwi. tz ( [ 1 1 ] >

B
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TeõÂ.ema Seja Q j-ésimo elemento do vetar Tl defã.n3.do

&.
t.3

para cada i fixado
@.

Então, .se admitirmos a existênci.a de llm --l = v. on
N-+w N' ]

sela assintoticamente normal. mul

tivarlado com vetar de média O e matriz de covariância

Íde N temos que T®
D -x

A : llójj ''''j vj vj 'll

e AN!

]:remos ap].icar o 'teorema 2.].. Portanto, sejam a

{].,2,...,N'}. veria-quedos que Àn. satisfaz(2.1)

Como )l lr : o(Ni(r+l)), teremos para rz3

Ur (ÀNI) : o(N'r)

Por outro lado Uo(ÀW,) = o(N'2) e asse-m

Pr (ÀN ' ) = 0(1}2
{U2 (ÀN ' ) }r

Façamos agora ]'Á

É claro que
Façamo; 'g''a L.l ) = KI.j' "d' pij : .11

E L(i) : E nij : - 2 (w +i)

var(L::)) = Var(RI'i) = -!11.12-].

"'''';. -«. .ZF, ,

©

Ã.$ s 3. m
ã{N's - N'}

.assin
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toticamente normal mu].tivariado com medi.a zero e matriz de co

vara-ânci.a A = ll6jj'v:l ' vjvj 'l: D

se defi,Rirmos 'r = (t].,t2'...,tk} onde tj = } tij'
esta ê a soma de velares independentes con\ distribuição co-

mum NmeO,A) , e canseauentemente sua distribui.ção será ainda
NM(0,nA}

Assim o vetar T cujas con\f)tenentes são

R. - n m.(N'+].}
r 2 . 3 ) t . = --J--.............L.......... ...:

' {B-ç:L}' ].2 : ;

é assintoticamente distri.puído coiro uma NM(0,nA>

Teo/tema 2.3 - Supondo-se as v.>0 e defina.ndo a transformação
T+ = CV, onde C = lló.i. (nv )l/Zll ok..temos que T+ é assintótlca

mente mm(o,A+) , onde A't = CAC' : liãlt ' -(vtvt')1/2ÍI

.1111.C!!S ' Segue imediatamente do Teares\a 3.22 de Gra:/})i]] ([+]).

N ! -bmll J

sob H0' a estatística wn él asse! to+uicamente Xa com k-l graus
de }i.herdade

PJtova - Daremos um esboço de p.nova

variáveis deílinida por
k

'. : . ,!:
k

'' j'll:

Seja a transformação de

T+.
J '

3 j:i,2, ,k-&
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onde os e;. . sao tais que a trarlsformaçao seja ortogonal. Às

k-k .. k m.n

; jàt sS ; w'-l) w'''l} j:t j n;---'\--w'*i)}:

: Pç- "=
Como >1 T?a tem distri.l)lição de Xa central cora k-l

't w t '. .'&

graus de ].i.l)erdade. Segue-se o nosso resultado. Ü

k

t},é.s,t4,ibu.éção A.6ó.i,nláZ,íca So t, Kn

Desejamos mostrar que W+, sob K , é assintoticamen

te Xz com k-] graus de ].iberdade e parâJT\etrQ de rlao central.i.

A.* u -à#:rtlp' (x) dFx)::;. "j (ej-Õb:

Para obtermos este resu].fado exi.qiremas que d fun

ção de distri-buição -- F(x) -- possua der\cidade de quadrada i-n
teqrãvel, isto é

(3. 21 l {F' (X} }adF(x) < n,

pois necessltaremos, em algum mom

teqral. Segue-se. então, o lema

}imi,teente, i'n

Lapa 3:1 - se a função de distribuição F r,ossue densidade de
Quadrado integráve]., er\tão:

t!= 1" 1''"'i-''"' l«.*,
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A demonstração des+-e resultado é encontrada em

Medra-Saranqi (E18]}

r'i.nalmente af)resentamos . s;em demon$KLrar. o teor'ema

central deste capÍtu].o.Uma sugestão para sua demonstração é

dada em negra-Sarançl (Í8)) . No caso especial em que m: = 1,
Vj=i,2,.. .,k. este resultado es+uá demonstrado em Van E].terem
Noether ([!2])

!.g:glg=!Zg....!.=.! - Supondo Kn verdadeira e satisfeitas as conde.

çoes da lema 3,1, temos que a estatísti.ca W+ converge em dis-

tri.buiçâo quando n -----.- '- para Xi.t(Aw:..) , onde AW+ é dado
par (3.1}



CAPÍTULO lu

TESTE BASEADO EM POSTOS AROS ALINHAMENTO

} - rnZ,todução

Como veremos [to próximo capítulo a eficiência rela-

tiva asslntÓtica do teste baseado em postas separados em tela

ção ao teste F é dada por -.ê'- -'lilX (quando mj:l, j:Z.z....,k
e sob a distribuição normal} , a qual toma o valor --g-- = 0,637

quando K=2 e tende a --:-- = ü,15S quando k tende a Infinito.

Com o objetivo de melhorar esta eficiência relativa

asslntÓtica }iodges e Lehmann <E6], propuseram um procedimento

que introduzisse certas comparações entre os blocos. uma gene
rallzação deste procedimento. para k>2. foi feita por Mehra e
Saranq1 ([8])

O teste de Medra e $aranqi. é baseado nos postos das
observações em con]iunto após afastar os efeitos de b].oco.

!.g.Á=i=2=!:Êao 4. } - Define-se por alinhamento a redução dos efei-

tos de bloco ei(i=1,2,...,n) . De cada ultu das observaçõesp

num dado bloco, subtraídos uma função das observações -- u - a

qual satisfaça
2?
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({. l } y (xi11 ra.
lxiki'tar''.,xÉkmk'Fa} '

:xik! '''''xikmk)

Como dose:Íamos ({ue as observações al i.nhadas sejam

distrlbuxPdas si.mêb.ricamente. sob H0' exiqiremos que a função
u seja simétrica; país assim teremos:

l.ciftü 4.2 - Sejam x:, x2' .''' Xk variáveis aleatórias Indepeg.
dentes e identlcan\ente distrj.bordas, e seja u n U(x. ,..., X.}
ult\a função símétlica dessas variável.s.Então as variáveis alba

terias Zj = Xj - U, lj=1,2.. ..,k +bem di.atribuição conjunta sl-

F' ( t 2 ' t l ' . .tk} Pl-Ztst2 'Z2«tl ' . .Zkstk] ;

ptlxl-u (xl ' . .Xk) st2'X2-u(XI . . .xn} stl ' . .Zkstk]

F'ÍX2'U (X3 'X2' '.Xk) 'X-U (XI 'X2' . 'Xk} $tl ' .Zkstk]
pois as X. são i. .d e p é simétri.ca

p l:ZZSt2 Z!$t! . . .Zksth]

}'(tl ' t2 ' . . ..tk} 8

Duelo conceito que será utilizado a seguir é

Peá=É.!!=É.Ê$.o '$. 3 - Consideremos cada situação condlci.anal dado Q

conjunto de post-os em cada bloco. oefini.mos como configuração
cada uma das situações conde.ci.orais.



Note que cada situação condiciana]. é um evento no

espaço aintostral original

É claro que dada uma configuração a única aleatori-

zação que resta é devida a designação ao acaso de postos aos

tratamentos em cada bloco. É justificável. portanto, usar alem

tarízação completa para associar os postos aos tratamentos,se

o vetar de observações alinhadas (em cada blocos ti.ver dístri

buição simétrica. sob Hn

0 TeóZe de Meh.ta-Sa,taptQ,i

Consideremos o modelo descai.to no Capítu].o l e se-

jam: zijt (l;l'...,mj) as observações ali.nhadas; e rija o pog
ZijZ com re].ação. a todas as N observações, onde

De agora em diante. iremos supor que

1) 0 mesmo método de alinhamento selim usado em cada bloco;

il} As condições (1) e (11) amai.xo sejam satisfeitas:

(1) - após o a].i.nhamento cada bloco contém pelo me-

nos uma observação positi.va e uma negativa

(11) - em cada bloco usaremos aleatorlzação completa.

A condição (i) é verá.fi.cada desde que o método de a
].Inhamento satisfaça (4.1} . ]renlos uti].azar alinhamento na mé

di.a das observações em cada bloco. embora outros estlmad

l
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satisfaçam (4.]-} , como po=' exemplo: a mediania. a média apara-

da, a média "winésorizada'' Qlu está.Radares do tipo Hodges e
Lehmann ([6A])

Por outtc Lado a condição (ll} ã razoável laitta vez

que dada uma configuração a úni.ca aleatorização oue resta é

devida a designação casca! dos postos aos tratamen+-os,em cada
b].oca. Seljam

K a!.:

.jZimj ' Píj * i,â! mijo e nj
x.

'j.j Ê '

isto é a soma (ãos postos para Q l)-ésimo tratamento

Oenotando-se por E('} , VÀR<.) e Cova } , respectiva

mente, a esperanças v'aliâncía e covariância condici.onai.s, te

mos conforme Medra e Salanqi([81}

R
j

N'-B!. n
VÀ.p n.; = ---------.1-- m. E T:

'j N '-l .l i=! l

:{.'':..-;:;: : ;:. - + .{.'':«

Como no Cap51+uu=c 111 nosso teste gera baseado na ra

V 'rl..['\ X\

3

Cov (R.,!{..}

onde tz
X

z&<) ::

. -:. -:«; ' ':: -:*; ; :
j. ,{ , * { ' ij !'nj / ««j }
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Uma vez que o denomí.nadar de (4.2) é constante a es

tatÍstíca do teste será uma função do numerador de (4.2) , is-

ca'-l k . m.rl

NISTO i1llm;ltR ---.L(nNl+l} }a
Z

Rejeitamos a hipótese nula nn' a um ni.vel de signi-

ficância a. sa Wti exceder a uma constante Wn a' que depende
da configuração, uma vez aue Q teste é condicional., e ta]. que

P,, j:W>W ] p' a
H '' n , a

P.éó,(4.ébu,éçãa Aó.õ,êpt.tã.teca Sob }f.

Apresentaremos, nesta seção, um resu].Lado sobre a

distribuição assintÓtlca da Estatística W., sob Hn' É Impor'

tanto notar que a convergência a Xz.l é uni-forme na configure.
çâo, e além disto que as nossos resu]tadas va],em qualquer aue

seja Q método de alinhamento satisfazendo <4.1)

À demonstração do teorema central desta senão re-
quer alguns resu].Lados preliminares Enunciaremcs estes resul

Lados e apresentaremos referências bibliográfi.cas onde são en
centradas suas provas.

Seja Ui n E c{ Rii uma combinação linear qualquer
E v .u

dos Ri; para ]:1,2,...,k-l, e

k }
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Í';

L;.

€4 * 4 }
U: F $

Suponhamos que N;':n, vj.a1,2, .n, neR (+}

Lema 4.J. - Satis11eitas a$ canais:ões (l} e (il} e (+) temos
R U.- X U.

í) À dl$tribuiçãcn condicional de f ----.----T-- converge pa-

ra a distribui.çâo normal. padrão, (quando n ..--...'. ©

ii) À converqênci.a é uniforme na configuração. O

À demonstração des+-e resultado seque as linhas de

([6]) . O objeti.vo ã verificar as; conde.çães de aplicação do
teorema de ferry-Elseen

Lema 4.S - seja {\r(ul} uma sequência de vexuoz-es aleatóri.os

de R(k) CQm função de dis+ü!:'ibuj.çãc} FB(v) dependendo de um pa-

râmetro 8. Seja G:(u} ê função de ãistlibuição de uma função
].inear qualquer (f: R(k) R(!)),

U(n} : f]:V(n) ]=. ct V(">

<v} e Cna) {U} sâo üc&ls que

i) F;ev> --"-'--' F$ev} V6 (e v}, onde F'8(v) é função de di.s-
+.ribuição do vetar aleatório \,r

ii} Vf, linear, Cán)(u} ...""----- G8(u) uniformemente em e( e u} ,
onde G8(u} é função de distribui.çãa de uma variável. alem
+uÓri.a f (V)
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Então P(in)(v) também converge uniformemente em
0(e v) . D

Para as demonstrações deste lema e do seguinte can
saltar Medra e Sarangi. ([8J}.

Lema 4.6 - Sejam(v(n))nzt e (I'(n)(V))n21 d(

lema 4.5 e suponhamos que F;(v} --""'-"+ F8(v}
em 0(e v)

& A & .L \Á Q. 0 1& \#&Li\J Ãg\#

Seria f: R(k)-............+ R(1) uma função mensurãve]. com con

junto de pontos de descontinuidade de medida zero. Então

1) À função de distribuição G(n)(x) de fCV(n)] con

ra a função de distribuição GQ(x} de f(V} . e

li) À convergência é uniforme em 8(e x) . O

v rg

Finalmente podemos enunciar e esboçar a prova do se
guinte teorema

reolterna 4.7 - Sob Ha e usando um método de alinhamento que sg.
tlsfaça as condições (l} e (ll} temos:

i} A estatística condicional w=, dada uma configuração coB
verde em distribuição para uma Xz central com (k-l)graus
d© 3.{b rãad

lí} A convergência é uniflorme na configuração.

va: Consideremos as variáveis a].estórias ----.T'l-H-- , j=i,2,
,4 & f &'

k, onde

V
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'7j

é : ...B..:
N Ê-â.

Satisfeita a condição ('í) , e pela parte (i} do lema
4.4, segue-se usando resultados anal.aços aos de Wald

fowí.tz (E]i!] -sc.7} , que a$ xaz.iãv'eis aleatórias acima são

condicionalmente (dada uma corei.luxação) distribuídas como u-

ma nclrma]. nultivariada com y :' 0 e Â=1 6. . .-
nQ ã3.mi.te

} ! /2
Ü ,

Através de um transformação ortogonal ,

:i: [Tl:':a
v? - ;l

ande os ajj ' são prof!'lamente escolhidos, obtemos que

K.

, j=i,2 ,. . .k-].

X
w « >

R .&'

Da parte (i) do Lema 4.6 segue que Wn J' XZ.l

À demonstração da parte (i.i.} do teorema é encontr
da em Medra e SalarLai { f 8 í }

K

.- "l'? -
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D.ió.t4..Cbu,íçãa AóóZn.tã.t.éca óob Kn

Nesta seção,usaremos coiwio função de alinhamento a

média -- X -- , embora qual.quer método satisfazendo {4.1} , (11e

(11) pudesse ser usado. Estes resu].Lados serão Úteis na deter

minação das eficiências relativas asslntõticas.

Sejam as alternativas,como no capital.o l,dadas por:

Fi(x) =F(x+Q;n'J'/'c) , j=J.,2,...,K

Oenotemos por XjÊ(j:i,...,ki g=1.2....,mj}, aa N
variáveis aleatórias Independentes e identi.carente distri.bal-

das com função de distribuição P(x) .

Seja G<u) a função de distribuição de Zll;Xll-x, OB

de R = --J= ' jER, xjZ e f{(u'v} a função de distribuição conljug.
ta de (Zll'Z21} . Em nosso modelo G(u} e 11(u.v) são as distri-

buições, marginal e conjunta, das observações alinhadas Zlll

' sob n0'

Denotemas por Xz (A) uma variável aleatória com di.s-

tribuição de Xa não central, onde A é Q parâmetro de não cen-
tra&3.date

$e..}.am

(w ,w ak-© e u

y. = 1lm
J n

k
} / 2 (GR

j 'ti"'j x+(6 i-9 ; . ) n'1/2]-GEx] }dG(x) ©
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'q {K.-..ãi<nm '--!) }
mi / zN ( ;-:;:"l'l'r!='3'

CQn

e'

' ' '.:, - f)j:':ÍTJ:':
Suponhamos quc, para cada n, a bij.póxcesc ai.ternativa

Krx seja vex'darei.!'a, e que vne 1R'

lj' ji n1/2€GEx..bnn'!,'2.l-GrxlldG(x}

?

exi.sta e sel)a fi.n ta A.Ssi.w temcRS

.e.gipla 4.g - C} vetar 'Fn' defina,do acima, converge em distribui.-

çao c?Dando n ....---* ", pala uma vrax.i.áv'e] a].eatõri.a no11ir\al multa

pari-ada. com ve+-or de médias E e etatri= de covariância A. Ü

Na demonstraçac} (deste rcsu].+-ado. enGanE.Fada un Meh

ra-Saranqi (1:81} , são üsad s alguns fatos sobre e tat:jlstÉcas

U de Hoeffedirlç. o lema seguinte. teu.nlbén demonstrado em Medra

Sarangi. (i18j} , fornece una es+Liitat.iva consi.atente de (.L-3À}

.!=g!!g....{.:! - Supondo Kn verdadeix'a, para cada n. e sat-Ísfei.tas
as condições do lema an+,el-!or. t:emop;

É,j ,iÍ-ri.iÊ-Fi..F: ; N'n-' !gi2€N' (1-3.À>4'0.(!)
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quando n ----.+ w . []

Agora estabeleceremos o teorema

!g.giteina 4.}0 - Supondo qye, para cada n, K. ê verdadeira. e
que (+) esta verificada. temos que

". -'L''' k-: " ' onde

(4 . 5 }
..2

- u'

'« - -i--Ú=='- E --;Í--
3

e pi e À. são as definidos anteriormente

PJtavaí Pelo lema 4.8. T: = (Tnl...',Tn,k-l) e assintótlcamen-

te distríbu$1do Como uma WMEp+,A+], onde u+ B (UI'...,)ik-l) e
A é a submatri.z correspondente de A. É fácil verificar que
E m1/2 T . O e que A ê não singular. Assim, a estatístí.caj=i J "J

3 k , nm.
}l m:lÍR:----J(nN'+l) }'

N'z(1-3ÀJn3 .Í=! J J 2

é equivalente a I'=tA+'IT+ que. nQ limo.te é Xa . (AW}
Agora, se substi.tui.amos (1-3À) por sua está.nativa

consistente (lema 4.9) obtemos W

Final.mente, usando o lem

o desejado. ü

R

capítu].aX2 do 2 obtemos&
q
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g. g.gKÊ...8:!..gg!!Py 8 Á Ç o E s

Neste capítulo apresentaremos o conceito de efi.ciên

c[a re].atiça ass]ntótica de Pitmann e obteremos expressões pg.
ra sua avaliação. O teorema de Pitman será enunciado em sua

forma geral (Noether - [91) , para o caso em que a di.atribui.-

ção da estatística do teste é asse.ntoticamente normal. Pa

ra o nosso problerr'a a extensão do teorema de Pltman é encon
toada em l:!annan ([ 5 ])

Finalmente discutiremos o método de si.mutação usado
para obter comparações em pequenas amostras e apresentaremos
a].duns resultados numéricos

2g.áÉ.E=É$.ão ?.l - Dados dois teste do mesmo tamanho para uma

mesma hipótese estatística, a efi.ciência do segundo teste com

respeito ao primeiro é dada por:

( ! . } )

3Õ



3$

n2 é o tamanha de amos+bra necessári.o para que o segundo

teste atinlja o mesmo poder aue o f)romeiro com nl observações,
para uma dada altez'nativa.

Em geral (]..1) de!)onde de três arqunlentos: o nível

de significância a, a a].ternativa 0, e o tamanho da amostra n
Â$ $ j. m :

e = e(a, B, n>

Se fi.xarmos un! ou dois destes argumentos e deixar

mos que os outros se ar)Taxi.Riem de un limite obteremos uma ex
pressão mais simp].es

É razoável considerar o caso assintóti.co, quando

n -------+ m. Para evitar a comparação de testes cujos poderes

sejam praticamente ].. coma ocorre com testes consistenLçes,

consideramos a].ternativas do tiPO 8 = Dn convergindo para a
hipótese nula. Assim:

r].3) e = lim e(a, 8, n)
a, '+ @
Q.-eo

( 1 . 2 )

Satisfez.tas certas condições podemos utilizar o tea
rema ]..3 abaixo para determinar (1.3)

Consideremos o seguinte probl d d h ir)óte

' 0

.: 8. - 8a''' 6

( } . 4 }
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e seja um teste base.ado na estatística T. m T(x. , ,x ) , on
U

E T Ún(8) e var (Tn} = aâea)

Considex-amos as condiz(5es abaixo, onde supomos

a$ derivadas de $::(8) (até a ordem m) existam:

que

(À) - +t; (a0} = $,(m-l) (8O} * ü e Ü:E') (QO)>Q

an (60)

Ü(m) (Qn) a (6 }

:!= '=;'';; ' ' :!= -eo
T.-@.(eK}

a (8 )n

(c)

(c> {

----:---p N(Q, 1} , tanto sob Ha Cano sob Kn'

Temos então

telha .2 - Satisfeitas as conde.cães À, B, C e D a função
poder para o problema (i.4) é dada por

$n(e.\} = P6 b'. Tn l

'.,. ; t;l q-' P..>'.Z'F.,.] ; -
Além disto, quando n ------. n, t;Caos

6n {Qn} '-"'-'--"- + (Xa



-4ã-

Ó<Xa) l ...! )/2dx:. e à =-:11L.:.cÍ'q"%}
' ';" ' '. (e.)

})/Loba Para Hoste-ar (1. 7) desenx:o].vemos Ü(en> em série obt
do

Í7.81 Çn(8a) H ©.(Gn'+---!!)iu} * W.(B.)q--+l-(

onde 9.
' 0

poIS Tn,a ' an(80)Àa + ün(eQ> e por hipótese a condição D es
tã bati.afeita, lago:

É3a (Ga} -.--"- + (tn} on

Usando (]..8} , {B) e (C), obtemos que:

:. -- *. ' -&R::.g--. :,:';.

B. {0.) é $ (À

Bn(On) = P6
R

Tn - Ün (8n}

aa (8n } an (en}

- ,. F:--:-.%.x ;
"n L an (On) an (e:i}

Q

@ ( 8
Qn 8-) ».P (« ) ( 8 )

n

T
@ ( 8anê

G € 8 $ (e }Ü Q& Ü& @ ©.
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Se consi.devamos K'
R

j.} y>ã, então tn --.---+ Xa' e nosso teste não distinguiria en

tre nc} e Ktl poj.S $neDn) ----. Xa'

j.l} v<6, então tn --.---- -n e Bn(8n} ------- l

À verificação de (i) é IMcdiã'uã uma vez que

o:lü w. )
'*'"'.wd

Analogamente veria,canos (ii}

ll:g.g39Ba r.3 - (E'ltmann} : Se:jam Tln e T2n as estatxPsticas em

que se baseara nossos testes. Suponhamos que Tln

eT2nsatisfazemA, B, CeD. cam61 : {S2eml m2' Nestas
çondi.çães:

tn - Xa - 11m

'::':: l= 1*'-' -..
@jl:' <' .}

. para i.=3..2
ain ($Q)

Pela defirli.çâo 1.1 devemos Impor que os dois testes te

nham o mesmo pode!' sob alteFriãtivâ$ idênti.cas. Por
(]..7) teremos o me$nlo poder se

Rin (8G)

( 1 . 1 Q ) FT:': *;'',
"I ! ':21



e de (1.4} que as aà+uerna+.idas serão

n:õ ' 'l;:'gÃ ..(

Como, por hipótese; m. = n}.

pois, ci = -- 1:) R-n para i.=1,2. C

Ç!.IXg.e:3:{.Ç!.{-:..{ ' Se m: : l e õ = é. € 1j.m -fjé:-l.:-Z' = 1. Então
'' V'Ín \"G;

'2ã ' '=
';*

Em particular,se Tln e T2
vale (1.12) .

.E&gva Como m l e (5n1/2. temas=

': EL : ::. =L',: *:j~ u. '.; *-," ':.
@in (GQ) : 8Q' é claro que W' {G0) = !

n" 'T!-- B l e vale (1.12} . Ü

+ + :''*i+ * 1: 1 *,. % ):/«6

43

n vlcj.abas pala e,

2©
& .
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No na$$a caso as dist:ri.bui.iões assintl3ticas sobre a

aLternati.va são Xa não centrais e assim a condição D não está

satisfeita. Uma ex+ue são es+ue +beolena para esta situação é
encanÊ:Fada em Rannan (l:ii:l}

Verifica-se que e21 = --T!-- onde AÍ' para i:1,2, são
os parâmetros de não cer\t,!alidade das distribuições assintóti
cas sob ã a].tetriativa

ã

(ümpaltacõe.â A,s.slK,fáticaó

Inicialmente , apresentamos uma condição suficiente

para $e trocar ].imite coH integral na expressão do parâmetro

de não centralidade da esta+uística }J. Recordemos que

3

'";=ni=
k
F ond,e

(8: .-6:) l \

f;q-''*:i'' *,
p'@

l G(u} ' G(vld H(u,v}
.-@

!.Cima g.J - Se ã distribuição Fex} possuo densidade de quadra-
da i.ntegrãve]., en+.âo:

i) À di-será-bu.[çãc\ marginal G(u} , das obsel't'açães ali-

rlhadas . também tem densidade de quadrado integlãvel..
©



nâo centraíidõde ÃW b,OHâ a faena
l ,m 'T: ..

U {c'(ull:Ó-l :L:"jeep-#l;

de

'w

Para 8 denons+çraçâo deste ).esuj.tacto sugeri!!ws Q ar-
tlgc> de Medra e Sa!.fingi. (Í8])

Ob+»eremos; final.mente. a$ exnress(5es das efi.cl.én-

cias reiatitT s ãssj.QLçãticãs coPIo a z'anão éos pa!'ânetros de
nao centralti.dado, ã sabex-

i} êe <V,2,].} e (ilxv;a2.2), telnns:

4 N ' ( :l :-'XT
{ .Í ]:G ' (u} ]zdu} 2

{ .f 1. F' ' {x} jade .l 2

ii-} de (V,2.!} e {iE;2.X}, segue

v,F M --l::'ãxi-- {.Í]:G' {u) ]: dul:

Êii,) de (.í111,3.2} e {:1.2.!} , obtemos

12N'az
'w*',F - --=?e:;:;-i:-r--' {/]:f'' (x) ]2 dela

É imPo!plante no+.a! que c} lema 2.i ê satisfeito para

Uma Classe hãS+uãRKcc qi.-ande de dj.stribuiçães, incluindo pox' e-

xemp a: Dogma!, logística, duf)ia-exponençíai.; etc.; mas que

mesmo assim o cã].Guio (ãe {2.2} , (2.3) e (2.4} él bastante âr

duo, ã não ser sob a dÉst!'íhuj.çâo nora-!a].

©



46

Ouvi»!dc }'<x} e na}.nla] cor: i4Ó:t ã e v8í-iãHcj.ã cz f

IÀ l l {xIG(];ld H(x;y'}
t ' r
'k .-. eB: ..- gU-

aRde (U;v'} tam dj.stÀ-Í.buição =cxme} bâvaxi.aãa co \ mêãj-a mexa.

variânc a comum 2a IÊÊiÍ-T-=1 e co'warj.âacãa dada pcr - --g'V--

De accL-do co C!.amei , í)áqi.na 333 (Íi:l} ; temos

f
Í'#

Ê

2=./ã'

?!u>o; v'>G.l

À a p'ÍÜ,0;V;0] m --#-- 'F ''31i--..« a?'c se;' P. on':le

ÀF-}(3S a].?\l âS t-rãnsíormn.çães clbtenas

fz:'; ; ' 'T- ;-c tg {-$$1-;3 i1/2

\.rerif].cantos , também. aue:

a.x
j. / 2

2a= T ' '' 2 (N ' -l) i/ 2

Temos, então;
À

3@:
4 T {'Ü": :'='

'W . N'.t:
áV.v 4 (Ü: =.H *-3 '-. ',$gaj:''

j-í> ew,F â/2

i j. j. } -LgE,=g.!....;...Ê.,...] :
N:+1 l.2aF1/2.f

#

N: '
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Íj!!: çiisr-} f)(}.rt.l(.:ralar i,i:teressantn. e cluando nt:=! , }::.L
Àss3.= ; k

$

: , . . . ,k

Í

}

i j. i í.)

j-j-) *H,F

k +- ]. 3{ 'i - -
'H,\,v "

i
'T

iâ f!:- . } }

3k

-' * E':';j-:

P :'''} - ;€2 . 9 } Ü
"''-'---4 l '- ar c
4v <j;-i} ( R

.r

/t t.a})ela 2.! .abaixo íoxnece os valores de efici.ên

Çiâ :-Cl&'-L5.'eã aSSintó'-uj.C.à aUald0 F X} e N<a.aa}

TABELA 2.{

«b

{

'H:F

2 5

-L r = .L f ó D .5 2}0 ã

3
38,9637

2F 3G; 7 96T

}.!:l-.=ü39snw

Ã. al)i.{ceçãa do téç:i\j.ca de ?'ante Ca!-!o a ex!)erinen-

toS ?Xobabj.lilstiçoa consiste en ebsc;.=.-ar =Úme3.cFS aiea+u51àos

escolhidos :ãe fuxil[a ü i:'!u]..ix as c' ndiç:3es do })xobieii\a real
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Cano DQ$sü ,i8bçÉvo é está.mar a função de poder. de

vemos ge:ar ãTIGstFã$ ale&Kc51'!âs Sab a h pãt.ese alternõ+Liva de

foi'na a exprimi-l as çondi,ç8es do Rodei.c descrito no capítulo
E

Po:' 3.mpcsi.cães de ordem técnica, como por exemplo,o

tenra de computâçaun; nO$ reste-LnqimOS a Um modelo CQm 3 tr&Lüã

nlenÀtos, OUat:'O bj.oc e unê obter'fiação pox' cadela

i.embx-enlos que nossa situação experin\entõ]. estabe].e-

çeque KX..i n ei'FUj(i=1,...,4; j=i.2,3}, ondeos {: são

efeitos de b aco e os pj efei.tos de +üra+.a entes. DJestas coll-

diçÕes desejamos testa-r: H: P!*U2;H3"0 VS. K: Pip'éu; para al-

gum IÇ3:P.IÇ3: .a'SSiin, fj.XaHtOS, ax-bati'ãrj-ãínen&te, ÜS eÉlej.tOs de

bloco como 0. 2; 4 e 8, e os yÍ 1)-1}8 {i@1:2,3),çom â assu-

mindo os vâio=c$ cn.C: Q;2; D;4; 0.6; 0,8; 1,C e 2;Ê)

Cano os -ue5t:.©s !!ão pa!.'anétrj.ças descai.tos no$ capí-
tuj.OS i:ÍE e :%T ão çenerõ.{i.zaçães do tesa-e da medi.ana e

do de H'ij,coxos, e est $ têm pE'oox-i.eãad s "ãtimõs" sob ã di$-

t-ri.buição !og s+uáca e ãu? õ'exrclnencial, estas forõlT\ escoihj.-

das em nossa anáãj.sü. ?or !"aa8es anãiaqas, con respei+.o ao

üLeste i'; anclstranos ãa dista'j-ijuj-çÉlo Dorna!. À:ém destas dis-

tribuições si-muiãnüs: ainda. ã Cauchl:: por suas caracterilstj,-

cas esFeci-ai-s {çauãas yrOSSõs ; e distribuições ão p.j.PO H(Xl=
= aN(0;1-1-'(3--alfJ{D.9} , cinde :-i--nor a! e a o;i)

?&rã ã çeraçãc destas arlostx-as aieat8rias uLcillzã-
mcs: en }j-nuas çe-rai.s. o cl=e secTue



L' qeremcs números pseudo-õleati3ri.os no 3.nt:ervako (0,i} . Is
ta é deterá.ina.cães de ! ã UHÍfo-rRtc em (nu;l}

2- utili ando ã transformação Integral obtivemos determi.na-

ções das di.strihuiçães açiri\ã, excetuadas â normal e as
nolmaj.s =ontõnínadas

Para & geração de deter-minaçães da normal utj.].j.aa-

mQS a Eêcnicõ de Eox-FTuiler (rl31} . À parti-r destas con-

tam.manos com una F)lclporçâo c! obtendo amostras de Hex
para Q de 5%, log © 25%.

3- A cada seq\iência de determi.nações da uni:forme, u. ,... .',

uN' api-icamos O descrj.t,o &ci.mdf Obtendo as dote!'mlnaçÕes
xl ,. . . . 'xç ,$. Estas Fere'esentam amostras das distribui.-
does enumeradas antes ia:-mente

4- Pa
rax'a omnter a$ amostras sclb a hipótese a].ternati.va adi.çlo

namc$ a cada xl. j o efei.to de bloco (i e o efeito de tra
Lamento Uj (i:!,...,4; i=i,2,3) obtendo-se:

x:j : *yj ''' :: '' "j

É Conveniente atentar para o fato de uti].izarmos u-

ma mesma sequência de determinações da uniforme na obtenção
das amostras de nossas distribuições para tc>das a$ alternati-

vas consideradas. Na apêndice 2 encontramos as vãri.as subroti
nas utilizadas neste traba].ho

f

Unia vea geradas as amostras a].estórias aplicamos os

três procedimentos de bucstc e estimamos G poder pela frequên



cJ.a relata.va das vezes em que le) ej.taRaS R Como estamos está
mando \lma proporção fixamos NR = 2.500 (o número de

çÕas do expert.mento) , poj.s assim estaremos com
repeti.

estimativas
com erro máximo de 0 , G2

Os resu].Lados ob+uidos pela simução estão
dos abaixo:

&presentã

TABELA 3.!

O :R 'H -A :l.
D 'U .'P L .Â

c . 4 5 l o , 4 5

=::: :::=
e.$$ 1 .8j.

} .ae l l.üo l .$8

E .'X '.P ! .C .Â 'U .C '.H 'Y
"'dt"''-F-hnnü' t'+ "-+-H

:EJ ?T 'f ''*« 'f .,";

G..'$$

r
$ '% .« .3 :N

T.Kk Í '.'TN$

! '6 ''$ 3 'N zst- SN l
]'F' l 'rK :l ]'us

6

... l ',:; 1 ,.;* i ..« l ,.« l ..« l .,;:
a.z l a.2$ 1 a,27 l ü,2$ :1 $. $ i ü,2e l ü,a8

e,# l a; l ü 3 :l e,4}. l *4 l 0.3s l ü,40
õ,õ l 6, l a.sz l ü.$6 l ,$@ l ,s2 i e,$õ

e,$ i ü;?4 i ,$© l :6.? l ,?s l e.õ 1 * 3

l ,a a,e7 ü ,7 9 l o .õõ a ,$7 l o .7 9 a.85

t.?: i :'" l *'" l .«' l ::,« l ,** l :,«

'?F

e.2€
e,2? l ü,=4 í ,.z$ 1

'.*' l .,z$ i «,=, l

c,4 l .3ç l a,41
a,$ Í o,${ 1 a:,$8

ü,?6 l e.68 i e,T{

Observgç6es: Res\irados o})tidos por simulação com NR = 2.500

Na ap13.cação do Mono.e Carão surgiram vários proble

mas. Note que utí.!izamos, sob a normal, um nave! de sigilo.fi

           
           

        



cânci.a de 25$. isto deve--se üa fat:a da= di.atribuições das eS-

tatÍstIcaS W# e Ç'J ser'enl "sc':/ raio te" (Íiscx'elas, f)ara esta $i

tuação abordada.e necessit-armas .iaatol].cação Fiar:a at.inqix ao

nível fixado. Como ê rabi.do a est&büjlsticã F' tem dista'j.huição

F central., sob H se estimei-mos élmostrando da nora\al. Assim.fi

xamos wn va].oz' crítico F v u. neSxLâs conde.çães. e por símB
cação recalculamos o$ nível-s nas demais dist.rihuí.ções. Nesta

pré-simu].ação, baseada em f! = lO.00ü obsexvaçães, obtiv©HEo$

os nÍveIs de siqníficãncj..a q't cüm um erro máximo de 0,ül

'T.Â$eL'& 3.=

E!].{EnUIL311..U>:E!;...U.j.!ÊLl=!;ÀÜU.}Lljál:JiJ

''L ..... ! 1 1 i f lUO U i noCls'rica ouPÍ.f--cepo nK;:;l;''t(mina'l"n-.]"ri"Í';;';. m ' f ?N-3U' l
"'-«.--$'"---.----&--- --..b =.j

Ü.a55 l 0.:$1 0.}Ü'r Ü.,'i!=1 C.?q2 3.:3g

Outro proklXenla peco:{.teu dn fala (}o teste de Medra

e Saranqi. ser conde.ciona]. dada }.!na coito:j.çuj-aç:ão, Assim para
cada confígu.ração t:ivenlos ( ie ã\rãj.leal" ã dist:ihuiçào de }#

F í aur a ...}.=}....:.llJ:.liJ.}!Niylj;&q..2E ..ViT E W , SOB H

Êgy.11;.g111wç$a

L. .J.,.:.i..

h
tl t2 '3

 
1 2 3

4 5 G



coNpiauKAÇÃo

Como não podelrlos fixar previamente um valor crítico

para W. uti].izamas Q ni.vel descrita.vo defina.do por

ã = P[W>w.],

wO é o valor da estatística w pax.a uma dada configuração

e deck.cimos pe].a rejeição de H se & < a+ (nível de signo.ficân
cia fixador

C) cálculo da distri.buição de W, para cada uma das

configurações, ljustifica de certa forma c} tempo excessivo de

computador para a realização deste Monte Carta. Conseguimos,

entretanto, uma redução significante no a].qoritmo do cálculo

da distribuição dle \q . É fácil ver que para avaliar a di.stri-

L)unção de w, sob H. temos que ca]cu].ar todas as (3:)' determi

nações de W. Entretanto, corlKO W e função do quadrado da soma

dos postos das o])servaçães a].inhadas em cada tratamento,obter

vamos que esta nêio se altel.ava ao permutarmos as possíveis $o

ma de postos obti.das, o que equi.vale a trocar as colunas. Po-

demos, então, :'eciuair nosso p].'ob]-ema ao cá].cu].a de (31)l de-

Ee}.'minaçÕes de W.

/finda. com relação ao cã].Guio da estatística W, cha

b tl t2 t3

 
$ 4 8

3 2 X
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mamas a atenção para o fato de termos uti].i.fado no alinhamen-

to um estimados dos efeitos de bloco do tipo Hodges e Lehmann
([6]), defi.lido coma

T:Ç. {-:'-P'}
A Subratina chamada pelo nome de ÀI,INFI calcula o valor de HL
para cada b].oca.

Uma vez obti.das as estimati.vas da função de poder
de cada um dos nossos testes desejávamos estimar as efici.ên-

ci.as re].ativas. Uma forma equiva].ente à descai.ta no parágrafo

]. é consi.gerar a razão das derivadas das funções de poderá
quando 6 tende a fera. (ver Noether [9])

Obti.vemos então:

'TABELA .3.3

gãgsgligsâa} Resuktad $ abri.dos d& Ta.bel.a 3 .1.

Uma outra abordagem Sugerida foi. definir uma

va de efi.ciência" da seguinte forma

ef(õ;F) = -.:â.!r »t2
T2'TI PÕErl'tla]

     
o .$

G ,$

B ,$

'''''''''l    

       



onde {S assume valores sob a a].tc.rR&tivã e P,et.] são as estima
uvas da função de parte!. . Obtivemos as curvas de efici.ência
sob a Normal e a Cauchy

!.{g!!ê.&.L.:.g]!glê.g.J]E...E.!K!.ÊP$] A

!glEAL CAUCUY

Ê..8QO

8

'"B'"'w.#...,,.;w--q..

Discutiremos nesta seção os resultados obtidos pe].o
método de Monte Carta.

Como, em geral., os procedimentos não paramétricos

são mais efi.cientes que seus Correspondentes da teoria c].ãssi

ca quando a distribuição amostrado tem caudas mais grossas do

que a normal, esperávamos que ern nosso modem.o isto também o-

corresse. No caso de k=2 tratamentos sabemos que. sob a nor-

mal. a eficiência re].aviva do teste de wi].coxos com respeito
ao teste t é dada por 3 , e, a].ém di.sto, que para distribui

ções com caudas mais grossas que a normal. esta efi.ci.ênci.a re-

lata.va assintóti.ca é, em geral, mai.or que um. Outros exemplos



que justa.fi.cam nossa expectativa são os esticadores de llodges
e Lehmann ([6]) , os quais se comportam de forma seme].haste

aos testes nâo paramétricos que o$ originaram. Para uma con-
ceituação precisa de como comparar as caudas de duas di.stri

bulções sugeri.mos ao leitor consultar o capítulo 8 de Hajek
([4 ' ])

Em nosso mode].o o$ testes nâo paramétri.cos não se

portaram como esperávamos. Observando-se as curvas de poder,
figuras abaixo, vemos que os testes não paramétrlcas são geme

].dantes ao teste F
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Em particular. quando a distribui.çãc} simulada é a

normal, o teste F é mais poderoso que o$ nâo parllmétricos, Q

que se justifi.ca por sua propri.idade de ser Uniformemente

mai.s poderoso invariante ([2]) . Ainda sob a normal., o teste

de Medra e Sarangi supera, em poder. o teste do ti.po de crus
ka].].-Wallis, o que é razoável. uma vez que no teste de Medra
Saranqi i.ntroduzi.mos a].gramas Comparações entre b].ocos cam

intuito de melhorar a eficiência (ver Hodqes & Lehmann ([6])

Por outro ].ado, na di.atribui.ção de Cauchy os testes
nao paramétri.cos são melhores que o teste de F, e. ainda, Q

teste do tipo Kruskall-Wallis é mais poderoso que o de Mehra

e Sarangi. Estas Conclusões vem de encontro ao aue imaaináva-



mos, pois a distribuição de Cauch
= '-%iiE \«auud8 nela esPesSaS. À

].ém disto, o teste do tipo Kr\lskall-\lal]is, o].halo como uma

general.izaçâo do teste da mediana, de-,feri.a, realmente, ter um
bom desempenho em di.atribuições com caudas qrassas.

Em resumo. tanto na normal como na Cauchy

Lados da simulação foram nas di.reçães esperadas

No caso da dupla-exf)onencia]. o teste do capa'tule 3

nao se apresenta uni.formemente mai.s poderoso como feri.a espe-
rado, uma vez que é urna general.i.cação do teste da mediana

Esses nossos comentários sãa vã].idos somente para

esta situação particular descai.ta na seçã0 3. Se não ti.vesse-

mos tj.do problemas de tempo de computação poderíamos variar o

tamanho de amostra e. assírl, possive].mente, verificaríamos co

mo a$ eficiências relativas se aproximam de seus valores llmi
tes. Para Isto dois caminhos vJ.áveJ.s seriam:

manter o número de tràtamentas fixo e fazer uma

observação por cadela, deixando, todavia, o nome

ro de blocos Crescer. Essa generali.cação da situ

loção é justificável l)ois Q teste de Medra-Saran

gi. pressupõe que a introdução de Comparações en-
tre-blocos aumenta as eficiências relativas

j.i} uma outra possibilidade seria manter fixo o nú-

mero de tratamentos e de blocos e aumentar o nú-

mero de observações em cada casela. Do ponto de

vista das aplicações esta situação parece-nos na



tural \nna vez que o número de tratamentos e de
blocos esta a priori. fixado pela própria sature
za do problema em estudo

Observando-
e a tabela 3.3 notamos que as estimati-

vas das efi.ciências relativas, soh a normal., estão bem abas.xo

dos valores assintóti.cos (tabe].a 2.].) , Q que nos ].eva a crer

que a aproximação seja por valores ínfer+ores, podendo no en-
tanto, também, haver oscilações ou otJePa;zaat.

Finalmente, chamamos a atenção pala as dlstrlbui-

çoes exatas das estatísticas W e W+, sob a hi.pótese nu].a, se-
rem muito irregulares (fi.aura 3.].) ; j.sto é, assumerrl valores

nao equispaçados e tem uma forma que não se "asseme].ha muito"

da distribuição de Xa , principal.mente porcíue suas frequências

não decrescem a parti.r de um dado ponto. É possível. que estes

fatos nos tenham ].evado a obter efici.ências re].ati.vas muito

distantes dos respectivos valores asse.ntóticos. Este nosso co
mentãrio basca-se no que Ocorre com a distribui.ção da estatís

rica de Ko].mo9orov-Smirnov (Hodges ( [5']) para prob].elas de

duas amostras. Na referência acima Verifica-se que as aproxi-
mações sao boas quando os tamanhos de amostras são iguais, e
se tornam ruins para amostras de tamanhos di.gerentes, caso no
qual. o$ velares da estat3.ética não são equidistantes

$



A P E N D l C E r

Apresentamos neste apêndice os cã]cu].os das média e

variância de Rj+ sob a hipótese nula.
Como vimos na Capítulo lll.

«; - .}. R+.
&

são os postos das observações num dado bloco

E(rljZ)

Como sabenns E(ri+j!) ' N +l e então

E ;) n 'mj (!!:g3a
(1. 1)

Desejamos, ainda, ca].cu].ar,

&

} '-'*;,'(1.2}
Var(R;} = var(Í! K;j)

«

var(R;j) n va3:'(}l

n } v''Üj.jz)+.asco"ül.j.,r;j;)

onde 'ta = Var(r;jl.) e À = Cov(ri+jl'r;js} .

Após a].gang cálculos obtemos:

WÊ-3.

-59-

T 2

(mj -l) À



ÀssJ.m temos ,

)Var(R (N'-mj

caiTn T 2 H !iL!-l:i ,obtemos : var ( x;ii ) n=il:.l.:ll:=11.!:.1.2-l)12 (N ' -l)

Substitui.ndo em (1.2) obtemos:

(N ' -m..i) (N ' 2.l)
2WVar m;)

Finalmente mostraremos que o denominador da expres-

são (1.4) do Capítu].o 111 é constante. Desenvo].vendo aque].a
expressão e somando. temos:

g;'-;,.-E#' : * } à N'(n'+1)(2N'+l)-àU'(N'+l)']

- [
â

(N (+]. ) (N ' -].}&2 -1ly- N . : -u V
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ÀLI = P(W > wO) onde.wn é uma dele!'minação da esta-tj.stj.cã W.
Ai.2 = p(w > wn)

AIFNI n nilvel de significância fixada.
ÀLl:NH = subrcltína de alinhamento ES'TIMADOR TIPO HOD

GES e l,EHMANN.

CRTF = Valor criei.co do teste F
CRTKW = Valor crítico do Teste W+.

CRMS = subrotina para cálculo da distribuição da es-
tatística W.

ES'FAT = sublotina para calculo das estatíst.ices F,W e

GERA = subrotina para geração das diversas distribui
çoes simuladas.

KDF = número de distribuições simu].idas.
KFF = número de pontos soh a alternativa.
NR = número de repetições
NU = n(imero de uniformes geradas
TF = valor da estala'ética F

T'KW = \ralar da estatística W+

TKS = valor da estatz'sulca \Q

W

V
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