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Uma das primeiras e mais importantes questoes a respeito
da "Geometria Elementar™, apds a descoberta das geometrias nao eu-
clidianas, foi a de saber quais as proposicoes em cuja demonstra-
¢3o se fazia necessdrio o uso de postulado da continuidade.

Na exposiggo contida nos famosos "Grundlagen der Geome-

trie",Hilbert,(1)tomando como nogoes primitivas, as de ponto, reta

e plano, estabeleceu os cinco grupos de postulados de pertinéncia,
ordem, congruéhcia, paralelismo e continuidade, e construiu, axio-
maticamente, a partir désses postulados, a geometria euclidiana.
Mostrou, entdo, que 0s postuladoé de continuidade nao sao necessé-
rios as demonstraqges dos teoremas que nao exigem, de um modo ge-
ral, o emprégo de limites, como os da equivaléncia de poliedros,do
cdlculo do comprimento da circunferéncia, da area do circulo, das
adreas e dos volumes dos corpos redondos.

| Com o éxito obtido, foi levado Hilbert ao estudo do pro-
blema correspondente na geometria de Lobatchfsky, a qual, como se
sabe, difere da euclidiana, unicamente pelo postulado das parale-
las, de modo que os grupos de postulados da pertinéncia, ordem,con
gruencia e continuidade s3o conservados.

O grupo da continuidade é formado pelos postulados de Ar
guimedes e da completabilidade linear. Nos "Grundlagen der Geome-
trie", Hilbert nao conseguiu evitar o postulado de Arquimedes, ns
demonstracdo-do segundo teorema deé Legendre, a saber: '"A soma dos

A % ~ - . - .
angulos de um triangulc n3o pode ser maior do que. dois retos®y Foi

(1) Hllbert D.- Grundlagen der Geometrie- Teubner- 1899
cempre que citado este livro nos referimos & 7a. edigao- 1930,
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por essa razao que, entre seus célebres problemas propostos no Con
gresso de Paris, em 1900, Hilbert incluiu o da construgao de uma
geometria nao arquimediana, na qual, €sse teorema nao seja verifi-
cado. Essa geometria fol obtida por Max Dehn (2), ficando assim de
finitivamente estabelecida a necessidade do postulado de Arquimedes,
na demonstraggo do segundo teorema de Legendre. Decorre desse fato,
a impossibilidade de se demonstrar, sem esse postulado, que a soma
dos angulos de um triangulo, na geometria de Lobatschfsky, é menor
do que dois retos.

Mesmo assim, o problema continuava a ter sentido, para a
parte relativa a completabilidade linear, e,ainda, bastante comple
Xo0. As paralelas,de Lobatschfsky, a uma reta dada, r, por um ponto
dado, A, eram definidas como as retas de feixe A, que separam as re
tas que encontram r das que nao a encontram, €, nas demonstraqges
da existéncia de uma perpendicular comum a duas retas nao secantes,
utilizava-se, sempre, da continuidade. Modificando, convenientemen
te, o postulado das paralelas, Hilbert (3) conseguiu, também, evi-
tar a completabilidade linear nessa geometria, em todas as ques-
toes que nao envolvem o emprégo de limites.

0 conjunto dos postulados de pertinéncia, ordem,congruég
cia e continuidade e as consequéencias deles decorrentes constituem
0 que J. Bolyai denominava "Geometria Absoluta™.Algumas propoSigSes

da geometria euclidiana nao envolvem o conceito de paralelas, nem

(2) Dehn, M.,- Die Legendres'chen Sitze “uber die Winkel-
summe in Dreieck. Math. Ann. 53 - 1900 - pég. 4OL.

(3) Hilbert, D. -~ Neue Begriindung der Bolyai- Lobatschfs
ky Geometrie - Math. Ann. 57 - 1903 - pag. 137.
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no enunciado, nem na demonstracdo. Outras, envolvendo, embora, a

nogao de paralelas, podem ser modificadas, de modo a se transfor-

marem em teoremas da geometria absoluta. Sao exemplos do primeiro

tipo, os teoremas relativos & pertinéncia, ordem e congruencia,eg

tudados por Hilbert, nos "Grundlagen der Geometrie". Pertence ao

segundo tipo o teorema de Desargues: "Dados dois Triangulos ABC e

A*B'C' se as retas AA', BB' e CC' passam porbum ponto O e se AB e
A'B' tem uma perpendicular comum que passa por O, assim como BC e

B'C', entao, AC e A'C! tém também uma perpendicular comum que pas

sa por O'', enunciado éste absolutamente equivalente & forma eucli

diana do mesmo teorema: "Dados dois triangulos ABC e A'B'C',se as

retas AA', BB' e CC' passam por um ponto O e se AB/Q A'B'e BC/B'C
BC // A'C*.

Nesta tese desenvolvemos a geometria absoluta no plano
até a demonstragao dos teoremas de Desargues e Pascal.Pelos resul
tados dos trabalhos de Hilbert, que enurnciamos acima, a completa-
bilidade linear pode seir abandonada no estudo de muitas‘questBes,
entre as quais, somente o segundo teorema de Legendre exige o pos
tulado de Arquimedes. Como nao vamos abordid-lo, abandonamos com-
pletamente o grupo da continuidade e estudamos a geometria absolu
ta que pode ser construida exclusivamente com os postulados de per
tineéncia, ordem e congruéncia.

0 teorema de Desargues,como se sabe, é consequencia dire
ta dos postulados da pertinéncia e da ordem, se éstes incluirem
postulados da geometria espacial de modo que sua demonstragao nao

oferece dificuldade na geometria no espago.Por outro lado,Hilbert
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e Moulton (4) deram exemplos de geometrias baseadas nos postula-
dos planos da pertinencia e da ordem que sao nao desarguianas,de
modo que o teorema de Desargues ndo é consequéncia désses axiomas.
No entanto, a importancia da demonstragao daquele teorema median
te postulados da geometria plana, fol posta em relevo pdr Hil-
bert (5), demonstrando que a condigdo necessiria e suficiente pa
ra que uma geometria plana construida axiomaticamente coincida
com a geometria subordinada nesse plano por uma geometria espa-
cial é que- se verifique na geometria plana, o teorema de Desar-
‘gues". Essa é a razao pela qual nos limitamos & geometria abso-
luta no plano. '

Nos dois primeiros capitulos estudamos os teoremas clas
sicos seguindo de perto os "Grundlagen der Geometrie',

No primeiro enunciamos os postulados da pertinéncia e
da ordem e demonstramos os teoremas de separaqgo e principais con
sequéncias enunciados apenas por Hilbert.i demonstragio do Teore-
ma de Jordan para poligqnos simples foi orientada pelo método de
Veblen (6), com algumas modificagOes. Em nossa exposicao, foi tam
bém de grande utilidade o'livro de Forder:"Euclidean Geometry".(7)

No segundo capitulo, expusemos a teoria da congruencia.

Na primeira edicao dos "Grundlagen der Geometrie" a transitivida-
g

(4) Hilbert, D.- Grundlagen der Geometrie. O exemplo de
Moulton esta na pag. éS da 7a. edicdo e o mais complicado de Hil-
bert na pig. 66 da 6a. edicao.

5 Hilbert, D. - Grundlagen der Geometrie - pag. 88,

(6) Veblen, - A System of axioms for geometry - Trans.
Am, Math. -Socs - 1904 = pag..343s

(7). Forder - Euclidean Geometry - Cambridge University
Press - 1927. '



de da congruéncia de angulos era tomada como postulado. Rosenthal
(8) mostrou que ela era consequéncia dos demais,e, modificando os
postulados conseguiu também demonstrar a reflexividade da congruég
cia de angulos, também tomada por Hilbert como postulado. Sua de-
monstraqao ¢ longa, e preferimos seguir'Hilbert conservando entre
os axiomas a reflexividade e demonstrando a transitividade. O mé-
todo de Hilbert nessa demonstragao é mais simples que o de Rosen-
thal. Consiste em demonstrar primeiramente o chamado "terceiro ca
so de congruéncia de triangulos', para depois aplicéd-lo a deduggo
da propriedade transitiva da congruéncia de angulos. Em 1940, Rei
demeister (9), simplificou ainda mais a teoria, demonstrando pre-
viomente que todos os angulos retos s3o congruentes (um dos pos-
- tulados de FEuclides)e depois a transitividade. Pode-se em seguida
fazer a demonstragao cléssica do terceiro caso de congruencia de
triangulos. Foi ésse o método que seguimos. Ainda neste capitulo
estudamos a existéncia do ponto médio de um segmento,da bissetriz
de um angulo, e quadrilitero birretangulo isdésceéles de Pe.Sacche-
ri e o teorema de angulo externo de um triangulo.

No terceiro capitulo consideramos a soma dos segmentos
e angulos e demonstramos os teoremas de Desargues e Pascal com o
auxilio do conceito de produto de um angulo por um segmento,intrc

duzido por Hilbert nos "Grundlagen der Geometrie®(10).A demonstra

(8) Rosenthal, i. - Vereinfachung des Hilbertschen Sys-
tem der Kengruenzaxion - Math. inn. 71 - 1912 - pag. 257.

(9) Reidemeister, K. - Die Transitivitat der Winkelkon-
gruenz - Jber, der Deutsch. lath. Verein. - 49 - ibt. 2- ©pg. 74.

(10) Hilbert, D. - Grundlagen der Geometrie - pag. 53.
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2 cdo do teorema de Pascal é a mesma que a de Hilbert (11) porém, es
‘ta se baseava na propriedade, simbolicamente representada pela e-
- quacio CXQ& = ﬁcﬁa, por éle deduzida no caso euclidiano, que de-

monstramos ser -verdadeira na geometria absoluta. Obtido o teorema

de Pascal, poderiamos adatar ao caso a demonstraqﬁo do teorema de
flessenberg: o teorema de Desargues ¢ uma consequéncia direta do
‘teorema de Pascal. Preferimos,_no entanto, dar uma demonstracgao
~direta ¢ que tem a vantégem de se utilizar também do produto de
um‘éngulo por um segmento.

Completando o plano euclidiano com a introducao dos ele-
mentos impréprios? o teocrema dé Desargues da geometria projetiva é
consequencia do caso euclidiano. Com a élgebra dos pontos de
Staudt-Hessenberg (12), podemos, entac, introduzir coordenadas na
geometria, Aiiés, observemos de passagem, que & Algebra dos pon-
tos & uma generalizacao do célculo segmentério de Hilbert, basea-
do no teorema de Desargues (13), com O quél podemos introduzir di-
retamente cocordenadas na geometria euclidiana sem a introducac dos
clementos imprdprios.

Na geometria absoluta, completando © plano com os pontos

e retas ideais, como, por exemplo,fez Hjelmslev (1l4), podemos tam-

(11) Hilbert, D. ~.Grundlagen der Geometrie - pag. 53.
(12) Hessenberg - ﬂber einem geometrischen Kalkiil - lcta
Math. - 29 - ‘pag. 1. :
' : Veblen, Young - Projective Geometry - Gimand Com-
« LKL
(13) Hilbert, D. - Grundlagen Geometrie - pég. 88.
(14) HJelmslev -~ Neue Begrlilndung der cebenen Geometrie -
Math. Ann. 64 - pag. L4L49.

‘pany - pag
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I bém demonstrar o teorema projetivo de Desargues,a partir do caso
“particular que demonstramos, mediante a semi-rotacao definida por

" Hjelmslev. Possivelmente a dlgebra dos pontos vird permitir a in-

troducao das coordenadas na geometria absoluta.

fiste trabalho ji estava redigido quando tivemos conheci

" mento dos resultados de Ugo Cassina (15) que expoe de modo mais
- perfeito os postulados de Hilbert e retoma o problema de Rosenthal

. do trabalho acima citado, que é a demonstragao da reflexividade do

congrudneia de Angulos. Os enunciados e postulados, dados por Ugo
Cassina, s3o mais claros que os de Hilbertie os teriamos adotado
se déles tivessemos'tido conhecimento em tempo. Também s4 depois
de conclufda esta tese, pudemos conhecer o livro de G. Verriest -

"Irntroduction & la géometrie non euclidenne par la methode élemen

‘taire"”., - Gauthier - Villars. - 1951, que nos' teria sido de utili-

dade.
Queremos agradecer ao Professor Edison Farah que discutiu
A s ~ . ~
conosco este trabalho e ao Professor Joao Batista Castanho que nao

mediu esforgos para: conseguir uma boa apresentacao mimeogrifica.

Sao’ Paulo, setembro de 1951.

Fernando Furquim de Almeida

(L5 Ca551na, U. - Nuova teoria della congruenza geome-
trica - Periodico de Matematica, 141, 25(1947)- pag. 196. Ancora
sul fondamenti della -geometria secondo Hilbert - notas 2y AL, 11T,
Istituto Lombardo di Scienze e Lettere - vol. LYXXI - 1949.
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NOGOES PRIMITIVAS, POSTULADOS DA PERTINENCIA E DA ORDEM,

TEOREMAS DE SEPARAGAO

1. Tomarerios, corio nogdes primitivas, ponto e reta. De
gignarerios o8 pontecs com as letras latinas maitsculas, e as re-
tas coﬁ as letras minlsculas. Os pontos e as retas tem certas reg
lagOes entre si, dadas pelos postulados, que sao divididos en
trés grupos. Cada grupo da, por assim dizer, precisao ao signifi
cado conl que usarerios os conceitos "pertencer", "entre" e "con-
gruente". Por ésse motivo, ao primeiro grupo, daremos o nome de
postulados da pertinéncia, ao segundo, o de postulados da ordemn,
e ao. terceiro, o de postulados da congruénciae. Ao conjunto dos

pontos e retas que satisfazen a ésses postulados, chamareros de

pPlano,

2. 0s postuledos da pertinéncia sao os seguintes:

I,1 - Dados dois pontos A e B existe uma reta 4 qual éles per=-

tencen.

II,2 - Dados dois pontos A e B, nao existe mais do que uma reta
a qual &les. pertencem.

'II,B - Enm unma feta r oxlstem, pelo menos, dois pontos; existen,

pelo menos, trés pontos que nao pertencem a uma reta.



Embora no enupciado dos postulados acima, usemos sen-
pre o verbo pertencer, iremos, todavia, no decorrer déste traba
lho, substitul-lo por outros ja consagrados pelo uso, como pas-
sar, encontrar, etc. Assim, diremos "a reta r passa pelo ponto
P", para exprimir que o ponto P pertence a reta r ou que I é um
reta que pertence ao ponto 2; diremos que "as retas
contram em um ponto Py para exprimir que P pertence
Do mesmo modo, quando dissermos, por comodidade de linguagemn,
"dois pontos A e B determinam uma reta" entenderemos que existe
e & Gnica a reta & qual 8les pertencem, 1sto &, como que resumi
ros, nessa. unica frase,.os postulados I,1 e I 2, os quais, pre
cisamente, afirmam a existéncia o a unicidade da reta gque passe
por ésses pontos,

L reta determinada por 4 e B serd indicada por reta LAB.
Una consequéncia imediata désse grupo de postulados ¢&
que_duas retas ou nfio tém ponto comum, ou tém um sd. Com efeito,
duas retas r e 8 ndo tdm ponto comum, ou tém um ponto As Neste
filtino caso, 8¢ tivessem nals um ponto B em comum, as duas re=
tas coineidirian, de asdrdo com o postulsdo Lgle Portanto, 4 6

L4
0 unico ponto comn.

3. Os postulados da ordem dao o significado da pala-

~ L4
vra "entre™ e sf2o em nunero de cinco:

II,1 - Se un ponto B estiver entre um ponto A e um ponto C, 4

B, e C serao trés pontos distintos de uma reta e B es-
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terd, também, entre C e A.

_ﬁf I1,2 - Dados dois pontos 4 e B, existe, pelo menos, wm ponto C,
| de modo que B esteja entre 4 e C,

II,3 - Dados trés pontos de uma reta, L, 3, C, somente um deles

poderd estar entre os outros dois.

| Definigao: Chane=ge aegmento a um par néo ordenado de
pontos. Dados os pontos A e Bj podemos, entdo, designar o segren
to que éles deterninam, por AD ou BA. Os pontos 4 e B siao chama=-
dos extfemos do segmento; os que est2o entre A ¢ B, pontos inter
nos, ou Simplesmente pontos do segmento; e os pontos da reta, de
terminada por A e B, que nic 820 do segmento AB, nem coro extre-

nos8, dizen=-se pontos externos do segmentos

III, - Postulado de Pasch: Sejam A, B, C trés pontos que nao per

tencen a uma reta e r uma reta do planc ABC que nao pasg-

sa por A nem por B nem por C, Si r passar por wa ponto do
ee! 3 £ . by

segmento ADB, passara, certamente, ou por um ponto do seg-

nento AC, ou por um ponto do segrento 3BC.

Convengdes; Si 4, D e C forem trés pontos de uma reta di-

remos que 8les estdo na orden [ 4BC ], se B estiver entrc 4 e C.
Da mesma forma se 4, B, C, e D forem quatro pontos de uma re
ta, "ordem [ ABCD ]" quer dizer que B estd entre 4 e C o en-
tre A e C, e que C estd entre A e D e entre 3 e D. Mals ge=

ralnente, se fq,Ay,..0,A, forem n pontos de uma reta, a "orden



b [}132,,,Anj indica que Aj esta entre A; e A, , se 1¢j<k.
Pelo primeiro postulado da ordem, sabemos que se B es-
tiver entre A e C, estarid também entre C e A; portanto, as or-

dens [ 4BC ] e [ CBA ] t8m o mesmo significado, assim como [ABD]

e '[ DCBA }, [ Ayhoeeeh lel Bpessbohy 1.

Teorema 1 : - Dados os pontos A e B existe um ponto en-

tre 6163 .

Pelo postulado I,3%, existe um ponto G que nao pertence
a reta AB, e, por II,2, um ponto E, tal que A,G e E estio na or-
F dem [ AGE J. Ainda pelo mesmo pos
tulado, podembs tomér F de nodo
que B,I,F estejam na ordem [BEF ].
A reta FG nfo passa por nenhum dos
pontos A,IB e E, encontra o seg-
mento AE no ponto G, e a retaﬁBE
no ponto F, externo do segmento
BE; logo, pelo postulado de rasch,

encontrara o segmento AB num pon-

to C, interno.

Teorema 2 3 - Se 4, B e C forem trés pontos de uma re-

ta, unm déles estard entre os outros dois.
Pelo postulado II,3, sdOmente um dos trés pontos A, B e

C pode estar entre os outros dois. Suponharios, entao, que A nao
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gsteja entre B e C ¢ C nao esteja entre A e B. Temos que derions-
»itrar ent8o, que B estd entre L e C. Existo um ponto G fora da re-
ta AC e un ponto E tal que B, G e E
estéo na orden [ BGE J. A reta 4G
nﬁo passa por B nem por C nemn por E,
e encontra o segmento BE no ponto in
terno G; encontrara, pois, pelo pos-

tulado de Pasch, o ‘Segmento BC, ou o

Segrmento EC nun ponto interno. lMas,
AG encontra a reta AC no ponto A, ex
terno de BC; logo encontrara EC no
 »Figs = ' ponto interno F; Do mesmo modo 8e PO
de démonstrar que CG encontra o segrnento AE no ponto interno H. Pe
lo postulado de Pasch, se considerarros os pontos A, &, F, ¢ a re-
ta CG, vereros que G & un ponto interno de AF e, considerando os
pontos A;'C, F ¢ a reta EG, verenos, ainda, que & é un ponto inter
no de AC.

. £ ' 5 . ) ~
Corolarios. Sejan A, B, C trds pontos gque nao pertencemn a

uria resria reta; E um ponto do segmento AE, F do segmentoc 5C e G do

segriento AB. Entao os pontos E, F ¢

s

G nso poder1 estar numa rnesna reta.

Se H, G & F.-pertencerem a uma re-

ta, pelo teorema anterior, um de-

les estari entre os outros dois. Su-
ponharmos que G esteja entre E e F ¢

Fige : _ apliquemos o postuladoc de Pasch
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pontos B, I, F e & reta 4C. Esta, uma vez que passa pelo pon
f?fG do segmento EF, passara ou por um ponto do segmento BF, o
daria C entre B e F ou por um ponto do segmento BE, donde A
estaria entre B e E. Qualquer dos dois casos cstd em contradigfo
!@om 11,3, pols, por construgfo,f estd entre Ee D e E entre A e B.
= Una consequéncia imediata déste corolario é que, no pos
B

:inﬁo passard por um ponto cntre B3 ¢ C e vice-versas

.

Teorema %3 ¢ - Se L, B, C, D forem quatro pontos de uma

. reto o se tivermos ns ordens [ 4BC ] e [ BCD ], teremos também as

E | ordens“[rABC 1l e [ 4D J.

.Tomermos um ponto E, fora da reta r , onde estfo os pon-
tos Ay B, C, D e seja F un ponto tal que C, E, F estejam na orden
[ CLF ]. Aplicando o postulado de
Pasch & reta AC e aos pontos B, C,
I terenos a ordenlﬁGFj,é pelo res-
no postulado, -aplicado 8 reta GD ¢
aos pontos B, C, F, a orden [CHF].
Alnda pelo pqstul?do de rasch,apli

cado aos pontos B, G, D e a reta

FC, teremos:[ GHD ], e aplicado
Fig, Q ' ' ao0s pontos A, E, C e a reta FG, a
ordern [ EGA ]. Aplicando-o entfio & L, G, D e & reta FC, terecmos a

ordem|[ ACD ], e, a segunda parte do teorema esté demonstrada. Se
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repetissirios a demonstragfo a partir do ponto B, isto é, se tomas
gemos F de modo que os pontos B, E e F estivessem na ordem [LEF],
. e, Se trocassenos senmpre 3 e C, obteriaros a orden [ABC], e assin

completarianos a demonstragf@o do teorena.

Teorena L. Se A, B, C, D forem quatro pontos de uma re-

ta e se tiverrios as ordens [ABCle [ACD 7, teremos, tambén, as or-

dens [ABD ] ¢ [BCD].

Se a reta CF encontrasse o segmento AG nunm ponto inter-
no,‘pelo postulado de rasch, passaria por wrt ponto do segmentb AD
ou por uni ponto do segmento BG. Ora, CF encontra a reta AD no pon

~to C, externo do seguento AD e a reta BG no ponto F externo do
éegmehto BG, poftanto, a reta CF nao éaésa por um ponto interno do
segrnento AG.
Tonernos ©.ponto G, fora de r , e F de modo que valha
g orden EuGF](Fig. LL). Estando C no segmento AD, a reta CF, pelo
bostulado de Pdsch, encontre o segrento GD num ponto H, donde,ain
. da pelo postulado de Pasch, aplicado aos pontos B, G, D e & reta
FC, se segue que FC encontra BD no ponto C, interno ao seguento
BD, isto é, temos a orden [BCD].
| De [ABC ] e [BCD)segue=-se, pelo teorema 3, a orden

[ACD], ¢ 0 teorena csta completamente denonstradoe

Toorena 5. Dados guatro pontos de uma reta podenos in-

dica-los por A,B,C e D de riodo que éles estejam na ordem<£ABCDl.

: ’,
De fato, tomemos trés dentre os guatro pontos. SO wa de-




- B -

+'fles, que indicarecmos por Q, cstd entre os outros dois, que chanea
reros-de P e R. Teremos, entao, a orden [PQR]. Sendo S o quarto
ponto, o8 pontos PR e S esterao numa das seguintes ordens: {PRS],
[RPSJou [PSR]. Como ja termos a ordem [PQR], a primeira, [PRS},mos
tra que 0s quatro pontos, PQR e S estdo na ordem [PQRS]. A segun-
da, [RPS], con ERQF], que coincide con [PQR], dd a orden [AQBS].
Ve jamos a terceira. Tenos, por'hipétese, as orden [PQR] e [PSR].
Considereros as ordens [2as], [PSQD o [QPS], que sfo as trés tni-
cas possiveis para os nontos PQ e S. 4 primeira, [PQS], con [PSR],
a4 [PQSR], que nao contradiz a orden [PQRJjé existente. Da sSegun
da, fPSQ], coribinada corm [PQR], ven [PSQR], taribém possivel. 4 ter
ceira [PS], con [RPQ) = [QPR]A4 [RQPS] na qual P estd entre R e §
em contradigfo con a hipétese TPSRJ. Resumindo, vemos que, dados
os pontos P,Q,R e S, estarao €les numa e numa 86 das ordens :
(Pars], [Raps], [PaSR] ¢ [PSaR]. Indicando os pontos PR e S opor

tunanente por A ,83,C ¢ D, o teorena fica denonstrado.

Observagfo - Vimos que as ordens [POR] e [PSR] daoc, pa-
ra os pontos PQR ¢ S, as ordens quﬁjou [PSQR], € que nostra que

(<}

= 4 » .
se Q e S estivercn entre P e R, .Q estara entre P e S ou entrec S ¢

v

~ L o
R. Essa observagfio nos scra Util enm seguida.

s 3 »
Teoreria 6. = Dados n pontos de uma reta, podemos indico-

los por Al,Az,...,An de modo que estejam na orden EAIAZ...AH].

4 a ~ o e 3

Este teoremna e uma generalizagao do anterior, e varos de
, ~ . ’ a
rnonstra-lo por indugao completas Pelos teoremas 2 e 5, e verdadel

ro para n = 3,L. Suponhanos que seja verdadeiro para n-1 pontos.Se
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3 3 g i ™ T T ) 1 i e
:Jam eles 31’“2""”n—1 na ordern [Jl,uz,...,Bn_lJ, e P o n-esino
f ponto. Considerandc os pontos P, By e 3 _, teremos una das tres

possibilidades :

I [P3,3,4]%
IT BB, R ,
TP '[BB8 oo

No caso I, temos as ordens [PB B _1] e [?lj2"°3n-l]°

Varios demonstrar que os pontos 11 1,...,b -1 estao 'na orden

[ ulbz... n—l]’ para o que basta mostrar que sendo 181 i< n-1

B o7 I 8" = $ = P 5

devenios ter [fulbjc Ora, se 1 =1 e j = n-1 tenos [PJ B -1]’
¢ i 50te = n- ; P

que é a hipdtese. Se 1>1 e .J =n-1, de [PByD -l] e [ByD48, 1)

segue-se [Ldlgjﬁn_lj tiramosv[fQiuj].

No casc II as ordens sao [Jlgn-l Eje (Blnz...Bn_lj,quc
coinciden con [PBn_lBl] e [Bn-l""’sll' e, pelo caso I, teios

3 ST, o) i sl e 2 " " 43 :
a ordern (Bun_l,...,ul]quo e 1gual a ordem [“1"'}n~1 E]

Wo caso III, de acdrdo con a observagao dc teorena anto
rior, P estd entre JJ e 32 ou entre Bz e Jn-l . Se estiver entre
B B 4 ' 1 B ] 13 rn o
Sy € 3 1 cstara entre Sy e E ou entre JB e D1 s © assinm por
diante., Podemos, pois, determinar um indice j< n=1 tal que tenha-
rios8 a orden [5j—l PD.], e, pela propria construglo, tem=se,

[ 1L n lj para j<1£j~1. & fin de completariios a demonstra-

v » P b DY = o ° 7 -
¢ao, deverio8 nostrar gue [ui PJTJ, para 1€ 1L j-1 e jJS kS n=-1 .,
Se i = j=1 e j=k, temos a hipdtese [nj-l PBj]; se i=j-1 e j<k,

de rﬁj-l PBj] e'[Bj_l BjBr]segue-se [Bj_lPBk]. Finalmente, 8e



“ 10 -

1< j-1 e j < k, as ordens E%fgj-l Bk] e [Bj_lPBk] déo a orden

] (B; ?B,]).

' Vemos, entfo, que os n pontos P,E&»,..., N estao numa
fidas ordens [PB,...,Bn_l],[Bl...Bn_lP] ou [Bl...Bj_lPBj...Bn]. En
~ qualquer caso, podemos indicé-los por Ayshyseensh 5 de modo que

Bverhs o ordem [AlAa...An];

Teorena 7. BEntre dois pontos quaisquer de uma reta exis-

.~ tem sempre infinitos pontos.

Sejam A e 3 dois pontos arbitrarios de uma reta e suponha
ros que entre éles existam n pontos. Pelo teorema 6, poderos indi-

ch=los por Al » AZ,...,An s de modoaque o8 nt2 pontos 4 , Al, Aa,

veny An 3 estejan na orden [A Al...AnB]. Tomemos o8 pontos Aj-l Ay

v

& AP B sao pontos ox-
Todos os pontos 4, Al,..., Aj—2’ Aj#l""’ An © b
ternos do segmento Aj-l Aj s € entre Aj—l e Aj existe um ponto gquo
¢, portanto diferente de A’Al"'Aj-l A Aj"'An e Be. Ora, das orden:
\ o) - > 1
(A hy_q Aj] e [Aj—l L Aj]segue se [A I Aj]e, desta e da orden

[a Aj B], segue~se [4 P BJ, isto é, P é um ponto interno do segren-

to A D. Lcgo, no segmento 4 D existen ntl pontos.

o O sistena de segmentos AB, 3 C , CD ,..., KL chana
Se linha poligonal que liga o ponto A com o ponto L, e que sera in
dicada por A B C ... K L. Os pontos internos dos segmentos A B, I C
ees KL , assin como os pontos A , B , C ... L 830 o0s pontos da 1i-

nha poligonale Os pontos 4 , B , C ...L chamam.se vértices e os se-

grnentos A 3 ,BC ,,.., KL , lados. Consideraremos como pontos de
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1 lado exclusivarente os seus pontos internos.
. Una poligonal com dois vértices é um segmento. Se L coin
idir com A, a linha poligonal se chamara goligono. Poligonos com

L ,o.., n vértices tals que trés vértices consecutivos néo per

ipdligono‘por 4B Cldss Rig 0P -B il cue KA j ol per C D .0
8K A B , otc.

Se os vertices de uma linha poligonal forem todos dife

“érsimples.
Nos teorenas que varios estudar é importante saber se un
‘i:ponto pertence bu nao a-uma linhe poligonal ou a um poligono, de
-ﬁ'modo que, se tiverrios nessa linha poligonal ou poligono, trés vér
( tices consecutivos que perﬁencem a_ wia mesma reta, nac ten inpor-
‘téncla considerar o vértice que esta entre os outros doils como pon
to do lado determinado por éstes Gltimos. Assim sendo, salvo ren-
cao eipressa do contrario, suporerios que as linhas poligonais e os
'péiigonos que varos considerar nfo tenhan trés vértices conseccutl
vos.alinhados.
Para. evitar repetigdes desnecessérias, avisamos também

qﬁe 80 usnreﬁos'poligonais e poligonos simples.

| Chana-se regifio, a um conjunto R, ndo vazio de pontos

tais que dols pontos quaisquer de R podem ser ligados por uma 11



poligonal cujos pontos pertencem todos a R. A regifo sera
;§AVexa, se, dados dois pontos arbitrarios de R, P e Q, o0 seguen
ifb P Q pertencer a R. Por exenrplo, a totalidade dos pontos 6 ura
‘&égiﬁo convexa, assim coro, o conjuntb dos pontos de uma reta.
Seja R uma regifo, e S um qualquer conjunto de pontos

"de R, contendo pelo menos um ponto. Diremos que K esta dividido

~ nas regiGes R, e R, separadas por S se:"

1) todos os pontos de R que nfo pertencem a S estdo nu
ma e numa 8O das rogiSés Rl e R2 s € o8 pontos de
S néo pertencem nen & R, nen a R, e

2) qualquer linha poligénal que liga um ponto de Rl,com

urr ponto de R2 contén, pelo menos; um ponto de S.

Teoreria 8. - Sejanm Ry & R, duas regides contidas na re-

giao E, seperadas pelo conjunto S, e suponhanos que Ri e Ré ge jam

torbén ‘dues regides contidas erm R e separadas pelo mesno conjunto

S. Entao,oun R! =R

Y = BRI =F RY, =
1 1 e RZ R ou R R e IR Hel o

2 4 e

De fato, seja O un ponto de Ri . Como éle nao pertence

-

a S, pertencera a R ou a R2 « Suponhanos pertencer por exen=-

1
plo, a Rl o Vanos denonstrar que R2 e Ré coinciden. Seja X un

ponto de Ré » Como O pertence a Ri s qualquer linha poligonal que
ligue O com X conterd um ponto de S . G 4 poréri, pertence, tambéi,

. » e , n T
a Rl » 1ogo X pertence a R2 o AA88im sendo, qualquer ponto de ﬁé

& também ponto de R2. Se ja, agora, Y um ponto de R2 e Como O per=-
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- tence a R qualquer linha poligonal que lizue O com Y contera

l 3
‘Qum ponto de S, donde, Y & um ponto de Ré » pois O pertence tam-

;fbém a Rye Vemos, entfio, que qualquer ponto de R, é também ponto
? de Ré .

| : Como todo ponto da regifo R2 pertence a regifo Ré e to
‘do ponto desta pertence 5quela, R2 e Ré coinclden.

Sendo Rl formada pelos pontos de R, que nao pertencem
3 R2 e S? e, Ri s © pelos pontos de R que nf@o pertencen a Ré e
S segue-se que, Ri e Rl coincidém; pois, como demonstramos, R2
e.Ré coincidemn.

Se o ponto O pertencesse a R2 demonstrariamos, com o

1esmno processo, que Ré e I, coincidiriam, donde R2 e Ri tarbén

1
coincidiriam e o teorema fice, pois, completarmente demonstrado,
Definig8o: Dois pontos P e Q se dizen accessiveis (ca-
de un acessivel do outro) com relagﬁo a un conjunto de pontos S,
se existir uma poligonal que ligue P com Q e que nao contenha ne
nhunm ponto de S, salvo, eventualmente, os pontoé Pe Qe

Vemos, por essa definigfo, que, Se uma regifio R estiver
~ dividida nas regides Rl e R2 separadas por S, um ponto de S pode

ser acessivel do qualquer ponto de Ry ou Ry

Teorena 9. - Suponharios a regifio R dividida nas regidcs

R, ¢ R, , separadas por S, e nas regides R{ e R} , separadas por

T. Se todo ponto de Ri pertencer a Rl’ um ponto qualguer T perten-

-
cera a Ry, ou a S.
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De fato, conforme a definigdo de pontos accessiveis,

i3 ¢ L -~

‘gualquer ponto accessivel de un ponto de ﬁl pertence 2 Rl ou a
xXr ,

Ora, se un ponto X, gualquer, de T é «cessivel de todo ponto

ot ’ , ~ N
R! que, por hipotése, e tambem ponto de Rl entao,X pertencc a

5. Teoremg. 10. =~ Un ponto O, sObre uma reta, divide os

outros pontos da reta em duas regides por 8le separadasS.

Tomemos sdbre a re¢ta r um outro ponto U e seja R o con
junto dos pontos de r, distintos
de 0, ¢ quec determinam, comoU , un

. P ]
Segriento que contem o ponto 0; seja

R' o conjunto dos‘pontos de r, tan-
bér distintos de 0, e que determi-
nar com u um segrento-que nio con-
L.Fig.'i : tém 0. Colocarios o pontoU. en R}
£ claro que nenhum dos dois conjuntos & vazio, pois, i!
Ifcontéml] e, cono existe un ponto A tal que O csteja entre A ¢ U,
8sse ponto pertencerd a K.

Dados dois pontos Y el5 de r, diferentes de O e U, os
quatro pontos 0, ¥, Z ¢ V, pelo teorena 5,'36 podem estar numa
das 12 ordens seguintes: :

[x2 060 ). [Yzrol . t¥xuvzel, [zyvou],

‘[szo]f '[OYUZJ, [ovyzu}], [Uu¥zo],
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[Yyozml, {Yemagd, [Fooz]., &B3ez ],

Nas olto primeiras ordens o8 pontos Y e Z pertencer an
. bos &4 R ou h R! e, en todas elas o segmento YZ nfo contém o pon-
to 0. Nas quatro ﬁltimaé, Y e Z pertencem a conjuntos diferentes,
5;isto &, se Y pertencer a R, Z pertencera a R! , pols, o seguento
YZ contér o ponto Q.

3 Se Z coincidir com U, pertcncera a R!' e como os trés
pontos Y, O, U estfio nuna das ordens, [ YO U], [0 YU ] e
[0 UY], no primeiro caso, Y pertence a R, e o segmento YU
contér1 O e nos outros dols Y pertence a2 R! & o segmento UY ndo
contém O.

Apesar de terem sido construldos com o auxilio do pon
to U, os dois conjuntos R e R' sao independenﬁes désse ponto, en
virtude do teorema 8.

Cormio o8 dois conjuntos R e R' dependem exclusivanente
do ponto 0, ten sentido a seguinte definigfo:

Dado ur1 ponto O sdbre uma reta, chama-se semi-recta de
origem O, a qualquer dos dols conjuntos de pontos enm que ésse pon
to 0 divide a reta . |

Se R e R' forern os dois conjuntos em que a reta foi di
vidida por 0, R! chana-sc semi=reta oposta de R, e, R, semi-recta
oposta de it' .

Diremnos que dois pontos gue pertengamn a uma mesma soni-

reta de origem 0, estao do mesrio lado de O e dois pontos, que per

tengan a seniw~retas:.opostas, est@c en lados opostos de O.




- Y6 w

Teorema 1l. = Uma reta r separa os pontos do plano gue

- = -~
0 pertencem a r em duas regioes convexas.

Pelo postulado 1,3 , existe un ponto O que nao perten

.cé’é‘z « Seja Rl o conjunto dos pontos que ndo pertencen a N
.&ﬁm determinam com Q u segmentd que conténm um ponto de r; e R2
p.conjﬁnto dos pontos que nﬁo‘pertencem a r nen a Rl o Colocanos
[tdmbém en Rz o pohto O. :

Pela definigao dos conjuntos Rl’ R2 cada ponto de R2
ji deternina, com 0, um segmento que nao coptém nenhun ponto de r,
¢ todos 68 pontos que nfo pertencer 4 r estido nui e nun sb dés-
;;ses conjuntos. for outro lado, Ry e Ry ndo sfo vazios, pois O
‘; pertence a R, e, sendo X un ponto de r de modo que 0, X e A estc
gljam na orden [ 0X A ](que‘existe certamente,Aﬁelo postulado IL2)
}; segue=~se que 0 ponto A-pertence a Ry

sdo regides convexas Se-

Varios derionstrar que Rl e R2

I baradas por r .,

Torerios dois pontos A ¢ 3 de Rl .

Os pontos 0, A e .3 podém estar alinhados. Neste ca-
so, se U for.o ponto de encontro da retq C.A cormn r, coroc U é
.interno e 0 A e a0 13, terenos para os pontos O, ﬁ, A, B, una das
ordens [ 0 UAB] ou [0 UBATJ, isto &, o segmento A B nfo
contém o ponto U. Se, entdo, fog.um’pontq.internd de A U, vira
imediatanente, dés ordens jé estabelecidas, que U & o ponto in-
terno de 0 X, donde X pertence a R1 .

Se os pontos O, A, B nfio estiverem alinhados, scjan U,



que,

U'%\ Y
2
A .
X
.. B
' . E‘igo, 6
;flinhados.os pontos 0, Av e ',

B .
| 0
k- A
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[0U, 4] e [0U,BJ. Pelo co

2

#i ' ~
rolario do teorema 6, a reta r nao

encontra o segrento A B. Intfao, se
X for un ponto do segmento 4 B, co
110 r nao encontra o segmento i) X e
encontra 0.5 emﬂUé, encontrara 0 X
pertence

nurit ponto U; portanto, X

a Rl .

Se jan, agora, A' e ' doils
pontos de Rye Una vez que estio a=
o segmento A? 3! ndo pode conter
nenhun ponto de r,-pois, 0O A' ¢ O
', nfio contén pontecs de r. Caso
0, A' e ' nao estejan alinhados,

T2

~ 3 rd
corio O A' e 0 B nao conter ne-

nhur1 ponto de r, A'.' tazbém nao
contera, pelo postulado de Pasch,.
nenhun ponto de r,.. Portanto, sendo

X' um ponto interno de A'U', o seg

VST

riento A!' X' ou o segnento 3'X' tan

bér nfo pode conter pontos de r,

~

donde; o segmento 0 X' tambén nfo

.’ °

possuira nenhum ponto de r, e, pois
21008 SR

X' . pertencera a Ra .

Pd ~
Lsta denonstrado, entao que

~ o &~ ~
Rl e R2 8a0 regioes convexas, iJasserio8 o ver gue elas estao se-
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- que ligue A com A' o Os pontos Xl’X2""’X
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arados pela reta r .
Tomerios um ponto A de Rl e um ponto A' de R2 .

~Se os pontos 0, A, A' estlverem alinhados, entﬁo,"pela

Téfinigﬁo das regiaeg Ry e R2 » berenos as ordens [ 00U Z ] e
Z:O A U] ou [O0UA] e [4' 0 U] , donde resulta uma das or-
dens [ 0A' UA] ou [A' O0TUAJ.
Enm qualquer caso o segmento A A'
contém o ponto U,

Se 0, A e A' nao estiveren a=

linhados, como O A contém o ponto

Ude r e 0 A' nfio contera pontos
u r )
: " der , e, pelo postulado de Pasch,
o segmento A A' conterd um ponto V
de re.
Virmos assim que o segmento de
terminado por um ponto de Rl e un

Fige 9 ponto de R, contén sermpre um ponto

de r o Suponharios, agora, que exista uma poligonal A Xle...XBA'

" poden pertencer,

todos, & Ry , e, entdo como A' pertence a Ry, O segumento X_ A!

gconteré uri ponto de r. Seja, entdo Xt o primeiro vértice que per-

tence a R, + Como . »pertence a Ry ouar, osegnento X,
X4_q ou contém um ponto de r ou tera o extreno Xyaps sdbre r , AsS
regides Ry~ e R, estio portanto, separadas por r ,

As regiles Rl @ R2 chamam-se semi-planos de origen
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1 © R2 forem dois semi=planos distintos e de mesma orl
geri, Rl_se dird seni-plano oposto de R2 s © R2 seni-plano oposto
de Rl' Diremos que dois pontos que pertencem a um mesrio semi-pla

0 de origen r estdo de un nesno lado de r; e dois pontos que per

‘tencen a seni=planos opostos estio em lados opostos de r.

Teoremna 12, = Se o for uma seni-reta cuja origen, O,

‘pertencer a uma reta r, diferente da reta gue contém a, todos os

‘pontos de a pertencerfo a um mesrio seni=plano de origem r, e, 08

' pontos da seni=reta oposta, a0 Semi=planc oposto.

Seja & a reta que contém a. As retas r e a se encontran

er1 0, Dois pontos de uma rnesma seni-reta de origem O determinan
w1 gegmento que nfio contém O ; lo-

lo, pertencem ao mesmo semi=plano
X de origem r ; o que prova a primei

ra parte do teoremas rPor-outro la=-

do, se X for um ponto de a, e Y da
seni-reta oposta, o segmento X Y
Y contera o ponto 0, donde, a , © a
semi=reta que lhe é oposta, estao

Flg. 10 el Sseml=planos opostos.

6. Definigao = Chama=se angulo a um par de seni=retas
a, b de mesma origem O que nao pertencem a uma riesma retao. AS se-

) »
mi-retas a e b chamam-se lados do angulo, e, a origem 0, vérti-




ponto de a, e 5 um ponto de b,
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A~ o ° . o~
ce do angulo. rara designar o angulo, cujos lados sao a e b, usa

/N

rerios a notagﬁo{(a,b) , ou entao A 0 B , sendo O o vértice, A unm

Teorena 13, = Un 5ngulo{(a,b) divide os outros pontos

do plano em duas regiBes por éle separadas.,

. - ’,
Seja a a reta que contém a, ¢ B a que contém b. 4 re

ta & divide o plano em dois semi=planos, Chariaremos de < o se=

FPige 11

mi-planc que contén b e o()o opos
to. Do mesmo mod, b, divide o pla
no em dois semi~plancs. Seja ﬁ/ o
seni-plano que contém a , e /5% o
P0sSTo,e

Cologuenos, num conjunto Rl,
c8 pontos que pertencem ac mesno
tenpo aos seni-~planos cx:e [2 y S
nurn conjunto R2’ o8 outros pontos
do plano, isto &, agueles que nfo

pertencen nem a R, nem ao angulos

5

Nenhuma das duas classes & vazia, pois, se A e D sdo

pontos de a e b , respectivanente, os pontos internos do segmen

to A D, pertencendo a « e

ponto tal que o8 pontos A, © e A' estejam na orden [’J A At ].

(3 » sdo pontos de Ry « Seja A' um

/

A' & un ponto de ol 5 o portanto, de Ry e
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Se X e Y forem dols pontos de Rl pertencerfio éles aos

ﬁsemi-planos X e (5 ; portanto, os pontos internos do segrento
;X Y pertencem todos 2 « e (3 s Ou seja, o segmento X Y estd
L contido em « e l(% s
Se x!' e Y! forem poentos de R2 , podem &les pertencer
~arbos 00 mesrno semi-plano & (1) e entao, o segmento X' Y' per-
f;tenéeré inteiramente a ésse semi=plano. Se X! e Y' pertencerem a
seni-planos diferentes, por exernplo, X' a o(',_e Yt =& /3/ » to
© menos un ponfo 4 na seni-reta oposta de Db. Bsse ponto Z pertence
- / » ;
. ra a « , logo, o seguento X' &8 estara inteiramente em o« e, co
mo Z pertence & origem de ﬁﬂ , O segmento Z Y' estd contido em
@'. Nessas condigdes, a poligonal X' Z Y!' pertence inteiramen-
te a R2 » donde, dois pontos de R2 poden ser ligados p&r ure poli
gonal cujos pontos pertencen a R, , o que mostra que R, é uma re
gido,
Se X for um ponto de Rl e X' de RZ’ suponharios que X!

pertenza a (i,. Nesse caso, 0 segnento. XX! encontrard a reta a
nur ponto M, Se‘M pertencer a a ou coincidir com o vértice 0, o
-segmento XX* contera un ponto do < (a,b). Se II pertencer 4 seni-
;‘ reta oposta de a, pertencera ao seni-plano (3’e, como X pertence

)
a (b 0 segmento MX contera um ponto N de ® . Ora, os pontos X,

1s

P

Il e X' estao na orden [1X I X! ] e, M, N e X, na orden [.X N M

donde ven a orden [jX N X J para ésses guatro pontos, isto &,

(1) A demonstragio seria a mesma com as modificagdes o
portunas se pertencessemn ambos a (5’ou a o' e



é un ponto do segmento X X'. Por outro lado, N deve pertencer
‘80 resrio teripo a b e ao seni=plano g;, pols, sendo um ponto da o
rigen de <L , e X unm ponto de « ,to80 0 segmento 1 X pertence a

o« o+ Assin sendo, N & wr ponto de b, e portdnto, do < (a,b).

Se ja agora XXl...XmX' qualguer poligonal que ligue X

fcom X', e X; o primeiro vértice que n&o pertence a R, « Se X per

‘tencer 2o dngulo, a pollgonal conterd unm ponto do angulo. Se Xy

. pertencer o R, o segmento X, ; X4 contera um ponto do angulo, co

| mo acabamos de véer. Portanto, qualquer poligonal que ligue X con

-~ rd
X! contera um ponto do 2ngulo, o gue mostra que R

1 e R2 estao

separadas pelo Zngulos

Definicao - Os pontos de Rl chamar-se pontos internos

do angulos e os de R,, externos.

Tcorema li. - Una semi-reta de origem 0, que nao seja

lado do < (a,b), contém sdronte pontos internos ou sdmente pon-

tos externos do angulo.

Seja ¢ a semi=-reta de origem O, que nao coincide nem

. 'com a nem cor1 b , e P um ponto de ce Se © for um ponto interno,

, ’ °
P portencera aos Semi=-planos K e (5 s €, como O esta na origen

P B , ; /
désses dois seni=planos, a seni-reta 0 P pertencera a oL 2 (4

donde

210y 8

i

J

todos os seus pontos sao internos. Se ? for um ponto exter

seni-reta 0 2 nao podera conter nenhum ponto interno,pois,

~ o . 5y .
senno, corio vimos, a seni=reta contera somente pontos internos.

s ~ S & ' L]
Definigao - Uma seni-reta que conten exclusivamente pon
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’Qs internos chama-se seni-reta interna, e uma semi-reta exclusi
vamente cor1 pontos externcs, seni~reta externa.

Nota = Nos teoremas que se segueri, a0 consideradas sé
mente semi-retas internas e externas, tendo para origem o verti-

ce do angulo, razao pela qual deixamos de mencionar a origer.

Teorena 15. = Se A for um ponto de a e B un ponto de b,

3 A & 5 i .
toda seni-reta interna c¢, encontrara AB num ponto interno.

De fato, seja X um ponto de cs« Se 0 e X pertenceren a
semi-planos opostos, conm relagao a A By 0 segrento 0 X contera un
ponto de A B que sera um ponto in=-
terno do angulo, logo, ponto inter
no de A S.

Se X e O estiverem no nesno
seni~plano de origem A 3B, tonare=-
ros un1 ponto interno Z, do segmento

A Ze Se a reta Z X, passar por O,

contera ¢ , e Z sera pontc interno
de A % que pertence a ce. Se Z X nio
passar por 0, pelo pcstulado de
Pasch, encontrard O A ou 0 = en
ponto interno T. Suponhamos que T pertenca a8 0 Lhe A semi-reta c,
nao passa nem por Z, nem por A, nem por T, e encontra o lado A T,

do tridngulo A T Z , num ponto externo O, e o lado Z T num ponto
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tinterno X ; logo, encontrara A Z num ponto interno X, e, como Z

De

;; Interno a A B, Y seré tambén iﬁterno a A Be

| DefinigBo - n semi-retas 81 5 8y seeey an', da mesma ©
" rigem O, esterfo na ordem ( 81 85 «.. 8 ) se a; for semi-reta
F;nterﬁq do.<i (aj " ak) com J < i < k, qualsquer que seja j ¢ k
%diferentes de-i.} A orden ( a. .,; aq ) coincide com ( 8y e an),

2 . n
. como se vé facilmente.

Teorema 16. .- Dadas trés semi-retas a, b, ¢ de mesma o=

= o ) - . A o 4
. rigem O, Se. b e ¢ estiverem do mesmo lado de a, entao ou b sera

 Semi-reta interna do < (ac)mac seri seni-reta interna do < (ab) (1)

Chamarerios de & o semi=planc de origem a, onde estao

’ % 5 . ’
a8 seni-retas b e c; ¢ de {3 0 semi-plano de origem b, gue conten

Sevc pertencer, tambér, o (3 , serda sermiwreta interna
do <i: ab). I caso contrério, tomarenos um ponto A en1 a, e C en
ce Como 4 e C estio en semi-planos opostos, o segriento A C-conte-
rd um ponto da origen désses semi-planos. Mas wia vez que © seg-
nento A C pertenceu todé a A , segue-se que éssé-ponto perten=
.. coa C(,, e:portanto, da senl-reta b, isto é, B & seni-reta intog
~ na do Q:(ac)o

Verios' que as trés seni-retas a, b e ¢ estic nuna das o-

rigens (qbo) ou (acb) o

(1) Se r é a rota que contém uma seni-reta r, T & ori-~
gen de doils sem1-planos. Para evitar rppetigoes inGteis, diremos
que a orlbem désses dols semi=planos é r.
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. Teorena 17. = Se-a, b, ¢ e d foren seni-retas de mesna

origer1 O ¢ se b, ¢, d estiveren de um mesno lado da senl=reta a,

, b, ¢, d, poden ser colocadas na ordern (.a bc d ) .

I. Demonstraremos, prireiramente; gue se a, b e ¢ esti

i . .
terers no. ordenn ((a bec ), e by, ¢c e d na ordenn ( b ¢c d ), terernos

ag ordens (abd) e (acd).

Sendo b semi~reta interna do 4 (a ¢ ), e ¢ interna do
éﬁ( bd ), tomemos os pontos 4 e
C,'respectivamente ¢e B &8 -C 3 ©
R ¢ gegrento 4 C sera encontrado por
b num ponto interno Be. Tomemos unm
ponto D sdbre d. A semi-reta ¢ en
E | ‘contrara o segmehto B D num ponto

2 o
interno que sera o proprio C, se

A o D estiver na reta A C. las, nesse
caso, pelo teorema 5, 08 guatro
pontos 4, 3, C e D estarao na or-

B Fig. 13 ' . dem A 2 C D e teremos as ordens

 (abd).e (acd). SeDnio estiver na reta 4 C, seja E o
ponto em que ¢ encontra B D . Ora, a semi-reta c, encontrando o
lado 4 B-do triangulo A B D, nun ponto externo C, e o lado ¥ D
nun ponto interno E, encontrara certamente A D nun interno F, don

¢ de, c & interna ao <t(ad) .

. Seja agora D um ponto de d, C um ponto.de -] ,'d A un
ponto de o gque podernos supor nao alinhados, Como temos ( a b e ),

a seni-reta b cncontra 4 C num ponto interno B. A ordem ( b.c 4 )
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‘nos indica que b nfo encontra o segmento C D, logo, pelo postula

' do de Pasch, b encontrara A D num ponto interno K, isto &, b é

seni-reta interna de <Xk (ad).

Fie,' i

II. Se tivermos as ordens (abec ) e (acad), terc-
rmos tarbén ( a b d ) e {({bgd) .
| Torerios uﬁ_pbnto 4Lien a e um ponto
D.em d. .Como ¢ & semi=reta interna
do é{( ad 35 6 encontraré.ﬂ D nun
ponto C tal que [ 4 C D ]; como b

¢ semi=-reta interna do(a ¢ ),

o\

b encontrard A C num ponto D tal

que [ & B.C ]; entdo os quatro

pontos A, B, C e D estarao na or=-
-dem [ ABCI)]~0 a8 quatro. seni-re-
tag a2, b, ¢ & d,. na orden [abcd].
III. A deronstragao do teorena segue—so,‘agfra, C or1o

" no teorema L.
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Teorema 18. - Dadas n=l1 semi-retas situadas de um mes-

liesma demonstragao que a do teorema 6.

Corolériq ~ Dadas n semi=retas internas do </ ( ab ),
podemos indicq—las por 91" a2 posey By de um rmodo tal que se ve
:rifique a ordem ( a 4y ees a D ) .

4 !' ] oA °
b T+ Coro ja vimos, chama-se triangulo, um poligono com

E e 9 ° 3 o A Cs ° 1
‘trés vértices. Para indicar o triangulo de vértices A, B e C, usa

Teorera 19, = Un triangulo separa os outros pontos do

plano em duas regildes.

. A k4 o ~ - 9
Seja /A A B C o triangulo ; K o semi=-plano de origem

A B que contén o ponto C ; (30 se-
C/:

mi-plano de origem B C que contén

A ‘K/o semi-plano de origem C A
’ = / ) 4 =
que contem B 3 & (3 e 3‘ 08 Se=

mi-planos opostos a <« , ﬁ e 5”

regpectivamente ; 8 a scmi=reta de

o bl o
t origem A oposta a semi-reta de nes
5 v ’ .
na origen, que contem B, e t a se=
o 3 i, i s
ni-reta de origem B oposta a seni=-
_ ) 7 ,
reta, de riesma origeri, que conten

JIES
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Cologuemos em um conjunto Rl todos o8 pontos do plano

fque pertencem ao rie sIo tempo aos senl=planos o P. e 5” s €,
feﬁ;um'éohjunto R2, 08 outros pohtos.do planb que nao pertencen ao
- tridngulo.
},V" o Vamos-@emonstrar quo'Rl e R2 séo regi5e§ geparadas pelo
ABC .. ’
l) Rl nfoc é vazio, pois,.se tomarmos um ponto E no seg-
menﬁo A DB, e um ponto X entre C ¢ E, X pertencera a of f& N
}fiogo, a R . Dados dois pontos X e Y de R, como éles pertencem a
A (3 e ‘6 s todos os pontos do segmentohx 4 pertencer: aos nes
:!“mos semi-planos. Assin sendo; R €& uma régiﬁo.
a) R, nio é vazlo, pois, o ponto X' , tal que C T Xt,
pertence a c(' donde, X! pertence a Rye
7 Dados dois pontos X' e Y" de R2, podéﬂos supor, Sen al=-
. torar a Wenerﬂliqqde da demonstragdo;, que X{ pe?tence o o (1).
Se Y' pertencer tambén a L' s todové éeémento X'Y! esta
ré.contido en o(’, e, .pois, en RZ_; 'Se Yt pertencer a-'reta 4 I
 gserd un ponteo ‘de s ou de ty; por exemplo de t » O .segmento X' Y!
téré todos 08 seus pontos, com excepgﬁo de Y' ém o(/, e, por-
.tanto, en R2 .

- . ~ » #
Se Y! pertencer a-o{ s nao podera pertencer tambem a

e ’
5! a0 nmesmo termpo. Suponhamos que pertencga ‘a /3 s € Seja Z un

: (1) X' sendo um ponto de R', nao pode pertencer ao res-
mo- teripo a ¢ (> 9.5 « Se pertencesse a "« ., deveria, entao
pertencer a - ou a y . En qualquer dos ecasos, a demonstragao sem=
ria a mesma. Por outro lado, se X' pertencesse & reta A 3, coro
8le ndo é ponto do. trianbulo, deveria ser um ponto de s ou de t,
logo de Klou de (5'
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4

ponto de t,sxcluido o ponto Z, o segmento X' Z estd contido todo
4 . ! / 4 ’
Bn o , e o0 segnento Z Y!' en /3 s logo, a poligonal X' Z Y! esta

i o . ’ 2
contida en R, o Bste conjunto, &, pols, uma regifo.

Fi{é o_:l-l

%) Seja X un ponto de Ry e X! de Ry o Se existir una po
ligonal XBy...k X' que liga X con X' e nao encohtra o tridngulo,
‘seja Bi o primeiro vértice que.néo pertence a R2 . Bi-l Bi nao de
ve entfo encontrar o trifngulo. Ora, isso é absurdo, pois sendo

Bi-l um ponto de Rl e Sy

de R2 s podemos supor, como ante=
riorrente, que bi'pertence a ¢ 2 de modo gue Bi-l s pertenoepdo
a o« , o segnento ?i-l bi encontrara a reta 4 3 nun ponto Z, Eg
se ponto, nao podendo pertencer ao lado A 5, nem coincidir com A
ou 3, serd um ponto de uma das seni-retas s ou t. Suponhamos que
deja unm ponto de te Ei-l e 242 pertencen, ambog a0 Seril=plano
portanto o segnento Eial Z pertence todo a X’ e Do mesma forma,
o0 segnento Bi-l Z esta todorcontido er1 o o Por outro lado, Ei-l

A
pertencendo a (5,;e Z a (3 o Segnento B 1 Z contera um ponto da

=

= o — 4
reta & C., Bsse ponto, pertencendo aos seni=planos o« e Yy s & un
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ponto do segmento L C , que & un la
do do trifdngulo. Vemos assim que R,
e Ry, estdo separadas pelo triangulo
/N L 5 C o 08 pontos de R, chanare

rnos de pontos internos, e, 08 de RZ,

pontos externos. Uma reta, que 80
contenha pontos de Rl ou de R2, cha

na~se respectivamente reta interna

ou reta externa do triingulo.
£ facil vér que tdda reta que encontra un ﬁriﬁngulo nur
ponto interno de um lado, o encontrara, ainde, noutro ponto, pois
'Se ela passar por um ponto do lado ZC, ou passara por A ou, de a=-
cordo cormn o postulado de Pasch, passara por um ponto de 4 1 ou de
A>C. |

Teorena 20, - DExisterl retas cxternas a ur triangulo.
L)

Dados o /N A = C, seja T un ponto da
senl-reta t de origen 1, oposta a
seni-reta de mesma origerz, que con=
térn A, ¢ TV unm ponto da seni=-reta

A 2 A
t! de origem 5 oposta o de mesna o=

& I d
rigeriy, que contenn C, e r a reta por
A o
eles detcrninada.

Usando a nesma notagio do teo=

rera anterior, verios que T pertence

/ ° ’ ~
Fir. 1 a (3 s ¢ T a o , isto e, sao pon




-~ 3] -

X 5 - .
tos externos do 4\ 4 3 C. Ora, a seni-reta de origem T que con-
. ' L3 ’ L3
tem T', possul todos os seus pontos en « , e, a senl-reta opos
, = ~
ta, esta contida en /3’; logo, todos os pontos de r, sao pontos

externos do [ﬁ A B C .,

o o A
Tecorema 21: = Nfo existem retas internas a um triangulo.

- , ~ o
A propria formegao do conjunto Rl rostra que todo pon
o K TR ’ , A o
to interno do /\ & I C e tambem um ponto do angulo 402 « Assin

4 I > ’ y
sendo, se u é uma reta que contém um ponto interno, X do A4 3 C,

>

(Fige 49 ) a semi-reta CX, de origem C, encontrarad o lado 4 L nun
ponto K, e, pelo postulado.de Pasch, u encontrara o lado 5 C ou o
lado K3 do /N K C num ponto M. Suponharos gue I pertencga a

B Ce 0 ponto X' tal yue os pontos. X, M, X! estdo na orden |XII X'
¢ un ponto externo de AN\ 4L 3 C e pertence a u; Pertanto, toda
reta jue contenha wa ponto interno de um triangulo, contera, tén—

, . o
bem, necessarieamente, um ponto externoe.

o g L o
Teorena 22: - Se um poligono 8ilples8 conten um ponto in-

3 Id o A
terno e un ponto externo de un trlangulo; encontrara o triangulo

pelo menocs ern doils pontos.

Seja g o poligono XlXZ...X s Y 0 ponto externc do

1

zf\A 3 C, gque pertence a ¢, € 2 o ponto internoe. roderios supor

» . - ’ G r
gue Y esta no lado Xi-lXi s ou coincide cor um dos vertices, e, %4,

7 o o o ’ ° ° ] c
enm Xj-lhj’ ou coincidindo ccrnn un dos vértices, e ainda 1 < j. Se

i <j, sendo Y externo, e Z internoc, a poligonal'YXi...Xi_1 z ,
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encontrara o “\ A 5 C num ponto, e 2 Xj Zj+1"' Xm Xl e Xi-l Y ,

er1 outro ponto. fBsses dois pontos ndo poden coincidir, porque, en

2, ~ s °
caso contrario, g nao seria sinples,

Se 1 = J o lado X;_; X; contém um ponto interno o um

’
ponto externo do O 3 logo, o segmento YZ contem um ponto do 15,
ponto ésse que, sendo interno a Xi—l X°l s pertence ao poligono ;

"'Xi-l encontrara o poligono noutro

portanto, a poligonal Xi Xi+l

pontoe.

o o » o
Teorena 23. - Se existiren vértices do poligono q =

EAl oo Ap » internos oo triangulo ALC, podererios tomar um ddles,

A

~ o ’ 9 9 'A
s de modo gque nao existem vertices de g, internocs ao triangulo

k
;CAk s nen s§bre os lados CAK e Aku .

Com efelto, as semi=-retas CAi,
Chj cse CAK s de origen C, e que pas
sari pelos vértices de gs internos ao
triangulo A1C, encontram o lado AD
ern pontos Xi » X2 seesy Xm s qus PO

derios ccolocar na orden (Xlxa...Xm].

’ °
Os vertices de q, pertencentes ao

segmento CX, tarmbém podem ser orde=
nados ; seja, entfo, Ay © vértice
tal que o segmento CAy nao contenha

e ° L o
mais nenhum deles. Se existisse um vertice Am interno ao trangulo

5Chy s ou sdbre Ay D , a semi-reta Chp , de orlgem C, encontraria
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0 lado SAk » €, pelo postulado de Pasch, aplicado ao tridngulo
"f;3° lado =X , em um ponto X entre L e X, o que ¢ ebsurdo, en
virtude da crdem (X XoeeeX )
8. Antes de iniciarmos o estudo dos poligonos, é bon re-
4 :

" lembrar que tddas as poligonais, ou todos os poligonos que usarmos,
s@o simples. 4lém disso, suporemos, sempre, que nioc existan trés
 vértices consecutivos alinhados, e, que, COmo o poligono Al AZ ee s
’
_;An € 0 mesmo gue A2 eoe An Al " A3 Ah ese An Al A2 s An Al A2 An-l
etc., poderemos mudar a numeracgiio, Se necessario, e Supor que A1A2

seja um lado genérico do poligono.

3
Teorema 2l. = Dado um polfgono qualguer, g, e sendo 0 un

ponto distinto dos vértices de gy existe uma reta, que passa por O,

~ P4 ’
¢ que nao contem nenhun vertice de ge.

Se ja, con efelto, Al A2 coe Ak 0 poligono q, 0 o ponto

'R . dado ¢ r uma reta gqualquer que passe por O, Sevr nao passar por ne-
nhun dos vértices, serd a reta procurada. Se passar por um vértice,
considerareros as retas Oh, (1=1, 2, eese k ) e; por um ponto de
uria deles, tracgarerios una reta que nio passe por Os Os pontos de en

contro de s com as retas O4y sdo en nurero finlto e poderos ordeni-

~lose. Sejan éles Cl’ 02,..., Ct » nha orden [ Cl 02 e Ct ]. Un pon=-

to X, entre Cj-i e Cj , determina, com O, uma reta que nido passa

por nenhum dos vértices.

Teorema 25. = Se um ponto P for acessivel do ponto C, SG=
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bre o lado Ay _; A; 4O polizcno, B fe A

81

’ ’
o eee An s Sersa; tamben,

5

acessivel do vértice Ay

Seja P 5132...BPC a poligonal que 11
B ga P conm C, sen encontrar o poligzo-

o ’
noe Lizuerics o vertice Ai corl 08 ou

B tros vértices Ak de p. As retas AiAk

o, encontraro 0 segmento 1.C en un

/// nimero finito de pontos que podem
ser colocados na orden [DrDl...DlCJu
Tomerios unn ponto D entre D_ e Co CD
C Al g

nao contém nenhurn ponto do poligono,

porque .C néo contér, e 4,C tarbén

Fige 21 nao contém, pois p & um poligono sin

ples. AiD nao pode conter un vértice do poligono, dada a constru=-
¢do do ponto D e nenhun ponto de algun lado, pois, sindo, existi=-
ria um vértice do poligono no interior do trifngulo, ou sdbre AC
ou CD, o que é impossivel. Logo, o triangulo AiCD nfo contérm ne-
nhum vértice de p , no seu interior, ou sdbre &le prdprio. A poll
gonal j31 oo DrD Ai liga P con Ai e ndo encontra o poligono p ;

~ -~ 4 ° ~
Pe Ai sao, entao, acessiveis com relagao a pe.

Teorena 26, = Se um ponto 2 for acessivel de um vértice

Ay do poligono p = Ay Ay ees Ay s serd, tambén, acessivel de un

ponto qualguer do lado Ai Ai+1 .

Seja P Bl g Jr Di wie polizonal que liga P con Ai sen
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‘encontrar o polfzono, e C um ponto do lado hy by

Swl ® Vamos distin

sulr dols casos:

Aig a) a seni-reta 4y B, e origem 4y ,

4 5 ) ~ o4 1 . .
¢ interna ao angulo Ai-l Ai Bggq e

Br b) a seml-reta 4; D, , de origen 4y,

r

Dg , A ) 3
5 e externa ao anjulo Ai-l Ai Ai+l .

No caso a), as retas C'hk encon

tram o segmento Ai hr
c Al+l
ro finito de pontos que podemn ser

. 4
, rl um nume=

colocados na orden [LrDl...DsAi].Tg

Flo. 22 rierios um ponto D entre Ds e Ai » Os
% ~ , ° o
lados by D e Ai C nao contern nenhun ponto de p , o primeiro por-

= ~ rd ' d &
we L, 3. nfo contém, ¢ o seundo, porgque o poli ono é simples. Se
3 ) 3 .I:) & =

CD possuir un ponto X, do poligono, coro ndo existem vértices de
p no trian_ulo Ai C D, con excecgao de Ai , 08 vértices do se mento
Aj-l nj , ao jyual pertonce X, s2o externos ao referido triﬁn;ulo,
e, portanto, Ai C ou Ai D deve conter un ponto de p, ¢ que sd sc=-

’ ¢ 8 o ’ o °
ra possivel se um dos dols vertices for Ai : neste caso, seria X
urr ponto de A, A, e a senl-reta A A, e origem A, seria
p 3.1 By .1 By oo de iite by 7 s
" ~ " -~ P4
interna aoc angulo A, A, E , contra a hipotese.
= i+l 1 F
No caso b), considerarerios a senmi-reta t, de orizen Ai ’
d . & ’ "
¢ que e oposta a semi-reta de mnesna origen, gque conten by _q o Bg=
sa seni-reta pode conter un ou nais lados de p, mas nenhun dos

o A 3 # I r
vértices désses lados ¢ by s de forma yue, coro a8 retas C fy, en-=

’ o °
contram t em um numero finito de pontos, poderics ordenar ésscs pon
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fos e os vértices que estfioc s8dbre t, e tomar um ponto E, de modo
| que entre E e A nao exista nenhun
ponto de p . Procedendo, entao,
gomo no caso a) , poderos tomar

ur1 ponto D , entre Bre Ai s de no

do que DE , assim conio EC , nao

- A

contenha nenhumn ponto de p « A po=~
ligonal Pu; ees & DEC nfio conterd,

ent2o, nenhum ponto de pe.

Teorena 27. - Qual juer ponto do planoc, gue nao pertenga

¢ e , A
a0 poligono P = A;Ase..h 6 acessivel de um ponto sdbre um lado

de D«

Seja £ un puhto do plano, nao pertencente a Py € Q un
ponto sdbre o lado hAy_q by + A rete PQ encontra o polf ono p, pe~ -
15 menos em Q. Se 0 segmento PQ nao contiver ocutros pontos de p,

0 teorema estara demonstrado. Se o Segnento PQ contiver outros pon
tos de p, observerios gque .ode conter urm ou mais lados de D, alén

de Vérticeg e pontos de outros lados. Caso contenha lados, consi-
dererarnos apenas o8 vértices. lessas condigbes poderios ordenar os
pontos de p que estic no segmento PQ e tonmar um pontco Y, de rnodo

que o Segmento PY nao nmals contenha pontos de p. Os pontgs reY
serfo, entéo, acessiveis. Se Y for um ponto do lado hy 4 Ai(i¥as)

° ’ ° L
ou 8¢ Y coincidir com o vertice Ai s aplicando os teorenas 25 ¢
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= Id ~
26, veremos que 2 € acessivel de Q.

[«

o £ °
Teorernia 28. = Se o poll onoc p tiver um ponto de um la-

£ ¢
do em conua com um ponto de um lado de outro pollijono g, 08 poll-

£onos p e g terdo mais um ponto em corune

Seja p o polisono A Ay «ee A, , g 0 policono 2y By ...

B e ' & .k 1y
- oy (6] Oi X DIl A J.[L

. E =5 °
contrario, podererios supor gue Do € i este jam em semi~-planos

b4 - —
gque tamben pertence a 51 Do e Se a reta

Id
s O Tteorema estara demonstrado. Caso

opostos com relagio a Al A2 s de nodo ainda que 32 8e ja externo
A I n
do triangulo Ay by A5 .
Dividanos a dernonstragfio em trés partes:

la.) Tomerios o vértice 3y « Se by for
um ponto do trian;ulo Ay by liz 5 Ou

° A ’ 2
interno a 810, existira un ponto X ,

£

B, entre L o 21 » © 0 poligono ¢ conte-

s o Va -
ra un ponto interno, X, e un ponto

5 °A Y ~ s \ s

externo D5 s do triangulo Al A2 A5 .

fortanto, a policonal 5 eee 3

L4 o N " A n
encontrara o triangulo Lq Dy b erl

P
rals url ponto. Se Jl for externc, o
se nento Jl 32 conteré, taribér,

mais un ponto do trian-ulo Ly hp bze
Fig} 2l Se ésse novo ponto pertencer a Al A2

° ° a 4 F =
ou a A2 A§ , coincidira éle con Ay s A2 ou A5 o teorema estara
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*‘demonstrado. Suponherios, entfo, que pertencga a g A5 .
2a.) Seja N o ponto de q , que per

A, tence a & A3 . Se o poli;ono g ti
ver um ponto de um lado sdbre iﬁéj’
poderenos aplicar a princira parte
da deronstragaoc e, ou o tecrena c8
taréd deronstrsdo, ou existira un
ponto de ¢ no segmento Al Au .

Suponharios, entéo, que sobre

o e ’
Al A5 s existam exclusivamente ver-

tices de g. Seja B, o primeiro de=

i
les e ue o Ultimo. A reta A, A

153

vide o plano em dols seni~-planos.

di=-

) ’ s , . ' /
Chamarernos de x oo semi=-plano yue conten 4 € ao oposto.-Se
k i P it

- s A ’ ] L o o
“5.1 estivesse sobre fq h5 s unl dcs vertices A ou A, estaria

1 5
. - » %
no se;nento D51 g s contra as hipoteses desta se;unda parte da
denonstragfo. Se *i-l pertencesse a o/ , 8e fosse ponto externo
do triéngulo 4, A, o se mento i, .. encontraria 4. LA

i bS5 v oren 5.1 -4 encen 1 Ao
A2 A3 ou' passaria por A2 . Se fosse um ponto interno ou sdbre o

trifn;ulo, un ponto Y entre 51 e 52 seria-um ponto interno d6§

~ . , H . .
8e trliangulo; e, cono o € externo, a polizonal 5 ;3 «se Y encon

o 3 C kg A - , , n ]
traria o triangulo Ly 4, Ao wE by s by by ou A5° Logo —4 4
/
pertence a of .
o £ o & r .
Considerenos o vertice AM . Pode éle estar cn fiq A5 3

i v »
o O, = Se Ay estiver er1 L. f .. pertencera a 4., 4 ou coln
;{\, . 7( . h- xl 3.5 s 3 € 15 uu Ll
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° ° 2 g2l £ k| =
cidira conm “M' Entao o teorema estara dernionstrado ou Jl vertence

Se Ah estiver en » repetindo a mesma demonstragéo de
o - - . A ) . A
ha pouco, considerando o triangulo n1A5hh er1 lugar do trishgulo
A1A2A5 vererios gque a poligonal 52 oo Qi—l Ji contera um ponto
» o "
de A5 Au s Ou o vertice &y (caso em que o teorena esters derons
trado) ou um pontode un A o Se A estiver em o desde que -3,
. 17 L ’ i=1
’ ’ 8 2 S
estd em of , serl 4 un ponto externo do trifn_ulo bylighy o

° i o 2 °
Seja }e 0 ultimo vertice de q que

- ’, -
pertence a [ A O vertice B3
* 173 * © “e+1l
entac, nao pode pertencer a >OULS .,

’ . N
em casc contrario, seria externo ao

. N " ~
triangulo AIAZAB i e, comoc nao pode

= - . 5 ’
ser 2, (Jg poertence a | 3, € un
! ; ~ . A
Ay Ay oonto interno desse triangulo; logo,
a pollg ,>n£11 ”}O u'e+l s o. ‘_,n = ene on=-
o o 5. M " ;
Fig. 26 troria o tridngulo A1A2A5‘cu U pon-

to de A1A2 s OU en unt ponto de A2n5, ou passaria por h2’ e O teo=-

rena estaria dernonstrado,

pertence, portento, a e se for um ponto externo,

o
e+l

A 0 N . =
ou un ponto sobre o trianjulo Aln5h“ -
(a3

’ X ’ 5 5 ’ - = ’,
podera ser o vertice “e) contera un ponto de A5Ah ou passara por

A w3 - it ) -
o segiento 3. 3 44 (que

v 5 ¢ n r
Au, e o teorema esta dem.nstrado, su sera um ponto de hl“h'

Se for um sonto internos do triangulo A. i hy 2 DOo=
£ O 15“’ £

2
J
e+l
5 = = = , A . A
ligonal 3e+1 Segnt ey encontrara essc triangulo emn un ponto

5 ’ 2’
de n5hh s Ou passara por hu (e o teorena esta deronstrado), ou Se

ra un -)Onto (.le [ ]
3 . i | A L)
L £3 Al e
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%a.) Se g encontrar o trifngulo A. A, A em um ponto

173

. rela segunda parte

do lado Al Ah , considerarernos o vértice A5
~ Id
da denmonstragaoc, ou ¢ teoreria estara demonstrado, ou g encontra-
, " ’ e A
ra o lado Al AS ¢ assinm sucessivamente ate tomarmos o triangulo

£ ’
A 1 Ar-l A, s para o qual o teorema estara completamente demons-

. o ot
trado, sendo An Ai lado 0 polizono pDe

Teorera 29, = Um polfsono Pp= A

1
outros pontos do plano en duas re .i0es por éle separadas.,

A2 A5 alslle An Q1v1de 08 ;

3
Scja r una reta gue encontra o polijono em um ponto e
~ ’ 5 o :
que nao passa por nenhum vertice. LEssa reta, gque existe certanen

, ¢ ’ 8. @
te, teorena 2, encontrara o polizono en um numero finito de Lon

&

tos, que poderios supor na orden ( Xl X2 ese Xh.]' Tomemos P, de

modo que [ P Xy X, ] e Q, entre X, e X, , sendo X, ponto do lz

1

do Aj-l Aj e X2 s do lado Ak—l Ak . Os pontos do plano, que nao
pertencem a p, coloca-los-erios em unm conjunto B,se foren acessi-
veis de ? , e em unm conjunto R!', se ncessiveis de Q.

Vamos derionstrer, en primeiro lugar, que estdo cm R, cu
em R' , todos os pontos do plano que nao pertencern a e

Com efeito, qualquer ponto T, que néo pertence a p, &

acessivel de X, (teorema 27). Seja T By ... H,X, uma polijonal
esta nun dos semi-planos cu-

que liga T comm X 0 se;zento Dr X

Il a4
s g , . L’ .
ja origeri e a réta gue contern o lado a gue pertence Kl.

S . R ° 2y
ros que. essa polijzonal este ja no mesno semi-plano em gque csta L

Suponha=

& ,
As retas P A (k = 1,2,...,n) encontran o se mento jr X, eu um nu

k 3l
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mero.finito de pontos, gue podemos colocgr na orden [BTY1Y2 ;;;
'¥8Yl]. Tomemos um ponto D, entre Y, e Y; + Repetindo o racfocinio
. gque ja usamos varias v8zes, vemos que P D ndo contém nenhum pon-
o de ps logo a poligoﬁal T Bl cos Br D P 1iga T com P e nao con

tém pontos de p, isto &, T ¢ P sfo acessiveis,

E-fécil, agora, denonstrar que R e R!' sfo regides.

Sejam X e Y dois pontos de R. Como X e Y sao acessiveis
de P, X e Y seréo acesaiveis entre si. A demonstraglio para R!' &
.82 mesma, bastandc trocar F por Q.

Se X for um ponto de R, e X! de R!', cormo X & acesafvel
de-P, existe uma poligonal PBy...B X que nio encontra o poligo-
Noe Da mesna forme, sendo X acessivel de Q, existe uma poligconal
CX'Cy ees Gy Q, que nao encontra o po}igono. Seja X Dy .. D_ X!
;qualquer.poligonal que liga X com X', O poligono g PBy wee B XDjees
DtX'Cl...CsQ » (que suporerios simples) encontra p, no ponto X, de
lado P Q, logo, pelo teorema 28, ¢ encontrara p eon mais um ponto,
Esse pogto, nao podendc pertencer as poligopais PBlf'?DrX ou

4 - fa} > > - D
XC 02 veo CS Q e um ponto da poligonal XDl...DtX' .

~ I
Teorema %30: - Tode reta cue néo passar por nenhum ver-

} ' )
tice de un polidono, P = AlAZ es e An s encontra=-o erl1 um numero

par de pontos (0 incluido).

A reta r divide o plano en dols seml-planos o e (3 « O
~ ’ o
vértice A;, ndo pertencendo a r, estarf em um désses dols semi=
: .
planos. Suponhanos que esteja en « « Sec 08 vertices Ag’*"’An per

£ [ » ~
tenceren a « , O poligono tera zero intersecgoes com areta.Emcas
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; ’ o - o 4 o ’
Pntrario, seja a_ o primeiro vertice gque pertence a &+ Cono A

g s-1

- » S
srtence a o, a reta r encontrara o 1ado hy_q Ay do polisono en
: 2 o .
pontos. Se acontecer yue todos os vertices a partir de As s €8S=
tejan en /3 s entdo i, Ay encontra

» = <
ra r em-nais um ponto, e r e o poli

e, :_ ‘ | gono terdo dois pontos de encontro,
‘25  , @' Se, a partir de s existireng ainda,_
fA‘ T o vertices que estio em X , seja hy o
ki 1€t <n g primeiro que pertenca a =x.; At-l es
il" ; tara en [3 e hy_q by conterd um pon
. to de R. Se At—l peeey An esti-
';Eiq. 27. - verenn ern o > An Al contéré mais

) = ~ »,
Teorena 31ls. = Um angulo <L (a D) gue nao contén nenhun

, ° £ ’ :
vertice de um poll;;ono, encontra=o erm um numero par de pontos,

A derionstragio é a nesma do teorema anterior, sendo su-
ficiénte substituir cs semi=-planos <« ¢ (3 pelas re;ldes dos pon
tos internos e externocs.,

Definicfio: - Unm vértice Ly de um poligono chema-se pro
jetante, se existir uma reta que encontra os lados Ay _q Ai e Lghg

+1
e nfo contiver nenhurm outro ponto do poligono,
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. ¢ o s
Teorema 32. = Erm um poligono existe sempre um vértice

projetante.

Seja by Ay eee A O polfzono, e r uma reta que passa
por um ponto X de um lado, e que, porém, néo contém nenhum vérti-
ce do poligono. 4 reta r encontrara as n(n-1)/2 retas determina-

. das pelos vértices em um numero finito de pontos Xl X2 coe Xm 5
que podererios supor na orderl Xl X2 ces Xm ]. Tomenos um ponto
0 en r, de modo que Kl esteja entre 0 e X .

As seni-rctas de origem O, gque passam pelos vértices,
contém, cada una, un 80 vértice, pois, se contivessem dois, por
exemplo A; e A, , a reta A; A, passaria por 0, e 8ste coincidi-
ria com un dos pontos Xj (1< 3€ m), oque é absurdo, dada a
sua construcao. Observesos, ainda, que se a reta r encontrar um
segrento Ai Ak 3 encontra-lo=-4 em um dos pontos X,

Chamernos de a, a Ssenmi=-reta de origem 0, que contérm os
pontos Xl,Xg,...,X:.1 s As senmi-rectas, de origom 0, que passan pelos
vértices do polfgono ¢ que pertencem a un mesmo serii~plano de ori
gern ry, ¢ a seni-reta a , podem ser ordenadas..Suponhamos que este-
jom na orden [ Qgess 2 ] « Da mesma forma, as seni-retas, que
pertencem ao seni-plano oposto, podem ser colocadas, com a, » ha
ordem [ a, bl oo bt ].

Considercrios o <i ( a, by ) « O segriento cujos extrerios
sfio os vértices do poligono que estdo nas semi-retas a, e b, ,

. ' d o ~
encontra r numn dos pontos X, pois 6sses vértices estao em lados

K3 P 9 o
opostos de r o Assimn sendo, a, © semi-reta interna do <q:( a, bt)'
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Raciocinando do mesmo modo corr as seni-retas b.(j< t) vemos que

. ~ o & 2
tamben elas sao internas ao <i'( a, bt ). Estando cada vértice do

poligono numa Sexi-reta a5 Ou numa semi~reta‘bj s todos os vérti—_
ces sao internos ax><¥ ( aé bt ) , com excegio dos dois que perten
cern aos lados do dngulo.

Seja Ay o vértice sdbre a, » Vamos deronstrar que éle &
projetante.

Tonemos uma gualguer sermi-reta s interna ao ﬁ:(ae 1 ae).

, ~
Se 8 encontrar o lado Ay A .4 , Ggses dois vértices estarfo em la-

e

dos opostos § , portanto, k=i ou k+l=i , isto e, o lado encontra-

ol n " o » ~
do por 8 sera Ai—l Ai ou Ay A, . Bsses dois lados, porer, sao

i+l

efetivamente encontrados por s, pois, tanto Ai-l e Ay, guanto

~ b4
Ai e Ai+l » es3tao cm lados opostos da reta que conten 8 .

., -~ 4 Id > o =
Observagdes: O vértice Ak sObre by © tambem projetante.

, © R, as rezides do plano sepa-

radas pelo poligono p=Al A2 ees Ao Numa delas exister retas cu-

Teorema %3, =Scjam R

n
~
e

o ' A - ~ .
jos pontos pertencem todos a regiao, e¢ na outra, nao existen.

n A ’ ° . |
arl1 A; e Ak o8 vertices projetantss de p, construidos

> o ~
no teoreme anterior. O ponto O nele ja usado, nao pertence ao po=

[P

a
e

Ll o

ligono, lozos pertencera a uma das regides Rl ou Ra « Suponharios
e L3 Long : °

que pertenca a Ry » Os vértices do poligono sio todos pontos inter

n 3 o -3 A

nos do éngulo AkO A, o+ Assim sendo, qualguer semi-reta externa de

i
’ b o o
Se &ngulo, tera todos os scus pontos em Ry e Seja t uma seni-reta
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A e » " < A
externa do angulo Ak 0 As 5 Que esta no semi~plano de origem O Lys

» - o
~ er: que esta Ai. L seni-reta oposta
de t, estando no semi~plano oposto,
I o~ s
tambén nao tera nenhum ponto do po-
£ ’ ,
ligono. A reta t que as contem, ¢

entdo uma reta cujos pontos perten-

tele

cern todos R

l L]

Suponhuamos gue exista una re-

ta r, exclusilvanecnte com pontos de
o - - ’
Fig.28 R, « O segmento OX contera, neces-

bt o 3 o 2 4 2
sarianente, pontos de p , pois, em caso contrario X pertenceria a

Rl (1). Sejam,Yi,YZ,...,Yk os pontos de p, soObre o segmento 0X, que
adnitirenos na orden [ Yl “va Yk J . Derionstrarerios que k é um nt-

mero impar.

N,

De fato, corio O pertence a Rl s Se Z1 for un ponto en-

tre Yl Y2 » qualquer poligonal, gue liga 0 e Z1 , encontrara o po

O

(4 L & o € .. °
ligono, logc, Zl pertencera a R2 e« Com o mesmo raciocinio, aplica
R Z 5 Z 1 ponto entre Y ¥ 1o ue Z
do a 1 © o s gendo 5 W1 pon entre ¥, o 3 veros que 4,
- a P
pertcncc o Rl e assinm sucessivamente, de nodo gue, se entre 0 e Zi
% - ’ & & o o
existir um numero par de Yj , Zi pertencera a Rl s € Se existir unm
s N S
nimero impar, Zi pertencera a d2 . Como existern k pontos Y entre
2 » . ° , ¢
Oe X, e X e un ponto de R2 s Veros assim que k e 1nmpar,.
s ; 4 o o , (3
A seml-reta X0, de origem X, contem, pols, um numero 1ri=

par de pontos do poligono. Considerernos uma semi-reta 8 , de r ,

P4
passe por ver

£

(1) Poderos sernpre supor que a reta O0X nfo
tices de p




= lpfies

k £

conn origem X. O ﬁngulo<%(rs) contém, pelo teorema 3, um nimero
par de pontos do poligono, Ora, como r tem un narero {mpar'de pon
‘tos de p , 8 também contera unm numero impar de pontos de p, isto

=kl ~ ~ LY
6, pelo menos 1 . A reta r nao contém, entfo, somente pontos de

26

0~0~0~-0~0=0=0
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caPITULO II

CONGRUBNCIAS

3 . Z o
ls O terceiro grupo de postulados, ern numero de cinco,

’ - - o
e chamado grupo dos postulados da congruénéia, porque introduz a

~ ~ = A
nogao de congruencia de segmentos e de angulos.

III,l -t

EIL,2 -

111,53

II1,L

i

11,5

~ -~ n

Sao eles 08 seguintes:
Dados dols pontos L e B e uma geni-reta r', de origenm A',
existe, na scni-reta r', um ponto 3' tal que o segrento

=y 4 /. L
AB sejd congruente 2o segiento A'B'. En simbolos,

Cae

Se AB= AL'D' e A B= A" B" , segue-se que AWB'= A" DB" . _
Se LD e BC foreu dols segmentos de uma reta r , senn pontos
comuns, e A'B' e B'C' dois segrentos sdbre a meéma reta,
ou sobre outra reta rt, ta ribénm sem pontos coruns, e Se

AB = AYD' e B8C = B'C' , teremos, AC = A'C' .,

Dado unm ﬁngulost’(a,b), uria seni-reta rt', de origen 0!,
urn seni-plano de origem r', existe, nésse semi-plano, una
e ua 8O seui-reta b', de origem 0', tal 1ue<¢ 'b)"
(a'®'). Cada angulo é congruente a si mesmo,

e nos trifngulos 4ABC e A'S iveriios a sruéncias
S trifngul 5C A'BIC! ¢ riio8 as congru

- ‘ " 9 N - cn s
A BZ A'B! , AC T A'C' e BAC = B'A'C!', valera secwpre a

—
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A 2 iy
congruencia ABC = A'B'CT

Na aplicagao do postulado III,1 podemos nos exprimir

-:mais simplesmente dizendo : transportenos o segmento AB slbre a
. semi-reta de origem 0O' , Da mesma forma, gquando usarros o postulg
do III,l;, usaremos a frase : transporterios o ﬁngulo‘<ij a b ) na
‘semi-reta r'vde orfgern 0' e no semi-plano dado.

O postulado III,1 permitec o transporte de segmentos e o

. III,l,0 de dngulosjo I,3, a adicionabilidede, e o III,5 liga a no
' gao'de cohgruéncia de segmentos com a de Angulos. |

Ve jamos algumas consSequéncias iﬁediatas désses postula-
dos:

y > AN A
1) No postulado III,5 temos tamber1 ACB= A'C'B!,

Basta trocar a ordem das congruéncians AB= A'B!' ¢ ACZ
A'C' , que a conclusfio se segue do prdprio postulado III,5.

A ° £ ’ °
2) 4 congruéncia de segmentos & reflexiva, sirmetrica e

transitiva.

Reflexiva : Transportando o segricnto AB sdbre a scmi-re-

ta r' de orfgem A', teros AB = A'L' , Aplicando o postulado IIL23s

congruencias AB= A'B' e AD = A'B' , venn A'3!' = A'B',
Simétrica : Como, pela propriedade reflexiva, A'B' = A'DY,
‘de AB =z A'B', vira, aplicando III,2, A'B' = AB,

Transitiva 3 Se AB X A'B'Y e AMB'= AW BY" , teremos, pe

° ° » o ~ o T —~——— [ = P vyl i
la propriedade.simetrica, as congrucncias AB= A'B' ¢ 4" B"= LB,

de onde, pelo postulado III,2, A'B!' = L" 3"

» °
%) 0 transporte de scgaentos ¢ unico.




v
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A unicidade do transporte de seguaentos implica, pela,

$ it ° ° ° ° (e
convengao que fizemos, na unicidade do ponto B! cuja existéncia ¢

"postulada em III, l. Suponhamos que o segmento AD, transportado na

seni=reta r', de orfgem A', dé dois pontos B' e B" tais que

AB== A'B' e 4 B = AYDYW-,
’ o . A
Tomando um ponto C, fora de A'B', terenos, nos triangu-
'\ T T3 7 7 —— 3 Ty I . T 7 e— "‘
los A'B'C e A'O"WC, A'B' = A'BM , A'C' = A'C' ¢ BrAY C =B"i'C

de onde, por III,5, ven
L' C B = 4' € B,

cr1 contradigfio com a unicidede do transporte de angulos, exigida

por III,l.

Fig. 29

lie Se C estiver entre A e B, §' entre 4'e B'e se tiver=

s S e » y =
mog 43 = L'B' e BC = B!'C', terenos, tambem, iC = 4'Ct

Suponhecrios que 4C no scjo congruente a 4'C'. Transpor-

tandc, entfo, o seguento AC na seni-rota C'A', de origenn C', e que
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& oposta & seniereta de origen C!', que

contém B', obtererncs um ponto A" tal
que AC = A% C', Mas, AC e C3B nfo tén
pontos comuns, assim como AW CY' ¢ Cf

B , e, por hip6teses LC E A" C' e

BC = B'C'; logo, por III,3, 4DB= A D
e, como ABF A'3', o transporte do

o e 3
Segmento ADB na seni-reta de origen

° - Yy , ~ Vi d “
x 3%, que conten C', nao e unico, ©
que contradiz a observagio anterior.
¢ B for un ponto interno do seguasnto A e se LABZ= A'D
Se¢ 3 for ponto inter d iy to AC, se ABZ A'D!
P ] o, S ° n ™ ’
e AC = A'C', entao, scndo ' um ponto da semi~-reta A'C', 3' sera
’, . .
tamben, ponto interno do segmento A4'C!,
De fato, se 3" fosse um ponto externo do segmento L'C?,
e ) o N - o /.
angportando s&'3 o semi-reta de origem C, oposta & seni-reta CLA
transportando aA'B! na semi-reta de orig s O .
obteriaios un ponto D, tal que C'.i'= CD, e, corio AC? e C'u! nao
o rd ~ o
tér1 pontos cormums e 4C e CD tambén nfo, teremos, aplicando III
I 2 E » »
L D= A'3', on contradigfo com a unicidade do transporte de segrmen
509«

§ .. 85 ™ o A r
2+ Definigao. Un triangulo L3C se diz congruente a un

trifngulo A'B'C', en sfmbolos A 43C = /N 4'B'C', se e sdmente

Se:

=
L
3
-
Q
(l
o
G
e
Q
H

. BIC!
L 5 LYer o

A e ~ . =
B AC= B'YA'C'" , 6 BC a1613

P

~ S ~ o t'd
Observacaos:s Vimos gue a congruencia de segmentos e refle
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xiva, simétrica e transitiva, mas, quanto & congruéncia de angulos,
sabemnos apenas que é reflexiva, pelo postulado III,l, de modo que
de{(ab)f {(a'b'), nao se segue, por ora,ﬂ/(a'b')z <,/V\ (ab) .
/ ,

Como a congruencia de triangulos foi definida por meio da congruﬁg
cia de segumentos e de &ngulos, de /\ ABC = /\ A'B'C', ndo se segue
entdo, ainda, que Z& A'B'C! = ZX,ABO . Nao podemos, portanto, fa=
lar de trifngulos congruentes a nao ser depois de demonstrarros as

o

propriedades simétrica e transitiva da congruéncia de angulos. En-
quento isso nfo for feito 86 & 1icito dizer que um dado tridngulo
ABC & congruente a um dado trifangulo A'S'CY .

Definigﬁo. Uma triangulo com dois lados congruentes cha

ma-se 1sdsceles, Os fAngulos opostos aos lados congruentes, angulos

~ ~
da base, e o0 lado comunrl a €88es8 angulos, base.

Teorema 1: - No triangulo isdsceles A& 3 C, se 4B = BC,
CAE3=¢3a4a.
° o A -
C Consideremos o8 triangulos A_C
e ACB, Tenos g
AB=DBC, BC=A e 4LOC= CBA
N o A '
logo, por III,5 vem CAD = CoOA

Como de III,5, segue-se, também,

A B CBA =CiB, a congruéncia dos angu-
‘ los da base de um tridngulo isdsce=
les & simétrica. Podemos, entdo, e-

Fig. 31 nunciar o teorema do seguinte modo:

o A ° o 1
"nurt trifingulo isbsceles os angulos da base sao congruentes”.
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. A - N
Teorema 2: - Um triangulo ABC é congruente a um trifn-

gulo A'B'C!', se 4B = A'B' , AC = A'C' e DBAC = B' A' C' (12 caso

de congruéncia de tridngulos).
Sendo AD = A'B', AC = A'C' e
BEC = B'A'C', segue=-se pelo poxtula-
do III,5, que A = C = A' B' C!' ¢

£ 8 B3=nav 8 B, O teorema estara

entao derionstrado, se provarmos que
IC = B'C'. Se Bcﬁ B'c' (1), o seg-

mento 5C transportado na seni=reta

B'Ct, de orfgem B' da um ponto CM,
Fig, 32 diferente de C', tal que BC= BICH ,
Como AB = A'B'y, 40C = A' 8' D e 3BC = B'CM, resulta em virtude de
111,5, que BRC:E-E'A'C'k Ora, sendo ja B A C congruente a B'A'CY,

chegamos a uma contradigac com o pestulado III,L, que afirma a uni

cidade do transporte de &nculos.

g B A 14 ot s
Teorema 5: = O triangulo L3C e congruente ao triangulo
A'B'C!' se AD = A'8!' , BAC= B'A*C' e A DBC =AY BroCr,
Se 3C n2o for congruente a B'C', transportando BC na se=
° - £ ™ . oy o _— T
mi-reta 5'C' de origenm DB', obtererios a congruencia BC = B'C" , las,
° , 4 AT — b A —
por hipdtese, temos, tamben, A3 = A'B' e AflC = A'B'C', de onde,
- — R o A — Sr e
por III,5, BAC = Lt4A'C'™, Ora, como B A C = BYA'CY', por hipdtese,

~

o transporte de angulos nio serd Unico, em contradigio com IIIL,l,

(1) C f-BTC' significa que BC n&o & congruente a B!C'.




-.55..

Sendo AB = A'3' , BC = B!C! e Al

rema 2, A ABC = & Ar131Cr

Lo
&
I

A'B1C! ven pelo teo

Fire 33

Definicles: Un ﬁngulo se diz oposto pelo vértice a outro,
S Slos Blueren o yirtics SoMEn os lados dois a doils pertencentes
a uﬁa nesma retaes Se un ﬁngulo for oposto pelo vértice a outro, es=
te serd tambén oposto pelo vértice ao primeiro. Direros, entfo, sin

~ [ o
plesmente que &les sfo opostos pelo vertices.

Teorena s = Se A B ¢ A4t Bt ¢!, o dngulo ¢ 5 D, adjacen-

te ao primeiro, é congruente ao angulo C! 3'D', adjacente ao scgun-

do.

Torierios os pontos A,At;, C,C' e D,D' de modo que

A = 4'2' , DBD= B'D' e DBC = B'Ct ,

" & - a = 5
Estando o ponto D na seumi-reta de origem B, oposta a seni-reta L.

a o B .
e D' na seni-reta de origem, oposta a seni-reta B'A', os seguentos

AB e 3D nao tém pontos cormuns, bem como A'L! e DBD!
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Entao, por III,3 segue=sc
AD= A'D' ., (1)

Nos triangulos ABC e A'Z'C! te=

nos ADC = A'8'Ct, ABZ= A'3' e

i~y
&

¢ F 3'C', de onde, pelo teorena

/\ ABC = /\ A'31C' , e, entfo

s

BAC = BYigr e AC=E ANCQY. (2)

ing, de (1) e (2), segue=se que /\
/N LCD = /\ A'C'D' , de onde

Fig,o4
=l ADC=4BICY & C D= C'DY,

e, como BD= B'C', segue-se, pelo teorema 2, /\ BCD= /\ BLB'C'DI ,

tste 6y C 0 D,= gr3ipt ,

Teorena 5: = Se o0s 2nzulos A{T(ab) e <Y (a'b') sac op

’ . ~
tos pelo vértice, entaO<1:(ab)-;'<i (2'bt),
Sejan a,a' e b,b! as semi-re-

A
tasd opostas. De acordo com o postula

a" | ’ do IIL,l
. 1 = 1 °
| 4 la )= F (0 o)
b Q )
e COHO‘ﬁ:(ab) e adjacente ao §<(ab?)
e o <¥ (a'b?) & tambén adjacente ao
: Fig, 35 «i (ab'), teros, pelo teorena I,

<‘[ (ab) = 4 (a'b!).
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Exaninando a demcnstragao, vemos que ela poderia ser efe

- tuada de modo que resultasse

2 (a0 = 4 (a0) '

9 ~ - ~
Assin sendo, a congruencila entre angulos opostos pelo
4 ’ , ° °
vertice e simetrica, o gue nos permnite enunciar o teorema da se=~

e , > , . ~
guinte forma: "Angulos opostos pelo vértice sic congruentes.”

Teorena 6: - Se b for una semi-reta interna do (ac)

e a'b'c! seni-retas da nesna orfger 0', tais que b' e ¢! ecstejanm

do mesrio lado da reta que contém a', e ainda

A (ae) =4 (ate?) , <f(ab) =g (at') ,

~ -, o 0 £ 8
entao b' sera seni=reta interna do <;(a'c').

¢

Sendo a seuni-reta b, interna ao
o) (ac), A um ponto de a e C um pon=

& ’
to de c, a semi-reta b encontrara o

A segrnento AC num ponto interno B. To
AL °
C menos8, sobre a'b!' e ¢!, respectiva=-

mente, os pontos At, B', C!' de nodo

; 3
(3 que
1) b‘ . 1 Ty e = o~
0 por 7 OA = Q'A' , O3 = 0'B! ¢ OC = 0'C?,
Fig.36 Aplicando o teorema 1 aos trian=-

. o A
gulos 04D e QM'A'B' e aos triangulos
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Ly ~ o pioed e we
OA B — O!' 4" B , AB = A'B!' ,

oAc = or Ar' cY , AC= aArCY

~ » ’ o . ~ o

Corio o transporte de angulos e unico, as congruencias

B ~ AN ~» — I 2

=0' L' D' ¢ O A C= 0' LY C' mostram que as semi-retas
- . ¢ 5 ’, ~

A'B' e A'C!', de origem A', coincidem. O ponto B! e entao um

ponto da seni-reta A'C', llas, sendo D interno ao segmento AC, ADBZ

1
i
|=8)

e AC = A'C', de acordo com a consequéncia lj dos postulados,
- 2’ s . n ° ’
BY e um ponto internoc do segmento A'C'. Daqul se segue que b' e

semi=reta interna do«<T(a’c').

“~
Teorema 7: =~ Se a,b,c forem tres semi-retas, de origem
. e ° : < o
Op ¢ a' , P! , ¢! , tres semi-retas, de origem O'!', e tais que b,
c e b' ¢! estejan contemporancamente do mesmo lado, ou de lados di

ferentes de a e a', respectivarente, se

Y (ev) = < (ap?) , J(ac)= .{(a’c‘) :

f terernos
b
-<ij(bo) E;-ﬁi (blet) .
[' En prineirc luger, suponharios que b e ¢ estejan de um
] resrio lado de 2, assin coro b' e ¢!' de um nmesmo lado de atl .

Estando b e ¢ de um nesmo lado de a, 8aberos que uma de

las, por exernplo b, e serni-reta interna do angulo (ac)e Se tonap

<
& ’
108 e a e ¢, 08 pontos A e C, a seni-reta b encontrara AC , en

0

unn ponto internc B. (Fig. 36 ) Se A'B!C! forem pontos de a', b! e
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¢!, respectivamente, e tais que

QA= 0'A' , OB = O'B!' e OC

Hi

GreT -,

Rl

resultaré do teorema anterior, que
AB = A'BY , AC= A'C' ,

g que B' sera um ponto interno do segmento A'C'., Pela consequén=-
cia l} dos postulados, terenos
BC=Brer

o o ~ A A
e, pPelo teorecma 1, aplicado =os triangulos OAC e O'A'C!

0C a = o8 s

entao, pelo mesno teorema 1,

[\ ozc = A\ osrct,
de onde

<§’ (be) = if (btet) ;

Suponharios, agora, Jue b e ¢ estejam en lados opostos
de a « Pclas hipdteses do teorcinm, L' e c' também estardo en scrii-
planos opostos em relagfio a a's Chemando de ¢ e ¢! as semi-retas
"bec estarfio no uesmo seni=planc de origen a e Db!' , c! do mes
mo lado de a' .

(ac) & adjacente ao <j(ac) e o J (a' c') adjacen-
te ao <§’(a'c'). Como por hipbtese, <I%ac)'5'§((a7c?), teros,



o\

Fi{g .37

~espelo que‘jé foi deronstrado,

< (v2) = §(<b'a‘v) :
Mas, © {¥ (be) & adjacente as g (be) e o 41 (b'¢') adjacente ao

< (b* ¢')y logo, de novo pelo teorema li,

4(‘oc)_—f§( (bte?)

Teorema 8: = Se b for uma seni=reta interna do gf(ac)

o I o o
3 e se i((ac) = %L (a'c'), existira uma e una 80 seni-reta b', inter-

na ao 4¥(a’c'), de riodo que

L (ab) = L (atp?) ,
ﬁk(ac)ggxi/(a'c') .

~ - o % 3
Transporternos o angulo 4; (ab) na senmi-reta a' de ori-
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T

° ,
gern 0', no mesmo seul-plano em que esta c'. Obteremos uma e uma s0

seni-reta b' tal que

g (ad) = L (a') ,

-4 2 ] 3 3, T
e, velo teorema 6, b' & wia senmi-reta interna do (a''), Mas
? & 3 >

corio ﬁ((ac)gz,if(a'c'), tererios, pelo teorema T,

4QT(bc) 3547:(b'c') .

= S ~ ~ ’ ~
%« Definicao. Angulo reto e o angulo congruente a um an

o ~ £ s
gulo adjacente a ele proprio.

° ~
Teorena 9: = Existem angulos retos,.

Una reta r divide o plano ernt doils semi=planos X e/? s TO

rmermos ur ponto 0 sdbre ela ¢ seja a uma das duas seml-retas de o-

‘ e
rigernn 0, e, a a senil=reta oposta. No
3 seni-plano o , tomemos uma semi-reta

b de orisem 0., Transyorteros o-jﬂbc)

A, ° °
A o€ " sobre a sSemi=-reta a no seni=plano .

Obteremnos uma seni=reta c, tal que

4/(ab)f {(aC).

Tomemos um ponto B na seni-reta

b e unn ponto C em ¢ tal que
03 = 0OC.

. =5 ° £
Estando os pontos U e C en semi=-plancs opostos, de ori=-
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gem r , o 8Segrento 1C contera um ponto A da reta r , © qual Der-
tenceri a a , & , ou coincidird com 0 ,

Se o8 pontos B, C e O pertencerern a uma nesma reta, os
ﬁngulos-ﬁﬁ(ab) e'<#;(ac) serao adjacentes ¢, em virtude de (1) o
‘A-<t (ab) sera reto.

Se A pertencer a a , /\ OAB = /\ OiC , pelo teorens 1,
| pois,' 0B = oC, B0A=C0A & OA= 04 . Entio, OAB = OLC e DL &
retos |

Se i pertencer a a, coro o (& b) & adjacente ao < (gb),

e %((5 ¢c) adjacente ao %:(ac), e é{(ab)j; i((ac), segue=-sc pelo

teorena l,

4;’(5 b)EE&i(E 3

. e o A @
e, pelo que ja foi denonstrado, OR3 é reto.

* Teorera 10: - Sejan J(ab) e X (ab!) dois angulos retos

corn um lado cormun a, de modo que b, b' estejam do mesmo lado de

2. Entio, b e D! coincidemn.

Chamenos de a a semi=-reta oposta

de a. Se b e b' nio coincidirery, b!

(o
& -

sera seni-reta interna ou externa de

4{ (a,b). Suponhamos que seja inter=-

¥

na do‘q:(a b). Ora, 0<§:(ab) & reto,

Oy
Q

assin cono o gf(ab'), de onde, por

definigao de aAngulo reto
Flr’;o % (ab) E ﬁ:(a -b) o

L(ap) = L@ ). (1)
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Como b' & semi-reta interna do-<((ab), de (1) e do teo~

rema 6, Segue~se que b! & semi=-reta interna do X (& b), o que :
. absurdo, pois, uma semi-reta nfo pode ser interna e externa do

B o $
| resmo angulo.

Teorena 11: = Se < (ab)= K (a'b') e o A (ab) é re=

‘jAto,'bvgi(a'b')ré também reto.

Sejam B e B! respectivamente as semi~retas opostas de

“. - ' A.‘ " . -

i “b e b , e tomemos, sobre as semi~retas a,b e b , os pontos 4,
o ~ ™y o o

C,B, e sdbre a'y b' e B' o8 pontos A', C', L' respectivamente,

de modo que

O == Q%4 OB = 0tBY "¢ OC = O'C} _,

Como Oh e 0B n@o possuen pontos internos comuns, as

8im como O'A' "e O'B', vem, pelo postulado III,3 :
AB = A'B!

Comparando .08 trifngulos OALC e OC3, vemos que OA= O'A?Y,

-~ N 5
OC = 0'C!' o AOC = A'0'C!, onde, /\ "~ 0AC = /\ 0'A'C', e, pois,




.
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R e—

AC = BC (2)

Considerernos, agora, os triangulos O0A4AC e O'A'C'. Sendo
OA = O'A' , 0C Z0'C' e COAzZ C' O'4', segue-se, /\ oac =/\orace,
e, por conseguinte,
L CZ= A'CY e OAC=_0'A'C' , (3)

Sendo AC = A'C' e OAC = 0'A'C', como ja vinos que

AB = A'B', temos /\ ADC = /\ 4'B'C', de onde

BC = BICY - (4)

Mas, de (2), (3) e (4), isto &, de AC = BC, AC = A'C' e
BC = B'C', resulta
AX*' = B'C! ;
portanto, o triangulo A'i'C' & isbsceles, e pelo teorema 1 ,

AT BUL. QY= RBY AT G-,

Comparerios, entdo, os trifngulos O'A'B' e 0'3!C', Teros
O'A' = 0'B' , A'C''= 13'C' e A!' B1¢' = Bt A' C', de onde,

/\ otarcr'= /\ O'BIC' , e, portanto,
At 0. 0t = oo B,
ou seja, A'0'CY, que & o ﬁ:(a'b'), & reto.

Teorema 12: - Todos o8 dngulos retos sao congruentesS.

Sejam‘<j(ab) e §I’(a'b') dois angulos retos. Transpor=



- 65 -

tando o <{ (ab) na semi=reta a' do mesmo lado em’que esta b', obte

remos uma Semi-reta b" tal que

<L (a b) = 4 (atb"), (1)

3 . s ,
e, sSendo ﬁt(ao) retc, o f{(a' b"), e, tambem, reto pelo teorena
anterior. Mas, corio o < (a' b') & também reto e b' e b" estao do
2 /
mesrio lado de a' , pelo teorema 10,b! e b" coinciden, e onde, por

(1).

L (a b)= L(a'd?) .

Definigéo: =~ Sejam a e b duas retas que se encontreanm
no ponto 0, a'!' uma semi-reta de origem O, contida em a, e b' uma
seni-reta, de origem O, contida en b. Se o </ (a'b') for reto, di

remos que a e b sao perpendiculares.

Teorema 1%: = Dados o ponbo A e a reta e existe.uma ¢

uma sd reta b, perpendicular a a, que passa por A,

Ja vinos, no teorema 9, que e
d ) N '
A zzistem angulos retos,

- Se A pertencer a , transpor=

tando um angulo reto en qualguer das

0 c
b semi-retas de a, cuja orfigem e 4, ¢
) . em qualquer dos semi=planos de ori-
gen a, obtereios uma e uma sb seri=
Fige. 41 ' reta guc forma com a semi-reta dada

um Angulo reto. Se b for




i < ~ . *
ni=-plano de origen £ 5 que nao contem o ponto A. Obteremos uma se

. mi-reta g sObre a qual tomaremos um ponto B de rodo que

. "6!4»“

’ ~ 2 » =
a reta que a contem, a e b serao perpendiculares, e b e a unica

N U}

perpendicular & a que passa por A,

Se. 4 nfio.pertencer a a 5 seja O um ponto qualquer de a |
e ¢ uma das seni-retas, de origem 0, contidas em a. Chamemos de |

d a seni-reta OA, de origem 0, e transportemos o <{(cd), no se-

OA= OB ..

Repetindo a denonstragﬁo do teorema 9, obtererios, Ccomo
resultado, que a reta b determinada por A e B, é a perpendicular
e g3saas

i unicidade segue-se por absurdoe. Suponhamos que, pelo
ponto A4, passem as perpendiculares AB e AC, & reta b. Na seni-re-

ta de orfgem C, oposta & semi-reta

CA, tomemos D de modo que

A
CD = 4B ,
//E A ‘B < Comparemos o triangulo ABC con
/// ///////// o triangulo BCD,
At v . R
D ‘ Como IC = BC, €D = AB e 4lC

= 3CDysegue-sw/\ ABC = /\ BCD ,
donde,

Fige 4% :‘ W : . % ACB s 03D . |
Sendo ACB reto, entdo, CBD tawbém serd reto, logo, as

senmi=retas BD ¢ BA, de orfgen B, pertencerfo a una mesma reta, is
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to é, C pertencera a reta AD e as retas AB e AC coincidiré@o.

. Teorena 1li: - Se {(ab);ﬁ’(atby) e g)(ab)?:f ﬁt(a"b"),
.ventao, S iatntr e <}f(a" b )y

Chamemos de 0, 0', 0" os vérti-
L ces dos ﬁpgulos < (ab), X (a'd') ,

« (a" b"). De um ponto B na seni-rc-

o 7y A" te b, tracemos aperpendicular c, &
v reta a, e seja A o ponto de encontro
g de 2 e ¢ . Nas semi-retas a' e a",

tomenos o8 pontos A' e A" , de nodo

i . que

OA = OYAY = O AW , (1)

Transporteros o OAL na semi~reta A'0'. e A" O do nes-
mo lado eri que estao b' e bM respectivarnente. Existen, pelo postu

lado III,L, as semi-retas c' e c" tais que

< (ac)= < (afe') e y(ac)= 4 (a®ec®) . (2)

Como o < (ac) & reto, os &ngulos < (a'c’) eg(am c¢") tan

bén o serac e, pelo tecorema 12,
4 (ate")= < (a'ec"). (3)
mc! e ¢c" tomemos os-pontos B'Y e bM" gque

AB= A'BY=" AW BM (L)
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Por (1), (2) e (4) temos
/\ 0B = /orarBr (5)
[\ OsB = /\ oM am B, (6).

De (5) entfo, segue-se que AOB x A' 0'B' ¢ de (6),

A0 = An oM 3" , Como por hipbdtese, 403 = ﬁ:(a’b'), e A0B= {(a“b"),

4

: - -
terios que B! pertence a b! e B" a b, pois, de acdrdo com IIIL,l,
A A
0 transporte de angulos ¢ unico.

Mas, de (1), (3) e (L) ven

& ATOTY E A ATt QU 31 3

logo,

albt)= S( (am b ) o

~ o 5 ~ ’ . 4 °
Teorema 15: = A congruencia de angulos e simetrica e

transitiva.
Sinétrica - Se'{(ab)iﬁf\(a'b'), <}: (a'b') <)j (ab)
Se  (ab) = ﬁ( (a'®'), cono, pelo postulado III,l,

<(‘ (ab) = g’(ﬂb), ver, pelo teorema anterior,

.{ a'b'): i {abd
Trans1t1va - Se.éj(ab)‘—=*‘a'b <jr(a'0')*' (a"'b"h

{(alb) = { (attBM ),

De fato, pela propriedade simétrica se-ﬁ((e&ﬂ E?Sf(a’b'),
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#:(a*b'):; %:(ab), e, COrmo por hipétese,~#:(a'b‘)§?‘§;(a" b™"), te

rnos pelo teorema anterior

4(ab) = <}: (a b ) ,

Teorema 16: = A congruéncia de tridngulos é reflexiva,

o (il s
Sinetrica e transitiva.

A congruéncia de triangulos foi definida por meio da

A - <
congruéncia de segmentos e de angulos. Pelo teorema anterior, a

A

q 3 o 4 ° I
congruéncia de angulos é refloxlva, simétrica e transitiva e, De
~ o ~
la consequencia 2 dos postulados, a congruencia de segmentos tan
’, N ’
bem goza dessas propriedades. Portanto, o mesmo acontecera com a

A ° ~ -
congruencia de trilangulos.

Teoreria 17: = Dois triangulos ABC e A'B'C! sfo con-

gruentes se &8 I A'B' , AC = A'C' e UBC ¥ B'C!' , (Terceiro ca=-

~ N . A
so de congruencia de triangulos).

T o9 ! Do 13 S e

Transpocterios o /\ A C', na semi-reta DA, de origen
o 3 o (g
8, no seni=planoc de origem AB, oposto ao semi=plano que conten

o A~

C, e, na seni-reta obtida com esse transporte, tomeros um ponto

C tal que

1- B1c! = BE".,
Tereros, entao,
A3 = AYBY , BIC'Z BC" e AtSrcr = AlC®

de onde, pelo teorema 2,
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A AYB?C'E A A3CW . (l)

Estando os pontos ¢ e c¢'" enm semi~-planos opostos, de o
o , -
rigen AB, o seguicnto CC® contera um ponto D da reta A3, gue pode
& ° a T 9 AT
ra coincidir com 4L ou B, ser ponto interno do segriento AB ou pon

to externo. No sezrndo caso, as semi-retas CA ¢ CB , de origen

C, estarao em lados diferentes de C C" gssim como as seni-retas
C"hA e C" DB , No terceiro, tanto CA e CB como C" A e C" B esta
rao do nesno lado de C C'',

Sendo BC = DB'C' e DB'CT = B CM" , temos BC =B C"; 1o~
o iang B3CCM é 1sd Bécn = BE®C , Se D incidi
go, o triangulo BCC" e isosceles e B3CC" = B .« D8 colneidir

= ’ — ; ~
com A, /\ ABC = /\ ABC", por ser, tambem, CA= C" A. Se D né&o

> o o8 — % » ’, ’,
coincidir com A, corio Ca= C" 4, o 13 ACCM sera, tambem isosce-
les, e teremos : ACC"= AC" C , E se, D coincidir com B, tiranos,
também, /\ ABC = /\ ABC",
~ e 3 N o # o
Se D nao coincidir nem com A nem com B, pelo que ja vi

mos poderios aplicar o teorema 7, o que da,

AB= aln 3,



e, pelc teorema’ 2,

/\ ABC

AC = €B .

45 ABC

o Definigdo:

Teorena 18:
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s /\ aBCHn,

e, aplicando a propriedade

.
—

(2)

transitiva a (1) e (2) ,

/\ A'BrCt e,

Chana-se ponto médio de um segmento LD a

A R : -3 . o o
wn ponto C désse segnento, que satisfaz a seguinte congruéncia:

’ ,
- Todo segriento terr unn e un sO ponto ne=

< = D
/\ ~ -~ /\\
98 -~
~ F‘/ -~
>\

/’ NE S N

S/ . l\\\ B -

) \ £~
A €. 3
Fj.!‘?o 45

Dado o segmento 4D, levanternos as
perpendiculares a AB nos pontos A e
3, e, sdbre elas, tomenos os pontos
E e D, de um nmesmo ledo de 43, de mo

do que
AE= DD .
LS retas AE e 3D nao se encon-

o L
tram, pois, em caso contrario, te=

¢
riarios, pelo ponto de encontro, duas

o ° fo ‘ )
perpendiculares @ u'a mesma reta. A semi-reta AD, de origen 54,

. - -
& interna ao angulo BAE e encontra, portanto, o segmento BE, emn

ura ponto interno F.

Et £ 1 4 2
Igualmente, DE, de origem B, e uma Seni=-reta interna
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A
do angulo ABD e, portanto, encontra AD em um ponto interno, pre
cisamente o prdprio F. Comparemos os trifingulos ABE e A3D. Te-

7108 ¢

/\ ABE= A ABD,

P i
pois, BAE = ABD, AE= D3 e 4B = AD . Consequentenente ,

~ as

AED = ADB ., (2)
(S ~ A

DAB = EBA (3) &

Segundo o teorema 7, segue=se, de (%),

A~ N

FLE = F3D (L)
e, de (4t), (2) o (1) ,
[\ LEF g /\ BDF ,
de onde,
AF = FB '. (5)

Seja C o ponto de encontro de AD com a perpendicular

baixada de F sdbre 43. Teros
AC = CB .

De fato, transportando AC na seni-reta DA, de origen

B, terfarmos un ponto G tal que

AC = BG ;
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dessa congruéncia e de (3) e (5), viria

/\ ACF g [\ TBFG ,

de onde
ACF = B6F ,
i L A - 5 - o
e, cono ACF e angulo reto, BGF tambén o seré, de onde, pela uni-

cidade da perpendicular, C coincide com G (Teorema 13%),.

Definigflo ~ Uma seni-reta ¢, interna ao angulo (ab),o

de 0do que

<y (ac) §'<§f(cb) $
chana-sec bissetriz do angulo (ab) .

‘

Teorema 19: - Todo Angulo tem una bissetriz.

Seja 0 o vértice do dngulo (ab),

L un ponto da semi-reta a, B da semi-

reta b, de modo que se tenha

OA = 0B ,

De acOrdo com o teorema anterior,

existe o ponto médio C do segmento
Fig/46 AB. 4 seni-reta 0C, de orfgem 0, é a
bissetriz desejada, porquanto, das congruéncias OA = 0By AC = CO

e 0C = 0C, terenos, a congruéncia dos tridngulos OAC e OBC, de
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A o
onde, COrmo consequencia,
AOC = DBOC .

o b o . o 2
Teorema 20: - Dado o segmento AD, condigao necessaria

e o > - 9
e suficiente para gue uwn ponto X pertenca a perpendicular gue

» o )
passa pelo ponto medio do segnento AD & que

AX = BX .

Seja M o ponto médio AB e X un
ponto da perpendicular & 4B, que pas
sa por M., Tenos AMX ¥ BMX, MA 3 1L o
. % R IX = X, de onde, /\ AMXF /\ BIX ¢

X = BX. A condicfo é, portanto, ne-

—

cessiria.

Suponhanos, aogra, gque X Seja un

D
ponto tal que AX = BX. Daixemos, de
Fiz. 47 X perpendicul a A, 6 ja M «
ig. X, a perpendicular a a3, & seja Il o

°

’ . - e e . A ., o o
pe dessa perpendicular. Como AX = 3BX, o triangulo A3X e isosce-

. T T ’ T ——-'-“- fVTS —_ TN
les e XM = X3il. Has, sendo, tgmbén, MK = IX, /\ 4AMX = /\ BIX e
pTIT. == 2T 2 ) ’ T A . 5 ’ o N ° o £ ° °
AIl*= BM, istc e, M ¢ o ponto medio de ADB e a condigao e suficien

te.
Definigfo: 4 perpendicular a reta AD, gue passa pelo
ponto médio do segmento AB, chama-se nediatriz do segrmento Al

7. Dofinigio: = Se o quadrilatero ABCD tiver os angu-

o Ty ey 2 ’ o ~
los DEB e CB4 retos, ¢ AD = 13C, diremos que & éle bi=-retangulo

e
isosceles.
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Teorema 21: - Se A3CD for um guadrilatero bi=retangulo

isbsceles, ADC = BCD .

C
: —]
~ D
s
- ~ &
- i S
- \\r
B
Fig. 48

ZAC 6

. Liguemos os pontos 4 e C e 08 pon
tos B e De Comparando os triangulos
ABD e ABC, em virtude das congruén-

~n

cias AD = AB, AD = BC e ABC = BAD ,
temos, /\ ABD = /\ ABC, e, portanto,
BD = AC e 48D = BAG,

Mas, entao, COD ¥ CAD, e, de BD=

AD = BC, vem /\ BCD= /\ 4iCD,

logo,

Abc = BCD .

Teoreria 22: - (Tcorema do Pe.Saccheri) = Existe un gqua-

ey P
drilatero com trés angulos retos.

N
D v
— /\<‘
p //X
N / , A
A M

Seja ABCD unm quadrilatero bi-rc-

8

Ok}

tdngulo isbsceles, no qual & ¢ B8 sao
os &ngulos retos e AD =% BC. Pelo teo
rema 21, sabernos que vale tarbén a
congruéncia € =D ,

Seja M o ponto médio de LS e p a
perpendicular a reta 43, que passa
por M. Os pontos A e B estdo en la-

dos diferentes de pe. As retas p e IG,
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sendo perpendiculares a AB, nfo se encontram. Portanto, B e C es
tao de um mesmo lado de pe. Do nesmo riodo, verios que 4 e D estao
de um mesrio lado de p. Logo, C e D estéo en lados opostos. As-
sin sendo, a reta p passa por um ponto interno N, do segmento
0D, e a semi=reta IN, de orfgem M, é,uma seni~reta interna do &Q
gulo CHD.

Conparerios o8 trifngulos AMD e MB3C, Como MA = MB, AD=

~

=30 e A =10, sic ésses triangulos congruentes, de onde
ADM= 1€B , (1)
AID = BAC , (2)
DM = I1C . (3)

Como ¢ D, de (1) segue-se

110N = MeN (L)

e, Sendo IIN perpendicular a A3, de (2) ven

D = cfiB . (5)

Das congruéncias (3), (4), (5), resulta a dos trian-
gulos DIIN e CMN, e, pois :
e (6)

DN = NC (7)

DRI

1l

. ~ - ’
A& congruénecia (6) exprime que o angulo MAD é reto, (7),
3 ’ °
que N e o ponto medio do segnento CD,

0 quadrilfatero AIMND tem trés dngulos retos que sao AfN,



MOC e DAM,
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Como N & o ponto médio de CD, segue=~se, o seguinte co=

rolario:

~ A ’ 5
Se & ¢ B forem os 2ngulos retos do quadrilaterc bi-re=

tangulo isodsceles ABCD, a mediatriz de AB também serd mediatriz

de CD.

Teorena 23: = Se D for o ponto médio do lado LC do

2 B o™ -, ° o b3
triangulo Ai3C, e E ponto nédio de AC, a mediatriz de LB sera,

tarnbén, perpendicular a CE.

Sejan AF, CG e DH as perpendicu=
lares baixadas, respectivamente de i,

C e B aldbre ED, Os triangulos CGD e

| C
| | DHB sfo congruecntecs porque CD DB,
I
F e/ 1N ig\p H CDG BDH e CGD  BHD, de onde
! ///// l : cG = BH . (1)
i l :
{/ 4_ : o A A — N
A M B3 Os triangulos AEF e LGC sao tam-
Iy bén congruentcs, pois, CRG = AEF,
P :
APE =CGE e EC — AE. Logo,
Fi""o 50
ey LF = CG . (2)

—

Se (1) ¢ (2) segue-se
AF = BH ,
g 5 , o s P
de nmodo que © quadrilatero AJHF ¢ bl-retﬁngulo isosceles e a ne-

diatriz de FH & tambén nmediatriz de 43 ; ¢ o teorema fica demons
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trado, em virtude da unicidade da perpendicular a uma reta que
passa por um ponto dado,

5e Definigfo: = Dados os segrientos AB e CD, se o0 ex-

trerio B' do segmento CDB', que se obtém transportando A3, sdbre a
seni-reta CD, de origem C, for um ponto interno de CD, diremnos
que o segnento AD é menor que CD. Em simbolos : AB ¢ CD,

Se o transporte AB, .na seni=-reta CD, de orfgen C, defd
nir um ponto externo de CD, direros que AB é maior do que CDe Enm
sinbolos ¢ AB > CD .

Consequéncias : 1) Se AB  CD, CD > A3, e reciproca=-

nente. De fato, se AB £ CD o transporte de A3 na semi=-reta CD de

origern C dard um ponto B' interno a CD e tal que
AD = CB'Y

Transportando CD na seni-reta AD

A R D |
de orfigen 4 teremos um ponto D! tal
¢ —— que
; 2 ’ CD = AD!
Coro CD = AD' o OB'= AB, e B! §
Ei&;ii; ponto interno do segmento CD, entao

-~ 9 e ) o
pela consequéncia li) dos postulados, o pontc 5 deve ser interno
(4 hT o
ao segnento AD!', de onde D' e externo ao segmento AB ¢, pois,
CD > AB
2) Dados os seguentos AB e CD, tererios Sciipre um e um

rd
80 dos trés casos




O transporte do segmento A3 na seni-reta CD, de origem
’ Ty ~
C, da unn ponto B' que estard numa e numa 86 das trés situagoes,

com relagdo a CD

a) B! interno a CD e, entao, AB < CD

.
3

b) B' coincide com D e AB = CD

’

¢) B! externo a CD e AB > CD .

%) Propriedade transitiva. Dada uma das trés hipdte-
ses ¢ 1) AB=CD e CDJLEF ; 2) ABL CD e CD= EF ;3) ABLCD

e CD < EF, segue=se
AB< EF .
Se 13 = CD e OCD KL EF , transportando o segrento CD
na Seni-reta EF, de origem E, teremos un ponto H de modo que
CD=EH ,

sendo H interno a EF. Coro AB = CD, pela propriedade transitiva
da congruéncia de segrientos,
AB = EH ,
e, Sendo tnico o transporte de segmentos, o tranasporte de AB na
° I d
seni-reta EF, de origem E, dard o prdprio ponto H ; logo,
[1_3<EF .

Se AB < CD e CD = EF, se nio tivermos

AB £ EF ,



teremos,

ou
EF £ AL .

Na primeira alternativa, pela transitividade da con=

gruéncia, tiramos
AB=CD 5

» -y
o que 6 absurdo, e na segunda, pelo caso anterior, CD < A, o que

é, novanente absurdo,
No caso em que ABL CD e CD < EF, demonstra=-se por

absurdo, que

AB < EF ,

, supondo=se IF S AB , e aplicando~se 08 casos anteriores.
) ° o h -] o o )
L) &plicando a consequéncla 1l , a transitividade eci-

,  ma deronstrade, se tiveruos un dos trés casos

1) lB= CD e CD> EF
2} ABS CD. & -CD = EF

3) AB> CD e CD» EF ,
verl, Coro consequ@ncia
LB { EF ,

Definigfio: - Dados os angulos (a,b) e (cd) , se o trans

porte do angulo (a,b), sdbre a semi=reta c, do mesro lado en gque

) ’, % . A o
esta d , der uma seni-reta interna do angulof(ab), direrios yue o
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angulo (ab) é menor do que o angulo (cd) .

Em simbolos,
X (ab) <X (cd) .

Se o0 transporte acina dér uma semi-reta externa do
<i’(cd), direros que o ﬁ{(ab) é neior do que o < (cd), isto é, en

(4
simbolos,

« (8D) >g(ed) .

Consequéncias: 1) Se %I(ab) <<§(cd),‘§ (cd) < (ab), e
redlprocamenﬁe,

B

Se ﬁf(ab)é_jr(cd), o transporte doi((ab) na seni-reta
¢, do lado em que esta d , d& uma semi-reta interna e, e terios
X (ab) = 4(09) g

Transportando o %;(cd) na semi-reta a do mesmo lado ecn

,» o s A
que esta b , obteremnos uma secmi-reta f e a congruencia

{(Cd) = {(af) .
Sendo z;(cd)g-{;(af) e ﬁ[(ce) g-si(ab) e e seni-re-

2 £ o o
ta interna do:i’(cd), pelo teoremna 6, b ¢ seni=reta interna do
. , o =
<¥(af), ou, 0 gue ven dar na resmna, f € senl=reta externa do

Y (ab) , donde ,

X (cd) > {(ab)

2) Dados os anculos ﬂT(ab) e 7{(cd), valera serpre

3 :
um e url so dos casos
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{(ab)<%(cd) s {(ab) i—"j’(cd) 4
« (ab) > j’(cd) .

0 transporte dos‘g (ab) na seni=reta ¢ , do nesrio lado
’, » 5 o
em que esta d , dara uma seni-recta e em uma das trés Seguintes

situagdes, com relagio ao <[ (cd)

e interna ao <Y (cd) e, entgao, {(ab) < « (cd) ;
e coinzidindo com d e < (ab) = %( (cd) 3

e externo ao % (cd) e {(ab)} §f(cd) "

3) Propriedade transitiva. Dada uma das trés hipdteses:

L (ab) = f(ed) e L (cd) g(ef) 5 lab) L J(ed) e
% (cd) = 4(ef) ; ﬁ(ab) <7r(cd) e gj(cd)/\ St(ef) s Segue-

se .
{(&b)< ?:(ef) .
Se {(ab) = f(cd) e {(cd) < .%[ (ef), trangportando
o {(cd), sdbre a semi-reta e do mesmo lado em jue estd £, vira

unia seniwreta h interna ao {(ef) e a congrueéncia

<(Cd)5 {(@h) s

” ° A @ ° °
e, cCcOro a congruencia de anzulos e transitiva ,

 (ab) = & (en) ,

de modo que

X (ab) < (ef) o
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Se & (ab) <3 (cd) e < (cd) =X (eh), se nfo tiver-

1108 _
X (ab) = 4 (ef) ,
terernos
Xy (ab) = 4 (ef)
ou

4(af)4 5( (ab)

Na prineira alternativa, pela transitividade da con-
gruéncia, tiramos
4}( (ab) = < (cd),

o que & absurdo e na segunda, pelo caso anterior, g:(od)<f4L(abL

novariente absurdo.

[ORY

0 que

Observagac: = 48 relagdes AB<CD, ABY CD chanan-se de

sigualdades entre segmentos e <;(ab)<('x§(cd) ou ‘4.(ab)>7f(cdx

desisualdades entre angulos.

6. Definigles: - Un angulo maior do que urm angulo reto
chama~-se obtuso ; wm angulo menor do que um reto, agudos

Em um tridngulo 4ABC, os angulos ABC, BCA e CAB chamam-
se fingulos internos do triangulo e seus adjacentes angulos exter

NOo8 e

Teorena 2li: - Em todo triansulo, cada angulo externo &

naior do gue qualguer ansulo interno néo adjacentes

Seja A un dnmulo externo do trifngulo ABC adjacente ao
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angulo CAB e /3 o &ngulo "interno ACB nfo adjacente a sl , D 0 pon
to rnmeio de AC. Tomemos na sSeni-reta
oposta & serl=reta DB de origen D un

ponto E tal que
DB = DE .

A semi-reta AE seré interna ao

dngulo o« visto que o ponto E estd

no semi=plano de origem AB, que con=
Id o
ten o ponto C, eino semi=~plano de o=

i -~ I'd = b
Fim, 52 rigem AC que nfo contém, o ponto B3,

Bfc & ol
Ora, comparando os triangulos BCD e ADE , teros

/\ BCD = /\ ADE , (1)
pois, AD=DC, DBD= DE e OBOE = ADE, coro opostos pelo vérti=-
ces Da congruéncia (1) segue=-se
EAC Eﬁ ’
e pela propriedade transitiva da desigualdade de ﬁngulos,
B
Sendo oK o fngulo ABC, do que ficou demonstrado segue=

i@ ; o
Se que o dnpgulo oposto pelo vértice a =< & maior do que X’; e co
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’ 3 ~
10 ﬁngulos opostos pelo vertice sao congruentes, resulta
X’< o .

Teorema 25: - Em todo triangulo, ao malor lado se opde

o A
o naior angulo,

Seja AB o maior lado, Suponhamos
que AC < AB. Transportando AC na se=
ni-reta AD de origem A obtereros um
ponto D interno ao segmento AB e tal

que AC = AD. No triangulo ACD tere-

ros, pelo teorema 1, ACD = ATC, ge
onde, pela transitividéde da deslgual
Fige. dade entre Angulos

A€ > 4B ,
e, Pelo teorema do Angulo externo,

ADC > 4afc ,
de onde, aplicando de novo a transitividade da desigualdade de

~
angulos,

4B > ABC

Teorena 26: = Un tridngulo jue tem dois &ngulos cone
> > ’ .
gruentes e isosceles.,
Y 3 — ﬁ—j _— - o A s ’ »
Seja ABC = CAB. Se AC = BC, o triangulo ABC e isosce=

les. Suponhamos AC < BC, Transportando, entao o lado AC na seui-
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reta C3 de origem C obteremos um ponto interno D, do segmento CU

e de modo que AC =CD. No triangulo

ACD, sendo AC = CD, CDA, pelo tecrc-

ma le Mas, AD é semi=reta interna do

CAB, de onde

T ~
¢As > clp ,

e, como CAD > CDA, ven :

cin > cba . (1)

Por outro lado, CDA é angulo ex

Fiﬁ. 54

g 2 2
do triangulo A3D ; lego, pelo teorema do angulo externo,

terno
(2)

cDa > aBc ,

e, de (1) e (2)
cA3 > alc ,

er1 contradigiio com hipdtese .
Se AC > 13C, chegarfamos também a uma contradigdo, cou
- s &
0 mesrio processo transportando o lado BC na seml=reta CA, de ori

geri Ce

Teorera 27: = Dols triangulos ABC e A'3'C! sdo congruer

tes se
1 CBA = G'BIAY o ACB = A'C'DY
Se  BC = B'C' o teorema estara deronstrado, pelo primel

. N 5 s
ro caso de congruéncia de triangulos. Suponharios BC < 5'Ct, Trans

il
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portando BC na senmi=-reta 3'C' de origem Bt', obteremos o ponto C,
de nodo que
C BC = B'C, .
Coro, por hipbtese, AB = A'B!' ¢

— £ . A °
CB4 = C'B'A', a congruencia acima a=-

A , B
£ carreta a congruéncia dos triangulos
C,
ALC e A'B'Cl s de onde,
: . _
A 13 ACB = ar Gy B' (1)
v ora, A'Cl é semi~-reta interna do
Pas
Fig. 93 Cv Kv B', de onde A! ¢, B & angulo

externo do tridngulo A'C'C, e, pelo teorema do angulo externo,

pois, poderios escrever :

\t G, BY > A G B, (2)
de onde, por (1) e (2)

ACB> 4tv G B,
er1 contradigio com a hipbtese ,

ACB = At Gt B,

Se BC fosse maior do que B'C', segue-se=ia 2 resna con
* ~ i ° ’
tradigao, usado gue fosse o mesmo metodo, isto e, o de transpor=-

tando 3'CY na seni-reta BC de origem Be

Teorerna 28: = Se o segrmento XY for interno ao triangu-

lo ABC, e 8e ABS BC S CA , XY < Ch
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s
=}

Seja ABC o triangulo e suponhamocs que

¢c>Lz18,

~ ~ A =
entre &, 8 ¢ € sfo os Angulos internos. Pelo teorema s Vern, en

tao,

A13 > BEZ A0 (1)

Se 08 extrenos X e¢ Y do segrmento ou um deles sdmente
for ponto interno do triangulo, coro a reta XY encontra o trifdn-
gulo em dois pontos D e E, terios, XY < DE, de modo que basta de=
nongtrar o teorema quando os extrenocs do segriento pertencemn ao
triangulo.

Varios distinguir trés casos:

| 1) O extremo E coincide com C. 7

C —

lo teorena do Angulo externo,

Bbc > £> 8,

3, logo,

BC> CD ,
ey, por (1)

Fige 26 LB > CD .

2) E & un ponto do lado BC e D do lado ABe Liguerios

a com Ee. Temos,

de onde,




com L. No trifngulo LDC

o 87 -

AB > AE , (2)
Mas, no trifngulo LEB,
AR3 > B 2 EAB
e o extremo E coincide com um vérti=-

ce do triangulo. Logo, pelo caso an=

terior,
DE < AE ,

e, por (2)

[1B > DE Y

%) D é un ponto do lado AC e E do lado BC. Liguerios D

m

Fig.58

AP > €,
e,conno ¢ 2 3 7 ABD, vem, para o tri-

dngulo ABD ,

A3 > DD (%)
ora,
DE3 > ¢ > B 2DBE
portanto,
BD > DE
e, por (3) ,
AB > DE

0~0~0=0-0~0=0
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caPrPrfiTuLro Y

SOMA DE SEGHMENTOS T DE ANGULOS, PRODUTO DE ANGULO POR

SEGMENTO, TEOREMAS DE PASCAL E DE DESARGUES

l. Soma de segmentos. Para cada segmento, podemos con

siderar a classe dos que‘lhe sdo congruentes. Obtemos, assim, um
sistema de classes, precisamente as classes de equivaléncia, se-
gundo a congruéncia de segmentos. Tais classes serfo indicadas
pelas letras latinas nminGsculas.

Dadas duas classes a e b, seja A um ponto de uma reta
r e B, C dois pontos sdbre r, de modo gue A, BDeC este janm na or
dern A B C e o seguentos AL e BC pertencam & classe a e b, respe-
ctivanentes O segmnento AC pertenceré a uma classe ¢, que chamare

rmos de soma de a com b, e que indicaremos por

a+'b=c¢c .

Em virtude da transitividade da conjruéncia de segren=
tos, e, de acdrdo com o postulado III,3, é facil verificar que a
definicao da soma a + b é independente do ponto A e da reta r, e
que a soma é associativa e comutativa. (Observe-se que a soma de
rnails de dois segnentos se define habitualmente, isto é, por re=

~ o
correncia)e.
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Se n for um nimero natural maior do que 1, chamaremos

de na a soma atatat...t+a (n térmos), Definireros, tambérn, l.a
= 8

Diremos gue uma classe a & maior do que uma classe b, se
urt segrnento da classe a for maior do gque um segmento de classe b.
Essa definicg2o tem sentido, pois, se um segmento da classe a for
naior do gque wi segmento da classe b, gualguer outro segrmento de
a serd malor do que gualguer segmento de b, em virtude da proprie
dade transitiva da desigualdade de segrentos.

Da propria definicfo de soma das classes a ¢ b segue=sec,
entao,

a+ by a e a-+b > b,

Teorena 1l: - Se a 2> b, existe uma classe c, tal que

a=b+ c .

Conn efeito, tomando um ponto C sObre uma reta r, scjar
Oh -e OB os segmentos das classes a e b, respectivamente; que
pertencen a ura doda seni-reta de r, de origem 0 . Corio a [
segue=se, da definigao, OA 03y de onde. o ponto B esta entrc O
e A. Sendo ¢ a classe a yue pertence o segmento Biy; temos, por

definicao de soma

Teorena 2: = Se a » b, Segue=se a + ¢ »> b + ¢

Pelo teorema anterior, de a b, resulta a = Db + Cqs de

onde, por definicfo de sona, vem




a+c= (b + cl) + c
ou seja
at+tc=(b+c)+ cy s

de onde

a +¢ > b+c o

Definicaos - Dados dois segmentos AB e CD, chamaremos

de soma dos doils segnentos, a um qualguer dos segrientos da classe
goma das classes a que AB e CD pertencen, e, de agora emn diante,
falareros exclusivamente de soma de segrentos em substituicgio a
sona das classes.

2. Sona de angulos.

Usaremos para definir soma de angulos o resrio processo
o ° -3 A >
enpregado para os Segrmentos. Dividimos os angulos emn classes, co=
locando er1 u'a mesma classe 2ngulos congrucntes e, ern classes di-
~ & A
ferentes, ﬁngulos nao congruentes. Indicarenos as classes de angu
P "
los pelas letras gregas nminusculas.
: ~ ° ~
Se un angulo (r,s) da classe « for maior do que o an
O 2

gulof(r's') da classe @ s Segue=-se pela transitividade da desi-

’ °
gualdade de angulos, que qualguer &ngulo da classe e malor do
gue qualguer angulo da classe (> « Diremos, ent2o, que o<‘7ﬁ.

Se ja pa classe dos angulos retos, ol e (% duas classes

o & o
que satisfazemn as desigualdades

o<_+f3 e(bz.(a
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r unma semi=reta de origem 0 ¢ I um lado fixado de ry e 8 a Serii=~
reta perpendicular a r em 0O, que per
b ' tence a I. Seja ﬁ[(r,a) o angulo da
l classe que se obtém transportando um
| qualquer éngulo dessa classe na se-
mi-reta r e no semi-plano I, e < (ab)

A ’
_ - - - o angulo que se obten transportando

ur1 éngulo de na semi-reta a no seni-
Big. 29 plano oposto a que pertence r. Como
’ ° e -
L Lo a ¢ uma seni-reta interna do 4 (rs). Logo, <¥(r,a) > ps

sendo entao r a semi-reta oposta de r, segue=-se, em virtude de
g e ° & ° °
que R<p X (ab) < < (aT) , isto é, b é uma semi-reta inter

na do <#( r,a ), de onde b pertence a I. A classe % , & que por-

B

tence o<#:(rb) chama=se sona de « e ﬁ s O Qque representarnos

por
7(: A+ (5.
Se ¢g1 y “s e QQB forem trés classes tails que <
< (1 = 1,2,3), poderenos efetuar a adigio =, + o, = o ,

Charierios de a5 & seni-reta, de origem 0, e que estd em I, de mo=
do que- o <¥ (rai) pertenca a o « Se o transporte de um angulo

° o rd
s na seni-reta a, , no semi=plano oposto ao gque conten r,

de 0(5 >

1
der uma senmi-reta a, , ainda em I, a classe o &a que pertence o

3
<§'(r-a5), chamar-se-a sona de Ay s L, e 0(5
1

o = dl + %2 + %5.

o ’
s 1s8to e,
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Com1 ésse processo, poderos efetuar a somavxl * 42 Toos
+ Xy o engquanto obbiverros, com os transportes successivos, se
rni-retas de I, e a transitividade da congruéncia de angulos e o
teoremab,IInos permniten demonstrar imediatamente que a soma das
classes de dngulos, quando possivel nesse sentido, & independen
te de r e do lado fixado, assim como a associatividade e a C omu
tatividade da adigfo,

A adigfo de duas classes de angulos, que introduzimos
aocdra, nido pode ser efetuada em geral, quando nao satisfizerem
8 condigfo (1). Realmente, se « ou {3 nfo satisfizerem a condi-
cao (1), pode acontecer que a semi-reta b s obtida com o trans-
porte de um angulo da olasse(g , na somi-reta a, do lado oposto

20 gue contém r, coincida com r , ¢ as scmi-retas r e T nfo

formem um &ngulo.

1l

£, por exemplo, o que aconteoce se e R

natural, portanto, colocar, neste caso, como soma das classes

e s

o(+[3-=2P. (2)
A soma (2) &, também, cormtati=
a va. De fato, se o ﬁt(ra) for um angu
lo de X e ﬁ:( a'i")deﬁg , assj’.m

= como-%:(a'r ), verernios, imediatamen-

-5t

te, pelo teorema da congruéncia dos
~ > A .
angulos adjacentes, que o angulo

%( a' T ) também pertence a X , de

onde /5+-°( =2 ? = ol [3 .
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’ A ;
Da mesma formna, se na adigao «q + oLy Feuud C&e 08
° 7 °
transportes successivos até um angulo de X1 dérem semi=-retas

de I, e o transporte de «_ , a seni-reta r , teremos :

°<+a£+...+oce=2§a.

Ii

A adigdo, neste caso, &, também associativa, como se
verifica facilmente.
Suponhamnos, agora, .que o processo usado para efetuar a
adigfo dos fAngulos L e ¢ dée uma semi-reta b no semi-plano II .
Porerios, por definigao,
04+(5=2(a + Y .
a sendo X & classe a que pertence o

dngulo (T b ) .

- ~ o

% 1 Pelo tecrema da congruencia de

3 X Do A 2 ts =
i angulos opostos pelo vertice, jk(br)
= <4 (F B), de forma que, se efetua-

mos a soma 3+ « , a partir da semi

o (4
-reta b, no semi=plano de origem b ,
Fiz, 61 q tér r bt o ;

ig, que contem a , varos obter a semi-re

a r, de forma que
@+d.:2§+{=o<+F,

ey

0 que mostra a cormtatividade da gdigao neste novo caso.
A ;
Dados r angulos ofy , ‘%2 P e «} » 8¢ o transpor
te successivo de ‘*1 s Sy seeey ‘(ﬁ-i » der unma semi-reta a,_ i,

de (1) our , e o transporte de Ap. 8T8, 4 , NO seni-plano
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I d
que nfac contém r, der uma semi-reta b de II, colocarerios

=

l + dz +.....+ x’r=2F +K ,

p— A r—
Sendo'ﬁ a classe a gue pertence o anguloj( rDh ) .

L propriedade

a1
S8

)

ociativa segue=se imediatamente.

A o
Sejam,agora, n angulos o4, 5 %y seee, =¥i , na semi-re
3 LA o q -1 :
ta r e no seni=plano I, de seni-retas de I, our , e que ¢ trans

porte de o(i dé una semi=-reta de II, forrmando o ﬁngulo/gl con
T o Terios

O<1+.o.o+o(11:2r) +@lo

Ldicionernos c(i1+1 seseceey (3 _; 4 classe /3 , No

2
e ~
seni~plano II, e suponharios gue O{i de unma semi-reta de I, no

2
vanentes

Terenos, pelas definicodes,
- @
(314 ﬁilﬂ el e R i

% 5 N , -
Continuancdo desse modo ate somarios todas as classes

tererics

& 4 P4
‘41+..“ + q&l 20 +p1 s
el X o Toweat -\{o = 2 + /3
(31 11+l i, / /?2 L
[Bj_l + C\ij-1+1 Feaet X =20 4 /gj -
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Efetuandc, entao, a sona Kyt ol Faaet oLy

+eost X
verl, pelas duas primeiras

1 L

1+ di +l+ LA + Xe =

i 23{9 +(2r) + (32)=u/; +f

0(1+ LI 3 + O<i

no

e assin successivaiente, de forma que

°(l+ O<2 +..... + ‘7< =

5 ~

Definicao: Dados dois

A

éngulos < (ab) e %f(cd), chana=
~ ~ A

ro8 de sora desses anzulos, a um angulo gualquer da classe sona

das classes e que cles pertencem,e, de agora en diante, falare=
o8 de soma de

Corio

an™ilos en luger de sona das classes de anjulos,
vinos, a

lo, ou dois retos

- » ~ , A
soria de dois angulos « e ﬂ € um angu-
ou un

A
anzjulo acrescentado de 2 retes. No pri-
- 2L, . a8 ™
meiro caso, segue=se da propria definigao gue

d+(57¢63¢+(%7@,

No segundo e terceiros casos, por

definicao,
L+B o>t & A+ F»?/?.
e ’
Teorema %: = Em todo triangulo, a somna de doils lados e
naior do que o terceiro.
° £ b
Na seni-reta, de origem C, oposta a
nos o ponto D, de modo gue

4
que contern 4, torie
50 =ECD
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”

O trisngulo B C D é isdsceles, 1o
ao,
J
o c8np=chHis.,.
£ T l Mas, sendo 3 C uma semi-reta inter

" A ol
| na do angulo A B D , ven

W ABD 7 CBD = ADB .

A B de onde, no triansulo 4AuD,
AD 7 AB .

Fig. 62 ' Ora, AD = AC + Ci3, e, portanto,

-l

AC +.CDB 7 AB.-,

2.Definigdo: Dado um &ngulo « e um segmento &, transpor-
terios a, gobre um dos lados do anzulo, a partir do ponto 0. Seja
OL = a e LB perpendiculer a reta que contém o outro lado do dngu
lo. O segmento b = OB chama-se produto do angulo o« pelo segmento

a , 0 que representaremos por
b:o<ao

A Dada a unicidade da perpendicular
~
a. une reta, por um ponto dado sobre

ela, sezue=se da definigao, que Xa =

0 B = o ¢ acarreta a = ¢, resultado que
usarenos frequentemente.
A nog8o de produto de angulo por
Fig. 63 segmento nos permitira demonstrar ca

808 e8peclals dos teoremas de Pappus e de Desargues, gragas ao
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o -
Seguinte teorema, que e central para toda a teoria :

°

Teorema li: - Sejam a, b, ¢ trés semi-retas da mesma o-

¢ p 4
rigem O, de modo que a e ¢ estejam em lados opostos de be. Tome=
ros um ponto 3, aqualquer, de be. Se DA for perpendicular a a y BC

a c, ¢ CD 8 reta CL, teremos:
~ B”
N

o
o
)
Y

FELEEY .

Toremos na semni=reta oposta de
‘ ' e )
iy de origem A, um ponto B', de modo
que

AB = _ABY ,

e na semi-reta oposta de C3, de ori-

genm C, o ponto D, de modo gque

B3C

C3

il

Sendo a reta mediatriz do segmento BL', e pertencendo
0 a a, terenos

O 2 0B%-,
Da mesna forma, sendo o medlatriz de B BY , teremos

OB = obn ,
de onde

0 371

(1

03",
isto é, O pertence a mediatriz de B' B . A perpendicular OE

. e e s VV o E - L
baixada de 0 a B! 3" e, pols, a mediatriz de 3' B ; logo, E €

’ ‘ Lo ks T3 b 4 p -
o ponto medio de B' 3" , Ora, no triangulo B B' B" , C e o pon=-
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to médio de B B", e, L, de B 3! ; como OE é a mediatriz de L'3W,
segue~se pelo teorema deo Capfitulo II, que OE é também, per-
pendicular a AC, isto é, coincide com OD ,

Chamermos de & ao angulof(ab) e de (5 ao anguloq(bc).

¢ 0 B, por

Como a é a mediatriz de 3 B' , & =DB' 0 4 e (3
ser C mediatriz de © 3" ; e como OE é mediatriz de B'B" , te-
rios, também

Bt 0 E=Zuy"dE., (1)
Se OE coincidir com b, de (1) segue-se que

2K = 2(3 4

de onde
T
e o teorema esta denonstrado.
Se OE nf2o coincidir com b, poderemos supor gue seja
interna ao Angulo COD, ser alterar a generalidade da deronstra-

gAo. Vird, entio chamando de X ao angulo DOB ,

o, de (1)

2d+)\=2(13‘/\s
ou seja

2 = 2((55"/\),
o que da

Y
It
Q
o
o
®
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Teorema 5: = <xﬁa g @xa;

° o 3
Seja b uma senmi=-reta de origem
O+ Transportemos o angulo « , sObre
b, de um lado gqualquer de b, e o an=
gulo rBdo lado oposto. Tomemos, S0=-

bre b, o ponto B de modo gque 0B = a,

e seja Bhi perpendicular ao outro la-
‘ do de & e BC ao outro lado de(% ©
Fige 65 ja OD perpendicular & AC. Pelo teore
ma anterior, tereros, entéo, COD = o , e portanto, AOD =!@ .

Efetuemos os produtos o{(ba e pcc.a g

o« (32 « (0C)

FO(& [’) (0A)

oipél @ o Be

0 teorema 2 nos permnite demonstrar os teorena de Pas~-

oD ,

fl
1

oD ,

ou sejay

cal e Desargues, sob a seguintes formas particulares :

a) Teorema de Pascal : Sejam r e r!' duas retas que se

encontran en umAponto 0 e ACY' DBA' CB' um hexagono con oS vértices
alternadamente stbre r e r's Se AC!' e A4'C admitirem ume perpendi
cular comum gue passa-por 0, assim como AB! e 4'3, entéo BC! e
St adhitirﬁo também, una perpendicular conur, que passa por O,

4 ; % T \ fiy . Srids
b) Teoretia de Desargues : Sejam A3C e A'2'C' dois trian

gulos tails*que as retas aL', B! e CC' passemn por um ponto O. Se

Ek
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A3 e L'5' admitiren uma perpendicular comun, que passe por 0, =

sim como BC e B!'C!' , entdo o mesno acontecera com AC e A'C' ,

Demonstremoqwo teoremal de Pascal.,
4 1

¥
8 Seja 8 a perpendicular comum a 4!
N
i \ e AC', t a AB' e A'B" e u a perpendi
\ ' cular baixada de O & BC', Deverios de
\o(' 3 ’ - ’
< A r mostrar que u e, tamberi, perpendicu-
\\’ :&1-}—. K] L‘.__ _U‘_/Jr sl—.~~ ’ “f]-' oo 2 ¢ A .C)
\f/@</ } / —¥ lar a BYC .
e R | 7o
o \< b DY / ‘ Fagarnos « = gt(r,s),
/s /. :
\./ y s S
N /NS of = L(r?,8) ,
e ! t
o I g
Flﬁ' 66 t | ﬂ= "%(I‘, t) £

F= L (rtht) , =% (r,u) , ¥=<L(x'u), O0h=a, 03=h,

g' o @6t = gt

(@]
Q
I
o
-
O
b
1
o)
td
I

e ° ’ o o o
Pelas hipoteses do teorena, temnos, aplicandc a defini-

L ~
g¢ao de produto de angulo por scguento @

1l
il

AL a °(’c' (1) (’;b

| (et
' a = bt (3)
«c =L at (2) (e (3 ’

Yb = yet (5) .

, o - -5 = . o I‘
Ora, u sera perpendicular a 3'C, se tiveriins, tariben

'
fc:-\(b';
portanto, terenos denonstredo o teorema se verificarmos essa i-
gualdade e
4

Para.lsso rultipliguenos arbos os nenbros de Xb==§o'

\ 5 :
por uf(Be depois, aribos-os8 nembros da igualdade que resulta, por
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Il

o'p b = <pfer

ou segundo o teoremna 2,

o(‘{(ﬁ b = By«'e,

; S 2 i 5 L 2 -
Aplicando nessa igualdade, a esquerda (li), e a direita

€24, terenos
*KQQ=PKXQ
ou Seja :
pfe e = fupo,

de onde, aplicando a esquerda (2), e a direita (3),
T
(&Oozc

oLPY'c

1]

Y«

Il

V{ ‘(\)‘5){’

portanto,

1l

K/t

¢ 0 teorena fica deronstrado.

X

Passenos agora, ao teorcna de Desargues :

o

S 2 = b N \ T ™
Se jar e t as perpendiculares cormuns a AB, A'Y e IC,

o r
. 3 - W .
13'CY, respectivamente; 8 a perpendicular a AC, que passa por 0O,

e
o

2 u perpendicular a reta A'3 . O teorema estara demonstrado, se
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mostrarmos que 8 é perpendicular a A'C' ,

Fagamos <= <(r, 44'), (3 =3%(r,BBY,
a(;xt(u,m;' 5 (b'={(u,;)‘;;' E

\6’; < (¢, ccr), ¥ =+(t,38"),

§ = 4 (s,58"), 6 }=*K(s,cc') ’

OA = a, 0B =D, OC =¢c, OA!' = a!,

OB' = b' , QC'+ ¢! .

De acdrdo com a definicfo de produto

Fige 67 . angulo por segnento, as hipdteses do
teorena dao :
Ha = «lb (1) .
{b \&' c (2)
§a = 2'c . (3)
Kal = ﬁ‘b' (L)

{bt: 2(01 (5)

= . - »
e se s fT perpendicular a A'C', vira, também

ga’= gc' (6)

Tudo.se resume, portanto, na verificagao de (6).
’ Ora, como u & perpendicular & A'3, temos, tambén,
. .
X al = {5‘0. (2)
Multiplicando (1) por [3 /, ven

!

(Wbﬁ

I

(A a

de onde, pelo teoremna 2,

oq&'a

1

G(s'b '.
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Aplicando (7) ao segundo rewbro desta igualdade, vern

i ?
Q{ﬁ a ={3%’aﬁ .
Multiplicando (L) por X, ven

] 7

oA ol gt =[3u( =

. ! /
e, como £ a' = (3 b, tirauos,

1 13
(3D = (e B!
Multipliquermos (9) por s © apliguerios o teorena 2.

Terios

<o = (3 Yo',
e, vor (2) e (5), '

; i
/

C)( q‘ ~ C —_ "'/ !4«, NG C'
{ h S e

de onde,

N
fe)
1l

i
X /3 oL

Multipliquenos (10) por § :. tenos, pelos teoremas 2,6

por {5}

de onde, en virtude de (8),

|
Cﬂ
~~

Ny

]
-
Il
R

L= O
O ~

§(pa) =

logo,

g‘a = cg ¢t

¢
como guerlarios denocnstrar,

0=0=0-~0=0=0=0
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