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Uma das primeiras e mais importantes questões a respeito
da "Gecme t r-í.a Elementar'Y, após a descoberta das geometrias não eu-
clidianas, foi a de saber quais as proposições em cuja demonstra-
ção se fazia necessário o uso de postulado da continuidade.

Na exposição contida nos famosos "Gr'und La.gen der Geome-
trie??,Hilbert,(l)tomando como noções primitivas, as de ponto, ret~
e plano, estabeleceu os cinco grupos de postulados de pertinência,
ordem, congruência, paralelismo e continuidade, e construiu, axio-
màticamente, a partir dêsses postulados, a geometria euclidianao
Mostrou, então, que os postulados de continuidade não são necessá-
rios às demonstrações dos teoremas que não exigem, de um modo ge-
ral, o emprêgo de limites, como os da equivalência de poliedros,do
cálculo do comprimento da circunferência, da área do circulo, das
~areas e dos volumes dos corpos redondos.

Com o êxito obtido, foi levado Hilbert ao estudo do pro-
blema correspondente na geometria de Lobatchfsky, a qual, como se
sabe, difere da euclidiana, ~nicamente pelo postulado das parale-
las, de modo que os grupos de postulados da pertinência, ordem, co!.:~
gruência e continuidade são conservados.

o grupo da continuidade ~ formado pelos postulados de Ar
quimedes e da completabilidade linear. Nos I'Grundlagen der Jeome-
trie ';,Hilbert não conseguiu evitar o postulado de A.rquirnedes, n .
demonstração do segundo teorema de Legendre, a saber: l'A soma dos
ângulos de um triângulo não pode ser maior do que dois r-et.o s :, Foi

(1) Hilbe~t, D.- Grundlagen der Geometrie- Teubner- 1899·
oempre que citado êste livro nos referimos à 7a. edição- 1930.
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por essa razão que, entre seus célebres problemas propostos no Cor'.
gresso de Paris, em 1900, Hilbert incluiu o da construção de uma
geometria não arquimediana, na qual, êsse teorema não seja verifi-
cado. Essa geometria foi obtida por Max Dehn (2), ficando assim de
finitivamente estabelecida a necessidade do postulado de Arquimedes,
na demonstração do segundo teorema de Legendre. Decorre dêsse fato,
a impossibilidade de se demonstrar, sem êsse postulado, que a soma
dos ângulos de um triângulo, na geometria de Lobatschfsky, é menor
do que dois retos.

Mesmo assim, o problema continuava a ter sentido, para a
parte relativa à completabilidade linear, e,ainda, bastante compl~
xo. ~s paralelas,de Lobatschfsky, a uma reta dada, r, por um ponto
dado, A, eram definidas como as retas de feixe A, que separam as r.§:.
tas que encontram r das que não a encontram, e, nas demonstrações
da existência de uma perpendicular comum a duas retas não secantes,
ut.Ll i, zava-se, sempre, da continuidade. Modifi cando, converrí ent.emep

te, o postulado das paralelas, Hilbert (3) conseguiu, também, evj.-
tal' a completabilidade linear nessa geometria, em tôdas as ques-
tões que não envolvem o emprêgo de limites.

O conjunto dos postulados de pertinência, ordem,congruêQ
cia e continuidade e as consequências deles decorrentes constituem
o que J. Bolyai denominava "Geome t r-La Ab soLut a \I. Algumas proposições
da geometria euclidiana não envolvem o conceito de paralelas, nem

(2) Dehn, M. - Die Legendres' chen Satze "ube.r die Winkel-
summe in Dreieck. Math. Ànn. 53 - 1900 - pág. 404.

(3) Hilbert, D. - Neue Begrandung der Bolyai- Lobatschfs
ky Geometrie - Math. Ann. 57 - 1903 - pág. 137.
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no enunciado, nem na demonstraç~o. Outras, envolvendo, embora, a
""noçao de paralelas, podem ser modificadas, de modo a se transfor-

marem em teoremas da geometria absoluta. S~o exemplos do primeiro
tipo, os teoremas relativos à pertinência, ordem e congruência,e~
tudados por Hilbert, nos "Grundlagen der Geometrie". Pertence ao
segundo tipo o teorema de Desargues: "Dados dois Triângulos ABC e
A'B'C' se as retas AA', BB' e CC' passam por um ponto O e se AB e
A'B' têm uma perpendicular comum que passa por O, assim como BC e
B'C', ent~o, AC e A'C' têm também uma perpendicular comum que pa~
sa por O", enunciado êste absolutamente equivalente à forma eucli
diana do mesmo teorema: TlDadosdois triângulos ABC e A'B'C' ,se as
retas h.A', BB' e CC' passam por um ponto O e se AB// A'B'e BCIIB'07

BC (/ A'C!•
Nesta tese desenvolvemos a geometria absoluta no plano

até a demonstraç~o dos teoremas de Desargues e Pascal.Pelos resul
tados dos trabalhos de Hilbert, que enunciamos acima, a completa-
bilidade linear pode ser abandonada no estudo de muitas questões,
entre as quais, s~mente o segundo teorema de Legendre exige o po~
tulado de i\.rquimedes.Como não vamos abordá-Ia, abandonamos com-
pletamente o grupo da continuidade e estudamos a geometria absol~
ta que pode ser construida exclusivamente com os postulados de per
tinência, ordem e congruência.

O teorema de Desargues,como se sabe, é consequência dire
ta dos postulados da pertinência e da ordem, se êstes incluirem
postulados da geometria espacial de modo que sua demonstração não
oferece dificuldade na geometria no espaço.Por outro lado,Hilbert
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e Moulton (4) deram exemplos de geometrias baseadas no.s postula-
dos planos da pertinência e da ordem que são não desarguianas,de
modo que o teorema de Desargues não é consequência dêsses axiomas.
No entanto, a importância da demonstração daquele teorema median
te postulados da geometria plana, foi posta em relevo por Hil-
bert (5), demonstrando que a condição necessária e suficiente p~
ra que uma geometria plana construída axiomàticamente coincida
com a geometria subordinada nesse plano por uma geometria espa-
cial é que se verifique na geometria plana, o teorema de Desar-
gues'1• Essa é a razão pela qual nos limitamos à geometria abso-
luta no plano.

Nos dois primeiros capítulos estudamos os teoremas clás
sicos seguindo de perto os "Gr'undLageri der Geometrie li •

No primeiro enunciamos os postulados da pertinência e
da ordem e demonstramos os teoremas de separação e principais con
sequências enunciados apenas por Hilbert.A demonstração do Teore-
ma de Jordan para polígonos simples foi orientada pelá método de
Veblen (6), com algumas modificações. Em nossa exposição, foi ta!.!:!
bêm de grande utilidade o livro de Forder:"Euclidean Geometryi'.(~

No segundo capítulo, expusemos a teoria da congruência.
Na primeira edição dos "Grundlagen der Geometrie 91 a transi ti vida-

(4) HilbertÂ D.- Grundlagen der Geometrie. O exemplo de
Moulton está na pág. b5 da 7a. edição e o mais complicado de Hil-
bert na pág. 66 da 6a. edição.

(5) Hilbert, D. - Grundlagen der Geometrie - pág. 88.
(6) Veblen, - A System ofaxioms for geometry - Trans.

Am. Math. Soe. - 1904 - pág. 343.
(7) Forder - Euclidean Geometry - Cambridge University

Press - 1927.
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de da congru~ncia de ~ngulos era tomada como postulado. Rosenthal
(8) mostrou que ela era consequ~ncia dos demais,e, modificando os
postulados conseguiu também demonstrar a reflexividade da congru~
cia de ~ngulos, também tomada por Hilbert como postulado. Sua de-
monstração é longa, e preferimos seguir Hilbert conservando entre
os axiomas a reflexividade e demonstrando a transitividade. O mé-

todo de Hilbert nessa demonstração é mais simples que o de Rosen-
thal. Consiste em demonstrar primeiramente o chamado i'terceiro cª
so de congru~ncia .de tri~ngulosT', para depois aplic~-lo ~ dedução
da propriedade transitiva da congru~ncia de ~ngulos. Em 1940, Rei
demeister (9)~simplificou ainda mais a teoria, demonstrando pre-
viOJllonte que todos os ~ngulos re·tos são congruentes (um dos pos-
tulados de Euclides)e depois a transitividade. Pode-se em seguida
fazer a demonstração cl~ssica do terceiro caso de congru~ncia de
tri~ngulos. Foi êsse o método que seguimos. Ainda neste capítulo
estudamos a exist~ncia do ponto médio de um segmento,da bissetriz
de um ~ngulo, e quadrilátero birret~ngulo isósceles de Pe.Sacche-
ri e o teorema de ~ngulo externo de um tri~ngulo.

No terceiro capítulo consideramos a soma dos segmentos
e ângulos e demonstramos os teoremas de Desargues e Pascal com o
auxílio do conceito de produto de um ~ngulo por um segmento,int~
duzido por Hilbert nos "Grundlagen der Geometrie"(lO).A demonstra

gruenz -

(8) Rosenthal, ~. - Vereinfachung des Hilbertschen Sys-
Kengruenzaxion - Mat h , .inn , 71 - 1912 - pág. 257.

(9) Reidemeister, K. - Die Transitivitat der Winkelkon-
Jber, der Deutsch. l-lat.h , Verein. - 49 - Abt o 2- pg. 74.
(10) Hilbert, D. - Grundlagen der Geometrie - pág. 53.

tem der
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ção do teorema de Pascal é a mesma que a de Hilbert (11) porém, es
ta se baseava na propriedade, simb~licamente representada pela e-
quação O( ~a = (3 cXa, por êle deduzida no caso euclidiano, que de-
monstramos ser verdadeira na geometria absoluta. Obtido o teorema
de Pascal, poderiamos adatar ao caso a demonstração do teorema de
Hessenberg: o teorema de Desargues é uma consequência direta do
teorema de Pascal. Preferimos, no entanto, dar uma demonstração
direta ü que tem a vantagem de se utilizar também do produto de

A 1um angu~o por um segmento.
Completando o plano euclidiano com a introdução dos ele-

mentos impróprios, o teorema de Desargues da geometria projetiva é
consequência do caso euclidiano. Com a álgebra dos pontos de
Staudt-Hessenbürg (12), podemos, então, introduzir coordenadas na
geometria. ,iliás, observemos de passagem, que a álgebrA. dos pon-
tos é uma generalização do cálculo segmentário de Hilbert, basea-
do no teorema de Desargues (13), com o qual podemos introduzir di-
retamente coordenadas na geometria euclidiana sem a introdução dos
eLeme nt.os impróprios.

Na geometria absol~ta, completando o plano com os pontos
e retas ideais, como, por exemplo,fez Hjelmslev (14), podemos tam-

(11) Hilbert, D. - Grundlagen der Geometrie - pág. 53.
(12) Hessenberg - fiber einem geometrischen KalkUl - ~cta

Math. - 29 - pág. 1.
Veblen, Young - Projective Geometry - Ginnand Com-

.pany - pág. 141.
(13) Hilbert, Do - Grundlagen Geometrie - pág. 88.
(14) Hjelmslev - Neue BegrUndung der ebenen Geometrie -

Math. Ann. 64 - pág. 449.
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bêm demonstrar o teorema projetivo de Desargues,a partir do caso
particular que demonstramos, mediante a semi-rotação definida por
Hjelmslev. Posslvelmente a álgebra dos pontos virá permitir a in-
trodução das coordenadas na geometria absoluta.

ftste trabalho já estava redigido quando tivemos conheci
mento dos resultados de Ugo Cassina (15) que expõe de modo mais
perfeito os postulados de Hilbert e retoma o problema de Rosenthal
do trabalho acima citado, que ê a demonstração da reflexi vidade d~l

congru~ncia de ~ngulos. Os enunciados e postulados, dados por Ugo
Cassina, são mais claros que os de Hilbert e os teriamos adotado
se dêles tivessemos tido conhecimento em tempo. Também só depois
de concluída esta tese, pudemos conhecer o livro de G. Verriest -
"Introduction ~ la géometrie non euclidenne par la methode élemen
tairen• - Gauthier - Villars - 1951, que nos teria sido de utili-
dade.

Queremos agradecer ao Professor Edison Far-ah que discutiu
conosco êste trabalho e ao Professor João Batista Castanho que não
mediu esforços para conseguir uma bôa apresentação mimeográfica.

são Paulo, setembro de 1951.

•.. Fernando Furquim de Almeida

(15) Cassina, U. - Nuova teoria della congruenza ~eome-
trica - Periodico de Matematica, 141, 25(1947)- p~g. 196. Ancora
sui fondamenti della geometria secondo Hilbert - notas I, 11, 111.
Istituto Lombardo di Scienze e Lettere - vol. LXXXI - 1949.
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NOÇtlES pnnUT1VAS, POSTULADOS DA PERT1N~NC1A E DA ORDEM,

TEOREMAS DE SEPARAÇÃO

..•
1. Tomaremos, cano noçoes primitivas, ponto e reta. Do

signarenos os pontos con as letras latinas mai~sculas, e as re-
tas com as letras minúsculas. Os pontos e as retas têm certas re
lações entre si, dadas pelos postulados, que são divididos eo
três grupos. Cada grupo dá, por assim dizer, precisão ao signifi
cada cori que usarenos os conceitos "pertencer", "entir-e" e "c ori-

gruente". Por êsse nativo, ao primeiro grupo, daremos o nOE1e de
postulados da pertinência, ao segundo, o de postulados da or-dem,

e ao terceiro, o de postulados da congruência. Ao conjunto dos
pontos e retas que so.tisfazen a êsses postulados, chamarenos de
plano.

2. Os postulados da pertinência são os seguintes:

1,1- Dados dois pontos li. e B existe uma reta à qual êles per-
tencem.

11,2 - Dados dois pontos A e 13, não existe raa Ls do que uma reta
à qual êles pertencem.

11,3 - &1 uma reta E. existen, pelo menos, dois pontos; existen,
pelo menos, três pontos que não pertencem a uma reta.
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Enbora no enunciado dos postulados acima, usemos sem-.
pre o verbo pertencer, iremos, todavia, no decorrer dêste traba
lho, substitui-Ia por outros já consagrados pelo uso, como pas-
sar, encontrar, otc, Assin, diremos "a reta E. passa pelo ponto
P", para exprimir que o ponto P pertence à. reta E. ou que r é um.
reta que pertence ao ponto :E>; diremos que 1\ as retas r e s se en
contram em um ponto P; para exprinir que P pertence à r e à s.
Do mesmo modo, quando dissermos, por comodidade de linguagem,
"dois pontos A e B determinam uma reta" entenderemoo que existe

# • ." #o e unica a reta a qual eles pertencem. isto e, como que resumi
nos. nessa, única fraso, os postulados 1,1 e 1.2, os quais, pr~
cisamente. arí.rraam a ex,1.st.ê.u.cia0 a unic.1dade da..l'6t.a que pa,s-6El

poi' êss6s pontos,
A reta determinada por A e B será indicada por reta AB.
Uma consequôncia imediata d~sse grupo de postulados ,

e

que_.duas retas ou MO têm ponto comum, ou t~m um só. Com efeito,
duas retas!:. e s não têr.'l p.anto.comum, ou t~r:1um ponto A.. Neste
últiuo caso, se tivesser:1nais um ponto B e[1comum, aS duas re-
tas coinc.idj.rinn.do :;l.O~o com o post.ulndo 1.-.1- Portanto, A
o Único ponto comun ,

3. Os postulados da orden dão o significado da pala-
vra "entreI! e são e[1núnero de cinco:

I1~l - Se um ponto B estiver entre um ponto A e ut1 ponto C, 4

B, e C serão três pontos distintos de uma reta e B es-
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terá, também, entre e e 1'0

II,2 - Dados dois pontos A e B, existe, pelo nerioa , um ponto e,

de modo que B esteja entre A e e.

II,3 - Dados três pontos de una rota, 1>.,3, e, s oment.e un deles
,

podera estar entre os outros dois.

Definição: Chama-cae lsegmento a um par não ordenado de

pontos. Dados os pon t oe A e 13i podemos, então, des ignar o segnen

to que êles dc t.er-rrí.nam, por I~Bou nA. Os pontos A e B são ch ama-

dos extremos do segcento; os que estão entre A e B, pontos inte~

nos, ou s LrrpLoarie nte pon t os do segrient o j e os pontos da reta, d~
~ ,.,

terminada por A e B, que nao sno do segmento AO, nem cono extre-

mos, dizem-se pontos externos do segmento.

III,4 - Postulado de ?asch: Sejam A, B, C três pontos que não pe~

tencem a ill1a reta e r illla reta do plano ABCque não pas-

aa ~)or A neri pcr 13 neri por e. Si ~ passar l.)or úri ponto do

segmento passará, certamente, ou ~or un ponto do seg-

ment o .Ae, ou i)or um ponto do aogmonto Deo

Convenções; Si A, D e e forem três pontos do una reta di-

r-emes que êles estão na ordem [ABC J, se :3 es t âve.r entre i, e e.

Da mesna forma se A, D, C, e D forem quatro pontos de una re

ta, "ordem [ABeD J" quer dizer que B está entre A e C e en-

tre A e C, e que e está entre A e D e entre:J e D. Mais ge-

ralnente, se Al,A2,0 •• ,An f or eri n pontos de una reta, a "orden
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[A.IA2•• ~AnJ indica que. Aj está entre Ai e Ak, se i ( j < k ,

?elo primeiro postulado da ordem, sabemos que se B es-
tiver entre A e C, estará também entre C e A; portanto, as or-
dens [ ABC ] e (CBA ] t~m o me smo significado, assim c omo [.AE<J))

e 1DCBA ), [AI A2 • • • An ] e [ An'" A2AI J!

Teoremn. I - Dados os pontos A e B existe ur.l ponto en-
tre êles.

...Pelo postulado 1,3, existe um ponto G que nao pertence
ô.. reta AB, e, por 11,2, um ponto E" tal que A,G e E estão na or-

dern [ l-iGE ). Ainda pelo me amo po~
tiu Lad o, podemos t omar F de modo

que 13,E,F estejam na or-dem [BI;FJ.
,..A reta FG nao passa por nenhum dos

pontos A, B e E, encontra o seg-
men t o AE no ponto G, e a reta BE
no ponto F, externo do segmento
BE; logo, pelo postulado de ?~sc~

'---- --4. --.: •.::...:_~ encontrará o segnento Ii.B num pon-
A c 8
Fig. I

to C" interno.

Teorena 2 : - Se A, B e C forem três pontos de uma re-
..•. ,ta, um deles cstara entre os outros dois.

Pelo postulo.doII,3"somente um dos três ponto~ A; B e
C podo estar entre os outros dois._ Suponhar1os, então, que A l1.ão
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esteja entre 13 e C e C rrao esteja entre A e B. Tenos que denons-

'" ""',trar en t a o, que b esta entre 1, e C. Existe UI1 ponto G fora da re-

ta AC e un ponto E tal que 13, G e E
estão na or-dem L 3GB J. A reta AG

não passa por 13 nen por C non por E,
e encontra o segnento DE no ponto in

terno G; encontrará, pois, pelo pos-

tulado de Paac.h, o ae gnen to 13C, ou o

A 8 c se29~1ento EC nuri ponto interno. Mas,

AG encontra a reta AC no ponto A, e!

terno de DC; logo encontrará EC no

Fig. 2 ponto interno F. Do n88:JO mod o se p2,

de deDonstrar que CG encontra o sognento AE no ponto interno H. Pe

10 postulado de Pasch , se c ons í.der-ar-ncs os pontos A, E, F, o a re-

ta CG, v or-ottos que G é UTl ponto interno de AF e, c ons iderando os

pontos A~ C, F o a reta EG, verenos, ainda, que
,

~ e illl ponto intor

no de AC.

Corolário. Seja!:1 A, B, C trôs pontos quo não pertencen a

una r,}Gsna reta; E un ponto do se0:~1ento .hE, F do segnento 3C 8 G do

segnento AD. Então os pontos E, F o
8 G não pode!::} estar nu..r:1a ncsna reta.

Se :Ó, G e F portoncerem ~ una re-

ta, pelo t.e or-e ma anterior, um de-

c lcs estará entro os outros dois. Su-

ponhanos que G esteja entre E o F e

ap l Lque.aoa o postulado de Paac h
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..nos pontos B, E, F e a reta Ae. Esta, una vez que passa pelo i.JO~

,to G do segnento EF, passara ou por UI.l ponto do segrte nt o BF, o

que daria e entre B e F ou por un ponto do segoento DE, donde A

estaria entre B e E. Qualquer dos dois casos ost~ eo contradiç~o

coe 11,3, pois, por construçffo~ está entre E e D e E entre A e B.
Una consequência ioediata dêste coroLar-Lo é que,' no po~

tulado de Pasch, se a reta ~ passar por un ponto do segoento Ae,
nno passará por un ponto entre D o e e vico-versa.

Teorona 3 : - Se L, 13, e, D foren quatro' pontos de una

reto..o se tiveroos ClS ordens [ Jü3e J .Q [ BeD ], t.ereraoa taôbéô as

ordens [ ABe ] .~ [ j~CD 1.
.Tonenos um ponto E, fora da reta ~ , .onde estjio os pon-

tos A, B, e, D e soja F fi1 ponto tal que e, E, F estejaô na ordem

[ eEF J. Aplic~ndo o postulado do
io..sch~ reto..Ae e aos pontos 13, e,
li' t.er-eraosa or-dem [BGFJ, e pelo rie a«

00 postul~do, aplicado Q reta GD o

a08 pontos D, e, F, a orden [eHFJ.
Ainda pelo postulado de ?asch,apl!

\

cado aos pontos D, G, D e Q reta

rc , t.er-erros[ GHD J, e aplicado
Fig. 4 ..aos pontos A, E, e e a reta FG, a

orden [EGA J. Aplicando-o ont~o Q A, G, D e Q reta Fe, teroDos a

ordem [ AeD], e, a segunda parte do toorona está demonstrado... Se
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reJ,Jetf.s sinos a. de mons tração a partir do lJOnto 3, is to é, se tO!.:lá~

semos F de ~odo que os pontos 0, E e F estivesse~ na. ardeu [BEF],

e-, se trocassenos aempr e J e C, obterf.anos a. or-dem [ADC), e aa s Lri

c ornpLe t.ar Lamoa a denons tração do te arena.

Teorena. 4. Se A, 13, C, D forem quatro pontos de lli~a. re-

ta e se tivernos as ordens ~ACD J, terenos, tar,lbén" a.s or-

dens (ADDJ e ~.
Se a reta CF oncontra.sse o segnento AG nun ponto inter-

no, pelo postulado de Pascb , passaria por UY.l ponto do segnento A:J

ou por un ponto do segnento DG. Ora, CF encontra a reta A3 no jJ0E;

to C, externo do segnento AD e a re ta EG no ponto F externo do
Hsegnento DG, portanto, a reta CF nao passa por UI] ponto interno do

ee gne n t.o AG.

TO:lenos o ~}onto G, fora de E. , e F de nado que v a Lhn

a orden [UGF] (Fig. 4). Estando C no segmon t o AD, a r o t.a CF, ~)elo

postulado de lJasch, enc antro. o sognento GD num ponto R, dando, C.iE;

da ~elo postulado de rasch, apltcado aos pontos B, G, D e à reta

PC, se segue que FC enc antro. í3D no ponto C, interno ao ae g.acri t o

DD, isto é, tenos a orden (:SCD]li

De [ADCJ o (:JCD]segue-se; pelo t.e or eria 3, a or deri

[ACD], o o toorena está c ompLe t.amen t.e denonstrado.

Tearena. 5. Da.dos quatro pontos de una reta podenos in-

dicá-los por A,13, C e D de nodo que êles esteja.n na. orden [iiDCDL.

De f a to" t onenos três dentre os quatro pont.os , Só un do-
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les, que indicaremos por Q, está entro os outros dois, que chan~

r oaos de P e R. Terenos, então, a or-dem (PCt,I.'1]. Sendo S o quarto

ponto, os pontos PR e S este.rão numa dus seguintes ordens: [PRS],

(RPSJou [~)SRJ. Cono já tenos a orden (PQHJ, a primeira, [?RS} ,no~

tra que 'os qua tro pont oa , PQR e S estão na or-dem [?QRS]. A segun-

da, [H?S] , c orr [RQPj, que coincide c om (PQRJ, dá a or de n [AQ,ilSJ.

Vej o.1.10Sc. terce Lr a , 'I'erios , por hipótese, as or-dcri [PQRJ e [?SH].

Considerenos as ordens [J?QS], (PS'1J e [Qi.)sj, que são as três úni-

cas possíveis par-a os ~)ontos ?Q e S. A pr Lne Lr-a , (?'iS), c ori [PSR],

dó. [LJqsnJ, que não contradiz o. or-do:n [PQRJjá existente. Da seg~

da, [PSQ], c or ibLriad a c ori (?liRJ, ven [PS'1,R], t.anbé m pos s ive 1. Á ter

coira [Q?S), c ori [RPQJ = ['1?R] dá (R0,PS) na qua I P está cn tz-c 11 e S,

OD contro.diçQo COD c. hipótese fPSRj. Resumindo, vemos que, do.dos

os pontos ?,Q,R e S, esto.rão êles nQJa e numa só das ordens;

(P0,RSJ, [H'1?S), (P;~SHJ e [l?S0JlJ. Indicando os pontos ?1H e S op0E.

t.unarien t.o por 1\ ,:D,C e D, o toor-eria fico. denonstrc.do.

Observo.çc..o - Vinos que us ordens l?:lll] e [?sn) dão, .LX'..-

r a os pontos PQH e S, as ordens [p(:,sn] ou [pS0H], e que nos t.r a que

se Q e S estiveroLl entre J n n t ' t1: e n,-G e s aro. cn re ? e S ou ontro S e

R. Essa observação nos será útil en seguida.

6 fi :\ o JITeorer.1c. • - Dnd,)s n pontos de urja reta, podemos lnC,lCQ-

10s por 11.1,A2,••• ,An de nodo que estejan na ordeu [Al.h2••• fl.n).

Este toorc~a 6 wm genernlizaçfio do antorior, e vn~as do
, - ,rion s tir-a-To por Lndu ç a o c onp Lo t.a , Po10s to cr-emas 2 e 5, e verdc.de i

ro para n = 3,4. Sup cnharroa que soja vor-dado â r o paro. n-l ~Jont,)s.S~
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janêlos :J1,D2 •.• ,Dn_l na orden (01,lJ2, ••• ,Dn_l), e P o n-esinu

ponto. Considero.ndo os pon t oa P, DI e~} 1 terenos una das trêsn- ,

possibilidades :

I [ i)~3 ~3 JLI n-l ,

11 ( ~)l Dn-l
p J ,

111 (~Jl ? ., J..Jn_l •

No caso I, -qe::10sas or-dens (FEl Bn_lJ o G31~32··.3n_l).

Vamos demonstrar que os 'pontos 1\01' ••• ,Bn_l estão na orden

(PD102••• Bn_1), par-a o que basta nostrar que sendo l~ i0j~ n-l

dev emos ter (j?j)li:;). Ora, se i

que é a hi.;)ótese. Se i> 1 e j

1 e j = n-1 tenos (?D10n_1],

n-l, de [P131Dn_lJ e [DlSi~n-1J

segue-se [P-~l~j;]n-lJ tiranos [P---'iDjJ.

No caa o 11 as ordens são [-\;Jn_1 rJe (°1152' •• :Jn_l),quc

coinciden cori (P:Jn_ll\J e (Dn_l, ••• ,:J11, e, pe Lo caso I, te:los

a or-dem (i?Dn_l, ••• ,ul]quo é iGual ô. or-dem [DI'·· \n-l :?J a

No caso 111, ~e o.cSrdo con o. 6 servo.ção de tooreDa ante

rior, P está entre ' . 132 ou entro 13 :3 Se estiver entro')1 o 2 o n-l •
") -, estará entre 3 ., ou ontro 13 o .J e assin ~)or--'.)2 o .J

n-l' o LJ ,2 3 3 n-l
di an to. Podonos , po í.s , de ternino.r uri indico j ~ n-l tal que tenha-

nos a ordeQ (Dj_l ?~j)' e, )010. pr6Jrio. construção, tem-se,

(:31?Dn-1J ' par-a j ~ 1::: j-a , fi fin de c oupLet.ar-rios o. de:::lOnstro.-

ÇQO, c1evenos nostro.r que f:,.Jo P;J], par a 1:( i~<j-l e j~ k~n-l •l, l r... ~ ....

Se i = j-l e j=k" tonos a hipótese [JJj_1 PDj); se i=j-l o j « k,

de rJj_1 PDj) e (3j_1 DjDrJseGue-so (Dj_1?ukJ. Fd.nu Lmen te , se



- 10 -

i <, j-l e j Z k , as ordens [li 13j_l Dk) e [Dj_l~J~kJ dão o. ordon

(Ei ?BkJ·

Vemos, então, que os n pontos ?,Bl, •.• , Nn estão numa

das ordens [:2D, ••• ,Dn_lJ, (DI"' .::Jn_l?J ou [DI'" .Dj_l PDj' •• on]. En

qualquer caso, podemos indic~-los por Al,A2, ••• ,An ' cte modo que

venha a or-dem [AIA2' •• AnJ.

Teorema 7. Entre dois ?ontos quo.isquer de uma reta exis-

tem semi)re inflni tos pontos.

Sejam A e ~ dois pontos arbitrários de uma reta e suponh~

nos que entre êles existam n pontos. 2elo teorema 6, podemos indi-

cá-Ias por AI ' A2, ••• , An ' de nado 'que os n+2 pontos li , AI' A2'

estejan na ordem [A AI.' •AnD]• Tomemos os pontos Aj_l l1j'..•
e D sao pontos ox-

Aj_2, Aj~l~:~·' An
, e entre Aj_l e Aj existe um ponto quo

Todos os pontos A,
ternos do segmento

AI'··"
A. 1 A.J - J,

a, porto.nto diferente de A,Jil ••• A. 1 ' A.••• A e 13. Ora, das or-de nc. J- J n
[A 11.j_l AjJ e [Aj_l.e Aj]se8ue-se [A lJ lijJe, desta e do. orden

[A Aj DJ, segue-se [li ? D), isto é, ? é un ponto interno do ae gnerr-

to A n. Lego, no segnento L D existen n+l pontos.

4. O sistena de s egrie ntos A jJ , 1) C , C D , ••• , K L ch aria

se .linha poli~onal que liga
, .

o ponto li con o ponto L, e que sera ln

dicada por fi. De. o. K L. Os pontos internos dos segmentos A D, l3 C

• • • K L , assim como os pontos li , li , C ••• L são os ~ontos da li-

nha poligonal. Os pontos A , D , C ••• L chamam -ao vórtices e os se-

gmen t os li :J , B C , ••• , K L , lados. Considerarenos c ano pon tos de
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Q~ lado exclusivanente os seus pontos internos.

Uma püligonnl con dois vértices é um segnento. Se L coin
, t tcidir com A, a linha ~)oligonal se chamara polJ,.gono. Pol Lg onos com

3,4 , ... , n vértices tais que três vértices consecutivos não por

tencem a uno. r.10SI1areta, ch aman-e ae respectivamente triângulos,
; # ~quadrilateros , .•• , n-agonos. 1!. claro que podenos representar o

pol{gono por A ~ C •.• K , ou por D C ••• K A , ou por C D •••

K fi. I3 , e tc •

Se os vértices de uma linha poligonal forem todos dife

rentes, se nenhun vértice pertencer a W~ lado e se dois lados

quaisquer não t í.ver-en ponto COLlUI1, diremos que a linha po Lí.g ona I

,
e simples.

Nos toorenas que v arao a estudar ó importo.nte saber so uri

ponto portence ou não a ill~o.linha poli8onal ou a ill1 ~ol{gono, de
I A'nod o que, se t.Lve r-ric s nessa linha poligono.l ou po l Lg ono , tres ver

tices consecutivos que pertencen a uma me sma reta, não ten iI1.l.Jor-

tância considerar o vértice que está entre os outros dóis cono pog

to do lado doterninado por ê s to s úl tinos. Ass Lm sendo , salvo rierr-

cão e xpr-e as a do contrÚrio, suporenos que as linhas poligonais e os

po l igonos que vanos considerar não t enh am três vértices consecuti

vos alinhados.

.::>.I. ara evi tar repe tiçõe s de snece ssár ias, av Ls auos tar,1bén

que só ua ar er.ioa po l.Lgona í.s e l)ol:f.gonos s Lmp Le a ,

Chana-se rogino, Q un conjunto H, não vazio de pontos

tais que dois pontos quaisquer de R poder; ser ligo.dos por uria li
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nha poligonal cujos pontos pertencen todos a R. li. região será
convexa, se, dados dois pontos arbitrários de R, ? e Q, o segne~
to ? Q pertencer a R. Por exenplo, a totalidade dos pontos é una
re[;iãoconv exu , 8.8s Lm cano, o conjunto dos pontos de una re ta.

Seja R uma região, e S um qualquer conjunto de pontos
de R, contendo pe I.o nenos U11 ponto. Dâ.r eraoa que K está dividido

•
nas regiões RI e R2 separadas por S se:'

1) todos os pontos de R que não pertencen a S estão nu
.. ..•na e nill~aso das regiocs RI e R2, e os pontos de

S não j)ertencem nen â RI
2) qualquer linha poligonal que liga uri ponto de RI' con

un ponto de R2 contén, pelo menOSjUTI ponto de S.

Teorena 8. - SejaB Rl 2. Ra duas regiões contidas na re-
gião R, se~aradas pelo conjunto S, e su~onhanos que Ri ~ R2 sejam
tcnbén du8.S regiões contidas eD R· e separadas pelo nesr)o conjunto
S. Então, ou e R' = R2 2 ou Ri

1 e

De fü.to, seja O un ponto de Ri • Cano êle nao pertence
.. , ,a S, pertencera a RI ou a R2 • SUpOnhar.108pertencer por exerr-

,pI o, a !lI • Varios derionst.r-ur- que R2 e R,2 c odnc Ldera , Seja X UTI
pon t o de 1(2" Cano O pertence à. Ri ' qualquer linha poligonal qU8
Llgue O com X conterá. un ponto de S • .2 , por-eri , pertence, ta~·.1bé;·1,
C. RI' 10:30X pertence à R2 " Assiél sendo, qualquer ponto de H,2
.. ..e tanben ponto do R2• Seja, agora, Y un ponto de R2 • Cano O per-
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tence a Rl ' quo.lquer linho. ~oligonnl que liGue O con Y conterá
,

lil ponto de S, donde, Y e um ~onto de R2 ' pois O pertence tan-
, '''' , ,bem a RI' Verios , entao, que qualquer ponto de R2 e tambera ponto

de R2 •
Cano todo ponto do. região R2 pertence à região R2 o to

~pertenco nquela, R2 e R~ coinciden.do ponto desta
Sendo RI fornada pelos pontos de R, que não pertencen

à R2 e S, e, Ri ' e pelos pontos de R que não pertencem a R2 e
S segue-se que, Ri e Rl coinciden, pois, como demons t.romos , H2
e R2 coinciden,

Se o ponto O pertencesse à R2 demonstrarianos, com o
neSDO processo, que H2 e RI c o.LncLd Lr-Lam, donde R2 e Ri t.anbór;

coinc idirian e o tearena f Lca, pois, corrp Le t.araerrt.e demonstrado,
Definição: Dois pontos ? c Q se dizen accessiveis (ca-

da um acessível do outro) com relação a UI1 conjunto de pontos S,
se existir uma poligonal que ligue ? com Q e que não contenha no
nhun ponto de S, salvo, eventunlnente, os pontos 1?e Q.

Vemos, por essa definição, que, se uno. região R estiver
dividida nas retjiões HI e TI2 aepur-adu a l)or S, UD ponto de S podo
ser acessivel do qualquer ponto de RI ou R2•

Teorena 9. - Suponhanos o.região R dividida nas regiões
RI ~ R2 ' separadas por S, e nas regiões Ri ~ H2 ' separadas por
T. Se todo ponto de Ri pertencer à Rl, Ut1 ponto qualquer T perten-

, ..cero. a TIl' ou a S.
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De fato, conforne a definiçfio de pontos access!veis,

( ,
quaLquer- pon t o uc cos s LvoL do uri pont o de Hl pertence t: Rl ou a

S. Ora, se um ponto ;~, qualquer, de T é ;;,cessfvel de todo pont o

do RI que, por hipótese, é tnnbór.l ~Jonto de Rl entfio,X pertenco 8.

Rl ' ou a S•.

5. TeoreraD. 10. - Un ponto 0, sôbre uma reta, divide 08

outros pontos da reta eM duas regiões por êle separadas.

Tonenos sôbre o. reta r Ul:1 outro ponto U e seja R o con

junto dos pontos de r~ distintos

do 0, e que do t.or-md.num, c ono U , Ur.1

,
seG~ento que contem o ponto O; seja

H' o conjunto dos pon t cs de r , t.ari-

bêM distintos de 0, e que determi-

Fig. 5

...,
nan con u tu:! segnento que nao con-

tón O. Colocanos o pont oU. en RI

É c lar o que nenhum dos dois conjuntos ó v az i o, pois, 11'

c ont.ém U e, cano existo UI1 pont o h. t a I que ° esteja entre A e U,

êsse Janto pertencora Q H.
Dados d oí.s pon t os Y e Z de E,,, diferentes de ° o U, os

,
quatro pon t cs 0, Y, Z e V, pelo teorena 5, 80 poderá estar numa

das 12 ordens seguintes:

(YZ OU], [YZUo] , LYUZOJ, (ZYOU] ,

[ZYUO] , ( ° Y U z J ' [OYZUJ., [UYZOJ,
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(yozuJ, [Youz] , [YUOZ1, [UYozJ.

Nas oito prineiras ordens os pontos Y e Z pertencen aE2
bos à R ou à R' e, em tôdas elas o segmento YZ não contém o pon-
to O. Nas quatro ~ltimas, Y e Z pertencem a conjuntos diferentes,
isto é, se Y per tenc er- à. R,; Z pertencerá 'a. R' , pois, o s egm-m to
YZ contém o ponto o.

Se Z coincidir coe U, pertoncern. a R' e como os tr~s
pontos Y, O, U estilo nuria das ordens, (Y OU], (O Y U J e
[O U Y J, no prineiro caso, Y per tcnc e à R, e o segnento YU

contén O e nos outros dois Y pertence à R' e o segnento UY não
contén o.

Apesar de teren sido construidos con o auxilio do pOE

to u, os dois conjuntos R o R' são Lnde ponüen to a dêsse ponto, en
virtude do teorena 8.

Cano os dois conjuntos TI e R' de~enden exclusivanente
do ponto O, teo sentido a seguinte definiçno:

Dado uno ponto O sÔ,bre uma reta, cn ama-cse selni-reta de
origem O, a qualquer dos dois conjuntos de pontos an que êsse pon
to ° divide a reta. •

Se R e R' foren os dois conjuntos em que a reta foi dl
vidida por O, TI' chana-so soni-reta oposta de R, e, R, seni-reta
01)os ta de IP •

Direnos quo dois pontos que perten~ml a uma mesma soni-
reta de origen O, estão do neSDO lado de ° e dois pontos, que pe~
.tençoL1 a sem í, ••r-e t as ccpos t.as, estão em lados Og?S~OS de O.
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Teorema 11. - Uma reta r separa os pontos do plano que
não pertenceu à r en duas regiões convexas.

PeLo postulado I,3 , existe un ponto O ..•que nao porte~
ce à r • Soja RI o conjunto dos ~ontos que nfio pertencen; r e
que de t.or-rri nara c om O um segnento que contén um ponto de r; e R2

G conjunto dos pontos que não pertenceu à r nem a RI • Oo Locanos
ta~bém en R2 o ponto O.

Pela definição dos conjuntos RI' R2 cada ponto de R2.. ,deternina, con O, un segnento que nao conten nenhun ponto de r,
e todos os pontos que nno pertencem à n estno nill1e nun só dês-
ses conjuntos. J?or outro Indo, RI e R2 não são vazios, pois O
pertence à R2 e, sendo X un ponto de r de rrod o quo O, X e li ests:
j an na orden L O X A ] (que existe certanente, pelo poa t.uLud o 11,2)

segue-se que o ponto A pertence à RI •
VaI:1osdenonstrnr que RI e R2 são ree;iões convexas se-

paradas por !: ..
Tonenos dois pontos A e D de RI •
Os pontos O, A e =:. poden ostar alinhados. Neste ca-

so, se U for o ponto de encontro da reta O A ,con E., cono U e
interno e O A e a O 13, terenos para os pontos O, U, A, D, una dc.s
ordens [ O U A D J ou [O USA], isto é, o segnento A 1.3nno
contém o ponto u. Se, então, for ill~ ponto interno de A ~, virá
inediatanente, das ordens já ,estabelecidas, que U e o ponto in-
terno de O X, donde X pertence à Rl •

Se os pontos O, A, D não estiveren c.linhndos, sojan ul
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e U2 os pontos de r, t~is que,
O

[ O Ul A ] e ( O U2 D 1. i?elo co

rol&rio do teoreua 6, a reta r n50

r t t A n ~ t"encon ra o seg~en O u. ~n ao, se

X
B

A X for UYJ ponto do segnento fl. D, c o

A

Li,
r

-uo r nao encontra o segmento X e

encontra O :J eu U-:z:, encontrará O X

nlli~ponto U; portanto, X pertonce

Se j an , agora, A' e :~!dois

Fig",6 B pontos do 112., Una vez que estilo n-

linhndos os pontos O" A' e :J I, o segnento A' D' não pode conter

nenhQD ponto de r, pois, O A' e O
O " n50 contén pontes de r. Caso

I

A
O" A I e '";j' na o e eto j ari nlinhados,

cono O A' o O D' nõ.o contén no-
r nh uri ponto de r, A',,' to.::.lbénnõ.o

conter&, pelo postulado de ?asch,
Fig. 7

ne nh uri ponto de r •..Por t.ant o, sendo

Xl un pon t o interno de A'.Ji, o soB.

men t o AI X' ou o s egnen t o ~,~:' tari

bén nõ.o pode conter pontos de r,

donde, o segmento O X' tanbén nQo

Fig. 8

. 'pOSSUlra nenhun ponto de r, e, pois

X' pertencera à rt2 •
Esta denonstrndo, entQo quo

silo regi5es convexo.s. ~assenos fi vor que elas estilo se-

r
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par-ados pe La re ta r •

Tonenos UD ponto A de Rl e un ponto A' de R2 •
Se os pontos O" 11., A.' estiveren alinhados" então" pela

definição das regiões TIl e n , tereuos as ordens ( O U Z ) e2

[ O A' U ] ou [OUA.] e [. 1 O UJ donde resulto. ULm das or-i, ,
dens [ O A' U 1\. J ou ( A' O U A).

o

En qualquer caso o segnento A A'
cont~n o ponto U.

Se O, A e A' não estiveren a...
linhados, cono O A cont~n o ponto

U do r e O A' não conterá pontos
\J r de r , e, pelo postulado de ?asch"

o segnento li A' conterá un ponto V

de r.

Vinos assim que o segnento d~

terninado por UM ponto de TIl e un

Fig. 9 . , .
ponto de H2 c ontem aenpr-e UL1 ponto

de r • Suponhanos, a;:sora,que exis ta una po lLg onu L A XlX2 •••X3 li'

que ligue A con A' • Os pontos Xl,X2, ••c"Xs poden pertencer,
..cono A' pertence a TI2, o segnento Xs A'

Seja, então xt o prineiro v~rtice que per-

pertence a TIl ou a r, o segnento Xt
de r ou terá o extremo X l' sSbre r • Asy- ,

regiões Rl e R2 estão portanto" separadas por ~ •

As regiões Hl e TI2 chanam-se seni-planos de origen

todos, ,
Rl entãoa , e,

conterá uri ponto de r •

tence .. R2 Cono Xt_la •
Xt_l ou cont~t1 un ponto
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r. Se RI e R2 foren dois seni-planos distintos e de mesna ori
,gen, RI se dira seni-plano oposto de R2 ' e R2 seni-plano oposto

de RI. Direnos que dois ;Jantos que pertencen a um me amo semi-pl~
no de origen r eatfio de un nesno lado de r; e dois pontos que pe!:.
tencen a seni-planos opostos estão en lados opostos de r.

Teorena 12. - Se Q for urna seni-reta cuja origen, 0,
pertencer a ~n reta r, diferente da reta que contén a, todos os
pontos de n pertencerão a 1Jl1.1 ne sno seni-plano de origem r, e, os
pontos da seni-reta oposta, ao seni-plano oposto.

Sejn ã a reta que contém a. As retas r e ã se encontran
en O. Dois pontos de umn rie srna seni-reta de origem O de t.er-raí.nan

umaegmento que não contém O ; 10-
â

10, pertencem ao mesmo selrri-plano
de origem r , o que prova a prinei
ra parte do teorema. Por-outro la-

r do, se X for um ponto de a, e Y da
se8i-reta oposta, o segmento X Y
conterá o ponto O, donde, ~ , e a
semi-reta que lhe é oposta, estão

Pig. 10 eo semi-planos opostos.

6. Definição - Char:m-se ângulo a um par de seni-retas
a, b de lrresmaorigem O que não pertencem a uma lrresnareta. As se-
mi-re tas a e b chnriam-rse lados do ângulo, e, a orLgem 0, vérti-
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~ do ângulo. ?ara designar o ângulo, cujos lados são a e b, usa
Ârenos a notação! (n , b ) , ou então A O :'J , sendo O o vér t.Lc e , A um

ponto de 0., e ~ un ponto de b.

Teorena 13. - Un nngulo:;t'(a,b)divide os outros pontos
do plano em duas regiões por êle separadas.

Seja ã a reta que contén 0., e b a que contén b. A r~
to.ã divide o pLan o ori dois serli-l.)lo.nos.Chamnr eraos de o( 'o se.•

)

ni-plo.no quo c ontén b e o( o opo~
to. Do nesno mod, o, divide o pl~

Jno em dois seni-planos. Seja 0 o
, !seni-plano que contem a , e f o ~

b
/

~

B posto.

C)
Go Loq ue mos , num conjunto 1)."

os pon t os que pe r be nc em ao mesrroo

AI t.orrp o nos seni-planos c/: e r ' e"
num conjunto R2, os outros pontos
do plo.no, isto é, o.queles que não
pertencon nom a RI nem ao ângulo.F• 1119.

Nenhuma das duo.s cln.sses é vazia, pole, se f"i e 13 ""sao
pontos de o. e b, respectivo.nente, os pontos internos do segno~
to A D, pertencendo o. c:/.. e (5, sno pontos de RI • Se ja A' Ur1

ponto tal que os pon tcs A, ~ o ll.' e at.ej ari no. orden [:J A LI J.
A' é un ponto de o( , o por tan t o, de TI2 •
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Se X e Y foren dois pontos de RI pertencer~o &les aos

serrí.e-p Lunos o<.. e 0 ; portanto, os pontos internos do segrien to

x Y pertencem todos c.. d. e p , ou se j a, o se grien t o X Y está

contido em o<. e (6 ~
Se x' e Y' forem pontos de R2 ' podem 31e8 pertencor

Milios ao mesmo semi-plano o( (1) e então, o segnento x' Y' per-
. , A

tencera inteiraoente a esse seni-plano. Se X' e Y' pertenceren c..
I

ser.1i-planos diferente s, por exerip l o, X' a oé.. , e yt a (3 ,t.9,

nonos um porrt o Z na seni-reta oposta de b , 1!:sso ponto Z pertonc~

rá a 01..', logo, o ae grrent o X' g estará. inteirc..nente em 0(' e, c.9,
)

1':10 Z pertonce à origem de (?:> , o s e grae n t o Z Y' está contido em

r' · Nessas condições, a poligonal X' Z Y' pertence inteiramen-

te a R2 ' donde, dois pontos de R2 podon ser ligados por lli~pol~

gonal cujos pontos pertencem à R2 ' o que mostra que R2 é una re

gião.

Se X for uri ponto de Hl e X' de R2, suponhanos que X'
I

perten;a a d • Nesse caso, o seglJ.ento XX' encontrará a reta ã

num ponto N. Se H pertencer Q a ou coincidir c ori o vértice o, o

segnento XXt: conterá un ponto do -1 (a, b ) , So LI pertencer à seui-

t ' (3're a opos ta de a, pertencera ao seni-plano, e, c orno X pertence
I

a r ' o s egne nt o TiIX conterá ULl ponto N de b • Ora, os pon t os X,

F e X' e s tjio na orden (X H X' J e,M, N e X, na orden (X N tI J,
donde ven a or-dem C X N l'I X' J para &sses quatro pontos, isto é,

(1) A denonstraçüo seria a ceSDa con as modificações o
portunas se pertencessen nabos a 0' ou a cX.! •
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IJ é un ponto do segnento X X' _ j?or outro lado, N deve pertencer
,ao ne erio t.eripo a b e ao seni-plano ~ , po í.s, sendo un ponto da o

rigen de ~, e X um ponto de o( , todo o segnento I'H X pertence o.

c{ • Assin sendo, N é un ponto de b , e portanto, do 1. (0., b l,

Seja aGora XXl •••X XI qualquer poligonal que liGue Xri
con XI, e Xi o prineiro vértice que não pertence à Rl • Se Xlpe~

tencer ~o ângulo, o.poli60nnl contera un ponto do ânGulo, Se Xl

pertencer à R2 o segmento Xi_l Xi contera um ponto do nngulo, c~

DO acabaDOS de vêr. ?ortanto, qualquer poligonal que liGue X con

XI conterá un ponto do 2nculo, o que nostro. que Rl e R2 estão

sepnrndas pelo ~nGulo.

Definiç~o - Os pontos de TIl channn-se pontos internos

do ângulos e os de R2, externos.

lado do

Te orelT..o.14. - Una serlÍ-reta de oriGem O,! que não se.ia

.(o.,b), contém sônente pontos internos ou sônente pon-

tos externos do ângulo.

Sejo. c o. se0i-re~a de oriGem O, que nao coincide nen

com a nen con b , e ? um ponto de c. Se ? for un ponto interno,

? pertencera aos seni-planos d...e ,
, e, como O esta na oriGon

dêsses dois seni-planos, a seni-reta O P pertencerá a

donde todos os seus pontos sno internos. Se ? for un ponto exter

no, a se::lÍ-rete.O? não pOderá conter nenhum ponto Lnter-n oj po.í.s,

senno, cono vinos, o. seni-reta contera sônente pontos internosQ
Definição - Una seni-re to. que contér~ exc Lua Lvarre n t.e 1.JO!?;
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tos internos chama-se seni-reta interna~ e una seni-reta exclusi
vamente com pontos externos, seni-re to. externa.

Nota - Nos teoremas que se secuen, s~o consideradas s~
Dente seni-retas internas e externas, tendo para origen o v~rti-
ce do ~nBulo, razfio pela qual deixamos de mencionar a origem.

Teorena 15. - Se li for un ponto de a e B un lJOnto de b ,

tôda seni-reta interna c~ encontrará AE nun ponto interno.

De fato, seja X wn ponto de c. Se O e X pertencerem a- , ,semi-planos opostos, con relaçao a L ~, o segmento O X contera un

b

,ponto de A B que sera un ponto in-
terno do nnGulo, logo, ponto inter
no de A 3.:i.

Se X e O estiverem no nesno
c. seni-plano de oricem A ~, tonare-

nos um ponto interno Z, do sec;nento

o a

A ~. Se a reta Z X~ passar por O,
conterá c , e Z será ponto interno
de A ~ que pertence à Co Se Z X nfio
passar por O, pelo postulado de

Figa 12 ?asch. encontrará O A ou O ~ eo
,ponto interno T. Suponhanos que T pertença a O 1•• A seLli-reta c!,

niio passa neri por Z, neri por' A, neri por T, e enc ontra o lado A T,
do triângulo A T Z , num ponto externo O ~ e o lado Z T nun ponto
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interno X logo, encontrar~ A Z num ponto interno X, e, cano Z

é interno ii A 1:), Y será tamberi interno à A B •.

Dofinlqão - n semi-retas 0.1 fi 0.2 , ••• , o.n ' do. me ama o

rigem O;, estarão na ordem ( 0.1 0.2 ••• an ) se ai for seni-reta

interna do <} ( ak) com j < i < k, quaisquer que seja.j o k\aj s

diferentes de i e A orden a ... 0.1 ) coincide coo 0.1 ... lln ),n
'" ràcilnente.como se vo

Teorena 16. - Dadas três seni-retas a, b, c de nesna o-

rigem O, se b o c ostiverem do .nOSDOlado de 0., então ou b será

ser:li-re to. interna do <f (ac )Ou. c será seni-re to. interna do i (ab) (I)·

Chumar-erros de d. o semi-plano de origem 0., onde estão

as soni-re tas b o c; o de (~ o ser:ü-plano de origem b , que c on té:']

o. e

Se c per tericer , tanbén, o. (3, seró. s errl s-r oto. interna

do "1 (ub ) , =.:1 CGSOcontrario, t omar-orros un ponto A eri .a , e Cor."'.

c. Cano k e C estão eu soui-planos opostos, o segnento A C conto-

ró. un ponto do. or Lgori dêsses s errl e-p l ano s , r,1as una vez que o seG-

nerrt o A C pe r-be nc ou todo a d-- , segue-se que êsse pon t o perton-

co a c;;(., e:})ol'to.:tto, do. ser.1Í-reta b , isto ó, b ó seni-reta intor

na do «(a c ) ,
I

Verios que as três so:ü-rotas a, b e c os t.Eo riunn das 0-

rigens (abc) ou (acb) o

(1) So r é a reta que contén uma seni-reta r, r € ori-
Gen de dois seni-planos. Paro. evitar r6p~tiç3es indteis, diren09
que o. origem dêsse3 dois semi-planos 8 r.
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Teorena 17· ..• .Se -0., b, c e d foren seni-retas de neSDa
origen O e se b, c, d estiveron de un nesno lado do. seni-reta a"
a, b, c, d, poden ser colocadas na orden ( a b c d ) •

I. Demons tr-ar-emos , pr-Lrie Lr arie n t.oj que se 0., b e c esti
veren no. orden ( a b c ): o b, c e d no. ordem ( b c d ), torenos
na ordens ( a b d e o. c d ).

Sendo b seni-reta interno. do ~ (a c ), e c interna do
-1 ( b d ) ~ t omemcs os pon t os li e

C, res~ectivanente de ~ e c; o
se gmorrt;o i~ C será encontrado por-

b num ~)cmto interno B. 'I'omemos um
ponto D sôbre d. A seni-reta c en
contrará o segJ:!lehtoJj D num ponto
interno quo sorá o pró~rioC, se

o D ostivor no. reta A C. Mas, nesse
caso, ~elo tcoronu 5, os quatro
pontos A, 3, C o D estarEo nu or-

Fig. 13 deu li B C D e teremos as ordens
(abd).e ( a c d ). Se D não estiver no. reta A C, seja E o
ponto en que c enc ont.ra B D e Ora; a semi-re ta c, onc ontrando o
lado A 1:3do triângulo A E D, nun p ont o externo C, e o lado J_) D

nun ponto intorno E, encontro.rá cortaDente A D nun interno F, don
de, c é interna ao <1: (ud)

Sojo. n:.;ornD W:1 LJonto de d , C uri pon t o de ~ , o A UL1

ponto de Q que ~)odonos supor' nii o aLí.nhud cs , C crio tOLiOS ( a b c ),
a seni-rcta b oncontra A.C nun ponto interno B~ A or-dori ( b c d )
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~
nos indico. que b nao encontra o segnonto C D, 10[';0, pelo postulE;,

do de Pa ac h , b encontrará 11.. D nuri pon t o interno K, isto é, b é
se:~1i-rota interno. de 1- (ad ) ,

c

o

Fig. 14

11. Se tivernos as ordens ( a b c ) e ( a c d ), toro-

rIOS to.:Jbén ( a b d ) o ( b c d ) •

./
D

Tonenos U~J ~)Onto i, cri E: o UI::1 ~)onto

D e~ d.Cono c é seni-reta interna

do 1:.. ( ad ), c encontrarE L. D nuri

ponto C tal que [ b. C D J; CO~.10 b

é se~':1i-re ta in torna do 1:: (a c ),

b enc ontrc.rQ A C nuri ponto D tal

A o
que [h B C J; ontfio os quatro

pontos ~, B, C e D ostnrfio na or-

oe::.----

do ri C l',FCD J o t .,_ __J _ as qu::'..r o so:.u-re-

Fig. 15 t as a , b, c o d , no. or don Cu ccd J •
111. A deDonstraçfio do teorona segue-so, o.eora, CODO

no te or erm 4.
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TeorerJo. 18. -. Do.do.s n-l seni-re to.s si tuado.s de un nes-

DO lo.do do. seni-reta a, o t~das do. meSDo. orgen O, podenos coloca-

lus na orden ( o.l ••• o.n ) ~ a = al •

I1Iosr.1adenonstração que a do teorema 6.

Corolário - Do.do.s n soni-retas internas do ~( ab ),

podemos Lnd.í.c a-d aa por 0.1 ' 0.2 , ••• , an de un Dado tal que se ve

rifique a orden ( o. 0.1 ••• o.n b ) •

7. Cono já. v í.nos , chama-se triângulo, um po Lí.gon o c om

três vértices. Po.ro. indicar o trinngulo de vértices A, B o C, uso.

remos a notação h A 1:3 C «

Teorono. 19..- UD trinngulo sopo.ro. os outros pontos do

1 d e ~p ano em uo.s reGloe~.

Sejo. D A D C o triânGulo; ç{ o semi-plo.no do orit"jeP.l.

5 A

A b que contón o ponto C ; (3 o se-

ni-plo.no de orisem B C que contén

li. . ((o ser1i-plo.no de or Lgern C f.•,
I ri I

que contéu 1-3 . o< e r os se--, ,
l~i-'plo.nos opo s tos a oZ , r o y

o
re spec ti vo.nen to ; s a sCL1i-re ta de

t origen A oposto. ; soni-rota de Des

Da origoo, que contéD L, e t a se-

Di-reto. do or Lgerr 1:3 opca t.a õ. seni-

reta, de rie srna or Lgerr, que vc ontem

A.
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GoLoquemoe em um conjunto Hl todos os pontos do plano

que per t.eric eri 0.0 rae srro t.eripo aos seni-planos of. J e o- ' e,..
eIl un conjunto E2' os outros .i!ontos do plano que nao pertencen 0.0

triângulo.

Vanos denonstrar que TIl e TI2
A .3 C •

separadas ~)e10

1) Rl
N I' vazio, pois~ tomarmos ponto Enao e se um no seg-

I1ento A ~~) e um ponto X entre C e E X pertencerá D. oé r e 'O,-,, , , ,
logo,

..
TI Dados dois pontos X Y de R, êles pertencena • e cano a

oL.., (3 e Õ~.' todos os pontos do s egmen t o X Y pertencen aos nos

R ' .'"nos seui-planos ~ il.ssin sendo, e U1:1ar ega ao ,
~, o o

nao e vazlD, ~OlS, o ponto X' , tal que C E X',
pertence à 0<', donde, X' pertence a R2•

Dados dois pon to.~ XI e Y' de R2, podemos supor, s em 0.1-

torar a generalidade do. denonstraç~o, que X~ pertence a
J

o( (1).

, -/ ISe Y' pertencer t.amberr o. O<,. , todo o ae graen to Xt Y' os ta

rá contido cri o< J, e, pois, err R2 ~ Se Y' pertencer à ·reta li ~;
I'sera UIJ ponto de s ou de t, por exe mpLo de ! . O segmento X' Y'

terá todos os seus pontos, com excepção de Y' , em
J

o( , e, por-

tanto, en R2 •

Se Y' pertencer 3. o<. , nno poderá pertencer tambóm o.

e
I

0.0 neS1.10 t.oripo , Suponhamos que pe r t enç a a (3, e seja Z um

(1) X' sendo um ponto de u', nno pode pertencor 0.0 nes-
l!10 t.eripo aO(,. , 0 e J 'f . Se pertencesse o. o( , deveria, então
pertencor o. Alou a 'O '. Em qualquer dos casos, a demonstração se-
ria a mesmav ' Por- outre lado, se X' pertencesse à reta li. 1-3, cano
êle não é ponto do triângulo, deveria ser um ponto de s ou de t,
logo de '() 10U de (3' •



porrto de t .~xcluido o ponto Z, o ae gment o X' Z está contido todo

en -.;{/, e o ae gnen to Z Y' em (3 I ; lOGo, a po Lí.g onaL X' Z Y' e s tá

-A ' o oNcontida en H2 • Es t e conjunto" e, POl,S, uma r ega ao ,

o z t4

XI

3) Seja X UI.1 ponto do 1(1 e x: de R2 • Se existir una l)~

li[3onal XBl •• '})kXi que li8a X con X' e não encontra o trinngulo,

seJ'l Di o pr-Lne í.r o vértice que não pertence à H2 • =.li_l lJi não do

ve então encontrar o triângulo. Ora, isso é absurdo, pois sendo

"i ~ um ponto do Hl e Ti de R2 podenos supor, cono o.nte-Di_l .J. ,
l

)
riornonte, que 1":10 pertence o. o( , de modo que b. 1 , pertencendo

l l-
a o{ , o segr.1ento ji-l .1ji encontro.rá a rota li =3 num ponto Z. Ês

'"se ponto, nao podendo pertencer 0.0 lado A L, nen coincidir com A

ou ~-), será um pon t o ele uno. dus seni-roto.s s ou t , Suponhanos que

ae j a uri ponto de t , 12. 1 o Z pertencen, anbos ao seni-planol-
.s

portanto o ae graent o --i-l Z pertence toelo a '( ti Da- ne ana f or-na ,

o segnento bi_l Z está todo contido en o{ • ?or outro lado, Li_l

pertencendo a 0r e Z a r /o seGnento
., '7 conterá un j!onto da.oi_l LI

reta 1::. c. ftsse pon t o , pertoncendo seni-lJlo.nos - ,
aos of. e Õ· , e un
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"tI

- ,ponto do segme nto _.J C , que e um 10.

do do triângulo. Vemos assin que Rl
e TI2 estão sopo.radas pelo triânGulo

L~ li :.1 C • Os pon tos de Hl cho.no.rQ
nos do ~ontos intornos, e, os de R2'o--+---------------~~~---A Q(' t pontos ,externos. Uno. reto., que 80

6,-1

Fig. 18

contenho. pon t.cs de TIl ou de H2, ch~
na-se respec t.Lv amen t;e rota interna
ou reto. externo. do triângulo.

~ fácil vêr que tôdo. reto. que encontro. un triânGulo nun
pon to interno elo um Lad o, ,o enc on t.r-ar-u , o.inda, noutro ponto, pois
se 010. pas sar por um pon to do lado :~C, ou pn ssar à por A ou, de 0.-

côrelo com o po st.uLr-d o do Pasch , passara por Ul:1 ponto do i, _, ou de
A C.

Teorena 20. - Existen retas externas o.uo tri2nJulo.

c

A

seni-reta t de origeo ~,
seni-reto. de me sma oric:on, que con-
tén A, e T' un ponto do. seni-reto.
t ' de oriGen ~.:,ppoa t.a n de DOSDo. 0-

t
o t' Cr1gon, que con 00 , e r o.reto. por

êlos dotorninada.
Uso.ndo o.nesno. noto.ção do teo-

rono. anterior, veDOS que T ~ertGnce
1"'10

,.,o· 19 a (3 , e TV o.
, '", i s t 0 e, s o.o pO!!
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tos externos do 6 A D C. Or a , o. serü-reta de origem T que c on-

tér'l T', possui todos os seus pon t os eri o< I, e, a aerrí.e-r e tn Oi.JO~

ta, est~ contida en ~/; logo, todos os ~ontos de ~, s50 pontos

externos do ~ A 0 C •

Tooromo.. 21: - NQOexistem retas internas a un trinngulo.

J.• »r ó:Jria fornc..ç20 do conjunto RI nos tr a que todo pc~.t. .1;

to interno do D li .~! C I' to.n1Jél'1 p onto do ângulo L.C~; Assin~..> o uri •

sendo, se ~ é una reto. que contén um ponto interno, X do.6. li .J C,

(Fig. A <1.) a seni-re ta CX, de ori3en C, onc ontrará o lo.do li L; nuri

pon to K, e, lJe10 poatulo..do de Pasc h , u enc on trará o lado :~ C ou o

lado K 13 do 1'\ K •• C num )onto M. Sup oriharro s que I1 pertenço. a

:3 C. O ponto XY tal .juo os pon t cs X, roI, XI estão no. ordon IXU X'I

I' Ae un lJOnto externo de L;:.. L :J C e lJortenco o. u , Portanto, tôdiJ.

" "reta:.,:.ue contenha un ponto interno de un triangulo, contero., tcii-

bén, necess~rianente, um ponto externo.

Teoreno. 22: - Se UlJ. poligono s Li.ipLe a contéa un j,Jonto in-
"'" , Q A 1torno e un ponto externo de un triangulo, encontrara o tr1o.nGu o

pelo nonos on dois l)Ontos.

Se j a q o l.Jolic;,mo XIX2••• X , Y o ponto externo do
~:1

D..). J) C, que L)Ortonco a (1, o Z o l)lmto interno. 1?ode'"10Ss upor-

que Y ostó. no lado X. IX' , ou coincido c ori um dos vértices, o, Z,
1- 1

em X. IX" ou coincidindo C011uri dos vértices, e ainda i ~ j. Se
J - J

i < j, sendo Y externo, e Z interno, a :i)oliGonal Y Xi ••• Xi_l Z ,
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encontrará o ~:::\A lJ C num ~)onto, e Z Xj Zj+l ••• Xm Xl ••• Xi_l Y ,
em outro ponto. ftsses dois ~ontos não poden coincidir, porque, en
caso contrário, q no o soria sLrip Le s,

So i =, j o l~do X. 1 X. contém un ~onto interno e un
l- l

ponto externo do I~ ; logo, o segrnon to YZ con tón Ur:1 pon to do L\ ,

ponto êsse que, sendo interno a Xi_l Xi ' pertence 0.0 poliGono ;
porto.nto, o.polioonal X. Xo+l •••X. 1 encontrará o poligono noutrol l l-
ponto.

Teoreno. 23. - Se existiren vértices do polfgono q ?

~Al ••• A ,internos 0.0 tr inni;ulo A:=C, poder-erros tomar um dê les,11.

Ak ' de modo que não existen vórtices do q, internos ao trinngulo
:JCAk ' neri sôbre os lados C1""1 e

-{

(
Con efoi to, as seni-reto.s CA. ,

l

Ch'j ••• C1'k ' de origen C, e que po.!!,
so.n pelos vértices de q, internos 0.0

trinngulo A~~C, enc on t.r am o lado AJJ

x"" B

en pontos Xi ' X2 , •••, X , que p~
ri

denos colocar no. ordem (X1X2•••Xn).
Os vértices de q, pertencentes 0.0

seC;i:1entoCX to.nbém p odem ser orde-m

nados ; seja, ontão, Ak o vértice
tal que o segnento CAk não contenho.FiG• 20

mais nenhum deles. Se existisse um vértice Am interno ao trânJulo
~CAk ' ou sôbre Ak D , a seni-reta CAm , de origem C, encontraria
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o lado 3Ák, e, pelo postulado de Paach , ap Lí.c ado ao triângulo.
lc..do::;X,eô um ponto X en tre ~~ e X ,o que é absurdo, eri

[,1 m
da ordem (XlX2•• .xnJ .

8. Antes de Lní.cLar-nos o estudo dos po Li gon os , é bom re-
lembrar que tôdas as poligonais" ou todos os pOllgonos que usarmos,

virtude

são simples. lüém disso, suporemo.s, aempr e , que não existan três
vértices consecutivos alinhados, e, que, como o pOllgono AI Á2 •• ,

,
An e o mesmo que A2 ••• Án AI ' 1\.3 A4 ••• An AI A2 ' An AI1\.2 An_l

.., , .etc,, poderemos mudar a numer uç ao , se nec eaaar ao, e supor que AIA2
seja ULl lado genérico do pollgono.

Teorerm 2k. - Dado um pollgono quaLluer, q" e sendo O lil
ponto distinto dos vértices de q, existe ill1areta, que passa. por O,
e que não contén nenhun vértice de q.

Seja, con efeito, AI1\.2 ••• Ak o pol!gono q, O o ponto
dado e r una reta qualquer que passe por O. Se r não passar por ne-

" ,nhUCl dos vertices, sera a reta procurada. Se passar por ULl vertice,
considernrenos as retas OAi ( i = 1, 2, ••• k) O; por um ponto de
ill1Q delas, traçarenos una reta que não passe por O. Os pontos de en
contro de s con as retas OJ\.. são en nlli~erofinito e podenos ordenf-

1

Ias. Sejan êles 01' 02'.'.' 0t ' na orden ( 01 02 ••• 0t J. Un pon-
...•to X, entre O. i e O., determina, com 0, una reta que nao passa

J- J
por nenhum dos vértices.

I ATeorena 25. - Se un ponto P for acesslvel do ponto C, so-
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bre o lado Ai_l Ai do pol!jcno, p -

acessivol do vértice A.•
l

, ,
, sera, tanbeo,

Soja ~ ~1~2••• DrC a poligonal quo I!

3a ~ coo C, sen encontrar o polico-

no. Lisuenos o vértice Ai con os ou

tros vérticés Ak de p. As retas AiAk

; enoont rnzãc o ae gnen t o ~j C eri uri,;r'

c Ai.

núoero finito de pontos que pode~

ser colocados na orden L:JrDlo •• DlCj.:

Tonenos uri pon t o Dentre D e Co CDs
não contóm nenhum ponto do pOlicono,

porque ~..,;C não c on t.órr, e A.C taI1bén
r l

N t' . , l' .nao con e1'1, pOlS p e um po 19ono Sl~Fig. 21

pIe a , Ai D não poô.e c on ter un vórtice do jJollc;ono, dada a c ons tru-

ção do ponto D e nenhun ponto de alGun lado, pois, s:1nilo, existi-

ria 1..JJl1 vórtico do pOlfGono no interior do trinnc;ulo, ou sôbre A. C
l

ou CD, o que é Lmpoa s Ív e L, Logo, o trinnGulo Ai CD não c"~;ntéI1 ne-

, A A '. A I"nh um vertice de p , no seu interior, ou sobre ele pr opr-a o , po 2:

gonal ?~l o •• ~rD Ai liga? con Ai e não encontra o poligono p ;

P e A. são, então, acess{vois COI1rolação a p.
l

Teorena 26 •... Se un ponto? for acessivel de um vértice

Ai do t AI A2 11.
,

tanbé:r:1, acessfvel depollGono p - o• o , sera, umn
ponto qualquer do lado A. Ai+l •l

Seja T.l -, :J ., une poli0')nal que liga ? con 11. • seml. VI • •• 1)ir l
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encontrar o lJolfL;Ono, e C un pont o do lado Ai 11.i*l • Vo.r:10Sdistin

~uir dois casos:

0.) o. serü-rota l'ii::Jr o ori0ea Ai '

6 interno. 0.0 an3ulo Ai_l Ai ~i+1.

b) o. semi-reta Á. D ,do orieen A.,
l r l

é oxterno. ao an,..:ulo Ai_l Ai Ai+l •

No caso a), as retas C Ak enc on

tir-am o se, '~Elonto A. 1-
- l "r '

,
er:l um nume-

Fi;:;" 22

ro finito de pontos quo podem ser

c oLoc ados na or-dem (-:" DI"'. DA. J • Tor S l -
neDOS un .l)onto Dentre D o 1->.. • Os

S l

ledos Ai D e Ai C n~o contén nodlum ~onto do ~ , o prineiro por-

i -, ~ t ' l '. 1 Squo -i • .LJ nao con em, o o s e jund o, por quo o lJoll~()no o SlE1lJ e s , e
l r

CD
I ~ ,

possuir uri ponto X, do J)ollGono, c orio nn o existen vorticos do

triun, -uLo A. C D, - de A. vértices do so jmon t op no con exceçao , os'-' l l

li. 1 .jua I .l-JOrtoDcC X
~

externos reforido triQn~ulo,L. , 0.0 so.o 0.0
J- J

,
0, ~orto.nto, Ai C ou Ai D devo contor UQ ponto de p, S quo s6 so-

rá p os s 1.ve 1 se un dos do.i s vértice S for J>'i ; no s to c as o, ser io. X

un ponto de Ao 1 Ao e o. seni-rota Is , 1 A. , de oriGom 1". 1 ' serio.l- l l- l l-

intorno. ao Bn~ulo Ai+l Ai Er ' contro. o. hip6tose.

No caso b), c~nsidoro.reElos o. seni-roto. t, de ori3en Ai '

o que é oposto. ~ seni-rota. do nesua ori~en, quo contén A. 1l-
• ~s .•

s a soni-ro ta podo c on tor uri ou nc.Ls Ludos do p, nas no nhuri dos

vértices d~ssos lo.dos 6 Ai ' do forno. ~uo, CODO as reto.s C Ák on-

c on tr-am t Or1 un numer-o finito de j)ontos, podoraoa ordeno.r êssos pon
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tos e os vértices que estão sôbre t, e t omar uri ponto E, de riod o

que entre E e 1-1.i não existo. nenhun

pon t o de p • .2rocedendo, então,

çomo no caso a) , podeDos tot1ar

um pon t o D , entre :Jr e ": ' de no

contenha nenhum ponto de p • A .1)0-

liconal ?~ •••• u DEC1. r
...• ,

n a o c on t.er á ,

então, nonhilln ~onto de p.

Fi ..'»- 23

Teorerla 27. - Qual ~iuer ponto do i,Jlo.no, que nao ~)ertença

ao pollgono P :::- AiA2 ••• li.n é acessivel de Ut1 ponto sôbre Ut1 lado

de p.

..•
Seja ~) un .i.JC~ntodo ~üo.no, ria o po r tienc en t.e o. p, c q um

ponto sôbre o lado A 1 L • li. reto. PC/, encontro. o 1-l01{,--,,~no·p, .1)e-s- s
10 nenos em Ci. Se o sec;nento PQ não contiver outros pontos de -;;,

o be or ema estará. denonstro.do. Se o seGnento PQ contivor outros lJO~

tos do p, observenos que ~_,odoc onter Ut1 ou maLs lados do j), o.lén

de vértice s e pon tos de outr JS Lad cs , Co.so c ,-)nt.e nh a lados, c ons i-

dererar:1os apenas os vértices. Dossas condiç3ospodonos ordeno.r os

pontos de p que ostão no secnonto ?Q e tot1o.r ur.l ponto Y, do nodo

que o seGmento PY não ria í.s contenho. .1)ontos de p. Os pontos J? e Y

serão, então, acessíveis. So Y for uri ~jonto do lado li. 1 A. (i:i s )1.- 1. r-
ou se Y coincidir com o vértice A. , aplicando os tooreno.s 25 c1.
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6 ' I2 , vereDos que ? e acesslvel de Q.

TeOretlQ 28.. - Se o poli. ,ono p tiver un lJOnto de un la-
I tdo em c onun c Or:J.um jJonto de um lado de outr o pollt:;ono q, os 1Jol1-

[;onOS p e q terão nais W~l ~)onto em c ürJ1Ul!1.

Se j a 12 o l)olf.--.:ono AI 1"'.2 ••• Ar ' .9. o pol(;ono ~l B2 •••

Bk e L UD ponto de Ál [.2 que tm~bén pertence a }Jl °2 • Se a reta

~l ~2 coincidir COD hl h2 ' o teorema estar~ denonstrado. Caso

contrário, poderenos supor que ~~2 e u3 estejam ern semi-planos

opos tos com re lação a 1'1 1'2 ' de nodo ainda que ~~2 se j a externo

do triân~ulo AI [12 j'j •

Dividanos :J. denonstração era três pur t.e a r

10..) 'I'orieuos o vórtice ~Jl • Se ~jl for

um pon t o do triân~ulo AI 1.2 1'3 ' ou

interno a ôle, existirá UL1 ponto X ,

entre L e -~l ' e o .i.Jol:f.G~noq conte-

rá uri l)Onto interno, X, e uri pon t o

A~

extorno ~2 ' do tri~n~ulo AI A2 A3 •
J?ortanto, a lJoli,~onal -;2 ••• -'n DI

encontro.rá o triê.n0ulo ;"'.1 1i2 113 ern

maí.s uri l.nnto. Se ~\ for externo, o

sojnc nt o ~-~l~j2 conterá, to.r:l'.Jén,

maí.s uri p ont o do trinn--=ulo AI A2 11.3•

Fig. 24 Se êSSG novo ~onto pertencer a AI A2

ou a A2 A3 ' coincidirá ôle COr::lAI ' A2 ou A3 o teorema esturá
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deraon s tr ad o , SU.L)Onhc.~'I.)S,entr:o, que ~)er t.e n ç a a 1-"1 1-"3 •

20.) Seja li o ~~nto do q , quo ~e~

tonco Q. J~l A3 • So o poli~ono .9. t1.

ver uri ~)onto do uri lado sôbro i1'-f3'

jJodere:TJs ap LLc ar' a .LJrinoirn l)nrte

da denonstraç~o e, ou o teorena os

, . tO'tara denons trc,dc!, ou eX1S ar n uri

~),mto do q no seoL1onto Al 114 •

SU~JOnho.110S,então, que sôbre
,

, existam e.xc Lus Lv amen t.e ver-

ticos de q , Sejo. ]3i o pr-Lme Lr o de-

les o »0 o últino. A reta J1.l A3 di-

vide o ~lano eo dois seni-~lnnos.

t" /Chur.iar-e nos de .;.( ['~C) se:.-.:i-j)lnno Ciue con eri ü2 e.v( ao oposto. Se

'-'i-l estivesse s31Jre .fll 1>'3 ' uri dc s vórticos Al ou o s tar La

no se 'uonto ~,L 1'-' 1- i '

doricns t.r açjio , Se '-i-l por t.onc oa ae a o(' , se fosse p on t.o extorno

o, sojrien t o --1-1 "1 encontraria Í.l fl.2 '

1'.2 1'.3 ou pa s s ar-La por- Á2 • So fosse uri p on t o interno ou s Sbr-o o

trinn0ulo, un ponto Y entre "1 o ~~2 soria uri ponto interno dô s

so triânculo; 0, C,XlO "'2 é externo, fi. ~)oliconc~l '~2 3 ••• Y encon

traria o triânculo ": 1';.2 t.3
I~)ertonce a o( •

ou

Considero:lOs o vértice 1'4 • ?ode êlo estar cri li'l A3 ',
0<_ ou -:::x( • so 1.4 os tiver eri 1:"1 1>.3' i .cJor tenceró. a ii3 A4 ou c oin



- 39 -

cidir~ con "~. Ent~o o toorona estar~ uononstrac1o ou Jl ~ertonc~

r6. n LI Á4 •

Se Á4 estivor ori ,re~)etinc1o o. rie sma uononstraç5.o do

h~ pouco, conslc1ero.ndo o tri~n~ulo Alh3A4 on luCo.r do tri2hgulo

I\.lA2L.3 vor-erro s que a po l.Ljon a L :~2 ••• ~)i-l .:.\ c on tor~ W:1.LJonto

ele I\.3 Á4 ' ou o vórtice 1l.
4

' (c as o 011 clue o t.o or eria este.ré. dO·~10n~

t.r-ud o) ou uri porrt o do 1l.1A4 • Se 114 estivor e ri O( , dosde que -\-1
está eri o( I serE. 1"'-4W'J ~J(mto ox t.or-no (~O triê.n~ulo j~lü3Ú4 •

Sojn.~ o últino vértico de q quee

~ertonce Q AIA3 • O vértice ~e+l '

ont~ J' N

na·; ~'do ~ortoncer n '.L) . is,
,

eu cas, cuntrar~J, seria oxterno ao

( ) ., 'ser =;1 ~2 ~)cr tenc o 8. '·--'1 e UL1

~),mtt) Lnt.or-n . dôsse trinncul~;; lOGO,

FiS. 26
a DoliG lnal~o uo+l ••• --'n ··1 encon-

tr'"'.rLl o triânGulo L.IA2li
3

·Cl." U1.1 ~)on-

to.de Alll.2 ' ou eri UD ~)'nt(1 do 1'2J'3' ou pca s cr-Lu l.Jor 1l.2, e o teo-

rena es taria derioris trL.d,).

De+l ~ertonce, ~~rt~nto, a ~ e se for un P0ntO extorn~,

ou uri 'Jonto s ôbr-o o triê,n .u I.o i'lL3i'l , o
.c '---'~.

" , ~ ) ,~JcderCl. ser (1 vo r t Lc o _~ c m t cr c uri ~)mtoo

so~: icn t o .,
·-'0

ou
;1.) o.s s Q.rr.. ~)or

Jt..4' e o teor e:Ja e s t á. ,
do~nstrn~J, au sorn

; A Aonc on t.r-ur-a osso trir..n~ulo 011 un .L)onto
,

I ou passo.ra por l~ (o o t e or erm os t.à dorion a t.r ad o ) , ou se
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3a.) Se q encontrar o triânGulo AI B.
3

1\.4 em um j)onto

do lado AI 11.4 ' considerarenos o vértico A5 • PeLa seGunda l.Jo.rto

do. denonstraç~o, ou o teorena ostar& denonstrado, ou q encontra-

, '. '" 1ra o lado AI il.5 e a s s Lm sucessivanente ate t cmar-mcs o t.r-Lan.;u. o
,

A 1 Ar_l Ar ' par a o qual o t.e or-ema ostara c cmp'le tiamcn te dcraons -

trado, sendo An Ai lado o ~)olfDono p.

tTeorena 29. - Um J.)olli-::ono ~ _ AI A2 A3 ••• An divide os

outros pontos do plano en duas re,;,iões por êle se.L)[tradas.

Se j a r uno. reta que enc ontra o ~Jolt..:ono em um pon t o e

que não passa por nenhum vértice. Essa reta, ,lue existe c er t.anen

te, t.e or eraa 24, encontrará. o ~jolíGono OLl um n'Únero fini to de :JO~

tos li que poderios supor na or-d om (Xl X2 ••• Xn J. Tonemos r, de

nodo que [~Xl X2 J e Q, entre Xl e X2, sendo Xl ~onto do l~
~

do lado Ak_l A}c • Os ~)ontos do ~)l2.no, que nao

iJer tencem a p, c oLoc o.-los -enos on un c onjunto R, se f or-em ac e s s f-

veis de j? , e eri um conjunto nr li se ac e s s Ív e Ls de Q.

Vo.l:10Sdorions t.r-ar , en l.)rineiro lugar, que estão 0:'-.1 11, ,U

em TI' , todos os pontos do ~lano que não ~ertencen a p.

Coo efeito, qualquer ~onto T, que não pertence a p, é
ac e s s Íve L de Xl (teoreno. 27). Seja T =\ ... ;·)rXl una lJoli-..:;onal

que liGa T c ori Xl • O se':'>lOnto :·jr Xl está nuri dos sc'1i-~Jlr'cDOS cu-

j a ori[;on é a r-àta que c ontén o Ladc a que ~)ertence Xl' Suponh a+

nos que. os s« l)t)li~'Jno.l e s tr jo. no rio srro se:"li-.LJlo.no era que os t à 1).

As reto.s :e Ali: (k = 1,2, •.. ,n) encon t.r-ari .) se-.::mento;r Xl e i.i un nú
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mero finito de pontos, que pode~os colocar na ordem (DrYIY2 • ••
YSYIJ· Tomemos um ponto D, entre Ys e Yl • Repetindo o raciocínio
que já usamos várias vêzes, venos que P D não contén nenhUL1 pon~
to de P, logo a poligonal T DI .•• D D P liga T com P e não conr
tém pontos de p, isto é, Te? são acesslveis.

~ fácil, agora, denonstrar que TI e RI sao reGiões.
Sejam X e Y dois pontos de R. Cono X e Y são acessíveis

de P.í X e Y serão ac-e-aa.ÍveLa entre si. A -demonstração para R I

.a ne~ bastando trocar f por Q.

~e

Se X ~or um ponto de R~ e X' de Rt~ cono X é acessível
de· P,.-exi.steurna po Lí.gona.l, ..Pül_••.DrX.que não encontra o pollgo-

tno. Da mesma forna, sendo X acesslvel de Q, existe uma poligonal
XICl ••• Cs Q, que não encontra o pollgono. Seja X DI.'. Dt Xl

t .qualquer poligonal que liga X coo XI. ° pollgono q ?uI ••• DrXDl ••'
DtXlCl •••CsQ, (que supor-emos simples) encontra p, no pon t o X, de
lado P Q, logo, pe 10 te or-eria 28, q enc ontrará p ori ma í s um ponto.
Esse ponto, não podendo pertencer às poligonais PD1.•• ~~rx ou
XClC2 ••• Cs Q é um ponto da poliGonal XDlo ••DtXf •

A..., ,Teorema 30: - Toda reta que nao passar :i.JornenhuD ver-

tice de um pOllóono, p =- ~l A2
par de pontos (Q incluido).

A reta r divid~ o plano en dois seei-planos ~ e 0 .°

,••• An ' encontra-o en UL1 numero

vértice AI' não pertencendo à r, estará em W'1 dêsses dois se1;1i-'
planos. Suponhamos 4ue esteja em ~. Se os vértices A2, ••• ,An pe!
tenceren a o<. , o pOllgono tera zero intersecções c 00 a reta.Em cas
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cont.r ár-Lo , sojo. i;. o pr Lrio Lr o vértice lJ.UO ~)ertonco a o{. Cono fi
s-ls

pertonco a 0<:, o. rota r encontro.rú o lo.do fi.
s-l A do ~)olicono ens

W;1 ponto, Se o.contocor '-:luo todos os vérticos a par t.Lr- de As ' e.s-

tojan on (3 , ontQo An 1'1.1 oncontra

rú r OLl nais un )onto, o r e o poli

cono terQo dois pontos de encontro.

Se, Q ~)Qrtir de s exã s t.Lr-em, aã ndu ,

vértices que estilo en o( , seja At o

prineiro quo pertonça a< ; At_l os

tará. em (3 o

to do H. So

, 'c orrccr c Ul-:1 po.!?;

Fi? 27L' voron on C:;(, fi.
n

li. osti-n
úl conterá mnLs

,...,
um ponto do r e a roto. o o )olieono torQO 4 ~ontos do encontro, e,

as a Lri, sucessivo. .on t.e •

Teorena 31. - UI) nn,-;ulo <f- (a b) que não contén nenhun

vértice de un poli(~ono, 8ncontro.-o en um nÚT:1erO~Jar de .L-,ontos.

", ,
A dononstraçao e o. DOSDa do teoreDo. anterior, sondo su-

f'Lc Lérrbe substituir os seni-plo.nos =c e (3 pelas rociões dos po.!?;

tos internos e externos.

D f· . N TJ' t' do un 11 ho lnlço.o: - n ver lce Ai ~ u po. leono c ana-se pr2

jeto.nte, se existir uno. roto. que eric on tz-u os lados li. 1 li. e il..A'+ll- l l l

e nâ o contiver nenhum outro pon t o do jJolic.;ono.
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Teorer.1a 32. - Er1 um pOllgono existe ser:.1pre um vértice

projetante.

• •• An o pollgono, e r uma reta que passa

por um ponto X de uo lado, e que, por~o, não contém nenhun vérti-

ce do pollgono. A reta r encontrará as n(n-l)/2 retas determina-

1 '. 'das pe os ve r t.Lces em um nurie r o fini to de pontos Xl X2 ••• Xm '

que poderenos supor na orden (Xl X2 .•• Xm J. 'I'oriemos un ponto

O em r, de Modo que Xl esteja entre ° e X.

As seni-rotas de origem O, que passam pelos vértices,
, , ,

contem, cada una, un so vertice, pois, se contivessem dois, por

exemplo Ai e Ak, a reta .h.i Ak passaria por O, e êste coincidi-

ria com uri dos pontos X. ( 1 ~ j ~ l.1), o que é absurdo, dada a
J

sua construção. Obacr-ve ao s , ainda, que se a reta r encontrar um

segnento Ai Ak ' encontrá-lo-á em UE.1 dos pontos X.

Chanenos de ao t 'a semi-reta de orlgem O, que contem os

pontos X1'X2' •.• ,X::1 ' As serrí.e-r-o t.a s , de or{go:-_10, que pas s an pelos

vérticos do po l Íg ono e que pertencem a Ul1 mesmo seni-plano de ori

gen r, e a seni-reta .§; , poder:1 ser ordenadas •. Suponhamos que este-

j O.t1 na or-dori ( ao... ae J • Da mosrna f or na , QS seni-re tas, que

pertencer:1 ao seui-plano oposto, podem ser colocadas, com ao ' na

ordem ( ao bl ••• bt ).

Considerenos o -1 ( ae bt ) • O segnonto cuj os ex t.r-enos

sfio os v6rtices do pollgono que estão nas seni-retas ae e bt,

encontra r nun dos pontos X, pois êsses vértices estão eri lados

opostos de r • Assin sendo, ao ó seni-reta interna do -1: ( ae bt).
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Raciocinando do riesr.iomod o COIJ.as seni-retas bo(j(t) vemos que
J

t anbern elas S80 Ln t.e r-nes ao <r ( ae bt ). Estando cada vértice do

po.l.Lg ono riuna sL_,i-reta ai ou numa seni-retn bj , todos os vérti-

ces são internos ao 1- (. ae bt ) , cor'!exceção dos dois que perte~

cem aos lados do finguloe

Seja Ao o vértice sGbre a • Vamos denonstrar que ~le é
1 e

pr o j e t an t e ,

TO:1.e:-1OSuna qua Lquer- seni-reta ~ interna ao A (a 1 a ).
" e- e

Se s encontrar o lado Ak Ak•l ' ~sses dois vértices estarão eu la-

dos opostos ~ , portnnto, k=i ou k+l=i , isto é, o lado encontra-

do por ~ seréc A, 1
1-

s,
1

-A ' ..,ou Ái Ai+l • ~sses dois lados, poren,sao

efetivanente encontrados por s, pois, tanto Ai_l e Ai' quanto

Ai e Ai+l J est~o on lndos opostos da reta que contém s •

Observaç5es: O vértice Ak sGbre bt é tanbén projetante.

radas pelo

TeorerJa 33. -Sojam Hl
lpollgono p=Al A2 •••

e R2 as regi5es do p'lano sepa-

• Numa delas existem retas cu-ÍI_n
jos pontos pertencen todos ~ regiffo, e na outra, nffo existen.

Sejao Ai e Ak os vértices projetant0s de p, construidos

no teorena anterior. O ponto O nela jf usado, não pertence ao po-

ligono, 103<:J, pertencerá a uma das reGiões RI ou R2 • Suponhamos
, I IV o• Os verticos do pol1gono sno todos pontos 1nte~pertença à RI

do ângulo ÁkO As s í r; sondo, quc Lque r- sel1l1-retaoxterna dôs
que

nos h , e
1

se fingulo, terá todos os seus pontos eo RI • Sejn t una seni-reta
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A

externa do ângulo hk O ,Cl e

l
, que estf no se~i-plano de or{goQ O Ak'

eri quo ostá i, ..• 1. se:ü-rota oposta
l

de t, estando no seni-plano oposto,

tarlbnrJ não ter~. norihuri ponto do po-
t ' ,llgono. A reta t que as contem, e

e n tQO urra ro ta cuj os pontos porten-
, ')COIl todos a 1\.1 •

Suponhanos quo exista una re-
r

ta r, excIusivanGnto cou pontos de

Fig.28
,

• O SO,3i:onto OX c on t.o r-e , nocos-

So.l'iaDonto, pontos de p , pois, e1.1C2S0 contr~rio X pertenceria n

aduitirenos na ordon ( Yl ... , ,
Doriona t.r ar-e nos que k e um nu-

moro Lmpar ;
,

De fato, cono O portence 2. RI ' s e 21 for un ponto on-

tre Yl Y2 ' quc.lquer pol{gonc.l, que liga O e Zl ' enc ontr-ar à o P5?

I{gono, logo, Zl pertoncoré. à R2 • CO:l o rio ario r-cc í.oc Ín í.o , aplicE:

do a Zl o Z2 , sondo Z2 W] ponto entre Y2 o Y3 •• venos quo Z2
..

R assin s uc os s i v araen to, do nodo entro O 2.pertenoe a o quo, se e1 l

existir
,

do Y. Z.
, •.

RI existirum numero par , pertencera a , e so W·]
J l

, ~ ' ,numer o a.mpar , Zi pertencore. c. H2 • COl.lOox Le ton k pontos Y entro
, , t

O o X, e X e li] pon t o de 112 ' V0!'10S G.SShl que k o anpar ,

A s errí.e-r-e to. XO.. do or{go:::l X, c ontén, pois, uri núuo r o fn-

par do pontos do po I Lgon o , Considoronos uno. soni-reta ~ , do r ,

(1) PodeDos SO!WrO supor quo c. reta OX nffo passo por vér
tices de p •
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i
Con or 19OI!l. X. o ungulo 1- (rs) contón, pelo t.e or ema 34, UEl númer-o

t ' Ido po I Lgon o , Or-a , c 01110 E. tem U1:1 nuner o aripar' de ponpar do pontos
, ,,, i o ttos de p , s tanbeu c onter-a uri nurier o lCpo.r de pontos do p, lS o

, #"01 , ,.., •••

8, pelo nenos 1 • L rota r nao contem" ento.o" somente pontos de

0-0-0-0-0-0-0
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o A P í T U L O 11

OONGnU~NOIAS

,
1, O tercolro grupo de p oa t.u Lad os , 'eri nunor-o do cinco,

é c.hamc.do srupo dos po at.u Lad oa do. c onóruênc ia, por-que in tr oduz a

noçno de congruência do So~ç.lontos e do 2ngulos.

S~o &les os seguintes:

111,,1 - Dados dois pontos L 8 13 e W1Ll seY.ü-rE?ta r', de origen 1>.',

oxisto, na soni-reta r', U:1 ponto:J' tal quo o segnonto

AI3 sej6. congruente a o sOó:lonto 1,,'13'. Eri s ÍraboI os ,

111,2 - Se fiE:::: 1..'13' e A.J -= LVI 13" , s,egue-se que A'D'::::: ],.1' J311 •

111,3 - Se 11.13 e DO f or o:': dois segnentos de uno. reto. E. , se:'-1pontos

COL1uns, e A'D' e D'O' dois sognentos sôbre a Deana reta,

ou s ôbro outra r-o ta r t , to.nbérJ soa pontos c oriuris , e se

kB ==-A'D' o j..30 = 13'0' , t.or-orioe , 1\0_ A'O' •

111,4 - Dado uri 2nGulo<} (o.,b), uno. so:1i-reta r', de orfgon O',

um soui-plQ.no de ori;3on r', existe, nêsse seui-plano, 1XOlo.

o una só s8l.1i-rotc .. b ! , do orfgen O', tal que -1 (o. b)::-

:::1: {o.'b'}. Oo.do. Gnculo é congruento a si nesmo.

111,5 - Se nos tri3ngulos AGOe A'l3'O' tiverlJOS as congruências
»<: -"""..

A B ~ ].;.']3' , AO:=- AIO' e .JAO - J3'A'O', valerá. serapr-e a
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'" e /'o,.

congruencla ADC

Na aplicaç~o do postulado 111,1 podeDos nos expriBir

nais simplesmente dizendo transportenos o segmento 11.13 s3bre a

semi-reta de origem O' • Da mesma forma, quando usarnos o postul!

do 111,4, usaremos a frase transporteDos o ângulo <t,( a b) na
Isel21i-retar' de oragem O I e no seni-plano dado.

o postulado 111,1 pernito o transporte de segnentos e o

111,4,0 de ôngulos;o ~3, a adicionabilidnde, e o III,5.1iga a no
~ A • d A 1çao de congruencla e segoontos COM a do Qngu os.

Ve j anos a Lgume.s C onsoquênc ias Lme dLutas dês sos pos tulc,-

dos:
. , /'- .-A....

1) No postulado 111,5 temos tD.L1benACI3~ A'C'I3I.

Basta trocar a ordem das congruências AB~ A'D' o AC~
~ A'C' , ~ue a conclusno se segue do próprio postulado 111,5.

2) ~ congru5ncia do segnontos ~ reflexiva, sin~trica e

transi tiva.

Roflexivec : TrnnsportQndo o sogncnto 11.3 s3brd a soni-re-

ta ri de orlgon A', tEUOS AD = il.'LJ' • J"l.plicandoo postulado m,2bs

congruências 11.13=== 1.,'lJ' e 11.13::- A'lJ' , v eri A':LP _ A'B'.

Sim~trica : Como, pela propriedade reflexiva, A'E' - AlE',
de A13 == AilJ', virá, aplicando 111,2, A'D' zz: A~3.

Transitivo. : Se fl.D -:' A'D' e A'l3' = Ali 13" , terenos, p~
10. pr-opr-Le dado sin~trico., as c ongr-uênc Lc s lüJ-::::1.,':3' o l-,," Df!.:;:; ;~'B',

do onde, po I.o postulado 111,2, 11.'13' ~ L" :3" •
3) O transporte do , , .

o un i.c o,
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A uní.cLdude do t.r-ans por t;e de s eg.nen t os implica, )010.,

convençfio que f1zeoos, na unicidade do ponto D' cujo. exist~ncia 6
postulado. em III, 1. Suponhanos que o e egrie n t o h.D, tro.nsportado no.

sorJi-reta r', de or Lgeri A', do dois pontos 13' e 13" tais que

1. DA':J 1 e li.:J == A I :J It •

'I'omando um pon t o e, fóra do A'jJ', türenos, nos trinngu-

de onde, por III,5, vou

h.' C 01 1;.' C .eu ,

0:-:1 c ontr-od í çfi o c om o. unicide.do tro.nsparte de ~ngulos, exigido.

por III,4.

c

8"

Fig. 29

4. sü e estiver entre li e V, ~' entro ú 1 e B', o se tiver-

1, I JJ I e nc .....:;:;Ie', tere:.lOS, tonbén, ;.e::: li.' e I

Suponhc,nos que -lie nc o coju congruonte a hIC'. Tro.nspor-

t.and o, cn t iio , o segucn to Ae na se.:1i-ru to. e 1i,', ele origeu C', e que
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,.. .!
e oposta a seDi-rota de or~geD C',que

A 8
contén }3' obtorenos um ponto J:,.!t tal,

AC- Ali CI • LIas, liC C3 ..- tênque - e na o-
pontos conuns, assiu cono Ali C' e C I

BI , e, por hip6teses AC E h" C' e
Ali A' cl 81

DC _ D' C'; 10 g o, por I I I , 3, idJ::: AIf 3'

e, CO •.10 AD-;: il.',3', o transporte do

tsegmento AD na seni-reta do orlgen

F· ri 3019· _.}I, que contén C', não é único, o

que contradiz a observação anterior.

5) So J3 for uri ponto interno do seg~1':mto úC, o so I,.D~ A':;]'

G AC _ fi' Ci, ontão, sondo lJ I UY.1ponto da sel.!1l-roto. li' C', :3 I será

t.ambóri, ponto interno do s egrre n t o i, i CI.

Do f a t o, s e D' fosse ULl ponto oxterno do s ogrion t o ].'C',

transportando " !" i..•.1. ....J na s e rrí.e-r-e ta de or l[3;0 11 C, opos ta à seui-rota CJ"

ob t or Lru.ioa uri ponto D, t a L que CI51::. CD, e, c orio Il.C' o C'L' não

tên pon t os c or.iuna e úC o CD tanbén não, t.cr onos , ap Lí.cand o 111,3 ,

li D= jJ.liJf, ori c ont.r-ad I çfi o c cri a unicidade do transporte de seg:-:10,!2

tos.

2. DofiniçEí.o. Uri triângulo k;JC se diz con2)ruente o. UY.1

triângulo A'D'CI, on símbolos jj. idC = D i, i 13' C'" se a eônonte

se:

ú C , ;:.:.C == :;]'C' ,

U Â C A ' : j , C' , li e 13 - J,' C i .3 i

Observo.ção: Vil!1OS que a c ongruênc ia de segmentos é refle
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xí.va , simétrica e transi tiva, mas, quanto à c ongruênc ia de ângulc;s,

sabeoos apenas que é reflexiva, pelo postulado 11I,4, de nodo que

de1 (ab)~ 1'(aYbl), não se segue, por ora, 4(a1bt):. ~ (ub ) ,

Como a congruência de triângulos foi definida por meio da congru2~

cia de segnentos e de ângulos, de 6 Ai3C ::'6 A'D'C', niio se seg1',0

errtfi o, a Lndu , que 6 A'D'C' :: 6. ABC • Não podcmos , portanto, fo.-

lar de triângulos congruentes a não ser depois de demonstrarmos o.s

propriedo.des sinétrico. e transitiva da congruência de ângulos. En-

quanto isso não fôr feito só é licito dizer que um dado triângulo

liBC é congruente a Ur.1 dado triângulo J~Y.~!Ct•

Definição. Una triângulo coo dois lados congruentes cha

ma-se isósceles. Os ângulos opostos aOS lados congruentes, engulos

da base, e o lo.do comum a êsses ângulos, base.

Teorena 1: - No triângulo isósceles A ~ C, se AD = 3C,

c Consideremos os triân,gulos f-\.~~C

e AC13. Tenos :

A13 :: 13C , e j,"'IC - C""'i.u = L.U"i:JC == AC
logo, por III,5 vem CÂD_ C~li •

Como de III,5, segue-se, .•ta.nbem,

CÚA _CÂ0, a congruência dos ângu-(1.'------------>8
los da base de un triângulo isósce-

les é simétrica.. Podenos, então, e-

Fig. 31 nunciar o t.e ororaa do seguinte nodo:

"n'LLr:ltriângulo isósceles os ângulos da base são congruentes".
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Teorema 2: - Um triângulo A3C é congruente a um triân-
gulo AtD'C', se AD; A'B' , AC ~ A'C' e DÃC ~ D' Â' C' (lg caso
de congrubncia de triângulos).

ent~o denonstrado, se provarmos que

c

A~8

Sendo AB ::::A 113', AC == A' C I e
DÃC _ D'Ã'Ct, segue-se pelo po~tula-
do 111,5, que A ~ C = A' 0' C' e
A C 13~ A' d' D'. O teorema estar&

c'

a'

::JC= 15'C '. Se DC f=. D' C I (1), o s ee;-
mento :0C transportado na seni-reta
DIC', de or:f.goElDt dá um ponto C",

("

Fig.32 diferente de C I, tal que DC:: D'C" •
C A," -:::. r, -r-i I '~C - ,. IOl~O .'L) _ l'i U , hc.J ..:::. li. 13' D e DC = DIC'~ resulta em virtude de

che gamos a uma c on t.r-adã cá o con o postulado 111,4, que afirna a uni

fI '") - fI"" ",1,j
AI.C:::: 13 , Â I C tse 140:;; ~ D , ~

cidade do trans~orto de ânJulos.

Teorena 3: - O triângulo 11.0C Ó .congruente ao triâne;ulo

Se ~C n~o for congruente a D'C', transportando DC na se-
ni ...retú ~iC' de orfgen D', obterenos a congruência DC =: DtC" • Ha s,
por hipótese, tenos, tanbón, AiJ ::::: A'U' e A~C ~ A'rJ'C', de onde,
por 111,5, 1311.c= :..)'Â'C" e. Ora, como B Â C.= Ll'A'C', por hipótese,
o transporte de ângulos nno ser& Único, en contradiç~o com 111,4.

(1) DC t UIC' significa que DC não é cúngruente a D'C'.
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2 /\ '-'C - />; " -r , C 'rema , W 11.D z: ~ .ti .0 •

c ('

A'

FiCá_ 33

Definições: Um ângulo se diz oposto pelo vértice a outro,

se êles t.Lver-er; o vértic8 c orium e os Lad oa d o.ís a dois pertencentes

a una I1esna reta. Se um ângulo for oposto pelo vértice a outro, es-

te será. tanbén oposto po I.o vértice ao pr-Lmo Lr o, Direnos, então, s Lri

plesnente que 51es s~o opostos pelo vértice.

Teoreno. 4 ~ - Se A :n C ~ A' 1J Y C', o ânsulo C :0 D, adj D.C en-

t i·'-e ao pr ne a.r o, e conp;ruento ao ângulo C' ~iD', adjacente ao sogun-

do.

Ton8Dos os ~ontos A,A';~ C,C' e D,D' de nodo que

Ajj :;: J. I .J I I DD -= B ID I e DC _ 13' C i •

Estando o ponto D na seui-reta de orlc;en D, oposta â seni-reta ~j_,~,

e D' na se:ü-reta de origem, oposta à s errl e-r-e t;a DIl,', os sec;nentc8

D -, - A b I""A' e ~JDnao t.em pon t os c oriuns , er.i c crio A 0 e D'D' •
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Então, por 111,3 segue-se

AD = li. , D '. ( 1 )

nos A~C = lI.' n , C I , 1ü3 == 11';3' e
A 13 I)

0C ~ ~IC', de onde, pelo teorona 2;
(' 61Ú3C "3 6 L'.JIC' , e, então

~3J:C':::: D' Â IC ' e AC:= A! C '. (2)

Eas, de (1) e (2), segue-se que /\

6 LCD = 6..A'C 'DI , de onde

Fig.34

o, cono 13D_ ~3'C!.I' segue-se, 1.)010 teorena 2, .6 DCD::: 6. 13'C'D; ,

isto é, C Jj D =- CI.:JID'

Teorona 5: - Se os Qn:7ul08 ""So.o o~.:'~-(ub ) o

tos pelo vértice, então <r (ub ) ~ 4 (c.1b1).

Sojo.n n,a' e b,b' as se~i-re-

tas Oj)08t.os , De uc ôrdo c Or1o pos tul~

O' do 111,4

\

b

<t: (a b') ::: 1-- (a b') ;
Q

e c or.io 1:. (ab) é ad j ac en t.e ao 1. (o.b~)

o o -1 (a'b1) Ó tonbén o.djacente ao

-<J (ub I ), tenos, Jolo te cr-eria 4~
<t (ab ) -= 4- (a' b I) •

Fig. 35
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Exaninanc10 a denonstração, veHos que ela poderia ser efe

tuada de modo que resultasse

4 (a'b')~-4(ab) •

Assin sendo, a conBru~ncia entre ~ngulos opostos pelo

vértice é sinétrica, o que 1:'.')S per-r.rl t.eenunciar o t.eoreraa da se-

guinte fórma: "ÂnGulos OlJostos pelo vértice são congruentes.i!

Teorena 6: - Se b for una seni-reta interna do (ac)

e atbtct seni-retas da neSDa or{gen O', tais que b' e c' ostejan

do nesno lado do.reta que contém a', e ainda

então b ' será. seni-reta interna do <} (a' c' )•

Sendo a seni-reta b, interna ao

(ac), A um pont o de a e.C um pon-«

to de c, a seui-reta b encontrará. o
o o A s egmcnt o AC nuri pont o interno :..s. T~

menos, sSbre a'b' e c', respectiva-c'

,~13'

O o' /.'.\

fwnte, os pontos A', D', C' de nado

que

011. =: O' ú' , 0:3:;: O t D ' e OC .:::: O I C ' •

Fig. 36 Aplicando o teorena 1 aos tri~n-

Gulos Oll.!} e O'ú'13' e aos triângulos

o L C e O' Ar C' vem,
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o l' :3 O' ÂI 13' lU A'D'li , ,
O Â C 01 Âi C' , AC AiC' •

A , " o ACono O tra.nsporte de angulos e UDlCO, as congruencias

o Â 13 _ O' 1:. i D' o O Â C == O' 1.1 C' mos t.r-an que as sOEli-retas

AiDI o AtC', de origem 11.', coinciden. O ponto 13' é então Ur.1

ponto da ser.li-reta AIC:. I!Ias, sendo J3 interno ao segmen t o AC, AD3

~ A'D' e AC:;.: AiC', de acôrdo COD a consequência 4 dos postulados,

D' é um pon t o interno do Setç1tmto AtCI. Daqui se segue que b ! é
seni-reta interna do <f(afc I).

Teoro~a 7: - Se a,b,c forem três seni-retas, de origem

o, o a' , b ! , e', três se;.li-reto.s, de origeE10', e tais que b ,

c e b ' c' e s t.e j an c on t.errpor nno arion te do rie srno lado, ou de lados di

ferontos de o. e ai, r e apo c t.Lvarte n t e , se

{' (ub ) <f (o. I b'), 1:(ae )::- -i(o. I C I) ,

terenos

-<t (bc ) _ -« (b ' c I) •
I ,

Eu pr Luo í.r-c Lugar , auporihanos que b e c e s te j ari de um

rie ario Lad o de a, ns s Lri c orio b ' e e I de uzi rie s uo lo.do de a ' •

Estando b e e c1e un LlGS!'10Lad o do a, s aberro s que uria do

Ias, por oxe np Lo b , é seL,l-ro ta in torna do ângulo i (uc ) , Se tonaJ0

nos 0::1 a o c, os ~}ontos li. o C, a se~1i-rotCl. b oncontrará l""C, e ri

ill:l ponto interno S~ (Fig~ 36 ) So ÁI0'C' foren pontos do a'~ bl e
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c', respectivaoento, e tais que

01',. =- O r A', OD = O' B' e OC-== O'C' ,

resultar~ do teorena anterior; que

AC == A IC I ,

e que 13' será um ponto interno do segnento A'C'. Pela consequên-

eia 4 dos po s tu Lad os , be r-ernos

,
e, pelotoorona 1, aplicado aos tri~ngulos OAC e O'Arc"

o d J~

ent~o, pelo D8S~O toorena 1,

de onde

4' (bc ) :: <{ (b' e') •

Suponhanos, agora, ~ue b e c estejan en lados OP)stos

do a • Pelas hipóteses do t.o or-oria, b ' e c' t anbóm estarão e i i s errí,«

~lanos opostos eu rolaç~o ~ at• Cho.nando de ~ e ~, as so~i-retas

b e c o at.ar-Eono DeSDO soni-1)hmo de orlgen a e b ! , e' do rie s

no lado de a' •

O 1(ac) é ad j ácense 0.0 1(ac) e o -1 (a' c') adjacen-
te ao 1(a t c "), Como por hipótese, -{'(ac):::1(a'e'), t.errcs,
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pe Lo t.e or ema 4,

~
~

b1

) )-/0 )) a o' )) ai

c (t

Fig.37

.,
e,pe10 que Ja foi de:lOnstrado,

tIas" o ~ (bc ) é adjacente a : 4 (be) e o -1 (blel) adjacente ao

<1 (b' c'), logo, de novo )e10 teorena 4,

<+ (bc ) := 1(b I e' )

Teorena 8~ - Se b for una seui-reta interna do <f(ac)

e se «(ae) ;;:1(alei)" exi'ótirQ una e una só se~'li-reta b', inter-

na ao <[ (a' c i), de nodo que

4::' (ab ) :::::<K (a' b I) s

-{ (uc ) :::: f (o.i e I) •

rrrans.!.)ürteDos o nne;u10 ~ (rib ) no. seul-reto. a' de orl-



- 59 -

ger.1 O', no riesrno sel.1i-:;;:Jlllnoe n que está c i. Obterenos urna e urna só

seui-reta b' tal que

e, pe Lo t.e or-ema 6, b ' é uno. seni-reta interna do -: (a'b') v iVIo..s,

c orro <((ac)-:=1(a1c1), ter-et ios , ~)elo teorena 7,

...q:- (bc ) = -1 (b! C I) •

3. Definição. ~ngulo reto é o ânGulo congruente a lil
A

an

do t AI ' oBulo a j ac en e a e o )rO~)rlo.

Teorena 9: - Existen ângulos retos.

Una reta r divide o .L)lano cri dois seni-1Jlanos o( e p . T~

meraos uri pon t o O s ôbr-e e I.a o s e j a ~ uma das duas seni-retas de 0-

l -rlGen O, e, a a seui-reta o)osta. No

13 seni-~;lano c(, t omemcs una ser:1i-reta

b de ori~on O. 'I'r-an spor-t.e noa o -{(bC)b

sôbre a semi-reta a no seiJi-i)lano •
o o o

11

Ob t.or erro a una seni-reta c, tal que

c 'I'orie rioa Ul'J. ljon to D na sel.li-reta

b e uri lJOnto C er1 c tal que

Fig. 38 03 _ OC.

Estando os ~ontüs 0 e C en seni-)lo.nos O)ostos, de ori-
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Ger1E. , o s egrren to :JC c on terá un ~)onto li. ela re ta r , c qual ~)or-

tencera' a' . . d·' O~ , a , ou COlnCl lra con •

Se os pontos D, C e O pertenceren a una nesna reta, os

ângulos 1- (ab ) e .<K (ac ) serão adjacentes e, em virtude de (1) o

-t (ab ) será reto.

se A pertencer à a , D onn -= 6 OliC , pelo t.o or-ortu 1,
,A.,

po Ls , OD::: OC, DtJA:: CtJA é OA- OA • En tfi o, O~J::!'; ozc e Di,_J (-,

reto.

Se li. pertencer à ã, c orno o -4 (ã b) é adjacente ao 4- (u,b),

e l' (ã c) adjacente ao 1.(ac ) , e 1 (ab ) -= l' (uc ) I seGue-so :)010

teorena 4,
~, (ã b) = <}: (ã c) ,

e, pelo que já foi deuonstrado, ol~ ~ reto.

Teorena 10: - Se j an 4 (ab) e 3{ (ab I) dois ângulos retos

con Uf;l lado CODun.§:, de nodo que bl! b' estejan do nesno lado de

a. Então, bebi coinciden.
Chaceuos de ~ a seMi-r~ta o~osta

I

6
de a. Se bebi não coincidiren, bl

será seni-reta interna ou externa de

o o

1(a,b). Su~)onhanos que seja inter-

na do1(ã b). Ora" o -{ (a b ) ~ r e to,

aa s Lm c orro o =1 (abl), de onde, por-

definição de ânGulo reto

Fig. 39 e

~ (ab t ) - 4 (ã b I ). (1 )
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Como b ! é seni-reta interna d0-<t'(ab), de (1) e do tea··

rema 6, segue-se que b ' é semi-reta interna do <r.. (ã b ) ,oque (

absurdo, pois, uma semi-reta não pode ser interna e extérna do

ne srno ânc;ulo.

to, o -1 (a' b') é tm:1bén re to.

Sejam t e Er respectivamente as semi-retas opostas de

b b ! t "', .o ,e amenos, socre as seOl-retas a,b e b, os pontos A,
C,D, e s3bre a', b' e b' os pontos A', C', D' respectivaQonte,

de Dado que

OA= O'li.' 013 _ O' D' e OC o,cr •
A A'

,
6 b

C o' c'O a d'

b b

I~
,

5
Fig. 40

CaDO Oh. e 0:3
,.,

ria o po aauern pontos internos comuns, as

sim CaDa O'A' o 0']3', vem, pelo postulado 111,3 :

AB = A'E'

Compar-cnd o os trinngulos OJ1Ce OC,J, vemos que OA= OIA',

OC-O'C'
A. ..•..•..•

e AOC= j~' O' C', onde, 6. OAC== /\ O'A'C', e, pois,- "---I.
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AC _ DC (2)

Considerenos, agora, os tri~ngulos OAC e O'A'C'. Sendo

OA= O'A', OC = O'C' e CeA::' C' elA', segue-se, 6. OÚC~DO'AIC',

e, por conseguinte,

e

Sendo j~ ~ AIC' e OÃC_ O'Â'C', cano j& vinos que

il.3 _ A' .J I, temos UADC=-- L j,' D' C" de onde

DC -= 3' C' (4)

Mas, de (2), (3) e (4), isto ó, de AC ~ DC, AC ~ A'C' e

DC ::::.13' C" re sul ta

portanto, o triângulo AY~jlC' é isóscelAs, e pe Lo t.e or ena 1,

" _ A

. A' 0' C':::::: :0' A' C' •

Conparenos , ontilo, os triângulos O'A'B' e O':3'C'. Tenos

e .= T1 I_ J.J Â' C', de onde,

6. O! A ' C ' z: ~ O':u! C' , e, ~)ar t an to,

A' e' C'= c' O' 13'- ,

ou seja, A'O'C', que é 0't(a'bl), é reto.

Teorona 12: - Todos os ~ngulos retos são congruentes.

Sejam l' (ab) e <Í (a'b') dois ângulos retos. 'I'r an s por->
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t.and o o <;«(ab") na semi-reta a' do mesmo lado e:r.1'que estáb', obto

remos uma semi-re ta b fi tal que

4. (a b ) ::: -{ (a'b" ) , (1)

e, sendo 1:: (ab ) rO"GcJIo -1-. (a' b"), é, tambóm, reto pe Lo teorena

anterior. Mas, cOrJO o -4: (a' b') é t ambêm reto e b ' e b " estão do
I

me amo lado de a' , pelo teorema 10Jlb' e b " coinciden, e onde, )or

(1) •

Definição: - Sejan a e b duas retas que se encontr~n

no pont o O, a' uma seni-reta de or í.gem O, contida em 0., e b ' uma

s errí.s-r-e t.a , de orfgen O, contida era b , Se o ~(atbV) for reto, di

remos que a e b s~o Jerpendiculares.

Teoroma 13: - Dados o ponto A e a reta e existe.uma e

uma só reta b, •.
perpendic ular a a, que passa por A.

Já vinos, no teorema 9, que e
d

~isten ~ngulos retos.1-\

o

,
em qua Lque r dos ae mâ .••p Lan os de or i>

Se A pertencer a , transpor-

tando um ângulo reto en qualquer das

. t d . t faerm=-r-e as e D., c u j a or a.gem e .,11 eb

\3
9

I' •gen~, ob t.e r-ercoa W:1ae WTID. s o seru,«

Fig. 41 reta ~uc forma oom a seml-reta dada
um ângulo reto. Se b for
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a reta que a contén, a e b serão perpendiculares, e b é a única
perpendicular à ~ que passa por A.

~ ,Se Á nao ~ertencer a ~ J seja O um ponto qualquer de ~
e c uma das seni-retas, de origem O, contido.s em a. Chamemos de
d à seni-reta OA, de origer:J.O, e transportemos o 4- (c d }, no se-
::li-:Jlanode origer,lc, , que não contém o ponto A. Obterenos una 80

ni-reta ,g a ôbr-e a qual t omar emos um ponto B de r.iodo que

OA = OB •

Repetindo a denonstração do teoror:J.a9, ootereDOS, cono
resultado, que a reta b deterninada por A e B, é a perpendicular
desejada.

1~unic idade see;ue-se por absurdo. Suponhanos que, pe 10

ponto A, passem as perpendiculares AB e AC, à reta b. Na seni-re-
I 'ta de orlgem C, oposta a semi-reta

1-\ CA, tomemos D de modo que

CD = AB

c Conparemos o triângulo lú3C c oi.i
o triângulo BCD.

DC, CDCorro DC

donde,

Sendo li.C:J re to , então, C.sD tai.lbérJserá re to, logo, as
seni-retas DD o i3A, de origen JJ, pertencer~o a una rie sma reta, is
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to ~, C pertencer~ ~ reta AB e as retas AD e AC coincidir~o.

Teorena Jlp - Se -<j::"(ab)-:::<}'(albt) e 1{ab)-= -1 (a" b"),

então, --1 (a'b')::; 1:(0." b" )v

B Ohamernos de O, O I, O n os v~rti-

b
c

ces dos ângulos 4- (ab ) , -4 (a 'b') }

*(0." bU). De um ponto 13 na seni-rc-

o-4"---a-'---.JA, ta b , tracemos aperpcndioulnr c, t~l

c'

o o

b'

reta ~, e seja A o ponto de encontro

de a e c • Nas seni-rotas a' e s" I

C,I

t omenos os pontos A' e A tl , de mod o

0
,"-,----,----'" ~li

o' r'
que

Fig. 43 OA :......O I A'=: On A" • (1)

Trnnsl)ortenos o llA.;j na seL1i-reta A'O' e 1-1." O" do nes-

mo lado eri que estão b ! e b " respectivanente. Ex Ls tera, pelo post~

lado 111,4, as seni-retas c' e c" tais que

4. (ao) =- <l, (a r c ' ) e <r (ac ) =- -j. (a" c I) • (2 )

Como o 4. (cc ) é reto, os ângulos -1(a'c') e"1(a" c") t an

bén o sorao e, pelo toorena 12,

-4 (alc')~ <t (aU eU).
i

Em c' e c fi t onemos os pontos 13 r e b " que

AB _ li' 13t = A" 13ft •
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Por (1), (2) e (4) temos

/\ or,T)
~ .tl.D = 6 O'A'ú' ,

/\ o.,n - 6. O It A" D" , (6).

De (5) então, seeue-se que A~D~ A' ~'D' o do (6),
L~:J ~ il." O" SI! • Como ~)or hipótese" A~13:::, ~(albY), e A~13= j'(allbll),

tomos que ~I pertence a b' e 13" ~ b, ~ois, do ac3rdo com 111,4,
A , , o

o transporte de angulos o unlCO.

Mas" de (J), (3) e (4) ven

logo,

~ (a'b' )= <Ã (a" b" ) •

Teorena 15: - li congruêncio. de ângulos é sirlétrica. o

transi tiva.

SiI1étrica. - Se <::):(ab)==1(a1bl), l' (a'b') =- <[ (ab} ,

Se ~ (ub ) == 1(a'b'), c orio , pelo postulado 111,4,

<Ç" (ub ) :: l' (ab}, veri, pe I.o t.e or-erra anterior,

1: (a'b') =. l' (ub ) •

Transitiva - Se 1: (ab ) ::..f(a.1bl) o 1:(a1bl)::;: 1; (ali b"),

-{(8.b) - i (a"b").

De fato, pc La pr-opr-Lo dudo sinétrica sei: (ab ) .=;1(a1bl),
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1. (a1b') :-.1(ab), e, COI'.10 por hilJótese, <K'(a1b1)

nos pelo t.e or-erra anterior

~ (ab) ';;:'1" (a fi b" ) •

TeoreL1a 16: - A congruência de triângulos é reflexiva,
sieétrica e transitiva.

A congruência de triângulos foi definida por neio da
congruência de seGcentos e de ângulos. Pelo teorena anterior, a
congruência de ângulos é refloxivp., sinétrica e transitiva e, p~

Ia consequôncia 2 dos postu~ados, a congruência de segmentos taE
bém e;OZo.dessas propriedades. ?ort8.nto, o neSDO acontecerá com a
congruência de triângulos.

Teorena 17: - Dois triângulos ABC e l':3'C'
~

s ac c on-
c;ruentes se úD;; l~lljl, AC -== AiC' e DC ~ DtC' • (Terceiro ca-
so de congruêr-cia de triângulos).

'I'r-un apo ctonoa o 6 il.' j 1C!, na semi-re ta DA, de
13, no seni-iJlano do origen AD, oposto ao semi-plano que contén
C, e, na se:Ji-reta obtida coe êsse transporte, t oriorao s un ponto
C tal que

D'C' BC ti •

Terenos, então,

A~) - A 1 D', 13' C' •. DC fi e A I 1J ! C I .::::.... A~C !!

de onde, pe I.o t.e ororia 2._
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tI

\
A , I~I

ID A, -, I I
<, I /-, I /

<,
I I

" I I
V
(ti

Fig.44

6. 1.3C" • (1)

Es t and o os pontos c e c" em ser;1Í-~)lanos opos tos, de o

rlgen A3, o s egnon t o CC it conterá um ponto D da reta k.j, que pode
,

r-a c oinc idir c ori L ou D" ser pon to in torno do segnon to AD ou j)o!:!
Ito externo. No sen-rido caso" as semi-retas CA e C13 , do or a.gori

C, estar~o eu lados diferentes de C CII assim cono as semi-retas

C" li e C H 13 • No terceiro" tanto Cli e CD como C" A e C" 13 esta

ruo do neSL10 lc.do de C C".
Sendo DC .=: D' C ' e:J' C I = 13 C 11 , te.ncs DC -= l:3 C"; 10-

80, o triângulo DCC It é isósceles e DCC!t.:: BC nc ~ Se D coincidir

c ori A, 6. ADC = 6 ABC"" por- ser" tambêm, CA -:::. C" A. Se D não

coincidir com A, c orio Cl'.:::' C" A, o 6 ACC" será, tm:1bén isósce-

les, o terenos : ACC"= ACn C • E se" D coincidir com v, tLr a.v. a ,

t .' j\ I\13C _ j\ r, nc" •arioerr, L..::,. .ri L.:l. .t1.~

Se D não coincidir nen com A nen com 13, pelo que jb. vi

1:10Spodo.aos ap l í,c ar o te or oma 7, o que d~,
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e, pele teorena2~

Ll. A"lJC n , (2)

e, aplicando Q propriedade transitiva a (1) e (2) ,

4. Definição: Charia-iae ponto médio de um segnento Lu a

um ponto C d~sse seg!wnto, que satisfaz ~ seguinte congru~ncia:
j~C CU.

8 ' ,Teorena 1 : - Todo segnento ten un e un so ponto ne-

dio.

Dado o segrien t o .I--.B, levantenos as

perpendiculares ~ AD nos pontos A e

E D..-~ •...•
<, ,.. ..-~

<, "
<, ,f::"" ~

A,
" \ ,

./

\
~./

./ <,
\ ,1"-.« '- <,

!.\ C G i3

D, e, sôbre elas, tonenos os pontos

E e D, de un nesno lo.do de AD, de mo

do que

AE::: J3D •

As retas AE e 3D n~o se encon-

t '. -'-tram, pois, ern caso con r-ar i.o , GO-

Fie. 45 IrlQUOS, pelo ponto de encontro, duas

per-pond Lcu Lar-e s a u 'a rie sma r-e t.a, A semi-reta AD, de origen I.,
, . t .....1 .(:E t te ln erna 0.0 o.ngu o DA e encontra, por an o, o segnento DE, on

un ponto interno F.
IIgualnente, DE, de orlgem é una seni-reta interna

•
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do ângulo ABD e, portanto, encontra AD em uri pon t o interno, pr~

cisanente o próprio F. Conpare~os os triângulos ADE e A3D. Te-

:-108 :

6,. ABE:::;: 6. A~3D ,

pois,
p.

:3.AE
r-

ABD, AE.:: Dl3 e l'T)1.1.) • Consequentenente ,--
.".... /'AED ...•. liDE (2 ),

e /- »-;
DJ,,0 ::;; EDA (3 ) •'""""'

Segundo o te or-eraa 7, segue-e ae , de (3),

e, de (4), (2) e (l) ,

6. i.EF J:; 6 jJDF ,

de onde,

LF =- FE •

Seja C o ~ünto de encontro de A~ con fi perpendicular

baixada de F sôbre AD. TeDos

AC = CD •

tDe fato, transportando AC na seni-reta DA, de orlgen

D, ter io.rl0S un pont o G tal que

AC~ DG ;
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dessa congruência e de (3) e (5), viria

!l úCF ~ D DFG I

de onde

e, corio il.CF é ângulo reto, l3GF tanbén o será, de onde, pe La uni-

cidade da perpendic ular' I C coinc ide c 0~'1 G (Teor-e na 13).

Definiçno - Uma seni-reta~, interna ao ângulo (ab),o
de :.'Jodoque

-<f (uc ) :: <1"( c b ) ,

chaoa-so bissetriz do ânGulo (ab) •

Teoroma 19: - Todo ân[Sulo teu una bissetriz.

Seja O o vértice do ângulo (ab),

1~ ULl pon to do. serni-retn a, :3 do. sel~1i-

- reta b , de mod o que se tenha--
o~------------~~o

Á
OA =- 013 •

De ac3rdo coo o teorena anterior,

existe o ~onto médio C do seGmento

Fi8.46
l ••A3. A seni-reta OC, de orlgeo O, e a

bissetriz desejada, porquanto, das conc;ruências OA::: OU, A.C = C:~

° OC ~ OC, terenos, a concruôncia dos triângulos OAC e OUC, de
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onde, CODOconsequ~ncia,

»< .r-:
AOC x: DOC •

T
~ ,. •

eOrei.1a. 20: - Dado o seg~lento j~, candi'i,8.o neCeSSD.rla

e suficiente jJElra que WJ }Jonto X pertenço. à. perpendicular que

p8.ssa pelo ponto nédio dosegnento j~0 é que

JJ..;:: DX •

Ix

M 13

Seja l\I o ponto médio 1\.D e X un

ponto da perpendicular à ÁB, que pa.~

s a por N. Tenos ArDe.:r: ürfIx, VIA i: i,h; o

LX':::: :r,IX, de onde, 6 AI\1X;; 6 :JNX o

A.I'{ ~ DX. 1\. condição é, portanto, rio>
A

,. .
cesso..rla.

Sup onhnrao s , e ogr-a , que ]C SE) j a. uri

ponto t.a L que f.J\. ~ UX. :Jaixe_lOs, de

Fig.47 X, a l)erj,)endicular n ü:J, é seja. 11 o

J:.)édessa. por-pond í.cuLar , Cono LX _ :JX, o triâne;ulo ldX é isósce-

le s e Xl~M=== x:JI:I. I\Ic.s, sendo, tqnbén, i'IX:::: me, 6. jJfX ~ 6 ::'.LX e

LU = UM, isto 6,· N f o ~onto nédio de AD e a condição é suficion

te.

Definição: L perpendicular; reta AL, que passa pAla

ponto nédio do s egment o Jd3, chama-cs e nodiatriz do aegraon t o f..:-Y.

7. Definição: - Se o quadrilátero A13CDtiver os âne;u-

los DJ:D o C~A rc tos, c AD~ DC, direnos que é êle bi-re tângulo

isósceles.
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Teorena 21: - Se AJCD for um quadrilátero bi-retân.:.;ulv
isósceles, A~C ~ BdD •

.Liguemos os pontos A e C e os ~)og
tos B e D. Comparando os triângulos

o C
y ..... ..-k:..

<, ,/..... ..-
<, ..-

<, .,-..-.....
/'

'<,
<,

<,

À'" '.,r
1\ B

.•.úDD e AuC I ern v ir tude das congr-uerr-

cias AD :::= 1"13I AD == DC e A~C ::= 13ÂD I

tenos I 6. i1.DD ~ L:. i-l.üCI e I portanto,
·,··'D ~ AC .AD ·~C
LJ ~ e Au -= ..Jli. •

Mas, ent~o, CnD ~ ClD, e, de DD~
::-AC e AD::: DC 1 v ern .6. DCD.:= 6. ACD,

Fig.48 A~C _ 13CD •

Teorena 22: - (Teorena do Pe.Saccheri) - Existe Ul'J. qu~:-

drilátero con três ângulos retos.

Seja 1;.l3CDuri quadrilátero bi-ro-
tângulo isósceles, no qual Â e n ~sao
os ângulos retos e AD~ DC. Polo teo
rena 21, sabenos que vale tanbén a
consruência d : n •

Seja tI o ~onto nédio de LiJ e p a
perpendicular ~ reta L~, que passa
por li. Os pontos A e lJ eBt;o eo la-

FiC;.49 dos diferentes de p. As retas p e ~C,
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sendo pe r-pend Lc u Lar-e s à flu, não se enc on t.r am, ?ortan to, D e C e s

tão de Ul:1 rie amo lado de p, Do 11e8DOnado, v erios que h. e D estão

de um nesno lado de p. Logo, C e D estão en lados opostos. As-

sin sendo, a reta p passa por un ponto interno N, do segnento

CD, e a seni-reta MN, de orf8en M, é,uma seni-reta interna do ân

gulo CilfiD.

Conparenos os triângulos AMDe MUC. Corno ~.lA - M~3, I"D:=

=DC e Â =ú, são ~ss~s triângulos congruentes, de onde

A])M -= UdD ,

M1D ...:...D:9IC,

m:I = uc •

Cano C D, do (1) segue-se

e, sendo Lm perpendicular à A~, de (2) ven

Dfr.N= Cf'1D•

gulos DI.INe CJ.!ill, e, pois :

DN= NC •

h. c ongr-uenc La (6) expr Lrie que o ângulo l'~D é reto, (7),

que N é o ~onto nédio do seguonto CD.
~ " '" H r..(\,INO quadrilatero Jl.j'::NDten tres angulos retos que sao .h.l: ,
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Cano N ~ o ponto n6dio de CD, segue-se, o seguinte co-
rolário:

;.!'. ~ A , oSe A e D foree os engulos retos do quadrilatero bl-re-
tângulo isósceles A13CD, a nediatriz de A13 também será mediatriz
de CD.

Teoreua 23: - Se D for o ponto D&dio do lado DC do
triângulo ADC, e E ponto D~dio de AC, a uediatriz de AD ser~,
tanb~n,! perpendicular à CE.

SejaD J~, CG e DH as per~endicu-

c
lares baixadas, respectivauente de 1"

C e D sôbre ED. Os triâne;ulos CGD e

DHB s50 congrucntos porquo CD DB,
CDG BDH e CaD BaD, de onde

CG = 13H • (1)

,
A"'------I-I M-----"13

It>
II

Os triângulos AEF e EGC sno tan-
b6n congr-ueri te s, pois, Cl!:G~ LftF.t

l.PE ::: C(}E e EC _ 1.E. Logo,
Fig. 50

CG • (2 )jJl'

Se (1) e (2) segue -se

de riod o que o quadrilátero Ji.:...JHF é bi-retângulo isósceles e a ne>
diatriz de FH é tanb&n nedio.triz de 1."13 ; e o t.eor-erna fica denons
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trado, em virtude da unicidade da perpendicular a uma reta que
passa por un ponto dado.

5. Definição: - Dados os segnentos Á3 e CD, se o ex-
trena 13' do segnento C13', que se obtém transportando AG, sôbre o.
seni-reta CD, de or!8en C, for um ponto interno de CD, dire~os
que o sognento AD ó menor que CD. En s!nbolos : Ai) < CD.

Se o transporte AD, -n a ser1i-roto. CD, de or!ger1 C" defl
nir ill1 ponto externo de CD, direnos que 11.13 é naior qo que CD. En
s!nbolos A13"» CD •

Consoquências
rient.e , De fato, se lú3 <. CD o transporte do A3 na seni-reta CD de
orfgen C dará un ponto 13' interno a CD e tal que

AD - CD' •

Transportando CD na seni-reta j "lU,
B D' I ponto DI talde or a.geri11- t.or-e moe um

, ., I que
\)' D CD =- AD'

::::-AD' C13' AD, D' ,.
Cano CD e e o

ponto interno do' segmento CD, então

1\

c

Fig_ 5

pela consequência 4) dos postulados, o ponte 0 devo ser interno
ao segnento AD', de onde D' é externo ao segnento 11.13 o, pois,

CD '> r- ..,
.i1.l.J •

2) Dados os selSnentos A13 e CD, terenos SOLlpre um e un
só dos trôs casos
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AD < CD , AD ::..CD A3)- CD •
Io transporte do segnento 11.'0na se;:-ü-retaCD, de orage n

c, dá UI.l ponto 1.3' que estará. nuna e numa só das três situações,
- ..com relaçao a CD :

a) D' interno a CD e, então, AD ~ CD ;
b) lJ' coincide con D G 11.13= CD ;
c) D' externo a CD e AD > CD •

3) Propciedade transitiva. Dada una das três hipóte-
se s : I) AD - CD e CD t( EF ; 2) A13<, CD e C D = EF ;3) AD <. CD

e CD < EF, segue-se

AB < EF •

Se f,::;':: CD e CD < EF , transportando oseg:'lento CD
na seni-reta EF, de orlgen E, tereDos un ponto H de nodo que

CD - EH ,

sendo H interno à EF. Corno AB -= CD" J.Y:.~la~)ropriedade transitiva
da congruência de segnentos,

A13 :::: EH ,

e" sendo Único o t.r-an sp or te de segrierrt cs , o transporte de f"l] na
I " eseni-reta EF, de orlgen E, dura o proprlo ponto H ; logo,

li':] < EF •

Se A13 < CD e CD ~ EF" se não tivermos

A13 <. EF ,
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terenos,

AD = EF

ou
EF < A13 •

Na prineira alternativa, pela transitividade da con-
..• .gruencla, tiranos

AB= CD I

o que é absurdo, e na segunda, pelo caso anterior, CD < Av, o que
,e, novanente absurdo.

No caso era que AD < CD e CD < EF, denonstra-se por

absurdo, que
1\.B < EF ,

supondo-se EF ~AD , e aplicando-se os casos a~teriores.

4) l~)licando o. cons oquenc La 1. , à transitividade aci-

Da derions tr-ndu , se tiver~J()sun dos três casos :

1) 1."D ::: CD e CD> EF
2) AD> CD e CD :=: EF
3 ) AD> CD e CD> EF I

..•
vera, COr10 consequencia

L~ <, EF •

Definiçno: - Dados os nn~ulos (a,b) e (cd) , se o tran~

porte do nneulo (a,b), s3bre a seni-reta c, do oesno lado 00 quo

está d , der una seni-reta interna do ân.:.:;ulot(ab),direrJos Llue o
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âneulo (ab) é nenor do que o âneulo (cd) •
tEm slr:1bolos"

Se o transporte acina dér una seni-reta externa do« (c d ) , d Lr-ernos que o i (ab ) é no.ior do que o 1:. (c d ) , isto é" eri

sfnbolos,

<r(ab) >f(cd) •

Consequêncio.s: 1) Se 1(ub ) <1(c d l, -4- (cd)<+ (ab)" e

rec1J;lro 9ome.n.t,~,.

Se <J: (ab )Li (c d ) , o transporte d01' (ab ) na seni ..reto.

c, do lado en quo está d , dá uno. semi-reta interna e, e tel10s

~ (ab):: 1(ce) •

'I'r-uns por t.ando o l' (c d ) na sel:'li-reta a do mesmo lado crn

que está b , obterenos UDa so:~li-reta f e a congr-uonc í,a

""1(c d ) ::: 'f (at' ) .,

Sendo 1(cd):= i' (af) e ~ (c e ) ? ~(ab) e e se::1i-re-

ta interna do~(cd), pelo te or-erra 6, b é seui-reta interna do

{'( aí' }, ou, o que ven dar no. rie aria , f é ser1i-reto. externo. do

«(ab) , donde,

-4' (c d ) > 1(ab)

2) Do.dos os ânGulos l' (ab ) e 1(cd ) , valerá ae npr e

un e un só dos casos
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4:. (ab ) <~(Cd) , 1'(ab) -t(cd) ,

<f(ab) > 1(Cd) •

o transporte do -1; (ab ) na seui-reta c , do rie arro lado

em que está d , dará uma sGoi-rota e en uma das três seGuintes

situações, c ori relação ao 1: (c d ) :

e interna ao -<f (c d) e, então, <[ (ab ) < 1, (c d ) ;

e coincidindo coa d e <r.. (ab) '-...1- (c d ) ;

e externo ao -1 (c d ) e <((ab) > 1(c d ) •

3) Propriedade transitiva. Dada uno. das três hipóteses:

l' (ab ) = r(cd) e <}:' (cd)~ l' (ef) . j'(ab) <:. 1(c d ) e,
4 (c d ) == 4 (ef) . 1(ab) < '1(c d ) e 1(cd) <, 1(ef) , segue-,
se

~(ab)< j(ef) ••

Se <}'(ab) - j:(cd) e <{(cd) < 1: (ef), t.r-anapor-t.undo

.<Y ( d) s oAbre o t d 1 d t' f o'o } c, a senl-re a e o neSDO a o em lue es o. ,Vlra

urja seni-reta h interna ao r (ef) e a c ongr uenc La

-: (c d) _ l'(eh ) ,

Ao o A , e o

e, CODOo. con~ruencla de o.n~ulos e transltlva ,

-4. (ub ) =-- <{ (eh) ,

de nodo que

-t: (ab ) <f..(ef) ••
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Se <f (nb ) < 4 (cd ) ..•
nuo1 (c d ) -1- (eh) .• se tiv8r-e

nos

1- (ub) = 1: (ef) .•

terenos

~(ab) ~ -1 (ef)

ou

Na prineira alternativa, pela. tra.nsitividade da con-

eruência, tiranos

o que é absurdo e no. secundo. .• pe 10 caso anterior .• 1- (cd ) <: f-( ab ).•

o que é novanente absurdo.

Observação: - r.s r olaçõe s AD <CD, AD> CD chnnan-e e de

sie;ualdades entre sec;nentos e 4 (ab ) < -<j (cd ) ou 4 (ab) > 1(cd) .•

desic;ualdades entre ânGulos.

6. Definições: - Uri ânc;ulo na â or do que uri ânGulo reto

chama-sse obtuso; uri ânGulo menor do que um reto, agudo.

Em um triânGulo ld3C, os ângulos A15c.. DCA 8 CÂJ3chamam-

se ânsulos internos do triânculo e seus adjacentes ânGulos exter

nos.

Teorena 24: - E:~1todo triân:;ulo .• cada ânEwlo externo é
naior do que qualquer nne'plo interno não o.djacente.

Seja o( UY:l ânc.;ulo externo do triâne;ulo ADCadjacente ao
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ângulo CÂJ3 e (3 o ângulo 'interno AC13 não adjacente a t>G I D o pOl2

to neio de AC. TOMemos na seni-reta
oposta à seni ...reta DD de orle;en D un
ponto E tal que

, DB == DE •
L

'-"'" -.•..•..
\

, o
A semi-reta AE ser& interna ao

ângulo o( visto que o ponto E est&
no semi •.•plano de origem liD, que con-
t~c o ponto C, eino semi-plano de 0-

A

FiSe 52

de onde,

f ...,r~gem AC que nao contem, o ponto D,

EÂC < 0(.

Ora, comparando os triângulos 13CD e ADE .t temos

~ DCD = ~ ADE , (1)

pois, AD = DC, DD-::'= DE e J31JE ~ A1JE, COt10 opostos pelo vérti-
ce. Da cone;ruência (1) segue-se

EÂC ::: (3 ,
e pela propriedade transitiva da desiGualdade de ân!3ulos,

(3 <. o< •
Sendo o( o ângulo AnC, do que ficou demonstrado seGue-

Se que o ângulo oposto pelo vértice a eo< é maior do que fi e co
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no ângulos opostos pelo vértice são coneruentes, resulta

Teorema 25: Em todo triângulo, ao na Ler lado se ol.)õe

o naior ângulo.
Seja AD o Baior lado. Suponhamos

c que l:'C < A13. Transportando AC na se-
Bi-reta A13 de orlgeM~ obterenos um

I~

ponto D interno ao seenento AD e tal
que AC _ AD. No triângulo ACD tere-
I10S~ pelo teorena r, ACD = A1JC, deA

onde, pela transitividade da desigual
"dade entre a.ngulos.

e, pelo teorena do ângulo externo,

A1JC '> A~C ,

de onde, aplicando de novo a transitividade da desigualdade de
ângulos,

Teorena 26: - Un triângulo iue ten dois ângulos con-
gruentes é isósceles.

Seja AnC = CÂD. Se AC _ DC, o triângulo Anc é isósce-
les. Suponhamos AC < DC. 'I'r-aria por t.ando, então o lado fiCna seui-



- 84 -

Ir-et a C:J de or a.gem C obterenos um ponto interno D, do ae gmen t o Cu

e de r.1odo que AC :::"CD. No triâne;ulo

ACD, sendo AC - CD, C~A, pelo teoro-

na 1. Mas, AD é semi-reta interna elo

CÂD, de onde

A
-- CÂB > CÂD ,

e, c OL10 CÂD> C~A, v eri

CÂD '> C~b • (1)
FiGa 54 ?or outro lado, C~A é ~n8ulo ex

terno do triângulo A3D ; 1080, pelo teorena do ~nGulo externo,

C~A ? AnC , (2 )

e, de (I) e (2)

- . 'ten contradiçao cor.J.hlpO ese •

Se AC '> DC, chegar::f.amos tanbén a uma contradição, cuu

o::lesno processo transportando o lado DC na. seni-reta CA, de tor 1.

gen C.

Teorené'. 27: - Dois triâne;ulos 1\.13Ce A':3'C' são conc;ruer

tes se

e

Se DC.= D'C' o be or-ema estará domons tir ado , pelo pr-LmoL

ro caso do congruência de triMc;ulos. Suponhrr ioa DC < ~j'C'. Tro.ns
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~portando DC na seni-reta 3'C' de orlgen Df, obteremos o ponto C,

de nodo que
c

~
Á c' B carreta a congruência dos triângulos

ADC e AtDfCl ' de onde,

A,' 13' (1)

externo

ora, AtCl é semi-reta interna do
./'.. ,,,c, A~' l' f d d 'C D' 11), e on e ü 1 e angu o

do tr~âneulo li' C I Cl e. pelo teorema do ângulo ex t.e r-n o,
Fie. 55

pois, podenos escrever :

(2 )

de onde, por (1) e (2)

en contradiçfio con a hipótese,

Se DC fosse naior do '-lueD'C', sec;ue-se-ia a rie st.m con
tradição, usado que fosse o rie smo nétodo, isto é, o de t.r-uris p or-«
tando D'C' na seni-reta DC de origem B.

Teorena 28: - Se o segnento XY for interno ao triângu-
10 ADC, e se 1,D ~ DC ~ CA , XY <: ct; •
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Seja /.iDC o triângulo e suponhanos que

entre Â, u e C são os âne;ulos internos. ?elo t.eorema

tão"

, vem, en

(1)

Se os extrenos X o Y do sognonto ou un deles somente
for ponto interno do tri&nculo, cano a reta XY encontra o triân-
gula em dois pontos D e E, tonos, XY < DE" de nado que basto. de-
nonstro.r o teorena quando os oxtronos do se8nento portencon ao

Vauos distincuir três casos:

c 1) O extreMO E coincido com C. ?o
10 teorona do angulo extorno,

A
DC /> CD ,

o, por (1)

Fii3* 56 us '/ CD •

2) E é un ~onto do lado DC e D do lado 1:..D. Lie;uenos
a com E. Tonos,

de onde,
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c ii.D > JiE • (2)

MasJ no tri~neulo hED,

B e o extrctlo E coincide con Ul-:1 vérti-
ce do triângulo. Loe;oJ pelo caso Qn-
tier Ior ,

Pig.57 DE < AE ,

8J por (2 )

liD '> DE •

3) D é un ponto do lado AO 8 E do lQdo DO. Lisuenos D
c ori ~~. No triân.:;uloLiDe

c

Afo> C ,

e,coDo C ~ ~ ) AÚDJ veDJ para o tri-
ânéSulo 1.1.30 ,

AiJ > DD

ora,

A B

portanto,
DD'7 DE

Fie.58 e, por (3)
AD > DE •

0-0-0-0-0-0-0
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C A P í T U L O III

SOMA DE SEGIiLENTOSE DE hNGULOS. PRODUTO DE ÂNGULO POR

SEGMENTO. TEOREMil.SDE PASCAL E DE DESARGUES

1. Soma de secnentos. Para cada segrion t o, podemos c0!1;
siderar a classe dos que lhe são congruentes. Obtenos, assim, um
sistema de classes, precisamente as classes de equivalê~cia, se-
gundo a congruência de see;r:1entos.Tais classes serão indicadas
pelas letras latinas ninúsculas.

Dadas duas classes a e b, seja h ur:1ponto de una reta
r e D, C dois pontos s3bre r, de nodo que A, D e C estejam na or
dem A D C e o segnentos AL e 0C pertençam a classe a e b, respe-
ct Lv anen t.e, O SeC-;1E'ntoAC pertencerá a UE1a classe c, que chamare
nos de soma de a COL! b , e que indicarenos por

a + b = c •.

En virtude da transitividade da con~ruência de segnen-
tos, e, de ac3rdo con o postulado III,3, é fácil verificar que a
definição da soma a + b é independente do pon t o A e da reta r, e
que a soma é associativD..e conutativa. (Observe-se que a sono. de
nais de dois segnentos se define habitualmente, isto é, por re-
corrência) •



Se n for Ur:1númer-o natural maior do que 1, chamar-emos

de na à sono. a+a+a+ •• o+o. (n têr:JOR)~ Daf Ln Lr-erros , t.ambóri, 1.0.

= a.

Direnos 4ue una classe a é naior do que UMa classe b, se

uri seg1:_1entoda classe a for na í.cr do que UL1 s agrien t o do classe b,

Essa definição t.om sentido, pois, se un segmento do. classe o. for

na í.or- do que W~1 se[Snento da c Laa se b , qua Ljuer- outro sogmerrt o de

a ser& nalor do "lue qua14uer segmento de b, en virtude da propri~

dade transitiva da desic;ualclade de sogrion t os ,

Da pr6~ria definição de SODa das classes a e b segue-se,

então,

o. + b > a a -r b ) b oe

a = b + c •

Con efeito, tiomand o W71 ponto C s ôbr-s una reta r , s o j ari

OA e OD os seGDontos das classes a e b, rospecti~o.:~nto~ que

pertencen a una do.da seni-reta de r , de or:Lé;en O c Cano a b ,

segue-se, da definição·.? 01i 00, da onde~ o ponto D est& entro O

e A. Sendo c a classe a ;ue pertonce o sogüoDtO iJjl.~ t.ei.ion , por

definição de sana

'l'earena 2: Se a <, b, ~y.e-se a + c
,,~

b + c- ,.' ..- s

Pelo t.e or-orna antorior, do a b,. resulta a b + cl~ dE'

onde" por definição de sona" vem
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ou seja

a + c = (b + c) + cl #

de onde

a -:- c ) b + C to

Definição: - Dados dois segrnen b oe AD e CD, c.hamaremos

de soma dos dois sec;nentos, a un qualquer dos sec;nentos do..classe

sona das classes a que AD e CD pertencen, e, de agora eo diante,

f'a Lar-erros exc Lus Lvarte n t.ede soria de segnentos era substituição à

sono. das classes.

2. Sona de Qngulos.

Us ar-o uo s para definir soraa de ângulos o no ario processo

enpregado para os seónentos. DividiBos os ân8ulos en classes, co-

locando eri ufa me sraa classe ~n8ulos congr-uo n t.os e, eri cLasses di-

ferentes, ângulos não congruentes~ Indicarenos as classes de âng~

los pelas letras gregas ninúsculas~

Se un ângulo <} (r,s) da classe o(. for maior do que o nn

gUlo{(r'st) da cl~~se ~, se~ue-se pela transitividade da desi-

gualdade de ângulos, ~ue ~ual~uer ânc;ulo da classe ~ é naior do

que qualquer ânc;ulo da. clas se 0 . Df.r-erroa , então, que d, 70.
Seja f a classe dos ânGulos retos, o( e r duas classes

que satisfazen
,as clesigualdc.des

c/: + f e
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r uma semi-reta de origem ° e r um lado fixado de r, e s a seoi-

reta j!erpendicular
•. 0,a r en que peE,

I
IS tence a r. Seja 1- (r ,a) o ânGulo dab I
I classe que se obtén transportando um
I

qun Lque r- ângulo dessa classe na se-
i o

I ni-reta r e no s em.Ls-p Lan o r, e ~ (ab )

I o ângulo que se obtén transportando- - - -
f O r

un ângulo de na seni-reta a no seni-

2Eig. 59 plano oposto a que pe r boric e r. Cono

-c L.. \ ' ~ é uma seni-reta interna do -{. (rs). Logo, 1:(r~a) / r;
sendo ent~o E. a seni-reta oposta de r, segue-se~ em virtude de

que ~ « \ ' <j:: (ab ) <, -1 (a r) ~ isto é, b

na do t( r,a ), de onde E. pertence a r. A
é illJU seni-reta inter
classe i , a que ~or-

. •...

tence o -1: (r-b ) chana-se s onn do o( e li) , o que r-e pr-e sen tarros

por

"[= -.>Z+ r.
Se .: 1 ":.(2 e V<·.3 foren tros classes tais que '..(f':

.f.. r: ' (i = 1,2,3), podorenos efetuar a adição ':'-<1 + o( 2 = «. ·
Chanenos de a2 a seni-rota, de origen 0, e que estú eri r, de 1:10-

do que o l' (rai) pertença a 0(. so o transporte de Ul:1 âne;ulo

de o( 3 ' na seni-rota 0.2 ' no semi-plano opos to ao que c ontén r,

der una seni-reta 0.3 '

<} (r a3), char:1ar-se-á

ainda om r, a classe

sono. do o{l $

1
c.( =J

l
+

0(2

~ a que pertence o

o{3 ' isto é,e

0(2 + 0(3 •
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Coe ~sse processo, podeDos efetuar a sona ~l + ~2 +•••

+ -<e ' enquanto obbd vcr-rio s, COl!1 os transportes successivos, s~
ni-retas de I, e a transitividade ~a congru~ncia de ~nGulos e o
teorema6,llnos perniten denonstrar Lrae d.Lat amerrt e que a soma das
1
... t I'

C asses de angulos, quando posslvel nesse sentido, e independe~
te de r e do lado fixado, assie cono a associatividade e a comu
tatividade da adiç[o.

A adiçfio de duas classes de fingulos, que introduzinos
ao1na, nno pode ser efetuada em geral, quando não satisfizerem
à condiçno (1). Realnente, se ~ ou r não satisfizerem à condi-
ção (1), pode acontecer que a semi-reta b , obtida coe o trans-
porte de um âne;ulo do cLnae o ~ , na semi-retet a, do Lado oposto
~o que contém r, coincida com r , o as semi-retCls r e r n50
formam um ângulo'.

~, por exenplo, o que acontece se = e

natural, portanto, colocar, neste caso, como soma das classes
e

d+(2· =( ,./ (2 )

A sorna (2) é, tambóm, conutati-.

~ r o r

10 de =; e 1- (
como -1:: (a 'r ),

o i (r a ) for

~r ) de (3 ,
veremos, Linodã,a t.amerr-

va. De fo.to, se
assiM

te, pelo teorema da congruência dos
âneulos adjacentes, que o ângulo'

Fig. 60

onde
t.anbem pertence a o( I de
0(+ r .
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Da rie sma f órna" se na ndição o( 1 + 0(2 + ••• + 0(0 os
•• h ,

t.r-anap or-be s successivos ate um angulo de xe_l derem ser'li-reto.s

de I, e o transporte de o(; e ' a semi-reta r , teremos

d.. +
1 0(2 + ••• + =

A o.dição" neste caso, é, t8.l~1bémn s aocLat.Lva , COl';lO Se

verifica fàcilf:1ente.

Suponhumoe , ag or a , '-lue o processo usado par-a of e t.uar' a

adição dos ânGulos c/; e 0 dê uma ae rrl.e-r-e t a b no seni-plano 11 •

Porenos" por definição"

d-+0=2\ +'f.
a sendo êÍ a classe a que pertence o

ân3ulo -{ ( r b ) •

1 h oPelo teorena da congruencla de

Gngulos opostos ~elo vértice, ~(br)
;::; -1: (r b), do forno. que, se ofetuo.-

n

nos a sono. 0 -/.d.... , a partir' da s errí
1

-reta b" no seui-plano de origem b ,

Fie, 61
,

que conten a , vanos obter a soni-re

ta r, de f' or-ma que

0+0( = 2 \ + f = d. + r '
o que mostr-a a conuto.tividac1e da qdição nesto novo caso.

Dados r ânGulos ai1 ' 0(2 , •••••• , oCr" se o transp0E.

te successivo de 0(1 ' ~ " ••• " <: . , dor una sel'1i-reta a l'~-l r-
do (1) ou r , e o transporto do c{, fln.~..-n 1" no seni-.1.)lano.,- r-
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que não contén r, der urra se::.1i-reta b de 11" colocarenos

.c
1 + ot2 +•.•.. + <. = 2f

sendo "( a classe a que por benc o o QnGulo /( r b ) •

I, pr-opr ã odudo us aocLat í.vu segue-se ined1atanente.

0<. 11.- na ser1i-re

ta r e no seni-plano I, d~ seui-rotas de I, ou r 1 e que o trans

~)orte de 0(1
1

d~ una ser:1i-reta de 11, fornando o ânGulo (31
r . Tenos

c ori

o( 1 + •••• + c:< i 1 = 2 f) + (31 •

údiciononos O{. +1 , •••••• ,1.
1

s e rrl.e-p Lrmo 11, e suponha-io s que o{.
. 1.2

..J à classe /(j-- , no
'"'-i -12
d~ una seni-rota de I, no

vanente.

Terenos, polas dofiniç5os,

(31 +1 +•••• +
1

(32 •

Continuando c.~~sse riod o até a oriarv.ioa tôdas as cLas s ce

terenos

S>( + ...~ + c{. = 2, + rI ,1 1.
1

01 + -x. +1 +•••• + o--{ o = 2/,) + (32 ,1.
1

1.2
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EfetuQndo, entno, Q sono. ::X1 + ~ + ••• + ~i
1
+ ..• + <::(. ,

~
vem, pe Las duas pr LnoLr-ua

oil + ••• + 0(0 +II o( o +1 + ••• +II

e assLri auc ceasLvu.aon t.e, de formo. que

d.. 1 + 0(2 +••••• + o(
n + (3j •

Def iniçê:o: Dados dois un,,-,ulos-i (ab ) e 1: (cd ), cha:.m-

nos de sono. dôsses ênuulos, a uri 2n<~;uloqualquer da classe sono.

das classes e que ôles pertencen,e, de a30ra en diante, falo.re-

nos de sono. de an7ulos en lU~Qr de SODa das clo.sses de ~n~ulos.

Cano vinos, o.SO!.1ado dois ânGulos oL e (3 , Aoe un ancu-

10, ou dois retos ou un 2n~ulo acrescentado de 2 retos. No pri-

nc í.r-o caso, , o ~se3ue-se elo. ~rOprlQ dofiniçao que

No seJundo e torcoiros casos, por dofiniç50,

Teorena 3: - En todo ~riô.n8ulo, a sono. de dois lndos Ó
naior do que o terceiro.

Na seni-reta, de or1C0n C~ oposta à quo contén ü, tono

nos o pon t o D, de riod o que _)C ::C D •
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o triângulo B C D é isósceles, 10
ao,

c rJ D :'C 1) _.J •

Mas, sendo :J C una semi-reta inter
A -na do anGulo li. 13 D , vem

de onde, no triân~ulo ~0D,

AD '7 AlJ •
Ora, AD :::;AC + C:3, e, portanto,

AC + C:3 ") A3 •

2.Definição: Dado UL1 âní3ulo .:::{e um segmento di, trans.l),jr-
tenos ~, sôbre um dos lados do ângulo, a partir d? ponto O. Seja
OA = a e kD perpendicular ~ reta que co~tém o outro lado do
10. O sec;nento b :;:OD chama-se produto do ângulo o<. pe Lo seGmento

o

Fie. 63

~ , o que representaremo~ por

b = o( a.

Dada a unicidade da ~erpendicular
a uma reta, jJor um ponto dado sôbre
ela, seGue-se da definição, que =Ca :::;

t: o(. c acarreta a:::;c, resultado que
usarenos frequentemente.

A noção de produto de ângulo por
aegment o nos iJermitirá denonstrar c!!,

sos espociais dos teoremas de ?aJ~us e de DesarGues, Graças ao
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seGuinte teorema, que é centra.l para toda a teoria

Teorema 4: - Sejan a, b, c tr~s seni-retas da Desma 0-

r{gem O, de modo que a e c estejam em lados opostos de b. Tome-

nos um pont o lJ, qualquer, de b , Se DA for perpendicular à ~ , DC
,
a c, e CD

" B"/ "-
I "

à re ta Ct., teremos:

CtJD .z-<t(a,b).

o

c
I

I
I
I

ToneDos na seni-reta oposta de

di J t -" d d.e orlgem l., UD pon o D, e 1:10 o

que

AU ~ 1\D' ,

ie na somi-reta oposta de C~, de orl-

sem C, o ponto 0, de modo que

Fig.64 DC := ClJ •

Sendp a reta mediutriz do seGmento D~', e pertencendo
.•

O a ~, t.e r-ernos

OlJ :::- 00 n •

Da me srra f or-ma , sendo o nodiatriz do ]J D" , terenos

OD -x: OU li ,

de onde

isto é, O ~)ertence à nediatriz de :;3' Dft • li per pend Lcu.l.ar' OE

bu Lxadu de O à :0' ;Jf! e, po í s , a nediatriz de :3' D" ; logo, E é
o pon to méd;i.ode U' ::J" • Ora, no trinngulo 1313' 13" , C ó o pon-
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to nédio de :J 13", e, ú, de 13 ,51 ; como OE é a mediatriz de :3':]",
segue-se pelo teorema deo Capitulo 11, que OE é taDbén, per-
pendicular à AC, isto é, coincide com OD •

Chumernoa de ol ao ângulof(ab) e de 0 ao ângul01(bc).
Como a é a mediatriz de J 13' , o( = 13' e A e r = C e 13, por
ser C med í,a triz de i~ :J ff ; e corio OE é media triz de 13'13lf , te-

,mos, t anbem
13' e E 13" e E • (1)

Se OE coincidir com b, de (1) segue-se que

20(

de onde
,

,e o teorema esta deDonstrado.
Se OE nfio coincidir con b, ~oderemos supor que seja

interna ao ângulo COD, SCTI alterar a generalidade da denonstra-
çfio. Vir~, entfio chanando de

C e D = 13 - 1\
e ~ de (1)

2 o; + À =

ou seja
20(= 2(0-/\),

,o que da
o( = CeD •
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TeoreMa 5:" o(, r a = (30(. a •

Seja b uma semi-reta de torlgem

O. Transportemos o ângulo _I s ôbr-eV'I... ,

b, de UM lado qualquer de b, e "o an •.

Gulo 0do lado o~osto. Tomenos# sô-

bre b , o pon t o D de nodo que 013 = a,

e seja DA perpendicular ao outro 10.-

Fig. 65

do de ol e DC ao outro lado de(3 .Se

ja OD perpendicular à AC. Pelo teor~

ma anterior, tere~:os, então" COD = o( # e portanto, AOD- ~- I~ •
Efetuemos os produtos e

oí (3 a o( (OC)

ro(a = r(OA)

OD ,

OD ,

ou s e j a ,

o<.. r a =ro< a.

o be or-oma 2 nos L)el'r.1ite denonstrar os t.e or-eraa de Pas-

cal e Desargues, sob a seGuintes forno.s particulares :

0.) Teorena de Pascnl : Sejan r e r' duas retas que se

encontro.n em um ponto O e AC' DA' CD' um hexáGono con os vértices

0.1t.er-naô.auen te s ôbre r e r I. Se AC I e .• I C adrií, t.Lr em uno. perpendi

cular comum quo pa a ea ~)or O, as s í ri c crio 1."JJ' e 1.';.3, então DC' e

..J t C adrrí, tirão tonbél"1, una ~)erpendic ular c omurr, que pa s s a LJor o.
b) Tearena de Do3o.r{;Ues : Se j ari 1-1.;3Ce AI~_~t CI dois triân

gulos tais que as retas i\1,', l1C' e CC' ~)aSSeD :)()r um ponto O. Se
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A-;3 e Ji'.J' o.dnitiren una perpendicular c omum, que pas se ~)or O, as

s í.m CO!':lO13C e D'C' , então o meario acontecerá c om AC e 1.'C' •

Demonstremos,!.\,o ,te ore na\. de Paac aL,
r

Seja s a perpendicular COnUl:1à L'

e AC', ! a AD' e li. , Deu a per-perid.í,

cular bo.ixada de O à DC'. Devei ioa de

t ' t " d'nos rar que u e, anoen, pcrpen lCU-

lar à l:pc •

Façarios o( = .{ (r, s ) "

Ir = 1- (r',t), '(=1 (r,u) ,
I

0= 1-(rl,u) , Oli. = o. , 0~3 = b ,

(3= --f(r, t) ,

OC = c , OL' = 0.' , ou' = g' e oC' = C'.
?elas hi~)óteses do teorena, t erios , aplicando ~ defini-

..,
ço.o de produto de ânr.?ulo ')oro .L S00L10nto

I
d-o. o( c' (1)

I

o{, C = cX 0.' (2)

Ir b = r a I (4)

Ora, u será ~)erj)cndicular à 3' C, se ti VCrL1JS, ta: lbén

portanto, terC:lOS derions tr-ad o o tie or-ena se vsr-Lr Lcar-ncs essa i-

Gualdade.

2aro. isso nultipli'Íue~Jos nrib os os nerior-os de '(b= Q c t

\
por- cl. (7 e depois, ambos os rio nbr- os do. iGualdade quo re sul t a , por
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_J I v.,~. lra

I J
= ;;(0,{c' ,

ou seGundo o tooreDa 2,

Á~licando nessa igualdade, ~
a esquerda (4), o ô. direita

(1), torenos
I j J

o/. (0 o, = 0 f v( o:

ou seja

de onde, a~licando à esquerda (2), e ô. direita (3),

,isto o,

por t.cn to,

e o t.o or-er.ia fica dorrone t.r-nd o,

PassedOs agora, ao tcorona de Desarc;ues
,Se j ari E. o ~ ns perpendiculares conuns a AD, Ai:.)' e DC,

,jICY, r-o ape ct.Lvarien t.o; E. Q ~)crpcndicular ô. AC, que passa por O,

2 U perpendicular ô. reta A'~ • O teoroDa estar~ denonstrado, se
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, . ,nos trarmos que s e per-pendã.cu Lar- a Ate' •

Fig. 67

/1-\\
I

I
I

I

Io I

<:
I

teorena dão
o(a ==

fb ==

6a ==
o(a' ==

(bf ==

e se s fr perpendicular à 11.' O' ,

Façamos c< == -i (r, AA')" (3 ==~(r,DDI),

'~~i<u,1d.t) ~ r:==>t(u,~~~~,)~
I'õ ==-1 (t, O O I ), f == ~ ( t~~JI3 ' ) ,

f: == 1(s,DjJt), 6 '==t(s,ool) ,

OA = ~, OD == b, 00 = c, OA' = aI,
OU t == b I , QG-l -..r c I •

De ac ôrdo c.em a definição de produto
ângulo por segnento, as hipóteses do

r,b (1)
te (2 )
b'c (3 )

(3? ' (4)

'( c' (5 )

virá, tanbém
I

S a' == S c Y (6)

Tudo.se resune, portanto, na verificação de (6).
Ora, como u é perpendicular ~ 1',1:3, tenos, tanbén,

\ t·

d ai == 0 b. (2)

Mul til.)licando (1) por (3 , vem

de onde, pelô~teorena 2,
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l\.j;)licando (?) ao scgundo "18l:1brodesta iGualdade, veri

I Ic(p a = (30(' a ' •
,

Nul t í.pl Lcanô o (4) ~Jor o( , v eri

I I
1,.,.( a' = i~,x b ' •O'-- r '

I i

e, c crio d. a' = (3 b , t ir c..ios ,

Multi~liqueDos (9) ~or ~-, e apliquenos o teorena 2.

'I'erros

e, :Jor (2) e (5 ) ,
I I ,

I r1Y c _. /1 o .[ C I
O<- I" \l - -: I ()

de onde,
I../. (3 c

/

=:X. p>ct •

Hultij;)liquenos (10) por Ó ;. tenos, pe Loa t.e or-eua s z ;«

de onde,

d. r '( s I c) = o<: (S I ( S a)

em virtude de (8),

à (o< r Ia) = S C,</ (3 u ") = 0(' (3 J ~ I ;

./ I "= ,-x( /) c> c' ,

I
= S C I

ICODOquerlaDOS denonstrar.

0-0-0-0-0-0-0
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