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N O T A H l S T Ó R ICA

Em i944) Dieudonne Introduziu o conceito de paracompacidade, gene

ralizando, assim, a noção de compacidade. Anos mais tarde, em 1-948,A.n.

Stone mostrou a estreita relação que havia entre os espaços topos-Ógicos

paracompostos e os totalmente normais, que J.W. Tukey definira em 1940.

O estudo destes conceitos ]evou, em 1.951, aos resu].fados de Bing,Smirnov

e Nagata sobre a metrização dos espaços topos-ogicos. Durante a decada de

50 l E. A. Michel mostrou qüet sob Certas condições, varias propriedades,

aparentemente mais fracas que a paracompacidadet ]he eram equiva].entes.

Os reÉu].Lados que se obti.verem a partir da noção de espaço topolÓ -

Bico paraconíacto, justificaram aafirmação de Alexandroff (i960) de que

çta c].asse dos espaços paracompactos era a c]asse de espaços topos.Óbices

mais importa.nte definida nos Ú].Limos anos'í.

Várias extens;es do conceito de Dieudonne foram introduzidas a pai'-

ti.r de 2950. Assimt C. ]V. Dowker definiu, em ].9511 espaço 'He-paracom

posto. I'louvado por esta definiçãol dez anos depois, f4orita introduziu

os espaços m-paracompactos.(1) Êsses Ú]timos estão re].acionados com os

espaços ''quase m-tota]mente normais'' ('la].post m-fully normalfl)t apresen-

tados por lqansfie].d em 1957P Ponomarev. em 1961t definiu os espaços Z/

compactos.

Além destas já citadas, outras noções relacionadas com a paracomacl

jade (de modo menos direto que as anteriores) foram definidas, comol por

exemplos os espaços ttcollectionwise normal'!, introduzidos por Bing em

1951 e os espaços ''realcompact'' (Q os) apresentados por.Hewitt.

Fina].mentem em i96Z, Kennison definiu os espaços m-pseudocompactos.

Por outro ]adot no seu ]-ivro General Topology, editado em 1955t J.L.

Kelley apresentou a seguinte conjetura

n4'qHmn-. ...A ;XIA <á .3+41-lnann data anterioressa noção em(1) - G.Aauaro
a i961..
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it um espaço tipológico X é paracompacto. se e somente se o con-

juntos' U YxY l G é recobfimento aberto de X $ Ó.base de uma unifo=
ZYCG ->

midade para : X , e nessa uniformidade X é completo '' .

Em 1959, H. H. Corsos mostrou, através de um contra-exempl-ot que
a conjetura acima era falsa.tx/ Entretanto, no ano anterior, o próprio

Corson dera uma condição necessária e suficiente para que um espaço ti-

pológico fosse paracompactot utilizando as estruturas uniformes o os
filtros iífracamente de Cauchy'' (iiweak].y Cauchy'') relativamente a uma

estrutura uniforme. Êste Último conceito foi definido por Corsos em

19)8.

( ],) H. TaRaDo afirmar em [23] , que Namioka mostrou a fal-cidade des
sa conjetura.
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l N T R O D U

Em vista das várias extensões da noçaa de compacidade que s=o conho

ci.das, tivemos a ideia de que talvez fosse posszve]. estender o conceito

de compacidade de forma a englobar os casos indicados na nota histórica

e, eventualmente, outros.

Ora, tendo em mente a definição de espaço Z/-compactos introduzida

por Pononlarev, conclui para todo espaço topolÓgico (X,{) existe

um Z/ conveniente (por exemplos Z/ = conjunto dos recobrimentos abertos

de X), tal que (X,{) e Z/ cto. Assim sendo. parece supérfluo defi -

nir um novo conceito! estendendo a noção de compacidade, pois que os esp2

ços topo].Ógicos que satisfizessem tal conceito, seriam particulares espa-

ços Z/ impactos. Entretantot motivada pe].a definição dada pór Ponomarevl

nos pareceu posszve]. uma definição que caracterizasse mais fàci].mente as

propriedades dos espaços topos.Ógicos em questão. Exemplifiquemos com a

análise das duas afirmações abaixo :

1) iiUH espaço topos-Ógico (X,t) é paracompacto se e sòmente se á

Z/-compactos onde Z/ e o conjunto dos recobrimentos aber «
tos de X t ].ocas.mente finitosi' ;

2) 'tuH espaço tipológico (X,tl) é compacto se e semente se é Z/-

compactos onde Z/ e o conjunto dos recobrimentos abertos de

X , fmi,tosta

Em ].) , o fato de que os elementos de Z/ s;o localmente fi.netos ca-

racteriza a propriedade de ser (X.t) paracompacto; já , em 2) f. é o fato

de serem QS elementos de Z/ finitos , que caractere.za a compacidade do e=

paço (X,{). Assim) em ambos os casos a caracterização é dada em função

da natureza dos elementos de Z/ Por outro lados em se tratando de essa

ços topológicos (X,tl) m racompactost nrealcompactõ'it etc. , a caractere

cação da natureza dos elementos de Z/l não dependendo especificamente dos

elementos de t , para cada espaço tipológico (X.o em consideraçãol se nm
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afi.aura bastante complicada.

Por estas razões, a partir dos conceitos definidos por Monta e

Ponomarev, introduzimos a noção de espaço /Z/ ' ZZ/

No capítulo O damos algumas noções preliminares necessárias ao

desenvo].vimento dos capítu].os subsequentes. Além disso, tentamos ju:

tifical' a definição de Dgrma].idade aqui utilizada.

Certas propz'iedades dos recobre.Bentos abertos, em particular dos

loca].mente finitos, são analisadas no capítulo l .

O capítulo 2 trata especificamente dos espaços /Z/-ZZ/ ompactosl

sua definição e propriedades. Estudamos o seu comportamento, re].ativg;

mente às estruturas uniformes compatíveis com a topologiat através da

análise dos seu-s /Z/-filtros.

Final.mente, o capztu].o 3 encerra umas ap].i.cç3es dos resultados

anteriores. Para ta] entudam06 a].gana particulares espaços /Z/

pactos+ bem como certas propriedades desses espaços. Em particu].ar ,

no n.4 + estudamos um pz'oblema que nos foi proposto pelo prof. Edison

Farah e de cujo estudo z'esu].tou êste traba]ho. Por Ú].:timo+ citamos dois

exemplos de espaços topos.Ógicos comp]etamente regulares, que servem pa-

ra rnoatrar a porque da hi.pótese.de normalidade que aparece no teorema 5

do capitulo zf
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C A P Í T U L O O

EgSgÊ: lpreliminares

Neste traba].ho nti].izaremos a definição de ''espaço topologlco'' que

aparece no Boul'baki <t ] ]) . As notações uti].iradas aqui (por exemplos

para denotar o interior de um conjunto, a ader;Roía de um conjunto.etc.)

sao as que aparecem em [].] .

Cumpre notar-se que os espaços topologicos que consideraremos nã.o

saot em gerall de llausdorff+ Nos casos em que a hipótese de que o espâ

ço tipológico considerado seja de llausdorff se faça necessárias ela .se-

rá explicitamente mencionada.

Para outras defíniç3ea referentes a Tipologia.nos baeamos nos ].ivros

[1] + [2] t [3] t [4] t [6] ! [8] e [9] t sempre tendo em mente a que a-

firmamos no parágrafo anterior.

Quanto ao que concerne a Teoria dos

que se encontra em [5] t [7] e [8] .

A seguir daremos a].gumes definições e proposições necessárias aos

capztu].os subsequentes.

P

baseConjuntos, tomamos 0poz"

[. bÍorma].idade

!2911; j;gão : Um espaço topologico X é normal se satisfaz aos seguia
tes axiomas :

TZ) paz'a todo subconjunto fechado. F , de Xt e todo poli
to x 6 X-Ft existem subconjuntos abertos de Xt VI

e V2 l disjuntos+ verificando FC V]. e x 8 V2 ;

T4) quaisquer que sejam os subconjuntos de X, F]. e F2 t
fechados, disjuntor, existem dois subconjuntos de X,

abertos, disjuntospVI e V2 l tais que FI CVI e
F. C V. .
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Em geral, a definição de espaço topologico normal que aparece nos

].ivros exige que o espaço seja de Hausdorff e vei'ifique V4 ou+ então,

que satisfaça apenas ao axioma e4 + Prefez'imãs aqui esta definição,de
. . a . . -H

certo modo intermediária, porquel se bem que os espaços não sejam sepa-

radost admitem uma estrutura uni.forme compatível com a topo]ogia.( [3] .

teorema 2 + pago 17) . Por outro lado, a partia' de um espaço tipológico

qüe aatísfaz ao axioma r4 e não satisfaz ao IP3 é possível obter um

espaço topo[ógico norma]. associado a ê]e, conservando a continuidade de

certas funçÕest como vemos a seguia' :

Seja (Xto um espaço tipológico que satisfaz e4 e não P) e Po
nhamos

f''''T ?

J.{;'} }.
tlX é uma topo]agi.a sôbre X. e A].ém rissol (Xttl) é normal. Pol' outro

].adol se {2 e uma tipologia menos fina do que { , tal que (X, tlZ) sg;

tisfaz W3 + enfio taC TI + Verifica bém) a seguinte

1=9Eggj;;Êãg l ÊÊ.B(z, {' ) ]U ÊgEsu l219g=Bls9 .au Eg;tiÊÊu u3 Ê

f Sina g112sãzgE X ÊE Z . E2lã2 f , Sg 9 g2li:Z=

sãg ga (X.o Ên (Z, (t), á contínua E2 Ê semente EÊ

f l ÊÊgg aolicacão gg (XI t].) ÊB (ZI l(')
n.ua,.

(A verificação é imediata.)

2. Recobrimentos

Na literatura matemática são usuais as duas defin

mento gÊ ]!!E esnaco .Ê922];ê8&ggt. que dare=mos a seguir

Seja X um espaço topológico.

Definição ]. : IJm recobrimento do espaço topo].Óbice X g um subcon

.IB=&2 de p(X) tal que a reunião de seus elementos é

igual a X .

de recobreiçoes a
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2g.111i;=2;São 2 : Um recabrimento do espaço topologico X ê Della fa-

!211g:iB: cujos t8rlTios pe!'vencem a p(X) e tal que a

reunião de seus termos é igua]. a X

No decorrer deste trabalho quando nos referirmos a um recobl'imenso

de um espaço topa]Ógica US&FeHOS OI'a a definição ]. , ora a defini-

ção 2 + dependendo de qual das duas se mostra preferível no caso.

Posto isto, os conceitos de :'recobrimento aberto't + ttrecobrimento

].oca].mente fmi.toii+ etc. são os que decorrem natural.mente do que acaba
lllos de COHVCHCiOHÜFó

Vamos introduzírt agorat algumas notaç;es e nomenclaturas.

Seja X um espaço tipológico e S üm recobrimento de X . Permi-

timo-nos a impropriedade de línguagesm " Y C S 'l ( Y pertence a S), on-

de S e um recobrimento de X segundo a definíçio 2 , para exprimir

que Y é um termo da família S

Sendo S e S, dois recobrimentos de X t diremos que Sn e um

refinamento de S . em szmbol.os ii SI > S nl se pai"a todo Y 6 SI mexi:
te Z 6 S ) verificando Y CZ b

Sendo S um i'ecobrimento de X e y um ponto de X , a notaç;o

(y;S) indica a reuni;o dos Y 8 S t tais que y 6 Y ! Anàlogamentel se

A é um subconjunto de X t (A;S) denota a reunião dos Y 8 S , tais que
Y n A / g .

Finalmentei se S e S]. s;o recobrimentos de X t diremos que SI
8 um Z\ -refinamento de S se< (y;S,) l yü X> > S b

4. .An l -3

A fim de simplificar o texto, vamos impor que? se X e um espaço

topológicol ent;o

+

conjun

conjunto dos recobrimentos abertos de X l ]oca].mente fini-

tos, que são finitos ou formados por ''cozero etstt;ttJ

(].) É cozero-set <-D 3f:X ->R , contínua. tal que f'] (R- {O})

X fmide local.menterecobrimentos abertosto dos 9
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conjunto dos recobrimentos abertos de X , localmente flui

tosl de cardina].idade estritamente menor do que m (onde m

e um cardinal infini.to).

3. Espaços !!p+!gTyeg

Neste número nos referiremos a algumas propriedades dos espaços u-

rznest tomando por base os conceitos introduzidos em [1] , capot. 2+H'

Exatamenten da mesma forma que fazemos com os espaços topo].ogicos t

nos referiremos ao ''espaço uniforme (X,Z/)'' como o ''espaço uniformes

Xít desde que, no caso ern questão, não haja possibilidades de confundir

qual a estrutura uniforme sobre X que estamos considerando.

2SÉi=j;Êao . Se (X, o é um espaço topolÓgi.co e Z/ é uma estrutur-

a uniforme sobre X t ta] que { e a topo].agia deduzida da es.trutura

uniforme Z/( [1] , cap. 2 ? pag..186 )) diremos que Z/ 8 uma estrutu-
ra uniforme compatÍve]. Qom q tqpllJ:ggag: ( ! ou aindat que Z/ e uma ==L

IEgrTi'dqgÊ 29;=g; (Xt. o.
A proposição que enunciareiltos en] seguida é uma formal-ação diferem

te do corolário 2 ( ]]i] , cap. 2 , pag. l86 ). lista formulação é mais

Útil para nÓs+

Prouosicão . gÊjg; (Xt Z/) Bn Ê929;&: JàZi112==g. g Ê9:jllZ19

{ .U v(y)xv(y) l V c Z/+ v "é si.métri.cala .â E2EÊ gÊ ent8rnos gÊ Z/.(1)'b yCX '

ni.fo

Seja (X, Z/) um espaço uniforme. Em vista da proposição .anteriort

a 8le podemos associar o conjunto

lz) B 3 (Voy))ycX l V 8 Z/ 1} , obtendo-se & seguinte

pronosicão . gÊ S pertence Ê /Z) t Ê=j;glÊ S]. C /) ) lâl 3EÊ S].
é A -refinamento de S Ü

( ].)
i?;j . :.:l,.:..:..l:: i ;: .:l:!"'::l:li':'li.,;.:"*'::':l.'. .-j-*'

v(x) = 5. tcx l (x,t) 8 v ! ,
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22U92=iE=2SaÊ : Basta notar-se se U e Z/t simetl:'ica, existe

V E Z/t simétrica tal que V o VC U ./

gÊ S 6 /) , existe Bn2 seauênci.a (Sn )n >p l t ];Ê ÊJ=
mentes gg /Z) , &SI .gBÊ

1) SI Ê é\ -refiname'nto g;2 S

2) Sn Ê 4)-refinamento de Sn-l t. \# n >P2 .

Quanto ao que se refere a espaços completos necessitaremos o que se

encontra em [l=1 , cap1ltulo 2 , $ 3 .

No que concerne aos esnac06 unifor!!!i=Z31Êlg (Ei] , cap. 2 ! pag.217)t
devemos ].embrar a

pronosicão ([3]t pag. i7) . !â=g; a]:Ê ]3E! ÊEES&g ]gEg]áEico X EÊ;i2

axioma

'' para tgdQ pç?!!ibg xcX g.!pdq..xi:p4gbgaçg: V 4g x s gZl&E

ypq iEypçi]g çgp11pye f , gÊ X gE [0,1] , ta]- aue

f(x): O e f(X = '1 ].> 'í .

Sabense que se X e um espaço topo]élgico comp]etamente regu].ar'

existe uma uniformidades Z/ t para X ? tal que, sendo (Yt Z/t) um espaço

uniforme e f:X --+ Y , contínua, então f e uniformemente contínua de

(Xt Z/) em (YI Z/') . A esta uniformidade Z/ chamaremos !iJ:liformi-ande u-

niversal 2ã=g; X . Daqui por diantet sempre que considerarmos um espaço

topo[ogico X l comp]etamente regu].art indicarem06 por Z/X a uniformiza
de universal para X

te

g2iEaÊg;g 9 Se X e um espaço topos.ogico e ZZ/ e uma classe de recobre

lnentos abertos de X t indicaremos por [ ZZ/ ,] o conjunto

? u v*p l .;.Z/z.. TC a
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C.A P í T U L O

Recobríúentos abertos

Neste capítu].o vamos kart sob a forma de ].elas. a].dumas proprieda

des dos recobrimentos abertos . esses gemas serão uti].içados nós capa

tu].os seguintes

Lema l .
= = Êg.jg; x U Ê:29a x9E9:êa2;u g $ U =sÊ9E=i;nÊ=E2

3bg=&9 gÊ x . SK 2ãa g;Énj;b =ggi=ânÊ2lZ EÊ=tÊ=S.Ê2&E

g; ZZ/ . g=Lã2, W SI 8 Z:a , ÊZj:EtS V 6 sZ , &âl+ --'7-=---'' ''' ..b --v+ -'---'"''"' '&.

sw v =ã9 ÊÊy. :92ljd2 u 2Ê=bEU =ÊE=ja jlj;:2i:Ee: ÃE
e].ementas de S .

aglZg=ÊiE=:Sgg t Por absurdos suponhamos que existe SI 6 ZZ+ l tal que
todo V 8 S, esta contido numa z'euniâo finita de e].ementas de S . Pg:

ra cada V 6 S]. ! indiquemos pox' YV um subconjunto fmi.to de S 9 que
recobre'V+ Ponhamos Stt=lVn HIVeSI e HCYv'} e Por
construçãot Stí é refinamento de S e z'ecobre X . Por outro ].adol Stt

é localmente finitas o que é absuz'do. E esta demonsti'ado o lema. ./

Nota. Pela demonstz'açaa actual concluí»se que se o cal'dinal de S]. e
infini.to, então ó cardinal de Sit seria menor ou igual ao cardinal de
S l

]lSU; ..a.. âg.jg; x W :EEe;u t9Eziá8iu =9=nal Ê s W =Ê:2E=i-
Q9a=ç9 abslÊ9 4g x , l9salns=ta gi=à=ga. gÊÊl2g Ê9Egi:-

sãlgi' existe $1 6 ZZ/ ta]. S=Ê SI S Zb -refinamento
de :S .

S l
+

Pgngpp.ÊZg:çg:g . Dieudonné ([13]) mostrou que, sendo X um espaço topo

Lógico norma] e S um recobrimento aberto de X 9 ].oca].mente finito t
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.xj.'t. S: ; Za t,l q«.

, 1 , . ':,l} ; ;
Para cada Y l com Y C S2 t i.ndiquemos por GY um elemento de S ; sa
ti.sfazehdo Y C G7 .

Pôsto istot pondo-se para cada x 8 X l

Y 6 $2

) . ent;o o conjunto E... é aberto t

+
+

V x C X :

Pai'a cada x 6 X + indiquemos por P. 1 0 conjunto

{%lxc?} ;(Note. que Px éfinita.tv xeX;)

Seja pn =Ípx l-x 6 X } . Para cada P e p't ; ponhamos

Mp:p UPEx + OraIMp eabertoparatodo PCPií e

(Mp)p G pit e recobrimento do

Mostremos que (MP)P 6 ptt e' localmente finita

Seja z € X e V uma vizinhança de z que a8 encontra um número flui

to de elementos de S l digamos Gl1++.9G!. ' Ent;o V nMp/ # implica

' 'i':.::':,',} :
A].ém dissot (Mp)p 6 PU e /.\ 'refinamento de S

y 8 X e consideremos o conjunta

X

)

Gom efeito. tomemos

(y ; (Mp)p € pii ) ' y 6 MP Mp
P C ptí

6

Suponhamos que y 8 Y ; COn Y 6 S2 e Oral se y e Mp t para um cel'to

PEPçl , existe xlE X t ta] que ycExl e Pxl:P.+ .Entãot pe].a

construção de Ex. t xl c Y t donde (]y 8 P + Logos MpC GY t para tg

do P 6 pil tal que y 6 Mp ' ConçluÍlnos. assimt a demonstração + /

iyota. Desta demonstt.aç;o resu]ta que se o cardina]. de S é infinito t.
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ent;o o cardina]. de ptí é menor ou igual ao cardinal de S .

Como consequência do ].ema 2 e da nota acima l obtém-6.e uma prado'

siçao referente a certas estruturas uniformes para os espaços topologi-

cos normais . Antes de enunciarmos a propo#içaot vamos introduzir a].gB

mas notações que serão uti].tardas no decorrer do traba].ho .

Seja X um espaço topo].ógico .

zá:jl*c«.* 13"'aG.. ',: .« - ,g.'*,l}
a''.{ Ycx..x l3..Z« t,lq- VDy,.z*z }

Z/:ilVcxxx l3aCZZ/ talqu. Y),CU.ZxZ }

onde m e um cardinal maior do que N+

t

l

E=9E9EJúãg. gÊj3 x U ÊÊ2âu l929JÉa3Es2 =2=n2;L . :êü &2g;a Êu-

gã2â] ]=Êi;=j;Ea m ) Z/ 2 ]!n2 uniformidade ES=: X .

g t IZ bg t ]:Eã Bniformi.da4g E2=2 X .

m

8:1@ ai..., Z/+

O resultado que daremos a seguir nao foi. exi)licitamente enunciado 9

mas foi provado (de forma distinta da. .que daremos) por A. H. ,Stone , em

1948 , no decorrer da demonstração de um teorema (ÊZ29) .

lemaema ..:. . âg.]â X !!E ÊÊ29;Sg tonol6aico l (Wi)i61 ]ll! recobrimen

ta3ÉUl29a X 2 (!/n) !W sâ:ã:a :9ÊlnU
&U e;lZ=ln gZ X t &:j;: gB

1) Z{' á Z)-refinamento gÊ. (Wi)j.CI

ZJ .# Ê Z] -rei ]. lamento gÊ

Nge:ç«q gp!!êi:çêga, sx+g.ga w =a99b=i;nsnt9 abg=1.2 gÊ x , ];2ÊÊll29=EÊ

finito, 3EÊ ref5.na (Wj:)iell '

r

n

Demons.Ç;lgçêg + Aqui daremos apenas um esboço da dernonstraçaol sendo que

as notações utilizadas) bem como maiores deta].hest sao encontrados ern [2q.
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Supomos X / g .
Para cada iSI l ponhamos

iH 1) t VJ,n B (Vin'l ; n) t V nà 2 e Vi H n Vin

o,,, :g: ",: : x

te) e ( {x} ; m) C Vj.C W3. '

Indiquemos por {l a classe das famílias abertas H = (Hnl) + tais quê ,
sendo

enfio (para um m convenie2

JH ' {l Í 6 l l (3 a >p l) (Rnl Jé vi ) } l verifican

1) (Hni ; n + 1) C Vi l V n >p 1 , V 1 6 JH

. 2,z H.: ;2)

3) V n>Pll VUn...) 6 2/n+3)Un+3 'ntralnomaxlmo,umc'E

junto Hnj. t com l C JH '

P

/\ é n;o vazia e seus elementos sao i'ecobrimentos de X . Ordenernoa

do seguinte modal senda H B (Hni) e H' : (H'ni) pertencentes aZ''

H(H'<1::»JE C Jlle + Hni:Bebi. t V i6JHeV n>zl. .

( d , .< ) g indutivo e t polo teorema de Zorn + admite elemento

que denotaremos po? B': (Hnl) + H+ é tal que

Para todo (n.i) 8 NxJH+ pomos

l

maxlm 9al

U

jçan+

A famillia (Gni.) + assim construídas é refinamento abertos ]oca].mente fino
to 9 de (Wi)l61 e á recobrimento de X ./

(n'ni i n + 5)

Como consequência do lema 3 e da proposição do n+3 do capítulo O ,

tem-se a
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Pronosj.cio : ggj2 (X.Z/f) E= ÊgE:Ê9 }!2i;!19==a S gg.Je: U 6 ZT' . En-

tão (U(x))xcX ag11iiÊE Bg recobrimento 32Ê=&a gÊ X.

gçq !pliglç finito. alia g; refira .

0

g9=gl:á=b : gÊ x .Ê w Ê:Eg:w 19293:áB3u =g=nal.

cidade universal 2â=g; X .

8 a unifol'

Lema 4 : âgje: x w ggEg;Ê2 t9E2iêBi:sg Ê s w =gsgk=inÊ=E2 a-

Ég=&g gÉ X l tal .glig :2 S]. Ê !112 subcon'junto gÊ S !

:2E cara.SI n:=g= a2 a112 cara.S . Êntâo SI 2ãg g =g92-

bi'imenllg 4ç X . g3taol existe BE subconjunto A gÊ X
com cara.A = caz'd.S l yg111€+c;ando

~ cara. (Z íl A) < card.A . V Z 6 S

l

Denionstraçao . O caso em que o cardínal de S é finito é trivial. Su

ponhamos que o cardina] de S é i.nfínito. ]lndiquemos por k o eardi

nal de S e seja K um conjunto bem ordenado, de cardinalidade k . e

tal, que o conjunto dos predecessor"es de cada um de seus elementos tenha

cardinalidade menor do que K (1)e Sela f uma funç;o bijetol'a de X
em S .

Consideremos o mini.mo t &tt t de K e fixamos um elemento xâtt de X .

Tonando-se b ç K + b / a'' l temos: que alia:b f(a) nâo contem X e o seu

complementar em relação aeQàX tem oardinalidade maior ou igual a k l po=

A aoconjunto Íx. l aeK'\, Ora! kBea?d+A el a. t

cara.(Z f\ A) < cardo A tV Z E $ + Ficar poisa demonstrado o lemas/

Nota . Se no caso anteri.o=, S fôsse ]oca].mente finitas o conjunta A

poderia ser construído de tal forma que fosse fechado. (Para b 8 K+b.#a'\

(1) boa ordem sabre K orá denatada com <l



bastam'ia tomar xb6 X-( adb f(a)UxUY6S Y) ).
a<b

Vamos provará agora um lema que. relaciona os recobrimentos abe=

tos localmente finitos e as funç3e6 reais contínuas.

L2u .2.:: :' ' ::

e
+ gÊ X Ê ]!E ÊÊ23&2 Ç:oPológiÇQ

Ê S l BE recobrimento 3Eg=t2 gÊ X , localmente .!i=

=i:B, au =& e;gnib ÊZb=ÊSgb=j;u9212 ÍlJ13:b, Ê=Eãa

Ê:j;glÊ ]ua .Êi!Elas gÊ . X Ên R , :23lj;=u Ê 2ã2 li:
mirada .

DemonstrQçgg . Seja S um recobriménto de X nas condições do l

ma . Tomemos um ponto xl6 X e um elemento MI 6 S ! ao qual xl

pertence . Ent;o, existe um aberto V]. t verificando

{ *:} ' ": '':' ":
Tomemos x2 c X-(xl ; S) e um elemento M2 6 S t .ao qual x2 perte=

ce. Entiot. existe um .aberto V2 l verificando

{#+. .b

Procedendo dessa forma é possível construí.r uma sequência infinita de

pontos de X t (xn) t e UMa sequencia infinita de abertos l (Vn) + sg;
tisfazendo as condições

*Jc vZ Cv: CM: e Vi n'v: : P

e

a

n

1) Xn 6 X- ili (xi;s) + V n ># 2 ;

2) Xn 6 Vn t V n ># l ;

3) o.óonjuntoij'Vn l n)ll} retina $ e
os seus e].ementas são dois a dois dis

juntos .

Como X e completamente regulaí+ para cada n ># l t existe uma fu=

de X em [0,n] t contínua, ta] .que fn (xn).: n e

f(X+Vn) :ilol} + Consideremos a funç;o g de X em R l definid
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do seguinte modo

g(x) = O ) V x 6 X- U Vn

g(X) = fn(X) t V x 8 Vn t V n 2z l .

A funç;o g é contínua, pois (Vn) é localmente finita
na S .

Estar asse.mt provado o lema ./

e

Fina].mentem daremos um ]-ema sob

peito da cardina].idade dos mesmos .

11ÊU ..É. : ga.Üg: x w ÊÊEe:a 12291;á8j;u g.anel!;gElE!:=&a =ÊaBl=:=

2 (Mi)iCI ]!n =ecobriEÊ21EÊ 3EÊ=t9 ÉÊ X , localmente
Êi;2it2t aEÊ nã: 29Jlite sub

li.dado Egl12= g2 SllÊ m (cardinal infinito)+ g2lÊ21.

gZ3;gl.2 (VJ)jCJ t {gmín.a gÊ, Bbg=Ê2: Ên X 1 1:1 B3Ê
J Cll#/'VJCMj lv j 6 J Ê nvjn'vk : g tvj
kEJ , j/K. Âl;gngi;gã9, C&Fd.J>vm .

abertos,recobrimentos resare

29n91ZÊ&=ZSâg e Seja Õ a classe das famílias (VJ)J 6 J tais que
1) VI é abertos nâo vazios V j 6 J ;

2) JCI e VI C M.i? V :jcJ;

3) '7.i n Vk:g ' j ' kcJ . j ,Zk .

ordenemos # do seguinte modal sendo V = (vJ)j 8 J e V':(Vlj)j6Ji!

v6 Vt <-> J CJi e V'.i = V4 ,

O conjunto a n;o é vazio l (é , <) á indutivo e+ pelo teoremade

Zornt admite um e]emento max-ima]. que indicaremos por

V; : (V+j)j 6 J+ 6

te. card.J+ à m . fica demonstrado o lema o/õbviamentem,E como

V j 8 J



C A P í T U L O

E S P A Ç O S // C O M P A C T O S

Neste capítu].o vamos introduzir o conceito de espaço //'ZZ/

pacto. Como já foi dito na introduçãot este conceitos bem como fique

].e que o motivou (introduzido por Ponomarev (1.21]) )t é muito amplo)

no sentido de que todo espaço topologico pode ser descrito como um

particular espaço JZ/'Z(Z/ cto. Entretanto, no decorrer do capa'

tuta, imporemos condições adicionais aos elementos de ZZ/, que justa

ficarão a afirmação de que esse conceito e UHa extensão da loção de

compacidade+ A seguir daremos algumas definiçoest sendo que as defi
ni.ções l e 2 foram motivadas por Ponomarev ([2iJ) e que a defina

ção 4 foi. dadas originalmentet por .Corson ([J]]) .e Seja (Xt{) um

espaço tipológico, /Z/Z uma classe de recobrimentos abertos de x e ZZ/

uma classe de recobrimentos de X.'''

Definição 1. 1 o espaço topológico (X,o é //-ZZ/«

para-todo fi 6 // t existe a 8 ZZ/s tal que Q e refinanento. de É3

(i.sto é, em sÍmbolost a > i3 ) .

Definição 2 .8 Uma c].asse a de subconjuntos fechados de X é

/Z/-ZZ,/-tangente se ao menos uma das seguintes condições e verificada:

ig) YnaY/P t 2â) Yn YaP e

existe Pe//z + tal que" P > 'iX=Y l tcajÍe! paracadaa6ZZ/,
existe f 6 a l verificando fn Y/# , VY 6 a ..

3 1 Seja ; um filtro sobre X + ; e um //-gjJ.-

j=2se Yn;Y/gtouset sendo Yll;Y:gt existe Bi base de

1::1:1 11::;;é'!#l:l;!;::!: 11:::1:::;11111:1. ':;íi

aoDefina



- 14.-.-

filtro de ; , fechada, ta]. que {x l Z 8 Bl} pertence a //. (2)

29gli=j;Êão 4 : Seja Z/ uma estrutura uniforme sobre Xt e ;

um fi].tro sobre X . é tlfracamg=tg gS Cauchv't, re].ativamente

a Z/ , se para todo U 8 Z/' , existe um filtro )4 sabre XI mais

fino do que ; ! e um elemento H 6 )( t verificando

H x H C U

Antes de passarmos a demonstração de teoremas gerais a respel

to de espaç08 /Z/=ZZ/+compactosl vamos mostrar' como as noções de

paracompacídadet m-compacidadel m-paracompacidade e Z/ ompacidade

s;o descritas a pa!'tir da definição l .

Seja X um espaço tipológico e m um número cardinal infini

to. Verificam se) entâo+ as seguintes equiva].envias :

1) X é paracompacto se e somente se X e .P//+ZZ/ ompactoi

onde /Z/ e o conjunto dos recobrimentos abertos de X e

ZZ/ e o conjunto dos recobrimentos abortos de X , local
mente finitos ;

11) X ém compactoseesàmentese X é// compactos

onde JZ/ é o conjunto dos recobz'imentoe abertos de X f

de Oardina].idade menor ou igual a m e ZZ/ e o conjun-

to dos recobrimentos abertos de X , localmente finitos;

111) X é m-compacto se e semente se X 8 /Z/ compacto 9

onde .#/ é o conjunto dos recobrimentos abert06 de X .

de cardinalidade menor ou igual a m e ZZ{, e o conjunto
dos recobt'imensos abertos de X de cardinalidade menor do

que IK. ;

IV) X é Z/-compacto se e semente se X é /Z/Z mpact.o t
onde // é o conjunto dos recobrimentos abertos de X e

têj: li:.'lãFa.IÉ:. â.r'Él;;liiili:g: ;}.:',.:.'.;..:,i.(i Aât ;

+

#

+

/\+
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g2tZ : Seja (X,tl) um espaço topolé)gicoi /Z/ uma classe de re-

cobrimentos abertos de X e ZZ/ e ZZ/t duas classes de recobrime=

tos de X . É evidente que se x e /Z/Z-ZZ/ impacto e ZZ/t .)ZZ/ t

eiatão x e /Z.PZ ompacto+ Além dissot se os elementos de ZZ/

s3o abertos, X g /Z/-ZZ/ ompacto e ZZ/ cto (mesmo

que ZZ/t nâo contenha ZZ/ )e então X e // i+compacto .

Daremos agoral um teorema que re].aciona as definições ]- e 2 ;

entretantot no que se seguirás preferimos caracterizar os espaços

/Z/-ZZ//-compactost quando posszvel+ a partia' de suas estruturas unifo=

mesa utilizando as definições 3 e 4 .

!Ê9=ÊU .], : .W ÊEE3a &sE93;iE3;Ê: x .â ,z,z-ZZ/-Êgn2âÊ&a u Ê
gêas2lÊ U &2g2 ,z./-ZZ/-$.e::gÊ2la lw j:=EÊ=gggsã2.

não vazia .

Pçlnp!!piÇze:çãg i Seja a um //+ZZI/mtangente e suponhamosl por absurdo)

que J2aV =# ]ogot existe f3 c //z ta]. que

p » { * . * 1 , . . '}

Como, por hipóteses X é /Z/-ZZ/+Qompactol existe a 6 ZZI/t com a >É3 f

Portanto, se V 8 a: existe Y e a t verificando f' C X - Y

donde f nY = # , o que 8.absurdos pois oe JZ#Z

Seja P.ç // Então+. g a {X + V.l. Y 6 P }é uma classe de sul
N .P . » PbP f

conjuntos fechados de X l cuja intersecção é vazia. Logo, a nao e

/Z/Z angentel dondel existe a C iZZ/ tal quem para todo f E al

tem-se f n (x - Y) = # t para algum Y 6 li conveniente. isto é ,

a> p'+ - Gonclqi. inl que X e /Z/+ZZ/ncompacto e/

Lembrando os resu]tados de Corson ( C].].])t procuraremos caracte-

rizar os espaços //«ZZi/=compactosl que são completamente regue.ares!

através de suas estruturas uniformes+
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gEÜ: X 3U S:E=Ê2 !?POIS?qlÇ

];2= . ; W Éi;]L= Eêbu X Ê Z/ ]!U }!2i.foral -

g2gÊ E2=g: X . E=.Eã2, verifica
a].ternativas

1) ; 1Êe !!n 292E2 qderenÇg ;

2) {l x n ? l Y 6 ; }. Ê Zlq!!rj:!BgB®
aberto de X e admite um recobre

mento aberto çl9 X , ].ocalmçBIÇg {l'=:=:=:=:::.: : : ':: ..=: .::. :--

2j;12, su 2 =ÊÊJÜ:.. ;

3) ; á vtfrqcamençg gÊ g2BÊBEii re].ati
valente a 7/

Com efeitos basta supor que ; não, satisfaz a conde

çâo 2 ü Seja UC Z/; então, existe W6Z/ tal que W o W CU .
Por outro lado, seja a um recobrimento aberto de X t

localmente fi.nato. que retina {lw(x) l X 6 X }' ( ..existe em vl:
rude do ].ema ) ) .

Oral se ; nao satisfaz a condição 1+ ent;ot existe f 6 afaz

que r intercepta todos os e].eventos de ; . Indiquemos por )'6 o

fi].tro sobre X t gerado pol' ;uirl} + Note )-Ç g mais final
do que ; et a].em disso ) V' x fCU P Mostraüoa desse modo que sé ;

não satisfaz &s condições l e 2 então necessariamente deve satisfazer

a condição 3 . /

anual ;...i a

Teorema gpplP:gtqmgD:Çg =Êg='

trarão :

IU gÊgg= S22;g;I.g.É2Ê g;g. &Ê2=Ê22 Z , = '+ for.um

ultraljjÇEg gêbz X , g: a2=glsã2 2) 19n2 2 ÊSBil3=-

te forma

3') ; Ê gill= gÊ g2B:bZ :91g:11y9qji!!!g
'P /a +

Com uma demonstração seme].haste a do teorema 2 t daremos t à

seguirá uma condição necessaz']a pa!"a que o resu].fado de Corson se es

tenda ao nosso caso
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gÊ3a X llU ÊEEg;22 .lj9Po+Pg Ç)

];â=..2 .. //Z ilgâ ÊIÊÊÊÊ de =ecobrimentos abertos Ê2

x . gÊ E:j;glg ]!u: 312iÉ9=nj;gago Z/ le;= x ; j.a;

u lg //-ii;11=2 '':l=uBw=la gÊ ga!!:bZ'' , =Ê.-=

]:g&j:!3u=&a g; Z/ , .lw w E2=.E: zg;s=Ê=la, Ê=:Eã:

x ê. ,z/-ZZ/ -99wlglg .

Demonstram;o : Por absurdos suponhamos que existe um l3 8"// ' Dao a

dntitlndo refinamento pertencente a ZZf/' . Indiquemos por ; o filtro

sabre X l gerado pela classe dos conjuntos da forma X n T , onde T

é reunião finita de elementos de P+ ; e uu /Z/+filtro el além discos

pe].o lema 1 ) se a 6 ZZ/ t existe f 6 a que encontra .todos os ele
mentes de ; . Isto nos leva a um absurdo, pois ; e 'ifracamente de

Cauchyti relativamente a Z/' e Rao tem ponto aderente P Entao+ X é

necessariamente //=ZZ/=compacto. /

+

+

+

Teorema 3 ::=pl:g.!gnçJ!:ES Peru:

11a2=ÊW ..2... l â2jg; x U Êwsa2 laE9J;ÊBiu :9nEJ;ÊLâEÊ=L2 =aa'
1= . & ÊÊgEl:l= Ê92gls2w Eü Êa:ll21u

i) Ezu &Êg:,13}ag= ,z/ 1:1 UÊ .x ã
,z/-ZZ/-UUE2Êl:, E:Êa ,z/-!13;1:EU "Elâ:â.--

ng=b & g2uu'' , !!Jeulgn9nb â Z/ ,
Ê g 29nl2 g49Ç9919 ;+HP-»

2) ÊÊ a 8 ZZ/ Ê a 2ãg 3gEite sub+recobri«

mento fina:lbg . existe U 6 Z/ t 'tal SBÊ:'''''T' '; ' -x
{'U (d l x . X > =ggiU 2 Ê2=ãB=b É=
4. " -P

reuniões finitas de elementos de a .

Demonstra.cÊo :)1 :::9p 2 p Suponham031 por absurdo? que exi.ste a c ZZ/t

n;o admitindo sub obrimento finito e tal que, V U 8 Z/ ,

não refina a classe das reuniões finitas de conju=

tosse:a + Ora, X é<i ZZ/ cto+ Indiquemosentâo,por
l A ]'ll+.. .a}.pp X . gerado nulo conjunto dos elementos da forma

tes +

+

U(x)
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X T é reunião finita de conjuntos de a . + Nestas .conde

çoeat ; e um {alÍ+fiitro cobre X som ponto aderentes Mas.isto
contraria a hipóteses pois ; . é ttfracamente de Cauchylt relativamentepois

1 . Seja // tanque X e /Z/ om$actoeseja ;um

/Z/nfiltro iifracamente de Cauchyíi t relata.vámente a Z/ + Moatrare

mos que ; tem um ponto aderente.. Suponhamos, por absurdo,+ que

.,.n+?:# ent;oexiste B , base de fi.ltrode ; t e PC/Z/ lY€

verificando

p » {l x - z l , . .

Por ouvi'o ].adot como X

com a > li .+ Então:l a nao admite sub
caso contrários B nâo seria base de filtro)

Tomemos U 8 Z/ l verificando a condição 2) para o recobrimento a.

Poi' hipótese! existe .+( t fi].tro sobre X t mais fino do que ; + e

um elemento H 6 ){ tal que

ime l

X

A&+Z..U+CQCaQaQ\Q \+
existe a 6 Zzá/ ,+
nto finito (pois

H x H C U

mas! isto e abeurdoi pois H estaria coREi
conjuntos de a ! Logos 2 -+. 1 + /

Do que já foi visto decorre que o teorema de Corson ([11]) » re

ferente aos paracompa-etoa) pode ser estendido da forma abaixo .

gu=ÊU ..2. : ga.ág; X En Ê:E2Ê2 tonolÓaj.co =2=Ual . âE ÊgB31â='

tes condiçoes sao equivalqD:Çgg

D x á
a x É

3) Z/ Ê Bn2 uniformidade 2â=Ê X tal .Slig to-

© //-Ei&l=2 "E=âun92b & g2uU'' , =Êb
tem um monta aderente ;

.:

X

9

#+-tÜ -.
#}

+
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Zt) Ê&i;ãÊÊ ÉglÊ ntigrnlzd dg 22 S X i ÊZI 3EE

E2gz //-jljl&u ''E==Ê3u2&E Ég gab=bz" +
Egjgtivamente g: gig: , 2gnj;Êa W Ega12 9;g;:-

rente :
= .= .=.:= :==: =

/z/-Êil&U Eâl 3u â j;UaEU aÊ

nÊl=i;= u szÜ. x g. =©lsa& S9=Êj;u=...-

X e

Doma.pgtração : l-é:# 2 . É consequência imediata de que X é normal.
2 -+ ) . Decorre do teorema 4 .

3<n)4 . Segue do fato de que Z/ e a uniformidade un&

verbal paa'a X .

4 -»5 . Pe].o teorema 3 , X é /Z/ impacto . Seja

; um /Z/ i]tro ta]. que a sua imagem tem um

ponto aderente em todo espaço metrico no qual

X é ap].içado continuamente . Mostraremos que

} tem um ponto aderente em X + Suponhamos ,

por absurdo, que Ync; Y = # , então existe B t
base de.fi].tro de ; t lsc /Z/ e a 6 ZZ// q

verificando

X

+

« » p ; {l* - z l
Suponhamos a dada sob a forma (Mi)i€1 '

Como X â normalt existe (lz)Í61 + recobrimento aberto de X i

localmente finitos ta]. que 'ri.C Mi t V ]e' .

Para cada i61 ) indiquemos por f.i uma função contínua de X

+
mos E = [OtlJI e consideremos sobre E a distância d l definida

como segue :

suPd ( (xi)j.cll (yi)icl ) : icl

' n T

e« to.i] . t,i que rj. (fi) : 5.i {e fj.( C Mi) = } . Ponha0

l llV (.f.). . . (v.). .. CE
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+X
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Vamos definirlagoz'a, uma função contínua g(de X em (E.d) )+

E

( fi( x) ) j.cl

Consideremos g(X) como subespaço metríco de (E,d) .

Em g(X). t g(;) admite um ponto aderente; indiquem8-lo por

g(y) l onde y 6 X + Ponhamos g(y) B (zl)i81, J ='iiCI l zi> O}' e
U . '7

. : -í «:«:- .. 31 .: l ., ; .l} .
Consideremos a bola aberta Ba( g(y) t 8 ) e suponhamos y 8 V':il

para j 6 1 conveniente. Ora, existe Z 6 B t tal que Mj CX ' Z t

donde Ba( g(y) t 6 ) n g(Z) = g , o que contraria o fato de que g(y)
8 ponto aderente a g(;)

5 -» 2 . Suponhamos, por absurdos que existe l3 8 // que n;o

admite refinamento pertencente a Z:Z/ . Seja ; , filtro sobre X t

gerado pe[a c].asse dos conjuntos da forma X - T t onde T ê reuni

ãofinitade conjuntos de li . Oral ; éum JZ/ semponto

aderentes donde existe um espaço metrico (Y , d) e uma função conta

nua f de X sabre Y , tal que f(;) não tem ponto aderente + En-

tão. para cada y 8 Y + existe um abertos Myi tal que y 8 My e
M. íl f( X n T ) = # , paz'a algum T . reunião fi.Dita de conjuntos de

P f Como Y é paracomFacto , existe G + recobrimento aberto de

Y t localnentefinitol que refira (My)yCY ' Recordando o lema l e

utilizando o recobrimento aberto de X t (fl (Z))ZCG t chegamos.a um

absurdos pois eupuzemos que l3 nao admitia refinamento pertencente

#

+

Nota # + A hipótese de que X ê normal nao pode ser substituí-

da pela hipótese de ser completamente regular . Entretantot com esta
Última hipótese g possível mostrar que 4' -» 5 o
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!92=ÊW ..É. l gÊ&; X W ÊgE:U t.-olÓ-ico 29Ual , ,Z/-ZZ/-:U-

E2:.Êa, 92Ü Z&'c ZZ.Í . g2.E&.' = Z/ É =u E=i..-
formidade X l l31 Sele Z/) [Z// ] telE=ÊÊ allÊ

t992 ,Z,/-;Ílj;lL=2 "jl=ZÊ3nÊ=t: ga g2=:bZ" t =glg;E2Zg;=

nÊ2lE 2 Z/ , â92j;IÊ U E2=Ê2 2gÊ=Ê=&2 -

Seja ; um //=filtro 'tfracamente de Cauchy'' t relata

vamente a Z/l e suponhamost pop absurdos que Ync; Y = P + ]lntao t

existe Bt basedefiltrode IP 6/Z/ e aCZZ/t verificand

« ;'' P > .1 X - Z l ''B}

Como l....J T x IF e elemento de Z/ t existe +( f filtro sabre

X t mate do que ; t e H 6 )IÇ + ta]. que

0

H x H C U TxT

Ma8t isto é absurdos pois H estará.a contido numa reunião finita de

conjuntos deÉ3 + Conc].ui assünt que ; tem um ponto aderente õ/

A partir dêste teoremas obtemos, para

final infinito, os seguintes corolários e

g9=2iá=ia 8 g:ãg: x U ÊÊEaa l9E9láa3;u =2=n=J; . ,z,/-ZZ/-guie;sla,

E=lE221 todo /Z/ ttfFaCDmenten de gg;llSbZli l relata

!sggEb B « , g;@ilÊ w 2211B :ÃaÊÜI '

carumeque mem0 caso

g:=gtá=i2 8 gSjg; x W ÊÊE2U le.E9JÓ8iU =9=nZI , ,z/-ZZ/-uwZsl:
: P ]!n =Zlng=2 :9i=gj;231 g:i;2= ÉÊ a31 m e E=Êã9t to--

g2 //Z+ÉilE=a 'tg!:g;g=!U.g=&Ê É2 Gang.bZ't t, i'elativamSà=E2 Ê

7./. admite um ponto aderente.

Para simplificar o enunciado do proximo teorema vamos introduzir

dpfinicao . Saia X um esT)aço topo].ê]gico e //Z uma ç].asse

P

nova
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de recobrimentos abertos de X .

Defi=j;Sê2 5 . X é /Z/ ar se para todo f 6;Z/Z t existe

€ . // . t,i q- { !' l Y '€1; :'' p
4. -"

Deita definição segue imediatamente o seguinte

iau : gÊb; x w l:Ezü l2B:l.â8l;= =uEe:l Ê ,z,z-=al=2= ,

X É ,/,/-ZZ/-com-.to, UgÊ ZZ/ g. 2 EU-
.j11212 gu =gÊaE=inulu aEÊ=lu gs x , Éun=22.

por tiç94QEQ»ggtg'' .

então

Sela X um espaço topol6gico normal e /Z/Z ar . Indiquemos

por /Z# a uma classe dos i'ecobrimentos abertos de X , formados por
ncozerouéetsií t tala que admitem um refinamento pertencente a .// .

(Nestas oondiç8es temos, em partícularl que X é /# - IZ/ compacto)b

Prato i.sto, feri.fica-se o

!Ê2=ÊU ..Z. : x .ê //-ZZ/+eomnacto = Ê ÊàgÊ=ia = X é

/é »ZZ/+compacto .

2Ê22EE&=âÊgo : A demonstração e imediatas visto que X e /Z/=regu].ar

e normal . /

A seguir daz'erros a].duns teoremas re].ativos aos espaços /ZIZ-ZZ/.-com

paetos+ Coma seria de esperará por anal.ogi.a com o que se dá com os

espaços compactosl tem

l

!S.9=au ..L ! !n ÊÊE3u Ê929lÊ8i=: x .Ê,z,/-Z.áÍ-g.gnEe;Êb

g gênw.k w &2gÊ .-z,/-iillu lw U 22::b agÊ...U H » '' gW !H XiÕ«hiülP4aw H«

z'ente .

/'bo

lPeorema ...2. g Se X Ê //+ZZ/+ÊglgEacto Ê Â 2 ]!!E subconiun

1: 3Üj13=ila gÊ x , Ê2lã: E:U toga P 6 ,// ,
existe Z € PI tal 3312 oaz'd.(Z ÍI A) = cara. A

DeE9391E=3932 : A demonstração por absurdo é imediata ./



gs..lg; x w ÊÊ29a2 S2z9l:êBj;u Ê // ]iu; :l=Ê=
hereditária de recobrimentos abertos de X .\l/

gÊ E==e; &2g2 Ê31E:2ZIS!!!E2 l=Êi=j;:Ç.2, A ÊÊ X Ê

&ggg P c // , exi-ste Z 8 P &g;Xale cara.(znA)
= cara. A , ÊlliEã2 X Ê // omnacto .

29ng=Êig=3i32 : Por absurdo! suponhamos que X. nao e /./»ZZ/H.-com =
pacto. Entãot existe l3 8 /Z/ que nao admite sub-recobrimento finito.

8em perda de generalidadof podemos supor que çardinal li 8 mínimo l

no sentido de que se PI.CP e a cardinal de P } é estritamente

menor' do que o cardo,nal de P t então Pt nao recobre X . Em viÊ

ta do ].ema 4 , existe A t subconjunto infinito de X , tal que

ard.(Z n A) < cara. A , V Z 6

Teorema 10

C

Mas isto e um absurdo. Logos X é //=ZÓC?compacto e/
Ü

(1) A c]asse /Z/ e ta]. que se .fi 6 // e Pi g !'ecobrimento abe=
to de X com f3i C P , ent;o f3t 8 // .
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Anlicac8es e contra-exemplos

Neste capítulo daremos algumas apl-icaç8es dos ,i'esultados expostos

nos capítulos anteriores, bem como dois contra-exemplost mostrando a
necessidade ou n;o de certas hipóteses que aparecem no :enunciado do te2

rema 5 do capítulo 2

lõ Em primeiro lugar consideram'ermos os espaços m'paracompactos

e normais. Introduziremosl em seguidas a noção de espaço uniformemen

te local.mente m mpactot:estudando a relação que existe entre êste6

ú].limos e os espaços m+paracompactos. Veremos que assim se obtêm um

resu].lado seme].cante a aqele que se verá.fica paz'a os espaços uniforme

mente localmente compactos e paracompactos (Kelley [81i - pag. 246 ).

Seja m um numero cardinal infinitos X um espaço topologico

norma]. e /Z/ a classe dos recobrimentos abertos de X de cardinali-

dade menor ou igual a m . É fácil ver-se que um filtro 60bre X é

um /Z/ ro se e somente se admite uma base de filtros fechadas de

cardina].idade menor ou igua]. a m ! ou , admite um ponto aderente .

Indiquemos por Ht o cardinal- sucessor de m t entaot verifica

=.2 3.=á,=.Ê:t.E== .y=t!:T.$x:-v-xx- ===É. .====m

].) Xx [ O,] ]m Ê normal ;

z) la92 âiJ;lu ÊêE=Ê x sw g;guj;lg llw E2= ía-

Êbe;g: ÉÊ gg:!!+:na].i.Jlq4g n929= gB i;anal g; m Ê.

3U é. "E==S.ZnE113= g;Ê Cauchv" , -elati«am«:@

à; E2l&=EIg2gÊ Zá: , IU U 2922 29Ê=Ê2lÊ. '

Demonstram;o : Basta recordar que se Xx ]:O,l. .]m e normalt então X

e m racompacto . (Monta [z(8 ) ./

entes eTeorema 11 + nlP» ::: ::: :



Seja m um cardinal infinito

Definic5o + Um espaço uniforme (X.Z/) é uniformemente localmente

ggDpacto se existe um recobrimento aberto de X , S t ta]. que

1) cai'di S \< m ;

2) exi.ste UeZ/ com U) Zib ZxZ e (UoU)(x) estáconti-
do liam subconjunto de X t m-comlÉ)acto , para todo x 8 X .

É simples demonstrar o lema aba

1:2Eg; b gÊ (X Z/) Ê ]U Ê922S2 11=j;11a=na Ê IJ € Z/. ponhamos

Uo: U S Un: U'U..: , V n ã 1 . Beta;2Eue;&gg2

gBÉS.9=.j312l9 A g:g x , IEn=ÊÊ .au 2 Ê2=JE2l2

nyl Un(A) Ê abe!'tc' Ê gs.gala;ga .

Por outro ].adol demonstra-se o

IXO Q

m

!ÊÊ=Êeg; ..];2. 8 gÊ.Jg: (X.Z/) ]U ÊgEg&= 11iij;119=na Ê U 6 Z/ , l21 .9BÊ

U] YCS YxY ! {bnde S .Ê ]llg =ecobrimento aberto gÊ

X. g;g gUqiPglj;g':g9 aÊ2U U j;leal g; m . , Ê2 A
ÊÊI.é; S2=lig2 EW EllbgznãB2lg m-g.ggE2ÊÊ2 gÊ X , U-
t;o U(A) está Ê22tido !!JU subconjunto m-ÊSIEEacto

gÊ X . 3ÊggÊ S]B (UoU)(x) ÊEiEalg; ÊlniEi;g2 2EU g=E-

Ê2E.junto.m-compacto de X l V x6X .

Por definiç;o, U(A) = xeA U(x) + Existe um número fins.
to de conjuntos de S cuja reunião contem A ; suponhamos que

Y].u+++UYr DA9onde Yj.CS! Vi.,].<líx<r+
Tomemos a.i eY4 para todo l, lx<i$!' ., Godo

U(A) C U (UoU)(a.) , fica demonstrado o teorema ./
r'

ll

aoDemonstra

Como consequencia do lema e do teorema 12 obtemos o

!Ê2:ÊEâ ..3;ã. : gÊ (X,&') à E3i;Êg=WillglEg ].ocalmente m-Ê2EE=Êt2 Ê

u=gu. Ê=Êâ;e x ã =211=J:a ga ]!U :lâg= ÊnE9Ê=él2i

gg qBP9ppqçoE 4Ê X l m-nela!!!E39=Egã o



Z6

aoDemonstra e Tomemos U 6 Z/ nas condições da definição dada no

ini.cio d;ste número e fizemos x c X . Pasto isto, basta convide H

rar o conjunto

H : ibi un(x) .
( As notações aâo as mesmas do teorema 12.)

Pe].o ].ema , H é aberto e fechado, donde H=X .

Por outro lados Un(x)C U(Un.l (x) ) t V n >z l B Al;m disso l

U.(x) está contido num subconjunto de X 8 m ompacto-t para todo
n >v l . /

Por fim, demonstraremos o

!Ê2=922 .]:b. : gÊ.Ü;(x.Z/) S!=il12UgUÊ2lÊ l2ÊZln92lg. m-:gE2B:l2.

E=tãs x á =Êl!:i8: g;a 3uua Ê2;aE= gÊ g;brEU W

x , 2ai:Ê â 32&= gi:â:l:!=E=, Ê==a2 nn Ê=ga aÉÊ=12
da classe é reuni;o enumeráve]. de. subegpgggg 4g

X ! m-!gpl»ç Ços .

Tomemos U E Z/ nas condiçoe6 da definição do início

d8ate número . Para cada x 6 X , ponhamos

Demppg].[g:ç3g .

tJ (x)n

. é aberto e fechados para todo x 6 X .

Consideremos uiB& boa ordem sobre X que indicaremos pelo símbolo '(

Para cada x 6 X , ponhamos

= Hx n(x- y%x ny) e

é abel'to e fechados para todo x C X , poça

(Ê evidente que e abez'to.)

A c].asse mencionada no enunciado do teorema é

S B { Ex l .X 6 Xl} q Para todo X 6 Xt EX e reuni:o enu.
mel'ável de subespaços n'compactost pois Hx e reunião inumerável de

subespaços m ompactos+ Dêste modo fi-cã demonstrado o teorema . /

d
e lec.haclo+



gg=9lâ=b. gu g9=gj;.aã= & I92=ÊU U , Êa x g, q.-
Ee:glg, ÊIÜã2 ÊagZ E,: ã m-2â=2Ê:Ug;g&Ê g,
to , X ê m impacto e

paracom

portam

2. Quando do estudo dos espaços //Z-tCZ/'-compactos2 partimos de

duas c].asses dadasl /Z/ e ZZ/ l e ana].usamos a possibi].idade do espâ

ço ser ou n;o // impacto + Poderámost entretanto, propor um

problema distinto, por exemplo : ;l dado o espaço tipológico X e se=

do ZZ/ uma classe de recobrimentos de X 9 existe // t classe de

recobrimentos abertos de X , ta]. que X e /Z/=ZZ/ncompacto ? 'í

Seu.u].tenores restri.çaes sobre os elementos de // , o problema rÊ

}

mudemos, entaot os seguintes problemas (onde m denota um cardinal:i=2.

finito ) :

(P): il Dado X , espaço tipológico normal e sendo ZZP/* a cla:

se dos recobrimentos de X : localmente finitos, existe

//C ZZP/' , tal que X e JZ/uZZ/+.mcompactol e , alemd:+E

sot pai'a todo a e ZZ/++ existe P 8 // 9 verificando

a > P e cara. a= card. fi ? )t

(Pm)! 'i Dado X , espaço topolÓgico normal e. sendo Z(Z/+ a cInE

se dos recobrimentos de X , localmente finitosl de ca=

dina[idade menor do que Mi l existe //C ZZ/ :. ta].

que X e .// ompacto e 2 alem di.shot para todo

a c ZZ/'P 9 existe P 6 /Z/ , verificando a > fi e cara
n . ,.,.,q n 9 t?

sulca trivlall pois este admite sempre a solução /Z/ = < <X }
. Es

+

mi

#

0

e

Antes de mais nada vamos introduzir algumas noLuaç8es que simpll

arar o enunciado dos teoremas que se seguirão.

Seja m um cardinal infinito (ml . o sucessor de m) , E um

conjunto de cardinalidàde igual a m e v um elemento n:o perte11

Gente a E . ]ndiquemos com Y. o compacta-ficado de A].exandroff

fic
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do espaço' discreto de suporte E . ( Ym = B U 5.t7} .) Consideremos
o axioma

XxY

Pasto isto , veria.ca

!Ê2=ÊK .];ã. : ..gÊ x é. w lgBe;a t=ul;caiu az Êg;tá=:u U

axioma ( ./)m ) Ê (Fj.)ICI Ê ]!aâ família g:
UE:92:J:il1lU g;2 x , l2:aJIEÊ==b :Êi;=}3Ê, ÊU

cara.] .$ 1a l existe (Mj.)j.CI . ÍâmÍ].ia .gÊ

aEa=t:E, ].oca].mente finitas 1a.]. 33ig M5. :) Fi?
V icl . Além disso. X

2Êe2EÊiE=asãa + Seja fil --'+ E , uma aplicaç:io injetora . Consi-

{
são fechados em XxYm e disjuntor. Ent;o existem abe='boc em

XxYm t M e MÍ + disjuntost verificando M:) F e MI :) Fi . Para.
cada icl t ponhamos

Mi q {xcx l(xlr(i)) 8 M l}. Orar MiDVi + Vi'e le(Miij.et
g loca].mente finita .

Para mostrar que X e }t+paz'acompactot basta z"acordar que 6e X san

tisfaz ao axi.oma ( /Z)m ) , onde m 1?. S.. enxó;o, veria.cal tambéml o

axioma ( /)y.) l isto gt X g }\-paracompacto ./

detemos os conjuntos F = j.€1 F.x .} {
e Ft = Xx W ?que

( /)« )
m

:..::= SBHanj=

e normal vt .

IFeorema 16 : gÊ x .á u sgJle.up t:m9J;Ê8j;U 119=Ual, H.-E:=a:u
J:e;gl2 l &ZI 3]2Ê IBÉl=g; Soda. famílias (Fi)iCI ! de

subconjuntos gÊ X , localme=Ê= .Êii11j;E2t :211

card.l .Ç m , g=iSiliE .131E: famÊJ;;j=, ,(Mi)iel o .gÊ

2ÉÊ=E=. ]an:ng:lÊ gia3:b:, lzl su

Mi) Fi t V i8 1 , Ê=iEâ2 X 2atisfazÊ2
axioma ( /Z)m ) .

Demonstram;o . Sejam F e F' dois subconjuntos de XxYrn 9 fechadost
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n=o vazios e disjuntor . Podemos escrever

*:â't *'Íti' ". *S--'i ' '' 'ty;,''"} ' % ': W

onde Fw e Qw sâo fechados em X e disjuntor e, para todo t 8 1] ,

Ft e Qt sao fechados em X e di.sjuntos.

Como X 8 normal l existe'm abertos em X l disjuntor, L]. e L2 l ve -

rificando L].:) Fw e L2 :) Qw '

Paz'a cada t 6 E 9 ponhamos St = Ft n Qw ' A faml].ia (St)tCE e

localmente finita, dondet por hipótese , existe (Mt)teE t família d

abertos, localmente finita, tal que Mt D S+ , V t 6 E .

Em vista dissot -consideremos a família (Ft -(Mt U LI) )t8E l que â
loca].mente finita. Por hipê;tese? existe (Wt)tcE , família de abertos
loca].mente finita, ta]. que

e

W ECt :) Ft '(Mt U LI) t V t

Por outro ]-ado+ todo ponto y 8 Qw admite uma vizinhanças contida em

L2 l que se encontra um número finito de Mt e Wt ! com t 6 E . h

diquemo-].a por V., e ponham06

-* - {' 1 ", ' «* ' g} - {'l
XeQ. V, x(Y. - Ky)) Q. x'iw }' e

* {*l' ::. «* *{.*i- ':*' '&, ,* *{ }

' }
Ora

Procedendo de forma análoga com oa conjuntos .U: Qt x < t } etCE ' 4- -b

I'v xivl} l mostramos a exi.õtenci.a de dois abertos em XxYm l disjun
tos, contendo F e Ft , Assim sendol fica demonstrado o teorema +/

D06'tu'opcmas 15 e ].6 Be obt.ém os seguintes corolários

çwal:ãri:9 . 4:e gggR+.p!.ç.6 .wn4.i.çêgE g;o eaui.vale=lÊgÊ

1) g E=gkl=e=mg; (Pm) .EÊn soluc:o ;

2) X satisfaz ao axioma ( /)m )



].) 2 E=9EJ:gng; (P) &En so].ucão ;

2) X Êe;Eig.:g= g:2 axioma ( /)m ) , 2&ÊÊ

m = cara.X

Devido ao resultado de M.Katetov (citado por Monta em j?OÜ )s di

zer-se que o problema (P) tem solução equivale a afi.amar que X e

}4l-paracompacto e 't co]].ec&.i.onwise normal tl .

!92=gnga ..lz. : ê.Ê. x .ã u a.Enl99 i;usl3;êai;ÊZ .s=2 aaligEaz ÊÜ a=1=

Eg; ( /)m ) , Z .Ê .:omuacbo Ê xxz ã normal, Ên:tg2

XxZ satisfaz ao mioma ( /)m ) .

p9UgnEiE;:aaZg + Por' Dowker ! XxZ ê X.i-paracompacto + Pasto istof bas

ta recordar que a projeção de ::xZ 6Õbre X g contínua e fechada. fi

cardo , assim demonstrado o teorema +/

Teorema x W s.Ê2g.ap t19ulégiu au gí&j;EJlu U a:l2-
m; ( /)m ) 2 Z ]U ÊEE.29g tolJol6nico &2l:. aB2

Z = U Zn t onde Zn ÊfechadoÊcomnacta9Vnlàl.

g.g (Zn) à ]ocalme11;1k, Êi2:i;Eg; Ê xxz ::Ê=iJ!=e ,2 .a3i:s-

ng; ( /)H.) t então XxZ verific.g g axioma ( /)m ) .

2En2=e.E!:!!gZ2 . Seja (Fi)iSI uiD& família de fechados em XxZ 9 localme2

te finita com cara.l é m Gamo Z e paracompacto! existo- (Mn)l famz-

.!.i..? le abOrtOS em Z., ]oca]mente finita, ta]. que Mn :) Zn 9 V n ) l ó

Para cada icl e n 1:>1 3 ponimn.iu

Q. : F.. n. (XxZ )'].l) l n.

A famÍ[ia (Qín)iCI e ]'ocã]ncntc f'imita, para todo n >/ 1 . Sendo p::

a projeçâo de XxZ sabre X t temas qüe (pr(Qin))icl é ]oca].mente fi

Dita para todo n i3: 1 , Por hipotesel para cada n ;?- ].' l exi.ste



(Win)içl t família de abertos -em -X..ü .local.mente f

Win ) pr(Qin) ç V i 6 l

Para cada i8l~t temos que
Ti a U Win x Mn ) Fá.

É localmente finita em XxZ . Ficar pois ) demoREAlém dis60+ (Ti)iCI
brado o teorema ./

3. Em seguida estudaremos algumas propriedades dos espaços topo-

l6gicost considerando como parti.culares espaços //-ZZ/ impactos o2
de // e o conjunto dos recobrimentos abertost localmente finitos + A

cada espaço topos.8gico X associaremos um número cardinal infinito, que

inda.daremos por pX } e analisaremos cel:'tas propriedndes do mesmo-

Seja X um espaço topolõgico e indiquemos por pX um numero car-

dinal tal que

P

i) 'K..< px ç< '"p {zlxl ,X
2) todo recobrimento aberto de X t localmente finito s

admite urn sub-recobrimento de cardina].idade menor do

que pX ;

3) se q é um rlumero cardinal tal que N $ q < pX l

existe um recobrinlento aberto de X , ]oca].mente fim

tot que não admite sub-recobrimento de cardinalidade

menor do que

9

Pasto i.sto, temos que

1) Um espaço topolêgico X } completamente regulará é

pseudo acto 8e c somente se pX : No +
2) Se o espaço tipológico X 8 discreto e infinitos en

t3o pV : iXi' (= sucessor' do caras.nal de X ).

)) Se o espaço topo].&gico X é a-compactos então
p* .$ b :



Quando o espaço topo]Ógico X l em quest:o, ê norma]. podemos rela=

clonar pV e a uniforme.jade universal de X t obtendo a

!92=gU ..12.. t gÊ x É W ÊÊEgU t:E:g:caiu 22=nãl. Ê=lga

V '.rV

Nota 4 Com as notações utilizadas nos capztul-os anterioresS g fácil

provar quer lendo X um espaço topo]ogico e p um numero cardina]. inn

finitos pX : p se e ZZ/ =ZZ/p-compacto . Além disso, se X e

+ » ZZ6 +compacto + enfio pX \< p .

Agora! procuraremos caracterizar estes espaços i)or meio das funções

contínuas . (Por analogia com a caracterização dos espaços pseudo-coB

pactos por meio das funções reais contínuas.) Para isso vamos intbodu
zir uma nova notação . Seja R o conjunto dos números reais e p um

número cardina]. infinito ; tomemos P um conjunto de cardina].idade

igua]. a p s Em RP consideremos a distancia dn defina.da abri.xo

dP ( (Xj.)lcp e (yj.)j.cp ) 8
suP
iCP

(yi)icp 6 RP 8

?iCPl

Obtemos asse.m o espaço métrico (RP , dp) ; õe tomarmos outro conjunto

Pi de cai'dinalidade igual a p e considerarmos o espaço metrico

dpl) definido de forma semelhante a anterior, temos .que

(RP t dp) e (RP', dp.) são isométricos . Em vista dissot inda.cabemos

pot' RP qualquer dos espaços meta'idos (RP, dp) construídos da forma
acima. Pasto isto, temos o

!Ê9=ÊEg; ...ê9. : gÊ;l: X Bn ÊÊE212 tono16eíco Ê PX : P ' ÊÊ
í; x.--9 Rp É Ê9=Êá=w, Ê=tã: r(x) .Ê

//-ZZ6 -s2mâÊl2 , uB ,z,/ É :Ü l g &:
dos os recobrimentos abertos de f(X) .

»n&.n» «8 nt»&nupü .+:+'uõ+eau.



Demonstração . É evidente que estamos considerando f(X) como subesp=

ço de RP . donde f(X) e paracompacto do que se concl-uit fàcilmente t

a tese.«./

Teorema .2]. âÊ.]a X ]an gEEg:2 &9Egiêai!;Ê2 ggpp+;glgqmgg:Çg =96E

la= Ê p =:n :uE9=2 Êa=Éi;2=1 j;2;11;2lE2 . EÊ 12::a

tôda f: X "'--.) RP -: continua, &ÊEgg aB2 f(X) Ê

,//-ZZ<1-=UEg:g&2 , 2=gÊ ,// Ê 2 .g.9=jUÊ: g;n =Ê2'
É=j;nÊaiEgÊ abertos ga f(X) , então pX $ P '

29n91iÊiE=aS32 + Suponhamoss por absul'dot que pX )' P 6 Então, existe

um recobrimento aberto de X t ]oca].mente finito! digamos G =(Gi)l81 f

onde jl1 3. p t que nao admite sub imenso de cardinalidade me=

nor do que p .

Pelo lema 6 t existe uma família de abertosl não vazios! (Vj)jCJ çon

de l J l >p p e JC 1 ) verificando

1) V': C G: ! V jcJ ;

- %::: g
J

V j , k c'J , j / k .

Para cada j c; J tomemos x.i6r.i e cima função contínua de X e® l.ollJ.,
tJ bJ .&.. ..b+ 'P

fJ l tal que fj(xii) B l e :Éj(X +fJ-) n{ O } -. Seja P um subcon
junto de J com IPI = p e consideremos a função

(fj(x)) jeP

A função g g contínua de X eM (RI', dP) . O conjunto F= g(xj)i j8P

g fechado em (RP, dn) Pai'a cada jCP l ponhamos Ml:' '''T'l" "Tt l on=ieP

de'''Ti=RiVi6P. {J} . '"TJ=1] 3/4l5/4t. Agorabastaco2
sideral o recobrimenbo aberto

j 8 pl'u { g(x) n CP } - C não admite aub»

RP

-+

g

(RP, dP)X em

M. n g (x)



J;'ín.abZimento de cardinalidade menor' do que p $ o quc contraria a hipÊ

tese 9 Fica pois demons brado o teorema ,/

Os teoremas que darern06 a seguir viram relacionar as propriedades

topologicas.dos espaços X e os numez'os cardinais pX ' Para simp].í-
ficar o enunciado dos teoremass escreveremos simplesmente ttXt? e ttYtt .p2

ra indicar o 'tespaço topoli;Bico Xti e o :'espaço topologico Y'' .

!92=gma 22 8 Se. fi X .---"-'+. Y é conbinu2 = sobre ietora. Ê=-

=Eã= pv ''g px '

!99::gÉE; ..Ê2. : 9 ÊgE2S.9 &2i!!i!!;ãgi=2 .e:=2gliiE.2 X x Y !Ê=;i=tU

PX x Y 1:) PX'PY'

}Íota. No teorema Z15 o si.na]. de desi.gualdade n;Ío pode ser substituído

pelo (llo igualdade pois e possível dar-se um exemplo de um espaço pseE

do pacto X calque XxX nãoépse=udo cto.(Gillman

t6] 135 ) . Entretantos em seguida dai'amos alguns casos em que
se verifica a igualdade,

llÊa=.gng; .:!L ! g.Ê Y Ê s.9n2aat2? Êü1::2 px x Y: px'pY ' :!:=g; l2'

g;2 epna99 }ppç:;Çgai.çe x

DelE92Êlg=ii;:g;g Temos que pY :'Bo Seja G um recobrimento aberto de

X x Y ) localírtcnte finito . Tuogoí. pai'a cada x 6 X v existe lrx $ vi-

zinhança de x t tal que Ux x r encontra apenas 'um niimero finito de
elementos. de G .* Paz'a cada x 3 X ponhaírios

G :2 iilaG l (2x Ç xY )n w / g
x .l

Indiquemos por I'!+ o conjunto < Gx i x E; X .}
Para cada M 8 i-l'b ponhamos

-. :{ , } . ;,: * c . , S n t -.
.L ,,... .h » -. u28M 's Z 8 M

9r Z ) onde
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b) se V' € t' e w 8 f , então E E-fl < m ..

O espaço topologico (Y , ( ye paracompactos separado e pY :m
Em vista rissol e possível provar o

!92=Êua ..êê.. : g.z x É ]u :gEBS.2 :g2Eg;t;êai;.SÊ lal ssu px
Ê=3;gEa U ::EÉl2o- sg.B93;ê8j;u Y . E2=â:2EJ:::Ê2 Ê ='

parado l lal 3]!Ê pX x Y > PY' PX '

DemQD:g:ÇEÊlgâ:g + Com efeitos seja Y o espaço topolélgico paracompacto

e separado construí.do do modo acima para n : suPjlXn l n >z l lit onde

yl:2PX e yn=2'n"'t+ V.n Õ2 + Paracada n2zl seja Gn
um recobrimento aberto de Y t localmente finito , que não admi.te sub

recobrimento de cardinalidade menor do que y. x'L/ 9 Seja

H - $ SI :l...t Sn '... } m recobria.ente aberto de X t ]oca].mente ti
nitoi que nao admite sub isento finito

Ponhamos
11 n-+-} -xõ'.,'-+) - . l . "' .. g .

G: U < s. x ''r l 'l'. 6G. > ; temos que G érecobrà
nbl l n ." ' ' n .S.

mento aberto de X x Y e 8 localmente finito .

Suponhamost por absurdo! que G admite um sub«recobrimento Gt de ca11

diBalidade menor do que m e Fixamos n >vl ; existe x e.X tal que

x# SIU ...U S

e} por outro lados IGul > yn + Conclui nalmente+ que

IGil>z yn l Vn>p]. . donde IGej8m oque contrarlaahipótese o

Ftoat poisa demonstrado que FX x Y > pX'pY '/

} x 'Ç x Y ) / g S ; temo; que la«l ( l a'
.} .& '

Sela G'i = P 6 G' l P n (

-rl

Combinando os resultados dos teoremas 24 e 26 t obtemos a segui:

te caracterização .

!Êa=:ne; ..êZ. : gg..33 5( ]u ggEagg. l2i
k4v+e+enH+nnH»enz+9n#+e.....;....;..=...=..;;:= :::::'-::::: 8n

(1) + Alem dissot supomos que Gn+]. e refinamento de Gn +V, n >/ 1 .

P
o].ó ico g=39omMQ ; g;E



gllU !gn'íi:çõe' abas;=S! SJIBJal2lS.=lW

a) X .Ê compacto ;

b) 22=: .t2g2 gEEg;9.: tgzzl:êa2=2 Y e E==3SgU

iee;Ê12 Ê senaradoo tem-se pX x Y : pXü PY'

No ca60 de espaços metrizaveis 8 passível provar o

!Ê2=Êu; ..êã.. : & x .Ê w EÊEe;w $.2z9iêaãu nÊÊ=àa&d; E

lxl à H. Ê=lllg zpx >/ lxl .

Finalmentel como con6equencia do teorema l4 segue-se Q

!Êg=gu, ..g2. l :g x é. Bn .6=JIU &zE9]ês3E:2 ];.999;lna:L2 :2nz::.E2,

Ê2iE32 PX : Xo .2E PX : Pt t
agIR' qw ga=@j:.n©: à11gà2&=b . ;BIÊn gÀga, =g:Ê.g Ü;-

til22 ÊEE2 l X g =Ê.xllziã: g: p subconiuntascom=

pact06 «

Nota. Antes de encerrar este número fazemos notar que o conhecido rem

sulcado i pç um espaço topo]6gico comp]-etamente regu].ar g pseuclo«com.E)acto

e completo sc e sê)mente se g compacto ii decorre? imediatamente. do teor
2 Q a'- =',ll ...,..lg..-in. (E tn nrnnnsícao será utilizada no próximorema 2

+

=L-: -=1-==+ :=

onde

4. Neste Item estudaremos algumas relaçoes que existem entre os

espaços //«ZZI/ ompactos e os grupos topos-ogicos + Primeiramente in

troduziremos algumas notações A6 definições? bem como as notações em

geral , s;o as que aparecem no Bourbaki( [aJ apztu]o 3 ).

Seja G um grupo topo].é;Bico l Ê o seu elemento neutro e decote

mos multiplicativamente a operação de G . Em G consideramos duas

estruturas uniformes ( [2] ncap.. 3' pag' 37 ) .que i.ndicaremos poz' Z/8

e Z/t . Z/t tem por"base de entornas o conjunto
g



38

{l{(x.P l yx-le V .l. i V G vi..i.nhança d' â

Z/t . tem por base (ie entornou o conjunto

l(x,H i ,.-lye v 1. Í v ÊI «i.,:inh-ç' a' k l}

Além rissol suporemos que G bati-afaz a segui.nte condição 8

(+) llexiste uma sequência infinita de vizinhanças de E .! (Mn) $ tal

que q Mn nao e vizinhança de E tt.

O problema que analisaremos em segui.da n06 foi proposto pelo

profe Edison FaTaL . Consiste enn estudar qual- a re].açâo que existe en»

tre o fato de que 'ttoda função real., contznual definida em G l ê uni

formemente contínua de (G t Z/') em R't o as proprie'andes topolé;Bicas

do grupo G . este pl'oblema tem origem numa conjetura do prof+ Faraó

(2945) a respeito de se era ou nâo neceasãrio que o grupo fosse com

pacto ou discreto para que ae verificasse a pl:'oposição dd frase ante n

Pior . uâ muitos anos o prof. Leopoldo Nachbin mostrou que se o grupo

g metrizável 9 então uma condição necessária e suficiente para que a

proposição se verifique e que 8le seja compacto ou discreto

Ê fácil ver que existem grupos +.opor.ogicos.j que nao seio discre«

tos ou compactos e qua 9 entretanto, sa+.isfazem a condição sobre a cona

tinuidade união)'me das funçocs reaín contínuas .

Por exemplos Zx 3 Oslf v onde Z é o grupo dos numeros inteiros

com a topologi-a discreta e { O?l ? é o grupo aditivo mõdu].o 2 com a

topologia caótica . Ocbroa exempl06 de' tais grupos foram dados por Kister

( [28D) . apresentando ainda a particu].aridade de serem de Hausdorff .

Aqui estudaremos esse prob].emat supondo que. o gvrupo G'» em questãop

satisfaz a condiç;o (') .. Pôsto isto.; indiqu-erros pox' W o conjunto

das vivi.nhanças abertas do 'el-emento -e, o Deríotemos por \ K ) a conde

ç;o de que tttoda função I'eal-} CODtiHUcn. t definida eln G v 8 unifol'me

mente contínua de. (G ': 71/l) em R 'í . Nestas condíç3esi'temos o

d

d

e



j9

!a2=ÊU. .29... : ' !!nz..=9=Êi;gâs2ag.Eegg=3 :Ew; ay,2 gg :n=i;11i:.sz= { K)

á' 3=g G .E=;b /;/-ZZ4:-co--cacto , !!!!gg

" :il {«* i *. .} i «.« l}

2.e991Zgig::SS22 . Com efeitos suponhamost por absurdo, que G nao 8BnJ Üh#:;4d?#dÚ.h6 B4-úlnnn4=ü.ndãüwaõa#!

//-ZZZ=compactoq isto êlt existe V E W l simetrica. ta]. que

{l vx I' x 6 G 1} não admite refinamento pertencente alljZ,â) ...L ' X' ''o ''r

seja S um refinamento aberto, localmente finitos de 5.Vx l x 8 G l 2

que nao admite sub obrimento finito 9 Tomemos Vt : vizinhança some

trica de 2 ! tal que Vt + Vt C V . Procedendo do mesmo modo e

usando as mesmas notaçoes da demonstração do ].ema 5 do capxtu]o ]. + p:

demos supor que

C

''n : '
dispoalémlãtodoVt e9nara.x !

que
n-].

xn P' j.U Vxi ' V D ?. 2

Pa:a cada n >p 1 ? existe uma função contznaa de G em [Ol]], hn 3 ve-
I'ificando

h.(G-V.) - 'ÍO}

Consideremos a função h de G em R definida abaixo

h(y) = O se y 8 G- U V.

h(y) = hn(y) se y 6 Vn ' n >p l

A função h é cont31nua e, portanto. uniformemente canta.nua de (G.Zá')

em R , Logos existe V'i , vizinhança aberta de 2 :. aimetrica? conta

da em VI 8 tal que se x e y pertencem a G e y E Vti x ç então

l h(x) -h(y) 1 < Z/4 Fixamos R>zl e tomemos z 8 V'' xn D então

l h(z) l < 1/4s. donde zE U Vn 'Êfãcilmostrarquezc

Coficluimosç assimf que

Vt' xn C Mnxn ; V n } l .'ou ainda $ que

V
n



q.o

Vtt Cn Mn 9 o que contraria a cê)ndição (+)

Fecal poi-st demonstrado .o teorema ./

De forma semelhante é possível provar o

!Ê:=ÊU .21.. : Ug; Ê2291Sã2 =ÊÊÊÊ=à=b .E2= aU Iê© n:2S& =92i,

Ê92:tg;=!K, gÊl13ni;ge; w G , ÊÊjg; 112i€9=!!gnÊ=Lg gÊ=-

&iaW g;g (G,Z/') Ên R : Ê 3= G ÊS.J2 r//-ZZ,C-ÊU-
g ': n.

Em consequência do teorema j50 e.o lema 5 t segue-se o

g92=Ên2 ..ág. : gU :2=gi:iâ2 2ÊEZgEã=Ü ]!g=a SK = J:g=3Jj;su(K)

ê. au G :Ê& ZZÍ-Z4-Ê9nEgÊb '

Demonstração . Pelo teorema j50 , toda função real e contínua ê limita.-

da el portantos pelo lema 5 f G e +-ZZ/y.-compacto +/

.Nota. Se G f8r normal, ent;o se se verifica a condição (K) l Zn' g
a uniformidade universa]. para G .

Finalmentet no caso em que o grupo G é completos isto ét existe Z/ o

uniformidade pai'a G t .tal que (G,Z/) e completos o.btemos o seguinte

V 8 W

Teorep@ ...ã2... gZJg; G ]gn .g=gE-g te29i.êgj=9 S,S2El;!E2. !i9iEj;:tie+gZtaq=

g; Ê2aai;Êê;2 ( *) - ;5g ÊÊsili;üw 11ngi:.gÊgg Ês31i;nJ;s=-=

tes :
P actol G come )

G eÊQj,EÊg,e e: Ê9n92.sãs (K) ;laü++'4»=+P.4.de=ea.iPaPeaLA» H Ú61.ü08J&# L

&â& !Essa =Êa , a92EÊ=u.. gÊÊia&

G , êi uniformgntq contínua 22 ((i, ae)

4 -. têü g3=g& =2Ü, Ê9zlj=U, 2ÀnilaÜ , &
tímida em G . uniformemente conta



4].

=Ea gE (a,24') ÊE R ;

5 - &êÜ gBnls& =Ê21, uztá;=u, ];Ül;tg;®,
definida gn G t é. uniformemente Êg==.. . :.:. :.:'=: : :': ':

li==B g;g (G,ZZ') Ên R

Qbggx'ygçgQ : Em vista dos resultados anteriores podemos responder! em..Ü

parte, à questão proposta por Kístel' ( [28]) a respeito de sél' o grupo l

necessariamente+ pseuda cto d Se o grupo topos.ogico em questão s2

tisfizer a condição (+) , então, necessàriamente, o grupo deve ser pseB

do=compaçto . (Pór outro ].adot se existir um grupo tipológico G , n:o

discreto. de Hausdorff , verificando a condição (K) e não verificando

a condição (+) , ent;o o grupo topolê;Bico ZxG , Z com a tipologia d:íE

creta+ também satisfará a condição (K) e não será pseudo-compactos)

5+ Neste número procutaz'emos justa.ficar porque impusemos certas

hipóteses no enunciado do teorema 5 do capítu].o 2 . Para isso date

mos dois exemplos de espaços topológicos completamente regulares e não

normaísl estudando t a seguirá a].gumes propriedades . ( Recorde

mos que no teorema 5 do capítulo 2 o espaço topol8gico em questão e

normal.)

1 » Sela X um espaço topol6gico discreto, ver.ificando cara.X > 2e

d Y l outro espaço topolâgico discreto, Bati.sfazendo card.Y > Zf

Tomemos um elemento a / X .e um e].ementa b / Y t e indique

mospoz' X+=XUda> apor Y#=YU{ b} ,oscompacti.

fígados de Alexandroff de X e Y !respectivamente. Chamemos

Z' ao subespaço topalÓgico X+xY'P +{ (alb) IP .. à' e complet
4. +

mente regu]ar e nâo é normal ( [9] - pag. 93 ) .

Fazendo demonstração por absurdos é fáci]. provar que t2

do recobl'isento de Z',

sub obrirnento finitos

[[ = Usando as mesmas notações do exemplo ]. l consideremos ó espaço

a

aberto e ].oralmente
,L. '2(Atbl -' lat xy +

finito, admite



topolê;Bico produto NxZ't onde N,s5 l# 2f .,.. ? com a topo
].ogia discreta . NxZ' satisfaz as conde.çE;es 2i3e4 e 5 e

nao verá-finca a condição l do teorema ) do capitulo 2
?a-"a bl"= t.U.}

r
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