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INTRODUÇÃO

As questões relativas à Geometria Finita surgiram, segundo 

nos parece, com os trabalhos de G. Fano [l] em‘1892 e B. Levi 
em 190I4., de que temos notícia apenas pelos comentadores.
A seguir, vêm as publicações de Veblen e Bussey Qj e íi],em 

1906 e 1907, de B, Levi Q?] em 1907 e as referências sobre o 

assunto contidas no excelente tratado de Geometria Projetiva 

de Veblen and Young [6], em 1910,
Depois de um interregno de aproximadamente vinte anos, re

começaram as investigações nesse sector, a partir de 1930, com 

um trabalho de R. D, Carmichael [7] , seguido por grande número 

de publicações, entre as quais podemos enumerar: R? Moufang

Kl

[8, 9, 10, 11, 12, 13, lZQ,em 1931, 1932, 193“' e 193À|.;R.Brauer 

D-5]?em 193^5 J. Singer [léTj,em 1938, R. Baer QL79 lSj ,em 19^12; 
F. W. Levi [19]] ,em 19Ú2; M. Hall [20l,em 19Ú-3? B. Baer [21, 22, 
23, 2Ú], 19Ú-5? 19h6 e 19Z4.7; C. T. Yang [25],

As aplicações à estatística, nos delineamentos de experi
mentos, apareceram nos estudos de Fisher [26] e Yates [27] j em 

1937; R« C. Bose [28], em 19385 W. L. Stevens .[29], em 1939? 

R. C, Bose e K. R, Nair [30] , em 19kl $ W. L. Stevens jjJO1], em 

19Ú9.'

19Ú7.emem

Esta intensificação de estudos nesse domínio da Geometria
f fyg

e que nos animou a apresentar uma exposição pessoal dos funda
mentos da Geometria Projetiva N-dimensional, onde tivemos opor
tunidade de obter alguns resultados.

No capítulo I, aproveitamos o método empregado, no corpo 

real, por 0. Schreier und E. Sperner [31], da associação de um 

espaço vectorial ao espaço projetivo. No calculo de algumas 

fórmulas, seguimos R. D. Carmichael [32],
No cap. II, obtivemos generalizações de alguns resultados 

do trabalho de Chung Tao 'Yang [25] , que generaliza um resultado



I
ii
também, algumas propriedades re-de M. Steck [33] • 

lativas às homografias sem pontos unidos.
Inserimos f

9

No final do cap, II, incluimos estudos de B, Segre 9 
sobre as homografias involutorias,

Devido à limitação de tempo, não nos foi possível tratar 

das reciprocidades, principalmente no caso involutório, campo 

onde se nos afigura haver possibilidade de obtenção de resul
tados interessantes.

í

:

' )

Para facilitar a leitura dêstre trabalho, colocamos entre 

colchetes os números que indicam a ordem da colocaçao na biblio
grafia, que se acha no fim.

-

i
*v

.
■

(

I
••
;
i

>

•-.

■

1



1

C A P í T U L 0 I

§ 12 - CONCEITOS PRELIMINARES

lo Seja K 11111 corpo finito de característica p e de ordem 

pn. Indiquemos por K* ao conjunto K com exclusão de zero. 
Consideremos as aplicações Q559 Paê-7] do conjunto finito
q

i
dos inteiros 0, 1, 2, 39«o«?N em K.

DEFINIÇÃO lo Chamam-se (N+l)-uplas ordenadas (jJ^pag.éTj
às famílias [j55?pag.l3l ^xi^i€I

Daqui em diante, referir-nos-emos às (N+l)-uplas ordena
das simplesmente como (N+l)-uplas„

DEFINIÇÃO 2. A(N+l)-upla (x±)±£ T é equivalente à (N+l)-
se e somente se

de elementos de K.

^yPi€ I5upla

(1) xi = ^i
qualquer que seja i, onde k£ K*.

ÉAdaro que com a definição 2, temos uma Ar_el ação R de êi 
quivalência (359pago28,29j no conjunto P de todas as (N+l)-upLas.

Os elementos do conjunto quociente de P pela relação R, is
to e, P/R, são as classes de equivalência segundo R.

DEFINIÇÃO 3o Chama-se ponto ou PQ a qualquer classe de e-
quivalência pertencente a P/R, com exclusão da consti- 
tuida pela QJ+l)-upla (0,0, ,0).

Indicaremos ym ponto por uma (N+l)-upla representante da 
classe de equivalência, i.e,5 por (xQ,..*,x^),*ou (x^),
da simplesmente por (x)o

Dois pontos são coincidentes« quandoAestão indicados por 
representantes da mesma classe de equivalências distintos», se 
tal não acontecee

o • •

ou ain-

DEFINIÇÃO 1|.
pontos. 

DEFINIÇÃO 5.

Chama-se espaço P^ ao conjunto de todos os

Chama-se reta ou P1 de PN ao conjunto de to
dos os pontos (x^) obtidos das equações

xi= c(2) (1=0,1,2, ,N)yi + Pzi o o o
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onde (yi) e (z^) são dois pontos dados e distintos^ G~ 

e p variam em K, excluindo-se CT= p= o simultaneamente. 
Um ponto (w^) pertence a uma reta r (x^ = + pz^), se

, tais queexistem valores 6^ e de 6”e
wi Qlyi + Rlzí5

se tal não e possível, (w^) £ r.
Duas retasvcoincidem, se e somente se, todo pontode'cada 

uma delas pertence a outra.
É evidente que por dois pontos distintos passa uma <p. 

Dai concluimos que a reta determinada por doisuma so reta, 
pontos A e B de uma reta r coincide com r.

DEFINIÇÃO 6. Consideradas uma reta r ou

x^ = Cy^ + pzi (i =0, o . o ,N) 
e um ponto P - (w^) <£ r (*), chama-se plano ou P^

ao conjunto de todos os pontos das retas determina
das por P e pelos pontos de P^.

Os pontos (v^) do plano são dados por

wi + Vx..= Iw. + V( (Jy^ + pz±)

de

T(3) vi =
ou V +vi = Tw. + (i=0,o.o,N)Pzi

Analogamente, temos que um ponto P - (m^) 6 

te se, existem valores de "C, ?\, tais que

+ Vi+ (Vi

se e somen-

= Tmi lwi 5
se assim não for, P £ P^.

de PN,Sucessivamente, definimos sub-espaços P^, P^,.. 

com a definição recorrente.
DEFINIÇÃO 7.

• 9

(2 í M 1 N) e um ponto 

P = (w.) que não pertença ao P^_-^ (*)? chama-se gub- 

espaco P^ de P^ ao conjunto de todos os pontos 

retas determinadas por P e pelos pontos de P^^.

Considerados um PM-l

das

A existência aparece no cálculo do nQ 2.

;
I



1

3
Os pontos (x^) de Pj^ são dados

xi=fc vi
por

(i-0,3 »N)(il) • • •

3=o
e os (v^) de sãos

■ £<*v(£vi3)
.3=0

3(5) vi = (jw^ + Vx^ = 6 wi +
...3*0 

,•••yN)(1=0
0 conceito acima não vale se M-l = N, pois, nesse caso, 

não existe ponto que não pertença a PN*
Ao sub-espaço Pj^^ de chama-se de hlperplano»
0 numero M de se denomina dimensão de P^.
Aqui, também, é fãcil A ver que que, escolhidos M+l pontos 
nas condições acima, eles determinam o mesmo Pj^ade PM

2. É de bastante interesse.o: cálculo que faremos a seguir 
dos .numeros de elementos do Pjj. ..

a) Numero de pontos do P^.
0 número das (N+l)-uplas é q^+^ e, excluindo-se a (0,

o número das classes de equivalência é,então:
,0) ,• « a

N+lficam q 1:9
„N+1 1 q rl = = f>N-iqN + q1*'1 +(6) + 1• a •q-1

i=0
b) Número de pontos de cada reta do P^.-

0 número de pontos de umn reta é igual ao de escolhas de 
(G, p) em K, excluindo-se (0,0), a menos de fator de K*, por
tanto, temos:

a2 - 1(7) = q + 1 .

c) Número de pontos de cada plano do P^a 

Com calculo análogo ao caso .b), vem:
al-=-l = q2q-1 4

q-1

(8) + q + 1

mii
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d) Numero de pontos. de um pM â2. pn»
Um cálculo baseado ria expressão (5) nos das

M-i■£'aí=l(9) q-1
i=a

e) Nump-rn de retas de cada plano, do P^0
Baseados na observação da definição 5, temos que cada par 

de pontos -determina uma reta, donde

= (a!|a±iHa!±al = ,2tq+I.A ?q +q-ti,2
Àq+1,2

f) Numero de retas do P^,

(10)

Analogamente ao caso e) vem?

s£<»-\2 (f>"j(E>
-1=0______ _ ,\l=0 l\i=Q

N-i qM+1-l 
;; . 1-3

N-1
(11) Aq+1,2 q(q+1)

= (q,"-D(qN-i) .
■ ^ (q2-l)(q-l)

g) Número de PM do PN„ |j2,pag.327j

o PM e determinado por um PM-1
gamente, P^^ é determinado por um pm-í-i e ^ ponto Q $£ P^^-j. 
Começando-se por i = M-l,

maneiras; a seguir

q+1
N+l

s anàlo-e um ponto P <£ PM-l ’

temos a escolha de um ponto PQ, feita
N-iD»de um ponto Q é P para determinar9

i=0
N-1 N-iP^ e que e de ^ ^q modos; finalmente, um (M+3)Q ponto não
i=0

N-M • oN-i modos• Daí inferimos sDq, depertencente a PM-l
1=0

modos de escolher os M+l pontos do P^.
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Como quaisquer M+l pontos do P^, nas condições da definição 

determinam o mesmo P^, concluimos que devemos dividir o numero 

obtido por

h=0 \ i=0 /
donde

(12)
fít-h l\M

N-M+l(qN+1-l)(qN -D -1)(qi=0 0 0»

M+l MN-h (q - D(q -l)(q -D . o o

h=Ô
\i=0 

Observação s 
de ê dado por 

N+l

Por g) vê-se que o número de hiperplanos P^_^

qN+1-lN-N+l+1-l)(qN-l) . -1)(q (q(13) • o

/ N lW N-l - x (q -1)(q -1) o
que é igual ao número de pontos do P^.

(q2-l)(q-l) q-1o o

De um modo mais geral, o número de P^‘de é igual ao nú- 

de PNo Com efeito, temoss
(qN+1-l)(qN-l) 

k+í

mero de PN-l-k
N-k+1 -1)(q• • o

dU) NO de PK =
-l)(qk-l) (q-1)(q • • B

N-N+l+k+1N+l -l)(qN-l) -D _(q (qo o o

(15) N2 de P N-l-k+1 N-l-kN-l-k (q (q-1)-1) (q -1) 0 0 0

N+l -l)(qN-l) N-k+1li! .(q (q9 • 0

k+1(q (q-1)-1).. o o

Todos os pontos (x^) de um Pj^ satisfazem3. TEOREMA 1.
a uma equaçao

NE(16) A^i = 0 ,
i=0

onde os K e não são todos nulos; reciprocamente, o 

conjunto de todos os pontos do P^ que satisfazem a uma
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equação (lé) é um 

Seja o hiperplano
+ 1"i= Vi°+ N-l(17) N-lyi

e provemos que os x^ satisfazem a uma equação do tipo (l6)• 
Com efeito, o determinante

»• •

x.
1
o

(18)

N-l
I yi

e nulo, per (17)} donde, desenvolvido segundo os elementos da 
primeira 1"r.há, nos dás

5

?T

kcf(19) Vi = 0h

Os nao sao todos nulos, pois se tal acontecesse, a ma
triz í

/ o
/ 7 a

1
yi(20)

I
ivn

teria característica 2N, e, então, seria,por exemplo,
N-l

;
*>

tf i

t o _ , s
J i ' /a Vl

. (21)
S=1

- § e os N pontos estariam num espaço de dimensão < N-l 
hipótese inicial.

Reciprocamente, soja • a equaçao

contra a9

NE
i=0

(22) AíXí - 0
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com os A. í K e não todos nulos.

Suposto Aq f- 0, tomemos N pontos, que satisfaçam (22), a
saber 2

Ai O 5 0)( A 9 1 j 0, 0, o o

o
A2 , 0)(""A 9 ^ 9 ^,(23) 000

o

A N , D •( ~ A 9 0 9 0 9 0,o
Ao

Seja a reta definida pelos dois primeiros pontoss

o m

A2A1x =-(5tÍ- PiTAoO o
= Gn(2i|)

Px2 =

= 0 (i > 3) .xi
0 terceiro ponto não pertence a essa reta (2I4.) e define 

com ela um planos
A A,

-Pã2-^%
*0 = -ffr 

=

x2 = 

x3 =

Oo o
cr

(25)
P

r
d > 20= 0xi

0 quarto ponto não estando nesse plano (25) define com ele 
um e assim sucessivamente, chegaremos a um hiperplano?
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N.A0
x = -a -1 _

1A0

X1= al 

x2 =

• o •

(26)
^2

0000090000000

^íiXN
V

Resta provar que qualquer ponto de (2o) satisfaz», a equaçao 
(22) e, reciprocamente.

Com efeito, substituindo-se as (26) em (22), teremos;
(27) A0(-<*1^-

que é evidentemente igual a zero.
Tomemos agora um ponto (z^) de (22), isto é;

Vo + Alzl +

+ AN^N ’+ hGl+... • c •

\
(28) + Anzn = ,0* i

• O •

e provemos que existem valores dos CT^ para os quais obtemos 

(zi) em (26).
Temos as equações;

1
■

_ cJã =_C7nÍl _ • « •xr na zo
0

= Z1 

= z2< c2
soooooooooooooooooooo

GN ~ ZN

Tomando-se para dl os z^, vemos que, pela hipótese, a pri
meira das (29) é satisfeita.

Passemos a uma proposição mais geral.

TEOREMA 2. A intersecção de um conjunto finito de hiperpla- 
nos de dados por

!!

I /
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+ aoNxN 0 

1NXN

a_+oo o
a, X + J lo o

• O •

= 0+ a0 9 0

(30)

+ amNxN ~ 0amoxo +
é um sub-espaço de P^, se a característica da matriz

aoo

»•«

aoNo » o

(3D
amNamo

for N-r»

se a característica for N-r, teremos em £31) 
um menor de ordem N-r, t 0, que, para facilidade de notaçao, 
suponhamos seja

Com efeito 3

aoo aol 

alo all

a• • 9 o,N-r-l

al,N-r-l / 0(32) • ao

aN-r-l,N-r-l%-r-l, o o • • o

No sistema de equações 

aooxo +(33) = -a. + a " aoNxNo,N-r-lxN-r-l o • •o,N-r N-r• o

. +aa*T -v» i xN-r-l,o o xN-r-1,N-r-l N-r-1o o

" aN-r-l,NXN 

(i=N-r,
Tomando-se para x^ (i=N-r,

™aN-r-l,N-rxN-r
escolhemos arbitrariamente os valores de x^ 

t erminaraos.o s xQ, 
os valoress

• 90

,N) e de-• 90

,N),’xN-r-l* 9 0 00 0 9

(1,0,.
(0,1,

0)• • 5

,0)(3U) 9 9 9

(0,0, ,1)• 99
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teremos os vectores-soluçõ^s do sistema (30) s
I o o 
xo X1 xN-r-l 1 0

xN-r-l 0

0• • •• ■ •

x1 xi ... 01«00

< 0(35)
0 O 0090000000 o o o o O0 0 0 0 0 0 0

r r
xN-r-l 0 0

que são linearmente independentes, pois a matriz (r+l)x(N+l) 
formada com (35) tem caracfceristica r+1, como é fácil ver.

• 0 • 1xo X1

Devemos mostrar que qualquer combinação linear dos r+1
pontos

h, h h (x0 XX h A 
xN-r-l 0 "

e solução do sistema (30),reciprocamente, qualquer solução 
do sistema (30) é combinação linear dos r+1 pontos (36).

Sejam as combinações l.i_neares

(36) 0)io o _L0 9 9 • 09

X_ = X x° +oo lo r o

Vi + Ví +
o

^ xí*X1= 0 0 0

o o o ooooooooooooooo

AoxN-r-l+ \xN-r-l +

+ ^rxN-r-l

_ qX.TN-r -1 o • o

(37)
i i «

■ \xwN-r.
oX,T *i-1

0 0 o o OOOOOOOOOOOOOo 9

' XN ~
Çue e sclvção de uma equação de (30), i.eoS

q Y -u o Y X
OjN-t-1- N-r-1 ' o,N-r N-r '

Verifiquemos
aooXo + aolXl + 0 0 0 • o o

ol+II+ ai <1 •
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= Vaooxo + aolxl +

+ Vaooxo +

x2 ) ++ a+ a• 90 o,N-r-l N-r-1 o,N-r
1 ) ++ a + ao,N-r-lxN-r-l 

+ a

«• •• • • o,N-r 

+ a+ Vaooxo + xr
o,N-r-lxN-r-l

e igualha zero, pois as expressões entre parênteses são nulas, 
por hipótese*

)• • o • • o o,N-r

Analogamente, pode ser feito com as demais equações. 
Reciprocamente, seja a solução do sistema (30)

(38) yN)
e vamos mostrar que existem valores de 0^ em (37), que permi
tem encontrar (38).

Como se sabe da teoria das equações [31 - vol.l], o vector
solução Y e combinação linear dos (35)? donde o teorema esta 
provado.

(y0 yi • • •

----o—

§ 2Q - ESPAÇO PROJETIVO

1. Vamos verificar que o nosso espaço P^ e pro.letivo, i.
e., os seus elementos satisfazem aos postulados de Veblen 
[3“Pags.2Í4.192Íi2j s

Iv) Dados o§ pontos A e B (A í B), há uma e uma só reta 
que contem ambos A e B.

Ily) Se os pontos A, B, Ç não pertencem a u*a mesma reta, 
e se uma reta r contêm um ponto de AB e um ponto de 
AC, então, r e BC se cortam.

Illy) Se M<N, há pontos em P^ que não estão em P^.

IVy) Cada reta contêm, pelo menos, três pontos.

Vy) Não há ponto que não pertença ao Pjy.

a

i

Diante das definições, considerações e cálculos do § 1°,
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03 postulados Iy, Illy, IVy e Vy 

então, o postulado Ily
Sejam os pontos A=(v^), B=(yn) e Ce(z^), 
Consideremos a reta ABt

xi=
e o ponto D £ AB, dado por

são imediatos. Examinemos ,

* *

= \ ( i “0, o o . 9 N)(1) V. +O 1 lyi

f\yi •(2) ai = Povi +
Na reta BC

(3) Vlzi5xi s Vi +

seja o ponto E dado por
(U) bi = Vi + °'].zi ■

Suponhamos que a reta DE não passe por A e C, senão a pro
priedade esta provada.

A reta DE ê dada por?

vV. r

(5) + 'C1bi .Vi:ci=
SvlstituincLo-se (2) e (l\.) em (5), vem?

xi = V PoWi) + ri( W^i’ = !(6)

("CoPi + )7i + Vizí •
Comendo-se em (5) £”0 e não todos nulos, tais que

'Co Pi +, Vo = 0 ’ 
t0 =

= co Povi I
«

ou seja
= -plh: e 91i remesa _cripizi=<ypy.O' O 1(3; xi 9í

que a um ponto de AC,

—o —
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§ 3q - ESPAÇO VECTORIAL ASSOCIADO AO PN

Consideremos todas as (N+l)-uplas e demos as seguinteslo
definiçõess

,x^) ea) Dadas duas (N+l)-uplas (x^x-p» 

soma das duas é a (N+l)-upla
(vy0’ xi+

• o •o o

9 x^+y^) "0 0 0

b) Produto escalar de um elemento Q<€K pela (N+l)-upla 
,xN) e a (N+l)-upla(x0,x15. o 0

O O • , Xjg ) o(C<XQ, CX ,

Com estas definições, é fácil ver que oAconjunto de todas 
as (N+l)-uplas é um espaço vectorial sobre o corpo K
[37“'PagSo7 98; 38-pagso 167,168] .

,xN) não nulo de VAssociemos a cada vector (xQ,Xp
o ponto do P^p definido pela classe de equivalência da qual um
representante^e a (N+l)-upla dada pelo vector» 
cada vector não nulo do V

N+l90 0 0

^__ ______É claro que a
corresponde um e um so ponto doN+l

PrN°
,xN) do PN provem do 

,xN), com
Por outro lado, cada ponto (xQ,Xp 

conjunto VJ dos vectores Ç\(x0,Xp
Ha, então, correspondência biunívoca entre os pontos de PN 

e os conjuntos V* de V^+p
DEFINIÇÃO 1. Chamamos V

ao espaço projetivo Pjp
DEFINIÇÃO Z. Se Q=(xq,x^^, „. • ,xN) é um ponto do P^, cada

• »•

ooo

de espaço vectorial associado 

|3Íi-vol. 11, pags«ibZ, llí3]
N+l

um dos vectores
rX$-( /\XQ, ^ X]_9 ^xN) (/\ £ K*)o • e ,

e denominado vector-coordenada de Q Q5i-v0l.II,do V 

pag,lii3] .
TEOREMA 1. 0 conjunto de todos os vectores-coordenadas

dos pontos de um PrC Pj^ mais o vector nulo e um .

N+l

I
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ViC vN+r
Recíprocamente„ o conjunto de todos os pontos cujos vecto- 

res-coordenadas pertencem a um mesmo
titue um PpC Pjg |jl“Vol.II,pag.li|ii].

Seja um Pp Ç PN dado por

,cons-

r
(1) (i=o, ,N) .xi = • • •

t;=o
as(yj)É fácil ver que: a) os r+1 vectores-coordenadas

r são linearmente independentes; b) quaisquer 
r+2 vectores-coordenadas dos pontos de Pp são linearmente de
para s=0 5 • • • 9

pendentes.
. —>> Aa) Com efeito se os a fossem linearmente dependentes, 

tão, haveria a relação
en-

rE«s*s = 0 ’

com os 0( nao todos nulos; então, suposto t 0, teríamos: s o

(2)
\

s-0

r
(3) a^ - o ai i 9

i=l
c*i

h = - (i=l, 9r).com o o «

«o
De (3), decorreria para as componentes: 

y° =
r

(h) i j 9
i=!

e o ponto (y?) pertenceria ao espaço P 

riando a definição de Pp.
b) Se houvesse r+2 vectores-coordenadas b_ (s=0b

linearmente independentes, então, pela (1), teríamos:

dos demais, contra-; r-1

r+2), • •.,
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s-* ,r+l)(s=0,(5) bs /iai • • •

i=0
Os r+2 vectores,. então, pertencem ao mesmo espaço Vr+-^,

gerado pelos "a_, logo não podem ser linearmente independentes.
Disto inferimos que qualquer vectorj^coordenada de pontos

gerado pelos a e qualquer vector deode Pr pertence:
exceto o vector nulo, é vector-coordenada de um ponto de

ao Vr+1
Vi>
pr °

Recíprocamente, escolhamos entre os vectores de V , r+1 

linearmente independentes as~(y^) para s = o,...,r, formando
uma base de Vr+r

Todos os vectores de V são da formasr+1
r

<*i>= <C Ví>-(6)
s=0

Os r+1 pontos (y^) não pertencem a um mesmo P 

teríamos, por exemplo,
s enao,r-15

r
o s(7) syi

S=1
dependentes.e os vectores a seriam linearmente

O

Concluiraos que todos os pontos (x^) constituem um mesmo

PrC PN*
DEFINIÇÃO 3. Dados o Pp e o Vp+^ correspondente, cada um 

é associado do outro.
corresponde um Pp, a Vg+^ um Pg, e 

se PpCPs, então, Vr+-^C Vs+^0 Reclprocamente. de
VlCVs+l seeue"se PrCPs-

Seja Pr d Pg. Como r<s, podemos indicar os pontos de Pp 

e P , respectivamente pors
3

TEOREMA 2. Se a Vr+1
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.,v?(8) ,N)(1=0xi = • • •9

m=0
et

(9) ,N) .(1=0,xi = 0 0 0

ra=0
Os vectores-coordenadas dos pontos de P são, então, 

nações lineares dos vectores ara=(y.), m = 0 

cem ao V
vr+i c V

combi-
,r, que perten-• 009

donde, todo vector de Vr+-^ pertence ao Vg+-p i.e.,s+1’ 
s+1*

Reciprocamente, se V então, tomadas as bases der+lcVs+l> 
respectivamente sV e Vr+1 s+1

-+ _/ HK ,s)(m=0,

temos que os pontos de Pr e Pg são dados pors

,r)t (m=0,e 90 o O 0 0 0

r
(10) xi =

m-0
(1=0, »N)e • oo

s

Kft ■cu)
m=0

Cs pontes de Pp são obtidos dos de Pg, para - 0 

= r+1,.. o 5 s), logo PpCPs,
Deste teorema, segue-se a unididade do espaço vectorial 

associado ao projetivo, e reciprocamente; justificando-se, 
também, a definição 3»

(m

ã

5
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§i[Q - DEPENDÊNCIA LINEAR E CONSEQUÊNCIAS.

Sejam os pontos A^=(x^) para j = 0,1, 

do PN. Dizemos que os A. são linearmente independentes (ou de-
N ^pendentes),quando e somente quando os vectores-coordenadas de 

Aj (j = 0,.o,,k) são linearmente independentes (ou dependentes)
|jl - vol.II, pagolIUi].

É essencial mostrar que a definição não depende do conjun- 
to particular de vectores-coordenadas dos pontos.

1. DEFINIÇÃO 1. k• • •

5 O O • , Q]£— (v^) •

, _ak=(vi),
Sejam os k+1 pontos Q0=(yi), Q1=(zi) 

tores coordenadas são ~ã*=(y.), an=(z.),
—> ji ^
b0=(h0yi)9 o1=(h1zi),o.. , bk=(hkvi^9 cora h.í K*.

Os vec-
ou0 0»

Se os ~a^ são linearmente dependentes (ou inde-* 

pendentes), o mesmo acontece com os bn. e reciprocamen-
te.

Suponhamos que

TEOREMA 1,

i

k
(1)

i=°
Ol^ não todos nulos»com os

De
kE kE *1 h. bi 5(2) «iai

i=0 i=0
segue-se que, para |3i = -£7 j (i=0

(3±b± = 0 ,

,k),, • o •

k
(3)

i=0
onde nem todos os (3 ^ são nulos»

Reciprocamente, de (3) e do fato de ser

È&vrk Pihiai 9Oi)
/i=0 i=0
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segue-se (1), o que prova a afirmação-.

É fãcil ver, por absurdo, o que acontece no caso da indepen
dência.

Um ponto (x^) é combinação linear dos pontos 

,k), se tal acontece com os vectores-co-
DEFINIÇÃO Z.

(yf) (s=o,.., 

ordenadas X=(x^) e as=(y^).

DEFINIÇÃO 3- Chama-se espaço-união de um conjunto de pon
tos Q. a um espaço tal ques

a) Se Pp contêm todos os Q
b) nenhum espaço P

PqC Pr5
(i 1) contém todos os Qj_.

i9
q-1

É fãcil ver que o espaço-união contém todas a.s combinações 
portanto, os sub-espaços por eles determi-lineares dos Qj_

nados.
e P„ e oDEFINIÇÃO U. 0 espaço-união de dois espaços Pr

é o espaço^união da reunião PrU?s 055 -
Observação, a) Dois pontos coincidentes são linearmente 

dependentes e vice-versa$ b) dois pontos distintos sãò linear
mente independentes e vice-versa; c) r+1 pontos linearmente 
dependentes pertencem a um mesmo sub-espaço Pp_< (i 1 l) e vi-

6

ce-versa; d) r+1 pontos_linearmente independentes pertencem a
(i > 1) e vice-versa.um mesmo P^ e nao a um Pr-i

A intersecção [jJÇ-pag.ÇU dos conjuntos dos pon-
e um

TEOREMA Z.
~ *tos de dois sub-espaços Pp e P^, nao sendo vazia, e 

sub-espaçoo
Consideremos os espaços vectoriais associados Vr+^ e Vq+19

com

Vi ^ Vi = Vi -
é um espaço vectorial associado de um P^, queEntão, Vh+1

vamos provar ser ?rnPq.
Primeiramente, vemos que, como e v

então, pelo teorema Z do §3Q? segue-se que ^h^ Pr e
donde P^ C P^ C\ P n r q

C Vq+19 
PhCPq9

h+1
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Por outro lado, considerado um ponto P€PrnPq, temos que 

P € Pp e P € Pq9 donde o vector-associado de P pertence a
e a Vq+1 e’ P°rtant09 a Vr+In Vq+1 
do § 32, temos que P£ Ph, logo

Pelo teorema 2,= Vh+1*

Concluímos, assim, que P^ = PpnPq.

No caso em que prnPq= 0, então, vr+]/^Vq+i 
vector nulo,

TEOREMA 3o

se reduz ao

Se Pi é a intereecção P_ n P_ de dois sub-
ri r2

espaços, P o espaço-união de P U p-p
12

relação

, então vale a

+ r^ = i + u ,
-1, o caso de P„ C\ P„ 

rl r2

ri
= 0entendendo-se, 'para i = 

[3i-v0l.II, pags.lÍ4-591^6 e 1^7] -

os espaços vectoriais associados, Cha- 

e U a soma [31-vol• Iç38,pag.l7C0 ,

Sejam V e Vr1+i
r1+lnVr2+l

Vrl+1 + Vr2+1 *
Suponhamos que as dimensões de I e U sejam i' e u1•
Se I não for o V0, então, e associado de um espaço p^f_q. 

Por outro lado, U e associado de um espaço pu,
Pelo teorema anterior, P^

Í = Í1 - lo

Provemos que o espaço-união P de P
X1

r.+l2
memos I = V

t

-
-1°

= PrnPr 
rl r2

e, portanto,1 -1

e Pr e o associa-
2

do de U.
Chamando P ao espaço associado de U, e levando em conta 

que todo vector de U e da forma ^

a2^ Vr +1’ temos que vr +}C U e Vp +1CU, donde Pr C P
P C P (teorema 2, do § 32). 
r2

onde 6 V+ a rq+1 eal 29 1
e



-

20

I então, o espaço 

(teorema 2,
um espaço que contenha P_ e P

, rl r2
vectorial V, associado de P* contem V

§ 3Q)? logo, contem o vector a-^ + a^,
P'DP.

Seja P ?

r1+l e Vr2+1
donde V3U e, daí,

!'' •

Por outro lado, nenhum espaço P,T de dimensão menor que a
, pois se tal acontecer, então, o espaço■

de Pr contem P (J P-*,
1 2

•vectorial V,f associado de P” estara contido em U, o que e ab
surdo.

9

Concluimos assim, que <P é o espaço-união de Pp

Como U é associado de Pu, então, u = u*-l-

e Pr e, 
r2

então, e P “ Pu*

Pelo teorema da dimensão de espaço vectorial [38-pa^l79? 
18o] , temoss\

h-

(5) Ir1+l+r2+l=i i + u ,
ou\
(6) + 1 — i + l + u + 1 j+ 1 + r->ri
ou ainda
(7) + r2 = i + u ,1
o que prova o teorema.

No caso em que I = VQ, então, vem na (5);
r-j. + l+r2 + 1 = 0 + u(8) u']

OU
r^+ l+r2+l=u+l ,

ou seja,
(9) u - 1 .rl + r2

Vemos assim que a (7) é verdadeira nesse caso, para i = -1.H 2. DEFINIÇÃO 5. 0 conjunto de r+1 pontos linearmente inde
pendentes e dos espaços P^ (i<r) determinados por
chama-se simplexo r-dimensional.

eles

Vamos calcular o numero de simplexos r-dimensionais de um
^ub-espaco Pp £g PN.
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0 simplexo da reta ê dado por dois pontos distintos; então,

no Pn temos1
r = gíq*1) (q2-l)(q2-q)
Vl,2 2

simplexos distintos uni-dimensionais

No P.TO temos o produto de 

N+l

(10) 2l(q-l)2

N9
-1)(qN-l)(q (nS de retas do Pw) por

(q2-l)(q-1) N

q(q+l) simplexos do P-p2
isto e,

N+l -1) (qN-l)qTfr+3^._ l.Xa
2T^L(q-D(q-D

N+l N+l(q -q)-l)(q(11)
(q«l)22

simplexos S-p 

No P
produto de

o simplexo é um triângulo e a escolha ê dada pelo29

q3-l
(nfi de pontos do P^) porq-i

3q -q (nfi de pontos do P^ distintos de um dado 

ponto) por
q-i

q3-i q2-l
—■y" (nQ àe pontos do de ‘uma reta dada)q-i

dividido pelo numero de permutações dos tres vertices, isto e:
(q^-1)(q^-q)(q^-q2)

(12) simplexos
3* (q-1)3

No P temos o produto de 
N+l -l)(qN-l)(qN_1-l)(q (na de P£ do PN) por
(q3-l)(q2-l)(q-1)
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(q3-l)(q3-q)(q3-q2)

simplexos do
3« (q-1)3 •

isto és
(13) (qN+1-l)(gN-l)(q^'1-!)(q3-l)(q3-q)(q3-q2) =

3* (q-l)3(q3-l)(q2-l)(q-l)'

I (qN+1-l)(qN+1-q)(qN+l -q )(q3-l)(q2-l)(q-1)
31 (q-l)3(q3-l)(q2-l)(q~l)

(qN+1-l)(qN+l -q)(qN+1-q2)
31 (q-1)3

No Pr, o número de simplexos Sp é dado pelo produto de

qr+1-l (n^ de pontos do Pp) por
q-1

qr+1-q (nQ de pontos distintos de um dado ponto do
V»i r-1 por

nr+1 r£q -q (n? de pontos fora de um P^C P ) por
r-1

qr+1-qr
(nQ de pontos fora de um Pr_]_C Pp) 

dividido pelo n& .. (r+1)! de permutações dos r+1 pontos, i.e..
r-1

r
r+l i

a. -qau) r+1(r+1)1(q-1) 

o número de simplexos Sr é dado pelo
i=0

Finalmente, no P^, 
produto deIf N+l-l)(qN-l) N-r+l(q (q -1)t « t (n2 de Pr do P^), por

(qr+1-l)(qr-l) (q-1)l » i •
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r+1-qr)(qr+1-l)(qr+1-q) (q , isto Ô9

0 0*

r+1(r+l)I(q—1)

r+1-qr)r+lr+l(qN+1-l)(q"-l)N N-r+1 (q-l)(q -q)-l)(q(q • • •0 0*

r+lr+l -l)(qr-l) (q-1)(r+l)l(q-l) (q • 00

r+l( N+l n vt (q -1) (qN+l N+l -l)(qr-l)~qr)(q (q-l) _(q-q) • • •000

r+l r+l -l)(qr-l) (q-l)(r+l) I (q-l) (q 000

_ (qN+1~l)(q N+lN+l V)-q) (q000

r+l(r+l)1(q-l)
ou sejas

r
N+l1 -q^) simplexos Sr no P^.(q(15) r+l(r+l)J(q-l) i=0

3o Vamos agora calcular o numero de pares de .sub-espaços 
do PN? cuja intersecção é um sub-espaço dado (3^-pags.l76?177j •

A escolha, no P^, de um sub-espaço Pp pode ser feita de 

(qN+1-l)(qN-l) N-r+1 -1)(q0 0 0(16)
(qr+1-l)(qr-l) 

modos diferentes, conforme § 12, 2, g).
Analogamente, a escolha de um num Pr (dír) pode ser

(q-l)oao

de
r-d+1(qr+1-l)^qr+l -1)-1) (q000

(17) d+1 -l)(qd-l)(q (q-l)000

maneiras diferentes»
Procuremos um Ps em P^ tal que PpnPs = P^»
Comecemos por tomar um ponto P^ tal que Q-jÇ£ Pp5 o que 

se pode fazer de
qN+l-! qr+1-l qN+1-qr+1 qr+1(qN-r-l)

OS) q-l q-l q-lq-l



1
2 h

maneiras.
A seguir, tomemos com ^ pr+]_° onc^e p

paço-união de Q-^ e Pp. Isto pode ser de

qN+1-l qr+2-l

e o es-r+19

N+l r+Zqr+2(qH-r-l.1} -qq(19) q-lq-1 q-l q-l
modos o

Assim, sucessivamente, ate chegarmos a escolha de um ponto
& pr+s-d-l’ onde Pr+s-d-l e 0 espaço-uniao 

e Pp, o que pode ser de

N-r-s+d+1

^s-d ^ PN5 
de Q-pQ^?,

com Q s-d.
Qo e o s-d-1 

r+s-dq -1 _ q

9

N+l r+s-dqN+1-l r+s-d -1) q(q -q(zo) q-lq-lq-l q-l
maneiras diversas.

Por outro lado, dados os sub-espaços Pr e Pg que se cortam 

em P^, o ponto Q-^ pode ser escolhido em Pg e fora de Pi. de

_s+l -i .d+l s+1 r.d+lq___ __ q -i _ q -q q
q-l

modos diferentes.
0 ponto no Pg e fora de P 

escolhido de

qs4'1-l
q-l

processos diversos.

d5k
d+l s-d -1)(q(21) q-l q-l q-l

união de P^ e Qp pode serd+l5

3^-1 _ „S*V+2 . ,d*2(qs-d-l -1)(2Z) q-l q-l q-l

Sucessivamente, o Qs_^ £ Pg e Q 
nião de P^jQpQ^

qS+1-l

<$. P = Ps-1’- - d+s-d-1
^s-d-1 P0(^e ser escolhido de

s-d
, • • o ,

= a!!V _ qS(q-l) q-l
■i (23) sq-iI = qq-i q-lmaneiras díferent

0 número de possibilidades 

Prr^Pg = Pd, é dado pelo 
(18), (19),(20),
(22) e (23),

es.

da escolha de Pp e Pg, tal que 
produto das expressões (16), (17)? 

lsto4Slaido »*°
V

Produto das expressões (Zl),
‘
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A expressão final e;

s=à=.lr N-r-i q -1„(s-d)(r-d)ft qN+1_Í-l
H r+d-i s-d-i_1

1=0 *(2U) i=0 *
d

d+l-i(q -D
1=0

—o—

§ 5e - COORDENADAS PROJETIVAS

1. Tomemos r+1 pontos independentes Q ,Q^, 
e sejam Ax^ os vectores-coordenadas dos Q^.

Um vector-coordenada de um ponto Q€Pr

ti* i

?Qr em PrCPN• O O

é dado por
r

—>(1) X =
i=°

onde os não são todos nulos»
Consideremos um outro vector-coordenada Y de Q. Então,

vale

~Y = Ax (A 6 K*)(2)
e, também, r

Ct#i •(3) Y =
i=0

De (1), (Z) e (3)? decorre
\ V r\ \ \ —
Líjíxí= aLhíxi

iII ou

E<Pi -AHl>Xi(li) = 0.

Como os vectores X^ são linearraente independentes, então, 
de (li) 9 vems

4

i
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'X (i=0,
Deste modo, a cada ponto Q <£ Pp correspondem (r+l)-uplas

»9|ir) que diferem entre si por um fator X € K*,
não são todos nulos Qjl-vol,II,pag.li|8] .

Reciprocamente, tomemos uma classe de (r+l)-uplas 
) que difiram por ^6 K*, onde os

A uma (r+l)-upla, corresponde o vector

(5) n = n • • •

a1’ O o

onde os

todos nulos.
nao sejamY±

r
(6) X

i=0
• ,A|ir) da mesma classe corresponde o 

r
f\ r Vv —>

Y =
^ i=0

Aos vectores /\X corresponde um s6 ponto Q £ Ppo
Naturámente, a correspondência biunívoca entre os pontos Q 

e as classes das (r+l)-uplas depende dos pontos e dos vecto- 
res-coordenadas X^.

Se X^ e sao dois sistemas de vectores-coor-
de tal modo que as (r+l)-uplas 

de um ponto Q sejam de mesma classe, então, 
onde 7\ €. K* e reciprocam ente |j51“VOl, II,pag.lZj8j«

outra (Xe a uma 0 •

vector

(7)

TEOREMA 1.
denadas dos pontos Qi5

Com efeito, se X^ e Y^ sao dois sistemas de vectores-coor- 

denadas dos pontos Q então,i5
—i> r\ —>Yi - V (Xj€ k*)(8)

Dado Q, vem para os seus vectores-coordenadas, de acordo com 
a hipótese

r*-1(9) r íxí
i-0
r
\ \ —>

Z../ fTAY ~ (p e k*) .
i ii-0
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r\ -*•Y = AX5É claro que donde

CpPA = '''Cpí*(10)
i •

Mas, por hipótese,
Y. = ^ ,

donde vem em (10);

(11) X. , ou

(12)
1 = 0L__/ |i

e como os ji^ não são todos nulos, concluimos ques

p\
\ X. . 1*1donde os Ysao todos iguais e i

\ = 'AXy ( /\ € K*) ,Recinrocamente«
um mesmo ponto Q pertgncem àj^esma classe 
vectores-coordenadas X^ como Y^*

as (r+l)-uplas de 

tanto no caso dos
se

9

\
Como

Y =<X X,
e

2_yPiX t emo s sY = PiYi Xe i9

Ã =CI «T 6 K*).(13) PiXi
por hipótese, donde se inferes

X críi

Mas, Y± = /\ Xi9

Cp iH=E(1U) cr
ou

= 0 o

Como os vectores X^ sao independentes, temoss

^ -cr(15) o ,Pi =
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isto e,
cem à mesma classe.

DEFINIÇÃO, No caso examinado, diz-se que em P■ foi estabe-
1 Alecido um sistema de coordenadas pro.ietivas homogéneas 

relativo ao simplexo fundamental dado pelos e o pon
to unidade U, isto é, o ponto que corresponde a (r+1)- 
upla (1,1,. . .,1) [j>l~vol.II, .pag.llj.93

Indica-se o sistema por (Q0,Q
de um ponto Q por

2„Escolhidos,.arbitrariamente, r+1 pontos linearmente indepen
dentes era Pr, vamos ver se ha alguma restrição na escolha de U.
A resposta e dada pelo . _ .

( 7-6 K*), e as (r+l)-uplas perten-n = t Pi

1,...,Qr|U) e' as coordenadas
5fiJ-o . o

TEOREMA 2. Quaisquer r+1 vectores dos r+2 vectores-coorde- 
nadas de ÇK e deU são linearmente independentes 051—vol.
II,pag.150'3 « % •

Como U=[l,l ,l], então, o vector-coordenada V e,os vecto- 
res-coordenadas Xl de estão ligados pela relação r
(16) v J5 J^o + xi +

Vamos provar que V, XQ, Xn,. 
pendentes. Com efeito, se assim não fosse,

*?± •

+ XrO • •

¥

são linearmente inde-Xr-1• • ,

r-1V = E(17)
1=0

(16),
(1-\)X0 + d- \rx--L +

De (17) e vem?

+ (1“ Vl)Xr-l + *r= 0
donde os X^ nao seriam linearmente independentes,, contra a hi
pótese.

(18) .«.

Escolhido V, de modo que quaisquer r+1 dos r+2 

X^,.,., Xp, V sejam linearmente indpen
dentes, então o ponto U, cuja vector-coordenada è V, 
tem coordenadas 01,l,...,l3«

Com efeito, temos?

TEOREMA 3*
vectores Xo5

(19) V = poXo + + prXr• « t

á



30
com pi é K*, por causa da hipótese.

Tomando-se para vectores-coordenadas dos pontos Qj,,

Pixi = Yi?
(20)
o que prova o teorema,

3* No espaço Rj ,
( Qq ? Q]_ 9 • • # ? Qjj IN; •

teremos?

+ YV = Y0 + Y1 + 0 o o r

teremos, então, o sistema de coordenadas

TEOREMA U. É sempre possível escolher um sistema convenien
te de coordenadas, de mo^o que as coordenadas de um pon
to Ps(,x^,, o •,) sejam [xQ ,x^,.., ,x^] (jjl-vol# II,pag.
15lJ •

Escolhamos9para pontos Qi?os pontos
(0,0 0),, ,00o o 9

i
e para U, o ponto (1,1,..,,1)} 0 vector-coordenada^X de um pon
to Pf(xQ,x-p ..,,x^), cujas coordenadas no sistema são

, será dado pors9 « , e ,

N

1 = Efa(21)
i=0

ou, usando as componentes,
(x09X19 9o) + Yi (0,1,0, • * •, 0) +

+ 9 # 0 0 9 ^.~ ^oíj^l

*i =fi

X-kt ) |J-q ( 1 9 0 , 0 b o OOP000 ’ N

)jf^No«ooeo

e daí.

9XN-10Cx0 9 xi 90e as coordenadas do ponto sao o •

U. Examinemos, por fim, o problema da transformação de co
ordenadas [31-vol.II,pag.l53l •

,Qn)U) e sejam os vec-Consideremos o sistema (Q0jQ;p 

tores-coordenadas de Q
0,0

i5 e
N

C1! o de U,
i=0
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yN],xN) tem as coordenadas [y0?y^ 

o vector-coordenada de Q e, por definição,
Se Qsíx^x-p 

sistema dado, então
no, • 0 •,O 0 o

? N
Eyi“i •(22)
i=0

^Seja, agora, o sistema particular em que as coordenadas de 
Q são lxq ,x^,... ,Xj^| • Teremos;

NE = ^(x0,x15

ou, designando as componentes de "a^ por (a0i»aii>

»xN)(23) o o •

i=0
)a• O • , Niy ’

N
) / yi^aoi,ali» ) = ^( jXjj)*(Zk) x0»xl’’aNi oooe o •

i=0
De (2ii), vem;

+ aoNyNxo = aooyo + aolyl + • to

(25) OOOOOOOOOQOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

+ aNNyNXN = aNoyo + aNlyl +
Indicando-se as coordenadas [y/] e [xj pelas matrizes

o o o

/x°\
X1

yo
yl(26) X =Y =

XN 'yN
e designando por A a matriz nao singular

aoo aol 
alo all

a• 0 o oN
alN• oo

(27) A = • • •

aNo aNl
podemos usar a notação matricial para a transformação dada pela 
(23);

a• • o NN

)y = ax ,
Como A e não singular, teremos a transformação inversa:

(28)

y
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'Aa"1Y = A_1AX(29

OU
ir X = A*’1Y .AÊ fácil ver que para cada matriz não singular A, existe um 

sistema de coordenadas (Q0?Q]_5 • • • (U) 9 cujas transformações
em que as coordenadas de Qr(x0?Xpo.. 5x^) sao

,xN], são.dadas por (28) e (29).
5. 0 caso geral entre os sistemas (Q0?Q]_?

LnIV)9 fazemos por intermédio do anterior»
,x^), respectivamente, nos dois sis-

• ?yN-J e Cz0?zl5” >ZN-1 •

para o sistema 

Cxo’xl» • • •

e000

í^o9 ^190 
coordenadas de Q=(xq,x-p» 

temas: 0o?y15

Sejam asO • ^

0 o

Teremos so o

'Ay = ax(30)
e
(3D = BX .pz

De (3D9 vem?
rX = B-1Z .(32) P 'Ay = adb"1zDe (30) e (32)9 temoss oup

r- Y = AB"1Z(33)
P

que 5 juntamente com

t Z = BA-1Y(3b) A
nos dão as expressões da transformação»

6. TEOREMA 5- Um sub-espaço Pr não muda de dimensão por
uma transformação de coordenadas»

É suficiente mostrar que os pontos (y^), para s = 0,
linearmente independentes, continuam a ser linearmente indepen
dentes >

000

se os vectores Yg5(y^) são linearmente indepen-Com efeito, 

dentes, então a matriz NxNs
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yG- yN• • •

yNy1" o o o o

Y1 = 0 0 0 o

r
yN(35) o o «

0 0• 0 O

o o o o

0 0e o o

tem característica r+1, e aplicando-se a transformação

(3<S) g
para cada vector (y^),

X = A Yp
vems

Pxo = aooyo + + <feNyN 

+ alNyN

o o o

) px!= aioyo+ • oo

(37)
4_ooqooooooooooooooooooooo

g
+ aNNyNfxN = aNoyo + O 0 O

Mas podemos colocar, pela (37)
Xq 0 0 o o 0

xr 0

x° •• aoN\ /yC vl 0...0
y^ 0..,0

\\ (aoo aol 00 O 0 O O 0o

yío 0 alo all alNX 0 0 0 0 o o 0 0 00 0 0

(38) p . 000000009000000 0 o o OOOOOOOOOO 0 O 0 o o o

0 ) Vno aNl
°\ /Eaoiy0iEaoiyli
0 = E aiiy° E aiiyi

yN« o. yN

E-aoi'i 

E aiiyí°

\ x° 

ho

Xr0 aNN/o o oo o u0 0 0

ou
1 y<o0 oXq 0

xr 0
I o o o

Xr ;0

°\xo’ 
o 1

0 0-0 0 0 00 o »

0p x x
| OOOOOOOOO

0 0 9O 0 Oooo 0 0 0

000000000000000000000000000000000009

\ 0 1 
\x X 0 / \ E aNiyi E aNiyi __

ou então, chamando de Xn a matriz do primeiro membro,
pX1=AY4.

E aNiyi^’' * //
0 0 0 0 0 0

1
Como A é não singular e Y[tem característica r+1, então, a 

característica de AY^e, também, r+1, o que demonstra o teorema,

7 A *
5

Ôr -v. f •
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§ 6Q - COORDENADAS DE HIPERPLANO 

!• Um hiperplano do Pjj tem a equação?
N£(D = o ,uíxí

i~0
onde os não todos nulos.

N£ = 0 representa o mesmo hipeipLano (1), entãoSe vixi
i=0

a matriz
uo U1 UN.00

(2)
vo V1

tem caracteristica 1 e, portanto,
ui = 7^ ('A € K*) .

as (n+l)-uplas u^, a meno.3 do fator 7\ € K*, determi-

VN

(3)
Assim,

são denominadosnam os hiperplanos e, por conseguinte, os u^
coordenadas dos hiperplanos (3i-v0l.II, pag.l59]«

/ ? ^ , Verifica-se que o numero de hiperplanos também, por este
caminho, é dado por

qN+1-l(U) q-i
Z. Calculemos o numero de hiperplanos que passam por um

PN-2’
As equações de dois hiperplanos por um sa0 ^ac^as P°r

Eaixi= 0 ai
(5) com

Ebixi= 0 bi / 2
Daí, concluimos que todo hiperplano por esse P^_£ 

coordenadas s
tem as

Vivi= Vi+
^o e ^1 nao nu^os ao m®smo tempo.

Disto decorre que o numero de hiperplanos pelo P^_£ e dado

(i-0,.,.,N)(6)
com
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por

s£zi .(7) q-1
De ym medo geral, o número de hiperplanos que passam por um 

PN-M-1 e dad0 por
qM+l_i
q-1

§ 72 - DUALIDADE

Ja tivemos oportunidade de ver que o numero de ?rC %
de PNo Vamos9 agora, provar que

1.
e igual ao numero de
os cinco postulados de Veblen são verdadeiro-s, quando se toma 
para ponto PQ, um P^^J para reta Pp um P
PN-r-l#

-r-1

e para Pr, umN-2

Iy) Para dois P^_^ distintos, existe um e um so P 

qual eles pertencem*
Sejam os P^_^ distintos dados por?

N-2 ao

NE aixi = 0
(1) i=0

N

E b.x. = 0í í

al aNao o o o

de característica 2. 0 conjunto de

conforme vimos no § 12,teor.2*

dois a dois

com
,bo bl ... 

pontes comuns a eles e um P
bN0 9 0

N-29
Ily) Dados os hiperplanos Ajj_p ® 

distintos, não pertencentes ao mesmo P^_p escolhidos um hiper- 

plano D^_p distinto de e de B

e CN-l N-l9

e pertencente aN-l
an-iO bn-i 
^N-l e PÇ^encente a 
nos

= R e um hiperplano distinto de e de
AN-1 ^ CN-1

N-2
então, os hiperpla-= LN-29

e se cortam num PN_2, que pertence aos hiperpla-°N-1

-I



e Cnos B N-r
hiperplanos A™ p

N-l
Sejam os B dados pelas equa-e CN-l N-l

çoes ? NEN

ENE ci*i = 0 •aixi “ 0(2)
i=01=0

Como os hiperplanos não pertencem ao mesmo
ao al

1=0
a matriz-29

aNcoo

(3) bo bl bN• • O

co C1 CN• t 5

tem característica 3 e a interseaç&o 

Um hlperplano D
e um PN-3°

= Aj^ O Bj^ tem a equação 

+ bNxN^ = 0
onde os r\Q, ^ pertencem a K*, por ser distinto de Ajj_^ e 

de B

pelo RN-l N-2
^o(aoxo + 5 A(boxo+(U) + aNxN• 00 • o o

n -y
Analogamente, um hiperplano EN_1 pelo LN_2 = AN_1 ^ C

tem a equação

Pl(c0Xo +

N-l
e distinto de A e de CN-l N-l
(5) ?o(aoxo + 

com |io, pertencentes a K*.
Jm hiperplano pelo Pj^, intersecção de Bj^ e Captem 

a equação?

+ aNxN^ + + CNXN^ ~0 » • o«o

(6) «<Vo +
com C><, p não todos nulos•

Da mesma forma, os hiperplanos do Pintersecção de 

DN-1 e ®n-i a equação?

+ bNxN^ + + CNXN^c,x + 0 o0 0 0 • 00

:
)+A^(b +bNxN)J +(7) )(D0(a0x0 + oV

+aNxN)+fl(c
Devemos determinar 0( , (3, Y, <5, de modo que (6) 

presentem o mesmo hiperplano. Para isto, e suficiente

+aNxN 0 0 0• O •

+ <5 luEa +cNxN)] = 0.

I
X +x + «00 oooo 00 0

e (7) re-

■
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A+ A k = 0

k(3 " = 0

= o

A(8) = kcX ou
+ 3ò Í^O = 0Fl= kp

onde |i0, |ix

Po
são elementos fixos de K*.

^Ternos em (8) um sistema homogéneo de três equações com h 
incógnitas, ond^e a matriz dos coeficientes

0k 0
(9) 0k0 Tl

^o0 0 1o
tem caracteristica 3? como ê facil ver. 

Resolvendo o sistema, temoss

(3=-
y _ kc*
ô " V(10)

■ ' ^

o que mostra a existência do Pjj-2 comum»

É imediato que o hiperplano de (6) que coincide com p (7) 
tem a equação

ci)Xi = 0(11)

três PIlly)
Com efeito, um

passam, pelo menos 

contem
Em cada P N-l *N-2

q-i
pontos e o espaço P^,

N+l -1q
q-i

portanto, há
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N+l 1a__-i N-l n N+l N-l

q___ -i _ q -q _ N-l (q+1) pontos fora de- qq-l q-1 q-l
um PN-Z#

Um ponto Q destes forma com o P^.p ^ p 

Considerado em seguida um ponto R <£ 0 que se P0(^e

nN+l n N N+l N wq -1 q -1 q -q N

N-l0

zer de
(12) =qq-l q-lq-l
modos diferentes, vemos que R, com o um outro P^_q*

A seguir, consideramos um ponto S fora dos dois P^_q9 ° que 

se pode realizar em
qN+1-l N-1 qN(q-2) + 1

- 2--(13) q-lq-l
maneiras diferentes, notando-se que (13) é sempre 2 1 para q 2 2- 

0 ponto S com o P^_£ da 11111 terceiro ^n-1°

q-l

Se M <C N, os PTVy)
Como vimos no § 6Q - 3? 0 numero de P

não passam todos pelo mesmo Pq[_M-l0
que passam por um

N-l
N-l

PN-M-1 ® dado por
qM+1-l .

q-l
Como o numero de hiperplanos é

(ih) N+l -1q , então,temosq-l
N+l M+l q -q

(15)

hiperplanos, além dos que passam pelo P^-m-I*

Vy) Não hã PN-1 fora do P^.

É claro, em face do Vy)do § 2Q.

Com as proposições acima, concluimos o PRINCÍPIO GERAL DE 
DUALIDADE?

Se uma proposição de pertinência, baseada nos axiomas Iy)a 

Vy) do § 2Q, é verdadeira, então, 
obtém pela troca dos Pk por Pj^-q*

q-l

l
o é também a que se
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§ 82 - TEOREMAS DE DESARGUES E DE PAPPUS

, 1. A geçmetria que vimos construindoAe desargjiesiana, isto
e, vale o celebre teorema de Desargues sobre triângulos pers-
pectivos de um plano;

Se dois triângulos ABC e A'B'C são tais que as retas AAf,
BB1 5 CCr passam por um ponto 0, então os pontos AB.A^1, 
BC o B1C1 e AC.ATC’ pertencem a ufa mesma reta Q6-vol.I, 
pag. Zil] .

Vamos dar uma demonstração direta.
Sejam os pontos 0=(o^), A=(a^), Af=(a^) numa reta r|

B=(bi), B*5(bp noutra reta r1| 09 C=(ci)9 C!=(c|) em rn9 onde
ç, rT e rM estão num mesmo plano ou não e. ABC9 A,BfCt são tri
ângulos a

03

Teremos, pelas hipóteses?
a! = o. + r\a± 

b! = o. +
í í

ci = °i +
(d (i—096#®9N) 9pi

pci
£ K*.com P’ POs pontos (b|), (c|) e “ ci sa0 colinearesf mas9 pela 

(1), b^ - cj = jib^ - pc^, logo9 o ponto P=(b|-cps(|ibi-pci) e. 
B1C1.BC•

Analogamente, o ponto QsCa^-bj^EC^a^-jib^) e AB.A’Bf$ 
S(c|-a[)=(pci-^ai) é AC.A'C'.

Os pontos P, Q e R são colineares, pois

R=

bi~ci+ci“ai+ai~bi =
2o Nesta geometria, vale, também, o teorema de Pappus? .
Se A,B,C são pontos distintos de uma reta e A1,B*,C!,pontos 

distintos de uma outra reta complanar com a primeira, 
então os pontos AB^A^, AC *. A1C e BCfoB*C pertencem a 
u*a mesma reta Q6-vol.I, pag.983»

Com efeito, todo corpo finito e comutativo pelo teorema de 
Weddeburn-Mac Lagan [19,pags•33 >3k?35T» ~

Por outrç lado, se o corpo e comutativo, vale o teorema de 
Staudt e reciprocameijte Q6-vol. I,pag»li|.8}voí. II.pags.3 • Mas 
o teorema de Staudt e equivalente ao de Pappus D9?pags.32,339
3U,35,3éQ.

tá
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Concluímos, então, que nesta geometria vale o teorema de

Pappus.
Conforme oAteorema de Hessenberg Q4.0] , o teorema de Desar- 

gues e consequência do de Pappus, donde temos uma nova confir
mação do que dissemos no nQ 1.

3* Podemos calcular o número de configurações de Desargues 
existentes num plano P^.

A escolha do ponto 0 no P^ ê em

q^-1
(2) q-1
modos o

A escolha de A £ 0 e feita em
q3-q

(3) q-1
maneiras o

A de A’€ OA e tal que A' £ 0 e A1 £ A, pode ser em
2 . q. q -2q+l(U) - 2 = = q-1q-1 q-1

modos o
Um ponto B ÇÉ OA pode ser escolhido em

q3-l q2-l
q-1 q-1 ~ q-1

modos diferentes.
Um ponto B'€ OB e tal que B^OeB^Be escolhido em

_2 , q -1

q3~q2
(5)

(6) - 2 = q-1q-1
maneiras.

Um ponto C Q- OA, ^ OB e {£ AB pode ser escolhido em

q3-l = q3-l~3q2+3q = ^3q2+3q-l = (q-D3= (q-i)2- 3q(7) q-1 q-1q-1q-1
modos.

tal que C1^ 0 e CjZrCjFinalmente, um ponto C’£0C, $£ A!B 
pode ser tomado em

q2-l

e

- % - q2~l-3q+3 _ q2-3q+2 _.... — — ... ........... — q
q-1 H

0 número de configurações e^ então, dado çelo produto das 
expressões (2),(3),(Zu ,(5),(6),(7),(8), isto es

i (8)' q-1 q-1

(q3-q2)(q3-q)(q3-l)(q-1)(q-2) .(9)
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Vemos que, no caso do torpo primo de característica 2, não

há essa configuração geral.
Uo Calculemos,agora,'.ò número de configurações de Pappus,

num plano do P^.
Primeiramente9 a escolha de uma reta do plano pode ser em

<P-1(10) q-1
modos diversos»

A escolha de um ponto na reta pode ser em
q2-l

(11) q-1
maneiras»

A seguir9 a de um segundo ponto da reta9 distinto do primei
ro, se faz em

2q -q
(12) q-1
processos.

A escolha de um terceiro ponto da reta, distinto dos dois 
primeiros e feita em

q2-l (q-D2
(13) = q-2q-1q-1
modos diferentes.

Uma reta5distinta da primeira, pode ser tomada em
_q!zi 
. q-1

q3-l
(lli) - 1q-i
caminhos diversos.

A escolha de um ponto nesta reta, distinto da intersecçao 
das duas retas, pode ser-feita em

q2-l q2-q
(15) - 1 q-1q-1
modos diferentes.

Um segundo ponto, distinto do primeiro e de 0, pode ser to
mado em

q2-l _ q2-l-2q+2 _ q2-2q+l
(16) = q-1q-1 q-1q-1
modos diversos.

A escolha de um terceiro ponto, distinto dos dois primeiros 
e de 0, pode ser feita em

q2- i
q-i

processos diferentes.

?
_ q2-l-3q+5 q2~3q+2 _

(17) - 3 = q-2 '

Jq-1 q-1



hz
f « / * M

0 numero de configurações e dado pelo produto das expressões 
(10) a (17)? isto és

q3-l q2-l q2- 

q-1 0 q-1 ‘q-l *

!
q3 2

(q-1)
-q q -q .

•q-i *q-i •(q-D(q-2)

q2(q3-l)(q3-q)(q+1)(q~2) .
Vemos que nãohaesse tipo geral de configuração, no caso do 

corpo primo de caracteristica 2,

(18)

ou

:

§ 92 - TEOREMA DO QUADRÂNGULO

1.Vamos demonstrar o importante
TEOREMA, Uma condição necessária e suficiente para que os 

três pontos diagonais de um quadrângulo plano completo 
sejam colineares é que o corpo seja de caracteristica 
2 QS-vol.I, pagoii5j*

Seja o quadrângulo ABCD e o§ pontos (Jiagonais P, Q, R0 To~ 
A=Q^ memos tres dos vertices Qq, Q-p do

simplexo fundamental nos pontos Q,R,A,
sãoAs coordenadas de QqsQt

•»•9 0), (0,1,0,»oo,0), s
O © O , 0 ) O

(ljO,,,,, 
(09091909P \cB

Os pontos B6AQ=Q0Q2 e CÊARfQ^^Q^
tem, respectivamente, as coordenadas 
(a909b909 .•o 90) e (09c9d,09,o o 90)9 com 

R=% a, b, c, d € K*.
As equações da reta QqC sãos

xo = 'Ao
xi = 'Ai°
x2 ~ ^ld 
xjL = 0

Q-Q0

(D

,N)(1=3 o o

As da reta Q-^B saos
xo = pla 

X1 = po
x2 = plb
xi = 0

(2)

( i -3 9 o O o , N)

i
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As coordenadas do ponto D=BR,QC saos

( 9 j ,b,0,000,0) •
AAs retas BC e AD tem, respectivamente, as equaçõess

x°: bc,
xi - pi«- 
x2 = p0+pib
x± = 0 (i=3,...,N)

-

vi

xo = 'V
X1= 
x2

lc(3) e ■

b+?L d 
o 1

xi = 0 (1=3? o o o,N)

::

9

0 ponto PeADoBC tem coordenadass

( & 9 9 Rb 9O, » o o ,0)

Se P, Q, R são alinhados, então, os vectores 
(l,0, «o o,0), (0,1,0,o o #,0) e (a, ^', Rb ,0,0 o 0,0) 

são linearmente dependentes, donde a matriz
10 0 

0 10
a ^ 2b ... 0 J

tem característica R, logo o determinante
10 0
0 1 0 = Rb

bc 
d

é igual a zero, donde Rb = 0, e como b Ç K*, se segue que o cor
po tem característica R.

Reciprocamente« se o corpo tem característica R, o determi
nante (U) e nulo, e os vectores^são linearmente dependentes e 
portanto, os pontos diagonais são colineareso

----0----

0 \000

0000

0i)
a

9

ji



V

hh
§ 102 - RAZÃO ANARMÔNICA

1* Seja r uma reta definida pelas equações

xi= V?+ Vi (i=0,...,N) o(1)
Consideremos os pontos Qq, e E da reta para os valores 

do par 0\o?^)9 respectivamente (0,1), (1,0) e (1,1) o
DEFINIÇÃO lo Dado um ponto P=(^ ,9^), chama-se razão anar- 

monica dos pontos Qo,Q-pE,P e se indica por (Qq E P) ,

:

ao nu—

, se P /É=Q0$ ao símbolo oo , se P í Q |j>l-vol.II,pag.mero
A1

167].
Ê claro que, se P=Q^, (Q0Q]_E Q^) = 0^ se P~Q

Vejamos como se estende o conceito a (QnQnQ P) , onde o vec — 

tor coordenada de Q é |a0yi+piy^ (j^ofl^

e j^y^ = z^ e consideremos a (1) na

\ -^o o^l 1 ) — ---z +—z. •Po fl 1

(Q0Q1E E)29
= lo

]Wi = zi 

xi =

Tomemos
forma
(2)

A razão è, então, pela definição ls
'Ao 'Ai(3) (Q Q, Q P ) = — v^0 ' U jlf

Supostos o.s pontos A^, A^, A^, dois a dois distintos, veja
mos como se calcula a razão anarmônica

(A1 A2 A, A^) ,
conhecendo-se as razões

ai = (Q0 Q-j_ E Ai) para i=l,2,3>íl e a^ K*
Para isto, é suficiente calcular as coordenadas de A-^e

no sistema em que A1 e são pontos fundamentais0
-1 ^ ^ *■ ■ ^

Denominados os vectores-coordenadas de Q0 e Q-p X e Y, 
mos que, de (U) decorre que os vectores de A^ sãos

(i=l,2,3jW o

(k)

te-

(5) Zi = a.X + Y
• ií
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Das duas primeiras (5)? vêm?

—* ->
Zx — Z2 “ (a-^ — a2) X o 

Pela substituição de (6) na terceira de (5)9 temos?

Z3 " a3'Spà^ + Y ’
Substituindo-se Y da quarta de (5) em (7)? vem;

(6)

(7)

-> Z-, -Zp _*
Z-, = a-,.——- + Z 3 3 a-^ag

Z1~Z2 
1 al*a^-a2

«t* ai”a^+ o ——22 a-^-a^

(8)
ou

-*• —» a3~a2
Z, = Z*1 o.3 1 a-p

De modo analogo, obtemos?
a2

V - V a^~a2 , '» al'ali
~ Zl°ai-a2 Z2*

De (2), (8) e (9)? vem?

(9) aq~a2

(aP-ai ) (a-, -a*) 
(A1 A2 A3 A^) = (a2_a^)(a1-a^)

= A^, pela definição 1, (AiA^A^A^) = 

No caso em que A-j_ = Q0, isto ê,

(10)

Se A 00 .1

(Q0 Q]_ E Ax) = (Qq Qx E Qq) = oo ,
temos os vectores coordenadas dos A.?

—► —*• -L
= Xiicu) (i=2,3,i;).zi = aix + Y 

Com raciocínio idêntico ao anterior, vem
a2~aíi(Ai A^ A^ Aj^) (Q0 A2 A^ A^)(12)
a2~a3

0 mesmo se faz nos casos de A^ 5 C^,A^= Qq e A^= Q0»
Note-se pelas expressoeg (10) e (12) a unicidade de um ele

mento, fixados os outros tres»
2o Pelo princípio de dualidade, obtemos os mesmos resulta

dos do n^ 1 para os hiperplanos de u’a mesma reta.
3. Cortando-se um feixe de hiperplanos com uma reta que nao 

corte o eixo, temos o

■
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da reta pertencem aosTEOREMA lo Se os pontos e A^

hiperplanosCX19 errtao’ uma condiÇ^° neces
sária e suficiente para que A^€0(^ e que (A^ A^ A^ Aj^) = 

= (b^ o<2 o<5 c*u) [31-vol. II,pag.l73] •

: XSejam os vectores-coordenadas de A-, ,A~oA,&<-. 9oU£** *
* *-♦ —* -*■ -4=» -»tj -*-■—* j

X^X^U^U^ e U^5 com X^ = X^ + X^ e U^ = U-^ + U^,
Se (A^A^A-jÀ^) = f\ 

coordenadas de A

1’

, então* os vectores-e («ftO^cy = p 

são %
5

I4 e ^ lx 

"Ax-L + X2 

Como A±€. Cx\ (i=l ,2,3)
(13) fUl + U2°e

então s9

N

E
N

E
N

(E+u2) (x2+x|)=0.1 1utxi=0 9 Uixi=0(120 e
i=0 i=0 i=0

Da última das (li|) 9 temos s 
NE«H * NN

E
N 01 2 2_ 

uiyiui4+ uixi +(15)
i=0 i=0 i=0i=0

N

E NE2 1 , 
Uixi +

1 ?
uixi ~ 0 0

i=0
Tomando-se a relação

i=0

-VÈ^E
NN

P 1 \ * 1 ?
iXi+PZ__/UiXi

) \Ax^+ X

i=0 i=0i=0 i=0i=0
N

+ E
N N

2 1 \ ^ 1 2 
uíxí+ PE_/uíxí

■ i=0 •

2 2 _ 
uixi -

i-0
e substituindo-se nela a (15)? vems

i=01
m

N*<-E N

pE Ex2uixrulx2) + uV
uixi(16)

1=01=0 1=0
1 Daí, temos que (16) for nula, então 9\= p, pois ujxl^ 

i.e., se A^O^, as razões serão iguais^ se 7\= p9 então.
I :
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No caso do plano, isto é, N=2, o teorema 1 e verdadeiro para 

feixe de retas.
k. DEFINIÇÃO 2. Se (A1 A^ A^) = -1, dizemos que A-p A-,, 

“3 ’A[i constituem um conjunto harmonico.
No caso do corpo K de característica 2, (A^AgA^A^) = 1 e,

portanto, A - V v3
Vamos provar o

** AUma condição necessária e. suficientg para^que 
e Ar constituam um conjunto harmonico e que

' A

TEOREMA 2o
Al3 A29 A3
exista um quadrângulo plano completo com dois lados o- 
postos contendo A dois contendo A^, um que passe porl3
A^ e o último por A^„ 

a) A condição e necessária,
os lados QP e RS por A-^, QR e PS por PR por A^ e QS por A^, 
Provemos que (A^A^A^A^) =

Se a característica de K fôr 2, entãò, A^-A^,
§ 9Q do cap0 I e (A^A^A^A^) = 1 = -1.

Seja p ^ 2, Tomemos o sistema de coordenadas^CA ^AjP|R) no 

Sejam os vectores-coordenadas de A-pA*,Ps X,Y,Z§ o de R e

Seja o quadrângulo PQRS, com

-1,
como vimos no

?2 o
X + Y + Z*

Como X+Y, por um lado., e combinação linear de X e Y^.e. por^
outro lado ê de X+T+Z e Z,^então, o ponto associado de X+Y esta

s retas A-,A-, e PR, isto e9 e ko0
s 1 ~Analogamente, os vectores-coordenadas de Q g^S sao X+Z

o. _de e combinarão linear_tanto de X e Y,
X+Z e Y+Z9 isto e: W + pY

-* *+ I -» -*■
W =r(X+Z) + (T(Y+Z) o

e
como de

(17)

De (17)9 decorre claramente
(X - T)X + (p -ff)? + (-r -G)t = 0 . 

De(l8), devido à independencia linear dos vectores X9 Y e
(18)

Z9 vem %
X = T ,

Obtemos, devido a (19)s
p=(T» t> - d(19)

j
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f

"w =Xx -'Xy .(20)
são X,Y,X+Y eOs vectores-c oordenadas de A-pA^A-^A^

e, portanto, pelo 1, (A^A^A^A^) = 

b) A condição e suficientec Seja (A-^A^A^A^) = 

então, (A^A^A^A^) = 1 e A^ = A^$ existe, portanto, 11111 quadrân
gulo com dois lados opostos por A^, dois por A-^, um por A^> 

ultimo por A^,

.
aX -X?

•:
-lo

Se p=2.-lo

: e o

Se p t 2, construido o quadrângulo nas condições acima, se 
o ultimo lado passar por um ponto A^, teremoss

(A^ A^ A^) — (A^ A^ A^ A^) = -1 ,
e, pela unicidade do quarto elemento, fixados os três primei
ros, Aj^ f A^, o que prova a afirmação.

*

1 :

!

i:1
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§ 12 - COLINEAÇÕES E PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

1. DEFINIÇÃO 1. Fixado um automorfismo C do corpo K, 
chama-se COLINEAÇÃO entre o§ pontos de duas retas ou 
da mesma reta, a correspondência biunivoca pontual tal 
que se a A,B,C,D correspondem A^B^C^D1, entaos

cr (A B C D) = (A1B1C 1D1 ), 
se (A B C D)

se (A E C D) € K$ 
(AfBfCfDf) = od .oo 9 então.

Quando cré o automorfismo idêntico, então, a colineação ê 
denominada HOMOGRAFIA*

É claro ques
a) Se o corpo K é primo, toda colineação é homografia;
b) Se K ê £e ordem q =^p , então, ha n escblhas do auto

morf j.smo; c) Toda colineação entre retas conserva o conjunto 
harmonicò, .pois, cr(-l) = -1.

Ôemonstrareraos agora o A A
TEOREMA DE DARBOUXo Toda cojrespondencia biunivoca e^tre 

retas ou na mesma reta sobre um corpo dg caractensti- 
ca p ^ ZA que conserva o conjunto harmonico, e uma 
colineação Qjl]•

a) Escolhamos os sistemas de coordenadas nasAduas retas em 
pontos correspondentes, de modo que a correspondência co seja 
tal que

Gu(0) = 0 , 00(1) = loUJ (oo ) = 00 , 
Provemos que

60 (2x) = 26l>(x).(1)
Como (0,2x,x,oo ) = — 7 =

À
então,

(0,60 (2x), (JO(x), 00.) = -1 ,

-1?

ou
-60 (x)

U>(2x) -co(x) = -1
e

U) (2x) - 260(x) •
Vamos agora provar que

(2) cO(x + y) = LD(x) + 60(y)o 

Temos que (2x, 2y, x+>y, 00) - = -1. Daí, vem
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■,

iO (2x) -O0(x+y) _ 
UJt2y) - G0(x+y) -lo(60(2x) 9G0(2y) ,G0(x+y) 9co ) =

Levando (1) em (3)-* temos s
260 (x) -C0(x+y) + 2G0(y) - GU(x+y) = 0

(3)

ou
GO(x+y) = U>(x) +tb>(y)o 

De (2) decorre imediatamente que
U> (-x) = -CU(xO .

\

I «o
Demonstremos que

GO (x2) = [w(x)]2o 

-1 ,
(00 (x) ,CO (-x), l,tU(x2)) =

(tO (x) -l)(CU(-x) -C0(x2)) _ -
(00 (-:c) -l)(0O (x) -00 (x2))

Aplicando-se (h) em (6), vem?
(60 (x) -l)(-0O(x) -UJ(x2)) + (-00 (x) -l)(Oj(x) -00(x2))=C

(5) p
Temos que (x, ~x, 1, x ) = donde 9

-1,
ou
(6)

i

i ou
- [cO (x)J2-GU(x)GU (x2) + 60 (x)+ 6U(x2)- [co (x)] 2GU (x)gO(x2)

-UJ(x) + G0(x2) - 0 9

GO (x2) = [60(x)J2.
donde temos %
(7)

Provemos9 agora9 que
GO (xy) = GO (x) C0(y) •(8)

Temos, pela (7)9 que
[(0(x+y)]2 =c0(x+y)2o 

Daí vem 9 pela (1)9 (2) e pela (7) s
£c0(x)+G0(y)]2 =G0(x2+ 2xy + y2)

I ou
ft/U (x)]2+[u)(y)]2+20J(x)O)(y) = [CO(x)]2+2C0(xy)+ [cU(y)]2!■

ou ainda
GÚ(xy) =^0(x)Gt)(y) .

x Pelas propriedades demonstradas (1) e (8)9 concluímos^que W 
e um automorfismo do corpo K9 donde, se A^, AJ>, AfA 1 9 saokKj
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correspondentes, respectivamente9.de para as coor
denadas e a^ valem as relações?

ai(9)
De (9)? vem que

(aj a'z aj ap = (U3 (&;L), C0(a2), oXa^), u> (a^)) = 0>(a1 a2 a^)
o que prova o teorema.

b) Se na correspondência U3 entre rer!9aoo9Oelde r
de r'9 então9 com uma transformaçao Tcorrespondem a19 b 

de coordenadas em r19 da forma
e c

py{ = (C-a^xj^ + b,(a!-c,)x^

py£ = (c^bMxl + a^b^c^x^
mudamos as coordenadas a*9 b1 9 c

A correspondência TOO ê anãloga a do caso a) e9 portanto9 
e um automorfismo d* do corpo K. Temos9 então?

oo = T"1a

(10)

oo 9 09 loem

dada por
v, = a! (c^b1) <?(x) + b1 (a1 -c1) 

(c *-b1) Cr(x) + a! - c1(11)

e que9 como facilmente se vê9 leva (A B C D) em 60 (A B C D),
No caso da correspondência 00 na mesma reta r9 em que aos 

pontos de coordenadas oo 9 09 1 correspondem os de coordenadas 
a9b9c9 consideramos uma outra reta r* distinta da primeira. 
Entre r e r*9 tomamos um automorfismo C de K que ^eva oo 9091 9 
de r9 em oo909l9 de r!. Considerada a correspondência entre 
r' e r ^que leva oo 90919 de r!9 em a9b9c9 de r9 vemos que, pe
la b)9 e ela da forma

onde [ e um automorfismo de K.
Finalmente9 temos que

T"1 X 9

00 = T_1ra,
como "C C ê um automorf ismo 

o que demonstra o teorema.
de K9 recaímos na equação (11)9e, P

DEFINIÇÃO 2. Chama-ôe colineacão entre pontos de dois Pr 

(r 2. 2)9 ou do mesmo Pp a uma correspondência pontual
biunívcca que conserva o alinhamento, isto ê9 tal que 
a um P-jC Pp faz corresponder um P^_ do mesmo ou de ou
tro Pp.
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Em toda colineação entre dois Pp (r 1 Z) ou do 

conjunto harmonico de pontos de uma re~ 

da mesma ou de outra reta.

TEOREMA lo
mesmo Pp
ta corresponde um 

É suficiente aplicar o teorema 29 do § 102, do cap, .1.
A colineação entre dois Pr (r 1. 2) ou do mesmo 

Pp induz uma colineação entre as retas correspondentes, 
associada sempre a um mesmo automorfismo„

a um

TEOREMA 2.

Pelo. teçrema 1 deste §,Ae claro que entre as retas corres™ 
pondentes há uma correspondência que conserva o conjunto harmo
nico.

Se o corpo for de característica p / 29 então, pelo teorema 
dç Darboux, concluimos que entre as duas retas correspondentes 9 
ha uma colineação associada a um automorfismo ou

No caso de ser p = 2, vamos provar que,Aescolhido um siste
ma conveniente de c oordenadas 9 a correspondência e um automor- 
fismo» o

Suponhamos que aos pontos oo 9 0 e 1 de uma reta correspçn- 
dam pontos de coordenadas co 9 0 e 1 da outra9 o que sempre e 
possivel, com sistemas convenientes.

Consideremos dois pontos de coordenadas x e y de uma das 
retas e os seus correspondentes x’ e y1 da outra reta.

Tomado um quadrângulo RXSL9 em que os lados opostos LR e 
SX passam por x e y9 os lados opostos RX e LS por T9 o lado RS 
por 0 e o lado LX por z9 vamos provar que z = x + y.

Com .efeito, chamando T a intersecção de LX e RS 9 temos 9 
por projeçoes e secções convenientes?

.(0 x z co) = (0 R T S) = (0 oo.z y) .

)

Daí9 vem?
-z-z

X- z • -y
ou

z = x + y o
i Devido à conservação do alinhamento, teremos um quadrângulo 

RfX1S1L1 na mesma situação na reta r', onde teremos que z» e 
correspondente de z e e igual a x*+ y'»

Fazendo o mesmo com um quadrângulo TSRL9 com dois lados o-
, um por 1 e o oposto 
convenientes, chamando

I
postos por x e y, outros dois por z e oo , 
por 0, teremos, gor projeções e secções 
de L a intersecção de LS e RT;
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(1 x z oo) = (1 T V R) = (1 0 z y) ,

1 - z _ —Cl - z)y 
-z(l - y)

donde vem?

x - z
OU seja

» = xy.
Na reta r’, tomado o quadrângulo T,S!R^LI correspondente, 

vemos que 9 pont<j z\ correspondente de z, e igual a x'y!. A 
correspondência e, então, um automorfismo.

Devemos, agora, provar que se, entre duas retas correspon- 
dentes r e r1, hã um automorfismo & , entre duas outras corres
pondentes s e s’ intervem o mesmo c .

É suficiente pio var 
res, o que também acontece com r

Sejam os pontos B-pB^B-^B^ de s e os correspondentes B|,
Bi o Bi «Bi* de s 1 »2 '3 4

De um ponto 0 $£ r e & s, projetemos os B^ em A. de r; o 

mesmo do ponto 0’ correspondente de 0, para obter os A| de r1.
Temos, entãos

no caso em que res sejam co-plana- 
! e s 1 o

(B1 B2 B3 V = (A1 A2 A3 V
(12) e

(BÍ B2 B3 Bi} = (AÍ A2 A3 AA}
pelo teorema 1, do § 102, do cap. I.

Como entre r e r' temos
c(A1 A2 A3 Ap = (Aj, k'z A^ A^)s 

cr(B1 B2 B3 B^) = (B’ B£ B^ B£) ,
vem, com (12)%9

o que prova o teorema0
TEOREMA 3* Numa colineação entre dois Pr (r ^ 2) ou do 

mesmo Prs
a) a um P (q<r) corresponde um P ;

. l / * NIb) entre os P correspondentes ha uma colineaçao de- 

finida pelo mesmo automorfismo Õ .

\

Como a correspondência conserva a independência linear, é 
imediata a prova de a).

Js
I
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Para demonstrar b) é suficiente aplicar a definição entre
! os V

A AToaa correspondência do tipoTEOREMA li.

(i-0,...,N)aiker(xk)

onde o determinante |a^| t 0 e o é um automorfisrao do 

corpo K, é uma colineação.
Por ser linear e |a^| t 0, a correspondência é biunívoca.
É fácil ver que conserva o alinhamento. Com efeito, dada a 

reta de equações
(13) xi =V°+ Vl
temos que a (13) corresponde

(i~0 9 ,N)ooo

dU)
N<vr 1lko(y°) + a aika(yt)

OU

p o( 9io)yí° + pa' V7!1(15)
ou ainda

X| = o ( /l0)y!° + cr( 9\1)y!1 ,
que são as equações de uma reta»

2. TEOREMA DE STAUDT. Se numa homografia do P^,sobre K,
com q 2, houver . N+2 pontos linearmente independen
tes unidos ou auto-correspondentes, todos os demais se
rão unidoso Se q = 2, o teorema ê verdadeiro para N+l 
pontos•

Para N=1 e q t- 2, o teorema ê verdadeiro5 baçta aplicar a 
definição de homografia e a prçposição relativa a unicidade do 
qiiarto elemento da razão anarmonica»

Suponhamos verdadeiro para N-l e vamos demonstrar que o é
para N.

Consideremos N+l pontos dos N+2. Como sao unidos, tomado 
qualquer P^_-^ definido por N pontos dos N+l,é unido, A reta
determinada pelos dois pontos restantes e unida e como não
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considerado, a intersecção ê um ponto PQ, co- 

PQ ê unido, como se vê do fato de serem u-
pertence ao P 

mo é fácil de ver. 

nidos P

N-l

e PIoN-l
0 ponto PQ não coincide com nenhum dos N pontos unidos do 

senão haverá três pontos unidos dos N+2 numa mesma reta,P*N-1’
o que e contra a hipótese da independencia dos N+l pontos» Des
te modo, todos os pontos do P^_^ sao u^^os pela hipótese de
indução.

(n+i) = N+2 esPaÇ°s pn-i obtidos dos N+2 pontosAssim, os
unidos são de pontos unidos»

Dado um ponto P> consideremos por ele uma reta que não pas
se por nenhum dos verticgs do simplexo dos N+l pontos; çerta- 

ela encontrará tres ou mais PN-1 em pontos que são uni-mente
dos, donde, pelo caso N=l, P ê unido.

No caso em que q = 2, o teorema e verdadeiro para N = 1, 
pois, sç dois pontos da reta §ão unidos* o ponto restante, tam
bém, o e, devido à correspondência biunívoca»

Suponhamos verdadeiro para N-l e demonstremos para N.
Com efeito, dados os N+l pontos unidos, çela hipótese de 

indução, cada Pj^ tendo N pontos unidos e de pontos unidos,
donde temos N+l espaços P^_-^ Pont°s unidos.

Dado P, e considerada por êle uma reta P-^ que passe por um
dos vértices do simplexo, esta encontra d 'P determinado pelos 

N pontos restantes num ponto unido, como é fácil de ver»
A reta P^ tendo dois pontos unidos é unida, conforme o 

caso N = 1. Fica assim provado o teorema.

N-l

TEOREMA FUNDAMENTAL» Dados N+2 pares de pontos N+l a N+l 
linearmente independentes de um P^ e fixado um automor-
fismo a de K, no caso de q / 2, existe ma e ma só 
colineação que faz se corresponderem os N+2 pares de 
pontos nma ordem determinada. Se q - 2, o teorema é 
verdadeiro para N+l pares de pontos linearmente inde
pendentes.

a) Para demonstrar a existência, é suficiente tomarmos N+2 
pontos como sistema fundamental de coordenadas (Q ,Q, *

~ 0 1 Ir
,QnIQn+1) 9 e os corresPonc^enbes terão coordenadas Q*=(avO

ooo

• 0 o
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,N).

Devemos determinar os coeficientes das equações
(k=0 ,N+1$i=0,,•00 o o o

N
com |aik t 0.^ik^k5

Impondo-se a correspondência, vem o sistema de (N+l)(N+2) 
equações s

(16) px! =
fc=o

poa? = aio (i=0,...,N)

Plai ail
(17) 9000000000

pNai aÍN 

N+l _
N

pN+lai aik
k=0

onde os onas (N+l)(N+2) incógnitas 

fator de K*.
Assim, com a hipótese da independência linear, determina

mos os coeficientes com |a^k| t- 0, o que prova o teorema»
Se q = 2, o teorema é verdadeiro para N+l pares de pontos. 

De fato, nas equações (17)9 os fatores rái=0,...,N) são todos 
iguais a 1, e, portanto, os coeficientèa aik são iguais a

e as equações da colineação ficam determinadas.
b) Para a unicidade, basta ver que se houvesse duas coli- 

neações co e X para o mesmo cr, de equações s

são a menos dee aPi Piik9

NE N
biko(xk) ,(18) aika(xk) pxt =px! =

então, a inversa de T é;

e
k=0k=0

° N
o(xk} = 12 Bkixí

i=0
ou seja

C"1(Bik) a"1(xi) •

Concluimos dis^o que (D e^uma colineação correspondendo 
ao automorfismo idêntico, donde e uma homografia, e, pelo teo-
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rema de Staudt, ê a identidade, como é fácil ver» 

mos
6om isto te-

“1 ■X CO = I e, por conseguinte, oO = TT„
Pelo que vimos anteriormente, podemos dizer que a toda-co- 

lineação corresponde um sistema de equações do tipo (18), e 
reciprocamente.

3» Vamos calcular o numero de homografias e de colineações|l|2]. 
Calculemos primeiramente o numero total de pontos existentes

,N) de um simplexo N-dimensional do P^.
o numero S2 e dado por

nos espaços P-^_^ (i=l, 

No P
0 0.

o número e = 2. No P2, 

q? - (q-lP - 1
l9

(19) 1q
Por indução, obtemos para o P^s

qN+1 - (q-l)N+l -1
(20) SN

Pelo teorema fundamental, o número de homografias depende 
da escolha de N+2 pontçs, N+l a N+l linearmente independentes. 
A escolha do primeiro e dada por

N+l

1q

- íq(21) q-l
possibilidades.

A escolha do segundo,distinto do primeiro, e em
N+1q - q(22) 1q

modos o
A escolha do terceiro, fora da reta dos dois primeiros, po

de ser em
2N+lq q(23) q-l

maneiras.
Finalmente, a escolha do (N+1)Q, fora do P dos outros,N-l

pode ser em .N+l Nq 3- = qN(2U) q - i
modos diferentes.

A escolha do (N+2)b ponto, fora do simplexo dos N+l pontos 
escolhidos, pode ser feita em

qN+1 - 1 - SN = (q-l)N(25) q-i

J
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processos diferentes.
0 número total de escolhas é portanto9 efetuado em

- q1)

9
N

1 N+l(26) (qH = q-1
i=0

modos diferentes, o que nos da o numero procurado.
0 número de colineações depende ainda da^escolha de um auto- 

morfismo do corpo, automorfismos esses que são em numero de n, 
logo temoss

N
N+l - q1)n(27) (qC q-1

i=0

§ 3q ~ HOMOGRAFIA ENTRE PONTOS DO PN

No caso de homografia entre pontos do mesmo P^, temos
o problema dos pontos unidos, o que conduz ao dos sub-espaços
unidos o

1.

As equações da homografia, como já vimos, sãos
N

E*(D (i=0,.o o,N) .px! = ikxkk=°
Para um ponto ser unido ê necessário e suficiente^que 

kx^ = (i=0,...,N), com k6 K*, donde, pela (1), virá que os
pontos tem coordenadas que satisfazem às

N

±=
NE*(2) 0., x, - o x. ík k íax ikxk OU

k=0 k=0
(i=0

Como o sistema (2) é linear e homogéneo em e estes não
podem ser todos nulos, então , o determinante dçs coeficientes 
sera nulo. Reciprocamente, se o determinante for nulo, então, 
os x^ não serão todos nulos.

Indicando-se a matriz (aik) por A, a unidade por I, temos 

a equaçãoi

N) o, # • • ,

(3) | A - cri | =0 ,
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que e a equaçao caracteristica da matriz A.

Assim, p?ra cada <T, solução da equação algébrica (3) de 
grau N+l, teremos um espaço de pontos unidos, constituído por 
todas as soluções (x^) do sistema (2) 0

Se a^uma raiz de (3)? que é sempre t 0, corresponde uma 
característica N+l-r aa matriz

(A - 01),
então, no sistema (2), hã N+l-r equações independentes5 donde, 
o conjuntç de pontos unidos, cujas coordenadas são soluções do 
sistema, é um espaço de dimensão N+l-(N+l-r)=r, isto e, um Pp.

Por outro lado, podemos ver que existe um espaço de hiper- 
planos associado ao espaço Pp de pontos unidos»

Consideremos o hiperplano de coordenadas ui,
N

A*cuja equaçao e

(U) ulxí = 0.
!i=0

Usando (1) em (U), temos o hiperplano de equação
N N

£u 172 a(5) = 0ikxk
• i=0 k=0

ou, agrupando os termos?
N

Ca(6) r = 0.ikuixk
i,k=0

0 hiperplano correspondente de (U) pela homografia tem equa-
ção i

NE(7) uixi = 0 *
i=0

Pelo fato de (6) e (7) representarem o mesmo hiperplano,
temos 2

N
\

(Í—0,ooe,N)®(8) akiul
Os hiperplanos unidos estão associados às raízes da equação 

caracteristica da matriz A,=(a^), isto é, de

pui=
k=0 !:

IA* - pl| = 0 ,
que é equivalente, evidentemente, à (3).

j
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cj-^ corresponde um Pp de pontos unidos, então,

no sistema (8), hã N+l-r equações independentes, donde o_con- 
junto de hiperplanos unidos forma, dyalmente, um espaçç Pr de 
hiperplanos unidos. A intersecção desses hiperplanos e um
PN+l-r

Assim, se a

\ unido oi
Um fato importante e dado pelo
TEOREMA lo As raizes da equação (3) são invariantes para 

mudança de coordenadas.
Com efeito, temos, denominando a matriz da transformação de 

coordenadas de B,
|B-1AB- crl| =|B_1AB- aB-1IB | =|B-1(A- CTI)B|=

= |B-11 | A- cri | |B| =| A- tíri |.
TEOREMA Zo A intersecção dos espaços Pp e Pg de pontos u- 

nidos correspondentes a duas raizes cr^) de
(3) e vazia.

Com efeito, seja (y^) um ponto de Ppr\Ps. Teremos, então,

• i

:

{

N N
= 0 o= 0 aikyk “ °Zykaikyk " °lyk e

k=0 k=0
Fazendo-se a diferença, temoss 

(cj 2 “* ) y i ~ o °

Como, pelo menos um dos e diferente de zero 

surdo na expressão (9)o

(9)
temos um ab-

j
. ■

5\ ?
Z. 0 problema do estudo direto da equação (3) num corpo de 

característica p ^ 0 não é simples como no caso de p = 0.
Entretanto, examinaremos a existência das homografias de 

certos tipos, como aparecem no conhecido caso do corpo real.
Comecemos pelo exame das homografias, que com transformações 

convenientes de coordenadas, podem ter a matriz na forma diago
nal.

-I

i A existência ê imediata, pois basta tomar N+l elementos a^ 

de K*, distintos ou não, e, em seguida, construida a matriz■ i í:
■:'

li.
í
í
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0 0 . . . . o 

. . 0
ao
0 0 . •

0 0 aN
escrever as equações da homografias

pxi = aixi ,
No caso de q = 2, os a^ = 1 e a unica homografia desse tipo 

é a que tem todos os pontos unidos9 isto e9 a identidade. 
Calculemos o número de homografias desse tipo.
Seja a matriz diagonal da forma

N)(i=0 ?•••)

■

i

!
0 jl

(10)

p
{■

\m

!lkW

A escolha de distinto de 1, é feita em q-2 modos
diferentes^ a de 0(^6 K*9 distinto de 1 e é em q-3 manei
ras 5 a de £><m 6 K*9 diferente de 1 9 0(^9. # a 9 é em q-m
modos. Concluimos9 então9 que o número de possibilidades e 
dado por

0 .m.

m
(11) (q-i) •

i=2
no P^9 se faz emA escolha de um PV1

kl-1

k_ -1n (§ 1°,2,cap.I) .

A escolha de um ponto fora do P^. se faz em

(12)
q1 -1i=0 í'

J



.

i 62
kl~q -1

N+l -t k-, q -1 q 1 qN+l
(13)M q-i q-l

Acrescentando-se um desses pontos ao P 

0 numero de pontos do fora do P^

qH+1-l qVUl q»*1-,*!*! 

q-l
A seguir, formando-se um P^ +1

temos que o numero de pontos do P^ fora do P 

qN+l-qki+2 

q-l
Sucessivamente, chegaremos a conclusão de que o numero de 

pontos do PN fora do Pkl+k2+...+km_2 é dado por
qN+!_qki+k2+...+km-l

q-l
0 numero total de possibilidades e, então, dado pelo produ

to de (11)9^(12)5 (13)9 (lli) 9 (15) e (16)9 dividido pelo número 
de permutações de N+l, tomadas k-pk^.

Temos 9 entãos

q-l
modos 0

temos um P, • 
K1V1’

e dado por
1

ai;) q-l q-l
com 0 P mais um dos pontos 

k]_+l e
klde PN5

(15)

(16)

o ,k iguais entre si.O o

qN+iqki qN+l.qki+l qN+l-i_-j_ m

TT ^r-TT (q-i}
! ’t qN+l.qk^+k2+ o c c

0000

q-l q-l q-l
i—0 i=2

(N+l)l
k^i Vo o o

OU

krl
TT N+l-i iq -1

q^^-l

(q«ljkg+-« «»+kj3»l

Como casos particulares, temos2
a) Numero de homografias com N+l pontos distintos unidos e 

independentes, Obtem-se de (18) com k^= k^=

k]_+ o p ® +k|j^—1m
TT (q-i).

kgò o o c km* i=0
(qN+1-q1)(18)! (N+l)!i3i i=k!i=2

+ 1
= k =1 e m—N+l. m' • 00

I
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Vems

qN+1-l N+l N1
Cq^-q1)q-l(19) (q-i)(N+l) ! 7q^7 

qN+1-l
TÍÍ+T) I (q-D^+I

i=2
ou N+l N

j (q-i)o (q^+l-qi)1

i=Z
ou ainda

NN+l1 (q^-q1)(20) (q-i)oN+l(N+l) 1 (q-l) i=0i*e
Como vemos pela (20), para q = 2, não existe homografia 

desse tipo.
Também, não hl homografias desse tipo no caso em que q^N+1. 
Para o caso de N = 2, obtém-se a formula de Chung Tao Yang:

\ q^(q~2)(q-3)(q+1)(q^+q+1) [259pag.l63j.

:

(18), temos o número deb) Para k-^ = N, = 1 e m = 2, em
homologias gerais. Obtemos então

N+l N q___ -q

:

H qN+!-i_i 
N-i^

N i
"(q-2).(N+i rr q-l

1=0 «I-
OU

n N+l N1 q -q
N+l° q-l

.qN+1-l•(q-2)
q-l

ou ainda

+1)(q-2) .(21) OOO

N+l.
Uma outra classe de homografias e a das que não possuem

q-2
3o

pontos unidos.
Preliminarmente, vamos provar a existência de tais homogra-

Com efeito, pela teoria dos corpos deyGaloisAou dos corpos 
finitos Q;39Pag.205j ? sabemos que em K, ha polinornios irredu
tíveis de grau N+l.

fias.
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5 o polinomio irredutívelSeja, então

N+l ,01 + a-j^ CT +

Pela teoria das matrizes, podemos construir a matriz, cujo 
polinomio caracteristico seja o primeiro membro de (22) [Ijll, 
pags. 81,82].

Teremos, então, a matriz As
0 0 

1 0 

0 1

■
, com a^K e aN+1£K*= 0+ aI (22) N+l « 9• e «

5

0 “aN+lo • • •

0 ~aN0000

(23) A 0 ~aN-le 0 o o

© o o •

.0 0
A homografia de equações

rò= 

rí= xo 

fX2 =

0 ~al0 9 9 0

“aN+lXN

~aNxN
(2b)

X1 _aN-lxNI
PXN =

nao tem pontos unidos.
0^número de polinomios irredutíveis de grau N+l, 

po K e dado por

XN-1 ~ alxNfc •

num cor-
,iím

Jn+Í
1(25):

(*)N+l
!; |u(d) é a função de Mobius Pi5jpags. 269,270]onde ou por uma

expressão que se encontra em G. Scorza Qi4.59Pags.i26 a 129].
bo Vejamos algumas propriedades interessantes das homogra- 

fias' sem pontos unidos.

s
ilH

Para isto, tomemos o polinomio característico irredutível 
de grau N+l da matriz As

oN+1 + axaN + + ai N+l •• . •

\) Resultado inédito do prof. J. Delsarte.(*)
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de grau N+l do corpo K, que e de

ordem q1',,'L, onde o polinomio^e redutível, ‘ pois a extensão é 
galoisiana, como se sabe da Álgebra.

Consideremos a extensão K 
N+l

9 cr^, de (22) são distintas e perten
cem todas a K1 , sem que pertençam a qualquer extensão de K,de 
grau d <N+l e divisor de N+l.

As raizes o* , <7,, o? 17 9 0 0

automorfismo T não idêntico do cor-
o mesmo se repro-

X” ( o\) são os numa outra ordem.
Por outro lado, nenhuma das raizes o\ e invariante pelos

automorfismos TT, salvo o caso de que o mesmo seja o idêntico.
DEFINIÇÃO 1. Consideradas as (N+l)-uplgs de elementos de 

K1, assim como as classes de equivalência,
1, do cap. I, obtemos um espaço projetivò 
a que chamaremos espaço extensão.

cr-L de (22) em K1 , obtemos um ponto (£?),

Aplicando-se, então, um 
po K1 ao conjunto das raizes o*o? o^,
duz, isto ê9 os

o a o ,

conforme 
qj)N sobre K*,

Para ceada raiz
tal que

Ê «uã - CT^S = o (i=0,(26) ,N). o e

k=0
ou, vectorialmente

cr R s^sA =
Esses pontos são unidos em

(27)
e 'são linearmente indepen

dentes, o que não é difícil de ver.
Com efeito, pela teoria das matrizes, sabemos que é sempre 

possível determinar uma transformação de coordenadas tal que a 
nova matriz

A' = B_1AB(28)
seja diagonal.

Neste caso, as raizes são cr^ = a^ e e claro que os N+l
pontos unidos são (1,0, 
armente independentes.

0 espaço contem um sub-espaço P^, cujos pontos são de
elementos exclusivos de K.

0 espaço P^ e isomorfo ao P^.

,0,1) que são line-,0) , (0,0,... . o .. o .
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Uma condição necessária e suficiente para que

da matriz
TEOREMA 3.

uma homografia do tenha os elementos otj/j
CL correspondente no corpoè que transforme todo pon

to de em ponto do próprio PN, isto e, invarie P^.
A condição e necessária, pois de 6 K, então, e claro

que a todo ponto de P^ de coordenadas (x^) com € K corres
ponde um ponto (xi) de coordenadas em K.

« ✓ ~LVejamos que e suficiente» Suponhamos uma homografia de 

matriz CL que invaria P^; então, para qualquer (x^) de Pjj(xi^) 

corresponde um ponto (x|) de P^, isto è.
Em particular, o ponto (1,0,

x| 6 K»
»,0) e de PN e substituindo-i • o

se em
€ K'*(29) px! = P

vem
cX(30) px i io

io^ K”
,0) com i = 0,

De um modo geral, considerando-se os 

N, temos que todos os
de K, donde os 0\ 
pontos (0, 0 ,• o0 o

“ii£ K-
TEOREMA Í4» Uma condição necessária e suficiente para que

uma homografia de invarie PN é que a
respondente comute com todos os automorfismos TL de K1»

A condição é necessária. Lembremos, para isso, que os au- 
tomorfismos invariam os elementos de K.

Tomemos, agora, um ponto (^) de
grafia dada, teremos que o ponto correspondente (£p,

K1 , é obtido pelas equações

p^í = Dv

matriz CL cor-

M K* . Pela homo- 

onde
com

(p é K* *) o(31) 3
Aplicando-se às (31)9 vems

EV^P^P ■VE°kPP = 

W = °<
- Z>irTi(Sj) •

(32)
Como, por hipótese. , entãoH

(33)
1
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De (32) e (33)? concluímos que

r.cu ar.(3k)
onde CL- (oí. .) .para qualquer ponto de

Vejamos a suficiência da condição para invariar P^. 
Suponhamos que valha a (3^4-) e sejam, então, (x^) um ponto 

do com xi€ K e o seu correspondente (xp.

iJN9

Teremos
Tj^CLCxj^) = CLTi(xi)(35)

e
TiCpxi) = TiCL(xi) = CLT±(x±).

Mas T±(pxp = 0L(xi), pois x.6K,
= 0L(x.)

(3 6)
Então, de (36), vems

ri(pxi)(37)
qualquer que seja T^.

xi9

i

= a então, de (37)9 vemsComo px!
-

PXÍ =ti(px!)(38)
homografia CL invaria P^.px!Ê K e ae, por conseguinte,

0 Uma condição necessária e suficiente para que 
uma homografia de matriz Q, com N+l pontos unidos dis
tintos em ?PN9 invarie PN e que os automorfismos X±

TEOREMA 5

sejam tais que
ti<SÍ> - f-hS

isto e, os x± permutem os pontos unidos»
Com efeito, se a homografia de matriz CL invaria PN, então,9

:pelo teorema li, ela comuta com os T\p logo temos
Ti cu ax.

donde
(39) aCTjíSi)] - rjCKSif) = tiípjjKiCSj) =

=

e, então, necessariamente r^(B^) = pm^ •

j
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Reciprocamente, seja Th(^) = pm^i 5 então,

<i*o) aiTiíSf)! =a<pB§? = p*a.<s?> = =
= WVSÍ> = r±( = qOc^) •

De (kO) vem que Th e CL comutam, logo, pelo teorema 1|, a ho~

vems

I

mografia invaria P^o
Dhs teoremas precedentes, concluímos a caracterização das 

homografias em *5^, que invariam um P^, sem pontos unidos em
P*N°

Resumindo, podemos caracterizar tais homografias do seguin
te modo s

a) dar um elemento o^GK1, tal que os T\(cr0) sejam todos di
ferentes, quando "T- percorre o conjunto dos automorfismos de

-*• «

tal que osT^C^O 

XA descreve os automor-

K* |
b) escolher uma (N+l)-upla (^) em

sejam (N+l)-uplas distintas, quando
fismos de K*, constituindo um conjunto de pontos linearmente 
independentes«,

N5,: i

;
com a propriedade a) deve obedecer ao fatoA escolha de cr

q^ qN
°ode que cr

Psé A\ Smgis, raizes de uma equaçao de grau N+l sobre K e irredutível 
sobre»

, sao elementos distintos e, aindao9 0005

= N+lOs elementos de K1 sao em numero de q
A Se 0<€K!^não é^raiz de uma equação de grau N+l ^irredutível 

sobreAK, então, o e de uma equaçao de grau d, também irredutí
vel sobre K. Como 0<£Kf, conclui-se que extensão de
grau d de K, logo d é divisor de N+l*

Chamando de o número de elementos de K1 que são raizes
de uma equação de grau d irredutível sobre K, onde d e divisor 
de N+l, temos 9

(kl) N+l _ q yAd°
d N+l

** IIPela inversão de Mobius, vem;

:
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N+l>Ju(d)qUl2) “cTAN+1

Como9 para cada raiz cr0, temos que os são também
raízes 9 concluímos que as escolhas de <JQ são em numero de

-1- A N+l *0x5) «.* N+l • c
Por outro lado, para que a escolha de uma (N+l)-upla (5j_)
KT) seja tal que os pontos T±(%+) sejam linearmente inde

pendentes, é necessário e suficiente que o determinante
%s= « o •

9 eq§
• O

q q
% 5

o e o

A(S) =(^)
O • •

NN N
e o ®

seja / 0. I, À determinação do número V de(N+l)-uplas que satisfazem Oxh) 
e um problema dò qual não conhecemos solução»

a ^ N+lEsse numero V, dividido por q -1, nos dá as possibilida
des de escolhas dos pontos nas condições anteriores. !

?■5. Outro caso e o em que a homografia possui elementos u- 
nidos no e, também, num 97^ extensão.

Com efeito, suponhamos que o'polinómio característico
I A - o-I |

contenha um fator irredutível de grau r (r^l).
Fazendo-se uma^extgnsão de grau r do corpo K a um corpo K1 , 

obtemos um espaçosobre Kf e, nele, podemos raciocinar como
no nQ ú, verificando-se que há, então, r pontos unidos. No 
espaço Pjy, teremos elementos unidos correspondentes a natureza 
das raizes doutro fator de 0x5) ^ que é de grau N-r+1.

A existência de uma tal homografia é imediata, pois sabemos 
que existem polinomios irredutíveis de grau r no corpo K.

:

0x5) :

<

1
■

í

Seja
r r-1cr + a-^o* • +

um polinomio nessas condições.
0x6) + are . •

Consideremos um outro polinomio de grau N-r+1, redutível sõ 
bre K, por exemplo; L

j i
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N-r+l

com b^ € K o(cr - bi) 5047)
Tomemos o polinómio de grau N+l, produto de (ké) e 

N-r+l
(U7)s

(o- - b )(o-r + a^"-1 +■(U8) + ar)O O O

e suponhamos que, efetuado o' cálculo, tenhamos obtidos

c/+1 y.+0i9) + c + c• o o N+l °
A homografia correspondente a matriz 

0 0 0 

10 0 

0 10

cN+l\O O O

-CNo o o

~CN~10*0

© o o

0 0 0 1 ~C1o o o

resolve a questão»
6. Finalmente, teremos ainda o caso das^chamadas homogra- 

fias especiais^ em que, nenhuma transformação de coordenadas 
levada matriz a forma diagonal, quer no corpo K, quer em ex
tensões do corpo.

Para verificar a existência, tomemos a matriz 

1 0 

0 1
aoN \0 • •

© O •

(5D A = » • •
1/0 0

A equação característica é dada por 

l-o- 0 

0 1-cr

«eo

aoNO 0 .

0.0

( 52) = 0 ,
0 0 0

0 0 1-crO 0 o

ou1 N+l _(53) (1-cr) = ° 9
donde cr = 1 -e raiz múltipla de ordem N+l. Por outro lado, a

■
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característica da matriz --

(5h) (A - o-I)
para a = 1 é 1, donde temos um hiperplano PN-1 de pontos unidos.

A esta homografia não pode corresponder uma transformação 
que leve a matriz à forma diagonal, pois se tal acontecesse, a 
característica viria a ser 0, e todos os pontçs seriam unidos$ 
a homografia seria a identidade, contra a hipótese.

Por outro lado, não é nenhum dos tipos de homografia des
critos nos numeros 3? h e 5*

—o—

§ 3-2 - HOMOGRAFIAS INVOLUTÓRIAS

lo Consideremos a homografia de equações
N .

OTÍ =Z>ikxk
k=0

a) ,N)(i= 0., oo.

iA inversa e dada por ?

N

— Fa| A | L-J
(2) (i=0, ,N)ri= jkixi o o o

onde |A| = |aik| t 0.
Se ..as (2), a (xJ fazem corresponder (x!), isto ê,

1 N 1

TTT (1!=0>

' \

■

\(3) »N)px o.o
ik=0

então,
!

V-L- ’(h) * Aki = aik ••|A| >
••-\com /\€ K* o

Finalmente, temos í
;a"+i_ r+i . v+i ■lAl ~ IaikI “ 1^,., Akl UIN ='AkiN+l N+l |A| ’|A| |A||A| íOU

|A|2 = ^N+1 .

Seja agora, um ponto.- P=(xi) e o correspondente P*=(xp.

(5)
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é unida e, nela existe uma involuçao subordinada pe-A reta PP 

la homografia.
são, com exclusão de (x^), dados por

(i=0,.

Os pontos de PP

,N)(6) y. = x! + kx. 
J1 í í

A (y.) corresponde(yp,dado por
o o

(i=0,.,.,N)

Devido a (Z4.), a (xp corresponde (Axp ; daí
(7) y! = x| + k'xi

ca (y.) corres
ponde

oyl = ^x^ + kx| (i=0,.».,N)(8)
Mas, pela (7) > 
(9) ( i=0 , o o o ,N) o<j y[ = c x 

corcluimos que

+ a k'x-i
De (8) e (9)

(cr - k)x^ + ((Xk* - r\)x^ ~ 0 •(10)
Pelo fato de (Xj_) não ser unido, de (1Ò) , vem

- 0,(7 - k = 0 cr k* ou seja,e
kk' = 7v.(11)

Os pontos unidos de PP* corrèspondem aos valores de k, que . 
satisfazem a equação

k2 = %(12)
TEOREMA 1. As raizes^de (12), se existirem, são, também, 

os zeros da função caracteristica da matriz A, e re- 
ciprocamente J349pag.l53l] .

Suponhamos que k^ seja uma raiz de (12)5 o ponto
= x[ + ^ixi

é unido, logo existe uma raiz cr^ de

|A - crl| = 0 ,

,N)(1=0,. O •

(13) 

tal que
=

1 Nx> N) .(lll) (1=0ikzk alzi ,000,

k=0
De (12), temos
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(aoo-CTl5(xi+klxo}+aol(xí+klxl)+ 

< alo(xi+klxo} + (all“^l5(xí+klxl>+

• e e

=0
(15)

+ ^ aNN~°Í ^ ^ ^CN+^:1XN ^a (xf+k x )+ ... 

Àplicando-se em (15)

• • •

íN

E*N
= Aikxk, aikxk = xi x± ,e

k=0k=0
temos

^xi °lklxi ~ ^ (i=o9»--9n)+ klX! °lxi
r

OU

('A - 0’1k1)x1 + (k^ - op xj = 0.(16)

De (16), vems
- ki - ji ]t..

V’iki 1
Mas, os pontos (x^) e (x|) são distintos, logo

- o
Wi

o que prova a afirmação.
Devemos provar que toda raiz de (13) ê? também, de (12).
Suponhamos que G-, não satisfaça à equação ,(12) e considere

mos ,uma raiz k^ de ^(12) em K (ou numa extensão de K). Então, 
e também uma raiz de (13) em K ou na extensão, conforme o 

teorema direto.
Os espaços de pontos unidos Pp e Pg relativos às raizes k^

e (7 tem intersecção vazia, conforme o teorema 2, do § 32? dês- 
te capitulo.

Observemos que nenhum dos espaços Pr e ® contido num es
paço de pontos unidos de dimensão maior.

!
(17) x •

,
1k-^ ,ou

ít*
kl ■

i
í

i

!
iíConsideremos as retas que unem cada ponto de Pp a um de Pg.

Tais retas são unidas,e nelas a involução é a identidade, senão, 
no caso de p^2, haverá dois pontos unidos provenientes das rai
zes de (12), mais um que provém de uma raiz de (13}? e na9 
e de (12)o No caso em que p~2, a equaçao (12) tera uma so raiz

.

u



Ih
e haverá um ponto unido por esse caminho, mas^haverá um outro 
ponto unido que provém da raiz de (13)? que não e de (12), e, 
neste caso, temosidentidade, pois numa reta,com 2n + 1 pon
tos, a involução é a identidade, se tiver dois pontos unidos•

Daí, concluimos que o espaço união de P e P é de pontos
Xo

unidos, gm desacordo com a observação feita anteriormente$ por
tanto, toda raiz de (13) é de (12)»

Suponhamos que^N seja par. 
p / 2 e em que a equação (12) tem solução em K0

e k

2o Estudemos o caso em que

às quais correspondem doisTeremos duas raizes k1 29
espaços de pontos unidos Pp e Pg.

TEOREMA 2. 0 espaço união de Pp e Pg é P^ (3U9pag. 15UJ °
Com efeito, por qualquer ponto doP^, fora de J?r e de Pg,

passa uma reta onde está subordinada uma involução, e que tem 
um ponto unido em P e outro em P . Esta reta pertence ao es-

X b
paço união de P e P e, portanto, o mesmo acontece com todos

X o
os seus pontos o Desta forma, vemos que todos os pontos de P^ 

estão no espaço união e como não há. ponto fora do P^, o espaço 

união de ?r e Pg é P^„
Conforme vimos no teorema 2 do § 3Q deste capítulo,

Pp r\ Pg = 0 , donde temos a relação
r + s.

â qual corresponde Pp, a matriz A terá
(18) N - 1

Para a raiz k 

característica N+l-r# 
Pela (18), temos s

l9
!(

(19) N+l-r = N+l-(N-l-s) = 2+s •
De (19), vems

(20) N+l-s - 2+r .
0 numero de homografias involutorias com espaços Pp e Pg

neste caso é dado pela formula do n^ 3, do § UQ, do cap, I, em 
que s=N-r-l e d=-l, ou sejas

í!

;



n ;n

lo

fr (qN+1_Í-l) N+l-i^
- q(r+l)(N-r) “PÍT3(r+1)(N-r) ifO(21) q r+l-i

TT (q -1r+l-i -1)
i=0

0 numero total de homografias involutórias é, então, dado
por

N1 (r+1) (N-r) fj
2 / ^ r+l-i^! [3U,pag,178]•(22)

r=l 1=0

Em particular, o numero de homologias harmónicas é forneci
do por (21), onde r=l, isto es

1 N+l-i - 
~Tq “1

N+l_i . «£=1 
q=T '

- q2(N-l).Sq2(N-l) q2-l(23)
=0^

3« Discutamos, agora, o caso em que (12) não tem solução em 
K, Nesta hipótese, devemos procurar as soluções em K’ e, como 
se sabe da Álgebra, r=s.
, Consluimos, então, de (20),xque 
e par, o que e absurdo, pois N e par o

TEOREMA 3o Não Tjá homografias involutórias sem pontos uni
dos, se N for par e p/*2.

N+l = 2(l+r), isto e, N+l 
Disto se infere o

!

:Suponhamos, agora, N par e p~2.
Vamos admitir que a (^2) tenh^ solução em K, Ngste caso, 

pela Álgebra, vemos que somente ha uma solução k^, a qual cor
responde um espaço de pontos unidos Ppo

Come vimos, no § 32, n^ 1, teremos um Ppde hiperplanos uni
dos, os quais terão em comum um unido»

TEOREMA lu 0 espaço unido %+1-r está contido no espaço de

pontos unidos Pp, isto é, N+l-r á r ou r 

pag.150]
Consideremos os espaços Pi = p^+l-^ ^ Pr e Pu’ 0 esPa9° uni" 

e Pp«
Vemos que P^ /= 0, pois, a involução subordinada pela homo- 

grafia no D^+^-r ^em Pon^os unidos e estes pertencem ao Pp.

s
?
I

l ^ Dk,
;

:.la
ao de PN+l-r

£

u
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É claro que o ponto Q*, corres- 

Na reta QQ1 existe uma invo- 
Por isto9 se infere que

Seja Q <£ P pontode PN- 
pondente de Q5 e distinto de Q. 
lução e, portanto, ha ponto unido.
QQ1 encontra Pp e nao e contida em Pu*

Considerado, agora, o espaço determinado por
e pelo ponto Q, vemos que e unido, pois, todos os hiperplanos 
por são unidos e, por conseguinte, o ponto

A reta QQf , então^ncontra o PN+1_r e como não pode estar
concluimos que os seus pontos de encontro comcontida em Pu,

Pp e com PN+*L-r n^° s^° distintos, logo temos um ponto L£P^„
0 espaço de Pu com Q é unido.
Como Q é arbitrário em P^, então, é fácil ver que todo hi- 

perplano que contém P^ é unido e P. DP 

logo Pj_ = PN+1_r e, portanto, PN+1_rCP
Mas pi^pu+i-r» 

isto e,
N+l-r0
r9

r > H±i .?Como N e par, então P 

to é, r >(N+l)/2.
0 numero de homografias involutórias,jneste caso, 

pelo de espaços Pj^r+1 e Pr com intersecção Pjj.r+1 >
formula do n3 3? do § , do cap. I, devemos colocar s=N+l-r e
d-N+l-r, de onde vems

e sub-espaço proprio de Pp, is-N+l-r

j è dado 
isto e, na

q[N+l-r-(N+l-r)] [r-(N+l-r)]
(21;) - N

TT(qN+1_Í-l) 3
i=0

r+N+l-r-(N+l-r)+2 
N+l-i

N-(N+l-r)-1N-r+N+l-r
N+l-i N+l-i(q -1) (q (q-D -D 0

1=0 1=0 1=0

N-(N+l-r)+N+l-r 
N+l-i(q -1)

i=o

i
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2(Nf}+CqN+1-i-l)ff(qN+1-1-l)ft(qNr+2 N+l-iN+l~i -1)I (q -D
i=0i=0i=0i=0

- N ->pN+l-iTT(q
0 numero total ê dado para r variando até N, mas com

Suponhamos que a equação (12) não tenha solução em K.5o
Neste caso, vale o

TEOREMA 5.r Não ha homografia involutória sem pontos unidos, 
se N é par e p = 2.

na hipótese do teorema, a equação (12) nao tem 
então, T? = PN+1_r isto e, r = (N+l)/2$ pois se

2(N+l)-2r i 2(N+l)-(N+2),

Com efeito, 
solução em K, e
2r> N+l, 2r In+2, e daí,
2(N+l-r) < N.

9

OU

?0 Pp pode ser representado por N+l-r equações independentes 9

da forma

(aoo-a)xo+ •
an x lo o

= 0. + aoNXN 

+ alNxN

O O O O 0 0 0000004000

+ (a11-(T1)x1 + = 0
(25)

O O 0 O O • oooooooooo

+ (aN-r, N-r-r°Í ^ xN-r, N-r 

N-r,NXN
o sistema de 2(N+l-r) equações:

+ ............ ................. .................oo o

aN-r,oxo + • * i• • 0 o •

= o .+ a• • •

Porém, em K 9

= 0+ aoNxN
= 0xo
= 0an x + lo o + alNxN< = 0X1

= 0aN-r,oxo + + aN-r,NxN 

xN-r,N-r
teria solução nao trivial, pois,2(N+l-r) 1 N5 logo, haveria 
ponto unidc no P , contra a hipótese.

= 0

I
■

J
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o que é absurdo,Disto inferimos que Pp = %_r+]_ e 2r = N+l, 

visto que N é par.
Passemos a estudar o caso em que N é impar e p 2.6.

Suposto que a (12) tenha solução em K, estamçs na situação
do nQ 2, com os mesmos resultados, inclusive o calculo.

^ ^ ^ /
7. Se a (12) nao tem solução, então, com o raçiocinio do

o que e possível, pois N e impar; assimnC39 vemos que 2r = N+l, 
temos uma homografia no P^, sem pontos unidos.

Tomamos, então, um P CPN e o seu correspondente pelaN+l ^
2

É claro que P = 0 .n p ihomografia,
2 1

As equações ficam, pois: 

axo =

N+lN+l
2 2

k-,X1 r+1
klxr+2cr

OOOOOOOOOOOOOOO

(27) < k.xcr x INr
= LxCT Xr+1 lo

l O 0 O 0

k.xcr x; N 1 rA
e é dado por:

0 o .

—k-j^ • o

0 determinante do sistema é nulo
0 -kx 

. 0 0

?
? a 0 0coo

• O 0 00 cr o o o o

.osoooooooooo.ooo.oe

0 0 

-kx 0
cj 0 0 o o
0 a 0 .

-kl(28) O O 0

o 0ooo

• 0000000000000009000000000000

0 0 -kx 0 0
No determinante (28), multiplicando-se os elementos da 1& 

linha por e somando-se aos da (r+2)& multiplicados por cx 
vem:

cr

9

’



m '

79
00 -kj 0

0 0
0cr

0~kl0 a í

“kl000 0 .
0 0 .

cr(29)
„. o2 -k2 0 0o o

0-kx 0
Efetuando esta operação r vezes, paradas linhas 2a e 

(r+3)a9 etc., vem que o determinante (28) e

0 0 cr

(o2- k2)rcrr - 0, donde a2 - k2 -A.

o número de tais homografias e o de pares de P^+j
“ ’1

Assim 9

Vale, então, a fórmula 

N+2
com intersecção vazia,

2
N+l-iN+l-i -D rT(q(_i=0TT(q -D/N+lv2

q 2 } i=0
(30) '2' N N+l-iPRq -D

i=0

^8. Seja o caso de p=2 e em que a (12) tem solução em K. 
Então, estamos na hipótese do n^Ú?inclusive o calculo.

Se a (12) não tem solução em K, vale o mesmo que no n^9o
5 e 2r = N+l.

AÍ, escolhidos como no nQ 7? o espaço
~ 1

, temos PN+1

e o corres-

= 0, donde o númeron p.!-pondente P i N + l n 
2 ~L

N+l n 
2

de homografias e o mesmo que em 7*
2
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