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Resumo

SANTOS FILHO, G. R. O radical de Jacobson de anéis de polinômios diferenciais.
2015. 92 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de
São Paulo, São Paulo, 2015.

O objetivo desta dissertação é estudar o radical de Jacobson de anéis de polinômios di-
ferenciais. Mostramos um resultado de M. Ferrero, K. Kishimoro, K. Motose, que mostra
que no caso geral, o radical de um anel de polinômios diferenciais é um anel de polinômios
diferenciais sobre algum ideal do anel dos coeficientes. Assumindo que o anel dos coefici-
entes satisfaça uma identidade polinomial, mostramos seguindo B. Madill que este ideal é
um ideal nil. Se o anel dos coeficientes é adicionalmente localmente nilpotente, seguindo J.
Bell, B. Madill, F. Shinko, mostramos que o anel de polinômios diferenciais será localmente
nilpotente. Ainda seguindo J. Bell et al, se o anel dos coeficientes é uma álgebra sobre um
corpo de característica zero e tal álgebra satisfaz uma identidade polinomial, mostramos que
o ideal nil é o radical de Köthe. Para tais demonstrações, cobriremos os tópicos preliminares
necessários para entender os enunciados: radical nil, radical de Levitzki, radical de Baer,
radical de Jacobson e propriedades, anéis PI, polinômios centrais, teorema de Kaplansky.

Palavras-chave: radical de Jacobson, anéis de polinômios diferenciais, anéis PI.
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Abstract

SANTOS FILHO, G. R. The Jacobson radical of differential polynomial rings. 2015.
92 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São
Paulo, São Paulo, 2015.

The aim of this work is to study the Jacobson radical of differential polynomial rings.
We show a result of M. Ferrero, K. Kishimoto, K. Motose, which shows that in general, the
radical of a differential polynomial ring is a differential polynomial ring over some ideal of
the ring of coefficients. Assuming that the ring of coefficients satisfies a polynomial identity,
we show following B. Madill that this ideal is nil. If the ring of coefficients is additionally
locally nilpotent, following J. Bell, B. Madill, F. Shinko, we show that the differential poly-
nomial ring is locally nilpotent. Still following J. Bell et al, if the ring of coefficients is an
algebra over a field of zero characteristic and this algebra satisfies a polynomial identity,
we show that the nil ideal is the Köthe radical. For the proofs, we cover the preliminary
topics necessary for understanding the statements: nil radical, Levitzki radical, Baer radical,
Jacobson radical and its properties, PI-rings, central polynomials, Kaplansky’s theorem.

Keywords: Jacobson radical, differential polynomial rings, PI-rings.
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Introdução

O objetivo principal deste texto é demonstrar dois resultados devidos a J. Bell, B. Madill
e F. Shinko sobre radicais de anéis de polinômios diferenciais [BMS15]. O primeiro mostra
que se R é um anel localmente nilpotente que satisfaz uma identidade polinomial e δ é
um derivação de R, então o anel de polinômios diferenciais R[x; δ] é localmente nilpotente
(em outras palavras, R[x; δ] é radical segundo Levitzki). O segundo mostra que se R é
uma álgebra com unidade sobre um corpo de característica zero que satisfaz uma identidade
polinomial, δ é uma derivação de R e N é o maior ideal nil de R, então o anel de polinômios
diferenciais R[x; δ] tem como radical de Jacobson o anel de polinômios diferenciais N [x; δ].

A estrutura do radical de Jacobson do anel de polinômios diferenciais R[x; δ] é um pro-
blema em aberto com algumas soluções parciais. Em 1956, S. A. Amitsur [Ami56] provou
que o radical de Jacobson do anel de polinômios é um anel de polinômios com coeficientes
em algum ideal nil. Em outras palavras, rad(R[x; δ]) = N [x; δ] onde δ é a derivação trivial
e N ⊆ R é um ideal nil. Posteriormente, em 1983, M. Ferrero, K. Kishimoto e K. Motose
provaram que, para todo anel R, sempre existe um ideal N tal que rad(R[x; δ]) = N [x; δ]
(Teorema 2.5.3) e, se adicionalmente R for comutativo, então N é nil. O problema de de-
terminar se N é nil no caso geral permaneceu aberto até recentemente quando, em 2015,
A. Smoktunowicz [Smo15] mostrou que existe um anel R não nil e uma derivação δ tal que
R[x; δ] seja radical segundo Jacobson. Portanto, o problema tem resposta negativa.

Também houve tentativas bem sucedidas para provar o Teorema de Amitsur para anéis
de polinômios diferenciais se forem satisfeitas certas condições sobre R ou δ. Em 1975,
D. A. Jordan [Jor75] provou que, se R é um anel noetheriano com unidade, então existe
um ideal nil N ⊆ R tal que rad(R[x; δ]) = N [x; δ]. Em 1987, J. Bergen, S. Montgomery
e D. S. Passman [BMP87] estudaram o radical de Jacobson do produto cruzado de uma
álgebra envelopante de uma álgebra de Lie: se L é um álgebra de Lie sobre um corpo k
que age na k-álgebra associativa R, então podemos definir o produto cruzado R ∗ U(L),
onde U(L) é a álgebra envelopante universal de L (para mais detalhes sobre a álgebra U(L),
consultar [MR87, 7.10, p. 33]). A k-álgebra R ∗ U(L) é associativa e os autores provaram
que rad(R ∗ U(L)) = N ∗ U(L), onde N é um ideal nil de R, no caso que R é noetheriano à
direita ou no caso em que R é uma k-álgebra PI. No caso em que L = k ·x é uma álgebra de
Lie unidimensional, temos que R ∗ U(L) = R[x; δ], onde δ(r) = [x, r] é a ação de x ∈ L em
r ∈ R. Segue, portanto, que o Teorema de Amitsur vale se uma das condições anteriores for
satisfeita. Em 2015, A. Smoktunowicz provou que se R é uma álgebra sobre um corpo de
característica positiva e δ é uma derivação fr R localmente nilpotente, ou seja, se para todo
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r ∈ R existir um inteiro positivo n tal que δn(r) = 0, então vale o Teorema de Amitsur em
R[x; δ].

Um problema relacionado ao anterior foi formulado por S. Montgomery e compilado no
Dniester’s Notebook [dni06, Problem 3.58]: Se R não possuir ideais nil não nulos, é verdade
que rad(R[x; δ]) = 0? Se R e δ são tais que o Teorema de Amitsur vale para R[x; δ], então
o problema de S. Montgomery tem resposta afirmativa. Em 2007, Y.T. Tsai, T.Y. Wu e
C.L. Chuang [TWC07] provaram que o problema tem resposta afirmativa em alguns casos
particulares, dentre eles quando R é um anel PI ou quando R satisfaz a condição de cadeia
ascendente sobre os anuladores à direita de seus subconjuntos unitários. Recentemente,
outras condições suficientes foram provadas em [BG12] e [NI14].

Ainda sobre a estrutura do radical de Jacobson de R[x; δ] em casos particulares, temos
o seguinte problema proposto em 2011 por I. P. Shestakov na conferência “Non-Associative
Algebras and Related Topics”, em Coimbra: Se R é um anel localmente nilpotente e δ é
uma derivação, é verdade que o anel R[x; δ] é radical segundo Jacobson? Em 2014, A.
Smoktunowicz e M. Ziembowski [SZ14] mostraram que, para todo corpo k, existe uma k-
álgebra localmente nilpotente R e uma derivação δ tais que R[x; δ] não é radical segundo
Jacobson. Por sua vez, os autores perguntaram se o problema tem resposta afirmativa com
a hipótese adicional de que R satisfaz alguma identidade polinomial. Ainda em 2014, J. P.
Bell, B. W. Madill e F. Shinko provaram que o anel R[x; δ] é localmente nilpotente se R é
um anel PI, conforme demonstraremos no Capítulo 4 deste texto.

O segundo resultado de [BMS15] que aqui demonstraremos, mostra que se R é uma
álgebra PI com unidade sobre um corpo de característica zero, então rad(R[x; δ]) = N [x; δ],
onde N é o maior ideal nil de R (ou seja, N é igual ao radical de Köthe de R). Também
mostraremos um exemplo onde R é uma álgebra comutativa com unidade sobre um corpo
de característica positiva e tal que N não é nil.

No Capítulo 1 são introduzidas algumas notações e convenções usadas. No Capítulo 2,
nosso principal objetivo é apresentar os radicais nil, de Levitzki, primo e de Jacobson. Os três
primeiros são temas da Seção 2.1 enquanto o último será introduzido no caso de anéis com
unidade na Seção 2.2 e no caso geral na Seção 2.4. A teoria do radical de Jacobson é extensa,
como pode ser conferido em [Lam01], e existem muitos teoremas sobre a sua descrição em
classes específicas de anéis. Para demonstrar o resultado de M. Ferrero, K. Kishimoto e K.
Motose sobre o radical de Jacobson em anéis de polinômios diferenciais, abordamos na Seção
2.3 resultados sobre o radical de Jacobson de extensões de escalares. A Seção 2.4 introduz
a definição do radical de Jacobson para anéis arbitrários e na Seção 2.5 demonstramos o
resultado de Ferrero et al. Por fim, iremos explorar na Seção 2.6 algumas das propriedades
comuns entre os radicais aqui definidos.

O Capítulo 3 é dedicado à demonstração de resultados envolvendo anéis que satisfazem
identidades polinomiais. Os resultados aqui expostos são os necessários para demonstrar que
os ideais não nulos de um anel PI semiprimo têm intersecção não nula com o centro. Depois
da pequena introdução feita na Seção 3.1, provamos na Seção 3.2 a existência de polinômios
centrais em anéis de matrizes sobre corpos. A seguir, na Seção 3.3, provaremos o Teorema de
Kaplansky, que afirma que qualquer anel primitivo à esquerda que satisfaz uma identidade
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polinomial é isomorfo a um anel de matrizes com entradas em uma álgebra de divisão central
de dimensão finita. Os resultados das três seções anteriores serão usados na Seção 3.4 para
estudar anéis semiprimos e primos que satisfazem identidades polinomiais.

No Capítulo 4 nos concentramos em estudar o radical de Jacobson de anéis de polinômios
diferenciais em casos particulares. Se R é um anel, então o radical de R[x; δ] é N [x; δ], onde
N é um ideal de R. A Seção 4.1 mostra que se R satisfaz uma identidade polinomial, então
N é nil. O caso em que R é adicionalmente semiprimo foi provado por Y.T. Tsai, T.Y. Wu
e C.L. Chuang em [TWC07], baseado em um resultado de C.L. Chuang e T.K. Lee [CL06],
que por sua vez utiliza técnicas da teoria de quocientes de Martindale. No entanto, iremos
expor neste texto uma demonstração devida a B. Madill [Mad14], que o provou usando o
resultado de M. Ferrero et al, além, é claro, de elementos da teoria de anéis PI. No resto
do capítulo, abordamos a demonstração dos dois resultados de J. Bell et al. A Seção 4.2
começa com uma abordagem ingênua à demonstração de que R[x; δ] é localmente nilpotente
se R for um anel PI localmente nilpotente (Teorema 4.4.1) e concluímos com a sugestão que
é possível uma abordagem combinatória, de forma a tirar proveito da identidade polinomial
satisfeita por R. Na Seção 4.3 expomos definições e provamos um lema sobre combinatória
em palavras que, por sua vez, é usado na Seção 4.4 para concluir a demonstração do Teorema
4.4.1. Por fim, ainda na seção 4.4, aplicaremos este resultado para provar que se R é uma
álgebra PI com unidade sobre um corpo de característica zero, então rad(R[x; δ]) = N [x; δ],
onde N é o maior ideal nil de R.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste texto, consideramos anéis associativos e possivelmente sem unidade. Em todo o texto
entendemos o termo módulo como um módulo sobre um anel com unidade e unital. Se R
é um anel com unidade e M é um grupo abeliano, então escrevemos RM (respectivamente,
MR) para indicar que M é um R-módulo à esquerda (respectivamente, à direita). por
consequência, consideramos neste texto que uma álgebra sobre um anel comutativo com
unidade é unital, embora a própria álgebra não necessariamente tenha unidade.

Usamos as notações padrões A /e R, A /d R e A / R para indicar que A é um ideal à
esquerda, à direita e bilateral do anel R, respectivamente. Também usamos o termo ideal
unilateral para indicar um ideal à esquerda ou à direita. Dizemos que um anel R é simples
se R2 6= 0 e seus únicos ideais são 0 e R.

Se S é um subconjunto do anel R, denotamos o ideal gerado por S como id〈S〉. Se S é
unitário, digamos, S = {a}, denotamos o ideal gerado por id〈a〉. De maneira geral, temos a
seguinte expressão para id〈a〉:

id〈a〉 = RaR +Ra+ aR + Za = {r1ar2 + s1a+ as2 + na | r1, r2, s1, s2 ∈ R, n ∈ Z}.

Se R possui unidade, obtemos a forma simplificada id〈a〉 = RaR.
Consideramos conhecidas as noções de homomorfismo, endomorfismo, isomorfismo, etc.

Nas seções onde consideramos que os anéis possuem unidade, assumimos a convenção que
os homomorfismos de anéis preservam a unidade.

Se T 6= ∅ é um conjunto de indeterminadas e R é um anel, então assumimos conhecidas
as definições e propriedades de um polinômio nas indeterminadas T com coeficientes no
anel R. Denotamos o anel formado por estes polinômios por R[T ]. Lembramos que, neste
caso, as indeterminadas do subconjunto T ⊆ R[T ] comutam entre si e com os elementos de
R. No caso em que T = {t1, . . . , tn} é finito, denotamos o anel de polinômios sobre T por
R[t1, . . . , tn].

Definição 1.0.1. Se R é um anel e σ : R → R é um homomorfismo de R, então uma
σ-derivação de R é uma função δ : R→ R que satisfaz, para quaisquer a, b ∈ R:

(1) δ(a+ b) = δ(a) + δ(b);
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(2) δ(ab) = δ(a)b+ σ(a)δ(b).

No caso em que σ é a função identidade, dizemos simplesmente que δ é uma derivação de R.

Definição 1.0.2. Se R é um anel, σ : R→ R é um homomorfismo, δ é uma σ-derivação em
R e x é uma variável independente, então o conjunto dos polinômios sobre x com coeficientes
em R é um anel quando munido da soma usual de polinômios e da multiplicação dada pela
regra

xa = σ(a)x+ δ(a), para todo a ∈ R

Dizemos este anel é uma Extensão de Ore de R e o denotamos por R[x;σ; δ]1.

Damos nomes especiais aos seguintes casos particulares de Extensões de Ore:

• Se δ é uma derivação em R e σ : R → R é a função identidade, então δ é uma σ-
derivação em R. Nesse caso, usamos a notação R[x; δ] ao invés de R[x;σ; δ] e chamamos
esse anel de anel de polinômios diferenciais.

• Se σ é um endomorfismo de R e δ : R→ R é a função nula, então δ é uma σ-derivação
em R. Nesse caso, usamos a notação R[x;σ] ao invés de R[x;σ; δ] e chamamos esse
anel de anel de polinômios skew.

Se n é um inteiro positivo e a ∈ R, então é válida em R[x; δ] a seguinte fórmula:

xna =
n∑
t=0

δt(a)xn−t, (1.0.3)

onde δt denota a composição da função δ t-vezes e
(
n
t

)
é o número binomial. De maneira

geral, se r ∈ R é não negativo e t é um inteiro positivo, então definimos:(
r

t

)
=
r(r − 1)(r − 2) . . . (r − t+ 1)

t!

Se R é um anel com unidade e n é um inteiro positivo, então denotamos o anel das
matrizes n × n com entradas em R como Mn(R). Lembremos que, como R é um anel com
unidade, fixado o inteiro positivo n, para todos r, s = 1, . . . , n, podemos considerar a matriz
elementar Ers = (aij) ∈Mn(R), que é dada por

aij =

{
1, se i = r e j = s;

0, caso contrário.

1A verificação de que a regra dada define uma única multiplicação associativa pode ser conferida em
[GW04b, p. 43-38]
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Lembremos também que as matrizes elementares satisfazem a relação EriEjs = δijErs, para
todos i, j, r, s = 1, . . . , n, onde δij é o delta de Kronecker, dado por

δij =

{
1, se i = j;

0, caso contrário.

Sejam k um anel, n ≥ 2 um inteiro e p(t) = tn + an−1t
n−1 · · · + a1t + a0 ∈ k[t] um

polinômio mônico. A matriz companheira do polinômio p(t) é a matriz

Cp(t) =


0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

0 1 . . . 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 −an−1


A matriz Cp(t) tem tanto o polinômio característico quanto o polinômio minimal iguais a
p(t). Em particular, se p(t) tiver n raízes distintas, então a matriz Cp(t) é diagonalizável.

Se R é um anel e X ⊆ R um conjunto qualquer, então definimos o centro de X como o
conjunto Z(X) = {r ∈ R | rx = xr, para todo x ∈ X}.

Fixe, para o resto desta seção, um anel com unidade R.
Seja M um R-módulo à esquerda (respectivamente, à direita). Dizemos que M é fiel se

a ação de R for injetora, ou seja, se para todo r ∈ R e quaisquer m1,m2 ∈M

rm1 = rm2 ⇒ m1 = m2 (resp., m1r = m2r ⇒ m1 = m2).

Sejam M um R-módulo à esquerda e S ⊂ M um conjunto arbitrário. O anulador de S
é Ann`(S) = {r ∈ R | rS = 0}. Analogamente, se N é um R-módulo à direita e S ′ ⊂ N é
arbitrário, o anulador de S ′ é Annr(S

′) = {r ∈ R | S ′r = 0}. Embora existam casos em que
um mesmo conjunto tenha estrutura de módulo sobre mais de um anel, usamos a mesma
notação para o anulador, explicitando sempre qual estrutura de módulo considerar.

Um R-módulo (à esquerda ou à direita) M 6= 0 é dito simples se 0 e M são seus únicos
submódulos. Dizemos que M é semissimples ou completamente redutível se, para todo
submódulo N ⊆ M , existe um submódulo N ′ ⊆ M tal que M = N ⊕ N ′. Existem várias
definições equivalentes para semissimplicidade, como pode ser consultado em [Lam01, p. 25-
29]. A nós, é interessante a seguinte equivalência, cuja demonstração é omitida, mas pode
ser encontrada na referência anterior:

Proposição 1.0.4. Para um R-módulo RM , são equivalentes as seguintes propriedades:

1. M é semissimples.

2. M é a soma direta de uma família de submódulos simples.

3



3. M é a soma de uma família de submódulos simples.

Segue da proposição acima a fácil consequência:

Corolário 1.0.5. Se R é um anel com unidade e RM e RN são R-módulos semissimples,
então o R-módulo R(M ⊕N) é semissimples.

Assumimos conhecida a definição do produto tensorial de álgebras sobre corpos. De-
finições e propriedades podem ser conferidas em [Rom08, Chapter 14]. Explicitamos, no
entanto, as seguintes propriedades básicas:

Proposição 1.0.6. [Rom08, p. 361-364] Se k é um corpo e V,W são espaços vetoriais sobre
k com bases B,B′, respectivamente, então o conjunto {v⊗w | v ∈ B, w ∈ B′} é uma base do
k-espaço vetorial V ⊗K W .

É consequência da Proposição 1.0.6 que, se V e W são k-espaços vetoriais de dimensão
finita, então

dimk(V ⊗k W ) = (dimk V )(dimkW ).

Além disso, segue que:

Proposição 1.0.7. Sejam k um corpo e V,W espaços vetoriais sobre k. Para todo elemento
v ∈ V ⊗k W , existe um inteiro positivo n e únicos a1, . . . , an ∈ V e b1, . . . , bn ∈ W , tais que
{b1, . . . , bn} é um subconjunto de W linearmente independente e

v =
n∑
i=1

ai ⊗ bi.

Sejam k e K ⊇ k corpos e V um k-espaço vetorial. Chamamos o produto tensorial
V ⊗k K de extensão de escalares de V e V ⊗k K tem estrutura de K-espaço vetorial dado
pela seguinte regra:

α · (v ⊗ β) = v ⊗ αβ, ∀α, β ∈ K, ∀v ∈ V

Temos as seguintes proposições:

Proposição 1.0.8. [Rom08, p. 379] Sejam V um espaço vetorial sobre o corpo k, {vi | i ∈ I}
uma base de V e K ⊇ k um corpo. Então {vi⊗1 | i ∈ I} é base do K-espaço vetorial (K⊗kV )
e, em particular,

dimK(K ⊗k V ) = dimk V

Proposição 1.0.9. Sejam D um anel de divisão, k ⊆ D o centro de D e K um corpo tal
que k ⊆ K ⊆ D. Segue que D é um k-espaço vetorial e para todo inteiro positivo n,

Mn(D)⊗k K 'Mn(D ⊗k K)

como K-álgebras.
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Capítulo 2

Radicais

A noção de radical foi desenvolvida inicialmente no estudo de algumas classes de álgebras
não-associativas. Nos seus trabalhos, E. Cartan introduziu os conceitos de álgebra de Lie
semissimples e radical de uma álgebra de Lie: uma álgebra de Lie de dimensão finita é
chamada de semissimples em função da sua forma de Killing, enquanto que o (hoje conhecido
como) radical de uma álgebra de Lie de dimensão finita é definido como a soma de seus ideais
solúveis. Em seguida, mostrou que uma álgebra de Lie é semissimples se, e somente se, o seu
radical é nulo, e que uma álgebra de Lie é semissimples se, e somente se, é uma soma direta
de álgebras de Lie simples. Adicionalmente, E. Cartan classificou as álgebras de Lie simples
sobre C e sobre R.

Em 1893, T. Molien, na sua tese de doutorado “Über Systeme höherer komplexer Zahlen”,
provou que uma álgebra associativa, com unidade e simples sobre C é isomorfa a uma álgebra
de matrizes (de ordem conveniente) com entradas em C. Posteriormente, em 1898, E. Cartan
provou o mesmo resultado de maneira independente e adicionalmente provou que toda C-
álgebra de dimensão finita é a soma direta de um ideal nilpotente e uma soma direta de
ideais simples.

Os resultados sobre álgebras associativas semissimples são casos particulares de um re-
sultado devido a J. Wedderburn – a primeira tentativa de desenvolver uma teoria geral sobre
a estrutura de álgebras de dimensão finita sobre corpos arbitrários [vdW85, p. 210]. J. Wed-
derburn mostrou que se A é uma álgebra associativa, com unidade e de dimensão finita sobre
um corpo k, então existe um ideal N nilpotente que contém todas os ideais nilpotentes de
A – em particular, N é o ideal nilpotente maximal de A. Se N = 0 então a álgebra A é
chamada de semissimples. Na nomenclatura atual, o ideal N é chamado de radical de A.
Com essas convenções, podemos enunciar o Teorema de Wedderburn, provado em 1907 em
seu artigo “On hypercomplex numbers”.

Teorema 2.0.1 (Teorema Principal de Wedderburn). (1) Toda álgebra de dimensão finita
é a soma direta (de espaços vetoriais) de seu radical e uma subálgebra semissimples;

(2) Toda álgebra semissimples é soma direta de ideais simples únicos a menos de ordem e
isomorfismos;
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(3) Toda álgebra simples é isomorfa a uma álgebra de matrizes sobre um anel de divisão.

Em 1927, E. Artin provou que, assim como no caso de álgebras de dimensão finita,
também existe em um anel artiniano à esquerda um ideal nilpotente maximal N , também
chamado de radical. Além disso, E. Artin define como semissimples um anel artiniano
à esquerda que tem radical nulo e mostrou os itens (2) e (3) do Teorema Principal de
Wedderburn para anéis semissimples e simples, respectivamente.

Tentativas de desenvolvimento dos resultados de J. Wedderburn e E. Artin para classes
maiores de anéis se deram nas duas décadas seguintes por diversas abordagens. Um dos
problemas era estender a definição do radical para anéis arbitrários ou, ao menos, uma
classe maior de anéis. Em 1930, G. Köthe usou pela primeira vez o termo “radical”: Se
A é um anel, G. Köthe chamou de ideal nil aqueles ideais cujos elementos são nilpotentes
e definiu o radical R do anel A como a soma de todos os ideais nil. No seguinte trecho
adaptado de [vdW85, p. 211], o matemático B. L. van der Waerden – aluno de E. Noether
em Göttingen – descreve este período:

Dentre os que seguiam a linha de pesquisa de Emmy Noether, havia a sensação
de que o radical R [de um anel A], como definido por Wedderburn ou por Köthe,
é muito pequeno. Se a condição de cadeia descendente não for satisfeita, não é
possível obter teoremas de estrutura satisfatórios para [o anel quociente] A/R.
Assim, Reinhold Baer e Jakob Levitzki propuseram outras definições para o radi-
cal. (. . . ) Estas definições, no entanto, ainda não permitiam o desenvolvimento
de uma teoria de estrutura de anéis satisfatória sem [que fossem consideradas]
condições de finitude. O primeiro a resolver esse problema e apresentar uma bela
teoria geral foi Nathan Jacobson. 1

As definições de radical sugeridas por G. Köthe, R. Baer, J. Levitzki e N. Jacobson podem
ser interpretadas como definições alternativas para o radical de Wedderburn pois, como será
provado na Seção 2.6, elas determinam ummesmo ideal no caso de anéis artinianos à esquerda
(e em particular, em álgebras de dimensão finita). No entanto, quando considerados para
anéis arbitrários, estes radicais são, em geral, distintos. De qualquer forma, todos são úteis
para o estudo da estrutura de anéis e o objetivo das próximas seções será estudar alguns
elementos da teoria de cada um deles.

2.1 O radical segundo Köthe, Levitzki e Baer
Nesta seção iremos introduzir e discutir brevemente os radicais sugeridos por G. Köthe, J.
Levitzki e R. Baer e relações entre eles.

1In the school of Emmy Noether it was felt that the radical R, as defined by Wedderburn or by Köthe,
is too small. If the descending chain condition is not satisfied, it was not possible to obtain satisfactory
structure theorems for A/R. Therefore, Reinhold Baer and Jakob Levitzki have proposed other definitions
of the radical. (. . . ) However, these definitions still did not lead to a satisfactory structure theory of rings
without finiteness conditions. The first to solve the riddle and to present a beautiful general theory was
Nathan Jacobson.
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2.1.1 O radical nil

Se R é um anel, dizemos que um elemento a ∈ R é dito nilpotente se existe um inteiro
positivo n tal que an = 0. Um subconjunto S ⊆ R é dito nil se todo elemento de S é
nilpotente. O subconjunto S ⊆ R é chamado de nilpotente se existe um inteiro positivo n
tal que Sn = 0, ou seja, se x1 . . . xn = 0 para quaisquer x1, . . . , xn ∈ S.

Antes da definição do radical nil, é necessário provar a seguinte proposição:

Proposição 2.1.1. Se R é um anel e A,B são ideais nil de R, então A + B é um ideal nil
de R.

Demonstração. Assuma que A,B são ideais nil de R e observe que A/(A ∩B) / R/(A ∩B)
é nil. Como (A + B)/B ' A/(A ∩ B), segue que (A + B)/B também é um ideal nil de
R/B. Daí, para qualquer x ∈ A + B, existe um inteiro positivo n tal que xn + B = 0 + B,
ou seja, xn ∈ B. Mas, como B é um ideal nil, segue que existe um inteiro positivo m tal
que (xn)m = xmn = 0, donde segue que A + B é um ideal nil, provando a afirmação.

Usando indução, a Proposição 2.1.1 nos permite concluir que a soma finita de ideais nil
também é um ideal nil. Por consequência, segue que a soma dos ideais nil de R é um ideal
nil. De fato, se Ai, com i ∈ I, são os ideais nil de R, e x é um elemento arbitrário de

∑
i∈I Ai,

então existem i1, . . . , in ∈ I tais que x ∈ Ai1 + · · · + Ain , e daí, segue que x é nilpotente.
Podemos concluir que, se R é um anel, então a soma dos ideais nil de R é o seu maior ideal
nil. Chamamos esse ideal nil maximal de radical nil e o denotamos por NilR. A definição
de NilR e o termo “radical” foram usados no contexto de teoria de anéis pela primeira vez
em [Köt30], por G. Köthe. Por essa razão, NilR é frequentemente chamado de radical de
Köthe.

Um problema clássico ainda em aberto da teoria de anéis é a validade da seguinte versão
mais forte da Proposição 2.1.1:

Problema 2.1.2. Se R é um anel e A,B ⊆ R são ideais à esquerda nil, então A + B é nil?

Tal conjectura é conhecida como Conjectura de Köthe e sua resposta implica na resolução
de outros problemas na teoria de anéis (para mais detalhes, ver [Kre72]). Essa conjectura
tem outras formulações equivalentes, como pode ser visto na proposição seguinte. A demons-
tração das equivalências será omitida, mas pode ser conferida em [Lam01].

Proposição 2.1.3. São equivalentes as seguintes afirmações:

(1) (Köthe) Em todo anel, a soma de dois ideais à esquerda nil é nil;

(2) Todo ideal unilateral nil está contido em NilR, para todo anel R;

(3) Para todo anel R, se I /R é um ideal nil, então Mn(I) ⊆Mn(R) é nil, para todo inteiro
positivo n;

(4) Para todo anel R, se I / R é um ideal nil, então M2(I) ⊆M2(R) é nil;

(5) Para todo anel R e para todo inteiro positivo n, Nil(Mn(R)) = Mn(NilR);
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2.1.2 O radical de Levitzki

Se R é um anel, então um subconjunto S ⊆ R é chamado de localmente nilpotente se, para
todo subconjunto S ′ ⊆ S finito, o anel gerado por S ′ é nilpotente.

Se a conjectura de Köthe for verdadeira, então, para todo anel R e quaisquer A/dR,B/eR
nil, os conjuntos A + B, RAR, RBR estarão contidos em NilR e, portanto, serão todos
conjuntos nil. A proposição a seguir mostra que a versão “localmente nilpotente” da afirmação
anterior é verdadeira.

Proposição 2.1.4. Se R é um anel e A,B são ideais unilaterais localmente nilpotentes,
então os conjuntos A + B, RAR, RBR são todos localmente nilpotentes.

Demonstração. Suponha que A ⊆ R seja um ideal à esquerda localmente nilpotente. Vamos
provar que o ideal AR é localmente nilpotente e, como RAR ⊆ AR, isto é suficiente para
concluir que RAR é localmente nilpotente. Tome um conjunto finito X = {xi | i ∈ I} ⊆ AR.
Podemos assumir que existe um inteiro positivo m e elementos rj ∈ R, com j ∈ J e J finito,
tais que X ⊆

∑
j∈J Arj. Em particular, existe {aij ∈ A | (i, j) ∈ I × J} tal que, para todo

i ∈ I,

xi =
∑

j∈J
aijrj.

Daí, temos que A = {rjapq | j ∈ J, (p, q) ∈ I × J} ⊆ A e, como o primeiro conjunto é finito
e o último é localmente nilpotente, existe um inteiro positivo N tal que AN = 0. É fácil ver
que qualquer produto de N + 1 elementos de X é uma soma de parcelas do tipo

(ai1j1rj1)(ai2j2rj2) . . . (aiN jN rjN )(aiN+1jN+1
rjN+1

).

Por outro lado, como AN = 0, temos que

(rj1ai2j2)(rj2 . . . aiN jN )(rjNaiN+1jN+1
) = 0

e, portanto, segue que qualquer produto de N + 1 elementos de X é igual a zero. Segue
que X é nilpotente e que o anel gerado por X também é. Conclui-se que AR é localmente
nilpotente. Um argumento análogo também mostra os demais casos da proposição.

A Proposição 2.1.4 nos permite concluir que a soma dos ideais localmente nilpotentes de
um anel é o maior ideal localmente nilpotente deste anel. Definimos o radical de Levitzki de
um anel R como a soma de seus ideais localmente nilpotentes e o denotamos por `-radR.
Esta definição se deve a J. Levitzki e foi publicada pela primeira vez em [Lev43].

Todo ideal localmente nilpotente é nil, uma vez que qualquer subconjunto unitário é
nilpotente. Segue que `-radR é um ideal nil do anel R e, portanto,

`-rad ⊆ NilR. (2.1.5)

Em geral, essa inclusão é estrita: Em 1966, E. S. Golod mostrou que, para qualquer corpo k,
existe uma k-álgebra R nil que não é localmente nilpotente. Para mais detalhes, consultar
[Row88, Theorem 6.2.9].
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2.1.3 O radical primo

Um anel R é chamado de anel primo se, para quaisquer ideais A,B ⊆ R tais que AB = 0,
temos que A = 0 ou B = 0. Um anel R é chamado de anel semiprimo se, para qualquer
ideal A ⊆ R tal que A2 = 0, temos que A = 0. Podemos substituir em ambas as definições
o termo “ideais” por “ideais à esquerda” (respectivamente, à direita). De fato, se A,B são
ideais à esquerda do anel primo R tais que AB = 0, então AR+A,BR+B são ideais de R
tais que

(AR + A)(BR + B) ⊆ ABR + AB ⊆ 0

e, como R é primo, segue que AR + A = 0 ou BR + B = 0, donde temos que A = 0 ou
B = 0. Como a recíproca é claramente verdadeira, segue a afirmação. O caso em que R é
semiprimo é tratado de maneira análoga. Vamos agora construir o radical primo.

Se R é um anel, então defina N0(R) = 0 e, para todo ordinal α, defina recursivamente o
ideal Nα(R) da seguinte forma:

Caso 1: α não é um ordinal limite. Se β é o ordinal tal que β + 1 = α, defina
Nα(R) =

∑
{A / R | A2 ⊆ Nβ(R)}.

Caso 2: α é um ordinal limite. Defina Nα =
⋃
β<αNβ(R).

Os ideais Nα(R) assim definidos formam uma sequência crescente (sob a inclusão) e
Nα+1(R)/Nα(R) = N1(R/Nα(R)), para todo ordinal α. De fato, se α é um ordinal então
Nα(R)2 ⊆ Nα(R) e, portanto, Nα(R) ⊆ Nα+1(R); para todo ordinal α e para todo ideal
A ⊆ R contendo Nα(R), (A/Nα(R))2 = 0 se, e somente se, A2 ⊆ Nα(R) e daí é fácil ver que
segue o afirmado. Além disso, se existir um ordinal γ tal que Nγ(R) = Nγ+1(R), segue que
R/Nγ(R) é semiprimo; se R for semiprimo, então para todo ordinal α, Nα(R) = 0.

Seja κ um cardinal infinito maior do que a cardinalidade de R. Considere a sequência
(Nα(R))α≤κ e suponha que ela seja estritamente crescente. Segue que, para todo α < κ, o
conjunto Sα+1 = Nα+1(R) \Nα(R) é não vazio. Pelo axioma da escolha, existe uma função
f : κ → R que associa a cada ordinal α < κ um elemento f(α) ∈ Sα e que f(0) = 0. Essa
função f é injetora, uma vez que os conjuntos (Sα)α<κ são disjuntos dois a dois e, portanto,
κ ≥ card(R), um absurdo.

É fácil ver que os dois parágrafos anteriores mostram que a sequência dos ideais Nα(R)
estabiliza. Definimos o radical primo, também conhecido como radical de Baer ou nilradical
inferior , como nilR =

⋃
αNα(R) = Nγ(R), onde γ é um ordinal tal que Nγ(R) = Nγ+1(R).

Dizemos que um ideal A do anel R é um ideal primo (respectivamente, ideal semiprimo)
se R/A for um anel primo (respectivamente, anel semiprimo). O leitor familiarizado com
álgebra comutativa pode facilmente observar que estas definições são compatíveis com os
conceitos de ideais primos e semiprimos daquele contexto.

Proposição 2.1.6. Se R é um anel, então nilR é seu menor ideal semiprimo.

Demonstração. Fixando o ideal p =
⋂
{A / R | A é semiprimo} temos que p é um ideal

semiprimo. De fato, se A ⊆ R é um ideal que contém p e é tal que A2 ⊆ p, então A2 está

9



contido em todo ideal semiprimo de R e, portanto, A está contido em todo ideal semiprimo
de R, donde temos que A ⊆ p. Concluímos que p é o menor ideal semiprimo de R e resta
provar que p = nilR.

Como provamos que R/ nilR é semiprimo, temos que p ⊆ nilR. Para provar a inclusão
inversa, suponha por absurdo que nilR * p. Segue que existe um ordinal mínimo γ tal
que Nγ(R) * p. Como N0(R) ⊆ p, γ é um ordinal limite ou é um ordinal sucessor. Pela
minimalidade de γ, Nα(R) ⊆ p para todo ordinal α < γ e, se γ fosse ordinal limite, então

Nγ(R) =
⋃
α<γ

Nα(R) ⊆ p.

Por outro lado, suponha que exista um ordinal β tal que β + 1 = γ. Como

Nγ(R) =
∑
{A / R | A2 ⊆ Nβ(R)} * p,

existe um ideal A tal que A2 ⊆ Nβ(R) ⊆ p e A * p, um absurdo, visto que p é semiprimo.
Segue que nilR = p.

Nosso objetivo agora é provar que o radical primo é a intersecção dos ideais primos. Para
isso, precisamos de algumas convenções e de dois lemas.

Se R é um anel e M = (m1,m2, . . . ) é uma sequência de elementos, então dizemos
que M é uma m-sequência se, para todo i ≥ 1, mi+1 ∈ (id〈mi〉)2. Dizemos que a m-
sequência M é infinita (respectivamente, finita) se o conjunto dos seus elementos não nulos
for infinito (respectivamente, finito). Por abuso de linguagem, identificaremos a sequência
M e o conjunto dos termos de M . Assim, M é infinita se, e somente, 0 /∈M .

Lema 2.1.7. Se A é um ideal semiprimo do anel R e a ∈ R\A, então existe umam-sequência
infinita M tal que M ∩ A = ∅.

Demonstração. Definiremos uma sequência (a1, a2, . . . ) recursivamente da seguinte forma:
faça a1 = a e observe que a1 /∈ A; suponha definido um elemento ai /∈ A, temos que
id〈ai〉 * A e, como A é semiprimo, temos que (id〈ai〉)2 * A, de forma que podemos tomar
um elemento ai+1 ∈ (id〈ai〉)2 \ A. A sequência M = (a1, a2, . . .) ⊆ R assim definida é
claramente uma m-sequência e é infinita, pois ai /∈ A, para i = 1, 2, . . . e, portanto, M não
contém o elemento nulo.

Lema 2.1.8. Se R é um anel e M = (m1,m2, . . . ) ⊆ R uma m-sequência infinita, então
existe um ideal primo p ⊆ R tal que M ∩ p = ∅.

Demonstração. Seja F a família dos ideais de R tais que a intersecção com M é vazia.
Aplicaremos o Lema de Zorn sobre o conjunto parcialmente ordenado (F ,⊆) para encontrar
um elemento maximal e provaremos que tal elemento é um ideal primo.

Como a intersecção do ideal nulo e M é vazia, uma vez que a m-sequência M é infinita,
temos que F 6= ∅. Tomemos agora uma cadeia ascendente de elementos de F , digamos

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ Ai ⊆ . . .
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e observe que, para cada i = 1, 2, . . . , vale que Ai ∩M = ∅ e, portanto, (
⋃∞
i=1 Ai) ∩M = ∅,

donde segue que
⋃∞
i=1 Ai ∈ F . Concluímos que toda cadeia ascendente de elementos de F

é limitada superiormente (por um elemento de F ) e, pelo Lema de Zorn, segue que existe
um ideal p ∈ F maximal.

Para provar que p é primo, suponha por absurdo que existam ideais A,B ⊆ R tais que
AB ⊆ p mas A,B * p. Segue que os ideais A = A + p, B = B + p contêm propriamente o
ideal p e são tais que A B ⊆ p e, em particular, não pertencem à família F (caso contrário
p não seria maximal). Segue que existem mi,mj ∈ M tais que mi ∈ A e mj ∈ B. Podemos
supor sem perda de generalidade que i < j. Como mi ∈ A, segue que (id〈mi〉)2 ⊆ A e,
lembrando que mi+1 ∈ (id〈mi〉)2, segue que mi+1 ∈ A. Repetindo o argumento j − i − 1
vezes, temos que mj ∈ A e, por consequência,

id〈mj〉 ⊆ A,B, e daí, (id〈mj〉)2 ⊆ A B ⊆ p,

um absurdo, pois dessa forma teríamos que mj+1 ∈ p. Conclui-se que p é primo.

Teorema 2.1.9. Para todo anel R, nilR é a intersecção dos ideais primos de R.

Demonstração. Se p é um ideal primo de R, ele é, em particular, um ideal semiprimo. Pela
Proposição 2.1.6, segue que nilR ⊆ p. Logo, nilR está contido na intersecção de todos os
ideais primos.

Para mostrar a inclusão inversa, tome um elemento a /∈ nilR. Pelo Lema 2.1.7, a pertence
a uma m-sequência M que é disjunta de nilR e pelo Lema 2.1.8 existe um ideal primo p que
é disjunto desta sequência, donde segue que a /∈ p e, portanto, a não pertence à intersecção
dos ideais primos de R. Segue daí o afirmado.

A estrutura de anéis primos e semiprimos que satisfazem uma identidade polinomial será
estudada com mais detalhes na Seção 3.4. A caracterização alternativa do radical primo
dada pelo Teorema 2.1.9 será usada na demonstração do Teorema 3.4.3, que relaciona anéis
primos e anéis semiprimos através do produto subdireto.

O radical primo foi definido e estudado inicialmente por R. Baer, em [Bae43]. A exposição
acima é particularmente notável por independer da associatividade do anel R, de forma que
podemos também definir o ideal nilR em álgebras não-associativas.

Observe que `-radR é um ideal semiprimo de R. De fato, para todo ideal A ⊆ R tal que
A2 ⊆ `-radR, vale que A2 é um ideal localmente nilpotente. Assim, se A = {a1, . . . , am} ⊆
A e S é o subanel gerado por A, então S2 está contido no subanel gerado por {aiaj |
i, j = 1, . . . ,m} ⊆ A2, que por sua vez é nilpotente, pois A2 é localmente nilpotente. por
consequência, o subanel gerado por A é nilpotente. Segue daí que A é localmente nilpotente
e, portanto, A ⊆ `-radR, donde segue que `-radR é um ideal semiprimo. Aplicando a
Proposição 2.1.6, temos que

nilR ⊆ `-radR. (2.1.10)

Essa inclusão é em geral estrita: Se k é um corpo, então defina R como o anel dos polinômios
sobre indeterminadas ti, com i ∈ Z, e com relações ti1ti2ti3 = 0, para todos inteiros i1 <
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i2 < i3 que formem uma progressão aritmética de razão 3. Assim, podemos definir um
automorfismo de R como k-álgebra, dado por σ(ti) = ti+1, para todo i ∈ Z. Em [Ram84], J.
Ram mostrou que o anel R[x;σ] é um anel primo que contém um ideal localmente nilpotente
não nulo e, em particular, nil(R[x;σ]) * `-rad(R[x;σ]).

Antes de prosseguir, vamos mostrar a seguinte caracterização alternativa de anéis semi-
primos:

Proposição 2.1.11. Se R é um anel, são equivalentes:

(1) R é semiprimo;

(2) nilR = 0;

(3) R não tem ideais nilpotentes não nulos.

Demonstração. (1) ⇒ (2) Pela definição, R é semiprimo se, e somente se, 0 ⊆ R é um
ideal semiprimo. Pela Proposição 2.1.6, segue que nilR = 0.

(2) ⇒ (1) Se A é um ideal de R tal que A2 = 0, então A2 está contido em nilR e,
portanto, está contido em todos os ideais primos de R. Segue daí que A está contido em
todos os ideais primos de R e, portanto, A ⊆ nilR = 0.

(3)⇒ (1) É imediata.
(1)⇒ (3) Suponha que exista um ideal A nilpotente não nulo e tome um inteiro n ≥ 2

minimal tal que An = 0. Daí, (An−1)2 = A2n−2 = 0 e, como R é semiprimo, segue que
An−1 = 0, contrariando a minimalidade de n. Segue que R não possui ideais nilpotentes não
nulos.

Corolário 2.1.12. Para todo anel R, nil(R/ nilR) = 0.

Demonstração. Basta observar que R/ nilR é semiprimo e aplicar a Proposição 2.1.11.

2.2 O radical de Jacobson em anéis com unidade

Definiremos inicialmente o radical de Jacobson para anéis com unidade e demonstraremos
algumas propriedades neste caso. A definição no caso geral está contida na Seção 2.4. Nesta
seção, portanto, entenderemos o termo “anel” como um anel com unidade.

O radical de Jacobson foi definido e estudado inicialmente por Nathan Jacobson em
[Jac45a] e [Jac45b], ambos publicados em 1945.

Tome R um anel. Definimos o radical de Jacobson de R como a intersecção dos seus
ideais à esquerda maximais. Se R é não nulo, então R sempre admite ideais à esquerda
maximais (e, portanto, próprios), de forma que sempre temos radR 6= R. Se R é o anel nulo,
então definimos o radical de R como o ideal nulo.

A princípio, existe uma noção distinta do radical de Jacobson tomando os ideais à direita
maximais na definição anterior. Provaremos logo mais adiante, no entanto, que as noções
são as mesmas.
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Lema 2.2.1. Para todo y ∈ R, são equivalentes:

(1) y ∈ radR;

(2) 1− xy tem um inverso à esquerda, para todo x ∈ R;

(3) yM = 0, para todo R-módulo à esquerda simples.

Demonstração. (1) ⇒ (2) Suponha que y ∈ radR e que existe x ∈ R tal que 1 − xy não
possui um inverso à esquerda. por consequência, o ideal à esquerda R(1 − xy) é próprio e,
portanto, está contido em algum ideal à esquerda maximal m ⊆ R. Como y ∈ radR, segue
que y ∈ m e, daí, 1 = xy + (1− xy) ∈ m, um absurdo.

(2) ⇒ (3) Seja M um R-módulo simples e y ∈ R satisfazendo (2). Suponha que ym 6= 0
para algum m ∈ M . Como M é simples, temos que R(ym) = M e existe x ∈ R tal que
x(ym) = m. Dessa forma, temos que (1− xy)m = 0, e, como 1− xy é inversível à esquerda,
segue que m = 0, uma contradição.

(3) ⇒ (1) Se m ⊆ R é um ideal à esquerda maximal, então M = R/m é um R-módulo
à esquerda simples. Daí, yM = 0, ou seja, yR ⊆ m. Em particular, y ∈ m. Segue que
y ∈ radR.

Podemos escrever a condição (3) do Lema 2.2.1 como: “y pertence ao anulador de qualquer
R-módulo à esquerda simples”. Além disso, no caso em que M é um R-módulo à esquerda,
Ann`M é um ideal de R. Unindo isso ao fato de que uma intersecção arbitrária de ideais de
R ainda é um ideal de R, temos deduzido o seguinte corolário:

Corolário 2.2.2. Para todo anel R, radR =
⋂
M Ann`M , onde a intersecção percorre todos

os R-módulos à esquerda simples M . Em particular, segue que radR é um ideal de R.

Usando o Corolário 2.2.2, podemos adicionar uma condição ao Lema 2.2.1:

Proposição 2.2.3. Para todo y ∈ R, são equivalentes:

(1) y ∈ radR;

(2′) 1− xyz é um elemento inversível para quaisquer x, z ∈ R.

Demonstração. Como (2’)⇒ (2)⇒ (1), é suficiente mostrar que (1)⇒ (2’). Sejam x, z ∈ R.
Como radR é um ideal de R e y ∈ radR, temos que yz ∈ radR. Segue, pelo Lema 2.2.1, que
existe u ∈ R tal que u(1 − xyz) = 1 ou equivalentemente, u = 1 + u(xyz). Em particular,
u é inversível à direita. Mas, como radR é um ideal e yz ∈ radR, temos que xyz ∈ radR.
Logo, pelo Lema 2.2.1, u = 1 + u(xyz) = 1− (−u)(xyz) é inversível à esquerda. Segue que
u é inversível e, portanto, u−1 = 1− xyz também o é.

Por simetria, se definíssemos o radical de Jacobson como a intersecção dos ideais à direita
maximais, poderíamos mostrar que esta definição é equivalente à condição (2’) da Proposi-
ção 2.2.3. Portanto, em um anel (com unidade), a intersecção de todos os ideais à esquerda
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maximais é igual à interseção de todos os ideais à direita maximais.

Mostraremos, a seguir, que o radical de Jacobson é igual ao radical definido por J.
Wedderburn no caso de álgebras de dimensão finita. Para isso, lembremos que um anel R
é chamado de artiniano à esquerda (respectivamente, à direita) se toda cadeia descendente
de ideais à esquerda (respectivamente, à direita) estabiliza. Em particular, toda álgebra de
dimensão finita é um anel artiniano à esquerda. Lembramos também que um anel é artiniano
à esquerda se, e somente se, toda coleção não vazia de ideais à esquerda tem um elemento
minimal.

Proposição 2.2.4. Se R é um anel, então radR é um ideal que contém todos os ideais
unilaterais nil (em particular, todos os ideais unilaterais nilpotentes). Se R é adicionalmente
artiniano à esquerda, então radR é um ideal nilpotente.

Demonstração. Seja A um ideal à esquerda nil de R e y ∈ A. Então, para qualquer x ∈
R, temos xy ∈ A é nil. Daí, existe inteiro positivo n tal que (xy)n = 0 e, portanto,
(1 + (xy) + (xy)2 + · · · + (xy)n−1)(1 − xy) = (1 − (xy)n) = 1, ou seja, 1 − xy é inversível à
esquerda. Segue que y ∈ radR, para todo y ∈ A, ou seja, A ⊆ radR.

Mostremos agora que radR é um ideal nilpotente. Faça J = radR e observe que, como
R é artiniano à esquerda, a cadeia descendente J ⊇ J2 ⊇ . . . estabiliza. Tome um inteiro
positivo n tal que Jn = Jn+1 = ... = I e suponha que I seja não nulo. Daí, segue que o
conjunto F = {A /eR | I ·A 6= 0} é não vazio, pois R ∈ F . Como R é artiniano à esquerda,
podemos tomar A0 ∈ F minimal.

Tome a ∈ A0 não nulo. Então I · a ⊂ A0 é um ideal à esquerda de R e

I(I · a) = I2 · a = I · a.

Assim, I · a ∈ F e, pela minimalidade de A0, A0 = I · a. Mas, como a ∈ A0, existe x ∈ I
tal que a = xa, ou seja, (1 − x)a = 0. Como x ∈ radR, 1 − x é inversível à esquerda, e,
portanto, segue que a = 0, um absurdo. Segue que I = Jn = 0.

Demonstraremos a seguir duas proposições que estudam como o radical de Jacobson se
comporta sob alguns homomorfismos. Ambas serão usadas na próxima seção, para mostrar
que o radical de Jacobson do anel R ⊗k K é o ideal (radR) ⊗k K, onde k ⊆ K são corpos
tais que K/k seja uma extensão finita e separável e R é uma k-álgebra.

Proposição 2.2.5. Seja R um anel e A um ideal de R contido em radR. Então rad(R/A) =
(radR)/A.

Demonstração. Observe inicialmente que:

• SeA/eR é maximal, entãoA+A = A ouR. Dessa forma, temos que
⋂
AA =

⋂
A(A+A),

onde ambas as intersecções percorrem os ideais à esquerda de R que são maximais;

• Os ideais maximais à esquerda de R/A são da forma A/A, onde A /e R é maximal e
contém A. Além disso, se A /e R é maximal, então (A + A)/A = R/A ou é um ideal
à esquerda maximal de R/A. Dessa forma,

⋂
A((A + A)/A) é igual à intersecção de

todos os ideais à esquerda de R/A maximais.
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Daí, temos que:

(radR)/A = (∩AA)/A = (∩A(A+ A))/A =
⋂

A
((A+ A)/A) = rad(R/A).

Segue, portanto, o resultado desejado.

Proposição 2.2.6. Se R é um anel e f : R → R é um automorfismo, então f(y) ∈ radR,
para todo y ∈ radR. Em outras palavras, radR é um ideal fixo por todos automorfismos de
R.

Demonstração. Seja f um automorfismo, y ∈ radR e x ∈ R qualquer. Então, como f é
sobrejetora, existe x′ ∈ R tal que f(x′) = x. Dessa forma, 1 − xf(y) = f(1 − x′y). Como
y ∈ radR, 1 − x′y é inversível à esquerda e, portanto, 1 − xf(y) = f(1 − x′y) também é.
Segue que f(y) ∈ radR, como desejado.

Em alguns casos, é possível usar a Proposição 2.2.5 para reduzir a demonstração de
proposições sobre anéis para o caso particular em que os anéis têm radical de Jacobson
nulo, como feito nas demonstrações do Teorema 2.3.10 e do Teorema 4.4.9. Encerrando esta
pequena introdução, demonstremos o Lema de Nakayama, que descreve os ideais contidos
no radical de Jacobson de um anel por meio dos seus módulos.

Lema 2.2.7 (T. Nakayama). Se R é um anel e J ⊆ R é um ideal, então são equivalentes:

(1) J ⊆ radR;

(2) Para todo R-módulo à esquerda finitamente gerado RM , se J ·M = M , então M = 0;

(3) Para todo R-módulo à esquerda M e todo submódulo N ⊆M tais que M/N seja finita-
mente gerado, se N + J ·M = M , então N = M .

Demonstração. (1) ⇒ (2) Suponha que exista RM finitamente gerado tal que J ·M = M ,
mas M 6= 0. Como M é finitamente gerado, pelo Lema de Zorn, existe M ′  M submódulo
maximal. Dessa forma, M/M ′ é simples e, pelo Lema 2.2.1, vale que J · (M/M ′) = 0. Em
outras palavras, temos que J ·M ⊆M ′  M , um absurdo, pois J ·M = M .

(2) ⇒ (3) Segue aplicando a condição (2) ao R-módulo finitamente gerado M/N .
(3) ⇒ (1) Suponha que exista y ∈ J \ radR. Segue que existe um ideal à esquerda

maximal m  R tal que y /∈ m e, por consequência, m + J · R = m + J = R. Além disso,
como R/m é um módulo simples, também é finitamente gerado. Pela aplicação da condição
(3), temos que m = R, um absurdo.

2.3 Radical de Jacobson e extensão de escalares
Nesta seção manteremos a convenção de que anéis e álgebras possuem unidade. O objetivo
desta seção é mostrar que, se k ⊆ K são corpos tais que a extensão K/k seja finita e
separável, então, para qualquer k-álgebra R, o radical de Jacobson de R ⊗k K é igual a
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(radR) ⊗k K, onde R é identificado com o subanel R ⊗ 1 ⊆ R ⊗k K. Este resultado será
usado para estudar o radical de Jacobson do anel de polinômios diferenciais (Lema 2.5.1).
Seguiremos a exposição de [Lam01, p. 70-76]

Sejam S um anel e R ⊆ S um subanel de S. Estamos particularmente interessados em
relações de inclusão entre os conjuntos R ∩ radS e radR, que em geral não ocorre, como
pode ser visto nos próximos exemplos.

Exemplo 2.3.1. Se R é um domínio local comutativo com ideal maximal m 6= 0, então
radR = m. No entanto, se S = R \ {0}, então R é subanel da localização S−1R, que é um
corpo e, portanto, radS−1R = 0.

Segue, neste caso, que radR * R ∩ radS−1R.

Exemplo 2.3.2. Se R = Z e S = Z \ 2Z, então

S−1R =
{m
n
∈ Q

∣∣∣ m ∈ Z e n é ímpar
}

é um subanel tal que radS−1R = 2·S−1R. Como radR = 0, temos que radR + R∩radS−1R.

A seguir, mostraremos uma condição suficiente para que R ∩ radS ⊆ radR.

Proposição 2.3.3. Sejam S um anel e R ⊆ S um subanel de S. Se o R-módulo RR é
somando direto do R-módulo RS, então R ∩ radS ⊆ radR.

Demonstração. Seja T ⊆ R um ideal à esquerda tal que S = R⊕T . É suficiente provar que,
para todo y ∈ R∩ radS, 1−y é inversível à direita em R. De fato, se isso for provado, então,
para quaisquer y ∈ R ∩ radS e qualquer x ∈ R, xy ∈ R ∩ radS e, portanto, 1 − xy será
inversível em S. Mas 1 − xy é inversível à direita em R, logo, pela unicidade do elemento
inverso, teremos que 1− xy é inversível em R.

Como y ∈ radS, 1− y é inversível à esquerda em S. Ou seja, existem r ∈ R e t ∈ T tais
que (1− y)(r + t) = 1. Segue que

1 = (1− y)(r + t) = (1− y)r + (1− y)t.

Como 1, (1 − y)r ∈ R, (1 − y)t ∈ T e a soma é direta, segue que 1 = (1 − y)r, como
desejado.

Sejam R, S anéis e φ : R → S um homomorfismo de anéis (lembre-se que pela nossa
convenção, nesta seção estes homomorfismos preservam a unidade). Também estamos inte-
ressados na relação de inclusão φ(radR) ⊆ radS. No caso em que φ é sobrejetor, temos que
φ(radR) ⊆ radS, pois, para todo x ∈ radR e todo f(y) ∈ S, 1 − f(x)f(y) = f(1 − xy)
é inversível pois 1 − xy o é. Será necessária, no entanto, uma condição alternativa sobre o
homomorfismo φ.

Observe que S pode ser visto como um (R,R)-bimódulo através da estrutura r ·s = φ(r)s
e s · r = sφ(r), para quaisquer r ∈ R e s ∈ S.
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Proposição 2.3.4. Tome R, S anéis, φ : R→ S um homomorfismo de anéis e considere S
como um R-módulo à esquerda como acima. Se existirem x1, . . . , xn ∈ S que comutam com
os elementos de φ(R) e são tais que

S = R · x1 + · · ·+R · xn,

então φ(radR) ⊆ radS.

Demonstração. Observe inicialmente que, se M é um S-módulo, então M tem estrutura
de R-módulo através de φ. Em outras palavras, RM é um R-módulo com a estrutura
r ·m = φ(r)m.

Fixe J = radR. Para provar que φ(J) ⊆ radS é suficiente mostrar que, para todo
S-módulo simples M , vale que J · M = 0 (Lema 2.2.1). Para tal, usaremos o Lema de
Nakayama (Lema 2.2.7). Tome SM um S-módulo simples e tome m ∈ M não nulo. Dessa
forma, M = Sm e

M = Sm = (R · x1 + · · ·+R · xn)m = R · x1m+ . . . R · xnm.

Concluímos que RM é um R-módulo finitamente gerado.
O conjunto J ·M é um S-submódulo de M , pois, para qualquer j = 1, . . . , n:

xj(J ·M) = xjφ(J)M = φ(J)xjM = J · (xjM) ⊆ J ·M.

Como M é não nulo, pelo Lema de Nakayama, vale que J ·M  M e como M é simples,
temos que J ·M = 0, como desejado.

Através das próximas proposições, vamos estudar o radical de Jacobson da extensão de
escalares.

Lema 2.3.5. Seja k um corpo e K/k uma extensão de k. Então, para toda k-álgebra R,
temos que R ∩ rad(R ⊗k L) ⊆ radR. Se, adicionalmente, K/k for uma extensão finita ou
dimk R <∞, então R ∩ rad(R⊗k K) = radR.

Demonstração. Tome {ei}i∈I uma base de K como k-espaço vetorial com, digamos, ei0 = 1,
para algum i0 ∈ I. Lembremos que R ⊗k K tem uma estrutura de R-módulo à esquerda
dada por

r · (r′ ⊗ e) = rr′ ⊗ z, para quaisquer r, r′ ∈ R e qualquer z ∈ K.

Como identificamos R e R ⊗ 1, temos que R = R(1 ⊗ 1) e podemos decompor R(R ⊗k K)
como a seguinte soma direta:

R⊗k K = R⊕
⊕
i 6=i0

R(1⊗ ei). (2.3.6)

Pela Proposição 2.3.3, temos que R ∩ rad(R⊗k K) ⊆ radR.
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Se dimk R <∞, então R é artiniano à esquerda e, pela Proposição 2.2.4, segue que radR
é um ideal nilpotente de R. Logo, (radR)⊗kK é um ideal nilpotente de R⊗kK e, novamente
pela Proposição 2.2.4, (radR)⊗k K ⊆ rad(R⊗k K). Assim,

radR ⊆ R ∩ ((radR)⊗k K) ⊆ R ∩ rad(R⊗k K),

obtendo a inclusão reversa.
Suponha agora que [K : k] = n <∞. Nesse caso, a soma direta em (2.3.6) é finita e, para

cada i ∈ I, 1⊗ ei comuta com os elementos de R = R⊗ 1. Pela Proposição 2.3.4 (usando φ
como a inclusão de R em R⊗k K), segue que radR ⊆ R ∩ rad(R⊗k K).

Para a próxima demonstração iremos assumir alguns conceitos da Teoria de Galois. Os
conceitos e teoremas assumidos podem ser encontrados em [Lan02, Cox04].

Lema 2.3.7. Seja k um corpo, R uma k-álgebra e K/k uma extensão separável e algébrica.
Se radR = 0, então rad(R⊗k K) = 0.

Demonstração. Podemos reduzir a demonstração para o caso em que a extensão é finita.
De fato, suponha que este caso esteja demonstrado e tome R, k, K como no enunciado. Se
x ∈ rad(R ⊗k K), então existe um corpo L tal que k ⊆ L ⊆ K, x ∈ R ⊗k L e L/k é finita.
Para simplificar a notação, vamos identificar as k-álgebras isomorfas L⊗LK e K, de forma
que

R⊗k K ≡ R⊗k (L⊗L K) = (R⊗k L)⊗L K
e, por consequência,

x ∈ rad((R⊗k L)⊗L K).

Aplicando o Lema 2.3.5 para a L-álgebra R⊗k L e a extensão K/L, temos que

x ∈ (R⊗k L) ∩ rad((R⊗k L)⊗L K) ⊆ rad(R⊗k L).

Assumindo que o lema vale para o caso de extensões finitas e lembrando que L/k é finita,
segue que rad(R⊗k L) = 0 e que x = 0. Portanto, rad(R⊗k K) = 0.

Assumiremos, assim, que K/k é um extensão finita.
Seja E o fecho normal do corpo K sobre k, ou seja, o menor corpo que contém K e tal

que E/k é normal. [Cox04, p. 156, Ex. 6,7]. Daí, E/k é uma extensão de Galois finita e,
aplicando como anteriormente o Lema 2.3.5 à K-álgebra R ⊗k K e à extensão finita E/K,
temos que

rad(R⊗k K) = (R⊗k K) ∩ rad((R⊗k K)⊗K E) ⊆ rad((R⊗k K)⊗K E) = rad(R⊗k E).

É suficiente, portanto, mostrar que rad(R⊗k E) = 0. Seja {e1, . . . , en} uma k-base de E
e seja G o grupo de Galois de E/k. Podemos estender a ação de G em K para rad(R⊗k E)
identificando g ∈ G com o automorfismo de anéis IdR⊗g : R⊗k E → R⊗k E.

Para todo x =
∑

i ri ⊗ ei ∈ rad(R⊗k E), para todo g ∈ G e todo j = 1, . . . , n,

g(xej) = g

(
n∑
i=1

ri ⊗ eiej

)
=

n∑
i=1

ri ⊗ g(eiej) (2.3.8)
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Como o radical de Jacobson é um ideal invariante sob automorfismos, xej ∈ rad(R ⊗k E) e
g é um automorfismo, temos que g(xej) ∈ rad(R⊗k E).

Lembre que a função traço de E/k é

tr : E → k

e 7→
∑
g∈G

g(e)

Somando (2.3.8) para todo g ∈ G, temos que∑
g∈G

g(xej) =
n∑
i=1

(
ri ⊗

∑
g∈G

g(eiej)

)
=

n∑
i=1

ri ⊗ tr(eiej)

=
n∑
i=1

ri tr(eiej)⊗ 1

e, portanto, tal elemento pertence à R ∩ rad(R⊗k E). Pelo Lema 2.3.5,

R ∩ rad(R⊗k E) ⊆ radR = 0

e segue daí que
∑n

i=1 ri tr(eiej) = 0, para todo j = 1, . . . , n. Alternativamente, em forma
matricial,

(
r1 · · · rn

)


tr(e1e1) tr(e1e2) · · · tr(e1en)
tr(e2e1) tr(e2e2) · · · tr(e2en)

...
...

...
tr(ene1) tr(ene2) · · · tr(enen)

 =
(
0 · · · 0

)
(2.3.9)

Como E/k é separável, a forma bilinear

(x, y) 7→ tr(xy)

é não-degenerada ([Lan02, p. 286]). Equivalentemente, a matriz (tr(eiej)) é inversível. Segue
de (2.3.9) que r1 = · · · = rn = 0, e, portanto, x = 0.

Podemos finalmente demonstrar o resultado almejado.
Teorema 2.3.10. Seja R uma k-álgebra e K/k uma extensão finita e separável. Então
rad(R⊗k K) = (radR)⊗k K.
Demonstração. Pelo Lema 2.3.5, (radR)⊗k K ⊆ rad(R⊗k K). Além disso, observe que

(R⊗k K)/((radR)⊗k K) ' (R/ radR)⊗k K.
Considere a k-álgebra S = R/ radR. Sabemos que radS = 0. Aplicando o Lema

2.3.7 para S e a extensão K/k, temos que o radical de (S ⊗k K) é nulo e, portanto, o
radical de (R ⊗k K)/((radR) ⊗k K) também é nulo. Mas pela Proposição 2.2.5, segue que
rad(R⊗k K) ⊇ (radR)⊗k K. Logo, rad(R⊗k K) = (radR)⊗k K.

O Teorema 2.3.10 foi adaptado da versão mais geral contida em [Lam01, (5.17), p. 76],
onde a condição de que K/k é finita é substituída pela condição de que K/k é algébrica.
Esta versão mais abrangente foi demonstrada inicialmente por S. A. Amitsur, em [Ami58].
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2.4 Radical de Jacobson em anéis arbitrários

Nesta seção, veremos a extensão do conceito de radical de Jacobson em anéis possivelmente
sem unidade. Comecemos com algumas definições preliminares.

Definição 2.4.1. Se x ∈ R e S ⊆ R, então

• dizemos que x é quasi-regular à esquerda2 em R (respectivamente, à direita) se existir
y ∈ R tal que x+y−yx = 0 (respectivamente, x+y−xy = 0). Se x for simultaneamente
quasi-regular à esquerda e à direita, dizemos que x é quasi-regular ;

• dizemos que S é quasi-regular à esquerda em R (respectivamente, à direita) se todo
elemento de S for quasi-regular à esquerda (à direita). Se S for simultaneamente
quasi-regular à esquerda e à direita, dizemos que S é quasi-regular.

Exemplo 2.4.2. Se a, b ∈ R e ab é quasi-regular à esquerda, então ba também é. De fato,
seja u ∈ R tal que ab+ u− uab = 0. Definindo v = b(ua− a), temos que

ba+ v − vba = ba+ b(ua− a)− b(ua− a)ba

= bua+ b(a− ua)ba

= b(u+ ab− uab)a = 0.

Exemplo 2.4.3. Se a é nilpotente então a é quasi-regular. De fato, se n é um inteiro positivo
tal que an = 0, então fazendo x = −(a+ a2 + · · ·+ an−1), temos que

a+ x− xa = a+ x+ (a2 + a3 + · · ·+ an)

= x+ (a+ a2 + · · ·+ an−1 + an)

= x+ (−x) + an = an = 0.

Como claramente a+ x− ax = a+ x− xa, vale o resultado. Segue também que, se S ⊆ R é
um conjunto nil, então S é quasi-regular.

Exemplo 2.4.4. Seja A ⊆ R um ideal à esquerda. Se A é quasi-regular à esquerda, então ele
é quasi-regular. De fato, seja a ∈ A e tome b ∈ A tal que a+ b− ba = 0. Daí, b = ba− a ∈ A
e, portanto, existe a′ ∈ R tal que a′ + b− a′b = 0. Mas

a′ = a′ + (a+ b− ba)− a′(a+ b− ba)

= (a′ + b− a′b) + a− (a′ + b− a′b)a = a.

E, portanto, segue que a+ b− ab = 0.

2Quando não houver risco de confusão, vamos omitir a menção ao anel e nos referir a elementos e conjuntos
quasi-regulares à esquerda/direita, simplesmente.
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O segredo da “mágica” do Exemplo 2.4.4 é revelado com a seguinte notação: Defina, para
quaisquer a, b ∈ R o elemento a ◦ b = a + b − ab. Daí, ◦ : R × R → R é uma operação
associativa cujo elemento neutro é 0 ∈ R. Nesta notação, o desenvolvimento no exemplo é
expresso como:

a′ = a′ ◦ 0 = a′ ◦ (b ◦ a) = (a′ ◦ b) ◦ a = 0 ◦ a = a.

Além disso, temos que

• um elemento a ∈ R é quasi-regular se, e somente se, existe b ∈ R tal que a ◦ b = 0, ou
em outras palavras, a é inversível em relação a ◦;

• um ideal à esquerda A ⊆ R é quasi-regular se, e somente se, (A, ◦) é um grupo. Clara-
mente se (A, ◦) é um grupo, então todo elemento de A é quasi-regular. Reciprocamente,
se A é quasi-regular, então, para todo a ∈ A, existe b ∈ R tal que a + b − ab = 0 e,
portanto, b = ab− a ∈ A, donde segue que a é inversível em (A, ◦).

Exemplo 2.4.5. Se R é um anel com unidade, então o elemento a ∈ R é quasi-regular à
esquerda (respectivamente, à direita) se, e somente se, 1−a é inversível à esquerda. De fato,
se b ∈ R é tal que a + b − ba = b ◦ a = 0, então (1 − b)(1 − a) = 1 − (b + a − ba) = 1.
Reciprocamente, se u ∈ R é tal que u(1− a) = 1, então

(1− u) ◦ a = 1− u+ a− (1− u)a = 1− (u− ua) = 0.

A definição do radical de Jacobson da Seção 2.2 não pode ser diretamente estendida para
anéis sem unidade, uma vez que não é garantida nestes a existência de ideais à esquerda
maximais. Tampouco podemos defini-lo como o conjunto dos elementos y ∈ R tais que
1− xy é inversível à esquerda em R para todo x ∈ R. Por outro lado, em vista do Exemplo
2.4.5, se R possui unidade, o radical de Jacobson de R é o conjunto dos elementos y ∈ R tais
que Ry é quasi-regular à esquerda. Mostraremos a seguir que esta é uma boa propriedade
para generalizar a definição da Seção 2.2.

Definição 2.4.6. Se R é um anel, então definimos o radical de Jacobson como

radR = {y ∈ R | (Ry, ◦) é grupo}
= {y ∈ R | Ry é quasi-regular} (= {y ∈ R | yR é quasi-regular})
= {y ∈ R | xy é quasi-regular à esquerda, para todo x ∈ R}.

Assim como no caso de anéis com unidade, radR é um ideal de R. De fato, sejam
a, b ∈ radR. Para mostrar que a + b ∈ radR devemos mostrar que, para qualquer r ∈ R,
r(a + b) é um elemento quasi-regular à esquerda. Como a, b ∈ radR, temos que ra ∈ Ra é
um elemento quasi-regular. Podemos, portanto, tomar u ∈ R tal que u ◦ ra = 0 e, uma vez
que (r− ur)b ∈ Rb é quasi-regular, podemos tomar v ∈ R tal que v ◦ ((r− ur)b) = 0. Dessa
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forma, temos que (v ◦ u) ∈ R é tal que:

(v ◦ u) ◦ (r(a+ b)) = v ◦ (u ◦ (r(a+ b)))

= v ◦ (u+ r(a+ b)− ur(a+ b))

= v ◦ ((u+ ra− ura) + (r − ur)b)
= v ◦ ((u ◦ ra) + (r − ur)b)
= v ◦ ((r − ur)b) = 0

E, portanto, segue que a+ b ∈ radR.
É imediato da definição que, se r ∈ R e a ∈ radR, então ra ∈ radR. Além disso, (rs)a

é quasi-regular à esquerda, para todo s ∈ R, e, portanto, s(ar) também é quasi-regular à
esquerda (Exemplo 2.4.2), para todo s ∈ R. Segue que ar ∈ radR.

Também temos que radR é um ideal quasi-regular de R. De fato, se a ∈ radR, então
a2 ∈ Ra é quasi-regular e, portanto, existe b ∈ R tal que b ◦ a2 = 0. Mas daí, temos que
(b ◦ (−a)) ◦ a = b ◦ (−a ◦ a) = b ◦ a2 = 0, donde segue que a é quasi-regular à esquerda.

Além disso, se A ⊆ R é um ideal à esquerda quasi-regular e a ∈ A, então, para todo
r ∈ R, ra ∈ A e, portanto, ra é um elemento quasi-regular à esquerda. Segue que se a ∈ A,
então a ∈ radR. O mesmo vale para se A fosse um ideal à direita quasi-regular. Em outras
palavras, radR contém todos ideais à esquerda (à direita) quasi-regulares. O desenvolvido
nos parágrafos anteriores pode ser resumido na seguinte proposição:

Proposição 2.4.7. Se R é um anel, então radR é um ideal de R quasi-regular que contém
todos os ideais unilaterais quasi-regulares de R. Em particular, R contém todos os ideais
unilaterais nil de R e

NilR ⊆ radR. (2.4.8)

Façamos algumas observações. A inclusão (2.4.8) é, em geral, estrita. Se R é um domínio
local comutativo com ideal maximal não nulo (por exemplo, o anel das potências formais
R[[x]], ver Definição 3.4.9), então R tem apenas um ideal maximal, que é o radical de
Jacobson, enquanto NilR = 0.

Se f : R→ S é um homomorfismo sobrejetor de anéis, então f(radR) ⊆ radS. De fato,
se y ∈ radR, então, para todo s ∈ S, existe x ∈ R tal que f(x) = s e existe u ∈ R tal que
u ◦ xy = 0. Daí,

f(u) ◦ (sf(y)) = f(u) + f(x)f(y)− f(u)f(x)f(y) = f(u+ xy − uxy) = f(0) = 0.

Assim, f(y) ∈ radS.
Por fim, se R é um anel nil, então, pela Proposição 2.4.7, R = radR. De maneira geral,

se R é um anel tal que R = radR, então dizemos que R é um anel radical segundo Jacobson
ou, simplesmente, anel radical . Outros exemplos importantes de anéis radicais são os anéis
localmente nilpotentes. Também damos um nome especial aos anéis com radical de Jacobson
nulo: são os chamados anéis semiprimitivos .
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Provaremos agora outra caracterização do radical de Jacobson. Dizemos que um ideal à
esquerda I  R é modular se existe um elemento e ∈ R tal que, para todo r ∈ R, r− re ∈ I
ou, em outras palavras, r ≡ re (mod I).

Proposição 2.4.9. São válidas as seguintes afirmações:

(1) Todo ideal à esquerda modular está contido num ideal à esquerda modular maximal;

(2) O radical de Jacobson de um anel é a intersecção de seus ideais à esquerda modulares
maximais (considerando a intersecção de uma família vazia como o anel inteiro).

Demonstração. Para provar (1), tome um ideal à esquerda modular I  R e considere a
família F = {A /e R | I ⊆ A  R}. A família F é não vazia e é tal que toda cadeia
ascendente de seus elementos tem um limitante superior. É fácil ver isto, uma vez que um
ideal à esquerda I ′ é tal que I ′ 6= R se, e somente se, e /∈ I ′, onde e ∈ I é tal que r ≡ re
(mod I). Segue que (F ,⊆) satisfaz as hipóteses do Lema de Zorn e existe m ∈ F maximal
em F . Se M é um ideal à esquerda modular tal que m ⊆ M  R, então ele contém I e,
portanto, pertence à família F . Mas como m é maximal em F , segue que M = m, ou seja,
m é modular maximal e contém I.

Provemos agora (2). Seja J a intersecção de todos os ideais à esquerda modulares maxi-
mais e tome e ∈ R um elemento que não é quasi-regular à esquerda. Segue que o conjunto
{r − re | r ∈ R} é um ideal à esquerda modular que não contém o elemento e. Por (1),
existe um ideal modular maximal m  R que contém tal conjunto e temos que e /∈ m, pois,
caso contrário, para todo r ∈ R, r = (r − re) + re ∈ m, um absurdo. Conclui-se que e /∈ m
e, portanto, e /∈ J . Segue que J é um ideal à esquerda contido no conjunto dos elementos
quasi-regulares à esquerda de R.

Se y ∈ J , então, para todo x ∈ R, xy ∈ J , pois J é ideal à esquerda e, pelo parágrafo
anterior, xy é quasi-regular à esquerda. Segue que y ∈ radR e, por consequência, J ∈ radR.

Suponha agora que J  radR. Segue que radR * J e, em particular, m + radR é um
ideal modular que contém propriamente m e, por consequência, m+ radR = R. Tome e ∈ R
tal que r − re ∈ m, para todo r ∈ R. Em particular, e− e2 ∈ m. Além disso, existem a ∈ m
e b ∈ radR tais que e = a + b ou, alternativamente, e − b = a ∈ m. por consequência,
e − eb = (e − b) + (b − be) ∈ m. Mas, como radR é quasi-regular e b ∈ radR, temos que
existe b′ ∈ R tal que b+ b′ − b′b = 0 e

e = e− (b+ b′ − b′b)e = (e− be)− b′(e− be) ∈ m,

um absurdo. Logo, radR = J .

A Proposição 2.4.9 mostra uma generalização da caracterização do radical de Jacobson
dada como intersecção dos ideais à esquerda maximais. De fato, em um anel com unidade
todo ideal é modular e, portanto, o conjunto dos ideais à esquerda modulares maximais é
igual ao conjunto dos ideais à esquerda maximais. Como consequência, temos o seguinte
resultado:

Proposição 2.4.10. Para todo anel R vale que
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(1) rad(R/ radR) = 0;

(2) se I é um ideal de R então, considerando I como um anel, rad I = I ∩ radR.

Demonstração. (1) Seja m ⊆ R um ideal à esquerda modular que contém radR. Segue que
o conjunto m/ radR /e R/ radR é modular. De fato, se e ∈ R é tal que r − re ∈ m, para
todo r ∈ R, então, para todo r ∈ R,

(r + radR)− (r + radR)(e+ radR) = (r − re) + radR ∈ m/ radR.

Além disso, supondo adicionalmente que m é modular maximal, então é fácil ver que m/ radR
também é modular maximal. Logo, se y+radR ∈ rad(R/ radR), então y ∈ m, para todo m/e
R modular maximal que contém radR, ou seja, y ∈ radR. Conclui-se que rad(R/ radR) = 0.

(2) Em vista da Proposição 2.4.7, para provar que I ∩ radR ⊆ rad I, é suficiente mostrar
que I ∩ radR é um ideal quasi-regular de I. Se a ∈ I ∩ radR, então existe b ∈ R tal que
a+b−ba = 0. Mas b = ba−a ∈ I e segue que a é quasi-regular em I. Para provar a inclusão
inversa, tome a ∈ rad I, observe que (Ra)2 ⊆ Ia ⊆ rad I. Assim, temos que (Ra)2 é um
ideal à esquerda quasi-regular e (Ra)2 ⊆ radR. Segue que o conjunto (Ra+ radR)/ radR ⊆
R/ radR é tal que ((Ra + radR)/ radR)2 = 0, ou seja, (Ra + radR)/ radR é um conjunto
nilpotente e, em particular, é nil. Pela Proposição 2.4.7, segue que (Ra + radR)/ radR ⊆
rad(R/ radR) = 0, donde segue que Ra ⊆ radR. Em particular, Ra é quasi-regular e temos
que a ∈ radR, donde segue que a ∈ I ∩ radR.

A Proposição 2.4.10 nos permite concluir que, se R é um anel e I é um ideal contido no
radical de Jacobson de R, então rad I = I.

2.5 O radical de Jacobson de anéis de polinômios dife-
renciais

O objetivo desta seção é provar que o radical de Jacobson do anel R[x; δ] é o anel N [x; δ],
onde N é um ideal do anel R fixo pela derivação δ. Seguiremos a exposição de [FKM83].

Fixe um anel R, um primo positivo p ∈ Z e defina o ideal Rp = {r ∈ R | pr = 0}. Se
δ : R → R é uma derivação, então, para qualquer r ∈ R, pδ(r) = δ(pr) = δ(0) = 0, ou seja,
δ(Rp) ⊆ Rp. Podemos, portanto, considerar que δ é uma derivação de Rp quando restrita a
esse ideal e, dessa forma, Rp[x; δ] é um ideal de R[x; δ]. Pelo item (2) da Proposição 2.4.10,

rad(Rp[x; δ]) = rad(R[x; δ]) ∩Rp[x; δ].

Considere o grupo abeliano R#
p = Rp ⊕ Zp e a multiplicação (a,m)(b, n) = (ab + na +

mb,mn), para quaisquer (a,m), (b, n) ∈ R#
p . Com tal multiplicação, R#

p é uma Zp-álgebra
com unidade (0, 1) e que contém Rp como ideal. Estenderemos a derivação δ para δ : R#

p →
R#
p dada por δ(a,m) = (δ(a), 0), para qualquer (a,m) ∈ R#

p . Dessa forma, δ : R#
p → R#

p

ainda é uma derivação. Assim, podemos construir o anel R#
p [x; δ] que contém Rp[x; δ] como

ideal.
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Vamos agora estudar o radical de Jacobson de R#
p [x; δ]. Seja f(x) ∈ rad(R#

p [x; δ]). Como
grupo aditivo, R#

p [x; δ] = Rp[x; δ]⊕Zp[x; δ] e, daí, existem f1(x) ∈ Rp[x; δ] e f2(x) ∈ Zp[x; δ]
tais que f(x) = f1(x) + f2(x). Como R#

p [x; δ] tem unidade, f(x) ∈ rad(R#
p [x; δ]) se, e

somente se, para todo g(x) ∈ R#
p [x; δ], 1− g(x)f(x) é inversível à esquerda. Em particular,

para todo g(x) ∈ Zp[x; δ], temos que:

1− g(x)f(x) = 1− g(x)(f1(x) + f2(x)) = − g(x)f1(x)︸ ︷︷ ︸
∈Rp[x;δ]

+ (1− g(x)f2(x))︸ ︷︷ ︸
∈Zp[x;δ]

.

Analisando a multiplicação de R#
p [x; δ], temos que, se 1−g(x)f(x) é inversível à esquerda em

R#
p [x; δ], então 1 − g(x)f2(x) é inversível à esquerda em Zp[x; δ], para todo g(x) ∈ Zp[x; δ],

e segue que f2(x) ∈ rad(Zp[x; δ]). No entanto, com esta derivação, Zp[x; δ] = Zp[x] e como
rad(Zp[x]) = 0, segue que f2(x) = 0. Conclui-se que rad(R#

p [x; δ]) ⊆ Rp[x; δ].
Usando o item (2) da Proposição 2.4.10, temos que

rad(Rp[x; δ]) = rad(R#
p [x; δ]) ∩Rp[x; δ] = rad(R#

p [x; δ]).

Defina o conjunto S = R ∩ rad(R[x; δ]) e, para todo inteiro n ≥ 2, fixe kq uma extensão
de Zp com q = pn elementos. Estamos finalmente em condições de provar duas proposições
de M. Ferrero, K. Kishimoto e K. Motose.

Lema 2.5.1 ([FKM83]). Seja R um anel e δ : R→ R uma derivação de R. Se S = 0, então
rad(R[x; δ]) = 0.

Demonstração. Suponha que o lema seja válido para anéis com unidade e tome A um anel
sem unidade. Daí, podemos construir a seguinte multiplicação no grupo aditivo A# = A⊕Z:

(a,m)(b, n) = (ab+ na+mb,mn), para quaisquer a, b ∈ A,m, n ∈ Z

Com essa multiplicação, A# é um anel com unidade que contém A como ideal. Se δ : A→ A
é uma derivação, podemos estender δ para uma derivação de δ : A# → A# de forma que,
como anteriormente, radA#[x; δ] = radA[x; δ]. Daí, se A ∩ rad(A[x; δ]) = 0, então

A# ∩ rad(A#[x; δ]) = A# ∩ rad(A[x; δ]) ⊆ A ∩ rad(A[x; δ]) = 0.

Segue que A# é um anel com unidade satisfazendo as hipóteses do lema e, portanto, segue
que rad(A[x; δ]) = rad(A#[x; δ]) = 0.

Assim, iremos assumir daqui em diante que R é um anel com unidade.
Suponha, por absurdo, que S = 0 e rad(R[x; δ]) 6= 0 e tome f(x) ∈ rad(R[x; δ]) não

nulo com grau minimal, digamos, n. Como R tem unidade, podemos considerar o polinômio
f(x+ 1), que também pertence ao radical uma vez que, a função

R[x; δ]→ R[x; δ]

f(x) 7→ f(x+ 1)
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é um homomorfismo sobrejetor. Mas daí, se f(x) =
∑n

i=0 aix
i, então

f(x+ 1) =
n∑
i=0

ai(x+ 1)i =
n∑
i=0

ai

(
i∑

j=0

(
i

j

)
xj

)

=
n∑
i=0

i∑
j=0

(
i

j

)
aix

j

=
n∑
j=0

(
n∑
i=j

(
i

j

)
ai

)
xj = anx

n +
n−1∑
j=0

(
n∑
i=j

(
i

j

)
ai

)
xj.

Em particular, conclui-se que f(x + 1) tem o mesmo coeficiente líder que f(x). Assim,
f(x) − f(x + 1) ∈ rad(R[x; δ]) é um polinômio de grau menor do que n, donde segue que
f(x) = f(x+ 1). Desta relação, temos que

n∑
j=0

ajx
j =

n∑
j=0

(
n∑
i=j

(
i

j

)
ai

)
xj ⇒

aj =
n∑
i=j

(
i

j

)
ai (2.5.2)

Em particular, fazendo j = n− 1 em (2.5.2), temos que

an−1 =

(
n− 1

n− 1

)
an−1 +

(
n

n− 1

)
an = an−1 + nan ⇒ nan = 0.

Segue daí, que existe um primo positivo p ∈ Z tal que pan = 0. Ainda pela minimalidade do
grau de f(x), temos que pf(x) = 0, donde segue que

f(x) ∈ Rp[x; δ] ∩ rad(R[x; δ]) = rad(Rp[x; δ]) = rad(R#
p [x; δ]).

Considere q = pn e defina o anel R∗ = R#
p ⊗Zp kq e a derivação δ∗ : R∗ → R∗ definida

por δ∗(a ⊗ v) = δ(a) ⊗ v, para todo a ⊗ v ∈ R∗. Daí, R∗[x; δ∗] ' R#
p [x; δ] ⊗Zp kq e, como a

extensão kq/Zp é finita e separável, pelo Teorema 2.3.10, vale que:

rad(R#
p [x; δ])⊗Zp kq ' rad(R∗[x; δ∗]).

Seja f∗(x) =
∑n

i=0 bix
i um polinômio de grau minimal pertencente a rad(R∗[x; δ∗]). Daí,

como n < pn = q, podemos tomar n elementos não nulos e distintos dois a dois v1, . . . , vn ∈
Fq. Pelo mesmo argumento usado anteriormente, temos que f∗(x) = f∗(x + vj), para todo
j = 1, . . . , n. Em particular, fazendo x = 0 e lembrando que v1, . . . , vn 6= 0, temos que∑n

i=1 bivj
i−1 = 0 para todo j = 1, . . . , n, ou, em forma matricial:

(
b1 b2 · · · bn

)


1 1 . . . 1
v1 v2 . . . vn
...

...
...

v1
n−1 v2

n−1 . . . vn
n−1


︸ ︷︷ ︸

=A

=
(
0 0 · · · 0

)
.
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Observe que o determinante detA é o determinante de Vandermonde, e portanto,

detA =
∏

1≤i<j≤n

(vi − vj).

Como os elementos v1, . . . , vn são distintos, segue que detA 6= 0. donde concluímos que
b1 = · · · = bn = 0, um absurdo, pois dessa forma, teríamos que f(x) ∈ R ∩ rad(R[x; δ]) =
S = 0.

Teorema 2.5.3 ([FKM83]). Para todo anel R e toda derivação δ : R → R, rad(R[x; δ]) =
S[x; δ], onde S = R ∩ rad(R[x; δ]) é tal que δ(S) ⊆ S.

Demonstração. Observe que S é um ideal de R fixo por δ pois, para todo r ∈ S, rx, xr ∈
rad(S[x; δ]) e daí, δ(r) = xr − rx ∈ rad(S[x; δ]). Assim, podemos definir sobre o anel
R = R/S a derivação δ definida por δ(r + S) = δ(r) + S, para todo r ∈ R. A projeção de
R em R nos permite definir o homomorfismo sobrejetor π : R[x; δ] → R[x; δ] que estende a
projeção. Daí, temos que kerπ = S[x; δ] e pelo Teorema do Homomorfismo

R[x; δ]/S[x; δ] = R[x; δ]/ kerπ ' R[x; δ].

Como S[x; δ] ⊆ rad(R[x; δ]), temos que

rad(R[x; δ]) ' rad(R[x; δ]/S[x; δ]) = rad(R[x; δ])/S[x; δ]. (2.5.4)

Faça S = R ∩ rad(R[x; δ]) e tome y ∈ R tal que y + S ∈ S. Segue que, para todo r ∈ R,
existe t ∈ R tal que (t+S) ◦ (ry+S) = (t ◦ ry) +S = 0 +S. Por outro lado, como o radical
de Jacobson é um ideal quasi-regular, t ◦ ry ∈ S é um elemento quasi-regular à esquerda e,
portanto, ry é quasi-regular à esquerda. Conclui-se que y ∈ radR[x; δ] e que y ∈ S, ou seja,
y + S = 0 + S. Logo, S = 0. Pelo Lema 2.5.1, temos que rad(R[x; δ]) = 0 e por (2.5.4),
rad(R[x; δ]) = S[x; δ].

2.6 Relações entre radicais
Lembremos das definições dos radicais deste capítulo:

nilR =
⋂
{A / R | A é um ideal primo}

`-radR =
∑
{A / R | A é um ideal localmente nilpotente}

NilR =
∑
{A / R | A é um ideal nil}

radR = {y ∈ R | (Ry, ◦) é um grupo}

Unindo (2.1.5), (2.1.10) e (2.4.8), temos que:

nilR ⊆ `-radR ⊆ NilR ⊆ radR.
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Como demonstrado anteriormente, estas inclusões são, em geral, estritas.
Quando R. Baer, J. Levitzki, G. Köthe e N. Jacobson desenvolveram as definições destes

radicais, tinham em mente que todos eles gozassem de algumas propriedades comuns. Uma
delas é que, no caso em que R é um anel com unidade e artiniano à esquerda, cada um deles
é igual ao ideal nilpotente maximal de R.

De fato, suponha que R seja um anel com unidade e artiniano à esquerda. Pela Proposição
2.2.4, radR é o ideal nilpotente maximal de R e, portanto, o ideal (radR + nilR)/ nilR ⊆
R/ nilR também é um ideal nilpotente. Mas pela Proposição 2.1.11, R/ nilR não tem ideais
nilpotentes não nulos, donde segue que radR ⊆ nilR. Segue que nilR = `-radR = NilR =
radR é o ideal nilpotente maximal de R.

Outra propriedade desejada na definição destes radicais é a mostrada na próxima pro-
posição. Tal propriedade pode ser interpretada como uma versão mais fraca do item (1)
do Teorema Principal de Wedderburn (Teorema 2.0.1). Considere nil, `-rad, Nil e rad como
operadores na classe dos anéis que associam cada anel R ao anel nilR, `-radR, NilR e radR,
respectivamente.

Proposição 2.6.1. Se R é um anel e γ ∈ {nil, `-rad,Nil, rad}, então γ(R/γ(R)) = 0.

Demonstração. Os casos onde γ = nil e γ = rad foram demonstrados na Proposição 2.1.12 e
na Proposição 2.4.10, respectivamente. A demonstração do caso γ = Nil é trivial: Se A/NilR
é um ideal nil de R/NilR, para todo a ∈ A, (a+NilR)n = 0, para algum inteiro positivo n e,
portanto, an ∈ NilR, donde segue que a é nilpotente. Por consequência, Nil(R/NilR) = 0.
A demonstração do caso γ = `-rad é análoga.

De maneira independente, S. A. Amitsur e A. G. Kurosh descobriram entre 1952 e 1954
que os chamados radicais concretos tem algumas propriedades em comum e a partir delas
formularam uma teoria axiomática para radicais [GW04a, Chapter 2]. Para mais detalhes
sobre a teoria geral dos radicais e suas aplicações, consultar [GW04a].
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Capítulo 3

Teoria de anéis PI

3.1 Identidades polinomiais

O conceito de identidade polinomial foi introduzido por M. Dehn em um artigo [Deh22]
publicado em 1922. Tal artigo trata de um problema de fundamentos de geometria [mcd74,
p. 1] e sua conexão com a existência de identidades racionais1 não universais satisfeitas em
anéis de divisão, ou seja, identidades racionais que não são satisfeitas em qualquer anel de
divisão. Como exemplos de identidades racionais universais, temos

x−1y−1 = (yx)−1

e
(x−1 + (y−1 − x−1)−1)−1 = x− xyx (identidade de Hua)

Ciente das dificuldades da teoria de identidades racionais, M. Dehn concentrou seu artigo
em identidades polinomiais. Para definir uma identidade polinomial, vamos introduzir o
conceito de álgebra livre.

Sejam A um anel comutativo com unidade e X um conjunto não vazio de indeterminadas.
Definimos a A-álgebra (associativa) livre sobre X, denotada por A〈X〉, como o A-módulo
livre com base formada pela unidade 1 ∈ A e as expressões

x1x2 . . . xn, onde n é um inteiro positivo e x1, . . . , xn ∈ X,

dotado da multiplicação definida por

(x1 . . . xn)(x′1 . . . x
′
m) = x1 . . . xnx

′
1 . . . x

′
m

e estendida por linearidade. No caso em que A = Z, o anel Z〈X〉 é chamado de anel livre
sobre X.

1Uma definição precisa de identidades racionais foi desenvolvida muito tempo depois, por S. A. Amitsur,
em 1966. Em poucas palavras, uma identidade racional é uma identidade que envolve inversos multiplicativos.
Para mais detalhes, ver [Row88].
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De agora em diante, fixaremos X um conjunto infinito enumerável de indeterminadas.
Como no caso de polinômios, é essencial definir o grau de um elemento de A〈X〉. Vamos

inicialmente definir o grau deg e o i-grau degi, onde i é um inteiro positivo, para os casos
mais simples:

• deg xj = 1 e degi xj = δij, para qualquer j = 1, 2, . . . ;

• deg a = degi a = 0, se a ∈ A é não nulo;

• deg 0 = degi 0 = −∞;

Em seguida, se f, g ∈ A〈X〉 são como acima, então definimos deg fg = deg f + deg g e
degi fg = degi f + degi g. Dessa forma, temos definido o grau dos monômios.

Por fim, se f = a1u1 + · · · + amum ∈ A〈X〉, onde u1, . . . , un ∈ A〈X〉 são monômios
distintos e a1, . . . , am ∈ R são não nulos, definimos

deg f = max{deg u1, . . . , deg un} e degi f = max{degi u1, . . . , degi un}

Exemplo 3.1.1. Se f = x2
1x2x1 − x1x3, então deg f = 4, deg1 f = 3 e deg2 f = deg3 f = 1.

Exemplo 3.1.2. Se f, g ∈ A〈X〉, então deg fg = deg f+deg g e deg(f+g) ≤ max{deg f, deg g}.
Estas igualdades ainda são válidas se substituirmos “deg” por “degi”.

Dizemos que f ∈ A〈X〉 é mônico se f tiver um monômio de grau máximo acompanhado
do coeficiente 1 ∈ A.

Para todo f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉 e toda A-álgebra R, podemos definir uma função
f : R(n) → R que associa cada n-upla ordenada (a1, . . . , an) ∈ R(n) ao valor f(a1, . . . , an) ∈
R, obtido substituindo em f(x1, . . . , xn) cada variável xi por ai, i = 1, . . . , n.

Se R é uma A-álgebra e f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉, dizemos que R satisfaz f se, para
todos a1, . . . , an ∈ R, f(a1, . . . , an) = 0. No caso em que f é mônico, dizemos que f é
uma identidade polinomial de R. Chamaremos de álgebra PI aquela álgebra que satisfaz
uma identidade polinomial. Analogamente, chamamos de anel PI o anel que satisfaz uma
identidade polinomial de Z〈X〉.

Exemplos 3.1.3. 1. Se R é um anel comutativo, então R satisfaz a identidade polinomial
xy − yx ∈ Z〈X〉. Denotamos [x, y] = xy − yx e chamamos [x, y] de comutador de x e
y;

2. Se R é um anel nilpotente, então existe um inteiro n tal que R satisfaz a identidade
polinomial x1 . . . xn ∈ Z〈X〉;

3. Se p é um primo positivo, então Zp satisfaz xp − x ∈ Z〈X〉 (Pequeno Teorema de
Fermat). Também vale que Zp satisfaz px ∈ Z〈X〉, mas esta não é uma identidade
polinomial, pois px não é mônico.
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Exemplo 3.1.4. Seja k um corpo. Se A ∈M2(k), então seu polinômio característico é

p(t) = t2 − tr(A)t+ det(A),

onde tr(A) ∈ k é o traço da matriz A. Se A,B ∈ M2(k), então sabemos, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, que o comutador [A,B] de A e B satisfaz a equação:

p([A,B]) = [A,B]2 − tr([A,B]) · ([A,B]) + det([A,B]) · I = 0.

Como tr([A,B]) = tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0, temos que

([A,B])2 = − det([A,B]) · I.

Em particular, ([A,B])2 é uma matriz escalar e, portanto, pertence ao centro de M2(k), ou
seja, para todas as matrizes A,B,C ∈M2(k),

[[A,B]2, C] = (AB −BA)2C − C(AB −BA)2 = 0.

Em outras palavras, M2(k) satisfaz a identidade polinomial [[x, y]2, z] ∈ Z〈X〉.

O exemplo anterior é devido a W. Wagner [Wag37] (cujo artigo é considerado por muitos
[mcd74, p. 5][Kem91, p. 1] o primeiro importante avanço no desenvolvimento da teoria depois
do artigo de M. Dehn). O autor também mostrou que [[x, y]2, z] é uma identidade polinomial
em qualquer álgebra de quartérnios, ou seja, qualquer álgebra simples quadridimensional
sobre seu centro. A justificativa moderna desta afirmação é relativamente simples, sendo
provada como consequência do Teorema de Kaplansky (ver o comentário após a demonstração
do Teorema 3.3.15). Além destes resultados, W. Wagner exibiu identidades polinomiais de
anéis de matrizes n× n sobre corpos e mostrou que se D é um anel de divisão ordenado que
satisfaz uma identidade polinomial, então D é comutativo.

Definição 3.1.5. Seja A um anel comutativo com unidade e f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉,
então dizemos que

• f é homogêneo de grau d, se f for uma A-combinação linear de monômios de grau d;

• f é multihomogêneo de multigrau (d1, . . . , dn), se f for uma A-combinação linear de
monômios com i-grau di, para todo i = 1, . . . , n;

• f é multilinear , se f é multihomogêneo de multigrau (1, . . . , 1).

Observe que f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉 é multilinear se, e somente se, existirem aσ ∈ A
para toda permutação σ ∈ Sn, tais que

f(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

aσ xσ(1) . . . xσ(n).

O próximo teorema mostra que sempre podemos assumir que uma álgebra PI satisfaz
uma identidade multilinear.
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Teorema 3.1.6. Suponha que A seja um anel comutativo com unidade e R seja uma A-
álgebra que satisfaça uma identidade polinomial de A〈X〉 de grau d. Então R satisfaz uma
identidade polinomial multilinear de A〈X〉 com grau no máximo d.

Demonstração. Se f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉, 1 ≤ i ≤ n e j são inteiros positivos, então
defina

∆i,jf = f(x1, . . . , xi−1, xi + xj, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)

− f(x1, . . . , xi−1, xj, xi+1, . . . , xn)

Daí se f = f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉 e 1 ≤ i ≤ n é um inteiro tal que degi f > 0, então são
verificadas as seguintes propriedades

i. degi(∆i,n+1f) = degi f − 1;

ii. Se j 6= i, então degj(∆i,n+1f) = degj f ;

iii. deg(∆i,n+1f) ≤ deg1(∆i,n+1f) + · · ·+ degn(∆i,n+1f) + degn+1(∆i,n+1f);

iv. Os coeficientes de ∆i,n+1f são coeficientes de f .

v. Toda A-álgebra que satisfaz f também satisfaz ∆i,jf para qualquer inteiro positivo j.

Além disso, claramente ∆i,j(af + bg) = a ∆i,jf + b ∆i,jg, onde f, g ∈ A〈X〉 e a, b ∈ A.
Assim, suponha que f = f(x1, . . . , xn) seja mônico, ou seja, que existam monômios distintos
u, u1, . . . , um e a1, . . . , am ∈ A tais que u tenha grau maximal e

f(x1, . . . , xn) = u+
m∑
t=1

atut

Seja (d1, . . . , dn) o multigrau de u e considere ∆1,n+d1−1 . . .∆1,n+2∆1,n+1f = ∆1f . Se
algum monômio ut tiver 1-grau menor do que d1, então temos que ∆1,n+d1−1 . . .∆1,n+1ut = 0,
pela propriedade i. e podemos supor sem perda de generalidade que

∆1f = ∆1,n+d1−1 . . .∆1,n+2∆1,n+1u+

m1∑
t=1

at ∆1,n+d1−1 . . .∆1,n+2∆1,n+1ut,

onde ut tem i-grau maior ou igual di.
Como u tem grau maximal, para todo t = 1, . . . ,m, se ut tem multigrau diferente de

(d1, . . . , dn), deve haver j = 1, . . . , n tal que o j-grau de ut é menor do que dj. Dessa forma,
iterando o parágrafo anterior para as demais variáveis, obteremos operadores ∆1,∆2, . . . ,∆n

tais que

F = ∆n . . .∆1f = ∆n . . .∆1u+
M∑
t=1

at ∆n . . .∆1ut,

onde ut é um monômio de multigrau (d1, . . . , dn) para todo t = 1, . . . ,M .
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Pelas propriedades i. e ii., ∆1u,∆1u1, . . . ,∆1uM têm multigrau (1, d2, . . . , dn, 1, . . . , 1) e,
repetindo o argumento para as variáveis x2, . . . , xn, temos que F = ∆n . . .∆1f tem multigrau
(1, . . . , 1) e grau menor ou igual a deg f (propriedade iii.). Como u é distinto de cada uj,
podemos garantir que existe um monômio mônico em F proveniente de u, donde segue que
F é mônico.

Pela propriedade v., toda A-álgebra que satisfaz f também satisfaz F e, portanto, satisfaz
uma identidade polinomial multilinear de grau menor ou igual a deg f .

Exemplo 3.1.7. Suponha que R seja um anel que satisfaz a identidade

f(x, y) = xy − 3yx+ x2 ∈ Z〈X〉.

Aplicando ∆x,z a f(x, y), temos que R satisfaz

∆x,z(x, y, z) = f(x+ z, y)− f(x, y)− f(z, y)

= xz + zx,

que é uma identidade multilinear.

Exemplo 3.1.8. Se k é um corpo, então M2(k) satisfaz f(x, y, z) = [[x, y]2, z]. Aplicando
∆x,w a f , temos que

∆x,wf = [[x, y][w, y], z] + [[w, y][x, y], z]

E aplicando ∆y,t, temos que

∆y,t∆x,wf = [[x, y][w, t], z] + [[x, t][w, y], z] + [[w, y][x, t], z] + [[w, t][x, y], z],

que é uma identidade multilinear de grau 5.

Corolário 3.1.9. Se R é um anel com unidade e n > 1 é um inteiro, então Mn(R) não
satisfaz nenhuma identidade polinomial de Z〈X〉 com grau menor do que 2n.

Demonstração. Suponha por absurdo que, para algum inteiro n > 1, exista uma identidade
polinomial f satisfeita por Mn(R) com grau deg f = d < 2n. Pelo Teorema 3.1.6, podemos
assumir que essa identidade é multilinear e podemos assumir que d = 2n − 1. De fato, se
f(x1, . . . , xd) é multilinear e d < 2n− 1, então g(x1, . . . , x2n−1) = f(x1, . . . , xd)xd+1 . . . x2n−1

é uma identidade multilinear de Mn(R).
Existem aσ ∈ R, para todo σ ∈ S2n−1, σ 6= Id, tais que

f(x1, . . . , x2n−1) = x1 . . . x2n−1 +
∑

σ∈S2n−1
σ 6=Id

aσ xσ(1) . . . xσ(2n−1)

Fazendo x1 = E11, x3 = E22, . . . , x2n−1 = Enn, e x2 = E12, x4 = E23, . . . , x2(n−1) = En−1,n e
lembrando que Eij ∈Mn(R) é a matriz elementar (i, j), temos que

x1x2 . . . x2n−1 = E11E12E22E23 . . . Enn

= E12E22E23 . . . Enn

= E12E23 . . . Enn = · · · = E1nEnn = E1n 6= 0
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No entanto, como xixj = 0, para todo i > j, temos que, para toda permutação σ ∈ S2n−1 não
trivial, xσ(1) . . . xσ(2n−1) = 0. Segue que, nesse caso, f(x1, . . . , x2n−1) 6= 0, um absurdo.

O próximo lema ilustra uma das utilidades de identidades polinomiais multilineares.

Lema 3.1.10. Seja A um anel comutativo com unidade, R uma A-álgebra, S ⊆ R um
conjunto gerador de R como A-módulo e f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉 multilinear. Então f é uma
identidade polinomial de R se, e somente se, f(s1, . . . , sn) = 0 para quaisquer s1, . . . , sn ∈ S.

Demonstração. Trivialmente, se f é identidade polinomial, então f(s1, . . . , sn) = 0 para
quaisquer s1, . . . , sn ∈ S.

Reciprocamente, suponha que f(s1, . . . , sn) = 0 para quaisquer s1, . . . , sn ∈ S. Sejam
r1, . . . , rn ∈ R. Como S é gerador, existe T = {t1, t2, . . . , tm} ⊆ S tal que r1, . . . , rn são
gerados por T . Daí, existe {aij | i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m} tal que ri = ai1t1 + ai2t2 + · · ·+
aimtm para todo i como anteriormente.

Segue que

f(r1, . . . , rn) = f(a1
1t1 + · · ·+ a1

mtm, . . . , a
n
1 t1 + · · ·+ anmtm)

=
∑

1≤i1,...,in≤m

a1
i1
. . . aninf(ti1 , . . . , tin) = 0

e, portanto, f é uma identidade polinomial de R.

Corolário 3.1.11. Se R é um anel PI, então o anel de polinômios R[t] também é PI.

Demonstração. Seja f uma identidade polinomial satisfeita por R. Pelo Teorema 3.1.6,
podemos supor que f é multilinear, ou seja, existe um inteiro positivo n e aσ ∈ Z, para toda
permutação não trivial σ ∈ Sn, tais que

f(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

aσ xσ(1) . . . xσ(n).

O conjunto B = {rti | r ∈ R, i = 0, 1, . . . } é um gerador de R como Z-módulo e portanto,
pelo Lema 3.1.10, é suficiente mostrar que f = 0 quando avaliada nos elementos de B. Se
r1, . . . , rn ∈ R e i1, . . . , in > 0 são inteiros, então

f(r1t
i1 , . . . , rnt

in) =
∑
σ∈Sn

aσ rσ(1)t
iσ(1) . . . rσ(n)t

iσ(n)

=

(∑
σ∈Sn

aσ rσ(1) . . . rσ(n)

)
tM = f(r1, . . . , rn)tM

onde M = i1 + · · · + in. Daí, como f é identidade de R, segue que f(r1t
i1 , . . . , rnt

in) = 0.
Conclui-se que f é identidade de R[t].

Provaremos a seguir um resultado sobre extensões de escalares de álgebras PI. Precisa-
remos do seguinte lema.
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Lema 3.1.12. Se k é um domínio de integridade (ou seja, um anel comutativo, com uni-
dade e sem divisores de zero) infinito e p(t1, . . . , tn) ∈ k[t1, . . . , tn] é um polinômio tal que
p(r1, . . . , rn) = 0 para quaisquer r1, . . . , rn ∈ k, então p é o polinômio nulo.

Demonstração. Provemos por indução sobre o número n de variáveis do polinômio p. Seja
k um domínio de integridade infinito, t uma indeterminada sobre k e p(t) =

∑d
i=0 cit

i ∈ p[t]
tal que p(a) = 0 para qualquer a ∈ k. Como k é infinito, podemos tomar a1, . . . , ad+1 ∈ k
distintos dois a dois e teremos que:

c0 + c1a1+ · · ·+ cda1
d = 0

c0 + c1a2+ · · ·+ cda2
d = 0

...
c0 + c1ad+ · · ·+ cdad

d = 0

c0 + c1ad+1+ · · ·+ cdad+1
d = 0

ou, em notação matricial,

(
c0 c1 c2 · · · cd

)︸ ︷︷ ︸
=X


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · ad+1

a1
2 a2

2 · · · ad+1
2

...
...

...
a1
d a2

d · · · ad+1
d


︸ ︷︷ ︸

=A

=
(
0 0 · · · 0

)
(3.1.13)

Observe que o determinante detA é o determinante de Vandermonde e como os elementos
a1, . . . , ad+1 são distintos, segue que detA 6= 0. Como k é comutativo e com unidade,
multiplicando (3.1.13) à direita pela matriz adjunta de A teremos

0 = XA(adj A) = X((detA) · I) =
(
(detA)c0 (detA)c1 · · · (detA)cd

)
E como k é um domínio, segue que c0 = c1 = · · · = cd = 0.

Suponha agora um número n tal que, para todo domínio de integridade infinito k e
todo inteiro positivo m < n, se o polinômio p = p(t1, . . . , tm) ∈ k[t1, . . . , tm] é tal que
p(a1, . . . , am) = 0, para quaisquer a1, . . . , am ∈ k, então p = 0.

Seja k um domínio de integridade e tome p(t1, . . . , tn) ∈ k[t1, . . . , tn] como no enunciado.
Existem polinômios p0, p1, . . . , ps ∈ k[t1, . . . , tn−1] tais que

p = p0 + p1tn + · · ·+ pstn
s.

Se r1, . . . , rn−1 ∈ R, então escreva, para todo i = 0, . . . , s, p̂i = pi(r1, . . . , rn−1) ∈ k e observe
que o polinômio

q = q(tn) = p̂0 + p̂1tn + · · ·+ p̂stn
s ∈ k[tn]
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é tal que, para todo r ∈ R,

q(r) = p̂0 + p̂1r + · · ·+ p̂sr
s = p(r1, . . . , rn−1, r) = 0.

Por hipótese de indução, vale que q = 0 e, portanto, para todo i = 0, . . . , s e todos
r1, . . . , rn−1, vale que pi(r1, . . . , rn−1). Novamente por hipótese de indução, vale que p0 =
p1 = · · · = ps = 0 e, portanto, p = 0.

Por indução, segue o resultado.

Teorema 3.1.14. Se k é um corpo infinito, R é uma k-álgebra e K ⊆ k é um corpo que
estende k, então R e R⊗k K satisfazem as mesmas identidades polinomiais em k〈X〉.

Demonstração. Se f ∈ k〈X〉 é uma identidade em R⊗kK então claramente é uma identidade
em R. Provemos a implicação inversa.

Faremos as identificações R ≡ R ⊗ 1 e K ≡ 1 ⊗ K para simplificar a notação. Seja
B = {rγ ∈ R | γ ∈ Γ} uma base de R como k espaço vetorial e, portanto, uma base de R⊗kK
como K espaço vetorial (usando a identificação). Considere a família de indeterminadas
T = {tγ,i | γ ∈ Γ, i = 1, 2, . . . }, tome f = f(x1, . . . , xn) ∈ k〈X〉 uma identidade polinomial
de R e avalie f em xi = tγ1,irγ1 + · · ·+ tγm,irγm , para todo i = 1, . . . , n, onde rγ1 , . . . , rγm são
elementos arbitrário da base B. Daí, temos que existe um subconjunto finito Γ′ ⊆ Γ tal que

f(x1, . . . , xn) =
∑
β∈Γ′

fβ(tγ,i)rβ,

onde fβ(tγ,i) é um polinômio de k[T ], para todo β ∈ Γ′. Como f é uma identidade de R, f
se anula ao substituirmos as indeterminadas tγ,i por valores de k e, portanto, temos que o
polinômio fβ(tγ,i) ∈ k[T ] se anula sob substituições por valores de k, para todo β ∈ Γ′. Pelo
Lema 3.1.12, segue que cada polinômio fβ é o polinômio nulo e, portanto, cada fβ se anula
sob valores de K (usando a identificação K ≡ 1⊗K, de forma que R ⊗k K = RK). Segue
que f também é identidade de R⊗k K.

3.2 Polinômios centrais
Seja A um anel comutativo e R uma A-álgebra com centro Z = Z(A). Um elemento
f(x1, . . . , xn) ∈ A〈X〉 é dito um polinômio central em R se satisfaz as seguintes condições

(a) para quaisquer r1, . . . , rn ∈ R, f(r1, . . . , rn) ∈ Z;

(b) existem r1, . . . , rn ∈ R tais que f(r1, . . . , rn) 6= 0;

(c) o termo constante de f(r1, . . . , rn) é nulo, ou seja, f(0, . . . , 0) = 0.

Enquanto a condição (a) garante que um polinômio central assuma valores no centro, as
condições (b) e (c) garantem que identidades polinomiais e constantes não sejam polinômios
centrais.
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Exemplos 3.2.1. 1. f(x) = x é central em qualquer anel comutativo;

2. Se k é um corpo, então, pelo Exemplo 3.1.4, f(x, y) = [x, y]2 é central emM2(k). Antes
de 1972, este era o único polinômio central conhecido em anéis de matrizes;

3. Se k é um corpo, R ⊆Mn(k) é o subanel das matrizes triangulares superiores com diago-
nal nula e A1, . . . , An−1 são elementos arbitrários de R, então o produto A1 . . . An−1 = A
é da forma

A =


0 · · · 0 a
0 · · · 0 0
...

...
...

0 · · · 0 0

 ,

para algum a ∈ k. Além disso, para todo B ∈ R, AB = BA = 0. Em particular, vale
que

[A1 . . . An−1, B] = 0, para quaisquer A1, . . . , An−1, B ∈ R.

É fácil verificar que f(x1, . . . , xn−1) = x1 . . . xn−1 não é uma identidade polinomial de
R e, portanto, f é um polinômio central em R.

4. Se k é um corpo, então o subanel R ⊆Mn(k) das matrizes triangulares superiores não
possui polinômios centrais, embora satisfaça identidades polinomiais. De fato, observe
inicialmente que o centro de R é o conjunto Z(R) = {aI | a ∈ k}, o conjunto das
matrizes escalares de Mn(k). Se f = f(x1, . . . , xm) satisfaz as condições (a) e (c) da
definição de polinômio central, então, para quaisquer a1, . . . , am ∈ R, segue que

f



a1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

 , . . . ,


am 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


 =


f(a1, . . . , am) 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

 ,

e, como a última matriz deve ser uma matriz escalar, devemos ter f(a1, . . . , am) = 0,
para todos a1, . . . , am ∈ k, ou seja, f é identidade polinomial de k. Assim, para
quaisquer matrizes triangulares superiores A1 = (a

(1)
ij ), . . . , Am = (a

(m)
ij ) ∈ R, temos

que

f(A1, . . . , Am) = f


a

(1)
11 ∗

. . .
0 a

(1)
nn

 , . . . ,

a
(m)
11 ∗

. . .
0 a

(m)
nn




=

f(a
(1)
11 , . . . , a

(m)
11 ) ∗

. . .
0 f(a

(1)
nn , . . . , a

(m)
nn )

 =

0 ∗
. . .

0 0

 ,

e, portanto, segue que f(A1, . . . , Am) = 0, ou seja, f é uma identidade de R.
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Em um artigo de 1957, I. Kaplansky propôs doze problemas em teoria de anéis [Kap70].
Tais problemas motivaram linhas de pesquisa em teoria de anéis nos anos subsequentes e um
dos problemas propostos nos é de especial interesse: Existem polinômios centrais para anéis
de matrizes de ordem maior do que 2 sobre um corpo qualquer? Em 1972-73, E. Formanek
[For72] e Yu. P. Razmyslov [Raz73] construíram cada um, de forma independente, um
elemento Fn ∈ Z〈X〉, para todo inteiro positivo n, tal que Fn é um polinômio central em
Mn(k), para todo corpo k.

Aqui apresentamos a construção de E. Formanek, seguindo o exposto em [DF04, p. 147-
150]. Embora não sejam multilineares, os polinômios obtidos são da forma Fn(x, y1, . . . , yn),
homogêneos de grau n2 − n na variável x e multilineares nas variáveis y1, . . . , yn, de forma
que Fn tem grau n2.2 Usaremos polinômios centrais para demonstrar o Teorema 3.4.13 que
afirma que todo ideal de um anel PI semiprimo contém ao menos um elemento não nulo
do centro. Tal resultado, por sua vez, será usado na demonstração do Teorema 4.1.1, que
caracteriza o radical de Jacobson de anéis de polinomiais diferenciais com coeficientes em
um anel PI.

Para tal construção precisamos da seguinte definição:

Definição 3.2.2. Sejam uij, com 1 ≤ i, j ≤ n, variáveis independentes, então a matriz
U = (uij) ∈Mn(Z[{uij}1≤i,j≤n]) é chamada de matriz genérica.

Considere k um corpo qualquer, a matriz genérica U = (uij) e k o fecho algébrico do corpo
k({uij}1≤i,j≤n). Ao atribuir valores de k para as variáveis uij, concluímos que os autovalores
de U em k são todos distintos e, portanto, U ∈Mn(k) é diagonalizável.

Lema 3.2.3. Seja n > 2 um inteiro e suponha que exista F (x, y1, . . . , yn) ∈ Z〈X〉 homogêneo
de grau n2−n em x, multilinear em y1, . . . , yn e tal que F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn) é uma matriz
escalar de Mn(k), para quaisquer matrizes elementares Ei1j1 , . . . , Einjn ∈ Mn(k) e X ∈
Mn(k) diagonal. Segue que F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar para todos X, Y1, . . . , Yn ∈
Mn(k).

Demonstração. Para mostrar que F = Fn toma valores sobre as matrizes escalares deMn(k)
(que são as matrizes que compõem o centro de Mn(k)) é suficiente mostrar que qualquer
especialização F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar, onde X é uma matriz genérica e
Y1, . . . , Yn são matrizes de Mn(k).

Como X é genérica, X é diagonalizável em k, ou seja, existe P ∈Mn(k) tal que PXP−1

é diagonal. Daí,

PF (X, Y1, . . . , Yn)P−1 = F (PXP−1, PY1P
−1, . . . , PYnP

−1)

e, portanto, é suficiente mostrar que F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar quando X ∈
Mn(k) é diagonal e Y1, . . . , Yn são matrizes arbitrárias de Mn(k).

2Em [Raz73], Yu. P. Razmyslov determina polinômios centrais multilineares de grau 3n2−1. No entanto,
usando o método de Razmyslov, em 1983, P. Halpin [Hal83] também obteve um polinômio central de grau
n2.
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Adicionalmente, como as matrizes elementares de Mn(k) são geradoras de Mn(k) como
k-espaço vetorial e F (x, y1, . . . , yn) é multilinear em y1, . . . , yn, é suficiente provar que
F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar sempre que Y1, . . . , Yn são matrizes elementares. De
fato, se A1, . . . , An ∈ Mn(k) são arbitrárias, então temos que, para todo m = 1, . . . , n, exis-
tem a

(m)
ij ∈ k, com 1 ≤ i, j ≤ n, tais que Am =

∑
1≤i,j≤n a

(m)
ij Eij. Dessa forma, temos que,

para todo X ∈Mn(k),

F (X,A1, . . . , An) = F

(
X,

∑
1≤i,j≤n

a
(1)
ij Eij, . . . ,

∑
1≤i,j≤n

a
(n)
ij Eij

)
=

∑
i1,j1,...,in,jn

a
(1)
i1j1

. . . a
(n)
injn

F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn), (3.2.4)

onde os índices i1, j1, . . . , in, jn de (3.2.4) variam entre os inteiros positivos menores ou
iguais a n. Supondo que provamos que F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn) ∈ Mn(k) é uma matriz es-
calar para todos i1, j1, . . . , in, jn = 1, . . . , n e X ∈ Mn(k) diagonal, temos, por (3.2.4), que
F (X,A1, . . . , An) é uma matriz escalar para quaisquer matrizes A1, . . . , An ∈Mn(k) e qual-
quer X ∈Mn(k) diagonal.

Teorema 3.2.5 (E. Formanek, 1972). Se n ≥ 2 é um inteiro, então existe
Fn(x, y1, . . . , yn) ∈ Z[x, y1, . . . , yn] tal que:

• Fn é homogêneo de grau n2 − n em x e multilinear em y1, . . . , yn;

• Se k é um corpo, então Fn é um polinômio central em Mn(k).

Demonstração. Vamos mostrar inicialmente que existe F = Fn satisfazendo as condições
do lema anterior. Depois, mostraremos que F não é uma identidade polinomial e daí,
concluiremos que F é um polinômio central. Fixe as indeterminadas {t1, . . . , tn} e construa
uma transformação linear

ϕ : k[t1, . . . . . . , tn+1]→ k〈x, y1, . . . , yn〉
tα1
1 . . . tαnn+1 7→ xα1y1x

α2 . . . yn−1x
αnynx

αn+1 ,

e considere

g(t1, . . . , tn+1) =
∏

2≤i≤n

(t1 − ti)(tn+1 − ti)
∏

2≤j,l≤n

(tj − tl)2 (3.2.6)

Aplicando a lei distributiva nos produtos de (3.2.6), existem, para toda (n + 1)-upla de
inteiros positivos a = (a1, . . . , an+1), inteiros não-negativos Na (que são nulos, com exceção
de uma quantidade finita deles), tais que

g(t1, . . . , tn+1) =
∑

a=(a1,...,an+1)

Nat
a1
1 . . . t

an+1

n+1 .

39



Faça G(x, y1, . . . , yn) = ϕ(g(t1, . . . , tn+1)) e defina

F (x, y1, . . . , yn) = G(x, y1, . . . , yn) +G(x, y2, y3, . . . , yn, y1) + . . .

+ G(x, yn, y1, . . . , yn−1)

Segue que F é homogêneo de grau n2−n em x e multilinear em y1, . . . , yn. Mostremos agora
que se X ∈Mn(k) é diagonal e Y1 = Ei1j1 , . . . , Y1 = Einjn , onde i1, j1, . . . , in, jn ∈ {1, . . . , n},
então F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar.

Sejam v1, . . . , vn ∈ k tais que X = v1E11 + · · · + vnEnn. Para qualquer (n + 1)-upla de
inteiros positivos a = (a1, . . . , an+1),

Xa1Y1X
a2 . . . XanYnX

an+1 = va1i1 . . . v
an
in
v
an+1

jn+1
Ei1j1 . . . Einjn ,

uma vez que, para todos i, j ∈ {1, . . . , n}:

EijX = v1EijE11 + · · ·+ vnEijEnn = vjEij

XEij = v1E11Eij + · · ·+ vnEnnEij = viEij

Daí, temos que

G(X, Y1, . . . , Yn) = ϕ(g(t1, . . . , tn+1))

= ϕ
(∑

a
Nat

a1
1 . . . t

an+1

n+1

)
, a = (a1, . . . , an+1)

=
∑

a
Naϕ(ta11 . . . t

an+1

n+1 )

=
∑

a
NaX

a1Y1X
a2 . . . XanYnX

an+1

=
∑

a
Nav

a1
i1
. . . vanin v

an+1

jn+1
Ei1j1 . . . Einjn

=
(∑

a
Nav

a1
i1
. . . vanin v

an+1

jn+1

)
Ei1j1 . . . Einjn

= g(vi1 , . . . , vin , vjn)Ei1j1 . . . Einjn .

Por outro lado, por (3.2.6),

g(vi1 , . . . , vin , vjn) =
∏

2≤r≤n

(vi1 − vir)(vjn − vir)
∏

2≤s<t≤n

(vis − viit )
2.

Logo, temos que g(vi1 , . . . , vin , vjn) = 0 exceto, possivelmente, se (i1, . . . , in) for uma permu-
tação de (1, . . . , n) com jn = i1 e, neste caso, temos que

g(vi1 , . . . , vin , vjn) =
∏

1≤r<s≤n

(vs − vt)2 = ∆ ∈ k.

Além disso, temos que Ei1j1 . . . Einjn é diferente de zero se, e somente se, j1 = i2, j2 =
i3, . . . jn−1 = in, e nesse caso, Ei1j1 . . . Einjn = Ei1jn .

40



Para fins de simplificação, adotemos a seguinte nomenclatura: Se m é um inteiro po-
sitivo então dizemos que uma m-upla de matrizes elementares forma um ciclo se for da
forma (Ei1i2 , Ei2i3 , . . . , Eimi1), onde {i1, . . . , im} = {1, . . . ,m}. Assim, unindo as informações
obtidas nos parágrafos anteriores, concluímos que

G(X,Ei1j1 , . . . , Einjn) =

{
∆ · Ei1i1 , se (Ei1j1 , . . . , Einjn) forma um ciclo;

0, caso contrário

Segue que

F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn) =

{
∆ · I, se (Ei1j1 , . . . , Einjn) forma um ciclo;

0, caso contrário

Pelo Lema 3.2.3, F (X, Y1, . . . , Yn) é uma matriz escalar, quaisquer que sejamX, Y1, . . . , Yn ∈
Mn(k). Mostremos agora que Fn não é uma identidade de Mn(k).

Suponha que k seja um corpo infinito e tome n elementos distintos v1, . . . , vn ∈ k. Cla-
ramente temos que ∆(v1, . . . , vn) 6= 0. Assim, fazendo X = v1E11 + · · · + vnEnn, temos que
F (X,E12, E23, . . . , En1) é uma matriz escalar não nula.

No caso em que k é finito e a característica de k é p, onde p é um primo positivo, observe
inicialmente que Mn(k) possui matrizes que são diagonalizáveis como matrizes de Mn(k),
com autovalores em k não nulos distintos dois a dois. De fato, tome o polinômio Q(t) dado
por

Q(t) =

{
tn − 1, se p | n
tn + t− 1, se p - n

Em qualquer caso, Q(t) é um polinômio cujas n raízes são todas distintas duas a duas, e,
portanto, sua matriz companheira tem n autovalores em k distintos dois a dois.

Assim, podemos tomar uma matriz X ∈ Mn(k) com n autovalores em k distintos dois a
dois e tomar P ∈Mn(k) tal que PXP−1 seja diagonal. Fixe Y1 = E12, Y2 = E23, . . . , Yn = En1

e observe que, pelo caso anterior, F (PXP−1, Y1, Y2, . . . , Yn) ∈ Mn(k) é uma matriz escalar
não nula. Daí:

P−1F (PXP−1, Y1, . . . , Yn)P = F (X,P−1Y1P, . . . , P
−1YnP ) 6= 0.

Por outro lado, fazendo A1 = P−1Y1P, . . . , An = P−1YnP , assim como em (3.2.4), existem
a

(m)
ij ∈ k, com 1 ≤ i, j ≤ n, tais que Am =

∑
1≤i,j≤n a

(m)
ij Eij. Segue que

F (X,A1, . . . , An) = F

(
X,

∑
1≤i,j≤n

a
(1)
ij Eij, . . . ,

∑
1≤i,j≤n

a
(n)
ij Eij

)
=

∑
i1,j1,...,in,jn

a
(1)
i1j1

. . . a
(n)
injn

F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn) (3.2.7)
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Como F (X,A1, . . . , An) 6= 0, pelo menos uma das parcelas de (3.2.7) não é nula, ou seja,
existem inteiros positivos i1, j1, . . . , in, jn ≤ n tais que F (X,Ei1j1 , . . . , Einjn) é uma matriz
não nula e escalar, pela construção de F . Está provado assim, que F é um polinômio central
em Mn(k).

Por fim, encerraremos esta seção com a demonstração de um lema envolvendo polinômios
centrais.

Lema 3.2.8 (C. Procesi). Seja f(x1, . . . , xm) ∈ Z〈X〉 um polinômio central emMn(R), onde
R é um anel e n > 2 é um inteiro. Segue que f é identidade polinomial de Mr(R), para todo
inteiro 2 ≤ r < n.

Demonstração. Observe que toda matriz A ∈Mr(R) possui uma “cópia” emMn(R) da forma

A′ =

(
A 0
0 0

)
,

onde cada zero representa uma matriz nula com ordem conveniente. Assim, para quaisquer
A1, . . . , Am ∈Mr(R):

f(A′1, . . . , A
′
m) = f

((
A1 0
0 0

)
, . . . ,

(
Am 0
0 0

))
=

(
f(A1, . . . , Am) 0

0 0

)
Mas, como f é central, f(A′1, . . . , A

′
m) deve ser uma matriz escalar e, portanto, f(A1, . . . , Am)

é a matriz nula.

3.3 O Teorema de Kaplansky

Assumiremos nesta seção que anéis possuem unidade.
Em 1943, M. Hall [Hal43] mostrou que se D um anel de divisão que satisfaz a identidade

polinomial [[x, y]2, z] ∈ Z〈X〉, então D é comutativo ou D é uma álgebra de dimensão 4
sobre seu centro (em outras palavras, uma álgebra de quatérnios sobre seu centro). Em
outras palavras, M. Hall mostrou a recíproca de um dos resultados provados por W. Wagner
em 1936. Conforme N. Jacobson em [mcd74, p. 4]:

Durante o verão de 1947, o autor [N. Jacobson] ministrou um curso sobre
teoria de estrutura de anéis em Chicago. Durante esta visita, Kaplansky e o
autor descobriram o artigo de Hall e levantaram uma questão interessante: Toda
álgebra de divisão que satisfaz uma identidade polinomial tem dimensão finita
sobre seu centro?3

3During the summer of 1947, the author lectured on structure theory of rings ar Chicago. During this
visit Kaplansky and the author became aware of Hall’s paper. This raised an interesting question: Is every
PI-division algebra finite dimensional over its center?
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No ano seguinte, em 1948, I. Kaplansky demonstra que toda álgebra primitiva à esquerda que
satisfaz uma identidade polinomial é isomorfa a uma álgebra de matrizes sobre um anel de
divisão de dimensão finita sobre seu centro, o que implica na resposta afirmativa à pergunta
de N. Jacobson e I. Kaplansky. Para a demonstração desse resultado, vamos introduzir o
conceito de anéis primitivos à esquerda, demonstraremos alguns resultados sobre esse anéis
(como o Teorema da Densidade de Jacobson-Chevalley), sobre álgebras centrais simples e
sobre subcorpos maximais de anéis de divisão.

3.3.1 Anéis primitivos à esquerda

Seguiremos nesta subseção a exposição de [Lam01, §11].
Um anel não nulo R é dito primitivo à esquerda se existe um R-módulo fiel e simples à

esquerda. Substituindo as ocorrências da palavra “esquerda” por “direita” na frase anterior
obtemos a definição de anéis primitivos à direita. A distinção das duas definições é de
fato necessária uma vez que existem anéis primitivos à direita que não o são à esquerda e
vice-versa, conforme mostrado por G. Bergman em 1964 [Ber64].

Exemplos 3.3.1. 1. Todo anel simples é um anel primitivo à esquerda e à direita. De
fato, como R tem unidade, podemos tomar m /e R maximal. Segue que M = R/m é
um R-módulo à esquerda simples e, como R é simples, AnnM = 0 e RM é fiel.

2. Um anel comutativo é primitivo à esquerda (resp. à direita) se, e somente se, é um
corpo.

3. Se R é um anel e M é um R-módulo à esquerda simples, então R/Ann`M é um anel
primitivo à esquerda, pois M é um R/Ann`M -módulo à esquerda simples e fiel.

4. Seja D = Q(x) o corpo das funções racionais sobre Q, σ : D → D dada por σ(r(x)) =
r(x2) e R = D[y;σ]. Segue que qualquer subanel de R que contém x e y é primitivo à
direita e não é primitivo à esquerda (mais detalhes, ver [Ber64]).

Definição 3.3.2. Se R,S são anéis, então dizemos que o grupo aditivo M é um (R, S)-
bimódulo, se M é um R-módulo à esquerda, um S-módulo à direita e se, para quaisquer
r ∈ R, s ∈ S e m ∈M , r(ms) = (rm)s.

Para demonstrar o Teorema de Kaplansky usaremos o Teorema da Densidade de Jacobson-
Chevalley e, portanto, introduziremos aqui o seguinte conceito. Sejam R,k anéis, V um
(R, k)-bimódulo e E = EndVk. Observe que E age em V à esquerda via

E × V → V

(f, v) 7→ f(v)

Dizemos que R age densamente em Vk se, para todo f ∈ E e todos v1, v2, . . . , vn ∈ V com n
inteiro positivo, existe r ∈ R tal que rvi = f(vi) para i = 1, . . . , n.
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A nomenclatura justifica-se pela seguinte observação: Seja τ a topologia em E definida
pelos abertos básicos

{g ∈ E | g(vi) = v′i, i = 1, 2, . . . , n},

onde v1, . . . , vn, v
′
1, . . . , vn ∈ V e n é um inteiro positivo. Considere a função ϕ : R → E

dada por ϕ(r) = ϕr, onde ϕr : V → V é dada por ϕr(x) = rx, para todos r ∈ R, x ∈ V .
Então imϕ ⊆ E é um subespaço topológico denso em E se, e somente se, R age densamente
em Vk.

Suponha que R é um anel, V seja um R-módulo à esquerda e considere k = EndR V visto
como anel de operadores à direita em V . Segue que V é um k-módulo via

V × k → V

(v, φ) 7→ vφ

e adicionalmente, V é um (R, k)-bimódulo.

Lema 3.3.3. Seja R um anel, RV um R-módulo semissimples, k = EndR V e E = EndVk.
Então qualquer R-submódulo W ⊆ V é um E-submódulo.

Demonstração. Seja W ′ ⊆ V tal que V = W ⊕W ′ e tome π ∈ k a projeção relativa à essa
soma direta. Então, para todo f ∈ E, temos que

f(W ) = f(Wπ) = f(V π) = f(V )π ⊆ W.

Logo, W é um E-submódulo de V .

Teorema 3.3.4 (da Densidade de Jacobson-Chevalley). Se R é um anel, RV é um R-módulo
semissimples e k = EndR V , então R age densamente em Vk.

Demonstração. Se n é um inteiro positivo, então Ṽ = V n é um R-módulo semissimples e

k̃ = EndR Ṽ = EndR V
n 'Mn(EndR V ) = Mn(k).

Como k̃ age à direita sobre Ṽ , por extensão, Mn(k) também age à direita sobre Ṽ .
Para todo f ∈ E = EndVk, defina f̃ = (f, . . . , f) : V n → V n e observe que f̃ ∈ End Ṽk̃.

De fato, se ẽ ∈ k̃, então, tomando (eij) ∈ Mn(k) tal que (eij) represente ẽ, para qualquer
(w1, . . . , wn) ∈ Ṽ , segue que

f̃((w1, . . . , wn)ẽ) = f̃
(∑

wiei1, . . . ,
∑

wiein

)
=
(
f
(∑

wiei1

)
, . . . , f

(∑
wiein

))
=
(∑

f(wi)ei1, . . . ,
∑

f(wi)ein

)
= (f̃(w1, . . . , wn))ẽ.

Se v1, . . . , vn ∈ V são arbitrários, considere o submódulo W = R(v1, . . . , vn) ⊆ Ṽ . Como
W é um R-módulo, também é um E-módulo (Lema 3.3.3) e, portanto, f̃(W ) ⊆ W , ou seja,
existe r ∈ R tal que f̃(v1, . . . , vn) = r(v1, . . . , vn).
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Corolário 3.3.5. Sejam R, V, k e E = EndVk como no Teorema da Densidade. Se Vk é
finitamente gerado como um k-módulo à direita, então o homomorfismo ρ : R→ E associado
à ação de R em V é sobrejetor.

Demonstração. Fixe v1, . . . , vn ∈ V geradores de V como k-módulo à direita e seja f ∈
E. Então, como f(v1), . . . , f(vn) ∈ V , pelo Teorema da Densidade, existe r ∈ R tal que
rvi = f(vi), i = 1, . . . , n. Afirmamos que ρ(r) = f . De fato, para qualquer v ∈ V , existem
α1, . . . , αn ∈ k tais que v = v1α1 + · · ·+ vnαn e segue que

rv = r(v1α1 + · · ·+ vnαn) = (rv1)α1 + · · ·+ (rvn)αn

= f(v1)α1 + · · ·+ f(vn)αn = f(v1α1 + · · ·+ vnαn) = f(v).

No caso em que RV é simples, pelo Lema de Schur, k = EndR V é um anel de divisão e
V é um k-espaço vetorial à direita. Isso motiva a seguinte definição:

Definição 3.3.6. Seja R um anel, V um R-módulo à esquerda simples, k = EndR V e
E = EndVk o conjunto dos operadores lineares do espaço vetorial Vk. Um conjunto S ⊆ E
é chamado de conjunto denso de transformações lineares em Vk se, para qualquer inteiro
positivo n e quaisquer v1, . . . , vn ∈ V linearmente independentes e v′1, . . . , v′n ∈ V arbitrários,
existe s ∈ S tal que s(vi) = v′i, para todo i = 1, . . . , n.

A próxima proposição relaciona conjuntos densos de transformações lineares e a noção
de anterior de densidade.

Proposição 3.3.7. Sejam R um anel, k um anel de divisão, V um (R, k)-bimódulo, defina
E = EndVk e ρ : R → E o homomorfismo natural associado à ação de R em V . Então R
age densamente no espaço vetorial Vk se, e somente se, im ρ ⊆ E é um conjunto denso de
transformações lineares do espaço vetorial Vk.

Demonstração. Se R age densamente em Vk, então, claramente, im ρ é um conjunto denso
de transformações lineares em Vk.

Suponha que im ρ seja um conjunto denso de transformações lineares em Vk e tome
v1, . . . vn ∈ V e f ∈ E. Seja {wλ}λ∈B uma base de V como k-espaço. Podemos obter um
inteiro positivo t e w1, . . . , wt ⊆ {wλ}λ∈B tais que os vetores v1, . . . , vn pertençam ao k-espaço
gerado por {w1, . . . , wt}. Daí, como {w1, . . . , wt} é linearmente independente, existe r ∈ R
tal que rwi = f(wi), para todo i = 1, . . . , t. Segue, pelo mesmo argumento que o Corolário
3.3.5, que rvi = f(vi), para todo i = 1, . . . , n.

Como aplicação do Teorema da Densidade de Jacobson-Chevalley, mostramos a seguinte
consequência, que, às vezes, é chamada de Teorema da Densidade.

Teorema 3.3.8 (Classificação dos Anéis Primitivos à esquerda). Sejam R um anel primitivo
à esquerda e RV , um R-módulo simples e fiel, defina k = EndR V e E = EndVk. Segue que
R é (isomorfo a) um anel denso de transformações lineares em Vk e

• se R é artiniano à esquerda, então dimk R = n <∞ e R 'Mn(k);

45



• se R não for artiniano à esquerda, então para todo inteiro positivo n, existe um subanel
Rn ⊆ R que admite um homomorfismo sobrejetor sobre Mn(k).

Demonstração. Como RV é fiel, o homomorfismo ρ : R → E é injetor e R ' im ρ. Pelo
Teorema da Densidade e pela Proposição 3.3.7, im ρ é um anel denso de transformações
lineares em Vk.

Se dimk R = n <∞, então, pelo Corolário 3.3.5, ρ é sobrejetor. Assim, R ' im ρ = E =
EndVk 'Mn(k) e, em particular, R é artiniano à esquerda.

Se dimk R =∞, então tome {v1, v2, . . . } ⊆ V um conjunto infinito, enumerável e linear-
mente independente. (sobre k). Para todo inteiro positivo n, defina Vn o k-espaço gerado
por {v1, . . . , vn}, Rn = {r ∈ R | rVn ⊆ Vn} e An = {r ∈ R | rVn = 0}. Observe que, para
qualquer inteiro positivo n, Rn é um subanel de R, An /e R e An / Rn. Além disso, Vn é um
Rn/An-módulo fiel e simples através de

(r + An)v = rv, ∀r ∈ Rn, ∀v ∈ Vn.

Como dim(Vn)k = n, pelo caso anterior, Rn/An ' Mn(k). Além disso, como R age
densamente sobre Vk, existe rn ∈ R tal que

rnv1 = rnv2 = · · · = rnvn = 0 e rnvn+1 = vn+1 6= 0.

Logo, rn ∈ An\An+1 para todo inteiro positivo n e a cadeia A1 ⊇ A2 ⊇ . . . é estritamente
descendente. Segue que R não é artiniano à esquerda.

3.3.2 Álgebras centrais simples

Para as próximas proposições, seguiremos conforme o exposto em [Her68, p. 89-96]. Se R
é um anel simples, tomando seu centro Z = Z(R), temos que RZ é um ideal bilateral de
R não nulo, e, portanto, RZ = R. Segue que, para qualquer z ∈ Z, existe a ∈ R tal que
az = za = 1, ou seja, z é inversível (em R). Por fim, observando que, para todo r ∈ R,
rz−1 = z−1(zr)z−1 = z−1(rz)z−1 = z−1r, e, assim, para todo z ∈ Z, z é inversível em Z.
Provamos assim a

Proposição 3.3.9. Se R é um anel simples, então Z é um corpo.

Em particular, no caso acima, R é uma Z-álgebra simples. Tal resultado motiva a seguinte
definição:

Definição 3.3.10. Seja k um corpo e A uma k-álgebra. Dizemos que A é uma álgebra
central simples se A for simples e Z(A) = k · 1 ⊆ A.

Concluímos, pela Proposição 3.3.9, que todo anel simples é uma álgebra central simples
(sobre seu centro).

Proposição 3.3.11. Se A é uma k-álgebra central simples e B é uma k-álgebra simples
contendo k em seu centro, então A⊗k B é simples.
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Demonstração. Seja A 6= 0 um ideal de A ⊗k B e fixe B uma base de B. Tomando u ∈ A
não nulo, podemos escrever v =

∑n
i=1 ai ⊗ bi, com a1, . . . , an ∈ A e b1, . . . , bn ∈ B únicos

e podemos definir o comprimento de v como a quantidade dos ai’s que são não nulos. Fixe
v ∈ A não nulo e cujo comprimento seja minimal. Podemos supor, sem perda de generalidade
que v =

∑n
i=1 ai ⊗ bi com ai não nulo para todo i = 1, . . . , n (ou seja, n é comprimento de

v).
Suponha que n > 1. Como A é simples, Aa1A = A, e daí, existe um inteiro positivo m e

existem r1, . . . , rm, s1, . . . , sm ∈ A tais que 1 = r1a1s1 + · · ·+ rma1sm. Segue que

u =
m∑
i=1

(ri ⊗ 1)v(si ⊗ 1) = 1⊗ b1 +
n∑
i=2

a′i ⊗ bi ∈ A

para a′2, . . . , a′n ∈ A convenientes. Observe que, para todo a ∈ A, (a ⊗ 1)u − u(a ⊗ 1) =∑n
i=2(aa′i − a′ia) ⊗ bi ∈ A e (a ⊗ 1)u − u(a ⊗ 1) tem comprimento menor do que n. Pela

minimalidade de n segue que (a ⊗ 1)u − u(a ⊗ 1) = 0 e, como os bi’s são linearmente
independentes, segue que aa′i = a′ia, para todo i = 2, . . . , n e para todo a ∈ A. Como A é
central, temos que a2, . . . , an ∈ Z(A) = k · 1, e, portanto, existem α2, . . . , αn ∈ k tais que
αi · 1 = a′i, para todo i = 2, . . . , n. Conclui-se que u = 1 ⊗ b1 +

∑n
i=2 a

′
i ⊗ bi = 1 ⊗ b, onde

b = b1 + α2b2 + · · ·+ αnbn. Como os bi’s são linearmente independentes, b 6= 0, e daí, 1⊗ b é
um elemento de A não nulo com comprimento 1, contradizendo a minimalidade de n.

Concluímos que n = 1 e existe a ⊗ b ∈ A não nulo com a ∈ A e b ∈ B. Assim como
anteriormente, existem r1, . . . , rm, s1, . . . , sm ∈ A tais que 1 = r1as1+· · ·+rmasm e, portanto,
u =

∑m
i=1(ri⊗ 1)(a⊗ b)(si⊗ 1) = 1⊗ b ∈ A. Como b 6= 0 e B é simples, temos que BbB = B

e

1⊗B = 1⊗ (Bb1B) ⊆ (1⊗B)(1⊗ b1)(1⊗B) ⊆ A.

Como A é ideal (A⊗ 1)(1⊗B) ⊆ A, e daí segue que A⊗k B ⊆ A. Conclui-se que A⊗k B é
simples.

Corolário 3.3.12 (Extensão de escalares). Se A é uma álgebra central simples sobre o corpo
k e K/k é uma extensão de k, então A⊗k K é uma K-álgebra central simples.

Demonstração. Pelo item anterior, basta demonstrar que o centro de A⊗kK é o corpo K ·1.
Seja Z = Z(A ⊗k K), tome z ∈ Z e escreva z =

∑n
i=1 ai ⊗ bi onde n é inteiro positivo,

a1, . . . , an ∈ A e {b1, . . . , bn} ⊆ K é um conjunto linearmente independente. Então, para
todo a ∈ A, (a ⊗ 1)z − z(a ⊗ 1) = 0, ou seja,

∑n
i=1(aai − aia) ⊗ bi = 0. Como os bi’s são

linearmente independente, segue que aai−aia = 0, para todo a ∈ A, e, portanto, ai ∈ Z(A),
para todo i = 1, . . . , n. Como A é central, existem α1, . . . αn ∈ k tais que αi · 1 = ai, para
todo i = 1, . . . , n, e daí

z =
n∑
i=1

ai ⊗ bi = 1⊗

(
n∑
i=1

αibi

)
=

(
n∑
i=1

αibi

)
(1⊗ 1) ∈ K · 1

Logo, Z(A ⊗k K) ⊆ K · 1. Como a inclusão inversa é claramente verdadeira, segue que
Z(A⊗k K) = K · 1 e, portanto, A⊗k K é uma K-álgebra central simples.
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Antes de demonstrar o teorema de Kaplansky vamos mostrar um teorema sobre anéis de
divisão.

Se D é uma álgebra de divisão, então dizemos que um subcorpo K ⊆ D é maximal se,
para todo subcorpo K ⊆ K ′ ⊆ D, temos que K ′ = K. Se K é um subcorpo maximal de D,
então K contém o centro de D pois, caso contrário, KZ(D) seria um subcorpo que contém
propriamente K. O seguinte teorema é uma aplicação da classificação de anéis primitivos à
esquerda que ilustra a importância dos subcorpos maximais para determinar a estrutura de
anéis de divisão.

Teorema 3.3.13. Seja D um anel de divisão de divisão com centro k e K ⊆ D um subcorpo
maximal de D. Então D ⊗k K é um anel denso de transformações lineares em DK. Além
disso,

• se dimkK = n <∞, então dimK D = n, dimkD = n2 e D ⊗k K 'Mn(K);

• se dimkK =∞, então dimK D =∞.

Demonstração. Defina

End+D = {ϕ : D → D | ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ∀x, y ∈ D}.

O conjunto End+ D é um anel com as operações de soma e composição de funções usuais.
Além disso, para todo d ∈ D, as funções

Rd : D → D Ld : D → D

x 7→ xd x 7→ dx

são tais que Rd, Ld ∈ End+D.
Sejam Dr = {Ra | a ∈ D}, K` = {Lb | b ∈ K} e observe que Dr, K` ⊆ End+D são

subanéis e que os elementos de Dr comutam com os elementos de K`. Considere R = DrK`,
o subanel gerado pelos elementos da forma RaLb, com a ∈ D e b ∈ K. Observe que
Drx = {Ra(x) | a ∈ D} = D, para qualquer x ∈ D não nulo, e, portanto, Rx = D, donde
segue que D é um R-módulo simples. Se ϕ ∈ R é tal que ϕ · x = 0, para todo x ∈ D, então
ϕ(x) = 0, para todo x ∈ D, e segue que ϕ = 0. Logo, D é um R-módulo à esquerda fiel e
simples.

Considere ∆ = {ϕ ∈ End+D | ϕψ = ψϕ, ∀ψ ∈ R} e observe que ∆ = EndRD. Como
Dr ⊆ R, se ϕ ∈ ∆, então ϕRa = Raϕ, para todo a ∈ D, ou seja, para todos a, x ∈ D:

ϕ(xa) = ϕRa(x) = Raϕ(x) = ϕ(x)a.

Em particular, se ã = ϕ(1) ∈ D, então, para todo x ∈ D,

ϕ(x) = ϕ(1x) = ϕ(1)x = ãx = Lã(x).

Logo, ∆ ⊆ D` = {La | a ∈ D}.
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Mas, como K` ⊆ R, para qualquer a ∈ D, então La ∈ ∆ e LbLa = LaLb, para todo
b ∈ K. Segue que

ba = LbLa(1) = LaLb(1) = ab, para todo b ∈ K,

ou seja, a comuta com todos os elementos de K e, daí, K(a) ⊆ D é um corpo que contém
K. Como K é maximal, K(a) = K, ou seja, a ∈ K. Conclui-se, ∆ ⊆ K`.

Claramente vale que K` ⊆ ∆ e, portanto, K` = ∆ = EndRD. Estamos nas hipóteses do
Teorema 3.3.8, pois, R é primitivo à esquerda com R-módulo fiel e simples D eK` = EndRD.
Segue que R é um anel denso de transformações lineares de DK` . Como K é comutativo,
K` ' K, e, portanto, por extensão, R é anel denso de transformações lineares de DK .

Observe, finalmente, que D ⊗k K é simples, pelo Corolário 3.3.12, e que a função

f : D ⊗k K → DrK`∑
i

ai ⊗ bi 7→
∑
i

RaiLbi

é um homomorfismo de anéis sobrejetor. Conclui-se que f é um isomorfismo de anéis e que
D ⊗k K é um anel denso de transformações lineares de DK .

Suponha agora que [K : k] = n < ∞ e tome {b1, . . . , bn} ⊆ K uma base do k-espaço
vetorial K. Segue que {1 ⊗ b1, . . . , 1 ⊗ bn} ⊆ D ⊗k K é uma base do D-espaço vetorial à
esquerda D(D ⊗k K). Como todo ideal à esquerda de D ⊗k K é um D-subespaço vetorial,
segue que toda cadeia de ideais à esquerda de D⊗k K é uma cadeia de subespaços vetoriais
de D(D⊗kK) e, portanto, estabiliza. Segue que D⊗kK é artiniano à esquerda. Assim, pelo
Teorema 3.3.8, D ⊗k K 'Mn(K), [D ⊗k K : K] = n2 e [D : K] = [K : k] = n.

Se tivermos [K : k] = ∞, então [D : k] = [D : K][K : k] = ∞. Se tivéssemos [D : K] <
∞, então, pelo Teorema 3.3.8, teríamos que D ⊗k K 'Mm(K), para algum inteiro positivo
m, e daí, [D : k] = [D ⊗k K : K] = m2, contradição. Segue que [K : D] = [D : k] =∞.

Como uma simples aplicação, observe que se A é uma álgebra de divisão central sobre
os reais, então, tomando um subcorpo maximal K ⊆ A, temos que [K : R] é um inteiro
positivo, ou seja, K é uma extensão finita de R. Sob isomorfismo, a única extensão finita
não trivial de R é C, logo, [K : R] = 1 ou 2, e [A : R] = 1 ou 4. No caso em que [A : R] = 1,
claramente A ' R, enquanto que, no caso em que [A : R] = 4, mostra-se (usando, por
exemplo, o Teorema de Noether-Skolem4) que A é isomorfo à álgebra real dos quatérnios
(este é o clássico Teorema de Frobenius5).

Estamos em condições de provar o celebrado Teorema de Kaplansky. Seguiremos a ex-
posição de [DF04, p. 153,154]

4Teorema de Noether-Skolem: Seja R um anel simples, artiniano à esquerda e com centro k e sejam
A,B ⊆ R subálgebras simples de dimensões finitas que contêm k. Se f é um isomorfismo de A em B que é
a função identidade nos elementos de k, então existe x ∈ R inversível tal que f(a) = x−1ax.

5Embora a demonstração de ambos os resultados sejam simples com as ferramentas aqui desenvolvidas,
elas fugiriam de nosso objetivo. As demonstrações pode ser encontradas em [Her68, p. 99, p. 102]
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Teorema 3.3.14 (I. Kaplansky, 1948). Seja R um anel PI primitivo à esquerda. Então
R 'Mn(D), onde D é uma álgebra de divisão de dimensão finita sobre seu centro. Equiva-
lentemente, R é uma álgebra central simples de dimensão finita.

Demonstração. Seja f ∈ Z〈X〉, uma identidade polinomial satisfeita por R. Podemos supor
que f é da forma

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n),

para convenientes aσ ∈ Z, para todo σ ∈ Sn, e n inteiro positivo.
Como R é primitivo à esquerda, podemos tomar o R-módulo à esquerda fiel e simples

RM . Defina D = EndRM e segue que D é um anel de divisão.
Suponha que R não seja artiniano à esquerda. Daí, pelo Teorema 3.3.8, existe um subanel

S ⊆ R e um homomorfismo sobrejetor ϕ : S → Mn(D). Dessa forma, para quaisquer
A1, . . . , An ∈ Mn(D), existem r1, . . . , rn ∈ S tais que ϕ(ri) = Ai, para todo i = 1, . . . , n, e
temos que f(A1, . . . , An) = ϕ(f(r1, . . . , rn)) = 0. Segue que f é uma identidade polinomial
de Mn(R), um absurdo, visto que deg f = n e, pelo Corolário 3.1.9, Mn(D) não satisfaz
identidades polinomiais de grau menor do que 2n. Assim, R é artiniano à esquerda e R '
Mr(D), para algum inteiro positivo r.

Seja k = Z(D) e K ⊂ D um subcorpo maximal. Como podemos considerar D como
um subanel de Mr(D), D satisfaz f . Além disso, D ⊗k K também satisfaz f . De fato,
como Z-álgebra, D ⊗k K é gerada pelos elementos T = {a ⊗ b | a ∈ D, b ∈ K}. Assim, se
a1, . . . , an ∈ D, b1, . . . , bn ∈ K são elementos quaisquer, então

f(a1 ⊗ b1, . . . , an ⊗ bn) =
∑
σ∈Sn

ασ(aσ(1) ⊗ bσ(1)) . . . (aσ(n) ⊗ bσ(n))

=
∑
σ∈Sn

ασ(aσ(1) . . . aσ(n))⊗ (bσ(1) . . . bσ(n))

=
∑
σ∈Sn

ασ(aσ(1) . . . aσ(n))⊗ (b1 . . . bn)

=

(∑
σ∈Sn

ασaσ(1) . . . aσ(n)

)
⊗ (b1 . . . bn)

= f(a1, . . . , an)⊗ (b1 . . . bn) = 0

Logo, pelo Lema 3.1.10, f é identidade de D ⊗k K.
Pelo Teorema 3.3.13, D⊗kK é um anel denso de transformações lineares em DK e, como

anteriormente, D ⊗k K é artiniano à esquerda e, portanto, finitamente gerado sobre seu
centro K e existe inteiro positivo s tal que [D : k] = [D ⊗k K : K] = s2.

Como consequência do Teorema de Kaplansky, temos o seguinte corolário.

Teorema 3.3.15. Se R uma álgebra central simples com Z(R) = k, então existe um inteiro
positivo n tal que
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(1) dimk R = n2;

(2) R não satisfaz identidades polinomiais de grau menor do que 2n;

(3) Fn = Fn(x, y1, . . . , yn) é um polinômio central em R;

(4) Para todo inteiro positivo m > n, Fm = F (x, y1, . . . , ym) é identidade polinomial de R.

Demonstração. Seja D um anel de divisão e r um inteiro positivo tal que R 'Mr(D). Defina
Z = Z(D) o centro de D e observe que

k = Z(R) ' Z(Mr(D)) = Z(D) · Ir ' Z

Podemos, portanto, considerar que D é uma k-álgebra central simples. Se K é um subcorpo
maximal de D que contém k, então existe um inteiro positivo s tal que D ⊗k K ' Ms(K).
Segue que

R⊗k K 'Mr(D)⊗k K 'Mr(D ⊗k K) 'Mr(Ms(K)) 'Mrs(K)

e, portanto, dimk R = dimK(R⊗kK) = r2s2. Defina n = rs e temos o item (1) do corolário.
Assim como na demonstração do Teorema de Kaplansky, se f é multilinear e R satisfaz

f , então R⊗k K satisfaz f . Mas R⊗k K 'Mn(R), logo, pelo Corolário 3.1.9, deg f ≥ 2n.
Para demonstrar os itens (3) e (4) observe que, pelo Teorema 3.2.5, Fn é um polinômio

central em Mn(F ), para qualquer corpo F . Daí, temos os seguintes casos dependendo da
cardinalidade de k:

• Se k é finito, então D é finito uma vez que D é uma k-álgebra de dimensão finita e, pelo
Teorema de Wedderburn6, segue que D é um corpo e R ' Mn(D). Temos, portanto,
que Fn é polinômio central em R.

• Se k é infinito e, por consequência, D é um anel de divisão infinito, então, pelo Teorema
3.1.14, R e R⊗kK 'Mn(K) satisfazem as mesmas identidades polinomiais em K〈X〉.
Em particular, segue que [Fn(x, y1, . . . , yn), z] é identidade de R, pois é identidade de
Mn(K), mas Fn não é, donde segue que Fn é polinômio central em R.

Em ambos os casos, temos que R satisfaz as identidades polinomiais de Mn(F ) sobre algum
corpo F . Se m é um inteiro tal que n < m, então Fm é um polinômio central no anel
Mm(F ) e, pelo Teorema 3.2.8, é uma identidade polinomial deMn(F ). Segue que Fm é uma
identidade de R para todo inteiro m > n, concluindo a demonstração.

Como simples consequência, mostremos o seguinte resultado demonstrado originalmente
em [Wag37]: Se R é uma álgebra simples sobre seu centro k tal que dimk R = 4, então
[[x, y]2, z] é identidade polinomial de R. Pela demonstração do Teorema 3.3.15, existe um
corpo F que estende k e tal que R⊗k F satisfaz as identidades polinomiais de Mn(F ), onde
n2 = dimk R = 22. Segue que R ⊗k F satisfaz as identidades polinomiais de M2(F ) e,
portanto, satisfaz [[x, y]2, z]. Como podemos identificar R com o subanel R ⊗ 1 ⊆ R ⊗k F ,
temos que R também satisfaz esta identidade polinomial.

6Teorema de Wedderburn: Todo domínio finito é um corpo [Her68, p. 102]

51



3.4 Anéis PI primos e semiprimos

O objetivo desta seção é demonstrar que qualquer ideal não nulo de um anel PI semiprimo
tem intersecção não nula com o centro. Tal resultado será usado para estudar o radical de
Jacobson de anéis de polinômios diferenciais no Capítulo 4. Para auxiliar o estudo de anéis
semiprimos, vamos introduzir o conceito de produto subdireto.

O Teorema de Wedderburn-Artin nos fornece uma classificação precisa da classe dos
anéis semissimples, uma classe relativamente limitada de anéis; basta observar que existem
diversos anéis que não são sequer escritos como um produto direto de ideais não nulos.
Aumentar o “alcance” de teoremas como o Teorema de Wedderburn-Artin exige, portanto,
generalizar a forma como um anel é escrito em função de outros anéis, preferencialmente em
função daqueles que tenham uma estrutura mais familiar. É isso o que temos em mente ao
definirmos produtos subdiretos.

Definição 3.4.1. Seja R um anel e (Rλ)λ∈Λ uma família não vazia de anéis. Dizemos que
R é um produto subdireto de (Rλ)λ∈Λ se existir um homomorfismo injetor

ϕ : R→
∏
λ∈Λ

Rλ

tal que as projeções ϕλ : R → Rλ (ou seja, as respectivas composições da função ϕ com as
projeções associadas ao produto

∏
λ∈ΛRλ) são sobrejetoras para todo λ ∈ Λ.

A função ϕ também é chamada de representação subdireta de R. Facilmente verifica-se
que, na notação da definição anterior, R é produto subdireto de (Rλ)λ∈Λ se, e somente se, para
cada λ ∈ Λ existirem homomorfismos sobrejetores ϕλ : R→ Rλ tais que

⋂
λ∈Λ kerϕλ = 0.

Conforme veremos após a demonstração do próximo lema, representações subdiretas são
úteis para estudar anéis semiprimos e anéis semiprimitivos.

Lema 3.4.2. Se R é um anel com unidade, então radR é a intersecção dos ideais A ⊆ R
tais que R/A é primitivo à esquerda.

Demonstração. Pelo Corolário 2.2.2, é suficiente mostrar que o conjunto dos ideais A tais
que R/A é primitivo à esquerda é igual ao conjunto dos anuladores de R-módulos à esquerda
simples.

Tome um ideal A tal que R/A seja primitivo à esquerda e considere M um R/A-módulo
à esquerda fiel e simples. Segue que M é um R-módulo simples com estrutura dada por

r ·m = (r + A)m,

para todo r ∈ R e todo m ∈ M . Além disso, r ∈ Ann`(RM) se, e somente se, para todo
m ∈M , (r + A)m = rm = 0. Como R/AM é um módulo fiel, segue que r ∈ Ann`(RM) se, e
somente se, r + A = 0 + A, ou seja, r ∈ A. Temos, portanto, que A = Ann`(RM), ou seja,
A é o anulador de um R-módulo à esquerda simples.
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Tome agoraM , um R-módulo à esquerda simples e A = Ann`(RM). Podemos considerar
M como um R/A-módulo à esquerda através da estrutura dada por

(r + A) ·m = rm,

para todo r ∈ R e todo m ∈ M . Tal estrutura está bem definida, uma vez que, se r, r′ ∈ R
são tais que r+A = r′+A, então r−r′ ∈ A e (r+A)− (r′+A) = (r−r′)+A = 0+A. Além
disso, R/AM é um módulo fiel e simples, donde segue que R/A é primitivo à esquerda.

Teorema 3.4.3. Se R é um anel, então:

• R é semiprimo se, e somente se, R é produto subdireto de anéis primos;

• se adicionalmente R tem unidade, R é semiprimitivo se, e somente se, R é produto
subdireto de anéis primitivos à esquerda.

Demonstração. Suponha que R seja um anel semiprimo (respectivamente, semiprimitivo,
no caso em que R é anel com unidade) e considere a família (Aλ)λ∈Λ de todos os ideais
de R tais que R/Aλ é um anel primo (respectivamente, é um anel primitivo à esquerda).
Definindo, para todo λ ∈ Λ, ϕλ : R → R/Aλ como as projeções canônicas, temos que⋂
λ∈Λ kerϕλ =

⋂
λ∈Λ Aλ = 0, pois⋂
λ∈Λ

Aλ = nilR

(
respectivamente,

⋂
λ∈Λ

Aλ = radR

)
.

Portanto, R é representação subdireta da família (R/Aλ)λ∈Λ de ideais primos (respectiva-
mente, primitivos à esquerda).

Reciprocamente, suponha que R seja produto subdireto da família (Rλ)λ∈Λ de anéis
primos (respectivamente, primitivos à esquerda). Para cada λ ∈ Λ, podemos tomar um
homomorfismo sobrejetor ϕλ : R → Rλ de forma que

⋂
λ∈Λ kerϕλ = 0. Assim, R/ kerϕλ '

Rλ é um anel primo (respectivamente, primitivo à esquerda) e

nilR ⊆
⋂
λ∈Λ

kerϕλ = 0,

(
respectivamente, radR ⊆

⋂
λ∈Λ

kerϕλ = 0

)
,

donde segue que R é semiprimo (respectivamente, semiprimitivo).

Também vale observar que, se R é um anel PI que é produto subdireto da família (Rλ)λ∈Λ,
então cada Rλ é um anel PI. De fato, tome, para cada λ ∈ Λ, um homomorfismo ϕλ : R→ Rλ

sobrejetor. Daí, como ϕλ é um homomorfismo de anéis, em particular é um homomorfismo
de grupos abelianos, ou seja, de Z-módulos. Suponha agora que p(x1, . . . , xn) ∈ Z〈X〉 seja
uma identidade de R e a1, . . . , an ∈ Rλ são arbitrários. Como ϕλ é sobrejetora, existem
r1, . . . , rn ∈ R tais que ϕλ(ri) = ai, para todo i = 1, . . . , n. Segue que

p(a1, . . . , an) = p(ϕλ(r1), . . . , ϕλ(rn))

= ϕλ(p(r1, . . . , rn)) = ϕλ(0) = 0
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Voltando ao contexto de anéis PI, provaremos que a conjectura de Köthe (Problema
2.1.2) é verificada nesta classe. Se R é um anel PI, defina o PI-grau de R como o menor
grau de uma identidade satisfeita por R. Em vista do Teorema 3.1.6, podemos assumir que
todo anel PI satisfaz uma identidade multilinear cujo grau é o PI-grau do anel. Se R é um
anel PI não nulo, então o menor PI-grau possível é 2 e, nesse caso, existe um inteiro m tal
que R satisfaz xy −myx = 0.

Lema 3.4.4. Seja R é um anel primo, A /e R e considere Annr A = {r ∈ R | Ar = 0}.
Segue que

(1) M = A ∩ Annr A é um ideal de A;

(2) A/M é um anel primo.

Demonstração. (1) AM = 0, pois M ⊆ Annr A e, portanto, AM ⊆ M . Além disso,
A(MA) = 0 e, portanto, MA ⊆ Annr A. Como claramente MA ⊆ A, segue que MA ⊆
A ∩ Annr A = M . Logo, M é ideal de A.

(2) Sejam I, J ideais de A tais que IJ ⊆M . Daí, AI +AIR e AJ +AJR são ideais de
R e

(AI + AIR)(AJ + AJR) ⊆ AIJ + AIJR ⊆ AM + AMR = 0.

Como R é primo, podemos sem perda de generalidade supor que AI +AIR = 0 e segue que
I ⊆M . Conclui-se que A/M é um anel primo.

Teorema 3.4.5 (J. Levitzki). Se R é um anel PI primo não nulo, então R não tem ideais
à esquerda nil.

Demonstração. Procederemos por indução sobre o PI-grau. Suponha que R seja um anel
com PI-grau igual a 2, ou seja, xy −myx é identidade de R para algum inteiro m. Seja um
ideal à esquerda nil A 6= 0 e seja a ∈ A tal que a2 = 0 e a 6= 0. Se Ra = 0, então Za é um
ideal à esquerda não nulo e nilpotente de R. Se Ra 6= 0, então aRa = na2R = 0 e Ra+Za é
um ideal à esquerda não nulo e nilpotente de R. De qualquer forma, existe ideal à esquerda
B ⊆ R nilpotente não nulo, um absurdo, visto que R é primo. Logo, R não tem ideais à
esquerda nil.

Suponha um inteiro n ≥ 2 tal que todo anel PI primo com PI-grau menor ou igual a n
não tenha ideais à esquerda nil. Tome R um anel PI primo com PI-grau n+1 e suponha que
exista N/eR não nulo e nil. Segue que existe a ∈ N não nulo e tal que a2 = 0. Defina A = Ra
e, pelo Lema 3.4.4, temos que R1 = A/(A ∩Annr A) é um anel primo. Mostremos que R1 é
um anel PI com PI-grau igual a n. Seja f(x1, . . . , xn+1) ∈ Z〈X〉 uma identidade multilinear
de R de grau n+ 1. Existem g(x2, . . . , xn+1), h(x1, . . . , xn+1) ∈ Z〈X〉 multilineares tais que

f(x1, . . . , xn+1) = x1g(x2, . . . , xn+1) + h(x1, . . . , xn+1),
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g é mônico e os monômios de h não começam com a indeterminada x1. Dessa forma, para
quaisquer r1, . . . , rn+1 ∈ R,

0 = f(ar1, r2a, . . . , rn+1a) = ar1g(r2a, . . . , rn+1a) + h(ar1, r2a, . . . , rn+1a)

= ar1g(r2a, . . . , rn+1a),

uma vez que, como nenhum dos monômios de h começa com x1, sempre ocorre o produto
a2 nas parcelas de h(ar1, r2a, . . . , rn+1a). Segue que aRg(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer
a1, . . . , an ∈ A. Substituindo ar1 por a, temos também que ag(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer
a1, . . . , an ∈ A. Lembrando que o ideal gerado pelo elemento b ∈ R é dado por

id〈b〉 = RbR +Rb+ bR + Zb,

concluímos que, para quaisquer a1, . . . , an ∈ gtA, id〈a〉 id〈g(a1, . . . , an)〉 = 0. Como R é
primo e a 6= 0, temos que g(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Segue que A é
PI com PI-grau menor ou igual a n e, por consequência, R1 também o é.

Se R1 fosse não nulo, pela hipótese de indução, R1 não tem ideais à esquerda nil. Por
outro lado, como A ⊆ N , A é nil e, portanto, R1 também é nil. Segue que R1 = 0 e
A ⊆ Annr A. Assim, 0 = A2 = RaRa e, como R é um anel primo, Ra = 0, donde segue que
id〈a〉2 = 0. Como R é primo, segue que a = 0, uma contradição. Concluímos que R não
possui ideais nil à esquerda não nulos.

Pelo princípio da indução finita, concluímos a demonstração do teorema.

Corolário 3.4.6. Se R é um anel PI e semiprimo, então R não tem ideais à esquerda nil
não nulos.

Demonstração. Seja (Rλ)λ∈Λ uma família de anéis primos tais que R seja um produto subdi-
reto de (Rλ)λ∈Λ e considere os homomorfismos sobrejetores associados φλ : R→ Rλ, λ ∈ Λ.
Se A é um ideal à esquerda de R, então, para todo λ ∈ Λ, φλ(A) é um ideal à esquerda nil
de Rλ e, pelo Teorema 3.4.5, segue que φλ(A) = 0. Logo, A ⊆

⋂
λ∈Λ kerφλ = 0 e, portanto,

A = 0.

Corolário 3.4.7. Se R é um anel PI e A ⊆ R é um ideal à esquerda nil, então A ⊆ nilR.
Em particular, se A,B ⊆ R são ideais à esquerda nil, então A + B é um ideal à esquerda
nil, ou seja, R satisfaz a conjectura de Köthe.

Demonstração. Se A /e R é nil, então A′ = A + nilR é um ideal à esquerda nil que contêm
nilR. Se A′ contém propriamente nilR, então R/ nilR possui ideais à esquerda nil não nulos.
Como R/ nilR é um anel PI semiprimo, isto não pode acontecer e, portanto, A+nilR = nilR,
ou seja, A ⊆ nilR.

Para a segunda parte, basta observar que, se A,B ⊆ R são ideais à esquerda nil, então
A + B ⊆ nilR e, portanto, A + B é nil.

Em suma, se R é um anel PI, então nilR é um ideal nil que contém todos os ideais à
esquerda nil. Segue o seguinte corolário:
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Corolário 3.4.8. Se R é um anel PI, então nilR é um ideal nil maximal que é igual à soma
dos ideais à esquerda nil de R (alternativamente, à direita). Em particular, nilR ⊇ NilR,
ou seja, nilR = `-radR = NilR.

Como consequência, um anel PI é semiprimo se, e somente se, não possui ideais nil não
nulos. Antes de prosseguir, lembremos a seguinte definição.

Definição 3.4.9. Se R é um anel e t uma indeterminada que comuta com os elementos de
R, então definimos R[[t]], o anel das séries de potências formais , como o anel dos elementos
a0 + a1t+ a2t

2 + . . . , com adição e multiplicação compatível com o (sub)anel de polinômios
R[t] ⊆ R[[t]].

Lema 3.4.10. (1) Se R é um anel comutativo com unidade e R[t] é o anel de polinômios
na indeterminada central t, então um polinômio p(x) = a0 + a1t+ · · ·+ ant

n é inversível
se, e somente se, a0 é inversível e ai é nilpotente, para i = 1, . . . , n;

(2) Se R é um anel com unidade, e a0, a1, . . . an ∈ R comutam entre si, então o polinômio
p(x) = a0 +a1t+ · · ·+ant

n é inversível se, e somente se, a0 é inversível e ai é nilpotente,
para i = 1, . . . , n.

Demonstração. Se a e u são elementos de um anel comutativo qualquer tais que a é nilpotente
e u é inversível, então a+ u é inversível. De fato, como a é nilpotente, a pertence ao radical
de Jacobson e 1 + au−1 é inversível, donde segue que a+ u = u(1 + au−1) é inversível.

Suponha que R seja um anel comutativo e com unidade e que os elementos a0, a1, . . . , an ∈
R são tais que a0 é inversível e ai é nilpotente para i = 1, . . . , n. Daí, cada elemento
a1t, a2t

2 . . . , ant
n é nilpotente e, como R[t] é comutativo, a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n é nilpotente,

donde segue que p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n é inversível aplicando o parágrafo anterior com

a = a0 e u = a1t+ · · ·+ ant
n.

Para a recíproca, consideramos inicialmente o caso em que R é um domónio de integri-
dade. Neste caso, demonstrar que os elementos inversíveis de R[t] são os elementos inversí-
veis de R. Assim, tome um polinômio p(t) = a0 + a1t + · · · + ant

n ∈ R[t] inversível e seja
q(t) = b0b1t+ · · ·+ bmt

m, bm 6= 0, o inverso de p(t). De p(t)q(t) = 1 obtemos imediatamente
que a0b0 = 1 e anbm = 0, donde segue que a0 é inversível e an = 0, pois bm 6= 0. Novamente,
de p(t)q(t) = 1 segue que an−1bm = 0 e, portanto, an−1 = 0. Prosseguindo dessa forma,
temos que a1, . . . , an = 0 e, portanto, segue o resultado.

Suponha agora que R seja um anel comutativo arbitrário e tome um polinômio p(t) =
a0 + a1t + · · · + ant

n que seja inversível. Tomando p ⊆ R um ideal primo de R, temos que
o anel R = R/p é um anel primo comutativo e, portanto, é um domínio de integridade.
Definindo ai = ai + p ∈ R/p, temos que o polinômio p(t) = a0 + a1t + · · · + ant

n ∈ R[t] é
inversível e, pelo parágrafo anterior, segue que ai = 0 para i = 1, . . . , n. Provamos, portanto,
que a1, . . . , an ∈ p para todo ideal primo p ⊆ R, ou seja, a1, . . . , an ∈ nilR, donde segue que
a1, . . . , an são nilpotentes, completando a demonstração de (1).

Para demonstrar a afirmação (2), suponha que R seja um anel com unidade arbitrário
e que a0, a1, . . . , an ∈ R são elementos que comutam entre si. Defina o polinômio p(t) =
a0 + a1t + · · · + ant

n e suponha que p(t) seja inversível em R[t]. Como feito anteriormente,
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podemos concluir que a0 é inversível. Defina R0 o subanel de R gerado pelos elementos
a0, a

−1
0 , a1, . . . , an. Claramente, R0 é um anel comutativo e p(t) ∈ R0[t] ⊆ R0[[t]]. Como

a0 é inversível, temos que p(t) é inversível em R0[[t]]. De fato, observe que, fazendo q(t) =∑∞
i=0 bit

i ∈ R[[t]], e supondo p(t)q(t) = 1, obtemos as equações:

a0b0 = 1 ⇐⇒ b0 = a−1
0

a0b1 + a1b0 = 0 ⇐⇒ b1 = −a−1
0 a1b0

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0 ⇐⇒ b2 = −a−1
0 (a1b1 + a2b0)

· · ·
a0b` + a1b`−1 + · · ·+ a`b0 = 0 ⇐⇒ b` = −a−1

0 (a1b`−1 + a2b`−2 + · · ·+ a`b0)

Daí, definindo b` para todo inteiro ` ≥ 0 recursivamente como acima, temos que q(t) ∈ R0[[t]]
e p(t)q(t) = 1.

Segue que, q(t) = (p(t))−1 ∈ R0[[t]] ∩ R[t] = R0[t], ou seja, p(t) é inversível em R0[t].
Como R0[t] é comutativo, segue pelo item (1) que a0 é inversível e a1, . . . , an são nilpotentes.

Como a implicação inversa é trivial, temos o resultado estabelecido.

Teorema 3.4.11 (S. A. Amitsur [Ami56]). Se R é um anel com unidade tal que NilR = 0
(ou seja, R não possui ideais nil não nulos), então o anel de polinômios R[t] é semiprimitivo.

Demonstração. Assumindo que R[t] é semiprimitivo, isto é, rad(R[t]) 6= 0, mostraremos que
R possui um ideal nil não nulo, donde teremos que NilR 6= 0. Se n é o menor inteiro positivo
tal que existe um polinômio de grau n em rad(R[t]), então considere o conjunto

A = {a ∈ R | existe polinômio de grau n em rad(R[t]) com coeficiente líder a} ∪ {0}.

Temos que A é um ideal de R. Tome a ∈ A e um polinômio p(t) = atn+an−1t
n−1 + · · ·+a1t+

a0 ∈ rad(R[t]). Como ap(t) e p(t)a são polinômios de A cujos graus são menores ou iguais a n
e que contêm o monômio a2tn, temos que [a, p(t)] = ap(t)−p(t)a ∈ A é um polinômio de grau
menor do que n. Portanto, [a, p(t)] =

∑n−1
i=0 [a, ai]t

i = 0 e concluímos que aai = aia, para
cada i = 0, 1, . . . , n − 1. Pelo mesmo argumento, para todo i = 0, 1, . . . , n − 1, o polinômio
[ai, p(t)] tem grau menor do que n e pertence a rad(R[t]), donde segue que aiaj = ajai,
para todos i, j = 0, 1, . . . , n − 1. Como p(t) é um elemento do radical, segue que 1 − tp(t)
é inversível em R[t] e satisfaz as condições do item (2) do Lema 3.4.10, donde segue que a
é nilpotente. Concluímos que A é um ideal nil de R. Por contraposição, segue o resultado
desejado.

Pelo Corolário 3.4.6, podemos aplicar o Teorema 3.4.11 para anéis PI semiprimos, donde
obtemos o seguinte corolário:

Corolário 3.4.12. Se R é um anel PI, com unidade e semiprimo, então R[t] é um anel
semiprimitivo.

Teorema 3.4.13. Se R é um anel PI semiprimo, então todo ideal não nulo de R tem
intersecção não nula com seu centro.
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Demonstração. Mostremos inicialmente que podemos reduzir a demonstração para o caso
em que R é um anel com unidade. Suponha demonstrado o teorema para esse caso e tome
S um anel PI sem unidade. Existe, como construído na demonstração do Lema 2.5.1, uma
multiplicação sobre o grupo aditivo S# = S⊕Z de forma que S# seja um anel com unidade,
S é um ideal de S# e S#/S é isomorfo a Z. Daí:

• S# satisfaz uma identidade polinomial: Se p(x1, . . . , xn) é identidade de S, então
p([x1, y1], . . . , [xn, yn]) é identidade polinomial de S#, pois, para quaisquer s1, s2 ∈ S#,
[s1 + S, s2 + S] = [s1, s2] + S = 0 + S. Portanto, se r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ S#, então
[r1, s1], . . . , [rn, sn] ∈ S e p([r1, s1], . . . , [rn, sn]) = 0;

• S# não tem ideais nil não nulos: Se existir A# ⊆ S# ideal nil, então (A# +S)/S é um
ideal nil de S#/S e, como Z não tem ideais nil não nulos, segue que A# ⊆ S. Assim,
segue que A# = 0, pois S não possui ideais nil não nulos.

Segue que S# satisfaz as hipóteses do teorema. Se A é um ideal de S, então verifica-se
facilmente que A⊕0 é um ideal de S# e, portanto, segue que (A⊕0)∩Z(S#) 6= 0. Tomando
(x, 0) ∈ (A ⊕ 0) ∩ Z(S#) não nulo, temos que x ∈ A é um elemento não nulo tal que, para
todo y ∈ S,

(xy, 0) = (x, 0)(y, 0) = (y, 0)(x, 0) = (yx, 0)⇒ xy = yx

Segue que x ∈ Z(S) e temos demonstrado o teorema no caso geral.
Em suma, podemos assumir que R é um anel PI, com unidade e semiprimo. Vamos agora

reduzir a demonstração para o caso em que R é um anel PI, com unidade e é adicionalmente
semiprimitivo.

Suponha demonstrado o teorema para anéis semiprimitivos e considere R um anel PI, com
unidade e semiprimo com centro Z e tome A um ideal não nulo de R. Segue que R[t] é um
anel com unidade que satisfaz uma identidade polinomial (Corolário 3.1.11), semiprimitivo
(Corolário 3.4.12), com centro Z[t] e tal que A[t] é um ideal de R[t]. Assim, (A ∩ Z)[t] =
A[t] ∩ Z[t] é não nulo e, portanto, A ∩ Z 6= 0, demonstrando o teorema como originalmente
enunciado.

Iremos supor, portanto, que R é um anel semiprimitivo com unidade e que satisfaz uma
identidade polinomial de grau d. Seja φ : R →

∏
λ∈Λ Rλ uma representação subdireta de

R, onde Rλ é um anel primitivo à esquerda para todo λ ∈ Λ. Cada Rλ é uma álgebra
central simples de dimensão nλ2, pelo Corolário 3.3.15. Ainda pelo Corolário 3.3.15, temos
que 2nλ ≤ d, para todo λ ∈ Λ, ou seja, o conjunto dos inteiros nλ, com λ ∈ Λ, é limitado
superiormente.

Tome A ⊆ R um ideal e observe que as projeções relativas à representação subdireta
φλ : R→ Rλ, λ ∈ Λ, são sobrejetoras e, portanto, φλ(A) é um ideal de Rλ para todo λ ∈ Λ.
Como cada Rλ é simples, temos que φλ(A) é igual a 0 ou igual a Rλ. Tome n o maior
inteiro nλ dentre aqueles tais que φλ(A) = Rλ e considere o polinômio central Fn ∈ Z〈X〉
do Teorema 3.2.5. Pelo Teorema 3.3.15, Fn é um polinômio central em todas as álgebras
centrais simples de dimensão n2. Analisando a imagem do polinômio Fn quando avaliado
em valores de φλ(A) ⊆ Rλ, para todo λ ∈ Λ, temos os seguintes casos:
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• nλ < n: A imagem é zero, pois Fn é identidade polinomial de Rλ (item (4) do Teorema
3.3.15);

• nλ = n: Os elementos da imagem são todos centrais em Rλ;

• nλ > n: A imagem é zero, pois, pela maximalidade de n, φλ(A) = 0.

Podemos concluir que os valores do polinômio Fn quando avaliado em φ(A) são todos centrais
em φ(R) e, como φ é injetora, concluímos que os valores de Fn quando avaliado em A são
todos centrais em R. Além disso, se λ ∈ Λ é tal que φλ(A) = Rλ, então, como Fn é central
em Rλ, existem elementos centrais não nulos de Fn quando avaliada em valores de Rλ e,
portanto, existem valores centrais não nulos de Fn quando avaliada em valores de A. Tais
valores são elementos não nulos de A ∩ Z(R), donde segue que A ∩ Z(R) 6= 0.

O Teorema 3.4.13 é central na demonstração do Teorema 4.1.1 e é a principal motivação
para os tópicos da teoria de anéis PI aqui selecionados.
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Capítulo 4

O radical de Jacobson do anel de
polinômios diferenciais

No Teorema 2.5.3, mostramos que se R é um anel e δ é um derivação, então o radical de
R[x; δ] é igual a N [x; δ], onde N é um ideal de R tal que δ(N) ⊆ N . No artigo original de M.
Ferrero et al, os autores mostram que no caso em que R é um anel comutativo, então N é um
ideal nil. Se δ = 0, então, pelo teorema de Amitsur, N é um ideal nil. É sabido [Smo15], no
entanto, que existe R tal que N não é um ideal nil. O objetivo desta seção é estudar o ideal
N em alguns casos particulares. Na Seção 4.1, demonstramos que o ideal N é nil quando
R satisfaz uma identidade polinomial. Em seguida, abordamos o problema de mostrar que
R[x; δ] é localmente nilpotente quando R é localmente nilpotente e satisfaz uma identidade
polinomial. Na Seção 4.2 fazemos uma abordagem ingênua, sem a hipótese de que R é um
anel PI, de modo a motivar algumas definições da Seção 4.3, onde desenvolvemos algumas
noções combinatórias, e concluímos a resolução do problema na Seção 4.4. Se δ = 0 e R é
comutativo, pelo Teorema de Snapper1, N é igual ao radical de Köthe. Encerrando a Seção
4.4, mostramos com um exemplo que não é possível generalizar este teorema para R[x; δ],
onde R é um anel PI, e mostramos que se R é um anel PI e adicionalmente é uma álgebra
sobre um corpo de característica zero, então rad(R[x; δ]) = (NilR)[x; δ].

4.1 Anéis de polinômios diferenciais sobre anéis PI

Teorema 4.1.1. Se R é um anel PI e δ : R → R é um derivação de R, então S =
R ∩ rad(R[x; δ]) é um ideal nil de R tal que δ(S) ⊆ S e rad(R[x; δ]) = S[x; δ].

Demonstração. Pelo Teorema 2.5.3, basta provar que S é um ideal nil ou, equivalentemente,
que S ⊆ N , onde N = NilR. Notando adicionalmente que o anel semiprimo R/N não tem
ideais nil não nulos, mostrar que S é nil é equivalente a mostrar que S = (S + N)/N é o
ideal nulo.

1Teorema[E. Snapper][Lam01, 5.1, p. 67] Se R um anel comutativo com unidade, então rad(R[t]) =
(NilR)[t] = Nil(R[t]).
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Suponha por contradição que S não é o ideal nulo. Pelo Teorema 3.4.13, podemos tomar
um elemento não nulo a ∈ S \ N tal que a ∈ Z(R/N). Mostraremos que a é nilpotente,
donde seguirá que o conjunto (aZ + aR + N)/N será um ideal nil não nulo de R/N , um
absurdo.

Como a ∈ S, temos que ax ∈ rad(R[x; δ]) e, portanto, existe f(x) ∈ R[x; δ] tal que

f(x) + ax+ f(x)ax = 0 (4.1.2)
f(x) + ax+ axf(x) = 0 (4.1.3)

Escrevendo f(x) =
∑n

i=0 bix
i, de (4.1.2) concluímos que b0 = 0. Além disso, de (4.1.3),

temos que

0 =
n∑
i=0

bix
i + ax+ ax

(
n∑
i=0

bix
i

)
=

n∑
i=0

bix
i + ax+

n∑
i=0

a(xbi)x
i

=
n∑
i=0

bix
i + ax+

n∑
i=0

aδ(bi)x
i +

n+1∑
i=1

abi−1x
i

= b0aδ(b0) + (b1 + a+ aδ(b1) + ab0)x+
n∑
i=2

(bi + aδ(bi) + abi−1)xi + abnx
n+1

Igualando os coeficientes, obtemos as seguintes equações:

abn = 0 (4.1.4)
bi + aδ(bi) + abi−1 = 0, i = 2, . . . , n (4.1.5)

b1 + a+ aδ(b1) = 0 (4.1.6)

Para mostrar que a ∈ N , provaremos o seguinte passo intermediário:

ajbn−j+1 ∈ N, j = 1, . . . , n.

Mostremos por indução sobre j (definindo ajbn−j+1 = 0, se j > n). Se j = 1, então
abn = 0 ∈ N . Da mesma forma, se j > n, então aj+1bn−j+2 = 0 ∈ N . Para tratar o caso
1 < j ≤ n, tome m ∈ {2, . . . , n}, suponha que ajbn−j+1 =∈ N para todo j < m e provemos
que ambn−m+1 ∈ N .

Tomando (4.1.5) com i = n−m+ 2 e multiplicando à esquerda por am−1, temos que

am−1bn−m+2︸ ︷︷ ︸
∈N

+amδ(bn−m+2) + ambn−m+1 = 0 ∈ N ⇒

⇒ amδ(bn−m+2) + ambn−m+1 ∈ N (4.1.7)

Para provar o resultado, é suficiente mostrar que amδ(bn−m+2) ∈ N . De (4.1.2) e (4.1.3)
obtemos que xaf(x) = f(x)xa e, usando a equação (1.0.3), temos que
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0 = f(x)ax− axf(x) =

(
n∑
i=0

bix
iax

)
−

(
n∑
i=0

axbix
i

)

=

(
n∑
i=0

bix
iax

)
−

(
n∑
i=0

aδ(bi)x
i +

n+1∑
i=1

abi−1x
i

)

0 =
n∑
i=0

i∑
`=0

(
i

`

)
biδ

`(a)xi−`+1 −

(
n∑
i=0

aδ(bi)x
i +

n+1∑
i=1

abi−1x
i

)
(4.1.8)

Igualando em (4.1.8) os coeficientes que acompanham xn−m+2, temos que:

0 =

(
n∑

i=n−m+1

(
i

i− (n−m)− 1

)
biδ

i−(n−m)−1(a)

)
− (aδ(bn−m+2) + abn−m+1)

= bn−m+1a+

(
n−m+ 2

2

)
bn−m+2δ(a) + · · ·+

+

(
n− 1

m− 2

)
bn−1δ

m−2(a) +

(
n

m− 1

)
bnδ

m−1(a)− aδ(bn−m+2)− abn−m+1 (4.1.9)

Observe que a primeira e a última parcela de (4.1.9) formam o termo [bn−m+1, a] e,
como a + N ∈ Z(R/N), temos que [bn−m+1, a] ∈ N . Além disso, pela hipótese de indu-
ção, am−1bn, a

m−1bn−1, . . . , a
m−1bn−m+2 ∈ N , e portanto, multiplicando (4.1.9) por am−1 à

esquerda, segue que amδ(bn−m+2) ∈ N . Usando isso e (4.1.7) provamos como desejado que
ambn−m+1 ∈ N .

Multiplicando (4.1.6) por an à esquerda e observando que anb1 = ajbn−j+1 para j = n,
donde segue que anb1 ∈ N , temos que

anb1︸︷︷︸
∈N

+an+1 + an+1δ(b1) = 0 ∈ N ⇒

⇒ an+1 + an+1δ(b1) ∈ N
e, por fim, resta provar que an+1δ(b1) ∈ N . Para tal, igualando os coeficientes que acompa-
nham x em (4.1.8), temos que:

0 =

(
n∑
i=1

biδ
i(a)

)
− (aδ(b1) + ab0)

= b1δ(a) + b2δ
2(a) + · · ·+ bnδ

n(a)− aδ(b1) (4.1.10)

Multiplicando (4.1.10) por an à esquerda, e usando o fato que anb1,anb2, . . . , a
nbn ∈ N , segue

que

anb1︸︷︷︸
∈N

δ(a) + anb2︸︷︷︸
∈N

δ2(a) + · · ·+ anbn︸︷︷︸
∈N

δn(a)− an+1δ(b1) ∈ N ⇒

⇒an+1δ(b1) ∈ N

63



Temos, portanto, que an+1 ∈ N e, em particular, segue que a é um elemento nilpotente.

Como caso particular do Teorema 4.1.1, temos a seguinte proposição originalmente de-
monstrada em [TWC07, p. 976]:

Corolário 4.1.11. Se R é um anel PI com NilR = 0 e δ : R → R é uma derivação, então
rad(R[x; δ]) = 0.

4.2 Anéis de polinômios diferenciais sobre anéis local-
mente nilpotentes: abordagem ingênua

Suponha que R seja um anel PI localmente nilpotente e δ : R → R seja uma derivação.
Para provar que R[x; δ] é um anel localmente nilpotente basta tomar um inteiro positivo m,
um conjunto arbitrário S = {p1(x), . . . , pm(x)} ⊆ R[x; δ] e provar o subanel gerado por S
é nilpotente. Para isso, é suficiente mostrar que existe um inteiro não negativo N tal que
SN+1 = 0, ou seja, que qualquer produto de N + 1 elementos de S é igual a zero. Tome
k o maior grau de todos os polinômios de S. Como cada elemento de R[x; δ] se escreve de
maneira única da forma

c0 + c1x+ · · ·+ crx
r,

onde c0, c1 . . . , cr ∈ R e 0 ≤ r ≤ k é um inteiro, existe um inteiro positivo t e um conjunto
T = {a1, . . . , at} ⊂ R, de forma que

S ⊆ T + Tx+ · · ·+ Txk.

Dessa forma, para provar que SN+1 = 0, é suficiente provar que

(T + Tx+ · · ·+ Txk)N+1 = 0,

ou seja, é suficiente mostrar que

ai0x
d1ai1x

d2 . . . aiNx
dN+1 = 0,

para quaisquer inteiros positivos d1, . . . , dN+1 ≤ k e quaisquer inteiros positivos i0, . . . , ik ≤ t.
Usando (1.0.3), temos que, para quaisquer inteiros positivos d1, . . . , dN+1 ≤ k e quaisquer

inteiros positivos i0, . . . , iN ≤ t, o produto ai0xd1ai1xd2 . . . aiNxdN+1 é escrito como uma Z-
combinação linear de elementos da forma

ai0δ
j1(ai1) . . . δ

jN (aiN )xM , (4.2.1)

ondeM é algum inteiro positivo e j1, . . . , jN são inteiros positivos que satisfazem as seguintes
relações:

j1 ≤ d1;

j2 ≤ d1 + d2 − j1;

· · ·
jN ≤ d1 + · · ·+ dN − j1 − · · · − jN−1.
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Podemos escrever essas inequações como

j1 ≤ d1 ≤ k;

j2 + j1 ≤ d1 + d2 ≤ 2k;

· · ·
jN + · · ·+ j2 + j1 ≤ d1 + d2 + · · ·+ dN ≤ nk.

Somando as últimas inequações, temos que:

jN + 2jN−1 + · · ·+ (N − 1)j2 +Nj1 ≤
N∑
i=1

ki = k

(
N + 1

2

)
. (4.2.2)

Guardemos essa importante observação que motivará uma definição mais a seguir e nos
voltemos novamente para os produtos da forma (4.2.1).

Para provar que SN+1 = 0, é suficiente mostrar que os produtos da forma (4.2.1) são
todos nulos. Nestas condições, é conveniente definir, para todo inteiro não negativo n, o
conjunto

Tn = T ∪ δ(T ) ∪ · · · ∪ δn(T ).

Como Tn é finito, para todo inteiro não negativo n, existe um inteiro positivo bn tal que
T bnn = 0. Podemos definir a sequência b = (b0, b1, . . . ) de números inteiros positivos e
separar o problema nos seguintes casos:

Caso 1. Existe um inteiro positivo n tal que, existam bn índices consecutivos jr+1, . . . , jr+bn ≤
n dentre os índices de (4.2.1). Aqui, temos que

δjr+1(air+1), δ
jr+2(air+2), . . . , δ

jr+bn (air+bn ) ∈ Tn ⇒
δjr+1(air+1)δ

jr+2(air+2) . . . δ
jr+bn (air+bn ) ∈ T bnn ⇒

ai0δ
j1(ai1)δ

j2(ai2) . . . δ
jN (aiN ) = 0

Em particular, neste caso, a expressão (4.2.1) é igual a zero.

Caso 2. Para qualquer inteiro positivo n, quaisquer bn índices consecutivos dentre j1, . . . , jN ,
existe um deles que é maior do que n.

Observe que o Caso 2 não é contemplado pela argumentação anterior e sugere uma
abordagem combinatória, conforme será visto nas próximas seções. Tal abordagem pretende
tirar proveito da identidade polinomial satisfeita pelos elementos do anel R.

4.3 Combinatória em palavras
Considere um conjunto A e defina A+ como o semigrupo livre sobre A, ou seja, A+ é conjunto
das sequências finitas formadas por elementos de A. A essas sequências daremos o nome de
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palavras e aos elementos de A daremos o nome de letras . O conjunto A+ é um semigrupo
considerando a operação como a concatenação de palavras.

Se u, v ∈ A+, então dizemos que u é prefixo de v se existe palavra w ∈ A+ tal que v = uw,
ou seja, a palavra v é formada da palavra u concatenada à palavra w à direita. Dizemos que
u é sufixo de v se existe palavra w ∈ A+ tal que v = wu.

Se u, v ∈ A+, dizemos que v é subpalavra de u se existem palavras w, x ∈ A+ (possivel-
mente vazias) tais que u = wvx.

Uma palavra u ∈ A+ não vazia tem comprimento `(u) = n, onde n é um inteiro positivo,
se existem u1, . . . , un ∈ A tais que u = u1 . . . un. Definimos o comprimento de uma palavra
vazia como `(∅) = 0.

Fixemos por um instante A = N = {0, 1, 2, 3, . . . }. Considere u = u1 . . . un ∈ N+ uma
palavra, com u1, . . . , un ∈ N. Definimos o peso de u como

ω(u) = min
σ∈Sn

{
n∑
k=1

(n− k + 1)uσ(k)

}

Exemplo 4.3.1. Sejam u = 2 1 4, v = 2 1 2 e w = 2 2 1. Os possíveis resultados para∑n
k=1(n− k)uσ(k) são:

3.2 + 2.1 + 1.4 = 12

3.2 + 2.4 + 1.1 = 15

3.1 + 2.2 + 1.4 = 11

3.1 + 2.4 + 1.2 = 13

3.4 + 2.1 + 1.2 = 14

3.4 + 2.2 + 1.1 = 17

Segue que o peso de u é ω(u) = 11. Como v e w são compostos das mesmas letras, temos
que ω(v) = ω(w) = 9.

Se k é um inteiro positivo, dizemos que u ∈ N+ é uma palavra k-válida se

ω(u) ≤
(
k

2

)
.

Assim como o conceito de peso de uma palavra de N+, a definição de palavra k-válida é
motivada pela propriedade (4.2.2). Podemos, portanto, formalizar no seguinte lema algumas
das conclusões da seção anterior:

Lema 4.3.2. Seja R um anel arbitrário, δ : R → R uma derivação de R, n, m, k inteiros
positivos e T = {a1, a2, . . . , am} ⊆ R um subconjunto. Para quaisquer inteiros positivos
d1, d2, . . . , dn+1 ≤ k e quaisquer inteiros positivos i0, i1, . . . , in ≤ m, o produto de elementos
de R[x; δ]

ai0x
d1ai1x

d2ai2 . . . x
dnainx

dn+1
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é escrito como uma Z-combinação linear de elementos da forma

ai0δ
j1(ai1)δ

j2(ai2) . . . δ
jn(ain)xM

onde M é um inteiro positivo e j1, j2, . . . , jn ≤ k são inteiros positivos tais que j1j2 . . . jn ∈
N+ é uma palavra k-válida.

Intuitivamente, podemos interpretar uma palavra k-válida como uma palavra cujas letras
não são “demasiadamente maiores do que k”.

Agora definiremos termos que nos auxiliarão a tratar o caso descrito no último parágrafo
da seção anterior. Fixe uma sequência infinita b = (b0, b1, . . . ) de inteiros positivos. Uma
palavra u ∈ N+ é dita b-limitada se, para todo m inteiro não negativo, toda subpalavra de
u cujo comprimento seja bm (se existir) contém uma letra maior do que m.

Exemplo 4.3.3. Sejam u = 3 2 7 2, v = 1 2 2 7 palavras de N+ e seja a sequência de
naturais b = (1, 2, 3, 4, . . . ). A palavra v não é b-limitada, pois admite a subpalavra 1 2 2
de tamanho b2 = 3 mas não possui uma letra maior do que 2. Já a palavra u é b-limitada.
Note que existem sequências que não admitem palavras limitadas, como, por exemplo, a
sequência (1, 1, 1, . . . ).

Seja B um conjunto arbitrário e < uma ordem parcial sobre B. Podemos definir uma
ordem parcial ≺ sobre B+ da seguinte forma:

• Se u, v ∈ N+ são palavras distintas tais que u é prefixo de v ou vice-versa, então u e v
são incomparáveis;

• Caso contrário, considere que u ≺ v segundo a ordem lexicográfica.

Dizemos que a sequência finita (v1, v2, . . . , vd) de palavras de B+ é d-decrescente se

v1 � v2 � · · · � vd

Dizemos que uma palavra u ∈ B+ admite subpalavra d-decrescente, onde d é um inteiro
positivo, se existirem w, v1, v2, . . . , vd, x ∈ B+ tais que u = wv1v2 . . . vdx e (v1, v2, . . . , vd) é
d-decrescente.

Conforme afirmado na seção anterior, almejamos tirar proveito de alguma identidade
polinomial satisfeita por R. Para tal, será necessária a demonstração da seguinte proposição:

Proposição 4.3.4. Sejam k, d inteiros positivos, b = (b0, b1, b2, . . . ) uma sequência de
naturais e ε ∈ [0, 1[. Então existem inteiros positivos N = N(d,b, k, ε) e M = M(d,b, k, ε)
tais que, para toda palavra u ∈ N+ com `(u) ≥ N , k-válida e b-limitada, existem w ∈ N+

e uma sequência d-decrescente (v1, v2, . . . , vd) tais que a subpalavra das últimas bεnc letras
seja wv1v2 . . . vd e, para todo i = 1, 2, . . . , d, a letra inicial de vi é menor do que M .

Demonstração. Procedemos por indução sobre d.
O caso em que d = 1 é trivial, e é suficiente tomar M(1,b, k, ε) = N(1,b, k, ε) = 1.
Suponha agora que d ≥ 1 seja um inteiro positivo tal que a proposição seja válida e tome

M1 = M(d,b, k, ε/2) e N1 = N(d,b, k, ε/2)

Daí, fixe um número inteiro positivo M2 tal que
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(i) M2 > M1

(ii) M2 > 8(bM1)
2kε−2

Daí temos que

M2

(
((εn/2)− 1)/bM1

2

)
=
M2

2

( εn
2
− 1

bM1

)( εn
2
− 1

bM1

− 1

)
n∼ M2

2b2
bM1

ε2n2

22
=

M2n
2

8bM1ε
−2
≥ kn2

Logo, como kn2 > k n(n+1)
2

= k
(
n+1

2

)
, podemos tomar inteiro positivo N2 tal que, se

n > N2 então

M2

(
((εn/2)− 1)/bM1

2

)
> k

(
n+ 1

2

)
Seja u ∈ N+ uma palavra k-válida, b-limitada e cujo comprimento seja n ≥ N2. Escreva

u = vwx, onde v, w, x ∈ N+ são palavras tais que

• wx tenha comprimento bεnc;

• x tenha comprimento bεn/2c.

Decomponha w como w = y1y2 . . . yjyj+1 de forma que cada subpalavra y1, y2, . . . , yj
tenha comprimento bM1 e a palavra yj+1 tenha comprimento não negativo e menor do que
bM1 .

Por construção,

j =

⌊
bεnc − bεn/2c

bM1

⌋
Observe que

• bεnc = εn− δεn, com 0 ≤ δεn < 1;

• bεn/2c = εn/2− δεn, com 0 ≤ δεn/2 < 1.

Daí, temos que

bεnc − bεn/2c
bM1

=
1

bM1

(εn
2

+ (δεn − δεn/2)
)
≥ 1

bM1

(εn
2
− 1
)

(4.3.5)

Se necessário, podemos alterar N2 de forma que, se n ≥ N2, então 1
bM1

(
εn
2
− 1
)
> 1.

assim, podemos assumir que j é um inteiro positivo.
Se m ∈ {1, 2, . . . , j}, então, ym tem comprimento bM1 e, portanto, existe letra em ym

digamos, am ∈ N, tal que am > M1.
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Afirmamos que existe m ∈ {1, 2, . . . , j} tal que am < M2. De fato, caso contrário,
teríamos que a palavra u teria ao menos j letras maiores ou iguais a M2. Daí, teríamos que

ω(u) ≥ ω(w) ≥ jM2 + (j − 1)M2 + . . .+M2 = M2

(
j + 1

2

)
De (4.3.5), temos que

j + 1 =

⌊
bεnc − bεn/2c

bM1

⌋
+ 1 >

bεnc − bεn/2c
bM1

≥ 1

bM1

(εn
2
− 1
)

e, portanto,

ω(u) ≥M2

(
j + 1

2

)
> M2

(
((εn/2)− 1)/bM1

2

)
> k

(
n+ 1

2

)
,

um absurdo, visto que a palavra u tem comprimento n e é k-válida.
Logo, existe letra a ∈ N da palavra w tal que M1 < a < M2. Tome palavras b, c ∈ N+

tais que w = bc e a letra inicial de c seja a.
Por hipótese de indução, existem palavras p, v1, v2, . . . , vd ∈ N+ tais que x = pv1 . . . vd,

{v1, . . . , vd} seja subsequência d-decrescente de x e todas as letras iniciais de v1, . . . , vd são
menores do que M1.

Segue que u = vb(cp)v1 . . . vd, e, por construção,

cp � v1 � v2 � . . . � vd

é uma sequência (d+ 1)-decrescente em que cada uma das palavras cp, v1, v2, . . . , vd começa
com uma letra menor do que M2.

O resultado desejado segue, portanto, tomando

M(d+ 1,b, k, ε) = M2 e N(d+ 1,b, k, ε) = N2

Corolário 4.3.6. Sejam k, d inteiros positivos e b = (b0, b1, b2, . . . ) uma sequência de
naturais. Existe inteiro positivo N = N(d,b, k) tal que toda palavra u ∈ N+ com `(u) ≥ N ,
k-válida e b-limitada contém uma subpalavra d-decrescente.

Demonstração. O resultado segue aplicando a Proposição 4.3.4, fazendo N = N(d,b, k) =
N(d,b, k, 1).

4.4 Anéis de polinômios diferenciais sobre anéis local-
mente nilpotentes: abordagem combinatória

Agora estamos nas condições para mostrar o resultado original de [BMS15]:

Teorema 4.4.1. Seja R um anel localmente nilpotente e δ : R → R uma derivação em R.
Então R[x; δ] é um anel localmente nilpotente.
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Demonstração. Como R é um anel PI, podemos supor que exista um inteiro positivo d e
existam cσ ∈ Z, para qualquer σ ∈ Sd \ {Id}, tais que

x1 . . . xd −
∑
σ∈Sd
σ 6=Id

cσxσ(1) . . . xσ(d) ∈ Z〈X〉 (4.4.2)

é identidade polinomial de R. Na mesma notação da Seção 4.2, fixe para o resto da demons-
tração N = N(d,b, k).

Continuando o desenvolvimento da Seção 4.2, observe que os dois últimos parágrafos
podem ser reescritos na nova nomenclatura como:

Caso 1. A palavra u = j1 . . . jN ∈ N+ não é b-limitada; então existe um inteiro positivo n e
uma subpalavra de u cujo comprimento seja bn, digamos, jr+1, . . . , jr+bn ≤ n ∈ N+.
Nesse caso, como mostrado anteriormente, o produto ai0δj1(ai1) . . . δjN (aiN ) é nulo
para quaisquer inteiros positivos i0, i1, . . . , iN ≤ t;

Caso 2. A palavra u = j1 . . . jN ∈ N+ é b-limitada.

Para completar a demonstração, basta tratar os casos em que u = j1 . . . jN ∈ N+ é uma
palavra com `(u) = N , k-válida e b-limitada.

Suponha, por contradição, que exista uma palavra u = j1 . . . jN ∈ N+ com `(u) = N ,
k-válida, b-limitada e inteiros positivos i0, i1, . . . , iN ≤ t tais que ai0δj1(ai1) . . . δjN (aiN ) 6= 0.
Podemos tomar u minimal com tais propriedades para i0, i1, . . . , iN ≤ t fixados. Para toda
subpalavra y = jr . . . jr+s, com r, s ∈ Z convenientes, defina

f(y) = δjr(air) . . . δ
jr+s(air+s).

Pelo Corolário 4.3.6, podemos tomar subpalavras v, w1, w2, . . . , wd, z ∈ N+ tais que
j1j2 . . . jN = vw1w2 . . . wdz e

w1 � w2 � · · · � wd

Fazendo em (4.4.2), x1 = f(w1), . . . , xd = f(wd), temos que

f(w1) . . . f(wd) =
∑
σ∈Sd
σ 6=Id

cσf(wσ(1)) . . . f(wσ(d)) (4.4.3)

Multiplicando (4.4.3) à esquerda por ai0f(v) e à direita por f(z), temos que

ai0f(v)f(w1) . . . f(wd)f(z) =
∑
σ∈Sd
σ 6=Id

cσai0f(v)f(wσ(1)) . . . f(wσ(d))f(z) (4.4.4)

Observe daí que, para toda permutação σ ∈ Sd \ {Id} existe uma permutação τ ∈
SN \ {Id} tal que

ai0f(v)f(wσ(1)) . . . f(wσ(d))f(z) = ai0δ
jτ(1)(aiτ(1)) . . . δ

jτ(N)(aiτ(N)
)
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Consideremos inicialmente as permutações τ tais que a palavra jτ(1) . . . jτ(N) ∈ N+ não
seja b-limitada. Neste caso, temos que ai0δjτ(1)(aiτ(1)) . . . δ

jτ(N)(aiτ(N)
) = 0.

Considere agora o caso onde a permutação τ seja tal que a palavra jτ(1) . . . jτ(N) ∈ N+ seja
b-limitada. Claramente, o peso da palavra jτ(1) . . . jτ(N) é igual ao peso da palavra j1 . . . jN
e, portanto, segue que jτ(1) . . . jτ(N) é uma palavra de comprimento N , k-válida e b-limitada.
Observe que, pela construção de τ , existe uma permutação não trivial µ ∈ Sd tal que
jτ(1) . . . jτ(N) = vwµ(1) . . . wµ(d)z. Como a sequência (w1, . . . , wd) foi tomada d-decrescente,
temos que

j1 . . . jN = vw1 . . . wdz � vwµ(1) . . . wµ(d)z = jτ(1) . . . jτ(N)

Mas daí, pela minimalidade de j1 . . . jN , temos que

ai0δ
jτ(1)(aiτ(1)) . . . δ

jτ(N)(aiτ(N)
) = 0.

Concluímos que, para toda permutação σ ∈ Sd não trivial,

ai0f(v)f(wσ(1)) . . . f(wσ(d))f(z) = 0,

donde segue, por (4.4.4), que

ai0δ
j1(ai1) . . . δ

jN (aiN ) = ai0f(v)f(w1) . . . f(wd)f(z) = 0,

um absurdo.
Conclui-se que, para toda palavra u = j1 . . . jN ∈ N+ com `(u) = N , vale que

ai0δ
j1(ai1) . . . δ

jN (aiN ) = 0

para quaisquer inteiros positivos i0, i1, . . . , iN ≤ t. Em particular, pelo desenvolvimento da
Seção 4.2, temos que SN+1 = 0.

Observe que não é possível provar um resultado análogo ao Teorema 4.4.1 para o caso de
anéis de polinômios com automorfismo:

Exemplo 4.4.5. Se k é um corpo qualquer e T = {ti | i ∈ Z} é um conjunto enumerável de
indeterminadas, então podemos considerar no anel de polinômios k[T ] o ideal k×[T ] gerado
pelas indeterminadas ti, com i ∈ Z. Em outras palavras, k×[T ] é o ideal dos polinômios nas
variáveis de T que possuem termo constante zero. Por sua vez, k×[T ] contém id〈ti2 | i ∈
Z〉 / k[T ], o ideal gerado em k[T ] pelos polinômios ti2, com i ∈ Z. Mostremos que o anel
R = k×[T ]/ id〈ti2 | i ∈ Z〉 é um anel localmente nilpotente.

Tomando S ⊆ R um conjunto finito, temos que existe um inteiro positivo N tal que S
está contido no subanel RN gerado pelos elementos ti ∈ R, com −N ≤ i ≤ N e, portanto, o
subanel gerado por S está contido em RN . Conclui-se que é necessário e suficiente demonstrar
que RN é um conjunto nilpotente. Um elemento arbitrário de RN é da forma

a−N t̄−N + · · ·+ aN t̄N ,
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onde cada ai ∈ k, para −N ≤ i ≤ N . Como RN é comutativo, vale o teorema binomial e,
segue que o produto de 2N + 1 elementos de RN é uma k-combinação linear de elementos
da forma

ti1 t̄i2 · · · t̄i2N+1
, onde −N ≤ i1, i2, . . . , i2N+1 ≤ N (4.4.6)

Segue pelo princípio da casa dos pombos que existem dois índices iguais dentre i1, . . . , i2N+1 e,
portanto, sempre ocorre em (4.4.6) o termo t̄ 2

j = 0 para algum inteiro positivo −N ≤ j ≤ N .
Segue que t̄i1 t̄i2 · · · t̄i2N+1

= 0 para quaisquer índices e concluímos que RN
2N+1 = 0. Portanto,

RN é nilpotente como desejado.
Podemos definir sobre R um automorfismo σ : R → R dado por σ(t̄i) = t̄i+1, i ∈ Z, e,

com esse automorfismo, o anel R[x;σ] não é sequer nil, pois t̄0x ∈ R[x;σ] não é nilpotente.
De fato, para cada inteiro N > 1, temos que

(t̄0x)N = (t̄0x)(t̄0x) . . . (t̄0x)

= (t̄0t̄1x
2)(t̄0x) . . . (t̄0x)

= (t̄0t̄1t̄2x
3) . . . (t̄0x)

. . .

= (t̄0t̄1 . . . t̄N)xN+1.

Como t0 . . . tN /∈ id〈ti2 | i ∈ Z〉, segue que (t̄0x)N 6= 0 para todo inteiro positivo N . Em suma,
mesmo que R seja um anel comutativo e localmente nilpotente, R[x;σ] não necessariamente
será um anel localmente nilpotente.

Conforme provado no Teorema 4.1.1, o radical de Jacobson do anel R[x; δ] é o anel de
polinômios diferenciais com coeficientes em algum ideal nil deR. SeR for um anel comutativo
com unidade e δ = 0, então temos que N = NilR [Lam01, 5.1, p. 67]. Segundo o próximo
exemplo, não podemos generalizar este resultado para anéis de polinômios diferenciais sobre
R, mesmo quando R satisfaz uma identidade polinomial.

Exemplo 4.4.7. Seja p ∈ Z um primo positivo, Kp um corpo com p elementos e Kp[t] o
anel de polinômios sobre a indeterminada t. Daí, se I = id〈tp〉, segue que está bem definida
uma derivação do anel R = Kp[t]/ id〈tp〉 determinada por:

δ : Kp[t]/I → Kp[t]/I

a(t+ I)n 7→ an(t+ I)n−1, n ∈ Z, n > 0

e estendida para soma por linearidade. Esta derivação é tal que δ(t+ I) = 1 + I e, portanto,
se N é um ideal tal que δ(N) ⊆ N , então N = 0 ou N = R. Pelo Teorema 2.5.3, devemos
ter que radR[x; δ] = 0.

Por outro lado, conforme veremos no Teorema 4.4.9, podemos determinar o idealN , desde
que R seja uma álgebra sobre um corpo de característica zero. Antes disso, mostraremos o
seguinte lema:
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Lema 4.4.8. Seja R uma álgebra com unidade sobre um corpo de característica zero e
δ : R→ R uma derivação, então δ(NilR) ⊆ NilR.

Demonstração. Se a ∈ NilR, então é suficiente mostrar que Rδ(a)R ⊆ NilR. Para isso,
se r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ R, então mostraremos que

∑t
i=1 riδ(a)si ∈ NilR. Observe inicial-

mente que
∑t

i=1 riasi ∈ NilR e, para todo inteiro positivo n, temos que(
t∑
i=1

riasi

)n

=
∑

I
ri1asi1 . . . rinasin ,

onde a última soma percorre todos os multi-índices do conjunto I = {(i1, . . . , in) | i1, . . . , in ∈
Z, 1 ≤ i1, . . . , in ≤ t}. Aplicando δn em ambos os lados, temos

δn

((
t∑
i=1

riasi

)n)
=
∑

δn(ri1asi1 . . . rinasin).

Observe que, para qualquer i = 1, . . . , n,

δ(riasi) = (δ(ri)asi + riδ(a)si + riaδ(si)) ∈ riδ(a)si + NilR.

Analogamente, existe um inteiro m = m(n) tal que, para quaisquer 1 ≤ i1, i2, . . . , in ≤ t,
temos que

δn(ri1asi1 . . . rinasin) ∈ m(ri1δ(a)si1 . . . rinδ(a)sin) + NilR

e, portanto,

δn

((
t∑
i=1

riasi

)n)
∈ m

(∑
I
ri1δ(a)si1 . . . rinδ(a)sin

)
+ NilR,

para algum inteiro positivo m. Mas como
∑t

i=1 riasi ∈ NilR, existe um inteiro positivo n
tal que (

∑n
i=1 riasi)

n = 0 e, portanto, existe inteiro positivo m tal que

m
(∑

I
ri1δ(a)si1 . . . rinδ(a)sin

)
∈ NilR.

Como R é uma álgebra sobre um corpo de característica positiva, segue que(
t∑
i=1

riδ(a)si

)n

=
∑

I
ri1δ(a)si1 . . . rinδ(a)sin ∈ NilR.

E, portanto, para quaisquer r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ R,
∑t

i=1 riδ(a)si ∈ NilR. Concluímos
que Rδ(a)R ⊆ NilR e, em particular, δ(a) ∈ NilR.
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Teorema 4.4.9 ([BMS15]). Se k é um corpo de característica zero, R é uma k-álgebra com
unidade que satisfaz uma identidade polinomial de Z〈X〉 e δ : R → R é uma derivação de
R, então o ideal N = NilR é tal que δ(N) ⊆ N e rad(R[x; δ]) = N [x; δ]. Em particular,
N = rad(R[x; δ]) ∩R.

Demonstração. Como N é nil, é em particular localmente nilpotente. Além disso, pelo
Lema 4.4.8, δ(N) ⊆ N . Adicionalmente, como R satisfaz uma identidade polinomial, N
também satisfaz uma identidade polinomial de Z〈X〉. Assim, está bem definido o conjunto
N [x; δ], que é um ideal de R[x; δ] e é localmente nilpotente, pelo Teorema 4.4.1. Segue que
N [x; δ] ⊆ rad(R[x; δ]).

Para provar a inclusão inversa, observe que o anel R = R/N é um anel sem ideais nil que
satisfaz uma identidade polinomial de Z〈X〉. Podemos definir a função δ : R→ R dada por
δ(r + N) = δ(r) + N , que está bem definida uma vez que δ(N) ⊆ N . Além disso, δ é uma
derivação de R. Segue, pelo Corolário 4.1.11, que rad((R/N)[x; δ]) = 0. Por outro lado, a
projeção natural de R em R/N induz um homomorfismo sobrejetor do anel R[x; δ] para o
anel (R/N)[x; δ] cujo núcleo é o ideal N [x; δ]. Segue, portanto, que

0 = rad((R/N)[x; δ]) ' rad(R[x; δ]/N [x; δ]) = rad(R[x; δ])/N [x; δ],

onde a última igualdade segue pois N [x; δ] ⊆ rad(R[x; δ]) e, portanto, é válida a Propo-
sição 2.2.5. Podemos concluir, portanto, que rad(R[x; δ])/N [x; δ] = 0 e por consequência
rad(R[x; δ]) ⊆ N [x; δ].

Concluímos pelos dois últimos parágrafos que rad(R[x; δ]) = N [x; δ].

4.5 Comentários finais
Esperamos com este trabalho ter feito um texto auto-contido para as demonstrações dos
resultados do Capítulo 4. Como mencionado na introdução, o problema de expandir o teo-
rema de Amitsur para anéis de polinômios diferenciais tem resposta negativa, como conferido
em [Smo15]. Alguns problemas relacionados continuam abertos, no entanto. Se R não tem
ideais nil não nulos, então o radical de Jacobson de R[x; δ] é igual a zero? Se R[x; δ] é nil,
então R[x] é nil?
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