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Resumo

SANTOS FILHO, G. R. O radical de Jacobson de anéis de polin6mios diferenciais.
2015. 92 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

O objetivo desta dissertagao é estudar o radical de Jacobson de anéis de polinomios di-
ferenciais. Mostramos um resultado de M. Ferrero, K. Kishimoro, K. Motose, que mostra
que no caso geral, o radical de um anel de polindémios diferenciais é um anel de polindémios
diferenciais sobre algum ideal do anel dos coeficientes. Assumindo que o anel dos coefici-
entes satisfaca uma identidade polinomial, mostramos seguindo B. Madill que este ideal é
um ideal nil. Se o anel dos coeficientes é adicionalmente localmente nilpotente, seguindo J.
Bell, B. Madill, F. Shinko, mostramos que o anel de polinémios diferenciais sera localmente
nilpotente. Ainda seguindo J. Bell et al, se o anel dos coeficientes é uma &lgebra sobre um
corpo de caracteristica zero e tal dlgebra satisfaz uma identidade polinomial, mostramos que
o ideal nil ¢ o radical de Koéthe. Para tais demonstracoes, cobriremos os topicos preliminares
necessarios para entender os enunciados: radical nil, radical de Levitzki, radical de Baer,
radical de Jacobson e propriedades, anéis PI, polindmios centrais, teorema de Kaplansky.

Palavras-chave: radical de Jacobson, anéis de polindémios diferenciais, anéis PI.
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Abstract

SANTOS FILHO, G. R. The Jacobson radical of differential polynomial rings. 2015.
92 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2015.

The aim of this work is to study the Jacobson radical of differential polynomial rings.
We show a result of M. Ferrero, K. Kishimoto, K. Motose, which shows that in general, the
radical of a differential polynomial ring is a differential polynomial ring over some ideal of
the ring of coefficients. Assuming that the ring of coefficients satisfies a polynomial identity,
we show following B. Madill that this ideal is nil. If the ring of coefficients is additionally
locally nilpotent, following J. Bell, B. Madill, F. Shinko, we show that the differential poly-
nomial ring is locally nilpotent. Still following J. Bell et al, if the ring of coefficients is an
algebra over a field of zero characteristic and this algebra satisfies a polynomial identity,
we show that the nil ideal is the Kothe radical. For the proofs, we cover the preliminary
topics necessary for understanding the statements: nil radical, Levitzki radical, Baer radical,
Jacobson radical and its properties, PI-rings, central polynomials, Kaplansky’s theorem.

Keywords: Jacobson radical, differential polynomial rings, PI-rings.
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Introducao

O objetivo principal deste texto é demonstrar dois resultados devidos a J. Bell, B. Madill
e F. Shinko sobre radicais de anéis de polinémios diferenciais [BMS15]. O primeiro mostra
que se R é um anel localmente nilpotente que satisfaz uma identidade polinomial e ¢ é
um derivagdo de R, entdo o anel de polinomios diferenciais R[x;d] é localmente nilpotente
(em outras palavras, R[z;0] ¢ radical segundo Levitzki). O segundo mostra que se R ¢
uma algebra com unidade sobre um corpo de caracteristica zero que satisfaz uma identidade
polinomial, § é uma derivagao de R e N é o maior ideal nil de R, entao o anel de polinémios
diferenciais R[z;d] tem como radical de Jacobson o anel de polindmios diferenciais N|z;d].

A estrutura do radical de Jacobson do anel de polinémios diferenciais R|x;d] é um pro-
blema em aberto com algumas solugoes parciais. Em 1956, S. A. Amitsur [Ami56] provou
que o radical de Jacobson do anel de polinémios ¢ um anel de polinémios com coeficientes
em algum ideal nil. Em outras palavras, rad(R[z;d]) = N[x;d] onde § ¢ a derivacdo trivial
e N C R é um ideal nil. Posteriormente, em 1983, M. Ferrero, K. Kishimoto e K. Motose
provaram que, para todo anel R, sempre existe um ideal N tal que rad(R[x;d]) = Nlz;J]
(Teorema e, se adicionalmente R for comutativo, entdao N é nil. O problema de de-
terminar se N é nil no caso geral permaneceu aberto até recentemente quando, em 2015,
A. Smoktunowicz [Smol5| mostrou que existe um anel R ndo nil e uma derivagao § tal que
R]z; §] seja radical segundo Jacobson. Portanto, o problema tem resposta negativa.

Também houve tentativas bem sucedidas para provar o Teorema de Amitsur para anéis
de polinémios diferenciais se forem satisfeitas certas condigoes sobre R ou 6. Em 1975,
D. A. Jordan [Jor75| provou que, se R é um anel noetheriano com unidade, entao existe
um ideal nil N C R tal que rad(R[z;d]) = Nz;d]. Em 1987, J. Bergen, S. Montgomery
e D. S. Passman |[BMP87| estudaram o radical de Jacobson do produto cruzado de uma
algebra envelopante de uma &lgebra de Lie: se L é um algebra de Lie sobre um corpo k
que age na k-algebra associativa R, entdo podemos definir o produto cruzado R * U(L),
onde U(L) é a algebra envelopante universal de L (para mais detalhes sobre a algebra U(L),
consultar [MR87, 7.10, p. 33]). A k-algebra R * U(L) é associativa e os autores provaram
que rad(R*U(L)) = N« U(L), onde N ¢ um ideal nil de R, no caso que R ¢ noetheriano a
direita ou no caso em que R é uma k-algebra PI. No caso em que L = k -z é uma algebra de
Lie unidimensional, temos que R x U(L) = R[z; 4], onde d(r) = [z,r] ¢ a acdo de x € L em
r € R. Segue, portanto, que o Teorema de Amitsur vale se uma das condi¢des anteriores for
satisfeita. Em 2015, A. Smoktunowicz provou que se R é uma algebra sobre um corpo de
caracteristica positiva e § € uma derivacao fr R localmente nilpotente, ou seja, se para todo

vii



r € R existir um inteiro positivo n tal que §"(r) = 0, entao vale o Teorema de Amitsur em
Rlz; d].

Um problema relacionado ao anterior foi formulado por S. Montgomery e compilado no
Dniester’s Notebook |dni06, Problem 3.58]: Se R nao possuir ideais nil ndo nulos, é verdade
que rad(R[z;0]) = 07 Se R e ¢ sdo tais que o Teorema de Amitsur vale para R[x;d], entao
o problema de S. Montgomery tem resposta afirmativa. Em 2007, Y.T. Tsai, T.Y. Wu e
C.L. Chuang [TWCQT7| provaram que o problema tem resposta afirmativa em alguns casos
particulares, dentre eles quando R é um anel PI ou quando R satisfaz a condi¢ao de cadeia
ascendente sobre os anuladores & direita de seus subconjuntos unitarios. Recentemente,
outras condi¢oes suficientes foram provadas em [BG12| e [NI14].

Ainda sobre a estrutura do radical de Jacobson de R[z;d] em casos particulares, temos
o seguinte problema proposto em 2011 por I. P. Shestakov na conferéncia “Non-Associative
Algebras and Related Topics”, em Coimbra: Se R é um anel localmente nilpotente e 6 é
uma derivagao, é verdade que o anel R[z;d] é radical segundo Jacobson? Em 2014, A.
Smoktunowicz e M. Ziembowski [SZ14]| mostraram que, para todo corpo k, existe uma k-
algebra localmente nilpotente R e uma derivagao § tais que R[z;d] ndo é radical segundo
Jacobson. Por sua vez, os autores perguntaram se o problema tem resposta afirmativa com
a hipotese adicional de que R satisfaz alguma identidade polinomial. Ainda em 2014, J. P.
Bell, B. W. Madill e F. Shinko provaram que o anel R[z;d] é localmente nilpotente se R é
um anel PI, conforme demonstraremos no Capitulo 4 deste texto.

O segundo resultado de [BMSI5| que aqui demonstraremos, mostra que se R é uma
algebra PI com unidade sobre um corpo de caracteristica zero, entao rad(R[z;d]) = N|x; 0],
onde N é o maior ideal nil de R (ou seja, N ¢é igual ao radical de Kéthe de R). Também
mostraremos um exemplo onde R é uma algebra comutativa com unidade sobre um corpo
de caracteristica positiva e tal que N nao é nil.

No Capitulo 1 sao introduzidas algumas notagoes e convengoes usadas. No Capitulo 2,
nosso principal objetivo é apresentar os radicais nil, de Levitzki, primo e de Jacobson. Os trés
primeiros sao temas da Secao [2.1] enquanto o tltimo sera introduzido no caso de anéis com
unidade na Segao e no caso geral na Se¢ao A teoria do radical de Jacobson é extensa,
como pode ser conferido em [Lam01], e existem muitos teoremas sobre a sua descrigdo em
classes especificas de anéis. Para demonstrar o resultado de M. Ferrero, K. Kishimoto e K.
Motose sobre o radical de Jacobson em anéis de polindmios diferenciais, abordamos na Se¢ao
resultados sobre o radical de Jacobson de extensoes de escalares. A Segao [2.4] introduz
a definicao do radical de Jacobson para anéis arbitrarios e na Secao demonstramos o
resultado de Ferrero et al. Por fim, iremos explorar na Secao [2.6| algumas das propriedades
comuns entre os radicais aqui definidos.

O Capitulo 3 é dedicado & demonstracao de resultados envolvendo anéis que satisfazem
identidades polinomiais. Os resultados aqui expostos s@o os necessarios para demonstrar que
os ideais nao nulos de um anel PI semiprimo tém interseccao nao nula com o centro. Depois
da pequena introducao feita na Se¢ao provamos na Secao [3.2] a existéncia de polinomios
centrais em anéis de matrizes sobre corpos. A seguir, na Secao provaremos o Teorema de
Kaplansky, que afirma que qualquer anel primitivo & esquerda que satisfaz uma identidade
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polinomial é isomorfo a um anel de matrizes com entradas em uma algebra de divisao central
de dimensao finita. Os resultados das trés se¢oes anteriores serao usados na Secao (3.4| para
estudar anéis semiprimos e primos que satisfazem identidades polinomiais.

No Capitulo 4 nos concentramos em estudar o radical de Jacobson de anéis de polinémios
diferenciais em casos particulares. Se R é um anel, entao o radical de R[z;d] é N[z;d], onde
N é um ideal de R. A Secao mostra que se R satisfaz uma identidade polinomial, entao
N énil. O caso em que R ¢é adicionalmente semiprimo foi provado por Y.T. Tsai, T.Y. Wu
e C.L. Chuang em [TWCOT], baseado em um resultado de C.L. Chuang e T.K. Lee [CL06],
que por sua vez utiliza técnicas da teoria de quocientes de Martindale. No entanto, iremos
expor neste texto uma demonstragao devida a B. Madill [Mad14], que o provou usando o
resultado de M. Ferrero et al, além, é claro, de elementos da teoria de anéis PI. No resto
do capitulo, abordamos a demonstracao dos dois resultados de J. Bell et al. A Segao
comega com uma abordagem ingénua a demonstracao de que R|x;d] é localmente nilpotente
se R for um anel PI localmente nilpotente (Teorema e concluimos com a sugestao que
é possivel uma abordagem combinatoria, de forma a tirar proveito da identidade polinomial
satisfeita por R. Na Secao [1.3] expomos defini¢oes e provamos um lema sobre combinatoria
em palavras que, por sua vez, é usado na Segao [4.4] para concluir a demonstra¢ao do Teorema
[4.4.1] Por fim, ainda na secao [£.4] aplicaremos este resultado para provar que se R é uma
algebra PI com unidade sobre um corpo de caracteristica zero, entao rad(R|z; d]) = Nz; 9],
onde N é o maior ideal nil de R.

1X






Sumario

[ Introducao| vii
[ Sumarid xii
I Prelig | 1
2_Radicaisl 5
2.1 O radical segundo Kothe, Levitzkie Baer{. . . . . . ... .. ... ... ... 6
1.1 Ovradicalmall. . . . . . . . . 7

2.1.2 O radical de Lewitzkil . . . . . . . . . . . ... ... .. 8

2.1.3 O radical primo| . . . . . . . . . . ... 9

2.2 O radical de Jacobson em anéis com unidadel . . . . . ... .00 12
2.3 Radical de Jacobson e extensao de escalares) . . . . . . ... ... ... ... 15
2.4 Radical de Jacobson em anéis arbitrariosl . . . . . .. ..o 20
[2.5 O radical de Jacobson de anéis de polinomios diferenciaisf . . . . . . . . . .. 24
2.6 Relacoes entre radicais| . . . . . . . . . ... 27

3 Teoria de anéis Pl 29
[3.1 Identidades polinomiais|. . . . . . . . . .. ... oL 29
3.2 Polindmios centraisl . . . . . . . . ... 36
[3.3 O Teorema de Kaplansky|. . . . . . ... ... ... ... ... ... ..... 42
3.3.1  Anéis primitivos a esquerdal . . . . . .. ... 43

3.3.2  Algebras centrais simples| . . . . . .. .. ..., 46

[3.4 Anéis Pl primos e semiprimos| . . . . . .. ... ... 52

[4 O radical de Jacobson do anel de polinémios diferenciais| 61
4.1 Anéis de polindbmios diferenciais sobre anéis PI}. . . . . . . .. .. ... ... 61
4.2  Anéis de polindmios diferenciais sobre anéis localmente nilpotentes: aborda- |

| FEM INZEIUA, . . .+ . v v v v v e e e e e e e e e e e e e 64
4.3 Combinatoria em palavras . . . . . . . .. .. . ... ... 65
4.4  Anéis de polindbmios diferenciais sobre anéis localmente nilpotentes: aborda- |

| gem combinatorial . . . . ... L. L L L e 69
4.5  Comentarios finaisl . . . . . . . . ... 74

x1



[ Todice Remissival

[ Bibliografial

xii

75

77



Capitulo 1

Preliminares

Neste texto, consideramos anéis associativos e possivelmente sem unidade. Em todo o texto
entendemos o termo mddulo como um modulo sobre um anel com unidade e unital. Se R
é um anel com unidade e M é um grupo abeliano, entao escrevemos gpM (respectivamente,
Mp) para indicar que M é um R-modulo & esquerda (respectivamente, a direita). por
consequéncia, consideramos neste texto que uma algebra sobre um anel comutativo com
unidade ¢é unital, embora a propria algebra nao necessariamente tenha unidade.

Usamos as notagoes padroes A <, R, A <4 R e 2 < R para indicar que 2 é um ideal a
esquerda, a direita e bilateral do anel R, respectivamente. Também usamos o termo ideal
unilateral para indicar um ideal a esquerda ou a direita. Dizemos que um anel R é simples
se R? # 0 e seus tnicos ideais sdo 0 e R.

Se S é um subconjunto do anel R, denotamos o ideal gerado por S como id(S). Se S é
unitario, digamos, S = {a}, denotamos o ideal gerado por id{a). De maneira geral, temos a
seguinte expressao para id(a):

id(a) = RaR + Ra + aR + Za = {riars + s1a + ass + na | ri,r9, 51,52 € R,n € Z}.

Se R possui unidade, obtemos a forma simplificada id{a) = RaR.

Consideramos conhecidas as nog¢oes de homomorfismo, endomorfismo, isomorfismo, etc.
Nas secoes onde consideramos que os anéis possuem unidade, assumimos a convengao que
os homomorfismos de anéis preservam a unidade.

Se T # () ¢ um conjunto de indeterminadas e R ¢ um anel, entao assumimos conhecidas
as defini¢oes e propriedades de um polindomio nas indeterminadas 71" com coeficientes no
anel R. Denotamos o anel formado por estes polindémios por R[T]. Lembramos que, neste
caso, as indeterminadas do subconjunto 7' C R[T] comutam entre si e com os elementos de
R. No caso em que T' = {ty,...,t,} é finito, denotamos o anel de polinémios sobre T' por
R[t1,... t,].

Definicao 1.0.1. Se R ¢ um anel e 0 : R — R é um homomorfismo de R, entao uma
o-derivacao de R é uma funcao ¢ : R — R que satisfaz, para quaisquer a,b € R:

(1) d(a+b) =d(a)+ o(b);



(2) 6(ab) = d(a)b+ a(a)i(b).
No caso em que o é a funcao identidade, dizemos simplesmente que § é uma derivacdao de R.

Definigao 1.0.2. Se R é um anel, o : R — R ¢ um homomorfismo, § ¢ uma o-derivagao em
R e x ¢ uma variavel independente, entao o conjunto dos polinémios sobre x com coeficientes
em R é um anel quando munido da soma usual de polinémios e da multiplicacao dada pela
regra

za = o(a)x + 0(a), para todo a € R
Dizemos este anel é uma Fztensdo de Ore de R e o denotamos por Rlz;0; 5]E|
Damos nomes especiais aos seguintes casos particulares de Extensoes de Ore:

e Se 0 é uma derivagdo em R e 0 : R — R é a fungao identidade, entdao 6 é uma o-
derivagao em R. Nesse caso, usamos a notagao R[z;d] ao invés de R[z; 0; ] e chamamos
esse anel de anel de polinémios diferenciais.

e Se ¢ é um endomorfismo de R e d : R — R ¢é a fun¢a@o nula, entao § é uma o-derivagao
em R. Nesse caso, usamos a notagdo R[z;o] ao invés de R|x;0;0] e chamamos esse
anel de anel de polindmios skew.

Se n é um inteiro positivo e a € R, entao é valida em R|x;d] a seguinte formula:
z"a = Z 6 (a)z™ ", (1.0.3)

onde 6! denota a composicao da funcao § t-vezes e (;") ¢ o nimero binomial. De maneira

geral, se r € R é nao negativo e t é um inteiro positivo, entao definimos:

(7“) =) -2 (r—t+1)

t t!

Se R é um anel com unidade e n é um inteiro positivo, entao denotamos o anel das
matrizes n x n com entradas em R como M, (R). Lembremos que, como R ¢ um anel com
unidade, fixado o inteiro positivo n, para todos r,s = 1, ..., n, podemos considerar a matriz
elementar E,s = (a;;) € M,(R), que é dada por

1, sei=rej=s;
Gij = ‘o
0, caso contrario.

LA verificacdo de que a regra dada define uma tnica multiplicacio associativa pode ser conferida em
[GWO04bl, p. 43-38]



Lembremos também que as matrizes elementares satisfazem a relacao E,;E;; = 0;;E,,, para
todos 4,7,7,s =1,...,n, onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker, dado por

1, set1=y;
0ij = -
0, caso contrario.

Sejam k& um anel, n > 2 um inteiro e p(t) = " + ap_1t"" - + a1t + ag € k[t] um
polinémio moénico. A matriz companheira do polinémio p(t) é a matriz

00 ... 0 —Q

10 ... 0 —a
Cp(t) — 01 ... 0 —Q9

00 ... 1 —Qp—1

A matriz Cp;) tem tanto o polinémio caracteristico quanto o polindmio minimal iguais a
p(t). Em particular, se p(t) tiver n raizes distintas, entao a matriz C, é diagonalizavel.

Se R é um anel e X C R um conjunto qualquer, entao definimos o centro de X como o
conjunto Z(X) = {r € R| rx = ar, para todo z € X}.

Fixe, para o resto desta se¢ao, um anel com unidade R.
Seja M um R-moédulo & esquerda (respectivamente, a direita). Dizemos que M ¢é fiel se
a acao de R for injetora, ou seja, se para todo r € R e quaisquer my,my € M

rmy = rme = My = Mo (resp., mir = maor = my = may).

Sejam M um R-moédulo & esquerda e S C M um conjunto arbitrario. O anulador de S
¢ Anny(S) = {r € R | rS = 0}. Analogamente, se N ¢ um R-moédulo a direita ¢ S’ C N ¢é
arbitrario, o anulador de S" é Ann,(S") = {r € R| S'r = 0}. Embora existam casos em que
um mesmo conjunto tenha estrutura de médulo sobre mais de um anel, usamos a mesma
notacao para o anulador, explicitando sempre qual estrutura de moédulo considerar.

Um R-moédulo (& esquerda ou a direita) M # 0 é dito simples se 0 e M sao seus tnicos
submodulos.  Dizemos que M é semissimples ou completamente redutivel se, para todo
submoédulo N € M, existe um submodulo N’ C M tal que M = N & N’. Existem varias
definigbes equivalentes para semissimplicidade, como pode ser consultado em [LamO1], p. 25-
29]. A nos, ¢é interessante a seguinte equivaléncia, cuja demonstra¢do é omitida, mas pode
ser encontrada na referéncia anterior:

Proposicao 1.0.4. Para um R-mddulo rM, sao equivalentes as sequintes propriedades:
1. M ¢é semissimples.

2. M € a soma direta de uma familia de submaodulos simples.



3. M € a soma de uma familia de submodulos simples.
Segue da proposi¢ao acima a féacil consequéncia:

Corolario 1.0.5. Se R € um anel com unidade e gRM e gN sao R-mddulos semissimples,
entdo o R-mddulo r(M & N) é semissimples.

Assumimos conhecida a definicao do produto tensorial de algebras sobre corpos. De-
finigbes e propriedades podem ser conferidas em [Rom08, Chapter 14|. Explicitamos, no
entanto, as seguintes propriedades bésicas:

Proposicao 1.0.6. [Rom08, p. 361-364] Se k € um corpo e V,W sao espagos vetoriais sobre
k com bases B, B, respectivamente, entio o conjunto {v®@w | v € B,w € B'} é uma base do
k-espaco vetorial V Q@ W.

E consequéncia da Proposicio que, se V e W sao k-espacos vetoriais de dimensao
finita, entao

Além disso, segue que:

Proposicao 1.0.7. Sejam k um corpo e V,W espagos vetoriais sobre k. Para todo elemento
v eV ®, W, existe um inteiro positivo n e unicos a,...,a, €V eby,..., b, € W, tais que
{b1,...,b,} € um subconjunto de W linearmente independente e

v = iai &® bz
=1

Sejam k e K D k corpos e V um k-espaco vetorial. Chamamos o produto tensorial
V @ K de extensao de escalares de V e V ®; K tem estrutura de K-espago vetorial dado
pela seguinte regra:

a-(vep)=vapf, Vo, € K, Vv eV
Temos as seguintes proposicgoes:

Proposicao 1.0.8. [Rom08, p. 379] Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo k, {v; | i € I}
uma base de V e K D k um corpo. Entio {v;®1 | i € I} € base do K-espago vetorial (K®V)
e, em particular,

dimg (K @5 V) = dimy, V

Proposicao 1.0.9. Sejam D um anel de divisao, k C D o centro de D e K um corpo tal
que k C K C D. Seque que D é um k-espago vetorial e para todo inteiro positivo n,

como K-dlgebras.



Capitulo 2

Radicais

A nocao de radical foi desenvolvida inicialmente no estudo de algumas classes de algebras
nao-associativas. Nos seus trabalhos, E. Cartan introduziu os conceitos de algebra de Lie
semissimples e radical de uma algebra de Lie: uma algebra de Lie de dimensao finita é
chamada de semissimples em fungao da sua forma de Killing, enquanto que o (hoje conhecido
como) radical de uma algebra de Lie de dimensao finita é definido como a soma de seus ideais
soluveis. Em seguida, mostrou que uma algebra de Lie é semissimples se, e somente se, o seu
radical é nulo, e que uma algebra de Lie é semissimples se, e somente se, ¢ uma soma direta
de élgebras de Lie simples. Adicionalmente, E. Cartan classificou as algebras de Lie simples
sobre C e sobre R.

Em 1893, T. Molien, na sua tese de doutorado “Uber Systeme hoherer komplexer Zahlen”,
provou que uma algebra associativa, com unidade e simples sobre C é isomorfa a uma élgebra
de matrizes (de ordem conveniente) com entradas em C. Posteriormente, em 1898, E. Cartan
provou o mesmo resultado de maneira independente e adicionalmente provou que toda C-
algebra de dimensao finita é a soma direta de um ideal nilpotente e uma soma direta de
ideais simples.

Os resultados sobre algebras associativas semissimples sao casos particulares de um re-
sultado devido a J. Wedderburn — a primeira tentativa de desenvolver uma teoria geral sobre
a estrutura de algebras de dimensao finita sobre corpos arbitrarios [vdW85| p. 210|. J. Wed-
derburn mostrou que se A é uma algebra associativa, com unidade e de dimensao finita sobre
um corpo k, entao existe um ideal N nilpotente que contém todas os ideais nilpotentes de
A — em particular, N é o ideal nilpotente maximal de A. Se N = 0 entao a algebra A é
chamada de semissimples. Na nomenclatura atual, o ideal N é chamado de radical de A.
Com essas convencgoes, podemos enunciar o Teorema de Wedderburn, provado em 1907 em
seu artigo “On hypercomplex numbers”.

Teorema 2.0.1 (Teorema Principal de Wedderburn). (1) Toda dlgebra de dimensao finita
¢ a soma direta (de espagos vetoriais) de seu radical e uma subdlgebra semissimples;

(2) Toda dlgebra semissimples é soma direta de ideais simples unicos a menos de ordem e
1S0morfismos;



(8) Toda dlgebra simples € isomorfa a wma dlgebra de matrizes sobre um anel de divisao.

Em 1927, E. Artin provou que, assim como no caso de &lgebras de dimensao finita,
também existe em um anel artiniano a esquerda um ideal nilpotente maximal N, também
chamado de radical. Além disso, E. Artin define como semissimples um anel artiniano
a esquerda que tem radical nulo e mostrou os itens (2) e (3) do Teorema Principal de
Wedderburn para anéis semissimples e simples, respectivamente.

Tentativas de desenvolvimento dos resultados de J. Wedderburn e E. Artin para classes
maiores de anéis se deram nas duas décadas seguintes por diversas abordagens. Um dos
problemas era estender a definicao do radical para anéis arbitrarios ou, ao menos, uma
classe maior de anéis. Em 1930, G. Kothe usou pela primeira vez o termo “radical” Se
A ¢é um anel, G. Kothe chamou de ideal nil aqueles ideais cujos elementos sao nilpotentes
e definiu o radical R do anel A como a soma de todos os ideais nil. No seguinte trecho
adaptado de [vdWS5, p. 211], o matematico B. L. van der Waerden — aluno de E. Noether
em Gottingen — descreve este periodo:

Dentre os que seguiam a linha de pesquisa de Emmy Noether, havia a sensacao
de que o radical R [de um anel A|, como definido por Wedderburn ou por Kéthe,
é muito pequeno. Se a condigao de cadeia descendente nao for satisfeita, nao é
possivel obter teoremas de estrutura satisfatorios para [o anel quociente] A/R.
Assim, Reinhold Baer e Jakob Levitzki propuseram outras defini¢oes para o radi-
cal. (...) Estas defini¢bes, no entanto, ainda nao permitiam o desenvolvimento
de uma teoria de estrutura de anéis satisfatoria sem [que fossem consideradas|
condicoes de finitude. O primeiro a resolver esse problema e apresentar uma bela
teoria geral foi Nathan Jacobson. [

As defini¢oes de radical sugeridas por G. Kothe, R. Baer, J. Levitzki e N. Jacobson podem
ser interpretadas como defini¢oes alternativas para o radical de Wedderburn pois, como sera
provado na Secao[2.6], elas determinam um mesmo ideal no caso de anéis artinianos a esquerda
(e em particular, em &algebras de dimensao finita). No entanto, quando considerados para
anéis arbitréarios, estes radicais sao, em geral, distintos. De qualquer forma, todos sao tuteis
para o estudo da estrutura de anéis e o objetivo das proximas secoes sera estudar alguns
elementos da teoria de cada um deles.

2.1 O radical segundo Kothe, Levitzki e Baer

Nesta se¢ao iremos introduzir e discutir brevemente os radicais sugeridos por G. Koéthe, J.
Levitzki e R. Baer e relagoes entre eles.

'In the school of Emmy Noether it was felt that the radical R, as defined by Wedderburn or by Kéthe,
is too small. If the descending chain condition is not satisfied, it was not possible to obtain satisfactory
structure theorems for A/R. Therefore, Reinhold Baer and Jakob Levitzki have proposed other definitions
of the radical. (...) However, these definitions still did not lead to a satisfactory structure theory of rings
without finiteness conditions. The first to solve the riddle and to present a beautiful general theory was
Nathan Jacobson.



2.1.1 O radical nil

Se R é um anel, dizemos que um elemento a € R é dito nilpotente se existe um inteiro
positivo n tal que " = 0. Um subconjunto S C R é dito nil se todo elemento de S é
nilpotente. O subconjunto S C R é chamado de nilpotente se existe um inteiro positivo n
tal que S™ = 0, ou seja, se x1...x, = 0 para quaisquer zq,...,x, € S.

Antes da definicao do radical nil, é necessario provar a seguinte proposicao:

Proposigao 2.1.1. Se R € um anel e A,*B sao ideais nil de R, entdo A+ B € um ideal nil
de R.

Demonstracao. Assuma que 2, B sdo ideais nil de R e observe que 2/(2ANB) < R/(ANB)
¢ nil. Como (A +B)/B ~ A/(ANDB), segue que (A + B)/B também ¢é um ideal nil de
R/%B. Dai, para qualquer z € 20 + B, existe um inteiro positivo n tal que ™ + 9B = 0+ B,
ou seja, " € B. Mas, como B é um ideal nil, segue que existe um inteiro positivo m tal

que (™)™ = 2™ = 0, donde segue que 2 + B é um ideal nil, provando a afirmagao. O

Usando indugao, a Proposi¢ao [2.1.1 nos permite concluir que a soma finita de ideais nil
também é um ideal nil. Por consequéncia, segue que a soma dos ideais nil de R é um ideal
nil. De fato, se A;, com i € I, sdo os ideais nil de R, e x ¢ um elemento arbitrario de ), A;,
entao existem 41,...,%, € I tais que x € A; +---+ A; , e dai, segue que z é nilpotente.
Podemos concluir que, se R é um anel, entao a soma dos ideais nil de R é o seu maior ideal
nil. Chamamos esse ideal nil maximal de radical nil e o denotamos por Nil R. A definicao
de Nil R e o termo “radical” foram usados no contexto de teoria de anéis pela primeira vez
em [K6t30], por G. Kothe. Por essa razao, Nil R ¢ frequentemente chamado de radical de
Kothe.

Um problema classico ainda em aberto da teoria de anéis é a validade da seguinte versao
mais forte da Proposicao [2.1.1}

Problema 2.1.2. Se R é um anel e 2,8 C R sao ideais a esquerda nil, entao 2 + B é nil?

Tal conjectura é conhecida como Conjectura de Kdéthe e sua resposta implica na resolugao
de outros problemas na teoria de anéis (para mais detalhes, ver [Kre72|). Essa conjectura
tem outras formulagoes equivalentes, como pode ser visto na proposigao seguinte. A demons-
tragao das equivaléncias sera omitida, mas pode ser conferida em [LamO01].

Proposicao 2.1.3. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
(1) (Kdthe) Em todo anel, a soma de dois ideais a esquerda nil é nil;
(2) Todo ideal unilateral nil estd contido em Nil R, para todo anel R;

(3) Para todo anel R, se I <R € um ideal nil, entao M,(I) C M,(R) € nil, para todo inteiro
positivo n;

(4) Para todo anel R, se I <R é um ideal nil, entao My(I) C My(R) € nil;
(5) Para todo anel R e para todo inteiro positivo n, Nil(M,(R)) = M,(Nil R);



2.1.2 O radical de Levitzki

Se R é um anel, entao um subconjunto S C R é chamado de localmente nilpotente se, para
todo subconjunto S’ C S finito, o anel gerado por S’ é nilpotente.

Se a conjectura de Kéthe for verdadeira, entao, para todo anel R e quaisquer A<, R, B<, R
nil, os conjuntos A + B, RAR, RBR estarao contidos em Nil R e, portanto, serao todos
conjuntos nil. A proposicao a seguir mostra que a versao “localmente nilpotente” da afirmacao
anterior é verdadeira.

Proposicao 2.1.4. Se R ¢ um anel e A,*B sao ideais unilaterais localmente nilpotentes,
entao os conjuntos A+ B, RAR, RBR sao todos localmente nilpotentes.

Demonstracao. Suponha que 21 C R seja um ideal & esquerda localmente nilpotente. Vamos
provar que o ideal AR é localmente nilpotente e, como RAR C 2R, isto é suficiente para
concluir que RAR ¢é localmente nilpotente. Tome um conjunto finito X = {x; | 1 € I} C AR.
Podemos assumir que existe um inteiro positivo m e elementos r; € R, com j € J e J finito,
tais que X C > . Ar;. Em particular, existe {a;; € A | (i,7) € I x J} tal que, para todo

1el,
T; = E @i;T;.
’ jes 7

Dai, temos que A = {rja,, | j € J,(p,q) € I x J} C 2A e, como o primeiro conjunto ¢é finito
e o ultimo ¢ localmente nilpotente, existe um inteiro positivo N tal que AN = 0. E facil ver
que qualquer produto de N + 1 elementos de X é uma soma de parcelas do tipo

jeJ

(ai1j1rj1)(ai2j2rj2> S (a‘iNerjN)<a’iN+1jN+1er+1)'

Por outro lado, como AN = 0, temos que

(leaizjzxrjz SR aiNjN)(eraiN+1jN+1) =0

e, portanto, segue que qualquer produto de N + 1 elementos de X ¢é igual a zero. Segue
que X é nilpotente e que o anel gerado por X também é. Conclui-se que AR é localmente
nilpotente. Um argumento analogo também mostra os demais casos da proposicao. O

A Proposicao nos permite concluir que a soma dos ideais localmente nilpotentes de
um anel é o maior ideal localmente nilpotente deste anel. Definimos o radical de Levitzki de
um anel R como a soma de seus ideais localmente nilpotentes e o denotamos por ¢-rad R.
Esta definigao se deve a J. Levitzki e foi publicada pela primeira vez em [Lev43)|.

Todo ideal localmente nilpotente é nil, uma vez que qualquer subconjunto unitario é
nilpotente. Segue que ¢-rad R é um ideal nil do anel R e, portanto,

¢-rad C Nil R. (2.1.5)

Em geral, essa inclusao é estrita: Em 1966, E. S. Golod mostrou que, para qualquer corpo k,
existe uma k-algebra R nil que nao é localmente nilpotente. Para mais detalhes, consultar
[Row88, Theorem 6.2.9].



2.1.3 O radical primo

Um anel R é chamado de anel primo se, para quaisquer ideais 2,8 C R tais que A5 = 0,
temos que %l = 0 ou B = 0. Um anel R é chamado de anel semiprimo se, para qualquer
ideal 24 C R tal que 2A? = 0, temos que 2 = 0. Podemos substituir em ambas as defini¢coes
o termo “ideais” por “ideais & esquerda” (respectivamente, a direita). De fato, se 2, B sao
ideais & esquerda do anel primo R tais que A8 = 0, entao AR + 2, B R + B sao ideais de R
tais que

(AR + A)(BR + B) CABR +AB C 0

e, como R é primo, segue que AR + A = 0 ou *BR + B = 0, donde temos que A = 0 ou
B = 0. Como a reciproca é claramente verdadeira, segue a afirmacgao. O caso em que R é
semiprimo é tratado de maneira analoga. Vamos agora construir o radical primo.

Se R é um anel, entao defina Ny(R) = 0 e, para todo ordinal «, defina recursivamente o
ideal N,(R) da seguinte forma:

Caso 1: « nao é um ordinal limite. Se [ é o ordinal tal que f + 1 = «, defina
No(R) = 3 {A<R | A* C Ng(R)}.

Caso 2: a ¢ um ordinal limite. Defina Ny, = U, Ns(R).

Os ideais N,(R) assim definidos formam uma sequéncia crescente (sob a inclusao) e
No+1(R)/No(R) = N1(R/N4(R)), para todo ordinal a. De fato, se o é um ordinal entao
N4(R)?> C N4(R) e, portanto, No(R) C N,41(R); para todo ordinal o e para todo ideal
20 C R contendo N, (R), (A/N,(R))? = 0 se, e somente se, A2 C N, (R) e dai ¢é facil ver que
segue o afirmado. Além disso, se existir um ordinal v tal que N,(R) = N,41(R), segue que
R/N,(R) é semiprimo; se R for semiprimo, entao para todo ordinal o, N,(R) = 0.

Seja k um cardinal infinito maior do que a cardinalidade de R. Considere a sequéncia
(No(R))a<k € suponha que ela seja estritamente crescente. Segue que, para todo o < K, 0
conjunto Sp41 = Nuy1(R) \ No(R) é ndo vazio. Pelo axioma da escolha, existe uma funcao
[k — R que associa a cada ordinal a < x um elemento f(a) € S, e que f(0) = 0. Essa
fungao f é injetora, uma vez que os conjuntos (S, )a<x sao disjuntos dois a dois e, portanto,
k > card(R), um absurdo.

E facil ver que os dois pardgrafos anteriores mostram que a sequéncia dos ideais N, (R)
estabiliza. Definimos o radical primo, também conhecido como radical de Baer ou nilradical
inferior, como nil R = J, No(R) = N,(R), onde vy é um ordinal tal que N,(R) = N,11(R).
Dizemos que um ideal 2 do anel R é um ideal primo (respectivamente, ideal semiprimo)
se R/ for um anel primo (respectivamente, anel semiprimo). O leitor familiarizado com
algebra comutativa pode facilmente observar que estas defini¢oes sao compativeis com os
conceitos de ideais primos e semiprimos daquele contexto.

Proposicao 2.1.6. Se R ¢ um anel, entao nil R € seu menor ideal semiprimo.

Demonstracao. Fixando o ideal p = ({2 < R | 2 é semiprimo} temos que p é um ideal
semiprimo. De fato, se 2 C R ¢ um ideal que contém p e é tal que A% C p, entao A? esta



contido em todo ideal semiprimo de R e, portanto, 2 esta contido em todo ideal semiprimo
de R, donde temos que 2 C p. Concluimos que p é o menor ideal semiprimo de R e resta
provar que p = nil R.

Como provamos que R/nil R é semiprimo, temos que p C nil R. Para provar a inclusao
inversa, suponha por absurdo que nilR ¢ p. Segue que existe um ordinal minimo v tal
que N,(R) ¢ p. Como Ny(R) C p, v ¢ um ordinal limite ou ¢ um ordinal sucessor. Pela
minimalidade de v, N,(R) C p para todo ordinal o < +y e, se 7y fosse ordinal limite, entéo

N,(R) = [ Na(R) C p.

a<7y

Por outro lado, suponha que exista um ordinal § tal que § + 1 = . Como

Ny(R)=> {2A<aR| % C Ny(R)} L p.

existe um ideal 2 tal que A? C Nz(R) C p e A € p, um absurdo, visto que p é semiprimo.
Segue que nil R = p. m

Nosso objetivo agora é provar que o radical primo ¢é a intersecgao dos ideais primos. Para
isso, precisamos de algumas convencoes e de dois lemas.

Se R é um anel e M = (mq,my,...) é uma sequéncia de elementos, entdo dizemos
que M & uma m-sequéncia se, para todo i > 1, m;; € (id(m;))?>. Dizemos que a m-
sequéncia M é infinita (respectivamente, finita) se o conjunto dos seus elementos nao nulos
for infinito (respectivamente, finito). Por abuso de linguagem, identificaremos a sequéncia

M e o conjunto dos termos de M. Assim, M ¢ infinita se, e somente, 0 ¢ M.

Lema 2.1.7. Se € um ideal semiprimo do anel R e a € R\2, entao ezxiste uma m-sequéncia
infinita M tal que M NA = (.

Demonstragao. Definiremos uma sequéncia (aq, as, ...) recursivamente da seguinte forma:
faga a; = a e observe que a; ¢ 2; suponha definido um elemento a; ¢ 2, temos que
id(a;) € A e, como A é semiprimo, temos que (id(a;))* € A, de forma que podemos tomar
um elemento a;; € (id{a;))* \ A. A sequéncia M = (aj,as,...) C R assim definida ¢é
claramente uma m-sequéncia e ¢é infinita, pois a; ¢ 2, para i = 1,2,... e, portanto, M nao
contém o elemento nulo. O

Lema 2.1.8. Se R é um anel e M = (mq,ma,...) € R uma m-sequéncia infinita, entao
existe um ideal primo p C R tal que M Np = ().

Demonstracao. Seja % a familia dos ideais de R tais que a intersec¢ao com M ¢é vazia.
Aplicaremos o Lema de Zorn sobre o conjunto parcialmente ordenado (%, C) para encontrar
um elemento maximal e provaremos que tal elemento é um ideal primo.

Como a intersec¢ao do ideal nulo e M é vazia, uma vez que a m-sequéncia M é infinita,
temos que . # (). Tomemos agora uma cadeia ascendente de elementos de %, digamos

Ay CAC---CA,C .
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e observe que, para cada i = 1,2, ..., vale que %; N M = () e, portanto, (;—, ;) N M =0,
donde segue que | J;2, 2; € .#. Concluimos que toda cadeia ascendente de elementos de %
é limitada superiormente (por um elemento de %) e, pelo Lema de Zorn, segue que existe
um ideal p € ¥ maximal.

Para provar que p é primo, suponha por absurdo que existam ideais 2,8 C R tais que
AB C p mas A, B € p. Segue que os ideais A=2A+p, B =B+ p contém propriamente o
ideal p e sdo tais que 2A B C p e, em particular, ndo pertencem & familia .# (caso contrario
p nao seria maximal). Segue que existem m;, m; € M tais que m; € Ae m; € 8. Podemos
supor sem perda de generalidade que i < j. Como m; € 2, segue que (id(m;))* C A e,
lembrando que m;,; € (id(m;))?, segue que m;;; € A. Repetindo o argumento j — i — 1

vezes, temos que m; € 2 e, por consequéncia,

id(m;) C2A,B, edai, (id(m;))*CAB Cp,
um absurdo, pois dessa forma terfamos que m;;; € p. Conclui-se que p é primo. O
Teorema 2.1.9. Para todo anel R, nil R € a interseccao dos ideais primos de R.

Demonstracao. Se p é um ideal primo de R, ele é, em particular, um ideal semiprimo. Pela
Proposicao [2.1.6} segue que nil R C p. Logo, nil R esta contido na interseccao de todos os
ideais primos.

Para mostrar a inclusdo inversa, tome um elemento a ¢ nil R. Pelo Lema[2.1.7] a pertence
a uma m-sequéncia M que é disjunta de nil R e pelo Lema existe um ideal primo p que
é disjunto desta sequéncia, donde segue que a ¢ p e, portanto, a ndo pertence a intersec¢ao
dos ideais primos de R. Segue dai o afirmado. n

A estrutura de anéis primos e semiprimos que satisfazem uma identidade polinomial sera
estudada com mais detalhes na Secao A caracterizagao alternativa do radical primo
dada pelo Teorema [2.1.9) sera usada na demonstracao do Teorema [3.4.3] que relaciona anéis
primos e anéis semiprimos através do produto subdireto.

O radical primo foi definido e estudado inicialmente por R. Baer, em [Bae43|. A exposi¢ao
acima ¢ particularmente notavel por independer da associatividade do anel R, de forma que
podemos também definir o ideal nil R em &lgebras nao-associativas.

Observe que f-rad R é um ideal semiprimo de R. De fato, para todo ideal 2 C R tal que
2% C (-rad R, vale que 2A? ¢ um ideal localmente nilpotente. Assim, se A = {ay,...,a,} C
2 e S é o subanel gerado por A, entao S? estd contido no subanel gerado por {aa; |
i,j =1,...,m} C 2A% que por sua vez ¢ nilpotente, pois 2? é localmente nilpotente. por
consequéncia, o subanel gerado por A é nilpotente. Segue dai que 2l é localmente nilpotente
e, portanto, A C /-rad R, donde segue que ¢-rad R é um ideal semiprimo. Aplicando a

Proposigao temos que

nil R C ¢-rad R. (2.1.10)

Essa inclusao é em geral estrita: Se k£ é um corpo, entao defina R como o anel dos polinémios
sobre indeterminadas ¢;, com 7 € Z, e com relagoes t; t;,t;;, = 0, para todos inteiros i1 <
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19 < i3 que formem uma progressao aritmética de razao 3. Assim, podemos definir um
automorfismo de R como k-algebra, dado por o(t;) = t;11, para todo ¢ € Z. Em |[Ram84], J.
Ram mostrou que o anel R[x; o] é um anel primo que contém um ideal localmente nilpotente
nao nulo e, em particular, nil(R[z; o]) € ¢-rad(R[x; o]).

Antes de prosseguir, vamos mostrar a seguinte caracterizacao alternativa de anéis semi-
primos:

Proposicao 2.1.11. Se R € um anel, sao equivalentes:
(1) R € semiprimo;

(2) nil R = 0;

(3) R nao tem ideais nilpotentes nao nulos.

Demonstragao. (1) = (2) Pela definigdo, R é semiprimo se, e somente se, 0 C R é um
ideal semiprimo. Pela Proposigao [2.1.6] segue que nil R = 0.

(2) = (1) Se A é um ideal de R tal que 2A* = 0, entao A? esta contido em nil R e,
portanto, estda contido em todos os ideais primos de R. Segue dai que 2 estd contido em
todos os ideais primos de R e, portanto, 2 C nil R = 0.

(3) = (1) E imediata.

(1) = (3) Suponha que exista um ideal  nilpotente nao nulo e tome um inteiro n > 2
minimal tal que A" = 0. Dai, (A" 1)? = A*"2 = ( e, como R ¢ semiprimo, segue que
2A"n~1 = 0, contrariando a minimalidade de n. Segue que R nao possui ideais nilpotentes nao
nulos. [

Corolario 2.1.12. Para todo anel R, nil(R/nil R) = 0.

Demonstracao. Basta observar que R/ nil R é semiprimo e aplicar a Proposigao 2.1.11} [

2.2 O radical de Jacobson em anéis com unidade

Definiremos inicialmente o radical de Jacobson para anéis com unidade e demonstraremos
algumas propriedades neste caso. A defini¢do no caso geral esta contida na Secao 2.4 Nesta
se¢ao, portanto, entenderemos o termo “anel” como um anel com unidade.

O radical de Jacobson foi definido e estudado inicialmente por Nathan Jacobson em
[Jac4bal e [Jacd5b|, ambos publicados em 1945.

Tome R um anel. Definimos o radical de Jacobson de R como a interseccao dos seus
ideais & esquerda maximais. Se R é nao nulo, entao R sempre admite ideais a esquerda
maximais (e, portanto, proprios), de forma que sempre temos rad R # R. Se R é o anel nulo,
entao definimos o radical de R como o ideal nulo.

A principio, existe uma nogao distinta do radical de Jacobson tomando os ideais & direita
maximais na definicao anterior. Provaremos logo mais adiante, no entanto, que as nogoes
sao as mesmas.
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Lema 2.2.1. Para todo y € R, sao equivalentes:

(1) y € rad R;

(2) 1 —zy tem um inverso a esquerda, para todo x € R;
(3) yM =0, para todo R-mddulo a esquerda simples.

Demonstracao. (1) = (2) Suponha que y € rad R e que existe € R tal que 1 — xy nao
possui um inverso a esquerda. por consequéncia, o ideal a esquerda R(1 — zy) é proprio e,
portanto, esta contido em algum ideal & esquerda maximal m C R. Como y € rad R, segue
que y € me, dai, 1 = zy + (1 — zy) € m, um absurdo.

(2) = (3) Seja M um R-moédulo simples e y € R satisfazendo (2). Suponha que ym # 0
para algum m € M. Como M é simples, temos que R(ym) = M e existe © € R tal que
x(ym) = m. Dessa forma, temos que (1 —zy)m = 0, e, como 1 — xy é inversivel a esquerda,
segue que m = (0, uma contradicao.

(3) = (1) Se m C R é um ideal a esquerda maximal, entdao M = R/m ¢ um R-moédulo
a esquerda simples. Dai, yM = 0, ou seja, yR C m. Em particular, y € m. Segue que
y € rad R. O

Podemos escrever a condigao (3) do Lemacomo: “y pertence ao anulador de qualquer
R-modulo a esquerda simples”. Além disso, no caso em que M é um R-moddulo & esquerda,
Anny, M é um ideal de R. Unindo isso ao fato de que uma intersecgao arbitraria de ideais de
R ainda é um ideal de R, temos deduzido o seguinte corolario:

Corolario 2.2.2. Para todo anel R, rad R = (,; Anny, M, onde a intersec¢ao percorre todos
0s R-maodulos a esquerda simples M. Em particular, seque que rad R € um ideal de R.

Usando o Corolario podemos adicionar uma condi¢ao ao Lema
Proposicao 2.2.3. Para todo y € R, sao equivalentes:
(1) y € rad R;
(2) 1 —xyz é um elemento inversivel para quaisquer x,z € R.

Demonstracao. Como (2’) = (2) = (1), é suficiente mostrar que (1) = (2’). Sejam z, z € R.
Como rad R é um ideal de R e y € rad R, temos que yz € rad R. Segue, pelo Lema [2.2.1} que
existe u € R tal que u(1 — xyz) = 1 ou equivalentemente, u = 1 + u(xyz). Em particular,
u ¢ inversivel a direita. Mas, como rad R é um ideal e yz € rad R, temos que xyz € rad R.
Logo, pelo LemaR.2.1 u = 1 + u(zyz) = 1 — (—u)(zyz) é inversivel & esquerda. Segue que
u ¢ inversivel e, portanto, u=! = 1 — zyz também o é. O

Por simetria, se definissemos o radical de Jacobson como a interseccao dos ideais a direita
maximais, poderiamos mostrar que esta defini¢do é equivalente a condic¢do (2’) da Proposi-
cao m Portanto, em um anel (com unidade), a intersec¢ao de todos os ideais a esquerda
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maximais é igual a intersecao de todos os ideais a direita maximais.

Mostraremos, a seguir, que o radical de Jacobson é igual ao radical definido por J.
Wedderburn no caso de éalgebras de dimensao finita. Para isso, lembremos que um anel R
é chamado de artiniano & esquerda (respectivamente, a direita) se toda cadeia descendente
de ideais a esquerda (respectivamente, & direita) estabiliza. Em particular, toda algebra de
dimensao finita € um anel artiniano a esquerda. Lembramos também que um anel é artiniano
a esquerda se, e somente se, toda colecao nao vazia de ideais a esquerda tem um elemento
minimal.

Proposicao 2.2.4. Se R € um anel, entao rad R € um ideal que contém todos os ideais
unilaterais nil (em particular, todos os ideais unilaterais nilpotentes). Se R é adicionalmente
artiniano a esquerda, entao rad R é um ideal nilpotente.

Demonstracao. Seja 2 um ideal a esquerda nil de R e y € 2. Entao, para qualquer x €
R, temos zy € 2A é nil. Dali, existe inteiro positivo n tal que (zy)® = 0 e, portanto,
(1+ (xy) + (zy)? + - + (xy)" (1 — zy) = (1 — (zy)") = 1, ou seja, 1 — zy é inversivel a
esquerda. Segue que y € rad R, para todo y € A, ou seja, A C rad R.

Mostremos agora que rad R é um ideal nilpotente. Faca J = rad R e observe que, como
R ¢ artiniano a esquerda, a cadeia descendente J D J? O ... estabiliza. Tome um inteiro
positivo n tal que J* = J*""! = ... = I e suponha que I seja nao nulo. Dai, segue que o
conjunto . = {A<. R | I-2A # 0} é ndo vazio, pois R € .#. Como R é artiniano a esquerda,
podemos tomar 24y € % minimal.

Tome a € Ay nao nulo. Entao I -a C 2y é um ideal a esquerda de R e

I(I-a)=1*a=1"a.

Assim, [ - a € ¥ e, pela minimalidade de 20y, %o = I - a. Mas, como a € 2, existe z € [
tal que a = za, ou seja, (1 —x)a = 0. Como = € rad R, 1 — = é inversivel a esquerda, e,
portanto, segue que a = 0, um absurdo. Segue que [ = J" = 0. O

Demonstraremos a seguir duas proposi¢oes que estudam como o radical de Jacobson se
comporta sob alguns homomorfismos. Ambas serao usadas na proxima secdo, para mostrar
que o radical de Jacobson do anel R ®; K ¢é o ideal (rad R) ®; K, onde k C K sao corpos
tais que K /k seja uma extensao finita e separavel e R é uma k-algebra.

Proposigao 2.2.5. Seja R um anel e 2 um ideal de R contido em rad R. Entao rad(R/2) =
(rad R) /L.

Demonstrag¢ao. Observe inicialmente que:

e Se A<, R é maximal, entdo A+ = A ou R. Dessa forma, temos que [, A = [, (A+0),
onde ambas as intersecgoes percorrem os ideais a esquerda de R que sao maximais;

e Os ideais maximais a esquerda de R/2l sao da forma A/, onde A <. R é maximal e
contém 2A. Além disso, se A<, R é maximal, entdo (A +2()/A = R/ ou é um ideal
a esquerda maximal de R/2(. Dessa forma, [,((A + 2A)/2) é igual a interseccao de
todos os ideais a esquerda de R/2l maximais.
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Dai, temos que:
(rad R) /A = (N4A)/A = (Na(A+A))/A = ﬂA((A +2)/2) = rad(R/2).

Segue, portanto, o resultado desejado. O

Proposicao 2.2.6. Se R é um anel e f : R — R € um automorfismo, entao f(y) € rad R,
para todo y € rad R. Em outras palavras, rad R € um ideal fixo por todos automorfismos de

R.

Demonstracao. Seja f um automorfismo, y € rad R e x € R qualquer. Entao, como f é
sobrejetora, existe ' € R tal que f(z') = z. Dessa forma, 1 — zf(y) = f(1 — 2'y). Como
y € rad R, 1 — 2’y é inversivel a esquerda e, portanto, 1 — xf(y) = f(1 — 2’y) também é.
Segue que f(y) € rad R, como desejado. O

Em alguns casos, é possivel usar a Proposicao para reduzir a demonstracao de
proposicoes sobre anéis para o caso particular em que os anéis tém radical de Jacobson
nulo, como feito nas demonstragoes do Teorema e do Teorema [4.4.9 Encerrando esta
pequena introducao, demonstremos o Lema de Nakayama, que descreve os ideais contidos
no radical de Jacobson de um anel por meio dos seus modulos.

Lema 2.2.7 (T. Nakayama). Se R € um anel e J C R € um ideal, entdo sio equivalentes:
(1) J CradR;
(2) Para todo R-mddulo a esquerda finitamente gerado M, se J - M = M, entao M = 0;

(3) Para todo R-mddulo a esquerda M e todo submddulo N C M tais que M/N seja finita-
mente gerado, se N + J - M = M, entao N = M.

Demonstracao. (1) = (2) Suponha que exista g M finitamente gerado tal que J - M = M,
mas M # 0. Como M ¢ finitamente gerado, pelo Lema de Zorn, existe M’ & M submoddulo
maximal. Dessa forma, M/M’ ¢ simples e, pelo Lema [2.2.1] vale que J - (M/M’') = 0. Em
outras palavras, temos que J - M C M’ ¢ M, um absurdo, pois J - M = M.

(2) = (3) Segue aplicando a condigao (2) ao R-mo6dulo finitamente gerado M/N.

(3) = (1) Suponha que exista y € J \ rad R. Segue que existe um ideal a esquerda
maximal m & R tal que y ¢ m e, por consequéncia, m+ J - R =m+ J = R. Além disso,
como R/m é um modulo simples, também é finitamente gerado. Pela aplica¢ao da condicao
(3), temos que m = R, um absurdo. O

2.3 Radical de Jacobson e extensao de escalares

Nesta secao manteremos a convencao de que anéis e algebras possuem unidade. O objetivo
desta segdo é mostrar que, se & C K sdo corpos tais que a extensdo K/k seja finita e
separavel, entao, para qualquer k-algebra R, o radical de Jacobson de R ®; K ¢é igual a
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(rad R) ®; K, onde R é identificado com o subanel R ® 1 C R ®; K. Este resultado sera
usado para estudar o radical de Jacobson do anel de polinomios diferenciais (Lema [2.5.1]).
Seguiremos a exposigao de [LamO01) p. 70-76]

Sejam S um anel e R C S um subanel de S. Estamos particularmente interessados em
relacoes de inclusao entre os conjuntos R Nrad S e rad R, que em geral nao ocorre, como
pode ser visto nos proximos exemplos.

Exemplo 2.3.1. Se R é um dominio local comutativo com ideal maximal m # 0, entao
rad R = m. No entanto, se S = R\ {0}, entdo R é subanel da localizagio S™'R, que ¢ um
corpo e, portanto, rad S~'R = 0.

Segue, neste caso, que rad R ¢ RNrad S™'R.

Exemplo 2.3.2. Se R=7Ze S =7\ 27, entao
S_IR:{@E@ ’ mEZenéimpar}
n
é um subanel tal querad S™'R = 2-S7!'R. Comorad R = 0, temos que rad R 2 RNrad S~'R.

A seguir, mostraremos uma condicao suficiente para que R Nrad.S C rad R.

Proposicao 2.3.3. Sejam S um anel e R C S um subanel de S. Se o R-mddulo rR €
somando direto do R-mddulo rS, entao RNrad S C rad R.

Demonstracdo. Seja T C R um ideal a esquerda tal que S = R®T. E suficiente provar que,
para todo y € RNrad .S, 1 —y é inversivel a direita em R. De fato, se isso for provado, entao,
para quaisquer y € RNradS e qualquer x € R, xy € RNradS e, portanto, 1 — zy serd
inversivel em S. Mas 1 — xy é inversivel & direita em R, logo, pela unicidade do elemento
inverso, teremos que 1 — xy é inversivel em R.

Como y € rad S, 1 — y é inversivel a esquerda em S. Ou seja, existem r € R et € T tais
que (1 —y)(r+1t) =1. Segue que

l=1-y)(r+t) =1 —y)r+ (1 —y)t.

Como 1,(1 —y)r € R, (1 —y)t € T ¢ a soma ¢ direta, segue que 1 = (1 — y)r, como
desejado. O]

Sejam R, S anéis e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis (lembre-se que pela nossa
convengao, nesta segao estes homomorfismos preservam a unidade). Também estamos inte-
ressados na relagao de inclusao ¢(rad R) C rad S. No caso em que ¢ é sobrejetor, temos que
¢(rad R) C rad S, pois, para todo z € rad R e todo f(y) € S, 1 — f(x)f(y) = f(1 — zy)
é inversivel pois 1 — xy o é. Seréd necessaria, no entanto, uma condicao alternativa sobre o
homomorfismo ¢.

Observe que S pode ser visto como um (R, R)-bimédulo através da estrutura r-s = ¢(r)s
e s-r = s¢(r), para quaisquer r € Re s € S.
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Proposicao 2.3.4. Tome R, S anéis, ¢ : R — S wm homomorfismo de anéis e considere S
como um R-mddulo a esquerda como acima. Se existirem x1,...,x, € S que comutam com
os elementos de ¢(R) e sao tais que

S=R-x14+ -+ R-z,,
entao ¢p(rad R) C rad S.

Demonstracao. Observe inicialmente que, se M é um S-moédulo, entao M tem estrutura
de R-moédulo através de ¢. Em outras palavras, gkM é um R-moédulo com a estrutura
r-m = ¢(r)m.

Fixe J = rad R. Para provar que ¢(J) C rad S é suficiente mostrar que, para todo
S-modulo simples M, vale que J - M = 0 (Lema . Para tal, usaremos o Lema de
Nakayama (Lema . Tome ¢M um S-modulo simples e tome m € M nao nulo. Dessa
forma, M = Sm e

M=Sm=(R-z1+--+R-z,)ym=R-zym+...R-x,m.

Concluimos que g M é um R-moédulo finitamente gerado.
O conjunto J - M é um S-submoédulo de M, pois, para qualquer j =1,... n:

2i(J - M) = 2;6(J)M = ¢(J)ax;M = J - (x;M) C J - M.

Como M é nao nulo, pelo Lema de Nakayama, vale que J - M & M e como M é simples,
temos que J - M = 0, como desejado. O

Através das proximas proposicoes, vamos estudar o radical de Jacobson da extensao de
escalares.

Lema 2.3.5. Seja k um corpo e K/k uma extensao de k. Entao, para toda k-dlgebra R,
temos que R Nrad(R ®x L) C rad R. Se, adicionalmente, K/k for uma extensao finita ou
dimy R < 00, entdo R Nrad(R ®; K) = rad R.

Demonstragao. Tome {e;};e; uma base de K como k-espago vetorial com, digamos, e;, = 1,
para algum ¢y € I. Lembremos que R ®; K tem uma estrutura de R-moédulo a esquerda
dada por

r-(r®e)=rr'® z, para quaisquer r,7’ € R e qualquer z € K.

Como identificamos R ¢ R ® 1, temos que R = R(1 ® 1) e podemos decompor g(R @, K)
como a seguinte soma direta:

RerK=RePR(1oe). (2.3.6)
i#ig

Pela Proposicao [2.3.3] temos que R Nrad(R ®; K) C rad R.
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Se dimy, R < oo, entdo R é artiniano a esquerda e, pela Proposi¢ao[2.2.4] segue que rad R
¢é um ideal nilpotente de R. Logo, (rad R)® K é um ideal nilpotente de R®y K e, novamente
pela Proposigao 2.2.4] (rad R) ®; K C rad(R ® K). Assim,

rad R C RN ((rad R) ® K) € RNrad(R @ K),

obtendo a inclusao reversa.

Suponha agora que [K : k] = n < co. Nesse caso, a soma direta em @ é finita e, para
cada i € I, 1 ® e; comuta com os elementos de R = R ® 1. Pela Proposigao [2.3.4 (usando ¢
como a inclusdo de R em R ®j K), segue que rad R C RNrad(R ®; K). O

Para a proxima demonstragao iremos assumir alguns conceitos da Teoria de Galois. Os
conceitos e teoremas assumidos podem ser encontrados em [Lan02, [Cox04].

Lema 2.3.7. Seja k um corpo, R uma k-dlgebra e K/k uma extensao separdvel e algébrica.
Serad R = 0, entdao rad(R ®; K) = 0.

Demonstracao. Podemos reduzir a demonstragao para o caso em que a extensao é finita.
De fato, suponha que este caso esteja demonstrado e tome R, k, K como no enunciado. Se
x € rad(R ®; K), entao existe um corpo L tal que k C L C K, x € R®y L e L/k é finita.
Para simplificar a notagao, vamos identificar as k-algebras isomorfas L ®; K e K, de forma
que

Ry K=R&, (Lo, K)= (R, L)@ K

e, por consequéncia,
rerad((R®y L) ®p K).

Aplicando o Lema para a L-algebra R ®; L e a extensdao K/L, temos que
r € (R, L)Nrad((R®y, L) ®;, K) Crad(R ® L).

Assumindo que o lema vale para o caso de extensoes finitas e lembrando que L/k ¢é finita,
segue que rad(R ®; L) = 0 e que = = 0. Portanto, rad(R ®; K) = 0.

Assumiremos, assim, que K /k é um extensao finita.

Seja E o fecho normal do corpo K sobre k, ou seja, o menor corpo que contém K e tal
que E/k é normal. [Cox04, p. 156, Ex. 6,7]. Dai, F/k ¢ uma extensao de Galois finita e,
aplicando como anteriormente o Lema a K-algebra R ®; K e & extensao finita E/K,
temos que

rad(R®, K) = (R, K)Nrad((R®, K) @k E) Crad((R®k K) @k E) =rad(R ®y E).

E suficiente, portanto, mostrar que rad(R ®; E) = 0. Seja {e1,...,e,} uma k-base de F
e seja G o grupo de Galois de E/k. Podemos estender a a¢do de G em K para rad(R @y F)
identificando g € G com o automorfismo de anéis [dp ®g: R®, EF — R®y; E.

Para todox =), 1, ®e; € rad(R®y, E), para todo g € Getodo j=1,...,n,

g(zej) =g (Z r; ® eiej) = Zri ® g(eie;) (2.3.8)

=1 i=1
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Como o radical de Jacobson é um ideal invariante sob automorfismos, ze; € rad(R ®; E) e
g é um automorfismo, temos que g(ze;) € rad(R ®j, E).
Lembre que a fungao trago de E/k é

tr: B —k
e Y gle)

Somando (2.3.8)) para todo g € G, temos que

Zg(xej) = Z (ri ® Z g(eiej)) = Z i @ tr(ee;)

geG i=1 geG i=1

= Zri tr(ee;) ® 1
i=1

e, portanto, tal elemento pertence & R Nrad(R ®; E). Pelo Lema [2.3.5]
RNrad(R®, E) Crad R=0

e segue dai que Y r; tr(e;e;) = 0, para todo j = 1,...,n. Alternativamente, em forma
matricial,
tr(ere;)  tr(ejen) tr(eren)
) tr(e'2€1> tr(€'2€2) tr(fzen) _ (0 - 0) (2.3.9)
tr(énel) tr(én62) . tr(énen)

Como FE/k é separavel, a forma bilinear

(z,y) = tr(zy)
é nao-degenerada (|[Lan02l p. 286]). Equivalentemente, a matriz (tr(e;e;)) é inversivel. Segue
de (2.3.9) que r; = --- =1, =0, e, portanto, z = 0. O
Podemos finalmente demonstrar o resultado almejado.

Teorema 2.3.10. Seja R uma k-dlgebra e K/k uma extensao finita e separdvel. Entao

Demonstragao. Pelo Lema [2.3.5] (rad R) ®; K C rad(R ®; K). Além disso, observe que
(Rey K)/((rad R) @ K) ~ (R/rad R) ®j, K.

Considere a k-algebra S = R/rad R. Sabemos que rad S = 0. Aplicando o Lema
2.3.7 para S e a extensdo K/k, temos que o radical de (S ®; K) é nulo e, portanto, o
radical de (R ®; K)/((rad R) ®; K) também é nulo. Mas pela Proposi¢ao segue que
rad(R ®y K) 2 (rad R) ®; K. Logo, rad(R ®; K) = (rad R) ® K. O

O Teorema [2.3.10| foi adaptado da versao mais geral contida em [LamO01, (5.17), p. 76],
onde a condi¢do de que K/k é finita é substituida pela condi¢do de que K/k ¢é algébrica.
Esta versao mais abrangente foi demonstrada inicialmente por S. A. Amitsur, em [Ami58|.
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2.4 Radical de Jacobson em anéis arbitrarios

Nesta se¢ao, veremos a extensao do conceito de radical de Jacobson em anéis possivelmente
sem unidade. Comecemos com algumas defini¢oes preliminares.

Definicao 2.4.1. Sex € Re S C R, entao

e dizemos que x é quasi-reqular a esquerdaﬂ em R (respectivamente, a direita) se existir
y € Rtal que x4+y—yx = 0 (respectivamente, x+y—zy = 0). Se z for simultaneamente
quasi-regular & esquerda e a direita, dizemos que x é quasi-reqular;

e dizemos que S é quasi-reqular & esquerda em R (respectivamente, a direita) se todo
elemento de S for quasi-regular a esquerda (a direita). Se S for simultaneamente
quasi-regular & esquerda e a direita, dizemos que S é quasi-reqular.

Exemplo 2.4.2. Se a,b € R e ab é quasi-regular & esquerda, entao ba também é. De fato,
seja u € R tal que ab + u — uab = 0. Definindo v = b(ua — a), temos que

ba + v — vba = ba + b(ua — a) — b(ua — a)ba
= bua + b(a — ua)ba
= b(u + ab — uab)a = 0.

Exemplo 2.4.3. Se a ¢é nilpotente entao a é quasi-regular. De fato, se n é um inteiro positivo
tal que a” = 0, entao fazendo * = —(a + a®> + - -- + a™ 1), temos que

at+z—ra=a+z+(a*+a®+--+a")
=z+(a+a®+---+a"" +a")
=z+ (—z)+ad"=a"=0.

Como claramente a + x — ax = a + x — za, vale o resultado. Segue também que, se S C R é
um conjunto nil, entao S é quasi-regular.

Exemplo 2.4.4. Seja 2l C R um ideal & esquerda. Se 2| é quasi-regular a esquerda, entao ele
¢é quasi-regular. De fato, seja a € A e tome b € A tal que a+b—ba =0. Dai, b=ba—a €
e, portanto, existe a’ € R tal que @’ + b — a’b = 0. Mas

a=d+(a+b—>ba)—d(a+b—ba)
=(d+b—adb)+a—(d+b—db)a=a.

E, portanto, segue que a + b — ab = 0.

2Quando nao houver risco de confusio, vamos omitir a mencao ao anel e nos referir a elementos e conjuntos
quasi-regulares a esquerda/direita, simplesmente.
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O segredo da “mégica” do Exemplo é revelado com a seguinte notagao: Defina, para
quaisquer a,b € R o elemento aob = a + b — ab. Dai, o : R x R — R é uma operagao
associativa cujo elemento neutro é 0 € R. Nesta notacao, o desenvolvimento no exemplo é
exXpresso como:

a=do0=do(boa)=(adob)oa=00a=a.

Além disso, temos que

e um elemento a € R é quasi-regular se, e somente se, existe b € R tal que aob =10, ou
em outras palavras, a é inversivel em relacao a o;

e um ideal & esquerda 2 C R é quasi-regular se, e somente se, (2, 0) é um grupo. Clara-
mente se (2, 0) é um grupo, entao todo elemento de 2 é quasi-regular. Reciprocamente,
se 2 é quasi-regular, entao, para todo a € 2, existe b € R tal que a +b —ab = 0 e,
portanto, b = ab — a € A, donde segue que a é inversivel em (2, o).

Exemplo 2.4.5. Se R é um anel com unidade, entao o elemento a € R é quasi-regular a
esquerda (respectivamente, a direita) se, e somente se, 1 — a é inversivel a esquerda. De fato,
sebe Rétalquea+b—ba =boa=0,entdo (1 —0)(1 —a)=1—(b+a—ba) = 1.
Reciprocamente, se u € R ¢ tal que u(1 — a) = 1, entao

(l1-—woa=1l-u+a—(1-ua=1-(u—wua)=0.

A defini¢ao do radical de Jacobson da Segao nao pode ser diretamente estendida para
anéis sem unidade, uma vez que nao é garantida nestes a existéncia de ideais a esquerda
maximais. Tampouco podemos defini-lo como o conjunto dos elementos y € R tais que
1 — zy é inversivel a esquerda em R para todo x € R. Por outro lado, em vista do Exemplo
[2.4.5] se R possui unidade, o radical de Jacobson de R ¢ o conjunto dos elementos y € R tais
que Ry é quasi-regular & esquerda. Mostraremos a seguir que esta é uma boa propriedade
para generalizar a defini¢ao da Segao [2.2

Definicao 2.4.6. Se R é um anel, entao definimos o radical de Jacobson como

rad R ={y € R | (Ry, o) ¢ grupo}
={y € R | Ry é quasi-regular} (={y € R|yR é quasi-regular})
= {y € R | zy é quasi-regular & esquerda, para todo = € R}.

Assim como no caso de anéis com unidade, rad R é um ideal de R. De fato, sejam
a,b € rad R. Para mostrar que a + b € rad R devemos mostrar que, para qualquer r € R,
r(a + b) é um elemento quasi-regular & esquerda. Como a,b € rad R, temos que ra € Ra é
um elemento quasi-regular. Podemos, portanto, tomar u € R tal que uwora =0 e, uma vez
que (r —ur)b € Rb é quasi-regular, podemos tomar v € R tal que v o ((r — ur)b) = 0. Dessa
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forma, temos que (vowu) € R é tal que:

(vou)o(r(a+b)) =vo(uo(r(a+b)))

u—}—r(a—l—b) —ur(a+0b))
u+ra—ura)+ (r —ur)b)

E, portanto, segue que a + b € rad R.

E imediato da definicdo que, se 7 € R e a € rad R, entdo ra € rad R. Além disso, (7s)a
é quasi-regular a esquerda, para todo s € R, e, portanto, s(ar) também é quasi-regular a
esquerda (Exemplo , para todo s € R. Segue que ar € rad R.

Também temos que rad R ¢ um ideal quasi-regular de R. De fato, se a € rad R, entao
a’ € Ra é quasi-regular e, portanto, existe b € R tal que bo a? = 0. Mas dai, temos que
(bo(—a))oa="bo(—aoa)=>boa?=0, donde segue que a é quasi-regular a esquerda.

Além disso, se 2 C R é um ideal a esquerda quasi-regular e a € 2, entao, para todo
r € R, ra € 2 e, portanto, ra ¢ um elemento quasi-regular a esquerda. Segue que se a € 2,
entao a € rad R. O mesmo vale para se 2 fosse um ideal a direita quasi-regular. Em outras
palavras, rad R contém todos ideais & esquerda (& direita) quasi-regulares. O desenvolvido
nos paragrafos anteriores pode ser resumido na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.4.7. Se R é um anel, entdao rad R € um ideal de R quasi-reqular que contém
todos os tdeais unilaterais quasi-requlares de R. Em particular, R contém todos os ideais
unilaterais nil de R e

Nil R C rad R. (2.4.8)

Facamos algumas observagoes. A inclusao é, em geral, estrita. Se R é um dominio
local comutativo com ideal maximal nao nulo (por exemplo, o anel das poténcias formais
R[[z]], ver Defini¢ao [3.4.9), entdo R tem apenas um ideal maximal, que é o radical de
Jacobson, enquanto Nil R = 0.

Se f: R — S é um homomorfismo sobrejetor de anéis, entao f(rad R) C radS. De fato,
se y € rad R, entdo, para todo s € S, existe x € R tal que f(z) = s e existe u € R tal que
woxy = 0. Dal,

fu)o(sfy)) = flu) + f(2)f(y) — f(u)f(2)f(y) = f(u+ 2y —uzy) = f(0) = 0.

Assim, f(y) € rad S.

Por fim, se R é um anel nil, entdo, pela Proposigao [2.4.7, R = rad R. De maneira geral,
se R ¢ um anel tal que R = rad R, entao dizemos que R é um anel radical sequndo Jacobson
ou, simplesmente, anel radical. Outros exemplos importantes de anéis radicais sao os anéis
localmente nilpotentes. Também damos um nome especial aos anéis com radical de Jacobson
nulo: sao os chamados anéis semiprimitivos.
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Provaremos agora outra caracterizagao do radical de Jacobson. Dizemos que um ideal a
esquerda I & R é modular se existe um elemento e € R tal que, para todor € R, r—re e [
ou, em outras palavras, r = re (mod I).

Proposicao 2.4.9. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(1) Todo ideal a esquerda modular estd contido num ideal & esquerda modular mazximal;

(2) O radical de Jacobson de um anel é a interseccao de seus ideais a esquerda modulares
mazximais (considerando a interseccao de uma familia vazia como o anel inteiro).

Demonstragao. Para provar (1), tome um ideal & esquerda modular I & R e considere a
familia # = {A <. R | I C A & R}. A familia .% é ndo vazia e é tal que toda cadeia
ascendente de seus elementos tem um limitante superior. E facil ver isto, uma vez que um
ideal & esquerda I’ é tal que I’ # R se, e somente se, e ¢ I’ onde e € I é tal que r = re
(mod ). Segue que (%, C) satisfaz as hipoteses do Lema de Zorn e existe m € .% maximal
em .. Se M ¢é um ideal & esquerda modular tal que m C M ¢ R, entao ele contém I e,
portanto, pertence a familia .%. Mas como m é maximal em % segue que M = m, ou seja,
m ¢ modular maximal e contém 1.

Provemos agora (2). Seja J a intersecgao de todos os ideais a esquerda modulares maxi-
mais e tome e € R um elemento que nao é quasi-regular a esquerda. Segue que o conjunto
{r —re| r € R} é um ideal a esquerda modular que nao contém o elemento e. Por (1),
existe um ideal modular maximal m & R que contém tal conjunto e temos que e ¢ m, pois,
caso contrario, para todo r € R, r = (r — re) + re € m, um absurdo. Conclui-se que e ¢ m
e, portanto, e ¢ J. Segue que J é um ideal & esquerda contido no conjunto dos elementos
quasi-regulares & esquerda de R.

Se y € J, entao, para todo z € R, xy € J, pois J é ideal & esquerda e, pelo paragrafo
anterior, xy é quasi-regular a esquerda. Segue que y € rad R e, por consequéncia, J € rad R.

Suponha agora que J & rad R. Segue que rad R ¢ J e, em particular, m 4+ rad R ¢ um
ideal modular que contém propriamente m e, por consequéncia, m+rad R = R. Tome e € R
tal que r — re € m, para todo r € R. Em particular, e — > € m. Além disso, existem a € m
e b € rad R tais que e = a + b ou, alternativamente, e — b = a € m. por consequéncia,
e—eb=(e—0b)+ (b—be) € m. Mas, como rad R é quasi-regular e b € rad R, temos que
existe ¥ € Rtal que b+b —bb=0¢e

e=e—(b+b —bbe=(e—be)—(e—be) €m,
um absurdo. Logo, rad R = J. O

A Proposicao mostra uma generalizagao da caracterizagao do radical de Jacobson
dada como interseccao dos ideais a esquerda maximais. De fato, em um anel com unidade
todo ideal é modular e, portanto, o conjunto dos ideais a esquerda modulares maximais é
igual ao conjunto dos ideais & esquerda maximais. Como consequéncia, temos o seguinte
resultado:

Proposicao 2.4.10. Para todo anel R vale que
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(1) rad(R/rad R) = 0;
(2) se I € um ideal de R entao, considerando I como um anel, rad I = I Nrad R.

Demonstragao. (1) Seja m C R um ideal & esquerda modular que contém rad R. Segue que
o conjunto m/rad R <. R/rad R é modular. De fato, se e € R é tal que r — re € m, para
todo r € R, entao, para todo r € R,

(r+radR) — (r+rad R)(e + rad R) = (r — re) + rad R € m/rad R.

Além disso, supondo adicionalmente que m é modular maximal, entao é facil ver que m/rad R
também é modular maximal. Logo, se y+rad R € rad(R/rad R), entdo y € m, para todo m<,
R modular maximal que contém rad R, ou seja, y € rad R. Conclui-se que rad(R/rad R) = 0.

(2) Em vista da Proposigao , para provar que I Nrad R C rad I, é suficiente mostrar
que I Nrad R é um ideal quasi-regular de I. Se a € I Nrad R, entao existe b € R tal que
a+b—ba=0. Mas b=ba—a € I e segue que a é quasi-regular em /. Para provar a inclusao
inversa, tome a € rad I, observe que (Ra)? C Ia C radI. Assim, temos que (Ra)? é um
ideal & esquerda quasi-regular e (Ra)? C rad R. Segue que o conjunto (Ra+rad R)/rad R C
R/rad R é tal que ((Ra + rad R)/rad R)*> = 0, ou seja, (Ra + rad R)/rad R é um conjunto
nilpotente e, em particular, é nil. Pela Proposicao segue que (Ra +rad R)/rad R C
rad(R/rad R) = 0, donde segue que Ra C rad R. Em particular, Ra é quasi-regular e temos
que a € rad R, donde segue que a € I Nrad R. O

A Proposigao nos permite concluir que, se R é um anel e I é um ideal contido no
radical de Jacobson de R, entao rad [ = I.

2.5 O radical de Jacobson de anéis de polindmios dife-
renciais

O objetivo desta se¢ao é provar que o radical de Jacobson do anel R[x;d] é o anel Nlz;d],
onde N é um ideal do anel R fixo pela derivagao §. Seguiremos a exposi¢ao de [FKMS&3].
Fixe um anel R, um primo positivo p € Z e defina o ideal R, = {r € R | pr = 0}. Se
0 : R — R é uma derivagao, entdo, para qualquer r € R, pd(r) = 6(pr) = §(0) = 0, ou seja,
d(R,) C R,. Podemos, portanto, considerar que ¢ ¢ uma derivagdo de R, quando restrita a
esse ideal e, dessa forma, R,[z;d] é um ideal de R[z;d]. Pelo item (2) da Proposi¢ao

rad(Ry[z; 6]) = rad(R[z;d]) N Ry[x; d].

Considere o grupo abeliano R = R, ® Z, e a multiplicacao (a,m)(b,n) = (ab + na +
mb, mn), para quaisquer (a,m), (b,n) € Rf Com tal multiplicagio, R¥ é uma Z,-algebra
com unidade (0,1) e que contém R, como ideal. Estenderemos a derivagdo § para 0 : R# —
R¥ dada por d(a,m) = (6(a),0), para qualquer (a,m) € R¥. Dessa forma, 0 : R¥ — R#
amda ¢ uma derivacao. Assim, podemos construir o anel R#p[x ] que contém R [x ] como
ideal.
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Vamos agora estudar o radical de Jacobson de R [z;d]. Seja f(x) € rad(R¥[z;d]). Como
grupo aditivo, R¥[x;0] = Ry[x; 0] & Z[x; 6] e, dai, existem fi(z) € Ry[z;d] e fo(x) € Zp|z; 0]
tais que f(z) = fi(z) 4+ fo(z). Como R¥|[x;6] tem unidade, f(z) € rad(R¥[x;d]) se, e
somente se, para todo g(x) € R¥[x;0], 1 — g(x) f(x) é inversivel a esquerda. Em particular,
para todo g(z) € Zy[x;d], temos que:

L—g(@)f(z) =1 —g(x)(filx) + fol2) = = g(x) /r(x) + (1 — g(x) fo(x)) .

ERp[x;0] €Ly [x;0]

Analisando a multiplicacao de ij [z; 0], temos que, se 1 —g(x) f(z) é inversivel a esquerda em
R¥[x; 0], entao 1 — g(x) fo(x) € inversivel a esquerda em Z,[x; ], para todo g(z) € Zy[z;d],
e segue que fo(x) € rad(Z,[x;0]). No entanto, com esta derivagao, Z,[x; 0] = Z,[x] e como
rad(Z,[z]) = 0, segue que fo(x) = 0. Conclui-se que rad(R¥ [z;0]) C Ry[x;4].

Usando o item (2) da Proposigao [2.4.10, temos que

rad(R,[z; 8]) = rad(R¥[x;6]) N Ry[x; 8] = rad(RY [z; d]).

Defina o conjunto S = R Nrad(R[z;d]) e, para todo inteiro n > 2, fixe k, uma extensao

de Z, com g = p" elementos. Estamos finalmente em condicoes de provar duas proposicoes
de M. Ferrero, K. Kishimoto e K. Motose.

Lema 2.5.1 (JFKMS83|). Seja R um anel e 6 : R — R uma derivagdo de R. Se S =0, entdo
rad(R[z;d]) = 0.

Demonstracao. Suponha que o lema seja valido para anéis com unidade e tome A um anel
sem unidade. Dai, podemos construir a seguinte multiplicacdo no grupo aditivo A* = A Z:

(a,m)(b,n) = (ab+ na + mb, mn), para quaisquer a,b € A,m,n € Z

Com essa multiplicacdo, A# é um anel com unidade que contém A como ideal. Se §: A — A
¢ uma derivacao, podemos estender § para uma derivacao de § : A#* — A# de forma que,
como anteriormente, rad A%[z; §] = rad A[z;d]. Dai, se A Nrad(A[z;d]) = 0, entdo

A% Nrad(A%[z;0]) = A% Nrad(A[z;6]) € ANrad(Afz;0]) = 0.

Segue que A* ¢ um anel com unidade satisfazendo as hipoéteses do lema e, portanto, segue
que rad(A[z; §]) = rad(A#[z;d]) =

Assim, iremos assumir daqui em diante que R é um anel com unidade.

Suponha, por absurdo, que S = 0 e rad(R[z;d]) # 0 e tome f(z) € rad(R[z;d]) nao
nulo com grau minimal, digamos, n. Como R tem unidade, podemos considerar o polin6mio
f(xz + 1), que também pertence ao radical uma vez que, a fungao

Rlz; ] — R[x;0]
f(@) = flz+1)
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¢ um homomorfismo sobrejetor. Mas dai, se f(z) = >, a;a", entéo

flz+1)= zn:ai(x +1)" = zn:ai (Z (;) xj>

i=0 i=0 7=0

(00 (501

i=j
Em particular, conclui-se que f(x 4+ 1) tem o mesmo coeficiente lider que f(z). Assim,
f(x) = f(x + 1) € rad(R]z;¢]) é um polinémio de grau menor do que n, donde segue que

f(z) = f(z +1). Desta relagao, temos que
3 () o =
J

Zn:%‘fj:i(

7=0 7=0 =]
/i
a; = Ca; 2.5.2
; ;(j) 252

Em particular, fazendo j =n — 1 em (2.5.2)), temos que
n—1 n
Ap_1 = Ap—1 + Ay = Qp—1 + na, = na, = 0.
(n — 1) (n — 1)

Segue dai, que existe um primo positivo p € Z tal que pa,, = 0. Ainda pela minimalidade do
grau de f(z), temos que pf(x) = 0, donde segue que

f(z) € Ry[z; 0] Nrad(Rx; 0]) = rad(Ry[z; d]) = rad(Rf[x; J]).

Considere ¢ = p" e defina o anel R, = Rf ®z, k, e a derivagao 0, : R, — R, definida
por 6,(a ® v) = d(a) ® v, para todo a ® v € R,. Dai, R,[x;0,] ~ R¥[x;0] ®z, kq €, como a
extensao k,/Z, é finita e separavel, pelo Teorema [2.3.10} vale que:

rad(R# [ 0]) ®z, kq = rad(R.[z;0.]).

Seja fo(x) = Y1 bz’ um polinémio de grau minimal pertencente a rad(R.[z;d,]). Dal,

como n < p" = q, podemos tomar n elementos nao nulos e distintos dois a dois vy,...,v, €
F,. Pelo mesmo argumento usado anteriormente, temos que f.(z) = f.(x + v;), para todo
j =1,...,n. Em particular, fazendo x = 0 e lembrando que vq,...,v, # 0, temos que
Sor bivj 7t =0 para todo j =1,...,n, ou, em forma matricial:

1 1 o 1

U1 V2 Ce v

(br by -+ by)| . “l=0 0 - 0.
ol gl et
n
—A



Observe que o determinante det A é o determinante de Vandermonde, e portanto,

det A = H (v; — vj).

1<i<j<n
Como os elementos vy, ...,v, sao distintos, segue que det A # 0. donde concluimos que
by = --- = b, = 0, um absurdo, pois dessa forma, teriamos que f(z) € R Nrad(R[z;d]) =
S=0. m

Teorema 2.5.3 ([FKMS83|). Para todo anel R e toda derivagdo 6 : R — R, rad(R|x;d]) =
Slx; 6], onde S = RNrad(R[z;d]) € tal que 6(S) C S.

Demonstragcao. Observe que S é um ideal de R fixo por § pois, para todo r € S, rx,zr €
rad(S[z;d]) e dai, 6(r) = zr — rx € rad(S[z;d]). Assim, podemos definir sobre o anel
R = R/S a derivagdo 0 definida por 6(r + S) = 6(r) + S, para todo r € R. A projecio de
R em R nos permite definir o homomorfismo sobrejetor 7 : R[x; 6] — R[x; 6] que estende a
projecao. Dai, temos que ker m = S[z; 0] e pelo Teorema do Homomorfismo

R[x;6]/S[z; 8] = R[z; 0]/ ker m ~ R[x; ).
Como Slz;d] C rad(R[x;d]), temos que

rad(R[x;0]) ~ rad(R[z;]/S|x; d]) = rad(R[z;d])/S|x; ). (2.5.4)

Faca S = RNrad(R[z;6]) e tome y € R tal que y + S € S. Segue que, para todo r € R,
existe t € R tal que (t+S)o(ry+S5) = (tory)+S =0+ S. Por outro lado, como o radical
de Jacobson é um ideal quasi-regular, t o ry € S é um elemento quasi-regular a esquerda e,
portanto, ry é quasi-regular a esquerda. Conclui-se que y € rad R[z; 0] e que y € S, ou seja,

y+S =0+S. Logo, S = 0. Pelo Lema , temos que rad(R[z;6]) = 0 e por (2.5.4),
rad(R[x; d]) = S|x; d]. O

2.6 Relacoes entre radicais
Lembremos das defini¢oes dos radicais deste capitulo:
nil R = ﬂ{%l AR |2 & um ideal primo}
l-rad R = Z{Ql 4 R | 2 é um ideal localmente nilpotente}

NilR = {2A<R |2 éum ideal nil}
rad R ={y € R | (Ry,o) é um grupo}

Unindo (2.1.5), (2.1.10) e (2.4.8)), temos que:

nil R C f-rad R C Nil R C rad R.
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Como demonstrado anteriormente, estas inclusoes sao, em geral, estritas.

Quando R. Baer, J. Levitzki, G. Kothe e N. Jacobson desenvolveram as defini¢oes destes
radicais, tinham em mente que todos eles gozassem de algumas propriedades comuns. Uma
delas é que, no caso em que R é um anel com unidade e artiniano a esquerda, cada um deles
é igual ao ideal nilpotente maximal de R.

De fato, suponha que R seja um anel com unidade e artiniano a esquerda. Pela Proposicao
2.2.4] rad R ¢é o ideal nilpotente maximal de R e, portanto, o ideal (rad R + nil R)/nil R C
R/ nil R também ¢ um ideal nilpotente. Mas pela Proposi¢ao , R/ nil R nao tem ideais
nilpotentes nao nulos, donde segue que rad R C nil R. Segue que nil R = f-rad R = Nil R =
rad R é o ideal nilpotente maximal de R.

Outra propriedade desejada na definigao destes radicais é a mostrada na préxima pro-
posigao. Tal propriedade pode ser interpretada como uma versdo mais fraca do item (1)
do Teorema Principal de Wedderburn (Teorema . Considere nil, ¢-rad, Nil e rad como
operadores na classe dos anéis que associam cada anel R ao anel nil R, /-rad R, Nil R e rad R,
respectivamente.

Proposicao 2.6.1. Se R € um anel e y € {nil, l-rad, Nil, rad}, entio v(R/v(R)) = 0.

Demonstracao. Os casos onde v = nil e 7 = rad foram demonstrados na Proposigao e
na Proposi¢ao , respectivamente. A demonstragao do caso v = Nil é trivial: Se 20/ Nil R
é um ideal nil de R/ Nil R, para todo a € 2, (a+Nil R)" = 0, para algum inteiro positivo n e,
portanto, a™ € Nil R, donde segue que a é nilpotente. Por consequéncia, Nil(R/Nil R) = 0.
A demonstragao do caso v = f-rad é analoga. O]

De maneira independente, S. A. Amitsur e A. G. Kurosh descobriram entre 1952 e 1954
que os chamados radicais concretos tem algumas propriedades em comum e a partir delas
formularam uma teoria axiomética para radicais [GW04al, Chapter 2|. Para mais detalhes
sobre a teoria geral dos radicais e suas aplicagoes, consultar [GW04a).

28



Capitulo 3

Teoria de anéis Pl

3.1 Identidades polinomiais

O conceito de identidade polinomial foi introduzido por M. Dehn em um artigo [Deh22]
publicado em 1922. Tal artigo trata de um problema de fundamentos de geometria [mcd74,
p. 1] e sua conexdo com a existéncia de identidades racionaifl| ndo universais satisfeitas em
anéis de divisao, ou seja, identidades racionais que nao sao satisfeitas em qualquer anel de
divisao. Como exemplos de identidades racionais universais, temos

1

ety = (ya)

(' + @yt =2 ) =2 —2yr (identidade de Hua)

Ciente das dificuldades da teoria de identidades racionais, M. Dehn concentrou seu artigo
em identidades polinomiais. Para definir uma identidade polinomial, vamos introduzir o
conceito de algebra livre.

Sejam A um anel comutativo com unidade e X um conjunto nao vazio de indeterminadas.
Definimos a A-dlgebra (associativa) livre sobre X, denotada por A(X), como o A-moédulo
livre com base formada pela unidade 1 € A e as expressoes

T1%o...T,, onden éum inteiro positivo e x1,...,x, € X,

dotado da multiplicacao definida por

/

(1. c.xp)(@) . al) =21 w2

m

e estendida por linearidade. No caso em que A = Z, o anel Z(X) é chamado de anel livre
sobre X.

'Uma definicao precisa de identidades racionais foi desenvolvida muito tempo depois, por S. A. Amitsur,
em 1966. Em poucas palavras, uma identidade racional é uma identidade que envolve inversos multiplicativos.
Para mais detalhes, ver [RowS8§|.
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De agora em diante, fixaremos X um conjunto infinito enumeravel de indeterminadas.

Como no caso de polindmios, é essencial definir o grau de um elemento de A(X). Vamos
inicialmente definir o grau deg e o i-grau deg;, onde ¢ ¢ um inteiro positivo, para os casos
mais simples:

e degx; =1 e deg; x; = ¢;;, para qualquer j =1,2,...;
e dega =deg;a =0, se a € A é nao nulo;
e deg(0 =deg, 0 = —o0;

Em seguida, se f,g € A(X) sdo como acima, entdo definimos deg fg = deg f + degg e
deg, fg = deg, f + deg; g. Dessa forma, temos definido o grau dos monoémios.

Por fim, se f = ajuy + -+ + apu, € A(X), onde uy,...,u, € A(X) sdo mondmios
distintos e agy, ..., a,, € R sao nao nulos, definimos

deg f = max{deguy,...,degu,} e deg, f=max{deg; uy,...,deg u,}
Exemplo 3.1.1. Se f = z?xox; — x173, entdao deg f = 4, deg; f = 3 e deg, f = deg; f = 1.

Exemplo 3.1.2. Se f,g € A(X), entao deg fg = deg f+deg g e deg(f+g) < max{deg f,degg}.
Estas igualdades ainda sao validas se substituirmos “deg” por “deg,”.

Dizemos que f € A(X) é monico se f tiver um mondémio de grau maximo acompanhado
do coeficiente 1 € A.
Para todo f = f(z1,...,z,) € A(X) e toda A-dlgebra R, podemos definir uma fungao

f: R™ — R que associa cada n-upla ordenada (aj,...,a,) € R™ ao valor f(ai,...,a,) €
R, obtido substituindo em f(xy,...,z,) cada variavel x; por a;, i = 1,... n.

Se R é uma A-algebra e f = f(x1,...,2,) € A(X), dizemos que R satisfaz f se, para
todos ay,...,a, € R, f(ai,...,a,) = 0. No caso em que f é monico, dizemos que f é

uma tdentidade polinomial de R. Chamaremos de dlgebra PI aquela algebra que satisfaz
uma identidade polinomial. Analogamente, chamamos de anel PI o anel que satisfaz uma
identidade polinomial de Z(X).

Exemplos 3.1.3. 1. Se R é um anel comutativo, entao R satisfaz a identidade polinomial
xy — yz € Z(X). Denotamos [z,y] = zy — yz e chamamos [z, y] de comutador de x e
Y

2. Se R é um anel nilpotente, entao existe um inteiro n tal que R satisfaz a identidade
polinomial z; ...z, € Z(X);

3. Se p ¢ um primo positivo, entdo Z, satisfaz 2 — z € Z(X) (Pequeno Teorema de

Fermat). Também vale que Z, satisfaz pr € Z(X), mas esta nao é uma identidade
polinomial, pois px nao é modnico.
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Exemplo 3.1.4. Seja k um corpo. Se A € Ms(k), entdo seu polindémio caracteristico é
p(t) = t* — tr(A)t + det(A),

onde tr(A) € k ¢ o trago da matriz A. Se A, B € M(k), entdo sabemos, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, que o comutador [A, B] de A e B satisfaz a equagao:

p(A, B)) = [4, B — tx([4, B)) - ([, B]) + det([4, B]) - 1 = 0.
Como tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0, temos que
([A, B])? = —det([A, B]) - 1.

Em particular, ([A, B])? ¢ uma matriz escalar e, portanto, pertence ao centro de My(k), ou
seja, para todas as matrizes A, B,C € My(k),

[[A, B]?,C] = (AB — BA)*C — C(AB — BA)> = 0.
Em outras palavras, M, (k) satisfaz a identidade polinomial [[z, y]?, z] € Z(X).

O exemplo anterior é devido a W. Wagner [Wag37] (cujo artigo é considerado por muitos
[mcd 74l p. 5|[Kem91) p. 1] o primeiro importante avango no desenvolvimento da teoria depois
do artigo de M. Dehn). O autor também mostrou que [[z, y]?, 2] é uma identidade polinomial
em qualquer algebra de quartérnios, ou seja, qualquer algebra simples quadridimensional
sobre seu centro. A justificativa moderna desta afirmacao é relativamente simples, sendo
provada como consequéncia do Teorema de Kaplansky (ver o comentério apds a demonstragao
do Teorema . Além destes resultados, W. Wagner exibiu identidades polinomiais de
anéis de matrizes n x n sobre corpos e mostrou que se D é um anel de divisao ordenado que
satisfaz uma identidade polinomial, entao D é comutativo.

Definigao 3.1.5. Seja A um anel comutativo com unidade e f = f(z1,...,2,) € A(X),
entao dizemos que

e f € homogéneo de grau d, se f for uma A-combinagao linear de monémios de grau d;

e f é multihomogéneo de multigrau (dy,...,d,), se f for uma A-combinacao linear de
mondmios com i-grau d;, para todo i =1,...,n;

e f € multilinear, se f é multihomogéneo de multigrau (1,...,1).

Observe que f = f(z1,...,2,) € A(X) ¢ multilinear se, e somente se, existirem a, € A
para toda permutacao o € S, tais que

f(xl, N ,xn) = Z Ug Ty(1) -+ Lo(n)-
g€Sy,
O proximo teorema mostra que sempre podemos assumir que uma algebra PI satisfaz

uma identidade multilinear.
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Teorema 3.1.6. Suponha que A seja um anel comutativo com unidade e R seja uma A-
dlgebra que satisfaga uma identidade polinomial de A(X) de grau d. Entao R satisfaz uma
identidade polinomial multilinear de A(X) com grau no mdximo d.

Demonstracao. Se f = f(x1,...,2,) € AX), 1 < i < n e j sdo inteiros positivos, entao
defina
A’L,]f - f('rla ey Li—1, T4 + xj7xi+17 L an) - f(q;l? L 73:@'7171‘7;7‘%7}#17 ... 7xn>
— f(a:l, Ce ,,fl}'i_l,.flfj, xi-i-l? Ce ,.Z'n)

Dai se f = f(x1,...,2,) € A(X) e 1 < i < n éum inteiro tal que deg; f > 0, entdo sao
verificadas as seguintes propriedades

i deg;(Aini1f) =deg; f —1;

ii. Se j # i, entdo deg;(Ajny1f) = deg; f;
iii. deg(A;ny1f) < degi(Ajpgrf) + - +deg, (Aintr f) +deg, i (Aingif);
iv. Os coeficientes de A; 41 f sao coeficientes de f.

v. Toda A-algebra que satisfaz f também satisfaz A, ;f para qualquer inteiro positivo j.

Além disso, claramente A; ;(af +bg) = a A;;f +b A, jg, onde f,g € A(X) e a,b € A.
Assim, suponha que f = f(z1,...,,) seja monico, ou seja, que existam mondmios distintos
Uy Uy ..y Uy € aA1,. .., 0, € A tais que u tenha grau maximal e

f(xlw"’xn) :u+zatut
t=1

Seja (di,...,d,) o multigrau de u e considere Ay 44, —1... A1 2D f = Ayf. Se
algum monoémio w; tiver 1-grau menor do que d;, entao temos que Ay 1 g,—1 ... Aq pp1ue = 0,
pela propriedade i. e podemos supor sem perda de generalidade que

mi
A1f = Al,n—i—dl—l e AI,n—i—QAl,n—I—lu + E ay Al,n-‘,—dl—l - Al,n+2A1,n+1Uta

t=1
onde u; tem i-grau maior ou igual d;.

Como u tem grau maximal, para todo t = 1,...,m, se u; tem multigrau diferente de
(dy,...,dy), deve haver j =1,...,n tal que o j-grau de u; ¢ menor do que d;. Dessa forma,
iterando o pardgrafo anterior para as demais variaveis, obteremos operadores Ay, Ao, ..., A,
tais que

M
F=A, . Af=0 Aut ) ap Ay Aguy,
t=1
onde u; ¢ um monoémio de multigrau (dy,...,d,) para todot =1,..., M.
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Pelas propriedades i. e ii., Aju, Ajuy, ..., Ajuy tém multigrau (1,ds, ..., d,, 1,...,1) e,
repetindo o argumento para as variaveis s, . . ., x,, temos que F' = A,, ... A; f tem multigrau
(1,...,1) e grau menor ou igual a deg f (propriedade iii.). Como u é distinto de cada u;,
podemos garantir que existe um mon6émio moénico em F' proveniente de u, donde segue que
F' é monico.

Pela propriedade v., toda A-algebra que satisfaz f também satisfaz F' e, portanto, satisfaz
uma identidade polinomial multilinear de grau menor ou igual a deg f. O

Exemplo 3.1.7. Suponha que R seja um anel que satisfaz a identidade
fz,y) = zy — 3yz + 2° € Z(X).
Aplicando A, . a f(z,y), temos que R satisfaz
Api(m,y,2) = flz+ 2,y) — f(z,y) — f(2,9)
=2z + zx,
que é uma identidade multilinear.

Exemplo 3.1.8. Se k é um corpo, entao My (k) satisfaz f(x,y,z) = [[z,y]? z]. Aplicando
Ay a f, temos que

Apwf = [[z, yl[w,y], 2] + [[w, ][z, y], 2]
E aplicando A, ;, temos que
AyvtA%wf - [[1’, y] [U), t]a Z] + [[CL’, t] [wa y]u Z] + Hwa y] [[L’, t]v Z] + Hw7 t] [ZE, y]7 Z],
que é uma identidade multilinear de grau 5.

Corolario 3.1.9. Se R é um anel com unidade e n > 1 € um inteiro, entio M,(R) nao
satisfaz nenhuma identidade polinomial de Z(X) com grau menor do que 2n.

Demonstracao. Suponha por absurdo que, para algum inteiro n > 1, exista uma identidade
polinomial f satisfeita por M, (R) com grau deg f = d < 2n. Pelo Teorema podemos
assumir que essa identidade é multilinear e podemos assumir que d = 2n — 1. De fato, se
f(x1,...,xq) € multilinear e d < 2n — 1, entdo g(xy, ..., Ton—1) = f(T1, ..., Ta)Tas1 - Tan_1
¢ uma identidade multilinear de M, (R).

Existem a, € R, para todo o € Sy,_1, o # Id, tais que

f(LEl, ce ,l’gn,l) =21...Top_1+ Z Qs :CO'(I) c. xa(Zn—l)

0E€San—_1
o#ld
Fazendo 1 = Ey1, 23 = Ey, ..., Ton—1 = Epy, € T2 = Eig, 14 = o3, ..., Togn1) = By €
lembrando que E;j € M,(R) é a matriz elementar (i, j), temos que
T1To ... Top1 = By By ks ... By,
= EppFykss ... By
:E12E23---Enn: :ElnEnn :Eln %O
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No entanto, como z;z; = 0, para todo 7 > j, temos que, para toda permutacao o € Sy,—1 nao
trivial, 2,(1) . .. To@2n—1) = 0. Segue que, nesse caso, f(z1,...,%2,—1) # 0, um absurdo. O

O proximo lema ilustra uma das utilidades de identidades polinomiais multilineares.

Lema 3.1.10. Seja A um anel comutativo com unidade, R uma A-dlgebra, S C R um

conjunto gerador de R como A-mddulo e f(xy,...,x,) € A(X) multilinear. Entao f é uma
identidade polinomial de R se, e somente se, f(s1,...,5,) = 0 para quaisquer si,...,s, € S.
Demonstracao. Trivialmente, se f é identidade polinomial, entdo f(si,...,s,) = 0 para
quaisquer Si,...,S, € S.

Reciprocamente, suponha que f(s,...,s,) = 0 para quaisquer sy,...,s, € S. Sejam

r1,...,r € R. Como S é gerador, existe T = {t1,ts,...,t,n} € S tal que rq,... 7, sdo
gerados por T'. Dai, existe {a’ |i=1,...,nej=1,...,m} tal que r; = ajt, + ajty + --- +
al t.,, para todo i como anteriormente.

Segue que
f(rlu"wrn) :f<a%t1++a:ntm77a?t1++azltm)
= Z aj, . o.al ftiy, .. t,) =0
1<i1enyin <m
e, portanto, f é uma identidade polinomial de R. O

Corolario 3.1.11. Se R é um anel PI, entao o anel de polinomios R[t] também é PI.

Demonstracao. Seja f uma identidade polinomial satisfeita por R. Pelo Teorema [3.1.6]
podemos supor que f é multilinear, ou seja, existe um inteiro positivo n e a, € Z, para toda
permutacao nao trivial o € S,,, tais que

flzy,. .. x,) = Z Ao To(1) - - - Lo(n)-

O’GSn

O conjunto B = {rt' |r € R, i =0,1,...} ¢ um gerador de R como Z-moédulo e portanto,
pelo Lema [3.1.10, é suficiente mostrar que f = 0 quando avaliada nos elementos de B. Se
ri,...,7n € Reiy,...,1, > 0 sao inteiros, entao

FOuth ™) =Y g roa)t 0 L rg i
O‘ESn

= (Z Uy To(1) - - .rg(n)> tM = f(r, ... ,rn)tM
gESy

onde M =iy + -+ +i,. Dai, como f ¢ identidade de R, segue que f(rit',... r,t"") = 0.
Conclui-se que f ¢ identidade de R][t]. O

Provaremos a seguir um resultado sobre extensoes de escalares de algebras PI. Precisa-
remos do seguinte lema.
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Lema 3.1.12. Se k é um dominio de integridade (ou seja, um anel comutativo, com uni-
dade e sem divisores de zero) infinito e p(ty,...,t,) € k[t1,...,t,] € um polinémio tal que
p(ri, ..., 1) = 0 para quaisquer ry,...,r, € k, entdo p é o polinémio nulo.

Demonstrac¢ao. Provemos por indugao sobre o nimero n de variaveis do polinomio p. Seja
k um dominio de integridade infinito, t uma indeterminada sobre k e p(t) = S0 ¢;t* € pt]
tal que p(a) = 0 para qualquer a € k. Como k é infinito, podemos tomar as,...,aq11 € k
distintos dois a dois e teremos que:

co+cia+--- +Cd&1d =0

Co+ CiQg+ -+ +CdCL2d =0

Co+01ad+"'+cd&dd =0

d
Co + clad+1+ R CdQqi+1 = 0

ou, em nota¢ao matricial,

1 1 ... 1
ay Gz - G4l
(0 c1 e o cg) |@® @ @’ | =(0 0 .- 0) (3.1.13)
ald a2d T ad+1d
—A

Observe que o determinante det A é o determinante de Vandermonde e como os elementos
ai,...,aqr1 sao distintos, segue que det A # 0. Como k é comutativo e com unidade,
multiplicando (3.1.13)) & direita pela matriz adjunta de A teremos

0=XA(adj A) = X((det A) - I) = ((det A)cy (det A)e; ---  (det A)cy)
E como £k é um dominio, segue que ¢ =c¢; = --- =cq4 = 0.

Suponha agora um nimero n tal que, para todo dominio de integridade infinito k& e
todo inteiro positivo m < n, se o polinémio p = p(ty,...,ty) € k[t1,...,tn] é tal que
play,...,a,) =0, para quaisquer ay, ..., a,, € k, entao p = 0.

Seja k um dominio de integridade e tome p(ti,...,t,) € k[t1,...,t,] como no enunciado.
Existem polinémios pg, p1, - .., ps € k[t1, ..., t,—1] tais que

P =po+pitp + -+ psty”.

Se rq,...,Th_1 € R, entdo escreva, para todoi =0,...,s, p; = pi(r1,...,7n_1) € k e observe
que o polinémio
q = q(tn) = Po + Pitn + - + Dsty® € K[ty
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é tal que, para todo r € R,

Q(T) :ﬁ(] +ﬁ17ﬂ+ +ﬁsrs :p(rlv”'arn—br) = 0.

Por hipotese de inducao, vale que ¢ = 0 e, portanto, para todo ¢ = 0,...,s e todos
71y, n_1, vale que p;(r1,...,7,_1). Novamente por hipdtese de inducao, vale que py =
pp =---=ps =0 e, portanto, p = 0.

Por indugao, segue o resultado. O

Teorema 3.1.14. Se k é um corpo infinito, R é uma k-dlgebra e K C k é um corpo que
estende k, entdo R e R @y K satisfazem as mesmas identidades polinomiais em k(X).

Demonstracao. Se f € k(X) é uma identidade em R®j K entao claramente é uma identidade
em R. Provemos a implicacao inversa.

Faremos as identificacoes R = R® 1 e K = 1 ® K para simplificar a notacao. Seja
B ={r, € R|~ €I} uma base de R como k espago vetorial e, portanto, uma base de R®; K
como K espago vetorial (usando a identificagdo). Considere a familia de indeterminadas
T={t,|vel,i=12,...}, tome f = f(z1,...,2,) € k(X) uma identidade polinomial
de R e avalie f em x; = t,, 7y, + -+t i74,,, Paratodoi =1,...,n,onde r,,...,r, sao
elementos arbitrario da base B. Dai, temos que existe um subconjunto finito IV C T tal que

flxr,.. m,) = Z fﬁ(t%i)rﬁ’

Ber’

onde f3(t,;) € um polinémio de k[T, para todo 8 € I''. Como f é uma identidade de R, f
se anula ao substituirmos as indeterminadas t,,; por valores de k e, portanto, temos que o
polinémio fz(t,;) € k[T] se anula sob substitui¢des por valores de k, para todo 8 € I". Pelo
Lema [3.1.12] segue que cada polinémio fz ¢ o polindmio nulo e, portanto, cada fz se anula
sob valores de K (usando a identificacdo K = 1 ® K, de forma que R ®; K = RK). Segue
que f também é identidade de R ®j K. [

3.2 Polindbmios centrais

Seja A um anel comutativo e R uma A-édlgebra com centro Z = Z(A). Um elemento
f(z1,...,x,) € A(X) é dito um polinémio central em R se satisfaz as seguintes condigoes

(a) para quaisquer r1,...,7, € R, f(r1,...,7m,) € Z;
(b) existem ry,...,7, € R tais que f(r1,...,7m,) # 0;
(c) o termo constante de f(rq,...,7,) é nulo, ou seja, f(0,...,0) =0.

Enquanto a condigao (a) garante que um polinémio central assuma valores no centro, as
condigbes (b) e (c¢) garantem que identidades polinomiais e constantes nao sejam polinémios
centrais.
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Exemplos 3.2.1. 1. f(z) = x é central em qualquer anel comutativo;

2. Se k é um corpo, entao, pelo Exemplo f(x,y) = [x,y]* é central em My (k). Antes
de 1972, este era o tinico polindbmio central conhecido em anéis de matrizes;

3. Se k éum corpo, R C M, (k) é o subanel das matrizes triangulares superiores com diago-

nal nulae Ay, ..., A,_1 sdo elementos arbitrarios de R, entao o produto A; ... A,,_1 = A
¢é da forma

0 0 a

0 0 0

A= ,

0 --- 00
para algum a € k. Além disso, para todo B € R, AB = BA = 0. Em particular, vale
que

[A1...A,_1,B] =0, para quaisquer Ay,..., A, 1,B € R.

E facil verificar que f(z1,...,Tp_1) = Z1...T,_1 Nd0 é uma identidade polinomial de

R e, portanto, f é um polinémio central em R.

4. Se k é um corpo, entdo o subanel R C M, (k) das matrizes triangulares superiores nao
possui polindmios centrais, embora satisfaga identidades polinomiais. De fato, observe
inicialmente que o centro de R é o conjunto Z(R) = {al | a € k}, o conjunto das

matrizes escalares de M, (k). Se f = f(x1,...,z,,) satisfaz as condigbes (a) e (c) da
definicao de polindmio central, entao, para quaisquer ay,...,a, € R, segue que
a; 0 -+ 0 ay 0 -+ 0 flay,...,ay) 0 -+ 0
00 --- 0 0O 0 --- 0 0 0 --- 0
00 --- 0 0O 0 --- 0 0 0 --- 0
e, como a ultima matriz deve ser uma matriz escalar, devemos ter f(aq,...,a,) =0,
para todos ai,...,a,, € k, ou seja, f € identidade polinomial de k. Assim, para
quaisquer matrizes triangulares superiores A; = (agjl-)), o A = (agn)) € R, temos
que
aﬁ) * agﬁ") *
f(Ah 7Am):f . R T,
0 o 0 apy)
1 m
f(a§1>,...,a§1)) * 0 *
0 Fal), . almh 0 0

e, portanto, segue que f(Ai,...,A,) =0, ou seja, f é uma identidade de R.
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Em um artigo de 1957, 1. Kaplansky propos doze problemas em teoria de anéis [Kap70].
Tais problemas motivaram linhas de pesquisa em teoria de anéis nos anos subsequentes e um
dos problemas propostos nos é de especial interesse: Existem polindmios centrais para anéis
de matrizes de ordem maior do que 2 sobre um corpo qualquer? Em 1972-73, E. Formanek
[For72] e Yu. P. Razmyslov |[Raz73| construiram cada um, de forma independente, um
elemento 7%, € Z(X), para todo inteiro positivo n, tal que %, é um polindémio central em
M, (k), para todo corpo k.

Aqui apresentamos a construc¢ao de E. Formanek, seguindo o exposto em [DF04, p. 147-
150]. Embora nao sejam multilineares, os polinomios obtidos sao da forma %, (z, y1, ..., Yn),
homogéneos de grau n? — n na variavel z e multilineares nas variaveis yi, ..., y,, de forma
que %, tem grau n? E| Usaremos polindmios centrais para demonstrar o Teorema que
afirma que todo ideal de um anel PI semiprimo contém ao menos um elemento nao nulo
do centro. Tal resultado, por sua vez, sera usado na demonstra¢ao do Teorema [£.1.1, que
caracteriza o radical de Jacobson de anéis de polinomiais diferenciais com coeficientes em
um anel PIL.

Para tal construcao precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.2. Sejam w;;, com 1 < 4,5 < n, varidveis independentes, entao a matriz
U = (uij) € My(Z[{uij}1<ij<n)) é chamada de matriz genérica.

Considere k um corpo qualquer, a matriz genérica U = (u;;) e k o fecho algébrico do corpo
k({uij}1<ij<n). Ao atribuir valores de k para as variaveis u;;, concluimos que os autovalores

de U em k sao todos distintos e, portanto, U € M, (k) é diagonalizavel.

Lema 3.2.3. Sejan > 2 um inteiro e suponha que exista F (x,y1, . .., Yn) € Z(X) homogéneo
de grau n®* —n em x, multilinear em yy, ..., y, e tal que F (X, E; j,,- .., E; ;) € uma matriz

escalar de M, (k), para quaisquer matrizes elementares E; ;... E; ;. € M,(k) e X €

M, (k) diagonal. Segue que F(X,Y1,...,Y,) € uma matriz escalar para todos X, Y1,...,Y, €

Demonstragao. Para mostrar que .# = .%, toma valores sobre as matrizes escalares de M, (k)
(que sdo as matrizes que compoem o centro de M, (k)) é suficiente mostrar que qualquer
especializagdo 7 (X,Yy,...,Y,) é uma matriz escalar, onde X é uma matriz genérica e
Yi,...,Y, sdo matrizes de M, (k).

Como X & genérica, X é diagonalizével em k, ou seja, existe P € M, (k) tal que PX P~
¢é diagonal. Dali,

PZ(X,Y1,....Y,)P' = Z(PXP ' PY,P ' ... PY,P)

e, portanto, é suficiente mostrar que #(X,Y1,...,Y,) é uma matriz escalar quando X €

M, (k) é diagonal e Y1, ...,Y, sdo matrizes arbitrarias de M, (k).

2Em [Raz73], Yu. P. Razmyslov determina polindmios centrais multilineares de grau 3n? — 1. No entanto,
usando o método de Razmyslov, em 1983, P. Halpin [Hal83] também obteve um polinémio central de grau

n2.
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Adicionalmente, como as matrizes elementares de M, (k) sao geradoras de M, (k) como

k-espaco vetorial e .Z(x,y1,...,y,) ¢ multilinear em y,...,y,, ¢ suficiente provar que
F(X,Y1,...,Y,) é uma matriz escalar sempre que Yi,...,Y, sao matrizes elementares. De
fato, se Ay,..., A, € M, (k) sao arbitrarias, entao temos que, para todo m = 1,...,n, exis-

tem az(»;n) € k,com 1 <1i,j5 <n, tais que A4, = Zl<ij<n aZ(;n)Eij. Dessa forma, temos que,

para todo X € M, (k),

?(X,Al,...,An):f(X, Z CLE;)Eij,..., Z (IE;L)EZ]>

1<i,j<n 1<i,j<n
_ 1 (n) o o .
= > a0l F(X Ey, ... By, (3.2.4)
21,J15--+5n>Jn

onde os indices i1, J1,. .., 0n, jn de variam entre os inteiros positivos menores ou
iguais a n. Supondo que provamos que Z (X, Ei ..., E; ;) € M,(k) ¢ uma matriz es-
calar para todos i1,j1,...,0n,jn = 1,...,n ¢ X € M,(k) diagonal, temos, por , que
F(X, A, ..., A,) é uma matriz escalar para quaisquer matrizes A, ..., A, € M,(k) e qual-
quer X € M, (k) diagonal. ]

Teorema 3.2.5 (E. Formanek, 1972). Se n > 2 é um inteiro, entdo existe
Fo(T,y1, .. Yn) € Lz, y1, ..., yn] tal que:

o 7, ¢ homogéneo de grau n* —n em x e multilinear em 1y, ..., Yn;

e Se k é um corpo, entao %, € um polinémio central em M, (k).

Demonstracao. Vamos mostrar inicialmente que existe .# = .%,, satisfazendo as condigoes
do lema anterior. Depois, mostraremos que .%# nao é uma identidade polinomial e dai,
concluiremos que % ¢ um polindomio central. Fixe as indeterminadas {ti,...,¢,} e construa
uma transformacao linear

okt ...... 1] = K@, y1, e Yn)
U T A Ty VI O T S A 0/

e considere

gty tup) = [] = t)(ter —t) J] &5 — 1) (3.2.6)

2<i<n 2<j4,l<n

Aplicando a lei distributiva nos produtos de (3.2.6)), existem, para toda (n + 1)-upla de

inteiros positivos @ = (ay,. .., a,11), inteiros nao-negativos N, (que sao nulos, com excec¢ao
de uma quantidade finita deles), tais que
gty tapr) = Y Ntft ot

a=(at,....an+1)
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Fa‘(;a‘ G(xvyh R ayn) = (20(9<t1a s 7tn+1)) e defina

ﬁ(%ﬂly---a%) = G(xvyla"'7yn) +G(x7y27y37"'ayn’y1) + ...
+ G(%Z/n;?/la s 7yn—1)

Segue que .% é homogéneo de grau n? —n em x e multilinear em ¥, . .., y,. Mostremos agora

que se X € M, (k) ¢ diagonal e Y, = E; j,,...,Y1 = E; ., onde iy, ji, ..., in, jn € {1,...,n},
entdo F (X,Yy,...,Y,) & uma matriz escalar.
Sejam vy, ...,v, € k tais que X = v1Eyy + -+ + v, Eyy,. Para qualquer (n + 1)-upla de
inteiros positivos a = (ay, ..., Gp41),
XY, X%2 . XY, X% =% i R B,

i1 Vip Vg Ldagy - - indn >

uma vez que, para todos i,j € {1,...,n}:

Ein = UlEijEll + -+ UnEz'jEnn = UjEij
XEj;=unEnkEj+- -+ o, Ep By = v B

Dai, temos que

G(X,Y1,....Y) = o(g(ts, ... ta1))
—cp(Z Nati* .. Z’fﬁ) a=(ay,...,0a41)
—Z Nop(t7' .. 1)
= Z N, XMY, X% . XY, X%+
—Z Novft oS By, By,
= (30, Navit ) By B,
= g(viy, - - - ,vin,vjn)Eiljl By

Por outro lado, por (3.2.6)),
9(Viys -3, 0),) = H (viy — vi, ) (v), — v3,) H (vi, — Uz‘it)2-

2<r<n 2<s<t<n
Logo, temos que ¢(v;,, ..., v;,,v;,) = 0 exceto, possivelmente, se (i1, ...,1,) for uma permu-
tagao de (1,...,n) com j, = i; e, neste caso, temos que
) _
9(viy, .. 0, 05,) = H (vs —v)* = A€ k.
1<r<s<n

Além disso, temos que F; ;, ... F; ;. ¢ diferente de zero se, e somente se, j; = ia,Jo =
13, ... Jn—1 = in, € Nesse caso, B ;... B ;. = F; ;.
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Para fins de simplificacao, adotemos a seguinte nomenclatura: Se m é um inteiro po-
sitivo entao dizemos que uma m-upla de matrizes elementares forma um ciclo se for da
forma (Ei iy, Eigigy - -+ Fi iy ), onde {iy, ... 4, ={1,...,m}. Assim, unindo as informagoes
obtidas nos paragrafos anteriores, concluimos que

G(X7 Eiljl) cee Einjn

- A-Ei, se(Ey,...,E;;,) forma um ciclo;
0, caso contrario

Segue que

y(X, Eiljl? ey Eln]n) -

A1, se(Eyj,-..,E;,) forma um ciclo;
0, caso contrario

Pelo Lema m, F(X,Y1,...,Y,) é uma matriz escalar, quaisquer que sejam X, Y7,...,Y, €
M, (k). Mostremos agora que .%, nao ¢ uma identidade de M, (k).

Suponha que k seja um corpo infinito e tome n elementos distintos vy,...,v, € k. Cla-
ramente temos que A(vy,...,v,) # 0. Assim, fazendo X = v1Eyy + - -+ + v, Eyyp, temos que
F (X, Ei9, Eos, ..., Eyp) ¢ uma matriz escalar ndo nula.

No caso em que £ ¢ finito e a caracteristica de k é p, onde p é um primo positivo, observe
inicialmente que M, (k) possui matrizes que sao diagonalizéveis como matrizes de M, (k),
com autovalores em k nao nulos distintos dois a dois. De fato, tome o polinomio Q(t) dado

por

Q) = t"+t—1, septn

{t" -1, sep|n
Em qualquer caso, Q(t) é um polindémio cujas n raizes sao todas distintas duas a duas, e,
portanto, sua matriz companheira tem n autovalores em k distintos dois a dois.

Assim, podemos tomar uma matriz X € M, (k) com n autovalores em k distintos dois a
dois e tomar P € M,,(k) tal que PX P~! seja diagonal. FixeY; = Fi5,Ys = Eo3,..., Y, = E,;

e observe que, pelo caso anterior, Z(PXP~1 Y|, Y,,...,Y,) € M,(k) ¢ uma matriz escalar
nao nula. Dali:

PlZ(PXP ' v,....Y, )P =% (X,P'Y\P,...,P"'Y,P) #0.

Por outro lado, fazendo A; = P7Y|P,..., A, = P~'Y, P, assim como em (3.2.4)), existem

ag-n) €k, com1<i, j<n,tais que A,, = Zlgi,jﬁn ag-n)Eij. Segue que

Pt =7 (X, S B, 3 R

1<i,j<n 1<i,j<n
1 n
= Z aglj)ll .. afn;nff(X, Eiljl? c. 7Eln_7n> (327)

11,0150 0n50n
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Como Z# (X, Ay,...,A,) # 0, pelo menos uma das parcelas de (3.2.7) nao é nula, ou seja,

existem inteiros positivos iy, ji, ..., s, Jn < n tais que Z (X, Ej j,, ..., E;,;,) ¢ uma matriz
nao nula e escalar, pela construcao de .#. Esta provado assim, que .% é um polinémio central
em M, (k). O

Por fim, encerraremos esta se¢ao com a demonstracao de um lema envolvendo polinémios
centrais.

Lema 3.2.8 (C. Procesi). Seja f(x1,...,2y) € Z{X) um polinomio central em M, (R), onde
R é um anel e n > 2 é um inteiro. Seque que f € identidade polinomial de M,(R), para todo
mterro 2 <r <n.

Demonstragao. Observe que toda matriz A € M, (R) possui uma “copia” em M, (R) da forma

A — A0
0 0/’
onde cada zero representa uma matriz nula com ordem conveniente. Assim, para quaisquer

Al, e ,Am € MT(R>

e A Y G ) Y it

Mas, como f é central, f(A},..., Al ) deve ser uma matriz escalar e, portanto, f(A1,..., An)
é a matriz nula. O

3.3 O Teorema de Kaplansky

Assumiremos nesta se¢ao que anéis possuem unidade.

Em 1943, M. Hall [Hal43] mostrou que se D um anel de divisao que satisfaz a identidade
polinomial [[z,y]?, 2] € Z(X), entao D & comutativo ou D ¢ uma algebra de dimensao 4
sobre seu centro (em outras palavras, uma algebra de quatérnios sobre seu centro). Em
outras palavras, M. Hall mostrou a reciproca de um dos resultados provados por W. Wagner
em 1936. Conforme N. Jacobson em [mcd74l p. 4]:

Durante o verdao de 1947, o autor [N. Jacobson| ministrou um curso sobre
teoria de estrutura de anéis em Chicago. Durante esta visita, Kaplansky e o
autor descobriram o artigo de Hall e levantaram uma questao interessante: Toda
algebra de divisao que satisfaz uma identidade polinomial tem dimensao finita
sobre seu centro”]

3During the summer of 1947, the author lectured on structure theory of rings ar Chicago. During this
visit Kaplansky and the author became aware of Hall’s paper. This raised an interesting question: Is every
PI-division algebra finite dimensional over its center?
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No ano seguinte, em 1948, I. Kaplansky demonstra que toda élgebra primitiva a esquerda que
satisfaz uma identidade polinomial ¢ isomorfa a uma &lgebra de matrizes sobre um anel de
divisao de dimensao finita sobre seu centro, o que implica na resposta afirmativa a pergunta
de N. Jacobson e I. Kaplansky. Para a demonstracao desse resultado, vamos introduzir o
conceito de anéis primitivos a esquerda, demonstraremos alguns resultados sobre esse anéis
(como o Teorema da Densidade de Jacobson-Chevalley), sobre algebras centrais simples e
sobre subcorpos maximais de anéis de divisao.

3.3.1 Anéis primitivos a esquerda

Seguiremos nesta subse¢ao a exposigao de [LamO01) §11].

Um anel nao nulo R é dito primitivo a esquerda se existe um R-moédulo fiel e simples a
esquerda. Substituindo as ocorréncias da palavra “esquerda” por “direita” na frase anterior
obtemos a definicdo de anéis primitivos a direita. A distingdo das duas defini¢cbes é de
fato necessaria uma vez que existem anéis primitivos & direita que nao o sao a esquerda e
vice-versa, conforme mostrado por G. Bergman em 1964 [Ber64].

Exemplos 3.3.1. 1. Todo anel simples é um anel primitivo & esquerda e a direita. De
fato, como R tem unidade, podemos tomar m <, R maximal. Segue que M = R/m ¢é
um R-moédulo a esquerda simples e, como R é simples, Ann M =0 e gM é fiel.

2. Um anel comutativo é primitivo a esquerda (resp. a direita) se, e somente se, é um
corpo.

3. Se R é um anel e M é um R-modulo a esquerda simples, entdo R/ Anny, M é um anel
primitivo & esquerda, pois M é um R/ Ann, M-mo6dulo a esquerda simples e fiel.

4. Seja D = Q(z) o corpo das fungodes racionais sobre Q, o : D — D dada por o(r(z)) =
r(z*) e R = Dly;o]. Segue que qualquer subanel de R que contém z e y é primitivo a
direita e nao é primitivo a esquerda (mais detalhes, ver [Ber64]).

Definicao 3.3.2. Se R,S sdo anéis, entdo dizemos que o grupo aditivo M é um (R, .S)-
bimddulo, se M é um R-moédulo & esquerda, um S-moédulo a direita e se, para quaisquer
reR,seSemeM,r(ms)=(rm)s.

Para demonstrar o Teorema de Kaplansky usaremos o Teorema da Densidade de Jacobson-
Chevalley e, portanto, introduziremos aqui o seguinte conceito. Sejam R,k anéis, V' um
(R, k)-bimodulo e E = End Vj.. Observe que E age em V' a esquerda via

ExV =V
(f,0) = f(0)
Dizemos que R age densamente em Vj, se, para todo f € E e todos vy, vq,...,v, € V com n
inteiro positivo, existe r € R tal que rv; = f(v;) parai=1,...,n.
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A nomenclatura justifica-se pela seguinte observagao: Seja 7 a topologia em FE definida
pelos abertos basicos

{ge E|g(v) =}, i=1,2,...,n},

onde vy,...,Un,v],...,v, € V e n é um inteiro positivo. Considere a funcao ¢ : R — F
dada por ¢(r) = ¢,, onde ¢, : V — V & dada por ¢,.(x) = rx, para todos r € R, z € V.
Entao im ¢ C E é um subespaco topoloégico denso em E' se, e somente se, R age densamente
em Vk

Suponha que R é um anel, V' seja um R-moédulo & esquerda e considere kK = Endg V' visto
como anel de operadores a direita em V. Segue que V é um k-modulo via

Vxk—=V
(v,9) = vo
e adicionalmente, V' é um (R, k)-bimodulo.

Lema 3.3.3. Seja R um anel, gV um R-mddulo semissimples, k = EndgV e E = End V.
Entao qualquer R-submodulo W CV € um E-submaddulo.

Demonstracao. Seja W’ C V tal que V=W @ W' e tome m € k a projegao relativa a essa
soma direta. Entao, para todo f € E, temos que

fW) =f(Wm)=f(Vr)=f(V)r CW.
Logo, W é um E-submoédulo de V. O

Teorema 3.3.4 (da Densidade de Jacobson-Chevalley). Se R é um anel, gV € um R-mddulo
semussimples e k = Endgr V', entao R age densamente em V.

Demonstracao. Se n é um inteiro positivo, entao V = V" é um R-moédulo semissimples e
k =EndgV = Endg V" ~ M,(Endp V) = M, (k).
Como k age a direita sobre V, por extenséo, M, (k) também age a direita sobre V.
Para todo f € E = EndVj, defina f = (f,...,f): V" = V" e observe que fe EndV

De fato, se ¢ € k, entdo, tomando (eij) € Mn(k) tal que (e;;) represente €, para qualquer

(wy,...,wy,) €V, segue que
f((wla"'a g) f(zwzezla" 7Zwi€in>

( (Z wle’Ll> f (Z wzezn>>

Zf w;) e, - - .,Zf(wi)em>

= (f(wi, ..., wn))e
Se vy, ...,v, € V sao arbitrarios, considere o submodulo W = R(vl,;. ) € V. Como
W é um R-mo6dulo, também é um E-modulo (Lema D e, portanto, f(W) C W, ou seja,
existe r € R tal que f(v1,...,v,) =7r(v1,...,0,). ]
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Corolario 3.3.5. Sejam R,V k e E = EndV, como no Teorema da Densidade. Se Vj é
finitamente gerado como um k-modulo a direita, entao o homomorfismo p : R — E associado
a acao de R em V € sobrejetor.

Demonstragao. Fixe vy,...,v, € V geradores de V como k-moédulo a direita e seja f €
E. Entao, como f(vy),..., f(v,) € V, pelo Teorema da Densidade, existe r € R tal que
rv; = f(v;), i = 1,...,n. Afirmamos que p(r) = f. De fato, para qualquer v € V, existem
ai,...,q, €k tais que v = v + - - - + vy, € segue que

v =r(viay + - F vpan) = (rvr)ag + -+ (T,
= flo)ar + -+ flon)an = f(vian + -+ vpan) = f(0). 0

No caso em que gV é simples, pelo Lema de Schur, k£ = Endg V' é um anel de divisao e
V' é um k-espago vetorial & direita. Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.3.6. Seja R um anel, V um R-médulo & esquerda simples, & = EndrV e
E = End Vj o conjunto dos operadores lineares do espago vetorial V. Um conjunto S C F
¢ chamado de conjunto denso de transformacoes lineares em V} se, para qualquer inteiro
positivo n e quaisquer vy, ..., v, € V linearmente independentes e vy, ..., v, € V arbitrérios,
existe s € S tal que s(v;) = v}, para todoi=1,...,n.

A proxima proposicao relaciona conjuntos densos de transformagoes lineares e a nogao
de anterior de densidade.

Proposicao 3.3.7. Sejam R um anel, k um anel de divisao, V um (R, k)-bimddulo, defina
E =EndV; ep: R— E o homomorfismo natural associado & a¢ao de R em V. Entao R
age densamente no espaco vetorial Vi se, e somente se, imp C E € um conjunto denso de
transformacgoes lineares do espaco vetorial V.

Demonstracao. Se R age densamente em Vj, entao, claramente, im p é um conjunto denso
de transformacgoes lineares em V.

Suponha que imp seja um conjunto denso de transformagoes lineares em V; e tome
vi,...v, € Ve f € FE. Seja {wy}rep uma base de V' como k-espago. Podemos obter um

inteiro positivo t e wy, ..., w; C {wy}rep tais que os vetores vy, . . ., v, pertengam ao k-espago
gerado por {wy,...,w;}. Dai, como {wy,...,w;} é linearmente independente, existe r € R
tal que rw; = f(w;), para todo i = 1,...,t. Segue, pelo mesmo argumento que o Corolario
3.3.5, que rv; = f(v;), paratodoi=1,...,n. O

Como aplicacao do Teorema da Densidade de Jacobson-Chevalley, mostramos a seguinte
consequéncia, que, as vezes, ¢ chamada de Teorema da Densidade.

Teorema 3.3.8 (Classificagao dos Anéis Primitivos a esquerda). Sejam R um anel primitivo
a esquerda e gV, um R-mddulo simples e fiel, defina k = EndrV e E' = End V. Seque que
R € (isomorfo a) um anel denso de transformagades lineares em Vj, e

e se R € artiniano & esquerda, entao dimy R =n < oo e R ~ M, (k),
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e se R nao for artiniano a esquerda, entao para todo inteiro positivo n, existe um subanel
R, C R que admite um homomorfismo sobrejetor sobre M, (k).

Demonstra¢ao. Como gV ¢é fiel, o homomorfismo p : R — E ¢é injetor e R ~ im p. Pelo
Teorema da Densidade e pela Proposi¢ao [3.3.7, imp ¢ um anel denso de transformagoes
lineares em V.

Se dimy R = n < 00, entdo, pelo Corolario [3.3.5] p é sobrejetor. Assim, R ~imp=FE =
End Vj, ~ M, (k) e, em particular, R é artiniano a esquerda.

Se dimy R = 00, entao tome {vy, vy, ...} €V um conjunto infinito, enumerével e linear-
mente independente. (sobre k). Para todo inteiro positivo n, defina V,, o k-espago gerado
por {vi,...,v.}, R, ={re R|rV, CV,} e, ={r € R|rV, =0} Observe que, para
qualquer inteiro positivo n, R, é um subanel de R, 2, <. R e 2, < R,,. Além disso, V,, € um
R, /2,-modulo fiel e simples através de

(r+2,)v=rv, VreR, YveV,.

Como dim(V},)r = n, pelo caso anterior, R, /U, ~ M,(k). Além disso, como R age
densamente sobre Vj, existe r,, € R tal que

TpU1 =TpUe =+ =10, =0 € 7r,Up11 = Vpy1 # 0.
Logo, r, € 2, \ 2,11 para todo inteiro positivo n e a cadeia 2; D Ay D ... é estritamente
descendente. Segue que R nao é artiniano & esquerda. O

3.3.2 Algebras centrais simples

Para as proximas proposigoes, seguiremos conforme o exposto em [Her68, p. 89-96]. Se R
¢ um anel simples, tomando seu centro Z = Z(R), temos que RZ é um ideal bilateral de
R nao nulo, e, portanto, RZ = R. Segue que, para qualquer z € Z, existe a € R tal que
az = za = 1, ou seja, z é inversivel (em R). Por fim, observando que, para todo r € R,
rz=t = 27 Yzr)z7t = 27 (rz)27! = z7r, e, assim, para todo z € Z, z é inversivel em Z.
Provamos assim a

Proposicao 3.3.9. Se R ¢ um anel simples, entao Z € um corpo.

Em particular, no caso acima, R é uma Z-algebra simples. Tal resultado motiva a seguinte
definicao:

Definicao 3.3.10. Seja k£ um corpo e A uma k-algebra. Dizemos que A é uma dlgebra
central simples se A for simples e Z(A) =k-1C A.

Concluimos, pela Proposicao |3.3.9, que todo anel simples é uma &lgebra central simples
(sobre seu centro).

Proposigao 3.3.11. Se A é uma k-dlgebra central simples e B € uma k-dlgebra simples
contendo k em seu centro, entao A ® B € simples.
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Demonstragao. Seja A # 0 um ideal de A ®; B e fixe & uma base de B. Tomando u € 2
nao nulo, podemos escrever v = > a; @ b;, com ay,...,a, € Aeby,...,b, € B tnicos
e podemos definir o comprimento de v como a quantidade dos a;’s que sao nao nulos. Fixe
v € 2 nao nulo e cujo comprimento seja minimal. Podemos supor, sem perda de generalidade
que v = Y a; ®b; com @; ndo nulo para todo i = 1,...,n (ou seja, n é comprimento de
v).

Suponha que n > 1. Como A é simples, Aa; A = A, e dai, existe um inteiro positivo m e
existem rq,...,7m, S1,...,Sm € A tais que 1 = r1a181 + - - - + ra18,. Segue que

m n
u:Z(riQ@l)v(si@l) = 1®b1+2a;®bi e

i=1 =2

para aj,...,al, € A convenientes. Observe que, para todo a € A, (a ® 1)u —u(a® 1) =
Yoro(aa; —aa) @b € Ae (a®1)u—ula® 1) tem comprimento menor do que n. Pela
minimalidade de n segue que (¢ ® 1)u — u(a ® 1) = 0 e, como os b;’s sao linearmente
independentes, segue que aa; = aa, para todo i = 2,...,n e para todo a € A. Como A é
central, temos que asg,...,a, € Z(A) = k-1, e, portanto, existem as,...,q, € k tais que
a; -1 = a}, para todo i = 2,...,n. Conclui-se que u =1®b + > . ,a; @b =1®b, onde
b= b1+ asbsy + - - - + a,,b,. Como os b;’s sao linearmente independentes, b # 0, e dai, 1 ® b é
um elemento de 2l nao nulo com comprimento 1, contradizendo a minimalidade de n.

Concluimos que n = 1 e existe a ® b € A nao nulo com a € A e b € #. Assim como
anteriormente, existem 1, ..., 7y, S1,..., S, € Atais que 1 = ryas;+- - -+r,as,, e, portanto,
u=>"(ri®l)(a®b)(s;®1) =1®bc . Como b #0e B ésimples, temos que BbB = B
e

19B=1® (BhB)C (1@B)(12b)(1® B) C .

Como 2 ¢ ideal (A®1)(1® B) C 2, e dai segue que A ®; B C 2. Conclui-se que A ®; B ¢é
simples. O]

Corolario 3.3.12 (Extensao de escalares). Se A € uma dlgebra central simples sobre o corpo
k e K/k é uma extensao de k, entao A @y K € uma K-dlgebra central simples.

Demonstracao. Pelo item anterior, basta demonstrar que o centro de A®; K é o corpo K - 1.
Seja Z = Z(A®y K), tome z € Z e escreva z = » . a; ® b; onde n ¢ inteiro positivo,
a,...,a, € Ae{b,...,b,} € K é um conjunto linearmente independente. Entao, para
todoa € A, (a®1)z —z(a®1) =0, ou seja, » ., (aa; — a;a) ® b; = 0. Como os b;’s sdo
linearmente independente, segue que aa; — a;a = 0, para todo a € A, e, portanto, a; € Z(A),
para todo i = 1,...,n. Como A é central, existem «g,...q, € k tais que «; - 1 = a;, para
todoi=1,...,n, e dai

=1 =1 =1

Logo, Z(A®y K) C K - 1. Como a inclusao inversa é claramente verdadeira, segue que
Z(A® K) =K -1 e, portanto, A ®; K é uma K-algebra central simples. ]
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Antes de demonstrar o teorema de Kaplansky vamos mostrar um teorema sobre anéis de
divisao.

Se D é uma algebra de divisao, entao dizemos que um subcorpo K C D é maximal se,
para todo subcorpo K C K’ C D, temos que K’ = K. Se K é um subcorpo maximal de D,
entdao K contém o centro de D pois, caso contrario, K Z (D) seria um subcorpo que contém
propriamente K. O seguinte teorema é uma aplicacao da classificacao de anéis primitivos a
esquerda que ilustra a importancia dos subcorpos maximais para determinar a estrutura de
anéis de divisao.

Teorema 3.3.13. Seja D um anel de divisao de divisao com centro k e K C D um subcorpo
maximal de D. Entdo D ®y K é um anel denso de transformacoes lineares em Dy . Além
disso,

e sedimy K =n < oo, entio dimg D =n, dimy D =n? e D @, K ~ M,(K);
e se dimy K = oo, entao dimyg D = oo.
Demonstracao. Defina
End, D={p: D — D|p(xr+y) =px)+ely), Ve,y € D}.

O conjunto End; D é um anel com as operagoes de soma e composicao de fungoes usuais.
Além disso, para todo d € D, as fungoes

R;,:D—D L;:D— D
T +— xd T — dx

sao tais que Ry, Ly € End, D.

Sejam D, = {R, | a € D}, K, = {L, | b € K} e observe que D,, K, C End; D sao
subanéis e que os elementos de D, comutam com os elementos de K,. Considere R = D, K,
o subanel gerado pelos elementos da forma R,L;, com a € D e b € K. Observe que
D,x = {R,(z) | a € D} = D, para qualquer x € D nao nulo, e, portanto, Rx = D, donde
segue que D é um R-modulo simples. Se ¢ € R é tal que ¢ - x = 0, para todo x € D, entao
p(x) = 0, para todo x € D, e segue que ¢ = 0. Logo, D é um R-médulo & esquerda fiel e
simples.

Considere A = {p € End; D | ¢ = vy, Vi) € R} e observe que A = Endg D. Como
D, C R, se p € A, entao oR, = R,p, para todo a € D, ou seja, para todos a,z € D:

p(ra) = pR.(x) = Rop(r) = p(z)a.

Em particular, se @ = ¢(1) € D, entao, para todo = € D,

o) = pl(1) = p(1)z = T = Laa).
Logo, AC Dy ={L, | a € D}.
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Mas, como K, C R, para qualquer a € D, entao L, € A e LyL, = L,Ly, para todo
b € K. Segue que

ba = LyL,(1) = LoLy(1) = ab, para todo b € K,

ou seja, a comuta com todos os elementos de K e, dai, K(a) C D é um corpo que contém
K. Como K é maximal, K(a) = K, ou seja, a € K. Conclui-se, A C K.

Claramente vale que K, C A e, portanto, K, = A = Endgr D. Estamos nas hipéteses do
Teorema [3.3.8], pois, R é primitivo & esquerda com R-modulo fiel e simples D e K, = Endg D.
Segue que R ¢ um anel denso de transformacoes lineares de Dg,. Como K é comutativo,
K, ~ K, e, portanto, por extensao, R é anel denso de transformacoes lineares de Dp.

Observe, finalmente, que D ®; K é simples, pelo Corolario [3.3.12] e que a funcao

f:D@kK—)DTKg

> a;i @b > ReLy,

2

é¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor. Conclui-se que f é um isomorfismo de anéis e que
D ®;, K é um anel denso de transformacoes lineares de D.

Suponha agora que [K : k] = n < oo e tome {by,...,b,} € K uma base do k-espago
vetorial K. Segue que {1 ® by,...,1®b,} € D ®; K é uma base do D-espago vetorial a
esquerda p(D ®; K). Como todo ideal a esquerda de D ®; K é um D-subespago vetorial,
segue que toda cadeia de ideais a esquerda de D ®; K é uma cadeia de subespagos vetoriais
de p(D ®y, K) e, portanto, estabiliza. Segue que D ®j, K é artiniano a esquerda. Assim, pelo
Teorema [3.3.8, D @ K ~ M,(K), [D®y K : K| =n?e¢[D: K| =K : k] =n.

Se tivermos [K : k] = oo, entao [D : k] = [D : K|[K : k] = co. Se tivéssemos [D : K] <
00, entao, pelo Teorema , terfamos que D ® K ~ M,,(K), para algum inteiro positivo
m, e dai, [D : k] = [D @, K : K| = m?, contradigao. Segue que [K : D] =[D : k] =co. O

Como uma simples aplicagao, observe que se A é uma algebra de divisao central sobre
os reais, entao, tomando um subcorpo maximal K C A, temos que [K : R] é um inteiro
positivo, ou seja, K é uma extensao finita de R. Sob isomorfismo, a tnica extensao finita
nao trivial de R é C, logo, [K : R] =1 ou2,e [A:R] =1 ou4. No caso em que [A: R] =1,
claramente A ~ R, enquanto que, no caso em que [A : R] = 4, mostra-se (usando, por
exemplo, o Teorema de Noether-Skole que A é isomorfo & algebra real dos quatérnios
(este é o classico Teorema de Frobenius’)).

Estamos em condigoes de provar o celebrado Teorema de Kaplansky. Seguiremos a ex-
posicao de [DF04, p. 153,154]

4Teorema de Noether-Skolem: Seja R um anel simples, artiniano a esquerda e com centro k e sejam
A, B C R subalgebras simples de dimensdes finitas que contém k. Se f é um isomorfismo de A em B que é
a funcdo identidade nos elementos de k, entdo existe € R inversivel tal que f(a) = v~ tax.

SEmbora a demonstracdo de ambos os resultados sejam simples com as ferramentas aqui desenvolvidas,

elas fugiriam de nosso objetivo. As demonstrac¢oes pode ser encontradas em [Her68, p. 99, p. 102]
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Teorema 3.3.14 (I. Kaplansky, 1948). Seja R um anel PI primitivo a esquerda. Entao
R~ M, (D), onde D é uma dlgebra de divisao de dimensao finita sobre seu centro. Equiva-
lentemente, R é uma dlgebra central simples de dimensao finita.

Demonstracao. Seja f € Z(X), uma identidade polinomial satisfeita por R. Podemos supor
que f é da forma

f(xla Loy .. 7xn) = Z OeTo(1)To(2) - - - Lo(n),
O'GSn

para convenientes a, € Z, para todo o € S,,, e n inteiro positivo.

Como R é primitivo & esquerda, podemos tomar o R-moédulo a esquerda fiel e simples
rM. Defina D = Endr M e segue que D é um anel de divisao.

Suponha que R nao seja artiniano a esquerda. Dai, pelo Teorema|3.3.8| existe um subanel
S C R e um homomorfismo sobrejetor ¢ : S — M, (D). Dessa forma, para quaisquer
Ay, .. A, € My (D), existem rq,...,r, € S tais que ¢(r;) = A;, paratodoi =1,...,n, e
temos que f(Ay,...,An) = ¢(f(r1,...,mn)) = 0. Segue que f ¢ uma identidade polinomial
de M,(R), um absurdo, visto que deg f = n e, pelo Corolario M, (D) nao satisfaz
identidades polinomiais de grau menor do que 2n. Assim, R é artiniano a esquerda e R =~
M, (D), para algum inteiro positivo r.

Seja k = Z(D) e K C D um subcorpo maximal. Como podemos considerar D como
um subanel de M, (D), D satisfaz f. Além disso, D ®; K também satisfaz f. De fato,
como Z-algebra, D ®; K é gerada pelos elementos T'={a® b | a € D,b € K}. Assim, se
ai,...,a, € D, by,..., b, € K sao elementos quaisquer, entao

f(a1 Rby,...,a, R bn) = Z CYU(CLU(l) X ba(l)) . (ag(n) X ba(n))

gESy

= Z Oég(ag(l) .. .ag(n)) X (bg(l) .. bg(n))

O’GSn

— Z Oza<aa(1) .. .a(,(n)) X (bl .. bn)

gESy

= (Z Qglg(1) - - - ag(n)> X (bl .. bn>

O'ESTL

:f((ll,...,an>®(b1...bn):0

Logo, pelo Lema [3.1.10] f ¢é identidade de D ®; K.

Pelo Teorema D ®; K é um anel denso de transformagoes lineares em Dy e, como
anteriormente, D ®; K é artiniano a esquerda e, portanto, finitamente gerado sobre seu
centro K e existe inteiro positivo s tal que [D : k] = [D @, K : K| = s2. O

Como consequéncia do Teorema de Kaplansky, temos o seguinte corolario.

Teorema 3.3.15. Se R uma dlgebra central simples com Z(R) = k, entao existe um inteiro
positivo n tal que
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1) dimy R = n?;

(1)

(2) R nao satisfaz identidades polinomiais de grau menor do que 2n;
(3) Fn = Fu(x,y1,...,Yn) € um polindmio central em R;

(

4) Para todo inteiro positivo m > n, %, = F (2,91, ..,Ym) € identidade polinomial de R.

Demonstracao. Seja D um anel de divisao e r um inteiro positivo tal que R ~ M, (D). Defina
Z = Z(D) o centro de D e observe que

k= Z(R)~ Z(M,(D)) = Z(D) - I, ~ Z

Podemos, portanto, considerar que D é uma k-algebra central simples. Se K é um subcorpo
maximal de D que contém k, entdo existe um inteiro positivo s tal que D ®y K ~ M (K).
Segue que

R&y K ~ M,(D) @ K ~ M,(D @ K) ~ M,(M,(K)) ~ M,,(K)

e, portanto, dim, R = dimg (R ®y K) = r?s®. Defina n = rs e temos o item (1) do corolario.
Assim como na demonstragao do Teorema de Kaplansky, se f é multilinear e R satisfaz
f, entdo R ®; K satisfaz f. Mas R ®; K ~ M,(R), logo, pelo Corolario , deg f > 2n.
Para demonstrar os itens (3) e (4) observe que, pelo Teorema [3.2.5] .%,, ¢ um polinoémio
central em M, (F'), para qualquer corpo F. Dai, temos os seguintes casos dependendo da
cardinalidade de k:

e Se k é finito, entao D é finito uma vez que D é uma k-algebra de dimensao finita e, pelo
Teorema de Wedderburnﬁ segue que D é um corpo e R ~ M, (D). Temos, portanto,
que %, ¢ polinémio central em R.

e Se k é infinito e, por consequéncia, D é um anel de divisao infinito, entao, pelo Teorema
B.1.14 R e R®y K ~ M,(K) satisfazem as mesmas identidades polinomiais em K (X).
Em particular, segue que [ %, (x, 41, ..,Yn), 2] € identidade de R, pois é identidade de
M, (K), mas .%, nao é, donde segue que .%,, é polinomio central em R.

Em ambos os casos, temos que R satisfaz as identidades polinomiais de M,,(F') sobre algum
corpo F. Se m é um inteiro tal que n < m, entao .%,, € um polinébmio central no anel
M,,(F) e, pelo Teorema [3.2.8] ¢ uma identidade polinomial de M, (F). Segue que .%,, é uma
identidade de R para todo inteiro m > n, concluindo a demonstracao. O

Como simples consequéncia, mostremos o seguinte resultado demonstrado originalmente
em [Wag37]: Se R é uma algebra simples sobre seu centro k tal que dim, R = 4, entédo
[z, y]?, 2] ¢ identidade polinomial de R. Pela demonstragao do Teorema , existe um
corpo F' que estende k e tal que R ®; F satisfaz as identidades polinomiais de M, (F"), onde
n? = dimy R = 2% Segue que R ®;, F satisfaz as identidades polinomiais de M(F) e,
portanto, satisfaz [[x,y]?, z]. Como podemos identificar R com o subanel R® 1 C R ®y F,
temos que R também satisfaz esta identidade polinomial.

6 Teorema de Wedderburn: Todo dominio finito ¢ um corpo [Her68, p. 102
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3.4 Anéis PI primos e semiprimos

O objetivo desta secao é demonstrar que qualquer ideal nao nulo de um anel PI semiprimo
tem intersec¢ao nao nula com o centro. Tal resultado serd usado para estudar o radical de
Jacobson de anéis de polindmios diferenciais no Capitulo 4. Para auxiliar o estudo de anéis
semiprimos, vamos introduzir o conceito de produto subdireto.

O Teorema de Wedderburn-Artin nos fornece uma classificagao precisa da classe dos
anéis semissimples, uma classe relativamente limitada de anéis; basta observar que existem
diversos anéis que nao sao sequer escritos como um produto direto de ideais nao nulos.
Aumentar o “alcance” de teoremas como o Teorema de Wedderburn-Artin exige, portanto,
generalizar a forma como um anel é escrito em funcao de outros anéis, preferencialmente em
funcao daqueles que tenham uma estrutura mais familiar. E isso o que temos em mente ao
definirmos produtos subdiretos.

Definigao 3.4.1. Seja R um anel e (R)) ea uma familia nao vazia de anéis. Dizemos que
R é um produto subdireto de (Ry)xea se existir um homomorfismo injetor

p:R— []Rx
AEA

tal que as projegoes ¢y : R — R, (ou seja, as respectivas composigdes da fun¢do ¢ com as
projegoes associadas ao produto J],., Rx) sdo sobrejetoras para todo A € A.

A fungao ¢ também é chamada de representagao subdireta de R. Facilmente verifica-se
que, na notagao da definigao anterior, R é produto subdireto de (R))ea se, e somente se, para
cada A € A existirem homomorfismos sobrejetores ) : R — R, tais que (),, ker ¢y = 0.

Conforme veremos ap6s a demonstragao do préoximo lema, representacoes subdiretas sao
tuteis para estudar anéis semiprimos e anéis semiprimitivos.

Lema 3.4.2. Se R ¢ um anel com unidade, entao rad R € a intersec¢ao dos ideais A C R
tais que R/ € primitivo a esquerda.

Demonstragao. Pelo Corolério 2.2.2] é suficiente mostrar que o conjunto dos ideais 2 tais
que R/2l é primitivo a esquerda é igual ao conjunto dos anuladores de R-modulos a esquerda
simples.

Tome um ideal 2 tal que R/ seja primitivo a esquerda e considere M um R/2-modulo
a esquerda fiel e simples. Segue que M é um R-moédulo simples com estrutura dada por

r-m=(r+2A)m,
para todo r € R e todo m € M. Além disso, r € Anny(grM) se, e somente se, para todo
m € M, (r+2)m =rm =0. Como pqM é um modulo fiel, segue que r € Anny(rM) se, e

somente se, 7 + 2 = 0 + A, ou seja, r € A. Temos, portanto, que A = Anny(gM), ou seja,
2l ¢ o anulador de um R-moédulo a esquerda simples.
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Tome agora M, um R-médulo a esquerda simples e 2 = Anny(gM). Podemos considerar
M como um R/2(-mo6dulo a esquerda através da estrutura dada por

(r+2A)-m=rm,

para todo r € R e todo m € M. Tal estrutura esta bem definida, uma vez que, se v, € R
sdo tais que r+ A ="'+ entdor—r' € Ae (r+2A)—(r'+2A) = (r—r")+A =0+2A. Além
disso, r/aM € um modulo fiel e simples, donde segue que R/ é primitivo a esquerda. [

Teorema 3.4.3. Se R ¢ um anel, entao:

e R € semiprimo se, e somente se, R é produto subdireto de anéis primos;

e se adicionalmente R tem unidade, R é semiprimitivo se, e somente se, R € produto
subdireto de anéis primitivos a esquerda.

Demonstra¢ao. Suponha que R seja um anel semiprimo (respectivamente, semiprimitivo,
no caso em que R é anel com unidade) e considere a familia () ea de todos os ideais
de R tais que R/2(, é um anel primo (respectivamente, é um anel primitivo a esquerda).
Definindo, para todo A € A, ¢, : R — R/2, como as proje¢des canonicas, temos que

MNaea ker ox = Nyea Ax = 0, pois

ﬂ A, =nil R <respectivamente, ﬂ 20, = rad R) .

AEA A€A

Portanto, R é representagao subdireta da familia (R/2(y)yca de ideais primos (respectiva-
mente, primitivos a esquerda).

Reciprocamente, suponha que R seja produto subdireto da familia (Ry)xen de anéis
primos (respectivamente, primitivos a esquerda). Para cada A € A, podemos tomar um
homomorfismo sobrejetor ¢ : R — R de forma que (1, , ker oy = 0. Assim, R/ker gy ~
R, é um anel primo (respectivamente, primitivo a esquerda) e

nil R C ﬂ ker o) =0, (respectivamente, rad R C m ker o) = O) ,
AEA AEA

donde segue que R é semiprimo (respectivamente, semiprimitivo). ]
Também vale observar que, se R ¢ um anel PI que é produto subdireto da familia (R))ea,

entao cada Ry é um anel PI. De fato, tome, para cada A € A, um homomorfismo ¢, : R — R,
sobrejetor. Dai, como ¢, é um homomorfismo de anéis, em particular ¢ um homomorfismo

de grupos abelianos, ou seja, de Z-modulos. Suponha agora que p(z1,...,x,) € Z(X) seja
uma identidade de R e ay,...,a, € R, sao arbitrarios. Como ¢, é sobrejetora, existem
r1,...,Tn € R tais que py(r;) = a;, para todo i = 1,...,n. Segue que

plas, .. an) = plea(ri), - oa(ra))
= oA(p(r1,-..,mn)) = pa(0) =0
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Voltando ao contexto de anéis PI, provaremos que a conjectura de Kéthe (Problema
¢é verificada nesta classe. Se R ¢ um anel PI, defina o Pl-grau de R como o menor
grau de uma identidade satisfeita por R. Em vista do Teorema [3.1.6] podemos assumir que
todo anel PI satisfaz uma identidade multilinear cujo grau é o Pl-grau do anel. Se R é um
anel PI nao nulo, entao o menor PI-grau possivel é 2 e, nesse caso, existe um inteiro m tal
que R satisfaz zy — myx = 0.

Lema 3.4.4. Seja R é um anel primo, A <. R e considere Ann, A = {r € R | Ar = 0}.
Seque que

(1) M =2nNAnn, A é um ideal de U;
(2) A/M € um anel primo.

Demonstragao. (1)  2AM = 0, pois M C Ann, 2l e, portanto, AM C M. Além disso,
A(M2A) = 0 e, portanto, MA C Ann,2A. Como claramente M2 C 2, segue que MA C
AN Ann, A = M. Logo, M é ideal de 2.

(2) Sejam I, J ideais de A tais que IJ C M. Dai, A1 +AIR e AJ + AJ R sao ideais de
Re

(AT + ATR)(AJ + AJR) C AT + ATJR C AM +AMR = 0.

Como R é primo, podemos sem perda de generalidade supor que A1 +2AIR = 0 e segue que
I C M. Conclui-se que /M é um anel primo. ]

Teorema 3.4.5 (J. Levitzki). Se R é um anel PI primo ndao nulo, entdo R nao tem ideais
a esquerda nal.

Demonstracao. Procederemos por inducao sobre o Pl-grau. Suponha que R seja um anel
com Pl-grau igual a 2, ou seja, xy — myx é identidade de R para algum inteiro m. Seja um
ideal & esquerda nil 2 # 0 e seja a € ™A tal que a®> =0 e a # 0. Se Ra = 0, entdo Za é um
ideal & esquerda nao nulo e nilpotente de R. Se Ra # 0, entdao aRa = na’?R = 0e Ra+ Za é
um ideal & esquerda nao nulo e nilpotente de R. De qualquer forma, existe ideal & esquerda
B C R nilpotente nao nulo, um absurdo, visto que R é primo. Logo, R nao tem ideais a
esquerda nil.

Suponha um inteiro n > 2 tal que todo anel PI primo com PIl-grau menor ou igual a n
nao tenha ideais a esquerda nil. Tome R um anel PI primo com PI-grau n+ 1 e suponha que
exista N <, R nao nulo e nil. Segue que existe a € N nao nulo e tal que a® = 0. Defina A = Ra
e, pelo Lema [3.4.4] temos que Ry = /(20N Ann, 2A) é um anel primo. Mostremos que Ry é
um anel PI com Pl-grau igual a n. Seja f(x1,...,2,41) € Z(X) uma identidade multilinear
de R de grau n + 1. Existem g(zq,...,2Zn11), h(21, ..., 2pe1) € Z(X) multilineares tais que

flzr, .. xns1) = 19(x0, - oy Tpgr) + h(T1, -0 Tpsr),
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g € monico e os mondmios de h nao comecam com a indeterminada x;. Dessa forma, para
quaisquer 71, ...,r,11 € R,

0= f(m"l, Toa, . .. ﬂ"nﬂa) = C”“lg(rza, . 77”n+1@) + h(arl, roa, . .. :Tn+1a)

=arig(rea, ..., rhi1a),

uma vez que, como nenhum dos monémios de h comeca com x;, sempre ocorre o produto

a® nas parcelas de h(ari,rsa,...,rpp1a). Segue que aRg(ay,...,a,) = 0, para quaisquer
aiy,...,a, € A. Substituindo ar; por a, temos também que ag(ay, . .., a,) = 0, para quaisquer
ai,...,a, € 2. Lembrando que o ideal gerado pelo elemento b € R é dado por

id(b) = RbR + Rb + bR + Zb,

concluimos que, para quaisquer as,...,a, € gtA, id(a)id{g(as,...,a,)) = 0. Como R &
primo e a # 0, temos que g(aq,...,a,) = 0, para quaisquer ay,...,a, € A. Segue que 2 é
PI com PI-grau menor ou igual a n e, por consequéncia, R, também o é.

Se R; fosse nao nulo, pela hipotese de inducao, R; nao tem ideais & esquerda nil. Por
outro lado, como 2 C N, 2 é nil e, portanto, R; também ¢é nil. Segue que R; = 0 e
2A C Ann, 2A. Assim, 0 = A? = RaRa e, como R é um anel primo, Ra = 0, donde segue que
id(a)? = 0. Como R é primo, segue que a = 0, uma contradicao. Concluimos que R nio
possui ideais nil a esquerda nao nulos.

Pelo principio da indugao finita, concluimos a demonstracao do teorema. O

Corolario 3.4.6. Se R ¢ um anel PI e semiprimo, entao R nao tem ideais a esquerda nil
nao nulos.

Demonstragao. Seja (Ry)xea uma familia de anéis primos tais que R seja um produto subdi-
reto de (Ry)xea € considere os homomorfismos sobrejetores associados ¢y : R — Ry, A € A.
Se 2 ¢ um ideal & esquerda de R, entdo, para todo A € A, ¢,(2) é um ideal & esquerda nil
de R) e, pelo Teorema , segue que ¢ (A) = 0. Logo, A C (), ker ¢ = 0 e, portanto,
2A = 0. m

Corolario 3.4.7. Se R ¢ um anel Pl e A C R é um ideal a esquerda nil, entao A C nil R.
Em particular, se A,°8 C R sao ideais a esquerda nil, entao A + B € um ideal a esquerda
nil, ou seja, R satisfaz a conjectura de Kdithe.

Demonstra¢ao. Se 2 <, R é nil, entdao A’ = A 4+ nil R é um ideal & esquerda nil que contém
nil R. Se 2’ contém propriamente nil R, entao R/ nil R possui ideais & esquerda nil nao nulos.
Como R/ nil R é um anel PI semiprimo, isto nao pode acontecer e, portanto, A+nil R = nil R,
ou seja, A C nil R.

Para a segunda parte, basta observar que, se 2,8 C R sao ideais & esquerda nil, entao
A+ C nil R e, portanto, A 4+ B ¢é nil. O

Em suma, se R é um anel P/, entao nil R é um ideal nil que contém todos os ideais a
esquerda nil. Segue o seguinte corolario:
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Corolario 3.4.8. Se R ¢ um anel PI, entao nil R € um ideal nil maximal que € igual a soma
dos ideais a esquerda nil de R (alternativamente, a direita). Em particular, nil R O Nil R,
ou seja, nil R = f-rad R = Nil R.

Como consequéncia, um anel PI é semiprimo se, e somente se, nao possui ideais nil nao
nulos. Antes de prosseguir, lembremos a seguinte definigao.

Definicao 3.4.9. Se R é um anel e ¢ uma indeterminada que comuta com os elementos de
R, entao definimos R[[t]], o anel das séries de poténcias formais, como o anel dos elementos
ap + at + ast® + ..., com adicdo e multiplicacao compativel com o (sub)anel de polinémios
Rlt] C RIt]]

Lema 3.4.10. (1) Se R ¢é um anel comutativo com unidade e R[t] é o anel de polinémios
na indeterminada central t, entao um polinémio p(x) = ag+ at +- - - + a,t" € inversivel
se, e somente se, ag € inversivel e a; € nilpotente, parai=1,...,n;

(2) Se R é um anel com unidade, e ag,aq,...a, € R comutam entre si, entdo o polindmio
p(x) = ag+ait+---+a,t™ € inversivel se, e somente se, ag € inversivel e a; é nilpotente,
para it =1,...,n.

Demonstracao. Se a e u sao elementos de um anel comutativo qualquer tais que a é nilpotente
e u é inversivel, entao a + u € inversivel. De fato, como a é nilpotente, a pertence ao radical
de Jacobson e 1 + au~! & inversivel, donde segue que a + u = u(1 + au™') é inversivel.

Suponha que R seja um anel comutativo e com unidade e que os elementos ag, ay, ..., a, €
R sao tais que ag é inversivel e a; ¢ nilpotente para ¢« = 1,...,n. Dali, cada elemento
ait,ast? ... a,t™ é nilpotente e, como R[t] ¢ comutativo, ait + ast? + - - - + a,t™ & nilpotente,

donde segue que p(t) = ag + ait + - - - + a,t™ é inversivel aplicando o paragrafo anterior com
a=ageu=at+- -+ a,t".

Para a reciproca, consideramos inicialmente o caso em que R ¢ um domoénio de integri-
dade. Neste caso, demonstrar que os elementos inversiveis de R[t] sdo os elementos inversi-
veis de R. Assim, tome um polindémio p(t) = ag + a1t + - -+ + a,t™ € R[t] inversivel e seja
q(t) = bobit + - - - + by, t™, by, # 0, 0 inverso de p(t). De p(t)q(t) = 1 obtemos imediatamente
que apby = 1 e ayb,, = 0, donde segue que aq é inversivel e a,, = 0, pois b,, # 0. Novamente,
de p(t)q(t) = 1 segue que a,_1b,, = 0 e, portanto, a,_; = 0. Prosseguindo dessa forma,
temos que aq,...,a, = 0 e, portanto, segue o resultado.

Suponha agora que R seja um anel comutativo arbitrario e tome um polindmio p(t) =
ag + ayt + - - - 4 a,t" que seja inversivel. Tomando p C R um ideal primo de R, temos que
o anel R = R/p é um anel primo comutativo e, portanto, ¢ um dominio de integridade.
Definindo @; = a; + p € R/p, temos que o polindmio p(t) = ag + at + - - - + a,t" € R[t] é
inversivel e, pelo pardgrafo anterior, segue que @; = 0 para i = 1,...,n. Provamos, portanto,
que ay,...,a, € p para todo ideal primo p C R, ou se€ja, aq,...,a, € nil R, donde segue que
ai, . ..,a, sdo nilpotentes, completando a demonstragao de (1).

Para demonstrar a afirmagao (2), suponha que R seja um anel com unidade arbitrario
e que ag,a,...,a, € R sdo elementos que comutam entre si. Defina o polinémio p(t) =
ap + at + -+ - + a,t" e suponha que p(t) seja inversivel em R[t]. Como feito anteriormente,
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podemos concluir que ag é inversivel. Defina Ry o subanel de R gerado pelos elementos
ag,ay ", ai,. .., a,. Claramente, Ry é um anel comutativo e p(t) € Ro[t] C Ro[[t]]. Como
ap € inversivel, temos que p(t) é inversivel em Ry[[t]]. De fato, observe que, fazendo ¢(t) =
oo bit” € R[[t]], e supondo p(t)g(t) = 1, obtemos as equagoes:

CLob() =1 «<— b() = agl
a0b1 + a1b0 =0 < b = —aal(llbo
aobg + a1b; + CL2b0 =0 < by = —Clal<a1b1 + a2b0>

apby +arby 1+ - +abg =0 <= by = —aal(albg_l + asby_o+ -+ agbo)

Dai, definindo b, para todo inteiro £ > 0 recursivamente como acima, temos que ¢(t) € Ry[[t]]
e p(tg(t) = 1.
Segue que, q(t) = (p(t))~' € Ry[[t]] N R[t] = Ro[t], ou seja, p(t) é inversivel em Ry[t].
Como Ry[t] é comutativo, segue pelo item (1) que ag ¢é inversivel e ay, . .., a, s@o nilpotentes.
Como a implicacao inversa é trivial, temos o resultado estabelecido. O

Teorema 3.4.11 (S. A. Amitsur [Amib6]). Se R € um anel com unidade tal que NilR = 0
(ou seja, R nao possui ideais nil nao nulos), entdo o anel de polindmios R[t] é semiprimitivo.

Demonstracao. Assumindo que R|[t] é semiprimitivo, isto é, rad(R]t]) # 0, mostraremos que
R possui um ideal nil nao nulo, donde teremos que Nil R # 0. Se n é o menor inteiro positivo
tal que existe um polinémio de grau n em rad(R|[t]), entao considere o conjunto

A = {a € R | existe polindémio de grau n emrad(R[t]) com coeficiente lider a} U {0}.

Temos que A ¢ um ideal de R. Tome a € 2 e um polindémio p(t) = at"+a, 1t" 1+ -+ at+
ap € rad(R[t]). Como ap(t) e p(t)a sdo polindomios de A cujos graus sdo menores ou iguais a n
e que contém o mondmio a’t", temos que [a, p(t)] = ap(t) —p(t)a € 2 ¢ um polindmio de grau
menor do que n. Portanto, [a,p(t)] = Z?:_OI [a,a;]t' = 0 e concluimos que aa; = a;a, para
cada?r=0,1,...,n — 1. Pelo mesmo argumento, para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, o polinémio
la;, p(t)] tem grau menor do que n e pertence a rad(R[t]), donde segue que a;a; = a;a;,
para todos i,7 = 0,1,...,n — 1. Como p(t) é um elemento do radical, segue que 1 — tp(t)
é inversivel em R|[t] e satisfaz as condig¢oes do item (2) do Lema , donde segue que a
é nilpotente. Concluimos que 2 é um ideal nil de R. Por contraposicao, segue o resultado
desejado. O]

Pelo Corolario |3.4.6, podemos aplicar o Teorema [3.4.11| para anéis PI semiprimos, donde
obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.4.12. Se R € um anel PI, com unidade e semiprimo, entio R[t] é um anel
semiprimitivo.

Teorema 3.4.13. Se R é um anel Pl semiprimo, entdo todo ideal nio nulo de R tem
interseccao nao nula com seu centro.
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Demonstrag¢ao. Mostremos inicialmente que podemos reduzir a demonstragao para o caso
em que R é um anel com unidade. Suponha demonstrado o teorema para esse caso e tome
S um anel PI sem unidade. Existe, como construido na demonstracao do Lema [2.5.1] uma
multiplicacao sobre o grupo aditivo S# = S @ Z de forma que S# seja um anel com unidade,
S ¢ um ideal de S* e S#/S ¢ isomorfo a Z. Dai:

o S# satisfaz uma identidade polinomial: Se p(xy,...,z,) é identidade de S, entdo
p([z1, 1], - -, [0, yn]) & identidade polinomial de S#, pois, para quaisquer s, sy € S¥,
[s1 4+ S, 89+ S] = [s1,82] + S = 0+ S. Portanto, se 71,...,7,,51,...,5, € S, entdo
(71, 81)y - oy [Tnysn) € S e p([r1,s1]y -y [Tny Sn)) = 0;

o S# nao tem ideais nil nao nulos: Se existir A#* C S# ideal nil, entdo (A* +S5)/S é um
ideal nil de S# /S e, como Z nao tem ideais nil nao nulos, segue que A# C S. Assim,
segue que A* = 0, pois S nao possui ideais nil nao nulos.

Segue que S* satisfaz as hipoteses do teorema. Se 2 ¢ um ideal de S, entao verifica-se
facilmente que A 0 ¢ um ideal de S# e, portanto, segue que (AH0)NZ(S#) # 0. Tomando
(z,0) € (AP 0)N Z(S*) nio nulo, temos que x € A é um elemento nao nulo tal que, para
todo y € S,

(zy,0) = (2,0)(y,0) = (y,0)(z,0) = (yx,0) = zy = yx

Segue que x € Z(S) e temos demonstrado o teorema no caso geral.

Em suma, podemos assumir que R ¢ um anel PI, com unidade e semiprimo. Vamos agora
reduzir a demonstragao para o caso em que R é um anel PI, com unidade e ¢ adicionalmente
semiprimitivo.

Suponha demonstrado o teorema para anéis semiprimitivos e considere R um anel PI, com
unidade e semiprimo com centro Z e tome 20 um ideal ndo nulo de R. Segue que R][t] é um
anel com unidade que satisfaz uma identidade polinomial (Corolério [3.1.11)), semiprimitivo
(Corolério [3.4.12)), com centro Z[t] e tal que 2A[¢] é um ideal de R[t]. Assim, (AN Z)[t] =
2[t] N Z[t] é ndo nulo e, portanto, AN Z # 0, demonstrando o teorema como originalmente
enunciado.

Iremos supor, portanto, que R é um anel semiprimitivo com unidade e que satisfaz uma
identidade polinomial de grau d. Seja ¢ : R — [],., Rx uma representacao subdireta de
R, onde Ry é um anel primitivo a esquerda para todo A € A. Cada R, é uma algebra
central simples de dimensao n,2, pelo Corolério Ainda pelo Corolério [3.3.15| temos
que 2n, < d, para todo A € A, ou seja, o conjunto dos inteiros n,, com A € A, é limitado
superiormente.

Tome 2l C R um ideal e observe que as projecoes relativas a representacao subdireta
ox: R — Ry, X € A, sdo sobrejetoras e, portanto, ¢,(2) é um ideal de Ry para todo A € A.
Como cada R, é simples, temos que ¢,(2A) é igual a 0 ou igual a R). Tome n o maior
inteiro n) dentre aqueles tais que ¢,(2) = R, e considere o polinémio central %, € Z(X)
do Teorema [3.2.5l Pelo Teorema [3.3.15] .%,, ¢ um polinémio central em todas as algebras
centrais simples de dimensao n?. Analisando a imagem do polindémio .%, quando avaliado
em valores de ¢, () C R), para todo A € A, temos os seguintes casos:
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e 1, < n: A imagem é zero, pois .%, ¢ identidade polinomial de R (item (4) do Teorema
3.3.15));

e n, = n: Os elementos da imagem sao todos centrais em R);
e n, > n: A imagem é zero, pois, pela maximalidade de n, ¢, () = 0.

Podemos concluir que os valores do polinémio .%#,, quando avaliado em ¢(2() sdo todos centrais
em ¢(R) e, como ¢ é injetora, concluimos que os valores de .%, quando avaliado em 2l séo
todos centrais em R. Além disso, se A € A é tal que ¢,(2() = R, entdo, como .%, é central
em R, existem elementos centrais nao nulos de .%, quando avaliada em valores de R) e,
portanto, existem valores centrais nao nulos de .%,, quando avaliada em valores de 2A. Tais

valores sdo elementos nao nulos de 2N Z(R), donde segue que AN Z(R) # 0. O

O Teorema é central na demonstragao do Teorema e é a principal motivagao
para os topicos da teoria de anéis PI aqui selecionados.
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Capitulo 4

O radical de Jacobson do anel de
polinémios diferenciais

No Teorema mostramos que se R ¢ um anel e § é um derivacao, entao o radical de
Rz; 6] é igual a Nz; ], onde N é um ideal de R tal que 6(N) C N. No artigo original de M.
Ferrero et al, os autores mostram que no caso em que R é um anel comutativo, entao N é um
ideal nil. Se § = 0, entdo, pelo teorema de Amitsur, N é um ideal nil. E sabido [Smo15], no
entanto, que existe R tal que NV nao é um ideal nil. O objetivo desta secao é estudar o ideal
N em alguns casos particulares. Na Secao [4.1I| demonstramos que o ideal N é nil quando
R satisfaz uma identidade polinomial. Em seguida, abordamos o problema de mostrar que
R]z; §] é localmente nilpotente quando R ¢é localmente nilpotente e satisfaz uma identidade
polinomial. Na Secao fazemos uma abordagem ingénua, sem a hipotese de que R é um
anel PI, de modo a motivar algumas defini¢oes da Secao [4.3] onde desenvolvemos algumas
nogoes combinatorias, e concluimos a resolugao do problema na Segao 4.4 Se § =0e R ¢é
comutativo, pelo Teorema de Snapper(l] N ¢ igual ao radical de Kéthe. Encerrando a Secdo
, mostramos com um exemplo que nao é possivel generalizar este teorema para R[x;d],
onde R é um anel PI, e mostramos que se R ¢ um anel PI e adicionalmente ¢ uma algebra
sobre um corpo de caracteristica zero, entao rad(R[z;0]) = (Nil R)[z; ].

4.1 Anéis de polindmios diferenciais sobre anéis PI

Teorema 4.1.1. Se R € um anel Pl e 6 : R — R ¢ um derivagcao de R, entao S =
R Nrad(R[x;0]) é um ideal nil de R tal que §(S) C S e rad(R[z;d]) = S[x;d].

Demonstragao. Pelo Teorema[2.5.3] basta provar que S ¢ um ideal nil ou, equivalentemente,
que S C N, onde N = Nil R. Notando adicionalmente que o anel semiprimo R/N nao tem
ideais nil ndo nulos, mostrar que S é nil ¢ equivalente a mostrar que S = (S + N)/N é o
ideal nulo.

! Teorema|E. Snapper|[Lam01, 5.1, p. 67] Se R um anel comutativo com unidade, entdo rad(R[t]) =
(Nil R)[] = Nil(R[t)).
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Suponha por contradicdo que S nao é o ideal nulo. Pelo Teorema |3.4.13| podemos tomar
um elemento ndo nulo @ € S\ N tal que a € Z(R/N). Mostraremos que a ¢ nilpotente,
donde seguirda que o conjunto (aZ + aR + N)/N serda um ideal nil ndo nulo de R/N, um
absurdo.

Como a € S, temos que ax € rad(R[z; d]) e, portanto, existe f(z) € R[z;0d] tal que

f(z)+ax+ f(x)axr =0 (4.1.2)
flz)+arx+azxf(x) =0 (4.1.3)
Escrevendo f(z) = > " bz, de (4.1.2)) concluimos que by = 0. Além disso, de (4.1.3),

temos que

0= i bt + ax + ax (i bixi) = Z bix' + ax + Z a(xb;)z"
= be —|—aa:+2a(5 xt +Zabi,1xi
=1

= boad (bo) + (b1 + a + ad(by) + abg)x + Z(bl +ad(b;) + ab;_1)x" + ab,a™!

=2

Igualando os coeficientes, obtemos as seguintes equagoes:

ab, =0 (4.1.4)
bl—l—aé(bz)—i—abl,l :O, i:2,...,n (415)

Para mostrar que a € N, provaremos o seguinte passo intermediario:

ajbn_j+1 eN,j=1,...,n

Mostremos por indugao sobre j (definindo a’b,_;1; = 0, se j > n). Se j = 1, entdo
ab, = 0 € N. Da mesma forma, se 7 > n, entao aj“bn,ﬂg = 0 € N. Para tratar o caso
1 < j <mn, tomem € {2,...,n}, suponha que a’b,_; 11 =€ N para todo j < m e provemos
que a™b, ;i1 € N.

Tomando com i =n —m + 2 e multiplicando & esquerda por ™!, temos que

am_lbn_m+2 +am5(bn_m+2) + ambn_m+1 =0e N=
—_———
EN
= am(5<bn7m+2) -+ ambn7m+1 eN (417)

Para provar o resultado, é suficiente mostrar que a™d(b,_pm+2) € N. De (4.1.2)) e (4.1.3)
obtemos que zaf(z) = f(x)za e, usando a equagao ([1.0.3)), temos que
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0= f(z)ax —axf(x) = <Z bﬂ%m;) _ (Z axbixi)
= (Zn: bixiax> — ( Y ad(b;)z" + nz:abilq;i)
O—ZZ()ng i £+1_<Z ! +§:1abz 1x> (4.1.8)

=0 ¢=0 =0

Igualando em (4.1.8)) os coeficientes que acompanham x”*m“, temos que:

= y ‘ i nmm)=1g — (a 2 A0p—m+1
0 ( Z (2 . (n . m) . 1)b15 ( )) ( 5(bn—m+ )+ bn m+ )

i=n—m-+1

—m 2
= bp—m410 + <n 7;7/ )bn_m+25(a) 4+ 4

n—1 N n .
+ (m . 2) bn—lém 2((1) + (m . 1) bn5 1(@) — a5(bn_m+2) — abn—m+1 (419)

Observe que a primeira e a ultima parcela de formam o termo [b,_m11,a] e,
como a + N € Z(R/N), temos que [b,_mi1,a] € N. Além disso, pela hipotese de indu-
cao, a™ b, a™ b, _1,...,a™ b, _mi2 € N, e portanto, multiplicando (4.1.9) por a™ ! a
esquerda, segue que a™d(b,_mi2) € N. Usando isso e provamos como desejado que
ambn_mH € N.

Multiplicando por a"™ a esquerda e observando que a"b; = a’b,_j1 para j = n,
donde segue que ab; € N, temos que

a"by +a"t 4+ a"te(b) =0 € N =
~—~
EN
= a" +a"(by) € N

e, por fim, resta provar que a""§(b;) € N. Para tal, igualando os coeficientes que acompa-
nham z em (4.1.8)), temos que:

0= (Zw ) (ad(by) + aby)

= b16(a) + ba0*(a) + - -+ + b,0"(a) — ad(by) (4.1.10)

Multiplicando (4.1.10)) por a™ & esquerda, e usando o fato que a"by,a"bs, ..., a"b, € N, segue
que

aby d(a) + a’by % (a) + - + a"b, 6" (a) — a""'6(b)) € N =
~— ~—~ ~—
eEN eN EN
=a""16(b)) € N
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Temos, portanto, que a™! € N e, em particular, segue que a é um elemento nilpotente. [J

Como caso particular do Teorema [4.1.1] temos a seguinte proposicao originalmente de-
monstrada em [TWCO07, p. 976]:

Corolario 4.1.11. Se R ¢ um anel PI com NilR =0 e : R — R ¢ uma derivacao, entao
rad(R|x;d]) = 0.

4.2 Anéis de polindomios diferenciais sobre anéis local-
mente nilpotentes: abordagem ingénua

Suponha que R seja um anel PI localmente nilpotente e 6 : R — R seja uma derivacao.
Para provar que R[x;d] é um anel localmente nilpotente basta tomar um inteiro positivo m,
um conjunto arbitrario S = {p1(x),...,pm(x)} C R|x;0] e provar o subanel gerado por S
é nilpotente. Para isso, é suficiente mostrar que existe um inteiro nao negativo N tal que
SN*+L = 0, ou seja, que qualquer produto de N + 1 elementos de S é igual a zero. Tome
k o maior grau de todos os polinémios de S. Como cada elemento de R[z; ] se escreve de
maneira tnica da forma

”
c+axr+- -+,

onde cg,c1...,¢, € Re 0 <r <k éum inteiro, existe um inteiro positivo ¢ e um conjunto
T ={ay,...,a;} C R, de forma que

SCT+Tx+---+Tx"
Dessa forma, para provar que SV*! = 0, é suficiente provar que
(T+Tx 4+ -+ Ta"N T =0,

ou seja, é suficiente mostrar que

aioxdlailxd"’ .. .al-Nde“ =0,
para quaisquer inteiros positivos dy, . ..,dy11 < k e quaisquer inteiros positivos g, ..., 1 < t.
Usando ((1.0.3), temos que, para quaisquer inteiros positivos dy, ..., dy+1 < k ¢ quaisquer
inteiros positivos ig,...,ixy < t, o produto aioxdlailmcb .. .aideN“ é escrito como uma Z-
combinacgao linear de elementos da forma
. , I
ai05]1 (ail) L 0N (aiN)a: N (421)
onde M é algum inteiro positivo e j1, ..., Jn sao inteiros positivos que satisfazem as seguintes
relagoes:
J1 < dy;

Jo < di +dy — ji;

N <di+--+dy—J1— " — JNn-1-
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Podemos escrever essas inequacoes como

1 <dy <k
Jo+ 71 < dy +dy < 2k;

N+ g+ <di+dy+ -+ dy < nk.

Somando as ultimas inequagoes, temos que:

N
: . . . . N+1
i=1

Guardemos essa importante observacao que motivard uma definicdo mais a seguir e nos
voltemos novamente para os produtos da forma .

Para provar que SV*! = 0, ¢ suficiente mostrar que os produtos da forma sao
todos nulos. Nestas condicoes, é conveniente definir, para todo inteiro nao negativo n, o
conjunto

T,=TUéT)U---Ud™(T).

Como T,, é finito, para todo inteiro nao negativo n, existe um inteiro positivo b, tal que
TP = 0. Podemos definir a sequéncia b = (bg,by,...) de ntimeros inteiros positivos e
separar o problema nos seguintes casos:

Caso 1. Existe um inteiro positivo n tal que, existam b,, indices consecutivos j, 11, . .., Jrib, <
n dentre os indices de (4.2.1)). Aqui, temos que

8 (@, ), 072 (4, ), - 000 (0, ) € T =
§ir1 (air+1)5jr+2 (air+2) Lo (air+bn> € Tsn =
@8 (0)0% (@) ... (a,) = 0
Em particular, neste caso, a expressao (4.2.1]) é igual a zero.

Caso 2. Para qualquer inteiro positivo n, quaisquer b, indices consecutivos dentre jq, ..., jn,
existe um deles que é maior do que n.

Observe que o Caso 2 nao é contemplado pela argumentacao anterior e sugere uma
abordagem combinatoéria, conforme sera visto nas proximas segoes. Tal abordagem pretende
tirar proveito da identidade polinomial satisfeita pelos elementos do anel R.

4.3 Combinatéria em palavras

Considere um conjunto A e defina A™ como o semigrupo livre sobre A, ou seja, A* é conjunto
das sequéncias finitas formadas por elementos de A. A essas sequéncias daremos o nome de
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palavras e aos elementos de A daremos o nome de letras. O conjunto AT é um semigrupo
considerando a operagao como a concatenacao de palavras.

Seu,v € AT, entao dizemos que u é prefizo de v se existe palavra w € AT tal que v = uw,
ou seja, a palavra v é formada da palavra u concatenada a palavra w a direita. Dizemos que
u & sufizo de v se existe palavra w € AT tal que v = wu.

Se u,v € A', dizemos que v é subpalavra de u se existem palavras w,x € AT (possivel-
mente vazias) tais que u = wox.

Uma palavra u € AT nao vazia tem comprimento ¢(u) = n, onde n é um inteiro positivo,
se existem uq,...,u, € A tais que u = u; ...u,. Definimos o comprimento de uma palavra
vazia como £(()) = 0.

Fixemos por um instante A = N = {0,1,2,3,...}. Considere u = u;...u, € NT uma

palavra, com uq,...,u, € N. Definimos o peso de u como
= mi — k4 1Du,
w(u) = min {’;(n +1)u (k)}

Exemplo 4.3.1. Sejam v =214, v=212ew = 221. Os possiveis resultados para
Y oreq(n = k)ug(y sao:

324+21+14=12
32+24+11=15
31+22+14=11
31+24+12=13
34+21+12=14
34+22+11=17

Segue que o peso de u é w(u) = 11. Como v e w sdo compostos das mesmas letras, temos
que w(v) = w(w) = 9.

Se k ¢ um inteiro positivo, dizemos que u € NT é uma palavra k-vdlida se

wu) < (’;)

Assim como o conceito de peso de uma palavra de N*, a definicdo de palavra k-vélida ¢é
motivada pela propriedade (4.2.2)). Podemos, portanto, formalizar no seguinte lema algumas
das conclusoes da se¢ao anterior:

Lema 4.3.2. Seja R um anel arbitrdrio, 0 : R — R uma derivacao de R, n, m, k inteiros

positivos e T = {ay,as,...,a,} € R um subconjunto. Para quaisquer inteiros positivos
dy,ds, ... dy1 < k e quaisquer inteiros positivos ig, 11, ... ,1, < m, o produto de elementos
de R[x; 0]

d1 d2 dn dn+1

A; X A3 X Ay« . . T A4, T
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€ escrito como uma Z-combinagao linear de elementos da forma
, : . u
a;, 0" (@i, )07 (ag,) . .. 07" (a;, )x

onde M ¢é um inteiro positivo € ji, jo, ..., Jn < k sao inteiros positivos tais que jijs ... Jn €
N* ¢ uma palavra k-vdlida.

Intuitivamente, podemos interpretar uma palavra k-valida como uma palavra cujas letras
nao sao “demasiadamente maiores do que k”.

Agora definiremos termos que nos auxiliarao a tratar o caso descrito no ultimo paragrafo
da segdo anterior. Fixe uma sequéncia infinita b = (bg, b1, ...) de inteiros positivos. Uma
palavra u € Nt ¢ dita b-limitada se, para todo m inteiro nao negativo, toda subpalavra de
u cujo comprimento seja b, (se existir) contém uma letra maior do que m.

Exemplo 4.3.3. Sejam v = 32 72, v = 12 2 7 palavras de Nt e seja a sequéncia de
naturais b = (1,2,3,4,...). A palavra v nao ¢ b-limitada, pois admite a subpalavra 1 2 2
de tamanho by = 3 mas nao possui uma letra maior do que 2. Ja a palavra u é b-limitada.
Note que existem sequéncias que nao admitem palavras limitadas, como, por exemplo, a
sequéncia (1,1,1,...).

Seja B um conjunto arbitrario e < uma ordem parcial sobre B. Podemos definir uma

ordem parcial < sobre BT da seguinte forma:

e Se u,v € NT sao palavras distintas tais que u é prefixo de v ou vice-versa, entao u e v
sao incomparaveis;

e (Caso contrario, considere que u < v segundo a ordem lexicografica.

Dizemos que a sequéncia finita (v, vs, . ..,v4) de palavras de BT é d-decrescente se
V1 > Vg = > g

Dizemos que uma palavra v € BT admite subpalavra d-decrescente, onde d é um inteiro
positivo, se existirem w, vy, vs,...,vq, & € BT tais que u = wuivy ... vgx e (v1,vq,...,0q) €
d-decrescente.

Conforme afirmado na secao anterior, almejamos tirar proveito de alguma identidade
polinomial satisfeita por R. Para tal, sera necessaria a demonstracao da seguinte proposicao:
Proposicao 4.3.4. Sejam k, d inteiros positivos, b = (bg, b1, ba,...) uma sequéncia de
naturais e € € [0,1[. Entdo existem inteiros positivos N = N(d,b,k,e) e M = M(d, b, k,¢)
tais que, para toda palavra uw € Nt com €(u) > N, k-vdlida e b-limitada, existem w € Nt

e uma sequéncia d-decrescente (vq,vs,...,v4) tais que a subpalavra das dltimas |en| letras
seja wuivy ... Vg €, para todo 1 =1,2,...,d, a letra inicial de v; € menor do que M.

Demonstracao. Procedemos por inducgao sobre d.
O caso em que d = 1 é trivial, e é suficiente tomar M(1,b,k,e) = N(1,b,k,e) = 1.
Suponha agora que d > 1 seja um inteiro positivo tal que a proposicao seja valida e tome

M, =M(d,b,k,e/2) e N;=N(d,b,ke/2)

Dai, fixe um nimero inteiro positivo M, tal que
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(1) My > My

(i) My > 8(bas, )2ke™2

(1)) ()

Dai temos que

" M 2,,2 M 2
~ 22 £ Z = 2n_2 Z an
2be1 2 8bM1€
Logo, como kn? > kw = k(”;l), podemos tomar inteiro positivo Ny tal que, se
n > Nj entao
M, (((571/2) — 1)/bM1) - k(n + 1)
2 2

Seja u € NT uma palavra k-valida, b-limitada e cujo comprimento seja n > Ny. Escreva
u = vwz, onde v, w,r € Nt sdo palavras tais que

e wz tenha comprimento |en];
e 1 tenha comprimento [en/2].

Decomponha w como w = y1¥y>...y;y;4+1 de forma que cada subpalavra yi,vs,...,¥;
tenha comprimento by, e a palavra y;;1 tenha comprimento nao negativo e menor do que
b, -

Por construcao,

i LLmJ — Lons?) J

Observe que
e |en| =en— .y, com 0 < 4., < 1;
o |en/2] =en/2 — 6.y, com 0 < 6,y 0 < 1.

Dai, temos que

len] — |en/2] 1 <e€n 1 /en
_ (S = b ) > <_ - 1) 435
Se necessario, podemos alterar N, de forma que, se n > N, entao ﬁ (%” — 1) > 1.

1
assim, podemos assumir que j ¢ um inteiro positivo.

Se m € {1,2,...,7}, entdo, y,, tem comprimento by, e, portanto, existe letra em y,,
digamos, a,, € N, tal que a,, > M;.
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Afirmamos que existe m € {1,2,...,5} tal que a,, < My. De fato, caso contrario,
terfamos que a palavra u teria ao menos j letras maiores ou iguais a M,. Dali, terfamos que

) . )+ 1
w(U)Zw(w)Z]M2+(J—1)M2+...+M2=M2(j2 )

De , temos que
ii1= {Lsnj - Lan/2JJ 1> len] — |en/2] - 1 (@ B 1)

b, b, T by \ 2

e, portanto,

w(u) > My <j ; 1> > MQ(((W/?) 2— 1)/bM1> - k(n;_1)7

um absurdo, visto que a palavra u tem comprimento n e é k-valida.

Logo, existe letra a € N da palavra w tal que M; < a < M,. Tome palavras b,c € N*
tais que w = bc e a letra inicial de ¢ seja a.

Por hipoétese de inducao, existem palavras p, vy, vo,...,v4 € NT tais que x = pv; ... v,
{v1,...,v4} seja subsequéncia d-decrescente de z e todas as letras iniciais de vy, ..., vy sdo
menores do que Mj.

Segue que u = vb(cp)vy ... vg, €, por construgao,

Cp > Vy > Uy > ...> g

¢ uma sequéncia (d + 1)-decrescente em que cada uma das palavras cp, vy, v, . .., vy comega
com uma letra menor do que M.
O resultado desejado segue, portanto, tomando

M@d+1,bke)=M e N(d+1,bke) =N, 0

Corolario 4.3.6. Sejam k, d inteiros positivos e b = (by, by, ba,...) uma sequéncia de
naturais. Existe inteiro positivo N = N(d, b, k) tal que toda palavra w € Nt com ¢(u) > N,
k-vdlida e b-limitada contém uma subpalavra d-decrescente.

Demonstragao. O resultado segue aplicando a Proposigao [4.3.4] fazendo N = N(d, b, k) =
N(d,b, k,1). m

4.4 Anéis de polindmios diferenciais sobre anéis local-
mente nilpotentes: abordagem combinatoéria

Agora estamos nas condigoes para mostrar o resultado original de [BMST15]:

Teorema 4.4.1. Seja R um anel localmente nilpotente e § : R — R uma derivacao em R.
Entao Rlx;0] é um anel localmente nilpotente.
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Demonstra¢ao. Como R é um anel PI, podemos supor que exista um inteiro positivo d e
existam ¢, € Z, para qualquer o € Sy \ {/d}, tais que

Ti...%q — Z CoZo(l) - - - Ta(a) € Z(X) (4.4.2)

oESy
o#ld

¢ identidade polinomial de R. Na mesma notagao da Segao [4.2] fixe para o resto da demons-
tracdo N = N(d, b, k).

Continuando o desenvolvimento da Secao [.2] observe que os dois ultimos paragrafos
podem ser reescritos na nova nomenclatura como:

Caso 1. A palavra u = j; ... jx € NT nao é b-limitada; entao existe um inteiro positivo n e

uma subpalavra de u cujo comprimento seja by, digamos, j,i1, ..., jrs, < n € NT.
Nesse caso, como mostrado anteriormente, o produto a;,6’*(a;,) ...~ (a;y) ¢ nulo
para quaisquer inteiros positivos ig, i1, ...,iny <

Caso 2. A palavra u = j; ...jy € NT & b-limitada.

Para completar a demonstracao, basta tratar os casos em que u = j;...jy € NT & uma
palavra com ¢(u) = N, k-valida e b-limitada.

Suponha, por contradigdo, que exista uma palavra v = j;...jx € NT com f(u) = N,
k-vélida, b-limitada e inteiros positivos ig, iy, .. .,iy < t tais que ;6 (a;,) ...V (a;, ) # 0.
Podemos tomar v minimal com tais propriedades para ig,i1,...,in < t fixados. Para toda
subpalavra y = j, ... j.1s, com 7, s € Z convenientes, defina

fly) =0"(a;,)... 0" (a;,..)-

Pelo Corolario 4.3.6] podemos tomar subpalavras v,w,ws,...,we,z € NT tais que
JiJ2 .- N = VWiWa ... Wez €
Wy > Wa > -+ > Wy

Fazendo em (4.4.2)), 1 = f(w1),...,xq = f(wy), temos que
flwn) . fwa) = cof(Woy) - f(Wo(a) (4.4.3)
€Sy
o#ld

Multiplicando (4.4.3)) & esquerda por a;, f(v) e & direita por f(z), temos que

i f(0) f(wr) - f(wa) f(2) = Y ottio f (W) (Wor) - - [ (Waia) f(2) (4.4.4)

0ESy
o#ld

Observe dai que, para toda permutagao o € Sy \ {I/d} existe uma permutacdo 7 €
Sy \ {Id} tal que

aiof(v)f(wa(1)> ce f(wa(d))f(z) = aioéjT(l) (aif(l)) ce 5jT(N) (aiT(N))
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Consideremos inicialmente as permutagoes 7 tais que a palavra j.)...Jr(n) € N* nao
seja b-limitada. Neste caso, temos que a;,6""" (a; ) ... 6™ (a; ) = 0.

Considere agora o caso onde a permutacao 7 seja tal que a palavra j.(1 ... j-(nv) € NT seja
b-limitada. Claramente, o peso da palavra j ... j-(v) ¢ igual ao peso da palavra j; ... jn
e, portanto, segue que j-(1) ... Jr(v) ¢ uma palavra de comprimento N, k-vélida e b-limitada.
Observe que, pela construcao de 7, existe uma permutacao nao trivial u € Sy tal que
Jr(1) - - Jr(N) = VW) - - - Wy(g)2. Como a sequéncia (wy, ..., wy) foi tomada d-decrescente,
temos que

J1e+ JN = VW1 ... WaZ = VWy(1) - - - Wy(d)Z = Jr(1) - - - Jr(N)
Mas dai, pela minimalidade de j; ... jy, temos que
ai05JT<1>(aiT(1)) o 5jT<N>(aiT(N)) =0.
Concluimos que, para toda permutacao o € Sy nao trivial,
@io f (V) f(Wo(1)) - - - f(Waa) f(2) =0,
donde segue, por , que
iy (aiy) - N (aiy) = aio f(0) f(wr) ... fwa) f(2) =0,

um absurdo.
Conclui-se que, para toda palavra u = j; ... jy € NT com ¢(u) = N, vale que

aioéjl (ail) RN 6jN((ZiN) =0

para quaisquer inteiros positivos ig,i1,...,ixy < t. Em particular, pelo desenvolvimento da
Secio [4.2] temos que SN = 0. O

Observe que nao é possivel provar um resultado analogo ao Teorema [4.4.1| para o caso de
anéis de polindémios com automorfismo:

Exemplo 4.4.5. Se k é um corpo qualquer e T' = {t; | i € Z} é um conjunto enumeravel de
indeterminadas, entdo podemos considerar no anel de polinomios k[7'] o ideal k*[T"] gerado
pelas indeterminadas ¢;, com i € Z. Em outras palavras, k*[T] é o ideal dos polinémios nas
varidveis de T que possuem termo constante zero. Por sua vez, k*[T| contém id(t;* | i €
Z) <4 k[T], o ideal gerado em k[T] pelos polindémios t;%, com i € Z. Mostremos que o anel
R =k*[T]/id(t;* | i € Z) & um anel localmente nilpotente.

Tomando S € R um conjunto finito, temos que existe um inteiro positivo N tal que S
est4 contido no subanel Ry gerado pelos elementos t; € R, com —N < i < N e, portanto, o
subanel gerado por S esta contido em Ry. Conclui-se que é necessério e suficiente demonstrar
que Ry é um conjunto nilpotente. Um elemento arbitrario de Ry ¢é da forma

CL,NLTfN +---+ CLNt_N,
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onde cada a; € k, para —N < i < N. Como Ry é comutativo, vale o teorema binomial e,
segue que o produto de 2N + 1 elementos de Ry é uma k-combinagao linear de elementos
da forma

tzltzgt onde — N S i17i2,...,i2N+1 S N (446)

19N+17

Segue pelo principio da casa dos pombos que existem dois indices iguais dentre iy, . . ., ion11 €,
portanto, sempre ocorre em 1' o termo 1?]2 = 0 para algum inteiro positivo —N < 53 < N.
Segue que t;, %, - - - £,y ., = 0 para quaisquer indices e concluimos que Ry*"*! = 0. Portanto,
Ry é nilpotente como desejado.

Podemos definir sobre R um automorfismo o : R — R dado por o(t;) = t;41, 1 € Z, e,
com esse automorfismo, o anel R[x; o] nao é sequer nil, pois topx € R[x; o] ndo é nilpotente.
De fato, para cada inteiro N > 1, temos que

(Eol')N = (t_()ZL') (t_()ZL') c. (Eol')

<£0£1$2)<£0]3) .. (t_ol’)
(Fofrfaz®) ... (o)

= (toty ... tx)xN T

Como ty ...ty ¢ id(t;% | i € Z), segue que (o))" # 0 para todo inteiro positivo N. Em suma,
mesmo que R seja um anel comutativo e localmente nilpotente, R[z; 0] ndo necessariamente
serd um anel localmente nilpotente.

Conforme provado no Teorema o radical de Jacobson do anel R[x;d] é o anel de
polinémios diferenciais com coeficientes em algum ideal nil de R. Se R for um anel comutativo
com unidade e 6 = 0, entdo temos que N = Nil R [Lam01} 5.1, p. 67]. Segundo o préximo
exemplo, nao podemos generalizar este resultado para anéis de polinomios diferenciais sobre
R, mesmo quando R satisfaz uma identidade polinomial.

Exemplo 4.4.7. Seja p € Z um primo positivo, K, um corpo com p elementos e K,[t] o
anel de polindomios sobre a indeterminada t. Dai, se I = id(t?), segue que esta bem definida
uma derivagao do anel R = K,[t]/id(t?) determinada por:

0: Kplt]/I — K,[t]/1
alt+ D" = ant+ D", neZn>0
e estendida para soma por linearidade. Esta derivagao é tal que 6(¢t+ 1) = 1+ I e, portanto,

se N ¢ um ideal tal que 6(N) C N, entdo N = 0 ou N = R. Pelo Teorema [2.5.3 devemos
ter que rad R[x; ] = 0.

Por outro lado, conforme veremos no Teorema podemos determinar o ideal NV, desde
que R seja uma algebra sobre um corpo de caracteristica zero. Antes disso, mostraremos o
seguinte lema:
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Lema 4.4.8. Seja R uma dlgebra com unidade sobre um corpo de caracteristica zero e
d: R — R uma derivagao, entao 6(Nil R) C Nil R.

Demonstracao. Se a € Nil R, entao é suficiente mostrar que Ré(a)R C Nil R. Para isso,

~ t . L.

S€ T1,...,Tn,S1,...,5, € R, entdo mostraremos que ) ._, r;0(a)s; € Nil R. Observe inicial-
t . . . .

mente que » ._, 1;as; € Nil R e, para todo inteiro positivo n, temos que

t n
( E TZ'CLS,L'> = E I TSy - - . T3,AS;5,,
=1

onde a tultima soma percorre todos os multi-indices do conjunto I = {(iy,...,i,) | @1,...,0, €
7,1 <1iq,...,i, <t}. Aplicando 6" em ambos os lados, temos
t n
o ((Z riasz-> ) = Z O (ryasi, ...rq,a8;,).
i=1
Observe que, para qualquer i = 1,...,n,

d(rias;) = (8(ri)as; +r;0(a)s; + ra0(s;)) € r0(a)s; + Nil R.

Analogamente, existe um inteiro m = m(n) tal que, para quaisquer 1 < iy,is,... %, < t,
temos que

0 (ryasi, ...rias;,) € m(ry0(a)s;, ...r, 0(a)s;, )+ Nil R

e, portanto,

t n
g ((Z T’iCLSi) ) eEm (ZI ri,0(a)s;, ... riné(a)sin> + Nil R,
i=1

para algum inteiro positivo m. Mas como Zle r;as; € Nil R, existe um inteiro positivo n
tal que (> ., ras;)" = 0 e, portanto, existe inteiro positivo m tal que

m (Zl ri,0(a)s;, .. .riné(a)sin> € Nil R.

Como R é uma algebra sobre um corpo de caracteristica positiva, segue que

t n
(Z Tié(a)si> = Z[ ri,0(a)s;, ...r,6(a)s;, € Nil R.

i=1

E, portanto, para quaisquer rq,...,7,,81,...,8, € R, 22:1 rid(a)s; € Nil R. Concluimos
que Ré(a)R C Nil R e, em particular, d(a) € Nil R. O
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Teorema 4.4.9 (|[BMS15|). Se k € um corpo de caracteristica zero, R é uma k-dlgebra com
unidade que satisfaz uma identidade polinomial de Z(X) e § : R — R é uma derivagdo de
R, entio o ideal N = NilR € tal que 6(N) C N e rad(R[z;d]) = N[x;0]. Em particular,
N = rad(R[z;0]) N R.

Demonstra¢ao. Como N é nil, é em particular localmente nilpotente. Além disso, pelo
Lema [1.4.8, 6(N) C N. Adicionalmente, como R satisfaz uma identidade polinomial, N
também satisfaz uma identidade polinomial de Z(X). Assim, estd bem definido o conjunto
Nlz;46], que é um ideal de R|[z;4] e é localmente nilpotente, pelo Teorema [1.4.1] Segue que
Nlz; 6] C rad(R]z;d]).

Para provar a inclusdo inversa, observe que o anel R = R/N ¢ um anel sem ideais nil que
satisfaz uma identidade polinomial de Z(X). Podemos definir a fungdo § : R — R dada por
0(r + N) = §(r) + N, que esta bem definida uma vez que §(N) C N. Além disso, § ¢ uma
derivacdo de R. Segue, pelo Corolério , que rad((R/N)[z;0]) = 0. Por outro lado, a

projecdo natural de R em R/N induz um homomorfismo sobrejetor do anel R[x;d] para o
anel (R/N)|x;¢] cujo nicleo é o ideal N[z;d]. Segue, portanto, que

0 = rad((R/N)[2:]) = rad(R[z; 6)/N[z; 6]) = rad(Rlz; 6]) /N[ 8],

onde a ultima igualdade segue pois Nlz;d] C rad(R[z;d]) e, portanto, ¢ valida a Propo-
sicao m Podemos concluir, portanto, que rad(R[z;0])/N|x;6] = 0 e por consequéncia
rad(R|x;d]) C Nlxz;0].

Concluimos pelos dois tltimos paragrafos que rad(R[x;d]) = N|[z;J]. O

4.5 Comentarios finais

Esperamos com este trabalho ter feito um texto auto-contido para as demonstracoes dos
resultados do Capitulo 4. Como mencionado na introdugao, o problema de expandir o teo-
rema de Amitsur para anéis de polinémios diferenciais tem resposta negativa, como conferido
em [Smol5|. Alguns problemas relacionados continuam abertos, no entanto. Se R nao tem
ideais nil nao nulos, entao o radical de Jacobson de R[z;d] é igual a zero? Se R[z;J] é nil,
entdao R[z] é nil?
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