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Resumo

Lorenzi, B. P. (2017). Uma prova funcional analitica da limitacdo uniforme de atratores para uma familia
de problemas parabélicos em R* (Dissertacdo de Mestrado). Instituto de Matemitica e Estatistica,

Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo.

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as constantes que aparecem em desigual-
dades relacionadas a operadores setoriais e suas poténcias fraciondrias. Demonstramos que tais
constantes dependem essencialmente do setor e da constante na desigualdade do resolvente as-
sociados ao operador. Como uma aplicacdo desses resultados, fornecemos uma prova alternativa
para a limitagdo uniforme dos atratores de uma classe de problemas parabdlicos semilineares

obtidos por perturbacdo suave de um dominio.

Palavras-chave: Operadores setoriais. Equagdes parabdlicas. Perturbacao do dominio. Atrator

global. Limitacao dos atratores.
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Abstract

Lorenzi, B. P. (2017). An analytic functional proof of the uniform limitation of attractors for a family of
parabolic problems in R* (Dissertagdo de Mestrado). Instituto de Matemética e Estatistica, Univer-

sidade de Sao Paulo, Sdao Paulo.

This work has as main purpose to study the constants that appear in inequalities related
to sectorial operators and their fractional powers. We show that these constants depend essen-
tially on the sector and the constant in the resolvent inequality associated with the operator.
As an application of these results, we provide an alternative proof for the uniform bound of the

attractors of a class of semilinear parabolic problems obtained by smooth perturbation of a domain.

Keywords: Sectorial operators. Parabolic equations. Perturbation of the domain. Global

attractor. Limitation of the attractors.
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Introducao

A motivacdo inicial desta monografia foi determinar exatamente do que dependem as cons-
tantes nas desigualdades envolvendo operadores setoriais e suas poténcias fracionarias. Um dos
objetivos dessa andlise seria obter resultados sobre a limitagdo uniforme de atratores de familias
de problemas parabdlicos, fato essencial no estudo da continuidade dos atratores relativamente
a perturbagdes no semigrupo. Sendo essa uma questdo vital para a adequagdo da modelagem
matemadtica de fendmenos utilizando semigrupos.

Para tanto, fizemos uma reescrita cuidadosa do primeiro capitulo de Henry (1981). Obser-
vamos que essas constantes dependem basicamente do setor e da constante na desigualdade do
resolvente associados ao operador.

Resultou assim o primeiro capitulo desta dissertagdo no qual, defini¢des, exemplos e as prin-
cipais propriedades dos operadores setoriais e de suas poténcias fraciondrias sdo abordados.
Chamamos especial atengdo do leitor para a importancia do Teorema 1.3.4 em Henry (1981) nesse
estudo. Este afirma que se A é um operador setorial em um espago de Banach X, entdo —A é o

gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {e™}

t>0- As constantes que aparecem na sua
demonstrac¢do sdo fundamentais para os nossos propoésitos.

Finalizamos o primeiro capitulo com uma aplicagdo tedrica dessa andlise ao contexto dos pro-
blemas de Cauchy néo lineares envolvendo operadores setoriais. Com base agora no terceiro
capitulo de Henry (1981), mostramos, sob determinadas hipoéteses, a limitacdo uniforme de um

conjunto de atratores globais { A, },cx referentes aos problemas:
d
S +Ax=f,(x),t>t
x(tg) = x0 € X;

onde {A,},ex € uma familia de operadores setoriais em XJ,0 <a <1, com resolvente compacto,

1



2 Introducao

D(Ay) > D(A), Yy € A, sendo A um espago topoldgicoe A = Ay, f, : U — X, U um subconjunto
aberto de X7, € localmente Lipschitziana em x e f, aplica todos os subconjuntos fechados e
limitados de U em subconjuntos limitados de X.

Em um segundo momento, nos dedicamos a leitura de Barbosa, Pereira e Pereira (2016),
o qual trata de uma familia de problemas parabdlicos semilineares obtidos por perturbagdes
de classe C! do quadrado. A nossa principal meta era, usando a primeira parte do trabalho,
obter uma limitagdo uniforme dos atratores em L..Dessa forma, torna-se possivel, sem perda de
generalidade, supor que as ndo linearidades sdo globalmente Lipschitzianas, em vez de adotar
esta propriedade como hipétese adicional, como foi feito naquele artigo. Por razdes técnicas,
principalmente ligadas a comparacdo de normas em espacos fraciondrios, ndo conseguimos obter
tal resultado na generalidade pretendida.

Partimos para o estudo do mesmo problema no caso mais simples de dominios suaves discutido
em Pereira e Pereira (2007). O objetivo do segundo capitulo entdo é o de provar a limitagdo
uniforme dos atratores para uma familia de perturbagdes suficientemente regulares de (3, um
aberto limitado do IR com fronteira suave, segundo um viés funcional analitico. Arrieta, Carvalho
e Rodriguez-Bernal (2000) demonstram a limitagdo uniforme dos atratores através de técnicas de
comparagao.

Destacamos um resultado que foi essencial para essa conclusao, o de podermos supor que toda
perturbagdo i, com h um difeomorfismo de ordem 3, é tal que a “normal perturbada”coincide com
anormal usual desde que exijamos um pouco mais de regularidade do dominio e ||  — ig [lc3( R2)
seja pequena, onde i denota a identidade em Q.

Futuramente, gostariamos de tentar aplicar essa abordagem para o mesmo problema em uma
dimensdo maior. As desigualdades de Nirenberg - Gagliardo, que garantem a inclusdo dos espagos
de poténcias fraciondrias em subespagos de L., sob determinadas condi¢des, parecem indicar que

€ necessdrio estudar o problema nos espagos Ly.



Capitulo 1

Operadores setoriais

Neste capitulo, nas se¢des um, dois e trés, realizamos um estudo minucioso sobre os opera-
dores setoriais e suas poténcias fraciondrias com base em Henry (1981) a fim de analisarmos a
dependéncia das constantes que aparecem em desigualdades envolvendo tais operadores. Na
quarta e tltima secdo, aplicamos esse estudo para obter resultados importantes no contexto de
problemas de Cauchy néao lineares.

Utilizaremos as seguintes notag¢des, sendo A € C, X um espago normado, A um operador linear

R(A) = parte real de A;

ev >0,

J(A) = parte imagindria de A;

L(X) = espago dos operadores lineares continuos com dominio X e imagem em X;

D(A) = dominio de A;

R(A) = imagem de A;

p(A) = conjunto resolvente de A;

0(A) = espectro de A;

C"(S, X) = espago das fungdes [v] vezes continuamente diferencidveis de S, um subconjunto aberto
de um espago de Banach, em outro espago de Banach X, onde a derivada de ordem [v] satisfaz a

condicdo de Holder com expoente v — [v], se v ndo é inteiro. A norma é dada por

7

v

| DM £(x) — DM f(y) |
I f llevsx= Zsup | D*f || +sup f) )
s



4 Operadores setoriais

com a = v — [v] e o tltimo termo é omitido quando v € inteiro.

CK(S, X) = subespaco linear das funcdes em Ck(S, X) que possuem suporte compacto em S (isto é,
f(x) =0,Yx € S\ K, com K um compacto).

L,(Q, X) = espagos das fungbes f, de um espaco de medida Q2 em um espaco de Banach X,

mensuraveis com |f|P integravel,

I £ 1l 0= { fQ I FO I dt}”

L(Q, X) = espacgo das fungdes essencialmente limitadas de Q2 em X,

paral < p < oo,

Il f lle@x)=supess {Il f(£) llx [t €Q}.

WEP(Q, X) = espaco de Sobolev das fungdes f € L,(Q, X) que possuem derivadas distribucionais

de ordem < k todas em L, (aqui Q2 é um aberto do R").

1

k
I F lhyira = f Y U e It
Q4
7=0

HKQ, X) = Wr3(Q), X), que é um espago de Hilbert quando X é um espago de Hilbert.

1.1 Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Nesta se¢do, apresentamos o conceito de setorialidade, exibimos alguns exemplos de opera-
dores com tal propriedade e, por fim, estudamos o semigrupo analitico relacionado a este tipo de

operador através de um resultado que serd central em nosso trabalho.

Defini¢ao 1.1.1 Um operador linear A em um espaco de Banach X é dito um operador setorial se é um
operador densamente definido, fechado e tal que para algum ¢ € (0,5), M > 1 e algum niimero real a, o

setor:

Sop ={A€C|p <|arg(A—a)|<m, A #a}

estd contido no resolvente de A e vale a desigualdade

| (A=A <

M
A—a |/VA€S!1,(P'
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F(A)

Sa,¢

®
RO

Figura 1.1: Setor S 4.

Vejamos a seguir alguns exemplos de operadores setoriais.

Exemplo 1.1.2 Seja A um operador linear limitado em um espago de Banach X. Entdo, A é setorial.

De fato, como A é limitado (D(A) = X), temos que A é densamente definido e fechado. Quanto
ao setor para o operador A e a correspondente desigualdade, precisaremos fazer alguns cdlculos

a fim de determiné-los:

i) Observamos quese A € C é tal que | A |>|| A ||, entdo Vx € X,

A=Al = [[Al[x ] = AxI[]
> [TANx N =1 A T x0
> ([AT=1AID) [Tl

o que signifca que o conjunto { A € C|| A |>]| A ||} C p(A). Dessa forma, basta considerarmos, por

exemplo, o vérticea = =2 || A || e o angulo ¢ = 7 para obter um setor contido no p(A), conforme

Figura[l.2]
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Sa,¢

R(N)

Figura 1.2: Possivel setor para A.

ii) Para A tal como em i), podemos escrever o operador resolvente (AI — A)™! como a série
k . k
Yoo %. Isso porque, denotando S, a sua soma parcial Y;_, %, sen > m:

Am+1 A"

”Sn_sm” = ‘/\m+2+“.+An+l

WAL (AW AT
|/\| I/\|m+1 |A|n 4

0 que nos mostra que S, € uma sequéncia de Cauchy em L(X) afinal, % < 1. Como X é um espago

de Banach, L(X) é completo, donde S, converge para algum operador S € L(X).
Agora, (AI-A)S,;, = S,(AI-A) =1- ‘% e, essa expressdo converge para (Al -A)S = S(AI-A) = L.
Logo, (AL - A)™! = T2 A
iii) Notemos que para qualquer A € S;,, vale que | A |> V2 || A || (trata-se da altura h do
tridngulo iséceles com os lados iguais medindo 2 || A || conforme Figura , daf juntando essas

consideragdes, encontramos:

AT = A)7H |

A

=
1
==
Tl=

A )n
=\ V21A

IA
i gk
—_—
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ou seja, || (AL - A)™ || < 252, para VA € S,

SN

Sa,é

RN

—2||4]

—2||A]

Figura 1.3: Setor S 4.

iv) Neste ponto, devemos adequar esta tltima desigualdade nos moldes daquela presente na

Definicdo Como para todo A € S; 4, temos | A [ > V2 Al segue que:

A= (=21l A )| ' 2(1A|
1
BX L
211 A
L, 20Al

1+

IA

§|§||“;

= 1+

Portanto,
2+ V2)1+ V2)
[A=(=211AII"

| (AI-A)71 < YA € Spp.

E, terminamos a demonstragdo de que o operador A é setorial.

Exemplo 1.1.3 Seja A um operador densamente definido em um espago de Hilbert (H, <,>), limitado

inferiormente e autoadjunto. Entdo, A é setorial.

Com efeito, sendo A um operador densamente definido e autoadjunto, A é fechado e seu
espectro 0(A) é um subconjunto do eixo real. Além disso, como A é limitado inferiormente, isto é,
existe a € R tal que < Ax,x >>a || x |[>, Vx € D(A), 6(A) deve estar contido no intervalo [a, o).

Assim, o setor Su,% ={AeC|] <|arg(A—a)|< 7, A # a} estd contido no resolvente de A, vide
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Figura[1.4] Resta entdo obtermos uma desigualdade como na Definigao [1.1.1}

R(N)

Figura 1.4: Possivel setor para A.

Sejam A € Sa,% e A = A —a. Notemos que R(A) < a implica R(A) <0 enquanto que R(A) > g,

| 3(A) | =] R(A) |. Estudemos a seguir cada uma dessas possibilidades:

Caso1: A=A+acom R(A) <0.

I AI=A)x|? = I (A= (A=-a)x|P
= [APIxIP + 11 (A= a)x P -2R(< (A - a)x, Ax >)
= [APIxIP +11(A=-a)x P 2R(1) < (A -a)x,x >
> [APIxIP,

donde || (AI — A) ||>] A | e, consequentemente, || (Al — A)~! || < Ml—al'

Caso2: A=A+acom|JIA)|>|RA) |

I (AL = A)x | I AT = (A = a)x |IP

= I3 Plx P + 11 REA) = (A= a)x |

> 13 PilxIP
112
> Ehae,

onde usamos que | J(A) |>| R(A) | implica | A = R(1)* + FJ(A)? < 2T(A)2. Segue que || (Al - A) ||

> 1 ou ainda, || (A1 - 4) || < 2
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Finalmente, reunindo essas consideracdes, obtemos || (Al — A)™! || < i A‘gl;\!/\ € SH,%, 0 que

conclui a prova de que o operador A é setorial.

Exemplo 1.1.4 Suponha que A é um operador setorial em um espago de Banach X e || A(AI - A)~ || < C
para | arg(A) | = ¢o, | A | = Ro com C, Ry constantes positivas e po < 5. Se B é um operador linear fechado
tal que D(B) D D(A) e, || Bx ||< ¢ || Ax || +K || x ||; Yx € D(A), onde K, ¢ sio constantes positivas com

eC < 1, entio, A + B é setorial.

Como D(A) = X e D(B) D D(A), temos que D(A + B) = D(A) = X e, A+B é densamente definido.
Além disso, A + B é fechado.
De||AAM-A)'||[< CemS={AeC]|| arg(A) | > ¢o, | A | = Ro}, seguem os calculos:

C > ||(-(AI=A)+AD)AI-A)! |
> [IAA=A) =111
> A=A -1,

ouseja, || (Al — A)‘1 | < % para qualquer A nessa regido.

Ainda, aplicando esta tltima desigualdade com A € S, x € X :

I BAI-A) x| < e|| AAI—A) x| +K || (AI-A) x|
ST
| A '

IA

eCllx +K

Portanto, || B(AI - A)! || < eC + K%, A€S.

A partir dessas consideragdes, podemos estimar || (AI — (A + B)™:

1A= (A+B)7H i I (AL = A)(I = BT = A)™) 71|

< JTAT=A) I =B@AI-A)™H |
< T la-BaI-a
c+1( C+1)‘1
< 1-¢eC-K
[ A | A
Constante
< —
| A

onde usamos que se T = I — B(AI — A)~}, entdo para | A | suficientemente grande de forma que
eC+ K% <1, resulta| T —1I| < 1e, consequentemente, podemos escrever T1 = Yoo =T)"
donde, || T || < ﬁ Note que nessa passagem foi essencial que ¢C < 1.

Obtivemos assim || (AI — (A + B))™! || < %, para A € Ccom |arg(A) |> ¢oe| A |grande o
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suficiente para que ¢C + K % < 1. Mas, ainda ndo temos exatamente um setor como na Definigdo

1.1.1

C+1 K(C+1) . K(C+1) . .
Agora, sC+KW <1e|A|> 3= Dai, supondo que Ry < 5=7, um possivel setor poderia
At K(C+1 A . .
ser com vértice a = —ijC) - 06,0 > 0eangulo ¢ > ¢ tal que os semi-eixos ndo interceptem a

. A K(C+1 .
circunferéncia | A | = 1(_:(:), conforme F1gura E, vale que:

I A= (A +B)) ! || < Cotante < Comtante v/ e,

S(A) /

———a ,

Figura 1.5: Possivel setor para A.

Vale observar que uma outra possibilidade seria transladarmos o vértice a do setor para a

esquerda, obtendo a’ com 4’ < a, 0 que permitiria tomar um angulo ¢’ tal que ¢’ < ¢ ainda de

. - - - .. . A . K(C+1)
forma a garantir a ndo interse¢ao dos semi-eixos com a circunferéncia | A | = 1—eC °

Finalizamos dessa maneira a prova de que A + B é setorial nas condi¢des descritas acima.

Exemplo 1.1.5 Sejam A um operador setorial em X e B um operador setorial em Y, com X e Y espagos de

Banach. Entdo, A X B é setorial em X X Y, onde (A X B)(x,y) = (Ax, By), para x € D(A) e y € D(B).

Consideremos o espago produto X X Y equipado com a norma || (x, v) ||[= mdx {|| x llx, || y Iy},
sendo || - |[x e |l - [ly as normas em X e Y respectivamente.

Denotemos o setor correspondente ao operador A por
Sap ={AEC|p <larg(A—a)|< m, A#a}Cp(A),a€R, ¢p€(07)
€

I AIx =A< 247, YA €S0, Ma 2 1,
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onde Ix é a identidade em X. E, para o operador B,

Spy ={AeCly <larg(A-b)|< m, A #b}CpB),beR, e (0,5

€,

ALy =B)™ 1< 1%, VA € Spy, M > 1,

sendo Iy a identidade em Y.

E imediato que o operador A x B é densamente definido e fechado.

Observamos que para podermos calcular, por exemplo, || (A(Ix X Iy) — (A X B) =l (Mlx —
A) x (Aly — B))™! ||, A deve ser tal que ambos os operadores (Alx — A)~! e (Aly — B)~! existem e séo
limitados. Dessa forma, precisamos determinar um setor comum para A e B.

Analisando as rela¢des possiveis entre os vértices dos setores, aeb, e entre seus angulos, e,
como ilustram as Figuras e vemos que um setor comum é S.g, onde ¢ = min{a,b} e,

0 = mdx{$,P}.

! I(A)

N\ R(N)

Figura 1.6: Possivel situagdo em que b <ae i) < ¢.
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(V)

R(N)

Figura 1.7: Possivel situagdo em que b <ae ¢ < .

Por fim, resta obtermos uma desigualdade como na Defini¢ao Parad € Scpell (x,y) =1,

temos:

I (ALx = A)™ x (Aly = B) )(x, ) |l
= max { || (AIx — A) "% llx, I| ATy = B) "y lly }

| (AIx X Iy) = (AX B) " (x,y) |

- . Mg ||x||X’MB Iy lly
- |A—a| |A =0
. My Mp }
< . 1.1
_mMMAﬁVM_M (11)

E entdo, supondoa < b, segue que | A —=b |> K| A —a | VA € S.p, sendo K uma constante.

Aplicando isso na desigualdade (1.1), encontramos:

M M
_ -1 < i A B }
Il (Ax XIy) = (AXB)"(x, )l < max{l/\—al'Kl/\—al
= e (M) 1
= max{MA,K A—a]
_ Constante
A =c]|’

O caso b < a é andlogo.

Logo, provamos que o produto de dois operadores setoriais é setorial.

Definicdo 1.1.6 Um semigrupo analitico em um espago de Banach X é uma familia de operadores lineares

continuos em X, {T(t)}¢ >0, satisfazendo:
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(i) TO) =1, T(t)oT(s)=T(t+s),parat > 0es > 0,
(ii) T(t)x — x quando t — 0%, para cada x € X,

(iii) A aplicagdo t — T(t)x é real analitica em 0 < t < oo, para cada x € X.
Defini¢do 1.1.7 O gerador infinitesimal L deste semigrupo é definido por
Lx = lim ! (T(H)x — x)
A ’
sendo D(L) o conjunto dos x € X para os quais tal limite existe em X.
Observacio 1.1.8 E usual denotar T(t) = el.

Teorema 1.1.9 Se A é um operador setorial, entio -A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico

At}

{e? )50, onde

a1 f (AL + Ay leMdn,
2 Jr

sendo I um contorno em p(—A) com arg(A) — +0 quando | A | — oo para algum 0 € (5, 7).
Além disso, =4t pode ser estendido analiticamente a um setor {t € C \ {0}| | arg(t) | < €} contendo o

eixo real positivo e se R(a(A)) > a, isto é, R(A) > a sempre que A € a(A), entido parat > 0 :

_ _ _ Cy _
et ||< Cie™™ e || Ae™ || < =2, at
t

|
1+M
= z
= frle [ldul,

onde M é a constante que aparece na Definicio[1.1.1]

sendo C1; > 0 e Cy > 0 dadas por

Finalmente, %E_At =-Ae M parat > 0.

A demonstracdo desse Teorema depende do seguinte resultado auxiliar:

Lema 1.1.10 Sejam I' como no Teorema I um pequeno deslocamento de I' para a direita e a reta

R:xo+is,s €[y, yl, ondexo <0e|y|=—tan(0)|xol, de modo a fechar o contorno I (vide Figura .

e/\t
f A - 0
RA—U

a medida que xo — —oo, ou mais informalmente, a reta R é transladada para a esquerda.

Se u € I”, entio,




14 Operadores setoriais

Analogamente, para R fechando I, R : xo +is, s € [-y,y], onde xg < 0 e |y| = —tan(O — 6) | xo |, se

A €T, entdo,

quando xg — —oo.

SN

R: Xg tis

x
o

&\

R(A)

Figura 1.8: Reta R e representagao simplificada dos contornos I e I'.

Demonstracao:

Basta demonstrarmos um dos casos, o outro segue de forma analoga. Vejamos,

oM R
f d/\' < ldA |
RA—H RIA—]

el)ttlcos (argA)
—— |dA|

R 1A=ul
el/\tlcose

RIA—pl
el)\tlcos@

| dA |

| dA |

RIAI=Tul
que converge a zero quando R se desloca para a esquerda afinal, | A | = o0 e cos 0 < 0 (usamos

que cos (argA) varia entre cos 0 e cos 7).

Demonstra¢io do Teorema(1.1.9

Como A é um operador setorial, existem ¢ € (0,7), C > 1ea € Rtaisque S, = {A € C|¢ <|
C

arg(A —a) |< m, A #a} C p(A) e vale que || (AT - A)7! || < ) YA€ Sa,¢ (vide Figura 1.9):
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s ()
Sa,o Sap

N R ) R(\)

Figura 1.9: Possiveis setores para A.

Sendo as respectivas situa¢des para —A conforme Figura 1.10:

I(N) S(A)

p(—A) p(=4)
o(—A) ; o(—A)
AN R(N) o1, RO

/-a -a

Figura 1.10: Possiveis situagdes para -A.

Observemos que de acordo com a Defini¢do o vértice 4 ndo necessariamente pertence
ao setor S, 4. Mas, sempre podemos supor isso, transladando o setor um pouco para a esquerda
e obtendo um novo setor Sy com 4’ < a. Adicionalmente, podemos admitir sem perda de
generalidade quea =0e || (-AI - A=l AL+ A) < % para | T —arg(A) | > ¢ e constantes
M > 0e 6 > 0. Caso contrério, se a # 0, basta considerarmos o operador A —al e, para yt = A — g,

A€ Sw, temos,

I (ul = (A=aD) ™ =11 (A - )l = (A —aD) =]l AL - A" < 2 = 24,

onde M e 6 sdo tomadas convenientemente.
Mais detalhadamente, se | i | > C, basta tomar 6 < C e M = 2C, pois
C M
— <
|l lul+0o
lpl+6

|l

= MzC(1+i).
| ul
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Enocaso | u|< C, aaplicagdo A € p(A) — || (Al — A)7! || é continua e, portanto, quando
restrita ao compacto Bc(0) N Sy - Bc(0) a bola de raio C e centro na origem -, possui um méximo
N, ou seja, || (AI - A< N, VA € Bc(0) N Sa,0- Dai, escolhendo M tal que MLHS > N, ou ainda,
M > N(C + 0), temos o desejado.

Fazendo M = max{2C,N(C + 0) }, vale que || (AI — A< % = IyAI/I+6‘

Neste ponto, escolha 0 € (5, — ¢) e, estabeleca:
e At = i, f AL+ A)leMdn,
27t T

sendo I' um contorno em p(—A) com arg(A) — +6 quando | A | = oo, como ilustra a Figura[I.11}

Figura 1.11: ContornoI'.

A priori, precisamos verificar que tal definicdo faz sentido, isto é, que essa integral realmente
converge. Vejamos:

Parametrizando a curva I" pelo comprimento de arco, y :] — o0, +o0[— C,

1 1 ~+00
H% fr (/U+A)_1€M6MH 5 f (y(s) + A) e’y (s)ds
1 +00
< o [ Hoe AT 0Oy 1
oo
<D f RO g
- i
= D lim ( f e ROt gg 4+ f e?’\(y(s))tds)
R—oo R 0
R
= 2Dlim [ RO, "’

R—oo )
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onde D representa uma constante. Notemos que podemos escrever y(s) = y(so) + fs Z y'(t) dt, sendo
so fixado. Entdo, R(y(s)) = R(y(s0)) + fs Z R(y’(t))dt. Agora, considerando um angulo 6’ tal que
T <0 < 0, temos que R()'(s)) < —cos(n—0’) e, consequentemente, R(y(s)) < R(y(s0)) —
cos (m — 0’)(s — sp). Aplicando isso na desigualdade (1.2), vemos claramente a convergéncia da
integral no infinito.

Além disso, a integral independe do caminho I', se deslocarmos I' um pouco para a direita, por

exemplo, como na Figura[1.12] ela ndo se altera.

Figura 1.12: Deslocamento de I para a direita.

De fato, sabe-se que ¢! é analitica para todo A e que (Al + A)~! é também uma fungéo analitica
em p(—A), donde se tomarmos a curva fechada indicada na Figura obtida a partirde I', " e
os arcos Aj, A, a integral nessa curva é nula. E, fazendo | A | = oo, vemos que a integral nesses
arcos vai a zero.

Atg=As = ¢=A+9) Vt, s > 0. Consideremos para tanto um pequeno

Mostraremos a seguir que e~
deslocamento I"” de T para a direita, conforme Figura[1.12]
Entdo, parat,s > 0,
—At —As 1 =1 At 1 =1 ,us
e Ve = |=— [ (AI+A)"e"dA 5ri (ul + A)"et*du
r

2mi i Jr

- (2;)2 fr‘jr. M (= A)TH(AT + A) ™ = (uI + A)HdpdA
_ 1 ~1 At et
= fr()\I+A) ML fr e —dy (1.3)

1 e/\t
d I+ A)~letsd 1.4
v <zm)zfrA-pr(“+ o (14)
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onde usamos uma das identidades do resolvente. Analisando cada uma das parcelas (1.3) e (1.4)

separadamente,

us
f (AL + A)leMdn f ¢ du = 2mi f (AL + A) M9
r ru—A r

Isso porque, se fecharmos I a partir da reta R : xg +is, s € [-y,y], xo0 < 0, y € R conveniente,

descrita no Lema|1.1.10} vide Figura pela Férmula Integral de Cauchy,

1 ets i = s

21t Jpiog = A

<
/@2
Zz

L
R: Xq *is)

R(N)

/I’

x
NI NSRRI - 3 GO

Figura 1.13: Reta R e contornos I', I
e, provamos no Lema|l.1.10|que a integral em R tende a zero a medida que essa reta é deslocada

o 1
d/\f( [+ A)ebsdu =0,
ﬁA—H ot :

uma vez que se fecharmos agora I' com o auxilio de R, aplicando a Férmula Integral de Cauchy,

para a esquerda. E,

1 eM

2mi Tur A — i

dA =0

afinal, ”u estd fora deI'UR”e, novamente, a integral em R converge a zero quando R é transladada

para a esquerda.

te—As — 1

Logo, 4 =L fr(M + A) M) 4] = emAlt+s)

Aly ¢ real analitica em 0 < t < oo para cada x € X,

Para mostrar que a aplicagdo t +— e~
verificaremos que aquela integral converge uniformemente em qualquer compacto de {t € C| |
arg(t) |[< €}, 0 < e < 0 — 7 e entdo, por um resultado conhecido, o semigrupo ¢é analitico neste

conjunto que inclui o eixo real.
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Consideremos a seguinte caracterizacdo equivalente do contorno em p(—A):

ye'r’l(s) = Sei(%-'—q)/ S € [r/ +OO)/
Ve,r - y@,r,Z(S) = reiS/ | S |S 9/

7/9,1’,3(5) = Se_i(%"'n), s E] — &, —7’].
I(A)

S
N \
. \
N N
. X
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ | R(A
\ \

Yo,r,3

Figura 1.14: Contorno yg,.

SejamteCcomlarg(t)|<e<%e,AeCcomlarg(/\)I:%+n,n€(%,e)

. Entao,

n |arg(t) | +e€ n o e-larg®)| m
|arg(t) +arg(V) |> 7 + —=——— = arg(t) |= 5 + ——5— > =+ (€~ 1),
visto que w >-1.E,
| arg(t) +arg(A) | < g+17+€ <n—-(e-n)+e < 377—(—(6—17),
Consequentemente,

|€/\t |: e‘R(/\t) — el)\tlcos (arg(t)+arg(A)) < el/\tlcos(§+(e—n)) — el/\tl—sin(e—n).

Dai, para justificar a convergéncia da integral, por exemplo, basta trabalharmos apenas com

Vnr1 € V3, permitindo estimar:

. M
AL+ A) LM || < e sinle-mIAt]
Il ( ) | T+
que converge a zero exponencialmente quando | A | tende a co.

Agora, tomando r € (0, +

larg(A) |= F +nelAl=T,

M

/\I+A_1 At < —| Atlsin (e-1) ]
I AL+ A) M 1< e T5s

Itl]’ ttal que | arg(t) [< €’ <€, 1n € (%,e), temos para A € C com
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E paral|Al=re, |arg(d) < 5 +71,

M
/\1+A_1 At < | At] < o )
I e Y Il Sy

Assim,

_ 1 _
e = H% (AL + A) 1eMdAH

Ynr

IA

1
E(zf | (AL+A)~teM || d)\+f | (AL +A)~teM || dA
‘J/ 2

UEA ) nr2

_ M1 itsinEenyg . TeM
s+06 r+6

M 18'“ sinEMdy + eM
u

IA

T Jitir

= %f %e_“Sin(e_”)du+eM, Vte{teC| |arg(t)| <€)

Suponha K C {t € C| | arg(t) |< €} um conjunto compacto, €’ € (0,¢) tal que K C {t €

Cllarg(t) <€} el <r < infreg |17| A estimativa anterior mostra que a integral definindo e~ At

At

converge uniformemente em K e, como t — (AI+A)~!e! é analitica, segue que t — e~4x ¢ analitica

nesse conjunto, em particular, é real analiticaem 0 < t < co.

Quanto as desigualdades para as normas dos operadores e~ e Ae™,

1
At - | T+ A) LM “
=a Hszrm+ yleMdn
o [y 3“”\|
27 t
—fle“lH I+A
oyl du ]
| | —
Tl

IA

dy‘

IA

Observemos que apesar da mudanga de varidvel nos cdlculos acima, mantivemos a notagdo para a

curva de integracdo, uma vez que o integrando é analitico e a curva obtida com a mudanga u = At
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é admissivel. E,

| Ae=2 || H—fA(AI+A) Lot

d
< ‘L.IA(EIMA) eH—”H
2ri Jr \t t

-1
< i A(EI+A)
21

1+M | du |
f| et
I

Itl

@)
t/

| du |

t]

IA

onde usamos que,

I AQAL+A)™ |

| (AL +A)AL+ A= AL+ A)7 |

| I- AL+ A7

IA

T+ TA AL+ AT

M
<
- |/\||)\|+6

< 1+M (1.5)

E muito importante para o nosso trabalho notarmos que as constantes C; e C; dependem
exclusivamente de M e do setor para A, os quais variam ”continuamente”com o operador.

Caso R(a(A)) > a >0, (R(o(-A)) < —a), por exemplo, conforme discutimos no inicio, conside-

ramos a translagdo A —a e, dessa forma, A = u —a,

1
(/U +A)TeMdA = — | (ul - (A +a)) e et dy = e AT
2mi 2mi Jp

_atC
at =, sendo C; e C; as constantes

e obtemos as desigualdades || e ||[< e™C; e || Ae™ ||< e
especificadas anteriormente.
Esses cdlculos nos mostram que ambos os operadores e~ e Ae~4! sao limitados para t > 0,

estando definidos em todo espago X.

—At At

No que segue, provaremos que ¢~“*x — x quando f — 0* para cada x € X. Como ¢~ é um

operador continuo (uniformemente em t) e D(A) é denso em X, é suficiente constatar que isto vale

para cada x € D(A),
eMy—x = —f(AI+A) TeMxd) — x
= — f (AL + A= A Hetxda
27t T

1
= ——— f (ALAAL + Ay DeMxdA,
27‘[1 T
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onde aplicamos a Férmula Integral de Cauchy para - FUR %d/\ = ¢% conforme argumento
anterior e, também, que “ATAWMI+A) ™ = =AY ((AI+A)AT+A) T =AAI+A) D) = = A1+ (AT+A) L

Tomando entdo a norma, obtemos:
1
ledx—x] < — f | A7YAL + A) LAxeMdA ||
21 T

_1 d
1 (HI+A) Axe*‘T‘u“

L
21 T

U
M |t]

< —||Ax||f|e~|— du |
2n r | l? H

= Constante || Ax || -t = 0, quandot — 0.

t

Logo, {e=4t), >0 € um semigrupo fortemente continuo que pode ser estendido a um semigrupo
analiticoem {t € C| |arg(t) |<e}, 0<e< O - 7.
Finalmente, com relagdo as tltimas consideragdes, sejam x € D(A), t > 0. Devido a analitici-

dade e a convergéncia uniforme, temos:

Aty 4 Ap My = L f MAN+A) T+ AN+ A) HdAx = L f eMdA x
T T

Ee 2Tt 27t
f eMdA = 0.
r

Isso porque se fecharmos I' com o auxilio da reta R mencionada, como e

f eMdA =0
TUR

e, basta constatarmos que a integral em R tende a zero a medida que essa reta é deslocada para a

M nao tem singularidades,

pelo Teorema de Cauchy,

esquerda. Com efeito,

feAtd/\ < f|e/\t||dA|:f€|/\t|COS(m‘g/\)|dA|S fel/\tlcos(e—é)ld/\ |’
R R R R

onde 6 é uma constante positiva pequena. Observamos que cos (0 — 0) é negativo de modo que

conforme | A | aumenta (a reta R é transladada para a esquerda), o integrando converge a zero
exponencialmente.
Portanto, %e‘Atx = —Ae Ax, Vx € D(A).

Por conseguinte, para x € D(A),
1 —At 1 ' —As 1 ' -As +
?(e x—x)=—? e Axds=—? (e =) Ax + Axds — —Ax, quandot — 0.
0 0

Isso mostra que —A estd contido no gerador G do semigrupo pela Defini¢cdo Resta entdo

a inclusdo contréaria; G C —A.
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Para tanto, defina paracada A > 0ex € X,

R(/\)x:f e Me~ Aty dt.
0

Vejamos que essa integral de fato existe, supondo R(c(4)) > 6 > 0,

00 00 00
‘ f e—Me—AfxdtH < f le M e x| dt |< Cill x|l f e Me % dt
0 0 0

-1
o0+ A

€,

—5—A)t 00 1
IS = Crllx 5o

" oMy = .
c1||x||f0 : Cullx| =

Para todo x, efx € D(A) com t > 0, uma vez que AeAt ¢ um operador limitado se t > 0 como

vimos. Assim, se Rs(A)x = f;o e MeAtxdt, 5> 0,
A f e Me Ay dt = f e MAe M x dt = —eMe Ay I —A f e Moy dt.
5 5 5

Ou seja,

A(Rs(A)x) = e M40y — /\f e MeAlx dt
B

e, quando 6 — 0%, Rs(A)x converge a R(A)x enquanto A(Rs(A)x) tende a x — AR(A)x, o que significa,
sendo A um operador fechado, que R(A)x € D(A) € D(G), VA > 0, x € X e A(R(A)x) = x — AR(A)x.
E, se x € D(G), ex € D(A) c D(G), ¥t > 0, valendo, por um lado, que

Glex) = —Ae™Mx = %e‘Atx. (1.6)

E, por outro,

e ATy —x

—AtT(,—At —At —At(,~AT
e e X)—e X e e X—X

G(e™x) = lim () T i CI Sk g T

-0 T 7—0 T 7—0

1ol 00
f e MM\ x dt — f e Mo MGx dt
0 0

(o0 (o)
—e Mty o — f e MAe Ay dr — f e Me~ MG dt
0 0

= X P

= MGx.  (1.7)
Aplicando isso, se x € D(G),

R(AD)(A = G)x

pois Ae~4x = —e~4!G(x), combinando as igualdades (1.6) e (1.7). Logo, R(A)(A-G)x = x, Yx € D(G)
e, segue que, D(G) € R(R(A)) € D(A) donde concluimos o desejado; - A é o gerador infinitesimal

de {e "} 0.
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1.2 Poténcias fracionarias de operadores

Nesta secdo, primeiramente, definimos as poténcias fraciondrias, A%, @ € R, de um operador

setorial A e estudamos algumas de suas propriedades para entdo introduzirmos os espacos fra-

ciondrios, X% = D(A‘lj‘), onde @ > 0, Ay = A+a, com a tal que R(c(A;)) > 0, nos quais iremos

trabalhar.

Defini¢do 1.2.1 Seja A um operador setorial com R(c(A)) > 0, entdo para qualquer a > 0, definimos:

- 1 e a—1_—-At
A = m t e dt,
0

onde I denota a fungio Gama dada por I'(at) = fooo x*~le=¥(x,

Vale observar que de fato essa defini¢do faz sentido, isto é, a expressdo que aparece na Defini¢do

é finita.

Como R(a(A)) > 0, podemos dizer que R(o(A)) > ¢ para algum ¢ > 0 e pelo Teorema([l.1.9:

|| tr-te=4t || < t971Ce™¢, Vit > 0.

Aplicando isso,

+00
f ta—le—Atdt H
0

A integral em (1.8) é finita, pois

1
f s* le™5ds
0
.
f s le™5(ds
1

IA

IA

<

IA

+00
f || ta—le—At ” dt
0
+00
C; f prlomet gt
0
+00 a—1 d
s
0o \¢ €

+00
Cie™® f s*le™5ds.
0

1
1

f s lds = —
0 !

.
fn!s_”s“_lds
1
T
n! f Rt
1

|
n: (Ya_n _ 1),

a—n

(1.8)

, . . . - L. n
onde 7 é um inteiro positivo com n > a e pela expansao em série de Taylor de ¢°, temos ¢° > ;.

Fazendo r — oo, vemos que existe a integral,

+00
f s* le™5ds.
1
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400 1 +00
f s le™5(ds =f s“'le'sds+f s* Le™5ds.
0 0 1

Logo,

Exemplo 1.2.2 Se X = R e A é um escalar positivo, A = a, entdo A™* como definido coincide com a (—c)

poténcia usual de A.

Com efeito,

1 +00
AT = toz—l —utdt
r(a)fo ‘
_ f +°°(§)“‘1e_s@
T J, \a a
1 a +00

= —u s* le~5ds
",

1 —a
= mﬂ F(OZ)

a

a

|
Exemplo 1.2.3 A=Y (isto é, 0 caso a = 1) é a inversa de A.
Vejamos:
1 1 4o a
AT = —f e gt
I'(1) Jo
+00
= f e Mdt
0
e, usando os resultados do Teorema e o fato de 0 € p(A), temos:
+00 +00
f e Mxdt = f A A Ay dt
0 0
1 e d At d
A” —(—e” t
f(; dt( e 'x)
= Alx, Vxe X
donde se verifica que o caso a = 1 realmente descreve a inversa de A.
|

Exemplo 1.2.4 Se A =1+ B, onde|| B || < 1, entdo A~ como definido acima concorda com a representagio

usual em série de poténcias: (I + B)™ = Y72 (")B", sendo (') = (—1)”11;(!?—?“")).
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Conforme vimos no Exemplo 1.1.2, A é setorial por ser um operador limitado. E, aplicando a

Definicao e, fazendo alguns célculos, encontramos:

(I+B)™® = ﬁ f ) -l (D) gy
0

~ L 00 e s (-1)"B"t"
= r(a)fo t ef(;)—n! ]dt

1 w (-1)B" (&
— tﬂ+0{ 1 tdt
F(a);o n! f(; ¢

_ i (-1)"T'(a + n)B"
n=0

n'l'(a)

(—a) g
n ’
0

n=

Teorema 1.2.5 Se A é um operador setorial em X com R(a(A)) > 0, entdo para qualquer a > 0, A~ é
um operador linear limitado em X, injetor, que satisfaz A~*A~F = A=@*B) sempre que a > 0, B > 0. Além

disso,se 0 < a <1,

. + 00
A = Smi”“) f AL + A) LA,
0

Demonstracao:

Como R(c(A)) > 0, podemos dizer que R(c(A)) > 6 para algum > 0 e do Teorema [1.1.9]

temos || et || < Cie™®, t > 0. Segue que,

1 00
— pr-le=Aty gt ”
H I'(a) Jo

1 foo _ _
— ] e A ] x| dt
I'(a) Jo

A= x|l

Ci ™
—_— #2170kt || x ||
I'(a) Jo

= Cio %l x]l.

E, constatamos assim que A™ é um operador limitado, lembrando que C; depende do setor e da

constante M na desigualdade do resolvente associados ao operador A.
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Agora,sea >0, >0,

ATYAP

L * a-1,-A L * p—1,~As

(F(a)f(; 1o tdt) (F(ﬂ)ﬁ sPle ds)

— ; * * a-1.-1 —A(t+s)d d
L@ ﬁ) fo ‘fo‘ 1" sP e sdt

_ 1 ~ ! a=1¢, _ n\p-1,-Au

= F(a)r(ﬁ)fo dufo 1 (u - P et

1 * a+p-1 ,—Au fl a-1 -1
= —— u e “du 2711 - 2)fldz
o : )

. A—(a+ﬁ)’

onde usamos que

L. _ () (B)
a-1¢1 _ \p-14, _
fo 271 -2z dz T@xp)

Além disso, se A™%x = 0 para algum a > 0, entdo tomandon € N, n > a, A7"x = A(—a) p—ay =
0. Ocorre que R(0(A)) > 0 significa que 0 € p(A), e, portanto, A é inversivel ; existe A~! e é injetor
de modo que A™", a n-ésima poténcia de A~!, também o é. Logo, x = 0, 0 que nos mostra que A™*
é injetor qualquer a > 0.

Por fim, resta ver que, para0 < @ <1,

sin(7ta)

A% = A™¥(AL + A)7HdA.

Para A > 0, A + AI é setorial com R(c(A + AI)) > 0 e, aplicando a Defini¢ao[1.2.1)

A+ AD7 = f e At Mt
0

f AT ( f e‘Ate_Atdt) dA
0 0
f e~ At (f A~ e‘Atd)\) dt

= f e 7111 — ) dt
0
AT T()T(1 - a).

donde,

f AL+ A)~HdA
0

E,usandoque para0 <a <1, I'(@)I'(1 —a) = resulta o desejado.

sm(na) ’

Observacao 1.2.6 Vale observar que jd sabiamos pela demonstragio do Teorema (1.1.9| que a definigio da

poténcia fraciondria « = =1 de AI + A coincide com a sua inversa como operador.

Esse resultado nos permite definir:
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Defini¢do 1.2.7 Seja A como no Teorema Definimos A%, a inversa de A™, para a > 0, com
D(A%) = R(A™%) e A® = I, onde I é a identidade em X.

Exemplo 1.2.8 A = Al éa inversa de A~

Teorema 1.2.9 Suponha A um operador setorial com R(c(A)) > 6 > 0. Entdo, para a > 0, existe uma

constante 0 < C, < oo tal que

| A%t || < Cot™%e™, t >0,
onde, se Cy é a constante do Teorema|(1.1.9

CoI(a), se0<a < 1;
Coa =1 (Com)", sea=m=1,2,3...;
CnCp2™F, sea =m+p>1, meN,0<p<1;

e,se0<a < 1exeDAY),

1
| e = Dx || < —Crat® | A% | .

Além disso, C, é limitada para o em qualquer intervalo compacto de (0, +o0) e C, depende do setor e da

constante M na desigualdade do resolvente para A. (Veremos que C, é também limitada quando o — 0%).

A demonstracdo desse teorema exige o conhecimento de algumas propriedades sobre as

poténcias fraciondrias, as quais enunciaremos e verificaremos a seguir:

Lema 1.2.10 Seja A um operador setorial. Entdo,
(i) D(A%) C D(AP) para a, B € R com a > .

(ii) A% é fechado e densamente definido para a > 0.
(iii) A% A = =M AY em D(A%) parat >0 e a € R.

(iv) A®AP = APAY = A%F em D(AY), onde a, B € R e y = mix{a, B, o + B}.
Demonstracao:
(i) De fato, notemos que mostrar que D(A%) C D(AF), para a, B > 0 com a > B, é equivalente a

verificar, nessas condigdes, que R(A™*) C R(A™F). Como & > f e sdo ambos positivos, aplicando o

tltimo Teorema A% = A BA=@ B ou seja, R(A™) € R(AP). Para a, B < 0, 0 dominio de
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ambos os operadores é todo X. Ese @ > 0, B < 0, entdo D(A%) C X = D(AP).

(ii) Sabemos que A* = (A=%)7!, sendo A~* um operador limitado, D(A™*) = X e, portanto,
fechado.

Seja x, € D(A%) = R(A™) comx,, — xey, = A%, — y. Entdo, (x,, y,) € Graf(A®) se, e somente
se, (Yn, xn) € Graf(A™*). Dado que o grafico de A™* é fechado, (y, x) € Graf(A™) e, consequente-
mente, (x, y) € Graf(A%).

Agora, para a segunda parte, afirmo que é suficiente constatarmos que se A é um operador
setorial e m € IN, entdo D(A™) é denso em X. Isso porque, se @ > 1, existem € N tal quem > ae,

D(A™) € D(A%) usando (i). E, caso, 0 < @ < 1, D(A) € D(A®) por (i) novamente.

Seja x € D(A). Uma vez que D(A) = X, dado qualquer € > 0, podemos encontrar y € D(A)
m. Assim, se z = Ay, entdo || A2z —x || =|| A”ly — A7 (Ax) | <[] AL ||

tal que, || y — Ax || <

y—Ax || < e. Logo, D(A2) 2 D(A) e, portanto, D(A2) D D(A) = X; D(A?) é denso em X. Por indugao,

mostra-se que D(A™) é denso em X, Vm > 1.

(iii) Para a > 0, como

Aoy = L f wta—le—Ate—Asxdt
I'(a) Jo

= —1 foot"‘_le_Ase_Atxdt
I'(a) Jo

As a-1_—At
= ¥ — e M x dt
r(a) 0

= ¢eMA % Yxe X s>0

afinal, e~ é continuo pelo Teorema A% e e comutam, ¥t > 0. E, é também verdade que
dados dois operadores C e D que comutam e C é inversivel, entdo D comuta com C~!. Concluimos
assim que A% 4t = ¢A'A% em D(A®) para @ > 0 e ¥t > 0. Observemos que da primeira linha

desse raciocinio segue diretamente o caso em que o expoente é negativo.

(iv) Analisemos os possiveis casos abaixo:
Caso 1: o, > 0.

Se x € D(A%AP), entdo, x € D(AP) e APx € D(A®). E, do Teorema [1.2.5, A%APx = y implica
que x = APA=%y = A-@*y, o que, por sua vez, significa que x € R(A~@*P) = D(A**F) e

A¥Byx = A%APx.
E, se x € D(A*P) e A%Px = y, segue que x = APy = A9A Py = AFA%y, ou seja,



30 Operadores setoriais

x € R(A™) = D(AP) e APx € R(A™2) = D(A%), donde x € D(A®AP).
Por fim, A®AP = A% = AP*® = APA® em D(A?), onde y = max|a, B, a + B}.

Caso 2: o, < 0.

Segue do ultimo Teorema 1.2.5]

Caso3:a>0,=-y,y>0,coma >y.

Para provar que A“AP = A%*F, observemos que isso é equivalente a verificar que (A*A™7)(A~(*)) =
I. Agora, usando o Teoremam temos que (A*A77)(A@)) = AY(AVAY%) = AA~® = I. Ana-

logamente, mostramos que APA® = AP,

Caso4:a>0,=-y,y>0,coma<y.

Novamente, como no caso anterior, basta demonstrarmos que A*A™ = A* e que A7VA® =

A%, Aplicando o Caso 1, A" MAYAY = AVAY = [e AVAPA~0) = AVAY = 1.

Agora, estamos prontos para iniciar a prova do Teorema 1.2.9 em questéo:

Demonstra¢io do Teorema 1.2.9:

A partir das estimativas obtidas no Teorema e das propriedades no Lema 1.2.10, temos

paraa=m=1,2,3..,

_ _At
| A" = | (Ae~dmy™ ||
< || Aeu |
< (Com)™t e,
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Se0<a<let>0,

f g || Ae—A(t+s) ” ds
0

1 * —-a -1 —0(t+s)
_— t+ d
Td—a) j(; s Ht+s) Coe s

ss+ 1) Vds

e e
| A% | | AA~(=De=4t )
= || Ae AT
< 1
- Il-a)
<
- C2e—6t 00
- T -a) Jo
< Cze_ét Tt fa
- TI'(Q - a)sin(na)
Cze—ét
= T(@)I'(1-a)f ™

Col'(a)t %™,

onde aplicamos os Teoremas e e o Lema 1.2.10.

E,paraaeZ\ {0} ouc (0,1)ep € Z\ {0} ou € (0, 1), reunindo os casos anteriores,

| At || = || A%APeAle
= || A% A1 APe
< |l A%z |
<

Notemos que o caso geral é uma combinacdo destes

t
-Af

el

Aez ||

Eog —5t ~ bp st
Ca(5) e Cy(z) e

Ca Cﬁ2a+ﬁt—(a+ﬁ)e—6t )

afinal, podemos escrever um niimero

qualquer @ como a soma de um natural e um ntimero entre 0 e 1.
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Para a outra estimativa, usando o Lema 1.2.10 e a primeira parte, se 0 < a < 1ex € D(A%),

¢
- f Aex ds
0
¢
— _fA(l—a)+ae—Asxdsl
0

t
= |- f A7 A% A5y ds
0

” e—At

x—x||

t
= |- f Al 45 A% ds
0

t
< f | At ||| A%x || ds
0
t
< f C1_ns 105 || A% || ds
0
t
< Cig | A% | f s~ (-2 gg
0
1 o 04
= —Ciof" || A% || .
04

Finalmente, com relagdo a afirmagdo sobre C,, pelo que fizemos, C, = CI'(a), 0 < a < 1,
Co =(Cm)", 0 =m =1,2,...,0uC, = CmCﬁZ’”ﬂ”, sea=m+pf>1,ondemeN,0<p <1,
de modo que se a estd em um compacto de (0, ), ou seja, um intervalo fechado e limitado, C,
fica também limitada. E é importante observarmos que como tal constante C, é basicamente uma
poténcia daquela constante C, do Teorema multiplicada por um ntiimero derivado de a, C,

depende de M e do setor para A.

Teorema 1.2.11 Se 0 < a < 1ex € D(A), entdo | A%x ||< C || Ax ||#]] x [['%, o que implica que
| A% || < ae || Ax || + (1 — a)Cﬁeﬁ Il x ||, Ve > 0, onde C > 0 é uma constante independente de o

dada por:

4G

(1)

C

sendo Cq a constante do Teoremall.1.9

Demonstracao:
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Sejam0<pf<lee>0,

' f tP=le=Aly dt + f tﬁ‘le‘/“xdtH
0 €

ITEA x|

€ 00
< f =1 ||e_Atx||dt+‘ f tﬁ—1e—AfxdtH
0 €
< Cillxll f = 1dt+ || eﬂ—le—AeA—1x||+”(ﬁ—1) f tﬁ—ze—AfA—lxdt”
0 €

ﬁ (o)

< C1%||x||+Cleﬁ‘1 IIA‘1x||+(1—ﬁ)f H72Cy | A || dt
€

B
cl% x| +CreP | A7l || + Cyef~1 | A7 |

B
cl% x|l +2C1ef 1 | A Mx |, (1.9)

onde C; é a constante do Teorema Denotemos por f(€) o lado direito desta desigualdade,
fle) = Cl%ﬁ | x || +2C1ef1 || A=1x ||, € > 0. Observemos que lime_,g f(€) = +o0 e lime 100 f(€) =

+00, de modo que podemos a seguir determinar seu minimo:

fiey = 0
e Cief x| +2Ci(B-1)f 2| Ak |=0

o G el xl+26-1 A x]) =0
_20-p AT
E

,x#0.

20-plIlA” ]|

E, o minimo de f ocorre no ponto € = Tl

> 0. Substituindo na expressao (1.9):

- B -1 p-1
> Gy ||x||(2(1—/3)||A1x||) (2<1—ﬁ)||A x||) 4
IT@EA™ < = T +2C, T 1A x|
F(1 - B)P
= Cullx =A™ P (% +2 —ﬁ)’“)
donde,
21 -B)F 11 - 2
IAPx] < G ||x||1'ﬁ||A-1x||ﬁ((( &) 5r((é) ki ﬁ))
_R)B-1
= Cullx Azl (%)

Ponhamos entdo x = Ax e a = 1 — f3, obtendo:

_ (2Qa)“
| A% || < c1||Ax||“||x||1“(( ) )

I'2-a)

Agora, se 0 < < 1, podemos limitar o coeficiente uniformemente nesse intervalo. Com efeito,
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HTA+p) > L.

(ii) 2'F > 1.

(iii) Resta estudar (1 — g)!=#:

Seja ¢(x) = (1 —x)'™%, 0 < x < 1 (vide Figura 1.15).

I(N)

g(@) = (1—a)'~

R

Figura 1.15: Gréfico da funcédo g.

Entao, ¢’'(x) = (e ™1080-9)) = (1 — x)™*(x — 1)(log(1 —x) + 1) e,

g =0
o 1-x)*x-1Dlogl-x)+1-x)"(x-1)=0

& log(l-x)=-1
& elog(l_x)zl
e
1
e 1-x=-
e
= le—l.
e

E ¢'x)=01-x)"(-x-(x-1) 10g2(1 —x) —2(x —1)log(1 — x) + 2), 0 que nos permite concluir que
1
g(x) > g(l - %) = (l)e afinal, g” (1 — %) =2¢(-%) > 0.

e



1.2 Poténcias fraciondarias de operadores 35

Reunindo essas considerag¢des, temos

(2(2(1 —ﬁ))ﬁ-l) _ 4
(

T
le
‘)

Logo,para0 <a <1, || A% ||< C | Ax ||*|l x II'-¢, onde C depende exclusivamente de M e do

I'1+p)

setor para A afinal, C é C; do Teorema multiplicado por um ntimero independente de a. Os
casos @ = 0 e a = 1 seguem trivialmente.

Para obter a outra expressdo, precisaremos da seguinte desigualdade auxiliar:

Desigualdade de Young: Se p e q sdo nimeros reais positivos tais que % + % =1, entdo para todo par

a, b de nimeros reais ndo negativos:

< + .
p 4
Notemos que || A% || < C || Ax ||%|| x [I'™* pode ser reescrito como || A% || < €* || Ax ||* Ce™ ||

x |7, Ye > 0. Assim, tomandoa = € || Ax ||*, b = Ce™ || x "%, p = 1, g = 1L e aplicando tal

desigualdade, encontramos o desejado:
| A% || < ae || Ax || + (1 — @)CTaeTs || x| .
[

Observacio 1.2.12 Se || e ||< Cie % e || Ae™? || < Cot~1e™®, t > 0, entdo, usando os Teoremasm
e1.2.11,

| A% Al || < C |l Ae™Mx ||7)] e x|

IA

C(Cat )M (Cre™®) ™ || x|

CCNC) %™ | x|l

E, essa iiltima expressdo converge para CC1e™% || x ||, quando « tende a 0%, lembrando que C é uma
constante independente de . 1sso prova que a constante C, no Teorema 1.2.9 é limitada quando o converge

a0t.

Coroldrio 1.2.13 Se A é um operador setorial com R(c(A)) > 0 e B é um operador linear fechado tal que

BA~™* é limitado em X para algum 0 < a <1, entdo A + B é setorial.

Demonstracgao:

Nosso objetivo a seguir é verificar as hipéteses do Exemplo 1.1.4:
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(i) Como A é um operador setorial com R(c(A)) > 0, podemos considerar um setor So,4,, para

algum ¢g € (0, §) apropriado, empregando a notagdo da Defini¢ao E, ainda,

IAQAI=A) | = [[AAI=A)" = (AT - A)AT-A) ||
< AITAI=A) ] +1
M
< |A]l—+1
AT

M+1=C, VA ESO,(f)g'

Em particular, essa desigualdade ¢ viélida para A € Sp4, com | A |> Ro, qualquer R > 0.

(ii) O operador B é linear, fechado e D(B) D> D(A), pois o fato de BA™ ser limitado significa que
o dominio deste operador é todo X, D(B) > R(A™®) = D(A®) e, por sua vez, D(A%) > D(A) para

0 < a <1peloLema 1.2.10. Além disso, usando o Teorema 1.2.11, Vx € D(A) e Ye > 0, temos:

| Bxll = [ BA™A%||
< [IBA™ Il A% |l
< |IBA™ || (ae || Ax || +(1 — @)CT7eT || x |)

—a

| BA™ || ae || Ax || + || BA™ || (1 - )CT7eT || x ]

Entdo, se tomarmos e tal que C || BA™ || ae < 1,isto é,€ < m, o resultado segue do Exemplo

1.1.4.

Teorema 1.2.14 Sejam A e B operadores setoriais em X com D(A) = D(B), R(a(A)) > 0, R(a(B)) > 0e,
para algum a € [0,1), (A — B)A™® ¢é limitado em X. Entdo, dado qualquer B € [0,1], APB=P e BFA™F sio

limitados em X.

Demonstracao:

Conforme discutimos na demonstragdo do Teorema podemos supor que o setor para A
tem vértice a = 0 e abertura ¢ € (0,7) de maneira a termos a seguinte situacdo para —A (vide

Figura 1.16):
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()

p(—A)

o(—A)

o[ : RO

Figura 1.16: Situacdo para -A.

(@)Para0 < B <1, |m—argA) |2 pep <7,

| AP(=AT=A)7H |

sup || AP(AT+ A) x|
lx]I=1

< sup (CIlAA+A) x |F)| (AT + A)~Lx ||1F)
[[x]=1
M \!7P ~
< sup (C(l eMP Il () ﬁ)
|2l =1

= CA+MPMPIAPY,

onde C é a constante do Teorema 1.2.11 e aplicamos a desigualdade (1.5). Logo, || AP(AT + A)~! || <
CaplA IP~1, sendo Cap=Ca+ M)PM'~P, constante dependente de A e de f5.

(ii) Também podemos majorar tal norma do seguinte modo:

I APAL+A) |

| APTAAL + A7 |

IA

| AP AL+ A)H, (1.10)

ou seja, || AP(AL + A< K4 afinal, ambas as normas na expressao (1.10) sao limitadas por
constantes de acordo com o Teorema e a desigualdade (1.5).
(iii) Observemos que célculos andlogos a esses podem ser feitos com o operador BF(AI + B)~L.

Além disso, se 0 < < 1, aplicando uma das identidades do resolvente,

BFf-APF = @ f ABAL+B)™1dA - @ f ATPAL+ A)7ldA
0 0

_ sin (11f) (foo AB(AL + B)™L = (AI +A)—1)d/\)
0

Tt

_ sin(mp) f " AB(AL+ BYN(A — BYAT + Ay A,
T 0
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Agora, -BPA~P = BF(B™ — A=P) — I de modo que para mostrar que o operador BEA™F é limitado,
basta limitar B¥(BF — AF). Para a € [0, 1) tal que (A — B)A™ é limitado, usando as consideracdes

em (i) a (iii),

B sin (7t3)

BA(B P - AP
I B ) -

) AP(AL+ B)™Y(A = B)(AL + A)"dA
0

_ ||sinB) f N AFPBP(AL + B)™ (A - B)(AL+ A)"'dA H
Tt 0

_ | ™B) f " APBFL+ B (A — BYA<A®(AL + A)NdA H
us 0
. 1
< Sin (TCﬁ) f /\_‘BBﬁ(/U + B)—l(A _ B)A—aAa()u + A)—ld/\ H
Tt 0
N sin(nﬁ) foo A‘ﬁBﬁ(/\I+B)_l(A—B)A_aAa(/\I‘i'A)_ld/\H
Tt 1
. 1
o Isnm)| f | AP BEAL+ BY U (A = BA™ || A%(AL+ A) ™! || dA
n 0

[sin(mB) | [, . _ - -a a -
.\ #[ | APl BEAL+ B ([l (A= B)A™ ||| A%(AT+ A)™ || dA
1

|sin(mB)| (. _ »
PRI (VAT Kag A= BA | Kaad
0

IA

Tt

[sin() | [~ - i ; i
o I [T AT Cag AP (A= A 1 Caa 1A 2
1

| sin (1tB) | —a 1 _
- %KW 1A= B)A™ || Kae f AP dA (111)
0
| sin (1tB) | a © o
+ #Cg,ﬁCA,a Il (A-B)A IIf | A %72 dA. (1.12)
1

Assim, constatamos que || BF(B™# — A7P) || é finita dado que 0 < B < 1e 0 < a < 1 garantem a

convergéncia das integrais em (1.11) e (1.12) respectivamente.

Para o outro caso, temos semelhantemente:

sin (1tf3)

Tt

AP _pf = f AF(AL+ A)1(B — A)A“A*(AL + B)~1dA.
0
E, notamos que:

(1) (A — B)A™® limitado implica que (B — A)A™ também o é.
plica q

(ii) —APBF = AP(A=P — BP) — I, sendo suficiente limitar AP(A=# — BF). Para tanto, as majoracdes

seriam essencialmente as mesmas que fizemos acima, exceto pelo dltimo termo como podemos
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observar. Vejamos:

I+ AYA+A)YB-A)A™MAYAI+B)™ = A¥AI+B)' + A*(AI + A7 (B - A)(AI + B)™*

AY(AI+B)™' + A%((M+ A~ = (AT+B)™Y

AYAT+ A)7E,

o0 que signifca que,
| (I+A%AI+A)Y (B - A)AMAYAL+B)7 || =] A*(AL+ A7,

isto &, || A*(AI + B)™! || = O(| A%(AI + A)7! ||) afinal, A*(AI + A)~! e (B — A)A™® sdo operadores
limitados.

Dai, bastaria aplicar consideragdes andlogas para concluir que APB™F também é limitado.

Por fim, falta analisar os casos f =0ef = 1.

Sep=0,APBF =1=BPAP.

E,se f = 1, entdo AB™! e BA™! sdo limitados, pois podemos escrever, por exemplo, [ — BA™! =
(A-B)A™! = (A-B)A=*A%!, com (A — B)A™ limitado para algum «a € [0, 1) por hipétese e, como

justamente, a« — 1 <0, A% também é limitado.

Teorema 1.2.15 Sejam A um operador setorial em um espaco de Banach X com R(c(A)) > 6 > 0e B
um operador linear de D(B) C X em um espago de Banach Y. Suponha que D(B) > D(A) e, para algum

0 < a < 1ealguma constante C > 0,
| Bx lly< Cll Ax [|*ll x [I'™%, ¥x € D(A),
ou equivalentemente,
| Bxlly < ¢ || Ax || +KeTa || x ||, Ye > 0 e Yx € D(A),

para alguma constante K > 0.
Entdo, para qualquer B com a < B < 1, B tem uma tinica extensio linear continua de XP a Y (ver Definigio

1.2.17 abaixo), isto é, BA™P é um operador continuo.

Para demonstrar esse Teorema, precisaremos da seguinte propriedade:

Lema 1.2.16 Seja A um operador setorial em um espago de Banach X. Se « > p > 0, entdo X* é denso

em XP(com a norma p).
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Demonstracao:

De fato, sabemos pelo Lema|[1.2.10|que X” = D(A)l’) ¢ denso em X, Yy > 0. Considere x € X?,
entdo Afx € X. Seja y, € X2 tal que y,, — A/fx em X.
Segue que AIﬁ yn € X%e,
1Ay = xlls =1 ASA Py = x) =1y - Alx I 0,

ou seja, Al_ﬁyn — x em XP.

Demonstra¢ao do Teorema 1.2.15:

Seja x € X, entdo A~'x € D(A) C D(B) e, por hipétese,

I BA™xlly < ClAA X" A” x|

-1 1= 1-
< Cllx A= I 1

= CllAT I,

donde BA™! é um operador limitado em X.

Agora, para x € D(AP*!), podemos escrever:
Bx = BAT'AAPATPx

1 1o
= BAlAAP— 1o~ Ay dt
r'e) Jo

1 00
= BA'A— 1= At APy dt
') Jo

= BA‘l%ﬁ) f 1= At APy gt
0

1 f‘” 1
= — tF=1Be=At APy dt.
T'(B) Jo

Vejamos que a fungéo do lado direito, x € X %ﬁ) fooo tP-1Be~ 4 APx dt € Y, é continua,

1 foo o e
P 1B, AtAﬁxdt” < —f -1 || Be AtAﬁXHdt
H ') Jo 6 s
1 (o]
< ) CnAT A e a
0
1 < ) ) ]
: ﬁﬁ)f FIC( Ae |11 APx D1 e 11| APx [I)t~2dt
0
1 (o]
- Tﬁ)f IOt e || APx [I* (Cre)' || APx '
0

1 1o'e)
= —C(C)¥C) f HB==1o=0t g || APx |,
0] (C)H(C1) ;
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sendo C; e C; as constantes do Teorema Notemos que, na tltima expressdo, a exponencial
garante a convergéncia no infinito, enquanto que o fato de 1 > f > «a garante a convergéncia da
integral no zero. Logo, B admite uma extensédo linear continua de XP em Y. E, ela é tinica devido

a XP*1 ser denso em XP, conforme Lema 1.2.16.

Definicdo 1.2.17 Se A é um operador setorial em um espago de Banach X, defina para cada o > 0,

X* = D(AY), com a norma do grifico,

Il x lla =1l ATx |l, x € X,

onde A1 = A + al, com a escolhido tal que R(c(A1)) > 0.

E importante notarmos que diferentes escolhas de a dao origem a normas equivalentes:

Com efeito, sejam A} = A+a; e Ay = A+ay, sendo a; e a tais que R(c(A1)) > 0e R(a(A2)) > 0.
Podemos supor que a1 < a;. Temos assim A1 e A, operadores setoriais em X com D(A1) = D(A3) =
D(A) e (A2 — A1)ASY = (a2 — a1)AS® limitado em X para todo « € [0,1), em particular, & = 0. Pelo
Teorema 1.2.14, A?Az_ Pe AgAIﬁ sdo limitados em X para todo g € [0, 1]. Ou seja, para a € [0,1] as

normas dos espacos X{ = D(A]) e X§ = D(A7) sdo equivalentes. E, se a > 1 e a = m, m inteiro:

I Ay x || | A2AL x|

IA

Cll AAY x|
= CllAy " Aux ||

IA

C? || AJAS 2 Aqx ||

IA

C" Il ATx I,

onde C é uma constante relativa a equivaléncia de normas para @ = 1 e aplicamos inducéo para
obter a tltima expressdo. Devemos, porém, justificar uma passagem essencial nestes calculos:
Sabemos que A; e Ay comutam e, a partir disso, precisamos mostrar que A; e Ag comutam,
com f > 0.
Dados dois operadores C e D que comutam e sdo inversiveis, entdo C comuta com D! e
vice-versa, pois:

CD=DCe C=D"'Ch e CD!'=D7C,
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de modo que basta verificar que A; comuta com Az_ P

Pela Defini¢do[1.2.7}
- 1 ©
Af = — f tPle~ A2t gt
2 TE Jo

1
= — [ (AT + Ay)7leMdA
e Znifr( +Ay) " eMdA,

lembrando que,

sendo I' como no Teorema

Como A; comuta com o operador AI + Ay, VA € T, A; comuta com o inverso desse e resulta
assim que A1 comuta com Al B> 0.

Por fim, para a > 1 qualquer, podemos escrever a = m + 5, com m € IN*, € (0,1) e, reunindo

0s casos anteriores, temos

IASPx) = ) ArARx )
< | ArAbx |
= | AbATx

< cnC || APArx ),
onde C é a constante referente a equivaléncia de normas para o indice f.

Teorema 1.2.18 Se A é um operador setorial em um espago de Banach X, entido X* é um espago de Banach
com anorma || - |lo, paraa > 0, X=X, e paraa > B > 0, X* é um subespaco denso de XP com inclusio
continua. Se A tem resolvente compacto, a inclusiio X* C XP é compacta quando a > B > 0.

Além disso, se Ay e Ay sdo dois operadores setoriais com mesmo dominio, R(c(A;)) > 0,j=1,2e¢,
(A1 — AQ)AT“ € limitado para algum a < 1, entdo se Xf = D(Af), (j =12, X[f = Xg com normas
equivalentes para 0 < B < 1 e esta equivaléncia depende apenas dos setores e das constantes My e Mo na

Definigdo 1.1.1 associados a Aq e Aj.

Demonstracgao:
Em etapas:
(i) (X%l llp) € um espago de Banach, a > 0.

Seja (xy)nen uma sequéncia de Cauchy em X¢, isto é, dado ¢ > 0, existe np € IN tal que
20 = xm lla < €, Y,m > ny.
Como || x — X o == || A‘{‘(xn —xm) llx = A‘l)‘xn —A‘l"xm |lx, segue que a sequéncia (A‘{‘xn)neN éde

Cauchy em X. Sendo este um espago completo, temos que (A?xn)neN converge para algum y € X
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quando n — oco.

Agora, A]* é um operador limitado conforme vimos no Teorema dondex, = AJ*(Axy) —
AI“yequuandon — oo. Notemos que x = AI"‘y e X%, || xp—xla=1l A‘{‘(xn—x) llx = A‘l"xn—y [lx
que converge a zero quando n — oo. Logo, (x,).eN € uma sequéncia convergente e, pela sua arbi-

trariedade, podemos concluir que X* é um espago de Banach com a norma a, a > 0.
(ii) Para @ > B > 0, X% é um subespaco denso de X? com inclusdo continua.

Ja sabemos pelo Lema 1.2.10 que para a > f > 0, X* ¢ XP. E a questdo da densidade,
provamos no Lema 1.2.16. Resta mostrar que a inclusdo X* c XP é continua. Usando o referido

Lema 1.2.10, se x € X%,

I Afx |

I x g
= [l ASAT Al |
= [ ATA Py
= 1A Pacx
< AP Al

= 1A P I x o -

(iii) Se A tem resolvente compacto, a inclusdo X* c X ¢ compacta quando a > > 0.

Inicialmente, vale recordar que um operador A tem resolvente compacto se existir A € p(A) tal
que (AI — Al éum operador compacto e, se existir, 0 mesmo é valido para todo A € p(A).

Consideremos a inclusdo i = AP oio AP|xe : X* - XP,onde AP : X - XB,7: X P — Xe
AP|xa : X¥ — X*P. Vimos no Teorema que A~F é um operador continuo e, como para todo
x € X%, vale:

| APx llg—p =1 A*PAPx || = || A% [l =1l x lla,

segue que AP|x: também é continuo.
E suficiente, dessa forma, provar que i é compacta, ou seja, se B, € a bola de centro na origem

e raio um de X%, entdo i(B,—p) esta contida em um conjunto compacto de X. Como
Bap={xeXPlllxllps 1} ={yeX|llyl< 1, yeRAF)}=ATP(By),

significa que reduzimos o nosso problema a mostrar que A~ é um operador compacto, Vy > 0,

sabendo que A tem resolvente compacto.
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Para0 <y <1,

A7 = Slniny) f ATV(AL+ A)~dA
0

e temos o limite de somas finitas de operadores compactos que é um operador compacto, lem-
brando que (Al + A)~! é compacto por hipétese, YA € (0, +o0) C p(—A). Para as demais poténcias,

basta usar composicdo afinal, a composi¢do de operadores compactos é compacta.

(iv) Se A1 e A; sdo dois operadores setoriais com mesmo dominio, R(c(4;)) > 0,j = 1,2 ¢,
(A; — A2)AT“ € limitado para algum a < 1, entdo se Xf = D(A?), (j=1,2), Xf = Xg com normas
equivalentes para0 < < 1 e esta equivaléncia depende apenas dos setores e das constantes M;

e Mj na Defini¢do 1.1.1 associados a A1 e A».

Finalmente, para esta tdltima parte, a equivaléncia das normas em Xf e Xg e o fato desta
equivaléncia depender dos setores e das constantes M; e M para A; e A vem do Teorema 1.2.14.
Precisamos apenas demonstrar que tais espagos sdo de fato iguais.

Observemos que podemos escrever A[f como AfA;ﬁ Ag e, sendo AfA;ﬁ um operador limitado,

temos que X} = D(A}) = D(AfAPAD) = D(AD) = XE.

1.3 Um teorema de imersio

Iniciamos exibindo o conceito da propriedade de extensdo C" e as Desigualdades de Nirenberg
- Gagliardo. O objetivo é demonstrar um importante resultado sobre os espagos X%, com o qual

finalizamos a secdo.

Defini¢ao 1.3.1 Seja Q2 C R". Dizemos que C) tem a propriedade da extensdo C™ se existe uma extensio
E : C"(Q) — C"(R™) de modo que E(¢) restrita a Q é ¢ e para as normas de quaisquer dos espacos C* ou

Wi <vk<ml< g < 00), existe uma constante B > 0 com,

B¢ lla<Il E@) Iz < Bl ¢ lla,
onde || - |l denota a norma em C¥(Q) ou W*9(Q) e || - |lrr, a norma em C*(R") ou WEI(R™).

Seja (2 C R" com a propriedade da extensao C”,

Proposicao 1.3.2 Uma versio das Desigualdades de Nirenberg - Gagliardo:



1.3 Um teorema de imersio 45

@ 1 iy < C NGyl w18 sep > q,p 27,0 <0 < Tek=2 < 0(m=1)-24(1-0),
sendo a desiqualdade estrita se g ou r = 1.

Ot lleviey < Clltt gyl 4 178, 5€0 < 0 < Tev < 6(m—2)-2(1-06),

sendo a desiqualdade estrita se q ou r = 1, ou se v é inteiro.

Teorema 1.3.3 Suponha que QO C R" é um aberto com a propriedade da extensdo C™ e A é um operador

setorial em X = Ly(Q), 1 < p < oo, com D(A) = X' ¢ W™P(Q) para algum m > 1. Entdo, para

0<ac<l,
X* ¢ Whi(Q), quando k — % < ma — %, q=>p,
¢ C"(Q), quando 0 < v < ma — %.
Demonstracao:

Pela Desigualdade de Nirenberg - Gagliardo (a),

Il ”W’“}(Q) <Cllu ”me(Q)” u ”L (Q)
desde queg > p, k—g < G(m— ﬂ)— 21-06)=mb — ﬂ. Para u € D(A),
2 lhygeay < C AU yll e 116,

Note que acima consideramos R(cd(A)) > 0, o que é possivel pois, a rigor, estamos trabalhando
com os espagos X%, os quais sdo definidos a partir do operador A; = A + 4, com a tal que
R(o(A1)) > 0.

Seja i a inclusdo i : D(A) ¢ W"P(Q)) — Wka(Q)). Aplicando o Teorema[l.2.15| para todo «,
0 < a < 1,ipossui uma tnica extensdo linear continua de X“ para wka (Q), ou seja,

X% c WHI(Q), onde k — g <ma—2,q20p.

Para a segunda afirmacéo, usando a outra desigualdade de Nirenberg - Gagliardo (b),

lullcvy< Cllu ||meQ)|| u ||L (Q),seO 0 <lev< Q(m— —)— 11-0)=mo - %.

Analogamente ao que fizemos na primeira parte, temos para u € D(A):

i llevey < Cll AR I oyl 116, -

Novamente, de acordo com o Teorema [1.2.15} a inclusdo i : D(A) ¢ W™P(Q) — C"(QQ) possui

uma Unica extensdo linear continua de X* para C"(Q), sempre que 0 < o < 1:

X*cCC'(Q),onde0 < v<ma- %.
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1.4 Uma importante aplicacao

Nesta secdo, utilizamos a bagagem obtida conjuntamente com resultados demonstrados em
Henry (1981) para garantir uma limitacdo de certo modo uniforme em Xf das solugdes de proble-

mas de Cauchy para uma familia de equagdes ndo lineares envolvendo um operador setorial.

Consideremos a equagdo néo linear:

dx
L+ Ax = f(t,x), t>t
at ft,2), £> to (1.13)

x(tO) = Xo,

onde A é um operador setorial tal que as poténcias fraciondrias de Ay = A + a; a de forma que
R(0(A1)) > 0; estdo bem definidas e, os espagos X* = D(A7) com a norma do gréfico || x [lo=1| Ax ||
sdo definidos paraa > 0. Suponha que f : U € RXxX® — X, U um conjunto aberto,0 <a <lefé
localmente Holder continua em t e localmente Lipschitz em x pertencentes a U. Mais precisamente,

se (t1,x1) € U, existe uma vizinhanca V c U de (t1,x1), tal que para (¢,x), (s,y) € V,

I f(tx) = fls, < Lt =517 + 1 x =y lla),

para constantes L >0 e 6 > 0.

Defini¢ao 1.4.1 Uma solugido do problema de Cauchy (1.13) (ou problema de valor inicial) em (to,t1) é
uma fungdo continua x : [to, t1) — X tal que x(to) = xo e, em (to, t1), temos (t,x(t)) € U, x(t) € D(A),
existe %, a aplicagido t — f(t, x(t)) é localmente Holder continua, ft ;0+P I f(t, x(t)) || dt < oo para algum

p>0, ft;(t =)™ || f(s,x(s)) Il ds — 0 quando t — t; e, a equagdo diferencial é satisfeita em (to, t1).

Teorema 1.4.2 Sejam A um operador setoriale f : U — X, Uum subconjunto abertode RxX*,0 <a <1,
f € localmente Holder continua em t e localmente Lipschitziana em x. Entdo, para qualquer (to,xo) € U,
existe T = T(to,xo) > O tal que a equagdo diferencial (1.13) tem uma tinica solugdo x em (to, to + T) com

valor inicial x(tg) = xp.

Demonstrac¢ao: Veja o Teorema 3.3.3 em Henry (1981).

Teorema 1.4.3 Sejam A e f como no enunciado do Teorema e suponhamos também que A tem
resolvente compacto e f aplica todos os conjuntos da forma R* x B ¢ U C R x X%, com B fechado e
limitado, em conjuntos limitados de X. Se x(t; to, xo) é a solucdo da equagdo diferencial (1.13) em (to, o0) com
Il x(t; to, x0) lla permanecendo limitada a medida que t — +oco, entdo { x(t; to, Xo)}¢>t, estd em um conjunto

compacto em X“.
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Demonstragao: Veja o Teorema 3.3.6 em Henry (1981).

Essencialmente, o que se faz para demonstrar este resultado é provar que || x(t; to, xo) ”ﬁ é
limitado parat > fp+ 1, < p < 1 afinal, de acordo com o Teorema 1.2.18, a inclusdo XPcXreé
compacta. E, obtém-se a seguinte limitagdo,

t
Il x(t; to, %0) llp < Cpoalt — o) F~ V2710 || xq || + f Cp(t —s)Pe®™9Cds,  (1.14)
to
onde C é tal que || f(t,x(t;to, x0)) I|< C, YVt > ty e, Cp—o € Cp sdo as constantes determinadas no
Teorema 1.2.9 que, como vimos, dependem da constante M e do setor relativos ao operador A.
Essa observagdo serd de grande relevancia para o nosso estudo.

Uma aplicacdo interessante desse resultado pode ser feita no contexto do seguinte problema

abstrato:

@y Ax=f,(x), t>t (1.15)
x(to) = xo € X7,

onde {A,},eA € uma familia de operadores setoriais em X§, 0 < @ < 1, com resolvente compacto,

D(Ay) > D(A), Yy € A, sendo A um espaco topolégicoe A = Ay, f, : U — X, U um subconjunto

aberto de X7, localmente Lipschitziana em x e f, aplica todos os subconjuntos fechados e limitados

de U em subconjuntos limitados de X. Nesse contexto, o Teorema[I.4.2]nos garante a existéncia e

a unicidade de solug¢éo localmente.

Suponhamos que as solugdes desses problemas estejam globalmente definidas e denotemos

or T, (t,xg) o respectivo semigrupo gerado.
P y P grupo g

Proposicdo 1.4.4 Se T, (t, xo) admite um atrator global A, e este é limitado em X3 para determinado

0 < a <1, entdo tal conjunto é também limitado em Xf/ coma<f<1

Demonstracao:

De fato, recordemos que A, = {xp € X;‘ | existe uma solugdo global limitada por xg }.

As solugdes de (1.15) estando globalmente definidas, podemos aplicar o Teorema|1.4.3)e temos
que {x(t; to, x0)} >, € limitado em X[;, onde a < < 1, conforme a expressao (1.14).

Como || x IIng < Ry, ¥x € A, , para alguma constante R, > 0, tal limitagdo é uniforme em x.
Em outras palavras, {T) (t)xo}t>t, € limitada em Xﬁ uniformemente em x.

Agora, o conjunto A, é invariante sob a agdo de T, (t, xo), isto &, T, (¢, xo) Ay = A, ¥t > ty, em
particular, Ty (o + 1,x0) Ay = A,.

Logo, concluimos que || x || Xt < Sy, Vx € A,, para alguma constante S, > 0.
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Nosso objetivo a seguir ¢é estudar tal constante S, obtida da limitagao do atrator A, em Xﬁ,
mais precisamente, em quais condi¢des S, independe do parametro y; S, = S. Vejamos:

De acordo com a expressdo (1.14):

to+1
Ix(to + T3t0,%0) llys < Cy p-a(1)"FDe™R,, + f C, g(to + 1 — 5)Pe 0l+1=9)C, gs

to

A

IA

to+1
C%ﬁ_aRy + Cy,,;Cy f (to+1 - s)'ﬁds
to

C’}/’ﬁ—aRV + CylﬁCy,

IA

onde Cy 5o = (C2),T'(B — a), Cy 5 = (C2),I'(B) e Ry e C, vem respectivamente de || x IIng <Ry, Vxe
Ay ell f,(x(t;to, x0)) < C,, ¥t > to,sendo (Cz), a constante do Teoremareferente ao operador
Ay.

Assim, se a familia {A,},cx for tal que é possivel estabelecer um setor e uma constante M
comuns a todos os seus elementos e aquelas constantes Ry, e C, também ndo dependerem de y, a
limitacdo obtida para o atrator em Xﬁ é uniforme em y, ou seja, Sy, independe de y, S, = S.

Nessa situagdo, parece conveniente podermos comparar as normas em Xﬁ e XP = Xﬁo. Para

isso, faremos novas suposigdes sobre os operadores A,:

Teorema 1.4.5 Seja {Ay},epn uma familia de operadores positivos definidos e autoadjuntos em um espago
de Hilbert X com A um espago topoldgico e A = Ay, satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) D(A,) C Xdensaecontinuamente¥y € A, istoé, || x ||< L || Ayx ||, Yx € D(A,), onde L é uma constante;
(i) D(A) € D(A,)), Yy € A;

(iii) || (A = Ay)x || < e(p) | Ax || +K(p) |l x |I, Yx € D(A), onde e(y), K(y) — 0 quando y — yo.

Entdo, || x IIX§ < Ki(p) Il x llxs e, analogamente, || x |Ixs < Ka(¥) || x |l s , com Kq(y), K2(y) — 1 quando

Xt
y — Yo, uniformemente em f.

Demonstracgao:

Sabendo que X, = X é um espaco de Hilbert e que os operadores A, sdo positivos definidos e
autoadjuntos para todo y € A, segue de resultados conhecidos que os dominios de suas poténcias
fraciondrias de ordem f coincidem isometricamente com os espagos de interpolagdo, ou seja,
[X, X)l,]ﬁ = D(Aﬁ) e [X, X'1g = D(AP) com isometrias, para qualquer 0 < f < 1 (Veja o Teorema 16.1
em Yagi (2010), por exemplo).

E se X; C X densa e continuamente, Yy € A, isto &, || x [|[< L || Ayx [, Vx € X! sendo
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Luma constante, entdo, para qualquer 0 < < 1, (Teorema 1.15 em Yagi (2010)),

1—
Il I T,

p
g,

I T g, 21, 1%, x115)

1 1
X1, X1)

IA

<01y (1.16)

onde]:Y — Z denota o operador inclusdode Y C Z em Z.

Além disso, a partir da desigualdade,
(A =Apx < e) | Ax || +K() I x ]I, Vx € X,
onde e(y) e K(y) tendem a 0 a medida que y — Yy, vale que,
I Ax (< () | Ayx I,

sendo 7(y) = 1;}22;;1 que converge a 1 quando y — yp. Dai,

ITx llx =11 % llpeay = Ax [[< =() | Aypx 1= () Il X [Ipa,)= () T x lixs -

Consequentemente, || I || L(XL, X1) < 1(y) e aplicando isso na desigualdade (1.16), encontramos,

1l g, < 7)1 g sy,

Ou ainda,
Il xllxs < Ka(p) Il x IIXf/ (1.17)

com K>(y) = 1 quando y — yp, uniformemente em f.
Analogamente obtemos a desigualdade reversa, || x IIX;s < Ki(p) Il x llxs, Ki(y) — 1 quando

y — Y0, uniformemente em .
|

Uma vez obtida uma limitagdo do atrator A, em Xﬁ uniforme em y - S independe de vy, a
partir da desigualdade (1.17), temos que || x [lxs< Ka(y)S, Vx € A, com Kx(y) — 1 quando
¥y — Yo, uniformemente em f. Isso significa que se as normas desses espacos sdo equivalentes

uniformemente em y, entdo a unido dos atratores U,/ A, estd contida em uma bola de XP, onde

yEA
A CA.
Agora, se o problema (1.15) referente ao operador A estiver posto em um aberto O C R" com

a propriedade da extensdo C", X = L,(Q2),1 < p < o0, e D(A) ¢ W"P(Q) para algumm > 1, 0

Teorema se aplica e,

XF c C'(Q), quando 0 < v <mp — g

Nesse contexto, entdo, conseguimos uma limitagdo da familia de atratores em L.(€2). Mais

formalmente,
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Teorema 1.4.6 Sejam () C R" um aberto com a propriedade da extensdo C", X = L,(Q)),1 < p<ooe
{Ay}yen uma familia de operadores positivos definidos, autoadjuntos e com resolvente compacto em X, com
A um espago topoldgico e A = A,,;, D(A) C W"P(Q) para algumam > 1.

Suponha que a familia {A},en € tal que é possivel estabelecer um setor e uma constate M comuns a
todos os seus elementos e as condigoes (i)-(iii) do Teorema estdo satisfeitas.

Considere o problema (1.15). Se as suas solugoes estiverem globalmente definidas, gerando um semigrupo
T, (t, xo), e este admitir um atrator global A, que é limitado em X5, para algum 0 < a < 1, uniformemente
em y e se ainda f(UVeAAV) for também limitada, entdo a familia de atratores é limitada em Lo(Q),

uniformemente emy, desde que as normas dos espagos XP e xP

pa<p<led<mp-— %, sejam equivalentes

uniformemente em y.



Capitulo 2

Limitacdo uniforme dos atratores para
uma familia de perturbacdes suaves de

um dominio

Neste capitulo, com base em alguns resultados obtidos em Barbosa, Pereira e Pereira (2016) e

em Pereira e Pereira (2007), estudamos uma familia de problemas parabdlicos semilineares,

u(x, t) = Au(x, t) — au(x, t) + f(u(x, t)), x €y, t>0,

9 (x,t) = g(u(x, 1), x €9y, t>0,
onde Q é um aberto limitado do R?> com fronteira regular de classe C", m > 2, Q, = h(Q) e h
pertence a um conjunto de difeomorfismos suficientemente préximos da identidade na norma
C". Mostramos que o problema estd bem posto em um espago conveniente, que o semigrupo
associado possui atrator global Ay, e, a partir do que foi desenvolvido no primeiro capitulo, que

{Anl Il h—iq llesqr2)< €0 } € uniformemente limitada em Loo(€2), para €g suficientemente pequeno.

2.1 Introducdo: o problema e a reducao a um dominio fixo

Nesta secdo, descrevemos o problema de interesse e 0o método que utilizamos para estuda-lo.

51
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Sejam Q um aberto limitado do R? com fronteira regular de classe C" e 2 um nimero positivo.
Consideremos o problema parabdlico semilinear com condigdes de fronteira de Neumann nédo

lineares:
ur(x, t) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x,t)), x€Q,t>0, 2.1)
9 (x, ) = g(u(x, 1), x €9Q,t> 0.

Estamos interessados em obter uma limitagdo uniforme dos atratores em relagdo as perturbagdes
suaves do dominio Q. Ocorre que os espagos de fungdes variam conforme as regides se alteram.
Um modo de superar tal dificuldade é realizar uma "mudanga de varidvel”de forma a trazer o
problema de volta para a regido fixa. Trata-se da abordagem desenvolvida em Henry (2005) e a
qual seguiremos.

Tomemos h € Diff"(Q) = {h € C"(QQ,R?) |h é injetora e Idet1w é limitado em Q}. Para h tal
que || h —iq |lonqr2) € pequena, podemos definir o “pull-back”de k, h* : C"(h(Q2)) — C™(Q2) por
h*(¢p) = ¢ o h que é um isomorfismo com inversa (hH~.

Agora, nao é dificil ver que v(-, t) satisfaz (2.1) em €, = h(Q) se, e somente se, u(-,t) = h*(v(-, 1))

(isto é, u(x, t) = v(h(x), t)) verifica:

ur(x, t) = h*Ath*‘lu(x, t) —au(x,t) + f(u(x,t), x€Q,t>0,

C 9 e (2.2)
h mh u(x, t) = g(u(x, t)), x €9Q,t>0,

onde 1*Aq, i u(x, t) = Aq, (u o h™)(h(x)) e h*ﬁh*‘lu(x) = ﬁ(u o ™ Y(h(x)).

2.2 Setorialidade dos operadores perturbados em varios espagos

Nesta se¢do, demonstramos que a familia de operadores diferenciais -h*Ath*‘1 +al,h €

Diﬁ‘2(Q), com h suficientemente préximo de ig, é setorial em L?(Q2) e em H}(Q).

2.2.1 Setorialidade em L?

Seja Ay, = h*(B, — a)h*~! definido na regido fixa (2, onde Bj, denota o operador Laplaciano com

condigdes de fronteira de Neumann homogéneas em h(Q),
By, : D(By) C L*(h(Q)) — L*(h(2))

sendo
Jdo
ON hQ)

D(By) = H*(W(Q)n = {v € H*(h(Q))| =0 } » Bi(v) = Apqyo.
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E conhecido que —A; é um operador positivo e autoadjunto em L?(Q), considerando-se o
produto interno com o peso | J, |, 0 médulo do determinante Jacobiano de h. Denotaremos a
norma em L*(Q) originada por tal produto interno como || - ||;. Esse espaco é essencialmente o
mesmo queLz(Q) comanormausual|| - ||,istoé, Kx(h) || - [ < - [l < Ki(h) || - llcom Ky (h), Ko(h) — 1

quando h — ig . E,

d

——h u(x) = vu(x) - [Dh™ 1y Niay (h(x)) = 0, Vx € aQ} .
&Nh(g)

D(-Ap) = H(Q)n- = {u e H Q)|

Em geral, ndo é verdadeira a inclusdo D(-A;,) C D(-Ay). O préximo lema, porém, nos mostra
que sempre podemos admitir tal hipétese, e mais D(-A;,) = D(—A;), desde que tenhamos um
pouco mais de regularidade do dominio 2 e de h. Destacamos a importancia que esse resultado

pode ter em outros contextos, pois permite fixar o dominio de —A; quando h varia.

Lema 2.2.1 Seja Q um aberto limitado do R? com fronteira reqular de classe C3 e h € Diff>(CQQ) com
| h = iq llcsq r2) pequenoc. Entdo, para uma tal h, existe uma outra transformagio h tal que h(QY) = h(QY) e
7% 0 Tx=1, _ 0 2

hmh M—W”Qemaﬁ,\v’ueH(Q).

Demonstracgao:

A seguir, construiremos a partir de  uma aplicagdo i com a propriedade desejada. Para tanto,
vamos supor que h estd definida em todo o IR? conforme demonstra ser possivel o Corolério 1.10
em Henry (2005).

Sejam Nq(p) a normal a p em dQ e No(p) = [Dh_l]h(p)NQh(h(p)), ambas tomadas unitarias.
Consideremos V(9Q) e V(dQ) vizinhancas de dQ e,

@ : QX (—€,€) — V(Q)

(p,t) — p+tNalp)

§:0Qx% (-e€) — V(0Q)

(p,t) — p+tNap).
De acordo com o Teorema 1.5 em Henry (2005), ¢ ¢ um difeomorfismo C? com

P V0Q) — QX (-€¢€)

x (), Hx)),
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onde 7t(x) = o ponto mais préximo a x em dQ e £(x) = + dist (x, 7t(x)), © € C?,t € C3. Para h préximo
de in, como ¢ e ¢ ficam C2 proximas, ¢ também é um difeomorfismo C2. Vale complementar que
no caso de Q C IR?, existe uma transformagao conforme p que leva Q no disco, neste ¢p~! pode ser

descrita explicitamente.

Se Y, = ¢ o ¢!, segue que,

Y1 V(©0Q) — V(©0Q)

x - (%) + )N (k).

Observemos que 1, é um difeomorfismo C?, (Un)),, = loq € se p € dQ2,

Yup + No@) — u(p) _ . p+Nop)—p
t

t lim = Na(p). (2.3)

Diyy(p) - Na(p) = %1_{1(}

Agora, tomemos uma extensdo suave de y;, 1y, para o interior de Q. Por exemplo, 1}, pode ser
igual a identidade fora de uma vizinhanca conveniente da fronteira que continuaremos a denotar
por V(dQ). Do Célculo, para € > 0, existe uma funcdo suave 0 : R — Rtalque O(x) = 1, x € [-5, §

ef(x)=0,x < eoux > €. Assim, basta fazermos

¥(p) = m(p) + HP)OHP)Na(n(p)) + (1 = O(H(p))Na(m(p))]-

Definamos entdo /1 = h o P, 0 V(©0Q) U (Q\ V(©Q)) — V() U () \ V(9Qy)). Temos que
h™t =, o™t e, se x € 9Q, h(x) = h(x). Para x € 0Q,

DI, = D" o h iy = Dy, (7 h)D (1)) = Dy (9D (1()

DI+ Noy (1)) = DI,y - No, (h(x)) = Dy;; (D™ (1(x))Noy, (h(x)) = Na (),

onde usamos a expressdo (2.3), o fato de 1y, ser a identidade na fronteira de Q e que Q) =

h(Q). Isso significa que se u € H?(Q) satisfaz Vu(x) - No(x) = 0, x € dQ, também vale que

vu(x) - Dl&};&) - Ng, (h(x)) = 0 ¢, portanto, D(=Aj,) € D(=A;). Analogamente, D(-A;) C D(—Aj,).
Por fim, como 1, (x) = m(x) + t(x)(Dh‘l(h(x))NQh (h(x))), para || h — iq |lc3q,r2) pequeno, ¥y, se

aproxima da identidade na norma C? e, resulta que 1 converge para i em C*(Q, R?).
u

Com base nesse importante resultado, no que segue, admitiremos que () tem fronteira regular

de classe C? e h € Diff*(Q).

Lema 2.2.2 A familia de operadores {—Ap} satisfaz || (A — Aig)u lliz) < €(h) || Aigut N2y +K(h) I
U |2y Yu € D(=Ay,), com limy,_,,, e(h) = 0 e limy,_,;, K(h) = 0.
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Demonstracgao:

Escrevamos h(x) = h(x1,x2) = (h1(x), ha(x)) = (y1, y2) = y, x € Q. Parai = 1,2, temos que:

G ‘;h* )x) = aiyiwohﬂ(h(x»

2 ou -1

= Y gk »—(y)
j=1
2

= Z[ } Z ()
=1 o%j
2

_ bi]-<x>§—;<x>,

=1

onde b;j(x) é i, j entrada da inversa transposta da matriz Jacobiana ['% (x)] . Dai,
Y dijj=1

2 2 ] 82
Zbﬂxx) Za— x): —(x + ) 55 )
k=1 j=1

szux)bz;(x) s +Zblk<x> ”(x)—()
k=1
7

ﬁ(x) + Li(u)(x),

N
(h ayzh )

sendo Li(u)(®) = (B3() = D2 + L2y (1 = 81 j0bi(0by () 724 () + X2,y bie(0) FE ()54 (x), ondee
0ijk =1sei=j=ke0caso contrarlo.
Logo,
W Apyh™ ™ (1) = Aa(u) + Lu

com
2

Lu = Z Liu.
i=1

Como bjy — 6 em cl(©) quando i — igem C?(Q), R?), os coeficientes de L vao a zero quando

h — igem C?(Q, R?). Por Agmon, Douglis e Nirenberg (1955),
I Lu N2y < e(h) || Aqu llr2iqy +K() 1l w2,
com ¢(h) e K(h) convergindo a 0 a medida que i — i em C?(Q, IR?), donde segue o desejado.
|

Aplicando entdo o Lema 3.1 em Pereira e Pereira (2007), obtemos que, para h suficientemente
préoximo de i, —Aj, é setorial e podemos estabelecer um setor e uma constante M comuns a tais

operadores.
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2.2.2 Setorialidade em H™!

Neste ponto, vamos estender o operador A, para um operador A;, _1 : L*(Q) — H?(Q2) usando
dualidade e, através de interpolagao, definimos o operador Ay, _1,, : H{(Q) — H™1(Q).
Seu € D(-Ay), v € HY(Q), v = uoh~' e ], denota o determinante da matriz Jacobiana [‘”;f‘)] ,
i,j=1

encontramos, integrando por partes,

<-Apu,p>_1 = —f()(h*th*_lu)(x)¢(x)dx+Lau(x)t,b(x)dx

- [ B @ o [ upe ds
Q Q

- f Byo(y)v (i () p f w7 () () ——
Qy Qy

—_
I

1
S S—
a1 Y

1
. ) —
fgh vatly) o bt ®) Jh<h-1<y)> |

dy

(9 —1 -1 -1
R e o a<y>+afghu< 9O ) o
1
- : () ————d
| V0,00) Vo ) Sy
1
ol h () —————d
o 0T O ) s 4
= f W Vo, B u(x) -t v, i li(x)| Jn() |dx +a f u(x)Y(x) dx. (2.4)
o) | il

Como (2.4) estd bem definida parau € H 1(Q)), elanos fornece a expressdo de —Ay, 1/ para qualquer

u em seu dominio. A seguir mostraremos que —Aj, _1,, € setorial.

Lema 2.2.3 A familia de operadores {—Aj, 1 /Z}heDiﬁz(Q) verifica || (Ap-1/2 — Aig,-1/2)4 llg1q < €(h) |l
Aig-121 g1 +KM) | v llgyq), Yu € D(=Aiy,-1/2), com e(h) e K(h) fungdes positivas tais que
limy,_,;, e(h) = 0 e limy,_,;, K(h) =0

Demonstracgao:

De fato, provaremos que,

| < (An12 = Aig 12w, ¥ >-11 | < e(h) |l 1 ¢ @),
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para todo u € H(Q) e todo 1 € H'(Q) com limy,_,;, e(h) = 0. Vejamos,

| < (Ap-172 — Aig,-172)u, P >_11 | (0 Vo, B = vao)u - I v, B! (l;b |) | Jn | dx
Q

+ fVQu (h* v, B -v )( 4 )I]hldx
Q ’ |Jn|
+ fVQM VQ( ¢ )l]ﬂdx—fVQu-VQI]Ddx
- U(h* Vo, B = vaou - vg, h*—l( 4 )I]hldx
Q [Jn|
+ fvgu (" va, b~ 1—v9)( Ld )l]hldx
Q [Jn|
+ II’DVQM VQ( )|]h|dx+fVQM‘VQ#de—fVQM'VdeX
Q |]| Q Q
< f (' Vo, I = va)u ' Vo, h*‘l( )‘uhwx
Q ! [Jn|
+ f Vau-(H Vg h*l—vg)(¢)|]h|dx
Q | Jn |
+ fgbVQLPVQ(L)'”MdX.
Q [Jnl
Conforme os célculos feitos no Lema|2.2.2, (h* 5~ 9 h* Lu))(x) = l](x) (x) sendo bjj(x) a i, j

entrada da inversa transposta da matriz Jacobiana [ag ix) ] . Assim, se 6;j = 1sei = jeO0 caso
Y dijj=1

contrario,

0 v 11 = ) < | VO T OED)
h L1 (boj(3) = 527) 52 (x)

0 que nos permite estimar a primeira integral da desigualdade,

] (h*mhh*-l—vQ)u-h*thh*‘l( )‘lm x
5 el
1

2 [ 2 P V2 (2702 Ju 2)2
< %%X{Uhl}fg{; ;b”a_x](ﬁ) ; ;(bu‘ 511)(9] dx
C 5 11b 12 % 2 2 u 2 %
< max{l]hl {fz;blja—x](m) dx} {L;[;(bij—éij)g_xj] dx}
< Coh) (‘fg VQIP'VQIPdX)E (fQ Vgu-vgudx)7
+ Cy(h) (f gbzdx)z (f Vgu-vgudx)i,
Q Q

onde Cy(h) e Cé)(h) sdo fungdes dependendo de b;j, % (ﬁ) e que tendem a zero quando & — iq

em C?(Q, R?).
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Analogamente, estimamos as outras integrais:

f}w-(h*mh*‘l—vﬁ) )‘Ilhldx
Q [Tnl

2

max{ |y | fZ[aszdx 2 fgi[i (l;l;l)]zdx

<
i=1 | j=1
< Cith) (L Vo - Vo dx i (L VQu-VQudx)
+ C’l(h) (f 11112dx)7 (f VQu-VQudx)z
Q o)

A\ A\
@)
2 iE
= X
~ —_—
— :
=
o > =
<
T s
= &
NI — .
—_— T_|\
o NS
— NS
< 3_<|:
e} ~_~
N
= [
— ]
o
QU
R ~.
<= I
< —_—
i y
=]~
~
N —
—
ISH
2

com Cq(h), CI1 (h), e Ca(h) — 0 quando h — i em C3(QQ, R?). E o resultado segue.

A setorialidade entdo de —Aj, _ 2, bem como a determinagdo de um setor e uma constante M
comuns a tais operadores, segue novamente do Lema 3.1 em Pereira e Pereira (2007), desde que h

esteja suficientemente préximo de i em C2.

2.3 O problema abstrato em uma escala de espacos de Banach

z

Nesta se¢do, nosso objetivo é colocar o problema (2.2) em um espago abstrato conveni-

ente. Sabemos pela primeira parte do trabalho que os dominios X' (respectivamente Xy 1)

a > 0, das poténcias fracionarias de —Aj, (respectivamente —A; _1/2) sdo espacos de Banach;

= L(Q)(X)_, ,, = HY(Q)), X} = D(~Ap) (X} _, , = D(=Aj,-172)), X§ = H*(Q) quando 2a é um

ndmero intelro X, "= (X“)' para a > 0, onde " denota o espago dual. Observemos também que

a—
X, . =X, 4, para 1 < a < 1. Por abuso de notagdo, escreveremos ainda X em vezde X | 2

seOSaS%.
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Teorema 2.3.1 Para ‘71 < B < 0, definimos o operador (=Ay,_12)p : Xﬁ“ C Xﬁ — Xﬁ, (=Ap-12)p =

_Ahf_1/2|Xf+1' Entio, (_Ah,—l/Z)ﬁ é setorial.

Demonstracgao:

Sejap=-1/2+6com0 < & < 3. Temos que (=A,—1/2)p = (=An1/2) " (=An—1/2)(=Ap-1/2)°.
: 1 -1
Agora, (—Aj,_1/2)° é uma isometria de sz (= Xfl?l /2) em X,* (= Xg 4 /2). Com efeito, se x €
p+3
Xh,—21/2’

_ 5 1l (- B+3x |l=
I (=Ap-1/2) xllxgﬁu2 I (=Ap—1/2)" " 2x || ||X||Xﬁ+% ,

h,~1/2

donde segue o desejado.

A partir disso, podemos estabelecer (2.2) como um problema abstrato numa escala de espagos

deBalrlach{ijl%1 < p <0},

u + (=Ap—12)p = (Hy—1/2)pu, t>to,

(2.5)
u(t()) =Up € Xn,

onde (Hy,1/2)p = H(, 1) = (F172)p + (Gio1/2)p : X! = XF,com0 < < f+1.

o(Fp,—1/2)p = F(-, h) : XZ - Xg é dada por:
< F(u,h), ¢ >5-p= f fa) pdx, Vo € X, 7.
Q

o(Gy,—1/2)p = G(- h) : X — X & definida por:

h -
<Gl >pea= [ g y) 22 doto, v e 7,

sendo y a fungdo trago e Jyoh o determinante da matriz Jacobiana do difeomorfismo & : Q) —

Ih(Q).

2.4 Existéncia de solugdes locais

Mostramos a seguir, com algumas hipéteses adicionais sobre as fungdes f e g, que o problema

abstrato (2.5) possui solugdo local.
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Para provar que o problema estd bem posto localmente, admitiremos as seguintes condi¢oes
de regularidade e crescimento para fe g: R — R,

(i) f € C}(R, R) e existem ntimeros reais A; > 0 e L; > 0 tais que:
| fur) = fu2)| < Ly (14w 1M + Jua M) g = uz |, Yuq, uz € R, (2.6)
(ii) ¢ € C*(R, R) e existem ntimeros reais A, > 0 e L, > 0 tais que:

|g(u1) — g(ua) | < Lo (1+ |ug 1" + ua ™) |ug — ua|, Yuy, up € R. (2.7)

Lema2.4.1 Se i <1 <B+1,entdo X] c LM+ (Q).

T 2+ +1)

Demonstracgao:

De fato, pelo Teoremam XZ c W*2(Q) quando k < 2.
E, por uma das Desigualdades de Nirenberg - Gagliardo, item (a) da Proposigdo 1.3.1,||

u ||L2(/\1+1)(Q) C ” u ||Wk2 Q) sek >1- ﬁ

Logo, reunindo tais consideragdes, temos que XZ c L2M*D(Q)) desde que > 1 — m

E importante observar que uma das hipéteses do Teorema 1.3.3 é a de que Q tem a propriedade
da extensdo C" e isso é verdadeiro em nosso contexto conforme o Teorema 1.9 em Henry (2005) e

até mesmo para regides cuja fronteira é apenas Lipschitziana como demonstra Stein (1970).
u

Lema 2.4.2 Suponha que f satisfaz en>1 2@ 5+ Entdo, a aplicagio (Fy12)p = F : X’7 - Xﬁ

estd bem definida e é limitada em conjuntos limitados de XZ .

Demonstracgao:

SejamueXZe(pEX_ﬁ,

IA

| < F, ), ¢ >4 | fQIf(u)—f(O)llqbldHfQIf(O)IIcpldx

b [ ulolacsny [t iglace [ 101101
Q Q Q
Ly|lu ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q) +Lq | uhi+! ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q) +11 £(0) ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q)

A+1
Ly |l w2 Il @ llr2) + La [l u ||L§X1+] Q) I § N2y + 11 £O) Iy Il @ M2

< LiKiKs el Il llos + LK K |u||"1+1 16 llos +Ka | O llzey Il @ ll o,

IA

IA

IA

onde Kj, K5 e K3 sdo as constantes de imersao de, respectivamente, X}:ﬁ - Lz(Q), XZ - LZ(Q) e XZ C

L2M+D(Q)). As duas primeiras sdo imediatas uma vezque 0 < —f < 1e0 < 1 < f+1eaterceira,
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demonstramos no Lema

Portanto, se u € XZ epe X;ﬁ,
1 EGu 1) s < LiKaKa [l llgn + LaKaky ™ ™+ K 1L FO) iz,
1 h

0 que nos mostra que F é limitada em conjuntos limitados de XZ

Lema 2.4.3 Suponha que estejam satisfeitas as condigcdes do Lema e sejam p e q conjugados com

1 ~ 1 111 s T . . .
1 <p <o Entdo, se n > max {5 2 5}, a aplicagdo F é localmente Lipschitz continua em u.

Demonstracgao:

Sejam w1, uy € XZ epe X;ﬁ,

| < F(u1,h) = F(uz,h), p >p-p1 < fL1(1+|u1IA1+|M2IA1)|u1—u2||¢|dx
0

b
< L (f(1+|u1 M+ 1M g —uzlde) I ¢ 2
Q
i 1
A A2 ¥ 20 11"
< Lo | (T ug|™ +Juz|™)Pdx lur —ua[dx| 1l ¢ 2
Q Q
+ A A
< Lo(1QPP+ 1wy ) + 1y Hlrany) Hun = uz 2oy 1T ¢ lliz)
+ A A
< Li(|Q1F+ || ug ||L§M1(Q) + | uz ||L§M1(Q)) Il 11 — 2 |lp2a) Il @ M2
= A A A A
< Li(1Q1% + Kt llu 1y + K Il uz (1) Ks [l ug = ua ”XZ Killo ||Xh—ﬁ,
h h

P e L*(Q) e Ky e K5 sdo obtidas pela inclusio de

XZ cL?h(Q)e XZ C L*1(Q)) respectivamente, usando o mesmo raciocinio que no Lema dado

onde K; é a constante de imersio referente a X];

quer]>max{§ —m,z—z}ep> e
Logo, se uj e up pertencem a um subconjunto limitado U de XZ, lullyn< L, Yuel,
h

1
| F(ua, h) — F(uz, h) IIXﬁ < Ly (1Q17 +2K'LY) KsKy | g — ua l1x1,

donde F é localmente Lipschitziana em u.

Para as propriedades de regularidade de (Gj,—1,2)p = G, precisaremos da seguinte funcéao:

O(x, h) = ‘ ]’}—ih(x) , x e R%.
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Provaremos que || 6 [lo= sup{|O(x, h) || x € dQ, || h—iq llc2,r2) < €0 } € finita, para algum ey > 0
suficientemente pequeno fixado.

Notemos que para cada h = hg fixo, sup,,, 0(x, ho) é finito afinal, trata-se de uma fungao
continua em um compacto. E, devido a convergéncia de h para ic; na norma C2(Q2, R?), o denomi-
nador na expressao de 0, Jj,, converge para 1 uniformemente. Devemos entdo estudar Jyoh.

Seguindo primeiramente uma abordagem intrinseca, chamemos M = dQ e N = h(d(2), ambos

de dimensédo n — 1 (em nosso caso, de dimensdo 1). Se f é uma fungdoem N a R,

f F() day = f 0109 ot don,
N M

sendo dwy, o elemento de volume em M ou em N e Jyoh representa a corregdo do fator de volume.

Por outro lado,
f fy)don = f f(h(x))h*dwn.
N M
Assim,sep € M,

(W dwn)(p) = Jaoh(p)dwm(p). (2.8)

Seja {e1, - - -, e5—1} uma base ortonormal de TpM, o espago tangente a p em M. Usando (2.8),

(Wdwn)(p)(e1, - -+ en-1) = Jaoh(p)dwm(p)(er, - - - en-1) = Jooh(p).

Agora,
(hdwn)p)er,- -+ en-1) = don(hp))(haer, - - - huey) = det| |,
then_l
| Ny
-1
sendo g = h(p) e N; o vetor normal a g em N. Observemos que N, = %, pois se {f1,- -, fu-1}
* 4

é uma base ortonormal de TgN, o espaco tangente a g em N,

<(Y)'N,, fi >=<Np, ' fi>=0, Yi=1,--,n-1,
uma vez que h leva um espaco tangente no outro. Dai,
» Dhye; —

Jooh(p) =det| |,
then_l
(h))'Ny

L1 GTYN 11

o0 que evidencia que [k é limitado uniformemente em & se h — i em C?(Q, R").

Trabalhando em coordenadas, sejam M, N, p, e  como acima, ¢ e ¢ um sistema de vizinhangas
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locais em p e g respectivamente com ¢(x) =pe Y(y) =q. Sen =1L oho ¢,

(oo ) (y)dy = (J)(x)dx.

E, vale também que,

@ oho @) (y)dy = (¢ o b o ™))y = JsJagh]y1dx.

Como || h = ig llcyqr2y— 0, @ grosso modo, ¢ e ¢ ficam arbitrariamente proximas e, [y e Jy,
também, donde Joh ~ |, em C? uniformemente. Lembremos que a fronteira é compacta, sendo

necessdrio finitas vizinhangas coordenadas para recobri-la.

Lema 2.4.4 Suponha que g satisfaz @, n>1- m e p < —1. Entdo a aplicagio (Gy,—12)s = G :

XZ - Xﬁ estd bem definida e é limitada em conjuntos limitados de XZ para || h —ig llcr2) < €0-

Demonstracgao:

SejamueXZeqbeX;ﬁ,

<66 > < [ 1501122 doto)
< 10l ([ 150 - 0oy + [ 1501y 1dom)
2Q 2Q
<

16 [l Lo fa 1Y@I1Y(@) 140+ 10 L fa 1@y dot)

+ 101 [ 18001 doto)
2Q
16 llo Lo Il y () llr2o0) Il V(@) llr2aq) + 1 6 lleo L2 |l )/(“)AZH 20 | V(@) 200

IA

+ 116 llwll §((0)) 20 1| 7(P) lr2003)

116 Tl Lo (11yG0) iz + 1170 13030 50 17(9) 2oy

IA

+ 10 lleoll §G0)) 200 | V(@) lli2502)
S —Apt1l—
Ly || 6 |loo K3 Ky || u ”XZ Il ¢ ||X;ﬁ +L |0 lle Ko Ky |l u “XZ” ¢ ||X;ﬁ

+ 110 |l K_l Il g(y(0)) ||L2(aQ) Il ¢ ||X;ﬁ,

IA

onde as constantes K_l, K_z, K_3 referem-se ao seguinte: se s = 21, entdo XZ C H(Q) ey :

H(Q) — Lﬁ@Q) [Veja Necas (2012)], obtendo || (¢) llr290) < Ki |l ¢ I+ desde que —§ > }1,
h

Iy W) llzoonon) < Ko Il u llyr para n > 3~ anm el v lzpo) < Ks ll u llx» com 7 > i Eo

resultado segue.
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Lema 2.4.5 Suponha que estejam satisfeitas as condigoes do Lema|2.4.4|e sejam p e q expoentes conjugados

= i 1_ 1 1_ 1 _1 icaci . x B
com 7= < p < oo Entdo, se n > max{2 N2 4:7} e B < —z, aaplicagio G : X, — X, ¢é

uniformemente continua em h para u em conjuntos limitados de XZ e localmente Lipschitz continua em u

para || h —ig llc2,r2) < €0-

Demonstracgao:

Sejam uy, up € XZ epe X}:ﬁ,

| < G(u1, h) = G(uz, h), ¢ >p,4 |

Jooh
< [ 10 - g0mly)1 |22 oo
< 100w Lo f (1419 12 + L) 1) 1) = y(u2) [19(6) | o)
20
< 10l L2 (j(;g(l + 1y () 12 + |y (u2) 1) | () — y(u2) |2d(7(9f))2 I V() llr2903)
< ” 6 ||oo Lz || )/(Qb) ||L2(3Q) (f (1 + |y(u1) |A2 + |')/(1/l2) |/\2 )Zpdo‘(x))Zp (f |7/(u1) - j/(uz) |2‘Jd6(x) 2q
2Q 2Q

1
< 110l L2 117 lhaoyll Y00 = Y(42) lragy (19Q1F + 117002) 11, 00y + 17002 0, 00))

— — 1 —N P P— 2
< 110 ]l LK1 [l @ ||Xh—ﬁ Ks {1y =z [lyn (1917 + Ky = [l [l +Ka ™ Nu2 [135),
h h

onde usamos um raciocinio semelhante ao do Lema anterior para estabelecer as desigual-

dades: || ¥(¢) 2o < Ki Il ¢ ||X;_ﬂ se =B > 1, | y() Iy S Ka Il u o se 17 > 1- 4;;%2 e

Il () llp2090) < K |l u llx» desde que 1 > 33

Dessa forma, se u1, 1y estdo em um conjunto limitado U de XZ, I ullyn < L, Yu € U, temos
h
— 1 — —
I G(u, h) — G(uz, h) s <116 o LoKy(19Q1% + 2Ky "L")Ks || uy — up lx1,

com || 6 |l finito independente de h para || h —iq llc2qr2)< €0- E segue que G é localmente
Lipschitz em u.

Agora, se u € X1 ¢ € X;ﬁ e hy, hy estdo 6 proximas de ig, 6 < €,

| < Gl 1) = G, ha), & 5,5 | <11 61— 0 o fa 180 17()]dot)

com || 61 — 62 [lo= sup, | O(x, h1) — O(x, h2) | = 0 quando || h1 — ha |lc2qr2)— 0. Entdo, desde que u
esteja em um conjunto limitado de X}, com um raciocinio anélogo ao que fizemos no Lema
temos || G(u, h) — G(u, hy) ||X£ <|| 61 = 63 ||l C, onde C > 0 é uma constante. Dai, basta tomar
0 adequado tal que || 61 — 02 [lo< & €, vemos que G é uniformemente continua em h para u em

conjuntos limitados de XZ e h suficientemente préximo de ic em C2.
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Teorema 2.4.6 Suponha que f e g satisfazem e (2.7) respectivamente, sejam f e 1) como nos Lemas
242,243 244,245 n<B+1ell h—iq llceqre< €. Entdo, para qualquer (to,up) € R X X1 o

problema (2.5) possui uma tinica solugdo u(t, to, ug, h) com valor inicial u(ty) = up.

Demonstracao:
. . . . 1
Ja sabemos que (—Ay, _12)g € um operador setorial em Xﬁ com dominio X£+ . De acordo com

os lemas citados, (Hj,—1/2)p estd bem definida, é localmente Lipschitz continua e limitada em

limitados. Portanto, a afirmagéo segue do Teorema|1.4.2]

2.5 Funcional de Lyapunov e existéncia de solucao global

Nesta se¢do, demonstramos que as solu¢des dadas pelo Teorema 2.4.6 estdo definidas global-

mente sob determinadas hip6teses em f e em g.

N 4 4 .
Suponhamos que existem constantes co, do, d,, com dy > d,, tais que,

fu)

lim sup—— < ¢ (2.9)
|u]—0c0 u
€,
|l}m sup @ < dz). (2.10)
Uu|—oo
E o primeiro autovalor 11 do problema
—Au+(a—co)u = uu emQ
(@ = oyt = @.11)

du_ _
g = dou em dQ)

é positivo.
Observemos que tais hip6teses ainda sdo validas para o operador perturbado i* Aq, h*~! com

condigdo de fronteira perturbada h’*%h*‘1 afinal, vimos no Lema 2.2.3 que,
h

| (An,-1/2 = Aig,~172)u llg1) < €() || Aig,-1720 lg1() + K1) || v g1y, Yu € D(=Aig,-172),

com &(h) e K(h) fungdes positivas tais que limy_,;,e(h) = 0 e limy_,;, K(h) = 0 e os autovalores

variam continuamente com /.
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Para provarmos existéncia global, trabalharemos no “espago de energia”natural H'(Q) (1 = 1 e
B < _Tl). Inicialmente, porém, é conveniente trabalharmos em H!(();,) e considerarmos o problema
no dominio perturbado €2, em Y’ sendo Y;, com -1 < @ < 1, 0 espaco de poténcia fracionéria
para o operador —Aq, +4l,
vt + Agv = Hgo, t > to,

2.12)
o(ty) = vg € HY(QY),

onde Hy = Fg + G : H\(Qy,) — Y,
oFg : HY(Qy) — Yﬁ ¢ dada por:
< (@), >p,-4= fQ ;, fowdy, vy e Y’
eGg : HY(Qy) — Yi ¢ definida por:

do(y), Yy € Y};ﬁ :

h
GO = [ s |2

Sabe-se que v é uma solugdo deste problema (2.12) se, e somente se, u = v o h satisfaz (2.5) com

n = 1 de modo que a existéncia de solucdo local para (2.12) segue do Teorema 2.4.6.

Lema 2.5.1 Suponha que valem as hipéteses do Teorema 2.4.6 e f e g satisfazem as condigdes dissipativas

e respectivamente. Seja Wy, : H'(Q;) — R definida por

Wh(v)=% fg IVvlzdx+g fQ |0 [2dx — fQ F(v) dx — fa _ Go)s, (2.13)

onde a é um niimero positivo , F e G : R — R sdo as primitivas de f e g respectivamente. Entdo, para h
suficientemente préxima de ic, Wy, é um funcional de Lyapunov para (2.12) e existem constantes Ky e K
tais que

Wh(v) < Kl ” (% ”iﬂ(Qh) +K2/ Yo e Hl(Qh) (214)

Demonstracao:

Pela expressdo de Wy, vemos que trata-se de uma funcdo continua e, se v é uma solugdo de

em HY(Qy),

d
EWh(v(t)) fg;h Vv -Vourdx +a th Vv dx — Lk v f(v)dx — Lgh g(y(v))v: dS

- f Vo dx
Qy

2
- ” Ot ||L2(Qh)/
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onde usamos a formulagédo fraca do problema. Logo, W), é decrescente ao longo das solugoes de
(2.12).
Além disso, se v(t) é uma solucao de (2.12) e Wy, (v(t)) = Wy(vg), Yt > 0, com vy € H'(Q,), entdo

2 Wi(olt) = S Wtoo) =

o que significa que || v; |[,,., \= 0 e v é um equilibrio de (2.12).

L2(Qy)
Provamos assim que W), é uma fungdo de Lyapunov para o fluxo gerado por (2.12). Resta as
estimativas para W,.

Por li existem &7 > 0 e M(ef) > 0 tais que @

—co < &y para |s| > M(gf). E, como f é
continua e |s| < M(ef) é compacto, vale que f(s) < ky para|s| < M(¢y), sendo ky uma constante.

Consequentemente, se s > 0, f(s) < (¢f +co)s + kr e,

U U
f F(U)dxzf (f f(s)ds) dx < f (f sfs+cos+kfds) dx < al |v % dx + ko.
Qh Qh 0 Qh 0 2 Qh

Podemos repetir o mesmo raciocinio para s < 0. E, por (2.10), existem ¢ > 0 e N(eg) > 0 tais que

@ - dg) < g para|s| > N(gg). Analogamente,
d, ) ,
f G(y(v)dS < — ly(0) [7dS + k.
o0, 2 Jog,
Dai,
|d, | ,
Wi(v) < |V oPRdx+ 2 |v|2dx+| < |v|2dx+|ko|+—°f |7(v) PdS + | ky |
2 Qy 2 Oy 2 Qy 2 9,
|Co| ' :
< 19010 + 2 101y + D N0 1) +Rol+ 2 11/ Py +15)
1 a+ |col d, | ,
< E ” Vo ”iz(Qh) + T ” 4 ”iZ( + |k0| + —— 0 || ”LZ(Q ) + Ikol
< Kl ” (4 ”1%11(0;1) +K2/

com Kj e K; constantes dependendo essencialmente das nao linearidades, o que prova (2.14).

Por outro lado,

d, !’
Wy(0) > 1f |w|2dx+ff |v|2dx—c—0f loPdx —ko— =2 | |y()[dS -k,
2 Q 2 Qp 2 Q 2 o

_ d ,
> 1voPde+ 220 [ joPdy - 2 f 17(0) S — (ko + K)).
2 Q 2 Qy 2 oQy,

Como dj > dé, podemos escolher dg # 0 tal que

— +—=>0,
d

7" , dO a_CO /\0
d0>d0>d0e[0—1) =+ 5
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onde Ag é o primeiro autovalor de (2.11) e,

1
Wi =z g [ 1voRrs S5 [ jofax- 3 f |7(0) S = (ko + K))
h
dy [do 1 (a c0) d d ,
0 0 2 0 0 2 0 2 0
= OB voPdr+ D dx— 2 S — 2 (ko + k
e |pa [, 1oeba UG [ ofae= D [ 1yePas - o)
dll— _
= Yol g upas 2 [ vopar+ [ 1| 9= [ pax
do |'d, 2 Jo, 2 Jo, d 2 Jg,
d, >(a—c) df d ,
0 0 2 0 2 0
+ — v|tdx — — 0)[°dS — = (ko + k
| 2y PG @RS - G )
dy [ d dy ) @a—co)
> 2= -1 voPdr+|[9 1|0 | Ao 2y — 90 (ko +
- »(d )3 M | b 7 Jo, [P otk

<—Au+(a—co)u,u>

2
Wi,

Assim, Wj,(v) é limitado inferiormente por uma constante positiva dependendo das ndo linearida-

Vale observar que, para obter a ultima desigualdade usamos que Ag = inf,cin(q,)

des e do primeiro autovalor de (2.11) vezes || v |I? mais uma constante que depende das nao

HY(Qy)
linearidades. Portanto, [Wj(v)| — oo quando || v || g, — .

Lema 2.5.2 Para Wy, : HY(Q},) — R definido como em , existem constantes Ky (h) e Ka(h) tais que,
KiiIW)| < [Wy (o h™)| < K W), Yu e H(Q),

com Ky(h), Ka(h) — 1 quando h — iq, ou seja, os funcionais de Lyapunov Wy, nas regides perturbadas

aproximam o funcional W = W;, quando h — iq.

Demonstracao:

Um caso particular foi provado no Lema 4.3 em Oliveira, Pereira e Pereira (2005), quando o
funcional de Lyapunov consiste apenas da primeira e da terceira parcelas de Wj,. Para os demais

termos na expressdo (2.13), por exemplo,

a a _ a a
a |v|2dy:—f |uoh1|2dy:—f|u|2|1h|dxSma_x{|1h|}—f|u|2dx,
2 Ja, 2 Jg, 2 Jo x€Q 2 Jo

com |J;| = 1 a medida que & — ig em C*(Q),R?). E, para obter a limitagio inferior, poderfamos

usar analogamente min__s{|J|}-

Neste ponto, definamos V}, : H'(QQ) — R por

Vi(u) = Wy(uo hh). (2.15)
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Lema 2.5.3 O funcional definido em é um funcional de Lyapunov para (2.5) comn=1e-1 <<
_le e valem as seguintes estimativas:

(a) Ky || u IIip(Q) -Ky < Vi(u) < Ki|lu ”i{l(Q) +Ky, para constantes K1, Ky;

() Ky V()| < | Vi) | < Ko(W)| V(u)|, Yu € HY(Q) com Ky (h), Ka(h) — 1 quando h — ig.

Demonstracao:

Tais propriedades seguem daquelas para W, e do fato de k! : HY(Q) — H'(Q,) ser um
isomorfismo que leva solugdes de (2.5) em solugoes de (2.12).

Teorema 2.5.4 Sejam 3, n, f, g, h tais como no Teorema 2.4.6 e suponha que f e g satisfazem as hipdteses

dissipativas e respectivamente. Entdo, as solugoes de (2.5) estido globalmente definidas.

Demonstracao:

Consideremos primeiramente o caso 1 = % Pelo Teorema 2.4.6, para cada (to, ug) € Rx H L),
existe T = T(t, up) tal que o problema (2.5) tem uma tnica solugdo u em (to, fo + T) com u(tp) = uo.
Sabemos também que (Hj,—1/2)p leva limitados de XZ = H'(Q) em conjuntos limitados de Xﬁ .

Se T < oo, pelo Teorema 3.3.4 em Henry (1981), existe uma sequéncia t, — T~ tal que ||
u(tn) llg1)— oo e, consequentemente, |V, (u(t;))] — oo, usando (a) do Lema 2.5.3, o que ¢ uma
contradig¢do com o fato de V), ser decrescente ao longo das 6rbitas.

Para os demais casos, se 1 < %, temos XI% C XZ e dado 1y € X, existe uma solugéo local
u(t), to <t < T. Porregularidade, paraty <t < T, Tj,(#')uo € X;% e tomando este como ponto inicial
u;), provamos que existe uma solugdo global passando por ”E)' Segue da unicidade o desejado.

1 1
Finalmente, se 1 > %, XZ - Xﬁ de modo que tomando ug € X" 1y também pertence a Xﬁ e entdo,
. ~ . ~ n
existe uma solugéo global passando por tal ponto, a qual coincide com a solugdo local em X, por

unicidade.

2.6 Existéncia de um atrator global

Demonstramos nesta segéo que Ty, g(t, to, 1), 0 fluxo gerado por (2.5), admite um atrator global

comegando pelo caso 1 = 1.
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Lembramos que um semigrupo fortemente continuo T(t) : X — X, t > 0, de classe C", com

r > 1, é um sistema gradiente se,
(i) Cada 6rbita positiva limitada é pré-compacta.

(ii) Existe uma funcdo de Lyapunov para T(t), isto é, existe uma fungdo continua V : X — R

com as seguintes propriedades:
(1) V(x) é limitada inferiormente;
(2) V(x) = oo quando | x| — oo;
(3) V(T(t)x) é decrescente em t para cada x € X;

(4) Se x é tal que T(t)x estd definida parat € Re V(T'(t)x) = V(x) parat € R, entdo x é um ponto
de equilibrio.

1
Lema 2.6.1 O semigrupo ndo linear Ty, , 5(t) gerado por (2.5) comn =} e =3 < B < —1 em X? = H(QY)

é um sistema gradiente.

Demonstracgao:

Sabemos que V), definido em ¢ um funcional de Lyapunov para o semigrupo.

Além disso, (Hj,-1/2)p leva subconjuntos limitados de HY(Q) em limitados de Xﬁ e como
podemos escrever (—=Ay_12)s = (=Ap-12)°(=An-12)(~Ap-12)°, B = =3 + 6,0 < 6 < 1, sendo
(=Ap,-1 /2)‘S uma isometria, segue que (—Ay, _1,2)p tem resolvente compacto. Assim, de acordo com
o Teorema as Orbitas positivas limitadas sdo pré-compactas.

Logo, temos que T}, 4(t) € um sistema gradiente.
u

Lema 2.6.2 Suponha que f e g satisfazem as condigdes do Teorema 2.4.6 e as hipéteses dissipativas
e respectivamente. Entdo, o conjunto dos pontos de equilibrio do sistema gerado por é

uniformemente limitado em h na norma H'(Qy,).

Demonstracgao:

Os equilibrios de (2.12) sdo as solugdes do problema
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Au(x) —au(x) + f(u(x)) =0, x €
() = g(u(x)), x € Y.
Multiplicando por u e integrando, obtemos,
0 = f uAudx —a Iulzdx+f uf(u)dx
o Q, o}
= — | |vVulPdx+ f ugw)ydS —a | |uldx+ f uf(u)dx. (2.16)
9y, Q Q

Qy

Por e 1} para qualquer 6 > 0, existem constantes M e My tais que f(s)s < (6 + c)s?
se |s| > Myeg(s)s < (6+ dE])s2 se |s| > Mg. Escolhendo [s| > M = max{My, Mg}, ambas as

desigualdades valem simultaneamente. Além disso, existem constantes C¢, C; com f(s)s < Cre

g(s)s < Cg para|s| < M. Se fizermos K5 = max{Cy, C,}, entdo para todo u € R,
fuyu < (co+ O)u? +Ks e guu < (dzj + 0)u® + K.
Aplicando isso em (2.16),

|VulPdx < -a Iulzdx+(c0+6)f

ude+1<6|Qh|+(d;)+5)f u%dS + Ky | 0CY, |
Q)

Qp Qy Q
< -a Iulzdx+(co+6)f uzdx+(d;)+5)f u?dS + Ks(| Q| +19Q1)(2.17)
Qh Qh th

Como o primeiro autovalor Ag(h) de (2.11)) é positivo, temos que

< —-Au+ (a-co)u,u>

Ao(h) = inf

MEHl(Qh) || u “iz(Qh)

Ao desenvolver essa expressdo, encontramos

Ao(h) | JulPdx < |Vu|2dx—d0f [ulPdS+(a—co) | |ulPdx.
Q Qy 3Qh Qp
Reunindo as desigualdades (2.17) e (2.18), obtemos

Ao(h) |u|2dxs5fu2dx+(d;]—do+5) u?dS + K5 (1Q[ +9Q)).
Qy Q (90;,

(2.18)

(2.19)

Agora, tomando 6 < min{Ag(h),do — dé)} e estabelecendo Is = min{Ag(h) — 6, (do — dé) ) — 6}, segue

de (2.19) que,

fuzdx+f uzdS§K6(|Q|+|aQ|).
o, 20, ls

Por fim, empregamos isso em (2.17),

| v u Pdx
Qy

IA

(c0+5)f uldx + (dy +06) u%dS + K5 (1Q| +9Q1)
Q Yy,

Ks (1Q]+19Q])
ls

IA

(co +dy +20)

+ Ky (1Q]+10Q1),

(2.20)

(2.21)
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onde usamos que a > 0 e supomos que cp + 6 e dé) + 6 sdo ambos positivos. Caso sejam negativos,
em (2.21), ficaria apenas a tltima parcela e se os sinais fossem contrdrios, manteriamos somente
o positivo. O resultado vem de (2.20) e (2.21), observando-se que as constantes presentes nessas
estimativas dependem basicamente de Ay(h), que é uma funcdo continua de h, sendo limitada para

h préxima de iq.

Corolario 2.6.3 Suponha que f e g satisfazem as condigoes do Lema 2.6.2. O conjunto de equilibrios Ej,

do sistema gerado por (2.5) é uniformemente limitado em h na norma H(Q), para || h — ig llc2,r2)< €0-

Demonstracao:

Como u é um equilibrio de (2.5) se, e somente se, v = 1y é um equilibrio de 1) com I*

um isomorfismo, o resultado segue do Lema 2.6.2.

Teorema 2.6.4 Suponha que f e g satisfazem as condigdes do Teorema 2.4.6 com 1 = 1 e as hipdteses
dissipativas e respectivamente. Entdo, parfz hsuficientemente proximadeig, o fluxo T, 1 ’ﬁ(t, u) =
Ty,(t, u) gerado por (2.5) tem um atrator global em XE = HY(Q).

Demonstracgao:

De acordo com o Teorema 3.8.5 em Hale (2000), basta provar que o semigrupo € assinto-
ticamente compacto. Seja B um conjunto ndo-vazio, fechado, limitado de X}% = HY(Q) com
Ty(t,u)BC B, ¥Vt > 0.

Considere | = Tj,(1)B. Entdo, | C B. Pela propriedade de semigrupo, para t > 1, T;(t)B =
T()Ty(t — 1)B e T;,(1)Ty(t — 1)B  Ty(1)B C ] donde | atrai B (de fato, absorve). Falta verificarmos
que | é compacto.

A idéia é usar o Teorema 1.2.18, pois se soubermos que | é limitado em X]% ¢, com € > 0,
entdo, como a imersao Xé e Xé = H'(Q) é compacta, resulta que ] é um pré-compacto de HY(Q).
Somando-se a isso o fato de ] ser fechado, temos o desejado.

Sem perda de generalidade, suponhamos R(o((=Ay,-12)8)) > @ > 0. Se j = Ty(1)b,b € Be
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161l y <N,
X
1
I ] |IX%+E < | e_(_Ah,—l/z)ﬁb ||X%+€ + || f e_(—Ah,—l/z)/i(l—s)(Hh’_l/z)ﬁ(Th(S)) ds ||X%+E
h h 0 :
1
< (= Apaap)e Chib | g+ f (A 2)p)' e AR ) (Tu(E) Iy S
" ° h
1
< Cee_w || b || % +f Cl—e(l - S)_(l—e)e_w(l—s) || (Hh,_l/Z)ﬁ(Th(s)) || —%+Zs dS
Xh 0 Xh
1
< Cee_(l)N + Cl—eLf (1 _ S)—(l—e)e—w(l—s)ds,
0

onde L vem de (Hj,—1/2)p ser localmente Lipschitz e aplicamos o Teorema 1.2.9. A tltima expressdo

1
nos mostra que T(1)B é limitado em Xi e e, portanto, seu fecho, ], também o é.

Teorema 2.6.5 Suponha que estejam satisfeitas as condigdes do Teorema 2.4.6 e as hipéteses dissipativas

e . Entdo, para h suficientemente proxima de iy, 0 semigrupo Ty, s(t, 1) gerado por (2.5) tem

um atrator global Ay em XZ Além disso, Ay, ndo depende de 1 ou p.
Demonstracao:

Suponhamos primeiro que 1 = 19 < 3 e seja B um limitado de XZ Podemos admitir que

B = Bg, a bola aberta de raio R e centro na origem de XZ Conforme vimos, existe N tal que

| (Hp,~1/2)p() ||X[>‘< N para || u ”XZ< 2R. Seja T(t)ug = u(t, to, ug) a solugdo de (2.5) com 1 = ng, ug €
h

Br e seja w tal que ?%(a((—Ah/_l/Q)ﬁ)) > w > 0. Enquanto || u(t, to, uo) ”XZ< 2R, temos pela Férmula

de Variagao das Constantes,

Il u(t, to, uo) ”XZ < N ((~Ap -1 /2)p) T PeAnm12)p(E10)y ”xﬁ
t
| AP CRmH I Ey L 2)gus) llp ds
to
t
< Cooplt — t)f Mm@ 0] | 4 ”xf +NCyy—p ft (t —s)EMe=wt=5)gs  (2.22)
0

onde usamos o Teorema 1.2.9. Consideremos T = sup{t > fo|u(s,to,ug) € Bor, Vs < t} e d >ty

tal que o lado direito desta tltima expressdo (2.22) seja menor 2R, Vt € (tg,5). Segue que T > d e

as solugdes com condigdes iniciais na bola de raio R em XZ permanecem na bola de raio 2R para
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to <t < T. Agora,

t
[l it g ||y [ ] e DS Hy g p)gucs) |

Il u(t to,u0) ll 1 < 1 ds
Xhz X, to Xhz
< | ((—Ah,—l/z)ﬁ)%_"6_(_A””1/2)ﬁ(t_t°)uo [l
h
t
| (A1) P T O H, 1 gu(s) g ds
to ! h
t
() —oo(t— —(1_py —o(t—
< Cy,(t—t) (=memwlt=to) || 4, lxr +NC; fto (t —s)" G Pe=@(t=9gs,

o que significa que T(t)Bgr estd em um limitado de X}% para tp <t < T. Pelo Teorema 2.6.4, o
atrator global de (2.5) com 1 = % atrai T(t)Bg na norma X}% ,to<t<T.Como Xé C XZ, Ay, atrai Bg
na norma de XZ Uma vez que A, é invariante, este deve ser o atrator de (2.5) com n = 1.

Suponhamos agora, 1 < 1 = 179 < f + 1. Temos XZ C X}% continuamente de acordo com o
Teorema 1.2.18. Assim, um conjunto limitado B de XZ é também limitado em X}%, sendo atraido
por Aj, de (2.5) com n = % em X]% sob a acdo de Th,%,ﬁ(t) = T%(t), o qual coincide com o fluxo em XZ
Mostraremos a seguir que T% (t) é continuo de Xé em XZ parat > 0.

1
Sejam uy, up € X; e u;(t, to, u;) = T% BHu;, i=1,2.

It to, ur) —ult, to,u2) llyn - <l e~ CAn2st=t0) (3 — 4p5) lxr
t
+ || e~ A28 (H), _y ) p(ua () — (Hi-12)p(12(5))) IIXZ ds
to
< (A )T 2 by ) ||y
Xh
t
+ f (= An22)p) ™ Pe” AN (1 2)p(001(5)) = (i1 2)p(42(5)) g s
to t
— )3T =@ (t=to) _
< Cpi(t—tg)2 e O ug = up ||Xh%
t
* LgiCop f (=) e La(s) = ua(9) 1y s,
to h

sendo Lﬁ a constante de Lipschitz local de (Hjy,-1/2)s e as demais constantes vem do Teorema

1.2.9.

1
2
Aplicando a Desigualdade de Gronwall, Teorema 7.1.1 em Henry (1981), obtemos

1 1
2 2

n+i _o@-
et to, 1) = ult o, u2) Nl < Cpy (b= b0) 2™l =z ||
h

t
! _ _ —r7+l —w(s—tg) _
+y f Ey 0/t =)Cyy (s = )R s~y ]y ds,

to

= ok

_ _ - 0 n(g—q)
onde y = (Lﬁ/%Cq_% max; < <t, {3 - 17))%"7 e E%_q(z) =Y —

n=0 Tu@—m+1) e, segue a continui-
dade.



2.7 Limita¢do uniforme dos atratores 75

1
Isso nos permite concluir que se Vs é uma vizinhanga de Aj, em Xﬁ que contém T% (H)(B) = Ty(B),
entdo T% (1)Vs é uma pequena vizinhanga de Aj, em XZ que contém T% (t+1)B = Ty(t + 1)B. Como

Ay = T% (DA € XZ, este deve ser o atrator de T(t).

2.7 Limitacdo uniforme dos atratores

Com base no que foi desenvolvido na Segdo 4 do Capitulo 1, obtemos, nesta se¢do, uma

limitacdo uniforme da familia de atratores { A, | || h —iq llcsor2)< €0 }-

Teorema 2.7.1 Suponha que as hipéteses do Teorema 2.6.5 sejam vdlidas. Entdo a familia de atratores

{Anl 1 h =g lleqre)< €0} € limitada uniformemente em HY(Q).

Demonstracgao:

Pelo Corolario 2.6.3, para h suficientemente proxima de ig, o conjunto de pontos de equilibrio
E;, de (2.5) estd em uma bola aberta Br de raio R em H!(Q), R independente de h.

Se u € Ay, pelo Teorema 3.8.5 em Hale (2000), existe t,, tal que u = T(t,)uo para algum ugy € Bg.

Seja Vj, o funcional de Lyapunov de (2.5) dado por (2.15). Pelo Lema 2.5.3, temos

Vi(uo) < Ki ll g I ) +Ko < KiR? + Ka.
Segue que
Vi(u) < Vi(T(t)uo) < Vi(uo) < KiR* + K.
E,
2 1 < Kil(vh(u) +Kp) < Kil(KlR2 +2Ky), Yu € Ay, (2.23)

Assim, se || h —iq [lc2r2) < €0, tal limitagao € valida Yu € U =il 2 o z2)<€0 Ap.

A seguir, obteremos uma limitagdo da familia de atratores { A, | || h —iq llc3qry< €0} em
Lo (€Q). Para tanto, moldaremos a abordagem descrita na Segdo 4 do Capitulo 1 ao contexto com o
qual estamos trabalhando.

O primeiro passo €, a partir de uma limitagdo de Aj, em X}/ para algum 0 < o <1, limitar A,
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em um espago mais regular X% , o < @ < 1, onde tais constantes devem ser independentes de h,

com o auxilio da Proposicdo 1.4.4. Precisaremos do seguinte Lema:

_1

Lema 2.7.2 Para qualquer 0 < a < 1, seja || - ||, a norma em Xﬁ_l/z = XZ Ze|l - |lo a norma em
_1 ’

X¢ 1jp = Xi b Entao, ||t e < Ka() )t lla < Ka(h) 1 ¢ com Ko, Ka(h) = 1 quando h — ig

uniformemente em a.

Demonstracao:

E conhecido que —Aj,_1,» é positivo e autoadjunto. O resultado vem do Lema 2.2.3 e do

Teorema 1.4.5.
|

Teorema 2.7.3 Para Ay tal que || h — iq |lczqre)< €0, temos que Ay, é limitado em XZ‘ com i <a <1

Além disso, tal limitagdo é independente de h.

Demonstracgao:

Para a primeira afirmagado, basta combinarmos o Teorema 2.7.1 com a Proposicdo 1.4.4.
Como queremos uma limitagdo de A; em X' independente de /1, precisamos examinar deta-

lhadamente a seguinte desigualdade analoga a (1.14),
lulto + Lito,u0) Iy < I ((=Ap-112)p)" e CAn-12lpltord=to)y, |
h

to+1 ,
+ f | (—Ap,-1/2)p)* e CAm-12 = (FTy 4 ) e (u(s; to, uo)) || ds

to

IA

1l (= -
1 ((Ap-172)p)* ~2e” Aot =0 g )
Xh

to+1 ,
+ f I (= Ana2)p)" Pem AR O | (Hy 1 /2)p(u(s; o, o)) s ds

to

IA

—(@'-1) —w
Co (D g |
h

to+1 ,
+ f Chr o + 1= 5™ @ PO = (Hy, 1 1)g(u(s; to, o)) ll s ds
h

fo

1 1
< Ch'“"%(K_l(Kle +2K2))2 + Cy, v _g || (Hp,—1/2)p(u(s; to, uo)) ||X§,

onde supusemos que R(o((—Ay,-12)p)) > @ > 0, —% <p< —}L, Ch’a,_% e Ch,a/_ﬁ sdo as constantes
do Teorema 1.2.9 e aplicamos o Teorema 2.7.1.

Pela primeira parte do trabalho, ambas Ch, oL Ch o B dependem essencialmente da (Cy),, para
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o operador (—Ay,-1/2)p, ou seja, se a familia { (A, —12)p | | h — i |lc2qr2)< €0 } admitir um setor e
uma constante M comuns a todos os seus elementos, temos que tais constantes ndo dependerdo
de h e isso segue do Lema 2.2.3.

Com relagdo a limitagdo para || 1o ||X 1 obtida do Teorema 2.7.1, observamos que as constantes
na expressdo (2.23) podem ser tomadas i?ldependentes de h, pois Kj, K; e R envolvem basicamente
as ndo linearidades, max _g{|/Jx |} e Ao(h).

Elembora os Lemas 2.4.2 e 2.4.4 nos garantam que (Hj,_1,)g leva o limitado U ,_;, (R
de X? em um limitado de Xﬁ, notamos que as constantes relativas a tal limitagdo dependem de h.

Agora, se soubermos que as normas nos espagos X;'_, , e Xi¥

ho1/2 sdoequivalentespara0 < a < 1,

1/2
essa questdo estara resolvida. E o que nos diz o Lema 2.7.2.

Neste ponto, temos que para || h —iq [|c2q,r2) < €0, || X ”xa' < §,V¥x € Aj, onde S independe de /,
h

, . . - . ’ ’
% <a <1. Aproxima etapa entdo € comparar as normas em X; e X* .

Lema 2.7.4 Para 0 < a < 1, denotemos por || - ||, a norma em Xg el - o, @a norma em X Entio,

o< Ki(h) Il u lla< Ka(h) || u |l com Ki(h), Ka(h) — 1 quando h — ig em C3(Q,R?)

| u

uniformemente em a.

Demonstracgao:

Segue do Lema 2.2.2 e do Teorema 1.4.5.

Teorema 2.7.5 A Uy_;, s R2)<€0Ah estd contida em uma bola de X* .

Demonstracgao:

Se || h —iq llcs(,r2)< €0, usando o Teorema 2.7.3 e 0 Lema 2.7.4, para todo x € Ay,
1x lly < KBS,

com K(h) — 1 quando h — ig e S é uma constante independente de & que advém da limitagdo da

familia em X;l)‘ .
||

Notemos que no tltimo teorema, precisamos da convergéncia de & para i na norma C?, pois

essa hip6tese é necessdria no Lema 2.7.4. Finalmente,
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Teorema 2.7.6 A familia de atratores { Ay, | || h —iq llc3qr2) < €0 } para o problema (2.5) estd limitada em

Leo(Q).

Demonstracgao:

De acordo com o Teorema 1.3.3, x4 ¢ C" visto que a > %, ouseja, X* C Lo(Q). E a conclusdo

segue do Teorema 2.7.5.
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