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Resumo

Neste trabalho investigamos problemas sobre re�exão de funções cardinais, fazendo
uso de técnicas como submodelos elementares e Teoria PCF. Mostramos que o grau
de Lindelöf re�ete todos os cardinais fortemente inacessíveis e que um exemplo de
espaço onde a mesma função cardinal não re�ita um cardinal fracamente inacessível
requer a existência de 0]. Além disso, estendemos um resultado de re�exão do
caráter, de espaços Lindelöf para espaços linearmente Lindelöf, obtendo novas
equivalências com a Hipótese do Contínuo (CH). Obtivemos ainda várias respostas
parciais para problemas clássicos deste tópico de pesquisa.
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Abstract

This work investigates problems about re�ection of cardinal functions, using tech-
niques such as elementary submodels and PCF Theory. We show that the Lindelöf
degree re�ects all the strongly inaccessible cardinals and that a example of a space
in which the same cardinal function does not re�ect a weakly inaccessible cardinal
requires "0] exists". Furthermore, we extend a result of re�ection of the charac-
ter from Lindelöf spaces to linearly Lindelöf spaces, obtaining new equivalences
with the Continuum Hypothesis (CH). We also obtained several partial answers
to classic problems of this research topic.
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Introdução

O conceito de re�exão que estudaremos neste trabalho é similar ao encontrado em
outros contextos daMatemática. Por exemplo, em Teoria dos Conjuntos existem os
"Princípios de Re�exão" (ver [23] ou [34]), onde dada uma lista �nita de sentenças
válidas no universo dos conjuntos, há um conjunto (ummodelo) onde estas mesmas
sentenças permanecem válidas.

Uma idéia semelhante existe em Topologia Geral. Neste caso, o conceito de
re�exão é de que se alguma propriedade P é veri�cada em um espaço topológico
X, também é veri�cada em algum de seus subespaços "pequenos". Podemos re-
formular este conceito, se considerarmos mais conveniente, substituindo P pela
propriedade complementar Q = :P , e então teremos que X satisfaz Q desde que
todos os seus subespaços "pequenos" satisfaçam Q.

Existem diferentes noções de re�exões topológicas, cada uma associada a um
conceito diferente de subespaço "pequeno". Considere os seguintes resultados:

Teorema (Tkachuk, [44]). Seja X um espaço T2 tal que D é compacto para
todo D � X discreto. Então X é compacto.

Teorema (Hajnal e Juhász, [20]). Sejam X um espaço topológico e � um
cardinal não enumerável. Se todo subespaço Y de X com jY j � � admitir uma
base de abertos de cardinalidade menor que �, então X admite uma base de abertos
de cardinalidade menor que �.

Estes dois resultados diferem entre si, tanto pela propriedade que está sendo
"re�etida", quanto pelo conceito adotado de subespaço "pequeno". No Teorema
de Tkachuk acima, a propriedade que está sendo re�etida é o de ser um espaço
compacto, e os subespaços considerados pequenos são os fechos de subespaços
discretos.

Por outro lado, o Teorema de Hajnal e Juhász, citado acima, é um exemplo
do que chamamos de teoremas de re�exão para funções cardinais. Este tipo de
resultado de re�exão constitui o escopo do presente trabalho. Em resultados de
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re�exão desta natureza, a propriedade re�etida está relacionada ao valor que al-
guma função cardinal assume em um espaço topológico, e os subespaços pequenos
são aqueles de cardinalidade limitada por um determinado cardinal �xado. Mais
precisamente, adotamos a seguinte de�nição:

De�nição (Hodel e Vaughan, [22]). Sejam � uma função cardinal, � um
cardinal in�nito e S uma classe de espaços topológicos. Então "� re�ete � para
S" signi�ca:

se X 2 S e � (X) � �, então existe Y � X tal que jY j � � e � (Y ) � �.

Ou de forma equivalente:

se X 2 S e � (Y ) < � para todo Y � X com jY j � �, então � (X) < �.

Quando S for a classe de todos os espaços topológicos, podemos dizer simplesmente
"� re�ete �".

De acordo com esta de�nição, o Teorema de Hajnal e Juhász pode ser reescrito
como: "dado qualquer cardinal não-enumerável �, w re�ete �", onde w é a função
cardinal peso, de�nida como sendo a cardinalidade mínima de uma base do espaço.
Iremos seguir neste trabalho a convenção estabelecida em [21] e em outros textos
de referência, de que toda função cardinal assume apenas valores in�nitos. Com
esta consideração, é imediato que qualquer função cardinal re�ete !, e portanto w
re�ete todos os cardinais in�nitos.

Como veremos neste trabalho, há outras funções cardinais que se comportam
como o peso, ou seja, re�etem todos os cardinais in�nitos. No entanto, isto não
ocorrerá com todas. Para outras funções cardinais, a re�exão se veri�cará ou
não dependendo da classe de espaços considerada, ou do tipo de cardinal in�nito,
como ilustram os seguintes resultados, onde � e d são, respectivamente, as funções
cardinais caráter e densidade (ver [22]):

Teorema. Seja � um cardinal não enumerável. Existe um espaço T2, paracom-
pacto e completamente normal X tal que � (X) = �+ mas � (Y ) < � para todo
Y � X com jY j � �. Este espaço é portanto um contra-exemplo para o enunciado
"� re�ete todos os cardinais in�nitos".

Teorema. � re�ete todos os cardinais in�nitos para a classe dos espaços com-
pactos T2.

Teorema. d re�ete todos os cardinais regulares.
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Teorema. Existe um contra-exemplo para o enunciado "d re�ete todos os cardi-
nais singulares para a classe dos espaços T1".

Os primeiros estudos sobre re�exão de funções cardinais e conceitos relaciona-
dos foram realizados por Tkaµcenko [43] e Juhász [24]. Um marco importante neste
tópico foi o Teorema de Hajnal e Juhász de re�exão do peso [20]. Posteriormente,
outra contribuição importante foi o Teorema de Dow de re�exão da metrizabilidade
[11][10], não apenas pelo resultado, mas pela introdução da técnica de submodelos
elementares em problemas de Topologia Geral.

O artigo de Hodel e Vaughan [22] foi o primeiro estudo sistemático de re�exão
de funções cardinais. Nele, são apresentadas de�nições relacionadas ao tópico e
os principais resultados até então conhecidos sobre re�exão de funções cardinais,
além de resultados novos. Este artigo salienta que vários problemas permaneceram
em aberto. Alguns artigos posteriores, como [7], procuraram fornecer respostas
completas ou parciais a algumas destas questões. Uma outra referência importante
para este trabalho foi a Dissertação de Mestrado de Rodrigo R. Dias [9], sob o título
"Re�exão de funções cardinais e da metrizabilidade".

Neste trabalho, investigamos alguns dos principais problemas relativos a re-
�exão de funções cardinais, e apresentamos algumas respostas, completas ou par-
ciais. Alguns dos problemas aqui considerados podem também ser situados no
contexto de outros tópicos de pesquisa da Topologia Geral - como os problemas
sobre espaços linearmente Lindelöf (ver [39]). No desenvolvimento deste trabalho,
�zemos uso de várias ferramentas que hoje são importantes ou tem ganhado im-
portância em Topologia Geral - como os submodelos elementares e a Teoria PCF
de Shelah.

Esta tese é composta de quatro capítulos e um apêndice. No capítulo 1, apre-
sentamos os conceitos, notações e resultados utilizados ao longo do trabalho, rela-
tivos à Teoria dos Conjuntos, Topologia Geral (incluindo todas as funções cardinais
estudadas neste trabalho), submodelos elementares e re�exão de funções cardinais.
O objetivo deste capítulo é facilitar a leitura dos capítulos posteriores, evitando
excessivas consultas a outras fontes.

O capítulo 2 é dedicado a estudar re�exão de funções cardinais locais, como
caráter (�) e pseudocaráter ( ). Sob GCH,  re�ete todos os cardinais in�nitos
para a classe dos espaços compactos T2, e um dos principais problemas em aberto
neste tópico é se podemos mostrar o mesmo resultado sem assumir GCH. Uma
resposta parcial foi fornecida por [7]: pode-se mostrar em ZFC que  re�ete todos
os cardinais in�nitos para a classe dos compactos diádicos. Nós apresentamos uma
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demonstração mais simples para o mesmo resultado, além de obter outros resulta-
dos parciais, que ampliam a classe de espaços na qual se veri�ca este resultado de
re�exão. Ao fazer isso, encontramos conexões deste problema com problemas em
aberto de outros tópicos de pesquisa em Topologia Geral. Muitos dos resultados
que obtivemos para  são válidos também para a função cardinal psw (point sep-
arating weight), que apresenta comportamento semelhante com relação à re�exão.
Ainda no capítulo 2, obtemos mais alguns resultados de re�exão para � e  usando
submodelos elementares.

O estudo de funções cardinais locais prossegue no capítulo 3. Dado um cardinal
in�nito �, � re�ete �+ para a classe dos espaços compactos T2. Quando se con-
sidera ampliar a classe de espaços, de "compactos T2" para "espaços Lindelöf T2",
encontra-se uma inesperada equivalência entre um enunciado topólogico e outro
puramente conjuntista: "2� = �+" é equivalente em ZFC a "� re�ete �+ para a
classe dos espaços Lindelöf T2" (ver [26] ou [5]). Podemos considerar uma am-
pliação ainda maior na classe de espaços, por exemplo, de "espaços Lindelöf T2"
para "espaços linearmente Lindelöf T2", e investigar o que acontece. Tal questiona-
mento se insere no contexto de problemas sobre espaços linearmente Lindelöf, onde
se investiga quais propriedades dos espaços Lindelöf são ainda válidas na classe dos
espaços linearmente Lindelöf. Os resultados que obtivemos nos permitem enunciar
novas equivalências topológicas com a hipótese "2� = �+", a qual corresponde à
Hipótese do Contínuo (CH) quando � = !.

No capítulo 4 estudamos a re�exão de funções cardinais globais, como a den-
sidade (d) e o grau de Lindelöf (L). Hajnal e Juhász mostraram em [19] que d
re�ete todo cardinal regular e todo cardinal de co�nalidade enumerável para a
classe dos espaços T2, e perguntaram se o mesmo ocorre nos cardinais singulares
de co�nalidade não-enumerável. Obtivemos respostas parciais, para as classes dos
espaços compactos T2 e dos espaços d-separáveis. Quanto ao grau de Lindelöf, um
dos resultados em [22] estabelece que:

Teorema. (GCH + não existem cardinais inacessíveis) L re�ete todos os cardinais
para a classe dos espaços T2.

Nós investigamos se a hipótese de não existir cardinais inacessíveis era real-
mente necessária. Usando submodelos elementares, e propondo uma de�nição
alternativa (mas equivalente) para o grau de Lindelöf, mostramos que L re�ete
todos os cardinais fortemente inacessíveis, e portanto a hipótese referida acima
pode ser retirada do enunciado do teorema. Analisamos ainda a questão: L re-
�ete os cardinais fracamente inacessíveis? Obtivemos algumas respostas parciais,
utilizando conceitos combinatórios de aritmética cardinal e Teoria PCF, e esta-
belecemos que um eventual contra-exemplo a essa questão requer algum axioma
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de grandes cardinais pelo menos tão forte quanto "existe 0]". Estudamos ainda
a função cardinal ll (grau de Lindelöf linear), fazendo uma análise semelhante à
realizada para L.

Vários resultados puramente combinatórios necessários ao capítulo 4 foram
separados em um apêndice, mantendo-se no capítulo 4 os resultados principais
sobre re�exão.

Os resultados que são apresentados sem autoria mencionada, são do autor.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Teoria dos conjuntos

Neste trabalho a teoria de conjuntos adotada será ZFC (Zermelo-Fraenkel mais
o Axioma da Escolha). Nossas principais referências serão [23] e [34], nas quais
se encontram as de�nições dos conceitos básicos, como boa ordem, ordinais, tipo
de ordem, cardinais e co�nalidades, bem como as notações, de�nições e resulta-
dos que apresentaremos nesta seção, salvo indicação em contrário. Usualmente
nomearemos ordinais com as letras �, �, 
 e �, e cardinais com as letras �, � e �.
Com frequência expressaremos um cardinal @� como !�, e @0 como ! = !0. Dado
um conjunto X, denotaremos por jXj sua cardinalidade, e por P (X) o conjunto
de todos os seus subconjuntos.

A co�nalidade de um ordinal �, que denotaremos por cf (�), é o menor
ordinal limite � tal que exista uma sequência crescente f�� : � < �g de ordinais
com lim�!� �� = �. Se (W;�) é um conjunto bem ordenado, denotaremos por
ot (W;�) ou ot (W ) seu tipo de ordem (order-type), que é o ordinal isomorfo a
(W;�). Um cardinal � é regular se cf (�) = � e singular se cf (�) < �. Para
qualquer ordinal �, cf (�) é sempre um cardinal regular. Dado qualquer cardinal
�, �+ denotará o cardinal sucessor de �, e 2� a cardinalidade de P (�). Um
cardinal � > ! é limite, se �+ < � para todo � < �, e é limite forte se 2� < �
para todo � < �. Todo cardinal sucessor é regular. Denotaremos por ORD a
classe de todos os ordinais, CARD a classe de todos os cardinais in�nitos, e por
REG a classe de todos os cardinais in�nitos regulares. Quando S for uma classe
própria e escrevermos X 2 S, isto deve ser entendido como X satisfazendo uma
fórmula que de�ne a classe S.

De�nição 1.1.1 Sejam � e � cardinais.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

� � + � = jX [ Y j, onde X e Y são conjuntos com X \ Y = ;, jXj = � e
jY j = �;

� � � � = j�� �j.

Proposição 1.1.2 Dados cardinais in�nitos � e �,

�+ � = � � � = max f�; �g .

De�nição 1.1.3 Dada uma família f�i : i 2 Ig de cardinais, de�nimos

X
i2I
�i =

�����[
i2I
Xi

����� ,
onde fXi : i 2 Ig é uma família disjunta de conjuntos, com jXij = �i para todo
i 2 I.

De�nição 1.1.4 Dados cardinais � e �, �� será a cardinalidade do conjunto de
todas as funções de � em �. Se � for um cardinal limite, de�nimos

�<� = sup f�� : � é cardinal e � < �g .

De�nição 1.1.5 A função beth1 i : ORD ! CARD é de�nida por indução
trans�nita:

� i0 = @0;

� i�+1 = 2i�;

� se � for um ordinal limite, i� = sup fi� : � < �g.

De�nição 1.1.6 Dado um conjunto X e um cardinal �, de�nimos:

1Não é propriamente uma função, pois seu "domínio" é a classe de todos os ordinais, e
portanto, uma classe própria. A mesma observação valerá para outras "funções" que de�niremos
em classes próprias, como as funções potência e gimel.
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� [X]� = fY � X : jY j = �g;

� [X]<� = fY � X : jY j < �g;

� [X]�� = fY � X : jY j � �g.

Proposição 1.1.7 Dados cardinais in�nitos � � �,
���[�]���� = ��.

De�nição 1.1.8 Se � e � são cardinais com � � �, de�nimos os seguintes inter-
valos de cardinais:

� [�; �] = f� : � é cardinal e � � � � �g;

� [�; �[= f� : � é cardinal e � � � < �g;

� ]�; �] = f� : � é cardinal e � < � � �g;

� ]�; �[ = f� : � é cardinal e � < � < �g.

Teorema 1.1.9 A função potência que leva cada cardinal � em 2� satisfaz as
seguintes propriedades:

1. se � < � então 2� � 2�;

2. cf (2�) > �.

De�nição 1.1.10 A função gimel j : CARD ! CARD é a que leva cada
cardinal � em j (�) = �cf(�).

Teorema 1.1.11 A função potência pode ser de�nida em termos da função gimel:

1. se � for um cardinal regular, 2� = j (�);

2. se � for um cardinal limite, e a função potência abaixo de � for eventualmente
constante (ou seja, se existir um cardinal � < � tal que 2� = 2� sempre que
� � � < �), então 2� = 2<� � j (�);
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3. se � for um cardinal limite, e a função potência abaixo de � não for even-
tualmente constante, então 2� = j (2<�).

O próximo teorema é devido a Easton:

Teorema 1.1.12 Seja uma função F : REG! CARD satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. se � < � então F (�) � F (�);

2. cf (F (�)) > � para todo � regular.

Então, é consistente com ZFC que tenhamos 2� = F (�) para todo cardinal
regular �.

Em contraste com esta grande "liberdade" com que se pode �xar as potências de
cardinais regulares, as potências de cardinais singulares estão sujeitas à restrições
mais severas, como as expressas pelos seguintes teoremas:

Teorema 1.1.13 (Silver) Seja � um cardinal singular com cf (�) > !. Se 2� =
�+ para todo cardinal � < �, então 2� = �+.

Teorema 1.1.14 [1] (Galvin-Hajnal, Shelah para co�nalidade enumerável) Se � =
@� for um cardinal singular e limite forte, então

2� < @
(2j�j)

+.

Teorema 1.1.15 [1] (Shelah) Se � = @� < @� for um cardinal singular e limite
forte, então

2� < @j�j++++.

Denotaremos por FIX a classe de todos os cardinais que são pontos �xos da
função aleph, ou seja, os cardinais � tais que @� = �. Note que o último teorema
acima se aplica apenas a cardinais que não sejam pontos �xos. Dado qualquer
cardinal �, há pontos �xos maiores que � e o menor destes é

� = sup
n
�+;@�+ ;@@�+ ;@@@�+ ; : : :

o
.
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De�nição 1.1.16 A Hipótese do Contínuo (CH) é a a�rmação "2@0 = @1", e
a Hipótese do Contínuo Generalizada (GCH) é a a�rmação "2� = �+ para
todo cardinal in�nito �".

De�nição 1.1.17 A Hipótese para Cardinais Singulares (SCH) é a a�r-
mação "para cada cardinal singular �, se 2cf(�) < � então j (�) = �+".

Tanto CH quanto GCH são independentes de ZFC. Sob GCH, todo cardinal
limite é limite forte. É fácil ver que GCH implica SCH, logo SCH é consistente
com ZFC.

Ao longo deste trabalho, quando se colocar no início do enunciado de um teo-
rema uma hipótese como (CH) ou (GCH), isso signi�ca que o restante do enunciado
é teorema na Teoria de Conjuntos "ZFC + Hipótese".

De�nição 1.1.18 Um cardinal fracamente inacessível é um cardinal limite e
regular. Um cardinal fortemente inacessível é um cardinal limite forte e regular.

Todo cardinal fracamente inacessível é um ponto �xo da função aleph. É con-
sistente com ZFC que não existam cardinais fracamente inacessíveis, mas não se
pode demonstrar que a existência destes cardinais seja consistente com ZFC. Outro
tipo de "grande cardinal" que aparecerá neste trabalho são os cardinais fracamente
compactos (weakly compact cardinals). Se � for fracamente compacto, então � é
fortemente inacessível, e há � cardinais fortemente inacessíveis menores que �.
Portanto, o primeiro cardinal fortemente inacessível não é fracamente compacto.

Um outro axioma de grandes cardinais que citaremos é "existe 0]". 0] (zero
sharp) não é um cardinal (ver [23] ou [32]), mas o enunciado "existe 0]" implica
a existência de alguns tipos de grandes cardinais, inclusive cardinais fracamente
compactos. Se a Teoria "ZFC + existe um cardinal fortemente inacessível" for con-
sistente, também será a Teoria "ZFC + existe um cardinal fortemente inacessível
+ 0] não existe".

A negação de SCH é equiconsistente com a existência de um cardinal men-
surável � de Ordem de Mitchell �++ (ver [23]). A existência de um cardinal
mensurável implica a existência de 0] (ver [32]), e portanto "não existe 0]" implica
SCH.
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De�nição 1.1.19 Uma árvore é um conjunto parcialmente ordenado (T;<) tal
que, para todo x 2 T , o conjunto fy 2 T : y < xg é bem ordenado por <. Para
cada x 2 T , de�nimos l (x) como o ordinal isomorfo a fy 2 T : y < xg. Um
subconjunto S de T é um ramo em T se for uma cadeia maximal. Uma raiz de
T é um elemento minimal em T . Dados x; y 2 T , y é sucessor de x se x < y e
l (y) = l (x) + 1. Uma folha de T é um elemento maximal em T .

1.2 Topologia Geral

Nossas principais referências serão [14] para os conceitos básicos de Topologia
Geral e [21] para de�nições de várias funções cardinais, bem como algumas de suas
propriedades.

De�nição 1.2.1 [19] Um espaço X é separado à direita se existe uma boa
ordenação fx� : � < �g de X e uma sequência fU� : � < �g de abertos de X tais
que x� 2 U� e x� =2 U� sempre que � < � < �. Um espaço X separado à
esquerda é de�nido de forma análoga, com x� 2 U� e x� =2 U� sempre que
� < � < �.

De�nição 1.2.2 Um espaço X é compacto, se toda cobertura aberta tiver alguma
subcobertura �nita.

Na de�nição acima não assumimos nenhum axioma de separação.

De�nição 1.2.3 [18] Um compactum (compacta no plural) é um espaço com-
pacto T2 in�nito.

De�nição 1.2.4 Dado um subconjunto A de um espaço topológico X, dizemos
que x 2 X é um ponto de acumulação completo de A se jA \ U j = jAj para
toda vizinhança aberta U de x.

Um espaço T2 é compacto se e somente se todo conjunto in�nito tiver ponto
de acumulação completo.
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De�nição 1.2.5 Dado um cardinal in�nito �, o Cubo de Cantor 2� é o produtoQ
�2�D�, munido da topologia produto, onde cada D� é o espaço discreto 2 =

f0; 1g. Para cada � 2 �, de�nimos a projeção �� :
Q

�2�D� ! D�, e para cada
S � �, a projeção �S :

Q
�2�D� !

Q
�2S D�.

Pelo Teorema de Tychono¤, o Cubo de Cantor é um espaço compacto T2.
Quando � = !, chamamos o Cubo de Cantor 2! de Conjunto de Cantor, por
ser homeomorfo ao Conjunto de Cantor usualmente de�nido no intervalo [0; 1] da
reta real.

De�nição 1.2.6 Se X for um espaço topológico, Y um espaço compacto T2, e
c : X ! Y um homeomor�smo entre X e c [X], com c [X] = Y , dizemos que o par
(Y; c) é uma compacti�cação de X.

Um espaço X possui alguma compacti�cação se e somente se for um espaço
Tychono¤.

De�nição 1.2.7 Se X for um espaço Tychono¤, localmente compacto mas não
compacto, de�nimos a compacti�cação de Alexandro¤ da seguinte forma: es-
colha um ponto p =2 X e de�na Y = X [ fpg, munido da seguinte topologia: os
subespaços abertos de X serão abertos em Y e as vizinhanças abertas de p serão
exatamente os conjuntos Y nK, para os subespaços compactos K � X.

De�nição 1.2.8 Dado um espaço Tychono¤ X, a compacti�cação de Stone-
µCech de X, denotada por �X, é a compacti�cação de X tal que toda função
contínua f : X ! [0; 1] pode ser estendida continuamente à uma função F :
�X ! [0; 1].

De�nição 1.2.9 Um espaço diádico é um compacto T2 que seja imagem contínua
de algum Cubo de Cantor 2�.

Considerando o ordinal ! munido da topologia discreta, �! é um exemplo de
espaço compacto T2 que não é diádico.
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De�nição 1.2.10 [42] Dados cardinais in�nitos � e �, com � � �, um espaço X
é [�; �]-compacto se toda cobertura aberta de cardinalidade � � tiver alguma sub-
cobertura de cardinalidade < �. Se � = !, dizemos que o espaço é inicialmente
�-compacto, e se � � jXj, dizemos que o espaço é �nalmente �-compacto.

Os espaços Lindelöf são exatamente os espaços �nalmente !1-compactos. Uma
terminologia que aparece em [4], [6] e [39] é o de espaços !1-Lindelöf, ou mais
geralmente, �-Lindelöf, que são os espaços [!1; �]-compactos. Outra notação que
usaremos em alguns momentos, quando � for um cardinal regular, é o de L (�)-
espaço, que corresponde a um espaço [�; �]-compacto.

De�nição 1.2.11 [39] Um espaço X é linearmente Lindelöf, se toda cobertura
aberta, linearmente ordenada pela inclusão, tiver alguma subcobertura enumerável.

Caracterizações equivalentes dessa propriedade serão apresentadas de forma
generalizada após de�nirmos a função cardinal ll. Todo espaço Lindelöf é line-
armente Lindelöf, mas a recíproca não é verdadeira, alguns dos contra-exemplos
conhecidos estão descritos em [39], [35] e [15].

De�nição 1.2.12 Uma função cardinal é uma função � : T ! CARD, onde
T é uma classe de espaços topológicos (usualmente a classe de todos os espaços
topológicos), tal que � (X) = � (Y ) sempre que X e Y sejam espaços homeomorfos.

Apresentaremos agora as de�nições das funções cardinais utilizadas neste tra-
balho (ver [21]). Em todas as de�nições a seguir, X é um espaço topológico.

De�nição 1.2.13 O peso de X é de�nido como:

w (X) = min fjBj : B é uma base de Xg+ !.

De�nição 1.2.14 A densidade de X é de�nida como:

d (X) = min
�
jSj : S � X;S = X

	
+ !.
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De�nição 1.2.15 A celularidade de X é de�nida como:

c (X) = sup fjVj : V é uma família celular em Xg+ !;

uma família celular é uma família de abertos de X, dois a dois disjuntos.

De�nição 1.2.16 O spread de X é de�nido como:

s (X) = sup fjDj : D � X;D é discretog+ !.

De�nição 1.2.17 O extent de X é de�nido como:

e (X) = sup fjDj : D � X;D é fechado e discretog+ !.

De�nição 1.2.18 O freeness de X é de�nido como:

F (X) = sup f� : X tem uma sequência livre de comprimento �g+ !;

uma sequência livre de comprimento �, é uma sequência fx� : � < �g tal que

fx� : � < �g \ fx� : � � �g = ;

para todo � < �.

De�nição 1.2.19 O grau de Lindelöf de X é de�nido como: L (X) é o menor
cardinal in�nito � tal que toda cobertura aberta de X tenha alguma subcobertura
de cardinalidade � �.

De�nição 1.2.20 [12] O grau de Lindelöf linear de X é de�nido como: ll (X)
é o menor cardinal in�nito � tal que toda cobertura aberta de X, linearmente
ordenada pela inclusão, tenha alguma subcobertura de cardinalidade � �.
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De�nição 1.2.21 A função cardinal "point separating weight" é de�nida como
(apenas para espaços T1): psw (X) é o menor cardinal in�nito � tal que X tenha
uma cobertura aberta separante V com ord (x;V) � � para todo x 2 X.
Uma cobertura aberta V de X é separante, se para todo x 2 X,

\fA : A 2 V ; x 2 Ag = fxg .

Dada uma cobertura V e x 2 X,

ord (x;V) = jfA : A 2 V ; x 2 Agj .

As próximas funções cardinais são de�nidas primeiro localmente:

De�nição 1.2.22 Para x 2 X, o caráter de x em X é de�nido como:

� (x;X) = min fjVj : V é uma base de vizinhanças de x em Xg+ !.

De�na então o caráter de X como:

� (X) = sup f� (x;X) : x 2 Xg .

De�nição 1.2.23 Para x 2 X, o tightness de x emX é de�nido como: t (x;X) é
o menor cardinal in�nito � tal que, para todo Y � X com x 2 Y , existe A 2 [Y ]��
com x 2 A. De�na então o tightness de X como:

t (X) = sup ft (x;X) : x 2 Xg :

De�nição 1.2.24 Para x 2 X, o pseudocaráter de x em X é de�nido como
(apenas para espaços T1):  (x;X) é o menor cardinal in�nito � tal que exista
uma família V de vizinhanças abertas de x, com \V = fxg e jVj � �. De�na
então o pseudocaráter de X como:

 (X) = sup f (x;X) : x 2 Xg :
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De�nição 1.2.25 [24] Para x 2 X, o pseudocaráter fechado de x em X é
de�nido como (apenas para espaços T2):  c (x;X) é o menor cardinal in�nito �
tal que exista uma família V de vizinhanças abertas de x, com

\
�
U : U 2 V

	
= fxg

e jVj � �. De�na então o pseudocaráter fechado de X como:

 c (X) = sup f c (x;X) : x 2 Xg :

Algumas funções cardinais (como e, c, s e F ) foram de�nidas por meio de um
sup, que pode ser atingido ou não. Se � é uma função cardinal, de�nida como
� (X) = sup� (X), onde �(X) é um conjunto de cardinais in�nitos, pode-se
de�nir uma outra função cardinal b�:b� (X) = min f� : 8� (� 2 �(X)) � < �)g .

Temos então que b� (X) = (� (X))+ se � (X) 2 �(X), e b� (X) = � (X) caso
contrário.

De�nição 1.2.26 Dada uma função cardinal �, pode-se de�nir uma função car-
dinal h�:

h� (X) = sup f� (Y ) : Y � Xg .
Uma função cardinal � é dita monótona quando � = h�.

Das funções cardinais que de�nimos acima, w, s, psw, �, t,  e  c são monó-
tonas.

De�nição 1.2.27 [14] Dados um espaço X e A � X, o caráter de A em X
(denotado por � (A;X)) é de�nido como a menor cardinalidade de uma família
B (A) de abertos em X, tal que A � \B (A) e dado qualquer aberto V com A � V ,
existe U 2 B (A) com A � U � V .
Um espaço Hausdor¤ X é um espaço de pointwise countable type se para

todo x 2 X existir um compacto F � X tal que x 2 F e � (F;X) � @0.

Todo espaço compacto T2 (e na verdade todo espaço localmente compacto) é
um espaço de pointwise countable type.

Das muitas relações existentes entre estas e outras funções cardinais, enumera-
mos as mais relevantes para este trabalho.
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Teorema 1.2.28 Seja X um espaço topológico. Temos então que valem as se-
guintes relações entre funções cardinais em X (desde que essas funções possam ser
de�nidas em X):

1. c (X) � d (X) � w (X);

2. F (X) � s (X) = hc (X) = he (X) � w (X);

3. e (X) � ll (X) � L (X) � w (X);

4.  (X) � psw (X) � w (X);

5. t (X) � � (X) � w (X);

6.  (X) �  c (X) � � (X).

Teorema 1.2.29 Seja X um espaço topológico T2. Temos então que:

1. jXj � 2L(X)��(X) (Teorema de Arhangel�ski¼¬);

2. jXj � 22s(X) (Desigualdade de Hajnal-Juhász);

3.  c
�
S
�
� 2jSj e

��S�� � 2jSj c(S) para qualquer S � X (seguem das Proposições
3.1 e 3.2 de [8]).

Teorema 1.2.30 Seja X um espaço topológico regular. Temos então que:

1.  (X) =  c (X);

2. � (x;D) = �
�
x;D

�
se x 2 D � X.

Teorema 1.2.31 Seja X um espaço compacto T2. Temos então que:

1. e (X) = ll (X) = L (X) = !;

2.  (X) =  c (X) = � (X) (vale em geral para espaços de pointwise countable
type);

3. psw (X) = w (X);

4. t (X) = F (X).
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Em particular, o teorema acima vale para espaços diádicos. Para estes espaços,
vale também:

Teorema 1.2.32 Seja X um compacto diádico. Temos então que:

1. c (X) = !;

2. t (X) = � (X) = s (X) = w (X).

Será para nós mais conveniente trabalhar com a seguinte formulação de ll (X)
(equivalente de acordo com a proposição a seguir, que é uma generalização de parte
do Teorema 2.1.3 de [15]): o menor cardinal � tal que, toda cobertura aberta C
tenha alguma subcobertura S com cf (jSj) � �.

Proposição 1.2.33 Sejam X um espaço topológico e � um cardinal in�nito. São
equivalentes:
(a) toda cobertura aberta C, linearmente ordenada por inclusão, tem uma sub-

cobertura S com jSj � �;
(b) toda cobertura aberta C, bem ordenada por inclusão, tem uma subcobertura

S com jSj � �;
(c) toda cobertura aberta C, com jCj regular > �, tem uma subcobertura S com

jSj < jCj;
(d) toda cobertura aberta C tem uma subcobertura S com cf (jSj) � �.

Demonstração. (a) ) (d): Seja S uma subcobertura de C, de cardinalidade
mínima. Indexando S como S = fA� : � < jSjg, de�na, para cada � < jSj,
B� =

S
���A�. Por (a), a cobertura U = fB� : � < jSjg tem uma subcobertura

U 0 com jU 0j � �; pela minimalidade da cardinalidade de S, temos então que
cf (jSj) � jU 0j � �.

(d)) (c): Imediato.

(c) ) (b): Seja S uma subcobertura de C, de tipo de ordem mínimo. Pela
minimalidade de S entre as subcoberturas de C, ot (S) tem que ser um cardinal
regular, e portanto jSj = ot (S). Por (c), jSj � �, caso contrário S não seria uma
subcobertura de C de tipo de ordem mínimo.

(b) ) (a): Basta mostrar que toda cobertura aberta C linearmente ordenada
por inclusão, tem alguma subcobertura bem ordenada por inclusão. Para cada
ordinal �, suponha já de�nido o conjunto fA� : � < �g � C, bem ordenado pela
inclusão. Se X =

S
�<�A�, já temos o resultado desejado; caso contrário, escolha
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algum x� 2 Xn
S
�<�A�, e algum A� 2 C tal que x� 2 A�. Como C é linearmente

ordenado, então A� � A� para todo � < �, logo fA� : � � �g é bem ordenado
pela inclusão. �

Corolário 1.2.34 Se X é um espaço topológico,

ll (X) = min f� : toda cobertura aberta C tem subcobertura S com cf (jSj) � �g :

O próximo resultado é uma generalização imediata de parte do Teorema 2.1.4
em [15].

Proposição 1.2.35 Sejam X um espaço topológico e � um cardinal in�nito. São
equivalentes:
(a) ll (X) � �;
(b) se A � X e jAj é regular > �, então A tem ponto de acumulação completo

em X.

Demonstração. (a) ) (b): Suponha que exista A = fx� : � < jAjg � X con-
tradizendo (b). Para cada � < jAj, de�na

U� = Xnfx
 : 
 > �g.

Então, C = fU� : � < jAjg é uma cobertura aberta linearmente ordenada por
inclusão de X. De fato, dado qualquer x 2 X, como x não é ponto de acumu-
lação completo de A e jAj é regular, existe � < jAj tal que x 2 U�. Por (a),
existe f�i : i < �g tal que fU�i : i < �g seja subcobertura de C, logo cf (jAj) � �,
contradição.

(b) ) (a): Suponha que ll (X) > �. Logo pelo item (c) da Proposição 1.2.33,
há uma cobertura aberta U = fU� : � < jU jg de X tal que jU j seja um cardinal
regular > � e tal que U não tenha subcobertura U 0 com jU 0j < jU j. Podemos
então supor, sem perda de generalidade, que para todo � < jU j, U�n

S
�<� U� 6= ;.

De�na para cada � < jU j,
p� 2 U�n

[
�<�

U�.

Por (b), A = fp� : � < jU jg tem um ponto de acumulação completo p 2 X.
Mas considerando � < jU j tal que p 2 U�, temos que jU� \ Aj � j�j < jAj,
contradição. �



1.3. SUBMODELOS ELEMENTARES 15

1.3 Submodelos elementares

Alguns resultados deste trabalho fazem uso de submodelos elementares, que é uma
ferramenta que tem se tornado muito importante em Topologia Geral. Nossas
principais referências são [10] e a seção sobre submodelos elementares de [9].

Apresentaremos a seguir os conceitos e teoremas sobre submodelos elementares
que serão usados neste trabalho. Salvo indicação em contrário, esses conceitos e
resultados são provenientes de [9], onde são apresentados e discutidos detalhada-
mente.

De�nição 1.3.1 Seja M um conjunto não vazio. Para cada fórmula ', a rela-
tivização de ' a M é a fórmula 'M , de�nida recursivamente por:

� se ' é uma fórmula atômica, então 'M é a fórmula ';

� (:')M é a fórmula :
�
'M
�
;

� (' ^ �)M é a fórmula
�
'M
�
^
�
�M
�
;

� (9x ('))M é a fórmula 9x
�
x 2M ^

�
'M
��
.

De�nição 1.3.2 Dada uma fórmula ' (x1; : : : ; xn) e a1; : : : ; an 2 M , escrevemos
M j= ' [a1; : : : ; an] se e somente se valer 'M (a1; : : : ; an).

De�nição 1.3.3 Sejam M;N conjuntos com M � N . Dizemos que M � N
(M é um submodelo elementar de N) se e somente se, para qualquer fórmula
' (x1; : : : ; xn) e quaisquer a1; : : : ; an 2M , tivermos:

M j= ' [a1; : : : ; an] se e somente se N j= ' [a1; : : : ; an] .

No próximo lema, 'x (x1; : : : ; xn) é a fórmula 9x (' (x1; : : : ; xn; x)).

Lema 1.3.4 (Critério de Tarski) Sejam M;N conjuntos com M � N . En-
tão M � N se e somente se, para qualquer fórmula ' (x1; : : : ; xn; x) e quais-
quer a1; : : : ; an 2 M , N j= 'x [a1; : : : ; an] implicar que exista a 2 M tal que
N j= ' [a1; : : : ; an; a].
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Teorema 1.3.5 (Löwenheim-Skolem) Sejam A e N conjuntos com A � N .
Então existe M � N tal que A �M e jM j � jAj+ !.

Deste ponto em diante, quando nos referirmos a um submodelo elementar M ,
este será submodelo elementar de um H� (H� = fA : jtrcl (A)j < �g, ver [34] e [9]),
com � cardinal não enumerável, regular e "su�cientemente grande" para que H�

possa ser tomado como universo para os objetos sendo estudados.

Lema 1.3.6 Sejam � um cardinal e M � H� tais que � 2M e � �M . Então,

8A 2M (jAj � �) A �M) .

Lema 1.3.7 Sejam � um cardinal in�nito e M � H� com � [ f�g � M . Então
� = �+ \M é um ordinal limite.

De�nição 1.3.8 Sejam � um cardinal in�nito e M � H�. Dizemos que M é
�-covering se para todo A 2 [M ]�� existe B 2M tal que A � B e jBj � �.

O lema a seguir é uma imediata generalização para cardinais quaisquer do Lema
3.3 em [31].

Lema 1.3.9 Se M é um submodelo elementar �-covering, com � [ f�g � M ,
então �+ �M .

Demonstração. De�nindo � = M \ �+, basta mostrar que � = �+. De acordo
com o Lema 1.3.7, � é um ordinal. Suponha que � < �+. Como j�j � � e M é
�-covering, existe A 2 M tal que � � A e jAj � �. De�nindo B = A \ �+, temos
que B 2 M , � � B e jBj � �. Temos então pelo Lema 1.3.6 que B � M , logo
B �M \ �+ = �. Portanto � = B 2M , contradição, pois � =2 �. �

Lema 1.3.10 Sejam � um cardinal in�nito e A � H� com jAj � �+. Então existe
M � H� �-covering com A �M e jM j � �+.

Demonstração. Se tivermos jAj � �, temos imediatamente o resultado pelo Lema
1.1.12 de [9]. Se jAj = �+, aplique o Lema 1.1.12 de [9] com A0 = � [ f�; �+; Ag,
pelo Lema 1.3.9 temos �+ �M , logo pelo Lema 1.3.6, A �M . �
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De�nição 1.3.11 [30][31] Dado um espaço topológico (X; �), XM denota o se-
guinte espaço topológico: o conjunto X \M , munido da topologia gerada por

fU \M : U 2 � \Mg .

Note que, de acordo com de�nição acima, a topologia de XM ou coincide ou
será menos �na que a topologia de subespaço de X \M .

1.4 Re�exão de funções cardinais

Nesta seção iremos estabelecer os conceitos relacionados à re�exão de funções
cardinais, bem como algumas relações e propriedades. Nossa principal referência
será [22].

De�nição 1.4.1 Sejam � uma função cardinal, � um cardinal in�nito e S uma
classe de espaços topológicos. Então a expressão "� re�ete � para S" signi�ca:

se X 2 S e � (X) � �, então existe Y � X tal que jY j � � e � (Y ) � �.

Se S for a classe de todos os espaços topológicos, podemos dizer simplesmente "�
re�ete �".

De�nição 1.4.2 Sejam � uma função cardinal, � um cardinal in�nito e S uma
classe de espaços topológicos. Então a expressão "� re�ete fortemente � para
S" signi�ca:

se X 2 S e � (X) � �, então 9Y 2 [X]�� com � (Z) � � sempre que Y � Z � X.

De�nição 1.4.3 Sejam � uma função cardinal, � um cardinal in�nito e S uma
classe de espaços topológicos. Então a expressão "� satisfaz IU (�) para S"2 sig-
ni�ca: se X 2 S, � (X) � � e X = [fX� : � < �g, com � < �, � regular e
fX� : � < �g crescente, então existe � < � tal que � (X�) � �.

2IU = "increasing union"
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De�nição 1.4.4 Sejam � uma função cardinal, � um cardinal in�nito e S uma
classe de espaços topológicos. Então a expressão "� tem a propriedade de Dar-
boux em � para S" signi�ca:

se X 2 S e � (X) > �, então existe Y � X tal que � (Y ) = �.

Teorema 1.4.5 Dada uma função cardinal �, um cardinal in�nito � e uma classe
de espaços topológicos S, temos que:
i) se � re�ete fortemente � para S, então � re�ete � para S;
ii) se � é monótona e re�ete � para S, então � re�ete fortemente � para S;
iii) se � re�ete fortemente � para S, então � satisfaz IU (�) para S;
iv) suponha que � satisfaça: � (X) � jXj + ! para todo espaço X. Assim, se

� re�ete � para S, então � tem a propriedade de Darboux em � para S.

Lema 1.4.6 Se � re�ete fortemente todos os cardinais sucessores para S, então
� re�ete fortemente todos os cardinais in�nitos para S.

Neste trabalho, quando dissermos "� re�ete � para X", isto deve ser entendido
como "� re�ete � para fXg".

Um dos primeiros resultados de re�exão, em 1980, foi o Teorema de Hajnal-
Juhász de re�exão do peso [20]:

Teorema 1.4.7 w re�ete todos os cardinais in�nitos.



Capítulo 2

Re�exões em funções locais

2.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos propriedades de re�exão para funções cardinais locais,
como  e �, além da função cardinal psw. Estas três funções cardinais são monó-
tonas, portanto, de acordo com o Teorema 1.4.5 e o Lema 1.4.6, se � 2 f�;  ; pswg
e S for uma classe de espaços topológicos, para que � re�ita todos os cardinais
in�nitos para S, basta que � re�ita todos os cardinais sucessores para S.

Estes são os principais resultados de re�exão descritos na literatura para  e
psw [22]:

Teorema 2.1.1 (2� = �+) Se � 2 f ; pswg, então � re�ete �+ para a classe dos
espaços compactos T2.

Corolário 2.1.2 (GCH) Se � 2 f ; pswg, então � re�ete todos os cardinais in-
�nitos para a classe dos espaços compactos T2.

Relacionado aos resultados acima, este é um dos principais problemas em aberto
sobre re�exão de funções cardinais locais [22][26]:

Problema 2.1.3 Seja � 2 f ; pswg. Pode-se mostrar em ZFC que � re�ete �+

para a classe dos espaços compactos T2? Ou em particular, que � re�ete !1 para
a classe dos espaços compactos T2?

Na literatura, o único resultado positivo que encontramos sobre re�exão de  
ou psw, em ZFC, para espaços compactos T2 é:

19
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Teorema 2.1.4 [7] Se � 2 f ; pswg, então � re�ete �+ para a classe dos espaços
diádicos.

Nas próximas seções deste capítulo, com exceção da última, nós buscaremos
respostas parciais para o Problema 2.1.3. Na última seção, usaremos submodelos
elementares para obter alguns resultados de re�exão para � e  , incluindo uma
relação entre re�exão e propriedade de Darboux para �.

2.2 Espaços diádicos

A demonstração em [7] do Teorema 2.1.4, apesar de aparentemente curta, faz uso
do Teorema de E�mov-Gerlits-Hagler ([13]), o que torna a demonstração como
um todo não elementar e muito complexa. Apresentamos a seguir uma demons-
tração mais simples do mesmo resultado. Primeiro, apresentamos um lema, cujo
enunciado é semelhante ao Problema 3.12.12 (i) de [14], mas adaptado às nossas
necessidades.

Lema 2.2.1 Se X é um espaço diádico e � (x0; X) � � � !1, então existe M 2
[X]� tal que M é discreto e M [ fx0g é a compacti�cação de Alexandro¤ de M .

Demonstração. Como X é diádico, existe uma função

f : C =
Y

s2S
Ds ! X,

contínua e sobrejetora (com jSj � !, e para todo s 2 S, Ds é o espaço discreto
f0; 1g).
Dados u; v 2 C, denote por �(u; v) o conjunto fs 2 S : �s (u) 6= �s (v)g.
De�na A = f�1 (x0) e

S0 = fs 2 S : 9a 2 A (9b 2 CnA (� (a; b) = fsg))g .

Fixe agora funções a; b : S0 ! C tais que, para todo s 2 S0, a (s) 2 A, b (s) 2 CnA
e �(a (s) ; b (s)) = fsg.

Vejamos agora que
A = �S0 (A)�

Y
s2SnS0

Ds.

É evidente que
A � �S0 (A)�

Y
s2SnS0

Ds,
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basta então mostrar a inclusão oposta. Seja u 2 �S0 (A) �
Q

s2SnS0 Ds e suponha
que u =2 A. Seja v 2 A tal que �S0 (v) = �S0 (u). Como A é fechado, existe T � S
�nito tal que �

�T (u)�
Y

s2SnT
Ds

�
� CnA.

Considerando agora o elemento w 2 C tal que �T (w) = �T (u) e �SnT (w) =
�SnT (v), é fácil ver que w =2 A e que �(w; v) � TnS0. Se �(w; v) = ;, w = v,
contradição. Caso contrário, podemos expressar �(w; v) como ft1; t2; : : : ; tkg e
proceder da seguinte forma. De�na w0 = w, e para cada n 2 f1; 2; : : : ; kg, wn 2 C
como sendo o elemento tal que �tn (wn) = �tn (v) e �Snftng (wn) = �Snftng (wn�1);
temos que wn�1 =2 A implica wn =2 A, pois tn =2 S0. Mas wk = v, contradição.
Mostramos assim que

A = �S0 (A)�
Y

s2SnS0
Ds.

Agora vamos mostrar que jS0j � �. Por absurdo, seja J0 o conjunto de todos
os subconjuntos �nitos de S0 (logo, jJ0j < �). Para cada a 2 A e j 2 J0, de�na

Ua;j = �j (a)�
Y

s2Snj
Ds.

Então, para cada j 2 J0, Uj =
S
a2A Ua;j é um aberto tal que A � Uj. De�na

então, para cada j 2 J0, Vj = Xnf [CnUj]. É fácil ver que Vj é uma vizinhança
aberta de x0. Basta agora mostrar que

T
j2J0 Vj = fx0g, o que levará a uma

contradição com  (x0; X) = � (x0; X) � �. Suponha que existe z 2
T
j2J0 Vj, com

z 6= x0. Escolha algum y 2 f�1 (z). É fácil ver que y 2
T
j2J0 Uj e y =2 A. Seja

então R � S, �nito, tal que�
�R (y)�

Y
s2SnR

Ds

�
� CnA.

Como y 2
T
j2J0 Uj, em particular temos que y 2 UR\S0 , logo existe ay 2 A tal

que y 2 Uay ;R\S0, o que signi�ca que

�R\S0 (y) = �R\S0 (ay) .

Considere então o elemento by 2 C tal que �R (by) = �R (y) e �SnR (by) = �SnR (ay).
Por um lado, como

by 2 �R (y)�
Y

s2SnR
Ds,

by =2 A. Por outro lado, como �SnR (by) = �SnR (ay) e

�R\S0 (by) = �R\S0 (y) = �R\S0 (ay) ,
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então �(by; ay) � RnS0, o que implica �S0 (by) = �S0 (ay), logo

by 2 �S0 (A)�
Y

s2SnS0
Ds = A.

Contradição, o que mostra que
T
j2J0 Vj = fx0g. Mostramos assim que jS0j � �.

Vejamos agora que B = b [S0] (a imagem da função b) é tal que jBj � �. Para
isto basta mostrar que, dado qualquer es 2 S0, b�1 (b (es)) é �nito. Como b (es) =2 A,
existe T � S, �nito, tal que�

�T (b (es))�Y
s2SnT

Ds

�
� CnA.

Deste modo, b�1 (b (es)) é �nito pois b�1 (b (es)) � T - se houvesse s 2 b�1 (b (es)) nT ,
teríamos

a (s) 2 �T (b (es))�Y
s2SnT

Ds,

contradição.

Vamos agora mostrar que todos os pontos de acumulação de B estão em A.
Faremos isso mostrando que, dado qualquer u 2 CnA, u não é ponto de acumulação
de B. Como A é fechado, existe T � S �nito tal que

U = fc 2 C : �T (c) = �T (u)g

é uma vizinhança aberta de u, com U \A = ;. Se s 2 S0nT , então b (s) =2 U (pois
neste caso �T (a (s)) = �T (b (s))). Assim,

U \ (Cn (b [S0 \ T ] n fug))

é uma vizinhança aberta de u que não intercepta nenhum ponto de B, com possível
exceção do próprio u.

De�na agora fM = f [B]. Queremos mostrar que
���fM ��� � �. Para isto basta

mostrar que, dado qualquer b 2 B,

Bb = f�1 (f (b)) \B

é �nito. Se Bb fosse in�nito, teria um ponto de acumulação ab 2 A, mas

Cnf�1 (f (b))

é uma vizinhança aberta de ab que não intercepta Bb.
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Vejamos agora que o conjunto dos pontos de acumulação de fM é fx0g. Para
isto basta mostrar que, se z 2 Xn fx0g, então z não é ponto de acumulação defM (então x0 será ponto de acumulação de fM pois fM é in�nito e X é compacto).
Como f�1 (z) \ A = ;, nenhum y 2 f�1 (z) é ponto de acumulação de B. Então,
para cada y 2 f�1 (z), seja Uy uma vizinhança aberta de y tal que Uy \ B � fyg.
Logo U =

S
y2f�1(z) Uy é um aberto tal que f�1 (z) � U e, se b 2 B \ U , então

f (b) = z. De�na V = Xnf [CnU ]. É fácil ver que V é uma vizinhança aberta de
z. Temos ainda que V \ fM � fzg (se existisse m 2 fM \ (V n fzg), escolha algum
b 2 f�1 (m) \B, pela de�nição de V teríamos b 2 U , contradição).

Como fx0g é o conjunto dos pontos de acumulação de fM , fM é discreto, efM [ fx0g é compacto. Finalmente, escolha qualquer M 2
hfMi�. Temos que M é

discreto e M [ fx0g é a compacti�cação de Alexandro¤ de M . �

Teorema 2.2.2 Sejam � 2 f ; pswg e � um cardinal in�nito. Então � re�ete �+
para a classe�

X : X é compacto T2 e existe Y � X diádico, com � (Y ) � �+
	
.

Demonstração. Seja Y � X um diádico com  (Y ) � �+. Então existe x0 2 Y

tal que � (x0; Y ) =  (x0; Y ) � �+. Pelo Lema 2.2.1, existe M 2 [Y ]�
+

� [X]�
+

discreto, com N = M [ fx0g a sua compacti�cação de Alexandro¤. Então é fácil
ver que  (N) =  (x0; N) = �+.
Seja Y � X um diádico com psw (Y ) � �+. Como Y é diádico,  (Y ) =

w (Y ) = psw (Y ). De acordo com o parágrafo anterior, existe então N 2 [Y ]�
+

,
compacto, com  (N) = �+, o que mostra que psw (N) � �+. �

A estratégia da demonstração desse resultado, foi obter um subespaço que seja
exatamente a compacti�cação de Alexandro¤ de um discreto de cardinalidade �+.
Como todo diádico é um compacto c.c.c. (ou seja, tem celularidade enumerável),
seria natural tentar estender essa estratégia, de diádicos para compactos c.c.c.
Entretanto, isso não pode funcionar, pois, por exemplo, �! não possui subes-

paços compactos de cardinalidade !1. Entretanto, no caso particular de re�exão
de !1, podemos estender o teorema anterior:

Proposição 2.2.3 Seja � 2 f ; pswg. Então � re�ete !1 para a classe dos es-
paços X, compactos T2, que satisfaçam pelo menos uma das condições:

1. existe Y � X diádico, com � (Y ) � !1;
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2. existe um subespaço de X homeomorfo a �!.

Demonstração. Basta mostrar (2), pois se tivermos (1), o resultado segue do
Teorema 2.2.2.
Pelo Corolário 4.4.5 de [45], existe um subespaço S de !� (e portanto de �!)

de cardinalidade !1, onde existe um ponto de S tal que as vizinhanças abertas
são as co-enumeráveis, e todos os demais pontos de S são isolados. Claramente,
psw (S) �  (S) = !1. �

2.3 Espectros de caráter e convergência

Nesta seção faremos uso de conceitos de�nidos e desenvolvidos em [29]: espectro
de caráter e espectro de convergência. Nesse artigo, Juhász e Weiss utilizam esses
conceitos para reformular certos problemas topológicos em aberto e apresentar
algumas soluções. Com relação à re�exão de funções cardinais, nesse artigo há
uma aplicação à re�exão do caráter, mas nesta seção aplicaremos esses conceitos
no estudo da re�exão de  e psw.

Vejamos primeiro as seguintes de�nições e resultados:

De�nição 2.3.1 [29] Dizemos que uma sequência (x� : � < �) converge para um
ponto x em um espaço topológico X (o que denotamos por x� ! x), se para toda
vizinhança aberta U de x existe algum � < � tal que x� 2 U sempre que � � � < �.

De�nição 2.3.2 [29] Dizemos que um subconjunto in�nito A de um espaço
topológico X converge para um ponto x (o que denotamos por A ! x), se para
toda vizinhança aberta U de x tivermos jAnU j < jAj.

Proposição 2.3.3 [29] Se uma sequência (x� : � < �) converge para um ponto x,
então o conjunto A = fx� : � < �g também converge para x. Por outro lado, se
A! x e jAj for regular, então se fx� : � < jAjg for qualquer enumeração injetora
de A, x� ! x (a regularidade de jAj é essencial aqui).

Proposição 2.3.4 [29] Em um compactum, A! x se e somente se x for o único
ponto de acumulação completo de A.

Podemos agora de�nir os seguintes espectros de cardinais:
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De�nição 2.3.5 [29] Se p for um ponto não isolado de X, de�nimos o espectro
de caráter de p em X como

�S (p;X) = f� (p; Y ) : p é não isolado em Y � Xg .

De�nimos então o espectro de caráter de X como

�S (X) =
[
f�S (x;X) : x é não isolado em Xg .

De�nição 2.3.6 [29] Dado p 2 X, de�nimos o espectro de convergência de
p em X como

cS (p;X) = fjAj : A � X e A! pg .
De�nimos então o espectro de convergência de X como

cS (X) =
[
fcS (x;X) : x 2 Xg .

De�nição 2.3.7 [29] Dado p 2 X, de�nimos o espectro de convergência dis-
creto de p em X como

dcS (p;X) = fjDj : D � X é discreto e D ! pg .

De�nimos então o espectro de convergência discreto de X como

dcS (X) =
[
fdcS (x;X) : x 2 Xg .

É evidente que dcS (X) � cS (X). A demonstração do próximo resultado é
baseada em argumentos desenvolvidos no texto de [29].

Proposição 2.3.8 Se X é um espaço compacto T2, e � 2 �S (X), então

f�; cf (�)g � cS (X) .

Demonstração. Se � 2 �S (X), então existe algum p 2 X, não isolado, tal que
� 2 �S (p;X). Logo existe algum Y � X, com p 2 Y , tal que p é não isolado em
Y e � (p; Y ) = �. Como X é compacto T2 (e portanto regular),

 
�
p; Y

�
= �

�
p; Y

�
= � (p; Y ) ,
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então pode-se facilmente mostrar que existe uma sequência injetora (x� : � < �)
convergindo para p. Se I = f�� : � < cf (�)g for crescente e co�nal em �, en-
tão temos também que x�� ! p. De�nindo agora A = fx� : � < �g e B =�
x�� : � < cf (�)

	
, temos que A! p e B ! p, logo

fjAj ; jBjg = f�; cf (�)g � cS (p;X) � cS (X) .

�

Teorema 2.3.9 Sejam � um cardinal in�nito regular e � 2 f ; pswg. Temos
então que � re�ete � para a classe dos espaços fX : � 2 cS (X)g.

Demonstração. Se � 2 cS (X), então existe algum p 2 X tal que � 2 cS (p;X).
Portanto existe A 2 [X]� tal que A ! p. Podemos supor sem perda de genera-
lidade que p 2 A. Temos então que  (p;A) = �, pois se tivéssemos  (p;A) =
� < �, existiria uma família fU� : � < �g de vizinhanças abertas de p em A tal
que

T
�<� U� = fpg. Mas então teríamos An fpg =

S
�<�AnU�, o que contradiria

a regularidade de �.
Deste modo, psw (A) =  (A) = �, logo psw e  re�etem � para X. �

Faremos uso dos seguintes resultados:

Proposição 2.3.10 [29] Seja � um cardinal in�nito. Se X é um compactum com
� (X) > 2�, então �+ 2 dcS (X).

Proposição 2.3.11 [29] Se % é um cardinal in�nito e X é um compactum combF (X) > % = cf (%) > ! então % 2 �S (X).

Proposição 2.3.12 [29] Suponha que X é um espaço regular e %; � são cardinais
in�nitos tais que bF (X) � % � cf (�), e ainda que p 2 X é tal que  (p;X) � �.
Então:

1. existe um discreto D 2 [X]<% com p 2 D e  
�
p;D

�
� �, ou

2. existe um discreto D 2 [X]% tal que D ! p.

Podemos agora encontrar mais condições su�cientes para a re�exão de  e psw.

Teorema 2.3.13 Sejam � um cardinal in�nito e X um espaço compacto T2. Para
que  re�ita �+ para X, é su�ciente que ocorra uma das condições:
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1. 9p 2 X ( (p;X) = �+);

2.  (X) � �+;

3.  (X) > 2�;

4. t (X) � �+;

5. 8S 2 [X]��
�
 
�
S
�
� �+

�
.

Demonstração. (1): temos que

�+ = � (p;X) 2 �S (p;X) � cS (X) ,

e basta aplicar o Teorema 2.3.9;

(2): se não tivermos (1), então  (X) � �, e o resultado é imediato;

(3): pela Proposição 2.3.10, �+ 2 dcS (X) � cS (X);

(4): F (X) = t (X) � �+ implica que bF (X) > �+, logo pela Proposição 2.3.11
�+ 2 �S (X) � cS (X).

(5): suponha que não temos (2) nem (4). Neste caso,  (X) � �++, logo
 (p;X) � �++ para algum p 2 X. Além disso, F (X) = t (X) � �, logo bF (X) �
�+. Podemos então aplicar a Proposição 2.3.12, com % = �+ e � = �++. Por (5),
não pode ocorrer a conclusão (1) da Proposição 2.3.12, então temos (2), logo

jDj = % = �+ 2 cS (p;X) � cS (X) .

�

Com base no item (5) do teorema acima, se existir um espaço X que seja
contra-exemplo consistente do enunciado " re�ete �+ para a classe dos espaços
compactos T2", haverá Y � X, compacto, com c (Y ) � d (Y ) � �, que também
será contra-exemplo consistente do mesmo enunciado. Portanto, o problema do
pseudocaráter re�etir ou não !1 é equivalente na classe dos espaços compactos T2
ou na classe dos espaços compactos T2 c.c.c.

Corolário 2.3.14 Sejam � um cardinal in�nito e X um espaço compacto T2. Para
que psw re�ita �+ para X, é su�ciente que ocorra uma das condições:

1. psw (X) � �;

2.  (X) = �+ ou  (X) > 2�;



28 CAPÍTULO 2. REFLEXÕES EM FUNÇÕES LOCAIS

3. t (X) � �+;

4.  (X) � �+ e 8S 2 [X]��
�
 
�
S
�
� �+

�
.

Demonstração. Se X é um espaço compacto T2 com  (X) � �+, " re�ete �+

para X" implica "psw re�ete �+ para X". �

Seja � 2 f ; pswg. Com base no Teorema 2.3.13 e no Corolário 2.3.14, pode-se
deduzir de outra forma o Teorema 2.2.2, pois se X é compacto diádico, t (X) =
 (X) = psw (X). E também a Proposição 2.2.3, pois t (�!) = 2! (Exemplo 7.22
em [21]).

2.4 Classi�cação dos possíveis contra-exemplos

Nesta seção, iremos apresentar algumas caracterizações adicionais dos possíveis
contra-exemplos consistentes do enunciado "� re�ete �+ para a classe dos espaços
compactos T2", com � 2 f ; pswg. Vejamos as seguintes de�nições, que são rela-
tivas a um problema também abordado em [29]:

De�nição 2.4.1 [18] Seja X um compactum. Dizemos que x 2 X é um K-
ponto se para nenhum cardinal regular não-enumerável % existir uma %-sequencia
em Xn fxg convergindo para x.

De�nição 2.4.2 [18] Seja X um compactum. Dizemos que x 2 X é um AB-
ponto se cf (� (x; Y )) � ! para todo Y � X com x 2 Y .

De�nição 2.4.3 [18] Um compactumX é umK-compactum (AB-compactum)
se todos os seus pontos forem K-pontos (AB-pontos).

É fácil ver que um compactum é um K-compactum se e somente se no seu
espectro de convergência não houver nenhum cardinal regular não-enumerável; e
é um AB-compactum se e somente se no seu espectro de caráter houver apenas
cardinais de co�nalidade enumerável. Pode-se ver facilmente pela Proposição 2.3.8
que todo K-compactum é um AB-compactum.

Precisaremos do seguinte conceito (ver [3]):
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De�nição 2.4.4 Dados um espaço X e x 2 X, de�nimos Hus (x;X) como sendo
o menor cardinal in�nito � satisfazendo a seguinte condição: para todo A �
Xn fxg tal que jAj seja um cardinal regular � � , existe uma vizinhança aberta U de
x tal que jAnU j = jAj. De�nimos então Hus (X) como sup fHus (x;X) : x 2 Xg.

Não é difícil ver que um compactum X é um K-compactum se e somente se
Hus (X) � !1.

O próximo resultado generaliza a Proposição 4 de [3].

Proposição 2.4.5 Sejam X um espaço compacto T2, x 2 X e � um cardinal
in�nito. Então Hus (x;X) � �+ se e somente se ll (Xn fxg) � �.

Demonstração. Considerando a de�nição de quando um subconjunto converge para
um ponto, temos que Hus (x;X) � �+ se e somente se, para todo A � Xn fxg,
com jAj regular � �+, A não converge para x.
Como A! x se e somente se x for o único ponto de acumulação completo de

A, temos que Hus (x;X) � �+ se e somente se, para todo A � Xn fxg, com jAj
regular � �+, A tem outro ponto de acumulação completo, ou seja, tem ponto de
acumulação completo em Xn fxg. Essa última condição, por sua vez, equivale a
ll (Xn fxg) � �, de acordo com a Proposição 1.2.35. �

Portanto, um compactum X é um K-compactum se e somente se, para todo
x 2 X,Xn fxg for linearmente Lindelöf. Por outro lado, é fácil ver que em um com-
pactum X, Xn fxg é Lindelöf se e somente se � (x;X) = !. Isso motiva a seguinte
questão: em um compactum X, todo K-ponto tem caráter enumerável? Kunen
[35] construiu em ZFC um compactum em que há um K-ponto com � (x;X) > !
(e cf (� (x;X)) = !). No entanto, a seguinte questão ainda está em aberto, de
acordo com [29]:

Problema 2.4.6 Todo K-compactum tem caráter enumerável?

De acordo com o Corolário 3.7 de [29], há um exemplo consistente de com-
pactum X com �S (X) = f!;@!g (e portanto com � (X) = @!), sendo assim um
exemplo de AB-compactum com caráter não enumerável. Esse exemplo não é um
K-compactum, pois cS (X) = [!;@!].

Vejamos agora uma aplicação desses conceitos aos problemas de re�exão de
funções cardinais. Se � é um cardinal e � é um conjunto de cardinais, dizemos
que � omite � se � =2 � e existe � > � com � 2 �.
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Proposição 2.4.7 Dado um cardinal in�nito �, se existir um espaço X compacto
T2 tal que  não re�ita �+ para X, então teremos exatamente uma das alternativas
a seguir:

1. cS (X) \REG omite �+;

2. Hus (X) � �+ <  (X).

Demonstração. Pelo Teorema 2.3.9, �+ =2 cS (X). Se existir algum cardinal regular
� > �+ tal que � 2 cS (X), então cS (X) \ REG omite �+. Se não existir, não
pode haver nenhum A � X, com jAj regular > �, e que convirja para um ponto
p 2 X. Ou seja, dado qualquer p 2 X, Hus (p;X) � �+. Além disso, pelo item
(2) do Teorema 2.3.13, temos que  (X) > �+. �

Corolário 2.4.8 Se existir um espaço X compacto T2 tal que  não re�ita !1
para X, então teremos exatamente uma das alternativas a seguir:

1. cS (X) \REG omite !1;

2. X é um K-compactum com  (X) � @!.

A existência de um espaço satisfazendo o item (2) do corolário acima continua
sendo um problema em aberto. Quanto a espaçosX compactos T2 em que cS (X)\
REG omita algum cardinal regular, de acordo com [29] o único exemplo conhecido
é um espaço construído em [28], que é a compacti�cação de Alexandro¤ de um
espaço T2 localmente compacto, de caráter enumerável, inicialmente !1-compacto
mas não compacto, de cardinalidade !2. Chamando de X essa compacti�cação,
 (X) = psw (X) = jXj = !2, e �S (X) = cS (X) = f!; !2g. Não conseguimos
até o momento determinar se � re�ete !1 para X, quando � 2 f ; pswg.

Corolário 2.4.9 Dado um cardinal in�nito �, se existir um espaço X que seja
um contra-exemplo consistente para o enunciado "psw re�ete �+ para a classe dos
espaços compactos T2", então teremos exatamente uma das alternativas a seguir:

1. cS (X) \REG omite �+;

2. Hus (X) � �+ <  (X) � psw (X);

3.  (X) � � < psw (X).

Nas alternativas (1) e (2), X será também um contra-exemplo consistente para
o enunciado " re�ete �+ para a classe dos espaços compactos T2".
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2.5 Resultados com submodelos elementares

O próximo resultado é uma generalização direta para cardinais quaisquer de um
resultado não publicado de Alas e Junqueira, e de parte do Teorema 3.5 em [31],
e apresentamos aqui para conveniência do leitor.

Lema 2.5.1 Seja � 2 f ; �g. Se M é um submodelo elementar �-covering, com
� [ f�;X; �g �M e � (XM) � �, então � (X) � �.

Demonstração. 1o caso: � =  
Seja x 2 X \M arbitrário. Como  (x;XM) � �, existe B � � \M , com

jBj � �, tal que \fV \M : V 2 Bg = fxg. ComoM é �-covering, existe C 2M ,
tal que B � C e jCj � �. De�na agora

D = fV 2 C : V 2 � ^ x 2 V g ;

D 2M pois C; �; x 2M ; temos ainda B � D, jDj � �, \fV \M : V 2 Dg = fxg
e D �M .
Vamos agora mostrar que M j=  (x;X) � �. Para isto vamos mostrar que

M j= ' (D; x;X; �; �), onde ' (D; x;X; �; �) é a fórmula que expressa "D é uma
pseudobase para x no espaço (X; �), de cardinalidade � �". Essa fórmula pode
ser expressa como

D � � ^ 8y (y = x, y 2 \D) ^ jDj � �.

Temos então que 'M (D; x;X; �; �) seria expresso como

(D � �)M ^ 8y 2M (y = x, y 2 \D)M ^ (jDj � �)M

que por elementariedade é equivalente a

D � � ^ 8y 2M (y = x, y 2 \D) ^ jDj � �.

E esta última expressão é claramente verdadeira, pelo que sabemos sobre D.
Agora, temos M j=  (x;X) � � para todo x 2 X \M , ou seja,

8x 2 X \M ( (x;X) � �)M ,

logo
(8x 2 X ( (x;X) � �))M ,

ou seja,
M j= 8x 2 X ( (x;X) � �) ,
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e como X; � 2M , temos que 8x 2 X ( (x;X) � �), logo  (X) � �.

2o caso: � = �
Seja x 2 X \M arbitrário. Como � (x;XM) � �, existe B � � \M , com

jBj � �, tal que x 2 \B, e se U for uma vizinhança aberta de x em XM , existe
VU 2 B tal que VU \M � U . ComoM é �-covering, existe C 2M , tal que B � C
e jCj � �. De�na agora

D = fV 2 C : V 2 � ^ x 2 V g ;

D 2M pois C; �; x 2M ; temos ainda que B � D, jDj � �, D �M , x 2 \D, e se
U for uma vizinhança aberta de x em XM , existe VU 2 D tal que VU \M � U .
Vamos agora mostrar que M j= � (x;X) � �. Para isto vamos mostrar M j=

' (D; x;X; �; �), onde ' (D; x;X; �; �) é a fórmula que expressa "D é uma base
para x no espaço (X; �), de cardinalidade � �". Essa fórmula pode ser expressa
como

D 2 [� ]�� ^ x 2 \D ^ 8u 2 � (x 2 u) 9v 2 D (v � u)) .

Temos então que 'M (D; x;X; �; �) seria expresso como�
D 2 [� ]�� ^ x 2 \D

�M
^ 8u 2 � \M (x 2 u) 9v 2 D \M (v \M � u \M)) .

Como D �M , esta expressão é equivalente a�
D 2 [� ]�� ^ x 2 \D

�M
^ 8u 2 � \M (x 2 u) 9v 2 D (v \M � u \M)) .

E por sua vez, por elementariedade, esta expressão é equivalente a

D 2 [� ]�� ^ x 2 \D ^ 8u 2 � \M (x 2 u) 9v 2 D (v \M � u \M)) .

E esta última expressão é claramente verdadeira, pelo que sabemos sobre D.
Agora, temos M j= � (x;X) � � para todo x 2 X \M , ou seja,

8x 2 X \M (� (x;X) � �)M ,

logo
(8x 2 X (� (x;X) � �))M ,

ou seja,
M j= 8x 2 X (� (x;X) � �) ,

e como X; � 2M , temos que 8x 2 X (� (x;X) � �), logo � (X) � �. �

O próximo lema generaliza para cardinais quaisquer o Teorema 2.5 em [30],
com condições adicionais sobre o submodelo elementar.
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Lema 2.5.2 Sejam (X; �) um espaço com � (X) � �+ e M um submodelo ele-
mentar com �+ [ f�+; X; �g �M . Então XM é subespaço de X.

Demonstração. Para obtermos nosso resultado, é su�ciente mostrar que a topologia
de XM é mais �na que a do subespaço X \M e para isto basta mostrar que cada
x 2 X \M possui uma base de vizinhanças abertas em X \M , cujos elementos
também são abertos em XM .
Dado um x 2 X \M arbitrário, como � (X) � �+, existe uma base Bx de

vizinhanças abertas de x em X, com jBxj � �+. Por Tarski podemos obter Bx 2
M , e como �+ 2M e �+ �M , então Bx �M . Deste modo, fV \M : V 2 Bxg é
base de vizinhanças em X \M procurada. �

Com estes lemas, podemos obter este resultado de re�exão:

Proposição 2.5.3 Seja � 2 f�;  g. � re�ete �+ para a classe dos espaços com
caráter � �+.

Demonstração. O que precisamos mostrar é que, se � (Y ) � � para todo Y 2
[X]��

+

, então � (X) � �.
Usando o Lema 1.3.10, seja M um submodelo elementar �-covering, com �+ [

f�+; X; �g �M e jM j � �+.
Pelo Lema 2.5.2, XM é subespaço de X, e como jX \M j � jM j = �+,

� (XM) � �; e pelo Lema 2.5.1 temos � (X) � �. �

Corolário 2.5.4 Se � (Y ) � � para todo Y 2 [X]��
+

, então � (X) 6= �+.

Corolário 2.5.5 Se X é um espaço T2 de "pointwise countable type", e se  (Y ) �
� para todo Y 2 [X]��

+

, então  (X) 6= �+.

Demonstração. Segue da Proposição 2.5.3 e do fato de que, se X é um espaço de
pointwise countable type,  (X) = � (X). �

Com o Corolário 2.5.4, obtemos uma relação entre re�exão e propriedade de
Darboux, para o caráter:

Proposição 2.5.6 Dado qualquer cardinal in�nito � e uma classe S de espaços,
se � tiver a propriedade de Darboux em �+ para S, então � re�ete �+ para S.
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Demonstração. SejaX um espaço da classe S. Precisamos mostrar que, se � (Y ) �
� para todo Y 2 [X]��

+

, então � (X) � �.
Se tivéssemos � (X) > �, pelo Corolário 2.5.4 teríamos � (X) > �+, e pela

propriedade de Darboux, existe Z � X tal que � (Z) = �+. Dado qualquer Y 2
[Z]��

+

� [X]��
+

, temos que � (Y ) � �. Logo, pelo Corolário 2.5.4, � (Z) 6= �+;
contradição. �

O caráter re�ete todos os cardinais sucessores para a classe dos espaços com-
pactos T2 (resultado citado na Introdução, e que veremos novamente - Teorema
3.1.1). Em vista da proposição acima, é natural perguntar, se para todo cardi-
nal in�nito �, � tem a propriedade de Darboux em �+ para a classe dos espaços
compactos T2. A resposta é que não podemos demonstrar isso em ZFC, pois de
acordo com o Corolário 3.7 de [29], há um exemplo consistente de compactum X
com �S (X) = f!;@!g, e portanto � (X) = @!, mas não há nenhum Y � X com
� (Y ) = !1. Esse mesmo exemplo mostra que não vale a recíproca da proposição
acima, mesmo restrita à classe dos espaços compactos T2.



Capítulo 3

CH e re�exão do caráter

3.1 Introdução

Continuaremos a estudar neste capítulo a propriedade de re�exão para a função
cardinal � (caráter), que é monótona. O resultado mais importante descrito na
literatura é dado pelo Corolário 3.4 em [22]:

Teorema 3.1.1 � re�ete todos os cardinais in�nitos para a classe dos espaços
compactos T2.

Em vista deste resultado, é natural pensar se é possível generalizá-lo para
a classe dos espaços Lindelöf T2. Resumiremos aqui uma discussão sobre este
problema feita em [26] (demonstrações podem ser encontradas em [5]). Primeiro,
note que o Teorema 3.1.1 implica que se X for um espaço compacto T2 e � (Y ) = !
para todo Y 2 [X]�!1 , então  (X) = !. Este resultado pode ser estendido para
espaços Lindelöf T2 [26]:

Teorema 3.1.2 Se X é um espaço Lindelöf T2, com � (Y ) = ! para todo Y 2
[X]�!1, então  (X) = !.

Este resultado não implica que o caráter re�ita !1 para os espaços Lindelöf T2,
pois neles podemos ter o caráter maior que o pseudocaráter. Temos no entanto os
seguintes resultados [26] (que podem ser generalizados para cardinais maiores):

Teorema 3.1.3 CH é equivalente ao seguinte enunciado: "� re�ete !1 para a
classe dos espaços Lindelöf T2.".

35
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Teorema 3.1.4 Se X é um espaço Lindelöf T2, com � (Y ) = ! para todo Y 2
[X]�!1, então jXj � 2!.

OTeorema 3.1.4 estende o seguinte caso particular do Teorema de Arhangel�ski¼¬:
se X é um espaço Lindelöf T2, com � (X) = !, então jXj � 2!.

Há uma classe importante de problemas, relacionados à espaços linearmente
Lindelöf [39][15], que são perguntas do tipo: "Sendo P uma propriedade satisfeita
por todos os espaços Lindelöf, então essa propriedade será satisfeita por todos
os espaços linearmente Lindelöf? E nos espaços !1-Lindelöf?". Podemos então
considerar a propriedade de re�exão expressa no Teorema 3.1.3, e perguntar se é
possível substituir no enunciado, "Lindelöf" por "linearmente Lindelöf", ou por
"!1-Lindelöf". O restante do capítulo irá responder a essa questão.

3.2 Resultados auxiliares

Nesta seção apresentaremos alguns lemas auxiliares que serão depois utilizados nos
resultados de re�exão do caráter. O próximo lema é "folclore", e incluímos aqui
para conveniência do leitor:

Lema 3.2.1 Sejam X um espaço T2, D um subespaço denso de X e p 2 D. Então
 c (p;X) � � (p;D).

Demonstração. Seja fV� : � < �g, onde � = � (p;D), uma família de vizinhanças
abertas de p em X tal que fV� \D : � < �g seja uma base de vizinhanças de p no
subespaço D.
Como X é Hausdor¤,

fpg = \
�
W : W aberto em X, p 2 W

	
.

Para cada W como acima, existe � < � tal que

W \D � V� \D.

Logo
W = W \D � V� \D = V�.

Portanto \
�
V� : � < �

	
= fpg, o que conclui a demonstração. �

O lema a seguir e sua demonstração é um resultado não publicado de O. T.
Alas:
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Lema 3.2.2 Sejam X um L (�)-espaço T2 e p 2 X tais que  c (p;X) = �. Então
existe Y 2 [X]� tal que p 2 Y e  (p; Y ) = �.

Demonstração. Seja fU� : � < �g uma coleção de vizinhanças abertas de p em X
tal que

\
�
U� : � < �

	
= fpg .

Para cada � < � de�na P� = \
�
U� : � � �

	
, e para cada (�; �) 2 ��� vamos

escolher um ponto p(�;�) em X como a seguir:

p(�;�) 2 P�nP� se P�nP� 6= ;

e
p(�;�) = p caso contrário.

De�na
Y =

�
p(�;�) : (�; �) 2 �� �

	
;

então jY j � � e p 2 Y . Vamos mostrar que  (p; Y ) = �.
Suponha que não e seja � =  (p; Y ) < �. Fixe fW
 : 
 < �g uma coleção de

vizinhanças abertas de p em X tal que

\fW
 \ Y : 
 < �g = fpg .

Para cada 
 < �,
�
U�nW
 : � < �

	
é uma coleção de fechados com interseção

vazia. Então existe algum S
 � �, com jS
j < �, tal que

\
�
U�nW
 : � 2 S


	
= ;.

Como j[ fS
 : 
 < �gj < �, existe � < � tal que

[fS
 : 
 < �g � �.

Segue-se que P� � \fW
 : 
 < �g e P� \ Y = fpg.
Fixe �� tal que � < �� < � e P�nP�� 6= ;; então p(�;��) 2 (P� \ Y ) n fpg,

contradição. �

No próximo lema, adaptamos para espaços T2 um resultado de O. T. Alas, que
era demonstrado para L (�+)-espaços regulares. Ou seja, nas hipóteses, enfraque-
cemos o axioma de separação, de regular para Hausdor¤, ao custo de exigir que o
espaço seja [�+; 2�]-compacto ao invés de L (�+)-espaço ou [�+; �+]-compacto. Tal
adaptação foi necessária para obtermos na próxima seção os resultados de re�exão
para espaços T2.
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Lema 3.2.3 Sejam � um cardinal in�nito, X um espaço T2 [�+; 2�]-compacto e
p 2 X tais que  c (p;X) � �+. Então:

1. 9S 2 [X]<�
+

, com p 2 S, tal que  c
�
S
�
> �+; ou

2. 9Y 2 [X]�
+

, com p 2 Y , e um ponto q 2 Y , com t (q; Y ) = �+; ou

3. 9T 2 [X]�
+

, com p 2 T , tal que  c (T ) =  (T ) = �+.

Demonstração. Vamos supor que (1) não ocorre, ou seja, que  c
�
S
�
� �+ para

todo S 2 [X]<�
+

com p 2 S.
Se houver algum S 2 [X]<�

+

, com p 2 S, tal que  c
�
S
�
= �+, então existe

algum y 2 S tal que  c
�
y; S

�
= �+. Usando o Lema 3.2.2, obtemos então T 2�

S
��+ � [X]�+ com y 2 T e  (y; T ) = �+. Logo  (T ) = �+, ou seja, obtemos (3)

(considerando-se T [ fpg).
Podemos, portanto, a partir deste ponto assumir que  c

�
S
�
� � para todo

S 2 [X]<�
+

com p 2 S.
Vamos agora construir por indução trans�nita, para cada � 2 �+, um ponto

p� 2 X e uma coleção B� de vizinhanças abertas de p, satisfazendo:

� jB�j � �,

�
S
fB� : � < �g � B�,

�
T�


 : 
 2 B�
	
\ S� = fpg, onde S� = fpg [ fp� : � < �g e

� p� 2
T�


 : 
 2 B�
	
nS�.

Dado qualquer � 2 �+, note que  c
�
S�
�
� �.

De�na B0 = fXg e p0 como qualquer ponto deXn fpg (p0 existe pois  c (p;X) �
�+). Para cada � com 0 < � < �+, de�na B� e p� do seguinte modo:

� Como  
�
p; S�

�
� �, existe uma coleção fO� : � < �g de vizinhanças abertas

de p (em X) tal que \
fO� : � < �g \ S� = fpg .

Para cada � < �, o fechado S�nO� é [�+; 2�]-compacto, logo

S�n fpg =
[

�<�
S�nO�
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também é.

Pelo Teorema 1.2.29(3) temos que��S��� � 2jS�j c(S�) � 2�.
Para cada z 2 S�n fpg, seja Az uma vizinhança aberta de p em X tal que
z =2 Az. Desta forma, �

S�nAz : z 2 S�n fpg
	

é uma cobertura aberta de S�n fpg, de cardinalidade menor ou igual a
2�. Como S�n fpg é [�+; 2�]-compacto, existe um conjunto fz
 : 
 < �g �
S�n fpg tal que

S�n fpg =
[


<�
S�nAz
 ,

ou seja,
S� \

\

<�

Az
 = fpg .

De�na então
B� =

�
Az
 : 
 < �

	
[
[

�<�
B�.

Evidentemente, teremos jB�j � �,
S
fB� : � < �g � B� e\�


 : 
 2 B�
	
\ S� = fpg .

� Escolha p� 2
T�


 : 
 2 B�
	
nS�. Note que

T�

 : 
 2 B�

	
nS� 6= ;, pois

caso contrário teríamos
T�


 : 
 2 B�
	
� S�, e portanto

T�

 : 
 2 B�

	
=

fpg, contradizendo  c (p;X) � �+.

De�na B =
S
�<�+ B�, Y = fpg [ fp� : � < �+g e Z =

S�
S� : � < �+

	
.

Temos que jBj � �+, jY j = �+, Y � Z � Y , e
T�


 : 
 2 B
	
\ Z = fpg. Se

Y 6= Z, escolhendo qualquer q 2 Y nZ, temos t (q; fqg [ Y ) = �+, ou seja, obtemos
(2).

Podemos então assumir deste ponto em diante que Y = Z. Note que  c (p; Z) �
�+, pois 
 \ Z � 
 \ Z. Vamos mostrar que  (p; Z) = �+. Por contradição,
suponha que  (p; Z) � �. Então existe uma coleção fW� : � < �g de vizinhanças
abertas de p tal que

T
fW� : � < �g \ Z = fpg. Para cada � < �, temos\��


 \ Z
�
nW� : 
 2 B

	
= ;,

e como X é L (�+)-espaço (por ser [�+; 2�]-compacto), existe C� 2 [B]<�
+

tal que\�

 \ Z : 
 2 C�

	
� W�.
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Existe então algum � 2 �+ tal que
S
fC� : � < �g � B�, logo

fpg =
\
fW� : � < �g \ Z �

\�

 \ Z : 
 2 B�

	
� fp�g ,

contradição, pois p 6= p�.
Com isso temos  c (p; Z) = �+. Usando o Lema 3.2.2 obtemos T 2 [Z]�

+

�
[X]�

+

com p 2 T e  (p; T ) = �+, logo  (T ) = �+; ou seja, obtemos (3). �

3.3 Re�exão do caráter

O primeiro teorema desta seção estende, quando � = !, os Teoremas 3.1.2 e 3.1.4.
A demonstração é em parte baseada em demonstrações de alguns resultados em
[5]. Basicamente, aqui ao invés de exigirmos que o espaço tenha grau de Lindelöf
� �, exigimos apenas que ele seja [�+; 2�]-compacto.

Teorema 3.3.1 Se X é um espaço T2 [�+; 2�]-compacto, com � (Y ) � � para todo
Y 2 [X]��

+

, então  c (X) � �, L (X) � � e jXj � 2�.

Demonstração. Vejamos primeiro que  c (X) � �. Suponha que exista p 2 X tal
que  c (p;X) � �+. Pelo Lema 3.2.3 vale um dos resultados (1), (2) ou (3) daquele
enunciado. Claramente, (2) e (3) não podem ocorrer, pois para qualquer Y � X,
 (Y ) �  c (Y ) � � (Y ) ( c (q; Y ) � � (q; Y ) pelo Lema 3.2.1) e t (Y ) � � (Y ).
E o resultado (1) não pode ocorrer pois, usando o Lema 3.2.1, dado qualquer
S 2 [X]<�

+

com p 2 S, e qualquer q 2 S,

 c
�
q; S

�
=  c

�
q; S [ fqg

�
� � (q; S [ fqg) � � (S [ fqg) � �,

pois jS [ fqgj � �. Logo,  c
�
S
�
� �.

De�na, para cada x 2 X, uma família fV�;x : � 2 �g de vizinhanças abertas de
x tal que

T
�2� V�;x = fxg.

De�na, por indução trans�nita, uma família fA� : � < �+g de subconjuntos de
X, como a seguir:

� A0 2 [X]�2
�

� se � for ordinal limite, de�na A� =
S
�<�A� (note que jA�j � 2� 8� < �

implica jA�j � 2�)
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� se � = � + 1, construa A� como a seguir. De�na

B� =
[n

B : B 2 [A�]��
o
.

Dado qualquer B 2 [A�]��, de acordo com o Lema 3.2.1 temos que, para
todo r 2 B,

 c
�
r; B

�
=  c

�
r; B [ frg

�
� � (r; B [ frg) � � (B [ frg) � �.

Então pelo Teorema 1.2.29(3) temos que��B�� � 2jBj c(B) � 2�.
Deste modo, se jA�j � 2�, então jB�j � 2�, pois

���[A�]����� � � � (2�)� = 2�.
De�na

C� = [fV�;x : � 2 �; x 2 A�g]��

e
S� =

n
C 2 C� : Xn

[
C 6= ;

o
.

Para cada C 2 S�, escolha algum xC 2 Xn
S
C. De�na então P� =

fxC : C 2 S�g. Note que jP�j � 2� se jA�j � 2�. Por �m, de�na A� =
A� [B� [ P�. Note que jA�j � 2� se jA�j � 2�.

De�na agora A =
S
�<�+ A�. Note que jAj � 2�, e queremos mostrar que

L (A) � �.

Vejamos que B � A para todo B 2 [A]��. Cada b 2 B pertence a algum
A�b com �b < �+, e como jBj � �, existe algum � < �+ tal que B � A�, logo
B � B�+1 � A�+1 � A.

Agora, vejamos que F (X) � �. Seja (x�)�<�+ uma sequência em X, de ele-
mentos dois a dois distintos (caso contrário não poderia ser uma sequência livre).
Como X é L (�+)-espaço (por ser [�+; 2�]-compacto), temos que\

�<�+
fx� : � � � < �+g 6= ;.

Escolha então x 2
T
�<�+ fx� : � � � < �+g. Em particular, temos que x 2 E,

onde E = fx� : � < �+g. Como jE [ fxgj = �+, t (E [ fxg) � � (E [ fxg) � � e

x 2 EE[fxg
, existe � < �+ tal que x 2 fx� : � < �g. Mas

x 2 fx� : � � � < �+g,
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portanto a sequência (x�)�<�+ não é livre.

Finalmente, vamos mostrar que L (A) � �. Fazendo por absurdo, suponha que
existe uma cobertura aberta R de A que não admite subcobertura de cardinalidade
� �. Vamos então construir, para cada � < �+, x� 2 A e R� � R, satisfazendo
jR�j � � e fx� : � < �g �

S
R�, do seguinte modo:

� De�na R0 = ; e escolha qualquer x0 2 A

� Se � = � + 1, escolha qualquer V� 2 R tal que x� 2 V� e então de�na
R� = R� [ fV�g. É fácil ver que jR�j � � e fx� : � < �g �

S
R�. Depois

escolha qualquer x� 2 An
S
R�, que existe pois jR�j � �.

� Se � for ordinal limite, como X é [�+; 2�]-compacto, fx� : � < �g também é.
Como jfx� : � < �gj � �, temos que fx� : � < �g � A, logo���fx� : � < �g

��� � jAj � 2�.
Portanto

L
�
fx� : � < �g

�
� �.

Seja então Q� 2 [R]�� tal que fx� : � < �g �
S
Q�. De�na R� = Q� [S

�<� R�. Neste caso também é fácil ver que jR�j � � e fx� : � < �g �
S
R�.

Escolha qualquer x� 2 An
S
R�.

Agora, dado qualquer � < �+ e qualquer x 2 fx� : � < �g, temos que x 2
S
R�,

existe um aberto O� em X tal que
S
R� = A \ O�, e fx� : � � �g \ O� = ;,

logo x =2 fx� : � � �g. Deste modo, (x�)�<�+ seria uma sequência livre em X,
contradizendo o fato de que F (X) � �.

Basta apenas mostrar então que X = A. Fazendo por absurdo, seja y 2 XnA.
Para cada x 2 A, seja �x 2 � tal que y =2 V�x;x. Deste modo, temos que

A �
[

x2A
V�x;x � Xn fyg ,

e como L (A) � �, existe T 2 [A]�� tal que

A �
[

x2T
V�x;x � Xn fyg .

Seja � < �+ tal que T � A�. De�nindo C = fV�x;x : x 2 Tg, temos que C 2 S�+1,
logo xC 2 A�+1 � A. Ao mesmo tempo xC 2 Xn

S
C � XnA, contradição. �
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De�na, para espaços T2, a seguinte função cardinal �: � (X) será o menor
cardinal in�nito � tal que X seja [�+; 2�]-compacto e � (Y ) � � para todo Y 2
[X]��

+

. Pelo Teorema 3.3.1, jXj � 2�(X). Além disso é fácil ver que sempre teremos
� (X) � L (X)� (X). Logo o Teorema 3.3.1 estende o Teorema de Arhangel�ski¼¬
jXj � 2L(X)�(X).

Caso conseguíssemos, no caso � = ! do Teorema 3.3.1, trocar a hipótese do
espaço ser [!1; 2!]-compacto por !1-Lindelöf, responderíamos de forma a�rmativa
a seguinte questão colocada em [6]:

Problema 3.3.2 SeX for um espaço !1-Lindelöf T2 de caráter enumerável, jXj �
2!?

No resultado a seguir, generalizamos para todos os cardinais, um espaço cons-
truído na demonstração do Teorema 3.4.4 em [5]. Para tornar mais natural essa
generalização, escolhemos trabalhar com Cubos de Cantor. Assim sendo, no caso
� = !, substituímos um intervalo da reta real por um Conjunto de Cantor, mas
sem perder as propriedades desejadas.

Proposição 3.3.3 (2� > �+) Existe um espaço X, T2, com L (X) � �, onde
� (Y ) � � para todo Y 2 [X]��

+

, mas � (X) � �+.

Demonstração. Escolha qualquer p do cubo de Cantor 2�, e de�na

X = ((2�n fpg)� f0g) [ (2� � f1g) ,

com a seguinte topologia:

� os pontos em (2�n fpg)� f1g são isolados,

� se A é uma vizinhança aberta de q 6= p no cubo de Cantor 2�, então

((An fpg)� f0g) [ ((An fp; qg)� f1g)

é uma vizinhança aberta de (q; 0) em X,

� se A é uma vizinhança aberta de p no cubo de Cantor 2�, e se

Z 2 [(2�n fpg)� f1g]��
+

,

então (A� f1g) nZ é uma vizinhança aberta de (p; 1) em X.
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Vejamos agora que o subespaço S = 2�n fpg do cubo de Cantor 2� satisfaz
L (S) � k. Para cada � 2 �, de�na F� = fx 2 2� : �� (x) 6= �� (p)g. Basta agora
notar que cada F� é fechado em 2�, logo compacto, e que S =

S
�2� F�.

Como a topologia de (2�n fpg) � f0g como subespaço de X é a mesma da
topologia como subespaço de 2��f0g, então qualquer cobertura aberta de X tem
uma subcoleção de cardinalidade � � que cobre (2�n fpg)�f0g, e deixa de cobrir
no máximo � pontos de (2�n fpg)� f1g. Logo, L (X) � k.
Dado qualquer Y � X, é evidente que se x 2 Y \ ((2�n fpg)� f1g), então

� (x; Y ) � �; se x 2 Y \ ((2�n fpg)� f0g), então � (x; Y ) � � pois � (2�) = �. Se
jY j � �+ e (p; 1) 2 Y , então (p; 1) é ponto isolado em Y , logo � (Y ) � �.
Por �m, vejamos que � ((p; 1) ; X) � �+. Fazendo por absurdo, suponha que

fA� : � 2 �g seja uma base de vizinhanças abertas de (p; 1) em X. Para cada
� 2 �, escolha algum x� 2 A�n f(p; 1)g (existe sob a condição 2� > �+, pois
todo aberto básico em 2� tem cardinalidade igual a 2�). Considere agora V uma
vizinhança aberta qualquer de (p; 1) em X, e de�na U = V n fx� : � 2 �g. É
imediato que U também é uma vizinhança aberta de (p; 1) em X. Mas dado
qualquer � 2 �, temos que A� * U , contradição. �

O espaço construído no exemplo acima não é regular, quando 2� > �+. De fato,
sejam V = (A� f1g) nZ uma vizinhança básica de (p; 1), como descrito acima, e
algum z 2 V n f(p; 1)g. Temos que z = (q; 1) para algum q 2 2�n fpg. Se U for
uma vizinhança básica de (q; 0), temos que jU \ (A� f1g)j = 2�, logo U \ V 6= ;
e portanto (q; 0) 2 V . Mostramos assim que (p; 1) não tem nenhuma vizinhança
aberta V tal que V � (2� � f1g), logo X não é regular. Não sabemos se este
exemplo pode ser modi�cado de modo a se obter a regularidade.

De acordo com o realizado neste capítulo, podemos agora obter os seguintes
resultados.

Teorema 3.3.4 Para qualquer cardinal in�nito �, são equivalentes, em ZFC:
i) 2� = �+;
ii) � re�ete �+ para a classe dos L (�+)-espaços T2;
iii) � re�ete �+ para a classe fX : X é T2 e ll (X) � �g;
iv) � re�ete �+ para a classe fX : X é T2 e L (X) � �g.

Demonstração. (i))(ii): Vamos mostrar, sob (i), que se X é um L (�+)-espaço
T2, e � (Y ) � � para todo Y 2 [X]��

+

, então � (X) � �. Como 2� = �+, X é
[�+; 2�]-compacto, logo pelo Teorema 3.3.1, jXj � 2� = �+, e portanto � (X) � �.

(ii))(iii): Se ll (X) � �, então X é L (�+)-espaço, de acordo com o Corolário
1.2.34.
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(iii))(iv): ll (X) � L (X).

(iv))(i): Contra-positiva da Proposição 3.3.3. �

Corolário 3.3.5 São equivalentes em ZFC:
i) CH;
ii) � re�ete !1 para a classe dos L (!1)-espaços T2;
iii) � re�ete !1 para a classe dos espaços T2 linearmente Lindelöf;
iv) � re�ete !1 para a classe dos espaços T2 Lindelöf.

Este último corolário estende portanto, o Teorema 3.1.3, e responde à questão
apresentada no início deste capítulo.
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Capítulo 4

Funções globais

4.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos a propriedade de re�exão em funções cardinais globais
como d (densidade), L (grau de Lindelöf) e ll (grau de Lindelöf linear).

Os principais resultados de re�exão para L e d conhecidos anteriormente são
os seguintes (extraídos dos Teoremas 2.3, 2.4 e 2.5 de [22], e Teorema 3 de [19]):

Teorema 4.1.1

1. L re�ete todo cardinal sucessor;

2. L re�ete todo cardinal limite forte e singular para a classe dos espaços T2;

3. (GCH + @ cardinais inacessíveis) L re�ete todos os cardinais para a classe
dos espaços T2;

4. se � for um cardinal singular, existe um contra-exemplo para a a�rmação "L
tem a propriedade de Darboux em � para a classe dos espaços T1".

Teorema 4.1.2

1. Para todo cardinal �, d re�ete � se e somente se d tem a propriedade de
Darboux em �;

2. d re�ete todo cardinal regular;

3. d re�ete todo cardinal limite forte para a classe dos espaços T2;

47
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4. (GCH) d re�ete todos os cardinais para a classe dos espaços T2;

5. se � for um cardinal singular, existe um contra-exemplo para a a�rmação "d
re�ete � para a classe dos espaços T1";

6. d re�ete todo cardinal de co�nalidade enumerável para a classe dos espaços
T2.

Considerando os teoremas acima, bem como uma certa similaridade entre os
resultados para L e para d, surgem naturalmente algumas questões como as se-
guintes:

Problema 4.1.3 L re�ete os cardinais fortemente inacessíveis para a classe de
todos os espaços topológicos?

Problema 4.1.4 L re�ete os cardinais fracamente inacessíveis para a classe de
todos os espaços topológicos?

Problema 4.1.5 d re�ete os cardinais singulares para a classe dos espaços T2?

Nas próximas seções deste capítulo, iremos apresentar respostas completas ou
parciais para essas questões. Na última seção apresentaremos um resultado de
re�exão para ll.

4.2 Resultados relacionados ao spread

Alguns resultados de re�exão para L ou d, podem ser obtidos usando a função
cardinal s (spread). Se � 2 fL; dg, e � for um cardinal in�nito menor que bs (X),
então � re�ete � para X, pois existe um discreto Y 2 [X]�, e � (Y ) = �.

Resultados como os do parágrafo anterior estão relacionados a um problema
muito importante da Topologia Geral, que é o de quando o spread é atingido, ou
seja, quando um espaço X possui um subespaço discreto de cardinalidade s (X).
Esse e outros problemas similares (para funções cardinais de�nidas por meio de
algum sup) são conhecidos na literatura como "problemas sup = max" (ver [21]).
Quando o spread é atingido, temos bs (X) = (s (X))+, caso contrário temos bs (X) =
s (X).

Para o Problema 4.1.5, obtivemos algumas respostas parciais. Na proposição
que segue, um espaço é d-separável se tiver algum subespaço denso que seja união
enumerável de discretos [27].
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Proposição 4.2.1 Seja � um cardinal singular. Teremos então que:

1. d re�ete � para a classe dos espaços compactos T2;

2. d re�ete � para a classe dos espaços d-separáveis.

Demonstração. Se X é compacto T2, de acordo com [25] temos

d (X) � s (X) � bF (X) ,
logo d (X) � bs (X). Considerando o item (1) do Teorema 4.1.2, vamos mostrar que
d tem a Propriedade de Darboux em � para X. Suponha que d (X) > �. Então
� < bs (X), e portanto existe um discreto Y 2 [X]�, com d (Y ) = �.
Se X for d-separável, existe Y � X, com Y = X e Y =

S
n2!Dn, onde cada

Dn é discreto. Se d (X) < @! o resultado é imediato, caso contrário temos que

d (X) � jY j = sup
n2!

jDnj � s (X) � bs (X) ,
e podemos então proceder como no parágrafo anterior. �

Em [21] são apresentados os seguintes resultados mostrando quando o spread
atinge ou não um cardinal limite forte:

Teorema 4.2.2 Sejam X um espaço T2 e � um cardinal limite forte tais que
s (X) = �. Então:

1. se � for singular, o spread é atingido;

2. se � for um cardinal "fracamente compacto", o spread é atingido;

3. se � for um cardinal fortemente inacessível que não seja "fracamente com-
pacto", o spread nem sempre é atingido. Mais precisamente, haverá um
exemplo consistente de espaço linearmente ordenadoX, com s (X) = bs (X) =
�.

A relevância do teorema acima para a re�exão de L se torna clara com a
próxima proposição.

Proposição 4.2.3 Seja � um cardinal limite forte onde o spread é atingido para
todo espaço X com s (X) = �. Então L re�ete � para a classe dos espaços T2.
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Demonstração. Seja � um cardinal como do enunciado e suponha que L (X) � �.
Como L (X) � jXj � 22s(X) (desigualdade de Hajnal-Juhász), temos que s (X) �
�, pois � é limite forte. Se s (X) > �, então bs (X) > �; se s (X) = �, como o
spread é atingido, então bs (X) = �+. Em qualquer caso, existe um subespaço Y
discreto, com jY j = �, e portanto L (Y ) = �. �

Corolário 4.2.4 L re�ete todo cardinal limite forte e singular, e todo cardinal
fracamente compacto, para a classe dos espaços T2.

Todo cardinal fracamente compacto é fortemente inacessível, mas a recíproca
não é verdadeira. Resta então saber o que ocorre com os cardinais fortemente
inacessíveis que não são fracamente compactos. Neste caso, considerando o item
(3) do Teorema 4.2.2, não poderemos responder a essa questão usando a Proposição
4.2.3. Portanto, uma eventual resposta a�rmativa ao Problema 4.1.3 dependerá
de alguma demonstração de outra natureza, o que buscaremos na próxima seção.

4.3 L e cardinais fortemente inacessíveis

Introduziremos a seguir um novo conceito que consideramos útil para compreender
com mais profundidade a função cardinal L.

De�nição 4.3.1 Seja X um espaço topológico. Para cada cobertura aberta C de
X de�na

m (C) = min fjSj : S é subcobertura de Cg .
De�na então

lS (X) = fm (C) : C é cobertura aberta de Xg e

lS (X) = f� : � � � para algum � 2 lS (X)g .

O conjunto de cardinais lS (X) é uma espécie de "espectro" de cardinais rela-
cionado às coberturas abertas "minimais" do espaço. É fácil ver que

L (X) = ! + sup lS (X) = ! + sup lS (X) ,

que há sempre cardinais �nitos em lS (X) (pois 1 2 lS (X)), e que X é compacto
se e somente se todo elemento de lS (X) for �nito. O espectro lS (X) nos dá mais
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informações sobre X do que apenas o valor de L (X), e isso se tornará mais claro
ao longo do capítulo.

Como trivialmente L re�ete todos os cardinais in�nitos para a classe dos espaços
compactos, deste momento em diante, sempre que escolhermos um cardinal em
lS (�) ou lS (�), este será um cardinal in�nito.

Proposição 4.3.2 Se � 2 lS (X) então X tem um subespaço Y separado à direita
com jY j = �. Se além disso, � for regular, então teremos ainda que

L (Y ) = ll (Y ) = �.

Demonstração. Seja C uma cobertura aberta deX tal quem (C) � �. De�niremos
uma sequência fp� : � < �g de pontos de X e uma sequência fA� : � < �g de
elementos da cobertura C como a seguir: para cada � < �, supondo já de�nidos
fp� : � < �g e fA� : � < �g, como j�j < � � m (C), podemos escolher um ponto
p� 2 Xn

S
�<�A�, e depois escolher qualquer A� 2 C tal que p� 2 A�.

É fácil ver que Y = fp� : � < �g é separado à direita e que L (Y ) = ll (Y ) = �
se � for regular. �

A primeira aplicação desta proposição é o seguinte teorema, que a�rma algo que
já sabíamos sobre re�exão, mas nos diz algo novo sobre Propriedade de Darboux
de L.

Teorema 4.3.3
i) L re�ete todos os cardinais sucessores;
ii) L tem a propriedade de Darboux em todos os cardinais regulares.

Demonstração. i) Se � é um cardinal in�nito e L (X) � �+, então �+ 2 lS (X),
logo pela Proposição 4.3.2 existe Y 2 [X]�

+

com L (Y ) = �+.
ii) Se � é um cardinal regular e L (X) > �, teremos � 2 lS (X), e consequente-

mente Y 2 [X]� com L (Y ) = �. �

Lembrando que L (X) = ! + sup lS (X), o próximo resultado mostra que a
re�exão dos cardinais regulares é facilmente obtida quando este sup é atingido.

Teorema 4.3.4 Sejam � um cardinal fracamente inacessível e X um espaço
topológico. Se L (X) 6= � ou � 2 lS (X), então L re�ete � para X.
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Demonstração. Se L (X) < �, o resultado é trivial, pela de�nição de re�exão. Se
L (X) > � ou � 2 lS (X), então � 2 lS (X) e teremos o resultado pela Proposição
4.3.2. �

Para os próximos resultados, precisaremos de alguns elementos de aritmética
cardinal, como co�nalidades de ordens parciais, cardinalidade de coberturas e re-
sultados da Teoria PCF de Shelah. Uma referência bastante abrangente é [1], onde
encontramos as seguintes de�nições.

De�nição 4.3.5 Dados cardinais �, � e �, com � � � � � � !, cov (�; �; �) é a
menor cardinalidade de algum X � [�]<� tal que, dado qualquer a 2 [�]<�, existe
b 2 X com a � b.

De�nição 4.3.6 Dados cardinais � e �, com � > � � !, cf
�
[�]� ;�

�
é a co�na-

lidade da ordem parcial
�
[�]� ;�

�
, que é a menor cardinalidade de algum X � [�]�

tal que, dado qualquer a 2 [�]�, existe b 2 X com a � b.

A partir das de�nições acima, é fácil ver que cf
�
[�]� ;�

�
= cov (�; �+; �+).

Enunciaremos algumas propriedades de cov (�; �; �) e cf
�
[�]� ;�

�
que usare-

mos nesta e nas próximas seções.

Proposição 4.3.7 [1] Dados cardinais � e �, com � > � � !,

�� =
���[�]���� = 2� � cf �[�]� ;�� .

Proposição 4.3.8 Se � for um cardinal singular e limite forte, então

2� = cf
�
[�]cf(�) ;�

�
.

Demonstração. Denotando por j a função gimel, como as potências abaixo de �
não se tornam eventualmente constantes, temos que

2� = j
�
2<�
�
= j (�) = �cf(�) = 2cf(�) � cf

�
[�]cf(�) ;�

�
.

Mas 2cf(�) < � enquanto que 2� > �, logo

2� = cf
�
[�]cf(�) ;�

�
.
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�

As próximas proposições apresentam propriedades básicas (enunciadas mas não
demonstradas em [41] e [37]) sobre cov (�; �; �) que utilizaremos frequentemente.
As demonstrações podem ser encontradas no Apêndice A.

Proposição 4.3.9 Sejam �; �; �; �0; �0; �0 cardinais in�nitos, com �0 � � � �0 �
� � �0 � �. Temos então:

1. cov (�; �; �) � cov (�0; �; �);

2. cov (�; �; �) � cov (�; �0; �);

3. cov (�; �; �) � cov (�; �; �0).

Proposição 4.3.10 Sejam �; �; � cardinais in�nitos, com � � � � �. Se � for
regular ou � > �, então cov (�; �; �) � �.

Proposição 4.3.11 Sejam � e � cardinais in�nitos, com � � cf (�). Então
cov (�; �; �) � cf (�).

Os dois próximos teoremas estão entre os principais resultados deste trabalho,
e poderemos responder de forma a�rmativa o Problema 4.1.3. Parte do argumento
a seguir é baseado na demonstração do Teorema 3.5 (c) em [31].

Teorema 4.3.12 Sejam � um cardinal fracamente inacessível e (X; �) um espaço
topológico. Para que L re�ita � para X, é su�ciente que tenhamos a seguinte
condição: para todo � < �, existe algum � 2 lS (X) tal que � > � e cov (�; �; �+) �
�.

Demonstração. Para cada � < � e o correspondente � dado pela hipótese, seja C�
uma cobertura aberta de X, com

jC�j = m (C�) = �.

Além disso, como cov (�; �; �+) � �, podemos �xar Q� � [C�]<jC�j, com jQ�j � �,
tal que dado qualquer S 2 [C�]��, existe algum T 2 Q� tal que S � T .
Seja agora M � H� dado pelo Teorema 1.3.5, com A � M e jM j = jAj = �,

onde
A = fX; �g [ � [ f�g [ fC� : � < �g [ fQ� : � < �g .

Note que Q� � M para todo � < �, pois � 2 M e � � M . Evidentemente
jX \M j � �. Vamos provar que L (X \M) � � mostrando que, para todo � < �,
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L (XM) > �, o que implica que L (X \M) > � (note que L (X \M) � L (XM)
pois a topologia de X \M é mais �na que a de XM).
Para cada � < �, o fato de que C� é uma cobertura aberta de X, comm (C�) =

jC�j, pode ser expresso por uma fórmula ' (C�; X; �), que por sua vez pode ser
expandida como

C� � � ^ '1 (C�; X) ^ '2 (C�; X) ,
onde '1 (C�; X) signi�ca "C� cobre X", e pode ser explicitado como

8x 2 X (9V 2 C� (x 2 V )) ,

e '2 (C�; X) signi�ca "C� não tem subcobertura de cardinalidade menor", e pode
ser explicitado como

8E
�
E 2 [C�]<jC�j ) 9x 2 X (x =2 [E)

�
.

Agora, como fC�; Xg �M , temos que por elementariedade valem ('1 (C�; X))
M

e ('2 (C�; X))
M ; ('1 (C�; X))

M é a expressão

8x 2 X \M (9V 2 C� \M (x 2 V )) ,

o que implica que
X \M �

[
(C� \M) ;

assim,
C� = fV \M : V 2 C� \Mg

é uma cobertura aberta de XM .
Agora, ('2 (C�; X))

M é a expressão

8E 2M
��

E 2 [C�]<jC�j
�M

) 9x 2 X \M (x =2 [E)M
�
,

que por elementariedade é equivalente a

8E 2M
�
E 2 [C�]<jC�j ) 9x 2 X \M (x =2 [E)

�
.

Vamos mostrar que C� não tem subcobertura de cardinalidade � �. Dado
qualquer D 2 [C� \M ]��, existe algum E 2 Q� tal que D � E. Como E 2
M \ [C�]<jC�j e vale ('2 (C�; X))M , temos que

D = fV \M : V 2 Dg

não é subcobertura de C�. �
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Teorema 4.3.13 L re�ete todos os cardinais fortemente inacessíveis.

Demonstração. Sejam � um cardinal fortemente inacessível e X um espaço to-
pológico. Considerando o Teorema 4.3.4, só há algo a se provar se L (X) = � e
� =2 lS (X). Então, dado qualquer � < �, existe algum � 2 lS (X), com � < � < �.
Temos então que

�� � �� = 2� < �,

logo

cov
�
�; �; �+

�
� cov

�
�; �+; �+

�
= cf

�
[�]� ;�

�
� �� < �,

e podemos aplicar o Teorema 4.3.12. �

Com isto, podemos reformular os três primeiros itens do Teorema 4.1.1 como
a seguir:

Teorema 4.3.14

1. L re�ete todo cardinal sucessor e todo cardinal fortemente inacessível;

2. L re�ete todo cardinal limite forte para a classe dos espaços T2;

3. (GCH) L re�ete todos os cardinais para a classe dos espaços T2.

4.4 Re�exão em cardinais fracamente inacessíveis

Nesta seção, examinaremos a seguinte questão:

Problema 4.4.1 Podemos demonstrar em ZFC que L re�ete todos os cardinais
fracamente inacessíveis?

De acordo com o que foi feito na seção anterior, podemos é claro, provar esse
resultado de re�exão em ZFC+GCH.

Nesta seção, daremos algumas respostas parciais a esta pergunta, e descreve-
remos algumas características necessárias a um eventual contra-exemplo (consis-
tente) para o Problema 4.4.1. Vejamos o seguinte resultado:



56 CAPÍTULO 4. FUNÇÕES GLOBAIS

Teorema 4.4.2 L re�ete todos os cardinais fracamente inacessíveis para a classe

fX : ll (X) = L (X)g .

Demonstração. Seja � um cardinal fracamente inacessível. Vamos supor que
L (X) = � e � =2 lS (X), caso contrário o resultado seria imediato pelo Teorema
4.3.4. Para cada cardinal � < �, como ll (X) = �, então existe uma cobertura
aberta fC� de X tal que cf (jSj) > � para toda subcobertura S de fC�. De�na
� = m

�fC��, e seja C� uma subcobertura de fC� tal que jC�j = �. É fácil ver que

� 2 lS (X) e
� < cf (�) � � < �.

Para obter o resultado, basta veri�car então que

cov
�
�; �; �+

�
� �

e aplicar o Teorema 4.3.12. De fato, neste caso teremos pela Proposição 4.3.11 que
cov (�; �; �+) � cf (�). �

De acordo com o teorema acima, em um eventual contra-exemplo deveria ocor-
rer ll (X) < L (X) = �, onde � é fracamente inacessível. Os exemplos que co-
nhecemos da literatura de espaços X com ll (X) < L (X) são os (poucos) exem-
plos de espaços linearmente Lindelöf mas não Lindelöf, ou seja, espaços X com
! = ll (X) < L (X). Entre os exemplos mais conhecidos, �guram o de Mi�µcenko, o
de Gruenhage-Buzyakova, e os exemplos localmente compactos de Kunen (ver [39]
e [18]). Se X for qualquer um desses exemplos, temos L (X) = @! ou L (X) = i!,
portanto cf (L (X)) = ! = ll (X). Não conhecemos nenhum exemplo de espaço
onde cf (L (X)) > ll (X), o que motiva a seguinte questão:

Problema 4.4.3 Podemos demonstrar que para todo espaço topológico X,

cf (L (X)) � ll (X) ?

Uma resposta a�rmativa a esta pergunta, responderia de forma a�rmativa tam-
bém o Problema 4.4.1.

Vejamos agora mais uma condição topológica que também irá implicar a re-
�exão de L nos cardinais fracamente inacessíveis. Primeiro, não é difícil notar que,
para todo espaço topológico X, o extent é limitado pelo grau de Lindelöf linear,
ou seja, e (X) � ll (X). Iremos agora de�nir a seguinte função cardinal:
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De�nição 4.4.4 Dado um espaço topológico X, ml (X) será o menor cardinal
in�nito � que satisfaça a seguinte condição: toda cobertura aberta C tem algum
re�namento aberto R tal que, para todo x 2 X, jfU 2 R : x 2 Ugj � �.

Com isso, os espaços metaLindelöf são exatamente os espaços onde a função
cardinal ml vale !. O próximo resultado é uma generalização do Teorema 3.1.4
de [15]:

Teorema 4.4.5 Seja X um espaço topológico T1. Então, L (X) = e (X) �ml (X).

Demonstração. A desigualdade e (X) �ml (X) � L (X) é evidente. Vamos agora
supor que � = e (X) �ml (X) e L (X) > �. Sejam � o menor cardinal in�nito tal
que � 2 lS (X) e � > �, e C uma cobertura aberta de X tal que jCj = m (C) = �.
Como ml (X) � �, C possui um re�namento aberto R tal que, para todo x 2 X,
jWxj � �, onde Wx = fU 2 R : x 2 Ug. Como R re�na C, m (R) � m (C) = �.
Vamos agora construir a seguinte sequência fx� : � < �g em X: supondo já

escolhidos x� para todo � < �, temos que���[
�<�

Wx�

��� < �,

logo podemos escolher algum

x� 2 Xn
[

�<�

�
[Wx�

�
.

Agora, Y = fx� : � < �g é um subespaço discreto de X, pois dados � < � < �,
Wx� \ Wx� = ;. Além disso Y é fechado em X. De fato, se existisse x 2 Y nY ,
teríamos um V 2 R tal que x 2 V . Como X é T1, existiriam � < � < � tais que
x�; x� 2 V , logo V 2 Wx� \Wx� , um absurdo.
Com isso, teríamos que

e (X) � jY j = � > �,

contradição. �

Corolário 4.4.6 Seja X um espaço topológico T1. Então, L (X) = ll (X)�ml (X).

Corolário 4.4.7 Seja � um cardinal fracamente inacessível. L re�ete � para a
classe dos espaços topológicos fX : X é T1 e ml (X) < �g.
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Demonstração. Se L (X) 6= �, temos o resultado pelo Teorema 4.3.4. Caso con-
trário, de acordo com o corolário anterior, devemos ter ll (X) = �, e então podemos
aplicar o Teorema 4.4.2. �

Agora usando Teoria PCF, podemos encontrar mais condições su�cientes para
que L re�ita todo cardinal fracamente inacessível. O resultado desta teoria que
usaremos é o Teorema 7.2 de [1]:

Teorema 4.4.8 Se @� é um cardinal singular com � < @�, então

cf
�
[@�]j�j ;�

�
< @j�j++++.

Quando � = !, temos o conhecido resultado cf ([@!]! ;�) < @!4. Com o
teorema acima, podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.9 L re�ete todos os cardinais fracamente inacessíveis para a classe

fX : L (X) = sup (lS (X) nFIX)g .

Demonstração. Considerando os Teoremas 4.3.4 e 4.4.2, só há algo a se provar
se L (X) = �, � =2 lS (X) e ll (X) < �. Para cada cardinal � < �, existe algum
� 2 lS (X) nFIX tal que

� > @�+ll(X).

Como � 2 lS (X) não é ponto �xo e � =2 lS (X), � = @� para algum ordinal �,
com

� < � < � < �,

logo � � j�j. Escolha uma cobertura aberta C� de X tal que

jC�j = m (C�) = �.

Note que � é singular, pois de acordo com o Corolário 1.2.34,

cf (�) = cf (m (C�)) � ll (X) < �.

Então, de acordo com o Teorema 4.4.8,

cf
�
[�]j�j ;�

�
< @j�j++++ < �;
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logo,

cov
�
�; �; �+

�
� cov

�
�; �; j�j+

�
� cov

�
�; j�j+ ; j�j+

�
= cf

�
[�]j�j ;�

�
< �,

e temos o resultado pelo Teorema 4.3.12. �

Supondo que existam um espaço X e um cardinal fracamente inacessível �,
tais que X seja um contra-exemplo consistente para o Problema 4.4.1, além de
termos ll (X) < L (X) = �, o espectro lS (X) deveria ser composto, a partir de
algum cardinal � < �, apenas de pontos �xos singulares, ou seja, cardinais # tais
que cf (#) < # = @#. Além disso, precisaríamos ter, para cada # > � em lS (X),
cov (#; #; �+) > �.

A di�culdade de encontrar um contra-exemplo satisfazendo as condições acima,
especialmente a última, reside em parte no fato de que a aritmética cardinal en-
volvendo pontos �xos é um terreno ainda em parte inexplorado. Por exemplo, a
Teoria PCF é capaz de fornecer limitantes superiores para 2� sempre que � seja
um cardinal singular e limite forte, mas não ponto �xo (Teorema 1.1.15). Quando
� é um ponto �xo, em alguns casos há resultados fornecendo limitantes para 2�.
Por exemplo, se � for o primeiro cardinal fracamente inacessível, e � < � qualquer
cardinal singular e limite forte, com cf (�) > !, então 2� < �, sendo � ponto �xo
ou não (ver [33]). Resultados semelhantes foram obtidos para alguns pontos �xos
de co�nalidade enumerável (ver [17]). No entanto, para o primeiro ponto �xo

� = sup
n
@0;@@0 ;@@@0 ; : : :

o
,

que tem co�nalidade enumerável, Moti Gitik mostrou recentemente em [17] que
não há limitantes para 2�, respondendo uma questão de Shelah em [41]. Mais pre-
cisamente, dado qualquer cardinal � > �, é consistente (supondo-se a existência de
determinados grandes cardinais) que GCH valha para todos os cardinais menores
que �, mas que 2� � �.

Em [33] é citada a seguinte frase de Saharon Shelah a respeito desse tópico,
extraída da página 358 de [41]:1

... before 1980 we could have thought that for example for strong
limit � of co�nality @0 there are no restrictions on 2� ... we know now
there are some but have less clear idea what to expect for �x points.

1Foi em 1980 que Shelah mostrou que se @! for limite forte, então 2@! < @(2@0)+ , dessa forma
estendendo o Teorema de Galvin-Hajnal.
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Considerando a Proposição 4.3.8 e o resultado de Gitik sobre o primeiro ponto
�xo �, temos que não se pode provar em ZFC que exista algum cardinal � tal que

cf
�
[�]cf(�) ;�

�
= cf ([�]! ;�) = cov (�; !1; !1) < �

(a menos que sejam inconsistentes com ZFC os grandes cardinais assumidos em
[17]).

Dados cardinais � e �, com � < �, temos que cov (�; �; �+) � cov (�; �+; �+),
e portanto em príncipio, apesar do resultado de [17], poderiam sempre existir
limitantes para cov (�; �; �+), que estruturalmente é o tipo de valor combinatório
que aparece nas hipóteses do Teorema 4.3.12. Por exemplo, se � for o primeiro
ponto �xo, então cov (�+; !1; !1) � cov (�; !1; !1), mas cov (�+; �+; !1) = �+,
o que ilustra como cov (�; �; �+) pode ser muito menor que cov (�; �+; �+). A
relevância do resultado principal de [17] para o problema de re�exão de L se torna
mais clara com o próximo resultado, cuja demonstração se encontra no Apêndice
A.

Proposição 4.4.10 Se � for o primeiro ponto �xo da função @, e # for qualquer
cardinal menor que �, então não é possível provar em ZFC que há um limitante
para cov (�; �; #+) (supondo a consistência dos grandes cardinais assumidos em
[17]).

Iremos prosseguir nossa análise do Problema 4.4.1 por meio de uma hipótese
consideravelmente mais fraca que GCH: SSH (Shelah�s Strong Hypothesis),
que possui a seguinte caracterização equivalente mais conveniente para nossos
propósitos [37]:

Teorema 4.4.11 SSH é equivalente à seguinte a�rmação: dados cardinais � e �,
com � � � = cf (�) � !1, cov (�; �; �) = � se cf (�) � �, e cov (�; �; �) = �+

caso contrário.

De acordo com [40], tanto GCH quanto "não existe 0]" implicam SSH; e de
acordo com [16], SSH também é implicado pela hipótese FRP (Fodor-type Re�ec-
tion Principle). Ainda de acordo com [37], SSH implica SCH (Singular Cardinal
Hypothesis), mas é um problema em aberto se a falha de SSH é equiconsistente com
a falha de SCH (e esta última é equiconsistente com a existência de um cardinal
mensurável � de ordem de Mitchell �++).
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Na literatura não encontramos uma demonstração do próximo teorema, que
demonstramos no Apêndice A. Parte do argumento é baseado na demonstração
em [23] (Corolário 18.33) de que se 0] não existe, então vale SCH.

Teorema 4.4.12 Se 0] não existe, então vale SSH.

Podemos também caracterizar SSH em função da existência de certos submode-
los elementares, o que é relevante para o estudo realizado em [38] (ver demonstração
no Apêndice A):

Proposição 4.4.13 SSH equivale à seguinte a�rmação: "Dados cardinais in�ni-
tos � e �, com cf (�) > �, existe submodelo elementar �-covering de cardinalidade
�".

Vamos introduzir agora duas hipóteses ainda mais fracas que SSH.

De�nição 4.4.14 wH1: se � for um cardinal fracamente inacessível e � e �
forem cardinais com � < � < �, então cov (�; �; �+) � �.

De�nição 4.4.15 wH2: se � for um cardinal fracamente inacessível e � um car-
dinal menor que �, então existe algum �, com � < � < �, tal que cov (�; �; �+) � �
sempre que � � � � �.

É imediato que SSH ) wH1 ) wH2. A falha de SSH pode ser obtida com a
falha de SCH, mas esta não implica na falha de wH1: considere a extensão genérica
de Woodin (ver Teorema 36.6 de [23]) onde 2� = �++ para todo cardinal � (obtida
supondo que exista um cardinal supercompacto). Nessa extensão, não vale SCH,
pois caso contrário teríamos 2� = �+ para cada cardinal singular �. Mas vale wH1,
pois dados �, � e � como enunciados,

cov
�
�; �; �+

�
� cf

�
[�]� ;�

�
� �� � 2� = �++ < �.

A falha de wH1 pode ser obtida na extensão genérica de [17], de acordo com
a Proposição 4.4.10. Os grandes cardinais assumidos no teorema principal de [17]
são mais fortes que aqueles necessários para fazer falhar SCH.

Quanto à wH2, não temos uma resposta para a seguinte questão:
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Problema 4.4.16 ZFC ` wH2?

A relevância da pergunta acima para a re�exão de L se manifesta nos três
próximos resultados, que estão entre os mais importantes deste trabalho.

Teorema 4.4.17 (wH2) L re�ete todos os cardinais fracamente inacessíveis.

Demonstração. Sejam X um espaço topológico e � um cardinal fracamente ina-
cessível. Se L (X) 6= � ou � 2 lS (X), temos o resultado pelo Teorema 4.3.4. Caso
contrário, dado qualquer � < �, escolha algum � 2 lS (X) tal que � < � � �, onde
� é dado por wH2. Podemos então aplicar o Teorema 4.3.12, pois cov (�; �; �+) �
�. �

Corolário 4.4.18 (SSH) L re�ete todos os cardinais regulares.

Corolário 4.4.19 (não existe 0]) L re�ete todos os cardinais regulares.

Suponha que exista algum cardinal fracamente inacessível �, e um conjunto
F � �, com supF = �, onde para cada � 2 F :

� � é um cardinal com cf (�) = ! e @� = �;

� dado qualquer cardinal �, existe uma extensão genérica onde � é limite forte
e 2� � � (como ocorre para o primeiro ponto �xo em [17]).

Este conjunto de condições seria su�ciente para falhar wH2, considerando o
Corolário A.1.5. Deve-se notar no entanto que o conjunto F acima não poderia ser
simplesmente o conjunto de todos os pontos �xos menores que � de co�nalidade
enumerável (ver em [17] o exemplo do primeiro ponto �xo de ordem !).

Para concluir, se existir um contra-exemplo consistente para a a�rmação "L
re�ete todos os cardinais regulares", este contra-exemplo precisaria das seguintes
condições, de acordo com o que vimos:

� é necessário assumir a negação de wH2 (se isto for consistente com ZFC), e
portanto, a existência de 0], ou possivelmente algum outro axioma de grandes
cardinais ainda mais forte;
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� nessa axiomática de conjuntos, construir um espaço topológico X com as
seguintes características, onde � é um cardinal fracamente inacessível:

� jXj > �

�L (X) = �

� ll (X) < � (o que implica � =2 lS (X))
�ml (X) = � ou X não ser T1

� existir algum cardinal � < � tal que, para todo # 2 lS (X) com # > �,
@# = # e cf (#) < #

4.5 Re�exão de ll

Nesta seção estudaremos a propriedade de re�exão de cardinais regulares, para a
função cardinal ll. Os métodos usados são semelhantes aos usados para a função
cardinal L.

De�nição 4.5.1 Se X for um espaço topológico, de�na

llS (X) = fm (C) : C é cobertura aberta de X, bem ordenada pela inclusãog .

Considerando a equivalência entre os itens (a) e (b) da Proposição 1.2.33, é
fácil ver que ll (X) = sup llS (X).

Dada uma cobertura aberta C de X, bem ordenada pela inclusão, e uma sub-
cobertura S de tipo de ordem mínimo, teremos que m (C) = jSj, logo m (C) é um
cardinal regular. Portanto, diferentemente do que ocorre com lS (X), llS (X) é
composto exclusivamente de cardinais regulares. Na verdade, é fácil mostrar que

llS (X) = f� 2 lS (X) : cf (�) = �g .

Teorema 4.5.2 A função cardinal ll re�ete todos os cardinais regulares.

Demonstração. A demonstração é inteiramente análoga ao do Teorema 4.3.12, com
as seguintes considerações:
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� dado qualquer � < �, existe � 2 llS (X) com � < � � � e cov (�; �; �+) �
� � �, pois llS (X) contém apenas cardinais regulares;

� ll (X \M) � ll (XM), à semelhança do que ocorre com L;

� se C� for bem ordenado pela inclusão, C� também será.

�



Apêndice A

Resultados combinatórios

Neste apêndice enunciamos e demonstramos resultados sobre cov que são necessá-
rios ao capítulo 4, mas que não constituem o objetivo principal do trabalho, que é
o de estudar re�exão de funções cardinais.

A.1 Propriedades gerais

Proposição A.1.1 Sejam �; �; �; �0; �0; �0 cardinais in�nitos, com �0 � � � �0 �
� � �0 � �. Temos então:

1. cov (�; �; �) � cov (�0; �; �);

2. cov (�; �; �) � cov (�; �0; �);

3. cov (�; �; �) � cov (�; �; �0).

Demonstração. Vamos demonstrar aqui a propriedade (1), as propriedades (2) e
(3) são imediatas.
Seja uma família F 0 � [�0]<�, com jF 0j = cov (�0; �; �), tal que, para todo

a 2 [�0]<� existe algum b 2 F 0 tal que a � b. De�na então F = fx \ � : x 2 F 0g.
Teremos que F � [�]<�, jF j � cov (�0; �; �), e para todo a 2 [�]<� existe algum
b 2 F tal que a � b. Portanto, cov (�; �; �) � jF j. �

Proposição A.1.2 Sejam �; �; � cardinais in�nitos, com � � � � �. Se � for
regular ou � > �, então cov (�; �; �) � �.

65
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Demonstração. Se � for regular, então cov (�; �; �) � � pois caso contrário � seria
uma união de menos do que � subconjuntos de cardinalidade < �.
Se � for singular e maior que �, para cada cardinal � 2 [�; �),

cov (�; �; �) � cov
�
�+; �; �

�
� �+.

Portanto, cov (�; �; �) � �. �

Proposição A.1.3 Sejam � e � cardinais in�nitos, com � � cf (�). Então
cov (�; �; �) � cf (�).

Demonstração. Como � � cf (�), todo elemento de [�]<� é limitado em �. Desta
forma, tomando uma sequência crescente de ordinais (
� : � < cf (�)) co�nal em
�, a família f
� : � < cf (�)g testemunhará que cov (�; �; �) � cf (�). �

A demonstração da próxima proposição segue um argumento sugerido em [36].

Proposição A.1.4 Dados cardinais �, � e �, com � � � � �,

cov (�; �; �) =
X

�2[�;�]
cov (�; �; �) .

Demonstração. Primeiramente, só há algo a se demonstrar, se � > �.
De�na

� =
X

�2[�;�]
cov (�; �; �) .

Temos pela Proposição A.1.2 que

cov (�; �; �) � � � j[�; �]j .

Dado qualquer � 2 [�; �],

cov (�; �; �) � cov (�; �; �) ,

logo cov (�; �; �) � �.
Para mostrar que cov (�; �; �) � �, vamos construir uma árvore (T;�) como a

seguir:

� cada elemento de T será um S � �;

� T terá uma raiz, que será �;

� as folhas de T serão exatamente os elementos S com jSj < �;
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� para cada elemento S de T com jSj � �, os sucessores de S serão os elementos
de uma família FS � [S]<jSj, com jFSj = cov (jSj ; jSj ; �), tal que para todo
a 2 [S]<�, existe algum b 2 FS tal que a � b.

Para cada elemento que não seja uma folha, a quantidade de sucessores é
cov (jSj ; jSj ; �) � �. Cada ramo da árvore é �nito, pois está associado a uma
sequência estritamente decrescente de cardinais. Portanto, se � for a quantidade
de ramos da árvore, que nesse caso é também a quantidade de folhas, então � � �.
Por �m, mostraremos que cov (�; �; �) � �, exibindo como obter uma família

F � [�]<� , com jF j � �, tal que para todo a 2 [�]<�, existe algum b 2 F tal que
a � b. A família F será o conjunto de todas as folhas de T , pois dado qualquer
a 2 [�]<�, basta escolher um ramo da árvore tal que a esteja contido em todos os
elementos desse ramo; b 2 F será então a folha desse ramo. �

Corolário A.1.5 Se � for um cardinal singular e limite forte, então

2� = cov
�
�; �; (cf (�))+

�
.

Demonstração. Pela Proposição 4.3.8,

2� = cf
�
[�]cf(�) ;�

�
= cov

�
�; (cf (�))+ ; (cf (�))+

�
.

Pela proposição anterior, teremos que:

cov
�
�; (cf (�))+ ; (cf (�))+

�
=
X

�2[(cf(�))+;�]
cov

�
�; �; (cf (�))+

�
=

cov
�
�; �; (cf (�))+

�
+
X

�2[(cf(�))+;�[
cov

�
�; �; (cf (�))+

�
.

Para cada � 2 [(cf (�))+ ; �[,

cov
�
�; �; (cf (�))+

�
� cf

�
[�]cf(�) ;�

�
� �cf(�) < �,

pelo fato de � ser limite forte. Com isso,X
�2[(cf(�))+;�[

cov
�
�; �; (cf (�))+

�
� �,

logo
2� � �+ cov

�
�; �; (cf (�))+

�
,

o que implica que
2� = cov

�
�; �; (cf (�))+

�
.

�
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Corolário A.1.6 Se � for o primeiro ponto �xo da função @, e # for qualquer
cardinal menor que �, então não é possível provar em ZFC que há um limitante
para cov (�; �; #+) (supondo a consistência dos grandes cardinais assumidos em
[17]).

Demonstração. No resultado principal de [17], dado qualquer cardinal �, � é limite
forte e

cov
�
�; �; #+

�
� cov (�; �; !1) = cov

�
�; �; (cf (�))+

�
= 2� � �.

�

A.2 Propriedades de SSH

Para o próximo resultado, vamos precisar da seguinte de�nição [37]:

De�nição A.2.1 Dados cardinais �, �, � e �, com � � � � � � ! e � � � � 2,
cov (�; �; �; �) é a menor cardinalidade de algum X � [�]<� tal que, para qualquer
a 2 [�]<�, existe um Q 2 [X]<� com a � [Q.

É fácil ver que
cov (�; �; �) = cov (�; �; �; 2) ,

e que
cov (�; �; �; �) � cov (�; �; �; �0)

quando � � �0.

Teorema A.2.2 Se 0] não existe, então vale SSH.

Demonstração. Sejam cardinais � e � tais que � � � = cf (�) � !1.
Primeiramente, cov (�; �; �) � � de acordo com a Proposição A.1.2, e se

cf (�) < �,

cov (�; �; �) � cov
�
�; �; (cf (�))+

�
� cov

�
�; �; (cf (�))+ ; cf (�)

�
� �+

(Fato 1 em [36]).
Se � � !2, cov (�; �; �) � �+, pois de acordo com o Teorema 18.30 de [23]

(Jensen�s Covering Theorem) todo a 2 [�]<� está contido em algum conjunto
construtível b 2 [�]!1+jaj, e

��PL (�)
�� � �+.
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Com isso, e usando o item (1) do Lema 5.10 de [1],

cov (�; !1; !1) = cf ([�]! ;�) � cf ([�]!1 ;�) � cf ([!1]! ;�) � �+ � !1 = �+.

Finalmente, se cf (�) � �, pela Proposição A.1.4,

cov (�; �; �) =
X

�2[�;�]
cov (�; �; �) = cov (�; �; �) +

X
�2[�;�[

cov (�; �; �)

� cf (�) +
X

�2[�;�[
cov (�; �; �) � �+

X
�2[�;�[

�+ = �.

�

Proposição A.2.3 SSH equivale à seguinte a�rmação: "Dados cardinais in�nitos
� e �, com cf (�) > �, existe submodelo elementar �-covering de cardinalidade �".

Demonstração. Primeiro vamos provar a a�rmação a partir de SSH. Como cf (�) >
�, então

cf
�
[�]� ;�

�
= cov

�
�; �+; �+

�
= �.

Podemos então proceder como na demonstração do Teorema 3.1.26 de [38], cons-
truindo uma sequência crescente (M� : � < �+) de submodelos elementares, com
jM�j � � para todo � < �+.
Agora suponha que vale a a�rmação. Considerando a demonstração do Teo-

rema A.2.2, basta mostrarmos que, se � � � = cf (�) � !1, cov (�; �; �) � � se
cf (�) � �, e cov (�; �; �) � �+ se cf (�) < �.
Se cf (�) � �, dado qualquer � < �, temos que cf (�) > �, então existe um

submodelo elementar �-covering de cardinalidade �, logo cov (�; �+; �+) � �. Para
cada � < �, seja C� � [�]� a família que testemunhe que cov (�; �+; �+) � �; então
C =

S
�<�C� irá testemunhar que cov (�; �; �) � �.

Finalmente, dados quaisquer � e � com � � � = cf (�) � !1,

cov (�; �; �) � cov
�
�+; �; �

�
� �+,

de acordo com o parágrafo anterior. �
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