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Resumo

Neste trabalho investigamos problemas sobre reflexao de fungoes cardinais, fazendo
uso de técnicas como submodelos elementares e Teoria PCF. Mostramos que o grau
de Lindelof reflete todos os cardinais fortemente inacessiveis e que um exemplo de
espaco onde a mesma funcao cardinal nao reflita um cardinal fracamente inacessivel
requer a existéncia de 0f. Além disso, estendemos um resultado de reflexao do
cardter, de espacos Lindelof para espacos linearmente Lindelof, obtendo novas
equivaléncias com a Hipétese do Continuo (CH). Obtivemos ainda vérias respostas
parciais para problemas clédssicos deste tépico de pesquisa.
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Abstract

This work investigates problems about reflection of cardinal functions, using tech-
niques such as elementary submodels and PCF Theory. We show that the Lindelof
degree reflects all the strongly inaccessible cardinals and that a example of a space
in which the same cardinal function does not reflect a weakly inaccessible cardinal
requires "0% exists". Furthermore, we extend a result of reflection of the charac-
ter from Lindelof spaces to linearly Lindeldf spaces, obtaining new equivalences
with the Continuum Hypothesis (CH). We also obtained several partial answers
to classic problems of this research topic.
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Introducao

O conceito de reflexao que estudaremos neste trabalho é similar ao encontrado em
outros contextos da Matematica. Por exemplo, em Teoria dos Conjuntos existem os
"Principios de Reflexao" (ver [23] ou [34]), onde dada uma lista finita de sentencas
validas no universo dos conjuntos, hd um conjunto (um modelo) onde estas mesmas
sentencas permanecem validas.

Uma idéia semelhante existe em Topologia Geral. Neste caso, o conceito de
reflexao é de que se alguma propriedade P é verificada em um espago topolégico
X, também é verificada em algum de seus subespacos "pequenos". Podemos re-
formular este conceito, se considerarmos mais conveniente, substituindo P pela
propriedade complementar () = =P, e entao teremos que X satisfaz () desde que
todos os seus subespacos "pequenos" satisfacam ().

Existem diferentes nocoes de reflexdes topoldgicas, cada uma associada a um
conceito diferente de subespaco "pequeno". Considere os seguintes resultados:

Teorema (Tkachuk, [44]). Seja X um espaco T tal que D é compacto para
todo D C X discreto. Entao X é compacto.

Teorema (Hajnal e Juhdsz, [20]). Sejam X wum espago topoldgico e k um
cardinal nao enumerdvel. Se todo subespago Y de X com |Y| < k admitir uma
base de abertos de cardinalidade menor que k, entao X admite uma base de abertos
de cardinalidade menor que k.

Estes dois resultados diferem entre si, tanto pela propriedade que estd sendo
"refletida", quanto pelo conceito adotado de subespaco "pequeno". No Teorema
de Tkachuk acima, a propriedade que estd sendo refletida é o de ser um espaco
compacto, e os subespacos considerados pequenos sao os fechos de subespacos
discretos.

Por outro lado, o Teorema de Hajnal e Juhdsz, citado acima, é um exemplo
do que chamamos de teoremas de reflexao para funcoes cardinais. Este tipo de
resultado de reflexao constitui o escopo do presente trabalho. Em resultados de
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xiv INTRODUCAO

reflexao desta natureza, a propriedade refletida estd relacionada ao valor que al-
guma funcao cardinal assume em um espaco topolégico, e os subespacos pequenos
sao aqueles de cardinalidade limitada por um determinado cardinal fixado. Mais
precisamente, adotamos a seguinte definicao:

Definicao (Hodel e Vaughan, [22]). Sejam ¢ uma funcao cardinal, k um
cardinal infinito e S uma classe de espagos topoldgicos. Entao "¢ reflete k para
S significa:

se X €8 e¢(X)>k, entdo existe Y C X tal que |Y| <k e ¢p(Y)> k.
Ou de forma equivalente:
se XeSeop(Y)<kparatodoY C X com |Y| <k, entio ¢ (X) < k.

Quando S for a classe de todos os espagos topoldgicos, podemos dizer simplesmente
"o reflete k.

De acordo com esta definicao, o Teorema de Hajnal e Juhdsz pode ser reescrito
como: "dado qualquer cardinal nao-enumeravel x, w reflete k", onde w é a fungao
cardinal peso, definida como sendo a cardinalidade minima de uma base do espaco.
Iremos seguir neste trabalho a convengao estabelecida em [21] e em outros textos
de referéncia, de que toda funcao cardinal assume apenas valores infinitos. Com
esta consideragao, é imediato que qualquer funcao cardinal reflete w, e portanto w
reflete todos os cardinais infinitos.

Como veremos neste trabalho, hé outras fungoes cardinais que se comportam
como o peso, ou seja, refletem todos os cardinais infinitos. No entanto, isto nao
ocorrerd com todas. Para outras funcoes cardinais, a reflexao se verificard ou
nao dependendo da classe de espacos considerada, ou do tipo de cardinal infinito,
como ilustram os seguintes resultados, onde y e d sao, respectivamente, as funcoes
cardinais cardter e densidade (ver [22]):

Teorema. Seja k um cardinal nao enumerdvel. FExiste um espago Ty, paracom-
pacto e completamente normal X tal que x (X) = k% mas x (Y) < k para todo
Y C X com |Y| < k. Este espago é portanto um contra-exemplo para o enunciado
"x reflete todos os cardinais infinitos”.

Teorema. Y reflete todos os cardinais infinitos para a classe dos espagos com-
pactos Ts.

Teorema. d reflete todos os cardinais requlares.
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Teorema. Fxiste um contra-exemplo para o enunciado "d reflete todos os cardi-
nais singulares para a classe dos espacos Th".

Os primeiros estudos sobre reflexao de fungoes cardinais e conceitos relaciona-
dos foram realizados por Tkacenko [43] e Juhdsz [24]. Um marco importante neste
tépico foi o Teorema de Hajnal e Juhdsz de reflexdo do peso [20]. Posteriormente,
outra contribui¢ao importante foi o Teorema de Dow de reflexao da metrizabilidade
[11][10], ndo apenas pelo resultado, mas pela introducao da técnica de submodelos
elementares em problemas de Topologia Geral.

O artigo de Hodel e Vaughan [22] foi o primeiro estudo sistemético de reflexao
de funcoes cardinais. Nele, sao apresentadas defini¢coes relacionadas ao tépico e
os principais resultados até entao conhecidos sobre reflexao de fungoes cardinais,
além de resultados novos. Este artigo salienta que varios problemas permaneceram
em aberto. Alguns artigos posteriores, como [7], procuraram fornecer respostas
completas ou parciais a algumas destas questoes. Uma outra referéncia importante
para este trabalho foi a Dissertacao de Mestrado de Rodrigo R. Dias [9], sob o titulo
"Reflexao de fungoes cardinais e da metrizabilidade".

Neste trabalho, investigamos alguns dos principais problemas relativos a re-
flexao de fungoes cardinais, e apresentamos algumas respostas, completas ou par-
ciais. Alguns dos problemas aqui considerados podem também ser situados no
contexto de outros tépicos de pesquisa da Topologia Geral - como os problemas
sobre espagos linearmente Lindelof (ver [39]). No desenvolvimento deste trabalho,
fizemos uso de vérias ferramentas que hoje sao importantes ou tem ganhado im-

portancia em Topologia Geral - como os submodelos elementares e a Teoria PCF
de Shelah.

Esta tese é composta de quatro capitulos e um apéndice. No capitulo 1, apre-
sentamos os conceitos, notacoes e resultados utilizados ao longo do trabalho, rela-
tivos a Teoria dos Conjuntos, Topologia Geral (incluindo todas as fungoes cardinais
estudadas neste trabalho), submodelos elementares e reflexao de fungoes cardinais.
O objetivo deste capitulo é facilitar a leitura dos capitulos posteriores, evitando
excessivas consultas a outras fontes.

O capitulo 2 é dedicado a estudar reflexao de funcgoes cardinais locais, como
cardter (x) e pseudocardter (¢). Sob GCH, 1 reflete todos os cardinais infinitos
para a classe dos espacgos compactos 15, e um dos principais problemas em aberto
neste tépico é se podemos mostrar o mesmo resultado sem assumir GCH. Uma
resposta parcial foi fornecida por [7]: pode-se mostrar em ZFC que 1 reflete todos
os cardinais infinitos para a classe dos compactos diddicos. Nés apresentamos uma
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demonstracao mais simples para o mesmo resultado, além de obter outros resulta-
dos parciais, que ampliam a classe de espagos na qual se verifica este resultado de
reflexdo. Ao fazer isso, encontramos conexoes deste problema com problemas em
aberto de outros tépicos de pesquisa em Topologia Geral. Muitos dos resultados
que obtivemos para 1 sao validos também para a fungao cardinal psw (point sep-
arating weight), que apresenta comportamento semelhante com relagao a reflexao.
Ainda no capitulo 2, obtemos mais alguns resultados de reflexao para x e 1) usando
submodelos elementares.

O estudo de fungoes cardinais locais prossegue no capitulo 3. Dado um cardinal
infinito x, x reflete k™ para a classe dos espacos compactos T5. Quando se con-
sidera ampliar a classe de espagos, de "compactos T>" para "espagos Lindelof 15",
encontra-se uma inesperada equivaléncia entre um enunciado topdlogico e outro
puramente conjuntista: "2% = k1" ¢ equivalente em ZFC a "y reflete k™ para a
classe dos espagos Lindelsf 7" (ver [26] ou [5]). Podemos considerar uma am-
pliacao ainda maior na classe de espacos, por exemplo, de "espacos Lindelof 75"
para "espacos linearmente Lindelsf 75", e investigar o que acontece. Tal questiona-
mento se insere no contexto de problemas sobre espagos linearmente Lindelof, onde
se investiga quais propriedades dos espacos Lindelof sao ainda vélidas na classe dos
espacos linearmente Lindelof. Os resultados que obtivemos nos permitem enunciar
novas equivaléncias topolégicas com a hipétese "2% = k™", a qual corresponde a
Hipétese do Continuo (CH) quando k = w.

No capitulo 4 estudamos a reflexao de fungoes cardinais globais, como a den-
sidade (d) e o grau de Lindelof (L). Hajnal e Juhdsz mostraram em [19] que d
reflete todo cardinal regular e todo cardinal de cofinalidade enumerdvel para a
classe dos espacgos Th, e perguntaram se o mesmo ocorre nos cardinais singulares
de cofinalidade nao-enumeravel. Obtivemos respostas parciais, para as classes dos
espagos compactos Ty e dos espacos d-separdveis. Quanto ao grau de Lindelsf, um
dos resultados em [22] estabelece que:

Teorema. (GCH + nao existem cardinais inacessiveis) L reflete todos os cardinais
para a classe dos espacos T.

No6s investigamos se a hipétese de nao existir cardinais inacessiveis era real-
mente necessdria. Usando submodelos elementares, e propondo uma definicao
alternativa (mas equivalente) para o grau de Lindelsf, mostramos que L reflete
todos os cardinais fortemente inacessiveis, e portanto a hipdtese referida acima
pode ser retirada do enunciado do teorema. Analisamos ainda a questao: L re-
flete os cardinais fracamente inacessiveis? Obtivemos algumas respostas parciais,
utilizando conceitos combinatérios de aritmética cardinal e Teoria PCF, e esta-
belecemos que um eventual contra-exemplo a essa questao requer algum axioma
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de grandes cardinais pelo menos tdo forte quanto "existe 0f". Estudamos ainda
a funcao cardinal [l (grau de Lindelof linear), fazendo uma anélise semelhante a
realizada para L.

Virios resultados puramente combinatérios necessdrios ao capitulo 4 foram
separados em um apéndice, mantendo-se no capitulo 4 os resultados principais
sobre reflexao.

Os resultados que sao apresentados sem autoria mencionada, sao do autor.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria dos conjuntos

Neste trabalho a teoria de conjuntos adotada serd ZFC (Zermelo-Fraenkel mais
o Axioma da Escolha). Nossas principais referéncias serao [23] e [34], nas quais
se encontram as defini¢oes dos conceitos bédsicos, como boa ordem, ordinais, tipo
de ordem, cardinais e cofinalidades, bem como as notacoes, defini¢oes e resulta-
dos que apresentaremos nesta secao, salvo indicacao em contrario. Usualmente
nomearemos ordinais com as letras «, (3, v e 9, e cardinais com as letras x, A e .
Com frequéncia expressaremos um cardinal X, como w,, € Ny como w = wy. Dado
um conjunto X, denotaremos por | X| sua cardinalidade, e por P (X) o conjunto
de todos os seus subconjuntos.

A cofinalidade de um ordinal «, que denotaremos por cf («), é o menor
ordinal limite § tal que exista uma sequéncia crescente {ag : £ < f} de ordinais
com lime 3¢ = a. Se (W, <) é um conjunto bem ordenado, denotaremos por
ot (W, <) ou ot (W) seu tipo de ordem (order-type), que é o ordinal isomorfo a
(W, <). Um cardinal k é regular se cf (k) = k e singular se ¢f (k) < k. Para
qualquer ordinal «, cf (o) é sempre um cardinal regular. Dado qualquer cardinal
k, kT denotard o cardinal sucessor de k, e 2" a cardinalidade de P (k). Um
cardinal xk > w é limite, se \* < k para todo \ < k, e ¢ limite forte se 2* < k
para todo A < k. Todo cardinal sucessor é regular. Denotaremos por ORD a
classe de todos os ordinais, CARD a classe de todos os cardinais infinitos, e por
REG a classe de todos os cardinais infinitos regulares. Quando S for uma classe
propria e escrevermos X € 9, isto deve ser entendido como X satisfazendo uma
férmula que define a classe S.

Definicao 1.1.1 Sejam \ e u cardinais.
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e A\t u=|XUY|, onde X eY sao conjuntos com X NY =10, | X| =X e
Y= n

o =X pul

Proposicao 1.1.2 Dados cardinais infinitos \ e L,

A=A p=max{\ pu}.

Definigao 1.1.3 Dada uma familia {r; : i € I} de cardinais, definimos

S = U

el el

2

onde {X; :i € I} é uma famdlia disjunta de conjuntos, com |X;| = k; para todo
1€ 1.

Definig¢ao 1.1.4 Dados cardinais k e \, k* serd a cardinalidade do conjunto de
todas as fungoes de X em k. Se X for um cardinal limite, definimos

k<N =sup {k" : p é cardinal e 1 < \} .

Definigao 1.1.5 A funcio beth' J : ORD — CARD ¢ definida por indugdo
transfinita:

L :0 = No;
[} :a+1 == 23a ;

e se « for um ordinal limite, 3, = sup{3s: 5 < a}.

Definicao 1.1.6 Dado um conjunto X e um cardinal k, definimos:

IN&o é propriamente uma funcdo, pois seu "dominio" é a classe de todos os ordinais, e
portanto, uma classe prépria. A mesma observacao valera para outras "fungoes" que definiremos
em classes proprias, como as fungoes poténcia e gimel.
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o (X|"={Y CX:|Y|=kr};
o [X]T"={Y CX:|V|<k};
o [XITF={Y CX:|V|<k}.

Proposicao 1.1.7 Dados cardinais infinitos k > A, [m]’\‘ = kM.

Definicao 1.1.8 Se \ e u sao cardinais com A < u, definimos os sequintes inter-
valos de cardinais:

o [\ pul={k:k écardinal e \ < Kk < p};
o \u={k:k écardinal e N\ < k < pu};
o [\ pul={k:k écardinal e \ < k < u};

o |\ ul={kr:k écardinal e \ < Kk < u}.

Teorema 1.1.9 A func¢ao poténcia que leva cada cardinal Kk em 2% satisfaz as
sequintes propriedades:

1. se k < X entdo 2" < 2*;

2. cf (2F) > k.

Definigao 1.1.10 A fun¢io gimel 1 : CARD — CARD ¢é a que leva cada
cardinal k em 1 (k) = k).

Teorema 1.1.11 A funcdo poténcia pode ser definida em termos da func¢ao gimel:

1. se k for um cardinal regular, 2" = 1 (k);

2. se Kk for um cardinal limite, e a funcao poténcia abaixo de k for eventualmente
constante (ou seja, se existir um cardinal X < k tal que 2" = 2* sempre que
A< p < K), entao 2" = 25" - I (k);



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

3. se k for um cardinal limite, e a funcao poténcia abaixo de k nao for even-
tualmente constante, entio 2" = J(2<%).

O préximo teorema é devido a Easton:

Teorema 1.1.12 Seja uma funcao F : REG — CARD satisfazendo as sequintes
propriedades:

1. se k < X entdo F (k) < F (\);
2. c¢f (F (k) > Kk para todo k reqular.

Entao, é consistente com ZFC que tenhamos 2 = F (k) para todo cardinal
reqular k.

Em contraste com esta grande "liberdade" com que se pode fixar as poténcias de
cardinais regulares, as poténcias de cardinais singulares estao sujeitas a restricoes
mais severas, como as expressas pelos seguintes teoremas:

Teorema 1.1.13 (Silver) Seja  um cardinal singular com cf (k) > w. Se 2* =
AT para todo cardinal \ < k, entdo 2% = k7.

Teorema 1.1.14 [1] (Galvin-Hajnal, Shelah para cofinalidade enumerdvel) Se k =
N, for um cardinal singular e limite forte, entao

ZH < N(2|a‘)+.

Teorema 1.1.15 [1] (Shelah) Se k = X, < X, for um cardinal singular e limite
forte, entao
2F < N g ++++

Denotaremos por FIX a classe de todos os cardinais que sao pontos fixos da
funcao aleph, ou seja, os cardinais x tais que X, = k. Note que o tltimo teorema
acima se aplica apenas a cardinais que nao sejam pontos fixos. Dado qualquer
cardinal x, ha pontos fixos maiores que x e o menor destes é

M = sup {H+,NK+7NNN+7NNNH+7"‘}‘
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Definigao 1.1.16 A Hipdtese do Continuo (CH) é a afirmagao "2% =R, ", e
a Hipotese do Continuo Generalizada (GCH) ¢é a afirmagao "2 = k™ para
todo cardinal infinito k".

Defini¢ao 1.1.17 A Hipdtese para Cardinais Singulares (SCH) é a afir-
magio "para cada cardinal singular k, se 275 <k entdo (k) = kT .

Tanto CH quanto GCH sao independentes de ZFC. Sob GCH, todo cardinal
limite é limite forte. E fécil ver que GCH implica SCH, logo SCH ¢ consistente
com ZFC.

Ao longo deste trabalho, quando se colocar no inicio do enunciado de um teo-
rema uma hipétese como (CH) ou (GCH), isso significa que o restante do enunciado
é teorema na Teoria de Conjuntos "ZFC + Hipdtese".

Definigao 1.1.18 Um cardinal fracamente inacessivel é um cardinal limite e
reqular. Um cardinal fortemente inacessivel é um cardinal limite forte e regular.

Todo cardinal fracamente inacessivel ¢ um ponto fixo da funcéo aleph. E con-
sistente com ZFC que nao existam cardinais fracamente inacessiveis, mas nao se
pode demonstrar que a existéncia destes cardinais seja consistente com ZFC. Outro
tipo de "grande cardinal" que aparecera neste trabalho sao os cardinais fracamente
compactos (weakly compact cardinals). Se k for fracamente compacto, entao x é
fortemente inacessivel, e ha x cardinais fortemente inacessiveis menores que k.
Portanto, o primeiro cardinal fortemente inacessivel nao é fracamente compacto.

Um outro axioma de grandes cardinais que citaremos ¢ "existe 0¢". 0f (zero
sharp) ndo é um cardinal (ver [23] ou [32]), mas o enunciado "existe 0*" implica
a existéncia de alguns tipos de grandes cardinais, inclusive cardinais fracamente
compactos. Se a Teoria "ZFC + existe um cardinal fortemente inacessivel" for con-
sistente, também serd a Teoria "ZFC + existe um cardinal fortemente inacessivel
+ 0° nao existe".

A negagao de SCH ¢ equiconsistente com a existéncia de um cardinal men-
surdvel £ de Ordem de Mitchell kT (ver [23]). A existéncia de um cardinal
mensurével implica a existéncia de 0° (ver [32]), e portanto "nao existe 0¢" implica

SCH.
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7

Definicao 1.1.19 Uma drvore é um conjunto parcialmente ordenado (T, <) tal
que, para todo x € T, o conjunto {y € T : y < x} é bem ordenado por <. Para
cada © € T, definimos | (x) como o ordinal isomorfo a {y €T :y <z}. Um
subconjunto S de T' é um ramo em T se for uma cadeia maximal. Uma raiz de
T é um elemento minimal em T. Dados x,y € T, y é sucessor de x sex <y e
[(y) =1(z) 4+ 1. Uma folha de T é um elemento mazximal em T

1.2 Topologia Geral

Nossas principais referéncias serdo [14] para os conceitos basicos de Topologia
Geral e [21] para definigoes de vérias fungoes cardinais, bem como algumas de suas
propriedades.

Definigao 1.2.1 [19] Um espagco X ¢é separado a direita se existe uma boa
ordenagao {z, : a < 0} de X e uma sequéncia {U, : o < 0} de abertos de X tais
que o € U, e xg ¢ U, sempre que o < < §. Um espago X separado a
esquerda é definido de forma andloga, com x, € U, e xg ¢ U, sempre que
b <a<d.

Definicao 1.2.2 Um espag¢o X é compacto, se toda cobertura aberta tiver alguma
subcobertura finita.

Na defini¢ao acima nao assumimos nenhum axioma de separacao.

Definigao 1.2.3 [18] Um compactum (compacta no plural) é um espago com-
pacto Ty infinito.

Definicao 1.2.4 Dado um subconjunto A de um espaco topoldgico X, dizemos
que € X é um ponto de acumulacao completo de A se |ANU| = |A| para
toda vizinhanc¢a aberta U de x.

Um espaco 15 é compacto se e somente se todo conjunto infinito tiver ponto
de acumulagao completo.
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Definicao 1.2.5 Dado um cardinal infinito k, o Cubo de Cantor 2" é o produto
[I.c. Do, munido da topologia produto, onde cada D, é o espago discreto 2 =
{0,1}. Para cada 0 € k, definimos a proje¢io 7s : [[,c. Do — Ds, e para cada
S C K, a projecio s : e, Da — [lacs Da-

Pelo Teorema de Tychonoff, o Cubo de Cantor é um espaco compacto T5.
Quando k = w, chamamos o Cubo de Cantor 2* de Conjunto de Cantor, por
ser homeomorfo ao Conjunto de Cantor usualmente definido no intervalo [0, 1] da
reta real.

Definicao 1.2.6 Se X for um espaco topoldgico, Y um espago compacto Ty, e
c: X =Y um homeomorfismo entre X e c[X], com c[X] =Y, dizemos que o par
(Y, ¢) é uma compactificagdo de X.

Um espago X possui alguma compactificagdo se e somente se for um espago
Tychonoff.

Definigao 1.2.7 Se X for um espaco Tychonoff, localmente compacto mas nao
compacto, definimos a compactificacao de Alexandroff da sequinte forma: es-
colha um ponto p ¢ X e defina Y = X U{p}, munido da sequinte topologia: os
subespacgos abertos de X serao abertos em Y e as vizinhancas abertas de p serao
exatamente os conjuntos Y\K, para os subespagos compactos K C X.

Definicao 1.2.8 Dado um espaco Tychonoff X, a compactificagao de Stone-
Cech de X, denotada por $X, é a compactificacio de X tal que toda fungio
continua f : X — [0,1] pode ser estendida continuamente & uma funcao F :
pX — [0,1].

Definicao 1.2.9 Um espag¢o diddico é um compacto Ty que seja imagem continua
de algum Cubo de Cantor 2".

Considerando o ordinal w munido da topologia discreta, Sw é um exemplo de
espago compacto T, que nao é diddico.
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Defini¢ao 1.2.10 [42] Dados cardinais infinitos A e k, com A < k, um espag¢o X
¢ [\, k]-compacto se toda cobertura aberta de cardinalidade < k tiver alguma sub-
cobertura de cardinalidade < \. Se A = w, dizemos que o espacgo é inicitalmente
k-compacto, e se k > |X|, dizemos que o espago é finalmente \-compacto.

Os espacos Lindelof sao exatamente os espagos finalmente w;-compactos. Uma
terminologia que aparece em [4], [6] e [39] é o de espagos w;-Lindel6f, ou mais
geralmente, xk-Lindel6f, que sdo os espagos [wy, k]-compactos. Outra notagao que
usaremos em alguns momentos, quando « for um cardinal regular, é o de L (k)-
espago, que corresponde a um espago [k, k|-compacto.

Defini¢ao 1.2.11 [/39] Um espago X ¢é linearmente Lindeldf, se toda cobertura
aberta, linearmente ordenada pela inclusao, tiver alguma subcobertura enumerdvel.

Caracterizagoes equivalentes dessa propriedade serao apresentadas de forma
generalizada apds definirmos a funcao cardinal [[. Todo espaco Lindelof é line-
armente Lindeltf, mas a reciproca nao é verdadeira, alguns dos contra-exemplos
conhecidos estao descritos em [39], [35] e [15].

Definigao 1.2.12 Uma fung¢ao cardinal é uma funcao ¢ : T — CARD, onde
T ¢é uma classe de espagos topoldgicos (usualmente a classe de todos os espagos
topoldgicos), tal que ¢ (X) = ¢ (Y') sempre que X eY sejam espagos homeomorfos.

Apresentaremos agora as definigoes das fungoes cardinais utilizadas neste tra-
balho (ver [21]). Em todas as definigbes a seguir, X é um espago topoldgico.

Definigao 1.2.13 O peso de X é definido como:

w(X) =min{|B| : B é uma base de X} + w.

Definicao 1.2.14 A densidade de X é definida como:

d(X)=min{[S]:SCX,S=X}+w.
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Definicao 1.2.15 A celularidade de X ¢é definida como:
c(X) =sup{|V|:V é uma familia celular em X} + w;

uma familia celular é uma familia de abertos de X, dois a dois disjuntos.

Definigao 1.2.16 O spread de X é definido como:

s(X) =sup{|D|: D C X, D é discreto} + w.

Definicao 1.2.17 O extent de X é definido como:

e(X)=sup{|D|: D C X, D é fechado e discreto} + w.

Definicao 1.2.18 O freeness de X é definido como:
F(X)=sup{k: X tem uma sequéncia livre de comprimento K} + w;

uma sequéncia livre de comprimento r, é uma sequéncia {x, : o < K} tal que

{zo:a< BN {z,:a>p}=10

para todo 5 < K.

Definicao 1.2.19 O grau de Lindeldf de X é definido como: L (X) é o menor
cardinal infinito k tal que toda cobertura aberta de X tenha alguma subcobertura
de cardinalidade < k.

Definigao 1.2.20 [12] O grau de Lindeldf linear de X é definido como: Il (X)
¢ o menor cardinal infinito k tal que toda cobertura aberta de X, linearmente
ordenada pela inclusao, tenha alguma subcobertura de cardinalidade < k.
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Definicao 1.2.21 A funcao cardinal "point separating weight" é definida como
(apenas para espacos T1): psw (X) é o menor cardinal infinito k tal que X tenha
uma cobertura aberta separante V com ord (x,V) < k para todo x € X.

Uma cobertura aberta V de X é separante, se para todo v € X,

N{A:AeV e A} ={x}.
Dada uma cobertura V ex € X,

ord(z,V)=|{A: AeV,z e A}|.
As préoximas fungoes cardinais sao definidas primeiro localmente:

Definicao 1.2.22 Para x € X, o cardter de x em X é definido como:
X (2, X) =min{|V|: V é uma base de vizinhangas de x em X} + w.
Defina entao o cardter de X como:

X (X) =sup{x (z,X):2€ X}.

Definigao 1.2.23 Parax € X, o tightness dex em X ¢ definido como: t(x,X) é
o menor cardinal infinito £ tal que, para todoY C X comx € Y, existe Ae [Y]SH
com x € A. Defina entdo o tightness de X como:

t(X)=sup{t(z,X):zeX}.

Definicao 1.2.24 Para v € X, o pseudocardter de v em X é definido como
(apenas para espagos T1): 1 (x,X) é o menor cardinal infinito k tal que exista
uma familia V de vizinhangas abertas de x, com NV = {z} e |V| < k. Defina
entao o pseudocardter de X como:

P (X) =sup{¢(z,X):z€ X}.
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Definig¢ao 1.2.25 [2/] Para x € X, o pseudocardter fechado de © em X é
definido como (apenas para espacos Ty): . (x,X) é o menor cardinal infinito k
tal que exista uma familia V de vizinhangas abertas de x, com

AT U eV} = {2}
e |V| < k. Defina entio o pseudocardter fechado de X como:

e (X) =sup {¢. (z,X) :x € X}.

Algumas fungoes cardinais (como e, ¢, s e F') foram definidas por meio de um
sup, que pode ser atingido ou nao. Se ¢ é uma funcao cardinal, definida como
¢ (X) = sup T (X), onde T (X) é um conjunto de cardinais infinitos, pode-se

definir uma outra fungao cardinal ¢:

¢ (X)=min{r:Vu(peT(X)=pu<r)}.
Temos entao que E(X) = (p(X))" se ¢(X) € T(X), e $(X) = ¢ (X) caso
contrario.

Definicao 1.2.26 Dada uma funcao cardinal ¢, pode-se definir uma func¢do car-
dinal ho:
h¢ (X) =sup{o(Y):Y C X}.

Uma fungao cardinal ¢ é dita mondtona quando ¢ = ho.

Das fungoes cardinais que definimos acima, w, s, psw, x, t, ¥ e 1. sao moné-
tonas.

Definigao 1.2.27 [1}] Dados um espaco X e A C X, o cardter de A em X
(denotado por x (A, X)) é definido como a menor cardinalidade de uma familia
B (A) de abertos em X, tal que A C NB(A) e dado qualquer aberto V-com A C V,
existe U € B(A) com ACUCV.

Um espaco Hausdorff X é um espaco de pointwise countable type se para
todo x € X existir um compacto FF C X tal que x € F e x (F, X) < N,.

Todo espago compacto T3 (e na verdade todo espago localmente compacto) é
um espago de pointwise countable type.

Das muitas relagoes existentes entre estas e outras funcoes cardinais, enumera-
mos as mais relevantes para este trabalho.
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Teorema 1.2.28 Seja X um espaco topoldgico. Temos entao que valem as se-

guintes relagoes entre fungoes cardinais em X (desde que essas fungoes possam ser
definidas em X ):

1. c(X) <d(X) <w(X);

2
3
4. (X) < psw
5
6

Teorema 1.2.29 Seja X um espaco topoldgico Ty. Temos entdo que:
1. |X| < 28XXX) (Teorema de Arhangel’skii);
2. |X| < 2% (Desigualdade de Hajnal-Juhdsz);

8. 1. (S) <2 e ‘§| < olSle(5) para qualquer S C X (sequem das Proposigoes
3.1 e 3.2 de [8]).

Teorema 1.2.30 Seja X um espaco topoldgico regular. Temos entdao que:

1 ¢ (X) = the (X);
2. X(:L‘,D):X(l‘,b) sereDcCX.

Teorema 1.2.31 Seja X um espaco compacto T,. Temos entao que:
1.e(X)=U(X)=L(X)=uw;

2. Y (X) = . (X) = x(X) (vale em geral para espagos de pointwise countable
type);

3. psw (X) =w(X);
4. t(X)=F(X).
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Em particular, o teorema acima vale para espacos diddicos. Para estes espagos,
vale também:

Teorema 1.2.32 Seja X um compacto diddico. Temos entdo que:
1. ¢(X) =w;
2.t(X)=x(X)=s(X)=w(X).

Serd para nds mais conveniente trabalhar com a seguinte formulagao de Il (X)
(equivalente de acordo com a proposicao a seguir, que é uma generalizacao de parte
do Teorema 2.1.3 de [15]): o menor cardinal ~ tal que, toda cobertura aberta C'
tenha alguma subcobertura S com cf (|S]) < k.

Proposicao 1.2.33 Sejam X um espaco topoldgico e k um cardinal infinito. Sao
equivalentes:

(a) toda cobertura aberta C, linearmente ordenada por inclusao, tem uma sub-
cobertura S com |S| < k;

(b) toda cobertura aberta C', bem ordenada por inclusao, tem uma subcobertura
S com |S| < k;

(c) toda cobertura aberta C, com |C| regular > k, tem uma subcobertura S com
S| <Cl;

(d) toda cobertura aberta C tem uma subcobertura S com cf (|S]) < k.

Demonstragao. (a) = (d): Seja S uma subcobertura de C, de cardinalidade
minima. Indexando S como S = {A,:a < S|}, defina, para cada a < |S],
By = U<, Ap- Por (a), a cobertura U = {B, : @ < [S|} tem uma subcobertura
U com |U'| < k; pela minimalidade da cardinalidade de S, temos entdo que
cf (I15]) < [U'] < w.

(d) = (c): Imediato.

(¢) = (b): Seja S uma subcobertura de C, de tipo de ordem minimo. Pela
minimalidade de S entre as subcoberturas de C, ot (S) tem que ser um cardinal
regular, e portanto |S| = ot (S). Por (c), |S| < k, caso contrdrio S nao seria uma
subcobertura de C' de tipo de ordem minimo.

(b) = (a): Basta mostrar que toda cobertura aberta C' linearmente ordenada
por inclusao, tem alguma subcobertura bem ordenada por inclusao. Para cada
ordinal «, suponha jd definido o conjunto {Ag : f < a} C C, bem ordenado pela
inclusdo. Se X = f<a Ap, j4 temos o resultado desejado; caso contrério, escolha
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algum z, € X\ Uﬁ<a Ap, ealgum A, € C tal que z, € A,. Como C é linearmente
ordenado, entdao Az C A, para todo 8 < a, logo {Asz: f < a} é bem ordenado
pela inclusao. O

Coroldrio 1.2.34 Se X ¢é um espaco topoldgico,

I1(X) =min{k : toda cobertura aberta C tem subcobertura S com cf (|S]) < k}.

O préximo resultado é uma generalizacao imediata de parte do Teorema 2.1.4
em [15].

Proposicao 1.2.35 Sejam X um espago topoldgico e k um cardinal infinito. Sao
equivalentes:

(a) ll(X) < K;

(b) se AC X e|A| éregular > K, entdo A tem ponto de acumulag¢io completo
em X.

Demonstragao. (a) = (b): Suponha que exista A = {z,:a < |A|} C X con-
tradizendo (b). Para cada o < |A], defina

Uy = X\{z : v > a}.

Entao, C = {U,: a < |A|} é uma cobertura aberta linearmente ordenada por
inclusao de X. De fato, dado qualquer x € X, como x nao é ponto de acumu-
lacdo completo de A e |A| é regular, existe § < |A| tal que x € Us. Por (a),
existe {a; : i < k} tal que {U,, : i < Kk} seja subcobertura de C', logo cf (|A|) < &,
contradicao.

(b) = (a): Suponha que Il (X) > x. Logo pelo item (c) da Proposicao 1.2.33,
h& uma cobertura aberta U = {U, : a < |U|} de X tal que |U| seja um cardinal
regular > x e tal que U nao tenha subcobertura U’ com |U’| < |U|. Podemos
entdo supor, sem perda de generalidade, que para todo a < |Ul, Us\ U4, Us # 0.
Defina para cada a < |U]|,

Pa € Us\ UM Us.

Por (b), A = {pa:a <|U|} tem um ponto de acumulacdo completo p € X.
Mas considerando 5 < |U| tal que p € Ug, temos que |[UsNA| < |B] < |A],
contradicao. O
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1.3 Submodelos elementares

Alguns resultados deste trabalho fazem uso de submodelos elementares, que é uma
ferramenta que tem se tornado muito importante em Topologia Geral. Nossas
principais referéncias sao [10] e a segao sobre submodelos elementares de [9].

Apresentaremos a seguir os conceitos e teoremas sobre submodelos elementares
que serao usados neste trabalho. Salvo indicagao em contrério, esses conceitos e
resultados s@o provenientes de [9], onde sdo apresentados e discutidos detalhada-
mente.

Definicao 1.3.1 Seja M um conjunto nao vazio. Para cada férmula ¢, a rela-
tivizacao de ¢ a M ¢é a féormula oM, definida recursivamente por:

e se ¢ é uma formula atémica, entdo ™ é a féormula p;
)M M) .

é a formula — ((,0 ;

o (mp
e (A gb)M é a formula (goM) A (ng);

o (Fz(p)" € a formula 3z (x € M A (pM)).

Defini¢ao 1.3.2 Dada uma férmula ¢ (z1,...,x,) € ay,...,a, € M, escrevemos
M k= ¢lay, ..., a,] se e somente se valer oM (ay, ..., a,).

Definicao 1.3.3 Sejam M, N conjuntos com M C N. Dizemos que M < N
(M é um submodelo elementar de N) se e somente se, para qualquer férmula
o (x1,...,2,) € quaisquer ay, . ..,a, € M, tivermos:

M Epla,...,a,] se e somente se N = play,...,a,].

No préximo lema, @, (x1,...,2,) é a formula 3z (¢ (21, ..., T,, T)).

Lema 1.3.4 (Critério de Tarski) Sejam M, N conjuntos com M C N. En-
taio M < N se e somente se, para qualquer férmula ¢ (z1,...,2,,x) € quais-
quer ay,...,a, € M, N &= p;lai,...,a,] implicar que exista a € M tal que
N E ¢lay, ... a,,al.
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Teorema 1.3.5 (Lowenheim-Skolem) Sejam A e N conjuntos com A C N.
Entao existe M < N tal que A C M e |M| < |A|] + w.

Deste ponto em diante, quando nos referirmos a um submodelo elementar M,
este serd submodelo elementar de um Hy (Hy = {A : |trcl (A)] < 0}, ver [34] e [9]),
com 6 cardinal nao enumeravel, regular e "suficientemente grande" para que Hy
possa ser tomado como universo para os objetos sendo estudados.

Lema 1.3.6 Sejam x um cardinal e M < Hy tais que k € M e K C M. Entao,

VAe M(|JA|<k=ACM).

Lema 1.3.7 Sejam k um cardinal infinito e M < Hy com kU {r} C M. Entao
n =kt N M éum ordinal limite.

Definicao 1.3.8 Sejam « um cardinal infinito e M < Hy. Dizemos que M é

k-covering se para todo A € [M]™" existe B € M tal que A C B e |B| < k.

O lema a seguir é uma imediata generalizagao para cardinais quaisquer do Lema
3.3 em [31].

Lema 1.3.9 Se M é um submodelo elementar k-covering, com kU {k} C M,
entdo kT C M.

Demonstracao. Definindo a« = M N k™, basta mostrar que @ = xk*. De acordo
com o Lema 1.3.7, @ é um ordinal. Suponha que o« < k™. Como |a| < ke M &
k-covering, existe A € M tal que a C A e |A| < k. Definindo B = AN k™, temos
que B € M, a C B e |B| < k. Temos entao pelo Lema 1.3.6 que B C M, logo
B C M Nkt = a. Portanto « = B € M, contradigao, pois o ¢ a. O

Lema 1.3.10 Sejam r um cardinal infinito e A C Hy com |A| < k*. Entao existe
M < Hy k-covering com A C M e |M| < k™.

Demonstracao. Se tivermos |A| < k, temos imediatamente o resultado pelo Lema
1.1.12 de [9]. Se |A| = k™, aplique o Lema 1.1.12 de [9] com A" = k U {k, k™, A},
pelo Lema 1.3.9 temos k™ C M, logo pelo Lema 1.3.6, A C M. O
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Definicao 1.3.11 [30/[31] Dado um espago topoldgico (X,7), Xur denota o se-
gquinte espago topologico: o conjunto X N M, munido da topologia gerada por

{UNnM:UernM}.

Note que, de acordo com definicao acima, a topologia de Xj; ou coincide ou
serd menos fina que a topologia de subespaco de X N M.

1.4 Reflexao de funcgoes cardinais

Nesta secao iremos estabelecer os conceitos relacionados & reflexao de fungoes

cardinais, bem como algumas relagoes e propriedades. Nossa principal referéncia
serd [22].

Definicao 1.4.1 Sejam ¢ uma fung¢ao cardinal, k um cardinal infinito e S uma
classe de espacgos topoldgicos. Entao a expressio "¢ reflete k para S" significa:

se X €S e¢(X) >k, entao existe Y C X tal que |Y| <k ep(Y) > k.

Se S for a classe de todos os espagos topoldgicos, podemos dizer simplesmente "¢
reflete k.

Definicao 1.4.2 Sejam ¢ uma funcao cardinal, k um cardinal infinito e S uma
classe de espagos topoldgicos. Entao a expressao "¢ reflete fortemente r para
S significa:

se X €S e¢(X)>k, entio Y € [X]™* com ¢ (Z) >k sempre que Y C Z C X.

Definicao 1.4.3 Sejam ¢ uma fung¢do cardinal, k um cardinal infinito e S uma
classe de espagos topoldgicos. Entdo a expressio "¢ satisfaz U (k) para S " sig-
nifica: se X € S, ¢p(X) > ke X = U{X,:a <A}, com k < A\, \ regular e
{Xa 1 a < A} crescente, entdo existe o« < \ tal que ¢ (X,) > K.

2JU = "increasing union"
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Definicao 1.4.4 Sejam ¢ uma funcao cardinal, k um cardinal infinito e S uma
classe de espagos topoldgicos. Entao a expressio "¢ tem a propriedade de Dar-
boux em k para S" significa:

se X € S e¢p(X) >k, entao existe Y C X tal que ¢ (V) = k.

Teorema 1.4.5 Dada uma funcao cardinal ¢, um cardinal infinito k e uma classe
de espagos topoldgicos S, temos que:

i) se ¢ reflete fortemente k para S, entao ¢ reflete k para S;

ii) se ¢ é mondtona e reflete k para S, entao ¢ reflete fortemente k para S;

ii1) se ¢ reflete fortemente k para S, entdo ¢ satisfaz IU (k) para S;

iv) suponha que ¢ satisfaca: ¢ (X) < |X|+ w para todo espago X. Assim, se
¢ reflete k para S, entdo ¢ tem a propriedade de Darboux em k para S.

Lema 1.4.6 Se ¢ reflete fortemente todos os cardinais sucessores para S, entdo
¢ reflete fortemente todos os cardinais infinitos para S.

Neste trabalho, quando dissermos "¢ reflete x para X", isto deve ser entendido
como "¢ reflete k para {X}".

Um dos primeiros resultados de reflexao, em 1980, foi o Teorema de Hajnal-
Juhdsz de reflexdo do peso [20]:

Teorema 1.4.7 w refiete todos os cardinais infinitos.



Capitulo 2

Reflexoes em funcoes locais

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos propriedades de reflexao para fungoes cardinais locais,
como 1 e x, além da funcao cardinal psw. Estas trés fungoes cardinais sao moné-
tonas, portanto, de acordo com o Teorema 1.4.5 e o Lema 1.4.6, se ¢ € {x, ¥, psw}
e S for uma classe de espagos topolégicos, para que ¢ reflita todos os cardinais
infinitos para .S, basta que ¢ reflita todos os cardinais sucessores para S.

Estes sao os principais resultados de reflexao descritos na literatura para i e
psw [22]:

Teorema 2.1.1 (2" = k™) Se ¢ € {¢, psw}, entio ¢ reflete k™ para a classe dos

espacos compactos Ts.

Coroldrio 2.1.2 (GCH) Se ¢ € {y,psw}, entdo ¢ reflete todos os cardinais in-
finitos para a classe dos espagos compactos T.

Relacionado aos resultados acima, este ¢ um dos principais problemas em aberto
sobre reflexao de funcoes cardinais locais [22][26]:

Problema 2.1.3 Seja ¢ € {1, psw}. Pode-se mostrar em ZFC que ¢ reflete k*
para a classe dos espacos compactos Ty ? Ou em particular, que ¢ reflete wy para
a classe dos espagos compactos Ty ?

Na literatura, o tinico resultado positivo que encontramos sobre reflexao de v
ou psw, em ZFC, para espacos compactos T5 é:

19
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Teorema 2.1.4 [7] Se ¢ € {1, psw}, entao ¢ reflete K+ para a classe dos espagos
diddicos.

Nas proximas secoes deste capitulo, com excegao da tultima, nés buscaremos
respostas parciais para o Problema 2.1.3. Na tiltima secao, usaremos submodelos
elementares para obter alguns resultados de reflexao para x e 1, incluindo uma
relacao entre reflexao e propriedade de Darboux para Y.

2.2 Espacos diadicos

A demonstracao em [7] do Teorema 2.1.4, apesar de aparentemente curta, faz uso
do Teorema de Efimov-Gerlits-Hagler ([13]), o que torna a demonstracdo como
um todo nao elementar e muito complexa. Apresentamos a seguir uma demons-
tracao mais simples do mesmo resultado. Primeiro, apresentamos um lema, cujo
enunciado é semelhante ao Problema 3.12.12 (i) de [14], mas adaptado as nossas
necessidades.

Lema 2.2.1 Se X é um espaco diddico e x (xo9, X) > X\ > wq, entdo existe M €
(X tal que M ¢é discreto e M U {xo} é a compactificagio de Alexandroff de M.

Demonstracao. Como X é diddico, existe uma funcao
f:C:HSGSDS — X,

continua e sobrejetora (com |S| > w, e para todo s € S, Dy é o espago discreto

{0,1}).
Dados u,v € C, denote por A (u,v) o conjunto {s € S : 7y (u) # 7, (v)}.
Defina A = f~! () e

So={se€S:3aec AT e C\A(A(a,b) ={s}))}.

Fixe agora fungoes a, b : Sy — C tais que, para todo s € Sy, a(s) € A, b(s) € C\A

e A(a(s),b(s)) = {s}.

Vejamos agora que
A= s, (4) X HSES\SO b

E evidente que
A C sy (4) HSGS\SO D,
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basta entdo mostrar a inclusao oposta. Seja u € g, (A) X [[,cq\5, Ds € suponha
que u ¢ A. Seja v € A tal que 7g, (v) = 7, (u). Como A ¢é fechado, existe T C §
finito tal que

<7rT (u) % HSGS\T DS) C C\A.

Considerando agora o elemento w € C' tal que mp (w) = 7p(u) e To\r (W) =
mo\r (v), € fécil ver que w ¢ A e que A (w,v) C T\Sp;. Se A(w,v) =0, w = v,
contradigdo. Caso contrario, podemos expressar A (w,v) como {ti,ta,...,t;} e
proceder da seguinte forma. Defina wy = w, e para cadan € {1,2,...,k}, w, € C
como sendo o elemento tal que m;, (wy,) = 7, (V) € To\(1,} (Wn) = T\ () (Wn—1);
temos que w,_1 ¢ A implica w, ¢ A, pois t, ¢ Sy. Mas wyp = v, contradi¢ao.
Mostramos assim que

A=7g, (A) x HSGS\SO D,.

Agora vamos mostrar que |Sg| > A. Por absurdo, seja Jy o conjunto de todos
os subconjuntos finitos de Sy (logo, |Jy| < A). Para cada a € A e j € Jy, defina

Ua,j =T; (G) X HsES\j Ds-

Entao, para cada j € Jy, Uj = (J,cq Ua; € um aberto tal que A C U;. Defina
entdo, para cada j € Jy, V; = X\ f[C\U;]. E fécil ver que V; é uma vizinhanga
aberta de rp. Basta agora mostrar que [);c; V; = {70}, 0 que levard a uma
contradigao com ¥ (g, X) = x (7o, X) > A. Suponha que existe z € [, V;, com
z # x9. Escolha algum y € f~!(z). E facil ver que y € .., Uj ey ¢ A. Seja
entao R C S, finito, tal que

(m (y) x HSGS\R DS> C C\A.

Como y € ﬂje 5, Uj, em particular temos que y € Ugns,, logo existe a, € A tal
que y € Uq, rns,, O que significa que

j€Jo

TRNSy (y) = TRNS, (ay) .

Considere entao o elemento b, € C tal que 7 (by) = 7r (y) € To\r (by) = Ts\r (ay)-
Por um lado, como

b, € mr (y) X HseS\R Dy,

b, ¢ A. Por outro lado, como mg\r (by) = Ts\r (ay) €

Trnso (by) = Trs, (V) = Trns, (ay),
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entdao A (b, a,) C R\Sp, o que implica 7g, (b,) = 7s, (a,), logo
b, € T, (A) x HSES\SO D, = A.

Contradigao, o que mostra que ()., V; = {zo}. Mostramos assim que |Sy| > A.

j€Jo

Vejamos agora que B = b[Sy] (a imagem da funcao b) ¢é tal que |B| > A. Para
isto basta mostrar que, dado qualquer 5 € Sy, b= (b(35)) ¢é finito. Como b (3) ¢ A,
existe T" C S, finito, tal que

(WT (b(3)) x Hses\T DS) C C\A.
Deste modo, b~ (b (5)) ¢ finito pois b=! (b(5)) C T - se houvesse s € b~ (b(35)) \T,
terfamos
a(s) € mp (b(3)) x HSES\T D,,
contradicao.

Vamos agora mostrar que todos os pontos de acumulagao de B estao em A.
Faremos isso mostrando que, dado qualquer u € C'\ A, u nao é ponto de acumulagao
de B. Como A ¢é fechado, existe T' C S finito tal que

U={ceC:mr(c)=mr(u)}

é uma vizinhanca aberta de u, com UNA = (). Se s € Sy\T, entdo b(s) ¢ U (pois
neste caso mr (a (s)) = 7 (b(s))). Assim,

UN(C\(b[SoNT]\{u}))

¢ uma vizinhanca aberta de u que nao intercepta nenhum ponto de B, com possivel
excecao do proéprio u.

Defina agora M = f[B]. Queremos mostrar que ‘]\7 ‘ > \. Para isto basta
mostrar que, dado qualquer b € B,

By=f"(f(b)nB

é finito. Se B, fosse infinito, teria um ponto de acumulacao a, € A, mas

C\fH(f (1))

¢ uma vizinhanga aberta de a; que nao intercepta Bj.
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Vejamos agora que o conjunto dos pontos de acumulacao de M é {zo}. Para
isto basta mostrar que, se z € X\ {zo}, entdo z ndo é ponto de acumulagao de
M (entao zg serd ponto de acumulagao de M pois M & infinito e X & compacto).
Como f~'(2)N A =0, nenhum y € f~!(2) é ponto de acumulagao de B. Entao,
para cada y € f~1 (), seja U, uma vizinhanga aberta de y tal que U, N B C {y}.
Logo U = Uyef_l(z) U, é um aberto tal que f~'(z) C U e, se b € BN U, entao
f(b) = z. Defina V = X\ f [C\U]. E fécil ver que V ¢ uma vizinhanca aberta de
z. Temos ainda que V N M C {z} (se existisse m € M N (V\ {z}), escolha algum
be f~1(m)N B, pela definigao de V terfamos b € U, contradi¢ao).

Como {x¢} é o conjunto dos pontos de acumulagao de M , M & discreto, e

— A
M U {xz¢} é compacto. Finalmente, escolha qualquer M € [M } . Temos que M é
discreto e M U {xo} é a compactificagao de Alexandroff de M. O

Teorema 2.2.2 Sejam ¢ € {1, psw} e k um cardinal infinito. Entao ¢ reflete k™
para a classe

{X : X é compacto T; e existe Y C X diddico, com ¢ (Y) > r"}.

Demonstragao. Seja Y C X um diddico com v (Y) > k. Entao existe xg € YV
tal que x (z0,Y) = ¢ (x9,Y) > k. Pelo Lema 2.2.1, existe M € [Y]'«”+ C [X]”+
discreto, com N = M U {zo} a sua compactificacdo de Alexandroff. Entéao é facil
ver que ¥ (N) =1 (g, N) = k.

Seja Y C X um diddico com psw (Y) > kT. Como Y é diddico, ¢ (V) =
w(Y) = psw (Y). De acordo com o pardgrafo anterior, existe entdao N € [Y]“+,
compacto, com ¢ (N) = k™, 0 que mostra que psw (N) > k+. O

A estratégia da demonstracao desse resultado, foi obter um subespaco que seja
exatamente a compactificacao de Alexandroff de um discreto de cardinalidade x™.
Como todo diddico é um compacto c.c.c. (ou seja, tem celularidade enumeravel),
seria natural tentar estender essa estratégia, de diddicos para compactos c.c.c.

Entretanto, isso nao pode funcionar, pois, por exemplo, Sw nao possui subes-
pacos compactos de cardinalidade w;. Entretanto, no caso particular de reflexao
de wy, podemos estender o teorema anterior:

Proposicao 2.2.3 Seja ¢ € {1, psw}. Entao ¢ reflete wy para a classe dos es-
pagos X, compactos Ty, que satisfacam pelo menos uma das condigoes:

1. existe Y C X diddico, com ¢ (Y') > wy;
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2. existe um subespaco de X homeomorfo a Pw.

Demonstra¢ao. Basta mostrar (2), pois se tivermos (1), o resultado segue do
Teorema 2.2.2.

Pelo Coroldrio 4.4.5 de [45], existe um subespago S de w* (e portanto de Sw)
de cardinalidade wy, onde existe um ponto de S tal que as vizinhancas abertas
sao as co-enumerdveis, e todos os demais pontos de S sao isolados. Claramente,

psw (S) > (S) = w. O

2.3 Espectros de carater e convergéncia

Nesta se¢ao faremos uso de conceitos definidos e desenvolvidos em [29]: espectro
de cardter e espectro de convergéncia. Nesse artigo, Juhdsz e Weiss utilizam esses
conceitos para reformular certos problemas topoldgicos em aberto e apresentar
algumas solucoes. Com relacao a reflexao de funcoes cardinais, nesse artigo ha
uma aplicacao a reflexao do cardter, mas nesta secao aplicaremos esses conceitos
no estudo da reflexao de 1 e psw.

Vejamos primeiro as seguintes definicoes e resultados:

Definicao 2.3.1 [29] Dizemos que uma sequéncia (z, : o < K) converge para um
ponto x em um espago topoldgico X (o que denotamos por x, — x), se para toda
vizinhanga aberta U de x existe algum [ < k tal que x, € U sempre que < a < K.

Definigao 2.3.2 [29] Dizemos que um subconjunto infinito A de um espago
topoldgico X converge para um ponto x (o que denotamos por A — x), se para
toda vizinhanga aberta U de x tivermos |A\U| < |A|.

Proposicao 2.3.3 [29] Se uma sequéncia (z,, : o < K) converge para um ponto x,
entao o conjunto A = {x, : o < K} também converge para x. Por outro lado, se
A — x e |A| for regular, entdo se {x, : o < |A|} for qualquer enumeragao injetora
de A, xo — = (a reqularidade de |A| é essencial aqui).

Proposigao 2.3.4 [29] Em um compactum, A — x se e somente se x for o unico
ponto de acumulagdo completo de A.

Podemos agora definir os seguintes espectros de cardinais:
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Definigao 2.3.5 [29] Se p for um ponto nao isolado de X, definimos o espectro
de carater de p em X como

XS (p, X)={x(p,Y) :p é nao isolado emY C X}.
Definimos entao o espectro de cardter de X como

XS (X) = U{XS(x,X) :x é nao isolado em X} .

Definicao 2.3.6 [29] Dado p € X, definimos o espectro de convergéncia de
p em X como
cSp,X)={|Al:AC X e A— p}.

Definimos entao o espectro de convergéncia de X como

S (X) = J{cS (2, X) : 2 € X}

Definigao 2.3.7 [29] Dado p € X, definimos o espectro de convergéncia dis-
creto de p em X como

deS (p, X) ={|D|: D C X é discreto e D — p} .
Definimos entao o espectro de convergéncia discreto de X como

deS (X) = J{deS (v, X) : 2 € X}

E evidente que dcS (X) C ¢S (X). A demonstracio do préximo resultado &
baseada em argumentos desenvolvidos no texto de [29].

Proposicao 2.3.8 Se X é um espago compacto Ty, e k € xS (X), entdo

{R,ef (K)} CeS(X).

Demonstracao. Se k € xS (X), entao existe algum p € X, nao isolado, tal que
Kk € xS (p, X). Logo existe algum Y C X, com p € Y, tal que p é ndo isolado em
Yex(p,Y)=k Como X écompacto Ty (e portanto regular),

v (Y)=x{Y)=x({Y),
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entdo pode-se facilmente mostrar que existe uma sequéncia injetora (x4 : @ < K)
convergindo para p. Se I = {ag: [ <cf(r)} for crescente e cofinal em &, en-
tao temos também que x,, — p. Definindo agora A = {7,:a <k} e B =
{:paﬁ B8 <cf (n)}, temos que A — p e B — p, logo

{IA]L[BI} = {r,cf (r)} C S (p, X) C 5 (X).

O

Teorema 2.3.9 Sejam k um cardinal infinito reqular e ¢ € {¢,psw}. Temos
entao que ¢ reflete k para a classe dos espagos {X : k € ¢S (X)}.

Demonstragao. Se k € ¢S (X), entdo existe algum p € X tal que k € ¢S (p, X).
Portanto existe A € [X]" tal que A — p. Podemos supor sem perda de genera-
lidade que p € A. Temos entdao que 9 (p, A) = Kk, pois se tivéssemos 1 (p, A) =
A < K, existiria uma familia {U, : & < A} de vizinhancas abertas de p em A tal
que [),<r Ua = {p}. Mas entao terfamos A\ {p} = |, A\Ua, 0 que contradiria
a regularidade de k.

Deste modo, psw (A) = 1 (A) = k, logo psw e 1 refletem k para X. O

a<\

Faremos uso dos seguintes resultados:

Proposigao 2.3.10 [29] Seja k um cardinal infinito. Se X é um compactum com
X (X) > 2%, entdo kt € dcS (X).

Proposigao 2.3.11 [29] Se ¢ é um cardinal infinito e X é um compactum com
F(X)>o=cf(0) >w entdo p € xS (X).

Proposicao 2.3.12 [29] Suponha que X é um espago reqular e o, 1 sao cardinais
infinitos tais que F (X) < o < c¢f (u), e ainda que p € X € tal que ¢ (p, X) > p.

Entao:

1. existe um discreto D € [X]|~¢ comp € D e (p,ﬁ) >, ou

2. existe um discreto D € [X]? tal que D — p.
Podemos agora encontrar mais condigoes suficientes para a reflexao de ¢ e psw.

Teorema 2.3.13 Sejam k um cardinal infinito e X um espaco compacto Ts. Para
que v reflita k* para X, é suficiente que ocorra uma das condigoes:
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1. 3dpe X (¥ (p, X) =r");
2. ¥ (X) <k
3. P (X) > 2"
4. t(X) > k',
5. VS € [X]=" (¢ (S) < kt).
Demonstragio. (1): temos que
Y =x(p, X) € xS(p, X) CeS(X),

e basta aplicar o Teorema 2.3.9;

(2): se nao tivermos (1), entao ¥ (X) < k, e o resultado ¢ imediato;

(3): pela Proposigao 2.3.10, k™ € deS (X) C ¢S (X);

(4): F(X)=t(X) > " implica que F (X) > x*, logo pela Proposicio 2.3.11
kT e xS (X) C S (X).

(5): suponha que nao temos (2) nem (4). Neste caso, ¥ (X) > r*, logo
¥ (p, X) > k't para algum p € X. Além disso, F (X) =t (X) < &, logo F (X) <
kt. Podemos entao aplicar a Proposi¢ao 2.3.12, com g9 = k™ e u = k. Por (5),
nao pode ocorrer a conclusao (1) da Proposi¢ao 2.3.12, entao temos (2), logo

|ID|=p0=kr"€cS(p,X) CcS(X).
U

Com base no item (5) do teorema acima, se existir um espaco X que seja
contra-exemplo consistente do enunciado "¢ reflete k™ para a classe dos espacos
compactos 1", haverd Y C X, compacto, com ¢(Y) < d(Y) < k, que também
serd contra-exemplo consistente do mesmo enunciado. Portanto, o problema do
pseudocardter refletir ou nao w; é equivalente na classe dos espagos compactos 75
ou na classe dos espagos compactos 15 c.c.c.

Corolério 2.3.14 Sejam k um cardinal infinito e X um espago compacto Ts. Para
que psw reflita Kk para X, é suficiente que ocorra uma das condicoes:

1. psw (X) < k;

2. (X)) =r" outp(X)>2%;
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3. t(X)>r";

4o (X) >kt e VS € X5 (v (5) < w7).

Demonstragao. Se X é um espago compacto Ty com 1 (X) > T, "¢ reflete kT
para X" implica "psw reflete x* para X". O

Seja ¢ € {1, psw}. Com base no Teorema 2.3.13 e no Corolério 2.3.14, pode-se
deduzir de outra forma o Teorema 2.2.2; pois se X é compacto diddico, ¢ (X) =
Y (X) = psw (X). E também a Proposigao 2.2.3, pois ¢ (fw) = 2¢ (Exemplo 7.22
em [21]).

2.4 Classificacao dos possiveis contra-exemplos

Nesta secao, iremos apresentar algumas caracterizacoes adicionais dos possiveis
contra-exemplos consistentes do enunciado "¢ reflete k™ para a classe dos espacos
compactos Ty", com ¢ € {1, psw}. Vejamos as seguintes defini¢oes, que sao rela-
tivas a um problema também abordado em [29]:

Definigao 2.4.1 [18] Seja X um compactum. Dizemos que x € X é um K-
ponto se para nenhum cardinal reqular nao-enumerdvel o existir uma o-sequencia
em X\ {z} convergindo para x.

Definigao 2.4.2 [18] Seja X um compactum. Dizemos que © € X é um AB-
ponto se cf (x (z,Y)) <w para todoY C X comz €Y.

Definicao 2.4.3 [18/ Um compactum X é um K-compactum (A B-compactum)
se todos os seus pontos forem K-pontos (AB-pontos).

E facil ver que um compactum é um K-compactum se e somente se no seu
espectro de convergéncia nao houver nenhum cardinal regular nao-enumeréavel; e
é um AB-compactum se e somente se no seu espectro de cardter houver apenas
cardinais de cofinalidade enumerdvel. Pode-se ver facilmente pela Proposigao 2.3.8
que todo K-compactum é um AB-compactum.

Precisaremos do seguinte conceito (ver [3]):
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Definigao 2.4.4 Dados um espago X e x € X, definimos Hus (x, X) como sendo
o menor cardinal infinito T satisfazendo a sequinte condicdo: para todo A C

X\ {x} tal que |A| seja um cardinal reqular > 7, existe uma vizinhanga aberta U de
x tal que |[A\U| = |A|. Definimos entao Hus (X) como sup {Hus (z, X) : x € X}.

Nao ¢é dificil ver que um compactum X é um K-compactum se e somente se
Hus (X) < wy.

O préximo resultado generaliza a Proposigao 4 de [3].

Proposicao 2.4.5 Sejam X um espaco compacto Ty, v € X e k um cardinal
infinito. Entdo Hus (x,X) < kT se e somente se ll (X\ {z}) < k.

Demonstra¢ao. Considerando a definigao de quando um subconjunto converge para
um ponto, temos que Hus (x,X) < k' se e somente se, para todo A C X\ {z},
com |A| regular > k™, A nao converge para x.

Como A — x se e somente se x for o tinico ponto de acumulagao completo de
A, temos que Hus (z,X) < k* se e somente se, para todo A C X\ {z}, com |A|
regular > k%, A tem outro ponto de acumulagao completo, ou seja, tem ponto de
acumulacao completo em X\ {z}. Essa tltima condi¢do, por sua vez, equivale a
I1(X\{z}) <k, de acordo com a Proposigao 1.2.35. O

Portanto, um compactum X é um K-compactum se e somente se, para todo
z € X, X\ {z} for linearmente Lindelsf. Por outro lado, ¢ fcil ver que em um com-
pactum X, X\ {z} & Lindelsf se e somente se y (z, X) = w. Isso motiva a seguinte
questao: em um compactum X, todo K-ponto tem cardter enumerdvel? Kunen
[35] construiu em ZFC um compactum em que ha um K-ponto com x (z, X) > w
(e ¢f (x (z,X)) = w). No entanto, a seguinte questao ainda estd em aberto, de
acordo com [29]:

Problema 2.4.6 Todo K-compactum tem cardter enumerdvel?

De acordo com o Coroldrio 3.7 de [29], hd4 um exemplo consistente de com-
pactum X com xS (X) = {w,N,} (e portanto com x (X) = R,), sendo assim um
exemplo de AB-compactum com cardter nao enumerdvel. Esse exemplo nao é um
K-compactum, pois ¢S (X) = [w, R,].

Vejamos agora uma aplicagao desses conceitos aos problemas de reflexao de
fungoes cardinais. Se x é um cardinal e T é um conjunto de cardinais, dizemos
que T omite k se k ¢ T e existe u >k com p € Y.
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Proposicao 2.4.7 Dado um cardinal infinito k, se existir um espago X compacto
T5 tal que v nao reflita k™ para X, entao teremos exatamente uma das alternativas
a Sequir:

1. ¢S(X)N REG omite k™
2. Hus (X) < kT < ¢ (X).

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.9, k™ ¢ ¢S (X). Se existir algum cardinal regular
p > kT tal que p € ¢S (X), entao ¢S (X) N REG omite k*. Se nao existir, ndo
pode haver nenhum A C X, com |A| regular > k, e que convirja para um ponto
p € X. Ou seja, dado qualquer p € X, Hus (p, X) < k™. Além disso, pelo item
(2) do Teorema 2.3.13, temos que ¢ (X) > k™. O

Corolario 2.4.8 Se existir um espagco X compacto Ty tal que ¥ nao reflita w;
para X, entao teremos exatamente uma das alternativas a sequir:

1. ¢S(X) N REG omite wy;

2. X é um K-compactum com ¢ (X) > N,,.

A existéncia de um espago satisfazendo o item (2) do corolario acima continua
sendo um problema em aberto. Quanto a espagos X compactos Tp em que ¢S (X)N
REG omita algum cardinal regular, de acordo com [29] o unico exemplo conhecido
¢ um espago construido em [28], que é a compactificagdo de Alexandroff de um
espaco 15 localmente compacto, de cardter enumerdvel, inicialmente w;-compacto
mas nao compacto, de cardinalidade w,. Chamando de X essa compactificagao,
Y (X) = psw(X) = |X| = ws, e xS (X) =S (X) = {w,ws}. Nao conseguimos
até o momento determinar se ¢ reflete wy para X, quando ¢ € {¢, psw}.

Corolario 2.4.9 Dado um cardinal infinito K, se existir um espago X que seja
um contra-exemplo consistente para o enunciado "psw reflete k™ para a classe dos
espagos compactos Ty ", entao teremos exatamente uma das alternativas a sequir:

1. ¢S(X)N REG omite k™;
2. Hus (X) < k" <9 (X) < psw (X);
3. P (X) <k <psw(X).

Nas alternativas (1) e (2), X serd também um contra-exemplo consistente para
o enunciado ") reflete kT para a classe dos espacos compactos Ty ".
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2.5 Resultados com submodelos elementares

O préximo resultado é uma generalizacao direta para cardinais quaisquer de um
resultado nao publicado de Alas e Junqueira, e de parte do Teorema 3.5 em [31],
e apresentamos aqui para conveniéncia do leitor.

Lema 2.5.1 Seja ¢ € {¢, x}. Se M é um submodelo elementar k-covering, com
RU{K, X, 7} C M e ¢ (Xy) <k, entao ¢ (X) < k.

Demonstracao. 1° caso: ¢ = 1)

Seja x € X N M arbitrdrio. Como ¢ (z, X)) < k, existe B C 7N M, com
|B| < K, talque N{VNM:V € B} ={z}. Como M é k-covering, existe C' € M,
tal que B C C e |C| < k. Defina agora

D={VeC:VerhnzeV};

D € M pois C, 7,z € M; temos ainda B C D, |D| <k, N{VNM:VeD}={x}
eD C M.

Vamos agora mostrar que M |= ¢ (xz, X) < k. Para isto vamos mostrar que
M E o (D,z,X,7,k), onde ¢ (D,z, X, 7,k) & a féormula que expressa "D é uma
pseudobase para = no espaco (X, 7), de cardinalidade < k". Essa férmula pode
Ser expressa como

DcCcrtAYy(ly=x<yenD)AN|D|<k.
Temos entao que ¢™ (D, z, X, T, k) seria expresso como
(D) AVWyeMy=zeyenD)A(D| < k)M
que por elementariedade é equivalente a
DCcrtAVyeM(y=x<yenD)AN|D|<k.

E esta iltima expressao é claramente verdadeira, pelo que sabemos sobre D.
Agora, temos M =1 (x, X) < k para todo z € X N M, ou seja,

Vo€ XN M@ (2, X) <)M,

logo
(Vo € X (¢ (2, X) < m)™,

ou seja,
M Vo € X (4 (z, X) < 5),
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e como X,k € M, temos que Vo € X (¢ (2, X) < k), logo ¥ (X) < k.

2° caso: ¢ =y

Seja x € X N M arbitrario. Como x (z,Xy) < k, existe B C 7N M, com
|B| < k, tal que x € NB, e se U for uma vizinhanca aberta de x em X, existe
Vi€ Btalque VpynM C U. Como M é k-covering, existe C' € M, tal que B C C
e |C] < k. Defina agora

D={VeC:VerhnzeV};

D € M pois C, 1,z € M; temos ainda que B C D, |D| <k, D C M,z € ND, ese
U for uma vizinhanca aberta de x em X,;, existe Viy € D tal que Vy "M C U.
Vamos agora mostrar que M = x (z, X) < k. Para isto vamos mostrar M |
¢ (D,z,X,7,k), onde ¢ (D,z,X,T,k) é a férmula que expressa "D é uma base
para x no espaco (X, 7), de cardinalidade < k". Essa férmula pode ser expressa
como
Der™AzenDAVueT(zcu= FveD(Cu)).

Temos entao que ™ (D, r, X, 7, k) seria expresso como

M
(DG[T]S“/\J:EHD> AVueTNM(xeu=TFveDNM@NMCCunM)).

Como D C M, esta expressao ¢é equivalente a

M
<D€[T]§”/\x€ﬂD> AVueTNM(reu=IveDwNMCunM)).

E por sua vez, por elementariedade, esta expressao é equivalente a
De[r]™AzenDAVuerNM(zecu=FveDwNMCunM)).

E esta ultima expressao é claramente verdadeira, pelo que sabemos sobre D.
Agora, temos M = x (2, X) < k para todo x € X N M, ou seja,

VmEXﬂM(X(x,X)SKJ)M,

logo
(Ve X (x (2, X) < )™M,
ou seja,
M =V € X (x (3, X) < 5),
e como X,k € M, temos que Vz € X (x (z,X) < k), logo x (X) < k. O

O préximo lema generaliza para cardinais quaisquer o Teorema 2.5 em [30],
com condigoes adicionais sobre o submodelo elementar.
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Lema 2.5.2 Sejam (X, 7) um espago com x (X) < kt e M um submodelo ele-
mentar com kT U{kt, X, 7} C M. Entao X, é subespago de X.

Demonstracao. Para obtermos nosso resultado, é suficiente mostrar que a topologia
de X é mais fina que a do subespaco X N M e para isto basta mostrar que cada
x € X N M possui uma base de vizinhancas abertas em X N M, cujos elementos
também sao abertos em X,;.

Dado um x € X N M arbitrério, como y (X) < k™, existe uma base B, de
vizinhangas abertas de x em X, com |B,| < k*. Por Tarski podemos obter B, €
M, e como k™ € M ex™ C M, entdo B, C M. Deste modo, {VNM:V € B,}é
base de vizinhancas em X N M procurada. 0

Com estes lemas, podemos obter este resultado de reflexao:

Proposicao 2.5.3 Seja ¢ € {x,v}. ¢ reflete Kkt para a classe dos espagos com
cardter < k™.

Demonstragao. O que precisamos mostrar é que, se ¢ (Y) < k para todo Y €
[X]="", entdo ¢ (X) < k.

Usando o Lema 1.3.10, seja M um submodelo elementar x-covering, com ™ U
{k", X, 7} C Me|M|<k'.

Pelo Lema 2.5.2, X), é subespago de X, e como |X NM| < |M| = k™,
¢ (Xn) < k; e pelo Lema 2.5.1 temos ¢ (X) < k. O

Coroldrio 2.5.4 Se x (Y) < k para todo Y € [X]S”+, entao x (X) # k.

Coroldrio 2.5.5 Se X é um espago Ty de "pointwise countable type", e se ) (V) <
K para todo Y € [X]§K+, entio ¥ (X) # kT,

Demonstracao. Segue da Proposicao 2.5.3 e do fato de que, se X é um espaco de
pointwise countable type, 1 (X) = x (X). O

Com o Coroldrio 2.5.4, obtemos uma relacao entre reflexao e propriedade de
Darboux, para o cardter:

Proposicao 2.5.6 Dado qualquer cardinal infinito k e uma classe S de espagos,
se x tiwer a propriedade de Darbour em k™ para S, entdo x reflete k* para S.
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Demonstragao. Seja X um espaco da classe S. Precisamos mostrar que, se x (V) <
k para todo Y € [X]S“Jr, entdo x (X) < k.

Se tivéssemos x (X) > &, pelo Coroldrio 2.5.4 terfamos x (X) > s, e pela
propriedade de Darboux, existe Z C X tal que x (Z) = k™. Dado qualquer Y €
[Z]SNJr C [X]§”+, temos que x (V) < k. Logo, pelo Corolario 2.5.4, x (Z) # k™;
contradicao. O

O carater reflete todos os cardinais sucessores para a classe dos espagos com-
pactos Ty (resultado citado na Introducdo, e que veremos novamente - Teorema
3.1.1). Em vista da proposigdo acima, é natural perguntar, se para todo cardi-
nal infinito x, x tem a propriedade de Darboux em x* para a classe dos espacos
compactos T5. A resposta é que nao podemos demonstrar isso em ZFC, pois de
acordo com o Corolario 3.7 de [29], hd um exemplo consistente de compactum X
com xS (X) = {w,N,}, e portanto x (X) = X, mas ndo hd nenhum Y C X com
X (Y) = w;. Esse mesmo exemplo mostra que nao vale a reciproca da proposi¢ao
acima, mesmo restrita a classe dos espagos compactos T5.



Capitulo 3

CH e reflexao do carater

3.1 Introducao

Continuaremos a estudar neste capitulo a propriedade de reflexao para a funcao
cardinal y (cardter), que é monétona. O resultado mais importante descrito na
literatura ¢ dado pelo Coroldrio 3.4 em [22]:

Teorema 3.1.1 Y refiete todos os cardinais infinitos para a classe dos espacos
compactos T5.

Em vista deste resultado, é natural pensar se é possivel generalizé-lo para
a classe dos espacos Lindelof 7;. Resumiremos aqui uma discussao sobre este
problema feita em [26] (demonstragdes podem ser encontradas em [5]). Primeiro,
note que o Teorema 3.1.1 implica que se X for um espago compacto To e x (V) = w
para todo Y € [X]™", entdo ¢ (X) = w. Este resultado pode ser estendido para
espagos Lindelof T, [26]:

Teorema 3.1.2 Se X ¢é um espago Lindelof Ty, com x (Y) = w para todo Y €
[(X]=", entio ¥ (X) = w.

Este resultado nao implica que o carater reflita w; para os espacgos Lindelof T,
pois neles podemos ter o cardter maior que o pseudocardter. Temos no entanto os
seguintes resultados [26] (que podem ser generalizados para cardinais maiores):

Teorema 3.1.3 CH é equivalente ao sequinte enunciado: "y reflete wy para a
classe dos espacos Lindelof Ts.".

35
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Teorema 3.1.4 Se X ¢é um espago Lindelof Ty, com x (Y) = w para todo Y €
[X]=“", entdo | X| < 2¢.

O Teorema 3.1.4 estende o seguinte caso particular do Teorema de Arhangel’skii:
se X é um espaco Lindelof Ty, com x (X) = w, entao | X| < 2¥.

H& uma classe importante de problemas, relacionados & espacos linearmente
Lindelsf [39][15], que sdo perguntas do tipo: "Sendo P uma propriedade satisfeita
por todos os espacos Lindelof, entao essa propriedade serd satisfeita por todos
os espacos linearmente Lindelof? E nos espagos wi-Lindelof?". Podemos entao
considerar a propriedade de reflexao expressa no Teorema 3.1.3, e perguntar se é
possivel substituir no enunciado, "Lindel6f" por "linearmente Lindelof", ou por
"wi-Lindelsf". O restante do capitulo ird responder a essa questao.

3.2 Resultados auxiliares

Nesta secao apresentaremos alguns lemas auxiliares que serao depois utilizados nos
resultados de reflexao do cardter. O préximo lema é "folclore", e incluimos aqui
para conveniéncia do leitor:

Lema 3.2.1 Sejam X um espago T, D um subespaco denso de X ep € D. Entao
Ye (p, X) < x (p, D).

Demonstragao. Seja {V, : « < A}, onde A = x (p, D), uma familia de vizinhangas
abertas de p em X tal que {V, N D : @ < A} seja uma base de vizinhangas de p no
subespaco D.

Como X é Hausdorff,

{p} =N {W : W aberto em X, pe W}.
Para cada W como acima, existe § < A tal que
WnD>VzND.

Logo

W=WnD>V;ND=V;.
Portanto N {Vg B < )\} = {p}, o que conclui a demonstragcao. O

O lema a seguir e sua demonstracao é um resultado nao publicado de O. T.
Alas:
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Lema 3.2.2 Sejam X um L (k)-espago Ty e p € X tais que . (p, X) = k. Entao
eviste Y € [X]" tal quep €Y e (p,Y) = k.

Demonstragao. Seja {U, : a < k} uma cole¢do de vizinhangas abertas de p em X
tal que

N{Us:a <k} ={p}.

Para cada a < k defina P, = N{Us : B < a}, e para cada (a, 8) € £ X k vamos
escolher um ponto p(,,g em X como a seguir:

P(a,8) € Pa\Ps se Po\Ps # ()

D(a,8) = P €aSO contrario.

Defina
Y = {p(a,ﬁ) (o, B) € K ,i};

entdo |Y| < ke p €Y. Vamos mostrar que ¢ (p,Y) = k.
Suponha que nao e seja A = ¢ (p,Y) < k. Fixe {W, : v < A} uma colecao de
vizinhancas abertas de p em X tal que

N{W,NY :v <A} ={p}.

Para cada v < A, {U_Q\WV ta< /4,} ¢ uma colecao de fechados com intersecao
vazia. Entao existe algum S, C s, com [S,| < &, tal que

N{U\W, : € S, } = 0.
Como |U{S, : v < A}| < &, existe § < k tal que
U{S,:v <A} Ch.

Segue-se que Py C N{W, : v <A} e BpNY = {p}.
Fixe 0, tal que § < 0, < Kk e Pp\Py, # 0; entdo pue,) € (PpNY)\{p},
contradicao. O

No préximo lema, adaptamos para espagos 15 um resultado de O. T. Alas, que
era demonstrado para L (kT)-espagos regulares. Ou seja, nas hipéteses, enfraque-
cemos o axioma de separacao, de regular para Hausdorff, ao custo de exigir que o
espago seja [k, 2%]-compacto ao invés de L (k1)-espago ou [k, kT]-compacto. Tal
adaptacao foi necessdria para obtermos na proxima secao os resultados de reflexao
para espacos T5.
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Lema 3.2.3 Sejam k um cardinal infinito, X um espago Ty [kT,25]-compacto e
p € X tais que . (p, X) > k*. Entao:

1. 35 € [X]<”+, comp € S, tal que Y. (S) > KkT; ou
2.3y € [X]”+, comp€Y, eumpontoq€eY, comt(q,Y)=r"; ou
3. dT € [X]”+, comp €T, tal que . (T) = (T) = k™.

Demonstra¢ao. Vamos supor que (1) ndo ocorre, ou seja, que 1. (?) < kT para
todo S € [X]<'€+ comp € S.
Se houver algum S € [X]|™" | com p € 5, tal que 7. (3) = kT, entao existe
algum y € S tal que 1, (y,?) = kT. Usando o Lema 3.2.2, obtemos entao T €
Ki+ K .
[S]" c [X] Tcomy €T e (y,T) = k™. Logo ¢ (T) = kT, ou seja, obtemos (3)
(considerando-se T'U {p}). B
Podemos, portanto, a partir deste ponto assumir que ). (S ) < Kk para todo
<kt
Se[X]™ compeS.

<xt

Vamos agora construir por inducao transfinita, para cada o € k™, um ponto
Po € X e uma colecao B, de vizinhancas abertas de p, satisfazendo:

L ‘Balg’%v
o U{Bs:p <a}CB,,
e N{Q:QeB.} NSy ={p},onde Sy ={p}U{ps: 5 <a}e

e po €N{Q: Q€ B} \S.

Dado qualquer a € k', note que 1), (S_a) < K.

Defina By = { X} e pp como qualquer ponto de X\ {p} (po existe pois 1. (p, X) >
k). Para cada o com 0 < a < k7, defina B, e p, do seguinte modo:

e Como v (p, S_a) < Kk, existe uma colegdo {O) : A < k} de vizinhangas abertas
de p (em X) tal que

(J{Or: A< k}NS, = {p}.
Para cada A < k, o fechado S,\O, ¢ [k*, 2%]-compacto, logo

S\ k=, 50,
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também é.

Pelo Teorema 1.2.29(3) temos que
}S_a| S 2|Sa|wc(g) S 21€.

Para cada z € Sa\ {p}, seja A, uma vizinhanca aberta de p em X tal que
z ¢ A,. Desta forma,

{Sa\A: 1 2 € Sa\ {p}}

¢ uma cobertura aberta de S\ {p}, de cardinalidade menor ou igual a
2%, Como S,\ {p} é [k™,2"]-compacto, existe um conjunto {2, : vy < r} C
Sa\ {p} tal que

Sa\pr =, _, Sa\A-,

ou seja,
Se N A, ={p}.

Defina entao
B, = {AZW Ty < KJ} U UB@ Bs.
Evidentemente, teremos |B,| < k, | J{Bs: f < a} C B, e

m{ﬁ:QEBa}ﬂS_a:{p}.

e Escolha p, € {ﬁ Qe Ba} \S,. Note que {ﬁ Qe Ba} \Sq # 0, pois
caso contrério terfamos () {ﬁ Qe Ba} C S,, e portanto {ﬁ Qe Ba} =
{p}, contradizendo . (p, X) > k™.

Defina B = J,ops+ Bas ¥ = {p} U{pa:a<rT} e Z = J{Sa:a<r}.
Temos que |B] < kT, |Y|=r", Y CZCY,eN{Q:QeB}NZ = {p}. Se
Y # Z, escolhendo qualquer ¢ € Y\ Z, temos ¢ (¢, {qg} UY) = kT, ou seja, obtemos
(2).

Podemos entdo assumir deste ponto em diante que Y = Z. Note que ¢, (p, Z) <
kt, pois QNZ C QN Z. Vamos mostrar que 1 (p, Z) = x*. Por contradicdo,
suponha que ¢ (p, Z) < k. Entao existe uma colegdo {W,, : @ < k} de vizinhancas
abertas de p tal que (J{W, : a < K} N Z = {p}. Para cada o < &, temos

N{@n2)\W,:QeB} =0,

<K

e como X é L (k)-espaco (por ser [k, 2%]-compacto), existe C,, € [B] " tal que

N{@nz:9ec.} cw..
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Existe entao algum ¢ € kT tal que |J{C, : o < K} C B;, logo

{p}:ﬂ{Wa:a<ﬁ}ﬂZDﬂ{§ﬂZ:Q€Bg}D{pg},

contradigao, pois p # ps.
Com isso temos 1. (p,Z) = x*. Usando o Lema 3.2.2 obtemos T' € [Z]"€+ C
[X]”Jr comp€eTe(p,T)=rT,logo(T)=rkT; ou seja, obtemos (3). O

3.3 Reflexao do carater

O primeiro teorema desta se¢ao estende, quando xk = w, os Teoremas 3.1.2 e 3.1.4.
A demonstracao é em parte baseada em demonstragoes de alguns resultados em
[5]. Basicamente, aqui ao invés de exigirmos que o espago tenha grau de Lindelof
< k, exigimos apenas que ele seja [k, 2"]-compacto.

Teorema 3.3.1 Se X é um espago Ty [k, 2"]-compacto, com x (Y) < k para todo
Y € [X]=%, entio b, (X) <k, L(X) <k e |X| < 2%

Demonstrag¢ao. Vejamos primeiro que 1. (X) < k. Suponha que exista p € X tal
que Y. (p, X) > k*. Pelo Lema 3.2.3 vale um dos resultados (1), (2) ou (3) daquele
enunciado. Claramente, (2) e (3) ndo podem ocorrer, pois para qualquer Y C X,
V(Y) < e (V) < x (V) (e (q,Y) < x(q,Y) pelo Lema 3.2.1) e t (V) < x (V).
E o resultado (1) nao pode ocorrer pois, usando o Lema 3.2.1, dado qualquer
S e [X]<”+ com p € S, e qualquer g € S,

Ve (4:5) = e (0.SUTa}) < x (g, SU{a}) < x(SU{a}) <,

pois |S U {¢q}| < k. Logo, ¢. (5) < k.

Defina, para cada € X, uma familia {V,, , : @ € x} de vizinhangas abertas de
x tal que (., Vo = {7}

Defina, por indugao transfinita, uma familia { A : A < '} de subconjuntos de
X, como a seguir:

[ ] A() S [X]S2n

e se \ for ordinal limite, defina Ay = (J,_, A¢ (note que [A¢[ < 2% V& < A
implica |A,] < 2%)
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e se A =&+ 1, construa Ay como a seguir. Defina
B = {E: Be [Ag]ﬁﬂ} .

Dado qualquer B € [Adg'i, de acordo com o Lema 3.2.1 temos que, para
todo r € B,

be (nB) = e (R BUTT) <x(nBU{r) <x(BU{r}) <n.
Entao pelo Teorema 1.2.29(3) temos que
‘§| < o|Ble(B) <o

Deste modo, se |A¢| < 2%, ent@o |B,| < 2%, pois ‘[AE]SH‘ < k- (28)° = 2%
Defina
Crx=[{Var:a€rxec Ag}]gﬁ

SA:{OGCA:X\UO%(Z)}.

Para cada C' € S,, escolha algum xzc € X\|JC. Defina entdo P, =
{zc: C € 8\}. Note que |P\| < 2% se |A¢| < 2%. Por fim, defina A, =
Ag U B)\ U PA. Note que |A)\| S 2" se |A§| S 27,

Defina agora A = |J,_,+ Ax. Note que |A] < 2", e queremos mostrar que
L(A) <k.

Vejamos que B C A para todo B € [A]S’C. Cada b € B pertence a algum
Ay, com A\, < kT, e como |B| < k, existe algum § < kT tal que B C Ag, logo
B C Bey1 C Agr C A

Agora, vejamos que I'(X) < k. Seja (z¢),_,+ uma sequéncia em X, de ele-
mentos dois a dois distintos (caso contrario ndo poderia ser uma sequéncia livre).
Como X ¢é L (k™)-espago (por ser [k, 2"]-compacto), temos que

M), frein<g<nt}#£0.

Escolha entao = € ﬂn<r~+ {z¢:n <& < kt}. Em particular, temos que z € F,

onde £ = {z¢ : { <K'} Como |[EU{z}| =rT, t(EU{z}) < x(EU{z}) <ke
T € EEU{I}, existe § < k™ tal que z € {z¢ : £ < 0}. Mas

re{re: 0 <E< KT}
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portanto a sequéncia (z¢),_, .+ nao é livre.

Finalmente, vamos mostrar que L (A) < k. Fazendo por absurdo, suponha que
existe uma cobertura aberta R de A que nao admite subcobertura de cardinalidade
< k. Vamos entao construir, para cada n < v, z, € A e R, C R, satisfazendo

|R,| < ke{xe: & <n} CUR,, do seguinte modo:
e Defina Ry = ) e escolha qualquer 7y € A

e Se 7 = £ + 1, escolha qualquer V;, € R tal que z¢ € V,, e entao defina
R, = R: U{V,}. E fécil ver que |R,| < s e {z¢: & <n} C |JR,. Depois
escolha qualquer z,, € A\ |J R,, que existe pois |R,| < k.

e Se 7 for ordinal limite, como X ¢é [k, 2%]-compacto, {z¢ : £ < n} também é.
Como |{z¢ : £ <n}| < K, temos que {ze : £ <n} C A, logo

Toc €<} <4l <2~

Portanto

L(fec:€<n}) <n

Seja entdao @, € [R]SH tal que {z¢:{ <n} Cc UQ,. Defina R, = Q, U
Ug<,, Re- Neste caso também ¢ facil ver que |R,| < ke {z¢: & <n} CUR,.
Escolha qualquer z,, € A\ |J R,

Agora, dado qualquer 7 < kT e qualquer x € {z¢ : £ < n}, temos que = € |J R,,
existe um aberto O, em X tal que UR, = ANO,, e {z¢:£>ntN0O, =0,
logo © ¢ {x¢:&>n}. Deste modo, (z,)
contradizendo o fato de que F (X) < k.

n<nt seria uma sequéncia livre em X,

Basta apenas mostrar entdo que X = A. Fazendo por absurdo, seja y € X\ A.
Para cada = € A, seja a, € k tal que y ¢ V,,, ». Deste modo, temos que

Acll _ Vew X\ {5},
e como L (A) < &, existe T € [A]™" tal que

Acl Voo € X\ {1}

Seja & < kT tal que T C A¢. Definindo C' = {V,, , : © € T'}, temos que C' € Seiy,
logo z¢ € Agy1 C A. Ao mesmo tempo z¢ € X\ JC C X\A, contradigao. O
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Defina, para espacos T», a seguinte fungao cardinal ¢: ¢ (X) serd o menor
cardinal infinito x tal que X seja [k, 2%]-compacto e x (V) < k para todo Y €

(X ]S’#. Pelo Teorema 3.3.1, | X | < 2¢%). Além disso é facil ver que sempre teremos
¢ (X) < L(X)x(X). Logo o Teorema 3.3.1 estende o Teorema de Arhangel’skii
|X| < 2EC0X(X),

Caso conseguissemos, no caso k = w do Teorema 3.3.1, trocar a hipétese do
espago ser |[wy, 2¥]-compacto por w;-Lindelsf, responderfamos de forma afirmativa
a seguinte questao colocada em [6]:

Problema 3.3.2 Se X for um espago wi-Lindeldf Ty de carater enumerdvel, | X | <
22

No resultado a seguir, generalizamos para todos os cardinais, um espago cons-
truido na demonstracdo do Teorema 3.4.4 em [5]. Para tornar mais natural essa
generalizagao, escolhemos trabalhar com Cubos de Cantor. Assim sendo, no caso
Kk = w, substitufmos um intervalo da reta real por um Conjunto de Cantor, mas
sem perder as propriedades desejadas.

Proposigao 3.3.3 (2° > k") Erxiste um espago X, Ty, com L(X) < k, onde
X (Y) <k para todo Y € [X]S'#, mas x (X) > k™.
Demonstracao. Escolha qualquer p do cubo de Cantor 2“, e defina
X = (2"\{p}) x{0}) U (2" x {1}),

com a seguinte topologia:

e os pontos em (27\ {p}) x {1} s@o isolados,

e se A é uma vizinhanga aberta de ¢ # p no cubo de Cantor 2", entao

((A\{p}) x {0}) U ((A\{p, q}) x {1})
¢ uma vizinhanca aberta de (¢,0) em X,

e se A é uma vizinhanca aberta de p no cubo de Cantor 2%, e se

Z € [(2°\ {p}) x {1}]*=",

entdo (A x {1})\Z é uma vizinhanga aberta de (p,1) em X.
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Vejamos agora que o subespago S = 27\ {p} do cubo de Cantor 2" satisfaz
L(S) < k. Para cada o € k, defina F, = {z € 2" : 71, (z) # 7, (p)}. Basta agora
notar que cada F,, é fechado em 2", logo compacto, e que S = |J,, Fa-

Como a topologia de (2"\ {p}) x {0} como subespago de X ¢ a mesma da
topologia como subespaco de 2 x {0}, entao qualquer cobertura aberta de X tem
uma subcole¢ao de cardinalidade < x que cobre (2\ {p}) x {0}, e deixa de cobrir
no maximo ~ pontos de (2%\ {p}) x {1}. Logo, L (X) < k.

Dado qualquer Y C X, é evidente que se z € Y N ((2"\ {p}) x {1}), entao
X (2,Y) <k;sexeYn((2°\{p}) x {0}), entao x (z,Y) < k pois x (2") = k. Se
Y| <kt e(p1) €Y, entao (p,1) é ponto isolado em Y, logo x (V) < k.

Por fim, vejamos que x ((p,1),X) > x*. Fazendo por absurdo, suponha que
{A, : @ € K} seja uma base de vizinhangas abertas de (p,1) em X. Para cada
a € K, escolha algum z, € A,\{(p,1)} (existe sob a condigdo 2% > k™, pois
todo aberto bédsico em 2% tem cardinalidade igual a 2%). Considere agora V uma
vizinhanca aberta qualquer de (p,1) em X, e defina U = V\{z,:a €x}. E
imediato que U também é uma vizinhanca aberta de (p,1) em X. Mas dado
qualquer « € K, temos que A, SZ U, contradicao. (]

O espaco construido no exemplo acima nao ¢é regular, quando 2 > k. De fato,
sejam V = (A x {1})\Z uma vizinhanga bésica de (p, 1), como descrito acima, e
algum z € V\{(p,1)}. Temos que z = (q,1) para algum ¢ € 2"\ {p}. Se U for
uma vizinhanca bésica de (g, 0), temos que |UN (A x {1})| =2%, logo UNV # )
e portanto (g,0) € V. Mostramos assim que (p, 1) ndo tem nenhuma vizinhanca
aberta V tal que V C (2% x {1}), logo X ndo é regular. Nao sabemos se este
exemplo pode ser modificado de modo a se obter a regularidade.

De acordo com o realizado neste capitulo, podemos agora obter os seguintes
resultados.

Teorema 3.3.4 Para qualquer cardinal infinito k, sao equivalentes, em ZFC:
Z) Ik — K+7.
ii) x reflete kT para a classe dos L (k™)-espagos Ty;
iii) x reflete kT para a classe {X : X é Ty e ll (X) < k};
i) x reflete kT para a classe {X : X éTy e L (X) < Kk}.

Demonstragao. (i)=-(ii): Vamos mostrar, sob (i), que se X é um L (kT)-espago
<K

Ty, e x (Y) < k para todo Y € [X]~ ", entdo X (X) < k. Como 2¢ = kT, X &
[k, 2%]-compacto, logo pelo Teorema 3.3.1, | X| < 2" = k™, e portanto x (X) < k.

(ii)=(iii): Se Il (X) < Kk, entdo X & L (kT)-espago, de acordo com o Coroldrio
1.2.34.
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(iii) = (iv): 11 (X) < L(X).
(iv)=-(i): Contra-positiva da Proposicao 3.3.3. O

Corolario 3.3.5 Sao equivalentes em ZFC:
i) CH;
i) x reflete wy para a classe dos L (wy)-espagos Ty;
iii) x reflete wy para a classe dos espagos Ty linearmente Lindeldf;
iv) x reflete wy para a classe dos espagos Ty Lindeldf.

Este 1ltimo corolério estende portanto, o Teorema 3.1.3, e responde & questao
apresentada no inicio deste capitulo.
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Capitulo 4

Funcoes globais

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a propriedade de reflexao em fungoes cardinais globais
como d (densidade), L (grau de Lindelsf) e Il (grau de Lindelof linear).

Os principais resultados de reflexao para L e d conhecidos anteriormente sao
os seguintes (extraidos dos Teoremas 2.3, 2.4 e 2.5 de [22], e Teorema 3 de [19]):

Teorema 4.1.1

1. L refilete todo cardinal sucessor;
2. L reflete todo cardinal limite forte e singular para a classe dos espagos Ty;

3. (GCH + # cardinais inacessiveis) L reflete todos os cardinais para a classe
dos espacos Ty;

4. se k for um cardinal singular, existe um contra-exemplo para a afirmagdo "L
tem a propriedade de Darboux em k para a classe dos espagos T1".

Teorema 4.1.2

1. Para todo cardinal k, d reflete k se e somente se d tem a propriedade de
Darbouzr em k;

2. d reflete todo cardinal reqular;

3. d reflete todo cardinal limite forte para a classe dos espagos Ty;

47
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4. (GCH) d reflete todos os cardinais para a classe dos espacos Ty;

5. se Kk for um cardinal singular, existe um contra-exemplo para a afirmacao "d
reflete k para a classe dos espacos T1";

6. d reflete todo cardinal de cofinalidade enumerdvel para a classe dos espagos
T5.

Considerando os teoremas acima, bem como uma certa similaridade entre os
resultados para L e para d, surgem naturalmente algumas questoes como as se-
guintes:

Problema 4.1.3 L refiete os cardinais fortemente inacessiveis para a classe de
todos os espacos topoldgicos?

Problema 4.1.4 L refiete os cardinais fracamente inacessiveis para a classe de
todos 0s espagos topoldgicos?

Problema 4.1.5 d reflete os cardinais singulares para a classe dos espagos Ty ?

Nas préximas secoes deste capitulo, iremos apresentar respostas completas ou
parciais para essas questoes. Na tltima secao apresentaremos um resultado de
reflexao para [I.

4.2 Resultados relacionados ao spread

Alguns resultados de reflexao para L ou d, podem ser obtidos usando a funcgao
cardinal s (spread). Se ¢ € {L,d}, e k for um cardinal infinito menor que §(X),
entdo ¢ reflete x para X, pois existe um discreto Y € [X]", e ¢ (V) = k.

Resultados como os do pardgrafo anterior estao relacionados a um problema
muito importante da Topologia Geral, que é o de quando o spread é atingido, ou
seja, quando um espago X possui um subespago discreto de cardinalidade s (X).
Esse e outros problemas similares (para fungoes cardinais definidas por meio de
algum sup) sdo conhecidos na literatura como "problemas sup = max" (ver [21]).
Quando o spread ¢ atingido, temos 5 (X) = (s (X))", caso contrario temos 5 (X) =
s (X).

Para o Problema 4.1.5, obtivemos algumas respostas parciais. Na proposicao
que segue, um espaco é d-separavel se tiver algum subespaco denso que seja uniao
enumeravel de discretos [27].
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Proposicao 4.2.1 Seja k um cardinal singular. Teremos entao que:

1. d reflete k para a classe dos espagos compactos Ts;

2. d reflete k para a classe dos espagos d-separdveis.

Demonstragao. Se X é compacto Ty, de acordo com [25] temos

~

d(X) < s(X)-F(X),

logo d (X) < 5(X). Considerando o item (1) do Teorema 4.1.2, vamos mostrar que
d tem a Propriedade de Darboux em x para X. Suponha que d(X) > . Entao
k < §(X), e portanto existe um discreto Y € [X]", com d (V) = k.

Se X for d-separdvel, existe Y € X, comY = X eY = Unew Dn, onde cada
D,, é discreto. Se d (X) < X, o resultado é imediato, caso contrario temos que

4(X) < |Y] = sup D] < s (X) < 3(X),

new

e podemos entao proceder como no pardgrafo anterior. O

Em [21] sao apresentados os seguintes resultados mostrando quando o spread
atinge ou nao um cardinal limite forte:

Teorema 4.2.2 Sejam X um espago Ty e k um cardinal limite forte tais que
s(X) = k. Entao:

1. se k for singular, o spread é atingido;
2. se k for um cardinal "fracamente compacto”, o spread é atingido;

3. se k for um cardinal fortemente inacessivel que nao seja "fracamente com-
pacto”, o spread mem sempre é atingido. Mais precisamente, haverd um
exemplo consistente de espago linearmente ordenado X, com s (X) =35(X) =
K.

A relevancia do teorema acima para a reflexdo de L se torna clara com a
préxima proposigao.

Proposicao 4.2.3 Seja k um cardinal limite forte onde o spread é atingido para
todo espago X com s (X) = k. Entdo L reflete k para a classe dos espagos Ts.
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Demonstragao. Seja k um cardinal como do enunciado e suponha que L (X) > k.
Como L (X) < |X| < 22" (desigualdade de Hajnal-Juhssz), temos que s (X) >
K, pois k & limite forte. Se s(X) > &, entdao 5(X) > k; se s(X) = Kk, como o
spread é atingido, entdo §(X) = k7. Em qualquer caso, existe um subespago Y’
discreto, com |Y'| = &, e portanto L (V) = k. O

Corolédrio 4.2.4 L reflete todo cardinal limite forte e singular, e todo cardinal
fracamente compacto, para a classe dos espacos Ts.

Todo cardinal fracamente compacto é fortemente inacessivel, mas a reciproca
nao é verdadeira. Resta entao saber o que ocorre com os cardinais fortemente
inacessiveis que nao sao fracamente compactos. Neste caso, considerando o item
(3) do Teorema 4.2.2, ndao poderemos responder a essa questao usando a Proposigao
4.2.3. Portanto, uma eventual resposta afirmativa ao Problema 4.1.3 dependerd
de alguma demonstracao de outra natureza, o que buscaremos na préxima secao.

4.3 L e cardinais fortemente inacessiveis

Introduziremos a seguir um novo conceito que consideramos 1itil para compreender
com mais profundidade a funcao cardinal L.

Definicao 4.3.1 Seja X um espaco topolégico. Para cada cobertura aberta C de
X defina
m (C) =min{|S|: S é subcobertura de C'} .

Defina entao
1S (X)={m(C): C é cobertura aberta de X} e
1S (X) = {\: X\ < p para algum p € 1S (X)} .
O conjunto de cardinais 1S (X)) é uma espécie de "(?Spectro" de cardinais rela-
cionado as coberturas abertas "minimais" do espago. E fécil ver que
L(X)=w+suplS(X)=w+suplS(X),

que hd sempre cardinais finitos em 1S (X) (pois 1 € 1S (X)), e que X é compacto
se e somente se todo elemento de .S (X)) for finito. O espectro 1S (X) nos d4 mais
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informagoes sobre X do que apenas o valor de L (X), e isso se tornard mais claro
ao longo do capitulo.

Como trivialmente L reflete todos os cardinais infinitos para a classe dos espagos
compactos, deste momento em diante, sempre que escolhermos um cardinal em
1S () ou IS (), este serd um cardinal infinito.

Proposicao 4.3.2 Se A € IS (X ) entdo X tem um subespaco Y separado & direita
com |Y| = X. Se além disso, A for reqular, entio teremos ainda que

Demonstracao. Seja C' uma cobertura aberta de X tal que m (C') > A. Definiremos
uma sequéncia {p, : @ < A} de pontos de X e uma sequéncia {A, : o < A} de
elementos da cobertura C' como a seguir: para cada a < A, supondo ja definidos
{ps: B <a}le{ds:f <a}, como |a] <X <m(C), podemos escolher um ponto
Pa € X\ U B Ag, e depois escolher qualquer A, € C tal que p, € A,.

E facil ver que Y = {p, : @ < A} & separado a direita e que L (Y) =11 (Y) = X
se A for regular. O

A primeira aplicacao desta proposicao ¢é o seguinte teorema, que afirma algo que
ja sabfamos sobre reflexao, mas nos diz algo novo sobre Propriedade de Darboux
de L.

Teorema 4.3.3
i) L reflete todos os cardinais sucessores;
it) L tem a propriedade de Darbouz em todos os cardinais regqulares.

Demonstragdo. i) Se A é um cardinal infinito e L (X) > A*, entdo A\t € IS (X),
logo pela Proposigao 4.3.2 existe Y € [X]/\+ com L (Y)=A*.

ii) Se & é um cardinal regular e L (X) > &, teremos x € 1S (X), e consequente-
mente Y € [X]" com L (Y) = k. O

Lembrando que L (X) = w + suplS (X), o préximo resultado mostra que a

reflexao dos cardinais regulares é facilmente obtida quando este sup é atingido.

Teorema 4.3.4 Sejam k um cardinal fracamente inacessivel e X um espaco
topoldgico. Se L (X) # k ou k € 1S (X), entdo L reflete k para X.
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Demonstragao. Se L (X) < k, o resultado ¢ trivial, pela defini¢ao de reflexao. Se
L(X)>rkrouk€lS(X), entdo k € IS (X) e teremos o resultado pela Proposicao
4.3.2. 0

Para os préximos resultados, precisaremos de alguns elementos de aritmética
cardinal, como cofinalidades de ordens parciais, cardinalidade de coberturas e re-
sultados da Teoria PCF de Shelah. Uma referéncia bastante abrangente é [1], onde
encontramos as seguintes definigoes.

Definigao 4.3.5 Dados cardinais pu, x e X\, com pu > x > X\ > w, cov (i, x,\) € a
menor cardinalidade de algum X C [u]™* tal que, dado qualquer a € [,u]<)‘, existe
be X coma CbD.

Definicao 4.3.6 Dados cardinais ju e A\, com jt > X\ > w, cf ([,u])‘ , C) é a cofina-

lidade da ordem parcial ([u]/\ : C>, que ¢ a menor cardinalidade de algum X C [11]*

tal que, dado qualquer a € [u]”, existe b€ X com a C b.

A partir das defini¢oes acima, é facil ver que cf ([u]A , C) = cov (1, AT, AT).

Enunciaremos algumas propriedades de cov (i, x, A) e cf ([;JJ]A , C) que usare-

mos nesta e nas proximas secoes.

Proposigao 4.3.7 [1] Dados cardinais p e X, com 1 > X > w,
W = |1 =2 ef (1 ).
Proposicao 4.3.8 Se A for um cardinal singular e limite forte, entao
P — ¢f ([A]CM) , c) .

Demonstracao. Denotando por J a fungao gimel, como as poténcias abaixo de A
nao se tornam eventualmente constantes, temos que

2 = J(2) =I(\) = ATV = 29 . ¢f (Wf(x) ’ C) _
Mas 297N < X enquanto que 2* > X, logo

2 = cf ([A]Cm),c> .
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O

As préximas proposigoes apresentam propriedades bésicas (enunciadas mas nao
demonstradas em [41] e [37]) sobre cov (u, x, A) que utilizaremos frequentemente.
As demonstragoes podem ser encontradas no Apéndice A.

Proposigao 4.3.9 Sejam u, x, M\, 1/, X', N cardinais infinitos, com p' > pu > x' >
x > XN > \. Temos entao:

1. cov (p, x, A) < cov (1, x, N\);

2. cov (p, x, A) > cov (p, X', A);
8. cov (p, x, ) < cov (p, x, N).

Proposicao 4.3.10 Sejam p, x, A cardinais infinitos, com p > x > A. Se p for
reqular ou p > x, entdo cov (p, x, \) > .

Proposigao 4.3.11 Sejam p e A cardinais infinitos, com A < cf (u). Entao
cou (1, 1, \) < cf (1)-

Os dois proximos teoremas estao entre os principais resultados deste trabalho,
e poderemos responder de forma afirmativa o Problema 4.1.3. Parte do argumento
a seguir é baseado na demonstracao do Teorema 3.5 (c) em [31].

Teorema 4.3.12 Sejam k um cardinal fracamente inacessivel e (X, T) um espago
topoldgico. Para que L reflita k para X, € suficiente que tenhamos a sequinte
condi¢do: para todo \ < k, existe algum p € 1S (X) tal que > X e cov (u, pu, A1) <
K.

Demonstracao. Para cada A < k e o correspondente ;1 dado pela hipétese, seja C'y
uma cobertura aberta de X, com

|CAl =m (Cy) = p.

Além disso, como cov (i, i, A7) < k, podemos fixar Q, C [CA]<‘CA‘, com |Q,| < k&,
tal que dado qualquer S € [C,\]S’\, existe algum T € Q) tal que S C T.
Seja agora M < Hy dado pelo Teorema 1.3.5, com A C M e |M| = |A| = &,
onde
A={X,7}UrU{r}U{Cy : A< k}U{Qx: A< K}.

Note que )y C M para todo A\ < k, pois Kk € M e kK C M. Evidentemente
|X N M| < k. Vamos provar que L (X N M) > k mostrando que, para todo \ < &,
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L(Xy) > A, o que implica que L (X N M) > X (note que L(XNM) > L(Xy)
pois a topologia de X N M é mais fina que a de Xy).

Para cada A < &, o fato de que C, é uma cobertura aberta de X, com m (C)) =
|C\|, pode ser expresso por uma férmula ¢ (Cy, X, 7), que por sua vez pode ser
expandida como

CA CT/\QDl (C)\,X)/\g(?Q(C)\,X),

onde o1 (Cy, X) significa "C) cobre X", e pode ser explicitado como
Vee X3V eC\(zeV)),

e @3 (Cy, X) significa "C ndo tem subcobertura de cardinalidade menor", e pode
ser explicitado como

VE (E clCY s Jwex(a g UE)> .

Agora, como {C), X'} C M, temos que por elementariedade valem (¢; (Cy, X ))M
e (22 (Cx, X))™; (191 (Cx, X)™ & a expressdo

Vee XNM@EV eCynM(zeV)),

o que implica que
XM c|J(@nM);

assim,

Q:,\:{VQM:VEC)\PIM}

é uma cobertura aberta de X;,.
Agora, (@, (Cy, X)) ¢ a expressio

<|Cy| M M
VE € M (Ee C))] *) = 3JreXNM(¢UE)M),
que por elementariedade é equivalente a
VE € M <E e O]9 = 3 e XN M (z ¢ UE)) .

Vamos mostrar que €, nao tem subcobertura de cardinalidade < A. Dado
qualquer D € [CyN M]S)‘, existe algum F € Q) tal que D C E. Como E €
M N [C\ T e vale (2 (Cy, X)), temos que

D={VnNnM:VeD}

nao é subcobertura de €. ]
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Teorema 4.3.13 L reflete todos os cardinais fortemente inacessiveis.

Demonstracao. Sejam x um cardinal fortemente inacessivel e X um espago to-
polégico. Considerando o Teorema 4.3.4, s6 héd algo a se provar se L (X) = Kk e
k ¢ 1S (X). Entao, dado qualquer A < &, existe algum p € 1S (X), com A < p < K.
Temos entao que

Pt <t =24 <K,

logo
cov (p, p1, A7) < cov (u, AT, A7) = ¢f <[u]A : C) < pt <k,

e podemos aplicar o Teorema 4.3.12. O
Com isto, podemos reformular os trés primeiros itens do Teorema 4.1.1 como

a seguir:

Teorema 4.3.14

1. L refiete todo cardinal sucessor e todo cardinal fortemente inacessivel;
2. L reflete todo cardinal limite forte para a classe dos espagos Ts;

3. (GCH) L refiete todos os cardinais para a classe dos espagos Ts.

4.4 Reflexao em cardinais fracamente inacessiveis
Nesta secao, examinaremos a seguinte questao:

Problema 4.4.1 Podemos demonstrar em ZFC que L refiete todos os cardinais
fracamente inacessiveis?

De acordo com o que foi feito na secao anterior, podemos é claro, provar esse
resultado de reflexao em ZFC+GCH.

Nesta secao, daremos algumas respostas parciais a esta pergunta, e descreve-
remos algumas caracteristicas necessdrias a um eventual contra-exemplo (consis-
tente) para o Problema 4.4.1. Vejamos o seguinte resultado:
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Teorema 4.4.2 L reflete todos os cardinais fracamente inacessiveis para a classe
{X:U(X)=L(X)}.

Demonstra¢ao. Seja k um cardinal fracamente inacessivel. Vamos supor que
L(X)=rker ¢I15(X), caso contrdrio o resultado seria imediato pelo Teorema
4.3.4. Para cada cardinal A < k, como [l (X) = &, entdo existe uma cobertura

aberta Cy de X tal que cf (IS]) > A para toda subcobertura S de C\. Defina
h=m <a>, e seja (', uma subcobertura de 6; tal que |Cy| = p. E facil ver que
pwelsS(X)e

A<cf(p) <p<eh

Para obter o resultado, basta verificar entao que
cov (p, 1, A*) <

e aplicar o Teorema 4.3.12. De fato, neste caso teremos pela Proposicao 4.3.11 que
cov (p, p, A7) < ef (). O

De acordo com o teorema acima, em um eventual contra-exemplo deveria ocor-
rer [ (X) < L(X) = &, onde k ¢é fracamente inacessivel. Os exemplos que co-
nhecemos da literatura de espacos X com [l (X) < L (X) sao os (poucos) exem-
plos de espagos linearmente Lindel6f mas nao Lindelof, ou seja, espagos X com
w=1l(X) < L(X). Entre os exemplos mais conhecidos, figuram o de Mis¢enko, o
de Gruenhage-Buzyakova, e os exemplos localmente compactos de Kunen (ver [39]
e [18]). Se X for qualquer um desses exemplos, temos L (X) =R, ou L (X) = 3,
portanto ¢f (L (X)) = w = 1 (X). Néo conhecemos nenhum exemplo de espago
onde cf (L (X)) > Il (X), o que motiva a seguinte questao:

Problema 4.4.3 Podemos demonstrar que para todo espago topoldgico X,

cf (L(X)) <U(X)?

Uma resposta afirmativa a esta pergunta, responderia de forma afirmativa tam-
bém o Problema 4.4.1.

Vejamos agora mais uma condi¢ao topolégica que também ird implicar a re-
flexao de L nos cardinais fracamente inacessiveis. Primeiro, nao ¢ dificil notar que,
para todo espago topolégico X, o extent é limitado pelo grau de Lindelosf linear,
ou seja, e (X) < Il (X). Iremos agora definir a seguinte func¢ao cardinal:
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Definig¢ao 4.4.4 Dado um espago topoldgico X, ml(X) serd o menor cardinal
infinito A que satisfaca a sequinte condi¢ao: toda cobertura aberta C' tem algum
refinamento aberto R tal que, para todo x € X, {U € R:xz € U}| < A.

Com isso, os espacos metalindelsf sao exatamente os espagos onde a funcao
cardinal ml vale w. O préximo resultado é uma generalizagao do Teorema 3.1.4
de [15]:

Teorema 4.4.5 Seja X um espago topoldgico Ty. Entao, L (X) = e (X)-ml(X).

Demonstragao. A desigualdade e (X) - ml(X) < L(X) é evidente. Vamos agora
supor que A = e (X)-ml(X) e L(X) > A Sejam p o menor cardinal infinito tal
que p € 1S (X) e p > A, e C uma cobertura aberta de X tal que |C| = m (C) = p.
Como ml (X) < A, C possui um refinamento aberto R tal que, para todo x € X,
Wel < A\yonde W, ={U € R:z € U}. Como R refina C, m (R) > m (C) = p.

Vamos agora construir a seguinte sequéncia {z, : @ < p} em X: supondo ji
escolhidos x3 para todo 8 < «, temos que

‘Uﬁ<a Wxﬁ

<,

logo podemos escolher algum

Ty € X\ Uﬁ@ (UWV,,)

Agora, Y = {z, : @ < p} é um subespaco discreto de X, pois dados o < < p,
Wao N Wy, = (0. Além disso Y ¢é fechado em X. De fato, se existisse = € Y\Y,
terfamos um V € R tal que x € V. Como X é T}, existiriam « < [ < u tais que
ZTo,xg €V, logo V€ W, NW,,, um absurdo.

Com isso, terfamos que
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e(X) = [Y]=p>A,

contradicao. 0

Coroldrio 4.4.6 Seja X um espago topoldgico Ty. Entdo, L (X) =1l (X)-ml (X).

Corolario 4.4.7 Seja k um cardinal fracamente inacessivel. L reflete k para a
classe dos espagos topoldgicos {X : X é Ty e ml(X) < k}.
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Demonstragao. Se L (X) # k, temos o resultado pelo Teorema 4.3.4. Caso con-
trério, de acordo com o coroldrio anterior, devemos ter Il (X) = &, e entdo podemos
aplicar o Teorema 4.4.2. O

Agora usando Teoria PCF, podemos encontrar mais condigoes suficientes para
que L reflita todo cardinal fracamente inacessivel. O resultado desta teoria que
usaremos ¢ o Teorema 7.2 de [1]:

Teorema 4.4.8 Se N5 é um cardinal singular com § < Ng, entao

cf <[N5]|6‘ , C> < N|5|++++.

Quando § = w, temos o conhecido resultado cf ([N,]”,C) < R,,. Com o
teorema acima, podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4.9 L refilete todos os cardinais fracamente inacessiveis para a classe
{X:L(X)=sup(IS(X)\FIX)}.

Demonstrac¢ao. Considerando os Teoremas 4.3.4 e 4.4.2, s6 ha algo a se provar
se L(X) =k, k ¢1S(X) ell(X) < k. Para cada cardinal A < &, existe algum
pelS(X)\FIX tal que

> Ny ix)-

Como p € 1S (X) nao é ponto fixo e k ¢ 1S (X), p = N para algum ordinal §,
com
A< < p <k,

logo A <'|d]. Escolha uma cobertura aberta C de X tal que
[CAl =m (Cy) = p.
Note que p é singular, pois de acordo com o Coroldrio 1.2.34,

cf (n) = cf (m (Cy)) <U(X) < p.

Entao, de acordo com o Teorema 4.4.8,

cf ([,UJ]I(S‘ ) C) < N|5‘++++ < K;
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logo,

cov (11, 1, A*) < cov (1 1,017 < cov (s, 01 18) = ef (", ) < s,
e temos o resultado pelo Teorema 4.3.12. U

Supondo que existam um espago X e um cardinal fracamente inacessivel &,
tais que X seja um contra-exemplo consistente para o Problema 4.4.1, além de
termos Il (X) < L(X) = &, o espectro 1S (X) deveria ser composto, a partir de
algum cardinal \ < k, apenas de pontos fixos singulares, ou seja, cardinais v tais
que cf (V) < ¥ = Ny. Além disso, precisariamos ter, para cada ¢ > A em 1S (X),
cov (9,9, A1) > k.

A dificuldade de encontrar um contra-exemplo satisfazendo as condi¢oes acima,
especialmente a tiltima, reside em parte no fato de que a aritmética cardinal en-
volvendo pontos fixos é um terreno ainda em parte inexplorado. Por exemplo, a
Teoria PCF ¢ capaz de fornecer limitantes superiores para 2* sempre que \ seja
um cardinal singular e limite forte, mas nao ponto fixo (Teorema 1.1.15). Quando
A ¢ um ponto fixo, em alguns casos hd resultados fornecendo limitantes para 2.
Por exemplo, se x for o primeiro cardinal fracamente inacessivel, e A < k qualquer
cardinal singular e limite forte, com cf (\) > w, entdo 2* < k, sendo A ponto fixo
ou nao (ver [33]). Resultados semelhantes foram obtidos para alguns pontos fixos
de cofinalidade enumerével (ver [17]). No entanto, para o primeiro ponto fixo

A= sup {NO,NNO,NNNO, . } ,

que tem cofinalidade enumeravel, Moti Gitik mostrou recentemente em [17] que
nao hd limitantes para 2*, respondendo uma questdo de Shelah em [41]. Mais pre-
cisamente, dado qualquer cardinal ;> A, é consistente (supondo-se a existéncia de
determinados grandes cardinais) que GCH valha para todos os cardinais menores
que ), mas que 2* > L.

Em [33] é citada a seguinte frase de Saharon Shelah a respeito desse tépico,
extraida da pégina 358 de [41]:'

before 1980 we could have thought that for example for strong
limit \ of cofinality Xy there are no restrictions on 2* ... we know now
there are some but have less clear idea what to expect for fix points.

'Foi em 1980 que Shelah mostrou que se R, for limite forte, entdao 2%« < N( ) dessa forma

2R
estendendo o Teorema de Galvin-Hajnal.
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Considerando a Proposicao 4.3.8 e o resultado de Gitik sobre o primeiro ponto
fixo A\, temos que nao se pode provar em ZFC que exista algum cardinal p tal que

cf ([A]Cm) , c) = ¢f (N, C) = cov (A wr,w1) <

(a menos que sejam inconsistentes com ZFC os grandes cardinais assumidos em

[17]).

Dados cardinais v e 1, com v < 7, temos que cov (n,n,v") < cov (n, v, vT),
e portanto em principio, apesar do resultado de [17], poderiam sempre existir
limitantes para cov (n,n,v"), que estruturalmente é o tipo de valor combinatério
que aparece nas hipdteses do Teorema 4.3.12. Por exemplo, se A\ for o primeiro
ponto fixo, entdo cov (AT, wy,w1) > cov (A, wi,wr), mas cov (AT, AT w) = AT,
o que ilustra como cov (n,n,v") pode ser muito menor que cov (n, v, v+). A
relevancia do resultado principal de [17] para o problema de reflexao de L se torna
mais clara com o préximo resultado, cuja demonstracao se encontra no Apéndice

A.

Proposigao 4.4.10 Se A for o primeiro ponto fixo da fungio X, e 9 for qualquer
cardinal menor que X\, entao nao é possivel provar em ZFC que hd um limitante
para cov (A, A\, 97) (supondo a consisténcia dos grandes cardinais assumidos em

[17]).

Iremos prosseguir nossa anélise do Problema 4.4.1 por meio de uma hipétese
consideravelmente mais fraca que GCH: SSH (Shelah’s Strong Hypothesis),
que possui a seguinte caracterizagao equivalente mais conveniente para nossos
propésitos [37]:

Teorema 4.4.11 SSH é equivalente a sequinte afirmacao: dados cardinais ji e \,
com 1> A = cf (A) > wi, cov (A N) = pse cf (1) > A, e cov (i, A, A) = it
caso contrdrio.

De acordo com [40], tanto GCH quanto "nao existe 0¢" implicam SSH; e de
acordo com [16], SSH também é implicado pela hipétese FRP (Fodor-type Reflec-
tion Principle). Ainda de acordo com [37], SSH implica SCH (Singular Cardinal
Hypothesis), mas é um problema em aberto se a falha de SSH é equiconsistente com
a falha de SCH (e esta tltima é equiconsistente com a existéncia de um cardinal
mensurdvel £ de ordem de Mitchell k).
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Na literatura nao encontramos uma demonstracao do préximo teorema, que
demonstramos no Apéndice A. Parte do argumento é baseado na demonstragao
em [23] (Corolério 18.33) de que se 0f ndo existe, entdo vale SCH.

Teorema 4.4.12 Se 0% ndo existe, entdo vale SSH.

Podemos também caracterizar SSH em funcao da existéncia de certos submode-
los elementares, o que é relevante para o estudo realizado em [38] (ver demonstragao
no Apéndice A):

Proposicao 4.4.13 SSH equivale a sequinte afirmacao: "Dados cardinais infini-

tos A e u, com cf (1) > A, existe submodelo elementar A-covering de cardinalidade
"

w.
Vamos introduzir agora duas hipéteses ainda mais fracas que SSH.

Definicao 4.4.14 wH1: se k for um cardinal fracamente inacessivel e \ e p
forem cardinais com \ < p < K, entdo cov (u, 1, A1) < k.

Definicao 4.4.15 wH2: se k for um cardinal fracamente inacessivel e X\ um car-
dinal menor que k, entao existe algum p, com A < p < k, tal que cov (B, B, A1) < k
sempre que p < 3 < K.

E imediato que SSH = wHI1 = wH2. A falha de SSH pode ser obtida com a
falha de SCH, mas esta nao implica na falha de wH1: considere a extensao genérica
de Woodin (ver Teorema 36.6 de [23]) onde 2" = k™" para todo cardinal x (obtida
supondo que exista um cardinal supercompacto). Nessa extensao, nao vale SCH,
pois caso contrario terfamos 2* = AT para cada cardinal singular A. Mas vale wH1,
pois dados A, i e kK como enunciados,

cov (11, A7) < ef (Iu*,C) <1 <2 =t <.

A falha de wH1 pode ser obtida na extensao genérica de [17], de acordo com
a Proposicao 4.4.10. Os grandes cardinais assumidos no teorema principal de [17]
sao mais fortes que aqueles necessdrios para fazer falhar SCH.

Quanto & wH2, nao temos uma resposta para a seguinte questao:
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Problema 4.4.16 ZFC ‘- wH2?

A relevancia da pergunta acima para a reflexao de L se manifesta nos trés
préximos resultados, que estao entre os mais importantes deste trabalho.

Teorema 4.4.17 (wH2) L reflete todos os cardinais fracamente inacessiveis.

Demonstrac¢ao. Sejam X um espago topoldgico e x um cardinal fracamente ina-
cessivel. Se L (X) # x ou k € 1S (X), temos o resultado pelo Teorema 4.3.4. Caso
contrario, dado qualquer A < &, escolha algum 3 € 1S (X) tal que A < u < 3, onde
p é dado por wH2. Podemos entao aplicar o Teorema 4.3.12, pois cov (3, 8, A7) <
K. O

Corolario 4.4.18 (SSH) L reflete todos os cardinais regulares.

Coroldrio 4.4.19 (nao existe 0°) L reflete todos os cardinais regulares.

Suponha que exista algum cardinal fracamente inacessivel x, e um conjunto
F' C Kk, com sup F' = k, onde para cada o € F":

e « é um cardinal com cf (o) =w e X, =

e dado qualquer cardinal pu, existe uma extensao genérica onde « é limite forte
e 2% > u (como ocorre para o primeiro ponto fixo em [17]).

Este conjunto de condigoes seria suficiente para falhar wH2, considerando o
Corolario A.1.5. Deve-se notar no entanto que o conjunto F' acima nao poderia ser
simplesmente o conjunto de todos os pontos fixos menores que x de cofinalidade
enumerdvel (ver em [17] o exemplo do primeiro ponto fixo de ordem w).

Para concluir, se existir um contra-exemplo consistente para a afirmacao "L
reflete todos os cardinais regulares"”, este contra-exemplo precisaria das seguintes
condicoes, de acordo com o que vimos:

e ¢ necessario assumir a negagao de wH2 (se isto for consistente com ZFC), e
portanto, a existéncia de 0, ou possivelmente algum outro axioma de grandes
cardinais ainda mais forte;
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e nessa axiomdtica de conjuntos, construir um espaco topolégico X com as
seguintes caracteristicas, onde x é um cardinal fracamente inacessivel:

- X| >k
- L(X)=xk
— Il (X) < k (o que implica x ¢ 1S (X))

— ml (X) =k ou X nao ser T}

existir algum cardinal £ < k tal que, para todo ¥ € 1S (X) com 9 > &,
Ng=vdecf (V) <9

4.5 Reflexao de 1l

Nesta secao estudaremos a propriedade de reflexao de cardinais regulares, para a
fungao cardinal /[. Os métodos usados sao semelhantes aos usados para a fungao
cardinal L.

Definicao 4.5.1 Se X for um espago topoldgico, defina

1S (X) ={m(C): C é cobertura aberta de X, bem ordenada pela inclusio} .

Considerando a equivaléncia entre os itens (a) e (b) da Proposi¢ao 1.2.33, é
facil ver que Il (X) = supllS (X).

Dada uma cobertura aberta C' de X, bem ordenada pela inclusao, e uma sub-
cobertura S de tipo de ordem minimo, teremos que m (C') = |S|, logo m (C) é um
cardinal regular. Portanto, diferentemente do que ocorre com 1S (X), I1S(X) é
composto exclusivamente de cardinais regulares. Na verdade, é facil mostrar que

1S (X) = {A € 1S (X): cf (\) = A}.

Teorema 4.5.2 A funcao cardinal Il reflete todos os cardinais requlares.

Demonstracao. A demonstragao é inteiramente andloga ao do Teorema 4.3.12, com
as seguintes consideracoes:
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e dado qualquer \ < k, existe pu € I1S(X) com A < p < Kk e cov (p, p, A7) <
i < K, pois IS (X) contém apenas cardinais regulares;

o [ (XNM)>Il(Xp), asemelhanca do que ocorre com L;

e se () for bem ordenado pela inclusao, €, também sera.



Apéndice A
Resultados combinatoérios

Neste apéndice enunciamos e demonstramos resultados sobre cov que sao necessa-
rios ao capitulo 4, mas que nao constituem o objetivo principal do trabalho, que é
o de estudar reflexao de fungoes cardinais.

A.1 Propriedades gerais

Proposigao A.1.1 Sejam p, x, N\, (', X', N cardinais infinitos, com p' > u > x' >
X > N > A, Temos entdo:

~

cov (1, X, A) < cov (p', X, A);

o

cov (f1, X, A) > cov (p, X', N);

co

cov (1, X, A) < cov (i, x, N).

Demonstragao. Vamos demonstrar aqui a propriedade (1), as propriedades (2) e
(3) sao imediatas.

Seja uma familia F' C [p/]~*, com |F'| = cov (i, x,\), tal que, para todo
a € W] existe algum b € F’ tal que a C b. Defina entdo F = {x Np:z € F'}.
Teremos que F' C [u]™X, |F| < cov (i, X, ), e para todo a € [u]<A existe algum
b € F tal que a C b. Portanto, cov (i, x, A) < |F]. O

<X

Proposicao A.1.2 Sejam pu,x, A cardinais infinitos, com p > x > A. Se u for
reqular ou p > x, entdo cov (f, X, ) > L.

65
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Demonstragao. Se  for regular, entao cov (i, x, A) > p pois caso contrério y seria
uma uniao de menos do que p subconjuntos de cardinalidade < .
Se u for singular e maior que y, para cada cardinal v € [x, i),

cov (p, X, ) = cov (v, x,\) > vt

Portanto, cov (i, x,\) > p. O

Proposicao A.1.3 Sejam u e \ cardinais infinitos, com A < cf (u). Entao
cov (p, p, A) < ef (p).

Demonstrag¢io. Como A < ¢f (1), todo elemento de [u]=* é limitado em . Desta
forma, tomando uma sequéncia crescente de ordinais (7, : @ < ¢f (p)) cofinal em
w, a familia {7, : a < cf (1)} testemunhard que cov (p, p, A) < cf (w). O

A demonstracao da préxima proposigao segue um argumento sugerido em [36].

Proposicao A.1.4 Dados cardinais n, v e v, comn > v > v,
cov (n,v,v) = ZBG[W}] cov (B, B,v) .

Demonstra¢ao. Primeiramente, sé ha algo a se demonstrar, se n > v.

Defina
C=D sy OV (B.5,0).
Temos pela Proposicao A.1.2 que
cov (n,v,v) =1 = [[v, 1] .
Dado qualquer g € [v,n],
cov (n,v,v) > cov (B, B,v),

logo cov (n,v,v) > (.
Para mostrar que cov (1, v,v) < (, vamos construir uma érvore (7', <) como a
seguir:

e cada elemento de T serd um S C 7;
e T’ terd uma raiz, que serd 7;

e as folhas de 7" ser@o exatamente os elementos S com |S| < v;
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e para cada elemento S de T' com |S| > v, os sucessores de S serao os elementos
de uma familia Fy C [S]<", com |Fs| = cov (|S],|S],v), tal que para todo
a € [S]™Y, existe algum b € Fs tal que a C b.

Para cada elemento que nao seja uma folha, a quantidade de sucessores é
cov (|1S],]S],v) < (. Cada ramo da &rvore ¢é finito, pois estd associado a uma
sequéncia estritamente decrescente de cardinais. Portanto, se £ for a quantidade
de ramos da drvore, que nesse caso é também a quantidade de folhas, entao & < (.

Por fim, mostraremos que cov (n,v,v) < £, exibindo como obter uma familia
F C [n]™", com |F| < ¢, tal que para todo a € []~", existe algum b € F tal que
a C b. A familia F' serd o conjunto de todas as folhas de T', pois dado qualquer
a € [n]~", basta escolher um ramo da &rvore tal que a esteja contido em todos os
elementos desse ramo; b € I’ serd entao a folha desse ramo. O

Corolario A.1.5 Se A for um cardinal singular e limite forte, entdao
28 = cov (A, A (ef (A)T) .
Demonstracao. Pela Proposicao 4.3.8,
2 = of (N, ) = cou (A (ef ()7, (ef O)) -
Pela proposicao anterior, teremos que:

cov (A, (ef Q)L (ef ) = cov (B3, B, (cf (\)") =

Be[(er()* A

cov (AN, (ef (A)F) + ZBG[(cf()\) cov (8,8, (cf (A)T) .
Para cada 3 € [(cf (\)7, )\,
cov (8, 8. (cf (N)7) < ef (1817 . c) <7 <,

pelo fato de A ser limite forte. Com isso,

ZBE[(cf(A))m[ cov (8,5, (cf (\)7) <A,

Al

logo
28 < A+ cov (M, (ef (V)7

o que implica que
28 = cov (A, (ef (A) 7).
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Corolédrio A.1.6 Se \ for o primeiro ponto fixo da fungao R, e 9 for qualquer
cardinal menor que X\, entao nao é possivel provar em ZFC que hd um limitante
para cov (A, A\, 97) (supondo a consisténcia dos grandes cardinais assumidos em

[17]).

Demonstragao. No resultado principal de [17], dado qualquer cardinal u, A é limite
forte e

cov (A, A, 0) > cov (A, A wi) = cov (A A, (ef (A)T) =24 > p.

A.2 Propriedades de SSH

Para o préximo resultado, vamos precisar da seguinte defini¢ao [37]:

Definicao A.2.1 Dados cardinais j1, x, A eg, compu>x>A>wel>0o>2,
cov (i, x, A\, 0) é a menor cardinalidade de algum X C [u]™* tal que, para qualquer
a € [, existe um Q € [X]=° com a C UQ.

E facil ver que
cov (p, X, A) = cov (k, X, A, 2),
e que
cov (p, X, A\, ) > cov (i, x, A, o)

quando o < ¢’.

Teorema A.2.2 Se 0% ndo existe, entio vale SSH.

Demonstragao. Sejam cardinais p e A tais que p > A = cf (A) > wy.
Primeiramente, cov (u, A\, \) > p de acordo com a Proposicao A.1.2, e se
of (n) <A,

cov (1, A, X) = cov (g, g, (e f (1)) > cov (p, p, (cf ()7, ef (1) > p*

(Fato 1 em [36]).
Se A > way, cov(p, A, A) < p™, pois de acordo com o Teorema 18.30 de [23]
(Jensen’s Covering Theorem) todo a € [u]™" estd contido em algum conjunto

construtivel b € [p]“' 71 e |PE ()| < pt
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Com isso, e usando o item (1) do Lema 5.10 de [1],

cov (:u’wlawl) - Cf ([M]w ) C) < Cf([//“]m 7C) : Cf([wl]w ) C) < :u+ W = M+-

Finalmente, se cf (1) > A, pela Proposicao A.1.4,

cov (p, A, A) = Z cov (B, B, \) = cov (u, pt, \) + Zﬁep\’“[ cov (B, B, \)

Beu]

s ef )+ Zﬁe[/\,#[ cov (B A ) < pt ZBE[A,MBJr e
0

Proposicao A.2.3 SSH equivale a sequinte afirmacao: "Dados cardinais infinitos
e, comcef (u) > A, existe submodelo elementar \-covering de cardinalidade .

Demonstragao. Primeiro vamos provar a afirmacao a partir de SSH. Como cf (u) >
A, entao

cf <[,u]/\ , C) = cov (p, AT, A7) = p.

Podemos entao proceder como na demonstragao do Teorema 3.1.26 de [38], cons-
truindo uma sequéncia crescente (M, : & < A*) de submodelos elementares, com
|M,| < p para todo oo < ™.

Agora suponha que vale a afirmagao. Considerando a demonstracao do Teo-
rema A.2.2; basta mostrarmos que, se > A = c¢f (A) > wq, cov (i, A\, \) < p se
cf (u) > A, e cov(pu, A\, A) < ptsecf(u) <A

Se cf () > A, dado qualquer n < A, temos que cf (u) > 7, entdo existe um
submodelo elementar n-covering de cardinalidade p, logo cov (u, n*, n*) < p. Para
cadan < A, seja C;, C [p]” a familia que testemunhe que cov (p, 7™, ™) < p; entéo
C =, <, Gy ird testemunhar que cov (i, A, A) < p.

Finalmente, dados quaisquer pe A com p > A =cf (A) > wy,

cov (1, A\, A) < cov (M A) <,

de acordo com o pardgrafo anterior. 0
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