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Resumo

Topologias de grupo enumeravelmente compactas:
MA, forcing e ultra�ltros seletivos

É bem conhecido o fato de que todo grupo compacto tem sequências não triviais con-

vergentes. A existência de grupos enumeravelmente compactos sem sequências não triviais

convergentes, foi provada usando axiomas adicionais à axiomática usual ZFC: A. Hajnal e

I. Juhász [39] sob CH, E. K. van Douwen [26] sob MA, A. H. Tomita sob MAσ−centrada e R.E.

Madariaga-Garcia e A. H. Tomita [50] usando ultra�ltros seletivos.

Neste trabalho, estudaremos algumas construções recentes relacionadas com as citadas

acima, usando o Axioma de Martin, ultra�ltros seletivos e forcing. Essas construções estão

relacionadas com algumas questões indicadas por A.D. Wallace, E. van Douwen, M. Tkačenko,

D. Dikranjan e D. Shakhmatov.

Palavras-chave: Forcing, compacidade enumerável, grupo topológico, Axioma de Martin,

ultra�ltro seletivo.





Abstract

Countably compact group topologies:
MA, forcing and selective ultra�lters

It is well known that every compact group has non-trivial convergent sequences. The

existence of countably compact groups without non-trivial convergent sequences was proved

using extra set-theoretical assumptions: A. Hájnal and I. Juhász [39] under CH, E. K. van

Douwen [26] under MA, A. H. Tomita under MAσ−centered and R.E. Madariaga-Garcia and A. H.

Tomita [50] using a selective ultra�lter.

In this work, we study some recent constructions related to the ones given above using

Martin Axiom, selective ultra�lters and forcing, related to questions raised by A.D. Wallace,

E. van Douwen, M. Tkačenko, D. Dikranjan and D. Shakhmatov.

Keywords: Forcing, countable compactness, topological group, Martin Axiom, selective

ultra�lter.
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Introdução

“In re mathematica ars proponendi quaestionem

pluris facienda est quam solvendi”.

G. C�����

Se X é um espaço topológico de Hausdor� e κ é um cardinal tal que κ < |X|, dizemos

que X omite κ se não possui subconjuntos fechados de cardinalidade κ. De acordo com a

cardinalidade do espaço, existem espaços compactos que omitem ω, mas se |X| = c, a questão
não poder ser decidida na axiomática ZFC; de fato, Hajnal e Juhász [38] mostraram que sob

a hipótese do contínuo (CH) nenhum espaço compacto de cardinalidade c pode omitir ω, en-

quanto que Fedorčuk [31] mostrou que a existência de um espaço compacto de cardinalidade

c sem sequências não triviais convergentes é consistente com ZFC.

Contudo, se considerarmos uma estrutura topológica junto com uma estrutura algébrica,

a situação se torna diferente. De maneira independente, Ivanovskii (1958) e Kuz’minov (1959)

mostraram que todo grupo compacto é diádico, isto é imagem por uma função contínua de um

cubo de Cantor generalizado, motivo pelo qual nenhum deles pode omitir ω. Assim, resulta

natural perguntar pela omissão de ω na classe dos grupos topológicos que satisfazem propri-

edades mais fracas porém próximas à compacidade, tais como a compacidade enumerável ou

a pseudocompacidade.

Considerando grupos topológicos pseudocompactos, temos dois resultados principais.

Em 1969 Sirota [58], respondendo a uma questão de Arkhangel’skiı̆, construiu em ZFC um

grupo pseudocompacto sem sequências não triviais convergentes de peso κ para cada cardi-

nal in�nito κ = κω. Depois, em 1985, Malykhin e Shapiro [51] mostraram que a existência

de um grupo pseudocompacto sem sequências não triviais convergentes de peso κ < κω é

independente de ZFC.

Apesar da compacidade enumerável constituir uma propriedade intermediária entre a

compacidade e a pseudocompacidade, a existência de sequências não triviais convergentes

1



2 Introdução

nessas condições compreende uma questão bem mais sutil. De fato, até o presente momento

essa questão não possui solução de�nitiva. O primeiro exemplo a este respeito, realizado

sob CH, data de 1976 e deve-se a Hajnal e Juhász [39]; contudo, a construção desses autores

não estava dirigida a construir um grupo enumeravelmente compacto sem sequências não

triviais convergentes senão a proporcionar um exemplo de um grupo normal e separável que

não fosse de Lindelöf. Mais tarde, diversos exemplos de grupos enumeravelmente compactos

sem sequências não triviais convergentes foram construídos por van Douwen [26], Tkačenko,

Tomita [66, 67], Koszmider et al. [46] e Madariaga-Garcia e Tomita [50], sendo que todas essas

construções foram obtidas assumindo asserções adicionais a ZFC ou por meio de extensões

genéricas.

O propósito desta dissertação é estudar sistematicamente essas construções, focando nossa

atenção nas que foram obtidas via forcing e ultra�ltros seletivos. Tentaremos mostrar a ma-

neira em que a existência de um grupo enumeravelmente compacto sem sequências não trivi-

ais convergentes permite dar resposta a diversas questões que ao parecer só tem conexão com

a compacidade enumerável.

São cinco capítulos os que compõem esta dissertação. O primeiro deles destina-se a esta-

belecer a notação utilizada no decorrer do texto além de expor alguns resultados e de�nições

preliminares que serão necessários adiante. A primeira seção, é dedicada à teoria dos con-

juntos introduzindo alguns resultados de combinatória, os conceitos de forcing e do Axioma

de Martin (MA) e ainda, fazemos comentários relativos à consistência e independência em

axiomáticas, relevantes ao longo do texto. A segunda seção, é dedicada a tópicos de topologia

geral e a terceira trata de grupos topológicos.

No segundo capítulo, são apresentadas as construções de topologias de grupo enumera-

velmente compactas sem sequências não triviais convergentes obtidas mediante o uso de MA,

o axioma de Martin para ordens parciais σ-centradas (MAσ-centrada) e o Axioma de Martin para

ordens parciais enumeráveis (MAenumerável). Na primeira seção, incluímos a construção de van

Douwen [26] que, de acordo com a história do problema, é a pioneira usando MA. Na segunda

seção, se estudam as construções relativas a topologias de grupo enumeravelmente compactas

sobre grupos abelianos livres. Depois de apresentar de�nições e resultados básicos a respeito

desse tipo de grupos, estudamos a construção devida a A.H. Tomita [66] de uma topologia

de grupo enumeravelmente compacta de�nida sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade

c assumindo a asserção MAσ-centrada. Depois, é apresentada a construção de uma topologia

como a anteriormente referida mas, desta vez, assumindo a asserção MAenumerável. A última
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parte do capítulo constitui o exemplo obtido via forcing por Koszmider et. al. [46] de uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade

2c.

O terceiro capítulo trata dos exemplos de topologias de grupo enumeravelmente com-

pactas obtidas a partir de ultra�ltros seletivos. A primeira seção, é destinada a apresentar

os conceitos e resultados básicos sobre ultra�ltros seletivos, ultraprodutos usando tal tipo de

ultra�ltros e à relação destes últimos com a p-compacidade. A segunda seção, apresenta os re-

sultados obtidos por Watson e Tomita [69] referentes à p-compacidade em grupos topológicos

via ultra�ltros seletivos; nesta seção aparecem várias idéias das que vai fazer uso a constru-

ção da terceira e última seção do capítulo dedicada a descrever a maneira em que a existência

de ultra�ltros seletivos permite construir topologias de grupo enumeravelmente compactas

sobre grupos abelianos livres.

No quarto capítulo estudamos certas características cardinais dos grupos topológicos enu-

meravelmente compactos. Na primeira seção, são detalhados os resultados obtidos por van

Douwen em [27] a respeito do peso e a cardinalidade de grupos topológicos pseudocompactos.

Depois de estudar o comportamento desses invariantes em distintas aritméticas cardinais, no

mesmo trabalho, van Douwen conjeturou que em todo grupo in�nito enumeravelmente com-

pacto G se satisfaz |G|ω = |G| ou, ao menos, cf(|G|) > ω, sendo esta a�rmação consistente com

ZFC. Contudo, acabou se revelando que a conjetura de van Douwen é independente de ZFC

em virtude dos resultados obtidos por Tomita em [67] os quais abordamos na segunda seção

deste capítulo.

Por �m, o último capítulo é dedicado a responder diversas questões fazendo uso das cons-

truções detalhadas nos capítulos precedentes; na primeira seção, descreve-se o problema de

Wallace [71] e mostra-se que consistentemente existe um contraexemplo a dita questão. Na

segunda seção, comentamos a resposta parcial à pergunta de Dikranjan e Shakhmatov pe-

las cardinalidades possíveis para os grupos abelianos livres que admitem uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta. A terceira seção trata-se sobre o trabalho de Tkačenko e

Yasčenko [64] acerca de topologias de grupo independentes e a relação destas com a existência

de topologias de grupo enumeravelmente compactas.





CAPÍTULO 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste capítulo, iremos �xar a notação utilizada no decorrer do texto além de fazer uma

exposição sucinta de alguns tópicos necessários à compreensão do mesmo.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Ao longo da dissertação trabalharemos baseando-nos na axiomática Zermelo-Fraenkel

acrescida do Axioma da Escolha, abreviado por ZFC. Para os tópicos relacionados com teoria

dos conjuntos, seguimos as referências [44, 47].

Começamos por reservar os símbolosN, Z, Q, R e C para denotar, respectivamente, o con-

junto dos números naturais, números inteiros, números racionais, números reais e números

complexos.

A notação BA representa o conjunto de todas as funções f : A → B. O domínio e a

imagem de uma função f ∈ BA, serão denotados por dom( f ) e im( f ) respectivamente. Se

S ⊂ A, f�S ∈ BS é a restrição de f ao conjunto S . Se S ⊂ A e T ⊂ B, f [S ] e f −1[T ]

denotam respectivamente a imagem de S por f e a pré-imagem de T por f . Com freqüência,

usaremos o símbolo Fn(A, B) para denotar o conjunto de todas as funções �nitas de A em B,

isto é, h ∈ Fn(A, B) signi�ca que dom(h) é um subconjunto �nito de A e im(h) ⊂ B.

Alguns resultados sobre ordinais e cardinais

De�nição 1.1.1. Um conjunto M é transitivo se e somente se todo elemento de M é também

um subconjunto de M.

5



6 1. Conceitos e resultados preliminares

Entendemos por ordinal um conjunto transitivo e bem ordenado pela relação ∈. O sím-

bolo ON representará a classe de todos os ordinais. Usaremos doravante letras gregas minús-

culas (como α, β, γ, . . . ) para denotar elementos de ON.

Se α ∈ ON dizemos que A ⊂ α é ilimitado em α se sup A = α.

α ∈ ON é dito um ordinal sucessor se existe β ∈ ON tal que α = β + 1 := β ∪ {β}. Em caso

contrário, dizemos que α é um ordinal limite. O menor ordinal limite in�nito é o conjunto

de todos os números naturais, denotado por ω.

Se X é um conjunto, uma função f : α→ X onde α ∈ ON é dita seqüência de comprimento

α em X. Freqüentemente, escreve-se f = � fξ : ξ < α� ou f = { fξ : ξ < α} onde fξ = f (ξ) para

cada ξ < α, identi�cando a f com o conjunto im ( f ). Se s é uma seqüência de comprimento α

num conjunto X � x, s�x denota a seqüência em X de comprimento α+1 dada por s∪ {(α, x)}.

De�nição 1.1.2. κ ∈ ON é dito um ordinal inicial se κ = |κ|, onde |κ| é o menor α ∈ ON tal que

α é equipotente a κ.

Identi�camos os ordinais iniciais exatamente com os números cardinais. Usaremos as

letras gregas κ, λ, µ, θ... ou letras germânicas a,m, n.. para designar cardinais.

Se X é um conjunto e κ é um cardinal, �xamos a notação [X]κ = {A ⊆ X : |A| = κ}; [X]<κ

e [X]≤κ são de�nidos analogamente.

De�nição 1.1.3. Um cardinal κ é dito sucessor se existe um cardinal λ tal que κ = λ+, onde

λ+ = min{θ ≤ 2λ : θ é cardinal e θ > λ}. Em caso contrário, dizemos que κ é um cardinal

limite.

Freqüentemente, os cardinais in�nitos são chamados alephs; como cada cardinal possui

um cardinal sucessor e para cada conjunto de cardinais X, sup X é um cardinal, pode-se

de�nir uma enumeração crescente de todos os alephs:

ℵ0 = ω

ℵα+1 = ℵ+α
ℵα = sup{ℵξ : ξ < α} se α é um ordinal limite

Da enumeração anterior, temos que para cada α ∈ ON, ℵα é cardinal sucessor ou limite

conforme α seja ordinal sucessor ou limite. Denotaremos o tipo de ordem de ℵα por ωα.
Um dos mais célebres teoremas de Cantor diz que para cada conjunto X, vale que |X| <

|℘(X)|. Em particular, se c representa a cardinalidade do conjunto dos números reais R,
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temos que c = 2ℵ0 > ℵ0. Em 1878, Cantor [14] conjeturou que todo subconjunto in�nito de R

é enumerável ou é equipotente a R. Em ZFC, todo cardinal in�nito é um aleph, logo, c ≥ ℵ1;

de onde a conjetura de Cantor resulta ser a asserção 2ℵ0 = ℵ1, conhecida como a Hipótese do

Contínuo (CH).

Motivado pela a�rmação de Cantor e pela relação ℵα+1 ≤ 2ℵα válida em ZFC para todo

ordinal α, F. Hausdor� [41] em 1908 enunciou a seguinte asserção ∀α ∈ ON (2ℵα = ℵα+1)

conhecida como a Hipótese generalizada do Contínuo (GCH).

Convém apontar que as asserções CH e GCH não podem ser provadas nem refutadas no

sistema axiomático ZFC, isto é, são independentes de ZFC.

De�nição 1.1.4. Sejam α e β ∈ ON. Se f ∈ βα, dizemos que f é uma função co�nal se im( f ) é

um conjunto ilimitado em β. A co�nalidade de um ordinal β é o menor α ∈ ON tal que existe

uma função f : α→ β co�nal. Neste caso escreve-se cf(β) = α.

Um ordinal limite β é dito regular se cf(β) = β, e dito singular se cf(β) < β. Deve apontar-

se que todo ordinal regular é um cardinal e que cada cardinal sucessor é um ordinal regular.

De�nição 1.1.5. Um cardinal κ é dito limite forte se para cada µ < κ, 2µ < κ.

De�nição 1.1.6. Um cardinal κ > ω é dito fracamente inacessível se é um cardinal regular e

limite. Um cardinal fracamente inacessível κ é dito inacessível (ou fortemente inacessível) se

também é limite forte.

Assumindo GCH as noções de cardinal fracamente inacessível e inacessível coincidem;

por outro lado, não é possível provar em ZFC a existência de cardinais inacessíveis.

Por conveniência, incluímos a seguir um caso particular do denominado Teorema de Kö-

nig, importante fato que estabelece a desigualdade estrita mais geral conhecida (em ZFC)

sobre cardinais in�nitos.

Teorema 1.1.7. Se κ é um cardinal in�nito e cf(κ) ≤ λ, então κλ > κ.

Corolário 1.1.8 (Zermelo-König). Se λ ≥ ω, então cf(2λ) > λ.

Uma nota sobre consistência e independência em axiomáticas

Ao longo do texto irão ser construídos objetos matemáticos usando axiomas adicionais

ao sistema ZFC; assim, resulta conveniente lembrar alguns fatos e de�nições provenientes da

lógica matemática. A referência básica para tópicos mencionados neste parágrafo é [37].
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Se L é uma linguagem de primeira ordem, uma L-estruturaA consta de um conjunto não

vazio A (domínio de A) e de relações, funções e constantes correspondentes aos símbolos da

linguagem.

De�nição 1.1.9. Se φ é uma fórmula em L, dizemos que φ é uma sentença se não contem

variáveis livres. Dada uma sentença φ e uma L-estruturaA, escrevemosA |= φ se a sentença
φ é verdadeira em A.

De�nição 1.1.10. Um modelo para um conjunto de sentenças Γ numa linguagem L, é uma

L-estrutura A tal que A |= γ para toda γ ∈ Γ. Neste caso, escrevemos A |= Γ.

Se todo modelo de Γ é também um modelo de φ (relação de conseqüência semântica)

escrevemos Γ |= φ. Baseando-nos num sistema dedutivo formal, dizemos que φ é um teorema

de Γ (relação de conseqüência sintática) se houver uma dedução formal nesse sistema de φ a

partir de Γ. Escrevemos, nesse caso, Γ � φ.
Uma L-teoria é um conjunto de sentenças T em L fechado sob dedução. A L-teoria T

é dita consistente se ela não pode deduzir contradições; de outra parte, T é dita completa se

é consistente e para toda sentença φ da linguagem, então φ ∈ T ou ¬φ ∈ T . Se uma teoria

consistente T não é completa, então existe alguma sentença φ tal que T não pode deduzir φ

nem a sua negação, logo as teorias T + φ e T + ¬φ são consistentes; neste caso, dizemos que

φ é independente de T .

Com freqüência, estaremos nos referindo às classes V e L em teoria dos conjuntos, pelo

que achamos preciso lembrar fatos importantes dessas duas classes.

De�nição 1.1.11. Por recursão em ON, de�nimos:

V0 = ∅

V
α+1 = ℘(Vα)

Vα =
�

β<α

Vβ se α é um ordinal limite

Chamamos Hierarquia cumulativa de von Neumann à classe V =
�
α∈ON

Vα.

Da de�nição, um conjunto A está em V se e somente se todos os seus elementos estão em

V; em particular, cada Vα é um conjunto transitivo. É claro também que para cada α ∈ ON,
α ∈ Vα+1.

De acordo com o axioma de Regularidade, o universo da teoria dos conjuntos é V. Além

disso, nessa classe vale a axiomática ZFC; em outras palavras, V é um modelo de ZFC.
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De�nição 1.1.12. Dizemos que um conjunto X é de�nível num modelo (M, ∈) se existem uma

fórmula φ na linguagem {∈} e a1, . . . , an ∈ M tais que X = {x ∈ M : (M, ∈) |= φ(x; a1, . . . , an)}.
Escrevemos def(M) = {X ⊆ M : X é de�nível em (M, ∈)}.

Por recursão em ON de�ne-se

L0 = ∅

Lα+1 = def(Lα)

Lα =
�

β<α

Lβ se α é um ordinal limite

A classe L =
�
α∈ON

Lα denomina-se hierarquia dos conjuntos construtíveis. Note que cada

Lα é um conjunto transitivo e, também, L constitui uma classe transitiva. Em 1938, K. Gödel

mostrou que L é um modelo (denominado tecnicamente interno) da teoria dos conjuntos, isto

é, mostrou que as interpretações da axiomática ZFC em L são demonstráveis, inclusive, na axi-

omática Zermelo-Fraenkel (ZF). Adicionalmente, a interpretação de CH em L é demonstrável

em ZF. Existe uma outra condição satisfeita por L que faz dele um modelo particularmente

importante:

Fato 1.1.13. L é o menor modelo transitivo de ZFC que contém ON.

Forcing

Desde os resultados de Gödel até 1963, o trabalho em teoria dos conjuntos esteve num im-

passe, se bem que apareceram resultados interessantes a respeito de cardinais inacessíveis e do

universo construtível L. Uma mostra desse impasse é a descoberta por Sheperdson, no início

da década de cinqüenta, de que o método dos modelos internos nunca poderia providenciar

uma demonstração da independência de CH em relação a ZF (ou ZFC).

Em 1963, um novo método que proporciona provas de consistência foi inventado por Paul

Cohen. Ao contrário do método dos modelos internos que restringe o universo, o novo mé-

todo do forcing “expande” o universo. Para contornar a eventual di�culdade de expandir o

universo de todos os conjuntos, o método de forcing produz expansões de modelos de con-

juntos �nitos de axiomas de ZFC (ou ZF), pois de acordo com os teoremas de incompletude

de Gödel, ZFC não pode mostrar a existência de modelos de todos os axiomas dessa teoria

-a menos que fosse inconsistente-. Assim, para obter resultados de independência, basta tra-

balhar com subconjuntos �nitos arbitrários da axiomática. Formalmente, temos o seguinte

resultado.
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Teorema 1.1.14 (Princípio de forcing). Seja ϕ uma fórmula. Se φ1, . . . ,φn são fórmulas de

ZFC+ϕ, existem fórmulas ψ1, . . . ,ψm de ZFC tais que para cada modelo transitivo enumerável

M satisfazendo M |= {ψ1, . . . ,ψm}, existe um modelo transitivo enumerável N tal que N |=
{φ1, . . . ,φn} e M ⊆ N. Daí, se ZFC é consistente, então a teoria ZFC+ϕ também é consistente.

O forcing permite construir a partir de um modelo transitivo M de ZFC um modelo N tal

que M � N e ONM = ONN ; desta maneira, se λ = ONM temos que Lλ ⊂ M � N de onde

N é um modelo onde V � L. Mais ainda, todos os conjuntos que acrescentamos a M para

obter N não são construtíveis em N. A grande potência desta teoria reside no fato de que as

propriedades da extensão N estão completamente determinadas por M, em outras palavras,

um objeto em M estará em condições de determinar o que acontece em N embora não “veja”

boa parte dos conjuntos de N.

A relação de forcing

Seja M um modelo transitivo e consideremos um conjunto parcialmente ordenado (na

realidade, uma pré-ordem) (P,≤) em M. Ao longo desta seção, assumiremos adicionalmente

que P possui um maior elemento denotado por 1P. No contexto do forcing, geralmente, os

elementos de uma ordem parcial são chamados de condições. Se p ≤ q dizemos que p estende

q.

De�nição 1.1.15. Dizemos que p, q ∈ P são incomparáveis se não vale p ≤ q nem q ≤ p e que

são incompatíveis (p⊥q) se não existe r ∈ P tal que r ≤ p e r ≤ q. Uma anticadeia A ⊆ P é um
subconjunto de elementos de P que são dois a dois incompatíveis.

De�nição 1.1.16. Um subconjunto D ⊆ P é denso em P se e somente se para cada p ∈ P existe
q ∈ D tal que q ≤ p, isto é, se para cada elemento da ordem existe um elemento em D que

forneça mais informação. De maneira similar, D diz-se denso abaixo de p ∈ P se D é denso na

ordem parcial {q ∈ P : q ≤ p}.

De�nição 1.1.17. G ⊆ P é dito um �ltro em P se e somente se:

1. Para todo p ∈ G, se p ≤ q então q ∈ G;

2. para todos p e q em G, existe r ∈ G tal que r ≤ p e r ≤ q.

SeD é uma família de subconjuntos densos de P eG ⊆ P é um �ltro tal que D∩G � ∅ para

cada D ∈ D, G é chamado �ltro D-genérico. Um �ltro que intersecta todos os subconjuntos
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densos da ordem P é chamado de P-genérico. Se a ordem parcial P pertence a um modelo

transitivo M, dizemos que G ⊆ P é P-genérico sobre M se G é um �ltro sobre P e G intersecta

todos os subconjuntos densos em P que são membros de M.

Dada uma ordem parcial P e uma coleção enumerável D = {Dn}n∈ω de subconjuntos den-
sos em P, sempre existe um �ltroD-genérico. Desta simples observação, obtém-se o seguinte

resultado:

Proposição 1.1.18. Se M é um modelo transitivo enumerável, P ∈ M é uma ordem parcial e

p ∈ P, então existe um �ltro G, P-genérico sobreM tal que p ∈ G.

Em geral, um �ltro genérico sobre M não está no modelo; no entanto, se G é P-genérico

sobre um modelo M, existe uma extensão minimal transitiva de M que contém G, que deno-

taremos por M[G]. Nesse contexto, M denomina-se o modelo base, entanto M[G] é chamada

de extensão genérica. Uma caraterística interessante dessa extensão é a possibilidade de fazer

uma descrição “interna” isto é, feita dentro do modelo M, dos elementos de M[G]. Para isto,

é introduzido um conjunto de nomes em M que proporcionam informação sobre a maneira em

que os objetos em M[G] foram construídos a partir de P. Note-se que a seguinte de�nição é

independente do modelo M:

De�nição 1.1.19. Seja P uma ordem parcial. Um conjunto τ é um P-nome se e somente se τ é

uma relação e para todo par �σ, p� ∈ τ, σ é um P-nome. Denotamos o conjunto de todos os

P-nomes por VP.

Se M é um modelo contendo P denotamos por MP = M ∩ VP o conjunto de todos os

P-nomes em M. Se G é um P-genérico sobre M, a interpretação (ou valor) de um P-nome

τ ∈ MP, denotada como τG, de�ne-se recursivamente:

τG = {σG : (∃ p ∈ G) �σ, p� ∈ τ}

Seja M[G] = {τG : τ ∈ MP}. Como Ġ = {�p, p� : p ∈ G} é um P-nome para G, temos

G ∈ M[G].

De�nição 1.1.20. Sejam M um modelo transitivo enumerável, P uma ordem parcial em M e

p ∈ P. Se ϕ(x1, . . . , xn) é uma fórmula e τ1, . . . , τn ∈ MP, dizemos que p força ϕ(τ1, . . . , τn),

em símbolos p � ϕ(τ1, . . . , τn) se e somente se para todo �ltro P-genérico G sobre M tal que

p ∈ G vale:
M[G] |= ϕ((τ1)G, . . . , (τn)G)

Ao fazer menção do modelo, da extensão e do �ltro genérico, salienta-se que a relação

de forcing está de�nida fora do próprio modelo M. No entanto, a de�nição mais formal -e
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naturalmente mais forte- é feita internamente por meio da relação �∗ (vide [47]). A de�nição

interna nos permite ver que para uma fórmula ϕ e quaisquer P-nomes em MP, o conjunto

{p ∈ P : p � ϕ(τ1, . . . , τn)} está no modelo M, e assim pode ser decidido em M se p � ϕ ou

não.

Lema 1.1.21 (Lema da verdade para extensões genéricas). Sejam M um modelo enumerável

transitivo e P uma ordem parcial em M. Se G é P-genérico sobre M, ϕ(x1, . . . , xn) é uma fórmula

e τ1, . . . , τn ∈ MP, então
(M[G] |= ϕ((τ1)G, . . . , (τn)G))↔ (∃p ∈ G) (p � ϕ(τ1, . . . , τn))

Demonstração. Vide [47], VII. § 3.5. �

Foi apontado que os ordinais em M e na extensão genérica M[G] são os mesmos; no

entanto, os cardinais em M e M[G] não necessariamente coincidem pois a noção de cardina-

lidade não é absoluta.

De�nição 1.1.22. Seja M um modelo transitivo enumerável e seja P uma ordem parcial em M.

Dizemos que P preserva cardinais se e somente se para qualquer P-genérico G sobre M, temos

que

∀α ∈ ONM( (α é cardinal)M ↔ (α é cardinal)M[G] )

Dizemos também, que P preserva co�nalidades se e somente se para cada ordinal limite

γ ∈ ONM , temos cf(γ)M = cf(γ)M[G].

As noções de preservar cardinais e co�nalidades abaixo e acima de um cardinal α ∈ M ou

um ordinal γ ∈ ONM , são de�nidas de maneira análoga.

Fato 1.1.23. Sejam M um modelo transitivo enumerável, P ∈ M uma ordem parcial. P preserva

cardinais se e somente se preserva co�nalidades.

Demonstração. Vide [47]. �

De�nição 1.1.24. Uma ordem parcial P satisfaz a condição de cadeia enumerável (c.c.c.) se toda

anticadeia de elementos de P é enumerável. Em geral, se κ é um cardinal, P é dita κ-c.c. se e

somente se toda anticadeia em P tem cardinalidade menor do que κ (daí que c.c.c. é ℵ1-c.c.).

O seguinte resultado, mostra a relação da propriedade anterior com a preservação de

cardinais em extensões genéricas.
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Fato 1.1.25. Sejam M um modelo transitivo enumerável, P ∈ M uma ordem parcial e κ um

cardinal de M. Se (P é κ-c.c.)M , então P preserva co�nalidades acima de κ; se adicionalmente

(κ é regular)M , então P preserva cardinais acima de κ. Em particular, se (P é c.c.c.)M então P

preserva co�nalidades (e assim cardinalidades).

De�nição 1.1.26. Se λ é um cardinal, uma ordem parcial P é dita λ-fechada se para cada γ < λ,

e cada seqüência decrescente {pξ : ξ < γ} ⊆ P existe p ∈ P tal que p ≤ pξ para cada ξ < γ.

Podemos agora mencionar outro fato no que se refere a preservação de cardinais.

Fato 1.1.27. Sejam M um modelo transitivo enumerável, P ∈ M uma ordem parcial e κ um

cardinal em M. Se (P é κ-fechada)M , então P preserva co�nalidades (e assim cardinais) abaixo

de κ.

A continuação, apresentam-se algumas noções de forcing cujos elementos genéricos pro-

duzem um número real.

Exemplo 1.1.28 (Forcing de Cohen). Sejam I um conjunto in�nito e J um conjunto. Con-

sideremos o conjunto Fn(I, J) com a ordem � onde s � t se e somente se s ⊇ t. A ordem

parcial CI = (Fn(I, 2),�) denomina-se forcing de Cohen e constitui uma ordem c.c.c. Uma

extensão genérica obtida por meio da ordem CI acrescenta uma nova função cI ∈ 2I dada por

cI =
�{s ∈ CI : s ∈ G}, onde G é um �ltro genérico sobre um modelo base M. É bem conhe-

cido que G pode ser reconstruído usando cI , isto é, M[cI] = M[G]. O elemento cI chama-se de

função de Cohen e, quando I = ω, c = cω denomina-se real de Cohen. Esta noção de forcing é

particularmente importante pois pode-se mostrar que qualquer noção de forcing enumerável

é equivalente a Cω.

Exemplo 1.1.29 (Forcing de Sacks). Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (2<ω,⊆).

Um subconjunto T ⊆ 2<ω é dito uma árvore se para cada t ∈ T , o segmento inicial {s ∈ T :

s ⊆ t} é bem ordenado pela relação ⊆. Uma árvore não vazia T ⊆ 2<ω é dita perfeita se para

cada t ∈ T existe uma extensão s ⊇ t tal que s�0 ∈ T e s�1 ∈ T . O forcing de Sacks S consiste

do conjunto de todas as árvores perfeitas em 2<ω ordenadas por inclusão, isto é, S � T se e

somente se S ⊆ T . Uma extensão genérica obtida mediante essa ordem, acrescenta um novo

real s, onde {s} = �{[T ] : T ∈ G}, [T ] = {s ∈ 2<ω : s�n ∈ T para todo n ∈ ω} e G é um

�ltro S-genérico sobre um modelo M. Nesta situação, s é chamado de real de Sacks. Como

antes, também vale que M[s] = M[G].
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Pode-se mostrar que cada árvore perfeita cinde numa coleção {Tα : α < c} de c árvores perfei-
tas, e para quaisquer Tα e Tβ distintas, Tα ∩ Tβ é um conjunto �nito. Em particular, se α � β

então [Tα]∩[Tβ] = ∅ e Tα⊥Tβ, ou seja, S não é c-c.c; no entanto, como |S| = c, obtemos que S

é c+-c.c. Assim, assumindo CH, S é ℵ2-c.c. e preserva cardinais acima de ℵ2. Torna-se, então,

uma questão importante a preservação de ℵ1 em S. Esta é obtida pelo denominado argumento

de fusão, técnica bastante comum para noções de forcing cujas condições são árvores. Os

detalhes a respeito, podem-se achar em [44] §15.

Para mostrar a consistência de ZFC+¬CH, é preciso acrescentar a um modelo transitivo

enumerável M de ZFC uma grande quantidade de reais; uma maneira efetiva de resolver esse

problema é usando produtos de ordens.

De�nição 1.1.30. Se (P,≤P) e (Q,≤Q) são ordens parciais, de�ne-se sobre o produto cartesiano
P × Q a ordem �, onde (p�, q�) � (p, q) se e somente se p� ≤P p e q� ≤P q.

Lema 1.1.31 (Lema do Produto). Se (P,≤P) e (Q,≤Q) são ordens parciais num modelo transitivo

enumerável M, então G ⊆ P × Q é genérico sobre M se e somente se G = G1 ×G2 onde G1 ⊆ P
é P-genérico sobre M e G2 ⊆ Q é Q-genérico sobre M[G1]. Nesse caso, M[G] = M[G1][G2] =

M[G2][G1].

Exemplo 1.1.32 (O forcing de Easton). Uma função de Easton é uma função E tal que dom E é

um conjunto de cardinais regulares satisfazendo

i. para cada κ ∈ dom E, E(κ) é um cardinal e cf(E(κ)) > κ;

ii. para cada κ, µ ∈ dom E, se κ < µ então E(κ) ≤ E(µ).

De acordo com observações precedentes, note-se que uma função de Easton é simplesmente

uma função que comparte as propriedades da função do contínuo sobre os cardinais regulares.

Se E é uma função de Easton, o produto de Easton associado a E de�ne-se como o conjunto

P(E) = {p ∈
�

κ∈dom E

Fn(E(κ), 2) : |p| < κ}

ordenado pela relação p ≤ q↔ ∀κ ∈ dom E (q(κ) ⊆ p(κ)).

Numa extensão genérica obtida por meio de um produto de Easton, a função do contínuo

coincide com a correspondente função de Easton no domínio dela; formalmente, temos o

seguinte resultado cuja prova encontra-se em [47] VIII, §4:
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Fato 1.1.33. Sejam M um modelo transitivo enumerável satisfazendo GCH, E é uma função de

Easton em M e P = P(E). Então P preserva co�nalidades (e assim cardinais) e, se G é P-genérico

sobre M, então (∀κ ∈ dom E) (2κ = E(κ))M[G]. Mais geralmente, se θ é um cardinal in�nito em

M[G], sejam E�(θ) = max{θ+, sup{E(κ) : κ ∈ dom E, κ ≤ θ}} e E∗(θ) = E�(θ) se cf(E�(θ)) > θ

ou E∗(θ) = E�(θ)+ em caso contrário. Então, 2θ = E∗(θ).

Assim, é consistente com ZFC qualquer determinação da função do contínuo sobre os cardi-

nais regulares sempre que satis�zer a monotonia e a desigualdade de Zermelo-König.

Para os nossos �ns, convém precisar alguns fatos sobre forcing iterado.

De�nição 1.1.34. Dadas P uma noção de forcing, e Q̇ um P-nome para uma noção de forcing,

dizemos que

P ∗ Q̇ = {(p, q̇) : p ∈ P e �P q̇ ∈ Q̇}

é a iteração de forcing de dois passos de P e Q̇ onde (p, q̇) ≤ (p�, q̇�) se e somente se p ≤P p� e

p� �P q̇ ≤Q q̇�.

É bem conhecido que forçar com P ∗ Q̇ produz o mesmo resultado do que forçar primeiro

com P sobre um modelo M e depois forçar com Q na extensão M[G].

De�nição 1.1.35. Seja δ ∈ ON. Uma iteração de comprimento δ de forcing com limite Pδ, é

uma sequência {(Pα, Q̇α) : α < δ} onde para cada α ≤ δ, Pα é uma noção de forcing que

consiste de funções com domínio α satisfazendo

i. P0 = {∅}

ii. Q̇α é um Pα-nome para uma ordem parcial, Pα+1 � Pα ∗ Q̇α e para cada p, q ∈ Pα+1, q ≤α+1 p

se q�α ≤α p�α e q�α �α q(α) ≤Q̇α p(α),

iii. se β ≤ δ é um ordinal limite, seja Pβ = {p : ∃α < β(supp ( p) ⊆ α e p�α ∈ Pα)} ou
Pβ = {p : ∀α < βp�α ∈ Pα}; se p, q ∈ Pβ, q ≤β p se para cada α < β, q�α ≤α p�α.

onde supp ( p) = {α : p(α) � 1Q̇α} denota o suporte de p.

Uma iteração de forcing Pδ denomina-se de suporte �nito (enumerável) se para todo p ∈ Pδ,
|supp ( p)| < ω (|supp ( p)| ≤ ω).

Exemplo 1.1.36 (Forcing side-by-side de Sacks). Seja S o forcing de Sacks de�nido em 1.1.29.

Pode-se mostrar que um produto (ou iteração) de suporte �nito da noção de forcing S colapsa
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cardinais. No entanto, é possível aumentar o tamanho do contínuo acrescentando um nú-

mero arbitrário κ de reais de Sacks simultaneamente mediante a noção de forcing Sκω, cujas

condições são os elementos com suporte enumerável in�nito do conjunto Sκ considerando a

ordem ≤ onde f ≤ g se e somente se f (ξ) ≤ g(ξ) para cada ξ < κ. A noção de forcing Sκω
é conhecida como forcing side-by-side de Sacks. Note-se que os reais de Sacks acrescentados

correspondem com as coordenadas de uma função obtida por meio de um �ltro genérico. De

maneira similar à noção de forcing S, Sκω preserva ℵ1 e, assumindo CH, preserva todos os

cardinais. Se adicionalmente, no modelo base M tem-se κω = κ, então (c = κ)M[G] onde G é

S
κ
ω-genérico para M.

Exemplo 1.1.37 (Forcing iterado de Sacks). Em contraste com o anterior exemplo, Baumgart-

ner e Laver [7] optaram por aumentar o tamanho do contínuo acrescentando reais de Sacks

iterativamente, onde cada real é um elemento genérico sobre o modelo obtido após ter acres-

centando outros reais. O trabalho desses autores mostra que uma iteração de comprimento α

de suporte enumerável in�nito da ordem S, Sα, não colapsa ω1 (pois resulta ser ω1-fechada)

e partindo de um modelo de CH, para cada α ≤ ω2 a ordem Sα satisfaz a ℵ2-c.c. e assim,

preserva cardinais. Nesse caso, no modelo extensão temos c = ℵ2.

O Axioma de Martin

De�nição 1.1.38. Para cada cardinal κ, o Axioma de Martin para κ é a a�rmação

MA(κ): Se P é uma ordem parcial c.c.c. e D é uma família de subconjuntos

densos em P tal que |D| ≤ κ então existe um �ltro D-genérico G ⊆ P.

O Axioma de Martin é a a�rmação

MA: ∀(κ < 2ℵ0) (MA(κ))

É bem conhecido que MA(ω) é verdadeiro e que MA(2ℵ0) é falso. Naturalmente, CH

implica MA e ainda, MA é relativamente consistente com ZFC+¬CH.
Existem maneira alternativas de enunciar o Axioma de Martin, entre as quais, destaca

uma versão topológica que será usada em algumas partes do texto. Antes de enuncia-la,

convém precisar alguns termos.

De�nição 1.1.39. Seja (X, τ) um espaço topológico e seja Pτ = {p ∈ τ : p � ∅}. Em Pτ,

considere-se a relação p ≤ q ↔ p ⊆ q. Dizemos que (X, τ) satisfaz a condição de cadeia

enumerável se a ordem associada a Pτ é c.c.c.
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Note-se que em Pτ, p⊥q se e somente se p∩q = ∅; assim, P e portanto (X, τ) satisfaz c.c.c. se

e somente se qualquer coleção de abertos não vazios em X dois a dois disjuntos é enumerável.

Fato 1.1.40. Para cada κ ≥ ω, as seguintes a�rmações são equivalentes:

a. MA(κ)

b. MA(κ) restrito às ordens parciais P satisfazendo |P| ≤ κ.

c. Se X é um espaço topológico Hausdor� compacto c.c.c. e {Uα : α < κ} é uma coleção de abertos

densos em X, então
�
α<κ

Uα � ∅.

Do anterior, segue que MA é equivalente à asserção: “Em cada espaço Hausdor� compacto

satisfazendo c.c.c. a interseção de uma coleção de uma quantidade menor do que 2ℵ0 conjuntos

densos é denso”.

Fato 1.1.41. Para cada ω < κ < c, a a�rmação MA(κ) implica 2κ = 2ω = c. Assim, sob MA, c

é um cardinal regular.

MA restrito a alguns tipos de ordens parciais

Duas versões mais fracas de MA serão usadas no texto: o Axioma de Martin restrito às

ordens σ-centradas e o Axioma de Martin restrito às ordens parciais enumeráveis.

De�nição 1.1.42. Um subconjunto Q de uma ordem parcial P diz-se centrado se e somente

se cada subconjunto �nito {p1, . . . , pn} ⊆ Q possui um minorante. Note que o elemento

minorante não necessariamente pertence a Q.

De�nição 1.1.43. Uma ordem parcial P diz-se λ-centrada se e somente se é reunião de λ sub-

conjuntos centrados. Uma ordem parcial ℵ1-centrada denomina-se σ-centrada.

Representamos por MAσ-centrada a asserção MA restrita a ordens σ-centradas. Salienta-se

que MAσ-centrada é uma a�rmação estritamente mais fraca do que MA [48] e é equivalente ao

princípio combinatório P(c) [9].

Por outro lado, MAenumerável vai representar a asserção MA restrita a ordens parciais enumerá-

veis. MAenumerável é uma a�rmação estritamente mais fraca do que MAσ-centrada e é equivalente

à a�rmação

MAenumerável: “A interseção de menos do que c abertos densos na reta real R é um conjunto

denso”
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Nota 1.1.44. Muitas vezes, resulta conveniente usar MAenumerável do que outras versões mais

fortes de MA. A razão consiste em que esta asserção não impõe restrições sobre a cardina-

lidade do continuo c; de fato, MAσ-centrada implica que para cada ω ≤ κ < c, 2κ = c de onde

c é regular, enquanto MAenumerável é consistente com qualquer conduta cardinal permissível.

Por exemplo, após acrescentar ℵω1 reais de Cohen a um modelo M de ZFC+CH, na exten-

são genérica temos que c = ℵω1 e MAenumerável é satisfeito. Ainda mais, MAenumerável vale em

qualquer modelo de ZFC obtido acrescentando reais de Cohen a ummodelo de ZFC+GCH [8].

Dado que muitas construções a serem apresentadas usam forcing ou MA, com freqüência

será preciso mostrar que uma ordem parcial dada é c.c.c., para o qual, usualmente tomamos

um subconjunto não enumerável da ordem que iremos re�nando até obter um par de elemen-

tos compatíveis. Por tal motivo, inclui-se neste ponto o lema do ∆-sistema, uma ferramenta

combinatória e�caz para provar tais resultados.

De�nição 1.1.45. Uma família F de conjuntos denomina-se um ∆-sistema ou uma família

quase-disjunta de raiz r se e somente se para dois membros distintos x, y ∈ F, tem-se x∩y = r.

Teorema 1.1.46 (Lema do ∆-sistema). Seja κ um cardinal in�nito e seja θ > κ um cardinal

regular satisfazendo que ∀α < θ, |α<κ| < θ. Suponhamos ainda que A é uma família de

conjuntos tal que |A| ≥ θ e para cada a ∈ A, |a| < κ. Então existe B ⊆ A tal que |B| = θ e B
forma um ∆-sistema.

Contudo, a versão do lema do ∆-sistema que usaremos mais freqüentemente é um caso par-

ticular do teorema anterior, tomando κ = ω e θ = ω1: “Se A é uma família não enumerável de

conjuntos �nitos, então existe um ∆-sistema B ⊂ A não enumerável ”.

1.2 Topologia

Denotaremos um espaço topológico por (X, τ) onde X é o conjunto suporte e τ é a topo-

logia de�nida nesse conjunto. Geralmente, escreveremos simplesmente X ao invés de (X, τ)

se não houver dúvida a respeito da topologia considerada. Para os temas relacionados com

topologia geral, seguiremos a referência [29]. Assumimos certa familiaridade do leitor com

os conceitos básicos de topologia geral.

Fixemos (X, τ) um espaço topológico.

Se Y ⊆ X, consideraremos em Y a topologia de subespaço τY = {U ∩ Y : U ∈ τ}.
Dado x ∈ X, adotaremos a notação τx = {U ∈ τ : x ∈ U}. Se A ⊆ X, representamos o
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fecho e o interior de A em X por A
X
e int(A)X respetivamente. Quando é claro o espaço

considerado, escreveremos A e int(A) simplesmente. O conjunto de pontos de acumulação

de A é representado pelo símbolo Ad.

Como de praxe, representamos os axiomas de separação mediante o símbolo Ti para cada

i = 0, 1, 2, 3, 31
2 , 4. Um espaço X é denominado regular se é T1 e T3, de Tychono� ou comple-

tamente regular se é T1 e T31
2
, e normal se ele é T1 e T4.

Se {Xs : s ∈ S } é uma família de espaços topológicos, consideraremos no produto cartesi-

ano
�
s∈S

Xs a topologia produto de Tychono�; para cada s ∈ S denotaremos por πs :
�
t∈S

Xt → Xs

a projeção sobre o s-ésimo fator. Se A ⊆ S , denotaremos ainda por pA :
�
s∈S

Xs →
�
s∈A

Xs a pro-

jeção sobre o produto parcial
�
s∈A

Xs.

De�nição 1.2.1. Um espaço topológico X denomina-se diádico se é imagem contínua do cubo

de Cantor generalizado {0, 1}κ para algum cardinal κ.

De�nição 1.2.2. Seja Y um espaço topológico. Se para cada s ∈ S , fs : Y → Xs é uma função,

o produto diagonal da família F = { fs : s ∈ S } é de�nido como a função ∆s∈S fs : Y → �
s∈S

Xs tal

que para cada y ∈ Y , ∆s∈S fs(y) = ( fs(y))s∈S .

De�nição 1.2.3. Sob as mesmas condições na de�nição anterior, se cada um dos membros da

família F é uma função contínua, dizemos que F separa pontos se para cada par de pontos

distintos x, y ∈ Y , existe uma função fs ∈ S tal que fs(x) � fs(y). Dizemos que a família F

separa pontos e conjuntos fechados se para cada y ∈ Y e cada fechado F ⊆ Y que não contém y,

existe s ∈ S tal que fs(y) � fs[F] .

Teorema 1.2.4. Seja F = { fs : s ∈ S } uma família de funções contínuas, onde fs : Y → Xs

para cada s ∈ S . Então o produto diagonal f = ∆s∈S fs é uma função contínua e, se F separa

pontos, f é injetora. Além disso, se F separa pontos e conjuntos fechados então f é uma imersão

topológica. Em particular, se existe s ∈ S tal que fs é uma imersão topológica, f também é

imersão topológica.

De�nição 1.2.5. Um conjunto A ⊆ X é dito denso em X se A = X, co-denso em X se X�A é

denso, raro em X se A é co-denso, e, denso em si mesmo se A ⊆ Ad.

De�nição 1.2.6. Um subespaço Y de um espaço topológico X é Gδ-denso em X se todo sub-

conjunto Gδ de X intersecta Y .

De�nição 1.2.7. Se X não tiver subespaços próprios densos em si mesmos dizemos que X é

disperso; se qualquer interseção enumerável de abertos densos em X é um subconjunto denso

em X, X é dito um espaço de Baire.
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Algumas propriedades relacionadas com a compacidade

Pseudocompacidade

Em 1948, Hewitt introduziu a classe dos espaços pseudocompactos:

De�nição 1.2.8. Um espaço de Tychono� X é pseudocompacto se e somente se toda função

contínua f : X → R é limitada.

Proposição 1.2.9. Para um espaço de Tychono� X, as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. X é pseudocompacto;

2. se {Wn : n ∈ ω} é uma seqüência decrescente de abertos não vazios de X, então
�
n∈ω

Wn � ∅;

3. se {Vn : n ∈ ω} é uma família de subconjuntos abertos não vazios de X que possui a propriedade

de interseção �nita, então
�
n∈ω

Vn � ∅;

4. se {Un : n ∈ ω} é um recobrimento aberto de X, existe J ∈ [ω]<ω tal que X =
�
j∈J

U j .

Demonstração. Vide [29]. �

Compacidade Enumerável

De�nição 1.2.10. Um espaço topológico X é enumeravelmente compacto se toda cobertura

aberta enumerável de X possui um sub-recobrimento �nito.

O seguinte resultado mostra algumas caraterizações úteis dos espaços enumeravelmente

compactos.

Proposição 1.2.11. Se X é um espaço topológico T2, as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. X é enumeravelmente compacto;

2. todo subconjunto enumerável in�nito em X tem um ponto de acumulação;

3. toda seqüência em X possui um ponto de acumulação;

4. toda família localmente �nita de subconjuntos não vazios de X é �nita;

5. X não possui um subespaço in�nito enumerável que seja fechado e discreto;

6. se F = {Fn : n ∈ ω} é uma família de conjuntos fechados não vazios em X que satisfaz a

propriedade de interseção �nita, então
�
n∈ω

Fn � ∅.
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Proposição 1.2.12. A compacidade enumerável é uma propriedade hereditária para subespaços

fechados, preservada sob imagens contínuas e, além disso, é uma propriedade aditiva, isto é,

preservada sob soma topológica. No entanto, não constitui uma propriedade produtiva 1

É bem conhecido que todo espaço de Hausdor� localmente compacto é um espaço de

Baire. A respeito da propriedade de Baire, quando consideramos espaços enumeravelmente

compactos, uma propriedade análoga aparece.

Proposição 1.2.13. Um espaço de Tychono� X enumeravelmente compacto é um espaço de Baire.

Algumas funções cardinais

A seguinte de�nição, compreende as funções cardinais básicas:

De�nição 1.2.14. Seja (X, τ) um espaço topológico.

a. O peso de X é �(X) = min{|B| : B é uma base de X} + ω.

b. Se p ∈ X, o caráter do ponto p em X, é χ(p, X) = min{|V| : V é uma base local de p }.

c. O caráter de X é χ(X) = sup{χ(p, X) : p ∈ X} + ω.

d. A densidade de X é d(X) = min{|S | : S ⊆ X é denso em X} + ω.

De�nição 1.2.15. Uma família C ⊆ τ�{∅} é dita celular se os elementos dela são dois a dois

disjuntos. O cardinal c(X) = sup{|C| : C é celular em X} + ω chama-se de celularidade de X.

A seguinte proposição, reúne certas desigualdades envolvendo os invariantes cardinais

acima mencionados.

Proposição 1.2.16. Seja (X, τ) um espaço topológico T2. Então,

a. �(X) ≤ 2|X|;

b. |X| ≤ 2�(X);

c. c(X) ≤ d(X);

d. |τ| ≤ 2�(X);

e. �(X) ≤ 2d(X);
1Vide [29], p. 205-206.
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f. |X| ≤ d(X)χ(X);

g. |X| ≤ 2c(X)χ(X).

Teorema 1.2.17 (Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Seja {Xi : i ∈ I} uma família de

espaços topológicos. Se d(Xi) ≤ m ≥ ω para cada i ∈ S e |I| ≤ 2m, então d(
�
i∈I

Xi) ≤ m.

Demonstração. Vide [29]. �

Proposição 1.2.18. Para cada ordinal α ∈ ON, tem-se que c({0, 1}α) = ω.

Demonstração. Seja {Ut : t ∈ T } uma família de conjuntos abertos canônicos dois a dois

disjuntos de {0, 1}α tal que Ut =
�
β∈S t

Wt
β × {0, 1}α�S t onde S t ∈ [α]<ω e Wt

β é um aberto próprio

no espaço discreto {0, 1}, para cada t ∈ T . Suponhamos por absurdo que |T | > ω; passando
talvez a um subconjunto, podemos supor também que |T | ≤ c. Se S 0 =

�
t∈T

S t, observemos que

|S 0| ≤ |T | ≤ c; pelo teorema 1.2.17, tem-se que o produto {0, 1}S 0 é separável. Notemos que

os membros da família

W = {
�

s∈S t

Wt
s × {0, 1}S 0�S t : t ∈ T }

são subconjuntos abertos não vazios de {0, 1}S 0 dois a dois disjuntos; de fato, para cada t ∈ T ,

temos Ut =
�
s∈S t

Wt
s × {0, 1}S 0�S t × {0, 1}α�S 0 ; assim,

�
s∈S t

Wt
s × {0, 1}S 0�S t ∩ �

s∈S r

Wr
s × {0, 1}S 0�S r = ∅

sempre que Ut∩Ur = ∅. Se D ⊆ {0, 1}S 0 fosse um subconjunto enumerável e denso em {0, 1}S 0 ,

visto que cada membro de W contém um elemento de D, ω = |D| ≥ |T |, uma contradição.

Em conseqüência, c({0, 1}α) = ω para qualquer α ∈ ON. �

Proposição 1.2.19. Seja (X, τ) um espaço topológico T2 compacto. Então, �(X) ≤ |X|.

Teorema 1.2.20 (Teorema de Čech-Pospíšil). Se X é um espaço compacto tal que χ(p, X) ≥ κ
para cada p ∈ X, então |X| ≥ 2κ.

Demonstração. Vide [43]. �

1.3 Grupos topológicos e estruturas relacionadas

Alguns conceitos algébricos

Seja (G, ·) um grupo. O símbolo eG será utilizado para denotar o elemento identidade

de G, e, para cada x ∈ G, x−1 representará o elemento inverso de x. Se tratando de um

grupo abeliano (G,+), 0G denota seu elemento identidade e −x é o elemento inverso de x ∈ G.
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Quando não houver risco à interpretação, representamos a identidade do grupo G por 0 ou e,

conforme o caso.

Um semigrupo é um conjunto não vazio S munido de uma operação binaria associativa.

Um elemento e de um semigrupo S é uma identidade de S se ex = x = xe para todo x ∈ S .

Se S é um semigrupo, para um elemento �xo a ∈ S , as aplicações x �→ ax e x �→ xa são

chamadas de ações a direita e esquerda de x em S , e são denotadas por λa e �a, respetivamente.

Se G é um grupo, a aplicação Inv : x �→ x−1 de G em si mesmo é chamada de inversão. As

ações a direita e esquerda de cada elemento a ∈ G sobre G são, neste caso, bijeções e são ditas

translações de G por a.

De�nição 1.3.1. Um elemento a de um grupo G diz-se de ordem �nita, ou, equivalentemente,

elemento de torção se an = e para algum n ∈ N. Neste caso, o menor n ∈ N tal que an = e é

chamado a ordem de a e denotado por o(a). Se todos os elementos de G são de ordem �nita,

dizemos então que G é um grupo de torção. Se o grupo G não possui elementos de ordem

�nita, exceto a identidade eG, então G é chamado livre de torção.

O conjunto de todos os elementos a ∈ G de ordem �nita, é chamado de parte de torção de

G e denotada por tor(G). Se o grupo G é Abeliano, tor(G) constitui um subgrupo de G.

De�nição 1.3.2. Um grupo G é dito divisível se dados n ∈ N�{0}, x ∈ G existe um elemento

y ∈ G tal que yn = x.

Uma propriedade fundamental dos grupos abelianos divisíveis constitui o resultado a se-

guir:

Teorema 1.3.3. Sejam G um grupo abeliano, H um subgrupo de G e F um grupo abeliano

divisível. Então para cada homomor�smo f : H → F existe um homomor�smo f : G → F tal

que f �H = f .

Demonstração. Vide 1.1.3 de [4]. �

Exemplo 1.3.4. Seja T = {x ∈ C : ||x|| = 1} a circunferência unitária no plano complexo.

Naturalmente, (T,×) é um subgrupo de (C,×) onde × representa o produto usual de números

complexos. Se z ∈ T, existe θ ∈ [0, 2π) tal que z = eiθ = cos(θ) + i sin(θ); pela fórmula de

D’Moivre, para cada n ∈ N�{0} existem exatamente n raízes n-ésimas de z determinadas pela

igualdade

yk = e
θ+2πik

n = cos
�
θ + 2πik

n

�
+ i sin

�
θ + 2πik

n

�

onde k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Assim, T constitui um grupo abeliano divisível.
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Grupos com topologia

De�nição 1.3.5. Seja (G, ·) um grupo. Uma topologia τ em G é chamada de topologia de grupo

se as aplicações

G ×G → G G → G

(x, y) �→ xy x �→ x−1

tornam-se contínuas considerando o espaço (G, τ) e a topologia produto no espaço G×G. Um

grupo topológico é uma tripla (G, ·, τ) onde G é um grupo e τ é uma topologia de grupo sobre

G.

De�nição 1.3.6. Seja (S , ·) um semigrupo. A tripla (S , ·, τ) é um semigrupo topológico se τ é

uma topologia de�nida no conjunto S que torna contínua a aplicação

S × S → S

(s, t) �→ st

onde S × S é munido da topologia produto.

De acordo com as de�nições anteriores, a aplicação x �→ x−1 de�nida num grupo topo-

lógico G é um homeomor�smo. Se V ⊆ G, dizemos que V é um subconjunto simétrico se

V−1 = V . Note-se que para cada U ⊆ G, U ∩U−1 é simétrico; assim, como U−1 é aberto para

cada subconjunto aberto U de G, concluímos que os subconjuntos simétricos abertos formam

um sistema de vizinhanças básicas no ponto eG ∈ G.

Também é fácil ver que se G é um grupo topológico, para cada a ∈ G, as translações λa, �a

e os automor�smos internos x �→ axa−1 são homeomor�smos. Daí, se U é um subconjunto

aberto de G então os conjuntos aU e Ua são também abertos para cada a ∈ G. Um corolário

imediato das a�rmações anteriores é a homogeneidade dos grupos topológicos.

Proposição 1.3.7. Todo grupo topológico G é um espaço topológico homogêneo, isto é, para cada

x, y ∈ G, existe um homeomor�smo f : G → G tal que f (x) = y.

Demonstração. Considere a translação λa : G → G onde a = yx−1. Naturalmente, λa é um

homeomor�smo e λa(x) = y. �

Naturalmente, todo grupo (semigrupo) é um grupo topológico considerando a topologia

discreta ou a topologia caótica. Exemplos não triviais de grupos topológicos são listados

adiante.
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Exemplo 1.3.8. Seja τS or a topologia sobre R cuja base B consta dos intervalos semi-abertos

[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}, onde a, b ∈ R e a < b. Observe que a aplicação f : R × R → R
de�nida por f (x, y) = x + y é contínua considerando a topologia τS or, isto é, (R,+, τS or) é um

semigrupo topológico. Pode ser fácilmente veri�cado que a aplicação x �→ −x não é contínua,

logo τS or não é uma topologia de grupo para (R,+).

Exemplo 1.3.9. O grupo (T,×) munido da topologia de subespaço induzida por C com a topo-

logia usual é um grupo topológico.

Exemplo 1.3.10. O grupo das matrizes inversíveis de ordem n com entradas reais, denotado

por GL(n,R), é um grupo topológico munido da topologia de subespaço induzida por Rn2
.

GL(n,R) é chamado de grupo geral linear de grau n sobre R.

Exemplo 1.3.11. O produto topológico Tκ de κ cópias do grupo do círculo T considerando a

operação de soma em T coordenada a coordenada é um grupo topológico Hausdor� compacto.

No contexto dos grupos topológicos, Tκ não faz o papel de espaço universal que o cubo [0, 1]κ

tem nos espaços de Tychono�. De fato, não é verdadeiro que todo grupo compacto é topolo-

gicamente isomorfo a um subgrupo topológico de Tκ sendo esta asserção válida só quando o

grupo em questão, além de compacto, é abeliano.

Os axiomas de separação nos grupos topológicos tem uma simpli�cação particularmente

importante:

Proposição 1.3.12. Seja (G, ·, τ) um grupo topológico. Se {eG} = {eG}, então G é um espaço

topológico regular.

Demonstração. Vide 1.2 de [63]. �

De acordo com a proposição anterior, um grupo topológico T1 é também de Hausdor�.

Assim, nos grupos topológicos, as propriedades de ser regular, Hausdor� e T1 coincidem.

De fato, é fácil mostrar que um grupo topológico satisfazendo o axioma de separação T0 é

Hausdor� e assim, regular. Mais ainda,

Proposição 1.3.13. Todo grupo topológico de Hausdor� é um espaço de Tychono�.

Demonstração. Vide 2.4 de [63]. �

Entenderemos por subgrupo de um grupo topológico G um subgrupo algébrico H de G

munido da topologia de subespaço induzida por G. Note que o fecho H de H em G é também

um subgrupo (topológico) de G.
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Seja H um subgrupo normal e fechado de um grupo topológicoG. SeG/H = {xH : x ∈ G}
é o grupo quociente, denotamos por q : G → G/H o homomor�smo natural x �→ xH;

consideremos em G/H a topologia �nal gerada por q, isto é, um subconjunto V ⊆ G/H é

aberto se e somente se q−1[V] é aberto em G. Pela de�nição, a aplicação q é contínua e

também é aberta; de fato, se U ⊆ G é aberto, então q−1q(U) = U · H é aberto em G, isto

é, V = q(U) é aberto em G/H. É fácil ver que o G/H munido da topologia �nal gerada

por q é um grupo topológico. Note que a identidade eG/H = π(eG) é fechada em G/H pois

H = q−1(eG/H) é fechado em G. Assim, pela proposição 1.3.12, o grupo G/H é de Hausdor�.

Exemplo 1.3.14. Seja R o grupo aditivo dos números reais munido da topologia usual e seja

Z o subgrupo dos números inteiros. Claramente, R é um grupo topológico e Z um subgrupo

fechado de R. Como R é abeliano, Z é um subgrupo normal de R. O grupo quociente R/Z

é compacto pois coincide com a imagem do intervalo fechado [0, 1] sob o homomor�smo

quociente q : R→ R/Z dado por r �→ r + Z.

Sejam G e H grupos topológicos e f : G → H um homomor�smo contínuo. Se f é

um isomor�smo algébrico além de ser homeomor�smo, então f é dito um isomor�smo de

grupos topológicos. Como todo grupo topológico é um espaço homogêneo, segue que um

homomor�smo f : G → H é contínuo se e somente se é contínuo na identidade eG.

Exemplo 1.3.15. Os grupos topológicos (R/Z,+) e (T,×) são isomorfos. Com efeito, conside-

remos a aplicação

ψ : R→ T

r �→ e2πir

De acordo com as propriedades elementares do produto nos números complexos, ψ é um

homomor�smo contínuo entre os grupos (R,+) e (T,×). Note que ψ(r) = 0T = 1 se e somente

se r ∈ Z. Como ψ é uma aplicação sobrejetora, pelos teoremas de isomor�smo em grupos

algébricos temos que R/ ker(ψ) = R/Z � T onde f : R/Z → T de�nida como f (r + Z) = ψ(r)

testemunha o isomor�smo; além disso, ψ = f ◦ q onde q : R → R/Z é como no exemplo

1.3.14. Como R/Z está munido da topologia quociente e ψ é contínuo segue que f é contínuo;

notemos que R/Z é compacto e T é Hausdor�, logo, f é também um homeomor�smo. Assim,

f é um isomor�smo de grupos topológicos.



CAPÍTULO 2

Grupos de van Douwen e MA

Os grupos topológicos enumeravelmente compactos sem sequências não triviais conver-

gentes apareceram de maneira implícita com a �nalidade de resolver um outro problema: a

preservação sob produtos da compacidade enumerável em grupos topológicos.

Como é bem sabido, a compacidade na classe dos grupos topológicos compactos é fechada

sob produtos, subgrupos fechados e preservada por homomor�smos contínuos; por outra

parte, um célebre teorema de Comfort e Ross [21] a�rma que a pseudocompacidade constitui

uma propriedade produtiva na classe dos grupos topológicos , é preservada por homomor-

�smos contínuos mas, nem sempre um subgrupo fechado de um grupo pseudocompacto é

pseudocompacto. De fato, qualquer grupo totalmente limitado é topologicamente isomorfo

a um subgrupo fechado de um grupo pseudocompacto. Pelo contrário, a compacidade enu-

merável em grupos topológicos é uma propriedade hereditária para subgrupos fechados, pre-

servada sob homomor�smos contínuos mas ZFC não decide se a compacidade enumerável é

ou não uma propriedade produtiva na classe dos grupos topológicos. De fato, em [17] aparece

a seguinte questão que ainda permanece em aberto:

Questão 2.1 (W.W. Comfort). É um teorema de ZFC que existem dois grupos topológicos enume-

ravelmente compactos cujo produto não é enumeravelmente compacto?

E. van Douwen em [26] foi quem mostrou o primeiro exemplo relativo à questão 2.1, po-

rém, assumindo MA. De fato, sob MA van Douwen constrói um subgrupo G ⊆ 2c enumera-

velmente compacto sem sequências não triviais convergentes; posteriormente, em ZFC, van

Douwen de�ne dois subgrupos enumeravelmente compactos H1,H2 ⊆ G tais que |H1∩H2| = ω.
Portanto, {(x, x) : x ∈ H1 ∩ H2} constitui um subgrupo fechado, discreto e in�nito no produto

H1 × H2, logo o grupo H1 × H2 não é enumeravelmente compacto.

27
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Em virtude das considerações acima, um grupo topológico G in�nito, abeliano, enume-

ravelmente compacto e sem seqüências não triviais convergentes é chamado de grupo de van

Douwen.

Em 1991, Hart e van Mill [40] melhoraram o resultado de van Douwen, obtendo sob

MAenumerável um grupo enumeravelmente compacto H de cardinalidade c cujo quadrado H2

não é enumeravelmente compacto. O exemplo destes autores é um subgrupo H = C ⊕ K do

cubo de Cantor {0, 1}c onde C é um subgrupo enumerável e K é um grupo no qual o fecho

de qualquer subconjunto A ∈ [K]ω é compacto. Em particular, H contém in�nitos subgrupos

compactos e assim, sequências não triviais convergentes. Daí, MA permaneceu como a hipó-

tese mais fraca para obter um grupo enumeravelmente compacto sem seqüências não triviais

convergentes.

Em 1976, assumindo CH, Hajnal e Juhász [39] construíram um subgrupo G de {0, 1}c de
cardinalidade c, enumeravelmente compacto, hereditariamente separável e sem sequências

não triviais convergentes. Este exemplo, junto com o argumento feito em ZFC do exemplo de

van Douwen, também implica a existência de dois grupos enumeravelmente compactos cujo

produto não é enumeravelmente compacto.

Todos os grupos mencionados até agora são subgrupos de {0, 1}c de maneira que cons-

tituem grupos booleanos e zero-dimensionais. Tkačenko, no compendio de problemas [17],

perguntou se existe em ZFC uma topologia de grupo enumeravelmente compacta compatí-

vel sobre o grupo Abeliano livre com c geradores, obtendo posteriormente uma tal topologia

sob CH [62]. A construção de Tkačenko baseia-se nas idéias de Hajnal e Juhász em [39], ou

seja, CH é usado para construir um subgrupo denso G ⊆ Tc enumeravelmente compacto que

é hereditariamente �nalmente denso (HFD), isto é, para qualquer subconjunto in�nito A de

G, existe α < c tal que o conjunto de restrições {s�c�α : s ∈ A} é denso no segmento �nal

T
c�α, e, naturalmente, algebricamente isomorfo ao grupo livre com um conjunto gerador de

cardinalidade c. Sendo HFD, G não contém sequências não triviais convergentes.

Este capítulo irá tratar da existência de grupos enumeravelmente compactos sem sequên-

cias não triviais convergentes sob as asserções MA, MAσ-centrada e MAenumerável, através do

estudo das construções feitas por van Douwen, Tomita e Koszmider et. al., respetivamente.

Todos os espaços considerados no decorrer do capítulo são de Hausdor�.
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2.1 Primeira construção de E. van Douwen a partir de MA

Como referimos anteriormente, o contraexemplo de van Douwen constitui um grupo

booleano, isto é, para cada x ∈ G, x+x = 0G. Antes de começar com os detalhes da construção,

resulta conveniente estudar alguns fatos sobre este tipo simples, mas especial de grupos.

Grupos booleanos

Se G é um grupo booleano, a solução da equação a + x = b é x = a + b. Note que

(a+ b)+ (b+ a) = 0 implica que a+ b = b+ a, ou seja, G é abeliano; daí, se A, B são subgrupos

de G, então �A ∪ B� = A + B.

Nos grupos booleanos, estender homomor�smos resulta ser particularmente simples. Os

resultados a seguir mostram este fato.

Teorema 2.1.1. Sejam G e H grupos booleanos, e sejam A e B subgrupos de G. Suponha que

p : A → H e q : B → H são homomor�smos. Se p�A∩B = q�A∩B, então existe um homomor�smo

r : A + B→ H que estende os homomor�smos p e q.

Demonstração. Para cada a ∈ A, b ∈ B, de�na r(a + b) = p(a) + q(b). A�rmamos que a

relação r : A + B → H é um homomor�smo de grupos. Para isto, basta ver que r está bem

de�nido, pois p e q são homomor�smos parciais. Suponha então que a, c ∈ A, b, d ∈ B são

tais que a + b = c + d. Observe que a + c = b + d ∈ A ∩ B; daí, p(a + c) = q(b + d), isto

é, p(a) + p(c) = q(b) + q(d). Dado que H é booleano, p(a) + q(b) = p(c) + q(d), ou seja

r(a + b) = r(c + d); portanto, r está bem de�nido. �

Corolário 2.1.2. Sejam G e H grupos booleanos. Se A ⊂ G é subgrupo e q : A → H é um

homomor�smo então para cada y ∈ G�A e b ∈ H existe um homomor�smo p : {0, y} + A → H

que estende q e satisfaz p(y) = b.

Demonstração. Considere o subgrupo B = {0, y} ⊆ G; de�na r : B → H por r(y) = b,

r(0) = 0H . Naturalmente, r ∈ hom(B,H) e A ∩ B = {0}. Pelo teorema anterior, existe

um homomor�smo q : A + B = A + {0, y} → H estendendo q e r, em particular, satisfaz

p(y) = r(y) = b. �

A construção indutiva

E. van Douwen, construiu o grupo G através de um processo indutivo sobre c, de�nindo

em cada etapa ω ≤ α ≤ c um subgrupo Gα de 2α e, �nalmente tomando G := Gc.

O seguinte lema, constitui o coração da prova:
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Lema 2.1.3. Assuma MA. Sejam H um grupo Booleano, I ∈ [H]ω e K ⊆ [H]ω. Se |H| < c e
|K| < c, então existe um homomor�smo h : H → 2 tal que

a. |I ∩ h−1[i]| = ω para i ∈ {0, 1};

b. K ∩ h−1[0] � ∅ para cada K ∈ K.

Demonstração. Seja I uma coleção in�nita de subconjuntos in�nitos de I dois a dois disjun-

tos, e considere L = I ∩K. É su�ciente achar um homomor�smo h : H → 2 tal que

para cada L ∈ L e i ∈ {0, 1}, L ∩ h−1[i] � ∅ (∗)

Considere o conjunto

P = {p : existe um subgrupo �nito A ⊆ H tal que p ∈ hom(A, 2)}

Se p, q ∈ P, dizemos que p ≤ q se e somente se q ⊆ p. Naturalmente, se G ⊆ P é um �ltro,

então S =
�
p∈G

dom(p) é um subgrupo de H e
�
G ∈ hom(S , 2). De fato, dados a, b ∈ S tome

p, q ∈ G tais que a ∈ dom(p), b ∈ dom(q); dado que G é �ltro, existe r ∈ G tal que r ≤ p, q.

De acordo com a de�nição, a, b ∈ dom(r) de onde a − b ∈ dom(r) ⊆ S , pois dom(r) é um

subgrupo de H; portanto, S é subgrupo. É obvio que
�
G é um homomor�smo.

De�namos agora alguns subconjuntos de P, os quais constituem subconjuntos densos

nessa ordem. Primeiro, para cada x ∈ H, seja Dx = {p ∈ P : x ∈ dom(p)} e de�na-se

D = {Dx : x ∈ H}.
Agora, para cada L ∈ L e i ∈ 2, seja

EL,i = {p ∈ P : existe y ∈ L ∩ dom(p) tal que p(y) = i}

e consideremos E = {EL,i : L ∈ L, i ∈ 2}.

� Cada membro de D é denso: Seja q ∈ P e y ∈ H. Podemos assumir que y � dom(q); pelo

corolário 2.1.2 existe um homomor�smo p : {0, y} + dom(q) → 2 que estende q, ou seja, Dy

é denso.

� Cada membro de E é denso: Sejam q ∈ P, L ∈ L e i ∈ 2. Temos que achar p ∈ P satisfazendo
p ≤ q e tal que p(y) = i para algum y ∈ L ∩ dom(p). Como L é in�nito, podemos escolher

y ∈ L� dom(q); pelo corolário 3.1.1. existe um homomor�smo p : {0, y} + dom(q) → 2

estendendo q e tal que p(y) = i, logo, EL,i é denso em P.
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Finalmente, mostremos que P é uma ordem c.c.c. Seja Q ⊆ P não enumerável. Devemos

achar p, q ∈ Q elementos distintos e compatíveis. Para cada A ∈ [H]<ω, 2A é �nito; daí, se

{dom(p) : p ∈ Q} fosse enumerável, Q seria necessariamente enumerável, contradizendo a

hipótese. Portanto, |{dom(p) : p ∈ Q}| > ω. Em virtude do lema do ∆-sistema (lema 1.1.46)

existem uma coleção Q� ⊆ Q e B ∈ [H]<ω satisfazendo |Q�| = |Q| e dom(p) ∩ dom(q) = B

para quaisquer p, q ∈ Q� distintos. Como existe só um número �nito de funções f : B → 2,

existem p, q ∈ Q� distintos que coincidem sobre B, isto é, p�B = q�B. Pelo lema 3.1., existe um

homomor�smo r : dom(p)+dom(q)→ 2 estendendo p e q; note que r ∈ P, logo p, q ∈ Q� ⊆ Q

são compatíveis, isto é, Q não é uma anticadeia.

Observe-se que |D∪E| ≤ |D|+ |E| = |H|+2|K| < c. Como P é c.c.c. ao estarmos assumindo

MA, existe um �ltro G que interseta a todo membro da famíliaD∪E. Observe que para todo
x ∈ H, G ∩ Dx � ∅, logo H =

�
p∈G

dom(p); também, para todo L ∈ L e i ∈ 2, G ∩ EL,i � ∅, logo

existe y ∈ L satisfazendo
�
G(y) = i, com o qual o homomor�smo h :=

�
G : H → 2 satisfaz

(∗). �

Com este lema, procedemos agora à construção indutiva:

Teorema 2.1.4. Sob MA, existe um grupo G ⊆ 2c enumeravelmente compacto e sem sequências

não triviais convergentes.

Demonstração. Recursivamente, de�nimos uma coleção de ordinais {σα : α < c}:

σα =




ω, se α = ω

σβ + |σβ|, se α = β + 1

sup
ω≤λ<α

σλ, se α é ordinal limite

Note que se α < c, σα < c. Com efeito, tome κ < c regular tal que α < κ; dado que (σβ)β<α

constitui uma seqüência crescente de comprimento menor que κ, necessariamente σα < κ para

todo α < κ. Obviamente, tomamos σc = c.

Dado que σc = c =
�
α<c
σα, podemos tomar uma enumeração {Iξ : ω ≤ ξ < c} do conjunto

[c]ω tal que para cada ω ≤ ξ < c, Iξ ⊆ σξ.
De acordo com o anterior, para cada ω ≤ α < c, será de�nido o subgrupo Gα = {xα,ξ : ξ <

σα} de modo que as seguintes condições sejam satisfeitas:

1. se ξ < η < σα, então xα,ξ � xα,η onde ω ≤ α ≤ σα;

2. se ξ < σα, então α < β implica xα,ξ ⊆ xβ,ξ;
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3. se ξ, η, ζ < σα são tais que xα,ξ + xα,η = xα,ζ então para β > α tem-se xβ,ξ + xβ,η = xβ,ζ;

4. se ω ≤ ξ < α < c, então existe λξ < σξ+1 tal que xα,λξ é um ponto de acumulação da

seqüência em 2α determinada por Iξ, i.e., a seqüência {xα,η : η ∈ Iξ};

5. se ω ≤ ξ < c, então |{η ∈ Iξ : xξ+1,η(ξ) = i}| = ω para i = 0 e i = 1.

Começamos a construção de�nindo as aproximações parciais do grupo G, isto é, os Gα

por indução em c. Primeiro, seja Gω um subgrupo in�nito enumerável de 2ω, enumerado por

{xω,n : n < ω} de forma que xω,n � xω,m para cada n � m em ω. Observe-se que neste caso, as

hipóteses de indução são trivialmente satisfeitas.

Seja ω < α ≤ c. Suponha que Gβ tem sido de�nido para cada β < α, de forma tal que Gβ

satisfaz as condições 1)-5). Consideramos dois casos:

i. α é ordinal limite. Como σα = sup
ω<β<α

σβ, para cada ξ < σα existe β < α de forma que

ξ < σβ; daí, a condição 2) força a de�nir para cada ξ < σα

xα,ξ =
�
{xβ,ξ : ω ≤ β < α e ξ < σβ}

Vejamos que de�nido dessa maneira, Gα := {αξ : ξ ∈ σα} satisfaz as condições 1)-4).

a. Suponha que ξ < η < σα; tome β < α de modo que η < σβ. Pela hipótese de indução,

xβ,ξ � xβ,η ∈ 2β; daí, existe t < β de modo que xβ,ξ(t) � xβ,η(t), logo, pela construção,

xα,ξ(t) = xβ,η(t) = xα,η(t). Daí, xα,ξ � xα,η.

b. Se ω ≤ β < α e ξ < σβ, pela construção é obvio que xβ,ξ ⊂ xα,η.

c. Suponha que γ ≤ β < α e ξ, η, ζ < σβ são tais que xβ,ξ + xβ,η = xβ,ζ. Seja t < α. Temos

que mostrar que xα,ξ(t) + xα,η(t) = xα,ζ(t). Note que xβ,θ = xα,θ�β, logo basta provar o caso

em que α > t ≥ β. Como α é limite, podemos tomar t > θ ≥ β; em virtude da hipótese

de indução xθ,ξ + xθ,η = xθ,ζ, logo

xθ,ξ(t) + xθ,η(t) = xθ,ζ(t)

Pela de�nição dos xα,ν temos xα,ξ(t) + xα,η(t) = xα,ζ(t).

d. Vejamos agora que xα,λξ é ponto de acumulação da seqüência {xα,η : η ∈ Iξ}. Suponha
que ω ≤ ξ < α. Vamos mostrar que qualquer vizinhança de xα,λξ ∈ 2α contém in�nitos

termos da seqüência. Tome L ∈ [α]<ω não vazio. Temos que achar η ∈ Iξ de forma que
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xα,η � xα,λξ e xα,λξ�Lxα,η. Note que, dado que α é limite, existe γ satisfazendo ω ≤ γ < α
tal que L ⊆ γ e ξ < σγ.
Pela hipótese de indução, note que xγ,λξ é ponto de acumulação de {xγ,η : η ∈ Iξ} ⊆ 2γ.

Daí, existe η ∈ Iξ tal que xγ,η � xγ,λξ ⊂ xα,λξ e xγξ�L ⊂ xγ,η.

Como xα,λξ ⊃ xγ,λξ observe então que xα,η � xα,λξ e xγ,λξ�L = xα,λξ�L ⊂ xγ,η ⊂ xα,η.

ii. α é um ordinal sucessor. Suponha que α = γ + 1. Pela condição 1), o conjunto X :=

{xγ,ξ : ξ ∈ Iγ} é in�nito; assim, existe p ∈ 2γ tal que p ∈ X� posto que 2γ é compacto,.

Escolha p� ∈ 2γ�Gγ e tome H = {0, p�} + Gγ. Note que Gγ ∩ (p� + Gγ) = ∅; dado que

Gγ = {xγ,η : η < σγ}, podemos enumerar a H�Gγ por meio de {xγ,ξ : σγ ≤ ξ < σγ+1} onde
λγ é tal que p = xγ,λγ . De acordo com a condição 4), para ω ≤ ξ ≤ γ, xγ,λξ é ponto de

acumulação de {xγ,η : η ∈ Iξ}.

A idéia é achar uma função h : H → 2 que nos permitirá de�nir, de maneira conveniente,

para cada função em H a coordenada γ-ésima. Requere-se que h satisfaça:

a. h é homomor�smo;

b. se ω ≤ ξ ≤ γ, então xγ,λξ é ponto de acumulação de {xγ,η : η ∈ Iξ e h(xγ,η) = h(xγ,λξ)};

c. |{η ∈ Iγ : h(xγ,η) = i}| = ω para i = 0 e i = 1.

Resulta conveniente achar um equivalente à condição b). Para isso, se ξ ≤ γ, de�nimos

Kξ = {{xγ,η : η ∈ Iξ, xγ,η � xγ,λξ e xγ,λξ�L ⊆ xγ,η} : L ∈ [γ]<ω}

Seja K =
�{{xγ,λξ + K : K ∈ Kξ} : ω ≤ ξ ≤ γ}. Vejamos que b) é equivalente à condição

b’. para todo M ∈ K, existe x ∈ M tal que h(x) = 0.

� b)⇒ b’) Seja M ∈ K. Então M = xγ,λξ + K para algum K ∈ Kξ; pela de�nição de Kξ,

existe L ∈ [γ]<ω de modo que K = {xγ,η : η ∈ Iξ, xγ,η � xγ,λξ e xγ,λξ�L ⊂ xγ,η}. Pela condição
b), xγ,λξ é ponto de acumulação de S ξ = {xγ,η : η ∈ Iξ e h(xγ,η) = h(xγ,λξ)}; considere o

aberto básico de xγ,λξ dado por UL = {x ∈ 2γ : xγ,λξ�L ⊆ x}. Então, existe η ∈ Iξ tal que

xγ,η ∈ S ξ ∩ UL, onde η � λξ. Note que xγ,η ∈ K ∈ Kξ, logo x := xγ,λξ + xγ,η ∈ M e

h(x) = h(xγ,λξ + xγ,η) = h(xγ,λξ) + h(xγ,η) = h(xγ,η) + h(xγ,η) = 0

� b’)⇒ b) Seja L ∈ [γ]ω e sejam S ξ e UL como acima. Seja AL = {xγ,η : η ∈ Iξ} ∩ UL�{xγ,λξ}.
Note que AL ∈ Kξ. Considere agora xγ,λξ +AL ∈ K. Pela condição b’), existe x ∈ xγ,λξ +AL
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tal que h(x) = 0, ou seja, existe η ∈ Iξ tal que h(xγ,λξ + xγ,η) = h(xγ,λξ) + h(xγ,η) = 0, isto é,

h(xγ,λξ) = h(xγ,η); note que xγ,η ∈ S ξ ∩ UL�{xγ,λξ}, logo xγ,λξ é ponto de acumulação de S ξ.

Observemos que pela de�nição de xγ,λξ , para cada L ∈ [γ]ω o conjunto {xγ,η : η ∈ Iξ, xγ,η �

xλξ e xγ,λξ�L ⊆ xγ,η} é in�nito. Daí, cada membro de K é in�nito também.

Como xγ,λξ é ponto de acumulação de {xγ,η : η ∈ Iξ}, podemos aplicar o lema 2.1.3 conside-

rando o subconjunto in�nito de H dado por I := {xγ,η : η ∈ Iγ} e a coleção

K =
�
{{xγ,λξ + K : K ∈ Kξ} : ω ≤ ξ ≤ γ}

cuja cardinalidade é |γ| < c.

Daí, obtém-se um homomor�smo h : H → 2 tal que:

� para cada i ∈ 2, |{xγ,η : η ∈ Iγ e h(xγ,η) = i}| = ω, e,

� para todo K ∈ K, existe x ∈ K tal que h(x) = 0

isto é, h satisfaz as condições a), b) e c). De�nimos então, Gγ+1 = {x�h(x) : x ∈ H}.
Vejamos que Gγ+1 satisfaz as condições 1)-5).

Sabemos que Gγ ⊂ H, logo para ξ < σγ, tem-se xγ+1,ξ = xγ,ξ�h(xγ,ξ). Se σγ ≤ ξ < σγ+1, tome

x ∈ H�Gγ tal que x = xγ,ξ. Neste caso, xγ+1,ξ = xγ,ξ�h(xγ,ξ). Pela construção, é obvio que

Gγ+1 satisfaz 1) e 2). Agora, se ξ, η, ζ < σγ são tais que xγ,ξ + xγ,η = xγ,ζ temos

(xγ+1,ξ + xγ+1,η)(γ) = xγ+1,ξ(γ) + xγ+1,η(γ)

= h(xγ,ξ) + h(xγ,η)

= h(xγ,ξ + xγ,η)

= h(xγ,ζ)

= xγ+1,ζ(γ)

Como xα,θ ⊆ xγ+1,θ para todo α ≤ γ, isto é su�ciente para mostrar que xγ+1,η + xγ+1,ξ = xγ+1,ζ,

obtendo assim a condição 3).

Seja ω ≤ ξ ≤ γ. Vamos ver que xγ+1,λξ
é ponto de acumulação da seqüência {xγ+1,η : η ∈ Iξ}.

Tome L ∈ [γ + 1]<ω não vazio; se γ � L, dado que xγ,η ⊆ xγ+1,η para todo η, pela hipótese

de indução sabemos que xγ,λξ é ponto de acumulação de {xγ,η : η ∈ Iξ}, logo o conjunto

{xγ,η : η ∈ Iξ, xγ,η � xγ,λξ e xγ,λξ�L ⊆ xγ,η} é in�nito; como para cada η temos xγ+1,η = x�γ,ηh(xγ,η),
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o conjunto

{xγ,η : η ∈ Iξ, xγ+1,η � xγ+1,λξ
e xγ+1,λξ

�L ⊆ xγ+1,η}

é in�nito.

Suponha agora que γ ∈ L; pela condição b) sabemos que xγ,λξ é ponto de acumulação do

conjunto {xγ,η : γ ∈ Iξ, h(xγ,η) = h(xγ,λξ)}. De acordo com a de�nição dos xγ+1,η, o conjunto

{xγ+1,η : η ∈ Iξ, xγ+1,η � xγ+1,λξ
e xγ+1,λξ

�L ⊆ xγ+1,η} também é in�nito; portanto, xγ+1,λξ
é ponto

de acumulação de {xγ+1,η : η ∈ Iξ}, ou seja, Gγ+1 satisfaz a condição 4).

Agora, considere o conjunto {η ∈ Iγ : xγ+1,η(γ) = i}, onde i ∈ 2. Note que para cada η ∈ Iγ,

xγ+1,η(γ) = h(xγ,η), logo |{η ∈ Iγ : xγ+1,η(γ) = i}| = |{η ∈ Iγ : h(xγ,η) = i}| = ω pois h satisfaz

c). Concluímos que o grupo Gγ+1 veri�ca as condições 1)-5). Isto completa a construção

indutiva.

Seja G :=
�
α<c

Gα. Pela construção, G = {xc,ξ : ξ < η} onde para cada η < c temos

xc,η =
�
α<c

xα,η. Resta mostrarmos que G é um grupo de van Douwen.

Como {Iξ : ξ < c} = [c]ω, para cada seqüência injetora s em G, existe ξ < c de maneira

tal que s = {xc,η : η ∈ Iξ}. A condição 4) implica que xc,λξ é um ponto de acumulação dessa

seqüência e, em conseqüência, G é enumeravelmente compacto. Agora, suponhamos por

absurdo que

lim
η∈Iξ

xc,η = xc,λξ

Seja F ⊂ c �nito, digamos F = {α1, . . . ,αn}. Se xc,λξ(αk) = ik, temos que {η ∈ Iξ : xc,η(αk) �

ik, k = 1, . . . , n} é �nito. Dado que xαk+1 ,η ⊂ xc,η para todo k = 1, . . . , n e todo η ∈ Iξ, {η ∈ Iξ :

xαk+1 ,η(αk) � ik} é �nito contradizendo a condição 5). Em conseqüência, qualquer seqüência

não trivial em G diverge. �

2.2 Grupos abelianos livres e compacidade enumerável

Fuchs [33] mostrou que os grupos abelianos livres não triviais não podem ter uma to-

pologia de grupo compacta. Tkačenko mostrou em 1990 [62] que sob CH o grupo abeliano

livre cujo conjunto gerador tem cardinalidade c pode ser munido de uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta, o que motivou a seguinte questão:

Questão 2.2. Em ZFC, existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo

abeliano livre cuja base tem cardinalidade c?
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Nesta seção são apresentadas duas construções que dão uma resposta a�rmativa consis-

tente com ZFC, à questão anterior. A primeira delas, deve-se a A.H. Tomita [66], quem obteve

uma tal topologia assumindo MAσ-centrada. A segunda, proposta por Koszmider et al.[46] foi

obtida assumindo MAenumerável.

Alguns fatos sobre grupos topológicos livres

Os grupos topológicos livres foram introduzidos por A.A. Markov em 1941, com o intuito

de estender, no contexto de grupos topológicos, a bem conhecida construção de um grupo

livre da teoria de grupos. É fácil dar uma de�nição categórica dos grupos topológicos livres

como um tipo de objeto projetivo na categoria dos grupos topológicos e homomor�smos con-

tínuos, porém, a prova de existência de tais objetos não é trivial, sendo a primeira di�culdade

no estudo destes grupos.

De�nição 2.2.1. Seja X um subespaço de um grupo topológico G. Dizemos que G é um grupo

topológico livre sobre X se o seguinte é satisfeito:

i. X gera algebricamente um subgrupo denso de G;

ii. para cada função contínua f : X → H onde H é um grupo topológico arbitrário, existe

uma extensão de f a um homomor�smo contínuo f̃ : G → H.

X G

H

✲id

❄
f

�
�

��✠ f̃

Pelo seguinte teorema, temos que um grupo topológico livre sobre um espaço X é, num

certo sentido, único:

Teorema 2.2.2. Sejam G1 e G2 grupos topológicos livres sobre um espaço de Tychono� X. Então

existe um isomor�smo topológico ϕ : G1 → G2 tal que ϕ(x) = x para cada x ∈ X. Além disso, X

constitui um conjunto de geradores para os grupos G1 e G2.

Demonstração. Pela de�nição 2.2.1, existem homomor�smos contínuos ϕ1 : G1 → G2 e

ϕ2 : G2 → G1 cada um dos quais estende a aplicação identidade i : X → X. Sejam ψ1 :=

ϕ1 ◦ ϕ2 e ψ2 := ϕ2 ◦ ϕ1. Então, ψ1 : G1 → G1 é um homomor�smo contínuo de maneira

tal que ψ1�X = idX. Dado que X gera um subgrupo denso de G1 e G1 é de Hausdor�, ψ1
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constitui o automor�smo identidade de G1. Por um argumento análogo, deduz-se que ψ2 é

o automor�smo identidade de G2, logo ϕ1 e ϕ2 são isomor�smos topológicos que mantêm

�xos os pontos de X. Finalmente, é claro que o subgrupo denso �X� de G1 satisfaz todas as

condições da de�nição 2.2.1 para ser o grupo topológico livre sobre X. Assim, pela primeira

parte do teorema temos que G1 = �X�. �

A unicidade do grupo topológico livre sobre um espaço de Tychono� X nos permite

representa-lo mediante o símbolo F(X). Se assumimos que todos os grupos mencionados

na de�nição 2.2.1 são Abelianos, obtemos uma de�nição do grupo Abeliano livre sobre X, que

denotaremos por A(X).

Pelo teorema 2.2.2, temos que X constitui um conjunto de geradores do grupo F(X); daí,

cada elemento g ∈ F(X) pode ser representado na forma

g = x�11 · · · x�nn

onde x1, . . . , xn ∈ X e �1, . . . , �n ∈ {−1, 1}. A expressão x�11 · · · x�nn chama-se palavra. Uma

palavra x�11 · · · x�nn é dita reduzida se não contém um par consecutivo de símbolos da forma

x ∗ x−1 ou x−1 ∗ x. Daí, se uma palavra é reduzida e distinta de ∅, então é diferente da

identidade do grupo F(X). Usando a linguagem da teoria dos grupos, dizemos que X é um

conjunto livre de geradores para F(X). Equivalentemente, desde o ponto de vista algébrico,

F(X) é o grupo livre sobre o conjunto X.

No caso Abeliano, o signi�cado da palavra “livre” é um pouco diferente. De novo, pode-

se mostrar que se x1, . . . , xn são elementos distintos de X e k1, . . . , kn são inteiros arbitrários,

então a igualdade

k1x1 + k2x2 + · · · + knxn = 0A(X)

implica que ki = 0 para cada i = 1, . . . , n. Em conseqüência, o grupo A(X) é livre de torção e,

de novo, X é um conjunto livre de geradores para A(X).

Em virtude da de�nição 2.2.1, a topologia do grupo F(X) (quando este último grupo existe)

é maximal num certo sentido. A seguir, damos uma formulação matemática exata desse fato.

Fato 2.2.3 (A.A. Markov). A topologia de F(X) é maximal entre todas as topologias de grupo

sobre F(X) que induzem no conjunto X a topologia original.

Um teorema similar implica a existência do grupo topológico abeliano livre sobre um es-

paço de Tychono� X. Nos anos trinta L.S. Pontryagin mostrou que todo grupo topológico de
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Hausdor� é completamente regular, motivando a questão de se todo grupo topológico Haus-

dor� constitui também um espaço normal. Para resolver esse problema, A.A. Markov apelou

à teoria dos grupos topológicos livres com a idéia de mergulhar cada espaço de Tychono� X

como subespaço fechado de um grupo topológico apropriado GX. De fato, Markov mostrou

o seguinte:

Teorema 2.2.4. Cada espaço de Tychono� X é fechado no grupo topológico livre F(X) e no grupo

topológico Abeliano livre A(X).

Depois desse resultado, Markov deu uma elegante solução ao problema da normalidade.

De fato, considere-se o plano de Tychono� X = (ω1 + 1) × (ω1 + 1)�{(ω1,ω)}; X é um espaço

que é completamente regular mas não normal. De acordo com o teorema precedente, o

grupo topológico livre F(X) contém a X como subconjunto fechado de modo que não pode ser

um espaço normal pois, em caso contrário, X seria normal.

As construções que iremos apresentar neste capítulo, utilizam homomor�smos cujo con-

tradomínio é o grupo do circulo T, fazendo realizações dos grupos topológicos abelianos

livres como subgrupos de potências de T. A modo de motivação, apresenta-se a seguir um

fato simples que talvez ilustre num primeiro momento, uma das importâncias do grupo T.

Lema 2.2.5. O grupo do círculo T contém um subgrupo algebricamente isomorfo ao grupo Abe-

liano livre com c geradores.

Demonstração. Consideremos o grupo aditivo (R,+) como Q-espaço vetorial e �xemos uma

base de Hamel X = {xα : α < c} para R, de maneira que x0 = 1. Seja π : R → T o

homomor�smo de�nido por π(x) = e2πix para cada x ∈ R. Naturalmente ker π = Z. Para cada

α < c, seja yα = π(xα). A�rma-se que o conjunto Y = {yα : α < c} é linearmente independente

em T, isto é, Y gera o subgrupo de T algebricamente isomorfo ao grupo Abeliano livre de c

geradores. Com efeito, se 0 < α1 < · · · < αn < c e k1, . . . , kn ∈ Z�{0}, então k1xα1 + · · ·+ knxαn �

Z e assim

yk1
α1
∗ · · · ∗ ykn

αn
= π(k1xα1 + · · · + knxαn) � 1

Portanto, o subgrupo �Y� de T é isomorfo ao grupo abeliano livre abstrato de posto c, deno-

tado por Aa(c). �

O argumento da prova anterior também mostra que T � (Q/Z) ⊕ Aa(c).
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2.2.1 Uma construção a partir de MAσ-centrada

Neste parágrafo, consideramos uma construção feita por A.H. Tomita [66] de um subgrupo

G ⊆ Tc de cardinalidade c que é livre e enumeravelmente compacto considerando a topologia

de subespaço, mediante o uso de MAσ-centrada.

Tkačenko [62] em 1990, construiu sob CH uma topologia de grupo sobre o grupo abe-

liano livre com c geradores. A idéia da construção foi achar um subgrupo denso e enume-

ravelmente compacto G de Tc algebricamente isomorfo ao grupo abeliano livre de posto c;

adicionalmente, esse grupo G é conexo, localmente conexo, hereditariamente separável e não

possui sequências convergentes além das triviais, propriedades todas do grupo de Hajnal e

Juhász [39]. De fato, a construção de Tkačenko, constitui uma modi�cação dessa última. A

escolha de T ao invés de 2 = {0, 1} na construção do grupo G é forçado pelo fato de que qual-

quer topologia enumeravelmente compacta de�nida sobre um grupo abeliano livre deve ser

de dimensão in�nita como notou Tkačenko no trabalho citado acima.

Seguindo esse circulo de idéias, Tomita modi�cou o exemplo de van Douwen construído

sob MA, para obter uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e sem sequências

não triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre com c geradores, porém assumindo

MAσ-centrada. Vale a pena comentar a diferença entre o método que usou van Douwen e esta

construção. Em cada etapa indutiva, van Douwen considera fragmentos do grupo �nal, isto é,

faz aproximações do grupo �nal ao longo da indução enquanto Tomita constrói “fragmentos”

de um conjunto de elementos de Tc que irão se tornar um conjunto livre de geradores para o

grupo, isto é, a idéia é construir um subconjunto X = {xα : α < c} ⊆ Tc de modo que o grupo

G = �X� seja de van Douwen.

Daí, cada elemento desse grupo pode ser escrito como uma soma �nita de elementos de X

e sendo cada elemento de X identi�cado por um único ordinal em c, é possível associar para

cada x ∈ G uma função f cujo domínio é um subconjunto �nito de c e cuja imagem constitui

um subconjunto de Z�{0} de forma que

x =
�

ξ∈dom( f )

f (ξ)xξ

Chamaremos a tal função a codi�cação de x; naturalmente, associamos ao elemento zero em

T
c, a função ∅.

De acordo com o anterior, a coleção F = Fn([c]<ω,Z�{0})�{∅} terá um papel muito impor-

tante na construção; para simpli�car um pouco a notação, representaremos por xf o elemento
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de Tc associado à função f ∈ F.
Como foi comentado, por indução em c serão construídas aproximações dos elementos

de X; mais explicitamente, na etapa α < c da construção teremos de�nido {xβ�α : β < α},
conhecendo em cada etapa intermediária só um fragmento de X. Se f ∈ F e dom( f ) ⊆ γ,
xf�γ :=

�
µ∈dom( f )

f (µ)xµ�γ vai representar o fragmento em Tγ do elemento em G codi�cado por

f . Antes de dar início à construção, convém �xar algumas notações. Seja { fα : α < c} uma

enumeração de F de modo que para cada α < c, dom( fα) ⊆ α + 1. Essa enumeração vai

ser usada para “codi�car” qualquer elemento não nulo do grupo G como combinação linear

de elementos do conjunto de geradores a ser construído. Como conseqüência da anterior

convenção, cada subconjunto in�nito deG que não contém o elemento 0 ∈ G é codi�cado por

um subconjunto in�nito de F, pelo que vamos tomar também uma enumeração {Fα : α < c}
de [F]ω de modo que para cada f ∈ Fα, dom( f ) ⊆ α + 1, isto é,

�
f∈Fα

dom f ⊆ α + 1.

Como pretendemos que G = �X� seja um grupo abeliano livre, é preciso assegurar que

todas as combinações lineares não triviais de elementos de X são não nulas; daí, temos que

garantir então que para cada função f ∈ F distinta de∅, a combinação
�

µ∈dom( f )
f (µ)xµ � 0 ∈ Tc,

condição que teremos satisfeita se existe β < c tal que
�

µ∈dom( f )
f (µ)xµ(β) � 0 ∈ T. Como |F| = c,

em cada etapa da construção podemos tomar conta de uma das funções deste conjunto e

garantir que o elemento do grupo codi�cado por ela é não nulo. Para que X seja um conjunto

livre de geradores resulta su�ciente então que para cada α < c, xfα(α) � 0. Note que na etapa

α + 1, já teremos de�nido xµ�α+1 para cada µ ∈ dom( fα) ⊆ α.
Finalmente, para queG seja enumeravelmente compacto, devemos garantir que todo sub-

conjunto in�nito de G possua um ponto de acumulação;ṅotemos que existem c codi�cações

possíveis para as seqüências não triviais em G, mas, por razões técnicas só podemos tomar

conta de uma quantidade menor que c seqüências em cada etapa. De fato, na etapa α + 1,

“prometemos” que xα será ponto de acumulação da seqüência {xf : f ∈ Fα}. Em cada etapa

γ < c, tomaremos conta só das seqüências codi�cadas por Fα para cada α < γ.

A seguinte observação simples, resulta ser muito útil para todas as construções sub-

seqüentes:

Lema 2.2.6. Seja y ∈ Tβ e {yn : n ∈ ω} ⊆ Tβ, onde β < c é um ordinal limite. Então y é um ponto

de acumulação da seqüência (yn)n∈ω se e somente se y�α é ponto de acumulação de {yn�α : n ∈ ω}
para cada α < β.

Pelo resultado anterior, é su�ciente escolher xα como ponto de acumulação da seqüência

em Tα codi�cada por Fα e mostrar por indução que se xα�γ é ponto de acumulação para a
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seqüência de Tγ codi�cada por Fα é possível de�nir as γ-ésimas coordenadas dos pontos em

questão de forma tal que xα�γ+1 seja ponto de acumulação da seqüência em Tγ+1 codi�cada

por Fα. Vamos reinterpretar esta última condição em termos de subconjuntos de Fα. No que

segue, � t � representa a norma euclidiana de um ponto t ∈ R2.

Para cada α ≤ γ, F ∈ [γ]<ω e k ∈ ω, de�nimos

E(α, F, k) =
�

f ∈ Fα : para todo µ ∈ F, � xf (µ) − xα(µ) �<
1

k + 1

�

Lema 2.2.7. Seja α ≤ γ. Então, xα�γ é ponto de acumulação da seqüência em Tγ codi�cada por

Fα se e somente se para cada F ∈ [γ]<ω e k ∈ ω, |E(α, F, k)| = ω.

Demonstração. Seja F ∈ [γ]<ω, k ∈ ω. Considere a vizinhança aberta básica de xα�γ em Tγ

dada por

Uγ(xα, F, k) = {g ∈ Tγ : ∀θ ∈ F, � g(θ) − xα�γ(θ) �<
1

k + 1
}

Notemos que xα�γ é ponto de acumulação da seqüência em Tγ codi�cada por Fα se e somente

se Uγ(xα, F, k) ∩ {xf�γ : f ∈ Fα} é in�nito; posto que cada f ∈ Fα representa um único objeto

de Tγ temos que { f ∈ Fα : xf�γ ∈ U(xα�γ, F, k)} = E(α, F, k) é in�nito. �

De acordo com as considerações anteriores, vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2.8. Sob MAσ-centrada, existe uma coleção X = {xα : α < c} ⊆ Tc satisfazendo as três

condições seguintes:

A. para cada α < c, xfα(α) � 0;

B. para cada α < γ < c, F ∈ [γ]<ω e k ∈ ω o conjunto E(α, F, k) é in�nito;

C. Se α < γ e a condição B) é satisfeita para α, F ∈ [γ]<ω e k ∈ ω então o conjunto

{ f ∈ E(α, F, f ) :� xf (γ) − xα(γ) �< 1
k+1 } é in�nito.

Demonstração. A prova é por indução em c. Ao longo desta prova, é necessário mostrar

muitos outros resultados que incluímos aqui para maior compreensão do leitor.

Na etapa 0, não temos nada a fazer. Seja γ < c e suponhamos que para cada β < γ os

elementos {xα�β : α < β} satisfazem as condições A) - C).

Observe que na etapa γ, para cada α < γ, temos que de�nir xα�γ.

Se γ é limite, de�na xα�γ :=
�
α<β<γ

xα�β. Naturalmente, {xα�γ : α < γ} satisfaz A) - C).
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Suponhamos agora que γ = β + 1. Por hipótese, temos de�nido a coleção {xα�β : α < β}
satisfazendo A) - C). Daí, a seqüência em Tβ codi�cada por Fβ já está de�nida e podemos �xar

um ponto de acumulação y ∈ Tβ dela. Seja xβ�β := y.

Notemos que B) é satisfeita para o ordinal β; de fato, se F ∈ [γ]<ω e k ∈ ω, temos

E(β, F, k) = { f ∈ Fβ : ∀ξ ∈ F �
�

µ∈dom f

f (µ)xµ(ξ) − xβ(ξ) �<
1

k + 1
}

= { f ∈ Fβ : ∀ξ ∈ F �
�

µ∈dom f

f (µ)xµ(ξ) − y(ξ) �< 1
k + 1

}

= { f ∈ Fβ :
�

µ∈dom f

f (µ)xµ ∈ U(y, F, k)}

é um conjunto in�nito.

Fixemos uma base enumerável B de T, assumindo, por conveniência, que T ∈ B. Para

mostrarmos o resultado, é preciso de�nir uma ordem parcial P e conjuntos densos que se-

rão usados para achar uma função φ que vai permitir estender os elementos que já temos

construído em Tγ. Fixemos uma base enumerável B para T e suponhamos que T ∈ B.

Seja

Pγ = Fn(γ,B)

Dados p, q ∈ Pγ, de�nimos a relação de ordem � por p � q se e somente se dom(q) ⊆ dom(p)

e para cada µ ∈ dom(q), p(µ) = q(µ) ou p(µ) ⊆ q(µ).

Notemos que em cada etapa indutiva, é de�nida uma ordem parcial distinta. Em consi-

deração dessa observação, para simpli�car a notação tomemos P := Pγ.

Lema 2.2.9. A ordem parcial Pγ é σ-centrada.

Demonstração. Consideremos o espaçoBγ, ondeB é munido da topologia discreta; notemos

que este espaço constitui precisamente o conjunto de todas as funções cujo domínio é γ e cuja

imagem é um subconjunto de B. A base canônica de Bγ está constituída por conjuntos da

forma

Vq = { f ∈ Bγ : q ⊆ f }

onde dom q ∈ [γ]<ω, e im q ⊆ B, isto é, q ∈ P.
Como B é enumerável e γ < c, temos que Bγ constitui um espaço separável, logo existe

uma coleção enumerável S = {sn : n ∈ ω} ⊆ Bγ densa nesse espaço. Para cada n ∈ ω, seja

Pn = {p ∈ P : p ⊆ sn}
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Note-se que P =
�
n∈ω
Pn; de fato, para cada q ∈ P, existe m ∈ ω tal que sm ∈ Vq, isto é, q ⊆ sm,

logo q ∈ Pn. Vejamos agora que para cada n ∈ ω, Pn é centrado. Se B ∈ [Pn]<ω, tomemos

F =
�
p∈B

dom p ⊆ γ; seja q := sn�F ∈ Bγ. Notemos que F = dom q é �nito e além disso q ⊆ sn,

isto é, q ∈ Pn; para cada p ∈ B, p ⊆ sn, logo sempre que α ∈ dom p, p(α) = sn(α) = q(α); posto

que dom p ⊆ F temos q � p para todo p ∈ B, isto é, q é minorante de B em Pn. �

O seguintes dois lemas, mostram quais são os conjuntos densos em P que fazem possível

construir φ; obviamente, nas hipóteses deles estamos assumindo sempre que γ = β + 1 < c.

Lema 2.2.10. Seja P como acima. Então

1. para cada ζ < γ, o conjunto Dζ = {p ∈ P : ζ ∈ dom(p)} é denso em P;

2. o conjunto O = {p ∈ P : 0 �
�

µ∈dom fβ
fβ(µ)p(µ)} é denso e aberto em P.

Demonstração. Tomemos um elemento q ∈ P.

1. Se ζ � dom q, de�nimos p := q ∪ {(ζ,T)}. Naturalmente, p ∈ Dζ e p � q.

2. Primeiro, vamos construir q̃ � q satisfazendo dom fβ ⊆ dom q̃; seja µ1 o menor ordinal

tal que µ1 ∈ dom fβ� dom q. Por 1), Dµ1 é denso em P, logo existe q1 � q tal que µ1 ∈
dom q1; dado que dom fβ é �nito, após aplicar o processo anterior um número �nito de

vezes, obtemos �nalmente uma extensão q̃ ∈ P de q satisfazendo dom fβ ⊆ dom q̃.

Suponhamos que 0 ∈ �
µ∈dom fβ

fβ(µ)q̃(µ) e dom fβ = {µ1, . . . , µn}. Dado que U =
n�

i=1
fβ(µi)q̃(µi) ⊆

T é aberto, podemos tomar z ∈ U�{0} e uma vizinhança aberta V de z satisfazendo

V ⊆ U � {0}. Como a aplicação g : Tn → T determinada pelos coe�cientes { f (µi) :

µi ∈ dom fβ} ⊆ Z�{0} é contínua, pela regularidade de T obtemos abertos V1, . . . ,Vn ∈ B

de modo que Vi ⊆ q̃(µi) para cada i = 1, . . . , n e z ∈
n�

i=1
fβ(µi)Vi ⊆ V . Para cada µ ∈

dom q̃� dom fβ, seja p(µ) = q̃(µ) e, para cada i = 1, . . . , n, de�nimos p(µi) = Vi. É claro

que p � q̃ e, como
n�

i=1
fβ(µi)p(µi) ⊆ V ⊆ U�{0}, p ∈ O. Se p ∈ O, e r � p, naturalmente

�
µ∈dom fβ

fβ(µ)r(µ) ⊆ �
µ∈dom fβ

fβ(µ)p(µ), de onde 0 �
�

µ∈dom fβ
fβ(µ)r(µ), isto é, r ∈ O; portanto,

O é aberto em P. �

Por hipótese de indução, para cada α < γ, F ∈ [β]<ω e k ∈ ω, o conjunto E(α, F, k) é

in�nito, logo podemos tomar uma partição dele em subconjuntos in�nitos {E(α, F, k, n) : n ∈
ω}.

Seja C = {E(α, F, k, n) : α < γ, F ∈ [β]<ω, k, n ∈ ω}. Note que |C | ≤ γ. Considerando esta

coleção, obtemos convenientemente mais subconjuntos densos em P.
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Lema 2.2.11. Para cada E ∈ C e U ∈ B, o conjunto

DE,U = {p ∈ P : existe f ∈ E tal que
�

µ∈dom f

f (µ)p(µ) ⊆ U}

é denso em P.

Demonstração. O argumento a seguir é similar ao de Tkačenko em [62]. Fixemos E ∈ C ,

U ∈ B e q ∈ P. Temos que considerar dois casos:

� Caso 1: Existe um subconjunto in�nito E1 ⊆ E de modo que dom f � dom g sempre que

f � g ∈ E1. Tome f ∈ E1 e µ < γ tal que µ ∈ dom f� dom q; seja D := dom q ∪ dom f . Para

cada ξ ∈ dom q, escolha aξ ∈ q(ξ) e para cada ξ ∈ D�(dom q ∪ {µ}), tome aξ = 0. Escolha

aµ ∈ T de modo que
�

ξ∈dom f
f (ξ)aξ ∈ U . Pela continuidade da soma e lembrando que T é

regular, para cada ξ ∈ D existe Uξ ∈ B de modo que aξ ∈ Uξ e ( Uξ) ⊆ q(ξ) satisfazem

�

ξ∈dom f

f (ξ)Uξ ⊆ U

De�na p = {(ξ,Uξ) : ξ ∈ D}. Naturalmente, p ≤ q e p ∈ DE,U .

� Caso 2: Existem um subconjunto in�nito E2 ⊆ E e D ∈ [c]<ω tal que D = dom g para

toda g ∈ E2. Se D � dom q, podemos estender q tomando q̃(µ) = T nos pontos µ ∈
D� dom q, logo podemos assumir sem perda de generalidade que D ⊆ dom q. Como todas

as funções no conjunto in�nito E2 são distintas e tem por domínio �nito comum a D, existe

µ ∈ D de modo que o conjunto { f (µ) : f ∈ E2} ⊂ Z não é limitado. Dai, podemos tomar

g ∈ E2 tal que g(µ)q(µ) = T.

Para cada ξ ∈ D�{µ}, �xe aξ ∈ q(ξ). Pela continuidade da soma, podemos escolher aµ ∈ q(µ)

tal que
�

ξ∈D�{µ}
g(ξ)aξ+g(µ)aµ ∈ U . De novo, pela continuidade da soma, para cada ξ ∈ D�{µ}

podemos tomar Uξ ∈ B, tal que aξ ∈ Uξ e Uξ ⊆ q(ξ), tomando também para µ um aberto

Uµ ∈ B de modo que aµ ∈ Uµ e Uµ ⊆ q(µ) são tais que
�
ξ∈D

g(ξ)Uξ ⊆ U .

De�na p = {(ξ,Uξ) : ξ ∈ D} ∪ {(κ, q(κ)) : κ ∈ dom q�D}. Da maneira em que foi construída

a função p, é claro que p � q e g ∈ E2 ⊆ E satisfaz

�

ξ∈D
g(ξ)p(ξ) =

�

ξ∈D
g(ξ)Uξ ⊆ U

isto é, p ∈ DE,U . �
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Por último, temos o resultado que envolve MAσ-centrada neste passo da construção indutiva:

Lema 2.2.12. Assuma MAσ-centrada. Considerando as notações anteriores, se γ = β + 1 < c existe

uma função φ : γ→ T satisfazendo:

i.
�

µ∈dom( fβ)
fβ(µ)φ(µ) � 0;

ii. para cada α ≤ β, F ∈ [β]<ω e k ∈ ω o conjunto

{ f ∈ E(α, F, k) : �
�

µ∈dom( f )

f (µ)φ(µ) − φ(α) �< 1
k + 1

}

é in�nito.

Demonstração. Notemos que em virtude dos lemas 2.2.10 e 2.2.11, as coleções D = {Dζ : ζ <

γ} ∪ {O} e {DE,U : E ∈ C ,U ∈ B}, estão constituídas por elementos densos na ordem P; dado

que a cardinalidade de cada uma delas não ultrapassa |γ| < c e a ordem P é σ-centrada, ao

estarmos assumindo MAσ-centrada, existe um �ltro G ⊆ P que interseta cada conjunto dessas

coleções.

Seja Φ : γ→ ℘(B) a aplicação de�nida para cada ξ < γ por

Φ(ξ) = {p(ξ) : ξ ∈ dom p, p ∈ G}

Se ξ < γ, a�rma-se que
�
Φ(ξ) � ∅; em primeiro lugar, notemos que Φ(ξ) � ∅, pois G

interseta a Dξ. ComoΦ(ξ) ⊆ B é enumerável, podemos escreverΦ(ξ) = {pi(ξ) : i ∈ ω}. Como

G é um �ltro e p1, p2 ∈ G, existe r ∈ G tal que r � pi onde i = 1, 2; daí, r(ξ) ⊆ p1(ξ) ∩ p2(ξ)

(ou, mais ainda, r(ξ) ⊆ p1(ξ) ∩ p2(ξ)). Indutivamente, dado k ∈ ω, podemos achar s ∈ G tal

que s(ξ) ⊆ p1(ξ) ∩ p2(ξ) ∩ · · · ∩ pk(ξ). Como T é regular, para cada k ∈ ω é possível achar

um subconjunto fechado não vazio Fk ⊆ T de modo que Fk ⊆ p1(ξ) ∩ p2(ξ) ∩ · · · ∩ pk(ξ). A

compacidade de T, e o fato de ser um espaço de Hausdor�, implica que
�
Φ(ξ) � ∅, logo

podemos de�nir uma função φG : γ→ T escolhendo para cada ξ < γ, φG(ξ) ∈
�
Φ(ξ).

Notemos que existe q ∈ G∩O; daí, se z ∈ �Φ(β), z ∈ q(β), de modo que
�

µ∈dom fβ
fβ(µ)z � 0;

em particular,
�

µ∈dom fβ
fβ(µ)φG(µ) � 0, isto é, φG satisfaz a condição i).

Sejam α ≤ β, F ∈ [β]<ω e k ∈ ω. Consideremos a vizinhança aberta de φG(α) em T,

U� = {z ∈ T :� z − φG(α) �< 1
k+1 } e seja U ∈ B tal que U ⊆ U�. Para cada n ∈ ω, seja

En = E(α, F, k, n); dado que DEn ,U é denso em P, existe pn ∈ G ∩ DEn ,U , i.e. existe fn ∈ En tal que
�

µ∈dom fn
fn(µ)pn(µ) ⊆ U . Notemos que para cada µ ∈ dom fn, pn(µ) ∈ Φ(µ), logo φG ∈ pn(µ) de
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modo que
�

µ∈dom fn
fn(µ)φG(µ) ∈ U ⊆ U�, isto é � �

µ∈dom fn
fn(µ)φG(µ) − φG(α) �< 1

k+1 . Dado que

{En : n ∈ ω} constitui uma partição de E(α, F, k), a coleção de funções { fn : n ∈ ω} ⊆ { f ∈
E(α, F, k) : � �

µ∈dom( f )
f (µ)φG(µ) − φG(α) �< 1

k+1 } é in�nita, ou seja, φG satisfaz a condição ii).

Tomando φ := φG conclui-se a prova. �

Voltamos à etapa γ = β + 1 da nossa construção. Recapitulando, do passo anterior da

indução, a coleção {xα�β : α < β} já tinha sido de�nida satisfazendo A) - C) e de�nimos xβ�β :=

y onde y é um ponto de acumulação em Tβ da seqüência ali codi�cada por Fβ. Em seguida,

foi provado que a condição B) vale para β.

Como assumimos MAσ-centrada, existe φ : γ → T satisfazendo as condições i) e ii) do lema

2.2.12. Para cada α < γ, tomemos xα�γ := xα��β φ(α). É su�ciente ver que as condições A) e C)

são satisfeitas no caso α = β:

A. Visto que φ satisfaz a condição 1) do lema 2.2.7,
�

µ∈dom fβ
fβ(µ)φ(µ) =

�
µ∈dom fβ

fβ(µ)xµ�γ(β) =

xfβ
(β) � 0.

C. Sejam F ∈ [γ]<ω, k ∈ ω. Sabemos que a condição B) é satisfeita por β; pelo item b) do

lema 2.2.7 o conjunto

{ f ∈ E(β, F, k) : �
�

µ∈dom f

f (µ)φ(µ)−φ(β)�< 1
k + 1

}

= { f ∈ E(β, F, k) : �
�

µ∈dom f

f (µ)xµ(β) − xβ(β)�<
1

k + 1
}

= { f ∈ E(β, F, k) : � xf (β) − xβ(β)�<
1

k + 1
}

é in�nito, logo a condição C) é satisfeita para β.

Por indução, temos construído então uma coleção {xα : α < c} satisfazendo as condições

A) - C). �

O seguinte lema, mostra uma sutileza da construção desse conjunto de geradores que vai

nos permitir concluir que o grupo G = �X� não possui seqüências não triviais convergentes.

Lema 2.2.13. Assuma MAσ-centrada. De acordo com a construção apresentada no lema anterior,

para cada γ ∈ [ω, c), o conjunto {xf (γ) : f ∈ Fγ} é denso em T.

Demonstração. Sejam ξ ∈ [γ + 1, c), V ∈ B e F ∈ [ξ]<ω, de modo que para cada α ∈ F, γ ≤ α.
Seja E = (γ, F, 1). De acordo com a ξ + 1-ésima etapa da construção, temos que DE,V é denso
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em Pξ+1, logo existe p ∈ G∩DE,V ondeG representa o �ltro genérico dado por MAσ-centrada nessa

etapa. Em conseqüência, existe f ∈ E ⊆ Fγ tal que
�

µ∈dom f
f (µ)p(µ) ⊆ V .

De acordo com a construção, temos também que
�

f∈Fγ
dom f ⊆ γ. Além disso, para cada

µ ∈ dom f , φG(µ) ∈ p(µ), logo

�

µ∈dom f

f (µ)φG(µ) =
�

µ∈dom f

f (µ)xµ(γ) = xf (γ) ∈ V

Dado que B é base de T e f ∈ Fγ, obtemos o resultado. �

Teorema 2.2.14. Assumindo MAσ-centrada, existe G ⊆ Tc tal que G é um grupo abeliano livre e de

van Douwen.

Demonstração. Pelo lema 2.2.8 temos que o grupo G gerado pela coleção X = {xα : α < c}
é um grupo abeliano livre e enumeravelmente compacto. Resta mostrar que neste grupo as

únicas seqüências convergentes são as triviais.

Seja {yn : n ∈ ω} ⊆ G uma seqüência injetora cujos elementos são todos não nulos. Seja

α ∈ [ω, c) tal que a seqüência anterior está codi�cada pela coleção Fα, isto é, Fα = { fn : n ∈ ω}
onde para cada n ∈ ω, yn = xfn . Pelo lema 2.2.13, o conjunto {xf (α) : f ∈ Fα} é denso em T;

observemos que para cada n ∈ ω,
yn(α) = xfn(α)

Sendo o conjunto {yn(α) : n ∈ ω} denso em T, a seqüência {yn : n ∈ ω} diverge. �

2.2.2 Uma construção a partir de MAenumerável

Neste parágrafo, exibiremos a construção proposta por P. Koszmider et. al. [46] de uma

topologia de grupo de�nida sobre A(c) munido da qual resulta ser um grupo de van Douwen,

assumindo a asserção MAenumerável.

Como nos exemplos precedentes e mais alguns da literatura, este exemplo é construído

por indução em c, de�nindo em cada etapa uma função conveniente para obter as novas coor-

denadas dos elementos que irão estar no grupo. Contudo, uma diferença substancial aparece

nela. No exemplo de van Douwen, notamos que o domínio da função h cresce através da

indução em c. Na construção de Tomita sob MAσ-centrada, observamos que na etapa α aparece

um novo elemento xα ∈ Tc que conhecemos parcialmente e cujo domínio vai se acrescen-

tando nas etapas seguintes, de modo similar do que na construção de van Douwen, sem fazer

modi�cações aos pontos já de�nidos dele.
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Para poder trabalhar com MAenumerável e produzir um grupo topológico enumeravelmente

compacto cujo quadrado não satisfaz esta propriedade, Hart e van Mill [40] �zeram uso de

um grupo ω-limitado que toma conta dos pontos de acumulação de um grupo enumerável

pre�xado; naturalmente, o uso desse grupoω-limitado faz com que no grupo exista um grande

número de seqüências não triviais convergentes. Para superar esse impasse, uma idéia surge

da utilização de submodelos elementares: em cada etapa do processo indutivo se toma conta

de uma quantidade enumerável de pontos, mas, ao longo da construção, esses pontos irão

variar.

Como na seção precedente, se construirá uma família livre X = {xα : α < c} ⊆ Tc, de modo

que o grupo G := �X�, considerado como subespaço de Tc, seja de van Douwen.

Lembramos, da seção precedente, que cada x ∈ G não nulo é codi�cado por uma função

em Fn(c, Z�{0}), de modo tal que

x =
�

µ∈dom f

f (µ)xµ

Com isso, é possível associar a cada seqüência de elementos em G, digamos {zn : n ∈ ω},
uma função h : ω → Fn(c, Z�{0}) de modo que para cada n ∈ ω, h(n) é a codi�cação de zn.

De acordo com isto, �xemos uma enumeração {hξ : ω ≤ ξ < c} das funções injetoras que
pertencem a (Fn(c, Z�{0}))ω de modo que para cada ξ ∈ [ω, c),

�
n∈ω

dom hξ(n) ⊆ ξ.
Notemos que os h�ξs codi�cam todas as seqüências injetoras no grupo gerado por X que

não contém 0. Tomemos também uma enumeração { jξ : ξ ∈ [ω, c)} de Fn([c]<ω,Z�{0}), satis-
fazendo dom jξ ⊆ ξ. De maneira similar, é de notar que X é um conjunto livre de geradores

se para cada ξ ∈ [ω, c),
�

µ∈dom jξ
jξ(µ)xµ := xjξ

� 0 ∈ Tc. Naturalmente, esta condição vale sempre

que xjξ
(ξ) � 0.

Suponhamos que G é um grupo topológico in�nito T2, enumeravelmente compacto e sem

seqüências não triviais convergentes. Pela proposição 4.1.4, dado queG é em particular pseu-

docompacto e homogêneo, |G| ≥ c. Note que qualquer subconjunto fechado em G, também

deve ser de cardinalidade c. Como conseqüência disso, em principio podemos associar pon-

tos de acumulação distintos a seqüências distintas. A idéia é garantir que xξ será um ponto

de acumulação da seqüência associada a hξ. Se mostrarmos que X é livre, em particular ob-

teríamos que esse conjunto está �elmente indexado mediante {xξ : ξ < c}, e assim, de acordo

com a cardinalidade do grupo, cada seqüência não trivial em G teria exatamente c pontos de

acumulação. Portanto, em cada etapa indutiva precisamos testemunhar que o elemento do

grupo correspondente a jξ, xjξ
é não nulo e, também, manter os pontos de acumulação que

previamente temos associado. Notemos que de acordo com a codi�cação dos elementos de
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G feita pelas funções jα, é possível separar os pontos de acumulação em dois tipos: temos

um conjunto enumerável deles que depende de dom jξ e os restantes que não dependem desse

domínio.

Naturalmente, em cada etapa da indução o primeiro tipo de pontos irá crescendo, pelo

qual resulta adequado de�nir indutivamente uma coleção de ordinais que guarde informação

acerca dos domínios das funções das que os pontos de acumulação dependem, ou, em outras

palavras, dos elementos do conjunto X dos quais são combinações lineares. Com a seguinte

de�nição, pretende-se que os pontos de acumulação cuja codi�cação depende do conjunto

dom jξ, estejam contidos em S (ξ):

S (n) = ω, se n ∈ ω

S (ξ) = {ξ} ∪
�
{S (µ) : µ ∈

�

n∈ω
dom hξ(n)}, se ξ ∈ [ω, c)

Como é natural, se F ⊆ c, tomamos S (F) def
=
�
µ∈F

S (µ).

Lema 2.2.15. Para cada ξ ∈ [ω, c), S (ξ) é enumerável; além disso, se µ ∈ S (ξ), então
�
n∈ω

dom hµ(n) ⊆ S (ξ).

Demonstração. Por indução em c. Para cada m ∈ ω, S (m) = ω que é enumerável. Como hk

não está de�nido para k < ω, a segunda asserção é satisfeita por vacuidade.

Suponha agora que ξ ∈ [ω, c) e que para cada µ < ξ, S (µ) é enumerável. Como dom hξ(n)

é �nito para cada n ∈ ω, �
n∈ω

hξ(n) é enumerável, {ξ} ∪ �{S (µ) : µ ∈ �
n∈ω

dom hξ(n)} = S (ξ) é

também enumerável.

Seja µ ∈ S (ξ). De acordo com a de�nição, temos que µ = ξ ou µ ∈ S (ν) para algum

ν ∈ �
n∈ω

dom hξ(n). No primeiro caso, de acordo com a enumeração das seqüências, temos que
�
n∈ω

dom hξ(n) =
�
n∈ω

dom hµ(n) ⊆ ξ. No segundo caso, ν < ξ posto que ν ∈ �
n∈ω

dom hξ(n); como

µ ∈ S (ν), por hipótese de indução
�
n∈ω

dom hµ(n) ⊆ S (ν) ⊆ S (ξ). �

Voltando à construção indutiva, na etapa ω de�nimos para cada n ∈ ω, xn�ω ∈ Tω arbitra-
riamente. Suponha que na etapa α < β as seguintes condições indutivas são satisfeitas:

1. para cada ξ < α < β, xξ�α tem sido de�nido;

2. para cada ξ ∈ [ω,α),
�

µ∈dom jξ
jξ(µ)xµ(ξ) � 0;

3. para cada ξ ∈ [ω, α), xξ�α é um ponto de acumulação da seqüência associada a hξ em

T
α.
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Vamos mostrar que para β valem também essas condições; se β for um ordinal limite,

basta de�nir xξ�β =
�
ξ<α<β

xξ�α. Claramente, por se tratar de uma extensão, as condições 1) e

2) anteriores são válidas para β. Para ver que 3) também é satisfeita, seja ξ ∈ [ω, β). Por

hipótese de indução, para cada α < β tal que ξ < α, xξ�α é ponto de acumulação da seqüência

em Tα associada a hξ; em virtude do lema 2.2, xξ�β é ponto de acumulação da seqüência

associada a hξ em Tβ, isto é, β satisfaz 3).

Agora suponha que β = α+1 para algum α ≤ ω. Como Tα é compacto, podemos escolher

um ponto de acumulação y ∈ Tα da seqüência em Tα associada a hα:

{
�

µ∈dom hα(n)

hα(n)(µ)xµ�α : n ∈ ω}

Como na construção da seção anterior, tomamos xα�α
def
= y. Também, de maneira similar mas

usando desta vez MAenumerável, vamos construir uma função φ : S (dom jα) → T que servirá

para de�nir xµ(α) para cada µ ∈ S (dom jα).

Como antes, B representa uma base enumerável de T contendo, por conveniência ao

próprio espaço T e � · � representa a norma euclidiana em R2 restrita ao subespaço T.

Seja

P
def
= { f ∈ Fn(S (dom jα),B) : dom jα ⊆ dom f e 0 �

�

µ∈dom jα

jα(µ) f (µ) }

Dados f , g ∈ P, dizemos que f � g se e somente se dom g ⊆ dom f e para cada µ ∈ dom g,

f (µ) = g(µ) ou f (µ) ⊆ g(µ). Notemos que S (dom jα) =
�

µ∈dom fα
S (µ) é um conjunto enumerável,

dado que dom jα é �nito; portanto, a ordem P é enumerável.

Vamos de�nir certas coleções que permitem construir convenientemente conjuntos den-

sos em P.

Para cada F ∈ [α]<ω, n ∈ ω e µ ∈ S (dom jα), seja

U(µ, F, n) = { f ∈ Tα : ∀θ ∈ F � f (θ) − xµ�α(θ) �<
1

n + 1
}

Codi�caremos os pontos da seqüência associada a hµ em Tα que estão no aberto básico U(µ, F, n)

mediante a seguinte coleção:

E(µ, F, n) = {m ∈ ω : ∀θ ∈ F � xhµ(m)(θ) − xµ(θ) �<
1

n + 1
}

lembrando que temos de garantir que xµ seja um ponto de acumulação da seqüência associada

a hµ.
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Lema 2.2.16. Consideremos um conjunto de índices I e uma função h : ω→ Fn(I,Z�{0}) tal que
para cada n ∈ ω, h(n) � ∅. Se U ⊆ T é aberto, A ∈ [ω]ω e f : I → B é uma função tal que o

conjunto {i ∈ I : f (i) � T} é �nito, então existem uma função g : I → B e m ∈ A satisfazendo

1. para cada i ∈ I, g(i) ⊆ f (i) ;

2. o conjunto {i ∈ I : g(i) � T} é �nito e,

3.
�

i∈dom h(m)
h(m)(i)g(i) ⊆ U .

Lema 2.2.17. Para cada F ∈ [α]<ω, n, k ∈ ω e µ ∈ S (dom jα), o conjunto

Dµ,F,n,k = { f ∈ P : ∃m ∈ E(µ, F, n)�k tal que

dom hµ(m) ⊆ dom f ,
�

ν∈dom hµ(m)

hµ(m)(ν) f (ν) ⊆ f (µ) e diam( f (µ)) <
1

n + 1
}

é denso em P.

Teorema 2.2.18. Assumindo MAenumerável, o grupo abeliano livre de tamanho c pode ser munido

de uma topologia de grupo que faz dele um grupo de van Douwen.

Demonstração. Seja E = {Dµ,F,n,k : µ ∈ S (dom jα), F ∈ [α]<ω, k, n ∈ ω}. Pelo lema anterior,

cada um dos elementos de E é denso na ordem P; dado que |E | ≤ |α| < c, e P é enumerável, ao

estarmos assumindo MAenumerável obtemos um �ltro G em P genérico para esta coleção.

A partir do �ltro G, de�nimos a aplicação Φ : S (dom jα) → ℘(B) tomando para cada

µ ∈ S (dom jα)

Φ(µ) = { f (µ) : µ ∈ dom f , f ∈ G}

Em virtude da de�nição dos elementos da coleção E , Φ(µ) � ∅ para cada µ ∈ S (dom jα),

logo
�

V∈Φ(µ)
V � ∅. De fato, dados f , g ∈ G, tais que µ ∈ dom f ∩ dom g existe r ∈ G tal que

r � f , g. Daí, r(µ) ⊆ f (µ) ∩ g(µ) ou r(µ) ⊆ f (µ) ∩ g(µ); em qualquer caso, f (µ) ∩ g(µ) � ∅

o que implica f (µ) ∩ g(µ) ⊆ f (µ) ∩ g(µ) � ∅. Percebendo que Φ(µ) é enumerável, pois G

também é, e que os elementos de Φ(µ) são subconjuntos do espaço T2-compacto T, obtemos
�

V∈Φ(µ)
V =

�
f (µ)∈Φ(µ)

f (µ) � ∅.

Em conseqüência, para cada µ ∈ S (dom jα) podemos escolher φG(µ) ∈
�

V∈Φ(µ)
V , obtendo

desta maneira uma aplicação φG : S (dom jα)→ T.
De�nimos para cada µ ∈ S (dom jα), xµ(α) = φG(µ). Notemos que a condição 2) é satisfeita

para todo ξ < α, logo resta provar que vale também para ξ = α; de fato, para cada f ∈ G,
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µ ∈ dom f temos

�

µ∈dom jα

jα(µ)xµ(α) =
�

µ∈dom jα

jα(µ)φG(µ) ∈
�

µ∈dom jα

jα(µ) f (µ) ⊆
�

µ∈dom jα

jα(µ) f (µ)

Em virtude da de�nição de P, 0 �
�

µ∈dom jα
jα(µ) f (µ); portanto,

�
µ∈dom jα

jα(µ)φG(µ) � 0, ou seja, a

condição 2) é satisfeita por β.

Resta veri�car agora, que para cada ξ ∈ [ω,α] as condições 1) e 3) são satisfeitas. Note-

mos que para ξ ∈ S (dom jα), ξ < α já de�nimos xξ�β, logo a condição 1) é satisfeita para estes

pontos.

Indutivamente, iremos de�nir xξ�β para cada ξ ∈ β�S (dom jα), mediante uma extensão

da função φG. Com efeito, suponhamos que para ξ ∈ β�S (dom jα) os pontos do conjunto

S (dom jα) ∪ ξ satisfazem as condições 1) e 3), que temos de�nido φG�ξ mas ainda φG(ξ) não

foi de�nido. Por hipótese, xξ�α é um ponto de acumulação da seqüência em Tα associada a hξ

e φ(µ) já foi de�nida para cada µ ∈ �
n∈ω

dom hξ(n) ⊆ ξ. Consideremos a seqüência em T dada

por

{
�

µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ)φG(µ) : n ∈ ω}

Como T é compacto, existe um ponto de acumulação z ∈ T da seqüência acima; daí, o ponto

xξ��α z é um ponto de acumulação da seqüência em Tβ dada por

{
�

µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ)xµ�α
��

µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ)φG(µ) : n ∈ ω}

Em conseqüência, ao de�nir φG(α) = z e tomar xξ(α) := z, temos que as hipóteses 1) e 3) são

satisfeitas por ξ na etapa β = α + 1 da indução.

Ao �nal do processo indutivo, para cada µ < c de�ne-se

xµ
def
=
�

ν∈(µ,c)
xµ�ν

Se X = {xµ : µ < c} e G := �X�, de acordo com as considerações feitas ao inicio, qual-

quer combinação linear não nula de elementos de X está codi�cada por uma função jξ ∈
Fn([c]<ω,Z�{0}) para algum ordinal ξ ∈ [ω, c); como a condição 3) é satisfeita,

�
µ∈dom jξ

jξ(µ)xµ(ξ) �

0 ∈ T; logo, �
µ∈dom jξ

jξ(µ)xµ = xjξ
� 0 ∈ Tc, isto é, G é uma realização do grupo abeliano livre de

cardinalidade c no grupo Tc.

Seja {zn : n ∈ ω} uma seqüência em G; sem perda de generalidade, podemos supor que a
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seqüência é injetora e não contém entre os seus termos ao elemento 0 ∈ Tc; de acordo com a

construção, existe ζ ∈ [ω, c) tal que para cada n ∈ ω, zn = xhζ(n); em virtude da condição 3), ,

xζ�α é ponto de acumulação da seqüência {xhζ(n)�α : n ∈ ω} para cada α < c, logo xζ é ponto de

acumulação de {zn : n ∈ ω}. Portanto, G é enumeravelmente compacto. �

2.2.3 Uma topologia de grupo e.c. sobre A(2c) via extensões genéricas

Partindo do mesmo circulo de idéias da construção anterior, Koszmider, Tomita e Watson

[46] mostraram, via forcing, que é possível construir uma topologia de grupo enumeravel-

mente compacta e sem sequências não triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre com

2c geradores. A seguir, detalharemos essa construção; convém dizer que a ordem utilizada

neste exemplo tem certa similaridade com a anterior motivo pelo qual manteremos a notação

ali introduzida.

A ordem parcial

Seja κ um cardinal regular não enumerável satisfazendo κω = κ. Para codi�car às seqüên-

cias injetoras do grupo que será construído, �xemos uma enumeração {hξ : ω ≤ ξ < κ} de
todas as funções h ∈ Fn(κ,Z�{0})ω onde dom h � ∅ para cada n ∈ ω. Adicionalmente,

suponhamos que
�
n∈ω

hξ ⊆ ξ para cada ξ ∈ [ω, κ).

Seja

S (ξ) =




ω, se ξ ∈ ω
{ξ} ∪�{S (µ) : µ ∈ �

n∈ω
dom hξ(n)}, se ξ ∈ [ω, κ)

De�nição 2.2.19. Seja P a noção de forcing formada pelas condições p = (αp,Dp, fp) onde:

1. αp ∈ ω1;

2. Dp ∈ [κ]ω e Dp ⊃
�
ξ∈Dp

S (ξ);

3. fp : Dp → Tαp ;

4. para cada ξ ∈ Dp�ω, fp(ξ) é um ponto de acumulação da seqüência

{ �
µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ) fp(µ) : n ∈ ω}

5. o conjunto { fp(ξ) : ξ ∈ Dp} é um conjunto livre, isto é, para cada função j ∈ Fn(Dp,Z�{0}),
temos que

�
ξ∈dom j

j(ξ) fp(ξ) � 0 ∈ Tαp ;
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P será ordenada pela relação �, onde p � q se e somente se αq ≤ αp, Dq ⊆ Dp e para cada

ξ ∈ Dq, fp(ξ)�αq = fq(ξ).

Para provar que a noção de forcing é “boa” o su�ciente para nossa construção temos o

seguinte resultado:

Lema 2.2.20. Sejam D ∈ [κ]ω, β < ω1 e f : D → Tβ tais que f (ξ) é o limite da seqüência

{ �
µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ) f (µ) : n ∈ Aξ} onde para cada ξ ∈ D�ω, Aξ ∈ [ω]ω. Se j ∈ Fn(D,Z�{0}) e
F = dom j, então existe uma função φ : D → T tal que

�
µ∈F

j(µ)φ(µ) � 0 ∈ T e para cada

ξ ∈ D�ω, φ(ξ) é o limite de uma subseqüência de { �
µ∈dom hξ(n)

hξ(n)(µ)φ(µ) : n ∈ Aξ}.

Demonstração. Observemos que �(Tβ) = ℵ0, posto que T é de peso enumerável e β < ω1;

assim, �xemos uma base enumerável B∗ do espaço Tβ. Seja

M
def
= {g ∈ Fn(D,B∗) : F ⊆ dom g e 0 �

�

µ∈F
j(µ)g(µ) }

EmM, dizemos que g � h se e somente se dom h ⊆ dom g e para cada µ ∈ dom h, g(µ) = h(µ)

ou g(µ) ⊆ h(µ). Naturalmente, (M,�) constitui uma ordem parcial enumerável.

Como no parágrafo anterior, de�niremos certas coleções para construir conjuntos densos

na ordemM. Para cada L ∈ [β]<ω, n ∈ ω e ξ ∈ D, seja

E(ξ, L, n) = {m ∈ ω : ∀θ ∈ L �
�

µ∈dom hξ(m)

hξ(m)(µ) f (µ)(θ) − f (ξ)(θ)�< 1
n + 1

}

Nessa situação, seja

Dξ,L,n,k = {g ∈ M : ∃m ∈ E(ξ, L, n)�k tal que

dom hξ(m) ⊆ dom g,
�

ν∈dom hξ(m)

hξ(m)(ν)g(ν) ⊆ g(ξ) e diam(g(ξ)) <
1

n + 1
}

Aplicando um argumento similar ao do lema 2.2.11, temos que o conjunto anterior é denso em

M. Observe a coleção D = {Dξ,L,n,k : L ∈ [β]<ω, n, k ∈ ω, ξ ∈ D} tem cardinalidade ℵ0. Como

MA(ω) é verdadeiro em ZFC, e a coleção D é enumerável, obtemos um �ltro D-genérico

G ⊆ M. A partir desse �ltro, de�nimos a aplicação Ψ : D→ ℘(B∗) tomando para cada ξ ∈ D,

Ψ(ξ) = {q(ξ) : ξ ∈ dom q, q ∈ G}

Posteriormente, de�nimos φ : D → T de maneira que para cada ξ ∈ D, φ(ξ) ∈ �
V∈Ψ(ξ)

V . De

acordo com a de�nição da família D, naturalmente φ satisfaz as condições do lema. �
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O seguinte lema mostra que P é realmente uma noção de forcing que satisfaz propriedades

“adequadas”.

Lema 2.2.21. P é uma ordem parcial e satisfaz as seguintes propriedades:

a. P é enumeravelmente fechada;

b. assumindo CH, P é ω2-cc;

c. para cada ξ < κ, o conjunto Dξ = {p ∈ P : ξ ∈ Dp} é aberto e denso em P;

d. para cada α < ω1, o conjunto Hα = {p ∈ P : αp ≥ α} é aberto e denso em P.

Demonstração. a. Seja {pn : n ∈ ω} uma seqüência decrescente em P, onde, para cada n ∈ ω
temos pn = (αn,Dn, fn). De�nimos

q = (α,D, F)

onde α :=
�
n∈ω
αn, D :=

�
n∈ω

Dn e F :=
�
n∈ω

fn : D→ Tα.

A�rmamos que q � pn para todo n ∈ ω; note-se que αn < ω1, para cada n ∈ ω; daí, já que
ω1 é regular assumindo ZFC obtemos α =

�
n∈ω
αn ∈ ω1.

Dado que cada Dn ⊆ κ é enumerável, a coleção D =
�
n∈ω

Dn ⊆ κ também é enumerável.

Finalmente F constitui uma função, posto que a seqüência { fn : n ∈ ω} é decrescente;

vejamos que F satisfaz as condições próprias da ordem P. Observemos que

D =
�

n∈ω
Dn ⊇

�

n∈ω

�

ξ∈Dn

S (ξ)

=
�

ξ∈�Dn

S (ξ) =
�

ξ∈D
S (ξ)

logo F satisfaz a condição 1). Agora, seja ξ ∈ D�ω. Tomando n0 = min{n ∈ ω : ξ ∈ Dn}
temos que para cada n ≥ n0, fn(ξ) é ponto de acumulação da seqüência

{
�

µ∈dom hξ(k)

hξ(k)(µ) fn(µ) : k ∈ ω} = {
�

µ∈dom hξ(k)

hξ(k)(µ)F�αn(µ) : k ∈ ω} ⊆ Tαn

De acordo com a proposição 2.2.6, ξ constitui um ponto de acumulação da seqüência

{
�

µ∈dom hξ(k)

hξ(k)(µ)F(µ) : k ∈ ω} ⊆ Tα
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Agora, seja j ∈ Fn(D,Z�{0})�{∅}. Como dom j é �nito, existe n0 = min{n ∈ ω : dom j ⊆
Dn}. Visto que { fn(ξ) : ξ ∈ Dn} é livre para cada n ≥ n0, temos

�

ξ∈dom j

j(ξ) fn(ξ) =
�

ξ∈dom j

j(ξ)F�αn(ξ) � 0

Assim,
�

ξ∈dom j
j(ξ)F(ξ) � 0 ou seja, a família {F(ξ) : ξ ∈ D} é livre.

Em virtude dos argumentos anteriores, q ∈ P e q � pn para cada n ∈ ω, ou seja, P é

enumeravelmente fechada.

b. Suponhamos que {pη : η < ω2} é uma anticadeia em P, onde pη = (αη,Dη, fη) para cada

η < ω2. Seja A = {Dη : η < ω2}; observemos que para cada η, temos |Dη| = ω < ω1 e sob

CH, se α < ω2, |α<ω1 | ≤ ω1 < ω2. Pelo lema do ∆-sistema, existem I ∈ [ω2]ω2 e R ∈ [κ]≤ω

tais que para cada par de elementos distintos η, θ ∈ I, Dη∩Dθ = R. Sendo {pη : η ∈ B} uma

anticadeia, temos que R � ∅. De outra parte, observando que para cada η ∈ I, αη < ω1 = c,

passando tal vez a um subconjunto de I cardinalidade ω2, podemos assumir sem perda de

generalidade que existe α < c tal que αη = α para todo η ∈ I. Sejam η, θ ∈ I distintos;

como pη e pθ são incompatíveis e αη = αθ, existe r ∈ R de maneira que fη(r) � fθ(r) ∈ Tα.
Portanto, a aplicação

ψ : I → (Tα)R

η �→ fη�R

é injetora, e, assim |I| ≤ |(Tα)R| ≤ c = ω1 < ω2, uma contradição. Em conseqüência, as

anticadeias em P são de cardinalidade menor do que ω2, isto é, P é ω2-cc.

c. Fixemos ξ < κ. Seja p ∈ P tal que ξ � Dp, pois no caso contrário não temos nada que

provar. Podemos achar um subconjunto D ∈ [κ]ω tal que Dp∪{ξ} ⊆ D e
�
µ∈D

S (µ) ⊆ D, posto

que S (ξ) é enumerável. Vamos de�nir uma função f : D → Tαp por indução em D.

Naturalmente, tomamos f�Dp

def
= fp. Seja agora η ∈ D�Dp é o menor elemento de D

para o qual f (η) ainda não foi de�nido. Dado que
�
n∈ω

dom hη(n) ⊆ η, temos já de�nido a

seqüência

{
�

θ∈dom hη(n)

hη(n)(θ) f (θ) : n ∈ ω}

de maneira que podemos tomar um ponto de acumulação f (η) ∈ Tαp dela. Aplicando este

argumento indutivamente, de�nimos f sobre o conjunto D. De acordo com o anterior,

temos que D e f satisfazem as condições 1) e 2) da noção de forcing P. Seja { jn : n ∈ ω} uma
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enumeração de Fn(D,Z�{0}). Como αp é enumerável temos que Tαp é seqüencialmente

compacto, logo para cada ξ ∈ D�ω, existe Aξ,0 ∈ [ω]ω tal que f (ξ) é o limite da seqüência

{
�

θ∈dom hξ(n)

hξ(n)(θ) f (θ) : n ∈ Aξ,0}

Aplicando o lema 2.2.20 no caso j = j1, existe φ1 : D→ T tal que para cada ξ ∈ D�ω, φ1(ξ)

é o limite da seqüência

{
�

θ∈dom hξ(n)

hξ(n)(θ)φ1(θ) : n ∈ Aξ,1}

sendo Aξ,1 ⊆ Aξ,0 e
�
θ∈F1

j(θ)φ1(θ) � 0, onde F1 = dom j1. Ao aplicar esse lema indutiva-

mente, onde na etapa n + 1-ésima consideramos para cada ξ ∈ D�ω a seqüência conver-

gente a f (ξ) dada por { �
θ∈dom hξ(n)

hξ(n)(θ) f (θ) : n ∈ Aξ,n} e a função jn+1, obtemos para cada

ξ ∈ D�ω uma seqüência ⊆-decrescente {Aξ,n : n ∈ ω} tal que �
θ∈Fn

jn(θ)φn(θ) � 0 e

φn(ξ) = lim
k∈Aξ,n

�

θ∈dom hξ(k)

hξ(k)(θ)φn(θ)

Seja αq
def
= αp + ω; de�nimos fq : D→ Tαq tomando para cada ξ ∈ D

fq(ξ)(µ) =




f (ξ)(µ), se µ ∈ α
φn(ξ), se µ = α + n, n ∈ ω e ξ ∈ D�ω

Se tomarmos q = (αq,D, fq), pela construção obtemos que q ∈ Dξ ⊆ P, e q � p.

Se p ∈ Dξ e q � p, dado que Dp ⊆ Dq obtemos ξ ∈ Dq, isto é, q ∈ Dξ. Portanto, Dξ é

aberto em P.

d. Fixemos α < ω1 e seja p ∈ P tal que αp < α. De�nimos f : Dp → Tα tomando para cada

ξ ∈ Dp,

f (ξ)(µ) =




fp(ξ)(µ), se µ ∈ αp

0, se µ ∈ [αp,α)

Se q def
= (α,Dp, f ), temos que q ∈ Hα ⊆ P e q � p.

Suponhamos agora que p ∈ Hα e q � p. Como α ≤ αp ≤ αq temos q ∈ Hα, logo Hα é

aberto em P. �

De acordo com as propriedades da noção de forcing P obtém-se o principal teorema desta

seção:
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Teorema 2.2.22. Sejam κ um cardinal regular e V um modelo de GCH + κ > ω1. Se G é um

�ltro P-genérico, então em V[G] o grupo abeliano livre H de cardinalidade κ = (2c)V[G] pode ser

munido de uma topologia de grupo que faz dele um grupo de van Douwen.

Demonstração. Como a noção de forcing P é enumeravelmente fechada e ω2-c.c., temos que

preserva co�nalidades e assim cardinalidades, logo na extensão V[G], temos que ω1 < κ =

2ω1 , sendo que em V[G] os conjuntos enumeráveis são exatamente os conjuntos enumeráveis

no modelo base V.

Para cada α < 2c de�nimos

xα =
�
{ fp(α) : p ∈ G e α ∈ Dp}

Visto que as famílias {Dξ : ξ < κ} e {Hµ : µ < c} estão formadas por subconjuntos densos em

P, para cada α ∈ κ = 2c, xα é uma função cujo domínio é 2c e cuja imagem é um subconjunto

de Tc.

A�rmamos que o conjunto X = {xα : α < 2c} é livre. Para provar isto, seja j ∈
Fn(2c,Z�{0}) uma função distinta de vazio; como cada elemento de P guarda na segunda

coordenada um subconjunto enumerável de 2c (que constitui o domínio da função a ele asso-

ciada) e G é P-genérico, podemos tomar p ∈ G de maneira que dom j ⊆ Dp. Pela condição 3)

da ordem temos que

�

ξ∈dom j

j(ξ) fp(ξ) =
�

ξ∈dom j

j(ξ)xξ�αp � 0 ∈ T2αp

logo existe β < αp satisfazendo
�

ξ∈dom j
j(ξ)xξ(β) � 0 ∈ T. Assim, X constitui um conjunto livre,

dado que Fn(2c,Z�{0})�{∅} codi�ca todas as combinações lineares não triviais de elementos

desse conjunto.

Para mostrarmos que o grupo �X� é enumeravelmente compacto, consideremos uma

sequência {yn : n ∈ ω} em G; basta supor que dita seqüência é injetora e que não contém

o elemento 0 ∈ G. Daí, existe uma função injetora h : ω → Fn(2c,Z�{0}) tal que para cada
n ∈ ω,

yn =
�

µ∈dom h(n)

h(n)(µ)xµ = xh(n)

Como em V[G] não temos subconjuntos enumeráveis além dos que tínhamos no modelo V,

h está em V, existe β ∈ [ω, 2c) tal que hβ = h. Como Dβ é denso em P, existe p ∈ G tal que

β ∈ Dp. Adicionalmente, dado α < c, levando em consideração que Hα é denso, podemos
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assumir também que αp > α. Em virtude da de�nição de P, fp(β)�α = xβ�α é ponto de

acumulação da seqüência

{
�

µ∈dom hβ(n)

hβ(n)(µ) fp(µ)�α : n ∈ ω} = {
�

µ∈dom h(n)

h(n)(µ)xµ�α : n ∈ ω}

= {xh(n)�α : n ∈ ω}

= {yn�α : n ∈ ω}

Como isto ocorre para cada α < c, e em V[G] o ordinal ω1 = c é limite, em virtude da

proposição 2.2.6, xβ é ponto de acumulação da seqüência {yn : n ∈ ω} ⊆ (Tc)2c . Portanto, G é

enumeravelmente compacto. �





CAPÍTULO 3

Topologias de grupo e ultra�ltros seletivos

Neste capítulo vamos estudar construções de grupos de van Douwen feitas usando ul-

tra�ltros seletivos. Por conveniência, dedicamos uma seção deste capítulo ao estudo da p-

compacidade, dada a dependência das construções referidas nesta seção com este conceito.

De maneira similar às outras construções, usando esta técnica, os grupos são construídos

de�nindo coordenadas por meio de homomor�smos num grupo compacto, porém, em cada

etapa ditos homomor�smos são construídos de maneira independente.

3.1 Espaços p-compactos

βω, P-pontos e ultra�ltros seletivos

De�nição 3.1.1. Um conjunto F ⊆ ℘(ω) é dito um �ltro sobre ω se

1. ω ∈ F e ∅ � F

2. se X ∈ F e Y ∈ F, então X ∩ Y ∈ F

3. se X ∈ F e X ⊆ Y , então Y ∈ F

Uma base para um �ltro F sobre ω é uma família não vazia B ⊆ ℘(ω) tal que

1. ∅ � B

2. se A, B ∈ B então existe C ∈ B tal que C ⊆ A ∩ B

Nesse caso, o conjunto �B� = {X ⊆ ω : ∃A ∈ B tal que A ⊆ X} é um �ltro sobre ω e

denomina-se �ltro gerado por B.

61
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Um �ltro F sobre ω é principal se possui uma base formada por um único elemento; caso

contrário, o �ltro F é denominado livre.

De�nição 3.1.2. Um �ltro u sobre ω é um ultra�ltro se é maximal com respeito à inclusão. De

maneira alternativa, u é um ultra�ltro se para cada X ⊆ ω, X ∈ u ou ω�X ∈ u.

A compacti�cação de Čech-Stone de ω, denotada por βω, é o único espaço compacto

(a menos de homeomor�smo) contendo o espaço discreto ω como subespaço denso tal que

para cada espaço compacto K qualquer função f de ω em K, admite uma extensão contínua

β f : βω→ K.

Identi�caremos βω com o espaço que tem por suporte o conjunto dos ultra�ltros sobre ω,

cuja topologia é gerada pela baseB = {�A : A ⊆ ω}, onde �A def
= {p ∈ βω : A ∈ p}. Neste espaço,

ω é homeomorfo ao subespaço formado pelos ultra�ltros principais sobre ω, enquanto que

os pontos do resíduo ω∗ = βω�ω correspondem aos ultra�ltros livres sobre ω.

βω constitui um dos espaços mais interessantes em topologia geral. Várias das propri-

edades topológicas dele são ainda desconhecidas, e não sabemos muito sobre os conceitos

topológicos que podemos de�nir mediante os seus pontos, entre os quais se encontra a p-

compacidade.

A ordem de Rudin-Keisler ≤RK

Seja f ∈ ωω�{∅} e p, q ∈ βω. É fácil ver que B = { f [U] : U ∈ p} satisfaz a propriedade
de interseção �nita pelo que constitui uma base de �ltro; de fato, o objeto gerado por B é um

ultra�ltro que corresponde justamente a β f (p). Naturalmente, temos que

β f (p) = q↔ (∀U ∈ p)( f [U] ∈ q)↔ (∀V ∈ q)( f −1[V] ∈ p)

Baseando-nos na seguinte pré-ordem, podemos de�nir vários tipos de elementos de ω.

De�nição 3.1.3. Dados p, q ∈ ω∗, dizemos que p ≤RK q se existe uma função f : ω → ω tal

que β f (q) = p. : A pré-ordem ≤RK de�nida sobre ω∗ chama-se de ordem de Rudin-Keisler.

Como é natural, de�nindo p ≈RK q ↔ (p ≤RK q e q ≤RK p), obtemos uma relação de

equivalência sobre βω, logo, podemos dizer que dois ultra�ltros p e q são Rudin-Keisler

equivalentes se e somente se existe uma permutação σ de ω tal que βσ(p) = q.

De�nição 3.1.4. Se p ∈ ω∗, dizemos que p é seletivo se for minimal na ordem de Rudin-Keisler.
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A continuação, listamos uma série de equivalências que fornecem diversas caracteriza-

ções dos ultra�ltros seletivos. Remetemos o leitor interessado na prova do seguinte teorema

ao trabalho de Comfort e Negrepontis[19].

Teorema 3.1.5. Seja p ∈ ω∗. As seguintes a�rmações são equivalentes:

i. p é seletivo;

ii. para cada f : ω→ ω existe A ∈ p tal que f�A é constante ou injetora;

iii. se {Pn : n ∈ ω} é uma partição de ω, então existe m ∈ ω tal que Pm ∈ p ou existe B ∈ p tal

que |B ∩ Pn| = 1 para cada n ∈ ω.

iv. p é fracamente Ramsey, isto é, para cada coloração g : [ω]2 → {0, 1}, existe C ∈ p tal que C

é g-homogêneo1;

v. para cada partição P0 ∪ P1 = [ω]2, existe D ∈ p e j ∈ {0, 1} tal que [D]2 ⊆ Pj.

De�nição 3.1.6. Um ultra�ltro p ∈ ω∗ é chamado de P-ponto se para qualquer partição {An :

n ∈ ω} de ω, existe n ∈ ω tal que An ∈ p ou existe A ∈ p tal que para todo n ∈ ω, |A∩ An| < ω.

Uma descrição combinatória equivalente à anterior de�nição é: p é um P-ponto se e

somente se para qualquer família {Un : n ∈ ω} ⊆ p, existe U ∈ p tal que |Un�U | < ω para

cada n ∈ ω.
Pode-se provar que a coleção dos P-pontos em ω∗ é um conjunto dirigido considerando

a ordem de Rudin-Keisler. Observamos também que o item iii) do teorema anterior mostra

que todo ultra�ltro seletivo é em particular um P-ponto; naturalmente, a recíproca dessa

a�rmação não é verdadeira.

A existência de ultra�ltros seletivos é independente da axiomática ZFC. De uma parte,

assumindo CH ou MA, foi demonstrado que existem 2c ultra�ltros seletivos, entanto Shelah

[57], via forcing, construiu um modelo sem P-pontos e em particular, sem ultra�ltros seleti-

vos. Também, tem-se resultados de Kunen a este respeito, pois mostrou que no modelo real

aleatório não existem ultra�ltros seletivos.

O conceito de p-compacidade

De�nição 3.1.7. Se p ∈ ω∗ e f : ω → X é uma seqüência sobre um espaço de Tychono� X,

dizemos que o ponto x ∈ X é um p-limite da seqüência f se
1Um conjunto C diz-se g-homogêneo se existe j ∈ {0, 1} tal que g({a, b}) = j para cada par {a, b} ∈ [C]2.
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β f (p) = x

onde β f : βω→ βX representa a extensão de Čech-Stone de f . Nesse caso, escrevemos

x = p-limn∈ω fn

Produto das de�nições, é fácil ver que x = p-limn∈ω fn se e somente se {n ∈ ω : n ∈
f −1[U]} ∈ p para cada vizinhança aberta U ⊆ X de x.

Como os elementos de um ultra�ltro não podem ser disjuntos, ao estarmos considerando

espaços de Tychono� uma seqüência tem no máximo um p-limite. Consequentemente, o

p-limite de uma seqüência é único sempre que existir.

Nota 3.1.8. O fato de escolher p como um ultra�ltro livre faz com que a de�nição não seja

trivial. Com efeito, se p for principal, digamos p = {S ⊆ ω : k ∈ S } para algum k ∈ ω,
observamos que qualquer seqüência f : ω→ X teria como p-limite ao ponto fk.

Nenhum ultra�ltro livre p ∈ βω contém conjuntos �nitos; assim, se x é p-limite x de uma

seqüência f : ω → X, para cada vizinhança aberta U de x, temos que f −1[U] = {n ∈ ω :

f (n) ∈ U} ∈ [ω]ω isto é, x é um ponto de acumulação da seqüência f . A a�rmação recíproca

também é verdadeira:

Proposição 3.1.9. Um ponto x constitui um ponto de acumulação da seqüência f : ω → X se e

somente se existe p ∈ ω∗ tal que x = p- limn∈ω fn.

Demonstração. Vide [70]. �

Como é natural, as funções contínuas preservam os p-limites:

Proposição 3.1.10. Sejam X e Y espaços topológicos Hausdor� e f : X → Y uma função contí-

nua. Se {xn : n ∈ ω} é uma seqüência em X tal que p-limn∈ω xn existe, então f (p-limn∈ω xn) =

p-limn∈ω f (xn).

Demonstração. Seja z = p-limn∈ω xn. Seja W um aberto em Y contendo o ponto f (z), pela

continuidade de f , f −1[W] é aberto em X contendo o ponto z. Em conseqüência, {n ∈ ω :

xn ∈ f −1[W]} = {n ∈ ω : f (xn) ∈ W} ∈ p, ou seja f (z) = p-limn∈ω f (xn). �

Usando a de�nição de p-limite, Bernstein introduziu a seguinte propriedade:

De�nição 3.1.11. Um espaço X é p-compacto se e somente se toda seqüência em X possui

p-limite.
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A p-compacidade é uma propriedade topológica universal no sentido categórico, isto é,

constitui uma propriedade hereditária sob subconjuntos fechados do espaço, a satisfazem

todos os espaços compactos e é produtiva.

Teorema 3.1.12. Seja p ∈ ω∗. Todo produto de espaços p-compactos é p-compacto.

Demonstração. Seja {Xα : α ∈ I} uma família de espaços p-compactos e X =
�
α∈I Xα. Supo-

nha que f : ω→ X é uma seqüência em X. Para cada α ∈ I temos que

X H

Xα

✲id

❅
❅
❅❅❘

πα◦ f
❄
πα

isto é, πα◦ f : ω→ Xα é uma seqüência em Xα, logo pela hipótese, existe Xα � xα = p-limn∈ω πα◦
f (n). Vamos mostrar que x = (xα)α∈I = p-limn∈ω f (n). Seja B =

�
α∈I Uα um aberto básico em

X contendo o ponto x. Então, se F = {α ∈ I : Uα � Xα} ∈ [I]<ω, para cada j ∈ F temos que

{n ∈ ω : π j( fn) ∈ U j} ∈ p, logo

{n ∈ ω : fn ∈ B} ⊇
�

j∈F
{n ∈ ω : π j( fn) ∈ U j} ∈ p �

3.2 p-compacidade e ultra�ltros seletivos

Como foi comentado no capítulo 2, nem a compacidade enumerável nem a pseudocom-

pacidade são propriedades preservadas sob produtos de espaços topológicos gerais. Nesta

direção, em [55], Saks estudou a produtividade da propriedade “enumeravelmente compacto

para toda potência”, mostrando que essa propriedade é consistentemente não produtiva na

classe dos espaços topológicos. Saks, então, perguntou se um exemplo desse fato pode ser

obtido em ZFC sem assumir axiomas adicionais; Garcia-Ferreira mostrou que, de fato, a pro-

dutividade dessa propriedade é independente de ZFC. No entanto, dado que o exemplo obtido

por Saks não é um espaço homogêneo, Garcia-Ferreira propôs a questão desta vez limitando-

se à classe dos grupos topológicos e assumindo adicionalmente MA. Uma maneira natural de

estudar a propriedade em questão é feita por meio da ordem de Comfort, que usa o conceito

de p-compacidade introduzido por Bernstein.

De�nição 3.2.1. Dados p, q ∈ ω∗ dizemos que p ≤C q (p ≤CG q) se todo espaço (grupo)

p-compacto é q-compacto. Esta pré-ordem de�nida sobre ω∗ chama-se de ordem de Comfort

(ordem de grupo de Comfort) sobre ω∗.
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A relação ≤RK⊆≤C é estabelecida no trabalho [35] mas as ordens ≤RK e ≤C não coincidem

sobre ω/≈RK. De fato, Garcia Ferreira [34] mostrou em ZFC que para cada p ∈ ω∗ existe q ∈ ω∗

tal que p ≈C q, p ≤RK q mas p �RK q. No entanto, as ordens ≤RK e ≤C estão relacionadas de

maneira especial, como mostram as seguintes a�rmações devidas a Garcia Ferreira [34]:

• p ≤C q se e somente se existe r ∈ ω∗ tal que r ≈C q e p ≤RK r.

• O espaço ω∗ é um conjunto dirigido sob ≤RK se e somente se é dirigido sob ≤C (Blass e

Shelah [13] mostraram que a primeira implicação é consistente com ZFC).

• Se p é um P-ponto fraco, então as condições p ≤RK q, p ≤C q e p ≤CG q são equivalentes.

Em 1979, Saks mostrou que dois ultra�ltros seletivos incomparáveis são incompatíveis

na ordem de Comfort. De outra parte, Garcia-Ferreira mostrou que no modelo de Shelah

apresentado em [13], a ordem de Comfort e a ordem de grupo de Comfort são conjuntos

dirigidos, isto é, todos os elementos dessas ordens são compatíveis. Daí, aparece a seguinte

Questão 3.1. MA implica que ω∗ não é um conjunto dirigido considerando a ordem ≤CG?

Uma resposta a�rmativa à questão anterior é equivalente a dizer que sob MA existem um

grupo p-compacto G e um grupo q-compacto H tais que G × H não é r-compacto para todo

r ∈ ω∗. Neste ponto, cabe citar o célebre resultado de Ginsburg e Saks [36] acerca de potências
de espaços enumeravelmente compactos:

Teorema 3.2.2. Seja X um espaço topológico. As seguintes a�rmações são equivalentes:

a. X é p-compacto para algum p ∈ ω∗;

b. Xκ é enumeravelmente compacto para todo cardinal κ;

c. X2c é enumeravelmente compacto.

De acordo com o teorema 3.2.2, uma resposta a�rmativa à questão 3.1 é equivalente a

mostrar sob MA a existência de dois grupos cujas potências são todas enumeravelmente com-

pactas mas cujo produto não é enumeravelmente compacto.

Na verdade, a pergunta 3.1 escolhendoMA devido a que todos os exemplos que mostraram

a não produtividade da compacidade enumerável na classe dos grupos topológicos exibidos

até então usaram alguma forma desse axioma.
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3.2.1 Ultraprodutos e p-compacidade

Neste parágrafo lembraremos alguns fatos sobre ultraprodutos a partir de ultra�ltros se-

letivos, provando alguns resultados técnicos que serão usados para a obtermos grupos p-

compactos.

Os ultraprodutos foram de�nidos por Łoś em 1955. A idéia é obter um grupo p-compacto

G de tamanho c por meio de um ultra�ltro seletivo p ∈ ω∗, de modo que exista uma cor-

respondência entre as seqüências de G e os elementos do ultraproduto ([c]<ω)ω/p. Vamos

considerar dito ultraproduto como um espaço vetorial sobre o corpo 2 = {0, 1}, cuja operação
de “soma” estará determinada pela diferença simétrica A�B = A�B ∪ B�A.

Se F ∈ [c]<ω, #—F representa a função em ([c]<ω)ω/p tal que para cada n ∈ ω, #—F (n) = F.

Se α é um ordinal, simpli�cando a notação temos #—α :=
#  —{α}.

A seguir, de�niremos o ultraproduto com que vamos trabalhar:

De�nição 3.2.3. Seja p ∈ ω∗. Dadas duas funções f , g ∈ ([c]<ω)ω, dizemos que f e g são

p-equivalentes se {n ∈ ω : f (n) = g(n)} ∈ p. Nesse caso, escrevemos f ≈p g.

≈p de�ne uma relação de equivalência sobre ([c]<ω)ω. Com efeito

� ≈p é re�exiva: Temos que {n ∈ ω : f (n) = f (n)} = ω ∈ p;

� ≈p é simétrica: Se f ≈p g, {n ∈ ω : f (n) = g(n)} = {n ∈ ω : g(n) = f (n)} ∈ p, logo g ≈p f ;

� ≈p é transitiva: Se f ≈p g e g ≈p h, então {n ∈ ω : f (n) = g(n)} ∈ p e {n ∈ ω : g(n) =

h(n)} ∈ p. Como p é um �ltro, decorre que p � {n ∈ ω : f (n) = h(n)} ⊃ {n ∈ ω : f (n) =

g(n)} ∩ {n ∈ ω : g(n) = h(n)}, logo f ≈p h.

Para cada f ∈ ([c]<ω)ω, representaremos por [ f ]p a classe de p-equivalência de f , isto

é, o conjunto de todos os elementos p-equivalentes a f . O conjunto ([c]<ω)ω/p representa

o conjunto de todas as classes de p-equivalência. Iremos nos referir a este conjunto como o

ultraproduto de [c]<ω associado ao ultra�ltro p ∈ ω∗.

De�nição 3.2.4. Seja p ∈ ω. Para cada f , g ∈ ([c]<ω)ω, de�nimos

[ f ]p�[g]p
def
= [ f �g]p

onde, para cada n ∈ ω, ( f �g)(n) def
= f (n)�g(n).
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A�rma-se que � constitui uma operação bem de�nida em ([c]<ω)ω/p. Com efeito, sejam

f , g, h ∈ ([c]<ω)ω e suponha-se que [ f ]p = [h]p. Deve-se mostrar que [ f �g]p = [h�g]p. Se

k ∈ [ f �g]p, então existe A ∈ p tal que k(n) = f (n)�g(n) para todo n ∈ A. Seja B = {n ∈ ω :

f (n) = h(n)} ∈ p. Note que se n ∈ A ∩ B, k(n) = h(n)�g(n), logo A ∩ B ⊆ {n ∈ ω : k(n) =

h(n)�g(n)}. Dado que p é um �ltro, {n ∈ ω : k(n) = h(n)�g(n)} ∈ p, ou seja, k ∈ [h�g]p.

Daí, [ f �g]p = [h�g]p, pois duas classes de equivalência são disjuntas ou iguais. Do anterior

decorre que � é uma operação bem de�nida sobre o ultraproduto ([c]<ω)ω/p.

Como é natural, dado que a diferença simétrica de conjuntos é comutativa e associativa,

temos que � é uma operação comutativa e associativa de�nida sobre ([c]<ω)ω/p. Agora, seja
#—
∅ ∈ ([c]<ω)ω a função constante de�nida como #—

∅(n) = ∅ para todo n ∈ ω. Então, para cada

f ∈ ([c]<ω)ω e n ∈ ω temos

f � #—
∅(n) = f (n)� #—

∅(n) = f (n)�∅ = f (n)

Daí, {n ∈ ω : f � #—
∅(n) = f (n)} = ω ∈ p, de onde [ f � #—

∅] = [ f ] = [ #—
∅� f ], logo [ #—

∅]p é

o elemento neutro da operação �. Também se f ∈ ([c]<ω)ω, para cada n ∈ ω temos que

f (n)� f (n) = ∅, logo [ f ]p�[ f ]p = [ f � f ]p = [ #—
∅]p.

Do anterior, deduzimos que (([c]<ω)ω/p, �) tem estrutura de grupo abeliano onde todos

os elementos são de ordem 2, constituindo deste modo um Z2-módulo. Como Z2 é de fato um

corpo, (([c]<ω)ω/p, �) é um Z2-espaço vetorial, onde para cada k ∈ Z2, k[ f ]p = [ f ]p� . . .�[ f ]p����������������������������
k-vezes módulo 2

.

Para este espaço vetorial, temos as seguintes propriedades:

Proposição 3.2.5. SeA = {[gα] : α ∈ I} é uma família de classes de p-equivalência de ([c]<ω)ω/p,

então

i. A é linearmente independente se e somente se para todo F ∈ [I]<ω existe A ∈ p tal que
�{gα(n) : α ∈ F} � ∅ para cada n ∈ A;

ii. A gera o espaço vetorial ([c]<ω)ω/p se e somente se para cada g ∈ ([c]<ω)ω existem A ∈ p e

F ∈ [I]<ω tais que para cada n ∈ A, g(n) =
�

({gα(n) : α ∈ F}).

Demonstração. i. Dado que ([c]<ω)ω/p é booleano, uma combinação linear de�nida nele

é, simplesmente, uma soma �nita de elementos em ([c]<ω)ω/p. Daí, {[gα] : α ∈ I} é
linearmente independente se e somente se para qualquer F ∈ [I]<ω,

�
α∈F[gα] � [ #—

∅], ou

seja, existe A ∈ p tal que para cada n ∈ A,
�
α∈F gα(n) � ∅.
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ii. A família {[gα] : α ∈ I} gera ([c]<ω)ω se e somente se para cada g ∈ ([c]<ω)ω, existe

F ∈ [I]<ω�{∅} tal que [g] =
�
α∈F[gα], o que é satisfeito se e somente se A := {n ∈ ω :

g(n) =
�
α∈F gα(n)} ∈ p. �

A seguinte proposição, faz a conexão entre a p-compacidade e os ultraprodutos sobre p:

Proposição 3.2.6. Sejam K um grupo topológico e φ : [c]<ω → K um homomor�smo de grupo,

e A = {[gα] : α ∈ c} ⊆ ([c]<ω)ω/p, onde p ∈ ω∗. Se A gera o espaço vetorial ([c]<ω)ω/p e para

cada α < c a seqüência {φ(gα)(n) : n ∈ ω} tem p-limite em φ([c]<ω), então o espaço φ([c]<ω) é

p-compacto.

Demonstração. Seja {yn : n ∈ ω} uma seqüência no grupo φ([c]<ω). Para cada n ∈ ω, esco-
lhemos gn ∈ ([c]<ω)ω de modo que φ(gn) = yn; deste modo, estamos estabelecendo uma função

g ∈ ([c]<ω)ω onde g(n) := gn para cada n ∈ ω.
Pela proposição 3.2.5, dado que a família {[gα] : α ∈ c} gera ([c]<ω)ω/p, existem F ∈ [c]<ω

e A ∈ p tais que g(n) =
�
ξ∈F gξ(n) para cada n ∈ A. Considere para cada ξ ∈ F, a seqüência

em φ([c]<ω) dada por {φ(gξ(n)) : n ∈ ω}. Por hipótese, existe Zξ ∈ φ([c]<ω) tal que Zξ =

p − limn∈ω φ(gξ(n)). Queremos provar que
�
ξ∈F

Zξ é o p-limite da seqüência {yn : n ∈ ω}. Seja

U uma vizinhança de
�
ξ∈F

Zξ; dado que K ⊃ φ([c]<ω) é um grupo topológico, para cada ξ ∈ F

existe uma vizinhança Uξ de zξ tal que
�
ξ∈F

Uξ ⊆ U . Daí,

{n ∈ A : yn ∈ U} = {n ∈ A : φ(
�

ξ∈F
gξ(n)) ∈ U}

= A ∩ {n ∈ ω :
�

ξ∈F
φ(gξ(n)) ∈ U}

⊇ A ∩
�

ξ∈F
{n ∈ ω : φ(gξ(n)) ∈ Uξ}

Para cada ξ ∈ F, p-limn∈ω φ(gξ(n)) = Zξ, logo {n ∈ ω : φ(gξ(n)) ∈ Uξ} ∈ p. Daí,
�
ξ∈F
{n ∈ ω :

φ(gξ(n)) ∈ Uξ} ∈ p. Visto que A ∈ p, obtemos o resultado. �

Teorema 3.2.7. Sejam K um grupo topológico, φ : [c]<ω → K um homomor�smo de grupos e

{gα : α < c} ⊆ ([c]<ω)ω. Se {[gα] : α < c} ∪ {[ #—α ] : α < c} gera ([c]<ω)ω/p e para cada α < c,

{φ(gα(n)) : n ∈ ω} tem p-limite em φ([c]<ω), então φ([c]<ω) é p-compacto.

Demonstração. Notemos que para cada α < c, a seqüência {φ({α}) : n ∈ ω} associada a [ #—α ]

é constante, de modo que possui esse ponto como p-limite. Pela proposição 3.2.6, decorre o

resultado. �
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Para estudar as construções deste capítulo, é preciso recorrer a alguns resultados técnicos

envolvendo ultra�ltros seletivos.

Lema 3.2.8. Sejam p um ultra�ltro seletivo e {ak : k ∈ ω} ∈ p uma seqüência em ω estritamente

crescente, tal que para cada k ∈ ω, k < ak. Então existe I ⊆ ω tal que

i. {ak : k ∈ I} ∈ p;

ii. {[k, ak] : k ∈ I} é uma coleção de intervalos de ω que são dois a dois disjuntos.

Demonstração. Provaremos o teorema de�nindo uma partição {P0, P1} de [ω]2 convenien-

temente para depois usar a caracterização do ultra�ltro p dada nesses termos. Para cada

{b, c} ∈ [ω]2, dizemos que {b, c} ∈ P0 se e somente se existem i, k ∈ ω onde i < k satisfazendo

que {b, c} = {ai, ak} e ai < k.

Como p é seletivo, pelo item v) do teorema 3.1.5, existe B ∈ p tal que [B]2 ⊆ P0 ou

[B]2 ⊆ P1.

A�rma-se que [B]2
� P1. De fato, seja {tm : n ∈ ω} uma seqüência de ω, crescente de

modo que B = {atm : m ∈ ω}. Suponha por absurdo que [B]2 ⊆ P1; então, para cada m > 0,

{at0 , atm} ∈ P1. Como P1 = Pc
0 , segue que at0 ≥ tm para cada m > 0, absurdo pois B é in�nito.

Portanto, [B]2 ⊆ P0.

Seja I ⊆ ω tal que B = {ak : k ∈ I} ∈ p. Notemos que se i < k ∈ I, {ai, ak} ∈ [B]2 ⊆ P0 de

modo que i < ai < k < ak implicando assim que [i, ai] ∩ [k, ak] = ∅. �

Lema 3.2.9. Sejam p0 e p1 ultra�ltros seletivos incomparáveis. Se para cada j = 0, 1, {aj
k : k ∈

ω} ∈ pj representa uma seqüência crescente tal que k < aj
k para todo k ∈ ω, então existem

I0, I1 ⊆ ω tais que

i. para cada j ∈ 2, {aj
k : k ∈ I j} ∈ pj;

ii. {[k, aj
k ] : k ∈ I j, j ∈ 2} é uma família de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Demonstração. Aplicando o lema 3.2.8 aos ultra�ltros p0 e p1 obtemos L0, L1 ⊆ ω satisfazendo

para cada j ∈ 2:

1. Bj
def
= {aj

k : k ∈ Lj} ∈ pj e

2. a coleção {[k, aj
k ] : k ∈ Lj} está formada por intervalos de ω que são dois a dois disjuntos.

Como p0 e p1 são ultra�ltros distintos, sem perda de generalidade podemos supor adicional-

mente
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3. B0 ∩ B1 = ∅.

A idéia é achar re�namentos I0 e I1 das coleções L0 e L1 respectivamente, de forma tal que as

condições i) e ii) sejam satisfeitas por eles. Observemos que pela propriedade B), para obter

ii) é su�ciente que I0 e I1 satisfaçam

4. [i, a0
i ] ∩ [k, a1

k ] = ∅ para cada (i, k) ∈ I0 × I1.

Suponhamos que B0 = {a0
tm

: m ∈ ω} onde L0 = {tm : m ∈ ω} está ordenado de maneira

crescente. Consideremos a partição de ω dada por {[a0
t2m
, a0

t2m+1
] : m ∈ ω}∪ {[0, a0

t0
]�B0}. Como

p1 é seletivo, temos que existe C1 ∈ p1 tal que para cada m ∈ ω, |[a0
t2m
, a0

t2m+1
] ∩ C1| ≤ 1. Como

C1 ∩ B1 ∈ p1 podemos assumir sem perda de generalidade que C1 ⊆ B1.

Seja T =
�{[i, a0

i ] : a0
i ∈ B0, e [i, a0

i ] ∩ B1 = ∅}. De�nimos f0 : ω→ ω:

• f0�ω�T de modo arbitrário;

• se n ∈ T , existe um único t ∈ ω tal que n ∈ [t, a0
t ] e um único m ∈ ω tal que {m} =

[t, a0
t ] ∩C1. Tomemos neste caso, f0(n) = m.

Como p0 e p1 são incomparáveis, necessariamente f0(p0) � p1. Daí, existe D1 ∈ P1 tal que

f −1
0 [D1] � P0.

Seguindo um argumento similar ao feito antes, podemos supor também que D1 ⊆ C1.

Seja C0
def
= B0 ∩ f −1

0 [D1] ∈ p0. A�rmamos que se a0
i ∈ C0 então [i, a0

i ] ∩ D1 = ∅; com

efeito, se a1
t ∈ [i, a0

i ] ∩ D1, então {a1
t } = [i, a0

i ] ∩ C1, logo, de acordo com a de�nição de f ,

f0(a0
i ) = a1

t ∈ D1, ou seja a0
i ∈ f −1

0 [D1] o que contradiz a de�nição de C0.

Suponhamos que D1 = {a1
i : i ∈ I} onde I = {rm} é uma seqüência crescente de elementos

de ω sendo também assim a enumeração de D1 feita por I. Considere a partição de ω dada

pela família {[a1
r2n
, a1

r2n+1
] : n ∈ ω} ∪ {[0, a1

r0
]�D1}. Como p0 é seletivo, existe D0 ∈ p tal que

D0 ⊆ C0 e para cada n ∈ ω, |[a1
r2n
, a1

r2n+1
] ∩ D0| ≤ 1.

Seja S =
�{[i, a1

i ] : a1
i ∈ C1, [i, a1

i ] ∩ C0 � ∅} ⊆ ω. Para cada n ∈ S , existe um único

t ∈ ω tal que n ∈ [t, a1
t ] e um único m ∈ ω tal que {m} = [t, a1

t ] ∩ D0. De acordo com isto,

seja f1(n) = m. Escolhendo de maneira arbitrária os valores f1(l) para cada l ∈ ω�S , obtemos

uma função f1 : ω→ ω.
Dado que p0 e p1 são ≤RK-incomparáveis, f1(p1) � p0; assim, existe E0 ∈ p0 tal que E0 ⊆ D0

e f −1
1 � p1. Seja E1 = D1� f −1

1 [E0] ∈ p1. Mediante argumentos similares aos anteriores, temos

que se a1
i ∈ E1, então [i, a1

i ] ∩ E0 = ∅. Observemos que E0 ⊆ D0 ⊆ C0; portanto, se a0
i ∈ E0

então [i, a0
i ] ∩ E1 = ∅.
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Para cada j ∈ {0, 1}, seja I j ⊆ ω tal que E j = {aj
k : k ∈ I j}. Notemos que para cada

j ∈ {0, 1}, E j ∈ pj, logo os conjuntos de índices I0 e I1 satisfazem a condição i) do lema.

Agora, suponhamos, a procura de uma contradição, que existem n ∈ I0 e m ∈ I1 tais que

[n, a0
n ] ∩ [m, a1

m] � ∅. Pela maneira em que foi feita a construção das coleções envolvidas,

temos que dados r ∈ I0, s ∈ I1, [r, a0
r ] ∩ [s, a1

s ] ⊆ (ω�I0) ∩ (ω�I1), o que implica r � s, ou

seja I0 ∩ I1 = ∅. De acordo com isto, pela hipótese temos que necessariamente a0
n ∈ [m, a1

m]

ou a1
m ∈ [na0

n ] o que contradiz a escolha dos conjuntos E0 e E1. Isto conclui a prova. �

Lema 3.2.10. Seja {pj : j ∈ ω} uma família de ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis. Se para

cada j ∈ ω, {aj
k : k ∈ ω} ∈ pj representa uma seqüência crescente tal que para cada k ∈ ω,

k < aj
k , então existe uma família {I j : j ∈ ω} ⊆ [ω]ω satisfazendo as seguintes condições:

i. para cada j ∈ ω, {aj
k : k ∈ I j} ∈ pj;

ii. {[k, aj
k ] : j ∈ ω, k ∈ I j} é uma família de intervalos em ω dois a dois disjuntos.

Demonstração. Por indução, para cada j ∈ ω, vamos construir uma família de subconjuntos

de ω, {I j,t : t ∈ ω} tal que:

A-1. para cada t ∈ ω, I j,t+1 ⊆ I j,t;

A-2. a família {[k, aj
k ] : j ≤ t e k ∈ I j,t} está formada por intervalos de ω dois a dois disjuntos;

A-3. {aj
k : k ∈ I j,t} ∈ pj.

Pelo lema 3.2.8, existe I0,0 ⊆ ω tal que {a0
k : k ∈ I0,0} ∈ p0 e {[k, a0

k ] : k ∈ I0,0} é uma família de

intervalos de ω dois a dois disjuntos. é claro que as condições a)-c) são satisfeita para j, t ≤ 0.

Suponhamos agora que para cada j, t ≤ s, temos de�nido os conjuntos I j,t satisfazendo as

propriedades A-1)-A-3). Seja Is+1,0 = ω. Observando que I0,s já esta de�nido e que ps+1 e p0 são

≤RK-incomparáveis, ao aplicar o lema 3.2.9 para os ultra�ltros e seqüências correspondentes,

obtemos Is+1,1 ⊆ Is+1,0 e I0,s+1 ⊆ I0,s tais que a família de intervalos em ω, {[k, a0
k ] : k ∈ I0,s+1} ∪

{[k, as+1
k ] : k ∈ Is+1,1} é dois a dois disjunta e {a0

k : k ∈ I0,s+1} ∈ p0, {as+1
k : k ∈ Is+1,1} ∈ ps+1.

Aplicando novamente o lema 3.2.9 mas desta vez as seqüências indexadas pelos conjuntos

Is+1,1 e I1,s ⊆ ω que constituem elementos dos ultra�ltros ps+1 e p1 respetivamente, obtemos

Is+1,2 ⊆ Is+1,1 e I1,s+1 ⊆ I1,s tais que a coleção {[k, a1
k ] : k ∈ I1,s+1} ∪ {[k, as+1

k ] : k ∈ Is+1,2} está formada

por intervalos em ω dois a dois disjuntos e {a1
k : k ∈ I1,s+1} ∈ p1, {as+1

k : k ∈ Is+1,2} ∈ ps+1.

Depois de aplicar o lema 3.2.9 s vezes, obtemos para cada t ≤ s coleções de índices It,s+1, Is+1,t+1

satisfazendo:
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B-1. para cada t ≤ s, It,s+1 ⊆ Is+1,t+1 e Is+1,t+1 ⊆ Is+1,t;

B-2. a coleção {[k, at
k] : k ∈ It,s+1} ∪ {[k, as+1

k ] : k ∈ Is+1,t+1} está formada por intervalos de ω dois

a dois disjuntos;

B-3. para cada t ≤ s, {at
k : k ∈ It,s+1} ∈ pt e {as+1

k : k ∈ Is+1,t+1} ∈ ps+1.

De acordo com a construção, temos que as condições A-1) e A-3) são satisfeitas para cada

par j, t ≤ s + 1; pela hipótese de indução só falta mostrar que a condição A-2) é satisfeita

tomando t = s + 1. Suponhamos por absurdo que {[k, aj
k ] : j ≤ s + 1 e k ∈ I j,s+1} não satisfaz

A-2). Então, existem r, ř ≤ s + 1, n ∈ Ir,s+1, m ∈ Iř,s+1, tais que

[n, ar
n] ∩ [m, ař

m] � ∅ (∗)

Pela propriedade B-2), temos que ř � s + 1 ou r + 1 � s + 1, logo ř ≤ s ou r < s. Se ocorre

ř ≤ s, pela hipótese indutiva a coleção {[k, aj
k ] : j ≤ s, k ∈ I j,s} é dois a dois disjunta. Note

que Iř,s+1 ⊆ Iř,s e Ir,s+1 ⊆ Ir,s logo (∗) implica que r = s + 1; mas, por B-2), os membros de

{[k, ař
k ] : k ∈ Iř,s+1} ∪ {[k, as+1

k ] : k ∈ Is+1,s+1} são dois a dois disjuntos, o que contradiz (∗).
Se r < s, pela hipótese de indução deve-se satisfazer que ř = s + 1; de novo, pela

propriedade B-2), os membros de {[k, ar
k ] : k ∈ Ir,s+1} ∪ {[k, as+1

k ] : k ∈ Is+1,s+1} são intervalos

dois a dois disjuntos, contradizendo (∗). Em conseqüência, temos que as condições A-1)-A-3)

são satisfeitas para todos os pares j, t ≤ s + 1.

Por indução, para cada j, t ∈ ω os conjuntos de índices I j,t ⊆ ω podem ser construídos

satisfazendo A-1)-A-3).

Para cada j ∈ ω, consideremos a coleção {{aj
k : k ∈ I j,t} : t ∈ ω} ⊆ pj. Como pj

é um ultra�ltro seletivo, em particular constitui um P-ponto, de modo que existe �U j ∈ pj

tal que para cada t ∈ ω o conjunto �U j�{aj
k : k ∈ I j,t} é �nito. Note-se que se de�nirmos

U j = �U j ∩ {aj
k : k ∈ I j, j}, U j ∈ pj e para cada t ∈ ω, U j�{aj

k : k ∈ I j,t} é �nito. Em conseqüência,

se U j = {aj
k : k ∈ Kj}, então Kj ⊆ I j, j e para cada t ∈ ω, Kj�I j,t é �nito. Em conseqüência,

�
l≤ j

(Kl�Il, j) é �nito logo é possível achar Mj ∈ ω de modo que
�
l≤ j

(Kl�Il, j) ⊆ Mj, satisfazendo-se

então, para cada l ≤ j, Kl�Il, j ⊆ Mj, ou seja, Kl ⊆ Il, j ∪ Mj.

Seja I j
def
= Kj�max{al

k + 1 : l < j, k < Mj}. Dado que Kj�I j é �nito, {aj
k : k ∈ Kj�I j} � pj.

Como pj ∈ ω∗, então ω�{aj
k : k ∈ Kj�I j} ∈ pj, isto é

{aj
k : k ∈ I j} = {aj

k : k ∈ Kj} ∩ {aj
k : k ∈ Kj}c

= U j ∩ {aj
k : k ∈ Kj}c ∈ pj



74 3. Topologias de grupo e ultra�ltros seletivos

isto é, I j satisfaz i).

A seguir, vamos mostrar que a família {I j : j ∈ ω} satisfaz a condição ii). Para cada

i ∈ 2, sejam j, ̌, k, ǩ ∈ ω tais que k ∈ I j, ǩ ∈ I ̌. Se j = ̌, dado que Kj ⊆ I j, j, temos

que k, ǩ ∈ I j ⊆ I j, j. Pela propriedade B-2), temos que [k, aj
k ] ∩ [ǩ, aj

ǩ
] = ∅ sempre que k � ǩ,

logo neste caso a condição ii) é satisfeita. Suponhamos agora que j < ̌. De acordo com a

construção, ǩ ∈ I ̌, ̌. Se k ∈ I j, ̌, pela propriedade B-2) temos que [k, aj
k ]∩ [ǩ, aj

ǩ
] = ∅. Se k � I j, ̌,

dado que I j ⊆ Kj ⊆ I j, ̌ ∪ M ̌, temos k ∈ M ̌; de acordo com a construção, para cada n ∈ I ̌,

n > aj
k , em particular, k > aj

k . Daí, [k, aj
k ] ∩ [ǩ, a ̌

ǩ
] = ∅, obtendo-se o resultado. �

3.2.2 ω∗ não é um conjunto dirigido na ordem ≤CG

Nesta seção, vamos detalhar a solução proposta por A. Tomita e S. Watson em [69] à ques-

tão 3.1. Primeiro, é preciso construir certos homomor�smos que vão permitir “mergulhar”o

conjunto [c]<ω em 2c.

Lema 3.2.11. Sejam p0 e p1 ∈ ω∗ ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis. Sejam F ∈ [c]<ω,

E ∈ [c]ω tais que F ⊆ E e consideremos também a coleção de funções {gξ : ξ ∈ E} ⊆ ([E]<ω)ω.

Se S 0, S 1 ⊆ E são tais que para cada j ∈ {0, 1} o conjunto {[gξ]p j : ξ ∈ S j} ∪ {[ #—µ ]p j : µ ∈ E} é
linearmente independente no ultraproduto ([c]<ω)ω/pj, então existem uma função r ∈ 2ω, uma

seqüência crescente {bi : i ∈ ω} ⊆ ω e uma família {Ei : i ∈ ω} ⊆ [E]<ω satisfazendo

a. F ⊆ E0;

b. E =
�
i∈ω

Ei;

c. para cada i ∈ ω, Ei ∪
�
ξ∈Ei

gξ(bi) ⊆ Ei+1;

d. para cada i ∈ ω, o conjunto {gξ(bi) : ξ ∈ Ei∩S r(i)}∪ {{µ} : µ ∈ Ei} é linearmente independente;

e. para cada j ∈ {0, 1}, {bk : k ∈ r−1[ j]} ∈ pj.

Demonstração. Antes de nada, iremos de�nir uma coleção {Fn : n ∈ ω} ⊆ [E]<ω a partir da

qual é construída a família {Ei : i ∈ ω}. Indutivamente, temos:

1. F0
def
= F;

2. para cada n ≥ 1, supondo que Fn ⊆ E já foi construído, tomamos Fn+1 ∈ [E]<ω satisfa-

zendo Fn ∪
�{gβ(m) : m ≤ n, β ∈ Fn} ⊆ Fn+1;

3. E =
�
n∈ω

Fn.
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Para cada j ∈ {0, 1} e n ∈ ω, seja

Aj
n

def
= {k ∈ ω : {gξ(k) : ξ ∈ Fn ∩ S j} ∪ {{µ} : µ ∈ Fn} é linearmente independente}

Por hipótese, para cada j ∈ {0, 1}, {[gξ]p j : ξ ∈ S j}∪{[ #—µ ]p j : µ ∈ E} é um conjunto linearmente

independente logo

Wj = {k ∈ ω : {gξ(k) : ξ ∈ S j} ∪ {µ : µ ∈ E} é linearmente independente} ∈ pj

Notemos que para cada n ∈ ω, satisfaz-se Wj ⊆ Aj
n ; daí, para cada n ∈ ω, Aj

n ∈ pj.

Se considerarmos a coleção {Aj
n : n ∈ ω} ⊆ pj, dado que pj é seletivo e assim constitui um

P-ponto em ω∗, conclui-se que existe Aj ∈ pj tal que para cada n ∈ ω, Aj ⊆∗ Aj
n . Daí, pode

ser construída uma função crescente hj : ω→ ω satisfazendo para cada n ∈ ω Aj�Aj
n ⊆ hj(n).

Consideremos a partição de ω dada por {hj(1)} ∪ {[hj(n) + 1, hj(n + 1)] : n ∈ ω}. Como

pj é seletivo, tem-se que existe Bj ∈ pj tal que Bj ∩ hj(1) = ∅, Bj ⊆ Aj e para cada n ∈ ω,
|[hj(n) + 1, hj(n + 1)] ∩ Bj| ≤ 1.

Suponhamos que Bj = {aj
n : n ∈ ω} onde a enumeração é escolhida de maneira crescente.

De acordo com a de�nição de Bj, temos aj
k > hj(n) para cada n, k ∈ ω e particularmente temos

que aj
n > hj(n). Dado que hj é crescente, n ≤ hj(n) < aj

n e aj
n ∈ Aj

n para cada n ∈ ω. Em virtude

do anterior, temos que as seqüências B0 = {a0
n : n ∈ ω} e B1 = {a1

n : n ∈ ω} satisfazem as

condições do lema 3.2.9. Aplicando este lema, obtemos coleções I0, I1 ⊆ ω satisfazendo

• para cada j ∈ {0, 1}, {aj
k : k ∈ I j} ∈ pj;

• o conjunto {[k, aj
k ] : j ∈ 2, k ∈ I j} está formado por intervalos de ω dois a dois disjuntos.

A última condição das enunciadas acima, implica que I0 ∩ I1 = ∅, logo podemos tomar

uma enumeração crescente de I0 ∪ I1
def
= {im : m ∈ ω} e de�nir uma função r : ω → 2 de modo

que r(m) = j se e somente se im ∈ I j. Baseados nisto, podemos de�nir para cada m ∈ ω

bm
def
= ar(m)

im , Em
def
= Fim

Veri�quemos agora que as coleções {bi : i ∈ ω}, {Ei : i ∈ ω} e a função r ∈ 2ω que temos

de�nido, satisfazem, de fato, a tese do teorema.

Inicialmente, tomamos F0 = F. Da construção, E0 = Fi0 ⊇ F0, de modo que {En : n ∈ ω}
satisfaz a condição a).
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Como E =
�
n∈ω

Fn, {Fn : n ∈ ω} é uma coleção ⊆-crescente e I0 ∪ I1 é in�nito, temos

também que E =
�

m∈ω
Fim =

�
m∈ω

Em, de modo que b) é satisfeita.

Notemos que {bm : m ∈ ω} = {ar(m)
im : m ∈ ω}; dai, se m < n sabemos que im < in; dado

que [im, ar(m)
im ] ∩ [in, ar(n)

in ] = ∅, necessariamente ar(m)
im < ar(n)

in , ou seja bm < bn logo a seqüência

formada por estes termos é crescente. De acordo com a de�nição de r, para cada j ∈ 2,

{bk : k ∈ r−1[ j]} = {ar(k)
ik

: k ∈ r−1[ j]} = {aj
ik

: ik ∈ I j} ∈ pj

obtendo-se a condição e).

Para cada m ∈ ω, bm = ar(m)
im ∈ Ar(m)

im . Portanto, para cada n ∈ ω o conjunto

{gξ(bm) : ξ ∈ Fim ∩ S r(m)} ∪ {{µ} : µ ∈ Fim} = {gξ(bm) : ξ ∈ Em ∩ S r(m)} ∪ {{µ} : µ ∈ Em}

é linearmente independente, isto é, obtém-se a condição d).

Da construção, temos que para cada n ∈ ω, ar(m)
im � [im+1, ar(m)

im+1
], logo bm = ar(m)

im ≤ im+1 − 1;

note-se também que Em = Fim ⊆ Fim+1−1. Em conseqüência, para cada m ∈ ω,

Em ∪ {gξ(bm) : ξ ∈ Em} ⊆ Fim+1−1 ∪
�
{gξ(k) : k ≤ im+1 − 1, ξ ∈ Fim+1−1} ⊆ Fim+1 = Em+1

ou seja, a condição c) está também satisfeita, completando-se a prova. �

Lema 3.2.12. Sejam p0 e p1 ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis. Se F0, F1 ⊆ [c]<ω são

conjuntos distintos, {gξ : ξ < c} ⊆ ([c]<ω)ω é uma família de funções tais que
�
n∈ω

gξ(n) ⊆ ξ, e para
cada i ∈ 2 a coleção {[gξ]pi : ξ ∈ S i}∪ {[ #—α ]pi : α < c} é linearmente independente no ultraproduto

([c]<ω)ω/pi, então existem homomor�smos φ0, φ1 ∈ hom([c]<ω, 2) satisfazendo:

i. Para cada j ∈ 2,

a. φ j(F j) = 1 sempre que F j � ∅, e,

b. para cada ξ ∈ S j, {n ∈ ω : φ j(gξ(n)) = φ j({ξ})} ∈ pj;

ii. o conjunto {n ∈ ω : (φ0({n}),φ1({n})) = (φ0(F0),φ1(F1))} é �nito.

Demonstração. Seja F def
= F0 ∪ F1; podemos achar um subconjunto E ∈ [c]ω de modo que

F ∪ ω ⊆ E e para cada ξ ∈ E e n ∈ ω, gξ(n) ⊆ E. Se consideramos os conjuntos F, E, {gξ :

ξ ∈ E} e {S j ∩ E : j ∈ 2}, mediante o lema precedente obtemos coleções {bi : i ∈ ω} ⊆ ω,
{Ei : i ∈ ω} ⊆ ℘(E) e uma função r ∈ 2ω satisfazendo

1. F ⊆ E0;
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2. E =
�
i∈ω

Ei;

3. para cada i ∈ ω, Ei ∪
�
ξ∈Ei

gξ(bi) ⊆ Ei+1;

4. para cada i ∈ ω, {gξ(bi) : ξ ∈ Ei ∩ S r(i)} ∪ {{µ} : µ ∈ Ei} é linearmente independente;

5. para cada j ∈ 2, {bi : i ∈ r−1[ j]} ∈ pj.

Para cada j ∈ 2, em primeiro lugar vamos de�nir φ j sobre [E]<ω por indução em ω. Para

cada j ∈ 2, tomemos φ j(F j) = 1 se F j � ∅ e estendamos φ j a um homomor�smo de�nido

sobre [E0]<ω; em concordância com o anterior, note-se que o item i) já estaria satisfeito pelos

homomor�smos φ0 e φ1. O passo seguinte da indução é agora de�nir para cada n ∈ ω, o

homomor�smo φ j convenientemente sobre o subgrupo [En]<ω de modo que as seguintes duas

condições sejam satisfeitas

A-i) para cada m ≤ n e ξ ∈ S r(m) ∩ Em, φr(m)(gξ(bm)) = φr(m)({ξ}) e,

A-ii) para cada m < n e k ∈ (Em+1�Em) ∩ ω, φ1−r(m)({k}) = 1 − φ1−r(m)(F1−r(m)).

As condições A.i) e A.ii) são satisfeitas trivialmente para n = 0. Supondo que essas

condições são satisfeitas por n, vai se demonstrar que φ j pode se estender a [En+1]<ω, sendo

j ∈ 2, de maneira que A.i) e A.ii) sejam satisfeitas por n + 1.

Pela propriedade 4), o conjunto {gξ(bn) : ξ ∈ Em ∩ S r(n)} ∪ {{µ} : µ ∈ En} é linearmente

independente. De acordo com a propriedade 3), podemos estender φr(n)�[En]<ω a [En+1]ω de

modo que para cada ξ ∈ En ∩ S r(n), φr(n)(gξ(bn)) = φr(n)({ξ}). Então, tem-se provado que A.i)

é satisfeita por n + 1. Usando a linearidade, o homomor�smo φ1−r(n)�[En]ω pode ser estendido

ao conjunto [En+1]<ω de modo que φ1−r(n)({µ}) = 1 para cada µ ∈ En+1�En. Em particular,

a condição A.ii) é satisfeita para cada k ∈ (En+1�En) ∩ ω. Pela propriedade 2), ao �nal do

processo indutivo temos que φ j está de�nido sobre [E]<ω, logo, se k ∈ ω�E0, então existe

n ∈ ω tal que k ∈ En+1�En; de acordo com a condição A-ii), temos que (φ0({k}),φ1({k})) �
(φ0(F0),φ1(F1)), logo {k ∈ ω : (φ0({k}),φ1({k})) = (φ0(F0),φ1(F1))} ⊆ E0; portanto, os

homomor�smos φ0 e φ1 satisfazem a condição iii).

Note-se que até agora os homomor�smos φ0 e φ1 estão de�nidos só no conjunto [E]<ω,

porém, qualquer homomor�smo estendendo-os vai satisfazer a condição iii), posto que ω ⊆ E.

Também, posto que φ0 e φ1 satisfazem i) na primeira etapa da de�nição, qualquer extensão

deles satisfará essa propriedade.

Vejamos que para cada j ∈ 2, φ j satisfaz a condição ii) para cada ξ ∈ S ξ ∩ E. Com

efeito, se ξ ∈ S ξ ∩ E, de acordo com a de�nição de E, existe n ∈ ω tal que ξ ∈ En+1 ⊆ En,
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mas daí por A-i), para cada m ∈ r−1[{ j}]�n, φ j(gξ(bm)) = φ j({ξ}). Como pela condição 2),

{bi : i ∈ r−1[{ j}]} ∈ pj, naturalmente {bi : i ∈ r−1[{ j}]�n} ∈ pj, de modo que para cada

ξ ∈ S j ∩ E, os homomor�smos parcialmente de�nidos φ0�[E]<ω e φ1�[E]<ω satisfazem ii).

Pelos comentários prévios, a construção dos homomor�smos �cará conclusa se para cada

j ∈ 2, estendemos φ j�[E]<ω a [c]<ω de modo que a condição ii) seja satisfeita para cada ξ ∈
S j�E.

Fixemos j ∈ 2. Seja γ < c o menor ordinal ξ para o qual φ j({ξ}) ainda não foi de�nido;

visto que
�
n∈ω

gγ(n) ⊆ γ, de acordo com a de�nição de φ sobre E, o homomor�smo φ j�[E∪γ]<ω

já está de�nido; portanto, é possível determinar a seqüência {φ j(gγ(k)) : k ∈ ω}. Dado que

{γ} ∪ {{ξ} : ξ < γ} é linearmente independente, podemos estender o homomor�smo φ j ao

conjunto [E ∪ γ + 1] tomando

φ j({γ}) def
= pj − lim

k∈ω
φ j(gγ(k))

Em conseqüência, {n ∈ ω : φ j(gγ(n)) = φ j({γ})} ∈ pj, logo φ j satisfaz a condição ii) para ξ = γ,

e, assim, para cada ξ ∈ S j ∩ (γ + 1).

Continuando o processo indutivo anterior em c�E, de�nimos as funções φ0 e φ1 sobre

[c]<ω satisfazendo a condição ii). �

Teorema 3.2.13. Sejam p0 e p1 ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis. Então, para cada i ∈ 2,

existe um grupo topológicoGi pi-compacto de modo queG0×G1 não é enumeravelmente compacto.

Demonstração. Seja {gξ : ξ ∈ c} uma enumeração de ([c]<ω)ω tal que para cada ξ ∈ c,
�
n∈ω

gξ(n) ⊆ ξ.
Para cada i ∈ 2, seja S i ⊆ c tal que o conjunto

{[gξ]pi : ξ ∈ S i} ∪ {[ #—α ]pi : α < c}

é uma base do ultraproduto ([c]<ω)ω/pi.

Iniciamos por �xar a coleção C = [c]<ω × [c]<ω que indexará a família de homomor�smos

a partir dos quais os grupos serão construídos.

Aplicando o lema 3.2.12, no caso, considerando a seqüência {gξ : ξ < c}, os conjuntos S 0

e S 1 e cada par (F0, F1) ∈ C , obtemos φ0
(F0 ,F1), φ

1
(F0 ,F1) ∈ hom([c]<ω, 2) satisfazendo as seguintes

propriedades

P-i) se i ∈ 2, φi
(F0 ,F1)(Fi) = 1 sempre que Fi � ∅,
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P-ii) se ξ ∈ S i, {n ∈ ω : φi
(F0 ,F1)(gξ(n)) = φi

(F0 ,F1)({ξ})} ∈ pi, e, �nalmente,

P-iii) o conjunto {n ∈ ω : (φ0
(F0 ,F1)({n}),φ1

(F0 ,F1)({n})) = (φ0
(F0 ,F1)(F0),φ1

(F0 ,F1)(F1)) } é �nito.

Para cada i ∈ 2, seja Hi
def
= ∆

T∈C
φi

T : [c]<ω → 2C a aplicação diagonal de�nida para cada A ∈ [c]<ω

por

Hi(A) = {φi
T (A)}T∈C

ou seja, se T ∈ C , satisfaz-se que πT ◦ Hi = φ
i
T onde πT : 2C → 2 representa a projeção

sobre a coordenada T -ésima do produto 2C . Como é natural, ao ser uma aplicação diagonal

de homomor�smos, Hi constitui um homomor�smo. Além disso, Hj é injetor; de fato, para

cada F ∈ [c]<ω � {∅}, o conjunto (F, F) ∈ C . De acordo com a propriedade P-iii), temos que

φi
(F,F)(F) � 0, logo Hj(F) � 0 ∈ 2c.

Seja Gi
def
= im Hi ⊆ 2C e consideremos sobre este grupo a topologia de subespaço. A�rma-

se que Gi é pi-compacto. Com efeito, se ξ ∈ S i e M ∈ C , pela propriedade P-ii) temos

φi
M({ξ}) = pi- limn∈ω φ

i
M(gξ(n))

Considerando a seqüência em 2C dada por {Hj(gξ(n)) : n ∈ ω}, temos que

pi- lim
n∈ω

Hj(gξ(n)) = pi- lim
n∈ω
{φi

M(gξ(n))}M∈C

= {φi
M({ξ})}M∈C

= Hi({ξ})

pois os p-limites são preservados sob funções contínuas. Como {[gξ]pi : ξ ∈ S i}∪{[ #—α ]pi : α < c}
é base de ([c]<ω)ω/pi, ao considerar o homomor�smo Hi estamos nas condições do lema3.2.7,

do qual deduzimos que Hi([c]<ω) = Gi é pi-compacto, isto ocorrendo para cada i ∈ 2.

Para �nalizar, resta mostrar que G0 ×G1 não é enumeravelmente compacto. Considere-

mos a seqüência {H0 ×H1({n}) : n ∈ ω} ⊆ G0 ×G1; a idéia é provar que dita seqüência não tem

pontos de acumulação; Com efeito, para cada par (a0, a1) ∈ G0 ×G1 existe F̃ = (F0, F1) ∈ C

de modo que se i ∈ 2, ai = Hi(Fi); Notemos que o conjunto

{n ∈ ω : (πF̃(a0), πF̃(a1)) = πF̃ ◦ H0 × πF̃ ◦ H1({n})} = {n ∈ ω : (φ0
F̃(F0),φ1

F̃(F1)) = φ0
F̃ × φ1

F̃({n})}

é �nito de acordo com a propriedade P-iii), logo (a1, a2) não pode ser ponto de acumulação da

seqüência. Portanto, G0 ×G1 não é enumeravelmente compacto. �
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Corolário 3.2.14. Se existe uma família de 2c ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis, então

existe uma anticadeia de comprimento 2c na ordem (ω∗,≤CG).

Demonstração. Suponhamos que P = {pα : α < 2c} é uma família de ultra�ltros seletivos

≤RK-incomparáveis. Suponhamos por absurdo, que existem pα, pβ ∈ P , α � β elementos

≤CG-compatíveis. Como pα, pβ são ≤RK-incomparáveis, pelo teorema 3.2.13, para cada j ∈
{α, β}, existe um grupo topológico G j que é pj-compacto, de modo que o produto Gα ×Gβ não

é enumeravelmente compacto. Como existe r ∈ ω∗ tal que r ≤CG pα, pβ, temos que Gα e

Gβ são r-compactos; dado que a r-compacidade é produtiva, Gα ×Gβ é r-compacto, e assim

enumeravelmente compacto, uma contradição. Desta maneira, conclui-se que dois membros

distintos em P são ≤CG-incompatíveis, ou seja, P é uma anticadeia na ordem ≤CG. �

Corolário 3.2.15. AssumindoMA a ordem (ω∗,≤CG) possui uma anticadeia de comprimento 2c.

Demonstração. Em [12], A. Blass mostrou que MA implica a existência de 2c ultra�ltros

seletivos ≤RK-incomparáveis. Pelo corolário 3.2.14, obtém-se o resultado. �

Salienta-se que a construção dos homomor�smos que permitiram de�nir os grupos, de-

pende das propriedades dos ultra�ltros seletivos. Aparece então uma questão natural, a saber:

os ultra�ltros seletivos são necessários para obter a construção aqui apresentada?

Em relação a essa questão, o seguinte problema proposto por Tomita e Watson em [69]

permanece ainda em aberto:

Questão 3.2. Se p e q ∈ ω∗ são P-pontos ≤RK-incompatíveis, existe um grupo p-compacto e um

grupo q-compacto cujo produto não é enumeravelmente compacto?

3.3 Grupos de van Douwen livres e ultra�ltros seletivos

Até agora, as topologias de grupo enumeravelmente compactas de�nidas sobre grupos

abelianos livres usam alguma forma de MA. Uma questão natural relativa a uma solução

da questão 2.2 proposta por Tkačenko, é se MA pode ser omitido nestas construções ou se

de�nitivamente constitui uma asserção necessária.

Nesta seção, a intenção é provar que a existência de c ultra�ltros seletivos sobre ω∗, além

de produzir contraexemplos relativos à produtividade de certas propriedades em grupos topo-

lógicos como os exibidos na seção anterior, também implica a existência de uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade c. De acordo

com os resultados de consistência que iremos explorar no que se refere a ultra�ltros seletivos,
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a construção a ser apresentada implica que MA não é uma asserção necessária para mostrar a

existência de tais grupos.

3.3.1 Codi�cando as seqüências em um grupo abeliano livre

Começamos por estabelecer alguma notação. Como antes, dados um conjunto de ordi-

nais I e uma função h ∈ ZI , o suporte de h é o conjunto supp h = {α ∈ I : h(α) � 0}. Seja
�

α∈I
Z = Z(I) = {h ∈ ZI : supp ( h) ∈ [I]<ω}.
Dado ξ ∈ κ, de�nimos

eξ(µ) =




1, se µ = ξ

0, se µ ∈ κ�{ξ}

Sejam F e I conjuntos de ordinais e κ um cardinal. Dada uma família {zξ : ξ ∈ F} ⊆ Zκ e
h ∈ Z(I) tal que supp h ⊆ F, de�ne-se

zh =
�

ξ∈supp h

h(ξ)zξ

Uma família {zξ : ξ ∈ F} é independente se zh � 0 sempre que h ∈ Z(F) e h � 0.

Se κ ∈ ON, dada g ∈ Z(κ) de�nimos

|g| = max{|g(µ)| : µ ∈ supp g }

�g�1=
�

µ∈supp g

|g(µ)|

Pode-se veri�car que tanto | · | quanto � · �1 constituem normas em Z(κ).

De�nição 3.3.1. Seja κ ∈ ON. Dada uma seqüência f ∈ (Z(κ))ω dizemos que:

I. f é do tipo I se para cada n ∈ ω, | f (n)| > n.

II. f é do tipo II se para cada n ∈ ω, supp f (n) �
�{supp f (m) : m < n} � ∅.

As notações FI e FII representam as coleções de seqüências do tipo I e do tipo II respec-

tivamente. Denotamos por F o conjunto de seqüências em Z(κ) do tipo I ou do tipo II, isto é,

F = FI ∪FII.

Lema 3.3.2. Para cada seqüência g ∈ (Z(κ))ω, existe j ∈ ωω estritamente crescente tal que g ◦ j é

constante ou g ◦ j ∈ F .
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Demonstração. De acordo com o conjunto {|g(n)| : n ∈ ω}, temos dois casos principais a

serem analisados:

i. Suponhamos que {|g(n)| : n ∈ ω} não é limitado. Então, para cada k ∈ ω, existe nk ∈ ω tal

que |g(nk)| > k. Note-se que a seqüência {nk : k ∈ ω} pode-se tomar crescente. Tomemos

j ∈ ωω de�nindo j(k) = nk. De acordo com a construção, claramente a seqüência g ◦ j

pertence a FI.

ii. Suponhamos que {|g(n)| : n ∈ ω} é limitado. Aqui, surgem mais duas possibilidades:

i-a. Suponhamos que F =
�
n∈ω

supp g(n) é �nito. Por hipótese, existe M ∈ ω tal que

|g(n)| ≤ M, logo, para cada n ∈ ω temos g(n) ∈ ([−M,M]∩Z)F × {0}(κ�F). Como F e

[−M,M] ∩ Z são �nitos, existe J ∈ [ω]ω tal que para cada m, n ∈ J, g(m) = g(n). Se

enumerarmos a J de maneira crescente, digamos, J = {nk : k ∈ ω}, de�nimos j ∈ ωω

tomando j(k) = nk para cada k ∈ ω. Neste caso, temos que g ◦ j é constante.

i-b. Suponhamos que F =
�
n∈ω

supp g(n) é in�nito. Escolhemos n0 ∈ ω arbitrariamente.

Com �ns de fazer um processo indutivo, suponhamos que nk foi de�nido para cada

k ≤ s de modo que supp g(nk) �
�
l<k

supp g(nl) � ∅. Como F é in�nito, e para cada l,

supp gl é �nito, podemos tomar ns+1 = min{n > ns : supp g(n) �
�
l<k

supp g(nl) }. Por

indução, temos então construído uma seqüência estritamente crescente j : k �→ nk

de maneira que para cada k ∈ ω, supp g(nk) �
�
l<k

supp g(nl) � ∅. De acordo com a

construção, é claro que g ◦ j pertence a FII. �

3.3.2 A construção dos homomor�smos

Seja κ ≥ c um cardinal satisfazendo κω = κ. De maneira similar às construções já estu-

dadas, a idéia é achar uma realização do grupo abeliano livre A(κ) como subgrupo de Tκ que

junto com a topologia de subespaço, constituirá um grupo abeliano livre enumeravelmente

compacto. Para obter uma imersão de A(κ) em Tκ, recorremos aos dois resultados seguintes.

Lema 3.3.3. Se para cada g ∈ Z(κ)
�{0} existe φg ∈ hom(Z(κ),T) tal que φg(g) � 0 ∈ T, então a

aplicação diagonal Φ = ∆{φg : g ∈ Z(κ)
�{0}} : Z(κ) → TZ(κ)

�{0} é um monomor�smo algébrico.

Demonstração. Dado que para cada g ∈ Z(κ), φg ∈ hom(Z(κ),T), Φ : Z(κ) → TZ(κ)
�{0} é um

homomor�smo. Resta mostrar que o núcleo de Φ é trivial.

Para cada f ∈ Z(κ) temos

Φ( f ) = {φg( f ) : g ∈ Z(κ)
�{0}}
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Portanto, se f ∈ Z(κ), f � 0 ∈ Zκ, de acordo com a hipótese π f (Φ( f )) = π f ◦ Φ( f ) = φ f ( f ) �

0 ∈ T, isto é Φ( f ) � 0. �

Lema 3.3.4. Sejam X = {xξ : ξ < κ} ⊆ Tκ, G = �X� e consideremos F como na de�nição 3.3.1.

Se existe uma coleção de funções {yf : f ∈ F } ⊆ G, que está �elmente indexada, tal que para

cada y ∈ F , yf é um ponto de acumulação de {xf (n) : n ∈ ω}, então G é um grupo van Douwen.

Demonstração. Seja {an : n ∈ ω} uma seqüência injetora. Como X gera o grupo G, para

cada n ∈ ω existe uma função g(n) ∈ Z(κ) tal que an = xg(n). A idéia, é mostrar que existem

pelo menos dois pontos de acumulação distintos para essa seqüência; com essa �nalidade,

de�nimos para cada i ∈ 2, a subseqüência gi : ω → Z(κ) onde para cada k ∈ ω, gi(k) = a2k+i =

xg(2k+i).

Pelo lema 3.3.2, para cada i ∈ 2 existe ji ∈ ωω de modo que gi◦ ji é constante ou gi◦ ji ∈ F .

Se gi ◦ ji for constante, temos que a subseqüência {xgi◦ ji(k) : k ∈ ω} ⊆ {a2n+i : n ∈ ω} é constante,
uma contradição. Em conseqüência, gi ◦ ji ∈ F . De acordo com a hipótese, temos que

ygi◦ ji ∈ G é um ponto de acumulação de {xgi◦ ji(k) : k ∈ ω} e, portanto, ponto de acumulação

da seqüência {xg(n) : n ∈ ω} = {an : n ∈ ω}, do qual deduzimos que G é enumeravelmente

compacto.

Notando que as funções g0◦ j0 e g1◦ j1 ∈ F são distintas posto que a seqüência {an : n ∈ ω}
é injetora, temos que yg0◦ j0 � yg1◦ j1 são dois pontos de acumulação distintos dela. Daí, as únicas

seqüências convergentes em G são as triviais, isto é, G é um grupo de van Douwen. �

O seguinte resultado pode-se considerar como uma generalização do lema 3.2.11:

Lema 3.3.5. Suponhamos que { fξ : 0 < ξ < κ} constitui uma enumeração de F de modo tal

que para cada 0 < ξ < κ,
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ. Seja E ∈ [κ]ω tal que para cada ξ ∈ E,
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ e tomemos J ∈ Z(κ)
�{0} onde supp J ⊆ E. Se {pξ : ξ ∈ E} é uma coleção de

ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis, então existem uma família {En : n ∈ ω} ⊆ [E]<ω, uma

seqüência crescente {bk : k ∈ ω} ⊆ ω, uma seqüência de reais positivos {rk : k ∈ ω} e uma função

i : ω→ E satisfazendo:

i. supp J ⊆ E0;

ii.
�
n∈ω

En = E;

iii. Ek ∪
�

m≤k
supp fi(m)(bm) ⊆ Ek+1;

iv. para cada k ∈ ω, i(k) ∈ Ek;
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v. para cada ξ ∈ E, {bk : k ∈ i−1[ξ]} ∈ pξ;

vi. se k ∈ ω e fi(k) ∈ FI, | fi(k)(bk)|rk > 2;

vii. se k ∈ ω e fi(k) ∈ FII,
�
n∈ω

supp fi(k)(n) �Ek � ∅;

viii. r0 =
1

4�J�1 , e para cada k ∈ ω, rk+1 =
rk

2� fi(k)(bk)�1 .

Demonstração. Como no lema 3.2.11, primeiro iremos de�nir, indutivamente, uma seqüência

{Fn : n ∈ ω} ⊆ [E]<ω a partir da qual de�niremos posteriormente a família {En : n ∈ ω}.
Seja F0 := supp J ; podemos tomar F1 =

�
ξ∈supp J

supp fξ(0) ∪ F0, e, para cada n > 1, assumindo

que temos construído Fn ∈ [E]<ω, é possível escolher Fn+1 ∈ [E]<ω satisfazendo

�

ξ∈Fn
m≤n

supp fξ(m) ∪ Fn ⊆ Fn+1

Note-se que
�
n∈ω

Fn ⊆ E. Se
�
n∈ω

Fn � E, podemos rede�nir F0 para obter a igualdade.

Para cada n ∈ ω, seja
|||Fn||| =�J�1 +

�

ξ∈Fn
m≤n

� fξ(m)�1

Seja ξ ∈ E. Para cada n ∈ ω de�nimos o conjunto

Aξn =



{k ∈ ω : | fξ(k)| ≥ 2n+3|||Fn|||n+1}, se fξ ∈ FI

{k ∈ ω : supp fξ(k) �Fn � ∅}, se fξ ∈ FII

A�rmamos que para cada ξ ∈ E e n ∈ ω, o conjunto Aξn é co�nito. Com efeito, se fξ ∈ FI,

para cada k ∈ ω temos que | fξ(k)| > k; dai, se Mn := 2n+3|||Fn|||n+1 ∈ ω, para cada k ≥ Mn,

| fξ(k)| > k ≥ Mn, ou seja, ω�Aξn ⊆ Mn. Agora, tomemos fξ ∈ FII e suponhamos por absurdo

que existe n ∈ ω tal que ω�Aξn não é �nito. Daí, para cada k ∈ ω podemos achar mk ≥ k tal que

supp fξ(mk)�Fn = ∅, logo
�
k∈ω

supp fξ(mk) ⊆ Fn, de modo que essa união é um conjunto �nito.

No entanto, para cada k ∈ ω, supp fξ(mk) ∈ FII, de onde existe sk ∈ supp fξ(mk)�
�
l<k

supp fξ(ml) .

Pela de�nição, o conjunto {sk : k ∈ ω} é in�nito, mas

{sk : k ∈ ω} ⊆
�

k∈ω
supp fξ(mk) ⊆ Fn ,

obtendo-se uma contradição. Daí, também neste caso, ω�Aξn é �nito.

De acordo com o anterior, dado que para cada ξ ∈ E temos pξ ∈ ω∗, Aξn ∈ pξ para cada

n ∈ ω.



3.3. Grupos de van Douwen livres e ultra�ltros seletivos 85

Seja ξ ∈ E �xo e consideremos a família {Aξn : n ∈ ω} ⊆ pξ. A partir dessa família será

de�nido um elemento do ultra�ltro pξ.

Recursivamente, tomemos




cξ0 = min{a ∈ Aξ0 : a > 0}
cξn+1 = min{a ∈ Aξn+1�Aξn : a > max{n + 1, cξn }}

Tomemos C0 = [0, cξ0 ], e, para cada n ∈ ω, seja Cn+1 = [cξn + 1, cξn+1]. De acordo com a

de�nição da seqüência {cξn : n ∈ ω}, observemos que {Cn : n ∈ ω} constitui uma partição de ω.

Como pξ é seletivo, para cada n ∈ ω, existe aξn ∈ Cn de modo que {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ. Para cada

n ∈ ω, observemos que aξn ≥ n e aξn ∈ Aξn .

Considerando a seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ, dado que |E| = ω, de acordo com o lema

3.2.10 existe uma família {Iξ : ξ ∈ E} de subconjuntos de ω tal que

a. para cada ξ ∈ E, {aξk : k ∈ Iξ} ∈ pξ;

b. {[k, aξk ] : ξ ∈ E, k ∈ Iξ} é uma família de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Para cada ξ ∈ E, seja Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Fn}. Notando que qualquer subconjunto de

Iξ satisfaz a condição ii) e cada Iξ é in�nito, sem perda de generalidade pode-se assumir que

para cada k ∈ Iξ, k > Nξ.

Sejam ξ, η ∈ E. Pela propriedade b), para quaisquer k ∈ Iξ, l ∈ Iη, [k, aξk ] ∩ [l, aηl ] = ∅, o

que implica que Iξ ∩ Iη = ∅. Daí, a família {Iξ : ξ ∈ E} está formada por conjuntos dois a dois

disjuntos. Como
�
ξ∈E

Iξ é enumerável, podemos tomar uma enumeração crescente {nk : k ∈ ω}
desse conjunto; de acordo com isto, para cada k ∈ ω existe um único i(k) ∈ E tal que nk ∈ Ii(k),

com o qual temos de�nimos uma função i : ω→ E.

Para cada k ∈ ω, sejam
bk := ai(k)

nk
, Ek := Fnk

Como tem-se de�nido a seqüência {bk : k ∈ ω} e a função i : ω → E, procedemos a de�nir a

seqüência de reais positivos {rk : k ∈ ω} recursivamente:

r0 : =
1

4 � J �1
rk+1 =

rk

2 � fi(k)(bk) �1

A seguir, mostramos que a família {Ek : k ∈ ω}, as seqüências {bk : k ∈ ω} ⊆ ω e

{rk : k ∈ ω} ⊆ R e a função i : ω→ E satisfazem as condições i)-vii):
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i. Temos que supp J ⊆ F0 ⊆ Fn0 = E0.

ii. Como {nk : k ∈ ω} é crescente, temos que para cada k ∈ ω, k ≤ nk; daí, pela construção

da família {Fn : n ∈ ω}, Fk ⊆ Fnk e assim

E =
�

n∈ω
Fk ⊆

�

k∈ω
Fnk =

�

n∈ω
Ek

iii. Para cada k ∈ ω, nk < nk+1, logo Fnk ⊆ Fnk+1 isto é, Ek ⊆ Ek+1. Mostraremos que para cada

m ≤ k, supp fi(m)(bm) ⊆ Ek+1. Pela construção da família {Fn : n ∈ ω}, note-se que

Ek+1 = Fnk+1 ⊇
�
{supp fξ(m) : m ≤ nk+1, ξ ∈ Fnk+1}

⊇
�
{supp fξ(m) : m ≤ nk+1 − 1, ξ ∈ Fnk+1−1} (∗)

Se supomos que a condição iv) é satisfeita, temos que para cada m ≤ k, i(m) ∈ Em ⊆ Ek =

Fnk ⊆ Fnk+1−1; pela condição b), temos que nm < nk+1 implica [nm, ai(m)
nm

] ∩ [nk+1, ai(k+1)
nk+1

] = ∅,

isto é, bm = ai(m)
nm
≤ nk+1−1. Dado que i(m) ∈ Fnk+1−1 e bm ≤ nk+1−1, o conjunto supp fi(m)(bm)

está contido em (∗); portanto, supp fi(m)(bm) ⊆ Ek+1.

iv. Seja k ∈ ω. Por de�nição, bk = ai(k)
nk

e nk ∈ Ii(k) de onde nk > Ni(k). Note-se então que

i(k) ∈ FNi(k) ⊆ Fnk = Ek.

v. De acordo com a propriedade a), para cada ξ ∈ E,

{bk : k ∈ i−1[{ξ}]} = {ai(k)
nk

: k ∈ i−1[{ξ}]}

= {ai(k)
nk

: nk ∈ Iξ} ∈ pξ

vi. Seja k ∈ ω e fi(k) ∈ FI. Para cada m < k, temos que [m, ai(m)
nm

] ∩ [k, ai(k)
nk

] = ∅, logo

bm = ai(m)
nm
< k ≤ nk.
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Da de�nição da seqüência {rk : k ∈ ω}, temos que

r0 =
1

4 � J �1
r1 =

r0

2 � fi(0)(b0) �1
=

1
4 � J �1

�
1

2 � fi(0)(b0) �1

�

r2 =
r1

2 � fi(1)(b1) �1
=

1
4 � J �1

�
1

2 � fi(0)(b0) �1

� �
1

2 � fi(1)(b1) �1

�

=
1

4 � J �1

�
1

22 � fi(0)(b0) �1� fi(1)(b1) �1

�

Indutivamente, pode-se provar que para cada k ≥ 1,

rk =
1

4 � J �1




1
2k

�

m<k

1
� fi(m)(bm) �1




Lembre que bk = ai(k)
nk
∈ Ai(k)

nk
, logo por de�nição | fi(k)(bk)| ≥ 2nk+3|||Fnk |||nk+1 . Daí,

| fi(k)(bk)|rk ≥
2nk+3|||Fnk |||nk+1

4 � J �1 2k



�

m<k

1
� fi(m)(bm) �1




=
2nk+1

2k

|||Fnk |||nk−k+1

� J �1



�

m<k

|||Fnk |||
� fi(m)(bm) �1




> 2
|||Fnk |||
� J �1

�

m<k

|||Fnk |||
� fi(m)(bm) �1

(∗∗)

Dado que

|||Fnk ||| = � J �1 +
�

ξ∈Fnk
m≤nk

� fξ(m) �1

tem-se |||Fnk ||| ≥� J �1, ou seja
|||Fnk |||
�J�1 ≥ 1; ora bem, a condição iv) implica que para

cada m < k, i(m) ∈ Em = Fnm ⊆ Fnk , logo |||Fnk ||| ≥� fi(m)(bm) �1, isto é,
|||Fnk |||

� fi(m)(bm)�1 ≥ 1.

Consequentemente, em (∗∗) tem-se | fi(k)(bk)|rk > 2 para cada k ≤ 1.

vii. Sejam k ∈ ω e fi(k) ∈ FII. Como bk = ai(k)
nk
∈ Ai(k)

nk
, de acordo com a de�nição, temos que

supp fi(k)(bk) �Fnk � ∅, isto é, supp fi(k)(bk) �Ek � ∅. �

De�nição 3.3.6. Consideremos o grupo do círculo T. Note que de acordo com o exemplo

1.3.15, podemos identi�car T com o grupo quociente R/Z. Para cada z = r+Z ∈ T, de�nimos

||z||T = ||r + Z||T = d(r,Z) = min{|r + m| : m ∈ Z}
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onde d representa a distância usual em R. Seja δ : T × T → R a métrica gerada pela norma

|| · ||T; assim dados r + Z, s + Z ∈ T,

δ(r + Z, s + Z) = ||r − s + Z||T = min{|r − s + m| : m ∈ Z}

É fácil ver que a topologia induzida por δ sobre T, coincide com a topologia usual desse

espaço.

Dado A ⊆ T, δ(A) representa o diâmetro de A na métrica δ, isto é

δ(A) = sup{δ(a, b) : a, b ∈ A}

Seja B a coleção de todos os arcos abertos em T, supondo convenientemente que T ∈ B.

Se E ∈ [κ]ω, dados uma função ψ : E → B e um conjunto H ∈ Z(E), de�nimos

ψ(H) =
�

µ∈supp H

H(µ)ψ(µ)

Lema 3.3.7. Sejam E ∈ [κ]ω, A ∈ [E]<ω e r ∈ R, 0 < r < 1
2 . Suponhamos que ψ : E → B é

uma função tal que:

• A = {ξ ∈ E : ψ(ξ) � T};

• para cada ξ ∈ A, δ(ψ(ξ)) = r

Sejam µ ∈ A e H ∈ Z(E) tais que µ � supp H ; suponha-se, adicionalmente, que alguma das

seguintes duas condições é satisfeita

a) se supp H ⊆ A, então |H|r > 2, ou

b) supp H �A � ∅,

Então, existe ψ∗ : E → B satisfazendo

i) para cada ξ ∈ E, ψ∗(ξ) ⊆ ψ(ξ);

ii) se ξ ∈ A ∪ supp H , δ(ψ∗(ξ)) = r
2�H�1 . Em outro caso, ψ∗(ξ) = T;

iii) ψ∗(µ) ∩
�
�

ξ∈supp H
H(ξ)ψ(ξ)

�
� ∅.
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Demonstração. Notemos que E = E�(supp H ∪ A) ∪ (supp H ∪ A). Vamos de�nir ψ∗ em

cada uma dessas partes disjuntas.

Para cada ξ ∈ A�supp H , ψ(ξ) � T. Por hipótese, notemos que δ(ψ(ξ)) = r, logo é

possível achar ψ∗(ξ) ∈ B de modo que δ(ψ∗(ξ)) = r
2�H�1 e ψ

∗(ξ) ⊆ ψ(ξ).

Agora, se ξ ∈ E�(supp(H)∪A), para satisfazer ii), convenientemente tomamosψ∗(ξ) = T.

Por último, vamos centrar a nossa atenção aos elementos de supp H . Se H é como no

caso a), isto é, suppH ⊆ A e |H|r > 2, de acordo com a de�nição da norma, existe α ∈ suppH

tal que |H(α)|r > 2, ou seja, |H(α)| 12 > 1
r > 1. Como δ(ψ(α)) = r, notemos então que

H(α)ψ(α) = T. De outra parte, se H for como no caso b), podemos escolher α ∈ supp H �A.

Por hipótese, temos que ψ(α) = T, logo H(α)ψ(α) = H(α)T = T.

Em qualquer dos casos anteriores, para cada ξ ∈ supp H �{α}, �xemos yξ ∈ ψ(ξ). Como

µ ∈ A�supp H , repare-se que ψ∗(µ) já está de�nido, e, além disso, temos que H(α)ψ(α) = T.

Daí, tomando um elemento arbitrário k ∈ ψ∗(µ), podemos escolher yα ∈ ψ(α) de modo que

H(α)yα = k − �
ξ∈supp H �{α}

H(ξ)yξ, isto é

H(α)yα +
�

ξ∈supp H �{α}
H(ξ)yξ ∈ ψ∗(µ) (�)

No caso a), para cada ξ ∈ supp H notemos que δ(ψ(ξ)) = r. Como yξ ∈ ψ(ξ), podemos achar

ψ∗(ξ) ∈ B de modo que δ(ψ∗(ξ)) = r
2�H�1 e ψ∗(ξ) ⊆ ψ(ξ). No caso b), se ξ ∈ supp H ∩ A, é

possível escolher ψ∗(ξ) como acima; agora, se ξ ∈ suppH�A, visto que ψ(ξ) = T, escolhemos

de maneira conveniente ψ∗(ξ) contendo a yξ, de modo que a condição ii) seja satisfeita.

Por (�), temos
�

ξ∈supp H
H(ξ)yξ ∈ ψ∗(µ) e, em virtude da construção, se satisfaz

�

ξ∈supp H

H(ξ)yξ ∈
�

ξ∈supp H �{α}
H(ξ)ψξ

Em conseqüência, ψ∗(µ) ∩ ψ(H) � ∅. �

Lema 3.3.8. Sejam { fξ : 0 < ξ < κ}, J ∈ Z(κ)
�{0} e E ∈ [κ]<ω como na hipótese do lema

3.3.5. Se {pξ : ξ ∈ E} é uma família de ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis, então existe um

homomor�smo φ : Z(E) → T satisfazendo:

1. φ(J) � 0 ∈ T;

2. para cada ξ ∈ E, pξ- limn∈ω φ( fξ(n)) = φ(χξ).

Demonstração. Como estamos assumindo as hipóteses do lema 3.3.5, podemos supor que

existem uma família {En : n ∈ ω} ⊆ [E]<ω, seqüências {bk : k ∈ ω} ⊆ ω, {rk : k ∈ ω} ⊆ R>0
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e uma função i : ω → E satisfazendo as condições i)-viii) do referido lema. Como antes, B

representa a coleção de todos os arcos abertos de T, incluindo o próprio T. De�niremos por

indução, funções ψn : E → B que permitem construir o homomor�smo φ.

Na etapa 0) da indução, para cada ξ ∈ E0 escolha yξ ∈ R tal que
�

ξ∈supp J
J(ξ)yξ = 1

2 . Seja

ψ0(ξ) = π[(yξ −
r0

2
, yξ +

r0

2
)]

Note-se que

δ(ψ0(J)) = δ



�

ξ∈supp J

J(ξ)ψ0(ξ)


 = δ



�

ξ∈supp J

J(ξ) π[(yξ −
r0

2
, yξ +

r0

2
)]




≤
�

ξ∈supp J

δ(J(ξ) π[(yξ −
r0

2
, yξ +

r0

2
)])

≤
�

ξ∈supp J

|J(ξ)| r0 = � J �1 r0 =
� J �1

4 � J �1
=

1
4

Para cada ξ ∈ supp J , claramente J(ξ)yξ + T ∈ ψ0(ξ). Daí,

�

ξ∈supp J

(J(ξ) + yξ + T) =
1
2
+ T ∈ ψ0(J);

observemos que δ(ψ0(J)) ≤ 1
4 , logo 0 � ψ0(J) .

Suponhamos que para cada k ≤ m, temos de�nido ψk : E → B satisfazendo

A-i) para cada ξ ∈ E e k < m, ψk+1(ξ) ⊆ ψk(ξ);

A-ii) para cada k ≤ m, se ξ ∈ Ek, δ(ψk(ξ)) = rk e, se ξ ∈ E�Ek, ψk(ξ) = T;

A-iii) para cada k < m, ψk+1(i(k)) ∩ �
ψk+1

( fi(k)(bk)) � ∅.

Como para cada k ∈ ω temos supp fi(k)(k) ⊆ i(m) segue i(m) � supp fi(k)(bm) . Daí, tomando

A = Em, ψ = ψm, H = fi(m)(bm) µ = i(m) e r = rm, pelo teorema 3.3.7, existe ψ∗ : E → B

satisfazendo

B-i) para cada ξ ∈ E, ψ∗(ξ) ⊆ ψm(ξ);

B-ii) para cada ξ ∈ Em ∪ supp fi(m)(bm) , δ(ψ∗(ξ)) = rm
2� fi(m)(bm)�1 = rm+1 e, em outro caso, ψ∗(ξ) =

T;

B-iii) ψ∗(i(m)) ∩ ψ∗( fi(m)(bm)) � ∅.
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Se ξ ∈ Em∪supp fi(m)(bm)∪(E�Em+1), tome ψm+1(ξ) = ψ∗(ξ). Se ξ ∈ Em+1�(Em∪supp fi(m)(bm)),

escolhemos ψm+1(ξ) ∈ B convenientemente para que ψm+1(ξ) ⊆ ψm(ξ) e δ(ψm+1(ξ)) = rm+1.

Claramente, esta escolha implica que ψm+1 satisfaz as hipóteses indutivas A-i)-A-iii).

Fixemos ξ ∈ E. Pelas condições B-i) e B-ii), temos que {ψk(ξ) : k ∈ ω} é uma seqüência

decrescente de conjuntos fechados no compacto T, logo
�
k∈ω
ψk(ξ) =

�
k∈ω
ψk(ξ) � ∅.

Note-se que limk∈ω δ(ψk(ξ)) = limk∈ω rk = 0; de fato, dado 0 < ε < r0, seja m ∈ ω tal que
1

bm
< ε e fi(m) ∈ FI. Como | fi(m)(bm)| > bm, tem-se 1

� fi(m)(bm)�1 < ε. Observemos que rk ≤ r0 =
1

4�J�1

implica que rk
2� fi(m)(bm)�1 = rk+1 < ε. Portanto, existe wξ ∈ T tal que

�
k∈ω
ψk(ξ) = {wξ}.

Ocorrendo isto para cada ξ ∈ E, de�ne-se φ(χξ) = wξ. Como Z(E) = �χξ : ξ ∈ E�,
podemos estender φ a um homomor�smo φ : Z(E) → T. A continuação, provaremos que φ

satisfaz as condições 1) e 2).

Note-se que

φ(J) =
�

ξ∈supp J

J(ξ)ωξ ∈
�

ξ∈supp J

J(ξ)ψ0(ξ) = ψ0(J)

Visto que 0 � ψ0(J) , tem-se φ(J) � 0.

Agora, consideremos a seqüência {φ( fξ(n)) : n ∈ ω} ⊆ T e seja k ∈ i−1({ξ}). Notemos que

supp fξ(bk) ⊆ Ek+1. Pela de�nição de φ, para cada η ∈ supp fξ(bk) , wη ∈ ψk+1(η). Daí, como

φ( fξ(bk)) =
�

η∈supp fξ(bk)

fξ(bk)(η)φ(χη) =
�

η∈supp fξ(bk)

fξ(bk)(η)wη

temos que φ( fξ(bk)) ∈ ψk+1( fξ(bk)) =
�

η∈supp fξ(bk)
fξ(bk)(η)ψk+1(η).

De outra parte, wξ = φ(χξ) ∈ ψk+1(ξ). Pela condição iii), podemos tomar também

zk
ξ ∈ ψk+1(ξ) ∩ ψk+1( fξ(bk)); este elemento proporciona uma estimativa da distância entre φ(χξ)

e φ( fξ(bk)). De fato, observamos

δ(φ(χξ),φ( fξ(bk))) ≤ δ(φ(χξ), zk
ξ ) + δ(z

k
ξ ,φ( fξ(bk)))

≤ δ(ψk+1(ξ)) + δ(ψk+1( fξ(bk)))

≤ rk+1 +
�

η∈supp fξ(bk)

| fξ(bk)(η)| δ(ψk+1(ξ))

≤ rk+1 +
�

η∈supp fξ(bk)

| fξ(bk)(η)| rk+1

= rk+1 + rk+1(� fξ(bk) �1)

= rk+1(1+ � fξ(bk) �1)

=
rk

2 � fξ(bk) �1
(1+ � fξ(bk) �1) ≤ rk
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Como limn→∞ rn = 0, a subseqüência {rk : k ∈ i−1[{ξ}]} também tem como limite o ponto

0 o que pela sua vez implica a convergência ao ponto φ(χξ) da seqüência {φ( fξ(bk)) : k ∈
i−1[{ξ}]}. Portanto, dado um aberto U ⊆ T contendo o ponto φ(χξ), existe k0 ∈ i−1[{ξ}] tal que
{φ( fξ(bk)) : k ≥ k0, k ∈ i−1[{ξ}]} ⊆ U , isto é

{bk : k ∈ i−1[{ξ}], φ( fξ(bk)) ∈ U} = {bk : k ∈ i−1[{ξ}], k ≥ k0} ∈ pξ

ou seja, pξ- limk∈ω φ( fξ(bk)) = φ(χξ), obtendo-se o resultado. �

Lema 3.3.9. Seja { fξ : 0 < ξ < κ} uma enumeração de F tal que para cada 0 < ξ < κ,
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ. Se J ∈ Z(κ)
�{0}, então existe E ∈ [κ]ω tal que para cada ξ ∈ E�{0},

�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ E.

Demonstração. De�nimos por indução E0 = {0}. Para cada 0 < ξ < κ, seja

Eξ = {ξ} ∪
�
{Eµ : µ ∈

�

n∈ω
supp fξ(n) }

Notemos que para cada 0 < ξ < κ, o conjunto
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ é enumerável, logo, dado

que supp J é �nito, de�nindo E =
�

ξ∈supp J
Eξ ⊆ κ temos que E ∈ [κ]ω. Sejam ξ ∈ E�{0} e

n ∈ ω; pela de�nição, existe η ∈ supp J tal que ξ ∈ Eη; de acordo com a de�nição de Eη,

temos que ξ = η ou existe α ∈ �
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ tal que ξ ∈ Eα. No primeiro caso, dado

que para cada 0 < µ < κ tem-se µ ∈ Eµ, obtemos
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ Eξ ⊆ E. No segundo

caso, observe que ξ ∈ Eα1 para algum α1 ∈
�
n∈ω

supp fη(n) ⊆ η. Se ξ = α1, temos o resultado.

Se não, existe α2 ∈
�
n∈ω

supp fα1(n) ⊆ α1 de modo que ξ ∈ Eα2 . Continuando desta maneira,

achamos ordinais η > α1 > α2 > · · · > αk > · · · tais que para cada i, αi+1 ∈
�
n∈ω

supp fαi(n) e

ξ ∈ Eαi . Note que essa seqüência não pode ser in�nita, logo αk0 = ξ para algum k0 ∈ ω; daí,

Eξ ⊆ Eη ⊆ E e
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ Eξ. �

Lema 3.3.10. Seja { fξ : 0 < ξ < κ} uma enumeração de F de modo tal que para cada 0 < ξ < κ,
�
n∈ω

supp fξ1(n) ⊆ ξ. Se existe uma família {pξ : ξ < κ} de ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis,

então para cada J ∈ Z(k)
�{0}, existe um homomor�smo φJ : Z(κ) → T satisfazendo

i. φJ(J) � 0 ∈ T;

ii. para cada 0 < ξ < κ, pξ- limn∈ω φJ( fξ(n)) = φJ(χξ).

Demonstração. Seja J ∈ Z(κ)
�{0}. De acordo com o lema 3.3.9, considerando a enumeração

dada de F , existe um subconjunto enumerável E ∈ [κ]ω de maneira que para cada ξ ∈
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E�{0}, �
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ E. Aplicando o lema 3.3.5, considerando o conjunto E obtido, e

posteriormente aplicando o lema 3.3.8, obtemos um homomor�smo φ : Z(E) → T satisfazendo

a. φ(J) � 0 ∈ T;

b. para cada ξ ∈ E�{0}, pξ- limn∈ω φ( fξ(n)) = φ(χξ).

Para cada ξ ∈ κ, existe em Z(κ) uma cópia isomorfa do grupo Z(E∪ξ); abusando um pouco da

notação, assumiremos que de fato, Z(E∪ξ) é subgrupo de Z(κ) o que nos permite construir o

isomor�smo φJ como extensão do homomor�smo φ ao grupo Z(κ).

Em primeiro lugar, para cada H ∈ Z(E), de�nimos φJ(H) := φ(H). Pela propriedade b),

φJ(χξ) = φ(χξ) = pξ- limn∈ω φ( fξ(n)) para cada ξ ∈ E�{0}.
Seja η ∈ κ�E o menor ordinal para o qual não temos de�nido φJ(χη). Se η = 0, estende-

mos φJ a Z(E∪{0}) arbitrariamente. Se η > 0, observe que como
�
n∈ω

supp fη(n) ⊆ η, para cada
n ∈ ω temos fη(n) ∈ Z(E∪ η) logo, o elemento φJ( fη(n)) já está de�nido. Como T é compacto,

é, em particular, pξ-compacto, logo se consideramos a seqüência {φJ( fη(n)) : n ∈ ω} ⊆ T,
podemos de�nir

φJ(χη) = pξ- lim
n∈ω
φJ( fη(n))

Naturalmente, φJ(J) = φ(J) � 0 e, de acordo com a propriedade b) e a de�nição anterior, φJ

satisfaz também ii), o que completa a prova. �

Teorema 3.3.11. Seja κ um cardinal satisfazendo κω = κ ≥ c. Se existe uma família {pξ : ξ < κ}
de ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis, então existe uma topologia de grupo τ sobre G = A(κ)

de modo que (G, τ) é um grupo van Douwen.

Demonstração. Preservando a notação exposta até aqui, seja { fξ : 0 < ξ < κ} uma enumera-

ção de F de maneira que para cada ξ < κ,
�
n∈ω

supp fξ(n) ⊆ ξ.
Pelo lema 3.3.10, para cada J ∈ Z(κ)

�{0}, existe um homomor�smo φJ : Z(κ) → T satisfa-
zendo as condições i) e ii) referidas nesse lema. Seja Φ = ∆{φJ : J ∈ Z(κ)

�{0}}, isto é, para

cada f ∈ Z(κ) de�ne-se

Φ( f ) = {φJ( f ) : J ∈ Z(k)
�{0}}

Como φJ(J) � 0 para cada J ∈ Z(κ)
�{0}, pelo lema 3.3.3 obtemos que Φ : Z(κ) → TZ(κ)

�{0} é

um monomor�smo, logo Φ[Z(κ)] é isomorfo a Z(κ). Para cada ξ ∈ κ, seja xξ := Φ(χξ). Note-se

que o conjunto {xξ : ξ ∈ κ} constitui uma base do grupo abeliano livre Φ(Z(κ)). Seguindo esta
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notação, temos que para cada ξ ∈ κ e n ∈ ω,

φJ( fξ(n)) = φJ



�

µ∈supp fξ(n)

fξ(n)(µ)χµ




=
�

µ∈supp fξ(n)

fξ(n)(µ)φJ(χµ)

=
�

µ∈supp fξ(n)

fξ(n)(µ)xµ

= xfξ(n)

Daí, a condição ii) que dá o resultado do lema 3.3.10 pode-se exprimir como

pξ- lim
n∈ω

xfξ(n) = xξ

De acordo com a construção, dados ξ, η ∈ κ distintos temos que xξ � xη. Observemos que

para cada 0 < ξ < κ, xξ é, em particular, ponto de acumulação da seqüência {xfξ(n) : n ∈ ω} ⊆ T.
De acordo com o lema 3.3.4, o grupo abeliano livre G = �xξ : 0 < ξ < κ� = Φ[Z(κ)] é um grupo

de van Douwen. �

3.3.3 Existência de ultra�ltros seletivos e MA: Alguns resultados de con-
sistência

Lembramos que o Axioma de Martin é a asserção de que para cada ordem parcial P satis-

fazendo c.c.c. se D é uma coleção de subconjuntos densos em P tal que |D| < 2ℵ0 , existe um

�ltro G ⊆ P intersetando cada elemento de D.

Assim, podemos dizer que MA falha num modelo M, se M �|= CH e existem uma ordem

parcial P ∈M satisfazendo a condição de cadeia enumerável e uma famíliaD de subconjuntos

P-densos, onde |D| = ℵ1, de maneira tal que nenhum �ltro em P é D-genérico sobre P.

Se MA não é satisfeito, uma maneira de medir o grau dessa falha é pelo número de

ordens parciais satisfazendo a c.c.c. para as quais não existe nenhum �ltro D-genérico para

cada coleção D ∈ [P]<2ℵ0 formada por subconjuntos densos de P. Em conseqüência, resulta

natural a seguinte de�nição devida a J. E. Baumgartner:

De�nição 3.3.12. O Axioma de Martin falha totalmente no sentido de Baumgartner num mo-

delo M se M �|=CH e para qualquer ordem parcial atômica P ∈ M existe uma família D de

cardinalidade ℵ1 de conjuntos P-densos, de maneira tal que nenhum �ltro em P éD-genérico.

Baumgartner, em [6] mostrou que é relativamente consistente com ZFC a falha total do
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Axioma de Martin:

Teorema 3.3.13. SejamM é um modelo de ZFC+(2ℵ0 = ℵ1) e κ um cardinal em M satisfazendo

κ = κω ≥ ω2. Se Sκω representa a noção de forcing “side-by-side” de Sacks de comprimento κ e

G é um �ltro Sκω-genérico, então MA falha totalmente no sentido de Baumgartner na extensão

M[G].

De acordo com o exemplo 1.1.36, sob as condições do teorema anterior, temos que a

noção de forcing Sκω preserva todos os cardinais e além disso, (c = κ)M[G].

No que se refere a ultra�ltros seletivos, em [7] encontra-se o seguinte resultado:

Teorema 3.3.14. Seja M um modelo de ZFC+(2ℵ0 = ℵ1) + (2ℵ1 = ℵ2). Então, se Sω2 representa

a iteração de suporte enumerável do forcing de Sacks de comprimento ω2 e G é um �ltro Sω2

genérico, então em M[G] cada ultra�ltro seletivo em M[G] é ℵ1-gerado e 2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2.

Assim, na extensão M[G] existem exatamente 2ℵ0 ultra�ltros seletivos.

De acordo com o anterior, a existência de ultra�ltros seletivos é compatível com a noção

de forcing Sω2 porém, usando dita ordem parcial, o tamanho do contínuo não pode ser maior

do que ℵ2. Por sua vez, considerando a noção de forcing Sκω o contínuo pode ser arbitra-

riamente grande e, de acordo com o seguinte resultado de Laver [49], no modelo extensão

também existem ultra�ltros seletivos:

Teorema 3.3.15. Nas condições do teorema 3.3.13, considerando a noção de forcing side-by-side

de Sacks Sκω, os ultra�ltros seletivos no modelo M formam uma base para os ultra�ltros seletivos

na extensão M[G].

Como conseqüência dos teoremas 3.3.13 e 3.3.15, temos que é consistente a falha total de

MA no sentido de Baumgartner com a existência de ultra�ltros seletivos.

Agora, no que concerne a existência de topologias enumeravelmente compactas sobre os

grupos abelianos livres, podemos estabelecer os seguintes resultados:

Teorema 3.3.16. É consistente a falha total de MA no sentido de Baumgartner com a existência de

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta de�nida sobre o grupo abeliano livre A(c).

Demonstração. Seja M um modelo de GCH, e seja (κ = ω2)M. De acordo com Blass [12]

em M, existem κ = 2c ultra�ltros seletivos. Pelo teorema 3.3.13, considerando a noção de

forcing Sκω, na extensão M[G] temos que MA falha totalmente no sentido de Baumgartner

e existe uma família de (κ = c)M[G] ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis. De acordo com



96 3. Topologias de grupo e ultra�ltros seletivos

o teorema 3.3.11, em M[G], existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta no

grupo abeliano livre gerado por κ = c elementos. �

Teorema 3.3.17. É consistente a existência de uma topologia de grupo enumeravelmente com-

pacta sobre A(2c) com a falha total deMA no sentido de Baumgartner.

Demonstração. SejaM ummodelo de GCH e sejam κ e λ cardinais regulares não enumeráveis

tais que κ < λ. Mediante o uso da noção de forcing de Easton (1.1.33), podemos forçar 2ω1 = λ,

obtendo ummodeloN no qual CH é satisfeito, existem 2ω1 ultra�ltros seletivos, 2ω1 = 2κ = λ,

κω = κ e κ < λ são cardinais não enumeráveis. Forçando sobre N com a noção de forcing

side-by-side de Sacks Sκω, em vista dos teoremas 3.3.13 e 3.3.15, temos que MA falha totalmente

no sentido de Baumgartner, κ = c e existem λ ultra�ltros seletivos no modelo extensão N[G].

Ainda mais, como (|Sκω| = κ)N[G] e Sκω é ω2-c.c., existem no máximo (κω1 = λ)N[G]
S
κ
ω-bons

nomes. Assim, (2c = 2κ = λ)N[G]. Em virtude do teorema 3.3.11, existe uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta sobre A(2c) no modelo N[G]. �



CAPÍTULO 4

Invariantes cardinais em grupos enumeravelmente
compactos

A maior parte das questões envolvendo propriedades próximas à compacidade, tem sur-

gido com o intuito de fazer mais gerais os resultados que de fato são obtidos quando se trata

de espaços compactos, como tem-se observado ao longo do texto. O estudo de invariantes

cardinais, é um assunto que interessa particularmente, dada a grande quantidade de resulta-

dos a este respeito envolvendo espaços compactos. Um dos resultados envolvendo o peso

e a cardinalidade de um espaço compacto, foi estabelecido no teorema 1.2.19: para qualquer

espaço compacto temos que �(X) ≤ |X|. Motivado nesse resultado, Hodel em [42] formulou a

seguinte questão:

Questão 4.1. Seja κ > ω um cardinal. Existe um espaço regular e enumeravelmente compacto X

tal que |X| = κ e �(X) > κ?

Após de formular essa questão, Hodel refere que Comfort mostrou que a resposta à ques-

tão é a�rmativa para cardinais κ satisfazendo κ = κω. O trabalho de van Douwen [27], mostra

que a resposta à pergunta de Hodel é negativa para certos outros κ, porém que podem existir

grupos pseudocompactos de cardinalidade κ tal que κω � κ. De fato, em [27] é estudada a

questão mais geral:

Questão 4.2. Para quais cardinais κ e λ existe um espaço pseudocompacto (pseudocompacto e

homogêneo) X tal que |X| = κ e �(X) = λ?

Neste capítulo, iremos estudar as relações que devem satisfazer o peso e a cardinalidade

de um grupo pseudocompacto e enumeravelmente compacto de acordo com os trabalhos de

E. van Douwen [27] e A. H. Tomita [67].

97



98 4. Invariantes cardinais em grupos enumeravelmente compactos

4.1 Peso e cardinalidade de grupos pseudocompactos

Como é natural, as relações entre as funções cardinais são ainda mais fortes considerando

grupos topológicos do que espaços topológicos compactos sem envolver uma estrutura algé-

brica compatível. De fato, mencionamos anteriormente o seguinte resultado estabelecido de

maneira independente por Ivanovskiı̌ (1958) e Kuz’minov (1959):

Teorema 4.1.1. Todo grupo compacto G é imagem contínua do espaço 2�(G).

Produto do teorema 4.1.1, das relações entre os invariantes cardinais em espaços com-

pactos e do teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, o resultado a seguir proporciona de

maneira e�caz uma caraterização do peso e da cardinalidade de um grupo compacto in�nito:

Teorema 4.1.2. Seja G um grupo topológico in�nito compacto. Então:

a) χ(G) = �(G);

b) |G| = 2�(G);

c) d(G) = ln�(G) onde ln(κ) = min{λ : λ é cardinal e 2λ ≥ κ}.

Demonstração. a) Como G é um espaço homogêneo e assumimos que não é discreto, temos

que χ(p,G) = χ(G) = κ para todo p ∈ G. Naturalmente, χ(G) ≤ �(G). Agora, seja

H uma base local na identidade eG de cardinalidade κ. Como G é compacto, para cada

U ∈ H existe um subconjunto �nito S U ⊆ G tal que S UU = G. Para cada U ∈ H , seja

BU = {xU : x ∈ S U}. Note-se que a família B =
�{BU : U ∈H } constitui uma base para

G e satisfaz |B| ≤ κ. Daí, �(G) ≤ κ = χ(G).

b) Como vimos no item a), para cada ponto p ∈ G, temos χ(p,G) = χ(G) = �(G). Assim,

o teorema de Čech-Pospíšil (1.2.20) implica que |G| ≥ 2�(G). Como todo espaço T1 satisfaz

|X| ≤ 2�(G), concluímos que |G| = 2�(G).

c) Pelo teorema 4.1.1, G é diádico, logo para algum cardinal κ existe uma função contínua e

sobrejetora f : {0, 1}κ → G. Pode-se assumir que κ = �(G). Pelo teorema 1.2.17, temos

que d({0, 1}κ) = ln κ, logo d(G) ≤ d(2�(G)) = ln�(G). Em virtude da proposição 1.2.16,

�(G) ≤ 2d(G); portanto, ln�(G) ≤ d(G).

�
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Note-se que, pelo lema de Zermelo-König, em particular �(G) < |G| para qualquer grupo
compacto in�nito. No entanto, se H = {x ∈ Tc : |supp x | ≤ ω} ⊆ Tc e τ a topologia como

subespaço de Tc de�nida em H não é difícil ver que (H, τ) é enumeravelmente compacto e

|H| = �(H) = c. De fato, pode-se mostrar que ainda, a cardinalidade de um grupo pseudo-

compacto pode ser menor do que o peso do grupo.

Antes de prosseguir, convém lembrar uma caracterização mais dos espaços pseudocom-

pactos.

Proposição 4.1.3. Seja X um espaço de Tychono�. As seguintes a�rmações são equivalentes:

i. X é pseudocompacto;

ii. toda família localmente �nita de subconjuntos abertos não vazios de X é �nita;

iii. X é Gδ-denso em cada uma das suas compacti�cações;

iv. X é Gδ-denso em βX.

Demonstração. i)⇒ ii): Seja X pseudocompacto e suponhamos por absurdo que existe uma

família in�nita U = {Un : n ∈ ω} de abertos não vazios de X localmente �nita. Para cada

n ∈ ω, seja xn ∈ Un e tomemos fn : X → R≥0 contínua tal que fn(xn) = n e fn(x) = 0 para todo

x ∈ X � Un. De�nimos f =
�

n<ω
fn. Como U é localmente �nita, para cada x ∈ X existe uma

vizinhança aberta V de x que interseta um número �nito de elementos de U; portanto, em V ,

f coincide com a soma de um número �nito de funções contínuas, sendo também contínua no

aberto V . Sendo esta a situação para qualquer elemento x do espaço, segue que f é contínua

em X, mas f não é limitada, uma contradição.

i)⇒iii): Seja B(X) uma compacti�cação de X. Suponhamos por absurdo que existe uma

coleção de abertos não vazios em B(X), {Un : n ∈ ω}, tal que p ∈ �
n∈ω

Un ⊆ B(X)�X. Notemos

que isto é equivalente a dizer que X não interseta todos os conjuntos Gδ em B(X). Tomemos,

para cada n ∈ ω, uma função contínua fn : B(X) → [0, 1] tal que fn(p) = 0 e fn(x) = 1 para

cada x ∈ B(X)�Un. Seja f =
�

n∈ω
fn
2n . Consideremos f = f�X; como f é contínua em B(X) e

f (p) = 0, segue que 1
g é contínua mas não é limitada em X, uma contradição.

ii)⇒i): Suponhamos que existe uma função contínua e não limitada f : X → R. Seja x0 ∈ X

e, recursivamente, para cada n ∈ ω, escolhemos xn+1 ∈ X tal que f (xn+1) > f (xn) + 1. Como f

é contínua, para cada n ∈ ω o conjunto Un = f −1[( f (xn) − 1, f (xn) + 1)] é aberto no espaço X.

De acordo com a nossa escolha, temos que {Un : n ∈ ω} é uma família in�nita de abertos não

vazios em X localmente �nita, uma contradição.
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iii)⇒iv): É obvio.

iv)⇒i): Suponhamos por absurdo que existe uma função f : X → R contínua e não limitada,

de modo que f (x) ≤ 1 para todo x ∈ X. Seja βg a extensão de Čech-Stone da função contínua

g = 1
f . Como inf g = 0, (βg)−1[{0}] � ∅; observe-se também que (βg)−1[{0}] é fechado e

portanto, Gδ em βX mas, (βg)−1[{0}] ∩ X = ∅ o que contradiz iv). �

A primeira das restrições é estabelecida no seguinte resultado simples:

Proposição 4.1.4. Se X um espaço topológico pseudocompacto então

a. Se X não tem pontos isolados, então |X| ≥ c;

b. Se X é in�nito e homogêneo, então X não tem pontos isolados.

Demonstração. a. A prova segue um argumento similar ao do teorema de Čech-Pospíšil,

mediante a construção de uma árvore de Cantor. De maneira indutiva, para cada n ∈ ω
construiremos uma coleção {Vf : f ∈ 2n} de subconjuntos abertos não vazios de X tais que

i. Se f ∈ 2n e m < n, então Vf ⊆ Vf�m ;

ii. se f , g ∈ 2n e f � g, então Vf ∩ Vg = ∅.

Se n = 0, 20 = {∅} e tomamos V∅ = X. Seja n ∈ ω. Suponhamos que, para cada m ≤ n,

temos de�nido a coleção {Vf : f ∈ 2m} satisfazendo as condições i) e ii). Se g ∈ 2n,

de�nimos f0, f1 ∈ 2n+1 como f0 = g�0 e f1 = g�1. Como Vg � ∅ e X é um espaço de

Tychono� sem pontos isolados, existem abertos não vazios Vf0 e Vf1 tais que Vf0 ∪ Vf1 ⊆ Vg

e Vf0 ∩ Vf1 = ∅. Assim, Vf0 e Vf1 satisfazem as condições i)-ii).

Por indução, para cada n ∈ ω obtemos uma coleção {Vg : g ∈ 2n} de subconjuntos abertos
em X satisfazendo as condições i) e ii). Para cada f ∈ 2ω, seja

Wf =
�

n<ω

Vf�n

Pela condição i), para cada f ∈ 2ω, {Vf�n : n ∈ ω} é uma cadeia decrescente de subconjuntos

abertos não vazios em X. Como X é pseudocompacto e de Tychono�, pelo item ii) da

proposição 1.2.9 temos que existe xf ∈ Wf =
�

n<ω Vf�n .

Pela condição ii), se f , h ∈ 2ω são funções distintas, então Vf ∩ Vh = ∅, de modo que

xf � xh. Como {xf : f ∈ 2ω} ⊆ X, |X| ≥ c.
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b. Se X tivesse um ponto isolado, X seria um espaço discreto pois ele é homogêneo. Então,

como
�
x∈X
{x} é uma cobertura aberta de X, pela proposição 1.2.9 item iv) existe F ∈ [X]<ω

tal que X =
�
x∈F
{x} = F, ou seja X é �nito, uma contradição. Daí, X não possui pontos

isolados.

�

De acordo com os resultados da proposição 1.2.16, temos que para um espaço topológico

X, deve-se satisfazer �(X) ≤ 2|X| e |X| ≤ 2�(X). Se tratando de um espaço pseudocompacto, é

obtida uma condição adicional envolvendo a co�nalidade do cardinal do espaço.

Teorema 4.1.5. Seja X um espaço tal que cf(|X|) = ω. As seguintes a�rmações são válidas:

i. Se X é pseudocompacto, então �(X) ≤ 2<|X|;

ii. se X é pseudocompacto e homogêneo, então d(X) < |X|, logo �(X) ≤ 2µ para algum µ < |X|.

Demonstração. Antes de tudo, como cf(|X|) = ω podemos �xar uma coleção enumerável A

de subconjuntos de X tal que X =
�

A e |A| < |X| para cada A ∈ A . Também, é possível �xar

um subconjunto enumerável M de cardinais tal que sup(M) = |X| e µ < |X| para cada µ ∈ M.

i. Observemos que se existir x ∈ βX� �
A∈A

A
βX
, para cada A ∈ A podemos tomar um

conjunto UA aberto em βX tal que x ∈ UA e UA ∩ A = ∅; como |A | = ω então

x ∈ W =
�

A∈A UA é um Gδ no espaço βX satisfazendo

W ∩ X = W ∩
�

A∈A
A

=
�

A∈A
W ∩ A

⊆
�

A∈A
UA ∩ A = ∅

Em virtude da proposição 4.1.3, X não é pseudocompacto, uma contradição. Portanto,

βX =
�

A∈A
A
βX
.

Para cada A ∈ A temos que �( A
βX

) ≤ 2d( A
βX

) ≤ 2|A|, logo, o espaço compacto e in�nito

βX é reunião de uma quantidade enumerável de subespaços de peso no máximo 2<|X| =

sup{2κ : κ < |X|} e, consequentemente, �(βX) ≤ 2<|X|ω = 2<|X|. Como uma base do espaço

X pode ser obtida a partir de uma base de βX, segue que �(X) ≤ �(βX) ≤ 2<|X|.
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ii. Pela proposição 4.1.3, temos que X é denso em βX constituindo desse modo um espaço

de Baire; da anterior observação e da igualdade X =
�

A , decorre que existe A ∈ A tal

que int( A
X
)X � ∅. Dado que d(int( A

X
)X) ≤ |A| < |X| e X é homogêneo, para cada x ∈ X,

existe uma vizinhança aberta x ∈ Ux satisfazendo d(Ux) < |X|.

Para cada A ∈ A e µ ∈ M, de�nimos

VA,µ =
�
{Ux : x ∈ A, d(Ux) < µ}

Se V = {VA,µ : A ∈ A , µ ∈ M}, temos que V é uma cobertura aberta enumerável de X, pois

A é uma cobertura de X e M é co�nal em |X|. Notemos que para cada A ∈ A , µ ∈ M,

d(VA,µ) ≤ |A|µ < |X|.

De acordo com a proposição 1.2.9 item iv), existe F ∈ [V]<ω tal que X =
�

V∈F
V

X
, logo,

d(
�

V∈F
V) ≤ |X|. Como X =

�
V∈F

V
X ⊆ �

V∈F
V

X
,
�

V∈F
V é denso em X, de modo que d(X) ≤

d(
�

V∈F
V) ≤ |X|. �

Corolário 4.1.6. Se X é pseudocompacto e |X| é um cardinal fortemente limite satisfazendo

cf(|X|) = ω, então alguns mas não todos os pontos de X tem uma vizinhança de cardinalidade

estritamente menor que |X|.

Demonstração. De acordo com a prova do item ii) do teorema anterior, como X é pseudo-

compacto (e assim um espaço de Baire), temos que existe Ă ∈ A tal que Ŭ := int( Ă ) � ∅;

notemos então, que Ŭ é um aberto não vazio de X para o qual d(Ŭ) ≤ |Ŭ | ≤ |Ă| < |X|, logo,
pela proposição 1.2.16, segue que |Ŭ | ≤ 22d(Ŭ)

< |X| pois |X| é fortemente limite.

Se isso acontecer para todos os pontos de X, obteríamos uma cobertura aberta enumerá-

vel de X, digamos, V tal que para cada U ∈ V, |U | < |X|. Pela proposição 1.2.9 item iv), existe

F ∈ [V]<ω tal que X =
�

V∈F
V =

�
V∈F

V , mas daí, d(X) ≤ |X|. Pela proposição 1.2.16, |X| ≤ 22d(X)
,

isto é |X| < |X|, uma contradição. �

Corolário 4.1.7. Se X é um espaço de Baire homogêneo tal que cf(|X|) = ω, então �(X) ≤ 2m|X|
para algum m < |X|.

Demonstração. Como X é de Baire, de acordo com a prova do item ii) do teorema 4.1.5, temos

que existe Ă ∈ A tal que Ŭ := int( Ă ) é um aberto não vazio em X satisfazendo d(Ŭ) ≤
|Ŭ | ≤ |A| = m < |X|. Dado que X é homogêneo, cada x ∈ X possui uma vizinhança aberta Ux

satisfazendo d(Ux) ≤ m < |X|; assim, em virtude da proposição 1.2.16 �(Ux) ≤ 2d(Ux) ≤ 2m.
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Para cada A ∈ A seja VA =
�
x∈A

Ux, de modo que V = {VA : A ∈ A } é uma cobertura aberta

enumerável de X. Como �(VA) ≤ |A|2m para cada A ∈ A temos que

�(X) ≤
�

A∈A
|A|2m ≤ 2m

�

A∈A
|X| = 2m|X|

. �

Corolário 4.1.8. Se X é pseudocompacto e |X| é fortemente limite tal que cf(|X|) = ω, então

�(X) = |X| e X não é homogêneo.

Demonstração. Pelo item i) do teorema 4.1.5 temos que �(X) ≤ 2<|X| ≤ |X|; se �(X) < |X|, a
proposição 1.2.16 implica |X| ≤ 2�(X) < |X|, uma contradição. Daí, �(X) = |X|.

Se X fosse homogêneo, pelo item ii) do teorema 4.1.5, �(X) ≤ 2µ para algum µ < |X|, mas,

como |X| é fortemente limite |X| = �(X) < |X|, absurdo. �

Corolário 4.1.9. Sob GCH, se X é um espaço pseudocompacto tal que cf(|X|) = ω, então �(X) =

|X|.

Demonstração. Pelo item i) do teorema 4.1.5, �(X) ≤ 2<|X|. Ao assumirmos GCH, obtém-se

�(X) ≤ 2<|X| = |X|; se �(X) < |X|, então |X| ≤ 2�(X) = �(X)+, logo |X| = �(X)+ o que contradiz

cf(|X|) = ω, logo necessariamente �(X) = |X|. �

Conclui-se que os resultados obtidos por van Douwen estabelecem que para quaisquer

κ e λ satisfazendo λ ≤ 2κ e κ ≤ 2λ existe um espaço (grupo) X tal que |X| = κ e �(X) =

λ. Sob ZFC, não existem restrições adicionais sobre o peso e a cardinalidade de um espaço

pseudocompacto (ainda mais, enumeravelmente compacto) sem pontos isolados, ou sobre o

peso e a cardinalidade de um espaço pseudocompacto homogêneo (mesmo se fosse um grupo).

Teorema 4.1.10. Assumamos que a seguinte a�rmação é verdadeira:

Se µ ≥ c e cf(µ) � ω, então µω = µ (�)

Sejam κ e λ cardinais que satisfazem c ≤ κ ≤ 2λ e λ ≤ 2κ. Então,

i. Se existe µ < κ de maneira que λ ≤ 2µ e cf(κ) = ω, então existe um grupo pseudocompacto

X tal que |X| = κ e �(X) = λ.

ii. Se adicionalmente, λ ≤ 2<κ e cf(κ) = ω, então existe um espaço enumeravelmente compacto

X sem pontos isolados tal que �(X) = λ e |X| = µ.
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Demonstração. Antes de começar com a prova convém mencionar que a a�rmação � é equi-

valente à hipótese dos cardinais singulares (SCH), uma asserção consistente com ZFC. Con-

sideremos o grupo compacto L = 2λ. Observemos que se D ⊆ L é denso e x ∈ D, então

χ(x,D) = χ(x, L) = λ. Como χ(D) ≤ �(D) ≤ �(L) = λ e λ = χ(x,D) ≤ χ(D), segue que

�(D) = λ. Dado que os espaços a serem construídos são densos em L, segue que cada um

deles tem peso λ.

Pela hipótese, λ ≤ 2κ. Assim, de acordo com o teorema 1.2.17 segue que d(L) ≤ κ. Como

ainda κ ≤ 2λ, temos que existe um subconjunto denso F ⊆ L de cardinalidade κ obtendo

assim um subgrupo denso (G = �F�) de cardinalidade κ. A a�rmação anterior implica que

�(X) ≤ 2|X| e |X| ≤ 2�(X) são as únicas restrições envolvendo esses invariantes cardinais ainda

quando os espaços são grupos.

Para mostrarmos o item i), suponhamos adicionalmente que cf(κ) = ω. Vamos construir

por indução trans�nita, uma família ⊆-crescente de subgrupos {Gα : α < ω1} tais que para

cada α < ω1, G ⊆ Gα, |Gα| = κ e cada subconjunto enumerável em Gα tenha um ponto de

acumulação em Gα+1. Este método, conhecido na literatura como clossing-o� usado por V.

Saks e R. M. Stephenson [56] deve-se originalmente a Frolík [32].

Seja G0 = G e suponhamos que para γ < ω1, a família {Gα : α < γ} tem sido de�nida

satisfazendo

a. se α < β < γ, então Gα ⊆ Gβ;

b. para cada α < γ tal que α + 1 ≤ γ, toda seqüência em Gα tem um ponto de acumulação em

Gα+1;

c. |Gα| = κ;

d. se α ≤ γ é um ordinal limite, então Gα =
�
β<α

Gα.

De acordo com a hipótese indutiva, basta supor que γ = α + 1. Como Gα é denso em L e

|Gα| = κ ≤ 2λ, para cada seqüência em Gα podemos tomar um ponto de acumulação em L;

daí, de�nimos Gα+1 = �Gα ∪ {xF ∈ L : xF ∈ F�, F ∈ [Gα]ω}�. Observemos que a relação

κω = κ = |Gα| implica |Gα+1| = κ.
Por indução, a coleção {Gα : α < ω1} satisfaz os nossos requerimentos. Se X =

�
α<ω1

Gα,

naturalmente X é um subgrupo denso de L, e, como |Gα| = κ para cada α < ω1 e ω1 ≤ c ≤ κ,
|X| = κ.
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Dada qualquer seqüência {xn : n ∈ ω} ⊆ X, existe α < ω1 tal que {xn : n ∈ ω} ⊆ Gα; de

fato, tomemos f (0) = min{β < ω1 : x0 ∈ Gβ} e para cada n ≥ 1 de�namos

f (n) = max{min{β < ω1 : xn ∈ Gβ}, f (n − 1)} + 1

Como cf(ω1) � ω e a função f : ω→ ω1 é estritamente crescente, decorre que α = sup{ f (n) :

n ∈ ω} < ω1; portanto, a seqüência {xn : n ∈ ω} ⊆ Gα e possui um ponto de acumulação em

Gα+1 ⊆ X. Acontecendo isso para cada seqüência em X, obtemos que X é enumeravelmente

compacto.

Suponhamos agora que κω � κ > c, e que existe µ < κ tal que λ ≤ 2µ. Como µ+ ≥ c
e cf(µ+) � ω, por (�) temos que (µ+)ω = µ+, logo, podemos supor que µω = µ. De acordo

com os argumentos acima, dado que λ ≤ 2µ e µ < 2λ, L possui um subgrupo H, denso

e enumeravelmente compacto tal que |H| = µ. Como µ < κ ≤ 2λ, podemos tomar um

subconjunto A := {xα : α < κ} ⊆ L�H; daí, o subgrupo G = �A∪H� ⊆ L possui cardinalidade

κ. Se f : G → R é uma função contínua, como H é enumeravelmente compacto (em particular

pseudocompacto), existe r > 0 tal que f (H) ⊆ [−r, r] ⊆ R; daí, f (G) = f ( H
G
) ⊆ f (H)

R ⊆
[−r, r], ou seja, G é pseudocompacto.

Agora, suponhamos que κω � κ > c e λ ≤ 2<κ mas não existe µ < κ tal que λ ≤ 2µ; note-

se que a última condição implica λ = 2<κ. Dado que κ > c e κω � κ, ao estarmos assumindo

(�) segue que cf(κ) = ω, portanto, existe uma seqüência de cardinaisM = {µn < κ : n ∈ ω} tal
que κ = sup(M). Podemos assumir, sem perda de generalidade que para cada n ∈ ω, µn ≥ c,
e que µn é um cardinal sucessor, de onde cf(µn) = µn � ω, obtendo assim, pela a�rmação (�),

que também µωn = µn.

Para cada n ∈ ω, considerando o cardinal µn = µ
ω
n , usando um argumento de clausura (ou

clossing-o�) como o descrito inicialmente, podemos construir um grupo Gn enumeravelmente

compacto satisfazendo |Gn| = µn e �(Gn) = 2µn . Seja X =
�

n∈ωGn a união disjunta da família

de grupos {Gn : n ∈ ω}; em X, seja ς a topologia inerente à soma topológica da família

{Gn : n ∈ ω}. Pela proposição 1.2.12 (X, ς) é enumeravelmente compacto; agora, seja τ = ς ∪
{U ⊆ X : |{n ∈ ω : Gn � U}| < ω}. É fácil ver que τ é uma topologia para X. Observemos que

(X, τ) também é enumeravelmente compacto e, além disso, sem pontos isolados. Obviamente,

|X| = κ e �(X) = 2<κ = λ. �

Convém ilustrar mediante dois exemplos que impõem condições distintas sobre a natu-

reza dos cardinais a serem analisados, as restrições sobre invariantes cardinais que até agora

achamos.



106 4. Invariantes cardinais em grupos enumeravelmente compactos

Exemplo 4.1.11. Suponhamos que κ é um cardinal fortemente limite de co�nalidade enume-

rável. A seguinte tabela sintetiza as condições necessárias e su�cientes para a existência de

um espaço topológico X de cardinalidade κ e peso λ satisfazendo certas propriedades:

Estrutura de X Condição necessária e su�ciente sobre λ
Espaço topológico κ ≤ λ ≤ 2κ

Grupo topológico κ ≤ λ ≤ 2κ

Espaço enumeravelmente com-
pacto ou pseudocompacto

λ = κ

Grupo pseudocompacto
Para nenhum λ: pelo corolário 4.1.8 não exis-
tem espaços pseudocompactos homogêneos
cuja cardinalidade seja fortemente limite.

Exemplo 4.1.12. De acordo com a noção de forcing de Easton (vide 1.1.33), a seguinte asserção

é consistente com ZFC:

(†) c = ℵ81 + (∀n ∈ ω) (2ℵn+1 = ℵω+n+1) + 2ℵω = ℵω+ω+1

Se assumimos (†), obtemos as seguintes condições para a existência de um espaço topológico

X tal que |X| = ℵω e �(X) = λ:

Estrutura de X Condição necessária e su�ciente sobre λ
Espaço topológico ℵ1 ≤ λ ≤ ℵω+ω+1

Grupo topológico ℵ1 ≤ λ ≤ ℵω+ω+1

Espaço enumeravelmente com-
pacto ou pseudocompacto

ℵ1 ≤ λ ≤ ℵω+ω
Grupo pseudocompacto ℵ1 ≤ λ < ℵω+ω

4.2 A questão de van Douwen

Observemos que a a�rmação ii) do teorema 4.1.5 e a proposição 4.1.4 estabelecem condi-

ções para espaços pseudocompactos, assim, resulta natural se perguntar se essas restrições

podem ser melhoradas tratando-se de espaços enumeravelmente compactos. Em relação a

isto, van Douwen [27] propôs a seguinte questão:

Questão 4.3. Se X é um grupo in�nito (ou um espaço homogêneo) enumeravelmente compacto,

tem-se |X|ω = |X|? Pelo menos, é cf(|X|) � ω?

Sob GCH, qualquer cardinal limite é fortemente limite, daí, pelo corolário 4.1.8, todo

espaço homogêneo e pseudocompacto X satisfaz cf(|X|) � ω logo temos resposta a�rmativa à

questão anterior.
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A continuação, detalharemos a construção feita por Tomita, via forcing, de um grupo

enumeravelmente compacto sem seqüências não triviais convergentes cuja cardinalidade tem

co�nalidade enumerável dando resposta negativa à questão 4.3 e estabelecendo assim um

resultado de consistência.

Dado n ∈ ω, se supomos que existe um grupo enumeravelmente compacto de cardinali-

dade ℵn então, pela proposição 4.1.4, teria-se que ℵn ≥ c, e assim (ℵn)ω = ℵn, logo cf(ℵn) � ω, o

que mostra que nenhum contraexemplo a questão 4.3 pode ter cardinalidade ℵn. Daí, o menor

tamanho para um tal grupo, devia ser ℵω, e, de fato, o contraexemplo exibido por Tomita em

[67] possui dita cardinalidade.

Lema 4.2.1. Se H é um subgrupo de 2c tal que para cada {hn : n ∈ ω} ∈ [H]ω existe α < c tal

que o conjunto de restrições {hn�[α,c) : n ∈ ω} tem 0 ∈ 2[α,c) como ponto de acumulação, então se

L = {x ∈ 2c : suppx é limitado em c} o grupoG = �H∪L� = H+L é um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade |H| + 2<c.

Demonstração. Se {yn : n ∈ ω} é uma seqüência no grupo G, para cada n ∈ ω existem hn ∈ H,

zn ∈ L tais que yn = hn + zn. Como zn = yn − hn ∈ L, para cada n ∈ ω podemos tomar αn < c tal

que supp { zn} ⊆ αn. Como cf(c) > ω, sup{αn : n ∈ ω} = α < c, de modo que para cada n ∈ ω,
supp { zn} ⊆ α, isto é, para cada n ∈ ω, (yn − hn)�[α,c) = 0 ∈ 2[α,c). Sem perda de generalidade,

passando talvez a uma subseqüência, podemos supor que ou {hn : n ∈ ω} é uma seqüência

com valor constante h ∈ H ou é uma seqüência injetora.

No primeiro caso {zn�α : n ∈ ω} = {yn − h�α : n ∈ ω} ⊆ 2α tem um ponto de acumulação

x� ∈ 2α, pois 2α é compacto. Em conseqüência, x = x� + h�α é um ponto de acumulação

da seqüência {yn�α : n ∈ ω}. Como {zn�[α,c) : n ∈ ω} é a seqüência constante com valor

0 ∈ 2[α,c), temos que{yn�[α,c) : n ∈ ω} = {hn�[α,c) : n ∈ ω}, logo possui valor constante h�[α,c).

Daí, x ∪ h�[α,c) = (x� + h�α) ∪ h�[α,c) = x� ∪ 0�[α,c) + h ∈ G é ponto de acumulação da seqüência

{yn : n ∈ ω}.
No segundo caso, pela hipótese, existe β > α tal que o segmento �nal {hn�[β,c) : n ∈ ω} tem

a 0�[β,c) como ponto de acumulação. Como 2β é compacto, existe um ponto de acumulação

y ∈ 2β da seqüência {yn�β : n ∈ ω}; daí, y ∪ 0�[β,c) ∈ L ⊆ G é ponto de acumulação da seqüência

{yn�β ∪ hn�[β,c) : n ∈ ω} = {yn�β ∪ yn�[β,c)} = {yn : n ∈ ω}, pois zn�[β,c) = 0 ∈ 2[β,c) para todo n ∈ ω.
Portanto, o grupo G é enumeravelmente compacto. Claramente, L codi�ca todos os

subconjuntos de c limitados, logo |L| = 2<c e assim |G| = |H| + 2<c. �

Tomita em [67] salienta que para cada κ ≤ c é possível construir um grupo topológico

de cardinalidade κ usando MA(κ), mas que ainda MA não é su�ciente para construir um
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grupo de cardinalidade ℵω. De fato, GCH implica MA e, pelos comentários iniciais, sob

GCH todo grupo pseudocompacto não pode ter cardinalidade de co�nalidade enumerável, em

particular, sob GCH não existe um grupo enumeravelmente compacto de tamanho ℵω. A

seguir, detalharemos o modelo obtido por forcing no qual existe um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade ℵω.

4.2.1 Um grupo enumeravelmente compacto de cardinalidade ℵω
Assumamos CH e seja κ > ℵ1 um cardinal regular. Fixemos uma enumeração { fξ : ξ < κ}

de todas as seqüências injetoras em [κ]<ω.

Como antes, se F ∈ [κ]<ω e {zµ : µ ∈ F} ⊆ 2κ denotamos zF =
�
µ∈F

zµ.

Começamos por de�nir a noção de forcing que permitirá a construção:

De�nição 4.2.2. Seja P o conjunto formado pelas triplas p = (αp, {xp
η : η ∈ Ep}, {Ap

δ : δ ∈ Dp})
onde

1. αp ∈ ω1;

2. Dp ∈ [κ]ω, Ep = Dp ∪
�{ fδ(n) : n ∈ ω, δ ∈ Dp};

3. xp
η ∈ 2αp para cada η ∈ Ep;

4. Ap
δ ∈ [ω]ω para cada δ ∈ Dp.

Em P dizemos que p � q se:

a. αq ≤ αp, Dq ⊆ Dp, Eq ⊆ Ep;

b. para todo η ∈ Eq temos xq
η ⊆ xp

η ;

c. para cada δ ∈ Dp, Ap
δ ⊆∗ Aq

δ e,

d. para cada δ ∈ Dp, a seqüência {xfδ(n)�[αq ,αp) : n ∈ Ap
δ } converge ao ponto 0�[αq ,αp) ∈ 2[αq,αp).

Lema 4.2.3. O conjunto parcialmente ordenado (P,�) é enumeravelmente fechado e satisfaz a

condição ω2-c.c.

Demonstração. Seja {pn : n ∈ ω} uma seqüência decrescente de elementos em P, onde, para

cada n ∈ ω, pn = (αn, {xn
η : η ∈ En}, {An

δ : δ ∈ Dn}).
Tomemos
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αω = sup{αn : n ∈ ω}, Dω =
�

n∈ω
Dn, Eω =

�

n∈ω
En, xωη =

�

η∈En
n∈ω

xn
η

Para cada δ ∈ Dω, seja Aωδ ∈ [ω]ω tal que para cada n ∈ ω, se δ ∈ Dn, então Aωδ ⊆∗ An
δ . Por �m,

seja p = (αω, {xωη : η ∈ Eω}, {Aωδ : δ ∈ Dω}).
A�rma-se que p ∈ P. Com efeito, dado que cf(ω1) � ω, αω < ω1; agora, como para cada

n ∈ ω os conjuntos Dn e En são enumeráveis, Dω ∈ [κ]ω e Eω ∈ [κ]ω pois κ > ω. De acordo

com a construção, as outras condições para pertencer à ordem P são satisfeitas trivialmente.

É obvio que para cada n ∈ ω, pω � pn, logo P é enumeravelmente fechada.

Seja {pµ : µ ∈ ω2} ⊆ P de maneira tal que para cada µ, γ ∈ ω2, pµ � pγ. Como |Eµ| = ω < ω1

e |{Eµ : µ < ω2}| = ω2 ≥ ω1 pelo lema do ∆-sistema, existem I ∈ [ω2]ω2 e E ∈ [κ]≤ω tais que

Eµ ∩ Eβ = E para todo {µ, β} ∈ [κ]2. Como |I| = ω2 > ω1 e {αp : p ∈ I} ⊆ ω1 existem J ⊆ I e

α ∈ ω1 tais que |J| = ω2 e para todo µ ∈ J, αµ = α.

Além disso, como |E| ≤ ω e α ∈ ω1, existem só c = ω1 funções de E a 2α e existem também

só c = ω1 funções de E a [ω]ω; desta maneira, podemos supor que para cada par {µ, β} ∈ [J]2,

e η ∈ E, xβη = xµη e, para todo δ ∈ Dµ ∩ Dβ ⊆ E, Aβδ = Aµδ .

Sejam µ, β ∈ J distintos; se

p = (α, {xµη : η ∈ Eµ} ∪ {xβη : η ∈ Eβ�E}, {Aµδ : δ ∈ Dµ} ∪ {Aβδ : δ ∈ Dβ�Dµ})

então naturalmente p ∈ P e p � pβ, p � pµ. Em conseqüência, não existem anticadeias de

tamanho ω2 em P, isto é, P é ω2-c.c. �

Prosseguimos de�nindo alguns conjuntos densos da ordem P. Para cada φ ∈ Fn(κ, 2) e

α ∈ ω1, seja

Dφ,α = {p ∈ P : domφ ⊆ Dp e existe γ ∈ [α,αp) tal que para todo ξ ∈ domφ, φ(ξ) = xp
ξ (γ)}

Lema 4.2.4. A família D = {Dφ,α : φ ∈ Fn(κ, 2), α < ω1} está formada por subconjuntos densos

na ordem P.

Demonstração. Seja q ∈ P e �xemos φ ∈ Fn(κ, 2), α < ω1. Tomemos αr = max{α,αq},
Dr = Dq ∪ domφ, Er = Dr ∪

�{ fδ(n) : δ ∈ Dr, n ∈ ω}.
Para cada η ∈ Er, e δ ∈ Dr tomemos

xr
η =




xq
η ∪ 0�[αq ,αr ) se η ∈ Eq

0 se η ∈ Er�Eq

e Ar
δ =




Ar
q se δ ∈ Dq

ω se δ ∈ Dr�Dq
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Se tomarmos r = (αr, {xr
η : η ∈ Er}, {Ar

δ : δ ∈ Dr}) naturalmente r ∈ P e r � q. A idéia agora

é achar uma extensão de r em Dφ,α. Seja αp = αr + 1, Dp = Dr e Ep = Er. De�niremos uma

função ψ : Ep → 2 de maneira tal que para cada η ∈ Ep, ψ(η) = xp
η (αr).

Primeiro, �xemos uma enumeração {βn : n ∈ ω} do conjunto Dp, de modo tal que para

cada δ ∈ Dp, {n ∈ ω : βn = δ} ∈ [ω]ω.

Seja F0 = domφ e de�nimos ψ�F0
= φ. Usando um argumento indutivo vamos de�nir

para cada n ∈ ω, ψ�Fn e kn ∈ ω satisfazendo as seguintes condições:

� Fn ∪ fβn(kn) ⊆ Fn+1,

� kn ∈ Ar
βn
, kn < kn+1, e,

�
�{ψ(µ) : µ ∈ fβn(kn)} = 0

Suponhamos que para cada m ≤ n, Fm, ψ�Fm e km−1 tem sido de�nidos satisfazendo as

condições anteriores. Seja kn ≥ kn−1 tal que kn ∈ Ar
βn
e fβn(kn)�Fn � ∅.

Tomemos Fn+1 = Fn ∪ fβn(kn); por se tratar de uma função com valores ao grupo booleano

2, a função ψ pode ser de�nida sobre o conjunto Fn+1�Fn de maneira que
�{ψ(µ) : µ ∈

fβn(kn)} = 0.

No �nal da indução, teremos de�nido ψ sobre o conjunto F =
�
n∈ω

Fn. Para cada µ ∈ Ep�F,

tomemos ψ(µ) = 0. Dados η ∈ Ep e δ ∈ Dp, sejam

xp
η := xr

η ∪ {(αr,ψ(η))} e Ap
δ := {kn : βn = δ}

É claro que p = (αp, {xp
η : η ∈ Ep}, {Ap

δ : δ ∈ Dp}) ∈ P; mostremos que p ∈ Dφ,α e p � q.

Como αp = αr + 1, Dp = Dr e Er, as três primeiras condições que descrevem a relação

p � r sobre P, estão satisfeitas. Do mesmo modo, para cada η ∈ Er = Ep temos que xp
η �αr = xr

η

e para cada δ ∈ Dp = Dr, de acordo com a construção indutiva, se satisfaz Ap
δ ⊆ Ar

δ .

Dado δ ∈ Dp, se consideramos a seqüência {xp
fδ(n)�[αr ,αr+1) : n ∈ Ap

δ }, temos, para cada

n ∈ Ap
δ :

xp
fδ(n)(αr) = xp

fδ(kn)(αr)

= xp
fβn (kn)(αr)

=
�

µ∈ fβ(kn)

xµ(αr)

=
�

µ∈ fβ(kn)

ψ(µ) = 0

Portanto, p � r � q. Visto que domφ ⊆ Dr, αp > αr ≥ α e para cada ξ ∈ domφ = F0 temos

xp
ξ (αr) = ψ(ξ) = φ(ξ), concluímos que p ∈ Dφ,α; portanto, cada membro da coleção D é denso
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em P. �

Teorema 4.2.5. Se M é um modelo de CH e (κ > c)M é um cardinal regular, então existe

uma noção de forcing enumeravelmente fechada satisfazendo a condição ω2-c.c. tal que para

cada cardinal λ ∈ [c, κ], na extensão M[G] existe um grupo enumeravelmente compacto G cuja

cardinalidade é λ.

Demonstração. Suponhamos CH e seja κ > c um cardinal regular. Seja P como na de�nição

4.2.2. Pelo lema 4.2.3, P é uma ordem enumeravelmente fechada que satisfaz ω2-c.c., logo,

trata-se de uma ordem que preserva cardinalidades e co�nalidades.

Seja G ∈M[G] um �ltro genérico para a ordem parcial P. Para cada ξ ∈ κ, de�nimos

xξ =
�

p∈G
ξ∈Dp

xp
ξ

Seja φ = {(ξ, 0)} ∈ Fn(κ, 2). Observemos que para cada α < ω1 existe p ∈ G∩Dφ,α satisfazendo

αp > α e ξ ∈ Dp; daí, uma vez que dom xp
ξ = αp > α, obtemos α ∈ dom xξ para cada α < ω1 e

assim, dom xξ = ω1, isto é, xξ ∈ 2ω1 para cada ξ < κ.

A�rmamos que o conjunto de funções X = {xξ : ξ < κ} é linearmente independente.

Primeiro, dado F ∈ [κ]<ω�{∅}, podemos de�nir de maneira conveniente uma função ϑ : F →
2 tal que

�
µ∈F
ϑ(µ) � 0. Como G é genérico, podemos também tomar p ∈ G ∩ Dϑ,ω, mas daí,

existe γ ∈ [ω,αp) tal que para todo ξ ∈ F, ϑ(ξ) = xp
ξ (γ), logo

xF(γ) =
�

ξ∈F
xp
ξ (γ)

=
�

ξ∈F
ϑ(ξ) � 0

ou seja, xF � 0 ∈ 2ω1 . Percebendo que cada conjunto �nito não vazio F ⊆ κ codi�ca uma

combinação linear não nula -uma soma pela estrutura booleana de 2κ- de elementos da família

X, segue o resultado.

Seja I ⊆ κ não vazio. A�rma-se que o subgrupo HI = �xξ : ξ ∈ I� ⊆ 2κ satisfaz as

condições do lema 4.2.1; para mostrar isto, tomemos uma seqüência {yn : n ∈ ω} ∈ [HI]ω.

Como HI = �xξ : ξ < c�, para cada n ∈ ω podemos associar um conjunto de índices f (n) ∈
[I]<ω tal que yn =

�
µ∈ f (n)

xµ = xf (n), obtendo desta maneira uma função f : ω → [I]<ω. Dado

que X é linearmente independente e a seqüência escolhida é injetora, segue que f é injetora.

Observemos que em particular f é uma seqüência injetora em [κ]<ω; assim, como a noção de
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forcing P não adiciona novos subconjuntos enumeráveis ao modelo M, existe µ < κ tal que

f = fµ, lembrando que { fµ : µ < κ} enumera todas as seqüências injetoras em [κ]<ω.

Seja � ∈ Fn(κ, 2) tal que µ ∈ dom �. Visto que para cada α < ω1 o conjunto D�,α é denso

em P, podemos tomar p ∈ G∩D�,α, logo, em particular, µ ∈ Dp. Se F é um subconjunto �nito

de [αp,ω1), e β = max F, dado que para qualquer função ϕ ∈ Fn(κ, 2) o conjunto Dϕ,β é denso

em P, podemos achar q ∈ Dϕ,β ∩ G tal que q � p. Como µ ∈ Dp ⊆ Dq, de acordo com a

de�nição da ordem, a seqüência {xq
fµ(n)�[αp ,αq) : n ∈ Aq

µ } converge a 0 ∈ 2[αp,αq), logo, o conjunto

{n ∈ Aq
µ : xq

fµ(n)�F = 0�F} é co�nito. Visto que xq
fµ(n)�F = xq

f (n)�F xf (n)�F =
�
ν∈ f (n)

xν�F = yn�F temos

Aq
µ ⊆∗ {n ∈ Aq

µ : xq
fµ(n)�F = 0�F}

= {n ∈ Aq
µ : yn�F = 0�F}

⊆ {n ∈ ω : yn�F = 0�F}

Assim, 0 ∈ 2[αp,αq) é ponto de acumulação de {yn�[αp ,αq) : n ∈ ω}; pelo lema 4.2.1 obtém-se que

o grupo L + HI é enumeravelmente compacto e de cardinalidade |HI | + 2<c. Note que HI e I

possuem a mesma cardinalidade pois identi�camos elementos do grupo HI com subconjuntos

�nitos de I; além disso, ao assumirmos CH no modeloM e ao P satisfazer ω2-c.c., segue que

2<c = c. Portanto, |L + HI | = |I| + c = |I| o que conclui a prova. �

Corolário 4.2.6. É consistente c = ℵ1 < ℵω com a existência de um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade ℵω.

Demonstração. Seja M um modelo de GCH. Seja (κ = ℵω+1)M. Pelo teorema 4.2.5, como

κ é regular, na extensão M[G], para cada λ ∈ [c,ℵw+1] existe um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade λ. Seja (λ = ℵω)M. Como a noção de forcing empregada é enu-

meravelmente fechada, preserva cardinais abaixo de ℵ2 e assim, (CH)M[G]. Além disso, a

noção de forcing é ω2-c.c., logo preserva cardinais acima de ℵ2 e, portanto, (λ = ℵw)M[G].

Conseqüentemente, em M[G] CH vale e existe um grupo enumeravelmente compacto cuja

cardinalidade tem co�nalidade enumerável. �

De acordo com os resultados da seção anterior e como conseqüência do corolário anterior,

neste ponto aparece um resultado de independência:

Teorema 4.2.7. A existência de grupos enumeravelmente compactos cuja cardinalidade tem co-

�nalidade enumerável é independente de ZFC.
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Demonstração. Por uma parte, pelo corolário 4.1.8 num modelo M de ZFC+GCH não exis-

tem espaços homogêneos cuja cardinalidade tenha co�nalidade enumerável. De outro lado,

pelo teorema 4.2.6 obtemos um modelo N de ZFC+CH onde existe um grupo cuja cardinali-

dade tem co�nalidade enumerável. Em conseqüência, a asserção é independente de ZFC. �

4.2.2 Um grupo enumeravelmente compacto de peso ℵω
Sirota [58] respondendo a uma questão proposta por Arkhangel’skiı̌, construiu um grupo

pseudocompacto sem seqüências não triviais convergentes de peso κ para qualquer cardinal

in�nito κ satisfazendo κ = κω. Complementando o resultado obtido por van Douwen sob

GCH acerca da cardinalidade de um grupo pseudocompacto, Malykhin e Shapiro [51] mos-

traram que sob GCH, os únicos pesos possíveis para grupos pseudocompactos sem seqüências

não triviais convergentes satisfazem κ = κω, e num modelo de forcing, os autores mostraram

a existência de um grupo pseudocompacto de peso ℵ1 < (ℵ1)ω. Como ω1 tem co�nalidade não

enumerável, é natural perguntar se um grupo pseudocompacto sem seqüências não triviais

convergentes pode ter peso de co�nalidade enumerável, e, se a pseudocompacidade pode ser

substituída pela compacidade enumerável.

Com referência a essa questão, no trabalho [67] Tomita proporcionou um resultado de

independência, ao mostrar de maneira consistente a existência de um grupo abeliano de van

Douwen de cardinalidade c e peso ℵω. Neste parágrafo ser åo apresentados os detalhes dessa

construção.

O seguinte teorema mostra uma maneira de aumentar o peso de grupos de van Douwen

de cardinalidade c.

Teorema 4.2.8. Se existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e sem seqüências

não triviais convergentes sobre um grupo abeliano livre in�nito G, então para cada κ ∈ [c, 2c]

existe uma topologia de grupo τκ enumeravelmente compacta e sem seqüências não triviais con-

vergentes sobre o grupo A(c), de modo tal que �((A(c), τκ)) = κ.

Demonstração. Como G é, em particular, pseudocompacto pela proposição 4.1.4 temos que

|G| ≥ c. Se |G| > c, usando o argumento de clossing-o� descrito anteriormente, obtemos um

subgrupo G� ≤ G enumeravelmente compacto tal que |G�| = c. Adicionalmente, notemos que

G� é livre, logo, podemos assumir sem perda de generalidade que |G| = c. Como G é abeliano

livre e enumeravelmente compacto, podemos identi�car a G com um subgrupo de Tλ para

algum cardinal λ mediante um isomor�smo de grupos topológicos. Note-se que [G]<ω = c,

logo podemos projetar G em Tθ de maneira injetiva para algum θ ≤ c; como G é de van
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Douwen, a imagem sob dita projeção constitui um grupo abeliano livre sem seqüências não

triviais convergentes, assim, podemos assumir que �(G) ≤ θ ≤ c.
Seja {yξ : ξ < c} um conjunto independente de geradores de G. Seja P = {κ2 : κ < c} o

conjunto de todos os ordinais pares em c. Usando P, o conjunto de seqüências injetoras de

elementos de Fn(c,Z�{0})�{∅} é indexado, digamos { fξ : ξ ∈ P}. Adicionalmente podemos

supor que para cada ξ ∈ P,
�
n∈ω

dom fξ(n) ⊆ ξ.
Seja 0 < ξ < c. Por indução, suponhamos que para cada µ < ξ temos escolhido xµ ∈ G

satisfazendo as seguintes duas condições:

a. o conjunto {xβ : β < µ} é linearmente independente, e,

b. se µ ∈ P, então xµ é um ponto de acumulação da seqüência {xfµ(n) : n ∈ ω}.

A�rma-se que xξ pode ser escolhido de forma tal que a hipótese de indução é satisfeita. De

fato, suponhamos que H = �xβ : β < ξ�. Como {yη : η < c} é um conjunto livre de geradores

de G ⊃ H, para cada h ∈ H associa-se um único subconjunto Jh ∈ [c]<ω de modo tal que

h ∈ �yβ : β ∈ Jh�. Seja J =
�

h∈H
Jh; o elemento xξ é escolhido como segue:

xξ ∈



G��yβ : β ∈ J� se ξ � P

{xfµ(n) : n ∈ ω}��yβ : β ∈ J� se ξ ∈ P

Como | {xfµ(n) : n ∈ ω} | = c e |�yβ : β ∈ J�| = |J| ≤ ξ < c, note-se que {xfµ(n) : n ∈ ω}��yβ : β ∈
J� � ∅. Claramente, o conjunto {xβ : β < ξ} satisfaz as condições a) e b) anteriores.

No �nal do processo indutivo, obtemos um conjunto X = {xξ : ξ < c} linearmente inde-

pendente tal que para cada ξ ∈ P, xξ é ponto de acumulação da seqüência no grupo gerado por

X associada a função fξ. Pela última a�rmação, para cada ξ < c pode-se tomar um ultra�ltro

pξ ∈ ω∗ de maneira tal que xξ = p − limn∈ω xfξ(n).

Fixemos κ ∈ [θ, 2c] e seja {zα : α ∈ c�P} um subconjunto denso em Tκ. Dado que

todo espaço compacto é, em particular, ultracompacto, para cada µ ∈ P podemos de�nir, de

maneira indutiva, zµ = pµ- limn∈ω zfµ(n). Finalmente, seja Gκ = �(xξ, zξ) : ξ < c� ⊆ G × Tκ.
Observe-se que Gκ é um grupo abeliano de cardinalidade c e, além disso, a coleção

{(xξ, zξ) : ξ < c} é um conjunto livre de geradores para esse grupo. De fato, suponha-se

que 0Tθ+κ =
�
µ∈F

aµ(xµ, zµ) onde F ∈ [c]<ω � ∅, e aµ ∈ Z para cada µ ∈ F; de acordo com a

de�nição da operação do grupo, 0Tθ =
�
µ∈F

aµxµ. Assim, aµ = 0 para todo µ ∈ F, posto que o

conjunto X é independente. Resta provar que Gκ é um grupo de van Douwen.
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Suponha-se que {gn : n ∈ ω} = {(tn,wn) : n ∈ ω} ⊆ Gκ é uma seqüência injetora; passando

talvez a uma subseqüência, podemos assumir que {gn : n ∈ ω} não contém termos do tipo

(0Tθ , 0Tκ), (t, 0Tκ) ou (0Tθ ,w) para t ∈ G, w ∈ Tκ.
Inicialmente, consideremos o caso em que para cada n,m ∈ ω distintos, tn � tm e wn � wm.

Notemos que dado n ∈ ω, o ponto gn = (tn,wn) é soma de um número �nito de elementos

do conjunto {(xξ, zξ) : ξ < c}, logo podemos associar-lhe a esse ponto uma função f (n) ∈
Fn(c,Z�{0}) de modo tal que

gn = (tn,wn) =
�

µ∈dom f (n)

f (n)(µ)(xµ, zµ)

=
�

µ∈dom f (n)

( f (n)(µ)xµ, f (n)(µ)zµ)

= (xf (n), zf (n))

Como {xξ : ξ < c} é independente, segue que a correspondência f : ω → Fn(c,Z�{0}) é

injetora; portanto, existe ζ ∈ P tal que f = fζ. De acordo com a construção, observe-se que

xζ = pζ- limn∈ω xfζ(n); de outra parte, zζ = pζ- limn∈ω zfζ(n). Como a pξ-compacidade é preservada

sob funções contínuas, naturalmente temos

(xζ, zζ) = pζ- lim
n∈ω

(xfζ(n), zfζ(n))

de onde (xζ, zζ) é um ponto de acumulação da seqüência {(xfζ(n), zfζ(n)) : n ∈ ω} = {(tn,wn) : n ∈
ω}.

Uma segunda situação que pode ocorrer, é que {tn : n ∈ ω} ⊆ G contenha uma sub-

seqüência constante {tnk : k ∈ ω} tomando o valor t ∈ �xξ : ξ < c�; notemos que nesse caso,

necessariamente, {wnk : k ∈ ω} ⊆ Tc é uma seqüência injetora. Para cada k ∈ ω, pode-

mos associar uma função, que possivelmente não é única, f (k) ∈ Fn(c,Z�{0}) de modo que

wnk =
�

µ∈dom f (k)
f (k)(µ)zµ; note-se que, como antes, a função f : ω → Fn(c,Z�{0}) é injetora,

logo existe ζ ∈ P tal que f = fζ. Como zζ = pζ- limk∈ω zfζ(k) = pζ- limk∈ω zf (k) = pζ- limk∈ω wnk ,

segue que zζ é ponto de acumulação da seqüência {wn : n ∈ ω}. Daí, (t, zζ) ∈ Gκ é ponto de

acumulação de {(yn,wn) : n ∈ ω}.
Agora, se ocorrer que {wn : n ∈ ω} contém uma subseqüência constante {wnk : k ∈ ω} que

toma o valor w, necessariamente {tnk : k ∈ ω} é uma seqüência injetora no grupo �xξ : ξ ∈ c�;
assim, como esse conjunto é linearmente independente, existe uma -desta vez, única- função

injetora f : ω → Fn(c,Z�{0}) tal que para cada k ∈ ω, tnk =
�

µ∈dom f (k)
f (k)(µ)xµ = xf (k). De
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acordo com a enumeração escolhida previamente, existe também ζ ∈ P tal que f = fζ, logo,

xζ é ponto de acumulação de {xfζ(k) : k ∈ ω} = {xnk : k ∈ ω}; em conseqüência, (xζ,w) ∈ Gκ é

ponto de acumulação de {(tn,wn) : n ∈ ω}.
Do anterior, conclui-se que Gκ é enumeravelmente compacto. Como Gκ contém uma co-

pia de um subgrupo de G que, naturalmente, não admite seqüências não triviais convergentes,

segue que uma seqüência convergente {gn : n ∈ ω} em Gκ deve ser da forma {(t,wn) : n ∈ ω}
para algum t ∈ �xξ : ξ < c�. Suponhamos que w = limn∈ω wn. Para cada n ∈ ω, seja
f (n) ∈ Fn(c,Z�{0}) tal que wn = zf (n); passando talvez a uma subseqüência, podemos assu-

mir que {wn : n ∈ ω} é injetora e não contém o elemento 0Tκ , logo f : ω → Fn(c,Z�{0}) é
injetora, de modo que podemos tomar η ∈ P tal que f = fη e, assim, zη = pη- limn∈ω zfη(n) =

pη- limn∈ω zf (n) = pη- limn∈ω wn, mas daí, zη = w. Note-se que qualquer subseqüência própria

de {wn : n ∈ ω} está codi�cada por uma função injetora g : ω→ Fn(c,Z�{0}) de modo tal que

g = fµ para algum µ ∈ P. Daí, zµ também é ponto de acumulação de {wn : n ∈ ω}, logo zµ = zη.

Note-se que isto acontece com cada subseqüências distinta de {wn : n ∈ ω}, obtendo-se desse
modo c pontos de acumulação distintos para ela, absurdo. Portanto, Gκ é um grupo enu-

meravelmente compacto e não possui seqüências não triviais convergentes. Naturalmente,

|Gκ| = c e, como Gκ ⊆ G × Tκ ⊆ Tθ × Tκ, �(Gκ) = κ. �

Teorema 4.2.9. Se MAenumerável se satisfaz e c < ℵω < 2c, então existe uma topologia de grupo τ

sobre A(c) tal que (A(c), τ) é um grupo de van Douwen de peso ℵω.

Demonstração. De acordo com o teorema 1.1.33, temos que a partir de um modelo M de

ZFC +GCH, obtemos via forcing um modelo de ZFC+(c = ℵn) + (2ℵn = ℵω+1) onde n ∈ ω
é �xo. Note-se que na extensão M[G], temos que c = 2ω = ℵn < ℵω < 2c = 2ℵn = ℵω+1,

como é requerido. De acordo com a observação 1.1.44, ao acrescentarmos reais de Cohen,

MAenumerável é satisfeito, logo M[G] |= MAenumerável. De acordo com o teorema 2.2.18, em

M[G] existe uma topologia de grupo τ sobre A(c) de maneira tal que (A(c), τ) é um grupo de

van Douwen. Como (c < ℵω < 2c)M[G], pelo teorema 4.2.8 em M[G] existe uma topologia

de grupo τ sobre A(c) munido da qual é um grupo de van Douwen que satisfaz �(A(c), τ) =

ℵω. �

Teorema 4.2.10. É consistente com CH a existência de um grupo Abeliano livre de cardinalidade

2c e peso κ para cada κ ∈ [c, 22c] sem houver restrições sobre o tamanho de 2c. Em particular, é

consistente que exista um grupo abeliano livre enumeravelmente compacto de peso λ > 2c onde λ

é de co�nalidade enumerável.
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Demonstração. No modelo construído no teorema 2.2.22, notemos que CH é válido. As-

sim, é consistente com CH a existência de uma topologia enumeravelmente compacta sem

sequências não triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre G = A(2c). Nessa constru-

ção obtemos uma realização de G como subespaço do grupo compacto (Tc)2c . Seguindo um

argumento análogo ao encontrado na prova do teorema 4.2.8, obtém-se o resultado. �





CAPÍTULO 5

Problemas relativos a topologias de grupo
enumeravelmente compactas

5.1 O problema de Wallace

Nesta seção consideraremos certas questões relacionadas com semigrupos topológicos,

estudando as propriedades que um semigrupo deveria satisfazer para ser um grupo topológico.

Semigrupos de Wallace

De�nição 5.1.1. Um semigrupo S é dito cancelativo se zx = zy implica que x = y e xz = yz

implica que x = y para cada x, y, z ∈ S .

As ações à direita e a esquerda �a e λa de�nidas em um semigrupo S nem sempre são

bijeções, como ocorre se consideramos grupos. Mais ainda, num semigrupo, essas ações

não são necessariamente injetoras ou sobrejetoras. O anterior explica porque os semigrupos

topológicos nem sempre constituem espaços homogêneos, como mostra o seguinte

Exemplo 5.1.2. Consideremos no intervalo fechado I = [0, 1] a operação dada por x ∗ y =

min{x, y}. Naturalmente, (I, ∗) é um semigrupo topológico que não é um espaço homogêneo;

note-se também que as translações não são injetoras.

Facilmente, podemos identi�car os semigrupos cancelativos com os semigrupos onde

as translações são injetoras (mas não necessariamente sobrejetoras). Assim, o semigrupo

considerado no exemplo anterior não é cancelativo.

Nos semigrupos topológicos cancelativos, a compacidade resulta ser uma condição su�-

ciente para se tornarem grupos topológicos, como mostra o seguinte interessante resultado:

119
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Teorema 5.1.3 (K. Numakura). Todo semigrupo topológico cancelativo Hausdor� compacto S é

um grupo topológico.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que para cada a ∈ S , S a = S e aS = S , isto é,

que cada translação de�nida sobre S é sobrejetora. Naturalmente, é su�ciente mostrar que

aS = S . Seja S 0 = S , S 1 = aS , e, indutivamente, para cada n ∈ ω, seja S n+1 = aS n = an+1S .

Como aS ⊆ S , de acordo com a construção indutiva é claro que para cada n ∈ ω, S n+1 ⊆ S n.

Como S é um espaço Hausdor� compacto e as translações são contínuas, os elementos da

família {S n : n ∈ ω} são subconjuntos fechados, e assim, compactos, de S .

Consideremos a seqüência {an : n ∈ ω} ⊆ S . Como S é compacto, existe um ponto

de acumulação x ∈ S dessa seqüência; Seja V um aberto em S satisfazendo xaS ⊆ V (pelo

menos existe o próprio S ). Pela continuidade da operação e pela compacidade de aS , existe

uma vizinhança aberta W de x de modo que WaS ⊆ V . Seja k ∈ ω tal que ak ∈ W . Então,

akaS ⊆ V , isto é, S k+1 ⊆ V . Dado que a família {S n : n ∈ ω} é decrescente, temos que para

cada n ≥ k + 1, S n ⊆ V .

Seja b ∈ S . Pela continuidade das translações, temos que xb é um ponto de acumulação

da seqüência {anb : n ∈ ω}. Naturalmente, anb ∈ S n ⊆ V para cada n ≥ k + 1, logo xb ∈ V .

Daí, tem-se mostrado que xb pertence ao fecho de qualquer vizinhança aberta em S contendo

o conjunto xaS . Dado que xaS é compacto e S é Hausdor�, xaS é fechado e assim, xb ∈ xaS .

Como o semigrupo é cancelativo, b ∈ aS . Sendo b um elemento arbitrário de S , conclui-se

que aS = S ; de maneira similar, pode-se provar que S a = S .

Seja a ∈ S arbitrário. Como S a = S , existe e ∈ S tal que ea = a. Para cada elemento

y ∈ S , dado que aS = S , existe z ∈ S tal que az = y, logo ey = eaz = az = y, ou seja, e é um

elemento neutro à esquerda do semigrupo. Como S é cancelativo, o elemento e é único. De

maneira similar, existe um elemento neutro à direita e� ∈ S que é único pois S é cancelativo.

Assim, e = ee� = e�, de onde S é um monóide. Como aS = S = S a para cada a ∈ S , existe

b ∈ S tal que ab = e, e, existe b� ∈ S tal que b�a = e. Assim, ea = a = ae = a(b�a) = (ab�)a;

dado que S é cancelativo, e = ab�, ou seja ab� = ab, de onde b� = b. Portanto, S é um grupo.

Dado que a operação em S de�ne uma aplicação contínua, S é um grupo paratopológico.

Visto que S é Hausdor�, pela continuidade da operação do grupo, o conjunto M =

{(a, b) ∈ S × S : ab = e} é fechado em S × S . Seja F ⊆ X fechado e tome-se SF = (S × F)∩M.

Observe-se que F e S × F são compactos e SF é fechado no produto S × S pois M é fechado;

portanto, SF é compacto. Agora, (a, b) ∈ SF se e somente se b ∈ F e ab = e, ou seja, a = b−1.

Portanto, π1[SF] = F−1. Como π1 : S × S → S é contínua e F é compacto, F−1 é também
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compacto e assim, fechado em S . Demonstrou-se então que a aplicação i : S → S de�nida

por i(x) = x−1 é contínua. Em conseqüência, S é um grupo topológico. �

Em 1953 durante o encontro anual da American Mathematical Society realizado em Balti-

more (Maryland), depois de notar que distintos autores tinham mostrado que todo semigrupo

topológico compacto cancelativo é um grupo topológico, A. D. Wallace salientou que apesar

das várias publicações feitas por alguns matemáticos de que essa propriedade também era vá-

lida considerando semigrupos que fossem apenas enumeravelmente compactos, “permanecia

alguma dúvida sobre a validade dessa a�rmação” [71]. A seguinte questão, conhecida como

o “problema de Wallace”, permaneceu então sem resposta durante mais de quarenta anos:

Questão 5.1 (Problema deWallace). É todo semigrupo topológico cancelativo e enumeravelmente

compacto um grupo topológico?

De�nição 5.1.4. Um contraexemplo para a questão 5.1 é dito semigrupo de Wallace.

Em Junho de 1993, durante a Conference on General Topology and its Applications rea-

lizada em Slippery Rock, ressurgiu o interesse de vários matemáticos pela questão, entre os

que pode-se citar a R.W. Heath e D.L. Grant. A questão, também foi citada por Comfort em

[16, 17].

Em 1994, Robbie e Svetlichny [53] mostraram o seguinte teorema:

Teorema 5.1.5 (Robbie e Svetlichny). (CH) Existe um semigrupo de Wallace abeliano e comple-

tamente regular.

A dependência de CH no teorema anterior é conseqüência do uso do grupo de Tkačenko

[62] (vide 2.2.1) nesse resultado. Contudo, Robbie e Svetlichny basearam a sua construção no

seguinte fato mais geral:

Lema 5.1.6. Seja G um grupo topológico abeliano livre de torção, enumeravelmente compacto e

sem seqüências não triviais convergentes. Se T é um subsemigrupo in�nito enumerável de G que

não contém a identidade eG, então, cada subconjunto B ∈ [T ]ω possui um ponto de acumulação

x ∈ G tal que para cada n ∈ ω, xn � �T ∪ T−1� e, além disso, eG � �T ∪ {g}�.

Demonstração. Vide [53]. �

Dado que os teoremas 2.2.14 e 2.2.18 implicam a existência de um grupo abeliano livre

de van Douwen, aplicando o lema 5.1.6, obtemos também semigrupos de Wallace assumindo

MAσ-centrada e MAenumerável respetivamente. De maneira análoga, a construção do teorema
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3.3.11 também implica a existência de semigrupos de Wallace, logo, ainda versões mais fracas

de MA não são necessárias para achar contraexemplos à questão de van Douwen.

Teorema 5.1.7. Se existem c ultra�ltros seletivos incomparáveis então existe um semigrupo de

Wallace.

Demonstração. De acordo com o teorema 3.3.11 no caso κ = c, {xξ : ξ < c} constitui um
conjunto livre de geradores do grupo A(c) (sob homomor�smo topológico). Seja S = {xH :

H ∈ Fn(c,N)�{∅}}; naturalmente, S constitui um semigrupo topológico que não é um grupo,

e adicionalmente, pelo fato de ser subsemigrupo do grupo A(c), S é cancelativo.

Seja {an : n ∈ ω} ⊆ S uma seqüência injetora; de acordo com a enumeração { fξ : ξ < c}
da família F pelo lema 3.3.2 existe ζ < c tal que {xfζ(k) : k ∈ ω} é uma subseqüência de

{an : n ∈ ω}. Pelo teorema 3.3.11, xζ = pζ- limn∈ω xfζ(k), logo, em particular, xζ ∈ S é um ponto

de acumulação de {an : n ∈ ω}. Em conseqüência, S é enumeravelmente compacto, e assim,

constitui um semigrupo de Wallace. �

Tomita em [65] mostrou a existência de um semigrupo de Wallace assumindo MAenumerável

mediante uma técnica diferente, sem que o semigrupo seja subsemigrupo de um grupo abeli-

ano livre, fazendo modi�cações à construção de Hart e van Mill [40]. Nesse trabalho, prova-

se o seguinte

Teorema 5.1.8. Assumindo MAenumerável, se G = {y ∈ Tc : supp ( y) é limitado em c}, existe

x ∈ Tc tal que o semigrupo {nx + y : n ∈ ω e y ∈ G} é um semigrupo de Wallace.

Alguns comentários sobre independência

Uma asserção relativamente consistente com ZFC é o Axioma de Kunen:

KA: Existe um ultra�ltro gerado por uma base de �ltro de cardinalidade ω1.

Este axioma, foi usado por van Douwen [26] e Hart e van Mill [40] para destacar a apa-

rente dependência de MA das construções feitas por eles. Tomita, em [66], mostrou que sob

KA+(c > ω1) não existe x como no teorema 5.1.8. Em conexão com esse resultado, a seguinte

a�rmação mostra que apesar da a�rmação estabelecida no teorema 5.1.7, temos também

Teorema 5.1.9. A existência de x como no teorema 5.1.8 é independente da existência de 2c

ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis.
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Demonstração. Sob MA, de acordo com o teorema 5.1.8, temos que existe x ∈ Tc e existem 2c

ultra�ltros seletivos. Seja M o modelo do teorema 3.3.17; como em M existem 2c ultra�ltros

seletivos incomparáveis e cada um deles é gerado por ℵ1 conjuntos, M |= KA+(c > ω1). Em

virtude do resultado de Tomita em [66], em M não existe x satisfazendo essas propriedades.

Em conseqüência, é consistente que não existe tal x e existem 2c ultra�ltros seletivos. �

Teorema 5.1.10. É consistente que existe um semigrupo de Wallace ainda seMA falha totalmente

à Baumgartner.

Demonstração. Seja M um modelo como no teorema 3.3.16. De acordo com o teorema 5.1.7,

nesse modelo existe um semigrupo de Wallace e MA falha totalmente à Baumgartner. �

Algumas limitações para a existência de semigrupos de Wallace

Antes do aparecimento do trabalho de Robbie e Svetlichny contendo o primeiro contrae-

xemplo à questão de Wallace, diversos autores tinham estudado as distintas propriedades que

um semigrupo de Wallace não poderia ter.

Primeiro, em 1957 Ellis mostrou que um grupo semitopológico (vide [4]) localmente com-

pacto é um grupo topológico; daí, em particular, um semigrupo de Wallace não pode ser um

grupo abstrato e localmente compacto.

Mukherjea e Tserpes [52] em 1972 mostraram que qualquer semigrupo topológico cance-

lativo enumeravelmente compacto satisfazendo o primeiro axioma de enumerabilidade é um

grupo topológico. P�ster em 1985, seguindo um trabalho de Brand, mostrou que num semi-

grupo topológico de Tychono� enumeravelmente compacto que é algebricamente um grupo,

a inversão é contínua, o que faz dele um grupo topológico. Como conseqüência desses re-

sultados, um semigrupo de Wallace não pode ser 1-enumerável nem pode ser completamente

regular e um grupo abstrato simultaneamente.

A respeito de espaços completamente regulares, D.L. Grant mostrou em 1993 que um se-

migrupo cancelativo seqüencialmente compacto constitui um grupo algébrico; em conjunção

com o resultado obtido por P�ster, a asserção de Grant implica que um semigrupo com essas

caraterísticas, é também um grupo topológico, ou seja, também não existem semigrupos de

Wallace sendo completamente regulares e seqüencialmente compactos simultaneamente. De

igual maneira, Grant mencionou que não existem semigrupos de Wallace ω-limitados.

De acordo com as relações de implicação entre as propriedades relacionadas com a com-

pacidade, parece natural perguntar se também não existem semigrupos de Wallace completa-
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mente regulares e p-compactos, sendo p ∈ ω∗. No trabalho [65], Tomita responde de maneira

a�rmativa essa questão:

Teorema 5.1.11. Seja p ∈ ω∗. Todo semigrupo topológico cancelativo p-compacto é um grupo

topológico.

Demonstração. Vide [65] 3.1. �

5.2 Uma questão de Dikranjan e Shakhmatov

Em [22], D. Dikranjan e D. Shakhmatov mostraram que os grupos livres não abelianos

não admitem topologias de grupo enumeravelmente compactas. A este respeito, surge a

seguinte questão (vide [18]):

Questão 5.2. Para quais cardinais κ existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta

sobre A(κ)?

De acordo com o teorema 2.2.18, Koszmider et al. exibiram um modelo de forcing no qual

CH é válido e 2c constitui um de tais cardinais. Como vimos, em particular é consistente que

para cada cardinal in�nito satisfazendo κ = κω ≤ 2c existe uma topologia de grupo enumera-

velmente compacta sobre A(κ). Escolhendo um modelo que adicionalmente satisfaça ℵω > 2c,

cada cardinal κ ∈ [c, 2c] é regular e não enumerável, ou seja, satisfaz κω = κ, implicando isto

que o grupo A(κ) pode ser munido de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta.

Mas, qual é a situação se 2c > ℵω? Como vimos no teorema 4.2.6, é consistente com ZFC

a existência de um grupo enumeravelmente compacto cuja co�nalidade seja enumerável. No

trabalho publicado em 2004 [15], Castro-Pereira e Tomita modi�caram as construções feitas

em [46] e [67] para obter um modelo no qual para cada κ ∈ [c, 2c] existe uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta sobre A(κ) sem impor restrições ao tamanho de 2c; nesse

modelo, 2c inclusive pode ser maior que in�nitos cardinais de co�nalidade enumerável.

Em [23], Dikranjan e Shakhmatov usaram também uma noção de forcing enumeravel-

mente fechada, para obter a partir de um modelo de CH uma classi�cação dos grupos abelia-

nos de cardinalidade menor ou igual a 2c que admitem uma topologia de grupo enumeravel-

mente compacta.

A extensão de ummodelo que satisfaz CH obtida através de uma noção de forcing enume-

ravelmente fechada satisfaz também CH, de modo que todas as topologias de grupo enumera-

velmente compactas obtidas sobre o grupo A(2c) descritas anteriormente são construídas via
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forcing tendo como base um modelo que satisfaz CH. Como vimos no teorema 3.3.11, assu-

mindo a existência de 2c ultra�ltros seletivos ≤RK-incomparáveis, é possível também construir

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre A(2c), de modo que para uma tal

construção não são necessários forcing ou CH.

Na construção apresentada na seção 3.3., cada ultra�ltro seletivo foi usado para uma

única seqüência. A construção de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre

o grupo abeliano livre de posto estritamente maior do que 2c, requer necessariamente que al-

gum ultra�ltro testemunhe a existência de pontos de acumulação para uma grande quantidade

de seqüências dado que a cardinalidade do espaço βω todo é 2c. Como assinalam Madariaga-

Garcia e Tomita em [50], a chave para responder à questão de Dikranjan e Shakhmatov de

maneira a�rmativa para qualquer cardinal κ satisfazendo κ = κω, provavelmente é a solução

da questão a seguir:

Questão 5.3. É consistente com ZFC a existência de uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade 22c?

5.3 Sobre topologias de grupo independentes

A noção de complementaridade de topologias

O estudo do reticulado T (X) de todas as topologias de�nidas sobre um conjunto X foi ini-

ciado por Birkho� [11] nos anos trinta. O fato de que T (X) é um reticulado complementado

foi estabelecido, de maneira independente, em 1966 por A. Steiner [59] e van Rooji [54].

Bagley [5] e E. Steiner [61] estudaram o reticulado T1(X), formado pelas topologias T1

que podem ser de�nidas sobre um conjunto X e os T1-complementos.

De maneira geral, duas topologias distintas τ1, τ2 ∈ T (X) são ditas complementares se

τ1 ∪ τ2 gera a topologia discreta e τ1 ∩ τ2 é a topologia caótica sobre X. No reticulado T1(X),

temos uma de�nição análoga:

De�nição 5.3.1. Seja X um conjunto não vazio. Duas topologias não discretas τ1, τ2 ∈ T1(X),

são ditas T1-complementares se τ1 ∪ τ2 gera a topologia discreta e τ1 ∩ τ2 é a topologia co�nita
sobre X.

A. Steiner e E. Steiner [60] mostraram que a topologia usual de�nida sobre um subcon-

junto denso enumerável de R possui um T1-complementar. Isto implica, junto com os resulta-

dos obtidos anteriormente, que, de fato, a topologia usual sobreR possui um T1-complementar.
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B. Anderson e D. Stewart [3] estenderam alguns resultados dos trabalhos citados para obter o

seguinte teorema:

se um espaço T1 tem um subespaço denso enumerável que é metrizavel, então

possui um T1-complementar.

Pouco tempo depois, B.A. Anderson [1, 2] estudou famílias de topologias mutuamente com-

plementares e provou que todo espaço Hausdor� localmente compacto ou de Fréchet possui

um T1-complementar.

D. Dikranjan et al.[25], provaram que a situação resulta ser diferente no reticulado L (G)

de todas as topologias de grupo T2 de�nidas sobre um grupo abstrato G. Nesse trabalho

mostra-se que nenhuma topologia τ ∈ L (G) sobre um grupo in�nito admite uma topologia

T1-complementar. Para provar tal a�rmação, precisamos alguns resultados simples.

Lema 5.3.2. Se G um grupo e τ1 e τ2 ∈ L (G), então ℘(G) = �τ1 ∪ τ2� se e somente se existem

U ∈ τ1, W ∈ τ2 tais que U ∩W = {eG}.

Demonstração. Note que se τ1 e τ2 geram a topologia discreta, dadas duas vizinhanças de eG,

V ∈ τ1, W ∈ τ2, V ∩W = {eG}. De outra parte, note que se existem V ∈ τ1, W ∈ τ2 tais que
V ∩W = {eG} temos que para cada x ∈ G, {x} = x{eG} é aberto na topologia �τ1 ∪ τ2�, ou seja,

τ1 ∪ τ2 gera a topologia discreta. �

De�nição 5.3.3. SejaG um grupo topológico; se U é uma vizinhança da identidade eG, dizemos

que K ⊆ G é uniformemente U-discreto à esquerda se para qualquer {x, y} ∈ [K]2, temos que

xU ∩ yU = ∅.

Lema 5.3.4. Seja G um grupo topológico. Se K ⊆ G é uniformemente U-discreto à esquerda para

alguma vizinhança U da identidade eG, então K é fechado e discreto em G.

Demonstração. Seja V uma vizinhança simétrica de eG em G, isto é, uma vizinhança satisfa-

zendo V = V−1, de modo que V2 ⊆ U . A�rmamos que para cada x ∈ G, |xV ∩ K| ≤ 1. Com

efeito, se y, z ∈ xV ∩ K, então z ∈ yV2 ⊆ yU; de acordo com a hipótese, z = y. Portanto,

|xV ∩ K| ≤ 1 e assim, K é fechado e discreto em G. �

Proposição 5.3.5. Seja G um grupo com identidade eG. Se τ1, τ2 ∈ L (G) são tais que ℘(G) =

�τ1∪τ2� então existem U ∈ τ1, V ∈ τ2 tais que U∩W = {e}, onde U é uniformemente W-discreto

à esquerda e W é uniformemente U-discreto à esquerda.
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Demonstração. Pelo lema 5.3.2, existem U0 ∈ τ1, W0 ∈ τ2 tais que U0∩W0 = {e}. Sejam U ∈ τ1,
V ∈ τ2 vizinhanças simétricas da identidade eG de modo que U2 ⊆ U0 e W2 ⊆ W0; de acordo

com a construção, note-se que para cada {x, y} ∈ [W]2, temos que xU ∩ yW = ∅ e para cada

{a, b} ∈ [U]2, aW ∩ bW = ∅. �

Teorema 5.3.6. Nenhum grupo G com mais de um elemento admite topologias de grupo T1-

complementares, isto é, nenhuma topologia sobre G admite um T1-complementar em L (G).

Demonstração. Como toda topologia T1 de�nida sobre um conjunto �nito é discreta, é su�-

ciente considerar o caso em que |G| ≥ ω. Suponhamos que τ1 e τ2 ∈ L (G) geram a topologia

discreta; vamos mostrar que τ1 ∩ τ2 não é a topologia dos co�nitos sobre G.

Pela proposição 5.3.5, existem vizinhanças da identidade eG, U ∈ τ1, W ∈ τ2 tais que

U ∩W = {e} e W é uniformemente U-discreta à esquerda. Seja W1 ∈ τ2 uma vizinhança aberta

de eG tal que W2
1 ⊆ W; se F = W1

τ2 , naturalmente F é um subconjunto in�nito fechado na

topologia τ2 e F ⊆ W � G. De outra parte, o lema 5.3.4 implica que W é um subconjunto

fechado e discreto na topologia τ1; em conclusão, temos que F é um subconjunto in�nito

próprio e fechado nas topologias τ1 e τ2, isto é, τ1∩ τ2 não é a topologia dos conjuntos co�nitos
de G, daí, τ1 e τ2 não são T1-complementares. �

No caso dos grupos abelianos, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.7. Seja G um grupo abeliano. Se τ1, τ2 ∈ L (G) são tais que ℘(G) = �τ1 ∪ τ2�, então
a maior topologia τ ∈ L (G) tal que τ ⊆ τ1 ∩ τ2 é de Hausdor�. Em conseqüência, nenhum

grupo abeliano admite duas topologias de grupo T1-complementares.

Demonstração. Sejam τ1, τ2 ∈ L (G). Notemos que se τ = �τ1∪τ2�, o subgrupo ∆G = {(x,−x) :

x ∈ G} considerado como subespaço de H = (G, τ1)× (G, τ2) é homeomorfo a (G, τ). Notemos

também que o epimor�smo f : G × G → G de�nido por (x, y) �→ x + y satisfaz ker( f ) = ∆G;

daí, G ×G/∆G � G considerado como espaço quociente pela aplicação f , encontra-se munido

da topologia τ1 ∧ τ2 dado que para cada U ∈ τ1, V ∈ τ2, f (U × V) = U + V .

Se ℘(G) = �τ1 ∪ τ2�, então, ∆G é um subgrupo discreto e fechado de H; daí, (G, τ1 ∧ τ2) �
H/∆G é de Hausdor�, de onde as topologias τ1 e τ2 não podem ser complementares. �

O resultado anterior torna especialmente natural a bifurcação da noção de T1-complementaridade

em transversalidade e T1-independência quando se trata de grupos topológicos.

De�nição 5.3.8. Seja X um conjunto. Duas topologias não discretas τ1 e τ2 ∈ T1(X) são

chamadas de transversais se τ1∪τ2 gera a topologia discreta sobre X. Por sua vez, τ1 e τ2 ∈ T1(X)

são ditas T1-independentes se τ1 ∩ τ2 é a topologia co�nita sobre X.
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Independência em topologias de grupo

Existe uma diferença crucial entre a transversalidade e a T1-independência quando se trata

de grupos topológicos. De fato, a união τ1 ∪ τ2 de duas topologias de grupo sobre G sempre

gera uma topologia de grupo, porém a interseção τ1 ∩ τ2 não necessariamente constitui uma

topologia de grupo. Os principais resultados do trabalho [25] concernem a grupos que ad-

mitem topologias de grupo transversais; inclui-se nessa classe muitos (mas nem todos) os

grupos localmente compactos tais como o grupo aditivo (R,+), o grupo multiplicativo (C∗,×),

os grupos lineares GL(n,R) e GL(n,C), etc. Nesta seção, estudaremos as construções feitas

por Tkačenko e Yasčenko de exemplos de topologias de grupo T1-independentes: sob MA,

mostra-se que as topologias usuais de�nida sobre os grupos R e T admitem uma topologia de

grupo T1-independente, cada uma das quais é, necessariamente, uma topologia enumeravel-

mente compacta e sem seqüências não triviais convergentes.

O estudo de topologias de grupo T1-independentes, envolve dois tópicos que aparente-

mente não tem relação nenhuma: existência de subconjuntos incondicionalmente fechados

em grupos topológicos e existência de topologias de grupo enumeravelmente compactas sem

seqüências não triviais convergentes.

De�nição 5.3.9. Seja G um grupo abstrato. A ⊆ G é dito incondicionalmente fechado em G se

A é fechado em (G, τ) para qualquer τ ∈ L (G).

Proposição 5.3.10. Um grupo G que possui um subconjunto próprio in�nito que é incondicional-

mente fechado, não admite duas topologias de grupo T1-independentes.

Demonstração. Seja A � G um subconjunto in�nito e incondicionalmente fechado; suponha-

mos por absurdo que existem topologias τ1, τ2 ∈ L (G) que são T1-independentes. Dado que A

é fechado nas duas topologias, G�A ∈ τ1 e G�A ∈ τ2, ou seja, G�A é aberto em τ1 ∩ τ2 = τcof(G);

portanto, A ∈ [G]<ω�{∅}, uma contradição. �

Notemos que a proposição anterior brinda uma condição necessária para topologias de

grupo que admitam topologias independentes. Mais uma condição necessária é que os grupos

que admitem topologias T1-independentes não são enumeráveis.

Teorema 5.3.11. Um grupo in�nito enumerável não admite topologias de grupo T1-independentes.

Demonstração. SejaG um grupo in�nito enumerável. Suponhamos por absurdo que existem

topologias σ1, σ2 ∈ L (G) T1-independentes. Por um resultado de Arkhangel’skiı̌, para cada

i = 1, 2, existe τi ∈ L (G) onde τi ⊆ σi e �(G, τi) = ω. Naturalmente, as topologias τ1 e τ2
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também são T1-independentes; além disso, dado que duas topologias de grupo não podem ser

T1-complementares, ℘(G) � τ = �τ1 ∪ τ2�. De acordo com a escolha das topologias, �(G, τ) =

ω; portanto, quando consideramos a topologia τ, existe uma seqüência injetora {xn : n ∈
ω} ⊆ G que converge ao elemento identidade eG. Em conseqüência, E = {eG} ∪ {xn : n ∈ ω}
é um subconjunto fechado in�nito quando consideramos as topologias τ1 e τ2. Se G�E for

�nito e distinto de vazio, teríamos um aberto �nito em τ, o que contradiz τ � ℘(G), logo G�E

deve ser in�nito mas isso também é impossível posto que G�E é aberto em τ1 ∩ τ2 = τcof. �

A situação torna-se diferente no caso dos grupos não enumeráveis, mas, precisamos de

axiomas adicionais a ZFC. De fato, vai se mostrar que sob MA, cada um dos grupos R, T,C ad-

mite uma topologia de grupo de Hausdor� independente da topologia euclidiana usualmente

considerada em cada um deles. Qualquer construção de uma topologia de grupo indepen-

dente sobre esses grupos resulta ser o bastante complicada a causa da seguinte observação:

Proposição 5.3.12. Seja G um grupo. Se τ, σ ∈ L (G) são topologias T1-independentes e τ é

seqüencial, então o espaço (G, σ) é enumeravelmente compacto e sem seqüências não triviais

convergentes.

Demonstração. Vamos mostrar que (G, σ) é enumeravelmente compacto. Suponha por ab-

surdo que existe A ∈ [G]ω fechado e discreto em (G, σ). Como σ não é a topologia dis-

creta, temos que |G�A| ≤ ω, logo, pela independência assumida entre as topologias σ e τ,

A não pode ser fechado em (G, τ). Como (G, τ) é seqüencial, existe uma seqüência injetora

{xa : a ∈ ω} ⊆ A que convergindo a um ponto a ∈ G�A. Daí, o conjunto B = {xa : a ∈ ω}∪ {a}
é fechado em (G, σ) e em (G, τ), mas daí G�B ∈ τ∩ σ, absurdo pois B é in�nito. Daí, (G, σ) é

enumeravelmente compacto.

Agora, tomemos {xn : n ∈ ω} ⊆ (G, σ) uma seqüência injetora e suponhamos por absurdo

que converge a um ponto x ∈ G nessa topologia. Seja J ∈ [ω]ω um subconjunto cujo comple-

mentar é in�nito e consideremos a subseqüência {xj : j ∈ J}. Como G�{xj : j ∈ J} é in�nito,
pela T1-independência entre σ e τ, {xj : j ∈ J} ∪ {x} não pode ser fechado em (G, τ) de modo

que existe I ∈ [J]ω tal que a seqüência {xj : j ∈ I} converge a um ponto x� ∈ G�{x} consi-
derando a topologia τ em G. Daí, F = {xj : j ∈ I} ∪ {x, x�} é fechado em (G, τ) mas também

é fechado em (G, σ) pois {xj : j ∈ I} converge a x quando consideramos essa topologia. Em

conseqüência, G�F ∈ τ ∩ σ, absurdo pois F � G é in�nito. �

Um fato bem conhecido é que no grupo abstratoR existe uma topologia de grupo τK tal que

(R, τK) é um espaço Hausdor� compacto. Como todo grupo topológico in�nito e compacto
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é diádico, e todo espaço diádico possui seqüências não triviais convergentes, em virtude da

proposição anterior, τK não pode ser T1-independente da topologia usual τ considerada em

R. De maneira diferente, usando MA pode-se construir uma topologia enumeravelmente

compacta sobre R que é T1-independente da topologia usual τ. Mais ainda, esta topologia

pode ser escolhida de modo tal que seja conexa e localmente conexa.

O estudo das topologias de grupo independentes tem ainda outro ingrediente. A existên-

cia de uma topologia de grupo compacta sobre um grupo abeliano abstrato implica restrições

fortes sobre a estrutura algébrica dele. O estudo das restrições para a cardinalidade de um

grupo que admite uma topologia de grupo pseudocompacta foi iniciada por van Douwen.

A mais simples delas estabelece que a cardinalidade de um grupo pseudocompacto in�nito é

pelo menos c. Depois, Comfort e Robertson provaram que todo grupo abeliano de torção que é

pseudocompacto é de ordem �nita. Este trabalho foi continuado por Dikranjan e Shakhmatov,

achando várias restrições de tipo algébrico para grupos abelianos pseudocompactos.

Em geral, a existência de uma topologia de grupos pseudocompacta de�nida sobre um

grupoG, depende de axiomas adicionais a ZFC, exceto no caso |G| = c. De fato, de acordo com
o trabalho de Dikranjan e Shakhmatov [22], um grupo abeliano G de cardinalidade c admite

uma topologia de grupo pseudocompacta se e somente se |G/tor(G)| = c ou or(G) = n e para

cada m|n o conjunto mG = {mx : x ∈ G} é �nito ou tem cardinalidade c. Portanto, é natural

considerar inicialmente grupos abelianos satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade

que admitam topologias de grupo independentes.

Note-se que se G é um grupo que admite uma topologia τ de grupo compatível de peso

ω, o espaço (G, τ) é seqüencial; assim, como em virtude do teorema 5.3.5, qualquer topologia

σ ∈ L (G) independente de τ é enumeravelmente compacta, é natural prever que as restrições

algébricas e de cardinalidade sobreG são ainda mais fortes. Duas delas já forammencionadas:

todos os subconjuntos próprios incondicionalmente fechados num grupo tal são �nitos e, esse

grupo, se é in�nito, deve ser necessariamente de cardinalidade c. Em principio, sobre MA,

não existem mais restrições. De fato, podemos dar uma caracterização algébrica completa da

primeira das condições:

De�nição 5.3.13. Um grupo abeliano G é quase livre de torção se para cada n ∈ ω, o subgrupo

G[n] = {x ∈ G : nx = 0} é �nito.

Exemplo 5.3.14. i. O grupo T é quase livre de torção. Note que para cada n ∈ N, T[n] =

{x ∈ |T : xn = 1} = {e 2πim
n : 0 ≤ m ≤ n − 1}, isto é, T[n] é o conjunto das raízes n-ésimas da

unidade.
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ii. Existem grupos de torção in�nitos que são quase livres de torção. Com efeito, se p ∈ N
é um número primo, de�nimos R = { q

pk : q ∈ Z, k ∈ N}; o grupo quociente R/Z := Zp∞ é

chamado de grupo quase-cíclico. Notemos que Zp∞ é quase livre de torção. De fato, seja

n ∈ N; se mdc(q, pk) = 1 então [ q
pk ] ∈ Zp∞[n] se e somente se [n q

pk ] = [0] se e somente se

n q
pk ∈ Z se e somente se pk|n.

iii. O subgrupo de torção in�nito Q/Z � [0, 1] ∩ Q ⊆ T é quase livre de torção.

Obviamente, o subgrupo de torção de um grupo abeliano é sempre enumerável.

Para mostrarmos o resultado principal, precisamos de alguns lemas. O primeiro deles, dá

a idéia básica da construção apresentada nesta seção.

Lema 5.3.15. Sejam K um grupo topológico compacto e (G, τ) um grupo topológico tal que |G| =
c. Suponhamos que existe um monomor�smo h : G → Kc satisfazendo:

i. h(G) é um subgrupo de Kc enumeravelmente compacto e sem seqüências não triviais conver-

gentes, e,

ii. para cada subconjunto fechado F de (G, τ) de cardinalidade c, h(F) é denso em Kc.

Se σ é a topologia inicial associada a h, isto é, σ = {h−1[U ∩ h(G)] : U é aberto em Kc}, então
as topologias τ e σ são T1-independentes.

Demonstração. Seja V ∈ τ não vazio. Dado que h é injetora, temos que σ é uma topologia

T2, daí, para mostrar que τ e σ são T1-independentes é su�ciente mostrar que um subconjunto

fechado nas duas topologias deve ser �nito. Notemos também que como h é monomor�smo,

h(G�V) = h(G)�h(V).

Se |G�V | = c, de acordo com a hipótese h(G�V) = h(G)�h(V) é denso em h(G), logo h(V)

não é aberto em h(G); daí, h−1[h(V)] = V � σ.

Se ω ≤ |G�V | < c e h(G�V) for fechado em h(G), de acordo com a condição i), temos que

h(G�V) é enumeravelmente compacto; de outra parte, como a cardinalidade este conjunto

é menor do que c, h(G�V) é disperso. Da regularidade de Kc, segue também que h(G�V)

é regular; agora, todo espaço in�nito, regular, enumeravelmente compacto e disperso possui

uma seqüência não trivial convergente, o que contradiz a condição i). Conclui-se então que

h(V) = h(G)�h(G�V) não é aberto em h(G), logo, V � σ.

Dado que |G| = c, se V ∈ σ ∩ τ necessariamente |G�V | < ω, ou seja, τ e σ são indepen-

dentes. �
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Para construir um monomor�smo adequado satisfazendo as condições i) e ii) do lema

precedente, é preciso contarmos com alguns resultados auxiliares. O primeiro deles, que

constitui o núcleo da construção principal desta seção, faz uso do grupo dual de Pontryagin

Ĝ de um grupo abeliano G.

De�nição 5.3.16. Se G é um grupo topológico abeliano, então um homomor�smo contínuo γ :

G → T é dito um caráter. O conjunto Ĝ de todos os caracteres de�nidos em G é denominado

grupo dual de Pontryagin.

É fácil ver que Ĝ é um subgrupo fechado do grupo produto TG, logo Ĝ é também com-

pacto.

Lema 5.3.17. Se S é um subconjunto in�nito de um grupo abeliano G tal que para cada x ∈ G e

n ∈ N, o conjunto S ∩ (x +G[n]) é �nito, então o conjunto HS = {h ∈ Ĝ : h(S ) é denso em T} é
um Gδ formado por subconjuntos abertos densos em Ĝ.

Demonstração. Seja {sn : n ∈ ω} um subconjunto denso enumerável de T. Para cada n ∈ ω,
consideremos o conjunto

Un = {h ∈ Ĝ : existe x ∈ S tal que |h(x)�sn| <
1

n + 1
}

A�rmamos que Un é aberto em Ĝ; com efeito, se f ∈ Un, então existe x ∈ S tal que | f (x)−sn| <
1

n+1 , logo podemos tomar ε > 0 de modo que | f (x)−sn|+ε < 1
n+1 . Se consideramos a vizinhança

básica de f , W( f ; x, ε) = {g ∈ Ĝ : | f (x)�g(x)| < ε}, temos que para todo g ∈ W( f ; x, ε)

|g(x) − sn| ≤ |g(x) − f (x)| + | f (x) − sn|

< | f (x) − sn| + ε <
1

n + 1

isto é, g ∈ Un. Daí, W( f ; x, ε) ⊆ Un,ou seja, Un é aberto.

Vamos mostrar agora que HS =
�
n∈ω

Un e que cada Un é denso em Ĝ.

Seja h ∈ �
n∈ω

Un e seja V ⊆ T um aberto não vazio. Tomemos k ∈ ω tal que sk ∈ V e o

arco I(sk,
1

k+1 ) = {y ∈ T : |y�sk| < 1
k+1 } esteja totalmente contido em V . Dado que h ∈ Uk,

existe x ∈ S tal que |h(x) − sk| < 1
k+1 ; daí, h(s) ∈ I(sk,

1
k+1 ) ⊆ V e assim, h(S ) ∩ V � ∅. Em

conseqüência, h(S ) é denso em T, isto é, h ∈ HS . Portanto,
�
n∈ω

Un ⊆ HS .

De outra parte, se h ∈ HS e k ∈ ω temos que h(S ) ∩ I(sk,
1

k+1 ) � ∅, de modo que existe

x ∈ S tal que |h(x)− sk| ≤ 1
k+1 , isto é, h ∈ Uk. Dado que isto ocorre para todo k ∈ ω, h ∈ �

n∈ω
Un,

ou seja, HS ⊆
�
n∈ω

Un.
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Basta mostrar agora que cada Un é denso em Ĝ. Sejam f ∈ Ĝ, z1, . . . , zr ∈ G e ε > 0.

Consideremos o aberto básico W0 = W( f ; z1, . . . , zr, ε) ⊆ Ĝ. Vamos mostrar que W0 ∩ Un � ∅.

Seja H = �z1, . . . , zr�. Como H é um grupo abeliano �nitamente gerado, é soma direta

de subgrupos cíclicos, logo existem y1, . . . , ym ∈ H tais que H =
�m

i=1�yi�. Como o conjunto

{y1, . . . , yn} é linearmente independente, temos que m ≤ r; adicionalmente, como os elementos

z1, . . . , zr são combinações lineares de y1, . . . ym, pela continuidade da operação do grupo, cla-

ramente podemos achar δ > 0 tal que W1 = W( f ; y1, . . . ym, δ) ⊆ W0, de onde resulta su�ciente

mostrar que Un ∩W1 � ∅.

Para cada x ∈ S , tomemos d(x) = min{k ∈ ω : kx ∈ H, k � 0 ∈ G}. Se kx � H para todo

k ∈ ω�{0}, de�nimos d(x) = ∞. Consideremos os seguintes casos:

A. Existe x ∈ S tal que d(x) > n + 1.

A-1. Se k = d(x) > n + 1 é �nito, então 1
k <

1
n+1 . Como f (kx) ∈ T, dado que T é divisível,

podemos achar t0 ∈ T tal que kt0 = f (kx). Como |kt0 − ksn| = |k(t0 − sn)| ≤ 1, então

|t0 − sn| ≤ 1
k <

1
n+1 . De�nimos a aplicação h� : H ∪ {x} → T tomando h��H = f�H e

h�(x) = t0. Note-se que kh�(x) = kt0 = f (kx) = h�(kx), o que permite estender h� a um

homomor�smo h : G → T. Dado que x ∈ S e |h(x) − sn| = |t0 − sn| < 1
n+1 , h ∈ Un;

também, h�H = f�H, logo h ∈ W( f ; y1, . . . , ym, ε) = W1, isto é, Un ∩W1 � ∅.

A-2. Se d(x) = ∞, para cada i = 1 . . . ,m de�nimos h�(yi) = f (yi) e tomemos h�(x) =

sn.Como para todo k ∈ ω�{0} kx � H, podemos estender h� para obter um homomor-

�smo h : G → T. Daí, h ∈ W1 e h ∈ Un, pois |h(x) − sn| = 0 < 1
n+1 .

B. Para todo x ∈ S , d(x) ≤ n. Como S é in�nito, podemos supor sem perda de generalidade

que para todo x ∈ S , d(x) = d ∈ ω�{0}. Se T ∈ [S ]ω, vamos mostrar que para cada k ∈ ω,
o conjunto kT = {kx : x ∈ T } é in�nito. Por absurdo, suponhamos que existe T0 ∈ [T ]ω

de modo que para cada x ∈ T0, kx = z0. Fixando x0 ∈ T0, temos que para cada x ∈ T0,

k(x− x0) = kx− kx0 = 0, isto é, x− x0 ∈ G[k], de onde x ∈ G[k]+ x0, ou seja, T0 ⊆ G[k]+ x0;

como T0 ⊆ T ⊆ S , então T0 ⊆ S ∩ (x0 + G[k]), contradizendo isto que S ∩ (x0 + G[k]) é

in�nito.

Suponhamos que para cada i = 1, . . . ,m, or(yi) = di < ∞ e tomemos M = d1 · · · dm. Como

para cada x ∈ S sabemos que dx ∈ H, temos que (Md)x = M(dx) = 0G, logo S ⊆ G[Md]

o que contradiz que G é quase-livre de torção, pois S é in�nito; decorre então que pelo

menos um dos elementos y1, . . . , ym possui ordem in�nita.
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De acordo com o anterior, suponhamos que os elementos y1, . . . , yp tem ordem in�nita e

que para cada k = p + 1, . . . ,m, or(yk) = dk < ∞. Se S = {xj : j ∈ ω}, para cada j ∈ ω,
temos que

dxj =

m�

k=1

cj,kyk onde cj,k ∈ Z, e 0 ≤ cj,k < dk se k = p + 1, . . . ,m.

Notemos que o subgrupo gerado por {yp+1, . . . , ym} é �nito, de modo que se k ∈ {p+1, . . . ,m}
os coe�cientes cj,k de dxj coincidem num subconjunto in�nito J ∈ [ω]ω, de modo que se

j ∈ J, para todo p + 1 ≤ k < m, cj,k = ck.

Para cada j ∈ J, seja r( j) =
p�

i=1
|cj,i|. Observe-se que como {dxj : j ∈ J} é in�nito, o

conjunto de p-uplas {(cj,1, . . . , cj,p) : j ∈ J} ⊆ Zp também o é; assim, dado δ > 0, existe

j ∈ J tal que r( j) > 1
δ . Para tal j ∈ J, podem ser escolhidos t1, . . . , tp ∈ T satisfazendo:

i. para cada i = 1, . . . , p, |ti − f (yi)| < δ, e,

ii.
p�

i=1
cj,iti = dsn −

m�
i=p+1

ci f (yi)

De�nimos então

h�(yi) =




ti se i = 1, . . . , p

f (yi) se i = p + 1, . . . ,m

e, por último, tomemos h�(xj) = sn.

Pela propriedade ii), temos

h�(dxj) = h�



p�

i=1

cj,iyi +

m�

i=p+1

ciyi




=

p�

i=1

cj,ih�(yi) +
m�

i=p+1

cih�(yi)

=

p�

i=1

cj,iti +

m�

i=p+1

ci f (yi)

= dsn = dh�(xj)

Em conseqüência, h� pode ser estendida a um homomor�smo h : G → T. Como xj ∈ S

e h(xj) = sn, é claro que h ∈ Un. Agora, para cada i = 1, . . . , p a condição i) implica que

|h(yi) − f (yi)| = |ti − f (yi)| < δ, logo h ∈ W( f ; y1, . . . , yp, δ) = W1. Daí, W1 ∩ Un � ∅.

Dos casos anteriores, decorre que para cada n ∈ ω, Un é denso. �
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Notemos que se G é um grupo abeliano quase livre de torção e S ∈ [G]ω, para cada x ∈ G

e n ∈ ω�{0} temos |S ∩ (x+G[n])| ≤ |G[n]| < ω, logo estamos nas condições do lema anterior;

daí, usando o teorema de categoria de Baire, obtemos o seguinte resultado:

Lema 5.3.18. Seja G um grupo abeliano in�nito quase livre de torção. Se {S α : α < κ} ⊆ [G]ω e

H = { f ∈ Ĝ : para todo α < κ, f (S α) é denso em T}, então:

i. se κ < ω1, H é denso em Ĝ;

ii. AssumindoMA, se κ < c, então H é denso em Ĝ.

Demonstração. Para cada α < κ, seja Hα = {h ∈ Ĝ : h(Gα) é denso em T}. Naturalmente,

H =
�
α<κ

Hα.

i. Pelo lema 5.3.17, para cada α < κ existe uma família enumerável de abertos densos em Ĝ,

digamos {Hα,n : n ∈ ω} tal que Hα =
�
n∈ω

Hα,n. Notemos então, que α < ω1 implica que a

coleção de abertos densos em T, {Hα,n : n ∈ ω, α < κ} é também enumerável, de onde

H =
�

α<κ

Hα =
�

α<κ
n∈ω

Hα,n

é interseção de abertos densos em Ĝ. Note-se que o grupo dual de Pontryagin Ĝ de G é

compacto se consideramos em G a topologia discreta; daí Ĝ é um espaço Čech-completo

e portanto neste espaço vale o Teorema de Categoria de Baire; daí, H é denso em Ĝ.

ii. Suponhamos que κ < c. Como Ĝ é compacto, em virtude do teorema de Ivanovskii-

Kuz’minov tem-se que Ĝ é diádico, mais explicitamente, existe uma função contínua e

sobrejetora φ : 2�(Ĝ) → Ĝ; pela proposição 1.2.18, temos que c(2�(Ĝ)) ≤ ω, logo c(Ĝ) ≤ ω.

Pelo lema 5.3.17, para cada α < κ temos que Hα é interseção enumerável de conjuntos

abertos densos de Ĝ, logo Ĝ�Hα é união enumerável de conjuntos raros; como Ĝ�H =
�
α<κ

G�Hα é reunião enumerável de no máximo κ conjuntos raros dado que κ < c e o

espaço compacto Ĝ possui celularidade enumerável, de acordo com a versão topológica

de MA, Ĝ�H é de primeira categoria, ou seja, H é denso em Ĝ. �

Lema 5.3.19. Seja G um grupo abeliano quase livre de torção e N ≤ G. Então, existe K ≤ G tal

que N ⊆ K, |K| ≤ |N |ω e G/K é livre de torção.
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Demonstração. Observe-se que como G é quase livre de torção, o subgrupo de torção H :=

tor(G) =
�
n∈N

G[n] é enumerável. Para cada g ∈ G, seja

H(g) = {x ∈ G : existe n ∈ Z�{0} tal que nx = g}

Fixemos g ∈ G e tomemos x ∈ H(g) de modo que nxx = g. Notemos que para cada y ∈ G[nx],

nx(x + y) = nxx + nxy = g + 0 = g, isto é, x + y ∈ H(g); daí, se x ∈ H(g), x + G[nx] ⊆ H(g).

Percebendo que nx ∈ Z�{0} é único para cada x ∈ H(g), pode-se concluir que |H(g)| ≤ |H| ·ω ≤
ω. Seja K =

�
g∈N

H(g). Notemos que N ⊆ K e |K| ≤ |N | · ω; além disso, se x, y ∈ K, então

mx,−ny ∈ N para alguns m, n ∈ Z�{0}, logo mn(x − y) = mnx − mny ∈ N, isto é x − y ∈ K, ou

seja, K ≤ G. Resta mostrar que G/K é livre de torção. Seja x ∈ G e suponhamos que existe

m ∈ Z�{0} tal que y = mx ∈ K. Então, existem g ∈ N e n ∈ Z�{0} tais que ny = g, mas daí

n(mx) = (nm)x = g, isto é, x ∈ H(g) ⊆ K. �

Teorema 5.3.20. Seja (G, τ) um grupo topológico abeliano quase livre de torção tal que |G| = c =
|τ|. Assumindo MA, existe σ ∈ L (G) de modo tal que:

i. τ e σ são T1-independentes;

ii. o grupo (G, σ) é de van Douwen.

Demonstração. Começamos por �xar algumas notações. Para cada ν < c, representamos

por πν : Tc → T a projeção no ν-ésimo fator. Dado A ⊆ c, usaremos também a notação

pA : Tc → TA para representar a projeção de Tc ao espaço TA. Em particular, se α < c, pα é a

projeção de Tc no espaço Tα.

A idéia da prova, é construir um homomor�smo h : G → Tc satisfazendo as hipóteses

do lema 5.3.15 produzindo desta maneira uma topologia de grupo T1-independente de τ. A

construção será por indução de�nindo em cada etapa α < c um homomor�smo hα : G →
T para, �nalmente, obter h como produto diagonal da família {hα : α < c}. Contudo, o

estágio α-ésimo da indução implica um trabalho não muito simples. De fato, nesse estágio

será de�nida uma família compatível de homomor�smos parciais {hβ,ν ∈ hom(Nν,T) : β <

α,ω ≤ ν ≤ α}, isto é, se ω ≤ µ < ν, hβ,ν estende hβ,µ, o que torna possível tomar hβ =
�
ω≤ν≤c

hβ,ν.

A construção requer um trabalho preliminar, envolvendo, como vimos antes, certas enu-

merações construídas de maneira conveniente. Primeiro, considere o subgrupo de torção de

G, tor(G) =
�
n∈ω

G[n]. Pelo lema 5.3.19, tomando Nω = tor(G), temos que existe Nω+1 ≤ G tal

que Nω ⊆ Nω+1, |Nω+1| = ω = |ω + 1| e G/Nω+1 é livre de torção. Por indução, seja α < c e

suponhamos que para cada ω < ν < α, existem subgrupos Nν de G tais que |Nν| = |ν|, G/Nν
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é livre de torção. Se α = β + 1 para algum ordinal β, aplicando o lema 5.3.19 ao subgrupo

Nβ, existe Nβ+1 = Nα ≤ G tal que Nβ ⊆ Nα, |Nα| ≤ |Nβ| · ω = |β| · ω = |β| = |α| e G/Nα é

livre de torção. Agora, se α é um ordinal limite, seja Nα =
�
ω≤µ<α

Nµ. É claro que Nα ≤ G, e

|Nα| ≤
�
ω≤µ<α

|µ| ≤ |α|; resta mostrar que G/Nα é livre de torção; seja x ∈ G e suponhamos que

existe n ∈ ω�{0} tal que nx ∈ Nα; em virtude da construção existe µ < α tal que nx ∈ µ, logo,
como G/Nµ é livre de torção, x ∈ Nµ ⊆ Nα; portanto, G/Nα é livre de torção.

Para cada x ∈ G, seja ξ(x) = min{ξ ∈ c�ω : x ∈ Nξ}. De acordo com a forma em que a

seqüência de subgrupos {Nν : ω ≤ ν < c} foi de�nida, observe que ξ(x) é um ordinal sucessor

ou ξ(x) = ω .

Uma das hipóteses que estamos a assumir, é que |τ| = c; essa condição implica que po-

demos escolher uma enumeração {Fα : α < c} de todos os subconjuntos fechados de (G, τ) de

cardinalidade c. Para cada α < c, seja Aα = {ξ(x) : x ∈ Fα}. Se existe α < c tal que |Aα| < c,
então existe F ∈ [Fα]c de modo que para todo x ∈ F, ξ(x) = β + 1 < c. Daí, F ⊆ Nβ+1, logo

c = |F| ≤ |Nβ+1| = |β| < c, uma contradição. Conclui-se que para todo α < c, |Fα| = c.
Consideremos um re�namento {Bα : α < c} da família {Aα : α < c} de modo que as

seguintes condições sejam satisfeitas para cada β < α < c:

� Bα ∈ [Aα]c

� Bα ∩ Bβ = ∅

� L =
�
α<c

Bα =
�
α<c

Aα

Notemos que ω ∈ L, pois ξ(0) = ω. Seja ω < α < c e suponhamos que α+ 1 � L, de modo

que Nα = Nα+1. Pela construção de Nα+1, isto sugere que se N ≤ G é tal que Nα ⊆ N, G/N é livre

de torção e |N| ≤ |Nα| · ω = |α| · ω, então N = Nα. Daí, para todo β > α, Nβ = Nα, logo G = Nα

de onde |G| = |α| < c, uma contradição. Decorre então que L�{ω} = {α + 1 : ω ≤ α < c}.
A seguir, vamos construir uma função sobrejetora ϕ : L→ c × c satisfazendo:

A- 1) se ϕ(α) = (β, δ) então α ∈ Bβ e δ ≤ α

A- 2) ϕ(ω) = (β, 0) para algum β < c

Em primeiro lugar, para cada β < c podemos �xar um ≤-isomor�smo ψβ : c → Bβ, de

modo que por se tratar de uma função não decrescente, para cada γ < c satisfaz γ ≤ ψβ(γ).
Fazendo uso desse isomor�smo de ordem, para cada α ∈ Bβ pode-se de�nir ϕ(α) = (β,ψ−1

β (α));

observe-se que ϕ já satisfaz a condição A-1). De outra parte, para cada (β, γ) ∈ c× c, podemos

tomar ξ ∈ Bβ tal que ψ−1
β (ξ) = γ e assim, ϕ(ξ) = (β, γ); portanto, ϕ(L) = c × c.



138 5. Problemas relativos a topologias de grupo enumeravelmente compactas

Como ω ∈ L, existe β < c tal que ω ∈ Bβ, logo ω = min Bβ e assim ω = ψβ(0); de acordo

com a de�nição, tem-se que ϕ(ω) = (β, 0). Portanto, a função ϕ satisfaz também a condição

A-2).

SejaB a base enumerável de T que consta dos arcos abertos com extremos racionais. Seja

U a família de todos os abertos canônicos O ∈ Tc tais que πα(O) ∈ B para cada α < c. Para

cada O ∈ U, associamos o conjunto não vazio coord(O) = {α < c : πα(O) � T} ∈ [c]<ω.

Podemos tomar uma enumeração {Oδ : δ < c} da família U de maneira que coord(Oδ) ⊆ δ para
cada δ < c, onde O0 = T

c. Note-se que para cada δ < c existem exatamente ω abertos O ∈ U
satisfazendo coord(O) ⊆ δ.

Para poder garantir a existência de pontos de acumulação, convém também escolher uma

enumeração de [G]ω, digamos {S µ : ω ≤ µ < c} satisfazendo para cada ω ≤ µ < c, supp S µ =

{ξ(x) : x ∈ S µ} ⊆ µ.
Seja S = {t ∈ Tc : |supp t | < c} e, para cada ω ≤ α < c de�nimos Cα = {t ∈ Tc : supp t ⊆ α}.

Pelo teorema de Martin-Solovay, temos que MA implica que c é um cardinal fortemente limite,

logo para cada ω ≤ α < c, tem-se |Cα| = |Tα| = |cα| = |(2α)α| = c. Como S =
�
ω≤α<c

Cα, temos

que |S| ≤ c. Notemos que para cada α < c, a função caraterística χα : c → T está em

S, logo, a cardinalidade de S é exatamente c. Com isto, podemos tomar uma enumeração

S = {bα : α < c} de maneira tal que para cada f ∈ S, |{α < c : bα = f }| = c; usaremos esta

enumeração para mostrar que para cada α < c, pα(h(G)) = Tα.

Construção do homomor�smo h

A continuação, vamos de�nir indutivamente uma família {hα,ν : α < c,ω ≤ ν < c} satisfa-
zendo, para cada α < c, ω ≤ ν < c:

B-1. hα,ν ∈ hom(Nν,T), e, para cada ω ≤ µ < ν, hα,ν estende hα,µ;

B-2. a imagem ∆µ≤γ<αhγ,ν(S µ) é densa em Tα�µ sempre que µ < α e ω ≤ µ < ν;

B-3. para cada γ < ν, existe um ponto x ∈ Nν+1�Nν tal que hγ,ν+1(x) = bν(x), e,

B-4. se α ∈ L, ϕ(α) = (β, δ) e coord(Oδ) = {µ1, . . . , µk}, então existe um ponto y ∈ Fβ tal que

ξ(y) = α e hµi ,α(y) ∈ πµi(Oδ) para cada i = 1, . . . , k.

Como o subgrupo tor(G) = é enumerável, podemos achar uma família de homomor�smos

Hω = {hk,ω : k ∈ ω} ⊆ hom(Nω,T) que separa os elementos de Nω, isto é, para cada x ∈ G�{0G},
existe k� < ω tal que hk� ,ω(x) � 0. Com efeito, suponhamos que Nω�{0G} = {xi : i ∈ ω},
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e, �xemos i ∈ ω. Se or(G)xi = n, podemos escolher yi ∈ T de modo que or(G)yi = n e

de�nimos h̃(xi) = yi. Note-se que temos de�nido h̃ ∈ hom(�xi�,T). Como T é divisível, h̃

pode ser estendido a um homomor�smo hi,ω : Nω → T, e, obviamente hi,ω(xi) � 0, como era

pretendido.

Naturalmente,Hω satisfaz as condições B-1)-B-3) trivialmente. Agora, como ϕ(ω) = (β, 0)

para certo β < c e O0 = T, temos que coord(O0) = ∅, de modo que a condição B-4) é também

satisfeita pela família Hω, veri�cando-se deste modo o primeiro passo da nossa indução.

Seja agora ω < α < c e suponhamos que para todo β < α, a família Hβ = {hγ,ν : γ < β,ω ≤
ν ≤ β} tem sido de�nida de maneira queHβ satisfaz as condições B-1)-B-4).

Se α é um ordinal limite, sabemos que Nα =
�
ω≤β<α

Nβ, e pela condição B-1) temos que

para todo γ < α, existe hγ,α ∈ hom(Nα,T) tal que hγ,α�Nβ
= hγ,β sempre que ω ≤ β < α, em

conseqüência, a família Hα = {hγ,ν : γ < α,ω ≤ ν ≤ α} satisfaz a condição B-1). Como Hβ

satisfaz as condições B-1)-B-4), é imediato queHα satisfaz também as condições B-2)-B-4).

Por �m, suponhamos que α = β+1 para algum β < c. Para de�nir a famíliaHα, é preciso

estender o homomor�smo hγ,β ∈ Hβ sobre Nα para cada γ < β, obtendo dessa maneira os

homomor�smos hγ,α. Além disso, é preciso construir o homomor�smo hβ,α de�nido sobre Nα.

Começamos por construir os homomor�smos hγ,β. Se ϕ(α) = (γ, δ), tem-se que α ∈ Bγ ⊆
Aγ = {ξ(x) : x ∈ Fγ}, logo existe y ∈ Fγ tal que ξ(y) = α de maneira que y ∈ Nα�Nβ. Se

coord(Oδ) = {µ1, . . . , µk}, lembrando que coord(Oδ) ⊆ δ ≤ α temos para cada i = 1, . . . , k,

µi < α. Seja Oδ,i = πµi(Oδ) ⊆ T. De acordo com a condição B-4), para cada γ < β temos que

de�nir uma extensão hγ,α de hγ,β satisfazendo

hµi ,α(y) ∈ Oδ,i = πµi(Oδ) i = 1, . . . , k (∗)

Também, temos que escolher um elemento x ∈ Nα�Nβ de modo que

hγ,α(x) = bβ(γ) para cada γ < β (∗∗)

Como G/Nβ é livre de torção, podemos escolher qualquer x ∈ Nα�Nβ e de�nir uma extensão

hγ,α de hγ,β satisfazendo (∗∗) para cada γ ∈ β�{µ1, . . . , µk}. Resta mostrar que isto também é

possível para cada γ ∈ {µ1, . . . , µk}, ou, de maneira equivalente, mostrar que as condições (∗)
e (∗∗) são compatíveis. Dado que T � R/Z, é possível de�nir a aplicação � : B → [0, 1], que

associa a cada arco aberto em T o seu comprimento, de modo que �(T) = 1.
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Seja a ∈ T, n ∈ ω�{0} e U ∈ B, U � ∅. Consideremos o sistema




nz = a

z ∈ U

Como T é um grupo divisível, existe b ∈ T tal que nb = a. Se supomos que 1
n < �(U), nU = T,

logo b ∈ U; portanto, o sistema considerado possui solução em U .

Seja agora n ∈ ω�{0} de modo que para cada i = 1, . . . , k, 1
n < �(Oδ,i). Se y ∈ Nα�Nβ,

y ∈ Fα é tal que x = ny, de acordo com (∗) e (∗∗) se satisfaz, para cada i = 1, . . . , k,




hµi ,α(ny) = nhµi ,α(y) = bβ(µi)

hµi ,α(y) ∈ Oδ,i = πµi(Oδ)

Como 1
n < �(Oδ,i) para cada i = 1, . . . , k, é possível escolher uma solução zi = hµi ,α(y) ∈ Oδ,i deste

sistema. Então, de�nimos para cada i = 1, . . . , k, hµi ,α ∈ hom(Nα,T) satisfazendo hµi ,α�Nβ
= hµi ,β

e hµi ,α(y) = zi, com o qual garantimos que B-3) e B-4) são satisfeitas por α = β + 1. Vamos

construir o homomor�smo hβ,α. Para cada µ < β, seja fµ,β = ∆{hγ,β : µ ≤ γ < β}; como foi

observado em outras construções, claramente fµ,β ∈ hom(Nβ,Tβ�µ).

Seja Uµ,β a família de todos os abertos canônicos no espaço Tβ�µ tal que para cada U ∈ Uµ,β,
πα(U) ∈ B para todo α ∈ β�µ. ComoB é enumerável, note-se que |Uµ,β| ≤ |β| para cada µ < β,
de modo que a cardinalidade da família

Kβ = {S µ ∩ f −1
µ,β [U ∩ fµ,β(S µ)] : U ∈ Uµ,β, ω ≤ µ < β} ∪ {S β}

não supera |β|.
Observamos que cada elemento de Kβ é in�nito; de fato, pela condição B-2), fµ,β(S µ) é

denso em Tβ�µ, logo U ∩ fµ,β(S µ) ⊆ fµ,β(S µ) é in�nito, e assim, S µ ⊆ f −1[U ∩ fµ,β(S µ)] também é.

Seja J = { f ∈ N̂α : f (K) é denso em T para cada K ∈ Kβ}. Como |Kβ| ≤ |β| < c, pelo item

ii) do lema 5.3.18, podemos achar hβ,α ∈ hom(Nα,T) de modo que hβ,α(K) é denso para cada

K ∈ Kβ. Esta de�nição implica que a condição B-2) é válida no caso α = β + 1. De fato, a

densidade de hβ,α(S β) em Tα�β = T provem da de�nição do próprio hβ,α.

Agora, para cada µ < β, seja fµ,α = ∆µ≤γ<αhγ,α. Temos que provar que fµ,α(S µ) é denso em

T
α�µ; se U ∈ Uµ,α é um aberto canônico não vazio em Tα�µ, podemos exprimir U = U1 × V

onde U1 ∈ Uµ,β e V ⊆ T é aberto. Pela hipótese B-2), sabemos que fµ,β(S µ) é denso em Tβ�µ,

logo, se S = S µ ∩ f −1
µ,β [U1 ∩ fµ,β(S µ)] ∈ Kβ temos que hβ,α(S ) é denso em T; assim, existe x ∈ S

tal que hβ,α(x) ∈ V . Dado que fµ,β(x) ∈ fµ,β(S ) ⊆ U1, fµ,α(x) = ( fµ,β(x), hβ,α(x)) ∈ U1 × V , ou seja,
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fµ,α(S µ) ∩ U � ∅.

Pela construção, é claro que a família Hα = {hγ,ν : γ < α, ω ≤ ν ≤ α} satisfaz as condições
B-1)-B-4), completando-se, desta maneira, o processo indutivo.

A condição B-1), implica que para cada α < c, o sistema de homomor�smos {hα,µ : ω ≤ ν <
c} é compatível, logo, como G =

�
ω≤ν<c

Nν existe hα ∈ hom(G,T) tal que para cada ω ≤ ν < c,
hα�Nν = hα,ν. Seja h = ∆{hα : α < c} ∈ hom(G,Tc). A seguir, mostraremos que h satisfaz as

hipóteses do lema 5.3.15.

Primeiro, observemos que h é um monomor�smo. Com efeito, seja x ∈ G � {0G} arbitrá-
rio. Se nx = 0G para algum n ∈ ω�{0}, x ∈ Nω; como a família {hk,ω : k ∈ ω} separa pontos,

existe k < ω tal que hk,ω(x) � 0T; daí, hω(x) � 0T e portanto h(x) � 0 ∈ Tc. Se x ∈ G�Nω, temos

que {nx : n ∈ Z} ∈ [G]ω logo podemos tomar µ < c de modo que S µ = {nx : n ∈ ω}. Pela

condição B-2), tomando α = µ+1, temos que hµ,µ+1(S µ) é denso em T, logo para qualquer aberto

U ⊆ T que não contém o elemento 0T, existe m ∈ Z tal que hµ,µ+1(mx) = mhµ,µ+1(x) ∈ U , de onde

hµ,µ+1(x) � 0T. Como S µ ⊆ Nµ, tem-se então que hµ(x) = hµ,µ+1�νµ(x) � 0T, logo h(x) � 0 ∈ Tc.
Agora, para garantir que h(G) é um grupo de van Douwen é su�ciente ver que h satisfaz

as seguintes duas propriedades:

C-1. h(G) ≤ Tc é hereditariamente �nalmente denso em Tc, isto é, dado S ∈ [G]ω, existe α < c

tal que pc�α(h(S )) é denso em Tc�α;

C-2. para cada α < c, pα(h(G)) = Tα.

A propriedade C-1) implica que h(G) não possui seqüências não triviais convergentes.

Com efeito, suponhamos por absurdo que existe uma seqüência injetora {yn : n ∈ ω} ⊆ h(G)

de modo que limn∈ω yn = y ∈ h(G). Observemos que considerado como subespaço de Tc, o

conjunto Y = {yn : n ∈ ω}∪ {y} é fechado, e assim, compacto. Como S = {h−1(yn) : n ∈ ω} ⊆ G

é in�nito, a propriedade C-1) implica que existe α < c tal que pc�α(h(S )) = pc�α({yn : n ∈ ω})
é denso em Tc�α. Note-se que pela continuidade das projeções pc�α(Y) é compacto e assim

fechado em Tc�α contendo o denso pc�α({yn : n ∈ ω}), de onde pc�α(Y) = Tc�α uma contradição,

pois |pc�α(Y)| ≤ |Y | = ω < c < 2c ≤ |Tc�α|.
De outro lado, as propriedades C-1) e C-2) implicam que h(G) é enumeravelmente com-

pacto, como mostra o trabalho [39]. Adicionalmente, notemos que h(G) é denso em Tc.

Com efeito, dado F = {α1, . . . ,αk} ⊆ c onde α1 < · · · < αk, consideremos o aberto canônico
�
α∈cUα ⊆ Tc tal que para todo α � F, Uα = T e Uα é um aberto próprio não vazio em T se

α ∈ F. Seja f̃ ∈ pαk+1(U), isto é, existe g ∈ U tal que f̃ = g�αk+1
. Note-se que pela proprie-
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dade C-2), pαk+1(h(G)) = Tαk+1 , daí, existe também h ∈ h(G) satisfazendo f̃ = παk+1(h), ou seja,

f̃ = h�αk+1
. Notemos que, para todo β > αk o segmento �nal Uc�β é, de fato, Tc�β, de modo que

h�c�αk+1
∈ Uc�β. Daí, h = h�αk+1

∪ h�c�αk+1
= g�αk+1

∪ h�c�αk+1
∈ U ∩ h(G).

Dado que a topologia da qual queremos munir ao grupo G é a gerada pelo monomor-

�smo h, o item ii) do teorema decorre das propriedades C-1) e C-2). Vejamos agora que o

homomor�smo h veri�ca, de fato, essas propriedades:

• h(G) satisfaz C-1): Se S ∈ [G]ω, existe µ < c tal que S = S µ; para cada α ∈ (µ, c),

consideremos fµ,α = ∆{hγ,α : µ ≤ γ ≤ α}. Como pα�µ ◦ h = fµ,α, pela condição B-2) temos

que fµ,α(S µ) = pα�µ(h(S µ)) é denso em Tα�µ; dado que isto ocorre para cada α ∈ (µ, c),

pc�µ(h(S µ)) é denso em Tc�µ; portanto, h(G) é HFD em Tc.

• h(G) satisfaz C-2): Se α < c e z ∈ Tα, observamos que z pode ser considerada como uma

função na coleção S, de modo que existe β < c tal que para cada γ < α, z(γ) = bβ(γ).

Como bβ aparece c vezes nessa enumeração, podemos achar ν ≥ α tal que bβ = bν, de

onde bν(γ) = z(γ) para cada γ < α. De acordo com a condição B-3), existe x ∈ Nν+1�Nν

tal que hγ,ν+1(x) = bν(γ) = z(γ) para cada γ < ν. Concluímos então que para cada γ < α,

h(x)(γ) = z(γ), ou seja pα(h(x)) = z. Sendo z ∈ Tα um ponto arbitrário, temos que

pα(h(G)) = Tα.

Agora, mostraremos que para todo subconjunto fechado F ∈ [G]c, h(F) é denso em Tc.

Visto que {Fβ : β < c} é uma enumeração dos conjuntos fechados em (G, τ) de cardinalidade c e

{Oδ : δ < c} enumera os abertos canônicos de Tc associados à baseB de T, é su�ciente mostrar

que para cada β < c e δ < c, h(Fβ) ∩ Oδ � ∅. Se consideramos a ϕ : L → c × c como antes,

dado que esta função é sobrejetora, podemos tomar α ∈ L de modo tal que ϕ(α) = (β, δ). De

acordo com a construção, temos que δ ≤ α; portanto, se coord(Oδ) = {µ1, . . . , µk} temos que

µi < α para cada i = 1, . . . , k; logo, segundo a condição B-4), existe y ∈ Fβ tal que ξ(y) = α

e hµi ,α(y) ∈ πµi(Oδ) para cada i = 1, . . . , k. Como y ∈ Nα e hµi�Nα = hµi ,α para todo i = 1, . . . , k,

decorre que h(y)(µi) ∈ πµi(Oδ); de outra parte πγ(Oδ) = T para cada γ ∈ c�coord(Oδ). Do

anterior, h(y) ∈ Oδ, ou seja, h(y) ∈ h(Fβ) ∩ Oδ.

Finalmente, dado que h veri�ca as hipóteses do lema 5.3.15 e estamos assumindo MA, a

topologia σ = {h−1(U ∩ h(G)) : U é aberto em Tc} de�nida sobre G é independente de τ. �

Corolário 5.3.21. (MA) Se (G, τ) é um grupo topológico abeliano quase livre de torção tal que

�(G) < c = |G| então existe σ ∈ L (G) tal que τ e σ são T1-independentes.
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Demonstração. Pela proposição 1.2.16, temos que |τ| ≤ 2�(G). Como �(G) < c, 2�(G) = c em

virtude de MA, de onde |τ| ≤ c e podemos aplicar o teorema 5.3.20. �

Corolário 5.3.22. (MA) Cada um dos grupos (R,+), (T,+), (C,+) e (C∗,×) considerado com a

topologia euclidiana usual respectiva, admite uma topologia de grupo T1-independente munido

da qual é um grupo de van Douwen.

Demonstração. Note-se que se G é qualquer dos grupos mencionados acima e τ é a topologia

euclidiana usual de�nida nele, temos |G| = c = |τ|. Como conseqüência do teorema 5.3.20,

obtemos uma topologia σ ∈ L (G) que é T1-independente de τ. Como a topologia τ provem de

uma métrica, τ é seqüencial, logo pela proposição 5.3.12 temos que (G, σ) é enumeravelmente

compacto e sem seqüências não triviais convergentes. �

Nota 5.3.23. Vale a pena salientar que na prova acima, a única propriedade topológica que

usamos do grupo (G, τ) foi que a família de todos os subconjuntos fechados nesse espaço tem

cardinalidade c. Daí, o teorema anterior permanece válido se o grupo (G, τ) onde |G| = c, ao
invés de satisfazer |τ| = c é, simplesmente, hereditariamente separável.

Particularmente, estamos nessa situação se o espaço (G, τ) satisfaz n�(G) ≤ ω; de fato,

suponhamos que S ⊆ G e A = {An : n ∈ ω} é uma rede para S , isto é, qualquer aberto em S é

união de elementos de A . Para cada n ∈ ω, �xemos an ∈ An; dado U ⊆ S aberto, existe k ∈ ω
de modo que Ak ⊆ U , logo ak ∈ U; portanto, o conjunto D = {an : n ∈ ω} é denso em S , ou

seja, G é hereditariamente separável.

Exemplo 5.3.24. O teorema 5.3.20 não pode ser estendido aos grupos abelianos in�nitos de

ordem �nita. Com efeito, se p, q ∈ Z são números primos distintos, sejam H(p) e H(q)

dois grupos abelianos in�nitos de ordens p e q respectivamente. Seja G = H(p) ⊕ H(q), e,

suponhamos que σ, τ ∈ L (G). Seja f : G → G o homomor�smo dado por f (x) = px;

dado que f é contínuo em qualquer topologia de grupo T1 considerada sobre G, f −1({0G}) =
ker( f ) = H(p)×{0} é fechado nos espaços (G, τ) e (G, σ). Como H(p) é in�nito, e as topologias

que estamos considerando são de Hausdor�, decorre que σ e τ não podem ser independentes;

dado que τ e σ são elementos arbitrários do reticulado L (G), G não admite duas topologias

de grupo T1-independentes.

Os grupos abelianos sem subconjuntos não triviais incondicionalmente fechados podem

ser caracterizados em termos da de�nição anterior; de fato, Tkačenko e Yasčenko em [64]

provam que qualquer grupo abeliano satisfazendo essa condição é quase livre de torção (q.l.t.)

ou é de ordem prima. De acordo com isto, obtém-se que sob MA, todo grupo topológico
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abeliano 2-enumerável de cardinalidade c sem subconjuntos não triviais incondicionalmente

fechados admite uma topologia de grupo T1-independente e assim, uma topologia de van

Douwen.
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