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Resumo

Topologias de grupo enumeravelmente compactas:

MA, forcing e ultrafiltros seletivos

E bem conhecido o fato de que todo grupo compacto tem sequéncias nio triviais con-
vergentes. A existéncia de grupos enumeravelmente compactos sem sequéncias nao triviais
convergentes, foi provada usando axiomas adicionais a axiomatica usual ZFC: A. Hajnal e
I. Juhasz [39] sob CH, E. K. van Douwen [26] sob MA, A. H. Tomita sob MA__....... € R.E.

Madariaga-Garcia e A. H. Tomita [50] usando ultrafiltros seletivos.

Neste trabalho, estudaremos algumas construcdes recentes relacionadas com as citadas
acima, usando o Axioma de Martin, ultrafiltros seletivos e forcing. Essas construcdes estio
relacionadas com algumas questdes indicadas por A.D. Wallace, E. van Douwen, M. Tkacenko,

D. Dikranjan e D. Shakhmatov.

Palavras-chave: Forcing, compacidade enumeravel, grupo topolégico, Axioma de Martin,

ultrafiltro seletivo.






Abstract

Countably compact group topologies:

MA, forcing and selective ultrafilters

It is well known that every compact group has non-trivial convergent sequences. The
existence of countably compact groups without non-trivial convergent sequences was proved
using extra set-theoretical assumptions: A. Hajnal and L. Juhész [39] under CH, E. K. van
Douwen [26] under MA, A. H. Tomita under MA, ... and R.E. Madariaga-Garcia and A. H.

Tomita [50] using a selective ultrafilter.

In this work, we study some recent constructions related to the ones given above using
Martin Axiom, selective ultrafilters and forcing, related to questions raised by A.D. Wallace,

E. van Douwen, M. Tkacenko, D. Dikranjan and D. Shakhmatov.

Keywords: Forcing, countable compactness, topological group, Martin Axiom, selective

ultrafilter.
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Introducao

“In re mathematica ars proponendi quaestionem
pluris facienda est quam solvendi”.

G. CANTOR

Se X é um espaco topoldgico de Hausdorft e x é um cardinal tal que x < [X|, dizemos
que X omite K se ndo possui subconjuntos fechados de cardinalidade k. De acordo com a
cardinalidade do espaco, existem espagos compactos que omitem w, mas se |X| = ¢, a questio
nao poder ser decidida na axiomatica ZFC; de fato, Hajnal e Juhéasz [38] mostraram que sob
a hipodtese do continuo (CH) nenhum espaco compacto de cardinalidade ¢ pode omitir w, en-
quanto que Fedorcuk [31] mostrou que a existéncia de um espaco compacto de cardinalidade
¢ sem sequéncias ndo triviais convergentes é consistente com ZFC.

Contudo, se considerarmos uma estrutura topoldgica junto com uma estrutura algébrica,
a situacdo se torna diferente. De maneira independente, Ivanovskii (1958) e Kuz’'minov (1959)
mostraram que todo grupo compacto é diadico, isto é imagem por uma fun¢édo continua de um
cubo de Cantor generalizado, motivo pelo qual nenhum deles pode omitir w. Assim, resulta
natural perguntar pela omissdo de w na classe dos grupos topologicos que satisfazem propri-
edades mais fracas porém proximas a compacidade, tais como a compacidade enumeravel ou
a pseudocompacidade.

Considerando grupos topologicos pseudocompactos, temos dois resultados principais.
Em 1969 Sirota [58], respondendo a uma questdo de Arkhangel’skii, construiu em ZFC um
grupo pseudocompacto sem sequéncias néo triviais convergentes de peso Kk para cada cardi-
nal infinito k¥ = «”. Depois, em 1985, Malykhin e Shapiro [51] mostraram que a existéncia
de um grupo pseudocompacto sem sequéncias nao triviais convergentes de peso ¥ < k” é
independente de ZFC.

Apesar da compacidade enumeravel constituir uma propriedade intermediaria entre a

compacidade e a pseudocompacidade, a existéncia de sequéncias ndo triviais convergentes
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nessas condicdes compreende uma questdo bem mais sutil. De fato, até o presente momento
essa questdo ndo possui solucao definitiva. O primeiro exemplo a este respeito, realizado
sob CH, data de 1976 e deve-se a Hajnal e Juhasz [39]; contudo, a construcdo desses autores
nao estava dirigida a construir um grupo enumeravelmente compacto sem sequéncias nao
triviais convergentes sendo a proporcionar um exemplo de um grupo normal e separavel que
nao fosse de Lindelof. Mais tarde, diversos exemplos de grupos enumeravelmente compactos
sem sequéncias nao triviais convergentes foram construidos por van Douwen [26], Tkacenko,
Tomita [66, 67], Koszmider et al. [46] e Madariaga-Garcia e Tomita [50], sendo que todas essas
construcdes foram obtidas assumindo assercdes adicionais a ZFC ou por meio de extensdes
genéricas.

O proposito desta dissertagao é estudar sistematicamente essas construgdes, focando nossa
atencdo nas que foram obtidas via forcing e ultrafiltros seletivos. Tentaremos mostrar a ma-
neira em que a existéncia de um grupo enumeravelmente compacto sem sequéncias nao trivi-
ais convergentes permite dar resposta a diversas questdes que ao parecer s6 tem conexiao com
a compacidade enumeravel.

Sao cinco capitulos os que compdem esta dissertacdo. O primeiro deles destina-se a esta-
belecer a notacgéo utilizada no decorrer do texto além de expor alguns resultados e defini¢oes
preliminares que serdo necessarios adiante. A primeira secédo, é dedicada a teoria dos con-
juntos introduzindo alguns resultados de combinatdria, os conceitos de forcing e do Axioma
de Martin (MA) e ainda, fazemos comentarios relativos a consisténcia e independéncia em
axiomaticas, relevantes ao longo do texto. A segunda secéo, ¢ dedicada a topicos de topologia
geral e a terceira trata de grupos topologicos.

No segundo capitulo, sdo apresentadas as construgdes de topologias de grupo enumera-
velmente compactas sem sequéncias nao triviais convergentes obtidas mediante o uso de MA,
o axioma de Martin para ordens parciais o-centradas (MAg centrada) € © Axioma de Martin para
ordens parciais enumeraveis (MA  umeravel). Na primeira secdo, incluimos a construgéo de van
Douwen [26] que, de acordo com a historia do problema, é a pioneira usando MA. Na segunda
secdo, se estudam as construcdes relativas a topologias de grupo enumeravelmente compactas
sobre grupos abelianos livres. Depois de apresentar defini¢des e resultados basicos a respeito
desse tipo de grupos, estudamos a construgao devida a A.H. Tomita [66] de uma topologia
de grupo enumeravelmente compacta definida sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade
¢ assumindo a asser¢do MA, centrada- Depois, € apresentada a construcdo de uma topologia

como a anteriormente referida mas, desta vez, assumindo a asser¢io MAcpumeravel. A Ultima
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parte do capitulo constitui o exemplo obtido via forcing por Koszmider et. al. [46] de uma
topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade
2¢.

O terceiro capitulo trata dos exemplos de topologias de grupo enumeravelmente com-
pactas obtidas a partir de ultrafiltros seletivos. A primeira se¢do, é destinada a apresentar
os conceitos e resultados basicos sobre ultrafiltros seletivos, ultraprodutos usando tal tipo de
ultrafiltros e a relacdo destes tltimos com a p-compacidade. A segunda secdo, apresenta os re-
sultados obtidos por Watson e Tomita [69] referentes a p-compacidade em grupos topologicos
via ultrafiltros seletivos; nesta secao aparecem varias idéias das que vai fazer uso a constru-
cdo da terceira e ultima se¢do do capitulo dedicada a descrever a maneira em que a existéncia
de ultrafiltros seletivos permite construir topologias de grupo enumeravelmente compactas
sobre grupos abelianos livres.

No quarto capitulo estudamos certas caracteristicas cardinais dos grupos topologicos enu-
meravelmente compactos. Na primeira se¢io, sdo detalhados os resultados obtidos por van
Douwen em [27] a respeito do peso e a cardinalidade de grupos topologicos pseudocompactos.
Depois de estudar o comportamento desses invariantes em distintas aritméticas cardinais, no
mesmo trabalho, van Douwen conjeturou que em todo grupo infinito enumeravelmente com-
pacto G se satisfaz |G|” = |G| ou, a0 menos, cf(|G|) > w, sendo esta afirmacao consistente com
ZFC. Contudo, acabou se revelando que a conjetura de van Douwen ¢é independente de ZFC
em virtude dos resultados obtidos por Tomita em [67] os quais abordamos na segunda sec¢éo
deste capitulo.

Por fim, o ultimo capitulo ¢ dedicado a responder diversas questdes fazendo uso das cons-
trugdes detalhadas nos capitulos precedentes; na primeira secdo, descreve-se o problema de
Wallace [71] e mostra-se que consistentemente existe um contraexemplo a dita questdo. Na
segunda secdo, comentamos a resposta parcial a pergunta de Dikranjan e Shakhmatov pe-
las cardinalidades possiveis para os grupos abelianos livres que admitem uma topologia de
grupo enumeravelmente compacta. A terceira secao trata-se sobre o trabalho de Tkacenko e
Yascenko [64] acerca de topologias de grupo independentes e a relagao destas com a existéncia

de topologias de grupo enumeravelmente compactas.






CAPITULO 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo, iremos fixar a notacéo utilizada no decorrer do texto além de fazer uma

exposi¢ao sucinta de alguns topicos necessarios a compreensido do mesmo.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Ao longo da dissertacdo trabalharemos baseando-nos na axiomatica Zermelo-Fraenkel
acrescida do Axioma da Escolha, abreviado por ZFC. Para os topicos relacionados com teoria
dos conjuntos, seguimos as referéncias [44, 47].

Comecamos por reservar os simbolos N, Z, Q, R e C para denotar, respectivamente, o con-
junto dos numeros naturais, nimeros inteiros, nimeros racionais, nimeros reais e nimeros

complexos.

A notacido B” representa o conjunto de todas as funcdes f : A — B. O dominio e a
imagem de uma funcio f € B*, serdo denotados por dom(f) e im(f) respectivamente. Se
S C A, flg € BS é a restricio de f ao conjunto S. Se S Cc AeT C B, f[S]e f![T]
denotam respectivamente a imagem de S por f e a pré-imagem de T por f. Com freqiiéncia,
usaremos o simbolo Fn(A, B) para denotar o conjunto de todas as fungdes finitas de A em B,

isto é, h € Fn(A, B) significa que dom(/) é um subconjunto finito de A e im(4) C B.

Alguns resultados sobre ordinais e cardinais

Definicdo 1.1.1. Um conjunto M é transitivo se e somente se todo elemento de M é também

um subconjunto de M.
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Entendemos por ordinal um conjunto transitivo e bem ordenado pela relagdo €. O sim-
bolo ON representara a classe de todos os ordinais. Usaremos doravante letras gregas minus-
culas (como a, 3,7, ...) para denotar elementos de ON.

Se a € ON dizemos que A C o ¢é ilimitado em o se supA = o.

o € ON ¢é dito um ordinal sucessor se existe p € ON tal que a = + 1 := B U {B}. Em caso
contrario, dizemos que o é um ordinal limite. O menor ordinal limite infinito é o conjunto
de todos os numeros naturais, denotado por .

Se X é um conjunto, uma fun¢éo f : & — X onde o € ON ¢ dita seqiiéncia de comprimento
o em X. Frequientemente, escreve-se f = (f. : E < a) ou f = {f. : E < a} onde f. = f(E) para
cada € < a, identificando a f com o conjunto im (f). Se s é uma seqiiéncia de comprimento o

num conjunto X 3 x, s~ x denota a seqiiéncia em X de comprimento o + 1 dada por sU {(a, x)}.

Definicdo 1.1.2. x € ON ¢ dito um ordinal inicial se ¥ = ||, onde |k| é o menor a € ON tal que

o é equipotente a K.

Identificamos os ordinais iniciais exatamente com os niumeros cardinais. Usaremos as
letras gregas K, A, i1, 0... ou letras germanicas a, m, n.. para designar cardinais.
Se X é um conjunto e ¥ é um cardinal, fixamos a notacdo [X|* ={A C X : |A| = x}; [X]™F

e [X]=* sdo definidos analogamente.

Definicdo 1.1.3. Um cardinal k é dito sucessor se existe um cardinal A tal que ¥ = A*, onde
A* = min{0 < 2" : 0 é cardinal e O > A}. Em caso contrario, dizemos que k é um cardinal

limite.

Freqlientemente, os cardinais infinitos sao chamados alephs; como cada cardinal possui
um cardinal sucessor e para cada conjunto de cardinais X, supX é um cardinal, pode-se

definir uma enumeracio crescente de todos os alephs:

N, =
Nowl = N:
N, =sup{N.:E<a} sea éum ordinal limite

Da enumeracdo anterior, temos que para cada oo € ON, N, é cardinal sucessor ou limite
conforme a seja ordinal sucessor ou limite. Denotaremos o tipo de ordem de N, por ,.
Um dos mais célebres teoremas de Cantor diz que para cada conjunto X, vale que |X| <

|9(X)|. Em particular, se ¢ representa a cardinalidade do conjunto dos numeros reais R,
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temos que ¢ = 2™ > ;. Em 1878, Cantor [14] conjeturou que todo subconjunto infinito de R
é enumeravel ou é equipotente a R. Em ZFC, todo cardinal infinito é um aleph, logo, ¢ > N;
de onde a conjetura de Cantor resulta ser a assercao 2% = N, conhecida como a Hipotese do
Continuo (CH).

Motivado pela afirmacdo de Cantor e pela relagdo N,,, < 2% valida em ZFC para todo
ordinal a, F. Hausdorff [41] em 1908 enunciou a seguinte assercio Yo € ON (2% = K_,))
conhecida como a Hipoétese generalizada do Continuo (GCH).

Convém apontar que as asser¢des CH e GCH nao podem ser provadas nem refutadas no

sistema axiomatico ZFC, isto é, sdo independentes de ZFC.

Definicdo 1.1.4. Sejam a e f € ON. Se f € %, dizemos que f é uma funcido cofinal se im(f) é
um conjunto ilimitado em . A cofinalidade de um ordinal 3 é o menor o € ON tal que existe

uma funcdo f : a — P cofinal. Neste caso escreve-se cf(f) = a.

Um ordinal limite 3 é dito regular se cf(f) = 3, e dito singular se cf(f) < 3. Deve apontar-

se que todo ordinal regular é um cardinal e que cada cardinal sucessor é um ordinal regular.
Definicao 1.1.5. Um cardinal « é dito limite forte se para cada u < x, 2" < K.

Definicdo 1.1.6. Um cardinal x > w ¢é dito fracamente inacessivel se é um cardinal regular e
limite. Um cardinal fracamente inacessivel x é dito inacessivel (ou fortemente inacessivel) se

também é limite forte.

Assumindo GCH as nocdes de cardinal fracamente inacessivel e inacessivel coincidem;
por outro lado, nao ¢é possivel provar em ZFC a existéncia de cardinais inacessiveis.

Por conveniéncia, incluimos a seguir um caso particular do denominado Teorema de Ko-
nig, importante fato que estabelece a desigualdade estrita mais geral conhecida (em ZFC)

sobre cardinais infinitos.
Teorema 1.1.7. Se K é um cardinal infinito e cf(x) < A, entdo k" > k.

Corolario 1.1.8 (Zermelo-Kénig). Sel > w, entdo cf(2*) > A.

Uma nota sobre consisténcia e independéncia em axiomaticas

Ao longo do texto irdo ser construidos objetos matematicos usando axiomas adicionais
ao sistema ZFC; assim, resulta conveniente lembrar alguns fatos e defini¢cdes provenientes da

logica matematica. A referéncia basica para topicos mencionados neste paragrafo é [37].
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Se £ é uma linguagem de primeira ordem, uma £-estrutura A consta de um conjunto nao
vazio A (dominio de A) e de relacdes, funcdes e constantes correspondentes aos simbolos da

linguagem.

Definicdo 1.1.9. Se ¢ é uma féormula em £, dizemos que ¢ é uma sentenca se ndo contem
variaveis livres. Dada uma sentenca ¢ e uma L-estrutura A, escrevemos A = ¢ se a sentenca

¢ é verdadeira em A.

Definicdo 1.1.10. Um modelo para um conjunto de sentencas I' numa linguagem £, é uma

L-estrutura A tal que A = y para toda y € I'. Neste caso, escrevemos A | I

Se todo modelo de I" é também um modelo de ¢ (relacdo de conseqiiéncia semantica)
escrevemos ' | ¢. Baseando-nos num sistema dedutivo formal, dizemos que ¢ é um teorema
de I' (relacdo de conseqiiéncia sintatica) se houver uma deducao formal nesse sistema de ¢ a
partir de I'. Escrevemos, nesse caso, I' - ¢.

Uma L-teoria é um conjunto de sentengas 7 em £ fechado sob deducdo. A L-teoria T
é dita consistente se ela ndo pode deduzir contradi¢des; de outra parte, T é dita completa se
é consistente e para toda sentenca ¢ da linguagem, entdo ¢ € 7 ou ~¢ € 7. Se uma teoria
consistente T ndo é completa, entio existe alguma sentenca ¢ tal que 7" ndo pode deduzir ¢
nem a sua negacao, logo as teorias 7 + ¢ e T + ¢ sdo consistentes; neste caso, dizemos que
¢ é independentede T.

Com freqiiéncia, estaremos nos referindo as classes V e L em teoria dos conjuntos, pelo

que achamos preciso lembrar fatos importantes dessas duas classes.

Definicdo 1.1.11. Por recursio em ON, definimos:

Vo =@

Vi = 9Va)

V., = U Vg se a é um ordinal limite
B<a

Chamamos Hierarquia cumulativa de von Neumann a classe V.= [J V.
aeON

Da defini¢do, um conjunto A esta em V se e somente se todos os seus elementos estdo em
V; em particular, cada V, é um conjunto transitivo. E claro também que para cada o € ON,
aeV,.

De acordo com o axioma de Regularidade, o universo da teoria dos conjuntos é V. Além

disso, nessa classe vale a axiomatica ZFC; em outras palavras, V é um modelo de ZFC.
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Definicdo 1.1.12. Dizemos que um conjunto X é definivel num modelo (M, €) se existem uma
formula ¢ na linguagem {€} e ay,...,a, € Mtaisque X = {x e M : (M, €) E d(x;ay,...,a,)}.
Escrevemos def(M) = {X C M : X é definivel em (M, €)}.

Por recursao em ON define-se
L, =2
L,., = def(L,)
L, = U L, se aéum ordinal limite

B<a

A classe L = |J L, denomina-se hierarquia dos conjuntos construtiveis. Note que cada
L, é um conjunto ?regﬁsitivo e, também, L constitui uma classe transitiva. Em 1938, K. Godel
mostrou que L ¢ um modelo (denominado tecnicamente interno) da teoria dos conjuntos, isto
é, mostrou que as interpretacdes da axiomatica ZFC em L sdo demonstraveis, inclusive, na axi-
omatica Zermelo-Fraenkel (ZF). Adicionalmente, a interpretagdo de CH em L é demonstravel

em ZF. Existe uma outra condicio satisfeita por L que faz dele um modelo particularmente

importante:

Fato 1.1.13. L é o menor modelo transitivo de ZFC que contém ON.

Forcing

Desde os resultados de Godel até 1963, o trabalho em teoria dos conjuntos esteve num im-
passe, se bem que apareceram resultados interessantes a respeito de cardinais inacessiveis e do
universo construtivel L. Uma mostra desse impasse é a descoberta por Sheperdson, no inicio
da década de cinqiienta, de que o método dos modelos internos nunca poderia providenciar
uma demonstracao da independéncia de CH em relacdo a ZF (ou ZFC).

Em 1963, um novo método que proporciona provas de consisténcia foi inventado por Paul
Cohen. Ao contrario do método dos modelos internos que restringe o universo, o novo mé-
todo do forcing “expande” o universo. Para contornar a eventual dificuldade de expandir o
universo de todos os conjuntos, o método de forcing produz expansdes de modelos de con-
juntos finitos de axiomas de ZFC (ou ZF), pois de acordo com os teoremas de incompletude
de Godel, ZFC nédo pode mostrar a existéncia de modelos de todos os axiomas dessa teoria
-a menos que fosse inconsistente-. Assim, para obter resultados de independéncia, basta tra-
balhar com subconjuntos finitos arbitrarios da axiomatica. Formalmente, temos o seguinte

resultado.
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Teorema 1.1.14 (Principio de forcing). Seja ¢ uma formula. Se ¢,,...,d, sao formulas de
ZFC+q, existem formulas y,, ..., v, de ZFC tais que para cada modelo transitivo enumeravel
M satisfazendo M = {vy,,...,y,}, existe um modelo transitivo enumeravel N tal que N |

{d1,...,P,} e M C N. Dai, se ZFC ¢é consistente, entdo a teoria ZFC+@ também é consistente.

O forcing permite construir a partir de um modelo transitivo M de ZFC um modelo N tal
que M ¢ N e ON” = ON”; desta maneira, se A = ON" temos que L, ¢ M ¢ N de onde
N é um modelo onde V # L. Mais ainda, todos os conjuntos que acrescentamos a M para
obter N nao sdo construtiveis em N. A grande poténcia desta teoria reside no fato de que as
propriedades da extensdo N estio completamente determinadas por M, em outras palavras,
um objeto em M estara em condi¢des de determinar o que acontece em N embora néo “veja”

boa parte dos conjuntos de N.

A relacao de forcing

Seja M um modelo transitivo e consideremos um conjunto parcialmente ordenado (na
realidade, uma pré-ordem) (P, <) em M. Ao longo desta secdo, assumiremos adicionalmente
que P possui um maior elemento denotado por 1;. No contexto do forcing, geralmente, os

elementos de uma ordem parcial sio chamados de condicoes. Se p < g dizemos que p estende

q.

Definicdo 1.1.15. Dizemos que p, g € P sdo incomparaveis se nao vale p < gnem g < p e que
sdo incompativeis (pLq) se ndo existe r € Ptal que r < p e r < q. Uma anticadeia A C P é um

subconjunto de elementos de P que sdo dois a dois incompativeis.

Definicdo 1.1.16. Um subconjunto D C P é denso em P se e somente se para cada p € P existe
q € D tal que g < p, isto é, se para cada elemento da ordem existe um elemento em D que
forneca mais informag¢do. De maneira similar, D diz-se denso abaixo de p € P se D é denso na

ordem parcial {g € P: g < p}.

Definicdo 1.1.17. G C P ¢é dito um filtro em PP se e somente se:
1. Paratodo p € G, se p < g entdo g € G;
2. paratodos pegem G, existe r € Gtalquer < per<gq.

Se D é uma familia de subconjuntos densos de Pe G C P é um filtro tal que DNG # @ para

cada D € D, G é chamado filtro D-genérico. Um filtro que intersecta todos os subconjuntos
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densos da ordem P é chamado de P-genérico. Se a ordem parcial P pertence a um modelo
transitivo M, dizemos que G C P é P-genérico sobre M se G é um filtro sobre P e G intersecta
todos os subconjuntos densos em P que sdo membros de M.

Dada uma ordem parcial P e uma cole¢ido enumeravel D = {D,},c, de subconjuntos den-
sos em P, sempre existe um filtro D-genérico. Desta simples observacao, obtém-se o seguinte

resultado:

Proposicio 1.1.18. Se M é um modelo transitivo enumeravel, P € M é uma ordem parcial e

p € P, entao existe um filtro G, P-genérico sobre M tal que p € G.

Em geral, um filtro genérico sobre M néo esta no modelo; no entanto, se G é P-genérico
sobre um modelo M, existe uma extensdo minimal transitiva de M que contém G, que deno-
taremos por M[G]. Nesse contexto, M denomina-se o modelo base, entanto M[G] é chamada
de extensao genérica. Uma carateristica interessante dessa extensio é a possibilidade de fazer
uma descri¢do “interna” isto é, feita dentro do modelo M, dos elementos de M[G]. Para isto,
é introduzido um conjunto de nomes em M que proporcionam informaco sobre a maneira em
que os objetos em M[G] foram construidos a partir de P. Note-se que a seguinte definicéo é

independente do modelo M:

Definicdo 1.1.19. Seja P uma ordem parcial. Um conjunto 7 é um P-nome se e somente se 7 é
uma relacdo e para todo par (o, p) € 7, 0 é um P-nome. Denotamos o conjunto de todos os

P-nomes por V¥,

Se M é um modelo contendo P denotamos por M* = M N V¥ o conjunto de todos os
P-nomes em M. Se G é um P-genérico sobre M, a interpretacao (ou valor) de um P-nome

T € M*, denotada como 7., define-se recursivamente:
e ={0:: (Ape€G)(o,p) e}

Seja M[G] = {rs : T € M*}. Como G = {{p,p) : p € G} é um P-nome para G, temos
G € M[G].

Definicdo 1.1.20. Sejam M um modelo transitivo enumeravel, P uma ordem parcial em M e

p €P. Seq(x,...,x,) é uma formula e 7,...,7, € M*, dizemos que p forca ¢(t,,...,T,),
em simbolos p - @(7,,...,7,) se e somente se para todo filtro P-genérico G sobre M tal que
p € Gvale:

M[G] E o((T)e> - -5 (T.)s)

Ao fazer mencdo do modelo, da extensdo e do filtro genérico, salienta-se que a relagéo

de forcing esta definida fora do proprio modelo M. No entanto, a definicdo mais formal -e
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naturalmente mais forte- é feita internamente por meio da relacdo I+* (vide [47]). A definicao
interna nos permite ver que para uma férmula ¢ e quaisquer P-nomes em M, o conjunto
{peP:pir @(,...,7,)} estd no modelo M, e assim pode ser decidido em M se p I ¢ ou

nao.

Lema 1.1.21 (Lema da verdade para extensdes genéricas). Sejam M um modelo enumeravel
transitivo e P uma ordem parcial em M. Se G é P-genérico sobre M, @(x,, ..., x,) é uma formula

et,...,T, € M¥, entdo
M[G] E o((T)es---»(T)a) © Ap e G) (p + @(1,...,7,))

Demonstracido. Vide [47], VIL § 3.5. O

Foi apontado que os ordinais em M e na extensdo genérica M[G] sdo os mesmos; no
entanto, os cardinais em M e M[G] nao necessariamente coincidem pois a nocdo de cardina-

lidade nao é absoluta.

Definicdo 1.1.22. Seja M um modelo transitivo enumeravel e seja P uma ordem parcial em M.
Dizemos que P preserva cardinais se e somente se para qualquer P-genérico G sobre M, temos

que
Yo € ONY( (0 é cardina) & (a é cardinal)1@])

Dizemos também, que P preserva cofinalidades se e somente se para cada ordinal limite

v € ONM, temos cf(y) = cf(y)M1°.

As nocgoes de preservar cardinais e cofinalidades abaixo e acima de um cardinal o € M ou

um ordinal y € ON¥, sio definidas de maneira analoga.

Fato 1.1.23. Sejam M um modelo transitivo enumeravel, P € M uma ordem parcial. P preserva

cardinais se e somente se preserva cofinalidades.
Demonstracido. Vide [47]. O

Definicdo 1.1.24. Uma ordem parcial P satisfaz a condicdo de cadeia enumeravel (c.c.c.) se toda
anticadeia de elementos de P é enumeravel. Em geral, se k é um cardinal, P é dita x-c.c. se e

somente se toda anticadeia em P tem cardinalidade menor do que x (dai que c.c.c. é N;-c.c.).

O seguinte resultado, mostra a relacdo da propriedade anterior com a preservagdo de

cardinais em extensdes genéricas.
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Fato 1.1.25. Sejam M um modelo transitivo enumeravel, P € M uma ordem parcial e x um
cardinal de M. Se (P éx-c.c.)™, entdoP preserva cofinalidades acima de ; se adicionalmente
(k éregulan), entdo P preserva cardinais acima de k. Em particular, se (P é c.c.c.)™ entdo P

preserva cofinalidades (e assim cardinalidades).

Definicdo 1.1.26. Se A é um cardinal, uma ordem parcial P é dita A-fechada se para caday < A,

e cada seqiiéncia decrescente {p. : €& < vy} C P existe p € P tal que p < p. paracada § <.
Podemos agora mencionar outro fato no que se refere a preservacgao de cardinais.

Fato 1.1.27. Sejam M um modelo transitivo enumeravel, P € M uma ordem parcial e K um
cardinal em M. Se (P ¢é x-fechada), entdo P preserva cofinalidades (e assim cardinais) abaixo

de x.

A continuagdo, apresentam-se algumas nocoes de forcing cujos elementos genéricos pro-

duzem um nuimero real.

Exemplo 1.1.28 (Forcing de Cohen). Sejam / um conjunto infinito e J um conjunto. Con-
sideremos o conjunto Fn(/, /) com a ordem < onde s < f se e somente se s 2 . A ordem
parcial C, = (Fn(/,2), <) denomina-se forcing de Cohen e constitui uma ordem c.c.c. Uma
extensido genérica obtida por meio da ordem C, acrescenta uma nova fungéo ¢, € 2! dada por
¢, = U{s € C, : s € G}, onde G ¢ um filtro genérico sobre um modelo base M. E bem conhe-
cido que G pode ser reconstruido usando c,, isto é, M[c,] = M[G]. O elemento ¢, chama-se de
funcgdo de Cohen e, quando I = w, ¢ = ¢, denomina-se real de Cohen. Esta nocao de forcing é

particularmente importante pois pode-se mostrar que qualquer nocédo de forcing enumeravel

é equivalente a C,,.

Exemplo 1.1.29 (Forcing de Sacks). Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (2<¢, C).
Um subconjunto 7 € 2= é dito uma arvore se para cada t € T, o segmento inicial {s € T :
s C t} é bem ordenado pela relacdo C. Uma arvore néo vazia 7 C 2= é dita perfeita se para
cada r € T existe uma extensdo s 2 ttalque s"0 € T e s71 € T. O forcing de Sacks S consiste
do conjunto de todas as arvores perfeitas em 2<“ ordenadas por inclusdo, isto é, S < T se e
somente se S C 7. Uma extensdo genérica obtida mediante essa ordem, acrescenta um novo
real s, onde {s} = (W{[T] : T € G}, [T] = {s € 2= : s, € T paratodo n € w} e G é um
filtro S-genérico sobre um modelo M. Nesta situagdo, s é chamado de real de Sacks. Como

antes, também vale que M[s] = M[G].
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Pode-se mostrar que cada arvore perfeita cinde numa cole¢éo {7, : o < ¢} de ¢ arvores perfei-
tas, e para quaisquer 7, e T} distintas, 7, N T; é um conjunto finito. Em particular, se a # f3
entao [T, ]N[T;] = @ e T, LT, ouseja, S nao é c-c.c; no entanto, como [S| = ¢, obtemos que S
é ¢*-c.c. Assim, assumindo CH, S é N,-c.c. e preserva cardinais acima de N,. Torna-se, entdo,
uma questdo importante a preservacio de N, em S. Esta é obtida pelo denominado argumento
de fusdo, técnica bastante comum para nog¢des de forcing cujas condi¢des sdo arvores. Os

detalhes a respeito, podem-se achar em [44] §15.

Para mostrar a consisténcia de ZFC+—-CH, é preciso acrescentar a um modelo transitivo
enumeravel M de ZFC uma grande quantidade de reais; uma maneira efetiva de resolver esse

problema é usando produtos de ordens.

Definicdo 1.1.30. Se (P, <;) e (Q, <,) sdo ordens parciais, define-se sobre o produto cartesiano

P x Q aordem <, onde (p’,q") < (p,q) se e somentese p’ <, peq’ <; q.

Lema 1.1.31 (Lema do Produto). Se (P, <;) e (Q, <) sdo ordens parciais num modelo transitivo
enumeravel M, entdo G C P X Q é genérico sobre M se e somente se G = G, X G, onde G, C P
¢ P-genérico sobre M e G, C Q é Q-genérico sobre M[G,]. Nesse caso, M[G] = M[G,][G,] =
MIG.]IG,].

Exemplo 1.1.32 (O forcing de Easton). Uma funcao de Easton é uma funcéo E tal que dom E é

um conjunto de cardinais regulares satisfazendo
i. para cada x € dom E, E(x) é um cardinal e cf(E(x)) > x;
ii. paracadax, u € domkE, se k < pentdo E(x) < E(w).

De acordo com observagdes precedentes, note-se que uma fun¢do de Easton é simplesmente
uma func¢do que comparte as propriedades da funcao do continuo sobre os cardinais regulares.

Se E é uma funcéo de Easton, o produto de Easton associado a E define-se como o conjunto

PE)={pe || Fn(E®,2):pl<x)

kedom E

ordenado pela relacdo p < g & Yk € dom E (g(x) C p(x)).
Numa extensido genérica obtida por meio de um produto de Easton, a funcdo do continuo
coincide com a correspondente funcdo de Easton no dominio dela; formalmente, temos o

seguinte resultado cuja prova encontra-se em [47] VIII, §4:
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Fato 1.1.33. Sejam M um modelo transitivo enumeravel satisfazendo GCH, E é uma funcgao de
Easton em M e P = P(E). Entao P preserva cofinalidades (e assim cardinais) e, se G é P-genérico
sobre M, entdo (Vx € dom E) (2% = E(x))MI®!. Mais geralmente, se 0 é um cardinal infinito em
M[G], sejam E’'(8) = max{0",sup{E(x) : x € domE, x < 0}} e E*(0) = E'(0) se cf(E'(0)) > 0

ou E*(0) = E’(0)" em caso contrario. Entdo, 2° = E*(0).

Assim, é consistente com ZFC qualquer determinacdo da funcdo do continuo sobre os cardi-
nais regulares sempre que satisfizer a monotonia e a desigualdade de Zermelo-Konig.

Para os nossos fins, convém precisar alguns fatos sobre forcing iterado.

Definicio 1.1.34. Dadas P uma nocéo de forcing, e Q um P-nome para uma nogio de forcing,

dizemos que

P+Q={(p.9):pePe Ik ge0)
é a iteracdo de forcing de dois passos de P e Q onde (p,§) < (p’,q’) se e somente se p <, p’ e
P g<oq.

E bem conhecido que forcar com P * Q produz o mesmo resultado do que forcar primeiro

com PP sobre um modelo M e depois forcar com Q na extensdao M[G].

Definicdo 1.1.35. Seja 6 € ON. Uma iteracdo de comprimento 6 de forcing com limite P,, é
uma sequéncia {(P,,Q,) : a < &} onde para cada o < 0, P, é uma noc¢édo de forcing que

consiste de fun¢des com dominio o satisfazendo

ii. Q, é um P,-nome para uma ordem parcial, P,,, =P, * Q, e para cada p,q € P,,;, ¢ <.., p

seql, <.pl.eql,F. q(a) <o, p(a),

iii. se B < ¢ é um ordinal limite, seja P, = {p : Ja < B(supp (p) € a e p[, € P,)} ou

Py={p:Voa<Ppl,eP,); se p,ge P, q<; pseparacadac <f, ql, <, pl..
onde supp ( p) = {a : p(a) # 1¢,} denota o suporte de p.

Uma iteracdo de forcing P, denomina-se de suporte finito (enumeravel) se para todo p € P,

Isupp ( p)l < o (Jsupp ( p)| < w).

Exemplo 1.1.36 (Forcing side-by-side de Sacks). Seja S o forcing de Sacks definido em 1.1.29.

Pode-se mostrar que um produto (ou iteragdo) de suporte finito da nogao de forcing S colapsa
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cardinais. No entanto, é possivel aumentar o tamanho do continuo acrescentando um nu-
mero arbitrario k de reais de Sacks simultaneamente mediante a noc¢ao de forcing S¥, cujas
condi¢des sdo os elementos com suporte enumeravel infinito do conjunto S* considerando a
ordem < onde f < g se e somente se f(§) < g(E) para cada § < k. A nocgao de forcing S*
é conhecida como forcing side-by-side de Sacks. Note-se que os reais de Sacks acrescentados
correspondem com as coordenadas de uma funcdo obtida por meio de um filtro genérico. De
maneira similar a nogao de forcing S, S¥ preserva N, e, assumindo CH, preserva todos os
cardinais. Se adicionalmente, no modelo base M tem-se k® = %, entdo (¢ = ¥)%! onde G é

K -
Sk-genérico para M.

Exemplo 1.1.37 (Forcing iterado de Sacks). Em contraste com o anterior exemplo, Baumgart-
ner e Laver [7] optaram por aumentar o tamanho do continuo acrescentando reais de Sacks
iterativamente, onde cada real é um elemento genérico sobre o modelo obtido apos ter acres-
centando outros reais. O trabalho desses autores mostra que uma iteracdo de comprimento o
de suporte enumeravel infinito da ordem S, S,, nédo colapsa w, (pois resulta ser w,-fechada)
e partindo de um modelo de CH, para cada o < w, a ordem S, satisfaz a N,-c.c. e assim,

preserva cardinais. Nesse caso, no modelo extensdo temos ¢ = N,.

O Axioma de Martin
Definicao 1.1.38. Para cada cardinal x, o Axioma de Martin para x é a afirmacao

MA(x): Se P é uma ordem parcial c.c.c. e D é uma familia de subconjuntos

densos em P tal que [D| < K entdo existe um filtro D-genérico G C P.
O Axioma de Martin é a afirmacao
MA: VY(x < 2%) (MA(x))

E bem conhecido que MA(w) é verdadeiro e que MA(2™) ¢ falso. Naturalmente, CH
implica MA e ainda, MA é relativamente consistente com ZFC+—-CH.

Existem maneira alternativas de enunciar o Axioma de Martin, entre as quais, destaca
uma versdo topoldgica que serd usada em algumas partes do texto. Antes de enuncia-la,

convém precisar alguns termos.

Definicdo 1.1.39. Seja (X, 7) um espago topologico e seja P, = {p € 7 : p # @}. Em P,
considere-se a relacdo p < g & p C q. Dizemos que (X, 7) satisfaz a condig¢do de cadeia

enumeravel se a ordem associada a P, é c.c.c.
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Note-se que em P;, pLg se e somente se pNg = @; assim, P e portanto (X, 7) satisfaz c.c.c. se

e somente se qualquer colecio de abertos ndo vazios em X dois a dois disjuntos é enumeravel.
Fato 1.1.40. Para cada x > w, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

a. MA(x)

b. MA(K) restrito as ordens parciais P satisfazendo [P| < x.

c. Se X éum espaco topologico Hausdorff compacto c.c.c. e{U, : o < x} é uma colecao de abertos

densos em X, entdo (\ U, # @.

o<K
Do anterior, segue que MA é equivalente a assercdo: “Em cada espaco Hausdorff compacto
satisfazendo c.c.c. a interse¢do de uma colecdo de uma quantidade menor do que 2% conjuntos

densos é denso”.

Fato 1.1.41. Para cada o < K < ¢, a afirmag¢ao MA(X) implica 2* = 2* = ¢. Assim, sob MA, ¢

¢ um cardinal regular.

MA restrito a alguns tipos de ordens parciais

Duas versdes mais fracas de MA serdo usadas no texto: o Axioma de Martin restrito as

ordens o-centradas e o Axioma de Martin restrito as ordens parciais enumeraveis.

Definicdo 1.1.42. Um subconjunto Q de uma ordem parcial P diz-se centrado se e somente
se cada subconjunto finito {p,,...,p,} S QO possui um minorante. Note que o elemento

minorante ndo necessariamente pertence a Q.

Definicdo 1.1.43. Uma ordem parcial P diz-se A-centrada se e somente se é reunido de A sub-

conjuntos centrados. Uma ordem parcial N,-centrada denomina-se o-centrada.

Representamos por MA centrada @ asser¢do MA restrita a ordens o-centradas. Salienta-se
que MAg centrada € Uma afirmacio estritamente mais fraca do que MA [48] e é equivalente ao
principio combinatério P(c) [9].

Por outro lado, MA. umeravel Vai representar a assercdo MA restrita a ordens parciais enumera-
veis. MA pumeravel € Uma afirmacio estritamente mais fraca do que MAg centrada € € €quivalente

a afirmacao

MA numeravel: A intersecdo de menos do que ¢ abertos densos na reta real R é um conjunto

denso”
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Nota 1.1.44. Muitas vezes, resulta conveniente usar MA . umeravet d0 que outras versdes mais
fortes de MA. A razdo consiste em que esta assercdo ndo impde restricdes sobre a cardina-
lidade do continuo ¢; de fato, MAg centrada implica que para cada w < x < ¢, 2% = ¢ de onde
¢ é regular, enquanto MA . umeravel € consistente com qualquer conduta cardinal permissivel.
Por exemplo, apos acrescentar N, reais de Cohen a um modelo M de ZFC+CH, na exten-
sdo genérica temos que ¢ = N, € MA pumeravel € satisfeito. Ainda mais, MAeyumeravel Vale em

qualquer modelo de ZFC obtido acrescentando reais de Cohen a um modelo de ZFC+GCH [8].

Dado que muitas construcdes a serem apresentadas usam forcing ou MA, com freqiiéncia
sera preciso mostrar que uma ordem parcial dada é c.c.c., para o qual, usualmente tomamos
um subconjunto nao enumeravel da ordem que iremos refinando até obter um par de elemen-
tos compativeis. Por tal motivo, inclui-se neste ponto o lema do A-sistema, uma ferramenta

combinatoria eficaz para provar tais resultados.

Definicao 1.1.45. Uma familia 3 de conjuntos denomina-se um A-sistema ou uma familia

quase-disjunta de raiz r se e somente se para dois membros distintos x,y € J, tem-se xNy = r.

Teorema 1.1.46 (Lema do A-sistema). Seja K um cardinal infinito e seja © > x um cardinal
regular satisfazendo que Yo < 0, |a~*| < 0. Suponhamos ainda que A é uma familia de
conjuntos tal que |A| > 0 e para cada a € A, |a| < x. Entao existe B C A tal que |B| =0 eB

forma um A-sistema.

Contudo, a versdo do lema do A-sistema que usaremos mais freqiientemente é um caso par-
ticular do teorema anterior, tomando K = w e 0 = w,: “Se A é uma familia nao enumeravel de

conjuntos finitos, entdo existe um A-sistema B C A ndo enumeravel”.

1.2 Topologia

Denotaremos um espaco topolégico por (X, 7) onde X é o conjunto suporte e 7 é a topo-
logia definida nesse conjunto. Geralmente, escreveremos simplesmente X ao invés de (X, 1)
se ndo houver duvida a respeito da topologia considerada. Para os temas relacionados com
topologia geral, seguiremos a referéncia [29]. Assumimos certa familiaridade do leitor com
os conceitos basicos de topologia geral.

Fixemos (X, 7) um espaco topoldgico.

Se Y C X, consideraremos em Y a topologia de subespaco 7¥ = {UNY : U € 7}.

Dado x € X, adotaremos a notacdo 7 = {U € 7 : x € U}. Se A C X, representamos o
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fecho e o interior de A em X por A e int(A)y respetivamente. Quando é claro o espaco
considerado, escreveremos A e int(A) simplesmente. O conjunto de pontos de acumulagio
de A é representado pelo simbolo A,

Como de praxe, representamos os axiomas de separacdo mediante o simbolo 7; para cada
i=0,1,2, 3, 3%, 4. Um espaco X é denominado regular se é T, e T;, de Tychonoff ou comple-
tamente regularse é T, e T%, e normalseele é T, e T,.

Se {X, : s € §} é uma familia de espagos topologicos, consideraremos no produto cartesi-

ano [] X, a topologia produto de Tychonoff; para cada s € S denotaremos porx, : [[ X, — X,

s€S tes
a projecdo sobre o s-ésimo fator. Se A C §, denotaremos ainda por p, : [[ X, — [] X, a pro-
seS SEA

jecao sobre o produto parcial [] X..
sEA

Definicao 1.2.1. Um espaco topologico X denomina-se diddico se é imagem continua do cubo

de Cantor generalizado {0, 1}* para algum cardinal «.

Definicao 1.2.2. Seja Y um espaco topologico. Se paracada s e S, f,: Y — X, é uma funcio,

o produto diagonal da familia J = {f, : s € S} é definido como a funcdo A f, : ¥ — [] X, tal

seS

que para Cada y € Y’ AseSf;(y) = (f;(y))AES

Definicao 1.2.3. Sob as mesmas condicdes na definicao anterior, se cada um dos membros da
familia J é uma funcédo continua, dizemos que J separa pontos se para cada par de pontos
distintos x,y € Y, existe uma fungio f, € § tal que f,(x) # f,(y). Dizemos que a familia F
separa pontos e conjuntos fechados se para caday € Y e cada fechado F C Y que ndo contém y,

existe s € S tal que f,(y) ¢ f,[F].

Teorema 1.2.4. Seja I = {f, : s € S} uma familia de funcdes continuas, onde f, : ¥ — X,
para cada s € S. Entdo o produto diagonal f = A f, é uma fungdo continua e, se I separa
pontos, f éinjetora. Além disso, seF separa pontos e conjuntos fechados entdo f é uma imersao
topologica. Em particular, se existe s € S tal que f, é uma imersao topolégica, f também é
imersao topologica.

Definicdo 1.2.5. Um conjunto A C X é dito denso em X se ‘A = X, co-denso em X se X\A é

denso, raroem X se A é co-denso, e, denso em si mesmo se A C A“.

Definicdo 1.2.6. Um subespago Y de um espaco topoldgico X é G;-denso em X se todo sub-

conjunto G, de X intersecta Y.

Definicdo 1.2.7. Se X ndo tiver subespacos proprios densos em si mesmos dizemos que X é
disperso; se qualquer intersecdo enumeravel de abertos densos em X é um subconjunto denso

em X, X é dito um espaco de Baire.
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Algumas propriedades relacionadas com a compacidade

Pseudocompacidade

Em 1948, Hewitt introduziu a classe dos espagos pseudocompactos:

Definicdo 1.2.8. Um espaco de Tychonoff X é pseudocompacto se e somente se toda funcgao

continua f : X — R é limitada.
Proposicao 1.2.9. Para um espaco de Tychonoff X, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. X é pseudocompacto;

2. se{W, : n € w} é uma seqiiéncia decrescente de abertos nao vazios de X, entao (| W, # @;
new

3. se{V, : n € w} é uma familia de subconjuntos abertos ndao vazios de X que possui a propriedade

de intersecdo finita, entao ) V., + @;

new

4. se{U, : n € } é um recobrimento aberto de X, existe J € [w]=” tal que X = |J 7,
jeJ

Demonstraciao. Vide [29]. O

Compacidade Enumeravel

Definicdo 1.2.10. Um espago topologico X é enumeravelmente compacto se toda cobertura

aberta enumeravel de X possui um sub-recobrimento finito.

O seguinte resultado mostra algumas caraterizagdes tteis dos espacos enumeravelmente

compactos.

Proposicao 1.2.11. Se X é um espaco topologico T,, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. X é enumeravelmente compacto;

2. todo subconjunto enumeravel infinito em X tem um ponto de acumulagao;

3. toda seqiiéncia em X possui um ponto de acumulagdo;

4. toda familia localmente finita de subconjuntos ndo vazios de X é finita;

5. X ndo possui um subespaco infinito enumeravel que seja fechado e discreto;

6. seJ = {F, : n € w} é uma familia de conjuntos fechados nao vazios em X que satisfaz a

propriedade de intersecdo finita, entdo () F, # @.

new



1.2. Topologia 21

Proposicao 1.2.12. A compacidade enumeravel é uma propriedade hereditaria para subespacos
fechados, preservada sob imagens continuas e, além disso, é uma propriedade aditiva, isto é,

preservada sob soma topoldgica. No entanto, ndo constitui uma propriedade produtiva '

E bem conhecido que todo espaco de Hausdorff localmente compacto é um espaco de
Baire. A respeito da propriedade de Baire, quando consideramos espagos enumeravelmente

compactos, uma propriedade analoga aparece.

Proposicao 1.2.13. Um espaco de Tychonoff X enumeravelmente compacto é um espaco de Baire.

Algumas funcdes cardinais

A seguinte defini¢do, compreende as fung¢des cardinais basicas:
Definicdo 1.2.14. Seja (X, T) um espago topologico.
a. O pesode X é w(X) = min{|B| : B é uma base de X} + w.
b. Se p € X, o carater do ponto p em X, é (p, X) = min{[V| : V é uma base local de p }.
c. O carater de X é x(X) = sup{x(p,X) : p € X} + .
d. A densidadede X é d(X) = min{|S|: S C X é denso em X} + w.

Definicdo 1.2.15. Uma familia € C 7~\{®@} é dita celular se os elementos dela sdo dois a dois

disjuntos. O cardinal c(X) = sup{|C| : C é celular em X} + ®w chama-se de celularidade de X.

A seguinte proposicdo, retine certas desigualdades envolvendo os invariantes cardinais

acima mencionados.

Proposicao 1.2.16. Seja (X, T) um espaco topolégico T,. Entdo,

oS)

- w(X) < 2%,
b. |X| < 2v%);
c. c(X) <d(X);
d. |7] < 2v®;

e. w(X) < 24X,

Vide [29], p. 205-206.
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£ 1X] < dXX);
g. 1X] < 270X,

Teorema 1.2.17 (Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Seja {X; : i € I} uma familia de

espagos topologicos. Sed(X;)) <m > w paracadai€ S el|l| <2™, entaod([] X;) < m.

iel

Demonstracio. Vide [29]. O
Proposicido 1.2.18. Para cada ordinal a € ON, tem-se que c({0, 1}*) = .

Demonstraciao. Seja {U, : t € T} uma familia de conjuntos abertos candnicos dois a dois

disjuntos de {0, 1}* tal que U, = [] W x {0, 1} onde S, € [a]*® e W; é um aberto proprio

no espaco discreto {0, 1}, para cgifa; t € T. Suponhamos por absurdo que |T'| > w; passando

talvez a um subconjunto, podemos supor também que |T| < ¢. Se S, = IUT S, observemos que
=

ISo| < |T| < ¢; pelo teorema 1.2.17, tem-se que o produto {0, 1}5¢ é separavel. Notemos que

os membros da familia

W o=A] [wix 01155 e 1)

s€S;
sdo subconjuntos abertos nio vazios de {0, 1}°° dois a dois disjuntos; de fato, para cadat € T,
temos U, = [ W'x{0, 1505 x{0, 1}**50; assim, [T W'x{0, 1}55 0 [T W' x {0,155 = &
sempre que SIEJ% U, =@. SeD c {0, 1}% fosse um ssljl?conjunto enumeréif:l e denso em {0, 1}%°,
visto que cada membro de #  contém um elemento de D, o = |D| > |T|, uma contradicao.

Em conseqiiéncia, c¢({0, 1}*) = w para qualquer o € ON. O
Proposicdo 1.2.19. Seja (X, T) um espaco topologico T, compacto. Entao, w(X) < |X]|.

Teorema 1.2.20 (Teorema de Cech-Pospisil). Se X é um espaco compacto tal que y(p,X) > x

para cada p € X, entao |X| > 2.

Demonstracido. Vide [43]. O

1.3 Grupos topologicos e estruturas relacionadas

Alguns conceitos algébricos

Seja (G, ) um grupo. O simbolo e, sera utilizado para denotar o elemento identidade
de G, e, para cada x € G, x! representara o elemento inverso de x. Se tratando de um

grupo abeliano (G, +), 0; denota seu elemento identidade e —x é o elemento inverso de x € G.
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Quando néo houver risco a interpretacio, representamos a identidade do grupo G por O ou e,
conforme o caso.

Um semigrupo ¢ um conjunto ndo vazio S munido de uma operacdo binaria associativa.
Um elemento e de um semigrupo S é uma identidade de S se ex = x = xe para todo x € S.

Se S é um semigrupo, para um elemento fixo a € §, as aplica¢des x — ax e x — xa sdo
chamadas de agdes a direita e esquerda de x em S, e sdo denotadas por A, e Q,, respetivamente.

Se G é um grupo, a aplicagéo Inv : x — x~! de G em si mesmo é chamada de inversdo. As
acOes a direita e esquerda de cada elemento a € G sobre G sdo, neste caso, bijecdes e sdo ditas

translacoes de G por a.

Definicdo 1.3.1. Um elemento a de um grupo G diz-se de ordem finita, ou, equivalentemente,
elemento de ftor¢do se a" = e para algum n € N. Neste caso, o menor n € N tal que a" = e é
chamado a ordem de a e denotado por o(a). Se todos os elementos de G sdo de ordem finita,
dizemos entdo que G é um grupo de tor¢do. Se o grupo G nédo possui elementos de ordem

finita, exceto a identidade ¢, entdo G é chamado livre de tor¢ao.

O conjunto de todos os elementos a € G de ordem finita, é chamado de parte de torcao de

G e denotada por tor(G). Se o grupo G é Abeliano, tor(G) constitui um subgrupo de G.
Definicdo 1.3.2. Um grupo G ¢é dito divisivel se dados n € N\{0}, x € G existe um elemento
y € G tal que y" = x.

Uma propriedade fundamental dos grupos abelianos divisiveis constitui o resultado a se-
guir:

Teorema 1.3.3. Sejam G um grupo abeliano, H um subgrupo de G e F um grupo abeliano

divisivel. Entdo para cada homomorfismo f : H — F existe um homomorfismo f : G — F tal
que f1,=f.

Demonstracido. Vide 1.1.3 de [4]. O
Exemplo 1.3.4. Seja T = {x € C : ||x|| = 1} a circunferéncia unitaria no plano complexo.
Naturalmente, (T, X) ¢ um subgrupo de (C, X) onde X representa o produto usual de nimeros

complexos. Se z € T, existe 0 € [0,2n) tal que z = € = cos(0) + isin(0); pela féormula de

D’Moivre, para cada n € N\{0} existem exatamente n raizes n-ésimas de z determinadas pela

0+2nik (6+2m‘k) L. (8+27Tik)
yw=e » =cos|———|+isin|———

igualdade

n n

onde k € {0,1,...,n—1}. Assim, T constitui um grupo abeliano divisivel.
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Grupos com topologia

Definicao 1.3.5. Seja (G, -) um grupo. Uma topologia 7 em G é chamada de topologia de grupo

se as aplicagoes
GxXG—->G G->G

(x,y) = xy XX

tornam-se continuas considerando o espaco (G, 7) e a topologia produto no espaco GXG. Um
grupo topologico é uma tripla (G, -, 7) onde G é um grupo e 7 é uma topologia de grupo sobre

G.

Definiciao 1.3.6. Seja (S, ) um semigrupo. A tripla (S,:,7) é um semigrupo topologico se T é

uma topologia definida no conjunto S que torna continua a aplicacédo

Sx§ -85

(s,1) > st

onde § X S é munido da topologia produto.

De acordo com as definicdes anteriores, a aplicacdo x — x~! definida num grupo topo-
légico G é um homeomorfismo. Se V C G, dizemos que V é um subconjunto simétrico se
V-1 = V. Note-se que para cada U € G, UNU-1 é simétrico; assim, como U~' é aberto para
cada subconjunto aberto U de G, concluimos que os subconjuntos simétricos abertos formam
um sistema de vizinhancas basicas no ponto ¢; € G.

Também é facil ver que se G é um grupo topologico, para cada a € G, as translagdes A,, Q,

! s30 homeomorfismos. Dai, se U é um subconjunto

e os automorfismos internos x — axa~
aberto de G entdo os conjuntos aU e Ua sdo também abertos para cada a € G. Um corolario

imediato das afirmacdes anteriores é a homogeneidade dos grupos topologicos.

Proposicao 1.3.7. Todo grupo topologico G é um espaco topologico homogéneo, isto é, para cada

x,y € G, existe um homeomorfismo f : G — G tal que f(x) = y.

1

Demonstracio. Considere a transla¢do A, : G — G onde a = yx~'. Naturalmente, A, é um

homeomorfismo e A,(x) = y. O

Naturalmente, todo grupo (semigrupo) é um grupo topoldgico considerando a topologia
discreta ou a topologia cadtica. Exemplos ndo triviais de grupos topoldgicos sao listados

adiante.
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Exemplo 1.3.8. Seja 7, a topologia sobre R cuja base B consta dos intervalos semi-abertos
[a,b) ={xeR:a < x<b},ondea,beRea<b. Observe que a aplicagdo f : RXxR = R
definida por f(x,y) = x +y é continua considerando a topologia ty,,, isto é, (R, +, 7g,,) é um
semigrupo topologico. Pode ser facilmente verificado que a aplicagdo x — —x ndo é continua,

logo 75,, ndo é uma topologia de grupo para (R, +).

Exemplo 1.3.9. O grupo (T, X) munido da topologia de subespaco induzida por C com a topo-

logia usual é um grupo topoldgico.

Exemplo 1.3.10. O grupo das matrizes inversiveis de ordem n com entradas reais, denotado
por GL(n,R), é um grupo topoldégico munido da topologia de subespaco induzida por R".

GL(n,R) é chamado de grupo geral linear de grau n sobre R.

Exemplo 1.3.11. O produto topologico T* de x copias do grupo do circulo T considerando a
operac¢do de soma em T coordenada a coordenada é um grupo topolégico Hausdorft compacto.
No contexto dos grupos topoldgicos, T* nédo faz o papel de espaco universal que o cubo [0, 1]*
tem nos espacos de Tychonoff. De fato, nao é verdadeiro que todo grupo compacto é topolo-
gicamente isomorfo a um subgrupo topolégico de T* sendo esta assercdo valida sé6 quando o

grupo em questdo, além de compacto, é abeliano.

Os axiomas de separacdo nos grupos topologicos tem uma simplificacdo particularmente

importante:

Proposicao 1.3.12. Seja (G, -, T) um grupo topologico. Se {e;} = {es}, entdo G é um espago

topologico regular.
Demonstracido. Vide 1.2 de [63]. O

De acordo com a proposicdo anterior, um grupo topoldgico 7; é também de Hausdorff.
Assim, nos grupos topoldgicos, as propriedades de ser regular, Hausdorff e 7, coincidem.
De fato, é facil mostrar que um grupo topoldgico satisfazendo o axioma de separacgio T é

Hausdorff e assim, regular. Mais ainda,
Proposicao 1.3.13. Todo grupo topologico de Hausdorff é um espaco de Tychonoff.
Demonstracido. Vide 2.4 de [63]. O

Entenderemos por subgrupo de um grupo topoldgico G um subgrupo algébrico H de G
munido da topologia de subespaco induzida por G. Note que o fecho H de H em G é também

um subgrupo (topoloégico) de G.
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Seja H um subgrupo normal e fechado de um grupo topolégico G. Se G/H = {xH : x € G}
¢ o grupo quociente, denotamos por ¢ : G — G/H o homomorfismo natural x — xH;
consideremos em G/H a topologia final gerada por ¢, isto é, um subconjunto V € G/H ¢é
aberto se e somente se g '[V] é aberto em G. Pela definicdo, a aplicacio ¢ é continua e
também ¢é aberta; de fato, se U C G é aberto, entdo g 'q(U) = U - H é aberto em G, isto
é, V = q(U) é aberto em G/H. E facil ver que o G/H munido da topologia final gerada
por g € um grupo topologico. Note que a identidade e;,, = m(e;) é fechada em G/H pois

H = g Y(es,,) é fechado em G. Assim, pela proposicio 1.3.12, o grupo G/H é de Hausdorff.

Exemplo 1.3.14. Seja R o grupo aditivo dos numeros reais munido da topologia usual e seja
Z o subgrupo dos numeros inteiros. Claramente, R é um grupo topolégico e Z um subgrupo
fechado de R. Como R é abeliano, Z é um subgrupo normal de R. O grupo quociente R/Z
¢ compacto pois coincide com a imagem do intervalo fechado [0, 1] sob o homomorfismo

quociente ¢ : R —» R/Z dado por r = r + Z.

Sejam G e H grupos topolégicos e f : G — H um homomorfismo continuo. Se f é
um isomorfismo algébrico além de ser homeomorfismo, entdo f é dito um isomorfismo de
grupos topologicos. Como todo grupo topoldgico é um espago homogéneo, segue que um

homomorfismo f : G — H é continuo se e somente se é continuo na identidade e.

Exemplo 1.3.15. Os grupos topoldgicos (R/Z, +) e (T, X) sdo isomorfos. Com efeito, conside-
remos a aplicacdo
y:R->T
s Q2T

De acordo com as propriedades elementares do produto nos numeros complexos, y é um
homomorfismo continuo entre os grupos (R, +) e (T, X). Note que y(r) = 0, = 1 se e somente
se r € Z. Como y é uma aplicacdo sobrejetora, pelos teoremas de isomorfismo em grupos
algébricos temos que R/ ker(y) = R/Z = T onde f : R/Z — T definida como f(r + Z) = y(r)
testemunha o isomorfismo; além disso, y = f ogonde g : R — R/Z é como no exemplo
1.3.14. Como R/Z esta munido da topologia quociente e y é continuo segue que f é continuo;
notemos que R/Z é compacto e T é Hausdorff, logo, f é também um homeomorfismo. Assim,

f é um isomorfismo de grupos topologicos.



CAPITULO 2

Grupos de van Douwen e MA

Os grupos topologicos enumeravelmente compactos sem sequéncias néo triviais conver-
gentes apareceram de maneira implicita com a finalidade de resolver um outro problema: a
preservacao sob produtos da compacidade enumeravel em grupos topologicos.

Como ¢é bem sabido, a compacidade na classe dos grupos topolégicos compactos é fechada
sob produtos, subgrupos fechados e preservada por homomorfismos continuos; por outra
parte, um célebre teorema de Comfort e Ross [21] afirma que a pseudocompacidade constitui
uma propriedade produtiva na classe dos grupos topoldgicos , é preservada por homomor-
fismos continuos mas, nem sempre um subgrupo fechado de um grupo pseudocompacto é
pseudocompacto. De fato, qualquer grupo totalmente limitado é topologicamente isomorfo
a um subgrupo fechado de um grupo pseudocompacto. Pelo contrario, a compacidade enu-
meravel em grupos topologicos é uma propriedade hereditaria para subgrupos fechados, pre-
servada sob homomorfismos continuos mas ZFC nao decide se a compacidade enumeravel é
ou ndo uma propriedade produtiva na classe dos grupos topoldgicos. De fato, em [17] aparece

a seguinte questao que ainda permanece em aberto:

Questio 2.1 (WW. Comfort). E um teorema de ZFC que existem dois grupos topologicos enume-

ravelmente compactos cujo produto ndao é enumeravelmente compacto?

E. van Douwen em [26] foi quem mostrou o primeiro exemplo relativo a questao 2.1, po-
rém, assumindo MA. De fato, sob MA van Douwen constr6éi um subgrupo G C 2° enumera-
velmente compacto sem sequéncias nao triviais convergentes; posteriormente, em ZFC, van
Douwen define dois subgrupos enumeravelmente compactos H,, H, C G tais que |H,NH,| = w.
Portanto, {(x,x) : x € H, N H,} constitui um subgrupo fechado, discreto e infinito no produto

H, x H,, logo o grupo H, X H, ndo é enumeravelmente compacto.

27
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Em virtude das consideragdes acima, um grupo topoldgico G infinito, abeliano, enume-
ravelmente compacto e sem seqiiéncias nao triviais convergentes é chamado de grupo de van
Douwen.

Em 1991, Hart e van Mill [40] melhoraram o resultado de van Douwen, obtendo sob
MA chumersvel UM grupo enumeravelmente compacto H de cardinalidade ¢ cujo quadrado H>
nao é enumeravelmente compacto. O exemplo destes autores é um subgrupo H = C @ K do
cubo de Cantor {0, 1}* onde C é um subgrupo enumeravel e K é um grupo no qual o fecho
de qualquer subconjunto A € [K]” é compacto. Em particular, H contém infinitos subgrupos
compactos e assim, sequéncias ndo triviais convergentes. Dai, MA permaneceu como a hipo-
tese mais fraca para obter um grupo enumeravelmente compacto sem seqiiéncias néo triviais
convergentes.

Em 1976, assumindo CH, Hajnal e Juhasz [39] construiram um subgrupo G de {0, 1}* de
cardinalidade ¢, enumeravelmente compacto, hereditariamente separavel e sem sequéncias
nao triviais convergentes. Este exemplo, junto com o argumento feito em ZFC do exemplo de
van Douwen, também implica a existéncia de dois grupos enumeravelmente compactos cujo
produto ndo é enumeravelmente compacto.

Todos os grupos mencionados até agora sdo subgrupos de {0, 1} de maneira que cons-
tituem grupos booleanos e zero-dimensionais. Tkacenko, no compendio de problemas [17],
perguntou se existe em ZFC uma topologia de grupo enumeravelmente compacta compati-
vel sobre o grupo Abeliano livre com ¢ geradores, obtendo posteriormente uma tal topologia
sob CH [62]. A constru¢do de Tkacenko baseia-se nas idéias de Hajnal e Juhasz em [39], ou
seja, CH é usado para construir um subgrupo denso G € T° enumeravelmente compacto que
é hereditariamente finalmente denso (HFD), isto é, para qualquer subconjunto infinito A de

G, existe a < ¢ tal que o conjunto de restricdes {s|., : s € A} é denso no segmento final

T, e, naturalmente, algebricamente isomorfo ao grupo livre com um conjunto gerador de
cardinalidade ¢. Sendo HFD, G néo contém sequéncias nio triviais convergentes.

Este capitulo ira tratar da existéncia de grupos enumeravelmente compactos sem sequén-
cias nio triviais convergentes sob as assercoes MA, MAg centrada € MAcnumeravels através do

estudo das construgdes feitas por van Douwen, Tomita e Koszmider et. al., respetivamente.

Todos os espacos considerados no decorrer do capitulo sdo de Hausdorff.
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2.1 Primeira construcio de E. van Douwen a partir de MA

Como referimos anteriormente, o contraexemplo de van Douwen constitui um grupo
booleano, isto é, para cada x € G, x+x = Og. Antes de comecar com os detalhes da construcao,

resulta conveniente estudar alguns fatos sobre este tipo simples, mas especial de grupos.

Grupos booleanos

Se G é um grupo booleano, a solugdo da equacdo a + x = b é x = a + b. Note que
(a+Db)+ (b+a) =0implica que a+b = b +a, ou seja, G é abeliano; dai, se A, B sdo subgrupos
de G,entaio (AUB) = A + B.

Nos grupos booleanos, estender homomorfismos resulta ser particularmente simples. Os

resultados a seguir mostram este fato.

Teorema 2.1.1. Sejam G e H grupos booleanos, e sejam A e B subgrupos de G. Suponha que
p:A— Heq: B— H sao homomorfismos. Se pl,.; = ql s entao existe um homomorfismo

r: A+ B — H que estende os homomorfismos p e q.

Demonstracio. Para cada a € A, b € B, defina r(a + b) = p(a) + q(b). Afirmamos que a
relacdo r : A+ B — H é um homomorfismo de grupos. Para isto, basta ver que r esta bem
definido, pois p e g sio homomorfismos parciais. Suponha entido que a,c € A, b,d € B séo
taisquea+b = c+d. Observe quea+c =b+d e AN B;dai, pla+c) = g+ d), isto
é, p(a) + p(c) = q(b) + q(d). Dado que H é booleano, p(a) + q(b) = p(c) + g(d), ou seja

r(a + b) = r(c + d); portanto, r esta bem definido. O

Corolario 2.1.2. Sejam G e H grupos booleanos. Se A C G ¢é subgrupoeq : A — H é um
homomorfismo entdo para caday € GNA e b € H existe um homomorfismo p : {0,y} +A — H

que estende q e satisfaz p(y) = b.

Demonstraciao. Considere o subgrupo B = {0,y} € G; definar : B — H por r(y) = b,
r(0) = Oy. Naturalmente, r € hom(B,H) e AN B = {0}. Pelo teorema anterior, existe

um homomorfismo ¢ : A+ B = A + {0,y} — H estendendo ¢ e r, em particular, satisfaz

p(y) =r(y) =b. O

A construcio indutiva

E. van Douwen, construiu o grupo G através de um processo indutivo sobre ¢, definindo
em cada etapa w < a < ¢ um subgrupo G, de 2¢ e, finalmente tomando G:= G..

O seguinte lema, constitui o coracio da prova:
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Lema 2.1.3. Assuma MA. Sejam H um grupo Booleano, I € [H]” e X C [H]”. Se |H| < ce

|K| < ¢, entdo existe um homomorfismo h : H — 2 tal que
a. INh7'[i]] = w parai € {0,1};

b. KN h™'[0] # @ para cada K € X.

Demonstracido. Seja J uma colecdo infinita de subconjuntos infinitos de I dois a dois disjun-

tos, e considere £ = J N XK. E suficiente achar um homomorfismo & : H — 2 tal que
paracadaLe Lei€{0,1}, LNA7'[i] # @ (%)

Considere o conjunto
P = {p: existe um subgrupo finito A C H tal que p € hom(A, 2)}

Se p,q € P, dizemos que p < g se e somente se ¢ C p. Naturalmente, se G C P é um filtro,
entdo S = |J dom(p) é um subgrupo de H e | JG € hom(S,2). De fato, dados a,b € S tome
p.q €G tali):une a € dom(p), b € dom(q); dado que G é filtro, existe r € G tal que r < p,q.
De acordo com a defini¢do, a,b € dom(r) de onde a — b € dom(r) C S, pois dom(r) é um
subgrupo de H; portanto, S é subgrupo. E obvio que | J G é um homomorfismo.

Definamos agora alguns subconjuntos de P, os quais constituem subconjuntos densos
nessa ordem. Primeiro, para cada x € H, seja D, = {p € P : x € dom(p)} e defina-se

D={D,:xeH}.

Agora, paracada L € L ei € 2, seja
E,,={peP: existeye LNdom(p) tal que p(y) =i}
e consideremos € ={E,, : L€ L,i € 2}.

o Cada membro de D ¢é denso: Sejag € Pey € H. Podemos assumir que y ¢ dom(q); pelo
corolario 2.1.2 existe um homomorfismo p : {0,y} + dom(g) — 2 que estende g, ou seja, D,

¢é denso.

o Cada membro de € é denso: Sejam g € P, L € L ei € 2. Temos que achar p € P satisfazendo
p < g e tal que p(y) = i para algum y € L N dom(p). Como L ¢ infinito, podemos escolher
y € L\ dom(q); pelo corolario 3.1.1. existe um homomorfismo p : {0,y} + dom(g) — 2

estendendo ¢ e tal que p(y) = i, logo, E,, é denso em P.
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Finalmente, mostremos que P é uma ordem c.c.c. Seja Q C P ndo enumeravel. Devemos
achar p,q € Q elementos distintos e compativeis. Para cada A € [H]", 24 ¢é finito; dai, se
{dom(p) : p € Q} fosse enumeravel, Q seria necessariamente enumeravel, contradizendo a
hipotese. Portanto, [{dom(p) : p € O} > w. Em virtude do lema do A-sistema (lema 1.1.46)
existem uma colecdo Q' C Q e B € [H]|*” satisfazendo |Q’| = |Q| e dom(p) N dom(q) = B
para quaisquer p,q € Q' distintos. Como existe s6 um numero finito de funcdes f : B — 2,
existem p, g € Q' distintos que coincidem sobre B, isto é, p[, = g[,. Pelo lema 3.1., existe um
homomorfismo r : dom(p)+dom(g) — 2 estendendo p e g; note que r € P, logo p,g € Q' € Q
sdo compativeis, isto é, Q ndo é uma anticadeia.

Observe-se que | DU E| < |D[+]€| = |H|+2|K| < ¢. Como P é c.c.c. ao estarmos assumindo
MA, existe um filtro G que interseta a todo membro da familia D U €. Observe que para todo
xe€eH,GND, # @,logo H=J dom(p); também, paratodo L€ Leic 2, GNE, # @, logo

peG
existe y € L satisfazendo | G(y) = i, com o qual o homomorfismo 4 := |JG : H — 2 satisfaz

(). O
Com este lema, procedemos agora a construcao indutiva:

Teorema 2.1.4. Sob MA, existe um grupo G C 2° enumeravelmente compacto e sem sequéncias

ndo triviais convergentes.

Demonstracio. Recursivamente, definimos uma colecéo de ordinais {o, : o < ¢}:

w, se o =

sup 0,, se a é ordinal limite
w<hi<a

Note que se a < ¢, 0, < ¢. Com efeito, tome k¥ < ¢ regular tal que a < x; dado que (0;);.,
constitui uma seqiiéncia crescente de comprimento menor que K, necessariamente 0, < K para
todo a < x. Obviamente, tomamos 0, = .
Dado que o, = ¢ = |J 0,, podemos tomar uma enumeragio {/. : ® < § < ¢} do conjunto
a<c
[c]” tal que paracadaw <E < ¢, I C O..

De acordo com o anterior, para cada ® < a < ¢, sera definido o subgrupo G, = {x,: : § <

0.} de modo que as seguintes condicdes sejam satisfeitas:

1. se £ <n <0, entdo x,; # X, onde w < a < 0,;

2. se § <0, entdo o < [} implica x,: C Xe;
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3. se &,m,C < 0, sdo tais que x,; + X,, = X, entdo para } > o tem-se Xz + X, = Xp:;

4. se w < § < a < ¢ entdo existe A, < O, tal que x,,. ¢ um ponto de acumulacio da

a,kg

seqiiéncia em 2* determinada por I, i.e., a seqiiéncia {x,, : 1 € L};
5. sem<E<centio|lnel:x, , () =il=wparai=0ei=1.

Comecamos a construcdo definindo as aproximacdes parciais do grupo G, isto é, os G,
por inducgdo em ¢. Primeiro, seja G, um subgrupo infinito enumeravel de 2, enumerado por
{x,, : n < o} de forma que x,, # x,, para cadan # m em w. Observe-se que neste caso, as
hipoteses de inducdo sdo trivialmente satisfeitas.

Seja w < a < ¢. Suponha que G, tem sido definido para cada B < a, de forma tal que G;

satisfaz as condic¢des 1)-5). Consideramos dois casos:

i. a é ordinal limite. Como 0, = sup o, para cada & < 0, existe § < o de forma que
w<f<a

€ < 0;; dai, a condicao 2) forca a definir para cada € < o,

Xog = Lj{xﬁ,E o <P <ae& <oy}
Vejamos que definido dessa maneira, G, := {a. : § € 0,} satisfaz as condigdes 1)-4).

a. Suponha que § < 1 < 0,; tome § < a de modo que 1 < ;. Pela hipdtese de induco,
Xpe # Xp, € 2P; dai, existe 1 < B de modo que x,:(f) # x;,(2), logo, pela construgio,

xa,g(t) = xﬁ,n(t) = x(x,n(t)' Daia x(x,‘g i x(m]'
b. Se w < B < a e & < o, pela construcdo é obvio que x;: C x,,,.

c. Suponhaquey <P < ae&m,CT < oy sdo tais que Xz + X5, = X Sejat < o. Temos
que mostrar que X,¢(?) + x,,(f) = x.(?). Note que x;, = x,,I;, logo basta provar o caso
em que 0. >t > . Como a é limite, podemos tomar ¢ > 0 > [3; em virtude da hipotese

de inducdo x,: + X,, = Xy, logo
xe)g(l) + xe,n(t) = xe.:(t)

Pela definicédo dos x,, temos x,:(¢) + x,,(¢) = x,.(?).

d. Vejamos agora que x,, ¢ ponto de acumulacio da seqiiéncia {x,, : n € I}. Suponha

u,kg
que ® < § < . Vamos mostrar que qualquer vizinhanca de x,;, € 2* contém infinitos

termos da seqiiéncia. Tome L € [a]*” ndo vazio. Temos que achar 1 € I de forma que
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Xy # Xy € Xap [ X0y Note que, dado que o é limite, existe y satisfazendo w <y < a
talque LCye& <o,
:m e L} c2v

Pela hipotese de inducao, note que x,,, € ponto de acumulacéo de {x,,

Dai, existe 1 € I. tal que x.

o F X C X € X, [ C Xy

Como Xapg 2 Xy observe entdo que x,, # Kapg € Xyg = Ko I, C X C Xy

ii. a é um ordinal sucessor. Suponha que a = y + 1. Pela condicdo 1), o conjunto X :=
{x,: : € € I} é infinito; assim, existe p € 2Y tal que p € X’ posto que 2" é compacto,.
Escolha p’ € 2'\G, e tome H = {0, p’} + G,. Note que G, N (p’ + G,) = @; dado que
G, = {x,, : 1 < 0,}, podemos enumerar a H\G, por meio de {x,; : 0, < § < 0,,,} onde
A, € tal que p = x,,,. De acordo com a condicdo 4), para < § < v, x,,, € ponto de

acumulacéo de {x,, : m € L}.

A idéia é achar uma funcédo i : H — 2 que nos permitira definir, de maneira conveniente,

para cada funcdo em H a coordenada y-ésima. Requere-se que / satisfaca:

a. h é homomorfismo;

b. se w < E < v, entdo x

1 € ponto de acumulacéo de {x,, : n € L e h(x,,) = h(x,; )};

c. Imel, :h(x,)=ill=wparai=0ei=1

Resulta conveniente achar um equivalente a condicdo b). Para isso, se § < v, definimos
K. ={{x, mel,x, #x, ex, [, Cx,}:Lely]""}

Seja K = U{{XME +K:KeK.}:o<E<y) Vejamos que b) é equivalente a condigao
b’. paratodo M € K, existe x € M tal que h(x) = 0.

o b)=b’) Seja M € K. Entdo M = x,,. + K para algum K € K.; pela definicdo de K.,

J»g
existe L € [y]™” de modo que K = {x,, : € L, x,, # Xype € Xy I, C x,,). Pela condigao

b), x

1. € ponto de acumulacdo de S. = {x

wm oM € e h(x,) = h(x,,)}; considere o

aberto basico de Xy dado por U, = {x € 2V : Xy T € x}. Entao, existe ) € I. tal que

X,y € S: N U, onde n # A.. Note que x,, € K € K;, logo x := x,,, +x,, € M e
h(x) = h(x,,, + x,,) = h(x,,,) + h(x,,) = h(x,,) + h(x,,) =0

o b’) = b) Seja L € [y]” e sejam S e U, como acima. Seja A, = {x,, : € L}N UL\{xME}.

Note que A, € K.. Considere agora x,,_ +A, € K. Pela condicao b’), existe x € Xy +A,
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tal que h(x) = 0, ou seja, existe 1 € I tal que h(x,,, + x,,) = h(x,;.) + h(x,,) = 0, isto €,

h(x\.,’;ﬁ) = h(x,,); note que x,, € S. N U,\{x,,_}, logo X, € ponto de acumulacgéo de S ..

Observemos que pela defini¢do de x,,_, para cada L € [y]” o conjunto {x,, : n € L, x,, #

X, e X, [, C X,,} € infinito. Dai, cada membro de X ¢é infinito também.

Como x,,_ € ponto de acumulacéo de {x,, : 1 € L.}, podemos aplicar o lema 2.1.3 conside-

23

rando o subconjunto infinito de H dado por [ := {x,, : € I} e a colecédo
:K:U{{XME"'K:KGKE}:(DSESY}

cuja cardinalidade é |y| < «.

Dai, obtém-se um homomorfismo 4 : H — 2 tal que:

o paracadai € 2, |{x,,

:neleh(x,) =ill=ow, e

o para todo K € K, existe x € K tal que h(x) =0

isto é, h satisfaz as condicdes a), b) e c). Definimos entdo, G,,, = {x"h(x) : x € H}.
Vejamos que G,,, satisfaz as condi¢oes 1)-5).
Sabemos que G, C H, logo para § < 0., tem-se x,,,: = x,:"h(x,:). Seo, <& < 0, tome

x € H\G, tal que x = x,.. Neste caso, x,.,: = x,:"h(x,:). Pela construcio, é obvio que

G,., satisfaz 1) e 2). Agora, se §,1, T < 0, sdo tais que x,; + x,, = x,; temos

(Fypere F X)) (V) = X2 (¥) + X (V)
= h(x,s) + h(x,,)
= h(x,e + x,,)
= h(x,;)

= xy+],§(Y)

Como Xoo © X,u10 para todo a < Y, isto ¢é suficiente para mostrar que X,,;, + X, = Xye,

obtendo assim a condig¢io 3).

Seja w < § < vy. Vamos ver que Xyt g ¢ ponto de acumulac¢io da seqiiéncia {x,.,, : | € L}.
Tome L € [y + 1]°® nao vazio; se y ¢ L, dado que x,, C x,,,, para todo 1, pela hipotese
de indugdo sabemos que x,, € ponto de acumulagdo de {x,, : 1 € I}, logo o conjunto

{x, 1M €L, x,, # X, € X, [, € x,,} € infinito; como para cada 1 temos x,,,, = x h(x,,),
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o conjunto

{xy,n : T] € IE’ -xy+l,1| ¢ x\/+l,kE € xy+l,7‘E rL g x«(+l,1]}
é infinito.

Suponha agora que y € L; pela condicdo b) sabemos que x.

1 € ponto de acumulagio do

conjunto {x,, : v €[, h(x,,) = h(xY;AE)}. De acordo com a definicao dos x,,,,, o conjunto
Xy M E L, Xy # Xostig € Xyt I, € X,.,,} também ¢ infinito; portanto, Xyt é ponto

de acumulacdo de {x,,,, : € I}, ou seja, G,,, satisfaz a condigao 4).

Agora, considere o conjunto {n € [, : x,.,,(y) = i}, onde i € 2. Note que paracadan € I,
Xpn(Y) = h(x,,), logo |n € L : x,..,(y) =i}l = {n € L : h(x,,) = i}| = o pois h satisfaz
c¢). Concluimos que o grupo G,,, verifica as condi¢des 1)-5). Isto completa a construcéo

indutiva.

Seja G = |JG,. Pela construgio, G = {x.. : & < 1} onde para cada | < ¢ temos

a<c

x., = U x,,- Resta mostrarmos que G é um grupo de van Douwen.
a<c

Como {I. : § < ¢} = [¢]®, para cada seqiiéncia injetora s em G, existe & < ¢ de maneira

tal que s = {x, : N € L.}. A condicdo 4) implica que x,;_ é um ponto de acumulacio dessa

r.?wé
seqiiéncia e, em conseqiiéncia, G é enumeravelmente compacto. Agora, suponhamos por

absurdo que

limx,, = x,
nele "
Seja F' C ¢ finito, digamos F = {a,,...,0,}. Se xcvkE(ak) = i, temos que {n € L : x, (o) #

ik = 1,...,n} é finito. Dado que x C x, paratodok =1,...,netodon € L, {n €L :

C+10M

X, o(04) # i} € finito contradizendo a condicdo 5). Em conseqiiéncia, qualquer seqiiéncia

nao trivial em G diverge. O

2.2 Grupos abelianos livres e compacidade enumeravel

Fuchs [33] mostrou que os grupos abelianos livres nao triviais ndo podem ter uma to-
pologia de grupo compacta. Tkacenko mostrou em 1990 [62] que sob CH o grupo abeliano
livre cujo conjunto gerador tem cardinalidade ¢ pode ser munido de uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta, o que motivou a seguinte questao:

Questio 2.2. Em ZFC, existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo

abeliano livre cuja base tem cardinalidade ¢?
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Nesta secdo sdo apresentadas duas construcoes que dao uma resposta afirmativa consis-
tente com ZFC, a questdo anterior. A primeira delas, deve-se a A.H. Tomita [66], quem obteve
uma tal topologia assumindo MA;. centrada- A segunda, proposta por Koszmider et al.[46] foi

obtida assumindo MA . umeravel-

Alguns fatos sobre grupos topoléogicos livres

Os grupos topologicos livres foram introduzidos por A.A. Markov em 1941, com o intuito
de estender, no contexto de grupos topoldgicos, a bem conhecida construcdo de um grupo
livre da teoria de grupos. E facil dar uma definicio categorica dos grupos topologicos livres
como um tipo de objeto projetivo na categoria dos grupos topolégicos e homomorfismos con-
tinuos, porém, a prova de existéncia de tais objetos ndo é trivial, sendo a primeira dificuldade

no estudo destes grupos.

Definicdo 2.2.1. Seja X um subespago de um grupo topolégico G. Dizemos que G é um grupo

topologico livre sobre X se o seguinte é satisfeito:

i. X gera algebricamente um subgrupo denso de G;

ii. para cada funcdo continua f : X — H onde H é um grupo topologico arbitrario, existe

uma extensdo de f a um homomorfismo continuo f : G — H.

Pelo seguinte teorema, temos que um grupo topologico livre sobre um espaco X é, num

certo sentido, inico:

Teorema 2.2.2. Sejam G, e G, grupos topolégicos livres sobre um espago de Tychonoff X. Entdo
existe um isomorfismo topologico ¢ : G, — G, tal que @(x) = x para cada x € X. Além disso, X

constitui um conjunto de geradores para os grupos G, e G,.

Demonstracio. Pela definicdo 2.2.1, existem homomorfismos continuos ¢, : G, = G, e
¢, : G, = G, cada um dos quais estende a aplicacdo identidade i : X — X. Sejam y, :=
@ o ey, ;=@ o@. Entdo, y, : G, —» G, é um homomorfismo continuo de maneira

tal que y, [, = idy. Dado que X gera um subgrupo denso de G, e G, é de Hausdorft, v,
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constitui o automorfismo identidade de G,. Por um argumento analogo, deduz-se que vy, é
o automorfismo identidade de G,, logo @, e ¢, sdo isomorfismos topolégicos que mantém
fixos os pontos de X. Finalmente, ¢é claro que o subgrupo denso (X) de G, satisfaz todas as
condicdes da defini¢do 2.2.1 para ser o grupo topologico livre sobre X. Assim, pela primeira

parte do teorema temos que G, = (X). O

A unicidade do grupo topologico livre sobre um espaco de Tychonoff X nos permite
representa-lo mediante o simbolo F(X). Se assumimos que todos os grupos mencionados
na definicdo 2.2.1 sdo Abelianos, obtemos uma defini¢do do grupo Abeliano livre sobre X, que
denotaremos por A(X).

Pelo teorema 2.2.2, temos que X constitui um conjunto de geradores do grupo F(X); dai,

cada elemento g € F(X) pode ser representado na forma

g:xel...xe’?
1

n

onde x,...,x, € X e¢€,...,€, € {—1,1}. A expressdo xi'---x chama-se palavra. Uma

palavra x;' ---x% é dita reduzida se ndo contém um par consecutivo de simbolos da forma

1 1

x*x oux xx Dal, seuma palavra é reduzida e distinta de @, entdo é diferente da
identidade do grupo F(X). Usando a linguagem da teoria dos grupos, dizemos que X é um
conjunto livre de geradores para F(X). Equivalentemente, desde o ponto de vista algébrico,
F(X) é o grupo livre sobre o conjunto X.

No caso Abeliano, o significado da palavra “livre” é um pouco diferente. De novo, pode-
se mostrar que se X, ..., X, sdo elementos distintos de X e k, ..., k, s@o inteiros arbitrarios,
entdo a igualdade

kix, + kyx, + - + k,x, = 0,

implica que k;, = O paracadai = 1,...,n. Em conseqiiéncia, o grupo A(X) é livre de torcéo e,
de novo, X é um conjunto livre de geradores para A(X).
Em virtude da definicao 2.2.1, a topologia do grupo F(X) (quando este tultimo grupo existe)

¢ maximal num certo sentido. A seguir, damos uma formulacdo matematica exata desse fato.

Fato 2.2.3 (A.A. Markov). A topologia de F(X) é maximal entre todas as topologias de grupo

sobre F(X) que induzem no conjunto X a topologia original.

Um teorema similar implica a existéncia do grupo topolégico abeliano livre sobre um es-

paco de Tychonoff X. Nos anos trinta L.S. Pontryagin mostrou que todo grupo topolégico de
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Hausdorff é completamente regular, motivando a questao de se todo grupo topologico Haus-
dorff constitui também um espaco normal. Para resolver esse problema, A.A. Markov apelou
a teoria dos grupos topoldgicos livres com a idéia de mergulhar cada espaco de Tychonoff X
como subespaco fechado de um grupo topolégico apropriado Gy. De fato, Markov mostrou

o seguinte:

Teorema 2.2.4. Cada espago de Tychonoff X é fechado no grupo topoldgico livre F(X) e no grupo
topologico Abeliano livre A(X).

Depois desse resultado, Markov deu uma elegante solucdo ao problema da normalidade.
De fato, considere-se o plano de Tychonoftf X = (0, + 1) X (w, + D\{(w,, w)}; X é um espaco
que é completamente regular mas ndo normal. De acordo com o teorema precedente, o
grupo topologico livre F(X) contém a X como subconjunto fechado de modo que nao pode ser
um espaco normal pois, em caso contrario, X seria normal.

As construgdes que iremos apresentar neste capitulo, utilizam homomorfismos cujo con-
tradominio é o grupo do circulo T, fazendo realizagdes dos grupos topologicos abelianos
livres como subgrupos de poténcias de T. A modo de motivagdo, apresenta-se a seguir um

fato simples que talvez ilustre num primeiro momento, uma das importancias do grupo T.

Lema 2.2.5. O grupo do circulo T contém um subgrupo algebricamente isomorfo ao grupo Abe-

liano livre com ¢ geradores.

Demonstracao. Consideremos o grupo aditivo (R, +) como Q-espago vetorial e fixemos uma
base de Hamel X = {x, : o < ¢} para R, de maneira que x, = 1. Sejanm : R - T o

27ix para cada x € R. Naturalmente ker 7 = Z. Para cada

homomorfismo definido por 71(x) = e
o < ¢, sejay, = m(x,). Afirma-se que o conjunto ¥ = {y, : a < ¢} é linearmente independente
em T, isto é, Y gera o subgrupo de T algebricamente isomorfo ao grupo Abeliano livre de ¢
geradores. Com efeito, se0 < a, <---<a, <cek,...,k, € Z\{0}, entdo k,x, +---+k,x,, ¢

7, e assim

yﬁi DR *y/;: = (ki x,, +-- +kx,)# 1
Portanto, o subgrupo (Y) de T é isomorfo ao grupo abeliano livre abstrato de posto ¢, deno-
tado por A,(¢). O

O argumento da prova anterior também mostra que T = (Q/Z) ® A,(¢).
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2.2.1 Uma construcio a partir de MA;_centrada

Neste paragrafo, consideramos uma construcéo feita por A.H. Tomita [66] de um subgrupo
G C T de cardinalidade ¢ que é livre e enumeravelmente compacto considerando a topologia
de subespaco, mediante o uso de MA_centrada-

Tkacenko [62] em 1990, construiu sob CH uma topologia de grupo sobre o grupo abe-
liano livre com ¢ geradores. A idéia da construcdo foi achar um subgrupo denso e enume-
ravelmente compacto G de T* algebricamente isomorfo ao grupo abeliano livre de posto ¢;
adicionalmente, esse grupo G é conexo, localmente conexo, hereditariamente separavel e nao
possui sequéncias convergentes além das triviais, propriedades todas do grupo de Hajnal e
Juhasz [39]. De fato, a construgdo de Tkacenko, constitui uma modificacdo dessa ultima. A
escolha de T ao invés de 2 = {0, 1} na construcdo do grupo G é forcado pelo fato de que qual-
quer topologia enumeravelmente compacta definida sobre um grupo abeliano livre deve ser
de dimensao infinita como notou Tkacenko no trabalho citado acima.

Seguindo esse circulo de idéias, Tomita modificou o exemplo de van Douwen construido
sob MA, para obter uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e sem sequéncias
ndo triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre com ¢ geradores, porém assumindo
MA centrada- Vale a pena comentar a diferenca entre o método que usou van Douwen e esta
constru¢do. Em cada etapa indutiva, van Douwen considera fragmentos do grupo final, isto é,
faz aproximacoes do grupo final ao longo da indugéo enquanto Tomita constrdi “fragmentos”
de um conjunto de elementos de T* que irdo se tornar um conjunto livre de geradores para o
grupo, isto é, a idéia é construir um subconjunto X = {x, : a < ¢} € T* de modo que o grupo
G = (X) seja de van Douwen.

Dai, cada elemento desse grupo pode ser escrito como uma soma finita de elementos de X
e sendo cada elemento de X identificado por um dnico ordinal em ¢, é possivel associar para
cada x € G uma func¢éo f cujo dominio é um subconjunto finito de ¢ e cuja imagem constitui

um subconjunto de Z\{0} de forma que

x= ) f@x

Eedom(f)

Chamaremos a tal fun¢éo a codificacdo de x; naturalmente, associamos ao elemento zero em
T¢, a funcio @.
De acordo com o anterior, a colecdo F = Fn([¢]*°, Z\{0})\{@} tera um papel muito impor-

tante na construcdo; para simplificar um pouco a notacao, representaremos por x, o elemento
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de T associado a funcéao f € F.

Como foi comentado, por inducdo em ¢ serdo construidas aproximacgdes dos elementos
de X; mais explicitamente, na etapa a < ¢ da construcdo teremos definido {x;[, : B < al,
conhecendo em cada etapa intermediaria s6 um fragmento de X. Se f € J e dom(f) C v,
x: 0, = 2 f(wx,[, vai representar o fragmento em T" do elemento em G codificado por
f- Anteie‘:i)én (é)ar inicio a construgao, convém fixar algumas notagdes. Seja {f, : @ < ¢} uma
enumeracdo de J de modo que para cada a < ¢, dom(f,) € o + 1. Essa enumeracdo vai
ser usada para “codificar” qualquer elemento nio nulo do grupo G como combinacéo linear
de elementos do conjunto de geradores a ser construido. Como conseqiiéncia da anterior
convencdo, cada subconjunto infinito de G que nao contém o elemento O € G é codificado por
um subconjunto infinito de J, pelo que vamos tomar também uma enumeracdo {JF, : a < ¢}
de [F]® de modo que para cada f € F,, dom(f) Ca+ 1,istoé, |J domf Ca+ 1.

Como pretendemos que G = (X) seja um grupo abelianofleii(;e, € preciso assegurar que
todas as combinagdes lineares nio triviais de elementos de X sdo nio nulas; dai, temos que
garantir entdo que para cada funcdo f € J distinta de @, a combinacdo }, f(wx, #0e T,
condicdo que teremos satisfeita se existe < ctalque >, f(wx,(p) H;Etd?)mg)T. Como |F| = ¢,
em cada etapa da constru¢do podemos tomar Contau(eidgml(l{’i’la das funcgoes deste conjunto e
garantir que o elemento do grupo codificado por ela é ndo nulo. Para que X seja um conjunto
livre de geradores resulta suficiente entdao que para cada a < ¢, x;, (o) # 0. Note que na etapa

o + 1, ja teremos definido x,[,,, para cada n € dom(f,) C a.

a+l

Finalmente, para que G seja enumeravelmente compacto, devemos garantir que todo sub-
conjunto infinito de G possua um ponto de acumulagio;notemos que existem ¢ codificacdes
possiveis para as seqiiéncias ndo triviais em G, mas, por razdes técnicas s6 podemos tomar
conta de uma quantidade menor que ¢ seqiiéncias em cada etapa. De fato, na etapa a + 1,
“prometemos” que x, sera ponto de acumulagdo da seqiiéncia {x, : f € F,}. Em cada etapa
Y < ¢, tomaremos conta s6 das seqiiéncias codificadas por F, para cada a < v.

A seguinte observacdo simples, resulta ser muito tutil para todas as construgdes sub-

sequentes:

Lema 2.2.6. Sejay € TP e{y, : n € w} C TP, onde p < ¢ é um ordinal limite. Entédo y é um ponto

de acumulagao da seqiiéncia (y,),c. Se e somente sey[, é ponto de acumulacado de {y,[, : n € }

[

para cada o. < f.

Pelo resultado anterior, é suficiente escolher x, como ponto de acumulagdo da seqiiéncia

em T codificada por F, e mostrar por inducido que se x,I, é ponto de acumulacdo para a
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seqiiéncia de TY codificada por F, é possivel definir as y-ésimas coordenadas dos pontos em
questdo de forma tal que x,I,, seja ponto de acumula¢io da seqiiéncia em T'*! codificada
por F,. Vamos reinterpretar esta ultima condi¢do em termos de subconjuntos de F,. No que
segue, || # || representa a norma euclidiana de um ponto ¢ € R2.

Paracadaa <v, F € [y]* e k € w, definimos

1
E(a, F, k) = {f € JF,: paratodou € F, || x,(n) — x,(w) |I< m}

Lema 2.2.7. Seja a. < v. Entdo, x, I, é ponto de acumulacdo da seqiiéncia em TV codificada por

J. se e somente se para cada F € [Y]"® ek € w, |E(a, F, k)| = w.

Demonstracdo. Seja F' € [yY]™, k € w. Considere a vizinhanca aberta basica de x,[, em T"
dada por

. 1
U/(x,,F.k)y={geT": YO €F, | g0) - x,1,0)[I< k+_1}

Notemos que x, [, é ponto de acumulac¢do da seqiiéncia em TY codificada por F, se e somente
se U,(x,, F, k) N {x,I, : f € JF,} é infinito; posto que cada f € JF, representa um unico objeto

de T" temos que {f € F, : x,[, € U(x,.I,, F,k)} = E(a, F, k) é infinito. O
De acordo com as consideragdes anteriores, vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2.8. Sob MAg.centrada, €Xiste uma cole¢io X = {x, : a < ¢} € T satisfazendo as trés

condigoes seguintes:
A. paracadaa < ¢, x;, (o) # 0;
B. paracadaa <y < ¢, F € [y]™” ek € w o conjunto E(a, F, k) é infinito;

C. Se oo < vy e a condi¢ao B) é satisfeita para a, F € [y]*® e k € » entdo o conjunto

(f € E(a, F, f) il x,(¥) = x(¥) lI< g7} € infinito.

Demonstracido. A prova é por inducdo em ¢. Ao longo desta prova, é necessario mostrar
muitos outros resultados que incluimos aqui para maior compreensao do leitor.

Na etapa 0, ndo temos nada a fazer. Seja y < ¢ e suponhamos que para cada § < vy os
elementos {x, [, : a < (3} satisfazem as condi¢des A) - C).

Observe que na etapa v, para cada a < vy, temos que definir x,[..

Se vy é limite, defina x,[, := (J x.[;. Naturalmente, {x,[, : a < vy} satisfaz A) - C).

a<f<y



42 2. Grupos de van Douwen e MA

Suponhamos agora que Y = 3 + 1. Por hipédtese, temos definido a colegdo {x,[; : a < f}
satisfazendo A) - C). Dai, a seqiiéncia em TP codificada por F; ja esta definida e podemos fixar
um ponto de acumulacio y € TP dela. Seja x; M i= V.

Notemos que B) ¢ satisfeita para o ordinal f§; de fato, se F' € [y]"” e k € w, temos

1
EB.F.R)=(f €Tt VEF | ) fanx (@~ 5 I< )

puedom f
1
=S Eerl ;ﬂj{(mmz) -¥® lI< =)
=(f €T, ) fQux, € UG, F, k)

puedom f

¢ um conjunto infinito.

Fixemos uma base enumeravel B de T, assumindo, por conveniéncia, que T € B. Para
mostrarmos o resultado, é preciso definir uma ordem parcial P e conjuntos densos que se-
rdo usados para achar uma funcdo ¢ que vai permitir estender os elementos que ja temos
construido em T”. Fixemos uma base enumeravel B para T e suponhamos que T € B.

Seja

P, = Fn(y, B)

Dados p, g € P,, definimos a relacdo de ordem < por p < g se e somente se dom(g) € dom(p)
e para cada p € dom(g), p(u) = g(w) ou p(u) < g(w).
Notemos que em cada etapa indutiva, é definida uma ordem parcial distinta. Em consi-

deracdo dessa observacao, para simplificar a notagcao tomemos P=P..

Lema 2.2.9. A ordem parcial P, é o-centrada.

Demonstracao. Consideremos o espago BY, onde B é munido da topologia discreta; notemos
que este espaco constitui precisamente o conjunto de todas as fung¢des cujo dominio é y e cuja
imagem é um subconjunto de B. A base candnica de B esta constituida por conjuntos da

forma

V,={feB:qC f)

onde domg € [y]*”, eimgq C B, isto é, g € P.
Como B é enumeravel e y < ¢, temos que B constitui um espago separavel, logo existe

uma cole¢do enumeravel S = {s, : n € w} C BY densa nesse espago. Para cada n € w, seja

P,={peP:pCs,}
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Note-se que P = |J P,; de fato, para cada g € P, existe m € w tal que s, € V,, isto é, g C s,
logo g € P,. Vejr;fro;los agora que para cada n € w, P, é centrado. Se B € [P,]*“, tomemos
F =) domp C vy;sejaqg :=s,[, € B'. Notemos que F' = dom ¢ € finito e além disso g C s,,
isto éf,ef] € P,; paracada p € B, p C s,, logo sempre que o € dom p, p(a) = s,(a) = g(a); posto

que dom p C F temos g < p para todo p € B, isto é, g é minorante de B em P,. O

O seguintes dois lemas, mostram quais sdo os conjuntos densos em P que fazem possivel

construir ¢; obviamente, nas hipoteses deles estamos assumindo sempre que y =+ 1 < .

Lema 2.2.10. Seja P como acima. Entdo
1. para cada C < v, o conjunto D, = {p € P : €T € dom(p)} é denso em P;

2. oconjuntoO ={peP:0¢ 3% fi(wp()} édenso e abertoemP.

uedom fj

Demonstracio. Tomemos um elemento g € P.
1. Se € ¢ dom g, definimos p := ¢ U {(C, T)}. Naturalmente, p € D.e p <gq.

2. Primeiro, vamos construir § < ¢ satisfazendo dom f; € domg; seja u, o menor ordinal
tal que u, € dom fy\domg. Por 1), D, ¢é denso em P, logo existe g, < ¢ tal que u, €
domg,; dado que dom f; é finito, apds aplicar o processo anterior um numero finito de

vezes, obtemos finalmente uma extensdo g € P de ¢ satisfazendo dom f; € dom g.

Suponhamos que 0 € Ma%]nfﬁ fr(wg(w edom f; = {w,,...,uw,}. Dadoque U = é So(u)g(w)
T é aberto, podemos tomar z € U\{0} e uma vizinhanca aberta V de z satisfazendo
V C U # {0}. Como a aplicacdo g : T" — T determinada pelos coeficientes {f(u,) :
W, € dom f;} € Z\{0} é continua, pela regularidade de T obtemos abertos V,,...,V, € B
de modo que V, C G(u,) paracadai = 1,...,nez € ﬁ]fﬁ(ui)vi C V. Paracadap €
dom g\ dom f;, seja p(u) = g(u) e, paracadai = 1,... ,111:,1 definimos p(u,) = V.. E claro
que p < g e, como ﬁ:ﬁ(ui)p(u[) CVcCU\0}, peO. Sepe O, er < p, naturalmente
ued?mfﬁ Srwr(p) M;;(l)sz[i fi(wp(), de onde O ¢ Megmfﬁ fr(wr(u), isto é, r € O; portanto,
O é aberto em P. O

Por hipoétese de inducéo, para cada o < v, F € [B]"” e k € w, o conjunto E(a, F, k) é
infinito, logo podemos tomar uma particdo dele em subconjuntos infinitos {E(a, F, k,n) : n €

w}.

Seja ¢ ={E(a, F,k,n): a <v,F € [B]*°,k,n € w}. Note que |¢| <vy. Considerando esta

colecdo, obtemos convenientemente mais subconjuntos densos em P.
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Lema 2.2.11. Para cada E € € e U € B, o conjunto

D,y ={peP: existe f € E tal que Z Swpw) c U}
uedom f

é denso em P.

Demonstracao. O argumento a seguir é similar ao de Tkacenko em [62]. Fixemos E € ¥,

U € B e g € P. Temos que considerar dois casos:

o Caso 1: Existe um subconjunto infinito £, € E de modo que dom f # dom g sempre que
f#g€E,. Tome f € E en<rytal quepn € dom f\ domg; seja D := domg U dom f. Para
cada & € domg, escolha a. € ¢(E) e para cada & € D\(dom g U {u}), tome a. = 0. Escolha

a, € T de modo que 3} f(§)a. € U. Pela continuidade da soma e lembrando que T é
Eedom f

regular, para cada & € D existe U, € B de modo que a. € U. e (U.) C ¢(E) satisfazem

D feU.cU

Eedom f

Defina p = {(§, U.) : € € D}. Naturalmente, p < ge p € D;,.

o Caso 2: Existem um subconjunto infinito £, € E e D € [¢]*” tal que D = dom g para
toda g € E,. Se D ¢ domg, podemos estender ¢ tomando g(u) = T nos pontos pu €
D~ dom ¢, logo podemos assumir sem perda de generalidade que D € domg. Como todas
as fung¢des no conjunto infinito E, sdo distintas e tem por dominio finito comum a D, existe

w € D de modo que o conjunto {f(w) : f € E,} C Z néo é limitado. Dai, podemos tomar
g € E, tal que g(wg(n) = T.

Para cada § € D\{u}, fixe a. € g(§). Pela continuidade da soma, podemos escolher a, € g(n)

talque Y g(E)a.+g(wa, € U. De novo, pela continuidade da soma, para cada § € D\{u}
geD ()

podemos tomar U, € B, tal que a. € U. e U. C q(E), tomando também para n um aberto

U, € B de modo que a, € U, e U, C q(u) sdo tais que Y, g(E)U. C U.
EeD

Defina p = {(§, U.) : € € D} U{(x, ¢(x)) : ¥ € dom g\D}. Da maneira em que foi construida

a funcéo p, é claro que p < ge g € E, C E satisfaz

D 8®PE) = Y e®U.CU

geD geD

isto é, p S DE,U~ -
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Por ultimo, temos o resultado que envolve MA centrada NESte passo da construgao indutiva:

Lema 2.2.12. Assuma MAg_centrada- Considerando as notagoes anteriores, sey = f + 1 < ¢ existe
uma fungao ¢ : y — T satisfazendo:
L2 fwe #0;
wedom(f)

ii. paracadaa <P, F € [P]°” ek € w o conjunto

1
(f € E@ FR) 1| ) Fano) = ¢ 1< )

pedom(f)
¢ infinito.

Demonstracido. Notemos que em virtude dos lemas 2.2.10 e 2.2.11, as cole¢des Z = {D. : T <
vIU{O}e{D,, : E € €,U € B}, estdo constituidas por elementos densos na ordem P; dado
que a cardinalidade de cada uma delas nao ultrapassa |y| < ¢ e a ordem P é o-centrada, ao
estarmos assumindo MA centrada, €xiste um filtro G C P que interseta cada conjunto dessas
colecdes.

Seja @ : vy — p(B) a aplicagio definida para cada § < vy por

D) = {p(®) : E e domp, p € G}

Se E < v, afirma-se que (®(E) # @; em primeiro lugar, notemos que ®(E) # @, pois G
intersetaa D.. Como ®(E) C B é enumeravel, podemos escrever ®(§) = {p,(E) : i € }. Como
G é um filtro e p,, p, € G, existe r € G tal que r < p, onde i = 1, 2; dai, r(E) € p,(E) N p,(§)
(ou, mais ainda, @ C pi(E) N p,y(§)). Indutivamente, dado k € w, podemos achar s € G tal
que s(E) € pE)YN p,(E)N---N p(E). Como T é regular, para cada k € w é possivel achar
um subconjunto fechado néo vazio F, C T de modo que F, € p,E) N p,(E)N---Np(E). A
compacidade de T, e o fato de ser um espaco de Hausdorff, implica que N ®P(E) # @, logo
podemos definir uma funcéo ¢ : v — T escolhendo para cada & <y, ¢:(§) € (N D(E).

Notemos que existe g € GNO; dai, se z € (" P(P), z € ¢(B), de modo que Y,  fi(wz # O;
wedom fp

em particular, »  fi(Wds(n) # 0, isto é, ¢, satisfaz a condigao i).
pedom fi

Sejam a < B, F € [B]® e k € w. Consideremos a vizinhanca aberta de ¢.(a) em T,

U =1{zeT:| z-¢s(a) |I< ﬁ} eseja U € B tal que U C U’. Para cadan € o, seja

E, = E(a, F, k,n); dado que D;, , é denso em P, existe p, € GND,, ,, i.e. existe f, € E, tal que
> fiwp.(w) € U. Notemos que para cada p € dom f,, p,(u) € ®(u), logo ¢5 € p,(u) de

puedom f,
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modo que Y, fi(Wode(w) € U C U’ istoé|| XY fi(wds(w) — do(a) |I< k% Dado que

puedom f, uedom f;
{E, : n € o} constitui uma particdo de E(a, F, k), a colecao de funcdes {f, : n € o} C {f €

E(a,F k) : ]l Y f(wWods(w) — ds(a) [I< ﬁ} ¢ infinita, ou seja, ¢ satisfaz a condicio ii).

nedom(f)
Tomando ¢ := ¢, conclui-se a prova. O

Voltamos a etapa Y = P + 1 da nossa construcdo. Recapitulando, do passo anterior da
inducdo, a colecdo {x,[, : a < f} ja tinha sido definida satisfazendo A) - C) e definimos x; [, :=
y onde y é um ponto de acumulacio em TP da seqiiéncia ali codificada por F;. Em seguida,
foi provado que a condi¢éo B) vale para f3.

Como assumimos MA centradas €xiste ¢ : ¥ — T satisfazendo as condigdes i) e ii) do lema
2.2.12. Para cada a < vy, tomemos x,[, := x, [, ¢(a). E suficiente ver que as condicdes A) e C)

sao satisfeitas no caso o = f3:

A. Visto que ¢ satisfaz a condic¢do 1) dolema 2.2.7, 3 fi(wWow) = 2 fwx,B) =

pedom fj nedom fg
x,(B) % 0.

C. Sejam F € [y]*“,k € w. Sabemos que a condicdo B) é satisfeita por f3; pelo item b) do

lema 2.2.7 o conjunto

1
{f € EB.F.k): IIZ FWeW=-ePBlI< !

puedom f

1
= (f € EQ.F.R 1) f0xB) ~ x(B)lI< )

uedom f

1
= EB, F,k) : - —
(f € EB. F.K) < 1x,B) = x(B)I< )
¢ infinito, logo a condicao C) é satisfeita para 3.

Por indugdo, temos construido entdo uma colecio {x, : o < ¢} satisfazendo as condi¢des

A)-C). O

O seguinte lema, mostra uma sutileza da construcio desse conjunto de geradores que vai

nos permitir concluir que o grupo G = (X) nao possui seqiiéncias ndo triviais convergentes.

Lema 2.2.13. Assuma MAg centrada- De acordo com a construgdo apresentada no lema anterior,

para cada vy € [w, ¢), o conjunto {x,(y) : f € Ty} é denso em T.

Demonstraciao. Sejam & € [y+1,¢), Ve Be F € [E]*®, de modo que paracadaa € F,y < a.

Seja E = (y, F,1). De acordo com a § + 1-ésima etapa da construgio, temos que D, é denso
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em P.,,, logo existe p € GND,, onde G representa o filtro genérico dado por MA,.centrada NESSA
etapa. Em conseqiiéncia, existe f € E C J, talque >, f(wp(w) CV.
nedom f

De acordo com a construcao, temos também que |J dom f C y. Além disso, para cada
feFy

w € dom f, ¢e(1) € p(w), logo

Do = Y fwxy = x eV

nedom f nedom f

Dado que B é base de T e f € J,, obtemos o resultado. O

Teorema 2.2.14. Assumindo MAg.centrada, €xiste G C T¢ tal que G é um grupo abeliano livre e de

van Douwen.

Demonstracio. Pelo lema 2.2.8 temos que o grupo G gerado pela colecdo X = {x, : o < ¢}
¢ um grupo abeliano livre e enumeravelmente compacto. Resta mostrar que neste grupo as
Unicas seqiiéncias convergentes sdo as triviais.

Seja {y, : n € w} € G uma seqiiéncia injetora cujos elementos sao todos ndo nulos. Seja
a € [w, ¢) tal que a seqiiéncia anterior esta codificada pela colecdo J,, isto é, F, = {f, : n € w}
onde para cadan € w, y, = x,. Pelo lema 2.2.13, o conjunto {x,(a) : f € J,} é denso em T;

observemos que para cadan € m,

ya(0) = x;, ()

Sendo o conjunto {y,(a) : n € o} denso em T, a seqiiéncia {y, : n € w} diverge. O

2.2.2 Uma construcio a partir de MA . ymeravel

Neste paragrafo, exibiremos a construcdo proposta por P. Koszmider et. al. [46] de uma
topologia de grupo definida sobre A(¢) munido da qual resulta ser um grupo de van Douwen,
assumindo a asser¢io MA . umeravel-

Como nos exemplos precedentes e mais alguns da literatura, este exemplo é construido
por inducdo em ¢, definindo em cada etapa uma funcio conveniente para obter as novas coor-
denadas dos elementos que irdo estar no grupo. Contudo, uma diferenca substancial aparece
nela. No exemplo de van Douwen, notamos que o dominio da funcdo / cresce através da
inducdo em ¢. Na construcao de Tomita sob MAg.centrada, ObS€rvamos que na etapa o aparece
um novo elemento x, € T° que conhecemos parcialmente e cujo dominio vai se acrescen-
tando nas etapas seguintes, de modo similar do que na construc¢do de van Douwen, sem fazer

modificacdes aos pontos ja definidos dele.
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Para poder trabalhar com MAymeravel € produzir um grupo topoldgico enumeravelmente
compacto cujo quadrado nio satisfaz esta propriedade, Hart e van Mill [40] fizeram uso de
um grupo w-limitado que toma conta dos pontos de acumulacdo de um grupo enumeravel
prefixado; naturalmente, o uso desse grupo w-limitado faz com que no grupo exista um grande
numero de seqiiéncias néo triviais convergentes. Para superar esse impasse, uma idéia surge
da utilizacdo de submodelos elementares: em cada etapa do processo indutivo se toma conta
de uma quantidade enumeravel de pontos, mas, ao longo da construcio, esses pontos irdo
variar.

Como na se¢do precedente, se construira uma familia livre X = {x, : a < ¢} € T, de modo
que o grupo G := (X), considerado como subespaco de T, seja de van Douwen.

Lembramos, da secdo precedente, que cada x € G ndo nulo é codificado por uma funcéo

x= ) fux,

pnedom f

em Fn(c, Z\{0}), de modo tal que

Com isso, é possivel associar a cada seqiiéncia de elementos em G, digamos {z, : n € w},
uma funcédo 4 : ® — Fn(c, Z\{0}) de modo que para cada n € w, h(n) é a codificacdo de z,.
De acordo com isto, fixemos uma enumeracdo {h. : ® < § < c} das fun¢des injetoras que
pertencem a (Fn(c, Z\{0}))” de modo que para cada € € [w, ¢), |J domh.(n) C E.

Notemos que os /s codificam todas as seqiiéncias injetoragego grupo gerado por X que
nao contém 0. Tomemos também uma enumeracao {j. : § € [w, ¢)} de Fn([¢]**, Z\{0}), satis-
fazendo dom j. C & De maneira similar, é de notar que X é um conjunto livre de geradores
se para cada § € [m, ¢), dz Jewx,:=x;, #0e T Naturalmente, esta condigao vale sempre

edom ji
que x,.(§) # 0. B

Suponhamos que G é um grupo topoldgico infinito 7,, enumeravelmente compacto e sem
seqliéncias nao triviais convergentes. Pela proposi¢dao4.1.4, dado que G é em particular pseu-
docompacto e homogéneo, |G| > ¢. Note que qualquer subconjunto fechado em G, também
deve ser de cardinalidade ¢. Como conseqiiéncia disso, em principio podemos associar pon-
tos de acumulacao distintos a seqiiéncias distintas. A idéia é garantir que x. sera um ponto
de acumulacdo da seqiiéncia associada a h.. Se mostrarmos que X é livre, em particular ob-
teriamos que esse conjunto est4 fielmente indexado mediante {x. : § < ¢}, e assim, de acordo
com a cardinalidade do grupo, cada seqiiéncia néo trivial em G teria exatamente ¢ pontos de
acumulacdo. Portanto, em cada etapa indutiva precisamos testemunhar que o elemento do

grupo correspondente a j., x,, € nao nulo e, também, manter os pontos de acumulacdo que

previamente temos associado. Notemos que de acordo com a codificacdo dos elementos de
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G feita pelas fungdes j,, é possivel separar os pontos de acumulacido em dois tipos: temos
um conjunto enumeravel deles que depende de dom j. e os restantes que ndo dependem desse
dominio.

Naturalmente, em cada etapa da indu¢do o primeiro tipo de pontos ira crescendo, pelo
qual resulta adequado definir indutivamente uma colecdo de ordinais que guarde informagao
acerca dos dominios das fun¢des das que os pontos de acumulagdo dependem, ou, em outras
palavras, dos elementos do conjunto X dos quais sdo combinacdes lineares. Com a seguinte
definicdo, pretende-se que os pontos de acumulacdo cuja codificacdo depende do conjunto

dom j., estejam contidos em S (E):

S(n)= w, senecw

$® = U _Jisw:nel Jdomhm) se&elw,o

new
Como é natural, se F' C ¢, tomamos S (F) &f U S (w.
ueF
Lema 2.2.15. Para cada § € [w, ¢), S(E) é enumeravel; além disso, se uw € S(E), entdo

Jdom#h,(n) € S(§).

new
Demonstracao. Por inducdo em ¢. Para cada m € w, S(m) = ® que é enumeravel. Como £,
nao esta definido para k < w, a segunda assercao é satisfeita por vacuidade.

Suponha agora que § € [, ¢) e que para cada u < E, S (1) é enumeravel. Como dom h.(n)
é finito para cada n € w, |Jh.(n) é enumeravel, {E} U (J{S(W) : p € Udomh.(n)} = S(E) é
também enumeravel. - -

Seja u € S(E). De acordo com a definicdo, temos que p = § ou u € S(v) para algum
v € |Jdom h.(n). No primeiro caso, de acordo com a enumeracio das seqiiéncias, temos que

new

Udomh.(n) = |Jdomh,(n) € E. No segundo caso, v < § posto que v € [ dom h.(n); como

w € S (v), por hipétese de inducdo | Jdom#h,(n) € S(v) € S(E). O

new
Voltando a construgio indutiva, na etapa o definimos para cada n € w, x, [, € T® arbitra-

riamente. Suponha que na etapa o < 3 as seguintes condi¢des indutivas sio satisfeitas:

1. paracada § < a < f3, x.[, tem sido definido;

2. para Cada% € [, 0“)’ Z jE(M)xu(E) #0;

pedom jg

3. para cada § € [®, a), x.[, é um ponto de acumulacgio da seqiiéncia associada a h. em

T*.
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Vamos mostrar que para § valem também essas condic¢des; se § for um ordinal limite,
basta definir x.I; = (J x:[,. Claramente, por se tratar de uma extenséo, as condicdes 1) e
2) anteriores sio VéllEi<dO(a<sB para 3. Para ver que 3) também é satisfeita, seja & € [w, ). Por
hipotese de inducdo, para cada o < p tal que € < a, x.[, é ponto de acumulacdo da seqiiéncia
em T* associada a h; em virtude do lema 2.2, x.[; é ponto de acumulacdo da seqiiéncia
associada a h. em TP isto &, [ satisfaz 3).

Agora suponha que 3 = a+ 1 para algum o < w. Como T é compacto, podemos escolher

um ponto de acumulacdo y € T* da seqiiéncia em T* associada a A,:

(D hGx, 1, e o)

nedom hq (n)

« « . def . o

Como na construcio da segdo anterior, tomamos x, [, = y. Também, de maneira similar mas
usando desta vez MA pumeravel, Vamos construir uma funcdo ¢ : S(dom j,) — T que servira
para definir x,(a) para cada pu € S (dom j,).

Como antes, B representa uma base enumeravel de T contendo, por conveniéncia ao
proprio espaco T e || - || representa a norma euclidiana em R? restrita ao subespaco T.

Seja

def . . .
P {f € Fn(S(dom j,), B) : dom j, Cdom f e 0¢ " j.(0f (W)

wedom jq
Dados f, g € P, dizemos que f < g se e somente se dom g C dom f e para cada u € dom g,
f(w) = g(w) ou T(M) C g(w). Notemos que S(dom j,) = [J S(u) é um conjunto enumeravel,
dado que dom j, é finito; portanto, a ordem PP é enum:reg(\)lnéf
Vamos definir certas cole¢des que permitem construir convenientemente conjuntos den-
sos em P.
Para cada F € [0]*®,n € w e u € S(dom j,), seja

1
U, F,n)={f €T*:V0 € F f(0) - x,1,0) < —}
n+1

Codificaremos os pontos da seqiiéncia associada a i, em T* que estdo no aberto basico U(u, F, n)

mediante a seguinte colecdo:

1
Eu. Fom) = {m €  : ¥6 € F || x,,,(8) = %,(0) [I< -}

lembrando que temos de garantir que x, seja um ponto de acumulacédo da seqiiéncia associada

ah,.
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Lema 2.2.16. Consideremos um conjunto de indices I e uma fungaoh : ® — Fn(I,Z\{0}) tal que
para cadan € o, h(n) #+ @. SeU C T é aberto, A € [w]” e f : I = B é uma funcgdo tal que o

conjunto {i € I : f(i) # T} é finito, entao existem uma funcdo g : I — B em € A satisfazendo
1. paracadai€ I, % - m;

2. o conjunto{i € I : g(i) # T} € finito e,

3. Y h(m)(@@)gh) cU.

iedom h(m)

Lema 2.2.17. Para cada F € [a]*“, n, k € w ep € S(dom j,), o conjunto

D, rux ={f € P:dm € E(u, F,n)\k tal que

dom £,(m) < dom f, Z h(m)(vV)f(v) € f(W) e diam(f(w)) <

vedom hy, (m)

}

n+1

¢é denso em P.

Teorema 2.2.18. Assumindo MApumeravel, 0 grupo abeliano livre de tamanho ¢ pode ser munido

de uma topologia de grupo que faz dele um grupo de van Douwen.

Demonstracio. Seja & = (D, : W € S(dom j,), F € [a]*”,k,n € w}. Pelo lema anterior,
cada um dos elementos de & é denso na ordem PP; dado que |&| < |0] < ¢, e P é enumeravel, ao
estarmos assumindo MA pumeravel Obtemos um filtro G em P genérico para esta colecao.
A partir do filtro G, definimos a aplicagdo @ : S(dom j,) — ©(B) tomando para cada
w € S(dom j,)
Q) = {f(w : pedomf, feGj

Em virtude da definicdo dos elementos da cole¢do &, ®(u) # @ para cada u € S(dom j,),

logo N V # @. De fato, dados f,g € G, tais que u € dom f N dom g existe r € G tal que
Ved(u)

r < f,g Dal, r(w) € f(W Ng(w) ou r(w < f(w) N g(w); em qualquer caso, f(W) Ng(W) # @
o que implica f(w)Ngw) € f(w) N gu) # @. Percebendo que ®(u) é enumeravel, pois G

também é, e que os elementos de ®(u) sdo subconjuntos do espaco 7;-compacto T, obtemos

NV=N fw#o

Ved(w) FWedWw L
Em conseqiiéncia, para cada p € S(dom j,) podemos escolher ¢s(n) € () V, obtendo
Ved(u)
desta maneira uma aplicac¢do ¢ : S(dom j,) — T.
Definimos para cada p € S (dom j,), x,(a) = ¢ps(i). Notemos que a condicéo 2) é satisfeita

para todo & < a, logo resta provar que vale também para & = a; de fato, para cada f € G,
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w € dom f temos

Dl ix@= D e e D iAW € i

puedom j, puedom j puedom j uedom jq

Em virtude da definicio de P, 0 ¢ Y, j.(w)f(w); portanto, Y j.(Wds() # 0, ou seja, a
pedom jq uedom jy
condigao 2) é satisfeita por f3.

Resta verificar agora, que para cada § € [w, a] as condi¢des 1) e 3) sdo satisfeitas. Note-
mos que para § € S(dom j,), § < a ja definimos x; [, logo a condicdo 1) é satisfeita para estes
pontos.

Indutivamente, iremos definir x. [, para cada § € \S(dom j,), mediante uma extensio
da funcdo ¢;. Com efeito, suponhamos que para & € B\S(dom j,) os pontos do conjunto
S (dom j,) U & satisfazem as condic¢des 1) e 3), que temos definido ¢ [. mas ainda ¢4(§) ndo
foi definido. Por hipotese, x. [, é um ponto de acumulagio da seqiiéncia em T* associada a h.
e d() ja foi definida para cada u € |J dom h.(n) C E. Consideremos a seqiiéncia em T dada

new

por

(D b : n € o}

uedom hg (n)
Como T é compacto, existe um ponto de acumulacio z € T da seqiiéncia acima; dai, o ponto

x. 7z é um ponto de acumulacio da seqiiéncia em TP dada por

(Rt Y. ke : ne o)

uedom hg (n) uedom hg(n)

Em conseqiiéncia, ao definir ¢ps(a) = z e tomar x.(a) := z, temos que as hipoteses 1) e 3) sdo
satisfeitas por € na etapa § = a + 1 da indugéo.

Ao final do processo indutivo, para cada pu < ¢ define-se

def

xu = xu v
)
Se X ={x, : u < JeG := (X), de acordo com as consideragdes feitas ao inicio, qual-

quer combinacdo linear ndo nula de elementos de X esta codificada por uma funcédo j. €

Fn([c]=®,Z\{0}) para algum ordinal € € [w, ¢); como a condicdo 3) é satisfeita, », j.(w)x,(E) #
pedom jg
0€T; logo, 2 j(wx, = x;, # 0 €T isto & G € uma realizacdo do grupo abeliano livre de

uedom je
cardinalidade ¢ no grupo T

Seja {z, : n € w} uma seqiiéncia em G; sem perda de generalidade, podemos supor que a
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seqiiéncia é injetora e ndo contém entre os seus termos ao elemento 0 € T¢; de acordo com a
construgdo, existe C € [w, ¢) tal que paracadan € w, z, = X €M1 virtude da condicéo 3), ,
x. [, € ponto de acumulagdo da seqiiéncia {x,.., [, : n € w} para cada a < ¢, logo x; € ponto de

acumulacio de {z, : n € w}. Portanto, G é enumeravelmente compacto. O

2.2.3 Uma topologia de grupo e.c. sobre A(2°) via extensdes genéricas

Partindo do mesmo circulo de idéias da construcio anterior, Koszmider, Tomita e Watson
[46] mostraram, via forcing, que é possivel construir uma topologia de grupo enumeravel-
mente compacta e sem sequéncias ndo triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre com
2¢ geradores. A seguir, detalharemos essa construcdo; convém dizer que a ordem utilizada
neste exemplo tem certa similaridade com a anterior motivo pelo qual manteremos a notacao

ali introduzida.

A ordem parcial

Seja x um cardinal regular ndo enumeravel satisfazendo k” = k. Para codificar as seqiién-
cias injetoras do grupo que sera construido, fixemos uma enumeracio {h. : ® < § < x} de
todas as fungdes 7 € Fn(x,Z\{0})” onde dom/ # @ para cada n € w. Adicionalmente,
suponhamos que | J h; C € para cada € € [w, ¥).

new
Seja
m, seEew
SE® =
EUUSW :ne U domh(n)), sete[w,x)

new

Definicdo 2.2.19. Seja P a no¢éo de forcing formada pelas condicdes p = (a,, D,, f,) onde:
1. o, €w;

2. D,e[k]°eD,> | S(&);

EeD,

3. f,: D, = T%;

4. paracada § € D\, f,(E) é um ponto de acumulacio da seqiiéncia

{ 2 h(mWf,(W:ne o}

uedom hg (n)

5. oconjunto {£,(§) : € € D,} é um conjunto livre, isto é, para cada funcao j € Fn(D,, Z\{0}),

temos que Y, Jj(&)f,(E) # 0 e T%;

Eedom j
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P sera ordenada pela relacdo <, onde p < g se e somente se a, < a,, D, C D, e para cada
EeD, [T, =/1(®:

Para provar que a nocéo de forcing é “boa” o suficiente para nossa construcdo temos o

seguinte resultado:

Lema 2.2.20. Sejam D € [x]°, B < w, e f : D — TP tais que f(E) é o limite da seqiiéncia
{ > hm@f : n € A.} onde para cada & € D\w, A. € [w]®. Se j € Fn(D,Z\{0}) e
uedom hg(n)

F = dom j, entdo existe uma fun¢do ¢ : D — T tal que Z](u)ci)(u) # 0 € T e para cada
E € D\w, ¢(E) € o limite de uma subseqiiéncia de{ ), h. (n)(u)q)(u) ne Al

wedom hg (n)
Demonstracio. Observemos que w(TP) = N,, posto que T é de peso enumeravel e § < o;;

assim, fixemos uma base enumeravel B* do espaco TP. Seja

def

M = (g e Fn(D,B") : F C domg e 0¢ Y j(g() ]

UeF

Em M, dizemos que g < / se e somente se dom/ C dom g e para cada u € dom &, g(u) = h(n)
ou g(u) € A(n). Naturalmente, (M, <) constitui uma ordem parcial enumeravel.
Como no paragrafo anterior, definiremos certas cole¢des para construir conjuntos densos

na ordem M. Paracada L € [B]"“,n € we& € D, seja

1
EE Ln)={mewn:V0elL IIZhg(m)(M)f(u)(e) ~fEOO< ——}

uedom hg (m) +1

Nessa situagdo, seja

D.,..={geM:dme EE, L n)\k tal que

dom /.(m) C domg, Z hy(m)(V)g(v) < g(€) e diam(g(€)) < }

vedom hg (m)

n+1

Aplicando um argumento similar ao do lema 2.2.11, temos que o conjunto anterior é denso em
M. Observe a colecdo ¥ = {D.,,, : L € [B]*”, n, k € o, § € D} tem cardinalidade N,. Como
MA(w) é verdadeiro em ZFC, e a colecdo ¥ é enumeravel, obtemos um filtro Z-genérico

G € M. A partir desse filtro, definimos a aplicacdo ¥ : D — ¢(B*) tomando para cada § € D,

Y(E€) ={q€) : E € domg,q € G}

Posteriormente, definimos ¢ : D — T de maneira que paracada&e D, ¢(E)e () V. De
Ver(E)

acordo com a definicao da familia ‘D, naturalmente ¢ satisfaz as condi¢des do lema. O
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O seguinte lema mostra que P é realmente uma nocao de forcing que satisfaz propriedades

“adequadas”.

Lema 2.2.21. P é uma ordem parcial e satisfaz as seguintes propriedades:
a. P é enumeravelmente fechada;

b. assumindo CH, P é w,-cc;

. para cada § < x, o conjunto D. = {p € P: E € D,} é aberto e denso em P;

(e

d. para cada a. < w,, o conjunto H, = {p € P : a, > a} é aberto e denso em P.

Demonstracao. a. Seja {p, : n € o} uma seqiiéncia decrescente em PP, onde, para cadan € ®

temos p, = (a,, D,, f,). Definimos
q=(a,D,F)

ondea:=Ja, D:=D,eF:= f:D—T"

new new new

Afirmamos que g < p, para todo n € ®; note-se que o, < w,, para cada n € w; dai, ja que

o, é regular assumindo ZFC obtemos a = |J a, € m,.
new

Dado que cada D, C x é enumeravel, a colecdo D = |J D, C k também é enumeravel.
new

Finalmente F constitui uma funcio, posto que a seqiiéncia {f, : n € w} é decrescente;

vejamos que F satisfaz as condigdes proprias da ordem P. Observemos que

p=|Jp, 2 J| Js®

new new EeD,
= Js®=Js®
EeU Dy EeD

logo F satisfaz a condigdo 1). Agora, seja & € D\w. Tomando n, = min{n € o : £ € D,}

temos que para cada n > n,, f,(§) é ponto de acumulagao da seqiiéncia

O L) < k€ of = { Y hERGWFL, W k€ w) T

wedom hg (k) wedom hg (k)

De acordo com a proposicdo 2.2.6, £ constitui um ponto de acumulacédo da seqiiéncia

O h(WF : k € w} € T

uedom hg (k)
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Agora, seja j € Fn(D,Z\{0})\{@}. Como dom j é finito, existe n, = min{n € w : dom j C

D,}. Visto que {f,(E) : € € D,} é livre para cada n > n,, temos

DO = ) JEF,E© #0

Eedom j Eedom j

Assim, ), J(E)F(E) # 0 ou seja, a familia {F(§) : § € D} é livre.

Eedom j
Em virtude dos argumentos anteriores, ¢ € P e ¢ < p, para cadan € w, ou seja, P é

enumeravelmente fechada.

Suponhamos que {p, : 1 < w,} é uma anticadeia em P, onde p, = (a,,D,, f,) para cada
N < ,. Seja A = {D, : M < m,}; observemos que para cada 1, temos |D,| = w < w, e sob
CH, se o. < m,, |[a~*!] < W, < w,. Pelo lema do A-sistema, existem I € [®,]*? e R € [K]°
tais que para cada par de elementos distintos 1,0 € I, D,ND, = R. Sendo {p, : | € B} uma
anticadeia, temos que R # @. De outra parte, observando que paracadan € I, a, < o, = ¢,
passando tal vez a um subconjunto de / cardinalidade w,, podemos assumir sem perda de
generalidade que existe a < ¢ tal que o, = o para todon € I. Sejam 1,0 € [ distintos;

como p, e p, sdo incompativeis e a, = o, existe 7 € R de maneira que f,(r) # f,(r) € T*

Portanto, a aplicacdo

vy 1o (TYF

N filk

é injetora, e, assim |I| < [(T*)®| < ¢ = w, < w,, uma contradicio. Em conseqiiéncia, as

anticadeias em P sdo de cardinalidade menor do que w,, isto é, P é w,-cc.

Fixemos § < . Seja p € P tal que § ¢ D,, pois no caso contrario nao temos nada que

provar. Podemos achar um subconjunto D € [x]® talque D,U{§} € De |J S(n) € D, posto

que S(E) é enumeravel. Vamos definir uma fungdo f : D — T ;EOI; inducdo em D.

Naturalmente, tomamos fT,, &f f,- Seja agoram € D\D, é o menor elemento de D

para o qual f(n) ainda néo foi definido. Dado que (J dom#,(n) C 1, temos ja definido a
new

seqiiéncia

(> hmO)f(©) : n € w)

0edom hy ()
de maneira que podemos tomar um ponto de acumulagao f(n) € T% dela. Aplicando este
argumento indutivamente, definimos f sobre o conjunto D. De acordo com o anterior,

temos que D e f satisfazem as condi¢des 1) e 2) da nocdo de forcing P. Seja{j, : n € o} uma
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enumeracdo de Fn(D,Z\{0}). Como a, é enumeravel temos que T% é seqiiencialmente

compacto, logo para cada § € D\w, existe A., € [w]” tal que f(€) é o limite da seqiiéncia

(> h(m)(O)£(0) : n € Ay,

Oedom hg(n)
Aplicando o lema 2.2.20 no caso j = j,, existe ¢, : D — T tal que para cada § € D\w, ¢,(E)

é o limite da seqiiéncia

O h(m)(©),(0) : n € A}

Oedom hg(n)
sendo A., € Aoe Y j(0)d,(0) # 0, onde F, = dom j,. Ao aplicar esse lema indutiva-

OEFl
mente, onde na etapa n + 1-ésima consideramos para cada & € D\ a seqiiéncia conver-

gente a f(§) dadapor{ Y  h.(n)0)f(0):n € A.,} eafuncio j,,, obtemos para cada
Oedom hg(n)

E € Do uma seqiiéncia C-decrescente {A., : n € o} tal que }, j,(0),(0) #0e
O€F,

n

$.(8) = lim > h(k)0),(0)

(S
*"edom he (k)

. def .
Seja a, = a, + w; definimos f, : D — T% tomando para cada £ € D

fOW, sepea

o,(5), sel=0+n nemweteDw

LW =

Se tomarmos ¢ = (0, D, f,), pela construgio obtemos que g € D. C P, eg < p.

Se pe D.eq < p, dado que D, C D, obtemos § € D,, isto é, g € D.. Portanto, D. é

aberto em P.

d. Fixemos o < w, e seja p € P tal que a, < a. Definimos f : D, — T“ tomando para cada
EeD,,
L®EW, sepea,
f&W =" ]

0, se € [a,,a)

Se g &f (a,D,, f), temos que g € H, CPeqg < p.
Suponhamos agora que p € H,e g < p. Como a < a, < o, temos g € H,, logo I, é

aberto em P. O

De acordo com as propriedades da nocao de forcing P obtém-se o principal teorema desta

secao:
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Teorema 2.2.22. Sejam x um cardinal regular e V um modelo de GCH + k > w,. Se G é um
filtro P-genérico, entdo em V[G] o grupo abeliano livre H de cardinalidade x = (2°)"1°! pode ser

munido de uma topologia de grupo que faz dele um grupo de van Douwen.

Demonstracdo. Como a nocao de forcing P é enumeravelmente fechada e w,-c.c., temos que
preserva cofinalidades e assim cardinalidades, logo na extensao V[G], temos que w, < x =
2“1, sendo que em V[G] os conjuntos enumeraveis sao exatamente os conjuntos enumeraveis
no modelo base V.

Para cada a < 2¢ definimos

v = Jif(@:peGeaen,

Visto que as familias {D. : €& < x} e {HH, : u < ¢} estdo formadas por subconjuntos densos em
P, paracada a € x =2, x, é uma funcio cujo dominio é 2° e cuja imagem é um subconjunto
de T*.

Afirmamos que o conjunto X = {x, : o < 2 é livre. Para provar isto, seja j €
Fn(2°,Z~\{0}) uma funcéo distinta de vazio; como cada elemento de P guarda na segunda
coordenada um subconjunto enumeravel de 2° (que constitui o dominio da func¢éo a ele asso-
ciada) e G é P-genérico, podemos tomar p € G de maneira que dom j € D,. Pela condigao 3)

da ordem temos que

D i®LE= D j®xl, #0eT”

gedom j Eedom j

logo existe § < a, satisfazendo 3, j(E)x:(p) # 0 € T. Assim, X constitui um conjunto livre,
dado que Fn(2¢, Z\{0})\{2} coﬁi‘fi{)gla] todas as combinacdes lineares nio triviais de elementos
desse conjunto.

Para mostrarmos que o grupo (X) é enumeravelmente compacto, consideremos uma
sequéncia {y, : n € o} em G; basta supor que dita seqiiéncia é injetora e que nao contém

o elemento 0 € G. Dali, existe uma funcio injetora & : ® — Fn(2%,Z\{0}) tal que para cada

new,

yn = Z h(n)(u)xu = xh(n)
uedom h(n)

Como em V[G] ndo temos subconjuntos enumeraveis além dos que tinhamos no modelo V,
hestaem V, existe § € [w,2°) tal que h; = h. Como D, é denso em P, existe p € G tal que

B € D,. Adicionalmente, dado a < ¢, levando em consideracdo que 3, é denso, podemos
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assumir também que o, > a. Em virtude da definicdo de P, f,(B)[, = x;[, é ponto de

acumulacgdo da seqliéncia

O RmWAWL, : new) =) hmWx,D, :n € )

wedom hp(n) uedom h(n)

= {X)[, 1 1 € ®}
={yl, :n€wl
Como isto ocorre para cada o < ¢, e em V[G] o ordinal w, = ¢ é limite, em virtude da

proposicdo 2.2.6, x; é ponto de acumulacio da seqiiéncia {y, : n € o} C (T)*". Portanto, G é

enumeravelmente compacto. O






CAPITULO 3

Topologias de grupo e ultrafiltros seletivos

Neste capitulo vamos estudar construgdes de grupos de van Douwen feitas usando ul-
trafiltros seletivos. Por conveniéncia, dedicamos uma secéo deste capitulo ao estudo da p-
compacidade, dada a dependéncia das construcdes referidas nesta secdo com este conceito.

De maneira similar as outras construcgoes, usando esta técnica, os grupos sao construidos
definindo coordenadas por meio de homomorfismos num grupo compacto, porém, em cada

etapa ditos homomorfismos sdo construidos de maneira independente.

3.1 Espacos p-compactos
Po, P-pontos e ultrafiltros seletivos
Definicdo 3.1.1. Um conjunto § C ¢(w) é dito um filtro sobre w se
1. weFed e F
2.seXeFeYeF,entioXNYeF
3.seXeFeXCY entioY e F
Uma base para um filtro § sobre w é uma familia ndo vazia B C p(w) tal que
1. 2¢3B
2. se A,B € B entio existe C € Btalque CCANB

Nesse caso, o conjunto (B) = {X € o : JA € B tal que A C X} é um filtro sobre w e

denomina-se filtro gerado por B.

61



62 3. Topologias de grupo e ultrafiltros seletivos

Um filtro & sobre w é principal se possui uma base formada por um dnico elemento; caso

contrario, o filtro & é denominado livre.

Definicdo 3.1.2. Um filtro u sobre w é um ultrafiltro se é maximal com respeito a inclusdo. De

maneira alternativa, u € um ultrafiltro se para cada X C w, X € u ou o\X € u.

A compactificacio de Cech-Stone de w, denotada por fw, é o inico espaco compacto
(a menos de homeomorfismo) contendo o espago discreto w como subespaco denso tal que
para cada espaco compacto K qualquer funcdo f de w em K, admite uma extensdo continua
Bf : Bw — K.

Identificaremos Sw com o espago que tem por suporte o conjunto dos ultrafiltros sobre w,
cuja topologia é gerada pela base # = {A:AC o}, onde AL {p € Bw : A € p}. Neste espaco,
® é homeomorfo ao subespago formado pelos ultrafiltros principais sobre w, enquanto que
os pontos do residuo ®* = fw\w correspondem aos ultrafiltros livres sobre w.

B constitui um dos espacos mais interessantes em topologia geral. Varias das propri-
edades topologicas dele sao ainda desconhecidas, e ndo sabemos muito sobre os conceitos
topologicos que podemos definir mediante os seus pontos, entre os quais se encontra a p-

compacidade.

A ordem de Rudin-Keisler <;x

Seja f € °\{@} e p,q € Bw. E facil ver que B = {f[U] : U € p} satisfaz a propriedade
de intersecao finita pelo que constitui uma base de filtro; de fato, o objeto gerado por B é um

ultrafiltro que corresponde justamente a Sf(p). Naturalmente, temos que

Bf(p)=q e (YU € p)(fIU] € q) & (YV € ¢)(f'[V] € p)

Baseando-nos na seguinte pré-ordem, podemos definir varios tipos de elementos de w.

Definicao 3.1.3. Dados p, g € o*, dizemos que p <y ¢ se existe uma funcdo f : ® — o tal

que Bf(g) = p.: A pré-ordem <, definida sobre w* chama-se de ordem de Rudin-Keisler.

Como ¢ natural, definindo p =, ¢ © (p <i ¢ € q < p), obtemos uma relacdo de
equivaléncia sobre fw, logo, podemos dizer que dois ultrafiltros p e g sao Rudin-Keisler

equivalentes se e somente se existe uma permutacgio o de w tal que So(p) = q.

Definicdo 3.1.4. Se p € w*, dizemos que p é seletivo se for minimal na ordem de Rudin-Keisler.
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A continuagao, listamos uma série de equivaléncias que fornecem diversas caracteriza-
cOes dos ultrafiltros seletivos. Remetemos o leitor interessado na prova do seguinte teorema

ao trabalho de Comfort e Negrepontis[19].
Teorema 3.1.5. Seja p € w*. As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:
i. p é seletivo;
ii. paracada f: ® — o existe A € p tal que f |, é constante ou injetora;

iii. se{P,:n € w} é uma parti¢do de w, entdo existe m € w tal que P,, € p ou existe B € p tal

que|BN P,| =1 para cadan € w.

iv. p é fracamente Ramsey, isto é, para cada coloracdo g : [®]*> — {0, 1}, existe C € p tal que C

é g-homogéneo';

V. para cada particdo P, U P, = [w]?, existe D € p e je{0,1} tal que [D> c P

j*

Definicao 3.1.6. Um ultrafiltro p € w* é chamado de P-ponto se para qualquer particdo {A, :

n € o} de w, existe n € w tal que A, € p ou existe A € p tal que paratodon € m, [ANA,| < .

Uma descri¢do combinatoria equivalente a anterior definicdo é: p é um P-ponto se e
somente se para qualquer familia {U, : n € o} C p, existe U € p tal que |U\U| < w para
cadan € w.

Pode-se provar que a colecido dos P-pontos em w* é um conjunto dirigido considerando
a ordem de Rudin-Keisler. Observamos também que o item iii) do teorema anterior mostra
que todo ultrafiltro seletivo é em particular um P-ponto; naturalmente, a reciproca dessa
afirmacdo néo é verdadeira.

A existéncia de ultrafiltros seletivos é independente da axiomatica ZFC. De uma parte,
assumindo CH ou MA, foi demonstrado que existem 2° ultrafiltros seletivos, entanto Shelah
[57], via forcing, construiu um modelo sem P-pontos e em particular, sem ultrafiltros seleti-
vos. Também, tem-se resultados de Kunen a este respeito, pois mostrou que no modelo real

aleatdrio nao existem ultrafiltros seletivos.

O conceito de p-compacidade

Definicdo 3.1.7. Se p € w* e f : ® — X é uma seqiiéncia sobre um espaco de Tychonoff X,

dizemos que o ponto x € X é um p-limite da seqiiéncia f se

'Um conjunto C diz-se g-homogéneo se existe j € {0, 1} tal que g({a, b}) = j para cada par {a, b} € [CT2.



64 3. Topologias de grupo e ultrafiltros seletivos

Bf(p) =x

onde Bf : Bw — BX representa a extensio de Cech-Stone de f. Nesse caso, escrevemos
x = p-lim,¢, f,

Produto das definicdes, é facil ver que x = p-lim,¢, f, se e somente se {n € ® : n €
f~[UY} € p para cada vizinhanca aberta U C X de x.

Como os elementos de um ultrafiltro ndo podem ser disjuntos, ao estarmos considerando
espacos de Tychonoff uma seqiiéncia tem no maximo um p-limite. Consequentemente, o

p-limite de uma seqiiéncia é inico sempre que existir.

Nota 3.1.8. O fato de escolher p como um ultrafiltro livre faz com que a definicdo néo seja
trivial. Com efeito, se p for principal, digamos p = {§ € ®w : k € S} para algum k € o,

observamos que qualquer seqiiéncia f : ® — X teria como p-limite ao ponto f,.

Nenhum ultrafiltro livre p € fw contém conjuntos finitos; assim, se x é p-limite x de uma
seqiiéncia f : w — X, para cada vizinhanca aberta U de x, temos que f~![U] = {n € o :
f(n) € U} € [0]” isto é, x é um ponto de acumulagio da seqiiéncia f. A afirmacéo reciproca

também é verdadeira:

Proposicao 3.1.9. Um ponto x constitui um ponto de acumulagdo da seqiiéncia f : ® — X see

somente se existe p € w* tal que x = p-lim,,, f,.
Demonstraciao. Vide [70]. O
Como é natural, as func¢des continuas preservam os p-limites:

Proposicao 3.1.10. Sejam X e Y espacos topologicos Hausdorff e f : X — Y uma funcgao conti-
nua. Se{x, : n € w} é uma seqiiéncia em X tal que p-lim,c, x, existe, entdo f(p-lim,, x,) =

plim,e, f(x,).

Demonstracao. Seja z = p-lim,¢, x,. Seja W um aberto em Y contendo o ponto f(z), pela
continuidade de £, f~![W] é aberto em X contendo o ponto z. Em conseqiiéncia, {n € o :

x, € fUWl = {n€ew: f(x,) € W} € p, ouseja f(z) = p-lim,e, f(x,). m|
Usando a definigao de p-limite, Bernstein introduziu a seguinte propriedade:

Definicao 3.1.11. Um espaco X é p-compacto se e somente se toda seqiiéncia em X possui

p-limite.
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A p-compacidade é uma propriedade topoldgica universal no sentido categérico, isto é,
constitui uma propriedade hereditaria sob subconjuntos fechados do espaco, a satisfazem

todos os espagos compactos e é produtiva.
Teorema 3.1.12. Seja p € w*. Todo produto de espacos p-compactos é p-compacto.

Demonstracio. Seja {X, : a € I} uma familia de espagos p-compactos e X = [[,c; X.. Supo-

nha que f : ® — X é uma seqiiéncia em X. Para cada a € I temos que
id

- H
”& %

X

a

X

istoé,m,of : ® — X, € uma seqiiéncia em X,, logo pela hipotese, existe X, > x, = p-lim,e, 7,0
f(n). Vamos mostrar que x = (x,)qe; = p-lim,e, f(n). Seja B = [],; U, um aberto basico em
X contendo o ponto x. Entdo,se F ={ael: U, # X,} € [I]*°, para cada j € F temos que

(new:m(f)eU;}eEp, logo

new:feBl2( |new:n(f)eU)ep O

JEF
3.2 p-compacidade e ultrafiltros seletivos

Como foi comentado no capitulo 2, nem a compacidade enumeravel nem a pseudocom-
pacidade sdo propriedades preservadas sob produtos de espagos topoldgicos gerais. Nesta
direcdo, em [55], Saks estudou a produtividade da propriedade “enumeravelmente compacto
para toda poténcia”, mostrando que essa propriedade é consistentemente ndo produtiva na
classe dos espacos topologicos. Saks, entdo, perguntou se um exemplo desse fato pode ser
obtido em ZFC sem assumir axiomas adicionais; Garcia-Ferreira mostrou que, de fato, a pro-
dutividade dessa propriedade é independente de ZFC. No entanto, dado que o exemplo obtido
por Saks nao é um espaco homogéneo, Garcia-Ferreira propds a questio desta vez limitando-
se a classe dos grupos topoldgicos e assumindo adicionalmente MA. Uma maneira natural de
estudar a propriedade em questdo é feita por meio da ordem de Comfort, que usa o conceito

de p-compacidade introduzido por Bernstein.

Definicdo 3.2.1. Dados p, ¢ € »* dizemos que p <. q (p <« q) se todo espago (grupo)
p-compacto é g-compacto. Esta pré-ordem definida sobre w* chama-se de ordem de Comfort

(ordem de grupo de Comfort) sobre w*.
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A relacao <,,C<. é estabelecida no trabalho [35] mas as ordens <; e <. nio coincidem
sobre m/~y. De fato, Garcia Ferreira [34] mostrou em ZFC que para cada p € o* existe g € o
tal que p =. ¢, p < g mas p #x ¢. No entanto, as ordens <y e <. estdo relacionadas de

maneira especial, como mostram as seguintes afirma¢des devidas a Garcia Ferreira [34]:

« p <. g se e somente se existe r € " talque r x. ge p < 1.

+ O espaco ®* é um conjunto dirigido sob < se e somente se ¢ dirigido sob <. (Blass e

Shelah [13] mostraram que a primeira implicagio é consistente com ZFC).

« Se p é um P-ponto fraco, entdo as condi¢des p <ix ¢, p <c g € p <cs q sdo equivalentes.

Em 1979, Saks mostrou que dois ultrafiltros seletivos incomparaveis sdo incompativeis
na ordem de Comfort. De outra parte, Garcia-Ferreira mostrou que no modelo de Shelah
apresentado em [13], a ordem de Comfort e a ordem de grupo de Comfort sdo conjuntos

dirigidos, isto é, todos os elementos dessas ordens sdo compativeis. Dai, aparece a seguinte
Questdo 3.1. MA implica que w* nao é um conjunto dirigido considerando a ordem <.;?

Uma resposta afirmativa a questo anterior é equivalente a dizer que sob MA existem um
grupo p-compacto G e um grupo g-compacto H tais que G X H nao é r-compacto para todo
r € o*. Neste ponto, cabe citar o célebre resultado de Ginsburg e Saks [36] acerca de poténcias

de espacos enumeravelmente compactos:

Teorema 3.2.2. Seja X um espaco topoldgico. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
a. X é p-compacto para algum p € ®*;

b. X* é enumeravelmente compacto para todo cardinal x;

c. X* é enumeravelmente compacto.

De acordo com o teorema 3.2.2, uma resposta afirmativa a questdo 3.1 é equivalente a
mostrar sob MA a existéncia de dois grupos cujas poténcias sdo todas enumeravelmente com-
pactas mas cujo produto nio é enumeravelmente compacto.

Na verdade, a pergunta 3.1 escolhendo MA devido a que todos os exemplos que mostraram
a ndo produtividade da compacidade enumeravel na classe dos grupos topologicos exibidos

até entdo usaram alguma forma desse axioma.
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3.2.1 Ultraprodutos e p-compacidade

Neste paragrafo lembraremos alguns fatos sobre ultraprodutos a partir de ultrafiltros se-
letivos, provando alguns resultados técnicos que serdo usados para a obtermos grupos p-
compactos.

Os ultraprodutos foram definidos por Lo$ em 1955. A idéia é obter um grupo p-compacto
G de tamanho ¢ por meio de um ultrafiltro seletivo p € ®w*, de modo que exista uma cor-
respondéncia entre as seqiiéncias de G e os elementos do ultraproduto ([¢]®)®/p. Vamos
considerar dito ultraproduto como um espago vetorial sobre o corpo 2 = {0, 1}, cuja operacio
de “soma” estara determinada pela diferenca simétrica AAB = ANB U B\A.

Se F € [¢]°°, F representa a funcdo em ([¢]**)”/p tal que para cada n € w, f(n) =F.

—
Se o é um ordinal, simplificando a notacdo temos o = {a).

A seguir, definiremos o ultraproduto com que vamos trabalhar:

Definicdo 3.2.3. Seja p € w*. Dadas duas fungdes f, g € ([c]**)”, dizemos que f e g sdo

p-equivalentes se {n € w : f(n) = g(n)} € p. Nesse caso, escrevemos f =, g.

~, define uma relacdo de equivaléncia sobre ([¢]**)”. Com efeito
o =, éreflexiva: Temos que {n € w: f(n) = f(n)} = w € p;

o =, ¢ésimétrica: Se f=,g {(ncw: f(n)=gn)}={necw:gh)=f(n)ecp, logog=, f;

o =, étransitiva: Se f =, geg =, h, entdio{n € o : f(n) = gn)} € pe{n € w: gn) =
h(n)} € p. Como p é um filtro, decorreque p3{n e w: f(n) =h(n)} d{new: f(n =
gm}ninew:gn =hn)} logo f =, h.

Para cada f € ([¢]*”)”, representaremos por [f], a classe de p-equivaléncia de f, isto
é, o conjunto de todos os elementos p-equivalentes a f. O conjunto ([¢]*”)”/p representa
o conjunto de todas as classes de p-equivaléncia. Iremos nos referir a este conjunto como o

ultraproduto de [¢]=® associado ao ultrafiltro p € wx.

Definicao 3.2.4. Seja p € w. Para cada f, g € ([c]*”)®, definimos

def

(1,418, = [fAgl,

onde, paracadan € w, (fAg)(n) &« f(n)Ag(n).



68 3. Topologias de grupo e ultrafiltros seletivos

Afirma-se que A constitui uma operacdo bem definida em ([¢]<*)®/p. Com efeito, sejam
f. & h € ([c]"®)® e suponha-se que [f], = [h],. Deve-se mostrar que [fAg], = [hAg],. Se
k € [fAgl,, entdo existe A € p tal que k(n) = f(n)Ag(n) paratodon € A. SejaB={n€ w:
f(n) = h(n)} € p. Note que sen € AN B, k(n) = h(n)Ag(n), logo ANB C {new:kn) =
h(n)Ag(n)}. Dado que p é um filtro, {n € w : k(n) = h(n)Ag(n)} € p, ou seja, k € [hAg],.
Dai, [fAgl, = [hAg],, pois duas classes de equivaléncia sdo disjuntas ou iguais. Do anterior
decorre que A é uma operagdo bem definida sobre o ultraproduto ([¢c]**)®/p.

Como é natural, dado que a diferenga simétrica de conjuntos é comutativa e associativa,
temos que A é uma operacdo comutativa e associativa definida sobre ([¢]*”)”/p. Agora, seja
3 e ([¢]=*)® a funcao constante definida como 6(11) = @ para todo n € w. Entao, para cada

fe(c]")” en € w temos

fAB®) = f)AB(n) = f(n)AD = f(n)

Dai, {n € w : fAB(n) = f(n)} = w € p, de onde [fAB] = [f] = [BAS], logo [D], é
o elemento neutro da operacdo A. Também se f € ([¢]**)®, para cada n € w temos que
fAf@m) = @,logo [f1,A1f], = [fOf), = (2],

Do anterior, deduzimos que (([¢]*”)”/p, A) tem estrutura de grupo abeliano onde todos

os elementos sdao de ordem 2, constituindo deste modo um Z,-mddulo. Como Z, é de fato um

corpo, (([c]¥)”/p, A) é um Z,-espaco vetorial, onde paracadak € Z,, k[f], = [f1,A ... ALf],.
—————e

k-vezes modulo 2
Para este espaco vetorial, temos as seguintes propriedades:
Proposicao 3.2.5. Se A = {[g.] : a € I} é uma familia de classes de p-equivaléncia de ([c]**)“/p,

entdo

i. A é linearmente independente se e somente se para todo F € [I]=” existe A € p tal que

Ng.(n) : a € F} # @ para cadan € A;

ii. A gera o espaco vetorial ([¢]~*)”/p se e somente se para cada g € ([c]~”)” existem A € p e

F € [I]=° tais que para cadan € A, g(n) = N\({g.(n) : o € F}).

Demonstracdo. i Dado que ([¢]*®)”/p é booleano, uma combinacéo linear definida nele
é, simplesmente, uma soma finita de elementos em ([¢]**)”/p. Dai, {[g.] : a € I} é
linearmente independente se e somente se para qualquer F € [I1°°, A .r[8.] # [Z], ou

seja, existe A € p tal que paracadan € A, A r g.(n) # 2.
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ii. A familia {[g.] : a € I} gera ([¢]*”)” se e somente se para cada g € ([¢]”)”, existe
F € [I1°°\{2} tal que [g] = A cr[8.]. 0 que é satisfeito se e somente se A := {n € o :

g(n) = AaeF gq(n)} € p- O

A seguinte proposicao, faz a conexao entre a p-compacidade e os ultraprodutos sobre p:

Proposicao 3.2.6. Sejam K um grupo topologico e ¢ : [¢]*° — K um homomorfismo de grupo,
e/ ={[g.]:ae€cC([c]*)°/p, ondep € w*. Se .o/ gera o espaco vetorial ([c]°)”/p e para
cada a. < ¢ a seqiiéncia {G(g,)(n) : n € w} tem p-limite em G([c]=*), entdo o espago G([c]**) é

p-compacto.

Demonstracio. Seja {y, : n € o} uma seqiiéncia no grupo ¢([c]*®). Para cada n € w, esco-
lhemos g, € ([¢]*”)” de modo que ¢(g,) = y,; deste modo, estamos estabelecendo uma fungao
g € ([c]™®)” onde g(n) := g, para cadan € .

Pela proposicao 3.2.5, dado que a familia {[g,] : a € ¢} gera ([¢c]"®)?/p, existem F € [c]**
e A € p tais que g(n) = AEEF g:(n) para cadan € A. Considere para cada § € F, a seqiiéncia
em ¢([c]**) dada por {d(g.(n)) : n € w}. Por hipotese, existe Z. € ¢([c]*) tal que Z. =
p — lim,e, $(g:(n)). Queremos provar que ), Z. é o p-limite da seqiiéncia {y, : n € w}. Seja
U uma vizinhanga de EZFZ dado que K ng)([c]“’) ¢ um grupo topologico, paracada & € F

=

existe uma vizinhanca U. de z. tal que }, U. C U. Dai,
EeF

neA:y eUl={neA:¢(/\gm)eU)
EeF

=An{neo: \ ¢g.m) e U}

EeF

S AN [ |ineow: ¢gn) e U

EeF

Para cada € € F, p-lim,c, d(g.(n)) = Z., logo {n € o : ¢p(g.(n)) € U.} € p. Dai, N{n € o :
EeF
d(g«(n)) € U.} € p. Visto que A € p, obtemos o resultado. O
Teorema 3.2.7. Sejam K um grupo topolégico, ¢ : [c]*® — K um homomorfismo de grupos e
{g. 1o < ¢} C([c]5)®. Se{lg]:o<duUl[d]:a<c gera ([c]=)®/p e para cada . < ¢,

{d(g.(n)) : n € w} tem p-limite em G([c]=), entdo G([c]=”) é p-compacto.

Demonstracao. Notemos que para cada o < ¢, a seqiiéncia {¢p({a}) : n € w} associada a [o]
é constante, de modo que possui esse ponto como p-limite. Pela proposicdo 3.2.6, decorre o

resultado. m|
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Para estudar as construgdes deste capitulo, é preciso recorrer a alguns resultados técnicos

envolvendo ultrafiltros seletivos.

Lema 3.2.8. Sejam p um ultrafiltro seletivo e {a, : k € ®} € p uma seqiiéncia em w estritamente

crescente, tal que para cada k € w, k < a,. Entao existe [ C w tal que
i {a,:kel}ep;
ii. {[k,a,] : k € I} é uma colegao de intervalos de ® que sao dois a dois disjuntos.

Demonstracio. Provaremos o teorema definindo uma particio {P,, P,} de [w]* convenien-
temente para depois usar a caracterizacdo do ultrafiltro p dada nesses termos. Para cada
{b,c} € [w]?, dizemos que {b,c} € P, se e somente se existem i, k € w onde i < k satisfazendo
que {b,c} ={a,a}ea <k

Como p ¢é seletivo, pelo item v) do teorema 3.1.5, existe B € p tal que [B]*> C P, ou
[B]> C P..

Afirma-se que [B]* ¢ P,. De fato, seja {, : n € ®} uma seqiiéncia de w, crescente de

modo que B = {a,, : m € w}. Suponha por absurdo que [B]*> C P,; entio, para cada m > 0,

m

{a,, a,} € P,. Como P, = P;

5> segue que a, > t, para cada m > 0, absurdo pois B ¢ infinito.

Portanto, [B]* C P,.
Sejal C wtal que B = {a, : k € I} € p. Notemos que sei < k € I, {a,,a,} € [B]* C P, de

modo que i < a; < k < @, implicando assim que [i,a,] N [k, a,] = @. O

Lema 3.2.9. Sejam p, e p, ultrafiltros seletivos incomparaveis. Se para cada j = 0, 1, {al 1 ke
w} € p, representa uma seqiiéncia crescente tal que k < a{ para todo k € w, entdo existem

1y, I, C w tais que
i. paracadaje?2, {a :kel)ep;
ii. {[k, a{] :kel, je?2}éuma familia de intervalos de » dois a dois disjuntos.

Demonstracao. Aplicando o lema 3.2.8 aos ultrafiltros p, e p, obtemos L,, L, C w satisfazendo

para cada j € 2:

1. B_,déf{a{:kELj}Epje

2. acolecdo {[k,a!]: k € L;} esta formada por intervalos de w que sdo dois a dois disjuntos.

Como p, e p, sdo ultrafiltros distintos, sem perda de generalidade podemos supor adicional-

mente
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3. B,NB, = 9.

A idéia é achar refinamentos /, e I, das colecdes L, e L, respectivamente, de forma tal que as
condicdes i) e ii) sejam satisfeitas por eles. Observemos que pela propriedade B), para obter

ii) é suficiente que /, e I, satisfacam

4. [i,a’] N [k,a)] = @ para cada (i, k) € I, X I,.

0

Im

Suponhamos que B, = {a, : m € o} onde L, = {t, : m € w} esta ordenado de maneira

crescente. Consideremos a particio de  dada por {[a® ,a® ]:m € w}U{[0, ag]\BO}. Como

o " m+1

p, € seletivo, temos que existe C, € p, tal que para cada m € w, I[agm, agmH] NC,| <1. Como

C, N B, € p, podemos assumir sem perda de generalidade que C, C B,.

Seja T = U{[i.a)] : a) € B,, e [i,a’] N B, = @}. Definimos f, : ® — w:
 fol.,. de modo arbitrario;

« sen € T, existe um Unico ¢ € w tal que n € [¢, a?] e um Unico m € o tal que {m} =

[z, a?] N C,. Tomemos neste caso, f,(n) = m.

Como p, e p, sdo incomparaveis, necessariamente f,(p,) # p,. Dali, existe D, € P, tal que
7D ¢ P,

Seguindo um argumento similar ao feito antes, podemos supor também que D, C C,.

Seja C, &f B, N fo‘l[D]] € p,. Afirmamos que se a? € C, entao [i, a?] ND, = @; com
efeito, se a! € [i,a’] N D,, entdo {a!} = [i,a’] N C,, logo, de acordo com a definicio de f,
£,(@) =a! € D,, ousejaa® € £7'[D,] o que contradiz a defini¢éo de C,.

Suponhamos que D, = {a! : i € I} onde I = {r,} é uma seqiiéncia crescente de elementos
de w sendo também assim a enumeracgao de D, feita por I. Considere a particdo de w dada
1

a. ]:ne€ wlUlo, a}o]\Dl}. Como p, é seletivo, existe D, € p tal que

s
n "2n+1

pela familia {[a}2
D,C Cyeparacadan € w,|la, ,a' 1NnD)|<1.

2 Cropg
Seja S = U{li,a'l : a' € C,, [i,al]NC, # @} C w. Paracadan € §, existe um tinico
t € o tal que n € [t,a!] e um tnico m € o tal que {m} = [t,a'] N D,. De acordo com isto,
seja fi(n) = m. Escolhendo de maneira arbitraria os valores f,(/) para cada / € w\S§, obtemos
uma funcéo f, : ® — .
Dado que p, e p, sdo <-incomparaveis, f,(p,) # p,; assim, existe E, € p, tal que E, C D,
e fl‘1 ¢ p,. Seja E, = D\ fl‘l[Eo] € p,. Mediante argumentos similares aos anteriores, temos

que se a! € E,, entdo [i,a'] N E, = @. Observemos que E, C D, C C,; portanto, se a’ € E,

entao [i, a?] NE, =o.
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Para cada j € {0,1}, seja I, € o tal que E; = {ai : k € I;}. Notemos que para cada
j€10,1}, E; € p;, logo os conjuntos de indices I, e , satisfazem a condicéo i) do lema.

Agora, suponhamos, a procura de uma contradi¢do, que existem n € I, e m € I, tais que

1

[n,a°] N [m,al] # @. Pela maneira em que foi feita a construgdo das colegdes envolvidas,
temos que dados r € I,, s € I,, [r,a’] N [s,a'] € (ox\I,) N (w\],), o que implica r # s, ou
seja I, N I, = @. De acordo com isto, pela hipétese temos que necessariamente @’ € [m, a!]

oual € [na’] o que contradiz a escolha dos conjuntos E, e E,. Isto conclui a prova. O

m

Lema 3.2.10. Seja {p, : j € w} uma familia de ultrafiltros seletivos <y -incomparaveis. Se para
cada j € w, {al 1 k € 0} € p; representa uma seqiiéncia crescente tal que para cada k € w,

k< a{, entao existe uma familia{l; : j € w} C [w]” satisfazendo as seguintes condigoes:
i. paracada je o, {al i ke L} ep;
ii. {[k, a‘k/] : j € w, k € I} é uma familia de intervalos em w dois a dois disjuntos.

Demonstracao. Por inducio, para cada j € w, vamos construir uma familia de subconjuntos

de w, {I;, : t € w} tal que:

A-1. paracadate w, [, C1;

=

A-2. afamilia {[%, ai] : j<tekel,} esta formada por intervalos de w dois a dois disjuntos;
A-3. {al ckel}ep,

Pelo lema 3.2.8, existe I,, C w tal que {a” : k € I,,} € p, e {[k,a’] : k € I,,} é uma familia de
intervalos de w dois a dois disjuntos. é claro que as condi¢des a)-c) sdo satisfeita para j,z < 0.

Suponhamos agora que para cada j,¢ < s, temos definido os conjuntos /;, satisfazendo as
propriedades A-1)-A-3). Seja [,,, = ®. Observando que /,, ja esta definido e que p,,, e p, sdo
<w-incomparaveis, ao aplicar o lema 3.2.9 para os ultrafiltros e seqiiéncias correspondentes,
obtemos [,,, C I,,, e I,,,, C I, tais que a familia de intervalos em w, {[k, a,?] kel }U

{[k,a**'] : k € I,,,} é dois a dois disjunta e {a? : k € I} € py, {@™' k€ ,,,} € p..y.
Aplicando novamente o lema 3.2.9 mas desta vez as seqiiéncias indexadas pelos conjuntos
I, e l,, € o que constituem elementos dos ultrafiltros p,,, e p, respetivamente, obtemos
L.,C1I,, el,, ClI,tais que a colecdo {[k,a] : k € I,,,,} U{[k,a:*'] : k € I,,,} esta formada
por intervalos em w dois a dois disjuntos e {a! : k € I,.,,} € p,, {a*' : k € I,,,} € p,..

Depois de aplicar o lema 3.2.9 s vezes, obtemos para cada ¢ < s cole¢des de indices /,,.,, 1,,,,.,

satisfazendo:



3.2. p-compacidade e ultrafiltros seletivos 73

B'l. para Cadat S S, It4’s+l - IJ+1J+1 € Is+1,t+1 - Is+1.t;

B-2. a colegdo {[k,a!] : k € I,,,} U {[k,a’™'] : k € I,,,,,} esta formada por intervalos de w dois

a dois disjuntos;

B-3. paracadat<s, {a' : kel }epefa :kel.,.}€p...

De acordo com a construgio, temos que as condi¢des A-1) e A-3) sdo satisfeitas para cada
par j,t < s+ 1; pela hipotese de inducédo s6 falta mostrar que a condi¢do A-2) é satisfeita
tomando t = s + 1. Suponhamos por absurdo que {[%, a{] :j<s+1lek €[, } nio satisfaz

A-2). Entdo, existemr,7 < s+ 1, nel,,,, me€l,,,, taisque
naln[md]l+o  (x)

Pela propriedade B-2), temos que 7 # s+ lour+1 # s+ 1, logo 7 < sour < s. Se ocorre
7 < s, pela hipodtese indutiva a colecdo {[k, al:j<s kel i} € dois a dois disjunta. Note
que I,,, € I, el C I, logo (%) implica que r = s + 1; mas, por B-2), os membros de
{lk,a]: ke, }Ul{lka*']: kel,,,} sdo dois a dois disjuntos, o que contradiz (x).

Se r < s, pela hipotese de inducdo deve-se satisfazer que ¥ = s + 1; de novo, pela
propriedade B-2), os membros de {[k,a]] : k € I} U {[k, af,“] : ke l,,.} sdo intervalos
dois a dois disjuntos, contradizendo (*). Em conseqiiéncia, temos que as condigdes A-1)-A-3)
sdo satisfeitas para todos os pares j,t < s + 1.

Por indugdo, para cada j,¢ € w os conjuntos de indices /;, € w podem ser construidos
satisfazendo A-1)-A-3).

Para cada j € w, consideremos a colecio {{a{ kel te w € p,. Comop,
¢ um ultrafiltro seletivo, em particular constitui um P-ponto, de modo que existe l71 € p,
tal que para cada t € ® o conjunto l/]\j\{ai : k € I,} é finito. Note-se que se definirmos
U, = ﬁ, N{al :kel,), U ep eparacadare o, UN{a] : k € 1,} ¢ finito. Em conseqiiéncia,
se U; = {al : ke K}, entdo K; C I,; e para cada t € w, K;\I,, é finito. Em conseqiiéncia,
U(K,\1,,) é finito logo é possivel achar M; € o de modo que (J(K,\I,;) € M,, satisfazendo-se

I<j I<j
entdo, paracada/ < j, K\I,; € M,, ouseja, K, C1,; UM,

Seja I, o K~xmax{a +1:1< j, k< M,). Dado que K\, é finito, {a/ : k € KNI} ¢ p,.

Como p; € ®*, entdo oN{a! : k € K. \I;} € p,, isto é

{al ;kely={a ke K)n{d :keK)

=U,N{a :keK) ep,
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isto é, I, satisfaz i).

A seguir, vamos mostrar que a familia {/, : j € w} satisfaz a condi¢do ii). Para cada
i €2, sejam j, j,k, k € w tais que k € I, k € I. Se j = j, dado que K, C I,,, temos
que k,k € I, C I,,. Pela propriedade B-2), temos que [k, alln [k, a{] = @ sempre que k # k,
logo neste caso a condicéo ii) é satisfeita. Suponhamos agora que j < j. De acordo com a

construcdo, k€ I,,. Sekel,

I )3

pela propriedade B-2) temos que [k, alnlk, a{] =@. Sek¢l,
dado que I, C K, C I,; U M, temos k € M;; de acordo com a construcdo, para cadan € I,

n> a{ , em particular, k > a{ . Dai, [k, a{] N [lvc, a{] = @, obtendo-se o resultado. O

3.2.2 " nao é um conjunto dirigido na ordem <

Nesta secdo, vamos detalhar a solugio proposta por A. Tomita e S. Watson em [69] a ques-
tdo 3.1. Primeiro, é preciso construir certos homomorfismos que vao permitir “mergulhar’o

conjunto [¢]*” em 2°.

Lema 3.2.11. Sejam p, e p, € o* ultrafiltros seletivos <,-incomparaveis. Sejam F € [c]<®,
E € [c]” tais que F C E e consideremos também a cole¢ao de funcoes {g. : § € E} C ([E]"")".
Se Sy, S, C E sdo tais que para cada j € {0, 1} o conjunto {[g],, : E € S} U {[H]pj CwWEE}é
linearmente independente no ultraproduto ([¢]**)”/p;, entdo existem uma funcdo r € 2°, uma

seqiiéncia crescente {b; : i € W} C w e uma familia {E; : i € w} C [E]™” satisfazendo
a. FCE;

b. E=JE;

icw

c. paracadaie€ w, E;U |J g.(b) CE.,;
EeE;

d. paracadai € w, oconjunto{g.(b,) :E € E,NS,,}U{{u} : u € E} é linearmente independente;
e. para cada j € {0,1}, {b, : ke r'[j]} € D;-

Demonstraciao. Antes de nada, iremos definir uma colecao {F, : n € w} C [E]* a partir da
qual é construida a familia {E; : i € w}. Indutivamente, temos:

def
1. F, S F;

2. para cadan > 1, supondo que F, C E ja foi construido, tomamos F,,, € [E]<® satisfa-

zendo F, U | J{gg(m) :m <n, e F,} CF,.;

3. E=J F.

new
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Paracada j € {0,1} en € w, seja
A & lkew:{g.(k):Eec F,nS;}u{{u}:neF,} élinearmente independente}

Por hipoétese, paracada j € {0, 1}, {[gg]pj :Ee S,-}U{[ﬁ’]pj : w € E} é um conjunto linearmente

independente logo
W, =tkew:{g.(k):EeS,}U{u:pneE} élinearmente independente} € p,

Notemos que para cada n € w, satisfaz-se W, C A/; dai, para cadan € o, A/ € p,.
Se considerarmos a colecio {A/ : n € o} C p,, dado que p; ¢ seletivo e assim constitui um
P-ponto em ®*, conclui-se que existe A; € p; tal que para cadan € w, A; C* A/. Dai, pode
ser construida uma funcio crescente 4; : ® — o satisfazendo para cada n € m A,NA/ C h(n).

Consideremos a particdo de w dada por {,(1)} U {[h,(n) + 1,h;(n + 1)] : n € w}. Como
p; € seletivo, tem-se que existe B, € p; tal que B,N h,(1) = @, B, C A, e paracadan € w,
I[h;(n)+ 1,h(n+ 1)]NB| <1

Suponhamos que B; = {a/ : n € ®} onde a enumeracio é escolhida de maneira crescente.
De acordo com a definicdo de B;, temos al > h;(n) para cada n, k € w e particularmente temos
que a’/ > h;(n). Dado que h; é crescente, n < h)(n) < a’ e a/ € A/ para cadan € w. Em virtude
do anterior, temos que as seqiiéncias B, = {a,? tn € wle B = {ai . n € w} satisfazem as

condi¢des do lema 3.2.9. Aplicando este lema, obtemos colegdes I, I, C w satisfazendo

« paracada j € {0, 1}, {a{ ckel}epg;
« o conjunto {[k, a[ 1:j €2, k €I} esta formado por intervalos de w dois a dois disjuntos.

A tultima condigao das enunciadas acima, implica que I, N I, = @, logo podemos tomar
< def . : <
uma enumeracao crescente de I, U [, = {i, : m € 0} e definir uma funcdo r : @ — 2 de modo

que r(m) = j se e somente se i, € I;. Baseados nisto, podemos definir para cada m € »

b, g™ B YF

im im

Verifiquemos agora que as colecdes {b, : i € w}, {E; : i € o} e a funcdo r € 2° que temos
definido, satisfazem, de fato, a tese do teorema.
Inicialmente, tomamos F,, = F. Da construcdo, E, = F; 2 F,,, de modo que {E, : n € 0}

satisfaz a condicao a).
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Como E = |J F,, {F, : n € o} é uma colecdo C-crescente e I, U I, é infinito, temos
new

também que E = |J F,, = U E,, de modo que b) é satisfeita.

im
mew mew

Notemos que {b, : m € w} = {a;ﬁ”“ :m € w}; dai, se m < n sabemos que i, < i,; dado

r(n)

r(m)

que [i,,, r(m)] N [z,l,ar(")] = @, necessariamente a, "’ < a,", ou seja b, < b, logo a seqiiéncia

formada por estes termos é crescente. De acordo com a definicio de r, para cada j € 2,
b:ker'[jly={a" cker'[jl} ={a, i €L} € p,

obtendo-se a condicéo e).

Para cadam € w, b, = a"™ € A/"™. Portanto, para cada n € ® o conjunto

{g:(b,):EeF, NS, JUulin:neF,}=1{gb,):EcE NS, Ju{{u:nek,}

é linearmente independente, isto é, obtém-se a condi¢éo d).

r(m)

m

Da constru¢io, temos que para cada n € w, ar(m) ¢ [i,..,a r( )] logo b, = a," < i, — 1;

note-se também que E, = F, C F,

11

Em conseqiiéncia, para cada m € w,

Im+1

Ulgdb,) :E€E}CF, o U| Jle:k<in—1,E€F, JCF,, =E,,

ou seja, a condicdo c) esta também satisfeita, completando-se a prova. ]

Lema 3.2.12. Sejam p, e p, ultrafiltros seletivos <u-incomparaveis. Se F°, F' C [c]® sdo

conjuntos distintos, {g: : § < ¢} C ([¢]**)® é uma familia de funcoes tais que | J g.(n) C §, e para
new
cadai € 2 a colecdo {[g:], : E€ S} [oc],, o < c} é linearmente independente no ultraproduto

([c]<°)®/p., entdo existem homomorfismos ¢°, ¢! € hom([c]<®, 2) satisfazendo:
i. Para cada j € 2,
a. ¢/(F’) =1 sempre que F/ + @, e,
b. paracadaE €S, {n € : Ppi(g.(n) = P(ED) € p;
ii. o conjunto {n € w : (¢°({n})., ' () = (G(F), ¢'(F"))} é finito.

Demonstracao. Seja F L RUF I podemos achar um subconjunto E € [¢]® de modo que
FUwC Eeparacada& e Fen € w, g.(n) C E. Se consideramos os conjuntos F, E, {g. :
EeE}e{S,NE : je 2}, mediante o lema precedente obtemos colecdes {h, : i € w} C w,

{E,: i € o} C 9(F) e uma funcao r € 2* satisfazendo

1. FCE;
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N

.E=UE;

i€ew

W

. paracadaie€ w, E,U | g.(b) C E,;;
EeE;

I

. paracadaie€ w, {g.(b):E€ E.NS,,} U{{u} : u € E;} é linearmente independente;
5. paracada j €2, {b,:i€r'[j]} € p,.

Para cada j € 2, em primeiro lugar vamos definir ¢/ sobre [E]*® por inducio em w. Para
cada j € 2, tomemos ¢p/(F/) = 1 se F/ # @ e estendamos ¢/ a um homomorfismo definido
sobre [E,]=“; em concordincia com o anterior, note-se que o item i) ja estaria satisfeito pelos
homomorfismos ¢’ e ¢p!. O passo seguinte da inducio é agora definir para cada n € w, o
homomorfismo ¢’ convenientemente sobre o subgrupo [E,]~” de modo que as seguintes duas

condicOes sejam satisfeitas
A-i) paracadam <ne&€S,, NE,, ¢ ™(g(b,)) = "{E}) e,
A-ii) paracadam <nek € (E,..\E,) Nw, ¢ 7™({k}) = 1 — p!"m(FI=rm),

As condicoes A.i) e A.ii) sdo satisfeitas trivialmente para n = 0. Supondo que essas

1<, sendo

condigdes sdo satisfeitas por n, vai se demonstrar que ¢/ pode se estender a [E,,,
J € 2, de maneira que A.i) e A.ii) sejam satisfeitas por n + 1.

Pela propriedade 4), o conjunto {g:(b,) : § € E, N S,,} U{{u} : u € E,} é linearmente
independente. De acordo com a propriedade 3), podemos estender ¢" ™1, v a [E,,,]” de
modo que para cada € € E, N S,,,, ¢ (g(b,)) = ¢"™({E}). Entdo, tem-se provado que A.i)
é satisfeita por n + 1. Usando a linearidade, o homomorfismo ¢!~ , . pode ser estendido
ao conjunto [E,,,]** de modo que ¢! ™({u}) = 1 para cada n € E,,,\E,. Em particular,
a condicdo A.ii) é satisfeita para cada k € (E,,,\E,) N w. Pela propriedade 2), ao final do
processo indutivo temos que ¢’ esta definido sobre [E]*®, logo, se k € w\E,, entdo existe
n € o tal que k € E,,,\E,; de acordo com a condicio A-ii), temos que (¢°({k}), dp'({k})) #
(©°(F°), ¢'(F")), logo {k € o : (¢°({kD), ¢'({k}) = (¢°(F*), ¢'(F"))} < E,; portanto, os
homomorfismos ¢° e ¢! satisfazem a condicao iii).

Note-se que até agora os homomorfismos ¢° e ¢! estio definidos s6 no conjunto [E]<®,
porém, qualquer homomorfismo estendendo-os vai satisfazer a condicio iii), posto que w C E.
Também, posto que ¢° e ¢! satisfazem i) na primeira etapa da definicio, qualquer extensio
deles satisfara essa propriedade.

Vejamos que para cada j € 2, ¢’ satisfaz a condicdo ii) para cada € € §S. N E. Com

efeito, se & € S. N E, de acordo com a definicdo de E, existen € w tal que § € E,,, C E,,
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mas dai por A-i), para cada m € r '[{j}]\n, ¢/(g.(h,)) = ¢/({E}). Como pela condicio 2),
{b, : i € r''[{j}]} € p,, naturalmente {b, : i € r'[{j}]\n} € p,, de modo que para cada
E€S,NE, os homomorfismos parcialmente definidos ¢° | ;<o € ¢! [, < satisfazem ii).

Pelos comentarios prévios, a constru¢do dos homomorfismos ficara conclusa se para cada
J € 2, estendemos ¢/ [0 a [(]* de modo que a condigdo ii) seja satisfeita para cada § €
S\E.

Fixemos j € 2. Sejay < ¢ o menor ordinal € para o qual ¢/({E€}) ainda néo foi definido;
visto que |J g,(n) € v, de acordo com a defini¢do de ¢ sobre E, o homomorfismo ¢/ <o
ja esta deﬁ?leioélo; portanto, é possivel determinar a seqiiéncia {¢p’/(g,(k)) : k € ®}. Dado que

{y} U {{E} : E < v} é linearmente independente, podemos estender o homomorfismo ¢’ ao

conjunto [E Uy + 1] tomando
¢ < p, ~lim ¢(g, (k)

Em conseqjiiéncia, {n € ® : ¢/(g,(n)) = ¢/({y})} € p,, logo ¢’ satisfaz a condigio ii) para & = v,
e, assim, paracada&e S, N(y+1).
Continuando o processo indutivo anterior em ¢\E, definimos as funcdes ¢’ e ¢' sobre

[¢]=® satisfazendo a condicio ii). O

Teorema 3.2.13. Sejam p, e p, ultrafiltros seletivos <y.-incomparaveis. Entdo, para cadai € 2,

existe um grupo topologico G, p,-compacto de modo que GyXG, nao é enumeravelmente compacto.

Demonstracao. Seja {g. : & € ¢} uma enumeracdo de ([c]**)® tal que para cada § € ¢,

U g:(n) CE.

new
Para cadai € 2, seja §; C ¢ tal que o conjunto

{[gs], : E€SHU{[d], :a <)

¢ uma base do ultraproduto ([¢]**)®/p..
Iniciamos por fixar a colecdo € = [¢]= X [¢]*® que indexara a familia de homomorfismos
a partir dos quais os grupos serdo construidos.

Aplicando o lema 3.2.12, no caso, considerando a seqiiéncia {g. : & < ¢}, os conjuntos S,

e S, e cada par (F,, F)) € €, obtemos ¢?FO,F]), q)}FO,Fl) € hom([¢]=, 2) satisfazendo as seguintes
propriedades
P-i) sei €2, q;fFO,Fl)(F,.) = | sempre que F, # @,
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P-ii) seEe€S, ncw: q)fFO,Fl)(g%(n)) = ¢5FO,F|)({§})} € p,, e, finalmente,
P-iii) o conjunto {n € w : (q)(OFOYFI)({n}), b, (A1) = (q)?FO’Fl)(Fo), ®r, rp(F1) } € finito.

Paracadai € 2, seja H, LA ¢! 1 [c]<® — 2% aaplicacio diagonal definida para cada A € [¢]<*
Te®
por

H(A) = {§)(A)}res

ou seja, se T € €, satisfaz-se que 7, o H, = ¢’ onde m, : 2% — 2 representa a projecio
sobre a coordenada T-ésima do produto 2¢. Como é natural, ao ser uma aplicacio diagonal
de homomorfismos, H, constitui um homomorfismo. Além disso, H, ¢ injetor; de fato, para
cada F € [c]*® # {@}, o conjunto (F, F) € €. De acordo com a propriedade P-iii), temos que
o (F) # 0, logo H(F) # 0 € 2°.

def

Seja G, = im H, C 2 e consideremos sobre este grupo a topologia de subespago. Afirma-

se que G, é p,-compacto. Com efeito, se E € S, e M € €, pela propriedade P-ii) temos

¢, () = pr-lim,e, ¢}, (g:(n))

Considerando a seqiiéncia em 2% dada por {H,(g.(n)) : n € ®}, temos que

pelim H,(g.(m) = p-lim{@},(2.(m)}uv
= (9L (EDhuee
= H((&)

pois os p-limites sdo preservados sob fun¢des continuas. Como {[g.],, : § € §,}U{ [&’]pl_ o< ¢
é base de ([¢]**)”/p;, ao considerar o homomorfismo H, estamos nas condi¢cdes do lema3.2.7,
do qual deduzimos que H,([¢]*”) = G, é p,-compacto, isto ocorrendo para cada i € 2.

Para finalizar, resta mostrar que G, X G, ndo é enumeravelmente compacto. Considere-
mos a seqiiéncia {H, X H,({n}) : n € o} € G, X G,; aidéia é provar que dita seqiiéncia ndo tem

pontos de acumulacdo; Com efeito, para cada par (a,,a,) € G, X G, existe F=(F,F)e¥

de modo que se i € 2, a, = H(F,); Notemos que o conjunto

(n€w: (ma),mia)) = mp 0 Hy X 7t 0 Hi({nh)} = {n € 0 1 ($2(F,), 9r(F)) = d7 X oy ({n)

é finito de acordo com a propriedade P-iii), logo (a,,a,) ndo pode ser ponto de acumulacdo da

seqliéncia. Portanto, G, X G, ndo é enumeravelmente compacto. |
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Corolario 3.2.14. Se existe uma familia de 2° ultrafiltros seletivos <,-incomparaveis, entdo

existe uma anticadeia de comprimento 2° na ordem (0", <)

Demonstraciao. Suponhamos que & = {p, : a < 2} é uma familia de ultrafiltros seletivos
<w-incomparaveis. Suponhamos por absurdo, que existem p,, p; € &, o # P elementos
<c-compativeis. Como p,, Pp Sao <w-incomparaveis, pelo teorema 3.2.13, para cada j €
{a, B}, existe um grupo topolégico G, que é p;,-compacto, de modo que o produto G, X G; ndo
é enumeravelmente compacto. Como existe r € ®* tal que r <c; P Pp, temos que G, e
G sdo r-compactos; dado que a r-compacidade é produtiva, G, X G; é r-compacto, e assim
enumeravelmente compacto, uma contradi¢do. Desta maneira, conclui-se que dois membros

distintos em & sdo <.;-incompativeis, ou seja, & é uma anticadeia na ordem <. |
Corolario 3.2.15. Assumindo MA a ordem (0", <.;) possui uma anticadeia de comprimento 2°.

Demonstracao. Em [12], A. Blass mostrou que MA implica a existéncia de 2° ultrafiltros

seletivos <ix-incomparaveis. Pelo corolario 3.2.14, obtém-se o resultado. |

Salienta-se que a construcido dos homomorfismos que permitiram definir os grupos, de-
pende das propriedades dos ultrafiltros seletivos. Aparece entdo uma questao natural, a saber:
os ultrafiltros seletivos sdo necessarios para obter a construcio aqui apresentada?

Em relacdo a essa questdo, o seguinte problema proposto por Tomita e Watson em [69]

permanece ainda em aberto:

Questio 3.2. Se p e g € ®" sdo P-pontos <yc-incompativeis, existe um grupo p-compacto e um

grupo g-compacto cujo produto ndo é enumeravelmente compacto?

3.3 Grupos de van Douwen livres e ultrafiltros seletivos

Até agora, as topologias de grupo enumeravelmente compactas definidas sobre grupos
abelianos livres usam alguma forma de MA. Uma questdo natural relativa a uma solucgao
da questdo 2.2 proposta por Tkacenko, é se MA pode ser omitido nestas construcdes ou se
definitivamente constitui uma assercao necessaria.

Nesta secdo, a intencdo é provar que a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos sobre w*, além
de produzir contraexemplos relativos a produtividade de certas propriedades em grupos topo-
logicos como os exibidos na sec¢do anterior, também implica a existéncia de uma topologia de
grupo enumeravelmente compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢. De acordo

com os resultados de consisténcia que iremos explorar no que se refere a ultrafiltros seletivos,
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a construcao a ser apresentada implica que MA néo é uma assercdo necessaria para mostrar a

existéncia de tais grupos.

3.3.1 Codificando as seqiiéncias em um grupo abeliano livre

Comecamos por estabelecer alguma notagdo. Como antes, dados um conjunto de ordi-
nais / e uma funcio i € Z!, o suporte de / é o conjunto supp h = {a € I : h(a) # 0}. Seja
PzZ=2D={heZ :supp (h) € [I]*"}.

o Dado € € x, definimos
1, sep=E§
0, sep e x\{E}

e:(n) =

Sejam F e I conjuntos de ordinais e k um cardinal. Dada uma familia {z. : E € F} C Z" e

h € ZD tal que supp h C F, define-se

i = Z h(%)za

Eesupp h

Uma familia {z. : € € F} é independente se z, # 0 sempre que 4 € Z¥) e h # 0.
Se k € ON, dada g € Z™ definimos

lg| = max{|g(w)| : u € supp g }

lgl=">" gl

Wesupp g

Pode-se verificar que tanto | - | quanto || - ||, constituem normas em Z®.

Definicdo 3.3.1. Seja k € ON. Dada uma seqiiéncia f € (Z™)® dizemos que:

I. fédotipol separacadan € w, |f(n) > n.

II. f édo tipo Il se para cada n € w, supp f(n) \ U{supp f(m) : m < n} # @.

As notagdes .7, e %, representam as colec¢des de seqiiéncias do tipo I e do tipo II respec-
tivamente. Denotamos por .Z o conjunto de seqiiéncias em Z™ do tipo I ou do tipo II, isto é,

F = F U .Z.

Lema 3.3.2. Para cada seqiiéncia g € (Z)®, existe j € o estritamente crescente tal que g o j é

constanteougo j € 7.



82

3. Topologias de grupo e ultrafiltros seletivos

Demonstracao. De acordo com o conjunto {|g(n)| : n € w}, temos dois casos principais a

serem analisados:

i. Suponhamos que {|g(n)| : n € w} ndo é limitado. Entdo, para cadak € w, existe n, € w tal

que |g(n,)| > k. Note-se que a seqiiéncia {n, : kK € o} pode-se tomar crescente. Tomemos

j € ®® definindo j(k) = n,. De acordo com a construgdo, claramente a seqiiéncia g o j

pertence a .%,.

ii. Suponhamos que {|g(n)| : n € w} é limitado. Aqui, surgem mais duas possibilidades:

i-a.

3.3.2

Suponhamos que F = | supp g(n) é finito. Por hipoétese, existe M € w tal que
lg(n)| < M, logo, para c’:a)a n € o temos g(n) € ([-M, M1NZ)F x {0} Como F e
[-M, M] N Z séo finitos, existe J € [w]® tal que para cada m,n € J, g(m) = g(n). Se
enumerarmos a J de maneira crescente, digamos, J = {n, : k € o}, definimos j € ®®

tomando j(k) = n, para cada k € w. Neste caso, temos que g o j é constante.

. Suponhamos que F = [ supp g(n) ¢ infinito. Escolhemos n, € w arbitrariamente.

new
Com fins de fazer um processo indutivo, suponhamos que 7, foi definido para cada

k < s de modo que supp g(n;) \ |J supp g(n,) # @. Como F ¢ infinito, e para cada /,

supp g, ¢é finito, podemos tomall:l];Hl = min{n > n, : supp g(n) ¢ |J supp g(n,) }. Por

inducdo, temos entdo construido uma seqiiéncia estritamente cr?sfccente jik—n

de maneira que para cada k € w, supp g(n,) \ lUksupp g(n) # @. De acordo com a
<

construcdo, é claro que g o j pertence a .#,. O

A construcao dos homomorfismos

Seja ¥ > ¢ um cardinal satisfazendo k” = k. De maneira similar as construcdes ja estu-

dadas, aidéia é achar uma realizacdo do grupo abeliano livre A(x) como subgrupo de T* que

junto com a topologia de subespago, constituird um grupo abeliano livre enumeravelmente

compacto. Para obter uma imersdo de A(x) em T*, recorremos aos dois resultados seguintes.

Lema 3.3.3. Se para cada g € Z™\{0} existe ¢, € hom(Z™,T) tal que ¢,(g) # 0 € T, entdo a

aplicagdo diagonal ® = A{, : g € ZWO\{0}} : Z® — TZNO 6 ym monomorfismo algébrico.

Demonstracio. Dado que para cada g € Z®, ¢, € hom(Z®,T), ® : Z® — TZMO é ym

homomorfismo. Resta mostrar que o nicleo de @ é trivial.

Para cada f € Z™ temos

D(f) = (d(f) : g € Z\{0})
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Portanto, se f € Z™, f # 0 € Z*, de acordo com a hipétese ,(D(f)) = 7, 0 D(f) = b,(f) #
0 €T, isto é O(f) # 0. O

Lema 3.3.4. Sejam X = {x. : E < x} C T*, G = (X) e consideremos . como na defini¢ao 3.3.1.
Se existe uma colegdo de funcoes {y, : f € F#} C G, que esta fielmente indexada, tal que para

caday € .F, y, é um ponto de acumulagdo de {x,,, : n € o}, entdo G é um grupo van Douwen.

Demonstracio. Seja {a, : n € o} uma seqiiéncia injetora. Como X gera o grupo G, para
cada n € w existe uma funcio g(n) € Z® tal que a, = x,,. A idéia, é mostrar que existem
pelo menos dois pontos de acumulacgao distintos para essa seqiiéncia; com essa finalidade,
definimos para cada i € 2, a subseqiiéncia g, : ® — Z™ onde para cada k € w, g(k) = ay,; =
Xe@k+i):

Pelo lema 3.3.2, para cada i € 2 existe j, € ®” de modo que g, o j; é constante ou g0 j; € .%.

Se g; o j, for constante, temos que a subseqiiéncia {x

o - k € 0} C{a,,,, : n € w} é constante,

uma contradi¢do. Em conseqiiéncia, g, o j, € #. De acordo com a hipétese, temos que
Yyo; € G € um ponto de acumula¢ao de {x,.,s : kK € w} e, portanto, ponto de acumulacédo
da sequéncia {x,, : n € o} = {a, : n € w}, do qual deduzimos que G é enumeravelmente
compacto.

Notando que as fungdes g,0 j, € g, 0 j, € ¥ sdo distintas posto que a seqiiéncia {a, : n € o}
€ injetora, temos que y, ., # Y,

.;, 40 dois pontos de acumulagéo distintos dela. Dai, as inicas

seqiiéncias convergentes em G sdo as triviais, isto é, G é um grupo de van Douwen. O
O seguinte resultado pode-se considerar como uma generalizacdo do lema 3.2.11:

Lema 3.3.5. Suponhamos que {f. : 0 < § < K} constitui uma enumeragdo de % de modo tal
que para cada 0 < § < x, |J supp fi(n) C & Seja E € [x]® tal que para cada § € E,

new
\U supp fi(n) C E e tomemos J € Z™\{0} onde suppJ C E. Se{p. : E € E} é uma colegdo de
new
ultrafiltros seletivos <y-incomparaveis, entdo existem uma familia {E, : n € o} C [E]*”, uma
seqiiéncia crescente {b, : k € w} C w, uma seqiiéncia de reais positivos {r, : k € w} e uma funcao

i : w — E satisfazendo:

i. suppJ C E;

ii. UE,=E;

new

lll' Ek U U Supp f;(m)(bm) g Ek+l;

m<k

iv. para cadak € w, i(k) € E,;
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v. paracadat € E, {b, : k € i"'[E]} € p.;
vi. sek € we f, € F, |fuwb)lr > 2;

vil. sek € w e f, € Fy, U supp fiw(n) \E, # &;
new
1

viil. r, = T € para cadake w, r,, =

T
2 figoy Bl *

Demonstracdo. Como no lema 3.2.11, primeiro iremos definir, indutivamente, uma seqiiéncia
{F,:n € w} C[E]™ apartir da qual definiremos posteriormente a familia {E, : n € w}.
Seja F, := supp J ; podemos tomar F, = (J supp f.(0) U F,, e, paracadan > 1, assumindo

Eesupp J
que temos construido F, € [E]"®, é possivel escolher F,,, € [E]*” satisfazendo

U supp f:(m) UF, C F,,,

EEF)I
m<n

Note-se que | J F, C E. Se |J F, # E, podemos redefinir F, para obter a igualdade.

new new
Para cadan € o, seja

WEM =[], + lefg(m)ll.

EeF,

m<n

Seja E € E. Para cada n € o definimos o conjunto

Af = {kew: L& =2"NFM"Y, se fo e A

{k € o : supp fik) \F, # @}, se f. € .F

Afirmamos que para cada & € E e n € w, o conjunto AS é cofinito. Com efeito, se f. € .Z,
para cada k € w temos que |fi(k)| > k; dai, se M, := 2"7||F,||""' € w, para cada k > M,,
If.(k)] > k > M,, ou seja, o\AS C M,. Agora, tomemos f. € .%, e suponhamos por absurdo
que existe n € w tal que ®\AS nio ¢é finito. Dai, para cada k € w podemos achar m, > k tal que
supp f.(m)\F, = @, logo kU supp f.(m,) € Fn, de modo que essa unido é um conjunto finito.

co

No entanto, para cada k € w, supp f.(m,) € %, de onde existe s, € supp fi(m,)\ | supp f.(m,).
1<k

Pela definicdo, o conjunto {s, : kK € ®} é infinito, mas

{s, 1 k€w)C Usuppfg(mk) CF,,

kew

obtendo-se uma contradi¢do. Dai, também neste caso, (n\A§ é finito.
De acordo com o anterior, dado que para cada & € E temos p. € w*, AS € p. para cada

neaw.
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Seja £ € E fixo e consideremos a familia {A% : n € o} C p.. A partir dessa familia sera
definido um elemento do ultrafiltro p..

Recursivamente, tomemos

c% :min{aeAOE:a>O}
5., = minfa € A5, NAE : g > max{n + 1, ¢}
Tomemos C, = [0, C%], e, para cada n € w, seja C,,, = [c% + 1,c§+1]. De acordo com a

definicao da seqiiéncia {cf : n € w}, observemos que {C, : n € w} constitui uma parti¢do de .
Como p; ¢ seletivo, para cadan € w, existe a° € C, de modo que {a* : n € w} € p.. Para cada
n € w, observemos que a> > n e a- € A=,

Considerando a seqiiéncia {a° : n € w} € p., dado que |E| = w, de acordo com o lema

3.2.10 existe uma familia {/. : € € E} de subconjuntos de w tal que
a. paracadag € E, {a: ke L.} € p;
b. {[k, af] :§ € E, k € I.} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.

Para cada § € E, seja N. = min{fn € o : § € F,}. Notando que qualquer subconjunto de
I. satisfaz a condi¢do ii) e cada I. é infinito, sem perda de generalidade pode-se assumir que
paracadak € I, k> N..

Sejam &,m € E. Pela propriedade b), para quaisquer k € I, [ € I, [k, aln(lal =2, o
que implica que I. N [, = @. Dai, a familia {/. : § € E} esta formada por conjuntos dois a dois
disjuntos. Como (J I é enumeravel, podemos tomar uma enumeragao crescente {n, : kK € w}
desse conjunto; diezcordo com isto, para cada k € w existe um unico i(k) € E tal que n, € [,
com o qual temos definimos uma funcgaoi: w — E.

Para cada k € w, sejam

b, := af;ik), E :=F

"k

Como tem-se definido a seqiiéncia {b, : k € w} e a funcdo i : ® — E, procedemos a definir a

seqiiéncia de reais positivos {r, : k € o} recursivamente:

1
Vo . =
AT,
Ty
r+] =
' 20l fu®Bo) l;

A seguir, mostramos que a familia {E, : k € w}, as seqiiéncias {b, : k € W} C w e

{r. : ke w} CReafuncioi: w — E satisfazem as condicdes i)-vii):
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ii.

1il.

1v.

Vi.

Temos que suppJ C F, C F, = E,.

Como {n, : k € w} é crescente, temos que para cada k € w, k < n,; dai, pela construcao

da familia {F, : n € w}, F, C F, e assim

E:Ljﬂgtjmfﬂja

new kew new

Para cada k € w, n, < n,,, logo F, C F,  istoé, E, C E,,,. Mostraremos que para cada

ng =0 g

m < k, supp fi.,(b,) C E.,,. Pela construcdo da familia {F, : n € w}, note-se que

E,., = Fnk+1 = U{Supp fim) :m < ny, Ee Fnk+1}
2| Jisupp fim) cm<n -1, E€F, ) ()

Se supomos que a condicio iv) é satisfeita, temos que para cadam <k, i(m) € E, C E, =
F, CF, . pelacondi¢dob), temos que n, < n,,, implica [n,,a"™] N [nm,ai(k’:l)] =,

isto é, b, = ai(r:”) < n,,—1. Dadoquei(m)€ F,  _ eb, <mn, —1, oconjunto supp f,,(b,)

esta contido em (x); portanto, supp f.,(b,) € E...

Seja k € w. Por definicdo, b, = aiik) e n, € I, de onde n, > N,,. Note-se entdo que

i(k) € F,, CF, =E,.

Nik)

De acordo com a propriedade a), para cada § € E,

(b ke i EN) = (@} - k € i [{EN)
itk) .

= {ank :

ny; EIE} € P

Seja k € we f, € #. Paracadam < k, temos que [m,a'™] N [k, aif(k)] = @, logo

nm

b, = afff) <k<n,.
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Da definicdo da seqiiéncia {r, : k € w}, temos que

1
41071,

Ty =

T 1 ( 1 )
r = =
20 foo) Il AT A2 foBo) I

r

y, = —8
T2 f®) I

~ 51w (evrn ) er7@)
CANT A2 foBo) 1 A2 11 f(Bo) 1l

1 1
AN (22 I fio/(Bo) LI fir (D)) ||1)

Indutivamente, pode-se provar que para cada k > 1,

r, = ) “ I, (2k n I f(m)(b,,,) ”1]

Lembre que b, = af;ik) € Aiik), logo por definigao |f,,(b,)| > 2”k+3|||F,,k|||”k+‘. Dai,

2% IR, I 1
funbolr 2 k
Tl = = ﬂnﬁ(mm I

2w ||F ! IIE, I
25T G I fin(a) Il
E, NE,
(A MR

()

Dado que
NE, =171, + ZII fe(m) |,

EeFy,
m<ny

NF Il Coa ey s .
i JTII; > 1; ora bem, a condicédo iv) implica que para

o lIF
"k’ logo |||Fn/‘||| 2|| ﬁ(m)(bm) ||Is IStO €, m 2 1~

tem-se [||F, [Il 2[| J ||, ou seja

cadam < k, im) e E, = F

nm =

Consequentemente, em () tem-se |f;,(b,)|r, > 2 para cada k < 1.

vii. Sejam k € w e f;, € #;. Como b, = af;(kk) € Af;(kk), de acordo com a definicdo, temos que

supp fiw(b) \F,, # @, isto é, supp fi,(b) \E, * 2.

O

Definicao 3.3.6. Consideremos o grupo do circulo T. Note que de acordo com o exemplo

1.3.15, podemos identificar T com o grupo quociente R/Z. Para cadaz = r+Z € T, definimos

lzlle = |Ir + Z|l» = d(r,Z) = min{|r + m| : m € Z}
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onde d representa a distancia usual em R. Seja 6 : T X T — R a métrica gerada pela norma

|- |l;; assim dadosr+7Z,s+7Z € T,
or+2Z,s+7Z)=\lr—s+Z|ly =min{jr — s+ m| : m € Z}

E facil ver que a topologia induzida por ¢ sobre T, coincide com a topologia usual desse

espaco.

Dado A C T, 6(A) representa o diametro de A na métrica ¢, isto é
O0(A) = sup{d(a,b) : a, b € A}

Seja B a colegdo de todos os arcos abertos em T, supondo convenientemente que T € B.

Se E € [x]*, dados uma funcio y : E — B e um conjunto H € Z©), definimos

WH) = > H@w(w

uesupp H

Lema 3.3.7. Sejam E € [k]®, A€ [E]™” ereR, 0<r< % Suponhamos que y : E — B é

uma funcgao tal que:
cA={E€E:y() #T}
e paracada& € A, S(y(&)) =r

Sejamn € A e H € Z'®) tais que n ¢ supp H ; suponha-se, adicionalmente, que alguma das

seguintes duas condigoes é satisfeita

a) sesupp H C A, entdo |H|r > 2, ou
b) supp H \A # @,

Entao, existe y* : E — B satisfazendo

i) paracada€ € E, w*(E) C w(€);

ii) seE € AUsupp H, 6(y*(§)) = m Em outro caso, y*(§) = T;

i)y (W) ﬂ( 2L H (E)W(E)) * 0.

Eesupp H
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Demonstracao. Notemos que £ = Ex(supp H U A) U (supp H U A). Vamos definir y* em
cada uma dessas partes disjuntas.

Para cada § € A\supp H, y(§) # T. Por hipodtese, notemos que 6(y(§)) = r, logo é
possivel achar y*(§) € B de modo que 5(y*(§)) = T;IHI e W Cy(E).

Agora, se & € EX(supp(H)UA), para satisfazer ii), convenientemente tomamos y*(§) = T.

Por ultimo, vamos centrar a nossa aten¢ao aos elementos de supp H. Se H é como no
caso a), isto é, supp H C A e |H|r > 2, de acordo com a defini¢do da norma, existe o. € supp H

% > 1. Como d(y(a)) = r, notemos entdo que

tal que [H(a)|r > 2, ou seja, IH(oc)l% >
H(a)y(a) = T. De outra parte, se H for como no caso b), podemos escolher a € supp H \A.
Por hipétese, temos que y(a) = T, logo H(a)y(a) = H(a)T = T.

Em qualquer dos casos anteriores, para cada § € supp H \{a}, fixemos y. € y(§). Como
w € Axsupp H, repare-se que y*(1) ja esta definido, e, além disso, temos que H(a)y(a) = T.

Dai, tomando um elemento arbitrario k € y*(u), podemos escolher y, € y(a) de modo que

H(@)y, =k~ 3, H(E)y, isto é

Eesupp H \{a}

H(@y, + Y HOY:. ey’ (%)

Eesupp H \{a}

No caso a), para cada & € supp H notemos que 6(W(§)) = r. Como y. € y(§), podemos achar
v*(E) € B de modo que 6(y*(€)) = m e m C y(E). Nocasob), seEesuppH NA, é
possivel escolher y*(§) como acima; agora, se § € suppH\A, visto que y(§) = T, escolhemos
de maneira conveniente y*(§) contendo a y., de modo que a condicéo ii) seja satisfeita.

Por (%), temos Y H(E)y. € y*(u) e, em virtude da construcio, se satisfaz
Eesupp H

D HEy. € ) HEW:

Eesupp H Eesupp H \{a}
Em conseqiiéncia, y*(u) N w(H) # 2. O

Lema 3.3.8. Sejam {f. : 0 < £ < x}, J € Z®\{0} e E € [x]® como na hipétese do lema
3.3.5. Se{p.: € € E} é uma familia de ultrafiltros seletivos <ic-incomparaveis, entao existe um

homomorfismo ¢ : Z®) — T satisfazendo:

1. ¢(J) #0€T;

2. para cada & € E, p.-lim,c, ¢(fi(n)) = d(xe).

Demonstracio. Como estamos assumindo as hipoteses do lema 3.3.5, podemos supor que

existem uma familia {E, : n € o} C [E]", seqiiéncias {b, : k € ®} C w, {r, : k € } C R>°
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e uma funcdo i : w — FE satisfazendo as condicoes i)-viii) do referido lema. Como antes, B
representa a colecdo de todos os arcos abertos de T, incluindo o proprio T. Definiremos por
inducdo, funcdes y, : E — B que permitem construir o homomorfismo ¢.

Na etapa 0) da indugdo, paracadaE € E, escolhay. € Rtalque ) J(E)y. = % Seja

Eesupp J

Vo(®) = 7l0% = 3.3 + )]

Note-se que

S(yu())) = 6[ ZJ(%)%@] = 6{ D@0 - Ty + )]

Eesupp J Eesupp J
T ¥
< QU@ A~ F.3:+ )
Eesupp J
1
< J = ||l = = —
EZ|J(§)|ro 10 =37 = 5
€supp

Para cada & € supp J, claramente J(§)y. + T € y,(§). Dali,

1
2, U@+ +T) = 5 +T e w(l);
Eesupp J

observemos que d(y,(J)) < 1 logo 0 ¢ w,(J).

=7

Suponhamos que para cada k < m, temos definido y, : E — B satisfazendo
A-i) paracada&e€ Eek <m, m C Y (&);
A-ii) paracadak <m, seE € E,, 6(y(§)) =r.e, seE e EXE,, Y (§) =T,
A-iii) para cada k < m, ¥, (i(k)) N wz (fiw(b) # @.
k1
Como para cada k € » temos supp fi,, (k) C i(m) segue i(m) ¢ supp f(b,). Dai, tomando

A=E, vyv=v, H=f,b, w=im)er =r, peloteorema 3.3.7, existe y* : E - B

satisfazendo
B-i) paracadag € E, y*(&) C v,(5);

B-ii) paracada§ € E, Usupp f.,(b,), 0(y*(E)) = m = r,., €, em outro caso, y*(§) =
T;

B-iii) w*(i(m)) N W*(fi(b,)) # @.
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Se € € E,Usupp fi,,(b,)U(ENE,,,), tome y,,,,(§) = y*(E). Se§ € E,,,\(E,Usupp f,,(b,)),
escolhemos v,,,,(§) € B convenientemente para que m C V(8 e 6(y,..(E) = r,...
Claramente, esta escolha implica que v,,., satisfaz as hipoteses indutivas A-i)-A-iii).

Fixemos E € E. Pelas condi¢des B-i) e B-ii), temos que {y,(§) : k € w} é uma seqiiéncia
decrescente de conjuntos fechados no compacto T, logo N W = N w(E) # @.

Note-se que limyc, 6(y,(E)) = limye, . = 0; de fato, I?dez(:do O<e k<€mr0, sejam € o tal que
< &. Observemos que r, < r, =

__ _1
Il fiomy D)1 = 0T A
= 1., < &. Portanto, existe w. € T tal que () W, (§) = {w.}.

kew

Ocorrendo isto para cada & € E, define-se ¢(y.) = w.. Como Z& = (y. : € € E),

ﬁ <ee fi, € %. Como |f,(b,)| > b,, tem-se
. . Tk
implica que 7 Cr
podemos estender ¢ a um homomorfismo ¢ : Z®¥ — T. A continuacio, provaremos que ¢
satisfaz as condicoes 1) e 2).

Note-se que

O = Y I € Y TEW(E) = wi()

Eesupp J Eesupp J
Visto que 0 ¢ y,(J), tem-se ¢(J) # 0.
Agora, consideremos a seqiiéncia {¢p(fi(n)) : n € w} C Tesejak € i'({€}). Notemos que

supp fi(b,) C E,.,. Pela definicdo de ¢, para cadam € supp fi(b,), w, € y,,,(n). Dai, como

QLB = D LGS =), fBIDw,

nesupp fe(bi) mesupp fz(b)

temos que  ¢(fu(by)) € Y. (fu(by)) = Zf (bj}(bk)(n)\lfm(n)-
nesupp fz(bk
De outra parte, w. = ¢(x:) € W, (E). Pela condigdo iii), podemos tomar também
Z/g € V.1 (§) Ny, (fi(by)); este elemento proporciona uma estimativa da distancia entre ()

e ¢(f:(by). De fato, observamos

S(P(xe), DB < 8((e), 25) + 628, P(fi(b)))
< 5Win (©) + SWin (£(B0)))
< e+ ) LEBID] 5 (8)

nesupp fe(br)

<t + Z |fE(bA)(n)| Tin

nesupp fe(by)

= T + e (Il 0D 1))
= re(1+ || £ 1)

rk
:—1 bk Y<r
2||12(bk)||1( +1| LB ) <7
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Como lim,_. 7, = 0, a subseqiiéncia {r, : k € i"'[{E}]} também tem como limite o ponto
0 o que pela sua vez implica a convergéncia ao ponto ¢(y:) da seqiiéncia {¢p(fi(b,)) : k €
i"'[{E€}]}. Portanto, dado um aberto U C T contendo o ponto ¢(y.), existe k, € i '[{E}] tal que
{GUb)) k> ky, ke i [{E}} C U, isto é

(b s ke i {EN, ¢(fb)) € U} = (b, - k € i [{E)], k = ko) € p.

ou seja, p.- limye, ¢(fi(b,)) = $(x=), obtendo-se o resultado. O

Lema 3.3.9. Seja {f. : 0 < E < «x} uma enumeragao de .% tal que para cada 0 < § < K,

s

U supp fi(n) C E SeJ € Z®\{0}, entdo existe E € [x]® tal que para cada & € Ex{0},

new

U supp fi(n) C E.

new

Demonstracio. Definimos por inducio E® = {0}. Para cada 0 < & < x, seja

Ef = (ghu| Jie" : wel Jsupp £n))

new

Notemos que para cada 0 < § < k, o conjunto |J supp fi(n) C E é enumeravel, logo, dado
new

que supp J é finito, definindo E = |J ES C x temos que E € [x]®. Sejam & € E\{0} e
Eesupp J
n € m; pela definicao, existe 1 € supp J tal que §& € E"; de acordo com a defini¢ao de EM,

temos que §& = 1 ou existe a € |J supp fi(n) C E tal que § € E“. No primeiro caso, dado

new

que para cada 0 < @ < K tem-se @ € E", obtemos |J supp fi(n) € E* C E. No segundo

new

caso, observe que § € E“ para algum o, € [J supp f,(n) €1n. Se & = a,, temos o resultado.
new

Se nio, existe a, € |J supp f,,(n) € a, de modo que § € E“. Continuando desta maneira,
new

achamos ordinais > o, > a, > .-+ > o, > --- tais que para cada i, a,, € |J supp f.(n) e
new
€ € E%. Note que essa seqiiéncia ndo pode ser infinita, logo a,, = € para algum k, € w; dai,

ESCE"CEe | supp fi(n) C E=. ]

new
Lema 3.3.10. Seja {f. : 0 < § < x} uma enumeragao de .# de modo tal que para cada0 < § < K,
U supp f;,(n) C E. Se existe uma familia{p. : § < x} de ultrafiltros seletivos <, .-incomparaveis,

new
entdo para cada J € Z®\{0}, existe um homomorfismo ¢, : Z® — T satisfazendo

i ¢,))#0€eT;

ii. para cada0 < E < x, p.-lim,c, ¢,(fi(n)) = &, (x).

Demonstracio. Seja J € Z™\{0}. De acordo com o lema 3.3.9, considerando a enumeracio

dada de .7, existe um subconjunto enumeravel E € [k]® de maneira que para cada § €
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EX{0}, | supp fi(n) € E. Aplicando o lema 3.3.5, considerando o conjunto E obtido, e

new
posteriormente aplicando o lema 3.3.8, obtemos um homomorfismo ¢ : Z*) — T satisfazendo

a. ¢(J)£0€eT;

b. para cada § € EX{0}, p.-lim,c, ¢(f.(n)) = d(xe).

Para cada £ € x, existe em Z® uma copia isomorfa do grupo Z*“®; abusando um pouco da
notacdo, assumiremos que de fato, Z*Y9 é subgrupo de Z® o que nos permite construir o
isomorfismo ¢, como extensido do homomorfismo ¢ ao grupo Z®.

Em primeiro lugar, para cada H € Z&), definimos ¢,(H) := ¢p(H). Pela propriedade b),
$,() = D) = pe-lim,ey G(£(n)) para cada & € EN{O).

Sejam € k\E o menor ordinal para o qual ndo temos definido ¢,(y,). Sen = 0, estende-
mos ¢, a ZEV' arbitrariamente. Se m > 0, observe que como |J supp f,(n) C 1, para cada
n € o temos f,(n) € Z!EYM Jogo, o elemento ¢,( f,(n)) ja esta dgfei(;ido. Como T é compacto,
é, em particular, p.-compacto, logo se consideramos a seqiiéncia {¢,(f,(n)) : n € w} C T,

podemos definir

$,0) = p-lim ,(,(m)

Naturalmente, ¢,(J) = ¢(J) # 0 e, de acordo com a propriedade b) e a defini¢do anterior, ¢,

satisfaz também ii), o que completa a prova. O

Teorema 3.3.11. Seja x um cardinal satisfazendo k® = x > ¢. Se existe uma familia {p. : § < K}
de ultrafiltros seletivos <y -incomparaveis, entdo existe uma topologia de grupot sobre G = A(x)

de modo que (G, T) é um grupo van Douwen.

Demonstracio. Preservando a notacio exposta até aqui, seja {f; : 0 < § < x} uma enumera-
¢do de .# de maneira que para cada § < x, |J supp fi(n) CE.

Pelo lema 3.3.10, para cada J € Z(“)\{O}n,ewexiste um homomorfismo ¢, : Z® — T satisfa-
zendo as condi¢des i) e ii) referidas nesse lema. Seja ® = A{dp, : J € Z®\(0}}, isto é, para
cada f € Z™ define-se

O(f) = {p,(f) : J € ZON{O})

Como ¢,(J) # 0 para cada J € Z®\{0}, pelo lema 3.3.3 obtemos que ® : Z® — TZ™N0) ¢
um monomorfismo, logo ®[Z™] é isomorfo a Z™. Para cada € € K, seja x. := ®(y.). Note-se

que o conjunto {x. : £ € K} constitui uma base do grupo abeliano livre ®(Z™®). Seguindo esta
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notacdo, temos que para cada & € x e n € w,

QLM =, > LMW

uesupp fi(n)

DU AW

uwesupp fz(n)

> Ems,

uesupp fz(n)

= X
Dai, a condicéo ii) que da o resultado do lema 3.3.10 pode-se exprimir como
pe-limux,,) = x.
new

De acordo com a construcéo, dados §,1 € x distintos temos que x. # x,. Observemos que
paracadaO < E < x, x. é, em particular, ponto de acumulagio da seqiiéncia {x.,, : n € o} C T.
De acordo com o lema 3.3.4, o grupo abeliano livre G = (x. : 0 < € < k) = ®[Z™] é um grupo

de van Douwen. O

3.3.3 Existéncia de ultrafiltros seletivos e MA: Alguns resultados de con-
sisténcia

Lembramos que o Axioma de Martin é a assercdo de que para cada ordem parcial P satis-
fazendo c.c.c. se D é uma colecio de subconjuntos densos em P tal que |D| < 2™, existe um
filtro G C P intersetando cada elemento de D.

Assim, podemos dizer que MA falha num modelo M, se M ¥ CH e existem uma ordem
parcial P € M satisfazendo a condigio de cadeia enumeravel e uma familia D de subconjuntos
P-densos, onde |D| = N,, de maneira tal que nenhum filtro em P é D-genérico sobre P.

Se MA nido é satisfeito, uma maneira de medir o grau dessa falha é pelo nimero de
ordens parciais satisfazendo a c.c.c. para as quais nao existe nenhum filtro ‘D-genérico para
cada colecdo D € [P1<2° formada por subconjuntos densos de P. Em conseqiiéncia, resulta

natural a seguinte definicdo devida a J. E. Baumgartner:

Definicdo 3.3.12. O Axioma de Martin falha totalmente no sentido de Baumgartner num mo-
delo M se M H#CH e para qualquer ordem parcial atomica P € M existe uma familia D de

cardinalidade N, de conjuntos P-densos, de maneira tal que nenhum filtro em P é D-genérico.

Baumgartner, em [6] mostrou que é relativamente consistente com ZFC a falha total do
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Axioma de Martin:

Teorema 3.3.13. Sejam M é um modelo de ZFC+(2™ = K)) e x um cardinal em M satisfazendo
K = X” > w,. SeS¥ representa a nogdo de forcing “side-by-side” de Sacks de comprimento x e

G é um filtro SX-genérico, entdo MA falha totalmente no sentido de Baumgartner na extensdao

MIG].

De acordo com o exemplo 1.1.36, sob as condi¢des do teorema anterior, temos que a
nocio de forcing S¥ preserva todos os cardinais e além disso, (¢ = k)™M,

No que se refere a ultrafiltros seletivos, em [7] encontra-se o seguinte resultado:

Teorema 3.3.14. Seja M um modelo de ZFC+(2™ = K)) + 2™ = N,). Entdo, se S, representa
a iteracdo de suporte enumeravel do forcing de Sacks de comprimento w, e G é um filtro S,
genérico, entdo em M[G] cada ultrafiltro seletivo em M[G] é N,-gerado e 2™ = 2N = N,.

Assim, na extensdo M[G] existem exatamente 2™ ultrafiltros seletivos.

De acordo com o anterior, a existéncia de ultrafiltros seletivos é compativel com a nog¢éo
de forcing S, porém, usando dita ordem parcial, o tamanho do continuo ndo pode ser maior
do que N,. Por sua vez, considerando a nog¢do de forcing S¥ o continuo pode ser arbitra-
riamente grande e, de acordo com o seguinte resultado de Laver [49], no modelo extensao

também existem ultrafiltros seletivos:

Teorema 3.3.15. Nas condigoes do teorema 3.3.13, considerando a nogdo de forcing side-by-side
de Sacks S¥, os ultrafiltros seletivos no modelo M formam uma base para os ultrafiltros seletivos

na extensio M[G].

Como conseqiiéncia dos teoremas 3.3.13 e 3.3.15, temos que é consistente a falha total de
MA no sentido de Baumgartner com a existéncia de ultrafiltros seletivos.
Agora, no que concerne a existéncia de topologias enumeravelmente compactas sobre os

grupos abelianos livres, podemos estabelecer os seguintes resultados:

Teorema 3.3.16. E consistente a falha total de MA no sentido de Baumgartner com a existéncia de

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta definida sobre o grupo abeliano livre A(c).

Demonstracio. Seja M um modelo de GCH, e seja (kx = w,)™. De acordo com Blass [12]

em M, existem x = 2° ultrafiltros seletivos. Pelo teorema 3.3.13, considerando a nocao de

K
?

forcing S¥, na extensao M[G] temos que MA falha totalmente no sentido de Baumgartner

e existe uma familia de (x = ¢)I©! ultrafiltros seletivos <-incomparaveis. De acordo com
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o teorema 3.3.11, em M[G], existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta no

grupo abeliano livre gerado por x = ¢ elementos. O

Teorema 3.3.17. E consistente a existéncia de uma topologia de grupo enumeravelmente com-

pacta sobre A(2°) com a falha total de MA no sentido de Baumgartner.

Demonstracao. Seja M um modelo de GCH e sejam «k e A cardinais regulares ndo enumeraveis
tais que k¥ < A. Mediante o uso da nogao de forcing de Easton (1.1.33), podemos forcar 2°! = A,
obtendo um modelo N no qual CH é satisfeito, existem 2! ultrafiltros seletivos, 2°! = 2¥ =4,
K” = K e K < A sdo cardinais ndo enumeraveis. Forcando sobre N com a nocdo de forcing
side-by-side de Sacks S¥, em vista dos teoremas 3.3.13 e 3.3.15, temos que MA falha totalmente
no sentido de Baumgartner, Kk = ¢ e existem A ultrafiltros seletivos no modelo extensao N[G].
Ainda mais, como (|S¥| = ¥)MC! e S¥ é w,-c.c., existem no méaximo (k! = MM S¥-bons
nomes. Assim, (2° = 2 = AN, Em virtude do teorema 3.3.11, existe uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta sobre A(2°) no modelo N[G]. O



CAPITULO 4

Invariantes cardinais em grupos enumeravelmente

compactos

A maior parte das questdes envolvendo propriedades proximas a compacidade, tem sur-
gido com o intuito de fazer mais gerais os resultados que de fato sdo obtidos quando se trata
de espacos compactos, como tem-se observado ao longo do texto. O estudo de invariantes
cardinais, é um assunto que interessa particularmente, dada a grande quantidade de resulta-
dos a este respeito envolvendo espacos compactos. Um dos resultados envolvendo o peso
e a cardinalidade de um espaco compacto, foi estabelecido no teorema 1.2.19: para qualquer
espaco compacto temos que w(X) < |X|. Motivado nesse resultado, Hodel em [42] formulou a

seguinte questao:

Questao 4.1. Seja k > w um cardinal. Existe um espaco regular e enumeravelmente compacto X

tal que |X| = x ew(X) > x?

Ap6s de formular essa questao, Hodel refere que Comfort mostrou que a resposta a ques-
tao é afirmativa para cardinais ¥ satisfazendo k¥ = k®. O trabalho de van Douwen [27], mostra
que a resposta a pergunta de Hodel é negativa para certos outros x, porém que podem existir
grupos pseudocompactos de cardinalidade x tal que x” # k. De fato, em [27] é estudada a

questdo mais geral:

Questio 4.2. Para quais cardinais x e \ existe um espaco pseudocompacto (pseudocompacto e

homogéneo) X tal que |X| = x ew(X) = A?

Neste capitulo, iremos estudar as relagdes que devem satisfazer o peso e a cardinalidade
de um grupo pseudocompacto e enumeravelmente compacto de acordo com os trabalhos de

E. van Douwen [27] e A. H. Tomita [67].
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4.1 Peso e cardinalidade de grupos pseudocompactos

Como é natural, as relacdes entre as func¢des cardinais sdo ainda mais fortes considerando
grupos topoldgicos do que espacos topologicos compactos sem envolver uma estrutura algé-
brica compativel. De fato, mencionamos anteriormente o seguinte resultado estabelecido de

maneira independente por Ivanovskii (1958) e Kuz'minov (1959):
Teorema 4.1.1. Todo grupo compacto G é imagem continua do espaco 2“©.

Produto do teorema 4.1.1, das relagdes entre os invariantes cardinais em espacos com-
pactos e do teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, o resultado a seguir proporciona de

maneira eficaz uma caraterizacao do peso e da cardinalidade de um grupo compacto infinito:

Teorema 4.1.2. Seja G um grupo topoldgico infinito compacto. Entdao:

a) x(G) = w(G);
b) |G| = 2"©;
¢) d(G) = Inw(G) ondeIn(x) = min{k : A é cardinal e 2" > x}.

Demonstracao. a) Como G é um espaco homogéneo e assumimos que nao é discreto, temos
que X(p,G) = x(G) = K para todo p € G. Naturalmente, x(G) < w(G). Agora, seja
2 uma base local na identidade e; de cardinalidade k. Como G é compacto, para cada
U € 7 existe um subconjunto finito S, € G tal que S ,U = G. Para cada U € 7, seja
B, ={xU : x € §,}. Note-se que a familia # = | J{H, : U € £} constitui uma base para

G e satisfaz | %] < k. Dai, w(G) < x = %(G).

b) Como vimos no item a), para cada ponto p € G, temos %(p,G) = x(G) = w(G). Assim,
o teorema de Cech-Pospisil (1.2.20) implica que |G| > 2“©. Como todo espaco T, satisfaz

1X| < 2“9, concluimos que |G| = 2“9,

c) Pelo teorema 4.1.1, G ¢é diadico, logo para algum cardinal k existe uma func¢ao continua e
sobrejetora f : {0, 1} — G. Pode-se assumir que ¥ = w(G). Pelo teorema 1.2.17, temos
que d({0,1}%) = Inx, logo d(G) < d(2"9) = Inw(G). Em virtude da proposicio 1.2.16,
w(G) < 299, portanto, Inw(G) < d(G).
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Note-se que, pelo lema de Zermelo-Konig, em particular w(G) < |G| para qualquer grupo
compacto infinito. No entanto, se H = {x € T* : |supp x| £ w} € T e 7 a topologia como
subespaco de T¢ definida em H nao é dificil ver que (H, 1) é enumeravelmente compacto e
|H| = w(H) = ¢. De fato, pode-se mostrar que ainda, a cardinalidade de um grupo pseudo-
compacto pode ser menor do que o peso do grupo.

Antes de prosseguir, convém lembrar uma caracterizacdo mais dos espacos pseudocom-

pactos.

Proposicao 4.1.3. Seja X um espaco de Tychonoff. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

i. X é pseudocompacto;
ii. toda familia localmente finita de subconjuntos abertos nao vazios de X € finita;
iii. X é Gs-denso em cada uma das suas compactificacoes;

iv. X éGs-denso em X.

Demonstracdo. i)= ii): Seja X pseudocompacto e suponhamos por absurdo que existe uma
familia infinita U = {U, : n € w} de abertos nio vazios de X localmente finita. Para cada
n € w, seja x, € U, e tomemos f, : X — R’ continua tal que f,(x,) = ne f,(x) = 0 para todo
x € X # U,. Definimos f = ), f,. Como U é localmente finita, para cada x € X existe uma
vizinhanca aberta V de x quen;rijterseta um numero finito de elementos de U; portanto, em V,
f coincide com a soma de um nuimero finito de fun¢des continuas, sendo também continua no
aberto V. Sendo esta a situacdo para qualquer elemento x do espaco, segue que f é continua
em X, mas f ndo é limitada, uma contradicao.

i)=iii): Seja B(X) uma compactificacio de X. Suponhamos por absurdo que existe uma
colecdo de abertos nédo vazios em B(X), {U, : n € o}, tal que p € |J U, € B(X)~X. Notemos
que isto é equivalente a dizer que X néo interseta todos os conjur;ltegs G, em B(X). Tomemos,
para cada n € w, uma funcio continua f, : B(X) — [0, 1] tal que f,(p) = O e f,(x) = 1 para
cada x € BXX)\U,. Seja f = > g— Consideremos f = f[; como f é continua em B(X) e
f(p) =0, segue que é é continﬁeawmas néo ¢ limitada em X, uma contradicao.

ii)=1): Suponhamos que existe uma fung¢ao continua e nio limitada f : X — R. Seja x, € X
e, recursivamente, para cada n € w, escolhemos x,,, € X tal que f(x,.,) > f(x,) + 1. Como f
é continua, para cada n € o conjunto U, = f~'[(f(x,) — 1, f(x,) + 1)] é aberto no espaco X.

De acordo com a nossa escolha, temos que {U, : n € o} é uma familia infinita de abertos nao

vazios em X localmente finita, uma contradicao.
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iii)=iv): E obvio.

iv)=1i): Suponhamos por absurdo que existe uma fung¢io f : X — R continua e nao limitada,
de modo que f(x) < 1 para todo x € X. Seja Bg a extensio de Cech-Stone da fun¢io continua
g = } Como infg = 0, (Bg) '[{0}] # @; observe-se também que (Bg) '[{0}] é fechado e
portanto, G, em BX mas, (Bg)"'[{0}] N X = @ o que contradiz iv). O

A primeira das restrigcdes é estabelecida no seguinte resultado simples:
Proposicao 4.1.4. Se X um espaco topologico pseudocompacto entdo
a. Se X ndo tem pontos isolados, entdo |X| > ¢;
b. Se X é infinito e homogéneo, entdo X nao tem pontos isolados.

Demonstracio. a. A prova segue um argumento similar ao do teorema de Cech-Pospisil,
mediante a construcdo de uma arvore de Cantor. De maneira indutiva, para cadan € o

construiremos uma colegao {V, : f € 2"} de subconjuntos abertos nao vazios de X tais que

i. Sefe2"em<mn,entaioV, C 'V, ;

ii. se f,ge€2ef#gentio V, NV, = .
Sen =0, 2° = {®} e tomamos V, = X. Sejan € w. Suponhamos que, para cada m < n,
temos definido a colecdo {V, : f € 2™} satisfazendo as condicdes i) e ii). Se g € 2",
definimos f;, f, € 2" como f, = g0e f, = g°1. Como V, # @ e X é um espaco de
Tychonoff sem pontos isolados, existem abertos ndo vazios V, e V, tais que TmUV_,] cv,

e V_f0 N V_fl = @. Assim, V; eV, satisfazem as condicdes i)-ii).

Por inducéo, para cada n € w obtemos uma colecdo {V, : g € 2"} de subconjuntos abertos

em X satisfazendo as condicdes i) e ii). Para cada f € 2%, seja

W, =)V

n<w

Pela condicdo i), para cada f € 2%, {V,, : n € o} é uma cadeia decrescente de subconjuntos
abertos ndo vazios em X. Como X é pseudocompacto e de Tychonoff, pelo item ii) da

proposicdo 1.2.9 temos que existe x, € W, = (,., Vj, -

Pela condicdo ii), se f,h € 2* sdo fungodes distintas, entdo 71 NV, = @, de modo que

x; #x,. Como {x,: fe2?CX, [X|>c
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b. Se X tivesse um ponto isolado, X seria um espago discreto pois ele é homogéneo. Entao,

como | J{x} é uma cobertura aberta de X, pela proposi¢ao 1.2.9 item iv) existe F' € [X]<”

xeX
tal que X = (J {x} = F, ou seja X é finito, uma contradicdo. Dai, X ndo possui pontos
xeF
isolados.

O

De acordo com os resultados da proposi¢do 1.2.16, temos que para um espago topologico
X, deve-se satisfazer w(X) < 2% e |X| < 2*®. Se tratando de um espaco pseudocompacto, ¢

obtida uma condicéo adicional envolvendo a cofinalidade do cardinal do espago.
Teorema 4.1.5. Seja X um espaco tal que cf(|X|) = w. As seguintes afirmacoes sdo validas:
i. Se X ¢é pseudocompacto, entdo w(X) < 2<XI;
ii. se X é pseudocompacto e homogéneo, entao d(X) < |X|, logo w(X) < 2" para algum p < |X|.

Demonstraciao. Antes de tudo, como cf(|X|) = ® podemos fixar uma colecdo enumeravel &7
de subconjuntos de X tal que X = | J o7 e |A| < |X| para cada A € .o/. Também, é possivel fixar

um subconjunto enumeravel M de cardinais tal que sup(M) = |X| e u < |X| para cada p € M.

. - ——bX
i. Observemos que se existir x € X\ |J A , para cada A € &/ podemos tomar um
Aed/

conjunto U, aberto em BX tal que x € U, e U, N A = @; como |</| = o entdo

x € W = (yey U, € um G, no espago BX satisfazendo

WnX=wn UA
Aed/

:UWmA

Aed/
c U UNA=o
Aedf

Em virtude da proposi¢do 4.1.3, X ndo é pseudocompacto, uma contradi¢do. Portanto,

BX= U A

Aedf

BX

_ —BX

Para cada A € &/ temos que w(A ﬁX) < 2447 < 2MI Jogo, o espago compacto e infinito
BX é reunido de uma quantidade enumeravel de subespacos de peso no maximo 2<% =
sup{2¥ : k < |X|} e, consequentemente, w(fX) < 2<¥lw = 2<¥I. Como uma base do espaco

X pode ser obtida a partir de uma base de BX, segue que w(X) < w(BX) <2<,
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ii. Pela proposicéo 4.1.3, temos que X é denso em X constituindo desse modo um espaco
de Baire; da anterior observacido e da igualdade X = | J o7, decorre que existe A € .o/ tal
que int(XX)X # ©. Dado que d(int(XX)X) < |A| < |X| e X é homogéneo, para cada x € X,

existe uma vizinhanca aberta x € U, satisfazendo d(U,) < |X|.

Para cada A € & e p € M, definimos

Vo= WU s xeA dw) <p

SeV={V,,:Ae,ue M} temos que V é uma cobertura aberta enumeravel de X, pois
o/ é uma cobertura de X e M é cofinal em |X|. Notemos que paracadaA € &/, n € M,
d(V,,) < |Alp < |X].

De acordo com a proposic¢do 1.2.9 item iv), existe F € [V]<” tal que X = | VX, logo,

VeF
d(lUV)<IX]l. ComoX = UJ V'c U VX, U V é denso em X, de modo que d(X) <
VeF VeF VeF VeF
d(lU V) <1X|. O
VeF

Corolario 4.1.6. Se X é pseudocompacto e |X| é um cardinal fortemente limite satisfazendo
cf(IX]) = w, entao alguns mas ndo todos os pontos de X tem uma vizinhanga de cardinalidade

estritamente menor que |X|.

Demonstraciao. De acordo com a prova do item ii) do teorema anterior, como X é pseudo-
compacto (e assim um espaco de Baire), temos que existe A € 7 tal que U := int(g) + O
notemos entdo, que U é um aberto ndo vazio de X para o qual d0) < |U| < |A] < |X], logo,
pela proposicdo 1.2.16, segue que |U| < 227 < |X| pois |X| é fortemente limite.

Se isso acontecer para todos os pontos de X, obteriamos uma cobertura aberta enumera-

vel de X, digamos, V tal que para cada U € V, |U| < |X|. Pela proposi¢ao 1.2.9 item iv), existe

Fe[VI*talqueX= U V = U V,mas dai, d(X) < X]. Pela proposicao 1.2.16, |X| < 2",
VeF VeF
isto € |X| < |X|, uma contradicao. 0

Corolario 4.1.7. Se X é um espaco de Baire homogéneo tal que cf(|X|) = w, entdo w(X) < 2"|X|

para algum m < |X]|.

Demonstracao. Como X é de Baire, de acordo com a prova do item ii) do teorema 4.1.5, temos
que existe A € o tal que U := int(A) é um aberto nio vazio em X satisfazendo d(U) <
|U| <|A| = m < |X]. Dado que X é homogéneo, cada x € X possui uma vizinhanga aberta U,

satisfazendo d(U,) < m < |X|; assim, em virtude da proposicio 1.2.16 w(U,) < 24U» < 2™,
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Paracada A € o7 sejaV, = |J U,, de modo que V ={V, : A € o/} é uma cobertura aberta

x€A
enumeravel de X. Como w(V,) < |A|2™ para cada A € & temos que

w(X) < ) JAR" < 2" ) IX] = 2"|x]

Aedf Aedf

O

Corolario 4.1.8. Se X é pseudocompacto e |X| é fortemente limite tal que cf(|X]) = w, entdo

w(X) = |X| e X ndo é homogéneo.

Demonstracio. Pelo item i) do teorema 4.1.5 temos que w(X) < 2<% < |X]|; se w(X) < |X], a
proposicdo 1.2.16 implica |X| < 2“¥ < |X|, uma contradi¢cdo. Dai, w(X) = |X|.
Se X fosse homogéneo, pelo item ii) do teorema 4.1.5, w(X) < 2" para algum p < |X|, mas,

como |X| é fortemente limite | X| = w(X) < |X]|, absurdo. O

Corolario 4.1.9. Sob GCH, se X é um espago pseudocompacto tal que cf(|X|) = w, entdo w(X) =
1X].

Demonstracdo. Pelo item i) do teorema 4.1.5, w(X) <2<, Ao assumirmos GCH, obtém-se
w(X) <2< = |X]; se w(X) < |X], entdo |X| < 2“¥® = w(X)*, logo |X| = w(X)* o que contradiz

cf(|X]) = w, logo necessariamente w(X) = |X]|. O

Conclui-se que os resultados obtidos por van Douwen estabelecem que para quaisquer
K e A satisfazendo A < 2¥ e ¥ < 2" existe um espaco (grupo) X tal que |X| = ke w(X) =
L. Sob ZFC, nédo existem restricdes adicionais sobre o peso e a cardinalidade de um espago
pseudocompacto (ainda mais, enumeravelmente compacto) sem pontos isolados, ou sobre o

peso e a cardinalidade de um espaco pseudocompacto homogéneo (mesmo se fosse um grupo).
Teorema 4.1.10. Assumamos que a seguinte afirmacado é verdadeira:

Sew > cecf(n) # w, entaon®” = pn ()
Sejam x e ) cardinais que satisfazem ¢ < x < 2" e . < 2%. Entdo,

i. Se existe u < K de maneira que h < 2" e cf(x) = w, entdo existe um grupo pseudocompacto

X tal que |X| = x ew(X) = A.

ii. Se adicionalmente, . < 2°* e cf(x) = w, entdo existe um espaco enumeravelmente compacto

X sem pontos isolados tal que w(X) = A e |X| = .
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Demonstraciao. Antes de comecar com a prova convém mencionar que a afirmacéo ¢ é equi-
valente a hipodtese dos cardinais singulares (SCH), uma assercdo consistente com ZFC. Con-
sideremos o grupo compacto L = 2*. Observemos que se D C L ¢ denso e x € D, entio
x(x,D) = y(x,L) = L. Como (D) < w(D) < w(L) = he lh = x(x,D) < x(D), segue que
w(D) = L. Dado que os espagos a serem construidos sdo densos em L, segue que cada um
deles tem peso A.

Pela hipotese, A < 2%. Assim, de acordo com o teorema 1.2.17 segue que d(L) < k. Como
ainda x < 2*, temos que existe um subconjunto denso F C L de cardinalidade k obtendo
assim um subgrupo denso (G = (F)) de cardinalidade k. A afirmagdo anterior implica que
w(X) < 2% e |X| < 2*™ s30 as inicas restricdes envolvendo esses invariantes cardinais ainda
quando os espagos sdo grupos.

Para mostrarmos o item i), suponhamos adicionalmente que cf(x) = ®. Vamos construir
por indugao transfinita, uma familia C-crescente de subgrupos {G, : o < ,} tais que para
cada o < w,, G € G,, |G,| = K e cada subconjunto enumeravel em G, tenha um ponto de
acumulacdo em G,,,. Este método, conhecido na literatura como clossing-off usado por V.
Saks e R. M. Stephenson [56] deve-se originalmente a Frolik [32].

Seja G, = G e suponhamos que para y < o, a familia {G, : a < vy} tem sido definida

satisfazendo
a. se a < f <v,entdo G, C Gg;

b. para cada a < vy tal que a + 1 < v, toda seqiiéncia em G, tem um ponto de acumulacdo em
G(‘l+1;
c. |G =x;
d. se a <y é um ordinal limite, entdo G, = |J G,.
B<a

De acordo com a hipotese indutiva, basta supor que y = o+ 1. Como G, é denso em L e
|G.] = x < 2", para cada seqiiéncia em G, podemos tomar um ponto de acumulacio em L;
dai, definimos G,,, = (G, U{x, € L : x, € F', F € [G,]”}). Observemos que a relacdo
K® = x = |G,| implica |G| = k.

Por inducéo, a colecdo {G, : a < m,} satisfaz os nossos requerimentos. Se X = |J G,

o<mi

naturalmente X é um subgrupo denso de L, e, como |G,| = K paracadaa < w, e w, < ¢ < K,

ROER
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Dada qualquer seqiiéncia {x, : n € o} C X, existe a < w, tal que {x, : n € o} € G,; de

fato, tomemos f(0) = min{f} < w, : x, € G;} e para cada n > 1 definamos
f(n) = max{min{f < w, : x, € Gy}, f(n — 1)} + 1

Como cf(w,) # w e a funcdo f : ® — w, é estritamente crescente, decorre que a = sup{f(n) :
n € o} < w,; portanto, a seqiiéncia {x, : n € w} € G, e possui um ponto de acumulacdo em
G... € X. Acontecendo isso para cada seqiiéncia em X, obtemos que X é enumeravelmente
compacto.

Suponhamos agora que K” # K > ¢, e que existe p < K tal que A < 2". Como u* > ¢
e cf(u*) # w, por (&) temos que (u")® = n*, logo, podemos supor que u® = p. De acordo
com os argumentos acima, dado que A < 2" e p < 2, L possui um subgrupo H, denso
e enumeravelmente compacto tal que |[H| = n. Como pu < x < 2", podemos tomar um
subconjunto A := {x, : a < x} € L\H; dai, o subgrupo G = (AUH) C L possui cardinalidade
K. Se f : G — R é uma funcao continua, como H é enumeravelmente compacto (em particular
pseudocompacto), existe r > 0 tal que f(H) C [-r,r] C R; dai, f(G) = f(ﬁc) c WR c
[-r, r], ou seja, G é pseudocompacto.

Agora, suponhamos que K” # K > ¢ e A < 2<% mas ndo existe i < k tal que A < 2%; note-
se que a ultima condicdo implica A = 2<*. Dado que k¥ > ¢ e K” # K, ao estarmos assumindo
(&) segue que cf(x) = w, portanto, existe uma seqiiéncia de cardinais M = {u, < x : n € w} tal
que ¥ = sup(M). Podemos assumir, sem perda de generalidade que para cadan € w, u, > ¢,

e que W, é um cardinal sucessor, de onde cf(u,) = w, # ®, obtendo assim, pela afirmacéo (&),

que também p’ = w,.

w
n

Para cadan € w, considerando o cardinal p, = u®, usando um argumento de clausura (ou
clossing-off) como o descrito inicialmente, podemos construir um grupo G, enumeravelmente
compacto satisfazendo |G,| = u, e w(G,) = 2". Seja X = | |,c, G, a unido disjunta da familia
de grupos {G, : n € w}; em X, seja ¢ a topologia inerente a soma topoldgica da familia
{G, : n € w}. Pela proposicao 1.2.12 (X, g) é enumeravelmente compacto; agora, sejat =g U
(UCX:lfnew:G, ¢ U} < o). Efacil ver que 7 é uma topologia para X. Observemos que
(X, 7) também é enumeravelmente compacto e, além disso, sem pontos isolados. Obviamente,

X =kewX)=2=h |

Convém ilustrar mediante dois exemplos que impdem condicdes distintas sobre a natu-
reza dos cardinais a serem analisados, as restri¢des sobre invariantes cardinais que até agora

achamos.
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Exemplo 4.1.11. Suponhamos que k é um cardinal fortemente limite de cofinalidade enume-
ravel. A seguinte tabela sintetiza as condi¢des necessarias e suficientes para a existéncia de

um espaco topologico X de cardinalidade k e peso A satisfazendo certas propriedades:

’ Estrutura de X Condigdo necessdria e suficiente sobre \ ‘
Espaco topoldgico K<A<Z2F
Grupo topologico K<A<L2F

Espaco enumeravelmente com- )=«
pacto ou pseudocompacto

Para nenhum A: pelo corolario 4.1.8 nédo exis-
Grupo pseudocompacto tem espacos pseudocompactos homogéneos

cuja cardinalidade seja fortemente limite.

Exemplo 4.1.12. De acordo com a nocao de forcing de Easton (vide 1.1.33), a seguinte assercao

¢é consistente com ZFC:
(T) = x81 + (Vn € (D) (ZN}HI = Nu)+n+|) + 2Nw = N(l)+(l)+]

Se assumimos (), obtemos as seguintes condi¢des para a existéncia de um espago topologico

X tal que |X| =N, e w(X) = A:

’ Estrutura de X Condigao necessaria e suficiente sobre \
Espago topoldgico N <A< Nyion
Grupo topologico N <A< Npios
Espa¢o enumeravelmente com- R, <) <N
pacto ou pseudocompacto
Grupo pseudocompacto N, <A <N, .0

4.2 A questio de van Douwen

Observemos que a afirmacao ii) do teorema 4.1.5 e a proposicdo 4.1.4 estabelecem condi-
¢Oes para espacos pseudocompactos, assim, resulta natural se perguntar se essas restricdes
podem ser melhoradas tratando-se de espacos enumeravelmente compactos. Em relagio a

isto, van Douwen [27] prop0s a seguinte questio:

Questdo 4.3. Se X é um grupo infinito (ou um espaco homogéneo) enumeravelmente compacto,

tem-se | X|® = |X|? Pelo menos, é cf(|X]) # w?

Sob GCH, qualquer cardinal limite é fortemente limite, dai, pelo corolario 4.1.8, todo
espaco homogéneo e pseudocompacto X satisfaz cf(|X|) # o logo temos resposta afirmativa a

questdo anterior.
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A continuacgdo, detalharemos a construgio feita por Tomita, via forcing, de um grupo
enumeravelmente compacto sem seqiiéncias nao triviais convergentes cuja cardinalidade tem
cofinalidade enumeravel dando resposta negativa a questdo 4.3 e estabelecendo assim um
resultado de consisténcia.

Dado n € m, se supomos que existe um grupo enumeravelmente compacto de cardinali-
dade N, entdo, pela proposicio 4.1.4, teria-se que N, > ¢, e assim (X,)” = N,, logo cf(N,) # w, o
que mostra que nenhum contraexemplo a questao 4.3 pode ter cardinalidade N,. Dai, o menor
tamanho para um tal grupo, devia ser N, e, de fato, o contraexemplo exibido por Tomita em

[67] possui dita cardinalidade.

Lema 4.2.1. Se H é um subgrupo de 2° tal que para cada {h, : n € o} € [H]® existe . < ¢ tal
que o conjunto de restrigoes {h,[. : n € w} tem 0 € 2!*9 como ponto de acumulagdo, entdo se
L ={x €2 : suppx élimitadoem ¢} ogrupoG = (HUL) = H+L é um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade |H| + 2.

Demonstracio. Se{y, : n € o} é uma seqiiéncia no grupo G, para cadan € w existem h, € H,
z, € Ltaisque y, = h, + z,. Como z, =y, — h, € L, para cada n € ® podemos tomar o, < ¢ tal
que supp { z,} € a,. Como cf(c) > w, sup{a, : n € o} = a < ¢, de modo que para cada n € w,
supp { z,} C «, isto é, para cadan € o, (v, — 1), = 0 € 2!*“9. Sem perda de generalidade,
passando talvez a uma subseqiiéncia, podemos supor que ou {h, : n € w} é uma seqiiéncia
com valor constante 7 € H ou é uma seqiiéncia injetora.

No primeiro caso {z,[,:n € o} ={y, —hl,: n € o} C 2% tem um ponto de acumulagio

x' € 2% pois 2* é compacto. Em conseqiiéncia, x = x’ + h[, é um ponto de acumulacdo
da seqiiéncia {y,[, : n € w}. Como {z,[,, : n € w} é a seqiiéncia constante com valor
0 € 21*9, temos quefy,l., : n € o} = {h,1

Dai, xUhl,, = (X +hl,)UhJ

: n € w}, logo possui valor constante A,

a,c) a,c)*

=x" U0, +h € G éponto de acumulacdo da seqiiéncia

0,0) ,c) a,¢)

{y, : n € w}.
No segundo caso, pela hipétese, existe § > o tal que o segmento final {4, [, : n € 0} tem
a 0l como ponto de acumulagdo. Como 2P é compacto, existe um ponto de acumulagio
y € 2P da seqiiéncia {y, l¢ :n € w};dai, yUOl,, € L CG éponto de acumulacdo da seqiiéncia
WleUh T, new}={y,l;Uyle ) =1{y.:n€w} poisz,ly, =0¢€ 2189 para todo n € w.
Portanto, o grupo G é enumeravelmente compacto. Claramente, L codifica todos os

subconjuntos de ¢ limitados, logo |L| = 2= e assim |G| = |H| + 2~°. O

Tomita em [67] salienta que para cada x < ¢ é possivel construir um grupo topolédgico

de cardinalidade x usando MA(x), mas que ainda MA nao é suficiente para construir um
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grupo de cardinalidade N,. De fato, GCH implica MA e, pelos comentarios iniciais, sob
GCH todo grupo pseudocompacto nao pode ter cardinalidade de cofinalidade enumeravel, em
particular, sob GCH néo existe um grupo enumeravelmente compacto de tamanho N,. A
seguir, detalharemos o modelo obtido por forcing no qual existe um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade N,,.

4.2.1 Um grupo enumeravelmente compacto de cardinalidade N,

Assumamos CH e seja k > N, um cardinal regular. Fixemos uma enumeracéo {f. : § < x}
de todas as seqiiéncias injetoras em [K]=°.

Como antes, se F € [K]*” e {z, : u € F} C 2" denotamos z, = }; z,.
ner
Comecamos por definir a nocao de forcing que permitira a construcio:

Definicdo 4.2.2. Seja P o conjunto formado pelas triplas p = (a,,, {x! : n € E,}, (A :6€eD,})

onde
1. a, € w;
2. D, e[x]”, E,=D,UU{fi(n):new,d€D,};
3. xI' € 2% para cadan € E,;
4. AP € [w]” para cada § € D,.
Em P dizemos que p < g se:
a. o, <a,D,CD, E,CE,;
b. para todon € E, temos x! C x7;
c. paracadad € D,, AY C* Al e,

d. paracadaé € D,, a seqiiéncia {x, [\, ., : # € Ay} converge ao ponto O, . = € 2%,

Lema 4.2.3. O conjunto parcialmente ordenado (P, <) é enumeravelmente fechado e satisfaz a

condigdo w,-c.c.

Demonstracio. Seja {p, : n € o} uma seqiiéncia decrescente de elementos em P, onde, para

cadanew, p, =(a,{x' :neE}{A!:6€D,}).

n

Tomemos
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a, = supfa, : n € w}, Dw:UDn, Ew:UEn, xff: Uxf]’

new new neE,
new

Paracadad € D,, seja Ay € [w]® tal que para cadan € w,se § € D,, entdo AY C* A”. Por fim,
seja p = (0, {x)" 1M € E,},{Ay : 6 € D,}).

Afirma-se que p € P. Com efeito, dado que cf(w,) # w, 0, < w,; agora, como para cada
n € o os conjuntos D, e E, sdo enumeraveis, D, € []® e E, € [k]® pois kK > w. De acordo
com a construcdo, as outras condi¢cdes para pertencer a ordem P sdo satisfeitas trivialmente.
E obvio que para cadan € o, p, < p,, logo P é enumeravelmente fechada.

Seja{p, : U € w,} € P de maneira tal que paracadap,y € w,, p, # p,. Como|E,| = ® < w,
e {E, : n < m,}] = w, > w, pelo lema do A-sistema, existem I € [®,]** e E € [K]= tais que
E, N E; = E para todo {u,f} € [k]>. Como|l| = w, > w, e la, :pel} Cw existemJ C /e
o € w, tais que |J| = w, e paratodop € J, a, = o.

Além disso, como |E| < w e o € w,, existem s6 ¢ = m, funcdes de E a 2 e existem também
s6 ¢ = w, funcdes de E a [0]®; desta maneira, podemos supor que para cada par {u, B} € [J]*,

enEE,xE:xﬁe,paratodoéeDuﬂDﬁQE,AE:A?.

Sejam , B € J distintos; se
p=(o, (¥ :meEJUP :neENE), {A' :5e DY U(AL 1 6 € D,\D,})
entdo naturalmente p € Pe p < p;, p < p,. Em conseqiiéncia, ndo existem anticadeias de

tamanho w, em P, isto é, P é w,-c.c. O

Prosseguimos definindo alguns conjuntos densos da ordem P. Para cada ¢ € Fn(x,2) e

o € W, seja
D,,={peP:dom¢ C D, eexiste y € [a,a,) tal que para todo § € dom ¢, ¢p(§) = xé’(y)}

Lema 4.2.4. A familia 9 = {D,,, : ¢ € Fn(x,2), a < m,} esta formada por subconjuntos densos

na ordem P.

Demonstracio. Seja g € P e fixemos ¢ € Fn(x,2), o < w,. Tomemos o, = max{a,a,},
D, =D,udom¢, E, =D, U J{fs(n): 6 €D,, n€wl
Paracadan € E,, e 6 € D, tomemos
xIVor, senek, A] sed €D,

O ,0tr)
X, = ! e A=
0 semn € ENE, ®w seo€DND,
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Se tomarmos r = (a,,{x; : M € E.},{A] : 6 € D,}) naturalmente r € Pe r < g. A idéia agora
¢ achar uma extensao de r em D,,. Sejao, =a,+1, D, =D, e E, = E,. Definiremos uma
fungéo y : E, — 2 de maneira tal que para cadam € E,, y(n) = x/(a,).

Primeiro, fixemos uma enumeracéo {8, : n € w} do conjunto D,, de modo tal que para
cadadeD,, (new:fp, =0} €w]”.

Seja F, = dom ¢ e definimos y[, = ¢. Usando um argumento indutivo vamos definir

paracadan € w, y[,, ek, € o satisfazendo as seguintes condicdes:

© Fn U f[;n(ku) g Fn+la
© kn € Agn’ kn < kn+l9 €,
o 2w s e f(k)y =0

Suponhamos que para cada m < n, F,, yI, ek, tem sido definidos satisfazendo as
condi¢des anteriores. Seja k, > k,, tal que k, € A¢ e f;, (k)\F, # @.

Tomemos F,., = F, U f; (k,); por se tratar de uma funcio com valores ao grupo booleano
2, a funcdo y pode ser definida sobre o conjunto F,,,\F, de maneira que > {y(n) : n €
Jou(k)} = 0.

No final da inducao, teremos definido y sobre o conjunto F = | J F,. Paracadau € E \F,

new

tomemos y(u) = 0. Dadosm € E, e 6 € D,, sejam
= U (e, y)} e AF =k, : B, = 6}

E claro que p = (a,,{x’ :ne€E,} AP 5 € D,}) € P; mostremosque pe D,, e p <gq.

m
Comoa, =a,+1, D, = D, e E,, as trés primeiras condicdes que descrevem a relaciao
p = r sobre P, estdo satisfeitas. Do mesmo modo, para cadan € E, = E, temos que x/' [, = x]
e paracada§ € D, = D,, de acordo com a construcéo indutiva, se satisfaz A7 C Al
Dado 6 € D,, se consideramos a seqiiéncia {xfd o Nerap 1 E AP}, temos, para cada
ne Af :

p )
X)) = X, (0)

_ P
= Xy (1)

D x(@)

ueff B (kn)

D ww=0

uef [ (kn)

Portanto, p <r <g. Visto quedom¢ € D,, a, > a, > o e para cada § € dom ¢ = F, temos

xl(a,) = W(€) = $(E), concluimos que p € D,.; portanto, cada membro da colecio Z é denso
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em P. O

Teorema 4.2.5. Se M é um modelo de CH e (x > o)™ é um cardinal regular, entdo existe
uma nogao de forcing enumeravelmente fechada satisfazendo a condi¢do w,-c.c. tal que para
cada cardinal \ € [¢,x], na extensdo M|[G] existe um grupo enumeravelmente compacto G cuja

cardinalidade é \.

Demonstracdo. Suponhamos CH e seja k > ¢ um cardinal regular. Seja P como na definicdo
4.2.2. Pelo lema 4.2.3, P é uma ordem enumeravelmente fechada que satisfaz w,-c.c., logo,
trata-se de uma ordem que preserva cardinalidades e cofinalidades.

Seja G € M[G] um filtro genérico para a ordem parcial P. Para cada § € k, definimos

XE:UXJ;

peG
EeD,

Seja ¢ = {(§,0)} € Fn(x, 2). Observemos que para cada a < w, existe p € GND,,, satisfazendo
a, > o e e D,; dai, uma vez que domx! = a, > 0, obtemos o € dom x. para cadaa < o, e
assim, dom x. = w,, isto é, x. € 2 paracada § < k.

Afirmamos que o conjunto de funcdes X = {x. : & < x} é linearmente independente.
Primeiro, dado F € [«]*“\{@}, podemos definir de maneira conveniente uma fun¢do ¥ : F —
2 tal que ), ¥(n) # 0. Como G é genérico, podemos também tomar p € G N D,,,, mas dai,

uer
existe y € [w, a,) tal que para todo € € F, 9(E) = x(y), logo

xe(y) = Y L)

EeF

=Y D #0

EeF

ou seja, x, # 0 € 2*'. Percebendo que cada conjunto finito ndo vazio F C K codifica uma
combinacdo linear nao nula -uma soma pela estrutura booleana de 2*- de elementos da familia
X, segue o resultado.

Seja I C « ndo vazio. Afirma-se que o subgrupo H, = (x. : § € I) C 2" satisfaz as
condi¢des do lema 4.2.1; para mostrar isto, tomemos uma seqiiéncia {y, : n € o} € [H,]".
Como H, = (x. : § < ¢), para cada n € ® podemos associar um conjunto de indices f(n) €
[I]= tal que y, = Z X, = X, obtendo desta maneira uma funcdo f : ® — [/]*”. Dado
que X é linearmenrzfi(gdependente e a seqliéncia escolhida é injetora, segue que f ¢ injetora.

Observemos que em particular f é uma seqiiéncia injetora em [x]<“; assim, como a nocédo de
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forcing P ndo adiciona novos subconjuntos enumeraveis ao modelo M, existe u < x tal que
f = f., lembrando que {f, : @ < x} enumera todas as seqiiéncias injetoras em [K]=*.

Seja 0 € Fn(x,2) tal que p € domg. Visto que para cada o < , o conjunto D,, é denso
em P, podemos tomar p € GN D,,, logo, em particular, u € D,. Se F é um subconjunto finito
de [a,, w,), e p = max F, dado que para qualquer funcdo ¢ € Fn(x, 2) o conjunto D, é denso
em P, podemos achar ¢ € D,, NG tal que g < p. Comow € D, € D,, de acordo com a
definicao da ordem, a seqiiéncia {lem) MNepap = 11 € Af} converge a 0 € 2[%-%)  Jogo, o conjunto
{neAl: xfp(n) I, = 0[,} é cofinito. Visto que x?u(n) M= X DXy I = Ve%n) x, 1 =y, temos

Al C (ne Al x] 1, =00}
={neAl:yl. =0}

Q{HE(DZ}HF:OTF}

Assim, 0 € 2[%%) ¢ ponto de acumulacio de {y, N : n € w}; pelo lema 4.2.1 obtém-se que

dap.og)
o grupo L + H, é enumeravelmente compacto e de cardinalidade |H,| + 2=°. Note que H, e |
possuem a mesma cardinalidade pois identificamos elementos do grupo H, com subconjuntos
finitos de /; além disso, ao assumirmos CH no modelo M e ao P satisfazer m,-c.c., segue que

2= = ¢. Portanto, [L + H,| = |I| + ¢ = |I| o que conclui a prova. O

Corolério 4.2.6. E consistente ¢ = 8, < N, com a existéncia de um grupo enumeravelmente

compacto de cardinalidade N,,.

Demonstracio. Seja M um modelo de GCH. Seja (x = N,,,)™. Pelo teorema 4.2.5, como
K € regular, na extensdo M[G], para cada A € [c,N,,,] existe um grupo enumeravelmente
compacto de cardinalidade L. Seja (A = K,)™. Como a nocio de forcing empregada é enu-
meravelmente fechada, preserva cardinais abaixo de N, e assim, (CH)MIEI Além disso, a
nocio de forcing é w,-c.c., logo preserva cardinais acima de N, e, portanto, (A = N,)MIC],
Conseqiientemente, em M[G] CH vale e existe um grupo enumeravelmente compacto cuja

cardinalidade tem cofinalidade enumeravel. m]

De acordo com os resultados da secdo anterior e como conseqiiéncia do corolario anterior,

neste ponto aparece um resultado de independéncia:

Teorema 4.2.7. A existéncia de grupos enumeravelmente compactos cuja cardinalidade tem co-

finalidade enumeravel é independente de ZFC.
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Demonstraciao. Por uma parte, pelo corolario 4.1.8 num modelo M de ZFC+GCH néo exis-
tem espacos homogéneos cuja cardinalidade tenha cofinalidade enumeravel. De outro lado,
pelo teorema 4.2.6 obtemos um modelo N de ZFC+CH onde existe um grupo cuja cardinali-

dade tem cofinalidade enumeravel. Em conseqiiéncia, a assercéo ¢ independente de ZFC. O

4.2.2 Um grupo enumeravelmente compacto de peso N,

Sirota [58] respondendo a uma questdo proposta por Arkhangel’skii, construiu um grupo
pseudocompacto sem seqiiéncias nao triviais convergentes de peso k para qualquer cardinal
infinito x satisfazendo ¥ = k”. Complementando o resultado obtido por van Douwen sob
GCH acerca da cardinalidade de um grupo pseudocompacto, Malykhin e Shapiro [51] mos-
traram que sob GCH, os Unicos pesos possiveis para grupos pseudocompactos sem seqiiéncias
nao triviais convergentes satisfazem k = k“, e num modelo de forcing, os autores mostraram
a existéncia de um grupo pseudocompacto de peso 8, < (X,)”. Como w, tem cofinalidade nao
enumeravel, é natural perguntar se um grupo pseudocompacto sem seqiiéncias nio triviais
convergentes pode ter peso de cofinalidade enumeravel, e, se a pseudocompacidade pode ser
substituida pela compacidade enumeravel.

Com referéncia a essa questdo, no trabalho [67] Tomita proporcionou um resultado de
independéncia, ao mostrar de maneira consistente a existéncia de um grupo abeliano de van
Douwen de cardinalidade ¢ e peso N,. Neste paragrafo ser ao apresentados os detalhes dessa
construcao.

O seguinte teorema mostra uma maneira de aumentar o peso de grupos de van Douwen

de cardinalidade c.

Teorema 4.2.8. Se existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e sem seqiiéncias
ndo triviais convergentes sobre um grupo abeliano livre infinito G, entdo para cada x € [c, 2]
existe uma topologia de grupo T, enumeravelmente compacta e sem seqiiéncias ndo triviais con-

vergentes sobre o grupo A(c), de modo tal que w((A(¢), 7,)) = K.

Demonstracao. Como G é, em particular, pseudocompacto pela proposicio 4.1.4 temos que
|G| > ¢. Se |G| > ¢, usando o argumento de clossing-off descrito anteriormente, obtemos um
subgrupo G’ < G enumeravelmente compacto tal que |G’| = ¢. Adicionalmente, notemos que
G’ ¢é livre, logo, podemos assumir sem perda de generalidade que |G| = c. Como G ¢é abeliano
livre e enumeravelmente compacto, podemos identificar a G com um subgrupo de T* para
algum cardinal A mediante um isomorfismo de grupos topolégicos. Note-se que [G]*” = ¢,

logo podemos projetar G em T° de maneira injetiva para algum 0 < ¢; como G é de van
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Douwen, a imagem sob dita projecdo constitui um grupo abeliano livre sem seqiiéncias nao
triviais convergentes, assim, podemos assumir que w(G) < 0 < c.

Seja {y: : § < ¢} um conjunto independente de geradores de G. Seja P = {x2 : k < ¢} 0
conjunto de todos os ordinais pares em ¢. Usando P, o conjunto de seqiiéncias injetoras de
elementos de Fn(c,Z\{0})\{@} é indexado, digamos {f. : & € P}. Adicionalmente podemos
supor que para cada § € P, | J dom f.(n) C E.

new

Seja 0 < § < ¢. Por inducéo, suponhamos que para cada i < § temos escolhido x, € G

satisfazendo as seguintes duas condicdes:
a. o conjunto {x; : B < u} é linearmente independente, e,
b. se u € P, entdo x, é um ponto de acumulacédo da seqiiéncia {x;,, : n € w}.

Afirma-se que x; pode ser escolhido de forma tal que a hipdtese de inducdo ¢é satisfeita. De
fato, suponhamos que H = (x; : B < &). Como {y, : | < ¢} é um conjunto livre de geradores
de G D H, para cada h € H associa-se um unico subconjunto J, € [¢]*” de modo tal que
hely,:peJ,). SejaJ= ;H{ J,; o elemento x. é escolhido como segue:
€
G\ :BeJ) seE¢ P
(X NEOIN(:BES) seEeP

Como IWI =cel(y; : B € )l =J| <E < ¢, note-se que m\@ﬁ P e
J) # @. Claramente, o conjunto {x; : B < &} satisfaz as condi¢des a) e b) anteriores.

No final do processo indutivo, obtemos um conjunto X = {x. : § < ¢} linearmente inde-
pendente tal que para cada & € P, x. é ponto de acumulacdo da seqiiéncia no grupo gerado por
X associada a funcdo f.. Pela ultima afirmacédo, para cada § < ¢ pode-se tomar um ultrafiltro
p: € ®* de maneira tal que x. = p — lim,¢,, X

Fixemos ¥ € [0,2°] e seja {z, : o € ¢\P} um subconjunto denso em T*. Dado que
todo espaco compacto é, em particular, ultracompacto, para cada @ € P podemos definir, de
maneira indutiva, z, = p,-lim,¢, z;,,. Finalmente, seja G, = ((x.,z)) : E < ¢) € G x T*.

Observe-se que G, é um grupo abeliano de cardinalidade ¢ e, além disso, a colecdo
{(x:,z2) : § < ¢} é um conjunto livre de geradores para esse grupo. De fato, suponha-se
que Op+x = Y a,(x,,z,) onde F € [¢]*” # @, eqa, € Z paracadap € F; de acordo com a
definicao dauce)gera(;éo do grupo, Op = » a,x,. Assim, a, = 0 para todo u € F, posto que o

neF
conjunto X é independente. Resta provar que G, é um grupo de van Douwen.



4.2. A questio de van Douwen 115

Suponha-se que {g, : n € o} = {(¢,,w,) : n € o} C G, é uma seqiiéncia injetora; passando
talvez a uma subseqiiéncia, podemos assumir que {g, : » € w} nio contém termos do tipo
(020, 04x), (t,0) ou (00, w) parat € G, w € T*.

Inicialmente, consideremos o caso em que para cada n,m € o distintos, ¢, # 1, e w, # w,.
Notemos que dado n € w, o ponto g, = (¢,,w,) é soma de um nimero finito de elementos
do conjunto {(x,z.) : & < ¢}, logo podemos associar-lhe a esse ponto uma funcdo f(n) €

Fn(c¢, Z\{0}) de modo tal que

g =w)= D fOWX,z)

uedom f(n)

D (W, f(z.)

uedom f(n)

= (Xfis Zr)

Como {x. : § < ¢} é independente, segue que a correspondéncia f : ® — Fn(c,Z\{0}) é
injetora; portanto, existe T € P tal que f = f.. De acordo com a construcio, observe-se que
X, = pe-lim,e, x;.; de outra parte, z. = p.-limye, 24, Como a p.-compacidade € preservada

sob funcdes continuas, naturalmente temos

(-xt’ Z;) = pi_ lim('xft(ﬂ)’ th("))
new i N

de onde (x;,z:) € um ponto de acumulagdo da sequéncia {(x(, 2rw) : 1 € O} = {(£,,w,) 1 n €
w}.

Uma segunda situacdo que pode ocorrer, é que {t, : n € w} € G contenha uma sub-
seqiiéncia constante {#, : k € o} tomando o valor 7 € (x; : § < ¢); notemos que nesse caso,

necessariamente, {w, : k € o} C T é uma seqiiéncia injetora. Para cada k € w, pode-

Nk
mos associar uma funcdo, que possivelmente ndo é anica, f(k) € Fn(c,Z\{0}) de modo que
w, = 2 f(k)(wz,; note-se que, como antes, a funcdo f : w — Fn(c,Z\{0}) é injetora,

" edom £
logo existe T € P tal que f = f.. Como z. = p.-limyg, Zew = Pe limgeq 20y = pe-limge, w

"
segue que z: ¢ ponto de acumulacio da seqiiéncia {w, : n € w}. Dali, (t,z.) € G, é ponto de
acumulacio de {(y,,w,) : n € w}.

Agora, se ocorrer que {w, : n € ®} contém uma subseqiiéncia constante {w, : k € o} que
toma o valor w, necessariamente {f, : k € w} é uma seqiiéncia injetora no grupo (x; : § € c);

assim, como esse conjunto é linearmente independente, existe uma -desta vez, tinica- fungao

injetora f : w — Fn(c¢,Z\{0}) tal que para cada k € w, 1, = 3 f(b)(Wx, = x,. De
uedom f(k)
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acordo com a enumeracdo escolhida previamente, existe também C € P tal que f = f;, logo,
x. € ponto de acumulacdo de {x : k € 0} = {x, : k € 0}; em conseqiéncia, (x,,w) € G, €
ponto de acumulagao de {(z,,w,) : n € w}.

Do anterior, conclui-se que G, é enumeravelmente compacto. Como G, contém uma co-
pia de um subgrupo de G que, naturalmente, ndo admite seqiiéncias nao triviais convergentes,
segue que uma seqliéncia convergente {g, : n € o} em G, deve ser da forma {(t,w,) : n € w}
para algum ¢ € (x. : & < ¢). Suponhamos que w = lim,e, w,. Para cada n € w, seja
f(n) € Fn(c,Z\{0}) tal que w, = z,,; passando talvez a uma subseqiiéncia, podemos assu-
mir que {w, : n € w} é injetora e ndo contém o elemento O, logo f : w — Fn(c,Z\{0}) é
injetora, de modo que podemos tomar 1 € P tal que f = f, e, assim, z, = p,-lim,c, 250 =
py-limye, 24y = p,-lim,e, w,, mas dai, z, = w. Note-se que qualquer subseqiiéncia propria
de {w, : n € w} esta codificada por uma funcéo injetora g : ® — Fn(¢, Z\{0}) de modo tal que
g = f, para algum p € P. Dai, z, também ¢é ponto de acumulacao de {w, : n € w}, logo z, = z,.
Note-se que isto acontece com cada subseqiiéncias distinta de {w, : n € w}, obtendo-se desse
modo ¢ pontos de acumulacédo distintos para ela, absurdo. Portanto, G, é um grupo enu-
meravelmente compacto e nao possui seqiiéncias nao triviais convergentes. Naturalmente,

|G| =ce, como G, CGXTFCT'xT, wiG,) = K. O

Teorema 4.2.9. Se MA pumeravel S€ satisfaz e ¢ < N, < 2°, entdo existe uma topologia de grupo T

sobre A(c) tal que (A(c), T) é um grupo de van Douwen de peso N,,.

Demonstracdo. De acordo com o teorema 1.1.33, temos que a partir de um modelo M de
ZFC +GCH, obtemos via forcing um modelo de ZFC+(¢ = N,) + 2% = N,.,)onden € w
é fixo. Note-se que na extensio M[G], temos que ¢ = 2 = N, < N, < 2° = 2% = N,
como ¢é requerido. De acordo com a observagdo 1.1.44, ao acrescentarmos reais de Cohen,
MA chumeravel € satisfeito, logo M[G] E MAcpumeravel: De acordo com o teorema 2.2.18, em
MIG] existe uma topologia de grupo 7 sobre A(c) de maneira tal que (A(c), 7) é um grupo de
van Douwen. Como (¢ < 8, < 29MCE! pelo teorema 4.2.8 em M[G] existe uma topologia
de grupo 7 sobre A(c) munido da qual é um grupo de van Douwen que satisfaz w(A(c),7) =

N m]

[0}

Teorema 4.2.10. E consistente com CH a existéncia de um grupo Abeliano livre de cardinalidade
2° e peso k para cada x € [c,2% ] sem houver restricoes sobre o tamanho de 2. Em particular, é
consistente que exista um grupo abeliano livre enumeravelmente compacto de peso A > 2° onde A

¢ de cofinalidade enumeravel.
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Demonstracao. No modelo construido no teorema 2.2.22, notemos que CH ¢é valido. As-
sim, é consistente com CH a existéncia de uma topologia enumeravelmente compacta sem
sequéncias ndo triviais convergentes sobre o grupo abeliano livre G = A(2). Nessa constru-
¢d0 obtemos uma realizacio de G como subespaco do grupo compacto (T¢)*". Seguindo um

argumento analogo ao encontrado na prova do teorema 4.2.8, obtém-se o resultado. O






CAPITULO 5

Problemas relativos a topologias de grupo

enumeravelmente compactas

5.1 O problema de Wallace

Nesta secdo consideraremos certas questdes relacionadas com semigrupos topologicos,

estudando as propriedades que um semigrupo deveria satisfazer para ser um grupo topologico.

Semigrupos de Wallace

Definicdo 5.1.1. Um semigrupo S ¢ dito cancelativo se zx = zy implica que x = y e xz = yz

implica que x = y para cada x,y,z € S.

As acoOes a direita e a esquerda @, e A, definidas em um semigrupo S nem sempre sio
bije¢des, como ocorre se consideramos grupos. Mais ainda, num semigrupo, essas agoes
nao sdo necessariamente injetoras ou sobrejetoras. O anterior explica porque os semigrupos

topologicos nem sempre constituem espacos homogéneos, como mostra o seguinte

Exemplo 5.1.2. Consideremos no intervalo fechado I = [0, 1] a operacdo dada por x *xy =
min{x, y}. Naturalmente, (/,*) é um semigrupo topolégico que nao é um espago homogéneo;

note-se também que as translagdes nao sdo injetoras.

Facilmente, podemos identificar os semigrupos cancelativos com os semigrupos onde
as translacdes sdo injetoras (mas nio necessariamente sobrejetoras). Assim, o semigrupo
considerado no exemplo anterior ndo é cancelativo.

Nos semigrupos topolégicos cancelativos, a compacidade resulta ser uma condigao sufi-

ciente para se tornarem grupos topolégicos, como mostra o seguinte interessante resultado:

119
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Teorema 5.1.3 (K. Numakura). Todo semigrupo topologico cancelativo Hausdorff compacto S é

um grupo topologico.

Demonstracao. Primeiro, mostraremos que para cada a € S, Sa = S eaS = §, isto ¢,
que cada translacdo definida sobre S é sobrejetora. Naturalmente, é suficiente mostrar que
aS =S. SejaS, =S, S, =aS, e, indutivamente, para cada n € w, seja S,,, = aS, = a"*'S.
Como aS C §, de acordo com a construgdo indutiva é claro que paracadan € o, S,,, € S,.
Como § é um espaco Hausdorff compacto e as translagdes sao continuas, os elementos da
familia {S, : n € o} sdo subconjuntos fechados, e assim, compactos, de §.

Consideremos a seqiiéncia {a" : n € w} € §. Como S é compacto, existe um ponto
de acumulacido x € S dessa seqiiéncia; Seja V um aberto em S satisfazendo xaS C V (pelo
menos existe o proprio S). Pela continuidade da operacéo e pela compacidade de aS, existe
uma vizinhanca aberta W de x de modo que WaS C V. Seja k € o tal que a* € W. Entio,
daS C V, isto é, S,,, € V. Dado que a familia {S, : n € w} é decrescente, temos que para
caddan>k+1, S, CV.

Seja b € §. Pela continuidade das translacdes, temos que xb é um ponto de acumulagio
da seqiiéncia {@"b : n € o). Naturalmente, a"b € S, C V paracadan >k + 1, logo xb € V.
Dai, tem-se mostrado que xb pertence ao fecho de qualquer vizinhanca aberta em S contendo
o conjunto xaS. Dado que xa$S é compacto e S é Hausdorff, xaS é fechado e assim, xb € xaS$.
Como o semigrupo é cancelativo, b € aS. Sendo b um elemento arbitrario de S, conclui-se
que aS = §; de maneira similar, pode-se provar que Sa = S.

Seja a € § arbitrario. Como Sa = §, existe e € S tal que ea = a. Para cada elemento
y €S, dado que aS = S, existe z € § tal que az =y, logo ey = eaz = az = y, ou seja, e é um
elemento neutro a esquerda do semigrupo. Como § é cancelativo, o elemento e é Gnico. De
maneira similar, existe um elemento neutro a direita ¢’ € S que é Unico pois S é cancelativo.
Assim, e = ee’ = ¢’, de onde S é um mondide. Como aS =S = Sa paracadaa € S, existe
be S talqueab = e, e, existe b’ € S tal que b'a = e. Assim, ea = a = ae = a(b’a) = (ab’)a;
dado que S € cancelativo, e = ab’, ou seja ab’ = ab, de onde b’ = b. Portanto, S é um grupo.
Dado que a operacdo em S define uma aplicacdo continua, S é um grupo paratopoldgico.

Visto que S é Hausdorff, pela continuidade da operacdo do grupo, o conjunto M =
{(a,b) € S XS :ab = e} éfechadoem S X §. Seja F C X fechado e tome-se S, = (S X F)N M.
Observe-se que F' e S X F sdao compactos e S, é fechado no produto § X S pois M é fechado;
portanto, S, é compacto. Agora, (a,b) € S, se e somente se b € F e ab = e, ou seja, a = b

Portanto, m,[S,] = F~'. Comon, : S XS — S é continuae F é compacto, F~! é também
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compacto e assim, fechado em S. Demonstrou-se entdo que a aplicagdo i : § — S definida

1

por i(x) = x~' é continua. Em conseqiiéncia, S é um grupo topoldgico. O

Em 1953 durante o encontro anual da American Mathematical Society realizado em Balti-
more (Maryland), depois de notar que distintos autores tinham mostrado que todo semigrupo
topoldgico compacto cancelativo é um grupo topologico, A. D. Wallace salientou que apesar
das varias publicagoes feitas por alguns matematicos de que essa propriedade também era va-
lida considerando semigrupos que fossem apenas enumeravelmente compactos, “permanecia
alguma duvida sobre a validade dessa afirmacao” [71]. A seguinte questdo, conhecida como

o “problema de Wallace”, permaneceu entdo sem resposta durante mais de quarenta anos:

Questio 5.1 (Problema de Wallace). E todo semigrupo topolégico cancelativo e enumeravelmente

compacto um grupo topologico?
Definicdo 5.1.4. Um contraexemplo para a questdo 5.1 é dito semigrupo de Wallace.

Em Junho de 1993, durante a Conference on General Topology and its Applications rea-
lizada em Slippery Rock, ressurgiu o interesse de varios matematicos pela questdo, entre os
que pode-se citar a RW. Heath e D.L. Grant. A questao, também foi citada por Comfort em
[16, 17].

Em 1994, Robbie e Svetlichny [53] mostraram o seguinte teorema:

Teorema 5.1.5 (Robbie e Svetlichny). (CH) Existe um semigrupo de Wallace abeliano e comple-

tamente regular.

A dependéncia de CH no teorema anterior é conseqiiéncia do uso do grupo de Tkacenko
[62] (vide 2.2.1) nesse resultado. Contudo, Robbie e Svetlichny basearam a sua constru¢do no

seguinte fato mais geral:

Lema 5.1.6. Seja G um grupo topoldgico abeliano livre de tor¢do, enumeravelmente compacto e
sem seqtiéncias ndo triviais convergentes. Se T é um subsemigrupo infinito enumeravel de G que
nao contém a identidade e;, entdo, cada subconjunto B € [T]® possui um ponto de acumulacao

x € G tal que para cadan € w, x" ¢ (T UT™ ') e, além disso, e; & (T U {g}).
Demonstracdo. Vide [53]. O

Dado que os teoremas 2.2.14 e 2.2.18 implicam a existéncia de um grupo abeliano livre
de van Douwen, aplicando o lema 5.1.6, obtemos também semigrupos de Wallace assumindo

MAg. centrada € MAenumeravel Tespetivamente. De maneira analoga, a construcdo do teorema
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3.3.11 também implica a existéncia de semigrupos de Wallace, logo, ainda versdes mais fracas

de MA ndo sdo necessarias para achar contraexemplos a questdo de van Douwen.

Teorema 5.1.7. Se existem ¢ ultrafiltros seletivos incomparaveis entdo existe um semigrupo de

Wallace.

Demonstracao. De acordo com o teorema 3.3.11 no caso Kk = ¢, {x. : & < ¢} constitui um
conjunto livre de geradores do grupo A(¢) (sob homomorfismo topoldgico). Seja S = {x, :
H € Fn(¢, N)\{@}}; naturalmente, S constitui um semigrupo topolégico que ndo é um grupo,
e adicionalmente, pelo fato de ser subsemigrupo do grupo A(c), S é cancelativo.

Seja {a, : n € w} C § uma seqiiéncia injetora; de acordo com a enumeracédo {f. : § < ¢}
da familia F pelo lema 3.3.2 existe { < ¢ tal que {x.4 : k € ®} é uma subseqiiéncia de
{a, : n € w}. Pelo teorema 3.3.11, x; = p.-lim,e, X4, logo, em particular, x; € S € um ponto
de acumulacdo de {a, : n € w}. Em conseqiiéncia, S é enumeravelmente compacto, e assim,

constitui um semigrupo de Wallace. O

Tomita em [65] mostrou a existéncia de um semigrupo de Wallace assumindo MA . umeravel
mediante uma técnica diferente, sem que o semigrupo seja subsemigrupo de um grupo abeli-
ano livre, fazendo modificacdes a construgao de Hart e van Mill [40]. Nesse trabalho, prova-

se o seguinte
Teorema 5.1.8. Assumindo MAcyumerave, S€ G = {y € T : supp (y) é limitado em ¢}, existe
x € T¢ tal que o semigrupo{nx +y:n € w ey € G} é um semigrupo de Wallace.
Alguns comentarios sobre independéncia
Uma assercao relativamente consistente com ZFC é o Axioma de Kunen:
KA: Existe um ultrafiltro gerado por uma base de filtro de cardinalidade ,.

Este axioma, foi usado por van Douwen [26] e Hart e van Mill [40] para destacar a apa-
rente dependéncia de MA das construgdes feitas por eles. Tomita, em [66], mostrou que sob
KA+(c¢ > w,) nédo existe x como no teorema 5.1.8. Em conexéo com esse resultado, a seguinte

afirmacdo mostra que apesar da afirmacédo estabelecida no teorema 5.1.7, temos também

Teorema 5.1.9. A existéncia de x como no teorema 5.1.8 é independente da existéncia de 2°

ultrafiltros seletivos <\ -incomparaveis.
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Demonstracao. Sob MA, de acordo com o teorema 5.1.8, temos que existe x € T¢ e existem 2°
ultrafiltros seletivos. Seja M o modelo do teorema 3.3.17; como em M existem 2° ultrafiltros
seletivos incomparaveis e cada um deles é gerado por 8, conjuntos, M | KA+(¢c > w,). Em
virtude do resultado de Tomita em [66], em M nao existe x satisfazendo essas propriedades.

Em conseqiiéncia, é consistente que nao existe tal x e existem 2° ultrafiltros seletivos. O

Teorema 5.1.10. E consistente que existe um semigrupo de Wallace ainda se MA falha totalmente

a Baumgartner.

Demonstracido. Seja M um modelo como no teorema 3.3.16. De acordo com o teorema 5.1.7,

nesse modelo existe um semigrupo de Wallace e MA falha totalmente a Baumgartner. O

Algumas limitacdes para a existéncia de semigrupos de Wallace

Antes do aparecimento do trabalho de Robbie e Svetlichny contendo o primeiro contrae-
xemplo a questdo de Wallace, diversos autores tinham estudado as distintas propriedades que
um semigrupo de Wallace nao poderia ter.

Primeiro, em 1957 Ellis mostrou que um grupo semitopologico (vide [4]) localmente com-
pacto é um grupo topoldgico; dai, em particular, um semigrupo de Wallace ndo pode ser um
grupo abstrato e localmente compacto.

Mukherjea e Tserpes [52] em 1972 mostraram que qualquer semigrupo topolégico cance-
lativo enumeravelmente compacto satisfazendo o primeiro axioma de enumerabilidade é um
grupo topologico. Pfister em 1985, seguindo um trabalho de Brand, mostrou que num semi-
grupo topoldgico de Tychonoff enumeravelmente compacto que é algebricamente um grupo,
a inversao é continua, o que faz dele um grupo topolégico. Como conseqiiéncia desses re-
sultados, um semigrupo de Wallace néo pode ser 1-enumeravel nem pode ser completamente
regular e um grupo abstrato simultaneamente.

A respeito de espagos completamente regulares, D.L. Grant mostrou em 1993 que um se-
migrupo cancelativo seqilencialmente compacto constitui um grupo algébrico; em conjungao
com o resultado obtido por Pfister, a asser¢do de Grant implica que um semigrupo com essas
carateristicas, é também um grupo topolégico, ou seja, também nio existem semigrupos de
Wallace sendo completamente regulares e seqiiencialmente compactos simultaneamente. De
igual maneira, Grant mencionou que nao existem semigrupos de Wallace w-limitados.

De acordo com as relagdes de implicagdo entre as propriedades relacionadas com a com-

pacidade, parece natural perguntar se também nao existem semigrupos de Wallace completa-
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mente regulares e p-compactos, sendo p € *. No trabalho [65], Tomita responde de maneira

afirmativa essa questao:

Teorema 5.1.11. Seja p € w*. Todo semigrupo topologico cancelativo p-compacto é um grupo

topologico.

Demonstracido. Vide [65] 3.1. O

5.2 Uma questiao de Dikranjan e Shakhmatov

Em [22], D. Dikranjan e D. Shakhmatov mostraram que os grupos livres nao abelianos
niao admitem topologias de grupo enumeravelmente compactas. A este respeito, surge a

seguinte questao (vide [18]):

Questao 5.2. Para quais cardinais K existe uma topologia de grupo enumeravelmente compacta

sobre A(x)?

De acordo com o teorema 2.2.18, Koszmider et al. exibiram um modelo de forcing no qual
CH é valido e 2° constitui um de tais cardinais. Como vimos, em particular é consistente que
para cada cardinal infinito satisfazendo k = Kk < 2° existe uma topologia de grupo enumera-
velmente compacta sobre A(x). Escolhendo um modelo que adicionalmente satisfaga §, > 2,
cada cardinal x € [¢, 2] é regular e ndo enumeravel, ou seja, satisfaz k” = x, implicando isto
que o grupo A(x) pode ser munido de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta.

Mas, qual é a situacdo se 2° > §,? Como vimos no teorema 4.2.6, é consistente com ZFC
a existéncia de um grupo enumeravelmente compacto cuja cofinalidade seja enumeravel. No
trabalho publicado em 2004 [15], Castro-Pereira e Tomita modificaram as construcdes feitas
em [46] e [67] para obter um modelo no qual para cada x € [c,2] existe uma topologia de
grupo enumeravelmente compacta sobre A(x) sem impor restricdes ao tamanho de 2°; nesse
modelo, 2° inclusive pode ser maior que infinitos cardinais de cofinalidade enumeravel.

Em [23], Dikranjan e Shakhmatov usaram também uma nocédo de forcing enumeravel-
mente fechada, para obter a partir de um modelo de CH uma classificacdo dos grupos abelia-
nos de cardinalidade menor ou igual a 2° que admitem uma topologia de grupo enumeravel-
mente compacta.

A extensao de um modelo que satisfaz CH obtida através de uma nocéo de forcing enume-
ravelmente fechada satisfaz também CH, de modo que todas as topologias de grupo enumera-

velmente compactas obtidas sobre o grupo A(2°) descritas anteriormente sao construidas via
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forcing tendo como base um modelo que satisfaz CH. Como vimos no teorema 3.3.11, assu-
mindo a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos <-incomparaveis, é possivel também construir
uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre A(2°), de modo que para uma tal
construcdo nao sao necessarios forcing ou CH.

Na construcdo apresentada na secdo 3.3., cada ultrafiltro seletivo foi usado para uma
Unica seqiiéncia. A construcdo de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sobre
o grupo abeliano livre de posto estritamente maior do que 2°, requer necessariamente que al-
gum ultrafiltro testemunhe a existéncia de pontos de acumulagdo para uma grande quantidade
de seqiiéncias dado que a cardinalidade do espaco Sw todo é 2°. Como assinalam Madariaga-
Garcia e Tomita em [50], a chave para responder a questdo de Dikranjan e Shakhmatov de
maneira afirmativa para qualquer cardinal x satisfazendo k¥ = k“, provavelmente é a solugao

da questao a seguir:

Questio 5.3. E consistente com ZFC a existéncia de uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta sobre o grupo abeliano livre de cardinalidade 2*'?

5.3 Sobre topologias de grupo independentes

A nocao de complementaridade de topologias

O estudo do reticulado .7 (X) de todas as topologias definidas sobre um conjunto X foi ini-
ciado por Birkhoff [11] nos anos trinta. O fato de que .7 (X) é um reticulado complementado
foi estabelecido, de maneira independente, em 1966 por A. Steiner [59] e van Rooji [54].

Bagley [5] e E. Steiner [61] estudaram o reticulado .7;(X), formado pelas topologias T,
que podem ser definidas sobre um conjunto X e os 7;-complementos.

De maneira geral, duas topologias distintas 7,, 7, € .7(X) sao ditas complementares se
7, U T, gera a topologia discreta e 7, N 7, é a topologia cadtica sobre X. No reticulado 7;(X),

temos uma definicido analoga:

Definicao 5.3.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Duas topologias néo discretas 7, 7, € Z,(X),
sdo ditas T,-complementares se T, U T, gera a topologia discreta e 7, N 7, é a topologia cofinita

sobre X.

A. Steiner e E. Steiner [60] mostraram que a topologia usual definida sobre um subcon-
junto denso enumeravel de R possui um 7;-complementar. Isto implica, junto com os resulta-

dos obtidos anteriormente, que, de fato, a topologia usual sobre R possui um 7;-complementar.
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B. Anderson e D. Stewart [3] estenderam alguns resultados dos trabalhos citados para obter o

seguinte teorema:

se um espaco 7, tem um subespago denso enumeravel que é metrizavel, entdo

possui um 7;-complementar.

Pouco tempo depois, B.A. Anderson [1, 2] estudou familias de topologias mutuamente com-
plementares e provou que todo espago Hausdorff localmente compacto ou de Fréchet possui
um 7;-complementar.

D. Dikranjan et al.[25], provaram que a situacéo resulta ser diferente no reticulado .-Z(G)
de todas as topologias de grupo 7, definidas sobre um grupo abstrato G. Nesse trabalho
mostra-se que nenhuma topologia 7 € .Z(G) sobre um grupo infinito admite uma topologia

T,-complementar. Para provar tal afirmacéo, precisamos alguns resultados simples.

Lema 5.3.2. Se G um grupoet, e, € Z(G), entdao p(G) = (1, U T,) se e somente se existem

Uet,Wer taisqueUNW = {e;}.

Demonstraciao. Note que se 7, e 7, geram a topologia discreta, dadas duas vizinhancas de e,
Vern,Wer, VNW ={e;}. De outra parte, note que se existem V € 7;,, W € 1, tais que
VN W = {e;} temos que para cada x € G, {x} = x{e;} é aberto na topologia (7, U 7,), ou seja,

7, U T, gera a topologia discreta. m]

Definicao 5.3.3. Seja G um grupo topoldgico; se U é uma vizinhanca da identidade e, dizemos
que K C G é uniformemente U-discreto a esquerda se para qualquer {x,y} € [K]?, temos que

xUnyU = @.

Lema 5.3.4. Seja G um grupo topolégico. Se K C G é uniformemente U-discreto a esquerda para

alguma vizinhanca U da identidade e;, entao K é fechado e discreto em G.

Demonstracido. Seja V uma vizinhanca simétrica de e; em G, isto é, uma vizinhanca satisfa-
zendo V = V!, de modo que V> C U. Afirmamos que para cada x € G, [xV N K| < 1. Com
efeito, se y,z € xV N K, entdo z € yV? C yU; de acordo com a hipotese, z = y. Portanto,

[xV N K| <1 eassim, K é fechado e discreto em G. O

Proposicao 5.3.5. Seja G um grupo com identidade e;. Se 1, T, € Z(G) sao tais que p(G) =
(ryUT,) entdaoexistem U € 1, V € 1, tais que UNW = {e}, onde U é uniformemente W-discreto

a esquerda e W € uniformemente U -discreto a esquerda.
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Demonstracao. Pelo lema 5.3.2, existem U, € 1, W, € 1, tais que U,N W, = {e}. Sejam U € 1,
V € 1, vizinhancas simétricas da identidade e; de modo que U? C U, e W? C W,; de acordo
com a construcio, note-se que para cada {x,y} € [W]? temos que xU N yW = @ e para cada

{a,b} € [UJ>, aW N bW = @. O

Teorema 5.3.6. Nenhum grupo G com mais de um elemento admite topologias de grupo T,-

complementares, isto é, nenhuma topologia sobre G admite um T,-complementar em £ (G).

Demonstracao. Como toda topologia 7, definida sobre um conjunto finito é discreta, é sufi-
ciente considerar o caso em que |G| > w. Suponhamos que 7, e 7, € .Z(G) geram a topologia
discreta; vamos mostrar que 7, N 7, ndo ¢ a topologia dos cofinitos sobre G.

Pela proposigdo 5.3.5, existem vizinhangas da identidade e¢;, U € 7,, W € 1, tais que
UNW = {e} e W é uniformemente U-discreta a esquerda. Seja W, € 7, uma vizinhanga aberta
de e, tal que le C W;seF = Wln, naturalmente F' é um subconjunto infinito fechado na
topologia 7, e F € W # G. De outra parte, o lema 5.3.4 implica que W é um subconjunto
fechado e discreto na topologia 7,; em conclusao, temos que F é um subconjunto infinito
proprio e fechado nas topologias 7, e 7., isto é, 7, N 7, ndo é a topologia dos conjuntos cofinitos

de G, dai, 7, e 7, ndo sdo T,-complementares. O

No caso dos grupos abelianos, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.7. Seja G um grupo abeliano. Set,, 7, € Z(G) sao tais que p(G) = (1, U T,), entdo
a maior topologia T € Z(G) tal que T C 7, N 7, é de Hausdorff. Em conseqiiéncia, nenhum

grupo abeliano admite duas topologias de grupo T,-complementares.

Demonstracio. Sejam 7,7, € .Z(G). Notemos que se T = (1, UT,), 0 subgrupo A; = {(x, —x) :
x € G} considerado como subespago de H = (G, 1) X (G, 7,) é homeomorfo a (G, 7). Notemos
também que o epimorfismo f : G X G — G definido por (x,y) — x + y satisfaz ker(f) = Ag;
dai, G X G/A; = G considerado como espaco quociente pela aplicacao f, encontra-se munido
da topologia 7, A 7, dado que paracada U e 1, Ve, f(UXxV)=U+ V.

Se p(G) = (1, U 1,), entdo, A; é um subgrupo discreto e fechado de H; dai, (G,7, A 7,) =

H/A; é de Hausdorff, de onde as topologias 7, e 7, ndo podem ser complementares. O

O resultado anterior torna especialmente natural a bifurcacao da nocao de 7;-complementaridade

em transversalidade e T,-independéncia quando se trata de grupos topologicos.

Definicao 5.3.8. Seja X um conjunto. Duas topologias ndo discretas 7, e 7, € Z(X) sdo
chamadas de transversais se T,Ut, gera a topologia discreta sobre X. Porsuavez, 7, e, € Z(X)

sao ditas 7 -independentes se 7, N 7, é a topologia cofinita sobre X.
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Independéncia em topologias de grupo

Existe uma diferenca crucial entre a transversalidade e a 7;-independéncia quando se trata
de grupos topologicos. De fato, a unido 7, U 7, de duas topologias de grupo sobre G sempre
gera uma topologia de grupo, porém a intersecdo 7, N 7, ndo necessariamente constitui uma
topologia de grupo. Os principais resultados do trabalho [25] concernem a grupos que ad-
mitem topologias de grupo transversais; inclui-se nessa classe muitos (mas nem todos) os
grupos localmente compactos tais como o grupo aditivo (R, +), o grupo multiplicativo (C*, X),
os grupos lineares GL(n, R) e GL(n, C), etc. Nesta secdo, estudaremos as construcdes feitas
por Tkacenko e Yascenko de exemplos de topologias de grupo 7;-independentes: sob MA,
mostra-se que as topologias usuais definida sobre os grupos R e T admitem uma topologia de
grupo 7T-independente, cada uma das quais é, necessariamente, uma topologia enumeravel-
mente compacta e sem seqliéncias ndo triviais convergentes.

O estudo de topologias de grupo 7i-independentes, envolve dois topicos que aparente-
mente nio tem relacdo nenhuma: existéncia de subconjuntos incondicionalmente fechados
em grupos topoldgicos e existéncia de topologias de grupo enumeravelmente compactas sem

seqiiéncias nao triviais convergentes.

Definicdo 5.3.9. Seja G um grupo abstrato. A C G ¢ dito incondicionalmente fechado em G se

A é fechado em (G, 1) para qualquer 7 € Z(G).

Proposicao 5.3.10. Um grupo G que possui um subconjunto proprio infinito que é incondicional-

mente fechado, ndo admite duas topologias de grupo T,-independentes.

Demonstracio. Seja A C G um subconjunto infinito e incondicionalmente fechado; suponha-
mos por absurdo que existem topologias 7;, 7, € .Z(G) que sao T;-independentes. Dado que A
é fechado nas duas topologias, G\A € 7, e G\A € T,, ou seja, G\A é aberto em 7, N T, = T,y

portanto, A € [G]*”\{@}, uma contradi¢ao. O

Notemos que a proposi¢do anterior brinda uma condicdo necessaria para topologias de
grupo que admitam topologias independentes. Mais uma condicdo necessaria é que os grupos

que admitem topologias 7;-independentes nao sdo enumeraveis.
Teorema 5.3.11. Um grupo infinito enumeravel ndao admite topologias de grupo T,-independentes.

Demonstracao. Seja G um grupo infinito enumeravel. Suponhamos por absurdo que existem
topologias 0,, 0, € .Z(G) T -independentes. Por um resultado de Arkhangel’skii, para cada

i = 1,2, existe 1, € Z(G) onde 7; C 0, e w(G,7,) = ®. Naturalmente, as topologias 7, e 7,
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também sdo T}-independentes; além disso, dado que duas topologias de grupo nao podem ser
T,-complementares, ¢(G) # 7 = (1, U 1,). De acordo com a escolha das topologias, w(G, 1) =
w; portanto, quando consideramos a topologia 7, existe uma seqiiéncia injetora {x, : n €
o} € G que converge ao elemento identidade ¢;. Em conseqiiéncia, £ = {e;} U {x, : n € w}
¢ um subconjunto fechado infinito quando consideramos as topologias 7, e 7,. Se G\E for
finito e distinto de vazio, teriamos um aberto finito em 7, o que contradiz 7 # ¢(G), logo GNE

deve ser infinito mas isso também é impossivel posto que G\E é abertoem 7, N7, =7, O

A situagdo torna-se diferente no caso dos grupos ndo enumeraveis, mas, precisamos de
axiomas adicionais a ZFC. De fato, vai se mostrar que sob MA, cada um dos grupos R, T, C ad-
mite uma topologia de grupo de Hausdorff independente da topologia euclidiana usualmente
considerada em cada um deles. Qualquer constru¢do de uma topologia de grupo indepen-

dente sobre esses grupos resulta ser o bastante complicada a causa da seguinte observacao:

Proposicao 5.3.12. Seja G um grupo. Se 7,0 € £(G) sao topologias T,-independentes e T é
seqiiencial, entdo o espaco (G,0) é enumeravelmente compacto e sem seqiiéncias ndo triviais

convergentes.

Demonstracdo. Vamos mostrar que (G, 0) é enumeravelmente compacto. Suponha por ab-
surdo que existe A € [G]” fechado e discreto em (G,0). Como o0 ndo é a topologia dis-
creta, temos que |[G\A| < o, logo, pela independéncia assumida entre as topologias o e 7,
A nao pode ser fechado em (G, 7). Como (G, 7) é seqiiencial, existe uma seqiiéncia injetora
{x,:a € } € A que convergindo a um ponto a € G\A. Dai, o conjunto B = {x, : a € o} U {a}
é fechado em (G, 0) e em (G, 7), mas dai G\B € TN 0, absurdo pois B é infinito. Dai, (G, 0) é
enumeravelmente compacto.

Agora, tomemos {x, : n € o} C (G, 0) uma seqiiéncia injetora e suponhamos por absurdo
que converge a um ponto x € G nessa topologia. Seja J € [w]® um subconjunto cujo comple-
mentar ¢ infinito e consideremos a subseqiiéncia {x; : j € J}. Como G\{x; : j € J} é infinito,
pela T -independéncia entre 6 e 7, {x; : j € J} U {x} ndo pode ser fechado em (G, 7) de modo
que existe / € [J]® tal que a seqiiéncia {x; : j € I} converge a um ponto x' € G\{x} consi-
derando a topologia T em G. Dai, F = {x; : j € I} U {x, x’} é fechado em (G, 7) mas também
é fechado em (G, 0) pois {x; : j € I} converge a x quando consideramos essa topologia. Em

conseqiiéncia, G\F € 7 N 0, absurdo pois F # G é infinito. O

Um fato bem conhecido é que no grupo abstrato R existe uma topologia de grupo 7 tal que

(R, 74) é um espago Hausdorff compacto. Como todo grupo topolédgico infinito e compacto
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é diadico, e todo espaco diadico possui seqiiéncias nao triviais convergentes, em virtude da
proposicdo anterior, 7 ndo pode ser 7;-independente da topologia usual 7 considerada em
R. De maneira diferente, usando MA pode-se construir uma topologia enumeravelmente
compacta sobre R que é 7,-independente da topologia usual 7. Mais ainda, esta topologia
pode ser escolhida de modo tal que seja conexa e localmente conexa.

O estudo das topologias de grupo independentes tem ainda outro ingrediente. A existén-
cia de uma topologia de grupo compacta sobre um grupo abeliano abstrato implica restri¢cdes
fortes sobre a estrutura algébrica dele. O estudo das restri¢cdes para a cardinalidade de um
grupo que admite uma topologia de grupo pseudocompacta foi iniciada por van Douwen.
A mais simples delas estabelece que a cardinalidade de um grupo pseudocompacto infinito é
pelo menos ¢. Depois, Comfort e Robertson provaram que todo grupo abeliano de tor¢ao que é
pseudocompacto é de ordem finita. Este trabalho foi continuado por Dikranjan e Shakhmatov,
achando varias restri¢des de tipo algébrico para grupos abelianos pseudocompactos.

Em geral, a existéncia de uma topologia de grupos pseudocompacta definida sobre um
grupo G, depende de axiomas adicionais a ZFC, exceto no caso |G| = ¢. De fato, de acordo com
o trabalho de Dikranjan e Shakhmatov [22], um grupo abeliano G de cardinalidade ¢ admite
uma topologia de grupo pseudocompacta se e somente se |G/tor(G)| = ¢ ou or(G) = n e para
cada m|n o conjunto mG = {mx : x € G} é finito ou tem cardinalidade ¢. Portanto, é natural
considerar inicialmente grupos abelianos satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade
que admitam topologias de grupo independentes.

Note-se que se G é um grupo que admite uma topologia 7 de grupo compativel de peso
w, o espaco (G, 1) é seqiiencial; assim, como em virtude do teorema 5.3.5, qualquer topologia
0 € .Z(G) independente de 7 é enumeravelmente compacta, é natural prever que as restricoes
algébricas e de cardinalidade sobre G sao ainda mais fortes. Duas delas ja foram mencionadas:
todos os subconjuntos proprios incondicionalmente fechados num grupo tal sdo finitos e, esse
grupo, se ¢ infinito, deve ser necessariamente de cardinalidade ¢. Em principio, sobre MA,
nao existem mais restricdes. De fato, podemos dar uma caracterizacdo algébrica completa da

primeira das condigdes:

Definicdo 5.3.13. Um grupo abeliano G é quase livre de tor¢ao se para cada n € , o subgrupo

G[n] = {x € G : nx = 0} é finito.

Exemplo 5.3.14. i. O grupo T é quase livre de tor¢do. Note que para cada n € N, T[n] =
{xe|T :x"=1}={e

2nim

n 10 <m<n-1},isto é T[n] é o conjunto das raizes n-ésimas da

unidade.
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ii. Existem grupos de torcao infinitos que sdo quase livres de torcdo. Com efeito, se p € N
¢ um numero primo, definimos R = {1% : q € Z,k € N}; o grupo quociente R/Z := Z,~ é
chamado de grupo quase-ciclico. Notemos que Z,~ é quase livre de torcao. De fato, seja
n € N; se mdc(g, p*) = 1 entéo [1%] € Z,~[n] se e somente se [n[%] = [0] se e somente se

nl% € Z se e somente se p*|n.
iii. O subgrupo de torcéo infinito Q/Z = [0, 1] N Q C T é quase livre de torcéo.

Obviamente, o subgrupo de tor¢do de um grupo abeliano é sempre enumeravel.
Para mostrarmos o resultado principal, precisamos de alguns lemas. O primeiro deles, da

a idéia basica da construcgdo apresentada nesta segao.

Lema 5.3.15. Sejam K um grupo topologico compacto e (G, T) um grupo topologico tal que |G| =

¢. Suponhamos que existe um monomorfismo h : G — K* satisfazendo:

i. h(G) é um subgrupo de K° enumeravelmente compacto e sem seqiiéncias ndo triviais conver-

gentes, e,
ii. para cada subconjunto fechado F de (G, 1) de cardinalidade ¢, h(F) é denso em K*.

Se 0 é a topologia inicial associada a h, isto é, 6 = {h"'[U N h(G)] : U é aberto em K‘}, entdo

as topologias T e 0 sao T -independentes.

Demonstracio. Seja V € 7 ndo vazio. Dado que h é injetora, temos que 0 é uma topologia
T,, dai, para mostrar que 7 e 0 sdo T;-independentes é suficiente mostrar que um subconjunto
fechado nas duas topologias deve ser finito. Notemos também que como 4 é monomorfismo,
hG\V) = (G)\h(V).

Se |G\V| = ¢, de acordo com a hipdtese H(G\V) = h(G)\h(V) é denso em h(G), logo h(V)
nio é aberto em h(G); dai, h ' [W(V)] =V ¢ o.

Se w < |G\V]| < ¢ e i(G\V) for fechado em h(G), de acordo com a condi¢éo i), temos que
h(G\V) é enumeravelmente compacto; de outra parte, como a cardinalidade este conjunto
¢ menor do que ¢, A(G\V) é disperso. Da regularidade de K*, segue também que h(G\V)
é regular; agora, todo espaco infinito, regular, enumeravelmente compacto e disperso possui
uma seqiiéncia nao trivial convergente, o que contradiz a condicdo i). Conclui-se entdo que
h(V) = h(G)\h(G\V) ndo é aberto em h(G), logo, V ¢ o.

Dado que |G| = ¢, se V € 0 N 7 necessariamente |G\V| < w, ou seja, T e 0 sdo indepen-

dentes. O
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Para construir um monomorfismo adequado satisfazendo as condigdes i) e ii) do lema
precedente, é preciso contarmos com alguns resultados auxiliares. O primeiro deles, que
constitui o nicleo da construcéo principal desta secao, faz uso do grupo dual de Pontryagin

G de um grupo abeliano G.

Definicdo 5.3.16. Se G é um grupo topologico abeliano, entdo um homomorfismo continuo vy :
G — T é dito um carater. O conjunto G de todos os caracteres definidos em G é denominado

grupo dual de Pontryagin.

E facil ver que G é um subgrupo fechado do grupo produto T¢, logo G é também com-

pacto.

Lema 5.3.17. Se S é um subconjunto infinito de um grupo abeliano G tal que para cada x € G e
n € N, o conjunto S N (x + G[n]) é finito, entdo o conjunto Hy = {h € G: h(S) é denso em T} é

um G, formado por subconjuntos abertos densos em G.

Demonstracio. Seja {s, : n € ®} um subconjunto denso enumeravel de T. Para cadan € m,

consideremos o conjunto

A 1
U,={heG: existe x €S tal que |h(x)\s,| < }
n

+1

Afirmamos que U, é aberto em G; com efeito, se f € U,, entio existe x € S tal que | f(x)—s,| <
L logo podemos tomar € > 0 de modo que [f(x)—s,|+¢€ < nlj Se consideramos a vizinhanca

n+1?

basica de f, W(f;x,e) ={g € G: |f(x)\g(x)| < €}, temos que para todo g € W(f; x,€)

lg(x) = s.| < [g(x) = fFOI + [f(x) = 5.l

1
< — 5| +e<
@) —sl+e<——

isto é, g € U,. Dai, W(f;x,¢) C U,,ou seja, U, é aberto.

Vamos mostrar agora que Hy; = () U, e que cada U, é denso em G.
new

Sejah € (U, e sejaV C T um aberto ndo vazio. Tomemos k € w tal que s, € Ve o
new

arco I(s,, ﬁ) ={yeT: ph\sl < :

71/ esteja totalmente contido em V. Dado que & € U,,

existe x € S tal que |h(x) — s, < dai, h(s) € I(s,, ﬁ) C Veassim i(S)NV # @. Em

1.
k+1°
conseqiiéncia, 4(S) é denso em T, isto é, h € Hy. Portanto, () U, C H;.
new

De outra parte, se h € Hy e k € o temos que h(S) N I(s,, kﬁ) # ©, de modo que existe

1
k+1°

x € § tal que |h(x) -5, <
ouseja, H; € N U,.

new

isto é, h € U,. Dado que isto ocorre paratodok € w, he (| U,

new
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Basta mostrar agora que cada U, é denso em G. Sejam f € G, z,...,2€ Gee > 0.
Consideremos o aberto basico W, = W(f;z,..., z,,€) C G. Vamos mostrar que W, N U, # @.
Seja H = (z,,..., z,). Como H é um grupo abeliano finitamente gerado, é soma direta
de subgrupos ciclicos, logo existem y,, ..., y, € H tais que H = @;Zl(y,-). Como o conjunto
{yis...,y.} é linearmente independente, temos que m < r; adicionalmente, como os elementos
Zi,-..,2, s20 combinacdes lineares de y,, . ..y,, pela continuidade da operacido do grupo, cla-

ramente podemos achar 6 > 0 tal que W, = W(f;y,,...y.,0) € W,, de onde resulta suficiente
mostrar que U, N W, # @.
Para cada x € §, tomemos d(x) = min{k € o : kx € H,k # 0 € G}. Se kx ¢ H para todo

k € w\{0}, definimos d(x) = co. Consideremos os seguintes casos:

A. Existe x € S talque d(x) >n + 1.

A-1. Se k = d(x) > n + 1 é finito, entdo % < -L. Como f(kx) € T, dado que T ¢ divisivel,

n+l”
podemos achar ¢, € T tal que kt, = f(kx). Como |kt, — ks,| = |k(t, — 5,)] < 1, entdo

lt, — s,| < % < n% Definimos a aplicagdo 4’ : H U {x} — T tomando #'T, = f], e

I (x) = t,. Note-se que kh'(x) = kt, = f(kx) = h’'(kx), o que permite estender 4" a um

homomorfismo # : G — T. Dado que x € S e |i(x) — s,| = |t, — 5,| < ——, h € Uy;

n+l?
também, hl, = f,,logohe W(f;y,,...,ym€) = W, isto é, U, N W, £ @.
A-2. Se d(x) = oo, para cada i = 1...,m definimos #'(y,) = f(y;) e tomemos /A'(x) =
s,.Como para todo k € w\{0} kx ¢ H, podemos estender /" para obter um homomor-

fismoh:G — T. Dai, he Wy, eh e U, pois |h(x) — 5, =0 < L

n+l°

B. Para todo x € §, d(x) < n. Como S ¢ infinito, podemos supor sem perda de generalidade
que paratodo x € S, d(x) =d € o\{0}. SeT € [S]®, vamos mostrar que para cada k € o,
o conjunto k7" = {kx : x € T} é infinito. Por absurdo, suponhamos que existe 7, € [T]”
de modo que para cada x € T, kx = z,. Fixando x, € T}, temos que para cada x € T,
k(x—x,) = kx—kx, = 0, isto é, x — x, € G[k], de onde x € G[k] + x,, ou seja, T, C G[k] + x,;
comoT, €T C S,entdo T, €S N (x, + G[k]), contradizendo isto que S N (x, + G[k]) é

infinito.

Suponhamos que para cadai = 1,...,m, or(y,) =d;, < o e tomemos M =d, ---d,. Como
para cada x € S sabemos que dx € H, temos que (Md)x = M(dx) = O, logo S € G[Md]
o que contradiz que G é quase-livre de torcdo, pois S ¢é infinito; decorre entdo que pelo

menos um dos elementos y,, ..., y, possui ordem infinita.
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De acordo com o anterior, suponhamos que os elementos y,,...,y, tem ordem infinita e
que paracadak = p+1,...,m, or(y,) =d, < oo. Se S = {x;: j € w}, para cada j € w,
temos que

m
dx; = Zc_,,kyk ondec,€Z, e0<c,<d;sek=p+1,....m.
k=1

Notemos que o subgrupo gerado por {y,.,,...,y,} é finito, de modo que se k € {p+1,...,m}
os coeficientes c;, de dx; coincidem num subconjunto infinito J € [w]®, de modo que se

je€J, paratodop+ 1<k <m, c; =c.

p
Para cada j € J, seja r(j) = ) |c,l. Observe-se que como {dx; : j € J} ¢é infinito, o

i=1

conjunto de p-uplas {(c;;,...,c;,) : j € J} € ZP também o é; assim, dado 6 > 0, existe

Jj € J tal que r(j) > %. Para tal j € J, podem ser escolhidos #,, ..., t, € T satisfazendo:

i. paracadai=1,...,p, |t — f(y)| <9, e,
14 m

ii. Ycuti=ds,— Y cf)
i=1

i=p+1

Definimos entio

t, sei=1,...,p
() =
f) sei=p+1,....m

e, por ultimo, tomemos 4'(x;) = s,.

Pela propriedade ii), temos

K (dx) = I [

p m
cyi t Z C,-y,-]
=1

i=p+1

1

m

Z c,,,h’(y,-) + Z Cih,(yi)

i=1 i=p+1

m

citi+ > ef(y)

i=p+1

=ds, =dh(x;)

M-

1l
—

1

Em conseqiiéncia, &’ pode ser estendida a um homomorfismo 2 : G — T. Como x; € S
e h(x;) = s,, é claro que h € U,. Agora, paracadai = 1,..., p a condicdo i) implica que

|h(y:) —f(y,-)l = |ti _f(yi)l <0, 10g0 h e W(f;yl, e ,yp,é) =W, Dai, W,.NU, # 2.

Dos casos anteriores, decorre que para cada n € o, U, é denso. O
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Notemos que se G é um grupo abeliano quase livre de tor¢do e S € [G]®, paracadax € G
e n € w\{0} temos |S N (x+ G[n])| < |G[n]| < w, logo estamos nas condi¢des do lema anterior;

dai, usando o teorema de categoria de Baire, obtemos o seguinte resultado:

Lema 5.3.18. Seja G um grupo abeliano infinito quase livre de tor¢do. Se{S,: a <x} C[G]” e

H={f¢€ G: para todo o <x, f(S,) édensoemT)}, entdo:

1. sex <w,, H édensoemG;

ii. Assumindo MA, sex < ¢, entdo H é denso em G.

Demonstracio. Para cada o < x, seja H, = {h € G : h(G,) édensoem T}. Naturalmente,

H= () H..

a<K

i. Pelo lema 5.3.17, para cada o < ¥ existe uma familia enumeravel de abertos densos em G,
digamos {H,, : n € w} tal que H, = () H,,. Notemos entdo, que a < w, implica que a

new

colecdo de abertos densosem T, {H,, : n € w, o < K} é também enumeravel, de onde

o,n

H:ﬂHa:ﬂHw

a<k a<k
new

é intersecdo de abertos densos em G. Note-se que o grupo dual de Pontryagin G de G é
compacto se consideramos em G a topologia discreta; dai G é um espaco Cech-completo

e portanto neste espago vale o Teorema de Categoria de Baire; dai, H é denso em G.

ii. Suponhamos que ¥ < ¢. Como G é compacto, em virtude do teorema de Ivanovskii-
Kuz'minov tem-se que G ¢é diadico, mais explicitamente, existe uma func¢io continua e

sobrejetora ¢ : 2”@ — G; pela proposicio 1.2.18, temos que ¢(2“@) < , logo ¢(G) < w.

Pelo lema 5.3.17, para cada o < k temos que H, é intersecdo enumeravel de conjuntos
abertos densos de G, logo G\H, é unido enumeravel de conjuntos raros; como G\H =
U G\H, é reunido enumeravel de no maximo k conjuntos raros dado que x < ce o
a<K

espaco compacto G possui celularidade enumeravel, de acordo com a versao topologica

de MA, G\H é de primeira categoria, ou seja, H é denso em G. O

Lema 5.3.19. Seja G um grupo abeliano quase livre de tor¢do e N < G. Entdo, existe K < G tal

que N C K, |K| < |N|w e G/K é livre de tor¢ao.
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Demonstraciao. Observe-se que como G é quase livre de tor¢do, o subgrupo de torcdo H :=

tor(G) = |J G[n] é enumeravel. Para cada g € G, seja
neN

H(g) ={x e G: existe n € Z\{0} tal que nx = g}

Fixemos g € G e tomemos x € H(g) de modo que n,x = g. Notemos que para cada y € G[n,],
nx+y)=nx+ny=g+0=g, istoé, x+y e H(g); dai, se x € H(g), x+ G[n,] C H(g).
Percebendo que n, € Z\{0} é tinico para cada x € H(g), pode-se concluir que |H(g)| < |H| - ® <
. Seja K = [J H(g). Notemos que N C K e |K| < |[N|- w; além disso, se x,y € K, entdo
mx,—ny € N pgaeéva alguns m, n € Z\{0}, logo mn(x —y) = mnx —mny € N,istoé x —y € K, ou
seja, K < G. Resta mostrar que G/K ¢é livre de tor¢ao. Seja x € G e suponhamos que existe

m € Z\{0} tal que y = mx € K. Entao, existem g € N e n € Z\{0} tais que ny = g, mas dai

n(mx) = (nm)x = g, isto é, x € H(g) C K. |

Teorema 5.3.20. Seja (G, T) um grupo topologico abeliano quase livre de torc¢do tal que |G| = ¢ =

7. Assumindo MA, existe 0 € Z(G) de modo tal que:

i. 7 eo sao T -independentes;
ii. o grupo (G, 0) é de van Douwen.

Demonstracdo. Comecamos por fixar algumas notacdes. Para cada v < ¢, representamos
por m, : T — T a projecdo no v-ésimo fator. Dado A C ¢, usaremos também a notacio
p. o T¢ — T4 para representar a projecio de T* ao espago T4. Em particular, se o < ¢, p, é a
projecao de T* no espago T“.

A idéia da prova, é construir um homomorfismo 4 : G — T* satisfazendo as hipdteses
do lema 5.3.15 produzindo desta maneira uma topologia de grupo 7;-independente de 7. A
construgdo sera por inducao definindo em cada etapa a < ¢ um homomorfismo %, : G —
T para, finalmente, obter 7 como produto diagonal da familia {h, : a < ¢}. Contudo, o
estagio a-ésimo da inducdo implica um trabalho ndo muito simples. De fato, nesse estagio
sera definida uma familia compativel de homomorfismos parciais {h;, € hom(N,,T) : P <
o,w<v<al, istoé, se w < u<v,h,, estende h;,, 0 que torna possivel tomar iy = |J h,.

A construgdo requer um trabalho preliminar, envolvendo, como vimos antes, ce;)tga:: cenu—
meragOes construidas de maneira conveniente. Primeiro, considere o subgrupo de torcdo de
G, tor(G) = | GI[n]. Pelo lema 5.3.19, tomando N, = tor(G), temos que existe N,,., < G tal
que N, C N;TZD INyol = ® = |o + 1] e G/N,,, é livre de torcao. Por inducdo, sejaa < ce

suponhamos que para cada ® < v < a, existem subgrupos N, de G tais que |N,| = |v|, G/N,
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é livre de torcdo. Se o = 3 + 1 para algum ordinal 8, aplicando o lema 5.3.19 ao subgrupo

N;, existe Ny, = N, < Gtalque Ny C N, IN,|] < [Ny|-o = |p] - = |B] = |o] e G/N, é

livre de torcao. Agora, se o é um ordinal limite, seja N, = (J N,. E claroque N, < G, e
w<p<a
IN,] < Y Iul < lol; resta mostrar que G/N, € livre de tor¢ao; seja x € G e suponhamos que
w<p<o

existe n € w\{0} tal que nx € N,; em virtude da construgio existe u < a tal que nx € u, logo,
como G/N, ¢ livre de torcdo, x € N, C N,; portanto, G/N, ¢ livre de torcao.

Para cada x € G, seja E(x) = min{§ € c\w : x € N.}. De acordo com a forma em que a
seqiiéncia de subgrupos {N, : w < v < c} foi definida, observe que E(x) é um ordinal sucessor
oug(x) =w.

Uma das hipoteses que estamos a assumir, é que |7| = ¢; essa condi¢do implica que po-
demos escolher uma enumeracéo {F, : a < ¢} de todos os subconjuntos fechados de (G, 1) de
cardinalidade ¢. Para cada a < ¢, seja A, = {E(x) : x € F,}. Se existe a < c¢tal que |A,| < ¢,
entdo existe F' € [F,]° de modo que para todo x € F, §(x) = B+ 1 < ¢. Dai, F C N,,,, logo
¢ = |F| < |Ng.| = Bl < ¢, uma contradi¢do. Conclui-se que para todo o < ¢, |F,| = c.

Consideremos um refinamento {B, : o < ¢} da familia {A, : @ < ¢} de modo que as

seguintes condicOes sejam satisfeitas para cada f§ < o < ¢:
o B, € [AJ
< B(1 m Bﬁ = @

o L=UB,=UA,

o<c a<c

Notemos que ® € L, pois §(0) = w. Seja® < a < ¢ e suponhamos que o + 1 ¢ L, de modo
que N, = N,,,. Pelaconstrucaode N,,,, isto sugerequese N < G étalque N, C N, G/N élivre
de tor¢ao e |[N| < |N,| - = |a| - w, entdo N = N,. Dai, para todo § > a, N; = N,,logo G = N,
de onde |G| = |a| < ¢, uma contradi¢cdo. Decorre entdo que L\{w} ={a+1:w < a < c}.

A seguir, vamos construir uma funcao sobrejetora ¢ : L — ¢ X ¢ satisfazendo:
A-1) se p(a) = (B,0) entdoa € Bye d < a
A-2) @p(w) = (B, 0) para algum f§ < ¢

Em primeiro lugar, para cada B < ¢ podemos fixar um <-isomorfismo y; : ¢ = By, de
modo que por se tratar de uma fun¢io ndo decrescente, para cada y < ¢ satisfaz y < y,(y).
Fazendo uso desse isomorfismo de ordem, para cada o € By pode-se definir q(a) = (3, w; H(a));
observe-se que @ ja satisfaz a condi¢do A-1). De outra parte, para cada (3,y) € ¢ X ¢, podemos

tomar § € B, tal que \|/[j1(§) = v e assim, () = (B, y); portanto, @(L) = ¢ X c.
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Como € L, existe f < ¢ tal que w € By, logo w = min B, e assim o = ¢;(0); de acordo
com a definicéo, tem-se que @(w) = (3,0). Portanto, a funcido ¢ satisfaz também a condigao
A-2).

Seja B a base enumeravel de T que consta dos arcos abertos com extremos racionais. Seja
U a familia de todos os abertos canonicos O € T° tais que 7,(O) € B para cada o < ¢. Para
cada O € U, associamos o conjunto ndo vazio coord(O) = {a < ¢ : wn,(0) # T} € [c]**.
Podemos tomar uma enumeracdo {O; : § < ¢} da familia U de maneira que coord(O;) C ¢ para
cada § < ¢, onde O, = T*. Note-se que para cada d < ¢ existem exatamente w abertos O € U
satisfazendo coord(O) C 6.

Para poder garantir a existéncia de pontos de acumulacédo, convém também escolher uma
enumeracao de [G]®, digamos {S, : ® < u < ¢} satisfazendo para cadaw < p < ¢, supp §, =
{Ex):xeS )

SejaS ={t e T : |supp?| < ¢} e, para cada w < a < ¢ definimos C, = {t € T : suppt C a}.
Pelo teorema de Martin-Solovay, temos que MA implica que ¢ é um cardinal fortemente limite,
logo para cada o < a < ¢, tem-se |C,| = [T% = [¢*| = [2*)*] = ¢. Como S = |J C,, temos
que |S| < ¢. Notemos que para cada a < ¢, a funcdo carateristica ¥, : cws—ach esta em
S, logo, a cardinalidade de S é exatamente ¢. Com isto, podemos tomar uma enumeragio
S = {b, : o < ¢} de maneira tal que para cada f € S, [{a < ¢ : b, = f}| = ¢; usaremos esta

enumeracdo para mostrar que para cada a < ¢, p,(h(G)) = T“.

Construcao do homomorfismo 4

A continuacdo, vamos definir indutivamente uma familia {A,, : o < ¢, < v < ¢} satisfa-

zendo, paracadao < ¢, < v < ¢

B-1. h,, € hom(N,,T), e, para cada w < u < v, h,, estende h,,,;
B-2. aimagem A.,_.A,.(S,) é densa em T sempre quep < oe ® < < v;
B-3. para cada y < v, existe um ponto x € N,,,\N, tal que &,,,,(x) = b,(x), e,

B-4. se a € L, p(a) = (B,9) e coord(O,) = {u,,..., ), entdo existe um ponto y € F; tal que
Ey)=oaeh, () €m, (0, paracadai=1,... k.

Como o subgrupo tor(G) = é enumeravel, podemos achar uma familia de homomorfismos
H, = {h., : k € o} € hom(N,,T) que separa os elementos de N,,, isto é, para cada x € G\{0;},

existe kK’ < o tal que hy,(x) # 0. Com efeito, suponhamos que N,\{0;} = {x; : i € w},
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e, fixemos i € w. Se or(G)x; = n, podemos escolher y, € T de modo que or(G)y, = n e
definimos A(x,) = y.. Note-se que temos definido h € hom((x,),T). Como T é divisivel, &
pode ser estendido a um homomorfismo #,, : N, — T, e, obviamente %,,(x;) # 0, como era
pretendido.

Naturalmente, 3, satisfaz as condi¢des B-1)-B-3) trivialmente. Agora, como (w) = ({3, 0)
para certo < c e O, = T, temos que coord(O,) = @, de modo que a condi¢ao B-4) é também
satisfeita pela familia J{,, verificando-se deste modo o primeiro passo da nossa indugéo.

Seja agora w < a < ¢ e suponhamos que para todo 3 < a, a familia J(; = {h,, : y < B, <
v < B} tem sido definida de maneira que J{; satisfaz as condi¢coes B-1)-B-4).

Se o é um ordinal limite, sabemos que N, = [J N, e pela condicdo B-1) temos que
para todo y < a, existe 4,, € hom(N,,T) tal que ;;iﬁ If:; = h,, sempre que ® < f§ < 0, em
conseqiiéncia, a familia }(, = {h,, : Y < o, < v < a} satisfaz a condi¢do B-1). Como I,
satisfaz as condicoes B-1)-B-4), é imediato que I, satisfaz também as condi¢des B-2)-B-4).

Por fim, suponhamos que o = f+ 1 para algum 3 < ¢. Para definir a familia J,, é preciso
estender o homomorfismo h,; € JH; sobre N, para cada y < f§, obtendo dessa maneira os
homomorfismos £,,. Além disso, é preciso construir o homomorfismo #;, definido sobre N,.

Comecamos por construir os homomorfismos &,;. Se (o) = (y,0), tem-se que o € B, C
A, = {E(x) : x € F,}, logo existe y € F, tal que §(y) = a de maneira que y € N,\N,. Se
coord(O;) = {W,..., W}, lembrando que coord(0;) € 6 < o temos para cada i = 1,...,k,
w < a. Seja O,; = m,(0;) € T. De acordo com a condicdo B-4), para cada y < f3 temos que

definir uma extensao h,, de h,; satisfazendo
h,.y) €0, =m (0,) i=1,...,k (*)
Também, temos que escolher um elemento x € N,\N; de modo que
h,,(x) = by(y) paracaday <f (%)

Como G/N, é livre de torcao, podemos escolher qualquer x € N,\N, e definir uma extensdo
h,, de h,, satisfazendo (+*) para cada y € B\{u,,...,}. Resta mostrar que isto também ¢é
possivel para cada y € {u,,..., W}, ou, de maneira equivalente, mostrar que as condicdes ()
e (x%) sdo compativeis. Dado que T = R/Z, é possivel definir a aplicacdo ¢ : B — [0, 1], que

associa a cada arco aberto em T o seu comprimento, de modo que ¢(T) = 1.
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SejaaeT,ne o\{0}e U € B, U # @. Consideremos o sistema

nz=a

zeU

Como T é um grupo divisivel, existe b € T tal que nb = a. Se supomos que }1 <{LU),nU =T,
logo b € U; portanto, o sistema considerado possui solugdo em U.
Seja agora n € w\{0} de modo que paracadai = 1,...,k, % < 4(0;;). Sey € NN,

y € F, é tal que x = ny, de acordo com (x) e (xx*) se satisfaz, paracadai =1,...,k,

hui,u(ny) = ”hu,-,a()’) = b|%(u'i)
hui,ot(.Y) € Odj = nu[(oé)

Como % < {(O;;) paracadai = 1,...,k, é possivel escolher uma solucédo z, = h, ,(y) € O;, deste
sistema. Entdo, definimos paracadai=1,...,k, h,, € hom(N,, T) satisfazendo &, TNﬁ =h,;
e h,.y) = z, com o qual garantimos que B-3) e B-4) sdo satisfeitas por a = § + 1. Vamos
construir o homomorfismo /;,. Para cada p < f, seja f,; = Alh,; : p < v < B}; como foi
observado em outras construcdes, claramente f,, € hom(N,, TFW).

Seja U, ; a familia de todos os abertos canénicos no espaco TP tal que para cada U € U,
n,(U) € B para todo a € fx\p. Como B é enumeravel, note-se que |U,,| < |B| para cada p < f3,

de modo que a cardinalidade da familia
Ko =S N FLIUN fig(SD] = U €Uy, 0 << BU{S,)

nao supera |f3).

Observamos que cada elemento de K; ¢ infinito; de fato, pela condicdo B-2), f,(S,) é
denso em T, logo U N Jis(S ) C £.4(S,) é infinito, e assim, S, C fun fus(S )] também é.

Sejad ={f € N, : f(K) édenso em T para cada K € K;}. Como |K;| < |B| < ¢, pelo item
ii) do lema 5.3.18, podemos achar A;, € hom(N,, T) de modo que #;,(K) é denso para cada
K € K. Esta definicdo implica que a condicdo B-2) é valida no caso o = B + 1. De fato, a
densidade de £, ,(S ;) em ToB =T provem da definicdo do proprio ;.

Agora, para cada u < B, seja f,, = A/, Temos que provar que f,.(S,) é denso em
T*; se U € U,, é um aberto canénico nédo vazio em T**, podemos exprimir U = U, X V
onde U, € U,z e V C T é aberto. Pela hipotese B-2), sabemos que f,;(S,) é denso em T,
logo,se S =5, N fL:BI[U] N f£.5(S )] € K, temos que A, (S) € denso em T assim, existe x € S
tal que A, (x) € V. Dado que f,5(x) € f,5(S) C U,, f..(x) = (fip(x), he(x)) € U, XV, ou seja,
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fiaSONU £ @.

Pela construcao, ¢ claro que a familia 3, = {h,, : Y < a, o < v < a} satisfaz as condigdes
B-1)-B-4), completando-se, desta maneira, o processo indutivo.

A condicdo B-1), implica que para cada a < ¢, o sistema de homomorfismos {A,, : ® < Vv <
¢} é compativel, logo, como G = |J N, existe h, € hom(G, T) tal que para cada w < v < ¢,
h.ty, = h.,. Sejah = Afh, : o <wscv}<(€ hom(G, T¢). A seguir, mostraremos que 4 satisfaz as
hipéteses do lema 5.3.15.

Primeiro, observemos que /4 é um monomorfismo. Com efeito, seja x € G # {0;} arbitra-
rio. Se nx = 0, para algum n € w\{0}, x € N,; como a familia {4, : kK € ®} separa pontos,
existe k < m tal que A, (x) # Oy; dai, h,(x) # O, e portanto h(x) # 0 € T*. Se x € G\N,,, temos
que {nx : n € Z} € [G]” logo podemos tomar u < ¢ de modo que S, = {nx : n € w}. Pela
condicdo B-2), tomando a = u+1, temos que #,,,,(S,) é denso em T, logo para qualquer aberto
U C T que ndo contém o elemento 0., existe m € Z tal que h,,,,(mx) = mh,,.,(x) € U, de onde
i (x) # 0r. Como S, € N, tem-se entdo que h,(x) =~ [, (x) # O, logo h(x) # 0 € T".

Agora, para garantir que /(G) é um grupo de van Douwen ¢é suficiente ver que £ satisfaz

as seguintes duas propriedades:

C-1. W(G) < T¢ é hereditariamente finalmente denso em T¢, isto é, dado S € [G]®, existe o < ¢

tal que p...(h(S)) é denso em T

C-2. paracada a < ¢, p,(h(G)) = T*

A propriedade C-1) implica que i#(G) nao possui seqiiéncias nao triviais convergentes.
Com efeito, suponhamos por absurdo que existe uma seqiiéncia injetora {y, : n € o} € h(G)
de modo que lim,¢,y, = y € h(G). Observemos que considerado como subespaco de T, o
conjunto Y = {y, : n € w} U {y} é fechado, e assim, compacto. Como S ={h"'(y,):n€ w}C G
¢ infinito, a propriedade C-1) implica que existe o < ¢ tal que p.,(A(S)) = p..({y, : n € ®})
é denso em T™*. Note-se que pela continuidade das proje¢des p..(Y) é compacto e assim
fechado em T contendo o denso p.,({y, : n € w}), de onde p. . (Y) = T™* uma contradicio,
pois [p.. (V)| < Y| = < ¢ <2° < [T

De outro lado, as propriedades C-1) e C-2) implicam que 4(G) é enumeravelmente com-
pacto, como mostra o trabalho [39]. Adicionalmente, notemos que A(G) é denso em T-.
Com efeito, dado F = {a,,...,a,} € conde a, < --- < q,, consideremos o aberto can6nico
[Toec U, € T tal que para todo a ¢ F, U, = T e U, é um aberto préprio nao vazio em T se
oackF. Sejaf € p,.,(U), isto ¢, existe g € U tal que f=gl

Note-se que pela proprie-

Ut "
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dade C-2), p,,,, (W(G)) = T*+, dai, existe também h € h(G) satisfazendo f =m, (h), ou seja,

Of+1

f=h .- Notemos que, para todo 3 > a, o segmento final U, é, de fato, TP, de modo que

h! €U, Dai, h=h!, Uh| =gl Yl € UNKG).

N+ 1 Ay ] N0y ]

Dado que a topologia da qual queremos munir ao grupo G é a gerada pelo monomor-
fismo h, o item ii) do teorema decorre das propriedades C-1) e C-2). Vejamos agora que o

homomorfismo £ verifica, de fato, essas propriedades:

« h(G) satisfaz C-1): Se S € [G]”, existe u < c¢tal que S = §; para cada a € (u,¢),
consideremos f,, = Afh,, : u <y < a}. Como p,, oh = f,,, pelacondicdo B-2) temos
que f,.(S,) = p..(h(S,)) é denso em T**¥; dado que isto ocorre para cada a € (u, ¢),
Peu(A(S ) é denso em T; portanto, A(G) é HFD em T*.

« h(G) satisfaz C-2): Se o < ce z € T* observamos que z pode ser considerada como uma
funcdo na colecdo S, de modo que existe B < ¢ tal que para cada y < a, z(Y) = by(y).
Como b aparece ¢ vezes nessa enumeracdo, podemos achar v > a tal que b; = b,, de
onde b,(y) = z(y) para caday < a. De acordo com a condicdo B-3), existe x € N,,;\N,
tal que A,,.,(x) = b,(y) = z(y) para cada y < v. Concluimos entdo que para cada y < a,
h(x)(y) = z(y), ou seja p,(h(x)) = z. Sendo z € T“ um ponto arbitrario, temos que

p.(h(G)) = T*

Agora, mostraremos que para todo subconjunto fechado F € [G], h(F) é denso em T*.
Visto que {F;; : B < ¢} é uma enumeracdo dos conjuntos fechados em (G, 1) de cardinalidade c e
{O; : 6 < ¢} enumera os abertos canonicos de T associados a base B de T, é suficiente mostrar
que paracadaf} < ced < ¢, h(F;) N O; # @. Se consideramos a ¢ : L — ¢ X ¢ como antes,
dado que esta fungao é sobrejetora, podemos tomar o € L de modo tal que ¢(a) = (,9). De
acordo com a construgdo, temos que 6 < a; portanto, se coord(O;) = {W,, ..., I} temos que
W < aparacadai = 1,...,k; logo, segundo a condicdo B-4), existe y € F; tal que E(y) = a
eh,.) € m(0;) paracadai = 1,...,k. Comoye€ N,eh,l,, =h,.paratodoi=1,...,k,
decorre que A(y)(w) € m,(O,); de outra parte m,(0O;) = T para cada y € c\coord(O;). Do
anterior, h(y) € O,, ou seja, h(y) € h(F;;) N O,.

Finalmente, dado que 4 verifica as hipoteses do lema 5.3.15 e estamos assumindo MA, a

topologia 0 = (k"' (U N (G)) : U é aberto em T} definida sobre G ¢ independente de 7. O

Corolario 5.3.21. (MA) Se (G, 7) é um grupo topologico abeliano quase livre de tor¢do tal que

w(G) < ¢ = |G| entdo existe 0 € Z(G) tal que T e 0 sao T,-independentes.
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Demonstragio. Pela proposi¢do 1.2.16, temos que |7] < 2“9, Como w(G) < ¢, 2“9 = ¢ em

virtude de MA, de onde |7| < ¢ e podemos aplicar o teorema 5.3.20. O

Corolario 5.3.22. (MA) Cada um dos grupos (R, +), (T, +), (C, +) e (C*, X) considerado com a
topologia euclidiana usual respectiva, admite uma topologia de grupo T,-independente munido

da qual é um grupo de van Douwen.

Demonstraciao. Note-se que se G é qualquer dos grupos mencionados acima e 7 é a topologia
euclidiana usual definida nele, temos |G| = ¢ = |r|. Como conseqiiéncia do teorema 5.3.20,
obtemos uma topologia 0 € .Z(G) que é T;-independente de 7. Como a topologia 7 provem de
uma métrica, 7 é seqliencial, logo pela proposi¢do 5.3.12 temos que (G, 0) é enumeravelmente

compacto e sem seqiiéncias nao triviais convergentes. O

Nota 5.3.23. Vale a pena salientar que na prova acima, a Unica propriedade topologica que
usamos do grupo (G, 7) foi que a familia de todos os subconjuntos fechados nesse espaco tem
cardinalidade ¢. Dai, o teorema anterior permanece valido se o grupo (G, 1) onde |G| = ¢, ao
invés de satisfazer |7] = ¢ é, simplesmente, hereditariamente separavel.

Particularmente, estamos nessa situagao se o espaco (G, 1) satisfaz nw(G) < w; de fato,
suponhamos que S € G e & ={A, : n € o} é uma rede para S, isto é, qualquer aberto em § é
unido de elementos de o/. Para cada n € w, fixemos a, € A,; dado U C S aberto, existe k € ®
de modo que A, € U, logo g, € U; portanto, o conjunto D = {a, : n € ®} é denso em S, ou

seja, G € hereditariamente separavel.

Exemplo 5.3.24. O teorema 5.3.20 ndo pode ser estendido aos grupos abelianos infinitos de
ordem finita. Com efeito, se p,g € Z sdo numeros primos distintos, sejam H(p) e H(q)
dois grupos abelianos infinitos de ordens p e g respectivamente. Seja G = H(p) ® H(g), e,
suponhamos que 0,7 € Z(G). Seja f : G — G o homomorfismo dado por f(x) = pux;
dado que f é continuo em qualquer topologia de grupo 7, considerada sobre G, f~!({0;}) =
ker(f) = H(p)x{0} é fechado nos espacos (G, 1) e (G, 0). Como H(p) é infinito, e as topologias
que estamos considerando sdo de Hausdorff, decorre que 0 e 7 ndo podem ser independentes;
dado que 7 e 0 sdo elementos arbitrarios do reticulado .Z'(G), G ndo admite duas topologias

de grupo T-independentes.

Os grupos abelianos sem subconjuntos néao triviais incondicionalmente fechados podem
ser caracterizados em termos da definicdo anterior; de fato, Tkacenko e Yascenko em [64]
provam que qualquer grupo abeliano satisfazendo essa condigao é quase livre de tor¢éo (q.l.t.)

ou é de ordem prima. De acordo com isto, obtém-se que sob MA, todo grupo topologico



144 5. Problemas relativos a topologias de grupo enumeravelmente compactas

abeliano 2-enumeravel de cardinalidade ¢ sem subconjuntos néo triviais incondicionalmente

fechados admite uma topologia de grupo 7;-independente e assim, uma topologia de van

Douwen.
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