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Aos amigos André Quintal, André Porto, Balgeum, Elinilson, Everton
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conversa.

Aos professores que encaram com seriedade, alegria, afeto e responsabi-

lidade, a missão de ensinar. Em especial aos professores Antônio Brolezzi,
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Resumo

OLIVEIRA, Everton F. Produto Cruzado de uma C*-Álgebra por Z,

Generalização do Teorema de Fejér, e Exemplos. 2015. Dissertação

(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2015.

Neste trabalho, apresentamos uma introdução às C*-álgebras e a cons-

trução do produto cruzado Aoα Z, onde A é uma C*-álgebra com unidade,

e α é um automorfismo em A. Apresentamos, também, uma generalização

do Teorema de Fejér, no contexto de produto cruzado. A titulo de exemplo

de produto cruzado, provamos que C oid Z é isomorfo a C(S1). Sendo X

uma compactificação de Z pela adição dos śımbolos +∞ e −∞, provamos

que o produto cruzado C(X)oαZ é isomorfo A, o fecho do conjunto dos ope-

radores pseudodiferenciais clássicos de ordem 0 sobre S1, onde α é definido

pelo deslocamento. Com posse destes isomorfismos, vimos a implicação da

generalização do Teorema de Fejér para C(S1) e para A.

Palavras-chave: C*-Álgebra, Produto Cruzado, Teorema de Fejér.
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Abstract

OLIVEIRA, Everton F. Crossed Product of an C*-Algebra by Z,

Fejér’s Theorem Generalization, and Examples. 2015. Dissertação

(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2015.

We present an introduction to C * -algebras and the construction of the

crossed product A oα Z, where A is a C *-algebra with unit, and α is an

automorphism in A. We also study a generalization of Fejér’s theorem on

crossed product context. As an example of crossed product, we prove that

CoidZ is isomorphic to C(S1). Let X be a compactification of Z by addition

of the symbols +∞ and −∞. We prove that C(X)oαZ is isomorphic A, the

closure of set of classics pseudo-differential operators of order 0 on S1, where

α is defined by a shift. Based on these isomorphisms, we see the implication

of the generalization of Fejér’s theorem for C(S1) and A.

Keywords: C*-algebra, Crossed Product, Fejér’s Theorem.
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Introdução

Neste trabalho, apresentaremos uma maneira de, dados uma C*-álgebra A
com unidade, e α um automorfismo em A, construir uma nova C*-álgebra,

chamada de produto cruzado e denotada por A oα Z. Além disso, veremos

algumas propriedades e teoremas que são válidos em um produto cruzado.

Em especial, daremos ênfase a uma generalização do Teorema de Fejér, que

pode ser encontrada em [4].

A noção usual de uma série convergir é a de que a sequência formada por

suas somas parciais convergem. No entanto, sabe-se que se uma sequência

(xn)n∈N converge para x, então a sequência formada pelas médias da sequência

anterior, gn = x0+···+xn
n+1

, também converge para x, dando-nos uma nova noção

de convergência, a convergência em média. Esta noção é importante por-

que preserva os limites das sequências convergentes e transforma algumas

sequências divergentes em convergentes. Logo, aplicando esta noção às so-

mas parciais de uma série, dizemos que uma série é Cesàro somável se a

sequência das suas somas parciais convergem em média.

Uma das versões do teorema de Fejér nos garante que, dado uma função

f cont́ınua sobre S1 = {z ∈ C; |z| = 1}, a sequência das somas parciais de

sua série de Fourier converge em média para f . Ou seja, a série de Fourier é

Cesàro somável.

Neste trabalho, faremos o mesmo teorema, mas só que no contexto de

produto cruzado. A construção do produto cruzado, suas propriedades e

esta generalização, estarão presentes no Caṕıtulo 2 do presente trabalho.

Durante o texto, imaginamos como posśıvel leitor um estudante de pós

graduação em Matemática. Sabemos que este leitor não necessariamente

terá uma graduação em Matemática. Portanto, procuramos ser o mais claro
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posśıvel, correndo o risco de ser enfadonho. No entanto, em algumas passa-

gens, é exigido do leitor o habitual bom senso. Se fôssemos esmiuçar todos os

detalhes, provavelmente o enfado chegaria antes de concluirmos o trabalho.

No Caṕıtulo 1, apresentamos uma introdução às C*-álgebras. O leitor já

com experiencia em C*-álgebras poderá principiar a leitura pelo Caṕıtulo 2.

Nos demais caṕıtulos, procuramos utilizar o mı́nimo posśıvel de definições

presentes no Capitulo 1.

Nos Caṕıtulos 3 e 4, apresentamos exemplos de C*-álgebras que podem

ser vistos como produto cruzado.

No Caṕıtulo 3, é o caso da C*-álgebra C(S1). Nele, demonstraremos que

C(S1) é isomorfo a CoidZ. Ou seja, podemos dizer que C(S1) é um exemplo

de produto cruzado. Após demonstrado tal isomorfismo, aplicaremos gene-

ralização do Teorema de Fejér ao produto cruzado C oid Z. E então, de

posse do isomorfismo, veremos que, para C(S1), a generalização recupera o

clássico teorema de Fejér, e isto justifica estarmos chamando tal teorema de

generalização no decorrer desta introdução.

No caṕıtulo 4, veremos o caso do fecho dos operadores pseudodiferenciais

clássicos de ordem 0 sobre S1. No entanto, não utilizaremos tais conceitos

para apresentar tal C*-álgebra, que denotaremos, no caṕıtulo 4, por A.

Sendo X a compactificação de Z pela adição de dois śımbolos, +∞ e

−∞, C(X) é também um exemplo de C*-álgebra. Apresentaremos tal C*-

álgebra A como um subconjunto de B(L2(S1)) gerado pelos operadores de

multiplicação a(M), a ∈ C(S1), e pelos b(D), que são os conjugados, via

transformada de Fourier, dos operadores de multiplicação Mb em `2, com

b ∈ C(X). Uma descrição mais detalhada desta subálgebra de B(L2(S1)) é

dada na Seção 4.1, onde citamos resultados mais gerais que implicam que

A coincide com o fecho, na topologia da norma, da álgebra dos operadores

pseudodiferenciais clássicos de ordem 0 em S1.

Mostraremos que tal C*-álgebraA é isomorfa ao produto cruzado C(X)oα

Z, onde α é o deslocamento, em uma unidade, das posições das “sequências”

em C(X). Posteriormente, veremos, via tal isomorfismo, a implicação da

generalização do teorema de Fejér para A.

Desejamos a todos uma boa leitura.



Caṕıtulo 1

Introdução às C*-álgebras

Neste primeiro caṕıtulo, iremos discorrer sobre algumas definições e pro-

priedades das C*-álgebras. Não temos aqui a pretensão de esgotarmos o

tema. Trata-se apenas de uma introdução, visando o aluno de pós-graduação

que venha começar a estudar C*-álgebras. Além disso, temos também o ob-

jetivo de desenvolvermos os principais resultados que serão utilizados nos

demais caṕıtulos, mais precisamente, os Teoremas 1.2.18,1.2.19 e 1.2.29, e o

Lema 1.2.7.

Seguiremos, bem de perto, as notas de aula, elaboradas por Ruy Exel,

para um mini-curso sobre o tema ministrado na Primeira Bienal de Ma-

temática da Sociedade Brasileira de Matemática, que, por sua vez, foi re-

alizado na Universidade Federal de Minas Gerais. [6]. Algumas comple-

mentações foram necessárias, as quais elaboramos baseados em [13].

O leitor já familiarizado com C*-álgebras poderá pular o caṕıtulo, começando

a leitura pelo Caṕıtulo 2.

1.1 Álgebras de Banach e Teoria Espectral

Definição 1.1.1. Um espaço vetorial complexo A, munido de um produto

× : A × A → A, é chamado de álgebra se o produto for bilinear e associa-

tivo. Denotaremos ×(a, b) por ab. Além disso, caso o espaço vetorial A seja

3
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normado, A será uma álgebra normada se:

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ ∀a, b ∈ A.

Assim sendo, podemos definir uma distância através da norma, de modo

que A pode ser visto como um espaço métrico. Se este espaço métrico for

completo, ou seja, se toda sequência de Cauchy convergir, A será denominada

Álgebra de Banach.

Definição 1.1.2. Uma álgebra de Banach é uma álgebra normada completa.

Exemplo 1. O conjunto dos números complexos C pode ser visto como

um C-espaço vetorial. Além disso, com o produto usual, e norma sendo o

módulo, é uma álgebra de Banach.

O conjunto C(K) das funções cont́ınuas sobre um compacto K a valores

complexos também é uma álgebra de Banach. A soma e o produto são

definidos pontualmente ([f + g](x) = f(x) + g(x) , e fg(x) = f(x)g(x)). E

ainda, a norma é dada pelo supremo (‖f‖ = supx∈K |f(x)|).
O conjunto B(H) dos operadores limitados (e portanto, cont́ınuos) sobre

um espaço de Hilbert H também é exemplo de álgebra de Banach. A soma

é definida ponto a ponto ([A+B](u) = Au+Bu), o produto é a composição

(AB(u) = A(B(u))) e a norma é a norma de operador.

A demonstração de que tais conjuntos são, de fato, álgebras de Banach é

demasiado detalhada, e deixaremos a cargo do leitor.

A partir de agora, A será uma álgebra de Banach com unidade (mais para

frente veremos que sempre podemos acrescentar uma unidade). Excluindo

o caso trivial (em que 1 = 0 e então A = {0}), teremos que λ1 6= λ2 ⇒
λ11 6= λ21, o que implica que a aplicação λ ∈ C→ λ1 ∈ A é injetora. Então

podemos identificar C como uma subálgebra de A.

Definição 1.1.3. Dado a ∈ A, definimos o resolvente de a como sendo o

conjunto

ρ(a) = {λ ∈ C : λ− a é inverśıvel}.

Além disso, definimos o espectro σ(a) de a como o complementar de ρ(a), ou

seja, σ(a) = C \ ρ(a).
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Proposição 1.1.4. Seja a, b ∈ A. Então σ(ab) \ 0 = σ(ba) \ 0.

Demonstração. Basta provarmos que, dado λ 6= 0, λ − ab é inverśıvel se, e

somente se, λ− ba o é. Portanto, supondo que λ− ab é inverśıvel, afirmamos

que:

c = λ−1(1 + b(λ− ab)−1a)

é o inverso de λ− ba.

De fato, fazendo c(λ− ba), e usando várias vezes a bilinearidade do pro-

duto da álgebra, temos:

c(λ−ba) = λ−1(1+b(λ−ab)−1a)(λ−ba) = λ−1(λ−ba+b(λ−ab)−1a(λ−ba)) =

= λ−1(λ−ba+b(λ−ab)−1(aλ1−aba)) = λ−1(λ−ba+b(λ−ab)−1(λa−aba)) =

= λ−1(λ− ba+ b(λ− ab)−1(λ− ab)a) = λ−1(λ− ba+ ba) = 1

E, por outro lado, temos:

(λ−ba)c = (λ−ba)(λ−11)(1+b(λ−ab)−1a) = λ−1(λ−ba)(1+b(λ−ab)−1a) =

= λ−1(λ− ba+(λ− ba)b(λ−ab)−1a) = λ−1(λ− ba+(λb− bab)(λ−ab)−1a) =

= λ−1(λ− ba+ b(λ− ab)(λ− ab)−1a) = λ−1(λ− ba+ ba) = 1

E, portanto, (λ−ba) é inverśıvel. A rećıproca fica provada trocando os papéis

de a e b.

Lema 1.1.5. O conjunto dos elementos inverśıveis de A é aberto. Mais

especificamente, provaremos que dados a ∈ A inverśıvel, e b ∈ A tal que

‖a− b‖ < ‖a−1‖−1, teremos que b também é inverśıvel e

b−1 =
∞∑
n=0

(a−1(a− b))na−1.

Demonstração. Seja x = a−1(a− b). Observe que b = a(1−x). Então, como

a já é inverśıvel, para que b seja inverśıvel basta que 1 − x seja inverśıvel.
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Mas, por hipótese, temos:

‖x‖ ≤ ‖a−1‖‖(a− b)‖ < ‖a−1‖‖a−1‖−1 = 1.

Portanto, a série
∑∞

n=0 x
n é absolutamente convergente, e também conver-

gente em decorrência de A ser completa1. Então, sendo y a sua soma:

(1− x)y = (1− x) lim
N→∞

N∑
n=0

xn = lim
N→∞

1− xN+1 = 1.

Analogamente, temos que y(1 − x) = 1, resultando que y é o inverso de

(1− x). Portanto, b é inverśıvel e :

b−1 = (1− x)−1a−1 = ya−1 =
∞∑
n=0

(a−1(a− b))na−1.

Proposição 1.1.6. A função inversão é cont́ınua em seu domı́nio, ou seja,

se a ∈ A é inverśıvel então limb→a b
−1 = a−1.Observe que é suficiente provar

que se a ∈ A é inverśıvel e b ∈ A é tal que ‖b− a‖ < ‖a−1‖−1

‖b−1 − a−1‖ ≤ ‖a−1‖2 ‖a− b‖
1− ‖a−1‖‖a− b‖

.

Demonstração. Usando a expressão que encontramos no Lema 1.1.5 para b−1,

temos:

‖b−1 − a−1‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(a−1(a− b))na−1 − a−1

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
(
∞∑
n=0

(a−1(a− b))n − 1

)
a−1

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(
∞∑
n=1

(a−1(a− b))n
)
a−1

∥∥∥∥∥ ≤
1A prova de tal fato é a seguinte: Seja

∑∞
n=0 an uma série que converge absolutamente,

ou seja
∑∞

n=0 ‖an‖ <∞. Como A é completa, basta provar que a série
∑∞

n=0 an é de Cau-

chy. Mas observe que, se N > M ,
∥∥∥∑N

n=0 an −
∑M

n=0 an

∥∥∥ =
∥∥∥∑N

n=M an

∥∥∥ ≤∑N
n=M ‖an‖.

Logo, como a série
∑∞

n=0 ‖an‖ é convergente, ela é de Cauchy, o que prova o desejado.
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≤ ‖a−1‖
∞∑
n=1

(‖a−1‖‖a− b‖)n = ‖a−1‖2 ‖a− b‖
1− ‖a−1‖‖a− b‖

.

Proposição 1.1.7. O espectro de um elemento a ∈ A é um conjunto fechado.

Demonstração. Recapitulando, vimos no Lema 1.1.5 que o conjunto formado

pelos elementos inverśıveis de A é aberto. E também, vê-se que, dado a ∈ A,

a aplicação λ ∈ C 7→ λ − a ∈ A é cont́ınua. Logo, a imagem inversa do

conjunto formado pelos elementos inverśıveis de A por esta aplicação é um

subconjunto aberto de C. Mas este conjunto é o resolvente de a. O que prova

o desejado.

Portanto, para provarmos que o espectro de um elemento a ∈ A é um

compacto, basta mostrarmos que ele é limitado. O que será evidenciado

pela:

Proposição 1.1.8. Seja x ∈ A. Se λ ∈ C é tal que |λ| > ‖x‖, então λ − x
é inverśıvel e

(λ− x)−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1xn.

Logo, o espectro de x está contido na bola (no plano complexo) centrada em

zero e com raio ‖x‖, portanto é compacto.

Demonstração. Fazendo a = λ, b = λ−x temos que a = λ é inverśıvel e que:

‖a− b‖ = ‖λ− λ+ x‖ = ‖x‖ < |λ| = |λ−1|−1 = ‖a−1‖−1.

Logo, a e b satisfazem as condições do Lema 1.1.5. Portanto, b = λ − x é

inverśıvel, e

(λ− x)−1 =
∞∑
n=0

(λ−1(λ− λ+ x))nλ−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1xn.
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Definição 1.1.9. Dado a ∈ A, definimos a função resolvente Ra : ρ(a)→ A

por:

Ra(λ) = (λ− a)−1.

Note que, pela Proposição 1.1.6, já temos que Ra é cont́ınua. Além disso,

temos:

Proposição 1.1.10. Seja a ∈ A.

1. Dados λ 6= µ em ρ(a), temos a seguinte equação para o resolvente:

Ra(µ)−Ra(λ)

µ− λ
= −(µ− a)−1(λ− a)−1.

2. Para qualquer funcional linear cont́ınuo φ ∈ A∗ (dual topológico do

Espaço de Banach A) a composição φ ◦Ra é uma função anaĺıtica em

ρ(a).

Demonstração. Dados λ 6= µ pertencentes ao ρ(a), temos:

Ra(µ)−Ra(λ) = (µ− a)−1 − (λ− a)−1 =

= (µ− a)−1(λ− a)(λ− a)−1 − (µ− a)−1(µ− a)(λ− a)−1 =

= (µ− a)−1((λ− a)− (µ− a))(λ− a)−1 = (µ− a)−1(λ− µ)(λ− a)−1.

De onde segue o que está enunciado no primeiro item. Para provarmos o

segundo item, dado φ ∈ A∗ temos:

lim
µ→λ

φ(Ra(µ))− φ(Ra(λ))

µ− λ
= lim

µ→λ
φ

(
(Ra(µ)−Ra(λ)

µ− λ

)
=

= lim
µ→λ

φ
(
−(µ− a)−1(λ− a)−1

)
= φ

(
lim
µ→λ

(
−(µ− a)−1(λ− a)−1

))
=

= −φ((λ− a)−2).

Então φ ◦Ra é holomorfa, portanto, anaĺıtica.

Teorema 1.1.11. Dado a ∈ A, o espectro σ(a) é compacto e não vazio.
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Demonstração. Já provamos anteriormente que σ(a) é compacto (Proposições

1.1.7 e 1.1.8). Falta apenas provar que é não vazio. Suponhamos, por ab-

surdo, que ele seja vazio. Então temos que seu complementar ρ(a) é C e,

portanto, a função resolvente Ra está definida em todo o conjunto dos com-

plexos. Logo, pelo que provamos anteriormente (1.1.10), se φ ∈ A∗ então

φ ◦Ra é holomorfa sobre C. Ou seja, φ ◦Ra é uma função inteira.

Por outro lado, para λ ∈ C tal que |λ| > ‖a‖, pelo que já provamos temos

que:

‖(λ− a)−1‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

λ−n−1an

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

|λ−n−1|‖a‖n =
1

|λ|

∞∑
n=0

(
‖a‖
|λ|

)n
=

=
1

|λ|
1

1− ‖a‖|λ|
=

1

|λ| − ‖a‖
.

O que mostra que limλ→∞Ra(λ) = 0. E, como φ é cont́ınua, temos que

limλ→∞ φ(Ra(λ)) = 0. Portanto, temos que φ ◦ Ra é limitada, uma vez que

em qualquer compacto ela é limitada (porque é cont́ınua), e tende a 0 quando

λ → ∞. Então, como ela é inteira e limitada, pelo teorema de Liouville2,

φ ◦Ra é constante. Mas como limλ→∞ φ(Ra(λ)) = 0, φ ◦Ra é nula para todo

φ e todo λ. Assim, como φ é qualquer, tem-se por uma consequência do

teorema de Hahn-Banach, que Ra(λ) = 0 para todo λ. O que é um absurdo,

pois Ra(λ) = (λ− a)−1 é inverśıvel e, portanto, diferente de zero.

Proposição 1.1.12. Sejam a ∈ A e f(z) = p(z)/q(z) função racional, ou

seja, f é o quociente do polinômio p pelo polinômio q. Suponha que q não se

anule em σ(a). Então σ(f(a)) = f(σ(a)).

Demonstração. Como q não se anula em σ(a), então q é um produto de

fatores lineares do tipo (z − λ), onde λ ∈ ρ(a). Portanto, q(a) é inverśıvel, e

o quociente está bem definido3.

2Que pode ser encontrado em [1]
3Note que, para podermos escrever p(a)

q(a) , temos que verificar se p(a) comuta com q(a)−1.

E isto é verdade. Como o escalar comuta com qualquer elemento (pela bilinearidade do
produto), reduzindo o problema aos monômios, basta vermos que a comuta com (a−λ)−1.
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Dado λ ∈ σ(a), provaremos que f(λ) ∈ σ(f(a)) e, portanto, que σ(f(a)) ⊃
f(σ(a)).

Para tanto, seja g, polinômio na variável z, dado por:

g(z) = p(λ)q(z)− p(z)q(λ).

Este polinômio se anula para z = λ. Então, sabemos que existe um polinômio

h tal que:

g(z) = (z − λ)h(z).

E, assim, temos:

f(λ)− f(a) =
p(λ)

q(λ)
− p(a)

q(a)
=
p(λ)q(a)− p(a)q(λ)

q(a)q(λ)
=

g(a)

q(a)q(λ)
=

= (a− λ)
h(a)

q(a)q(λ)
.

Portanto, como λ ∈ σ(a), temos que (a− λ) não é inverśıvel. E, pela identi-

dade acima, f(λ)− f(a) também não é inverśıvel4. Ou seja, f(λ) ∈ σ(f(a)).

Então, como queŕıamos, σ(f(a)) ⊃ f(σ(a)).

Para provarmos a outra inclusão, ou seja, que σ(f(a)) ⊂ f(σ(a)), sejam

λ ∈ σ(f(a)) e g o polinômio dado por g = λq − p, que pode ser fatorado

como:

g(z) = λ0(z − λ1)(z − λ2)...(z − λn),

com λ0, λ1, λ2, ...λn ∈ C. E, assim, temos.

λ− f(a) = λ− p(a)

q(a)
=
λq(a)− p(a)

q(a)
=
λ0(a− λ1)(a− λ2)...(a− λn)

q(a)

E isto se tem fazendo:

(a− λ)−1a− a(a− λ)−1 = (a− λ)−1[a− (a− λ)a(a− λ)−1] =

= (a− λ)−1[a(a− λ)− (a− λ)a](a− λ)−1 = 0.

4Isto segue do fato de que dados a, b ∈ A temos que, se ab é inverśıvel e a e b comutam,
então a e b também o são. De fato, temos ab(ab)−1 = 1 e (ab)−1ab = 1, então c = b(ab)−1

e d = (ab)−1b são os inversos à direita e à esquerda de a respectivamente. E estes inversos
são iguais pois c = 1c = dac = d1 = d
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E, como λ ∈ σ(f(a)), a expressão acima é um elemento não inverśıvel. Ou

seja, na última expressão à direita, pelo menos um entre os monômios é não

inverśıvel. Desta forma, temos que λi ∈ σ(a) para algum i = 1, ..., n. E

então:

g(λi) = 0⇒ λq(λi) = p(λi)⇒ f(λi) =
p(λi)

q(λi)
= λ.

De onde segue que λ ∈ f(σ(a)). Então, conforme queŕıamos, σ(f(a)) ⊂
f(σ(a)). E, portanto, σ(f(a)) = f(σ(a)).

Definição 1.1.13. O raio espectral de um elemento a ∈ A é:

r(a) = sup
λ∈σ(a)

|λ|.

Pelo que já provamos anteriormente, Proposição 1.1.8, sabemos que r(a) ≤
‖a‖. E, no mesmo teorema que provamos isso, provamos também que para

|λ| > ‖a‖:

(λ− a)−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1an.

Após definido raio espectral, cabe a dúvida: E quando λ é tal que r(a) <

|λ| ≤ ‖a‖? Será que (λ − a)−1 também pode ser determinado da mesma

maneira? Para responder a esta pergunta, temos o seguinte resultado.

Lema 1.1.14. Para todo λ ∈ C com |λ| > r(a), a série
∑∞

n=0 λ
−n−1an

converge absolutamente para (a− λ)−1.

Demonstração. Seja ϕ ∈ A∗. Considere a função f = ϕ ◦Ra, que é anaĺıtica

em ρ(a), pelo que já provamos na Proposição 1.1.10. E, para λ tal que

|λ| > ‖a‖, já obtivemos que:

Ra(λ) =
∞∑
n=0

λ−n−1an.

Então:

ϕ ◦Ra(λ) = λ−1

∞∑
n=0

λ−nϕ(an),
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para |λ| > ‖a‖. Mas, como f é anaĺıtica em ρ(a), e, portanto, anaĺıtica para

|λ| > r(a), segue que a série acima converge para |λ| > r(a). E, então, temos:

sup
n∈N
|λ−nϕ(an)| <∞.

O que implica que o conjunto{λ−nan com n ∈ N} é fracamente limitado,

e portanto limitado, pelo resultado conhecido como um dos corolários do

prinćıpio da limitação uniforme5. Então, dado λ, temos que existe uma

constante Kλ > 0 tal que

‖λ−nan‖ ≤ Kλ

Então, dado λ0 ∈ C com |λ0| > r(a), tome λ1 ∈ C com |λ0| > |λ1| > r(a), e

teremos:

‖λ−n0 an‖ = ‖λ−n1 an‖
(
|λ1|
|λ0|

)n
≤ Kλ1

(
|λ1|
|λ0|

)n
.

Provando a convergência absoluta, uma vez que |λ1||λ0| < 1.

Teorema 1.1.15. Dado a ∈ A, temos que

r(a) = lim
n→∞

‖an‖
1
n = inf

n∈N
‖an‖

1
n .

Demonstração. Seja λ ∈ σ(a). Pela Proposição 1.1.12, temos que λn ∈ σ(an).

De onde, pelo que já fizemos, resulta que |λn| ≤ ‖an‖, ou seja:

|λ| ≤ ‖an‖
1
n .

Como λ e n são quaisquer, podemos tomar o supremo para λ ∈ σ(a) e o

ı́nfimo para n ∈ N, resultando em:

r(a) ≤ inf
n∈N
‖an‖

1
n .

Por outro lado, dado λ ∈ ρ(a) com |λ| > r(a), pelo lema anterior, a série

5Que pode ser encontrado em [2]
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∑∞
n=0 λ

−nan converge, resultando que

lim
n→∞

λ−nan = 0.

Portanto, tomando ε = 1, existe n0 ∈ N tal que, se n > n0, então:

‖λ−nan‖ < 1⇒ ‖an‖ < |λn| ⇒ ‖an‖
1
n < |λ|.

Agora, tomando o limite superior em n e o ı́nfimo para λ (|λ| > r(a)),

conclúımos:

lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ≤ r(a),

Assim, juntando os resultados, temos:

lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ≤ r(a) ≤ inf

n∈N
‖an‖

1
n ≤ lim inf

n∈N
‖an‖

1
n

Mas, como em qualquer sequência o limite superior nunca é menor que o

limite inferior, damos por demonstrado o que queŕıamos.

Definição 1.1.16. Dadas álgebras de Banach A e B, diremos que uma

função ϕ : A→ B é um homomorfismo se ϕ for uma transformação linear e,

além disso, satisfizer:

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para todo a, b em A.

O espectro de A é o conjunto Â formado por todos os homomorfismos

não nulos de A em C.

Lema 1.1.17 (Acrescentar uma unidade em uma álgebra). Dada uma álgebra

normada A, seja Ã = A⊕ C equipada com o produto e norma dados por:

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ)

‖(a, λ)‖ = ‖a‖+ |λ|

onde a, b ∈ A e λ, µ ∈ C.

Então Ã é uma é uma álgebra normada, e é completa se A o for.
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Demonstração. Dada uma álgebra normada A, já sabemos que Ã é um espaço

vetorial. E será uma álgebra, com o produto acima definido, pois o produto

é associativo e bilinear:

((a, λ)(b, µ))(c, δ) = (ab+ λb+ µa, λµ)(c, δ) =

(abc+ λbc+ µac+ λµc+ δab+ δλb+ δµa, λµδ)

(a, λ)((b, µ)(c, δ)) = (a, λ)(bc+ µc+ δb, µδ) =

(abc+ µac+ δab+ λbc+ λµc+ λδb+ µδa, λµδ)

A bilinearidade faremos em apenas uma entrada, na outra o racioćınio é

análogo:

((a, λ) + ξ(b, µ))(c, δ) = (a+ ξb, λ+ ξµ)(c, δ) =

((a+ ξb)c+ (λ+ ξµ)c+ δ(a+ ξb), (λ+ ξµ)δ) =

= (ac+ λc+ δa, λδ) + ξ(bc+ µc+ δb, µδ) = (a, λ)(c, δ) + ξ(b, µ)(c, δ)

E, ainda, Ã é espaço normado com a norma acima definida, pois:

‖(a, λ)‖ = 0⇔ ‖a‖ = 0 e |λ| = 0⇔ (a, λ) = (0, 0);

‖(a, λ) + (bµ)‖ = ‖a+ b‖+ |λ+µ| ≤ ‖a‖+ |λ|+‖b‖+ |µ| = ‖(a, λ)‖+‖(bµ)‖;

‖(a, λ)(b, µ)‖ = ‖ab+ λb+ µa‖+ |λµ| ≤ ‖a‖‖b‖+ |λ|‖b‖+ |µ|‖a‖+ |λ||µ| =

= (‖a‖+ |λ|)(‖b‖+ |µ|) = ‖(a, λ)‖‖(b, µ)‖.

E, ainda, se A é Banach, Ã é Banach. Pois, dados (xk, λk) uma sequência

de Cauchy, e ε > 0, existe n0 tal que, para m,n > n0, temos

‖(xm, λm)− (xn, λn)‖ < ε.

Então, ε > ‖(xm− xn, λm− λn)‖ = ‖xm− xn‖+ |λm− λn|. Logo, xk e λk

são de Cauchy e, portanto, convergem, uma vez que A e C são de Banach.
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Logo, xk → x e λk → λ, e existe n1 tal que, para k > n1, temos:

ε =
ε

2
+
ε

2
> ‖xk − x‖+ |λk − λ| = ‖(xk, λk)− (x, λ)‖.

Portanto, (xk, λk)→ (x, λ).

E é fácil ver que (0, 1) é a unidade de Ã e tem norma 1.

Veja, também, que esta unitização respeita os homomorfismos. Ou seja,

no caso em que B tem unidade, dado ϕ : A → B homomorfismo entre

álgebras de Banach, definindo ϕ̃ : Ã→ B por

ϕ̃(a, λ) = ϕ(a) + λ,

teremos que ϕ̃ é um homomorfismo. Pois, dados (a, λ), (b, µ) ∈ Ã, t ∈ C,

temos:

ϕ̃((a, λ) + t(b, µ)) = ϕ̃(a+ tb, λ+ tµ) = ϕ(a+ tb) + λ+ tµ =

= ϕ(a) + λ+ t(ϕ(b) + µ) = ϕ̃(a, λ) + tϕ̃(b, µ).

ϕ̃((a, λ)(b, µ)) = ϕ̃(ab+ aµ+ bλ, λµ) = ϕ(ab) + µϕ(a) + λϕ(b) + λµ =

= (ϕ(a) + λ)(ϕ(b) + µ) = ϕ̃(a, λ)ϕ̃(b, µ).

Além disso, a rećıproca também é verdadeira, ou seja, dado um homo-

morfismo em Ã, fica definido um homomorfismo em A pela restrição, uma vez

que podemos fazer a inclusão de A em Ã através da identificação a 7→ (a, 0).

Relembre-se que definimos:

Â = {ϕ : A→ C;ϕ é homomorfismo não nulo}.

No caso em que A possui unidade, temos que, para todo ϕ ∈ Â, vale que

ϕ(1) = 1. Pois ϕ2(1) = ϕ(1) e ϕ(1) 6= 0, uma vez que se ϕ(1) = 0, então

ϕ = 0.

Proposição 1.1.18. Seja A uma álgebra de Banach. Se ϕ : A → C é

um homomorfismo, então |ϕ(a)| ≤ ‖a‖ para todo a ∈ A. E, portanto, ϕ é
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cont́ınuo.

Demonstração. Se ϕ for nulo então é cont́ınuo. Suponha que ϕ é não nulo e

que A possua unidade. Dado a ∈ A, temos

ϕ(ϕ(a)− a) = ϕ(a)ϕ(1)− ϕ(a) = 0,

e, portanto, ϕ(a) − a pertence ao núcleo de ϕ, que é um ideal de A. Logo,

ϕ(a) − a não é inverśıvel, pois, se fosse inverśıvel, o núcleo de ϕ seria todo

o A. E isso significa que ϕ(a) ∈ σ(a)6. E então, pelo que já estudamos,

|ϕ(a)| ≤ ‖a‖.
No caso de A não ter unidade, aplicamos a proposição anterior para A,

e lhe acrescentamos uma unidade. Assim, ϕ̃ : Ã→ C definida por ϕ̃(a, λ) =

ϕ(a) +λ é um homomorfismo. E, então, aplicando a ele o que provamos aqui

no primeiro caso, temos que, pela inclusão de A em Ã:

|ϕ(a)| = |ϕ̃(a, 0)| ≤ ‖(a, 0)‖ = ‖a‖.

Com este último resultado, vemos que

Â = {ϕ : A→ C;ϕ é um homomorfismo não nulo}

é um subconjunto da bola unitária do dual topológico A∗. Sendo assim,

podemos considerar Â como um espaço topológico com a topologia da con-

vergência pontual de A∗ (topologia fraca-*).

Proposição 1.1.19. Seja A uma álgebra de Banach. O espectro Â é um

espaço localmente compacto com a topologia da convergência pontual. Caso

A tenha unidade, Â é compacto.

6Note que aqui já fica provado que em uma álgebra com unidade, para todo a ∈ A
temos:

σ(a) ⊃ {ϕ(a) : ϕ ∈ Â}
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Demonstração. Considere o conjunto S formado por todos os homomorfismos

de A em C, não excluindo, desta vez, o homomorfismo nulo.

O conjunto S é fechado em A∗, com a topologia da convergência pontual.

Pois, dado f em S̄ existe uma rede ϕα ∈ S tal que ϕα(x) → f(x) para

todo x ∈ A. Temos que mostrar que f também é um homomorfismo. Mas

f é linear, pois f(a + λb) = limϕα(a+ λb) = limϕα(a) + λ limϕα(b) =

f(a) + λf(b). E, além disso, f(ab) = limϕα(ab) = limϕα(a) limϕα(b) =

f(a)f(b). Logo f é homomorfismo e, portanto, S é fechado na topologia

da convergência pontual. E, como S está contido na bola unitária, que é

compacta pelo teorema de Alaoglu7, então S também é compacto. Como

Â resulta da remoção de um ponto (o homomorfismo nulo) do espaço S,

conclúımos que Â é localmente compacto.

Já vimos que, no caso em que A tem unidade, para todo homomorfismo

ϕ ∈ S, temos:

ϕ 6= 0⇔ ϕ(1) = 1.

Então, o homomorfismo nulo é isolado de Â, pois não podemos ter uma

rede ϕα em Â tal que ϕα(1) → 0. Então Â é fechado em S e, portanto,

compacto.

Teorema 1.1.20. Seja A uma álgebra de Banach comutativa com unidade.

Então, para todo a ∈ A, vale:

σ(a) = {ϕ(a) : ϕ ∈ Â}

Demonstração. Já vimos na Proposição 1.1.18 a prova da inclusão “⊃” entre

os conjuntos acima. Para provar a outra inclusão, seja λ ∈ σ(a). Definimos:

J0 = (λ− a)A = {(λ− a)b; b ∈ A}

Como estamos supondo que A é comutativa, temos que J0 é um ideal de A.

Como (λ−a) é não inverśıvel, não existe b tal que (λ−a)b = 1. Então 1 /∈ J0

e portanto J0 6= A. Utilizando o Lema de Zorn8, demonstra-se que existe um

7Que pode ser encontrado em [2]
8Para referências, veja [16, 9].
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ideal maximal J , ideal próprio de A, que contém J0.

Afirmamos que J é fechado, pois, caso não fosse, seu fecho (que também

é um ideal) seria A, pela maximalidade de J . E, neste caso, J seria denso.

Mas, o conjunto dos elementos inverśıveis de A é um aberto. Então, temos

que existiria algum elemento inverśıvel em J e, portanto, J = A, pois é um

ideal. Mas isto contradiz o fato de que J é um ideal próprio.

Agora, seja B = A/J o quociente de A por J . Equipando B com a estru-

tura quociente de uma álgebra complexa, e a norma ‖a+J‖ = infx∈J ‖a+ x‖,
temos que B é uma álgebra de Banach comutativa9.

Afirmamos que B = C1. De fato, dado b ∈ B, como o espectro é sempre

não vazio, existe µ ∈ C tal que µ − b é não inverśıvel. Entretanto, como J

é maximal, todo elemento não nulo de B é inverśıvel. Portanto b = µ. E

claramente já t́ınhamos C ⊂ B. Então B = C.

Então podemos ver a aplicação quociente π : A → A/J = C como um

homomorfismo complexo, ou seja, um elemento de Â. Recordando que (λ−
a) ∈ J = Ker(π), temos que π(a) = λ, de onde segue a inclusão “⊂” entre

os conjuntos do enunciado.

Este resultado já nos permite afirmar que o espectro de uma álgebra de

Banach comutativa com unidade é sempre não vazio.

Definiremos agora a transformada de Gelfand e provaremos que ela é um

homomorfismo contrativo.

Seja A uma álgebra de Banach comutativa. Dado a ∈ A, considere a

função â : Â→ C dada por:

â(ϕ) = ϕ(a), ∀ϕ ∈ Â.

Uma vez que consideramos a topologia da convergência pontual em Â,

temos que â é uma função cont́ınua para todo a ∈ A, pois, sendo ϕα ∈ Â

uma rede convergindo para ϕ, temos

lim
α
â(ϕα) = lim

α
ϕα(a) = ϕ(a) = â(ϕ)

9Veja, por exemplo, [8]
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Note também que, no caso que Â não é compacto, â ∈ C0(Â), ou seja,

â tem limite zero no infinito. Para tanto, dado ε > 0, veja que o conjunto

K = {ϕ ∈ S : |ϕ(a)| ≥ ε} é fechado em S, uma vez que K é a pré imagem

de um fechado pela função cont́ınua |â|. E S é o conjunto de todos os

homomorfismos, incluindo o 0, que já provamos que é compacto. Logo K é

compacto, e está contido em Â, pois a inclusão do homomorfismo nulo não

faz diferença, uma vez que â(0) = 0, ou seja, ∀ε > 0, |â(0)| = |0(a)| = 0 < ε.

Definição 1.1.21. A transformada de Gelfand de A é a função

κ : A→ C0(Â), dada por κ(a) = â, ∀a ∈ A.

Cabe agora vermos que a transformada de Gelfand é um homomorfismo.

De fato, temos que κ é linear: κ(λa) = λ̂a, mas, ∀ϕ ∈ Â, temos: λ̂a(ϕ) =

ϕ(λa) = λϕ(a) = λâ(ϕ). Logo, κ(λa) = λ̂a = λâ = λκ(a). E ainda, temos:

κ(a + b) = â+ b. Mas, ∀ϕ ∈ Â, temos â+ b(ϕ) = ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) =

â(ϕ) + b̂(ϕ). Logo κ(a + b) = â+ b = â + b̂ = κ(a) + κ(b). E, portanto, κ é

linear.

E ainda, temos que κ respeita o produto, pois: κ(ab) = âb. Mas, ∀ϕ ∈ Â,

temos âb(ϕ) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = â(ϕ)b̂(ϕ). E, então, κ(ab) = âb = âb̂ =

= κ(a)κ(b)

Proposição 1.1.22. Dado a ∈ A, temos

‖κ(a)‖ = r(a) ≤ ‖a‖,

. Portanto, a transformada é um homomorfismo contrativo.

Demonstração. Pela definição da norma em C0(Â), e pelo Teorema 1.1.20,

temos:

‖κ(a)‖ = sup
ϕ∈Â
|â(ϕ)| = sup{|ϕ(a)| : ϕ ∈ Â} = sup{|λ| : λ ∈ σ(a)} = r(a),

e a desigualdade já provamos anteriormente na Proposição 1.1.8.



20 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO ÀS C*-ÁLGEBRAS

1.2 C*-álgebras

Agora nos dedicaremos a estudar uma classe especial de álgebras de Banach:

as C*-algebras. Uma C*-álgebra nada mais é do que uma álgebra de Banach

dotada de uma nova operação, a involução, satisfazendo algumas proprieda-

des, que veremos a seguir.

Definição 1.2.1. Seja A uma álgebra de Banach. Uma involução em A é

uma função

∗ : A → A

a 7→ a∗

satisfazendo, para todo a, b ∈ A e λ ∈ C:

i. (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

ii. (λa)∗ = λ̄a∗;

iii. (ab)∗ = b∗a∗;

iv. (a∗)∗ = a;

v. ‖a∗‖ = ‖a‖.

Uma álgebra de Banach com involução é uma álgebra de Banach equipada

com uma involução. Note que, do último item, já temos ‖a∗a‖ ≤ ‖a‖2. Uma

C*-álgebra é uma álgebra de Banach com involução para a qual ainda vale:

‖a∗a‖ = ‖a‖2, ∀a ∈ A.

Aparentemente esta exigência a mais parece pouca, mas, na verdade, faz

toda a diferença. Veja, por exemplo, o Lema 1.1.17. Se defińıssemos lá

uma involução coordenada a coordenada, conseguiŕıamos provar que Ã é

uma álgebra de Banach com involução. No entanto, o leitor poderá ver no

Apêndice A que a norma definida no Lema não satisfaz a identidade acima,

fazendo com que, se quisermos unitizar uma C*-álgebra, temos de definir

uma outra norma. Os detalhes poderão ser conferidos no Apêndice A.
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Exemplo 2. Já vimos, na seção anterior, que o conjunto dos números com-

plexos C é uma álgebra de Banach. Agora observe que, fazendo da conjugação

complexa uma involução(z∗ = z), o conjunto dos números complexos C é uma

C*-álgebra.

E também, o conjunto das funções cont́ınuas sobre um compacto C(K)

é um exemplo de C*-álgebra. Onde a involução é dada pela conjugação

complexa ponto a ponto, ou seja, f ∗(z) = f(z).

O conjunto B(H) dos operadores lineares cont́ınuos sobre um espaço de

Hilbert H é um exemplo de C*-álgebra, onde a involução é dada pelo ope-

rador adjunto. Ou seja, dado T ∈ B(H), T ∗ é o operador que satisfaz

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 para todo x, y ∈ H.

Novamente estamos deixando os detalhes a cargo do leitor.

Vamos estudar, agora, propriedades básicas das C*-álgebras

Proposição 1.2.2. Se A é uma C*-álgebra com unidade, então 1 = 1∗ e

‖1‖ = 1 (excluindo o caso trivial em que A = {0})

Demonstração. 1∗ = 1∗1 = (1 · 1∗)∗ = (1∗)∗ = 1

‖1‖2 = ‖1∗1‖ = ‖1‖, de onde ‖1‖(1 − ‖1‖) = 0 e, portanto, ‖1‖ = 1 ou

‖1‖ = 0. Mas, no segundo caso, a álgebra seria a trivial. Logo ‖1‖ = 1.

Proposição 1.2.3. Seja A uma álgebra de Banach com involução. Dado

a ∈ A, existem elementos x, y ∈ A, tais que x∗ = x, y∗ = y, a = x+ iy.

Demonstração. Queremos que existam x, y , autoadjuntos, tais que

a = x+ iy.

Portanto, pelo menos formalmente, temos:

a∗ = x− iy.

O que implica que

a+ a∗ = 2x e a− a∗ = 2iy.
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Então, veja que

x =
a+ a∗

2
e y =

a− a∗

2i

satisfazem o enunciado.

Proposição 1.2.4. Sejam A uma C*-álgebra com unidade, e a ∈ A um

elemento autoadjunto, isto é, a∗ = a. Então σ(a) ⊂ R.

Demonstração. Seja λ ∈ σ(a), e escreva λ = x+iy com x, y ∈ R. Provaremos

que y = 0. Para tanto seja bn = a−x+iny. Considerando o polinômio f dado

por f(z) = z−x+iny conclúımos, pela Proposição 1.1.12, que f(λ) ∈ σ(f(a))

ou seja f(λ) = λ − x + iny = x + iy − x + iny = i(n + 1)y está em σ(bn).

Portanto |i(n+ 1)y| ≤ ‖bn‖, que, calculando, nos dá:

y2(n2+2n+1) = |i(n+1)y|2 ≤ ‖bn‖2 = ‖b∗nbn‖ = ‖(a−x−iny)(a−x+iny)‖ =

= ‖(a− x)2 + n2y2‖ ≤ ‖(a− x)2‖+ ‖n2y2‖.

Portanto,

y2(n2 + 2n+ 1) ≤ ‖(a− x)2‖+ n2y2 ⇒ y2(2n+ 1) ≤ ‖(a− x)2‖

E então, como n é arbitrário, conclúımos que y = 0, e λ ∈ R.

Proposição 1.2.5. Sejam A uma C*-álgebra com unidade, e a ∈ A um

elemento autoadjunto. Então

r(a) = ‖a‖.

Demonstração. Primeiramente, observe que se a é autoadjunto, por indução

finita, qualquer potência de a é autoadjunto, pois (a2)∗ = (a∗a∗) = a2, e,

para o passo de indução, (ak)∗ = ((ak−1)∗a∗) = ak. Além disso, novamente

por indução finita, temos ‖a‖2n = ‖a2n‖, pois ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖a2‖, e

‖a‖2k = (‖a‖2k−1
)2 = ‖a2k−1‖2 = ‖(a2k−1

)∗a2k−1‖ = ‖a2k‖. Logo, do Teorema

1.1.15, temos:

r(a) = lim
n→∞

‖a2n‖
1
2n = ‖a‖,
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uma vez que, se uma sequência converge, então qualquer subsequência tem

o mesmo limite.

Definição 1.2.6. Sejam A e B álgebras com involução. Um homomorfismo

ϕ : A→ B é chamado *-homomorfismo se ϕ(a)∗ = ϕ(a∗) para todo a ∈ A.

Lema 1.2.7. Seja ϕ : B → C *-homomorfismo de B, álgebra de Banach com

involução, em C, C*-álgebra. Então, ϕ é cont́ınuo e ‖ϕ‖ ≤ 1.

Demonstração. Lembre-se que, como C é C*-álgebra, ∀y ∈ C autoadjunto,

‖y‖ = r(y), onde r(y) é o raio espectral de y, cuja definição pode ser encon-

trada na página 11. Suponha, inicialmente, que B e C tenham unidade. Se

ϕ é nulo o teorema é valido trivialmente. Agora, se ϕ não é nulo, temos que

ϕ(1) = 1.

Veja que ϕ manda elementos inverśıveis em elementos inverśıveis, pois, se

a é inverśıvel, temos que

1 = ϕ(1) = ϕ(a−1a) = ϕ(a−1)ϕ(a).

E, da mesma forma, temos ϕ(a)ϕ(a−1) = 1. Ou seja, ϕ(a) é inverśıvel.

Temos, portanto, que se λ − a é inverśıvel, então ϕ(λ − a) = λ − ϕ(a) é

inverśıvel. Portanto ρ(a) ⊂ ρ(ϕ(a)). Logo σ(ϕ(a)) ⊂ σ(a), para todo a ∈ A.

O que implica que r(ϕ(a)) ≤ r(a).

Logo, dado a ∈ B autoadjunto, ϕ(a) é autoadjunto e

‖ϕ(a)‖ = r(ϕ(a)) ≤ r(a) ≤ ‖a‖.

Agora, para um x ∈ B não necessariamente autoadjunto,

‖ϕ(x)‖2 = ‖ϕ(x)∗ϕ(x)‖ = ‖ϕ(x∗x)‖ ≤ ‖x∗x‖ ≤ ‖x‖2

Agora, em um caso geral, onde B e C não necessariamente tenham uni-

dade, vimos no Lema 1.1.17 e no Apêndice A que existem unitizações B̃ e Č.
Aplicando o que provamos acima para o *-homomorfismo ϕ̃ : B̃ → Č definido
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por ϕ̃(x, 0) = (ϕ(x), 0) e ϕ̃(0, 1) = (0, 1), temos:

‖ϕ(x)‖C = ‖(ϕ(x), 0)‖Č = ‖ϕ̃(x, 0)‖Č ≤ ‖(x, 0)‖B̃ = ‖x‖.

Proposição 1.2.8. Seja A C*-álgebra comutativa com unidade. Dado ϕ ∈
Â, temos:

ϕ(a∗) = ϕ(a), ∀a ∈ A.

Demonstração. Como σ(a) = {ϕ(a) : ϕ ∈ Â}, caso a seja auto-adjunto

teremos, ϕ(a) ∈ σ(a) ⊂ R. Então:

ϕ(a∗) = ϕ(a) = ϕ(a).

Agora, sendo a um elemento não necessariamente autoadjunto, temos que,

escrevendo a = x+ iy com x e y auto-adjuntos, temos:

ϕ(a∗) = ϕ((x+ iy)∗) = ϕ(x− iy) = ϕ(x)− iϕ(y) = ϕ(x) + iϕ(y) = ϕ(a)

Ou seja, se A é uma C*-álgebra comutativa e com unidade, a transfor-

mada de Gelfand é um *-homomorfismo.

Teorema 1.2.9 (Gelfand). Seja A uma C*-álgebra comutativa com unidade.

A transformada de Gelfand κ : A→ C(Â) é um *-isomorfismo isométrico de

A sobre C(Â).

Demonstração. Dado a ∈ A , a∗a é autoadjunto, e, então, ‖a∗a‖ = r(a∗a).

Mas, na prova de que a transformada de Gelfand é um homomorfismo con-

trativo, Proposição 1.1.22 , provamos que ‖κ(x)‖ = r(x), e assim:

‖a‖2 = ‖a∗a‖ = r(a∗a) = ‖κ(a∗a)‖ = |κ(a)κ(a)‖ = ‖κ(a)‖2

E então, a transformada de Gelfand é um homomorfismo isométrico. E,

portanto, é injetor. Já hav́ıamos provado que a transformada de Gelfand
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é cont́ınua. Faltando apenas provar a sobrejetividade para concluir, pelo

teorema da aplicação aberta, que se trata de um isomorfismo.

Para tanto, vamos utilizar o10:

Teorema 1.2.10 (Stone-Weierstrass). Seja K um compacto Hausdorff. Seja

A uma sub-álgebra de C(K) que separe pontos, que contenha as funções

constantes e seja fechada para a conjugação complexa. Então A é denso em

C(K).

Aqui estamos entendendo A ⊂ C(K) separar pontos como, dados x 6=
y ∈ K, existir f ∈ A tal que f(x) 6= f(y). E, ser fechado para a conjugação

complexa, como f ∈ A⇒ f ∈ A.

Portanto, para utilizar o teorema de Stone-Weierstrass, precisamos que

κ(A) separe pontos de Â. Mas, se ϕ, ψ ∈ Â com ϕ 6= ψ, então existe a ∈ A
tal que ϕ(a) 6= ψ(a)⇒ κ(a)(ϕ) 6= κ(a)(ψ). E então separa pontos. Vejamos

também que κ(A) contém as funções constantes. De fato, para toda ϕ ∈ Â
temos que κ(1)(ϕ) = ϕ(1) = 111. Logo a função constante igual a 1 pertence

a κ(A), e consequentemente, as funções constantes pertencem a κ(A). Além

disso, κ(A) é fechado para a conjugação complexa. De fato, se κ(a) ∈ κ(A)

então κ(a) = κ(a∗) ∈ κ(A).

Logo, podemos utilizar o teorema e concluir que κ(A) é denso em C(Â).

Para concluir a sobrejetividade, basta observarmos que κ(A) é fechado em

C(Â).

Para tanto, dado x ∈ κ(A) existe an ∈ A tal que limn κ(an) = x. E,

portanto, a sequência κ(an) é de Cauchy. Note que, como já provamos no

começo desta demonstração que κ é isometria, a afirmação anterior implica

que an é de Cauchy, e, portanto, convergente, uma vez que A é de Banach.

E, pela continuidade da transformada de Gelfand, temos que x = κ(limn an),

e então x ∈ κ(A).

Logo κ(A) é fechado e denso em C(Â), ou seja, κ(A) = C(Â)

Teorema 1.2.11. Seja B uma C*-algebra com unidade, e seja A ⊂ B uma

sub-C*-álgebra contendo a unidade.

10Uma referencia razoavelmente completa sobre este teorema é encontrada em [11]
11Veja observação feita na página 15
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(i) Dado a ∈ A inverśıvel em B, temos a−1 ∈ A;

(ii) O espectro de a relativo a B, denotado por σB(a), coincide com σA(a),

o espectro de a relativo a A.

Demonstração. Em relação ao primeiro item, suponhamos inicialmente que

a seja autoadjunto. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a A é a

sub-C*-álgebra gerada por {1, a} e, portanto, A é comutativa. Pelo teorema

de Gelfand A é isometricamente isomorfa a C(Â).

Se a é não inverśıvel em A, então κ(a) é não inverśıvel em κ(A) = C(Â),

e, portanto, é uma função que admite zeros. Sabemos que existem funções

cont́ınuas que são 1 nos pontos onde κ(a) é zero, e são zero fora de uma

vizinhança de tais pontos. Ou seja, existe uma sequência an de elementos

em A tal que limn ‖κ(a)κ(an)‖ = 0 e ‖κ(an)‖ = 1 para todo n. Mas a

transformada de Gelfand é um isomorfismo. Portanto, existe uma sequência

an de elementos em A tal que limn ‖aan‖ = 0 e ‖an‖ = 1 para todo n. E

então teŕıamos:

1 = ‖an‖ = ‖a−1aan‖ ≤ ‖a−1‖‖aan‖ → 0

o que revela um absurdo. Logo, o inverso deve estar em A.

No caso geral, note que, se a é inverśıvel, então a∗ também é, pois sendo

b = (a−1)∗ temos a∗b = a∗(a−1)∗ = (a−1a)∗ = 1∗ = 1, e do outro lado é

análogo. Então a∗a e aa∗ são inverśıveis e autoadjuntos. Logo, pelo que já

fizemos, os seus inversos estão em A. E:

1 = aa∗(aa∗)−1 e 1 = (a∗a)−1a∗a.

Logo, a possui inversos à esquerda e à direita. Observe ainda que eles

estão em A. Mas sabemos que se um elemento possui inversos a esquerda e

a direita eles tem que ser iguais. Logo a possui inverso em A.

Para a prova da segunda parte, observe que, dado λ ∈ C, pela primeira

parte do teorema, λ− a é inverśıvel em B se, e somente se, o é em A.

Definição 1.2.12. Dado A uma C*-álgebra com unidade, diz-se que um

elemento a ∈ A é positivo se a é autoadjunto e σ(a) ⊂ R+ = [0,+∞[.
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Proposição 1.2.13. Seja A uma C*-álgebra com unidade.

(i) Dado elemento autoadjunto a ∈ A, existem elementos positivos a+ e a−

tais que a pode ser escrito como a diferença a+ − a− = 0;

(ii) Se a e −a são ambos positivos então a = 0;

(iii) Seja a ∈ A um elemento autoadjunto, e seja µ uma constante real com

µ ≥ ‖a‖. Então a é positivo se, e somente se, ‖µ− a‖ ≤ µ;

(iv) Se a e b são positivos então a+ b também é positivo;

(v) Se a é um elemento autoadjunto então a ≤ ‖a‖ no sentido que ‖a‖ − a
é positivo.

Demonstração. Dado a ∈ A autoadjunto, a C*-subálgebra B gerada por

{1, a} é comutativa, então, pelo teorema de Gelfand, isomorfa a C(B̂). Ou

seja, identificando B e C(B̂) via transformada de Gelfand κ, podemos pensar

em a ∈ B como uma função cont́ınua em B̂ a valores em {ϕ(a), ϕ ∈ (B̂)} =

σ(a) (Teoremas 1.1.20 e 1.2.11). Mas, já vimos que, no caso de a autoadjunto,

seu espectro é real. Logo κ(a) é uma função cont́ınua a valores reais. E,

portanto, seja a+ e a− elementos em A tais que κ(a+) = max{κ(a), 0} e

κ(a−) = max{κ(−a), 0}. Vê-se, claramente, que a = a+ − a− e a+a− = 0,

pois κ é um isomorfismo. Veja também que a+ e a− são positivos, pois a

imagem de κ(a+) e κ(a−) são positivas, e são justamente o espectro de a+ e

a− respectivamente.

Agora, para a segunda parte, note que σ(−a) = −σ(a), e então, se a e −a
são positivos, temos que σ(a) ⊂ R+ ∩R− = {0} e, portanto, o raio espectral

só pode ser 0. Mas, como a é autoadjunto, temos que r(a) = ‖a‖ = 0. Logo

a = 0.

Para a terceira parte, note que, se a é autoadjunto, então seu espectro é

real. E então, pelo que já provamos:

σ(a) ⊂ [−‖a‖, ‖a|] ⊂ [−µ, µ].
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Além disso, µ− a também é autoadjunto. Então:

‖µ− a‖ = r(µ− a) = sup
λ∈σ(a)

|µ− λ| = sup
λ∈σ(a)

µ− λ = µ− sup
λ∈σ(a)

λ.

Ficando claro que a é positivo se, e somente se, ‖µ− a‖ ≤ µ.

Para a quarta parte, observe que, pelo que acabamos de fazer, se a e b

são positivos, então:

‖‖a‖ − a‖ ≤ ‖a‖ e ‖‖b‖ − b‖ ≤ ‖b‖.

Seja µ = ‖a‖+ ‖b‖. Então µ ≥ ‖a+ b‖ e:

‖µ− (a+ b)‖ = ‖‖a‖−a+‖b‖− b‖ ≤ ‖‖a‖−a‖+‖‖b‖− b‖ ≤ ‖a‖+‖b‖ = µ.

E então a+ b é positivo.

Finalmente, para a última parte, temos que se a ∈ A é autoadjunto, então

σ(a) ⊂ [−‖a‖, ‖a‖]. O que implica:

σ(−a) ⊂ [−‖a‖, ‖a‖] =⇒ σ(‖a‖ − a) ⊂ [0, 2‖a‖],

onde estamos usando múltiplas vezes que σ(f(a)) = f(σ(a)). Portanto,

‖a‖ − a é positivo.

Lema 1.2.14. Dado a ∈ A, se −a∗a é positivo, então a = 0.

Demonstração. Como já fizemos algumas vezes, seja a = x + iy com x e

y autoadjuntos. Observe que, como x é autoadjunto, σ(x) ⊂ R, e então,

σ(x2) = (σ(x))2 ⊂ R+. Ou seja, x2 e y2 são positivos. Além disso:

a∗a = (x− iy)(x+ iy) = x2 + y2

Logo a∗a é positivo. Então, pela Proposição anterior, segue que a∗a = 0, o

que implica, por ‖a∗a‖ = ‖a‖2, que a = 0.

Teorema 1.2.15. Dado a ∈ A, são equivalentes:

(i) a é positivo;
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(ii) Existe um elemento autoadjunto b ∈ A tal que b2 = a;

(iii) Existe b ∈ A tal que b∗b = a.

Demonstração. Suponhamos que a é positivo. Seja B a sub-C*-álgebra ge-

rada por {1, a}. Então, pelo Teorema de Gelfand, temos que B é isometrica-

mente isomorfo a C(B̂), via sua transformada. Mas já vimos que a imagem

da função κ(a) coincide com σB(a), que, por sua vez, é igual a σA(a) ⊂ R+.

Então κ(a) é uma função positiva. Sendo b = κ−1(
√
κ(a)), vê se que b é auto-

adjunto e que b2 = a. Além disso, observe que pela forma que b foi definido,

temos a unicidade, podendo escrever b =
√
a, uma vez que a transformada

de Gelfand é um isomorfismo.

Agora, supondo (ii), temos que (iii) é automaticamente satisfeita.

Agora, supondo (iii), como a = b∗b, temos que a é autoadjunto. Basta

vermos que seu espectro é não negativo. Podemos escrever a = a+−a− como

na proposição anterior. Seja c = ba−. Então:

−c∗c = −(ba−)∗ba− = −a−b∗ba = −a−(a)a− = −a−(a+ − a−)a− = a3
−

Agora, como a− é positivo e σ(a3
−) = σ(a−)3, segue que a3

− é positivo, e,

portanto, −c∗c é positivo. De onde c = 0. E então a3
− = 0 e, portanto,

a− = 0, ou seja, a = a+ é positivo.

Corolário 1.2.16. Se a é um elemento positivo então b∗ab também o é para

todo b ∈ A.

Demonstração. Do teorema acima, temos que existe c ∈ A tal que a = c∗c e,

portanto, b∗ab = b∗c∗cb = (cb)∗cb, o que implica a positividade.

Lema 1.2.17. Dado a ∈ A, C*-álgebra, a é positivo se, e somente se, a =
√
a∗a.

Demonstração. Vejamos primeiro que se a é positivo então a =
√
a∗a. Para

tanto, veja que se a é positivo, então a2 é positivo, uma vez que se a é

autoadjunto, então a2 é autoadjunto, e σ(a2) = σ(a)2 (Proposição 1.1.12).

Assim, temos que existe b ∈ A tal que b2 = a. Ou seja, b =
√
a2 =

√
a∗a, uma
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vez que a é autoadjunto. Além disso, temos que κ(b)2 = κ(b2) = κ(a2) =

κ(a)2. E, como ambas as funções são positivas, temos que κ(a) = κ(b), e,

portanto, a = b, pois a transformada de Gelfand é um isomorfismo.

Agora, vejamos a rećıproca. Antes, porém, veja que se a é positivo, então

σ(
√
a) =

√
σ(a). Pois, se a é positivo, existe b positivo tal que b2 = a.

Assim sendo, σ(a) = σ(b2) = σ(b)2. E, como ambos os espectros são reais e

positivos, podemos escrever que
√
σ(a) = σ(b) = σ(

√
a).

Portanto, para a rećıproca, suponha que a =
√
a∗a. Então, como a∗a é

sempre positivo, temos σ(a) = σ(
√
a∗a) =

√
σ(a∗a). Logo σ(a) ⊂ R+, ou

seja, a é positivo.

Teorema 1.2.18. Todo *-homomorfismo injetor entre C*-álgebras é isométrico.

Demonstração. Seja ϕ um *-homomorfismo injetor entre C*-álgebras. Pri-

meiramente, provaremos que a é positivo se, e somente se, ϕ(a) é positivo.

Para tanto, vejamos primeiro que se a é positivo, então ϕ(a) é positivo:

Se a é positivo, existe b tal que b∗b = a. E então, ϕ(a) = ϕ(b∗b) = ϕ(b)∗ϕ(b).

Logo ϕ(a) é positivo.

Façamos agora a rećıproca. Se ϕ(a) é positivo, então ϕ(a) =
√
ϕ(a)∗ϕ(a) =√

ϕ(a∗a). Mas, sabemos que a∗a é positivo, então existe
√
a∗a. Usando o

parágrafo anterior, como
√
a∗a é positivo, temos que ϕ(

√
a∗a) é positivo.

Além disso temos que ϕ(
√
a∗a)2 = ϕ(a∗a). Então ϕ(

√
a∗a) =

√
ϕ(a∗a) =

ϕ(a). E como ϕ é injetor, temos que a =
√
a∗a. E então a é positivo.

De posse deste resultado, o objetivo é provar que ‖a‖ ≤ ‖ϕ(a)‖ ≤ ‖a‖.
Mas pelo Lema 1.2.7 já temos a segunda desigualdade. Para a primeira,

observe que, se a é positivo, temos que ϕ(a) é positivo, e então ‖ϕ(a)‖ −
ϕ(a) ≥ 0. Logo ϕ(‖ϕ(a)‖ − a) ≥ 0. Então, pela primeira parte, temos que

‖ϕ(a)‖ − a ≥ 0. Portanto, ‖ϕ(a)‖ ≥ a.

Provamos então que, para todo a positivo, ‖ϕ(a)‖ = ‖a‖. Agora, se a é

qualquer, a∗a é positivo, e assim teremos:

‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖ϕ(a∗a)‖ = ‖ϕ(a)∗ϕ(a)‖ = ‖ϕ(a)‖2.
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Teorema 1.2.19. Todo *-homomorfismo entre C*-álgebras tem imagem fe-

chada.

Demonstração. Observe que, dado ϕ : A → B *-homomorfismo entre C*-

álgebras, Ker(ϕ) é um ideal fechado de A. Assim A/Ker(ϕ) é uma C*-

álgebra [13, Theorem 3.1.4], onde as operações são definidas tomando um

representante da classe, por exemplo [x]∗ = [x∗]. E podemos construir ϕ̃ :

A/Ker(ϕ) → B, definido pelo valor assumido em um dos representantes da

classe. E tal construção nos é útil pois, desta forma, teremos que ϕ̃ é um

*-homomorfismo injetor e que Im(ϕ̃) = Im(ϕ).

Portanto, aplicando o teorema 1.2.18, conclúımos que ϕ̃ é isométrico. E,

portanto, tem imagem fechada.

Definição 1.2.20. Seja A uma álgebra de Banach com involução, e H um

espaço de Hilbert. Uma representação de A em H é um *-homomorfismo

π : A→ B(H), ou seja, é um homomorfismo que satisfaz π(a∗) = π(a)∗, para

todo a ∈ A.

Pelo Lema 1.2.7, temos que toda representação π é cont́ınua, e ‖π‖ ≤ 1.

Definição 1.2.21. Um funcional linear f : A → C é chamado positivo se,

para todo a ∈ A, tivermos que f(a∗a) é um número real maior ou igual a

zero. Se, além disto, f(1) = 1, então f é chamado um estado de A.

Lema 1.2.22. Seja A uma C*-álgebra com unidade e seja f um funcional

positivo em A. Se a ∈ A é autoadjunto, então f(a) ∈ R. Além disso,

∀b ∈ A, f(b∗) = f(b).

Demonstração. Como a é autoadjunto, podemos escrever a = a+ − a−, com

ambos positivos. E sabemos que um funcional linear positivo leva elementos

positivos em números reais positivos. Então f(a−), f(a+) ∈ R. Logo f(a) =

f(a+ − a−) = f(a+)− f(a−) ∈ R.

Agora, para a segunda parte, note que podemos escrever b = x+ iy com

x e y autoadjuntos. E assim, f(x), f(y) ∈ R. E então: f(b∗) = f(x − iy) =

f(x)− if(y) = f(x) + if(y) = f(b).
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Proposição 1.2.23. Seja A uma C*-álgebra com unidade, e seja f um fun-

cional positivo em A. Dados a, b ∈ A, defina

〈a, b〉 = f(a∗b).

Então:

(i) Para todo a, b ∈ A, temos |〈a, b〉|2 ≤ 〈a, a〉〈b, b〉;

(ii) f é cont́ınuo e ‖f‖ = f(1).

Demonstração. A função 〈., .〉, definida acima, satisfaz propriedades similares

a de produto interno, exceto pelo fato de que pode se degenerar.

a. 〈a, b〉 = 〈b, a〉, pois: 〈b, a〉 = f(b∗a) = f((b∗a)∗) = f(a∗b) = 〈a, b〉;

b. 〈a+ b, c〉 = 〈a, c〉+ 〈b, c〉, pois: 〈a+ b, c〉 = f((a+ b)∗c) = f(a∗c+ b∗c) =

= f(a∗c) + f(b∗c) = 〈a, c〉+ 〈b, c〉;

c. 〈λa, b〉 = f((λa)∗b) = f(λa∗b) = λf(a∗b) = λ〈a, b〉;

d. 〈a, a〉 ≥ 0, pois: 〈a, a〉 = f(a∗a) ≥ 0, uma vez que f é positivo.

O que precisamos demonstrar no primeiro item é a desigualdade de Cauchy-

Schwarz. E a demonstração usual não necessita do produto interno não se

degenerar.

Prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz |〈a, b〉|2 ≤ 〈a, a〉〈b, b〉. Vejamos, pri-

meiramente, que se 〈b, b〉 = 0, então, ∀a ∈ A, 〈a, b〉 = 0, e a desigualdade fica

trivialmente satisfeita. De fato, se 〈b, b〉 = 0, dados a ∈ A, t ∈ R:

0 ≤ 〈a+ tb, a+ tb〉 = 〈a, a〉+ 2tRe(〈a, b〉).

Logo, se Re(〈a, b〉) fosse não nula, teŕıamos que, tomando t suficientemente

grande e com o sinal adequado, o lado direito da desigualdade fica negativo.

Um absurdo. Logo Re(〈a, b〉) = 0. Como a é qualquer, provamos também

que Re(〈ia, b〉) = Im(〈a, b〉) = 0, ou seja, 〈a, b〉 = 0.
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Portanto, podemos supor que 〈b, b〉 6= 0. E assim temos, dado λ ∈ C:

0 ≤ 〈a− λb, a− λb〉 = 〈a, a〉 − λ〈b, a〉 − λ〈a, b〉+ |λ|2〈b, b〉.

Portanto, fazendo λ = 〈b,a〉
〈b,b〉 , a desigualdade acima resultará em

0 ≤ 〈a, a〉 − |〈a, b〉|
2

〈b, b〉
.

O que resulta na desigualdade desejada.

Agora, para a segunda parte, faça a = 1 e teremos: ∀b ∈ A

|f(b)|2 = |〈1, b〉|2 ≤ 〈1, 1〉〈b, b〉 = f(1)f(b∗b) ≤ f(1)‖b∗b‖f(1),

onde usamos o artif́ıcio de que, se c é um elemento autoadjunto, então ‖c‖−c
é positivo. E assim f(‖c‖ − c) ≥ 0. Ou seja, ‖c‖f(1) ≥ f(c).

E temos, dáı, que f é cont́ınuo e ‖f‖ ≤ f(1). Mas, pela definição de

norma de um funcional, já t́ınhamos que f(1) ≤ ‖f‖. Então ‖f‖ = f(1).

Proposição 1.2.24. Seja f um funcional linear cont́ınuo em A. Se f(1) =

‖f‖ então f é positivo.

Demonstração. Podemos supor que ‖f‖ = 1, pois, caso contrário, é só con-

siderar g = f
‖f‖ .

Seja a um elemento positivo de A. Escreva f(a) = x + iy. O objetivo é

provar que y = 0 e x ≥ 0. Seja µ um número real com µ ≥ ‖a‖. Então, pelo

que fizemos anteriormente, ‖µ− a‖ ≤ µ, então temos:

µ− x ≤ |µ− x− iy| = ‖f(µ− a)‖ ≤ ‖µ− a‖ ≤ µ,

onde usamos que |z| ≥ Re(z) e ‖f‖ = 1. Seguindo que x ≥ 0.

Agora, seja bn = a − x + iny para cada natural n. Note que f(bn) =

i(n+ 1)y. Então temos:

(n2 + 2n+ 1)y2 = |f(bn)|2 ≤ ‖bn‖2 ≤ ‖b∗nbn‖ = ‖(a− x)2 + n2y2‖ ⇒
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⇒ (n2 + 2n+ 1)y2 ≤ ‖(a− x)2‖+ n2y2.

∴ (2n+ 1)y2 ≤ ‖(a− x)2‖.

Como vale para todo n, temos que y = 0.

Proposição 1.2.25. Sejam A uma C*-álgebra com unidade, e a ∈ A um

elemento autoadjunto. Então existe um estado f em A tal que |f(a)| = ‖a‖.

Demonstração. Seja B a sub-C*-algebra gerada por {1, a}, que é comutativa.

Como a é autoadjunto, temos que r(a) = ‖a‖. Então, existe λ ∈ σ(a) com

|λ| = ‖a‖, uma vez que o espectro de a σ(a) é um compacto, portanto

fechado.

E isto implica que existe ϕ ∈ B̂ tal que |ϕ(a)| = ‖a‖.
Note agora que, como ϕ ∈ B̂, temos que ϕ é um funcional linear cont́ınuo

em B, com ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1). Usando o teorema de Hahn-Banach, seja f a

extensão cont́ınua de ϕ a A, portanto, um funcional linear cont́ınuo em A,

que estende ϕ com ‖f‖ = ‖ϕ‖. Logo, como f estende ϕ, ‖f‖ = 1 = f(1) e,

então, f é um estado. Além disso, |f(a)| = ‖a‖.

Definição 1.2.26. Seja π uma representação da C*-álgebra A em um espaço

de Hilbert H. Dizemos que um subespaço K ⊂ H é invariante por π se, para

todo a ∈ A, tivermos que π(a)K ⊂ K.

Neste contexto, dado um subespaço fechado e invariante K, podemos

considerar a restrição ρ(a) de cada operador π(a) para K, obtendo assim

uma nova representação

ρ : A→ B(K).

Por abuso de linguagem, diz-se que ρ é a restrição de π para K.

Dado um vetor ξ ∈ H seja K o fecho do conjunto π(A)ξ = {π(a)ξ : a ∈
A}. É claro que K é um subespaço fechado e invariante, ao qual chamaremos

de espaço ćıclico gerado por ξ.

Definição 1.2.27. Uma representação π da C*-álgebra A em H é dita uma

representação ćıclica se existir um vetor ξ ∈ H tal que π(A)ξ é denso em H

(e portanto H coincide com o espaço ćıclico gerado por ξ). Um vetor como

acima é chamado de vetor ćıclico para π.
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Teorema 1.2.28. Sejam A uma C*-álgebra com unidade, e f um funcional

positivo em A. Então existe uma representação ćıclica π, de A em um espaço

de Hilbert H, possuindo um vetor ćıclico ξ tal que

f(a) = 〈ξ, π(a)ξ〉, ∀a ∈ A.

E, portanto, se f é um estado, então ‖ξ‖ = 1.

Demonstração. Seja 〈., .〉 função em A × A definida por 〈a, b〉 = f(a∗b). Já

provamos que se trata de uma forma sesquilinear eventualmente degenerada

na Proposição 1.2.23, e que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Portanto

valerá também a desigualdade triangular:

〈a+ b, a+ b〉
1
2 ≤ 〈a, a〉

1
2 + 〈b, b〉

1
2 , ∀a, b ∈ A,

pois 〈a+b, a+b〉 = 〈a, a〉+〈b, b〉+〈a, b〉+〈b, a〉 = 〈a, a〉+〈b, b〉+2Re(〈a, b〉) ≤
〈a, a〉+ 〈b, b〉+ 2|〈a, b〉| = 〈a, a〉+ 〈b, b〉+ 2〈a, a〉 12 〈b, b〉 12 = (〈a, a〉 12 + 〈b, b〉 12 )2.

Assim sendo, seja N = {a ∈ A : 〈a, a〉 = 0}. Vejamos que N é um

subespaço vetorial: Que 0 ∈ N e que N é fechado para o produto por escalar

é bem evidente. Quanto a ser fechado para a soma vem da desigualdade

triangular provada acima. Pela continuidade da f é fácil ver que N é fechado.

Veja que, pelo que fizemos na demonstração de desigualdade de Cauchy-

Schwarz, 〈a, b〉 = 0, ∀a ∈ A, ∀b ∈ N .

Portanto, podemos considerar o espaço quociente A/N . Então a ex-

pressão:

〈a+N, b+N〉 := 〈a, b〉

define uma forma sesquilinear em A/N . E, de fato, está bem definida, pois,

se usarmos representantes diferentes para a mesma classe de equivalência

(a−a′ ∈ N, e b− b′ ∈ N), teremos 〈a, b〉− 〈a′, b′〉 = 〈a, b〉− 〈a′, b′〉+ 〈a′, b〉−
〈a′, b〉 = 〈a− a′, b〉+ 〈a′, b− b′〉 = 0.

Provemos que ela será positiva e não degenerada. De fato, dado a+N ∈
A/N teremos: 〈a+N, a+N〉 = 〈a, a〉 = f(a∗a) ≥ 0. E se 〈a+N, a+N〉 = 0,

então 〈a, a〉 = 0 e, portanto, a ∈ N , ou seja a + N = N . Logo a forma é

positiva e não degenerada, ou seja, é um produto interno. E então A/N é
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um espaço pré-hilbertiano.

Agora considere, para cada a ∈ A, a aplicação

π0(a) : A/N → A/N definida por b+N 7→ ab+N (1.1)

Provemos que, de fato, π0 está bem definida e que é cont́ınua.

∀b ∈ A, ‖ab+N‖2 = 〈ab, ab〉 = f(b∗a∗ab)

Mas, como a∗a é autoadjunto, temos que ‖a∗a‖ − a∗a ≥ 0. Logo b∗(‖a∗a‖ −
a∗a)b é positivo, e então:

f(b∗a∗ab) ≤ ‖a∗a‖f(b∗b) = ‖a‖2〈b+N, b+N〉

Juntando, temos que

‖ab+N‖ ≤ ‖a‖‖b+N‖.

O que prova que π0(a) é limitada e ‖π0(a)‖ ≤ ‖a‖. Ou seja, π0 é limitada.

E ainda, π0(a) está bem definida, pois, se b+N = c+N temos:

‖π0(a)(b+N)− π0(a)(c+N)‖ = ‖a(b− c) +N‖ ≤ ‖a‖‖b− c+N‖ = 0.

Agora, seja H o completamento de A/N . Para cada a ∈ A, seja π(a) a

extensão cont́ınua de π0(a) para um operador limitado em H. Verifiquemos

que π : a ∈ A 7→ π(a) ∈ B(H) é uma representação ćıclica de A em H com

vetor ćıclico ξ = 1 +N .

De fato, π é um homeomorfismo: ∀a, b ∈ A, c+N ∈ A/N, λ ∈ C

π(λa)(c+N) = λac+N = λπ(a)(c+N)

π(ab)(c+N) = abc+N = π(a)π(b)(c+N)

π(a+b)(c+N) = (a+b)(c+N) = a(c+N)+b(c+N) = (π(a)+π(b))(c+N).

E, por continuidade, estende-se os resultados acima para H.
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Além disso, é um *-homomorfismo:

〈π(a∗)(b+N), c+N〉 = 〈a∗b+N, c+N〉 = 〈a∗b, c〉 = 〈b, ac〉 = 〈b+N, ac+N〉 =

= 〈b+N, π(a)(c+N)〉 = 〈π(a)∗(b+N), c+N〉,

que também se estende por continuidade para H. E então π é uma repre-

sentação de A em H.

Vejamos agora que o vetor ξ = 1 +N é vetor ćıclico. Ou seja, temos que

provar que π(A)ξ é denso em H. É suficiente que contenha A/N . E de fato,

dado a+N ∈ A/N , temos que

π(A)ξ 3 π(a)ξ = π(a)(1 +N) = a(1 +N) = a+N.

E temos, ainda, que vale a fórmula do enunciado, pois:

〈ξ, π(a)ξ〉 = 〈1 +N, π(a)(1 +N)〉 = 〈1 +N, a+N〉 = 〈1, a〉 = f(a).

Teorema 1.2.29 (Gelfand–Naimark–Segal). Seja A uma C*-álgebra. Então

existe uma representação isométrica de A em um espaço de Hilbert. Além

disso, se A tem unidade, tal representação é unital.

Demonstração. Como sempre podemos adicionar uma unidade a uma C*-

álgebra, suponhamos, sem perda de generalidade, que A tem unidade. Para

cada a ∈ A, como a∗a é autoadjunto, seja fa um estado de A tal que

|fa(a∗a)| = ‖a∗a‖ = ‖a‖2, que existe graças à Proposição 1.2.25. Agora,

utilizando o Teorema anterior, seja πa : A → B(Ha) a representação ćıclica

de A, com vetor ćıclico ξ unitário. Então:

‖a‖2 = |fa(a∗a)| = 〈ξ, πa(a∗a)ξ〉 = 〈πa(a)ξ, πa(a)ξ〉 = ‖πa(a)ξ‖2 ≤

≤ ‖πa(a)‖2‖ξ‖2 = ‖πa(a)‖2 ≤ ‖a‖2

Temos, então, que

‖πa(a)‖ = ‖a‖. (1.2)
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Considere agora a soma direta dos espaços de Hilbert:

H =
⊕
a∈A

Ha.

Após a presente demonstração, apresentaremos a forma como estamos en-

tendendo tal soma direta de espaços de Hilbert. É posśıvel demonstrar que

tal soma direta é um novo espaço de Hilbert12. Além disso, definimos uma

representação π, de A em H, por:

π(b) =
⊕
a∈A

πa(b),∀b ∈ A.

O fato é que, como π é uma representação, π é cont́ınua pelo Lema 1.2.7.

Ou seja, ‖π(b)‖ ≤ ‖b‖. E, pela equação (1.2), temos que tal representação é

isométrica, uma vez que b ∈ A.

Agora, veja que pela forma que definimos πa no Lema anterior, mais

especificamente na equação 1.1, já temos que πa(1) = IdHa ,∀a ∈ A. Logo,

teremos que π é um *-homomorfismo unital.

Findamos aqui a introdução às C*-álgebras. Apresentaremos, por ora,

apenas a forma como entendemos a soma direta de espaços de Hilbert.

Considere uma famı́lia Ha de espaços de Hilbert, a ∈ A um conjunto de

ı́ndices. A soma direta H =
⊕

a∈AHa é um subconjunto do produto carte-

siano
∏

a∈AHa = {(xa)a∈A;xa ∈ Ha} formado pelos elementos x = (xa)a∈A,

para os quais vale que
∑

a∈A ‖xa‖2
a ≤ ∞. Como A não necessariamente é enu-

merável, estamos entendendo tal soma como o supremo entre todas somas

finitas.

Desta forma, o espaço H é um espaço de Hilbert. Com o produto interno

dado por 〈x,y〉 =
∑

a∈A 〈xa, ya〉Ha .

E, dado uma famı́lia de operadores lineares cont́ınuos Ta ∈ B(Ha), pode-

mos considerar o operador linear cont́ınuo T ∈ B(H), dado por:

T (x) = (Taxa)a∈A =
⊕
a∈A

Taxa.

12Veja, por exemplo, em [2, p. 24]



Caṕıtulo 2

Produto Cruzado por Z

Veremos, neste caṕıtulo, uma forma de, dadas uma C*-álgebra A, e uma

ação α de Z em A, construir uma nova C*-álgebra, conhecida como produto

cruzado de A por Z. Esta teoria pode ser usada, também, para dar uma

nova interpretação para as C*-álgebras já conhecidas. Veremos também,

neste caṕıtulo, teoremas sobre produtos cruzados, que nos serão úteis nos

demais caṕıtulos.

Em teorias mais gerais, o produto cruzado pode ser feito por um grupo

topológico qualquer, ou seja, envolvendo uma ação cont́ınua de G, um grupo

topológico, em A. No entanto, neste texto faremos apenas para Z. A C*-

álgebra de partida também poderia ser sem unidade, pois, como pode ser

visto no Apêndice A, é sempre posśıvel fazer a unitização de uma C*-álgebra.

Mas, como aplicaremos esta teoria apenas em casos com unidade, não nos

preocuparemos com estes detalhes.

Para dar um panorama da construção, dada uma C*-álgebra A com uni-

dade, consideraremos o conjunto das sequências indexadas em Z que tomem

valores em A e que, além disso, a série formada pela soma das normas das

entradas da sequência seja convergente. A este conjunto chamaremos `1(A).

Neste conjunto consideraremos uma soma, uma multiplicação, uma involução

e uma norma, de forma que, fazendo o completamento deste conjunto, gerare-

mos uma nova C*-álgebra que será o produto cruzado de A por Z, denotado

39
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por Ao Z.

O texto aqui apresentado foi baseado nas referências [4, 14]

Passemos, agora, para a construção formal e rigorosa.

2.1 A álgebra de Banach `1(A)

Definição 2.1.1. Dada uma C*-álgebra A, denotaremos por Aut(A) o con-

junto dos automorfismos de A, ou seja, os *-homomorfismos de A em A que

são bijetores.

Uma ação de Z em A é um homomorfismo de grupos α : Z → Aut(A).

Denotaremos por αn o automorfismo gerado pela ação α calculada em n ∈ Z.

Como já dissemos, a construção do produto cruzado tem como ingrediente

uma ação de Z em A. Seja α esta ação, e será fixa durante todo este caṕıtulo.

Comecemos, portanto, com um resultado preliminar.

Teorema 2.1.2. Qualquer ação α de Z em A fica inteiramente determinada

se conhecermos α1

Demonstração. Seja α um homomorfismo Z 3 n 7→ αn ∈ Aut(A) (ou seja,

uma ação qualquer). Note, primeiramente, que α0 é a identidade, uma vez

que α0 ◦ α0 = α0+0 = α0 e que se trata de um automorfismo.

Note agora que α−n ◦ αn = αn−n = Id, ou seja, α−n = α−1
n . Logo, basta

conseguirmos determinar αn, com n > 0 através de α1. Mas isto se obtém

ao observar que αn = α1+1+···+1 = α1 ◦ α1 ◦ · · · ◦ α1 = αn1

Em suma, o Teorema anterior foi basicamente para podermos mudar a

notação da ação de αn para αn, onde fica subentendido α = α1.

Definição 2.1.3. Dada uma C*-álgebra A, seja `1(A) o conjunto de todas

as sequências a = (an)n∈Z, tais que ai ∈ A,∀i ∈ Z e∑
n∈Z

‖an‖ <∞.
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Neste conjunto definiremos uma soma dada por: dados a = (an)n∈Z,b =

(bn)n∈Z,

a + b = (cn)n∈Z, onde cn = an + bn.

Com a soma acima definida e com o produto por escalar definido por

λa = (λan)n∈Z, `1(A) é um espaço vetorial. A verificação é simples, mas

demasiado detalhada, de forma que optamos por não colocar neste texto.

E, para cada a = (an)n∈Z, definimos

‖a‖1 =
∑
n∈Z

‖an‖.

A definição acima, de fato, determina uma norma em `1(A), e a veri-

ficação disto não é complicada. Que ‖(an)n∈Z‖1 = 0⇒ (an)n∈Z = 0 é obvio.

Também é fácil ver que ‖λ(an)n∈Z‖1 = |λ|‖(an)n∈Z‖1. E, para a desigualdade

triangular, observe que

N∑
−N

‖an + bn‖ ≤
N∑
−N

‖an‖+
N∑
−N

‖bn‖ ≤ ‖a‖1 + ‖b‖1.

Então, a desigualdade triangular se obtém tomando o limite do lado esquerdo.

Agora demonstraremos que `1(A) é completo. A abordagem é padrão e

pode ser encontrada em [9], no caso em que A = C.

Proposição 2.1.4. O espaço vetorial normado `1(A), com a norma definida

acima, é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (yn)n∈N uma sequência de Cauchy em `1(A); uma sequência

em que cada entrada é uma sequência em A indexada por Z. Então, para evi-

tar confusão, chamaremos cada termo da sequência (yn)n∈N de yi = (yik)k∈Z,

onde o i é um ı́ndice e não um expoente. E assim,

‖yn − ym‖1 < ε⇒
∑
k∈Z

‖ynk − ymk ‖ < ε⇒ ‖yni − ymi ‖ < ε ∀i ∈ Z.

Portanto, cada sequência (ynk )n∈N é de Cauchy em A, e, portanto, conver-

gente, pois A é completo. Seja y = (Lk)k∈Z, onde Lk = limn→∞ y
n
k .
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Provemos que yn converge para y. Como yn é de Cauchy, dado ε > 0

existe N ∈ N tal que, para todo n,m > N , teremos:

‖yn − ym‖1 <
ε

2
.

E então, para todo M ∈ N, teremos:∑
|k|<M

‖ynk − ymk ‖ <
ε

2
.

E isso vale para todo n,m > N e M ∈ N. Então, fazendo n→∞ teremos:∑
|k|<M

‖Lk − ymk ‖ ≤
ε

2
, ∀M ∈ N e ∀m > N.

Logo: ∑
k∈Z

‖Lk − ymk ‖ ≤
ε

2
⇒ ‖y − ym‖1 ≤

ε

2
< ε, ∀m > N.

Logo, (yn)n∈N converge para y.

Resta ainda provar que, de fato, y ∈ `1(A). Mas, para isto, basta vermos

que, qualquer que seja F ⊂ Z finito, teremos:∑
k∈F

‖Lk‖ ≤
∑
k∈F

(‖Lk − ynk‖+ ‖ynk )‖ ≤ ‖y − yn‖1 + ‖yn‖1.

E então, como yn → y, conseguimos yn tão próximo de y quanto quisermos.

Logo, existe n para o qual

‖y − yn‖1 ≤ 1.

E então ∑
k∈F

‖Lk‖ ≤ 1 + ‖yn‖1

para todo F ⊂ Z finito. Agora, como yn é de Cauchy, sup ‖yn‖1 é finito. E

assim conclúımos que y ∈ `1(A).

Agora, seja c∞(A) o subespaço de `1(A) formado pelas sequências que
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não se anulam apenas em um número finito de termos. Seja a ∈ c∞(A).

Desconsiderando os termos n no qual an é nulo, escreveremos a como (an)n∈F ,

onde F é um subconjunto finito de Z. Rigorosamente, escrever desta forma

estaria errado, pois não estar definido é diferente de ser nulo. Entretanto,

note que, dado (an)n∈F , podemos recuperar a ∈ `1(A), definindo como sendo

nulo nas entradas onde originalmente não está definido.

O objetivo agora é definirmos em `1(A) um produto e uma involução.

Para isto, definiremos primeiramente em c∞(A) (que é denso em `1(A)) e

provaremos que as operações são cont́ınuas, e então poderemos estendê-las

para `1(A).

Lema 2.1.5. O espaço c∞(A) é denso em `1(A).

Demonstração. Dada a = (an)n∈Z ∈ `1(A), temos que∑
n∈Z

‖an‖ <∞.

Logo, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que∑
|n|>N

‖an‖ < ε.

E assim, seja s = (sn)n∈Z definido como si = ai se |i| ≤ N e si = 0 caso

contrário. Logo s ∈ c∞ e

‖a− s‖1 =
∑
|n|>N

‖an‖ < ε.

Então, provamos que c∞(A) é denso em `1(A).

Observe que c∞(A) é um subespaço vetorial de `1(A). Agora, definiremos

em c∞(A) um produto por:

a ? b = (cn)n∈Z, onde cn =
∑
j∈Z

ajα
j(bn−j).

Note que, embora esteja escrito j ∈ Z, para cada n a soma é finita, uma

vez que a parcela do somatório só não se anula quando aj e bn−j não são nulos.
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Note, ainda, que o resultado também é uma sequência de c∞(A), ou seja, o

produto é fechado. Para tanto, observe que se escrevermos a = (an)n∈F e

b = (bn)n∈F ′ com F, F ′ ⊂ Z finitos, teremos que as parcelas do somatório da

expressão de (a ? b)n só não se anularão se j ∈ F e n− j ∈ F ′. Ou seja, se

N1 e N2 são tais que N1 > |n| ∀n ∈ F e N2 > |n| ∀n ∈ F ′, então as parcelas

não são todas nulas só quando |n| ≤ |n − j| + |j| ≤ N1 + N2. Então, para

todo n tal que |n| > N1 +N2, temos (a ? b)n = 0. Ou seja, a ? b ∈ c∞(A).

E definimos a involução por:

a∗ = (αn(a∗−n))n∈Z

Veja que, neste caso, é bem evidente que a∗ ∈ c∞(A).

Teorema 2.1.6. O espaço normado c∞(A), com as operações acima defini-

das, é uma álgebra com involução.

Demonstração.

• O produto é bilinear: dados a = (an)n∈Z,b = (bn)n∈Z, c = (cn)n∈Z

todos pertencentes a c∞(A), e λ ∈ C, temos:

a ? (b + λc) = a ? (bn + λcn)n∈Z = (fn)n∈Z,

sendo fn =
∑
j∈Z

ajα
j(bn−j + λcn−j) =

∑
j∈Z

ajα
j(bn−j)+λ

∑
j∈Z

ajα
j(cn−j).

Então a ? (b + λc) = a ? b + λa ? c

(a + λb) ? c = (an + λbn)n∈Z ? c = (gn)n∈Z,

sendo gn =
∑
j∈Z

(aj + λbj)α
j(cn−j) =

∑
j∈Z

ajα
j(cn−j) + λ

∑
j∈Z

bjα
j(cn−j).

Então (a + λb) ? c = a ? c + λb ? c

• O produto é associativo: dados a = (an)n∈Z,b = (bn)n∈Z, c = (cn)n∈Z
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todos pertencentes a c∞(A), temos:

a?(b?c) = a?

(∑
j∈Z

bjα
j(cn−j)

)
n∈Z

=

(∑
i,j∈Z

aiα
i(bj)α

i+j(cn−(j+i))

)
n∈Z

(a ? b) ? c =

(∑
j∈Z

ajα
j(bn−j)

)
n∈Z

? c =

(∑
i,j∈Z

ajα
j(bi−j)α

i(cn−i)

)
n∈Z

E, com uma mudança na ordem do somatório (que podemos fazer pois

se trata de somas finitas), e uma mudança de variáveis, vê-se que a ?

(b ? c) = (a ? b) ? c.

Logo, temos provado que se trata, realmente, de uma álgebra. Falta ainda

vermos que temos de fato uma involução: dados a,b ∈ c∞(A), λ ∈ C

(a+b)∗ = (an+bn)∗n∈Z = (αn(a∗−n+b∗−n))n∈Z = (αn(a∗−n)+αn(b∗−n))n∈Z = a∗+b∗

(λa)∗ = (αn((λa−n)∗))n∈Z = λ(αn(a∗−n))n∈Z = λa∗

(a∗)∗ = ((αn(a∗−n))n∈Z)∗ = (αn(α−n(an))n∈Z = a

(a ? b)∗ =

(
αn(
∑
j∈Z

αj(b∗−n−j)a
∗
j

)
n∈Z

=

(∑
j∈Z

αn+j(b∗−n−j)α
n(a∗j)

)
n∈Z

b∗ ? a∗ = (αn(b∗n))n∈Z ? (αn(a∗n))n∈Z =

(∑
j∈Z

αj(b∗−j)α
n(a∗−n+j)

)
n∈Z

E a igualdade entre as duas últimas linhas se vê através de uma mudança de

variáveis.

Temos, então, que c∞(A) é uma álgebra com involução.

Teorema 2.1.7. As operações produto ? : c∞(A) × c∞(A) → c∞(A) e in-

volução ∗ : c∞(A) → c∞(A) são cont́ınuas em c∞(A), onde os espaços con-

siderados estão munidos com a topologia induzida pela norma ‖ · ‖1 e com a

topologia produto.

Demonstração. Lembre-se que todo homomorfismo sobre uma C*-álgebra é
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contrativo. Ou seja, ‖αi(a)‖ ≤ ‖a‖,∀i ∈ Z,∀a ∈ A. Agora observe que:

‖a ? b‖1 =
∑
n∈Z

∥∥∥∥∥∑
j∈Z

ajα
j(bn−j)

∥∥∥∥∥ ≤∑
n∈Z

∑
j∈Z

‖aj‖‖bn−j‖ = ‖a‖1‖b‖1.

Logo, o produto é cont́ınuo. Para a involução veja:

‖a∗‖1 =
∑
n∈Z

‖αn(a∗−n)‖ ≤
∑
n∈Z

‖a∗−n‖ = ‖a‖1.

E então, a involução é cont́ınua.

Portanto, as operações produto e involução definidas em c∞(A) podem

ser estendidas para `1(A), uma vez que são cont́ınuas e definidas em um

denso. De forma que `1(A), que já sab́ıamos que se tratava de um espaço de

Banach, sabemos agora que, com estas operações, é uma álgebra de Banach

com involução.

A rigor, a partir de agora deveŕıamos usar a notação `1(A)α, uma vez

que, para cada ação α, teremos uma álgebra diferente. Mas, isto ficará

subentendido. Continuaremos a utilizar a notação `1(A), mas, agora, se

referindo a uma álgebra, onde o produto e a involução depende da ação α,

fixa durante todo este caṕıtulo, e necessária para a construção do produto

cruzado.

Agora, como estamos supondo que A tem unidade, chamaremos de δn o

elemento de `1(A) dado por:

(δi)j =

{
1A, se j = i,

0, caso contrário.

Esta notação nos será útil em todo o decorrer deste texto. Veja que todo

a = (an)n∈Z ∈ `1(A) pode ser escrito como a =
∑

n∈Z anδ
n. Observe ainda

que, para todo n,m ∈ Z, temos δn ? δm = δn+m. E ainda, δ0 é a unidade

em `1(A). Ou seja, se A é uma C*-álgebra com unidade, então `1(A) é uma

álgebra de Banach com unidade, que é dada por δ0.

No entanto, `1(A) não é uma C*-álgebra. Pois não vale a condição de
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que ‖a∗ ? a‖1 = ‖a‖2
1 para todo a ∈ `1(A). Para se convencer disto, façamos

um exemplo: No caso em que A = C e que o automorfismo α envolvido na

definição do produto e da involução é a identidade, (chamaremos este caso

de `1(C)), considere a = (aj)j∈Z dado por:

aj =


1, se j = 0,

i, se j = 1,

1, se j = 2,

e zero nos demais termos. Observe que para a∗ os termos não nulos são:

a∗j =


1, se j = −2,

−i, se j = −1,

1, se j = 0.

Fazendo o produto a∗ ? a e o chamando de b, temos que os termos não

nulos de b = a∗ ? a são:

bj =


1, se j = −2,

3, se j = 0,

1, se j = −2.

E, então, temos um exemplo de que a igualdade não é válida, uma vez

que ‖a∗ ? a‖ = 5 6= 9 = ‖a‖2.

Para termos uma C*-álgebra, precisaremos de uma outra norma. A esta

nova norma será dedicada a próxima seção.

2.2 Uma nova norma em `1(A) e o produto

cruzado

Relembre-se que estamos denotando por α a ação necessária para a cons-

trução do produto cruzado. E esta ação está fixada por todo este caṕıtulo.

Definição 2.2.1. Considere A uma C*-álgebra com unidade. Seja R a classe

de todos os *-homomorfismos σ : `1(A) → B(H), onde H é um espaço de
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Hilbert, que são unitais, ou seja, σ(δ0) =Id. Definimos, ∀a ∈ `1(A):

‖a‖o = sup
σ∈R
‖σ(a)‖.

Veja que, pelo Lema 1.2.7, temos que, para todo σ ∈ R, σ é cont́ınuo.

O objetivo, agora, é provarmos que isto define uma norma em `1(A). Para

tanto, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.2.2. Seja π : A → B(H) um *-homomorfismo unital, onde A uma

C*-álgebra com unidade e H é um espaço de Hilbert. E seja u ∈ B(H) um

unitário tal que, ∀a ∈ A:

uπ(a)u∗ = π(α(a)).

Seja δi ∈ `1(A) conforme definimos na seção anterior, ou seja, dado por:

(δi)j =

{
1A, se j = i,

0, caso contrário.

e, definindo σ : `1(A)→ B(H) por:

σ ((an)n∈Z) = σ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

π(an)un,

temos que σ é *-homomorfismo unital.

Demonstração. A linearidade de σ advém da linearidade de π. Observe que,

por indução, temos que:

unπ(a)u−n = π(αn(a)).

E assim, sendo a =
∑

n anδ
n e b =

∑
n bnδ

n em c∞(A), teremos:

σ(a)σ(b) =
∑
n∈Z

π(an)un
∑
j∈Z

π(bj)u
j =

∑
n,j∈Z

π(an)unπ(bj)u
−nuj+n =
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=
∑
n,j∈Z

π(an)π(αn(bj))u
j+n =

∑
n,j∈Z

π(an)π(αn(bj−n))uj = σ(a ? b).

σ(a∗) = σ

(∑
n∈Z

αn(a∗−n)δn

)
=
∑
n∈Z

π(αn(a∗−n))un =

=
∑
n∈Z

unπ(a∗−n)u−nun =
∑
n∈Z

(π(a−n)u−n)∗ =

(∑
n∈Z

π(an)un

)∗
= σ(a)∗.

Logo, σ é um *-homomorfismo em c∞(A). E é cont́ınuo, pois, dado

a ∈ c∞(A):

‖σ(a)‖1 = ‖
∑
n∈Z

π(an)un‖1 ≤
∑
n∈Z

‖π(an)‖‖un‖ ≤
∑
n∈Z

‖an‖ = ‖a‖1.

Portanto, se estende continuamente para `1(A), e se trata, de fato, de um

*-homomorfismo de `1(A) em H.

Além disso, é fácil ver que, como π(1) = Id, então σ(δ0) = π(1)u0 = Id.

Logo, σ é *-homomorfismo unital.

Para o próximo Lema, dado H um espaço de Hilbert, seja `2(H) o espaço

das sequências x = (xn)n∈Z que são de quadrado somáveis, ou seja,∑
n∈Z

‖xn‖2 <∞.

Este espaço, munido do produto interno:

〈x,y〉 =
∑
n∈Z

〈xn, yn〉H,

é um espaço de Hilbert1.

Dada A uma C*-álgebra com unidade, já vimos pelo Teorema (1.2.29)

que existe π : A → B(H) um *-homomorfismo unital injetor, onde H é um

espaço de Hilbert. Então teremos:

1A verificação deste fato é, de certo modo, simples. As propriedades do produto interno
em `2(H) advém das propriedades do produto interno em H. E, para provar a completude
da norma advinda do produto interno, o leitor poderá fazer análogo ao que fizemos em
2.1.4
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Lema 2.2.3. Sejam A uma C*-álgebra com unidade, e π : A → B(H)

*-homomorfismo unital injetor, dado pelo Teorema (1.2.29), onde H é um

espaço de Hilbert. Sendo H = `2(H), façamos:

π̃ : A → B(H )

a 7→ π̃(a) : H → H

(xn)n∈Z 7→ (π(α−n(a))xn)n∈Z

Assim, temos que π̃ é um *-homomorfismo unital de A em B(H ) e, além

disso, u ∈ B(H ) dado por

u : H → H

(xn)n∈Z 7→ (xn−1)n∈Z

é um unitário que satisfaz uπ̃(a)u∗ = π̃(α(a)), para todo a ∈ A.

Demonstração. Provemos, primeiramente, que π̃ é um *-homomorfismo uni-

tal. Dados a, b ∈ A, λ ∈ C,x = (xn)n∈Z,y = (yn)n∈Z ∈H:

π̃(a+ λb)x = (π(α−n(a+ λb))xn)n∈Z =

= (π(α−n(a))xn)n∈Z + λ(π(α−n(b))xn)n∈Z = π̃(a)x + λπ̃(b)x;

π̃(ab)x = (π(α−n(ab))xn)n∈Z = (π(α−n(a))π(α−n(b))xn)n∈Z = π̃(a)π̃(b)x;

π̃(a∗)x = (π(α−n(a∗))xn)n∈Z = (π(α−n(a))∗xn)n∈Z

〈π̃(a∗)x,y〉H =
∑
n∈Z

〈π(α−n(a))∗xn, yn〉H =
∑
n∈Z

〈xn, π(α−n(a))yn〉H = 〈x, π̃(a)y〉H

Logo, π̃ é *-homomorfismo, e é unital pois:

π̃(1)x = (π(α−n(1))xn)n∈Z = (π(1)xn)n∈Z = x.
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Agora, para u observe que:

〈u∗x,y〉H = 〈x, uy〉H =
∑
n∈Z

〈xn, yn−1〉H =
∑
n∈Z

〈xn+1, yn〉H.

Logo, u∗ é a função que leva x em (xn+1)n∈Z, e dáı segue que u é unitário

(uu∗ = Id = u∗u). Além disso:

uπ̃(a)u∗x = uπ̃(a)((xn+1)n∈Z) = u((π(α−n(a))xn+1)n∈Z) =

= (π(α−(n−1)(a))x(n−1)+1)n∈Z = (π(α−n(α(a)))xn)n∈Z = π̃(α(a))x.

Ou seja, u e π̃ satisfazem a propriedade exigida no Lema anterior.

Lema 2.2.4. Juntando os Lemas anteriores (2.2.2 e 2.2.3), temos que dada

A uma C*-álgebra com unidade, existe σ : `1(A)→ B(H ) *-homomorfismo

unital, dado por:

σ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

π̃(an)un,

onde u e π̃ são os obtidos no Lema anterior. E, além da existência, podemos

afirmar que σ é injetor.

Demonstração. Considerando os Lemas anteriores, falta apenas provar a in-

jetividade de σ. Para tanto, seja a =
∑

n anδ
n no núcleo de σ, então para

todo x = (xj)j∈Z ∈H , temos:

σ(a)x = 0⇒ 0 =
∑
n∈Z

π̃(an)unx =
∑
n∈Z

π̃(an)(xj−n)j∈Z ⇒

⇒

(∑
n∈Z

π(α−j(an))xj−n

)
j∈Z

= 0⇒
∑
n∈Z

π(α−j(an))xj−n = 0, ∀j ∈ Z.

Como o x é qualquer, tomando x = δ0, ou seja, a sequência que só não é

nula na posição 0, e nesta posição é 1, podemos concluir que:

∀n ∈ Z, π(α−n(an)) = 0.
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Mas, como π é injetor e α é isomorfismo, temos que ∀n ∈ Z:

π(α−n(an)) = 0⇒ α−n(an) = 0⇒ an = 0.

E então, a = 0 e σ é injetora.

Lema 2.2.5. Seja σ : `1(A)→ B(H) um *-homomorfismo unital, H espaço

de Hilbert. Defina u = σ(δ1) e π : A → B(H) por π(a) = σ(aδ0). Então u é

unitário, π é *-homomorfismo unital, e σ se escreve como:

σ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

π(an)un.

Demonstração. Vamos, primeiramente, provar que u é unitário. Para tanto,

observe que (δ1)∗ = δ−1. Assim:

uu∗ = σ(δ1)σ(δ1)∗ = σ(δ1 ? δ−1) = σ(δ0) = Id

E, de forma análoga, vê-se que u∗u =Id.

Observe, agora, que a linearidade de π nós já temos, pelo fato de σ ser um

*-homomorfismo e pela naturalidade de como é definida a soma em `1(A).

Agora, em respeito ao produto e involução, observe que aδ0 ? bδ0 = abδ0. E

com isso:

π(ab) = σ(abδ0) = σ(aδ0 ? bδ0) = σ(aδ0)σ(bδ0) = π(a)π(b).

π(a∗) = σ(a∗δ0) = σ((aδ0)∗) = σ(aδ0)∗ = π(a)∗.

Além disso, como σ é unital, temos que π(1) = σ(δ0) = Id. Logo, π é

*-homomorfismo unital.

Note que, como δ1 ? δ1 ? · · · ? δ1 = δn, podemos escrever σ como:

σ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

σ(anδ
0 ? δn) =

∑
n∈Z

π(an)un,

uma vez que esta igualdade é válida para c∞(A), que é denso em `1(A).
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Teorema 2.2.6. A aplicação ‖·‖o, conforme definido no ińıcio desta secção,

define uma norma em `1(A).

Demonstração. Recorde que, sendo R o conjunto dos *-homomorfismos uni-

tais de `1(A) em B(H), onde H é um espaço de Hilbert,

‖a‖o = sup
σ∈R
‖σ(a)‖, ∀a ∈ `1(A).

Primeiramente, vamos observar que a imagem desta aplicação está contida

nos reais não negativos. Para provarmos que ‖a‖o ≥ 0, basta provarmos que

R 6= ∅. E isto está contido no Lema 2.2.4.

E para vermos que ‖a‖o <∞, observe que, pelo Lema 2.2.5, temos que,

para todo σ ∈ R, existe π *-homomorfismo de A em B(H) e u um unitário

tal que:

σ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

π(an)un.

E assim, lembrando que todo *-homomorfismo definido em uma C*-

álgebra é contrativo, temos que:∥∥∥∥∥σ
(∑
n∈Z

anδ
n

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

π(an)un

∥∥∥∥∥ ≤∑
n∈Z

‖π(an)‖‖un‖ ≤
∑
n∈Z

‖an‖.

E, tomando o supremo do lado esquerdo, temos provado que ∀a ∈ `1(A),

‖a‖o <∞, e, além disso, provamos que ‖ · ‖o ≤ ‖ · ‖1.

Agora, observe que o Lema 2.2.4 nos garante a existência de um elemento

injetor em R. Com isso, para todo a ∈ `1(A), a 6= 0, temos que existe σ ∈ R
tal que ‖σ(a)‖ > 0. E então, ‖a‖o > 0.

Além disso, como as desigualdades são de fácil verificação, deixamos a

cargo de leitor. Com isso temos que ‖ · ‖o é uma norma em `1(A).

E o que ganhamos com esta nova norma? O fato é que, ao contrário da

‖ · ‖1, vale que:

Proposição 2.2.7. Para todo a ∈ `1(A), temos que ‖a∗ ? a‖o = ‖a‖2
o.
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Demonstração. Dado a ∈ `1(A), temos:

‖a∗ ? a‖o = sup
σ∈R
‖σ(a∗ ? a)‖ = sup

σ∈R
‖σ(a)∗σ(a)‖ = sup

σ∈R
‖σ(a)‖2 = ‖a‖2

o

Em contrapartida, `1(A) com esta nova norma ‖ · ‖o não é completo.

Definição 2.2.8. Dados A C*-álgebra com unidade, α ∈ Aut(A), ao com-

pletamento de `1(A) na norma ‖ · ‖o chamaremos de produto cruzado de A
por Z, denotado por Aoα Z.

E este produto cruzado é uma C*-álgebra.

2.3 Propriedades do Produto Cruzado

Teorema 2.3.1 (Propriedade Universal). Dado σ : `1(A)→ B *-homomorfismo

unital, onde A,B são C*-algebras com unidade, então σ se estende para um

homomorfismo de Aoα Z em B.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.29, existe *-homomorfismo ρ : B → B(H)

isométrico, ondeH é um espaço de Hilbert. Assim sendo, ρ◦σ é *-homomorfismo

unital de `1(A) em B(H). Então, para todo a ∈ `1(A):

‖a‖o ≥ ‖ρ ◦ σ(a)‖ = ‖σ(a)‖

Logo, σ se estende por continuidade para Aoα Z.

Denotaremos, agora, Aδ0 como o conjunto dos elementos de Aoα Z que

são da forma aδ0 para algum a ∈ A.

Lema 2.3.2. Seja A C*-álgebra com unidade, α ∈ Aut(A). Então Aδ0 é

fechado em Aoα Z.
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Demonstração. Seja ϕ : A → Aδ0 a função que faz a 7→ aδ0. Obviamente ϕ é

*-homomorfismo unital. Então, pelo Teorema 1.2.19, conclúımos que Im(ϕ)

é fechada. Mas isto é precisamente Aδ0.

Pode-se ver também que Aδ0 é isomorfo a A, pois a aplicação a 7→ aδ0 é

um isomorfismo. Então, podemos dizer, de certa forma, que A ⊂ Aoα Z.

Lema 2.3.3. Dados A C*-álgebra com unidade e λ ∈ S1 (isto é λ ∈ C tal

que |λ| = 1), considere πλ : `1(A)→ Aoα Z definido por:

πλ

(∑
n∈Z

anδ
n

)
=
∑
n∈Z

λnanδ
n.

Então πλ é *-homomorfismo unital.

Demonstração. Dados a =
∑

n anδ
n,b =

∑
n bnδ

n ∈ `1(A) e t ∈ C, temos:

πλ(a+tb) =
∑
n∈Z

λn(an + tbn)δn =
∑
n∈Z

λnanδ
n+t

∑
n∈Z

λnbnδ
n = πλ(a)+tπλ(b).

πλ(a)?πλ(b) =

(∑
n∈Z

λnanδ
n

)
?

(∑
m∈Z

λmbmδ
m

)
=
∑
j∈Z

∑
k∈Z

λkakα
k(λj−kbj−k)δ

j =

=
∑
j∈Z

λj
∑
k∈Z

akα
k(bj−k)δ

j = πλ(a ? b)

πλ(a)∗ =

(∑
n∈Z

λnanδ
n

)∗
=
∑
n∈Z

(λ−na−n)∗δn =
∑
n∈Z

λna∗−nδ
n = πλ(a

∗)

Na verdade, para justificarmos tais contas, com somas infinitas, deveŕıamos

ter feito primeiro em c∞(A), e depois estendido, por continuidade, para

`1(A). Veja que, como |λ| = 1, πλ é cont́ınua. Este racioćınio de provar

algo para somas finitas e depois estender por continuidade aparecerá repeti-

das vezes neste texto.
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E ainda:

πλ(δ
0) = λ0δ0 = δ0

Logo, πλ é *-homomorfismo unital.

Observe que, fazendo a identificação a 7→ aδ0 de forma que A ⊂ Aoα Z,

podemos concluir que πλ(a) = a, ∀a ∈ A.

Definição 2.3.4. Pelo Lema que acabamos de fazer, e pela propriedade

universal, πλ se estende para um *-homomorfismo de Aoα Z em si mesmo,

que também chamaremos de πλ.

Este *-homomorfismo nos será útil para definirmos o que chamaremos de

coeficiente de Fourier de um elemento a ∈ A oα Z. Este coeficiente será

definido pela integral de πλ(a) em relação a λ. Para tanto, para podermos

afirmar que πλ(a) é integrável, provaremos que a aplicação S1 3 λ 7→ πλ(a)

é cont́ınua. Antes, porém, façamos um Lema que nos ajudará não só nesta

definição, mas também no decorrer dos próximos caṕıtulos.

Lema 2.3.5. Sejam X e Y espaços de Banach, Tz : X → Y transformações

lineares cont́ınuas (z ∈ S1) tais que supz∈S1 ‖Tz‖ = M ≤ ∞. Suponha que

existe D ⊂ X denso tal que a aplicação z 7→ Tz(x) é cont́ınua para todo

x ∈ D. Então a aplicação z 7→ Tz(x) é cont́ınua para todo x ∈ X.

Demonstração. Dada sequência (zn)n∈N convergindo para z0, dados x ∈ X,

ε > 0, tome x′ ∈ D tal que:

‖x− x′‖ < ε

3M
.

Como em D a aplicação z 7→ Tz(x
′) é cont́ınua, tome N0 tal que, para

n > N0, temos:

‖(Tzn − Tz0)(x′)‖ <
ε

3
.

E então, para n > N0, teremos:

‖Tzn(x)−Tz0(x)‖ ≤ ‖Tzn(x)−Tzn(x′)‖+‖Tzn(x′)−Tz0(x′)‖+‖Tz0(x′)−Tz0(x)‖ <
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<
Mε

3M
+
ε

3
+
Mε

3M
= ε.

E então, a aplicação z 7→ Tz(x) é cont́ınua para todo x ∈ X.

Observe que, como πλ é *-homomorfismo, pelo Lema 1.2.7 temos que

‖πλ‖ ≤ 1, para todo λ ∈ S1. Estamos, portanto, na condição de usarmos o

lema anterior, e vamos concluir que aplicação S1 3 λ 7→ πλ(a) é cont́ınua para

a ∈ A oα Z. Sendo suficiente provar que a aplicação λ 7→ πλ(a) é cont́ınua

para a ∈ c∞(A), uma vez que, pelo Lema 2.1.5, temos que tal conjunto é

denso em `1(A), que, por sua vez, é denso em A oα Z. Para tanto, seja

a ∈ c∞(A), ou seja, a = (an)n∈Z uma sequência que só não se anula em um

número finito de termos. Temos que, para F um subconjunto finito de Z:

‖πλ(a)− πλ′(a)‖ = ‖((λn − λ′n)an)n∈F‖ ≤
∑
n∈F

|λn − λ′n|‖an‖ ≤

≤ ‖a‖1 sup
n∈F
|λn − λ′n|.

E, como a aplicação λ 7→ λn é cont́ınua para todo n ∈ Z, pode-se ver que

quando λ′ → λ teremos πλ′(a) → πλ(a), para todo a ∈ c∞(A). E assim

conclúımos que a aplicação λ 7→ πλ(a) é cont́ınua.

Definição 2.3.6. Assim, definamos, ∀a ∈ Aoα Z :

Φ(a) =

∫
S1

πλ(a)dλ ∈ Aoα Z.

Para saber o significado de tal integral, convidamos o leitor a ler o Apêndice

B. No integrando, dλ é a medida tal que
∫
S1 dλ = 1.

Lema 2.3.7. Seguindo a definição acima, temos que Φ é linear e cont́ınua.

Demonstração. Dados a,b ∈ Aoα Z, t ∈ C, temos:

Φ(a+ tb) =

∫
S1

πλ(a + tb)dλ =

∫
S1

πλ(a)dλ+ t

∫
S1

πλ(b)dλ = Φ(a)+ tΦ(b).

Veja que, como πλ é *-homomorfismo de C*-álgebras, temos que
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‖πλ(a)‖o ≤ ‖a‖o. E assim:

‖Φ(a)‖o =

∥∥∥∥∫
S1

πλ(a)dλ

∥∥∥∥
o
≤
∫
S1

‖πλ(a)‖odλ ≤
∫
S1

‖a‖odλ = ‖a‖o

Teorema 2.3.8. Sendo A uma C*-algebra com unidade, α ∈ Aut(A), temos

que Φ(Aoα Z) ⊂ Aδ0, ou seja, Im(Φ) ⊂ Aδ0.

Demonstração. Observe que, ∀a ∈ A e ∀x ∈ Aoα Z, temos:

Φ(aδ0 ? x) =

∫
S1

πλ(aδ
0 ? x)dλ =

∫
S1

aδ0 ? πλ(x)dλ = aδ0 ? Φ(x)

Na passagem do aδ0 para fora da integral, estamos utilizando a propriedade

que mencionamos no Apêndice B, de que uma transformação linear pode

“sair para fora” da integral.

Observe também que:

Φ(δk) =

∫
S1

πλ(δ
k)dλ =

∫
S1

λkδkdλ =

{
1δ0, se k = 0;

0, caso contrário.

Logo, dado
∑

n anδ
n ∈ `1(A), temos:

Φ(
∑
n∈Z

anδ
n) = Φ(

∑
n∈Z

anδ
0 ? δn) =

∑
n∈Z

anδ
0 ? Φ(δn) = a0δ

0, (2.1)

uma vez que a igualdade acima vale para qualquer soma finita.

Então, ∀a ∈ `1(A),Φ(a) ∈ Aδ0. Assim sendo, como `1(A) é denso em

AoαZ, e Aδ0 é fechado em AoαZ, podemos concluir que Im(Φ) ⊂ Aδ0.

Além disso, já vimos que Aδ0 é isomorfo a A. Então, podemos dizer, de

certa forma, que Φ(Aoα Z) ⊂ A. E então definimos:

Definição 2.3.9. Seja A uma C*-algebra com unidade, α ∈ Aut(A). Dado

a ∈ Aoα Z, definimos os coeficientes de Fourier de a por:

Φn(a) = Φ(a ? δ−n)
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Este nome pode não fazer muito sentido, por ora, mas, no próximo

caṕıtulo, veremos o caso em que A = C. Neste caso, teremos um isomorfismo

entre C o Z e C(S1). E, portanto, veremos a relação que há dos Φn agora

definidos, com os coeficientes de Fourier em C(S1).

Para a =
∑

n anδ
n ∈ `1(A), do cálculo que fizemos na equação (2.1), e da

definição do coeficiente de Fourier, vê-se que Φn(a) = an. E então podemos

escrever

a =
∑
n

Φn(a)δn. (2.2)

Ou seja, para todo a ∈ `1(A), a série formada com os coeficientes de Fourier

Φn(a)δn converge. Mas, para a ∈ A oα Z qualquer, nós teremos aqui um

análogo ao Teorema de Fejér.

Para tanto, recorde-se que dizer que uma série converge é dizer que as

suas somas parciais convergem. Agora, quando a média das somas parciais

convergem, dizemos que a série é Cesàro somável. Denotaremos por sn uma

soma parcial e por Γn a média das somas parciais, que chamaremos de “somas

de Cesàro”. No nosso caso, estamos interessado em um análogo às series de

Fourier. Ou seja, dado a ∈ Aoα Z, sendo sn(a) a soma parcial de Fourier:

sn(a) =
n∑

k=−n

Φk(a)δk,

definimos a sequência das somas de Cesàro:

Γn(a) =
s0(a) + s1(a) + · · ·+ sn(a)

n+ 1
.

Note que, na soma acima, o termo correspondente ao Φ0 aparece n + 1

vezes, os correspondentes a Φ1 e Φ−1 aparecem n vezes, os termos corres-

pondentes a Φ2 e Φ−2 aparecem n − 1 vezes, e assim por diante. De forma

que:

Γn(a) =
1

n+ 1

[
(n+ 1)Φ0(a)δ0 + nΦ1(a)δ1 + nΦ−1(a)δ−1 + (n− 1)Φ2(a)δ2+

+(n− 1)Φ−2(a)δ−2 + · · ·+ Φn(a)δn + Φ−n(a)δ−n
]
.
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Portanto, a soma de Cesàro pode ser escrita como:

Γn(a) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
Φj(a)δj.

No decorrer deste caṕıtulo usaremos que se uma série converge então ela

é Cesàro somável. E isto decorre do Lema a seguir, que será feito em um

contexto mais geral.

Lema 2.3.10. Seja (xn)n∈N uma sequência convergente em um espaço veto-

rial normado X. Se xn → x, então a sequência (gn)n∈N dada por:

gn =
x0 + · · ·+ xn

n+ 1

também converge para x.

Demonstração. Observe que:

‖x− gn‖ =

∥∥∥∥x− x0 + x1 + · · ·+ xn
n+ 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x− x0 + x− x1 + · · ·x− xn
n+ 1

∥∥∥∥ ≤
≤

n∑
i=0

‖x− xi‖
n+ 1

.

Agora, como xn → x, dado ε > 0, existe N tal que, para n > N , temos:

‖x− xn‖ <
ε

2
.

E, sendo

k =
N∑
i=0

‖x− xi‖,

escolha N0 tal que
k

N0 + 1
<
ε

2
.
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E assim teremos, para n > max{N,N0},

‖x− gn‖ ≤
n∑
i=0

‖x− xi‖
n+ 1

=
N∑
i=0

‖x− xi‖
n+ 1

+
n∑

i=N+1

‖s− si‖
n+ 1

≤

≤ k

N0 + 1
+
ε(n−N)

2(n+ 1)
< ε.

E então gn converge para s, quando n→∞.

Teorema 2.3.11. (Ver, por exemplo, [4, theorem VIII 2.2]) Para todo x ∈
AoαZ a sequência de suas somas de Cesàro Γn(x) converge em norma para

x.

Demonstração. Como sabemos que `1(A) é denso em Aoα Z, dado ε > 0 e

x ∈ Aoα Z, existe y ∈ `1(A) tal que:

‖x− y‖o <
ε

3

Agora, para y ∈ `1(A), já vimos que podemos escrever y =
∑

n Φn(y)δn, ou

seja, a soma converge. Então, pelo Lema anterior, a sequência das somas de

Cesàro também converge. Logo, ∃N ∈ N tal que, se n > N , então:

‖y − Γn(y)‖o <
ε

3
.

Então, para concluir o desejado, como temos:

‖x− Γn(x)‖o ≤ ‖x− y‖o + ‖y − Γn(y)‖o + ‖Γn(x− y)‖o,

basta provarmos que Γn é uma contração. E para isto, observe que, dado

z ∈ Aoα Z, temos:

Γn(z) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
Φ(z ? δ−j)δj =

=
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)∫
S1

πλ(z ? δ
−j)dλδj =
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=
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)∫
S1

πλ(z) ? λ−jδ−jdλδj =

=

∫
S1

πλ(z)
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
λ−jdλ.

Note que o somatório do integrando é o conhecido núcleo de Fejér usualmente

denotado por σn (como |λ| = 1 você pode substitúı-lo por eit e então a fórmula

do núcleo ficará mais evidente). E sabe-se que σn é uma função positiva e

que
∫
S1 σn(λ)dλ = 12. E, então, teremos:

‖Γn(z)‖o =

∥∥∥∥∥
∫
S1

πλ(z)
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
λ−jdλ

∥∥∥∥∥
o

≤

≤
∫
S1

‖πλ(z)‖o
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
λ−jdλ ≤

≤ ‖z‖o
∫
S1

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
λ−jdλ = ‖z‖o,

onde usamos que, como πλ é um *-homomorfismo entre C*-álgebras, ‖πλ(z)‖o ≤
‖z‖o.

E, então, Γn é uma contração, completando a demonstração.

2Para uma referencia completa e didática sobre o assunto veja [7]



Caṕıtulo 3

O produto cruzado de C por Z
é isomorfo a C(S1)

O conjunto C dos números complexos é o exemplo, não trivial, mais

simples de C*-álgebra. Nele, a involução é a própria conjugação. Neste

caṕıtulo, consideraremos o produto cruzado CoidZ, onde id(λ) = λ,∀λ ∈ C,

é o único automorfismo não nulo em C.

Lembre-se que estamos denotando por S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1} a circun-

ferência unitária no plano complexo. E então, C(S1) são as funções cont́ınuas

de S1 a valores complexos. Tal espaço, munido da soma e produto ponto a

ponto, da involução como sendo a conjugação complexa ponto a ponto, e da

norma dada pelo supremo ‖f‖ = supz∈S1 |f(z)|, é uma C*-álgebra.

Neste caṕıtulo, vamos demonstrar que C(S1) é isomorfo ao produto cru-

zado C oid Z. E, com isso, via isomorfismo, veremos qual a implicação do

Teorema 2.3.11 para C(S1). Ou seja, obteremos um resultado para as somas

de Cesàro em C(S1). Desta forma, dividiremos o caṕıtulo em duas secções,

uma destinada ao isomorfismo, e outra destinada a aplicação do Teorema

2.3.11 neste contexto.

63
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3.1 O isomorfismo

O primeiro passo é construir um homomorfismo de C oid Z em C(S1), e

depois, provaremos que tal homomorfismo é, na verdade, um isomorfismo.

Note que, como estamos considerando o produto cruzado C oid Z, o

automorfismo envolvido na construção do produto cruzado é a identidade.

Com isto, a expressão do produto e da involução ficarão mais simples.

Definição 3.1.1. Seja ψ : `1(C)→ C(S1) a função que leva a = (an)n∈Z em:

ψ(a) : S1 → C
z 7→

∑
n∈Z anz

n.

Argumentos de análise elementar provam que ψ(a) é cont́ınua, e portanto,

ψ está bem definida.

Note que, fazendo z = eiθ, podemos escrever:

ψ(a) : S1 → C
eiθ 7→

∑
n∈Z ane

inθ.

Com esta notação, fica evidente que ψ foi definida com a mesma “fórmula”

da inversa da transformada de Fourier. No entanto, na maior parte do tempo,

utilizaremos a primeira notação. No que segue, ψ(a)z denota a função ψ(a)

calculada em z ∈ S1.

Lema 3.1.2. A aplicação ψ, da Definição 3.1.1, é um *-homomorfismo uni-

tal.

Demonstração. Dados a = (an)n∈Z,b = (bn)n∈Z ∈ `1(C), λ ∈ C, temos, para

todo z ∈ C:

ψ(λa + b)z =
∑
n∈Z

(λan + bn)zn = λ
∑
n∈Z

anz
n +

∑
n∈Z

bnz
n = [λψ(a) + ψ(b)]z;

ψ(a ? b)z = ψ

((∑
k∈Z

akbn−k

)
n∈Z

)
z =

∑
n∈Z

∑
k∈Z

akbn−kz
n =



3.1. O ISOMORFISMO 65

=
∑
n∈Z

∑
k∈Z

akz
kbn−kz

n−k =
∑
k∈Z

akz
k
∑
n∈Z

bn−kz
n−k =

=
∑
k∈Z

akz
k
∑
n∈Z

bnz
n = [ψ(a)z][ψ(b)z] = ψ(a)ψ(b)z;

ψ(a∗)z =
∑
n∈Z

a∗−nz
n =

∑
n∈Z

a∗nz
−n =

∑
n∈Z

anzn = ψ(a)z.

ψ(δ0)z = 1z0 = 1 ∀z ∈ S1 ∴ ψ(δ0) = 1

E temos provado que se trata, de fato, de um *-homomorfismo unital.

Pelo que já vimos no caṕıtulo anterior, especificamente no Teorema 2.3.1,

temos que ψ se estende para um homomorfismo de Coid Z em C(S1). Abu-

sando da notação, chamaremos esta extensão também de ψ.

Nas próximas páginas, fugiremos um pouco do assunto, a fim de desen-

volvermos um teorema que nos será útil para provarmos a injetividade de ψ.

Tal teorema pode ser encontrado em [5, proposition 2.9].

Definição 3.1.3. Seja B C*-álgebra com unidade. Lembre-se que uma ação

de S1 em B é um *-homomorfismo que leva z ∈ S1 em βz ∈ Aut(B).

Uma ação β de S1 em B será chamada fortemente cont́ınua se, para todo

b ∈ B, a função definida por S1 3 z 7→ βz(b) é cont́ınua. Seja β uma ação

fortemente cont́ınua de S1 em B.

Sejam Bn = {b ∈ B : βz(b) = znb para todo z ∈ S1}.

Observe que cada Bn é um subespaço vetorial de B. Mas, se n 6= 0, Bn não

é, em geral, uma subálgebra de B. Entretanto, se tivermos a ∈ Bn, b ∈ Bm,

então βz(ab) = βz(a)βz(b) = zn+mab. De forma que teremos o seguinte lema:

Lema 3.1.4. Para todo n,m ∈ Z, BnBm ⊂ Bn+m, onde BnBm representa o

fecho do conjunto formado pelas combinações lineares de produtos xy onde

x ∈ Bn e y ∈ Bm.

Demonstração. A prova deste fato advém da observação feita acima, junto

com o fato de que cada Bn é fechado, pois trata-se de intersecção de imagem

inversa de fechados por uma função cont́ınua.
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Exemplo 3. Para elucidar as definições, vejamos o exemplo em que B =

C(S1).

Dado w ∈ S1, seja βw : C(S1) → C(S1) o automorfismo definido por

βw(f)(z) = f(zw). A verificação de que temos, de fato, definido um auto-

morfismo será feito na demonstração do Teorema 3.1.10. Temos que β é uma

ação fortemente cont́ınua.

Veja que, neste caso, Bn = {f ∈ C(S1), f(zw) = wnf(z)}. Podemos

ainda dizer que Bn é o espaço vetorial gerado por en, onde en(z) = zn.

Pois en ∈ Bn, uma vez que βw(en)(z) = en(zw) = znwn = wnen(z). E

ainda, se f ∈ Bn, temos que f(zw) = znf(w). Tomando w = 1, temos que

f(z) = znf(1) = f(1)en(z),∀z ∈ S1, ou seja, f pertence ao espaço vetorial

gerado por en. E então Bn é o espaço vetorial gerado por en.

Da definição de Bn, também podemos observar que B∗n = B−n, e que

Bn ∩ Bm = 0 sempre que m 6= n. Além disso, B0 é chamado de álgebra dos

pontos fixos de B por β, uma vez que B0 = {b ∈ B : βz(b) = b ∀z ∈ S1}.

Definição 3.1.5. Continuando nas mesmas condições, definimos a enésima

projeção espectral Pn : B → B por:

Pn(b) =

∫
S1

z−nβz(b)dz,

onde dz é a medida tal que
∫
S1 dz = 1.

Vamos, agora, exemplificar esta definição e mostrar suas propriedades, a

fim de que o nome dado a Pn faça sentido.

Exemplo 4. Continuando no contexto do exemplo anterior, B = C(S1),

βw(f)(z) = f(zw), vejamos o que é Pn.

(Pn(f))z =

∫
S1

w−nβw(f)(z)dw =

∫
S1

w−nf(zw)dw =

∫
S1

y−nznf(y)dy =

=

(∫
S1

y−nf(y)dy

)
zn =

(∫
S1

y−nf(y)dy

)
en(z).

Ou seja, vendo C(S1) como subespaço de L2(S1), a enésima projeção espec-

tral de f (Pn(f)) é a projeção ortogonal sobre en. Relembre-se de que no
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Exemplo 3 vimos que Bn é o espaço vetorial gerado por en. Então, Pn(f) é

a projeção ortogonal de f sobre Bn.

Lema 3.1.6. A imagem de Pn é igual a Bn.

Demonstração. Dados b ∈ B, z ∈ S1, teremos:

βz(Pn(b)) = βz

(∫
S1

w−nβw(b)dw

)
=

∫
S1

w−nβzw(b)dw =

=

∫
S1

w−nznβw(b)dw = znPn(b).

Logo, Pn(b) ∈ Bn.

Agora, para a outra inclusão, observe que se b ∈ Bn, então:

Pn(b) =

∫
S1

w−nβw(b)dw =

∫
S1

w−nwnbdw = b

∫
S1

dw = b.

Onde dw é a medida de Lebesgue tal que
∫
S1 dw = 1. E então, b ∈ Im(Pn).

Além disso, para o que segue, precisaremos também dos seguintes resul-

tados:

Lema 3.1.7. Dado um funcional linear cont́ınuo φ em B, se φ(Pn(b)) = 0

para todo n ∈ Z então φ(b) = 0.

Demonstração. Note que φ(Pn(b)) é o enésimo coeficiente de Fourier da

aplicação z 7→ φ(βz(b)), pois:

φ(Pn(b)) = φ

(∫
S1

z−nβz(b)dz

)
=

∫
S1

z−nφ(βz(b))dz

E então, como todos os coeficientes de Fourier são nulos, a aplicação é nula,

uma vez que a aplicação z 7→ φ(βz(b)) é cont́ınua (a ação β é fortemente

cont́ınua). Em particular, φ(b) = 0.

Lema 3.1.8. Se Pn(b) = 0 para todo n ∈ Z, então b = 0.
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Demonstração. Pelo Teorema de Hahn-Banach:

‖Pn(b)‖ = sup
φ∈B∗\{0}

|φ(Pn(b))|
‖φ‖

Logo, se Pn(b) = 0, então |φ(Pn(b))| = 0 ∀φ, n. Logo, pelo lema anterior,

φ(b) = 0 ∀φ. E então, novamente pelo Teorema de Hahn-Banach, temos que

b = 0.

Teorema 3.1.9. Sejam B e B′ duas C*-álgebras, e β e β′ ações fortemente

cont́ınuas de S1 em B e B′ respectivamente. Seja ψ : B → B′ um *-

homomorfismo covariante, ou seja, que satisfaz ψ(βz(b)) = β′z(ψ(b)), ∀b ∈ B
e ∀z ∈ S1. Então, se ψ restrita aos pontos fixos de B por β for injetor, ψ é

injetor.

Demonstração. Seja b ∈ B tal que ψ(b) = 0. Sejam Pn e P ′n as enésimas

projeções espectrais de B e B′ respectivamente. Veja que :

ψ(Pn(b)) = ψ

(∫
S1

z−nβz(b)dz

)
=

∫
S1

z−nψ(βz(b))dz =

∫
S1

z−nβ′z(ψ(b))dz = P ′n(ψ(b))

E então:

ψ(Pn(b)Pn(b)∗) = ψ(Pn(b))ψ(Pn(b))∗ = P ′n(ψ(b))P ′n(ψ(b))∗ = 0

Veja que Pn(b)Pn(b)∗ pertence a álgebra dos pontos fixos de B por β,

uma vez que Pn(b) ∈ Bn, Pn(b)∗ ∈ B−n e BnB−n ⊂ Bn+(−n) = B0. Logo,

como, por hipótese, ψ é injetor em B0, temos que Pn(b)Pn(b)∗ = 0. E então

Pn(b) = 0 para todo n ∈ Z. Logo b = 0, pelo Lema 3.1.8.

O Teorema acima nos será útil para provar a injetividade de alguns ho-

momorfismos. Veja que, para utilizá-lo, teremos que definir ações fortemente

cont́ınuas. Para nos ajudar a provar a continuidade forte de tais ações,

relembre-se do lema 2.3.5.

Voltando agora para o nosso contexto, temos:
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Teorema 3.1.10. O homomorfismo ψ : C oid Z → C(S1), que restrito a

`1(C) é dado pela Definição 3.1.1, é um isomorfismo.

Demonstração. Note que, como os polinômios trigonométricos são densos em

C(S1), e pela fórmula que ψ apresenta quando restrita a `1(C), a imagem de ψ

é densa. Juntando a isso o fato que todo *-homomorfismo entre C*-álgebras

tem imagem fechada (Teorema 1.2.19), temos que ψ é sobrejetora. Portanto,

agora só falta provar que ψ é injetora.

Para tanto, nos utilizaremos do Teorema 3.1.9. Comecemos por definir

as ações exigidas no teorema.

Dado w ∈ S1, seja βw = πw definido no Lema 2.3.3 e na Definição 2.3.4,

no caso em que A = C, ou seja, βw : CoidZ→ CoidZ é o *-homomorfismo

unital tal que:

βw((an)n∈Z) = (anw
n)n∈Z, ∀(an)n∈Z ∈ `1(C).

Observe que βw é o inverso de βw, e que βw ◦ βw′(a) = (anw
nw′n)n∈Z =

βww′(a). E, portanto, β é uma ação de S1 em Coid Z. E, como é automor-

fismo, para todo w ∈ S1, temos ‖βw‖ = 1.

Relembre-se que, pelo que fizemos no parágrafo anterior à Definição 2.3.6,

já provamos genericamente que a aplicação λ 7→ πλ(a) é cont́ınua. Ou seja,

no nosso caso atual, já temos que a ação β é fortemente cont́ınua, ou seja,

para todo a ∈ Coid Z, a aplicação w 7→ βw(a) é cont́ınua.

Seja β′w : C(S1) → C(S1) dado por β′w(f)(z) = f(zw), ou seja, igual ao

que definimos no Exemplo 3. E temos que, dados f, g ∈ C(S1), λ ∈ C:

β′w(f + λg)(z) = (f + λg)(zw) = f(zw) + λg(zw) = β′w(f)(z) + λβ′w(g)(z);

β′w(fg)(z) = (fg)(zw) = f(zw)g(zw) = β′w(f)(z)β′w(g)(z);

β′w(f)(z) = (f)(zw) = f(zw) = β′w(f)(z);

Veja, novamente, que β′w é o inverso de β′w e que β′w ◦ β′w′(f)(z) =

f(zw′w) = β′w′w(f)(z). E, portanto, β′ é uma ação de S1 em C(S1). Além
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disso, a aplicação w 7→ β′w(f) é cont́ınua para toda f ∈ C(S1), uma vez que:

‖β′w(f)− β′w′(f)‖ = sup
z∈S1

|β′w(f)z − β′w′(f)z| = sup
z∈S1

|f(wz)− f(w′z)|,

e f é uniformemente cont́ınua, pois f ∈ C(S1), ou seja, f é cont́ınua sobre

um compacto.

E, portanto, para satisfazer as condições do teorema, falta apenas ver que

ψ é covariante. Dado a = (an)n∈Z ∈ `1(C), w ∈ S1:

ψ(βw(a))(z) = ψ((anw
n)n∈Z)(z) =

∑
n∈Z

anw
nzn =

=
∑
n∈Z

an(wz)n = ψ(a)(wz) = β′w(ψ(a))(z).

Portanto, para concluir a injetividade de ψ, basta provar a injetividade

dela restrita aos pontos fixos de Coid Z por β. Lembre-se que, da demons-

tração do Teorema 3.1.9, temos que tais pontos fixos, que são chamados de

B0, correspondem a imagem da projeção espectral P0, dada por:

P0(a) =

∫
S1

βw(a)dw.

Para a = (an)n∈Z ∈ `1(C), temos que:

P0(a) =

(∫
S1

anw
ndw

)
n∈Z

= a0δ
0,

pois: ∫
S1

wndw =

{
1, se n = 0;

0, se n 6= 0.

Ou seja, de forma análoga ao que fizemos genericamente na equação 2.1.

E, como provamos genericamente no Lema 2.3.2, Cδ0 é fechado. Então,

se tivermos a no fecho de `1(C), que é igual a Coid Z, teremos também que

P0(a) ∈ Cδ0. Logo B0 = Cδ0

E, neste conjunto, é bem simples verificar que ψ é injetora. Pois, se

a,b ∈ B0 é tal que ψ(a) = ψ(b), então a0 = b0 e ai = 0 = bi para todo i 6= 0.
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Logo, a = b.

E assim, conclúımos que ψ é um isomorfismo.

3.2 As somas de Cesàro em C(S1)

Vimos, na seção anterior, que o homomorfismo ψ : C oid Z → C(S1), que,

restrito a `1(C), é dado pela fórmula

`1(C) 3 a = (an)n∈Z 7−→ ψ(a) : S1 → C
z 7→

∑
n∈Z anz

n
,

é um isomorfismo. Pela sua expressão em `1(C), vemos que ψ tem a mesma

fórmula da inversa da transformada de Fourier F : L2(S1)→ `2(C)

F(f) = f̂ = (f̂n)n∈Z =

(∫
S1

f(z)z−ndz

)
n∈Z

onde dz é a medida tal que
∫
S1 dz = 1.

E, como `1(C) ⊂ `2(C), teremos que ψ−1 deve ser a transformada de

Fourier. E então, dado f ∈ C(S1) chamaremos:

ψ−1(f) = f̂ = (f̂n)n∈Z.

E assim temos que a soma de Cesàro para f̂ será:

Γn(f̂) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
Φj(f̂)δj.

Vejamos, agora, qual a implicação que o Teorema 2.3.11 trará sobre C(S1),

via o isomorfismo ψ. Pelo Teorema 2.3.11, temos que Γn(f̂)→ f̂ . Lembre-se

de que, pelo que fizemos na equação (2.2), temos que Φj(f̂) = f̂j, para todo

f̂ ∈ `1(C).

Além disso, como ψ é um isomorfismo entre C*-álgebras, pelo Teorema

1.2.18, temos que ψ é isométrico. Logo, como `1(C) é denso em C oId Z,

temos que ψ(`1(C)) é denso em C(S1). Mas, neste denso, pelo parágrafo
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anterior, Φj(f̂) = f̂j. Portanto, por densidade, temos que Φj(f̂) = f̂j para

todo f ∈ C(S1).

E então, o teorema implica que

Γn(f̂) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
f̂jδ

j

converge uniformemente para f̂ .

E então, nos utilizando novamente do isomorfismo ψ, conclúımos, em

C(S1), o seguinte:

f = lim
n

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
ψ(f̂jδ

j)

e a convergência é uniforme. Calculando em z ∈ S1 temos:

f(z) = lim
n

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
f̂jz

j

Trata-se, portanto, da versão conhecida do Teorema de Fejér, de que a

série de Fourier de f converge, na noção de Cesàro, uniformemente, qualquer

que seja f ∈ C(S1).1

1que pode ser encontrado [7]



Caṕıtulo 4

Caracterização de uma álgebra

de operadores

pseudodiferenciais como um

produto cruzado

Neste caṕıtulo, vamos ver outro exemplo de C*-álgebra que é isomorfa a

um produto cruzado.

Recorde-se que estamos denotando S1 = {z ∈ C; |z| = 1}. Sabemos que

L2(S1), o espaço das funções definidas em S1 que são de quadrado integráveis,

é um espaço de Hilbert. E então B(L2(S1)) é uma C*-álgebra.

Neste caṕıtulo, iremos construir um isomorfismo entre uma C*-subálgebra

A ⊂ B(L2(S1)) e um produto cruzado C(X)oα Z; em que X é uma compac-

tificação de Z. E a subálgebra A será a subálgebra de B(L2(S1)) que contém

os operadores de multiplicação e os conjugados, via transformada de Fourier,

dos operadores de multiplicação. Tais objetos cremos que fiquem mais claros

após as definições.

Faremos, primeiramente, uma seção com as definições, posteriormente

mostraremos o isomorfismo, e veremos o Teorema 2.3.11 neste contexto.

73
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4.1 Definições

Seja L2(S1) o conjunto das funções, definidas sobre S1, que são de quadrado

integrável. Seja, também, `2 o conjunto das sequências, indexadas em Z, a

valores em C, que são de quadrado somáveis. Dada f ∈ L2(S1), F(f) =

(f̂n)n∈Z ∈ `2 denotará a transformada de Fourier discreta, dada por:

f̂n =

∫
S1

f(z)z−ndz,

onde dz é a medida tal que
∫
S1 dz = 1.

Sabe-se que F é um isomorfismo entre L2(S1) e `2. Além disso, sua inversa

possui a fórmula:

F−1((an)n∈Z)(z) =
∑
n∈Z

anz
n.

Dado a ∈ C(S1), seja a(M) ∈ B(L2(S1)) o operador de multiplicação por

a, definido por:

a(M)f(z) = a(z)f(z), f ∈ L2(S1).

Da linearidade da multiplicação, obtemos que a(M) é uma aplicação li-

near. E sua continuidade vemos em:

‖a(M)f(z)‖2
2 =

∫
S1

|a(z)f(z)|2dz ≤ sup
z∈S1

|a(z)|2
∫
S1

|f(z)|2dz = sup
z∈S1

|a(z)|2‖f‖2
2.

Então, a(M) ∈ B(L2(S1)) está bem definida e

‖a(M)‖ ≤ ‖a‖ = sup
z∈S1

|a(z)|. (4.1)

Além disso, observe que a aplicação:

C(S1) 3 a 7→ a(M) ∈ B(L2(S1))

é um *-homomorfismo. Pois, dados a, b ∈ C(S1), λ ∈ C, f, g ∈ L2(S1), temos:

(a+ λb)(M)f(z) = (a+ λb)(z)f(z) = a(z)f(z) + λb(z)f(z) =
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= a(M)f(z) + λb(M)f(z)

(ab)(M)f(z) = (ab)(z)f(z) = a(z)b(z)f(z) = a(M)b(M)f(z)

〈f, (a)(M)∗g〉 = 〈(a)(M)f, g〉 =

∫
S1

a(M)fgdz =

∫
S1

a(z)f(z)g(z)dz =

=

∫
S1

f(z)a(z)g(z)dz = 〈f, (a)(M)g〉

∴ a(M)∗g = a∗(M)g ∀g ∈ L2(S1)

Para o que segue na próxima seção, definiremos, também, as funções

en ∈ C(S1) por:

en(z) = zn, z ∈ S1.

Note que, para estas funções, vale que en(M)ek(M) = en+k(M), uma

vez que os ı́ndices vão parar no expoente, e para o expoente temos esta

propriedade.

Seja agora X = Z∪{−∞,+∞} compactificação de Z, onde a topologia é

tal que os elementos n ∈ Z são pontos isolados, os abertos básicos que contêm

+∞ são da forma {n ∈ Z, n > N0}∪{+∞}, para algum N0 ∈ Z, e o análogo

para −∞. Seja C(X) o conjunto das funções complexas cont́ınuas definidas

em X. Podemos identificar C(X) com o conjunto das sequências, definidas

sobre Z, que têm limite (tanto tendendo para +∞ quanto para −∞), da

seguinte forma: dado b = (bn)n∈X ∈ C(X), associamos a b a sequência

(bn)n∈Z; e dada uma sequência (bn)n∈Z que tem limite, enxergando-a como

uma função em C(Z), associamos a ela a sua única extensão cont́ınua em

C(X).

Conforme já vimos nas páginas 4 e 20, temos também que C(X) é um

exemplo de C*-álgebra, onde a norma é dada por

‖b‖ = sup
n∈X
|bn|, b = (bn)n∈X ∈ C(X).

Assim sendo, dado b = (bn)n∈X ∈ C(X), definimos Mb : `2 → `2 o
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operador de multiplicação por:

Mba = (bnan)n∈Z, a = (an)n∈Z ∈ `2.

Novamente, pelas propriedades da multiplicação, vê-se que Mb é um ope-

rador linear. E sua continuidade se vê em:

‖Mba‖2
2 =

∑
n∈Z

‖bnan‖2 ≤ sup
n∈Z
|bn|2‖a‖2

2.

E então, Mb está bem definido, como operador linear cont́ınuo sobre `2. E,

além disso, temos que:

‖Mb‖ ≤ ‖b‖. (4.2)

Além disso, observe que a aplicação

C(X) 3 b 7→Mb ∈ B(`2)

é um *-homomorfismo. Pois, dados b = (bn)n∈X ,b
′ = (b′n)n∈X ∈ C(X), λ ∈

C, a = (an)n∈Z, c = (cn)n∈Z ∈ `2, temos:

Mb+λb′a = ((bn + λb′n)(an))n∈Z = (bnan)n∈Z + λ(b′nan)n∈Z = Mba + λMb′a

Mbb′a = (bnb
′
nan)n∈Z = MbMb′a

〈M∗
ba, c〉 = 〈a,Mbc〉 =

∑
n∈Z

〈an, bncn〉 =
∑
n∈Z

〈bnan, cn〉 = 〈Mb∗a, c〉

Desta forma, via conjugação pela transformada de Fourier, podemos de-

finir um operador em L2(S1), que chamaremos de b(D). Ou seja, definimos:

b(D) = F−1 ◦Mb ◦ F .

Para ilustrar como é a ação do operador b(D) sobre f ∈ L2(S1), veja que:

b(D)f = F−1 ◦Mb ◦ F(f) =
∑
n∈Z

bnf̂nen,
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onde b está identificado como a sequência b = (bn)n∈Z.

Além disso, observe que a aplicação

C(X) 3 b 7→ b(D) ∈ B(L2(S1))

é um *-homomorfismo. Pois F é um operador unitário, e a aplicação b 7→
Mb é um *-homomorfismo. Veja também que, devido ao que obtivemos na

equação (4.2), teremos agora que:

‖b(D)‖ ≤ ‖b‖ (4.3)

Agora, sejaA ⊂ B(L2(S1)) a C*-álgebra gerada pelos conjuntos {a(M); a ∈
C(S1)} e {b(D); b ∈ C(X)}. Ou seja, a C*-álgebra gerada pelos operado-

res de multiplicação por a ∈ C(S1) e pelos operadores da forma b(D) com

b ∈ C(X). Por definição, a C*-álgebra gerada é a “menor”C*-álgebra que

contém os conjuntos geradores (menor no sentido de que qualquer outra

C*-álgebra que contiver os geradores conterá também a C*-álgebra gerada).

Logo, um subconjunto denso da C*-álgebra gerada é a C*-álgebra finitamente

gerada. Ou seja, A tem como subconjunto denso o conjunto D formado pelos

somatórios finitos:∑
j∈F

a1j(M)b1j(D)a2j(M)b2j(D) · · · akj(M)bkj(D),

∀k ∈ Z, ajk ∈ C(S1),bjk ∈ C(X). Onde, além do somatório ser finito, cada

termo é um produto finito.

Seja Λ = λ(D), λ(j) = (1 + j2)−
1
2 , e, dados a, b ∈ C∞(S1), seja

L : C∞(S1) → C∞(S1) o operador diferencial linear de primeira ordem

Lf = af ′ + b. Usando que (̂1
i
f ′)

j
= jf̂j,∀j ∈ Z,∀f ∈ C∞(S1), é fácil

provar que o operador LΛ, a prinćıpio definido apenas no subespaço denso

de L2(S1)

{f ∈ L2(S1); Λf ∈ C∞(S1)}
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se estende a um operador limitado em L2(S1), e que

LΛ = ia(M)s(D) + b(M),

onde s(j) = j(1 + j2)−
1
2 .

Cada LΛ desta forma pertence, portanto, a A. Usando que a álgebra

gerada por 1 e s é densa em C(X) (isto decorre do teorema de Stone-

Weierstrass), vemos que A pode também ser descrita como sendo a me-

nor C*-subálgebra de B(L2(S1)) que contém todos os operadores LΛ desta

forma. Na terminologia de Cordes [3], isto significa que A é a única “álgebra

de comparação” da variedade compacta S1. Sabe-se que a única álgebra

de comparação sobre uma variedade compacta Y coincide com o fecho da

álgebra gerado por todos os operadores pseudodiferenciais clássicos (i.e. com

śımbolos “ poli-homogêneos”) de ordem 0 em Y (isto decorre, por exemplo,

de [12, Theorem 4] e da observação feita ao final de [12, Section 4].

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar que A é isomorfo a C(X) oα Z,

sendo α : C(X)→ C(X) o automorfismo definido por:

α(b) = (bn−1)n∈X , b = (bn)n∈X ∈ C(X),

onde estamos tomando por convenção que +∞− 1 = +∞ e −∞− 1 = −∞.

Ou seja, diferentemente do caṕıtulo anterior, as formulas do produto e

involução no produto cruzado não se simplificarão, uma vez que o automor-

fismo envolvido é diferente da identidade. Relembre, portanto, que o produto

e a involução em `1(C(X)) assumem as seguintes fórmulas:

(an)n∈Z ? (bn)n∈Z =

(∑
j∈Z

ajα
j(bn−j)

)
n∈Z

(a)∗n∈Z = (αn(a∗−n))n∈Z

Note que os elementos presentes nas fórmulas acima são do tipo (an)n∈Z ∈
`1(C(X). Ou seja, são sequências onde cada termo ai ∈ C(X) pode ser visto

também como uma sequência, uma vez que X é uma compactificação de Z.
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O exemplo estudado nesta dissertação pode servir de protótipo para resul-

tados análogos em outras variedades, ou para álgebras geradas por operadores

pseudodiferenciais com śımbolos não necessariamente clássicos.

Passemos agora a construção do desejado isomorfismo.

4.2 O isomorfismo

Definição 4.2.1. Seja ψ : `1(C(X))→ A a função dada por:

ψ((an)n∈Z) =
∑
j∈Z

aj(D)ej(M), (an)n∈Z ∈ `1(C(X))

Observe que a série na definição acima converge absolutamente, devido

ao que provamos nas equações (4.1) e (4.3), uma vez que:∑
j∈Z

‖aj(D)ej(M)‖ ≤
∑
j∈Z

‖aj(D)‖‖ej(M)‖ ≤
∑
j∈Z

‖aj‖ = ‖(aj)j∈Z‖1.

Teorema 4.2.2. Conforme definido acima, a função ψ é um *-homomorfismo

unital.

Antes de demonstrarmos tal teorema, fica claro que enfrentaremos algu-

mas contas do tipo aj(D)ej(M)ak(D)ek(M). Para tanto, nos serviremos do

seguinte lema:

Lema 4.2.3. Conforme definimos na seção anterior, dados j ∈ Z,b ∈ C(X),

teremos:

ej(M)b(D)e−j(M) = (αj(b))(D)

Demonstração. Primeiramente, observe que, dado f ∈ L2(S1), teremos

∀j, k ∈ Z:

(̂e−jf)k = f̂k+j,

pois:

(̂e−jf)k =

∫
S1

e−j(z)f(z)z−kdz =

∫
S1

f(z)z−(k+j)dz = f̂k+j.
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E, portanto, dado b = (bk)k∈X ∈ C(X), temos:

ej(M)b(D)e−j(M)(f) = ej(M)F−1MbF(e−jf) =

= ej(M)F−1Mb((f̂k+j)k∈Z) = ej(M)F−1((bkf̂k+j)k∈Z) =

= ej(M)

(∑
k∈Z

bkf̂k+jek

)
=
∑
k∈Z

bkf̂k+jek+j.

Por outro lado,

(αj(b))(D)(f) = F−1Mαj(b)(F(f)) = F−1((bk−j f̂k)k∈Z) =
∑
k∈Z

bk−j f̂kek.

E a igualdade entre as duas expressões obtidas se vê fazendo uma troca

de variáveis. Logo, temos provado o desejado.

Demonstração do Teorema 4.2.2. Nas contas que se seguem, utilizamos um

racioćınio análogo ao que fizemos na Seção 2.1. Ou seja, uma vez que que

c∞(C(X)) é denso em `1(C(X)) (Lema 2.1.5), e as aplicações envolvidas são

todas cont́ınuas, podemos supor que os somatórios são todos finitos.

Primeiramente, vejamos que ψ é linear. Dados (an)n∈Z, (bn)n∈Z ∈ `1(C(X)),

λ ∈ C:

ψ((an)n∈Z + λ(bn)n∈Z) =
∑
j∈Z

[aj + λbj](D)ej(M) =

=
∑
j∈Z

aj(D)ej(M) + λ
∑
j∈Z

bj(D)ej(M) = ψ((an)n∈Z) + λψ((bn)n∈Z).

Para o produto, teremos:

ψ((an)n∈Z)ψ((bn)n∈Z) =
∑
j∈Z

aj(D)ej(M)
∑
k∈Z

bk(D)ek(M) =

=
∑
j∈Z

∑
k∈Z

aj(D)ej(M)bk(D)e−j(M)ek+j(M) =

=
∑
j∈Z

∑
k∈Z

aj(D)(αj(bk))(D)ek+j(M) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

(ajα
j(bk))(D)ek+j(M) =



4.2. O ISOMORFISMO 81

=
∑
k∈Z

∑
j∈Z

(ajα
j(bk−j))(D)ek(M) = ψ((an)n∈Z ? (bn)n∈Z).

Agora, para a involução, teremos:

ψ((a∗n)n∈Z) = ψ((αn(a∗−n))n∈Z) =
∑
n∈Z

(αn(a∗−n))(D)en(M) =

=
∑
n∈Z

en(M)a∗−n(D)e−n(M)en(M) =
∑
n∈Z

en(M)a−n(D)∗ =

=
∑
n∈Z

(a−n(D)e−n(M))∗ = ψ((an)n∈Z)∗

E ainda, observe que a unidade em `1(C(X)) é a sequência δ0, em que o

único elemento não nulo é a unidade de C(X) na posição 0. Por sua vez, a

unidade em C(X) é a sequência constante igual a 1, uma vez que o produto

em C(X) é definido de forma pontual. Então, dado f ∈ L2(S1):

ψ(δ0)(f) = 1(D)e0(M)(f) = F−1 ◦M1 ◦ F(f) = F−1 ◦M1((f̂n)n∈Z) =

= F−1((f̂n)n∈Z) = f

Logo, ψ(δ0) = Id. E, portanto, ψ é um *-homomorfismo unital.

Portanto, pela Propriedade Universal (Teorema 2.3.1), ψ se estende para

um *-homomorfismo unital de C(X) oα Z em A. Novamente abusando da

notação, chamaremos tal *-homomorfismo de ψ.

Teorema 4.2.4. O homomorfismo ψ : C(X) oα Z→ A, dado pela extensão

de ψ definida em 4.2.1, é um isomorfismo.

Demonstração. Para a sobrejetividade, observe que da definição já temos que

Im(ψ) ⊂ A, uma vez que intencionalmente colocamos na imagem somente

elementos da forma b(D) com b ∈ C(X) e ei(M) com ei ∈ C(S1). E tais

elementos pertencem aos conjuntos que geram A.

Agora, para a outra inclusão, A ⊂ Im(ψ), como pelo Teorema 1.2.19

já temos que Im(ψ) é fechada, basta provarmos que, para todo b ∈ C(X),

b(D) ∈ Im(ψ), e para toda a ∈ C(S1), a(M) ∈ Im(ψ).
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Mas, dado b ∈ C(X), considere bδ0 ∈ `1(C(X)) a sequência que o único

termo não nulo é b na posição zero. E então ψ(bδ0) = b(D)e0(M) = b(D).

Logo, b(D) ∈ Im(ψ).

E ainda, dado a ∈ C(S1), temos que existem pn, polinômios, que conver-

gem uniformemente para a = limn pn. O que implica que a(M) = limn pn(M),

e a convergência é absoluta. Mas, sendo δ1 a sequência em que o único ele-

mento não nulo é a unidade 1 ∈ C(X) na posição 1, temos que ψ(δ1) =

1(D)e1(M) = e1(M). Relembre-se que e1 é a função que S1 3 z 7→ z, ou

seja, é a função identidade em S1. Portanto, e1(M) pertence a Im(ψ), que,

por sua vez, é uma subálgebra fechada. Logo, os polinômios e seus limites

estão em Im(ψ). Então a(M) ∈ Im(ψ). E temos demonstrado a sobrejetivi-

dade do homomorfismo ψ.

Para a demonstração da injetividade, utilizaremos novamente o Teorema

3.1.9. Portanto, temos que definir β e β′, ações fortemente cont́ınuas de S1

em C(X) oα Z e A respectivamente.

Para tanto, dado w ∈ S1, seja βw = πw, definido no Lema 2.3.3 e na

Definição 2.3.4, no caso em que A = C(X), ou seja, βw : C(X) oα Z →
C(X) oα Z é o *-homomorfismo unital tal que:

βw((an)n∈Z) = (anw
n)n∈Z, ∀(an)n∈Z ∈ `1(C(X)).

Observe que βw é o inverso de βw e que βw◦βw′((an)n∈Z) = (anw
nw′n)n∈Z =

βww′((an)n∈Z). E, portanto, β é uma ação de S1 em C(X) oα Z. E, como é

automorfismo, para todo w ∈ S1, temos ‖βw‖ = 1.

Relembre-se que, pelo que fizemos no parágrafo anterior à Definição 2.3.6,

já provamos genericamente que a aplicação λ 7→ πλ(a) é cont́ınua. Ou seja,

no nosso caso atual, já temos que a ação β é fortemente cont́ınua.

O próximo passo é definir β′, ação fortemente cont́ınua de S1 em A.

Lembre-se que A ⊂ B(L2(S1)). Para cada w ∈ S1, β′w será definida através

da conjugação com um operador unitário em L2(S1). Por sua vez, para defi-

nirmos este operador unitário, definiremos um operador unitário em `2, e o

transportaremos via transformada de Fourier. Utilizando que F , a transfor-

mada de Fourier, é um isomorfismo entre L2(S1) e `2.
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Assim sendo, dado w ∈ S1, seja Uw : `2 → `2 a função definida por:

Uw(a) = (wjaj)j∈Z, a = (an)n∈Z ∈ `2

Com cálculos análogos ao que já fizemos diversas vezes no texto, pode-se

ver que Uw é linear, cont́ınua, bijetora, ou seja, isomorfismo. Além disso,

Uww′ = Uw ◦ Uw′ .

Veja também que Uw é um operador unitário, uma vez que dados a =

(an)n∈Z,b = (bn)n∈Z ∈ `2, teremos:

〈Uw(a), Uw(b)〉 =
∑
n∈Z

〈wnan, wnbn〉 =
∑
n∈Z

〈an, bn〉 = 〈a,b〉.

Logo, podemos definir Vw, o operador unitário, em L2(S1), correspondente

a Uw através da transformada de Fourier. Ou seja, definimos:

Vw = F−1 ◦ Uw ◦ F .

Observe que também temos Vww′ = VwVw′ , pois Vww′ = F−1 ◦Uww′ ◦ F =

F−1 ◦ Uw ◦ Uw′ ◦ F = F−1 ◦ Uw ◦ F ◦ F−1 ◦ Uw′ ◦ F .

Como já dissemos, definiremos β′ através da conjugação com operador

unitário em L2(S1). É posśıvel imaginar que os operadores unitários Vw, w ∈
S1, que acabamos de definir, serão utilizados neste intuito. Portanto, vejamos

como estes operadores se relacionam com os elementos do tipo b(D), com

b ∈ C(X), ou da forma a(M), com a ∈ C(S1), que são os geradores de A.

Vwb(D)V −1
w = F−1 ◦ Uw ◦ F ◦ F−1 ◦Mb ◦ F ◦ F−1 ◦ Uw ◦ F =

= F−1 ◦ Uw ◦Mb ◦ Uw ◦ F .

Mas, dado a = (an)n∈Z ∈ `2, temos:

Uw ◦Mb ◦ Uw(a) = Uw ◦Mb((wnan)n∈Z) = Uw((bnw
nan)n∈Z) =

= (wnbnw
nan)n∈Z = (bnan)n∈Z = Mb(a).
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Logo, juntando o que obtivemos nas duas últimas equações, temos:

Vwb(D)V −1
w = b(D). (4.4)

Agora, para a(M), temos, dado f ∈ C(S1) (que é denso em L2(S1)) e

w, z ∈ S1:

Vwf = FUwF−1(f) = F−1((wnf̂n)n∈Z)

∴ (Vwf)(z) =
∑
n∈Z

wnf̂nz
n =

∑
n∈Z

f̂n(wz)n = f(wz).

Logo, (Vw(f))(z) = f(wz). E então:

(Vwa(M)V −1
w f)(z) = (a(M)Vwf)(wz) = a(wz)(Vwf)(wz) =

= a(wz)f(wwz) = a(wz)f(z).

E, como C(S1) é denso em L2(S1), conclúımos que, para toda f ∈ L2(S1),

temos (Vwa(M)V −1
w f)(z) = a(wz)f(z). Definamos τw, isomorfismo em C(S1),

por:

τw(a)(z) = a(wz), a ∈ C(S1).

A prova de que isso realmente define um isomorfismo fizemos no caṕıtulo

anterior (τw é o β′w do Teorema 3.1.10). Então, é claro que τw(a) ∈ C(S1) e,

para todo a ∈ C(S1), temos:

Vwa(M)V −1
w = τw(a)(M). (4.5)

Finalmente, definimos β′w por:

β′w(A) = VwAV
−1
w , A ∈ A.

Observe, primeiramente, que, ∀A ∈ A, β′w(A) é cont́ınua, pois trata-se

de composição de operadores lineares cont́ınuos. Além disso, temos que β′w

é cont́ınuo, uma vez que ‖β′w(A)‖ = ‖VwAV −1
w ‖ ≤ ‖V ‖‖A‖‖V −1

w ‖.
Os resultados apresentados nas equações (4.4) e (4.5) garantem que β′w

leva os geradores de A nos geradores de A. Logo, como β′w é cont́ınuo,
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A é invariante por β′w, para todo w ∈ S1. Portanto, podemos dizer que

β′w : A → A está bem definido.

Temos que verificar que β′w é um isomorfismo. Antes, porém, observe que

já temos que β′ww′(A) = βw(β′w′(A)), pois Vww′AVww′ = VwVw′AV
−1
w′ V

−1
w .

Para a injetividade, observe que se A,B ∈ A são tais que β′w(A) = β′w(B),

então:

VwAV
−1
w = VwBV

−1
w ⇒ V −1

w VwAV
−1
w Vw = V −1

w VwBV
−1
w Vw ⇒ A = B

Falta apenas a sobrejetividade. Pelo que provamos na equação 4.4, temos:

β′w(b(D)) = Vwb(D)V −1
w = b(D). (4.6)

Ou seja, b(D) ∈ Im(β′w). E ainda, pelo que provamos na equação 4.5,

temos que

β′w(a(M)) = τw(a)(M). (4.7)

Em particular,

β′w(ej(M)) = τw(ej)(M) = wjej(M) (4.8)

Portanto a(M) ∈ Im(β′w), pois β′w(τ−1
w (a)(M)) = a(M). E, como β′w é um

homomorfismo entre C*-álgebras, pelo Teorema 1.2.19, temos que Im(β′w) é

fechada. Logo, A ⊂ Im(β′w), ou seja, β′w é sobrejetora. Temos, portanto, que

β′ é ação de S1 em A.

Vejamos que β′ é, também, fortemente cont́ınua.Veja que, pelo que cal-

culamos na equação 4.6, no caso em que A = b(D), a aplicação w 7→ β′w(A)

é constante, e portanto cont́ınua. Para o caso em que A = a(M), para todo

w,w′, z ∈ C e f ∈ L2(S1), temos:

|β′w(a(M))f(z)− β′w′(a(M))f(z)| = |a(wz)f(z)− a(w′z)f(z)|.

∴ ‖β′w(a(M))f − β′w′(a(M))f‖L2 ≤ ‖f‖L2 sup
z∈S1

|a(wz)− a(w′z)|.
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Mas, como a ∈ C(S1), cont́ınua sobre um compacto, temos que a é unifor-

memente cont́ınua. Assim, o lado direito da igualdade acima fica tão pe-

queno quanto quisermos. Portanto, a aplicação w 7→ β′w(a(M)) é cont́ınua.

E ainda, pela definição da álgebra A, temos que as somas finitas, do tipo∑
j b1j(D)a1j(M)b2j(D)a2j(M) · · ·bkj(D)akj(M), formam um conjunto denso

de A. E, neste conjunto, pelo que já fizemos, a aplicação w 7→ β′w(A) é

cont́ınua, uma vez que ela é cont́ınua nos geradores, e soma e produto finito

de cont́ınuas são operações cont́ınuas. Pelo Lema 2.3.5, conclúımos que a

ação β′ é fortemente cont́ınua.

Logo, para estarmos nas condições do Teorema 3.1.9, basta checarmos a

covariância. É o que faremos agora. Utilizaremos os resultados que obtivemos

nas equações (4.6) e (4.8). Dado w ∈ S1 e (bj)j∈Z ∈ `1(C(X)):

ψ(βw((bj)j∈Z) = ψ((wjbj)j∈Z) =
∑
j∈Z

wjbj(D)ej(M),

β′w(ψ((bj)j∈Z)) = β′w

(∑
j∈Z

bj(D)ej(M)

)
=
∑
j∈Z

bj(D)wjej(M),

∴ ψ(βw((bj)j∈Z) = β′w(ψ((bj)j∈Z).

Agora, como `1(C(X)) é denso em C(X)oαZ, e as funções envolvidas são

todas cont́ınuas, temos que ψ(βw(b)) = β′w(ψ(b)),∀w ∈ S1,∀b ∈ C(X) oα Z.

Ou seja, temos a covariância, e estamos, por fim, nas condições do Teorema

3.1.9.

Portanto, para concluir a injetividade de ψ, basta provar a injetividade

dela restrita aos pontos fixos de C(X) oα Z por β. Lembre-se que, da de-

monstração do Teorema 3.1.9, temos que tais pontos fixos, que são chamados

de B0, correspondem à imagem da projeção espectral P0, dada por:

P0(a) =

∫
S1

βw(a)dw.

Para (an)n∈Z ∈ `1(C(X)), temos que:
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P0((an)n∈Z) =

(∫
S1

anw
ndw

)
n∈Z

= a0δ
0,

pois: ∫
S1

wndw =

{
1, se n = 0;

0, se n 6= 0.

Ou seja, de forma análoga ao que provamos genericamente na equação 2.1.

E, como provamos genericamente no Lema 2.3.2, C(X)δ0 é fechado em

C(X) oα Z. Então, se tivermos a no fecho de `1(C(X)), que é igual a

C(X) oα Z, teremos também que P0(a) ∈ C(X)δ0. Logo B0 = C(X)δ0

E, neste conjunto, é bem simples verificar que ψ é injetora. Pois, se

(an)n∈Z, (bn)n∈Z ∈ B0 é tal que ψ((an)n∈Z) = ψ((bn)n∈Z), então:
a0(D)e0(M) = b0(D)e0(M)⇒ a0(D) = b0(D)

e

ai = 0 = bi para todo i 6= 0.

Mas observe que, da definição, como a transformada de Fourier é um

isomorfismo, temos:

a0(D) = b0(D)⇒Ma0 = Mb0 ⇒ a0 = b0

Logo a = b. E assim conclúımos que ψ é um isomorfismo.

Portanto, conclúımos que A é isomorfo a C(X) oα Z. O leitor atento

possivelmente percebeu que o final desta demonstração é bem similar ao

final da demonstração do Teorema 3.1.10. E lá, depois de demonstrado o

isomorfismo, vimos a implicação do Teorema 2.3.11 naquele contexto, que

resultava no conhecido Teorema de Fejér. E neste contexto? Qual será a

implicação do Teorema 2.3.11 neste contexto?
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4.3 Somas de Cesàro em A

Vimos, na seção anterior, que o homomorfismo ψ : C(X) oα Z → A, que

restrito a `1(C(X)) é dado pela fórmula

`1(C(X)) 3 (an)n∈Z 7−→ ψ((an)n∈Z) =
∑
n∈Z

an(D)en(M),

é um isomorfismo.

De modo análogo ao caṕıtulo anterior, veremos agora qual a implicação

do Teorema 2.3.11 para a C*-álgebra A, via o isomorfismo ψ. Diferentemente

do caṕıtulo anterior, agora não temos uma fórmula expĺıcita para a inversa

de ψ. Por isso, teremos que esmiuçar um pouco mais os detalhes.

Dado A ∈ A, o Teorema 2.3.11 afirma que Γn(ψ−1(A)) converge em norma

para ψ−1(A). Onde

Γn(ψ−1(A)) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
Φj(ψ

−1(A))δj.

Lembre-se, ainda, de que Φj(b) é definido como sendo Φj(b) = Φ(b?δ−j),

para todo b ∈ C(X) oα Z. E ainda, Φ é dado por:

Φ(b) =

∫
S1

πλ(b)dλ.

E, por sua vez, πλ é o homomorfismo que restrito à `1(C(X)) apresenta a

fórmula:

πλ((an)n∈Z) = (λnan)n∈Z.

Ou seja, πλ é, nada mais nada menos, do que o isomorfismo βλ que definimos

na demonstração do último Teorema da seção anterior (Teorema 4.2.4).

Portanto, voltando à soma de Cesàro Γn(ψ−1(A)), temos:

ψ−1(A) = lim
n→∞

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
Φj(ψ

−1(A))δj.
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Como ψ é cont́ınua, aplicando-a em ambos os lados, temos:

A = lim
n→∞

n∑
j=−n

ψ

[(
1− |j|

n+ 1

)
Φj(ψ

−1(A))δj
]

=

= lim
n→∞

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
ψ
[
Φj(ψ

−1(A))
]
ej(M).

Mas,

ψ
[
Φj(ψ

−1(A))
]

= ψ

[∫
S1

βw(ψ−1(A)δ−j)dw

]
=

∫
S1

ψ(βw(ψ−1(A)δ−j))dw =

=

∫
S1

β′w(ψ(ψ−1(A)δj))dw =

∫
S1

β′w(A)β′w(δ−j))dw =

∫
S1

β′w(A)w−je−j(M)dw.

Portanto, temos:

A = lim
n→∞

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)∫
S1

β′w(A)w−je−j(M)dwej(M).

Logo, no nosso contexto, o Teorema 2.3.11 implica que, para todo A ∈ A:

A = lim
n→∞

n∑
j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)∫
S1

β′w(A)w−jdw.
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Apêndice A

Unitização de uma C*-álgebra

Vimos no Lema 1.1.17 que, dado uma álgebra de Banach A, constrúımos

uma nova álgebra de Banach Ã, que possui unidade, e contém A. No caso

em que A é uma C*-álgebra, a norma definida em Ã não satisfaz a identidade

de C*-álgebra (‖x∗x‖ = ‖x‖2). Ou seja, não podemos garantir, pelo Lema,

que Ã é uma C*-álgebra. Neste apêndice veremos como sanar este problema.

Seguimos o roteiro de um exerćıcio proposto por [15].

De forma análoga ao que foi feito no Lema acima referido, dado A uma

C*-álgebra, considere

Ǎ = {(a, λ); a ∈ A, λ ∈ C}.

Considere, em Ǎ, a soma e o produto por escalar usuais em produtos

cartesianos. Além disso, dados x = (a, λ), y = (b, δ) ∈ Ǎ, definimos:

xy = (ab+ δa+ λb, λδ);

x∗ = (a∗, λ).

Como as definições de soma e produto são iguais ao feito no Lema 1.1.17,

já sabemos que Ǎ com a soma e produto acima definidos é uma álgebra. Para

termos uma álgebra com involução, observe que as igualdades (x + y)∗ =

x∗ + y∗, (x∗)∗ = x, (λx)∗ = λx∗, advém diretamente da definição. E, para o
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produto, temos:

(xy)∗ = (ab+ δa+ λb, λδ)∗ = (b∗a∗ + δa∗ + λb∗, λδ) = y∗x∗.

Logo, temos que Ǎ é uma álgebra com involução.

No Lema 1.1.17 já t́ınhamos uma norma. No entanto, com aquela norma,

não conseguimos garantir, para Ǎ, a identidade ‖x∗x‖ = ‖x‖2, ou seja, não

garantimos que Ǎ seja uma C*álgebra. Por exemplo, no caso em que A = C,

sendo x = (1, i), temos ‖x∗x‖ = 2 e ‖x‖2 = 4.

Portanto, o próximo passo é definirmos uma norma para Ǎ de modo a

garantir que Ǎ seja uma C*-álgebra. Antes, porém, observe que (0, 1) é uma

unidade em Ǎ, e que A está inclúıdo em Ǎ através da operação ι(a) = (a, 0),

e que existem projeções π′ : Ǎ→ A e π : Ǎ→ C definidas por π′(a, λ) = a e

π(a, λ) = λ. Ao longo deste texto, nas ocasiões em que não causar confusão,

omitiremos a inclusão e a projeção de Ǎ em A. Agora, dado x ∈ Ǎ, sejam

|||x|||Ǎ = sup {‖ax‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1};

‖x‖Ǎ = max {|||x|||Ǎ, |π(x)|}.

Provemos que ‖ · ‖Ǎ é uma norma em Ǎ. Antes, porém, veja que ∀a ∈ A

‖a‖A = sup {‖ba‖A; b ∈ A, ‖b‖A ≤ 1} = sup {‖ab‖A; b ∈ A, ‖b‖A ≤ 1}.
(A.1)

Pois, dados a, b ∈ A, ‖b‖A ≤ 1, temos:

‖ba‖A ≤ ‖b‖A‖a‖A ≤ ‖a‖A;

e, fazendo b = a∗

‖a‖A
, ‖b‖A = 1 e:

‖ba‖A =
‖a∗a‖A
‖a‖A

= ‖a‖A.

E a segunda igualdade de (A.1) é provada de forma análoga. Assim sendo,

fazendo a inclusão de A em Ǎ, provamos que |||a|||Ǎ = ‖a‖A,∀a ∈ A.
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Da definição é óbvio que ‖x‖Ǎ ≥ 0,∀x ∈ Ǎ. Agora, se ‖x‖Ǎ = 0, então

|π(x)| = 0 e |||x|||Ǎ = 0. Mas |π(x)| = 0 implica que x ∈ A, e, portanto,

0 = |||x|||Ǎ = ‖x‖A. Logo x = 0.

Além disso, ‖x‖Ǎ = ‖x∗‖Ǎ, ∀x ∈ Ǎ. Pois |π(x)| = |π(x∗)|, e

|||x|||Ǎ = sup {‖ax‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} = sup {‖(ax)∗‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} =

= sup {‖x∗a∗‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} = sup {‖x∗a‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} = |||x∗|||Ǎ.

Da definição, facilmente se obtém que ‖λx‖Ǎ = |λ|‖x‖Ǎ, para quaisquer

λ ∈ C, x ∈ Ǎ. Vejamos, agora, as desigualdades. Dados x, y ∈ Ǎ, temos que

|π(x+ y)| ≤ |π(x)|+ |π(y)| e

|||x+ y|||Ǎ = sup {‖a(x+ y)‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} =

= sup {‖ax‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1}+sup {‖ay‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} = |||x|||Ǎ+|||y|||Ǎ.

∴ ‖x+ y‖Ǎ ≤ ‖x‖Ǎ + ‖y‖Ǎ.

Além disso, |π(xy)| = |π(x)||π(y)| e

|||xy|||Ǎ = sup {‖axy‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} =

= sup {‖axyb‖A; a, b ∈ A, ‖a‖A ≤ 1, ‖b‖A ≤ 1} ≤

≤ sup {‖ax‖A‖yb‖A; a, b ∈ A, ‖a‖A ≤ 1, ‖b‖A ≤ 1} = |||x|||Ǎ|||y|||Ǎ.

E, portanto, Ǎ com a norma acima definida é uma álgebra normada com

involução.

Para a C*-identidade, veja que

|||x|||2Ǎ = sup {‖ax‖2
A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} = sup {‖ax(ax)∗‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} ≤

≤ sup {‖axx∗‖A‖a‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} ≤ |||x∗x|||Ǎ.

Logo, para termos uma C*-álgebra, falta apenas provar que Ǎ é completo.

Para tanto seja xn = (an, λn) uma sequência de Cauchy em Ǎ. Dado ε > 0,
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pela própria definição da norma em Ǎ, temos que existe N ∈ N tal que, para

m,n > N :

|λm − λn| < ε (A.2)

|||xm − xn|||Ǎ < ε (A.3)

Da equação A.2, temos que a sequência formada pelos λn é de Cauchy, por-

tanto convergente. Note, agora, que

|||xn − xm|||Ǎ = sup {‖(a, 0)(am − an, λm − λn)‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1} =

= sup {‖a(am − an) + a(λm − λn)‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1}.

Portanto, das equações (A.3) e (A.1), e da equação acima, temos

‖am − an‖A = sup{‖a(am − an)‖A; a ∈ A, ‖a‖ ≤ 1} ≤

≤ sup {‖a(am − an) + a(λm − λn)‖A; a ∈ A, ‖a‖A ≤ 1}+

+ sup{‖a(λm − λn)‖A; a ∈ A, ‖a‖ ≤ 1} =

= |||xm − xn|||Ǎ + |λm − λn| < 2ε,

ou seja, temos que a sequência formada pelos an é de Cauchy, portanto

convergente. Logo, a sequência formada pelos xn é convergente, e assim

temos que Ǎ é completo.

Assim demonstramos que, dada uma C*-álgebra A, existe uma unitização

Ǎ, que é uma C*-álgebra com unidade e que contém A.



Apêndice B

Integração

Durante o decorrer desta dissertação, encontramos, várias vezes, a integral

da forma ∫
S1

f(w)dw,

onde f é uma função de S1 = {w ∈ C; |w| = 1} em um espaço de Ba-

nach E. Nosso objetivo, neste apêndice, é apresentar a forma como estamos

entendendo tais integrais, e também uma propriedade que utilizamos, impli-

citamente, várias vezes.

Nossa apresentação é fortemente inspirada na referência [10]. Inclusive,

no próprio prefácio do livro, é dito que a teoria nele apresentada poderia ser

desenvolvida em espaços normados ao invés de em Rn. Mas optou-se por Rn

por motivos psicológicos.

Embora nossas funções estejam definidas em S1, veremos a definição de

integral para funções definidas em um intervalo real. E isso porque podemos

enxergar uma função f , definida em S1, como uma função do argumento, ou

seja, f : [−π, π]→ E.

Portanto, seja [a, b] ⊂ R um intervalo real. Uma partição do intervalo

[a, b] é um conjunto

P = {t0, t1, ..., tk}
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tal que a = t0 < t1 < ... < tk = b. Definimos

|P | = max
i=0,...,k−1

ti+1 − ti.

O conjunto P de todas as partições do intervalo [a, b] é parcialmente ordenado

com a relação de inclusão.

Dados uma função f : [a, b] → E, E espaço de Banach, e uma partição

P = {t0, t1, ...tk} do intervalo [a, b], definimos a soma de Riemann

Σ(f, P ) =
k−1∑
i=0

(ti+1 − ti)f(ti).

E então, dizemos que v ∈ E é a integral de f : [a, b] → E quando, dado

ε > 0, existir δ > 0 tal que |P | < δ ⇒ ‖v − Σ(f, P )‖ < ε. E escrevemos

v =

∫ b

a

f(t)dt.

Uma condição suficiente para a integral de f : [a, b] → E existir é f ser

cont́ınua em [a, b]. A prova desta afirmação pode ser encontrada no decorrer

da primeira seção sobre integrais (6.1) do livro [10]. Novamente, lá é feita

no contexto do Rn. Entretanto, pode ser traduzida para o nosso contexto,

assim como fizemos com as definições acima.

Durante o nosso texto utilizamos várias vezes que, dado f : [a, b]→ E, e

T um operador linear em E,

T

(∫ b

a

f(t)dt

)
=

∫ b

a

T (f(t))dt.

E, para verificar tal propriedade, basta ver que o mesmo vale para toda soma

de Riemann, ou seja, dado P uma partição de [a, b], temos que T (Σ(f, P )) =

Σ(Tf, P ).

No nosso caso, seja f : S1 → E. Como S1 = {z ∈ C; |z| = 1}, existe

f̃ : [−π, π] → E tal que, fazendo z = eiθ, temos f(z) = f̃(θ). Assim,
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definimos: ∫
S1

f(z)dz =
1

2π

∫ π

−π
f̃(θ)dθ.

O coeficiente 1/2π foi colocado apenas para que tenhamos
∫
S1 dz = 1.

Para mais detalhes, consultar [10] ou [16].
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Pessoa, Paráıba. 2014.
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