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Resumo

ROCHA, H. O. Representagoes de Algebras Correntes. 2020. 116 f. Dissertacio (Mestrado)

- Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

O primeiro objetivo desta dissertacao é estudar os G-modulos de peso simples cujos espagos
de peso possuem dimensao finita, onde G = g ® A, g é uma algebra de Lie redutivel de dimenséao
finita e A é uma algebra comutativa associativa com unidade e finitamente gerada. Em particular,
mostraremos que tais moédulos podem ser descritos a partir de médulos de avaliagao e modulos
de indugao parabolica. O segundo objetivo é estudar subalgebras comutativas de U(g,,(n)), onde
gm(n) = gl,(C) ® (C[t]/(t™)). Para n < 3 ou m < 2, mostraremos que a imagem graduada de
determinados geradores algebricamente independentes do centro de U(gy,(n)) formam uma sequén-
cia regular da &lgebra graduada associada & U(gm(n)). Também mostraremos que, para m > 1,
a imagem graduada dos geradores da subéalgebra de Gelfand-Tsetlin de U(gy,(n)) formam uma
sequéncia regular se, e somente se, n =1 ou n = 2. Por fim, mostraremos que a imagem graduada
dos geradores da subalgebra de Bethe formam uma sequéncia regular, se n =2em >1oun =3
e m = 1. Estes resultados implicam a liberdade de U(g,,(n)) como modulo sobre tais subalgebras

comutativas, além da existéncia de gy, (n)-modulos irredutiveis levantados de tais algebras.

Palavras-chave: élgebras correntes, teoria das representagoes, sequéncias regulares.
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Abstract

ROCHA, H. O. Representations of Current Algebras. 2020. 116 p. Dissertagao (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

The first objective of this thesis is to study simple weight G-modules with finite dimensional
weight spaces, where G = g ® A, g is a reductive Lie algebra with finite dimension and A is an
associative unital commutative algebra of finite type. In particular we show that such modules are
given by evaluation modules and parabolic induced modules. The second objective is study com-
mutative algebras of U(g,(n)), where g, (n) = gl,,(C) @ (C[t]/(t™)). For n < 3 or m < 2, we will
show the graded image of some algebraic independent generators of the center of U(g,,(n)) form a
regular sequence in the associated graded algebra. We will also prove that for m > 1 the graded
image of generators of the Gelfand-Tsetlin subalgebra of U(g,,(n)) form a regular sequence if and
only if n = 1 or n = 2. Finally, we will show the graded image of generators of the Bethe subalgebra
form a regular sequence, if n = 2 and m > 1 or n = 3 and m = 1. These results implies the freeness
of U(gm(n))) over such commutative subalgebras and the existence of irreducible g, (n)-modules

lifted by such algebras.

Keywords: current algebras, representation theory, regular sequences.
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Introducao

Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita e A uma &algebra comutativa associativa com
unidade, ambas sobre um corpo K algebricamente fechado de caracteristica 0. O espacgo vetorial
g = g® A é uma algebra de Lie, onde o colchete de Lie de G é dado por

[t®a,yRb) =[r,yf®ab z,y€g, a,becA.

A &lgebra de Lie G é chamada de dlgebra corrente (generalizada). Como mostrado em [NSS12|
e |[Lauld|, em alguns casos, G é isomorfa & algebra de Lie definida pontualmente no conjunto de
fungoes regulares da forma Spec(A) — g (equivalentemente, o conjunto dos morfismos de esquemas
da forma Spec(A) — g), onde Spec(A) é o conjunto dos ideais primos de A.

O termo &algebra corrente apareceu no comego da década de 1960 a partir de trabalhos de
Gell-Man ( [GM62, GM64]) para dar nome a uma algebra que descrevia correntes fracas e eletro-
magnéticas de hadrons. Esta algebra foi utilizada para provar resultados importantes na fisica e
inspirou matematicos e fisicos a desenvolver a teoria de outras algebras de Lie, como o modelo
de Sugawara, dlgebra de Virasoro e as dlgebras de Kac-Moody afins. Com o desenvolvimento da
teoria qudnticas dos campos, o termo comegou a ser utilizado para se referir as algebras de Lie
afins, que podem ser construidas como uma extensdo central da dlgebra de loop g ® C[t,t~!], onde
g € uma algebra de Lie simples. A &lgebra de loop pode ser vista como a &dlgebra de Lie formada
pelas aplicacdes suaves de S' para g. Isto inspirou a considerar algebras de Lie que sdo formadas
das aplicagoes suaves de uma variedade M para uma algebra de Lie de dimensao finita g, o que
motivou a segunda (e terceira) definigao de algebras correntes dada no primeiro paragrafo. Para
mais informagdes, leia as introdugoes dos livros [TJG72, Mic89].

Consideradas da forma como definimos, as algebras correntes representam uma grande variedade
de algebras de Lie. O estudo das algebras correntes, suas representagoes e aplicagbes pode ser
encontrado extensivamente na literatura. Além das algebras de loop g ® C[t,¢~1] ( [Cha86, CPS6,
CP87,CP88|), temos as algebras de multiloop g ® C[tf:, t;c, ...,tT]( [ERO1,Laul0,PB10]), algebras
polinomiais corrente g ® C[t]( [CG07,CG05]), algebras multicorrente polinomiais g ® Clty, ta, . . ., ti]
e seus quocientes ( [MS19]), algebras de Takiff (generalizadas) g ® C[t]/(t*) onde k > 1 e (t¥)
denota o ideal de C[t] gerado por t* ( [Tak71,RT92, Geo94a, Geo94b, Geo95, Willl]), algebra de Lie
tetraedro sly @ C[t, ¢, (t — 1)~ ( [Har07]), dlgebras de n-ponto g®@ A (onde A é dlgebra de fungoes
regulares de X — g com X sendo a esfera de Riemman sem n distintos pontos) ( [Bre95|), algebras
correntes de Krichever-Novikov g®.4 (onde A é a algebra de fungoes meromorfas em uma superficie
de Riemman ¥ que s@o holomorfas fora de um conjunto finito P C X)( [KN87]), entre outras.

Suponha que g seja uma &lgebra de Lie redutivel e que A é finitamente gerada. Todos os
exemplos dados no paragrafo anterior podem ser adaptados para essas hipoteses. A classificagao
das representagoes irredutiveis de g pode ser um problema extremamente dificil e foi feita apenas
para g = sly em [Blo81]. Portanto, o problema foi reduzido a classes menores de modulos ao
longo do anos. Entre estas, podemos considerar os chamados mddulos de peso, g-modulos tais
que a acao de uma subalgebra de Cartan h C g é diagonalizavel. Porém, este problema também
se mostrou muito complexo e ainda nao foi finalizado. Sendo assim, condi¢oes de finitude foram
impostas. Em [Mat00], Mathieu classificou todos os médulos de peso irredutiveis cujos espagos de
peso possuem dimensao finita, consolidando e utilizando trabalhos de Fernando, Britten, Lemire,
entre outros.
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A representacao adjunta de h ® 1 & h em G determina uma decomposi¢do em espagos de peso,
onde os pesos sao dados por ® U {0} com P sendo o sistema de raizes de g associado a h. Isto
nos permite considerar modulos de peso sobre G, estes sao G-modulos tais que a acao de h é
diagonalizavel. Um G-moédulo de peso simples cujos espagos de peso possuem dimensao finita seréd
chamado de mddulo de Harish-Chandra. Este nome é inspirado ao dado por Mathieu para moédulos
similares sobre a algebra de Virasoro (veja [Mat92]). O estudo dos modulo de Harish-Chandra sobre
G em termos de g-modulos é um dos nossos objetivos nesta dissertagao.

O primeiro capitulo desta dissertacao sera focado em definir os objetos de estudo e exibir alguns
resultados que precisaremos nos outros dois capitulos. Além de enunciar e referenciar teoremas
classicos da teoria de algebra comutativa, geometria algébrica, élgebra de Lie e suas representa-
¢oes, demonstraremos alguns resultados que utilizaremos nos capitulos subsequentes. Em especial,
destacamos os seguintes resultados.

Teorema. 1. (Proposi¢ao 1.3.22) Sejam g;1 e go dlgebras de Lie. Sejam Vi e Vo mddulos simples
sobre g1 e ga, respectivamente. Se Vi possui dimensdo enumerdvel, entao Vi ® Vo € um g1 Dgo-
mddulo simples, onde a acdo € induzida por

(x1 4+ x2)(v1 @ v2) = (21v1) U2+ 21 @ (T2v2), 1 € §1,22 € go,v1 Qv € V] ® Va.

2. (Proposi¢ao 1.5.34) Sejam g1 e go dlgebras de Lie que admitem uma decomposi¢ao em espagos
de peso sobre subdlgebras de Lie abelianas ndo nulas de dimensao finita h1 e bo, respectiva-
mente. Suponha que V' seja um mddulo quasi-finito sobre g1 gs, isto é, V € um g1 ga-modulo
de dimensdo enumerdvel que admite uma decomposi¢cdo em espacos de peso em relacdo a h1Bho
e 0s espagos de peso possuem dimensao finita. Entao V =2 V1 ® Vs, onde Vi e Vo sao mddulos
quasi-finitos simples sobre g1 e go, respectivamente.

Este teorema permite que suponhamos que g é uma algebra de Lie simples quando estudarmos
os G-moédulos de Harish-Chandra e estender os resultados obtidos para o caso em que g é redutivel, o
que faremos no segundo capitulo. Suponha que g é simples. Em [Kas84|, foi construido a extensao
central universal de G. Neste caso, a extensdo central universal G de G e suas representagoes
também possuem grande importancia, como comentamos, as algebras de Lie afins, por exemplo,
sao extensoes centrais das algebras de loop. Mostraremos, utilizando um argumento de trago feito
em [BLL15|, que a parte central de G age trivialmente em todo G-modulo de Harish-Chandra,
portanto todos os resultados obtidos para G-modulos de Harish-Chandra podem ser estendidos
para G.

O estudo dos G-modulos de Harish-Chandra para g simples e A finitamente gerada dada no
segundo capitulo desta dissertagdo sera dada em termos de g-modulos. Para isto, definiremos os
mddulos de avaliacdo: G-modulos construidos a partir de g-moédulos e ideais maximais distintos de
A. Mostraremos quais médulos de avaliagdo sdo uniformemente limitados — G-moédulos tais que a
dimensao dos espacgos de peso é limitada por algum ntmero positivo. Em particular, demonstrare-
mos que um moédulo de avaliagao definido a partir de g-modulos de peso simples é uniformemente
limitado se, e somente se, no maximo um dos g-modulos tomados possui dimensao infinita (Teo-
rema 2.4.4). Também mostraremos que todo G-mo6dulo uniformemente limitado ¢ um modulo de
avaliacdo (Teorema 2.4.7). Mostraremos que modulos de avaliagdo construidos a partir de ideais
maximais distintos de A e médulos de indugao parabdlica definidos a partir do mesmo conjunto pa-
rabolico sao G-modulos de Harish-Chandra (Proposigao 2.5.6). Todas essas proposigoes e teoremas
foram provados em [BLL15, Laul8|, porém os demonstraremos de forma mais detalhada. Termi-
naremos o segundo capitulo desta dissertacdo aplicando estes resultados a teoria de G-mddulos de
peso méaximo. Mostraremos que L(A) é um modulo de Harish-Chandra se, e somente se, existe um
ideal I de A tal que A(h® I) = 0. Além disso, mostraremos a seguinte proposicao.

Proposigao (Proposicio 2.6.8). Seja A € (h @ A)*. Se existem funcionais lineares A1, ..., \, € b*
e ideais mazimais distintos My, ..., M, de A tais que A(h®a) =i, a(M;)Ni(h), para todo h € b
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ea€ A, entao L(A) é um G-mddulo de Harish-Chandra e
L(A) = (X LX) (M),
i=1

onde L(N\;) € o g-mddulo simples de peso mdzimo \; para cada i =1,...,r.

O terceiro capitulo terd uma abordagem bem diferente do anterior. Nosso objetivo é perguntar
sobre a relagao de U(G) com suas subalgebras comutativas, pois a a¢ao de subélgebras comutativas
de U(g) em g-moddulos ja implicou diversos resultados importantes. Por exemplo, a agdo do centro
de U(g) em g-modulos de dimensao finita, através do Teorema de Harish-Chandra, pode ser apli-
cada para a obtengao da formula de Weyl, que determina quais saos as dimensoes dos g-modulos
de dimensao finita. Outro exemplo é encontrado na classificagdo de slo-modulos, que envolve para-
metros correspondentes aos autovalores dos geradores da subdlgebra de Gelfand-Tsetlin de U (slz).
Em [FOO05], mostrou-se que, se G possui dimensao finita e .4 é uma subalgebra comutativa de
U(G) gerada por elementos algebricamente independentes cujas imagens graduadas formam uma
sequéncia regular da algebra graduada U(G) associada & filtracdo de U(G) dada pelo Teorema de
Birkhoff-Poincaré-Witt, entao

1. [FOO05, Theorem 1.1] U(G) € livre como um modulo sobre A;

2. [FOO05, Proposition 3.4] existe um U(G)-modulo irredutivel M, com gerador m tal que gm =
Xv»(g)m para todo g € A, onde x, : A — K é um caréacter associado ao ideal maximal v de A.

Portanto, consideraremos geradores algebricamente independentes do centro de U(g,,(n)) cons-
truidos em [Mol97], onde g,,(n) = gl,, ® (C[t]/(t"™)). Para m < 2 ou n < 3, mostraremos que a
imagem graduada de tais geradores formam uma sequéncia regular em U(g,,(n)) (Teorema 3.2.3,
Proposigao 3.2.5, Corolario 3.2.13). Pelo [FO05, Theorem 1.1|, temos que

Teorema. U(g,,(n)) € livre como um mddulo sobre seu centro para m < 2 oun < 3.

Utilizaremos tais geradores construidos para considerar também a subalgebra de Gelfand-Tsetlin
de U(gm(n)). Estudar a regularidade da imagem graduada de tais geradores serda equivalente
a calcular a dimensao das componentes irredutiveis da variedade de Gelfand-Tsetlin VGT 1, (n).
Para o caso m = 1, foi provado em [Ovs03] que VGT1(n) é equidimensional de dimenséo (n —
1)n/2. Portanto, é natural conjecturar que VGT ,,(n) é equidimensional de dimensao mn(n —1)/2.
Mostraremos que isto nao é verdade.

Teorema (Teorema 3.3.3). Param > 1, VGT ,(n) € equidimensional de dimensao mn(n—1)/2 se
e somente sen =1 oun = 2.

Para m > 1, isto implicara que a sequéncia formada pela imagem graduada dos geradores I'y, (n)
¢ regular se, e somente se, n = 1 ou n = 2. Aplicando [FO05, Theorem 1.1], temos que U(gy,(2))
é livre como um moddulo sobre subalgebra de Gelfand-Tsetlin para todo m > 1. Terminaremos o
terceiro capitulo tentando utilizar os geradores da subdlgebra de Bethe de U(gm(n)) determinados
em |Tal06, MTV06| para mostrar que eles formam uma sequéncia regular em U (g,,(n)). Neste caso,
conseguimos mostrar a regularidade apenas para n = 2 e m qualquer ou n = 3 e m = 1 (Teorema
3.4.2, Proposigao 3.4.5).

Os resultados obtidos no terceiro capitulo desta dissertagao foram desenvolvidos com a colabo-
ragao do Prof. Dr. Germéan Benitez Monsalve e foram aceitos para publicacao na Sao Paulo Journal
of Mathematical Sciences, doi: 10.1007/s40863-020-00204-1.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos e Preliminares

O principal objetivo deste capitulo é fixar a notacgao e expor alguns resultados que precisaremos
nos capitulos subsequentes.

Comegaremos o capitulo definindo e expondo alguns resultados da teoria de algebras filtradas e
algebras comutativas na Segdo 1.1. Esses resultados serao importantes no Capitulo 2. Em seguida,
na Secao 1.2, definiremos e exporemos uma série de resultados da teoria das algebras de Lie. Falare-
mos sobre extensoes centrais e a classificacao das algebras de Lie semissimples, terminando a secao
com alguns resultados sobre conjuntos paraboélicos dentro dos sistemas de raizes que geralmente
nao sao apresentados nos livros introdutoérios as algebras de Lie. A teoria desenvolvida nesta secao
serd importante durante todo este trabalho.

Na Segao 1.3, o assunto sera voltado & teoria de representagoes das algebras de Lie. Precisaremos
de resultados classicos da teoria, como o Lema de Schur e o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,
para provar resultados sobre o produto tensorial de representagoes simples. Provaremos alguns
resultados sobre a representacao da soma direta de algebras de Lie que admitem uma decomposicao
em espacos de peso de uma subélgebra abeliana ndo nula. Alguns destes resultados sdo genera-
lizagoes de proposigoes e lemas dados em [BLL15]. Na Segao 1.4 exporemos um pouco da teoria
de representacoes das algebras de Lie semissimples. Em especial, falaremos sobre médulos de peso
méximo, que possuem um papel fundamental nesta teoria.

No final do capitulo, na Segao 1.5, exporemos um pouco do béasico da teoria de geometria
algébrica e variedades algébricas. Além disso, apresentaremos uma técnica desenvolvida em [FOO05]
para mostrar que uma algebra filtrada é livre como um moédulo sobre uma subéalgebra comutativa.
Esta secdo sera mais importante Capitulo 3, porém também iremos utiliza-la para explicar alguns
exemplos no Capitulo 2.

Neste capitulo, suporemos que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Por
exemplo, o leitor pode supor k = C.

1.1 Algebras Filtradas, Algebras Graduadas e Algebras Comutati-
vas

Notacgao 1.1.1. Durante toda esta dissertacao, denotaremos por Z~.g o conjunto dos ntimeros intei-
ros estritamente positivos e por Z>g o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos. Similarmente,
definimos Z.¢ e Z<o.

Definigao 1.1.2. Seja U um espago vetorial sobre K. O par (U,-) é chamado de k-algebra, se
-: U x U — U é uma transformacéo bilinear e, para todo z,y,z € A e para todo A € K, temos que

Me+y)-z=MNx-2)+y-zex-(A\y+2)=ANz-y)+z-y.
Dizemos que a k-élgebra (A, -) é
(i) associativa, se para todo z,y,z € A, (x-y)-z=x-(y - 2);

5



6 CONCEITOS BASICOS E PRELIMINARES 1.1

(ii) com unidade, se existe 14 € K tal que 14 -z =x-14 = x para todo x € A.

Quando nao houver ambiguidade, vamos denotar por xy o produto x -y para qualquer x,y € A.
Quando nao houver duvidas de qual aplicacdo -, diremos apenas que A é uma k-algebra ou apenas
algebra.

Exemplo 1.1.3. Seja V um espago vetorial. Considere U = End(V') o espago dos endomorfismos
de V, entdao U é uma k-espaco vetorial. A composicdo de endomorfismos o é€ uma aplicagao bilinear
associativa e a aplicacao identidade I é tal que [ oT = T ol = T, para todo T € U. Logo,
(End(V'),o) é uma k-algebra.

Se V' & um Kk-espaco vetorial de dimensao finita e {e1,...,e,} é¢ uma base de V, entao existe um
isomorfismo linear entre o espago de endomorfismos de V', End(V'), e o espago vetorial das matrizes
n x n, M, (K). Este isomorfismo induz um produto bilinear em M,(K), que define uma estrutura
de k-algebra associativa com unidade em M, (k). Da teoria de algebra linear, sabemos que este
produto bilinear é exatamente o produto de matrizes.

Exemplo 1.1.4. Considere o espago vetorial dos polindmios em n variaveis K[z1,...,x,], entdo
o produto usual de polindmios define uma estrutura de K-algebra associativa com unidade em
Klz1,...,zp].

Note que se U é uma k-algebra, entdao U é um anel associativo com unidade. Como feito na
teoria de anéis, podemos definir ideais (& esquerda e a direita), subalgebras e homomorfismos de
algebras, com o tinico comentarios que estas definicoes devem ser compativeis com a estrutura de
espago vetorial. Isto é, ideais e subdlgebras serao subespacos vetoriais de U e homomorfismos de
algebras serao transformacoes lineares. Além disso, resultados basicos da teoria de anéis, como o
Teorema do Isomorfismo e o Teorema da Correspondéncia também valem para algebras associativas
com unidade.

Definigcao 1.1.5. Dizemos que uma algebra U associativa com unidade é uma dlgebra graduada,
se existir uma colegao de subespacos vetoriais {Up }nez.,, tal que Uy, - Uy, € Upgm €

U= éUn
n=0

Neste caso, dizemos que {U, | n € Z>¢} é uma graduagao de A. Além disso, os elementos de U,
sao chamados de homogéneos de grau n.

Observe que todo elemento a € U pode ser escrito de maneira tnica como soma a = Zn€Z>0 anp
de elementos homogéneos a,, € U,, entdo podemos definir a,, como a componente homogénea de
grau n do elemento a e o maior n tal que a, # 0 é chamado de grau de a.

Naturalmente, pode ser importante que homomorfismos entre dlgebras graduadas respeitem suas
respectivas graduagoes, por isso se faz necessério a proxima definigao.

Definigao 1.1.6. Sejam A e B duas dlgebras graduadas com graduacio {An}nez., € {Bn}nezso,
respectivamente. Um homomorfismo de dlgebras graduadas (ou homomorfismo graduado) ¢ : A —
B ¢ um homomorfismo de algebras tal que p(A,) C By, para todo n € Z>g.

Exemplo 1.1.7. A algebra K[z, ..., z,] de polindmios em n variaveis é uma algebra graduada com
a graduacao candnica

Klz1,...,2,] = @ Klz1,...,Z0]m

mGZZO

em que K[xy,..., 2], é 0 subespago gerado pela base formada por mondmios x‘lil . :Eg" de grau
m=dy+---+d,.
Evidentemente, K[z1, ..., z,] admite outras graduacdes. Por exemplo, denote por K[z, ..., z,]!

a algebra de polindmios em n varidveis com a graduagao K[xy,...,z,]L,, com base dada pelos
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monomios x‘fl:rgb ... xz" com m = dy +2ds+---+nd,. Neste caso, a identidade i : K[x1, ..., z,]! —
K[z1,...,2zn] ndo ¢ um homomorfismo de algebras graduadas, porém o homomorfismo injetor ¢ :
Klz1,...,2,)" = K[z1, ..., 2,] definido por @(z2d2 .. zdn) = z9122% | z7dn ¢ um homomorfismo

graduado.

Definigao 1.1.8. Seja U uma k-algebra associativa com unidade. Dizemos que U é filtrada, se
existir uma cadeia crescente de subespagos Fp = k C f} C F, C --- C F; C --- C U tal que
F =J2, Fi e F;F; C Fiyj. Neste caso, dizemos que F = {F} | i € Z>¢} é uma filtragao para U.

A definicdo acima é parecida com a definicao de algebra graduada e, de fato, toda algebra
graduada admite uma filtragdo. Se U é uma algebra graduada com graduacao {Un}nezzo, entao

n
F, = @ U, ne¢€ Zzo
=0

define uma filtragao em U. Neste sentido, a dlgebra filtrada é uma generalizagdo da nocao de élgebra
graduada.

Por outro lado, se U é uma algebra filtrada, também podemos associar a ela uma &lgebra
graduada. Seja U uma algebra filtrada com filtragao {Fy }nez.,. Seja F_; = {0} e o quociente de
espagos vetoriais dado por -

Uy = Fn/Fn-1,

com projegoes canonicas T, : Fy, = Uy, n € Z>¢. Defina o espago vetorial

gr(U)= P Un).

nEZZO

Para cada x € U,y e y € Uy, tome 2’ € Fy, e y' € Fy, tais que 2 = m,(2') e y = mp(y). Entdo,
podemos definir uma multiplica¢ao em gr(A) dada por

ry =z ey = Tnim(2'y').

Como a projecao canodnica estd bem definida e 2’y € F,i,,, temos que o produto estd bem
definido em gr(U). Note que {U,)}nezs, define uma graduagao em gr(U), portanto gr(U) ¢ uma
algebra graduada.

Definigao 1.1.9. A algebra gr(U) munida com o produto definido acima é chamada de dlgebra
graduada associada & filtragio de U ou quando a filtragdo estd fixada, chamaremos apenas de
graduacdo associada a U. Se a filtragdo {F},}nez., de U esta fixada, entdo denotaremos por
€ F,/F,_1 C gr(U) a imagem de v em gr(U), se u € F, \ F,_;. Além disso, se S C U,
denotaremos por S = {u | u € S}.

Observe que, se z,y,z € U, entdo Z(7 Z) = x(yz) = (zy)z = (Z 7)Z. Logo, se U ¢é associativa,
entdo gr(U) também é. Além disso, podemos fazer o mesmo processo para verificar que se U
satisfaz alguma identidade bilinear, como ter unidade, comutatividade ou a identidade de Jacobi,
entdo gr(U) também satisfaz.

Agora apresentaremos alguns resultados relacionados as algebras comutativas. Iremos utilizar
[AM69]| como referéncia. Para um livro com explicagoes mais detalhadas, veja [Eis95]. Para um
referéncia em portugués, veja [BT15].

Definigao 1.1.10. Seja A uma k-algebra. Dizemos que A é uma k-dlgebra afim, se A é uma
algebra comutativa, associativa com unidade finitamente gerada sobre K. Isto é, A é uma k-algebra
associativa, com unidade tal que

(i) (comutatividade) ab = ba, para todo a,b € A,
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(ii) (finitamente gerada) existem ay,...,a, tais que, para todo a € A, existe um polinémio
p € Klz1,...,xy,) tal que a = p(ay,...,an).

Como comentamos no caso de algebras associativas com unidade, temos que A é um anel
associativo comutativo com unidade. Da mesma forma, podemos definir ideais, subalgebras e
homomorfismos de dlgebras, com o Gnico comentério de que estas defini¢coes devem ser compativeis
com a estrutura de espaco vetorial. Isto é, ideais e subélgebras serdo subespagos vetoriais de A e
homomorfismos de algebras serao transformacdoes lineares. Além disso, resultados bésicos da teoria
de anéis, como o Teorema do Isomorfismo e o Teorema da Correspondéncia também valem para
algebras afins.

Exemplo 1.1.11. O anel de polinémios em n variaveis K[zq,...,z,] é uma algebra afim. Além
disso, todo quociente K[z1,...,x,]|/I por um ideal I é uma algebra afim.

Teorema 1.1.12 (Teorema dos zeros de Hilbert). Seja A uma dlgebra afim sobre o corpo algebri-
camente fechado K.

(i) Se A é um corpo, entao A possui dimensao finita.

(i) Se M C A € um ideal primo, entao 1M é mazimal se, e somente se, A/N possui dimensao
finita, quando visto como espago vetorial sobre K. Como K é algebricamente fechado e 11l € um
ideal primo, temos que A/1M possui dimensao finita se, e somente se, A/N possui dimensao
1.

Demonstragao. Veja Corollary 5.24 ou Proposition 7.9 de [AM69). O

Como A possui unidade, podemos ver k C A. Além disso, note que a imagem de K C A em A/M
é sobrejetora para qualquer ideal maximal 71. Assim, para todo a € A existe um tnico « € K tal
que a+ 1M = a+ 1. A transformagao linear a — « define um homomorfismo A — k de k-algebras,
chamado de aplicacao de avaliagao.

Teorema 1.1.13 (Teorema Chinés do Resto). Seja A uma dlgebra afim e Iy, ..., I ideais de A
tais que I; + I; = A para i # j, entao

(Z) Lhn---Nly=1...1,;

(i) A aplicagio

A _}A>< ><A
Il...Ik Il Ik

a+I1...Ik»—>(a—i—]l,...,a—i—fk)

€ um isomorfismo de dlgebras. Em particular, se My, ..., M sdo ideais maximais distintos

~ A ~ ln

de A} entao m = k .
Demonstragao. Veja Proposition 1.10 de [AM69]. O

Definigao 1.1.14. Seja A uma algebra afim e I um ideal A, defina radical de I como sendo
VI={aecI]|a"elparaalgumn e Zso}.
Dizemos que I é um ideal radical se I = V.
Todo ideal primo ¢ radical. Além disso, se a,b € VI e A € K, entéo
" /n
(Aa +b)" = ;0 (k> A"k Tk,

Logo, se tomarmos n suficientemente grande, teremos que Aa + b € I. Além disso, se z € A, entao
(xa)® = 2™a" € I se a™ € I. Assim, za € v/I também. Portanto, v/T é um ideal de A.
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Definigao 1.1.15. Seja A uma algebra afim. Dizemos que A é reduzida se A nao possui elementos
nilpotentes. Isto é, a™ # 0 para todo a € A ndo nulo e n € Z+.

Se A é uma algebra afim e I um ideal, entao I é radical se, e somente se, A/I é uma é&lgebra
afim reduzida.

Proposicao 1.1.16. Seja A uma dlgebra afim que possui dimensdo finita, entdo A possui uma
quantidade finita de ideais maximais e todo ideal primo de A € maximal. Além disso, o ideal

(chamado ideal de Jacobson)
i= (1 m

MeSpecm(A)

é nilpotente, onde Specm(A) denota o conjunto dos ideais mazimais de A.

Demonstracdo. Como A possui dimensao finita, temos que A possui uma quantidade finita de ideais.
Em particular, A possui uma quantidade finita de ideais maximais. Se I é um ideal primo de A,
entao A/I possui dimensao finita. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, I é maximal. Logo, todo ideal
primo de A é maximal. Se j ndo é nilpotente, entdo é possivel construir uma cadeia estritamente
decrescente infinita de ideais, o que nao é possivel, visto que A possui dimensao finita. ]

Corolario 1.1.17. Se A é uma dlgebra afim e I C A é um ideal radical tal que A/I possui dimensao
finita, entao A/I = K™.

Demonstrag¢ao. Como A/I possui dimensao finita, pela Proposigao 1.1.16, seu ideal de Jacobson j
é nilpotente. Porém, A/I é reduzida, pois I é radical. Assim, j = 0. Além disso, A/I possui uma
quantidade finita de ideais maximais, sejam eles 11, /1, ..., 1} /I. Pelo Teorema Chinés do Resto
(Teorema 1.1.13),

A/l A/l L A/l AJI

i D). D) gL T I

=A/My x - x A/, = K™

O

Definigao 1.1.18. Seja A uma élgebra afim. A dimensdo de Krull de A é o tamanho k& da maior
cadeia de ideais primos de A da forma

RSPSPS - CP

Se existem cadeias arbitrariamente longas de ideais primos em A, entao dizemos que a dimensao

de Krull de A é infinita.

Existem outras noc¢oes de dimensao de uma algebra, mas utilizaremos a dimensao de Krull, pois
esta é suficiente para nés. Um fato ndo tao trivial, porém esperado, é que a dimensao de Krull de
Klz1,...,zn] € n, veja Corollary 10.13 de [Eis95].

1.2 Algebras de Lie

Lembre que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Alguns resultados dados
nesta e proxima secoes valem mesmo quando K nao é algebricamente fechado ou nao tem caracteris-
tica 0, porém precisaremos de tal suposi¢dao futuramente e por isso suporemos isto desde ja. Todos
0s espacos vetoriais, transformagcoes lineares e outras estruturas algébricas terdo K como base. A
principal referéncia para esta se¢do ¢ [Hum?78|. Para uma referéncia em portugués, veja [SM10].

Definigao 1.2.1. Seja g um espago vetorial sobre k. Dizemos que g é uma algebra de Lie, se estiver
munido de uma operagao bilinear (chamado de comutador ou colchete de Lie)

L]:gxg—g
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satisfazendo as seguintes propriedades
(i) [z,2] =0,Vz € g,
(i) [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]] = 0, V9,2 € g.

A primeira condigao é chamada, em alguns casos, de alternatividade. Caso K tenha caracteristica
diferente de dois, a primeira propriedade acima ¢é equivalente a dizer que o produto é anti-simétrico,
ou seja, [x,y] = —[y, x|, Yo,y € g. Como estamos supondo que o corpo K tem caracteristica 0, as
propriedades sdo equivalentes. Além disso, a segunda condi¢ao é chamada de identidade de Jacobi
e podemos escrevé-la alternativamente na forma

[z, [y, 2]] = [z, 4], 2] + [y, [z, 2]].

Naturalmente, dizemos que um subespago a C g é uma subdlgebra de g, se a é fechado pelo colchete,
isto &, [x,y] € a, se x,y € a.

Exemplo 1.2.2. Para um espago vetorial qualquer g, podemos definir o comutador [z,y] = 0 para
todo x,y € g. Uma algebra de Lie tal que o comutador é zero para todo elemento nela é chamada
de dlgebra de Lie abeliana. Todo subespaco de uma algebra de Lie abeliana é uma &lgebra de Lie
abeliana. Além disso, todo subespago de dimensao 1 de uma élgebra de Lie qualquer é uma élgebra
de Lie abeliana.

Exemplo 1.2.3. Se U é uma algebra associativa, entdo podemos definir a algebra de Lie associada
a U, denotada por Lie(U), quando munido com o comutador

[z,y] =2y —yx Vo,y € U.

Exemplo 1.2.4. Seja V um espago vetorial, entdo o espago vetorial End(V') dos endomorfismos
de V é uma algebra associativa quando munido com a composi¢do de func¢ées. Denotaremos a
algebra de Lie End(V) munida com o comutador definido no exemplo anterior por gl(V'), isto é,
gl(V) = Lie(End(V')). Quando a dimensao de V for finita, podemos identificar gl(V') com o espago
das matrizes n x n, gl, (k).

gl,,(K) possui subalgebras muito importantes, aqui evidenciaremos apenas uma delas,

sl,(K) = {z € gl,,(K) : tr(z) = 0},
onde tr : gl,,(K) — gl,(K) ¢ a transformagao linear trago.

Notacao 1.2.5. Sejam V um espago vetorial sobre kK, A C ke B C V, entao denotaremos

l
spanAB: {ZaibilEZZO,al,...,alEA,bl,...,bl EB}.
i=1

Se g é uma algebra de Lie e a,b C g, entao definimos
[a, b] = span,{[a,b] : a € a,b € b}.

Claramente, temos que b é uma subalgebra de a se, e somente se, [b, b] C b. Além disso, chamamos
b de ideal de a se [a, b] C b. Nao ¢ dificil mostrar que se g ¢ uma algebra de Lie e a,b C g s@o ideais
de g, entdo a+ b, anb e [a, b] também sao ideais de g.

Exemplo 1.2.6. Se g ¢ uma algebra de Lie, entao o conjunto g’ = [g, g] € um ideal de g e é chamado
de algebra derivada de g. De fato, segue da definigao que [g, g] ¢ uma subéalgebra de g. Além disso,
como [g, [g, g]] C [g, g], temos que g’ também é um ideal.
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O centro Z(g) = {z € g : [z,g] = 0} também é um ideal de g. Dado um subconjunto X € g,
podemos definir o centralizador de X em g definido por

Cy(X)={recg:[z,X] =0}

O centralizador de um subconjunto qualquer de g ¢ uma subélgebra de g e, obviamente, Z(g) =
Cy(g). Por fim, o normalizador de uma subalgebra a C g, definido como Ny(a) = {z € g : [z,a] C
g}, € a maior subalgebra de g que contém a como ideal.

Definindo ‘ ‘ A
g(O) — g e g(Z) — [g(l_l)’g(z_l)} , para Z Z 2

temos uma sequéncia de ideais da algebra de Lie g, chamada de série derivada. Além disso, podemos
definir a série central descendente da algebra de Lie g como

g'=9, " =100
Como o comutador de ideais ¢ ideal, segue que g’ ¢ ideial de g para todo i > 1. Esta série ¢ chamada
de descendente, pois g'*! = [g, g'] C ¢°, logo

gog’ogdo...

E possivel mostrar que g* é gerada por todos os possiveis colchetes entre i elementos de g. Estas
séries nao foram criadas por um acaso, elas serao importantes na classificacao de algebras de Lie,
portanto definiremos outros dois tipos de algebras de Lie utilizando-as.

Defini¢do 1.2.7. Uma &lgebra de Lie g ¢ dita solivel se existe k tal que g% = {0}. Por outro
lado, dizemos que g é nilpotente se existe k tal que gF = {0}.

Temos que g é soltvel se, e somente se, g’ é nilpotente. Além disso, como g(i) C ¢', para todo
i > 1, temos que toda algebra nilpotente é solivel. Como g é o subespaco gerado por todos os
possiveis colchetes entre k elementos de g, temos que g é solivel se, e somente se, existe k tal que
[z1, [x2, [z3, ..., [Tk, Y]] ...] = 0, para todo z1,...,2E,y € g. Por fim, toda subalgebra de uma
algebra de Lie soluvel (nilpotente) é soluvel (nilpotente) e, se a, b C g s@o ideais soluveis da algebra
de Lie g, entdo a + b também é solavel. H4 um teorema classico da teoria de algebras de Lie que
utilizaremos durante este trabalho que garante a existéncia de um autovetor comum & todos os
elementos de uma élgebra de Lie solivel consistindo de endomorfismos de um espago vetorial finita.

Teorema 1.2.8 (Teorema de Lie). Seja V' um espago vetorial sobre K de dimensao finita e L
uma subdlgebra solivel de gl(V'). Se V' # 0, entao V contém um autovetor comum a todos os
endomorfismos em L.

Demonstragao. Veja Theorem 4.1 de [Hum78|. O

Suponha que a C g seja um ideal solivel da dlgebra de Lie g que nao esta contido em nenhum
outro ideal solavel. Se b C g é outro ideal soluvel de g, entao a + b também é soluvel e, pela
maximalidade de a, b C a. Sendo assim, toda &algebra de Lie possui um tnico ideal solivel que
nao esta contido em nenhum outro ideal solivel e este chamaremos de Rad(g), o radical de g.
Obviamente, g é soluvel se, e somente se, g = Rad(g). Quando g é uma algebra de Lie nao nula tal
que Rad(g) = 0, chamaremos g de semissimples.

Semelhante as outras estruturas algébricas, as élgebras de Lie possuem morfismos que as rela-
cionam.

Definigao 1.2.9. Sejam a, b 4lgebras de Lie. Uma transformacao linear ¢ : a — b é um homomor-
fismo de algebras de Lie se ¢([z,y]) = [¢(x), p(y)]. Se ¢ for inversivel, dizemos que ¢ é isomorfismo.
Dizemos que duas algebras de Lie g e §h sdo isomorfas, se existir um isomorfismo ¢ : g — b.
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Como em outras estruturas algébricas, a imagem de um homomorfismo ¢ : a — b de algebras
de Lie é uma subalgebra de b. Além disso, o niicleo de ¢ ker(yp) = {z € a: p(z) = 0} é um ideal
de a e ¢ ¢ injetora se, e somente se, ker(p) = {0}.

Exemplo 1.2.10. Seja g uma &lgebra de Lie. Para cada x € g, considere a transformagao linear
ady : g — g dada por ad,(y) = [z,y]. Utilizando a identidade de Jacobi, é possivel mostrar que

ad[x7y}(z) = (adyady — adyad,)(z) = [adg, ady](2) z,y,2 € g.

Isto é, ad : g — gl(g) é um morfismo de algebras de Lie, chamado de representagao adjunta, dado
por

ad: g — gl(g)
r+—ad,:g— ¢
y— [z,y]
Dado x € g, se para algum k € Z-g temos que (ad,)® = 0, entdo dizemos que x é nilpotente.
Se todos os elementos de g s@o nilpotentes, entdo g é chamada de localmente nilpotente. Se g é
nilpotente, entdo g ¢ localmente nilpotente. Pelo Teorema de Engel (veja [Hum78| Theorem 3.3),
se g é uma algebra de Lie de dimensao finita que é localmente nilpotente, entdo g é nilpotente.
Dizemos que = € g é um elemento semissimples de g, se ad, é diagonalizavel.

Utilizando a representagao adjunta, podemos definir uma forma bilinear simétrica k : g x g — K
que possui um papel importante na classificacao de algebras de Lie semissimples, dada por

k(x,y) = tr(adgady) =,y € g.
Esta é chamada de forma de Cartan-Killing e ela é associativa, no sentido de que

H([l‘,y], Z) = /i(.%, [y> Z])

Outra propriedade importante da forma de Cartan-Killing é que ela é invariante sobre autormor-
fismos de g, isto ¢, se ¢ € Aut(g), entao

Rz, y) = K(0(2), ¢(y))-

Como dito acima, a forma de Cartan-Killing possui uma papel importante na classificagao de
algebras de Lie semissimples. Porém, ela também fornece um critério interessante para determinar
se uma algebra de Lie é soluvel.

Teorema 1.2.11 (Critério de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita, entio g é
solivel se, e somente se, k(x,y) =0 para todo x € g e para todo y € ¢'.

Demonstragao. Veja Theorem 4.3 de [Hum78|. O

1.2.1 Extensoes Centrais de Algebras de Lie

Definigao 1.2.12. Sejam a, b e ¢ dlgebras de Lie. Dizemos que

0 a@bwc 0,

é uma sequéncia exata curta de dlgebras de Lie, se ¢ : a — b e 1 : b — ¢ sdo homomorfismos de
algebras de Lie tais que ¢ ¢ injetora, 1) é sobrejetora e ker(¢)) = im(y). Se existir tal sequéncia
exata curta de algebras de Lie, dizemos que b é uma extensdo de ¢ por a.

Dadas algebras de Lie g e ¢, dizemos que uma extensao

0 cwe¢g 0,
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é trivial se e = I @ ker(¢)), onde I é um ideal de ¢. Este tipo de extensao é sempre possivel fazer,
basta tomar ¢ como sendo a soma direta das algebras de Lie ¢ e g. O desafio esta em determinar
extensOes nao triviais de uma algebra de Lie, classificar tais extensdes ou provar que g pode ou
nao ser realizada como uma subdlgebra da extensao ¢. Para isto, primeiro definiremos o que é um
homomorfismo de extensoes de algebras de Lie.

Definigao 1.2.13. Sejam a e ¢ dlgebras de Lie. Considere b e b’ duas extensoes de ¢ por a. Dizemos
que b e b’ sao equivalentes se existir um isomorfismo de 4lgebras de Lie f : b — b’ tal que o diagrama

¢
|
¢

\
>

0 sy a4 —2 5 b i
lld lf
a p

©
b’ >

comuta.

A definigdo de extensoes equivalentes define uma relagao de equivaléncia entre as extensoes de
uma algebra de Lie g pela dlgebra de Lie ¢. Para classificar as extensoes de uma &lgebras de Lie
por outra, basta determinar as classes de equivaléncia de suas extensoes.

Dadas algebras de Lie g e ¢, uma pergunta que podemos fazer é se g pode ou nao ser realizada
como uma subélgebra de sua extensao ¢ por ¢. Isto pode ser formalizado da seguinte forma: dizemos
que a extensao de algebras de Lie

0 ¢ —" e g > 0

divide, se existe uma subalgebra s de ¢ tal que ¢ = s @ ker ¢. Neste caso, § ndo é necessariamente
um ideal de e e s = g.

Dizemos que a extensao ¢ de g é central, se ker(e)) estda contido no centro Z(e) de e, onde
Z(e) ={x € ¢ [x,¢] = 0}. Neste caso, como ¢ = im(p) = ker(1)), temos que ¢ ¢ abeliana. O estudo
das classes de equivaléncia das extensoes centrais de uma algebra de Lie esta ligado ao estudo do
grupo de cohomologia. Nao trataremos deste assunto aqui, porém o leitor pode encontrar mais
informagoes no capitulo VII do livro [HS97|. Dizemos que uma extensao central e de g é universal
se para toda extensao central

0 i / P O,

existem tnicos homomorfismos de élgebras de Lie @ : ¢ — ¢’ e ¥ : ¢ — ¢’ tais que o diagrama

0 ¢ —2 e v g
l@ v lld
0 v L g

> 0

\
>

~
es}

comuta.

Exemplo 1.2.14. Seja g uma algebra de Lie simples de dimensao finita, isto €, se g é nao abeliana
e possui exatamente dois ideais. E possivel mostrar que g possui apenas extensoes centrais triviais.
Veja Proposition 6.3 do Capitulo VII do livro [HS97].

A teoria de extensoes de algebras de Lie e comohomologia de algebras de Lie vai muito além do
que mostramos aqui e possui resultados famosos, como os lemas de Whitehead e o Teorema de Levi-
Malcev (veja Capitulo VII de [HS97]). Nesta subsegao, queriamos apenas mostrar a definigdo de
extensao central universal de uma algebra de Lie. Tocaremos neste assunto novamente no segundo
capitulo deste trabalho.
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1.2.2 Classificacdo das Algebras de Lie Semissimples
Lembre que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.

Definicao 1.2.15. Dizemos que uma algebra de Lie é simples se g nao é abeliana e se possuir
exatamente dois ideais distintos.

Temos que nao existe uma algebra de Lie simples de dimensao 1, a algebra derivada de uma
algebra de Lie simples é ela mesma e seu centro é igual a 0. Além de relacionar algebras de Lie
simples e semissimples, o seguinte teorema da um critério atil para dizer se uma &algebra de Lie é
semissimples.

Teorema 1.2.16. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Sao equivalentes:
(i) g € semissimples.
(i) A forma de Cartan-Killing é nao degenerada.

(iii) g se decompoe unicamente como soma direta finita de ideias simples. Isto €, existe k € Z~ e
unicos ideais g1, ..., gr de g tais que

g=01D D gk;

Demonstra¢ao. A prova da equivaléncia entre o primeiro e segundo item estd em Theorem 5.1
de [Hum?78|. O primeiro item implica o terceiro pelo Theorem 5.2 de [Hum78|. E o terceiro implica
o segundo, pois a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em cada um dos ideais g;, entao nao
serd degenerada em g = g1 D - - - D g O

A partir daqui, suporemos que g é uma algebra de Lie semissimples de dimenséao finita. Além
disso, lembre que g é uma algebra de Lie sobre o corpo K algebricamente fechado de caracteristica 0.
O objetivo é classificar todas as algebras de Lie semissimples de dimensao finita sobre k. A estratégia
se inicia com uma escolha de subdlgebra de Cartan, a qual torna possivel construir um sistema de
raizes. Podemos associar cada sistema de raizes a um Diagrama de Dynkin, os quais estao todos
determinados. Sendo assim, esperamos que os diagramas de Dynkin determinam as algebras de
Lie semissimples e vice-versa. Isto é verdade. Temos que é possivel mostrar que escolhas diferentes
da subalgebra de Cartan de uma &lgebra de Lie semissimples determinam o mesmo diagrama de
Dynkin. Isto é, podemos associar cada algebra de Lie semissimples a um tnico diagrama de Dynkin.
A volta também é verdadeira, cada diagrama de Dynkin pode ser associado a uma algebra de Lie
semissimples. Por fim, é possivel mostrar que duas algebras de Lie semissimples sao isomorfas se
e somente se possuem o mesmo diagrama de Dynkin. Além de definir o que s@o estes objetos,
apontaremos os principais resultados e os passos que levam a construgao do diagrama de Dynkin a
partir da algebra de Lie semissimples. Tudo isto pode ser visto com detalhes em [Hum78|. Caso o
leitor queira uma referéncia em portugués, o livro [SM10] pode ser utilizado.

Proposigao 1.2.17. Para cada x € g, existem unicos xn,xs € ¢ tais que x = x5 + Tpn, Ts € UM
elemento semissimples (ad, € diagonalizdvel), x, é um elemento nilpotente. Além disso, se V €
um espago vetorial de dimensao finita, para cada representacao p : g — gl(V'), temos que p(xs) €

diagonalizdvel, p(x,) € nilpotente e

p(a) = p(xs) + p(wn)-
Demonstragao. Veja [Hum78| Theorem e Corollary 6.4. O

Uma subélgebra de g tal que todos seus elementos sao semissimples é chamada de subdlgebra
toral. Uma subalgebra toral de g é chamada de subdlgebra mazimal toral, se nao existir outra
subalgebra toral de g contendo propriamente ela. Uma subalgebra de g nilpotente cujo normalizador
é ela mesma é chamada de subdlgebra de Cartan.
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Teorema 1.2.18. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita semissimples sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica 0. Seja a,b C g subdlgebras de g, entao

(i) Uma subdlgebra toral € abeliana.
(ii) Existem subdlgebras de Cartan de g.
(1ii) a € uma subdlgebra mazimal toral se, e somente se, a € uma subdlgebra de Cartan.

(iv) Se a e b sio subdlgebras de Cartan, entdo eviste o € Aut(g) tal que a = o~ bo. Isto é, todas
as subdlgebras de Cartan sio conjugadas entre si e, portanto, isomorfas.

Demonstragao. A prova para cada item deste teorema estd no [Hum?78|, porém estao dividas em
vérias partes. A prova do primeiro item esta na segdo 8.1. As provas do segundo item e terceiro
estdo na Se¢ao 15.3. Por fim, a prova do tltimo item esta na Secao 16.4. O

Seja h C g uma subdalgebra de Cartan. Sendo assim, pelo teorema acima, h é abeliana e,
portanto, {ad(z) € gl(g) : © € h} é uma familia de operadores simultaneamente diagonalizaveis,
pois sao diagonalizaveis e comutam entre si. Isto é, a algebra de Lie g se decompde como soma
direta de subespagos da forma

go = {z € 9g: [h,z] = a(h)z para todo x € b},

onde o € h*. Se a # 0 e go # 0, chamamos « de raiz. Os subespagos nao nulos g,, com « # 0, sdo
chamados de espacos de raizes. O conjunto

d={aeh*:a#0eg, #0}
¢é chamado de sistema de raizes.

Lema 1.2.19. Se h é uma subdlgebra de Cartan de g e o, f € b*, entio [ga, 98] C Gat+p- Além
disso, se o+ B #0, x € go €y € gg, entao k(x,y) =0.

Além disso, se a € ®, entdo a dimensao de go € 1. Temos ainda que se xo € go € nao nulo,
entao eziste Yo, € §—a € ha = [Ta,Ya] € b tal que 0 homomorfismo de dlgebras de Lie definido como

To > 01 — 00 e hg — L0 € um isomorfismo
«™ o oY1 o) T 0 -1 ‘

Demonstragao. Veja Proposition 8.1 e Proposition 8.4 de [Hum78| O

Proposigao 1.2.20. Seja h uma subdlgebra de Cartan de g, entdo b = go e a forma de Cartan-
Killing restrita a b € nao degenerada.

Demonstragao. Veja a segao 8.2 de [Hum78|. O

Pela Proposic¢ao 1.2.20, k é uma forma bilinear simétrica nao degenerada quando restrita a b.
Sendo assim, podemos identificar h e h*, utilizando que para cada « € h* existe um tnico t, € b
tal que a(h) = k(tq, h), para todo h € h. Temos ainda que k induz uma forma bilinear simétrica
nao degenerada em h* dada por

<a7/8> = H(toutﬁ) Oé,,B S b*
Para cada o € @, considere a transformacgao linear

(8.0)
()™

entdo o, ¢ um elemento de End(h) inversivel. Além disso, considere h(’s = spang®, entao h(*? é um
Q-espago vetorial.

Uoz(ﬂ)zﬁ_Q p e,
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Proposicao 1.2.21. Quando restrito a ba, (+,+) possui valores racionais e é uma forma bilinear
simétrica positiva definida para h(*? Além disso, dime)6 = dimghq = dimgh. Temos ainda que:

(i) ® € finito, gera bg e nao contém 0.

(i) Se o € ¥, entao os unicos miltiplos de o em ® sao a e —av.
(iii) Se o € ®, entdo o,(P) = P,

(iv) Se a, B € @, entao 2% eZ.

Demonstragao. Veja Theorem 8.5 de [Hum?78]|. O

Dizemos que A C ® é um sistema de raizes simples (ou base), se A é uma base do Q-espago
vetorial hq e, para cada f € ® com B = ) . Ga temos que {aq : @ € A} é um conjunto com
nimeros apenas nao positivos ou apenas nao negativos.

Teorema 1.2.22. Todo sistema de raizes possui um sistema de raizes simples.

Demonstrag¢ao. Na subse¢ao 10.1 de [Hum78|, além de ser provado que todo sistema de raizies
possui base, também é provado como todas as bases de ® sao obtidas. O

Fixe um sistema de raizes simples A de ®. Chamamos os elementos @ € A de raizes simples.
Além disso, dizemos que 5 € ® é positiva, se os coeficientes de S em relagdo a base A, sdo positivos.
Caso contrario, dizemos que é 3 é negativa. Denote por ¢4 o conjunto de todas as raizes positivas
em ¢ e ®_ o conjunto de todas as raizes negativas, entao ¢_ = —P .

Isto nos permite definir a decomposi¢ao triangular de g em relacdo a A dada por

g=9:©h@®g, ondeg, = P gaco = P va

a€<I>+ acd_
Fixe uma ordem das raizes simples {a1,...,a;} de ®. A matriz C' = (¢;;) dada por
Coi — <aj7 a1>
Y <Oé7;, az>

¢ chamada de matriz de Cartan e os coeficientes ¢;; sao chamados de inteiros de Cartan. A matriz
de Cartan determina o sistema de raizes ® completamente, via isomorfismo. Isso quer dizer que
podemos reconstruir ® utilizando a matriz de Cartan. Por outro lado, por causa das restricoes de
(-,-) em @, temos que as possibilidades para os inteiros de Cartan sao bem limitadas.

Lema 1.2.23. Seguindo a notacdao dada acima, temos que
(i) C € uma matriz positiva definida,
(ii) ci; = 2 para todo i,
(i7) c;j =0,-1,-2 ou —3,
() cji =—1, seciyj =—2oucy=—-3¢e
(v) ¢ij =0 se, e somente se, cj; = 0.

Demonstragiao. Como (-, -) define uma forma simétrica positiva definida em h*, temos que a matriz

((ai,aﬁ)é’j:l é positiva definida e (a;, ;) > 0, para todo ¢ = 1,...,l. Sendo assim, C' também
é positiva definida. A prova dos outros itens do lema pode ser encontrada na Subsec¢ao 6.5.1
de [SM10]. O

Nem toda matriz que satisfaz tais condigbes é uma matriz de Cartan de algum sistema simples
de raizes.
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Definigao 1.2.24. Seja {a1,...,q;} um sistema de raizes simples de ®. O diagrama de Dynkin
relacionado a tais raizes simples é um grafo com [ vértices, representando cada uma das raizes
simples, onde estes sao ligados ou nao por um, dois ou trés arestas seguindo as regras:

(i) Se cij = c¢j; = 0, entao nao existe ligagao entre os vértices o; e a;:

o [ ]
(673 (,VJ
(ii) Se ¢ij = ¢ji = —1, entdo os vértices a; e a; sdo ligados por uma aresta:
*—e
Qy aj
(ili) Se ¢j; = —2 ou ¢j; = —2, ent@o os vértices a; e a; sao ligados por duas arestas, que serao
orientadas da seguinte forma: caso ¢;; = —2,
e
(673 O{j
caso cj; = —2,
e
(&7} (Mj
(iv) Se ¢;j = —3 ou ¢j; = —3, entdo os vértices a; e o sao ligados por trés arestas e sdo orientadas

como no caso anterior.

Dado um diagrama de Dynkin, é possivel determinar os inteiros de Cartan. Dessa forma, como
comentado anteriormente, podemos reconstruir o sistema de raizes utilizando um diagrama de
Dynkin.

O sistema de raizes ® é chamado de irredutivel, se ndo pode ser particionado em uma unidao
de dois subconjuntos proprios ®; e ®o tais que para todo a € @1 e f € P9 temos que (a, ) = 0.
Por outro lado, um diagrama de Dynkin é dito conexo se é um grafo conexo, isto é, sempre é
possivel tracar um “caminho” entre dois vértices. Sistemas de raizes irredutiveis definem diagramas
de Dynkin conexos.

Teorema 1.2.25. Os diagramas de Dynkin coneros sao

Al7 l Z 17 ° *
aq [e%] Q-1 &%)
Bl, l Z 2, o —e —6—9
(€31 [e%] Q2 a1 o
Cl; l > 37 ¢ .
a1 a2 Q2 Q-1 ap
aj—1

Dlal247 oo —

(e31 Q2 Q-31—2

b—o—Ii—‘
Es

aq a2 ag [e%1 Qs

ar
E; ~—'—I—'—'—~

] (5] a3 (7} (6% Qg

[
Eg ~—'—I—'—'—'—~

a1 Qg a3 Qy Qap Qg (0%4

Fy o—e———0
(&5} (6] s Qg

GQ —
[05] a9

[e%)
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Demonstragao. A prova detalhada deste teorema é dada na Subssegao 11.4 de [Hum?78|. O

Concluimos esta se¢do com o seguinte teorema que conclui a classificagdo das algebras de Lie
semissimples. Nao daremos uma construcao explicita de cada &lgebra de Lie simples representada
no Teorema 1.2.25, porém essas construgoes podem ser encontradas na Se¢ao 12 de [Hum7§|.

Teorema 1.2.26. (i) Se Ay e Ag sao sistemas simples de raizes de uma subdlgebra de Cartan
de uma dalgebra de Lie semissimples, entao os diagramas de Dynkin associados a Ay e Agy sdo
os mesmos. Portanto, b determina um diagrama de Dynkin sem ambiguidade.

(i) Se b e b sao duas subdlgebras de Cartan de uma dlgebra de Lie semissimples, entdo os
diagramas de Dynkin associados a by e b’ coincidem.

(#ii) Duas dlgebras de Lie semissimples isomorfas possuem os mesmos diagramas de Dynkin.

(iv) Cada um dos diagramas no Teorema 1.2.25 é o diagrama de Dynkin de uma dlgebra de Lie
semissimples.

(v) Duas dlgebras de Lie semissimples com os mesmos diagramas de Dynkin sao isormorfas.

Demonstrag¢ao. O grupo de Weyl age transitivamente nas bases de um sistema de raizes (veja
Theorem 10.3 de [Hum?78|), entdo a matriz de Cartan ¢ independente da escolha da base de um
sistema de raizes e o item (i) esta provado. Como todas as subélgebras de Cartan sdo conjugadas por
autormorfismos de g (veja Corollary 16.4 de [Hum?78|), entao o item (ii) esta provado. A prova do
item (iv) esta na secao 12 de [Hum?78|. Para a prova de (v), veja Theorem 14.2 de [Hum?78]. Como
cada algebra de Lie semissimples determina um tnico diagrama de Dynkin, entao todo isomorfismo
entre duas algebras de Lie semissimples induz um isomorfismo entre os diagramas de Dynkin. Este
comentério e o item (v) implicam o item (iii). O

1.2.3 Conjuntos Parabdélicos nos Sistemas de Raizes

A definigao de sistema de raizes pode ser dada para um espago euclidiano. Seja E um espago
vetorial de dimensao finita sobre R que estd munido de uma aplicacao bilinear nao degenerada
simétrica positiva definida (,) : E x E — E. Para cada o € E, podemos definir o hiperplano gerado
por a por P, ={f8 € E | (o, B) = 0} e a reflexdo em relagdo a o por

(8.0)
()™

Definicao 1.2.27. Um subconjunto R C F é chamado de sistema de raizes, se

Ua(ﬂ):ﬁ—Q B eER.

(i) R é finito, gera E e nao contém 0.
(ii) Se o € R, entao os unicos multiplos de & em R sao a e —av.

(iii) Se & € R, entdo o4(R) = R,

iv) Se a, B € R, entao 980l 7.
(iv)

(@)

Exemplo 1.2.28. A definigao anterior é compativel com a definigdo de sistema de raizes dada na
se¢do anterior. Se g é uma algebra de Lie semissimples e h é uma subalgebra de Cartan, entéo
podemos definir ® como feito na secao anterior. Pela Proposigao 1.2.21, o espaco R ®q hé? é um
espago euclidiano e {1®q a | a € ® C ho} C R ®q by satisfaz todas as condigdes da Definigao
1.2.27. Na prética, ambas definigdes serdo livremente utilizadas neste texto. A teoria de sistemas de
raizes criada a partir da definicdo acima implica resultados importantes que podem ser aplicados na
teoria de algebras de Lie. J& vimos sua importancia na classificagao das algebras de Lie semissimples,
porém suas aplicacoes se estendem além disso.
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Os resultados classicos da teoria de sistemas de raizes podem ser encontrados no terceiro capitulo
de [Hum78|. Precisaremos de alguns deles que serdao importantes na prova de alguns resultados deste
trabalho. O primeiro resultado que precisaremos é o Lema 9.4 de [Hum?78]|.

Lema 1.2.29. Sejam «,p € ® tais que o ¢ KB. Se (a, ) > 0, entao o — 3 é uma raiz. Se
(o, B) <0, entao o+ B € uma raiz.

Como comentado apos o Lema 9.4 de [Hum78|, podemos considerar todas as raizes da forma
a+ i, onde i € Z. Sejam r,q os maiores inteiros positivos tais que 8 — ra e 8 4+ qa s@o raizes,
entao r —q = 2<<£f>> Esta formula também é conhecida como formula de Killing.

Similarmente ao feito na se¢ao anterior, dizemos que B C R é um sistema de raizes simples (ou
base), se B ¢ uma base do espaco vetorial E e, para cada 8 € R com 3 = ) paq0, temos que
{ao : @ € B} é um conjunto com nimeros inteiros apenas nao positivos ou apenas nao negativos.
Como comentado na se¢do anterior, é possivel provar que todo sistema de raizes em E possui uma
base, para mais informagoes veja a subsegao 10.1 de [Hum?78|. Se B é uma base do sistema de raizes

R, entao podemos definir o conjunto das raizes positivas de R em rela¢io a B por

R+(B):{5€R]5:Zaaaeaa>0paraalguma63}.
a€B

Similarmente, podemos definir o conjunto de raizes negativas de R em relagdo a B, denotado por
R_(B) e vale que R_(B) = Ry(B).

Considere o grupo GL(E) dos endomorfismos de E inversiveis, entao {o, | « € R} C GL(E). O
subgrupo W de GL(FE) gerado por {0, | « € R} é chamado de grupo de Weyl associado a R. Pelo
terceiro item da Proposicao 1.2.21, W permuta os elementos de R. O grupo de Weyl desempenha
um papel muito maior na teoria dos sistemas de raizes e na teoria de Lie, porém precisaremos de
apenas do seguinte resultado.

Teorema 1.2.30. Sejam R um sistema de raizes em E e B uma base de R. Se o € B, entdo o,
permuta as raizes positivas diferentes de «. Além disso,

1. o(B) é uma base de R para todo o € W.
2. Se B' é outra base de R, entao existe o € W tal que o(B) = B’.

Demonstragao. Veja as Subsegoes 10.2 e 10.3 de [Hum78|. O

As seguintes defini¢oes e resultados serao utilizados futuramente. Como nao sao resultados
candnicos da teoria de algebras de Lie semissimples e teoria dos sistemas de raizes, prové-los-emos.
Para uma teoria mais detalhada destes resultados, veja Chapitre VI de [Bou72].

Definigao 1.2.31. Seja R um sistema de raizes em E e seja T' C R. Denotaremos —7T = {—a« |
a € T}. Além disso, dizemos que

(i) T é chamado de fechado se para todo «, 8 € T tais que a + 3 € R, entao a+ 3 € T}
(ii) T é chamado de parabdlico, se T' é fechado e T'U (—T) = R;
(iii) T é chamado de simétrico, se T = —T.

Note que se T' C R é fechado, entdo —1 também é fechado. Além disso, se T, S C R séo
fechados, entdo T'N S é fechado. Similarmente, podemos definir o que é um subconjunto fechado,
parabdlico e simétrico de um sistema de raizes ® de uma algebra de Lie semissimples g.

Proposigao 1.2.32. Seja R um sistema de raizes em E. Se T C R € parabdlico, entdo existe uma
base B de R tal que B C T.
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Demonstragao. Suponha que T seja parabélico e seja B a base tal que R (B) N T tenha cardina-
lidade méaxima, onde R4 (B) denota as raizes positivas em relagdo a esta base. Se B C T, entao
R (B) C T, pois T é fechado. Suponha que B\ T # () e considere a € B tal que « ¢ T. Como
T U -T = R, segue que —a € T. Logo, B' = 0,(B) é uma base de R. Como o, permuta as
raizes positivas R4 (B) que nio sao « e o,(a) = —a, segue que —a € R4 (B’), onde R4 (B’) denota
as rafzes positivas em relagdo a base B’. Sendo assim, a cardinalidade de R (B’) N'T & maior
estritamente que a cardinalidade de Ry(B) NT. Contradigdo com o fato de que Ry (B) N T tinha
cardinalidade maxima. O

Aplicando tal resultado na teoria de algebras de Lie temos:

Corolario 1.2.33. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples com subdlgebra de Cartan b e sistema
de raizes ®. Seja P C @ e defina
p=hHo Z Ja-

acP

Se P € parabdlico, entdao p € uma subdlgebra de Lie de g e existe uma escolha de raizes positivas em
&, tal que a subdlgebra de Borel by =bH & @a€¢+ ga C P.

Proposicao 1.2.34. Sejam R um sistema de raizes em E e T C R. Se T € fechado e simétrico,
entao T € um sistema de raizes para o espaco vetorial gerado por T.

Demonstracao. T é finito, gerador do espaco gerado por ele mesmo e nao contém 0. Se o € T,
entao —a € T, pois T'= —T. Como T C R e R é um sistema de raizes, entao os tnicos multiplos
de o« € T em T sao a e —a. Note que 9ib) Z, para todo «, 8 € T, pois T' C R. Basta mostrar

(a,a)
que B—Zgg’zi € T para cada «, 8 € T. Suponha a, 3 € T tal que 5 # a e 8 # —a. Como o, 3 € R,
existem inteiros nao negativos r e ¢ tais que

B_raa"'aﬁ_aaﬁvﬁ—i_aa"'vﬁ—i_qa

sao rafzes em R. Utilizando um argumento indutivo e a hipdtese de que T é simétrico e fechado, é
facil ver que cada uma destes elementos de R sao elementos de T'. Logo, T é um sistema de raizes
para o espaco vetorial gerado por ele. O

Corolario 1.2.35. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples com subdlgebra de Cartan § e sis-
tema de raizes ®. Se T C ® € fechado e simétrico, entdo a subdlgebra de Lie | de g gerada por
{Za, Yo, [TasYa| | @« € T} (veja Lema 1.2.19) é uma dlgebra de Lie semissimples com subdlgebra de
Cartan h NI = spang{[za, Yo | @ € T'} e sistema de raizes T

1.3 Representacoes de Algebras de Lie

A teoria das representacoes é o estudo de estruturas algébricas a partir de uma relacdo criada
com as transformacoes lineares de espagos vetoriais. No caso de algebras de Lie, isto nada mais é
do que considerar homomorfismos de algebras de Lie da forma g — gl(V'), onde g é uma algebra
de Lie qualquer e V' é um espago vetorial. Quando V' possui dimenséo finita n, ja vimos que gl(V)
pode ser visto como o espago das matrizes com coeficientes em K, denotado por gl,, (k).

Definigao 1.3.1. Seja g uma algebra de Lie sobre k e V' uma k-espago vetorial. Uma representacao
de g em V' é um homomorfismos de algebras de Lie p : g — gl(V). Isto é, p é uma transformagao
linear e, para todo v € V, z,y € g, temos que

p([z,y))v = p(z)p(y)v — p(y)p(z)v

A dimensao de V pode ser qualquer, inclusive infinita. A dimensdo da representacdo p é, por
definicdo, a dimensdo de V. Ja vimos um exemplo importante de uma representacao que é a
representacgao adjunta ad : g — gl(g) (veja Exemplo 1.2.10). O estudo das representagoes de g esta
intimamente ligado ao estudo de g-médulos.
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Definigao 1.3.2. Seja g uma &lgebra de Lie e V um k-espaco vetorial. Uma ag¢do de g em V &
uma aplicagao bilinear

gxV —V

(z,v) — z-v=1av

satisfazendo
[,y v=2-(y-v)—y-(x-v) paracadazxz,yc€g, veV.

Se existe um agao de g em V', dizemos que V é um g-moddulo.

Toda agao de g em V define uma representagao p : g — V, dada por p(z)v := x - v. Por outro
lado, toda representagao p : g — V define uma agao de g em V dada por

gxV —V

(x,v) —> z-v:= p(x)v

Desta forma, as duas estruturas sao essencialmente iguais.

Um subespaco W C V' é um submddulo de V', se W é um g-médulo. Todo g-médulo V' possui os
submodulos triviais V' e {0}. Um g-modulo é dito simples (ou irredutivel), se possuir exatamente
dois submoédulos, os triviais. Neste sentido, ndao consideraremos o g-médulo nulo como irredutivel.
O termo irredutivel é mais usado no estudo de representacoes e o termo simples é mais usado no
estudo de modulos. Dizemos que V' é redutivel, se nao for irredutivel.

Exemplo 1.3.3. Lembre que k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Se g é uma
algebra de Lie soluvel ou abeliana, entao qualquer representacao irredutivel de dimenséao finita possui
dimensao 1. Para provar isto, utilizaremos o Teorema de Lie (Teorema 1.2.8). Se p : g — gl(V)
¢ uma representagao da algebra soluvel g, entdo p(g) ¢ uma subalgebra soluvel de gl(V). Pelo
Teorema de Lie, existe um vetor v € V' que é autovetor para todo elemento de p(g). Isto &, kv é
um submodulo de V. Logo, se V' é simples, V = Kkv.

Definigao 1.3.4. Sejam V; e V5 g-moédulos, diremos que uma transformagao linear ¢ : Vi — V5 é
um homomorfismo de g-maodulos de Vi em Va se
¢(zv) =x9p(v) x€g, veV.
O conjunto de todos os homomorfismos de Vi em V5 sera denotado por
Homg (V7, Va).
O seguinte lema, conhecido como Lema de Schur, é extremamente 1til e possui diversas gene-
ralizacoes.

Lema 1.3.5 (Lema de Schur). Lembre que K € algebricamente fechado. Seja g uma dlgebra de Lie
e sejam V1 e Vo duas representacoes irredutiveis de g.

(i) Se ¢ : Vi — Vo € um homomorfismo de g-mddulos, entao ¢ é o homomorfismo nulo ou é um
isomorfismo.

(i) Se Vi possui dimensao finita e ¢ : Vi — Vi € um homomorfismo de g-mddulos, entao ¢ é um
maltiplo da identidade.

(11i) Suponha que K seja nao enumerdvel ou g possua dimensao finita. Suponha que Vi possua
dimensao enumerdvel e ¢ : Vi — Vi é um homomorfismo de g-mddulos, entdo ¢ é um maltiplo
da identidade. Ou seja, Homg(V,V) = k.

Demonstragao. (i) O nucleo de ¢ é um submodulo de Vi. Como V; é simples, temos que ¢ é
injetora ou ¢ é nula. Por outro lado, a imagem de ¢ é um submoddulo de V5. Se ¢ ¢ injetora,
como V5 é simples, temos que ¢ é sobrejetora. Segue que ¢ é isomorfismo.
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(ii) Como Kk é algebricamente fechado, existe A € k e v € V; tal que ¢(v) = Av. Note que
Ald 0 Vi — V3 é um homomorfismo de g-mo6dulos. Logo, o nicleo do homomorfismo de g-
modulos ¢ — Ald é ndo nulo. Como V; é simples, temos que o nicleo de ¢ — Ald é igual a V.
Portanto, ¢ = Al.

(iii) Provaremos este item supondo que K nao é enumeravel, mas este item vale se supormos
que g possua dimensao finita e K é enumerével, veja [Qui69]. Como a composi¢ao e soma de
elementos de D = Homg(V1, V1) sao elementos de D, temos que D é uma k-algebra associativa
onde a aplicacao identidade Id é a unidade. Pelo primeiro item, todo elemento nao nulo de
D é inversivel. Ou seja, D é um anel com divisdao. Além disso, também pelo primeiro item,
se 0 #£ve Ve €D, entao ¥(v) =0 se, e somente se, 1 = 0. Logo, a transformagao linear

D—)Vl
¥ = 1h(v)

é injetora, implicando que D possui dimensao enumerével. Seja ¢ € D tal que ¢ nao é miltiplo
da identidade, ou seja, ¢ — cId # 0 para todo ¢ € K. Como D um anel com divisdao e ¢ nao é
nulo, segue que ¢ — cId # 0 ¢ inversivel para todo ¢ € k. Para todo f(z) = Y"1 a;z’ € K[z],
defina f(¢) = Y. ;a;¢' € D. Como k ¢ algebricamente fechado e ¢ — cId ¢ inversivel para
todo ¢ € k, temos que 0 # f(¢) € D é inversivel para todo f € K[z] ndo nulo. Sendo assim,
(9(¢))"1f(¢) = 0 para algum g € K[z] ndo nulo se, e somente se, f(¢) = 0 se, e somente se,
f=0. Logo,
K(6) = {(9(6) " £(9) | fg € Klal, g#0}CD

possui dimensao nao enumeravel, ja que {(qﬁ —a)tac k} ¢ um subconjunto linearmente
independente ndo enumeravel, pois kK é ndo enumeravel. O que é uma contradigdo, ja que D
possui dimensao enumeravel. Logo, ¢ é um multiplo da identidade para todo ¢ € D.

O

Observagao 1.3.6. Na versao apresentada, o terceiro item do Lema 1.3.5 é dado a Dixmier.

Seja p; : g — gl(V;), i € I, uma familia de representagoes de g. Podemos definir naturalmente
uma representagao de g em @,.; Vi dada por

T - (Z vi) => pilz)vi.

il iel

Esta representacdo ¢ chamada de soma direta das representacoes p;, i € I e denotada por @, pi.

Um moédulo é dito completamente redutivel se é soma direta de representagoes irredutiveis.
Equivalentemente, uma representagao é completamente redutivel, se todo g-submédulo W de V
admite um g-submodulo complementar W, isto ¢, V.= W @& W’. Nem todo g-modulo redutivel
é completamente redutivel. Utilizando a representagao adjunta, temos que g é um g-moédulo. Os
g-submodulos de g sao os ideais, portanto toda algebra de Lie simples é irredutivel como g-mddulo
e toda algebra semissimples é completamente irredutivel como g-moédulo.

Também podemos definir uma representacao no produto tensorial finito de representacoes de
g. Sejam p; : g — gl(V;), i = 1,...,k, representagoes de g e denote V. =V} ® --- ® V.. Seja
p:g— gl(V) a tnica transformacao linear satisfazendo

k
p(g;)(vl®®Uk):ZU1®®pZ(x)UZ®®vk7
=1

paracadax € g, v; € V;, i = 1,..., k. A transformagao linear p é uma representagdo de g em V e
é chamada de produto tensorial das representacoes p1, ..., pr, denotada por p =p; ® -+ - ® pp.
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Observagao 1.3.7. Sejam g1 e go algebras de Lie. Sejam V; e V5 modulos sobre g1 e go, respecti-
vamente, entao V3 ® Vo é um modulo sobre a soma direta de algebras de Lie g1 & go, onde a agao é
induzida por

(x1 + 22)(v1 ®v2) = (T1v1) ® V2 + 21 @ (X2v2), 1 € g1, T2 € go,v1 D V2 € V1 @ Va.
Basta ver que se v;1 Q v9 € V1 ® Vo, 1,41 € g1 € x2,Yy2 € go, entao

((z1 4+ 22)(y1 + y2) — (y1 + y2)(x1 + 22)) (1 ® v2)
=x1Y1v1 @ v2 + Y101 ® T2v2 + X101 Q Yav2 + V1 @ TaYy2v2

— Y121v1 @ V2 + 2101 & Yav2 + Y1v1 Q@ T2U2 + V1 @ YaTov2
=(T1y1v1 — Y17101) @ V2 + V1 @ (T2y2 — Y272)V2
=([z1, y1]v1) ® v2 + v1 @ ([2, Y2]v2)
=[z1 + 22,y1 + 12]

1.3.1 Algebra Universal Envolvente

Definigao 1.3.8. Seja g uma algebra de Lie. Uma dlgebra envolvente de g é um par (U, ), onde
U é uma algebra associativa com unidade e ¢ : g — Lie(U) é um homomorfismo de algebras de
Lie, onde Lie(U) denota a estrutura de algebra de Lie definida em U por [a, b] = ab — ba.

Exemplo 1.3.9. Se p : g — gl(V) é uma representagao de g, entdo (End(V),p) é uma algebra
envolvente de g.

Definigao 1.3.10. Uma dlgebra envolvente universal de g é uma &lgebra envolvente (U(g), 7) tal
que para toda élgebra envolvente de g (U, ¢) existe um tinico homomorfismo de algebras associativas
com unidade ¢ : U(g) — U que faz o seguinte diagrama de homomorfismos de algebras de Lie
comutar

g ——— Lie(U)

| A

Lie(U(g))

Proposigao 1.3.11. Se g possui uma dlgebra envolvente universal, entao essa € unica a menos de
isomorfismo.

Demonstragao. Suponha que hajam duas algebras envolventes universais, (U(g), ) e (U(g)’, 7).
Entao existem ¢ : U(g) — U(g) e ¢ : U(g)’ — U(g) tnicos tais que o seguinte diagrama comuta:

Dai po¢' : U(g) = U(g) e ¢ o ¢ : U(g) — U(g) sao homomorfismos de algebras associativas
com unidade, mas o seguinte diagrama comuta

g ——— U(g)

™

Ulg)

\
©
[¢]
<

/

Como U(g) é um &algebra universal envolvente, pela unicidade de ¢ o ¢, temos que ¢ o ¢/ = 1.
Pelo mesmo argumento, podemos provar que ¢’ o ¢ = 1. Portanto, U(g) e U(g)’ sao algebras
isomorfas. O
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Seja V um espago vetorial sobre K. Defina

(V) =k
V)=V
T?*V)=VeV

T"(V)=V®- - @V (m vezes)
Sendo assim, podemos definir a dlgebra tensorial de V' como sendo
TV) =D T'(V),
iEZZQ
onde a multiplicacdo é definida por concatenacao, isto é,
(Z1® - Rz)(YN® Q) =21Q - QT; QY1 ® ...Yj.

Desta forma, 7 (V) é uma algebra associativa com unidade 1 € k = 7°.
Se a dimensao de V for n, entdo a algebra tensorial 7 (V') é a algebra universal associativa em
n geradores. A proposicao a seguir diz isso em outras palavras.

Proposigao 1.3.12. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e U uma dlgebra associativa com
unidade. Para toda transformacdo linear ¢ : V. — U, existe um unico homomorfismo de dlgebras
©:T(V)—= U tal que ¢ (17’(V)) = 1y e torna comutativo o diagrama

L)U
e

T(V)

v

onde 1 :V — T(V) € ainclusdo de V em T(V) que leva V em TH(V).

Demonstragao. Primeiramente, note que ¢(x @ y) = p(z - y) = ¢(x)p(y). Como p(v) = ¢(v) para
todo v € V e ¢ é linear, entao a unicidade de ¢ segue do fato dele estar completamente definido
por seu valor em T1(V).
Dado ¢: V — U, defina ¢ : T(V) = U paracada 21 ® - @x; € T'(V), 11 @ - - - ®@y; € TI(V),
A € K, como
Plr1® - @) = ¢(x1) ... p(3)

Y1 ® QT+ Q- QY) =0(1Q - @) +d(11 @ - ®Yj)

p(A) = A
Sendo assim, utilizando a multilinearidade do produto tensorial e que ¢ € linear, temos que ¢ é um
homomorfismo de algebras. O
Portanto, se V tem dimensdo finita igual a n e {e,...,e,} é base de V, entdo T*(V) tem

dimensao k™ e
{ei, ® - ®e ti1,...,0p € {1,...,n}}

¢ uma base de T%(V). Sendo assim, 7 (V) & isomorfo a algebra de polinémios nio comutativa nas
variaveis i,...,Tp.

Proposigao 1.3.13. Toda dlgebra de Lie g possui uma dlgebra envolvente universal.
Demonstragio. Seja T (g) a algebra tensorial de g, ¢ : g — 7 (g) a inclusao de g em T (g) e I o ideal

bilateral de T (g) gerado por todos os elementos da forma

TRyYy-—yQr—|r,yl x,ycg.
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Seja U(g) := T (g)/I e a inclusao de g em U(g) dada por

79— Lie(U(g))
xr—ax+1

que é linear. Para todo x,y € g, temos que
m([z,y]) =[xyl + =20y —yz+1,

entao m é um homomorfismo de algebras de Lie.

Seja A uma &lgebra associativa com unidade e ¢ : g — Lie(A) um homomorfismo de élgebras
de Lie. Pela propriedade universal de T (g), existe um homomorfismo de algebras associativas com
unidade ¢ : T(g) — A tal que ¢ o1 = . Para todo z,y € g, temos que

PRy -y —[2,y]) = o)) — d(y)o(r) — ¢([z,y])
= p(@)p(y) — p(y)p(z) — ¢([z,y]) =0,

pois ¢ é um homomorfismo de algebras de Lie. Logo, I C ker ¢ e, portanto, existe um homomorfismo
de algebras associativas com unidade ® : U(g) — A tal que ®on(z) = ®(x + I) = ¢(x), para todo
z € g. Sendo assim, (U(g), ) ¢ uma algebra envolvente de g.

Seja @ : U(g) — A outro homomorfismo de algebras associativas com unidade tal que ®'or(z) =
&' (z + I) = p(x), para todo = € g. Entao, para todo z1,--- ,2; € g

(1@ - Qap+ 1)=& (w1 + 1) (xp + 1)
= o(z1) -+ p(p)
=01+ 1) P(ay + 1)
=P, ® - Qxp+ ).

Sendo assim, ® = ®’. Logo, (U(g), ) é uma algebra envolvente universal de g. O

Vendo a demonstracao da Proposigao 1.3.13, nao é dificil chegar a conclusao de que U(g) é
gerada por monomios da forma z;, ...z, = z;, @ -+ ® x;,, onde {z; : i € J} ¢ uma base de g e
i1,...,% € J. Supondo J ordenado, podemos até utilizar as relagoes do comutador na base para ver
que U(g) € gerada por z;, ® --- @ m;,, i1 < -+ < ig. O teorema a seguir afirma que tais monomios,
na verdade, formam uma base de U(g).

Teorema 1.3.14 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja g uma dlgebra de Lie e {x; : i € J} uma base de
g, onde J € um conjunto de indices ordenado. Seja 7 : T(g) — U(g) a projecao candnica, entao
T|g € injetora e

{71'(:611)7['(1’%) Ty, € Sl < - < Zk}

é uma base de U(g)

Demonstragao. Veja a Segao 17.3 de [Hum?78|. O

O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) possui consequéncias interessantes.

Corolario 1.3.15. Seja {z; : i € J} C g um conjunto linearmente independente em g, entao
{m(x;) : i € J} € um conjunto linearmente independente de U(g).

A partir de agora, vamos escrever z;, ...x;, no lugar de m(x;,)...m(x;,).

Precisaremos de uma outra versao do Teorema PBW neste trabalho. Para cada espaco vetorial
V, defina a dlgebra simétrica S(V) = T(V)/P, onde P é o ideal de T (V) gerado por todos os
elementos da forma x @y —y @z, x,y € V.
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Para isso, note que U(g) herda uma filtragdo de T (g), dada por Uy, = w(T)(g)), onde T,,(g) =
T%g) @ T (g) @ ---®T™(g)), e podemos assim tomar a algebra graduada associada

Ul(g) = er(U(9)) = P Um/Unm-1,
=0

onde U_; = {0}. Podemos definir uma transformacao linear o, : T),(9) — Upn/Un—1 dada
por op(w) = m(w) + Up—1. A partir de 0;, i € Z>¢, definimos um homomorfismo de algebras
o:T(g) = U(g), com o(1) =1 e o|,, = 04,. Para todo z,y € g, note que

oclz@y—yRz)=0ry—yezr)=rry—yz)+U =r(z,y]) +U; =0.

Logo, o ideal de T (g) gerado por todos os elementos * ® y — y ® z esta contido no nicleo de o e,
portanto, o induz um homomorfismo de algebras 7 : S(g) — U(g).
Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, temos imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 1.3.16. O homomorfismo de dlgebras T : S(g) — U(g) construido acima é um isomor-
fismo de dlgebras de Lie.

Suponha que g possua dimensao finita. A acao adjunta

l

x'xl...xlzg xy e xyag]xy, w1 €4
=1

torna S(g) um g-m6dulo. Da mesma forma, podemos considerar U(g) e U(g) como sendo g-médulos.
O homomorfismo de algebras 7 construido acima é obviamente um isomorfismo de g-médulos entre
S(g) e U(g).

Um elemento u € U(g) ¢é dito elemento simétrico de grau m, se existe f € T™(g) tal que
w(f) = u. Seja U™ C U(g) o conjuntos dos elementos simétricos de grau m em U(g), entao
Un = Upn—1 @ U™ e existe um isomorfismo linear entre Uy, e T™(g). Além disso, pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, U(g) = €,,_, U™ como espago vetorial.

Seja S™(g) ={x1® - @z + P | x1,...,2m € g}, entdo, por construcao, o 6bvio diagrama de
transformagoes lineares bijetoras comuta (veja Lemme 2.4.2 de [Dix96|)

" (g) — U™

! |

S™(g) —— Un/Um—1

Em particular, para cada m > 0, o diagrama acima induz uma transformagado linear bijetora
wm : S™(g) — U™. A soma direta de tais transformagdes lineares induz uma transformacao
linear bijetora w : S(g) — U(g). A transformagao linear w é chamada de aplicagio simétrica e,
explicitamente,

1
w(wy---x1) = il Z Tp(1) """ Tp(l)»
" peG,

para todo x1,...,x; € g, onde o produto no argumento de 7 ¢ feito em S(g) e o produto da somatoria
no lado direito da equagao ¢ feito em U(g).
Uma derivacdo D de uma algebra de Lie é uma transformacao linear D : g — g tal que

D([z,y]) = [D(z),y] + [x, D(y)], para todo z,y € g.

Além disso, se U é uma &lgebra associativa com unidade, uma derivagdo D : U — U é uma
transformagao linear tal que

D(xzy) = D(z)y + xD(y), para todo z,y € U.
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Toda derivagdo D : g — g estende unicamente para uma derivagdo D' : U(g) — U(g) e uma
derivagao D" : S(g) — S(g). Além disso, D' o7 =70 D" e, se existe z € g tal que D = ad,, temos
que D'(u) = zu — ux, para todo u € U(g) (veja Proposition 2.4.9 de [Dix96]).

Proposicao 1.3.17. O isomorfismo de espagos vetoriais w : S(g) — U(g) construido acima € um
isomorfismo de g-maodulos.

Demonstragao. Veja [Dix96, Proposition 2.4.10]. O

Podemos definir I(g) C S(g) como sendo o conjunto dos elementos g-invariantes, isto é,
I(g) ={f € S(a) |2z f=0para todo = € g}.

Pela linearidade da representacdo, I(g) é claramente um subespago vetorial de S(g), mas como
x-fg=(x-f)g+ f(x-f), paratodo z € ge f,g € S(g), temos que I(g) é uma subélgebra de S(g).

Corolario 1.3.18 ( [Dix96, Corollaire 2.4.11]). Seja Z(g) C U(g) o centro da dlgebra U(g), entao
w(I(g)) = Z(9)-

Demonstragio. Para cada x € g, considere D, = ad,. Seguindo a notagao acima, D!, o7 = 70 D/,
para todo x € g. Como 7 é isomorfismo, 7o D”(f) = 0 para todo x € g se, e somente se, f € I(g).
Por outro lado, D!, o 7(f) = 0 para todo = € g se, e somente se, 7(f) € Z(g). Logo, f € I(g) se, e
somente se, 7(f) € Z(g). O

Corolario 1.3.19. Sejam gy, ...,9; dlgebras de Lie e g = @le gr como dlgebra de Lie, entdo

k

Ulg) = Q) U(gr).

=1

Demonstragao. Vamos provar para o caso k = 2, para k > 2 a prova é similar. Sejam (U(g), )
a algebra envolvente universal de g, (U(g1),71) a algebra envolvente universal de g; e (U(gz2),m2)
a algebra envolvente universal de go. Além disso, sejam P; : g — g e P> : go — g as projegoes
candnicas de g1 e go em g, respectivamente. Isto é, Pi(z1) = (21,0) e Pa(z2) = (0,z2), para todo
T1 €01 ex2 € P

Temos que mo Py : g1 — U(g) e mo Py : g2 — U(g) sdo homomorfismos de algebras de Lie
e, pela propriedade universal de U(g), existem homomorfismos de algebras ¢1 : U(g1) — U(g) e
@2 : U(ge) — U(g) tais que ¢p1omy = mo P e ¢y 0my = mo Py. Pelo Corolario 1.3.15, temos que
mo P e mo P, s@o injetores e, portanto, ¢1 e ¢o também sdo. O comutador [z1, z2] = 0 para todo
x1 € g1 € T2 € go, logo ¢1(x) e ¢2(x) comuta para todo = € g. Sendo assim, a aplicacao

®:U(g1) ®U(g2) = Ulg)
T1 ® 3 — ¢1(21)P2(22)

¢ um homomorfismo de algebras injetor.
Para mostrar que ® ¢é isomorfismo, considere f : g — U(g1) ® U(g2) dada por

fx1,22) = mi(21) ® 1+ 1 ® mao(x2).

Pela propriedade universal, temos que existe um homomorfismo de algebras F' : U(g) — U(g1) ®
U(g2) tal que Flom = f. Note que ®(o1(z1) ® 1 + 1 ® 02(x2)) = x1 + 22 €, portanto, Po Form =
® o f = 7, implicando que ® o F' é a identidade de U(g). Por outro lado, Fo®o f = Form = f,
implicando que F o @ é a identidade de U(g1) ® U(ga). O

Observagao 1.3.20. Pela propriedade universal de U(g), toda representagao p : g — gl(V') admite
um tnico homomorfismo de algebras p : U(g) — gl(V') tal que pom = p. Portanto, V' é um U(g)-
modulo. Por outro lado, se V' é espago vetorial que é um U(g)-mo6dulo, entdo podemos definir uma
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representagao p : g — gl(V') dada por p(x)v = 7(z) - v. Sendo assim, existe uma relagdo biunivoca
entre as representagoes de g e os modulos sobre U(g). Portanto, a partir de agora, raramente
diferenciaremos os dois objetos.

Proposicao 1.3.21 (Teorema da Densidade de Jacobson). Seja g uma dlgebra de Lie e V. um
g-mddulo simples de dimensao enumerdvel. Suponha que g possua dimensao finita ou K nao seja
um congunto enumerdvel ou V' tem dimensao finita. Seja {vi,...,v;} CV um conjunto linearmente
independente, entao existe u € U(g) tal que

uv; = 0v1 - para todo i =1,...,1.

Demonstragao. O Teorema da Densidade de Jacobson (veja Theorem 14.15 de [Isa09], originalmente
publicado em [Jac45]) diz que se R é um anel associativo com unidade, M é um R-moédulo simples,
D = Endgr(M), entdo, para todo z1,...,xx € M elementos D-linearmente independente e ¢ €
Endp(M), temos que existe r € R tal que r - x; = ¢(x;), parai =1,...,r.

Suponha R = U(g) e M = V. Seja {v1,...,v;} C V um conjunto linearmente independente.
Pelo Lema de Schur (Lema 1.3.5), D = Endg(V) = K. Seja

(NS EndD(V) = EndEndg(V) (V) = Endk(V)

tal que ¢(v;) = 0;1v;, @ = 1,...,7. Pelo Teorema da Densidade de Jacobson, existe u € U(g) tal
que uv; = p(v;) = d;10;. d

A hipotese que g possua dimensdo finita ou K nao seja um conjunto enumeravel é necessaria
para que possamos usar o segundo e terceiro item do Lema 1.3.5 (Lema de Schur).

Proposigao 1.3.22. Sejam g1 e go dlgebras de Lie. Sejam Vi e Vo mddulos simples sobre g1 e go,
respectivamente. Suponha que g1 possua dimensdo finita ou K nao seja um conjunto enumerdvel ou
V' possua dimensao finita. Se Vi possui dimensdo enumerdvel, entao Vi @ Vo € um g1 ® go-mddulo
simples, onde a acdo € induzida por

(71 4+ 22)(v1 ®v2) = (21v1) ® V2 + T1 ® (T2v2), 1 € g1, T2 € g2, v1 ®v2 € V1 @ Va.
Demonstracao. Pela Observagao 1.3.7, temos que Vi ® Vo é um g1 @ go-mddulo. Para mostrar que
Vi ® Va é simples, basta provar que para todo v € Vi ® Vo, temos que U(g; @ g2)v = Vi ® Va. Seja

,
0#v= vl @ e VL@ Vy
i=1

Podemos supor, sem perda de generalidade, que {v}}’_; ¢ um conjunto k-linearmente independente
e viz # 0, paratodoi=1,...,r. Como Vj possui dimensao enumeravel, pelo Teorema 1.3.21, existe
u € U(gy) tal que uv} = §;10}. Logo, u € U(gy © g2) e

T

uv = Z(uv}) ® v = v; @vi.

i=1
Seja v1 € V e vg € V quaisquer elementos, entao existem u; € U(gy) C U(g1 @ g2) e ug €
U(g2) C U(g1 @ go) tais que u1v} = vy e ugv? = ve. Logo,
w1 ((uz(uw))) = ur(ug(vi @ v7))
u1(v] ® (ugv}))
ul(v% ® v2)

= (u1v]) @ vg = v ® vy

Sendo assim, v1 @y € U(g1 @ g2)v para todo v; ®ve € V1 ®@Va. Portanto, Vi@ Ve = U(g1 @ ge)v. O
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Observagao 1.3.23. A Proposicao 1.3.22 também é valida se supormos que g; é uma algebra de
Lie de dimensao finita e V4 é um gi-modulo simples qualquer. Basta ver que se v1 € Vi nao é
nulo, temos que Vi = U(g1)vi. Como U(g1) possui base enumeravel, pois g1 possui dimensao finita,
entao V1 possui base enumeravel também.

1.3.2 Representagoes de Peso

Os resultados e provas desta secdo sdo baseados nos resultados apresentados e provados em
[MP95] e [BLL15].

Definigao 1.3.24. Seja h uma algebra de Lie abeliana e seja p : h — gl(V) uma representagao
de h. Um vetor nao nulo v € V é chamado de wvetor de peso A € h*, se para todo h € h temos

m(h)v = A(h)v. Se A € h* é tal que
Vi ={v e V:p(h)v = Ah)v, para todo v € V'}

¢ nao nulo, entdo chamamos V) de A-espaco de peso (ou espago de peso A) e A é chamado de
peso. Para cada A € h*, claramente que V) é um h-submodulo de V. Dizemos que V' admite uma
decomposi¢cao em espacgos de peso para ) se V = ZAeh* VA, O conjunto de todos os pesos de V
sera denotado por II(V).

Lema 1.3.25. Seja b uma dlgebra de Lie abeliana e p : h — gl(V') uma representacao de b tal que
V' € admite uma decomposi¢cao em espacos de peso. Entdao a somaV = Z/\eh* V) € direta e qualquer
submodulo W C V' € da forma W = Z)\Gf)*(W NVy); isto €, W também admite uma decomposi¢ao
em espacos de peso.

Demonstracao. Seja 0 #w € W. Como W C VeV = Z/\eh* Vi, segue que w = vy, + -+ + vy,
onde vy, € Vi, e \j # Aj, se i # j. Queremos provar que cada vy, ¢ um elemento de W. Provaremos
por inducdo em k. Se k = 1, segue w € V),. Suponha k > 1. Seja h € b tal que \i(h) # A2(h) e
A1(h) = 1. Por hipotese, p(h)w € W, porém p(h)w = Ai(h)vy, + -+ Ag(h)vy, e

(1= p(h))w = (1 = Aa(h))vg + - - + (1 — A(h))vy, # 0.

Utilizando a hipotese de indugdo em (1 — p(h)))w € W, vy, € W, implicando que w — vy, = vy, +

Uy +UN, +- -0y, € W. Novamente, pela hipotese de indugao, temos que vy, , vx,, Uz, ..., 0y, € W.
Utilizando a mesma prova acima porém supondo W = 0 e w = 0, temos que se vy, +- - -+vy, = 0,
entao vy,,...,vy, = 0. Ou seja, a soma V = ZAeb* V) é direta. O

Definigao 1.3.26. Seja g uma algebra de Lie e h C g uma subalgebra abeliana de dimensao finita
de g. Dizemos que (g, h) é um par vdlido, se h é ndo nula e g admite uma decomposigdo em espagos
de peso.

Exemplo 1.3.27. Seja g um algebra de Lie semissimples, h uma subalgebra de Cartan e ® o sistema
de raizes associado, entdo g = h ® P,y da ¢ uma decomposigao de g em espagos em relagio a b,
portanto (g,h) é um par valido. Se R é uma algebra de Lie redutivel tal que R = g® Z, onde Z é
uma algebra de Lie abeliana, entdo H = h @ Z é uma subalgebra abeliana de R e (R, H) é um par
valido.

Exemplo 1.3.28. Seja g uma algebra de Lie semissimples e h uma subalgebra de Cartan de g.
Seja A uma algebra comutativa associativa com unidade, entdo G = g ® A é uma algebra de Lie,
onde o comutador é definido por

[*®a,y®b =[z,y ®ab, z,y€g, abe A
Seja o uma raiz de g e x € gq, entao

[h®l,z®a) =alh)z®a,
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para todo z ® a € go ® A. Logo, G = (h ® A) P cp(ga ® A), onde ® é o conjunto das raizes de g.
Sendo assim, (G, h ® K) é um par valido.

Exemplo 1.3.29 (Algebra de Virasoro e Algebra de Witt). A dlgebra de Witt W = DerClt, ¢t~ !]
possui base L; = —t5+1%, s € Z, e colchete de Lie dado por

[Ly, Ls] = (r — 8)Lyys.

Seja H = spancLg, entdao W possui uma decomposicdo em espagos de peso em relacao a H.
Portanto, (W, H) ¢ um par valido.
Considere a extensao central V=W @& Cc de W, dada por [¢,L,] =0 e

i(7‘3 — )0 —s,

[Ly,Ls] = (r — $)Lyys + 15

entdao (V, H @ Cc) é um par valido. A algebra de Lie V' é conhecida como dlgebra de Virasoro.

Proposicao 1.3.30. Seja g uma dlgebra de Lie e p : h — Der(g) um homomorfismo de dlgebras
de Lie, onde b € uma dlgebra de Lie abeliana e Der(g) estd sendo considerado como a dlgebra de
Lie criada a partir das derivacoes de g.

1. Suponha que g admita uma decomposicdo em espagos de peso

EZ@QA

Aeh*

com respeito a representacao p de §. FEntao,

(a) para todo A, 1 € b*, [gx, 8u) C Gatp;

(b) U(g) admite uma decomposicao em espagos de peso relativa a representagao induzida por
p e para todo A\, € b

U(@)aU(9)n C U (@) r+p-

2. Suponha que g € gerada como uma dlgebra de Lie por um conjunto {x; € g:j € J} e que,
para cada j € J, exista \; € b* tal que p(h)x; = \j(h)x;. Entao g admite uma decomposi¢io
em espagos de pesos e x; € gy; € cada peso A € ZjeJ Z);.

Em particular, ambas afirmagoes valem quando (g,h) € um par vdlido, isto €, p(h) = ady,, para todo

heb.

Demonstra¢ao. Cada elemento de U(g) é soma de produtos z; ...z, onde z; € g. Suponha que
x; € gy, entao, para todo h € b,

k
p(h)(xy...x) = Zml coop(h)zy. g,
j=1

k
Zl‘l )\](h)x] 0 5
j=1
=M+ F+X)(h)xy ...z

Em particular, se x € gy e y € g,, temos que p(h)[x,y] € grtp- Além disso, U(g) admite uma
decomposicao em espagos de peso e U(g)\U(g)u C U(g)atp-

Se {z; € g:j € J} gera g como uma algebra de Lie, entao a conta acima também mostra que
U(g) admite uma decomposi¢ao em espagos de pesos. Como podemos ver g como um h-submodulo
de U(g), entao g também admite uma decomposigdo em espagos de peso. O
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Definigao 1.3.31. Seja (g,h) um par de algebras de Lie valido e V' um g-modulo. Dizemos
que V é um g-mddulo de peso se V admite uma decomposicao em espagos de pesos sobre § e,
semelhantemente, realizamos a Defini¢ao 1.3.24 em V. Suponha que V é um g-médulo de peso.
Dizemos que V' é quasi-finito, se para todo A € II(V') temos que V) possui dimensao finita e II(V)
possui cardinalidade enumeravel. Dizemos que V' é uniformemente limitado, se V é um g-moddulo
quasi-finito tal que exista M € Z- tal que dim(V)) < M, para todo A € II(V').

Se (g,h) é um par de algebras de Lie valido e V' é um g-moddulo quasi-finito simples, entao a
dimensao de V' ¢ igual ) y(y/) dim(V). Logo, como dim(V}) ¢ finita para todo A € TI(V') e TI(V')
possui cardinalidade enumeravel, entao V' possui dimensao enumeréavel. Em particular, se g possui
dimensao enumerével, entao U(g) possui dimensao enumeravel. Neste caso, W = U(g)w possui
dimensao enumeravel também, onde W é um g-moédulo simples e w € W nao é nulo. Logo, se
g possui dimensao enumeravel e W é um g-modulo de peso simples tal que para todo A € TI(W)
temos que W) possui dimensao finita, entdo W é um g-modulo quasi-finito.

Lema 1.3.32. Sejam (g,bh) um par vdlido de dlgebras de Lie e V. um g-mddulo de quasi-finito.
Suponha que exista A € b* tal que o espaco

Wy ={w € Wlhw = A(h)w para todo h € h}

seja nao nulo para todo submddulo nao nulo W C V, entao V' contém um g-submddulo simples.

Demonstracao. Seja W C V um g-submodulo ndo nulo tal que a dimensao de W) seja minimal.
Considere M = U(g)Wy. Para todo m € M nao nulo, (U(g)m)x é ndo nulo, por hipotese. Como a
dimensao de W)y é minimal, temos que (U(g)m)x = Wy. Sendo assim, Wy C U(g)m C M. Logo,
U(g)m = M e M é simples. O

Lema 1.3.33. Sejam (g1,b1) e (g2, h2) pares vdlidos de dlgebras de Lie, entao as somas diretas de
dlgebras de Lie formam o par vdlido (g1 ® g2, b1 @ b2). Suponha que V' seja um mddulo quasi-finito
sobre g1 @ g2. Seja v € V' um vetor nao nulo de peso (A, ) € b x b = (h1 @ ha)*, entao U(gr)v
¢ um gi-modulo quasi-finito e Homg, (M, V) € um go-médulo quasi-finito, para todo submddulo

M C U(gl)v.

Demonstracao. Como b1 e ho possuem dimensdo finita, temos que h1 @ ho possui dimensao finita e
(b1 @ b2)* = b x b3. Como hy & ha C g1 © g2 € uma subalgebra de Lie abeliana nao nula, temos
que (g1 D g2, b1 @ b2) & um par vélido.

Seja v € V um vetor ndo nulo de peso (A, u) € hi x b3 e W = U(g1)v C V. Temos que V é
um h-moéddulo de peso W é um hp-submoéddulo, logo W é um g;-moéddulo de peso pelo Lema 1.3.25.
Para cada he € hy e x € g1, temos que

hoxv = xhov + [h, x]v = p(h)xv.

Logo, se u € U(g1) ¢ tal que uv € Wy, temos que uv € V{, ). Ou seja, W, C V(, ), para todo
n € 7. Sendo assim, W é um g;-moédulo quasi-finito, assim como todo g;-submoédulo M C W.
Seja M um g-submoédulo de W e I C U(gy) tal que I = {u € U(g1) | uv € M}. Como
(zu)v = x(uv) € M, temos que zu € I, para todo u € I e x € U(gy). Logo, I é um ideal (3
esquerda) de U(g1). Note que Homg, (M, V') admite uma estrutura de go-moédulo com a agao

(zp)(m) = x(p(m)), onde = € ga, ¢ € Homg, (M,V) e m € M.

Seja ¢ € Homg, (M,V), entdo hop(uv) = houp(v) = u(ha(p(m))), para todo u € I e hy € bo.
Além disso, h1p(v) = A(h1)p(v), para todo hy € by, isto é, p(v) € @76% Viry)- Logo, existem
Vi, .0 €V ey, .., €03 tais que 0 £ v € Viny,y, i =10k, e p(v) = v1 + -+ - + v Para
cada i = 1,...,k, considere ¢; : M — V dada por @;(uv) = uv; para todo u € I, entdo ¢; é uma
transformacao linear e

wi(zuv) = zuv; = zE;(wv),
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para todo u € I e x € g1. Logo, ¢; € Homg, (M, V). Além disso,

(hopi)(uv) = uhov; = vi(ha)uv; = 7i(h2)pi(uv),
para todo u € I e hy € by, portanto ¢; € Homg, (M, V),,. Temos ainda, para todo u € I,

o(uv) = up(v) = u(vy + -+ + vg)
=u(p1(v) + -+ i)
= p1(w) + - + px(uv),

portanto ¢ = @1 + -+ + @i € Eszl Homyg, (M, V),,. Concluimos que

Homg, (M, V) = @ Homg, (M, V),
veb3

é um go-modulo de peso.

Falta mostrar que os espacos de peso de Homg, (M, V) possuem dimensao finita. Fixe v € b3
e uma base wy,...,w; de V{5 ,). Como ¥(uv) = uyp(v) para todo u € I, 9 estard completamente
definido se soubermos o valor de % (v), onde 1 € Homg, (M, V), é qualquer. Sendo assim, para
cada i = 1,...,[, existe um tnico ¢; € Homg, (M, V), tal que ¥;(v) = w;. Logo, para todo
1 € Homg, (M, V'), existem tnicos ay,...,a; € K tais que

! !
Y(v) = Zaiwi = Zaiwi(v)-
i=1 i=1

Como ¢(uv) = Zé:l a;i(uv) para todo u € I, entdo 91, ..., ¢ uma base de Homg, (M, V),
implicando que Homg, (M, V) é um go-mddulo quasi-finito. O

A seguinte proposigao foi provada em [BLL15|, porém supondo que g; e g2 sao algebras de Lie
semissimples e h; C g1 e ha C go s@o subalgebras de Cartan. Adaptamos a prova para o caso mais
geral de que (g1,H1) e (g2, h2) sdo pares validos de algebras de Lie. Para isto precisaremos supor
que uma das algebras de Lie possui dimenséo finita ou K seja um conjunto néo enumeravel, para
que possamos usar a Proposicao 1.3.22.

Proposicao 1.3.34 ( [BLL15, Proposition 3.4]). Sejam (g1,b1) e (g2, h2) pares de dlgebras de Lie
vdlidos. Suponha que g1 possua dimensdo finita ou K seja um conjunto nao enumerdvel. Suponha
que V' seja um mddulo quasi-finito simples sobre g1 & g2. Logo, V =2 V1 ® Vi, onde Vi e V5 sao
modulos quasi-finitos simples sobre g1 € go, respectivamente.

Demonstragao. Seja v € V um vetor nao nulo de peso (A, u) € b x b3, entdo W = U(gi)v C V ¢
um gi-moédulo quasi-finito e, portanto, todo gi-submodulo M C W é g;-modulo quasi-finito. Seja
M C W um gi-submodulo, nao necessariamente proprio. Pelo Lema 1.3.33, Homg, (M, V) é um
go-modulo quasi-finito. Seja N C Homg, (M, V') um go-submoédulo nao nulo, ndo necessariamente
proprio. Como M e N nao sao nulos, temos que existe um ¢ € N nao nulo e m € M tal que
©(m) # 0. Logo, a aplicagao

¢M,N M xN -V
(m, ) = p(m),
é nao nula. Note que
dnr,N (amy 4+ ma, bt + p2) = (b1 + @2)(amy + mo)

= abp1(m1) + bp1(ma) + apa(my) + p2(m2)
= abprr,n(ma, 1) + boar,n(maw1) + dar,n(ma, p2) + darn(me, ©2),
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para todo a,b € K, mi,mg € M, ¢1,902 € N. Portanto, ¢ n € bilinear e, pela propriedade
universal do produto tensorial, existe uma tnica aplica¢ao linear

(I)M,N TMN—-V
(m, @) = p(m).

Paratodoxz € g1, y€goem®p € M ® N, temos que

Py ((7,9)(m @ ) =Pun ((2m) @ o + m @ (yp))
=p(zm) + (yp)(m)
=z(p(m)) + y(p(m))
=(z+y)p(m) = (z,y)p(m) = (z,y)Pu,n(m ® ¢)

Portanto, ®5s y ¢ um homomorfismo de g1 @ go-mddulos e é nao nulo. Como V' é simples, segue que
Py, v € sobrejetor. Note que (M ® N)(aﬁ) = M, ® Ng com « € h] e B € b3, portanto a restricao
de @y n para My ® N, — V(, ) € sobrejetora também, onde My, N, e V, ,) sdo os espagos de
peso A € b, p e b e (A u) €bhi xbhi. Como Viau) € nao nulo, segue que M)y e N, sdo nao nulos.

Portanto, para todo submédulo M C W temos que My # 0. Pelo Lema 1.3.32, existe um
gi-submoédulo nao nulo Vi € W de peso e simples. Além disso, para todo submoédulo N C
Homyg, (V1,V) temos que N, # 0. Pelo Lema 1.3.32, existe um gp-submoédulo nao nulo Vo C
Homyg, (V1,V) de peso e simples. Logo, Vi ® V3 é um g; @ go-modulo de peso nao nulo e, pela
Proposicao 1.3.22, é simples. Portanto, como ®y; v, : V1 ® Vo — V' é uma aplicagao sobrejetora nao
nula entre g; @ go-modulos simples, temos que Py, v, ¢ um isomorfismo. O

Corolario 1.3.35. Seja R uma dlgebra de Lie redutivel de dimensao finita, isto é, R = L ® Z ¢
uma dlgebra de Lie de dimensao finita, onde L € uma dlgebra de Lie semissimples e Z € o centro
de R. Seja H uma subdlgebra de Cartan de L. Seja V. um R-mddulo quasi-finito simples, isto €, V
€ um R-modulo simples tal que V = @(A,u)GH*XZ* Vi, onde

Vo =tv eV [ (h+2)v = (Ah) +u(z))v, heH,zeZ},

entao existe um L-mddulo quasi-finito simples W e um x : Z — K tal que W 2V ® Ky, onde K, €
o H-modulo unidimensional com a ag¢ao dada por x. Em particular, se L =1, & ---® Ly, onde L;
sao ideais de L que sao dlgebras de Lie simples, entdo, para cada it = 1,...,k, existe um L;-mddulo
quasi-finito simples V; tal que V=2V @ --- @ Vi, @ K,

Demonstragao. Pela Proposigao 1.3.34, se V ¢ um L& H-mo6dulo simples, entao é isomorfo a WeW’,
onde W e W sao modulos quasi-finitos simples para L e H, respectivamente. Como H é abeliano,
todos os H-moédulos simples sdo unidimensionais e a agao é dada por uma transformacao linear
x : H — K, entdao W' = k,.

Se L é uma &lgebra de Lie semissimples, entao L = L1 @ --- @ L, onde L; sdo ideais de L
que sao algebras de Lie simples. Pela Preposicao 1.3.33, W = V; @ V’/, onde Vi é um Li-mo6dulos
quasi-finito simples e V' é um Lo @ - -+ @& Li-moddulo quasi-finito simples, respectivamente. Como
L;®---® Ly é semissimples para todo j = 2,...,k, por recursao temos que W = V] ® --- ® V,
onde V; é um L;-moddulo quasi-finito simples, para cada i =1,...,k. ]

Corolario 1.3.36. Se g é um dlgebra simples de dimensao finita com dlgebra de Cartan b eV é
um g -mddulo quasi-finito simples, em relagio a dlgebra de Cartan h®", entao V=V, ®@--- @V,
onde Vi,...,V, sao g-modulos quasi-finitos simples.

1.4 Representacoes de Algebras de Lie Semissimples

Lembre que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Nesta segdo, fixaremos
uma algebra de Lie semissimples g, uma subalgebra de Cartan h de g e ® o sistema de raizes
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associado. Para cada a € @, sejam x4 € go, T—a € ga € ho € § tais que
[1'&71'—04] = hoca [hom xa] - 21’&7 [hcwx—oc] = _Qx—a-

Note que hy = —h_q. Seja A uma base de ® e denote por &1 e ®_ o conjunto das raizes positivas
e negativas em relagdo a A, respectivamente. Praticamente todos os resultados desta se¢do sao
resultados classicos da teoria de representacoes da algebras de Lie semissimples. Como feito na
Secao 1.1, uma referéncia classica ¢ [Hum?78].

1.4.1 Mobdulos de Dimensao Finita e Modulos de Peso Maximo

Lembre que g admite uma decomposicao triangular

g=9g-Dhd gy,

onde g+ = P,ep, 9o- O Z-mddulo @ = spanz{a € ¢} ¢é chamado de reticulado de raizes. Pela
Proposicao 1.3.30, a algebra envolvente universal admite decomposi¢ao em espacos de peso para f
e seus pesos sao exatamente (). Como

{z_a|ae @i} U{by |ac At U{zy|ae Dy}

é uma base de g e pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (Teorema PBW), temos que

U(g) =U(g-)U(h)U(g+).

A representagao adjunta de h em g4 induz uma estrutura de h-modulo em U(gs). Além disso,
como os monoémios da forma

ni ng
Tio, - Tohayr Mlye--sNMk € Zy,

onde &, = {ay,...,ax}, formam uma base de g+, é possivel mostrar, utilizando uma prova seme-
lhante a dada na Proposi¢ao 1.3.30, que U(g+) admite decomposi¢ao em espagos de peso e seus
pesos sdo exatamente os elementos de Q+ = {D_ ca ot | aq € Z1}.

Para classificar os g-mddulos de dimensao finita, iremos comecgar enunciando um teorema cléssico
da teoria das representacoes de algebras de Lie, o Teorema de Weyl.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Weyl). Seja p : g — gl(V') uma representagao de dimensao finita da
dlgebra de Lie semissimples g, entao p é completamente redutivel.

Demonstragao. Veja Theorem 6.3 de [Hum78|. O

Isto é, toda representacao de g de dimensao finita é soma direta de representagoes irredutiveis.
Portanto, classificando os g-médulos simples de dimensao finita, teremos a classificagao de todos os
g-modulos de dimensao finita.

Definicao 1.4.2. Seja V um g-médulo. Dizemos que V' é um g-mddulo de peso, se V', visto como
h-moédulo, admite decomposicao em espagos de peso. Denotaremos o conjunto de todos os pesos de
V por II(V). Dizemos que V' é um g-modulo de peso maximo A € h*, se existir vy € V tal que

(i) hvy = A(h)v, para todo h € b;

(iii) U(g)vp = V.

A subélgebra de g definida por
b=bDgs
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é chamada de subdlgebra de Borel. Temos que [b, b] C g4, pois h é abeliana e g é invariante sobre
a agao adjunta de h. Por outro lado, se h € § existe o € @ tal que a(h) # 0, entao [h, go] # 0, logo

g+ = [b7 b]

Como g é uma subalgebra de g nilpotente, segue que b é uma algebra de Lie soluvel. Além disso,
nao existe uma subélgebra maximal solavel de g que contém b propriamente.

Proposigao 1.4.3. Seja V um g-mddulo simples de dimensdo finita, entdo V é um g-mddulo de
peso mdarimo.

Demonstragao. Pelo Teorema de Lie (Teorema 1.2.8), b possui um autovetor 0 # v € V e A eb*
tal que bv = A(b)v, para todo b € b. Para todo by, bs € b,

[b1, ba]v = A([b1, ba])v = (A(b1)A(b2) — A(b2)A(by))v = 0.

Sendo assim, A(gy) = 0. Seja A = Aly € b* entdo hv = A(h)v para todo h € h. Como
vimos, gyv = 0. Por fim, U(g)v é um submodulo nao nulo de V, como V é simples, temos que
V =U(g)v. O

Definigao 1.4.4. Seja V um g-modulo qualquer e seja A € h*. Denotaremos por V) = {v | hv =
A(h)v para todo h € h}. Além disso, um vetor nao nulo v € V) é chamado chamado de wvetor
singular de peso A se grv = 0. Se existe um vetor singular em V), dizemos que A é chamado de
peso singular de V. Se v € V), é um vetor singular e V' = U(g)v, dizemos que v é um vetor de peso
mdazximo.

Dado A € b*, denotaremos por D(A) = {A =Y cr a0 |aa € Zy} CH* e II(V) = {X € b* |
Vi # 0}.

Proposigao 1.4.5. Seja V um g-mddulo de peso mdximo com peso mdximo A, entdo
(i) V =Bxep) V2, isto € V € um g-mddulo de peso e IL(V) C D(A);
(ii) Va = kvp e dimV) < oo, para todo X € D(A);
(1ii) V € simples se, e somente se, A é o iunico peso singular de V;
(iv) V' contém um inico submodulo proprio mazimal.

Demonstragao. Seja vy um vetor singular de peso A. Como U(b)vy = Kvy, temos

V =U(g)va
=U(g-)U(h)U(g+)va
= U(g,)vA.

Como U(g-) admite decomposi¢ao em espagos de peso sobre b, temos que V' é gerado por vetores
da forma uwvp, onde u € U(g—) é um vetor de peso. Seja a € Q1 e u € U(g—)—q, entao, para todo
h e,

huvy = uhvp + [h, u]vp
= A(h)uvp — a(h)uvp
= (A — a)(h)uv,.

Como V' é gerado por vetores da forma acima, temos que V' admite decomposi¢ao em espagos de
peso e seus pesos estao contidos em D(A) = {A —a | a € Q+}. Provando (i).
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Note que V) = U(g—)ova = kvp. Por outro lado, para todo a € @4, existe uma quantidade
finita de inteiros nao negativos kg, 3 € ®, tais que o = ZBE¢+ kgf. Como Vj_, é gerado por

vetores da forma Hﬁedq xliﬂ 5UA, temos que VA_qo possui dimensao finita. Finalizando a prova de
(ii).

Se v é um vetor de peso A’ singular em V tal que v ¢ kv, temos que U(g)v é submodulo de
V' de peso maximo A’ e seus pesos s@ao elementos de D(A’). Se A’ # A, entdo A nao é um peso de
U(g)v, implicando que U(g)v é um submodédulo proprio ndo nulo de V. Por outro lado, suponha
que A é tnico peso singular de V' e seja W submodulo de V', entéo, pelo Lema 1.3.25, W admite
decomposi¢ao em espagos de pesos e

W= @ wnv.
AeD(A)

Seja A € D(A) tal que WNVy #0eescreva A=A — 3" A agkq, onde ky € Zy. Sejav € WNV,
nao nulo e suponha que ) A Gq seja minimal, isto &, se N=A- Y aea bacr é tal que WNVy # 0,
entdo ) ca Ga < D oen ba. Entdo, para todo a € @1, x4v € Vi, tem peso maior que A, logo
E,v = 0. Sendo assim, v € V é singular e A = A. Implicando que V' = U(g)v C W. Logo, W =V
e V irredutivel, terminando a prova de (iii).

Por fim, basta notar que a soma de todos os submédulos proprios de V' satisfaz (i) e ndo contém
vp. Logo, este é o tinico submodulo maximal de V', provando (iv). O

1.4.2 Mobdulos de Verma

Definigao 1.4.6. Seja A € h*. Um g-modulo de peso maximo M (A) e vetor de peso maximo vy
é chamado de mddulo de Verma (associado a A) se, para todo g-modulo de peso maximo A com
vetor de peso maximo v, existe um morfismo de g-modulos 1 : M (A) — M tal que n(vy) = v.

Um moédulo de Verma é um objeto universal no sentido que todo médulo de peso méximo é
imagem quociente dele. Isso se deve ao fato de que o homomorfismo 7 na defini¢ao é tnico, pois
se M(A) e M sdo como acima, entdao n(u - vav4) = u-n(vp) = u - v, para todo u € U(g—). Sendo
assim, como M = U(g_)v, temos que 1 é sobrejetor e é totalmente determinado por n(vp). Note
que a escolha de um vetor de peso maximo em M determina um homomorfismo 7 diferente.

Proposigao 1.4.7. Seja A € h* e suponha que existe um mddulo de Verma M(A), entdo todo
mddulo de Verma associado a A € isomorfo a M(A), como g-mddulos.

Demonstragao. Se M(A) é outro moédulo de Verma com vetor de peso maximo vy, entdo existe um
tnico homomorfismo de g-modulos n : M(A) — M(A’) tal que n(va) = v). Por outro lado, existe
um tnico homomorfismo de g-moédulos 1’ : M(A) — M(A) tal que n(v)) = va. Pelo argumento
dado acima, o7’ = idyay € non =idyay. Logo, M(A) e M(A) sao isomorfos. O

Proposicao 1.4.8. Seja A € b*, entdo eziste um mddulo de Verma M (A).

Demonstragao. Seja b = bh @ g4, entdo b é um subélgebra de Lie de g e podemos ver U(b) como
uma subéalgebra de U(g). Logo, U(g) ¢ um modulo a esquerda de U(b) quando visto como subanel
de U(g).
Seja kvp um espago vetorial de dimensdo 1 gerado por vp. Defina em kvy uma estrutura de
b-mddulo por
g+ -vA =0,
h-vp = A(h)vy, para todo h € b.

Sendo assim, consideraremos o médulo induzido

M(A) = U(g) ®U(b) k’l}A.
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Temos que M(A) é um U(g)-modulo & esquerda e, portanto, um g-modulo. A agao de x € g em
u®v € M(A) é dada por z - (u ® v) = (zu) ® v. Além disso, para todo x € U(b) C U(g) e
u®v € M(A), temos que - (u ® v) = u ® zv + [z,u] ® v. Em particular, se considerarmos
1®wvp € M(A), entdo, para todo = € g4,

z-(1®vp)=1® (z-vp) =0,

e, para todo h € b,
h-(1®@vp)=1® (h-vp) =1& A(h)vp

E facil ver que U(g)(1 ® vp) = U(g) Qu(p) Kva = M(A). Logo, M(A) ¢ um g-mo6dulo de peso
méaximo A e vetor de peso maximo 1 ® vy.

Seja M qualquer modulo de peso méaximo A e vetor de peso méaximo v. Seja ¢ : U(g) x kvy — M
dada por ¢(u,avy) = (au) - v. Portanto, ¢ é uma aplicagao bilinear e para todo b € U(b),

o(uw, avy) = (auw) - v = (au) - (w-v) = e(u,w - av).

Sendo assim, existe uma transformacao linear ¢ : U(g) ®u(p) kva — M tal que $(u® avp) = au-v.
Logo, ¢(1 ® vp) = v e ¢ é morfismo de U(g)-modulos. O

Definigao 1.4.9. Dizemos que um g-modulo M é U(g_)-livre de torsao se para u € U(g-) e
m € M, temos que
u-m=0 = u=0oum=0.

Proposigao 1.4.10. Seja M um g-mddulo de peso mdximo A com vetor de peso mdximo v. Se M
é U(g-)-livre de torsao, entao M €é um mddulo de Verma.

Demonstragao. Temos que existe um morfismo sobrejetor de g-modulos 1 : M(A) — M tal que
n(va) = v. Basta mostrar que se para u € U(g—) e m € M, temos que

u-m=0 = u=0oum=0,

entao n ¢ injetor. Temos que todo elemento em M ¢é da forma w - v, para algum u € U(g_). Seja
u € U(g-) tal que u - vy estd no nicleo de n. Entao, 0 = n(u-vp) = u-v. Como v # 0, segue que
u = 0. Logo, n é um isormofismo e, sendo assim, M é médulo de Verma. ]

Corolario 1.4.11. Qualquer submddulo de peso mdxrimo de um mddulo de Verma é um mddulo de
Verma.

Demonstragao. Pela proposigao anterior, M(A) é U(g_)-livre de torsao. Além disso, ¢ facil ver que
todo submodulo de M C M(A) também sera U(g_)-livre de torsdo. Em particular, se M é um
submodulo de peso maximo, entdao M é U(g_)-livre de torsao e, pela proposi¢ao anterior, é um
modulo de Verma. ]

Corolario 1.4.12. Se A € b*, entao II(M(A)) = D(A).
Proposig¢ao 1.4.13. Seja A € bh*.

(i) Se M(A) é o mddulo de Verma com peso mdzimo A, entao M(A) possui um tnico ideal
maximal proprio N(A). Em particular, L(A) := M(A)/N(A) € irredutivel e é o tnico g-
mddulo de peso mdzrimo irredutivel com péso mdximo A.

(ii) Se M é um g-mddulo peso mdzrimo A e N € seu unico submddulo préprio mazximal, entdo
M/N e L(A) sao isomorfos.

Demonstrag¢ao. M(A) é um modulo de peso maximo A, entéo, pela Proposi¢ao 1.4.1, todos os pesos
de M(A) estao em D(A) e M(A) possui um tnico submodulo maximal N(A).
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L(A) = M(A)/N(A) é um modulo de peso maximo com vetor de peso méximo vy + N(A) e
peso maximo A. L(A) é irredutivel, pois N(A) é submodulo maximal de M (A). Se L é um modulo
de peso maximo A irredutivel e vetor de peso maximo v, entao existe um morfismo de g-modulos
n: M(A) — L com n(vy) = v. Como 7 é sobrejetor e L ¢é irredutivel, temos que o nticleo de 7 é
um submoédulo maximal proprio de M (A). Portanto, o nicleo de n é N(A) e

M(A)/N(A) = L.

Sendo assim, provamos (i).

Se M é um g-mo6dulo de peso maximo A, entdo existe um morfismo de g-médulos sobrejetor
n' : M(A) — M. Todo submodulo maximal de M serd imagem de um submoédulo maximal de
M (A) por 1. Como o tnico submodulo maximal de M (A) é N(A), temos que o tnico submodulo
maximal de M é N = /(N (A)). Logo,

M/N = (M(A)/Ker(n'))/(N(A)/Ker(n')) = M(A)/N(A) = L(A).
O

Pela Proposicao 1.4.3, o conjunto de todos os g-moédulo de dimenséao finita simples esta contido
em {L(A) | A € h*}. Portanto, dado A € hx, falta determinar quando L(A) possui dimensao finita.
O préximo teorema que iremos enunciar, di exatamente um critério para isso.

Teorema 1.4.14. Seja A € b*, entao L(A) possui dimensao finita se e somente Ala) € Z4 para
todo o € A.

Demonstragao. Veja [Hum78|, Theorem 21.1 e Theorem 21.2. O
Com este teorema, a Proposicao 1.4.3 e o Teorema de Weyl, temos que se V' é um g-moédulo de
dimensao finita, entao existem Ay, ..., A, € h* tais que A;(a) € Z, paratodoi=1,...,re a € A,
e
VLA)®...---® L(A,).

1.5 Variedades Algébricas e Teorema de Kostant

Um famoso teorema de Kostant (veja [Kos63, Theorem 21|) diz que a algebra envolvente de
uma algebra de Lie complexa redutivel é livre como um moédulo sobre seu centro. Nesta secao,
resumiremos a técnica que utilizaremos para provar uma versao do Teorema de Kostant para algu-
mas algebras correntes, além de fixar notagoes, definigoes e resultados que usaremos principalmente
no Capitulo 3. Utilizaremos resultados que muitas vezes sao encontrados em livros sobre dlgebra
comutativa, recomendamos [AM69], [Eis95], [Mat87| e [ZS76]. Para uma referéncia em portugueés,
veja |[BT15].

Lembre que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.

Definicao 1.5.1. (i) O espago afim A} de dimensao n sobre o corpo Kk é o conjunto A} = K.

(ii) Seja S C K[z1,...,zy] um conjunto de polindmios em n variaveis. O conjunto algébrico afim
associado ao conjunto S & o subconjunto de A} definido por

V(S)={(a1,...,a,) €AY | f(a1,...,a,) =0 para todo f € S}.

(iii) Dizemos que X C A} é um conjunto algébrico se existir S C K[z, ..., z,] tal que X = V().

Se S C K[zi,...,zy], denotaremos por (S) o ideal de K[zy,...,z,] gerado por S. Note que
se I C K[z1,...,2,] € tal que I = (S), entao V(I) = V((S)) = V(S). Portanto, poderiamos ter
definido conjunto algébricos como o conjunto de zeros de um ideal. Uma consequéncia do seguinte
teorema é que todo conjunto algébrico é o conjunto de zeros de um numero finito de polinémios.
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Teorema 1.5.2 (Teorema da base de Hilbert). Se I C K[x1,...,zy], entdo I € finitamente gerado.
Isto é, existem f1,..., fr tais que I = (f1,..., fx)-

Demonstragcao. Este é um resultado cléssico e pode ser encontrado em diversos livros sobre algebra
comutativa. Por exemplo, veja Theorem 1.2 de [Eis95]. O

Quando S = {fi,..., fx} for um conjunto finito, denotaremos V(S) = V({f1,...,fx}) =
V(fi,--s fr)-

Exemplo 1.5.3. 1. O espaco afim A} é um conjunto algébrico, pois A} = V(0). O conjunto

vazio () ¢ um conjunto algébrico afim, pois O = V(K[z1,...,zy,)]).
2. Se (a1,...,an) € AY, entao {(a1,...,a,)} é um conjunto algébrico. Basta ver que V(z; —
a1y .., Ty —an) = {(a1,...,an)}

Proposicao 1.5.4 (Topologia de Zariski). As sequintes propriedades sao verdadeiras:
(1) A =V(0) ed=V(K[z1,...,x,]).

(ii) Se I,J sao ideais de K[z1,...,xy,], entao V(I) UV (J) = V(IJ). Em particular, se f,g €
Kz, - .00l entio V(fg) = V(f) UV (g).

(i1i) Se {Ij}jes € uma familia de ideais de K[x1,. .., xn], entao ;g V(L) =V (Zjes Ij).
Portanto, os conjuntos algébricos formam os fechados de uma topologia em A}.

Demonstragao. A primeira propriedade é 6bvia. Seja (ai,...,a,) € V(I), entdo um elemento
qualquer >0, figi, fi € I, gi € J, se anulaem (ay,...,a,). O mesmo vale para (a1, ..., a,) € V(J),
portanto V(I) UV (J) C V(IJ). Por outro lado, seja (ai,...,a,) € V(IJ) tal que (ay,...,a,) ¢
V(J), entao existe g € J tal que g(ay,...,a,) # 0. Temos que fg se anula V(I.J), para todo f € I.
Logo, f(ai,...,an)g(a1,...,a,) = 0, para todo f € I. Sendo assim, (aq,...,a,) € V(I). Como o
mesmo vale para (ai,...,a,) ¢ V(I), temos que V(IJ) C V(I) UV (J).

Seja {1;}jes uma familia de ideais de K[z1, ..., 2], entdo (a1, ..., an) € (;c; V(I;) se, e somente
se, f(ai,...,a,) = 0 para todo f € I;, j € S, se, e somente se, f(ai,...,a,) = 0 para todo
f €3 jes 1) se, e somente se, (a1,...,a,) €V (Zjes Ij>. O

Seja X um conjunto algébrico em Al, entao a topologia de Zariski induz uma topologia em X.
Ou seja, Y C X é um conjunto fechado de X se existe um conjunto algébrico afim Y’ C Al tal que
Y=Y'nNnX.

Definigao 1.5.5. Seja X C A um conjunto algébrico. O ideal associado a X é o conjunto
I(X)={f €Klz1,...,z,) | fla1,...,an) =0 para todo (ai,...,a,) € X}.

E possivel mostrar que I(X) é o nicleo de um homomorfismo de anéis, portanto I(X) é um
ideal de K[z1, ..., xy).

Teorema 1.5.6 (Teorema dos zeros de Hilbert, versao classica). Seja a um ideal de K[z1, ..., xy),
entao os ideais de mazximais de Klx1,...,zy]/a sao precisamente os ideais (x1 — ay,...,Tn — ap)
com (ai,...,an) € V(a). Além disso, V(a) =0 se, e somente se, a = K[z1,...,x,]. Por fim,

[(V(a) = Va

Demonstragao. Veja Theorem 1.6 e Corollary 1.9 de [Eis95|. Para uma prova da versao mais forte
e geral de tal teorema, veja Theorem 4.19 do mesmo livro. O
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Sendo assim, /(X) é um ideal radical de K[z, ..., z,] se X C A} é um conjunto algébrico. Além
disso, os ideais maximais de K[z, ..., x,]| sdo exatamente os elementos do conjunto
{(x1 —a1,...,xn —ay) | (a1,...,an) € AR}

Definigao 1.5.7. Uma conjunto algébrico afim X é dito irredutivel, se ndo existem conjuntos
algébricos A, B C X proprios ndo-vazios tais que X = AU B. Se X é um conjunto algébrico
irredutivel, dizemos que X é uma variedade algébrica.

Se X é um conjunto algébrico e Y C A é uma variedade algébrica, dizemos que X NY ¢ uma
subvariedade algébrica de X.

Proposicao 1.5.8. Seja X C Ay um conjunto algébrico afim, entao X ¢ uma variedade algébrica
se, e somente se, I(X) € um ideal primo.

Demonstra¢ao. Suponha que X ¢é irredutivel. Sejam f,g € A} tais que fg € I, mas f,g ¢ I(X).
Sendo assim, X UV (f) UV (g) = V(fg) se, e somente se, X = (X NV(f)) U(X NV(g)). Como
fyg Anl, temos que V(f)NX e V(g) N X sao subconjuntos algébricos proprios nao-vazios de X. O
que é uma contradi¢do com a hipotese de que X é irredutivel. Logo, I(X) é primo.

Por outro lado, suponha que I(X) é primo. Se existem conjuntos algébricos proprios nao-vazios
A, B tais que X = AUB, entao existem f, g € K[z1,...,z,] taisque f € I(A)\I(B)eg € I(B)\I(A).
Porém, fg € I(A)I(B) se anula em identicamente em X, implicando que fg € I(X) e f,g ¢ I(X).

O que é uma contradi¢do com a hipotese de que I(X) é primo. Logo, X ¢é irredutivel. O]
Podemos ver V' e I como aplicagdes nos ideais de K[z1,...,xy] e conjuntos algébricos em A},
respectivamente. O Teorema de Zeros de Hilbert diz estas aplicagoes induzem uma correspondéncia
biunivoca entre os subconjuntos algébricos de A} e os ideais radicais de K[z1, ..., xy]:
{Conjuntos algébricos afins em A} } — {Ideais radicais de K[z, ..., x,]|}
Ademais, definem uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de K[z, ..., z,] e varie-

ébri m A, r fim, também nem um It ndéncia biuniv ntre os ideais
dades algébricas em Ay. Por fim, também define a correspondéncia b oca entre os idea
maximais de K[z1,...,z,] e pontos de A}

Definigao 1.5.9. Seja X C A} um conjunto algébrico afim. O anel de coordenadas associado a X
é

KEX] = Kler, . ]/I(X).
Exemplo 1.5.10. Como I(A}) é o ideal nulo, temos que K[AY] = K[z1, ..., zy].

Como K[z1,...,x,] é finitamente gerada, todo anel de coordenadas é finitamente gerado. Além
disso, como I(X) é radical, temos que K[X] é reduzido, para todo conjunto algébrico afim X. Pelo
Teorema da Correspondéncia, existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais de K[.X] e os
ideais de K[z1,...,z,] que contém I(X). Além disso, esta correspondéncia preserva as correspon-
déncias induzidas por I e V entre os conjuntos algébricos afins em X e ideais radicais de K[X].

Definicao 1.5.11. Seja X C Al e Y = A" dois conjuntos algébricos afins. Dizemos que f: X — Y
€ um morfismo de conjuntos algébricos se f é restricao de uma aplicagao polinomial de A}, para A"
Ou seja, existem polindémios fi, ..., f, € K[z1, ..., x,] tais que

f(a17"'aan) = (fl(alv"'7a‘n)7"'7fm(a17"'7an))

para todo (ay,...,a,) € X.
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Exemplo 1.5.12. A algebra k[X] ¢ isomorfa a uma k-algebra definida no conjunto de todos os
morfismos de conjuntos algébricos X — Al.

Exemplo 1.5.13. Se f : X — Y ¢ um morfismos entre dois conjuntos algébricos afins X C A} e
Y = A, entao a aplicagao linear
f* i K[X] — K[Y]
Yo f

¢ um homomorfismo de k-algebras, chamado de pullback de f.

Utilizaremos a defini¢ao de dimensao de Krull dada na Defini¢ao 1.1.18 para definir a dimensao
de um conjunto algébrico afim.

Definigao 1.5.14. Seja X um conjunto algébrico afim. Definimos a dimensdo de X como sendo a
dimensao de Krull de k[X].

Como a dimensao de Krull de K[z1,...,2,] é n, entdo a dimensao de A} é n. Existem outras
nogoes de dimensao de um conjunto algébrico. Uma delas é o supremo do comprimento das cadeias
estritamente crescentes de subconjuntos fechados irredutiveis de um conjunto algébrico afim X, que
¢ o mesmo valor da dimensao de Krull no anel de coordenadas K[X], por isso definimos a dimensao
de X da forma acima.

Proposigao 1.5.15. Seja X C Ap um conjunto algébrico, entao existem tnicas Xi,..., Xy C AR
variedades algébricas tais que
X=XUXoU---UX};

e X; ¢ X;, i # j. Neste caso, diremos que cada X; € uma componente irredutivel de X .
Demonstragao. Veja Theorem 13 na pagina 162 de [ZS76]. O

Definigao 1.5.16. Seja X um conjunto algébrico afim. Dizemos que X é equidimensional, se a
dimensao de suas componentes irredutiveis forem iguais. Se X é equidimensional, dizemos que é
equidimensional de dimensao k, se a dimensao de uma de suas componentes irredutiveis for igual a

k.
Exemplo 1.5.17. Considere o conjunto algébrico V(zy,z +y) C A2, entdo
V(zy) =V(z) UV (y).
Portanto, V(zy) é equidimensional de dimensao 1.
Exemplo 1.5.18. Considere o conjunto algébrico V (zy,z2) C AZ, entdo
V(zy,xz) =V (z) UV (y,z) UV (y,2).

Como V(z) é uma variedade algébrica de dimensao 2 e V(y,z) é uma variedade algébrica de
dimensao 1, entdao V(xy,yz) nao é equidimensional.

Definigao 1.5.19. Seja A uma algebra comutativa associativa com unidade e finitamente gerada.
Dizemos que g1,...,9, € A é uma sequéncia regular, se g1 nao é divisor de zero e néo é inversivel
em A e a imagem de g; ndo é um divisor de zero e nao é invertivel em A/{g1,...,gi—1), para cada
i = 2,...,r. Dizemos que A é uma algebra interseccao completa, se A é reduzida e existir uma
sequéncia regular em g1, ...,g; € K[z1,...,2,] tal que A =K[z1,...,2,]/{(g91,- -, 9¢)-

Proposigao 1.5.20. Seja A uma dlgebra intersec¢ao completa graduada com dimensao de Krull n
esejag={g1,...,gt} uma sequéncia que consiste de elementos homogéneos de A, 1 <t < n, entao
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1. Suponha que g € regular. Entao g,(1y, .-, dot) € uma sequéncia regular para toda permutagao
o de{l,...,n}. Em particular, qualquer subsequéncia de g € regular.
2. g € uma sequéncia reqular em A se, e somente se, a variedade V (g1, ...,gt) € equidimensional

de dimensao n —t.

Demonstragao. Para a prova do primeiro item, veja [Mat87, p. 127|. Para a prova do segundo item,

veja [FOO05, Proposition 2.1]. O
Observagao 1.5.21. Se gy, ..., g: € K[z1, ..., x,] ¢ uma sequéncia regular de elementos homogéneos
e

A= k[$1,.--,xn]/<gla~~-7gt>

é uma algebra interseccao completa, entao A = K[X], onde X = V (g1,...,9:). Pela Proposi¢ao
1.5.20, V(g1,- .., gi) tem dimensdo n—i, para cada¢ = 1,...,t. Isso implica que, para obter X como
intersecgao de V(g;), i = 1,...,t, é necessario intersectar todos eles e, por isso, o nome intersec¢ao
completa.

Observagao 1.5.22. Todas as sequéncias que consideraremos serao polindmios homogéneos. Pela
Proposicao anterior, nao precisaremos especificar uma ordem para tratar das sequéncias.

Exemplo 1.5.23. Se X =V (g1,...,9:) C A} éirredutivel e possui dimensao n—t, entdo A = k[X]
é uma algebra intersecgao completa.

Lema 1.5.24. Seja A =K|z1,...,z,] a dlgebra polinomial em n varidveis e sejam G1,...,G; € A.
A sequéncia
xl,...,xT,Gl,...,Gt

é reqular em A se, e somente se, g1,...,g: € uma sequéncia reqular em Klx,11,...,2,], onde
gi($T+17 s 7$n) = G(07 s 7O>xT+17 cee ,.iUn),

para cada t=1,...,t.

Demonstragao. Veja [FO05, Lemma 2.2]. O

Tendo em vista o Lema 1.5.24, fixaremos a notagdo a seguir para facilitar a dissertagdo das
demonstragoes de resultados futuros.

Notagao 1.5.25. Seja P € Clxy,...,zy] um polindémio em n variaveis e X = {z;,,...,x; } um
conjunto de varidveis. Denotaremos por PX o polinomio obtido de P substituindo z;, = --- =
z;, = 0. Note que PX pode ser visto como um elemento de C[x1,...,,] ou C[{z1,...,z,} \ X].

Para mostrarmos como a Proposi¢ao 1.5.20 e Lema 1.5.24 funcionam juntos, iremos provar o
seguinte resultado.

Proposicao 1.5.26. Considere K[z1, ..., x,] a dlgebra polinomial em n varidveis, entao os poliné-
mios simétricos em n varidveis formam uma sequéncia reqular. Isto €, a sequéncia gni, ..., 9nn €
regular, onde

gnt = Z Liy « - - Ligs te{l""’n}'

11 <<t

Demonstrac¢ao. Iremos provar por indugao em n. Se n = 1, entao g;1 = 21 nao é inversivel nem

divisor de zero. Portanto, é regular. Suponha n > 1 e que, por inducao, gn—11,-..,9n—1n—1 €
regular. Portanto, V (gn—11,..,9n—1,n—1) € equidimensional de dimensao 0. Sendo assim, basta
mostrar que V (gnn, gnn—1, - - -, gn1) ¢ equidimensional de dimensao 0 também. Temos que

|4 (gnrugn,n—h cee 79711) =V (xl Ty Gnn—1,s-- - 7gn1)
= V(wl,gnm_l, o ,gnl) U---uU V(«ngn,n—l, - ,gnl) .
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Logo, basta mostrar que
Vv (377;7 Inn—1,--- agnl)

¢ equidimensional de dimensao 0, para cada i = 1,...,n. Seja X; = {z;}, entao se fizermos a
mudancga de variavel

Tj sej=1,...,2—1
ﬂjj<—>{] J

Tj1 sei=1+1,...,n
em g,)f; teremos exatamente ¢,_1¢, para cada ¢ = 1,...,n et = 1,...,n — 1. Portanto, pela
hipotese de indugao e pelo Lema 1.5.24, x;, gn.n—1, - - -, gn1 € regular. Assim, pela Proposigao 1.5.20,
V (%i, gnn—1, - - -, gn1) € equidimensional de dimensao 0, para cada i = 1,...,n. Logo, pela mesma
proposicao, gni,- - -, gnn € regular. O

Definicao 1.5.27. Seja U uma algebra associativa com unidade filtrada. Se U é uma algebra
interseccao completa, dizemos que U é filtrada especial.

Exemplo 1.5.28. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita n, entdao U(g) é uma algebra
filtrada. Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, U(g) ¢ isomorfo & &lgebra de polindmios em n
variaveis. Portanto, U(g) é uma algebra filtrada especial.

Um famoso teorema de Kostant (veja [Kos63, Theorem 21|) diz que a algebra envolvente uni-
versal de uma algebra de Lie complexa redutivel ¢ um moédulo livre sobre seu centro. O resultado
mais relevante desta segdo é o seguinte teorema principal do artigo [FOO05|, que é uma versao do
Teorema de Kostant para algebras especiais filtradas.

Teorema 1.5.29. Seja U uma dlgebra filtrada especial. Sejam gi,...,9; € U elementos mutu-
almente comutativos tais que suas imagens graduadas formam uma sequéncia regular na dlgebra
graduada associada o U, entao U € um Kg1, ..., gi]-mddulo livre & esquerda (a direita).

Demonstragao. Veja [FO05, Theorem 1.1]. O

Exemplo 1.5.30. Seja g uma &lgebra de Lie de dimensao finita sobre C. Vimos que a agao
adjunta induz uma estrutura de g-modulo em S(g) e U(g). Sendo assim, podemos considerar a
subalgebra I(g) C S(g) de g-invariantes. Pelo Corolario 1.3.18, existe um isomorfismo canoénico de
g-modulos entre S(g) e U(g), chamado aplica¢ao simétrica. Além disso, quando restrito a I(g), este
isomorfismo determina um isomorfismo entre I(g) e Z(g), onde Z(g) é o centro da algebra U(g).

Se g é uma algebra de Lie semissimples, I(g) admite uma familia de geradores algebricamente
independentes e homogeéneos f1,. .., f; (veja [Dix96, Théoréme 7.3.8]) tal que V(fi,..., f.) é irredu-
tivel e possui dimensao n —r (veja [Dix96, Théoréme 8.1.3|), onde n é a dimensao de g e r é o posto
de g. Aplicando o Teorema 1.5.29, temos o famoso Teorema de Kostant (veja [Kos63, Theorem
21]), que diz que U(g) é um modulo livre sobre seu centro.

Exemplo 1.5.31. Seja a uma algebra de Lie simples sobre K, onde k é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero. Em |[RT92|, Rais e Tauvel construiram uma familia de r(m + 1)
elementos algebricamente independentes e homogéneos geradores de I(a,,) (veja [RT92, Théoréme
4.5]), onde a,, = a ® C[t]/{t™*!) e r ¢ o posto de a. Em [Mus01], Eisenbud e Frenkel foram
além disso, eles provaram, utilizando teoria de esquemas, que I(a,,) nao é s6 gerado por elementos

algebricamente independentes Pl(l), e Prgl), 0 <1 <m, como provaram que

N, =V (Pfo), PO pm .,Pr(m))
é irredutivel e é intersec¢ao completa (isto é, possui dimensao (m+1)(n—r)), onde n é a dimensao de
aer éposto de a (veja [Mus01, Theorem A.2]). Também foi provado neste artigo que S(a,,) é livre
como um modulo sobre I(a,,), mas considerando o isomorfismo entre S(a,,) e U(a,,) e aplicando o
Teorema 1.5.29, também temos que U(a,,) é um modulo livre sobre seu centro. Este tltimo havia
sido provado anteriormente por Geoffriau em [Geo94b| supondo m = 1 e foi conjecturado por ele
que era valido para todo m > 1.
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Capitulo 2

Algebras Correntes e Moédulos de
Harish-Chandra

Como vimos, representacoes de peso possuem um papel fundamental na classificacdo de repre-
sentagoes de dimensao finita de algebras de Lie semissimples. Podemos considerar uma familia
maior de moédulos de algebras de Lie semissimples: a familia dos moédulos de peso que possuem es-
pacos de peso de dimensao finita, os quais chamamos de modulos quasi-finitos. Como todo mddulo
de dimensao finita sobre uma algebra de Lie semissimples é de peso, temos que cada médulo de
dimensao finita sobre uma algebra de Lie semissimples é um moédulo quasi-finito. A classificagao
dos modulos quasi-finitos para uma algebra de Lie redutivel foi finalizada em [Mat00], onde o ar-
tigo [Fer90] e o entendimento dos modulos de pesos uniformemente limitados, moédulos quasi-finitos
cujas dimensoes dos espacos de peso sao majoradas por algum ndmero positivo, foram fundamentais.

O estudo de modulos quasi-finitos pode ser feito em outras algebras que também admitem
modulos de peso, como élgebras correntes ( [BLL15,Laul8]), algebras de Virasoro ( [Mat92,MZ07]),
algebras de Virasoro correntes ( [GLZ11,Sav12]), algebras de Lie afins (veja a introdugao de [DG09)).
Tanto quanto para algebras de Virasoro correntes, quanto para algebras de Lie afins, o estudo dos
modulos de peso uniformemente limitados também teve um papel central na classificacao.

Neste capitulo, falaremos sobre as representagoes das algebras correntes (generalizadas), que sao
definidas como sendo o produto tensorial G = g® A de uma algebra de Lie redutivel g e uma algebra
afim A, estas algebras incluem as édlgebras de Lie redutiveis, dlgebras de Takiff, algebras de loop,
algebras de multiloop, algebras de n-ponto, algumas algebras de Krichever-Novikov, entre outras.
Como algebras afins possuem unidade, podemos considerar uma subalgebra de Cartan h de g como
sendo uma subalgebra de G e a representacao adjunta torna G um h-moédulo de peso que possui
decomposicao em espagos de peso. Portanto, podemos considerar representacoes de peso sobre G.
Um G-modulo de peso simples quasi-finito sera chamado de mddulo de Harish-Chandra. Este nome
¢ inspirado ao dado a moédulos semelhantes no caso de algebra de Virasoro (veja [Mat92]). Seguindo
os artigos [BLL15| e [Laul8|, estudaremos os G-modulos de Harish-Chandra.

Na Segao 2.1, comegaremos com defini¢oes e exemplos. Suporemos que g é uma algebra de
Lie simples. Mostraremos uma construgao para a extensao central universal G de G, contruida
em |Kas84|, além de provar que os elementos centrais da extensdo central universal G agem trivi-
almente em qualquer G-modulo de Harish-Chandra. Terminaremos a secio estudando o ntcleo da
representacao, veremos que este é sempre da forma g® I, onde I é um ideal de A tal que A/ possui
dimensao finita. Todos estes resultados foram demonstrados ou apresentados em [BLL15|, porém
daremos alguns exemplos, além de mostrar mais explicitamente algumas demonstragoes.

Continuaremos na Secdo 2.2 estudando como os elementos da forma z, ® ¢ € g, ® A agem
em um moédulo de Harish-Chandra, onde o é um elemento do sistema de raizes ® de g. Em
particular, mostraremos que agem ou nilpotentemente ou injetivamente, além mostrar que x, ® a
age nilpotentemente se, e somente se, x, ® 1 age nilpotentemente. Isto nos permitira definir um
conjunto parabdlico P C ®, que serda fundamental no teorema principal da secao: de que todo
G-modulo de Harish-Chandra é ou uniformemente limitado ou indugao parabdlica de um £-médulo
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uniformemente limitado, onde £ =[® A com [ =bh @ > cpr_p o ¢ uma algebra de Lie redutivel.
Todos estes resultados foram demonstrados em [Laul§].

A Secao 2.3 sera focada em definir e provar resultados relacionados & médulos de avaliacao. Estes
sao modulos sobre G construidos a partir de g-mo6dulos e ideais maximais distintos de A. Seguiremos
[BLL15| para mostrar que uma representacao ¢ : G — End(V') ¢ uma representagao de um modulo
de avaliagao se, e somente se, é possivel fatoré-la como soma direta finita de representacoes de g.
Além de demonstrar a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre as classes de isomorfismo
de G-modulos de avaliagao simples e as fungoes de suporte finito entre o conjunto dos ideais maximais
de A para o conjunto de classes de isomorfismo de g-modulos.

O tema da Segao 2.4 é moddulos uniformemente limitados, estes sao G-modulos de peso cujos
todos os espagos de peso possuem dimensao majorada por algum ntmero positivo. Demonstra-
remos dois resultados mostrados em [BLL15|. O primeiro de que um modulo de avaliagao sera
uniformemente limitado se, e somente se, até no maximo um dos g-moédulos componentes do pro-
duto tensorial possui dimensao infinita. E o segundo é que todo G-moédulo de Harish-Chandra
uniformemente limitado é um moédulo de avaliagao.

Na Secao 2.5, estudaremos uma relagao entre moédulos de indugao parabolica e modulos de avali-
agao. A maior parte dos resultados foram provados em [Laul8|, porém construimos este isomorfismo
mais detalhadamente.

Por fim, na Secao 2.6, vamos aplicar os resultados das se¢Oes anteriores e alguns resultados
de [ERB17| na teoria de G-médulos de peso méximo. Em particular, mostraremos que dados r
modulos de peso méximo sobre g e r ideais maximais distintos de A, podemos construir um G-
modulo de peso méximo de Harish-Chandra.

Durante todo o capitulo, kK é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Caso
nao contrariamente especificado, todos os espacos vetoriais, transformagoes lineares, algebras e
estruturas afins serdo consideradas sobre k.

2.1 Algebras Correntes, Modulos de peso e Extensoes Centrais

Comegaremos a se¢ao definindo e exemplificando a algebra de Lie que iremos estudar.

Definigao 2.1.1. Seja g uma éalgebra de Lie de dimensédo finita e A uma Kk-algebra comutativa
associativa com unidade. A dlgebra corrente (generalizada) é a &lgebra de Lie G = g ® A, onde o
comutador é dado por

Proposigao 2.1.2. O colchete de Lie dado na Definicio 2.1.1 realmente define uma estrutura de
dlgebra de Lie no espago vetorial G = g® A

Demonstracao. O colchete de Lie dado estda bem definido, pois a aplicagdo multilinear

gXAXgRA—-gR A

estd bem definida. Portanto, existe uma transformacao linear (g ® A) ® (g ® A) — g ® A tal que
(x®a)® (y®Db) — [z,y] ® ab. Ou seja, existe uma aplica¢ao bilinear bem definida G x G — G tal
que (x ® a,y ®b) — [r,y] ® ab e essa é o colchete definido acima.

Sejam z,y,z € g e a,b,c € A. Como g é uma algebra de Lie, entao [z,z] =0 e

[T®a,z®a]=[r,z]®a=0®a=0.

Portanto, G satisfaz a condicdo de alternatividade. Basta mostrar que G satisfaz a identidade de
Jacobi. Como A é associativa e comutativa,

[T®a,[y@bzd]+[z2Q@¢[r®a,yRb]]+[y®b,[2®c,x R al]
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=[z, [y, 2]l ® a(be) + [z, [z, y]] ® c(ab) + [y, [z, z]] ® b(ca)
=z, [y, z]] ® abe + [z, [z, y]] ® abe + [y, [z, z]] ® abe
=([z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]]) ® abe

=0 ® abc = 0.

Portanto, a aplicacao bilinear definida satisfaz a identidade de Jacobi e a condic¢ao de alternativi-
dade, portanto é um colchete de Lie. ]

Daremos alguns exemplos de algebras correntes que aparecem na literatura. Cada exemplo
mostrado ja foi estudado por diferentes motivos.

Exemplo 2.1.3 (Algebra de Aplicacoes). Seja X C A}’ um conjunto algébrico afim e g uma algebra
de Lie de dimensao finita com base {e;};—,. Sendo assim, existe uma identificacdo natural de g
com o espago afim A} dada pela base {e;};— ;. Seja M(X,g) o k-espago vetorial dos morfismos de
conjuntos algébricos de X em g, isto é, fungoes f : X — g tais que existem polinémios f1,..., f, €
Klz1,...,zy] tais que

f(ala o 7am) - Zfi(alv .. .76Lm)6’i
i=1

para todo (a1,...,an,) € X. Sendo assim, podemos escrever f =Y " | f;e; para todo f € M(X,g).
Defina uma estrutura de algebra de Lie em M (X, g) pontualmente pela composi¢ao

X—)gxgig.

Portanto, se f =71, fie; e g = > 7, gjej, entdo
n n
[f’ g](al) s 7am) = Z Z fi(al7 B am)gj(a’lv v 7am)[€i7 ej]
i=1 j=1
para todo (a1,...,an) € X, logo [fiei, gje;] = figjles, e;]. Considere a transformagao linear

p: M(X,g) = g @ K[X]
n n
> fieimr > e @ fi
i=1 i=1
Para todo Y " | fie;,> iy gjej € M(X,g), temos

90([(f17 .- -afn)7 (917 s 7971)]) = szigjsp([ei?ej])

i=1 j=1

=Y > figilleiejl ®1)

i=1 j=1

=3 leies] @ figs

i=1 j=1

[ n n
=Y @) ey
| i=1 j=1

L) o (S

Logo, ¢ é um homomorfismo de algebras de Lie. Note que > " | fie; € ker(p) se, e somente se,
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fila1,...,a,) = 0 para todo (a1,...,a,) € X ei =1,...,n se, e somente se, fi,...,fn € I(X),
onde I(X) é ideal de K[z1, . .., zy] tal que K[X] = K[z1,...,zy,]/I(X). Portanto, ¢ é injetora. Além
disso, e;® f ¢ imagem de fe; € M (X, g), entdo ¢ é sobrejetora. Concluimos que M (X, g) e gok[X]
sao isomorfos como &lgebras de Lie. A &lgebra de Lie M (X,g) é chamada em [NSS12] de dglgebra
de aplicagoes nao torcida. E possivel definir uma estrutura similar no conjunto dos morfismos de
esquemas X — g ( [Lauld|), onde X é um esquema afim. Se k = C, é possivel definir uma estrutura
similar ao conjunto das fungoes suaves da variedade diferencial X para g.

Exemplo 2.1.4 (Algebra corrente). Seja g uma algebra simples e A = K[z, ..., 2,,] a k-algebra
polinomial em m varidveis. Especialmente quando m = 1, a algebra de Lie g ® A é algumas vezes
chamada de dlgebra corrente polinomial na literatura. A Defini¢do 2.1.1 é uma generalizacdo desta
defini¢ao, visto que a algebra polinomial um exemplo classico de algebra associativa, comutativa e
com unidade. No Exemplo 2.1.3, se tomarmos X = A", temos que M (A}, g) = g @ K[z1,...,2,].

Exemplo 2.1.5 (Algebra de Takiff). Seja g um algebra de Lie e A = K[t]/(t"*1), onde (t"*1) é o
ideal de K[t] gerado por t*, a 4lgebra corrente g® A é conhecida como dlgebra de Takiff generalizada
ou dlgebra corrente truncada. Quando n = 1, esta algebra é conhecida como dlgebra de Takiff.

Exemplo 2.1.6 (Algebras de multiloop ndo torcidas). Seja A = K[tT,...,t] a k-algebra de
polinémios de Laurent em n varidveis, entao g ® A é uma algebra corrente, também conhecida
como dlgebra de multiloop nao torcida. No caso em que n = 1, esta algebra é geralmente cha-
mada de dlgebra de loop. Note que o homomorfismo de algebras ¢ : K[t,t~!] — K[X] dado por
Y(t) =y —ix e Y(t~') = y + iz é um isomorfismo, onde i é uma raiz quadrada de —1 em K e
X =S ={(z,y) € k| 22 + y*> = 1}. Sendo assim, pelo exemplo 2.1.3, entao

M(S',g) = gok[S'] =gkt ).

Se n > 1, considere o n-toro dado por T" = [, St entéo

> g (@k[81]> = g@Kk[tf,. .. 5],
=1

Exemplo 2.1.7 (Algebras correntes de tipo Krichever-Novikov e Algebra de n-ponto). Suponha
k = C e seja ¥ uma superficie de Riemman compacta de genus g. Seja [ = {Py,...,P,} um
conjunto n pontos distintos de . Seja A a algebra de fungbes meromorficas em ¥ que é holomorfa
exceto nos pontos em I. A Aalgebra G = g ® A é chamada de dlgebra corrente de tipo Krichever-
Novikov (veja |[KN87]). Quando X é a esfera de Riemman (g = 0), a extensao central universal
de G é chamada de dlgebra de n-ponto (veja [Bre95]). Neste caso, se n = 2, temos que a algebra
corrente de tipo Krichever-Novikov associada é G = g ® C[t,t ] a algebra de loop.

n

[s'

=1

M(T", g) =2 g@K[IT"] =gk

A partir de agora, suponhamos que g é uma algebra de Lie simples e h uma subalgebra de
Cartan. Denote por ® o conjunto das raizes de g. Lembre que g admite uma decomposi¢ao em
espagos de pesos quando visto como h-moédulo em relagao a representagao adjunta e seus pesos sao
exatamente ® U {0}. Para cada o € ®, fixe 4 € go, T € §—a € hq € b tais que [z4, 24| = hq
e [ha, o] = 2z4. Note que h_, = —h,. Denotaremos por x(x,y) a forma de Killing de z,y € g.
Lembre que, dada uma base de raizes simples A C @, g admite uma decomposigao triangular

g=g-Sbhdgy,

onde g+ = Zaeéi ga, onde @, e ®_ denotam o conjunto de raizes positivas e negativas, respecti-
vamente.

Além disso, fixamos uma k-algebra A associativa, comutativa, com unidade e finitamente gerada.
Denote por Specm(A) o conjunto de todos os ideais maximais de A. Como K é algebricamente
fechado, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema 1.1.12), A/1N1 = k para todo 171 € Specm(A).
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Pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema 1.1.13),
A/(My..N) = ANy x - x A/, =2 K,

para todo My, ..., M, € Specm(A) tais que 111; # 111 se i # j. Ambos resultados serao importantes
neste trabalho.
Considere a algebra corrente G = g® A. Paratodo h® 1 € hR1C G, acePex®Ra € gy ® A,
temos que
h®l,z®a] = [h2]®@a=a(h)(z®a).

Além disso, [h® 1,2 ® a] = 0, para todo h,xz € h e a € A. Portanto, G é um h = h ® 1-modulo que
admite decomposicao em espagos de peso e seus pesos sao exatamente ® U {0}. Dada uma base de
raizes simples A C ®, temos que G admite uma espécie de decomposi¢io triangular

G=G_-o(HhA) b,

onde G+ = g+ ® A. Em alguns casos, é possivel dar uma decomposicao triangular para G diferente
desta, mas nao trataremos deste assunto aqui.

Agora introduziremos o objeto de estudo deste capitulo. Muitas vezes neste capitulo, usaremos
o isomorfismo h® 1 =HhRC = .

Definigao 2.1.8. Seja V um G-moédulo. Dizemos que V é um G-mddulo de peso, se V, quando
visto como h ® 1-médulo, admite decomposicao em espagos de peso, isto é,

V=W

Aeh*

onde Vy ={v eV | (h®1)v = A(h)v para todo h € h}. Se A € V é tal que V) # 0, chamaremos
A de peso e V) de espago de peso A. Denotaremos por II(V') o conjunto de todos os pesos de V.
Se V é G-modulo de peso tal que V) possui dimensao finita para todo A € h*, dizemos que V é
quasi-finito. Se V' é um G-mo6dulo quasi-finito tal que existe N € Zsq tal que dimVy, < N para
todo A € II(V'), dizemos que V' é uniformemente limitado. Se V' é um modulo quasi-finito simples,
entao dizemos que V é um G-moédulo de Harish-Chandra.

A defini¢ao acima pode ser dada mesmo quando g é semissimples ou redutivel. Também podemos
utilizar a mesma definicao para qualquer extensao central de G. Note que usando a notacao da Secao
1.3.2, temos que (G,h®C) é um par de algebras de Lie valido. Como A é finitamente gerada, temos
que A possui dimensao enumerével como espago vetorial, implicando que G também possui dimensao
enumeravel. Em particular, a Definigao 2.1.8 e a Defini¢ao 1.3.31 sdo compativeis.

O principal objetivo deste capitulo é estudar os G-moddulos de Harish-Chandra, principalmente os
definidos a partir de g-moédulos. Qualquer G-moédulo também é um moédulo para qualquer extensao
central de G, basta supor que a parte central age trivialmente. Mostraremos que a parte central
sempre age trivialmente em moédulos de Harish-Chandra sobre extensoes centrais de G.

A algebra de Lie G admite uma extensao central universal, que denotaremos por G. Temos que
G pode ser construida explicitamente. Seguiremos a construgao apresentada em [ERB17|, mas que
foi provada em [Kas84]. Considere o espago vetorial A® A e @ o subespago gerado pelos elementos

{a®@b+bRa,ab@c+ca®@b+bc®ala,b,ce A}.

Denote por (A4, A) o espago vetorial quociente (A® A)/Q e por (r, s) o elemento r®@s+Q € (4, A).

A algebra de Lie G ¢é isomorfa a algebra de Lie dada pelo espago vetorial g@ A @ (A, A) e o colchete
de Lie
[z@a+(r,s),y @b+ (t,u)] = [z,y] ® ab+ x(z,y)(a,b),

para todo x,y € g e a,b,r,s,t,u € A.

Exemplo 2.1.9 (Algebras de Lie afins). Seja A = K[t,¢~!], iremos calcular (A, A) para determinar
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a extensdo central universal da &lgebra de loop. Como (,) : A® A — (A, A) é bilinear, basta
calcular (t",t%), onde r, s € Z. Para todo r,s € Z,
0= (t",t%) + ("1, 1) + (¢5,¢").
Como (", %) + (t*,#") = 0, temos que {t¥, 1) = 0 para todo k € Z. Além disso,
(", 17y = (", 1)
_ <tr—1 7fs—&—1> + <t tr+s—1>

_ _<ts+27tr72> o <tr+5717t> + <t7tr+571>
— <tr—2’ ts+2> + 2<t, tr+s—1>'

Sendo assim, é possivel mostrar, por indugao, que para todo k € Z>,
(A7, t5) = ("R TRy (g gL,

Se s = —r, entdo (t",t7") = r(t',t71). Suponha s # —r. Como (t",t*) = —(t*,t") e (1,t*) =0
para todo k € Z, temos que

T<t,tr+1_s> — <tr’ts>
= _<t87tr>

= —s(t, 1"t

Implicando que (r 4 s)(¢,t"+571) = 0. Como 7 + s # 0, segue que (t,t"*~1) = 0 e, portanto,
{t" t*) = 0. Logo, (A, A) ¢ unidimensional, gerado por ¢ = (t,t~!) e

G=gaKklt,t™'] @ ke,
onde o colchete é dado por
@@ 1"+ ac,y @t + el = [2,5] ® ab+ K(z, )1, 4500,
para todo x,y € g, r,s € Ze o, € K.

Agora iremos para o resultado final dessa se¢ao que, no fundo, diz que o estudo dos modulos
de Harish-Chandra sobre G é suficiente para o estudo dos moédulos de Harish-Chandra sobre G. O
argumento apresentado aqui ¢ o mesmo ao dado em [BLL15|.

Teorema 2.1.10 ( [BLL15, Theorem 2.2]). Seja V wm G-mddulo de Harish-Chandra. Se uma das
sequintes condigoes € satisfeita:

(i) V possui dimensao finita,

(i) A possui dimensao finita,

(iii) K é um conjunto de cardinalidade nao enumerdvel,
entio (A, A) age como zero em V.

Demonstracao. Fixe a,b € A. Como A é finitamente gerada, temos que A é um espago vetorial
de dimensao enumeravel sobre K. Como g possui dimensao finita, temos que G = g ® A possui
dimensao enumeravel, portanto G também. Como V é simples e G possui dimensao enumeravel,
temos que V é gerado, como espago vetorial, pelo conjunto

{xv |z € U(g)}
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e este possui subconjunto gerador de V' enumeravel. O elemento central de G (a,b) age em V por
um endomorfismo 7" € Homg(V, V), entédo, pelo Lema de Schur (Lema 1.3.5), existe escalar Aqp, € K
tal que T' = X\, pId, onde a,b € A e Id ¢ aplicacao identidade.

Seja € II(V), entao V,, possui dimensao finita. Como a forma de Killing ¢ nado degenerada
quando restrita a subélgebra de Cartan b, temos que existem hi, ho € h tais que k(h1,hs) # 0. O
traco do endomorfismo

(h1 ® a)(he @ b) — (he @ b)(h1 ® a)

¢ zero quando restrita a Vj,, mas [h1 ® a,hy ® b] = k(h1,h2)(a,b) age pelo escalar k(hi, h2)Aqp.
Sendo assim, o traco do endomorfismo acima restrito a V,, é dim(V},)&(h1, h2)Agp. Como V,, é nao
nulo e k(h1, ha) # 0, temos que (a, b) age como zero em V,,, portanto age como zero em todo espago
de peso de V. Logo, (a,b) age como zero em V. O

2.1.1 O Nnucleo da Representagao

Seja V um moédulo de Harish-Chandra para G, cuja representagao esta associada a representagao
p:G — End V. Terminaremos a se¢ao estudando o niicleo de p. Porém, antes disto, determinare-
mos quais sao os ideais de G. Lembre que g é uma algebra de Lie simples de dimensao finita sobre
um corpo K algebricamente fechado de caracteristica zero.

Proposigao 2.1.11. Seja P um ideal de G, entao existe I ideal de A tal que P =g ® 1.

Demonstragao. Note que [g® 1,2 ® a] = g ® a para todo x € g nao nulo, pois g é simples. Sendo
assim, se t@®a € Pey®b e P, entdo z ® (c1a + cob) € P para todo z € g, ¢1,c2 € K. Além disso,
se z®a € P, entao [z,y] ® ba € P paratodoy € ge b e A. Logo, se z ®a € P, entdo z ® ab € P
para todo b € A. Portanto, se mostrarmos que P é gerado, como espago vetorial, por um conjunto
da forma {r®a | a € S, x € B} para uma base B de g, entdo P = g ® (S), onde (S) ¢ o ideal de
A gerado por S.

Fixe h uma subalgebra de Cartan de g e a1 ..., a, um sistema de raizes simples. Sejam 0 #
ZTo € g € {h1,...,hy} uma base de h tais que [zq,,T_q,] = hi, paracadai=1,...,7. Sejav € P
nao nulo e escreva .
v = Z:ﬂa®aa+2hi®ai.
acd i=1

Logo, para todo k > 0 e todo h € b,
0# (ad h)*(v) = ) a(h)fze ® aq € P.
acd

Como existe h € h tal que a(h) # 0 para todo o € ¢ e a(h) # [(h) se o, 8 € ® sao distintos,
entao, pelo determinante de Vandermonde, z, ® a, € P e 2221 h; ® a; € P. Como

T
D hi®ai,ma, ®1
i=1

= Z aj(hi)za, @ a;
i—1

e h; ®a; = [Tq,,T_q,] ® a;, temos que h; ® a; € P. Pelo argumento dado no primeiro paragrafo,
g®ay CPeg®a; C P,paratodoa € ®ei=1,...,r. Denote por S, = {aq |a € P} U{a; |i=
1,...,r}. Faga esse processo para todo v € P.

Logo, se S = J,cp Sv C A, entdo P ¢é gerado, como espago vetorial, pelo conjunto g ® S. Pelo
argumento dado no primeiro paragrafo, P é igual o conjunto g ® I, onde I é o ideal de A gerado

por S. O

Observagao 2.1.12. Na Proposigao 2.1.11, provamos que, se g é simples, os ideais de g ® A sdo da
forma g ® I, onde I é um ideal de A. Se g é semissimples ou redutivel, teremos um caso diferente.
Seja s uma algebra de Lie semissimples e L1, ..., L, C s ideais que sao subalgebras de Lie simples
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de s tais que s = L1 @- - -® Ly, como algebra de Lie. Seja 3 uma algebra de Lie abeliana de dimensao
finita e considere a algebra redutivel dada pela soma direta t = 5§ @ 3. Como 3 ® A é uma algebra
de Lie abeliana, todo subconjunto J de 3 ® A é um ideal de 3 ® A. Entao utilizando a Proposigao
2.1.11 e que s é uma soma direta de algebras de Lie simples, os ideais de s ® A e t ® A serdo da
forma @Y | Li® I; e @Y_| L; ® I; ® J, respectivamente, onde I, ..., I, sao ideais de A e J é um
subconjunto de 3 ® A.

Pela Proposigao 2.1.11, existe um ideal I = I(V) de A tal que ker p = g ® I(V). Para cada
a € dU{0}, v eV e)eb* defina os espagos vetoriais

Jo(v) ={a€ A| (z®a)v =0 tal que x € g,},

Jw)y= ) Jsv),

BedU{0}
TN = () J(w),
weVy
Jane) = ) I
BEA(DU{0})

Lema 2.1.13. O espago vetorial J(\, ®) possui codimensao finita em A para todo A € h*. Isto é,
o espago vetorial A/ J(\, ®) possui dimensao finita.

Demonstracao. Fixe A € h*. Como os espagos de peso de V possuem dimensao finita, V) possui
dimensdo finita. Seja {v;}¥_; uma base Vy, entdo J(A\) = ﬂle J(v;). Como

J(vi) = ﬂ {a€ A: (r®a)v; =0 tal que x € go}
BedU{0}

e ® é um conjunto finito, temos que J(A, ®) pode ser escrito como uma intesecgao finita de subes-
pacos da forma J, (v).
Para cada x € g, e v € V), considere a transformacgao linear

New : A = Vaia
a— (r®a)v.
Pelo Teorema do Homomorfismo, existe uma transformacao linear injetora de A/ker(n; ) em Viiq,
que possui dimensao finita. Logo, o espago vetorial A/ker(n;,) possui dimensao finita. Seja B, =

{za}, se @ € &, e By = {ho : @ € A}, onde A é um sistema de raizes simples de ®. Para todo
v € Vy, Ja(v) = ,ep, ker Nz Sendo assim,

k
J\,®) = ﬂ ﬂ ﬂ ker 1.4, -

i=1 ae®U{0} vE€ By

é uma intersecc¢ao finita de subespacos. Em particular, a transformacao linear

AJTN®) = P Afker nu,

r€EBy
i=1,...,n

a+ J()\, (I)) = (a + ker nx,vi)xeBa,izl,...,n

¢ injetora. Como cada A/, , na soma direta acima possui dimensao finita, segue que J(\, ®) tem
codimensao finita. O

Lema 2.1.14. J(\,®)A C J()), para cada peso X de V.
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Demonstragao. Fixe A € h* tal que V) # 0. Sejam r € J(A\,®), a € Ae v € V). Tome = € g,
ey € gg, onde o, f € ®U{0}. Note que (y ® s)v € Vyig. Pela definicao de J(\,®), (z @ r)v =
(x ®@7r)(y ® s)v = 0. Sendo assim,

([z,y] @7rs) = [r @7,y @ 5]
=@r)(yes)v—(y®@s)(z@r)v=0.

Como g é simples, [g,g] = g, logo (g ® rs)v = ([g, 8] ® rs)v = 0. Em particular, rs € J(A). O

Proposicao 2.1.15 ( [BLL15, Proposition 4.3|). Seja A € h* um peso de um G-mddulo de Harish-
Chandra V', entao I(V) = J(X, ®). Em particular, A/I1(V') possui dimensdo finita.

Demonstragao. Note que I(V') C J(A, @), pois para todo z € gea € I(V), (x ® a)v = 0.
Sejam v € V), v # 0. Como V é simples e v é nao nulo, segue que U(G)v = V. Portanto, para
todo w € V, existem k > 0, x1,...,xx € geay,...,a; € A tais que w = (1 ®aq) ... (Tx @ ag)v.
Vamos provar, por indugao em k, que para todo =z € g, r € J(\,®) e a € A, temos que

(r®@ra)(r1®a1)...(zr®ag)v =0.

Pelo Lemma 2.1.14, segue que (x ® ra)v = 0, pois ra € J(\), para todo r € J(A\,®) e a € A.
Suponha k > 1, entao

(z@ra)(z1®ar)... (2, ®ap)v =(21 ®a1)(z®@ra)(r2 ®az)...(z, ®ap)v
+ ([z, z1] ® raay)(ze @ a2) ... (x, @ a)v.

Pela hipotese de indugao, ambos somandos do lado direito da igualdade acima sao zero, ja que
raa; € J(A\,®)A = J(A). Sendo assim, (z ® ra)w = 0, para todo z € g, r € J(\,®) e a € A. Em
particular, sea = 1, (z®r)w = 0, paratodox € ger € J(A, ®). Sendo assim, J(A, @) = I(V). Pelo
Lema 2.1.13, J(A, ®) tem codimensao finita, portanto A/I(V) é um algebra de dimensao finita. ]

Observagao 2.1.16. Sejam g1, ..., gr algebras de Lie simples de dimensao finita e 3 uma algebra
de Lie abeliana de dimensao finita. Seja [ a algebra de Lie redutivel dada pela soma direta de
algebras de Lie [= g1 @& - P gr P 3. Se V é um [ ® A-mddulo de Harish-Chandra, entao, pela
demonstragao da Proposigao 1.3.34, existe um homomorfismo de [ ® A-moddulos

Ve - Vp,eW =V

sobrejetor, onde V; é um g; ® A-médulo de Harish-Chandra, i =1,...,n, e W é um 3 ® A-mo6dulo
de dimensao 1. Como g; é uma algebra de Lie simples de dimensao finita, pela Proposicao 2.1.15,
podemos ver V; como uma representacao da algebra de Lie de dimensao finita g;@ A/I(V;). Portanto,
pela Proposicao 1.3.22, V1 ® --- ® Vi ® W é um modulo simples sobre

(1 @A/ IV1)® - @ (g © A/T(Vi)) © 5 ® A),

o que implica que V1 ® - - - @V, @ W é um [® A-mddulo simples também. Logo, ¥ é um isomorfismo
de [® A-mddulos.

Proposigao 2.1.17. Seja [ uma dlgebra de Lie redutivel de dimensdo finita e A uma dlgebra comu-
tativa associativa com unidade e finitamente gerada. Suponha que | =3 @ @le @i, onde g1, .., 0k
sao ideais simples de | e 3 € o centro de [. Seja V' um mddulo de Harish-Chandra sobre a dlgebra
corrente | @ A. FEntao, para cada i = 1,...,k, existe um g;-mddulo de Harish-Chandra V; e um
3-mddulo simples unidimensional W tal que V=W ® ®f:1 Vi, onde

k
(z—l—:r:1+...a:k)(w®v1®-'-®Uk):(zw)®v1,...,vk—|—Zw®v1®---®:pwi®-~®vk,
i=1
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ze€j, xi€g,weWev, €V, parat=1,... k.
Demonstracao. Basta utilizar o argumento dado na Observacao 2.1.16 e no Corolario 1.3.35. Ul

Portanto, todos os resultados adquiridos neste capitulo, podem ser generalizados supondo g
redutivel.

2.2 Mobdulos de Harish-Chandra e Inducao Parabdlica

Nesta sec¢ao, mostraremos uma classificagao de G-modulos de Harish-Chandra. Comegaremos
mostrando que x4 ® a ou age nilpotentemente ou age injetivamente em um G-médulo de Harish-
Chandra, para todo a € ® e a € A. Além disso, mostraremos que z, ® a age nilpotentemente
se, e somente se, xo, ® 1 age nilpotentemente. Isto nos permitira dividir o sistema de raizes em
dois subconjuntos, os quais utilizaremos para construir um subconjunto parabélico P C ®. Este
conjunto parabdlico sera utilizado para mostrar que, na pratica, todo G-médulo de Harish-Chandra
é indugao parabdlica de um L-moédulo uniformemente limitado, onde £ serd uma subalgebra de G
determinada por P.

Definigao 2.2.1. Seja L uma &lgebra de Lie e p : L — gl(V') um L-modulo. Dizemos que x € L age
nilpotentemente em v € V se existe k > 0 tal que p(x)kv = 0. Dizemos que = € L age injetivamente
em V se p(z): V — V é uma transformagao linear injetora.

Lema 2.2.2. Seja L um dlgebra de Lie. Para todo x,y € L,

k
k ' —Tr
Fy=t+ 3 (0 )edrma
r=1

quando visto como elementos de U(L).

Demonstracao. Provaremos por indugao em k. Se k = 1, segue que
vy =yx + [z,y] = yz + (ads) (y).

Suponha que k£ > 1. Pela hipotese de indugao, para todo x,y € L temos que

k—1 k—1 -— k—1 r k—1—r
A TE SRS g1, )@d) W)z

Como a hipotese de indugao é verdade para todo y € g, segue que também ¢é para [z,y] € L e
portanto

-1
o ayy] = [yl 4y <k ﬁ Ii T) ((adg)) k=17
r=1

_ zk: (Z 3 i) (ady) 2.

Logo,
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O]

Lema 2.2.3. Seja V um G-mddulo de Harish-Chandra. Sejam o € ® e a € A nao nulo, entdo ou
Tq ® a age nilpotentemente em todo elemento de V ou age injetivamente em V.

Demonstracao. Suponha que z, ® a nao aja injetivamente em V', entdo o subespaco vetorial de
W C V dado por
W={veV|(zq®a)kv=0para algum k € Z-o}

¢ nao nulo. Sejam y ®b € G ew € W. Como ad,, age nilpotentemente em y, segue que existe
k1 € Zso tal que (ady, )* (y) = 0. Além disso, como w € W, existe ko € Z~q tal que (z,®a)*2w = 0.
Pelo Lema 2.2.2, se k = k1 + ko + 1, temos

"k
(o ® a)*(y @ b)w = (y @ b)(zq @ a)*w + Z <k B r> ad}, oo (y ®b)(zq ® a)Fw
r=1

I
™=

<k ' > (adpema)" (1 © b) (0 ® a)w

—-T
1

I
o =

)

poisour > ky ou k —r > ko, paratodor =1,...,k.
Logo, W é um submoédulo nao nulo de V. Como V é simples, segue que W =V e z, ® a age
nilpotentemente em todos os elementos de V. [

A seguinte Proposicao foi provada em [Laul8| adaptando argumentos dados em [Fer90].

Proposicao 2.2.4 ( [Laul8, Proposition 2.2]). Sejam V um G-médulo de Harish-Chandra e a € ®.
Denote por II(V') o conjunto dos pesos de V', entao sio equivalentes

(i) Para todo X € II(V'), Vajna # 0 apenas para uma quantidade finita de n > 0.

(ii) Eziste um X € TI(V) tal que Vyina # 0 apenas para uma quantidade finita de n > 0.
(11i) Para todo a € A nao nulo, o elemento xo @ a age localmente nilpotentemente em V.
(iv) O elemento xo ® 1 age localmente nilpotentemente em V.

Demonstragao. Obviamente, (i) implica (ii). Além disso, tomando a = 1, claramente (iii) implica
(iv). Suponha (ii) e seja A € II(V) tal que os espagos de peso Vyina € nd0 zero apenas para uma
quantidade finita de n > 0. Isto é, existe N > 0 tal que V1, = 0 para todo n > N. Portanto,
ZTo ® a age nilpotentemente no espago nao nulo V), para cada a € A. Pelo Lema 2.2.3, segue que
Tq ® a age nilpotentemente em todo V.

Basta mostrar que (iv) implica (i). Suponha que z, ® 1 aja localmente nilpotentemente em V.
Seja A € TI(V') e suponha que V) y,q ¢ nao zero para uma quantidade infinita de n > 0. Como
zqo ® 1 age nilpotentemente, existe uma sequéncia de vetores v; € Vyjp,qo tal que (zq ® 1)v; = 0,
onde n; <ng <ng <....

Denote por s, a subélgebra de G gerada por x_, ® 1, hqa ® 1,2, ® 1, entdo s, € isomorfa a sls.
Note que U(sq)v; ¢ um s,-modulo de peso méximo A\ + n;a. Seja N um inteiro positivo tal que
(A + Na)(ha) ¢ Z<o. Portanto, para todo n; > N existe w; € U(sq)v; vetor ndo nulo de peso
A+ Na. Para cada 8 € h*, denote por xg o caractere central de 3 e seja I C Z~g tal que n;,n; > N
€ XAtnia 7 Xa+tnja, Para todo i,j € I, i # j. Como foi comentado, cada um dos U(sq)v; é um
Sq-modulo de peso maximo A+ n;a e, como sao todos distintos entre si, temos que I é um conjunto
infinito. Vamos provar que {w; | i € I} é um conjunto linearmente independente. Seja

C = W;M)Z + (fEa ® 1)(1',04 (29 1) + (m,a & 1)(l'a ® 1) € U(Ea)
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o elemento de Casimir de U(s,), entdo C' é um elemento do centro da algebra U(s,) e assim
Cw = Xxtn;a(C)w, para todo i € I e w € U(sy)v;. Além disso, como a subalgebra gerada por
C ¢é o centro de U(sa), segue que Xxin;a(C) # Xatn;o(C) para todo i,j € I, i # j. Sejam

i1 <---<ye€lec,...,c €Ktais que erzl ¢, w;, = 0. Para todo k£ > 0, temos que
l l
R POCEE B SR
r=1 r=1
portanto ¢;, = 0, parar = 1,...,l. Logo, {w; | i € I} C V\{ N € um conjunto infinito e linearmente
independente, contradizendo que a hipotese que os espagos de peso em V possuem dimensao finita.
Portanto, o espago de peso Vinq € nao zero apenas para uma quantidade finita de n > 0. O

Corolario 2.2.5. Sejam V um G-mddulo de Harish-Chandra e o € ®. Sdo equivalentes
(i) Para todo \ € II(V'), Vayna # 0 para todo n > 0.
(ii) Existe um X\ € II(V') tal que Vaina # 0 para todo n > 0.

(i1i) Para todo a € A nao nulo, o elemento xo @ a age injetivamente em V.

(iv) O elemento xo ® 1 age injetivamente em V.

Demonstracao. Basta aplicar o Lema 2.2.3 na Proposicao 2.2.4. O

Definicao 2.2.6. Seja V um moédulo de peso. Uma raiz o € ® é chamada de localmente finita
em V se xo ® 1 age nilpotentemente em V. Denotaremos por &/ = &/ (V') o conjunto das raizes
localmente finitas e &' = ®{(V) = &\ &/ seu complemento. Uma raiz o € ®’ é chamada de raiz
mjetivas em V.

Nos proximos lemas e proposicoes, utilizaremos a notagao e resultados dados na Segao 1.2.3.
Lema 2.2.7. Seja V um G-mddulo de Harish-Chandra, entao
(i) ® C ® ¢ fechado.
(ii) ® C ® ¢ fechado.
(iii) Sejam o € ®f N —®F ¢ f € ' N -7, entdo a + [ ¢ .
(iv) P=®/U—-®' ¢ —P = —(®/ U—-9) = (—®/) U P sio fechados.
(v) P\ —P € fechado.

Demonstragio. (i) Sejam a,3 € ®° tais que a + 3 € ®. Pelo Lema 2.2.3 e Proposicio 2.2.4,
temos que z, ® 1 e 3 ® 1 agem injetivamente em V. Como composi¢ao de endomorfismos
injetores ¢ injetor, segue que (7, ®1)(r5®1) age injetivamente em V. Sendo assim, V) 4 (a+p)
é nao nulo para todo A € TI(V) e n > 0. Pelo Corolario 2.2.5, a + 3 & injetiva em V.

(ii) Usaremos [Fer90, Corollary 2.7] que afirma que se a é uma algebra de Lie de dimensao finita
e W é um a-modulo finitamente gerado, entao

a[W] = {z € a | = age nilpotentemente em W }

¢ uma subélgebra de a.

Seja a a subdlgebra de Lie de g ® 1 gerada por z, ® 1 e 73 ® 1. Seja v € V um vetor nao
nulo de peso A e seja U(a)v = W C V o a-submodulo de V' gerado por v. A algebra de Lie
a possui dimensao finita e W é um a-mo6dulo finitamente gerado. Por [Fer90||Corollary 2.7],
os elementos de a que agem nilpotentemente em W formam uma subélgebra de a. Como
Tat+p ® 1 € um multiplo nao nulo de [z, ® 1,25 ® 1], segue que z445 ® 1 age nilpotentemente
em W. Pelo Lema 2.2.3, x,43 age nilpotentemente em todo V' e, portanto, a + 8 € o7
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(iii) Suponha que a+3 € ®. Se a+f € &7, entdo, pelo item (ii) deste lema, 3 = —a+(a+8) € ¥,
o que é uma contradicio. Por outro lado, se a + 3 € ®¢, entdo, pelo item (i) deste lema,
a=—B+ (a+p) € df, oque também é uma contradicdo. Segue que o + 3 ¢ ®.

(iv) Sejam «a, € ®f U —d'. Se o, B € ®f ou o, € —®’, entdo, se a + B € P, segue que
a+pB € ®FU—d?, pelo item (i) ou (ii) deste lema. Suponha que a € '\ —d% e f € (—P%)\ d7.
Mostraremos que a + 3 ¢ ®. Note que & = &/ U ®! = (—&f) U (—P?) e essas unides sio
disjuntas. Assim, ® = ((=®/)N®HU((-P)NPS) e P = (& N—d") U (P’ N —P?). Como
a€®\—dlepec (—d)\ &/ temos que a € (@) NP/ e B € &' N —P'. Pelo item (iii)
deste lema, o+ 3 ¢ ®. Sendo assim, P é fechado. Podemos dar o mesmo argumento e provar
que —P é fechado também.

(v) Sejam o, 3 € P\ —P tais que a + 3 € ®. Pelo item (iv), o + 8 € P. Basta mostrar que
a+ ¢ —P. Suponha que o+ € —P. Como a«+ 3 € PN —P, temos que —a — 3 € P.
Logo, —a = (—a — ) + o € P contradiz o fato de que o € P\ —P. Portanto o + 3 ¢ —P.

L]

Lema 2.2.8. Seja V um G-mddulo de Harish-Chandra. Seja P = ®f U —®7, entio ®' N —P7,
®f N —®f ¢ PN —P sio sistemas de raizes para o espago vetorial gerado por eles. Além disso,
P C ® ¢ um conjunto parabolico em P.

Demonstragio. Note que & N —®%, & N —df e PN —P sdo todos simétricos. Além disso, pelo
Lema 2.2.7, sao todos fechados. Sendo assim, pela Proposi¢ao 1.2.35, eles sao todos sistemas raizes
para o espaco vetorial gerado por eles. ]

Proposicao 2.2.9. Sejam V um G-mddulo de Harish-Chandra e P = ®fU—®", entio os subespacos

[(=h@® > ga

acePN—P

ne= Y gia

aeP\—-P
p=Il&n,

sao subdlgebras de Lie de g. Temos ainda que [ € uma dlgebra de Lie redutivel com subdlgebra
de Cartan b e sistema de raizes P N —P. Além disso, | = s @ 3, onde s = span{h, | o €
PN—=P}® @ cpn_p8a € uma dlgebra de Lie semissimples, 3 = span{hy | « € P\ =P} € o centro
del el =j3dspan{hy | « € PN —P}. Temos ainda que g =n_ S p e p é uma subdlgebra de Lie
parabdlica, isto é, p € uma subdlgebra de g que contém uma subdlgebra de Borel.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.8, P C ® é um conjunto parabdlico no sistema de raizes ®. Pela
Proposigao 1.2.33, p ¢ uma subalgebra de g. Ainda pelo Lema 2.2.8, s = span{hy, | @« € PN
—P} ® @, cpn_pfa ¢ uma algebra de Lie semissimples com sistema de raizes P N —P. Como
3 = span{h, | @« € P\ —P} comuta com todos os elementos de s, temos que | = § @ 3 ¢ uma
subélgebra de Lie de g e é redutivel. Pelo Lema 2.2.7, P\ —P é fechado, portanto —P \ P também
fechado e ny sdo subalgebras de g. O

Para um modulo de Harish-Chandra V', denotaremos [ = [((V'), ny = ny (V) e p = p(V) como
na Proposi¢ao 2.2.9. Além disso, denote por £L = L(V) = @ A, Np = No(V) =nr®Ae
P=PV)=px A

Lembre que denotamos por Q o reticulado de raizes spany®. Denote por Qp = Qy(V) o
reticulado de raizes gerado por PN —P. Se W C V é L-mddulo de Harish-Chandra, entao se
A € b* é um peso de W todos os pesos de W estao contidos em A\ + Qp. Podemos ver W como um

P-modulo definindo NoW = {0}.
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osigao 2.2.10. Seja W um L-mddulo quasi-finito cujos pesos diferem apenas por elementos
Considere o modulo de Verma generalizado

Mp(W) =U(G) ®@up) W,

Como espagos vetoriais,

Mp(W) =2 (UWN_IJN_cW)d W.
Além disso, os pesos de UN_IN_ @ W e W formam conjuntos disjuntos.

Mp (W) possui um unico submddulo Np(W) que é mazimal entre os submodulos que possuem
intersecgdo trivial com W.

O quociente Lp(W) = Mp(W)/Np(W) é um G-mddulo simples se, e somente se, W é um
L-modulo simples.

O espago de Ny -invariantes em Lp(W)
Lp(W)YN* = {v e Lp(W) | zv = 0, para todo z € Ny}

€ igual a W.

Demonstrag¢iao. Vamos supor P # ®, pois se P = ®, entdao P =G e Mp(W) = W.

(i)

(i)

(i)

Pelo Teorema PBW, como espacos vetoriais,

Mp(W)

U(G) ®@uypy W
UN-)U(P ) vy W
2 (UWNIN_W)e W.

12

I

Como N_ é um h-moédulo de peso com a agao adjunta, temos que U(N_) é um h-modulo
de peso com a agao adjunta também. Explicitamente, se x; € (N_)a;, o € (—P)\ P,
i=1,...,k, entao

[hyz1...2k) = (1 + -+ ag)(h)xy . .. k.

Note que se z € U(N ), e w € W), entao para todo h € b
hzw = zhw + [h, zjw = (A + «)(h)zw

Isto é, os pesos de Mp(W) sdo da forma A + «, onde A é um peso de W e a é um peso de
U(N_). Além disso, como U(N)g =k, os pesos de U(N_)N_ @ W sdo da forma X\ + «, onde
a é um peso de U(N_) nao nulo. Como os pesos de W diferem apenas por elementos de Qg
e os pesos de U(N_)N_ estao contidos em Q \ Qp, segue que os pesos de UN_IN_ @ W e
W sao distintos.

Como qualquer submoédulo de um médulo de peso é um moédulo de peso, temos que qualquer
G-submodulo N C Mp(W) tal que NNW = 0 esta contido em U(N_)N_ @ W. Portanto, se
Np(W) é asoma de todos os G-submodulos de Mp(W) que intersectam W trivialmente, entao
Np(W) esta contido em U(N_)N_ @ W e é maximal entre os G-submodulos que possuem
intersecgao trivial com W.

Seja U C W um submoédulo nado de W. Visto como subespago de Mp(W), o G-submodulo
gerado por U em Mp(W) é igual a

U(g) Qu(p) U.
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Note que a imagem de W na proje¢ao canoénica de Mp(W) em Lp(W) = Mp(W)/Np(W) é
isomorfa a W, por isso identificaremos W com sua imagem em Lp(W).

Suponha que W nao é simples e seja U C W um L-submodulo proprio de W nao nulo. Pelo
item (i), temos que os pesos do submodulo Np(W) C Mp(W) sao distintos dos pesos de W.
Portanto Lp(W), = W), para cada peso A de W. Como U é um submodulo proprio, existe A
tal que U) esta contido propriamente em W). Sendo assim, se

U(G) ®up) U+ Np(W)
Np(W) ’

L=

entao Ly = Uy e, portanto, L é um G-submoédulo nao nulo de Lp(W).

Por outro lado, suponha W simples e seja N C Lp(W) um G-submoddulo. Pela construgao de
Np(w), todo submodulo de Lp(W) intersecta com W. Assim, se NNW =0, entdo N = 0.
Suponha que N N W # 0, entao

NS UG)NNW) = UN)U(P)YNNW) =UN_)W = Lp(W).

Logo, N = Lp(W) e, como vale para todo submo6dulo nao nulo de Lp (W), temos que Lp(W)
é simples.

(iv) Seja v € Lp(W) um vetor de peso tal que v € Lp(W)N+. Identificando W como sua imagem
em Lp(W), v € W ouwv € UN_)N_W pelo item (i). Por definicio NLW = 0, temos que
W C Lp(W)N+. Suponha que v € U(N_)N_W. Sendo assim, pelo Teorema de Poincaré-
BirkhofE-Witt,

U(G)v = UN_)U(L)U(N: )
= UN_)U(L).

Sea€ PN—Pef e (—P)\P tal que a+p3 € @, entdo a+ € (—P)\ P. Logo, [L,N_] C N_.
Portanto,

UN)U(L)w Cc UNU(L)UN_)N-W
C UW_)N_W.

Como os pesos de UN_)N_W e W sio distintos, temos que U(G)vNW = 0. Pela construgao
de Np(W), temos que U(G)v = 0. Concluimos que Lp(W)N+ = W,

O
Lema 2.2.11. Seja V um G-mddulo de Harish-Chandra. Se P = ®, entdo ® = &S ou & = P,

Demonstragao. Lembre que P = ® U —®*. Seja a € ®f, entdo —a ¢ —®*. Como P = ®, entdo
d\ —d' = P\ —®" Cc &/. Sendo assim, a € &/ N —P/. Da mesma forma, se a € —®?, temos que
a € ®' N —d'. Logo,

P=3o=(0/n-a/)u (!N -9

e esta unido é disjunta, pois ®/ e ®’ sdo disjuntos. Pela Proposicao 1.2.35, ®f N —®/ e &' N —P?
sao subsistemas de raizes de ®, pois sao fechados, pela Proposicao 2.2.7, e simétricos. Pelo Lema
2.2.7, para todo a € FN-®f e fc ' N-D, a+ L& Pea—p¢ o, portanto o e 3 sdo raizes
ortogonais. Como g é simples, temos que ® ¢ um sistema de raizes irredutivel (isto é, nao pode
ser particionado em uma uniao de dois subconjuntos tais que as raizes do primeiro sao ortogonais
as raizes do segundo) e, assim, ® = &/ N —®f ou & = &' N —&*. Concluimos que & = & ou
= P, O

Teorema 2.2.12 ( [Laul8, Theorem 2.9]). Seja V' um G-mdulo de Harish-Chandra, entao um dos
casos mutualmente exclusivos a sequir ocorre
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(i) ® = ®f eV possui dimensao finita;

(ii)) ® = ®° e V é um mddulo uniformemente limitado de dimensdo infinita, com dim(Vy) =

dim(V},), para todo X, pn € II(V');

(iii) ® ndo ¢ igual o ®T ou ®'. Neste caso, a subdlgebra parabdlica correspondente P estd contida

propriamente em G,
VNt = {v e V| zv =0 para todo x € N}

é um L-mddulo uniformemente limitado simples e V = Lp(VN+).

Demonstragio. (i) Suponha que ® = ®f. Mostraremos que V possui dimensao finita. Para isso,

(iii)

enumere as raizes ® = {aq,..., o} e defina
Wz()‘> = U(gai ® A) Q- ® U(gal ® A)U(h ® A)V)\;

onde i = 1,....t e A € II(V). Como W;(A) é um h ® 1-mddulo de peso, podemos definir
Si(\) como sendo o conjunto de seus pesos. Como V & irredutivel, pelo Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, W;(A) = V e Si(\) = II(V), para todo A € II(V). Fixe A € II(V). Pela
Proposi¢ao 2.2.4, o conjunto Si(\) é finito. Suponha, por indugao, que S;(A\) seja finito.
Novamente, pela Proposicao 2.2.4, para caday € S;(X), o conjunto IV )N{y + na; | n € Z>o}
é finito. Logo,
Siri(N) = |J TV)N{y+nai|n e Zs}
YE€S;(N)

¢ uma uniao finita de conjuntos finitos, portanto S;y1(A) é finito. Em particular, S;(A) = II(V)
é um conjunto finito. Como os espacos de peso de V' possuem dimensao finita e V possui uma
quantidade finita de pesos, segue que V possui dimensao finita.

Suponha que ® = ®*. Sejam o € ® e A € II(V). Como —a € &%, Vi pna # 0 para todon € Z
pelo Corolério 2.2.5. Logo, V possui dimensao infinita. O elemento z, ® 1 age injetivamente
em V', pois a € ®*, portanto a aplicagao

Vi — V)\-‘roc
v (T ® 1)

é injetora, implicando que dim(V)) < dim(V)y,). Por outro lado, —a € ® também é uma
raiz injetiva em V', entao a aplicagao

Vata = Vi
v (g @ 1)

é injetora e dim(V)) > dim(Vy44). Assim, dim(V)) = dim(Vy44). Fazendo o mesmo argu-
mento, podemos provar que dimVy = dimV,, para todo u € A + Q. Como V & simples, V)
gera V', portanto II(V) = XA + Q, concluindo a prova.

Suponha que ® nio é igual & & ou ®7, entdo V é nao nulo. Pelo Lema 2.2.11, P # ® e, assim,
P & uma subalgebra propria de G. Como [£,Ny] C N, temos que VN+ é um L-submédulo
de V. Primeiramente, mostraremos que VN+ ¢ nao nulo. Seja v € V um vetor nao nulo de
peso A e considere o Ni-modulo U(NS)v. Lembre que

N+: @ ga®A

aceP\-P
Se P\ —P = {p1,..., Bk}, entao, pelo Teorema Poincaré-Birkhoff-Witt,

UWNpv=Ul(gp, @ A)...U(gs, @ A)v.
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Como P\ —P C @/ utilizando um argumento parecido ao dado no primeiro caso, é possivel
mostrar que U (N )v possui dimensao finita. Pela Proposigao 1.2.33, existe A C @ base tal
que P\ —P é um conjunto de raizes positivas. Como U (N )v possui dimensao finita, existe
p e II(V) tal que (U(Ny)v), # 0, mas (U(N;)v)a = 0 para todo o € A+ Q. tal que o # p,
onde Q1 = {A+ 3 5. a8 | ag € Z>0}. Sendo assim, 0 # (U(N;)v), C VNt e VN £ 0.

Provaremos agora que V = Lp(VN +). Considere a transformagao linear

@ : Mp(VN+) 5V

U QU= uv,

entao ¢ ¢ um homomorfismo de algebras de Lie, pois p(z(u ® v)) = p(zu @ v) = zp(u @ v).
Além disso, ¢ é sobrejetor, pois sua imagem contém VNt eV ¢ simples. Sendo assim,
V ¢é isomorfo a Mp(VNt) quocientado por ker(p) como G-médulos, implicando que kerp &
maximal. Pela Proposicao 2.2.10,

Mp(VN+H) 2 (UNON- @ VM) @ (1 @ V)

como espacos vetoriais. Como p(1&v) = v para todo v € VN*| temos que VN Nker(p) = 0 e,
portanto, ker(¢) € Np(VN+). Logo, ker(¢) = Np(VN+) e V = Lp(VN+), porque Np(VN+) é
maximal entre os ideais que possuem intersecgao trivial com VNt Além disso, pela Proposigao
2.2.10, V£+ & um £-modulo simples.

Basta mostrar que VNt ¢ um £-modulo uniformemente limitado. O sistema de rafzes de £ é

PN—P=(®/u—-a)n(d'U—-d))
= (&' n-d)u (@' N -d?).

Como vimos na demonstracio do Lema 2.2.11, &/ N —®/ e ®' N —P? sdo subsistemas de raizes
de PN —P e suas raizes sao ortogonais entre si. Logo,

(=3¢’ @y,

onde 3 = span{hq | @ € P\ —P} ¢ o centro de [, g/ = 3 4rn_ar span{ha, Ta, 7o} €
0" = > ncwin_oi SPan{hq, To, T_q} sdo algebras de Lie semissimples, com sistemas de raizes
®f N —df e &' N —P, respectivamente.

Pelo Proposigao 2.1.17, A
vNE 2 w0 oWl o Wi

onde WO W7 e W? sdo modulos de Harish-Chandra nao nulos para as algebras correntes
50 A, g7 @ Aeg ® A, respectivamente. Sendo assim, W é unidimensional, pois W possui
dimenséo finita e 3 @ A é uma &algebra de Lie abeliana. Pelo primeiro item, W/ é um g/ @ A-
modulo de dimensdo finita, pois P(W/) = &/ N —®f. Se g' = 0, entdo W/ é o modulo
trivial unidimensional. Se g’ é simples, entdo, pelo segundo item, W* é um g° ® A-médulo de
dimensdo infinita e uniformemente limitado. Suponha que g’ é semissimples, entdo existem

subsistemas de raizes dois a dois ortogonais ®1,...,®; C ®' N —®’ ¢ ideais gq,..., g de g’
que sao algebras de Lie simples com sistemas de raizes ®1,...,®, e subalgebras de Cartan
B1,...,b,, respectivamente. Pelo Proposicdo 2.1.17, W' = ®§-:1 W;, onde W; é um gj-mdédulo
de Harish-Chandra. Note que, para cada j = 1,...,[, o € uma raiz injetiva do gj-moédulo W

para todo j = 1,...,l. Paracada j = 1,...,r, seja \j € hj um peso de W;. Como W; é
um g;-moédulo simples e todas as raizes de g; sao injetivas em W, entao, pelo segundo item
deste teorema, os pesos de W; sao exatamente os elementos do conjunto A; + Zaebj
todos os espagos de peso possuem a mesma dimensao, que denotaremos por m;. Note que
podemos ver todos os pesos de W; e elementos do reticulado gerado por ®; como elementos
de b; tomando-os como zero em b para cada k # j. Portanto, A\; ¢ um peso de Wy, se, e

Za e
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somente se, A\; = 0, implicando que A; + na nao é um peso de W; para todo n € Z nao nulo
e o € @, onde k # j. Sendo assim, os pesos de W* sao da forma g + --- + py, onde p; ¢
um peso de W; para cada j = 1,...,l, os espagos de peso de W* sao exatamente os espacos
Wi1+n1a1+~-+/\l+nal’ onde ny,...,n € Zeag € P, k=1,...,1, e esse espaco é isomorfo a

l

®(Wj)>\j+"ﬂj'

j=1

Concluimos que W* é um g-moédulo uniformemente limitado cujos espacos de peso possuem
a mesma dimensao e esta é myp---my. Fazendo um argumento parecido, temo que YNt o~
WO W7! @ W' éum L-modulo uniformemente limitado.

O

Portanto, todo G-modulo de Harish-Chandra simples sera isomorfo ao médulo de inducao pa-
rabolica Lp(W), onde P = p ® A é a subalgebra de G dada por p = h @ > . pda para algum
subconjunto parabolico P C ® e W é um modulo uniformemente limitado sobre a dlgebra de Lie

L= (b O nepPn-p ga) ® A

Observagao 2.2.13. Dizemos que um G-mo6dulo de Harish-Chandra V' é um mddulo integral se,
dada uma base do sistema de raizes A C @, x,®1 e x_, ® 1 agem nilpotentemente em todo V para
todo @ € A. Pelo Lema 2.2.7, se V é um G-modulo de Harish-Chandra integral, entdo ®/(V) = ®.
Pelo Teorema 2.2.12; todo G-modulo integral possui dimensao finita.

2.3 Moédulos de Avaliagao

Na préatica, um modulo de avaliacdo nada mais é do que um G-moédulo criado a partir de g-
modulos. Nesta segao, iremos definir o que é um moédulo de avaliagao, além de mostrar alguns
resultados relacionados a ele.

Sejam My,...,M, C A ideais maximais distintos e denote 111 = (My,...,M,). Como A é
uma algebra finitamente gerada e k é algebricamente fechado, temos que A/M1; = K, para todo
i=1,...,r. Portanto, para cada a € A, podemos definir a(11;) € k tal que a(1;) +1M; = a + N1,.
Note que a aplicagao a — a(1;) é um homomorfismo de k-algebras, ou seja, ¢ uma transformagao
linear tal que (ab)(1M;) = a(11;)b(1M;) para todo a,b € A. Defina a aplicagao de avaliacao

evm g A — g%
x®aw (aMly)z,...,a(MM,)x)

Se My, ..., M, sao distintos, pelo Teorema Chinés do Resto, A/(My ... 1M,.) =2 A/ x ---x A/,
e, portanto, a aplicagao a — (a(1My),...,a(1,)) é sobrejetora. Logo, evy também ¢é sobrejetor.

Sejam W7, ..., W, g-moédulos, entdo Wi ® ---®@ W, é um g®"-modulo e, portanto, o pullback de
evm

g0 A" g% S End(W, @ - @ W)

define uma estrutura de g ® A-médulo em W; @ --- @ W,. A acdodeg@ Aem Wi ® --- Q@ W, é
dada por

(a:®a)(w1®-~®wr):Za(mi)wl®-~®(:1:wi)®-~®wr.
i=1

Chamaremos tal médulo de mddulo de avaliagdo e o denotaremos por
VM, W) =W (M) ® - - @ Wi(Ny,),

onde W;(M1;) é o G-modulo de avaliagao dado por (z ® a)w; = a;(1M;)zw;.
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Exemplo 2.3.1. Em [BLL15|, um exemplo de G-moédulo de avaliagdo que nao possui espagos de

pesos de dimensao finita foi dado. Suponha k = C e g = sl3(C), entao sla(C) possui base e, f, h,

onde [h,e] = 2e, [h, f] = —2f e [e, f] = h. Seja W o C-espago vetorial com base {v, | n € Z} e

defina

(2n +1)?
4

para todo i € Z. Estas relagdes tornam W um sls(C)-modulo, pois

hvn = inna €Up = — Un+1, € fvn = Un-1,

n 2
(he —eh)v, = h (—(211)

(—@n+1V@n+m+an@n+1y>v+l

vn+1> — 2nevy,

4
—4n? —4n — 1
— — Un+1
2n +1)2
— —(2)Un+1 = 2evn = [h, elvg,

(hf — fh)vy, = hvp—1 — 2nfoy,
=(2(n—-1)—2n)v,—1
= 2vp1 = —2fv, = [haf]vnv

2n + 1)?
(ef - fe)vn =evp_1+ (4)
—An® +4dn —1+4n? +4n+1
prd ’Un
4
= 2nv, = hv, = [e, flup.

fUn+1

Os pesos de W sao dados por 2n, n € Z, e o espago de peso 2n é o subespago vetorial de W gerado
por {v,}. W é um sly(C)-modulo de peso simples, pois se U(sl2(C))v, = W, para todo v € Z.

Se A é uma algebra afim qualquer e 171y, 11y séo dois ideais maximais distintos, entdo o espago
de peso (2n 4+ 2m) de W (M) ® W (My) contém o conjunto linearmente independente infinito
{vn—1 @ V1 | | € Z}, para todo n,m € Z. Logo, W (1111) ® W (11z) nao é um sl3(C) ® A-mo6dulo
quasi-finito.

Exemplo 2.3.2. Suponha que A = K[t], entao, como K ¢é algebricamente fechado, os ideais maximais
de A sdo da forma
<t - Oé>,

onde o € K e (t — ) é o ideal de A gerado por t — a. Se a € K, entao
t+(t—a)=t—(t—a)+({t—a)=a+ {t—a) eK[t]/{t —a),

portanto t*((t — a)) = oF para cada k € Z>¢. Sendo assim, para todo f € K[t], temos f({t — a)) =
f(a). Logo, se V(11, W) é um modulo de avaliagao, entao existem ag, ..., a, € K tais que

($®f)v1®-~®vr=Zf(az')(v1®---®(xvi)®~--®vr),
i=1
para todo f €K[t], r€gev1 ® - ®@uv, € V(N W).

Exemplo 2.3.3. Suponha que A = K|t,¢~!]. Utilizaremos um pouco da teoria de localiza¢do para
mostrar o que sao os modulos de avaliagao de A, para mais informagoes veja o Capitulo 4 de [BT15]
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ou o Chapter 3 de [AM69]|. Como K[t] é dominio de ideais principais, todo ideal primo é maximal.
Além disso, K[t,t™!] = S7IK[t], onde S = {t¥ | k € Z>(}, portanto os ideais maximais de KI[t,¢ ]
sdo da forma SN tal que M ¢ um ideal maximal de K[t] e t ¢ 171. Logo, os ideais maximais de
k[t,t~1] sdo da forma

{t — )

onde a € K, a # 0 e (t — ) é o ideal de K[t,t!] gerado por t — a. Como feito no Exemplo 2.3.2,
th((t — a)) = o para cada k € Z>g. Além disso,

t—a)y=tt—-a)+{t—-a)=1—-at ' +({t—a) = t '+ {t—a)=a ' +({t—a).

Sendo assim, t*({t—a)) = o para todo k € Z, implicando que, para todo f € K[t], f({t—a)) = f(a).
Logo, se V(N1,W) é um modulo de avaliagao, entdo existem ayq,...,a, € K todos nao nulos tais
que

@@ @u=> fla) (0@ (@)@ @v,),
=1

paratodo f €K[t], z€gen ® - @v, € V (I, W).

Exemplo 2.3.4. Seja k > 1 e suponha A = K[t]/ <tk> Pelo Teorema de Correspondéncia, todos
os ideais de A sdo da forma I/(t*), onde I ¢ um ideal de K[t] que contém (t*). Logo, A possui um
tinico ideal maximal e este é o ideal gerado por ¢ + (t*). Sendo assim, se V (111, W) é um G-moédulo
de avaliagdo, entao V(1M, W) = W, onde W é um g-modulo e

(x® (f—i— <tk>)> w = f(0)zw,
para todo f € K[t], rt €egew € W.

Antes de avangarmos, recomendo o leitor & voltar a Proposigao 1.3.22 e a Segdo 1.3.2, onde
provamos resultados relacionados ao produto tensorial de médulos.

Proposigao 2.3.5. Se Wy, ..., W, sao g-mddulos simples e My,..., N, C A sao ideais mazimais
distintos entre si, entao V(N1, W) é um G-mddulo simples.

Demonstracio. Utilizando indugao e o Proposicao 1.3.22, segue que W1 ®- - -®@ W,. € um g®"-modulo
simples. Seja ¢ : g¥" — W; ® --- @ W, a representagio associada.

Como os ideais maximais sao distintos, pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema 1.1.13), evpp :
g® A — g% ¢ sobrejetor. Isto é, existem aq,...a, € A tais que a;(11;) = &;; e, para todo z € g,

(x®a)(w Qwy) =w1 @+ Rrw; ®...w,, paratodoi=1,...,r.
Logo, evm o ¢ € uma representacao de g ® A simples. O

Teorema 2.3.6 ( [BLL15, Theorem 3.2|). Seja g uma dlgebra de Lie simples. Seja V' um mdédulo
de Harish-Chandra sobre G, com representagdo associada ¢ : g ® A — End V. Suponha que ezista
Mmy,...,M, € Specm A e um morfismo de dlgebras de Lie ¢ : g% — End V tal que ¢ = 1) o evyy.
Entao, V € isomorfo a um mddulo de avaliagdo de G.

Demonstrag¢iao. Como My, ..., 1M, sao distintos, pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema 1.1.13),
existem
ai,...,a, € A tais que a;(N;) = &;;

para todo i,j7 = 1,...,7r. Denote por H a subalgebra de Lie de g ® A abeliana de dimensao finita
h @ spany{si,...,sr}. Seja A € II(V). Como H comuta com h ® 1 e V) possui dimensao finita,
entdo, pelo Teorema de Lie (Teorema 1.2.8), existe v € V) nao nulo tal que v é um autovetor para
todo elemento em H.
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Note que evmp(g ® (a;)) =0 --- B gd--- D0, onde g é o i-ésimo somando no lado direito

da igualdade. Logo, evy(H) = h®" é a algebra de Cartan de g®" e v € V é um autovetor para a

acao de h®" em V). Entao U(g®")v ¢ um g®" submodulo nao nulo do modulo simples V. Logo,

V = U(g®")v é um g®"-modulo de peso simples, com relagao a subalgebra de Cartan h®". Pelo
Corolario 1.3.36, segue que V=2V, ® --- ® V,., onde Vi,...,V, sdo g-modulos de peso simples.

]

Seja W o conjunto de todas classes de isomorfismo de (g, h)-mddulos de peso simples. Para
cada W g-modulo de peso simples, denote [W] como sendo a classe de isomorfismo de W em W.
Em particular, denotaremos por [K] a classe do g-médulo trivial unidimensional.

Lema 2.3.7. Se p: G — End(V(I,W)) € uma representagdo de avaliagdo que é um modulo de
Harish-Chandra, entao ker(p) = g @ (),_, M;.

Demonstragao. Se r > 1 e W; € [K|, para algum ¢ = 1,...,r, entdao V (111, W) é isomorfo a
V((m17 B 7mi—17 mi+17 s 7m7")7 (Wl7 ceey Wi—17 M/’H—la ceey WT)

Sendo assim, podemos supor W; ¢ [K| para todoi=1,...,r.

Seja¢: g% > W1 ®@---@W, tal que p = poevmw. Se x®a € gR(\;_; M;, entao a(M;) =0,
para cada ¢ = 1,...,r. Logo, evmw(z ® a) = (0,...,0) e, assim, p(x ® a) = 0. Portanto,
g ® iy M C ker(p).

Provaremos que ker(p) C g®(j_, 11l;. Pela Proposicao 2.1.11, p = g®@ I, onde I ¢ um ideal de
A. Seja

l

Z x; ® a; € ker(p)

i=1
tal que ay,...,a; € I e {z;}\_, C g é um conjunto linearmente independente. Se a;(11;) = 0 para
todo j € {1,...,r} e para todoi € {1,...,l}, entdo a; € ﬂé’:1 N; para cadai=1,...,l. Suponha,
sem perda de generalidade, que a; ¢ 1M para algum s € {1,...,r}, isto é, a; (M) # 0. Fixe tal
se{l,...,r}

Seja 0 #w; ® -+ @w, € V(IM, W), entao

!
(Zﬂfz‘@ai) w1®~-®wr:ZZai(mj)wl®...®$iwj®...®wr
i=1 j=

i=1 j=1
T l
= Zwl PNy (Z ai(mj)xiwj> @ wy
j=1 i=1
Como w1 ® - - - ®w, # 0, temos que Zé:l a;(M;)x;w; = 0 para todo j = 1,...,r. Usando o mesmo

argumento, se u € U(g) é tal que uw, # 0, entao Zi:l (a;(Ms)x;) uws = 0 também.
Como g ¢é simples, a representacao adjunta torna g um g-médulo simples de dimensao finita.
Pelo Teorema 1.3.21, existe u € U(g) tal que ad,(z;) = d1;21 para todo i =1,...,l. Logo,

l
0=u <Z ai(ms)xi) W,

i=1

! l
= (Z ai(ms):vi> uws + ady (Z ai(ms)$s> Ws
i=1

=1
=a (ms)wlw&
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pelo argumento dado acima de que (22:1 ai(ms)xi> uws = 0 se uwg # 0. Dai teriamos que
a(Ms)xiws = 0. Como {xy,...,x;} C g é linearmente independente, x; ¢ nao nulo. Como W; é
simples e nao esta em [K], existe ws € W tal que x1ws # 0. Sendo assim, a;(11;)x1ws = 0 implica
que ai(M;) = 0, contradizendo a hipotese de que aq (M) # 0. Logo, nédo existe i € {1,...,l}
tal que ai(mjz para algum j € {1,...,r}, entdo a; € ﬂ§:1 N1; para todo @ = 1,...,1. Segue que
ker p C g ®(;=; M.

O

Teorema 2.3.8. Sejam Ny,..., M, Ny,..., Ny C A, Il; # N;, N; # 1, sei,# j, ideais ma-
zimais de A e Wy, ...,W,,Uy,...,Us g mddulos de Harish-Chandra tais que VI, W) e V(11,U)
sao mddulos de Harish-Chandra isomorfos, onde Nl = (My,..., M), N = Ny,...,Ny), W =
Wi,...,W,), U = (Uy,...,U). Entao r = s e existe uma permutagao o de {1,...,r} tal que
Ni == ma(i) (& Ul = Wcr(i)'

Demonstragao. Sejam av: g®@ A — V(M W) e f:g® A — V(I,U) as representagoes associadas

e suponha que nao sejam a representacao trivial unidimensional. Logo, ker e = ker 3 e, pelo Lema
2.3.7,

T S
g@ (M =g (N
i=1 =1

Logo, iy M, = iy N;. Como N; # M e N; # N, se i # j, entdo, pelo Teorema Chinés
do Resto e Teorema dos Zeros de Hilbert, 7 = s e existe uma permutagao o de {1,...,7} tal que
;= M.

Note que a aplicagao linear Uy ® -+ @ U, — Uy(1) @ -+ ® Uy(y) dada por ug @ -+ @ up +—
Up(1) @ *++ @ Uy(ry € um isomorfismo de g ® A-modulos. Logo, podemos supor, sem perda de
generalidade, que o é a permutacao identidade.

Sejam ay,...,a, € A tais que a;(17;) = d;;, entao

ah®a)u1 ® - Qup =u1 @+ @ hu; @ -+ @ uy.

Seja u = (u1 ® --- ®@u,) € V(1,U) nao nulo. Seja ¢ : V(1,U) — V(111,W) um isomorfismo de
G-modulos e w = 22:1 wl @ @wl € V(INL,W) tal que p(u) =w e w] ®--- @ wi # 0 para todo
j=1,...,1. Fixeie {1,...,r}. Se f € U(g), entao, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, f é
uma combinacao linear da forma

= Z Cglll'.:'.”’gi,l'al ... $aph61 .. hﬁq

onde A C ® é um sistema de raizes simples. Sendo assim, para cada f € U(g), defina fe U(9)
por

f= Z cfjlﬁ‘; (Tay ® a3) ... (Ta, ®ai)(hg, @ a;)...(hsg, @ a;).
at,...,apeP
B1y--,BqEA

Sem perda de generalidade, suponha que {wf }é':1 seja um conjunto linearmente independente em
W;. Pelo Teorema 1.3.21, existe f; € U(g) tal que fifwg = 51]-11){. Como p(a(fi)u) = B(fi)w, temos
que

ot ® @ fiu; ® - Quy) = p(afi)u)
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Como w% Q- wi1 Q- w% nao é nulo e ¢ é isomorfismo, temos que f;u; nao é nulo. Como W;
e U; sdo g-mddulos simples, W; = U(g)w} e U; = U(g) fiu;. Além disso, as aplicagdes

gl @ @ fiui @ -+ Qup) = Jur @ -+ @ fity @ - Qup = w1 @ -+ @ gfiui @+ - Dy

gw, @ @w — BHw, ® - Quw =w @ ®gw; @ @ w,

definem uma estrutura de g-moédulo em ku; ® -+ @ U; @ - - @ kuy e kwi @ - @ W; @ -+ @ kw?,
respectivamente. Portanto, temos que, como g-médulos, U; Z ku; ® - - QU; @ -+ @ ku, e W; =
kwl®- - @W;®- - -@kw]. Como ¢ define um isomorfismo de g-moédulos entre kuj ®- - -@U; ®- - -@Ku,
ekwi® - @W; ® - ®kw!, entdo a composicio

oY

Ui Sku®- QU@ - 0ku S kol @ @W; -0 kaf = W;
define um isomorfismo de g-moédulos entre U; e W. O

Para cada Mly,..., 1, C A ideais maximais distintos de A e Wy,..., W, g-mo6dulos de peso
simples, defina @y w : Specm A — W por

Wi se N =M,
Omw () = i L

[k]  caso contrario,
onde [W;] e [K] é classe de isomorfismo de g-modulos de W; e do g-mddulo unidimensional trivial,
respectivamente. Para cada fungdo ® : Specm A — W, definimos o suporte de ® supp ¢ por

supp ® = {1 € Specm A|®(1M) # [k]}.

As funcoes @y w definidas como acima sempre possuem suporte finito.

Para cada 1My, ..., 1, C A ideais maximais distintos e W7y, ..., W, g-moédulos de peso simples,
podemos associar V (111, W) a funcao ®y; w. A correspondéncia que associa o g-modulos de peso de
avaliacao simples V (111, W) as aplicagdes de suporte finito ®; - é sobrejetor. Pelo Teorema 2.3.8,
a aplicacao sobrejetora [V (111, W)] — @y w das classes de isomorfismo de modulos de avaliacao
simples para fungoes Specm A — W com suporte finito estd bem definida e é injetora. Em outras
palavras:

Teorema 2.3.9 ( [BLL15, Theorem 3.6]). Existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes
de isomorfismo de G-mddulos de avaliacdo de Harish-Chandra e as fung¢des ® : Speem A — W de
suporte finito. Explicitamente, a classe de isomorfismo de V (111, W) corresponde a fung¢ao @y w .

2.4 Mobdulos Uniformemente Limitados Simples

Pelo Teorema 2.2.12, todo G-mo6dulo de Harish-Chandra ou é uniformemente limitado ou é in-
dugao parabolica de um mddulo uniformemente limitado sobre uma &lgebra corrente. O objetivo
desta segao é dar uma classificacao para os G-modulos de Harish-Chandra uniformemente limita-
dos. Primeiramente, mostraremos quando médulos de avaliacao sao modulos de Harish-Chandra
uniformemente limitados. Em seguida, investigaremos o niicleo da representacao associada a um
modulo de Harish-Chandra uniformemente limitado. Por fim, mostraremos que todo G-médulo de
Harish-Chandra uniformemente limitado ¢ um modulo de avaliagao.

Lema 2.4.1. Sejam Wy e Wy g-mddulos de peso simples uniformemente limitados de dimensdo
infinita. Se ®% = ®/(W7) e &5 = &/ (Ws) sdo os conjuntos das raizes injetivas em Wy e Wa,
respectivamente, e sao tais que <I>Zi N @g # 0, entao W1 @ Wo nao é um g-mddulo uniformemente
limitado.

Demonstracao. Sejam Wi\ C Wy e Wy, C W3 dois subespacos de peso de Wi e Wa, respectiva-
mente. Suponha ®} N —®&% # () e tome o € &} N —D%. Logo, Wi xina # 0 e Wa ,na # 0 para todo
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n € Z>o. Sendo assim, o subespago de W1 ® Wy de peso A + p contém o subespago de dimensao
infinita

oo

Z Wl,)\—l—na & WQ,u—non

n=0
entdao W1 ® W ndo é um modulo quasi-finito, portanto nao é uniformemente limitado.

Suponha que ® N —®% # ) e fixe a € I N DY, entdo Wirtia 70 e Wy i (n—i)a # 0 para todo

n € Z>g. Portanto o subespago de W7 ® Wy de peso A + p + na contém o subespaco que possui
dimensao maior ou igual a n + 1 dado pela soma

n
Z Wl,)\—i-la ® WQ,;H—(n—l)oc'
=0

Como isto vale para todo n € Z~(, nao existe um majorante para as dimensoes do espagos de peso
W1 ® Ws, entdao W7 ® Wy nao é uniformemente limitado. O

Para uma base A C ® e um subconjunto X C @, denotamos por &, (A) o conjunto das raizes
positivas em relagdo a base A e por XT = X N ®,(A). Além disso, dizemos que X C X’ é um
ideal de X C @, se para todo o € X e f € X’ tal que a+ 3 € @, temos que o + 3 € X. Para uma
raiz a € ®, denotaremos por (a)(X) o menor ideal de X C ® que contém a. Em particular, se A
¢ uma base de raizes simples em ® e o € A, entao

(—a)(@_(A)) = {~a —p | p € 24(A)U{0} tal que —a — € B,

pois —a + p € (—a)(P_(A)) se, e somente se, p € ®_(A) ou o =0 & tal que —a+ p € .

Lema 2.4.2. Seja o € A, onde A é uma base de raizes simples em ®. Se f € &\ £(—a), entdo
existe v € (—a) tal que 4+ v € (—a).

Demonstragio. Para todo A € ) A Z7 no reticulado de raizes gerado por ®, escreva
A
A= Yo
TEA

a combinacdo Z-linear de A em relacio a A. Em particular, se 7 € ®, teremos que 77 < 0 ou
ng > 0 para todo 7 € A. Seja 6 € ® uma raiz de altura méxima - isto é, # é um elemento de

® tal que n? > 1 paratodo T € Ae > _An? > > _An} para todo A € ®. Como g é simples

e {z;,x_. | T € A} gera g como &lgebra de Lie, existem x1,...,2; € {x,,z_; | T € A} tais que
adg, ...adg, (o) € go. Como 0 € &4 (A), podemos supor que z1,...,x; € {z. | 7 € A}. Sendo
assim, se pig = o e p1; € ® € tal que ady, ...ady, (o) € gy, 4 =1,...,1, teremos que

a=po < p1 <= e =0,

onde < é a ordem parcial que A induz em ®. Além disso, u; — p;—1 € A para todoi=1,...,[, se
definirmos p—1; = 0.

Seja € @\ £(—a)(P_(A)). Como a forma de Killing x(—, —) : h* x h* — k é ndo degenerada
e toda rais da base A aparece em u; — p;—1 para algum i > 0, teremos que (S, us) # 0 para algum
0 < s <. Portanto, 8 4+ ps ou 8 — us ¢ uma raiz (veja Lema 1.2.29).

Seja a € A. Utilizando um argumento parecido ao dado no primeiro paragrafo e que —a+ u €
(—a)(P_(A)) se, e somente se, p € P_(A) ou p =0 é tal que —a+ p € P, temos que

(—a)(@_(A)) = (A€ @ | ) < 0},

Assim, 7 = 0, pois 8 ¢ +(—a). Além disso, ™ > 0 e ni " < 0, pois 4 # 0. Se A € ®, toda
os coeficientes nao nulos ni‘ terao que ser apenas positivos ou apenas negativos. Portanto se 5+ ps
é uma raiz, segue que 3 + ps € ¢4 (A). Por outro lado, se 5 — us, teremos que 5 — pus € _(A).
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Se B+ ps € D4(A), entdo —8 — ps € B_(A) e na” " < 0, entdo —f — ps € (—a)(P_(A)).
Assim, —f8 — ps € (—a)(P_(A)) é tal que S+ (=8 — us) = —ps € (—a)(P_(A)). Por outro lado, se
B —ps € P_(A), entdo —pus € (—a)(P_(A)), implicando que 8 — ps € (—a)(P_(A)). Neste caso,
—ps € (—a)(P_(A)) é tal que f — ps € (). O

Proposigao 2.4.3. Sejam Wi e Wy g-mddulos de Harish-Chandra de dimensao infinita, entdo
W1 ® Wa nao € um g-mddulo uniformemente limitado.

Demonstragao. Sejam ‘I>§- = (W) e ‘1>§ = ®/(W;) os conjuntos das raizes injetivas e localmente
finitas para o g-moédulo Wj, onde j = 1,2. Seja P = <I>{ N—®i e P = <I>£ N —®% os conjuntos
parabélicos que estudamos anteriormente. Seja A C ® uma base de raizes simples tal que A C P,
(existe pois P é parabolico e pela Proposigao 1.2.32). Se ®{ = ®, entdo ®} N, = & N O} = P,
Como Ws possui dimensao infinita e é simples, pelo Teorema 2.2.12, <I>§ # (). Pelo Lema 2.4.1,
W1 ® Wy nao é uniformemente limitado.

Podemos supor que ® # ®. Como W; possui dimensdo infinita, é simples e ®} # ®, teremos
que W satisfaz a terceira possibilidade do Teorema 2.2.12, portanto P; \ —P; # (). Temos que
existe & € A tal que a € P, \ —P;. Como P} \ —P; C <I>{ , temos que o é uma raiz simples que é
um elemento de <I){ .

Considere (—a) = (—a)(P_(A)) o ideal de ®_(A) gerado por —a. Pelo Lema 2.2.7, P\ —P; e
Py N—P; sao fechados. Além disso, se 7 € P|\—P; ev € &, (A) C P sdo tais que 7+ v € @, entao
T+v e P\—P;. Assim, @{\—@f = P;\ —P; éum ideal de &4 (A). Logo, o ideal de 4 (A) gerado
por « estd contido em <I>{ \ —<I>{. Como ®¢ \ —®i = —(CD{ \ —<I>{), temos que (—a) C 4\ —Pi.

Pelo Lema 2.4.1, podemos supor ®4N(£®) = (). Como W5 possui dimensao infinita e é simples,
pelo Teorema 2.2.12, ®% = (). Seja 8 € ®4. Como &4 N (£®%) =0 e (—a) C &\ —®%, temos que
B ¢ +(—a). Pelo Lema 2.4.2, existe v € (—a) tal que 5+ € (—a).

Sejam Wi\ C W1 e Wy, C Ws dois subespacos de peso de W7 e Wa, respectivamente. Para
todo inteiro nao negativo n, o espago de peso A + p + n(y + ) em W1 ® Wa contém o subespago

n
> Wit (n-i(48) © Wa s
=0

Como ~v,v+ 5 € @il e e <I>§, temos que cada subespao da soma acima é nao nulo e a dimensao de
(W1 ® W2) x4 ptn(v+8) serd maior ou igual & n + 1. Como isto vale para todo n € Z>g, nao existe
um majorante para as dimensoes do espagos de peso W1 ® Wa, entao W1 ® Ws nao é uniformemente
limitado. O

Espacos de peso de um g ® A-modulo sdo exatamente os espagos de peso da subéalgebra de Lie
g=g®1 C g® A. Sendo assim, um G-moddulo de peso é uniformemente limitado se e somente
se € uniformemente limitado quando visto como g-moédulo. Como vimos, médulos de avaliagao sao
produtos tensoriais de g-modulos. Portanto, a Proposi¢ao 2.4.3 nos permite determinar todos os
modulos de avaliacdo uniformemente limitados.

Teorema 2.4.4 ( [BLL15, Theorem 3.14]). Seja V (111, W) um g® A-mddulo de avaliagao de Harish-
Chandra, onde W = (Wy,...,W,). Entao V(N1,W) é uniformemente limitado se, e somente se,
Wi, ..., W, sao uniformemente limitados e no mdzimo um dos W; possui dimensao infinita.

Demonstragao. Se V (111, W) é uniformemente limitado, entao pela Proposigao 2.4.3 segue que nao
mais que um dos W; possui dimensao infinita. Os espagos de peso de V (111, W) sao da forma

> wheo oW
A:A1++>\'r

onde X € h*. Como ¢é uniformemente limitado, existe B € Z>( que majora a dimensao dos espacos
de peso. Sendo assim, B também majora a dimensao dos espagos de peso I/Vf‘i, A € b*. Logo, W;
é uniformemente limitado, para todo i =1,...,r.
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Por outro lado, se Wq,..., W, s@o uniformemente limitados tais que no méximo um possui
dimensao infinita. Se todos possuem dimensdo finita, entao V' (111, W) possui dimensao finita e,
assim, é uniformemente limitado. Por outro lado, suponha que V (111, W), entao algum W; possui
dimensao infinita. Suponha, sem perda de generalidade, que W; possui dimensao infinita. Para
1=2,...,7,seja IN; a quantidade de pesos que W; possui e n; a dimensao de W;. Seja N > 0 um
inteiro que majora a dimensao dos espagos de peso de Wi. Seja A € II(V (111, W)) e T'(\) o conjunto
dos pesos de W7 tal que existem \; € II(W;), i = 2,...,7, tais que A = A\ + A2 + -+ - + .. Logo,
T'()\) é finito e a cardinalidade do conjunto {T'(A) : A € II(V')} é menor ou igual que NoN3--- N,.
Sendo assim,

vimwic [ D Wy |eWs--aW,
MET(N)
possui dimensao menor que NNaN3--- Nyng---n,, implicando que V (111, W) é uniformemente li-
mitado. O

Agora que mostramos quando um médulo de Harish-Chandra de avaliagdo é uniformemente
limitado, demonstraremos que todo G-moédulo de Harish-Chandra uniformemente limitado é um
modulo de avaliagao.

Lema 2.4.5. Sea € ®T et € A, entdo, para todo r > 1,

r

(2a @) (20 ®@1) = (@ 0@ ) (2a®@t) + 7102 1) Hhe®t) —2 <2

)(x_a 1) (2 0 ®t)

&

r

(2 a@t)(2a®1) = (24 1) (Z_a®@1t) =12 ® 1) Hhe@t) — 2 <2

) (20 ® 1) (20 1)

Demonstracao. Demonstraremos apenas a primeira igualdade, visto que a prova das ambas igual-
dades sao analogas. Denote e = x4, f = x_o € h = h,. Provaremos por indugdo em r > 1. Se
r =1, entao

(ext)(fel)=(fel)lext)+ (hat).

Além disso, quando r = 2,

(ext)(fe1)=(foEext)(fol)+(het)(fol)
= (fe1)*(ext)+(fo)(hat)+ (hat)(fol)
=(feol)(ext)+2(f@1)(h®t)—2(f®1)

Suponha r > 2 e que provamos para r — 1. Note que
(het)(fel) ' =(fel) H(hat)-20r-1)(f® 1) *(fo1)

~rerytaen -2 uen2en,

portanto
cot)(fol) =(fol)cat)(fol) ' +2hot)(fol) !
(feD (e@t)+(r-1)(fol) (hat)
— 2<T ; 1) (fo)3(feot)+2hat)(fol) !
=(fol)(eat)+r(fol) Y hat)

() (7)) werrigen
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=(fol)(eat)+r(fel) Y hat) - 2(2) (fo) 2(fat)
O

Proposicao 2.4.6 ( [BLL15, Proposition 4.4]). Seja V' um G-mddulo uniformemente limitado,
entao I(V) € um ideal radical de A.

Demonstrag¢ao. Seja p : G — End V' a representacao associada. Suponha que I = I(V) nao
¢ um ideal radical de A e seja R = A/I, onde I é ideal de A tal que g ® I = ker(p). Pela
Proposigao 2.1.15, R é uma algebra de dimensao finita (portanto artiniana) e a representagao
induzida p: g ® R — End V é injetora. Sendo assim, o nilradical de R \/@ = V/I/I & um ideal
nilpotente. Seja m > 1 tal que (vVI/I)™ ' # 0 e (vI/I)™ = 0. Seja m’ o menor inteiro positivo
maior ou igual m/2 e defina 11 = (v/I/I)"", entdo N # 0 e 112 = 0.

Note que h ® 11 é uma algebra de Lie abeliana de dimensao finita que comuta com h® 1. Sendo
assim, (h®@ 1)V, C V) e, pelo Teorema de Lie (Teorema 1.2.8), existe um vetor v € V), nao nulo tal
que (h ® N)v C kv, para todo A € h*. Seja A um peso de V e 0 # v € V) tal que (h ® N)v C Kkv.
Para = € h ® 11, denotaremos por A\(x) o autovalor da agdo de x em v. Seja A uma base de ® e

denote por g+ = @aE‘I’i(A) ga € PL =D (A).
Afirmacao 1: g+ @ N e g— ® 1 agem nilpotentemente em v.

Como g4 = ®a€¢>+ g%, basta mostrar que g¢ ® 1 age nilpotentemente em v. Seja o € Oy e
a€N. Tomex =hy,Qa,y=2,01ez=2x,®a. Seja n > 0 tal que 2"v # 0. Provaremos por
indugdo em n que o conjunto {z""y"v | r =0,...,n} é linearmente independente.

Para isto, note que [z, z] € g ® 11 = 0, portanto [z,z] = [z,y] = 0. Além disso, os vendo como
elementos de U(G), temos que zy = yz + z e, por indugdo em r > 1,

oy’ =y x+ry Lz
Suponha que n =1 e sejam cg, c1 € K tais que cpzv + c1yv = 0, entdo
0 = x(cozv + c1yv) = (cozv + c1y)zv + €120 = ¢12v.
Como zv # 0, segue que ¢; = 0 e assim ¢ = 0. Suponha quen > leque {z" "y v |r=0,...,n—1}
¢ linearmente independente. Sejam ¢y, ..., ¢, € K tais que C' = > " ¢2" "y v = 0, entdo
n
0=2C = Z 2"y oy 2w
r=0

n
= A\z)C + Z e 2"y Yy
r=1

n
= g re.2" Ty,
r=1

Aplicando x novamente, temos que Y ", 7(r — 1)e,.2""T2y"=2y = 0 e, portanto, aplicando x em
C1€{0,...,n} vezes temos que

n

ZT(T — 1) (r— (= 1)yl = 0.

r=l

Sendo assim, se [ = n, entao nlc,z"v = 0 e, como z"v # 0, segue que ¢, = 0. Logo
b ) ) ) )

n—1
E 2" "y"v = 0.
r=0
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Portanto, se supormos [ = n — 1, temos que (n — 1)l¢,—12"v = 0, implicando que ¢,—1 = 0. Por
inducao, segue que ¢, = 0, para r = 0,...,n. Portanto,

{z""y"v|r=0,...,n}

¢é linearmente independente.

Agora voltemos para a prova da Afirmacao 1. Suponha que z"v # 0 para todo n > 0. Como
2 =22, ®a = [hy ®a,zr, ® 1], segue que 2" "y v € Vyina, para cada r = 0,...,n. Como vimos
{z""y"v :r =0,...,n} C Vyjpa ¢ um conjunto linearmente independente com n + 1 elementos.
Portanto as dimensoes dos espacgos de peso de V nao sao limitadas, contradizendo a hipétese de
que V' é uniformemente limitado. Utilizando o mesmo argumento, porém supondo x = h, ® 1,
Yy=r_o®1lez=—-2x_,®1, temos uma prova que g_ ® 1 age nilpotentemente.

Afirmagao 2: Existe um vetor de peso 0 # w € V tal que (g @ N)w = 0.

Pela Afirmacao 1, todo elemento da algebra de dimenséao finita g4 ® 71 age nilpotentemente em
v. Como g4 ® 11 é abeliana, temos que U(gy ® N)v é um (g4 ® N)-moddulo de dimensao finita tal
que ny ® N age por transformagoes nilpotentes. Pelo Teorema de Engel, existe u € U(ny ® N)v
nao nulo tal que (g+ ® N)u = 0. Como U(g4 ® N)v C V & um espago de peso, podemos supor que
u € um vetor de peso.

Além disso, pela Afirmacao 1, temos que g_ ® 1 age nilpotentemente em wu. Utilizando um
argumento parecido ao paragrafo anterior, temos que existe um vetor de peso w € U(g— ® N)u tal
que (g- ® M)w = 0. Como gy ® N comuta com g_ ® 1 (pois 1% = 0), temos que (g, ® N)w = 0.
Logo,

((g- D g+) @ Mw = 0.

Como w € U((g— ®g+) @MN)v e h® N comuta com U((g— & g+) ® 1), temos que w é um autovetor
para todo elemento de h ® 1.

Para terminar de provar a Afirmagao 2, mostraremos que (h®@1M)w = 0. Sejam o € ®T et € N.
Seja ¢ € K tal que (hy ® t)w = cw. Demonstraremos que ¢ = 0.

Como os espagos de pesos de V' possuem dimensao finita, temos que {(zq ® 1)" (24 ® 1)"w |
r > 0} é linearmente dependente. Sejam co,...,¢; € K e ¢; # 0 tais que

l

S er(a @ 1) (00 @ 1)w =0,
r=0

Sabemos que (24 @ t)w = (x_o ® t)w = 0 e, usando o Lema 2.4.5, teremos que

!
0= (2o @) (z_a @) Z Cr(a®1) (2_a ® 1) w
r=0
!
= (2@t (z_q@t) ! Z rer(T—0 @ 1) N2 0 @ 1) (he ® t)w
r=1
!
= @a®t) M@ a@t) Y (e a®1) (@0 ©1) (ha @) w
r=1
!
= Clraot) Ho_qot) ! Z’I"QCT(JZ‘_Q @ 1) Hr_g®1)w
r=1
l
= (1M (e @) (@0 @)D - 1)@ a0 l) (e a®1) P
r=2
= (-D!2quw.

Como ¢; # 0 e w # 0, segue que ¢ = 0. Logo, (h ® N)w = 0, implicando que (g ® N)w = 0.
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Afirmacao 3: I € um ideal radical.
Seja W ={w eV | (g®@N)w = 0}. Note que

(y@b)(r@a)w = (z @ a)(y ®b)w + ([z,y] ® ba)w = 0,

para todo (x®a) € g Rey®b € g1, pois ba € N, ja que 11 é um ideal. Sendo assim, junto com
a Afirmacéo 2, W é um g ® R-submoddulo nao nulo de V. Como V é simples, segue que V = W.
Portanto, 0 # g ® 1 C kerp, contradizendo o fato que p: g ® R — EndV é injetora. Logo, I é um
ideal radical.

O

Teorema 2.4.7 ( [BLL15, Theorem 4.5]). Seja V' um G-mddulo de Harish-Chandra uniformemente
limitado, entdo V € isomorfo a um mddulo de avaliagao.

Demonstragao. Sejam p : G — EndV a representagao associada e I = I(V) o ideal de A tal que
ker p = g ® I. Considere a representagao p: (g ® A)/(g® I) — EndV injetora tal que p = pom,
onde m: g® A — g® A/ker p é a projecao candnica. Pela Proposi¢ao 2.4.6, temos que I é um ideal
radical de A, logo existem ideais maximais distintos 11y, ...,M11,. de A taisque I =1y N--- N1,
Pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema 1.1.13),

g A/ker p=g® (A/I) =Zg® (A/hmz> 2g (AN @---®A/M,).
i=1

Como A é finitamente gerada e K é algebricamente fechado, segue que A/11; = K e este isomorfismo
¢ dado por a + N; — a(M;), para cada i = 1,...,r. Logo,

g® A/ker p = g,

Seja v : g ® A/ker p — g®" o0 isomorfismo acima e evy : g®@ A — g¥", onde Nl = (M, ..., N,.).
Note que evy = 1 o . Portanto, p = potp~Lotpom = (porp~1)oevy. Pelo Teorema 2.3.6, segue
que V isomorfo & um modulo de avaliagao. O

2.5 Moédulos de Avaliagao de Mo6dulos de Inducao Parabdlica

Seja P C ® um subconjunto paraboélico qualquer de @ e considere a subalgebra de g

[=bhP Z o

acePN—P

Defina £L =[® A. Como [ é uma algebra de Lie redutivel, existe uma algebra de Lie semissimples s
e um algebra de Lie abeliana 3 tal que a soma direta de algebras de Lie [ = s @ s. Pela Proposicao
2.1.17, os £L-mo6dulos uniformemente limitados simples W sao isomorfos ao produto tensorial

W =2 U ® kv,

onde U é um s ® A-mo6dulo de Harish-Chandra uniformemente limitado e A é uma transformagao
linear tal que (z ® a)vy = A(z ® a) para todo z®a € 3 ® A.

Pela Proposicao 2.1.17 e Teorema 2.4.7, existem 111 = (M1,...,1,) uma g-upla de ideais
maximais distintos de A e W = (Wy,...,W,) uma g-upla de [-mo6dulos uniformemente limitados
simples tais que

wW=w(h) - ® Wq(mq) @ kv =V (ML, W) @ kuvy.

Note que kvy pode ndao ser um modulo de avaliagdo sobre 3 ® A e, portanto, poderia nao se
misturar com os outros elementos do produto tensorial. Se kp ¢ um modulo de avaliagdo, entéo
existem ideais maximais 1y, . .., 1 distintos de A e funcionais lineares A1, ..., As tais que A(h®a) =
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> iz1a(Mi)Ni(h). Se M; = 11, entao, pela Proposicao 1.3.22, W;®kvy, ¢ um s@3-modulo simples e,
portanto, (WZ ® kvAj) (M;) é um L-moédulo simples. Ou seja, se Kvp € um 3@ A-modulo de avaliagao,
entdo existem ideais maximais distintos 11y, ..., 11, de A e W1,..., W, [-mo6dulos simples tais que

W=Wi(Mh) - @ W.(M,).

Suponha que kvp seja um 3 ® A-mddulo de avaliacdo. Como feito na Proposicéo 2.2.9, considere
as subélgebras de g
nty = Z Ja

taeP\-P

p:b@zga:[@n-i-

acP

e as subélgebras de G dadas por Ne =np ® Ae P =p® A. Seja A 0 homomorfismo de algebras
associativas com unidade

A:U(G) = U(G)®"
definido por

Azr) = Z Zi,
i=1

onde z; é igual ao produto tensorial 1 ® -+ @ x ® --- ® 1 que possui = na i-ésima posigao e 1 nas
demais. Pela Proposic¢ao 2.2.10, o modulo de Verma generalizado Mp (W) é livre quando visto como
um U(N_)-mo6dulo. Note que U(G)®" ¢ um U(G)-mo6dulo com a agao dada por

,
m(u1®--~®...ur):A(m)(u1®---®ur):Zu1®--~®xui®-~-®ur,
i=1

ondex € U(G) eu; ® -+ @u, € U(G)®".
Lema 2.5.1. A aplicacao

§: Mp(W) — ®MP(Wi(mi))
=1

uQyp) (W1 @ -+ @wy) = Alu)(w @ -+ @ W)

¢ um homomorfismo de G-mddulos, onde u € G, w; = 1 @ypy wi € Mp(Wi(M;)) e (u1 @ - @
Up) (W1 @ -+ - @ W) € definido como ujw; ® - -+ @ upwy para cada u; € U(G) e w; € Wi(M1;).

Demonstracao. Precisamos mostrar que § estd bem definida. Seja w1 ®---Qw, € ®;:1 W;(M1;) nao
nulo, entdao W = U(P)w; ® - - - ® w,, pois W & um U(L)-mddulo simples. Portanto, para mostrar
que ¢ estd bem definida, basta mostrar que se w1 ® -+ @ w, = x(wy ® - @ w,.), para x € U(P),
entao

5(u Su(p) (w1 © -+ 8 w,)) = 8(u yp) wwr @ - © w,))

Note que z(w1 @ @w,) = A(x) (w1 Q- Qwy) e (W @+ - - @wW,) = Az)(W; ®- - - @, ), portanto

d(u @y p) z(w1 @ - @wy)) = 6((uz) Au(p) (W1 @ -+ @ wr))
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=6(u®yp) (W1 @ ®@w))

Sendo assim, d estd bem definido e, pela linearidade de A e pelas propriedades do produto tensorial,
d & uma aplicacio linear. Por outro lado, para todo z € U(G) e u ®yp) (w1 ® - @w,) € Mp(W),

5(x(u @pp) (W1 ® - @wy))) = d(zu QuEp) (W1 ® - Qwy))
= A(zu)(w ® -+ - @ wy)
= A(x)A(u) (v ® -+ @ W)
= 20(u Rup) (w1 @ - @ w))

Portanto § é um homomorfismo de U(G)-moédulos. O

Visto que W; é um I-modulo simples e p = ny @ [ é uma subélgebra parabélica de g, podemos
construir o médulo de Verma generalizado

My(W;) = Ul(g) @u(py Wi

Com este g-modulo, podemos construir o G-modulo de avaliacao M, (W;)(1M;) utilizando o ideal
maximal 771; de A, onde (z ® a)w = a(M;)zw, onde z®a € G e w € My(W;). Para cada u € U(G),
definimos u(11;) como sendo a imagem pelo homomorfismo de algebras associativas com unidade
U(G) — U(g) definido pela extensao da aplicacao de avaliagdo z®a +— a(1;)z, para cada z®a € G.

Lema 2.5.2. A aplicacao

ev; . MP(VVZ(mz)) — Mp(WZ)(m,)
u @ypy wi = u(Mi) @y (p) wi

€ um homomorfismo de G-mddulos.

Demonstragao. Como w +— u(11;) é uma transformagao linear, temos que ev; também esta bem
definida e é linear. Sabemos que U(g) é um modulo sobre U(G)com a acdo dada por zu = z(17;)y,
onde x € U(G) e u € U(g), portanto

ev; ( (u @y (p) ) ev; (( u) u(p) wz)
= (zu) (M) @y (p) wi

= (z(M;)u(M '))®U(p) w;
z (u(MMi) @ (p) wi)

—%W@®wmw%
para todo x,u € U(G) e w; € W. Logo, ev; ¢ homomorfismo de G-modulos. O

Lema 2.5.3. A aplicacao

ev : Q) Mp(W;(11,)) — (R) M, (W) (11;)
=1 =1
V1@ QU evi(v) ® -+ ®evy(vy)

€ um homomorfismo de G-mddulos.

Demonstra¢ao. Como evy,...,ev, sao transformacoes lineares e a aplicagao

P vp(Wi(1;)) — P My(Wi
i=1 i=1
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(v1,...,0p) = (evi(v1),...,evp(vr))

é r-linear, entdo ev é uma transformacao linear bem definida. Além disso,
T
ev(z(v1 @ ®0,)) =Y ev(vm @RIV ® -+ R vy)
i=1
T
= Z€V1(U1) ® - ®eve () ® - - @ evy(vy)
i=1

= evi(v1) @ - @ (M)ev,(v;) @ - - @ evy(vy)
i=1

=z(evi(v]) ® - @ evyp(vy))
=zev(v ® - @ vy),

para todo z € U(G) e 11 ®@ - - ®@ v, € Q_y Mp(W;(11;)). -

Para cada i = 1,...,r, considere a aplicagdo canodnica m; : M, (W;)(1M;) — Ly(W;)(M;). E
possivel mostrar que 71,..., 7, sd8o0 homomorfismos de G-moédulos, pois sdo homomorfismos de g-
modulos e xv; = x(1M;)v; para todo = € U(G), onde x(11;) € g. Utilizando uma prova semelhante
a dada no Lema anterior, é possivel mostrar o seguinte lema.

Lema 2.5.4. A aplicacao

m Q) My(Wi) (M) — &) Ly (Wi) (1)
=1 =1
mp® - @my = m(m) ® - - @ m(my)

€ um homomorfismo de G-mddulos.
Com estes lemas, estamos aptos pra provar o primeiro resultado desta segao:

Proposicao 2.5.5 ( |[Laul8, Proposition 4.1]). Seja V' um G-mddulo de Harish-Chandra, entdo
existe um conjunto parabdlico P C ® e um L = | ® A-mddulo simples uniformemente limitado
W tal que V.= Lp(W), onde | = b @ Y cpn_pfa- Seja 3 o centro de l. Se W € um 3 ® A-
mddulo de avaliagdo, entdo existe uma familia finita W1, ..., W, de mddulos de Harish-Chandra
uniformemente limitados sobre [ =h ® Y cpn_p a € ideais mazimais My, ..., M, de A distintos
tais que W1 ® -+ - @ W, é um [-mddulo uniformemente limitado e

V 2= (X) Ly (W3) (1),
=1

Demonstragao. Pela Proposigao 2.2.10 e pelo Teorema 2.4.7, ja temos que V = Lp(W), onde
W =W (M) Q- --@W,(M,) @kvp é¢ um L-moédulo simples uniformemente limitado. Como a agao
de 3® A em W ¢é dada por A, temos que (3 ® A)W = 0 se, e somente se, A = 0. Basta mostrar que
V =@Q:_, L,(W;)(M;). Considere os homomorfismo de G-médulos nao nulos d, ev e 7 construidos
nos lemas anteriores, entao

moevod: Mp(W) — ®Lp(Wz)(mZ)
=1

¢ um homomorfismo de G-mo6dulos nao nulo. Pela Proposi¢ao 2.3.5, o G-modulo de avaliagao
&®:_; Lp(W;)(M;) é simples, portanto moevod é sobrejetor. E possivel mostrar que ker(moevod) C
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UWN_)N_W e, como Q._; L,(W;)(1M;) & simples, ker(moevod) é maximal. Pela Proposicao 2.2.10,
r
V= Lp(W) = (X) Ly (Wi) (7).
=1

O

Por fim, iremos mostrar quando o médulo de avaliagao de g-médulos de inducao parabélica sao
G-modulos de Harish-Chandra.

Proposicao 2.5.6 ( [Laul8, Proposition 4.2]). Seja P C ® um subconjunto parabilico e | =
bh® > wepnpba- Sejam Wi,..., W, [-mddulos de Harish-Chandra tais que W1 ® --- @ W,. € um
[-mddulo quasi-finito, entao @;_, Ly(W;)(N;) é um G-médulo de Harish-Chandra para toda familia
de ideais maximais distintos My, ..., N1, de A.

Demonstragio. Sejam My, ..., M, ideais distintos de A e p = h @ Y cpda. Denote por W =
Wi®---@W,, D C h* o conjunto de pesos de W, Qg C Q o reticulado de raizes gerado por PN —P
e C' = spanz_ ((—P)\ P) o conjunto de pesos de U(n_) visto como g-mo6dulo. Note que D C A+ Qo
se A € D. Pela Proposicio 2.3.5, o G-médulo de avaliagio V = @_, L, (W;)(1M;) é simples.

Falta mostrar que

T
&) L (Wi) (11:)
i=1
é um G-moédulo quasi-finito. Para isto, basta mostrar que o g = g ® 1-moédulo
Ly(W1) @+ @ Lp(Wy)

¢ um modulo quasi-finito. Fixe A € D. Os pesos de
T
&) M (W)
i=1

sao da forma A+c+p, onde c € Ce p € Qp. Além disso, cada My (W1), ..., My(W,) é um g-modulo
quasi-finito. Note que Qo NC = 0. Seja v € h* tal que existe c € C e u € Qq tal que y = A+ c+ p.
Seja {au, ..., a4} C ® uma base de raizes simples que esta contida em P tal que {a,...,0q} é uma
base do sistema de raizes P N —P, entao

l r
W= Zkiai e c= Zkgai,
i=1 i=1
fa; # 0. Se

onde ki,..., k€ Z, ki,... .kl € Z<o e D i_, kja; € Qg é ndo nulo somente se i, k]
¢ =0, entao p é o tnico elemento de Qg tal que vy = A+ c+ u. Se ¢ # 0, entao existe [+ 1 < i <gq
tal que k, # 0. Assim, se (¢, /) € C x Qg é um par tal que v = X\ + ¢ + 1, entdo existe pu” € Qp

tal que
l

q
VRTINS ST
i=l+1 =1

Portanto, para todo peso v de @;_; M,(W;) existe uma quantidade finita de pares (c, 1) € C' x Qy
com ¢+ pu+ A = . Similarmente, para cada p € D, existe uma quantidade finita de escolhas
W1, ..., o entre os pesos de Wi, ..., W, respectivamente, tais que pu = p1 + - - + g, pois Wi ®
-+ ® W, é um [-moédulo quasi-finito.

Logo, se A + ¢+ p ¢ um peso de Q;_; M,(W;), entdo o espaco de peso correspondente seré
uma soma finita de espacos de dimenséao finita e, portanto, possui dimensao finita. Concluimos que
&y My(W;) é um g-modulo quasi-finito, implicando que Ly(W1) ® - -+ ® Ly(W;) ¢ um g-modulo
quasi-finito também. O
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2.6 Mobdulos de Peso Maximo

Seja A uma base do sistema de raizes ® de g. Lembre que g admite uma decomposicao triangular

g=g-Sbhdgs.

Consideraremos as subalgebras de G dadas por G_ =g_- @ A, H=hDd Ae G = g+ ® A, entdo
g = gf D H D Q+.

Denote por Q@ = Z® o reticulado de raizes gerado por ® em h* e

QL=<+ analcaez, e >0
OcEq)+

Lembre que U(G+) é um h-modulos de peso e seus pesos sdo subconjuntos de Q4.

Definigao 2.6.1. Sejam A € H*. Dizemos que um G-mddulo V' é um mddulo de peso mdximo se
existe um vetor v € V tal que

1. UGw=V,

2. Gyv =0,

3. existe um funcional linear A € H* tal que hv = A(h)v, para todo h € H.
Neste caso, dizemos que A é um peso mdzimo de V', v € um vetor de peso mdzimo.

O objetivo desta definigao é criar algo semelhante ao definido para algebras de Lie semissimples
na Secao 1.4.

Observagao 2.6.2. Seja V é um G-moédulo de peso maximo A € H e vetor de peso maximo v,
entao

V=U(G)v=U(G_)UH)U(G+)v
(G)U(H)v

(G-)v

Além disso, se p€ Qy, hebh,ac AeueU(G-)—,, entao
h

(h®@Duww =u
(

onde A(h) = A(h®1). Logo, V é um G-modulo de peso (isto é, admite uma decomposicio em
espagos de peso sobre h ® 1 2 §), onde os pesos de V' formam um subconjunto de

{]\—MWGQJr}Ch*-

Além disso, o espago de peso V3 = U(G-),v, para todo € Q1. Como a dimensao de A pode
ser infinita, entdo V pode nao ter ser um G-modulo quasi-finito.

Seja A € H*, entdo um G-modulo M(A) de peso maximo A e vetor de peso maximo vy é
chamado mddulo de Verma (associado a A), se para todo G-modulo V' de peso méximo A com vetor
de peso méaximo v existe um homomorfismo de G-modulos ¢ : M(A) — V tal que (vp) = v.

Utilizando argumentos parecidos aos dados na subsegao de moédulos de Verma para uma algebra
de Lie semissimples, podemos provar a existéncia e unicidade de um moédulo de Verma com peso
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méximo A € H*. Considere o H @ G1-mo6dulo unidimensional kvy dado por (h + x)va = A(h)va,
para todo h € H e x € G1. Utilizando a notagao criada neste capitulo, tome P =&, e P = HBG,,
entao

M(A) = Mp(kvp) = U(G) ®u(p)y Kva-

Aplicando a Proposicao 2.2.10 e utilizando a definicdo dada para moédulo de Verma associado a A,
temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.6.3. Seja A € H*, entao

(i) Como espagos vetoriais,

M(A) =2 (U(G-)G- @ kvp) @ kvy.

(ii) M(A) possui um tinico submddulo proprio mazimal N(A), Em particular, o quociente L(A) =

M(A)/N(A) € um G-médulo simples.

(1ii) Se V é um G-mddulo de peso mdzimo A, entao V' possui um inico submddulo préprio mazimal
N e V/N = L(A). Em particular, existe um unico G-mddulo de peso mdzimo A simples.

Observagao 2.6.4. A Definigdo 2.6.1 poderia ser dada trocando o item 3 por "existe A € h* tal
que (h@1)v=AhveVy={w eV | (h®l)w = Ah)w} é unidimensional". Neste caso, pelo
Teorema de Lie (Teorema 1.2.8), existe v € V) tal que U(H)v = V). Como V) é unidimensional,
temos que U(H)v = kv, implicando que existe A € H* tal que A(h ® 1) = A(h) para todo h € b
e (h®a)v = A(h ® a)v para todo h ® a € H. Se supuséssemos que V) possui dimensao finita e
nao necessariamente unidimensional, teriamos, pelo Teorema de Lie, que existe v € V) nao nulo tal
que Hv C kv. Como H é uma algebra de Lie abeliana, a acdo de h ® 1 em V), é diagonalizavel e
U(H)v = V), temos que a acao de H em V), é diagonalizéavel se, e somente se, V) possui dimensao
1.

Como foi comentado, se A € H* é qualquer, entao L(A) pode nao ser um G-modulo de Harish-
Chandra. Mostraremos uma condigao necessaria e suficiente para que L(A) seja um G-modulo de
Harish-Chandra e iremos utilizd-la para encontrar um modulo de peso méaximo simples que nao
¢ um modulo de de Harish-Chandra. Este critério foi baseado ao apresentado em [ERB17| para
algebras correntes de algebras de Kac-Moody.

Lema 2.6.5. Sejam I um ideal de A e A € H*, entao (g®I)L(A) = 0 sse, e somente se, A(hR1I) =
0.

Demonstragao. Suponha que (g®1)L(A) = 0, entao, como (gRI)L(A) =0e (hI)vpa = A(hR1)vy,
temos que A(h® I) = 0.

Suponha que A(h ® I) = 0. Seja a € ®T, a altura de o é o ntimero inteiro nao negativo
Y aca ka, onde kq, a € A, sao inteiros nao negativos tais que o = 3 kaZo. Temos que a € A
se, e somente se, a altura de a é 1. Provaremos, por indugao na altura de «, que (z_, ® I)v = 0.
Suponha que o € A. Se (23 ®@ A)(x_o ® I)vp = 0 para todo 3 € A, entdo (r_o ® I)vy gera um
submoédulo proprio do modulo simples L(A), implicando que (z_, ® I)vp = 0. Portanto, basta
mostrar que (zg® A)(z_q ® I)va = 0 para todo f € A. Seja f € A. Se B # «, entdo [zg,2_] =0,
pois 8 — a nao é uma raiz. Como (zg ® A)vy = 0, entdo

(@A) (T—a®I) = (2@ I)(zs® A+ [15,7_0] ® I)vA
= (2-a @ I)(z ® A)va
=0.

Logo, (x_q ® I)up = 0.

Suponha que a altura de o ¢ maior que 1. Se § € A, entao (25, 2_q] € g—a. Oua—f é umaraiz
positiva com altura menor que «, ou — f ndo é uma raiz. Em ambos os casos, ([zg, z_o]®1)va = 0,
por indugao. Logo, como v é um vetor de peso méximo,

(25 ® A)(T-a0 @ T)vr = (20 @ I)(25 ® A+ [15,7—0] ® I)vA
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= (T—a ®I)(zg ® A)vp

=0

Temos que (g+ ® [)vp = 0, por defini¢ao de vetor de peso méaximo, (h ® I)vpy = 0, por hipotese, e
provamos que (g— ® I)vy = 0. Logo, (g ® I)vpy = 0. Considere o subespago

W ={we L(A) | (g® Iw = 0}.

Portanto, W é nao nulo, pois vy € W. Além disso, W é um submoédulo de L(A), pois I é um ideal
de A. Como L(A) é simples, temos que W = L(A). Logo, (g ® I)L(A) = 0. O

Proposicao 2.6.6. Seja A € H*, entao L(A) € um G-mddulo de Harish-Chandra se, e somente se,
existe um ideal I de A tal que A(h ® I) =0 e A/I possui dimensao finita.

Demonstragao. Seja p: G — End L(A) a representagao associada.

Seja I o ideal de A tal que ker(p) = g® I. Se L(A) é um G-modulo de Harish-Chandra, entdo,
pela Proposigao 2.1.15, A/I possui dimensao finita. Como (g®I)L(A) =0e (h®@I)va = A(hR1)va,
temos que A(h® I) = 0.

Seja I um ideal de A tal que A(h ® I) = 0 e A/I possua dimensao finita. Pelo Lema 2.6.5,
(g I)L(A) = 0. Logo, g ® I C ker p, portanto existe um unico homomorfismo de algebras de Lie
p:g®A/I — gl(L(A)) tal que p(a + I) = p(a), para todo a € A. Note que este homomorfismo
preserva os espacos de peso em relagao & h ® 1. Sendo assim,

L(A) = p(U(g ® A))ox = 5(U (g ® A/T))va = 5(Ulg— & A/T)) va.

Como g_ ® A/I possui dimensao finita, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, temos que os
espagos de peso de U(g— ® A/I) possuem dimensao finita, quando visto como h ® 1-modulo. Logo,
os espagos de peso de L(A) também possuem dimensao finita. O

Exemplo 2.6.7 (Um mo6dulo de peso maximo simples que nao é um moédulo de Harish-Chandra).
Seja g = sly e A = C[t]. Sejae, f, h a base canénica de sly. Defina A : Ch@A — C por A(h®tF) =k,
entdo kerA = Ch ® J, onde

! !
J = {Zaktk € C[t] | Zkak =0, wherel> O} .
k=0 k=1

Note que J nao contém um ideal ndo nulo de C[t]: se J contém um ideal ndo nulo I de A, entao
existe p(t) € C[t] tal que I = (p(t)), porém existe s > 0 tal que t*p(t) ¢ J, implicando que I nao é
um ideal de A. Pela Proposic¢ao 2.6.6, L(A) ndo ¢ um modulo de Harish-Chandra. Explicitamente,
L(A)A|ygc—2 = Cf @ Clt]ux possui dimensao infinita.

Vimos que ¢, é um conjunto parabélico em ®. Logo, podemos utilizar a Proposigao 2.5.6 para
criar G-moédulos de peso maximo dados por médulos de avaliacao criados a partir de g-modulos de
peso maximo e ideais maximais distintos de A. Explicitamente, temos a seguinte proposigao.

Proposigao 2.6.8. Sejam Aq,..., A € b*, Ny, ..., M, ideais maximais distintos de A e defina A €
H* por A(h®@a) =i, a(NM)Ai(h), para todo h®@a € H. O G-mddulo de avaliagio @;_, L(\;)(1M;)
é um G-mddulo de Harish-Chandra e L(A) = @;_, L(X\:)(1;).
Demonstragao. Seja I = (;_, 1M,. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert e o Teorema Chinés do Resto,
A/I possui dimensao finita. Como A(A ® I) = 0, pela Proposi¢ao 2.6.6, L(A) é um G-modulo de
Harish-Chandra.

Sejam P =&, [ =h e W; = Kvy, o h-mddulo unidimensional tal que hvy, = \;(h), para todo
h € b. Pela Proposigao 2.5.6, W1 ® - -- ® W, também é unidimensional e

V= ® Lyag, (Kvy,) (M) = ® LX) (M)
i=1

i=1
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¢ um G-modulo de Harish-Chandra. Como V' é simples, U(G)v =V, onde v = vy, ® --- @y, € V.
Basta mostrar que v € um vetor de peso maximo A.
Por fim,

(h@aj=> a(M)vy @ @hvy, @ - @ vy, = (Z a(mi))\i(h)> Uy @@ Uy,
i=1 1=1

entdo A € H é tal que hv = A(h)v, para todo h € H. Logo, V é um G-mddulo simples de peso
méaximo A, portanto V' = L(A). O

Corolario 2.6.9. Seja V um G-mddulo simples de dimensdo finita, entao existe A € H* tal que
V =2 L(A), onde A € H* € tal que A(hq ®1) € Z e A(hq ® 1) > 0 para todo o« € A. Além disso,
existem ideais mazimais de My, ..., M, de A e A\i,..., A € §* tais que A(h®@a) =>_,a(l;) e
V= iy L(N) (M)

Demonstra¢ao. Temos que V é um g = g ® 1-modulo de dimensao finita. Pelo Teorema 1.4.1 e

Proposicao 1.4.3, V é admite decomposicao em espacos de peso sobre h = h ® 1, pois todos os g-
modulos de peso maximo sao modulos de peso sobre g. Logo, V' é um G-mé6dulo de Harish-Chandra.

Pelo Teorema 2.4.7, existem ideais maximais 1y, ..., 11, de A e g-mddulos simples W71, ..., W, tais
que
,
V= (R Wi(M,).
i=1
Como V possui dimensao finita, entao W1, ..., W, possuem dimensao finita. Pelo Proposigao 1.4.3,
existem Ai1,..., A\, € h*, vetores nao nulo de peso w; € Wy, i = 1,...,r, tais que hw; = A\;(h)w;,

U(g+)wi =0 e U(g)v = W. Isto &, W; é isomorfo ao g-modulo L()\;) de peso méaximo A;. Pelo
Teorema 1.4.14, \;(hy) € um ntimero inteiro nao negativo para todo a € A. Seja A € H* dado por
Ah®@a) =37 Xi(h)a(M;), entdo A(hq ®1) =37, Ni(ha) € Z é nao negativo para todo o € A e,
pela Proposicao 2.6.8,

V (é)wi(mi) ~ L(A).
=1

O]

Na secao anterior, ficamos tentados a mostrar que todo médulo de Harish-Chandra é um modulo
de avaliacao. Finalizamos este capitulo com um exemplo de que este nao é o caso em geral.

Exemplo 2.6.10 (Um mo6dulo de Harish-Chandra que nao é um modulo de avaliagao). Seja g = slo
e A= C[t]/(t?). Seja e, f, g a base canonica de sly. Defina A : Ch® A — C por

Ahe 1+ ) =A(he (t+ () = 1.

Como A possui dimensao finita, pela Proposi¢ao 2.6.6, L(A) é um modulo de Harish-Chandra.
Note que A possui um tnico ideal maximal e este ¢ o gerado por t + (t?), portanto todos os
modulos de avaliagdo de sly @ C[t]/(¢?) sdo da forma W(t), onde W & um slp-modulo simples e
(z @ (p(t) + (t?))) = p(0)xv, para todo p € C[t] e = € sly.

Porém, (h® (t+ (12)))va = A(h® (t+ (t?)))va = vp # 0, implicando que L(A) ndo é um moédulo
de avaliacao.
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Capitulo 3

Variedades para Algebra de Takiff
Generalizada

Um famoso teorema de Kostant (veja [Kos63, Theorem 21]) diz que a algebra universal envol-
vente de uma algebra de Lie simples complexa é livre como um moédulo sobre seu centro. Como
vimos na Se¢ao 1.5, em [FOO05], Futorny e Ovsienko construiram uma técnica para provar que uma
algebra especial filtrada U sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero é livre
como um modulo sobre uma subéalgebra comutativa A. Uma algebra filtrada é chamada de especial
filtrada se a algebra graduada associada é uma &lgebra interseccao completa. A técnica consiste
em tomar geradores g¢i,...,g: algebricamente independentes de A e provar que a imagem deles
Gy, - - -, g, na algebra graduada U, associada & filtracao de U, formam uma sequéncia regular. Isso é
equivalente a mostrar que as componentes irredutiveis de V (g, . .., g;) possuem a mesma dimensao
n —t, onde n é a dimensdo de Krull de U. Dado que g, ..., 7, formam uma sequéncia regular em
U, temos, pelo teorema principal de [FO05], que U & livre como um modulo & direita (& esquerda)
sobre A = K[gi,...,g¢. Além disso, por [FOO05, Proposition 3.4|, para todo ideal maximal v de
A =Kg1,...,q), existe um U-modulo M, irredutivel e gerado por m € M, tal que gm = x,(g)m
para todo g € A, onde x, : A — C é o carater associado a v.

Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, a algebra universal envolvente de uma &lgebra de
Lie de dimensao finita é especial filtrada. Aplicaremos a técnica acima em U = U(g,(n)), onde
gm(n) = gl,(C) ® C[t]/(t™) é a algebra corrente formada pelo produto tensorial de gl,(C) e a al-
gebra polinomial truncada C[t]/(¢t™). Esta élgebra de Lie também ¢é conhecida como algebra de
Takiff generalizada. Consideraremos A como sendo o centro de U(g,,(n)), mas também conside-
raremos outras subélgebras comutativas como a subélgebra de Gelfand-Tsetlin e a subélgebra de
Bethe. Neste capitulo, utilizaremos o Teorema 1.5.29, em conjunto da Proposicao 1.5.20 e Lema
1.5.24, para provar que U(gm,(n)) é livre como um modulo sobre algumas subalgebras comutativas
A. Consideraremos inicialmente A como sendo o centro de U(g,,(n)). Apesar do resultado ja ter
sido provado, como vimos no Exemplo 1.5.31, vamos, além de construir os geradores algebrica-
mente independentes do centro, mostrar a regularidade destes geradores forma explicita. Também
consideraremos a subalgebra de Gelfand-Tsetlin e a subalgebra de Bethe.

Na Secao 3.1, vamos seguir o artigo [Mol97| para construir geradores algebricamende indepen-
dentes do centro de U(g,(n)). Para isto, precisaremos de alguns resultados relacionados & dlgebra
Yangian de gl,,(C) e a dlgebra Yangian de level m de gl,(C). Em seguida, na Se¢do 3.2, nosso
principal objetivo é mostrar que imagem destes geradores em U(g,,(n)) sdo regulares para poder
aplicar o teorema principal de [FOO05]. O leitor vera que este problema pode ser muito complexo e,
por isso, provaremos apenas para m < 2 ou n < 3.

Depois disto, consideraremos outra subalgebra comutativa de U(g,,(n)), chamada de subélgebra
de Gelfand-Tsetlin. Dado m > 1, existe uma forma natural de definir a cadeia de algebras de Lie

gm(1) C gm(2) C -+ C gm(n).

83
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Isto induz uma cadeia nas &lgebras universais envolventes

U(gm(1)) CU(gm(2)) C -+ CU(gm(n))-

Se Z,,(n) é o centro de U(gm (7)), entdo a subalgebra I';,,(n) de U(gm(n)) gerada por Z,,(1), ...,
Zmn(n) é uma algebra comutativa chamada de subdlgebra de Gelfand-Tsetlin de U(gm(n)). Na

Segdo 3.3, mostraremos que VGT (n) =V (Fm(n)> é equidimensional de dimensao m(n —1)/2 se
e somente se n =1 oun = 2, se m > 1. Isto implicara que U(g,,(2)) € livre como um moédulo sobre
I'',(2). Por fim, consideraremos na Secao 3.4 a subélgebra de U(gy,(n)) conhecida como subdlgebra
de Bethe. Infelizmente conseguimos resultados relevantes apenas quando n = 2, porém discutimos
e exibimos o problema para U(g,,(3)).

Os resultados obtidos neste capitulo desta dissertagao foram desenvolvidos com a colaboragao
do Prof. Dr. German Benitez Monsalve e foram aceitos para publicagdo na Sao Paulo Journal of
Mathematical Sciences, doi: 10.1007/s40863-020-00204-1.

Neste capitulo, denotaremos por C o corpo dos nimeros complexos. Todas as estruturas algé-

bricas, transformacoes lineares, espagos vetoriais e conjuntos algébricos serdo considerados sobre
C.

3.1 Geradores Algebricamente Independentes do Centro

Seja gl,(C)[t] = gl,,(C) @ C[t] a dlgebra corrente polinomial associada a gl,,(C). Considere o
ideal I, = gl,(C) ® 3_;~,, t* de gl,(C)[t] e a algebra quociente g, = gm(n) = gl,(C)[t]/In. Um
dos principais resultados de [RT92] foi a construcao de geradores algebricamente independentes da
algebra I(a,,) dos ap,-invariantes em S(a,,), onde a,, = a ® C[t]/(t"") e a é uma algebra de Lie
semissimples. Nesta segao, faremos o mesmo para o centro de U(gy,(n)), que ¢ isomorfo, como g,,-
modulo, & algebra de g,,-invariantes em S(g,,(n)) (veja Corolario 1.3.18). Faremos isto seguindo o
artigo [Mol97|.

Seja {E;j | i,j =1,...,n} a base canodnica de gl,, consistindo de matrizes elementares, portanto

{EZ,(;.“):Eij®tk|i,jzl,...,n,k‘:O,...,m—l}

é uma base de g,,(n). Considere os polinémios com coeficientes em U(g,,(n)) e variavel v dados
por

EZ(’U,) = 6Z-jum + (Efjo) - m(] - 1)(5@') Umil + El-(jl)’u,m72 + E‘Z~(j2)umi3 +---+ Eg;l_l)v

onde 7,5 =1,...,n.
Seja 6,, o grupo de permutagoes de n elementos e defina

det B(u) = > sgn(0)Ey(1y1 () Es(2)2(1) . . . Egnyn(w),
ceS,

chamado de determinante de coluna da matriz nao comutativa (E;j;(u)) = (Eij(u))7;—;. Note que
det E;j(u) pode ser visto como um polinémio na varidvel u e com coeficientes em U(g(n)). Para
k=1,...,mn, sejam (x € U(gn,) tais que

det E(u) =u™" + Z Gaumnk,
k=1

Defina deg’ El(jp ) = p e tome (; como sendo a componente de Q:k com maior “grau” em relagao a
deg’. Podemos escrever (; explicitamente. Para isto, defina

(r) _ po(r=1) (1) _ 7(0) ; g
F =E; " 1<r<mekF; =E; —2(j—1)d;.
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Além disso, para cada k € {1,...,mn}, sejam s € {1,...,n} er € {1,...,mn} tais que k =

m(s — 1) 4+ r, entdo
— (]1 . (Js)
Ck = Z Z Sgn Z o (1) Fio(s)is
11<<ts 0€G;
Jite+is=k

Exemplo 3.1.1. Vamos supor n = 2 e m = 2. Neste caso,
det E(u) :EH(U)EQQ( ) 1(U)E12( )
= (uw?+ BQu+ BY) (2 + (B —2u+ BY) - (EQu+ EY) (B u+ EY)
0 0 0 1 1 0) (0
=u' + (E E§2) 2) u” + (Eil) E§2) 2) + E§1) + EéQ) - Eél)E§2)) u?
1 1 1 1
¢ (BED + EEY —2) - B EY - PV E) s B — 5D + £
9 = : . _ (D (1) _ (2 (2)
Portanto, utilizando a notacao fixada acima, temos que (1 = F};’ + Fyy', (o = Fy" + Fyy',
0 0) (1 0
(3= I F2(2)+F1(1)F( ) F2(1)F1(2)—F2(1)F1(2),
1 1 1
Ga=F 2(2)_F2(1)+F1(2)'
O objetivo desta segao é provar parte do principal teorema em [Mol97]:

Teorema 3.1.2. Todos os elementos (., k = 1,...,mn, pertencem ao centro Z,,(n)) da dlgebra
U(gm(n). Além disso, a familia {1,C2,-..,Cmn} € algebricamente independente e gera Z,,(n).

Para isto, consideraremos a &algebra Yangian da algebra de Lie gl,(C) (veja Chapter 1 de

[Mol07]), denotada por Y (n) = Y(gl,(C)). Esta algebra pode ser definida como a &algebra as-
sociativa gerada por ti; yens ,t” 1,7 =1,...,n, sujeita as relacoes
min(r,s)
) frts=a) _ y(r+s—a),(a—1)
z; ’tz] Z (tk] J e tkz e ti? )’ (31>
a=1

onde tg?) =0;5,m8s=1,2,... el <45,k <n.
Também consideraremos a algebra Y;,(n) como sendo o quociente de Y (n) pelo ideal J,, gerado

(r)

por todo os elementos t;;; com 1l <i,j<ner>m. Esta algebra é conhecida como Yangian

de level m da algebra de Lie gl,(C). Denotaremos por T(]) a imagem da projegao canodnica de t( ")

em Y, (n) =Y(n)/Jm, onde i,j = 1,...,n e r > m. Sendo assim, estes elementos satisfazem ab

mesmas relagées dadas acima. Equivalentemente, Y;,,(n) pode ser definida pela algebra gerada por
& (m)

Tij seesTij 5 6J =1,...,n, sujeita as relagoes
1
(i3 (), ha (V)] = = (7 (W) T (v) — 75 (v) T (),
onde u, v sao variaveis formais e
m
Tij(u) = 0ju" + ZTZ.(;)um_T € Y (n)[ul
r=1

A algebra Yangian Y'(n) pode ser vista como uma deformagao da algebra U (gl,,[t]) e, inici-
almente, ela foi estudada por causa de sua relacdo com as solugoes da equacdo de Yang-Baxter
qudntica. O termo Yangian foi introduzido por Drinfeld no artigo [Dri85|, mas a algebra Y'(n) ja
havia aparecido anteriormente. Neste mesmo artigo, outras élgebras foram definidas e junto de um
outro artigo de Jimbo [Jim85|, o comego do estudo dos grupos qudnticos foi iniciado. A deformacao
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que comentamos anteriormente é considerada dentro da categoria das dlgebras de Hopf e pode ser
feita para algebras de Lie simples em geral, mas nao trataremos destes assuntos neste texto. Caso
o leitor esteja interessando por mais informagoes, veja [Mol07].

Utilizaremos a algebra Y;,(n) e Y (n), pois o centro delas sao conhecidos (veja Section 1.7
de |[Mol07]), estes podem ser descritos por certos coeficientes de um polinémio chamado determi-
nante qudntico. Mostraremos que Y, (n) admite uma filtracao cuja algebra graduada associada é
isomorfa a U(gm,(n)). Utilizando este isomorfismo, sera possivel mostrar que a imagem graduada
dos elementos geradores do centro de Y;,(n) sdo exatamente os elementos (i, ..., (ny construidos
acima. Para nao estender muito esta sec¢ao, utilizaremos resultados relacionados & élgebra Yangian
Y (n). Estes resultados podem ser encontrados no livro [Mol07] e disporemos dele como fonte de
referéncia. Comecgaremos provando uma versao analoga do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para
a algebra Yy, (n).

Teorema 3.1.3. Aplicando a ordem Z(J) < T,il) se (r,i,7) < (s,k,l) na ordem lexicogrifica nos

geradores de Yy, (n), entdo os monémios

) ) o () (3.2)

1171 tq)q’ 1171

formam uma base de Yy,(n).

Demonstragao. Lembre que Y;,,(n) = Y (n)/Jm,. Portanto, podemos considerar a mesma ordem nos
geradores tl(.;) e mostrar o teorema para a ordem induzida em TZ-(J) Considere a ordem t(r) < ¢t l) se
(r,i,7) < (s,k,l) na ordem lexicografica. Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para a algebra

Yangian Y'(n) (veja Theorem 1.4.1 de [Mol07]), os polindémios ordenados

(r1) . 4ra)  4(r1) (rq)

ti1j1 o 'Lq]q tiljl = = tiqjq (3'3)
formam uma base de Y'(n). Temos que cada elemento de J,, ¢ uma combinagao linear de monoémios
da forma (3.3). Mostraremos que cada monoémio nesta representagio é tal que r, > m. Como
espago vetorial, J,,, é gerado por mondémios da forma

(s1) (sp)
tkz1l1 . 'tkplp7 p>1,
onde pelo menos um dos indices s1,..., s, ¢ maior que m.

=
=
~+
—
»
N

Em particular, se p = 2, utilizando as relagoes (3.1), temos que, para cada par t

D = ) 4 1), 0]

t(S tkl +Z((a 1) r+s a) t(r+s a)tgla 1))

Utilizando indugao em r + s e supondo r > m, temos que

tl(;)t](;) = tgj)t]g) + combinagao linear de t( ?) (Zi) com t((f;) < tgzl), p+qg<r+seq>m.

Suponha que provamos o resultado para p > 2. Fixe t,(ﬂl) . tl(lezi € Jm. Sejai € {1,...,p} tal
que tl(cz-}) t,i’ ) para todo j = 1,...,p. Note que s; > m. Utilizando um argumento estendido

(s4)

ao dado no paragrafo anterior, podemos comutar ty,;, com os outros geradores e mové-lo para a

(s1) . 4s0)
P

extrema direita do mondémio. Assim, teremos que tk 0 kol é igual a

fs1) o y(sicn) (8i41) t(sp) (s4)

kly "tk ltki+1li+1 bt combinacao linear de gler) L glen)

ajby apbp

comcy+ -+ cp <81+ Sp,
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(so1))  (80(p)
koylo(1) ko (p)lo (p)
come;p+---4cp, < S+ +8 ondet("(l) <---<t(8"(p))

! P ! P koyloq)y = = "kop)lo@p)’

o € &, o(p) = i. Utilizando indugao em sy + - - - + s, temos que t,(:lllz . -tépli é combinagao linear

Repetindo este processo, temos que t,(ﬂl) --t,gipi é igual a t

() . ylep)

ajby apbp

mais uma combi-

nacao linear de ¢

de mondémios da forma (3.3) tal que r4 > m. Como Y;,(n) =Y (n)/Jp,, os monémios

B R R () I )

. A A <
2171 1qJq’ 111 — ‘lqJq’ Tq =M

formam uma base de Y;,,(n). O

Podemos definir uma filtragao em Y;,,(n) definido

(r)

deg Ty o =r—1L

Denote por Y ,,(n) a algebra graduada associada a esta filtracao.
Coroléario 3.1.4. A dlgebra Y ,,(n) € isomorfa a U(gm(n)).

Demonstracao. Denote por ?g) a imagem de Ti(f) no espago homogéneo de grau r — 1 em Y ,,(n).

Comparando o grau dos elementos em (3.1), temos que

707§ = Gy — dur Y, (3.4)
definindo 7'2-(;) = 0, para r > m. Considere a aplicagdo linear induzida por
¢ U(gm(n)) — Y(n)
(r-1) (r)
Ez-j — T
entao

o ([E(r 1) E(s 1)]) = ¢ ([Eij, B ® 27 72)

ij
= Opip (E-(”S_Q)) Sitp (E(”S 2)>

_ (5k] l(r-f—s n Sil ]E;;+S_1)
— [ (5
=[]

- [ (et7) o 5]

Portanto, ¢ induz um homomorfismos de algebras associativas. Considere a ordem na base
canonica de gp,(n) EZ(;) < E,(j) se (I,1,7) < (s,k,1) na ordem lexicografica. Pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt para a algebra U(g,,(n)) temos que os monomios

E(T}) . E?"q' E(Tl) . < E’"q

1171 tq)q’ 11J1 — — "T%qJq

formam uma base de U(gm(n)). Sendo assim, pelo Teorema 3.1.3, ¢ é um homomorfismo de algebras
que leva uma base de U(g,,(n)) para uma base de Y,,(n), implicando que ¢ é um isomorfismo de
algebras associativas. O

Lema 3.1.5. Os elementos (1, ..., Cnn pertencem ao centro de U(gm(n)).
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n
Demonstrag¢ao. Como fizemos com a base de U(g,,(n)), considere a matriz T (u) = (7‘-- ) com

coeficientes em Yy, (n)[u]. O polindmio

adet T(u) = Y sgn(p) o) (W) To@2(u + 1) . Touyn(u—n + 1)
0'6611

¢ chamado de determinante quantico da matriz T (u) (veja Section 1.6 de [Mol07]).
Sejam di,...,d; € Yiu(n) tais que

mn
qdet T (u) = u™ + Z dpu™ 7k,
k=1
entao os elementos dy, ..., dp, pertencem ao centro de Y;,(n). Isto é consequéncia do fato de que
tais coeficientes da versao do determinante quantico para o Yangian Y (n) pertencem ao centro dele
(veja Theorem 1.7.5 de [Mol07]). Sendo assim, as imagens dy, . .. , dp, também pertencem ao centro

de Y, (n).
Demonstraremos que a imagem de (i no isomorfismo construido no Corolario 3.1.4 é di. Para
isto, basta ver que a imagem do polinémio

Tij(u -7+ 1) = (Sz](u-i-j - 1)m + ZTZ(;C)(U -7+ 1)m—k
k=1

em Y, (n)u] é

diju™ + (?5]1-) —m(j — 1)d;)u™ ! + Z Ti(f)um*k.

k=2
Utilizando o isomorfismo construido no Corolario 3.1.4, temos que este corresponde a imagem de
E;;(u). Logo, a imagem de (i no isomorfismo construido no Corolario 3.1.4 & dy. Ul
Lema 3.1.6. Os elementos 1, ..., Cmn € U(gm(n)) sao algebricamente independentes.
Demonstragio. Basta mostrar que a imagem graduada (y,...,C,,, € U(gm(n)) de Ci,.. ., Cmn €

algebricamente independente. Como cada (;, pode ser visto como uma fungao polinomial em cmn®
com variaveis "

{FU 11=1,...,m i,jzl,...n},
pelo critério do Jacobiano para independéncia algébrica (veja [ER93, Theorem 2.3|), é suficiente
mostrar que o conjunto das suas diferenciais

{d(Zk) Lcmmt L (CT) | k=1, .. mn}
é linearmente independente. Considere a base

B:{eg.) 11=1,....,m; i,jzl,...n}
de Cm”Q, sua base dual B* = {fi(;) |[l=1,....,m; i,j = 1,...n} C (Cm"Q)* e o ponto v € Cm”Q,
dado por

74

(l)(v): 1 sei=2,....n—1, 7=1—1,1l=n
0 caso contrario.
Mostraremos que o conjunto {nx | k = 1,...,mn} é linearmente independente, onde

2

e = d(Cy)(v) € (C™7)
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Pela definicio de ¢, deduzimos que para k =1,...,m
n
k
M = Z fz(z )'
i=1
Além disso, se s € {1,...,m} er € {1,...,m} sdo tais que k = m(s — 1) + r, entdo, para

k=m+1m+2,...,mn,
n—s+1

Mk = Z fi(;z&-s—l'
=1

Como
spanc fi(k)\ izl,...,r} sek=1,....,m
Nk € (r) .
spanc 9 fi s 1 ]z:l,....n—s—Fl} sek=m+1,...,mn
e esses espacos possuem interseccao nula, temos que 71, . . ., Nmy € linearmente independente. Logo,
{d(¢) | k=1,...,mn} ¢ linearmente independente.

0
Lema 3.1.7. Os elementos (i, ...,Cmn € U(gm(n)) geram o centro de U(gm(n)).

Demonstragao. Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, a algebra U(gm,(n)) é uma algebra fil-

trada, tomando deg El(]l) = 1, cuja algebra graduada associada é isomorfa a algebra simétrica
S(gm(n)). A representacao adjunta torna S(gm,(n)) um gm(n)-modulo. Considere a algebra

I(gm(n)) de gm(n)-invariantes de S(gm(n)), isto é,

I(gm(n)) = {f € S(gm(n)) | 2 - f = 0 para todo x € g},

onde z - f é a acao induzida pela representagao adjunta. Pelo Corolario 1.3.18, o isomorfismo entre
U(gm(n)) e S(gm(n)) define um isomorfismo entre I(g,,(n)) e Zy,, onde Z,, é o centro de U(g,,(n)).

Para cada k = 1,...,mn, denote por (; a imagem de (; em U(g;(n)). Pelo Théoréme 4.5
de [RT92|, I(g,n(n)) admite geradores P,s, 1 < r < m, 1 < s < n, algebricamente independentes
e homogéneos, onde P, possui grau s. Como (i,...,(,,, sao algebricamente independentes e
homogéneos, pelo isomorfismo entre I(gy,(n)) e Z,,, basta mostrar que (y,...,(,,, possuem o
mesmo grau que os geradores Prs, 7 = 1,...,m, s = 1,...,n. Vendo a defini¢do de (}, fica claro
que ( possui grau s, onde k =m(s —1)+r,talques=1,...,ner=1,...,m. O

Sendo assim, pelo Lema 3.1.5, Lema 3.1.6 e Lema 3.1.7, temos a prova do Teorema 3.1.2.

3.2 Teorema de Kostant

Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, a algebra graduada U (g, (n)) é a dlgebra polinomial
(k)

nas varidveis £;;°, o que implica que U(gm(n)) ¢ uma élgebra especial filtrada. Sejam Ciyeeos Conm
a imagem graduada de (1, ..., (nn, respectivamente, entao

= (1) +(Js)
(= Z Z sgn(a)Figtl)i1 "‘Fig(s)isﬂ

11<-<is 0BG
onde k = m(s —1)+r, onde s € {1,...,n} er € {1,...,m}. Apesar de estarmos escrevendo

C1y- -5 Copn €m termos de fij,

eles sao elementos da algebra polinomial
C[Eg-“) i, j=1,....,nk=0,...,m—1],

pois fg) = Eg_l).
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Ressaltamos, novamente, que a maior parte da notacao e resultados que utilizaremos esta com-
pilado na Secao 1.5. Recomendamos que o leitor reveja os resultados, definigoes e notagoes dessa
secao. Em especial, Proposicao 1.5.20, Lema 1.5.24, Notacao 1.5.25 e Teorema 1.5.29.

O lema a seguir é analogo ao Teoreoma de Kostant para g,,(1) e g1(n), onde m,n > 1. Além
disso, a demonstracao do lema é um bom exemplo de como serd nossa estratégia para provar que
U(gm(n)) é livre como modulo sobre alguma subdlgebra comutativa dada, como o seu préprio
centro, a subélgebra de Gelfand-Tsetlin e a subélgebra de Bethe.

Lema 3.2.1. As dlgebras U(gm (1)) e U(gi(n)) sao livres como mddulos sobre seus centros, onde
m,n > 1.
Demonstracio. Comegaremos considerando g,,(1). Como (; = F(il) para todo i = 1,...,m, segue

da Proposicao 1.5.20 que (q,...,(,, ¢ uma sequéncia regular em C [ 511), e ,Fﬁn) , pois

V (ChrnsC) =V (FLY, . T = o),

Logo, U(gm (1)) é livre como um modulo sobre seu centro pelo Teorema 1.5.29.
Agora, considere g1(n). Queremos provar que (q,...,(, ¢ uma sequéncia regular em

c[ﬁ?u,j:y..,n}.

Pela Proposicao 1.5.20, basta mostrar que V((y,...,(,) C c ¢ equidimensional de dimensao

n? — n. Segue da Proposicao 1.5.20 que é suficiente mostrar que o conjunto algébrico

1% ({@}Z;l UX> cC” com X = {Fj.}) =1, 5 ¢j}
é equidimensional de dimensao zero. Pelo Lema 1.5.24, isto é equivalente mostrar que
V..., O certlntem) — cn
é equidimensional de dimensao zero (veja Notagao 1.5.25). Como

(1) 1)
Ck‘ - Z F’L1’Ll o ’Lklk

11 <o <tp

7O

é o polindmio elementar simétrico de grau k nas n variaveis F'i;,.. s
1.5.26, que

segue, pela Proposicao

V(&) = (o)

¢ uma variedade algébrica de dimensdo zero. Logo, (,...,(, ¢ uma sequéncia regular em C[F, ij |
i,7 = 1,...,n] e, pelo Teorema 1.5.29, temos que U(g,,(n)) é livre como um modulo sobre seu
centro. O

Se a ¢ uma algebra de Lie simples de dimensdo finita sobre C, a dlgebra a = a ® C[t]/(t?) ¢
chamada de algebra de Takiff (veja [Geo94b|, |Geo94a|). Foi provado em [Geo94b| que U(a) ¢é livre
como um modulo sobre seu centro. Isto é equivalente a mostrar que U(gz(n)) é livre como modulo
sobre seu centro, no caso particular de g = sl,,(C). Provaremos de forma diferente este resultado,
utilizando a mesma técnica da prova anterior. Para isto, precisaremos da seguinte proposigao.

Proposicao 3.2.2 ( [Ben20, Theorem 3.6]). O conjunto algébrico

(n4+2)(n—1)
V(Un270n3a'~-aann) - 2
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é equidimensional de dimensao n(n — 1)/2, onde

Ons = E Xnthtth e Xt5,2t571Xt571n7 s = 27 37 RN
n>t1>->ts_12>1

Teorema 3.2.3. A dlgebra U(ga(n)) € livre como um mddulo sobre seu centro.

Demonstracdo. Primeiramente, mostraremos que

Zla"'a<2n

¢é uma sequéncia regular em U(g2(n)). Pela Proposicao 1.5.20, é suficiente mostrar que o conjunto

algébrico
= 7 7(2) = 32n 2n2
V.=V ({Fu }1%%2;1 U {Fij }KKK” U {QS}S:1> cC

— n—1 —
é equidimensional de dimensao n(n — 1)/2. Tome X = {Fl(ll )} eY = {F 1(32)} , entao
i=1 1<i<j<n
=X _ 5=(1) 72)
G =Fu, = Z an 'Lt'bt
11 <---<it
Sendo assim, C2t ¢ o polinémio simétrico de grau t nas n variaveis Fgl), e ,ng, para cada t =

1,...,n. Isto implica que V =V (A U {C2S_1}S:2), onde

A= {Fz(yl‘)}lg‘@—l - {Fg’z} {Fg)

Considere os polindmios A7 := (—1) SH)Zi, L para s = 2,3,...,n. Pela defini¢io de (5,1,

2 —=(2) =@ )
cada polinémio A? é a soma de todos os monoémios da forma FEQZ)I Fl(sl)2 --an-)s_nglzl com 41 <
- < 1g—1 < n. Portanto,

=2) w52 502 w1 =2 =2 | 5?2 =)
A? = Z FizilFi3i2 T 'Fni5,1Fi1n = Z FntlFt1t2 Fts ots— 1Ft571n'
11 < <tg—1<n n>ty > >tg_1>1

, . (n+2)(n—=1) | .1 .
Pelo Lema 1.5.24, s6 precisamos mostrar que V(A5,...,Al') C C 2 ¢é equidimensional de
dimensao n(n — 1)/2, mas isto ¢ uma consequéncia da mudanca de variavel X;; <— Fg) (onde

j#n)e Xy «— ff,ll) e a Proposicao 3.2.2. o B

Como V & equidimensional de dimensao n(n—1)/2, segue da Proposigao 1.5.20 que (1, (g, - - -, Cop
é uma sequéncia regular em U(ga(n)). Pelo Teorema 1.5.29, U(ga(n)) é livre como um modulo sobre
seu centro. U

Lema 3.2.4. Suponha n = 2. Para m > 1, V(Cmﬂ,...,f;(m) C C?>™ ¢ equidimensional de
dimensao m, onde X = {F(l) li=1,21=1,... ,m}.

22

Demonstra¢ao. Provaremos utilizando indugao em m que V,,, =V <Zm TR ,Z;(m) é equidimensi-
onal de dimensao m. Se m = 2, entao fi( = Fgl)fgm QX F(l)F§2) + Fél)F( ), Logo,
=X =X 2 1
V(C4 =C3) V<Fé1) §2)7F51)F( )+F;1)F( ))
2 1
v (FRLFEY) Uy (FLFTS)

v (F.FE) uv (T uv (R ) uv (7O, 7D)
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eV (Z?,ZZ() é equidimensional de dimensao m = 2.

Suponha que para algum m > 2 o conjunto algébrico V,,—1 é equidimensional de dimensao
m — 1. Demonstraremos que V,,, é equidimensional de dimensao m. Para isto, denote os geradores
Cony - - 7Z§m—2 de Vin—1 pPOr Gm, - .., gom—2, respectivamente, e os geradores 62—1-1’ e ,Z;(m de Vi,

por hpy1, .- ., hom, respectivamente. Sejam A = {F(m)} UXeB= {F( )} U X, entao

V (it ham) =V (B o1, Fop B3
=V (Fa, hint1s - ham—1) UV (F9, ity -« oy hin1)
=V <F217hm+1"' By, 1)UV<F12>hm+1» i, 1)

Temos que h é obtido de gx—; utilizando a mudanca de variaveis dada por Fgl) +— F éll) e

— F§2 Y ,para k =m+1,...,2m — 1. Além disso, hP também & obtido de gy fazendo

a mudanga de variaveis dada por Fgl) — F(l Ve F(Q) — FgQ), para k =m+1,...,2m — 1.

Logo, V/ (F21, hA 1. hS, 1) eV (Flz, hELH, cees hnB%l) sao equidimensionais de dunenséo 1+

(l)

=X = =X . . . ~
(m — 1) = m. Consequentemente, V,, =V <C2m, Comets- - §m+1) é equidimensional de dimensao
m. O

Proposicao 3.2.5. U(g,,(2)) € livre como um mddulo sobre seu centro para todo m > 1.

Demonstra¢ao. Suponha n =2 e m > 1. Pelo Lema 1.5.24, a sequéncia

(1) +=(2) = =
F227F227" 22 ) 17(27“'7C2m (35)
=Y =Y — — — k
é regular se, e somente se, (; , ..., (s, ¢ regular, onde Y = {F%), F%), . ,Fg;)} Como Ck; = F( )
. =Y =Y —-X
paratodo k =1,...,m, temos que a sequéncia ¢y ,..., (s, é regular se, e somente se, (;, 11, .., CQm,

onde X = {F(” li=1,20=1,... m} Pelo Lema 3.2.4,
—=X =X
1% (ggm, o ,Cm+1) c cm

é equidimensional de dimensao m. Logo, pela Proposicao 1.5.20, Z?i PR ,Z;(m é regular, impli-
cando que a sequéncia (3.5) é regular. Como qualquer subsequéncia de uma sequéncia regular é
regular, entdo (y,(y, ..., (o € regular. Aplicando o Teorema 1.5.29, temos que U(g,,(2)) é livre
como um moédulo sobre seu centro. O

3.2.1 Teorema de Kostant para U (g,,(3))

Até agora, provamos que U(gmn(n)) é livre como um modulo sobre seu centro, se n < 2 ou
m < 2. Provar o caso geral utilizando a mesma técnica feita até agora se mostrou muito complexo
para darmos continuidade, porém utilizando-a mostraremos que U(g,,(3)) é livre sobre seu centro.
Tentativas para generalizar a demonstragao dada foram feitas, porém sem sucesso.

Antes de mais nada, para facilitar o processo de indugao, mudaremos as variaveis. Para cada

m, seja &, 0 polindmio em K] Z(J), 1,7 =1,2,3;1=0,. — 1] obtido de ¢, fazendo a mudanca

de variavel Fz(é) “ Xi(]m_l). Isto ¢,

_ ( ) (m—js)
Ekm = Z Z sgn(o inzl)jll e X WZ)Z]S

1< <is  0€EB;
]1++]s:k

Assim, &sm—1)4rm = Es(m—2)+r,m—1, Para todo s =1,2,3, r =1,...,m.
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Considere a sequéncia
H ™! 0) +(0 1 1

()™ 0 )™ L9 X XD e K e (9
entao ffm = Xﬁ), parai=1,...,m—1,¢e §fm,m é o polinémio simétrico de grau s nas 3 variaveis
Xf(l]),Xég),Xég), para s = 1,2, 3, onde

1 2 -1 1 2 -1 0 0 0 —1 —1
A= {x)X@, X X, X, X, X, X, X9, Xy, xp D))

Sendo assim, para provar a regularidade da sequéncia (3.6), basta provar a regularidade da sequéncia

B B B B B B
§m+1,m7 £m+2,m7 c 7§2m71,m7 €2m+1,m’ §2m+2,m7 ce 7€3m71,m’ (37>
onde

B au (X} 0 {x 5. x0).

Para provar que a sequéncia (3.7) é regular precisaremos de algumas defini¢des e notagoes.

Denote por o = —§2Bm_k’m e T = §§”m_km, k=1,...,m—1. Seja
k—
)\k—ZXk - 1)X (1+1) Z k 1-1) l+1)+X(k - 1)X§é+1)’
=0
entao o =Nk + A\, parak=1,...,m— 1.

Como faremos mudancas de variaveis em 7, ok, Mg € Ak, precisaremos determinar uma forma de
fazer isto compactamente, para que a prova nao seja desnecessariamente longa. Também tomaremos
p =m — 1. Para um conjunto X de variaveis, denote C[X] como a algebra polinomial nas variaveis

em X. Seja
x,-U U ({0} o)),

i=1j=1+

entdo 7, ok, Mk, Ay € C[X,], k = 1,...,p, serdo iguais mesmo quando vistos como elementos de
C[X,+1]. Porém, se provarmos que V (A) C C% ¢ equidimensional de dimensdo [, entdo teremos
que V (A) ¢ CO+D) ¢ equidimensional de dimensdo [ + 6, onde A C C[X,]. Além disso, 11 =

(0) 4(0) 5(1)
Xy X39 X13" e

1 1 1
e = Z Xéjll)X§]22)X(]3+ ) Z X?Ejll)X(]2+ )X(JB+ )’
Jitje+yz=k—1 Jitjetiz=k—2

onde j1,72,53 > 0e 2 <k <m.

Seja
(la) (s)
e
M = Xi1;'1 * Xis?s ’
X(l2) X(IS) *

122 373
denotaremos por 7;(M) (respectivamente, n;(M), \;(M),o;(M)) o polinémio obtido de 7; (respec-
tivamente, 7, A;, 0;) utilizando a mudanga de variavel

X xB x D x A o x ) x ()

2171 1272 1373

I+1 la+l1 +1 Is+1 +1 le+l1
x5 o XG0, X e X Xt e X,
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[=0,1,...,p— 1. Sendo assim, se

entao 7; = 7;(N).
Exemplo 3.2.6. Se
1 1
* Xél) X?E1)
a=|x K|
0 0
Xf:a) X2(3) *
entao 1 (A) = Xé})ng)Xég) e,se2<k<p-—1,
A= T XX T Xy
J1t+je+j3=k—2 J1+ja+iz=k—1

e,sel<l<m ' ' ' '
W= S XX X
Ji+j+2=I-1

Lema 3.2.7. Para todo p > 1, Xég)X%),m, ...,mp € C[X)] € reqular. Em particular, ny,...,n, €
regular.

Demonstracao. Basta mostrar que X?Eg),m, o Mp e X%),m, ..., Mp sao regulares. Provaremos que

X?Eg), M,...,np é regular. A prova para a outra sequéncia é analoga. Note que
0) (1
X§,2)X{3)77717 <o Mp

dependem apenas das variaveis X?EZQ),XQ(?FI),X?E?, X {l;rl), [=0,...,p—1, por isso iremos considera-
los como elementos em C [Xp \ {Xéll), X{l;l) |l=0,...,p— 1}}
Considere a sequéncia maior dada por

0 1 -1 1) (2
xO x . xbD x x@ XD o, (3.8)
entao X = ¥ xExO = onde
s i=1-%31 135 IRERRY 2

0 1 -1 1 2
X = {x§, x, . xG Y xG X xB Y

Note que, ao fazer a mudanca de variavel Xéll) — ng—l) e X%H) — fgg_l), l=0,...,p—1lem nii,
obtemos m polinémios de U(g,,(2)) utilizados no Lema 3.2.4, supondo m = p. Logo,

V(n,...n)X) cc®

é equidimensional de dimensao p. Pela Proposicao 1.5.20, 77{(, e ,77;( é regular. Pelo Lema 1.5.24, a
sequéncia (3.8) é regular também. Pela Proposi¢ao 1.5.20, qualquer subsequéncia de (3.8) também

(0)

serd regular, temos que XSg sy Mp €M1, .., 7p 530 Tegulares. O
Exemplo 3.2.8. Se p = 3, entao n; = Xég)X%) + X?Eg)X%),
1) (1 0) (2 1) (1 0) (2
me = X' X{3 + X5 X3 + X35 X3 + X35 X3,

2) (1 1) (2 0) (3 2) (1 1) (2 0) (3
N3 = X§1)X§3) + X?El)Xf?)) + X?El)Xl(:a) + X§2)X§3) + X?EQ)Xé?)) + X§2)X2(3)-
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s, s X = X 0 3 00 LD, ento = XD XD, o = XY+ XX o

2) (1 2 0
= X§1)X§3) + X?El) s X:§1)X£3)

Fazendo a mudanca de varidavel mostrada na prova, temos os mesmos elementos do Lema 3.2.4,
param =p = 3.

Lema 3.2.9. Para todop > 1, V (11,...,7p,M1,...,1p) C CO ¢ equidimensional de dimensao 4p.
Isto €, T1,...,Tp,M1,...,np € C[X,] € regular.

Demonstracdo. Suponha p = 1, entao
V) =V (X9 X9 X8, X QX + X0 x1D)
0 0) +(1 1 0) (1
v (X8 XX ¢ XX 0V (X XX uv (38, X x)
0 1 0 0 0 1 1 1
=V (X§1)>X:£,2)X§3) + X?El)Xf?,)) uv < :52)7X( )> uv <X§2)7X{3)> uv ( {3)7X( )> :

Logo, V (11,11) é equidimensional de dimensao 4 e 71,7, é regular.
Suponha p > 1 e que provamos, por inducao, que

Tlyeo oy Tp—1,M15 -+, Tlp—1 eC [Xp—l]

é regular, portanto
TlyeresTp—15M1y -+ Mp—1 € C[Xp]

¢ regular também. Provaremos que 7,...,7,71,...,7n, ¢ regular. Temos

V 7—177_27“ > Tps T, 1725 - - np)
© 1 1 0
()(21>)(32 X, X9 X + XX sy
0
< 21 > T2y -+ Tp,?’]l,T]Q,...,np> uv (X?()Q),X?()l),TQ,...,Tp,ng,...,np)

1 1
UV( §2), £3),T2,...,7'p,’l72,...,77p> UV(X{s),Xézg),TQ,...,Tp,nz,...,T]p)

Sejam A = {Xég),Xé(f)}, Ap = {Xg(,g),Xf;lg)}, Ag = {Xl(é)’Xé‘?}’

1 1 0 0 1 2

* X£2) X£3) * Xél) X?El) * X£2) X£3)
el el e )

X317 Xgp * X3 Xog * X31” Xgp *

entao 7;(M;) = ijl e ni(M;) = nfjrjl, ondei=1,...,p—1ej=1,23. Logo,
0 0
v(ng),X?El),m,...,Tp,ng,...,np), V<X§2),X{3),TQ,...,Tp,m,...,n,,)

eV (Xg),X%),TQ,...,Tp,m,...,np>

sao equidimensionais de dimensao 4(p — 1) — 2 4 6 = 4p.
0)

Precisamos mostrar agora que V (X2(1 ST ey Ty T, 125+ - ,np) é equidimensional de dimen-
sao 4p também. Para isto, construiremos uma sequéncia de conjuntos algébricos. Seja Vi =

|4 (Xé(l)),TQ, e T M, T2, - ,np) nv (Xf?), entao

V1 :V (Xé?),Xg),TQ, e ,Tp,7]1,772,. . .,Up)
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0 1 1
=V (Xél), X£2),X2(1), T3y ey Ty T2, - - - ,np)

0 1 0 0

ov (x50, x5, X9 X Ty
0 1 0 1

uv (Xél),sz), X§2),Xf3),7'3, R N/ T np)
0 1 1 1

U V ( él),X{Q),X£3),X§3),T3, e ,Tp,’OQ, e a”p) .

Defina Vo =V (Xg((l)); XS)7

0 1 1 2 2
Vo =v (x0, x5, x5 x 3, X,
1
UV (x4 Xfs X5 XS,
0
uv (x4, x5

1
v (x4, X0, x4, x13,

Por recorréncia, para cada k=1,...
vi =V (x4, x{)

1
—v (xi, x5

XQ(}),Tg, PPN

k—1 1
L xD x )

k 1
X5 X1,

Tps T T2, -+ - ,np> nv (Xg)), entao também temos que

7Tp777177727' . 'ﬂnp)

'7T’p>

X§3)7 X?(,?) ) T4, -

. ,Tp,772, .
1 0 1
,Xgl),X{Q),X§2),X§3),T4, T ,np>
1 1
ng),Xég)),m, T T2y e ,np> .
P — 27
2 k
X](_z),. . .,X£2),Tk+17 P 7Tp7771, P 77717)

2 k
X{z), o ,X£2),Tk+2, e Ty T2, - .,np>

1 k—1 1 2 k 0 0

uv( x©O x® L xk ),X}Q),XQ,...,X§2),X§2>,X§1),7k+2,...,Tp,ng,...,np>
1 1 k 0 1

ov (xf,x XY xR xR X X X ey
0 1 k—1 1 2 k 1 1

UV(X;Q,X;L...,X;I >,X{2),X§2),...,X{Q),Xf3>,X§3),Tk+2,...,Tp,nz,...,n,,>

0 1
Vo=V (ng,x;g, o

Para cada k= 1,. -2,

A = {ng>,le

Az

) ()

0
xO xWM

—{
{X;2>,X21

—2 1 2 —1
x¥ x0 x@  xb ),Tp,m,...,np).

k—1 1 2 k 0 0
S EHIES CHI SN D RS 1
k-1 1 2 k 0 1
x50 xR x L xlg X X

k-1 1 2 k 1
x50 xR XX X x5

« Xélf) X:g(l)) X§k+1) x®

*

* 12 13 13
My = | X3y Xy | Mo = | X5 X5 | Mis = | X3 Xy
1 1 2 1 0 0
X?El) Xz'gz) * st) X2(3) * X?El) X:)(,2) *
Entdo,se k =1,...,p—2, 7;(My;) = Tﬁlﬂem(M ) = an,paratodoz—l .,p—k,7=1,2,3

el=1,...,p—1. Logo, paracada k =1,2,...,p — 2,
A A Ay; Ay;
Tigr 2 Tp Sy sy

é uma sequéncia regular (pois é subsequéncia de uma sequéncia regular), para cada j = 1,2,3,

implicando que

(k—1)

0 1
v (x§xf, . xl)

1 2
XD x@

k 0 0
X§2)7X?()2)7 X§1)7Tk+25 ceey Tp7n2) cety np) 9
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0 1 k—1 1 2 k 0 1
v (X xy, o x X X X XD X e ey

0 1 k—1 1 2 k 1 1
V(Xél),Xél),...,Xgl ),X£2),X§2),...,X£2),X£3),X§3),Tk+2,...,Tp,772,...,77p>

sao equidimensionais de dimensao 4p — k.

Sendo assim, para mostrar que Vi é equidimensional de dimensao 4p—k, basta mostrar que Vi1
é equidimensional de dimensao 4p — k — 1, para cada k = 1,...,p — 2. Portanto, basta mostrarmos
que V1 é equidimensional de dimensao 3p 4+ 1. Temos que

Voo =V (X0, X80, X X X X )
v (xf, xfY, XY X x D XY xS XX )
—v (xf, X x Y XY X X X e )
ov (20 xiy, XY X x G XY XX )

Pelo Lema 3.2.7, ambas variedades sao equidimensionais de dimensao 3p + 1. Portanto, V,_1 ¢
equidimensional de dimensao 3p+ 1, implicando que V; é equidimensional de dimensao 4p — 1, pelo

argumento dado acima. Logo, V (XQ(?), T2,y Tp, M1, M2, .- -, Np ) € equidimensional de dimensao 4p

€ Tl s Tp, M1, ---,Mp ¢ regular. O

Exemplo 3.2.10. Suponha p = 3. Sendo assim, 11 = Xé(l))Xég)X%),

o= XXX+ XXX XX+

)' 0 X 3 X 0 x D x Dy 0 X D x () x X, 2 X Y 1

T3 = " 352) & 2(1) 352) fS) él) ZEZ) 53) él) Z§2) 53) 2(1) Z§2) &
él) §2) £3) fgl) ( ) 2(3) Zgl) £2) ( ) ?El) 1(2) 53)

Sendo assim,

V (11,72, 73,m1,m2,m3) =V <X§1)77'2,7'3,7717772,773) uv (X§2)7X§2)772773,772,773>

uv (Xg(,g),X£3)7T2,T3,772,773) uv < £3)7X2(é)a7'277'37772a773)
Sejam A1 = { X0, X0}, Ax = { x5, XD}, Ag = { X[, X} }, entiio

= XDXXE, 7= XXX X g,
X, =P

po = XXX, x;sxgm X+ XX X
b= XX s x;,;X;;, 12 = XX + X)X+ XX,

po = XXX, XéﬁXéJng’ X+ XXX )
NS SR o

Fazendo as mudangas de varidveis dadas na demonstragao, temos que

14 (X?E ) X?(,?)a7'277'3»7727773> ,V (X:gg)le(;,)’Tz,T&T]QﬂB)
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eV ( 1(3),X§;1),),7'2,T3,772,773)
sao equidimensionais de dimensao 12. Seguindo a notagao da demonstragao, seja
i=V <X2((1J)’72,73,771,772,773) nv (XS)> ;
entao
i=Vv (ng), Xty X451, 73»771,7727?73> uv (Xétl))ng)’X?(,g)» Xz(,(f)ﬁ?n%ﬁ?»)
uv ( 2(1)7XS)7X§(§),X§3),T&772,773) uv (Xé(l)) X§§)7Xf§)7X§§)7737772?773> :
Sejom A = { X190, X9 XY, Azs = (X9 X1 X0 X1}
Aua = {0, X0, X0, X0,
XXX, - X+ D,
i = XX+ XX+ XX + X
XXX, o - XX+ X,
o = XX XX+ XD ¢ XU,
e XXX, o~ X0+ X,
15 = XX XX+ X 4 X

Portanto, temos que 7_;%15777?”’7]?” é regular, para cada j = 1,2,3. Pelo Lema 3.2.7,

V2 =V (Xé(f)aXfé)’XS),Ts,m, 772,773) nv (Xg))
=V (x8 x3y xfy) X0 XD X X e ms)
=V (x50 Xy, X5 XD X s ) UV (XY, X X0 XD X X )
é equidimensional de dimensao 10, implicando que Vi é equidimensional de dimensao 11.

Proposicao 3.2.11. Sejap > 1. Para todo 0 < q < p, T1,...,Tps My Np—gq> Tp—g+1 T A5, p+
Aq € regular.

Demonstra¢do. Suponha p = 1. Se ¢ = 0, entao, pelo Lema 3.2.9, 7,71 é regular. Se ¢ = 1, entao
a decomposicao de V (11,71 + A1) em variedades irredutiveis é

V(rm 4+ ) =V (XX xR, X0 x G+ xP X + x P X))
0 0) (1 0) (1
=V (Xél)vX?(,z)X£3) + X?Ez)X( )>
0 1 0 0 1
uv (X§2)a Xél)X£2) + X§2)X§3)) uv ( §3)7X2(1)X§2) + X?Ez)st))

Logo, V (11, m + A1) é equidimensional de dimensao 2 e 7,71 + A1 é regular.
Suponha p > 1. A hipotese de inducdo em p é que

T1y- -y Tp—1,M15 - -y Nlp—1—¢q5 Tlp—q + )‘17 <o Mp—1 + )\q
é regular, para todo 0 < g < p — 1. Dividiremos a demonstragao de que

7’1,...,Tp,nl,...,np_q,np_q+1—i—)\l,...,np—i-)\q
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é regular, para todo 0 < ¢ < p, em duas partes. Na primeira, provaremos por inducao em 0 < g¢ <
p — 1 que a afirmacao é verdade. Na segunda parte, utilizaremos a primeira parte e a hipétese de
inducao para provar que a afirmacao ¢é verdade para ¢ = p.

Demonstraremos, por indugao em 0 < ¢ < p que

Tlyee s Tpy My v o s Mp—qs Mp—g+1 + A1y ooy Mp + Ag

é regular. Se ¢ = 0, entao, pelo Lema 3.2.9, temos que a afirmagao é verdadeira. Suponha 0 < ¢ < p.
Por inducao,

Tlyee s Tps My oo s Tlp—15 Tlp—1+1 +)‘17' . "T]p+>‘l
é regular, para todo 0 <[ < ¢q. Como p — ¢ > 1, temos que

V(T T2 s Ty M2 5 Moy Mp—qt 1+ AL g2 + A2y, 1+ Ag)
(0)

=V <X21 ,TQ,...,TP,UQ,...,Up_q+1+)\1,...,77p+)\q>
uv (X9, x{¥ A A
32 317T27"')Tp77727"‘777p—q+1+ 1)"'777p+ q

)
)

Jv (Xég),X%),TQ,...,Tp,ng,...,np,ﬁl+)\1,...,77p+)\q

uv (X}?,Xé?,m,...,Tp,nQ,...,np_qH+A1,...,np+Aq

Sejam Ay = {Xég),Xé(f)}, Ap = {Xég),Xfé)}, Az = {X%)?X%)}v

1 1 0 0 1 2
* X£2) Xf:’,) * Xél) X?El) * X£2) Xl(%)
Mi=|xy) o« XM= |x{) o« x| M= X« x|
1 1 2 1 0 0
X?E1) X?E2) * X§3) X§3) * X?(;l) X?E2) *
~ . Aj A_j Aj A.i
entdo, para cada j = 1,2, 3, 7;(M;) = Tidls Na(M;) = 1,21, Mp—grv—1(M;) +Npy(M;) = np_q+b+)\b ,
parat=1,...m—1,a=1,...,.p—q—1,b=1,...,q. Pela hipotese de indugao em p e como
q S p— 17
A A A A A A A A
To lseesTp My sy Myt My g1 T AL sy p + Ag?

é regular, pois a mudanca de variavel acima determina uma correspondéncia entre essa sequéncia e

T T2« v o s Tp—1sM15M25 - -+ 5 TTp—1—q> Tp—q T+ Aly- e yMp—1 + Aq.

Pelo Lema 1.5.24 e Proposigao 1.5.20,
0 0
V(X§2)7 él),TQ,---77p77727---777p—q+1+A17---777p+>\q>7
Vv (Xigg),X£:lg)77_27 ey TpsM2s oo s Mp—g+-1 + Al, <oy Tp + )\q> s

V (X{{l),)aXéilg)aT%"'7Tp77727'-'>77p*q+1 + )\17"'7771) +>\q)

sao equidimensionais de dimensao 4p.
Temos ainda que, se C = {Xé(l)),Xg)} e

2 1
* sz) Xf:s)
M=|x{ o« xP,
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entao 7;(M) = Tg_l, Na(M) =€ =14,
C C C
Mpgqi1 T AT =Ny qi1 = Np—q+1,

n57q+2+)\20 =Tp—q+2 € ng_q+2+b+)‘l?+2 = np—q+2+b+>‘b(M)7 onde i = 17 s 7p_]-7 a = ]-7 e P—q,
b=1,...,q9— 2. Logo,

\%4 (XQ(?)77_2, Ty M2y e s Mp—gtl T AL, T+ )\q> nv (XS))
—V (XQ(?),X{;),TQA, TR A A Af})
=V (X5, X1 (M), 7o (M) 0 s g2 Tt + A (M), 1+ Aga(M)
é equidimensional de dimensao 4p — 1, pela hipétese de inducao em ¢q. Portanto,
\% (Xz(?),Tg,...,Tp,ng,...,np_q+1 +)\1,...,np+)\q)
também é equidimensional de dimensao 4p e

T1y T2y« oo s Tps ML, N2 - - o5 Mp—qs Tlp—q+1 + )\17 Np—q+2 + )\27 -y Tp + )\q

éregular,se 0 < g <p-—1.

Sendo assim, suponha g = p. Isto é, queremos mostrar a regularidade da sequéncia
Tlyev s Tps ML+ A1, 12 + A2, oo, + Ape
Como 1 = Xé?)X?Eg)X%), temos que
V(T Tpem A, m2 + Aoy 1p + Ap)
=V (Xé(l)),Tg,Tg,...,Tp,’l’]l +)\1,772+)\2,...,77p+)\p)
Jv <X§g)7'2,7'3,...,7'p,7]1 + A1, M2 +)\2,...,77p+)\p>

UV(Xg),TQ,Tg,...,Tp,nl+)\1,’I72+)\2,...,’I7p+)\p)

Sejam X = {Xé(l))}, Y = {X?(,g)}, 7 = {XS)} Lembre que denotamos o; = n; + A;, para cada

i=1,...,p. Temos que T,L-X e Uf( sao obtidos de TZ»Y e UiY , respectivamente, fazendo a mudanga de
variavel o)
X3, se (i,5) = (2,3);
! .
Xél)v se (Za]) = (372)7
l ..
xO X{9, se (i,5) = (1,3);
i 7Y 50 S :
Xgp, se (i,7) = (3,1);
! .
Xy, se (i) = (1,2);
! .
| XS, se (i,5) = (2,1).
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Além disso, TZ»X e JZ-X sao obtidos de TZ'Z e O'z-z, respectivamente, fazendo a mudanga de varidvel
X5, se (i) = (3,1);
I-1
Xy, se (i) = (1,3);
I+1
0, ) Xig se (i) = (2.1);
i 7 - _ .
X31 , S€ (Zv]) - (1a2)7
l
X2(3)7 se (l,j) = (273)7
l
(X5, se (i,) = (3,2).

Portanto, basta mostrar que

V<X2((1])y7_277—3a---a7_p7771+)\17772+)\27--~a77p+)\p>
é equidimensional de dimensao 4p. Seja D = X U {X g)} e

2 1
. X
el e
0 0
s

entdo 7;(N) = TZPH, oP =, 0P = m, ‘72D+j = Mo4j + Ni(N), para todo ¢ = 1,...,p—1e
j=1,...,p—2. Como ja provamos que

Tlyee s Ty M, M2,M3 F A1, Ma + Aoy o1 + Ap2

¢ regular e toda subsequéncia desta sequéncia sera regular, temos que

Vv (XQ((I)),TQ,Tg, ce T AL+ A,y )\p) nv (Xg))

=V (X4 X0 V). 2N Tt (). s+ M (N, dpa ()
é equidimensional de dimensao 4p — 1. Logo,
14 (Xz(?)77277‘3,---77'p7771 + A1, m2 +>\2,-~a77p+)\p>
é equidimensional de dimensao 4p. Implicando que
Tlyee s Tps M+ A2 + A2y ooy + A

é regular. O

Exemplo 3.2.12. Se p = 3, entdo oy = XV X% + xVx{) 4+ x{Ox D)
1 1 0 2 0 1 2
XX XD+ XX XX X+ X
o3 =XPx + xPxP 4 xOx® 4 x@ x4+ xPxB 4 xx
3 1 1
+ X5 X0 + XX + X&’X%Q-

Nao exemplificarei todos os casos da indugao feita na demonstragao da Proposigao 3.2.11. Escreverei
os elementos obtidos para o caso ¢ = p para que o leitor possa ter estes exemplos explicitos caso
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queira conferir a prova. Como feito na demonstracao da Proposicao 3.2.11,
V (7—177_277—370—170—270—3) =V (Xég)Xég)Xl(é)7T2a 73,01,02, 03)
=V ( 51)77'2,7'3701,02,03,) uv ( 352),72,7'3701702703)
uv ( {3)77-277-370-1>0’270-3>
Sejam X = {XQ(?)}, Y = {Xég)}, Z = {Xl(zl,))}, portanto

1) (0) (1 0) (1) (1
T = X2(1)X?(>2)X§3) + X?EI)X£2)X§3),

=X D+ X+ XXl
0 1 2 0 1
X XX XXX X,
o = XX X =

o = XD XX+ XX+ XX ¢ XY = XY

2) (1 1) (2 0) +(3 2) (1 1) (2 0
o3 :XZEI)X§3) + X?El)Xl(g) + X?£1)X£3) + X§2)X§3) + X?E2)X( o+ X:§2)X2(3)
1) (2 2) (1 1) (2 2) (1
+ XX + XX =0+ x5 x5+ xF x),

0) v(1) (1 0) v (1) 1 (1
™ = X§1)X§2)X£3) + X§1)X§2)X2(3)’

0) (1) (2 1) w(1) (1 0) (2) (1
Y =X xy) X1 + x{xPxE + xP x5 xfy)
1 1 1
+ +X§1)X{2)X2(3) + X§1)X§2)X( )+ X§1)X£2)X§3)
0) (1 0) (1
‘7?{ = X§1)X§3) + Xél)X£2)’

1 1 0 2 1 1 1 1 0 2
= DX+ XD X s XX,

2 1 1 2 0 3 2 1 1 2
¥ =x50 X0+ X X0+ X X+ X X 4+ g X
2
L xOx® L x(x@ Ly 0)

0) v(0) (2 0) v(1) (1
T = X2(1)X3(,2)X§3) + X?(,l)X1(2)X§3)v

0 1 2
—X§1)X§2)X§3) + Xél)XS§2)X£3) + X2(1)X?E2)X( :
1 1
+ X0 X1 X5 + X0 X139 X5y + Xg) X0y X5y,
0) (1 0) v (1
oF = X9 + XX,

2 1 0 1 0
of = X?El)X{?)) + X§2)X2(3) + X§2)X§3) + Xél)X{2) + X} )X1(2)7

1) (2 0) +(3 2) (1 1) (2 0) +(3
of =X X7 + X0 x ) + xH x5 + x5 x8) + xPxF
0) +(3 1) (2 2) (1
+ Xél)X£2) + Xél))qz) + X§1)X§2)-

Sendo assim, 7 e 0X podem ser obtidos de 7.,¥ e 0¥ (77

3.2

72 e 0Z) utilizando uma mudanga de varigvel,
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respectivamente, portanto basta mostrar que 7'2X, 7'3X, Jf(, ag(, O'g( é regular. Sejam D = XU {Xg)}
e

2 1
W
N =X, Xog' | »

entdo P = Xg)X?Eg)X%) =T11(N),
1) (0) (2 1) (1) (1 2) 3(0) (1 0) -(2) (1
P — XXX + XX + 3P + XX = i),
0 1 0 1
or = X1§1)X1(3) + X§2)X§3) =,

1) +(1 0) v(2 1) (1 0) (2
oy = X3(1)X§3) + Xigl)Xl(ii) + X§2)X§3) + Xg(z)Xég) =12,

2) (1 1) (2 0) +(3 2) (1 1) (2 0) +(3 1) (2
oy :X?El)X{?,) + X?£1)X£3) + X§1)X£3) + X?E2)X§3) + X?§2)X2(3) + X§2)X§3) + Xél)X{2)
=+ X3 X[ = s + (V).

Corolario 3.2.13. Para todo m > 1, (1,(y, ..., (s, € regular.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.2.11, supondo p = m + 1, a sequéncia (3.7) é regular. Portanto,
a sequéncia (3.6) é regular também. Pela Proposigao 1.5.20, qualquer subsequéncia de (3.6) sera
regular também. Em particular, &1, ..., &3m,m € regular. Desfazendo a mudanca de variavel que
fizemos em (y,Co, ..., (s, para obter §1,ms§2,ms -+ - 1 §3m,m, temos que C1,Cas -y Capp € Tegular, [

Aplicando o Teorema 1.5.29 no Corolario 3.2.13, temos a seguinte versao do Teorema de Kostant

para U(gm(3)).

Teorema 3.2.14. U(g,,(3)) € livre como um mddulo sobre seu centro, para todo m > 1.

3.3 SubAlgebra de Gelfand-Tsetlin

Consideraremos outra subalgebra de U(g,,(n)). Para cada p < n, seja g,,(p) a subélgebra de Lie
de g (n) gerada por {El(]k) li,7=1,...,p; k=0,...,m— 1}. Denote por Z,,(p) = Z(U(gm(p)))
o centro de U(gm(p)) C U(gm(n)). Temos a cadeia

gm(l) - gm(2) c--C gm(n)
de subalgebras de Lie de g,,(n) e uma cadeia induzida
Ugm(1)) C U(gm(2)) C -+ C U(gm(n))

de subélgebras de U(g.,(n)).

A subdlgebra de Gelfand-Tsetlin Ty, (n) de gn(n) é a subalgebras de U(g,(n)) gerada por
Zm(1),...,Zn(n). Para ndo ter ambiguidade, denotaremos por C,i,Cpos-- -5 Cpomp 05 geradores
do centro Z,,(p). Portanto, I';,(n) é gerado pelo conjunto {(p; [p=1,...,n; 7 =1,...,mp}.

Proposi¢ao 3.3.1. A familia {(pr |p=1,2,...,n, k=1,2,...,mp} € algebricamente indepen-
dente, para todo n,m € Zsy.

Demonstracao. Comegamos observando que Zpk = Fﬁ) +F§’§) + - -—l—F( : paracadak=1,2,...,m

k
i ) pp
ep=1,2,...,n. Sendo assim, é suficiente mostrar que

[ ip=2 i k=mt1,. . mp}



104 VARIEDADES PARA ALGEBRA DE TAKIFF GENERALIZADA 3.3

é um conjunto algebricamente independente, onde

—( .
X = {Fz(i) li=1,...,n; Z:I,...,m}.
=X . ~ . . . .
Como cada (, pode ser visto como uma fung¢ao polinomial em Cm(n*=n) com varidveis
ij

{F@|l:1,...,mandz’,j=1,...n,z’7éj},

pelo critério do Jacobiano para independéncia algébrica (veja [ER93, Theorem 2.3|), é suficiente
mostrar que o conjunto das suas diferenciais

—X
é linearmente independente. Para isto, vamos considerar a base

B= {(“|z_1 mandi,jzl,...n,i;ﬁj}

de Cm(”2_”), sua base dual B* = {fz(jl) |[l=1,....omandi,j=1,...n,1 7&]} e o ponto v €
cm(n? =) dado por

1 sej=i—1,l=met=2,3,...,n;
f-(l»)(”u): 1 sei=1,l=mej=23,....n

0 caso contrario.

Mostraremos que o conjunto {ny; |p=2,...,n; k=m+1,...,mp} é linearmente indepen-
dente, onde 1, = (—1)5+1d(Z§€)(v) € Homc(C™™*=m) C)es e {1,...,p} étal que k = m(s—1)+r
com r € {1,...,m}. Pela definigao de Zpk, deduzimos que parap=2,...,n

p—1
fk (k—
Tpk = 4 z+In + Z le "™
=1

quando k = m + r. Além disso, para p =3,4,...,n

p—s+1

Tlpk = Z sz—s 1
=1

quando k =m(s—1)+res> 2.

Como
fs ™4 sep=2e k=m+1,...,2m
Tlp o 1k+fpk m)+f(k m) sep=23,4,....,n e k=m+1,...,2m,
fl(;) sep=3,4,...,n; s=per=12....m
Npk =
p np_l,k+f1§i)s+1yp sep=3,4,....,n; s=3,4,....,p—1 e r=12,....m,

podemos concluir que os conjuntos

{npr | p=2,3,...,n; k=m+1,...,2m}

{mp |lp=3,4,...,n; k=m(s—1)+r; s=3,4,...,p; r=1,2,...,m}
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sao linearmente independentes, respectivamente. Consequentemente,

{77pk|p:2=37~--7n3 k:m—i—l’?mp}

¢ linearmente independente. Sendo assim, {d(zzf) lp=2,....,n; k=m+1,... ,mp} ¢ linear-
mente independente, seguindo que {(pr |p=1,2,...,n, k=1,2,...,mp} é algebricamente inde-
pendente. ]

Corolario 3.3.2. I',,(n) € isomorfa a dlgebra polinomial em mn(n + 1)/2 varidveis (pp com p =
1,....nek=1,...,mp.

Seja
VGTm(n) =V (Tp(n)) € €

a chamada variedade de Gelfand-Tsetlin determinada pelo ideal gerado por 'y, (n) em U(gp,(n)).
Quando m = 1, temos a variedade de Gelfand-Tsetlin VGT,, = VGT1(n) para gl,,(C). Pelo [Ovs03],
a variedade de Gelfand-Tsetlin VGT1(n) é equidimensional de dimensao n(n — 1)/2. Apesar do
nome variedade de Gelfand-Tsetlin, o conjunto algébrico afim VGT ,(n) nao é irredutivel, se n > 1.
Nosso objetivo é mostrar que VGT ,,,(n) é equidimensional de dimensao mn(n —1)/2, mas veremos
que isto nao é verdade se m > 2en > 2.

Teorema 3.3.3. Sejam n e m > 1 inteiros positivos. A variedade de Gelfand-Tsetlin VGT p,(n) é
equidimensional de dimensao mn(n — 1)/2 se, e somente se, n =1 en = 2.

Demonstracdo. Primeiramente, mostraremos que a sequéncia Zpk, =1,....mp,p=1,...,n, é
regular se n = 1 ou n = 2. Fixe m > 1 e suponha n = 2, entdo (y;, = Fgl) e (o = Fg ) + Fg’;),
=X
para cada kK = 1,...,m. Portanto, Cpk, k=1,...,mp, p=1,2 é regular se, e somente se, (,,
k=1,....,mp, p=1,2, é regular, onde X = {F(l) |i=1,2;1=1,...,m}. Porém, isto é verdade
pelo Lema 3.2.4. Como (y;, kK = 1,...,m é uma subsequéncia de uma sequéncia regular, entio
também é regular. Logo, Cpp, k=1,...,mp,p=1,...,n, é regular se n =1 ou n = 2.
Para provar a outra implicagao, mostraremos que V (Zpk, k=1,....mp,p=1,... ,n) nao é

equidimensional se n > 3. Suponha n > 3 e considere a subsequéncia dada por
Cl,mflv C2,m717 C3,m71’ Cl,m7 <2,m> C3,m7 C2,2m717 C2,2m7 <3,3m' (39)

Se i = m — 1,m, temos que (;; = ngl% (o = f(z) e(y = 11) + F§2) + F;(B), entao obtemos o
i)

polinémio FSZ) de (,; se substituirmos F&l =0e obtemos o polinémio F ég de (3; se substituirmos

Fﬁ) = Fé@ = 0. Pelo Lema 1.5.24, a sequéncia (3.9) é regular se, e somente se,

Z;:vaZ;jSm COIHY:{FZ(f),Z—l 23.7_ _lvm}v

é regular. Considere

=Y =1 m m m—1
y1:—§22m,1:Fg1 )F( )+F( )F( )

C22m _Fgl)F§2)7
<33m —Fg1)F:(),2)F(3) +Fé1)F(m)Fg3),
entao

V(y2,y1,93) =V (FQT)FS),ybyg)

-V (Fgl”), U1, yg) uv (Fﬁ’;),yl, y3>

m -1
:V<Fgl)aF( VF + PTG )Fgl)FEQ)F( )+F§,1)F52)F;3))
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m—1 - m
oV (P PR+ PR PR + PR E)

v (P YR FORER)
oy (Fy PR PR
v (PP UV Y P FE)
oV (i T, BRSO
—v (P, ) ) uv (Fa 7y ™) P
uv (B PV P uv s Ty Y )
oy (P P F ) uv (R ) v (R R F)
Como V (Fél), F(Q)) |4 (Fg), Fgl), Féf) estao reduzidas e nao possuem a mesma dimensao,

- - : - =Y =Y .
noés temos que V' (y2,y1,y3) nao é equidimensional. Pela Propoposi¢ao 1.5.20, (5 9,,, (3 3, nao é
regular. Pelo Lema 1.5.24, a sequéncia (3.9) também nao é regular. Portanto, sem > 1len > 3, Zpk,

k=1,...,mp,p=1,...,n admite uma subsequéncia que nao é regular, implicando que ela também
nao é regular. Pela Proposi¢ao 1.5.20, V (Cpk, k=1,....mp,p=1,..., n) nao é equidimensional
sen > 3. ]

Aplicando o Teorema 1.5.29, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.3.4. U(gm(n)) € livre como um mddulo sobre I'p,(n) sen =1 oun = 2.

3.4 SubAlgebra de Bethe

Nesta segao, considereramos outra subélgebra comutativa de U(gl,,(C)[t]), que por sua vez induz
subélgebras comutativas em U(g,,(n)). A subélgebra que consideraremos ¢ chamada subdlgebra de
Bethe e esta relacionada ao modelo de Gaudin. Apresentaremos como ela é definida e utilizaremos
o fato que é uma subéalgebra comutativa, mas nao provaremos isso. Para mais informagoes, veja

[MTVO06], [MTV11], [MTV14].
Para construir geradores da subalgebra de Bethe, precisaremos considerar as séries formais

[0.9]
= ZEZ.(;)Z_T_I, ondei,j=1,...,n
r=0

Desta forma, as relagoes do comutador sao
(z — w)[Eij(2), Br(w)] = 65k (Ea(z) — Ea(w)) — b (Ex;(2) — Egj(w)) .

Seja A = (A1,...,\,) uma sequéncia de variaveis comutativas formais. Denote a algebra de
polinémios nas variaveis A, ..., A, com coeficientes em U(gl,(C)[t]) por U(gl,(C)[t])[\]. Para uma
matriz n x n A = (aj;) com coeficientes em uma algebra possivelmente nao comutativa, definimos
o determinante de linha por

ldetA = Z Sgn CL1¢7(1)Cl2cr(2) <o Apg(n)-
O'GSn

Denote por 0, o operador diferencial formal na varidvel z, isto é, 0, é uma derivagao tal que
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0.(z) = 1. Defina o operador universal Dg pela formula

az — )\1 — EH(Z) —Elg(z) . —Eln(z)
D — Idet —E2:1(2) 0z — Ao — E9(2) . —Egzn(z)
B ”1(2) - TLQ(Z) az_)\n_Enn(z)

O operador universal Dg é uma derivagao da variavel z cujo os coeficientes sdo séries formais da
variavel z~! com coeficientes em U(gl,,(C)[t])[\]. Escreva

Dy =0+ S B Bis) = Bye . By Ulah, O
i=1 =1

A algebra de Bethe é a subalgebra de U(gl,(C)[t])[A] gerada por Byj, i =1,...,n, j € Z>g e
sera denotada por B(\).

Proposicao 3.4.1 ( [Tal06], [MTV06]). A dlgebra B(\) € comutativa. Além disso, a subdlgebra
B(X) comuta com todos os elementos da subdlgebra U(gl,(C)) C U(gl,(C)[t])[A\] e Xi, i=1,...,n

Para m € Z-, a algebra B(\) induz uma subalgebra em U(g,,(n)) que também sera comutativa
e denotaremos esta por By, (\). Nosso objetivo é mostrar que U(gm,(n)) € livre como um By, (A)-
modulo, onde A € C™,

3.4.1 Subalgebra de Bethe para gl,

Iremos considerar o caso em que n = 2. Sejam Aj, Ao € C tais que A\; # Xo. Neste caso, o
operador universal sera

DB = (82 — /\1 — En(z))(az — )\2 — EQQ(Z)) — E12(2)E22(Z)
= 0% — B1(2)0. + Bs(2),

onde
Bi(z) = A + Ao+ E11(2) + Ex(2),

Bg(z) = My + )\1E22(Z) + )\QEll(Z) + E]_l(Z)EQQ(Z) — Egl(Z)Elg(Z) — 8(E22(Z)).

Portanto, os geradores de By, (A1, A2) sao
By =EY V4 EUY =1, m

By = A1E§2) + )\2E£?)7

Byj = )\1E§j2 R )\2E(] Y4 +(j— ] Yy Z E(t)E E@Eéi), J=2,...,m;
t+s=75-—2
Bomij= Y. EWEY -EWEY, j=1,...m.
t+s=m-+j7—2

Sendo assim, a imagem graduada destes elementos sao

By =B V+ES Y, j=1,..m

Boy = )\IE(O) + /\2E§2)7

By= > EWEY -FYUEY, j=2...2m
t+s=75—2
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Portanto, Elj = Zj e Eg,mﬂ- = Zmﬂ», onde j =1,...,me (1,...,Com sdo os geradores do centro
de U(gm(2)) introduzidos anteriormente. Iremos denotar V1B, pelo conjunto algébrico associado
ao ideal gerado por B(Ay, A2).

Teorema 3.4.2. Sen = 2, entdo o conjunto algébrico VB, € equidimensional de dimensao m.

Demonstracio. Para todo m, temos que By = E§1) + E( ) e By =\ E( ) + )\QE( ) Logo, como
A1 # A2, temos que

[— 0 J— J— J— J—
VB, = <E(11) + Eég), /\1E§2) + /\2Eg1), Bi2, B3, ..., By, Bay, B, ... 7B2,2m>
79 50 »X X 5 »X
= ( 11 ’E22 7BIQ’B137 c ’Blm’B22vBQ37 ce ’BQ,2m> ’
onde X = {Eﬁ? , Eé%) } Iremos considerar ambos os conjuntos como geradores do conjunto algébrico
VB,.

Iremos provar por inducdo em m. Suponha m = 1, entdo By = E(O) + Eég), Bgy = )qug) +
A2E§1) e Byy = gl)E(O) - (O)Eél) Logo, como Ay # Ag, temos

VB, =V (Ell,ﬁzl,E§1)E(°) B >Eg1>)
0 0
=V ( (11)7E§2)7E( )Egl))
0 0 0
V( §1)aE;2)7E( )) U V( 51)7Eg2)5E;1)>

Assim, VB é equidimensional de dimenséao 1.
BX _ 70)5(0) FOF0 | FOFO)
Suponha m > 1. Como B3, = E 9 Ey; e 323 = FE|y 5y + Eiy Ey, temos que

0) —=(0) =(0) =(0) 5 = S — —
VB, =V <E§1), EgQ)v E§2)7E§1)a Bi3, Bi4, ..., Bim, Bayg, Bos, . .. aBQ,Qm)
0) =0) =(1) = = - = = —
UV( gl)aE(zz),Egz)vEgz),Bls,Bm,---7Blm,B24,Bz5,---aBz,2m)
0) =(0) =1) = = - = = —
UV( §1)7Eéz),E§1)aEé1),Bl37Bl4,-‘-,Blm7324,325,m,32,2m)

. —(0) =(0) —=(0) —=(0 0 1 0 1
Sejam X; = {E§1>,Eg;,E§;,E< )}, Xy = {E§1>,Eg2>,E§;,E< )} eXs = {Egl),E(QQ),Egl),E( )}.
Denote por

X —X: —=X; —X.
Vij:V(Blg,Blg,...,Bl Bas 324,...,32,57”),

onde j = 1,2,3. Iremos provar que cada VB,,1, VB2 e VB3 € equidimensional, assim teremos
que VB, também é.
Comegaremos com VB,,1. Pela Proposicao 1.5.20, se mostrarmos que a sequéncia

—X; =X —X; =X7 =X —X
BB + B B Bty Bk, Bat Bk, ... B, (3.10)

p ~ a (1 . , p
é regular, entao teremos que esta sequéncia sem o elemento Egl) também ¢é regular e VB, é

equidimensional. Considere Y; =X U {Egl), Eéz)}, entao a sequéncia
By, Byf.....Bim. B34, Bat..... Bysy, (3.11)

é exatamente a sequéncia utilizada em VB,,_1 se fizermos a mudanga de variavel E( ) — E(T 1)
Portanto, pela hipétese de inducao, Lema 1.5.24 e Proposicao 1.5.20, a sequéncia (3 11) é regular
Como qualquer subsequéncia de (3.10) também sera regular, temos que V8,1 é equidimensional de
dimensao m.
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Agora, considere VB,,2. Se m = 2, basta notar que Ei? = Fﬁ) + EQQ e E;Ef = Eﬁ)EgQ
Sendo assim, temos que VB2 é equidimensional. Suponha m > 2. Considere a sequéncia

—=(0) 35Xz 5X =Xz =Xz =X =X
E21 7B1327Bl427 c -,Bmszzz,Bz;, tee 732,22m'
(0)
_X2U{E _ XU E —(1)—
Como Bl; { 21 } Egl) + E(l) e B242 { = } = Eﬁ)E%’, entao podemos considerar a sequéncia

HY2 Y2 HY2 Y2 z5Y2 Y2 Y2
Bl3 7Bl4 7"'7BlmﬂB25 7B26 7B27 7"'7B2,2m7 (3'12)

onde Yz = Xu U{ B B By} = {BY, By B B B g Ty | Portanto, se consi
derarmos o conjunto algébrico associado a sequéncia anterior, obteremos

VBy1 NV (E(O)>

(r)

se fizermos a mudanga de varidvel £,

— Ez(;;z—l)' Como Ei = EQE&? , teremos que a sequéncia

do caso m — 1 continuara regular mesmo se substituirmos E;(z por Egg). Sendo assim, VB,—1 N

%4 (E@) é equidimensional de dimensao m — 1, implicando que a sequéncia (3.12) é regular. Pelo

Lema 1.5.24 e Proposicao 1.5.20, temos que VB,, 2 ¢ equidimensional de dimensao m.
Analogamente ao caso anterior, podemos provar que VB,,3 é equidimensional de dimensao m.

Logo, como VB,1, VBma e VB3 sao equidimensionais de dimensdo m, assim teremos que VB,
também é. O

Aplicando o Teorema 1.5.29, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4.3. Se A\ # A2, U(gm(2)) € livre sobre a subdlgebra de Bethe By, (A1, A2).

3.4.2 Subalgebra de Bethe para gl,

Temos que o operador universal Dp para gl;(C) é dado por
Dp = 02 — B1(2)0? — By(2)0. — Bs(2),

onde
B, (Z) = A+ A+ A3+ En(z) + EQQ(Z) + E33(Z),

BQ(Z) =12 + XoAg + A3 — 28z(E33(Z)) — (“)Z(EQQ(Z)) -\ (EQQ(Z) + E33(Z))
— A2(E1(z) + Es3(2)) — A3(E1(2) + Ea2(2)) — Ei1(2) Ez2(2) — E11(2) Es3(2)
— EQQ(Z)Egg(Z) + Elg(z)E21(2’) + E13(2>E31 (Z) + EQg(Z)EgQ(Z),

B3 (2) =MidaXs + 02(E33(2)) + 02(Eaa(2)) — M0x(E33(2)) — A0z (Eaa(2)) M. (Es3(2))
— E11(2)0:(E33(2)) — 0:(E22(2)) Es3(2) — E220:(Es3(2)) 4 0:(E23(2)) Es2(2)
+ E23(2)0:(Es32(2)) — E13(2)0:(E31(2)) + A1 E23(2) Es2(2)
+ Ao E13(2) E31(2) + A3E12(2) E21(2) + A3E12(2) E21(2) + E11(2) E22(2) E33(2)
+ E12(2) E23(2) E32 E13(2)Ea1(2)Es2(2) — Er11(2) Ea3(2) E32(2)
— E13(2)Eaa(2) B3y E12(2)Ea1(2)E33(2).

) (2) +
) (z) —
Logo, pela Proposicio 3.4.1, os geradores de By, (A1, A2, A\3) sdo

By =BV V4 EBEYVLELY, j=1,...m
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Bor = (B +B) + 2 (B + B ) + % (B + ES)
Bt = MAED 4 MAEY - A B

- —=(0)= 0 0 +(0)==(0 0 —(0)5=(0
B~ (ESES) - EQER) + o (FVES - FVER) + 3 (EOFY - EVEY)

- —(a)==(b —(a b —(a)=5(b .
By- Y FOES+EIEY + BYEY - BOTY - FOEY - FYEY, a2
a+b=j5-2
Egj _ Z Egl)Eég)Eég) n ESQ)EgS)Egl) i E(a) ® )E(C) (a)Egl)E(C)

a+b+c=35-3
BYEYEY —BYENEY j=3,...,3m
Proposicao 3.4.4. Se \; = A;, para algum 1,5 = 1,2,3, entdo a sequéncia B, 1 = 1,2,3,
s=1,...,rm, nao € reqular.

Demonstracao. O sistema

E(O) + E(O) + E(O) =0,
A2A3E§1) + Al)\gE( ) A NEY _0,
0

(2 + A B + (A +2a) By + (A + A)Eyy =0,
tera solucdo tnica se, e somente se, )\1)\% - )\%)\2 + )\%)\3 — )\1)\§ + )\2)\§ — )\%)\3 7&2 Caso este sistema
nao possua solugao tnica, teremos que a sequéncia formada pelos geradores de B, (A1, A2, A3) dados
acima nao é regular. Porém, se \; = \; para algum 4,5 € {1,2,3}, entdo \MA3 — Mo + A3 —
)\1)\§ + )\2>\§ — A2)3 = 0. Neste caso, o sistema acima nio tera solugdo tnica, implicando que a
sequéncia Bs, 7 =1,2,3, s=1,...,rm, nao é regular. 0

Portanto, para provar a regularidade da sequéncia formada pelos geradores de By, ()1, A2, A3),
podemos supor A\; # A;, ¢ # j, e poderemos considerar a seguinte sequéncia

By By Ey,
EYEy +0Ey By, BBy + (1 - bEy By
(O)Egzs)Eél) + EgS)Eél)Ei(%OQ)7
BU:E(] 1)+E(J 1)+E(J 1)’ j=2....m
EQA]‘ = Z By E21 + Eg3)E:(s1) + EéS)Ei(%Q) - Eﬁ)ﬁg; (a)E(b) EéQ)Ei(’;?))v J=3,...,2m,

a+b=j—-2

By, =

y Z Egl)E(b)EéS) + E§2)Eé )E(C) + E(a)Eg )E(C) E(a)Eél) E(C)

a+b+c=75-3
~BYWEVEY —BYEVEY) j=4... 3m,

onde b= (A2 — A1)/(As — A1) e A = { §2>,E;2>,E<°>} Como A # Aj, i # j, temos que b # 1 e
b # 0.
Proposicao 3.4.5. Se \; # \j, i # j, entao V (El()\l, A2, )\3)) € equidimensional de dimensado 3.

Demonstragio. Como vimos, os geradores de B1(\1, A2, A3)

© 0) +(0)
E11)7Eé2  Eags
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0 E, 0 E E 0 E 0
EgZ)Egl) bE( )EE’)Z)7 B i(%l) (1 b) 53) §:2)7
EYE E 0 0 EVE
52) gS) ( ) ( ) gl) Z(32)
(0)

Considere a sequéncia maior dada por estes geradores e £} B )_E21 , entao basta provar a regularidade
da sequéncia

—(0)  =(0
By — By
0 —(0)==(0 0
( 32)> + bE;:s)Eéz)a EgB)Eél) + (1 — b)Eg?))EZ(SQ)a
—(0 0
Egz) (Eé:s)Eél) + Egs)E( )> :
Note que
— 0) (=0 0 —(0)==(0) ==(0) [==(0)==(0) . ==(0)==(0
v <E§2’ EY, (Eﬁg)) + 0By By, iy Byt + (1 - 0) B By, By (B By + Eﬁg)Eég))>

— 0) = 0 0 0 0 —(0)==(0
v (B - 29 BWEY + EEY, (£ + om0 B FOEY + 0 -nEYED.)

0 0
uv <E§2)7 Egl)a Egs)E32 ,E13 E31 +(1— b)E23 E( ))
— 0) — 0 0
=V <E§2) Eél)a E§3)E( ) E32 ) ( ) + bE Egz)v E( )Egn) +(1— b)Eg?))E:(iQ)a)
)

0 0 0
UV( 52)vEgl)aEg3)v E )> UV< 52, g1)aEg3)vE( )>
0 0 0 0
uv < 52)7E(21)7EZ(’>2)7E( )> uv ( 52)7Egl)7Ei(’>2)7E( )> .
Sendo assim, basta provar que
—(0 0 0) (—=(0 0 0
Ry B0, BB + BURY, (FY)7 + P B B + - nE Y
é regular. Para isto, considere a sequéncia maior dada por
0) (0 0 0
B -5 B -5 BB+ BYE. (BY) 0B B BYEY + -0 ENE. (3.13)
Portanto, o conjunto algébrico da sequéncia 3.13 é igual a
= 0 0 0 —=(0)=(0) [45(0)\2
Vv (E( : E:(n)>E( ) gl)vEg?)) + E:(?,2)7 (E( )> + bEg?))Ei(’,Q): <E§3)) +(1- b)E;:a)E:(),Q))
0 0 0
uv < i(%l)aE( : E§1)7E§3)a (E§2)) + bE( )EI(’)Q)’Eé )E:(Q))
0 0 0 —=(0 0 —=(0)) 2
=V ( B\ - EY B - By By + B, (E( )> —b (Eé:a)) (E( )> +(b-1) (E;3)> )
—(0) ==(0 0 =(0) 5(0) =5(0) (0) (0
uv (Eigl)v Egl)’ Eg3)7 E§2)7 E( )> uv (Eél)’ Egl)v Eg3)’ EgQ)v E£(’>2)) .
Como
0 0 0 —=(0 0 —=(0)) 2
EgQ)aE( : Eg1)7E( ) Egl)uE;?;) + E:gz)a (E( )) —b (Eé:a)) (E( )> +(b—-1) (ngs))

é regular e qualquer subsequéncia de uma sequéncia regular é regular, temos que a regularidade da
sequéncia

B - B0 B0, B + B, (FD) -0 (B0), (BD) + - 1) (59"
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Provando que a sequéncia (3.13) é regular, implicando que a sequéncia formada pelos geradores de
Bi1()\1, M2, A3) também ¢é regular. Pela Proposicao 1.5.20, V (El()\l, Ao, )\3)) é equidimensional de
dimensao 3. O

Aplicando o Teorema 1.5.29, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.4.6. U(gly) é um mddulo livre sobre a subdlgebra de Bethe Bi(A1, A2, A3), se A # Aj,
i# 7.

Apesar de conseguirmos escrever explicitamente os geradores de By, (A1, A2, A\3), m > 1, ndo
conseguimos provar que eles formam uma sequéncia regular em U(g,,(n)). Caso o leitor tenha

curiosidade e queira tentar provar por si mesmo, mostraremos no préoximo exemplo explicitamente
os geradores para m = 2.

Exemplo 3.4.7. Para m = 2, temos que os elementos
—(0) —=(0) ==(0
50,7, 5.
—(1) =) =1
Egl) +E52) +E§.3)
0 0 0 —(0)==(0
B )Eél) + bEgS)EéQ)a Eg?,)Eél) + (1 - b)Eé?))Eg;,
0 0
E( )Egs)Eél) + EgS)Eél)Ei(’Q)r
—A 0)  —=(0)—= 1 0
Bys = E§2)Eg1) + EgQ)E( ) + E§3)Eé : E( )Egl) + Eg?))EZ(SQ) + Eés)E:(n)a
BA _EOEOEY | ZOEVEY 4 FUEOEY

L FOBOEY L FOFVEQ 4 FUEOFY
1 0
- BUENEY - FUEWEY - ENEYED,

B2 _EWED 4 BOEY L FUED _ FOED - OED _ pOED
3%_EBEmEéy+EmE¥Eux+EQEmE&>

B36 () gQ) g‘)S) 52) g) 2(31) () gl) g’)2) 52) g) 2(33)
§3) é2) gl) ( ) 53) i(’>2)a

sao geradores de Ba(\1, A2, \3).
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