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“A mathematician is a person who can find analogies
between theorems; a better mathematician is one who can
see analogies between proofs and the best mathematician can
notice analogies between theories. One can imagine that the
ultimate mathematician is one who can see analogies between

analogies.”

(Stefan Banach)






Resumo

Ricardo Correa da Silva Operadores p-Compactos e a Propriedade de p-
Aproximacgao. 2013. Dissertacao - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

O objetivo desse trabalho é o estudo dos operadores p-compactos e da propriedade
de p-aproximagao. Estes conceitos estao relacionados a importantes resultados de A.
Grothendieck sobre compacidade e a propriedade de aproximacao que foram generalizados
em [21] e estudados em [3], [6] e [7].

Palavras-chave: propriedade de aproximacao, propriedade de p-aproximacao, operado-
res p-compactos.
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Abstract

Ricardo Correa da Silva p-Compact Operators and the p-Approximation Pro-
perty. 2013. Dissertacao - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2013.

The purpose of this work is the study of p-compact operators and the p-approximation
property. These concepts are connected with important results by A. Gréthendieck about

compactness and approximation property that were generalized in [21] and studied in [3],
[6] and [7].

Keywords: approximation property, p-approximation property, p-compact operators.
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X, Y, Z
(V,7)*

G(X)
2 (X)
co(X)

£ (X)

Lista de Simbolos

Corpo dos ntumeros reais (R) ou complexos (C).

Conjunto dos nimeros naturais.

Complementar do cojunto A.

Subespaco do espaco vetorial V' gerado pelos vetores de A C V.
Denotam espagos de Banach.

Dual topologico do espago vetorial V', quando ficar claro a topologia
sera omitida.

Bola unitéria fechada em X.

Bola aberta de centro a € V; eraior > 0

Denota a topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos
p-compactos.

Conjunto dos operadores lineares continuos entre os espagos normados
VieVs.

B(V,V)

Subespago de B(V7, V,) formado pelos operadores de posto finito.
F(V,V)

Subespago de B(X,Y) formado pelos operadores p-compactos.
Norma em /C,,(X,Y") definida na pagina 59.

Subespago de B(X,Y) formado pelos operadores fracamente
p-compactos.

Norma em W,(X,Y) definida na pagina 61.

Fecho do conjunto A C V', onde (V, 7) é um espago vetorial topolégico,
quando ficar claro a topologia seré omitida.

Interior do conjunto A C V', onde (V,7) é um espago vetorial topolo-
gico, quando ficar claro a topologia seré omitida.

Conjunto das sequéncias de elementos de K p-soméveis.

Conjunto das sequéncias de elementos de X fortemente p-soméveis.
Conjunto das sequéncias limitadas de elementos de X.

Conjunto das sequéncias de elementos de X convergentes a zero.

Conjunto das sequéncias de elementos de X fracamente p-soméaveis.
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xvi LISTA DE SIMBOLOS

co(A) Envoltéria convexa de A C V, onde V' é um espaco vetorial sobre K.

['(A) Envoltéria absolutamente convexa de A C V, onde V' é um espaco
vetorial sobre K.

p — conv(A) Envoltoria p-convexa do conjunto A C X.

pA Funcional de Minkowski do aberto A C V', onde V' é um espago vetorial

topologico.



Introducao

Em 1955, em seu famoso livro [13]|, A. Grothendieck demonstra que todo conjunto
compacto em um espago de Banach esta contido na envoltéria (absolutamente) convexa
de uma sequéncia convergindo a zero. Apesar de o proprio Grothendieck ter dito que
este resultado estava implicitamente contido em um artigo de Dieudonné e Schwartz
conhecemos esse resultado como Principio de Compacidade de Gréthendieck ou Lema
de Griothendieck. Além disso, no mesmo livro, Grothendieck apresenta um importante
teorema que caracteriza quando um espaco de Banach tem a propriedade de aproximacgao.

Mais recentemente, em 2002, Sinha e Karn em [21]| usando as ideias de Grothendieck,
generalizam o conceito de conjunto compacto introduzindo as defini¢oes de conjunto p-
compacto, operador p-compacto e propriedade de p-aproximacao e, com isso, o principal
resultado obtido por eles generaliza um teorema de Grothendieck e caracteriza quando
um espaco de Banach tem a propriedade de p-aproximacao.

Desde a introducao desses conceitos em 2002, o interesse nesse tema tem crescido,
observamos isto através dos artigos publicados. Alguns deles, como [3], [6] e |7], cujos
resultados também serao abordados neste trabalho, dao continuidade ao desenvolvimento
da teoria iniciada em [21]. Outros, expandem a teoria em outras diregoes, tais como
polindémios p-compactos como por exemplo [1], no entanto, esses temas nao serao tratados
neste trabalho.

Dividiremos este trabalho em trés capitulos: no primeiro deles, apresentaremos as
defini¢oes e os resultados que precisaremos para os demais capitulos e que podem ser
encontrados na literatura classica de Analise Funcional. Trataremos de alguns tépicos em
espagos de Banach, espagos vetorias topologicos e espagos localmente convexos, podemos
destacar nesse capitulo os teoremas de separacao de convexos, que serao de vital impor-
tancia neste trabalho, propriedades do funcional de Minkowski, do operador adjunto e a
caracterizagao dos duais de alguns espacos de Banach.

No capitulo 2, apresentaremos o Lema de Grothendieck e a motivagao que levou os au-
tores de [21] a introduzir a defini¢ao de conjuntos e operadores p-compactos. Mostraremos
a relacao entre conjuntos p-compactos e g-compactos, daremos exemplos de operadores
p-compactos que precisaremos no decorrer do trabalho além de um exemplo de um ope-
rador p-compacto que nao é r-compacto para p > r. Os conjuntos (X, Y) e W,(X,Y)
dos operadores p-compactos e fracamente p-compactos, respectivamente, entre os espagos
de Banach X e Y também sao espacos de Banach quando munidos com as normas x, €
wp respectivamente.

No capitulo final, trataremos exclusivamente da propriedade de p-aproximacao. Apre-
sentaremos condicoes suficientes para um espaco ter a propriedade de aproximacao, as
quais foram importantes para a solucao do famoso problema da base de Banach, base-
ado em [3]. Apresentamos a caracterizagao do espaco (B(X,Y),7,)* e da propriedade de
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p-aproximagao apresentada em [21]| baseada na w,-densidade de F(Y, X) em K,(X,Y) e
outra no trago funcional, para a qual nos baseamos em [3| e [6]. Sempre enfatizaremos a
relacao dessas caracterizagoes com o teorema obtido por Gréthendieck em 1955.

Finalizaremos mostrando que todo espaco de Banach tem a propriedade de p-
aproximacao para p < 2 e, depois de reproduzir uma construcao feita por Davie em
[5] como uma simplificagdo do artigo [10] escrito por Enflo em 1973, apresentamos a de-
monstra¢ao do artigo [21]| de que para p > 2 sempre existe um espago de Banach que nao
possui a p-aproximacao.



Topicos de Analise Funcional

Neste capitulo, apresentaremos nocgoes basicas e imprescindiveis ao nosso trabalho,

assim como, resultados que nos serao tteis para os capitulos que se seguirao.

1.1 Espacos de Banach

Definicao 1.1.1. Seja V' um espago vetorial sobre K, dizemos que p : V. — R é um

funcional sublinear se € subaditivo e homogeneamente positivo, isto €,

(i) p(x +y) < plx)+ply) Yo,y V.

(ii) plaz) = ap(z) Ve eV eVa e R,.

Definicao 1.1.2. Seja V' um espago vetorial sobre K, chamamos de seminorma uma

fungao p:V — R que satisfaz:
SN1 p(x) > 0,Vz e V.
SN2 p(Ax) = || p(z),VAeKeVreV

SN3 p(z +y) < p(x) + p(y), Y,y € V.

19



20 TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL 1.1

Note que, em especial, toda seminorma é um funcional subaditivo e positivamente ho-
mogéneo. Nessa mesma linha, definiremos o conceito de norma, que serd um caso especial

de seminorma.

Definicao 1.1.3. Chamamos de norma uma func¢ao definida em um espaco vetorial V'

sobre um corpo K que para cada vetor associa um nimero real (||.|| : V. — R) e que
satisfaz:
NI ||z|| >0,Vz eV el|lz|]|=0<2=0 (positividade).
N2 || Az|| = |A] ||z||,VA €K eVz e V (homogeneidade).
N3 ||z +y|| < ||z|| + ||y||, Vz,y € V (Desigualdade Triangular).

Um espago vetorial normado nada mais é que em espaco vetorial no qual foi definida

uma norma.

Definicao 1.1.4. Seja (V,||.||) um espago vetorial normado, uma sequéncia (x,), CV €

dita de Cauchy se, dado € > 0, existe n. € N tal que Vn,m > n. = ||z, — x| < €.

Definicao 1.1.5. Um espago vetorial normado V € dito completo com relagao a uma
norma se toda sequéncia de Cauchy em V' for convergente. Um espago de Banach € um

espaco vetorial normado e completo.

Exemplo 1.1.6. O conjunto das sequéncias de escalares limitadas, que representaremos

por Ly, munido das operagoes usuais e da norma

H(xn)nHoo = sup |In|v
neN

€ um espaco de Banach.

De fato, seja (z,,)n C o, onde z, = (2);, uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ > 0

dN € N tal que para todo n > m > N temos

€
||Zn — Tmlloo = sup |z} — 2| < 2
iEN
Portanto,
€
|z — x| < 3 VieN (1.1)

e consequentemente, para cada ¢ € N fixado, a sequéncia (zI'), C K ¢ de Cauchy

donde segue que z}' 2% 1, € K uma vez que K é completo.
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Note que
|z;| < |93,—:UZN|+|:EZN| §5+sulg|va| =c+||zn]|oo Vi €N
ic

e portanto x = (z;); € {, além disso, tomando o limite m — oo na equagao (1.1) temos
que

€ 5
|2l —x;] < = VieN= ||z — ;|| =sup|z; — 2| < = < e.
2 ieN 2

Antes do préoximo exemplo, demonstraremos trés desigualdades cléssicas da Anélise
Funcional, mas destacamos que tais desigualdades nao servirao apenas neste capitulo, elas
serao usadas em todo esse trabalho, especialmente no que se refere aos capitulos 2 e 3, ja
que sao muito tuteis para lidar com séries e sao imprescindiveis no estudo de espagos de

sequéncias, objeto esse, que esté intimamente relacionado com nossos objetivos aqui.

Proposigao 1.1.7 (Desigualdade de Young). Sejam a € R com 0 < a e f:[0,a] — R

uma fungao de classe C*(R) estritamente crescente com f(0) = 0 entdo se a € [0,a] e

B e0, fa)]
B a
aB < / 7 (@) + / f(x)de

Demonstracao. Notemos inicialmente que o fato de f ser estritamente crescente implica
na existéncia de uma inversa f=1 : [0, f(a)] — [0,a]. Além disso, como f é crescente,
se f71(B) < a, o valor minimo que f assume no intervalo [f~1(8),a] ¢ f(f~'(B)) = B e

portanto

/ U @) / " Bde=Bla— [(B)).
f=1(B) f

—H8)

Como

af =B (B) + Bla— [71(B))
) 1@
_ (ﬁf‘l(ﬂ) _/0 f(x)dx) +/0 fla)dz + Bla = f71(8))

usando agora integragao por partes e posteriormente chamando y = f(x)

N ()
of = / )+ / f(@)dz + Bla— ()

F=1B)
/ £ )y + / f(@)de + Bla— £1(8))

/ £ (y)dy + / PO e /f i(ﬁ)f(x)dx
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/ ! dm+/ 1(B)f(a:)da:+/falw)f(x)dx

:/Oﬂf_l(x)dx—i—/oaf(x)dx

temos a tese.

]

Corolario 1.1.8. Sejam p,q € R satisfazendo p,qg > 1 e ]l)+$ =1 e sejam o, > 0
entao aff < O‘Tf + ’%q.

Demonstracao. No resultado anterior escolha

que atende as hipoteses da Proposicao 1.1.7. Teremos entao

fil . R+ — R+

1
r r—r xrt

e se tomarmos «, § > 0 a Desigualdade de Young nos da

R ’ 1 5”1
aﬁg/ a:'p—ld:c—l—/ P~ d:c———i— )
0 0 p T1+1

Notemos agora que

1 —-1+1 1
1—5 p—1 p—1 p—1
e portanto
Ikl
&6§—+—
p q

Proposicao 1.1.9 (Desigualdade de Holder). Sejam x,y € K" com = = (x;), e
y = (y;)I, e sejam p,q € R satisfazendo p,q > 1 e % + é =1 entao

Z |ziyi| < (Z |$z‘|p) (Z |?Ji|q)
i=1 i=1 i=1
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1.1

Demonstracao. Pelo Coroléario 1.1.8 temos que

2P |q
| J| 1 |?JJ|

pz | 5[ qz |yl
i=1 i=1

A\

|| |5

(Sr) (S0

Somando ambos os lados da desigualdade obtemos

Qe

zn: ’x]\ . \yg\ . < Z k n I
=1 [ — PSS T =1 P 14
, . p) lzl” q) |y
> Iz sl ol Dyl
= 1 1 — J::b + ]:nl
n ) n q
. . |;[P |y
(; |xz|p) (; |yl|q) p; T q; Y

n n % n %
< Z |2iyi| < (Z |$i|p) (Z |yi|q) :
i—1 i—1 i—1

- || |y;|?

=

[]

Proposigao 1.1.10 (Desigualdade de Minkowski). Sejam x,y € K" com x = (x;)I, e

y = (yi)I, e sejam p,q € R satisfazendo p,q > 1 e i + % =1 entao

n 5 n 5 n 5
(Z |2 +yi\p> < (Z ’%‘\p> + (Z |yz'|p>
=1 =1 =1

Demonstracao.
1 1
n j2 n V4
(Z i + yz’|p> = (Z | + yil @i + yiV’l)
i=1 i=1
1
n P
< (Z (el + lyal) s + yr)
i=1
1
p

<Z |l + P+ Z lyillzi + yi’pl)
i=1 i=1
1 1 15
D.H. " g u : - ’
< <Z |xi|”> + (Z |yz-!p> (Z |2z; + yi|‘I(p_1)>
i=1

i=1 =1
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Usando agora a Equagao 1.2 temos que ¢(p — 1) = p e dividindo ambos os lados por

n q
(Z |z + yz-|p> obtemos

1=1
(zmym) < (Zw) N (zw)
=1 =1 =1

E temos a tese bastando usar que % =1- % e elevar ambos os lados da desigualdade a p.
m

Exemplo 1.1.11. Seja 1 < p < o0, 0 conjunto das sequéncias de K p-somdveis, que

representaremos por

l, = {(:cn)n cK

oo
Z |z, P < oo}

n=1

com as operagoes usuais € a norma dada por

1/p
(zn)nllp = <Z|$n|p> )

€ um espaco de Banach.

Mostrar que a fun¢ao ||.||, ¢ uma norma é bem simples uma vez que a desigualdade
triangular segue diretamente da Desigualdade de Minkowski (Proposi¢ao 1.1.10).
Para verificar a completude tomemos uma sequéncia de Cauchy (z,), C ¢, onde

T, = (2})k € {p, assim, Z |zp|P <ocoVneNe
k=1

o0
([ = @m|[f = ||( = & )ullh = Y laf — '[P > |af — 2f’| ¥k € N
k=1
Logo, para cada k € N, a sequéncia (z}), C K também é de Cauchy e como K é
completo segue que x} "% o, € K. Nosso candidato natural para limite da sequéncia
(Zn)n € © = (ay),. Vamos agora verificar que isso de fato ocorre.

Note agora que como (z,), é de Cauchy, 3N € N tal que para m,n > N temos

e tomando o limite para n — oo temos Z lag, — x'|P < eP. Agora para N — 0o temos
k=1
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oo
finalmente que Z lag — xp'|P < €P.

k=1
Isso significa a0 mesmo tempo que —x,, € £, e como este ¢ espaco vetorial concluimos

que T = T, + (. — ) €Ly € Ty = T € L),

Note que na demonstracao anterior, utilizamos apenas que K era completo com a
norma que nele estava definida, segue entao de maneira inteiramente anéloga, a seguinte

generalizacao.

Exemplo 1.1.12. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < o0, entao o conjunto das

sequéncias p-somdveis de X, que representaremos por

[o.@]
zuxnuuoo}

n=1

65(X) = {(xn)n cX

com as operagoes usuais e a norma dada por

1/p
[(@n)nllp = (le%ll”) :

€ um espacgo de Banach.

Outro exemplo importante o das sequéncias limitadas do espago de Banach X.

Exemplo 1.1.13. Sejam X um espag¢o de Banach, entio o conjunto das sequéncias li-

mitadas de X, que representaremos por

C(X) = {(xn)n cX

sup ([} < o0}

neN

com as operagoes usuais e a norma dada por

(@ n)nlloe = sup {[|zx|[},
neN

€ um espago de Banach.

Definiremos a seguir outro espago que permeara todo nosso trabalho.

Exemplo 1.1.14. Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oo, entdo o conjunto das

sequéncias fracamente p-somdveis de X, que representaremos por

(X)) = {(xn)n cX

Y (@)l <o Vf € X*}

n=1
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com as operagoes usuais e a norma dada por

00 1/p
[|(@n)all, = sup <Z!f(a?n)|p> :

EBX*

¢ um espago de Banach. Além disso é dbvio que £;(X) D £;(X) e se (zn)n € £;(X) entao
[ @n)ally < {1(@n)nllp-

Proposicao 1.1.15. Se X é um espaco de Banach e Y C X é um subespacgo fechado,

entao Y € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (y,) C Y uma sequéncia de Cauchy, entao (y,) é de Cauchy em X,
como X é completo Iy € X tal que y, — y. Mas entdo y € Y e como Y é fechado Y =Y
o que implica y € Y e portanto Y é um espaco de Banach.

0

Para o proximo resultado, precisaremos do conceito de série absolutamente convergente.

Definicao 1.1.16. Sejam V um espaco vetorial normado uma série cujos termos sao

(xn)n CV € dita absolutamente convergente se Z ||z4|] < 0.
i=1

Teorema 1.1.17. X € um espaco de Banach se, e somente se, toda série absolutamente

convergente € convergente.

Demonstracao. (=) Seja (z,), C X tal que Z ||zn|| < 0o. Dado € > 0 existe N € N tal
quen >m > N = Z ||zn|| < e, portanto,

=n

m n

i=1

=1

Yn>m>N =

m
>
i=n

m
< il < 2
i=n

n
ou seja, (Sp)n = ( g mz> é uma sequéncia de Cauchy e como por hipotese X é um
=1 n

espaco de Banach, essa série converge.
(<) Dada uma sequéncia de Cauchy (z,,),, C X, para cada n € N sabemos que
Jm, € N tal que

1
vk >1>m, ||Ik—$z||§2—n

tome entao

1
m, = min {Tﬁn ||z — 2] < 2_nd > > Tﬁn}
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Essa escolha garante que (z,,,), ¢ uma subsequéncia de (x,,), e, se definirmos
M 00

Yit1l = Ty, — Ty, tEremos que ZH%H < 1VM € N, ou seja, ZH%H <1 een-

=1 i=1
n

tao Z y; é convergente por hipotese, desta forma,
i=1

n n
E yizg Tmips — Tmy = Ty, — Ty, — T € X
i=1 i=1

consequentemente z,, — T + T, e, portanto, (z,), é uma sequéncia de Cauchy com
uma subsequéncia convergente, entao (z,,), também é convegente.

O

Vamos agora definir base de Schauder que daré origem a uma classe especial de espagos

de Banach que sera de nosso interesse mais adiante neste trabalho.

Definigao 1.1.18. Uma sequéncia (e,), C X € dita uma base de Schauder de X se, para

todo x € X, existe uma unica sequéncia de escalares (o), tal que x = g -

n=1

Exemplo 1.1.19. Seja 1 < p < oo e considere e, = (n;); € €, onde

1sei=y

(51']‘:
0sei#7

€ o delta de Kronecker. Entao (ey,), € uma base se Schauder de l, e de c.

Teorema 1.1.20 (Banach). Sejam (X, ||.||) um espaco de Banach e (e;); uma base de

Schauder de X, entao as projegoes canonicas
P, X — [{e}l]

T = E Q,€; > E o;€;

i€N i=1
sao uniformemente limitadas.

Demonstracao. A linearidade de cada P, é 6bvia.
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Como (e;); é uma base se Schauder de X, para cada z € X existe uma tnica sequéncia
de escalares (a;); tal que x = Z a;e;. Defina entao |||.||| : X — K por

=1

21l = sup | ()] = sup

neN || =
e note que
]| = lim Zazez < sup Za,ez = |]|z]|] (1.3)
Disso segue, em especial, que |||.||]| > 0 Vz € X e que [||z]|| = 0 = 2z = 0, além

disso, pela linearidade de P, e pelas propriedade do supremo, seguem trivialmente a
homogeneidade e a desigualdade triangular, ou seja, |||.||| € outra norma em X.
Mostremos primeiramente que (e;); ¢ uma base de Schauder para (X, |||.|||). Se tomar-

mos m € N tal que ||z — P,(z)|| < § Vn > m teremos que

Il = Pl = sup {11Bx(2) ~ B} = b {11Pe(e) ~ P (@)} =
:ug{HPk() m($)||}§:gg{||Pk()—x||}+:up{||x— ()||}< _1_52
Assim,
v =l Pule z%

Para vermos a unicidade, basta notar que, se x = g Biei, teremos ae; = Pj(x) —

i=1
Pi(x) = Bje;.
Gostariamos agora que (X, |||.|||) seja também um espago de Banach. De fato, se

(Z aj'e; C X é uma sequéncia de Cauchy com relagdo a norma |||,
entao pela equagao (71L3) (xn)n € de Cauchy com relagdo a norma original ||.|| e segue
o

da completude de X com tal norma que z, M) T = Zaiei € X. Mas acabamos de
i=1

mostrar que podemos escrever z = g aie; onde a série converge na norma |||.||| e pela
i=1
equacao (1.3) esse série também converge com a norma ||.||. Assim segue da unicidade da
oo oo

representacao de x = Z e = Z age; que o =a; VjeN.
i=1 i=1
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Finalmente, note que

sup,, {I[ > iy (an — a))llel[} _ [llz — zml]

log —af'| <
' ||ex]] |lex]|

-1
) < 2 (1T (0 = e = S0 (0 = o)y 2lle = vl

B € B €
J J
portanto a sequéncia dos coeficientes é de Cauchy. Tome agora N. € N tal que para todo
N > N, tenhamos

la

= € = €
Za?ei < 3 e Zaiei < 3
i=N =N
e tome M, € N tal que para todo k£ > M tenhamos
- €
D (i —af)|| <<
: 3
i=1
Entao Vk > max (N, M.) temos
M 00 oo
|||x—xk|||§sup{ Z(ai—af)'}nL Za?ei + Zaiei <e.
" i=1 i=N i=N
Concluimos entao que a inclusao I : (X,|[[.|]|]) — (X,|||.|||) ¢ uma aplicagao linear

bijetora entre espagos de Banach, logo I é um isomorfismo e portanto existe R > 0 tal
que |||z||| < R||z|| para todo = € X, ou seja, sup,, {||P.(x)|| < R||z|| para todo z € X e
segue que as projecoes sao uniformemente limitadas, como queriamos.

]

Corolario 1.1.21. Sejam (X, ||.||) um espaco de Banach e (e;); uma base de Schauder de

X. Entao os funcionais de coordenada e : X — K definidos por e (33 = E aiei) =
ieN
sao uniformemente limitadas.

Enunciaremos agora algumas formas do Teorema de Hahn-Banach, comumente cha-
madas de versoes analiticas desse teorema. As demonstracoes desses teoremas podem ser

facilmente encontradas em livros de Analise Funcional, por exemplo em [15].

Teorema 1.1.22 (Hahn-Banach). Sejam V' espago vetorial sobre R, p : V. — R um
funcional sublinear e f : Vo — R um funcional linear definido em um subespaco Vo C V
tal que

f(z) <p(x) Vo e V.
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Entdo existe um um funcional linear f: V — R de f tal que

ﬁvOZfef(iv)Sp(@Ver

Teorema 1.1.23 (Hahn-Banach para Normados). Sejam (V,||.||) espago vetorial nor-
mado e f : Vo — K um funcional linear limitado definido em um subespaco Vo C V.

Entao existe um funcional linear limitado f:V — K tal que

fio=re sw |f2)l= sup |f(z)].

zeV||z||=1 z€Vo;||z||=1

Corolario 1.1.24. Sejam (V,||.||) espago vetorial normado e x € V, x # 0, entdo eziste

um funcional linear limitado f :V — K tal que

Al =1 e f(z) = []z]].

Definigao 1.1.25. Seja (T, 7) um espago topoldgico. Dizemos que K C T é compacto se
toda cobertura de K por abertos de T admite subcobertura finita, ou seja, se U C 7 € tal

que K C U U entao existe U' C U finito tal que K C U U.
veu veu' o
Além disso, dizemos que K C T € relativamente compacto se K € compacto.

Teorema 1.1.26. Sejam X um espaco de Banach e K C X. As sequintes condigoes sao

equivalentes:
(i) K é compacto.
(11) Toda sequéncia (z;); C K possui uma subsequéncia convergente para v € K.

Demonstragao. Seja (z;); C K e tome U,, = {B1(y) }yex, por hipotese existem

Jn
{B1(y/)}Hz, tais que K C | Bi(yp).

=1

Note que Jkq, 1 < ky < 41 tal que By = B% (y,il) N {z;}ien tem infinitos elementos,
assim, escolho z;, € B;. Procedendo indutivamente e supondo que B,, tem infinitos ele-
mentos, temos que 3k, 1, 1 < kyppq1 < Jpiq1 tal que B,y = B, N B . (y,’;ﬁl) tem infinitos

elementos e escolho
i, € By N {z;}52, | #0.
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Construimos entao uma subsequéncia (z;,), tal que Y¥n > N € N = z;, € By C

B%(y) para algum y € K. Sendo assim, dado € > 0, tomamos N > 2¢ e concluimos que

2
vnm > N |z, = @i, || < flei, =yl +ly =z, ll < 5 <<

ou seja, (z;,), ¢ de Cauchy e como X é completo, segue que (x;, ), é convergente para
algum z € X.
Devemos ter que z € K, pois caso contrario U = {B—u (¥)}yex possuiria uma
2

subcobertura finita { By (y;)}7, ¢ dessa forma
2

0 que nao é possivel.

(11) = (i) Comegaremos mostrando que existe £ > 0 tal que Vy € K 3U, € U tal que
B.(y) C U,.

Suponha tal afirmacdo falsa, entdo, para todo n € N Jy, € K tal que Bi(x,) &
Uy VA € A, mas por hipdtese (z,,), admite subsequéncia (z,,); convergente parf; r e K.

Como U é uma cobertura de K, existe U, € U com x € U,, mas como U, é aberto, exite

e > 0 tal que B.(r) C U,. Tome agora n; € N tal que ||y — z,,,|| < § e 1/n; < § entao

y € B (an) = lly — 2|l < ly — x| + lJzn, — 2] <,
ou seja, B1 (r,,) C B.(r) C U, 0 que contraria a hipotese.
Agora note que existe uma cobertura de K por bolas de raio . De fato, se isso nao

fosse verdade poderiamos construir uma sequéncia escolhendo

n—1

2, € K\ () Ba(z) # 0

=1

uma vez que estamos supondo por absurdo que {B.(x;)}"~' ndo é uma cobertura de K.
No entanto, (z,), ndo pode ter uma subsequéncia convergente pois ||z; —x;|| > € se i # j,
contradizendo a hipotese.

Dessas duas concluses temos que existe uma cobertura {B.(x;)}, de K e cada
B.(x;) C Uy, € portanto {Uy e, }ie; C U é a subcobertura finita que procuravamos.

i

O
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1.2 Espacos Vetoriais Topologicos

Dedicaremos essa se¢ao ao estudo dos espagos vetoriais topoloégicos, apesar de apre-
sentarmos alguns resultados de forma bastante geral, temos interesse principalmente nos
espacos localmente convexos que serao aqueles que aparecerao no capitulo 3. O principal

resultado desse capitulo serd um resultado conhecido como versao geométrica do Teorema
de Hahn-Banach.

Definicao 1.2.1. Sejam V' um espago vetorial sobre K e A C V' um conjunto.
(i) Dizemos que A é convexo se Vx,y € A e Va € [0,1] temos que (1 —a)x + ay € A.
(11) Dizemos que A é equilibrado se Vax € A e Va € Bk temos que ax € A.

(i1i) Dizemos que A é absolutamente convexo se A é convezo e equilibrado.

Proposicao 1.2.2. Seja V' um espaco vetorial sobre K, a interseccao de uma familia
de subconjuntos convexos de V é um subconjunto convero de V e a intersecgao de uma

familia de subconjuntos equilibrados de V' € um subconjunto equilibrado de V.

Omitiremos a demonstracao dessa porposicao, mas ela pode ser encontrada na re-
ferencia [14]. Dessa proposi¢ao segue trivialmente que a intersec¢ao de uma familia de
conjuntos absolutamente convexos é absolutamente convexo. Isso nos sugere fazer a se-

guinte definicao:

Definicao 1.2.3. Sejam V um espaco vetorial sobre K e A C V' um subconjunto, chama-

remos de:

(i) Envoltoria convexa de A o conjunto

co(A) = ﬂ C ondeC={C CV|ACC eC € convexo}.
cecC

(#1) Envoltoria absolutamente convexa de A o conjunto

I'(A) = ﬂ C ondeC'={C CV|ACC eC ¢ absolutamente convexo}.
cec!

. / ~ ~ .
Note que os conjuntos C e C sdo sempre nao vazios uma vez que V pertence a ambos.
Dessa defini¢ao e da Proposi¢ao 1.2.2, co(A) e I' (A) sdo, repectivamente, o menor sub-
conjunto convexo de V' que contém A e o menor subconjunto absolutamente convexo de

V' que contém A.



1.2 ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

Proposigao 1.2.4. Sejam V um espaco vetorial sobre K e A C'V entao

{sz

Demonstracao. Chamemos de

m
= E Qi
i=1

vamos mostrar primeiramente que B é absolutamente convexo.

m e N, {a;}; 1€AeZ\al\<1}

me N {a;}", € Ae Z|ai| < 1},
i=1

33

E obvio que B é equilibrado. Para mostrar que é convexo, sejam z,y € B e 6 € [0, 1],

entao existem n,m € N, {a;}i_,, {b;}j2, C A e tais que

x = Xn:aiai ey = Zm:ﬁibi com Zn:\ai\ <1, Zm:\ﬁJ < 1.
i=1 i=1 i=1 i=1

Definamos

ap se k<n e (1-0)agsek<n
Cr = Ve =
bp_pnsen<k<n-+m 0Bi_nsen<k<n+m
Desta forma

n+m

(1—-0)x+60y=(1-0) 2%%4'925@[? —Z%CZGA

pois ¢ € Aparatodol1 <k<n+me

n+m

Z!M—ZH—GI Iaz|+ZI%’Z!< (1- )Z!azHeZ\@K (1—6)+6=1.

=1

Portanto I' (A) C B e resta agora mostrarmos a outra inclusao. Para isso, procedere-

mos por indugdo: claro que vale para o caso n = 1 pois aa € I'(A) para todo a € A e

para todo o € K tal que |a| < 1 uma vez que I' (A) é equilibrado. Suponha agora que

Zaiai € I'(A) quaisquer que sejam {a;}, C A e {a;}; C K com Z la;| < 1. Seja

i=1
n+1

{a;} 1} € A e {a;}™}! € K com Z|ai| < 1.8 o =0V1 <i<n+ 1, teriamos o

i=1
resultado desejado pois I' (A) é equilibrado, caso contrario,

Z? 1 Qi@ Op41Qn41 cT (A)
?
S e S
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pois segue da hipotese de indugao que essa ¢ uma combinagao convexa de elementos de

I' (A) e além disso, como I' (A) é equilibrado temos que

nZH Doy Qili | Quy1Gngd nZH
‘ai‘ Z:11 — + - 1 = = aza; €T (A) .
Zn—l— ail Zn+ —

i=1 i=1 i=1 |cvi

Logo B C I' (A) e como ja haviamos checado a outra inclusdo, segue a tese.
O

Definigao 1.2.5. Chamamos de espago vetorial topolégico o par (V,7) onde V ¢é

um espaco vetorial sobre um corpo K e 7 € uma topologia tal que as operagoes
S:VxV-oV e M: (K,V)—=V sGo continuas.
(v,y) —»x+y (A, x) — Az

Proposicao 1.2.6. Sejam V um espaco vetorial topologico e A C 'V :
(i) Se A ¢ equilibrado entio A ¢ equilibrado.
(ii) Se A é convexo entdo A é convexo.

Demonstragio. (i) Sejamz € Aea € Bg. Segue da definicdo de espaco vetorial topologico
que u — au é continua, portanto, para qualquer vizinhanga V' de ax existe uma vizinhanca
U de x tal que aU C V.

Como € A, devemos ter UN A # (). Tomey € UNA,entdoay € aU CVeay € A
pois A é equilibrado. Portanto VN A # () e ax € A.

(ii) Sejam z,y € A e a € [0,1] C K. Segue facilmente da definicio de espaco vetorial
topologico que o operador (u,v) — (1 —a)u + av é continuo.

Se W é uma vizinhanga de (1 — o)z + ay, entao existem U e V' vizinhangas de x e y
respectivamente tais que (1 — a)U +aV C W. Como z,y € A sabemos que UN A # () e
VN A#0Q, podemos entdo tomar z€c UNAew e VN A.

Assim, (1 —a)z+aw € A pois A é convexoe (1 —a)z+aw € (1—a)U+aV C We
portanto W N A # ) e consequentemente (1 — o)z + ay € A.

O

Esse resultado nos mostra que o conjunto o (A) (I (A)) é o menor fechado (abso-
lutamente) convexo que contém A. Nos referiremos a esses conjuntos como envoltoria

(absolutamente) convexa fechada.

Definigao 1.2.7. Seja (V,7) um espago vetorial topologico. Chamaremos de espago dual

de (V,T) o conjunto

(V,r)y ={f:V = K| féum funcional linear continuo} .
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Mostraremos agora um resultado bastante semelhante a um resultado bem conhecido
que é comumente apresentado em livros de Andlise Funcional e.g. [15], mas mais geral.

Faremos isso pois necessitaremos deste resultado adiante.

Exemplo 1.2.8. Sejam 1 < p,q < oo com z_la—i_% =1 el3(X) e l;(X™) definidos como no
Exzemplo 1.1.12, entao £;(X)* = £;(X¥).

De fato, se 2% = (z},)n € £;(X*), defina entdo o funcional linear f,- : £;(X) — K por
for ((xn)n) = Z x (z,). Claro que f,« estd bem definida e é continua pois, qualquer que

n=1

seja N € N

> an(an)

N N
<Y @)l < )N ]l < 1@ )nllgl | (@n)allp < oo
n=1 n=1

Disso também ja segue que || fo+|| < ||(2)nllq-

Além disso, fp- = 0 com 2* = (x7},), € £;(X*) se, e somente se

far((@n)n) = Zx:L(xn) =0 V(zn)n € E;(X>7
n=1
em especial, se tomarmos para cada ¢ € N a sequénciatal quex, =0sen #iex; =z € X
qualquer, concluimos que z}(z) = 0 Vo € X e, portanto z; =0 Vi € N= z* = 0.

Dado agora f € (;(X)*, denotamos por (e,);2; a base Schauder canénica de /, e
definimos z¥ € X* por zf(z) = f(xe,), para cada n € N (a linearidade e continuidade
seguem de que f € (5(X)*). Tome agora i € N e x,, € By para cada 1 <n < i e defina
yi = (Y5)n € £3(X) por
|x;(xn)|q% sel<n<ieux,d¢ker(x)

0 caso contrario.

Entao

) = Y las el L) S s e (14)

n=1
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Por outro lado,

=

P

£ < 1A Il = A1 (Z ||y:;||p)
i (Z (\<>|%) ) (15)

< I£l (le’;(%)l(g‘”p) < (ZIxZ(xn)lq>

Juntando as equagoes (1.4) e (1.5) temos que

P

F) =Y L) < [I£]] (Z \x;(a:nw) N

(Z|x;(xn)|q> - (ZWZ(%)I")Q <11l

Tomamos agora o supremo sobre para todos z; € By para 1 <17 < N e obtemos que

(Z\Iwillq> <[]l
n=1

e tomando agora o limite i — oo concluimos que (z7,), € £;(X).

Finalmente, observamos que

f((@n)n) = Z f(znen) = Zl’i(l’n) = fan)a ((@n)n) Y(Tn)n € £(X).

Pelo que foi feito, concluimos que a aplicagao £;(X*) > * + f,- é um isomorfismo

1sométrico.

Exemplo 1.2.9. Sejam (5(X) e 05 (X*) definidos como no exemplo 1.1.12, entdo
G(X)" = 6, (X7).

Note que disso decorre que se X = X* em especial, se X é de dimensao finita,

£ (X)* = £;(X) o que nos remete também ao resultado classico que mencionamos (5 = {,.

Defini¢ao 1.2.10. Sejam (V,7) um espago vetorial topolégico e A C 'V um aberto com



1.2 ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS 37

0 € A, chamaremos de funcional de Minkowski de A a func¢do ps : V — R, dada por

pa(x) =inf{\ € R |z € NA}

Escolhemos A com essas propriedades pois sao elas que garantem que p4 fica bem
definido. De fato, se A é um aberto que contém o vetor nulo, pela definicao de espaco
vetorial topologico, qualquer que seja x € V' a fungdo (A, z) — Az é continua e portanto
existe (—¢,¢) C R tal que Az € AV € (—¢,¢), em especial, x € 2A, assim, fica garantido
que

{INeR |z € NA} # 0,

que é o que necessitavamos, uma vez que esse conjunto é sempre limitado inferiormente.
Proposicao 1.2.11. Sejam (V,7) um espago vetorial topoldgico e A C 'V entdo:

(i) se A € aberto, convexo e 0 € A, entao o funcional de Minkowski de A é subaditivo,

continuo e A = {z € Vl|pa(x) < 1};

(i) se A# 0 é aberto e absolutamente convexo, entao o funcional de Minkowski de A é

UmMa Seminorma,

(11i) se (V,T) um espago vetorial topoldgico sobre R e A € aberto, convero e 0 € A, entao

o funcional de Minkowski de A é sublinear.

Demonstracao.
(1) Precisamos mostrar as propriedades (i) e (ii) da Defini¢ao 1.1.1.

Sejam x,y € V, segue da convexidade de A que

Assim,

palx +y)=inf{A e Ry|z +y € \A}
=inf{\ + XA, o €R L,z +y € (A + A2)A}
<inf{\ + XA, e eRz+y € MA+ N A}
<inf{\ + Xz € A ey € \A}

=inf{\ e Ry|z € M} +inf {\ € Ry |y € A\A}
= pa(z) + pa(y)
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Claro que se x € A entdo pa(x) < 1, mas como A & Az ¢ continua, MY (AnN|x]) é
um aberto de K que contém o 1, logo existe A\ < 1 tal que x € AA, portanto, pa(x) < 1,
ou seja, A C {x € Vpa(z) < 1}.

Por outro lado, se z € V é tal que pa(z) < 1, deve existir 0 < A < 1 com z € \A C A,
uma vez que A é convexo e contém a origem. Portanto {z € V|pa(z) < 1} C A e das
duas inclusoes segue a igualdade do enunciado.

Segue da subaditividade de pa que |pa(z) — pa(y)| < pa(x — y), basta entdo mostrar
a continuidade no 0. Seja ¢ > 0 dado, sabemos que €A é aberto que contém o 0 e x €
A= p(x) <e.

(i7) Precisamos mostrar as propriedades (SN2) e (SN3) da Defini¢ao 1.1.2, mas (SN3)
segue diretamente do item (7). Provemos (SN2):

Sejam p € Kex €V, caso u = 0 é trivial, suponhamos entao u # 0 entao

pa(px) =inf {\ € Ry |ux € NA}
=inf{\ € R, |uz € NA}

A
x € —MA},

ulop

mas uma vez que A é equilibrado %A = A e segue que

T € iA}
|

- inf{Xm\ € R+‘x € XA}

pa(px) = inf {/\ eR,

= |p| inf {/\/ € RJF)x € )\/A}
= |plpa(z).
(1i1) Seja p € Ry, o caso u = 0 é trivial suporemos entao que p > 0, entao

pa(pz) = inf {)\ eER,

— pinf {X c R+’x c XA}

T € gA} = inf {)\/,u € RJF‘:I: € )\/A}

= ppa(z).

O

Definicao 1.2.12. Seja V' um espaco vetorial topoldgico, chamaremos de plano afim ou
variedade linear afim ao conjunto da forma y+ M ondey € V e M CV € um subespago
proprio de Ve chamamos de hiperplano uma variedade afim y + M onde M C 'V é um

subespago proprio maximal de V.
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Proposicao 1.2.13. Seja V' um espago vetorial sobre K, entao M C V € subespaco
mazimal proprio se, e somente se, existe f : V — K linear e nao identicamente nula, tal
que M = ker (f).

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que M seja maximal proprio e seja a € V' \ M. Pela
maximalidade de M, todo x € V pode ser escrito de maneira tnica como z = Aa +m
com m € M. Defina entao f:V — K dada por f(Aa+ m) = A, dessa forma, m € M =
f(m) =0, de forma que M C ker (f). Por outro lado, f(z) =0= 2 =0.a+m =z € M.

(<) Seja f : V — K linear e ndo identicamente nula. E claro que ker (f) é um
subespago e como f é ndo nula, existe a € V' tal que f(a) = 1. Assim, qualquer que seja
reM,z— f(zr)a€ker(f) =M=V =[MU{a}].

m

Corolario 1.2.14. Seja V um espaco vetorial sobre K, entao H C V é um hiperplano
se, e somente se, existe um funcional linear f : V — K nao identicamente nulo e c € K

tal que M = {z € V|f(x) = c}.

Proposigao 1.2.15. Seja (V, 1) um espago vetorial topoldgico, entdo H C V€ hiperplano
fechado se, e somente se, existem f € V* ec €K, f#0, tais que H= f~1({c}).

Demonstragao. Pelo Corolario 1.2.14 sabemos que existem um funcional linear f e ¢ € K
tal que H = f~*({c}), vamos mostrar f é continuo se, e somente se, H é fechado.

Claro que se f é continuo H = f~! ({c}) é fechado ja que {c} ¢ fechado em K.

Para a reciproca, uma vez que H é um subespago proprio, existe y € V' \ H e como
V'\ H ¢ aberto, existe uma vizinhanga aberta U de 0 tal que y + U C V' \ H. Sabendo
que (A, z) — Az é continua, existe 6 > 0 e V vizinhanca aberta da origem tal que
AV C U VA €K tal que |A\| < 4, desta forma

W= ]
IA|<8

¢ um aberto equilibrado contido em U.

Segue disso que existe M > 0 tal que |f(w)] < M Yw € W, pois caso contrario
terfamos f(W) = K e seguiria que existiria w € W tal que f(w) = ¢ — f(y) e consequen-
temente y +w € f'{c})) =Hey+w €y+U CV\ H, oque claramente nao pode
ocorrer.

Desta forma, dado € > 0, basta tomar W como vizinhanga aberta do zero para

concluir que
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Segue que f é continua na origem e portanto continua.

]

Teorema 1.2.16 (da Separacdo de Mazur-Dieudonné). Sejam V' um espago vetorial to-
poldgico, M um subespaco de V e A C X um conjunto aberto e convexo com AN M = (),

entao existe um subespaco maximal fechado H de V' que contém M e é disjunto de A.

Demonstragao. Primeiro, suponhamos que V' seja um espaco vetorial topoldgico sobre R.
Seja a € A, entao, A — a é um subconjunto aberto e convexo que contém a origem,

assim pela Proposicao 1.2.11 o funcional de Minkowski p4_, é continuo, sublinear e
A—a={x € Vipa.z)<lte A={z e V|pa(r—a) <1} (1.6)

Assim, como M N A = (), segue que pa_o(x —a) > 1Vz € M.
Defina agora N = (M U {a}) e seja ¢ : N — R dado por ¢(z + Aa) = X que é

claramente linear e:
Sex € M eX>0entdo ¢(z+ Aa) =\ < )\pA,a(§ +a) = pa_a(x + Aa)

Sex € M eX<0entao ¢p(x+ Aa) =X < XA < 0pa_q(x+ Aa)

Isso significa que ¢ é dominada por ps_, em N e, usando o Teorema 1.1.22; obtemos
uma extensao ¢ de ¢ tal que ¢(z) < pa_o(z) Vo € V, em especial, ¢ é continuo, e por
isso e pela equagao (1.6), deve valer que &(x) <1VreA-a.

Defina o subespago maximal H = ker (QNS), que é fechado ja que quS ¢é continua, e contém
M = ker (¢). Além disso,

reH=0=¢()=0¢x—a)+¢a) =d(x—a)+¢a) < pa_alr—a)—1

Ou seja, pa—q(r —a) >1Vx € H= HNA=10 por (1.6).

Para o caso de V ser um espacgo vetorial topologico complexo, entao Mg C Vi €
um subespaco, e pelo que acabamos de mostrar existe um subespago maximal H de Vg
disjunto de A tal que M C H. Pela Proposicao 1.2.15, existe ¢ € V§ tal que H = ker (¢).
Considere H = H NH, que é também disjunto de A, e o funcional ¢ € V* dada por

o(z) = olx) — 19(ux).
ker (¢) ={z €V | ¢(x) =0e ¢(1x) =0} = HNiH

e portanto H é um subespaco maximal de V.

M=iMCiHeMCH=MCcCHnNH.
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]

Corolario 1.2.17. Sejam V' um espago vetorial topologico, M uma variedade afim de V' e
A C X um conjunto aberto e convexo disjunto de M, entdo existe um hiperplano fechado
H de V' que contém M e é disjunto de A.

Vamos agora definir uma classe especial de espagos vetoriais topologicos que sera a
que de fato estara presente neste trabalho, além disso, daremos uma caractezacao para o
fecho de subconjuntos nesses espacos a partir de seu dual que sera de grande valia para

nosso trabalho.

Definicao 1.2.18. Um espacgo vetorial topologico V' € dito um espaco localmente convexo

se todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhancgas convezas.

Como sabemos, basta que 0 possua um sistema fundamental de vizinhancas convexas,
uma vez que uma vizinhanca U de um elemento arbitrario x € V é da forma U =z + U

onde U ¢é uma vizinhanca de 0.

Corolario 1.2.19. Sejam V um espago localmente convexo, M uma variedade linear afim
fechada de Ve K C X um conjunto convexo e compacto disjunto de M, entao existe um

hiperplano fechado H de V' que contém M e é disjunto de K.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanga de 0 tal que (K+U)NM = (. Como V é localmente
convexo, podemos supor U convexo, consequentemente K +U é um convexo e aberto (nao-
vazio) de V disjunto de M. Pelo Corolario 1.2.17, existe um hiperplano H que contém M
e ¢ disjunto de K.

O

Corolario 1.2.20. Sejam V' um espago localmente convexro e M C 'V um subespaco.

Entio v € M se, e somente se, *(x) = 0 para todo x* € V* que se anula em M.

Demonstragao. (=) ébvio.

(<) Claro que M & uma subespaco fechado de V, se # ¢ M entdo recaimos nas
condigoes do Corolario 1.2.19 uma vez que {x} é um compacto convexo que nao intercepta
M. Concluimos entao que existe * € V* tal que M C ker (z*) e zNker (z*) = 0 = z*(z) #
0.

O
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1.3 Operador Adjunto e Espaco Quociente

Dedicaremos essa secao ao estudo das propriedades basicas do que chamaremos de
operador adjunto, posteriormente, mais especificamente na secao 2.3, faremos uso desses

resultados.

Definigao 1.3.1. Sejam Vi e Vs, espacos vetoriais normados e T € B(Vy, V3). Chamare-

mos de operador adjunto e denotaremos por T : V' — Vi* o operador definido por

T(y")(x) = y"(T(x)) Ve € Vi e Vy" € V3,

Proposicao 1.3.2. Sejam V; e Vs espagos vetoriais normados, A € K e T, S € B(V, V),

entao

(1) T* € BV, Vi) e |[T]] = [|T].

(i) (NT + S)* = \T* + S*.
(11i) (T o S)* = S*oT*.
Demonstragao. (i) Dado um operador limitado T o seu adjunto T* &, de fato, linear pois

T (M1 +w3)(x) = Ayi(T'()) + 53 (T'(x)) = AT (y1) (2) + T (y2) (2) Vo € Vi
Note que para todo y* € By; e x € By, temos que
Ty @)l = [ly™ (T @) < [ly*[| 1T ]| < [|T]

ou seja,
Ty < Il Vy* € By,

e consequentemente 7 € B(Vy, Va) e ||T7|| < ||T|].
Para a outra desigualdade, sabemos pelo Teorema 1.1.23 que para todo x € Vj tal que
T(x) # 0 existe y; € V5 tal que

lyzll =1 e yo(T(2)) = [|T(2)]]
assim,

T (@) = v (T(2)) = Ty () < [Ty 2|l < W gzl 2= 1T )
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Como a desigualdade ¢ claramente valida no caso T'(z) = 0 segue que ||T(z)|| <
|T*|| ||z]| Vz € X, mas por definigdo ||T|| é a menor constante que satisfaz essa de-

sigualdade, portanto, ||T|| < ||T*||. Das duas desigualdades segue a tese.

(i) AT +5)"(y")(x) = y" (AT +5)(x)) = y* (AT (x)+5(x)) = y* (AT () +y"(S(x)) =

ATy (x) + S*y"(x) = (ANT* 4+ S™)(y")(x) Ve € Vi e Vy" € V5.

(1it) (T o S)'y*(x) =y (T'(S(x))) =T y"(S(x)) = S*T"y*(z) Vr € X e Vy* € Y.
O]

Corolario 1.3.3. Sejam Vi e Vi espagos vetoriais normados, entao

« :B(V1, Vo) —=B(Vy, Vi) € um isomorfismo isométrico de B(Vy,Va) em sua imagem.
T =T

Demonstragao. Pelo que ja vimos na Proposicao 1.3.2 ja sabemos que esse ¢ um operador
linear que preserva norma, basta entao mostrar a injetividade.

Se T* = 0 entao, Vf € V, e Vx € V] temos que T*(f)(z) = f(T(z)) = 0. Assim, pela
arbitrariedade de f segue que T'(x) = 0 Va € V;. Logo T' = 0 e portanto esse operador é
injetivo.

O

Definicao 1.3.4. Seja Vi um espacgo vetorial sobre K e Vo C Vi um subespaco e definina
uma relagao de equivaléncia em Vi por x ~y < x —y € Vo e as classes de equivaléncia
[z] = {ye Vi |y~x}. Definina o espago (vetorial) quociente Vi/Vy = {[z] | v € Vi }
munido das operagoes [x] + [y] = [z + y| e afz] = [az].

Denotaremos a aplicagdo quociente por w: Vi — Vi/V;

Definicao 1.3.5. Seja Vi um espaco vetorial normado sobre K e Vo C Vi um subespago
fechado. Entao

| 2] || = inf {{[yl[ [ y € [2]} = inf {[[z +y[|}
yeVa
¢ uma norma em Vi /Vo munido das operagoes [x] + [y] = [z + y] e afz] = [ax].

Além disso, se X € um espaco de Banach e Y C X € um subespaco fechado entdo

X/Y ¢é um espago de Banach munido com a norma definida acima.
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Omitiremos detalhes, mas vamos indicar as referéncias [14] e [15] para maiores infor-
magoes e discussoes sobre esse tema.

No que segue, vamos apresentar um resultado famoso da teoria de grupos que é espe-
cialmente 1util quando trabalhamos com quocientes. Por conveniéncia esse resultado sera
apresentado aqui no contexto de espacos vetoriais, o que serd um pouco mais simples,
uma vez que todo espago vetorial ¢ um grupo abeliano, evitando assim ter que provar que

o nicleo de um operador é normal.

Teorema 1.3.6. Sejam Vi, Vs espagos de vetoriais normados e T € B(Vy, Va), entao existe

um inico T € B(Vy/ker (T), Im(T)) bijetor que faz comutar o diagrama

Vi T Im(T) C Vs

Além disso, ||T|| = ||T)].

Demonstra¢do. Tome T : Vi/ker (T) — Im(T) tal que T([z]) = T'(x(z)) = T(z).
Claro que temos que verificar que tal fungao estd bem definida, uma fez que fizemos uso
de um representante. Se [z1] = [zs] € Vi /ker (T') temos que x; = x9 + z com z € ker (7))

e entao

T([x1]) = T(z1) = T(21) + T(2) = T(a1 + 2) = T(x2) = T([2]).
T & linear pois

w1, 02 € Vi = T([x1 + m2]) = Tlwy + 22) = T(w1) + T(wz) = T([21]) + T ([z2]).
Para mostrarmos que T € B(V1/ ker (T'), Im(T)), basta notar que

17 ([DIl = inf [T+ )< inf T e+ 2l =TI inf Clle+ 2] = [Tl ]]]

zeker (T z€ker (T) (T)
Portanto ||T|| < [|T||. Além disso,
1T ()] = 1T om(@)|l = 1T ([l < [ITI || [2] 1| < [1T] |||

e das suas desigualdades segue que ||T|| = ||T|.

Finalmente a bijetividade segue de T([z]) = T(x) = 0 < z € ker (T') < [z] = [0] e de
y € Im(T) & y = T(z) para algum = € V; e portanto T([z]) = T(z) = y.

Definimos 7' de forma que T = T o 7 e, além disso, se S é outro operador limitado

satisfazendo essa identidade temos que (7' — S)m(x) = 0 Vo € V; e segue que T = S. [



Conjuntos e Operadores p-compactos

Este capitulo é de crucial importancia, sendo que os resultados que serao apresentados
aqui fazem parte do artigo cientifico [21] e servirdo de motivacao para dar sentido ao
termo p-compacto.

Ressaltamos que X e Y sempre denotarao espagos de Banach.

2.1 Caracterizacao de Conjuntos Relativamente Com-

pactos

Dedicaremos essa primeira secao a apresentacao do Teorema de Gréthendieck que

servira de base para todas as generalizacoes que se seguirao.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Mazur). Sejam X uwm espag¢o de Banach e K C X um

conjunto compacto entio o (K) e T (K) sido compactos.

Demonstra¢ao. Como K ¢é limitado existe M > 0 tal que ||k|| < M Vk € K. Assim, se
(kn)n C K e (\)n €0

N N
D Akl <7 MIA| < M[(A)alls YN €N
n=1 n=1

[e.9]

donde segue que a série Z Ak, converge absolutamente.

n=1

45
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Definamos entao

A= {il Ankn

e mostremos que A é compacto.

(kn) C K @ im < 1}

n=1

Seja (y'); € A entdo, para cada i € N, temos y' = Z Ak, para algum X = (X)), €
n=1
By,. Como Z IAL] € [0,1] Vi € N, a sequéncia (A\); C []

n=1
Tychonoff sabemos que BE é compacto, portanto, deve existir subsequéncia (A%); C BY,

wen Bx = By. Pelo Teorema de

convergente para A = ()\,), € B na topologia produto, ou seja, para cada j fixado
podemos escrever i = (A7), e A 2%\

Voltamos agora nossa atencao para a sequéncia (k:f{)] C K. Como K é compacto,
existe (kf;fl)l convergente para k, € K.

Queremos mostrar que a subsequéncia (y*t); converge. E razoéavel esperar que o ponto
o0

de convergéncia seja y = E Ak, e como também queremos que y € A, precisamos que

n=1
>l <1
n=1

N
De fato, Z A7 <1 e como se trata de uma soma finita temos que

n=1

N N N
> 1 ijl — : ijl —
EEDSEIED oENIED SN

assim, como os termos da série sao positivos e as somas parciais limitadas temos que

oo

POEHESS

n=1

o

Como Z|/\in| < 1, segue que cada [A\t| < 1 e ja vimos que ||k,|| < M Vn € N,
n=1

entao, dado um ¢ > 0, podemos tomar N € N satisfazendo as seguintes quatro condi¢oes

[e%) N
i, € i &
n=N+1 n=1
N i g i g
kit — k|l < = >N kit — k|| < —
ZH ||<66para >N = || ||<6M

n=1
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Assim, para qualquer [ > N, temos que
[o¢] . . (o]

Iyt —oll = || SN D
n=1 n=1

o) DFCTC SIS ST pevs
n=1 n=1 n=1 n=1

o] 00 o]
=1 n=1 n=1
— IS N (ki = k)| |+ At —
1 n=1

IN
HME%ﬁ

n=1

n=1
=) I Rt = Eall Y I R = Rl
n=1 n=N+1
N ) o) )
+ZW =Xl [l + D I = Al (1Rl
= n=N+1
N oo 00 ' -
k' — ke Ai'|2M A — Al M At = Anl =
| H+Z||+ZI M+ > 5
n=1 n=N+1 n=1 n=N+1
19 19 19 19
< h—OM4+ —M+2- =
6 Fon e T TE

E assim, concluimos que g% ooy y e portanto toda sequéncia possui uma subsequéncia
convergente, donde segue que A é compacto, como querfamos.

Finalmente, note que pela Proposicao 1.2.4 e pela definicao de envoltéria convexa,
co(K) CT(K)C A,logoeo(K) el (K) sao fechados contidos no compacto A, portanto
sao também compactos.

O

Corolario 2.1.2. Sejam X um espaco de Banach e K C X um compacto, entao

{ZM{: CK@Z|)\|<1}

=1
Demonstracao. Chamaremos de

{Z)\k

nCKe Z|)\|<1}
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Tome z, = Z)‘iki com Z\)\Zl < 1, usando a Proposicao 1.2.4 vemos que
i=1 i=1
€

(xn)n C T'(K). Além disso, como ||k|| < M Vk € K e existe ny € N tal que Z |\i] < i

i=ng
concluimos quese ng < m < n € N

i Aiki — Zm: ik
i=1 i=1

|20 — 2| =

< ZH)\J%H <e€

Portanto, (x,), é uma sequéncia de Cauchy em X e como este é um espago de Banach,

Ty — Z Aik; = x € X. Disso segue que © = Z A\ik; € T (K) e desta tltima A C T (K).
i=1 i=1
Novamente pela Proposigao 1.2.4, fica claro que I' (K') C A, mas, pelo Teorema 2.1.1,

A & compacto e consequentemente fechado, entdo I' (K) C A = A. Das duas inclusoes
segue a igualdade I' (K) = A.
O

Corolario 2.1.3. Seja K C X um conjunto relativamente compacto entio co (K) e I' (K)

sa0 compactos.

Demonstragio. Note que como I' (K) é fechado e K C T'(K), entdao K C T (K). Assim,
I'(K) cT(T(K)) =T (K) e como obviamente I (K) C T (K), segue que I' (K) =T (K)
que é compacto pelo Teorema 2.1.1. Como anteriormente, o resultado passa a ser trivial
para co (K).

O

Teorema 2.1.4 (Lema de Grothendieck). Seja K C X, entao K € relativamente com-
pacto < I(x,)n € c§(X) tal que K C o ({xn}n).

Demonstracio. (<) E facil ver que se existe (z,,), € ¢§(X) tal que K C @ ({x,},) entdo
K & relativamente compacto, uma vez K C ¢ ({z,,},) é fechado e este tiltimo é compacto
pelo Corolario 2.1.3.

(=) Se K é compacto entdo 2K também o é, entdo existem {z;}/;, C 2K tais que
2K C 2K C UL, Bi(an).

Podemos entao definir indutivamente, tomando K; = K e ng = 0, uma sequéncia de
conjuntos relativamente compactos dados por

nj_1
K= |J @Ki—-z)n B1(0), para j > 2 (2.1)
k=n;_o+1

Note que o primeiro passo da inducao segue da hipoétese de K = K ser relativamente

compacto. Seja j > 1, entao, pela hipétese de inducao, K;_; é relativamente compacto,
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desta forma, devem existir {z;};2, ., C 2K tais que 2K; ; C UZ;;jfﬁl Bz%(xk)

Portanto, K é relativamente compacto uma vez que cada termo da uniao finita na equacao
(2.1) é relativamente compacto. Isso encerra a indugao.

Note que k > n; = x5 € Bé(O) = ||zx]] < 5 donde segue que a sequéncia
(k) € c§(X).

Mostraremos agora que existem {xy, }7_; C {74 }72,; tais que

k=1

De fato, se * € K C K entdo 2x € 2K = Jx;, € {z;}1, tal que 22 € By (xg,) =

% Kn+1
2k 2n

n
20 —xp, € Ky = o — % € % Suponhamos agora que x — Z
k=1

, entao

n

1 —k+1 ]
2n+ T — Z2n + xkj S 2Kn+1 = Elxkhq S {'rk}z]:tzlj-i-l

k=1
tal que
n
+1 —k+1
on :E—ZQ” Ty, GBin_H (Thyyr)
k=1
portanto
n+1 n+1 T K
n+1 n—k+1 k; n+2
2 LL’—Z2 .Z'kjEBinJrl(O>ﬂ2Kn+1CKnJrQ:}iL'—Z?G ont
k=1 k=1

e isso conclui a inducao.

Desse fato concluimos trivialmente que < 27" uma vez que

" x
k;
T=) o
k=1
ZL’k].

2k

o
K1 C B1(0) para todo n € N e portanto x = Z
k=1

€ co({xn}n). Logo K C o ({xn}n)

e isso conclui a demonstragao.

]

Esse resultado de Grothendieck foi apresentado em [13] em 1955, é a principal motiva-
¢ao para quase cinquenta anos depois, em 2002, fosse proposta em [21]| uma generalizagao

de ideia de compacidade: a p-compacidade.

Corolario 2.1.5. Seja K C X, entdo K ¢ relativamente compacto < 3(xy,), € c§(X) tal
que K CT ({z,},).

Demonstracao. A implicacao direta é consequéncia do Teorema 2.1.4 e de trivialmente

@ ({zn}n) C T ({zn}n). A reciproca segue do mesmo argumento do Teorema 2.1.4.



50 CONJUNTOS E OPERADORES P-COMPACTOS 2.2

]

Incluimos esse tltimo resultado, que apesar de também ser uma caracterizagao, é mais
fraco que o Teorema de Grothendieck pois apresentamos uma caracterizacao utilizando
I' {xn}n), a finalidade de colocarmos esse resultado é que ele serd a base para novas

definicoes.

2.2 Conjuntos p-compactos

O ultimo resultado da se¢ao anterior foi, segundo os autores de 21], a inspiragdo para

dar a defini¢ao de conjunto p-compacto, mas antes disso precisaremos de alguns resultados.

1 1

Proposicao 2.2.1. Sejam X um espaco de Banach, 1 < p,q < oo e —+ — = 1. Entao a
p q

funcao

B 0)(X) = B(l, X) E,:l,—» X
onde
xr = (In)n = E:v (Oén)n = Z;L.ozl Qnln

€ um isomorfismo isométrico.

Demonstragao. Seja x = (x,), € £ (X), vamos mostrar que E, estd bem definido. Dado

(an)n € {4, mostraremos que (s,,), definida por s, = E apT, é uma sequéncia de
n=1

Cauchy em X, portanto convergente, uma vez que X é um espaco de Banach.

De fato, dado ¢ > 0, fixe ng € N tal que ||(z,)5° < ﬁ
An)nllq

i | Sejam m > k > ny,

pelo Teorema 1.1.23, existe f € Bx+ tal que

g

Tn

Assim,
m m m
||Sm_sk” = Z AnTn|| = ‘f ( Z &nxn> = Z anf xn Z |CYan xn
n=k+1 n=k+1 n=k+1 n=k+1

< (e )nllg [1(f(@n))iZngllp < Ml(en)nllg [[(@n)aZnolly < e

A linearidade de F, é consequéncia da defini¢ao.

Seja v = (v,), € £)(X), para cada (a,), € [, existe f € Bx- tal que
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F(E:((an)n)) = ||Ex((an)n)|| € consequentemente

Bz ((n)n)l] = | f(Ez((an)n))| = |f (Z Oénxn> =

< el @)l < 1(@n)allgl(f ()l
< ||<O‘n)n||q||(xn)n||;}

(2.2)

e, portanto, E, é continua.
Afirmamos que E ¢ linear. De fato considere A € K e z = (2)n, ¥ = (Yn)n € £ (X)

entao

E(Az 4+ y)((an)n) = EA:c+y((an)n) = Z (AT +yn) = A Z 0Ty, + Z OnYn =

AE;((an)n) + Ey((an)n) = AE(z)((an)n) + E(y)((an)n) Y(an)n € Uy

Portanto
E(\z +y) = \E(x) + E(y).

Mostraremos agora que E é uma bije¢ao. Seja (e,), a base de Schauder canénica de

{,, entao
E, =0 Ey((0n)n) = 0 V(an)n € g > iy = 0 V(an ), € £y,
n=1

em especial, para e;, = (6%),, portanto

e temos a injetividade de F.
Considere F' € B({,, X). Para cada f € X* temos que fo F € £, = {; e podemos
chamar fo F' = (\,), e z,, = F(e,) para cada n € N.

Assim,

f(xn) = f(F<en)) = ZAkég = An,
k=1

portanto [[(f(zn))nllp = [[(An)nllp-
Desta forma, (z,,), € £, (X) e, para cada (an)n € {q,

:Z:lanxn Zan en = (Zanen> = n)n)
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donde concluimos que E(x) = E, = F e portanto E é sobrejetora. Note que
E~YF)=z= (F(en))n-

Finalmente vamos mostrar que E é uma isometria. Utilizando a equagao (2.2) conclui-
mos que |[E(z)|| = [|Ea|| < [|=|[;-

Para cada f € X*, fo F € {,. Chamamos f o F = (f3,),, assim f o F(e,) = [, e
1 0 1l = l|(Bu)ally- Entiio

1(F o Flen))nll = [1(Ba)ally = [1f o FI < |IFITTIE]]-

Portanto

IEZH ), < sup |IfILIF] = [IF]
Ifl1<1

Consequentemente

lzlly = [[E= (E @)l < 1E@)]]-

Dessas duas desiqualdades segue que E é uma isometria.
m

Observacgao 2.2.1. Seja X um espago de Banach, o isomorfismo isométrico acima conti-
nua valido nos casos E : (¥ (X) — B({1,X) e E : (P(X) — B(co, X). As demonstragoes
sao anélogas utilizando as normas apropriadas, sendo que, por zelo, decidimos enunciar

separaradamente.

Note que se x = (z,), € £;(X) e S € B(X,Z) temos que S(x) = (S(x,))n € £ (Z)
e SokE, = Eg(,). Esse resultado sera utilizado nas proximas segoes do capitulo 2 e no

capitulo 3.

1 1

Definigao 2.2.2. (i) Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — =1 e v = (v,), € £(X)
p q

uma sequéncia dada. Chamamos de envoltéria p-conveza de x o conjunto E,(By,).

Denotamos E,(By,) = p — conv ().

(i1) Seja x € 5(X) uma sequéncia dada. Chamamos de envoltéria 1-convera de x o

conjunto E.(B.,). Denotamos E(B.,) = 1 — conv(z).

(111) Seja x € cj(X) uma sequéncia dada. Chamamos de envoltdria oco-convexa de x o

conjunto E.(By,). Denotamos E.(By,) = 0o — conv(x).

Pela caracterizacao da envoltéria absolutamente convexa feita no Corolario 2.1.3, se
z € co(X) entdo I (x) = E,(By,) = oo — conv(z).

O Lema de Grothendieck (Teorema 2.1.4) diz que um conjunto K C X é relativamente
compacto se, e somente se, K C I (z) = co — conv{x} para algum z € ¢§(X). Com base

nisto os autores de [21] apresentam a seguinte definigao:



2.2 CONJUNTOS P-COMPACTOS 53

Defini¢ao 2.2.3. Seja 1 < p < co. Um conjunto K C X € dito relativamente (fraca-
mente) p-compacto se K C p — conv ((zn)n) para algum (z,), € 5(X) (€ £;(X)).

A partir das defini¢oes apresentadas, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.4. Sejam 1 < p <r < oo e K um conjunto relativamente p-compacto,

entao K ¢ relativamente r-compacto.

1 1

1
Demonstragcao. Sel < p < r < oo, considere 1 < ¢, s < oo taisque —+—-=1e—+—-=1.
ros

p g
Como K ¢é p-compacto existe x = (z,), € £;(X) tal que K C E,(By,). Considere
T = (Z,),, definido por

(p—=7)
() se flanll £ 0
T, =

0 se ||z,|] =0

Assim 7 € £7(X) pois

N 00
S E < lzallP < oo
n=1 n=1

Seja y € E,(By,), entao existe (\,), € By, tal que y = Z)\nxn. Para cada n € N

n=1

defina \,, = ||| ¥\, disto segue que Z N, Ty = Z ATy, €
n=1 n=1

N N R N —

~ r—p s\r=p
oDl = 37 (lhanl 7t} = 3 lall 7 Al
n=1 n=1 n

s

N q N g
D.H. —s(p—7) q
< (E [lnll “) (E |>\n|q>
n=1 n=1

) [ = T a
< (Z H%Hp> (Z P\n\q)
n=1 n=1

(ga—s)p

<||lz|l, * VN €N

[ |
| =

Observe que em (*) usamos que o expoente do primeiro somatorio é

(r—p)s q¢ _r-p 57
r q—s r—1-% -

(a—s)p

Chamaremos o = ||z, ¢ , assim y € Ez(aBy,) = Eqoz(By,) para todo y € E,(By,).
Consequentemente K C E,(By,) C Eaz(By,).




54 CONJUNTOS E OPERADORES P-COMPACTOS 2.3

Os casos p = 1 e ¢ = oo sao analogos.
]

Apesar de simples esse resultado nos ajuda a ver que, da forma como definimos, um
conjunto é co-compacto se, e somente se, ele é p-compacto para todo p, onde 1 < p < oco.
A partir de agora, sempre apresentaremos as demonstracoes para o caso 1 < p < 00
sendo que os casos p = 1 e p = 0o seguem de forma analoga tomando os devidos cuidados

com a norma.

2.3 Operadores p-compactos

Podemos agora estender outros conceitos que dependam da ideia de compacidade.
O mais natural e o primeiro do qual trataremos é o de operadores p-compactos e, mais
adiante no capitulo 3, o de propriedade de p-aproximagao que depende da definicao de

operador p-compacto.

Um operador linear ¢ dito compacto se T'(Byx) ¢ um conjunto relativamente compacto.

Em analogia com esse conceito, é natural fazer a seguinte definicao:

Definigao 2.3.1. Um operador linear T : X — Y ¢ dito (fracamente) p-compacto se

T(Bx) € um conjunto relativamente (fracamente) p-compacto.

Note que se um operador linear T : X — Y leva conjuntos limitados em conjuntos
relativamente (fracamente) p-compactos, em especial, esses serdao também limitados, ou
seja, T' € B(X,Y).

Definicao 2.3.2. Denotaremos por K,(X,Y) o conjunto dos operadores p-compactos e

por W,(X,Y') o conjunto dos operadores fracamente p-compactos.

Também denotaremos o subespago de B(X,Y) formado pelos operadores compactos
por K(X,Y). Note que o conjunto (X,Y) coincide com o conjunto K (X,Y).

Uma consequéncia da Proposi¢ao 2.2.4 é que, se 1 < p < ¢ < 0o, um operador que é p-
compacto serd também g-compacto e portanto a temos a inclusao K,(X,Y) C K, (X,Y).
No Exemplo 2.3.6, inspirado por uma ideia apresentada em [1|, mostraremos que de forma
geral essa inclusao é estrita.

Apresentaremos agora um resultado do caso particular p = oo pois, vamos utiliza-lo

no decorrer do trabalho.

Proposicao 2.3.3. K(Y, X) é um subespago fechado de B(Y, X)
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Demonstragao. Seja T € K(Y, X), entao existe (T},), € K(Y, X) tal que T,, — T". Vamos
provar que se (T(y,)), C W, entao (T(yy,)), possui uma subsequéncia convergente e
teremos a tese a partir do Teorema 1.1.26.

Como T ¢é compacto, (T1(yn)), possui uma subsequéncia convergente (7% (y1)), tal
que T'(y1,) = x1 € X. Indutivamente para todo ¢ > 1, como T; é compacto, (T;(Yi—1.n))n
possui uma subsequéncia convergente (7;(y;))n tal que T;(y; ) = x; € X.

Defina g; = y; j, fica entdo claro que T, (y;) — .

Dado ¢ > 0, como (7,), ¢é de Cauchy, podemos tomar

no € N tal que ||T,, — T),,|| < € Yn,m > ng e entdo
it~ 2l =l |1T,(5) — T (Bl < 11T, — Toll < <

Concluimos que (z,), C X é uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente para
xr € X ja que X é um espaco de Banach.
Vejamos que de fato T'(,) — x. Para isso, dado € > 0, considere ny € N tal que

T = Tl <§‘v’m2n0

e — al| < 5 ¥m = no
Tome agora n; € N tal que
- €
||Tn0(yn) - xno“ < § n > ny.
Dai, segue entdo que VYn > max{ng,n, }
T () = 2| < T (Gn) = Tog @)l + 1 Tg (Gn) = @l + [|2ne — || <&

[]

Exemplo 2.3.4. Sejam 1 < p < 00 e A = (\,)n € co, entio o operador My : {, — ¢,
dado por My((xn)n) = (Ann)n € compacto.

Considere X = (A"),, € cop dadas por

Asel<n<m
A=

n
Osen>m

onde estamos denotando por cyy 0 espaco das sequéncias quase nulas.

Sabemos que os operadores M= sao compactos pois tém posto finito.



56 CONJUNTOS E OPERADORES P-COMPACTOS 2.3

Vejamos agora que My» — M,. De fato, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
An| < 5 V0 > ng.

Assim, quaisquer que sejam m > ng e (ay,), € By,
(M = Mxm ) ((an)n)llp = [[(Anem)nZmia |l < sup {An (o )nZmall < e
Segue da Proposicao 2.3.3 que My € K(€,, ().

Passaremos agora a mostrar alguns exemplos ligados & definicao de p-compacidade.

1 1

Exemplo 2.3.5. Sejam 1 <p,q < oo com —+—=1¢e X = (\,), € {,, entdo o operador
p q

My : b, — {y dado por My((2,)n) = (AnZn)n € p-compacto.

Considere (e,), a base de Schauder canénica de /;. Entao (A,en)n € £5(41) €

M)\(ng) = {(an/\n)n|(0én)n - ng} = {Z ozn(/\nen)

n=1

(an)n € ng} = p — conv ((Anen)n) -

1 1 1 1

Exemplo 2.3.6. Sejam 1 <p<r<oo,—+-=1,—+—-=1¢(a,), € {,\{p. Considere
P q oS

a = (anen)n € £5(Ly), entdo o operador E, : £y — L, é obviamente r-compacto, mas nao €

p-compacto.

Denote por (e,), a base de Schauder candnica de ¢,, mostraremos que o conjunto
K ={E.(en)}n = {anen}n C E,(By,) ndo é p-compacto.
Suponha por absurdo que exista (7,,), € (5(¢,) tal que K C p — conv ((x,),). Para

cada n € N, deveria existir (A?),, € By, tal que a,e, = Z Al'x;, mas entao
i=1

o0

[e.e] e} (e o] e}
— n,. __ n ) _ n,.i
nepn = E Nx; = E Y E Tie; = E E Ay | ey =
i=1 =1 j=1 =1

j=1

o0

a, = Z Nah e Z /\fx; = 0 para todo j # n.
i=1

=1
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Assim, pela Proposicao 1.1.9,

00 00 00 p 0o 00 g 00 %
S ol = 30| sZ(Zqu) (mep)
n=1 n=1 | =1 n=1 =1 =1

o
<3 Jfaills < 00 = (an)a €6,
i=1
Mas isso é um absurdo, pois contradiz a escolha inicial de (a,),, portanto, como K C

E.(By,) e o primeiro nao é p-compacto, tdo pouco o segundo e segue que E, & K,((s, ().

A préxima proposigao nos auxiliaré, apos definir uma norma conveniente em K, (X, Y),
a mostrar que este serd um espaco de Banach.

Antes de enunciar tal resultado, vamos fixar a notacao que usaremos daqui para frente.

Seja y = (yn) € £(Y). Denotaremos por 7 : £, — {,/ker(E,) a operagao quociente
e por E, : l,/ker(E,) — Im(E,) C Y o tnico operador limitado entre esses espacos

satisfazendo E, = Ey o 7 conforme Teorema 1.3.6.

1 1
Proposicao 2.3.7. Sejam X, Y espacos de Banach e 1 < p,q < oo tais que — + — =1,
p q

entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) T € K,(X,Y).

(ii) Ezistemy € (5(Y) e T, € B(X,{,/ker(E,)) tais que T = E, oT,.
(i4i) Existem y € £5(Y) e S, € B(WE;), X*) tais que T* = S, o E~;

Demonstragio. (i) = (i4) Seja T € K,(X,Y), entdo existe y € (3(Y) tal que
T(Bx) C Ey(By,). Portanto, para cada x € By, existe a € By, tal que T'(z) = Ey(a).

Considere o operador T, : X — {,/ker(E,) definido T,(x) = [a]. Caso exista
B € By, tal que T(x) = E,(B), teremos Ey(a — ) = 0, isto é, a — 8 € ker(E,). As-
sim, 7T, fica bem definido. Segue da construgao que 7' = E'y oT, e T, & continua pois
T,(Bx) C B (6y/ker(E,))

(ii) = (i) Sejam y € £5(Y) e T, € B(X, ly/ker(E,)) tais que T' = E,oT,.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ||T,|| < 1. De fato, se T, # 0,

~ T,
= B (1),
N[

Consequentemente

T(Bx) C Ejz, y(Bi,) = p — conv (||T,||y) -
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(ii) = (i) Sejay = (yn)n € £;(Y), afirmamos que (¢,/ ker (E,))* pode ser identificado

com I'm(Ey). De fato, seja 8 € Im(E;) C £, entao existe f € Y* tal que 8 = (f(yn))n-
Para cada o = (o), € ker (E) C ¢, temos

Portanto,

(f (Yn))n € {f =(fi)iel

x) = Z fia; = 0 Va = (ay), € ker (Ey)}

i=1

isto ¢, B € ker (E,)". Assim, Im(Ey) C ker (E,)" e como ker (E,)" é fechado, concluimos
que WE’;) C ker (E,)™.

Reciprocamente, seja f = (o), € ker (E,)". Para cada i € N, considere o subespago
F; = [{y;}'=1] e o funcional f; : F; — K linear definido por f;(y;) = oy V1 < j <.

Primeiramente, afirmamos que f; fica bem definido. De fato, suponha que existem

escalares f3,, 1 < n < i, tais que Z Boyn = 0. Considere a sequéncia (Bn)n € ¢, definida

n=1
por

anelgngi
671:

Osen>1

entao (5,), € ker (E,) = f((Bn)n) Zanﬁn = 0.

Utilizando o Teorema de Hahn- Banach (Teorema 1.1. 23) para cada i € N obtemos

uma extensdo f; € Y* de f;. Fica claro entdo que (fz(yj)) ﬁ f esegue que f € [m(E*)

II-{»

Portanto ker (E,)" C WE’;)

Finalmente da identificagio ker (E,)" = (¢,/ ker (E,))* o que queriamos.

Por hipotese, existem y € £5(Y) e T, € B(X,{,/ker(E,)) tais que T = E, o T,. Pela
Proposi¢ao 1.3.2, T* =T7 o E; Basta entao tomar S, =T .

(i) <= (iz7) Por hipotese, existem y € £5(Y) e S, € B(WE;), X*) tais que

= Sy o Bx. Ja vimos que ({,/ker (E,))* = Im(E}).

Seja f € Y, entio E)(f) = (£(5)a. Portanto S,(E5() = 5,((Fy))n) = T*(F) =
Ty (Ey(f)), disso segue a igualdade S, = T}

Assim, T* = S, 0 By = (E, o T,)* e segue do Coroldrio 1.3.3 que T' = E, o T, como
queriamos.

]

Destacamos agora algo que nos serd ttil no capitulo 3: note que a identificagao
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ker (E,)" = Im(Ey), que apresentamos no item (ii) = (i), nos diz que se FE, ¢ in-
jetora se e somente se Im(E;) ¢ denso em Y.

Vemos que se T € W,(X,Y), entdo existe y € £(Y) tal que T(Bx) C E,(By,) e
seguindo os mesmos passos da demonstracao anterior podemos demonstrar a proposi¢ao

a seguir.

~ . , 1 1
Proposigao 2.3.8. Sejam X, Y espagos de Banach e 1 < p,q < oo tais que — + — =1,
P 4q

entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) T e W,(X,Y).

(i) Ezistemy € ()(Y) e T, € B(X, ly/ker(E,)) tais que T' = E,oT,.

(iii) Ezistemy € ()(Y) e S, € B(Im(E}), X*) tais que T* = S, o E;
Proposicao 2.3.9. Sejam X e Y espacos de Banach, entio K,(X,Y) munido com as

operagoes usuais € um espago vetorial. Para cada T € K,(X,Y), considere
kp (T) = inf {[|yll, | y € (3(X) e T(Bx) C Ey(B,)},

entdo k, € uma norma em K,(X,Y) tal que ||T|| < &, (T).

Demonstragao. Vamos mostrar que K,(X,Y) ¢ um espago vetorial. Como K,(X,Y) C
B(X,Y), necessitamos mostrar apenas que este ¢ um subespago.

Sejam A € Ke T € K,(X,Y), entao existe y € £,(Y) tal que T'(Bx) C E,(By,).
Pela Proposigao 2.2.1, temos que AXT'(Bx) C AE,(By,) = Exy(Bg,). Como Ay € £,(Y) e
AT(Bx) C Exy(By,), temos que AT € IC,(X,Y).

Sejam T', S € K(X,Y), entdo existem y = (yn)n, 2 = (2n)n € £;(Y) tais que T(Bx) C
E,(By,) e S(Bx) C E.(By,).

Considere

sen=2k—1
- (2.3)

z, sen =2k

temos entao que

N 00 (o)
D wall? <>yl P+ D Mlzall? = [lyl[5 + 11215 < oo, (2.4)
n=1 n=1 n=1

portanto w = (wy ), € £5(X).

Mostremos agora que existe T, € B(X,{,/ker(E,)) tal que T+ S = E, 0T, e o
resultado seguird da Proposigao 2.3.7. Para cada « € By existem o = (@,)n, 8 = (Bn)n €
By, tais que T'(z) = Ey(a) e S(x) = E.(B).
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Consideremos o operador T, : X — {,/ker(E,,) definido por

onde (y,), é dada por
a,sen=2k—1

B, se n =2k

Tn =

T,, esta bem definido pois se & = (dn)n, B = (Bp)n € By, sao tais que T'(z) = E (&) e
S(z) = E.(f), temos que (3,), € £, dada por

a,sen=2k-—1
Yn = ~ y
B se n =2k
¢ tal que Ey,((n)n) = Ey(a) + EL(B) = (T +U)(x) = Ey((yn)n)- Portanto (1,)n — () €
ker E,,.
Assim, T+ S = E, 0T, e T, € B(X,l,/ker(E,)).

Para finalizar, vamos mostrar que s, ¢ uma norma. Sejam 7" € K(X,Y) e e > 0,
entdo existe y € £(Y) tal que r, (T) < |[yll, < K, (T) + ¢ e T(Bx) C Ey(By,). Assim,
T < IIE I = llylly < [lylly < #p (T) + &, portanto [[T]| < r, (T).

Usando agora que ||.|| ¢ uma norma em B(X,Y), x, (1) =0= ||T||=0=T = 0.
Portanto vale (N1).

(N2) segue utilizando o que provamos na Proposi¢ao 2.2.1.

Sejam T,S € K(X,Y), entdo existem y,z € (5(Y) tais que T(Bx) C E,(By,) e
S(Bx) C E.(By,).

Considere w = (wy), € £5(Y) definido como na equagdo (2.3). Ja vimos que dessa
defini¢ao segue que T + S = E,, o T, além disso, a equacdo (2.4) nos diz que ||jw||, <
lolly + 1121l

Portanto,

kp (T +8) = inf {[[@]], | 0 € G(Y) e (T'+ S)(Bx) € Ea(Be,) } < [lwlly < llyll, + ll=Ily

Podemos agora tomar o infimo sobre os y,z € (;(Y) tais que T(Bx) C E,(By,) e
S(Bx> C EZ<ng).

Assim,

Ky (T + S) <inf {||yll, | T(Bx) C Ey(By,) e y € £5(X) }+
inf {J|wl|, | S(Bx) C Euw(By,) e w € (5(X)}
= Kp (T)"“’QP(S)
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]

Note que o principal resultado usado nessa demonstracao é a Proposicao 2.3.7. Uti-
lizando a versdo para operadores fracamente p-compactos dessa proposigao (Proposigao
2.3.8) podemos obter um resultado inteiramente anélogo para os operadores fracamente

p-compactos.

Proposigao 2.3.10. Sejam X e Y espacos de Banach, entio W,(X,Y) munido com as

operagoes usuais € um espago vetorial. Para cada T € W,(X,Y'), considere
wp (T') = inf {{|y[[; |y € £;(X) e T(Bx) C E,(By,)},
entdo wy, € uma norma em Wy(X,Y) tal que ||T|| < w, (T) < &k, (T).
Note que acrescentamos uma relagao entre as normas k, € w, que segue da inclusao
GY) (YY),

Lema 2.3.11. (i) Se X,Y,Z e W sao espagos de Banach, F € B(Y,Z), G € B(W, X)e
T e K,(X,Y) entio FoT oG € Ky(W,Z) e k, (FTG) < ||F||k, (T)]IG]].

(ii) 1y (T) = int {]1S,] 1yll,

Demonstragao. (i) Sejay € £5(Y) é tal que T'(Bx) C E,(By,), entao

yeb(Y) el = SyE;}.

FTG(Bw) C FT(||G||Bx) C F(|G||E,(B,)) = Ejjc)rw)(Be,),

Portanto «, (FT'G) < ||G|| [|F(y)|| <I|IGI| |F|| |lyl|p- Tomando agora o infimo sobre os
y € £:(Y) tais que T(Bx) C E,(By,) concluimos que
rp (FTG) < (|G [[F ()| < [[F[rp (T) |G|

(ii) Sejam T € K,(Y,X) e ¢ > 0, entdo existe y € K;EX) tal que s, (T) < ||y|| <
Ky (T') + €. Pela construgao feita na Proposicao 2.3.7, T'= E, o T, com ||T,,|| = ||5,]| < 1.

Assim, devemos ter

i (T) = 15y (Ey 0 T,) < sy (B,) IS 1Syl 1(wn)ally

mas por outro lado,
Syl [1(yn)nllp < Kp (T) +
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Tomando entao o infimo sobre y € Y tais que T(Bx) C E,(By,) segue que

o (1) = it {118, 1 1ol], | v € 650) T = 5,53 }

]

Lema 2.3.12. Seja T € K,(X,Y) entdo, dado ¢ > 0, exvistem y € (3(Y) e 5, €

B(Im(E;), X*) tais que T* = S, 0 E;‘ e satisfazendo simultdneamente

Q=

1yllp < (5 (T) + )% e (ISl < (15, (T) + &)

Demonstracao. Seja T € IC,)(X,Y). Caso T seja identicamente nula, o resultado é 6bvio.

Suponha que T é nao nula. Pelo Lema 2.3.11,

i () = int {181l lylly | T° = $,5; }

yeLs(Y)
entdo, existem § = (yx)r € £5(Y) nao nulo e Sy € B(Im(E}), X*) tais que

T = S;E; e ||Sg]| T3]l — i, (T) < &=

D=

1511 11T31] < (s (1) + €)1 (15 (T) +€)5

1S3l {1911
I—p

1

(rp (T) + )7 (1 — 1)

Considere p € (0,1) tal que 7
Y

< kp(T)+¢, a =

y = (yr)r = ag, entao

D=
hSA

[yl = lel 9]l = (5 (T) + )7 (1 = p) < (1 (T) +€)7 .

Note que Im(E;) = Im(E}), portanto,

Sy = aSg =1T" =Sk,
além disso,
1 1711 1155 rp (1) +¢ 1
1511 = ~ 115511 = T < —* = (kp (T) +€)v.

(hp (T) +e)r (L=p) (5 (T) + )7
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Proposigao 2.3.13. (K,(X,Y),k,) € um espago de Banach.

Demonstra¢ao. Vamos usar a caracterizacao de espagos de Banach dada no Teorema
1.1.17.

Seja (1,,)n C K,(X,Y) uma sequéncia tal que Z Ky (T,) < o0.

Dado € > 0, o Lema 2.3.12 diz que existem y,, = (yﬁl)m € 3(Y)e S, € BUm(Ey), X¥)

para cada n € N satisfazendo

£ 9

_ SnE;kny [ Ynllp < </<;p (T,,) + Q_n)P e ||Sn]| < (/ip(Tn)—i—Q_n)q.

Note que

ZHyan<Z/€p +—<Z/<cp ) +&<00= (Yn)n € (4 (Y)).

Seja ¢ : N* — N uma bijecao e considere y = (i) € £5(Y") definido por G(m,m) = Y-

Para tal y temos:
By (f)((o (Z ym> - (imi %“m>
=f (2 Ey, ((@(nm))m ) (25)
_ gE;‘n(f) gt )or) V@) € 4,

Definamos agora S, : Im(E;) — X* dado por

Sy(E;(fX(O‘n)n)) =S5y (Z E;n (f)((o‘¢(n7m))m)>

oo

= SuE; (N)((pgnm)) V(am)n € Ly e Vf €Y™.

n=1
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Afirmamos que S, € B(Im(E}), X*). De fato, sejam f € X* e a = (an)n € £,

)((Qgnm)))

N
< ladly WA |1SnE;, (N
n=1

N
< lloly 111311 ol
v :
< lally |17 ersuq) (annuz)
<l 1111 {32 (2 2—) (Zmp )

<lallp 11| D s (T) +s> <ooVNeN
n=1

(2.7)
o que mostra que S estd bem definida.

Tomando o limite N — oo na equagao (2.7) obtemos que

|15y (£, (f)(( ZS Ly, (H)(@gmm))|| < llallp 1] (Zﬁp )
entao
|15y (Ey (S]] =0 15y (£ () ((am)n))|
' . (2.8)
S( up lallp 111l (Zﬁp 6) = [I/1] (Z%(Tn)H)
consequentemente

15y (B (I = sup {[1S, (By (O] 125 (Il <1} < S Uyl 115y (Ey (P}

= sw {Hyllp 171 (an )} (2.9)
= [lyll, (Zﬁp +e> <00

portanto S, ¢ limitada.
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Finalmente,
T(f) =D _Ti(f) =SBy (f) = S,Ei(f)-
n=1 n=1

Segue da Proposicao 2.3.7 que T' € IC,)(X,Y).

Fixe N € N tal que Z kp (1),) < €. Para todo n > N temos que
n=N

Kp (T—ZTH) :/fp< i Tn> < i/fp(Tn)<5

n=N+1

N
k
e portanto ZTn = T.
n=1

]

Seguindo o mesmo procedimento, mas desta vez utilizando a Proposicao 2.3.8, que é

analoga a Proposicao 2.3.7 teremos o seguinte resultado:

Proposigao 2.3.14. (W,(X,Y),w,) € um espago de Banach.
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A Propriedade de p-Aproximacao

Este capitulo é dedicado ao estudo da Teoria de p-aproximagao, que assim como
aconteceu no capitulo anterior, surge como uma generalizacao do que nos referiremos
como propriedade de aproximagao (classica) (a.p.). A a.p. foi amplamente estudada por
Grothendieck entre os anos de 1953 e 1955.

Assim, o foco desse capitulo é apresentar anélogos do Teorema de Grothendieck para
o caso da propriedade de p-aproximacao. Apresentaremos as defini¢oes e resultados pu-
blicados em [21].

3.1 Propriedade de Aproximacao Classica e Proprie-
dade de p-Aproximacao

Daremos inicio definindo a propriedade de aprozimagio (a.p.) e tratando de alguns
resultados que precisaremos futuramente. Posteriormente, definiremos, em analogia com
a a.p., a propriedade de p-aprorimagao (p-a.p.) e suas equivaléncias seguindo a referéncia
[21].

Definicao 3.1.1. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade de apro-
zimagao se dados um conjunto compacto K C X e e > 0 existe T € F(X) tal que
|Tx —z|| <eVzre K.

67
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Vamos agora apenas enunciar o Teorema de Grothendieck, afinal, foi com o intuito de
encontrar uma generaliza¢ao que foram feitas todas as defini¢oes de [21] e que apresenta-

remos a seguir.
Teorema 3.1.2 (Grothendieck). Seja X um espago de Banach, entdo sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de aprorimagao.

(i1) Para qualquer espago de Banach'Y, F(Y,X) € denso em B(Y,X) com a topologia

da convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.

(11i) Para qualquer espago de Banach'Y, F(Y,X) € denso em K(Y, X) com a topologia

da norma usual em B(Y, X).

(iv) Se (zn)n C X e (x}), C X* sdo tais que

Z o] ||zn|] < 00 e Zx;(x)xn =0 Ve € X, entao Zx;‘;(xn) =0.
n=1 n=1

n=1

Nao apresentaremos tal demonstracao neste momento, pois, como dissemos, esse sera
um caso particular dos teoremas que apresentaremos mais adiante, uma vez que escolhe-
remos nossas defini¢oes de forma que o caso p = oo recaia no caso cléassico.

Apresentaremos agora um resultado que além de gerar toda uma classe de exemplos
de espacos com a a.p. servird para mostrar um interessante resultado proposto em 1932

por S. Banach em [2]| cuja solugao foi dada por P. Enflo em [10].

Proposicao 3.1.3. Seja X um espag¢o de Banach, se X admite uma base de Schauder,

entao X tem a propriedade de aprorimacao.

Demonstragao. Seja (e;); uma base de Schauder de X. Para cada = € X existe uma tnica
o0

sequéncia de escalares (a,), tal que x = E ;€.
i=1

Considere as projegoes canonicas P, : X — [{e;}",] dadas por P,( Zanel

Sabemos pelo Teorema 1.1.20 que existe M > 0 tal que ||P,|| < M Vn € N.

Dados ¢ > 0 e K um conjunto compacto, existem {y;}~, C K tais que K C

n
U - (i) e existe n. € N tal que || P, y; —yi|| < 5§ VI <i<n.

Seja x € K, entdo existe y; € {y;}1-, tal que ||z —y,|| < Consequentemente,

3(M+1)

B — || < [Pz = Booyyl| + [Py — g5l + [ly; — 2l < e
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Portanto,
||P.x — || <&, Vo € K.

]

Vamos agora demonstrar um resultado do qual seguiré que todo espago de Hilbert tem

a a.p..

Teorema 3.1.4. Seja H um espago de Hilbert, entio F (X, H) = K(X, H) para qualquer
espago de Banach X.

Demonstragao. Claro que F(X, H) C K(X, H) uma vez que todo operador de posto finito
¢ compacto e K(X, H) é fechado.

Sejam T € K(X,H) e € > 0, entdo T(Bx) ¢ relativamente compacto e portanto
existem {h;}"_; tais que T(Byx) C U B (hi).

i=1
Seja P : H — [{hi}l~;] € H a projegao ortogonal sobre [{h;}I,], entdo P o T €

F(X, H).

Observamos que como ||P|| <1,
1P oT(@) - hul| = |[Po T(x) — P(ho)l| < |IT(x) — hall ¥1 < < .
Assim, para cada r € Bx, entao 3h; € {h;};, tal que ||T'(z) — hy|| < 5 e
T (z) = PoT(@)|| < |[T(z) = hyl[ + [[h; = PoT(x)|| <2||T(z) = hjl| < e

Finalmente, como a tltima desigualdade vale para x € By arbitrario, temos a tese.
O

Segue também do Teorema de Grothendieck (Teorema 3.1.2) e do Teorema 3.1.4 o

seguinte resultado:

Corolario 3.1.5. Todo espago de Hilbert tem a propriedade de aproximacao cldssica.

Definicao 3.1.6. Seja 1 < p < 0o, dizemos que um espaco de Banach X tem a proprie-
dade de p-aproximacao se para todo conjunto p-compacto K C X e para todo € > 0 existe
T € F(X) tal que ||Tx —z|| < e Vr € K.
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Definicao 3.1.7. Sejam X, Y espacos de Banach e 1 < p < 0o, chamaremos de topologia
da convergéncia uniforme sobre conjuntos p-compactos a topologia localmente conveza

sobre B(Y, X), que denotaremos por 7,, gerada pela familia de seminormas

[/ = sup{[[T W)l | v € K}

onde K percorre todos os conjuntos p-compactos de Y .

Lembramos ainda que 7, ¢ uma topologia Hausdorft uma vez que subconjuntos finitos
sao sempre p-compactos.

Note que se podemos aproximar o operador identidade por operadores de posto finito
uniformemente sobre conjuntos p-compactos, podemos aproximar qualquer operador limi-
tado nas mesmas condigoes e temos o seguinte resultado que é o analogo da equivaléncia
(1) < (ii) no Teorema de Grothendieck.

Proposigao 3.1.8. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < 0o, entdo sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de p-aprorimag¢ao.
(it) Para qualquer espago de Banach'Y, F(Y,X) € 1,-denso em B(Y, X).

Uma conclusao imediata é que se p < ¢ e X tem a propriedade de g-aproximacao entao
X tem a propriedade de p-aproximacao. Isso se da pois, como X tem a g-aproximacgao,
Tq

B(Y,X)= F(Y,X) por hipétese, mas pela Proposicao 2.2.4, 7, < 7,, assim B(Y, X) =
FY,X)" c F(Y,X)" c B(Y, X) e portanto B(Y, X) = F(Y, X)".

Um tltimo comentario, é que se um espaco tem a propriedade de aproximacao ele tem
a propriedade de p-aproximacao para qualquer p > 1.

Novamente o conceito de propriedade de oo-aproximacao coincide com a propriedade
de aproximacao cléssica (a.p.) estudada por Grothendieck e nosso grande objetivo agora é
conseguir um resultado que generalize o Teorema de Groéthendieck para a p-a.p. em lugar
apenas da a.p., trabalho esse comegado em [21] e que se seguiu em [6].

Vejamos agora o primeiro resultado nesse sentido.
Proposicao 3.1.9. Sejam X um espago de Banach e 1 < p < 0o, entdo sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de p-aproximagao.
(11) Para qualquer espago de Banach Y, F(Y,X) € ||.||-denso em IC,(Y, X).

Demonstragao. (i) = (ii) Sejam T" € K,(Y, X) e ¢ > 0 dados, entao T'(By ) é um conjunto
relativamente p-compacto de X. Como X é um espago que possui a p-a.p., existe F' €
F(X) tal que

9 9
|1F(z) =2l < 5 Ve € T(By) = [[FoT(y) = T(y)ll < 5 Vy € By.
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Assim, FoT € F(Y,X) é tal que |[FoT —T|| < e, portanto F(Y, X) é ||.||-denso em

K,(Y, X).

(77) = (i) Dados € > 0 e K um conjunto relativamente p-compacto, existe z = (x,,), €
£3(X) tal que K C p — conv ((2,),). Considere Y = £,/ ker (E,) e E,:Y — X como na
Proposicao 2.3.7. O operador E,é p-compacto por definicao e K C EI(BY).

Por hipoétese, existe F' € F(Y, X) tal que

|| F(y) —Ex(y)H <eVy € By = HFoE;l(:c) —z||<eVz e Ex(By> O K

e temos a tese uma vez que [’ o E’;l e F(X).

3.2 Caracterizacao via w,-densidade

Comecaremos agora a apresentar a demonstragao da versao generalizada do Teorema
de Grothendieck (Teorema 3.1.2), mas para isso precisaremos do seguinte lema bastante
util.

Lema 3.2.1. Seja (v,), € £;(X) entdo eviste uma sequéncia (t,), de nimeros positivos,

estritamente crescente e com t, — o0 tal que (Yn)n = (tnTn)n € £(X).

Demonstracao. O caso em que existe N € N tal que x, = 0 Vn > N é trivial, entao
iremos supor que isso nao acontece.

Como (z,,)n € £,(X), podemos definir My = 0 e tomar, para cada k € N

M;, = max {min {N eN

>zl < ﬂ Vi > N},Mk_l + 1}.

n=1

Note que (My)x ¢ uma sequéncia de ntimeros inteiros estritamente crescente, portanto,

ilimitada. Considere
1sel<n<>M
th=14 ,
kr se M <n < Mgy
que é claramente estritamente crescente, ilimitada e de termos positivos.

Desta forma, a sequéncia (y,) = (t,2n)n € £5(X) pois

N My

Z!Iynllp th [” HfEan<ZH$an+Z D Il [zl =

k=1 n=M;+1
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M1 N Mk+1 M1 N 1 M1 o0 1
Sollall+ 3 B Do Nl < S lealP + 3k < Dl + 3 51
n=1 k=1 n=Mp+1 n=1 k=1 n=1 k=1

Tomando agora o limite para N — oo, segue que

> M 9]
D Ml < lexnl|”+22—1k < o0
n=1 n=1 k=1

]

Antes de continuarmos, vamos estabelecer algumas notagoes. Sejam y;; funcionais line-
N

aresde Y ex, € X com 1 <n < N. Escreveremos Z Y, ® x, para simbolizar o operador
n=1
linear definido por

N N
Yo @wy) = yiy)r. ey
n=1

n=1
Um operador F' € F(Y, X) se, e somente se, existem y: € Y* ez, € X, 1 <n < N tais

que
N
F = Z Yr @ T,
n=1

Vamos agora apresentar um importante resultado demonstrado em [21] que é o analogo

da equivaléncia de (i) < (i7i) no Teorema de Grothendieck.

Teorema 3.2.2. Sejam 1 < p < 0o e X um espago de Banach, as sequintes condigoes

sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de p-aproximagao.
(11) F(Y,X) é wy-denso em K,(Y, X) para todo espago de Banach'Y .

Demonstragao. (i) = (ii) Sejam Y um espa¢o de Banach e ¢ > 0 dados. Para cada
T € IC,(Y, X), 3r € £5(X) tal que T(By) C E,(By,).
Uma vez que E,(By,) ¢ p-compacto, por hipétese IF € F(X) com

I(F = D(@)| < 5 V& € Eu(Be,) =

||(F - I)Ea:H = SU.p{H(F - ])Ex((an)n)H { (Oén)n S Béq} <é€
Denote por F' = FoT € F(Y, X), pela escolha de F temos que

(F'=T)(By) = (F = I)(T(By)) C (F = I)(Ex(By,)) = E(r-n.).(Br,),
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portanto,

wp (F=T) < I(F = D@l = 11 Bir-nanall = [I(F = DE.|| < =

(11) = (i) Sejam € > 0 e K um conjunto relativamente p-compacto dados, entao existe
T = (Tn)n € £,(X) tal que K C p—conv(x) C X.
Pelo Lema 3.2.1, existe uma sequéncia de escalares (t,), tal que t, > 0, t, — oo e

T = (tyn)n € £;(X). Considere U = p — conv (%) e Y = [U], note que pela linearidade de

E;,se A€ [—1,1] eu € U, entdo \x € U, portanto Y = U nU, além disso, U é compacto

n=1
€ convexo.

Vamos mostrar que Y é um espa¢o de Banach quando munido da norma dada pelo
funcional de Minkowski de U # 0,

lylly = p(y) = inf {/\ € R+‘y € /\(0]}.

Pela Proposicao 1.2.11, segue que .||y ¢ uma norma em Y com By = U uma vez que
U é convexo e Y = [U].

Afirmamos que Y é um espago de Banach. De fato, dada uma sequéncia de Cauchy
(xn)n C Y, existe N € N tal que, paratodon > N, ||z, —zn|ly < 1= z,—xyx € U. Logo,
a sequéncia (Z,), = (Tpen — Ty )n esta contida em U. Como U é um conjunto compacto,
(Zn)n possui uma subsequéncia (Z,,); convergente para z € U C Y = x,,4n — & — Ty,
ou seja, (,), € uma sequéncia de Cauchy com uma subsequéncia convergente, donde esta
também converge e, portanto Y é Banach.

Dessa forma a aplicacao que leva cada elemento de Y em X é um operador p-compacto
e pela hipotese existe F' € F(Y, X) tal que w, (F —I) < 5. Usando agora a desigualdade
da Proposigao 2.3.9

I(F - I)(z)]] < g Vo€ K C U = By.

Como F € F(Y,X), existe {e;}, uma base normal para Im(F), entdao podemos
N

escrever F(y) = Zy*(y)ei Vy € Y,onde yf =efoF € Y*e {e;}Y, ¢ a base dual de
i=1

i
{ei zNzl‘

Seja (o )n € By, , entao

<t !l —0.
Y

o0
Z aptpx, € U =
n==k

o0
n=m

<1l=
Y

o0
n=m
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Assim, existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se

o0

uma vez que y; € Y* V1 <i < N (ressaltamos que a continuidade ¢ com relagdo a norma

[I-[1y)-

<=
AN’

Considere o conjunto K, = %p — conv ((xn),io:no +1) e a variedade linear afim
Hi={r € X [z € [{zn};0] e yi(z) = 1}.
Note que Ky é [|.||-compacto em consequéncia do Lema 2.1.4 e H; é ||.||-fechado,

além disso, esses conjuntos sao disjuntos, portanto existe um hiperplano fechado H,cX
disjunto de K, tal que H; C F[i em consequéncia do Corolario 1.2.19.
Pela Proposicio 1.2.15, existe um funcional 2 € X* tal que H; = {z € X|z¥(z) = 1}.

Note que
x
" r S HZ Vn S N
assim,
Tn
x; =1< i (x,) =y, (x,) Vn < ng. 3.1
(o) = 1o et = st Y < ng (5.0
Como K é equilibrado, convexo e disjunto de H; devemos ter |z3(x)] < 1 Vz € K.
x
Isso é verdade pois, se existisse © € K com |z (z)| > 1, entao = € Ky uma vez que
i (x
€T ~
Ky é convexo e € H; uma vez que z;} (L = 1, mas isso seria um absurdo,
|2k ()] i \lz; (@)
pois Ko N H; = 0.
Note que
AN >
Zn;no " e K, V(o )n € By, = |7} (Z Ty || < —= V(om)n € By,
n=no

assim, usando a equagao (3.1), segue que

|75 (x) — yi ()] < % Vr € K.

o0
Finalmente, seja v € K C E,(By,), entao existe (o), € By, tal que v = Zan:r;n,

n=1
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portanto

+

N
S e — 7
=1

< (Z |27 () —:ﬁ(@\) +HI(F = D()|
2

> ai(@e = Y ui(@)e

i=1

—ecVre K.

Assim, o operador procurado é
N
F = fo[ ®e € F(X).
n=1

O

Note que a topologia 7, gerada pela norma w,, coincide com a topologia 7, gerada
pela norma k., € com a topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.

Uma comparagao cuidadosa entre o Teorema de Grothendieck (Teorema 3.1.2) e sua
“generalizagao” apresentada no Teorema 3.2.2 nos revela um detalhe cruscial: no resultado
classico a topologia usada pode ser a gerada por we, e OU ||.|| (note que ordenamo-las
da mais fina para a menos fina e como o Teorema de Grothendieck apresenta os extremos,
a equivaléncia deve seguir também na topologia intermediaria), assim, poderiamos achar
que é possivel generalizar ainda mais o resultado do Teorema 3.2.2 enfraquecendo a den-
sidade na topologia 7, para a densidade na topologia 7., ou mesmo 7 ;. Nao trataremos
desse assunto neste trabalho, mas foi provado em [7] que de fato tais condigdes nao sao

equivalentes, ou seja, essa é uma outra gradacao da a.p..

Teorema 3.2.3. Todo espaco de Banach X tem a propriedade de p-aproxrimagao para
I<p<2

Demonstracao. Como jé discutimos, basta mostrar o resultado para p = 2.

Sejam T € Ko(Y, X) e ¢ > 0, entao pelo item (ii) da Proposigdo 2.3.7 sabemos que
existe z € £5(X) tal que T = E, o T}. Pelo Lema 3.2.1, existe A = (\,), € ¢y com termos
positivos tal que (ﬁxn)n = (2n)n = 2z € l5(X).

H = {5/ ker (E,) é um espaco de Hilbert e M, : 5/ ker (E,) — {5/ ker (E,.) defginido
por My([(an)n]) = [(Ancn)n] € um operador compacto conforme mostramos no Exemplo
2.3.4, portanto M, (T,(By)) ¢ um conjunto relativamente compacto.

Segue entao do Teorema 3.1.4 que existe F' € F(H) tal que

g ~ 13
VZ € MA(T,(By)) = ||[FoMyoT,(y)—MyoT,(y)|| <
2||2]2 2||2]l2

[|F () =[] < Vy € By
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= ||(F = Id)o My o To|| < ——

[|21]2

Defina S = F,o0oFoM,oT, € F(Y, X), entao

S—T=EFE,oFoMyoT,—FE,oT, = E.oFoMyoT,—FE.oMoT, = EZO(F—Id)oMAoTI

de forma que (S — T)(By) C |[(F — Id) o My o T,||E.(By,) e consequentemente
wa(S —T) < ka(S—T) <||z]]2 [(F' = Id) o MyoT,|| <e.

Segue do Teorema 3.2.2 que X tem a propriedade de 2-proximacao.

3.3 Caracterizacao via Traco

Esta segao destina-se a obtengao de um anélogo do item (iv) do Teorema 3.1.2. Neste
ponto, nos pareceu que o caminho mais natural a ser seguido nao é o cronolégico, assim,
iniciaremos com uma caracterizagao de (B(Y,X), 7,)* obtida em [3|. Com essa caracteri-
zaGao em maos, mostraremos um analogo ao item (iv) do Teorema 3.1.2 (Teorema 3.3.2)
e usamos este para apresentar demonstracoes diferentes de dois teoremas, sendo um deles

apresentado em [6] e o outro em |[3].

1 1

Teorema 3.3.1. Sejam 1 < p,q < 0o com —+ — =1, entao (B(Y, X), 1,)* € o conjunto
p q

dos funcionais da forma

W(T) =) @} (Tya) VT € K,(Y, X)

n=1

onde (Yn)n € L;(Y) € (x},), € €5(X™) € tal que existe M >0 com

< M|[(Zn)nlly V(Zn)n € 6(X).

Demonstracio. Devido a continuidade de 1, devem existir M > 0 e um conjunto relati-

vamente p-compacto K tais que

(1] < MS?E{HT@)H} VT eB(Y,X).

Como K ¢ relativamente p-compacto, existe y = (yn)n € £5(Y) tal que
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K Cp—conv(y) CY, logo

(D) < Msup{[|TWI[} <M sup  {||T o Ey((an)n)l[}
yeK (an)n€Be, (3.2)

= M||Ery,), |l = MI(T(ya))ally < MI[(T(ya))allp.

Considere S : B(Y, X) — £)(Y) defindido por S(T') = (T'(yn))n € ¢ : Im(S) — K
definida por ¢(S(T")) = (7). Essa fungao estd bem definida, de fato, sejam T,U €
B(Y, X) tais que S(T') = (T'(yn))n = (U(yn))n = S(U) entao

6(S(T = U))| = (T = U)| < MI|(T(yn))n — (U(yn))nll2 = 0.
Usando novamente a continuidade de 1 segue que
[G(S(T))| = [(T)| < MI|(T(yn))nlly = M||S(T)|]y.

Utilizando o Teorema 1.1.23, existe ¢ € £;(X)* continua que estende ¢ e tal que
ol < M.

Em especial, a restri¢ao é

e5(x) € L(X)" = £5(X™), portanto ¢
Além disso, como ¢ € £y (X)* sabemos que existe M > 0 tal que

es(x) = (T5)n € Ly(X7).

= Zx;@n) < M|[(@n)nlly V(@a)n € 6(X).
n=1
Segue das defini¢oes de S e ¢ que

ZI )) VT € B(Y, X).

Reciprocamente, sejam (y,)n, € (;(Y) e (7)), € £3(X™) satisfazendo as hipdteses do
teorema. Entao,
= 2 (Ty,) VT € K,(Y, X),
n=1
portanto ¢ é um funcional linear.
Seja T € B(Y, X), entao (T'(yn))n € £;(X). Como existe M > 0 tal que

)| < MIT @)l = M sup 7))}

onde K = p — conv (y), ¢ é T,-continua. Concluimos entao que ¢ € (B(Y, X),7,)*.
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Observacao 3.3.1. O resultado acima continua valido nos casos p = 1 tomando
(Yn)n € 5(Y) e (z2), € 6,(X*) e p = oo tomando (y,), € 5,(YV) e (xF), € c5(X™).

As demonstragoes sao analogas utilizando as normas apropriadas, sendo que, novamente

por zelo, decidimos enunciar separaradamente.

Note que no caso p = oo nao precisamos da existéncia de um M > 0 satisfazendo

> 2 ()

j& que essa condicao é satisfeita automaticamente. Mais adiante vamos indicar como isso

< M[(Gn)nll5 ¥V (Gn)n € £2,(X)

se relaciona com o Teorema 3.1.2.

1 1
Teorema 3.3.2. Sejam X um espago de Banach e 1 < p,q < 0o com — + —, entao as
p
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aprorimag¢ao.

(i)) Se (vn)n € L06(X) e (), € L(X¥) sao tais que 3IM > 0 com
n=1
Zx,’;(:cn):O.
n=1

Demonstragao. (i) = (ii) Se X tem a p-a.p. e as sequéncias (z,), e (z), satisfazem as

hipoteses de (ii), entao existe F' € F(X) tal que

< M|[(En)all¥ V(En) € 6(X) e Y al(z)z, = 0 Vo € X, entio
n=1

£
sup  |[[F(x) — x| = [| (F(zn) — 20), I, < 77
z€p—conv((Tn)n) p M

N
Como F € F(X), existem {u,,}N_; C X e {¢, }N_, C X* tais que F = Z Y @ Uy,
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Concluimos entao que,

S| = (S wFlan) = 3w an)
= 1Y ((F = 1))

w €
< M[(F(zn) = za)ally < M7 =¢

e segue da arbitrariedade de € que Z zr(z,) = 0.

n=1

(i1) = (i) Seja ¢ € (B(X),7,)* um funcional que se anula em F(X). Pelo Teorema
3.3.1, existem ( nhn € 6(X) e (x7), € £;(X*) satisfazendo as hipoteses do item (ii) tais

que (T Zx ) VT e B(X).

Como esse func1onal se anula em F(X), em especial

VeeXeVre X", 0=1 Zx *Qa(zr,)) =

Yo ah(a(@a)a) = ) ot (wa)rn(e) = Y2t (an)e

Como z* € X* ¢é arbitrario, segue que

[o¢]

Zx;(x)a:n =0Vr e X.
Se usarmos agora a hipotese, obtemos

0= (z) = ¥(Idy).

Ou seja, todo funcional 7,-continuo que se anula em F(Y,X) também se anula na
identidade. Pelo Corolario 1.2.20, Idx € ]-"(X)Tp, ou seja, X tem a p-a.p..
m

Proposicao 3.3.3. Sejam X um espago ce Banach el < p < o0o. Se X* tem a propriedade

de p-aprorimacao entao X também tem a propriedade de p-aproximacao.
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1 1
Demonstra¢ao. Considere 1 < g < oo tal que — + — = 1 e denotemos por ¢: X — X** a

p q
imersdo candnica do espago em seu bidual. Note que ||c|| = 1.
Sejam (), € £5(X), (),)n € £5(X™) e M > 0 tais que

< M|(Zn)nl|¥ V(En)n € (X eZm . =0Vze X,

Sem perda de generalidade, podemos supor que z, # 0 Vn € N, caso contrario a

sequéncia (x,), seria, na verdade, finita. O mesmo vale para (z7),.

(%C(%Of@(p")e <H Hxn> € £3(X").

Afirmamos que essas sequéncias satisfazem as propriedades necessarias. De fato, sejam
rreXerxelX

(5 (B e (o)) 0= oo - oo -0

Considere

n=1

i<H< 2) @) ([Z2he) 0w e x

Para a outra propriedade, tomemos (Z,), € Bey(x) e (Z;)n € £3(X™) quaisquer, entao

* [~

N = 9cn(xn)j
'Z o)) ) = 2 Tiaul

- [ () | () ),

n=1

< MI[(@5)nll,)

v (3.3)

p

Tomando o supremo sobre todos os (Z,), € £3(X), concluimos o que desejamos, ou

seja, que
*

Z o o) < M@ )ally V(@) € €(X7)

Como X* tem a p-a.p. por hipdtese, o Teorema 3.3.2 diz que devemos ter

0= (feieen) () = Zptenton = Lo

A tese segue do Teorema 3.3.2.
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Mostraremos agora o quao ttil é essa caracterizagao da Proposicao 3.3.2 enfraquecendo

as condigoes do Teorema 3.2.2.

Teorema 3.3.4. Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < 0o, entdo as sequinte condigoes

sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de p-aproximagao.
(i1) Para todo espago de Banach'Y, F(Y,X) € To-denso em K,(Y, X).

(11i) Para todo espago de Banach'Y, F(Y,X) € 1,-denso em K(Y, X).

1 1

Demonstragao. (i) = (ii) Considere 1 < ¢ < oo tal que — + — = 1 e sejam Y um
P q

espaco de Banach, ¢ > 0, K C Y um conjunto compacto e 7' € K,(Y, X) dados. Como

T e K,(Y,X), T(K) é um conjunto relativamente p-compacto. Assim, por hipotese, existe
F e F(X) tal que

[|F(z) —z|| <eVe e T(K)=||FoT(k)—T(k)|| <eVk e K.
Uma vez que FoT € F(Y, X), temos a tese.

(4i) = (i) Sejam (x,), € £5(X), (¥))n € £5(X*) e M > 0 tal que

)| £ MUGall} Y@)a)a € £(X Zx L=0VreX.

Como (), € £, existe uma sequéncia de niimeros estritamente positivos A = (A, ), €
co tal que T = (A, 'z,)n € £5(X) pelo Lema 3.2.1.

Considere 7 : ¢, — {,/ker(E;) a aplicacdo quociente e os operadores M)y : ¢, — {,
definido por My ((an)n) = (An@n)n € Es : £,/ker(Ez) — Im(E;z). Pelo Exemplo 2.3.4, My
é um operador compacto e o operador Ej; é p-compacto pelo Teorema 2.3.7.

Seja e > 0, como por hipotese para qualquer espago de Banach Y, (Y, X) é 7.-denso
em IC,(Y, X), existe F' € F({,/ker(Ez), X) tal que

|1F(z) — Ez(2)|| < % Va € mo My(By,) =
Zan(F omo My(e,) — z,)

n=1

19
= |‘E(FmroMA(en)f:rn)n((O‘n)n)" < B v(an)n € Bﬁq =

|| oo My((an)n) — Ex((am))]] =

|| Eromons(en)—an || = [[(F" om0 My(en) = wn)nll, (3.4)

p_2
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Como F € F({,/ker(Ez),X), existem {u,}N_, C l/ker(E;) e {¢Ym}l_, C

N
(€,/ker(Ez))" tais que F = Z Y @ Uy

m=1
Como FEj ¢é injetivo, Im(E%) é denso em ({,/ker(E;))*. Para cada 1 < n < N, tome
@m € X* tal que
£

1 E; () — nll < ¥ :
2([Myl] Y |
m=1

N
Considere também F' = Z U @ Uy, € F(X), assim

m=1

w

H(F(xn> - xn)ﬂHZ < |[(F(zn) — Fomo My(en))n

p

+[|(Fomo Mx(en) = n)nll,

< <ﬁ’(~io7r(M,\(en))> —FowoMA(en)>n :—l—% (3.5)
< (Z (B2hn) = om) (o MA<en>>um> s
<e€
Assim,
= 0.
Portanto,
= sz<ﬁ(xn) — Ty) (3.7)

< M|[F o Mx(en) — xnll,

p
<e€
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[e.e]

e pela arbitrariedade de € > 0 devemos ter Z zr(z,) = 0 e a tese segue do Teorema

n=1

3.3.2.

(1) = (ii7) Se X tem a p-a.p. sabemos que, para todo espago de Banach Y, F(Y, X)
¢ ,-denso em B(Y, X) D IC,(Y, X).

(1i1) = (i) O caso p = oo ja foi feito, podemos supor entao que 1 < p < co.
Sejam (), € £5(X), (2))n € £5(X™) e M > 0 tal que

)| < M[(@n)ally ¥(@)n)n € £,(X Z:ﬂ n=0VreX.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que {z,}°°; é linearmente independente.
Como (z,,)n € £, existe uma sequéncia de niimeros estritamente positivos (A,), € ¢y tal
que (A, zn)n € £5(X).

Considere A = (A M|za||)n € €y e T = (Anﬁk € ¢o(X). Além disso, considere
o operador M) : ¢, — {; definido por My((a),) = (An||Zn||n)n € 0 operador Ej;. Pelo
Exemplo 2.3.5, M, é um operador p-compacto (no caso p = 1 é nessesario usar o Exemplo
2.3.4 e 0 Lema 3.2.1) e E; é um operador compacto pelo Lema 2.1.4.

Seja € > 0, como por hipdtese para qualquer espaco de Banach Y, F(Y, X) é 7,-denso
em K(Y,X), existe F' € F({,/ker(E;),X) que, de maneira aniloga a equacao (3.4),

satisfaz
| EForony(en)—anll = [|(F om0 My(en) — zn)ull, <e. (3.8)
Assim como fizemos no item anterior, podemos definir ' € F (X) que satisfaga a
seguinte condi¢ao que é analoga a equagao (3.5)
(F(zn) = zn)nlly <e.
~ N ~
Como F € F(X), existem {u,,}N_; C X e {t, }N_| C X* tais que F = Z Y & Upp.

m=1
Assim, procedendo como no item anterior para obter a equacao (3.6), obtemos que

o0

e de maneira anéloga a equagao (3.7), temos
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portanto, pela arbitrariedade de e devemos ter Y > | 2% (x,) = 0 e a tese segue o Teorema
3.3.2.
O

Note que a “simetria” em p e g que aparece no enunciado é refletida na semelhanca das
demonstragoes, mudando apenas os papéis que o conjunto e o operador desempenham,
pois ora o operador é p-compacto e achamos uma aproximacao de posto finito em um
conjunto compacto e ora o operador é compacto e achamos uma aproximacao de posto

finito em um conjunto p-compacto.

Corolario 3.3.5. Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oo entao as sequinte condi-

coes sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de p-aproximagao.

(ii) Para qualquer sequéncia p-compacta (x,,), C X e qualquer (x}), € €5(X*) tais que

Zx;(aj)xn =0 Vz € X vale que Zx;(a:n) = 0.

n=1
Demonstragao. (i) = (ii) basta usar a mesma construgao do Teorema 3.3.2.

(17) = (i) seja ¥ € (B(Y, X) que se anula no subespago F(Y, X), entao pela Teorema
3.3.1, existem (yn)n € €5, (Y) e (1), € £5(X) tais que

Zx )) VT € B(Y, X).

Como v se anula em F(Y, X), quaisquer que sejam = € X, z* € X* e T € K,(Y, X)

vale que
0 = o(T*(z*) Zx (T*(2") ® 2(yn))
- i 24 (2% (T (yn) ) = 2 ()2 (T (yn))
(Zfﬂ yn)VxGXV:E*EX*
Logo,

Zx )=0Vxe X
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jaque T € IC,(Y, X) e (yn)n € limitada, (T'(y,)), é uma sequéncia p-compacta e segue da

hipotese que

0= 4(T(n)) = ¥(T).

Portanto, pelo Corolario 1.2.20, F(Y, X) é 7 denso em K,(Y, X) e do Teorema 3.3.4

segue a tese. O

3.4 Existéncia de Espacos que nao Possuem a p-a.p.

Vimos na se¢ao 3.2 que para p < 2 todo espago de Banach tem a p-a.p., mostraremos
nessa sec¢ao que esse é o melhor que podemos fazer, ou seja, mostraremos que para p > 2
sempre existe um espaco de Banach que falha em ter a p-a.p..

Para isso, usaremos um resultado apresentado em [5] como uma simplifica¢ao do artigo

[10], mas antes precisamos de algumas definigdes em teoria de probabilidades.

Definicao  3.4.1. Seja € um espaco amostral e £ um  espago de
eventos  associado a €, chamamos  de  probabilidade  uwma  funcao
Prob: & — [0,1] tal que:

(i) Prob(2) =1;

(ii) Prob <U Qn> = Prob(Q,) onde 2, €E e UNQ =0 Vi # j.
n=1 n=1

Definicao 3.4.2. Uma varidvel aleatoria é uma funcgio x : 2 — R onde €2 € o espaco
amostral de um processo aleatdrio. Dizemos que duas varidveis aleatorias x e y sao inde-

pendentes se Prob(x = a ey =b) = Prob(z = a)Prob(y = b).

Definigao 3.4.3. Seja z : Q — {a,}2_, uma varidvel aleatéria e f : R — R, definimos a

esperanca de f(x) por E(f(x)) = Zf(an)Prob(x =ap).

Lema 3.4.4. Sejam {a;}~; C K e {x;}"; um conjunto de varidveis aleatorias inde-
pendentes que tomam valores em {—1,1} com Prob{z; = -1} = e Prob{z; =1} = 3

V1 <1 <n, entao, existe uma constante K > 0 tal que

=

Prob

n
g €Tiay
i=1

> K <1nn E |6Li’2) < -3
n
=1
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A conclusao também é wvdlida se as varidveis assumirem valores em {—1,2} com

Prob{z; = —1} = 2 e Prob{x = 2} = 1.

n

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que g la;|* = 1e{a;}?, C
i=1

R (caso fossem complexos, poderiamos usar o resultado para as partes real e imaginaria).

n
g Z;a;

i=1

Considere x = (x;)I,, f(z) = e A > 0, entdo o valor esperado da fungao

eM(@) @

E(e)\f(ac)> < E (6A2?=1miai _|_e*)‘2?:1 :L"iai)

= Z (e)‘ Yisi€iti 4 oA 61"“) Prob(zy =€1,...,2, = €,)
€1,....en€{—1,1}
= Y 2 <6A Sy eiai | efxz:;leiai>
€1,.,en€{—1,1}
n <ez\ai + eani)

:2H 5

i=1

< 2¢eN

x —x 2 . ~
Onde usamos que “E&— < ¢ o que pode ser verificado notando que a expansao em
2
série da diferenca dessas fungoes s6 tem termos com expoente par.

Note que,
Prob{\f(z) = A\* =3lnn >0} <E (eAf(x)’AQ’M“") < Qe 3Inn — 9p=3

Basta agora tomar A = (3Inn)z para concluir que Prob{f(z) > % Innz >0} < 2n~° <

Ve
Para o outro caso, o mesmo procedimento nos leva a

n A2a; —Aa;
E<€Af(w)) < FE (e)‘z?ﬂﬂ““i + e*AZ?ﬂ”i“i) =2 H (e +326 ) < 262
i=1

2x —x 2
e +326 < 2x

Usamos agora que e“"" | consequentemente,

Prob{\f(z) —2)\> —=3Inn >0} < E (e’\f(’”)*zvfmn") < 2¢3nn — op =3

Basta agora tomar A = (3Inn)z para concluir que Prob{f(z) > % Innz >0} <2073 <

Tgn

[
Lema 3.4.5. Sejam k € N e a' = e 5 com 0 <j<32Fe0<m < 3.25 Existem
ko € N e L > 0 tais que para todo k > ko € possivel dividir o conjunto {a}’ ?ﬁg_l em
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outros dois {T"}3_, e {05”}?; satisfazendo
9k+1

QZUJm_ZTJm §L<k+1)%2§ V1l <m < 3.2%

Demonstracao. Denote n = 3.2%. Usando o Lema 3.4.4, para cada 1 < m < n fixado

existe uma constante K > 0 tal que

n—1

m
> i
7=0

Prob {

Somando as probabilidades temos que,

1 K
> K (In(3.2%) 3.2%)2 > K(k+ 1)%2’5} <=

n—1
1 K
Prob{EImENl<m<ntalque ij >K(k+1)22§}<—?
Jj=0 "
e concluimos que para n suficientemente grande (k > ko), deve existir {x;}"-) C {-1,2}
tal que
ij < K(k+1)722 V1 <m <n. (3.9)

Em especial, no caso m = 0 a equagao (3.9) nos diz que
n—1

2

J=0

< K(k+1)223

portanto, trocando no maximo

N|=

1
max{n € Nln < gK(k‘—i- 1)

2’5}

n—1

Ao [ n—1 =
podemos obter uma sequéncia {7;}7-; C {—1,2} tal que E z; = 0.
J=0
Disso concluimos que ha exatamente 2" dos Z; assumem o valor —1 e 2% assumem

o valor 2. Além disso,

T <2K(k+1)2 223 V1 < m < n.

7=0

Se denotarmos por {r/"}2]" = {a”|#; = —1} e {o"}%, = {a”|%; = 2} podemos
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escrever que
2k+1
1

23 o =S <2K(k+1)225 V1 <m <.

J=1

Proposicao 3.4.6. Eziste uma matriz A = (ai;)55-, com a;; € K Vi, j € N tal que:

(i) Para cada i € N fizado, {a;j|a;; # 0} € finito.
’ 2
(i) Z; (r§1€a§<|ai]~|) < oo para todo 1 > 3.
(iii) A% = 0.
() Tr(A) #0, onde Tr(A) = Za“'
i=1

Demonstracao. Pelo Lema 3.4.5, existe ky € N tal que, para cada k£ > ko, podemos obter
—2r
k)m}Qk+1 {cr](k)m 2" do conjunto {af’ 5’20 onde a' = ¢ | <j <328

Ainda pelo Lema 3.4.5, cada uma dessas divisoes satisfaz

divisdes {7;

2 ok+1

2Za§k)m — Z Tj(k)m < Li(k+1)22% V1 < m < 3.2% para alguma constante L; > 0
: =
Usando agora o Lema 3.4.4, para os (3.2%).(3.2871) < 5.22% niimeros complexos

—_— kg ok—1 . .
{ok T i a1, existem uma constante Ly, > 0 e {0¥}2° € {~1,1}, k € N tais que

ng Tl < Lok + 1) 27 V1 <my <328 e V1 <my <3.287

]ml Jjm2

desde que 2%¢ > K.5.2%* onde K ¢ a constante do Lema 3.4.4, ou seja, para todo k > kg =
max {ko, ko } onde ko € N ¢ tal que 230 > K.5.9%0.

Defina as matrizes P, = (pf,,) e Qr = (¢},,) de tamanho 2" x 3.2% ¢ 27 x 3 2F respec-
tivamente, cujos elementos sao, para k > ko , p¥,, =372 QMT;CW eqh, =32 2 Mohal .
Para k < kg nao ha com que se preocupar e podemos tomar P, = Q. = Idy.

Note agora que
PP, =2 "t it onr € QEQr = 27 ki yornn (3.10)

De fato, basta notar que, para fixado k,
n

n
2mum.j;  —2mum.jg —2mm.(jo—J1) —2m(jo—J1) —2m(m—1).(Jo—3j1)
E ]m ]gm_ E e 32k ¢ 328 —= g 3.2k = e 3.2k E e 3.2k
1

m=1 m=1
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[y

—
—2m(jo—J1) —2mum.(jo—j1) —2mi(jo—J1) Tk
= 3.2k 3.2k = 3.2k A A

e e e ]1m7—]2m

0 m=1

3
]

Disso segue trivialmente que Z m ng =0sej #ja e Z TS m sz — 3.9F

m=1
A demonstragao para (J; é inteiramente analoga, uma vez que 6;? atua como uma

constante.

Tome agora A como sendo a seguinte matriz que claramente satisfaz (i)

Py P PiQ)s 0 0 0

—Q3P PyPy,— (Q5Q2 PrQs 0 0
A=(ay;)=1| 0 —Q3P PiP; — Q3Q5 PiQ4 0

0 0 - Ps PPy — Q3Q4 PiQs

Usando os blocos dessa matriz, fica claro pelo que vimos na equagao (3.10) que A? = 0
e Tr(A) =Tr(P;P;) =1 donde ja garantimos (7i7) e (iv).

Para verificarmos (ii), perceba que os blocos dispostos nas linhas de A sdo, a menos
de sinal, Q}Py_1, Py Py — Q;Qk ¢ PiQpry1 e além disso P Q11 = (Qf,,Fr)*, e portanto

basta analisar um deles. Nao precisamos nos preocupar com k < kg e para k > kg

2k 2k+1

(PiPy — QrQu)jm| = 3712771 12) "ok — Z | < Lk +1)727

j=1

—3k

V1<j<328eVl<m<3.28!

k

(@iPeos)ym = 371277 Z b < Lok + 1)h2

V1<j<328eVl <m<3261
Chamando de C' = max{Ly, Ly} e usando essas equagOes, uma vez que o k-ésimo

bloco contém 3.2% colunas temos que

y < . kA r —3rk
;(I?Gal\?clawo _;32 C'(k+1)2272 < o0

[]

Teorema 3.4.7. Se p > 2, existe um espaco de Banach que nao tem a propriedade de

P-aprorimagao.

Demonstracao. Seja r = p+1 > 2 e seja A = (a;;) uma matriz como na Proposigao 3.4.6,
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entdo se tomarmos a; = maxjen {|a;j|} a sequéncia (a;); € ¢,. Defina agora

' a
la,|”  se a, #0 e o se a, # 0
Ay, = . ‘ bn = .
oz caso contrario 0 caso contrario

Desta forma, a; = \;b; e

00 00 |CL| p %) 00
i __p_
o (! \) =Sl =Y o < o
i=1 \|1%i|”

i=1 =1 i=1

Ou seja, (b;); € £, e ¢ claro que \; > 0 e (\;); € (5.

Considere agora, para dada: € Ne j € N, b; = )\i_laij, como para cada 7 fixado a;; # 0
apenas para um ndmero finito de j’s, segue que b* = (b;)] € ¢y para todo 7 € N. Mais que
isso, |[b']|oc = b, portanto (b'); € £5(co). Tome também X = [{b'}ien] C o € fi = Nie;
onde (e;);en € a base canonica de ¢g. Fica claro dessa definigao que (f;); € £(X).

Note agora que como A? = 0, devemos ter

i fi(b)b = (i Aib{b§;> =\ (i az-kaﬁ> =0
i=1 i=1 k k

=1

Consequentemente,

> L@ =0vre X
=1

No entanto,
i=1 i=1 i=1

Segue do Corolério 3.3.5 que X nao tem a p-a.p..
]

Note que o resultado de [10] é um caso particular do Teorema 3.4.7 para o caso p = 00
(como era de se esperar). Nesse caso o teorema nos diz que existe um subespago de ¢y que
nao possui a a.p., mas pelo que vimos na Proposicao 3.1.3 esse subespaco nao pode ter
base de Schauder. Assim, como comentamos no inicio desse capitulo, essa construcao, feita
em [5] como uma simplifica¢do do artigo [10], d& uma resposta negativa para o problema

da base proposto pelo proprio Banach em 1932.
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