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“A mathematician is a person who can find analogies
between theorems; a better mathematician is one who can
see analogies between proofs and the best mathematician can
notice analogies between theories. One can imagine that the
ultimate mathematician is one who can see analogies between
analogies.”

(Stefan Banach)





Resumo

Ricardo Correa da Silva Operadores p-Compactos e a Propriedade de p-
Aproximação. 2013. Dissertação - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade
de São Paulo, São Paulo, 2010.

O objetivo desse trabalho é o estudo dos operadores p-compactos e da propriedade
de p-aproximação. Estes conceitos estão relacionados a importantes resultados de A.
Gröthendieck sobre compacidade e a propriedade de aproximação que foram generalizados
em [21] e estudados em [3], [6] e [7].

Palavras-chave: propriedade de aproximação, propriedade de p-aproximação, operado-
res p-compactos.
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Abstract

Ricardo Correa da Silva p-Compact Operators and the p-Approximation Pro-
perty. 2013. Dissertação - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São
Paulo, São Paulo, 2013.

The purpose of this work is the study of p-compact operators and the p-approximation
property. These concepts are connected with important results by A. Gröthendieck about
compactness and approximation property that were generalized in [21] and studied in [3],
[6] and [7].

Keywords: approximation property, p-approximation property, p-compact operators.

ix





Sumário

Resumo vii

Abstract ix

Lista de Abreviaturas xiii

Lista de Símbolos xv

Introdução xvii

1 Tópicos de Análise Funcional 19
1.1 Espaços de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2 Espaços Vetoriais Topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3 Operador Adjunto e Espaço Quociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2 Conjuntos e Operadores p-compactos 45
2.1 Caracterização de Conjuntos Relativamente Compactos . . . . . . . . . . . 45
2.2 Conjuntos p-compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3 Operadores p-compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3 A Propriedade de p-Aproximação 67
3.1 Propriedade de Aproximação Clássica e Propriedade de p-Aproximação . . 67
3.2 Caracterização via ωp-densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3 Caracterização via Traço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.4 Existência de Espaços que não Possuem a p-a.p. . . . . . . . . . . . . . . . 85

Referências Bibliográficas 91

xi





Lista de Abreviaturas

a.p. Propriedade de Aproximação (Approximation Property)
p-a.p. Propriedade de p-Aproximação (p-Approximation Property)
D.Y. Desigualdade de Young
D.H. Desigualdade de Hölder
D.M. Desigualdade de Minkowski

xiii





Lista de Símbolos

K Corpo dos números reais (R) ou complexos (C).
N Conjunto dos números naturais.
A{ Complementar do cojunto A.
[A] Subespaço do espaço vetorial V gerado pelos vetores de A ⊂ V .
X, Y, Z Denotam espaços de Banach.
(V, τ)∗ Dual topológico do espaço vetorial V , quando ficar claro a topologia

será omitida.
BX Bola unitária fechada em X.
Br(a) Bola aberta de centro a ∈ V1 e raio r > 0

τp Denota a topologia da convergência uniforme sobre conjuntos
p-compactos.

B(V1, V2) Conjunto dos operadores lineares contínuos entre os espaços normados
V1 e V2.

B(V ) B(V, V )

F(V1, V2) Subespaço de B(V1, V2) formado pelos operadores de posto finito.
F(V ) F(V, V )

Kp(X, Y ) Subespaço de B(X, Y ) formado pelos operadores p-compactos.
κp Norma em Kp(X, Y ) definida na página 59.
Wp(X, Y ) Subespaço de B(X, Y ) formado pelos operadores fracamente

p-compactos.
ωp Norma em Wp(X, Y ) definida na página 61.
A
τ Fecho do conjunto A ⊂ V , onde (V, τ) é um espaço vetorial topológico,

quando ficar claro a topologia será omitida.
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Introdução

Em 1955, em seu famoso livro [13], A. Gröthendieck demonstra que todo conjunto
compacto em um espaço de Banach está contido na envoltória (absolutamente) convexa
de uma sequência convergindo a zero. Apesar de o próprio Gröthendieck ter dito que
este resultado estava implicitamente contido em um artigo de Dieudonné e Schwartz
conhecemos esse resultado como Princípio de Compacidade de Gröthendieck ou Lema
de Gröthendieck. Além disso, no mesmo livro, Gröthendieck apresenta um importante
teorema que caracteriza quando um espaço de Banach tem a propriedade de aproximação.

Mais recentemente, em 2002, Sinha e Karn em [21] usando as ideias de Gröthendieck,
generalizam o conceito de conjunto compacto introduzindo as definições de conjunto p-
compacto, operador p-compacto e propriedade de p-aproximação e, com isso, o principal
resultado obtido por eles generaliza um teorema de Gröthendieck e caracteriza quando
um espaço de Banach tem a propriedade de p-aproximação.

Desde a introdução desses conceitos em 2002, o interesse nesse tema tem crescido,
observamos isto através dos artigos publicados. Alguns deles, como [3], [6] e [7], cujos
resultados também serão abordados neste trabalho, dão continuidade ao desenvolvimento
da teoria iniciada em [21]. Outros, expandem a teoria em outras direções, tais como
polinômios p-compactos como por exemplo [1], no entanto, esses temas não serão tratados
neste trabalho.

Dividiremos este trabalho em três capítulos: no primeiro deles, apresentaremos as
definições e os resultados que precisaremos para os demais capítulos e que podem ser
encontrados na literatura clássica de Análise Funcional. Trataremos de alguns tópicos em
espaços de Banach, espaços vetorias topológicos e espaços localmente convexos, podemos
destacar nesse capítulo os teoremas de separação de convexos, que serão de vital impor-
tância neste trabalho, propriedades do funcional de Minkowski, do operador adjunto e a
caracterização dos duais de alguns espaços de Banach.

No capítulo 2, apresentaremos o Lema de Gröthendieck e a motivação que levou os au-
tores de [21] a introduzir a definição de conjuntos e operadores p-compactos. Mostraremos
a relação entre conjuntos p-compactos e q-compactos, daremos exemplos de operadores
p-compactos que precisaremos no decorrer do trabalho além de um exemplo de um ope-
rador p-compacto que não é r-compacto para p > r. Os conjuntos Kp(X, Y ) e Wp(X, Y )
dos operadores p-compactos e fracamente p-compactos, respectivamente, entre os espaços
de Banach X e Y também são espaços de Banach quando munidos com as normas κp e
ωp respectivamente.

No capítulo final, trataremos exclusivamente da propriedade de p-aproximação. Apre-
sentaremos condições suficientes para um espaço ter a propriedade de aproximação, as
quais foram importantes para a solução do famoso problema da base de Banach, base-
ado em [3]. Apresentamos a caracterização do espaço (B(X, Y ), τp)

∗ e da propriedade de
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p-aproximação apresentada em [21] baseada na ωp-densidade de F(Y,X) em Kp(X, Y ) e
outra no traço funcional, para a qual nos baseamos em [3] e [6]. Sempre enfatizaremos a
relação dessas caracterizações com o teorema obtido por Gröthendieck em 1955.

Finalizaremos mostrando que todo espaço de Banach tem a propriedade de p-
aproximação para p ≤ 2 e, depois de reproduzir uma construção feita por Davie em
[5] como uma simplificação do artigo [10] escrito por Enflo em 1973, apresentamos a de-
monstração do artigo [21] de que para p > 2 sempre existe um espaço de Banach que não
possui a p-aproximação.



1
Tópicos de Análise Funcional

Neste capítulo, apresentaremos noções básicas e imprescindíveis ao nosso trabalho,
assim como, resultados que nos serão úteis para os capítulos que se seguirão.

1.1 Espaços de Banach

Definição 1.1.1. Seja V um espaço vetorial sobre K, dizemos que p : V → R é um
funcional sublinear se é subaditivo e homogeneamente positivo, isto é,

(i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ V .

(ii) p(αx) = αp(x) ∀x ∈ V e ∀α ∈ R+.

Definição 1.1.2. Seja V um espaço vetorial sobre K, chamamos de seminorma uma
função ρ : V −→ R que satisfaz:

SN1 ρ(x) ≥ 0,∀x ∈ V .

SN2 ρ(λx) = |λ| ρ(x),∀λ ∈ K e ∀x ∈ V .

SN3 ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y),∀x, y ∈ V .

19



20 TÓPICOS DE ANÁLISE FUNCIONAL 1.1

Note que, em especial, toda seminorma é um funcional subaditivo e positivamente ho-
mogêneo. Nessa mesma linha, definiremos o conceito de norma, que será um caso especial
de seminorma.

Definição 1.1.3. Chamamos de norma uma função definida em um espaço vetorial V
sobre um corpo K que para cada vetor associa um número real (||.|| : V −→ R) e que
satisfaz:

N1 ||x|| ≥ 0,∀x ∈ V e ||x|| = 0⇔ x = 0 (positividade).

N2 ||λx|| = |λ| ||x||,∀λ ∈ K e ∀x ∈ V (homogeneidade).

N3 ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||,∀x, y ∈ V (Desigualdade Triangular).

Um espaço vetorial normado nada mais é que em espaço vetorial no qual foi definida
uma norma.

Definição 1.1.4. Seja (V, ||.||) um espaço vetorial normado, uma sequência (xn)n ⊂ V é
dita de Cauchy se, dado ε > 0, existe nε ∈ N tal que ∀n,m > nε ⇒ ||xn − xm|| < ε.

Definição 1.1.5. Um espaço vetorial normado V é dito completo com relação a uma
norma se toda sequência de Cauchy em V for convergente. Um espaço de Banach é um
espaço vetorial normado e completo.

Exemplo 1.1.6. O conjunto das sequências de escalares limitadas, que representaremos
por `∞, munido das operações usuais e da norma

||(xn)n||∞ = sup
n∈N
|xn|,

é um espaço de Banach.

De fato, seja (xn)n ⊂ `∞, onde xn = (xni )i, uma sequência de Cauchy. Dado ε > 0

∃N ∈ N tal que para todo n > m ≥ N temos

||xn − xm||∞ = sup
i∈N
|xni − xmi | <

ε

2
,

Portanto,
|xni − xmi | <

ε

2
∀i ∈ N (1.1)

e consequentemente, para cada i ∈ N fixado, a sequência (xni )n ⊂ K é de Cauchy
donde segue que xni

n→∞−→ xi ∈ K uma vez que K é completo.
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Note que

|xi| ≤ |xi − xNi |+ |xNi | ≤ ε+ sup
i∈N
|xNi | = ε+ ||xN ||∞ ∀i ∈ N

e portanto x = (xi)i ∈ `∞, além disso, tomando o limite m→∞ na equação (1.1) temos
que

|xni − xi| ≤
ε

2
∀i ∈ N⇒ ||x− xn||∞ = sup

i∈N
|xi − xni | ≤

ε

2
< ε.

Antes do próximo exemplo, demonstraremos três desigualdades clássicas da Análise
Funcional, mas destacamos que tais desigualdades não servirão apenas neste capítulo, elas
serão usadas em todo esse trabalho, especialmente no que se refere aos capítulos 2 e 3, já
que são muito úteis para lidar com séries e são imprescindíveis no estudo de espaços de
sequências, objeto esse, que está intimamente relacionado com nossos objetivos aqui.

Proposição 1.1.7 (Desigualdade de Young). Sejam a ∈ R com 0 < a e f : [0, a] −→ R
uma função de classe C1(R) estritamente crescente com f(0) = 0 então se α ∈ [0, a] e
β ∈ [0, f(a)]

αβ ≤
∫ β

0

f−1(x)dx+

∫ α

0

f(x)dx

Demonstração. Notemos inicialmente que o fato de f ser estritamente crescente implica
na existência de uma inversa f−1 : [0, f(a)] −→ [0, a]. Além disso, como f é crescente,
se f−1(β) < a, o valor mínimo que f assume no intervalo [f−1(β), a] é f(f−1(β)) = β e
portanto ∫ α

f−1(β)

f(x)dx ≥
∫ α

f−1(β)

βdx = β(α− f−1(β)).

Como

αβ = βf−1(β) + β(α− f−1(β))

=

(
βf−1(β)−

∫ f−1(β)

0

f(x)dx

)
+

∫ f−1(β)

0

f(x)dx+ β(α− f−1(β))

usando agora integração por partes e posteriormente chamando y = f(x)

αβ =

∫ f−1(β)

0

xf ′(x)dx+

∫ f−1(β)

0

f(x)dx+ β(α− f−1(β))

=

∫ β

0

f−1(y)dy +

∫ f−1(β)

0

f(x)dx+ β(α− f−1(β))

≤
∫ β

0

f−1(y)dy +

∫ f−1(β)

0

f(x)dx+

∫ α

f−1(β)

f(x)dx
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=

∫ β

0

f−1(x)dx+

∫ f−1(β)

0

f(x)dx+

∫ α

f−1(β)

f(x)dx

=

∫ β

0

f−1(x)dx+

∫ α

0

f(x)dx

temos a tese.

Corolário 1.1.8. Sejam p, q ∈ R satisfazendo p, q > 1 e 1
p

+ 1
q

= 1 e sejam α, β > 0

então αβ ≤ αp

p
+ βq

q
.

Demonstração. No resultado anterior escolha

f : R+ −→ R+

x 7−→ xp−1

que atende as hipóteses da Proposição 1.1.7. Teremos então

f−1 : R+ −→ R+

x 7−→ x
1
p−1

e se tomarmos α, β > 0 a Desigualdade de Young nos dá

αβ ≤
∫ α

0

x
1
p−1dx+

∫ β

0

xp−1dx =
αp

p
+
β

1
p−1

+1

1
p−1

+ 1
.

Notemos agora que

q =
1

1− 1
p

=
p

p− 1
=
p− 1 + 1

p− 1
=

1

p− 1
+ 1 (1.2)

e portanto

αβ ≤ αp

p
+
βq

q
.

Proposição 1.1.9 (Desigualdade de Hölder). Sejam x, y ∈ Kn com x = (xi)
n
i=1 e

y = (yi)
n
i=1 e sejam p, q ∈ R satisfazendo p, q > 1 e 1

p
+ 1

q
= 1 então

n∑
i=1

|xiyi| ≤

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|yi|q
) 1

q
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Demonstração. Pelo Corolário 1.1.8 temos que

|xj|(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

|yj|(
n∑
i=1

|yi|q
) 1

q

≤ |xj|p

p
n∑
i=1

|xi|p
+

|yj|q

q
n∑
i=1

|yi|q

Somando ambos os lados da desigualdade obtemos

n∑
j=1

|xj|(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

|yj|(
n∑
i=1

|yi|q
) 1

q

≤
n∑
j=1

 |xj|p

p
n∑
i=1

|xi|p
+

|yj|q

q
n∑
i=1

|yi|q



⇔

n∑
j=1

|xj| |yj|

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|yi|q
) 1

q

≤

n∑
j=1

|xj|p

p
n∑
i=1

|xi|p
+

n∑
j=1

|yj|q

q
n∑
i=1

|yi|q
=

1

p
+

1

q
= 1

⇔
n∑
i=1

|xiyi| ≤

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|yi|q
) 1

q

.

Proposição 1.1.10 (Desigualdade de Minkowski). Sejam x, y ∈ Kn com x = (xi)
n
i=1 e

y = (yi)
n
i=1 e sejam p, q ∈ R satisfazendo p, q > 1 e 1

p
+ 1

q
= 1 então

(
n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p

≤

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑
i=1

|yi|p
) 1

p

Demonstração.(
n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p

=

(
n∑
i=1

|xi + yi||xi + yi|p−1

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

(|xi|+ |yi|)|xi + yi|p−1

) 1
p

=

(
n∑
i=1

|xi||xi + yi|p−1 +
n∑
i=1

|yi||xi + yi|p−1

) 1
p

D.H.

≤

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑
i=1

|yi|p
) 1

p

( n∑
i=1

|xi + yi|q(p−1)

) 1
q


1
p
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Usando agora a Equação 1.2 temos que q(p − 1) = p e dividindo ambos os lados por(
n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

q

obtemos

(
n∑
i=1

|xi + yi|p
) 1

p
(1− 1

q
)

≤

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑
i=1

|yi|p
) 1

p


1
p

E temos a tese bastando usar que 1
p

= 1− 1
q
e elevar ambos os lados da desigualdade a p.

Exemplo 1.1.11. Seja 1 ≤ p < ∞, o conjunto das sequências de K p-somáveis, que
representaremos por

`p =

{
(xn)n ⊂ K

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

|xn|p <∞

}
com as operações usuais e a norma dada por

||(xn)n||p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

,

é um espaço de Banach.

Mostrar que a função ||.||p é uma norma é bem simples uma vez que a desigualdade
triangular segue diretamente da Desigualdade de Minkowski (Proposição 1.1.10).

Para verificar a completude tomemos uma sequência de Cauchy (xn)n ⊂ `p onde

xn = (xnk)k ∈ `p, assim,
∞∑
k=1

|xnk |p <∞ ∀n ∈ N e

||xn − xm||pp = ||(xnk − xmk )k||pp =
∞∑
k=1

|xnk − xmk |p ≥ |xnk − xmk | ∀k ∈ N

Logo, para cada k ∈ N, a sequência (xnk)n ⊂ K também é de Cauchy e como K é
completo segue que xnk

n→∞−→ αk ∈ K. Nosso candidato natural para limite da sequência
(xn)n é x = (αk)k. Vamos agora verificar que isso de fato ocorre.

Note agora que como (xn)n é de Cauchy, ∃N ∈ N tal que para m,n > N temos

N∑
k=1

|xnk − xmk |p ≤
∞∑
k=1

|xnk − xmk |p = ||xn − xm|| <
εp

2

e tomando o limite para n → ∞ temos
N∑
k=1

|αk − xmk |p ≤ εp. Agora para N → ∞ temos
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finalmente que
∞∑
k=1

|αk − xmk |p < εp.

Isso significa ao mesmo tempo que x−xm ∈ `p e como este é espaço vetorial concluímos
que x = xm + (x− xm) ∈ `p e xm → x ∈ `p.

Note que na demonstração anterior, utilizamos apenas que K era completo com a
norma que nele estava definida, segue então de maneira inteiramente análoga, a seguinte
generalização.

Exemplo 1.1.12. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞, então o conjunto das
sequências p-somáveis de X, que representaremos por

`sp(X) =

{
(xn)n ⊂ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

||xn||p <∞

}

com as operações usuais e a norma dada por

||(xn)n||p =

(
∞∑
n=1

||xn||p
)1/p

,

é um espaço de Banach.

Outro exemplo importante o das sequências limitadas do espaço de Banach X.

Exemplo 1.1.13. Sejam X um espaço de Banach, então o conjunto das sequências li-
mitadas de X, que representaremos por

`s∞(X) =

{
(xn)n ⊂ X

∣∣∣∣ sup
n∈N
{||xn||} <∞

}
com as operações usuais e a norma dada por

||(xn)n||∞ = sup
n∈N
{||xn||},

é um espaço de Banach.

Definiremos a seguir outro espaço que permeará todo nosso trabalho.

Exemplo 1.1.14. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞, então o conjunto das
sequências fracamente p-somáveis de X, que representaremos por

`wp (X) =

{
(xn)n ⊂ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

|f(xn)|p <∞ ∀f ∈ X∗
}
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com as operações usuais e a norma dada por

||(xn)n||wp = sup
f∈BX∗


(
∞∑
n=1

|f(xn)|p
)1/p

 ,

é um espaço de Banach. Além disso é óbvio que `wp (X) ⊃ `sp(X) e se (xn)n ∈ `sp(X) então
||(xn)n||wp ≤ ||(xn)n||p.

Proposição 1.1.15. Se X é um espaço de Banach e Y ⊂ X é um subespaço fechado,
então Y é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (yn) ⊂ Y uma sequência de Cauchy, então (yn) é de Cauchy em X,
como X é completo ∃y ∈ X tal que yn → y. Mas então y ∈ Y e como Y é fechado Y = Y

o que implica y ∈ Y e portanto Y é um espaço de Banach.

Para o próximo resultado, precisaremos do conceito de série absolutamente convergente.

Definição 1.1.16. Sejam V um espaço vetorial normado uma série cujos termos são

(xn)n ⊂ V é dita absolutamente convergente se
∞∑
i=1

||xi|| <∞.

Teorema 1.1.17. X é um espaço de Banach se, e somente se, toda série absolutamente
convergente é convergente.

Demonstração. (⇒) Seja (xn)n ⊂ X tal que
∞∑
i=n

||xn|| <∞. Dado ε > 0 existe N ∈ N tal

que n ≥ m ≥ N ⇒
m∑
i=n

||xn|| < ε, portanto,

∀n ≥ m ≥ N ⇒

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xi −
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=n

xn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

m∑
i=n

||xi|| < ε

ou seja, (sn)n =

(
n∑
i=1

xi

)
n

é uma sequência de Cauchy e como por hipótese X é um

espaço de Banach, essa série converge.
(⇐) Dada uma sequência de Cauchy (xm)m ⊂ X, para cada n ∈ N sabemos que

∃m̃n ∈ N tal que

∀k ≥ l ≥ m̃n ||xk − xl|| ≤
1

2n

tome então
mn = min

{
m̃n

∣∣∣∣ ||xk − xl|| ≤ 1

2n
∀k ≥ l ≥ m̃n

}
.
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Essa escolha garante que (xmn)n é uma subsequência de (xm)m e, se definirmos

yi+1 = xmi+1
− xmi , teremos que

M∑
i=1

||yi|| ≤ 1 ∀M ∈ N, ou seja,
∞∑
i=1

||yi|| ≤ 1 e en-

tão
n∑
i=1

yi é convergente por hipótese, desta forma,

n∑
i=1

yi =
n∑
i=1

xmi+1
− xmi = xmn − xm1 → x ∈ X

consequentemente xmn → x + xm1 e, portanto, (xn)n é uma sequência de Cauchy com
uma subsequência convergente, então (xm)m também é convegente.

Vamos agora definir base de Schauder que dará origem à uma classe especial de espaços
de Banach que será de nosso interesse mais adiante neste trabalho.

Definição 1.1.18. Uma sequência (en)n ⊂ X é dita uma base de Schauder de X se, para

todo x ∈ X, existe uma única sequência de escalares (αn)n tal que x =
∞∑
n=1

αnen.

Exemplo 1.1.19. Seja 1 ≤ p <∞ e considere en = (δni)i ∈ `p onde

δij =

1 se i = j

0 se i 6= j

é o delta de Kronecker. Então (en)n é uma base se Schauder de lp e de c0.

Teorema 1.1.20 (Banach). Sejam (X, ||.||) um espaço de Banach e (ei)i uma base de
Schauder de X, então as projeções canônicas

Pn : X → [{ei}ni=1]

x =
∑
i∈N

αiei 7→
n∑
i=1

αiei

são uniformemente limitadas.

Demonstração. A linearidade de cada Pn é óbvia.
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Como (ei)i é uma base se Schauder de X, para cada x ∈ X existe uma única sequência

de escalares (αi)i tal que x =
∞∑
i=1

αiei. Defina então |||.||| : X → K por

|||x||| = sup
n∈N
||Pn(x)|| = sup

n∈N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

e note que

||x|| = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ sup

n∈N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = |||x||| (1.3)

Disso segue, em especial, que |||.||| ≥ 0 ∀x ∈ X e que |||x||| = 0 ⇒ x = 0, além
disso, pela linearidade de Pn e pelas propriedade do supremo, seguem trivialmente a
homogeneidade e a desigualdade triangular, ou seja, |||.||| é outra norma em X.

Mostremos primeiramente que (ei)i é uma base de Schauder para (X, |||.|||). Se tomar-
mos m ∈ N tal que ||x− Pn(x)|| < ε

2
∀n ≥ m teremos que

|||x− Pm(x)||| = sup
k
{||Pk(x)− PkPm(x)||} = sup

k

{
||Pk(x)− Pmin(k,m)(x)||

}
=

sup
k≥m
{||Pk(x)− Pm(x)||} ≤ sup

k≥m
{||Pk(x)− x||}+ sup

k≥m
{||x− Pm(x)||} ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Assim,

x = lim
n→∞

Pn(x) =
∞∑
i=1

αiei.

Para vermos a unicidade, basta notar que, se x =
∞∑
i=1

βiei, teremos αjej = Pj(x) −

Pj−1(x) = βjej.
Gostariamos agora que (X, |||.|||) seja também um espaço de Banach. De fato, se

(xn)n =

(
∞∑
i=1

αni ei

)
n

⊂ X é uma sequência de Cauchy com relação a norma |||.|||,

então pela equação (1.3) (xn)n é de Cauchy com relação a norma original ||.|| e segue

da completude de X com tal norma que xn
||.||−→ x =

∞∑
i=1

αiei ∈ X. Mas acabamos de

mostrar que podemos escrever x =
∞∑
i=1

α′iei onde a série converge na norma |||.||| e pela

equação (1.3) esse série também converge com a norma ||.||. Assim segue da unicidade da

representação de x =
∞∑
i=1

αiei =
∞∑
i=1

α′iei que α′j = αj ∀j ∈ N.
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Finalmente, note que

|α1 − αm1 | ≤
supn {||

∑n
i=1 (αn − αmn )||ei||}
||e1||

=
|||x− xm|||
||e1||

e

|αj − αmj | ≤
supn {||

∑n
i=1 (αn − αmn )ei −

∑n−1
i=1 (αn − αmn )ei||}

||ej||
≤ 2|||x− xm|||

||ej||

portanto a sequência dos coeficientes é de Cauchy. Tome agora Nε ∈ N tal que para todo
N ≥ Nε tenhamos ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=N

αni ei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε

3
e

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=N

αiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε

3

e tome Mε ∈ N tal que para todo k ≥M tenhamos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
M∑
i=1

(αi − αki )

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
.

Então ∀k ≥ max (Nε,Mε) temos

|||x− xk||| ≤ sup
n

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
M∑
i=1

(αi − αki )

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
}

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=N

αni ei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=N

αiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε.

Concluímos então que a inclusão I : (X, ||.||) → (X, |||.|||) é uma aplicação linear
bijetora entre espaços de Banach, logo I é um isomorfismo e portanto existe R > 0 tal
que |||x||| < R||x|| para todo x ∈ X, ou seja, supn {||Pn(x)|| ≤ R||x|| para todo x ∈ X e
segue que as projeções são uniformemente limitadas, como queríamos.

Corolário 1.1.21. Sejam (X, ||.||) um espaço de Banach e (ei)i uma base de Schauder de

X. Então os funcionais de coordenada e∗i : X → K definidos por e∗i

(
x =

∑
i∈N

αiei

)
= αi

são uniformemente limitadas.

Enunciaremos agora algumas formas do Teorema de Hahn-Banach, comumente cha-
madas de versões analíticas desse teorema. As demonstrações desses teoremas podem ser
facilmente encontradas em livros de Análise Funcional, por exemplo em [15].

Teorema 1.1.22 (Hahn-Banach). Sejam V espaço vetorial sobre R, p : V → R um
funcional sublinear e f : V0 → R um funcional linear definido em um subespaço V0 ⊂ V

tal que
f(x) ≤ p(x) ∀x ∈ V0.
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Então existe um um funcional linear f̃ : V → R de f tal que

f̃|V0 = f e f̃(x) ≤ p(x) ∀x ∈ V.

Teorema 1.1.23 (Hahn-Banach para Normados). Sejam (V, ||.||) espaço vetorial nor-
mado e f : V0 → K um funcional linear limitado definido em um subespaço V0 ⊂ V .
Então existe um funcional linear limitado f̃ : V → K tal que

f̃|V0 = f e sup
x∈V ;||x||=1

|f̃(x)| = sup
x∈V0;||x||=1

|f(x)|.

Corolário 1.1.24. Sejam (V, ||.||) espaço vetorial normado e x ∈ V , x 6= 0, então existe
um funcional linear limitado f : V → K tal que

||f || = 1 e f(x) = ||x||.

Definição 1.1.25. Seja (T, τ) um espaço topológico. Dizemos que K ⊂ T é compacto se
toda cobertura de K por abertos de τ admite subcobertura finita, ou seja, se U ⊂ τ é tal
que K ⊂

⋃
U∈U

U então existe U ′ ⊂ U finito tal que K ⊂
⋃
U∈U ′

U .

Além disso, dizemos que K ⊂ T é relativamente compacto se K é compacto.

Teorema 1.1.26. Sejam X um espaço de Banach e K ⊂ X. As seguintes condições são
equivalentes:

(i) K é compacto.

(ii) Toda sequência (xi)i ⊂ K possui uma subsequência convergente para x ∈ K.

Demonstração. Seja (xi)i ⊂ K e tome Un = {B 1
n
(y)}y∈K , por hipótese existem

{B 1
n
(yni )}jni=1 tais que K ⊂

jn⋃
i=1

B 1
n
(yni ).

Note que ∃k1, 1 ≤ k1 ≤ j1 tal que B1 = B 1
2
(y1
k1

) ∩ {xi}i∈N tem infinitos elementos,
assim, escolho xi1 ∈ B1. Procedendo indutivamente e supondo que Bn tem infinitos ele-
mentos, temos que ∃kn+1, 1 ≤ kn+1 ≤ jn+1 tal que Bn+1 = Bn∩B 1

n+1
(yn+1
kn+1

) tem infinitos
elementos e escolho

xin ∈ Bn ∩ {xj}∞j=in−1
6= ∅.
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Construimos então uma subsequência (xin)n tal que ∀n > N ∈ N ⇒ xin ∈ BN ⊂
B 1

N
(y) para algum y ∈ K. Sendo assim, dado ε > 0, tomamos N > 2ε e concluímos que

∀n,m > N ||xin − xim|| ≤ ||xin − y||+ ||y − xim|| ≤
2

N
< ε,

ou seja, (xin)n é de Cauchy e como X é completo, segue que (xin)n é convergente para
algum x ∈ X.

Devemos ter que x ∈ K, pois caso contrário U = {B ||x−y||
2

(y)}y∈K possuiria uma
subcobertura finita {B ||x−y||

2

(yi)}ni=1 e dessa forma

x ∈
n⋂
i=1

B ||x−y||
2

(x) ⊂ K{

o que não é possível.
(ii)⇒ (i) Começaremos mostrando que existe ε > 0 tal que ∀y ∈ K ∃Uα ∈ U tal que

Bε(y) ⊂ Uα.
Suponha tal afirmação falsa, então, para todo n ∈ N ∃yn ∈ K tal que B 1

n
(xn) 6⊂

Uλ ∀λ ∈ Λ, mas por hipótese (xn)n admite subsequência (xni)i convergente para x ∈ K.
Como U é uma cobertura de K, existe Uα ∈ U com x ∈ Uα, mas como Uα é aberto, exite
ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ Uα. Tome agora ni ∈ N tal que ||y − xni|| < ε

2
e 1/ni <

ε
2
então

y ∈ B 1
ni

(xni)⇒ ||y − x|| ≤ ||y − xni ||+ ||xni − x|| < ε,

ou seja, B 1
ni

(xni) ⊂ Bε(x) ⊂ Uα o que contraria a hipótese.
Agora note que existe uma cobertura de K por bolas de raio ε. De fato, se isso não

fosse verdade poderíamos construir uma sequência escolhendo

xn ∈ K \
n−1⋂
i=1

Bε(xi) 6= ∅

uma vez que estamos supondo por absurdo que {Bε(xi)}n−1
i=1 não é uma cobertura de K.

No entanto, (xn)n não pode ter uma subsequência convergente pois ||xi−xj|| ≥ ε se i 6= j,
contradizendo a hipótese.

Dessas duas conclusões temos que existe uma cobertura {Bε(xi)}ni=1 de K e cada
Bε(xi) ⊂ Uα(xi) e portanto {Uα(xi)}ni=1 ⊂ U é a subcobertura finita que procurávamos.
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1.2 Espaços Vetoriais Topológicos

Dedicaremos essa seção ao estudo dos espaços vetoriais topológicos, apesar de apre-
sentarmos alguns resultados de forma bastante geral, temos interesse principalmente nos
espaços localmente convexos que serão aqueles que aparecerão no capítulo 3. O principal
resultado desse capítulo será um resultado conhecido como versão geométrica do Teorema
de Hahn-Banach.

Definição 1.2.1. Sejam V um espaço vetorial sobre K e A ⊂ V um conjunto.

(i) Dizemos que A é convexo se ∀x, y ∈ A e ∀α ∈ [0, 1] temos que (1− α)x+ αy ∈ A.

(ii) Dizemos que A é equilibrado se ∀x ∈ A e ∀α ∈ BK temos que αx ∈ A.

(iii) Dizemos que A é absolutamente convexo se A é convexo e equilibrado.

Proposição 1.2.2. Seja V um espaço vetorial sobre K, a intersecção de uma família
de subconjuntos convexos de V é um subconjunto convexo de V e a intersecção de uma
família de subconjuntos equilibrados de V é um subconjunto equilibrado de V .

Omitiremos a demonstração dessa porposição, mas ela pode ser encontrada na re-
ferência [14]. Dessa proposição segue trivialmente que a intersecção de uma família de
conjuntos absolutamente convexos é absolutamente convexo. Isso nos sugere fazer a se-
guinte definição:

Definição 1.2.3. Sejam V um espaço vetorial sobre K e A ⊂ V um subconjunto, chama-
remos de:

(i) Envoltória convexa de A o conjunto

co (A) =
⋂
C∈C

C onde C = {C ⊂ V |A ⊂ C e C é convexo}.

(ii) Envoltória absolutamente convexa de A o conjunto

Γ (A) =
⋂
C∈C′

C onde C ′ = {C ⊂ V |A ⊂ C e C é absolutamente convexo}.

Note que os conjuntos C e C ′ são sempre não vazios uma vez que V pertence a ambos.
Dessa definição e da Proposição 1.2.2, co (A) e Γ (A) são, repectivamente, o menor sub-
conjunto convexo de V que contém A e o menor subconjunto absolutamente convexo de
V que contém A.
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Proposição 1.2.4. Sejam V um espaço vetorial sobre K e A ⊂ V então

Γ (A) =

{
m∑
i=1

αiai

∣∣∣∣∣m ∈ N, {ai}mi=1 ∈ A e
m∑
i=1

|αi| ≤ 1

}
.

Demonstração. Chamemos de

B =

{
m∑
i=1

αiai

∣∣∣∣∣m ∈ N, {ai}mi=1 ∈ A e
m∑
i=1

|αi| ≤ 1

}
,

vamos mostrar primeiramente que B é absolutamente convexo.
É obvio que B é equilibrado. Para mostrar que é convexo, sejam x, y ∈ B e θ ∈ [0, 1],

então existem n,m ∈ N, {ai}ni=1, {bj}mj=1 ⊂ A e tais que

x =
n∑
i=1

αiai e y =
m∑
i=1

βibi com
n∑
i=1

|αi| ≤ 1,
m∑
i=1

|βi| ≤ 1.

Definamos

ck =

ak se k ≤ n

bk−n se n < k ≤ n+m

e
γk =

(1− θ)αk se k ≤ n

θβk−n se n < k ≤ n+m

Desta forma

(1− θ)x+ θy = (1− θ)
n∑
i=1

αiai + θ
m∑
i=1

βibi =
n+m∑
i=1

γici ∈ A

pois ck ∈ A para todo 1 ≤ k ≤ n+m e

n+m∑
i=1

|γi| =
n∑
i=1

|1− θ| |αi|+
m∑
i=1

|θβi| ≤ (1− θ)
n∑
i=1

|αi|+ θ

∞∑
i=1

|βi| ≤ (1− θ) + θ = 1.

Portanto Γ (A) ⊂ B e resta agora mostrarmos a outra inclusão. Para isso, procedere-
mos por indução: claro que vale para o caso n = 1 pois αa ∈ Γ (A) para todo a ∈ A e
para todo α ∈ K tal que |α| ≤ 1 uma vez que Γ (A) é equilibrado. Suponha agora que
n∑
i=1

αiai ∈ Γ (A) quaisquer que sejam {ai}ni=1 ⊂ A e {αi}ni=1 ⊂ K com
n∑
i=1

|αi| ≤ 1. Seja

{ai}n+1
i=1 ⊂ A e {αi}n+1

i=1 ⊂ K com
n+1∑
i=1

|αi| ≤ 1. Se αi = 0 ∀1 ≤ i ≤ n + 1, teriamos o

resultado desejado pois Γ (A) é equilibrado, caso contrário,∑n
i=1 αiai∑n+1
i=1 |αi|

+
αn+1an+1∑n+1

i=1 |αi|
∈ Γ (A) ,
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pois segue da hipótese de indução que essa é uma combinação convexa de elementos de
Γ (A) e além disso, como Γ (A) é equilibrado temos que

n+1∑
i=1

|αi|

(∑n
i=1 αiai∑n+1
i=1 |αi|

+
αn+1an+1∑n+1

i=1 |αi|

)
=

n+1∑
i=1

αiai ∈ Γ (A) .

Logo B ⊂ Γ (A) e como já havíamos checado a outra inclusão, segue a tese.

Definição 1.2.5. Chamamos de espaço vetorial topológico o par (V, τ) onde V é
um espaço vetorial sobre um corpo K e τ é uma topologia tal que as operações

S : V × V → V

(x, y) 7→ x+ y

e M : (K, V )→ V

(λ, x) 7→ λx

são contínuas.

Proposição 1.2.6. Sejam V um espaço vetorial topológico e A ⊂ V :

(i) Se A é equilibrado então A é equilibrado.

(ii) Se A é convexo então A é convexo.

Demonstração. (i) Sejam x ∈ A e α ∈ BK. Segue da definição de espaço vetorial topológico
que u 7→ αu é contínua, portanto, para qualquer vizinhança V de αx existe uma vizinhança
U de x tal que αU ⊂ V .

Como x ∈ A, devemos ter U ∩A 6= ∅. Tome y ∈ U ∩A, então αy ∈ αU ⊂ V e αy ∈ A
pois A é equilibrado. Portanto V ∩ A 6= ∅ e αx ∈ A.

(ii) Sejam x, y ∈ A e α ∈ [0, 1] ⊂ K. Segue facilmente da definição de espaço vetorial
topológico que o operador (u, v) 7→ (1− α)u+ αv é contínuo.

Se W é uma vizinhança de (1− α)x + αy, então existem U e V vizinhanças de x e y
respectivamente tais que (1− α)U + αV ⊂ W . Como x, y ∈ A sabemos que U ∩ A 6= ∅ e
V ∩ A 6= ∅, podemos então tomar z ∈ U ∩ A e w ∈ V ∩ A.

Assim, (1− α)z + αw ∈ A pois A é convexo e (1− α)z + αw ∈ (1− α)U + αV ⊂ W e
portanto W ∩ A 6= ∅ e consequentemente (1− α)x+ αy ∈ A.

Esse resultado nos mostra que o conjunto co (A)
(
Γ (A)

)
é o menor fechado (abso-

lutamente) convexo que contém A. Nos referiremos a esses conjuntos como envoltória
(absolutamente) convexa fechada.

Definição 1.2.7. Seja (V, τ) um espaço vetorial topológico. Chamaremos de espaço dual
de (V, τ) o conjunto

(V, τ)∗ = {f : V → K | f é um funcional linear contínuo} .



1.2 ESPAÇOS VETORIAIS TOPOLÓGICOS 35

Mostraremos agora um resultado bastante semelhante a um resultado bem conhecido
que é comumente apresentado em livros de Análise Funcional e.g. [15], mas mais geral.
Faremos isso pois necessitaremos deste resultado adiante.

Exemplo 1.2.8. Sejam 1 < p, q <∞ com 1
p

+ 1
q

= 1 e `sp(X) e `sq(X∗) definidos como no
Exemplo 1.1.12, então `sp(X)∗ = `sq(X

∗).

De fato, se x∗ = (x∗n)n ∈ `sq(X∗), defina então o funcional linear fx∗ : `sp(X) → K por

fx∗((xn)n) =
∞∑
n=1

x∗n(xn). Claro que fx∗ está bem definida e é contínua pois, qualquer que

seja N ∈ N∣∣∣∣∣
N∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
n=1

|x∗n(xn)| ≤
N∑
n=1

||x∗n|| ||xn|| ≤ ||(x∗n)n||q||(xn)n||p <∞.

Disso também já segue que ||fx∗|| ≤ ||(x∗n)n||q.
Além disso, fx∗ = 0 com x∗ = (x∗n)n ∈ `sq(X∗) se, e somente se

fx∗((xn)n) =
∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0 ∀(xn)n ∈ `sp(X),

em especial, se tomarmos para cada i ∈ N a sequência tal que xn = 0 se n 6= i e xi = x ∈ X
qualquer, concluímos que x∗i (x) = 0 ∀x ∈ X e, portanto x∗i = 0 ∀i ∈ N⇒ x∗ = 0.

Dado agora f ∈ `sp(X)∗, denotamos por (en)∞n=1 a base Schauder canônica de `p e
definimos x∗n ∈ X∗ por x∗n(x) = f(xen), para cada n ∈ N (a linearidade e continuidade
seguem de que f ∈ `sp(X)∗). Tome agora i ∈ N e xn ∈ BX para cada 1 ≤ n ≤ i e defina
yi = (yin)n ∈ `sp(X) por

yin =

|x∗n(xn)|q xn
x∗n(xn)

se 1 ≤ n ≤ i e xn /∈ ker (x∗n)

0 caso contrário.

Então

f(yi) =
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q f(xnen)

x∗n(xn)
=

i∑
n=1

|x∗n(xn)|q (1.4)
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Por outro lado,

f(yi) ≤ ||f || ||yi||p = ||f ||

(
i∑

n=1

||yin||p
) 1

p

= ||f ||

(
i∑

n=1

(
|x∗n(xn)|q ||xn||

|x∗n(xn)|

)p) 1
p

≤ ||f ||

(
i∑

n=1

|x∗n(xn)|(q−1)p

) 1
p

≤

(
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q
) 1

p

(1.5)

Juntando as equações (1.4) e (1.5) temos que

f(yi) =
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q ≤ ||f ||

(
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q
) 1

p

⇒

(
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q
)1− 1

p

=

(
i∑

n=1

|x∗n(xn)|q
) 1

q

≤ ||f ||

Tomamos agora o supremo sobre para todos xi ∈ BX para 1 ≤ i ≤ N e obtemos que

(
i∑

n=1

||x∗n||q
) 1

q

≤ ||f ||

e tomando agora o limite i→∞ concluímos que (x∗n)n ∈ `sq(X).
Finalmente, observamos que

f((xn)n) =
∞∑
n=1

f(xnen) =
∞∑
n=1

x∗n(xn) = f(x∗n)n((xn)n) ∀(xn)n ∈ `sp(X).

Pelo que foi feito, concluímos que a aplicação `sq(X∗) 3 x∗ 7→ fx∗ é um isomorfismo
isométrico.

Exemplo 1.2.9. Sejam `s1(X) e `s∞(X∗) definidos como no exemplo 1.1.12, então
`s1(X)∗ = `s∞(X∗).

Note que disso decorre que se X = X∗, em especial, se X é de dimensão finita,
`sp(X)∗ = `sq(X) o que nos remete também ao resultado clássico que mencionamos `∗p = `q.

Definição 1.2.10. Sejam (V, τ) um espaço vetorial topológico e A ⊂ V um aberto com
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0 ∈ A, chamaremos de funcional de Minkowski de A a função ρA : V → R+ dada por

ρA(x) = inf {λ ∈ R+|x ∈ λA}

Escolhemos A com essas propriedades pois são elas que garantem que ρA fica bem
definido. De fato, se A é um aberto que contém o vetor nulo, pela definição de espaço
vetorial topológico, qualquer que seja x ∈ V a função (λ, x) 7→ λx é contínua e portanto
existe (−ε, ε) ⊂ R tal que λx ∈ A ∀λ ∈ (−ε, ε), em especial, x ∈ 1

ε
A, assim, fica garantido

que
{λ ∈ R+|x ∈ λA} 6= ∅,

que é o que necessitávamos, uma vez que esse conjunto é sempre limitado inferiormente.

Proposição 1.2.11. Sejam (V, τ) um espaço vetorial topológico e A ⊂ V então:

(i) se A é aberto, convexo e 0 ∈ A, então o funcional de Minkowski de A é subaditivo,
contínuo e A = {x ∈ V |ρA(x) < 1};

(ii) se A 6= ∅ é aberto e absolutamente convexo, então o funcional de Minkowski de A é
uma seminorma;

(iii) se (V, τ) um espaço vetorial topológico sobre R e A é aberto, convexo e 0 ∈ A, então
o funcional de Minkowski de A é sublinear.

Demonstração.
(i) Precisamos mostrar as propriedades (i) e (ii) da Definição 1.1.1.
Sejam x, y ∈ V , segue da convexidade de A que

ρA(x)

ρA(x) + ρA(y)
A+

ρA(y)

ρA(x) + ρA(y)
A ⊂ A⇒

ρA(x)A+ ρA(y)A ⊂ (ρA(x) + ρA(y))A.

Assim,

ρA(x+ y) = inf {λ ∈ R+|x+ y ∈ λA}

= inf {λ1 + λ2|λ1, λ2 ∈ R+, x+ y ∈ (λ1 + λ2)A}

≤ inf {λ1 + λ2|λ1, λ2 ∈ R+, x+ y ∈ λ1A+ λ2A}

≤ inf {λ1 + λ2|x ∈ λ1A e y ∈ λ2A}

= inf {λ ∈ R+|x ∈ λA}+ inf {λ ∈ R+|y ∈ λA}

= ρA(x) + ρA(y)
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Claro que se x ∈ A então ρA(x) ≤ 1, mas como λ M7→ λx é contínua, M−1(A ∩ [x]) é
um aberto de K que contém o 1, logo existe λ < 1 tal que x ∈ λA, portanto, ρA(x) < 1,
ou seja, A ⊂ {x ∈ V |ρA(x) < 1}.

Por outro lado, se x ∈ V é tal que ρA(x) < 1, deve existir 0 ≤ λ < 1 com x ∈ λA ⊂ A,
uma vez que A é convexo e contém a origem. Portanto {x ∈ V |ρA(x) < 1} ⊂ A e das
duas inclusões segue a igualdade do enunciado.

Segue da subaditividade de ρA que |ρA(x)− ρA(y)| ≤ ρA(x− y), basta então mostrar
a continuidade no 0. Seja ε > 0 dado, sabemos que εA é aberto que contém o 0 e x ∈
εA⇒ ρ(x) < ε.

(ii) Precisamos mostrar as propriedades (SN2) e (SN3) da Definição 1.1.2, mas (SN3)
segue diretamente do item (i). Provemos (SN2):

Sejam µ ∈ K e x ∈ V , caso µ = 0 é trivial, suponhamos então µ 6= 0 então

ρA(µx) = inf {λ ∈ R+|µx ∈ λA}

= inf {λ ∈ R+|µx ∈ λA}

= inf

{
λ ∈ R+

∣∣∣∣x ∈ λ

|µ|
|µ|
µ
A

}
,

mas uma vez que A é equilibrado |µ|
µ
A = A e segue que

ρA(µx) = inf

{
λ ∈ R+

∣∣∣∣x ∈ λ

|µ|
A

}
= inf

{
λ
′|µ| ∈ R+

∣∣∣x ∈ λ′A}
= |µ| inf

{
λ
′ ∈ R+

∣∣∣x ∈ λ′A}
= |µ|ρA(x).

(iii) Seja µ ∈ R+, o caso µ = 0 é trivial suporemos então que µ > 0, então

ρA(µx) = inf

{
λ ∈ R+

∣∣∣∣x ∈ λ

µ
A

}
= inf

{
λ
′
µ ∈ R+

∣∣∣x ∈ λ′A}
= µ inf

{
λ
′ ∈ R+

∣∣∣x ∈ λ′A}
= µρA(x).

Definição 1.2.12. Seja V um espaço vetorial topológico, chamaremos de plano afim ou
variedade linear afim ao conjunto da forma y +M onde y ∈ V e M ⊂ V é um subespaço
próprio de V e chamamos de hiperplano uma variedade afim y + M onde M ⊂ V é um
subespaço próprio maximal de V .
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Proposição 1.2.13. Seja V um espaço vetorial sobre K, então M ⊂ V é subespaço
maximal próprio se, e somente se, existe f : V → K linear e não identicamente nula, tal
que M = ker (f).

Demonstração. (⇒) Suponhamos que M seja maximal próprio e seja a ∈ V \M . Pela
maximalidade de M , todo x ∈ V pode ser escrito de maneira única como x = λa + m ,
com m ∈ M . Defina então f : V → K dada por f(λa + m) = λ, dessa forma, m ∈ M ⇒
f(m) = 0, de forma que M ⊂ ker (f). Por outro lado, f(x) = 0⇒ x = 0.a+m⇒ x ∈M .

(⇐) Seja f : V → K linear e não identicamente nula. É claro que ker (f) é um
subespaço e como f é não nula, existe a ∈ V tal que f(a) = 1. Assim, qualquer que seja
x ∈M , x− f(x)a ∈ ker (f) = M ⇒ V = [M ∪ {a}].

Corolário 1.2.14. Seja V um espaço vetorial sobre K, então H ⊂ V é um hiperplano
se, e somente se, existe um funcional linear f : V → K não identicamente nulo e c ∈ K
tal que M = {x ∈ V |f(x) = c}.

Proposição 1.2.15. Seja (V, τ) um espaço vetorial topológico, então H ⊂ V é hiperplano
fechado se, e somente se, existem f ∈ V ∗ e c ∈ K, f 6= 0, tais que H = f−1({c}).

Demonstração. Pelo Corolário 1.2.14 sabemos que existem um funcional linear f e c ∈ K
tal que H = f−1({c}), vamos mostrar f é contínuo se, e somente se, H é fechado.

Claro que se f é continuo H = f−1 ({c}) é fechado já que {c} é fechado em K.
Para a recíproca, uma vez que H é um subespaço próprio, existe y ∈ V \ H e como

V \ H é aberto, existe uma vizinhança aberta U de 0 tal que y + U ⊂ V \ H. Sabendo
que (λ, x) 7→ λx é contínua, existe δ > 0 e V vizinhança aberta da origem tal que
λV ⊂ U ∀λ ∈ K tal que |λ| < δ, desta forma

W =
⋃
|λ|<δ

λV

é um aberto equilibrado contido em U .
Segue disso que existe M > 0 tal que |f(w)| < M ∀w ∈ W , pois caso contrário

teríamos f(W ) = K e seguiria que existiria w ∈ W tal que f(w) = c− f(y) e consequen-
temente y + w ∈ f−1({c}) = H e y + w ∈ y + U ⊂ V \ H, o que claramente não pode
ocorrer.

Desta forma, dado ε > 0, basta tomar ε
M
W como vizinhança aberta do zero para

concluir que
|f(w̄)| =

∣∣∣f(
ε

M
w)
∣∣∣ =

ε

M
|f(w)| ≤ ε ∀w̄ ∈ ε

M
W
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Segue que f é contínua na origem e portanto contínua.

Teorema 1.2.16 (da Separação de Mazur-Dieudonné). Sejam V um espaço vetorial to-
pológico, M um subespaço de V e A ⊂ X um conjunto aberto e convexo com A ∩M = ∅,
então existe um subespaço maximal fechado H de V que contém M e é disjunto de A.

Demonstração. Primeiro, suponhamos que V seja um espaço vetorial topológico sobre R.
Seja a ∈ A, então, A − a é um subconjunto aberto e convexo que contém a origem,

assim pela Proposição 1.2.11 o funcional de Minkowski ρA−a é contínuo, sublinear e

A− a = {x ∈ V |ρA−a(x) < 1} e A = {x ∈ V |ρA−a(x− a) < 1} (1.6)

Assim, como M ∩ A = ∅, segue que ρA−a(x− a) ≥ 1 ∀x ∈M .
Defina agora N = 〈M ∪ {a}〉 e seja φ : N → R dado por φ(x + λa) = λ que é

claramente linear e:

Se x ∈M e λ > 0 então φ(x+ λa) = λ ≤ λρA−a(
x

λ
+ a) = ρA−a(x+ λa)

Se x ∈M e λ < 0 então φ(x+ λa) = λ ≤ λ < 0ρA−a(x+ λa)

Isso significa que φ é dominada por ρA−a em N e, usando o Teorema 1.1.22, obtemos
uma extensão φ̃ de φ tal que φ̃(x) ≤ ρA−a(x) ∀x ∈ V , em especial, φ̃ é contínuo, e por
isso e pela equação (1.6), deve valer que φ̃(x) < 1 ∀x ∈ A− a.

Defina o subespaço maximal H = ker (φ̃), que é fechado já que φ̃ é contínua, e contém
M = ker (φ). Além disso,

x ∈ H ⇒ 0 = φ̃(x) = φ̃(x− a) + φ̃(a) = φ̃(x− a) + φ(a) ≤ ρA−a(x− a)− 1

Ou seja, ρA−a(x− a) ≥ 1 ∀x ∈ H ⇒ H ∩ A = ∅ por (1.6).

Para o caso de V ser um espaço vetorial topológico complexo, então MR ⊂ VR é
um subespaço, e pelo que acabamos de mostrar existe um subespaço maximal H de VR
disjunto de A tal que M ⊂ H. Pela Proposição 1.2.15, existe φ ∈ V ∗R tal que H = ker (φ).
Considere H̃ = H ∩ ıH, que é também disjunto de A, e o funcional φ̃ ∈ V ∗ dada por
φ̃(x) = φ(x)− ıφ(ıx).

ker (φ̃) = {x ∈ V | φ(x) = 0 e φ(ıx) = 0} = H ∩ iH

e portanto H̃ é um subespaço maximal de V .

M = ıM ⊂ ıH e M ⊂ H ⇒M ⊂ H ∩ ıH.
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Corolário 1.2.17. Sejam V um espaço vetorial topológico, M uma variedade afim de V e
A ⊂ X um conjunto aberto e convexo disjunto de M , então existe um hiperplano fechado
H de V que contém M e é disjunto de A.

Vamos agora definir uma classe especial de espaços vetoriais topológicos que será a
que de fato estará presente neste trabalho, além disso, daremos uma caractezação para o
fecho de subconjuntos nesses espaços a partir de seu dual que será de grande valia para
nosso trabalho.

Definição 1.2.18. Um espaço vetorial topológico V é dito um espaço localmente convexo
se todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhanças convexas.

Como sabemos, basta que 0 possua um sistema fundamental de vizinhanças convexas,
uma vez que uma vizinhança U de um elemento arbitrário x ∈ V é da forma U = x + Ũ

onde Ũ é uma vizinhança de 0.

Corolário 1.2.19. Sejam V um espaço localmente convexo, M uma variedade linear afim
fechada de V e K ⊂ X um conjunto convexo e compacto disjunto de M , então existe um
hiperplano fechado H de V que contém M e é disjunto de K.

Demonstração. Seja U uma vizinhança de 0 tal que (K+U)∩M = ∅. Como V é localmente
convexo, podemos supor U convexo, consequentementeK+U é um convexo e aberto (não-
vazio) de V disjunto de M . Pelo Corolário 1.2.17, existe um hiperplano H que contém M

e é disjunto de K.

Corolário 1.2.20. Sejam V um espaço localmente convexo e M ⊂ V um subespaço.
Então x ∈M se, e somente se, x∗(x) = 0 para todo x∗ ∈ V ∗ que se anula em M .

Demonstração. (⇒) óbvio.
(⇐) Claro que M é uma subespaço fechado de V , se x /∈ M então recaímos nas

condições do Corolário 1.2.19 uma vez que {x} é um compacto convexo que não intercepta
M . Concluímos então que existe x∗ ∈ V ∗ tal queM ⊂ ker (x∗) e x∩ker (x∗) = ∅ ⇒ x∗(x) 6=
0.
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1.3 Operador Adjunto e Espaço Quociente

Dedicaremos essa seção ao estudo das propriedades básicas do que chamaremos de
operador adjunto, posteriormente, mais especificamente na seção 2.3, faremos uso desses
resultados.

Definição 1.3.1. Sejam V1 e V2 espaços vetoriais normados e T ∈ B(V1, V2). Chamare-
mos de operador adjunto e denotaremos por T ∗ : V ∗2 → V ∗1 o operador definido por

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)) ∀x ∈ V1 e ∀y∗ ∈ V ∗2 .

Proposição 1.3.2. Sejam V1 e V2 espaços vetoriais normados, λ ∈ K e T, S ∈ B(V1, V2),
então

(i) T ∗ ∈ B(V ∗2 , V
∗

1 ) e ||T ∗|| = ||T ||.

(ii) (λT + S)∗ = λT ∗ + S∗.

(iii) (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗.

Demonstração. (i) Dado um operador limitado T o seu adjunto T ∗ é, de fato, linear pois

T ∗(λy∗1 + y∗2)(x) = λy∗1(T (x)) + y∗2(T (x)) = λT ∗(y∗1)(x) + T ∗(y∗2)(x) ∀x ∈ V1

Note que para todo y∗ ∈ BV ∗2
e x ∈ BV1 temos que

||T ∗y∗(x)|| = ||y∗(T (x))|| ≤ ||y∗|| ||T || ||x|| ≤ ||T ||

ou seja,
||T ∗y∗|| ≤ ||T || ∀y∗ ∈ BV ∗2

e consequentemente T ∗ ∈ B(V1, V2) e ||T ∗|| ≤ ||T ||.
Para a outra desigualdade, sabemos pelo Teorema 1.1.23 que para todo x ∈ V1 tal que

T (x) 6= 0 existe y∗x ∈ V ∗2 tal que

||y∗x|| = 1 e y∗x(T (x)) = ||T (x)||

assim,

||T (x)|| = y∗x(T (x)) = T ∗y∗x(x) ≤ ||T ∗y∗x|| ||x|| ≤ ||T ∗|| ||y∗x|| ||x|| = ||T ∗|| ||x||
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Como a desigualdade é claramente válida no caso T (x) = 0 segue que ||T (x)|| ≤
||T ∗|| ||x|| ∀x ∈ X, mas por definição ||T || é a menor constante que satisfaz essa de-
sigualdade, portanto, ||T || ≤ ||T ∗||. Das duas desigualdades segue a tese.

(ii) (λT +S)∗(y∗)(x) = y∗((λT +S)(x)) = y∗(λT (x)+S(x)) = y∗(λT (x))+y∗(S(x)) =

λT ∗y∗(x) + S∗y∗(x) = (λT ∗ + S∗)(y∗)(x) ∀x ∈ V1 e ∀y∗ ∈ V ∗2 .

(iii) (T ◦ S)∗y∗(x) = y∗(T (S(x))) = T ∗y∗(S(x)) = S∗T ∗y∗(x) ∀x ∈ X e ∀y∗ ∈ Y ∗.

Corolário 1.3.3. Sejam V1 e V2 espaços vetoriais normados, então

∗ :B(V1, V2) →B(V ∗2 , V
∗

1 )

T 7→T ∗
é um isomorfismo isométrico de B(V1, V2) em sua imagem.

Demonstração. Pelo que já vimos na Proposição 1.3.2 já sabemos que esse é um operador
linear que preserva norma, basta então mostrar a injetividade.

Se T ∗ = 0 então, ∀f ∈ V ∗2 e ∀x ∈ V1 temos que T ∗(f)(x) = f(T (x)) = 0. Assim, pela
arbitrariedade de f segue que T (x) = 0 ∀x ∈ V1. Logo T = 0 e portanto esse operador é
injetivo.

Definição 1.3.4. Seja V1 um espaço vetorial sobre K e V2 ⊂ V1 um subespaço e definina
uma relação de equivalência em V1 por x ∼ y ⇔ x − y ∈ V2 e as classes de equivalência
[x] = {y ∈ V1 | y ∼ x}. Definina o espaço (vetorial) quociente V1/V2 = {[x] | x ∈ V1}
munido das operações [x] + [y] = [x+ y] e α[x] = [αx].

Denotaremos a aplicação quociente por π : V1 → V1/V2

x 7→ [x]

.

Definição 1.3.5. Seja V1 um espaço vetorial normado sobre K e V2 ⊂ V1 um subespaço
fechado. Então

|| [x] || = inf {||y|| | y ∈ [x]} = inf
y∈V2
{||x+ y||}

é uma norma em V1/V2 munido das operações [x] + [y] = [x+ y] e α[x] = [αx].
Além disso, se X é um espaço de Banach e Y ⊂ X é um subespaço fechado então

X/Y é um espaço de Banach munido com a norma definida acima.
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Omitiremos detalhes, mas vamos indicar as referências [14] e [15] para maiores infor-
mações e discussões sobre esse tema.

No que segue, vamos apresentar um resultado famoso da teoria de grupos que é espe-
cialmente útil quando trabalhamos com quocientes. Por conveniência esse resultado será
apresentado aqui no contexto de espaços vetoriais, o que será um pouco mais simples,
uma vez que todo espaço vetorial é um grupo abeliano, evitando assim ter que provar que
o núcleo de um operador é normal.

Teorema 1.3.6. Sejam V1, V2 espaços de vetoriais normados e T ∈ B(V1, V2), então existe
um único T̃ ∈ B(V1/ ker (T ), Im(T )) bijetor que faz comutar o diagrama

V1

π
$$

T // Im(T ) ⊂ V2

V1/ ker (T )
T̃

77 .

Além disso, ||T || = ||T̃ ||.

Demonstração. Tome T̃ : V1/ ker (T )→ Im(T ) tal que T̃ ([x]) = T̃ (π(x)) = T (x).
Claro que temos que verificar que tal função está bem definida, uma fez que fizemos uso

de um representante. Se [x1] = [x2] ∈ V1/ ker (T ) temos que x1 = x2 + z com z ∈ ker (T )

e então
T̃ ([x1]) = T (x1) = T (x1) + T (z) = T (x1 + z) = T (x2) = T̃ ([x2]).

T̃ é linear pois

x1, x2 ∈ V1 ⇒ T̃ ([x1 + x2]) = T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) = T̃ ([x1]) + T̃ ([x2]).

Para mostrarmos que T̃ ∈ B(V1/ ker (T ), Im(T )), basta notar que

||T̃ ([x])|| = inf
x̃∈ker (T )

||T (x+ x̃)|| ≤ inf
x̃∈ker (T )

||T || ||x+ x̃|| = ||T || inf
x̃∈ker (T )

||x+ x̃|| = ||T || || [x] ||.

Portanto ||T̃ || ≤ ||T ||. Além disso,

||T (x)|| = ||T̃ ◦ π(x)|| = ||T̃ ([x])|| ≤ ||T̃ || || [x] || ≤ ||T̃ || ||x||

e das suas desigualdades segue que ||T || = ||T̃ ||.
Finalmente a bijetividade segue de T̃ ([x]) = T (x) = 0⇔ x ∈ ker (T )⇔ [x] = [0] e de

y ∈ Im(T )⇔ y = T (x) para algum x ∈ V1 e portanto T̃ ([x]) = T (x) = y.
Definimos T̃ de forma que T = T̃ ◦ π e, além disso, se S̃ é outro operador limitado

satisfazendo essa identidade temos que (T̃ − S̃)π(x) = 0 ∀x ∈ V1 e segue que T̃ = S̃.



2
Conjuntos e Operadores p-compactos

Este capítulo é de crucial importância, sendo que os resultados que serão apresentados
aqui fazem parte do artígo científico [21] e servirão de motivação para dar sentido ao
termo p-compacto.

Ressaltamos que X e Y sempre denotarão espaços de Banach.

2.1 Caracterização de Conjuntos Relativamente Com-

pactos

Dedicaremos essa primeira seção à apresentação do Teorema de Gröthendieck que
servirá de base para todas as generalizações que se seguirão.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Mazur). Sejam X um espaço de Banach e K ⊂ X um
conjunto compacto então co (K) e Γ (K) são compactos.

Demonstração. Como K é limitado existe M > 0 tal que ||k|| ≤ M ∀k ∈ K. Assim, se
(kn)n ⊂ K e (λn)n ∈ `1

N∑
n=1

||λnkn|| ≤
N∑
n=1

M |λn| ≤M ||(λn)n||1 ∀N ∈ N

donde segue que a série
∞∑
n=1

λnkn converge absolutamente.

45
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Definamos então

A =

{
∞∑
n=1

λnkn

∣∣∣∣∣ (kn)n ⊂ K e
∞∑
n=1

|λn| ≤ 1

}

e mostremos que A é compacto.

Seja (yi)i ∈ A então, para cada i ∈ N, temos yi =
∞∑
n=1

λink
i
n para algum λi = (λin)n ∈

B`1 . Como
∞∑
n=1

|λin| ∈ [0, 1] ∀i ∈ N, a sequência (λi)i ⊂
∏

n∈NBK = BN
K. Pelo Teorema de

Tychonoff sabemos que BN
K é compacto, portanto, deve existir subsequência (λij)j ⊂ BN

K,
convergente para λ = (λn)n ∈ BN

K na topologia produto, ou seja, para cada j fixado
podemos escrever λij = (λ

ij
n )n e λijn

j→∞−→ λn.
Voltamos agora nossa atenção para a sequência (k

ij
n )j ⊂ K. Como K é compacto,

existe (k
ijl
n )l convergente para kn ∈ K.

Queremos mostrar que a subsequência (yijl )l converge. É razoável esperar que o ponto

de convergência seja y =
∞∑
n=1

λnkn e como também queremos que y ∈ A, precisamos que

∞∑
n=1

|λn| ≤ 1.

De fato,
N∑
n=1

|λijln | ≤ 1 e como se trata de uma soma finita temos que

1 ≥ lim
l→∞

N∑
n=1

|λijln | =
N∑
n=1

lim
l→∞
|λijln | =

N∑
n=1

|λn|,

assim, como os termos da série são positivos e as somas parciais limitadas temos que
∞∑
n=1

|λn| ≤ 1.

Como
∞∑
n=1

|λijl | ≤ 1, segue que cada |λijl | ≤ 1 e já vimos que ||kn|| ≤ M ∀n ∈ N,

então, dado um ε > 0, podemos tomar N ∈ N satisfazendo as seguintes quatro condições

∞∑
n=N+1

|λijln | <
ε

6M
,

N∑
n=1

|λijln − λn| <
ε

6M

N∑
n=1

||kijln − kn|| <
ε

6
e para l ≥ N ⇒ ||kijln − kn|| <

ε

6M



2.1 CARACTERIZAÇÃO DE CONJUNTOS RELATIVAMENTE COMPACTOS 47

Assim, para qualquer l ≥ N , temos que

||yijl − y|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
ijl
n k

ijl
n −

∞∑
n=1

λnkn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
ijl
n k

ijl
n −

∞∑
n=1

λ
ijl
n kn +

∞∑
n=1

λ
ijl
n kn −

∞∑
n=1

λnkn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
ijl
n k

ijl
n −

∞∑
n=1

λ
ijl
n kn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
ijl
n kn −

∞∑
n=1

λnkn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
ijl
n (k

ijl
n − kn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(λ
ijl
n − λn)kn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤
∞∑
n=1

|λijln | ||k
ijl
n − kn||+

∞∑
n=1

|λijln − λn| ||kn||

=
N∑
n=1

|λijln | ||k
ijl
n − kn||+

∞∑
n=N+1

|λijln | ||k
ijl
n − kn||

+
N∑
n=1

|λijln − λn| ||kn||+
∞∑

n=N+1

|λijln − λn| ||kn||

≤
N∑
n=1

||kijln − kn||+
∞∑

n=N+1

|λijln |2M +
N∑
n=1

|λijln − λn|M +
∞∑

n=N+1

|λijln − λn|
ε

6

<
ε

6
+

ε

6M
2M +

ε

6M
M + 2

ε

6
= ε

E assim, concluímos que yijl l→∞−→ y e portanto toda sequência possui uma subsequência
convergente, donde segue que A é compacto, como queríamos.

Finalmente, note que pela Proposição 1.2.4 e pela definição de envoltória convexa,
co (K) ⊂ Γ (K) ⊂ A, logo co (K) e Γ (K) são fechados contidos no compacto A, portanto
são também compactos.

Corolário 2.1.2. Sejam X um espaço de Banach e K ⊂ X um compacto, então

Γ (K) =

{
∞∑
i=1

λiki

∣∣∣∣∣(kn)n ⊂ K e
∞∑
i=1

|λi| ≤ 1

}
.

Demonstração. Chamaremos de

A =

{
∞∑
i=1

λiki

∣∣∣∣∣(kn)n ⊂ K e
∞∑
i=1

|λi| ≤ 1

}
.
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Tome xn =
n∑
i=1

λiki com
∞∑
i=1

|λi| ≤ 1, usando a Proposição 1.2.4 vemos que

(xn)n ⊂ Γ (K). Além disso, como ||k|| ≤M ∀k ∈ K e existe n0 ∈ N tal que
∞∑
i=n0

|λi| <
ε

M
,

concluimos que se n0 < m < n ∈ N

||xn − xm|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiki −
m∑
i=1

λiki

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
i=m

||λiki|| < ε

Portanto, (xn)n é uma sequência de Cauchy em X e como este é um espaço de Banach,

xn →
∞∑
i=1

λiki = x ∈ X. Disso segue que x =
∞∑
i=1

λiki ∈ Γ (K) e desta última A ⊂ Γ (K).

Novamente pela Proposição 1.2.4, fica claro que Γ (K) ⊂ A, mas, pelo Teorema 2.1.1,
A é compacto e consequentemente fechado, então Γ (K) ⊂ A = A. Das duas inclusões
segue a igualdade Γ (K) = A.

Corolário 2.1.3. Seja K ⊂ X um conjunto relativamente compacto então co (K) e Γ (K)

são compactos.

Demonstração. Note que como Γ (K) é fechado e K ⊂ Γ (K), então K ⊂ Γ (K). Assim,
Γ
(
K
)
⊂ Γ

(
Γ (K)

)
= Γ (K) e como obviamente Γ (K) ⊂ Γ

(
K
)
, segue que Γ

(
K
)

= Γ (K)

que é compacto pelo Teorema 2.1.1. Como anteriormente, o resultado passa a ser trivial
para co (K).

Teorema 2.1.4 (Lema de Gröthendieck). Seja K ⊂ X, então K é relativamente com-
pacto ⇔ ∃(xn)n ∈ cs0(X) tal que K ⊂ co ({xn}n).

Demonstração. (⇐) É fácil ver que se existe (xn)n ∈ cs0(X) tal que K ⊂ co ({xn}n) então
K é relativamente compacto, uma vez K ⊂ co ({xn}n) é fechado e este último é compacto
pelo Corolário 2.1.3.

(⇒) Se K é compacto então 2K também o é, então existem {xi}n1
i=1 ⊂ 2K tais que

2K ⊂ 2K ⊂
⋃n1

k=1B 1
2
(xk).

Podemos então definir indutivamente, tomando K1 = K e n0 = 0, uma sequência de
conjuntos relativamente compactos dados por

Kj =

nj−1⋃
k=nj−2+1

(2Kj−1 − xk) ∩B 1

2j
(0), para j ≥ 2 (2.1)

Note que o primeiro passo da indução segue da hipótese de K = K1 ser relativamente
compacto. Seja j > 1 , então, pela hipótese de indução, Kj−1 é relativamente compacto,



2.1 CARACTERIZAÇÃO DE CONJUNTOS RELATIVAMENTE COMPACTOS 49

desta forma, devem existir {xi}
nj−1

i=nj−2+1 ⊂ 2Kj−1 tais que 2Kj−1 ⊂
⋃nj−1

k=nj−2+1B 1

2j
(xk).

Portanto,Kj é relativamente compacto uma vez que cada termo da união finita na equação
(2.1) é relativamente compacto. Isso encerra a indução.

Note que k ≥ nj ⇒ xk ∈ B 1

2j
(0) ⇒ ||xk|| < 1

2j
donde segue que a sequência

(xk)k ∈ cs0(X).
Mostraremos agora que existem {xkj}nj=1 ⊂ {xk}∞k=1 tais que

x−
n∑
k=1

xkj
2k
∈ Kn+1

2n
.

De fato, se x ∈ K ⊂ K então 2x ∈ 2K ⇒ ∃xk1 ∈ {xi}n1
i=1 tal que 2x ∈ B 1

2
(xk1) ⇒

2x− xk1 ∈ K2 ⇒ x− xk1
2
∈ K2

2
. Suponhamos agora que x−

n∑
k=1

xkj
2k
∈ Kn+1

2n
, então

2n+1x−
n∑
k=1

2n−k+1xkj ∈ 2Kn+1 ⇒ ∃xkj+1
∈ {xk}

nj+1

k=nj+1

tal que

2n+1x−
n∑
k=1

2n−k+1xkj ∈ B 1
2n+1

(xkn+1)

portanto

2n+1x−
n+1∑
k=1

2n−k+1xkj ∈ B 1
2n+1

(0) ∩ 2Kn+1 ⊂ Kn+2 ⇒ x−
n+1∑
k=1

xkj
2k
∈ Kn+2

2n+1

e isso conclui a indução.

Desse fato concluímos trivialmente que

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−

n∑
k=1

xkj
2k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < 2−n, uma vez que

Kn+1 ⊂ B1(0) para todo n ∈ N e portanto x =
∞∑
k=1

xkj
2k
∈ co ({xn}n). Logo K ⊂ co ({xn}n)

e isso conclui a demonstração.

Esse resultado de Gröthendieck foi apresentado em [13] em 1955, é a principal motiva-
ção para quase cinquenta anos depois, em 2002, fosse proposta em [21] uma generalização
de ideia de compacidade: a p-compacidade.

Corolário 2.1.5. Seja K ⊂ X, então K é relativamente compacto ⇔ ∃(xn)n ∈ cs0(X) tal
que K ⊂ Γ ({xn}n).

Demonstração. A implicação direta é consequência do Teorema 2.1.4 e de trivialmente
co ({xn}n) ⊂ Γ ({xn}n). A recíproca segue do mesmo argumento do Teorema 2.1.4.
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Incluímos esse último resultado, que apesar de também ser uma caracterização, é mais
fraco que o Teorema de Gröthendieck pois apresentamos uma caracterização utilizando
Γ ({xn}n), a finalidade de colocarmos esse resultado é que ele será a base para novas
definições.

2.2 Conjuntos p-compactos

O último resultado da seção anterior foi, segundo os autores de [21], a inspiração para
dar a definição de conjunto p-compacto, mas antes disso precisaremos de alguns resultados.

Proposição 2.2.1. Sejam X um espaço de Banach, 1 < p, q <∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então a

função

E : `wp (X)→ B(`q, X)

x = (xn)n 7→ Ex
onde

Ex : `q → X

(αn)n 7→
∑∞

n=1 αnxn

é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Seja x = (xn)n ∈ `wp (X), vamos mostrar que Ex está bem definido. Dado

(αn)n ∈ `q, mostraremos que (sm)m definida por sm =
m∑
n=1

αnxn é uma sequência de

Cauchy em X, portanto convergente, uma vez que X é um espaço de Banach.
De fato, dado ε > 0, fixe n0 ∈ N tal que ||(xn)∞n=n0

||wp <
ε

||(αn)n||q
. Sejam m > k > n0,

pelo Teorema 1.1.23, existe f ∈ BX∗ tal que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
n=k

αnxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f
(

m∑
n=k

αnxn

)∣∣∣∣∣
Assim,

||sm − sk|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

m∑
n=k+1

αnxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f
(

m∑
n=k+1

αnxn

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

n=k+1

αnf(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

n=k+1

|αn||f(xn)|

≤ ||(αn)n||q ||(f(xn))∞n=n0
||p ≤ ||(αn)n||q ||(xn)∞n=n0

||wp < ε.

A linearidade de Ex é consequência da definição.
Seja x = (xn)n ∈ `wp (X), para cada (αn)n ∈ lq existe f ∈ BX∗ tal que
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f(Ex((αn)n)) = ||Ex((αn)n)|| e consequentemente

||Ex((αn)n)|| = |f(Ex((αn)n))| =

∣∣∣∣∣f
(
∞∑
n=1

αnxn

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

αnf(xn)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

|αn||f(xn)| ≤ ||(αn)n||q||(f(xn))n||p

≤ ||(αn)n||q||(xn)n||wp

(2.2)

e, portanto, Ex é contínua.
Afirmamos que E é linear. De fato considere λ ∈ K e x = (xn)n, y = (yn)n ∈ `wp (X)

então

E(λx+ y)((αn)n) = Eλx+y((αn)n) =
∞∑
n=1

αn(λxn + yn) = λ
∞∑
n=1

αnxn +
∞∑
n=1

αnyn =

λEx((αn)n) + Ey((αn)n) = λE(x)((αn)n) + E(y)((αn)n) ∀(αn)n ∈ `q.

Portanto
E(λx+ y) = λE(x) + E(y).

Mostraremos agora que E é uma bijeção. Seja (en)n a base de Schauder canônica de
`q, então

Ex = 0⇔ Ex((αn)n) = 0 ∀(αn)n ∈ `q ⇔
∞∑
n=1

αnxn = 0 ∀(αn)n ∈ `q,

em especial, para ek = (δkn)n portanto

xk = 0 ∀k ∈ N⇔ x = 0

e temos a injetividade de E.
Considere F ∈ B(`q, X). Para cada f ∈ X∗ temos que f ◦ F ∈ `p = `∗q e podemos

chamar f ◦ F = (λn)n e xn = F (en) para cada n ∈ N.
Assim,

f(xn) = f(F (en)) =
∞∑
k=1

λkδ
n
k = λn,

portanto ||(f(xn))n||p = ||(λn)n||p.
Desta forma, (xn)n ∈ `wp (X) e, para cada (αn)n ∈ `q,

Ex((αn)n) =
∞∑
n=1

αnxn =
∞∑
n=1

αnF (en) = F

(
∞∑
n=1

αnen

)
= F ((αn)n)
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donde concluímos que E(x) = Ex = F e portanto E é sobrejetora. Note que
E−1(F ) = x = (F (en))n.

Finalmente vamos mostrar que E é uma isometria. Utilizando a equação (2.2) concluí-
mos que ||E(x)|| = ||Ex|| ≤ ||x||wp .

Para cada f ∈ X∗, f ◦ F ∈ `p. Chamamos f ◦ F = (βn)n, assim f ◦ F (en) = βn e
||f ◦ F || = ||(βn)n||p. Então

||(f ◦ F (en))n|| = ||(βn)n||p = ||f ◦ F || ≤ ||f || ||F ||.

Portanto
||E−1(F )||wp ≤ sup

||f ||≤1

||f || ||F || = ||F ||

Consequentemente
||x||wp = ||E−1(E(x))||wp ≤ ||E(x)||.

Dessas duas desiqualdades segue que E é uma isometria.

Observação 2.2.1. Seja X um espaço de Banach, o isomorfismo isométrico acima conti-
nua válido nos casos E : `w∞(X) −→ B(`1, X) e E : `w1 (X) −→ B(c0, X). As demonstrações
são análogas utilizando as normas apropriadas, sendo que, por zelo, decidimos enunciar
separaradamente.

Note que se x = (xn)n ∈ `wp (X) e S ∈ B(X,Z) temos que S(x) = (S(xn))n ∈ `wp (Z)

e S ◦ Ex = ES(x). Esse resultado será utilizado nas próximas seções do capítulo 2 e no
capítulo 3.

Definição 2.2.2. (i) Sejam 1 ≤ p, q < ∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1 e x = (xn)n ∈ `sp(X)

uma sequência dada. Chamamos de envoltória p-convexa de x o conjunto Ex(B`q).
Denotamos Ex(B`q) = p− conv (x).

(ii) Seja x ∈ `s1(X) uma sequência dada. Chamamos de envoltória 1-convexa de x o
conjunto Ex(Bc0). Denotamos Ex(Bc0) = 1− conv(x).

(iii) Seja x ∈ cs0(X) uma sequência dada. Chamamos de envoltória ∞-convexa de x o
conjunto Ex(B`1). Denotamos Ex(B`1) =∞− conv(x).

Pela caracterização da envoltória absolutamente convexa feita no Corolário 2.1.3, se
x ∈ c0(X) então Γ (x) = Ex(B`1) =∞− conv(x).

O Lema de Gröthendieck (Teorema 2.1.4) diz que um conjunto K ⊂ X é relativamente
compacto se, e somente se, K ⊂ Γ (x) =∞− conv{x} para algum x ∈ cs0(X). Com base
nisto os autores de [21] apresentam a seguinte definição:
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Definição 2.2.3. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Um conjunto K ⊂ X é dito relativamente (fraca-
mente) p-compacto se K ⊂ p− conv ((xn)n) para algum (xn)n ∈ `sp(X) (∈ `wp (X)).

A partir das definições apresentadas, podemos enunciar a seguinte proposição:

Proposição 2.2.4. Sejam 1 ≤ p < r ≤ ∞ e K um conjunto relativamente p-compacto,
então K é relativamente r-compacto.

Demonstração. Se 1 < p < r <∞, considere 1 < q, s <∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1 e

1

r
+

1

s
= 1.

Como K é p-compacto existe x = (xn)n ∈ `sp(X) tal que K ⊂ Ex(B`q). Considere
x̃ = (x̃n)n definido por

x̃n =


(
||xn||

(p−r)
r xn

)
se ||xn|| 6= 0

0 se ||xn|| = 0
.

Assim x̃ ∈ `sr(X) pois
N∑
n=1

||x̃n||r ≤
∞∑
n=1

||xn||p ≤ ∞.

Seja y ∈ Ex(B`q), então existe (λn)n ∈ B`q tal que y =
∞∑
n=1

λnxn. Para cada n ∈ N

defina λ̃n = ||xn||
r−p
r λn disto segue que

∞∑
n=1

λ̃nx̃n =
∞∑
n=1

λnxn e

N∑
n=1

|λ̃n|s =
N∑
n=1

(
||xn||

r−p
r |λn|

)s
=

N∑
n=1

||xn||
s(r−p)
r |λn|s

D.H.

≤

(
N∑
n=1

||xn||
−s(p−r)

r
q
q−s

) q−s
q
(

N∑
n=1

|λn|q
) s

q

(∗)
≤

(
∞∑
n=1

||xn||p
) q−s

q
(
∞∑
n=1

|λn|q
) s

q

≤ ||x||
(q−s)p
q

p ∀N ∈ N

Observe que em (∗) usamos que o expoente do primeiro somatório é

(r − p)s
r

.
q

q − s
=
r − p
r − 1

.

p
p−1

p
p−1
− r

r−1

= p

Chamaremos α = ||x||
(q−s)p
q

p , assim y ∈ Ex̃(αB`s) = Eαx̃(B`s) para todo y ∈ Ex(B`q).
Consequentemente K ⊂ Ex(B`q) ⊂ Eαx̃(B`s).
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Os casos p = 1 e q =∞ são análogos.

Apesar de simples esse resultado nos ajuda a ver que, da forma como definimos, um
conjunto é ∞-compacto se, e somente se, ele é p-compacto para todo p, onde 1 ≤ p <∞.

A partir de agora, sempre apresentaremos as demonstrações para o caso 1 < p < ∞
sendo que os casos p = 1 e p =∞ seguem de forma análoga tomando os devidos cuidados
com a norma.

2.3 Operadores p-compactos

Podemos agora estender outros conceitos que dependam da ideia de compacidade.
O mais natural e o primeiro do qual trataremos é o de operadores p-compactos e, mais
adiante no capítulo 3, o de propriedade de p-aproximação que depende da definição de
operador p-compacto.

Um operador linear é dito compacto se T (BX) é um conjunto relativamente compacto.
Em analogia com esse conceito, é natural fazer a seguinte definição:

Definição 2.3.1. Um operador linear T : X → Y é dito (fracamente) p-compacto se
T (BX) é um conjunto relativamente (fracamente) p-compacto.

Note que se um operador linear T : X → Y leva conjuntos limitados em conjuntos
relativamente (fracamente) p-compactos, em especial, esses serão também limitados, ou
seja, T ∈ B(X, Y ).

Definição 2.3.2. Denotaremos por Kp(X, Y ) o conjunto dos operadores p-compactos e
por Wp(X, Y ) o conjunto dos operadores fracamente p-compactos.

Também denotaremos o subespaço de B(X, Y ) formado pelos operadores compactos
por K(X, Y ). Note que o conjunto K(X, Y ) coincide com o conjunto K∞(X, Y ).

Uma consequência da Proposição 2.2.4 é que, se 1 ≤ p < q ≤ ∞, um operador que é p-
compacto será também q-compacto e portanto a temos a inclusão Kp(X, Y ) ⊂ Kq(X, Y ).
No Exemplo 2.3.6, inspirado por uma ideia apresentada em [1], mostraremos que de forma
geral essa inclusão é estrita.

Apresentaremos agora um resultado do caso particular p = ∞ pois, vamos utilizá-lo
no decorrer do trabalho.

Proposição 2.3.3. K(Y,X) é um subespaço fechado de B(Y,X)
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Demonstração. Seja T ∈ K(Y,X), então existe (Tn)n ∈ K(Y,X) tal que Tn → T . Vamos
provar que se (T (yn))n ⊂ T (BY ), então (T (yn))n possui uma subsequência convergente e
teremos a tese a partir do Teorema 1.1.26.

Como T1 é compacto, (T1(yn))n possui uma subsequência convergente (T1(y1,n))n tal
que T (y1,n)→ x1 ∈ X. Indutivamente para todo i > 1, como Ti é compacto, (Ti(yi−1,n))n

possui uma subsequência convergente (Ti(yi,n))n tal que Ti(yi,n)→ xi ∈ X.
Defina ỹj = yj,j, fica então claro que Tn(ỹj)→ xn.
Dado ε > 0, como (Tn)n é de Cauchy, podemos tomar

n0 ∈ N tal que ||Tn − Tm|| < ε ∀n,m > n0 e então

||xn − xm|| = lim
j→∞
||Tn(ỹj)− Tm(ỹj)|| ≤ ||Tn − Tm|| < ε

Concluímos que (xn)n ⊂ X é uma sequência de Cauchy e portanto convergente para
x ∈ X já que X é um espaço de Banach.

Vejamos que de fato T (ỹn)→ x. Para isso, dado ε > 0, considere n0 ∈ N tal que

||T − Tm|| <
ε

3
∀m ≥ n0

||xm − x|| <
ε

3
∀m ≥ n0

Tome agora n1 ∈ N tal que

||Tn0(ỹn)− xn0|| <
ε

3
∀n > n1.

Daí, segue então que ∀n > max{n0, n1}

||T (ỹn)− x|| ≤ ||T (ỹn)− Tn0(ỹn)||+ ||Tn0(ỹn)− xn0||+ ||xn0 − x|| < ε.

Exemplo 2.3.4. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e λ = (λn)n ∈ c0, então o operador Mλ : `p → `p

dado por Mλ((xn)n) = (λnxn)n é compacto.

Considere λm = (λmn )n ∈ c00 dadas por

λmn =

λn se 1 ≤ n ≤ m

0 se n > m

onde estamos denotando por c00 o espaço das sequências quase nulas.
Sabemos que os operadores Mλm são compactos pois têm posto finito.
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Vejamos agora que Mλm → Mλ. De fato, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
|λn| < ε

2
∀n > n0.

Assim, quaisquer que sejam m > n0 e (αn)n ∈ B`p

||(Mλ −Mλm)((αn)n)||p = ||(λnαn)∞n=m+1|| ≤ sup
n>m
{λn}||(αn)∞n=m+1|| < ε.

Segue da Proposição 2.3.3 que Mλ ∈ K(`p, `p).

Passaremos agora a mostrar alguns exemplos ligados à definição de p-compacidade.

Exemplo 2.3.5. Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ com
1

p
+

1

q
= 1 e λ = (λn)n ∈ `p, então o operador

Mλ : `q → `1 dado por Mλ((xn)n) = (λnxn)n é p-compacto.

Considere (en)n a base de Schauder canônica de `1. Então (λnen)n ∈ `sp(`1) e

Mλ(B`q) =
{

(αnλn)n
∣∣(αn)n ∈ B`q

}
=

{
∞∑
n=1

αn(λnen)

∣∣∣∣∣(αn)n ∈ B`q

}
= p− conv ((λnen)n) .

Exemplo 2.3.6. Sejam 1 ≤ p < r ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1,

1

r
+

1

s
= 1 e (an)n ∈ `r \`p. Considere

a = (anen)n ∈ `sr(`p), então o operador Ea : `s → `p é obviamente r-compacto, mas não é
p-compacto.

Denote por (en)n a base de Schauder canônica de `p, mostraremos que o conjunto
K = {Ea(en)}n = {anen}n ⊂ Ea(B`s) não é p-compacto.

Suponha por absurdo que exista (xn)n ∈ `sp(`p) tal que K ⊂ p − conv ((xn)n). Para

cada n ∈ N, deveria existir (λnm)m ∈ B`q tal que anen =
∞∑
i=1

λni xi, mas então

anen =
∞∑
i=1

λni xi =
∞∑
i=1

λni

∞∑
j=1

xijej =
∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

λni x
i
j

)
ej ⇒

an =
∞∑
i=1

λni x
i
n e

∞∑
i=1

λni x
i
j = 0 para todo j 6= n.
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Assim, pela Proposição 1.1.9,

∞∑
n=1

|an|p =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

λni x
i
n

∣∣∣∣∣
p

≤
∞∑
n=1

(
∞∑
i=1

|λni |q
) p

q
(
∞∑
i=1

|xni |p
) p

p

≤
∞∑
i=1

||xi||pp <∞⇒ (an)n ∈ `p

Mas isso é um absurdo, pois contradiz a escolha inicial de (an)n, portanto, como K ⊂
Ea(B`s) e o primeiro não é p-compacto, tão pouco o segundo e segue que Ea 6∈ Kp(`s, `p).

A próxima proposição nos auxiliará, após definir uma norma conveniente em Kp(X, Y ),
a mostrar que este será um espaço de Banach.

Antes de enunciar tal resultado, vamos fixar a notação que usaremos daqui para frente.
Seja y = (yn) ∈ `sp(Y ). Denotaremos por π : `q → `q/ker(Ey) a operação quociente

e por Ẽy : `q/ker(Ey) → Im(Ey) ⊂ Y o único operador limitado entre esses espaços
satisfazendo Ey = Ẽy ◦ π conforme Teorema 1.3.6.

Proposição 2.3.7. Sejam X, Y espaços de Banach e 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1,

então as seguintes condições são equivalentes:

(i) T ∈ Kp(X, Y ).

(ii) Existem y ∈ `sp(Y ) e Ty ∈ B(X, `q/ker(Ey)) tais que T = Ẽy ◦ Ty.

(iii) Existem y ∈ `sp(Y ) e Sy ∈ B(Im(E∗y), X
∗) tais que T ∗ = Sy ◦ Ẽ∗y .

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Seja T ∈ Kp(X, Y ), então existe y ∈ `sp(Y ) tal que
T (BX) ⊂ Ey(B`q). Portanto, para cada x ∈ BX , existe α ∈ B`q tal que T (x) = Ey(α).

Considere o operador Ty : X → `q/ker(Ey) definido Ty(x) = [α]. Caso exista
β ∈ B`q tal que T (x) = Ey(β), teremos Ey(α − β) = 0, isto é, α − β ∈ ker(Ey). As-
sim, Ty fica bem definido. Segue da construção que T = Ẽy ◦ Ty e Ty é contínua pois
Ty(BX) ⊂ B (`q/ker(Ey)).

(ii)⇒ (i) Sejam y ∈ `sp(Y ) e Ty ∈ B(X, `q/ker(Ey)) tais que T = Ẽy ◦ Ty.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ||Ty|| ≤ 1. De fato, se Ty 6= 0,

T = Ẽ||Ty ||y ◦
(

Ty
||Ty||

)
.

Consequentemente

T (BX) ⊂ E||Ty || y(Blq) = p− conv (||Ty||y) .
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(ii)⇒ (iii) Seja y = (yn)n ∈ `sp(Y ), afirmamos que (`q/ ker (Ey))
∗ pode ser identificado

com Im(E∗y). De fato, seja β ∈ Im(E∗y) ⊂ `p, então existe f ∈ Y ∗ tal que β = (f(yn))n.
Para cada α = (αn)n ∈ ker (Ey) ⊂ `q temos

∞∑
n=1

f(yn)αn =
∞∑
n=1

f(ynαn) = f

(
∞∑
n=1

ynαn

)
= f(0) = 0.

Portanto,

(f(yn))n ∈

{
f = (fi)i ∈ `p

∣∣∣∣∣f(x) =
∞∑
i=1

fiαi = 0 ∀α = (αn)n ∈ ker (Ey)

}

isto é, β ∈ ker (Ey)
⊥. Assim, Im(E∗y) ⊂ ker (Ey)

⊥ e como ker (Ey)
⊥ é fechado, concluímos

que Im(E∗y) ⊂ ker (Ey)
⊥.

Reciprocamente, seja f = (αn)n ∈ ker (Ey)
⊥. Para cada i ∈ N, considere o subespaço

Fi = [{yj}ij=1] e o funcional fi : Fi → K linear definido por fi(yj) = αj ∀1 ≤ j ≤ i.
Primeiramente, afirmamos que fi fica bem definido. De fato, suponha que existem

escalares β̃n, 1 ≤ n ≤ i, tais que
i∑

n=1

β̃nyn = 0. Considere a sequência (βn)n ∈ `q definida

por

βn =

β̃n se 1 ≤ n ≤ i

0 se n > i

então (βn)n ∈ ker (Ey)⇒ f((βn)n) =
i∑

n=1

αnβn = 0.

Utilizando o Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.23), para cada i ∈ N obtemos
uma extensão f̃i ∈ Y ∗ de fi. Fica claro então que (f̃i(yj))j

i→∞−→
||.||p

f e segue que f ∈ Im(E∗y).

Portanto ker (Ey)
⊥ ⊂ Im(E∗y).

Finalmente da identificação ker (Ey)
⊥ = (`q/ ker (Ey))

∗ o que queríamos.
Por hipótese, existem y ∈ `sp(Y ) e Ty ∈ B(X, `q/ker(Ey)) tais que T = Ẽy ◦ Ty. Pela

Proposição 1.3.2, T ∗ = T ∗y ◦ Ẽ∗y . Basta então tomar Sy = T ∗y .

(ii) ⇐ (iii) Por hipótese, existem y ∈ `sp(Y ) e Sy ∈ B(Im(E∗y), X
∗) tais que

T ∗ = Sy ◦ Ẽ∗y . Já vimos que (`q/ ker (Ey))
∗ = Im(E∗y).

Seja f ∈ Y ∗, então E∗y(f) = (f(yn))n. Portanto Sy(Ẽ∗y(f)) = Sy((f(yn))n) = T ∗(f) =

T ∗y (E∗y(f)), disso segue a igualdade Sy = T ∗y .
Assim, T ∗ = Sy ◦ E∗y = (Ey ◦ Ty)∗ e segue do Corolário 1.3.3 que T = Ey ◦ Ty como

queríamos.

Destacamos agora algo que nos será útil no capítulo 3: note que a identificação
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ker (Ey)
⊥ = Im(E∗y), que apresentamos no item (ii) ⇒ (iii), nos diz que se Ey é in-

jetora se e somente se Im(E∗y) é denso em Y ∗.
Vemos que se T ∈ Wp(X, Y ), então existe y ∈ `wp (Y ) tal que T (BX) ⊂ Ey(B`q) e

seguindo os mesmos passos da demonstração anterior podemos demonstrar a proposição
a seguir.

Proposição 2.3.8. Sejam X, Y espaços de Banach e 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1,

então as seguintes condições são equivalentes:

(i) T ∈ Wp(X, Y ).

(ii) Existem y ∈ `wp (Y ) e Ty ∈ B(X, `q/ker(Ey)) tais que T = Ẽy ◦ Ty.

(iii) Existem y ∈ `wp (Y ) e Sy ∈ B(Im(E∗y), X
∗) tais que T ∗ = Sy ◦ Ẽ∗y .

Proposição 2.3.9. Sejam X e Y espaços de Banach, então Kp(X, Y ) munido com as
operações usuais é um espaço vetorial. Para cada T ∈ Kp(X, Y ), considere

κp (T ) = inf {||y||p | y ∈ `sp(X) e T (BX) ⊂ Ey(B`q)},

então κp é uma norma em Kp(X, Y ) tal que ||T || ≤ κp (T ).

Demonstração. Vamos mostrar que Kp(X, Y ) é um espaço vetorial. Como Kp(X, Y ) ⊂
B(X, Y ), necessitamos mostrar apenas que este é um subespaço.

Sejam λ ∈ K e T ∈ Kp(X, Y ), então existe y ∈ `p(Y ) tal que T (BX) ⊂ Ey(B`q).
Pela Proposição 2.2.1, temos que λT (BX) ⊂ λEy(B`q) = Eλy(B`q). Como λy ∈ `p(Y ) e
λT (BX) ⊂ Eλy(B`q), temos que λT ∈ Kp(X, Y ).

Sejam T, S ∈ K(X, Y ), então existem y = (yn)n, z = (zn)n ∈ `sp(Y ) tais que T (BX) ⊂
Ey(B`q) e S(BX) ⊂ Ez(B`q).

Considere

wn =

yk se n = 2k − 1

zk se n = 2k
(2.3)

temos então que

N∑
n=1

||wn||p ≤
∞∑
n=1

||yn||p +
∞∑
n=1

||zn||p = ||y||pp + ||z||pp <∞, (2.4)

portanto w = (wn)n ∈ `sp(X).
Mostremos agora que existe Tw ∈ B(X, `q/ker(Ew)) tal que T + S = Ẽw ◦ Tw e o

resultado seguirá da Proposição 2.3.7. Para cada x ∈ BX existem α = (αn)n, β = (βn)n ∈
B`q tais que T (x) = Ey(α) e S(x) = Ez(β).
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Consideremos o operador Tw : X → `q/ker(Ew) definido por

Tw(x) = [(γn)n]

onde (γn)n é dada por

γn =

αn se n = 2k − 1

βn se n = 2k
.

Tw está bem definido pois se α̃ = (α̃n)n, β̃ = (β̃n)n ∈ B`q são tais que T (x) = Ey(α̃) e
S(x) = Ez(β̃), temos que (γ̃n)n ∈ `q dada por

γ̃n =

α̃n se n = 2k − 1

β̃n se n = 2k
,

é tal que Ew((γ̃n)n) = Ey(α) +Ez(β) = (T +U)(x) = Ew((γn)n). Portanto (γn)n− (γ̃n) ∈
kerEw.

Assim, T + S = Ẽw ◦ Tw e Tw ∈ B(X, `q/ker(Ew)).

Para finalizar, vamos mostrar que κp é uma norma. Sejam T ∈ K(X, Y ) e ε > 0,
então existe y ∈ `sp(Y ) tal que κp (T ) ≤ ||y||p < κp (T ) + ε e T (BX) ⊂ Ey(B`q). Assim,
||T || ≤ ||Ey|| = ||y||wp ≤ ||y||p < κp (T ) + ε, portanto ||T || ≤ κp (T ).

Usando agora que ||.|| é uma norma em B(X, Y ), κp (T ) = 0 ⇒ ||T || = 0 ⇒ T = 0.
Portanto vale (N1).

(N2) segue utilizando o que provamos na Proposição 2.2.1.
Sejam T, S ∈ K(X, Y ), então existem y, z ∈ `sp(Y ) tais que T (BX) ⊂ Ey(B`q) e

S(BX) ⊂ Ez(B`q).
Considere w = (wn)n ∈ `sp(Y ) definido como na equação (2.3). Já vimos que dessa

definição segue que T + S = Ẽw ◦ Tw, além disso, a equação (2.4) nos diz que ||w||p ≤
||y||p + ||z||p.

Portanto,

κp (T + S) = inf
{
||w̃||p | w̃ ∈ `sp(Y ) e (T + S)(BX) ⊂ Ew̃(B`q)

}
≤ ||w||p ≤ ||y||p + ||z||p

Podemos agora tomar o ínfimo sobre os y, z ∈ `sp(Y ) tais que T (BX) ⊂ Ey(B`q) e
S(BX) ⊂ Ez(B`q).

Assim,

κp (T + S) ≤ inf
{
||y||p | T (BX) ⊂ Ey(B`q) e y ∈ `sp(X)

}
+

inf
{
||w||p | S(BX) ⊂ Ew(B`q) e w ∈ `sp(X)

}
= κp (T ) + κp (S)
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Note que o principal resultado usado nessa demonstração é a Proposição 2.3.7. Uti-
lizando a versão para operadores fracamente p-compactos dessa proposição (Proposição
2.3.8) podemos obter um resultado inteiramente análogo para os operadores fracamente
p-compactos.

Proposição 2.3.10. Sejam X e Y espaços de Banach, então Wp(X, Y ) munido com as
operações usuais é um espaço vetorial. Para cada T ∈ Wp(X, Y ), considere

ωp (T ) = inf {||y||wp |y ∈ `wp (X) e T (BX) ⊂ Ey(B`q)},

então ωp é uma norma em Wp(X, Y ) tal que ||T || ≤ ωp (T ) ≤ κp (T ).

Note que acrescentamos uma relação entre as normas κp e ωp que segue da inclusão
`sp(Y ) ⊂ `wp (Y ).

Lema 2.3.11. (i) Se X, Y, Z e W são espaços de Banach, F ∈ B(Y, Z), G ∈ B(W,X)e
T ∈ Kp(X, Y ) então F ◦ T ◦G ∈ Kp(W,Z) e κp (FTG) ≤ ||F ||κp (T ) ||G||.

(ii) κp (T ) = inf
{
||Sy|| ||y||p

∣∣∣ y ∈ `sp(Y ) e T ∗ = SyẼ∗y

}
.

Demonstração. (i) Seja y ∈ `sp(Y ) é tal que T (BX) ⊂ Ey(B`q), então

FTG(BW ) ⊂ FT (||G||BX) ⊂ F (||G||Ey(B`q)) = E||G||F (y)(B`q),

Portanto κp (FTG) ≤ ||G|| ||F (y)|| ≤ ||G|| ||F || ||y||p. Tomando agora o ínfimo sobre os
y ∈ `sp(Y ) tais que T (BX) ⊂ Ey(B`q) concluímos que

κp (FTG) ≤ ||G|| ||F (y)|| ≤ ||F ||κp (T ) ||G||

(ii) Sejam T ∈ Kp(Y,X) e ε > 0, então existe y ∈ `sp(X) tal que κp (T ) ≤ ||y|| <
κp (T ) + ε. Pela construção feita na Proposição 2.3.7, T = Ẽy ◦ Ty com ||Ty|| = ||Sy|| < 1.

Assim, devemos ter

κp (T ) = κp

(
Ẽy ◦ Ty

)
≤ κp

(
Ẽy

)
||Ty|| ≤ ||Sy|| ||(yn)n||p,

mas por outro lado,
||Sy|| ||(yn)n||p < κp (T ) + ε
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Tomando então o ínfimo sobre y ∈ Y tais que T (BX) ⊂ Ey(B`q) segue que

κp (T ) = inf
{
||Sy|| ||y||p

∣∣∣ y ∈ `sp(Y ) e T ∗ = SyẼ∗y

}
.

Lema 2.3.12. Seja T ∈ Kp(X, Y ) então, dado ε > 0, existem y ∈ `sp(Y ) e Sy ∈
B(Im(E∗y), X

∗) tais que T ∗ = Sy ◦ Ẽ∗y e satisfazendo simultâneamente

||y||p < (κp (T ) + ε)
1
p e ||Sy|| < (κp (T ) + ε)

1
q

Demonstração. Seja T ∈ Kp(X, Y ). Caso T seja identicamente nula, o resultado é óbvio.
Suponha que T é não nula. Pelo Lema 2.3.11,

κp (T ) = inf
y∈`sp(Y )

{
||Sy|| ||y||p

∣∣∣ T ∗ = SyẼ∗y

}
então, existem ỹ = (ỹk)k ∈ `sp(Y ) não nulo e Sỹ ∈ B(Im(E∗y), X

∗) tais que

T ∗ = SỹẼ
∗
ỹ e ||Sỹ|| ||Tỹ|| − κp (T ) < ε⇒

||Sỹ|| ||Tỹ|| < (κp (T ) + ε)
1
q (κp (T ) + ε)

1
p .

Considere µ ∈ (0, 1) tal que
||Sỹ|| ||ỹ||

1− µ
< κp (T ) + ε, α =

(κp (T ) + ε)
1
p (1− µ)

||ỹ||
e

y = (yk)k = αỹ, então

||y|| = |α| ||ỹ|| = (κp (T ) + ε)
1
p (1− µ) < (κp (T ) + ε)

1
p .

Note que Im(E∗y) = Im(E∗ỹ), portanto,

Sy ((f(ỹk))k) = Sy

(
1

α
(f(yk))k

)
=

1

α
Sy ((f(yk))k) =

1

α
T ∗f =

1

α
Sỹ((f(ỹk))k)⇒

Sy =
1

α
Sỹ ⇒ T ∗ = SyE

∗
y

além disso,

||Sy|| =
1

α
||Sỹ|| =

||ỹ|| ||Sỹ||
(κp (T ) + ε)

1
p (1− µ)

<
κp (T ) + ε

(κp (T ) + ε)
1
p

= (κp (T ) + ε)
1
q .
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Proposição 2.3.13. (Kp(X, Y ), κp) é um espaço de Banach.

Demonstração. Vamos usar a caracterização de espaços de Banach dada no Teorema
1.1.17.

Seja (Tn)n ⊂ Kp(X, Y ) uma sequência tal que
∞∑
n=1

κp (Tn) <∞.

Dado ε > 0, o Lema 2.3.12 diz que existem yn = (ynm)m ∈ `sp(Y ) e Sn ∈ B(Im(E∗y), X
∗)

para cada n ∈ N satisfazendo

T ∗ = SnẼ∗yn , ||yn||p <
(
κp (Tn) +

ε

2n

) 1
p e ||Sn|| <

(
κp (Tn) +

ε

2n

) 1
q
.

Note que

N∑
n=1

||yn||pp <
N∑
n=1

κp (Tn) +
ε

2n
≤

∞∑
n=1

κp (Tn) + ε <∞⇒ (yn)n ∈ `sp(`sp(Y )).

Seja φ : N2 → N uma bijeção e considere y = (ỹk)k ∈ `sp(Y ) definido por ỹφ(n,m) = ynm.
Para tal y temos:

E∗y(f)((αn)n) = f

(
∞∑
k=1

ỹkαk

)
= f

(
∞∑
n=1

∞∑
m=1

ynmαφ(n,m)

)

= f

(
∞∑
n=1

Eyn((αφ(n,m))m)

)

=
∞∑
n=1

E∗yn(f)((αφ(n,m))m) ∀(αn)n ∈ `q

(2.5)

Definamos agora Sy : Im(E∗y)→ X∗ dado por

Sy(E
∗
y(f)((αn)n)) = Sy

(
∞∑
n=1

E∗yn(f)((αφ(n,m))m)

)

=
∞∑
n=1

SnE
∗
yn(f)((αφ(n,m))) ∀(αn)n ∈ `q e ∀f ∈ Y ∗.

(2.6)
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Afirmamos que Sy ∈ B(Im(E∗y), X
∗). De fato, sejam f ∈ X∗ e α = (αn)n ∈ `q

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

SnE
∗
yn(f)((αφ(n,m)))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ||α||p ||f ||

N∑
n=1

∣∣∣∣SnE∗yn(f)
∣∣∣∣

≤ ||α||p ||f ||
N∑
n=1

||Sn|| ||yn||p

≤ ||α||p ||f ||

(
N∑
n=1

||Sn||q
) 1

q
(

N∑
n=1

||xn||pp

) 1
p

≤ ||α||p ||f ||

(
N∑
n=1

κp (Tn) +
ε

2n

) 1
q
(

N∑
n=1

κp (Tn) +
ε

2n

) 1
p

≤ ||α||p ||f ||

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

)
<∞ ∀N ∈ N

(2.7)
o que mostra que S está bem definida.

Tomando o limite N →∞ na equação (2.7) obtemos que

||Sy(E∗y(f)((αn)n))|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

SnE
∗
yn(f)((αφ(n,m)))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ||α||p ||f ||

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

)

então

||Sy(E∗y(f))|| = sup
(αn)n∈B`q

||Sy(E∗y(f)((αn)n))||

≤ sup
(αn)n∈B`q

||α||p ||f ||

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

)
= ||f ||

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

) (2.8)

consequentemente

||Sy(E∗y(f))|| = sup
{
||Sy(E∗y(f))||

∣∣ ||E∗y(f)|| ≤ 1
}
≤ sup

f∈BX∗
{||y||p ||Sy(E∗y(f))||}

= sup
f∈BX∗

{
||y||p ||f ||

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

)}

= ||y||p

(
∞∑
n=1

κp (Tn) + ε

)
<∞

(2.9)

portanto Sy é limitada.
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Finalmente,

T ∗(f) =
∞∑
n=1

T ∗n(f) =
∞∑
n=1

SnE
∗
yn(f) = SyE

∗
y(f).

Segue da Proposição 2.3.7 que T ∈ Kp(X, Y ).

Fixe N ∈ N tal que
∞∑
n=N

κp (Tn) < ε. Para todo n > N temos que

κp

(
T −

N∑
n=1

Tn

)
= κp

(
∞∑

n=N+1

Tn

)
≤

∞∑
n=N

κp (Tn) < ε

e portanto
N∑
n=1

Tn
kp−→ T .

Seguindo o mesmo procedimento, mas desta vez utilizando a Proposição 2.3.8, que é
análoga à Proposição 2.3.7 teremos o seguinte resultado:

Proposição 2.3.14. (Wp(X, Y ), ωp) é um espaço de Banach.
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3
A Propriedade de p-Aproximação

Este capítulo é dedicado ao estudo da Teoria de p-aproximação, que assim como
aconteceu no capítulo anterior, surge como uma generalização do que nos referiremos
como propriedade de aproximação (clássica) (a.p.). A a.p. foi amplamente estudada por
Gröthendieck entre os anos de 1953 e 1955.

Assim, o foco desse capítulo é apresentar análogos do Teorema de Gröthendieck para
o caso da propriedade de p-aproximação. Apresentaremos as definições e resultados pu-
blicados em [21].

3.1 Propriedade de Aproximação Clássica e Proprie-

dade de p-Aproximação

Daremos início definindo a propriedade de aproximação (a.p.) e tratando de alguns
resultados que precisaremos futuramente. Posteriormente, definiremos, em analogia com
a a.p., a propriedade de p-aproximação (p-a.p.) e suas equivalências seguindo a referência
[21].

Definição 3.1.1. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade de apro-
ximação se dados um conjunto compacto K ⊂ X e ε > 0 existe T ∈ F(X) tal que
||Tx− x|| < ε ∀x ∈ K.

67
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Vamos agora apenas enunciar o Teorema de Gröthendieck, afinal, foi com o intuito de
encontrar uma generalização que foram feitas todas as definições de [21] e que apresenta-
remos a seguir.

Teorema 3.1.2 (Gröthendieck). Seja X um espaço de Banach, então são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de aproximação.

(ii) Para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é denso em B(Y,X) com a topologia
da convergência uniforme sobre conjuntos compactos.

(iii) Para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é denso em K(Y,X) com a topologia
da norma usual em B(Y,X).

(iv) Se (xn)n ⊂ X e (x∗n)n ⊂ X∗ são tais que

∞∑
n=1

||x∗n|| ||xn|| <∞ e
∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X, então
∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0.

Não apresentaremos tal demonstração neste momento, pois, como dissemos, esse será
um caso particular dos teoremas que apresentaremos mais adiante, uma vez que escolhe-
remos nossas definições de forma que o caso p =∞ recaia no caso clássico.

Apresentaremos agora um resultado que além de gerar toda uma classe de exemplos
de espaços com a a.p. servirá para mostrar um interessante resultado proposto em 1932
por S. Banach em [2] cuja solução foi dada por P. Enflo em [10].

Proposição 3.1.3. Seja X um espaço de Banach, se X admite uma base de Schauder,
então X tem a propriedade de aproximação.

Demonstração. Seja (ei)i uma base de Schauder de X. Para cada x ∈ X existe uma única

sequência de escalares (αn)n tal que x =
∞∑
i=1

αiei.

Considere as projeções canônicas Pn : X → [{ei}ni=1] dadas por Pn(x) =
n∑
i=1

αnei.

Sabemos pelo Teorema 1.1.20 que existe M > 0 tal que ||Pn|| < M ∀n ∈ N.
Dados ε > 0 e K um conjunto compacto, existem {yi}ni=1 ⊂ K tais que K ⊂

n⋃
i=1

B ε
3(M+1)

(yi) e existe nε ∈ N tal que ||Pnεyi − yi|| < ε
3
∀1 ≤ i ≤ n.

Seja x ∈ K, então existe yj ∈ {yi}ni=1 tal que ||x−yj|| <
ε

3(M + 1)
. Consequentemente,

||Pnεx− x|| ≤ ||Pnεx− Pnεyj||+ ||Pnεyj − yj||+ ||yj − x|| < ε.
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Portanto,
||Pnεx− x|| < ε, ∀x ∈ K.

Vamos agora demonstrar um resultado do qual seguirá que todo espaço de Hilbert tem
a a.p..

Teorema 3.1.4. Seja H um espaço de Hilbert, então F(X,H) = K(X,H) para qualquer
espaço de Banach X.

Demonstração. Claro que F(X,H) ⊂ K(X,H) uma vez que todo operador de posto finito
é compacto e K(X,H) é fechado.

Sejam T ∈ K(X,H) e ε > 0, então T (BX) é relativamente compacto e portanto

existem {hi}ni=1 tais que T (BX) ⊂
n⋃
i=1

B ε
2
(hi).

Seja P : H → [{hi}ni=1] ⊂ H a projeção ortogonal sobre [{hi}ni=1], então P ◦ T ∈
F(X,H).

Observamos que como ||P || ≤ 1,

||P ◦ T (x)− hi|| = ||P ◦ T (x)− P (hi)|| ≤ ||T (x)− hi|| ∀1 ≤ i ≤ n.

Assim, para cada x ∈ BX , então ∃hj ∈ {hi}ni=1 tal que ||T (x)− hj|| < ε
2
e

||T (x)− P ◦ T (x)|| ≤ ||T (x)− hj||+ ||hj − P ◦ T (x)|| ≤ 2||T (x)− hj|| < ε

Finalmente, como a última desigualdade vale para x ∈ BX arbitrário, temos a tese.

Segue também do Teorema de Gröthendieck (Teorema 3.1.2) e do Teorema 3.1.4 o
seguinte resultado:

Corolário 3.1.5. Todo espaço de Hilbert tem a propriedade de aproximação clássica.

Definição 3.1.6. Seja 1 ≤ p ≤ ∞, dizemos que um espaço de Banach X tem a proprie-
dade de p-aproximação se para todo conjunto p-compacto K ⊂ X e para todo ε > 0 existe
T ∈ F(X) tal que ||Tx− x|| < ε ∀x ∈ K.
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Definição 3.1.7. Sejam X, Y espaços de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞, chamaremos de topologia
da convergência uniforme sobre conjuntos p-compactos a topologia localmente convexa
sobre B(Y,X), que denotaremos por τp, gerada pela família de seminormas

||.||K = sup {||T (y)|| | y ∈ K}

onde K percorre todos os conjuntos p-compactos de Y .

Lembramos ainda que τp é uma topologia Hausdorff uma vez que subconjuntos finitos
são sempre p-compactos.

Note que se podemos aproximar o operador identidade por operadores de posto finito
uniformemente sobre conjuntos p-compactos, podemos aproximar qualquer operador limi-
tado nas mesmas condições e temos o seguinte resultado que é o análogo da equivalência
(i) ⇔ (ii) no Teorema de Gröthendieck.

Proposição 3.1.8. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞, então são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) Para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é τp-denso em B(Y,X).

Uma conclusão imediata é que se p ≤ q e X tem a propriedade de q-aproximação então
X tem a propriedade de p-aproximação. Isso se dá pois, como X tem a q-aproximação,
B(Y,X) = F(Y,X)

τq por hipótese, mas pela Proposição 2.2.4, τp ≤ τq, assim B(Y,X) =

F(Y,X)
τq ⊂ F(Y,X)

τp ⊂ B(Y,X) e portanto B(Y,X) = F(Y,X)
τp .

Um último comentário, é que se um espaço tem a propriedade de aproximação ele tem
a propriedade de p-aproximação para qualquer p ≥ 1.

Novamente o conceito de propriedade de ∞-aproximação coincide com a propriedade
de aproximação clássica (a.p.) estudada por Gröthendieck e nosso grande objetivo agora é
conseguir um resultado que generalize o Teorema de Gröthendieck para a p-a.p. em lugar
apenas da a.p., trabalho esse começado em [21] e que se seguiu em [6].

Vejamos agora o primeiro resultado nesse sentido.

Proposição 3.1.9. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞, então são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) Para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é ||.||-denso em Kp(Y,X).

Demonstração. (i)⇒ (ii) Sejam T ∈ Kp(Y,X) e ε > 0 dados, então T (BY ) é um conjunto
relativamente p-compacto de X. Como X é um espaço que possui a p-a.p., existe F ∈
F(X) tal que

||F (x)− x|| < ε

2
∀x ∈ T (BY )⇒ ||F ◦ T (y)− T (y)|| < ε

2
∀y ∈ BY .
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Assim, F ◦ T ∈ F(Y,X) é tal que ||F ◦ T − T || < ε, portanto F(Y,X) é ||.||-denso em
Kp(Y,X).

(ii)⇒ (i) Dados ε > 0 e K um conjunto relativamente p-compacto, existe x = (xn)n ∈
`sp(X) tal que K ⊂ p − conv ((xn)n). Considere Y = `q/ ker (Ex) e Ẽx : Y → X como na
Proposição 2.3.7. O operador Ẽx é p-compacto por definição e K ⊂ Ẽx(BY ).

Por hipótese, existe F ∈ F(Y,X) tal que

||F (y)− Ẽx(y)|| < ε ∀y ∈ BY ⇒ ||F ◦ Ẽ−1
x (x)− x|| < ε ∀x ∈ Ẽx(BY ) ⊃ K

e temos a tese uma vez que F ◦ Ẽ−1
x ∈ F(X).

3.2 Caracterização via ωp-densidade

Começaremos agora a apresentar a demonstração da versão generalizada do Teorema
de Gröthendieck (Teorema 3.1.2), mas para isso precisaremos do seguinte lema bastante
útil.

Lema 3.2.1. Seja (xn)n ∈ `sp(X) então existe uma sequência (tn)n de números positivos,
estritamente crescente e com tn →∞ tal que (yn)n = (tnxn)n ∈ `sp(X).

Demonstração. O caso em que existe N ∈ N tal que xn = 0 ∀n > N é trivial, então
iremos supor que isso não acontece.

Como (xn)n ∈ `sp(X), podemos definir M0 = 0 e tomar, para cada k ∈ N

Mk = max

{
min

{
N ∈ N

∣∣∣∣∣
∞∑
n=i

||xn||p <
1

2kk
∀i > N

}
,Mk−1 + 1

}
.

Note que (Mk)k é uma sequência de números inteiros estritamente crescente, portanto,
ilimitada. Considere

tn =

1 se 1 ≤ n ≤M1

k
1
p se Mk < n ≤Mk+1

que é claramente estritamente crescente, ilimitada e de termos positivos.
Desta forma, a sequência (yn) = (tnxn)n ∈ `sp(X) pois

N∑
n=1

||yn||p =
N∑
n=1

|tn|p ||xn||p ≤
M1∑
n=1

||xn||p +
N∑
k=1

Mk+1∑
n=Mk+1

|tn|p ||xn||p =
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M1∑
n=1

||xn||p +
N∑
k=1

tpMk+1

Mk+1∑
n=Mk+1

||xn||p ≤
M1∑
n=1

||xn||p +
N∑
k=1

k
1

2kk
≤

M1∑
n=1

||xn||p +
∞∑
k=1

1

2k
.

Tomando agora o limite para N →∞, segue que

∞∑
n=1

||yn||p ≤
M1∑
n=1

||xn||p +
∞∑
k=1

1

2k
<∞.

Antes de continuarmos, vamos estabelecer algumas notações. Sejam y∗n funcionais line-

ares de Y e xn ∈ X com 1 ≤ n ≤ N . Escreveremos
N∑
n=1

y∗n ⊗ xn para simbolizar o operador

linear definido por
N∑
n=1

y∗n ⊗ xn(y) =
N∑
n=1

y∗n(y)xn ∀y ∈ Y

Um operador F ∈ F(Y,X) se, e somente se, existem y∗n ∈ Y ∗ e xn ∈ X, 1 ≤ n ≤ N tais
que

F =
N∑
n=1

y∗n ⊗ xn.

Vamos agora apresentar um importante resultado demonstrado em [21] que é o análogo
da equivalência de (i) ⇔ (iii) no Teorema de Gröthendieck.

Teorema 3.2.2. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço de Banach, as seguintes condições
são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) F(Y,X) é wp-denso em Kp(Y,X) para todo espaço de Banach Y .

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Sejam Y um espaço de Banach e ε > 0 dados. Para cada
T ∈ Kp(Y,X), ∃x ∈ `sp(X) tal que T (BY ) ⊂ Ex(B`q).

Uma vez que Ex(B`q) é p-compacto, por hipótese ∃F ∈ F(X) com

||(F − I)(x̃)|| < ε

2
∀x̃ ∈ Ex(B`q)⇒

||(F − I)Ex|| = sup
{
||(F − I)Ex((αn)n)||

∣∣ (αn)n ∈ B`q

}
< ε

Denote por F̃ = F ◦ T ∈ F(Y,X), pela escolha de F̃ temos que

(F̃ − T )(BY ) = (F − I)(T (BY )) ⊂ (F − I)(Ex(B`q)) = E((F−I)(xn))n(B`q),
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portanto,

ωp

(
F̃ − T

)
≤ ||((F − I)(xn))n||wp = ||E((F−I)(xn))n|| = ||(F − I)Ex|| < ε

(ii)⇒ (i) Sejam ε > 0 e K um conjunto relativamente p-compacto dados, então existe
x = (xn)n ∈ `sp(X) tal que K ⊂ p− conv (x) ⊂ X.

Pelo Lema 3.2.1, existe uma sequência de escalares (tn)n tal que tn > 0, tn → ∞ e
x̃ = (tnxn)n ∈ `sp(X). Considere U = p− conv (x̃) e Y = [U ], note que pela linearidade de

Ex̃, se λ ∈ [−1, 1] e u ∈ U , então λx ∈ U , portanto Y =
∞⋃
n=1

nU , além disso, U é compacto

e convexo.
Vamos mostrar que Y é um espaço de Banach quando munido da norma dada pelo

funcional de Minkowski de Ů 6= ∅,

||y||Y = ρŮ(y) = inf
{
λ ∈ R+

∣∣∣y ∈ λŮ}.
Pela Proposição 1.2.11, segue que ||.||Y é uma norma em Y com BY = U uma vez que

U é convexo e Y = [U ].
Afirmamos que Y é um espaço de Banach. De fato, dada uma sequência de Cauchy

(xn)n ⊂ Y , existe N ∈ N tal que, para todo n ≥ N , ||xn−xN ||Y < 1⇒ xn−xN ∈ U . Logo,
a sequência (x̃n)n = (xn+N − xN)n está contida em U . Como U é um conjunto compacto,
(x̃n)n possui uma subsequência (x̃ni)i convergente para x ∈ U ⊂ Y ⇒ xni+N → x − xN ,
ou seja, (xn)n é uma sequência de Cauchy com uma subsequência convergente, donde está
também converge e, portanto Y é Banach.

Dessa forma a aplicação que leva cada elemento de Y em X é um operador p-compacto
e pela hipótese existe F ∈ F(Y,X) tal que ωp (F − I) < ε

2
. Usando agora a desigualdade

da Proposição 2.3.9
||(F − I)(x)|| < ε

2
∀x ∈ K ⊂ U = BY .

Como F ∈ F(Y,X), existe {ei}Ni=1 uma base normal para Im(F ), então podemos

escrever F (y) =
N∑
i=1

y∗i (y)ei ∀y ∈ Y , onde y∗i = e∗i ◦ F ∈ Y ∗ e {e∗i }Ni=1 é a base dual de

{ei}Ni=1.
Seja (αn)n ∈ B`q , então

∞∑
n=k

αntnxn ∈ U ⇒

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=m

αntnxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Y

≤ 1⇒

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=m

αnxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Y

≤ t−1
m → 0.
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Assim, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 tem-se∣∣∣∣∣y∗i
(
∞∑
n=m

αnxn

)∣∣∣∣∣ < ε

4N
,

uma vez que y∗i ∈ Y ∗ ∀1 ≤ i ≤ N (ressaltamos que a continuidade é com relação a norma
||.||Y ).

Considere o conjunto K0 = 4N
ε
p − conv

(
(xn)∞n=n0+1

)
e a variedade linear afim

Hi = {x ∈ X | x ∈ [{xn}n0
n=1] e y∗i (x) = 1}.

Note que K0 é ||.||-compacto em consequência do Lema 2.1.4 e Hi é ||.||-fechado,
além disso, esses conjuntos são disjuntos, portanto existe um hiperplano fechado H̃i ⊂ X

disjunto de K0 tal que Hi ⊂ H̃i em consequência do Corolário 1.2.19.
Pela Proposição 1.2.15, existe um funcional x∗i ∈ X∗ tal que H̃i = {x ∈ X|x∗i (x) = 1}.

Note que
xn

y∗i (xn)
∈ Hi ∀n ≤ n0

assim,

x∗i

(
xn

y∗i (xn)

)
= 1⇔ x∗i (xn) = y∗i (xn) ∀n ≤ n0. (3.1)

Como K0 é equilibrado, convexo e disjunto de H̃i devemos ter |x∗i (x)| < 1 ∀x ∈ K0.
Isso é verdade pois, se existisse x ∈ K0 com |x∗i (x)| > 1, então

x

|x∗i (x)|
∈ K0 uma vez que

K0 é convexo e
x

|x∗i (x)|
∈ H̃i uma vez que x∗i

(
x

|x∗i (x)|

)
= 1, mas isso seria um absurdo,

pois K0 ∩ H̃i = ∅.
Note que

4N
∑∞

n=n0
αnxn

ε
∈ K0 ∀(αn)n ∈ B`q ⇒

∣∣∣∣∣x∗i
(
∞∑

n=n0

αnxn

)∣∣∣∣∣ < ε

4N
∀(αn)n ∈ B`q ,

assim, usando a equação (3.1), segue que

|x∗i (x)− y∗i (x)| < ε

2N
∀x ∈ K.

Finalmente, seja x ∈ K ⊂ Ex(B`q), então existe (αn)n ∈ B`q tal que x =
∞∑
n=1

αnxn,
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portanto ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
i=1

x∗i (x)ei − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
i=1

x∗i (x)ei −
N∑
i=1

y∗i (x)ei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
i=1

y∗i (x)ei − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

(
N∑
i=1

|x∗i (x)− y∗i (x)|

)
+ ||(F − I)(x)||

<
ε

2
+
ε

2
= ε ∀x ∈ K.

Assim, o operador procurado é

F̃ =
N∑
n=1

x∗i ⊗ ei ∈ F(X).

Note que a topologia τω∞ gerada pela norma ω∞ coincide com a topologia τκ∞ gerada
pela norma κ∞ e com a topologia da convergência uniforme sobre conjuntos compactos.

Uma comparação cuidadosa entre o Teorema de Gröthendieck (Teorema 3.1.2) e sua
“generalização” apresentada no Teorema 3.2.2 nos revela um detalhe cruscial: no resultado
clássico a topologia usada pode ser a gerada por ω∞, κ∞ ou ||.|| (note que ordenamo-las
da mais fina para a menos fina e como o Teorema de Gröthendieck apresenta os extremos,
a equivalência deve seguir também na topologia intermediária), assim, poderíamos achar
que é possível generalizar ainda mais o resultado do Teorema 3.2.2 enfraquecendo a den-
sidade na topologia τωp para a densidade na topologia τκp ou mesmo τ||.||. Não trataremos
desse assunto neste trabalho, mas foi provado em [7] que de fato tais condições não são
equivalentes, ou seja, essa é uma outra gradação da a.p..

Teorema 3.2.3. Todo espaço de Banach X tem a propriedade de p-aproximação para
1 ≤ p ≤ 2.

Demonstração. Como já discutimos, basta mostrar o resultado para p = 2.
Sejam T ∈ K2(Y,X) e ε > 0, então pelo item (ii) da Proposição 2.3.7 sabemos que

existe x ∈ `s2(X) tal que T = Ẽx ◦ Tx. Pelo Lema 3.2.1, existe λ = (λn)n ∈ c0 com termos
positivos tal que ( 1

λn
xn)n = (zn)n = z ∈ `s2(X).

H = `2/ ker (Ex) é um espaço de Hilbert e Mλ : `2/ ker (Ex) → `2/ ker (Ex) defginido
por Mλ([(αn)n]) = [(λnαn)n] é um operador compacto conforme mostramos no Exemplo
2.3.4, portanto Mλ(Tx(BY )) é um conjunto relativamente compacto.

Segue então do Teorema 3.1.4 que existe F ∈ F(H) tal que

||F (x̃)−x̃|| < ε

2||z||2
∀x̃ ∈Mλ(Tx(BY ))⇒ ||F ◦Mλ◦Tx(y)−Mλ◦Tx(y)|| < ε

2||z||2
∀y ∈ BY
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⇒ ||(F − Id) ◦Mλ ◦ Tx|| <
ε

||z||2

Defina S = Ẽz ◦ F ◦Mλ ◦ Tx ∈ F(Y,X), então

S−T = Ẽz ◦F ◦Mλ◦Tx−Ẽx◦Tx = Ẽz ◦F ◦Mλ◦Tx−Ẽz ◦Mλ◦Tx = Ẽz ◦(F−Id)◦Mλ◦Tx

de forma que (S − T )(BY ) ⊂ ||(F − Id) ◦ Mλ ◦ Tx||Ez(B`2) e consequentemente
ω2(S − T ) ≤ κ2(S − T ) ≤ ||z||2 ||(F − Id) ◦Mλ ◦ Tx|| < ε.

Segue do Teorema 3.2.2 que X tem a propriedade de 2-proximação.

3.3 Caracterização via Traço

Esta seção destina-se a obtenção de um análogo do item (iv) do Teorema 3.1.2. Neste
ponto, nos pareceu que o caminho mais natural a ser seguido não é o cronológico, assim,
iniciaremos com uma caracterização de (B(Y,X), τp)

∗ obtida em [3]. Com essa caracteri-
zação em mãos, mostraremos um análogo ao item (iv) do Teorema 3.1.2 (Teorema 3.3.2)
e usamos este para apresentar demonstrações diferentes de dois teoremas, sendo um deles
apresentado em [6] e o outro em [3].

Teorema 3.3.1. Sejam 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1, então (B(Y,X), τp)

∗ é o conjunto

dos funcionais da forma

ψ(T ) =
∞∑
n=1

x∗n(Tyn) ∀T ∈ Kp(Y,X)

onde (yn)n ∈ `sp(Y ) e (x∗n)n ∈ `sq(X∗) é tal que existe M > 0 com∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

∣∣∣∣∣ ≤M ||(x̃n)n||wp ∀(x̃n)n ∈ `sp(X).

Demonstração. Devido à continuidade de ψ, devem existir M̃ > 0 e um conjunto relati-
vamente p-compacto K tais que

|ψ(T )| ≤ M̃ sup
y∈K
{||T (y)||} ∀ T ∈ B(Y,X).

Como K é relativamente p-compacto, existe y = (yn)n ∈ `sp(Y ) tal que
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K ⊂ p− conv (y) ⊂ Y , logo

|ψ(T )| ≤ M̃ sup
y∈K
{||T (y)||} ≤ M̃ sup

(αn)n∈B`q
{||T ◦ Ey((αn)n)||}

= M̃ ||E(Tyn)n|| = M̃ ||(T (yn))n||wp ≤ M̃ ||(T (yn))n||p.
(3.2)

Considere S : B(Y,X) → `wp (Y ) defindido por S(T ) = (T (yn))n e φ : Im(S) → K
definida por φ(S(T )) = ψ(T ). Essa função está bem definida, de fato, sejam T, U ∈
B(Y,X) tais que S(T ) = (T (yn))n = (U(yn))n = S(U) então

|φ(S(T − U))| = |ψ(T − U)| ≤ M̃ ||(T (yn))n − (U(yn))n||wp = 0.

Usando novamente a continuidade de ψ segue que

|φ(S(T ))| = |ψ(T )| ≤ M̃ ||(T (yn))n||wp = M̃ ||S(T )||wp .

Utilizando o Teorema 1.1.23, existe φ̃ ∈ `wp (X)∗ contínua que estende φ e tal que
||φ̃|| ≤ M̃ .

Em especial, a restrição φ̃|`sp(X) ∈ `sp(X)∗ = `sq(X
∗), portanto φ̃|`sp(X) = (x∗n)n ∈ `sq(X∗).

Além disso, como φ̃ ∈ `wp (X)∗ sabemos que existe M > 0 tal que

φ̃((xn)n) =
∞∑
n=1

x∗n(xn) ≤M ||(xn)n||wp ∀(xn)n ∈ `sp(X).

Segue das definições de S e φ que

ψ(T ) =
∞∑
n=1

x∗n(T (yn)) ∀T ∈ B(Y,X).

Reciprocamente, sejam (yn)n ∈ `sp(Y ) e (x∗n)n ∈ `sq(X∗) satisfazendo as hipóteses do
teorema. Então,

ψ(T ) =
∞∑
n=1

x∗n(Tyn) ∀T ∈ Kp(Y,X),

portanto ψ é um funcional linear.
Seja T ∈ B(Y,X), então (T (yn))n ∈ `sp(X). Como existe M > 0 tal que

|ψ(T )| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(T (yn))

∣∣∣∣∣ ≤M ||(T (yn))n||wp = M sup
z∈K
{||T (z)||}

onde K = p− conv (y), φ é τp-contínua. Concluímos então que ψ ∈ (B(Y,X), τp)
∗.
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Observação 3.3.1. O resultado acima continua válido nos casos p = 1 tomando
(yn)n ∈ `s1(Y ) e (x∗n)n ∈ `s∞(X∗) e p = ∞ tomando (yn)n ∈ `s∞(Y ) e (x∗n)n ∈ cs0(X∗).
As demonstrações são análogas utilizando as normas apropriadas, sendo que, novamente
por zelo, decidimos enunciar separaradamente.

Note que no caso p =∞ não precisamos da existência de um M > 0 satisfazendo∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(ỹn)

∣∣∣∣∣ ≤M ||(ỹn)n||w∞ ∀(ỹn)n ∈ `s∞(X)

já que essa condição é satisfeita automaticamente. Mais adiante vamos indicar como isso
se relaciona com o Teorema 3.1.2.

Teorema 3.3.2. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p, q ≤ ∞ com
1

p
+

1

q
, então as

seguintes condições são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) Se (xn)n ∈ `sp(X) e (x∗n)n ∈ `sq(X
∗) são tais que ∃M > 0 com∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

∣∣∣∣∣ ≤ M ||(x̃n)n||wp ∀(x̃n)n ∈ `sp(X) e
∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X, então

∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Se X tem a p-a.p. e as sequências (xn)n e (x∗n)n satisfazem as
hipóteses de (ii), então existe F ∈ F(X) tal que

sup
x∈p−conv((xn)n)

||F (x)− x|| = || (F (xn)− xn)n ||
w
p <

ε

M
.

Como F ∈ F(X), existem {um}Nm=1 ⊂ X e {ψm}Nm=1 ⊂ X∗ tais que F =
N∑
m=1

ψm ⊗ um,

assim,
∞∑
n=1

x∗n(F (xn)) =
∞∑
n=1

x∗n

(
N∑
m=1

ψm(xn)um

)

=
N∑
m=1

∞∑
n=1

ψm(xn)x∗n(um)

=
N∑
m=1

ψm

(
∞∑
n=1

x∗n(um)xn

)
= 0.
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Concluímos então que,∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(F (xn))−
∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n((F − Id)(xn))

∣∣∣∣∣
< M ||(F (xn)− xn)n||wp < M

ε

M
= ε

e segue da arbitrariedade de ε que
∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0.

(ii) ⇒ (i) Seja ψ ∈ (B(X), τp)
∗ um funcional que se anula em F(X). Pelo Teorema

3.3.1, existem (xn)n ∈ `sp(X) e (x∗n)n ∈ `sq(X∗) satisfazendo as hipóteses do item (ii) tais

que ψ(T ) =
∞∑
n=1

x∗n(T (xn)) ∀ T ∈ B(X).

Como esse funcional se anula em F(X), em especial

∀ x ∈ X e ∀x∗ ∈ X∗, 0 = ψ(x∗ ⊗ x) =
∞∑
n=1

x∗n(x∗ ⊗ x(xn)) =

∞∑
n=1

x∗n(x∗(xn)x) =
∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n(x) =
∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n(x)

= x∗

(
∞∑
n=1

x∗n(x)xn

)
Como x∗ ∈ X∗ é arbitrário, segue que

∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X.

Se usarmos agora a hipótese, obtemos

0 =
∞∑
n=1

x∗n(xn) = ψ(IdX).

Ou seja, todo funcional τp-contínuo que se anula em F(Y,X) também se anula na
identidade. Pelo Corolário 1.2.20, IdX ∈ F(X)

τp , ou seja, X tem a p-a.p..

Proposição 3.3.3. Sejam X um espaço ce Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Se X∗ tem a propriedade
de p-aproximação então X também tem a propriedade de p-aproximação.
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Demonstração. Considere 1 ≤ q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e denotemos por c : X → X∗∗ a

imersão canônica do espaço em seu bidual. Note que ||c|| = 1.
Sejam (xn)n ∈ `sp(X), (x∗n)n ∈ `sq(X∗) e M > 0 tais que∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

∣∣∣∣∣ ≤M ||(x̃n)n||wp ∀(x̃n)n ∈ `sp(X) e
∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X.

Sem perda de generalidade, podemos supor que xn 6= 0 ∀n ∈ N, caso contrário a
sequência (xn)n seria, na verdade, finita. O mesmo vale para (x∗n)n.

Considere (
||x∗n||
||xn||

c(xn)

)
n

∈ `sq(X∗∗) e
(
||xn||
||x∗n||

x∗n

)
n

∈ `sp(X∗).

Afirmamos que essas sequências satisfazem as propriedades necessárias. De fato, sejam
x∗ ∈ X∗ e x ∈ X(

∞∑
n=1

(
||x∗n||
||xn||

c(xn)

)
(x∗)

(
||xn||
||x∗n||

x∗n

))
(x) =

∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n(x) =
∞∑
n=1

x∗(x∗n(x)xn) = 0⇒

∞∑
n=1

(
||x∗n||
||xn||

c(xn)

)
(x∗)

(
||xn||
||x∗n||

x∗n

)
= 0 ∀x∗ ∈ X∗

Para a outra propriedade, tomemos (x̃n)n ∈ B`sp(X) e (x̃∗n)n ∈ `sq(X∗) quaisquer, então∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
x∗n(x̃n)

||xn||
c(xn)

)
(x̃∗n)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

||xn||
x̃∗n(xn)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n

(
x̃∗n(xn)x̃n
||xn||

)∣∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∣∣∣∣(x̃∗n( xn
||xn||

)
x̃n

)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣w
p

≤M ||(x̃∗n)n||wp .

(3.3)

Tomando o supremo sobre todos os (x̃n)n ∈ `sp(X), concluímos o que desejamos, ou
seja, que

∞∑
n=1

||x∗n||
||xn||

c(xn)(x̃∗n) ≤M ||(x̃∗n)n||wp ∀(x̃∗n)n ∈ `sq(X∗)

Como X∗ tem a p-a.p. por hipótese, o Teorema 3.3.2 diz que devemos ter

0 =
∞∑
n=1

(
||x∗n||
||xn||

c(xn)

)(
||xn||
||x∗n||

x∗n

)
=
∞∑
n=1

c(xn)(x∗n) =
∞∑
n=1

x∗n(xn)

A tese segue do Teorema 3.3.2.
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Mostraremos agora o quão útil é essa caracterização da Proposição 3.3.2 enfraquecendo
as condições do Teorema 3.2.2.

Teorema 3.3.4. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞, então as seguinte condições
são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) Para todo espaço de Banach Y , F(Y,X) é τ∞-denso em Kp(Y,X).

(iii) Para todo espaço de Banach Y , F(Y,X) é τp-denso em K(Y,X).

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Considere 1 ≤ q ≤ ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e sejam Y um

espaço de Banach, ε > 0, K ⊂ Y um conjunto compacto e T ∈ Kp(Y,X) dados. Como
T ∈ Kp(Y,X), T (K) é um conjunto relativamente p-compacto. Assim, por hipótese, existe
F ∈ F(X) tal que

||F (x)− x|| < ε ∀x ∈ T (K)⇒ ||F ◦ T (k)− T (k)|| < ε ∀k ∈ K.

Uma vez que F ◦ T ∈ F(Y,X), temos a tese.

(ii)⇒ (i) Sejam (xn)n ∈ `sp(X), (x∗n)n ∈ `sq(X∗) e M > 0 tal que∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

∣∣∣∣∣ ≤M ||(x̃n)n||wp ∀(x̃)n)n ∈ `sp(X) e
∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X.

Como (xn)n ∈ `sp, existe uma sequência de números estritamente positivos λ = (λn)n ∈
c0 tal que x̃ = (λ−1

n xn)n ∈ `sp(X) pelo Lema 3.2.1.
Considere π : `q → `q/ker(Ex̃) a aplicação quociente e os operadores Mλ : `q → `q

definido por Mλ((αn)n) = (λnαn)n e Ẽx̃ : `q/ker(Ex̃)→ Im(Ex̃). Pelo Exemplo 2.3.4, Mλ

é um operador compacto e o operador Ẽx̃ é p-compacto pelo Teorema 2.3.7.
Seja ε > 0, como por hipótese para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é τ∞-denso

em Kp(Y,X), existe F ∈ F(`q/ker(Ex̃), X) tal que

||F (x)− Ẽx̃(x)|| < ε

2
∀x ∈ π ◦Mλ(B`q)⇒

||F ◦ π ◦Mλ((αn)n)− Ex((αn))|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

αn(F ◦ π ◦Mλ(en)− xn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

= ||E(F◦π◦Mλ(en)−xn)n((αn)n)|| < ε

2
∀(αn)n ∈ B`q ⇒

||EF◦π◦Mλ(en)−xn|| = ||(F ◦ π ◦Mλ(en)− xn)n||wp ≤
ε

2
. (3.4)
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Como F ∈ F(`q/ker(Ex̃), X), existem {um}Nm=1 ⊂ `q/ker(Ex̃) e {ψm}Nm=1 ⊂

(`q/ker(Ex̃))
∗ tais que F =

N∑
m=1

ψm ⊗ um.

Como Ẽx̃ é injetivo, Im(Ẽ∗x̃) é denso em (`q/ker(Ex̃))
∗. Para cada 1 ≤ n ≤ N , tome

ψ̃m ∈ X∗ tal que
||Ẽ∗x̃(ψ̃n)− ψn|| <

ε

2||Mλ||
N∑
m=1

||um||
.

Considere também F̃ =
N∑
m=1

ψ̃m ⊗ um ∈ F(X), assim

||(F̃ (xn)− xn)n||wp ≤
∣∣∣∣∣∣(F̃ (xn)− F ◦ π ◦Mλ(en))n

∣∣∣∣∣∣w
p

+ ||(F ◦ π ◦Mλ(en)− xn)n||wp
≤
∣∣∣∣∣∣(F̃ (Ẽx̃ ◦ π (Mλ(en))

)
− F ◦ π ◦Mλ(en)

)
n

∣∣∣∣∣∣w
p

+
ε

2

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

N∑
m=1

(
Ẽ∗x(ψ̃m)− ψm

)
(π ◦Mλ(en))um

)
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
w

p

+
ε

2

< ε.

(3.5)

Assim,
∞∑
n=1

x∗n(F̃ (xn)) =
∞∑
n=1

x∗n

(
N∑
m=1

ψm(xn)um

)

=
N∑
m=1

∞∑
n=1

ψm(xn)x∗n(um)

=
N∑
m=1

ψm

(
∞∑
n=1

x∗n(um)xn

)
= 0.

(3.6)

Portanto, ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(F̃ (xn))−
∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(F̃ (xn)− xn)

∣∣∣∣∣
≤M ||F ◦Mλ(en)− xn||wp
< ε

(3.7)
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e pela arbitrariedade de ε > 0 devemos ter
∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0 e a tese segue do Teorema

3.3.2.

(i) ⇒ (iii) Se X tem a p-a.p. sabemos que, para todo espaço de Banach Y , F(Y,X)

é τp-denso em B(Y,X) ⊃ Kp(Y,X).

(iii)⇒ (i) O caso p =∞ já foi feito, podemos supor então que 1 ≤ p <∞.
Sejam (xn)n ∈ `sp(X), (x∗n)n ∈ `sq(X∗) e M > 0 tal que∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

x∗n(x̃n)

∣∣∣∣∣ ≤M ||(x̃n)n||wp ∀(x̃)n)n ∈ `sp(X) e
∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que {xn}∞n=1 é linearmente independente.
Como (xn)n ∈ `sp, existe uma sequência de números estritamente positivos (λn)n ∈ c0 tal
que (λ−1

n xn)n ∈ `sp(X).

Considere λ = (λ−1
n ||xn||)n ∈ `p e x̃ =

(
λn

xn
||xn||

)
n
∈ c0(X). Além disso, considere

o operador Mλ : `q → `1 definido por Mλ((α)n) = (λn||xn||αn)n e o operador Ex̃. Pelo
Exemplo 2.3.5,Mλ é um operador p-compacto (no caso p = 1 é nessesário usar o Exemplo
2.3.4 e o Lema 3.2.1) e Ex̃ é um operador compacto pelo Lema 2.1.4.

Seja ε > 0, como por hipótese para qualquer espaço de Banach Y , F(Y,X) é τp-denso
em K(Y,X), existe F ∈ F(`q/ker(Ex̃), X) que, de maneira análoga à equação (3.4),
satisfaz

||EF◦π◦Mλ(en)−xn|| = ||(F ◦ π ◦Mλ(en)− xn)n||wp < ε. (3.8)

Assim como fizemos no item anterior, podemos definir F̃ ∈ F(X) que satisfaça a
seguinte condição que é análoga a equação (3.5)

||(F̃ (xn)− xn)n||wp < ε.

Como F̃ ∈ F(X), existem {um}Nm=1 ⊂ X e {ψ̃m}Nm=1 ⊂ X∗ tais que F̃ =
N∑
m=1

ψ̃m ⊗ um.

Assim, procedendo como no item anterior para obter a equação (3.6), obtemos que

∞∑
n=1

x∗n(F̃ (xn)) = 0

e de maneira análoga à equação (3.7), temos
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∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

portanto, pela arbitrariedade de ε devemos ter
∑∞

n=1 x
∗
n(xn) = 0 e a tese segue o Teorema

3.3.2.

Note que a “simetria” em p e q que aparece no enunciado é refletida na semelhança das
demonstrações, mudando apenas os papéis que o conjunto e o operador desempenham,
pois ora o operador é p-compacto e achamos uma aproximação de posto finito em um
conjunto compacto e ora o operador é compacto e achamos uma aproximação de posto
finito em um conjunto p-compacto.

Corolário 3.3.5. Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞ então as seguinte condi-
ções são equivalentes:

(i) X tem a propriedade de p-aproximação.

(ii) Para qualquer sequência p-compacta (xn)n ⊂ X e qualquer (x∗n)n ∈ `s1(X∗) tais que

∞∑
n=1

x∗n(x)xn = 0 ∀x ∈ X vale que
∞∑
n=1

x∗n(xn) = 0.

Demonstração. (i)⇒ (ii) basta usar a mesma construção do Teorema 3.3.2.

(ii)⇒ (i) seja ψ ∈ (B(Y,X) que se anula no subespaço F(Y,X), então pela Teorema
3.3.1, existem (yn)n ∈ `s∞(Y ) e (x∗n)n ∈ `s1(X) tais que

ψ(T ) =
∞∑
n=1

x∗n(T (yn)) ∀T ∈ B(Y,X).

Como ψ se anula em F(Y,X), quaisquer que sejam x ∈ X, x∗ ∈ X∗ e T ∈ Kp(Y,X)

vale que

0 = ψ(T ∗(x∗)⊗ x) =
∞∑
n=1

x∗n(T ∗(x∗)⊗ x(yn))

=
∞∑
n=1

x∗n(x∗(T (yn))x) =
∞∑
n=1

x∗n(x)x∗(T (yn))

= x∗

(
∞∑
n=1

x∗n(x)T (yn)

)
∀x ∈ X ∀x∗ ∈ X∗

Logo,
∞∑
n=1

x∗n(x)T (yn) = 0 ∀x ∈ X



3.4 EXISTÊNCIA DE ESPAÇOS QUE NÃO POSSUEM A P -A.P. 85

já que T ∈ Kp(Y,X) e (yn)n é limitada, (T (yn))n é uma sequência p-compacta e segue da
hipótese que

0 =
∞∑
n=1

x∗n(T (yn)) = ψ(T ).

Portanto, pelo Corolário 1.2.20, F(Y,X) é τ∞ denso em Kp(Y,X) e do Teorema 3.3.4
segue a tese.

3.4 Existência de Espaços que não Possuem a p-a.p.

Vimos na seção 3.2 que para p ≤ 2 todo espaço de Banach tem a p-a.p., mostraremos
nessa seção que esse é o melhor que podemos fazer, ou seja, mostraremos que para p > 2

sempre existe um espaço de Banach que falha em ter a p-a.p..
Para isso, usaremos um resultado apresentado em [5] como uma simplificação do artigo

[10], mas antes precisamos de algumas definições em teoria de probabilidades.

Definição 3.4.1. Seja Ω um espaço amostral e E um espaço de
eventos associado à Ω, chamamos de probabilidade uma função
Prob : E → [0, 1] tal que:

(i) Prob(Ω) = 1;

(ii) Prob

(
∞⋃
n=1

Ωn

)
=
∞∑
n=1

Prob(Ωn) onde Ωn ∈ E e Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀i 6= j.

Definição 3.4.2. Uma variável aleatória é uma função x : Ω → R onde Ω é o espaço
amostral de um processo aleatório. Dizemos que duas variáveis aleatórias x e y são inde-
pendentes se Prob(x = a e y = b) = Prob(x = a)Prob(y = b).

Definição 3.4.3. Seja x : Ω→ {an}Nn=1 uma variável aleatória e f : R→ R, definimos a

esperança de f(x) por E(f(x)) =
N∑
n=1

f(an)Prob(x = an).

Lema 3.4.4. Sejam {ai}ni=1 ⊂ K e {xi}ni=1 um conjunto de variáveis aleatórias inde-
pendentes que tomam valores em {−1, 1} com Prob {xi = −1} = 1

2
e Prob {xi = 1} = 1

2

∀1 ≤ i ≤ n, então, existe uma constante K > 0 tal que

Prob


∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiai

∣∣∣∣∣ > K

(
lnn

n∑
i=1

|ai|2
) 1

2

 <
K

n3
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A conclusão também é válida se as variáveis assumirem valores em {−1, 2} com
Prob{xi = −1} = 2

3
e Prob{x = 2} = 1

3
.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
n∑
i=1

|ai|2 = 1 e {ai}ni=1 ⊂

R (caso fossem complexos, poderíamos usar o resultado para as partes real e imaginária).

Considere x = (xi)
n
i=1, f(x) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiai

∣∣∣∣∣ e λ > 0, então o valor esperado da função

eλf(x) é

E(eλf(x)) ≤ E
(
eλ

∑n
i=1 xiai + e−λ

∑n
i=1 xiai

)
=

∑
ε1,...,εn∈{−1,1}

(
eλ

∑n
i=1 εiai + e−λ

∑n
i=1 εiai

)
Prob(x1 = ε1, . . . , xn = εn)

=
∑

ε1,...,εn∈{−1,1}

2−n
(
eλ

∑n
i=1 εiai + e−λ

∑n
i=1 εiai

)
= 2

n∏
i=1

(eλai + e−λai)

2
≤ 2eλ

2

Onde usamos que ex+e−x

2
≤ ex

2 o que pode ser verificado notando que a expansão em
série da diferença dessas funções só tem termos com expoente par.

Note que,

Prob
{
λf(x)− λ2 − 3 lnn > 0

}
≤ E

(
eλf(x)−λ2−3 lnn

)
≤ 2e−3 lnn = 2n−3

Basta agora tomar λ = (3 lnn)
1
2 para concluir que Prob{f(x) > 6√

3
lnn

1
2 > 0} ≤ 2n−3 <

6√
3
n−3.
Para o outro caso, o mesmo procedimento nos leva à

E(eλf(x)) ≤ E
(
eλ

∑n
i=1 xiai + e−λ

∑n
i=1 xiai

)
= 2

n∏
i=1

(eλ2ai + 2e−λai)

3
≤ 2e2λ2

Usamos agora que e2x+2e−x

3
< e2x2 , consequentemente,

Prob{λf(x)− 2λ2 − 3 lnn > 0} ≤ E
(
eλf(x)−2λ2−3 lnn

)
≤ 2e3 lnn = 2n−3

Basta agora tomar λ = (3 lnn)
1
2 para concluir que Prob{f(x) > 9√

3
lnn

1
2 > 0} ≤ 2n−3 <

9√
3
n−3.

Lema 3.4.5. Sejam k ∈ N e amj = e
−2πım.j

3.2k com 0 ≤ j < 3.2k e 0 ≤ m < 3.2k. Existem
k0 ∈ N e L > 0 tais que para todo k > k0 é possível dividir o conjunto {amj }3.2k−1

j=0 em
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outros dois {τmj }2k+1

j=1 e {σmj }2k

j=1 satisfazendo∣∣∣∣∣∣2
2k∑
j=1

σmj −
2k+1∑
j=1

τmj

∣∣∣∣∣∣ ≤ L(k + 1)
1
2 2

k
2 ∀1 ≤ m < 3.2k.

Demonstração. Denote n = 3.2k. Usando o Lema 3.4.4, para cada 1 ≤ m < n fixado
existe uma constante K > 0 tal que

Prob

{∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

xja
m
j

∣∣∣∣∣ > K
(
ln (3.2k) 3.2k

) 1
2 > K(k + 1)

1
2 2

k
2

}
<
K

n3

Somando as probabilidades temos que,

Prob

{
∃m ∈ N, 1 ≤ m < n tal que

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

xja
m
j

∣∣∣∣∣ > K(k + 1)
1
2 2

k
2

}
<
Kn

n3

e concluímos que para n suficientemente grande (k > k0), deve existir {xj}n−1
j=0 ⊂ {−1, 2}

tal que ∣∣∣∣∣
n∑
j=1

xja
m
j

∣∣∣∣∣ ≤ K(k + 1)
1
2 2

k
2 ∀1 ≤ m < n. (3.9)

Em especial, no caso m = 0 a equação (3.9) nos diz que∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

xj

∣∣∣∣∣ ≤ K(k + 1)
1
2 2

k
2

portanto, trocando no máximo

max

{
n ∈ N|n ≤ 1

3
K(k + 1)

1
2 2

k
2

}

podemos obter uma sequência {x̃j}n−1
j=0 ⊂ {−1, 2} tal que

n−1∑
j=0

x̃j = 0.

Disso concluímos que há exatamente 2k+1 dos x̃j assumem o valor −1 e 2k assumem
o valor 2. Além disso, ∣∣∣∣∣

n−1∑
j=0

x̃ja
m
j

∣∣∣∣∣ ≤ 2K(k + 1)
1
2 2

k
2 ∀1 ≤ m < n.

Se denotarmos por {τmj }2k+1

j=1 = {amj |x̃j = −1} e {σmj }2k

j=1 = {amj |x̃j = 2} podemos
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escrever que ∣∣∣∣∣∣2
2k∑
j=1

σmj −
2k+1∑
j=1

τmj

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2K(k + 1)
1
2 2

k
2 ∀ 1 ≤ m < n.

Proposição 3.4.6. Existe uma matriz A = (aij)
∞
i,j=1 com aij ∈ K ∀i, j ∈ N tal que:

(i) Para cada i ∈ N fixado, {aij|aij 6= 0} é finito.

(ii)
∞∑
i=1

(
max
j∈N
|aij|

)r
<∞ para todo r > 2

3
.

(iii) A2 = 0.

(iv) Tr(A) 6= 0, onde Tr(A) =
∞∑
i=1

aii.

Demonstração. Pelo Lema 3.4.5, existe k0 ∈ N tal que, para cada k > k0, podemos obter
divisões {τ (k)m

j }2k+1

j=1 e {σ(k)m
j }2k

j=1 do conjunto {amj }3.2k−1
j=0 onde amj = e

−2πım.j

3.2k 1 ≤ j < 3.2k.
Ainda pelo Lema 3.4.5, cada uma dessas divisões satisfaz∣∣∣∣∣∣2
2k∑
j=1

σ
(k)m
j −

2k+1∑
j=1

τ
(k)m
j

∣∣∣∣∣∣ ≤ L1(k + 1)
1
2 2

k
2 ∀1 ≤ m < 3.2k para alguma constante L1 > 0

Usando agora o Lema 3.4.4, para os (3.2k).(3.2k−1) < 5.22k números complexos
{σkjm1

τ k−1
jm2
}3.2k,3.2k−1

m1=1,m2=1, existem uma constante L2 > 0 e {θkj }2k

j=1 ⊂ {−1, 1}, k ∈ N tais que∣∣∣∣∣∣
2k∑
j=1

θkj σ
k
jm1

τ k−1
jm2

∣∣∣∣∣∣ < L2(k + 1)
1
2 2
−3k
2 ∀1 ≤ m1 ≤ 3.2k e ∀1 ≤ m2 ≤ 3.2k−1

desde que 23k > K.5.22k onde K é a constante do Lema 3.4.4, ou seja, para todo k > k0 =

max {k̃0, k0} onde k̃0 ∈ N é tal que 23k0 > K.5.22k0 .
Defina as matrizes Pk = (pkjm) e Qk = (qkjm) de tamanho 2k+1×3.2k e 2k×3.2k respec-

tivamente, cujos elementos são, para k > k0 , pkjm = 3
−1
2 2

−(2k+1)
2 τ kmj e qkjm = 3

−1
2 2−kθkj σ

k
mj.

Para k ≤ k0 não há com que se preocupar e podemos tomar Pk = Qk = Idk.
Note agora que

P ∗kPk = 2−(k+1)I2k+1×2k+1 e Q∗kQk = 2−kI2k+1×2k+1 (3.10)

De fato, basta notar que, para fixado k,

n∑
m=1

τ kj1mτ
k
j2m

=
n∑

m=1

e
2πım.j1

3.2k e
−2πım.j2

3.2k =
n∑

m=1

e
−2πım.(j2−j1)

3.2k = e
−2πı(j2−j1)

3.2k

n∑
m=1

e
−2πı(m−1).(j2−j1)

3.2k
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= e
−2πı(j2−j1)

3.2k

n−1∑
m=0

e
−2πım.(j2−j1)

3.2k = e
−2πı(j2−j1)

3.2k

n∑
m=1

τ kj1mτ
k
j2m

Disso segue trivialmente que
n∑

m=1

τ kj1mτ
k
j2m

= 0 se j1 6= j2 e
n∑

m=1

τ kj1mτ
k
j2m

= 3.2k.

A demonstração para Qk é inteiramente análoga, uma vez que θkj atua como uma
constante.

Tome agora A como sendo a seguinte matriz que claramente satisfaz (i)

A = (aij) =



P ∗1P1 P ∗1Q2 0 0 0 . . .

−Q∗2P1 P ∗2P2 −Q∗2Q2 P ∗2Q3 0 0 . . .

0 −Q∗3P2 P ∗3P3 −Q∗3Q3 P ∗3Q4 0 . . .

0 0 −Q∗4P3 P ∗4P4 −Q∗4Q4 P ∗4Q5 . . .
...

...
...

...
... . . .


Usando os blocos dessa matriz, fica claro pelo que vimos na equação (3.10) que A2 = 0

e Tr(A) = Tr(P ∗1P1) = 1 donde já garantimos (iii) e (iv).
Para verificarmos (ii), perceba que os blocos dispostos nas linhas de A são, a menos

de sinal, Q∗kPk−1, P ∗kPk − Q∗kQk e P ∗kQk+1 e além disso P ∗kQk+1 = (Q∗k+1Pk)
∗, e portanto

basta analisar um deles. Não precisamos nos preocupar com k ≤ k0 e para k > k0

|(P ∗kPk −Q∗kQk)jm| = 3−1.2−2k−1

∣∣∣∣∣∣2
2k∑
j=1

σkm,j −
2k+1∑
j=1

τ km,j

∣∣∣∣∣∣ < L1(k + 1)
1
2 2
−3k
2

∀1 ≤ j ≤ 3.2k e ∀1 ≤ m ≤ 3.2k−1

|(Q∗kPk−1)jm| = 3−1.2
−1
2
−2k

∣∣∣∣∣∣
2k∑
i=1

θkj σ
k
ijτ

k−1
im

∣∣∣∣∣∣ < L2(k + 1)
1
2 2
−3k
2

∀1 ≤ j ≤ 3.2k e ∀1 ≤ m ≤ 3.2k−1

Chamando de C = max {L1, L2} e usando essas equações, uma vez que o k-ésimo
bloco contém 3.2k colunas temos que

∞∑
i=1

(
max
j∈N
|aij|

)r
≤

∞∑
i=1

3.2kCr(k + 1)
r
2 2
−3rk

2 <∞

Teorema 3.4.7. Se p > 2, existe um espaço de Banach que não tem a propriedade de
p-aproximação.

Demonstração. Seja r = p
p+1

> 2
3
, e seja A = (aij) uma matriz como na Proposição 3.4.6,
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então se tomarmos ai = maxj∈N {|aij|} a sequência (ai)i ∈ `r. Defina agora

λn =

|an|r se an 6= 0

1
n2 caso contrário

e
bn =

 an
|an|r se an 6= 0

0 caso contrário

Desta forma, ai = λibi e

∞∑
i=1

|bi|p ≤
∞∑
i=1

(
|ai|
|ai|

p
p+1

)p

=
∞∑
i=1

|ai|(1− p
p+1)p =

∞∑
i=1

|ai|r <∞

Ou seja, (bi)i ∈ `p e é claro que λi > 0 e (λi)i ∈ `1.
Considere agora, para dada i ∈ N e j ∈ N, bij = λ−1

i aij, como para cada i fixado aij 6= 0

apenas para um número finito de j’s, segue que bi = (bij)j ∈ c0 para todo i ∈ N. Mais que
isso, ||bi||∞ = bi, portanto (bi)i ∈ `sp(c0). Tome também X = [{bi}i∈N] ⊂ c0 e fi = λiei

onde (ei)i∈N é a base canônica de c0. Fica claro dessa definição que (fi)i ∈ `s1(X).
Note agora que como A2 = 0, devemos ter

∞∑
i=1

fi(b
j)bi =

(
∞∑
i=1

λib
j
i b
i
k

)
k

= λ−1
j

(
∞∑
i=1

aikaji

)
k

= 0

Consequentemente,
∞∑
i=1

fi(x)bi = 0 ∀x ∈ X

No entanto,
∞∑
i=1

fi(b
i) =

∞∑
i=1

λib
i
i =

∞∑
i=1

aii = Tr(A) 6= 0

Segue do Corolário 3.3.5 que X não tem a p-a.p..

Note que o resultado de [10] é um caso particular do Teorema 3.4.7 para o caso p =∞
(como era de se esperar). Nesse caso o teorema nos diz que existe um subespaço de c0 que
não possui a a.p., mas pelo que vimos na Proposição 3.1.3 esse subespaço não pode ter
base de Schauder. Assim, como comentamos no início desse capítulo, essa construção, feita
em [5] como uma simplificação do artigo [10], dá uma resposta negativa para o problema
da base proposto pelo próprio Banach em 1932.
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