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Resumo

SANTOS, F. J. S. Representagoes de algebras de Kac-Moody. 2024. 123 f. Tese
de Doutorado - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2024.

Neste trabalho, apresentamos uma técnica geral para a construgao de novos modulos de
peso irredutiveis para dlgebras de Kac-Moody afins, utilizando a técnica da indugao para-
bolica. Nosso objetivo principal foi superar as restrigoes, vistas em | |, que limitavam
os modulos induzidos, oferecendo uma visao unificada e generalizada dessas estruturas
para certas categorias. Exploramos a aplicagao da indugao parabdlica em situagoes onde
o fator Levi de uma subéalgebra parabélica é infinito-dimensional e a carga central nao é
nula. Os resultados principais deste trabalho incluem um critério de irredutibilidade para
o g-mo6dulo M, (V), em que V é um (G + H)-modulo de peso irredutivel com carga central
nao nula, Teorema 3.2.15. Além disso, estabelecemos que a induc¢ao parabdlica define um
funtor I* que preserva a irredutibilidade para a categoria dos g-médulos de peso. Ou-
tro resultado significativo ¢ a demonstracao da irredutibilidade dos g-modulos de Verma
imaginério generalizado M, 5(V') com carga central nao nula, em que V' é um Tmédulo
de peso, tensor e irredutivel com carga central nao nula, Teorema 3.3.2, fornecendo uma
ferramenta valiosa para a construcao de novos moédulos irredutiveis em &algebras de Kac-
Moody afins. Esses resultados representam avancos importantes na teoria dos moédulos
de algebras de Kac-Moody. A abordagem desenvolvida neste trabalho tem o potencial de
abrir novas perspectivas de pesquisa e promover o entendimento mais profundo de outras

estruturas.

Palavras-chave: Algebras de Kac-Moody afins, Inducdo Parabélica, Modulo de Verma

Imaginario Generalizado.
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Abstract

SANTOS, F. J. S. Representation of Kac-Moody algebras. 2024. 123 f. Tese de Dou-
torado - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2024.

In this work, we develop a general technique for constructing new irreducible weight
modules for affine Kac-Moody algebras using the parabolic induction. Our main goal was
to overcome the restrictions, as seen in | |, that limited induced modules, offering
a unified and generalized view of these structures for certain categories. We explore the
application of parabolic induction in situations where the Levi factor of a parabolic subal-
gebra is infinite-dimensional and the central charge is nonzero. The main results of this
work include a criterion of irreducibility for the g-module M, (V'), where V' is an irreducible
weight module with nonzero central charge, Theorem 3.2.15. Furthermore, we establish
that parabolic induction defines a functor I* that preserves irreducibility for the category
of weight g-modules. Another significant result is the demonstration of the irreducibility
of generalized imaginary Verma modules M, 5(V') with nonzero central charge, where V
is a weight, tensor, and irreducible Tmodule with nonzero central charge, Theorem 3.3.2,
providing a valuable tool for constructing new irreducible modules in affine Kac-Moody
algebras. These results represent important advances in the theory of modules of affine
Kac-Moody algebras. The approach developed in this work has the potential to open new

research perspectives and promote a deeper understanding of other structures.

Keywords: Affine Kac-Moody Algebras, Parabolic Induction, Generalized Imaginary
Verma Module.
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Introducao

A matematica é um vasto, e por muitas das vezes intricado, universo de teorias, estru-
turas e conceitos que podem se entrelagar de maneiras surpreendentes. Uma das areas mais
fascinantes e profundas da matematica é a teoria de Lie, que por sua vez, desempenha um
papel fundamental em diversos campos, desde a fisica tedrica até a matematica pura. Den-
tro dessa teoria, existem objetos muito importantes chamados dlgebras de Kac-Moody.
Essas algebras surgem como um tépico particulamente intrigante e abstrato, proporcio-
nando um terreno muito fértil para a exploragao e compreensao das simetrias e estruturas
profundas a fendémenos naturais e abstratos.

Para embarcar nessa jornada sobre essas algebras, é necesséario primeiro entendermos
sobre a base da teoria de Lie, o que chamamos atualmente de algebras de Lie. Essa teoria
foi desenvolvida pelo matematico noruegués S. Lie no final do século XIX, em que é um
ramo da matematica que estuda as propriedades de simetria continua e a interagao entre
transformacoes suaves/continuas que formam uma estrutura de grupos a qual conhecemos
atualmente como grupos de Lie. As algebras de Lie, por outro lado, s@o espacos vetori-
ais munidos de uma operacao chamada de comutador, o qual é responsavel por extrair
informacoes sobre a estrutura do grupo de Lie associado.

Dentro do vasto cenario de pesquisa sobre dlgebras de Lie, as algebras de Kac-Moody
ocupam um lugar muito especial. Elas foram introduzidas, independentemente, pelo ma-
tematico russo V. Kac e pelo matemético canadense R. Moody | | na década de
1960 como uma generalizacao dos conceitos de algebras de Lie semissimples de dimensao
finita. Uma caracteristica distintiva das algebras de Kac-Moody é a sua natureza infini-
tesimal, pois enquanto as algebras de Lie classicas tém dimensoes finitas, as algebras de
Kac-Moody podem ser de dimensao infinita, o que as tornam objeto matematico bastante
desafiadores para os pesquisadores.

Um moédulo chave das algebras de Kac-Moody é o chamado médulo de Verma. Na
década de 1960, o matemético indiano D. Verma, juntamente com outros mateméticos,
como o matematico indiano H. Chandra, formalizaram o conceito de médulo de Verma,
e foi a partir desse momento que a teoria de moédulos de Verma ganhou grande destaque
como uma ferramenta fundamental para estudar as algebras de Lie complexas e suas
representacoes. Uma década depois, em 1970, os matemaéticos israelenses J. Bernstein e

D. Kazhdan introduziram a categoria O para as algebras de Lie semissimples complexas,



a qual possui propriedades especiais e contém muitos modulos interessantes, em particular
os modulos de Verma cléssicos. O estudo de modulos de Verma e a categoria O continuou
a se desenvolver, com matemaéticos explorando suas propriedades em diferentes contextos,
como teoria de geometria algébrica e fisica tedrica. Destacamos o trabalho de grande
importancia dos matematicos J. Bernstein, I. Gelfand e S. Gelfand, o qual destacamos o
teorema de BGG, nomeado em homenagem aos seus nomes, que descreve a estrutura de
moédulos de Verma. Esse teorema teve um impacto profundo no campo da algebra de Lie,
marcando o inicio de uma série de avangos significativos na teoria de representagoes. Além
disso, destacamos a contribui¢do seminal de V. Kac em | |, onde ele investigou os
modulos de Verma cléassicos M () = U(g) ®y 5., C para dlgebras de Kac-Moody afim, que
sao modulos induzidos considerando a subélgebra de Borel standard Est. Esses modulos

sao exemplos de modulos de peso méaximo sobre g, com A como seu peso méximo. A

analise desses modulos conduziu a uma série de proposi¢oes fundamentais:

Proposicao 0.0.1 (| , Proposigao 9.2, p. 146|). Sejam g uma dlgebra de Kac-Moody

e H uma subdlgebra de Cartan. Entao:

a) Para qualquer \ € H* existe um unico, a menos de isomorfismo, modulo de Verma

M.

b) Considerado como um U(n_)-mddulo, M(X\) é um submddulo livre de posto 1 gerado

pelo vetor de peso mdximo.
c) M(X) possui um tnico submddulo mazximal proprio M'(N).

Através dessa proposigao, pelo item c), dentre os modulos com peso maximo A, existe
um unico irredutivel L(A) = M(\)/M’()), seguindo a classificagdo dos mddulos irreduti-

veis da categoria O.

Proposicao 0.0.2 (| , Proposigao 9.3, p. 148]). Seja V' um mddulo nao nulo da

categoria O. Entao:
a) V' contém um vetor de peso v, tal que ny v = 0.
b) As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

i) V€ irredutivel;

it) V' é um mddulo de peso mdzximo e qualquer vetor primitivo de V' é um vetor

de peso mdximo;

iii) V ~ L(\) para algum X\ € H*.
O que nos leva a concluir que

Obviamente, M (\) é irredutivel se, e somente se, M(\) ~ L(\).

2



Na década de 1990, os mateméticos V. Futorny e H. Saifi deram contribuicoes signi-
ficativas ao estudo das representagoes de algebras de Kac-Moody, com foco especial nos
modulos do tipo Verma | ]. Os moédulos do tipo Verma sao blocos fundamentais no
estudo das representacoes de algebras de Kac-Moody. Eles sao construidos a partir de um
vetor também chamado de vetor de peso maximo, como no caso de médulos de Verma
classico. Esses modulos sao essenciais para compreender as estruturas internas das repre-
sentagoes dessas algebras. Esse trabalho contribuiu para o desenvolvimento desse campo
e ampliou o entendimento das propriedades dessas representacoes fundamentais.

No ano de 1994, V. Futorny contribuiu significativamente para o campo das represen-
tagoes de algebras de Kac-Moody, particularmente com o estudo dos moédulos de Verma
imaginarios M(\) = U(g) OBy C» ue também sdo modulos induzidos, mas agora
considerando a subélgebra de Borel imaginaria (natural) | |. O conceito de modulos
de Verma imaginérios representa uma extensao e uma generalizagao das ideias classicas
relacionadas aos modulos de Verma classicos. Enquanto os moédulos de Verma classicos
estao associados a algebras de Lie complexas, os moédulos de Verma imaginarios levam
em consideracao uma perspectiva mais abrangente. O foco principal nesse trabalho de
V. Futorny, estava na analise das propriedades e estruturas dos modulos de Verma ima-
ginarios, bem como na descoberta de novas representagoes irredutiveis para algebras de
Kac-Moody afins, estabelecendo assim um critério de irredutibilidade para esses médulos

de Verma imaginarios, o que segue abaixo do trabalho visto em | |:

Teorema 0.0.3 (| , Teorema 1, p. 216]). Sejam g uma dlgebra de Kac-Moody afim,
H uma subdlgebra de Cartan de g, X\ € H* e ¢ um elemento central de g. O mddulo de

Verma imagindrio M(X\) € irredutivel se, e somente se, A(c) # 0.

Nesse mesmo ano, o matematico B. Cox fez independentemente um trabalho sobre mo-
dulos de Verma induzidos da subélgebra de Borel nao-standard | ]. O foco principal
desse trabalho era a investigagao de moédulos do Verma induzidos a partir de subéalgebras
de Borel nao-standard em &lgebras de Kac-Moody. Isso envolveu uma analise detalhada
das propriedades desses modulos e como eles diferem dos modulos de Verma induzidos por
subélgebras de Borel standard. A escolha de subalgebras de Borel nao-convencionais acres-
centa complexidade ao estudo das representacoes e, portanto, requer técnicas e abordagens
especificas para entender suas propriedades. Isso ressalta a natureza rica e diversificada
das representacoes das algebras de Kac-Moody, bem como a importancia de considerar
subalgebras de Borel nao-standard para uma compreensao abrangente das estruturas en-
volvidas. Nesta investigagao, analisou-se os modulos Mg (F') = U(g) Quea) F, em que F é
um submodulo quociente de Mg (A), onde m = (C[t, t '] @m)®CcdCd, e h = m_Dhdm,

¢ a subélgebra redutiva com my = € g, da algebra de Lie adjacente g, em que X é um
acAf
subconjunto das raizes simples I de g. Este estudo nos proporcionou o seguinte critério

de irredutibilidade conforme apresentado em | |:
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Teorema 0.0.4 (| , Teorema 4.6, p. 290]). Sejam g uma dlgebra de Kac-Moody afim,
H uma subdlgebra de Cartan de'g, A € H* e ¢ um elemento central de'g com \(c) # 0. O

mddulo de Verma induzido Mg (F') é irredutivel se, e somente se, F' ¢é irredutivel.

No ano de 1997, V. Futorny dedicou-se a investigagao dos moédulos do tipo Verma,
que sdo modulos induzidos Mz(\) = U(g) ®y ) C, para uma subalgebra de Borel de
subalgebras parabolicas de conjuntos paraboélicos. Seu trabalho foi uma contribuicao sig-
nificativa ao estudo das subélgebras parabodlicas de maneira geral, conforme detalhado
em | |, onde ele explorou as representacoes das édlgebras de Kac-Moody afins. Esse
trabalho inovador abriu diversas portas para pesquisas futuras.

Nos anos 2000, especificamente em 2013, os matematicos V. Bekkert e V. Futorny,
junto com as mateméaticas G. Benkart e I. Kashuba, realizaram uma contribuigao sig-
nificativa no campo das representagoes | |. Seu foco de pesquisa concentrou-se

nos modulos de Verma p-imaginarios M,(\) = U(g) Duee.,) C, que sao moédulos induzi-

Efat
dos da subalgebra de Borel ¢-imaginaria. Aqui, ¢ : N — {4} é uma funcao arbitraria
que desempenha um papel crucial na identificacao das condi¢oes nas quais esses modulos

sao irredutiveis. Esse trabalho resultou em um critério de irredutibilidade detalhado em

[ |

Corolario 0.0.5 (| , Corolario 5.7, p. 297|). Sejam g uma dlgebra de Kac-Moody
afim, H uma subdlgebra de Cartan de g, X € H* e ¢ um elemento central de g com

Ac) # 0, entao o mdédulo de Verma @-imagindrio M,(\) € irredutivel.

Nesses estudos destacados anteriormente, podemos perceber que a classe de algebras
de Kac-Moody com maior nimero de aplicagoes ¢ a classe de algebras de Kac-Moody
afim, e que o problema principal nesse estudo é a classificacao dos modulos de peso
irredutiveis estas algebras. Os casos que comentamos anteriormente, envolvem modulos
de peso maximo, médulos de Verma, moédulos de Verma imaginarios, moédulos de ¢-Verma,
modulos de Verma induzidos e entre outros. O que podemos destacar nesses estudos é que
todos esses modulos citados anteriormente podem ser obtidos usando a indugao parabdlica
de uma subéalgebra de Borel ou uma subalgebra parabolica | |, falaremos adiante um
pouco mais sobre isso.

Em relagdo as subélgebras de Borel, sua descricdo foi obtida em trabalhos | |
e também em | |, enquanto as subalgebras parabolicas foram descritas em | |.
Em sintese, no caso afim, ao contrario do caso finito, existem dois tipos de subélgebras
parabolicas: aquelas cujas componentes de Levi tem dimensao finita e aquelas com a
componente de Levi de dimensao infinita, o que chamamos atualmente de parabdlicas
do tipo I e tipo II (] |). O primeiro caso ¢ bem estudado e nos permite a descri¢ao
de quociente irredutivel. Por exemplo, a teoria de moédulos de tipo Verma (induzidos
de uma subélgebra de Borel) foi desenvolvida por V. Futorny no trabalho | |. Por

outro lado o caso quando a componente de Levi tem a dimensao infinita (tipo II) é

4



bem mais complicado pois os modulos sao os induzidos de somas de subalgebras afim
e subalgebra de Heisenberg. Tais moédulos tem subespacos de peso de dimensao infinita
(todos ou parte). Podemos destacar alguns exemplos de médulos com todos os subespagos
de peso de dimensao infinita que foram obtidos por G. Benkar, V. Bekkert, I. Kashuba e
V. Futorny | | e no trabalho | |.

Os resultados principais dos artigos mencionados no paragrafo anterior, estabelecem
a equivaléncia de certas categorias de modulos para a algebra de Kac-Moody afim dada
e de sua subalgebra parabdlica quando o elemento central da algebra age sem autovalor
zero. Algumas generalizagoes deste resultado foram obtidos nos trabalhos recentes | |,
[ |. Estes resultados incluem todos os casos conhecidos mas nao cobrem todos os mo-
dulos induzidos. Ao mesmo tempo, existe a conjectura de V. Futorny e I. Kashuba de que
de fato tem a equivaléncia de categorias quando a componente de Levi da subélgebra pa-
rabolica tem dimensao infinita e quando o elemento central da algebra age sem autovalor
zero. A demonstracao desta conjectura, proposta no artigo | |, foi nosso maior desafio
para certos moédulos. Um dos resultados principais do nosso trabalho, que pode ser encon-
trada em | |, mostram que os funtores de indugao preservam irredutibilidade no
caso em que a subélgebra parabélica é do tipo II.

O cerne desses artigos citados anteriormente reside no estabelecimento da equivaléncia
entre certas categorias de modulos para a algebra de Kac-Moody afim e sua subéalgebra
parabdlica, no caso em que o elemento central da élgebra nao atua com autovalor zero. A
seguinte exposicao engloba uma anéalise substancial da trajetéria percorrida até a conse-
cugao do resultado primordial deste trabalho.

Para uma algebra de Lie afim g com uma subalgebra de Cartan fixada H consideremos

uma subalgebra parabélica p. Entao p pode ser decomposta da seguinte forma:
p=lotg,

onde [ é o fator de Levi e 1 é o nilradical. Vamos assumir queA[: G + H, onde G é a su-
balgebra de Heisenberg de g, isto é, a subalgebra gerada por todos os subespacos de raizes
imaginérias. A subélgebra de Heisenberg G tem uma Z-graduagao natural determinada
por raizes imaginarias, equivalentemente pela agao adjunta de um certo elemento d € H
(derivagao grau). Seja ¢ € H o elemento central de g. Se V' ¢ um g-modulo (respectiva-
mente G-modulo) com uma agdo escalar de ¢ entao o escalar correspondente é chamado
de carga central de V.

Para qualquer A € H* e um G-moédulo Z-graduado V' com carga central \(c¢), obtemos
uma estrutura de (G + H)-moédulo de peso em V' com agdo escalar de d respeitando a
graduacdo. Definindo 1 - V = 0 obtemos uma estrutura de p-médulo em V. Entao a
inducdo parabolica define para cada A € H* o funtor I* da categoria dos G-médulos

Z-graduados com carga central \(c) = a para a categoria dos g-modulos de peso. Nesta



dire¢@o, o primeiro resultado desta tese (Teorema 3.2.15) generaliza o | , Corolario

3] o qual afirma:

Teorema: Seja V um (G + H)-mo6dulo de peso irredutivel e a = A(¢) # 0. Entao o g-
moédulo M, (V') & irredutivel onde a é o valor de carga central. Em particular, o funtor I*

preserva a irredutibilidade.
E como consequéncia, temos mais um resultado (Corolario 3.2.17), onde afirma:

Corolario: Seja p = [ @ U uma subélgebra parabdlica de g do tipo I e | = G’ + H,
onde G’ é uma subélgebra de G. Seja V um Tmoédulo de peso irredutivel de carga central
a = M) # 0. Entao M, (V) é irredutivel e consequentemente a restricao do funtor I, 5

para a categoria dos Tmodulos de peso com carga central a preserva irredutibilidade.

O Teorema 3.2.15 serve como passo chave para mostrar os resultados que darao a
irredutibilidade de médulos de Verma imaginarios generalizados com carga central nao
nula. Seja p = T uma subalgebra parabolica de g com uma subélgebra de Levi de
dimensio infinita I. Entdo [ = [0 + G(/[\)l, onde 10 ¢ a subélgebra de Lie gerada por H e
por todos os subespacos de raizes reais deTe G(T)L ¢ o complemento ortogonal da parte
imaginaria de 10 com respeito a forma de Killing.

Se M ¢ um P-moédulo de peso (com respeito a H) com carga central a e S é um
G (A[)L @ Cd-modulo com a mesma carga central e agao diagonalizével de d, entao M ® S é
um Fmédulo. Esses Fmoédulos sio chamados de mddulos de tensor. Com essas definigoes,
temos mais um resultado em nosso trabalho (Teorema 3.3.2) que generaliza ainda mais o

Teorema 1 e Corolario 3 de | |, que afirma:

Teorema: Seja a € C\ {0} eseja V=M ® S um Tmodulo de peso, tensor e irredutivel,
onde M & um O-modulo de pesoe S éum G (A[)L @ Cd-mo6dulo com acao diagonalizavel de
d. Consideremos V como um p-médulo com acdo trivial do radical 1. Entdo o g-mo6dulo

de Verma imaginario generalizado M, 5(V') ¢ irredutivel.

Seja agora T = 7;(/[\) a categoria dos Tmoédulos de tensor com carga central a. Qualquer
Ve 7;(/[\) tem uma estrutura de p-modulo com agao trivial do radical u. E mais ainda, a
inducdo de um p-modulo para um g-moédulo define o funtor HaT,ﬁ da categoria 7;(/[\) para a
categoria dos g-modulos de peso. Gerando assim mais um resultado (Corolario 3.3.3), o
seguinte corolario que fornece uma ferramenta geral, no caso de médulos de tensor, para
a construcao de novos modulos irredutiveis para qualquer algebra de Kac-Moody afim,

que afirma:
Corolario: Seja p = [ & & uma subalgebra parabélica de § do tipo 1I, V € 7;(A[) um
T-moédulo irredutivel e a € C\ {0}. Entdo o funtor ]IaTﬁ preserva irredutibilidade.

Para alcangarmos esses resultados, organizamos a tese em trés capitulos e um apéndice.

Agora, vamos dar uma visao geral do que serd abordado em cada um desses capitulos:



No Capitulo 1, comegamos explorando as algebras de Kac-Moody, focalizando nossa
atencao na compreensao e classificagao abrangente dessas estruturas algébricas complexas.
Em seguida, mergulhamos no estudo das élgebras de loop e sua extensao central, ofere-
cendo uma perspectiva alternativa sobre a construcao das algebras de Kac-Moody afim
através da extensao central das algebras de loop. Essa abordagem nos permite explorar
uma outra faceta da teoria, ampliando a compreensao das estruturas subjacentes.

Posteriormente, mergulhamos no estudo dos sistemas de raizes afim e suas proprie-
dades, reconhecendo a importancia fundamental dessa andlise para a compreensao dos
proximos capitulos. Nosso objetivo foi entender como os sistemas de raizes afim podem
ser decompostos para as algebras de Kac-Moody afim, preparando assim o terreno para
as investigacoes subsequentes.

Concluimos o capitulo 1 explorando as algebras de Heisenberg e sua relagao com as
algebras de Kac-Moody afim. Nessa secao, buscamos elucidar os conceitos fundamentais
das algebras de Heisenberg para estabelecer conexoes estruturais com as algebras de Kac-
Moody afim, reconhecendo a importancia dessas relacoes para o desenvolvimento dos
capitulos subsequentes. A abordagem nesse capitulo inclue uma variedade de exemplos
para tornar as defini¢oes, teoremas e proposicoes mais acessiveis e tangiveis. Utilizamos
como referéncia principal o trabalho de | |.

No Capitulo 2, estudamos as quase-particoes. Iniciamos estabelecendo as notacgoes
necessarias e em seguida, abordamos as partigoes parabélicas, conjuntos parabélicos, su-
balgebras de Borel e a classificacao dos conjuntos parabolicos. A partir disso, introduzimos
as quase-particoes, uma generalizacao das particoes parabdlicas, e as utilizamos para de-
finir as subélgebras de Borel com esse enfoque mais flexivel. Nossa principal referéncia
para essa parte ¢ o trabalho seminal de | |.

Em seguida, definimos as subélgebras parabdlicas, onde observamos que, associado
aos conjuntos parabolicos, essas subédlgebras podem ser divididas em dois tipos distintos:
tipo I e tipo II. Por fim, estabelecemos de forma geral os médulos de tipo Verma genera-
lizados. Também enriquecemos esta parte com uma variedade de exemplos que auxiliam
na compreensao de cada conceito introduzido, proporcionando uma conexao clara com as
generalizacoes ja desenvolvidas em trabalhos anteriores.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados centrais desta tese, publicados em |
conforme mencionado anteriormente. Nossa abordagem neste capitulo se concentra nos
modulos de Verma imaginarios, que é o foco principa sobre irredutibilidade. Comegamos
introduzindo o funtor (indugdo) imaginario, uma ferramenta poderosa para a constru-
¢ao de novos modulos irredutiveis. Definimos a carga central e os médulos de Verma
imaginarios generalizados, relacionando-os com exemplos especificos que ilustram sua ge-
neralizacao.

Prosseguimos definindo os moédulos admissiveis, revisitando o critério de irredutibi-

lidade apresentado no Teorema 1 e no Corolario 3 do trabalho de | |. Em seguida,



abordamos a irredutibilidade dos médulos de loop generalizados, introduzindo conceitos
cruciais como a w-altura. Apresentamos nossos resultados sobre os modulos de loop ge-
neralizados e a irredutibilidade dos médulos de Verma imaginério generalizado. Ao longo
deste capitulo, fornecemos uma variedade de exemplos para facilitar a compreensao dos
conceitos abordados.

No Apendice A, fornecemos uma base sélida para iniciar nossos capitulos. Reconhece-
mos que é impossivel abordar todos os aspectos em uma tese, mas buscamos estrutura-la
de forma a oferecer um material suficiente para a leitura desta tese. Neste apéndice, es-
tudamos algebras de Lie de dimensao finita, proporcionando assim uma base sélida para

o entendimento dos conceitos abordados ao longo desta tese.



Capitulo 1

Algebras de Kac-Moody afim

Quando estudamos a teoria de algebras de Lie semissimples de dimensao finita, a per-
gunta mais natural possivel que surge é: Sera possivel generalizar essa teoria para algebras
de Lie de dimensao infinita? Bom, a pergunta tem resposta afirmativa que é exatamente
o que trataremos nesse capitulo, que é o que chamamos de algebras de Kac-Moody afim.
Veremos sua constru¢ao de forma natural (geométrica, como alguns autores destacam)
através de extensao central de uma algebra de Lie semissimples de dimensao finita e
mais adiante veremos que podemos obté-las através dos geradores de Chevalley, estuda-
das no Apéndice A. Com isso, iniciaremos o capitulo falando um pouco sobre algebras de
Kac-Moody, em seguida sobre dlgebras de loop e extensao central, que nos fornecera exa-
tamente uma primeira ideia de algebras de Lie de dimensao infinita, em seguida falaremos
sobre a algebra de Kac-Moody afim como extensao central de algebra de Lie e também
sobre sistema de raizes afim e suas propriedades, finalizaremos o capitulo falando sobre
algebras de Heisenberg e sua relacao com algebras de Kac-Moody afim. Tomamos como

referéncia principal para este capitulo, o livro | |.

1.1 Introducao as algebras de Kac-Moody

As algebras de Kac-Moody sao estruturas matematicas poderosas que unificam con-
ceitos de algebra linear, teoria de grupos e geometria algébrica. Desenvolvidas por Victor
Kac e Robert Moody, essas édlgebras tém aplicagoes profundas em diversos campos da
matemaética e fisica tedrica, como teoria das cordas, geometria algébrica, teoria de repre-
sentagoes e fisica de particulas. Iniciaremos primeiramente falando de realizacao de uma
matriz complexa A de ordem n x n, com o objetivo de definirmos duas algebras de Lie

9(A) e g(A) e estudar suas propriedades.

Definicao 1.1.1. Seja A uma matriz complexa de ordem n x n. Uma realizagao da
matriz A é uma tripla (b, IT, IIV) onde h é um espago vetorial complexo de dimensao finita,

II={a,q,...,a,tellY ={af,ay,..., '} sdo subconjuntos de h* e b respectivamente,



satisfazendo as seguintes condigoes:
(1) II,11Y sao conjuntos linearmente independentes em h* e b respectivamente;
(2) (o, ) = a;j,comi,j=1,...,n

Aqui ( , ) denota o pareamento natural entre os espagos vetoriais h e h*, ou seja

(), aj) € a notagao para a;(e;). Vejamos o seguinte exemplo

Exemplo 1.1.2. Consideremos £;; com 7,5 = 1,...,l + 1, a base padrao do espaco de

matrizes (I + 1) x (I + 1). Seja h o espago vetorial de todas as matrizes diagonais de

trago nulo. Assim, o conjunto IIV = {a) = E;; — Eiy1,41 | i = 1,...,1} forma uma base
para b. Definimos para cada ¢ = 1,...,]l 4+ 1, o funcional linear ¢; : h — C tal que
e;(diag(aq,...,a;41)) = a;. Assim, o conjunto Il = {a; = ¢, — €41 | i = 1,...,1} forma

uma base para h*. Portanto, a tripla (b, IT, IIV) é uma realiza¢ao da matriz

2 =1 0 0

-1 2 -1 0
A —

0 0 0 -1 2

Agora, seja A uma matriz complexa de ordem n X n, e vamos denotar por rank(A), o
posto da matriz A e dim(h) a dimensdo de h como espago vetorial, entao temos a seguinte

proposicao:

Proposigao 1.1.3. Sejam A uma matriz complexa de ordem n x n e (h,II,1IV) uma
realizagao A, entao dim(h) > 2n — rank(A).

Demonstracao. Seja | = rank(A) e m = dim(h). Como II e IIV sdo conjuntos linear-
mente independentes em h* e b, respectivamente, entao podemos completar para uma

base {a1,ag,...,an} e {af,ay, ..., a)} de seus respectivos espagos vetoriais, obtendo

y (A B
<ai7aj>_<c D)

onde cada submatriz também é invertivel. Assim, a submatriz (A | B) tem posto n, desde

assim uma matriz invertivel

que A ja possui [ colunas linearmente independentes. Assim, rank(A) > n — [ e como B

tém m — n colunas, entdo m —n > n — [, o que mostra que dim(h) > 2n — rank(A). O

Com base na proposicao mencionada anteriormente, temos a possibilidade de estabe-
lecer uma realizacao minimal, a qual desempenhard um papel fundamental nas etapas
construtivas subsequentes. Essa realizagao minimal refere-se a uma representacao simpli-

ficada que servira para o desenvolvimento deste trabalho.
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Definicao 1.1.4. Seja A uma matriz complexa de ordem n. Uma realizagcao minimal
de A é uma realizagao (h,II,I1V), tal que dim(h) = 2n — rank(A).

Antes de adentrarmos na analise detalhada da existéncia e unicidade da realizagao
minimal no contexto da algebra de Kac-Moody, vamos estabelecer com clareza o conceito

fundamental de isomorfismo entre duas realizacoes.

Definigao 1.1.5. Duas realizagoes (h, II,I11) e (b1, I1;, IT) sdo chamadas de isomorfas,
se existe um isomorfismo de espagos vetoriais ¢ : h — b tal que p(ITY) =TI} e *(I1;) =

IT, onde ¢* é a transformacao linear transposta de .

Apo6s considerarmos as defini¢oes previamente apresentadas, estamos agora em uma

posigao favoravel para enunciar a seguinte proposicao:

Proposigao 1.1.6. Qualquer matriz A complexa de ordem n tem uma realizagdo minimal

e quaisquer duas realizacoes minimais sao isomorfas.

Demonstragao. Consideremos r = rank(A), de modo que, ap6s uma reordenagao, possa-

A A
A - 1 A 7
Agp Ap

onde Aj; ¢ uma matriz ndo singular. Vamos estender isso para uma matriz (2n—r) x (2n—r)

mos escrever:

da seguinte forma:

A A 0
C=|An Ax I,
0 IL,, O
Esta matriz é nao singular, como evidenciado pelo determinante det(C') = £ det(A;;).
Agora, consideremos ay,...,q, como as primeiras n fungoes coordenadas e hy,...,h,
como as primeiras n linhas de C. Podemos ver que (h,I1,I1V), onde IT = {ay,...,a,},
IV ={ay,...,a '} e h o espago gerado pelas 2n — r linhas da matriz C', é uma realizagao

minimal da matriz A.

Consideremos agora duas realiza¢oes minimais (b, II, 1) e (b, 11, IT)) da matriz A.
E trivial notar que podemos estender os conjuntos linearmente independentes II e II; a
uma base de § e b, respectivamente. De acordo com a definicao de realizagao minimal, os
espacos h e h; possuem a mesma dimensao. Consequentemente, existe um isomorfismo de
espacos vetoriais ¢ : h — by, de modo que p(I1V) =TI} e ¢*(I1;) = II, onde ¢* representa

a transformacao linear transposta de . O

Em relagao a uma realizacdo minimal, vamos direcionar nossa atencao a algumas

ponderagoes de relevancia, as quais influenciam na definicao de uma matriz e sua realizagao
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serem decomponiveis. Com esta nova perspectiva, nos voltamos para a pratica de nos

referirmos as realiza¢oes minimais utilizando o termo simplificado realizagoes.

1.

2.

Se (h,II,I1V) é uma realizagdo de uma matriz A, entao (h*, 11, II) é uma realizacao
de AT.

Se (b1, 111, ITY) e (ho, [Ty, ITY) sdo respectivamente realizagoes das matrizes A; e Ay,
entao (hy ® b, I} x {0} U{0} x IIp, ITY x {0} U{0} x I1y) é uma realizacao da matriz

A 0O
0 A

Y

chamada de matriz de soma direta.

Para enriquecer e expandir as consideragoes previamente discutidas, procederemos a

apresentacao de defini¢coes adicionais importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Nesse sentido, estabeleceremos conceitos essenciais relacionados a realizagao minimal.

Definicao 1.1.7. Referente a uma matriz complexa A e sua realizagao:

(1)

(2)

Uma matriz A e sua realizacao sao chamadas de decomponiveis se, apds reorga-

nizar os indices, A se decompde em uma soma direta nao trivial.

Definimos o reticulado de raizes ) C h* como o Z-mo6dulo gerado por II (esse
conjunto é chamado de base de raizes e seus elementos sao as raizes simples), e
o reticulado de co-raizes Q¥ C h como o Z-mddulo gerado por IV (esse conjunto
¢ chamado de base de co-raizes e seus elementos sdo as co-raizes simples).

Denotamos por @ o monoide gerado em @ pelas raizes simples (ou seja, QT =

> i Lyay).

Para um elemento o € ) com o = ) . k;a;, denotamos por ht(a) = >, k; a altura

de a. O que nos permite introduzir uma ordenacao parcial em () definindo o > 3
sea—peqQt.

A relagao entre realizacao minimal, vista na proposicao anterior, algebra de Lie formam

a base para a seguinte definicao.

Definigao 1.1.8. Seja A = (a;;), com i,j = 1,...,n uma matriz complexa e (h, II, II")

uma realizacao de A. A dlgebra de Lie g(A), associada a matriz A, é a dlgebra de Lie que

possui {e1, €a,...,€n, f1, fo, ..., fu} € b como geradores, satisfazendo as seguintes relagoes:

(1)
(2)

e, f;] = di;0y, onde §;; ¢ o delta de Kronecker:;
[h, '] =0, onde h,h' € b ;
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(3) [h, €] = (ai, hyei, onde h € b ;

(4) [h, fi] = —({(a;, h) f;, onde h € b.

Denotamos por ny e n_ as subdlgebras de Lie de g(A) geradas por {ej,es,...,e,} €

{f1, f2, -, fu} respectivamente.

Teorema 1.1.9 (| , Teorema 1.2, p. 3|). A algebra de Lie g(A) satisfaz as seguintes

propriedades:
(1) g(A) =n_@®bhong;

(2) n_(respectivamente n, ) ¢ livremenete gerada pelo conjunto { f1, fo, ..., fn} (respec-

tivamente {eq, es,...,€,});

(3) As aplicagoes e; — —f;, fi = —e; e h— —h podem ser estendida unicamente para

uma involugao w da algebra de Lie g(A);

(4) Existe uma decomposigao em espago de raizes em relagao a b:

A= P sd.|eve| P 4],

a€Q4,a#0 a€Q,a#0
onde g(A)y = {z € g(A) | [z, h] = (o, h)z, V h € bh}. E mais ainda, dim(g(A),) < oo
e g(A), C ny para +a € @, com « # 0;

(5) Existe um tunico ideal maximal 7 em g(A) entre os ideais que se intersectam trivi-

almente com h. Além disso, temos a seguinte soma de ideais:

T=(rNn_) & (rNny).

Com base nas explanacgoes prévias acerca da notavel teoria da realizagao minimal e
das profundas ramificagoes da algebra de Lie, estamos agora capacitados a estabelecer de
maneira precisa a definigao da éalgebra de Lie g(A), intrinsecamente ligada as matrizes de

ordem n.

Defini¢ao 1.1.10. Sejam A uma matriz complexa de ordem n, (h, I, II") uma realizagao

de A e g(A) a élgebra de Lie associada a matriz A. Definimos a seguinte élgebra de Lie

g(A) == g(A)/T,

onde 7 é o ideal maximal que se intersecta trivialmente com §.
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Associado a algebra de Lie g(A), chamaremos a matriz A de matriz de Cartan da
algebra de Lie g(A) e n de posto de g(A). Em relagao aos geradores de g(A), manteremos

a mesma notagao, isto é, &; = e;, f; = f; e h = h. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.11. Seguindo novamente o caso visto no Exemplo 1.1.2, e seguindo que

[A, B = AB—BA, com A e B matrizes, consideremos a tripla (b, IT, IIV) como a realizagao

da matriz
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A=
o o o0 --- —1 2
Definindo para cada ¢ = 1,...,[ os elementos ¢; = E;;11 e fi = FE;y1,, podemos

verificar que, seguindo a Defini¢ao 1.1.8, temos
1) les, fil = [Biiv1, Ejyi ]l = B Ejy — Ejrg, Bii = 6B — 6 Eiv1i01 = 0i50;
2) [h,h'] =0, pois tratam-se de matrizes diagonais (as quais comutam);
3) [h,ei] = [diag(ay, ..., a141), Biiv1] = aiBiiv1 — aiy1 Eii1 = (ai, h)es;
4) [h7 fz] = [diag(al, e ,al+1), Ez'+1,z'] = Qi1 Biy1 —aiBip; = —<04i, h)fz
Em outras palavras, g(A) é a algebra de Lie sl(l + 1, C).

Nesse contexto, é crucial compreender que as observagoes que se seguem desempenham

um papel fundamental na compreensao e aplicacao dessa estrutura algébrica.
1. O quadruplo (g(A), b, II,IIV) é chamado o (g, h)-associado a matriz A;

2. a decomposigao de g(A) induz uma decomposigao em g(A), chamada de decompo-

sicao em espacos de raizes

s = P sd.|ebe| P s4.].

Q€Q+,a7#0 a€Q+,a7#0

onde g(A)y = {z € g(A4) | [x,h] = (a, h)z, V h € h}. E mais ainda, dim(g(A4),) < oo
e g(A) =b;

3. chamamos dim(g(A),) de multiplicidade de « e indicaremos por mult(«).

4. vamos denotar por ny a imagem de ny em g(A). Dessa forma, com embasamento nas
defini¢oes previamente expostas e nas observagoes feitas anteriormente, chegamos a
conclusao de que

g(A)=n_@heon,.
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Definicao 1.1.12. Um elemento o € ) é chamado de raiz se e somente se satisfaz as
condigoes a # 0 e mult(a) # 0. Uma raiz o > 0 (respectivamente a < 0) ¢ designada
como positiva (respectivamente negativa) conforme explicitado na Defini¢ao 1.1.7. A
deducao fornecida pelo Teorema 1.1.9 estabelece que cada raiz pode ser classificada como
positiva ou negativa. Portanto, ao denotarmos os conjuntos de todas as raizes, raizes po-
sitivas e raizes negativas como A, A, e A_ respectivamente, podemos afirmar de maneira

conclusiva que:
A=A, UA_ (unido disjunta).

Importante observarmos que ¢é viavel expressar essa relagao como:

9(A)= P ga(A), em que go(4) = b. (1.1)
acAU{0}

O conceito de centro em uma &algebra de Lie g(A) possui um papel de destaque na
sua estrutura, revelando-se uma faceta fundamental que desempenha um papel de suma
importancia nessa teoria, principalmente quando A é uma matriz especifica, que iremos
ver mais adiante. Esse elemento central revela-se de significativa relevancia, especialmente
quando adentramos no dmbito das representacoes das dlgebras de Kac-Moody. Abaixo,
apresenta-se a seguinte proposicao que esclarece a identidade e as propriedades intrinsecas

do centro da &lgebra de Lie g(A).

Proposigao 1.1.13. O centro da algebra de Lie g(A) é igual a
ci={Heh|(a,H =0,Yi=1,... n)
Ainda mais, dim(c) = n — rank(A).

Demonstragao. Seja x € c. Nesse contexto, podemos afirmar que [h,z] = 0 para todo
h € b, em que g(A) é constituida a partir de h resultando na inclusdo de x em go(A) = b.

Adicionalmente, é importante ressaltar que:

[.T,y] =0,

para qualquer y € g,(A), indicando que o produto de Lie entre = e y é nulo. Esse fato
implica que (a,z) = 0 para todo a € A, sendo necessario que y seja nao-nulo. Isso é
equivalente a («, z) = 0 para todo « € II.

De maneira reciproca, se x € h satisfaz a condicao anterior, entao ele pertence ao
centro da &lgebra de Lie g(A).

Para a tultima condigao, observamos que dime¢ = n — [ = n — rank(A). Porém, vale
destacar que dim(cNbh’) = n —rank(A), e dessa forma, a conclusdo decorre naturalmente.

]
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Definicao 1.1.14. Seja A uma matriz complexa de ordem n. A é uma Matriz de Cartan

(MC) se, para todo i,j = 1,...,n, satisfaz as seguintes condi¢oes:
(1) as =2;
(2) ai; € Zgo, para i # j;
(3) se a;; =0, entdo a;; = 0.
(4) det(A) >0

A matriz A do Exemplo 1.1.11 é uma matriz de Cartan. O tipo de matriz de Cartan
generalizada se destaca por sua definicao que incorpora uma flexibilizacao da restricao
imposta ao posto da matriz A. Esse refinamento conceitual nos leva a considerar a seguinte

definicao:

Definigao 1.1.15. Considere uma matriz complexa A de ordem n. Denominamos A
como uma Matriz de Cartan generalizada (MCG) quando, para todos os indices

i,7 =1,...,n, ela satisfaz as seguintes condic¢oes:
(1) ay; =2;
(2) aij € Zgo, para i # j;
(3) se a;; =0, entdo a;; = 0.

Exemplo 1.1.16. Vejamos um exemplo de (MCGQG) cléssico, que se diferencia das matrizes

(MC):
2 -2
-2 2/

Percebemos que ela cumpre os requisitos da Defini¢ao 1.1.15 para ser uma MCG. Um fato

interessante é que o seu determinante é igual a zero, o que a diferencia de nao ser uma

MC.

Por meio da definicao da matriz de Cartan generalizada, abrimos caminho para a
formulagao da tao aguardada algebra de Kac-Moody. Abaixo, apresentamos a defini¢ao

para um entendimento mais completo:

Definigao 1.1.17. Seja A uma matriz de Cartan generalizada. A algebra de Lie g(A)

associada a matriz A é chamada de algebra de Kac-Moody.

Dentro desse contexto, nossa intengao primordial consiste em apresentar os desfechos

primordiais que conduzirao a classificacao das matrizes de Cartan generalizadas. Esta
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abordagem seré realizada com uma analise abrangente, englobando nao somente as ins-
tancias finitas, mas também as afins e as indefinidas. Ao direcionar nosso foco para as
situacoes finitas, é possivel identificar uma conexao direta com as algebras de Lie semis-
simples, estabelecendo uma ponte entre esses dois conceitos.

A segunda situacao, por sua vez, é altamente complexa, e nosso objetivo é explicitar as
estruturas dessas algebras de Kac-Moody, que sao detalhadas e desafiadoras por natureza.
Esta empreitada permitird nao somente a compreensao das algebras em si, mas também a
capacidade de efetuar construgoes tangiveis que ilustrem suas propriedades fundamentais.

Entretanto, a tltima categoria de cenarios, que tangem as matrizes de Cartan genera-
lizadas indefinidas, projeta-se em um dominio mais obscuro e enigmético. Nesse ambito,
embora seja possivel explorar algebras de Lie especiais, a claridade desejada ainda se es-
conde sob véus de complexidade. Ao enredarmos os fios que conectam a matriz de Cartan
generalizada a estrutura da algebra de Kac-Moody, tracamos um percurso que desvenda
tanto a beleza intrinseca quanto as aplicacoes de tais construcoes em um panorama ma-
temético mais amplo. Com isso, iremos analisar minuciosamente a configuracao dessas
matrizes, a fim de identificar e compreender plenamente sua natureza indecomponivel. E
imprescindivel, portanto, que examinemos a definicao que se segue, a fim de estabelecer

uma base solida para nossas investigagoes.

Definigao 1.1.18. Sejam A = (a;;) e A" = (a;;) duas MCGs. Dizemos que A e A’ sdo

equivalentes, se elas possuem o mesmo grau n e existe uma permutagao o de S, tal que

A5 = Qo(i)o(j)s para todoi,j =1,...,n.

Seguindo a defini¢ao, podemos dizer que uma MCG A é indecomponivel, se nao é
equivalente a uma soma direta de MCGs menores A; e A,, ou seja, A nao é equivalente

a uma matriz da forma

A O
0 A

Torna-se evidente que, se a matriz A é uma Matriz de Cartan Generalizada, entao a sua
matriz transposta A' também partilha essa caracteristica de MCG. Adicionalmente, é va-
lido afirmar que a matriz A atinge o status de indecomponibilidade em caso de, e somente
se, sua matriz transposta A’ também ostentar tal atributo de indecomponibilidade.

Abordaremos neste estudo, matrizes reais A = (a;;) de ordem n, com as seguintes

propriedades:
(M1) A é indecomponivel;
(M2) a;; <0, parai#j;

(M3) Se a;; = 0 entdo a;; = 0.
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Através da Definicao 1.1.7, temos o embasamento de que é possivel realizar a decom-
posicao de qualquer matriz em uma soma direta de matrizes indecomponiveis. Com base
nesse entendimento, torna-se apropriado direcionar nosso foco para as Matrizes de Car-
tan Generalizadas (MCGs) que se enquadram nessa categoria de indecomponibilidade. E
importante ressaltar que as MCGs selecionadas para analise subsequente sao aquelas que
nao podem ser desmembradas em submatrizes menores. Além disso, podemos estabele-
cer que as propriedades (M2) e (M3) impostas as MCGs também estao satisfeitas pelas
escolhas feitas, o que confere um alicerce sé6lido para nossa abordagem.

Dentro desse contexto, a observacao sobre a conformidade com as propriedades (M2)
e (M3) assume papel central. A garantia de que as MCGs escolhidas aderem a essas
propriedades nao apenas valida nossa escolha, mas também permite delinearmos diretrizes
claras para a andlise que se desdobraré.

Antes de prosseguirmos com a proxima definicao em nosso trabalho, é importante esta-
belecer uma observacao fundamental, com énfase na representacao de vetores coluna. No
contexto dos espagos vetoriais, consideremos um vetor coluna representado por = = (x;).
A fim de desenvolver uma notagao esclarecedora, introduzimos o seguinte conceito: Utili-
zaremos a expressao x > 0 para indicar que cada componente z; do vetor x é estritamente
positiva. Similarmente, empregaremos a notagao z > 0 para denotar que cada compo-
nente x; do vetor x é maior ou igual a zero. Com isso, estamos preparados para a seguinte

definic¢ao.

Definicao 1.1.19. Seja A uma matriz real de ordem n satisfazendo (M1), (M2) e (M3).

Dizemos que:

(1) A é do tipo finito se

(1.1) det(A) # 0;

(1.2) existe x > 0 tal que Az >0, e

(1.3) se Az > 0 entao xz > 0 ou = = 0.
(2) A é do tipo afim se

(2.1) n —rank(A) = 1;
(2.2) existe x > 0 tal que Az =0, e
(2.3) se Az > 0 entao Az = 0.

(3) A é do tipo indefinido se

(3.1) existe x > 0 tal que Az <0, e

(3.2) se Ax >0 e x >0 entao x = 0.
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Apo6s ter delineado de maneira concisa as definigoes fundamentais abordando a ma-
triz de Cartan generalizada e as algebras de Kac-Moody, encontramo-nos agora em uma

posi¢ao propicia para formalizar e apresentar o teorema subsequente.

Teorema 1.1.20. Seja A uma matriz real de ordem n satisfazendo (M1), (M2) e (M3).
Entao uma, e apenas uma, das trés possibilidades descritas na Definicao 1.1.19 vale para

ambas as matrizes A e Al

Demonstracao. Podemos ver que o terceiro caso é disjunto dos dois primeiros, porque nos
dois primeiros casos nao existe nenhum u > 0 tal que Au < 0 (defina v = —u e aplique o
resultado em Av > 0). Além disso, devido a condigao de posto na matriz, os dois primeiros
casos sao disjuntos.

Consideramos o seguinte cone convexo:

Ka={u|Au > 0}.

Podemos ver que esse cone intersecta o cone {u > 0} apenas em {0} ou em seu interior
{u > 0}. Portanto, temos que Ko N{u >0} C {u >0} ou KaN{u > 0} C {0}. Suponha
que essa intersecao nao seja reduzida ao ponto 0. Entao, temos:

1. K4 esta contido em {u > 0} (e, portanto, ndo contém nenhum subespago linear).

2. K4 = {u| Au = 0} ¢ uma linha unidimensional.

De fato, supomos que K4 encontra o cone {u > 0} em algum ponto, digamos u. Mas
se houver um elemento v de K4 fora desse cone, devido a convexidade de K4, sabemos
que o intervalo [u,v] estd contido em K4 e esse intervalo deve encontrar a fronteira de
{u > 0}. Isso é apenas possivel no elemento {0}, portanto, v deve estar na meia linha
gerada por —u e toda a linha passando por u esta contida em K 4. Estamos no segundo
caso. Suponha que haja um elemento w € K4 que nao esteja nessa linha. Entao, porque
K4 € um cone convexo, obtemos que todo o semiplano gerado por w e a linha através de
u estéa contido em K4, mas esse semiplano encontraré a fronteira do cone {u > 0} fora de
{0}, o que é impossivel. Como u e —u estdo em K 4, isso implica que Au = 0.

O primeiro caso é equivalente ao caso de tipo finito. Se Av > 0, entaov € K4 ev >0
ou v = 0 devido & inclus@o de 4 em {u > 0} U {0}. Como K4 ndo contém nenhum
subespaco linear, A deve ser nao degenerado. Em particular, A é sobrejetivo, portanto,
existe um vetor v com Au > 0. Este u satisfaz u > 0 ou u = 0. O ltimo caso nao é
possivel, pois, caso contrario, teriamos Au = 0.

O segundo caso é equivalente ao caso afim: sabemos que existe um elemento u > 0 tal
que Au =0 e o nucleo de A é K4 e de dimensao 1, e obtemos a condigao em Av > 0.

Além disso, nos casos finitos (respectivamente, afim), vemos que nao existe v > 0 tal
que Av < 0. Isso implica que existe um elemento u no cone {u > 0} diferente de 0 e em
K 4¢. Em particular, A' é novamente de tipo finito (respectivamente, afim), e distinguimos

os dois casos gragas ao posto da matriz.
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No tltimo caso, sabemos que nao existe v > 0 com u # 0 tal que Alu > 0. Assim,
existe um elemento v > 0 tal que Av < 0. Se Aw > 0 e w > 0, sabemos que w = 0.

]

Em uma abordagem mais abrangente, o Teorema 1.1.20 revela que é possivel classi-
ficar uma Matriz de Cartan Generalizada (MCG) em um dos trés tipos distintos: finito,
afim ou indeterminado. Essa classificacao assume um papel crucial no entendimento das
propriedades das algebras de Kac-Moody e das estruturas algébricas subjacentes.

A proxima proposi¢ao e o préoximo teorema apresentam um resumo dos resultados
relacionados as MCGs indecomponiveis. No entanto, antes de prosseguirmos, ¢ importante
revisar o seguinte:

Considere uma matriz A = (a;;) com indices 7, j pertencentes a um conjunto S, onde S
¢ um subconjunto de {1, ...,n}. Essa matriz ¢ denominada uma submatriz principal de
A. Denotaremos esta submatriz como Ag, que é obtida excluindo-se determinadas linhas e
colunas da matriz original. Vale a pena ressaltarmos que o determinante de uma submatriz
principal ¢ chamado de menor principal. Em outras palavras, um menor principal é o
determinante de uma submatriz de A, onde sua diagonal principal faz parte da diagonal
principal de A. Veremos agora alguns lemas que nos ajudarao na classificagao das MCG

indecomponiveis.

Lema 1.1.21. Seja A indecomponivel de tipo finito ou afim. Entao, qualquer submatriz

principal propria de A se decompoe em uma soma direta de matrizes de tipo finito

Demonstrag¢ao. Consideremos um conjunto S que é um subconjunto de {1,...,n} e a
matriz Ag associada & submatriz principal de A correspondente a esse conjunto. Seja
u = (u;), onde i varia de 1 a n. Denotamos por ug o vetor (u;), onde i pertence a S.
Assumimos, de acordo com a hipétese, que existe um vetor u com todos os elementos
estritamente maiores que zero, tal que Au > 0.

Agora, concentremos nossa atencao no produto matricial Asug. Dado que todos os
elementos a;;, para ¢ # j, sdo nao positivos, podemos concluir que (Au)S < ASug. Esta
desigualdade é verdadeira com igualdade se e somente se, para todo ¢ em S e todo j fora
de S, temos a;; = 0.

Isso nos permite inferir que ug é estritamente maior que zero e Asug > 0. Conse-

quentemente, podemos afirmar que Ag é de tipo afim ou finito. Se Ag for do tipo afim,

entdo Agug = 0 implica que Agug > 0, o que implica que Agus = (Au)g. Isso nos
leva a conclusao de que ou S é igual ao conjunto completo 1,...,n ou que a matriz A é
decomponivel. O

Lema 1.1.22. Uma matriz simétrica A é de tipo finito (respectivamente afim) se e so-
mente se A for definida positiva (respectivamente semidefinida positiva com rank(A) =
n—1).
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Demonstracao. Vamos assumir que A é semidefinida positiva, entao, se existe u > 0 tal
que Au < 0, entao u'Au < 0, o que ¢ impossivel. Em particular, A ¢ de tipo finito afim.
A condigao de posto distingue os dois casos.

Reciprocamente, se A é de tipo finito ou afim, entao existe um u > 0 tal que Au > 0.
Para A > 0, temos (A + A )u > 0, assim A é de tipo finito e, portanto, ndo degenerado.
Portanto, os autovalores de A sao nao negativos, e o resultado segue com a condicao de

posto.
0

Lema 1.1.23 (| , Lema 4.6, p. 40]). Seja A = (a; ;) uma matriz de tipo finito ou afim
tal que a;; = 2ea;j a;, > 1,onde 1 <4,j < n. Entao A ¢ simetrizavel. Além disso, se exis-
tir uma sequéncia iy, ia, 73, . . . , 4} de indices com k > 3 tal que a;, i, @iy s =+ * Qip i Qi iy 7 0,

entao A é da forma

2 —Uy —u, !
—uyt 2 0

0 0 2 —Up—1
—Un 0 o e —U,;il 2

onde o0s u; sa0 numeros positivos.

Com o proposito de categorizar de maneira abrangente todas as Matrizes de Cartan
Generalizadas (MCGs) tanto de natureza finita quanto afim, iremos proceder & incorpo-
racdo de uma abordagem analoga aquela empregada no contexto das Algebras de Lie.
Especificamente, como foi realizado no contexto das Algebras de Lie semissimples de di-
mensao finita (Apéndice A), iremos agora apresentar os chamados diagramas de Dynkin
associados a MCGs.

Essa estratégia se configura como um método eficaz para discernir as distintas classes
de MCGs, permitindo uma analise estrutural detalhada que considera os arranjos parti-
culares de seus elementos constituintes. Através da representacao grafica dos diagramas
de Dynkin, que capturam a relacao entre os componentes da MCG, é possivel revelar
propriedades cruciais sobre sua composicao, simetria e comportamento subjacente. Com

isso, definimos o seguinte.

Defini¢ao 1.1.24. Seja A = (a;;) uma MCG, com i,j = 1,...,n. O diagrama de
Dynkin D(A) ¢ o grafo cujo os vertices sdo indexados pelas linhas da matriz (ou seja,

por {1,...,n}) e suas arestas sdo descritas como segue:

(1) Se a;ja;; < 4, ent@o os vértices i e j sao conectados por max{|a;;|,|a;;|} arestas e,
tais arestas, s@o equipadas com uma flecha apontando para i sempre que |a;;| > 1,

e apontando para j sempre que |aj;| > 1.
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(2) Se a;jaj; > 4, os vértices i e j sdo conectados por uma aresta com o par (|a;l, |aj|)

sobre ela.

E interessante notar que a Matriz de Cartan Generalizada A é considerada indecompo-
nivel se, e somente se, o diagrama de Dynkin associado D(A) constituir um grafo conexo,
ou seja, nao possuir componentes isoladas.

Além disso, é importante ressaltar que para cada Matriz de Cartan Generalizada A, é
possivel associar um diagrama de Dynkin D(A). Esse diagrama, assim como a propria ma-
triz, é parte integrante da classificacao que distingue entre tipos finitos, tipos afins e tipos
indeterminados. Vale destacar ainda que a matriz A pode ser determinada exclusivamente

pelo diagrama de Dynkin D(A), juntamente com uma enumeragao de seus vértices.

Proposicao 1.1.25. Seja A uma MCG indecomponivel.

(1) A é do tipo finito se, e somente se, todos os seus menores principais sao positivos.

(2) A é do tipo afim se, e somente se, todos os seus menores principais proprios sao
positivos e det(A) = 0.

(3) Se A é do tipo finito ou afim, entdo qualquer subdiagrama proprio de D(A) é uma

uniao de diagramas de Dynkin do tipo finito.

(4) Se A é do tipo finito, entdo D(A) nao contém ciclos. Se A é do tipo afim e D(A)

contém ciclos, entdao D(A) é o ciclo

Qo
04 k@, onde [ > 2.

a1 Qg a1 O

(5) A édo tipo afim se, e somente se, existe § > 0, tal que Ad = 0; tal 0 é tinico a menos

de multiplicacao por uma constante.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar as afirmagoes (1) e (2). Comegamos considerando uma
submatriz principal de A, que chamaremos de A;. Esta submatriz é de um tipo especifico,
que pode ser finito ou afim, e é uma matriz de Cartan generalizada. Sabemos, com base
no Lema 1.1.23, que qualquer matriz de Cartan generalizada de tipo finito ou afim pode
ser simetrizavel. Para fazer isso, introduzimos uma matriz diagonal D; com coeficientes
diagonais positivos de forma que By = D;A; seja simétrica. A matriz By tem o mesmo
tipo que Aj, e pelo Lema 1.1.22, isso implica que B; é positiva e até mesmo definida se
A; for uma matriz propria ou se a matriz A for de tipo finito. Em particular, em todos
esses casos, o determinante de By é maior que zero, o que implica que o determinante de

A; também é maior que zero.
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Por outro lado, se todos os menores principais de A forem positivos, entao podemos
assumir que existe um vetor u > 0, tal que Au < 0. Isso implica em desigualdades
da forma Zj a; ju; < 0 para alguns indices ¢. Agora, podemos eliminar as variaveis wu;
para ¢ > 1 na equagao ZZ ay;u; < 0. Para fazer isso, removemos a;, duas vezes da
desigualdade Zj a; ju; < 0. Como a;; < 0 para ¢ > 1, acabamos com uma desigualdade
da forma Au; < 0. Além disso, sabemos que det(A) = Adet(A’), onde A’ ¢ a submatriz
de A definida pelos indices [2,n]. Como todos os menores principais de A sao positivos,
concluimos que A > 0 no primeiro caso e A = 0 no segundo caso. Em ambos os casos, as
desigualdades u; > 0 e Au; < 0 sdo contraditorias. Portanto, a matriz A é de tipo finito
ou afim, e os casos sao descritos pelo posto.

A afirmac@o (3) é uma consequéncia direta do Lema 1.1.21.

Se a matriz D(A) contém um ciclo de comprimento pelo menos 3, isso implica que a
condi¢ao do Lema 1.1.23 é satisfeita. Nesse caso, a matriz A é dada pelo Lema 1.1.23.
Além disso, no caso de matrizes de Cartan generalizadas, se os niimeros u; e u; ' forem
inteiros positivos, isso implica que u; = 1. O diagrama de Dynkin associado é o ciclo
desejado.

A afirmagao (5) é uma consequéncia direta do Teorema 1.1.20.

O

Através da utilizagao dos diagramas de Dynkin, somos capazes de realizar a carac-
terizacao abrangente das matrizes de Cartan generalizadas. Esta abordagem possibilita
a catalogacao de todas as Algebras de Kac-Moody que englobam tanto os tipos finitos

quanto os tipos afins. O seguinte teorema formaliza esse processo:

Teorema 1.1.26 (| , Teorema 4.8, p. 41]). (1) Os diagramas de Dynkin de todas
as MCGs do tipo finito sao da seguinte tabela:

FINITA

&
\Y
=

. (l+1)
a; G Q3 a1 o

Bi(l > 2) O—0—=0 O%O (2)
ap Qg O3 ap—1/0

Ci(1 = 3) O 00— -+~ O%O (2)
a1 Qg Qg (07 e/

a1

Q1 Qg Q3 a3 O
a
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E O O
Q. Q@ Q3 Qg Qp
TOM
E, oO—O0—O0—0—0—0 (2)
aq (0] (0% g (0731 (673
Tas
Fy O—O0—0—0—0 O (1)

(2) Os diagramas de Dynkin de todas as MCGs do tipo afim s@o da seguinte tabela:

AFIM 1
Al Qo /g
1nQo
) 1 1 o 1 1
A7 >2) o g a1 o
1 O[O
() 1 2 2 2 2
Bl =3) Qa3 o1 by
(1) LN o2 %%%5
Gr(l>2) Qp /oy Qg (e TASIeY
10 ay 100711
D(l) 154 1 2 2 2 1
U oy Qa3 Qo o
(1) 1 2 3
G2 (7)) (05} (65)
4 (7)) (05} (0] Q3 iy
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vetor § = (ay,...,a

primos.

2 0{6

1 2 3 2 1

@ O O O

ap Qg Q3 Q4 Qp

1 2 3 4 3 2 1
@ O O O O
(&%) (05] (6) 3 iy (673 (673
1 2 3 4 5 6 4
O O O O O O
Qo Q1 G Q3 Q4 5 Qg
AFIM 2

1 2 g

ap O3 a2 O
1 1 1 1 1
Qoy Q1 Qg Q)1 4
1 2 3 2 1

Qg Q1 Qv 3 0Oy

AFIM 3

1 2 1
(&) (05} (0D
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(3) A numeragdo que aparece nos diagramas do item b) sdo as coordenadas do tnico

)%, tal que A5 = 0 e os a;’s sao inteiros positivos relativamente

Observacgao 1. Apresentamos algumas observagoes pertinentes em relacao aos resultados
discutidos até o momento. Estas observagoes langam luz sobre a classificacao das algebras
de Kac-Moody por meio dos diagramas de Dynkin, estabelecendo conexoes significativas

com as algebras de Lie simples de dimensao finita em um corpo algebricamente fechado:



I) A classificacdo dos diagramas em &lgebras de Kac-Moody do tipo finito coincide
exatamente com a classificacao dos diagramas em algebras de Lie simples de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado.

IT) Na tabela FINITA, os vértices dos diagramas sao numerados com os simbolos
aq,...,qp e cada diagrama Xl(l) na tabela AFIM 1 é obtido a partir do diagrama X; da
tabela FINITA adicionando um vértice, que é numerado como «g, enquanto mantém a
numeragcao original nos vértices existentes. Na linguagem da teoria de grupos, isso é equi-
valente a adicionar uma linha e uma coluna com o rétulo "0". Os vértices dos diagramas
nas tabelas AFIM 2 e AFIM 3 sao numerados com os simbolos aq, aq, ..., q.

IIT) Os nameros entre parénteses na tabela FINITA representam os determinantes
det(A). Nas tabelas AFIM “s, os rotulos numéricos representam os coeficientes de uma
dependéncia linear entre as colunas da matriz A.

IV) No caso afim, existem duas classes distintas: as nao torcidas, listadas na tabela
AFIM 1, e as torcidas, listadas na tabela AFIM 2 e AFIM 3.

Esta analise estabelece uma solida base para a compreensao das algebras de Kac-
Moody e suas relagoes com as &lgebras de Lie simples, preparando o terreno para a
discussao subsequente sobre algebra de Kac-Moody afim como extensao central de algebra

de loop.

1.2 Algebras de loop e suas extensao central

As algebras de loop sao uma classe especial de algebras relacionadas as algebras de
Lie e as algebras de Kac-Moody. Elas surgiram a partir da necessidade de entender as
simetrias em teorias fisicas com dimensionalidade pequena. Uma &lgebra de loop é uma
extensao de uma &lgebra de Lie, e sua extensao central desempenha um papel funda-
mental na estrutura das algebras de Kac-Moody afim. Esta secao se dedica a investigar
as propriedades das algebras de loop, com um foco particular em sua extensao central.
Essa extensao central desempenha um papel vital na teoria de representacao das algebras
de Kac-Moody afim, influenciando diretamente a construcao e classificacao de modulos e
representacoes.

Como falaremos sobre extensao central, iniciaremos com uma definigao muito simples

do que ¢é ser um elemento central em uma algebra de Lie.

Definicao 1.2.1. Dizemos que um elemento ¢ de uma algebra de Lie g é um elemento

central de g, se [c,g] = 0.

Definicao 1.2.2. Seja g uma algebra de Lie. Um 2-cociclo com valores em C é uma

forma bilinear ¢ : g x g — C satisfazendo as seguintes condic¢oes:
(1) ¥(z,y) = —¢(y, z) para quaisquer z,y € g;
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(2) Y[z, y],2) +9(ly, 2], ) + ¥([z, 2], y) = 0 para quaisquer z,y,z € g.

Iniciando com uma &algebra de Lie g, abrimos caminho para a concepc¢ao da extensao
central 1-dimensional. Essa extensao envolve o processo de ampliar o espaco vetorial
subjacente a algebra g por uma dimensao adicional. Isso significa que, além das operacoes
e relagoes ja presentes em g, introduzimos um novo componente que desempenha um
papel crucial nesse contexto. Vejamos abaixo de modo concreto essa construcao, olhando
para o seguinte espago vetorial:

g=g®Cec.

Vamos definir a seguinte operacao em g dada por,

[z, clp :== 0, para todo = € g;

e para qualquer z,y € ge A\, u € C,

[z +Ae,y + pclo = [2,y] + ¥(2,y)e

onde [, | denota o colchete em g e ¢ : gx g — C é um 2-cociclo com valores em C. Podemos
perceber que g, com a operacao definida anteriormente, torna-se uma algebra de Lie com
elemento central c.

A exploragao da defini¢ao de algebra de loop revela-se um processo notavelmente cons-
trutivo e enriquecedor. A relevancia subjacente a investigagao dessas algebras é inegavel,
uma vez que nos possibilita perceber uma algebra de Kac-Moody afim como uma extensao
central unidimensional de algebras de loop. Iniciando nosso percurso, direcionamos nossa

atencao a algebra dos polinémios de Laurent, denotada como
L =C[t,t7"].

Definigao 1.2.3. A algebra de loop de g é a algebra £(g) := £ ® g com estrutura
definida pelo seguinte colchete. Para quaisquer P,QQ € L e x,y € g:

[PRz,QRy|:=PQ® [x,yl.

Para simplificar a discussao, adotamos a convencao de utilizar a notagao de colchete
[,] para denotar a operacdo subjacente na estrutura algébrica £(g). E evidente que essa
construcdo estabelece dentro do espaco £(g) uma estrutura de algebra de Lie. E notavel
perceber que essa algebra exibe uma caracteristica particular ao ser de dimensao infinita,
denotando um cenério de riqueza estrutural e analitica que transcende os limites das
algebras de Lie de dimensao finita mais tradicionais. Vejamos agora um exemplo para

ilustrar a definicao.

Exemplo 1.2.4. Vamos considerar a algebra de Lie de dimensao finita g = sl[(2,C).
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Sabemos ainda (Apéndice A) que podemos reescrever essa algebra de Lie da seguinte
forma:

sl(2,C) = Cf & Ch & Ce,

0 0 1 0 0 1
onde [ = , h = ee= . A algebra de loop é dada pela seguinte
/ (1 o) (0 —1) (0 o) g P peta ses

forma:

L(s1(2,C)) = C[t,t" ] ®sl(2,C),

com comutador [t" @z, " ®@y] = ™" @ [x, y]. Como um espago vetorial, podemos ver que
L(s1(2,C)) é o espago das matrizes 2 x 2 com trago nulo sobre algebra dos polinomios de

Laurent. Para este caso, também podemos verificar uma decomposicao em autoespagos

de ad(h):

L(s1(2,C)) = C[t,t7 ] @sl(2,C)
=C[t,t '] ® (Cf ® Ch @ Ce)
= (Clt,t /1@ Cf)® (C[t,t '] ® Ch) @ (C[t,t '] ® Ce).

1.3 Algebra de Kac-Moody afim como extensao central

de Algebra de loop

Nesta secao, exploramos a profunda conexao entre as algebras de Kac-Moody afim e as
algebras de loop, destacando a importancia da extensao central nesse contexto. Uma das
contribui¢oes mais notaveis desta se¢ao é a discussao da extensao central nas algebras de
Kac-Moody afim. Analisamos como a introducao de um elemento central em uma algebra
de loop esta associada a uma extensao da algebra de Kac-Moody afim correspondente.
Exploramos os efeitos dessa extensao na estrutura e propriedades das algebras. Veremos
também que uma algebra de Kac-Moody afim é uma extensao central de uma algebra de
loop. Ela é definida por meio de geradores e relagoes, onde os geradores correspondem
aos elementos da algebra de loop, e as relagoes capturam a estrutura da extensao central.
A ideia central é unirmos as duas informagoes vistas anteriormente, extensao central
1-dimensional e algebras de loop, para definirmos a nossa tao esperada algebra de Kac-
Moody afim. Para atingirmos esse proposito, podemos utilizar um 2-cociclo de valores
complexos C na estrutura da algebra de loop L(g). Esse 2-cociclo é uma funcao ¢ :
L(g)x L(g) — C, cuja construgao se baseia na combinagao de outras fungdes relacionadas,
resultando em uma espécie de composicao dessas func¢oes. Vamos iniciar considerando a
aplicacao a seguir:

K:gxg—C,
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onde definimos K(z,y) = tr(ad,ad,), para quaisquer elementos z e y pertencentes a

g. Podemos observar prontamente que a igualdade K([x,y], 2) = K(z, [y, z]) se mantém.

K .
Efv’y), onde h" faz referéncia

Para simplificar os célculos, introduzimos a notagao (z,y) :=
ao dual do niimero de Coxeter associado a algebra de Lie g (Apéndice A). Utilizando essa

definicao, estamos aptos a introduzir outras trés aplicacoes a partir da aplicacao K:

(1) ()= L(g) x L(g) = £, onde (P(t) @z | Q(t) @ y)r = P(H)Q)(x,y);

(2) D: L(g) — L(g), onde D(P(t) @ z) = dl;—it) ® ;

(3) Res: L — C, onde Res( ) ¢,t") = ¢_; para qualquer n € Z, em que 0s ¢, sao nulos,
nez
exceto para um nimero finito de elementos.

Vale a pena lembrar que, para qualquer que seja o polinémio de Laurent P, temos que
Res(%) = 0. Vamos agora estabelecer a definicao do nosso potencial 2-cociclo candidato,

representado por . Para tal proposito, consideremos a seguinte aplicagao:

Y1 L(g) x L(g) — C,

onde £(g) denota o espago das algebras de Lie associado a dlgebra de Lie g. Nesse contexto,
a aplicagao 1 opera sobre pares de elementos (P(t) ® z,Q(t) ® y), onde P(t) e Q(t) sdo
elementos de um &lgebra de loop e x, y pertencem & &algebra de Lie g. A expressao da

aplicagao v é dada por:

P(P(t) @2, Q) ®y) = Res((D(P(t) @ x) | Q) @ y)y),

onde D(P(t) ® ) representa a derivada de P(t) ® = em relagao a t, e o operador Res
denota o residuo de ((D(P(t) ® z) | Q(t) ® y);) na variavel t. Esse residuo é avaliado no

ponto onde as expressoes estao definidas. Vejamos um exemplo

Exemplo 1.3.1. Sejam L(sl(2,C)) algebra de loop e t" @ x e "™ ® y dois elementos de
L(sl(2,C)). Entao

1) Dt"®@z) =nt"" @ x;
2) D" @) [t ®@y).) =nt"" "z, y);
3) Y(t" @z, t"Ry) =Res(D{" @) | t" @ y)t) = n(T,y)0m —n-

Dessa forma, estamos introduzindo um conceito relevante da teoria de algebras de
Lie, onde a interacao entre elementos de algebras de loop e a algebra de Lie subjacente é
mediada pelo operador 1. Através dessa abordagem, buscamos explorar as propriedades
de cociclos e sua aplicacao na compreensao de estruturas algébricas mais complexas, como

as algebras de Kac-Moody.

29



Proposicao 1.3.2. A aplicacao ¢ definida anteriormente é um 2-cociclo com valores em

C da algebra de loop L(g), ou seja, satisfazem as seguintes propriedades

o Y(P(t)®z,Q) ®y) = —(Qt) @y, P(t) @ ) ;

o Y([P(t)®z, Q) @y], S(t)@2)+v([Q1) @y, S{t)®z], P(t) @)+ ([S(t) @z, P(H) @
2], Qt) @ y) = 0.

Demonstracao. Sejam P, Q) € L e x,y € g, entao:

pdQ

w(P®x,Q®y>+¢<Q®y,P®x>=<x,y)Res( Q+ )
~ () Res( <§Q>>

Agora vamos considerar P,QQ € R€ L e x,y e z € g. Assim,

Y([PRz,QRy,R®z2)+([QRy, RRz,PRz)+([R® 2 P®zx],Qy)

= (o). 2 Res(P LD R) 1 (1., )Bes N ) ([, y)Res( D0 ) )
= ([3;’ y]7 Z)Res<d(§tQ)R 4 d<§tR)P 4 d(?tp) Q)
= ([, y], Z)Res(@)

=0.

]

Tendo estabelecido a natureza e as propriedades da aplicagao 1 como um 2-cociclo

fundamental, estamos agora em posicao de introduzir a algebra de Kac-Moody afim.

Definigao 1.3.3. A algebra de Kac-Moody afim ¢ a soma direta g := £(g) & Cc,
na qual é incorporado um elemento central formal adicional, representado por c. Nesse
contexto, a estrutura de algebra de Lie dessa entidade é estabelecida por meio da seguinte
relagao:

[f + X, g+ pelo = [f, gl +(f, g)e,

onde f e g sdo elementos pertencentes a L£(g), enquanto A e y sdo parametros pertencentes

ao conjunto dos nimeros complexos C.

Exemplo 1.3.4. Como ja sabemos que para a dlgebra de Lie s[(2,C), a éalgebra de loop

é dada pela seguinte forma:

L(s1(2,C)) = C[t,t ' ®5(2,0C),
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com comutador [t" ® z,t" @ y] = t"1" @ [x,y]. Assim, a dlgebra Kac-Moody afim é:
s1(2,C) = (sl(2,C) ® C[t, t7Y)) @ Ce,

com comutador dado por [t" @ x + Ae, t™ @y + puclp = t" T @ [z, y] + n(x, y)Om,—nc. E mais

ainda, podemos ver como a seguinte decomposicao:

~

s1(2,C) = (Clt,t | @ Cf) @ (C[t,t '] ® Ce) @ (C[t,t '] ® Ch) @ Ce.

Olhando um pouco mais adiante em relagao a essa decomposi¢ao, podemos ver uma

decomposigao triangular dessa dlgebra de Kac-Moody afim:
SI2,C)=ATa Hoa .

onde n* = tC[t] ® (Cf ® Ch) @ Clt] ® Ce, n~ =t 'C[t 7] ® (Ce® Ch) @ C[t ] Cf e
H=(1®h)aCec.

Por tltimo, particulamente 1 ® g é uma subélgebra de g, em que podemos identificar
g com essa subalgebra da seguinte maneira: x — 1 ® z. Isso serd de grande utilidade na
proxima sessao quando falarmos sobre a decomposi¢ao em espacos de raizes associados a

subalgebra de Cartan para uma élgebra de Kac-Moody afim.

1.4 Sistema de raizes afim e suas propriedades

Um dos aspectos fundamentais das dlgebras de Kac-Moody afim é o sistema de raizes.
Esse sistema descreve as simetrias da algebra e tem uma estrutura rica que envolve raizes
simples, co-raizes, multiplicidades e a forma de Dynkin. A classificacao das algebras de
Kac-Moody afim é fortemente baseada nas propriedades do sistema de raizes. Assim, bus-
camos fornecer uma introducao solida ao sistema de raizes e explorar suas propriedades
fundamentais. Inicialmente, iremos estabelecer as bases, comentando sobre duas ferramen-
tas importantes, a forma bilinear invariante e o grupo de Weyl, que estendem os conceitos
vistos para o caso de algebras de Lie de dimensao finita. Posteriormente, exploraremos as
algebras de Kac-Moody Afim, onde os sistemas de raizes surgem como uma ferramenta

crucial para compreender a estrutura dessas élgebras.

Defini¢ao 1.4.1. Dizemos que uma matriz A = (a;;), de ordem n, é simetrizavel se
existir uma matriz diagonal inversivel D = diag(dy,ds . .., d,), com d; # 0, e uma matriz
simétrica B = (b;;) tal que A = DB.

Na defini¢do acima, a matriz B é chamada de simetrizagao da matriz A e g(A) de
algebra de Lie simetrizavel. Utilizaremos agora os conceitos vistos anteriormente para

assim encontrarmos o que chamamos de forma bilinear simétrica.
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Definicao 1.4.2. Sejam a matriz A como na Defini¢ao 1.4.1 e uma realizacao (b, IT, 1)
de A. Sejam também o subespago h; = Y"1 Ca;’ em b e o seu subespago complementar

b1 . Definimos uma forma bilinear simétrica
([):hxbh—C,

pelas seguintes equagoes:

(1) (af | h) = {(a;, h)d; para todo h € h, com i =1,...,n;

(2) (h|H) =0, para todo h,h’ € bi.

Podemos perceber que (- | -) esta bem definida, pois b = b, @ hi e af,...,a) sdo

linearmente independentes. E ainda mais, pelo fato de A = DB, que por igualdade temos
Ai; = dibij = dibjia
da qual obtemos a seguinte equacao:
(3) (o | ) = (v, ) )di = ajid; = byydyd; para i, j=1,...,n.

Com as defini¢oes, comentéarios e observagoes feitas acima, podemos extrair o seguinte

lema.

Lema 1.4.3. Sejam a matriz A como na Defini¢ao 1.4.1 e uma realizagao (h,II,11V) de
A. Sejam também o subespago h; = Y"1 | Ca; em h e o seu subespaco complementar by

A forma bilinear (- | -), satisfaz o seguinte:

(1) O nucleo da restrigao da forma bilinear (- | -) ao subespago h; coincide com ¢ (centro

de g(A));
(2) A forma bilinear (- | -) é ndo degenerada em b.

Demonstracao.

(1) O nucleo da forma bilinear (- | -) é dado pelo conjunto {h € by | () | h) = {a;, h) =
0, para todo @ = 1,...,n}, pois {af,...,a’} & uma base de h;. Pela Poposigao

1.1.13, concluimos que o nicleo coincide com c.
(2) Seja h € b qualquer, entdao temos
(Z CiOé;/ | h) = ZCI'(O[;/ | h) = Zcidi<ai7 h> = <Z Cidi()éi7 h> s
i=1 i=1 i=1 i=1
que mostra que (- | -) é ndo degenerada em .
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Dado que a forma bilinear (- | -) é ndo degenerada em b, ela induz um isomorfismo

v:h—b"

B v(h) = (h] )

Ainda denotando por (- | -) a forma bilinear induzida em h*. Temos o seguinte: para

quaisquer «, 3 € bh*,

(a | B) = (v a) [v7H(B)) = (ha | ha).

Seguindo (1) e (3) da Defini¢ao 1.4.2 temos a seguinte equagao

(Oéz' | Oéj) = <Oéi,Oé;-/>dj_1 = (Ijidj_l = bij = aijdi_l, (12)
0 que nos motiva a enunciar o seguinte teorema | |
Teorema 1.4.4 (| , Teorema 2.2, p. 15]). Consideremos g(A) como uma algebra

de Lie simetrizavel, onde A é a matriz conforme a Definigao 1.4.1. Nesse contexto, existe
uma forma bilinear simétrica nao degenerada em g(A), cujos valores pertencem a C, e é

representada por (- | -), satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) A forma bilinear (- | -) é invariante, isto é, ([X,Y] | Z) = (X | [Y, Z]) para todos
XY, Z € g(A);

(2) Restringindo (- | -) ao subconjunto b, ela é definida pelas condigdes 1) e 2) da

Definigao 1.4.1 e é nao degenerada;
(3) Para quaisquer g, e gg, a forma bilinear resulta em zero se a + 8 # 0;

(4) Restringindo (- | -) & go + g_a, €la é ndo degenerada para « # 0, implicando que g,

e g_o sao emparelhados de forma nao degenerada por (- | -);
(5) Para X € go, Y €9 0, e @ € A, arelagao [X,Y] = (X | Y)v(«) ¢ valida.

No contexto da teoria de algebras de Kac-Moody, abordaremos agora as propriedades
das Matrizes Cartan Generalizadas (MCG) simetrizaveis. Considerando uma matriz A =
(a;j) de ordem n como uma MCG simetrizavel, é possivel realizarmos uma decomposigao
de A da forma diag(ds,...,d,)(b;;). Nessa expressao, d; representa nimeros racionais
positivos e (b;;) é uma matriz simétrica com elementos racionais. Esta decomposigao é
sempre viavel, sendo que, no caso de A ser indecomponivel, a matriz diag(dy,...,d,) ¢

lnica, até um fator constante.
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Um aspecto crucial dessa analise é a associacao de uma forma bilinear simétrica nao
degenerada (- | -) & decomposi¢ao da MCG. Essa forma bilinear, quando fixada, propor-
ciona uma expressao padrao para a MCG, estabelecendo uma relagao com os elementos
a; da algebra de Kac-Moody. A extensao dessa forma bilinear de h para uma forma bili-
near invariante simétrica (- | -) em toda a algebra de Kac-Moody g(A) é essencial, sendo
garantida pelo Teorema 1.4.4. Esta forma estendida, tnica e satisfazendo propriedades

fundamentais, é denominada a forma bilinear invariante padrao.

Definicao 1.4.5. Seja g(A) a algebra de Kac-Moody, onde A = (a;;) é uma matriz de
ordem n. A reflexao fundamental r; do espago dual h* para cada i = 1,...,n é dada

por

ri(A) =X —(\a) oy, AeEb

A reflexdo fundamental r; age sobre um elemento A em h*, ajustando-o pela subtragao
de um multiplo do vetor a; dual a co-raiz correspondente. Em termos especificos, r;(a;) =
a; — (aj, )Y = a; — ajoy € Q para j # i e 1i(a;) = —a;. Isso resulta em 7,Q C Q,
destacando a relagao fundamental da reflexao r; com o conjunto de raizes (). Essa definicao
é crucial para a compreensao da estrutura algébrica e das propriedades fundamentais das
algebras de Kac-Moody.

Preparando o terreno para a definicao iminente do grupo de Weyl, consideremos o con-
junto {a, ..., a,} C b*, que é linearmente independente. Podemos estender esse conjunto
para obter uma base completa para h*. Fixando um indice 7, escrevemos a matriz R; da re-
flex@o fundamental r; nessa base estendida. Notavelmente, observamos que det(R;) = —1
e que R; & sua propria inversa, implicando 7? = Id. Os pontos fixos de r;, representados
por H; = {\ € b*: (\,a)) = 0}, formam um hiperplano em h*. Além disso, considerando
ri(o;) = —au, concluimos que r; age como uma reflexdo para todo i = 1,...,n. Essas
observagoes e propriedades nos fornecem a base para a subsequente definicao do grupo de

Weyl.

Definigao 1.4.6. Seja g(A) uma élgebra de Kac-Moody. Definimos o Grupo de Weyl
W de g(A) como o subgrupo dos automorfismos de h* gerados por todas as reflexdes

fundamentais associadas as raizes simples aq, ..., a,.

Quando é necessério destacar a dependéncia da matriz A, representamos o Grupo de
Weyl como W (A).

Defini¢ao 1.4.7. Uma raiz o € A é chamada raiz real se existe w € W tal que w(«a) é
uma raiz simples. Denotamos por A™, A¥* e A o conjunto das raizes reais, raizes reais

positivas e raizes reais negativas, respectivamente.
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Podemos perceber facilmente que, se v € A", entdo o« = w(y;) para algum «; € Il e
w € W, pois os elementos de W sao automorfismos. Podemos definir a reflexao r, com

respeito a a € A" por
ra(A) =A = (A a%)a, A € b

A proposicao seguinte demonstra que as raizes reais possuem todas as caracteristicas
classicas associadas a elas em uma algebra de Kac-Moody. Esta abordagem generaliza
conceitos conhecidos das dlgebras de Lie finitas para o contexto mais amplo de algebras
de Kac-Moody. A Proposicao 1.4.8 estabelece uma série de propriedades fundamentais

dessas raizes. Vejamos abaixo.

Proposigao 1.4.8. Seja a uma raiz real de uma algebra de Kac-Moody g(A). Entao,
a) mult(a) = 1.
b) ka é uma raiz se, e somente se, k = +1.

c) Se f € A, entao existem inteiros nao negativos p e ¢ relacionados pela equagao
p—q= <67 a\/>’
tal que  + ka € AU{0} se, e somente se, —p < k < ¢, k € Z.
d) Suponha que A ¢é simetrizavel e seja (- | -) a forma bilinear invariante padrdo em
g(A). Entao,
(i) (o | @) > 0;
(i) o =207 (@) /(e | @);
(i) se o = Z ki, entao k(o | oy) € (a | a)Z.

e) Devido +a & I, existe i tal que
|ht(ri(a))| < [ht(a)].

Demonstracao. Ja estabelecemos os pontos (i), (ii) e (iii) para raizes simples, demons-
trando que essas propriedades sao preservadas quando aplicamos as transformacgoes do
grupo de Weyl. A conclusao resulta diretamente dessa invariancia.

A ultima afirmacao envolve uma anélise mais detalhada. Tomamos a como uma raiz
positiva real, e buscamos aquelas «; tais que, para cada i, a altura da reflexdo r;(«) é
maior ou igual & altura de «. Isto ¢, |ht(r;(«))| > |ht(«)|.

Essa condigao implica que, para cada i, o produto interno (o, «) é ndo negativo,

indicando que —a estd na camara dominante para o sistema de raizes dual. Nesse contexto,
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v(a) — «, para qualquer v no grupo de Weyl, é uma combinagao linear ndo negativa de
raizes positivas.

Aplicamos esse resultado a v = w™! com a = w(«;), obtendo a; — a como uma
combinagao linear nao negativa de raizes positivas. Isso implica, em termos de alturas,

que ht(a;) > ht(a). Como resultado, concluimos que « é uma raiz simples. O

Apos a demonstragao da proposi¢ao anterior, podemos agora discutir a interpretagao
subsequente. Considere uma MCG simetrizavel, denotada por A, e (- | -) seja a forma
bilinear invariante padrao associada. Ao contemplar uma raiz real especifica, digamos «,
observamos que a norma ao quadrado (|a|?) dessa raiz ¢ igual ao produto interno ((a | «)).

Com base na Proposi¢ao 1.4.8, sabemos que (a | o) = (o | ;) para alguma raiz
simples «;. Portanto, conseguimos expressar |a|? da seguinte forma:

o] = (a | a) = (w(w) | w(a)) = (@ | &) = |

Essa relacao enfatiza que a norma ao quadrado de uma raiz real o é sempre igual a
norma ao quadrado de uma raiz simples «;, onde w denota um elemento do grupo de
Weyl associado a A. Essa descoberta ilustra uma propriedade notavel e ttil das MCG “s
simetrizaveis, estabelecendo uma conexao entre as normas de raizes reais e raizes simples

por meio da agao do grupo de Weyl.
Definigao 1.4.9. Dizemos que « é uma raiz real curta (ou longa) se
(o | ) = min;(ay | ;) (para raiz curta)
ou
(o | @) = max;(«; | ;) (para raiz longa).
Essas categorias nao dependem da escolha da forma padrao.

Seguindo o mesmo raciocinio apresentado anteriormente, comeg¢amos observando que
nem toda raiz em algebras de Kac-Moody é real. Com base nisso, introduzimos a defini¢ao

de raiz imaginaria.

Definicao 1.4.10. Uma raiz a que nao é real é denominada raiz imaginaria. Denotamos
por A Ai}rn e A™ o conjunto de todas as raizes imaginarias, raizes imaginarias positivas

e raizes imaginarias negativas, respectivamente.

Essa definicao amplia nossa compreensao das raizes em &algebras de Kac-Moody, in-
cluindo aquelas que s@o puramente imaginarias. A categorizagdo das raizes imaginérias
em conjuntos especificos oferece uma estrutura organizada para anélise e estudo mais

aprofundado.
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Pela definicao, expressamos as raizes como a uniao disjunta de raizes reais e raizes

imaginarias da seguinte forma:

A= A" LA™,

Adicionalmente, decompondo as rafzes reais, temos A™ = A* LI (—A’’) e para as rafzes
imaginarias, temos A™ = Ai}rn L (—Aifl). Referente as raizes imaginarias, elas possuem as

seguintes propriedades elencadas na proposi¢ao abaixo | |.
Proposigao 1.4.11 (| , Proposi¢ao 5.2, p. 51 ]). (1) O conjunto A ¢ W-invariante.

(2) Para todo a € A, existe um tnico § € A'™, com (3,a}) < 0, que ¢ tnico na
orbita W - a.

(3) Se A é simetrizavel e (- | -) é a forma bilinear invariante padrao, entdo uma raiz «

¢ imaginaria se, e somente se, (o | a) < 0.

Um fato interessante da proposi¢ao anterior destaca uma caracteristica interessante
relacionada as raizes imaginarias em algebras de Kac-Moody. Especificamente, quando a
matriz A é de tipo finito, a dlgebra de Kac-Moody associada nao apresentara raizes ima-
ginarias. Essa observacao ¢ fundamentada na simetrizabilidade da matriz nesse contexto
especifico.

Para esclarecer, em algebras de Lie de tipo finito, a matriz associada a forma bilinear
invariante padrao é sempre simetrizavel. Assim, considerando uma raiz imaginaria c,
ela deve satisfazer a condigao (v | @) < 0. No entanto, devido & natureza finita dessa
algebra, a forma bilinear é sempre positiva, criando uma contradi¢ao em relacao a condi¢ao
mencionada anteriormente.

Essa auséncia de raizes imaginarias em algebras de Kac-Moody de tipo finito representa
uma particularidade significativa que diferencia esse cenario de algebras mais gerais. Essa
observagao adiciona uma camada de compreensao a estrutura das dlgebras de Kac-Moody,
ressaltando as implicagoes das propriedades finitas em relagao a presencga ou auséncia de

raizes imaginarias. Com isso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.12 (| , Teorema 5.6, p. 53]). Considere uma MCG indecomponivel A.

Algumas propriedades distintas relacionadas as raizes imaginérias:

(1) Se a algebra A ¢ do tipo finito, entdo o conjunto de raizes imaginarias A™ & vazio.
Em outras palavras, a algebra de Kac-Moody g(A) nao possui raizes imaginarias

neste cenério.

(2) Se A é do tipo afim, entdo o conjunto de raizes imaginarias positivas é especificado

como

A™ — {05 | n e N},
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onde ¢ é uma raiz especial definida como d = E a;c;. Aqui, os as sao as etiquetas

1=0
associadas aos vértices do diagrama de Dynkin conforme registrado nas tabelas

AFIM ’s, e a; sao os vértices correspondentes do diagrama.
(3) Quando A é do tipo indeterminado, existe uma raiz imaginaria positiva a = E ki,

1
com os coeficientes k; todos positivos, e para cada vértice © = 1,...,n, a condi¢ao

(o, ) < 0 ¢ satisfeita.

A algebra de Kac-Moody g = g(A), considerando uma matriz A do tipo afim, fornece
elementos fundamentais para nossa analise. Destacamos a subalgebra de Cartan b, o
conjunto IT = {ay,...,q} C b* das raizes simples, IV = {ay,..., o} C b das coraizes
simples, A como o sistema de raizes, e Q e @V como os reticulados de raizes e coraizes,
respectivamente.

Introduzimos a subélgebra g de g gerada por e; e f; (vistos como algebras de Lie).
Notamos que § ¢ uma algebra de Kac-Moody associada a matriz A, obtida removendo a
linha 0 e a coluna 0 de A. Em relacao a g, os elementos e; e f; (i = 1,...,1) atuam como
geradores de Chevalley, e h= g N b representa a subalgebra de Cartan. Adicionalmente,
IT = {ay,...,q;} C b* constitui a base de raizes, e IIV = {aV,...,a)} C § é a base de
coraizes. Observamos que g = g(A) ¢ uma algebra de Lie simples de dimensao finita, cujo
diagrama de Dynkin S(A) ¢ derivado pela remocao do vértice 0 de S(A).

O conjunto A = A N §* representa o sistema de raizes de g, sendo finito e composto
exclusivamente por raizes reais. Definimos A+ = An A, como o conjunto de raizes
positivas, e caracterizamos A, e A, como as raizes curtas e longas de A, respectivamente.
Ademais, estabelecemos Q = ZA.

Do Teorema 1.4.12, item ii), concluimos que o conjunto de raizes imaginarias e raizes

imaginarias positivas da algebra de Lie g assume a forma:
A = {£6,£24,...} e A" = {§,26,...}.

A proxima proposicao descreve o conjunto das raizes reais A™ e raizes reais positivas

AT da élgebra de Lie associada a uma MCG do tipo afim em termos de A e §, no qual

usaremos bastante.

Proposigao 1.4.13 (| , Proposicao 6.3, p. 66]). Considere a algebra de Kac-Moody
g = g(A), em que A pertence a tabela AFIM r. Entéo,
( .
A+ 07 ser =1,
<AS + 5Z> U (Al + 7“5Z> se r =2 ou 3, mas
(1) Are — <

A nao ¢ do tipo AS),

1. 0 ; \
(_Al + - (=1+ QZ)) U <AS + (52) U <Al + 2(5Z> se A é do tipo AS).
(\27" "2
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(2) A™ 415 = A%,
(3) A® ={a €A™ |n>0}UA,.

Agora, utilizando o mesmo contexto da algebra de Kac-Moody e a mesma raiz ima-
ginaria 0, ja vista anteriormente, introduzimos um elemento crucial, §. Este elemento é

eXpresso como
!
0=09—agag = Zaiai € Q, (1.3)
i=1

onde @ ¢ o conjunto de raizes de §. Através do isomorfismo de v, ja visto anteriormente,
podemos enfatizar que § = agv (), onde |#V|*> = 2a,'. Além disso, temos a relacdo
ay = v7H(d—0). Vale ressaltar que, no caso especifico em que A pertence a tabela AFTM
1, temos ag = 1, resultando em 6 = v(6¥) e |6V ]* = 2.

Essa introducao do elemento 6 e suas relagoes associadas desempenha um papel crucial
na compreensao mais ampla da estrutura e das propriedades especificas da algebra de Kac-

Moody. Assim, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 1.4.14 (| , Proposi¢ao 6.4, p. 67]). Considere a seguinte caracterizagao

para 0:

(1) Para A pertencente a tabela AFIM 1 ou do tipo AS), a raiz ¢ pertence ao conjunto
de raizes longas positivas (A );. Além disso, 0 é a tnica raiz em A com a méxima

altura possivel (= h — ay).

(2) Se A esta na tabela AFIM 2 ou AFIM 3 e nao ¢ do tipo AS), entdo a raiz 0
pertence ao conjunto de raizes curtas positivas (A+)S. Nesse contexto, # é a tnica

raiz em A com a altura méaxima (h — 1).

A menos que explicitamente mencionado de outra forma, ao considerarmos uma matriz
de tipo finito A, procederemos a normalizagdo da forma invariante padrao (- | -) em g(A)

seguindo a condicao:
(] o) =2,8e v € Ay,

Denominaremos tal forma normalizada como a "forma invariante normalizada".

As afirmagoes subsequentes sao fundamentais para a compreensao de que a estrutura
da algebra de Kac-Moody guarda semelhancas notéveis com as construgoes previamente
exploradas no Apéndice A, notadamente aquelas relacionadas aos geradores de Chevalley

em algebras de Lie de dimensao finita.

Proposicao 1.4.15. Considere a decomposi¢ao em espacos de raizes de uma algebra de

Kac-Moody g(A) = @ go- Nesse contexto, as seguintes propriedades se aplicam:
aeq@
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(1) Para cada «, 5 € Q, temos [ga, 93] C Ga+s-
(2) Seja w a involugao de Chevalley e a € Q. Entéo, w(ga) = g—a-

(3) Para todo a € A, @ # 0, temos (g, | §-o) # 0. Como resultado, no caso em que
a € A" para X € g, e Y € g_,, ambos distintos de zero, tem-se (X | Y) # 0.

Demonstragao. (1) Tomemos X € g, e Y € gp arbitrarios. Para qualquer H € b, as
operagoes de comutacao [H,X| = (o, H)X e [H,Y] = (5, H)Y sao expressas. Ao

utilizar a identidade de Jacobi, obtemos:

[H, [ X, Y]] =Y, H], X] + [[H, X].Y] = —[(8,H)Y, X]+ [{a, H)X,Y]
= (B, H)[X, Y]+ (o, H)[X,Y]
= (a+ 6, H)[X,Y].

Isso implica que [X,Y] € go1p para quaisquer X € g, e Y € ggs.

(2) Para X € g,, temos [H, X] = (o, H) X para todo H € h. Logo,

[H, X]={(a, H)X = w([H, X]) =w((a, H)X) = [w(H),w(X)] = (o, Hw(X)
= [-H,w(X)| = (o, Hw
=

[H,w(X)] = (—a, H)w

Assim, w(X) € g_, para todo X € g,.

(3) Do Teorema 1.4.4, deduzimos que a forma (- | -) restrita & g, +9g_o € ndo degenerada.
Consequentemente, g, € g_, sao pareados de forma ndo degenerada por (- | -).
Suponha que X € g, seja tal que (X | W) = 0 para todo W € g_,. Para qualquer
Y+Z €gatg_o, temosque (X |Y+2)=(X|Y)+(X|Z)=0,pois (X |Z)=0
por hipotese, e (X | Y) = 0 devido a o + a # 0 (Teorema 1.4.4). Portanto, X €
ga+ g, implicando X = 0 e, portanto, (g | §-a) # 0. Quando a é uma raiz real,
a Proposicao 1.4.8, item, assegura que dim(g,) = dim(g_,) = 1. Consideremos {X }
e {Y'} como bases de g, e g_,, respectivamente. Necessariamente, (X | V') # 0, caso
contrario g, = 0. Logo, X € g, e Y € g_,, com X, Y # 0, implica (X | Y) # 0.

O

Teorema 1.4.16. A algebra de Kac-Moody afim g pode ser representada por geradores

(Ei)o<i<n, (Fi)ogi<n © (Hi)ogi<n, com as seguintes propriedades
(1) [H;, Hj] =0, para todo i e j;

(2) [E;, Fj] =6, ;H; para todo i e j;
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(3) [Hi, Ej] = ai;Ej e [H, Fj] = —ay Fy;
(4) ad(E;)'~"i(E;) =0 e ad(F;)' % (F;) = 0 para i # j.

onde A = (a;j)o<ij<n € uma matriz de Cartan generalizada associada a algebra de Kac-

Moody afim g.

Demonstra¢ao. Consideremos uma algebra de Lie simples g munida de geradores de Che-
valley e;, fi, h; para i € {1,...,n}. O ponto principal consiste em generalizar esses gera-
dores para a algebra de Kac-Moody afim g.

Iniciamos a extensao dos geradores definindo os seguintes elementos
Ei:1®€ia E:1®f27 Hz:1®h'z paraiE{l,...,n}.

Consideremos agora a seguinte decomposicao g = b @, A ga, onde A denota o conjunto
de raizes da algebra de Lie simples g.

Cada espaco de raiz g, se relaciona a uma raiz « pertencente a h*. Além disso, como
dim(g,) = 1 para o € A, existe uma tnica raiz longa 6 € A | satisfazendo 6+a; ¢ AU{0}
parai € {1,...,n}.

Consideremos agora a involugao linear w em g, com base nos respectivos geradores de

Chevalley de g, dada por w(e;) = —f;, w(fi) = —e; e w(h;) = —h;. Vamos agora definir a

seguinte forma bilinear (, ) : h* x h* — C com (o, ;) = a;;" , onde d; s@o inteiros positivos
(primos entre si), e B = diag(dy, ..., d,)A & simétrica.
Podemos escolher, meticulosamente, fy em gy de tal modo que (fo,w(fo)) = —(29"(:),

onde hY & o nimero dual de Coxeter. Definimos ey = —w(fy) € g—o-
Com estas consideragoes, basta definirmos Ey =t ® ¢, Fy =t~ ® fo, e Hy = [Ey, Fy].
com isso, podemos perceber que os geradores expandidos E;, F;, H; para i € {0,1,...,n}

satisfazem as relacoes de Chevalley-Serre inerentes a algebra de Kac-Moody afim g. [

Ao analisarmos o teorema acima, podemos perceber que ele revela que as algebras
de Kac-Moody afins se apresentam como generalizagdes naturais das algebras de Lie
semi-simples de dimensao finita. Por sua vez, a Proposicao 1.4.15 estabelece propriedades
fundamentais da algebra de Kac-Moody g(A), relacionadas a decomposigao em espagos de
raizes. Ela demonstra que a algebra satisfaz propriedades de fechamento sob o comutador,
apresenta simetria em relacao a involucao de Chevalley e exibe um emparelhamento nao

degenerado entre espacos de raizes opostas.

Exemplo 1.4.17. Novamente abordando o caso da algebra de Lie sl(2,C), ja sabemos
que sua matriz de Cartan é A = (2), o dual de Coxeter h¥ = 2 ¢ A = {a, —a}, onde

a(h) = 2. A raiz longa ¢ § = «a ¢ entao (sl(2))y = Ce, o que implica que f; = Ae, com
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A € C*. Assim,

4
(Josw(fo) = =N(e, ) = =5 = —2X.
Por outro lado, como (6, 6) = (o, a) = 2, temos (fo,w(fo)) = Zg}(g)v = —2, 0 que implica

A? = 1. Fixando A = 1, temos os seguintes geradores: B} = 1 ® e; F} = 1 ® f; H, =
1ohEy =t f,Fh=t"'®ece

H[) = [E[),Fo] =1® [f, 6] + (f, 8)0 =2c— Hl.

Esses geradores cumprem todas as relagoes de Chevalley, dadas no Teorema anterior.

Agora, como ja sabemos como sao os geradores da algebra de Kac-Moody afim, po-
demos descrever de forma clara o sistema de raizes e a sua decomposicao em espaco de
raizes. E mais ainda, podemos descrever quem sao os espacgos de raizes, juntamente com
a sua subalgebra de Cartan.

Inicialmente, vamos explorar a estrutura da algebra de Lie simples de dimensao finita
g, juntamente com sua decomposicao em espagos associados as raizes. Essa decomposigao,
explicada no Apéndice A, é expressa como g =h @ | P gﬁy>7 onde h ¢é a subalgebra de

YEA
Cartan de dimensao [ com uma base de raizes {ay, as,...,q;} e uma base de co-raizes

{hl, h27 ey hl}.
A decomposicao em espacos de raizes da éalgebra de Kac-Moody afim g, com respeito

a subélgebra de Cartan H, é expressa como:
i-He (@ @) ,
a€EA

onde H = (1®h) @ Ce. Estendemos a fungao linear A € h* para uma fungao linear em H
pela condigao (A, ¢) = 0. Assim, h* ¢ identificado com um subespago em H*.

Agora, vamos descrever o sistema de raizes de g e os espacos de raizes:
A= (A + 6Z> noz",
~ _ 4k
Oyrks = U7 @ 8y,

ﬁké :tk®b7

onde 6 é o mesmo vetor introduzido anteriormente para o caso r = 1.
Além disso, definimos:

1. My ={ap =0 —0,a1,as,...,q;};

2. Hg:{aov = (ef—mc—l@)ev;a}/:l@hl,azv:1®h2,...,alv:1®hl}.
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Em seguida, pela Proposi¢ao 1.4.14, item a), temos que:

A= ((ag,07))i j=o-

Dessa forma, podemos afirmar que a tripla (H,II,1IY) é uma realiza¢do da matriz afim

A. Unindo assim os conceitos feitos incialmente neste capitulo.

1.5 Algebras de Heisenberg e sua relacao com algebras
de Kac-Moody afim

As algebras de Heisenberg desempenham um papel central na teoria de representagoes
das algebras de Kac-Moody. Pretendemos neste momento explorar a interconexao entre
essas duas classes de algebras, concentrando-se em casos especiais em que as algebras
de Heisenberg podem ser vistas como subalgebras das algebras de Kac-Moody afins. A
compreensao dessas relacoes é importante para avancar na teoria e nas aplicagoes praticas.

Comecemos com a defini¢cao classica de uma algebra de Heisenberg.

Definicao 1.5.1. Chamamos H de uma algebra de Heisenberg se ela for gerada pelo
conjunto {a, | n € Z} U{c}, onde ¢ é um elemento central, e as relagdes de comutagao
sao dadas por:

[, Q] = MOy, —pC.

Essa definicao estabelece a estrutura algébrica da algebra de Heisenberg, onde a,, sao
operadores e ¢ é um elemento central. A condi¢ao de comutacao destaca a dependéncia
linear do comutador em relacao aos indices m e n, fornecendo a base para explorar as
propriedades fundamentais dessa élgebra. Vamos agora examinar um exemplo especifico
para ilustrar as relagoes de comutacgao na pratica.

—

Exemplo 1.5.2. Consideremos g = sl(2,C) e o conjunto {a, =t"®h | n € Z} U{c}. No

—

contexto de sl(2,C), o comutador ¢ dado por:
[t @z + A, t" @y + puc] = " @ 2, y] + m(x, y) 0, _ne.

Assim, [apm, a,] = [t™ ® h,t" @ h] = md,, _,c, implicando que a &lgebra gerada por esse
conjunto é uma algebra de Heisenberg. Nesse caso, a algebra de Heisenberg ¢ dada por

H= @ C({t"®h)aCe
keZ\{0}

Consideremos agora uma algebra de Kac-Moody afim g com uma subélgebra de Cartan
H e centro 1-dimensional Z = Cec. Seguindo as notagoes expressas da Defini¢ao 1.1.12,

temos a seguinte decomposi¢ao em espacos de raizes:
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g=H® (@ §a> :
acA
Além disso, em A, existem raizes imaginarias 9, pois estamos considerando algebras
do tipo Afim. Podemos expressar o conjunto de todas as raizes imaginarias por A'™ =
{ké | k € Z\{0}}, onde cada elemento esta associado a um espago de raiz imaginaria ggs.
Consideremos a algebra G gerada por todos os subespacos de raizes imaginérias de g. E
facil verificar que o elemento central ¢ pertence a GG, pois, para cada elemento x5 no espaco
de raiz gs, existe um elemento x_s no espaco de raiz g_js tal que [xps,7_p5] = c € G.

Além disso, a algebra G pode ser vista como:

G=Cco® EB Oko
keZ \{0}
Exemplo 1.5.3. Consideremos agora a algebra de Lie g = s[(3, C) com algebra de Cartan
h. Esta ultima admite uma base notéavel {ay = E1; — Eay, o = Fas — E33}.
Utilizando o produto (h,h') = 2tr(hh'), e observando que a aplicagao trago tr é nao
degenerada em b, podemos escolher uma base {hy, ho} para b tal que (h;, h;) = d; ;. Dessa

maneira, para todo k € Z\{0}, temos que
Gk = t* @ b = (t* @ Chy) @ (t* @ Chy).

Assim, definimos as algebras G; e Go, geradas respectivamente pelos conjuntos {a, =
tf@h | ke Z\{0}}U{c} e {bp =t*@hy | k € Z\{0}} U {c}, as quais sdo algebras
de Heisenberg e que sao subalgebras de G. Além disso, em cada espaco grs, encontramos
uma base {z§ = t* ® hy, 25 = t* ® hy}, na qual [2F, x;k] = kd; jc.

—

Neste exemplo, em que g = sl(3,C) esta equipada com a algebra de Cartan b, para
cada inteiro nao nulo, encontramos uma base especifica que simplifica notavelmente os
seus colchetes.

A partir dessa configuragao, definimos subélgebras G e Ga, que fazem parte da algebra
de Heisenberg GG, geradas por conjuntos cuidadosamente escolhidos. Em particular, cada
espaco grs dessas algebras admite uma base comutativa {2%, 25}, onde 2 é a dimensao de
k

]

h, e satisfaz [z}, x; "] = ko; je. Essa estrutura se generaliza na seguinte proposigao:

Proposigao 1.5.4. Sejam g uma algebra de Kac-Moody afim e G = Cc® ( &P ﬁk(g)
keZ \{0}
a algebra de Heisenberg associada. Para cada inteiro nao-nulo k, o subespaco gis admite

uma base comutativa {z¥, %, ... zF}, tal que [zF, x;k] = kd; jc, para i, j=1,...,r.

Demonstracao. Para cada inteiro nao-nulo k, consideremos o subespaco grs. Sabemos

que grs = t* ® h. Além disso, como ( , ) é nao-degenerada na subélgebra de Cartan

44



h, entdo podemos escolher uma base {hy, ho, ..., h,} para b de forma que [h;, hj] =0 e

(hi,hj) =06, j parai,j=1,2,... 7.

Agora, definimos os elementos ¥ = t* ® h; para i = 1,2,...,r. Claramente, 2% per-
tence a Grs. Além disso, temos [2F,2;*] = [t* @ h;,t" ® hyj] = ké; jc. Portanto, a base
{x¥, 2k ... 2F} para gis é comutativa, e os colchetes entre os elementos desta base sdo
dados por [z, z7%] = ké; jc. O

Essa proposicao consolida a ligacao entre as estruturas de Heisenberg e Kac-Moody
afim, revelando propriedades fundamentais dessas élgebras que transcendem o exemplo

inicial.
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Capitulo 2

Quase particoes e subalgebras

parabdlicas

Neste capitulo, exploraremos uma classe especial conhecidas como quase particao e
subdlgebras parabolicas e seu papel crucial na teoria de representacoes de algebra de Kac-
Moody afim. Esses conceitos oferecem uma visao profunda da estrutura algébrica subja-
cente a essas algebras e permitem uma analise mais detalhada de suas representagoes.

Este capitulo oferece uma visao geral introdutéria deste campo de estudo. A medida
que avancamos, mergulharemos mais profundamente nas estruturas matemaéaticas subja-

centes e nas implicagoes tedricas e aplicadas que elas tém para oferecer.

2.1 Notacgoes iniciais

Para inicio de conversa, vamos fixar algumas notacoes e relembrar algumas defini¢oes
sobre a teoria de algebras de Kac-Moody. Seja g uma algebra de Kac-Moody afim com
uma subalgebra de Cartan H e centro 1-dimensional Z = Cc. Assim, vimos anteriormente

que temos a seguinte decomposicao em espagos de raizes

g=Heo <@ §a> :
aEA
onde A é o sistema de raizes de g e g, = {z € g|[h,z] = a(h)z para todo h € H}.
Seja IT uma base fixada do sistema de raizes A. Entao sabemos pelo capitulo anterior
que o sistema de raizes A tem uma particao standard em raizes positivas e negativas com
respeito a II, A, e A_ respectivamente. Seja § € A, (com respeito a base II) a raiz

imaginaria indivisivel. Entao o conjunto de todas as raizes imaginarias ¢ dado por

A™ = §7*.
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Vamos denotar por G a subalgebra de Heisenberg de g gerado por todos os subespacos

de raizes imaginarias de g. Consequentemente G = @ grs@Cce G=G_aCcd Gy,
keZ\{0}
onde Gy = @ g+rs. Vamos denotar g a algebra de Lie simples de dimensao finita adjacente
k>0
e d o elemento de H tal que §(d) = 1 e a(d) = 0 para qualquer raiz « de g.

2.2  Quase particao

Antes de adentrarmos no conceito de quase particao, é prudente relembrarmos o que
caracteriza uma particao. Inicialmente, vamos revisitar a defini¢cao de conjuntos parabolicos
e particao parabolica.

Vamos comegar considerando uma algebra de Kac-Moody afim g e A como um sistema
de raizes afim com base II. Para qualquer conjunto P C A, vamos designar por add(P)
o fecho aditivo de P. Em outras palavras, se a, € add(P) e a + 8 € A, entdo a + 5 €
add(P). Conjuntos nos quais P = add(P) sao chamados de aditivamente fechados, ou

simplesmente de conjuntos fechados sob a adi¢ao de raizes.

Definigao 2.2.1. Consideremos g como uma algebra de Kac-Moody afim e A como seu
sistema de raizes afim. Um subconjunto P C A é denominado conjunto parabdlico se

satisfizer as seguintes condigoes:
(1) P é fechado sob a adicao de raizes;
(2) PU(—=P)=A.
Se adicionalmente o subconjunto parabodlico P satisfizer a condicao:
3) PN (=P) =10,
entao o chamaremos de partigao parabdlica, ou simplesmente de partigao.

Exemplo 2.2.2. Suponhamos que g seja uma algebra de Kac-Moody afim e A denote o

respectivo sistema de raizes afim. Tomemos II como uma base fixa para A.

1) Primeiramente, consideremos o subconjunto P = A, formado pelas raizes positivas
com relagao & base II. Notavelmente, este conjunto se configura como uma parti-
¢ao, de acordo com a Definicao 2.2.1. Essa particao é conhecida como particao

standard.

2) Em segundo lugar, analisamos o conjunto

At = (A+ + 52) U ON,
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o qual denominamos como a particao natural, que também podemos verificar facilmente
que as condigoes da Definicao 2.2.1 sao satisfeitas. Essa particao, que surge da extensao

natural das raizes positivas, desempenha um papel crucial em nossa investigacao.

Na Definicao 1.4.6, examinamos o conceito do grupo de Weyl W, que é um subgrupo
dos automorfismos de H*. Esse grupo é gerado pelas reflexdes fundamentais associadas
as rafzes simples. Isso implica que W, ou mais geralmente o grupo W x {£1}, atua no
conjunto dos conjuntos parabolicos e particoes parabolicas. Isso nos leva a definir o que

significa conjuntos (ou partigoes) parabolicos equivalentes.

Definigao 2.2.3. Consideremos g como uma algebra de Kac-Moody afim e A como
seu sistema de raizes afim. Dois conjuntos parabolicos (ou parti¢oes) sdo chamados de

equivalentes se eles pertencem & mesma orbita do grupo W x {£1}.

A definicao de equivaléncia entre conjuntos parabdlicos é crucial para o desenvolvi-
mento da teoria, pois nos permite identificar conjuntos com propriedades semelhantes sob

a acao de transformacoes do grupo de Weyl. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.4. Consideremos a algebra de Kac-Moody do tipo finito A, e sejam I =
{a1,as} uma base de Ay e P = {—ay, a;+ay, as} C A. E facil vermos que PU(—P) = A,
PN (—=P) =0 eque P = add(P), isto é P & uma particao parabolica. Mais ainda, se

considerarmos w = r; a reflexao fundamental no grupo de Weyl, podemos ver que:
w(—ay) = a1, w(ag + @) = ag e w(ag) = a; + .

Isso implica que w(P) = A, mostrando que P e A, pertencem a mesma 6rbita do grupo

de Weyl W x {£1}. Concluimos, portanto, que P e A s@o partigoes equivalentes.

Esta ilustracao no caso especifico de Ay nos fornece uma intuicao valiosa sobre as
propriedades das parti¢coes parabolicas. Agora, vamos estender essa ideia para um contexto

mais geral sobre parti¢oes para qualquer algebra de Kac-Moody do tipo finito

Proposigao 2.2.5. Seja g uma algebra de Kac-Moody do tipo finito e A o seu sistema

de raizes. Toda particao P é equivalente a A, .
Demonstra¢ao. Comegamos assumindo uma base IT de A.

e Se Il C P, entdo, de acordo com a definicdo de P = add(P), temos A, C P.

Portanto, P = A, e nao héa nada a ser demonstrado.

e Se Il ¢ P, entdo existe um «; € II tal que a; ¢ P para algum 7. No entanto, como

PU(—=P) = A, isso implica que —q; € P. Considerando que

T’i(—OéZ') = Q; € T'l'(A_,_\Oéi) C A+,
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temos que |r;(P)NA4| > |[PNAL|. Com isso, concluimos que w(P)NA; = Ay ou

w(P) = A, para algum w € W, o que mostra que P e A, sdo equivalentes.
0

Por outro lado, essa afirmagao nao se aplica aos casos das édlgebras de Kac-Moody
afim. Vejamos o seguinte exemplo.

—

Exemplo 2.2.6. Consideremos a élgebra de Kac-Moody afim g = s[(3, C) com uma base
de raizes 1T = {ay, a1, a2 }. De acordo com as propriedades dos sistemas de raizes afins,
temos que o conjunto de raizes A é composto por combinagoes lineares inteiras das raizes

simples, além dos miltiplos inteiros da raiz de nivel §. Em outras palavras,

2
A= {a:Zmiai

1=0

m; € Z, e o é uma raiz real} U dZ*
- (A +5Z> U Sz,

onde § = Z?:o «;. Dessa forma, além das raizes simples oy, ag, ap + g pertencerem a A |
para m > 0, as raizes da forma +a; +md, as + md, (a1 + as) + md, méd € A, . Assim,

temos que
A, ={ag, a0, 00 + g, g + md, £as +md, H(ag + o) +md | m > 0} U{ko | k > 0},

onde m e k sao inteiros positivos. Agora, consideremos o subconjunto P de A definido

por
P (A+ + 5Z> U 0Z=s.

Observamos que PU (—P) = A e que P = add(P). Além disso, P N (—P) = 0, ou seja,
P & uma parti¢do. Agora, se a +md € P e w € W, temos que w(d) = ¢ e w(A™) C A™.
Portanto, w(a) = + m'd, onde 5 € A. Podemos entdo escolher um m € Z tal que
a+md € Pem+m' <0. Portanto,

w(a+md) =w(a)+md=+m'd+md=p+(m+m')d & A+

o que demonstra que P e A, nao sao equivalentes.

Para avancar na classificacao desses conjuntos, adotamos a seguinte abordagem. Seja
Iy = {a, 1, . .., } uma base de raizes do sistema de raizes afim A, conforme definido

no final da Segao 1.4. Consideramos também a tnica (vide Teorema 1.1.26 item c)) raiz
n
imaginaria indivisivel § = ) k;a;, onde os k;’s sdo as etiquetas fornecidas no Teorema

=0
1.1.26. Dizemos que uma raiz « € Iy é marcada se satisfizer as seguintes condigoes:
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2. ou —a+0€Aoui(—a+d)eA

A identificacao de raizes marcadas é fundamental para compreendermos as proprieda-
des essenciais dos conjuntos parabodlicos e nos permite realizar analises mais detalhadas

sobre sua estrutura.

Exemplo 2.2.7. Analisando os diagramas de Dynkin de todas as MCGs do tipo afim no

Teorema 1.1.26 item b), podemos verificar que:

1) Para as élgebras de Kac-Moody afim do tipo A87 temos que 0 = ag + a; e tanto
ap quanto a; sdo raizes marcadas, pois ko, = 1 (resp. ko, = 1) e —ap+d =3 € A

(resp. —aq +0 = ap € A).

2) Para as dlgebras de Kac-Moody afim do tipo Ag;, temos que 0 = 2ag+ . Assim, ag
nao ¢ uma raiz marcada, pois k,, = 2, mas por outro lado, oy é uma raiz marcada,
pois ko, =1 e 1(—ay +6) = ay € A.

Observemos que, de acordo com a Proposicao 1.4.13, a condicao %(—a +0) e Aé
possivel apenas para algebras de Kac-Moody afim do tipo Ag?). Além disso, ao revisar a
tabela dos tipos de Algebras de Kac-Moody afim no Teorema 1.1.26, podemos facilmente
constatar que sempre existe uma raiz marcada para qualquer algebra de Kac-Moody afim.
Adicionalmente, vale destacar que essa raiz marcada ¢é tnica para algebras dos tipos Gél),
FY BV AD EP e DY

Neste ponto, vamos fixar uma raiz marcada ag € Ily e considerar IT = TIp\{a},
Q=0Qm A= A(IT) e AL = AL (IT). Além disso, denotaremos por W (II) um subgrupo
do grupo de Weyl gerado pelas reflexoes s,, a € II. Agora, vamos detalhar a descrigao

dos subconjuntos paraboélicos no caso afim, iniciando pela seguinte definicao.

Definigao 2.2.8. Consideremos g uma algebra de Kac-Moody afim, A o seu sistema

de raizes afim, Iy = {ap, a1, ...,q,} uma base em que o é uma raiz marcada. Sejam

também ¢ = > ko, I = {1,2,...,n} e X C I. Definimos as seguintes aplicagoes:
=0

2

(1) ox = > 042‘-(2 /fz-)ozé,seX#I;

i€\X ie\X
(2) ¢r = > af, onde af(ay) =85, 1,7 =0,1,2,...,n.
i=0

Também definimos o conjunto
PX)={aeAlox(@) >0} U{ae Afgx(a)=0,¢(a) > 0}, (2.1)
e dizemos que P(X) é um conjunto associado com Ily, oy e X.
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Exemplo 2.2.9. Consideremos g, A, I, o, § como na definigao anterior, e o« = E?:o a;o;

uma raiz.

e Se X =1, entao

61(0) = 3 aife) = X o (3 aj0;) = S ajai(e;) = 3 ay.

i,j=0 7=0
Assim,

P(X) = {a € A | éx(a) > 0} U{a € A | gx(a) = 0,61(a) > 0}
={a e A|ox(a) >0}

:{a€A|Zaj>O}:A+.

J=0

e Tomando X como outro extremo, ou seja, X = (), e supondo que g é nao-torcida,

entao P(0) = {a—l—né laeAyne Z} U{kd | k > 0}.
No exemplo anterior, podemos reescrever o conjunto da seguinte maneira:

e Quando X = I, temos que

P(I) = <<A+\Q1> + 6Z) U (A NQr+ 5Z>0> UdZsoUA,

e Para X = (), e supondo que g é nao-toroidal, entao
P(() = ((A+\Q@> + 5Z> U (A NQy + 5Z>0> UdZsoUAL

Isso nos leva a reformular o conjunto P(X) de outra maneira, seguindo a seguinte propo-

sicao.

Proposigao 2.2.10. Consideremos g uma élgebra de Kac-Moody afim, A o seu sistema

de raizes afim, Il = {ap,aq,...,a,} uma base em que oy é uma raiz marcada. Sejam

também 6 = > ko, I ={1,2,...,n} e X C I. Entao,
=0

1

P(X) = <<A+\QX) n 52) U (A NOx + 5Z>0) UdZogUA,

Demonstracao. Se X = I ou X = (), nao ha necessidade de demonstracao, como vimos no

exemplo anterior. Suponhamos entao que X # I, e consideremos uma raiz a + kd, onde
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a € Ay\Qx. Podemos reescrever o como uma combinagio linear o = 3. a;a;, onde
JENNX
cada a; # 0 para algum j. Assim, a fungao ¢x aplicada a a + k¢ ¢ dada por:

px(a+kd)= > afla+kd)— | D ki|aja+kd)= > a;>0.
i€NX ien\X JENX
No caso em que & € ANQyx e k > 0, temos que a; = 0 para j € I\ X, e ha pelo menos
um a; # 0 para j € X. Portanto,

Ox(a+ ko) = opx(kd) =k Z a; — k Z a; | ap = 0.

iel\X iel\X

As demais conclusoes seguem diretamente. O

A utilidade dessa Proposi¢ao 2.2.10 reside na sua capacidade de decompor P(X) em
conjuntos distintos, permitindo-nos uma visao clara da estrutura de parti¢ao. Isso nao
apenas simplifica a compreensao, mas também facilita a construgao de exemplos elucida-
tivos. Prossigamos agora com a seguinte proposicao, que complementa nossa compreensao

sobre conjuntos parabélicos.

Proposicao 2.2.11. Consideremos Il = {ag, a1,...,a,} = {af,af,...,al,} onde «
e « sao raizes marcadas, e X, X’ C I. P(X) (respectivamente P'(X’)) é um conjunto

associado a Iy, ag, X (respectivamente 1y, o, X'). Entao

1. P(X) é uma partigao parabolica do sistema de raizes A.

2. Se X # I, entao P(X) nao é um conjunto de raizes positivas para qualquer escolha

de uma base de A.
3. Se ap = oy, entao P(X) = P'(X’) se e somente se X = X'.

4. Se o # oy, entao P(X) = P'(X’) se e somente se X = X' = [. Além disso, existem

we W e X" CI tal que P(X’) é um conjunto associado a wlly, wag, X”.
5. P(X) = —P/(X’) se e somente se g é do tipo Agl), X=X =10, ap # o,

Demonstracao. Podemos ver facilmente que os itens 1, 2,3 e 5 sao consequéncias diretas
das defini¢oes estabelecidas anteriormente, restando somente o item 4 a ser provado, com
isso, sejam o # ag. Se X = X' = I, entao ¢ claro que P(X) = A, = P/(X’). Suponhamos
entdo que P(X) = P'(X’). Se | X| < |X'|, entdo existe uma raiz ¢ — md € P(X), com
m > 0, tal que —(¢ —md) + ko € P'(X’). No entanto, —¢p +1d ¢ P(X) para todo [ € Z,
o que implica que |X| = |X’|. Agora, suponhamos que |X| < n, entao existe uma raiz
v €Il tal que @« = v — ko € P(X), com k > 0, implicando que —a € P(X) = P'(X').
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Por outro lado, o € P'(X’), o que nos leva a uma contradi¢do, provando assim a primeira
parte.

Agora escrevemos todos os elementos de P’(X’) em termos de A e §, e denotamos
por P = P’ (X') N +add(IT). Assim, P & uma particdo parabolica do sistema de raizes
finito A, e consequentemente, A, = A, (IT"), para alguma base I1” = wyll. Portanto,
(0+kd|k>=0,0 € AT(IT")NA) C P/(X’). Suponha que exista um kg positivo tal que
¢ — koo € P'(X’) (respectivamente, —¢ + kod € P'(X’)). Entdo ¢ — ké € P'(X') (res-
pectivamente, —¢ + ké € P'(X’)) para todo k > ky. Concluimos entdao que P'(X’) é um
conjunto associado a wy (II" Uwgag) = wywoll, wiwgeag, X", para algum wy; € We X" € 1,

0 que prova a, Proposicao. ]

Considerando a analise até aqui, podemos agora fornecer uma descricao completa das
classes de equivaléncia das partigoes parabodlicas do sistema de raizes A. Para comegar,

escolhemos uma raiz marcada «aqg € 1l,.

Teorema 2.2.12. Qualquer partigdo parabolica de A é equivalente a P(X), onde X ¢

um subconjunto de indices do conjunto I, associado com a base Il e a raiz marcada .

Demonstra¢ao. Para uma partigdo parabolica P, agindo pelo grupo W x {£1}, se ne-
cessario, podemos assegurar que a raiz imaginéaria 0 esteja contida em P. Seguindo a
Proposigao 2.2.11, observamos que P é equivalente a um conjunto P'(X’), associado a
uma base IIj), uma raiz marcada «f, e um subconjunto X’ C I. Além disso, P'(X’) é
equivalente a um conjunto P”(X'), associado a Ily, af € Il e X'. Utilizando novamente a
Proposigao 2.2.11, concluimos que P”(X’) é equivalente ao conjunto P(X) associado com
Iy, g e X C 1. O

As classes de equivaléncia de partigoes parabolicas, sob a influéncia combinada de
W x {£1}, s@o exclusivamente descritas pelos conjuntos P(X), onde X C I, tendo como
base invariavel I, e uma raiz marcada og. E notavel, no entanto, que, ao contrario do
cenario finito, onde uma tnica classe de equivaléncia é estabelecida na Proposigao 2.2.5,
no dominio afim, invariavelmente, encontramos diversas classes, como no Exemplo 2.2.6.

Com efeito, podemos contemplar as classes de equivaléncia dos conjuntos P(X) em
relacao a influéncia do estabilizador de ag no grupo de automorfismos do respectivo dia-
grama de Coxeter-Dynkin, visto no capitulo anterior. A partir da aplicacao do Teorema
2.2.12, é possivel completar a descricao dos subconjuntos parabdlicos.

Consideramos neste momento o conjunto P(X,S) = P(X) U add{—a;,i € S}, onde
X clI,ScX,S#0. Além disso, introduzimos Ps(I) = add(Ay U{—aq;,i € S}U{—ay})

para todo S C I, |S| < n. Vejamos abaixo um exemplo para ilustrar esses conjuntos.

Exemplo 2.2.13. Consideremos agora a mesma algebra de Kac-Moody explorada no
Exemplo 2.2.6.
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e Se supusermos que S = X = I, entao temos

P(X,S)=P(X)Uadd{—a;,i € S}
:A+UA_
= {a+m5 la € A, m}O}U{k(S | k> 0}.

E facil observarmos que P(X,S) = add(P(X,S)), ou seja, é aditivo. Além disso,
P(X,S)U(—P(X,9))=Ae P(X,S)U(—P(X,S)) # 0, o que implica que P(X,S)

é um subconjunto parabdlico.

e Suponhamos agora que X =1 e S = {1}, entao

P(X,S)=P(X)Uadd{—a;,i € S}
= Ay U{-a}
- {a Y md | o€ A\f{—as, —(a1 + as)}, m > o} U{kd | k> 0}

Percebamos que essas defini¢oes nos levam a compreender que qualquer conjunto pa-
rabolico pode ser reescrito como a uniao de uma particao adicionando alguns elementos.

Com isso em mente, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.14 (| , Teorema 2.5, p. 23|). Qualquer subconjunto paraboélico que
nao seja uma partigdo e nao contenha —d é equivalente a P(X,S), onde X C I, S C X,
S # @, oua Ps(I),onde S C I, |S| <n.

Para reformular essas ideias e prosseguir mais adiante, podemos considerar S C I.

Denotemos o conjunto

Ps =add(P(0)U{-0} U{—ay,i € S}).
Com isso, chegamos ao seguinte teorema.

Teorema 2.2.15. Qualquer subconjunto parabdlico P que contenha +¢ é equivalente a

Ps para algum S C [.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.2.12 que P é equivalente a um conjunto P’ que contém
um subconjunto P(X) associado com Ily, cvg, X C I. Suponha que exista uma raiz ¢ € P’
tal que —¢+kd € P’ para algum k > 0. Entdo +¢+md € P’ para todom € Z. Sep € A,
e € P'\ (—P'), entdo ¢ + ké € P'\ (—P’) para todo k € Z, e portanto, X = (). ]

No Apéndice A, na Definicao A.5.4, abordamos o conceito de subalgebra de Borel
para algebras de Lie de dimensao finita. Inspirados por essa discussao juntamente com a
Definicao 2.2.1, podemos estabelecer a definicao de uma subalgebra de Borel para uma

particao no contexto das algebras de Kac-Moody afim.
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Definigao 2.2.16. Considerando g como uma algebra de Kac-Moody afim e P C A uma
parti¢do (conjunto parabolico) do sistema de raizes A. A subalgebra de Lie Ep gerada por

H e pelos espacos de raizes g, com a € P é denominada subalgebra de Borel.
Agora, vamos explorar alguns exemplos classicos.

Exemplo 2.2.17. Suponhamos que g seja uma algebra de Kac-Moody afim e A denote
o respectivo sistema de raizes afim. Tomemos Il como uma base fixa para A. Agora,
procedemos ao calculo das subalgebras de Borel associadas as parti¢coes vistas no Exemplo
2.2.13:

e Para o caso de P = A, a subélgebra de Borel correspondente, denotada por by, é

gerada por H e pelos espacos de raizes positivas. Isso implica que Est =H® P g
a€A+
Essa subalgebra de Lie é conhecida por subalgebra de Borel standard.

e Para a particdo natural P = {o € A | ¢;(a) > 0} U0Zy = AL ,at, & subélgebra de
Borel associada, que denotamos por Bnat, ¢é gerada pelos espagos de raizes positivas
reais e pelos espacos de raizes imaginarias, por uma raiz especial, neste caso, kd, com

k um inteiro positivo. Assim, Enat =H&® @ 7o Essasubalgebra de Lie é co-
QEAL nat

nhecida por subalgebra de Borel natural (também conhecida como subalgebra

de Borel imaginéaria | ]

O exemplo fornecido apresenta duas parti¢oes distintas em uma élgebra de Kac-Moody
afim, juntamente com seus calculos correspondentes das subalgebras de Borel associadas
a cada uma dessas particoes. E importante observarmos que essas subalgebras de Borel

representam os extremos do espectro de subalgebras de Borel.

Definicao 2.2.18. Duas subélgebras de Borel sao consideradas equivalentes se suas

partigoes (conjuntos parabolicos) forem equivalentes.
Com esta definicao em mente, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.19. Para qualquer algebra de Kac-Moody finita, todas as subélgebras de

Borel associadas a uma particao P C A sao equivalentes a subalgebra de Borel standard.

Demonstracao. Seja P C A uma particao e b=Ha @.cr ga a subalgebra de Borel
associada a P. Tome w € W, como na Proposicdo 2.2.5, tal que w(P) = A+. E evidente

que w induz um automorfismo w de g, definido por:

Assim, temos:



]

Voltando ao Exemplo 2.2.6, podemos constatar que as subélgebras de Borel standard
e natural nao sao equivalentes. A Defini¢ao 2.2.18, juntamente com os Teoremas 2.2.12,
2.2.14, 2.2.15 e a Proposicao 2.2.10, nos fornecem uma descri¢ao das classes de equivalén-
cias das subalgebras de Borel.

A medida que exploramos diferentes particoes em uma algebra de Kac-Moody afim,
nos deparamos com subalgebras de Borel intermediarias que englobam uma gama mais
ampla de elementos na algebra de Lie. Podemos agora introduzir a definicao de quase

particao.

Definigao 2.2.20. Consideremos g uma algebra de Kac-Moody afim e A seu sistema de
raizes. Uma quase particao de A é um subconjunto P C A que satisfaz as seguintes

condicoes:
(1) Pn(—=P)=0e PU(—P) =A;

(2) Seja /b\p a subalgebra de Lie de g gerado por H e pelos espacos de raizes g, com

o € P. Entdo para qualquer g, C bp temos que a € P.

Ao considerarmos a decomposicao em espagos de raizes da algebra de Kac-Moody afim

g, juntamente com uma quase particao P, podemos observar a seguinte decomposicao:

g= (@ﬁa) & H® (@m)

aeP ac—P
Além disso, ao definirmos gop = €@ g, para a quase particao P, e ao considerarmos a
acxP

algebra envolvente universal de g seguindo a decomposicao acima, temos:
U(g) =U(g-p) ® U(H) @ U(gp).

No caso especifico de uma particao P, é importante notar que o conjunto das raizes
reais de P é fechado sob a adicao de raizes. Isso implica que P N A, a intersecao de P
com o conjunto de raizes reais, constitui uma parti¢cao das raizes reais. De fato, temos que
(PNA™)N(=PNA"™) =0e (PNA™)U(—PnA™) = A™. Além disso, é observavel
que a segunda condigao de quase particao implica que P N A™ também é fechado sob a
adicao de raizes.

Por outro lado, ao contrario do caso das particoes, o conjunto das raizes imaginérias
de P nao necessariamente forma uma particao de A™. No entanto, seguindo uma analo-
gia com as partigoes, podemos chamar a subdlgebra Ep de subalgebra de Borel de g
correspondente a quase particao P.

Analisando os resultados apresentados em | | el |, podemos constatar que

existem varias classes de conjugacao para PN A™, todas finitas, determinadas pelo grupo
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de Weyl. Por outro lado, o nimero de classes de conjugacao para uma quase particao é
infinito | |.

Agora, vamos explorar alguns exemplos ilustrativos desses cenarios.

Exemplo 2.2.21. Consideremos g como uma algebra de Kac-Moody afim e A como o
seu sistema de raizes, além de Il ser uma base fixa para A. Nesse contexto, para cada
fungao ¢ : N — {+}, podemos definir uma subélgebra de Borel /b\iat correspondente a

uma quase particao:

nat = <A+ + 5Z> W o~ (+) W do~(—).

Agora, vamos considerar um exemplo mais detalhado para entender por que o exemplo

anterior descreve exatamente uma quase particao e nao uma particao.

Exemplo 2.2.22. Consideremos a é&lgebra de Lie simples g = sl(2,C). Sabemos que
IT = {a} = A, resultando em:

A= (A ¥ 52) USZ* & Ay = (A+ v 52) U ON.
Agora, consideremos a aplica¢do ¢ : N — {£} com ¢(ng) = — e ¢(m) = + para todo
m € N\ {no}, onde ny é um elemento fixado. Podemos verificar facilmente que:

Pe, = (A n 52) U (N {no}) W {—ned?}

N (~Py,

nat

y=0e P2 U(—=P%,) = A. Além disso, a subalgebra de Borel [

correspondente a P, ¢ dada por:

¢
€ que P nat nat

nat — <@ ga+n5> S @ /g\né @/g\—no&

nez neN\{no}

onde goins = Cle ® t”) e gns = C(h @ t™). Notemos que 2nyd e —ngd estao em pP?

nat»

mas

210 — nd = ngd & P, ¥ Assim, concluimos que Pnat ¢ uma quase partigao.

Podemos ainda perceber que a subagebra /b\p nao esgota todas as subélgebras de Bo-
rel ndo-conjugadas (nao equivalentes) de g. Para obtermos uma classificacio completa,
precisamos considerar todas as decomposicoes triangulares possiveis da subalgebra de
Heisenberg G.

Usando a forma de Killing, em cada subespaco ggs, vimos na Proposicao 1.5.4 que

podemos escolher uma base (comutativa) z}, 25 ... 2} tal que [z}, 2} M = kdjjc para
todos os possiveis i, j = 1,...,r. Uma decomposicao triangular G = G_ @ Cc® G, onde
Gy = @ girs, corresponde a uma parti¢ao de raizes imaginarias.

k€Z>0
Por outro lado, cada fungdo ¢ : N — {£} define uma quase partigdo de raizes

imaginarias e a decomposicio triangular G = G® @ Ce @ Gﬁ, onde
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Gl = @ Geks @ Ok
¢(k)EZL>0 d(k)€Z<o
Podemos obter decomposigoes triangulares diferentes de G dividindo 2% arbitraria-
mente entre G, e G_ para cada inteiro k¥ > 0 e cada i = 1,...,r (se z¥ € G4 entdo
—k

x; " € Gz). Tais decomposigoes triangulares de G sao mais gerais do que aquelas que

correspondem a uma quase particdo. Elas indicam uma nova familia de subalgebras de
Borel de g (cf. | 1)

Por simplicidade, a partir de agora, vamos considerar as subélgebras de Borel /b\p
correspondendo a quase particao P do sistema de raizes. No entanto, é importante observar
que tudo pode ser facilmente estendido para uma subélgebra de Borel arbitraria de g.

Isso nos permite focar especificamente nas propriedades das quase particoes e suas
correspondentes subélgebras de Borel. No entanto, ¢ importante entender que o arcabougo
que estamos desenvolvendo pode ser aplicado de forma mais geral, abrangendo uma ampla

variedade de subélgebras de Borel em g.

2.3 Subalgebras parabdlicas

Para dar continuidade ao trabalho e definirmos os médulos do tipo Verma generali-
zado, que constituem um dos principais objetos de estudo desta pesquisa, é necessario
introduzir algumas defini¢oes e relembrar conceitos importantes. Vamos iniciar definindo
as subalgebras parabdlicas, que sao generalizacoes das subélgebras de Borel, conforme
discutido nas definigoes A.5.4 e A.5.5 do Apéndice A.

Defini¢ao 2.3.1. Seja g uma algebra de Kac-Moody afim. Uma subalgebra de Lie p de

g ¢ denominada uma subalgebra parabdlica se contiver uma subélgebra de Borel.

E de suma importancia notarmos que toda subélgebra de Borel também é uma su-
bélgebra parabolica. No entanto, nosso interesse reside nos casos em que a subalgebra
parabolica se diferencia de uma subélgebra de Borel. Portanto, doravante, a menos que
seja explicitamente indicado, ao mencionarmos subalgebras parabolicas, estaremos nos
referindo especificamente aos casos em que estas incluem uma subélgebra de Borel de
forma propria.

Existem diversos exemplos de subalgebras parabdlicas, bem como diferentes maneiras

de construi-las. A seguir, apresentaremos um exemplo simples para ilustrar essa defini¢ao.

Exemplo 2.3.2. Consideremos g como uma algebra de Kac-Moody afim e A como o seu

sistema de raizes, além de Il ser uma base fixa para A.

e Seja P uma quase particao e consideremos gp = € ga, entdo p = gp + H é uma
aeP
subalgebra parabdlica.
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e Vamos considerar agora a particao natural

A nat = (A+ + 6Z> Y 6N

-~

e sua subalgebra de Borel correspondente (Borel natural) bys.

Lembrando que G representa a subédlgebra de Heisenberg de g, podemos notar que

o conjunto p = /[;nat + GG é uma subélgebra parabdlica.

Os itens anteriores decorrem diretamente da definicao de subalgebra parabdlica, que é
uma subélgebra de Lie que contém uma subalgebra de Borel.
No segundo item a subélgebra paraboélica p engloba a estrutura de Borel junto com a

subélgebra de Heisenberg, formando uma estrutura parabélica.

Do mesmo jeito que vimos maneiras de construir tais subéalgebras de Borel, o mesmo
acontece para as subalgebras parabdlicas, olhando para subconjuntos do conjunto de in-
dices relacionados ao posto da algebra de Lie (adjacente) simples de dimensao finita.

Com a descrigao de todas as partigoes e subconjuntos parabdlicos, vistos nos Teoremas
2.2.12, 2.2.14, 2.2.15 e a Proposicao 2.2.10, podemos verificar que existem dois tipos
de subalgebras parabdlicas: aquelas contendo a subalgebra de Borel standard e aquelas
contendo a parte real da subélgebra de Borel natural. Essas subalgebras paraboélicas sao
chamadas de tipo I e tipo II, respectivamente (cf. | D

Como mencionado anteriormente, exemplos dessas subdlgebras parabolicas de g podem
ser construidos através de subconjuntos parabolicos P C A, vistos na secao anterior. Dado
tal subconjunto parabolico P, a subélgebra paraboélica correspondente de g é gerada por H
e por todos os subespacos de raizes g, com o € P. Vimos na se¢io anterior a classificacao
dos subconjuntos paraboélicos de A, o que nos ajudam muito nesse cenario de pesquisa.

Percebamos que toda subélgebra parabélica p de g contendo uma subalgebra de Borel
b tem uma decomposicao, conhecida como decomposicio de Levi, p = [ u, onde Té
chamado de fator de Levi e Tl C b, isso se assemelha (na verdade generaliza) o caso em
que vimos no Apéncie A, na Definicdo A.5.5. Se p é do tipo II, entdo 1 ¢ de dimensio
infinita. Neste caso, a subélgebra?contém uma soma de certas subélgebras de Lie afim e
uma subdlgebra da algebra de Heisenberg (G. Definiremos agora, de forma geral, um dos

objetos principais de estudo de nossa pesquisa.

2.4 Mobdulos do tipo Verma generalizado

Vamos agora adentrar no cerne principal da pesquisa. Para comegarmos, vamos forne-
cer uma visao geral dos médulos de tipo Verma generalizados, preparando o terreno para

o estudo mais aprofundado de uma classe especifica desses moédulos. Ao fazermos isso,
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estaremos construindo sobre os fundamentos estabelecidos nas Se¢oes anteriores, notavel-
mente explorando as algebras envolventes universais discutidas na Se¢ao A.5 do Apéndice
A, e estendendo essa estrutura para a analise em questao.

Nesse contexto, vamos introduzir uma ferramenta para a construcao de novos modulos,
especialmente relevantes para o estudo das élgebras de Kac-Moody. Paralelamente a teoria
dos moédulos sobre algebras de Lie, que foi abordada na Definicao A.3.6 do Apéndice
A, apresentaremos uma nova classe de modulos denominados moédulos do tipo Verma
generalizados. Iniciamos definindo médulo de peso.

Seja V um modulo sobre g e A € H*. Definimos o conjunto
Vi={v eV |h-v=A(h)v para todo h € H}.

E evidente que V) é um subespaco de V. Se V3 # 0, dizemos que X é um peso de V e

dim(V,) é a sua multiplicidade. Qualquer vetor v € V) # 0 é chamado de vetor de peso.

Definigao 2.4.1. Dizemos que um moédulo V sobre g é um médulo de peso se V =

@ Vi. Além disso, consideremos p uma subélgebra parabélica e A : p — C uma
AeH*
representagao 1-dimensional. Definimos V' como um moédulo de peso maximo A (em

relagao a p) se houver um vetor v € V tal que U(g)v =V e x-v = \(z)v para todo x € p.

Na defini¢cao anterior, é evidente que o peso maximo A é tinico, uma vez que qualquer
representacao 1-dimensional \ : p — C é totalmente determinada por seu valor em cada
elemento de p. Nao ha ambiguidade na atribuicdo de valores a \ para diferentes elementos
de p, garantindo, assim, a unicidade de . Além disso, ao considerarmos a decomposicio
U =U(g_p) @U(H)® U(gp), podemos inferir que V = U(g)v = U(g_p)v. Com isso,

apresentamos agora um dos elementos centrais de estudo deste trabalho.
Definicao 2.4.2. Seja p = 161 uma subalgebra parabolica arbitraria de g, e consideremos
um p-moédulo V tal que u-V = 0. O g-modulo

Mz(V) = nd&(V) = U(@) @y V

¢ denominado médulo do tipo Verma generalizado.

E importante notarmos que, se g = /ﬁ@ﬁ, onde T ¢ o radical oposto de p, entdo Mz(V) ~
U (/ﬁ\) ®c V' como um espago vetorial. A seguir, apresentamos um exemplo/observacao

ilustrando esses tipos de modulos.
Exemplo 2.4.3. Consideremos g uma algebra de Kac-Moody afim.

e Se ﬁ =b 6 uma subalgebra de Borel e V ~ C é um b-modulo 1-dimensional tal que
= A(h
( ) = Mz(\) = U(g) ®y ) € que foram estudados em (| D-

Ju para todo v € V e h € H, entdo obtemos um mddulo do tipo Verma
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e Secasop = Est, ou seja a subalgebra de Borel standard, entao obtemos o mddulo de
Verma classico Mz(V') = U(g) ®y .,y C, visto em (| -

e Secasop = /b\nat, ou seja a subalgebra de Borel imaginaria (natural), entdo obtemos
o mddulo de Verma imagindrio Msz(V) = M(\) = U(g) O (o) € estudadas em

([Futo4]).

e Para o caso p = Bﬁat, isto é, a subalgebra de Borel ¢-imaginéria, entao obtemos o
mddulo de Verma ¢-imagindrio Mgz(V) = My(\) = U(g) ®

(I D

Neste trabalho, vamos considerar as subalgebras parabolicas do tipo II. Suponhamos

U@Es.) C, estudadas em

que p é uma subélgebra parabélica de g. Vamos assumir por simplicidade que uma su-
balgebra parabélica p de g contém inteiramente a subélgebra de Borel natural. Entao tal
subélgebra parabélica p tem a decomposicdo de Levi p = [ u, onde T ¢ o fator de Levi
de dimensao infinita.

Vamos agora destacar algumas subélgebras que aparecem naturalmente e que traba-
lharemos com uma certa frequéncia mais adiante quando falarmos em critério de irredu-
tibilidade de certos tipos de moédulos de Verma generalizados. Entao, denotemos por a
subélgebra de Lie de/[\gerado por todos os subespagos de raizes reais e por H. Denotemos
também por G (T) a subalgebra de L gerada pelos seus subespacos raizes imaginarias. Seja
agora G (A[)L C G o complemento ortogonal de G (A[) em G com respeito a forma de Killing,
isto ¢ G = G(1) + G(D*, [G(DX, ] =0 e P N G(I)* = Ce. Percebamos que a subélgebra
de LeViA[pode conter inteiramente G (T)L ou uma parte dela. No caso anterior [ contém G
e 1=T+G()*

Seja n o posto da subalgebra de Lie simples de dimensao finita adjacente g e II =
{ai,...,a,} C Iy o conjunto das raizes simples de g. Vamos denotar por I ={1,...,n}
e vamos considerar um subconjunto w C I. Denotemos também por A% o sistema de raizes

gerado pelas raizes a5, € w (se w = ) entdo A¥ = () e consideremos a sua afinizacao

A = (A4 oz) w oz,
Observacgao 2. Destacamos algumas observacoes importantes sobre a afinizacao do sis-
tema de raizes.

1) E facil percebermos que A“™ = A“ N A™, entdo as raizes reais de T sdo conjugadas

por A“ para alguma escolha de w (cf. | D.

2) Seja P, :/[\w @ 1, uma subalgebra parabolica que contém a subéalgebra de Borel /b\w,
associado a algum subconjunto w C I, entao as raizes que compoem os elementos

de u,, sdo raizes que pertencem ao conjunto — Py \AY.
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Antes de partimos para os exemplos, vamos descrever a seguinte subalgebra parabdlica
trabalhada em | |, que é a subalgebra parabolica do tipo II associado a w, p,, = Bnat +

>~ Ga, para uma escolha de w (subconjunto proprio de 7). Essa subalgebra parabolica
aEA¥

tem decomposicao de Levi p,, ~ 1,00, ¢ 0=, Dp, = 1, oL, e, (cf. | ]). Vejamos

agora alguns exemplos que nos ajudam a fixar essas notagoes.

Exemplo 2.4.4. Sejam g = sl(2,C) e I = {a} = AT o conjunto de raizes simples de g,
entdo I = {1}. Como w C I é um subconjunto préprio, a tnica possibilidade é w = 0.

Assim, podemos ver que

neL neN

onde goins = Cle @ t") e gns = C(h ® t™). Logo, a subalgebra parabolica associado a w ¢

dada por

~

pw:Bnat+ Z ﬁa:(G_I'H)@ (@ﬁmrnd),

aEAW neZ

o~

desssa decomposicao de Levi, podemos ver que/[\w = G—i—H,TO =H, G(/I\) = Cc, G()t =G,
ﬁw = @ aa+n5-

nez
Na verdade, o exemplo anterior pode ser visto para uma g qualquer. No caso extremo
em que w = ), temos [J = H e G(Iy)* = G. Mas lembrando que isso nem sempre acontece,
por exemplo, nos casos em que w # () essas subalgebras diferem dessas igualdades. Vejamos

o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4.5. Sejam g = sl(3,C) e II = {ay, a2} o conjunto de raizes simples de g,

entdo I = {1,2}. Vamos considerar w = {1}, assim A“ = {ay, —a;} e
A% = (A% 402) 1w oz,

. Tw ¢ a subéalgebra de Lie gerada por g, com o € A¥. Entao,

/[\w - Z/g\al-‘rn& + Z/g\—Oq—l—n(S + Z/g\n(F + Ha

nez nez n#0

onde ga, +ns = Cea, ®t"), §—a,4ns = C(fa, ®1") € Gns = C(M@1")OC((h1+2h2)Dt")
({h1, ha} é a base classica de H).

° /[\g ¢ a subélgebra de Lie de A[w gerado por todos os seus subespagos de raizes reais e
H. Entao,

/[E = Z/g\oq—i—né + Z/g\—ozl—i-n(s + H.

ne”L ne”z

e A subélgebra de Heisenberg é dada por G = @@ C(h; @t") & C((hy + 2hs) @t™) & Ce.
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e Consideremos G = G + G, onde G; = Ced Y. Chy ®t") e Gy = Cecd
neZ\{0}
>>  C(hy + 2hs) ® t"™. Notemos o seguinte:
n€eZ\{0}

1) [tm &® (hl -+ 2h2), t"® eal] = tm—f—n X [(hl -+ 2h2), eal] -+ m5m7,ntr((h1 -+ 2h2>€a1)C = 0,
2) [t" @ (h1+2hs), t" @ fo,] = """ R [(h1 + 2h2), fay] + MOy —ntr((h1 4 2h2) fo, )c = 0,

3) " ® (h1 + 2hs),1 ® he,] = 0 e [t"™ @ (hy + 2h2),1 ® h,,] = 0, para qualquer
m,n € Z\ {0}.

Assim, [Gy, 0] = 0, e portanto Gy = G(L,), G2 = G(L,)Y, © N G(I,)*" = Ceelyy =
/[\({)1} +d (A{l})l. Percebemos que essas subalgebras sao diferentes do que visto anteriormente

no caso em que w = 0.
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Capitulo 3
Modulos de Verma imaginario

Neste capitulo, adentramos no fascinante mundo da teoria dos modulos de Verma ge-
neralizados, com um enfoque especial no caso em que p ¢ uma subélgebra parabélica do
tipo II. Esta é uma area de estudo na teoria de algebras de Lie que tem se mostrado extre-
mamente profunda e relevante. Em particular, exploraremos o caso em que a componente
de Levi dessa subalgebra parabolica possui dimensao infinita, resultando nos intrigantes
"mo6dulos de Verma imaginario generalizado" | |.

Os modulos de Verma tém uma longa histéria e tém sido um instrumento poderoso
para investigar a estrutura e representacoes das algebras de Lie. No entanto, a classe
dos modulos de Verma imaginario generalizado é particularmente notéavel, pois desafia a
intuicao convencional e oferece uma visao tnica das estruturas subjacentes.

Além disso, neste capitulo, apresentaremos o estudo do funtor de indugao imaginario,
que se revela uma ferramenta poderosa na construcao desses modulos. Exploraremos as
nuances e propriedades desse funtor, mostrando como ele esté intrinsecamente ligado a
teoria dos modulos de Verma imaginéario.

Um dos objetivos principais deste capitulo é estabelecer critérios de irredutibilidade
para essa notéavel familia de modulos, o qual é o nosso principal resultado. Ao fazer isso, nao
apenas expandimos nosso entendimento da teoria dos moédulos de Verma imaginario, mas
também contribuimos para a compreensao mais profunda das dlgebras de Lie complexas

e de suas representagoes.

3.1 Funtor (indugao) imaginario

Sejam P = [ @ 1 uma subdalgebra parabolica de g do tipo II e A € H*. Chamaremos

A(c) = a de carga central.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam a € C e V um p-moédulo com carga central a, tal que -V = 0.

O moédulo de Verma imaginario generalizado com carga central a é o g-modulo
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induzido
M,5(V) =U(g) @ue) V-

Vejamos abaixo alguns casos bem conhecidos da construgao acima.

1. No caso particular quando [ = G+ H e V é um (G+ H)-modulo, o médulo M, 5(V')
é um mddulo de loop generalizado com carga central a. Essa familia de modulos foi
estudada no trabalho de | .

2. Tomando agora V' um modulo de Verma para G+ H com peso méaximo A € H* com
respeito a decomposicao triangular G = G_ @ Cc & G, o mddulo correspondente

M,5(V) & um modulo de Verma imagindrio | |.

3. Finalmente, tomando agora V' um modulo de Verma para G + H com peso maximo
)\ € H* com respeito a decomposi¢io triangular G = G @ Ce @ G‘i, o modulo

correspondente M, 5(V') ¢ um mddulo de Verma ¢-Imagindrio | |.

Com isso, vamos denotar por ./\/l(a,A[) a categoria de todos os Tmoédulos de peso (i.e.
H-diagonalizéavel) com carga central a, e por M(a, §) a categoria de todos os g-modulos de

peso com a mesma carga central. Entao temos o seguinte funtor (indugao) imaginario

~

I,5: M(a,l) = M(a,3),
que envia um Tmoédulo V para o g-modulo M, 5(V). Definiremos agora alguns objetos
que serao estudados posteriormente, mas primeiro, para qualquer inteiro positivo k, vamos
denotar G = grs ® Cc D g_ss -

Definicao 3.1.2. Seja k um inteiro positivo qualquer e Gy como acima. Dizemos que
um Gy-modulo M é U(gys)-sobrejetivo (respectivamente U(g_xs)-sobrejetivo) se para
qualquer dois elementos vy, vo € M existe um v € M e uy,us € U(grs) (respectivamente,

uy,us € U(g_gs)) tal que v; = wv, i = 1,2.

Definiremos agora os moédulos admissiveis. Esses modulos foram estudados no artigo

de | .

~

Definigao 3.1.3. Um G(I)*-moédulo M é admissivel se para qualquer inteiro positivo k,
qualquer um de seus G, NG()*-submoédulos ciclicos M’ C M 6 U(grs NG (1)*)-sobrejetivo

~

ou U(g_gs N G(I)1)-sobrejetivo.
Recordemos o seguinte critério de irredutibilidade para moédulos de tensor admissiveis.

Teorema 3.1.4 (| , Teorema 1, p. 373]). Seja a € C,T=0+ G(T)L eVM®S,
onde M & um P-modulo de peso irredutivel e S ¢ um G (A[)L—médulo admissivel irredutivel
Z-graduado. Entao I,5(V) = ]IQTE(V) é um g-modulo irredutivel se a # 0.
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Exemplo 3.1.5. Seja a € C, p ¢ uma subélgebra parabélica de g com fator de Levi
1=G+H. Seja L(a) o G-modulo de peso méximo com respeito a decomposigao G =
G_ @ Cec® G, e com carga central a (irredutivel se a # 0). Definimos uma estrutura de
Tmoédulo em L(a), fixando a agao escalar de HNg e definindo a estrutura de peso em L(a)
com respeito a derivacao d. Entao I,5(L(a)) é g-modulo irredutivel se a # 0. Podemos
verificar que ele ¢ isomorfo a um moédulo de Verma imaginario | |.

Seja L(a)~ o G-modulo de peso minimo com respeito a mesma decomposicao triangular
e carga central a (irredutivel se a # 0), e V = L(a) ® L(a)~. Entao V nao ¢ diagonal (no

sentido de | |) e nem admissivel.

Mostraremos que a condicao de admissibilidade pode ser estendida no Teorema 3.1.4.

Na seguinte subse¢ao provaremos isso para modulos de loop generalizados arbitrérios.

3.2 Irredutibilidade de mo6dulos de loop generalizado

Sejam I = {1,...,n} e Il = {ay,...,a,} raizes simples de g. Para qualquer subcon-
junto w C I, vamos denotar por ()4 o semigrupo de H* gerado por £a;, i € w. Denote
também por Q¥ = ®je Za; DZJ e se w = I, denote Q' somente por (). Podemos ver que

U(g) ¢ uma algebra Q-graduada, entao

U@ =P U@

PeQ

e os elementos de U(g)4 sdo chamados elementos homogéneos de U(g) de grau homogéneo

¢ € Q. Definimos agora a w-altura de uma raiz.

Definicao 3.2.1. Sejam o € ¥, com o = — ZjEw kja;, onde cada k; ¢ um Zx. Defini-
mos a w-altura de o como ht, (o) =37 | k;.

Vimos anteriormente que para uma subélgebra parabolica p = T U, a subélgebra
1 satisfazendo g=pa 1 é chamada de o radical oposto de p. Observemos que para
qualquer p-médulo V' o médulo induzido M,5(V) ~U (ﬁ) ®c V isomorfo como espago

vetorial. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.2.2. Consideremos g = sl(3,C), II = {ay,as}, I = {1,2} o conjunto das

rafzes simples de g e vamos considerar novamente w = {1} C I. Entao
QW =Zay, ® 76 e Q1 = {£kay | k € Zso}

Para avaliarmos um exemplo de altura, basta considerarmos o = —(ay ). Entao ht,(a) = 1.
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Agora vamos considerar uma subalgebra parabolica p =Tau. Seja w = wg consistindo
de todos os indices 7 para o qual ; é uma raiz simples de g em que g, € ﬁ, ou seja, se
p ¢ uma subélgebra paraboélica que contém uma subalgebra de Borel b associada a um
conjunto J C I, entdo w = I'\J, o que implica que a € —P,,;\A¥, segundo a Observagao
2).

Seja v € M, 5(V') um vetor de peso nao nulo (v € M,5(V),, para p € H*). Entao

v = E U; Vs,
i

para algum conjunto finito de indices, onde para todo 7, u; € U (ﬁ) sao elementos line-
armente independentes e v; € V. Desde que v é um vetor de peso entao cada u; é um
elemento homogéneo de U (ﬁ) de grau homogéneo ¢; € (). Por definicao, cada ¢; pode ser
escrito como ¢; = ¥; +7;, onde ¥; € Q“% e 7; € Q'\“s. E mais ainda, pela homogeneidade,
temos que 1; = v; para todo i, j. Denotemos por v esta restrigao comum para Q“*. Com

isso, temos a seguinte definicao que é o ponto chave para as demonstragoes.

Definigao 3.2.3. Definiremos a u-altura de v como a w-altura de 1) e denotaremos

simplesmente por htg(v).

Percebamos que, seguindo a Observacao 2) e a definigdo anterior, podemos induzir
uma ordem em —P,,; \ A”, pois os seus elementos sao da forma : (8,n) := — + nd, tal

que ht,_g) € bem definida. Vejamos um exemplo para fixacao das defini¢oes e notagoes.

Exemplo 3.2.4. Como no exemplo anterior, vamos considerar g = s((3,C), IT = {a1, as},
I ={1,2} e consideremos também o seguinte subconjunto J = {1} de /. Assim, podemos

ver que
u=1u; = E 9—ay+ns + E J—(a14az)+ns-

neL nez

Podemos perceber neste exemplo que w = wg = {2}. Assim

Q"5 = By T ¢ Q% = {—kas | k € Zno).

Assim, htgsy(—a) = 1 e htyy(—(o + a2)) = 1. Com isso, os elementos da forma
XBr--- XEr em que By, .., By € =Paar \ A7 = {—ag + 16, —(a1 + az) +md | n,m € Z}
geram U (u), com grau homogéneo da forma —kas + (loy +md) onde k € Zso, | € Zgp €
m € 7Z (Aqui, se k =0, entao [ =0 e m =0).

Sejav € M, (V) um vetor de peso nao nulo. Por simplicidade, vamos considerar soma

de duas parcelas para fins praticos e depois estendemos:
v= X X o+ XX v,
onde py +pa = q1 +qz2 € B, Bas 71 € Y2 € —Poat \ A7 E facil vermos que
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O1 =Y+ 71 e P =1y + T,

em que Py = —(p1+p2)as = —(q1+q)az = s € Q% e Ty =11+ 810, T2 = roqy +820 €
Ql\wﬁ‘ Portanto, htﬁ(”) - htwa (¢1) - htwﬁ <¢2) =D +p2

O exemplo acima pode ser estendido para qualquer elemento de peso nao nulo da forma

v = > u;v; para algum conjunto finito R, onde u; € U (ﬁ) sao elementos homogéneos
i€R

linearmentes independente e v; € V', i € R. Definimos agora a seguinte relacao de ordem

em —Ppg \ A¥:

Definigao 3.2.5. Se (3,n) e (a, m) pertencem ao conjunto — P, \ A’ definimos a relacio

de ordem < por:

(1) (B,n) < (o, m) se, e somente se, ht,(—5) < ht,(—«)

(2) Se ht,(—p) = ht,(—a) entao n < m.

Exemplo 3.2.6. Seja g a algebra de Lie adjacente do tipo G, e consideremos a base de
raizes simples II = {ay, as}. Podemos perceber que I = {1, 2}, assim podemos considerar,

por exemplo, J = {1} C I, o que implica que w = {2}. Com isso, temos:
[} A{l} = {(1/1, —011},

o — Py ={—a1+nd,—as +nd, —(aq + az) + nd, —(2ay + a1) + nd, —(3ay + ay) +
nd, —(3ag + 2a1) +nd | n € Z} U{—md | m > 0},

o Al ={a; +nd,—a;+nd | n€Z}U{md|meZ\{0}},

o — P \AMY = {—ay4n6, —(a1+as)+nd, —(200+ay)+nb, —(3as+aq)+nd, —(3as+
2a1) +nd | n € Z},

® ht{g}(—ag) =1< ht{g}(—(zag + Ozl)) = 2.
Um aspecto relevante destacado pelo exemplo anterior é que, se v € M, 5(V'), onde

v =X_q,126U1 + X_(3a5+2a1)+35V2,

entdo temos ¢ = —an + 20 € Py = —3as — 2a4 + 30. Portanto, hty(¢1) = 1 # 3 = hta(¢p9).
Surge a pergunta: Por que isso ocorre? Na realidade, isso se deve ao fato de que v possui
dois termos com pesos diferentes, o que implica que v nao é um vetor de peso. Isso reforca
ainda mais a importancia de considerarmos exatamente esse vetor.

Sabemos que g=u®p e M,5(V) =U(g) ®u@) V, entdo temos:
M,s(V)=~U@u)®V.
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Pela relagao de ordem definida em — P, \ A’ temos que os elementos:

Xpm Pi,2 Pit(4)

(Bimi) > (Biamie) (Bi,e(s) Myt (i)’
onde (Bi1,mi1) < (Biz,ni2) < -+ < (Biga), Nig)) € Pij = 0 para 1 < j < t(i) formam
uma base para U(t). Sabemos ainda que V é um moédulo de peso (com respeito a H)
sobre p com uma acao trivial de 1, isto &,

V=@ V,

AEH*
onde Vy ={v eV |h-v=Ah)v, Vh € H}. Temos assim uma base de V formada por
{vg | k € A} onde vy, € V), para algum A € H* e A ¢ um conjunto de indices. Concluimos
assim que o conjunto de elementos:

Pi Pi2 . Pit(4d)
{X(Bi,l7ni,1)X(5i,27ni,2) X(Bi,t(i)vni,t(i)) ® Uk}

forma uma base para M, (V). Agora, vamos considerar a seguinte definigao, que sera ttil

para nossa pesquisa.

Definicao 3.2.7. Consideremos p = 1T como uma subalgebra parabolica de g e V' como

um Fmodulo de peso. Definimos os seguintes submoédulos:
(1) MéE(V) = 1® V, denominado topo, que gera M, 5(V);

(2) T,5(V) & o submodulo de M, (V) que é u-invariante, ou seja, v € T,5(V) se, e

somente se, tv = 0.

A definicdo acima nos fornece uma abordagem sobre uma possivel irredutibilidade
de M, (V') para certos moédulos. Além disso, é evidente que o topo M;E(V) nao contém
vetores v com ht,, (v) > 1. Dessa forma, avangamos em nossa pesquisa buscando identificar
modulos especificos nos quais Méﬁ(V) = T, 3(V), iniciando nossa anélise pela investigacao

das alturas de seus vetores de peso. Vejamos alguns exemplos como ponto de partida.

Exemplo 3.2.8. Consideremos g = sl(3,C) como a &lgebra de adjacente do tipo Ay, com
base de raizes Il = {ay, as}. Definimos os conjuntos I = {1,2} e J = {1} C I, o que
implica w = {2}.

Seja v € M, (V) um vetor de peso nao nulo, tal que:
v = X3a2+5 ® v1,

onde ht,(v) =2 > 1. Além disso, temos U= Y Gaytns + D B(as+az)tns-
neZ neZ
Consideremos um elemento nao nulo u € ga, 1ms para algum m € Z. Por simplicidade,

denotemos u = X, +ms. Agora, analisemos as condi¢oes para uv # 0:

o uvy =0 (WV = 0).
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o uv = ([u, X2 51+ X2, 5u) @ v = [u, X2, 5] @v1 = X _oypslt, X ay46] +
[u’ X—O¢2+5}X—O¢2+5'

e Dado que u € /g\az-&-mé € X—az+6 € a—a2+57 entao [U7X—a2+6] S /g\(m+1)5 € pOdemOS

reescrever esse elemento como [u, X_a,45] = Xpni1)s-

Percebamos que no item anterior, se m = —1, entao X(,,+1)s € H e se m # 1, entao

X(m+1)s € G, a subalgebra de Heisenberg de g. Continuando, temos:

v = (X_aor6 X (m+1)6 + X(m+1)6 X —as+s) @ U1
= (X—a2+5X(m+1)5 + X—oc2+5X(m+1)5 + [X(m+1)57 X—a2+5]) ® v
= 2X—o¢2+6X(m+1)6 Qv + Xfa2+(m+2)6 K V1.

Denotaremos vy = X(;m11)5 @ v1 e percebamos que se V' for um [-médulo de peso,
entao vo = 1 ® X(p41)5v1 que pertence ao topo MéE(V). Assim, consideremos V' como
mencionado anteriormente. Podemos ver que neste caso ha duas possibilidades para vs:

ou v = 0 ou vy # 0.

e Se vy = 0, entao uwv = X_,,y(m+2)s @ v1 # 0, pois X_o, 1 (m+2)s ¢ homogéneo em

Ut) e vy € V. Assim, X ot (mt2)s ® v1 € linearmente independente.

e Sevy # 0, entao uv = 2X_,, 5@V +X_0,4 (m42)s@v1. Novamente, como X_,, 4 (m42)s
e X_a,1s 580 elementos homogéneos em U (1) e vy, v5 € V, entdo X_ a4 (m+2)s @ U1

e X_q,+6 ® vy s@o0 linearmente independentes, ou seja, uv # 0.

Para finalizar esta andlise, percebamos que em todos os casos temos ht,(uv) = 1 =
ht,(v) — 1.

Podemos indagar sobre o que ocorre quando v possui altura 2, porém com X, ’s distin-
tos. Para esclarecer, consideremos o exemplo a seguir como ilustragao, sobre as mesmas

hipoteses e objetos do exemplo anterior.
Exemplo 3.2.9. Seja v € M, (V) um vetor de peso nao nulo, tal que:
U= X—a2+5X—042+25 ® U1,

onde ht,(v) = 2 > 1. Consideremos um elemento nao nulo u = X, 1,,s. Agora, analisemos

as condigoes para uv # 0:
e uv; =0 (W.V =0).

® UV = ([u7 X—CM2+§X—O¢2+25] + X—a2+6X—a2+25u) ® V1 = [UJX—C)A2+6X—C!2—|—25] ® Uy =
(X*Oé2+5[u7 X*Ol2+25] + [u7 X*OA2+5]X*0¢2+25) ® V1.
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e Dado que u € aozz-i-mti; entao [U7X—a2+6] € ﬁ(erl)é € [u> X—a2+m6] S a(m+2)6 € rees-

creveendo esses elementos como [u, X_q, 5] = X(m+1)s € [t X_ay42) = X(m+2)s-

E podemos verificar também que X (;,41)5, X(m2)s c 1. Assim

v = (X_ao+6 X (m+2)s + X(m+1)6 X —as425) @ V1
= (X_apt6 X (m+2)s + X256 X (m41)s + [X(mr1)s, X—astas]) @ 1
= X 015X (m12)s @ V1 + X 0426 X (mi1)s @ V1 + Xyt (me3)s @ 1.

Denotaremos vy = X(;41)5 @ V1 € v3 = X(ju42)5 @ v1 € como no caso anterior, para V'
um [-moédulo de peso, entao vy = 1 & Xp11)sv1, v3 = 1 ® X(;42)5v1 a0 qual pertencem
ao topo Méﬁ(V). Usando os mesmos argumentos no caso anterior, podemos verificar que

uv # 0 e ht,(uv) = 1 = ht,(v) — 1.

Agora vamos abordar os caso que envolvem somas, mas antes disso vamos organizar as
nossas somas da seguinte forma abaixo descrito. Primeiramente consideremos v € M, 5(V')
um elemento de peso nao nulo. Vamos organizar os monémios que compoe v da seguinte
forma:

Escolhemos o monémio minimo entre todos eles identificando o primeiro fator (da
esquerda para a direita) X(g,) que tem uma raiz menor do que todas as outras, de acordo

com a relacdo de ordem dada em — P, \ A7.

Exemplo 3.2.10. No caso da algebra de Lie adjacente g = sl(3,C) e com os mesmos

objetos considerados anteriormente, temos:

o Sev = X_(a;+a2)+6X —as+3s QU1+ X_ (0 +a2)+6 X —as+56 ® 2, entao o mondémio minimo

¢ X—(a1+a2)+5X—a2+35’

_ 2 2 ~ N
e Sev = X (a1 +a)+6X7 4y 135 QU1 +X—(a1+a2)+5X*O‘2+55®'U2’ entao o mondémio minimo

4 y2
e Xf(a1+a2)+6X_0¢2+55‘

e Nos exemplos anteriores, sempre consideramos o elemento minimo.

Vejamos agora um exemplo que envolve a soma de duas parcelas primeiramente.

Exemplo 3.2.11. Seja v € M, (V) um elemento de peso nao nulo, tal que:

V= X_(a1+a2)+26X —as+35 @ V1 + X_ (a1 4as)+6X —ast4s & V2,
entao ht,(v) = 2 > 1. Podemos observar que (a1 +as, 1) < (a;+as,2), ou seja, 0 mondémio
minimo é X_ (4, +a0)+6X —ay+45. Vamos reorganizar os termos de tal forma que o monémio
minimo seja o primeiro. Por simpliciade, consideremos a reorganizacao da seguinte forma:

UV = X—(a1+a2)+(5X—a2+45 ® U1 + X—(a1+0¢2)+2(5X—a2+35 ® Vy.
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Consideremos um elemento nao nulo u € gq,+ms para algum m € Z. Por simplicidade,

vamos representar por u = X,,+ms. Vamos encontrar condigoes para que uv # 0.
e uv;=0parai=1,2 (u-V=0),
o uv = [U, X_(a1+a2)+6 X —ar+46] @ V1 + [t X_ (a1 +az)+26 X —as+35] ® v2.

Sabemos que para v;:
o [u, X_(a1+as)+5X—as+16] = [t X_(a1+az)+5] X—as+4s + X (a1-+az)+6[U, X—as+as];
o (U, X (a1+az)+s] = Xoayt(mr1)s € [ty Xoayta5] = X(mrays-

Entao, temos que

[, X_ (a1 +an)+5) X —astas = X—ar+(mt+1)5X —an+46

X (artan)+6[U X ar145] = X (s +an)+5X (mra)s-

Logo:
L4 [U, X—(a1+a2)+5]Xfa2+45 K = Xfa2+46X—a1+(m+1)6 ® v + X—(a1+a2)+(m+5)6 & U1,
hd Xf(a1+a2)+6[ua X—a2+46] ® v = Xf(a1+a2)+5X(m+4)6 ® vy,

hd [U, X—(a1+a2)+5X—a2+45] Qv = X—a2+46X—a1+(m+1)5 ® vy + X—(a1+a2)+(m+5)6 ® vy +

X_(a14az)+6 X (m+a)s @ V1.

Para vy, temos:
hd [Ua X—(a1+a2)+26X—a2+36]®U2 = X—a1+(m+2)5X—a2+35®U2+X—(a1+a2)+26X(m+3)5®U27

hd [U, Xf(a1+a2)+25X—a2+35] QUg = X—oz2+36Xfa1+(m+2)5 @ vg + Xf(a1+a2)+(m+5)6 @ vy +

X—(a1+a2)+26X(m+3)6 X va.

Relembrando que, como estamos considerando J = {1}, entao o fator de Levi [ 6 gerado
por H e pelos subespacos de raizes g, em que o € A7, isto &, X_a14+m+1)5 € X_ay+(m+2)s

estao em [. Vamos denotar:

Vg = X—a1+(m+1)5 ® vy,
vy = X(mta)s @ v1,
Vs = Xfa1+(m+2)5 @ vg,

V6 = X(m+3)s & V2.
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Se considerarmos agora V' como um [-modulo de peso, entao vs, vy, vs, vg € Miﬁ(V),

e assim temos:

w0 = X_0y445 @ V3 + X_(a14a0)+m+5)s @ V1 + X_(a)1as)+5 @ V4

+ X 05435 @ Us + X_(a14a0)+(m+5)5 @ V2 + X_(a14a9)+26 @ V.

Vamos comparar os termos com vy € vg:

Percebamos que se vy # 0 e |m| >> 0, entdo X_ (4, 1a,)+6 @v4 7# 0 sobrevive e, como
¢ o mondémio minimo, nao ha risco de cancelamento com outro termo. Logo, basta

mostrarmos que com certas condigoes, vy # 0.

e V 6 um [modulo de peso e suponhamos que V' tenha uma carga central nao nula,
entao para cada inteiro positivo k, ou Xps ® w = 0 ou X_;5 ® w = 0 para todo
w €V, pois [Xgs, X _gs] ® w = ke ® w (Proposigao 1.5.4).

e Conseguimos assim um m com |m| >> 0 tal que vy # 0.

Portanto uv # 0 e ht, (uv) = hty,(X_(a,+as)+s) = 1 = hty,(v) — 1.

Os exemplos anteriores podem ser generalizados a somas finitas em v = ) u;v; e nos
i€R
conduzem ao seguinte lema, apresentado como Lema 1 em | |.

Lema 3.2.12. Sejam V um Tmoédulo de peso com carga central nao nula e v um vetor de

peso nao nulo com ht,, (v) > 1. Entdo existe um u € U tal que uv # 0 e ht,(uv) = ht,(v)—1.

Demonstragio. Consideremos 1t = @  Fa. A base para U(u) consiste em elementos
aE—Pnat\AJ
da forma nghm) . 'X€§t,nt)= onde 0 # X, n,) € 8-pjtn,s € (B1,n1) < -+ < (B, ).
; _ Ty — Pi L. Pi,t(4) ) .
Seja v = z';%ulvl B z';zx(ﬁi,mi,l) X(/Bi,t(i):”i,t(i)) ® v;. Cada fator X, ;p, ;) ¢ um
elemento de base para g_ Bi,j+n, ;6- Podemos organizar os indices de forma que (f11,11,1) <

(B21,m21) < --- e, entre B;; com altura igual a ht, (X, | n1)) € M = N1, P seja
maximo.
Suponhamos que u € gg, «1y+ms Seja nao nulo para algum m € Z. Entao, uv; = 0 para

todos i e uv = ) [u,w;]v;. O comutador [u, X
i€R
Tmny )5 Para aguns j’s. Como V' ¢ um [modulo de peso com carga central nao nula,

Brymiay)] € uma combinagio linear dos

~ . P1,1 Pre(1)—1
entao existe m € Z tal que [m| >> 0, e X/ - X e [, X, 0y my0y) ® V1 # 0,

pois é um monoémio minimal. Portanto, teremos uv # 0 e ht,(uv) = ht,(v) — 1. O

Através do Lema 3.2.12, segue imediatamente que 7}, 5(V') ndo pode conter elementos
nao nulos com altura ht,(v) > 1. De fato, qualquer elemento desse tipo geraria um
submoédulo proprio cujos elementos teriam alturas > ht,(v), o que contradiz o Lema 3.2.12.

Observamos, no entanto, que a prova do Lema 3.2.12 nao aborda o caso quando ht,,(v) = 1.
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Vejamos alguns exemplos que servem como ponto de partida para essa investigacao, mas
considerando J = (), isto é, [ = G + H.

Exemplo 3.2.13. Consideremos g = sl(2,C), I ={a=a}, [ ={l} e J =0 (w = 1).

Seja v € M, (V) um vetor de peso nao nulo, tal que:
v=X_atks @01, (ht,(v) = 1),

onde X_o 45 € U(tt) e vy € V. Escolhamos d = Xains € U(T), para algum n € Z. Assim,

temos

o dv=dX ks @1 = (X_qyrsd + [d, X_aq5s]) @ v1 = [d, X_at56] ® 01,

~

i [da XfaJrké] = [onJrnJ?XfaJrké] = X(n+k)5 S [7
o dv=X(ir)s Q1.

Como V é um l-médulo de peso com carga central nao nula, entao para todo w € V e
para todo m € Z, X,,s ¢ X_,,s nao podem agir simultaneamente como zero em w, pois
caso contrario, teriamos 0 = [X,,5, X_;5]w = mcw. Portanto, existe N € Z, tal que,
dv = Xns ® v1 # 0 e ht,(dv) = 0.

Notamos também que no exemplo anterior, junto com o Lema 3.2.12, se tomarmos
V' como irredutivel, entao v gerara M,5(V), o que seria irredutivel. Vejamos mais um
exemplo, com as mesmas condi¢oes e objetos considerados no exemplo anterior, para

investigarmos o que acontece com soma de duas parcelas.
Exemplo 3.2.14. Consideremos v € M, (V') como um vetor de peso nao nulo, tal que:
v =X_o475 QU1 + X_qy55 @ 2, (ht,(v) = 1),

onde X_,i55, X_airs € U(ﬁ) e vy, € V. Escolhamos d = X, ,s € U(1), para algum

n € Z. Assim, temos
dv = X(n47)5 @ U1 + X(nq5)5 @ va.

Como antes, podemos encontrar um inteiro n, com |n| >> 0, tal que X155 @ v2 # 0 €
Xn+7)s ® v1 # 0, mas nao podemos afirmar ainda que dv # 0. Por simplicidade, vamos
denotar por N = n+ 7 e também omitiremos o ¢ nas relagoes abaixo. Suponhamos entao

que para um N suficientemente grande, temos
XN®1)1+XN_2®UQ:X_N®01+X_N_2®U2:0. (31)
Agindo respectivamente por X_y e por X_y em 3.1, temos o seguinte sistema de equagao:

X NXN Qv+ X_NyXn_2®vs =0,
XN X_nNv®ui+XnvX_ny_a®uvy=0.
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Subtraindo a primeira equacao da segunda equacao, temos

(X_NXNn —XnX_n)®@up + (X nXno2 — XnX _n2) ®ue =0
(X Ny Xn] @ v + (X Ny Xy2— XnX N 2)®uy=0
—Na®@v + (X_nXn_a — XnX_n_2) ® v = 0.

A parcela —Na®wv; foi deduzida usando a Proposicao 1.5.4, além disso, dado que V' possui
carga central nao nula, temos que —Na ® v; # 0. Observemos também que, dado que
v, € V), e vy € V,,, estamos considerando que iy — p1o = 26. Além disso, como N —2 # N,
podemos reorganizar os indices do peso 9, ou seja, —N + (N —2) = (N —2)+ (—=N), o

que resulta em algumas igualdades de operadores, como por exemplo:
X NXN2— XnX Ny o2=Xn o X v — X N oXn.
Ao combinar essa relagao com a Equagao 3.1, obtemos:

(X nXno2o = XnX_noo) @v1 =(XnoX vy — X noXn)®uy
=Xn_2(X_N®v1) — X_ny_o( Xy @ v1)
=— Xn_o(X_ N2 ®u2) + X_n_o(Xn_2 ® vg)
=0.

Ao escolhermos N; > N, > 0, e por uma questao de simplicidade de notagao, rees-

crevamos Qn_o v = Xy_oX_ny — X_ny_2Xn, obtemos:

0= Qn,—2.n (N1 + TNy—202)
= TN, vy 2.8, (V1) + TNp—22N, —2. N, (V2)

= $N2,2(N16M)1)
e entao xy,_ov; = 0 para qualquer N, suficientemente grande. Similarmente,

0= Qn,—2,n (T-NV1 + T Ny—202)
= 2NNy —2.n, (V1) + 2o Ny— 2N, —2 N, (V2)

= ZL’_NQ_Q(Nl(l’Ul)

e temos x_p, ov; = 0 para qualquer N, suficientemente grande. Voltando a Equagao
3.1, concluimos, entao, que xyv; = x_nv; = 0 para todo N suficientemente grande,
o que contradiz o fato de a # 0. Portanto, sempre existe um N >> 0, tal que dv =
Xy ®@v; + Xy ®@vy # 0.

[gualmente ao exemplo anterior, se também considerarmos V' irredutivel, entao o vetor
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de peso v gerara M, 5(V), o que nos leva a deduzir o nosso primeiro resultado. Assumimos
primeiramente que J = (), isto &, 1= G + H. Diremos que V é um (G + H)-moédulo de
peso se V é um G-modulo Z-graduado com agao diagonalizavel de H, onde a ac¢ao de d é
compativel com a Z-graduagao. Um (G+ H )-mo6dulo de peso irredutivel é determinado por
um G-moédulo Z-graduado irredutivel V' e um peso A € H* com aacaode he h=HNg
e c em V dada por A(h) e A(c) respectivamente, enquanto a agdo de d ¢ dada por A(d)
em uma escolha na componente graduada de V.

Se A(¢) = a, denotaremos o médulo de Verma imaginério generalizado correspondente
M,5(V) por M,(V). Para cada A € H* temos um funtor I* da categoria dos G-modulos
Z-graduados com carga central A(c) para a categoria dos g-modulos, que envia um G-
modulo V' para My (V) com uma estrutura de peso natural com respeito a H como foi
descrito anteriormente. Nosso objetivo é mostrar que o Teorema 3.1.4 vale para médulos
M, (V') em plena generalidade sem assumirmos a admissibilidade. Assim, temos o0 nosso

primeiro resultado sobre irredutibilidade de um (G + H)-modulo de peso V.

Teorema 3.2.15 (| , Teorema 3.3, p. §]). Seja V um (G + H)-modulo de peso
irredutivel e a = A(¢) # 0. Entdo o g-modulo M, (V) é irredutivel onde a é¢ um valor de

carga central. Em particular, o funtor I* preserva a irredutibilidade.

Para esse teorema, demonstraremos o lema a seguir, que é a chave para esta generali-

7acao.

Lema 3.2.16 (| , Lema 3.4, p. 8]). Seja V um (G+ H )-mo6dulo de peso com agao
escalar ndo nula de ¢: cv = av para algum a € C\ {0} e qualquer v € V. Também, sejam
Wi, ..., W, € V elementos nao nulos tal que w; € V,, para p; € H* e p; — piv1 € Zso0
para todo 7. Seja k; tal que p; — p; = k0,2 =1,...,m. Entao para um N suficientemente
grande e para qualquer escolha de elementos nao nulos zy, € gys tal que [xy, x_x] = ke # 0,

pelo menos uma das somas

m m
g TNk, W5, E T_N—kW;
i=1 i=1

¢ nao nula.

Demonstracao. Suponha que

m m
E IN—k; Wi = E T_N—kW; = 0,
i=1 i=1

para todo N suficientemente grande. Procederemos por induc¢ao em m. Primeiramente
assumiremos que m = 1. Entao, imediatamente obtemos uma contradi¢ao, pois para
qualquer N temos

0= [zn,z_ny]Jw = Ncw = Naw # 0.
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Para explicar a ideia do passo de inducao, vamos considerar o caso em que m = 2 e
assumiremos que

TNWy + IN—k,W2 = T_NW1 + LT_N—k, W2 = O,

para todo NN suficientemente grande. Para melhor desenvolvimento, vamos introduzir os

seguintes operadores para todos os pares (r,s) € Z*:
QN—T,N—S = IN—4T_N-s — TN—sT_N—r-

Notemos que se N —r # N + 5, entao Qn_, Nn_s = T_N_sTN—r — TN_sT_N_r. Aplicando

r_pn € xy respectivamente na igualdade acima, otemos
T_NITNWL + LT_NIN-—f, W2 = TNT_NW1 + INT_N—f,Wo = 0.
Subtraindo essa igualdades obtemos
(x_NTN — ENT_N)W1 + (T_NTN_py — ENT_N_ky ) W2 = —Naw; + Qn_p, n(w2) =0,

implicando que Qy_g, y(w2) = Naw;. Vamos mostrar agora que Qn_g, v(w1) = 0. De

fato,
QkaQ,N(Uh) = (JLNQIkaQ - -'L’Nfofkg)wl = TN—ky (ZLNUM) — T_N—ky (ﬂwal) =

= IN k(T Nk W2) — T N1, (— TNk, Wa) = 0,

desde que ky > 0. Escolhendo N7 >> N, >> 0. Temos assim
0= Q1\71—162,1\71 (xNzwl + xN2—k2w2)

= xN2QN1—k2,N1 (wl) + xN2—k2QN1—k2,N1 (wQ)

= $N2_k2 (Nlawl)
e rn,—k,w; = 0 para qualquer N, suficientemente grande. Similarmente,

0= Qny ko, (TN W1 + TNk, W2)
= TN, OINy ko Ny (W1) + TNy ey Uy ey v, (W02)

= T_Ny—ky (N1aW1)

e r_n,—k,w; = 0 para qualquer N, suficientemente grande. Concluimos assim que zyw; =
x_nyw; = 0 para todo N suficientemente grande, o que contradiz o fato de a # 0.

Vamos supor agora que a afirmacao é valida para qualquer conjunto de < m elementos.
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Aplicando z_y e xy respectivamente na igualdade acima obtemos

m m
T_N E IN-—k,W; = TN E LT_N—k;,W; = 0.
i=1 =1

Subtraindo essas igualdades obtemos

m m
(x_nxN — ZNT_N)wy + Z Qn_g,,Nyw; = —Naw; + Z Qn_p v (w;) =0
i=2 i=2
e
m
Z QN,ki,N(wi) = Nawl.
i=2
Temos também que para cada i =2,...,m
QN—ki,N(wl) = (JC—NJJN—ki - JCNI—N—ki)Uh
= TNk, (T-Nw1) — TNk, (TNW1)
m m
= JUkai(— Z fofkjwj) - ZLkai(— Z l’kajwj)
J=2 J=2
m
= Z (—ZN-k TNk, T TNk, TN, )W;
J=2,j#1
e
m
QN_k“N(wl) = Z QN_k'j7N_ki (wj), 1= 2, .., (32)

j=2.5#i
Notemos que

QN g, Nk + QN N—k; = 0,

para todo 7, j e [Qn_g, Nk, QN—k,,N—k,] = 0 para todo i, j,r, s = 2,...,m. Podemos ver a
igualdade (3.2) como um sistema linear de m — 1 equagoes com coeficientes de operadores
comutantes {2y _; v, Notemos que a m — 2 equagao contém wy,.

Escolhendo arbitrariamente t; >> to >> -+ >>t,,_o >> N suficientemente grandes
e multiplicando a j-ésima equagao por x;, , paracada j =1,...,m—2. Lembrando que

para j =1,...,m — 2, temos

m m
§ xtj_kiwizg Ty pw; =0
i=1 =1

.o~ ~ . .. ~ m—1
por nossa suposi¢ao. Entao, podemos substituir Tt —k,, Win Na J-€slina equagao por — Zi:l Tt Wi
Assim, obtemos m — 1 equagoes com parametros t;, j = 1,...,m — 2. Usando multipli-
cacao e adigao, eliminaremos ws, . .., w,,_1 € assim obtemos a igualdade Q(w;) = 0, onde

2 ¢ um certo operador polinomial gerado por produtos de x;,_;, para algum I; > 0,
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j=1,...,m—2, eQN_khN_ks,r,s:l,...,m. SejaK>> t1. Entao

0=0Q Z Trg—k,W; = Z x:l:K—kiQ(wi> = Z xiK—kiQ(wi)-
i=1 i=1 i=2

Se Q(w;) # 0 para pelo menos um indice i = 2, ..., m, entdo podemos aplicar a hipotese
de indugdo e obtemos uma contradigdo. Resta considerarmos o caso em que Q(w;) = 0
para todo i.

Vamos escolher o maior indice n tal que z,, aparece em €2 e considere a igualdade

m
g Tpy—p,w; = 0.
i=1

Aplicando €2 obtemos

0:

m
Q7 § x—tl—ki] w; = [Qwr—h] wy,
=1

implicando que Q'w; = 0 onde Q! ¢ um operador polinomial com grau de x;, reduzido por
1 (como [x4,,7_4,| = aty). Novamente podemos assumir que Q'w; = 0 para todo i (Para
0s outros casos, basta aplicarmos a hipotese de indugao). Continuando desta maneira,
eliminaremos todos os xy;, 7 = 1,...,m — 2 e obtemos um operador polinomial 0% que
é gerado por produtos de Qn_j, N ., 7,8 = 1,...,m, e Q*w; = 0. Novamente podemos
assumir que Q%w; = 0 para todo i. Notemos que cada monoémio em 22 contém exatamente
um fator do tipo Qnx_, n, ¢ > 2 e esses fatores nao comutam. Todos os outros fatores que
aparecem em §)? comutam. Consequentemente, cada mondmio em ? contém no maximo
um fator zx e 22 = fany + g, onde f e g ndao contém xy e contém somente fatores x; com

k < N. Vamos considerar a igualdade
Z LT_N—k;W; = 0
i=1

e aplique 2. Entao, obtemos

0= QQ?Z'T—N—/ﬂ] Wy = [Q2>$—N}w1 = f[xNax—N]wl = Nafw.
i=1

Concluimos que fw; = 0 e consequentemente fw; = 0 para todo 7. Vamos escolher o fator
em f com o maior indice e repetiremos o mesmo argumento. Continuando, obteremos

wy; = 0 que é uma contradicao. Isto completa a demonstracao. O

Agora estamos prontos para demonstrarmos o Teorema 3.2.15.
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Demonstragao. Seja V um (G + H)-mo6dulo de peso irredutivel. Consideremos o g-modulo
M, (V') e vamos assumir que a # 0. Seja v € M, (V) um elemento néo nulo. Mostraremos

que v gera M,(V). Podemos assumir que v é um elemento de peso e
vV = E U;W;,
i

onde u; € U (ﬁ) sao elementos homogéneos linearmente independentes e w; € V,, para
todo i. Seja também R = htg(v). Procederemos por inducao em R. Suponhamos primeiro
que R =1, entdo u; = _g4r,6 € 9—p+r,s Para alguma raiz simples 5 de g. Para um inteiro

N consideremos um elemento nao nulo 25 x5 € gp4ns. Entdo

TapNsU = Taans D Ui = B _[Ta e, Uil = D T(n4rsti € V.
Pelo Lema 3.2.16, zg4nsv # 0 se | V| ¢ suficientemente grande. Desde que V' ¢ irredutivel
entao v gera M, (V).

Vamos assumir agora que R > 1 e vamos assumir também que qualquer elemento de
peso nao nulo de altura < R gera M, (V). Seguiremos a prova de | , Lemma 5.3].

Dil . l.pisz'
—Bi1t+ri1d —Bis; tTis

alguns inteiros 71, . . ., 15,. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que os somandos

Suponhamos que u; = x 5 bara algumas raizes simples (3;1,..., 0, €
estao indexados de tal maneira que 15, < 1ros, < --- € 8€ 155 = 115, entao pis, € minimal.
Aplicando xs,,+ns com |N| suficientemente grande, obetmos zg,,+nsv # 0 novamente
pelo Lema 3.2.16. Desde que htg(zs,,+n50) = R — 1, 0 elemento x4, + nsv gera M, (V') por
indugao. Se u; contém um fator x_g;,s com uma raiz positiva nao-silpes § para algum ¢,
entao escolhemos uma raiz simples « tal que o — 3 é uma raiz e aplicamos s com |N|
suficientemente grande. Entao x4 nsv # 0 € htg(244n5v) = R — 1. Novamente a indugao

completa a prova.

O
Com isso, temos como consequéncia o seguinte resultado | |.

Corolario 3.2.17. Seja p =191 uma subalgebra parabolica de g do tipo II el=G'+ H,
onde G’ é¢ uma subalgebra de G. Seja a € C\ {0} e seja V um Fmodulo de peso irredutivel
de carga central a. Entao M, (V') é irredutivel e consequentemente a restrigao do funtor

I, para a categoria dos Tmédulos de peso com carga central a preserva irredutibilidade.

Demonstracao. Segue do Teorema 3.2.15 e do fato que médulo de peso maximo de uma

subalgebra de Heisenberg de dimensao infinita é irredutivel se a carga central é nao nula.

]

O Teorema 3.2.15 é um passo fundamental para abordar a irredutilidade de modulos

de Verma imaginério generalizado, que iremos fazer na seguinte subsecao.
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3.3 Irredutibilidade de médulos de Verma imaginario

generalizado

Seguindo o trabalho de | | , vamos lembrar que p = 161 é uma subalgebra
parabolica de g do tipo II, el=10+4 G(A[)l, onde 0 6 a subéalgebra de Lie gerada por H
e por todas os subespagos de raizes real dele@ (/[\)L ¢ o complemento ortogonal da parte
imaginaria de 10 com respeito a forma de Killing.

Um T-médulo de tensor tem a seguinte forma M ® S, onde M é um O-médulo de peso
(com respeito a H) com carga central a e S é um G (/[\)L @ Cd-mo6dulo com a mesma carga

o~

central e agao diagonalizavel de d. Modulos sobre G([)* & Cd correspondem para moédulos
Z-graduados (com graduacao compativel com a Z-graduagao de G(/[\)L) com uma agao
escalar fixada de d em uma componente nao nula escolhida. Diremos que um G (/[\)L @ Cd-
modulo S é fortemente irredutivel se ele é irredutivel como (ndo graduado) G (/[\)l—médulo.
Modulos de Verma com carga central nao nula e moédulos diagonais irredutiveis, dados
em | |, sdo exemplos de tais modulos.

Embora nao temos uma classificacao de todos os Tmodulos de tensor irredutiveis, a
seguinte afirmagao mostra como construir familias de tais médulos.
Proposicao 3.3.1. Seja M um 0-moédulo de peso irredutivel com carga central a, S um

G(I)* @ Cd-modulo fortemente irredutivel Z-graduado com a mesma carga central. Entao

M ® S ¢ um Fmoédulo de peso irredutivel com acao do produto tensorial diagonalizavel
de d.

Com isso, temos mais um resultado, o qual generaliza o Teorema 3.1.4.

Teorema 3.3.2 (| , Teorema 3.7, p. 12|). Sejaa € C\{0} esejaV = M ®S um
Tmoédulo de peso, tensor e irredutivel, onde M é um 0-modulo de pesoe S éum G(T)L@(Cd—
modulo com acao diagonalizavel de d. Consideremos V' como um p-médulo com acao trivial
do radical u. Entao o g-modulo de Verma imaginario generalizado I,5(V) = M,5(V) é

irredutivel.

Demonstragdo. Consideremos um elemento nao nulo arbitrario v € M, (V). Podemos

assumir que v é um elemento de peso. Vamos escrever v como a seguinte soma finita
V= E dz(’UZ X wi),
i

onde d; € U (ﬁ), v; € M, w; € S, e assumimos que v; ® w; sao linearmente independentes.
Desde que v é um vetor de peso, entao cada d; ¢ um elemento homogéneo de U (ﬁ) Seja
R = htg(v). Faremos a prova por indu¢ao em R. Suponha que R = 1. Como na prova do
Teorema 3.2.15 este é o caso mais importante. Entao para todo i temos d; = _g44,4r,5 €

~

0_f+a;+rs Dara alguma raiz simples 8 de g e algum «; € Q(I), onde Q(I) é o reticulado
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de raizes da subagebra de dimensao finita adjacente [ de I. Vamos escrever Q; COMoO uma
combinacgao linear de raizes simples de [ com coeficientes inteiros. Como no caso anterior
de w - altura, a [-altura ht((d;) de d; é definido como a soma de todos os coeficientes de
tal combinagao linear (notemos that ht((d;) < 0 para todo 7). Escolhemos i tal que d; tem
a menor [-altura. Por simplicidade vamos escrever essa [-altura por t. Podemos perceber
que podem existir muitos d;’s com a mesma [-altura ¢. Dentre todos esses com a mesma -
altura t, escolhemos aquele com o menor r;. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que i = 1 satisfaz essas condi¢oes (nao necessariamente tinico). Afirmamos que existe um
inteiro N' com |N| suficientemente grande e um zs_q,+(N—r1)s € 98—, +(N—ri)s N0 nulo
(assumimos que f—a;+(N—r1)d é umaraiz e que |[N| >> |r|) tal que xg_q,+(N—r )50 7 0.
Por simplicidade, vamos escrever zg_q, +(n—p,)s Somente por . Suponha que a afirmagcao

acima nao é verdadeira, entao temos
N =N Yy di(v; @w;) =Y [rN, di](v; ® w;) = 0, para todo N.

Seja y& = [zn,d;]. Notemos que y) = [zn,d1] € Gns € ndo nulo e lembrando que
T=T+G(D* e [z, G(1)*] = 0 para qualquer elemento raiz z € I. Vamos escrever cada v
da seguinte forma: y%, = Di + Zi,, onde Diy € 0 e Zi; € G(I)*. Claramente, [Di;, Zi;] = 0
para todo i e Z5 # 0 (isso é 6bvio para qualquer N se g é uma algebra de Lie afim nao
torcida como d; € U(ﬁ) No caso em que a &algebra de Lie afim é torcida N pode ser
escolhido para garantir esta condicao).

Entao,

TNv = v ® Zyw; + Dyvy @ wy + Z(vZ ® Zyw; + Dyv; @ w;) = 0.

i>1

Por causa da Z-graduagao em S, a igualdade acima implica que

(Y Z}le + Zvi ® Z]ZVU)Z = 0.

1>1

Se v;’s sao linearmente independente entdo obtemos uma contradicao como ou Zxyw; #
0 ou Z!' yw; # 0. Se eles sao linearmente dependente entdo escolhemos um subcon-
junto linearmente independente maximal indexados por simplicidade da seguinte forma

V1, Vg, . .., Uk, € TEESECTemos a soma acima como

K
v ® (Z a; Z3w;) + Zvi ® (Z al Zjw;) =0,
2

JEY i= JEY;

onde Yi,...,Y} sao certos subconjuntos do conjunto dos indices e aé- sao escalares nao
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nulos. Usando agora agora a independéncia linear de vy, ..., v, obtemos que

Z a;‘-Z{ij =0

jey;

para todo ¢ = 1,..., k. Consideremos por exemplo ¢ = 1. Rescrevendo a soma acima para

o caso em que ¢ = 1 na seguinte forma:

Z a} Zi; = 0,

jev;

onde todo w; sao elementos de peso de S com pesos diferentes e Y; é um subconjunto
de Y;. Entao, obtemos uma contradi¢ao com o Lema 3.2.16. Consequentemente podemos
assumir que para todo j € Yj, os elementos w; tém o mesmo peso em S e Z]j\, € gns. Mais
ainda, como «, = ay para todo r,s € Y;, entao Z} e Z3 sao o mesmo até um escalar.

Suponhamos que w;, j € Y; sao linearmente independentes. Entao obtemos

0=2Zy Y tj=2_n Y 1y,

JjeEYL JEYT

para algum elemento nio nulo Zin € gins € alguns elementos linearmente independen-

tes w; 7 € Y;. Como a carga central é nao nula, entao temos » w; = 0, que é uma
JEY1
contradicao. Finalmente, se w;, j € Y} sao linearmente dependentes entao v, ® w; sao li-

nearmente independentes, que também é uma contradicao com a nossa suposicao original.
Isto completa a prova para o caso R = 1.

Suponhamos agora que R > 1. Uma vez que a prova do passo de indugdo em | ,
Lemma 5.3] ndao depende do moédulo V', o mesmo argumento se aplica no nosso caso.
Consequentemente existe um x € U tal que zv # 0. Desde que htz(zv) = R — 1, a prova
estda completa por inducao.

O

Podemos também ver alguns resultados em linguagem de categorias, com isso, vamos
denotar por 7;(/[\) a categoria dos Tmédulos de tensor com carga central a. A restri¢ao
do funtor indugao imaginario I, ; na categoria 7;(?) define o funtor ]IZB da categoria dos
[-mo6dulos de tensor com carga central a para a categoria dos g-modulos de peso.

Como uma consequéncia do Teorema 3.3.2 obtemos imediatamente o seguinte corolario

que finaliza os resultados desta tese.

Corolario 3.3.3 (| , Corolédrio 3.8, p. 14]). Seja p = [ ® U uma subélgebra
parabolica de g do tipo II, V € 7;(/[\) um Fmédulo irredutivel e a € C \ {0}. Entéo o

funtor ]IaTﬁ preserva irredutibilidade.
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Apéndice A
Algebras de Lie semissimples

O objetivo deste apéndice é apresentar alguns conceitos bésicos sobre algebras de
Lie semissimples de dimensao finita. O motivo principal para essa revisitacao, é que as
algebras de Kac-Moody afim (vistas no primeiro capitulo) sdo vistas como uma extensao
central de algebras de Lie semissimples sobre C de dimensao finita, utilizando uma algebra
de loop. Portanto comegamos por expor neste apéndice os conceitos bésicos da teoria das
algebra de Lie semissimples sobre um corpo de caracteristica zero K e podemos considerar
também o corpo sendo algebricamente fechado, como o corpo dos nimeros complexo, por

exemplo.

A.1 Definicoes e exemplos de algebras de Lie

Definicao A.1.1. Seja K um corpo. Uma Algebra de Lie consiste de um K-espaco vetorial

g, munido de uma aplicacao bilinear
[ ]:gxg—9
satisfazendo as seguintes propriedades:
(L1) [z,z] = 0 para todo x € g,
(L2) [z,[y,2]] + [y, [z, x]] + [2, [x, y]] = 0 para todo z,y, z € g.

Na literatura, geralmente essa aplicagao linear é chamada de colchete ou comutador, e
a condigao (L2) é conhecida como identidade de Jacobi. Ao longo deste trabalho, iremos
por a condi¢ao de que o corpo K, sempre que mencionado, seja algebricamente fechado

de caracteristica zero. Veremos agora algumas consequéncias sobre esse colchete.

e A condigao (L1) implica que [z,y] = —[y, x] para todo z,y € g e é equivalente se o

corpo de escalares K nao é de caracteristica dois.
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e Em uma algebra de Lie g, tem-se que [z,0] = 0 = [0,z] para todo = € g, pois,
[x,0] = [2,0 + 0] = [z,0] + [z, 0] o que implica que [z,0] = 0 = [0, z].

e Eim geral uma algebra de Lie g, nao é uma &algebra associativa, pois podemos ter
[z, [z,y]] # [[z, 2], y] quando [z, [z, y]] # 0.

Exemplo A.1.2 (Algebras de Lie proveniente de algebras associativas). Seja A
uma algebra associativa. Podemos definir sobre o espaco vetorial A um colchete a partir

do produto associativo da seguinte forma:
[z,y] :== zy — yx para todo z,y € A

onde zy indica a multiplicagdo K-bilinear associativa em A. O colchete definido assim da
uma estrutura de algebra de Lie em A a qual denotamos por A7), para indicar que é

uma algebra de Lie proveniente de uma algebra associativa.

Exemplo A.1.3. Para o caso do exemplo anterior, alguns casos sao bem conhecidos e

especiais na teoria envolvida, por exemplo:

e Quando A = M(n,K), o K-espago vetorial das matrizes de orden n xn com entradas
em K, denotaremos a algebra de Lie A por gl(n,K), ou simplesmente por gl(n)

se nao houver duvidas em relagao ao corpo.

e Se considerarmos V um K-espago vetorial e A = End(V), isto ¢, o conjunto de todas

as transformacoes lineares do K-espago vetorial V', entao denotaremos a algebra de
Lie A por gl(V).

Definigao A.1.4. Uma élgebra de Lie g é chamada de abeliana, se [z,y] = 0, para todo
T,y €g.
Exemplo A.1.5.

e Seja g um espago vetorial qualquer, em g definimos [z,y] = 0, para todo z,y € g.

Portanto g munido desse colchete é uma algebra de Lie abeliana.
e Se dimensao de g é 1, entao g é abeliana.
e Todo subespaco de dimensao 1 de uma algebra de Lie ¢ uma algebra de Lie abeliana.
Alguns conceitos da teoria da algebra e da algebra linear podem ser introduzidas,
como por exemplo, subélgebras, ideais, quocientes e entre outros. Antes disso, para dar

um pouco mais de leveza nas nossas notagoes e definigoes citadas anteriormente, vamos

denotar o seguinte subespaco gerado:

Observagao 3. Sejam g uma algebra de Lie e J, J’ subespacos vetoriais de g. Denotamos

por [J,J] o subespago vetorial de g gerado por {[j,j'] €g|j€J,7 €T} .
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Com isso, podemos definir os objetos que comentamos anteriormente sob a luz dessa

observagcao.

Definicao A.1.6. Sejam g uma algebra de Lie e h C g. Dizemos que § é uma subdlgebra

de Lie, se h é um subespago vetorial de g fechado para o colchete, ou seja, [, ] C b.

Uma subalgebra de Lie h nada mais ¢ do que um subespago vetorial que herda as
estruturas de algebra de Lie de g. Vejamos agora alguns exemplos que nos ajudam na

compreensao dessa definicao e que serao usadas com frequéncia no nosso texto.

Exemplo A.1.7. O espaco b(n,K) das matrizes triangulares superiores (a;; =0V i > j)
¢ uma subalgebra de Lie de gl(n), pois a soma e a multiplicagdo de matrizes triangulares
superiores ainda ¢ uma matriz triangular superior, assim [A, B] € b(n,K) para todo

A, B € b(n,K).

Exemplo A.1.8. O conjunto h = {A € gl(n) | tr(A) = 0} é uma subélgebra de Lie de
gl(n), onde tr indica o tra¢o da matriz. Com efeito, h é subespago vetorial de gl(n), pois

¢ nao vazio (0 € h) e para todo A, B € h e a € k, temos:
tr(A+ aB) = tr(A) + atr(B) =0

isto &, A+aB € b, provando assim que h é subespaco vetorial de g. Sejam agora A, B € b,
entao

tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
Portanto, b é subalgebra de gl(n).

Essa subalgebra de Lie é muito importante durante o estudo, e aparecerao com bastante
frequéncia no decorrer do trabalho, pois nos d&4 muitos exemplos para entendermos alguns
conceitos e teoremas que aparecem durante a pesquisa. Representaremos essa subalgebra
de Lie por sl(n,K) ou apenas sl(n) quando ndo houver confusdo em relacdo ao corpo
adotado.

Definicao A.1.9. Sejam g uma algebra de Lie e Z C g. Dizemos que Z é um tdeal de g,

se Z ¢ um subespago vetorial, tal que:
[,y € I,V x € g,y € .

Em outras palavras, [g,Z] C Z.

Exemplos bésicos de ideais sao dados pelos conjuntos {0} e g. Esses conjuntos sao
claramentes ideais de g chamados de ideais triviais. Vejamos um exemplo um pouco mais

interessante dentro dessa teoria.
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Exemplo A.1.10. sl(n) ¢ um ideal de gl(n), pois, para todo A € sl(n) e B € gl(n),
[A, B] = AB — BA € sl(n), pois tem trago nulo, igualmente feito no exemplo anterior.

Aproveitamos o momento para definirmos uma classe de algebra de Lie, que sao de

extrema importancia no estudo e classificagao de algebras de Lie semissimples.

Definicao A.1.11. Dizemos que uma algebra de Lie g é simples se

1. Os tnicos ideais de g sao 0 e g.

2. dimg(g) # 1.

Observagao 4. O fato de dimg(g) # 1 é imposto para que simplesmente exista uma
compatibilidade entre os conceitos de algebra simple e semissimples que veremos mais

adiante.

Exemplo A.1.12. A algebra de Lie s[(2,K) é simples.

sI(2,K) = {(a _b) \a,b,ceK}.

Todo elemento X € sl(2,K) pode ser escrito como X = ae + Sf + 0h, onde

(o) =00 60

¢ a base canodnica para sl(2,K) e o colchete entre eles cumprem a seguinte propriedade:

le,fl=h [h,e]=2e [h,[f]=—-2f.

Vamos provar que, se Z um ideal nao-nulo de sl(2,K), entao Z = sl(2,K). De fato,

tomemos Y = ae + Sf + vh € Z nao-nulo, notemos que,

Y,e] = —Bh +2ve € T, [[Y,e],e] = —2Be €T
[Y,f]:Oéh—Q’nyI, [D/af]vf]:_QafGI

Portanto, se « ou § sdo nao nulos, entdo Z contém e ou f, assim Z = sl(n, K). Por outro
lado, se a = 5 =0, entdao v # 0 e portanto h € Z, logo Z = sl(n, K).

Podemos perceber que para g uma algebra de Lie e Z C g um ideal, entao Z e o espago
quociente g/Z, onde é construido da mesma forma como em outras estruturas, herdam
uma estrutura de algebra de Lie induzida pela estrutura de g. Algumas proposigoes e entre
outras coisas envolvendo soma de ideais podem ser enocntradas facilmente na literatura,

por exemplo | |-
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A.2 Algebras de Lie solaveis e semissimples

Como éalgebra de Kac-Moody afim é uma extensao central de algebras de Lie semis-
simples sobre C de dimensao finita, o objetivo neste momento é expor um pouco sobre
essas tais algebras, mas para isso falaremos inicialmente sobre algebras de Lie soliveis,
abordando alguns fatos de séries derivadas, para assim podermos definir as dlgebras de

Lie semissimples.

A.2.1 Série derivada

Seja g uma &lgebra de Lie. Define-se por indugao os seguintes subespacos de g:

g = [, gD,
Esses subespagos sao na verdade ideais de g (Definigao A.1.9). Notemos que elas cum-
prem uma sequéncia de ideais, ou seja,
g=g020gD...0g0) ...

Essa sequéncia de ideais é conhecida por série derivada de g onde suas componentes sao

chamadas de dlgebras derivadas de g.

Definicao A.2.1. Uma algebra de Lie g é dita solivel, se alguma de suas algebras deri-

vadas se anula, isto é,

g™ =0
para algum n > 1 (e portanto, g¥) = 0, para todo j > n).
Exemplo A.2.2. As algebras abelianas sdo soluveis, pois gi!) = 0.

Exemplo A.2.3. Toda algebra de Lie g de dimensao 2 ¢é soluvel. De fato, g é abeliana
ou existe uma base {X,Y}, tal que, [X,Y] = Y. Segue do Exemplo A.2.2 que, se g é
abeliana entao g é solivel. Se g nao é abeliana, entao, tém algebra derivada de dimensao
1 e, portanto, a segunda derivada se anula.
Proposicao A.2.4. Seja g uma algebra de Lie.

(1) Se g é soluvel, entdo também sédo, todas subalgebra e imagens homomorficas de g.

(2) Se b é um ideal solavel de g, tal que, g/bh é soluvel, entao g é solavel.

(3) Se b, e b, s@o ideais solaveis de g, entao b, + h2 é um ideal solavel.
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Demonstracao.

(1) Seja g uma algebra de Lie soluvel. Isso significa que existe uma sequéncia finita de
ideais g@, g™, ..., g™ tal que g =g, g =0, e gtV C g para 0 <i < n—1. Agora,
consideremos uma subélgebra b de g. Assim, podemos ver, por definicao, que h® C g,
ou seja, a cadeia de ideais se anula para algum .

Da mesma forma, se ¢ : g — ¢ é um homomorfismo sobrejetor de algebras de Lie,

entdo, para cada g, por inducao, ¢(g¥?) = g’™. Portanto, g’ é soltvel.

(2) Se b & um ideal soluvel de g e g/h é solavel, podemos considerar a proje¢ao canoénica
T : g — g/b. Sabemos que 7(g) = g/b é solivel, isto &, (g/h)"™ = 0. Assim, 7(g™) = 0

ou g™ C b, que é solavel. Portanto, existe um k, tal que g*) = 0.

(3) E facil verque se b, e by sdo ideais, entdo existe um "isomorfismo"entre (b1 + b2) /b e
h1/b1 N by (veja item (2) do Teorema A.2.13). Como b é soluvel e h;/h; N by é imagem
homomorfica de by, pelo item (1) b;/h; N by é solavel, o que implica que (hy + bh2)/be
é soluvel. Assim by é soluvel e (h; + bhs)/h2 também solavel, o que pelo item (2) torna
(b1 + by solavel. O

Proposicao A.2.5. Seja g uma élgebra de Lie de dimensao finita. Entao, existe em g um

tnico ideal soluvel v C g que contém todos os ideais soluveis de g.

Demonstra¢ao. Seja n o maximo das dimensoes dos ideais soltiveis de g e seja t um ideal
soluvel com dimr = n. Entao, todo ideal soltivel de g esta contido em t. De fato, seja b
um ideal soluvel de g, entao, v 4+ b também ¢é soluvel. Pela maximalidade da dimensao,
dim(r + h)=dimr, assim v + h C v, segue que, h C t. Portanto, t contém todos ideais

soluveis de g e ele é evidente o tnico. ]

O ideal v da Proposi¢ao A.2.5 é chamado de radical soliivel de g, no qual denotaremos

por t(g). Assim uma algebra de Lie é soluvel se t(g) = g.

A.2.2 Série central descendente

A motivagao para discutirmos a série central descendente reside no fato de que, mais
adiante, estaremos abordando a subalgebra de Cartan. Esta tltima esta inteiramente li-
gada ao conceito de subalgebra nilpotente. Portanto, é relevante estabelecer uma defini¢ao
clara para esse tipo especifico de subélgebra. Considere g como uma algebra de Lie. Assim
como no caso anterior, podemos introduzir, por meio de inducao, os seguintes subespagcos

de g:
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Verifica-se também, que esses subespacos sao ideais, pois o produto de ideais é um ideal.

Note ainda, que elas cumprem uma sequéncia de ideais, isto €,
92912922..‘39193...
Essa sequéncia de ideais, é conhecida por série central descendente.

Definicao A.2.6. Uma algebra de Lie é dita nilpotente se sua série central descendente

se anula em algum momento, isto ¢,
g"=0
para algum n > 1 (e, portanto, g =0V k > n).

As algebras abelianas demonstram ser tanto soltveis quanto nilpotentes. Além disso,
observamos que g*) C g* para todo k. Portanto, podemos concluir que toda &lgebra
nilpotente é, por defini¢ao, solivel. Com base nessas definigoes, estamos agora habilitados

a discutir algebras de Lie semissimples.

A.2.3 Algebra de Lie semissimples

Definicao A.2.7. Uma algebra de Lie é dita ser semissimples se

t(g) =0
ou seja, g nao contém ideais soluveis além do 0.

Exemplo A.2.8. Algebras simples sdo, por definicio, também &lgebras semissimples.
Isso decorre do fato de que para uma algebra simples g, nao existem ideais além de g e 0.
Considerando t(g) como um ideal, ele deve ser igual a 0 ou g.

No primeiro caso, g é semissimples, conforme desejado. No segundo caso, a situagao
¢ impossivel, pois t(g) = g implicaria que g é solavel, o que por sua vez implicaria que
g # g. No entanto, g’ também é um ideal, e g’ = 0, ou seja, g seria abeliana. Isso contradiz
a natureza da algebra simples, uma vez que todo subespaco de uma algebra abeliana é

um ideal, o que é impossivel neste contexto, dado que dimg(g) > 2.
Exemplo A.2.9. A dlgebra de Lie sl(2, C) é semissimples, pois nao possui ideais proprios.
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Vamos neste momento definir alguns conceitos bésicos sobre homomorfismo de algebras
de Lie e aproveitaremos o momento para falar sobre representacoes, para isso, iniciaremos a
expor as defini¢oes de homomorfismo de algebras de Lie e apresentaremos alguns exemplos

e teoremas classicos.

Definicao A.2.10. Sejam g;, go algebras de Lie sobre um corpo K. Dizemos que a
aplicacao

¢ — g
é um homomorfismo de algebras de Lie, se cumpre as seguintes condigoes:
(i) ¢ é uma transformacao linear.
(ii) ¢ preserva colchete de Lie, isto ¢, ¢([z,y]) = [¢(x), ¢(y)] para todo z,y € g;.

Observagao 5.

e Notemos que no item (ii) o primeiro colchete é dado pela élgebra de Lie g; e o segundo

colchete é dado pela algebra de Lie gs.

e ¢ é chamado monomorfismo, se é injetora, epimorfismo se é sobrejetora e isomorfismo

se é bijetora.
e Ker(¢) ={z € g1 | ¢(x) =0} é um ideal de g;.

e Im(¢) ={y € g2 | y = ¢(x) para algum x € g;} é uma subdalgebra de Lie de g,.
Vejamos agora alguns exemplos cléssicos.

Exemplo A.2.11. A aplicacao trago
tr:glin) — K
¢ um homomorfismo de algebras de Lie. De fato, ”tr” é uma transformacao linear, tal que,

tr([A, B]) = tr(AB — BA)
=tr(AB) — tr(BA)
=0
 [tx(A), tr(B)]

pois K ¢é algebra de Lie abeliana.

Exemplo A.2.12. Consideremos as algebras de Lie L e gl(L), definimos o homomorfismo
adjunto
ad : L — gl(L)
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por ad,(y) := [z, y] para todo z,y € L. Esta aplica¢do ¢ um homomorfismo entre algebras

de Lie, pois,

adagtpy(2) = [ax + By, 2]
= afz, 2] + By, 7]
= a.ad,(z) + f.ady(2)

para todo z,y,z € L e a, 8 € k e da identidade de Jacobi, temos

adjzy) (2) = [[z, 9], 2]
= [[z, 2], y] + [z, [y, 2]
= [z, [y, 2l] — [y, [z, 2]]

= ad, o ad,(z) — ad, o ad,(z).

Teorema A.2.13 (Teorema do Isomorfismo).

(1) Se ¢ : g, —> g, ¢ um homomorfismo de algebras de Lie, entao

g, /Ker(¢) ~ Im(¢).

(2) Se b, e b, sao ideais de g, entao

(b +52)/bs = b,/b. N ..
(3) Suponhamos que b, e b, sdo ideais de g, tal que h, C b,. Entao

b./b. é um ideal de g/b, e (g/b.)/(h./b.) ~ g/b..

Demonstracao.

(1) Consideremos o homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g1 — go. Definimos v :
g1/Ker(¢) — Im(¢) por ¥(z) = ¢(x), onde T é a classe de equivaléncia de = em
g1/Ker(¢). Por defini¢ao, a fun¢ao ¢ é um epimorfismo e também um monomorfismo,

Portanto 1 é um isomorfismo.

(2) Se by e by sdo ideais de g, consideremos o homomorfismo canénico 7 : by + hy —
h2/b1Nby dado por 7(z +x2) = 22, onde 73 € a classe de equivaléncia de x5 em by /b Nbs.
A fungdo 7 é claramente um epimorfismo e com nticleo h;. Portanto, pelo item (1), temos

o isomorfismo desejado.

(3) Suponhamos que bh; e by s@o ideais de g com h; C bhy. Consideremos o homomorfismo
canonico 7 : g/hy — g/b2 dado por 7(x+b1) = z+by. Claramente 7 ¢ um homomorfismo

em que:
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(a) ba/bhy = Ker(m) e m é um epimorfismo,
(b) Pelo item (1), (g/b1)/(b2/b1) ~ g/b2.
]

Exemplo A.2.14. Consideremos a aplicagao trago tr : gl(n) — K em que Ker(tr) =
sl(n). Assim, pelo Teorema do Isomorfismo gl(n)/sl(n) ~ K.

Como caso particular de homomorfismo de dlgebra de Lie temos as derivagoes:

Definicao A.2.15. Seja g uma algebra de Lie sobre K. Uma derivagao de g é uma
aplicacao K-linear

D:g—g
tal que
D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] para todo z,y € g.

Podemos definir de forma mais geral, para uma algebra A, com um endomorfismo D

de A, onde cumpre a regra de Leibniz de derivada de produto D(zy) = D(z)y + 2D(y).

Exemplo A.2.16. A adjunta dos elementos de uma algebra de Lie g, é uma derivacgao.
De fato, pela identidade de Jacobi,

adx([ya Z]) = [‘T? [vaH = [[ZB,y],Z] + [ya [[E, ZH

Portanto, ad,([y, z]) = [ads(y), 2] + [y, ad,(z)] para todo z,y, z € g.

A.3 Soma direta e representacoes de algebras de Lie
Definicao A.3.1. Consideremos g,, ..., g, como algebras de Lie e

§g=0.D Do

sendo a sua soma direta como espagos vetoriais. Para X = (X1, ..., X,)eY = (Y1,...,Y,) €

g, definimos o colchete
(X, Y] = ([X1, Y], .., [ X0, Yal),

conferindo a g uma estrutura de algebra de Lie, onde a i-ésima componente é um ideal
isomorfo a g;. Vale ressaltar que nao abordamos a dimensao da algebra de Lie nesta
definicao, a qual pode se estender naturalmente a élgebras de Lie de dimensao infinita,
assim como a definicao de representacoes e moédulos de uma algebra de Lie. De maneira
analoga, podemos definir o produto e a soma direta para uma familia arbitraria de algebras
de Lie.
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Definigao A.3.2. Uma representa¢io de uma algebra de Lie g sobre K é um par (V) p),
em que V é um K-espago vetorial e p : g — gl(V) é um homomorfismo de algebras de

Lie.

Dizemos que V' é o espaco da representacao, e sua dimensao é a dimensao da re-
presentagao. A representacao é considerada fiel se Ker(p) = 0. Vejamos aguns exemplos

que nos ajudam a entender esta definicao.

Exemplo A.3.3. Toda algebra de Lie g tem uma representacao trivial, p : g — gl(V),
dada por p(x) = 0, para todo = € g. Para toda algebra de Lie g # 0, essa representagao

nunca é fiel.

Exemplo A.3.4. Se g C gl(V) é uma subalgebra de Lie, entdo a inclusdo define uma

representacao de g em V', a qual chamamos de representagao canédnica.

Exemplo A.3.5. Seja g uma algebra de Lie. O homomorfismo adjunto
ad : g — gl(g)

¢ uma representacao de g, chamada representacao adjunta.

Podemos observar que existe uma relagao entre as representagoes de algebras de Lie e
os modulos, pois estes tltimos podem proporcionar informagoes cruciais sobre a algebra
de Lie.

Definicao A.3.6. Consideremos g uma algebra de Lie sobre um corpo K. Um g-maddulo

¢ um par (M, -) no qual:
(M1) M é um K-espago vetorial,

(M2) A aplicagao - : g x M — M é K-bilinear, associando (x, m) — x - m, denominada
acao de g sobre M.

(M3) [z,y] - m=a-(y-m)—y-(x-m)Va,yecgemée M, garantindo compatibilidade

com o colchete.

E importante notarmos que a condicao (M2) implica que, para cada = € g, a aplicac¢ao
T, M — M

onde T, (m) = x - m, é um endomorfismo linear de M. Em outras palavras, os elementos

de g agem sobre M por meio de aplicacoes lineares dadas por

T :9 — End(M)
z— T, M —M

m— T,(m)=2x-m.

95



Observacao 6. Consideremos g uma algebra de Lie e (M, p) uma representacao de g.

Nesse caso, M é um g-modulo, bastando definir

igxXM—M

(x,m) = x-m = p,(m).
Reciprocamente, dado um g-modulo M, entao (M, p) é uma representagao de g, onde

p:g— gl(M)
r—= pp M — M

m > py(m) =x - m.

Assim, estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre as Representacoes de g

e os g-modulos, como indicado pelo diagrama abaixo:

{Representagoes de g} <> {g-modulos}

Exemplo A.3.7. Sejam M um K-espago vetorial e g uma subéalgebra de Lie de gl(M),
podemos verificar facilmente que M é um g-moédulo, onde x - m é dado pela imagem de

m pela aplicacao linear x, isto é,

g xXxM— M
(x,m) — x-m=z(m).
Sejam g uma algebra de Lie e V um g-modulo, dizemos que um subespaco W de V' é

um submoédulo de V', se W ¢ invariante pela acao de g, isto é, paracadax € ge w € W,

temos x-w € W.

Definicao A.3.8. Seja W um submoédulo do g-médulo V. Como em outras estruturas,
podemos tambem dar uma estrutura de g-modulo ao espago quociente V/W. Essa estru-

tura é dada por:
z-(v+W):=(z-v)+ W paratodor €geveV.

A este modulo chamamos de quociente ou mddulo de fator. E facil ver que essa acdo de g

em V/W independe dos representantes, ou seja, estd bem definida.

Entendemos por um homomorfismo de g-moédulos a uma aplicacao linear ¢ :
M — W, tal que, ¢(x - m) = z - ¢(m), paratodo x € g e m € M. E facil verificar

que o Teorema do Isomorfismo é ainda valido para g-modulos.

Observagao 7. As categorias de representacoes de g e de g-modulos sao equivalentes.
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Definicao A.3.9. Seja g uma algebra de Lie. Dizemos que um g-médulo M é irredutivel

ou simples, se tem precisamente dois g-submodulos: M e {0}.

Observacgao 8. Usando a Observacao 7, podemos dizer que no contexto de representacoes,
uma representacao p de g em M ¢é irredutivel se os tinicos subespacos invariantes por p,

para todo x € g, sao os triviais, isto &, {0} e M.

Exemplo A.3.10. Sejam g uma algebra de Lie simples e seja (g,ad) a representagao

adjunta, entao g ¢ um g-modulo irredutivel.

Definicao A.3.11. Seja g uma algebra de Lie. Dizemos que um g-moédulo M é indecom-

ponivel se nao houver submodulos nao-nulos U e W tal que M =U & .

Podemos verificar que um g-modulo M irredutivel é indecomponivel, mas a reciproca

nao é valido.

Definicao A.3.12. Seja M um g-moédulo. Dizemos que M completamente redutivel, se
pode ser escrito como soma direta finita de g-mo6dulos irredutiveis, isto é, M = @ M;

com M; um g-moédulo irredutivel.

Exemplo A.3.13. Seja g = d(n) a subéalgebra de gl(n), consistindo de todas as matrizes
diagonais. Seja o K-espago vetorial M = K", defina D-m = D.mV D € gem € M, em que
D.m indica o produto usual de matrizes. Assim, M torna-se um g-moédulo completamente
redutivel. De fato, se M; = Span{E;;}, entdo M, é um g-submoédulo de dimensao 1 e logo
irredutivel, no qual M = @ M;.

A.4 SubAlgebras de Cartan

Entraremos agora na discussao sobre subélgebras de Cartan, que desempenham um
papel fundamental na compreensao da estrutura das algebras de Kac-Moody. Uma su-
balgebra de Cartan, denotada por b, é essencialmente uma subalgebra nilpotente de uma
algebra de Lie g que é autonormalizante. Inicaremos entao, discutindo o que é o nor-
malizador de h. O normalizador de h em g, denotado por Ng(h), consiste em todos os
elementos x € g tais que ad,(h) C h. Vale ressaltar que, para simplificar a exposigao
sem perder generalidade, consideraremos daqui em diante (a menos que explicitamente
indicado o contréario) que g é uma algebra de Lie simples de dimensao finita. A subalgebra
de Cartan é uma ferramenta fundamental para o estudo mais aprofundado das algebras
de Kac-Moody.

Definicao A.4.1. Uma subéalgebra b de uma &algebra de Lie g é chamada subalgebra de

Cartan de g, se ela satisfaz as seguintes condig¢oes:

(a) b é nilpotente.
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(b) O normalizador de h em g coincide com b.

0

Exemplo A.4.2. Sejag =5sl(2,C)eh = {(g ) | a € C}. Entao, h é uma subalgebra
—a

de Cartan gerada por h = ((1] _01> De fato, h é abeliana e portanto nilpotente. Seja
agora z € Ny(h). Entao,
[h, 2] = [h,a.e + b.h + c.f] = 2a.e — 2c.f.
Este colchete esta em b se e s6 se a = ¢ = 0. Portanto, Ny(h) = b.

Exemplo A.4.3. De forma mais geral, consideremos a algebra de Lie g = sl(l+ 1,C) e

I+1
a subalgebra h = {diag(a, as,...,a;11) | a; € Ce > a; = 0}. Entéo, h é uma subalgebra
=1

1=
de Cartan gerada pelo conjunto IIV = {ay, a3y, -+ ,a)}, tal que, o = E;; — Ei1,41,

para todoi=1,2,--- ,[.

Através da defini¢ao, juntamente com a verificacao dos exemplos acima, podemos ja
perceber que a subédlgebra de Cartan é motivada por duas razoes essenciais. Primeira-
mente, ela surge naturalmente como gg na decomposi¢ao priméria de ad, para um ele-
mento genérico (regular) X em g. Além disso, ao considerarmos a nilpoténcia de b, a
representacao adjunta de b em g se decompoe em uma soma direta de espagos g,,, onde
A; sao os "pesos", uma espécie de funcional linear que se comporta como autovalor, da
representacao. A subalgebra gg é, portanto, uma subalgebra importante contendo h. A
definicao de subélgebra de Cartan é entao formulada para garantir que h seja, de fato,
igual a go. Esta identificacao é crucial para o entendimento subsequente, especialmente

na caracterizagao de elementos regulares, que serd abordada na proxima secao.

A.4.1 Elemento Regular

Considerando uma algebra de Lie g, associamos a cada elemento z € g o polinémio
caracteristico P.(T) do endomorfismo ad,, definido como a determinante de T — ad,.
Explicitamente, se a dimensao de g é n, podemos expressar P,(7T) como uma soma de

termos polinomiais:
n

Py(T) = a;(2)T;,

i=0

onde cada a;(x) é um polinémio de grau n — ¢ em relagao a x. Isso decorre da linearidade

da operacao ad em x e da natureza polinomial dos coeficientes do polinémio caracteristico
no espaco de transformacgoes lineares.

Introduzimos o conceito de posto de uma algebra de Lie g como o menor inteiro ¢

tal que o coeficiente a; nao é identicamente nulo. Um elemento = € g é classificado como

regular se a;(x) # 0, onde i é o posto de g.

98



Para ilustrar, consideramos o exemplo da algebra de Lie s[(2,C) com base candnica
{e,h, f}. Se z =a.e+b.h+ c.f € sl(2,C), a matriz da adjunta nessa base ¢ dada por

26 —2a O
ad, =1 - 0 a |,
0 2¢c —=2b

e, consequentemente, o polindmio caracteristico ¢ P,(T) = T? — 4(b* + ac)T. Assim, o
posto de 5[(2,C) ¢ 1, e z é considerado regular se e somente se b> + ac # 0. Em particular,
o elemento h é classificado como regular, enquanto e e f nao sao elementos regulares. Este
exemplo evidencia a importancia do conceito de posto na analise da estrutura da algebra
de Lie.

Iremos agora definir uma aplicacao, que sera muito importante para prosseguirmos, e
que utilizaremos o termo com muita frequéncia no texto. Veremos mais adiante que essa
aplicagao nos permite avaliar a semi-simplicidade de uma algebra de Lie.

Seja g uma &lgebra de Lie, para cada x,y € g, definamos a aplicacao

kigxg—K

(x,y) — k(z,y) = tr(ad, o ad,).

Podemos ver facilmente que x(x,y) cumpre as seguintes propriedades:

(1) Klz,y) = k(y, x)
(2) k(ax + By, z) = ak(z, z) + BL(y, 2)

Assim essa aplicacao é bilinear, no qual chamamos de Forma de Killing de g. Perceba

ainda, que k € associativa para o colchete de Lie, isto é, para todo z,y, 2z € g, vale:

K([z,y], 2) = K(, [y, 2]). (A.1)
Dessa propriedade A.1, obtemos o seguinte resultado.
Lema A.4.4. Seja g uma algebra de Lie e h um ideal de g, entao o conjunto
I={veg k(x,y) =0, Vyebh}
¢ um ideal de g.

Demonstracao. Podemos ver facilmente que Z é um subespaco vetorial. Seja agora x €

Tey€g. Se z € b, entao:

([, 9, 2) = K(z, [y, 2]) =0
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pois [y, z] € b, portanto, [z,y] € Z, isso mostra que Z é um ideal. ]

Seja k a forma de Killing de g e suponha que h é um ideal de g, denotemos a forma de
Killing restrita a b por xy,0 resultado a seguir, nos diz que a forma de Killing ¢ compativel

com as restrigoes a ideais.

Lema A.4.5. Seja g uma algebra de Lie e h um ideal de g. Se =,y € b, entdo ry(z,y) =
k(. y).

Demonstragcao. Consideremos uma base de h e estendendo a uma base de g, temos que,

se r € h entao ad, aplica g em b, assim a matriz de ad, nessa base tem a forma

A, B,
0o 0)

onde A, é a matriz de ad, restrita a b, assim, se y € b, entao a matriz de ad, o ad, tem

A.A, A.B,
0 0o )

em que A, A, ¢ a matriz de ad, oad, restrita a b, como somente o bloco A, A, contribuem

a forma

no célculo do traco, segue que
k(x,y) = tr(ad, o ady) = tr(A, A,) = ky(x,y).
O

Concluiremos esta subsec¢ao apresentando um dos teoremas que serd amplamente em-
pregado quando discutirmos a forma de Killing. Esta serd uma ferramenta de importéancia
recorrente para assegurar a existéncia de uma forma bilinear nao degenerada. Este teo-
rema é reconhecido como o critério de Cartan (segundo, para maior precisao) para a

semissimplicidade de algebras de Lie de dimensao finita.

Teorema A.4.6 (Segundo Critério de Cartan). Uma algebra de Lie g é semissimples se,

e somente se, sua forma de Killing é nao degenerada.

Demonstragdo. Seja g+ = {z € g|x(x, z) = 0 para todo x € g} o subespago ortogonal a
g. Como a forma de Killing ¢ invariante, podemos ver facilmente que g+ ¢ um ideal de g.

Denote por k41 a forma de Killing deste ideal. Assim, temos

Kot (z,y) = k(z,Y)

para quaisquer x,y € gt. Mas k(x,y) = 0 para quaisquer z,y € g' (pela defini¢io de
1
g)
degenerada.

o que mostra que g+ é soluvel. Assim, se g é semissimples, entdao gt = 0 e k é nao
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Reciprocamente, suponha que x é nao degenerada. Dado um ideal abeliano a C g,

tome x € a, y € g e considere a aplicagao ad, o ad, : g — g. Para qualquer z € g, tem-se

(ady 0 ady)*z = [z, [y, [, [y, 2]]]] € [, [g, [o, g, 9]]] < [, [g, o] < [a, 0] =0,

de modo que ad, o ad, ¢ nilpotente. Em particular, ad, o ad, tem traco nulo e portanto
k(x,y) = 0. Como = € a e y € g foram arbitrérios, segue disso que a C g*+. Mas gt = 0,
pois k ¢ nao degenerada. Logo, o tnico ideal abeliano de g ¢ a = 0, e portanto g ¢é

semissimples. O

A.4.2 SubAalgebra de Cartan associada com elemento regular

Inicialmente consideramos um elemento x pertencente a algebra de Lie g. Introduzimos
o conceito de auto-espaco generalizado g} associado ao autovalor A € K. Este auto-espaco
generalizado é definido como o conjunto de elementos y € g para os quais a aplicagao

linear (ad, — \)? se anula para algum inteiro positivo p. De forma mais formal:
gr={y gl (ad, — A\)? = 0 para algum p}.

Um ponto de destaque é que a dimensao de qualquer subalgebra de Cartan coincide
precisamente com o posto da algebra, ja que a multiplicidade algébrica do autovalor nulo
de ad, é igual & dimensdo de g%. Este resultado estabelece uma relagio crucial entre as
subalgebras de Cartan e a estrutura algébrica dos auto-espacos associados a elementos da

algebra de Lie g.

Proposicao A.4.7. Seja x € g. Entao:
(a) A algebra de Lie g ¢ uma soma direta de auto-espagos generalizados g).
(b) Para A, u € K, temos que [g), g*] C g} T+
(c) O auto-espago g° ¢ uma subalgebra de Lie de g.

Demonstragao. O item (a) é estabelecido por meio da decomposi¢do primaria associada

ao endomorfismo ad,. Para o item (b), suponha que y € g) e z € g#. Vamos demonstrar

que [y, z] € g2™. De fato, através de uma indugio, podemos mostrar a seguinte formula:

(ady — (A )] = 3 (”) (ad, — A)ig, (ady — )2,

i
=0

Tomando n suficientemente grande, todos os termos do lado direito se anulam, o que

implica que [y, z] € g)**. O item (c) segue imediatamente do item (b) para o caso em que

A=pu=0. O

Teorema A.4.8. Se x é regular, g2 é uma subalgebra de Cartan de g, onde sua dimensao

coincide com o posto de g.
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Demonstragao. Mostraremos somente que g2 é igual ao seu normalizador N,y(g?). Seja

z € Ng(g?). Temos ad,(g2) C g2, e em particular, [z, 2] € g). Pela defini¢ao de g2, existe

um inteiro p tal que (ad,)?[z,z] = 0, resultando em (ad,)?™'z = 0. Portanto, z € g2,
concluindo que g2 = Ny(g?). O caso nilpotente pode ser consultado em | |, pag.
105. [

Através da aplicagao do Teorema A.4.8, podemos inferir de maneira imediata o sub-

sequente corolario.

Corolario A.4.1. Sempre existem subalgebras de Cartan em algebras de Lie de dimensao
finita.

Corolario A.4.2. Se h é uma subalgebra de Cartan e x € h é um elemento regular, entao
h=g;.

Demonstragdo. Demonstraremos que h = g¥ para z regular em b.

Dado que b é uma subalgebra de Cartan, ela é nilpotente. Portanto, ad, restrito a b
¢ nilpotente. Consequentemente, temos b C gU.

Por outro lado, sabemos que g° ¢ nilpotente. Isso implica que b é igual a g2, uma vez
que b é sua propria subalgebra normalizadora.

Assim, concluimos que b = g% para z regular em b. O

Uma vez que exploramos o teorema anterior, nos surge a pergunta natural sobre a
veracidade de sua reciproca, ou seja. ao considerarmos h como uma subalgebra de Cartan,
desejamos verificar se é possivel concluir que h = g2 para algum elemento regular z. A
resposta afirmativa é confirmada pela seguinte observacao: Se h é uma subalgebra de
Cartan da algebra de Lie finita g, entao sempre existe pelo menos um elemento regular
x € h. A demonstragao dessa afirmacao envolve argumentos baseados na Teoria de Jordan,
garantindo a existéncia de um elemento regular em uma subalgebra de Cartan (| 1.

Consideremos agora um automorfismo ¢ : g — g e h uma subalgebra de Cartan de
g. Como ¢ é um automorfismo, temos que ¢(h) também é uma subélgebra de Cartan, o

que nos motiva a definir o seguinte.

Definicao A.4.9. Duas subalgebras de Cartan sao ditas conjugadas se uma é imagem

da outra por um automorfismo de g.

A relagao de conjugacao é uma relagdo de equivaléncia, uma vez que a inversa e
a composicao de automorfismos ainda resultam em automorfismos. Denotemos por g o
conjunto de todos os elementos regulares de g. Conforme estabelecido pelo Teorema A.4.8,
para cada x € g, a subalgebra g2 ¢ uma subalgebra de Cartan. Com base nisso, podemos

definir uma relagao de equivaléncia em g da seguinte forma:
T~y < g° é conjugada de gg.
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E imediatamente verificivel que ~ é uma relacao de equivaléncia, e as classes de
equivaléncia sao invariantes sob automorfismo. Unindo essas defini¢cdes, juntamente com
os teoremas, proposicoes e corolarios demonstrados anteriormente, extraimos o seguinte

teorema, que pode ser consultado com mais detalhes em | |.

Teorema A.4.10. Numa algebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado, as su-

bélgebra de Cartan sao duas a duas conjugadas por automorfismo.

Consideremos agora ) como uma subalgebra de Cartan da algebra de Lie g. E evidente

que

g:b@@ga (AZ)

a €A

onde go = {z € g | [h,2] = a(h)z,paratodo h € h} e A é o conjunto dos o € h*
tal que o # 0 e go # 0. Os a € A sdo denominados raizes e g, ¢ o espago de raiz
associado a «. Essa decomposi¢ao ¢ conhecida como Decomposicao em Espacgo de
Raizes. Destacam-se dois fatos relevantes nesta abordagem. Primeiramente, devido a
finitude da dimensao de g, A é um conjunto finito. Além disso, as raizes e os espagos de
raizes dependem da escolha da subélgebra de Cartan.

Numerosos resultados importantes estao associados a essas raizes e espagos de raizes
mencionados acima. Um desses resultados significativos ¢ a existéncia de subalgebras em

g que sao isomorfas & algebra de Lie s[(2,C), conforme discutido na seguinte proposicao.

Proposicdo A.4.11. Sejam o € A e = € g, um elemento nio nulo. Entdo —a também
¢ uma raiz, e existe y € g_, tal que sl(a) = Span{z,y, [z,y]} é uma subélgebra de Lie de

g isomorfa a sl(2,C).

Demonstrag¢ao. Primeiro, afirmamos que existe algum y € g_, tal que k(x,y) # 0 e
[z,y] # 0, onde k(z,y) = tr(ad, o ad,) é um forma bilinear simétrica nao-degenerada.
Como k é nao degenerada, existe algum w € g tal que k(z,w) # 0. Escrevemos w =
Yo + D sca Ys, onde yo € b e ys € gs. Expandindo k(x,y), concluimos que a tnica forma
de termos um termo nao-nulo é se —« for uma raiz e y_, # 0. Portanto, podemos escolher
Y = Y_o. Agora, como « é nao-nulo, existe algum ¢ € b tal que «a(t) # 0. Para esse t,
temos k(t, [x,y]) = k([t, z],y) = a(t)x(x,y) # 0, o que implica que [z,y] # 0.

Seja S := Span{x,y, [z,y]}. Temos assim que [z,y] € h. Como x e y sdo autovetores
simultaneos para todos os elementos de ad(h), em particular para ad|x,y], isso mostra
que S é uma subéalgebra de Lie de g. Resta mostrar que S é isomorfo a sl((2,C).

Seja h := [z,y] € S. Afirmamos que «(h) # 0. Se nao, entao [h,z] = a(h)z = 0;
similarmente, [h,y] = —a(h)z = 0. Isso implica que ady, : g — g comuta com ad, : g — g

e ad, : g — g. Assim adj, : g — g ¢ nilpotente. No entanto, como b é uma subalgebra de
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Cartan, ad;, diagonaizéavel. O tnico elemento em g que é simultaneamente diagonalizavel
e nilpotente é 0, o que é uma contradigao.

Assim, S é uma algebra de Lie complexa tridimensional com S’ = S, que é isomorfo a
s((2,C). O

Vamos concluir esta se¢ao com a seguinte observagao. Através da proposi¢ao anterior,
¢ evidente que para cada a € A, a subalgebra de Lie sl(«) possui uma base {eq, fu, ha},
onde €, € o, fa € 9—as ha € b, € a(hy) = 2.

A.5 Sistemas Simples de Raizes, Subalgebras de Bo-

rel /Paraboélicas e Matriz de Cartan

Consideremos um espago euclidiano E com um produto interno (, ). Para 0 # o € E,

consideremos a reflexao o, em relagao a um hiperplano perpendicular a a. Em algebra

(B.0)

linear, verifica-se que o,(8) = 8 — 2(a o)

Definicdo A.5.1. Um subconjunto A do espaco euclidiano E é chamado de sistema de

raizes se satisfizer as seguintes propriedades:
(R1) A ¢ finito, gera E e ndo contém 0,
(R2) Se o € A, os tinicos multiplos de & em A sao +a,

(R3) Se o € A, entdo 0,(A) C A,

(R4) Se ae f € A, entdo (3,a) = 289 7.

Chamamos um sistema de raizes A de irredutivel se nao puder ser particionado como
uniao de dois subconjuntos proprios, cada um ortogonal ao outro. O nimero k = dim(FE)
¢ chamado de posto do sistema de raizes A. Para k < 2, podemos descrever A. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo A.5.2.

e Para o caso em que k = 1, por (R2) existe somente uma possibilidade, o qual é denotado
por (A;):

e Para o caso em que k = 2, temos mais possibilidades:
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Al X Al AQ

B
g
(e [e%
Bs Go A
B
B
@ -« >
v
Sejam a, f € A, e # o angulo entre elas. Temos (a, 3) = ||a|||3]| cos §. Portanto, vale

a seguinte propriedade:

Proposicao A.5.3. Se A C E é um sistema de raizes, entdo (o, 8)(8,a) € {0,1,2,3}
para todo o, € A com a # £8.

Demonstragao. Podemos ver que {a, 8)(3, a) = 4 cos? §. Mostrando assim, ser um ntimero
inteiro nao negativo menor ou igual a 4, pois, 0 < cos?f < 1. Mas 3 # =+a, entdo

cos?f # 1, o que demonstra o resultado. n

Um subconjunto IT de A é chamado sistema simples de raizes ou base de A, se satisfizer

as seguintes condigoes:

(B1) II é base de E
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(B2) cada raiz 8 € A pode ser escrita como, 3 = Z koo, onde os k, sao todos nao-

aEA
negativos ou todos nao-positivos. Se todos os k, > 0 (respectivamente k, < 0) 3 é

chamada positiva (respectivamente negativa).

Através da definicao acima, podemos particionar o conjunto A em dois subconjuntos

disjuntos: o conjunto das raizes positivas A, e o conjunto das raizes negativas A_, isto ¢,
A=A, UA_

As raizes positivas sao aquelas que podem ser expressas como combinacoes lineares
nao-negativas dos elementos da base II, enquanto as raizes negativas sao aquelas que
podem ser expressas como combinagoes lineares nao-positivas dos elementos da base II.
E facil vermos ainda que, como igualdade de conjuntos, A_ = —A+. Essa distingao
entre raizes positivas e negativas é fundamental para a teoria de algebras de Lie e tem
importantes implicagoes na estrutura e representacao dessas algebras, estendem-se para
o sistema de raizes afim. Com isso, a decomposicao vista em A.2 pode ser reescrita da

seguinte forma:

g=n_0hdny (A.3)

onde ny = P ¢ Aproveitamos o momento para definir as seguintes subalgebras, que
aEAi
sao de extrema importancia para entendermos no contexto do caso de algebras ed Kac-

Moody.

Definicao A.5.4. Consideremos g uma élgebra de Lie com a decomposicao g =n_@h P
n,. Denotamos a subalgebra de Borel standard como a subélgebra b = § & n+, onde

b =bh @ n_ é sua subalgebra de Borel oposta.

Podemos ver que essas subélgebras, b e b, sdo soltveis maximais de g, e ainda mais,
por definicao, sao subalgebras geradas por h e g,, com a € A, fornecendo uma base
fundamental para a estrutura algébrica de g. Mais genericamente, qualquer subalgebra
com essas caracteristicas, geradas por h e g,’s, € denominada subéalgebra de Borel.

Este conceito é central na teoria de algebras de Lie semisimples, e serd de grande
importancia para algebras de Kac-Moody. Aproveitamos o momento para definir o que

seriam subalgebras parabolicas neste contexto.

Definicao A.5.5. Seja g uma algebra de Lie. Qualquer subalgebra p que contenha uma

subalgebra de Borel é chamada de subalgebra parabélica.

Aquelas que contém a subalgebra de Borel standard b sdo chamadas de subdlgebras

parabolicas standard. Podemos verificar, por inducao sobre o nimero de elementos da base
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II, que existem 29™() destas subalgebras parabdlicas, a qual estdo em bijecao natural com
os subconjuntos ¥ C II. Seja Ay, C A o subsistema de raizes gerado pelas raizes oy € 3,
isto ¢, Ay, = ANZY assim a subalgebra parabodlica se decompoe como p = [ G u, onde [
é conhecido como o fator Levi redutivo, enquanto u é o maior ideal nilpotente de p. De

modo mais geral, quando p = py, D b, o fator de Levi Iy = h & € g, e o seu centro estéa
(XGAE
em b e uy C ny; enquanto uy = € g, com « percorrendo aqueles o € A, que nao estao

em Ay. Vejamos um exemplo.

Exemplo A.5.6. Consideremos a algebra de Lie g = sl(3,C). J& vimos no Exemplo A.4.3
3

que h = { h = diag(ai, as,a3) | a; € Ce > a; = 0} é uma subélgebra de Cartan gerada
i=1

pelo conjunto IIV = {a), a3}, tal que, o = E;; — Ei1,41, para todo i = 1,2. Definimos

agora para cada ¢ = 1,2, 3 o seguinte funcional linear:

€:h—C
EZ(h) = ;.

Assim, podemos ver que, para o espaco vetorial h*:
) A={a=¢—¢|1<i#j<3}éum sistema de raizes e g, = CE; ;

2) H={a; | ;=6 —e€41 1 <i<2}éuma base de A e podemos reescrever como uniéo
disjunta
A = ({ar, 03,01 + ao}) U ({—on, —an, —(a1 + a2)})
3) Ay = {1, a9, a1 +ay} & o sistema de raizes positivas e ny é gerada pelas matrizes E;
0 * =*

com ¢ < j, ou seja, ny é composto por matrizes da forma | 0 0 x*

000

4) A_ = {—ai, —ag, —(a1 + a2)} & o sistema de raizes negativas e n_ ¢ gerada pelas
0 00
matrizes £ ;, com ¢ > j, ou seja, n_ é composto por matrizes da forma | x 0 0

* x 0

5) b=bh@n, = Span{ay, oy} & Span{ Es, F13, Ea3}, ou seja, b é composta por matrizes

a x *
da forma [0 b *
0 0 —(a+b)
6) b = Span{ay,ay} ® Span{Ey, E3;, E33}, ou seja, b é dado por composta por matrizes
a 0 0
da forma | * b 0
x x —(a+0b)

Vamos considerar agora que 3 = {as}, entdo o sistema de raizes gerado por ¥ é
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As = {ag, —as} e A+\AE ={a1, 01 + as}.

Assim, temos

7) us = ga; D Gay+a, = Span{FEio, Fi3}, ou seja, uy ¢ composta por matrizes da forma

0 * =
0 00
0 00
8) Uiz = g—a; D F—(a1+as) = Span{Fy, F3}, ou seja, tiy, ¢ composta por matrizes da forma
0 00
x 0 0
x 0 0
9) O fator de Levi [ = § @ go, ® g0, = Span{ay, ay } @ Span{FEa3, E32}, ou seja, Iy é
a 0 0
composta por matrizes da forma | 0 b *
0 * —(a+0b)
10) A subélgebra parabolica py =[x @ ug = Span{ay, oy } @ Span{E\2, E13, Fa3, E32}, ou
a * *
seja, Py, € composta por matrizes da forma | 0 b *
0 * —(a+b)
Pensando de forma mais geral, para o caso de sl(/4,C), em que a base do espago de
raizes é dada do II = {aq, as, ..., aq}, e se escolhermos ¥ = {ay, ..., q;}, temos que:
e uy ¢ gerado pelo conjunto {ey,..., e}, em que

0 Ey
€; = (O 01 ), Ccom Eh‘ € Mle(C)

e uy ¢é gerado pelo conjunto {fi,..., fi}, em que

0 0
i = , com FE; € My, (C
f (Ez 0) 1 1x1(C)

e O fator de Levi de p é gerado pelo conjunto

1 0 0 0
h = ,ehy= ,em que A € M;;(C) com tr(A) = 0.
(0 _%[l> A (O A) q 1x1(C) (A)

Sejam agora g uma algebra de Lie simples, A um sistema de raizes e Il uma base de
A. Fixando uma ordem (a, ..., ay) no sistema simples de raizes, definimos a Matriz de

Cartan de A em relagao a II, como a matriz
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onde a;; = (a4, a;) com 1 < i,7 < k. As entradas a;; sdo chamadas inteiros de Cartan.
E facil verficarmos que os elementos da diagonal principal da matriz de Cartan sio

todos iguais a 2. Além disso, pela Proposigao A.5.3, a;;a;; = (a4, o) (o, ou) € {0,1,2,3}.

Exemplo A.5.7. Para sistemas de raizes de posto 2, as matrizes de Cartan sao dadas
por:

2 0 2 -1 2 =2 2 -1
A x A = ; Ay = ; By = ; Go =

Se « e 3 sao raizes positivas distintas, sabemos que (o, 5)(5,a) = 0,1, 2 ou 3. Defini-
mos o Grafo de Coxeter de A, ao grafo tendo k vertices, e entre dois vértices distintos

a;, o, tendo (ay, a;)(aj, ;) arestas. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo A.5.8. Para os sistema de raizes A de posto 2, visto no Exemplo A.5.2, temos

os seguintes Grafos de Coxeter.

A1><A1 o o

Q1 Qo

Ay OO
Q1 Qo

B, O—20
ap Q2

G =0
2 ap Oy

Definicdo A.5.9. Um diagrama de Dynkin de A, ¢ um grafo de Coxeter, no qual, se
a; e o tem comprimentos diferentes, poe-se uma seta apontando para o vértice corres-

pondente a de menor comprimento.

Antes de apresentarmos o teorema principal, que classifica todas as algebra de Lie
simples, vamos introduzir um exemplo ilustrativo que nos ajudara a entender melhor os

conceitos envolvidos.

Exemplo A.5.10.
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Esses sao exemplos de diagramas de Dynkin que sao importantes na teoria de sistemas
de raizes. Com esses exemplos, podemos formalizar o teorema a respeito de sistema de

raizes irredutivel o qual destaca todos os possiveis caso.

Teorema A.5.11. Seja A um sistema de raizes irredutivel de posto k. Entao os tnicos

diagramas de Dynkin conexos sao:

Apk>1 O—0—0— -+ —O0—0

a1 Qg Q3 Q1 O
B k>2 o—o—%ﬁo
PEZS e o Qg 1/0,
Ok’k>3 ()—<)—()7...4(%()
[0 (0% (6% Q1 X
1 2 3 k1 Yk Oh_1
D k>4 O—O0—0— -
¢ R R e % Q—3 QN2
(073

E;, O O—0
' (6] Q3 Y (0731
Ta7
E, O0—0—0—0—0—0
(65} Qo9 (i3 Oy Q5 Og
as
ap G2 Q3 04 05 Qg Q7

Fy O—O%O—O
Q1 Qg /03 Oy
Go O:V—LO
aq \NQg

Podemos estabelecer uma relagao entre a matriz de Cartan e o Diagrama de Dynkin.
Em outras palavras, dado um diagrama de Dynkin, é possivel encontrar a matriz de

Cartan associada a esse diagrama.

Exemplo A.5.12. Consideremos o diagrama de Dynkin:

o o

aq (3(2 &3 Yy

A matriz de Cartan que representa esse diagrama é dada por:

2 -1 0 0
-1 2 =2 0
o -1 2 -1
0o 0 -1 2



E evidenciado também que a reciproca se manifesta como verdadeira, o qual se torna
uma constatacgao significativa.

Essa constatacao nos conduz a indagar: qual ¢ a natureza da relagao entre os sistemas
de raizes e as matrizes de Cartan? Poderiamos, entao, descrever as algebras de Lie por
meio de geradores e relacoes que se baseiam essencialmente nas propriedades das matri-
zes de Cartan? E nesse contexto que exploramos os geradores conhecidos como geradores
de Chevalley e suas relagoes, denominadas relagoes de Serre. Tais elementos sao cruciais
para a formulacao de uma algebra de Kac-Moody afim, representando uma generaliza-
¢ao natural das élgebras de Lie semissimples de dimensao finita. Este exame é essencial
para compreender a estrutura e as propriedades dessas algebras e para avangar em nossa

compreensao do vasto dominio das estruturas algébricas de dimensao infinita.

Proposicao A.5.13. Sejam g uma é&lgebra de Lie semissimples de dimensao finita e
IT = {o, a9,. .., } uma base do sistema de raizes A. Para cada 7, suponha que e;, f;, h;
¢ uma base padrao para sl(a;). Entao, g pode ser gerada, como élgebra de Lie, pelo

conjunto ey, eg, ... e f1, fo, ..., fi.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que todo elemento de h pode ser obtido.
Como h; = le;, fi], € suficiente provarmos que h é gerado por hy, ..., h;. Lembremos de que
podemos identificar h com h*, via forma de Killing x(x,y) = tr(ad, o ad,), de modo que
a; € b* corresponde ao elemento o) € h. Como h* é gerado pelas raizes o, ..., qq, b tem
como base {«a) : 1 < i < l}. Assim, h; é¢ um multiplo escalar ndo nulo de ;. Portanto,
{h1,...,y} é uma base para b.

Agora, seja 3 € A. Queremos mostrar que gp esta contido na subéalgebra de Lie gerada
pelos e; e f;. Chamemos essa subélgebra de g. Sabemos ainda que, f = w(a;), onde w é
um produto de reflexoes s,, para alguns elementos da base «;. Portanto, por indugao no
nimero de reflexdes, ¢ suficiente provar o seguinte: Se 3 = s,,(7) para algum v € A com
g, C g, entdo gz C g.

Por hipotese, 8 = v — (v, a;)ay. Assim, o submodulo sl(«a;) de g definido por

@ Yy+ka;
k

onde a soma ¢é sobre todos os k € Z tal que v + kay € A, e a estrutura do modulo é
dada pela agao adjunta de sl(«;). Podemos ver que é um modulo irredutivel de sl(«;).
Se e, # 0 para algum 7 em g,, entao aplicando poténcias de ad. ou ady podemos obter
€ytka, SEMpPTE que v + ka; € A. Portanto, se tomarmos k = (7, @;), entdao obteremos eg.
Portanto, gz esta contido em g.

]

Agora, veremos as relagdes que temos desses elementos, os geradores de Chevalley, com

os elementos da matriz de Cartan a;; = (o, ;). Podemos perceber inicialmente, antes de
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enunciarmos essas relagoes, que a;; € Z, a; = 2, a;; < 0 (i # j) e a;; = 0 se e somente
se a;; = 0. E ainda mais, todos os menores principais de C sao estritamente positivos, ou

seja, det(a;j)1<ij<¢ > 0 onde 1 < ¢ < 1. Através disso, temos a seguinte proposicao:

Proposicao A.5.14 (Relagoes de Serre). Com as mesmas hipoteses da proposigao ante-

rior, temos as seguintes relagoes:

(S1) [hi, h;] = 0 para todo i e j;

(S2) [hi, e;] = cjie; e [hs, f;] = —cjif; para todo i e j;
(S3) lei, fil = hi e [ei, fj] = 0 se i # j;

(S4) (ade;)'"%i(e;) = 0 e (adf;)' =% (f;) = 0 se i # j.

Demonstragao. A (S1) é decorrente do fato de b ser uma subalgebra de Lie abeliana. A
(S2) segue de [h;, e;] = aj(hi)e; = (o), a;)e; = cjie;. (S3) segue do fato de sl(a;) ser

isomorfa a s(2). A (S4) é”aplicagao direta da proposigao anterior. O

Um exemplo muito simples para verificar essas relagoes é dada pela algebra de Lie
s[(2), considerando a base padrao {e, f,h}. Aqui temos sl(2) = Ce @ Ch @ Cf, onde
[h,e] = 2e, [h, f] = =2f, [e, f] = h. Com isso, como aplica¢do direta das proposi¢oe

acima, enunciamos o famoso Teorema de Serre.

Teorema A.5.15 (Teorema de Serre). Seja C uma catriz de Cartan de um sitema de
raizes. Seja g a algebra de Lie que é gerada pelos elementos e;, f;, h; para 1 < @ < [
sujeito as relagoes de Serre. Entao g é de dimensao finita e semissimples com subalgebra

de Cartan b gerada por {hy, ha, ..., h} e seu sistema de raizes tem matriz de Cartan C.

A.6 Algebras envolventes em Algebra de Lie

Nesta secdo, exploraremos o conceito de algebras envolventes em Algebra de Lie, uma
area fundamental na teoria dos grupos e algebras. Vamos definir algebras envolventes
e algebras envolventes universais e explorar a questao da existéncia e unicidade dessas
algebras. Esta secdo é crucial para o entendimento e desenvolvimento da teoria de Algebra
de Lie feita nos capitulos anteriores, e suas aplicagoes em diversos contextos sobre médulos
de Verma generalizados. Aqui, g é uma élgebra de Lie qualquer. Comegamos inicialmente

pela defini¢ao de algebra envolvente.

Definigcao A.6.1. Seja g uma algebra de Lie. Uma algebra envolvente de g ¢ um par
(¢,U), onde U é uma algebra associativa unitaria e ¢ : g — U (=) ¢ um homomorfismo

de algebras de Lie, onde U™) denota U com o colchete [a,b] = ab — ba.
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Exemplo A.6.2. Seja ¢ : g — End(V') uma representacdo de g em um espago vetorial
V. Entao o par (End(V), ¢) é uma algebra envolvente de g.

Definigao A.6.3. A algebra envolvente universal de g é uma algebra envolvente (¢, U(g))
que possui a seguinte propriedade universal: Para qualquer élgebra envolvente (¢, U) de g,

existe um tnico homomorfismo de algebras associativas f : U(g) — U tal que ¢ = f o ®.

Suponhamos que a algebra envolvente universal existe, entao podemos provar que ela
é tnica. De fato, assumamos que (®1,U;(g)) e (P2, Uaz(g)) sdo ambas algebras envolventes
universais de g. Entao, pela propriedade universal da &lgebra envolvente universal, temos
aplicacoes unicas fi1, fi2, fo1, foo de forma que para i,5 € {1,2}, ®; = fi;; o ®;. Agora
®; = id o ®;, entao pela unicidade, f; = id. ®; = f;; o fj; o ®;, entao pela unicidade
fijo fii=fu=1d. fia = for, entdo (@1, Uy (g)) e (o, Us(g)) sdo isomorficas.

No caso anterior, utilizamos o fato da existéncia de algebras envolventes universais
para mostrar sua unicidade, a pergunta que surge naturalmente é se de fato existe essa
algebra envolvente universal. Com isso, seja T'(g) a algebra associativa unitaria livre em
uma base aj,as,... de g e seja J(g) o ideal bilateral de T'(g) gerado pelos elementos
a;a; — aja; — |a;, a]. Entao U(g) =T(g)/J(g).

De fato, definamos ® : g — U(g)(™) deixando ®(a;) como a imagem de a; em U(g) e
estendendo linearmente.

Uma observacao que podemos mencionar nesse momento é que:

e T'(g) é chamada de algebra tensorial sobre o espago vetorial g e
Tg)=Kogh(grg®(gRrgrg)®...

com o produto de concatenagao.

Podemos afirmar que (®,U(g)) ¢ a algebra envolvente universal, ou seja, a propriedade
universal é mantida. De fato, primeiramente, mostraremos que (®,U(g)) é uma algebra
envolvente. T'(g) ¢ uma &lgebra associativa unitéaria, entdo U(g) = T(g)/J(g) ¢ uma
algebra associativa unitaria. Para verificar que ® é um homomorfismo de algebras de Lie,
por linearidade, basta verificar que para todos i, j, ®([a;, a;]) = [®(a;), P(a;)]. Mas isso é
claro, ja que ®([a;, a;]) — [®(a;), P(a;)] = [a;, a;] — a;a; — aja; esta em J(g), entdo é zero
em U(g).

Agora, seja (U, ¢) outra algebra envolvente. Definamos a aplicagao f : T(g) — U

f (Z aik) = Z¢(aik>

e estendendo linearmente. Isso é claramente um homomorfismo de élgebras associativas

tomando

unitéarias bem definido.
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Agora para todos 4, j, f(lai, a;] —a;a; — aja;) = ¢([ai, a;]) — d(a;)d(a;) — d(a;)P(a;) = 0
porque ¢ : g — U) ¢ um homomorfismo de &lgebras de Lie. Assim, J(g) C ker(f),
entdo f : U(g) — U é um homomorfismo de algebras associativas unitarias bem definido.

Para todos i, (f o ®)(a;) = f(a;) = ¢(a;), entao por linearidade ¢ = f o ®.

Assuma que fy : U(g) — U é outro homomorfismo de algebras associativas unitarias
com ¢ = foo®. Entao fy(1) = f(1) = 1 e para todos i, f(a;) = ¢(a;) = (fo o ®)(a;) =
fola;). 1,a1,as,... geram U(g) como uma algebra associativa unitaria, entdo f = f.
Assim, f é tnico, conforme necessario.

Assim, pudemos ver facilmente que qualquer representagdo 7 : g — End(V) se
estende de forma tnica a um homomorfismo de algebras associativas U(g) — End(V)
(para que a; va para m(a;)).

Finalizaremos esta se¢ao com um Teorema de grande importancia em nossos estudos:

Teorema A.6.4 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)). Seja aq, as, . .. uma base

de g. Entdao os monoémios (x) a;,a;, ...a;, com iy < ip < ... < ig formam uma base de

Ulg).

Demonstra¢ao. Vamos comegar mostrando que esses monomios geram U(g). Isso sera
feito por indugao em um par de valores, (s, N), onde s representa o grau do monoémio e
N é o numero de inversoes, ou seja, o nimero de pares (i,,,i,) onde m < n, mas i,, > i,
ordenados lexicograficamente. Se N = 0, nao hé nada a provar.

Para N > 1, considere o mondmio a;,a;,, onde i, > 4,,1. Se nao fosse assim, o
monomio ji estaria na lista dos monomios dados (*). No entanto, pela relacao a;a;,,, =

ait+1ait + [ait7 ait+1:|7 €11 U(g), temOS

Ay Aoy v Qg = Qjq - o ait“ait cee Ay -+ Ajy oo ait_l[ait, aitﬂ]ait“ Loy

s

O primeiro termo é um mondémio de grau s e N — 1 inversoes, e o segundo termo é
a soma de monomios com grau s — 1. Assim, pela hipotese de inducao, cada um desses
monomios é gerado pelos monémios dados (x), entao a;ay, ... a;, também é gerado por
eles.

Agora, provaremos que esses mondmios sao linearmente independentes. Consideremos
B, como o espago vetorial sobre K com base b;, ...b;, com i; < iy < ... < 75. Se tomarmos
By = F e B = ,, Bs, podemos construir uma aplicacao linear f : T(g) — B tal
que J(g) C ker(f) e f(ai, ...a;)) = (b, ...b;,) se iy < iy < ... < i5. Isso induz uma
aplicacao linear f : U(g) = T(g)/J(g) — B. Portanto, os mondmios () sdo linearmente
independentes porque b;, ...b;,, com 7; < iy < ... < g, sao linearmente independentes.

A aplicacao f é definida como:
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(2) f(ail s Qg Qg gy - ais) = f(ah ce Qg Qg e ais)+f(ai1 s gy [aitﬂ ait+1]ait+2 s ais)

Se Z't > Z't—‘rl'

Por indugao em (s, N), podemos usar a inversao para reduzir f(a;, ...a; ) a uma soma
de termos da forma f(a;, ...a;,), onde j; < j» < ... < jy. Precisamos apenas verificar
que a expressao final é independente da sequéncia de inversoes que escolhemos. Isso é feito
por indugao em (s, N).

Agora, vamos avaliar o caso em que as inversoes nao se sobrepoem. Nesse caso, temos:

@y oo Qg = Ay v v Qg Qg - - Qg Gy - G

S

onde i; > 4441 € i, > 1,.41. Ao usar a inversao a esquerda primeiro, obtemos uma
expressao que consiste em quatro termos. Aplicando a hipotese de indugao, obtemos uma
expressao semelhante com quatro termos apoés a aplicagao da inversao a direita em cada
termo. Da mesma forma, comecando com a inversao a direita, chegamos a uma expressao
equivalente. Isso demonstra que o resultado final é independente da ordem das inversoes.

Finalmente, consideremos o caso em que as inversoes se sobrepoem:
Ay« Qg = Ay v v Ay Ay Gy -2 - A

S S

com it > it+1 > it+2'
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