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Resumo

Neste trabalho sao apresentados alguns aspectos das algebras alternativas, em espe-
cial o bar radical de uma algebra barica alternativa e as identidades de graus 4 e 5
nas algebras de Cayley-Dickson. Estudamos alguns resultados importantes sobre as
algebras baricas alternativas, em particular aqueles envolvendo o radical, o bar ideal
e o bar radical, fazendo uso da Decomposicao de Peirce. No estudo das identidades
nas algebras de Cayley-Dickson, foram utilizadas diversas técnicas e propriedades
das algebras alternativas, onde mostramos que nao existem identidades de grau 4,
além das triviais e que as identidades de grau 5 sao conseqiiéncias de outras duas

identidades conhecidas.

Abstract

In this work we present some aspects of alternative algebras, in special the bar radi-
cal of an alternative baric algebra and identities of degree 4 and 5 of Cayley-Dickson
algebras. We studied some important results about alternative baric algebras, par-
ticularly those related with the radical, the bar-ideal and the bar radical, with the
use of the Peirce decomposition. In the study of the identities in Cayley-Dickson al-
gebras we made wide use of several techniques and properties of alternative algebras,
in order to show that the only identities of degree four are the trivial ones, and the

identities of degree five are consequences of other two known identities.
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Introducao

O presente trabalho é um estudo das algebras alternativas tanto em seus aspectos
gerais como em manifestagoes particulares, que sao as algebras béricas e as algebras
de Cayley. Nas algebras baricas indicamos importantes resultados relacionados ao
radical e ao bar-radical. Nas dlgebras de Cayley fazemos uma exposicao das identi-
dades, seja na sua determinagao como na verificagao de propriedades usando métodos
matriciais.

O Capitulo 1 trata dos conceitos basicos das algebras alternativas, estuda a sua
decomposicao de Peirce tanto em relacao a um idempotente quanto em relacao a
um conjunto de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais. Sao apresentadas
também as idéias preliminares referentes as algebras baricas, em especial, as algebras
baricas alternativas.

O Capitulo 2 estabelece os conceitos de radical e semisimplicidade, demonstrando
os principais teoremas relacionados. Sao estudados o bar(A), o bar-radical e o radical
nil de A, além da semisimplicidade no sentido barico e no sentido usual.

O Capitulo 3 é dedicado a um estudo tedrico das dlgebras de composicao, des-
crevendo o processo de duplicacao de Cayley-Dickson que permite obter todas as
algebras de composi¢ao. Demonstramos o Teorema de Hurwitz sobre as algebras de
€cOMpOsicao.

O Capitulo 4 se refere as identidades nas dlgebras de Cayley, em particular, as
de grau 4, com resultados fundamentados nos teoremas de Amitsur-Levitzki, e as
identidades de grau 5, onde mostramos que sao conseqiiéncias de outras identidades
resultantes do conceito de derivagoes em algebras de Jordan. Concluimos o trabalho
mencionando alguns resultados recentes sobre as identidades de grau 6 nas algebras
de Cayley e de grau 7 nas algebras alternativas, em que alguns autores utilizaram

métodos computacionais na sua pesquisa.



Capitulo 1

Algebras Alternativas

As algebras alternativas sao um importante exemplo de dlgebras em que a propriedade
associativa nao é assumida em sua definicao, mas que pode valer em casos particu-
lares. Uma ampla gama de aplicagoes sao conhecidas e seu estudo conduz a resultados
gerais que permitem estabelecer de forma inequivoca uma série de propriedades destas
algebras. Daremos neste capitulo as defini¢oes basicas e os principais resultados, para

no capitulo seguinte aprofundarmos um pouco mais este estudo.

1.1 Conceitos Basicos

Vamos trabalhar com algebras sobre um corpo F'. Uma élgebra A sobre um corpo F
¢ um espaco vetorial onde esta definido um produto de elementos de A, satisfazendo,

para todos x,y,z em A e o em F:

(r+y)z=xz+yz
r(y+2) =xy+ 2
a(zy) = (az)y = z(ay)

Definigao 1.1.1. Seja A uma dlgebra.
(i) Se (zy)z =z(yz) Va,y,z € A, dizemos que A é uma dlgebra associativa.
(ii) Sejam z,y,z € A. Definimos o associador de A por: (x,y,z) = (xy)z—x(yz).

(iii) O nicleo de uma dlgebra A, denotado por Z € o conjunto dos elementos z em

A que se associam com todos os elementos de A.

z€Z & Vr,ye A, (x,y,2) = (x,2,y) = (z,2,y) = 0.

7
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(iv) O centro de uma dlgebra A, denotado por C € o conjunto dos elementos ¢ em

A que comutam e se associam com todos os elementos de A.
C ={ceZ|zc=cx, Yo,y € A}.
Se A € associativa, entdo A = Z. No caso geral: C C Z C A.

Definicao 1.1.2. Sejam A uma dlgebra e X, I, B,C subconjuntos de A.

(i) X € chamado uma subdlgebra de A se X € um subespago vetorial de A e X

¢ um subanel de A. Notacao: X < A, ou X < A, se X # A.

(ii) I € chamado ideal de A se I é um ideal de A considerando A como anel e

VaeF, YaeA, tem-se: aa € 1.
(iii) Indicaremos por (X) o subespaco de A gerado por X.

(iv) De modo usual a subdlgebra de A gerada por X ¢é a interseccio de todas
as subdlgebras de A que contém X. Denotamos por A(X). Quando X =

{z1,...,2,} escrevemos A({xy,...,x,}) = Az, ..., 2,).
(v) Indicamos por BC' o sequinte subconjunto:
BC = {(bc|be B, ce ()
Para ilustrar melhor o conjunto BC' acima definido, note que:

ue B« dneNeby,...,bp, € B, c,...,c, € C, ay,...,a, € F tais que
n
U:Zaibici
i=1

Definicao 1.1.3. Sejam A e B dlgebras sobre um corpo F'. Uma aplica¢do ¢ : A — B

¢ chamada um homomorfismo entre A e B se valer, para todos a,b € A e a € F:
(i) ¢(a+b) = ¢(a) + o (b);
(i) ¢(aa) = ad(a);

(iif) ¢(ab) = @(a)d(b).

As poténcias em uma algebra arbitraria devem ser definidas com especial atencao,
uma vez que, se A é uma &algebra associativa, a poténcia n-ésima de um elemento

z € A é definida como:



CAPITULO 1. ALGEBRAS ALTERNATIVAS 9

1 . n n—l)

= (" Nz, sen>1
Esta definicao traz como conseqiiéncia que:

"t =g"y™ VreA Vm,neN

o que ¢ valido devido a lei associativa. Mas se A é uma algebra arbitraria, tal
propriedade nao vale sempre. A definicao a seguir estabelece o conceito de poténcia

no contexto mais geral.
Definicao 1.1.4. Sejam A uma dlgebra, B C A subdlgebra e x € A.

(i) A poténcia principal a esquerda e a direita de x é dada por:
gy =2 ™z =z("r) neN

=z 2"'=(@")r neN

(ii) A poténcia principal 4 esquerda e a direita de B é dada por:
'B=B ""'B=B("B) neN
B'=B B""'=(B"“)WB neN

(iii) A poténcia principal de B ¢ dada por:
B =B B&H) — (BBW, BWB) neN

(iv) A poténcia plena de B € dada por:
Bl =p Bkt = ghlglkl 5 cN

Definigao 1.1.5. Sejam A uma dlgebra nao-associativa, B C A e x € A.
(i) = € A € nilpotente a esquerda de indice k, se *z =0, mas *~1x # 0.
(ii) B C A, subdlgebra é nil a esquerda se x ¢ nilpotente d esquerda, ¥ x € B.

(iii) B C A, subdlgebra é nilpotente a esquerda de indice k, se *B = 0, mas
1B 0.

(iv) B € nilpotente de indice k, se B¥) = 0, mas B*V £ 0. Sek =2, B ¢

chamada uma zero dlgebra.

(iv) B C A ¢ solivel de indice k se B¥ =0, mas BF=1 #£ 0.
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Definigao 1.1.6. Seja A uma dlgebra nao-associativa e a € A. Definimos

(i) O operador multiplicativo a direita de A, determinado por a:

R,:A— A

Tr = xa

(ii) O operador multiplicativo a esquerda de A, determinado por a:

LyA— A

Tr — axr

OBS.: R, e L, sao operadores lineares.

1.2 Algebras Alternativas

Uma algebra A sobre um corpo F' é chamada alternativa se, para todos =,y € A,
vale:
ry = z(xy) (Lei alternativa a esquerda)

yr? = (yx)x (Lei alternativa a direita)
Estas condi¢oes podem ser expressas em termos de associadores como segue:
(z,2,y) = (y,z,2) =0

Vamos mostrar algumas propriedades simples envolvendo as algebras alternativas,

as quais serao uteis em aplicacoes posteriores.
Teorema 1.2.1. Em uma dlgebra alternativa A, tem-se, para todos x,y,z em A:
() Lo = L2, Rp= R
(i) (z,y,2) = =(y,2,2) = (y,2,2);
(iii) (z,y,x) =0 (Lei Flezivel);
(iv) RyL, = L, R,.

Demonstragao:
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(1) yLo> = 2%y = x(zy) = (vy) La = (yLo) Le = yL]
YRy = ya? = (yo)o = (yx) Ry = (yR:) Re = y R
(ii) Para mostrar esta propriedade usamos a bilinearidade do associador:
0=(+y,z+y,2) =(r,2,2)+ (y,2,2) + (z,9,2) + (y,v, 2)
=0+ (y,2,2) + (2,9,2) +0=0
Portanto: (z,y,z2) = —(y,z, z). Para a segunda igualdade temos:
0=z y+zy+z)=(@yy)+@y2)+ 2y +(2z22)
= (2,y,2) = =(2,2,9)
Fazendo x =y, y = z e z = z obtemos: (y,z,x) = —(y,x, z)
(i) 0= (z +y,y+z,2) = (v,y,2) + (z,2,2) + (y,4,2) + (y, 2, )

=(z,y,2) +0+04+0 = (x,y,2) =0

(iv) E conseqiiéncia direta da lei flexivel. O

Teorema 1.2.2 (Identidades de Moufang). Seja A uma dlgebra alternativa. Para

todos a,x,y € A, sdo vdlidas as sequintes identidades:

(i) (zax)y = z(a(zy));
(i) (zy)(ax) = z(ya)z;
(i) y(zaz) = ((yzr)a)z.
Demonstragao:

(i) (zax)y = z(a(zy))
Lembrando que, pela lei flexivel, podemos escrever sem ambigiiidade zax, uma
vez que: 0 = (z,a,z) = (za)r — z(ax), logo (za)r = x(ax) = xax. Calculemos:

(zaz)y — z(a(zy))

(zax)y — z(a(ry)) = (va,z,y) + (v,a,zy)

= —(IB,.’L'CL,Q> - (iE,iL'y,a)
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= —((=%a)y — z((za)y)) — ((+*y)a — z((zy)a))

= —(a%a)y — (z%y)a + z((za)y + (zy)a)

= —(2%,a,y) — *(ay) — (2%,y,a) — 2*(ya)
+z((za)y + (zy)a)

= 2(—z(ay) — z(ya) + (za)y + (zy)a)

= z((z,0,y) + (2,9,0)) =0

(i) (zy)(ax) = z(ya)x

(zy)(ax) — x(ya)r = (v,y,az)+ 2(y(azr)) — v(ya)w
= (z,y,ar) + 2(y(az) — (ya)r)

(z,y, ax) — a(y, a, )

—(a:,ax,y) - (y,a,:v)

z((ax)y) — (zax)y — 2(y, a, )

—~
.
=

z((azx)y — a(zy) — (y,a,))

QZ((CL,Q?,y) - (y7a7$)) =0

(iii) y(zax) = ((yz)a)z

y((za)z) — ((yz)a)r = [(y(za))z — (y,za,2)] — [(y, 2, a)z + (y(za))z]
= (xa Y,z ) (x,a )
= ((@a)y)r — (za)(yz) — ((za)y)z + z(ay)z

= —z(ay)r +z(ay)r =0
0

Corolario 1.2.3. Seja A uma dlgebra alternativa. Entdo, para todos a,x,y,z em A,

tem-se: (y7 ra, Z) + (yv <, I) = _<y7 Z, CL)Z - (yv Z, CL)ZL’

Demonstragao: A igualdade (iii) de Moufang equivale a: (y, za,z) = —(y, x, a)x.
De fato:
(y,za,z) = (y(za))zr — y(zaz) = (y(za))z — ((yz)a)z = (y(za) — (yx)a)z
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Linearizando a expressao (y, za,x), temos:

(y,xa+ za,x + 2) = (y, (x + 2)a,x + 2)
=—(y,x+z,a)(x+2)=—(y,z+z,a)r — (y,x + 2,a)2
==y, z,a)x = (y,z,0)x — (y,2,0)z — (y, 2,0)2 (1)

Por outro lado, pela tri-linearidade do associador:
(y,za + za,x + z) = (y,za,x) + (y, va, 2) + (y, 20, ) + (y, 2a, 2)
- —(y,x,a)x—i— (y,xa,z)+(y,za,x) - (y,Z,G)Z (2)

Igualando (1) e (2), temos:
—(y,z,a)r — (y,z,a)x — (y,x,a)z — (y,2,a)z
=—(y,z,a)r + (y,xa, z) + (y, za,z) — (y, 2,a)z
= (y,za,2) + (y,za,2) = —(y,x,a)z — (y, z,a)x O

Definig¢ao 1.2.1. Seja A uma dlgebra e x,y € A. Denotamos por p = p(x,y) qualquer
produto (nao-associativo) de t elementos z, ..., z;, onde cada z; € igual a x ouy. O
numero t de elementos no produto é chamado de grau de p, o qual denotaremos
por Op. Esta definicao se aplica igualmente para um produto de qualquer nimero de

elementos, como p = p(z,y,2), p = p(z,y,z,w), etc, onde x,y,z,w € A.

Ezxemplos
(a) Seja p = z%(yz). Podemos escrever: p = (zx)(yx). Portanto dp = 4.

(b) p = (xy*)(2(x2?)). Temos entao: dp = 8.

Teorema 1.2.4 (Artin). A subdlgebra gerada por quaisquer dois elementos de uma

dlgebra alternativa A € associativa.

Demonstragao: Sejam z,y € A quaisquer. Seja p = p(x,y) qualquer produto
nao-associativo zi, 2o, ..., 2;, com alguma distribuicao de paréntesis, onde z; = x ou
zi =.
E suficiente provar que (p,q,r) = 0 para todos os produtos nao-associativos p =
p(z,y), ¢ = q(z,y) e r = r(x,y). Vamos provar por indugao em n = dp + dq + Or.
O resultado é imediato para n < 3, pois, neste caso, pelo menos o grau de um dos

produtos sera zero.
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Assumimos como hipétese de indugao que (p, ¢,7) = 0 se Ip+09dg+0r < n. Entao,
como Jp < n, no produto p = p(x,y) vale a associativa. Desta forma os paréntesis
nao sao necessarios em p(x,y) = 2123 . .. 2, € podemos suUpor que p comega com zi.

Naturalmente este mesmo raciocinio vale para os outros produtos ¢ e r. Desta
forma, dois dos produtos p, ¢, 7 devem comecar com a mesma letra. Vamos supor que
¢ e r comegam com .

Temos 3 casos a considerar:

(1) 0g >1edr>1
Temos que: ¢ = ¢’z e r=1r'z. Dai
0q=140¢ =0¢d =—14+0qgedr=1+0r"=90r'=—-1+0r
Entao: (p,q,7) = (p,zq,xr’") = (zr',p,xq¢") = — (', ¢, p)
Na igualdade mostrada no Corolario 1.2.3, facamos as seguintes substituicoes:
y=uar', a=4¢q, z=p. Resultaentao:
(y,za, z) + (y,za,z) = —(y,x,a)z — (y,z,a)x
= —(y,za,2) = (y,za,z) + (y,x,a)z + (y, z,a)x
= —(2r’ zq,p) = (zr',pd", ) + (21’2, ¢')p + (21, p, ¢ )=

Como o segundo membro da expressao acima é igual a (p, ¢, ), vamos determi-

nar o grau dessa expressao, calculando o grau de cada parcela.

Ainda pelo Corolédrio 1.2.3, temos: (y,za,x) = —(y,x,a)z. Dali, fazendo na

primeira parcela as substituicoes indicadas:

(z1',pq',x) = —(pd, 2r’, 2) = (pq', 2, 7")x

Ipq') =0p+0q =1+ (—1+09q) = 9q

dr=1 0Or'=—-1+0r

Assim:  O(p¢) +0x+0r' =0¢+1—14+0r=0¢+0r <n
Logo: (pq',x,r") =0 etambém (p¢,z,7")x =0

Para a segunda parcela temos:

(@1’ 2, )p = —(@r'.¢,x)p = (¢, 1", x)p = (¢, z,7")xp

0 =—14+0q Or=1 0Or'=—-1+0r
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Daf O +0x+0r'=—-14+0¢+1—-14+0r=0g+0r—1<n
Logo:  (¢,z,7") =0 e também (¢, x,r")zp=20

Agora, a terceira parcela: (21’ p,¢)x  Calculamos:
O(xr'y=0r Odx=1 0¢ =-1+0q

Entdao  O(zr')+0p+90¢ =0r+1—-1409g=0p+0dq<n
Logo: (xr',p,q')x =0

Como cada parcela se anula, temos que:  (p,q,7) =0

(2) O0g >1ouor>1

Se apenas um dos produtos ¢ ou r tem grau > 1, digamos dq > 1, ¢ = z(¢/,

temos, novamente pelo Corolario 1.2.3:

(p,q,7) = (p,x¢’,z) = (p,x,¢')r =0 pelo mesmo argumento usado acima.

(3) 0g=0r =1

Se dq = Or = 1, pela lei alternativa a direita temos: (p,q,7) = (p,z,z) =0 O

O proximo resultado ird estabelecer uma importante relacao entre as algebras
nilpotentes e as nildlgebras. Pelas defini¢coes concluimos que toda algebra nilpotente
é uma nildlgebra. De fato, se A é nilpotente, entdo existe n € N tal que A™ = 0.
Entao, para todo = € A, tem-se 2" = 0, o que significa que x é nilpotente. Portanto
A é uma nilélgebra.

A reciproca pode nao ser, necessariamente, verdadeira. Mas em dimensao finita,
se A é nildlgebra, entao A é nilpotente. Vamos primeiro demonstrar este fato no
caso associativo. Para algebras alternativas precisaremos antes conceituar dlgebra de
multiplicagao M(A) de uma algebra alternativa A, e em seguida demonstrar um lema

pertinente a tais dlgebras.

Os operadores R, e L,, ha pouco definidos sao evidentemente lineares e, podemos

considerar os conjuntos:
R(A) de todos os operadores multiplicativos a direita de A;

L(A) de todos os operadores multiplicativos a esquerda de A;
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B de todos os operadores lineares sobre A.

Claramente B é uma &lgebra sobre F. Os conjuntos R(A) e L(A) sado subespagos

da algebra associativa B, uma vez que R, e L, sao transformacoes lineares.

Definicao 1.2.2. Chama-se dalgebra envolvente das multiplicacoes a direita
e & esquerda de A, denotada por M(A) (ou simplesmente M ), a subdlgebra de B

gerada pela reuniao dos operadores multiplicativos a direita e a esquerda de A.

M ¢ a interseccao de todas as subdlgebras de B que contém R(A) e L(A). Os
elementos de M sao da forma »_.S,, ...S,, onde S,, éigual a R,, ou L,,.

Seja B C A, qualquer subconjunto. Consideremos a algebra envolvente de todos
os operadores multiplicativos a direita e a esquerda de A, definidos por elementos de
B, que sera denotada por B*.

Note que, se A é uma algebra e B C A, entao, na notacao acima introduzida tem-
se: A* = M(A), mas se B é uma subdlgebra prépria de A, entdao B* # M(B). De
fato, B* ¢ gerada por operadores Ry, Ly,, com b;,b; € B, calculados em elementos
de A. J4 M(B) compde-se dos mesmos operadores de B*, porém calculados em

elementos de B.

Lema 1.2.5. Um ideal B de uma dlgebra A € nilpotente se e somente se a subdlgebra

B* de M(A) ¢ nilpotente.

Demonstracao: (=) Seja B ideal nilpotente de A, com indice de nilpoténcia n.
Sejam T3, ...,T, € B*. Cada T; pode ser escrito T; = f;(Sp,,...,5,), bi € B, i =
1,...n. Consideremos o produto: T'="T;...T, = f1 ... fu(Sp,,...,5%,). Se cada T;
for um polinémio a apenas uma indeterminada (Sy,), 7' serd uma soma de produtos
onde cada termo tem pelo menos n operadores lineares S,, = Ry, ou Lp,. Ao calcu-
larmos T'(z), x € A, como B é ideal de A, teremos T'(z) € B. Logo, T(x) serd uma
soma em que cada parcela é o produto de pelo menos n+ 1 elementos. Mas qualquer
produto de n ou mais elementos em B é nulo, pois B é nilpotente de indice n. Assim,

T(x) =0, paratodo z € A, ou seja, T = 0. Portanto B* é nilpotente.

(<) Seja B subélgebra de A. Vamos verificar que qualquer produto de pelo menos 2°
elementos de B pode ser escrito como S; ... S,(b), S; € B*, b € B. Faremos indugao

em t.
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Para t = 1, é facil ver que o produto de 2 elementos de B pode ser escrito Sy, (b).
De fato, bby = bRy, e bb = bL;,. Seja agora um produto de mais de 2 elementos.
Podemos considerar a tltima multiplicacao a ser feita: bc, onde ¢ é o resultado
da multiplicacao dos primeiros elementos. Como ilustracao, se tivermos o produto:
b1(ba(b1b3)), fazemos b = by e ¢ = by(b1b3).

Nossa hipétese de inducao sera: O produto de pelo menos 2! elementos de B é
da forma bS; ...S;, com S; € B*, b € B. Calculemos o produto de pelo menos 2!*!
elementos de B. Novamente teremos uma tltima multiplicacao a ser feita, envolvendo
dois fatores: um deles é o produto de pelo menos 2¢ elementos de B e o outro é ¢ € B.

Assim, pela hipétese de inducao podemos escrever:
C(bSl c St) = bSl N StLC = bSl c. St—i—l
ou (bSl Ce St)C = bSl c. StRc = bSl c. St+1

Assim, se t é o indice de nilpoténcia de B*, qualquer produto de 2! elementos de

B seré zero. Portanto B é nilpotente. O

Lema 1.2.6. Seja A # 0 uma dlgebra associativa de dimensao finita e a € A. Entao:

Aa = A se e somente se xa # 0, para todo v # 0, x € A.

Demonstracao: (=) Seja A = (uy,...,u,), onde {uy,...,u,} é uma base de A.
Assim, {wja,...,u,a} é uma base de Aa. Seja x € A tal que xa = 0. Podemos
escrever: r = zn: a;;, logo 0 = xa = Zn: a;x;a, e dai, a; = 0, para todo 7. Portanto
0 i=1 i=1

(<) Basta mostrar que dim Aa = dim A = n, isto é, {wa,...,u,a} é 1i. Seja
dimA = n com {uy,...,u,} uma base de A. Claramente {uja,...,u,a} gera Aa.
Sejam ay, ..., a, € F tais que cquia + - - - + apuya = 0. Entao (cqug+- - -+anuy,)a =
0 logo ajuy +- - -+ a,u, = 0, por hipétese. Mas como {uy, ..., u,} é base de A, segue

ue o; = 0 e {wya, ..., upal é 1.i. como queriamos. O
3 ) b n

Lema 1.2.7 (Albert). Qualquer nildlgebra associativa de dimensdo finita sobre F é

nilpotente.

Demonstragao: Seja A uma nilalgebra associativa de dimensao finita. Faremos

induc¢do na dimensao de A. Seja n = dimA. Sen = 1, A = (u), para algum
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u € A. Assim, qualquer elemento x € A pode ser escrito r = ayu, a3 € F.
Mas, pela tabua de multiplicacao de A, existe o € F tal que u? = au. Daf:
T,YEA = T =0u, Y= U = TY = Ut = aaau’ = ayagau. Podemos ter

dois casos:
(1) a=0. Teremos zy =0, V z,y € A. Neste caso A é uma zero dlgebra;

(2) a # 0. Temos (o 'u)? = (a1)?u? = a~lu. Fazendo a'u = e, temos que
e? = e # 0, o que é uma contradicao, pois A é uma nildlgebra. Logo A é uma

zero algebra, isto é, A é nilpotente de indice 2.

Supondo que a tese é valida para dim A < n, entao todo ideal préprio I de A é
nilpotente, uma vez que dim/ < dimA = n. Sejaa € A. Se Aa = 0, entao xa =
0, Vx € A. Logo A é uma zero algebra e, portanto, nilpotente. Excluido este caso,
se for Aa = A, entao, pelo lema anterior, xa # 0, V x € A, x # 0. Em particular,
a? # 0, logo a™ # 0, V n. Contradicao, pois A é nildlgebra. Assim, Aa é um ideal
proprio de A. Seja r o indice de nilpoténcia de Aa. Entao (AaA)" = (Aa)"A = 0.
Logo AaA é nilpotente. Mas A3 = Zn:lAaiA, onde {ay,...,a,} é uma base de A.

Logo A? é nilpotente e, portanto, também A é nilpotente. O

Lema 1.2.8. Sejam A uma dlgebra alternativa e x,y € A elementos quaisquer. Sao

validas as sequintes igualdades dos operadores R, e L,:

R.R,—-Ryy = Lyy—LyL,=LyR,— R,L,
= L,L,— Ly =R,L, — LR,
= Ry, — R/R,
Demonstracao: Seja z € A. Calculemos cada uma das expressoes acima em z,

e fagamos a subtracao membro a membro, usando as propriedades usuais dos ope-

radores lineares:

2(RyRy — Ryy) — 2(Lyy — LyL,) = 2zR,R, — 2Ry, — 2Ly, + 2L, L,
= (22)R, — 2(zy) — (2y)z + (y2) Lo
= (2z)y — z(zy) — (zy)z + z(yz)
= (z7,y) = (2,y,2) =0
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(L — LyLy) — 2(LyRy = RyLy) = 2Ly — zLyLy — 2L, R, — 2R, L,
(zy)z — (y2) Ly — (y2) Ry — (22) L,
= (2y)z — z(yz) — (y2)z — y(22)
(2,9,2) = (y,2,2) =0

2(L,R, — R,L,) — 2(L,L, — L,,) = zL,R,—2R,L,— 2L,L,+ zL,,
= (yz)R, — (zx)L, — (zz)L, + (yx)z
= (yz)r —y(zx) —y(rz) + (yr)z
= (y,2,2)+ (y,2,2) =0

2(LyL, — Ly,) — 2(RyLy — L,Ry) = zL,L,—2L,, —z2R,L,+ 2L, R,
= (2z)Ly — (y2)z — (2y) Ly — (z2) Ry
= yl(zz) — (yx)z — x(zy) + (z2)y
= —(y,2,2) + (2,2,9) =0

2(RyLy — LyR,) — 2(Rye — RyRy) = 2R,L,— 2L,R, — 2R,s + 2R R,
= (2y)Ls — (z2)Ry — x(yz) + (2y) Re
= z(zy) — (w2)y — 2(yz) + (2y)z
= —(z,2,9)+ (z,y,2) =0

O

Teorema 1.2.9. Qualquer nildlgebra alternativa de dimensao finita sobre F' é nilpo-

tente.

Demonstracao: Seja B uma subdlgebra propria de A, maximal em relagao a pro-
priedade que B* é nilpotente. O Teorema 1.2.4 (Artin) garante a existéncia de tal
algebra. Entao existe © € A tal que x ¢ B. Definimos o conjunto das imagens de x

pelos operadores de B*, por:

B*r = {G(z) | G € B*}.



CAPITULO 1. ALGEBRAS ALTERNATIVAS 20

Temos: B*x C B. De fato:

Como B* é nilpotente, B* = 0, para algum r € N. Entao AB* =0 C B.

Seja o conjunto K = {m € N | AB*" C B}. Tal conjunto nao é vazio, pois
r € K. Sendo K um conjunto de nimeros naturais nao vazio, o Principio da Boa
Ordem garante que K tem um minimo m > 1.

Assim, existe m € N tal que AB*" C Be AB*"" ¢ B. Sem = 1, tome z € A\B.

Sem > 1, tome x € AB" ' ¢ B. Com isto, obtemos B*z C B.

Seja C' = B + F[z], onde F[z] indica polindmios em = com termo independente
nulo. Claramente, C' é uma subalgebra de A, com B C C. Consideremos a sua algebra
envolvente C* = (B + F[z])*. Mostremos inicialmente que (B + F[z])* = (B + Fx)*.

Seja ¢ € B + Flz]. Entao: ¢ =b+ Zn: a;x?, para algum n.

Se S. € (B + Fl[z])*, entdo S, = L ]oj S. = R, e escrevemos:

Se=8+> ;S =S+ > ;8 = S.€(B+ Fx)*

j#0 Jj#0
= (B+ Flz])* € (B + Fx)*.
Por outro lado, se ¢ € B + Fx, entao ¢ = b+ az. Dali,
S.€(B+Fz)" = S.=S,+aS, = S. € (B+ Flz])*.
= (B+ Fx)* C (B+ Flz])*. Portanto (B + Flz])* = (B + Fz)*.

Um elemento T € C* pode ser escrito T = »_ S, ... S, onde S, = L., ou
S., = R.,. Vamos procurar explicitar o elemento 7" em termos dos operadores de B*
e de (Fx)*. Consideremos as igualdades indicadas no Lema 1.2.8, fazendo y = b,

para qualquer b € B. Levando em conta que B*z C B, temos:

Usando a igualdade R, R, — R,, = Ry, — RyR,, resulta
R.Ry, — Ry = Ry, — RyR, = R,Ry, = Ry + Ry — RyR,.
Considerando by = V' + 0", temos: R, R, = Ry, — Ry R, (1)

Usando a igualdade L, R, — R, L, = R, — R R, vem
LyR, — R,L, = Ry, — RyR, = R,Ly,=L,R,+ RyR, — Rb2. (2)

Da igualdade R,L, — L R, = L,, — L, L,, obtemos
RyL,— L,Ry= Ly — LyL, = L,Ry= RyL,+ LyL, — Ly,. (3)

Usando, finalmente L,L, — Ly, = Ly, — L,L,, obtemos
L,Ly—Lyy =Ly —LyL, = L,L,—= Lb1 — LyL,. (4)
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Vemos assim que, em cada produto da multiplicacao a direita e a esquerda em B*
e (Fx)*, a multiplicacdo R, ou L, pode ser passada sistematicamente da esquerda
para a direita de R;, ou L, de modo que, embora possa mudar de sinal e introduzir
novos termos, preserva o nimero de fatores de B*, e nao aumenta o niimero de fatores
de (Fz)*. Portanto, todo operador T' € C* pode ser escrito como combinagao linear

de termos da forma:

R, L2, RPLI, By, ByR™, BsL™, ByR™ L™ (5)

T x

Seja r o indice de nilpoténcia de B*, isto é B* = 0. E como A ¢ nildlgebra o x
que tomamos em A é nilpotente. Entdo existe j € N tal que 27/ = 0.

Usando (1), (2), (3), (4) e (5), basta fazer (T7)¥~! = T~ que teremos certa-
mente 77~1) = 0, lembrando que R, e L, comutam.

Assim, todo elemento T da algebra associativa de dimensao finita C* é nilpotente.
Logo, pelo Lema 1.2.7, C* é nilpotente.

Mas B é maximal em relacao a propriedade que B* é nilpotente. Chegamos a esta
contradicao ao supormos B subdlgebra prépria de A. Devemos ter, entao, B = A,

donde A* é nilpotente. Logo, pelo Lema 1.2.5, A é nilpotente. O

Corolario 1.2.10. Seja A dlgebra alternativa de dimensdo finita e nilpotente a direita

(esquerda). Entao A € nilpotente.

Demonstracao: Se A é nilpotente a direita (esquerda) entdo A é uma nildlgebra.
De fato, para todo = € A, ¥ = 0 (*2 = 0), onde k é o indice de nilpoténcia de A.

Logo A é uma nilalgebra. Portanto, pelo Teorema 1.2.9, A é nilpotente. O

1.3 Decomposicao de Peirce

O estudo das propriedades de uma &algebra fica facilitado se pudermos decompor esta
algebra em uma soma de algebras mais convenientes. Uma das ferramentas mais

importantes neste sentido é a decomposicao de Peirce, que passamos a estudar.

Definicao 1.3.1. Seja A uma dlgebra alternativa. Um elemento e € A € chamado

idempotente sc e # 0, e e? = e.
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O préximo lema, devido a Albert, juntamente com o Lema 1.2.6, permitem garan-

tir a existéncia de idempotentes numa algebra associativa de dimensao finita.

Lema 1.3.1 (Albert). Toda dlgebra associativa de dimensdo finita que nao é uma

nildlgebra possui um idempotente.

Demonstracgao: E imediato para algebras de dimensao 1. Fazemos indugao em n =
dim A. Supondo valido se dim A < n, seja Aa C A, subalgebra, para algum a € A.
Pela hipétese de inducao, Aa possui um idempotente se Aa for um ideal préoprio de
A e o resultado estd mostrado. Se Aa = A, pelo Lema 1.2.6, za = 0 = x = 0. Em
particular, @ = ea para algum e € A. Logo ea = ¢*a = (e? —e)a=0=¢e* —¢e =

0 = e? = e. Portanto e € A é idempotente. 0

Os dois préximos lemas garantem a existéncia de idempotentes numa algebra de

poténcias associativas e numa algebra alternativa, respectivamente.

Lema 1.3.2. Toda dlgebra A de poténcias associativas e de dimensdo finita que nao

¢ uma nildlgebra, contém um idempotente e.

Demonstragao: Como A nao é uma nilalgebra, existe x € A que nao é nilpotente.
Pelo Teorema 1.2.4 (Artin), a subédlgebra A(x) de A é uma &lgebra associativa de
dimensao finita (pois dim A < o0), que nao é uma nildlgebra (z € A(z) e x nao é
nilpotente). Logo, pelo Lema 1.3.1 (Albert), A(z) contém um idempotente. Portanto

A contém um idempotente. O

Lema 1.3.3. Toda dlgebra alternativa A de dimensdo finita que ndao € uma nildlgebra,

contém um idempotente e.

Demonstragao: E facil ver que toda algebra alternativa é de poténcias associativas.
Logo, pelo lema anterior, toda algebra alternativa de dimensao finita que nao é uma

nildlgebra possui um idempotente. O

Seja A uma &lgebra alternativa, e e € A um idempotente. A pode ser decomposta

numa soma direta de subespagos vetoriais:

A=A @ A @ Aot @ Ago, onde

Aij = {mij | Gl,’ij = iIij, xije = .]JZU} Z,j = 0, 1
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A seguinte decomposicao de um elemento z qualquer de uma algebra alternativa

A em relacao a um idempotente e é bastante ttil:

x = exe,+ (ex — exe) + (we — exe) + (v — ex — we + exe)

—~ —~ —~

@ 2) 3) (4)

Mostremos que cada uma das parcelas indicadas estd em um dos subespacos A;;

da decomposicao de Peirce.

(1) exe € Ayy.
De fato, usando as propriedades usuais das algebras alternativas, temos:
e(exe) = —(e, e, ze) + €?(xe) = 0+ e(ze) = exe = lexe
(exe)e = (ex,e,e) + (ex)e? = 0 + ewe = exe = lexe
(2) (ex —exe) € Ayp.
Seja y = ex — exe. Mostremos que ey =y e que ye = 0:
ey = e(ex — exe) = e(ex) — e(exe) = ex —exe =y
ye = (ex — exe)e = exe — (exe)e = exe — exe? = exve — exe = ()
(3) (ze —exe) € Ag.
Fazendo y = ze — exe, mostremos que ey = 0 e que ye = y:

2

ey = e(xe — exe) = exe — e(exe) = exe — e*re = exve — exe =0

ye = (re — exe)e = (we)e — (exe)e = xe? — exe? = xe — exe =y
(4) (x —ex — ze + exe) € Ago
Basta mostrar que ey = ye = 0, onde y = x — ex — xe + exe
ey =e(r —ex —xe+eve) = exr—e(er)—e(xe)+ e(exe)
= ex — e’ — eve + e’ze
= ex —ex —exe+ere =0

Definicao 1.3.2. Em uma dlgebra alternativa A, os idempotentes ey, es, ..., e S$Go

chamados dois a dois ortogonais se e;e; =0, @ # j.

Lema 1.3.4. Em uma dlgebra alternativa A, com ey, es, ..., e; idempotentes dois a

dotis ortogonais, tem-se:

(i) e=e1+ex+ -+ e € um idempotente
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(i) ee; =ee=e¢;, Vi

(ili) (z,e;,€j) = (x,65,) =0, Yz e A

Demonstracao:

(i) Calculemos €? = (e;+ea+---+e)(e1+ea+-Fe)=e+---+el+ e
i)
Como os e; sao idempotentes, e;e; = 0 se @ # j. Resulta entao:

2=+ +el=e tet te=ce

(i) ee; = (€1 +eg+--+e)e; =el=¢;, Vi

(iii) Se ¢ = j resulta imediatamente que (z,e;,¢;) = 0. Seja i # j:
(x,e1,e;) = (ve;)e; — x(eej) = (ve;)e;, pois e;e; = 0.
(wei)e; = (vei)ef = (v, ei,¢5)e; = —(x, €5, €0)e; = —((wej)eq)e;

= _x(ejeie;) =0

—
=

(*) Moufang, identidade (iii)

Definicao 1.3.3. Um idempotente e de uma dlgebra A é chamado primitivo se nao

existem idempotentes ortogonais u e v em A tais que e = u + v.

Lema 1.3.5. Em uma dlgebra A de dimensao finita, qualquer idempotente e pode ser
escrito como e = e; + -+ e, come; (i =1,...,t) idempotentes primitivos dois a

dois ortogonais.

Demonstragao: Se e é primitivo nada temos a mostrar. Se e nao é primitivo, existem
u e v tais que e = u+wv. Se u e v forem primitivos, esta demonstrado. Caso contrario,
teremos ¢ = uy + - - - + u,. Os idempotentes u; geram um subespaco de dimensao 7,
que é uma subdlgebra associativa e comutativa, com r < dim A. Se ainda algum u;
nao for primitivo, podemos decompo-lo em uma soma. Como A tem dimensao finita,
o processo deve se encerrar e chegamos a e = e; + - -+ + e;, com os ¢; idempotentes

primitivos dois a dois ortogonais. 0

Pode-se obter uma decomposicao de Peirce mais refinada considerando-se os idem-

potentes dois a dois ortogonais ey, ..., e;. Tal decomposicao é dada por:

i?j
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onde, usando o 0 de Kronecker, definimos:

Aij = {ﬂﬁij | €xli; = 51@%;’; Lij€r = 5jk$z‘j, k=0,1,... 7t}
1,7 =0,1,...¢

Apresentamos a seguir uma série de propriedades da decomposicao de Peirce, as
quais terao grande utilidade no préximo capitulo quando trataremos do radical de

uma algebra.

Proposicao 1.3.6 (Existéncia e Unicidade da Decomposigdo de Peirce). Seja A

uma dalgebra alternativa, e ey, ..., e; tdempotentes dois a dois ortogonais. FEntao:
A=> Ay, 4,7=0,1,...,t, onde:
2%
Aij = {IL‘ij | kaij = (S]m‘l'ij, xijek = jk‘l‘ija k? = O, 17 e ,t}
1,7=0,1,...t

Tal decomposicao € unica.

t
Demonstracao: Seja z € Y A;;, entdo x = )

k=0
Comecemos calculando e;xe;, para i =1,... ¢
t t t t
eire; = €; E Ty | e = g €iTkej = g dikTri€j = E 0ik01;Tpl = T;
k,1=0 k,1=0 kl kl

Observagdo: Podemos escrever e;ze;, pois (e;x)e; = e;(xe;), ja que (x,e;,¢e;) = 0,
conforme Lema 1.3.4.
Encontramos, entao:

€ilC; = Ty

Calculemos agora e;x e e;xe, parai=1,...,t.
er = e E Tht = § ik = E OikThl = § il
k,1=0 e, 1=0 k,l=0
t t t

e;re = e;r E ey = 5 Ty Y e = Tiep = E E i = E Tl
=0

=0 k=1

F
,_.
~
Il

[e=)
i
—_
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Observacao: Note que este ultimo somatério comeca mesmo em [ = 1, pois para
=0, dpp =0, paratodo k=1,...,t.
Podemos escrever, entao:

€; X — e;,xre = Tjo

De maneira andloga, calculando ze;, e exe;, obtemos:

t t t
E Tkl | €5 = E Tgij = E 5zg$k;z E E 5lj$kz

k,1=0 k,1=0 k,1=0 k=0 1=0

=0 =Tk =0

—N— —~= ~ =
= Z(5ijko + 51j«77k1 +-- 5jjxkj +-- 5ljxkl)

t t
=) b = Y g
k=0 k=0
t t t t t t
exe; = (E 61)(2 Tkj) = E e E ey = E e E O1kTrj
=1 k=0 I=1 k=0 I=1 k=0

=0 =Tkj 0

t ot t
— — =
= Z Z Oy = Z(5lk$kj + o O ry o 5ktflfk] Z Lij

k=0 =1 k=0
Temos assim:

Tre; — exre; = Xoj

Falta encontrar uma expressao para Ty, que podemos escrever em funcao das

parcelas ja calculadas, como:

Too = T — E Lij — E xZO_E Zoj

1,j=1
t t t
=z — Z ejre; — Z(eix — e;xe) — Z(:Uej — exe;)
ij=1 i=1 j=1

=1z — eve — (ex — exe) — (ve — exe) = v — exe — ex + exe — xe + exe
Resulta, finalmente:
Tog = T — exr — xe + exe
Dado x €A, ent?m'
Z Ti; + Z Tio + Z To; + oo € Y, A;j, onde x;; = e;ze;,

i,j=1
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Tip = €;T — €;T€, Toj = TEj — ere; € Toy = T — exr — Te + exe

t t t
Portanto: A C Y. A;;. Como, claramente Y, A;; C A, segue que: A= Y Aj;.

i,j=0 i,j=0 i,j=0
Mostremos que a decomposicao é inica. Vimos que:

Tij = €;T¢€j, ’L,j = 1,...,t
donde z =) x5
Se houvesse outra decomposigao: x = y;;, entao:
Yij = €iT€; = Ty, Z,j = 1,...,t
Analogamente para os outros casos. U

Proposicao 1.3.7 (Propriedades da Decomposi¢ao de Peirce). A decomposi¢ao de

Peirce, conforme indicada na proposicao acima, satisfaz as sequintes propriedades:

1. AjjAj C Ay (i,4,k=0,1,....t)

2. AyAy C Ay (i,j=0,1,...,1)

3. AjjAu =0 j#k, (i,j5)# (k1) (i,5,k1=0,1,...,1)

4. x3;, =0 Va,; €Ay (i#7)

5. TijYi; = —VYijTij Vxij, yij € Aij (1 F#J)

6. (ij, Yjk, 2ki) = 0 se (1,7, k) # (i,4,1), ¥V x5 € Aij, Yjr € Ajk, 2ki € Ag
T (%ii, Yig2zjitia) = 0 set # j, Y@y, ti € A, yij € Aij, zji € Aji

8. (wijyij)zij = (Yijzij)Tis = (2253 yig se @ 7 J, V¥ Tij, Yij, zij € Ai

9. ij(yij2i5) = (Tiz255)Yi5 = 25(Tiyig) sei # j, Vaig, yiy € Aij, 25 € Ay
10. @i (ziYij) = (2a%ij)Vi; = (TijYij) 2 se @ # 3, ¥ Tij, Yij € Aij, 2 € Aus

¢
11. (zya)™ = (l’iian’)m_l T Qi
k=0

t
12. (wg50)™ = (zi5a,)" " kZ Tijag + (Tijag)(vija;)™ ", sei#
=0



CAPITULO 1. ALGEBRAS ALTERNATIVAS 28
13. ei(wga)me; = (vi5a5:)" (4,5 =0,1,...,1)

Demonstragao: Omitiremos algumas demonstragoes, ja que os procedimentos sao
analogos para todas as propriedades.
1. AjjAj C Ay (4,5,k=0,1,...,1)

Seja z € Aj;Aji, isto é, z = x;;y;,. Calculemos €,z e ze;:

€z = ez(xijyjk) = _(ebxijayjk) + <€l$ij)yjk = (951‘3', €5, yjk) + 01i%ijYjk
= (wiie)yix — Tig(@yn) + 0uTijyie = OuYsn — O1Tiysn + OuijYjn
= 5zi$ij?/jk; = 0%
zep = (wijyirer = (Tij, Yjr, €1) + Tij(Yjuer = — (245, €1, Yji) + OuaTijYsin
= (wylewn) — (@ie)yie + Ouxiyie = 0iYjn — 0a%iYie + OuTiljn
= 5kinjyjk = Oz

= z€ Ay

3. AijAw =0 j#k, (i,5) # (k1) (4,7,k, 1 =0,1,...,1)
Sejam z;; € A;; e yu € Ay Basta mostrar que z;;y, = 0. Devemos considerar

3 casos:
() L,k#0, l#Fk, [#]
Pelo Corolario 1.2.3, temos:
(4, w0, 2) + (y, za,2) = —(y,,a)z — (y, 7, a)x (1

Expandindo os associadores de (I):
(y(za))z—y((zra)z) + (y(2a))z —y((2a)z) = (y(za) - (yz)a)z + (y(za) = (yz)a)z
= (Y(za))z = ((yx)a)z + (y(za))x — ((yz)a)z

= y((za)z) + y((za)z) = ((yx)a)z + ((yz)a)z (1I)

Fazendo em (II) as seguintes substituigoes: y = x;;, « = e, a = yp €
z = e; obtemos:

zij(erymer) + zij(eymer) = (@ijer)ym)er+ (wije)yr)er (I1I)

-~

) @) 3) ™)
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1
2
3
4

zij(exyrer) = Tij(eryr)er = Tij(Orryrier) = Tij (OrprduYrr) = TijYn
zij(eymer) = Tij(eyr)er = dymer = 0

((zijer)ym)er = (Ojpvisyr)er = 0

((zsje)yr)er = (02iym)er = 0

(
(
(
(

) —
) —
) —
) —

Portanto x;;yp = 0.

() I £k, 1=

A expressao (III) se reduz a:

Tiyei = (Ouvigyrj)er = (TigYrj)er = (Tig, Yrjs ex) + Tij(Yrjer)
= (Ukj» €r> Tij) + OjnTijym = (Ynj» €k, ij)
(Yrjerti; — Ynj(exTi;) = OjYnjTij — OrilijTi; = 0
pois d;5 = 0, ja que j # k. Também d;;, = 0, pois como [ = j, devemos ter,
necessariamente, i # k, pois (i,7) # (k,1).
(iii) I = k

Incluimos dois subcasos bem simples, e ficamos com:

(a) j=1
Tilii + T = (Tgyig)e; = 2Ty = Ty = Tl =0
Usamos que, z;;y;;€; = zje; = 0j;2i; = %, pois, pela propriedade 1,
ijYj; € Aij-

(b) j#1
Tijyu + Ty =0 = x5y =0

4. 13, =0 Vo, €Ay (i#7)
Pela propriedade 2, z7; € Aj;. Como i # j (= i # 0 ou j # 0), podemos supor
1 # 0. Entao:

vy = aje = (vyay)e = vy(vges) = vy(d5iy) =0

. TijYij = —YijTij Vi, vy € Ay (i # J)
0= (zij + i) = @3 + Tigysj + YiyToj + Y5 = Tigysj + Yisiy = 0

= TijYij = —YijTij
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6. (245, Yjks 2ks) = 0se (4,7, k) # (i,4,1), V 255 € Aj, Yjk € Ajiy 2 € Api

(Tig, Yik, 2ki) = —(Yjk, Tijs 2hi) = _Syjkmijzki)l+yjk(l‘ijzki)l
(1) @)

(1) — Sek #1i, yrx;; =0, pela propriedade 3.

Se k = 1, devemos ter i # j, logo y;r®i; = yjixi; € Ajj. Assim, yjp®;j = wjj.
Dal, (yjx2ij) 2k = wj;2ki = 0, pela prop. 3, ja que i # j e j # k.
(2) — Sej#k, z;zki =0, pela propriedade 3.

Se j = k ambos devem ser # 1%, logo ;2 = 25 € Ai, € Tijzp = Wy
Dai, yjrwi; = yj;ws; = 0, pela prop. 3.

T (@i, Yijzjis tis) = 0se i # j, YV @y, ti € Ai, yij € Aij, zji € Aj;

(@i, i Zjis tii) = (@i (Yij250) i — Ta((Yig250)tis)
= (—(@is, vij, 2ji) + (@) 2 tii — i ((Yigs 2jis tii) + Yig (25, tii))
Pela propriedade 6, (2, yij25i) = 0 e (yij, 2ji, tii) = 0, logo:
(@i, Yij Zjin tia) = ((@ii¥iz) 2ji)tis — ©ai(Yij (Z5itii))
= (Tiilij, Zji, tis) + (Tiayii) (Zgiti) + (Tiiy Yijs 2jitin) — (iivij) (253, tis)
= (wij, Zji, tii) + (i, Yijugi) =0

Usei quel TiYij; c Aij7 IOgO TiYis = Wy € Zﬂt“ S Ajz', lOgO Z]zt“ = Uy, de acordo

com a propriedade 1.

Pela prop. 6, os dois associadores no final da igualdade acima sao iguais a zero.
8. (wiyij)zij = (Yijzig)viy = (245ij)yij se i # J, ¥ Tigy Yigs 215 € Ay

(Tijyis)zig = (Tijs Yig» 2ig) + Tij (i 2i5) = —(Tig, 2i)Yij + Tij(Yij2ij)
= ij(209i5) — (Tij2i5)Vij + Tij(Yij2ij)

Tij(Yijzig) + (2i52ig)Yis + i (Yig2ij)

= (Tij¥ij) zij = (2i5Ti5)Yis

A outra igualdade se demonstra de forma inteiramente analoga.
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11. (:r“a)m = (xi,-aii)m’l

t
Ty Qi

k=0

Demonstramos por indugao em m.

Param=1: w0 =), ryajs = Y, Ty, POis Ta;, =0 se i # j pela
ik s

prop. 3.

Supondo valido para m, calculamos:

(xiia)mH = (acm-a)m(xiia) = (xiz’aii)m_l (Z xiiaik> (xn‘a)
k=0

t

= (mn‘an‘)m_l (i) (xia)
k=0
t t
= (ziau)™ ( (%z’az‘k)Z(%iaij))
k=0 j=0
t ot
= (zyay)™ ! (i) (Tiai;)
k=0 j=0 N
1) (2)
¢ t
= (l‘u‘az‘z‘)m_l (xiiaii)(%z‘aig‘)Z(iﬂu‘an)m (ZEu‘azj)
=0 j=0

(1) = zyai € A, e (2) = x40 € Ay = (Tiaw)(Tha:5) =0

se k # i, portanto o somatério em k se anula para todo k # i, ficando apenas

o termo x;;a;;. O

1.4 Algebras Béricas

As algebras baricas tém sua origem nos estudos da Genética, e sao caracterizadas
por uma funcao peso relacionada as caracteristicas genéticas transmitidas entre os
individuos. Nosso estudo aqui visa somente os aspectos algébricos desta aplicagao,
caracterizando suas estruturas fundamentais em termos dos conceitos usualmente
encontrados em Algebra, como homomorfismos, radical, semisimplicidade, etc. Con-

sideraremos também somente algebras de dimensao finita.

Definicao 1.4.1. Uma dlgebra A sobre um corpo F' € chamada de dlgebra bdrica

se admitir um homomorfismo de dlgebras nao trivial w : A — F, chamado homo-
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morfismo peso. Denotamos por (A,w). Para cada v € A, w(z) serd chamado de

peso de x.
Dado z € A tal que w(x) # 0, entao temos a seguinte decomposigao para A:
A=Fz & Ker(w)
De fato, sendo w(x) # 0, podemos escrever, para todo a € A:

azwx%—(a—mx)

w(z) w(x)

A primeira parcela estd, evidentemente, em Fz. Quanto a segunda, temos:

w(x) w(z)

w (a - w(a)x> =w(a) —w (w(a)x) =w(a) — %w(az) =w(a) —w(a) =0

o que indica que (a — Zé;; :c) € Ker(w). A soma é direta, pois tomando ax € Fx, se

ax € Ker(w), entao w(ax) = 0, logo aw(x) = 0, e como w(z) # 0, segue que o = 0,
portanto ax = 0.

Consideraremos as algebras baricas alternativas de dimensao finita sobre um
corpo F' de caracteristica # 2. Nosso principal objetivo nesta secdo é mostrar que
toda dlgebra barica alternativa possui um idempotente de peso 1. Vamos comegar
mostrando tal resultado para uma &algebra associativa. Para isto precisaremos dos

trés lemas seguintes.
Lema 1.4.1. Toda dlgebra barica associativa (A,w) possui um idempotente.

Demonstragao: Como A é élgebra bdrica, existe x € A tal que w(x) # 0. Entao, x

nao é nilpotente, pois se fosse teriamos:
=0 = wz")=0 = (wx)"=0 = wx)=0

uma contradicao. Como existe x € A tal que z nao é nilpotente, entao A é uma
algebra associativa que nao é uma nildlgebra. Logo, pelo Lema 1.2.6, A possui um

idempotente. O]

Definigao 1.4.2. Seja (A, w) uma dlgebra barica. Chamamos de bar(A) ao conjunto
bar(A) = {x € A | w(x) = 0}.
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Em vista da defini¢ao acima, se B é uma subdalgebra de A e B  bar(A), dizemos
que B é uma subdlgebra bdrica de A. Neste caso dizemos que (B, w |g) é uma algebra
barica. Em outras palavras, uma subdlgebra barica é aquela que possui pelo menos

um elemento de peso nao nulo.

Lema 1.4.2. Se (A,w) € uma dlgebra bdrica associativa a € A, tal que w(a) = 1,

entdo Aa € uma subdlgebra bdrica de A.

Demonstragao: Sempre existe em uma &lgebra bérica um elemento a de peso 1.

z
w(x

w(a) =w (ﬁ) =w (ﬁx) = w(lx)w(a:) =1

Mostremos que Aa é uma subdalgebra de A. Tomando b,c € A, temos ba € Aa e

Como sabemos, existe x € A tal que w(x) # 0. Seja a = - Entao:

ca € Aa. Dal, (ba)(ca) = (bac)a € Aa. Logo, Aa é subélgebra. Para provar que Aa
¢ uma subdlgebra bérica de A, basta mostrar que existe y € Aa tal que w(y) # 0.
Tomando y = a? € Aa, temos: w(a?) = w(a)w(a) = 1. Logo y é um elemento de

peso 1 em Aa. O

Lema 1.4.3. Se (A, w) € uma dlgebra bdrica associativa e, para algum a € A, com

w(a) =1, tivermos Aa = A, entdo (A, w) possui um idempotente de peso 1.

Demonstracao: Pelo Lema 1.2.6 podemos escrever: Aa = A se e somente se xa # 0,
para todo z # 0, x € A. Assim, xa = 0 se e somente se = = 0 (pois a # 0, uma vez
que w(a) = 1). Por hipétese, Aa = A. Assim, a € A e também a € Aa, logo a = ea

para algum e € A. Multiplicando ambos os membros por e:
eca=c*a = (e—e)a=0 = e—e?=0 = e¢=¢
Provamos assim que e é idempotente. Mas
1 =w(a) =w(ea) = w(e)w(a) =wle)l =wle) = w(e)=1. O

Teorema 1.4.4. Toda dlgebra bdrica associativa (A,w) possui um idempotente de

peso 1.

Demonstracao: Seja a € A tal que w(a) = 1. Faremos indugao em dim A. Se
dim A = 1, entdo A = Fa, onde w(a) = 1. Pelo Lema 1.4.3, Fa possui um idempo-

tente, isto é, da € F, a # 0 tal que aa é idempotente. Entao
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(aa)? =aa = *a®* =aa = ad® =a = w(aad®) =w(a) =1

= aw(@®) =1 = aw(@)w(a)=1 = all=1= a=1

Entao aa = 1.a = a é um idempotente de peso 1. Suponhamos agora, por hipotese
de indugao, que o teorema ¢ vélido se dim A < n. Seja dim A = n. Consideraremos

dois casos:

Caso 1: A= Aa
Podemos aplicar o Lema 1.3.3, uma vez que w(a) = 1. Assim, A possui um

idempotente de peso 1.

Caso 2: A +# Aa

Neste caso, dim Aa < dim A, logo pela hipétese de inducao, Aa possui um idem-
potente de peso 1. Mas Aa C A, logo, pelo Lema 1.4.2, Aa é uma subalgebra barica
de A. Portanto este mesmo idempotente de peso 1 de Aa é idempotente de peso 1

de A. Logo A possui um idempotente de peso 1. O

Corolario 1.4.5. Se (A, w) € uma dlgebra bdrica de poténcias associativas, entio A

possut um idempotente de peso 1.

Demonstracao: Seja x € A tal que w(z) = 1. A subdlgebra B = A(x) é barica
e associativa. Logo B possui um idempotente de peso 1. Segue que A possui um

idempotente de peso 1. O

Corolario 1.4.6. Se (A,w) é uma dlgebra bdrica alternativa, entdo A possui um

tdempotente de peso 1.

Demonstracao: Como A é alternativa, entdao A é de poténcias associativas (con-
seqiiéncia do Teorema 1.2.4 (Artin)). Logo, pelo coroldrio anterior, A possui um

idempotente de peso 1. O

A seguir apresentamos uma caracterizacao para algebras baricas alternativas em

termos de elementos do bar(A).

Proposicao 1.4.7. Seja (A, w) uma dlgebra bdarica com um idempotente e de peso 1.
Entao (A,w) € alternativa se e somente se, para quaisquer u,v € bar(A) sao vdlidas

as sequintes condigoes:
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(i) (e,e,u) = (u,e,e) = (e,u,e) =0;
(i) (e,u,u) = (u,u,e) = (u,e,u) =0;

(iil) (u,u,v) = (v,u,u) = 0;

(iv) (e,u,v) + (u,e,v) = 0;
(v) (v,e,u) + (v,u,e) =0.

Demonstragao: Se A é alternativa, entao as cinco condi¢oes acima sao obviamente
véalidas. Precisamos provar apenas a reciproca. Seja entao (A, w) dlgebra bérica na
qual sao validas as igualdades indicadas. Tomamos r = ae+u € Aey = fe+v € A,

com «, 3 € F. Temos:

(x,z,y) = (ae+u,ae+u,fe+0)

(
(e, ae, fe) + (ae, ae,v) + (ae, u, fe) + (ae, u,v)
(u, ae, fe) + (u, ae,v) + (u, u, fe) + (u,u, v)

a?B(e, e, e) + a*(e,e,v) + aB(e,u, e) + ale, u,v)
+ aB(u,e,e) + a(u,e,v) + Bu,u, e) + (u,u,v) =0

De maneira andloga provamos que (y, z,z) = 0, resultando que A é alternativa.
O



Capitulo 2

Radical e Semisimplicidade

Neste capitulo trabalharemos com o importante conceito de radical, aplicado as
algebras alternativas e alternativas baricas. Trata-se de um conceito intimamente
relacionado a estrutura de uma &algebra. Portanto iremos retomar tais idéias para
refind-las um pouco mais e estabelecer uma caracterizagao do radical nestes termos,
visando em seguida estudar alguns resultados envolvendo a semisimplicidade das

algebras alternativas e baricas.

2.1 O Radical

Voltemos a considerar as algebras nilpotentes. Lembrando, uma dlgebra A é chamada
nilpotente se A™ =0, para algum n € N, n > 1.

Vamos verificar que toda algebra A possui alguma subalgebra nilpotente. Em
particular A possui um ideal nilpotente. Mais ainda, veremos que em toda algebra
existe um ideal nilpotente que contém todos os outros ideais nilpotentes da referida

algebra.

Proposicao 2.1.1. Toda dlgebra A de dimensao finita possui um unico ideal nilpo-

tente R que contém todo ideal nilpotente N de A.

Demonstragao: Se o tunico ideal nilpotente de A é 0 o teorema esta provado. Seja
entao R um ideal nilpotente nao nulo tal que dim R seja maxima. Seja N um ideal
nilpotente nao nulo, N # R. Claro que R N N também é um ideal nilpotente.

Calculemos:
(R+N)"=(R+ N)"Y(R+ N), onde

36
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m = maz{r,n}, r = indice de nilpoténcia de R e n = indice de nilpoténcia de N.

Provaremos que: (R+N)"™ = R"™+ f(R,N)+ N™, onde f(X,Y’) é um polindémio
nao associativo em X e Y. Faremos inducao em m.

A expressao é valida para m = 2, pois:
(R+N)?=(R+N)(R+N)=R?+ RN + NR+ N~
Supondo agora valida para m, calculemos:
(R+N)" = (R+N)"(R+N)=(R"+ f(R,N)+ N™)(R+ N)
= R™'+ R"N + f(R,N)R+ f(R,N)N + N"R + N™*!
= R™ 4+ g(R,N)+ N™!

onde g(R,N) = R"N + f(R,N)R+ f(R, N)N + N™R é um polinomio nas condigoes
desejadas.

Sendo m > r e m > n, conforme indicado acima, resulta que (R+N)™ = g(R, N),
e portanto, (R+ N)™ C RN N, logo (R + N)™ é nilpotente a direita.

Mostremos que R+ N é nilpotente. De fato, se (R+N)™ é nilpotente, existe k € N
tal que ((R+ N)™)* = 0. Assim, para todo x € (R+ N), temos que 2™ € (R+ N)™,
logo (z™)* =0 = 2™ =0 = (R+ N) é nilpotente & direita. Logo, pelo Corolario
1.2.10, (R+ N) ¢ nilpotente de indice mk.

Mas dim R > dim(R + N), devido & maximalidade da dim R. Portanto N C R.
U

Definigao 2.1.1. Seja A uma dlgebra alternativa. Chama-se radical de A ao ideal

nilpotente maximal de A. Notacao: R(A).

Convém notar que, embora o radical seja nilpotente e portanto uma nilalgebra,
ou seja, todos os seus elementos sao nilpotentes, o radical nao ¢é igual ao conjunto de
todos os elementos nilpotentes. Vejamos, através de um exemplo simples, que pode

haver elementos nilpotentes nao nulos que nao pertencam ao radical.

Contra-exemplo

Na dlgebra das matrizes reais My(R), temos que a = 8 (1) ¢ nilpotente de
o L b - e d s | A
indice 2. Seja z = J } € M5(R). Entao az = [ 00 } e (az)? = [ 0 0 }

Assim (az)" # 0, se ¢,d # 0, para todo r € N.
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Pode-se obter uma caracterizacao do radical usando o conceito de nilpoténcia,
considerando-se uma noc¢ao levemente modificada deste conceito, conforme defini¢ao

a seguir.

Definigao 2.1.2. Seja A uma dlgebra alternativa. Um elemento z € A é chamado

propriamente nilpotente se za € nilpotente, para todo a € A.

Lema 2.1.2. Seja A dlgebra alternativa. Um elemento z € A € propriamente nilpo-

tente se e somente se az € nilpotente, para todo a € A.

Demonstragao: (=) =z é propriamente nilpotente, entdao za é nilpotente, logo
(za)™ = 0 para algum m. Pelo Teorema 1.2.4 (Artin), a subdlgebra gerada por

quaisquer dois elementos de uma algebra alternativa A é associativa. Entao:

(az)™ = (a2)(az)...(az) = a(za) ... (za)z = a(za)™z = a0z = 0
0 que prova que az ¢é nilpotente.

(<) Analogamente, se az é nilpotente, temos:

(za)™ = (za)(za) ... (za) = z(az) ... (az)a = z(az)"z = 20a = 0
provando que za ¢é nilpotente. Portanto z é propriamente nilpotente. O
Lema 2.1.3. Seja A dlgebra alternativa. Se z € A € propriamente nilpotente entao
z € nilpotente.

Demonstracao: Fazendo a = z, temos que: za = zz = 2% ¢ nilpotente. Entao:
0= () =22... 22 =%

pois a subdlgebra gerada por 22 é de poténcias associativas (pois A ¢ alternativa e,

toda algebra alternativa é de poténcias associativas, como conseqiiéncia do Teorema

1.2.4 (Artin)). O

Designaremos por B o conjunto dos elementos propriamente nilpotentes de A.

Definicao 2.1.3. Seja A uma dlgebra. Um elemento u € A é chamado unidade
de A se xu = ur = x, Yo € A. Neste caso dizemos que A ¢ uma dlgebra com

untdade. Denotamos a unidade de A por 1.
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Definicao 2.1.4. Seja A uma dlgebra com unidade. Dizemos que um elemento x € A

1

tem inverso, denotado por x7', se xa=! = z7'x = 1. Dizemos também que o

elemento x € tnvertivel.

Lema 2.1.4. Seja A dlgebra alternativa com unidade e x € A invertivel. FEntdo

(x,27y) =0, para todo y € A.
Demonstragao: A seguinte identidade
a(z,y,2) + (a,2,y)z = (az,y,2) — (a, 2y, 2) + (a,7,y2)

é trivialmente verificada. Basta apenas desenvolver os associadores. Fazendo as
seguintes substituicoes: a = 27!, y =, z = 21y, obtemos:

=0 =0
7\ 7\

e @)+ () ey = (e y) — (a7 2 e Yy)
(@' 2, 2(zy))

+
= (e 2% 27 y) — (@@, a(ay) =0

Desenvolvendo os associadores e aplicando a identidade (i) de Moufang (i) (Teo-
rema 1.2.2), (zax)y = z(a(xy)), obtemos:
(27 2?) (@7 y) — 27 (&% (@7 1y)) + (w27 ) (2(27y)) — 2(a ™ (z(z71y))) = 0

= (@72 (@ y) — (@2 )y +a(@y) —a((@ e y) =0

= (27'2%)(27ly) - (@722 )y +a(aTy) —a(zly) =0
= (z7 ') (7 y) — (@ '2?r )y =0
Note que: 7122 = . De fato:

1,2 1.2 1.2

! = T T ==

O=(r ' oaz)=(@@')r—az 2’ =0—2'2
A 1ltima igualdade obtida acima fica, portanto:
z(x7ly) — (zz y=0 = —(z,z7'y)=0 O
Lema 2.1.5. O inverso, em uma dlgebra alternativa A, € unico.

Demonstragao: Se x’ é outro inverso de x (za’ = 1), entao
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=11 = (z7o)r = Hax) =27 1 = 27},

usando que (z, 27!, 2") = 0, pelo lema anterior. O

Lema 2.1.6. Seja A dlgebra alternativa de dimensao finita, com 1, sendo 1 o unico

1

idempotente de A. FEntdo para todo z € A, ou z tem inverso, z=+ € A, ou z €

propriamente nilpotente.

Demonstragao: Seja z € A nao nilpotente. A(z) é uma subélgebra de A, associativa
de dimensao finita que nao é uma nildlgebra. Logo, segundo o Lema 1.3.1 (Albert),
A(z) contém um idempotente. Mas A(z) C A e o tnico idempotente de A é 1. Logo

l=op2"+ap 12" '+ 4z o, €F

= 1=z(ap2" Pt ap 12" 2+ )

Portanto z é invertivel.

Suponhamos agora z nilpotente. Mostremos que z é propriamente nilpotente. Se
z nao for propriamente nilpotente, entao existe a € A tal que za nao é nilpotente.
Logo, pela primeira parte deste lema, za tem inverso (za)™'.

Como z é nilpotente, existe m tal que 2™ = 0 e 2™~ ! # 0. Entao:
0# 2" = 2" H((2a)(20)7") = ("7 (20))(207")
= ((z™'2)a)(za™") = (z™a)(za™ ') =0

contradicao. Portanto z é propriamente nilpotente.

(*) A subdlgebra gerada por dois elementos de uma dlgebra alternativa, é associativa. L]

Lema 2.1.7. Seja A dlgebra alternativa de dimensao finita, com 1, sendo 1 o inico

idempotente de A. O conjunto B dos elementos propriamente nilpotentes de A € um
ideal de A.

Demonstragao: Para mostrar que B é um ideal de A devemos mostrar trés coisas:
(i) z+ 2’ € B, para todos z,2' € B

Sejam z,z € B. Se z+ 2’ ¢ B, z+ 2’ ndo é propriamente nilpotente, logo, pelo
lema anterior, z + z’ nao é nilpotente. Entao, ainda pelo lema anterior, z + 2’

tem um inverso y e escrevemos:

z+2)y=1 = z2y+2y=1 = Zy=1-—zy
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Mas zy é propriamente nilpotente, pois z € B e y € A, logo zy ¢é nilpotente.
Podemos escrever:

(zy)" =0 = 1—(zy)" =1
= (L=zp) (=)™ "+ (z)" 2+ + (2y)? + 2y + 1)
= (I—2y) ' =142y +(2y)° +--

Assim, 1 — zy tem inverso. Mas 1 — zy = 2’y e 2’y é nilpotente, pois 2’ € B e
y € A. Mas 2’y ndo pode ser ao mesmo tempo nilpotente e invertivel. Chegamos
a esta contradigao, ao afirmarmos que z + 2’ ndo é propriamente nilpotente.

Devemos ter, portanto, z + 2z’ propriamente nilpotente, ou seja, z + 2’ € B.

(ii) az € B, para todo « € F, e todo z € B

Sejam o € F e z € B. Como z é propriamente nilpotente, isto é, za é nilpotente,
Va € A, temos:

a(za) = z(aa) = (az)a

Mas z(aa) é nilpotente, uma vez que aa € A. Dai, (az)a é nilpotente. Portanto

«az é propriamente nilpotente, isto é, az € B.

(iii) az € B, para todo a € A, e todo z € B

Sejam a € A, z € B. Como z é propriamente nilpotente, az é nilpotente, Va €
A. Mas, nesta algebra, como vimos no lema anterior, todo elemento nilpotente
¢ também propriamente nilpotente. Entao az é propriamente nilpotente, isto

é, az € B. O

Definicao 2.1.5. Em qualquer dlgebra A, um idempotente e é chamado principal

se nao existir idempotente u € A, nao nulo, ortogonal a e.

A proposicao a seguir dd uma caracterizagao para o idempotente principal em

termos da subalgebra Agy da decomposicao de Peirce.

Proposicao 2.1.8. Sejam A uma dlgebra alternativa de dimensao finita e e € A.
Entdo e € um idempotente principal de A se e somente se a subdlgebra Ay na de-

composicao de Peirce relativa a e, é uma nildlgebra.
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Demonstragao: (=) Seja e € A idempotente principal. Dado = € Ay, entao
re = ex = 0. Logo x é ortogonal a e. Entao x nao é idempotente, pois se fosse, e nao
seria principal. Entdao Agg nao tem idempotentes nao nulos. Assim, de acordo com o

Lema 1.3.3, Agg é uma nilalgebra.

(<) Seja Agy uma nildlgebra. Entao Vx € Ay, x é nilpotente. Seja u € A um
idempotente ortogonal a e. Entdao ue = eu = 0, o que significa que u € Ay, ou
seja u é nilpotente. Mas isto é uma contradicao, pois se u € nilpotente nao pode ser
idempotente. Entao nao podem existir idempotentes nao nulos ortogonais a e. Logo

e é principal. O

O préximo resultado garante a existéncia de idempotentes principais em qualquer

algebra alternativa de dimensao finita que nao é uma nilalgebra.

Proposicao 2.1.9. Qualquer dlgebra alternativa A de dimensao finita que ndo € uma

nildlgebra contém um idempotente principal.

Demonstracgao: Pelo Lema 1.3.3, A contém um idempotente e. Se e nao é principal,
existe um idempotente u em A, ortogonal a e, isto é, u*> = u,u # 0 e ue = eu = 0.
Mas isto significa que u € Agy. Além disso, ¢’ = e+u é um idempotente e a subédlgebra

A1y e contém propriamente A;; = Ay .. De fato, seja x11 € Ay;. Entao:
/
T11€ = T11€ + T11U = T11€ = T11

!
€11 = erq + Ur11 = €r11 = T11

Logo, 11 € Aj1e. Ecomou € Ayy o eu & Ajp e, segue que dim Ayq o < dim Ajq 0.
Se ¢’ é principal, estd demonstrado. Caso contrario repetimos o procedimento acima
para um idempotente u’ € A ortogonal a €. O novo idempotente €’ = ¢’ + u' deve
gerar uma subalgebra A;; .» com dimensao maior que a dimensao de Ay; ... Como A
¢ de dimensao finita este processo deve acabar em algum momento, resultando entao

em um idempotente principal. O

Os resultados a seguir permitirao conhecer com mais detalhes como sao os ele-
mentos propriamente nilpotentes de uma algebra A. A partir deste conhecimento

ficard mais natural a relacdo destes elementos com o radical R(A).
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Consideremos inicialmente a decomposicao de Peirce de A relativa a um idempo-

tente principal e, a ser usada no préximo lema.

Lema 2.1.10. Seja A dlgebra alternativa de dimensao finita e e = €1 + - -+ + ¢, um
idempotente principal de A, onde os e; sao idempotentes primitivos dois a dois orto-
gonais. Seja a decomposicao de Peirce de A em relacao aos idempotentes eq, . .., e;.

Entao, para todoi=1,...,t:
(i) e; € a unidade de Aj;
(i) e; € o unico idempotente de Ay;

(i) Se zy; € Ay € propriamente nilpotente em Ay, entdo xy; € propriamente nilpo-

tente em A.

Demonstragéo: Temos: A“ = {ZE“ c A | ELliy; — (5@1’“7 Tii€r — 5zkxzz} Se k = i,
entao e;r; = Tye; = Ty, 0 que prova (i).

Se u € A;; é um idempotente, entdao e; = u+ (e; —u). Mas u(e; —u) = ue; — u® =
u—u =0, logo u e (e; — u) sdo ortogonais. Escrevemos entao e; como soma de dois
idempotentes ortogonais, o que contraria o fato de e; ser primitivo. Logo, e; é o iinico
idempotente em A;;, provando (ii).

Se x;; é propriamente nilpotente em A;;, isto € x;;a; € nilpotente Va;; € A;;, existe
r € N tal que (z;a;)" =0

A Propriedade 11 da decomposicao de Peirce estabelece que
t
(zia)™ = (wa:)™ " Z Lii Qi -
k=0

Fazendo r = m — 1, temos que (z;a)"™ = 0. Assim x;a é nilpotente Va € A.
Logo z;; é propriamente nilpotente em A e, (iii) esta provado. O
Lema 2.1.11. Nas hipoteses do lema anterior, seja o conjunto

Gij = {si; € Ai; | todos os elementos de s;jAj; sio nilpotentes }.

Cada G;j € um subespaco vetorial de A e G;; € B, o conjunto dos elementos

propriamente nilpotentes de A.
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Demonstracao: Vamos mostrar primeiro que G;; € B, 4,57 =0,...,t.

Pela Proposigao 2.1.8, Agy é uma nilalgebra. Assim, pela Propriedade 11 (Peirce),
todo elemento em Agg é propriamente nilpotente em A. Podemos concluir entao que:
Goo = A C B.

E facil ver que Goj = Aoj, j = 1,...,t. Vamos mostrar agora que os elementos de
G, sao propriamente nilpotentes, o que significa que Gy; C B. Usando a Propriedade
12 (Peirce), fazendo ¢ = 0, temos:

t

(w0;0)™ = (w0;050)™ "> woja% + (zoja0;) (woja50)™ "
k=0

Mas zgjajo € Ago, logo é um elemento nilpotente. Fazendo m —1 = r (r = indice
de nilpoténcia de zgjajo), temos que: (xgjaj0)” =0, e daf: (zg;a)"™ = 0. Isto mostra
que (zgoa) é nilpotente, ou seja zy; é propriamente nilpotente. Portanto Go; C B.

De maneira analoga provamos que G, = Ao, i = 1,...,t. Para provar que G5 C
B usamos novamente a propriedade 12 da decomposi¢ao de Peirce, mas com uma
leve adaptacao, conforme indicamos a seguir. Fazendo j = 0 na referida propriedade,

verln:
t

(ipa)™ = ($z‘0a0z‘)m_1 Z TipGok + (xioaio)(ffioaofi)m_l
k=0

O termo (z;pap;) € Ay nao é necessariamente nilpotente. Af fazemos:
($i0a0i)m_1 = (931'0&01')(%0@01') e ($ioa0i) = xiO(a0i$iO) e (aoﬂfio)am

= xiO(aOimiO)m72a0i

Assim, o termo (ag;x;0) € Ago, sendo portanto nilpotente. Dai (z,0a)™ = 0 para
algum m, o que significa que x;9 é propriamente nilpotente. Portanto G,y C B.

Resta provar que G;; C B, para i, j # 0. Com o mesmo argumento utilizado para
mostrar que Gy C B, usando j no lugar de 0 na propriedade 12 (Peirce), temos que
se z;; € Gy, entdo (x;;a5;) € nilpotente. Logo, pela propriedade 12, x;;a é nilpotente
Va € A. Mas isto quer dizer que x;; é propriamente nilpotente, ou seja z;; € B.
Portanto G;; C B.

Mostremos agora que cada Gj; ¢ um subespago de A. Sejam s, s;; € Gyj. Para

que G;; seja subespago de A, devemos ter:

(i) as;j € G;j, paratodo a € F}



CAPITULO 2. RADICAL E SEMISIMPLICIDADE 45
(11) Sij + S;j € Gl]

Para provar (i) basta mostrar que as;;aj; é nilpotente. Mas s;;a; é nilpotente,

logo, (sijaj;)™ = 0, para algum m. Entao:
(asgjaz)™ = a™(s5a5)" = a™.0 =0

Quanto a (ii), devemos mostrar que (s;; + si;)a;; é nilpotente, para todo aj; €
Aj;. Pelo Lema 2.1.10 e; é o unico idempotente de A;. Agora, usando o Lema
2.1.7 o conjunto dos elementos propriamente nilpotentes de A;; é um ideal. Assim,

(sij + 5" +1ij)aj; = sija; + s;;a;i ¢ propriamente nilpotente em A;. O

O préximo teorema estabelece uma relacao importante entre o conjunto dos ele-

mentos propriamente nilpotentes e o radical.

Teorema 2.1.12 (Zorn). O radical R de qualquer dlgebra alternativa A de dimensdo

finita € o conjunto B dos elementos propriamente nilpotentes de A.

Demonstracao: Seja G = ) G;;. De acordo com o lema anterior cada G;; C B.
Assim G C (B). Mostremos que G = B e que G é um ideal de A. Vamos dividir esta

demonstracao nos seguintes passos, onde mostraremos que:
(i) BCG

Supondo por absurdo que B nao esta contido em G, existe x € B tal que
r ¢ G=)> G Masz => x;, ez, €A, com pelo menos um z;; ¢ Gjj.
Mas, pelo lema anterior (2.1.11), G;; = A;j se i = 0 ou j = 0. Logo z;; ¢ Gj;
requer necessariamente que 7, j # 0.

Se i = j, x;; € Ajj, que é uma &lgebra com 1, logo, pelo Lema 2.1.6, z;; tem
inverso ou ¢ propriamente nilpotente. Mas estamos supondo z; ¢ Gi; C B,
logo x;; nao ¢ propriamente nilpotente. Entao x;; tem inverso b; em Uj; e
podemos escrever

bjivi; = ¢

Vamos mostrar que se ¢ # j, temos a mesma equacao para algum bj; € Aj;.
Como z;; ¢ G, existe aj; € Aj; tal que ajx;; € Aj; ndo é nilpotente. Logo

aj;T;; tem 1nverso z;; € Ajj e temos:

zji(a5iri;) = €
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(iii)

Mas, pela propriedade 6 (Peirce), (z;;,a4,2;;) = 0, @ # j. Entado posso
associar, o que resulta:

(zj505:)2i; = €;
O elemento zj;a;; € Aj; é o inverso de z;;. Assim, podemos considerar a mesma

equagao bj;z;; = e;, tanto para ¢ = j como para ¢ # j.

Pela propriedade 13 (Peirce):
ei(zija)™ = (wa5,)™ 4,7 =0,1,...,¢

Fazendo as seguintes substituigoes: i =j, j =1, x;; = b;; e a = x, temos:
ej(bjir)"e; = (bjii;)™ = €' = e; # 0

Logo b;;x nao ¢ nilpotente, o que significa que x nao é propriamente nilpotente,
isto é, x ¢ B, uma contradigao.

Portanto, se x € B, devemos ter x € GG, e assim B C (G, como queriamos.

G = (B)

Como G é subespago de A, claro que (B) C G. E como, pelo Lema 2.1.11,
G C (B), segue que G = (B).

G é um ideal de A

Mostraremos inicialmente as seguintes inclusoes:
(1111) GijAjk g le i,j, k= O, 17 e 7t
(iii.2) GijAi;; C€Gy i# ], i,j=1,---,t

Se i = k, seja s;; € G;;. Entao s;;A;; é nilpotente e s;;A;; € A;;. Mas, notando

que:
Gii = {si € Ay | todos os elementos de s;;A;; sdo nilpotentes}

temos que s;;A;; C Gy, Vs;; € Gi;. Entao Gi;Aj; C Gy Se @ # k, usamos a
propriedade 6 (Peirce), fazendo:

(GijAji) A = Gij(AjiAri) € GijAj € Gy

Isto indica que x;,Ag; ¢ nilpotente, onde x;, € Gj;A;,. Mas, notando que:
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Gir = {sir € A | todos os elementos de s;; Ay; s@o nilpotentes}

temos que z;;Ar; € Gy, para todo x;;, € Gip Ay Entao: GijAj, € Gy Prova-

mos, assim, a inclusao (iii.1).

Aplicando a propriedade 8 (Peirce), podemos escrever:
(GijAij)Aij = (AijAij) Gy © AjiGij

Vamos mostrar que A;G;; € Gj;.

Seja s;; € Gy;. Entao Aj;s;; € nilpotente e Aj;s,; € Aj;. Mas notando que:
G,j = {sj; € Ajj | todos os elementos de A;;s;; sao nilpotentes}

segue que Aj;s;; € G,j, para todo s;; € Gy;. Logo A;;Gi; € Gj;. Assim, os
elementos de (G;;A;;)A;; sao nilpotentes, logo zj; € Gi;A; = x5 € Gy
Portanto G;;A;; C G, concluindo a prova de (iii.2).

Podemos entao escrever:
GA=(D GO Aw) =D GiyAju+> GiyA; CG
1#]
Esta tultima inclusao ocorre porque cada parcela estd em G, de acordo com
(iii.1) e (iii.2).
(iv) (B) é nilpotente (logo (B) C R)

Ja mostramos que G = (B) é um ideal de A. Provemos agora que (B) é um ideal
nilpotente. Supondo que (B) nao seja nilpotente, por estarmos em dimensao
finita, (B) nao é nildlgebra. Entao, pelo Lema 1.3.3, (B) possui um idempotente

e=e1+---+e,.

Mas (B) = G = >_ Gy;, logo e; € Gy; € nilpotente, contradicao. Entao (B) é
nilpotente, logo (B) C R. Mas R C B, logo (B) = B e, portanto R = B. O

Corolario 2.1.13. Seja e um idempotente em uma dlgebra alternativa A de dimensao
finita e R radical de A. Seja a decomposi¢ao de Peirce de A em relagao a e, dada por

A= An —|—A10 +A01 +A00. Se Rz € o radical de Au‘, entao Rz = RN Aii7 (Z = 0, ].)
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Demonstracgao: Seja z;; € R;. Claro que x; € A; e x;; é propriamente nilpotente
em A;. Entao, pelo Lema 2.1.10, segue que x;; é propriamente nilpotente em A, logo
xr; € R. Entao z; € RN A;; e portanto R; € RN A,

Reciprocamente, seja z;; € RN A;. Temos que x;; é propriamente nilpotente em
A (pois z;; € R). Mas como x;; € Ay, x;; é propriamente nilpotente em A;;, isto é,

i € R;. Logo RN A; € R;. Dald, temos a igualdade desejada. O

Corolario 2.1.14. Seja e um idempotente principal em uma dlgebra alternativa A

de dimensao finita. Entao Aig + Ao + Ago C R.

Demonstracao: Pelo Lema 1.3.3 podemos escrever e = e; + -+ + ¢;, com 0S ¢;
idempotentes primitivos dois a dois ortogonais. Vamos provar que
t t
A = Z Gio, Aol = Z G0j> e Ag = Goo.
i=1 j=1
Esta ultima igualdade ja foi provada no Lema 2.1.11, onde também foi provado

que Gy = Ajp e Goj = Agj, 4,j =1,...,t. Considerando a decomposicao de Peirce
de A em relagao aos e;, temos, pela prépria maneira como tal decomposicao € definida,

t t
que Ajg = > Ay, 0 que é equivalente a Ajg = > Gi. Analogamente provamos que

i=1 =1

t
Ap1 = Y Go;. Como, pelo mesmo lema os G;; sao subespacos de A e G;; C B = R,
j=1

t t

segue que Y Gio+ > Go;+Goo C R, ou Ajo+ A1 + A € R, conforme foi afirmado.

i=1 j=1
O
Defini¢ao 2.1.6. Uma dlgebra alternativa A é chamada semisimples se R(A)=0.

Teorema 2.1.15. Toda dlgebra alternativa semisimples A ndo nula, de dimensao

finita possui unidade.

Demonstragao: Como A é semisimples, seu radical R é nulo. Como A # 0, A nao
¢ uma nilalgebra. De fato, se A fosse nildlgebra, todo x € A seria nilpotente. Como
A é de dimensao finita, A seria nilpotente. Mas R é o ideal nilpotente maximal de
A, logo A = R = 0, contradicao.

Pelo Lema 1.3.3, se A nao é nildlgebra, A possui um elemento idempotente. Nestas

condicoes, A possui um idempotente principal e, de acordo com a Proposicao 2.1.9.



CAPITULO 2. RADICAL E SEMISIMPLICIDADE 49

Dai, pelo corolario anterior (2.1.14), considerando a decomposi¢ao de Peirce de A

relativa a e, temos:
A+ Apn+ApnCR=0 = A=A =cede = e=1 O

Definicao 2.1.7. Uma dlgebra A € chamada simples se A nao € uma zero dlgebra

e 08 seus unicos ideais sao 0 e A.

O teorema a seguir, devido a Zorn, estabelece a estrutura das algebras semisim-
ples, como soma direta de ideais simples. Sua demonstracao sera omitida, podendo

ser encontrada em [22].

Teorema 2.1.16 (Zorn). Uma dlgebra alternativa A ndao nula de dimensdo finita é

semisimples se e somente se A =G @ --- B Gy, com G, ideais simples (i = 1,...,1).

Exemplos de dlgebras semisimples

1) Toda algebra simples é semisimples.

E uma conseqiiéncia direta do teorema anterior (2.1.16).

2) O produto cartesiano de uma familia finita de dlgebras simples de dimensao
finita é uma algebra semisimples.
Sejam Aq,..., A, algebras simples. Formamos o produto cartesiano
A=A x---x A, ={(a,...,a,) | a; € A;; 1 < i < n}. Tal produto é
uma algebra se definirmos as operagdes componente a componente. Assim, se
a=(ay,...,a,), b= (by,...,b,) € A, temos: a+b=(a; +by,...,a,+0b,) e
ab = (a1by,...,anb,). Parai=1,... ,n,sejal; =0x -+ x0x A; x 0 x -+ x0.
I; é um ideal simples de A, pois A; é simples. Como A =1; & --- & [,, entao

A é semisimples.

3) A/R(A) é semisimples.

A verificagao de que o radical de A/R(A) é nulo sera feita no lema a seguir.

4) Seja G um grupo finito e F' corpo. A algebra de grupo FG é definida por:

FG={) a,9, a, € F}. FG é semisimples se e somente se carF' = 0 ou carF’
geG
nao divide a ordem de G. Este é o Teorema de Maschke, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [5].
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Lema 2.1.17. Seja (A, w) dlgebra barica alternativa. Entio R(A/R(A)) =0

Demonstragao: © € R(A/R(A)) = z =a+ R(A), com a € A e x é propriamente
nilpotente. Seja n indice de nilpoténcia de R(A). Entao, dado y € A/R(A), y =
b+ R(A). Dai: 0= (yz)" = ((b+ R(A))(a + R(A)))™ = (ba)" + (R(A))" = (ba)™ +
R(A) = (ba)" € R(A). Assim, ba é nilpotente, o que significa que a é propriamente
nilpotente. Logo a € R(A) e a+ R(A) =z = 0. O

2.2 Decomposicao de Peirce em algebras baricas

Vimos que uma algebra barica alternativa (A, w) pode ser decomposta como A =
Fz @ Ker(w), para algum z € A, com w(zx) # 0.

Vimos também que (A, w) (bérica alternativa) possui um idempotente de peso 1.
Seja e este idempotente. Podemos fazer a decomposicao acima com e no lugar de x

e ficamos com:
A= Fe® Ker(w) ou, equivalentemente A = Fe @ bar(A)
Além disso, temos a decomposicao de Peirce de A em relagao a e, dada por:

A=A ® A ® Aot @ Ago, onde

Aij = {lL'ij S A | €x;; = Z'J,’Z‘ﬁ Tij€ = jZEij, Z,] = O, 1}
A proposicao seguinte relaciona estas duas decomposigoes.

Proposicao 2.2.1. Tendo em vista as duas decomposicoes da dlgebra bdrica alter-

nativa (A, w), temos:
AH = Fe @D bCLT(A)H AIO = b(lT’(A)lo A()l = bCLT(A)Ol AOO = bCLT(A)OO

Demonstragao: Explicitando a decomposigao de bar(A) em termos de seus elemen-

tos, temos:

bar(A)11 = {x € bar(A)
bar(A)o = {x € bar(A)
bar(A)o = {x € bar(A)

(4) (4)

00 = {z € bar(A) | ex =0, ze =0}

| ex =z, xe = x}
| ex =z, xe = 0}
|

er =0, xe =z}

S

bar
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Mostremos primeiro que Ay; = Fe @ bar(A)y;. Seja x € Fe @ bar(A);;. Entao
r=ae+u, a € F, u € bar(A);. Dat:
re = (ae+u)e = (ae)e+ue =ae’* +tu=ae+u=ux

ex =elae+u) =exeteu=ae’+u=acet+u==x
Como xe = x = ex, segue que Fe @ bar(A); C Aq;.

Seja agora x € A;;. Considerando a decomposicao original de A como A =
Fe & bar(A), podemos escrever © = ae 4+ u, com o € F, e u € bar(A). Mas x € Ay,
entao:

re=1r = (aetu)e=ae+u = ae’+ue=aec+u

= aetue=ae+u = ue=1u

ex=x = elaetu)=ae+u = eae+eu=ae+u

= alteu=ccet+u = acteu=caet+u = eu=u

Entdo, ue = u = eu, logo u € bar(A)y; e, assim, © € Fe & bar(A)y, logo

Ay € Fe@® bar(A)y;. Com isto, provamos que Ayj; = Fe @ bar(A)q;.

Mostremos agora que Ajg = bar(A)jp. Evidentemente bar(A);g € Ajp. Resta

provar que Ajg C bar(A)p. Seja z € Ajg. Entao ex = x e xe = 0, e calculamos:
w(z) = wlex) = w(e)w(r) = w(x)w(e) = w(ze) = w(0) =0

Dai, z € bar(A). E como ex = z e ze = 0, segue que = € bar(A)jp. Logo

Aqg C bar(A)qp, resultando entao que Ayg = bar(A)q.
De maneira inteiramente analoga se prova que Ay = bar(A)n

Mostremos finalmente que Agy = bar(A)go- E claro que bar(A)gp C Ag. Basta
mostrar que Agy C bar(A)g. Para tanto, seja x € Ag. Entao ze = ex = 0.

Afirmamos que = € bar(A). De fato:
w(z) = lw(z) =w(e)w(r) =wler) =w(0) =0

E como xze = ex = 0, temos que = € bar(A)go, logo Agy C bar(A)y e, portanto
AOO = bCLT(A)Oo. O
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Observacoes

e A decomposigao de Peirce de A em relagao a e fica:
A= Fe®bar(A) @ bar(A)io @ bar(A)or & bar(A)ep

e Fe® bar(A);; é uma subdlgebra bérica de A. De fato, se © € Fe @ bar(A)i,

entao existe a« € F' e u € bar(A); tal que
r=ae+u e w(r)=wlae+u) =aw(e) +w(u) =a.l+0=a.

E como « é arbitrario, o peso de x nao é zero. Assim, Fe @ bar(A);; é uma

subdlgebra bérica de A.
e bar(A)g é uma subdlgebra de bar(A) que nao é bérica.

A proposicao a seguir estabelece as condi¢oes para que um idempotente e em uma

algebra barica alternativa seja principal.

Proposicao 2.2.2. Em uma dlgebra barica alternativa (A, w), um elemento e é um

idempotente principal se e somente se bar(A)gy € uma nildlgebra.

Demonstracao: (=) Se e é um idempotente principal e x € bar(A)g, entao ex =
xe = 0. Isto significa que x é ortogonal a e. Logo z nao pode ser idempotente,
pois, se fosse, e nao seria principal. Entao, bar(A)g nao possui idempotentes. Como

bar(A)g é subdlgebra de A, segue que bar(A)g é uma nildlgebra.

(<) Se bar(A)po ¢ uma nilalgebra, bar(A)g nao possui idempotentes, pois todo
elemento de bar(A)go é nilpotente. Se e nao fosse principal, existiria um idempotente
x € A ortogonal a e, isto é, ex = xe = 0, logo = € bar(A)q, contradi¢do. Portanto e

é principal. O

Seja e € (A,w) um idempotente de peso 1. Sabemos que e = e; + -+ + e,
com os ¢; idempotentes primitivos dois a dois ortogonais. Se e é um idempotente,
devemos ter w(e) = 0 ou w(e) = 1. De fato, se w(e) # 0, entao w(e) = w(e?) =
w(e)w(e) = w(e) = 1. Assim, na decomposi¢ao acima, supondo w(e) = 1, temos:
1=w(e) =w(ey+---+e,) =w(e)+---+w(e,). Entdo, um dos e; tem peso 1 e os
demais, peso 0. Vamos considerar: w(e;) = ... = w(e,—1) = 0e w(e,) = 1. Desta

forrna, €SCreveInos:
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A= Fe®bar(A).

Obtemos também uma decomposi¢ao mais refinada de A

A= Gn} A;;, onde

ij=1
Aij = {xij € A exxij = Opiij € vyjer = 0T}
27.72077”7 ]{7:1,,77,
Proposicao 2.2.3. Tendo em vista as duas decomposigoes da dlgebra bdrica alter-

nativa (A, w), temos:
App = Fe, @ bar(A)pn, Ay =bar(A)i;, (i4,7) # (n,n)
Demonstragao: E inteiramente analoga a Proposicao 2.2.1

Com a notac¢ao da proposi¢ao anterior, escrevemos:

A=Fe,® (P bar(A);)
i,j=0

Consideremos agora a decomposigao de Peirce de bar(A) em relagao a
U=e€e+--+e€ep_1.

Para isto usaremos a notacao (bar(A));; para diferenciar de bar(A);; (que se refere

a decomposicao em relagao a e). Assim, temos:

bar(A) = nG_}l (bar(A))i;

1,j=0

A proposicao a seguir relaciona as decomposicgoes de bar(A) em relagao a e e a u.
Proposicao 2.2.4. Na notacao indicada acima, tem-se:

(i) (bar(A))eo = bar(A)g @ bar(A)o, @ bar(A)no @ bar(A)n,

(i) @ (bar(A))o; = @ (bar(A)y, @ bar(4),)
(iii) Z@l(bar(/l))io = E(b&?"(/l)io ® bar(A)n)

n—1

(v) D (bar(A)); = @ bar(A),

ij=1 i.j=1
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Demonstragao:

(i)

(iii)

(bar(A))oo = {xi; € bar(A) | exxij =0, w45e, =0}
(1,7=0,...,n; k=1,...,n—1)

Como ejx;; = 0k;x;;, para que um elemento z;; pertenga a (bar(A))go, devemos
ter dx; = 0, ou seja k # 1. Portanto, © =0 e i =n.
Da mesma forma, sendo z;;e;, = ,,x;;, para que x;; € (bar(A))oo, devemos ter

05 =0, para todos j = 1,...,n. Portanto j =0ej =n.

Assim, os elementos de (bar(A))g sao todos da forma xgg, Ton, Tno, Tnn. Mas

zoo € bar(A)o, Ton € bar(A)on, Tno € bar(A)no € T, € bar(A)n,. Logo
(bar(A))oo € bar(A)eo @ bar(A)o, @ bar(A)no ® bar(A)n,

Mas como a inclusao contraria é claramente verdadeira, segue a igualdade.

(bar(A))o; = {xij € bar(A) | exzij =0, xijex = 45}
(t,7j=0,...,n; k=1,---,n—1)
Para que ez;; = 0 devemos ter k # ¢, entao i =0 e 7 = n.
Para que z;je;, = x;; devemos ter k = j, entao j = 1,...,n — 1. Portanto
zij € (bar(A))oj = Tij =01+ ... + Ton—1 + Tp1 + ... + T
Assim (bar(A))o; C Té}j(bar(A)oj) @ bar(A),,

j=
Como a outra inclusao é clara, segue a igualdade.
(bar(A))io = {xi; € bar(A) | exzij = x5, xijer =0}
(t,7j=0,...,n; k=1,---,n—1)
Para que eyx;; = x;; devemos ter k =4, entaoi =1,...,n — 1.
Para que z;;e;, = 0 devemos ter k # j, entao j = 1 e j = n. Portanto
zij € (bar(A))io = zij =10+ ...+ Tp10+ T+ oo+ Tpoin
Assim (bar(A))io C né}l(bar(A)io @ bar(A)in

i=1

Também a outra inclusao é imediata, e temos entao a igualdade.
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(iv) (bar(A));; = {xi; € bar(A) | exxi; = ij, Tij€r = Tij}
,7=0,....n; k=1,---.n—1
Para que eyr;; = x;; devemos ter k =14, entao i =1,...,n — 1.
Para que z;je;, = x;; devemos ter & = j, entao j =1,...,n — 1.
Os elementos de (bar(A));; (i,j) # (n,n) devem ser da forma:
Tij=ru+-+Tp+- -+t +Tu1n
Analogamente aos casos anteriores, obtemos:

n—1
(bar(A))ij = @D bar(A); U

ij=1
Proposigao 2.2.5. Sejam (A, w) dlgebra barica alternativa, e idempotente principal
em (A w), come=e;+---+e,, we)=wle,) =1, e idempotentes primitivos dois

a dois ortogonais. Entio u = ey +---+ e,_1 é um idempotente principal em bar(A).

Demonstragao: Considerando a decomposigao de Peirce de bar(A) em relagao a u,

temos, na notacao da proposicao anterior:

bar(4) = (bar(A4)) ® (@ ar(4))o; @ (B (bar(A))n & (@ (bar(4),)

Para que u seja principal, (bar(A))g deve ser uma nildlgebra (de acordo com a

Proposigao 2.2.2). Sabemos, da proposigao anterior (2.2.4), que:
(bar(A))oo = bar(A)gy @ bar(A)g, @ bar(A)ue @ bar(A)u,
Seja x € (bar(A))g. Podemos escrever x = b + x,,,, com
b € bar(A)g ® bar(A)on, ® bar(A),e C R(A) e zpy, € bar(A) .

Como A, = Fe, ® bar(A)n,, pelo Lema 2.1.10 e, é o unico idempotente em
Apn, logo bar(A),, nao possui idempotentes. Entao, a Proposigao 2.1.9 garante que
bar(A)n, é uma nildlgebra. Assim, x,, é nilpotente. Sendo e, o unico idempotente
em A,,, estamos nas condi¢oes do Lema 2.1.6, em cuja demonstracao ficou provado
que todo elemento nilpotente em A,, é também propriamente nilpotente. Temos
entao, x,, propriamente nilpotente, logo x,, € R(A).

Assim 2 = b+ x,, € R(A) (pois R(A) é ideal de A, b € R(A), x,, € R(A)), logo

x é propriamente nilpotente, o que significa (Lema 2.1.3) que x é nilpotente. Sendo
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x € (bar(A))oo arbitrario, segue que (bar(A))gy ¢ uma nilalgebra. Portanto v é um

idempotente principal em bar(A). O

Proposicao 2.2.6. Seja (A, w) uma dlgebra barica alternativa e e € A um idempo-
tente de peso 1. Entao bar(A) é uma nildlgebra se e somente se e é um idempotente

primitivo e principal.

Demonstragao: (=) Se e ndo ¢é primitivo, entdo e = u + v, com u e v idempotentes
ortogonais nao nulos, isto é, uv = vu = 0, u? = u, v?> = v Como w(e) = 1, entdo
se w(u) = 1, deverfamos ter v € bar(A), contradigao, pois bar(A) é uma nildlgebra.
Entao e tem que ser primitivo. Se e nao é principal, entao existe u € A tal que
eu = ue = 0 e u? = u. logo u € bar(A), pois 0 = w(eu) = w(e)w(u) = w(u).

Contradicao. Logo e deve ser principal.
(<) Seja a decomposi¢ao de A em relagao a e, dada por
A=Fe®bar(A);1 & bar(A)io ® bar(A)er & bar(A)e

que também pode ser escrita: A = Fe @ bar(A).

Pela Proposicao 2.2.5 bar(A);; é uma nilalgebra e, além disso, e é o tinico idempo-
tente de Ay = Fe®bar(A)q;. Assim, o Lema 2.1.6 pode ser aplicado, e todo elemento
nilpotente de bar(A),, é também propriamente nilpotente. Dai bar(A),, C R(A).
Mas, sabemos que bar(A)ig @ bar(A)p @ bar(A)o € R(A), (Coroldrio 2.1.14) logo
bar(A) C R(A). Portanto bar(A) é nilpotente e, consequentemente, bar(A) ¢ uma
nildlgebra. 0

2.3 O radical e o bar radical

Nesta se¢ao vamos definir o bar radical de uma algebra bérica. Comegaremos com

uma proposi¢ao que relaciona o radical de A com o radical de bar(A).

Proposicao 2.3.1. Sejam (A, w) dlgebra bdrica alternativa, R(A) o radical de A e
R(bar(A)) o radical de bar(A). Entao R(A) = R(bar(A)).

Demonstracao: Como R(A) é uma nildlgebra, entdo R(A) C bar(A).

(x€eR(A) = 2"=0 = w(2") =(wx)"=0 = w(x) =0)
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Sendo R(A) um ideal de A, e R(A) C bar(A) C A, temos que R(A) também
¢ um ideal (nilpotente) de bar(A). Logo R(A) C R(bar(A)). Resta mostrar que
R(bar(A)) C R(A). Para isto, é suficiente mostrar que R(bar(A)) é um ideal de A.

Considerando a decomposigao de Peirce de bar(A) em relacgo au = ey +---+e€,-1

dada na Proposigao 2.2.5:

bar(4) = ar(4))o0 @ () (bar(A))y & (B Gar(A))n & (@ (bar(4)))

Temos, pelo Corolério 2.1.14, que:
n—1 n—1
(bar(A))oo & (€D (bar(A))o; & (B (bar(A))io S R(bar(A))
j=1 i=1
Agora, usando a decomposicao de Peirce de A em relagao ao idempotente principal
e, temos que, de acordo com a Proposi¢ao 2.2.4, um elemento b € R(bar(A)) pode

ser escrito de maneira Uinica como:

n—1 n—1 n—1
b= (boo + bon + bno + bpn) + X (boj + bnj) + > (bio + bin) + D bij
j=1 i=1 1,j=1

Para mostrar que R(bar(A)) é um ideal de A, precisamos mostrar que e,b € A e
que be, € A, pois w(e,) =1 e w(e;) =0 paratodoi=1,...,n— 1.

n—1
enb - enbOO + enbOR + 6nbnO + enbnn + Z(enbﬂj + enbnj)
j=1
n—1 n—1
+ (6nbi0 + enbm) + Z enbij

1 ij=1

i

i
L

n—1

= e,b = bpo + bpy + z_: bn; € (bar(A))oo @ (P (bar(A))o;) C R(bar(A))

j=1 j=1

ben = booen + bOnen + bnoen + bnnen + (bOjen + bnjen)

j=1
n—1 n—1
+ Z(bioen + bmen) -+ Z bijen
i=1 i,j=1

= ben = bon + bpn + "Zl bin € (bar(A))oo © (B (bar(A))i) € R(bar(A))

i=1 i=1
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Provamos assim, que R(bar(A)) é um ideal de A, logo R(bar(A)) C R(A). Das

duas inclusoes resulta que R(bar(A)) = R(A), como queriamos. O

Para avancarmos em nosso objetivo precisaremos estudar algumas propriedades
vélidas para as dlgebras bdaricas arbitrarias (ndo necessariamente alternativas). Tais
propriedades permitirao caracterizar o conceito essencial desta secao, o bar radical,

que definiremos em breve.

Defini¢ao 2.3.1. Sejam (A, w), (B,~) dlgebras bdricas e p: A — B homomorfismo
de dlgebras tal que v o o = w.

(i) ¢ € chamado homomorfismo bdrico.
(ii) Se ¢ for sobrejetor serd chamado epimorfismo bdrico.

(iii) Se @ for bijetor dizemos que ¢ € um isomorfismo bdrico. Neste caso, as
dlgebras bdricas (A,w) e (B,v) sdo ditas isomorfas e denotamos (A, w) =,

(B,7)-

Defini¢ao 2.3.2. Um ideal I de uma dlgebra bdrica alternativa (A,w) é chamado
ideal bdrico de A se I C bar(A)

Definigao 2.3.3. Sejam (A,w) uma dlgebra bdrica e B subdlgebra de A tal que
bar(B) € um ideal bilateral de A. Entao B é chamada subdlgebra bdrica normal.
Notagio: B< A ou B< A, se B# A.

Lema 2.3.2. Sejam (A,w), (B,~) dlgebras bdricas e p : A — B um homomorfismo

bdarico. Entao tem-se:

(i) ker ¢ é um ideal bdrico de A;

(i) Se C' < A, entio p(C) < B e bar(o(C)) = ¢(bar(C));
(iii) Se Ca D < A, entio ¢(C) < p(D) < B.
Demonstragao:

(i) Basta mostrar que ker ¢ C bar(A). Seja x € ker ¢. Entao ¢(z) = 0. Mas

w = yop, logow(x) = (yop)(r) =v(p) =7(0) =0 = =z € bar(4).
Portanto ker ¢ C bar(A).
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(i) E imediato que ¢(C) < B. Mostremos que bar(p(C)) = @(bar(C)). Seja
x € bar(p(C)). Entao, como ¢(C') é subdlgebra de B, temos v(x) = 0, e ainda
z € p(C), donde = = p(c) para algum ¢ € C. Assim
0 =7(z) =7(¢(c)) = (yo ¢)(z) = w(c). Entao
cebar(A) ex=p(c) € p(bar(C)). Logo bar(o(C)) C (bar(C)).
Seja agora x € p(bar(C)). Existe ¢ € bar(C) tal que x = ¢(c).
Da, 7 € ¢(C) e 1(z) = 1(2(0)) = (10 9)(x) = w(e) =0 = = € bar(4(C)).
Logo ¢(bar(C)) C bar(e(C)).

(iii) Basta provar que bar(p(C)) é um ideal bilateral de bar(¢(D)). Sejam z €
bar(p(D)) e y € bar(¢(C)). Entao, por (i), x € p(bar(D)) e y € p(bar(C)),
e podemos escrever © = (D), com d € bar(D) e y = ¢(C), com ¢ € bar(C).
Dai, zy = ¢(d)¢(c) = ¢(dc). Mas como C' <4 D, bar(C') é um ideal bilateral
de bar(D), entao dc € bar(C), logo zy = ¢(dc) € p(bar(C)) = bar(p(C)).
Portanto bar(p(C')) ¢é ideal bilateral de bar(p(D)). O

Definicao 2.3.4. Sejam (A, w) uma dlgebra bdrica e B C A.

(i) B ¢ uma subdlgebra bdrica mazimal (subdlgebra barica mazimal normal)
de (A,w) se B< A(B<A) eseC<A(C<A) tal que BC C, entao C =B
ou C'= A.

(ii) B € um ideal bdrico maximal de (A, w) se B é um ideal bdrico de (A, w), B #
bar(A) e se J € um ideal bdrico de (A,w) tal que B C J, entio J = B ou
J =bar(A).

Lema 2.3.3. Sejam (A,w) e (B,~) dlgebras bdricas e p: A — B um epimorfismo
barico. Entao as sequintes condigoes sao validas:

(i) Se C < B, entio ¢~ *(C) < A e bar(p=1(C)) = p~Hbar(C));

(ii) Se C' < D < B, entio o~ (C) ¢~ 1(D) < A;

(iii) Se C < A (C <« A) € mazimal e kerp C C, entio p(C) < B (p(C) <« B) €

maximal;

(iv) Se C < B (C < B) ¢ mazimal, entio o' (C) < A (p~1(C) <« A) € mazimal.
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Demonstragao:

(i)

(i)

(iii)

E fécil ver que ¢~ 1(C) é subélgebra de A. Agora, seja x € bar(¢~1(C)). Temos
que = € o (), logo ¢(x) € C. Além disso, w(x) = 0. Escrevemos entao:
0=w(@) = (vop)(z) = 1(p(@) = ¢z) € bar(C) e x € ¢~ (bar(C)).
Logo bar(p=4(C)) C ¢ Ybar(C)). Seja agora x € ¢~ (bar(C)). Entao existe
¢ € bar(C) tal que p(x) = c. Mas se ¢ € bar(C'), entdao y(c) = 0 e escrevemos:
0=1(c) =7(p(z)) = (yo p)(z) = w(z). Assim, z € bar(p~"(bar(C))). Logo,
pela primeira inclusao, z € ¢~ (bar(bar(C))) = ! (bar(C)).

Devemos mostrar que bar(p~'(C')) é ideal bilateral de bar(¢~'(D)). Tomemos
a € bar(e71(C)) e b € bar(¢~*(D)). Entao, por (i), a € ¢ Y (bar(C)) e b €
¢~ (bar(D)), donde p(a) € bar(C), ¢(b) € bar(D) = ¢(a)p(b) = p(ab) €
bar(D), pois C < D. Logo ab € ¢ (bar(D)) © bar(p~Y(D)). De maneira
andloga chegamos a ba € bar(p~'(D)).

Por 2.3.2 (ii) temos que ¢(C) < B. Devemos mostrar que ¢(C) < B, isto &,
©(C) # B. Supondo que ¢(C) = B, teremos C' = ¢ *(¢o(C)) = ¢ (B) = A,
contradigao, pois C' < A. Para mostrar que ¢(C') é maximal, seja D < A tal que
¢(C) € D. Entao, por (i), ¢~ (p(C)) < ¢ I(D) < Aou O < p7'(D) < A.
Mas como C' ¢ maximal, devemos ter ¢ '(D) = C ou ¢ (D) = A. Dali,
D = ¢(C) ou D = ¢(A) = B. Portanto ¢(C) é maximal.

O caso C 94 A = ¢(C) < B é maximal, se prova de modo analogo.

Por 2.3.2 (ii) temos que p(C) < A. Se ¢ 1(C) = A, entao C = ¢(¢p1(C)) =
¢©(A) = B, contradigao, pois C' < B. Seja agora D < A tal que ¢ 1(C) C D.
Entao C' C (D) e por 2.3.2 (ii), (D) < B. Dai, C C ¢(D) < B, mas
sendo C' maximal, segue que p(D) = C ou ¢(D) = B. Logo, D = ¢~ *(C) ou
D = ¢ 1 (B) = A, o que significa que ¢ !(C') é maximal.

O caso C <4 B = ¢ }(C) < A é maximal, se prova de modo anélogo. O

Lema 2.3.4. Sejam Ay e Ay subdlgebras bdricas de uma dlgebra bdarica (A, w). Entdo

Ay =

Ay se e somente se Ay C Ay e bar(Ay) 2 bar(As)

Demonstracao: A parte somente se é imediata. Agora, note que A; C Ay, =
bar(A;) C bar(Az) e como, por hipdtese, bar(A;) D bar(As), resulta bar(A;) =
bar(Asz). Dai: A; = Fa ® bar(Ay) = Fa @ bar(Ay) = Ay, Va e A, w(a) =1. O
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A proxima proposicao corresponde a um dos conhecidos teoremas do homomor-
fismo de algebras, validos naturalmente para algebras baricas. A demonstracao se

faz do modo usual e serd aqui omitida.

Proposicao 2.3.5. Sejam B uma subdlgebra de uma dlgebra bdrica (A,w) e I um
B+1
ideal bdarico de A. Entao B+1 < A, I € um ideal bdrico de B+1 e ——;

Y

" InB’

Lema 2.3.6. Sejam (A,w) uma dlgebra barica e B 4 A. Entao B é mazimal se e

somente se bar(B) é um ideal bdrico mazimal de (A, w).

Demonstracao: (=) Seja B < A maximal (B # A). Quero mostrar que bar(B) ¢é
um ideal barico maximal de A. Seja entdao D um ideal barico de A tal que bar(D) C
D C bar(A). Seja b € B tal que w(b) = 1. Sabemos que B = Fb @ bar(A). Fazendo
C' = Fb® D, segue que D = bar(C'), que é ideal barico de A, donde C' < A. Temos
ainda: B C C' C A, e como B é maximal, C' = B ou C = A. Dali, bar(C) = bar(B)
ou bar(C') = bar(A) e portanto D = bar(B) ou D = bar(A).

(<) Suponhamos agora que bar(B) é um ideal barico maximal de A. Seja C' < A tal
que B C C. Assim: bar(B) C bar(C) C bar(A), e como bar(B) é maximal, resulta
que bar(C) = bar(B) ou bar(C) = bar(A). Entao, por 2.3.4 devemos ter C' = B ou

C = A, o que indica que B é maximal. O

Definigao 2.3.5. Uma dlgebra bdrica (A, w) € simples se para todas B 4 A, tivermos
bar(B) = 0 ou bar(B) = bar(A).

Lema 2.3.7. Sejam (A, w) uma dlgebra bdrica e B 4 A. Entao B é maximal se e

somente se A/bar(B) € simples.

Demonstracao: Seja ¢: A — A/bar(B) o epimorfismo barico dado por ¢(a) =
a+ bar(B). Seja B < A maximal. Entao, se C' 1 A/bar(B), por 2.3.3, temos:

e 1(C) a4 ¢ (A/bar(B)) = A. E também bar(B) C bar(¢ '(C)). De fato,
bebar(B) = o(B)=b+bar(B)=0€eC = be e (C) "B b e bar(p ().

= bar(B) C bar(p~'(C))

Mas, pelo Lema 2.3.6, sendo B < A maximal, bar(B) é um ideal barico maximal

de bar(A). Portanto:
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bar(¢~H(C)) = bar(B) ou bar(¢~'(C)) = bar(A) (I)
Mas, podemos escrever C' = ¢~ (C)/bar(B). Entao:
bar(C) = bar(o~1(C)/bar(B)) = bar(C) = bar(p=(C))/bar(B)

Por (I) temos: bar(C) = bar(B)/bar(B) =0 ou
bar(C) = bar(A)/bar(B) = bar(A/bar(B))

Reciprocamente, seja A/bar(B) simples. Se existe C' 4 A tal que B C C entdo,
pelo Lema 2.3.2, p(C) < A/bar(B). Mas, sendo A/bar(B) simples, devemos ter
bar(o(C)) = 0 ou bar(p(C)) = bar(A/bar(B)). Novamente, por 2.3.2, bar(¢(C)) =

@(bar(C)). Logo:
bar(B) = ¢ 1(0) = bar(C) ou
bar(C) = ¢~ (bar(A/bar(B))) = bar(p~'(A/bar(B))) = bar(A). O

Definicao 2.3.6. O bar radical de uma dlgebra bdrica alternativa (A, w) € a inter-

sec¢ao de todos bar(B), onde B < A é mazimal. Notagao: Rp(A).

Lema 2.3.8. Sejam (A, w) uma dlgebra bdrica e I um ideal bdrico de A. Entao sio

vdlidas:
(i) Rp(A/I) = Nbar(B)/I, onde B<A ¢ mazimal ¢ I C B;
(i) (Rp(A)+1)/I C Rp(A/I);
(ii) Se I C Ry(A), entdo Rp(A/I) = Ry(A)/I.
Demonstragio:

(i) Seja p: A — A/I, ¢(a) = a+ I, epimorfismo barico. Por defini¢ao, Rg(A/I) é
a intersecgao de bar(C), onde C' <4 A/I é maximal. Seja B < A, maximal e com
I C B. Podemos fazer o quociente B/I e, é claro que ¢(B) = B/I. Pelo Lema
2.3.3, (B) = B/I < A/I e é maximal. Portanto Rg(A/I) C (\bar(B/I). Seja
agora, B’ < A/I maximal. Entdo, pelo Lema 2.3.3, ¢~ }(B’) < o 1 (A/I) =

(ii) Se B< A é maximal e I C B, entao Rg(A) + I C B. Logo Rp(A) +
C

I € () bar(B). Fazendo o quociente por I, teremos: (Rg(A) + I)/I
ICBaA

() bar(B)/I. Logo, por (i), (Rg(A)+ 1)/I C Rg(A/I).

ICB<A
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(iii) Se I € Rp(A), entdo I C B, VB < A maximal. Entao, por (i), Rg(A/I) =
Rgp(A)/I. O

Lema 2.3.9. Sejam (A, w) uma dlgebra bdrica e B < A. Entdo Rg(B) C Rg(A)NB.

Demonstracao: Tomemos C' <4 A maximal. Se bar(B) C bar(C), entdo Rg(B) C
B Nbar(C). De fato, Rg(B) C bar(B) = BNbar(B) C BNbar(C).

Agora, se bar(B) ¢ bar(C'), entao bar(B) ¢ C, logo C' C C' + bar(B). Mas C é
maximal, portanto A = C + bar(B).

Seja x € B. Como B C A, z € A. Logo posso escrever x = ¢+ b, onde ¢ € C' e
bebar(B). Dal,c=2x—b = c€ B = ce€ BNC. Com isto x € BN C + bar(B),
o que resulta em: B C BNC + bar(B). Como a inclusao contraria é 6bvia, obtemos:
B =BNC+ bar(B).

Tomamos agora b € BN C tal que w(b) = 1 e escrevemos: C' = Fb+ bar(C) e
também B = F'b+ bar(B). Mas

A=C+bar(B) = Fb+bar(C) + bar(B) = A= B+ bar(C). Entao:

A B+bar(C) B B B
bar(C)  barC - bar(C)N B~ bar(C N B)

(*) Prop. 2.3.5

Como C'<9A é maximal, pelo Lema 2.3.7, A/bar(C') é simples, dai, pelo isomorfismo
indicado acima, também BN C'<B é maximal. Temos ainda: Rg(B) C bar(BNC) =
B nNbar(C). Como C é arbitraria, esta inclusao vale para toda subalgebra maximal
de A. Entao:

Rp(B) C N (BNbar(C))=BN ( N bar(C)) = BN Rp(A) O
CaA CaA

Proposigao 2.3.10. Sejam (A, w) dlgebra barica e B, subdlgebra barica normal de
A tal que Rp(A/bar(B)) = 0. Entio Rp(B) C Rp(A) C B.

Demonstragao: Lembrando que bar(B) é um ideal barico de A, podemos aplicar o
Lema 2.3.8 (ii), obtendo:

(Rp(A) +bar(B))/bar(B) C Rg(A/bar(B)) =0 = Rp(A) C bar(B) C B.

Assim, Rp(A) N B = Rp(A) e, pelo Lema 2.3.9, Rp(B) C Rp(A) O
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Definigao 2.3.7. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica alternativa tal que Rg(A) = 0.

Dizemos que (A, w) é semisimples no sentido bdrico ou b-semisimples.

Defini¢ao 2.3.8. Seja (A, w) uma dlgebra barica alternativa e I um ideal barico de

A. Se I for simples, dizemos que I € um tdeal b-simples.

A estrutura das algebras baricas b-semisimples, semelhantemente as algebras
semisimples, é dada como uma soma direta de ideais b-simples. O teorema a seguir

explicita tal resultado. Omitiremos sua demonstracao, que pode ser encontrada em
[7].

Teorema 2.3.11. Seja (A,w) dlgebra bdrica de dimensao finita. Entao A € b-

semisimples se e somente se bar(A) é soma direta de ideais b-simples.

Lema 2.3.12. Seja (A,w) dlgebra bdrica alternativa e R(A) o radical de A. Se
R(A) =0, entao Rg(A) = 0.

Demonstragao: Se R(A) = 0, sabemos que A = G1 @ --- @& Gy, com os G, ideais
simples. Cada (; tem um elemento identidade e; e GG; = e;A. Para cada e; tem-se
w(e;) = 0 ouw(e;) = 1. Mas necessariamente, para algum 4, w(e;) = 1, caso contrario
G C bar(A) e A nao seria uma &lgebra barica. Supondo sem perda de generalidade
que w(e;) = 1, temos que w(e;) =0 para 1 < j < k. Assim G; C bar(A),se 1 <j <
k. Ja vimos que G7 = Fey; @ bar(G1). Mas bar(Gy) é um ideal de A, e bar(G;) C G;.
Como G é simples, segue que bar(Gy) = 0. Assim: A = Fe; @Gy @ --- @ Gy, ou
A = Fe; @ bar(A). Portanto, pelo Teorema 2.3.11, Rp(A) = 0. O

Teorema 2.3.13. Seja (A, w) dlgebra bdarica alternativa. Entio Rg(A) C R(A).

Demonstracao: Por definicao, Rg(A) = () bar(B). Claramente, Rp(A) C bar(A).
Se bar(A) = R(A), entao Rp(A) C R(f&x Se bar(A) # R(A), consideramos a
subdlgebra P dada por P = Fe @ R(A), onde e é um idempotente de peso 1 de A
(existe e pelo Corolario 1.4.6). P é normal, pois bar(P) = R(A) é ideal de A. Como,
pelo Lema 2.1.17, R(A/R(A)) = 0 segue, pelo Lema 2.3.12, que Rp(A/R(A)) = 0.
Podemos entao aplicar a Proposi¢ao 2.3.10, com R(A) no lugar de B, e chegamos a
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Proposicao 2.3.14. Seja (A,w) dlgebra bdrica, com bar(A) = I, & --- & Iy, com
os I; ideais bdricos simples. Se J € qualquer ideal bdrico de A, entao: J = 0 ou

J=I & &l 1<j<k

Demonstragao: Seja J ideal barico de A. Entao J C bar(A) e, se j € J podemos
escrever j = i; + -+ + i, com 4, € [;, 1 < [ < k (podendo algum i, ser zero).

Consideremos o seguinte conjunto:
J = {i; € I; tal que i; é somando de algum j € J}

Mostremos que J; é um ideal de A. Seja x € A. Provemos que i;x,xi; € J;,V1i; €
J;. Tomemos i; € J; arbitrario. Entao existe 7 € J tal que 7; ¢ um somando de
j. Como J é ideal, zj,jz € J. E como I; é ideal, i, 4;x € I;. Mas xi; € I; e é
somando de zj € J. Logo zi; € I;. Analogamente temos i; € J;. Portanto J; é um
ideal de A. Cada J; C I}, logo J; = 0 ou J; = I}, pois I; é um ideal simples. E como
JCLh@---DJ;, 1 <j<k segueque J=1 DD Ij. O

Proposicao 2.3.15. Sejam (A, w) dlgebra barica alternativa e I um ideal b-simples
de A. Entdao I* =1 ou I* = 0.

Demonstracao: Como /2 C I, e I é um ideal simples, basta provar que I? é um

ideal de A. Tomamos z € Aey =abe€ I* (a,be )
z(ab) = (za)b — (z,a,b) = (ra)b = (b,x,a) = (za)b — (bx)a + b(za) € I?
(ab)x = (a,b,2) + a(bx) = —(a, z,b) + a(bx) = a(zb) — (azx)b+ a(bx) € I?
Portanto, I2 é um ideal de A. O

Lema 2.3.16. Seja (A, w) uma dlgebra bdrica alternativa b-semisimples. Entao A

pode ser escrita:
onde os ideais b-simples R; e I; satisfazem R? =0 e IJ2 =1;,1<i<mel<j<p.

Demonstragao: E consequiéncia direta do Teorema 2.3.11 e da Proposicao 2.3.15.
0
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Proposicao 2.3.17. Com as mesmas hipoteses do lema anterior, a subdlgebra bdrica
alternativa A’ = Fe ® I, & --- & 1, é semisimples, isto €, R(A") = 0 e existe um

idempotente ey € A com w(ey) =1 e tal que erl; = ey =0, 1 <1 < p.

Demonstragao: Seja z € R(A’). Entao x é propriamente nilpotente em A’. Entao,
para todo y € R(A) = R ® -+ ® R,,, xy = 0. Assim, x é propriamente nilpotente
em A, pois A = A’ @ R(A). Logo R(A") C R(A), dai R(A") C R(A)n A" = {0}.

Portanto A" é semisimples.

Pelo Teorema 2.1.16, A’ pode ser escrita como soma direta de ideais simples:
A =G @& - ®G,, onde cada G; é ideal simples (i = 1,...,r). O idempotente
e € A’ pode ser escrito: e = ¢e; + - - - + ¢,, onde cada ¢; € GG; é idempotente. Como e
tem peso 1, somente um dos e; tem peso 1, e os outros tém peso 0. Suponhamos que
w(e) = 1.

bar(G1) é um ideal de G, logo é também ideal de A. Como G é simples, entao
bar(G1) = G ou bar(G1) = 0. Mas e; € GGy tem peso 1, logo bar(Gy) = 0. Assim
G, = Fe;. Escrevemos entao:

A =Fei®Gy®---®G,. Como a soma é direta, temos que e,G; = Gie; = 0,
para 2 < < 7.

Por hipétese, A" = Fe; &1, ®---@® I,. Comparando as duas decomposicoes de A’
temos:
GQ@"'@G’F:]:L@”'@]])

Cada G; é um ideal bérico de A’, pois G; C bar(A’), logo, de acordo com a
Proposigao 2.3.14, GG; é uma soma dos ideais ;. Mas os ideais I; sao simples, logo

cada G; é igual a um certo I;. Portanto e;I; = I;e; = 0. O
Vamos procurar uma relagao mais explicita entre Rg(A) e R(A). Veremos que, o
bar(A) representa um papel importante neste caso.
Teorema 2.3.18. Seja (A, w) dlgebra bdrica alternativa. Entao
Rp(A) = bar(A)*> N R(A)

Demonstragao: Mostremos primeiro que Rp(A) C bar(A)*>NR(A). J4 sabemos que
Rp(A) C R(A), portanto basta mostrar que Rg(A) C bar(A)?. Para isto considere-

mos a decomposicao de Peirce de A em relacao a um idempotente e € A.
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A= Fe®bar(A) = Fe® bar(A)11 @ bar(A)io @ bar(A)e & bar(A)w

Como bar(A) C bar(A)? podemos escrever esta decomposicao em termos de sub-

espagos X;; C bar(A);;, da seguinte forma:
A=Fe®bar(A)?® X1 ® X109 D Xo1 ® Xoo
Sejam Y;; bases dos subespagos X;; e tomemos o seguinte conjunto:
J. = bar(A)* + (Y11 U Y10 U Y5 U Yoo \{2})
onde z € Y11 UYi0U Yy U Y.

Vamos mostrar que J, é um ideal barico maximal de A. Em primeiro lugar
provemos que J, é um ideal. Dai segue que J, é barico, uma vez que J, C bar(A).
Sejam a € Ae j € J.. Sea € bar(A),aj.,j.a € bar(A)?, logo aj.,j.z € J.. Resta

mostrar que ej,, j.e € J..

Um elemento genérico z € bar(A)? pode ser escrito como = = > a;b;, com a;, b; €

bar(A). Entao se j, € J,, podemos escrever:
Jz = > azb; + aiy + aro + a1 + age, onde a;; € Y,
ej. = . e(a;b;) + ear; + earg + eapr + eagy = Y e(a;b;) + a1 + ap
Mas, a parcela > e(a;b;) estd em bar(A)?, como podemos verificar, calculando:
e(ab;)) = (ea;)b; — (e, a;,b;) = (ea;)b; + (a;,e,b;)
= (ea;)b; + (a;e)b; — a;(eb;) € bar(A)?

Como a codimensao de J, é 1, segue que J, é maximal. Sendo isto valido para

todo z € Y11 U Yo U Yo U Yy temos:
Rp(A) C (N J. = bar(A)?
Entao: Rp(A) Cbar(A)*> = Rp(A) C bar(A)> N R(A)
Devemos mostrar agora que bar(A)?NR(A) C Rp(A). Para isto vamos considerar
a dlgebra quociente A/Rp(A). J& vimos que Rg(A/Rp(A)) =0, isto é A/Rp(A) é

semisimples no sentido barico. Sendo assim, ela pode ser escrita como soma direta

de ideais baricos simples. Em particular:
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bar(A/Rp(A)=hL&--- e, & 1d--- B J;
onde I} =1;, (1<i<r),eJ;=0, (1<j<5s).
Notemos agora que bar(A/Rg(A))?> =1, & --- @ I,. De fato:

bar(A/Rp(A))* = bar(A/Rp(A)).bar(A/Rp(A))

= Lhe L - BJ) (LB DD B DJy)
= Lo -oll!eJio -oJ

= Lo --0I’00@---90

= L1o---dI,

Entéo, pela Proposigao 2.3.17 bar(A/Rp(A))? é semisimples no sentido usual, isto
é, R(bar(A/Rp(A))?) = 0.
Mas bar(A/Rp(A))? = bar(A)?/(bar(A)*> N Rg(A)). De fato:

bar(A/Rp(A))* = bar(A)*/Rp(A)? = bar(A)?/Rp(A)
= bar(A)?/(Rz(A) Nbar(A)?).

Esta tltima igualdade resulta do fato que Rp(A) C bar(A)?, como vimos hd

pouco, logo Rp(A) Nbar(A)* = Rp(A). Entao:

0 = R(bar(A/Rp(A))*) = R(bar(A)*)/R(Rz(A) Nbar(A)?)
= R(bar(A)*)/R(Rp(A)) = R(bar(A)*)/Rp(A)
= R(bar(A)*)/Rp(A) Nbar(A)?

Logo R(bar(A)?) C Rp(A) Nbar(A)?> = Rg(A) ou
R(bar(A)?) C Rp(A)

Lembrando, estamos querendo mostrar que R(A) N bar(A)? C Rp(A). Mas, é
claro que R(A) Nbar(A)?* C bar(A)?. E também, R(A) Nbar(A)?> C R(A), donde
R(A) Nbar(A)? é um ideal nil. Estando contido em bar(A)?, deve estar contido no
radical de bar(A)% Assim: R(A) Nbar(A)? C R(bar(A)?).
verificar, R(bar(A)?) C Rp(A), segue que R(A) Nbar(A)*> C Rg(A), completando a

demonstracao do teorema. 0

E, como acabamos de
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Corolario 2.3.19. Seja (A, w) dlgebra bdrica alternativa. Entao bar(A) é nilpotente

se e somente se Rp(A) = R(A)%

Demonstracao: (=) Se bar(A) é nilpotente entdo bar(A) = R(A), pois R(A) C
bar(A) e R(A) é o ideal nilpotente maximal de A. Logo

R(A) N bar(A)? = R(A) N R(A)? = R(A)?, pois R(A)? C R(A)
Como R(A) Nbar(A)? = Rp(A) segue que R(A)? = Rp(A).
(<) Se Rp(A) = R(A)2, temos R(A) N bar(A)? = R(A)?, isto ¢,
R(A) Nbar(A)? C R(A).

Logo bar(A) é nilpotente. O



Capitulo 3

Algebras de Composicao

O objetivo deste capitulo é apresentar as principais propriedades das chamadas
algebras de Cayley-Dickson sobre as quais estudaremos algumas identidades no
proximo capitulo. A relevancia deste estudo reside no fato de que a descoberta destas
algebras, bem como a das algebras dos quatérnios marcou um passo importante no
desenvolvimento da Matematica a partir do século XIX. Foram os quatérnios, algebras
de dimensao 4 descobertos em 1843 por Hamilton, que constituiram o primeiro exem-
plo de anel com divisao ndo comutativo. Na mesma época surgiram os octonios (gene-
ralizados depois nas algebras de Cayley-Dickson), de dimensao 8, onde nao valia a

propriedade associativa.

Intimamente relacionado a estas descobertas estd um interessante problema nu-
mérico que foi objeto de estudo de matematicos como Euler e Lagrange. Trata-se do

“problema da soma dos quadrados”, que pode ser enunciado como:
O produto de somas de n quadrados é ainda uma soma de n quadrados

Para n = 1 temos a identidade trivial

Para n = 2, temos a expressao:
(2% + 23) (¥ + ¥3) = (T1y1 — 22y2)® + (2192 + 2231)*.

Se considerarmos os numeros complexos z = x1 + ixy € 2’ = y; + iy2, & expressao

acima corresponde & propriedade dos médulos |22'| = |z||2/|.

70
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A identidade para n = 4 ja era do conhecimento de Euler e Lagrange. E em
1818, C. F. Digen encontrou a identidade para n = 8. Mas foi somente em 1898 que

Hurwitz mostrou que tais identidades existem apenas para n =1, 2,4, 8.

O “Problema de Hurwitz” (isto é, a procura dos valores de n para os quais existem

as identidades mencionadas), pode ser expresso matematicamente da seguinte forma:

(5) () - (%)

n
Zp = E Qijk LYk,

J,k=1

onde z; tem a forma

com a;;, nimeros complexos.

Veremos também neste capitulo como se da a relagao das algebras de composicao
com o problema numérico estudado por Hurwitz, em que, da mesma forma que s6
existem 4 valores de n para o problema da soma de quadrados, sao igualmente 4 o

nimero de algebras de composicao existentes, a menos de isomorfismos.

Para resultados mais gerais, pode-se usar a abordagem com representacao de
grupos, conforme esbocado no exemplo 4 da pagina 49. Maiores detalhes podem ser

encontrados em [11].

3.1 A descoberta dos quatérnios

Por volta de 1830, William Rowen Hamilton (1805-1865) estabeleceu a fundamenta-
¢ao tedrica para os numeros complexos, representando-os como pares ordenados de
numeros reais. Além da forma usual a + bi, passou-se a utilizar também a forma
(a,b). Foram definidas as regras das operacoes de soma e multiplicagdo de niimeros
complexos, que passaram a ser uma ferramenta algébrica importante para se trabalhar
com vetores no plano.

Interessava a Hamilton estender as operacoes e propriedades dos pares ordenados
para as ternas ordenadas, de modo a permitir uma aplicagao a vetores no espaco. A
multiplicacao de nimeros complexos tal como formulada por Hamilton e, até hoje

em uso, ¢ dada por:
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(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc),
ou, na forma algébrica
(a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)s.

Estendendo este raciocinio, Hamilton tentou definir a multiplicacao de ternas de
nimeros (a + bi + ¢j)(d + ei + f7) de tal forma que o resultado também fosse escrito
da mesma forma (na linguagem atual, como uma combinagao linear de 1,7 e j). Mas

apareciam os termos ij e j¢ que nao permitiam obter um produto como desejado.

Hamilton também queria preservar para as ternas, a lei dos médulos, valida nos
complexos, segundo a qual “o médulo do produto de dois complexos é igual ao produto
dos médulos”, simbolicamente: |z123] = |21]|22|]. Supondo que o produto obtido

tivesse a forma dos fatores originais, digamos = + yi + zJ, esta igualdade seria escrita:
(a? +0* + A)(d* + 2+ f2) = 2? + > + 22,

que nada mais é do que o problema da soma de quadrados para n = 3, o qual sabemos

hoje, nao tem solucao.

Apos cerca de dez anos de pesquisas, Hamilton percebeu a necessidade de intro-
duzir um novo simbolo, a que chamou k, tendo descoberto afinal a relacao funda-

mental entre eles:

i2:j2:]€2:—1,
ijk = —1.

Destas identidades foram deduzidas as diversas multiplicacoes entre os simbolos:

Multiplicando a segunda igualdade por k a direita:
ijk? = —k = ij = k.
Multiplicando por 7 a esquerda:
i?jk = —i = jk =1.
Procedendo de maneira andloga se chega a:

ki = j, ji = —k, ik = —j, kj = —i.
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Hamilton também percebeu que este problema se relacionava com o problema de
Hurwitz, mostrando que a existéncia de uma identidade para a soma de n quadrados
era equivalente a existéncia de uma algebra de divisao de dimensao n sobre os reais.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [16].

3.2 As Algebras de Composicio

Definicao 3.2.1. Seja A um espago vetorial sobre um corpo arbitrario F', com
carF' # 2. Uma forma bilinear ¢ uma aplicagio f: A X A — F que, para to-

dos x,x',y,y € A, a € F, satisfaz:
(1) fle+a'sy) = fla,y) + f(@'y);
2) flzy+y) = flzy) + f(=,y);
3) flaz,y) = fz,0y) = af(z,y).

Uma forma bilinear é dita simétrica se f(z,y) = f(y,x), para todos x,y € A, e

anti-simétrica se f(x,y) = —f(y,x), para todos x,y € A.

Definicao 3.2.2. Seja A uma dlgebra sobre um corpo arbitrdario F. Uma aplicagao

q:A — F ¢é chamada uma forma quadrdtica se satisfizer:
(1) qlaz) = o?q(x), para todo o € F e todo x € A;
(2) a fungao f(z,y) =q(z+y) —q(z) — q(y) € uma forma bilinear em A.

Dizemos que uma forma quadrdtica admite composicao se existir uma opera¢ao
bindria bilinear xy em A tal que q(z)q(y) = q(zy).

Uma forma quadrdtica é dita nao degenerada se q(xr) =0 < x =0.

A élgebra A estd munida de uma forma quadratica nao degenerada que admite
composicao. Vamos verificar que é possivel definir um produto em A de tal forma

que exista uma unidade em A.

Lema 3.2.1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita munida de uma forma quadrdtica
nao degenerada q que admite composicao. Entao existe um novo produto x xy em A

tal que A € uma dlgebra com 1.
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Demonstragao: Como ¢ é nao degenerada, existe v € A tal que ¢(v) # 0. Seja u =
v?/q(v). Entao q(u) = 1, logo q(zu) = q(uz) = ¢(x). Consideremos os operadores

multiplicativos a direita R, e a esquerda L,, dados por
r — Ry(x)=2u e © — L,(x) = ux.

Pelo fato de ¢ ser nao degenerada e A ter dimensao finita, os operadores R, e L,

sao invertiveis. Assim, definimos o seguinte produto:

vxy = (R, (2))(L," (y))

= q(R, (x))q(Ly," (v)) (1)
Mas, notando que: q(R,'(2)) = q((R, ' (2)u) = ¢(R, R, () = q(x)
E também: o(L,; ' (v) = q(uly (y)) = a(LuLy () = a(y)
Teremos, em (1): q(z*y) = q(z)q(y)

u

Temos também: L '(u?) = L;Y(L,(u))=u e R
Resulta entao: xxu® = ( 1
E ainda: ul k= (R

Logo u? é a unidade de A em relacao & multiplicacao *. OJ

Definicao 3.2.3. Uma dlgebra A com unidade, sobre um corpo F' e munida de uma
forma quadrdtica nao degenerada q que admite composicao em relacao ao produto da

algebra é chamada dlgebra de composicao.

Lema 3.2.2 (Propriedades). Sejam A uma dlgebra de composicao sobre um corpo F
(carF # 2), q(x) uma forma quadrdtica nao degenerada sobre A e f(x,y) a forma

bilinear simétrica associada a q(x). Valem as seguintes propriedades:
(i) f(z,2)qly) = f(xy, 2y);
(i) q(z)f(y, w) = f(zy, zw);

(iii) f(z,2)f(y, w) = f(zy, 2w) + f(zw, 2y).

Demonstragao:
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(i) Em primeiro lugar note que q(z) = g(z.1) = q(z)q(1) = ¢(1) = 1.

Linearizando a lei de composicao ¢(zy) = q(x)q(y), substituindo x por = + z,

temos:

q((z + 2)y) = q(z + 2)q(y) = qzy + 2y) = q(x + 2)q(y) (1)

Lembrando que a forma bilinear simétrica associada a forma quadratica g(x) é

dada por:

f@,2) = q(e +2) —q(x) —qly) = q(z+2) = f(x,2) +q(@) +q(z) (2)

Substituindo em (1):  g(zy + 2y) = f(x, 2)q(y) + q(x)q(y) + q(2)q(y)
= q(zy +zy) = f(z,2)q(y) + a(zy) + q(zy) (3)
Ainda, por (2): q(zy + zy) = f(zy, zy) +q(vy) + q(zy) (4)

Igualando (3) e (4):
[, 2)a(y) + a(zy) + q(zy) = f(zy, 2y) + a(zy) + q(zy)
= flz,2)q(y) = f(zy, zy) (D)
(i) Fazendo a linearizacio, substituindo y por y 4 w, temos:
q(z(y +w)) = q(x)q(y + w) = qzy + zw) = q(x)q(y + w) (5)
fly,w) =qly +w) —qly) —q(w) = qly+w)=fy,w)+q(y) +q(w)  (6)
Substituindo em (5):
q(zy + zw) = q(z) f(y, w) + q(zy) + ¢(zw) (7)
Por outro lado:
q(zy + zw) = f(zy, zw) + q(zy) + q(zw) (8)
Igualando (7) e (8):
q(x) f(y, w) + q(zy) + q(zw) = f(ay,zw) + q(zy) + q(zw)

= q(2)f(y,w) = f(zy, zw) (IT)

(iii) Linearizando (I) em relagao a y, substituindo y por y + w:

[, 2)qly +w) = [y +w), 2(y +w)) = fley + 2w, zy + 2w)
= flay, 2y) + f(ay, 2w) + f(aw, zy) + f(zw, 2w) (9)
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Por outro lado:

fx,2)qly +w) = f(z,2) [y, 2) + f(2, 2)a(y) + [z, 2)q(w) (10)
Aplicando (I) no segundo membro de (9) e comparando com (10), obtemos:

f(@,2)f(y, w) = fzy, z2w) + f2w, zy) (I11)

O

Definigao 3.2.4. Seja A uma dlgebra. Uma involugao em A é um operador linear

p:A— A, satisfazendo:

0) plp(a) = 2;
(i) p(zy) = p(y)p(zx), para todos x,y € A.

Observacao: A definicao acima refere-se a uma involucao do 1° tipo. Outros tipos

de involugao podem ser encontrados em [22].

Lema 3.2.3. Seja A uma dlgebra de composicio. A funcdo dada por x — T =

f(x,1).1 — x € uma involugao em A. Tem-se também: xT = q(x).1 = Tx

Demonstragao: Mostremos primeiro que = é uma involugao. Para isto precisamos

mostrar que: (i) T=x e (ii) 7y =97

Sl

() z=f(1)—z=f(flz,1) -z 1) - flz,1) + =
ff(x,l),l)—f(x,l)—f(x,l)—l—x:f(x,l)f(l,l)—2(f(x,1))+x

(
Mas f(1,1) = q(14+1)—q(1)—q(1) = ¢(2)—2 = q(2.1)—2 = 4q(1)—2 = 4-2 = 2.

Logo z =2f(x,1) — 2f(x,1) + 2 =

x.

(il) f(@Y,2) = f(flxy, 1) — 2y, 2) = f(f(zy, 1), 2) — f(2y, 2)
zy, 1) f(1,2) — f(ay, 2)
zy, 2) + f((zy)z, 1) — f(zy, 2) = f(1, (zy)z)
= f((f(y,1) —y)(f(z,1) —2),2)
1 )= fly, Dz — f(z, 1)y + yz, 2)
f@,1),2) = f(f(y, V), 2) = f(f(z, 1)y, 2) + [(yz, 2)
(L, 2) = fly, ) f(@,2) = f(z, 1) fy,2) + f(yx, 2)
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= fley, 1) f(1,2) + f(z,9) f(1,2) = flyz,2) = f(yz,2) = flay, z) — f(zz,9)
+ fyz, 2)
= flay, 2) + f((zy)z, 1) + f(z,y2) + f(zz,y) — fyz, @) — f(zy, 2) — f(z2,y)
Logo f(yz,z) = f(1,(zy)z) e assim:
f(@y.2) = f(yz,2) = f(7Y,2) — f(yT,2) =0 = f(Ty—y2,2) =0, V2 € A

Como f ¢é nao degenerada, segue que: 7y —yz =0 = Ty = yx

Provemos agora que 2T = ¢(z).1 = Tz. Para isto calculamos:
f(2,92) = f(z, (f(y, 1)z —yz) = f(z, f(y,1)z) — f(z,y2)
= fly. V) f(z,2) = f(z,yz)
Pela igualdade (I11) do lema anterior, temos:
f(@,92) = flyz,2) + f(yz,2) — f(z,yz) = [f(z,92) = f(yz, =)

Trocando x por z e z por x na igualdade acima, obtemos:

flyz,z) = f(2, yz) (IV)
Por (II) e (IV):  q(x)f(L,y) = f(z,zy) = f(Tx,y)
Assim: fla(x).1,y) = f(Zz,y) = fle(x).1,y) — f(Zz,y) =

= flg(x)1 —zz,y) =0, Vy e A
Logo, como f é nao degenerada, temos: ¢(z).1 —zz =0 = q¢(z).1 = zz.
Mas ¢(z) = g(x). De fato:
q(7) = q(f(z, 1) —2) = q(f(z,1)1=2) = f(f(z,1).1, —2) +q(f(2,1).1)+q(—x)
= &, ) f(1, =) + [z, 1) f(z,1)g(1) + q(x)
= —fl@, ) f(z, 1) + f(z,1) f(2,1) + q() = q(=)

Temos também: ¢(

&
Il
ISl
&I
Il
)
&I
8
Kl
Il
&I
)
O
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Lema 3.2.4. Seja A uma dlgebra de composi¢cao em que foi definida uma involucdo

j(x) =T. Entao as sequintes propriedades sao verificadas, para todos x,y € A:
(i) z(zy) = (T2)y;
(i) (yz)z = y(zz).

Demonstragao:

(i) Calculamos f(z(zy),2) = f((f(z,

Assim: f(@(zy), 2) = flq(x)y, 2
= f(z(xy) —q(x)y,2) =0, Vze A
Como f é nao degenerada, obtemos: Z(xy) — q(z)y =0 = z(zy) = q(2)y,

mas q(z) = zz, logo: Z(xy) = (zx)y.

(if) Calculamos f(z, (yz)z) = f(z, (yz)(f(z,1) — z)) = f(=z, f(z,1)(yz) — (yz)z)
= [z f(z, 1) (yx)) — f(=z, (yx)z)
= f(z,1) f(z,yz) — [ (2, (yx)z)
= f(zy2) f(z,1) — f(2, (yz)x)
= f(zz,yz) + f(2, (yz)z) — f(2, (y2)2)
= f(z,9)q(x) = f(2,yq(x)) = [(2,y(2T))

(z)) =
Assim: fz, (yx)z) = f(z,y(22)) = f(z,(yr)z —y(az)) =0, Vz € A

Como f é nao degenerada, temos: (yx)z —y(zz) =0 = (yx)z =y(zz). O
Teorema 3.2.5. Toda dlgebra de composicao € alternativa.

Demonstracao: Seja A uma algebra de composicao. Pelo Lema 3.2.4, podemos
escrever (z,z,y) =0 = (y,z,z). Datf:
0=(f(z,1) = z,2,y) = (f(,1),2,9) = (z,2,y) = f(z,)(1,2,9) — (z,2,y)
=0—(z,z,y) = (z,z,y) =0
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Analogamente: 0= (y,2,7) = (5., f(z,1) — 2) = (5,7, f(,1)) — (3 2,)
=0- (y,:v,x) = (y,:z:,x) =0

Portanto A é alternativa. O

Teorema 3.2.6. Seja A uma dlgebra alternativa com 1, em que estd definida uma
involug¢ao j:x — T tal que x& = q(x).1, onde q(x) é uma forma quadrdtica nao

degenerada. Entdo A é uma dlgebra de composicao.

Demonstragao: Basta mostrar que ¢(z) admite composigao, i.e. q(zy) = q(z)q(y).
Linearizando xz = ¢(z)1, substituindo = por x + y, temos:
(+y)e+y)=qz+y) = (@+y)@+7) = flz,y)+ @) +q(y)
= 2T+ay+yr+yy = f(z,y) +22+yy = 2y +yz = f(z,y)l
Fazendo y = 1 na igualdade obtida, vem: z + z = f(z,1)1
Denotando f(x,1) por t(z), temos: z + = = t(z)1
Como A é alternativa, e lembrando que: (a,x,y) = 0, para todo « € F e todos
x,y € A, e ainda, x + T € F, calculamos:
0=(x+2z,2,9) = (z,2,y) + (z,x,y) = (Z,z,y) =0. Analogamente:
0=(y,z,x4+7) = (y,z,2) + (y,2,%) = (y,z,%) =0.
Calculemos agora:
q(zy) = (Ty)(zy) = (47)(zy) = ((Ly) — y)T)(2y) = (Ly)T — y7)(zY)
= t(y)z(zy) — (y7)(zy)
Pelo Lema 3.2.4, Z(zy) = (
(Teorema 1.2.2), (yz)(x ) = y(zx)y. Dai:

)
q(zy) = t(y)q(r)y

zz)y = q(x)y e, pela identidade (ii) de Moufang

3.3 Processo de Duplicacao de Cayley-Dickson

Quais sao as algebras de composicao? Como obté-las? Veremos um processo que
permite a construcao de tais algebras a partir de uma algebra A com 1, onde esta
definida uma involugao = — 7 tal que zz = ¢(x)1, sendo ¢(z) uma forma quadratica
nao degenerada. Supomos inicialmente que A é alternativa. Pelo Teorema 3.2.6

temos, em A, xy + yZ = f(x,y)1 e também x + = = t(x)1, onde t(z) = f(z,1).
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Seja o € F, o # 0. Vamos construir com A, j e o uma algebra A; satisfazendo
as mesmas condicoes de A e tal que dimp A; = 2dimp A. Seja Ay = A® Ao
espago vetorial formado pelos pares ordenados (x,y), com z,y € A. Evidentemente
dimp Ay = 2dimp A. Para que A; se torne uma algebra devemos definir um produto
em A;. Fazemos:

(x,y)(u,v) = (zu + vy, v + uy)

Com este produto verifica-se facilmente que A; se torna uma algebra. Além disso,

A; tem 1, que é dado por (1,0). De fato:

(z,9)(1,0) = (z1 + a0y, 0z + y1) = (x,y)
(L,0)(z,y) = (1z + ay0,yl + 0y) = (z,y)

Podemos identificar A como a subdalgebra de A; formada pelos elementos da forma

(x,0), x € A. De fato:
(z,0)(y,0) = (zy + 00,0z + 07) = (zy,0)

Assim, existe um monomorfismo de A em A; dado por x — (z,0).

Seja e = (0,1) € A;. Entao e? = a.1. De fato:
e =1(0,1)(0,1) = (0.0 + @.1.1,0.1 + 0.1) = (a.1,0) = a(1,0) = .1
Entao todo elemento de A; pode ser escrito como:
(z,y) = (x,0)+ (0,y) =x(1,0) + (0, )y =x.1 +ey =z + ey

Consequentemente, denotamos: A; = A+eA. E imediato que esta soma é direta,

portanto: A; = A@eA.

Definimos uma involugao em A; da seguinte forma: j:(z,y) — (z,y) = (T, —y).

Mostremos que j, assim definida, é uma involugao:

1) (z,y) = (z,—y) = (T, —(~y)) = (z,9)

(ii) (z,y)(u,v) = (zu+ avy, Tv + uy) = (xu + awy, —(Tv + uy))
= (Tu + avy, —zv — uy) = (4T + ayv, —Tv — uy)
(u, ) (z,y) = (u, —v)(Z, —y) = (42 + a(—y)(—0v), u(—y) + Z(-v))

= (ux + ayv, —Tv — uy)

Portanto (x,y)(u,v) = (u,v) (z,y)
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Vamos agora definir uma forma quadratica nao degenerada em A;. Como, em
A, temos ¢(x) = zZ, vamos usar esta mesma expressao para definir ¢(X), onde

X = (x,y) € A;. Assim, temos:

XX = (2,9)(z,y) = (2.9)(z,—y) = (2T + a(—y)y, Z(—y) + Ty)
= (27 — ayy, =Ty + 7y) = (27 — ayy,0) = q(z) — aq(y)

A forma bilinear associada a ¢(X) é: f(X,U) = XU +UX, onde X = (1,y) e

U = (u,v). Calculamos, entdo:

F(X,U) = (2,9)(w,0) + (u,0)(z,y) = (2,9)(@, —v) + (u,0)(Z, —y)

= (vt + a(—v)y, z(—v) + ay) + (uZ + a(—y)v, u(—y) + Tv)
= (zu — awy, —7v + ay) + (uT — ayv, u(—y) + Tv)

= (zu + ux — a(vy + yv), Tv + Tv + ay — ay)

(

rt +u — o(vy +yv),0) = f(z,u) — af(v,y)

Vamos mostrar que ¢(X) é ndo degenerada. Suponhamos f(X,U) =0, VU € A;.

Entao, pela expressao obtida acima:

f(X,U) = (zu4uz—a(vy+yv),0) =0 = zu+uz—a(vy+yv) =0, Yu,v € A.

Em particular, para v = 0, esta relacao continua valida. Dalf:

ru+uz =0, Vu € Aou f(x,u) =0, Yue A.

Como f(x,u) é ndo degenerada em A, segue que z = 0.

Fazendo v = 0, obtemos —a(vy + yv) = 0, e como « # 0, resulta vy + yv =
f(v,y) =0ou f(y,v) =0 Vv e A.

Novamente, como f(y,v) é ndo degenerada em A, devemos ter y = 0.

Entao X = (z,y) = 0 e ¢(X) é ndo degenerada em A;.

Obtivemos entao uma algebra A; com as mesmas propriedades da algebra A e
com dimensao duas vezes a de A. Denotaremos a algebra A; por (A, «), enfatizando
o escalar usado na construcao de A;. Mas estamos interessados em obter algebras
de composigao. Em que condigbes a dlgebra (A, a) obtida de A pelo processo de
duplicacao de Cayley-Dickson é uma algebra de composicao? Pelo exposto até agora
podemos concluir que basta que (A, ) seja alternativa. Sob que condigbes isto acon-

tece? E o que provaremos a seguir. Para isto vamos precisar de dois lemas.
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Lema 3.3.1. Em uma dlgebra (A,«) obtida de uma dlgebra A pelo processo de
Cayley-Dickson, tem-se que: (X, X,Z) = 0 equivale a (Z,X,X) = 0, para todos
X,Z e (A ).

Demonstracao: Sejam X,7 € (A,«a) tal que (X,X,Z) = 0. Temos também

(X,X,Z) = 0. Entao, aplicando involucao nesta igualdade temos:

=X, X, 2)=(XX)Z -X(X2)= (X X)Z - X(X 2)
IXX)-X2)X=2(XX)-(ZX)X
= Z2(XX) - (ZX)X = —(Z,X, X)

A reciproca se prova de forma inteiramente anédloga. O

Lema 3.3.2. Seja A uma dlgebra alternativa com 1, em que estd definida uma in-

volugao T. Entao, para todos x,y € A, (x,z,y) =0 se e somente se (z,T,y) = 0.

Demonstragao: Lembrando que T = f(z,1) — z, e que f(z,1) € F, temos:

(13,573/) = (x,f(x, 1) - ':C7y) = (xmf(x? 1)7y> - (LU,.T,y) = _(xwray)

Entao: (x,z,y) = 0 se e somente se (z,Z,y) = 0. O
Podemos agora mostrar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.3.3. A dlgebra (A, o) obtida de A pelo processo de duplicagdo de Cayley-

Dickson € alternativa se e somente se A € associativa.
Demonstracao: Sejam X = (z,y) e Z = (z,t) € (A, ). Calculemos:

= XY)Z X(X2) = (a7 — a(y))(z,t) — (z,9)(@, —y)(2,1))
)(Zat) (z,y )(( —y)(2,1))

—(z,y)(® z—aty, at — zy)
(1) @

Desenvolvendo a parcela (2), temos:

(2) = (2(Tz — aty) + azt — 2t)y, T(zt — zy) + (Tz — aty)y)
= (2(72) — az(ty) + a(zt)y — a(2y)y, T(xt) — T(zy) + (T2)y — a(tY)y)

8

Notando que: z(Zz) = q(z)z; (2y)y = q(y)z; T(xt) = q(x)t; (ty)y = q(y)t
a expressao (2) fica:
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(2) = (¢(z)z = aq(y)z — ax(ty) + a(zt)y, ¢(z)t — aq(y)t — T(2y) + (T2)y)
Finalmente, fazendo (1) — (2) obtemos: (X, X, Z) = (—a(z,t,7), —(%, z,y)).

Chegamos assim a uma expressao que relaciona o associador em (A, @) com o as-
sociador em A. Concluimos diretamente da expressao obtida que (A, «) é alternativa

se e somente se A é associativa. ]

Cabem ainda algumas investigagoes na algebra (A, «). Os préximos dois teoremas

nos trazem mais esclarecimentos.
Teorema 3.3.4. A dlgebra (A, a) € associativa se e somente se A € comutativa.
Demonstracao: Sejam X = (z,y),U = (u,v) e Z = (z,t) € (A, «). Calculemos:

(X,U,2) = (XU)Z = X(UZ) = ((z,y)(u,v))(2,1) = (,y)((u,v)(2,1))

J ~
-~ -~

(1 (2)

xy + avy, Tv + uy)(z,t)

(1)

= (

= (xy + avy)z + at((Tv + wy), (zy + avy)t + z(Tv + uy)
= (zy)z + a(vy)z + at(Tv +uy), (TY + awy)t + z(Tv) + 2(u
= (zy)z + a(vy)z + at(vz + yu), (YT + ayv)t + 2(zv) + 2(u
= (2y)z + a(vy)z + at(vz) + at(gu), (gz)t + a(yo)t + z(Tv) + z(uy))

+
+

y))
y))

(2) = (z,y)(uz + otv, ut + 2v)
= (x(uz + atv) + a(ut + zv)y, T(ut + 2v) + (uz + atv)y)
= (x(uz) + az(tv) + a(ut)y + a(zv)y, T(ut) + T(2v) + (uz)y + a(tv)y)

Fazendo xr =u =t =0 e y = 1, obtemos:
(X,U0,2) = (1) = (2) = a(vz) — a(zv)

Como « # 0, a expressao acima nos diz que (A, ) é associativa se e somente se

A é comutativa. 0

Teorema 3.3.5. A dlgebra (A, «) obtida de A pelo processo de duplica¢ao de Cayley-

Dickson € comutativa se e somente se A é comutativa e j = 1 (involugao identidade).
Demonstracao: Sejam X = (z,y) e U = (u,v) € (A, a). Calculemos:

(X, U]l =XU-UX = (z,y)(u,v) — (u,v)(z,y)
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= (zu + avy, Tv + wy) — (ux + ayv, uy + xv)
= (zu —ux + a(vy — yv), (T — x)v + (v — W)y)

Vemos assim que, para que (A, «) seja comutativa, isto é [X, U] = 0, A deve ser
comutativa e x = T, para todos x € A, o que significa que a involucao j deve ser a
identidade. 0

3.4 Exemplos de Algebras de Composicao

O exemplo mais trivial de algebra de composi¢ao é o préprio corpo F'. De fato, em
F definimos ¢(z) = 22, donde ¢(zy) = (zy)? = 2%y* = q(x)q(y), que é claramente
nao degenerada. Temos também que ¢(z) = 2 = 27 = T = x, logo j = 1.
Tomando a # 0 em F' construimos a algebra (F,a) de dimensao 2 que é, pelo que
vimos anteriormente, comutativa e associativa.

Tomando outro elemento nao nulo em F, digamos § € F, duplicamos (F,«),
obtendo ((F, «), 3), que sao édlgebras de dimensao 4 chamadas dlgebras dos quatérnios
generalizados, que se costuma designar por (). Assim Q(«, 5) = ((F,«a), ).

Quanto a involugdo em (F,«) temos, pela expressao geral j : (F,a) — (F,«a) é
dada por j(z,y) = (x,y) = (Z,—y). Assim, como a involucdo j nao é o operador
identidade, a élgebra Q(a, 3) dos quatérnios generalizados nao é comutativa. Mas,
sendo (F, ) comutativa, Q(a, 3) é associativa.

Continuando o processo, ao duplicarmos (), obteremos uma algebra alternativa,
mas nao associativa. Tomando entao v € F, v # 0, obtemos a algebra (Q(«, ), ) de
dimensao 8, que denotamos por C'(a, 3, ) ou, simplesmente C'. Como C' é alternativa,
é também uma algebra de composicao. Tal algebra é chamada dlgebra de Cayley-
Dickson ou dlgebra dos octonios.

Se continuarmos o processo, duplicando agora a algebra C' obteremos uma algebra
que nao é alternativa (pois C' ndo é associativa) e, portanto, nado é de composicao.
Desta forma, partindo do corpo F' obtemos apenas 4 &dlgebras de composicao: o
proprio corpo F', de dimensao 1, as dlgebras quadrdticas, de dimensao 2, as dlgebras
dos quatérnios, de dimensao 4 e as dlgebras dos octonios, de dimensao 8.

Mostraremos a seguir que estas sao as unicas algebras de composicao, a menos de

isomorfismos. Para isto consideraremos uma algebra de composicao A arbitraria e B
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subdlgebra de A satisfazendo certas condi¢bes. Entao B pode ser duplicada através
do processo de Cayley-Dickson, obtendo uma algebra C', subédlgebra de A satisfazendo

as mesmas condicoes de B.

Definigao 3.4.1. Sejam A um espago vetorial em que estd definida uma forma bili-
near nao degenerada f(x,y) e B subespago proprio de A. Chama-se complemento

ortogonal de B em relagio a f(x,y) ao conjunto
Bt={ae A | f(a,b)=0, Vbe B}.
Lema 3.4.1. A forma bilinear f(x,y) é ndo degenerada em B*.

Demonstragao: Seja f |zt (a,b) = 0, para todo b € BL. Entao
a€(BYHYt=B = aeB*NB = a=0 O

Lema 3.4.2. Seja A uma dlgebra de composi¢ao e B subdlgebra de A contendo 1,

tal que a restrigao de f(x,y) a B € nao degenerada. Valem os sequintes resultados:
(i) € = —e, para todo e € B*;
(ii) we = ex, para todo e € B+ e todo x € B;

(iii) z(ey) = e(Ty);

(iv) (ey)x = e(zy);
(v) (ex)(ey) = ayz, onde a = —q(e);

(vi) Seja e € B* tal que q(e) # 0; Entio By = B ® eB € a subdlgebra de A obtida
de B pelo processo de Cayley-Dickson.

Demonstragao:

(i) Para todo e € B+, f(e,y) =0, Vy € B. Em particular,
fle,1)=0 = e+e=0 = e=—e¢

(ii) f(z,e)=xe+eT=0 = 2xe6=—€T = —re=—eT = Te=¢€T
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(iii) Pelo Lema 3.2.4: z(ZTy) = (27)y = q(z)y. Linearizando em relacdo a x, temos:

(@+2)((z+2)y) =q(z+2)y = (z+2)@y+72y) =qlz+2)y

= z(Ty) +2(Zy) + 2(Ty) + 2(Zy) = (x + 2)(T+ 2)y

= 2(Ty) + 2(zy) + 2(Ty) + 2(zy) = (@T)y + (2Z)y + (27)y + (22)y
= x(Zy) + 2(Ty) = (2Z + 22)y = x(Zy) + 2(Ty) = f(x, 2)y

Substituindo z por e:
_ _ _ _ i) — _
v(ey) +e(Ty) =0 = w(ey) = —e(Ty) = —wley) = e(Ty) = w(ey) = e(Ty)
(iv) Podemos escrever (iii) como Z(ey) = e(zy). Aplicando involugao e usando (ii):

Fey) = e(zy) = (ey)a = (wy)e = [Fe)r = —(wy)e =2 —(Fe)r = —e(xy)

= (ey)z = e(zy)
(v) (ex)(ey) Z (ex)(@e) = e(ag)e Z ((yT)e)e = y(T)e? = (yT)(e(—)) = —(yT)(ce)
= —(yT)q(e) = aym
(*) Moufang (**) e(27) = (27)e = (yT)e
(vi) Calculemos, para x,y, z,t € B:
(x+ey)(z+et) =axz+x(et) + (ey)z + (ey)(et) = vz + e(Tt) + e(2y) + aty

= xz + oty + e(Tt + 2y)

Portanto (z + ey)(z +et) € By = B & eB. Logo, B; ¢ subélgebra de A.
O produto em B; é o mesmo dado pela duplicagao de B por Cayley-Dickson,
conforme verificamos a seguir:

(z,y)(2,t) = (xz + aty, Tt + 2y) = xz + oty + e(Tt + 2y)

Falta ainda mostrar que:

(a) A involucao em B @ eB é a mesma em (B, «)

Aplicando (i) e (ii): x+ey=T+ey=T+ye=T —yJe =T — ey
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(b)

B e eB téem a mesma dimensao

Pelo Lema 3.2.2 (ii) tem-se: ¢(z)f(y,w) = f(zy, zw), para todos z,y,w € A.
Fazendo x = e,y = a e w = b, obtemos: f(ea,eb) = q(e)f(a,b) = —af(a,b).
Entao, a aplicagao ¢: B — eB dada por ¢(b) = eb é injetora. De fato, = €
ker(p) = ¢(z) = ex = 0. Como f é ndo degenerada, devemos ter: f(ex,ey) =
f(0,ey) = —af(x,y) =0 = f(zr,y) =0 = x =0. Como ¢ é claramente
sobrejetora, temos uma bijecao de B em eB. Logo B e eB tém a mesma

dimensao.

A forma f(z,y) restrita a B @ eB ¢é nao degenerada

Mostremos inicialmente que ex € B, para todo € B. Basta mostrar que

f(b,ex) =0, para todo b € B. Pelo Lema 3.2.2 (iii):
f(ba 6ZE) = f(b17€‘r) = f(b7 6)f(1,l’) - f(bx,e) = Of(l,l’) —-0=0.
Seja f(x +ey,z+et) =0, Vz+et € B®eB. Entao:

0= fla,2) + f(z,et) + fley, =) + fley,et) = f(w,2)=0 = z=0,
=0 =0 =0

Tem-se ainda: f(ey,et) = —af(y,t) =0 @0 fly,t) =0 = y=0.

Portanto z 4+ ey = 0 e f é nao degenerada em B @ eB.

Mostramos assim que B @ eB ¢é a subalgebra de A obtida de B pelo processo de

Cayley-Dickson. Podemos escrever entdo: By = (B,a) = B & eB. 0

Pelo que foi mostrado, (B,«) satisfaz as mesmas condigoes de B e podemos

aplicar o processo de Cayley-Dickson em (B, «). Veremos no préximo teorema que

as algebras de composigao se restringem aos quatro exemplos apresentados.

Teorema 3.4.3 (Hurwitz). As dnicas dlgebras de composicao sobre um corpo F de

caracteristica # 2 sao:

(i)
(i)
(iii)

F;
As dlgebras quadrdticas (F, a);

As dlgebras de quatérnios;
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(iv) As dlgebras de Cayley-Dickson.

Demonstracgao: As algebras citadas sao de composicao conforme ja sabemos. Para
mostrar que estas s@o as unicas, consideremos uma algebra de composicao A. Se
A = F entdo temos o caso (i). Se A # F, tomamos B = F, subalgebra de A contendo
1 e, como f é nao degenerada em F’ podemos aplicar Cayley-Dickson em F' obtendo
(F,a) C A. Se A= (F,a) obtemos (ii). Se A # (F, a), fazemos B = (F, «), podemos
duplicar B por Cayley-Dickson, pois, pelo Lema 3.4.1, f é nao degenerada em B.
Obtemos a algebra ) dos quatérnios, @ C A. Se A = @ o item (iii) est4 demonstrado.
Se A # @, duplicamos @ (f é nao degenerada em (), obtendo uma &dlgebra de Cayley-
Dickson C' contida em A. Se A = C' provamos (iv). Se A # C, podemos duplicar C
por Cayley-Dickson obtendo uma &algebra D que nao é de composicao, pois C nao é
associativa. Mas isto é impossivel, pois D C A e A é de composicao. Devemos ter

entao, necessariamente A = C' e o teorema esta provado. 0

3.5 Hurwitz e a Soma de Quadrados

Vamos agora fazer uma relacao das algebras de composicao com o problema da soma
de quadrados. Para isto precisaremos construir a tabua de multiplicagao da algebra
de Cayley, C'. Definiremos os produtos para esta tabua a partir dos elementos de
uma base de C. Como é uma base de C' visto como um espaco vetorial de dimensao
87 Vamos fazer esta construcao passo a passo, comecando com o corpo F', definindo
as diversas multiplicacoes em cada uma das algebras de composicao.

A primeira édlgebra de composicao é o préprio corpo F', cuja base é {1}, a unidade
de F. Vamos designar ¢y = 1. Para um dado a € F, a # 0, obtemos (F,«) na
qual um elemento se escreve r.1 + e;y onde e; = (0,1) e e? = a. Sao as élgebras
quadraticas sobre F', que vamos denotar por '@ e, F. Uma base de (F,«a) é {1,e;}.
Como F' é corpo, podemos fazer a multiplicacao por e; a esquerda, como usualmente
se procede para escrever combinacgoes lineares em um espaco vetorial. Assim, se
X = (z,y) € (F,a), temos: X = z + ye; e dal (F,a) = F @ Fey. A tébua de
multiplicagao em (F, «) é dada a seguir:

L [ t]en

1 1 €1
€1 €1 «
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Tomamos agora § € F, 3 # 0, e construimos a dlgebra dos quatérnios ) designada
por ((F,«),3). Um elemento de @ se escreve X + €27, com X,Z € (F,a), X =
(r,y), Z = (2,t) e €3 = (. Desta forma escrevemos Q = (F,a) ® ey F, ). Assim
como fizemos nas algebras quadraticas gostariamos de multiplicar por ey a esquerda,
para podermos formalizar uma base em . Notando que e; € Q+, 0 Lema 3.4.2 (i), (ii)
permite fazer esta alteracdo. Escrevemos, entdo: QQ = (F,a) @ (F, a)es. Assim, um

elemento de () é dado por:
X+ Zes = x+yer + (2 +tey)es = x + yey + zes + (teg)ey
Como @ ¢é associativa, (tej)es = t(ejez). Logo:
X + Zey =z + yey + zes + t(eres)

Temos entao que {1, eq,e2,e1€2} é uma base de Q). Ou, simplificando a notagao,
fazemos ejes = e3 e dai, a base de @ serd: {1,e,es,e3}. A tdbua de multiplicagao

em () é indicada abaixo:

L 1] en [ea| e |
1 1 el €9 es
€1 €1 (6% €3 (6755}
€ || €2 | —€3 B | —Ber
e3 || e3 | —aey | Ber | —af

Destacamos alguns céalculos realizados para se chegar a estes valores. Lembrando

que, pela regra de multiplicacao estabelecida por Hamilton, temos:
€163 = —€2€7 €163 = —€3€ €2€3 = —€3€9

Calculamos: eres = e1(e1ez) = e2ey = aey
ezes = (e169)en = €165 = ey
e3 = (e162)? = (e1e2)(e162) = —(eae1)(e162) = —((e261)er)en

= —(ez€3)es = —(aez)es = —ael = —af3

Vamos agora a construcao da dlgebra dos octonios. Tomamos v € F, v # 0 e
obtemos a dlgebra C' = (Q(a, 3),7), que é formada por pares de elementos de Q(«, 3).
Escrevemos entao C = (Q(a, ),7) = Q(a, 3) ® Q(«, B)eq, onde €2 = 7. Assim, um
elemento de C' se escreve: u+ vey, com u,v € Q(a, 3). Sejam u = a+ bey + ceq + des

ev=e+ feg + ges + heg. Dal:
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u+vey = (a+ bey + ces + des) + (e + fer + gea + hes)ey
= a + bey + cey + des + eeq + f(ereyq) + gezey) + h(eseyq)

Fazemos: ejey = e5, esey = €5, e3e4 = e7 e obtemos uma base de C:

{17 €1, €2, €3, €4, €5, €q, 67}-

A tabua de multiplicacao de C' é dada abaixo:

L N1l en [ es | es [ea| es [ e [ er |
1 1 €1 ()] €3 €4 €5 €g €7
€1 €1 (0% €3 (6755} €5 ey —er — Qg
€2 || €2 | —€3 B —Beyr | eg €7 Bey Bes
e3 | es | —aey | feg —af | e; Q€q —fes | —afey
€4 || €4 | —65 —€6 —¢r v —her | —7€ | —7€s
€5 || €5 | —Q€y | —€7 | —Q€ | V€1 —ay ves Qaryes
€6 || €6 €7 —fBes | Bes | vea | —ves —By | —Brer
er || er | aeg | —Pes | afey | yez | —aves | Byes afy

Indicamos a seguir o calculo de alguns dos elementos da tabela:

kokk

er1es = e1(eaes) = e1(e4@2) = e4(€1 &) = eq(eren) = eses = —er

(*) Lema 3.4.2 (ii)  (**) Lema 3.4.2 (iii)  (***) Lema 3.4.2 (i)

e3 = (ereq)(erea) = (ere4)(eser) = ea((€re1)e1) = ea((€4e1)e1) = ea(Eael)

= —ael = —ay
eger = (e2e4)(e364) = ea((ezea)es) = ea(ezel) = yeses = —fBres
(*) Fazendo e = ea, y = e4 e = (ezeq) no Lema 3.4.2 (iv)
Evidentemente existem outras maneiras de se efetuar estes calculos.

Vamos agora relacionar o problema de Hurwitz (Teorema 3.4.3) com o correspon-
dente problema numérico, a que nos referimos como a “soma de quadrados” no inicio
deste capitulo. Tal relacao é possivel devido a propriedade da forma quadratica q de
admitir composi¢ao, isto é, ¢(zy) = q(x)q(y). Hustraremos esta relagdo com a algebra
dos quatérnios, uma vez que, para as outras algebras de composicao, o procedimento
é idéntico, sendo bastante elementar nos casos do corpo F e das quadréticas (F,«a) e

um tanto trabalhoso para os octonios.
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Consideremos entao o produto de dois elementos dos quatérnios, a que chamare-
mos X e Y, por simplicidade de notacao. Facamos X = a + be; + ces + dez e
Y =e+ fer + ges + hes.

Calculemos XY = (a + bey + cey + des)(e + fer + ges + hes)

= (ae + abf + fcg — afdh) + (af + be — Beh + [fdg)e;
+ (ag + ce + abh — adf )es + (ah + de + bg — cf )es

Pelo que ja vimos até agora, resulta imediato que a involucao em () é dada por:
X =a—be; — ceg — des

Calculando  ¢(X) = XX = (a+be; + cey +des)(a— bey — ceq — des) encontramos
q(X) = a® — ab® — B + afBd>.

De maneira analoga, obtemos para Y = e + fe; + ges + hes
q(Y) = e — af? — Bg* + afh®
Da expressao de XY deduzida anteriormente, temos:

q(XY) = (ae + abf + Bcg — afdh)?* — a(af + be — fch + [dg)?
—B(ag + ce + abh — adf)?* + afB(ah + de + bg — cf)?

Se F=R e a=p= -1 temos a expressao do produto de uma soma de 4

quadrados ¢ também uma soma de 4 quadrados:

(> + b0+ +d*) (e + f2+ >+ h?) = (ae — bf — cg — dh)* + (af + be + ch — dg)?
+ (ag + ce —bh+df)* + (ah +de+ bg — cf)*.

Ainda sobre o Teorema de Hurwitz, é importante destacar as algebras de com-
posicao obtidas fazendo F' = R, e os escalares @« = = v = —1. Ao duplicarmos
R pelo processo de Cayley-Dickson obtemos a /flgebm dos Complezos, C = (R, —1).
Duplicando C obtemos os Quatérnios de Hamilton, H = (C,—1). Finalmente, a
partir de H chegamos aos Octénios, O = (H, —1). Sao estes casos particulares de
algebras de composicao, mais especificamente os dois ultimos, que serao estudados

no proximo capitulo.



Capitulo 4

Identidades em Algebras de Cayley

Faremos um breve estudo das identidades de graus 4 e 5 nas algebras de Cayley, de
acordo com algumas das mais recentes pesquisas realizadas sobre o assunto. Nossa
abordagem se apdia no artigo Minimal Identities of Octonion Algebras, de M. L.
Racine (ref. [19]), onde é provado que nao existem identidades de grau 4 nas dlgebras
de octonios e, que as identidades de grau 5 resultam de outras duas identidades
conhecidas.

Mencionamos também alguns resultados obtidos por outros estudiosos do assunto
sobre identidades de grau 6 ou maior, sempre em um corpo de caracteristica 0 ou

maior que o grau da identidade em estudo.

4.1 Introducao

Para uma primeira no¢ao do que é uma identidade, consideremos um corpo F', uma

F-algebra A e um polinémio f(z1,...,z,) nas indeterminadas nado comutativas e nao
associativas x1,... x, e com coeficientes em F. Dizemos que f é uma identidade de
Ase f(ai,...,a,) = 0 para todos ay, ..., a, € A. Dizemos também que A satisfaz f.

Assim, uma algebra comutativa satisfaz a identidade xy — yx e, uma algebra associa-
tiva satisfaz a identidade (zy)z — z(yz). Daremos adiante uma definigdo mais formal,
abrangendo outros conceitos importantes para as consideragoes aqui apresentadas.
De fundamental importancia para o estudo das identidades sao as algebras de
matrizes M, (F'), ou mais genericamente, M, (R), onde R é um anel comutativo. De
que forma se relacionam matrizes e identidades? Para as identidades polinomiais

pode-se definir o seu grau. Veremos em breve que uma identidade de grau t satis-

92
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fazendo certas condicoes é multipla do polinomio standard do grau t, denotado por s;,
que sera definido oportunamente. Escrevemos: f = as;. Por outro lado, o Teorema
de Amitsur-Levitzki, que daremos uma demonstracao adiante, afirma que ss,, ¢ uma
identidade do anel das matrizes de ordem n com coeficientes em R, que designamos
por M, (R).

Vamos agora formalizar estes resultados para podermos abordar as identidades

de grau 4 e 5 nas algebras de Cayley.

4.2 Algebras Livres

Seja X um conjunto arbitrario, podendo ser infinito. Designamos por V[X| o conjunto
obtido a partir de X das palavras nao associativas e nao comutativas, formado pelos
elementos de X mais os paréntesis a esquerda e a direita.

Os elementos de V[X] sdo agrupamentos convenientes dos elementos de X, de tal
forma que se 1, 19,23 € X, 0 agrupamento x5 € V[X|, mas xyzox3 ¢ V[X]. Para
agrupar mais de dois elementos devemos usar os paréntesis. Assim, (zyz5)x3 € V[X]
e zo(x311) € V[X]. E claro que z1, 2, € V[X] e mais ainda, X C V[X].

Sejam u, v € V[X]\X. Se z1, 25 € X, temos que z1x2, x1(u), (v)22, (u)(v) € V[X].
Podemos definir em V[X]| uma multiplicagao. Se x1,x2,u,v € V[X], com x1, 25 € X,

definimos:

Ty Xy =TT 1 u = x1(0)

vy = (v)xe; u-v=(u)(v)

Entao, - é uma operagao bindria em V[X], isto é, z -y € V[X], para todos x,y
em V[X]. Seja agora um corpo F. O conjunto V[X] pode ser considerado uma base

do F-espago vetorial F[X], cujos elementos sao da forma:
Z(xiui, (67 GF, UlGV[X],

onde Y a;u; indica uma soma finita.
Definimos uma multiplicagao em F[X] estendendo a multiplicacdo definida em

V[X], por:

(22 oqwi) (32 Bjvg) = D2 3 cilB(ui - vy), o, B € F, wy v € VIX]
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Obtemos assim, uma F-algebra F/[X], que é chamada dlgebra livre ndo associativa.
Os elementos de F[X] sao chamados polinomios ndo associativos. Um elemento da
forma au, com a € F e u € V[X] é chamado um mondmio nao associativo.

O grau de um monomio é igual ao nimero de varidveis que nele comparecem,
notando que, para todo z em F[X], xz = z?, neste caso contam-se duas varidveis.

Citamos alguns exemplos:
(uv)w tem grau 3; (uv)(wz) tem grau 5

De maneira analoga, o grau de um polinomio é definido como o maior grau dos

monomios que o formam. Assim, o polinomio u? + uv + (uv)w? tem grau 4.

Consideremos agora um conjunto enumeravel X = {zy,xs,...}. Seja f € F[X]
arbitrario (sem o termo independente, se A nao tiver unidade), que é formado por
uma quantidade finita de elementos de X. Indicamos por f = f(z1,22,...,2,).
Seja A uma F-algebra e aq,as,...,a, em A. Ao substituirmos os z; de f pelos
a; obtemos o elemento f(aq,as,...,a,) em A. O polinémio ndo associativo e nao
comutativo f é chamado uma identidade da algebra A se f(ay,as,...,a,) =0, para
todos ay,as, -+, a, em A.

O conjunto de todas as identidades para uma dada élgebra A é um ideal de F[X],
chamado ideal de identidades de A ou T-ideal de A, denotado por T'(A).

Defini¢ao 4.2.1. Seja I um subconjunto de F[X]. A classe de todas as F-dlgebras
satisfazendo cada identidade de I € chamada variedade de dlgebras definida pelo

conjunto de identidades I.

Exemplos:
1. A variedade das F-algebras associativas é definida pela identidade
f=(zy)z — x(y2);

2. A variedade das F-algebras alternativas é definida pelas identidades
fi = 2%y —x(zy) e fo = xy* — (xy)y, com f; definindo as dlgebras alternativas

a esquerda e fy definindo as dlgebras alternativas a direita;

3. A variedade das dlgebras de Lie é definida por
fi=a%e fo=(zy)z + (yz)z + (22)y
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4. A variedade das dlgebras de Jordan é definida por
fi=xy—yxe fo=(2*y)r — y*(yr)

Serao de importancia para o nosso estudo, as variedades de algebras dos exemplos
1 e 2, acima, nas quais estudaremos as dlgebras associativas livres, designadas por
Ass[X] e as dlgebras alternativas livres, designadas por Alt[X], ambas sobre um
conjunto de geradores X.

Dado um mondémio nas variaveis 1, o, . . . , T, definimos o seu tipo como uma lista
de niimeros indicando o grau de cada uma das varidveis, designado por [ny,ns, ..., ng.

Vejamos alguns exemplos:
1. (2329)(xox?) é do tipo [2,2,2]
2. ((w1x9)ws)(z323) é do tipo [1,3,2]
3. (z123)(z4(7123)) ¢ do tipo [2,0,3,1]
Naturalmente, um polinomio f pode ser escrito como soma de monomios.

Definicao 4.2.2. Seja f um polinomio nas varidveis x,...,xs, indicado por

f(z1,...,xs). Dizemos que:

(i) f € homogéneo em z;, 1 < i < s, se o grau de x; for o mesmo em cada

monomio de f;
(ii) f € homogéneo, se for homogéneo em x;, Vi=1,...,s;

(iii) f € linear em x;, 1 < i <'s, se grau de x; = 1 em cada mondémio de f;

(iv) f € linear, se for linear em x;, Vi=1,...,s;

(v) f ét-linear, 1 <t <s, se for linear em x;, 1 =1,...,t;

(vi) f é multilinear, se grau de x; =0 ou grau de x; =1, Vi=1,...,s;
(vii) f € t-alternado, se f(z1,...,%i,...,2j,...) = —f(z1,...,25,..., 2, ...)

Vi, g, 1<i,j<t, i#}j;

(viii) f € alternado, se for s-alternado;
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(ix) f € t-normal, se for t-linear e t-alternado;
(x) f énormal, se for linear e alternado.

Os conceitos de grau, homogeneidade e polindbmio multilinear homogéneo, con-
forme definidos acima, se aplicam a algebra livre nao associativa e nao comutativa
F[X], sobre um conjunto gerador X. Para podermos aplicar estes conceitos nas
algebras associativas livres Ass[X] e nas algebras alternativas livres Alt[X], pre-
cisamos identificar qual é o conjunto gerador X para tais algebras. Porém, nao se

conhece uma base natural em Al¢t[X].

Passamos entao a considerar o ideal I das identidades definidoras da variedade

das algebras associativas, que ¢ o ideal gerado pelo conjunto
IO = {(.Qf,y,Z) ‘ T,Y,z2 € F[X]}

Podemos escrever ainda: Ass[X| = F[X]/I. Assim, cada elemento de Ass[X],
isto é, cada identidade polinomial associativa, é a imagem do homomorfismo canénico

de um polindémio em F[X], retirando-se os paréntesis. Designando este homomorfismo
por ¢: F[X] — Ass[X], se f € F[X], entao ¢f é aimagem de f por ¢ e of € Ass[X].

De maneira andloga, seja J o ideal das identidades definidoras das algebras alter-

nativas. Entao, J é o ideal gerado pelo conjunto
Jo={(z,2,9); (z,t,1) | x,y,2,t € FIX]}

Assim, Alt[X] = F[X]/J e, designando por v: F[X] — Alt[X] o homomorfismo

candnico entre estas duas dlgebras, temos que, se f € F[X], entao vf € Alt[X].

4.3 Identidades Polinomiais

Consideremos agora o grupo simétrico de ordem t, que denotaremos por Sy, também
chamado de grupo de permutacoes, que é formado pelas permutacoes de t elementos.
Cada permutacao serd designada por 7, em geral, afetada de um indice, como 7; ou
i O grupo simétrico S; estd intimamente relacionado com os polinomios multili-
neares associativos, uma vez que podemos facilmente verificar que se f é um polinémio

multilinear de grau ¢t em Ass[X], entao:
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f= > apn - g, com o, € F
TESt

Temos ainda que os polinomios multilineares associativos de grau ¢, designados

por P, sao isomorfos a dlgebra de grupo F'S;, e que P; é um S;-médulo.
Vejamos alguns exemplos:

1. O grupo simétrico do grau 2 é simplesmente formado pelas permutagoes (12) e
(21). Assim, um polinomio multilinear do grau 2 podera ser escrito:

(21, 22) = ary2y + Brawy, com o, € F.

2. Em grau 3, temos 3! = 6 permutacoes de 3 elementos:
(123), (132),(213), (231), (312), (321). Entdo um polinémio multilinear do grau
3 tera a forma:

f(z1, 9, 23) = 11223 + QT T3T2 + - - - + aT3T2xy, com q; € F.

3. Um caso particular de polinomio multilinear de grau 3 é:

fi(zy, x2, 23) = aryz329 + Broxsry, o, € F

Definicao 4.3.1. O polinémzio standard do grau t é dado por:
Se(T1, .. my) = D (sgnm) Ty, « - - Ty,
TESY
onde Sy € o grupo das permutacoes de t elementos e sgnmw indica o sinal da per-

mutacao.

Vé-se claramente que s; € um polinomio normal. Examinaremos a seguir alguns
critérios que permitem estabelecer quando um polinomio linear é normal. No que

segue, assumiremos que f é um polinomio t-linear.

Definigao 4.3.2. Para todas as permutagoes m € S, k <t, definimos f(~) como a
soma dos monomios nos quais as varidueis Ty, ..., Ty aparecem na ordem Tr, -« - Tx,

Sem =1 (permutacao identidade) escrevemos fuy. Em particular, se k =t, obtemos:

f=2 res, fitm):

Defini¢ao 4.3.3. Seja f(x1,...,x5) um polinomio t-linear. Definimos a composta

mo f,m €Sy, por:

F(@rys ooy Ty Tig1y - ooy Ts).
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Para ilustrar um caso simples de uso da composta, podemos fazer 7 = (12) e

f = mwswe + 137971 + Towyxs. Entao (12) o f = zox3zy + 2370109 + 212973,

Lema 4.3.1. Um polinémio t-linear f € t-normal se e somente se (ij)o f = —f

Vi<jg<t.

Demonstracao: (=) Se f é normal, entao:

(tf)of+f=f(...zj..mpy . )+l xy, . 0)
=f(..,oi+ay,. .o+, ) =[x, )
—fC. oz, o, xy,...) =0

(«=) Por hipétese, (ij) o f = —f. Podemos escrever f =3 o fi1x):
Entao (Zj) o f(t,w) = _f(t,(z‘j)w)7 Vmes;.
Consideremos o conjunto G = {7 € S; | 7(i) < 7(j)}.
Assim: f =" _o(fim + fieinm) = 2rea(ftanm — (05) © fiem)-

Agora, fazendo i = j, seja f(..., 2, ..., x;,...). Temos:
JGom o mg,) = colfom( o i m,.0)

— (i) o fum (- s @iy oy, ))
= ZﬂeG(f(tm)(...,xi,...,xi,...) — fam (o xiy . m,..)) =0

Portanto f é normal. 0
Lema 4.3.2. f € t-normal se e somente se, V1 € Sy, fun) = (sgm)7 o fiy.

Demonstragao: Lembrando que f ) é a soma dos monomios de f em que as
variaveis xi,...,r; aparecem na ordem my,...,mT;. Toda permutagao é um produto
de transposicoes. Se 7w for produto de um nimero par de transposicoes, © ¢ uma
permutacao par e, serd uma permutacao impar se for produto de um niimero impar
de transposigoes. Seja m € S;. Temos que: m = 77 ...7,, onde cada 7; é uma trans-
posicao, 1 <17 < s.

Pelo lema anterior, (ij) o f = —f e, em particular, (ij) o fi) = —f(), ou especi-
ficamente, para a permutacao 7 fixada, 71 o f) = —f1). Aplicando sucessivamente

Ty, ..., Ts Obtemos: fi; ) = (sgnm)mo fiy. O
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Lema 4.3.3. f ¢ t-normal se e somente se f = o (sgnm)m o fu

Demonstragao: Resulta imediatamente do fato visto no Lema 4.3.1, de que f =

Y one s, ) e do lema anterior. 0
Proposicao 4.3.4. Se f ¢ normal de grau t entao f = as; para algum o € F.

Demonstragao: Sabemos, da definicao do polinémio f(; ), que se k = t, entao
f =2 res, fum- Ainda, para cada 7 € Sy
Jem (@1, 2) = 0rlpy .. X, ar €F, esem=1:
foy(@r, ... x) =axqy .. 0y, a€F.
Pelo Lema 4.3.2, f - = (sgnm)7m o f(). Entao:
Qrlpy ... Ty, = (SGOT)T 0 Ty ... Ty = (SEOT) ALy, . .. Ty, = Qi = (SEOT)CL
Escrevemos entao:

f - Zﬂ'est (Sgnﬂ-)axﬁl sl = @ ZWGSt (Sgnﬂ-)‘rwl ool = f = QS O

Proposigao 4.3.5. Seja f =3 o (8e07)[Try, Ty | -+ - [Ty Ty |- Emitdo
f = 2t32t.

Demonstracgao: Cada comutador se desenvolve numa soma de monomios da forma
Ty Trmiipny — Trgopny Ty - Fixemos 7 € S;. O produto de todos estes ¢ bindmios (pois
sdo t comutadores) é formado por 2! parcelas onde em cada uma aparecem todas as
2t variaveis xy,...,To sem repeticao. Assim, cada parcela é da forma xz, .. Loy -

Para a permutacao 7 fixada temos entao:

[Ty Ty ] -+ [Trgge1ys Ty ] = 25Ty -+ Ty
= [ =D res, (5807)2 [Try Ty ] [Ty s T ]
= 2" 5y, (S8NT) [Ty, Ty ] [Ty, Ty
= f=2lsy O

Proposicao 4.3.6. Para o polinomio standard sy, valem as sequintes iqualdades:

t .
(i) St = Z(_l)z_lxistfl(xb vy Li—15, Lit 1y - - - al’t);
i=1
.o t
(i) s = > (=) sp (@1, oy i1, Tigas - - T4
i=1

Demonstracgao:
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(i) Faremos inducéo em t. Como, pela propria expressao, é imediato que, sendo
ela valida para k é também valida para k + 1, basta verificar para um valor

inicial de ¢, digamos, t = 3. Teremos:

53(1, T2, T3) = T1T2T3 — T\ T3Ty + Tol103 — ToT3T1 + T3T 1Ty — T3Tady
= x1(xows) — xo(w103 — X371) + 3(T109 — To21)
= 1182(21, T2) — TaS2(w1, w3) + 352(T172)
= Zf’:l(—l)i_lxi@(. ey L1, Ty )

(ii) E inteiramente ansloga. O

Neste ponto introduziremos as matrizes em conjunto com o polinémio standard,
e mostraremos duas propriedades do traco de uma matriz. Uma delas sera usada na
demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki, de vital importancia no estudo das

identidades.

Lema 4.3.7. Seja M,,(R) o anel das matrizes de ordem n sobre um anel comutativo

arbitrdrio R. Entao tr[M,(R), M,(R)] = 0.

Demonstracao: Sejam A, B € M,(R). Devemos mostrar que tr[A, B] = 0. Isto
equivale a: tr(AB — BA) =0 = tr(AB) —tr(BA) = 0, pois o traco é aditivo. Vamos
entdo mostrar que tr(AB) = tr(BA).

k=1 ij

““(AB) = Zk argber + -+ Zk Ankbrn = Z Z @i bri

i=1 k=1
k=1 ij

D bikaki = D D agibiy = > Y agiby, = tr(AB) O

i=1k=1 i=1k=1 k=11i=1

NE

tr(BA) =

Proposicao 4.3.8. Seja R um anel comutativo arbitrdrio e Ay, ..., Ay, € My(R).

Entao trsop(Ay, ..., Asy) =0, para k,n arbitrdrios.

Demonstracgao: Pelas propriedades do polinomio standard, dadas na Proposicao

4.3.6, podemos escrever:
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2k

QtTSQk(Al, e ,A2k> =1r (Z(—l)i_lAiSQk_l(Al, e 7Az'—1; Ai, e ,A2k>>

=1

2k
+ tr (Z(—l)QkiSQk_l(Al, R 7Ai—17 Ai7 . ,Agk)ai)

1=1

Simplificando um pouco a notagao, calculamos:
2k ‘ 2k ‘
Qt’I“SQk(Al, S ,Agk) =1tr <Z(_1)21Ai32k—1) +tr Z(—l)QkZSQk_lAi)
i=1 i=1

= t?"(Alsgk,l) — t/’n(82k71A1) — tT(AQSQkf]_) + t?“(SQk,lAg)

+ oo = tr(Agpsar—1) + tr(san—1Az)

= tr(Aisop—1 — Sop—141) — tr(Assar—1 — Sak—142)
+ oo —tr(Agpsar—1 — Sop—142k)

= tr[Aisop_1, Sop—1A1] — tr[Assor—1 — Sor—14
+ oo = tr[Aggsar—1 — Sox—1A2%]

Vemos assim que, quando i é par, tr[A;, so,_1] é afetado do sinal —, e quando i é

impar, esta expressao leva o sinal 4. Podemos escrever entao, voltando a notacao de

somatorio:
2k .
QtTSQk(Al, e 7A2k> = Z(—l)z_ltT[Ai, SQkfl(Al, . ,Aifl, Aia . 7A2k)]
i=1

De acordo com o Lema 4.3.7 o segundo membro se anula, pois é uma soma do

trago do comutador de matrizes em M, (R). Portanto trsog(Ay, ..., Agy) = 0. O

Os resultados que acabamos de apresentar formam o embasamento tedrico para o
estudo das identidades nos octonios. Para completar tais fundamentos necessitamos
do Teorema de Amitsur-Levitzki, que afirma que o polinomio standard s,, é uma
identidade em M,(R) (ou M, (F), F corpo). Daremos a demonstracao devida a
Rosset (ref. [20]), que considera este teorema como uma conseqiiéncia do Teorema de
Cayley-Hamilton para matrizes. Esta demonstracao faz uso de resultados referentes
a dlgebra exterior. Para isto dedicaremos a proxima sec¢ao a um estudo sucinto desta

algebra. Maiores detalhes podem ser encontrados em [23].

4.4 A Algebra Exterior - Principais Resultados

Sejam U, V espagos vetoriais sobre um mesmo corpo F', com dimU = m e dimV = n.

Queremos definir um “espaco produto” entre U e V. A primeira idéia que poderia nos
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ocorrer seria o produto cartesiano U x V. Mas, notando que, se (uy,v), (ug,v) € UXV,
entao (u1,v)4+ (u2,v) # (ug+uz,v). Mas se w for uma fungao bilinear, w:UxV — F|

entao, para todos u,uq,us € U, v,v1,10 € V ea € F:
(i) w(uy + ug,v) = w(ug,v) + w(ug,v);
(i) w(u, vy + v9) = w(u,v1) + w(u, ve);
(iil) w(au,v) = w(u,av) = aw(u,v).

Define-se o produto tensorial de U por V como sendo o espaco dual do espaco das

funcgoes bilineares de U x V em F'. Denotamos por U ® V:
UV =L*(UxV;F)=LLU x V;F), F)

Assim, os elementos de U ® V' sdo funcionais lineares em L(U ® V; F), e tem-se
dimU ®@ V = dim L(U ® V; F) = mn. Dos resultados conhecidos sobre funcionais
lineares, sabemos que, se {uy,...,u,} é uma base de U e {vy,...,v,} é uma base de
V, entao {a;;}, i =1,...,m, j=1,...n, é uma base de L(U ® V; F'), onde «;; é
um funcional bilinear definido por:

1 sei=kej=1
(g, V1) = { 0 caso contrario

Definimos (u; ® v;)(ap) = ap(ui, v;). Assim, (u; @ vj), 1 <i<m, 1<j<n,é

uma base de U ® V. Por exemplo, se m =2 en = 3, entao U ® V tem dimensao 6 e

sua base sera:
{ur ® vi,u1 ® va, U1 ® v3, Uz @ V1, Uz ® Vo, Uz @ U3}
Um elemento de U ® V' ¢ escrito como ), a;;(u; ® v;).

Estendemos naturalmente a definicao de produto tensorial para um nimero maior
de espagos vetoriais. Sejam, entao Uy, ..., U, espagos vetoriais de dimensao finita.
Uma funcao multilinear em r variaveis é uma aplicacao a: Uy X ... x U, — F, que é
linear em cada varidavel, sendo também chamada de uma r-forma. Assim, podemos
considerar que um funcional linear é uma 1-forma, um funcional bilinear é uma 2-
forma, e assim por diante. Também chamamos de uma 0-forma, um elemento do

corpo F.
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O espaco vetorial de todas as r-formas é L(Uy,...,U,; F) e o seu dual é o espago

tensorial U1 ® ... ® U,.
Consideremos agora as r-formas do tipo
a:Vx...xV—-F

O espago vetorial de todas as formas deste tipo é L(V"; F) e o seu dual é chamado
espaco tensorial contravariante de ordem r, denotado por é) V. Se dim V' = n, entao

dimé V =n".

Sejam vy,...,v, € V. Uma r-forma « pode ser calculada nestes v;, resultando
a(vy,...,v.) = k, k € F. Poderfamos perguntar o que acontece quando permu-
tamos os v;, isto é, quando calculamos (v, ..., ), sendo ® € S,, o grupo das

permutacoes de r elementos. Interessam-nos somente as r-formas que satisfazem as

seguintes condicoes:

1. Uma r-forma a em V é dita simétrica se

a(vy, ..., v) = a(Vgyy. .., Ur,), Yo, €V V7 eES,

2. Uma r-forma o em V é dita anti-simétrica se
a(vy,...,v.) =sgn(m)a(vgy, ..., 05), Vo €V Vo eS,

onde sgn(m) é o sinal de .

3. Uma r-forma o em V é dita alternada se for igual a 0 sempre que houver duas

variaveis repetidas.

Toda forma alternada é anti-simétrica. Se o corpo F' tem caracteristica # 2, entao
toda forma anti-simétrica é também alternada. De fato, seja o anti-simétrica. Entao
a(vy,vy,...,0) = —a(v,vy,...,0) = 2a(vy,vy,...,v,) = 0. E como F nao é de

caracteristica 2, segue que a(vy,vy,...,v,) = 0. Portanto « é alternada.

O conjunto das r-formas simétricas em V| denotado por Lg(V"; F) é um sub-
espago de L(V"; F'), como se verifica facilmente. Da mesma maneira o conjunto das
r-formas alternadas em V', denotado por La(V"; F) é um subespaco de L(V"; F).

Seja {v;} uma base de V. E possivel provar que a dimenséao de L 4(V", F) é dada por
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" se r<n
dim LA (V" F) = r -
0 se r>n
Definicao 4.4.1. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. O produto exterior
de ordem r de V € o dual das r-formas alternadas, Lo(V"; F'), denotado por AV.
Em simbolos: NV = L*\(V"; F) = L(L4(V"; F); F).

Observagao: A definigao acima é restrita para caracteristica zero. Para uma defini¢ao
mais geral que independe da caracteristica do corpo, veja, por exemplo, Jacobson (ref.
[13]).

Tem-se também: dim L4 (V"; F) = ( Z ) S AV = ( ::L )

Sejam z1, ..., x, elementos fixados de V| e a uma r-forma em L,(V"; F). Um
elemento de AV é um funcional linear (1-forma) que associa a cada o € Ls(V"; F),
um escalar. Assim, se definirmos

B:La(VTF) — F
a— fa) =a(xy,...,z,) (1)
entao € AV. Um elemento G de AV é uma 1-forma, como definido em (1), e é
chamado produto exterior de x1,...,z,. Usamos a notagao = x1 A...Ax,. Assim,

podemos reescrever (1):
(w1 A Az () = alxy, ..., x,)

E possivel provar que se {v1,...,v,} é uma base de V', entao o conjunto de < 7: )

T
vetores v;, AV, A. .. Av;, com 1 < iy <19 < ... <1, <néumabasede AV. Vejamos

alguns exemplos:

3
2

2 2
é base de AV. Todo elemento de AV é da forma

1. SeerenzB,( ) = 3; {v1,v9,v3} é base de V' e {v1 Avg,v1 Avs, v9 Auz}

T = AaU; A Uy + )\131}1 N vs + )\23’02 N vs, )\ij e F.

4

2. Ser:2en:4,(2

) =6, daf: {v; Avy, v1 Avg, V1 Avg, Vg AV3, Ve AUy, U3 AU}

2
é base de AV. Um elemento z € V x V tem a forma
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Zi,j Xij(vi ANvj), 1<i<j<4 \j€eF

4
3

{Ul/\’UQ/\Ug,Ul/\1}2/\1}4,1]1/\1)3/\7)4,1)2/\U3AU4}

3. Ser:3en:4,< ):4, eumabasede/S\Vé

Um elemento de AV é chamado um r-vetor. Se um elemento de AV puder ser
escrito como produto exterior de r elementos de V', entao tal elemento é chamado
um 7-vetor simples. Usa-se a notacao v") para indicar um r-vetor simples.

Consideremos agora dois produtos exteriores, AV e A V, com r # s. Sejam

v € AV um r-vetor simples e v(®) € AV um s-vetor simples. Podemos escrever:
v =z AL AT, e v®) =1 N oo N\ Tpyg
comx; € V,i=1,...,r+s. Vamos definir o produto exterior de v") por v®) como
v A 9 =TIN . AT AT 1 NN Ty,

Claro que esta defini¢cao s6 tem sentido se r +s < n, onde n = dim V. Mas pode-
mos ter elementos em AV (e em /S\V) que nao sao simples. Porém sao combinacoes
lineares de elementos da base de A V, isto é, de r-vetores simples. Assim, qualquer

vetor v € AV pode ser escrito:
() ")
v =S A\, N EF
i=1

(r)

i

onde cada elemento da base de AV foi designado por v

3
r=3en=4, abasede AV é

. Como um exemplo, se

(3)

{053) =01 A vy A U3, Uy ®

= v1 AUy A Uy, U§3)2U1AU3/\U4, v, = vy Avg Aug}h

3
Um elemento qualquer de AV é um 3-vetor, que pode ser escrito como:
4
v® =3 )\ivgg), A € F.
i=1

Vamos definir o produto exterior de um r-vetor por um s-vetor, estendendo a
definicio dada para vetores simples. Sejam v = )\Z'UZ(T) evl® =3 ,ujvj(s), iy 4j €
i J
F. Definimos:

v A = <Zi Awg”) A (Zj #j“y('s)> =3 (v Ay
2y
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E possivel provar que:

1. Esta definicao é valida, isto é, independe de como v e v®) sdo escritos em

termos de vetores simples;
2. v AV = (=1)50) A ),
Seja V um F-espaco vetorial de dimensao n. Definimos:

0 1 n nor
ANV =AVOAV®---®AV =B AV

r=0

onde /0\ V=Fe /1\ V = V. Tem-se ainda:

dim/\V:(g)+(7f)+...+(Z>:2n

Vamos definir um produto em AV. Sejam v; = @ v'” e v = @ 0. Definimos:

s=0
nAve=@ 3 oAl

t=o0 r+s=t

E facil verificar que AV com o produto assim definido é uma &lgebra. A algebra
AV assim constituida é chamada dlgebra exterior ou dlgebra de Grassmann. Vejamos

alguns exemplos:

2 3
1.n=3: {e,es,e3t basede V, AV=FOVOAVHAV, dimAV =2%=38.

Sejam vi,v, € AV. Vamos explicitar cada um deles como soma direta de

elementos de cada A V,i=1,2,3,4. Assim, na notacao indicada anteriormente,
(0) (2) 3) o ( ) 1) (3)

v =1, @U%I)@vl P vy D Vs @vé)@v onde
(i) ()GF = 0¥ =)
(11) E V = Ugl) = )\1161 -+ )\1262 + )\1363
(111) ) € /\V = U§2) = Ag1e1 A ea + Aageq A es + Aazea A €3
(iv) v JeAV = v§3) = A31€1 Aea Aes

onde A\, \;; € F), 4,5 =1,2,3.

Naturalmente temos expressoes analogas para vs. Assim, uma base de AV,

para dimV = 3 é:

{1, ey, €2, €3, e1Nea, €1 Nes, eaNes, e Nea Aest



CAPITULO 4. IDENTIDADES EM ALGEBRAS DE CAYLEY 107

Vamos calcular o produto v; A v9 de acordo com a definicao dada:

v A vy = @ S ol A
=0 r+s=t

= vﬁ‘” A véo) s> vﬁ‘” A v(l) ©® v(l) A v(o) D Uio) A U§2) ©® U§2) (0) D U(l) A ”él)

& 00 A v® ® o A @0 Aol @ o® AL

2. Se n =4, o produto v; A vy apresenta os mesmos termos acima mais os termos
correspondentes a t = 4. Indicamos sinteticamente:

(t 0) (t=1) (t=2) (t=3)
'Ul/\'UQ EB@EB

@U§O)Av§)@v(l) (3)®U£) (2)@v§)/\vé)@v(4)/\véo)

Encerramos esta secao com a demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki.
Precisaremos ainda de um lema que trata das formulas de Newton para matrizes
genéricas. Daremos apenas uma idéia da sua demonstracao, cujos detalhes podem

ser vistos em [21].

Lema 4.4.1 (Férmulas de Newton). Seja A € M,(F) e (—1)*ay o coeficiente de

A% no polinémio caracteristico da matriz A, entdo:
kog = S0 (—1) agitr(A), Yk, 1<k <n.

Demonstragao: (idéia) Considera o polindmio caracteristico ¢ da matriz A na
variavel A. Calcula a derivada formal ¢’ em relacdo a A e a desenvolve em série

de poténcias. Deste desenvolvimento obtém-se as férmulas de Newton. O

Teorema 4.4.2 (Amitsur-Levitzki). O polinémio standard s, € uma identidade na

dlgebra M, (F') das matrizes de ordem n sobre um corpo F.

Demonstragao: Seja V' espago vetorial de dimensao 2n sobre um corpo F' com
car FF = 0. Para facilitar a notacao vamos indicar por E a &lgebra exterior de
V', ao invés de AV. Seja {ey,..., e, } uma base de V e consideremos 2n matrizes
Ay, ..., Agy em M, (F). E possivel associar o produto tensorial M, (F) ® E com
M, (E), obtendo matrizes de ordem n cujas entradas sdo indeterminadas, mais es-
pecificamente, elementos da forma Ae;, com A € F, e; € E. Esta associagao é feita
calculando: A = Aje; + -+ + Agyeq, € M, (FE). Calculemos as poténcias da matriz

genérica A, para o caso particular n = 2. Temos:
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A? = (A1 Ay — AyAr)ey Neg + (A1 As — AzAy)eg Nes + (A1 Ay — AgA er Ney
+(A2A; — AzAs)ea Neg + (AgAy — AgAyr)es Ney + (A3Ay — AgAs)es N ey

A3 = (A1 Ay Az — Ay A1 Az)er Neg Nes + (A1 As Ay — AsAiAy)er Neg Ney + - - -

At = (A1 Ag A3 Ay — Ag AL A3 Ay + Ay A3 AL Ay — Ay AyAsAL + - )eg Ney Aes A ey

E possivel concluir entao que, para um n qualquer, teremos:

A% = S2n(A17 “es ,Agn)el AN S WANRERN e

Para mostrar que sy, é uma identidade em M, (F), basta mostrar que A =
0. Consideremos entao as formulas de Newton para matrizes genéricas, que dao os
coeficientes do polindmio caracteristico de uma matriz A em funcao do traco das

poténcias de A. Como vimos no lema anterior, tais férmulas podem ser escritas:
kg = S8 (=1)  ay_itr(AY), Yk, 1<k<n

Com isto, se mostrarmos que tr(A") = 0 para todo 7, teremos, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, que A?" = 0. No caso em estudo as poténcias da matriz A tém a
forma

Ak: Z Sk<Ai1,...,Aik)€il/\.../\€Z'k

11 <...<tp
como podemos facilmente comprovar das expressoes indicadas acima. Mas queremos
A% = (. Sabemos pela Proposicio 4.3.8 que o trago da matriz sy, (Ay, ..., As,) é

igual a zero, para todo n. Dai segue o resultado. 0
Corolario 4.4.3. Todo polinémio f normal de grau 4 € uma identidade em Ms(F).

Demonstragao: Pela Proposicao 4.3.4, f = ass. Mas, pelo Teorema, s; é uma
identidade em My(F'), logo f é uma identidade em My (F). O

O proximo resultado estabelece uma espécie de reciproca do Teorema de Amitsur-

Levitzki. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [21].

Teorema 4.4.4. (i) A dlgebra das matrizes M, (F') nao satisfaz qualquer identidade
polinomial de grau menor que 2n.

(ii) Se f € uma identidade multilinear de M,(F) de grau 2n entao, para algum
a€F, f=ad,,.
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4.5 lIdentidades nos Octonios - Grau 4

Mostraremos nesta se¢ao que nao existem identidades de grau 4 ou menor na algebra
dos octonios, que nao sejam conseqiiéncias das leis alternativas a direita e a esquerda.
Identidades que sao conseqiiencias das duas leis alternativas sao chamadas identidades
triviais (ou ébvias).

Conforme notacao introduzida no final do capitulo anterior, designaremos por O
a algebra dos octonios. Dada uma identidade f em O, podemos agrupar os monomios
do mesmo tipo. Cada grupo destes, ou seja, cada soma de monomios de um certo
tipo produz um polinémio homogéneo deste tipo. A identidade f serd entao, uma
soma de polinémios homogeéneos, digamos f = f; + fo + -+ + fi. Os polinomios
fi sao chamados componentes homogéneos de f. Com isto, algumas importantes

simplificagoes podem ser feitas, conforme indicamos a seguir.

Teorema 4.5.1. Seja A uma F-dlgebra. Se o corpo F tem mais elementos que o
grau mdximo de qualquer varidvel de uma identidade f em A, entdo todo componente

homogéneo de f € uma identidade.

Demonstracgao: (idéia) Seja t o grau de f. A esséncia do teorema estd em provar
que: Se existirem escalares aq, ..., a; tais que, para o determinante de Vandermonde
d formado pelas poténcias de «;, a equagao da = 0 implica a = 0, para todo a € A,
entao todo componente homogéneo da identidade f é também uma identidade em
A. Escreve f como uma soma de polinomios f = fo+ f1 +--- + f;, onde em cada
fi, a varidvel x; tem grau i. Supondo f um polinomio em n varidveis, tomam-
se ay,...,a, € A, elementos arbitrarios. Para cada ¢ = 1,...,7 + 1, a expressao
flayay,as, ..., a,) =0, implica que d; fx(a) = 0, onde a = (ay,...,a,), k=0,1,...,j
e d; ¢ o determinante de Vandermonde formado por «y, ..., a;41. Finalmente, sendo
dy divisor de d, a equacao djfiy(a) = 0 implica que fx(a) = 0 e, portanto, que
fo, fi,..., fj s@o identidades em A.

Note que, como estamos num corpo F' cuja caracteristica é maior que o grau da
identidade, as condicoes do teorema sao verificadas. Para maiores detalhes, veja a

referéncia [25]. O

Vamos verificar que podemos assumir que uma identidade homogénea é também

alternada nas variaveis lineares. Ordene os componentes homogéneos de uma iden-
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tidade f, primeiro pelo grau e depois pelo nimero de varidaveis. Entao, se y e z sao
variaveis lineares e se fi(...,y,2,...)+ fe(..., 2,¥,...) ndo é o polinémio nulo, entao,
fazendo z = y, obtemos fi(...,y,y,...) também nao nulo e com menor nimero de
variaveis. Supondo que conhecemos os resultados sobre identidades alternadas mais

baixas na nossa classificagao (isto é, com menor nimero de variaveis), vamos linearizar

fr(c. . y,y,...), obtendo
Jeloosyozo )+ e 2,y,000) (1)
Mas feloosy,zyoo ) — fule ooy 20y,.00) (2)
¢ uma identidade alternada em y e z. Somando as identidades (1) e (2) obtemos:
2f(o oy, 2,
Portanto, podemos assumir que f é alternada em y e z.

Uma outra simplificacao que podemos obter se refere ao isomorfismo entre os

quatérnios e as matrizes 2 x 2, conforme mostramos no préximo lema.
Lema 4.5.2. Os quatérnios Q(0,1) e as matrizes Ms[F| sao isomorfos.

Demonstragao: Seja a € (). Entao a = ag.1 + aje; + ases + azes, onde a; € F, i =

0,...,3. Podemos escrever também, a = (ag, a1, as, as). Considere a aplica¢ao

©:Q — My(F)

ap + aq a2—|—a3>

@(ao,alaa%@s) = < aq ao

@ € claramente um isomorfismo. O

Precisaremos ainda de algumas importantes propriedades do associador em uma

algebra alternativa, que sao dadas no seguinte lema operacional.

Lema 4.5.3. Em uma dlgebra alternativa A valem as sequintes igualdades, para todos

x,y,z € A:
<i> (SU,LL‘]/,Z) = (xvyu Z)SU,‘

(i) (z,yx,z) = x(z,y,2);
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(iii) (z,y,2%) = 2o (2,9, 2).
Demonstracio:
(i) Note que: (z,2y,2) = —(2,2y,2) e que (z,y,2) = (z,2,y). Ento:
(z,2y,7) = (2(xy))z — 2(zyz) = (2(zy))a — ((z2)y)z
= (2(zy) — (z2)y)r = —(z,2,y)x = (v,2y,2) = (2,9, 2)z

(*) Moufang (iii) (Teorema 1.2.2)

(i) (z,yz,2) = (vyr)z — 2((y2)2) = 2(y(22)) — 2((y2)2) = 2(=(y, 2, 2))
= (x,y, 2)
(**) Moufang (i)

(iii) Em uma 4lgebra alternativa, temos a seguinte identidade: (z? y,x) = 0, que

resulta da lei flexivel, como mostramos a seguir:

(22, y,2) = (2%y)x — 2°(yz) = (z(zy))z — 2(x(yz)) = 2((zy)z) — 2((zy)z) = 0.
Linearizando esta expressao com x — x + Az:

(x+X2) 2y, 24+ X2) = (22 + dwz + Azx + N222 gy, 0+ \2)

= (2, y, ) +A(2?,y, 2) + Maz,y, ) + N (22,9, 2)
=0
+ Mzz,y, x) + N (z2,y, 2) + N2 (2% y,2) + N (2%, y, 2)
=0
= M2y, 2) + (22, y,2) + (zz,y, 2)] + N[(2%, 9, 2) + (22,9, 2) + (22,9, 2)] = 0

Note que os coeficientes de A e de A2 sdo equivalentes, bastando trocar = por z

e z por z. Portanto, tomando a expressao para \%:

(2%, y,2) + (22,9, 2) + (22,5,2) =0 = (2,y,2°) = (v 0 2,4,2) (D)
Fazendo y = z e z = y em (i) e (ii) e somando:

(x,xz,9y) + (z,zz,y) = (z,y,2) oz, que também pode ser escrito:
(r,xoz,y)=zo(x,2,y). Agora, trocando = por z e z por x, obtemos:
(z,xoz,y)=z20(z,2,y), O que equivale a:

(roz,y,z)=z0(x,y,z) (II)
Comparando (I) e (IT) obtemos: (z,y,2?) = z o (z,y, 2) O
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Um polinémio homogéneo do grau 4 pode ser de um dos seguintes tipos: [4],
3,1], [2,2], [2,1,1] e [1,1,1,1]. Por exemplo, z* é um polinomio do tipo [4]. Do tipo
[3,1], temos x3y e z?(yx). J& x?y? e (zy*)z sao do tipo [2,2]. Do tipo [2,1,1], sao
identidades em 3 variaveis x,y e z, sendo do grau 2 em x e do grau 1 em y e z.
Como exemplo citamos: z(zyz) e (zy)(zx). Finalmente o tipo [1,1, 1, 1] se refere as

identidades multilineares em 4 variaveis, como z((yz)w) ou (zy)(zw).

Os trés primeiros tipos sao associativos, pois tém apenas 1 ou 2 varidveis, logo
pelo Teorema de Artin, geram uma subalgebra associativa. Uma identidade deste
tipo ¢ portanto, gerada pelo ideal das identidades dos quatérnios, que é o mesmo
das matrizes 2 x 2, conforme Lema 4.5.2. Mas em My(F') s6 existem identidades
multilineares de grau 4. Assim, podemos nos restringir ao estudo das identidades dos

dois tltimos tipos, [2,1,1] e a multilinear [1,1,1, 1].
Identidades do tipo [2,1,1]

Seja f(z,y, z) uma identidade dos octonios, de grau 2 em x e de grau 1 em y e z.
Pelas consideracoes acima, podemos assumir f alternado em y e z. Vamos mostrar

que: (i) A imagem de f em Ass[X] é zero; (ii) v f esta no ideal associador de Alt[X].

(i) of € Ass[X] = of = asy, a € F. E como s, é multilinear, segue que a = 0

eopf=0.
(i) vf=f+J = owf)=o(f+J)=9f =0.

Assim, como ¢(vf) = 0, devemos considerar o homomorfismo canonico de Alt[X]
para Ass[X]. A rigor, ndo é o mesmo ¢: F[X]| — Ass[X], mas lembrando que a

finalidade da ¢ é retirar os paréntesis, fica justificado o uso do mesmo simbolo.

Como vf estd no ideal associador de Alt[X] deverd ser combinacao linear de

(22,9, 2), (z,zy,2) e (x,yx,z). Mas, pelo Lema 4.5.3, podemos escrever:

(22,y,2) =x o (1,y,2) = x(x,y,2) + (v,y,2)x = (x,yx, 2) + (v, 7Y, 2).

Portanto v f é combinagao linear de x(z,y, ) e (z,y, z)x. Sendo f uma identidade,
f(a,b,¢) = 0, para todos a,b,c € Q. Em particular, para elementos da base de O.
Lembramos que a base de O, conforme estabelecemos no capitulo anterior, é dada

por:
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{1, ey, ea,..., er}.

Fagamos as seguintes substituigoes: x = ey, y = ey, 2z = e3. Calculando, obtemos:

vf = aei(er, ez, e3) + B(er, €2, €3)er
= ael((6162)63 — 61(6263)) + ﬁ((elez)eg — 61(6263))61

= ey (ezes — erer) + [eses — eje) =0

Assim, vf é o polinomio nulo. Provamos entdao que nao existem identidades do

tipo [2,1,1] em Alt[X], além das triviais.

Identidades do tipo [1,1,1,1]

Para tratarmos deste tipo de polinomio precisamos determinar as possiveis formas
de se arranjar paréntesis em 4 variaveis. Nao é dificil perceber que tais arranjos se

resumem nos seguintes, indicados esquematicamente:

si=_(( ) si=_((CL)) si=(C_)—
si=(CC ) si=(C )

E importante notar que, ao fazermos substitui¢coes por elementos da base dos
octonios, nao precisamos levar em conta todas as possibilidades de distribuicao das
varidveis em cada s, uma vez que os polinomios sao alternados. Assim, uma troca
de posicao de duas varidveis afetarda o mondémio com o sinal da permutagao. Por

exemplo, no caso de s, teremos:

e1(ea(ezes)) = —ea(ei(eseq)) = ealer(eses))

Basta portanto fazer uma tnica substituicao por elementos da base. Entao, no-

tando que f é combinacao linear dos monomios s} indicados acima, temos:
[ =asj+bsi+ csi+ dsi + es)
Fazendo as seguintes substituigoes:

(1) €1, €2, €3, €4; (2) €1, €2, €3, €5;
(3) €1, €2, €3, €q; (4) €2, €3, €4, €6

(5) €2,€3, €4, €7
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obtemos um sistema homogéneo com 5 equagoes nas incognitas a, b, ¢, d, e. Desenvol-

vendo:

(1) akl + bl{ig + C/{Zg + dl{?4 + 6k‘5 = 0, onde

k1 = eq(ea(eseq)) = e1(exer) = —ejes = ey
ko = 61((6263)64) = 61(6164) = €165 = —€4
ks = ((ere2)es)eq = (esez)eq = —ey

ks = (ex(ezes))es = (erer)es = —eq

ks = (e1e2)(eseq) = ezer = —ey

A equagao (1) fica: (a —b—c—d—e)ey=00ua—-b—c—d—e=0

(2) A equagdo (2) tem a mesma expressao acima, com as substitui¢oes agora por

outros elementos, dando os seguintes resultados:

k1 = e1(ea(eses)) = er(ezes) = —ereq = —es
ko = e1((eze3)es) = e1(eres) = —ejeq = —ep
ks = ((e1e2)es)es = (ezes)es = —es
ks = (e1(eze3))es = (ere1)es = —es

ks = (e1e2)(eses) = eseq = €5

A equagao (2) fica: (—ra—b—c—d+e)es=00u—-a—-b—c—d+e=0

(3) De maneira analoga para a equacao (3) obtemos:

ky = 61(62(6366)) = 61(6265) = €167 = €g

ky = 61((6263)66) = 61(6166) = —e1e7 = —¢€4
ks = ((e1ez)es)es = (eze3)eq = —eg
k’4 = (61(6263))66 = (6161)66 = —€4

k’5 = (6162)(6366) — €3€5 = €4

A equagao (3) fica: (a —b—c—d+e)es=00ua—b—c—d+e=0

(4) Agora, para a equagao (4):

k1 = ex(es(eses)) = ea(esez) = —ezer = e3

ko = ea((eses)es) = ea(eres) = —eae; = e3

k3 = ((ege3)eq)es = (e1e4)e6 = €566 = —e3
= (ea(eses))es = (eze7)eg = —eseg = e3
= (e2e3)(eae) = €162 = €3
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A equacao (4) fica: (a+b—c+d+e)es=0oua+b—c+d+e=0

(5) Finalmente para a equagao (5):

k1 = ez(es(eser)) = ea(ezes) = —ea

k2 = ex((eses)er) = ealerer) = —ey

k3 = ((eaes)es)er = (e1e4)er = eser = —ey
ki = (ez(eses))er = (eaer)er = —eser = €9
ks = (eze3)(eqer) = e1e3 = —eq

A equagao (5) fica: (—a—b—c+d—e)es=00u—a—b—c+d—e=0
Temos entao o seguinte sistema:

a—b—c—d—e =

—a—b—c—d+e =

a—b—c—d+e =

at+b—c+d+e =

o o o o o

—a—b—ct+d—e =
que facilmente verificamos, s6 apresenta a solucao trivial: a =b=c=d =e = 0.

Portanto f é o polindmio nulo. Concluimos assim que nao existem identidades de

grau 4 em uma algebra de octonios, além das triviais.

4.6 Identidades nos Octonios - Grau 5

Mostraremos nesta secao que as identidades de grau 5 nos octonios sao conseqiiéncias
de apenas duas identidades conhecidas, designadas por x e x, definidas da seguinte

maneira:
X = [[x1, w2] 0 [23, 74], 5]
k(23 21, T2, v3) = 83 (11, T2, 23)(2?) — (85 (21, T2, 73)(2)) 0
K(2;y; 21, 09, 3) = 5

onde s§ é o operador definido por
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sg (o1, 22, 23)(y) = 83V, Voo, Vi) () = 35 (sgnm) Ve, Vo, Ve (1)

TESs

e V. é o produto de Jordan, dado por V,(y) =z oy = zy + yz.

No que segue, adotaremos a seguinte simplificacdo na notacao: Indicaremos x,;

ao invés de x,, para a permutagao mi do elemento x.

Lema 4.6.1. Os polinomios x e k definidos acima sao identidades nas dalgebras de

Cayley.

Demonstragao:

(1) Provemos que x é uma identidade em C.

Seja C' uma algebra de Cayley. Entao todo elemento a € C satisfaz uma equacao
quadratica do tipo 22 —t(z)x +n(x).1 = 0, onde t(z) é o trago de x e n(x) é a norma

de z. Linearizando esta equacio obtemos:
voy—ta)y —ty)z +n(z,y).l =0
Fazendo z = [a,b] e y = [c, d], nos da:
la, 8] o [c, d] — t([a, B])[c, d] — t([c, d])[a, b] + n([a, b], [c,d]).1 = 0
Mas t([a, b)) = ([, d]) = 0, logo: x(a,b,c,d,e) = [n([a,b], [c,d]).1,e] =0

(2) Provemos que k é uma identidade em C*.

Obtemos a partir da dlgebra C' dos octonios, uma dlgebra de Jordan C*, definindo
o produto por xoy, conforme ja indicado. Para maiores detalhes sobre a relacao entre
as dlgebras alternativas e as dlgebras de Jordan, ver referéncia [22].

Em C* podemos considerar o trago T'(z) e a norma Q(z) de um elemento e, de

acordo com o que ja estudamos no capitulo anterior, temos as seguintes igualdades:

v =T(x) - Q(z)1; (1)
Qz,y) = qlz +y) —q(x) — q(y); (2)
T(z) = Q(z,1); (3)
zoy=T(x)y+T(yr—Qzy)l (4)

Para mostrar (4) fazemos:
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T(x)y+ Tz —Qx,y)l = (x+2)y+ (y +¥)r — Ty —Jy = vy + yz

Usando estas igualdades, reescrevemos « da seguinte maneira:
k(@3 21, 02, 23) = 85 (T(2)a — Q(a)1) — (T(s§ () + T(x)s5 (x) — Q(s5 (x), 2)1)

Vamos comegar calculando a expressao s3 (), aplicando sua definigao:

5§ (%) = 53(Vays Voo, V) (1) = 3 (s80m) Ve, Vi, Voo (7)

TESs

- Z (Sgnﬂ-)vﬂﬂwa"/ﬁ?ﬂ (xﬂl o ZE)
Sgﬂ?T Tr3 wa( (xﬂl)x + T('r)mﬂ'l - Q(xﬂ'17x)]‘)

Wi
sgmr)V% (ma o (T(xp)x + T ()25 — Q(01,2)1))
sgmr)V:an (Xm2 0 T(Xr1)T + Tpo 0 T(x)Tr1 — Ty 0 Q(X71,2)1)
ng WesVi+ D2 (senm)Ve Vo — > (sgnm)Ve Vs

mTEeSs TES3 TES3

onde Vi = x0T (xp)x, Vo=xmoT(x)rr € V3= =om0Q(xm,x)]l.

Analisemos cada uma destas parcelas separadamente. Comecemos pela segunda:
S (sgnm)V, Vo = > (sgnm)zzz o (o0 T(x)xm) = T(x) D (8gn7)xr3 0 (Tr2 0 Tr1)

TES3 TES3 TES3

Temos uma soma de elementos simétricos em s3, uma vez que L;00Lr3 = Lz30 L.
Mas, como sz é alternado estes dois termos tém sinais contrarios, logo se anulam.

Portanto:

TES3

Vejamos agora a terceira parcela.
> (senm) Vs, Vs = - (sgnm)ars © (¥r2 © Q(r1, 7)1)

TES3 TESs
=2(Q(x1, )3 019 — Q(22,7)T3 0 1 — Q(21, )73 0 73

+ Q(x3,7)79 0 21 + Q(29, 7)1 0 T3 — Q(73,7)71 © T3)
Novamente temos uma soma de elementos simétricos que, pela alternatividade de

3 (que agora explicitamos), resulta na nulidade da expressao. Assim:
> (sgnm)Vi Vs =0

TES3

Para a primeira parcela temos:

2, (senm)Va, Vi = 3 (sgnm) Ve (2 0 T(2m1))

mTeSs TES3
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DS (50T Vo (T (02) T (1) + T(T()2) 2 — Q(, T (1) )1)

TES3

= Zs* (sgnm)Vy (T (2r2)T(x1)x + T(2)T (251)Tr2 — T (271)Q(2 02, 2)1)
TES3

= ; (sgn7)(T(271) T (Tr2) (23 0 @) + T(2)T(T71)Tr3 © Trz =21 (T71)Q (T2, T)T73)

@ (i)
Verifiquemos que as parcelas (i) e (ii) se anulam. De fato:
(i) = T(z1)T(xg)(x302) — T'(x1)T(x3)(x2 0 ) — T'(22)T (1) (23 0 )
+ T(22)T (z3)(x1 0 ) + T(a3)T (1) (29 0 ) — T(23)T (22)(x102) =0

De maneira andloga se mostra que a parcela (ii) também se anula.

Ficamos entao com a seguinte expressao de sj :

53 (1) = 53(Ver, Vo, Vay ) () = =2 3 (s807) T (1) Q( 2, ) s

TESs

Vamos desenvolver a expressio de  obtida hd pouco, usando a linearidade de s :
k(w5 01, 22, 73) = 5§ (T(2)z — Q(2)1) — (T(s5 (2))x + T(x)s§ () — Qs5 (v),2)1)
= T(x)s{(z) — Qz)s3 (1) — T(s§ (x))z — T(z)s5 (z) + Q(s{ (x),2)1

K(w; w1, 22, 3) = —Q(w)s3 (1) — T(s5 (2))r + Qs (x), 2)1

Afirmamos que: s3 (1) = 0. De fato,

s3(1)= =2 (sgnm)T(251)Q(wra, 1)rs = =2 > (senm) T (2r1) T (T p2)Tr3 = 0
TES3 TES3
pois temos uma soma alternada de elementos simétricos.

Verifiquemos que Q(s3 (z),z) = 0.
Q(s3 (), 2) = Q(=2 3 (sgnm)T(2r1)Q (T2, ) T3, )

TESs

= =2 ) (sgnm) T (2r1)Q(wr2, )Q(¥r3, ) = 0
TES3
pois temos também uma soma alternada de elementos simétricos.

Mostraremos agora que T'(s3 (z)) = 0. Para isto linearizamos Q(s; (x),z) = 0,
substituindo x por x + 1:
0= Qs (x + 1), 2+ 1) = QUsi (2), ) + Qs (), 1) + Qs (1), 2) + Qs (1), 1)
= 0 + T(sf(z)) + 0 + 0
= T(s5(z)) =0.

Portanto k(z;x1, 29, x3) = 0. O
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Teorema 4.6.2. O T-ideal das identidades em My (F'), sendo carF = 0, € gerado

bor S4(ZE,y, Z,QU) € por Hl’, y]27 ZL’]

Demonstragao: (idéia) Consiste em verificar a chamada conjectura de Razmyslov
para n = 2, segundo a qual, em uma algebra associativa de matrizes de ordem n
sobre um corpo de caracteristica zero, a base das identidades consiste das seguintes

identidades:

-1

Son(x1, ..y xon) =0 e su([ah, za], [277 7, xal, ..., [21,22]) = 0.

Esta conjectura é provada para n = 2. Utiliza a teoria das representagoes do
grupo simétrico. Ressalta o fato de que as identidades nas bases consideradas sao de

graus 4, 5 e 6. Os detalhes podem ser encontrados em [4]. O

Se carF # 2, as identidades de grau 5 em My (F') podem ser de um dos seguintes
tipos:

el ) s ) s ) [ Jel ] ]

Para tratarmos o caso das identidades de grau 5, sao vélidas as mesmas simpli-
ficacoes assumidas no grau 4, isto é, que basta considerar polindbmios homogéneos e
alternados.

Um polindomio homogéneo do grau 5 pode ser obtido a partir das particoes de 5,
que sao: [5], [4,1], [3,2], [3,1,1], [2,2,1], [2,1,1,1] e 1,1, 1,1, 1]. Daqui para frente,
ao invés de nos referirmos a um polinomio (ou identidade) de grau 5, vamos falar de
polinémio de grau [5] ou de grau [4, 1], etc, enfatizando a particao em estudo.

As trés primeiras particoes resultam em polinémios associativos, pois tém apenas
1 ou 2 varidveis, logo pelo Teorema de Artin, geram uma subdlgebra associativa, isto
é, pertencem a Ms(F). E facil ver que nio existem identidades dos dois primeiros
tipos em My(F'). Se houver uma identidade de grau [3,2] em My(F'), ela é miltipla
de [[z,y)? x]. Nosso estudo das identidades de grau 5 se resumird, portanto, as
identidades de grau [3,1,1],[2,2,1],([2,1,1,1] e [1,1,1,1,1].

Interessa agora explicitar os geradores de cada um desses graus, com base no Teo-
rema 4.6.2. Mostraremos a seguir que as identidades de grau [3, 1, 1] sdo conseqiiéncia

apenas de s4, e que as identidades de grau [2,2,1] sdo conseqiiéncia de s4 e de .
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Lema 4.6.3. Sejam f uma identidade de grau [3,1,1] e g uma identidade de grau
2,2,1]. A imagem de f em Ass|X], ¢f, é conseqiiéncia de s4 e a imagem de g em

Ass[X], ¢g, € conseqiiéncia de x.
Demonstragao: Linearizando [[x,y]?, x| para 3 varidveis, temos:

[z + 2y e+2 = [([z,y] + [2,9])° 2 + 2]
= [z, v 2] + [z, 9%, 2] + [z, )%, 2] + [[2,9]%, 2]
+ [yl o[z, yl, 2] + [[z,y] o [2, 9], 2]

Os elementos acima obtidos sao de graus: [3,2,0],[1,2,2],(2,2,1],[0,2,3],[2,2,1]
e [1,2,2], respectivamente. Portanto, dentre os dois casos em estudo, vemos que
somente o de grau [2, 2, 1] é conseqiiéncia de x. Mais especificamente, temos que uma
identidade de grau [2,2,1] é conseqiiéncia de [[z,y]?, 2] e de [[z,y] o [z, ], z].

Por outro lado, uma identidade de grau [3,1,1] pode ser obtida a partir de
s4(z,y,2,2?%), que é um dos cinco tipos possiveis para uma identidade associativa

de grau 5, a saber, s4( _ ). Podemos ter um polinémio de grau [3, 1, 1] do

tipo [[z,y] o [z, 2], 2], mas este ¢ um polinémio simétrico em y ¢ z. Como estamos
supondo identidades alternadas nas variaveis lineares, um polindbmio deste tipo so
pode ser o polinomio nulo.

Pelo mesmo argumento, temos que uma identidade de grau [2,2,1] é gerada so-
mente por s4(z,y, z,xy) e s4(x,y, z,yx), pois ndo hé outra distribuigdo das varidveis

em s4 que resulte no grau em questao. O

Veremos adiante que também as identidades de grau [2, 1,1, 1] sdo conseqiiéncia de
x e de s4. Mas queremos mostrar que qualquer identidade de grau 5 é conseqiiéncia de
x e de k. Precisamos, entao, relacionar s, com k. Para isto, o conceito de derivacao

tem importancia.

Definigao 4.6.1. Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. Chama-se derivagao de

A a um operador linear D que satisfaz:

D(zy) = (D(x))y + x(D(y))
Como exemplo, citamos: Em uma algebra alternativa, D = (z,y,_) é uma
D(zz) = zD(z) + (D(z))z, entao, de acordo com
7y7 Z) + (:L.’ y7 Z)Z'

derivagao. De fato, se D(z?)
o Lema 4.5.3 (iii), (z,y, 2?)

z(x
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A proposicao a seguir relaciona s4 com k.
Proposicao 4.6.4. Em uma dlgebra associativa vale a sequinte igualdade:
k(z;y, 2, w) = s4(y, 2, w, 2?) — s4(y, z,w,x) 0 T

Demonstracgao: Substituindo a expressao de x pela sua definicao, trocando x; por
Y, Tg POT Z € T3 por w, temos:

K(;y, 2,0) = s5(y, 2,w)(2?) — (s§ (y, 2, w)(2)) o @

Provar a tese equivale a mostrar que:

55y, 0)(22) — (53 (4, 2,0)(@)) 0 @ = sa(y, 2, w,2%) — 54y, 7,w,2) 0

= 53 (y, 2,w)(2?) — sa(y, z,w,2%) = (55 (y, 2, w)(2) — s4(y, 2, w,2)) 0 @

Por sua vez, a validade desta ultima expressao equivale a mostrar que:

s3(y, z,w)(x) — s4(y, 2z,w, x) é uma derivacio em qualquer dlgebra associativa.

Facamos D, . .,(7) = s3 (y, z,w)(x) — s4(y, 2, w, x). Desenvolvendo cada parcela:

sg (W, zw)(x) = s3(Vy, Va, Vi) (2)
= V,VVu(z) = V)V Va(z) = V.V, V()
= VWV (2) + VoV, Va(z) = Vo V2V (2)
= VVu(yor) = VuValyox) + VuVy(z0x) = V,Vi(z 0 7)
+ VyVa(wour) = VoV (wox)
= [V Vul(yox) + Vo, V] (2 0 2) + [Vy, Vo] (w 0 @)
= > WV Vioy)

(y,2,w)

onde a notagdo > indica a soma ciclica em y, z, w.
(y,2,w)

No desenvolvimento de s4(y, z, w, x) existirdao parcelas em que o = serd o ultimo
elemento, as quais poderao ser escritas como s3(y, z, w)x. Teremos também termos

em que o x serd o primeiro elemento, que escreveremos xss(y, z, w).

Teremos ainda parcelas com o x aparecendo em segundo lugar, como yrzw, as

quais serdo indicadas por Y wzly, 2].
(y,2,w)

Finalmente, quando o = ocupar o terceiro lugar, como em yzxw, estes termos se

escreverao: — »_ |y, z]Jzw. Temos entao:
(y,2,w)
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Dyaz,w(x) = Z [V;/? V]($ © y) - s;;(y,z,w)x + 3753(?/, va)

(y,2,w)
+ 2 o Aaw— 30 waly, 2]
(y,2,w) (y,2,w)
Mas
> WV, Vil(zoy) = 22 (VeVu(zoy) = Vo Va(z 0 y))
(y,2,w) (y,2,w)
= 2. (Vu(zo(zoy)) = Ve(wo (zoy)))
(y,2,w)
= Y (wzzy +wzyr + wryz + wyrz + zryw + zyrw
(y,2,w)

+ TYzw + Yrzw — ZwIrYy — ZWYTr — ZrYw — ZYrw
— WTYZ — WYTZ — TYWZ — YTWz)
= 2 [ry+yz, [z w]]

(y,2,w)
Resulta entao:

Dy:w(@) = 3 [zy+yx, [z vl + [2,s3(y, z,0)] + 30 [zwlay — 32 yalz,w]

(y,2,w) (y,2,w) (y,2,w)

= [z, s3(y, 2, w)] + (y;w)([xy, [z, wl] + [yz, [z, w]] + [z, w]zy — yalz, w])
= [z, 83(y, 2, w)]
+ P w)(xy z,w] = [z, wlzy + yrlz, w] — [z, wlyz + [z, wlzy — yalz, w])
= [z,s5(y, z,w)] + (y;w (zylz, w] — [z, wlyz)
= [z, s3(y, 2, w)] + ((y;w)y[z ,w]) = ((y;w)[z,w]y)w

Mas

x((gw) ylz, w]) — ((y;w)[z, wly)r = x(ylz, w] + wly, 2] + z[w, y])

= z(yzw — ywz + wyz — wzy + 2wy — zZYyw)
— (zwy — wzy + yzw — zyw + wyz — ywz)x
= '1733(y7 2, U}) - 33(97 <, U})ZE = [1‘7 53(.% 2, ’LU)]

= Dy.w(x) =2[z,s5(y, z,w)| = [z,253(y, z, w)].

Isto mostra que D, .. () é uma derivacdo, pois em uma algebra associativa,
D.(x) = [z, z] é uma derivacao. De fato:
D.(zy) = [vy, 2] = (wy)z — 2(zy) = 2yz — zay.
D.(z)y +zD.(y) = [z, 2]y + z[y, 2] = (22 — z2)y + 2(yz — zy)
= X2y — 2TY + TYZ — T2Y = TYZ — 2TY O



CAPITULO 4. IDENTIDADES EM ALGEBRAS DE CAYLEY 123

Identidades de grau [3,1,1]

Seja f(x,y,z) uma identidade dos octonios, de grau [3,1,1] alternada em y e
z. Considerando o homomorfismo canonico ¢ ja definido, que leva uma identidade
f de Alt[X] em Ass[X], temos que ¢f € Ass[X], logo ¢f é uma identidade em
My(F). Uma identidade de grau [3,1, 1] deve ter sua imagem em Ass[X]| multipla

de s4(,y, z,7?), de acordo com o Lema 4.6.3. Escrevemos entao, para A € F:

¢f = )\84(33',]./,2,.%2) (41)

Fazendo y = z, z = y, w = z na Proposicao 4.6.4, teremos: k(x;z,y,z) =
s4(r,y, z, %), uma vez que s, é alternado. Substituindo este dado em 4.1, temos:

Of = k.
Se f e Ak sao identidades, entao f" = f — Ak também é. Dai:
of =o(f =) =of —p(Ak) = of —df =0 e [’ esta no ideal associador. Entao
[’ é combinagao linear de z%(z,vy, 2), z(z,y, 2)x e (x,y, z)x%. Assim:
' =az*(z,y,2) + bx(z,y, 2)x + c(z,y, 2)x?
Vamos fazer as seguintes substitui¢coes por elementos da base de C:
(Dz=e, y=ey, 2=¢4
(e1,€2,e4) = (e169)eq — eq(e2e4) = €364 — €166 = €7 — (—e7) = 2e7
"= —2ae7 + bey(2e7)e; — 2cer = (—2a + 2b — 2¢)er
(2)z=14e€, y=e9, z=-¢4
(1+e1,e,64) = (1,e9,64) + (€1,€2,e4) = 0+ 267 = 2¢7
(1+e) =14+2e+e2=1+2¢ —1=2¢
/= —2ae;(2e7) + 2be;y(2e7) + 2ce1(2e7) = (4a + 4b + 4c)eg

(3>I:€17 Y=¢€2, Z2=E¢6¢
(€1,€2,e6) = (e162)eg — €1(e266) = €366 — €1(—eq) = €5+ €5 = 2e5
/= —2a(2e5) — 2bes — 2ce5 = (—4a — 2b — 2¢)es
Obtemos o sistema:
—a+b—c = 0
at+b+c = 0
20+b+c = 0
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que facilmente verificamos, s6 apresenta a solucao trivial: a = b = ¢ = 0. Portanto

f" é o polindémio nulo.
Identidades de grau [2,2,1]

Neste caso formaremos, a partir de uma identidade do tipo [2,2, 1], duas outras
identidades, sendo uma simétrica e a outra alternada. Seja f(z,y, z) uma identidade

do tipo [2,2,1]. Entao

1. g(z,y,2) = f(z,y,2) + f(y,x,2) é simétrico em x e y. De fato, g(y,z,z) =
fly,2,2) + [z, y,2) = g(z,y,2)

2. hz,y,z) = f(z,y,2) — f(y,x,z) é alternado em z e y. De fato, h(y,z,z) =
f(wa?Z) - f('rayVZ) - —h/(LL’,y,Z>

Basta provar que g e h sao conseqiiéncias de x e k, uma vez que f = &Qh. Sabemos,
pelo Lema 4.6.3, que uma identidade de grau [2, 2, 1] é conseqiiéncia de s4(z,y, 2z, xy),
de sy(z,y, z,yx) e de x. Mas nao temos uma relagao entre s4 com estas distribuigoes
de variaveis e k. Vamos mostrar que, na verdade, estes s; estao relacionados com
X No caso simétrico e com k no caso alternado. Para isto precisaremos de um lema

operacional.

Lema 4.6.5. Em Ass|X] sdo vdlidas as sequintes igualdades:
(1) sa(2,y,2,w) = [z,y] o [2,w] + [z, 2] o [w, y] + [z, w] o [y, 2];
(i) [z,yloz=[x,yo0z] —yolzx, 2]

(i) [[z,v], 2] + [[y, 2], ] + [[z, =], y] = O (identidade de Jacobi)

Demonstragao: As trés igualdades sao de verificagao imediata, bastando apenas

desenvolver os comutadores. O

Teorema 4.6.6. O subespaco dos elementos simétricos de grau [2,2,1] no ideal das

identidades de grau 5 é gerado por [z, [z, y]?], [z, [x,y] o[y, 2]] e [y, [z, y]o [x,2]].

Demonstracao: Pelo Lema 4.6.3, sabemos que uma identidade de grau [2,2,1] é
conseqiiéncia de [[z, y]?, 2], de [[z,y] o [z, y], 2], de s4(x,y, 2, 2y) e de s4(x,y, 2, yx). O

primeiro elemento é simétrico em x e y, pois:
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H[E, y]zv Z] = [($y - yx)2, Z] = [(yx - xy>2a Z] = Hy> $]27 Z]

O elemento [[z,y] o [z,y], 2] ndo é simétrico, mas notando que:

[z, y] o [z,y], 2] = [z, [z, y] o [y, 2]]
podemos fazer:

p(x,y,2) = [z [z yloly 2] = [y, [z, y] o [z, 2]]
= —[CL’, [y,ZE] © [y7 Z]] + [y7 [y7117] © [‘T’ Z]]
= p(yaxa Z)

obtendo o elemento simétrico p(z,y, z) = [z, [z, y] o [y, 2]] — [y, [z, y] o [z, 2]].

Os outros elementos de grau [2, 2, 1], provenientes de s4(z,y, z, xy) e s4(x,y, 2, yx),
podem ser escritos na forma sy(z,y, z, [z, y]), para os elementos simétricos. Vamos
mostrar agora que este elemento é consequéncia de [z, [z, y]?] e p(z,y, 2). Pelo Lema
4.6.5 (i):

sa(z,y, 2, [x,y]) = [w,y] o [z, [2, Y]] + [x,2] o [z, y], y] + [z, [z, y]] o [y, 2]

N N J A
—~ —~ N

1 2) ®3)

Aplicando a cada uma das 3 parcelas a direita o Lema 4.6.5 (ii), temos:

L): [zylolz [o,yl] = [z [v,9]] o [v,4] = [z, 2[x,y]?] — [z, 9] o [2, [, 4]
=2[z, [z, y]’] = [, [z, 4] o [z, 9]
= 2[z, [z, yl] o [z, y] = 2[2, [, y]’]
= [z, [z, 9] o [z,4] = [2, [z, y]"]

(2): [x 2] o[yl iyl = [z, 2] o [y, [y, o)) = [y, [y, x] o [z, 2]] — [y, 2] o [y, [z, ]]
= _[y7 [ﬂ?,y] © [xVZ]] + [Slf,y] o [ya [I,Z]]

B): [z ylloly, 2] = [z, [z, 9] o [y, 2]] = [, 9] o [, [y, 2]]

Reescrevendo a expressao de sy:

sa(@,y, 2 [7,9]) = [v.ylolz oyl + [z, gl o ly, [, 2] = [z, y] o [, [y, 2]
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A parcela (1) pode ser escrita:
[z ylo [z [z )] = 2([z,yle [z [2,9]]) = [z,4] o [z [z, 4]
= 20z [z, + [z, 9] o [z, [y, 2]]

Logo:
:O(incobi)
saw,y 2 [my)) = 2z [y + [yl o ([ [y, 2l] + [y, [2, 2] + [, [2, 9]])

+ [z, [z, yl oy, 2]] — [y, [, y] o [z, 2]

= sa(,y, 2, [zy]) =20z, [2, 9] + [, [z, 9] o [y, 2]] = [y, [z, ] o [, 2]
como queriamos. O
Proposicao 4.6.7. Em uma dlgebra de Cayley tem-se:
K(z;y; 2,0,w) = 84(z,v,w,x0y) — 20 84(2,v,w,y) —y o 84(2,v,w,x)

Demonstracgao: Lembrando a conclusao da Proposicao 4.6.4, tivemos:

8;»_(:% z,w)(x) - 54(y,z,w,x) = [I7 283(1%2,11))]

Fazendo y = 2,z = v, e pondo x o y no lugar do argumento x, teremos:

53 (2, v,w)(w 0 y) = sa(z,v,w, 2 0y) = 2(z 0 y)s3 — 2s3(z 0 y)
= s3(zoy) = s4(z,v,w,z0y) +2(xoy)s3 — 2s3(x oy) (1)

Voltando a forma original da expressao obtida na mesma proposicao, calculemos:
(s5(x)) oy = sa(z,v,w,x) oy + 2(ws3) oy — 2(s32) 0y (2)
(s5(y)) o = s4(z,v,w,y) 0w +2(ys3) 0w — 2(s3y) o @ (3)

Fazendo (1)—(2)—(3) teremos no primeiro membro a expressao de definigao de
k. No segundo membro temos os termos desejados mais as seguintes parcelas, que
mostraremos que se anulam:

2(roy)ss —2s3(roy) —2(xss) oy + 2(sgz) oy — 2(ys3) ox + 2(s3y) o x
= 2(xys3—|—yxs3—s;;xy—83ya:—xs3y—yI83+83xy+ys3x—y83x—:Ey33+s3yx—|—x33y) =0
U

Corolario 4.6.8. Em uma dlgebra de Cayley tem-se:

K('r? y; x? y? Z) = 84('7:.7 y’ 27 To y)'
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Demonstracao: E imediato, bastando fazer z = z,v = y e w = z. Teremos:

'%(xay;xaya Z) = 34($7y72ax o y) — o 54(:an7z7y) —Yyo 84(33',?/,2,1')

= /i(l’,y;l’,y,Z) 284(1’,y,2,$0y). O

Teorema 4.6.9. O subespaco dos elementos alternados em = e y de grau [2,2,1]

no ideal I das identidades de grau 5 é gerado por si(x,y,z,x oy) e q(x,y,z) =
[z, [z, 9] o [y, 2]] + [y, [z, 9] o [z, 2]].
Demonstracgao: A argumentacao é inteiramente andloga a do caso simétrico. 0
Mostramos assim que g e h sao conseqiiéncias de y e k, logo, f também é. Qual-
quer outra identidade obtida de f deve pertencer ao ideal associador dos elementos
de grau [2,2,1]. Um elemento qualquer deste ideal associador é uma combinagcao li-
near de (zy)a, (yz)a, (za)y, (ax)y, (ya)z e (ay)z, onde a = (x,y, z). Vamos mostrar
que, neste caso, f = 0. Mas antes, cabe esclarecer porque nao precisamos dos ter-
mos com paréntesis a direita no ideal associador, como z(ya),xz(ay), etc. Para isto

iremos demonstrar um lema que estabelece importantes relagoes entre o associador e

o comutador em uma algebra alternativa.

Lema 4.6.10. Em uma dlgebra alternativa A, sao vdlidas as sequintes igualdades,

para todos x,y, 2 € A:
() (2,9, (z,y,2)) = [z, 4l(z,y, 2);
(i) ((z,y,2),2,9) = (2,9, 2) [, yl;
(iii) [z, y] o (z,y,2) = 0;
(iv) [z, (y, z,w)] = (2,9, 2w) + (7, 2, wy) + (v, w,yz).
Demonstragao:

(i) Vamos provar antes a seguinte identidade, vélida para &lgebras alternativas:
(xy)(x,y,2) = y(x(z,y,2)). Devemos linearizar a identidade (i) de Moufang,

(xyx)z = z(y(zz)), com z — x + w:
((z +w)y(z +w))z = (z+w)(y((z + w)2))

= ((zy + wy)(r +w))z = (z + w)(y(zz + w2))
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= (zyz + (zy)w + (wy)z + wyw)z = (z + w)(y(zz) + y(wz))
= (zyz)z + ((zy)w)z + (wy)z)z + (wyw)z
= 2(y(zz)) + z(y(wz)) + w(y(zz)) + wly(wz))

= ((zy)w)z + (wy)z)z = 2(y(wz)) + wly(zz))
Fazendo w = xy, =y ¢ y =z, obtemos:
((yz)(zy))z + ((zyz)y)z = y(2((zy)2)) + (zy)(z(yz))
Note que: (zyz)y = (zy)?. De fato:
(zyz)y — (2y)? = ((zy)x)y — (zy)(zy) = (zy,z,y) = 0, por 4.5.3 (i).
Ficamos entao com: ((yz)(zy))z + (zy)*2 = y(2((zy)2)) + (2y)(z(y2)) (D)
Calculamos agora: (zy)(z,y, 2) — y(z(z,y, 2))
(zy)(zy)z — 2(yz)) — y(=((zy)z — x(y2)))
(@y)(zy)z — (zy)(x(y2)) — y(z((zy)z) — 2(2x(yz)))
(wy) — (zy)(z(yz)) — y(z((zy)2)) + y(2*(y2))
) (2y)?2 — ((y2) (29))z — (29)%= + y(a2(y2)) = —(ya2y)= + (ya’y)z = 0

(*) Moufang (i) e (ii)

= I

Calculamos, finalmente:
(z,y, (2,y,2)) = =(y, 2, (2,9, 2)) = y(x(x,y, 2)) — (yx)(2, y, 2)
= (zy)(z,y,2) — (y2) (2,9, 2) = [z, y)(z, y, 2)
(ii) De maneira andloga ao caso anterior, provemos primeiro que, em uma &dlgebra

alternativa vale: (z,y, z)(zy) = ((z,y, 2)y)x. Vamos agora linearizar Moufang

(i), (zy)(zz) = x(y2)x, com x — = + w:
((z + w)y)(z(z + w)) = (z + w)(yz)(z + w)
= (zy +wy)(zz + 2w) = (2(yz) + w(yz))(z + w)
= (zy)(z7) + (zy) (2w) + (wy)(z2) + (wy)(2w)
= z(yz)z + (z(y2))w + (w(yz))z + (w(yz))w
= (zy)(zw) + (wy)(z22) = (x(yz))w + (w(yz))x
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= (2y)(2w) — (z(yz))w = (w(yz))z — (wy)(zz)
Fazendo w = zy, obtemos:
(zy)(2(zy)) — (z(y2))(2y) = ((zy)(y2))z — ((zy)y)(22)
= ((xy)(y2))r — x(y?2)z (1I)
Calculamos agora: (z,y, 2)(zy) — ((z,y, 2)y)x
((zy)z — z(yz))(zy) — (((zy)z — 2(y2))y)z

= (zy)2(zy) — (2(y2))(xy) = (((zy)2)y)x + ((x(y2))y)z

((zy)(y2))x — x(y?2)x — x(yzy)r + ((x(y2))y)w
(2y)(y2) — 2(y*2) — 2(yzy) + (2(y2))ylx

= [(zy)(y2) — 2(y(y2)) + (2(y2))y — z((y2)y)]z
(

Calculamos finalmente:
((@,y,2),2,y) = =((z,y,2),y,2) = (x,9,2)(yz) — (2,9, 2)y)z
= (z,y,2)(yz) — (z,y,2)(zy) = —(z,y,2)[z, y]
(iii) Usando as igualdades que acabamos de provar, calculamos:
[z, yl o (z,y,2) = [2,yl(x,y,2) + (2,9, 2) [z, Y]
= (2,9, (2,y,2)) = ((z,9,2),2,9) =0
(iv) Como em (ii), vamos usar a linearizacdo da identidade (i) de Moufang,
(zy)(22) = 2(y2)z, onde obtivemos:
(zy)(zw) — (z(y2))w = (w(yz))z — (wy)(z2) (111)
Calculamos agora:
2(y, 2, w) = z((y2)w) — z(y(2w))
—(z,yz,w) + (x(y2))w + (z,y, 2w) — (zy)(z2w)
=" —(z,y2,w) + (z,y, 2w) + (wy)(2z) — (w(yz))z
= —(z,yz,w) + (2,9, 2w) + (w,y, 2)x — (wy)2)z + (wy)(22)

= (z,w,yz) + (z,y, zw) + (v, y, z)x — (wy, 2, T)
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= 2y, zw) = (Y, z,w)r = (2,y, 20) + (z, 2, wy) + (¢, w,yz) N

O lema anterior nos mostra que nao sao necessarios os termos com paréntesis a

direita. De fato, fazendo (x,y, z) = a temos:

(zy)a — (ya) = (2,9,0) L[z, y]a = (zy)a — (yo)a = w(ya) = (yz)a

Analogamente obtemos:
z(ay) = (ax)y, y(ra) = (zy)a, a(zy) = (za)y,
ylax) = (ay)z, alyz) = (ya)z.
Teorema 4.6.11. Se f € uma identidade de grau [2,2,1] pertencente ao ideal asso-

ciador, entao f = 0.
Demonstracao: Podemos escrever:
f=ai(zy)a+ az(yx)a + az(za)y + as(ax)y + as(ya)r + ag(ay)x

Vamos fazer substituicoes em x,y, z por elementos da base dos octonios.

Substituicao (1): z =14e1, y=1+ey, 2 =1¢e4

(zy)a = ((1+e)(1+e2))(1+ e, 1+ es,e4)

= (14+e +ex+es)(er,ea,eq) = (14 e +ex+e3)(2e7)
= 2(er+es—e5—ey)

(yr)a = ((IL+ex)(I+e1))(1+er, 1+ e eq)
= (14+e+ey—e3)(er,ea,e4) = (1+ €1+ e —e3)(2e7)

= 2(67+€6 —€5+64>

Omitimos os detalhes dos proximos calculos, indicando apenas os resultados obti-

dos, que sao:

(xa)y =2(er + es +e5+eq), (ax)y=2(er —es+ e5 — ey),
(ya)r =2(e7 —eg —e5 —e4), (ay)r =2(e; — e + e5 + €4)

A expressao de f fica entao, apds cancelarmos o 2:
f = a1(67 + €g — €5 — 64) +O./2(€7 + € — €5 + 64) +a3(e7 + € + €5 + 64)

+ ay(er —eg +e5 —eq) +as(er —eg — e5 — eq) + agler — eg + €5 + e4) (1)
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Substitui¢ao (2): ey, e; + €2, €4

(xy)a = (ei(er + e2))(er,e1 + €2, €4)

= (—1+es)(er,e2,4) = (=1 + €3)(2e7) = 2(—e7 — e4)
(yr)a = ((e1 4+ e2)er)(er, e1 + e2,e4)

= (—1—es)(e1, €2,€4) = (=1 — e3)(2e7) = 2(—e7 + €4)

Apés os devidos cédlculos obtemos os demais elementos:

(xa)y =2(er + e4), (ax)y =2(—e7 —e4), (ya)zr =2(e; — ey),

(ay)x = 2(—e7 + e4)

Resulta, para f:

f=ai(—er —eq) + aa(—er +eq) + azler + eq) + ag(—er — ey)

+ 045(67 — 64) + 056(—67 + 64)
Igualando a 0 as expressoes (1) e (2), pois f é uma
colocar em evidéncia os e;:
(a1 + g +ag + oy + as + ag)er
(o + g+ az —ay — a5 — ag)eg
ap — g+ a3+ aq — a5 + ag)es

)

)

)

ap + s+ a3 —ag — as + ag)ey

a; —ag+az —ay+ as — ag)er
)

(_
(_
(_
(_

a1+a2+a3—044—a5+a6 €4

(2)

identidade, obtemos, apds

o O o o O O

Os coeficientes dos e; devem se anular, o que resulta em um sistema homogéneo

nas incognitas aq, ..., ag. Apos escalonamento chegamos a:

a1+ as+as+as+as+ag =0
Qo + o3 +ag=0
a3+ oy + ag =0

g — a5+ ag=0

— O :O

Trata-se de um sistema indeterminado com variavel livre ag. Sua solugao é:
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ag=a5 =0, ag=0ay=—0g, a1 =g
Assim, f = as((zy)a — (yz)a — (ax)y + (ay)z) = agg.

9 = (zy)a—(yr)a — (azx)y + (ay)z
= [x,y]a - (avxa y) - a(a:y) + (CL, y,l‘) + CL(y]?)
= [x,y]a—?(a,x,y) _a[xvy]

Pelo Lema 4.6.10 (iii): [z,y]ca =0 = [z,y]a = —alz,y]

e por 4.6.10 (i): (x,y,a) = [z,y]a
0 que nos leva a: g=2(x,y,a) —2(z,y,a) = 0.
E portanto: f=0. U

Identidades de grau [2,1,1,1]

Seja f(z,y,z,w) uma identidade de grau [2,1,1,1]. Entao ¢f estd no ideal das
identidades associativas. Vamos explicitar os elementos geradores deste ideal. Vere-
mos que todos sao conseqiiéncia de x e de k. Por fim, se uma identidade f pertence

ao ideal associador de grau [2,1,1, 1], provaremos que f = 0.

Proposicao 4.6.12. No ideal das identidades associativas, o subespaco das identi-

dades de grau [2,1,1,1] € gerado pelos sequintes elementos:

1‘034(1"972710)7 [m,34(x,y,z,w)], 34(5L‘27y727w)7 34(x,:1coy,z,w)

sa(@, [z, y], 2z w), [z, [z, y] o [z wl]], [y, [z, 2] o [z, w]]
mais as permutacoes ciclicas de y, z,w nos 4 ultimos polinomios, a saber:

34<$7$027way)7 34(%550@(17%3), 84([[’, [xvz]awvy)7 84(1:7 [wi]ayaz)
[z, [z, 2] o [w,yl], [z, [z,w]e[y,2]], [z[z,w]elz,yl], [w,|z,y]olz, 2]
Demonstragao: Uma identidade de grau [2, 1, 1, 1] é formada por monoémios de grau

2 em x e grau 1 em y, z,w. J4 vimos que as identidades de grau 5 em Ass[X] (ou em

M,y(F)) sao de um dos seguintes tipos:
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Obtemos os geradores do subespaco das identidades de grau [2,1,1,1], preen-
chendo os argumentos acima pelas varidveis z, y, z, w com grau [2,1, 1, 1], de modo a
termos todas as possibilidades de distribuigoes dessas variaveis. Um simples raciocinio
combinatério permite concluir que este preenchimento produz os mesmos elementos

indicados pela proposicao. 0
Proposicao 4.6.13. No conjunto de geradores do subespaco das identidades de grau
(2,1,1,1], tem-se:
(i) xosy(x,y,2,w) é conseqiiéncia de k e de sq(22,y, 2, w);
(ii) [z, s4(z,y, z,w)] € conseqiiéncia de ;
(iil) s4(z, [z,9], 2, w) € conseqiiéncia de x;
(iv) si(x,x 0y, 2,w) é conseqiiéncia de k e de s4(x?,y, 2, w);
(v) [z, [z,y] o [z,w]] e [y, [z, 2] o [z, w]] s@o conseqiiéncias de Y.
Demonstracao:
(i) Pela Proposigao 4.6.4: k(x;y, z,w) = s4(y, 2, w,2%) — s4(y, z,w,z) o x
Mas, notando que: s4(y, 2, w, x%) = s4(2?,y, 2, w),
S4(y, z,w,x)ox = x o 8y(y, z,w,x) e s4(y, z,w,x) = s4(x,y, 2, w),
podemos escrever: x o sy(z,y, z,w) = s4(22,y, 2,w) — k(x;y, 2, W)
(i) [z, s4(z,y,2,w)] = x([z,y] o [2,w] + [z, 2] o [w, y] + [z, w] o [y, 2])
— ([z,y] o [z, w] + [z, 2] o [w, y] + [z, w] o [y, 2])a

= (o [ey] o [o. 0] + o o] [,y + [ [ w] o . 2]

( (2) )
Vamos linearizar y = [[z,y]*, x] para obter as parcelas (1), (2) e (3).

N
—

2
[x+2z+w,y+z+z2*2+2+w)
= [([z,y] + [z, 2] + [z,9] + [w, 9] + [w, 2] + [w, 2])?

+ [z ylofu, 2]+ [, y] o [z, 4] + [z, 4] o fw, yl + [z, y] o [w, 2] + [, y] o [w, 2]
M
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(iii)

+ [z, 2] o [z,y] + [@, 2] o [w, Y] +[z, 2] o [w, 2] + [z, 2] o [w, 7]
(2)

+ [z yl o [w, y] + [z, 9] o [w, ] +[z, y] o [w, 2]
(3)

+ [w,y] o [w, 2] + [w, y] o [w, 2]

+ [w,z] o [w, 2],z + z + w]

Estao assinalados os termos termos (1), (2) e (3), que formardao com x os co-

mutadores procurados:

[z, y] o [w, 2], 2] =[x, [z, y] o [z, w]]
Hxvz] o [w,y],x] = —[:C, [xaz] o [w,y]]
szy] o [w,x],x] = —[ZB, [:v,w] © [y,z]]

Pelo Lema 4.6.5 (i), temos:
sa(®, [,y 2,w) = [, [z, yl] o [2,w] + [z, 2] o [w, [, y]] + [z, w] o [[z,9], 2] (1)

Fazendo em 4.6.5 (ii), y = [z, y] e z = [z, w] e aplicando na primeira parcela de

(1):

[z, [z,y]] o [z, w] = [z, [z,y] o [2,w] =[x, y] o [z, [z, w]] (2)
()
Fazendo em 4.6.5 (ii), © = w, y = [z,y] e z = [z, 2] e aplicando na segunda

parcela de (1):

.2 o fw, [yl = w, [z, yl} o 2, 2] = [w, [w, 9 © [z, 2] =[] o [, [, 2] (3)
(0)
Fazendo em 4.6.5 (ii), * = 2z, y = [z,y] e z = [x,w] e aplicando na terceira

parcela de (1):

lwlollr,yl 2] = = [z, yll o [w,w] = [z [w y] o [, wil +z, ] o [z, [z, w]] (4)

(c)
Levando (2), (3) e (4) em (1) e agrupando as expressoes (a), (b) e (c), nos da:

sa(, [z, 4], 2,w) = [, [z, y] o [z, w]] + [w, [z, y] o [, 2]] = [z, [, y] o [z, wl]
+ [yl o ([, fw, 2]) + [w, [z, 2]] + [z, [z, w]])
Notando que, por 4.6.5 (iii) (identidade de Jacobi),
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[z, [w, z]] + [w, [, x]] + [z, [z, w]] = 0, podemos escrever:
sa(x, [z,y], 2, w) = [z, [z,y] o [z, w]] + [w, [z, y] o [z, 2]] = [2, [x, y] o [, w]]
Portanto, s, é conseqiiéncia de x.
(iv) Fazendo y = z na Proposigao 4.6.4, temos: k(z;z, 2z, w) = su(z, 2, w, z?).
Linearizando com x + Ay:
K(x+ Ny; o+ My, z,w) = sq(x + My, (2 + \y)?, 2, w)
= s4(m, 2%, z,w) + Asy(x, w0y, z,w) + N2sy4(x, y?, 2, w)
+ Asa(y, 2%, z,w) + N2 (y, x oy, z,w) + Nsu(y, 2, 2, w)
= k(z;2,2,w) + Nsa(x, 10y, 2, w) — 84(22, y, 2, W))

+ N (s4(y, x 0y, z,w) — s4(y?, z, z,w)) + Nk(y; y, 2, w)

Fazendo: K = k(z + A\y; 2 + Ay, z,w), Ky = k(z; 2, z,w),
Ky = k(y;y, z,w), L=s4(z,z0y,z,w)—s4(2? y,2,w)
T = s4(y,z 0y, z,w) — s4(y?, x, 2, w),
escrevemos: K = K; + AL + \2T 4+ A3 K,
Substituindo alguns valores para A:
A=1: K=K +L+T+ Ky; A=2: K =K +2L+4T + 8K,
= L=1A(Ky+K)-K —3K,)
Ou, mais explicitamente:
A=1: klx+yz+y, zw)=rk(r;z2W0)
+ [sa(z, 2z 0y, 2, w) — s4(2?,y, 2, w)]
+ [s4(y, w0y, 2,w) — s4(y?, x, 2, w)]
+ k(Y3 y, 2, w)
A=2: k(x4 2y;z+2y,z,w) =k(z;x,2,W)
+ 2[s4(z, 0y, 2, w) — s4(x%,y, 2, w)]
+ 4ls4(y, w0y, z,w) — s4(y?, T, 2, w)]

+ 8k(y; y, 2, w)
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R+ 2y + 2y, z,w) —4k(x + y; ¢ + y, 2, w)
= —3k(x;m, 2,w) — 2(s4(x, 2 0y, 2,w) — s4(2?, y, 2,w))
+ 4k(y;y, 2, w)
= sy(z;zoy, z,w) — sy(x?y, z,w)
1

= —5 [k(x+2y2 + 2y, 2,w) —4(k(x +y; 2+ Yy, 2,w) + k(Y3 Y, 2,w))

+ 3k(y; y; 25 w)]
(v) E imediato. O

Lembrando que estamos considerando uma identidade f € Alt[X]| de grau
[2,1,1,1], com as trés ultimas varidveis alternadas. Conforme a proposi¢ao anterior
sua imagem ¢f em Ass[X] é conseqiiéncia de x, de k e de sy(z?,y, 2, w). Podemos

escrever entao:

Of = M6+ px + V84,

onde A\, u,y € F.
Notando que ¢px =K, ¢dx =x e o¢si=s4, Vi=1,...,5, podemos fazer:

fr=f=A—px =X vsy = of =of — A —pux —ysa=0f —¢f =0.

Obtivemos assim, uma identidade f’ no ideal associador. Mostraremos que f’ = 0,
mas antes iremos explicitar os elementos do ideal associador das identidades de grau
[2,1,1,1]. Os elementos geradores deste ideal sdo: (za)y, (ax)y, (xy)a, (yx)a, (ay)z
e (ya)zr, onde a = (x,z,w), mais as permutagoes ciclicas de y,z,w e z*b, bz, bz?,
onde b = (y,z,w). Deverfamos ter também os termos com paréntesis a direita,
z(ay), a(zy), x(ya), y(za), a(yx), y(azr). O lema a seguir mostra que bastam os nove

primeiros termos e mais apenas um com paréntesis a direita.

Lema 4.6.14. O ideal associador das identidades de grau [2,1,1,1] alternadas nas

varidveis lineares, € gerado pelos sequintes elementos:
(zy)(z, 2, w) + (22)(z, w,y) + (zw)(z,y, 2),

(y) (2, z,w) + (z2)(2, 0, y) + (wz)(z,y, 2),
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(z(z, 2,w0))y + (2(z, 0, y))z + (x(z,y, 2))w,
(y(z, 2,w))z + (2(z,w,y))x + (w(z,y, 2))z,
(2, 2, w)r)y + (7, w,y)x)z + (2, y, 2)v)w,
((z, 2, wy)z + ((z,w,y)2)x + (2, y, 2)w)z,

w(y(e, z,w)) + 2(2(z, w, y)) + 2(w(z, y, 2)),

x2(y7 Z? w)7 x(y? Z7 w)x7 (y7 'Z7 w)xZ'

Demonstracao: Basta mostrar que apenas um termo com paréntesis a direita é
necessario. Consideremos os produtos a direita: a(bc),b(ac), a(cb), c(ab),b(ca), c(ba).
Fixando um desses produtos, digamos a(bc), vamos tentar obter os outros. Usa-

remos a alternatividade do associador.
(b,a,c) = (ba)c — blac) = —(a,b,c) = a(bc) — (ab)c
= b(ac) = (ba)c + (ab)c — a(be)
(¢,a,b) = (ca)b — c(ab) = (a,b,c) = (ab)c — a(be)
= c(ab) = (ca)b — (ab)c + a(be)
Para os demais produtos os calculos sao inteiramente andlogos. 0

Definicao 4.6.2. Chama-se triplo produto de Jordan a expressao:
{zyz} = (zy)z + 2(yx)
Teorema 4.6.15. Se f é uma identidade no ideal associador de grau [2,1,1,1], entdo

f=o0.

Demonstracao: Vamos fazer substituicoes nos elementos geradores, por elementos

da base dos octonios.

(1) z=1+4e€, y=1+ey, z=¢ey, w=e3
(x,z,w) = (14 ey, eq,e3) = (€1,€4,€3) = (e1e4)e3 — e1(ese3) = 2e4
(377711,?!) = (61763, 62) = (6163)62 - 61(6362) =0

(z,y,2) = (e1,e2,e4) = 2e7



CAPITULO 4. IDENTIDADES EM ALGEBRAS DE CAYLEY 138

(y7 <, w) - (62a €4, 63) - _265
Agora calculamos cada um dos dez termos correspondentes aos elementos do

conjunto gerador de /. Chamaremos estes termos de uq, ..., ujp.
(xy)(z,z,w) = (1 +e1)(1 + e2))(2¢e6) = 2(eg — €7 — €4 + €5)
(zw)(z,y,2) = ((1 + e1)e)2er = —2(eq — e5)

= u; = —4dey + 4des + 2eg — 2ey

(ya)(@,z,w) = ((1 + e2)(1 + €1))(2e6) = 2(e5 — €7 — €4 — €5)
(wz)(z,y,2) = (e3(1 4 €1))(2e7) = —2(eq + e5)

= Uy = 4ey — des + 2e5 — 2e7

Prosseguindo com esses calculos, que indicaremos de forma sucinta, obtemos os

demais valores:

(x(x,z,w))y = 2(eqg —e5 + €5 —€7), (x(z,2,y))w = —2(—e4 + €5)
= wuz =4es — 4des + 2e — 2e7

(y(z,z,w))x =2(—es +e5 + e +e7), (w(x,y,2))r=—2(eq4 —e5)
= uy = —4deys + 2eg + 2e7 + 4des

((z,z,w)x)y = 2(eqs + 5+ eg +e7), ((x,y,2)r)w = —2(—e4 — €5)
= wus = 4deq — 4des + 2eg + 2e7

((z,z,w)y)r =2(es + ea +e7 —e5), ((x,y,2)w)z = 2(es — e5)

= wug = —4des — 4des + 2eg + 2e7

z(y(x,z,w)) = 2(—ey —e5 + e —e7), z(w(z,y,z)) =—2(es + €5)

= Uy = —4dey — des + 2eg — 2¢y
22(y,z,w) =4dey = ug=4dey; x(y,z,w)r=—4des = ug= —4e;
(y, z,w)a? = —dey, = uy = —4dey

A identidade f pode ser escrita: f = ajuy + - - - + QiU

= [ =(—4dey+4des + 2es — 2e7)a + -+ - + (—4deq)aqg
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Colocando em evidéncia os e; obtemos um conjunto de 4 equacoes nas variaveis

(678

Com estas equacoes podemos formar as 4 primeiras linhas de uma matriz:

L1:
L2:
L3:
L4:

(&%)

%)

+ oy +

&%)

-1
1
1
1

+ o3

+ o3

a3

as

—1

1
1

—1

+

+

1
1
1
-1

a4 + Qs
o4 + Qs
Qg4 — Q5

a4 + Qs

-1 1
1 1
-1 -1
1 1

Qg

Qg

(675}

Qg

r=14e, y=e, z2=¢€, W=e¢g

(xVZJw) = (61, 64766) = —2e3;

(,y,2) = (e1,e2,6e4) = 2e7;
(xy)(x, z,w) = —2e1 + 2,
= u; = —6e;+6
Efetuando os calculos correspondentes obtemos para os outros u;:
Uy = —6e; — 6,

Ug :661 —6,

Us = 6eq —6,

Uy = —661 + 6,

1 -1 1 0 1

1 1 0 0 0
—1 1 0 0 O
-1 -1 0 1 0
(:L',w,y) = (617 €6, 62) = _265

Uy = —661 + 6,

ug = ug = uyg = 0

— a7 + Qg

+ oy

+

ar

(6%4

(.fCZ)(.’]Z’,U},y) = _261 + 27

— g = 0

(y, z,w) = (e2,eq4,66) =0

(zw)(x,y, z) = —2e1 + 2

Uy = 661 +6,

Mais duas equagoes sao obtidas, que resultarao nas linhas 5 e 6 da matriz

10 x 10:

L -1 -1 1 -11 1 —-10 00

Lé: 1 -1 -1 11 -1 1000

r=1+e, y=ey, z2=e€4, W= —67

(x,2z,w) = (e1,e4, —€7) = —2e9; (2, w,y) = (e1, —e7,€2) = —2ey4

(x,y,2) = (e1,e2,6e4) = 2e7;

(y,z,w) = (e, eq,€6) = 2€;

Indicamos a seguir os valores dos u; resultantes desta substituicao:

u; = 6e; + 6,

Uy = —661 + 6,

ug = 6ey + 6,

Uy = 661 +6,
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us = —6e; +6, ug=06e; +6, ur=06e; +6, ug=ug=1uyy=-—4
Obtemos mais duas equagoes que nos fornecem as linhas 7 e 8 da matriz:
L. 3 333 333 -2 =2 =2
g 1 -1 11 -1 11 O O O
(4) x=e1, y=e3, z=e¢y, wW=e3

(x,z,w) = (e1,e4,e3) = 2¢q; (z,w,y) = (e1,€3,€2) =0

(z,y,2) = (e1,€2,€a) = 2e7;  (y,2,w) = (€2, €4, €3) = —2e5

Valores dos u; resultantes desta substituicao:

uy = 4der, uy = —4dey, usz = —4de;, uy =4de;, us = 4dey,

ug = —4der, uy = —4dey, ug = 2e7, ug = —2e7, U = 2ey

A equagao obtida nos dard a linha 9 da matriz:

Lor 2 -2 -22 2 -2 =21 —-11

(5) x=e1, y=e1, z=e€3, wW=¢y
(z,z,w) = (e1,e9,e4) = 2e7; (z,w,y) = (e1,€4,€1) =0
(7,y,2) = (e1,e1,e2) = 0;  (y,2,w) = (e1, €2, €4) = 2e7
Valores dos u; resultantes desta substituicao:
uy = 266, U9 = 266, Uus = —266, Uqg = —266, Uy = 266,
U — 266, Uy = 266, ug — 266, Ug =— —266, U9 = 266

A equacao obtida nos dara a linha 10 da matriz:

rig: 11 -1 -1 1111 —-11

A matriz dos coeficientes do sistema homogéneo nas incognitas oy, . . ., oo obtida

por meio das substituicoes indicadas acima, é a seguinte:
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-1 -1 1 -1 1 1 -1 1 0 -1
11 1 1 1 1 1 O O O
11 1 -1 -1 -1 1 0O O O
1 -1 -1 1 1 -1 -1 0 -1 O

-1 -1 1 -1 1 1 -1 O O O
1 -1r-1 1 1 -1 1 0 0 O
3 3 3 3 3 3 3 -2 =2 =2
1 -1r 1 1 -1 1 1 O O O
2 -2 =2 2 2 -2 -2 1 -1 1
1 1-1 -1 1 1 1 1 -1 1

Sua forma escalonada ¢ dada a seguir:

10000O0O0OO0O0 2
0100
010 -1
01
0

—
(e
e}

o O o~ O
o O = O
o = O

\V]

00 0O0O0O

Resultam as seguintes relacoes entre as variaveis, onde fizemos a variavel livre
Q19 =

ap=a9g=—20;, a=0a;=0;, ag=au=ay=0ag=0a; ag= —a.

Substituindo estes valores na expressao de f, teremos:
[y, 2,0) = a(=2((29) (@, 2,w) + (22)(2,w,5) + (20) (2,9, 2))
T (el 2 w))y + (22, w,9))2 + (2(2,y, 2))w)
+ ((y(z, z,w))x + (2(z, w,y))z + (w(z, y, 2))z)
— (((z, z,w)y)z + ((z, w, y)z)x + ((2,y, 2)w)x)
+ (2(y(z, 2, w) + 2(z2(z,w,y)) + z(w(z,y, 2)))
+ 2%(y, z,w) — 2z(y, 2, w)z + (y, 2, w)z?)
Provaremos que este polinomio é igual a zero em Alt[X].

Afirmacgao:

f = [‘/E? [‘% (yv Z>w)]] + Z ({x(x,z,w)y} - {.’Ey(ZL',Z,”LU)} - ($7y7 (xvsz)))

(y,2,w)
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onde > indica a soma sobre todas as permutagoes ciclicas de y, z,w. Analisemos
(y,2,w)
cada parcela.

[:C? [:Ca (y727w)“ = [x,x(y,z,w) - (y727w)x] = [a:,x(y,z,w)] - [l‘, (wa?w)x]
= x(x(y, 2 w)) - iL‘(y, z,w):v T a:((y, 2 w)x) + ((y7 2 U))%).T
= 2%y, z,w) — 2x(y, z,w) + (y, z, w)x*

Reconhecemos ai os 3 ultimos termos da expressao de f.

{z(z,z,w)y} = (z(z, z,w))y + (y(z, z,w))z. Fazendo as permutagoes ciclicas em

Y, Z,w, temos:

(Z ){1’(33 z,w)yt = (2(z, 2,w))y + (y(z, 2, w))z + (2(2,y, 2))w + (w(z, Yy, 2))z
+ (x(z,w,y))z + (2(z,w,y))x

Al estao a segunda e a terceira parcelas de f.

{zy(z, z,w)} = (zy)(z, 2, w)+((x, z, w)y)z. E fcil ver que as permutacdes ciclicas

em ¥, z, w do termo acima resultarao na soma da primeira e da quarta parcelas de f.

(z,y, (z,z,w)) = (zy)(x, z,w) — x(y(x, z,w)). Aplicando as permutagoes ciclicas
obtemos a soma da primeira com a quinta parcela de f. Verificamos assim que a

nova expressao de f corresponde a anterior, o que comprova a afirmacao feita.

Vamos agora desenvolver explicitamente a soma ciclica, designando-a por Y .

(y,2,w)
Teremos entao:

Z = {x(x,z,w)y} - {.’Ey(ZL‘,Z,”LU)} ( ( vsz))

(y,2,w)

+{z(z,w,y)z} — {zz(z, w,9)} — (2,2, (z,w,y))
+{z(z,y, 2)w} — {zw(z,y,2)} — (2, w, (2,y,2))
={z(z, z,w)y} + {zw(z, z,9)}

+{z(z, w,y)z} + {ay(z, w, 2)}

+{z(z,y, 2)w} + {zz(z,y, w)}

— (2,9, (z,2,w)) = (2,2, (z,w,y)) — (z,w, (2,9, 2))
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As parcelas agrupadas duas a duas tém associadores na forma (z, z, ), (z,w,_)

e (x,y,_ ) respectivamente, o que sugere uma derivagao.

{(z, z, x)wy} + {z(x, z, w)y} + {zw(x, z,9)},
{(@,w, x)yz} + {z(z,w,y)z} + {zy(z,w, 2)} e
{(@,y, ) 2w} + {z(z,y, 2)w} + {zz(z,y,w)}

(x,z,2) = 0, teremos:

Notando que: (z, z, {zwy})
(z,w,{zyz}) =

(x,y, {rzw}) =

e ainda que (z,w,x) = (z,y,z) =

2. = (=2, {zwy}) + (v, w, {zyz}) + (2,y, {zzw})

(y,2,w)
- (]3, 2 (IL’, w, y)) - (IL’, w, (‘757 Y Z)) - (Ia Y, <I7 2 w))
Temos ainda: {zwy}—(z,w,y) = (zw)y+(yw)x—(zw)y+z(wy) = (yw)r+z(wy).
Dai:
> = (&, z,x(wy) + (yw)z) + (z, w, 2(y2) + (2y)z) + (2, y, 2(2w) + (w2)x))

(y,2,w)
= ((z,2,2(wy)) + (2,2, (yw)2) + (v, w, 2(yz)) + (,w, (2y)7)

+ (2,9, 2(2w)) + (2,9, (w2)r))

Pelo Lema 4.5.3 (i), (ii):

(2, z, 2(wy)) + (2, 2, (yw)z) = —(2, (wy), 2) — (2, (yw)z, 2)
= —(z,wy, 2)r — z(z,yw, z)

(x,w,z(yz)) + (z,w, (zy)r) = —(z,yz,w)x — z(x, 2y, w)

(z,y,z(zw)) + (z,y, (wz)r) = — (2, 2w, y)x — z(x, W2, Y)

Entao:

o =x((z, 2, yw) + (x,w, zy) + (x,y, wz)) + ((z, 2, wy) + (x,w, yz) + (x, y, zw) ) x

(y7z7w)

Agora o Lema 4.6.10 (iv) nos da:
2. =zl (zyw)] + [z, (v, 2, w)e =z, (2,9, w)] = [r, (2,4, w)]z

(y,2,w)

= [I> [ZL‘, (Z,y,UJ)H = —[ZL‘, [l‘, (y,Z,ZU)H

Portanto f = [z, [z, (v, z,w)]] — [z, [z, (y, z,w)]] = 0 O

Identidades de grau [1,1,1,1,1]

Seja f uma identidade de grau [1,1,1, 1,1}, ou multilinear. Temos que f é uma

combinagao linear de produtos de 5 elementos x, y, z, v, w nas possiveis distribuicoes
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de paréntesis entre eles. Sao ao todo 14 distribuicoes, que constituirao nos 14 ele-
mentos geradores do ideal das identidades multilineares de grau [1,1,1,1,1]. Des-

ignaremos estes geradores por dy, ..., dy4, explicitados a seguir:

di=_((()); de=_(()); ds=_((L(_)));

dio=((_ ) ))—; du=(__) ) ) die=(__)((__));
diz = (_ _)((_ _)_) podi=(_(_ _))(_ _)

Faremos as seguintes substituigoes:

1. ey,eq9,e4,€3, €6 2. e1,6€,eq4,€4,—€7 3. €1,€2,€4,€3,€5
4. €1,€9, €4, €5, —€7 5. €1, €2, €4, €q, €5 6. €1,€2,€4, —€7,€5
7. €1,€2,€3,€5, —€7 8. €1, €2, €3, €6, €5 9. €1,€2,€3, —€7,€5
10. €1,€2,€, —€7,€5 11. 1,62,64,63,66 12. 1,61,64,63,66
13. 1,61762,63,66 14. 1,61762,64,66 15. 1,61,62,64,63

Apo6s os calculos obtemos a matriz dos coeficientes do sistema homogéneo nas

incognitas aq, ..., a4 indicada a seguir:

1 -1r 1-1-1-1 1-1 1 1 -1 1 -1 1
-1-1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
-1 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1

—_
—_

|
[y
|
—_
|
—_
—_
|
—_
i e e T
|
—_
|
—_
|
[
|
—_
|
—_
|
—_
|
—_
|
—_

1 -1r-1-1-1-1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
—1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1
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Ap6s escalonamento obtemos a matriz:

10000O0O0OO0COO0OO0OO0O 10
0100 0O 10
010 0 0
010 0
010 0
010 0
010 0

010 0

010 0

010 0

01 0 00

01 -1 0

00 01

00 0O
000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O OO0

Resultam as seguintes relacoes entre as variaveis, onde fizemos a variavel livre

13 — (X
=0y =—Q; Q=0 ag=04=...=a;; =a4 =20

A identidade f podera ser escrita como um multiplo linear dos produtos designa-
dos por dy,ds, dyo e di3, uma vez que os coeficientes dos outros produtos se anulam

nas substituicoes feitas. Temos portanto:

f=a 3 (=x(y(z (vw))) = 2(y((zv)w)) + (zy)(z(vw)) + (zy) ((z0)w)),

(x7y7z7v7w)
onde > indica a soma sobre todas as permutagoes de x,y, z, v, w.
(z,y,2,0,w)

Podemos escrever esta soma como:

(diz —di) + (d2 — da) = (zy)((zv)w) — 2(y(2, (vw))) + (zy) (2 (vw)) — 2 (y((z0)w))

Note que:
('Iaya (Z,U,’U])) = (i[),y, ZU)'LU) — Ty, Z(UU}))

Portanto: f=a > (z,y,(z,v,w))

(:I"7/yﬂz7/v7w)
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Afirmagao: ) (z,y,(z,v,w))=0.

(z,y,2,0,w)

Vamos desenvolver esta soma sem precisar explicitar todos os 5! = 120 termos
resultantes da permutacao de 5 elementos. Fixando duas variaveis, permutamos as
outras trés dentro do associador interno. Obtemos assim uma soma de 6 associadores
para cada duas varidveis fixadas. Como temos As, = 20 maneiras de fixar duas

dentre as cinco variaveis, teremos ao todo 6 x 20 = 120 termos, como deve ser.

As 20 somas podem ser representadas sinteticamente por:

[\

0

L 5=y, (zow) + o A (@y, (w,0,2))
+ Y,z (z0,0) + -+ (y, 2, (w, 0, 2))]
+ (2, (y,v,0)) + - + (2,2, (0,0, 9))]
+ 1z, (y,0,0) + -+ (2,2, (W, 0,9))]
+ ot w o, (2,y,2) -+ (w0, (2,9, 2)]

Basta provar que uma dessas somas € zero. Por simetria todas serao. Assim,
explicitemos a primeira delas:
S1=[(z,y, (z,0,w) + - + (2,9, (w,v, 2))]
= (2,9, (z,0,0)) + (2,9, (z,w,0)) + (2,9, (v, 2, w)) + (2,9, (v, w, 2))
+ (2, y, (w,q,0)) + (2,9, (w, v, 2))
= (z,y, (z,0,w)) + (z,9, = (z,0,w)) + (x, 9, = (z,0,w)) + (2,9, (2,0, w))
)

+ (2,9, (z,0,w)) + (2,9, =(2,0,w)) = 0

Como todas as somas se anulam, a afirmacao estd provada. Portanto f = 0.

Provamos assim que uma identidade de grau [1,1, 1,1, 1] multilinear é nula. Por-
tanto toda identidade de grau 5 nao nula é conseqiiéncia das identidades x e k,

conforme afirmamos no inicio desta secao.

4.7 Resultados Recentes

Além das identidades de grau 5 que aqui apresentamos, existem também nas algebras
alternativas, identidades de grau 6 ou maior. Pesquisas recentes ja explicitaram

tais identidades ou, pelo menos, estabeleceram métodos mais gerais para sua deter-
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minacgao. Em particular, Hentzel e Peresi, em seu trabalho “Identities for Cayley-
Dickson Algebras” (ref. [10]) utilizaram métodos computacionais. Destacamos tam-
bém o artigo “Identities for the Associator in Alternative Algebras”, de Bremner-
Hentzel (ref. [2]) envolvendo dlgebras ternarias alternativas, em que foram encon-
tradas identidades de grau 7, também com o uso de computadores.

Daremos aqui uma breve noc¢ao destas pesquisas, procurando apresentar alguns

exemplos das identidades estudadas, e dos métodos utilizados pelos autores.

Em [10] é utilizado um algoritmo computacional que permite gerar todos os
polinomios multilineares homogéneos candidatos a identidades. Expressando tais
polinomios em bases convenientes de matrizes, e como combinagoes lineares de ele-
mentos do anel de grupo F'S,,, impoe condic¢oes para que sejam identidades. Deduzem
assim, as expressoes das identidades de grau < 6.

Trata-se de um processo indutivo de geragao de identidades. Embora os autores
tenham se limitado a apresentar indentidades de grau < 6, o processo permite, em
teoria, encontrar identidades de qualquer grau. Porém, existem limitagoes de ordem
pratica. Por ser geral, produz também identidades que sao conseqiiéncias das leis
alternativas, devendo ser, entdo, descartadas. Para identificar quais identidades sao
efetivamente novas, utiliza as formas canonicas de matrizes que podem ser associadas
as identidades. Antes de fazer esta associacao é preciso encontrar uma base para
expressar um polinémio multilinear homogéneo (candidato a identidade). Mas a
algebra alternativa livre nao tem uma base natural. Assim ¢ utilizado um isomorfismo
para o anel de grupo das matrizes completas sobre F. Utilizando alguns resultados
destas matrizes, mostra que um polinémio pode ser associado a uma soma direta das
mesmas, para a qual existe uma base conveniente (em termos computacionais), com
elementos nao nulos somente na primeira coluna.

Obtém assim candidatos a identidades, substituindo os elementos da base de
C(—1,—1,—1) e impondo uma lista de restrigdes sobre os coeficientes desses can-
didatos para que o polinomio seja uma identidade. Indicamos a seguir a identidade
de grau 6 encontrada por este processo, onde a,b,c,d,e, f representam elementos

arbitrarios em C'

> {24a(b(c(de))) + 8a((b,c,d)e) — 11(a, b, (¢,d,e))}, f] =0
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Em [2], sdo pesquisadas identidades nas chamadas dlgebras terndrias alternativas.
Podemos definir, de maneira bem simples, uma algebra ternaria como sendo um par
(A,t), onde A é um espago vetorial sobre um corpo FFe T:Ax A x A — A é
uma funcao trilinear. Esta funcado serve para definir um produto em (A,t), como
t(a,b,c) = (ab)c — a(bc), que nada mais é que o nosso conhecido associador. Com
isto, (A, t) se torna uma algebra ternéria.

Os autores apresentam identidades de grau 7 em trés tipos de dlgebras ternarias:

1. Algebras Alternativas Livres;
2. Algebras de Cayley:

3. Produto Cruzado.

Indicaremos aqui somente as identidades referentes as dlgebras ternarias de Cay-
ley. Ressaltam os autores que os célculos foram feitos em computador com um corpo
de 103 elementos (caracteristica 103), mas como o grau das identidades é < 7, que
¢ muito menor que 103, é provavel que esta restrigao seja desnecesséaria. Assim, eles
acreditam que os resultados valem em caracteristica zero, o que foi verificado em
alguns casos particulares. Mas a questao permanece em aberto.

Da mesma forma que no artigo anterior, aqui é usada a representacao de iden-
tidades polinomiais por elementos do anel de grupo F'S,, que se apdia na teoria de
representacoes. Conseguem assim uma forma conveniente de representagao computa-
cional para um polindmio, em termos de soma direta de matrizes. Sao apresentadas
cinco identidades de grau 7, que sao chamadas de nao-dbvias. Mais especificamente,
eles assinalam tratar-se de identidades satisfeitas pela associador, uma vez que o
produto nestas algebras é dado pelo associador. Antes de apresentar estas cinco
identidades, vamos esclarecer alguns pontos quanto a notagao utilizada pelos autores.

Para o associador, utilizam a notacdo (abc) ao invés de (a, b, ), destacando o seu
papel de produto nesta algebra. Em um polindmio multilinear homogéneo I em que
uma letra, digamos x, ocorre pelo menos duas vezes, é definida a soma alternada

sobre as posigoes de x, denotada por > I. De forma sucinta, este operador toma
alt(zx)
a soma alternada sobre k! permutagoes sobre uma lista de k letras (que ndo ocorrem

em /), onde k indica o nimero de ocorréncias da letra x em cada termo de I. Tal

processo é chamado de linearizacao parcial alternada. Na verdade, x faz o papel de
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indeterminada, e os autores alertam para nao se confundir entre (azz), que é zero em

uma algebra alternativa, e Y (axz), onde o x deve ser substituido por outras letras,
alt(x)
digamos b e ¢, para se fazer a expansao em somas alternadas antes de se calcular o

produto ternario. As cinco identidades de grau 7 satisfeitas pelo associador em uma
algebra de Cayley sao as seguintes:
Ch= > {(
alt(x
((

+((
+((

(abz)(axz)b) — ((abx)(bxx)z) + 2((abzx)(abz)x)
((

(
(abz)azx)bz) — 2(((abx)bx)ax) — (((azxx)bx)ab)

(abx)ab)zx)
(

brz)ax)ab) — 2(((abx)zz)ab) + 3((
) brzx)ab)ax)};

( (
(xzz)ab)ab) + 4(((azxx)ab)bx) — 4((

Cy = ”%:){6((axx)(xx:c)a)—2(((ax:v)ax):m)—i—2(((xm:)(m:)ax)—5(((@:ca:)xx(ax)};
Cs = ltz(:){(((awx)xx)ax) + 2(((zzx)ax)ax) + 4(((axzx)azx)zx)};
Cy= ltz(:)((xxa:)(x:m)x), Cs = ltz(:)(((xxx)x:c)a:x)

Ao encerrarmos este trabalho, chamamos a atencao para alguns aspectos da
pesquisa de identidades em algebras alternativas que nos pareceram relevantes. Em
primeiro lugar, o carater nada elementar das expressoes obtidas, que apresentam uma
complexidade crescente a cada aumento de grau. Dai o seu tratamento exigir a uti-
lizagao de diversos recursos como, triplo produto de Jordan, derivacao, linearizacao,
bases do ideal associador, grupos de permutacao, etc. Vemos entao que a abrangéncia
do tema, por si s0, ja representa uma motivacao para o seu estudo.

Salientamos também a utilizacao de técnicas computacionais na avaliacao das
identidades, o que se faz necesséario devido ao grande niimero de operacoes envolvido.
Este fato ressalta a importancia do computador como ferramenta auxiliar neste tipo
de pesquisa matematica.

Por fim, deixamos como sugestao para futuras pesquisas, a investigacao de novas
identidades, uma vez que algumas questoes permanecem em aberto, e ainda, os novos

resultados poderao trazer significativas contribuicoes para a Matematica.
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