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Resumo

CAHALI, A. F. S. Logica de topos e aplicagoes. 2019. 201 f. Dissertacdo (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

A primeira nogao de topos, a de topos de Grothendieck, surgiu ha cerca de 50 anos a partir
de uma generalizacao do conceito de feixe na geometria algébrica. Poucos anos mais tarde, uma
axiomatizacao categorial de algumas das propriedades de um topos de Grothendieck deu origem
a uma segunda noc¢ao de topos, a de topos elementar; e essa descricao permitiu estabelecer liga-
¢Oes entre essas categorias e teoria dos conjuntos e logica. Neste trabalho, estudamos a teoria de
topos com um foco especial na construcao da légica interna dos topoi, e exploramos sua relagao

com modelos Heyting-valorados.

Palavras-chave: topos, logica categorial, modelos Heyting-valorados.
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Abstract

CAHALI A. F. S. Topos Logic and Applications. 2019. 201 f. Dissertacao (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

The first definition of a topos, that of a Grothendieck topos, emerged roughly 50 years ago
from a generalization of the notion of sheaves in algebraic geometry. Few years later, a cate-
gorical axiomatization of some properties of Grothendieck topoi gave rise to a second notion of
topoi, that of an elementary topos; and this description made it possible to establish connections
between these categories and set theory and logic. In this work, we study topos theory with
a particular focus on the construction of the internal logic of topoi, and explore its relation to

Heyting-valued models.

Keywords: topos, categorical logic, Heyting-valued models.
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Introducao

O conceito de topos foi criado por Grothendieck em 1963 no contexto da geometria algé-
brica, mais especificamente no estudo de cohomologia de espagos generalizados com coeficientes

variando num feixe.

De acordo com Gray (|Gra79al), a teoria dos feixes surge em 1945 com Leray dentro da
topologia algébrica, como ferramenta para o estudo de complexos de cadeias com suporte num
espago topologico. Para ilustrar a ideia, utilizemos o exemplo dado em [LM94]: a grosso modo,
um feixe A de grupos abelianos sobre um espaco topologico X é uma familia de grupos abelianos
A, parametrizada por pontos z € X de forma “adequadamente continua”. Em particular, isso
significa que fazemos da uniao disjunta [[ A, um espago munido de uma topologia tal que o

mapa A, — z é continuo e étale (ou seja, é “localmente um homeomorfismo”).

Dado um aberto U C X, pode-se considerar a segdo s do feixe A sobre U, que é uma fungao
(novamente “adequadamente continua”) que leva cada € U a um elemento s(x) € A,. Assim,
dado outro aberto V' C U, podemos restringir s a V'; e reciprocamente, podemos recuperar uma
se¢do s sobre U fazendo a colagem das restrigoes de s aos V;’s tais que U = |JV;. Um feixe
A, portanto, pode ser descrito apenas com as se¢oes sobre os abertos de X, juntamente com as
operagoes de restrigdo e colagem. Isso possibilitou definir a cohomologia correspondente de um

espago topologico com coeficientes num feixe.

Essa nocao foi, entao, adaptada a geometria algébrica, onde a construcao de um feixe sobre
um espago topolégico X poderia ser feita a partir de se¢Oes definidas em objetos U, ndo mais
necessariamente subconjuntos de X, mas simplesmente usando os mapas U — X de outro espago
U em X. Com isso, ideias da teoria das categorias passaram a ser usadas para o estudo de feixes,
levando Grothendieck a definir feixes num contexto mais geral: usando objetos de uma categoria
C nos quais familias adequadas de flechas U; — X formam “coberturas” dos objetos X de C. Tal

estrutura, que faz os objetos de C agirem como abertos de uma topologia, é chamada de topologia
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de Grothendieck. Dessa forma, um feixe tornou-se um funtor, cujos “estagios” sdo determinados
coerentemente por colagem de subestagios sobre cada cobertura. E dai que obtemos nossa
primeira nocao de topos, o topos de Grothendieck: a categoria dos feixes de conjuntos sobre
uma categoria munida de uma topologia de Grothendieck. Essa descri¢ao permitiu importantes

avancgos na geometria algébrica nos anos seguintes.

Uma segunda abordagem dos topoi nasce mais diretamente da teoria das categorias. Ca-
tegorias surgiram primeiramente como uma ferramenta no contexto da topologia algébrica, mas
na década de 1940, com trabalhos de Eilenberg e Mac Lane, surgiu a teoria das categorias como
disciplina abstrata. Como ressaltado por Goldblatt em [Gol79|, um aspecto dessa teoria é que
o conceito de flechas entre objetos (uma abstragao de fungbes entre conjuntos) pode ser usada
em lugar da relagdo de pertencimento como base para construgbes matematicas, e tais flechas

podem expressar propriedades de entidades matemaéticas.

Lawvere, em 1963, comecou a trabalhar em criar uma fundamentagao puramente categorial
da matematica (diferente da fundamentagdo conjuntista usual), iniciando com a axiomatizagao
apropriada da categoria dos conjuntos. Ao conhecer propriedades do topos de Grothendieck,
notou que tal topos permitia operagoes basicas da teoria dos conjuntos, como a construcao de
conjuntos de fungoes de um conjunto no outro, ou do conjunto das partes de um conjunto. Na
mesma época, Tierney percebeu que o trabalho de Grothendieck poderia levar a um estudo
axiomético de feixes. Trabalhando juntos, Lawvere e Tierney criaram, no inicio dos anos 1970,
o conceito abstrato de topos elementar, formulado inteiramente com linguagem categorial, como
axiomatizagao para categorias de feixes de conjuntos (usando o conceito importante — presente

nos topoi de Grothendieck — do classificador de subobjeto).

Nogoes de topos adicionais surgiram posteriormente, algumas inclusive oriundas da ciéncia
da computagao teorica. O importante, como enfatiza Johnstone em [Joh02a], é que todas essas
nocoes descrevem aspectos de uma mesma teoria, e mostrar isso é um dos objetivos de seu livro de
trés volumes. No presente projeto, focaremos o estudo mais especificamente no desenvolvimento

da logica no contexto dos topoi de Grothendieck e dos topoi elementares.

Na categoria dos conjuntos, as relagoes logicas sao representadas pelas operagoes de uma
algebra de Boole com dois elementos. O topos elementar, por sua vez, possui uma algebra (agora
uma algebra de Heyting) que pode cumprir o mesmo papel de representar principios logicos; isso
permite considerar, portanto, uma logica interna ao topos. Uma diferenga relevante é que num

topos, a logica nao é mais, em geral, classica, mas sim intuicionista.
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Aplicacoes interessantes em outras areas da matemaética surgiram dessa internalizacdo da
légica num topos como uma maneira de sintetizar as relacoes entre objetos externamente cons-
tituidos (como feixes, por exemplo), ocorrendo primeiro em areas como teoria dos conjuntos
(provas de independéncia de axiomas), algebra e geometria (como modelos para a geometria
diferencial sintética), e mais recentemente em anélise, aritmética e até em fisica quantica. Aqui
exploraremos uma aplicagao de forma um pouco mais detalhada: a relagao da logica de topos com
modelos Heyting-valorados, que sdo (como o nome sugere) modelos em que os valores verdade

estao numa algebra de Heyting completa.

A motivacdo para escolha do tema, alids, veio do estudo, durante a iniciacao cientifica, da
teoria algébrica dos conjuntos. Criada na década de 1990 por Joyal e Moerdijk, a teoria algébrica
dos conjuntos é uma nova abordagem para a construgdo de modelos de teorias de conjuntos,
onde os modelos para teorias de conjuntos sao tratados como algebras para uma teoria algébrica
adequada. Os topoi foram inspiragdo para a criagao de tal teoria, e sdo ferramentas importantes

na sua construgao.

Em relacao a estrutura da dissertacao, o primeiro capitulo é dedicado a uma introducao a
teoria das categorias, dado que é com a linguagem de categorias que os topoi sao definidos. Nele
apresentamos as defini¢oes iniciais (categorias, funtores, transformagoes naturais) e construgoes
importantes para o estudo dos topoi (como limites e adjungoes) da teoria, além de registrar

alguns resultados.

O objetivo do segundo capitulo é apresentar os topoi de Grothendieck. Primeiramente,
descrevemos as duas nogoes equivalentes de feixes sobre espagos topologicos: feixes geométricos
e feixes funtoriais. Em seguida, fazemos o mesmo para feixes sobre locales, indicando algumas
das adaptagOes necessérias, e construimos os funtores que relacionam a categoria dos espagos
topoldgicos com a categorias dos locales. Finalmente, generalizamos o conceito de feixes para
um contexto ainda mais geral, o dos feixes sobre sitios (categorias munidas de uma nogao de
cobertura adequada); com isso, um topos de Grothendieck sera definido como uma categoria

equivalente a categoria dos feixes sobre um sitio.

Iniciamos o terceiro capitulo introduzindo categorias cartesianamente fechadas e classifica-
dores de subobjetos, e utilizando esses dois conceitos definimos topoi elementares. Mostramos,
também, uma forma equivalente de definir tais topoi, usando a no¢do de objeto partes, e entao
apresentamos alguns dos principais resultados (como o teorema fundamental e a fatoracao epi-

mono) e exemplos da teoria de topos. Para finalizar, registramos brevemente alguns tipos de
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topoi, e mostramos como definir topologias e feixes num topos.

Na primeira parte do quarto capitulo, dedicamo-nos a definir operacées no conjunto dos
subobjetos de um objeto num topos e mostrar que, com elas, os subobjetos adquirem uma
estrutura de algebra de Heyting. Esse resultado serd importante para, na segunda parte do
capitulo, introduzirmos uma linguagem para a légica interna de um topos, com uma seméntica

correspondente.

Finalmente, no quinto capitulo investigamos a relagao dos topoi com modelos a valores
numa algebra de Heyting. Primeiro definimos topoi locéalicos e o modelo Heyting-valorado y ),
e mostramos como podemos obter equivaléncias de categorias que conectam ambas as nocoes.
Em seguida, exploramos a relagao entre forcing (da teoria dos conjuntos), a seméantica de modelos
a valores booleanos e topoi booleanos; e encerramos o capitulo estudando morfismos induzidos
em modelos Heyting-valorados a partir de morfismos de éalgebras de Heyting (algo que nao foi

encontrado na literatura).

Concluido o corpo principal do texto, como em seu decorrer serdo usadas algumas nogoes e
resultados da teoria de reticulados, incluimos um breve apéndice para registrar algumas defini¢oes

e propriedades iniciais da teoria, com um foco em algebras de Heyting e de Boole.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo visa introduzir, sucintamente, definigbes e propriedades de teorias das cate-
gorias que serao usadas nos capitulos posteriores. Primeiro definimos os conceitos basicos de
categoria, funtor e transformacao natural, além de apresentarmos algumas noc¢oes derivadas
(como categorias produto e funtores hom) e alguns resultados importantes (como o Lema de
Yoneda). Entao, passamos a descrever e indicar propriedades de diversas construgoes categori-
ais relevantes para o estudo de topos: limites, subobjetos, adjuncao, categorias slice e objetos

ndmeros naturais.

Para nao alongar o texto desnecessariamente, varias demonstragoes e verifica¢oes serao omi-
tidas; porém, algumas serao feitas (ou, no minimo, esbogadas) para ilustrar argumentos que

serao usados posteriormente (por exemplo na se¢do que trata de subobjetos).

Para uma apresentacao mais completa de teoria das categorias, pode-se consultar [Bor(08a
ou [Lan98|. E comum livros de teoria de topos também dedicarem capitulos iniciais a categorias,
como fazem [BWS85|, [Bel88|, |Gol79], [LM94] e [Mcl95]. Outra referéncia interessante ¢ o site
nLab (https://ncatlab.org/), um wiki que serve como uma espécie de enciclopédia especia-

1

lizada em teorias das categorias', sendo ttil inclusive para buscar referéncias bibliograficas.?

1O site ¢ mantido pelo matematico Urs Schreiber, mas sendo um wiki possui contribuicdes de diversos autores
(a lista completa deles pode ser consultada em https://ncatlab.org/nlab/authors).

2Alias, diversas paginas (em inglés) da Wikipedia (https://en.wikipedia.org/) sobre categorias e topoi,
além de serem tuteis por listar bibliografia, sdo por si s6 razoavelmente bem escritas. Embora frequentemente nao
fornecam detalhes técnicos, podem ser boas para uma primeira introdugao aos conceitos.


https://ncatlab.org/
https://ncatlab.org/nlab/authors
https://en.wikipedia.org/
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1.1 Conceitos basicos de teoria das categorias

Antes de comecar, ha de ser feita uma breve observacao em relacao a questoes de fundamen-
tacdo matemaética: a teoria das categorias trabalha frequentemente com objetos “grandes”; isto
é, que nao sao conjuntos (por exemplo, com a “cole¢ao” dos conjuntos ou com a “cole¢ao” dos
espagos topologicos). Isso traz complicagdes para formalizar conceitos de teoria das categorias

dentro de teoria dos conjuntos.

Para lidar com essa dificuldade, pode-se usar uma teoria como NBG. Nela, a nocao primitiva
é a de “classe”. Nessa teoria, os conjuntos sao as classes que pertencem a alguma outra classe;
e uma classe que nao é um conjunto é chamada de uma classe propria. Outra possibilidade
seria usar “universos”’, um conjunto dentro do qual pode-se realizar as operagoes usuais de teoria
dos conjuntos, e assumir que todo conjunto pertence a um universo (esse conceito pode ser

formalizado através dos universos de Grothendieck?).

O foco aqui nao é discutir e detalhar tais formalizagoes, apenas ter em mente que elas nos
fornecem maneiras formais de tratar desses objetos “grandes” evitando complicagbes conjunto-

tedricas.

Definigao 1.1.1. Uma categoria C = (Cy,Cy,dom, cod, u, k) consiste de:

uma classe Cy de objetos;
e uma classe C; de flechas;

e uma funcao dominio dom : C; — Cy e uma funcao codominio cod : C; — Cy. Quando

dom(f) =a e cod(f) =b, para f € Cy1, denotaremos f :a — b ou a EN b;

e uma funcéo identidade u : Cy — C1, com dom((u(a)) = cod(u(a)) = a, para cada a € Co.

Denotaremos u(a) := idg;

e uma funcdo composicao k : {(f,g) € C1 xCy | dom(g) = cod(f)} — Ci, com dom(k(f,q)) =
dom(f) ¢ cod(k(f.g)) = cod(g), para cada f,g € Ci. Denotaremos k(f,g) = go f o

comp(C) = {(f.9) € C1 x C1 | dom(g) = cod(f)}.

Essas funcoes devem satisfazer:

3 A formulacgéo dos universos de Grothendieck foi a originalmente utilizada por Grothendieck para introduzir a
teoria dos topoi de Grothendieck; em especial, o apéndice de Bourbaki ao primeiro capitulo de [AGV 72| explora
esse topico.
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e Associatividade: para quaisquer a,b,c,d € Coe f:a —b,g:b— ¢c,h:c— dem Cq, temos

ho(go f) = (hog)o f. Pode-se representar isso através do seguinte diagrama comutativo®:

e Unidade: para quaisquer a,b € Cp e f:a — bem Cy1, temos idyo f = fe foid, = f.

Pode-se representar isso através do seguinte diagrama comutativo:

id,
—_—a
<
id
N

Exemplo 1.1.2. Alguns exemplos iniciais de categorias:

a

b

e Set: o0s objetos sdo os conjuntos, as flechas sdo as fungoes entre eles;
e Top: os objetos sdo os espagos topologicos, as flechas sao as func¢oes continuas;
e Grp: os objetos s@o os grupos, as flechas sdo os homomorfismos de grupos.

Apenas as classes de objetos e flechas foram especificadas, mas o restante da estrutura de catego-
ria pode ser facilmente inferido (por exemplo, a composigao em Set é simplesmente a composigao

usual de fungoes).

Dada uma categoria C, a classe das flechas entre dois objetos a,b € Cy serd denotada por

C(a,b) :={f € Cy | dom(f) = a,cod(f) = b} (outra notacdo comum é Home(a,b)).

Exemplo 1.1.3. Seja (P, <) um conjunto preordenado, isto é, em que a relagao < é reflexiva e

transitiva. Podemos vé-lo como uma categoria C fazendo Cy = P e, para cada p,q € P:

xf ,sep<
Cloq) = {x} p=<gq

0 , caso contrario

40s diagramas comutativos serdo tratados de forma “ingénua’ como diagramas nos quais “todos os caminhos
(por composi¢ao) com mesmos vértices inicial e final sdo iguais” (com excegdo de flechas paralelas). Seria possivel
dar uma defini¢ao precisa (por exemplo, como feito em [Gro57]), mas ndo sera necessario pois aqui serdo usados
mais de forma ilustrativa.
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onde {x} denota qualquer conjunto de um elemento (essa notagao para um conjunto unitario
sera usada frequentemente no decorrer do texto). A transitividade de < nos permite definir a

composicao com as propriedades necessérias. A reflexividade garante a existéncia das identidades.

Definicao 1.1.4. Sejam C uma categoria e ¢ : @ — b em C;. Dizemos que a flecha ¢ é um
isomorfismo (ou apenas um iso) se existe h : b — a em C; tal que ioh = id} e hoi = id,. Quando

existe um iso entre dois objetos a e b, dizemos que esses objetos sao isomorfos, e denotamos a = b.

De maneira menos formal, para economizar na redacao, dizemos que um objeto a com uma
o

propriedade é “tnico a menos de isomorfismo” se, para todo objeto b com essa propriedade,

a>=bd

Exemplo 1.1.5. Em Set, isos correspondem as fungoes bijetoras. Em Top, isos correspondem

aos homeomorfismos.

Proposicao 1.1.6. Sejam C uma categoria e (i,5) € comp(C) um par de isos. Entao:

1. existe uma unica flecha h € Cy tal que i o h e hoi sio as identidades. Assim, podemos

denotar h =i~ ;

2. i~ também € iso;

3. joiéisoe(joi)t=i"tojl;

4. para todo a € Cy, id, € iso.

Definigao 1.1.7. Uma categoria C é dita pequena se C; é conjunto (isso ja implica em Cp
também o ser). Uma categoria C ¢ dita localmente pequena se, para todos a,b € Cy, C(a,b) é

conjunto.

Definigao 1.1.8. Sejam A, B categorias. Um funtor F' : A — B é um par de fungbes F =
(Fy, F1), onde Fy : Ay — By e Fi : Ay — By sdo tais que, para toda f : a — a’ em A,
Fi(f) : Fy(a) — Fy(d'); e vale:

F1(idy) = idpy(q), para todo a € Ag

Fi(go f) = Fi(g) o Fi(f), para todos f,g € comp(A)

5 Ao estudar estruturas matematicas (como grupos, espagos topologicos, etc.), é comum considerar a unicidade a
menos de isomorfismo em vez da unicidade estrita (com igualdade). Isso porque, dada uma estrutura, ¢ facil definir
uma “copia” idéntica mas néo exatamente igual a ela. Por exemplo, dado o anel dos inteiros Z = {..., —1,0,1, ...},
podemos considerar um anel Z' = {...,—1’,0’,1’, ...} definindo as operagdes exatamente como nos inteiros; esse
novo anel sera idéntico aos inteiros do ponto de vista da teoria dos anéis, mas ndo igual pois o conjunto subjacente é
diferente. A unicidade a menos de isomorfismo em categorias (onde agora estruturas sdo objetos de uma categoria)
tenta capturar essa ideia: isos definem uma relagdo de equivaléncia entre os objetos.
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Assim, a ideia é que um funtor seja um “morfismo de categorias’, no sentido de preservar a

estrutura algébrica que define categorias.

Exemplo 1.1.9.

e Um exemplo simples é o funtor partes P : Set — Set, que leva cada conjunto X ao seu
conjunto de subconjuntos Py(X) := P(X), e cada fungdo f : X — Y a funcdo imagem

direta P1(f) : P(X) — P(Y): a fungao tal que Pi(f)(S) := f(S5), para todo S C X;

e um “tipo” de funtor que “esquece” parte da estrutura algébrica de uma categoria é cha-
mado de um funtor esquecimento. Por exemplo, temos U : Ab — Set o funtor que leva
cada grupo abeliano ao seu conjunto subjacente, e cada homomorfismo a si mesmo, agora

entendido apenas como uma funcao;

e hi também exemplos importantes que surgem em outras areas da matematica, como na
topologia algébrica: o mapa X — H,(X), que leva cada espago topologico X ao seu n-
ésimo grupo de homologia (e cada fungao continua a seu homomorfismo correspondente),

define um funtor Top — Ab;

e para um exemplo na algebra, seja n € N e considere, para cada anel comutativo R,
GL,(R) o conjunto das matrizes n X n invertiveis com entradas em R (também chamado
de grupo linear geral). Para cada homomorfismo de aneis comutativos f : R — R/, defina
(GL,)1(f) : GL,(R) — GL,(R') como “aplicar f a cada coordenada da matriz’. Entao,
GL, : cRng — Grp define um funtor.

Definigao 1.1.10. Sejam A, B,C categorias e F' : A — B,G : B — C funtores. Definimos sua

composi¢do Go F : A — C fazendo

(GOF)O ::GOOFO

(GOF)l ::G10F1

O funtor identidade id 4 : A — A é definido como a identidade pela composigao de funtores.

Com isso definido, pode-se mostrar que as categorias pequenas e os funtores entre elas
formam uma categoria Cat, a categoria das categorias pequenas. Note que Cat nado é uma
categoria pequena, portanto Cat ¢ Cat, e nao temos aqui um problema com uma forma do

“paradoxo de Russell”.

Definigao 1.1.11. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Dados a,a’ € Ay, considere
o mapa ¢, o : Ala,a’) = B(Fy(a), Fo(a')) dado por ¢q o (f) = Fi(f). Com isso:
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1. F é dito pleno se ¢, 4 for sobrejetor, para todos a,a’ € Ag;
2. F ¢ dito fiel se ¢, for injetor, para todos a,a’ € Ay;

3. F é dito um isomorfismo de categorias se for pleno, fiel e Fy for uma bijegao (equi-
valentemente, sera isomorfismo se existir um funtor G : B — A tal que Go F = idy e

F oG =idg).

Semelhante ao caso para objetos, se existe um isomorfismo entre duas categorias A e B, di-
remos que essas categorias sdo isomorfas, e denotaremos A = B. A existéncia de um isomorfismo
de categorias, no entanto, é uma condi¢cao muito forte, que é raramente satisfeita na pratica.
Mais tarde, sera introduzida a nog¢ao mais relevante de uma equivaléncia de categorias, em que

serd exigido que o isomorfismo F' tenha um inverso “a menos de isomorfismo de funtores”.

Outrossim, dado um funtor F': A — B, observe que F' ser pleno nao implica as fungoes Fy e
F serem sobrejetoras e, similarmente, F' ser fiel nao implica as funcoes Fj e F] serem injetoras.
Porém, vale que se F for pleno e fiel, entao Fy é “injetor a menos de isomorfismo” (o nome técnico
para isso é que F' reflete isomorfismos). Significa dizer que, dados a,a’ € Ay, Fy(a) = Fy(a')

implica em a = d’.

Defini¢ao 1.1.12. Seja C = (Co,C1, dom, cod, u, k) uma categoria. Uma subcategoria C' de C

é uma categoria C' = (Cy,Cy, dom/, cod', v/, k") tal que

Cl, € Co CLCC
dom' = domcs cod' = codjc
u = Uicy K = k|comp(C’)

Denotaremos C' C C. As fungdes i : C), — Cp e i1 : C] — C; tais que

io(a) = a, para todo a € C,

i1(f) = f, para todo f € C]
formam um funtor i = (ip,41) : C' — C, chamado de funtor inclusdo.

Definigao 1.1.13. Sejam C uma categoria e C' C C uma subcategoria. C’ ¢ dita uma subcate-

goria plena se o funtor inclusao ¢ : C' — C for pleno.

Definigao 1.1.14. Seja C = (Cy,C1,dom, cod,u, k) uma categoria. A categoria oposta a C,

denotada C? = (Cy?,C{¥, dom®?, cod®P, uP, k°F), & obtida fazendo-se



1.1. CONCEITOS BASICOS DE TEORIA DAS CATEGORIAS 11

o] 0]
dom®? := cod cod®? := dom u%? =y

k?(f,9) == k(g, f), para todo (f,g) € comp(C?)

Essencialmente, inverte-se o sentido das flechas, e para todos a,b € Cy,

C(a,b) =C(b,a)

Quando f : a — b é uma flecha em C;, denotaremos por f : b — a a flecha em C}¥

correspondente.

Definigao 1.1.15. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Definimos o funtor oposto

FoP: A% — B°P tomando:
Fy?(a) = Fy(a), para todo a € Ay

FP(fP) = Fi(f), para toda f € A;

Observagao. Alguns autores chamam funtores da forma F : A’ — Be G : A — B° de funtores
contravariantes. Isso porque, se compreendidos como “funtores” F,G : A — B, F' e GG invertem

o sentido das flechas e trocam a ordem da composicao.

Exemplo 1.1.16. Um exemplo simples, e semelhante ao funtor partes do exemplo 1.1.9, é
o funtor imagem inversa P* : Set — Set, que mais uma vez leva cada conjunto X ao seu
conjunto de subconjuntos Pj(A) := P(X), e cada funcao F' : X — Y a funcao imagem inversa

Pi(f) : P(Y) — P(X): a funcio tal que P;(f) := f~(S), para todo S C Y.

Mais adiante, trataremos de outras construgoes (e propriedades) em teoria das categorias que
terdo uma “nocao dual”: uma nocao obtida invertendo-se a direcdo de todas as flechas e a ordem
das composigoes na construgao (ou propriedade). O principio da dualidade (um metateorema na
linguagem da teoria das categorias) garante que as construgoes duais também “fagam sentido”,
isto é, também fornecam construcoes em teoria das categorias. Esse principio também garante
que se alguma propriedade (que dependa apenas dos axiomas elementares da teoria) é valida,

entao sua dual também 6.6

Exemplo 1.1.17. Um tipo de funtor que aparecerd frequentemente no futuro é o chamado

funtor hom. Sejam C uma categoria localmente pequena e ¢ € Cy. Pode-se definir o funtor

SPara uma formulagéio mais precisa, recomenda-se consultar a secéo I1.1 de [Lan98]
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C(c,—) : C — Set como a notagao sugere:

(C(e,—))o(c) :=C(e, ), para todo ¢ € Cy

(C(e,=))1(f) :=Cle, f) : C(e,a) — C(e,b), para toda f:a — bem Cy,

onde C(c, f)(g) := f og, para toda g € C(c,a)
Similarmente, o funtor hom contravariante C(—, ¢) : C°? — Set pode ser definido fazendo-se:

(C(—,¢))o(c) :=C(c, ), para todo ¢ € Cy

(C(—,0)1(f) :=C(f,c) : C(b,c) — C(a,c), para toda f:a — bem Cy,

onde C(f,c)(g) :==go f, para toda g € C(b,¢)

Além disso, dadas categorias A, B, um funtor F' : A — C e um funtor G : B — C°P, podemos

definir as composigoes:

C(c, F(—)):==C(¢c,—)o F: A— Set
C(G(—),c):=C(—,c) oG : B— Set

Definigao 1.1.18. Sejam A, BB categorias. A categoria produto (binario) de A por B, denotada
por A x B, & definida tomando (A x B)y = Ag X By, (A x B); = A; x By, e definindo as fungoes

dominio, codominio, identidade e composicido componente a componente.”

Definigao 1.1.19. Sejam A, B,C,D categorias e F' : A — B,G : C — D funtores. Definimos o
funtor produto F x G : A x C — B x D fazendo:

(F x G)o(a,c) = (Fo(a),Go(b)), para todos (a,c) € (A x C)

(F' x G)o(f,9) = (F1(f), G1(g)), para todos (f,g) € (Ax C)

E comum chamar funtores que tenham como dominio uma categoria produto (binario) de

um bifuntor.

Exemplo 1.1.20. Com isso, podemos definir o bifuntor hom C(—,—) : C°? x C — Set, para C

"Produtos arbitrarios de categorias usam a nocédo de produto como limite, que sera definido mais adiante.
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uma categoria localmente pequena. Como a notagao sugere:

(C(—,—))o(a,b) :=C(a,b), para todos a,b € Cy

(C(—,=)1(f?,9) :==C(f?,g) : C(b,c) = C(a,d), para todas f:a —b,g:c— dem Cy,

onde C(f?,g)(h) := goho f, para toda h € C(b,c)

Além disso, dadas A, B categorias e F' : A — C e G : B — C funtores, podemos definir as
composigoes:

C(F(—), =) :=C(—, —) o (F x idc) : A% x C — Set
C(—,G(-)) i=C(—, =) o (idewr x G) : CP x B — Set

C(F(=),G(=)) = C(—, —) o (F x Q) : A x B — Set

1.2 Objetos e flechas especiais

Definigao 1.2.1. Sejam C uma categoria e m,e € C;. A flecha m : a — b é dita um mono
(ou monomorfismo) se, para todas f,g € C; com f,g:c— a, mo f =mogimplica em f = g.
A flecha e : a — b ¢é dita um ept (ou epimorfismo) se, para todas f,g € C; com f,g : b — c,

foe=goeimplicaem f =g.

E comum denotar um mono m por m : a — b e um epi e por e : a — b.

Exemplo 1.2.2. Em Set e em diversas outras categorias (como Top, Grp, Rng, etc.), monos
correspondem as fungoes injetoras (porém existem categorias onde isso nao vale, por exemplo na
categoria dos grupos abelianos divisiveis e seus homomorfismos). Em Set e em algumas outras
categorias (como Top e Grp), epis correspondem as fungoes sobrejetoras (isso nao vale, por

exemplo, em Ring).

Se uma flecha é um iso, também é um mono e um epi. Porém, a reciproca nem sempre é
verdadeira, como ilustrado pelo exemplo em Top (fungdes continuas bijetoras podem nao ser

homeomorfismos).

Proposicao 1.2.3. Sejam C uma categoria e (f,g) € comp(C). Entao:

1. se f,g sao monos, entio go f € mono;
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2. se go f € mono, entdao f € mono;
3. se f,qg sao epis, entdo go f € epi;
4. se go f € epi, entdo g € epi.

Definigao 1.2.4. Sejam C uma categoria e m,e € C;. A flecha m : a — b é dita uma se¢ao
se existe f : b — a em C; tal que f om = id, (note que, em particular, m é mono). A flecha
e :a — b é dita uma retragao se existe g : b — a em C; tal que e o g = id, (note que, em

particular, e é epi).

Definicao 1.2.5. Sejam C uma categoria e f : a — b em Cq. Dizemos que f possui fatoracao
epi-mono se existirem um epi f* : a - f(a) e um mono im(f) : f(a) — b tais que f =
im(f) o f*; e para todo epi u : @ = ¢ e mono v : ¢ — b tais que f = v o u, existe um tunico iso

k: f(a) = ¢ que torna o diagrama abaixo comutativo:

%
/

Como a notagao sugere, é comum chamar a flecha im(f) de imagem de f.

Exemplo 1.2.6. Toda flecha em Set possui fatoragdo epi-mono: dada uma fungéo f: A — B,
defina f* : A — f(A) como a imagem direta de f (isto &, f(A) = {f(a) | a € A} e f*(a) = f(a)),
e im(f): f(A) = B como a inclusdo if4) : f(A) = B.

Definigao 1.2.7. Seja C uma categoria. Uma familia G C Cy é dita uma familia (ou subclasse)
geradora quando, dadas f,g: a — b em Cy, se para todo u € G e toda flecha h : u — a em C;

vale foh=goh, entdo f = g.

Exemplo 1.2.8. Em Set, todo conjunto unitario (alids, todo conjunto nao vazio) é gerador.
Em Grp e Ab, {(Z,+)} é gerador. Dado um anel R, {R} é conjunto gerador em R — Mod,
a categoria dos R-modulos e seus homomorfismos (tanto nesse exemplo como no anterior para
grupos, a ideia é que homomorfismos com dominio no gerador serdo determinados por como

agem na unidade).

Definigao 1.2.9. Sejam C uma categoria e a,b € Cy. O objeto a é dito inicial se, para todo
¢ € Cy, existe uma tnica flecha f € C; tal que f: a — ¢. O objeto b é dito terminal se, para

todo ¢ € Cy, existe uma unica flecha g € Cy tal que g : ¢ — b.
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E facil ver que tanto objetos iniciais quanto objetos terminais sao tinicos a menos de isomor-
fismo. Por isso, serd comum denotar, em uma dada categoria, o objeto inicial por 0 e o terminal

por 1; e as flechas tinicas da defini¢ao serdo denotadas por O,: 0 = cel.:c— 1.

Exemplo 1.2.10. Em Set, () é o (tinico) objeto inicial, enquanto todo conjunto unitario é objeto
terminal. Em Grp, o grupo trivial é tanto objeto inicial como terminal. Em Ring, Z é objeto

inicial e o anel trivial é objeto terminal.

1.3 Transformacgoes naturais

Tal como funtores podem ser compreendidos como morfismos de categorias, transformacoes
naturais sao definidas como um “morfismo entre funtores”: uma forma de transformar um funtor

em outro preservando a estrutura das categorias envolvidas.

Definigao 1.3.1. Sejam A, B categorias e F, G : A — B funtores. Uma transformac¢ao natu-
ral n: F = G ¢ uma familia 7 = (14)ac4,, onde 1, : Fo(a) — Go(a) em By para cada a € Ay,
satisfazendo n, o F1(f) = G1(f) o n, para todo f : a — a' em Aj, como ilustrado no diagrama

comutativo:

Fi(f) G1(f)
/ Na/ /
Fy(a') ———= Gyp(a')
Se, para cada a € Ap, 1, ¢ um iso em B1, entdo n é dita um isomorfismo natural.

Exemplo 1.3.2.

e Para cada conjunto X, podemos considerar o mapa unitario nx : X — P(X) tal que
nx(x) = {z}, para todo € X. Isso define uma transformagao natural 7 : idget = P entre

o funtor identidade e o funtor partes;

e na categoria Vecty dos K-espagos vetoriais (para K um corpo) e transformagoes line-
ares, considere o funtor identidade idvect, : Vectxy — Vectg e o funtor bidual (—)** :
Kk

Vectx — Vectg. Entao, podemos definir uma transformacao natural 7 : idvect, = (—)

fazendo ny =V — V** ny(v) = ev, (a avaliagdo em v), para todo v € V;

e considere o funtor (—)* : cRng — Grp o funtor que leva cada R € cRng ao grupo R* dos

elementos invertiveis de R (e os homomorfismos a sua restricdo). Ent@o, o determinante
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detp : GL,(R) — R* para cada R € cRng, define uma transformagao natural det :
GL, = (—)*.

Definicao 1.3.3. Sejam C uma categoria e F' : C — Set um funtor. Dizemos que F' é repre-

sentdvel se existem ¢ € Cy e um isomorfismo natural 1 : F' = C(c, —).

Definicao 1.3.4. Sejam A,B,C,D categorias, ;G : A — B, H: B - CeK : D — A
funtores, e n : F' = G uma transformagao natural. Entao, definimos a transformagao natural

Hn: HoF = H o( fazendo
(Hn)o = H1(na) : Ho(Fo(a)) — Ho(Go(a)), para todo a € Ay
Similarmente, definimos a transformacao natural nK : F'o K = G o K fazendo
(NK)a = MKy * Fo(Ko(d)) = Go(Ko(d)), para todo d € Dy

Definigao 1.3.5. Sejam A, B categorias, F,G,H : A — B funtores, e n: FF = Gef:G=H
transformagGes naturais. Definimos a composi¢dao § on : F = H fazendo, para cada a € A,

(Bon)g =040 7]@-8
Tendo definido a composicao, é facil definir a transformacao natural identidade idp : F' = F":
basta tomar (idr), = idp(,) para todo a € A.

Definigao 1.3.6. Sejam A, B categorias. A categoria de funtores de A para B, denotada
BA (ou [A,B]), é a categoria que tem como objetos os funtores F : A — B e como flechas as

transformacbes naturais entre eles.

Observe que, dado um funtor F : A — CB, para cada b € By podemos definir um funtor

F(=)(b) : A — C fazendo:
(F'(=)(b))o(a) := (Fo(a))o(b), para todo a € A

(F(=)®))o(f) = (F1(f))e = (Fo(a))o(b) = (Fo(a’))o(b), para toda f:a —a’ em A

Como a notagao com todos os subscritos (para diferenciar entre o funtor agindo nos objetos e
o funtor agindo nas flechas) fica muito carregada, nesse caso serd comum suprimi-los e denotar,

por exemplo, (Fp(a))o(b) simplesmente por F'(a)(b).

8Essa composicdo é as vezes chamada de composicio vertical, para distinguir da composicio horizontal entre
transformacoes naturais n: F = G e 0 : H = K, para funtores F,G: A— Be H K : B — C.
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Definigao 1.3.7. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. F é dito uma equivaléncia
de categorias se existem G : B — A um funtor e isomorfismos naturais 1 : idq = Go F e
6 :idg = F oG (ou, equivalentemente, se F' for pleno, fiel e, para cada b € B, existe a € A e um

iso g : b — F(a)). Nesse caso, denotamos A ~ B.

Essencialmente, a diferenca entre isomorfismo e equivaléncia de categorias é que, no segundo,
podemos ter quantidades diferentes de objetos isomorfos entre si. Por exemplo, considere as

categorias A e B tais que:

Ay = {a} Ay = {id,}
By = {a,b} By = {idy,idy, f :a — b, f71:b— a}

com a # b (e f, tendo inversa, é um iso). Apesar da semelhanca, essas categorias nao sao
isomorfas (para qualquer funtor F' : A — B, Fj nao tem como ser uma bijegdo). Porém, é
facil definir uma equivaléncia de categorias: seja F' : A — B o funtor tal que Fy(a) = a e

Fy(id,) = id,. F é claramente pleno e fiel, e existem isos id, : @ — F(a) e f~1:b— F(a).

Para um exemplo mais concreto disso, Set t;, e Ordy;,, a categoria dos conjuntos finitos e a

categoria dos ordinais finitos (respectivamente), sdo categorias equivalentes, mas nao isomorfas:

ao contrario de Sety;,, Ordy;, ¢ uma categoria pequena.’

Teorema 1.3.8. Lema de Yoneda. Sejam C uma categoria localmente pequena, F : C —
Set um funtor e ¢ € Co. Entdo, existe uma bije¢io y(r,) : Nat(C(c,—), F) — Fo(c) entre as

transformagoes naturais de C(c,—) em F e o conjunto Fy(c).

Explicitamente, a bije¢ao é dada por
Y(F.e)(n) = nc(ide), para toda transformagao natural n: C(c, —) = F

Ja sua inversa z : Fy(c) — Nat(C(c,—), F) é definida fazendo-se, para cada a € Fy(c), z(a) :

C(e,—) = F é a transformacgao natural com componentes

z(a)p : C(e,b) — Fy(b), para cada b € Cpy, com

z(a)p(f) = F1(f)(a), para todo f:c— bem Cy

9 Alias, Ordy;, ¢ o “esqueleto” de Sety;,: uma subcategoria esquelética (isto é, todo iso é igualdade) tal que
o funtor inclusédo é uma equivaléncia de categorias.
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Alias, vale ainda mais: a bijecdo do Lema de Yoneda é natural em F e em ¢, de forma que
obtemos uma versao mais geral.
Teorema 1.3.9. Seja C uma categoria localmente pequena. Considere os bifuntores E, N :
Set® x C — Set dados por:

Eo(F, C) = F()(C)
E\(n, f): F(e) = G(¢), Ex(n, f) = G1(f) o ne
No(F,c):= Nat(C(e,—), F)

N1(777 f) : Nat(C(c, _)7F) - Nat(c(cl7_)7G)’N1(777f)(6) = T]OQOC(f,—)

para todos c¢,d € Cy, f :c — c em Cp, F,G € (Setc)o, n:F = G em (Setc)1 el e
Nat(C(c,—),F). Entao, y : N = E € um isomorfismo natural (onde cada componente € a

bije¢ao y(r,c) do Lema de Yoneda,).

Para a demonstracao detalhada, pode-se consultar o teorema 1.3.3 de [Bor08a] ou a segéo

1.5 de [BWS5].

Definicao 1.3.10. Seja C uma categoria pequena. O Funtor de Yoneda Yco» : C% — Set® é
o funtor tal que:

(Veor)o(c) :=C(c,—), para todo ¢ € Cy

(yC"P)l(f) = C(f7 _) : C(Ca _) = C(C,a _)7 para toda f C— C/ €m Cla
onde C(f,—)q :=C(f,a), para cada a € Cy

As vezes esse funtor é chamado de Funtor de Yoneda contravariante, para distinguir de quando a
categoria é trocada por sua oposta e obtemos o “Funtor de Yoneda covariante” Ve : C — Set¢”.

O Lema de Yoneda garante que esses funtores sejam plenos e fieis.

De fato, para todos a,b € Cy, temos:

Setc(()}cop)o(a), (ycop)()(b)) = Nat(c<av _)7 C(b7 _)) = C<b7 a) = Cop(a’ b)

Como corolério imediato do Funtor de Yoneda ser pleno e fiel, temos:

Corolario 1.3.11. Sejam C uma categoria pequena e a,a’ € Cy. Se C(a,c) = C(d’,¢) para todo

c e Cy, entao a = a'.
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Naturalmente, esse resultado pode ser dualizado (basta substituir C por C°P).

1.4 Limites

Limites aparecem com frequéncia em diversos contextos matematicos, porém sua definicao
precisa é bastante abstrata. Intuitivamente, um limite de um diagrama pode ser pensado como
um “conjunto solucao” de varias equagoes, onde cada coordenada é representada por um objeto

do diagrama, e as equacoes sao representadas pelos morfismos do diagrama.

Usamos cones para formalizar essa ideia de “conjunto solu¢ao”, e definimos um limite como
13 : 2 M 2 13 = z 4 7 =
um cone “universal”’; isto é, como a “solugdo Otima”. Os exemplos apresentados nessa se¢ao
ilustram o que a nogao de limite busca generalizar.
Definigcao 1.4.1. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Um cone sobre F' é um par

(b, (Va)aca,), onde b € By e @, : b — Fy(a) em By, para cada a € Ay, tal que o = Fi(f) o pa,

para todo f :a — a’ em Ay, como no diagrama comutativo:

b
A
Fola) — 2 S R

Um cocone sobre F' é a nogao dual:

Fo(a) — ) o )
N A
b

No restante dessa se¢do, serd comum, como fizemos acima, apenas indicar o diagrama comu-

)

tativo que ilustra a definicdo da nocao dual, pois escrever as defini¢bes precisas apenas tornaria

o texto desnecessariamente cansativo.

Definigao 1.4.2. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Um limite de F (se existir)

é um cone (I, (¢q)aca,) sobre F' tal que, para todo cone (b, (¢q)qcA,) sobre F, existe um tnico
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k:b— 1 em By tal que p, = 9, o Kk, para todo a € Ay, como no diagrama comutativo:

b

N

Similarmente, um colimite de F' (se existir) é a nogao dual:

Fy(a)

o
<
>

o <

Podemos definir um morfismo de cones ® : (b, (¢a)aca,) — (U, (©))aca,) como uma flecha

®:b— bV em By tal que, para todo a € Ay, v, = ¢, 0 ®, como no diagrama comutativo:

b%b'

A\

Dualmente, os morfismos de cocones sao representados pelo diagrama comutativo:

7

b%b'

Dessa forma, podemos definir a categoria dos Cone(F') cones sobre F' e seus morfismos, e

a categoria Cocone(F') dos cocones sobre F' e seus morfismos.
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Observe, portanto, que os limites sdo objetos iniciais em Cone(F'), e colimites sdo objetos
iniciais em Cocone(F'). Isso garante que limites e colimites (quando existirem) sejam tunicos a

menos de isomorfismo.

Antes de comecarmos os exemplos, registremos uma defini¢ao, que aparecera mais a frente,

de um tipo especial de familia de flechas:

Definigao 1.4.3. Seja C uma categoria. Uma familia {h; : u; — a | i € I} C C; é dita

epimorfica quando, dadas f,g:a — bem C1,se foh; =goh; paratodo i € I, entao f =g.

Para um exemplo, note que a unicidade da definigao de um colimite (1, (¢4)ac4,) implica

em as flechas (1g)qc4, formarem uma familia epimorfica.

Além disso, é facil ver que, se G C Cp é uma familia geradora, entdo para todo a € Cy as

flechas {f : w — a | u € G} C C; constituem uma familia epimorfica.

Exemplo 1.4.4. Seja I um conjunto. Definamos a categoria Z tomando Zy = I (os objetos sao
os elementos do conjunto) e Z; = {id; | ¢ € I} (as flechas sdo apenas as identidades). Agora,
sejam C uma categoria e F' : Z — C um funtor. Observe que podemos pensar no funtor F' como
apenas representando uma familia de objetos (Fy(i));er indexada por I (observe, também, que
como as flechas em 7 sdo apenas as identidades, a condigao de cone é trivial). Nesse caso, o
limite de F' é chamado de produto de (Fy(i))icr, e serda denotado por (H Fy(i), (7Tl')i€[>; i
serao chamadas de projegoes. !

Facamos explicitamente o produto binario: sejam a,b € Cy. Seu produto serd um cone
(a X b,m1,m2) com 7 :aXb—aemy:axb—bem C tal que, para todo outro cone (¢, 7y1,72)
com~y;:c—aevyy:c— bem Cp, existe um unico (y1,72) : ¢ — a xbem Cy tal que 1 =m0k

e 9 = m9 0 K, como no diagrama comutativo:

C
2
gl v o b

a axb

Dadas duas flechas f : a — ce g : b — d, definimos a flecha produto como f x g := (fom,goms) :

axb— cxd (onde m,m sdo as proje¢oes do produto a x b). Além disso, dados os produtos

n n+m
finitos (H a;, (Wi)1§i§n> e ( I ai, (pi)1§i§n+m> (com n,m € N), definimos a proje¢ao nas
i=1 i=1

n+m n
n primeiras coordenadas 7 : [[ a; — [] a; como a flecha tunica tal que m; o m = p; para todo
i=1 i=1

i€{l,...,n} (projecoes em outras escolhas de coordenadas sao definidas de forma analoga).
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Exemplo 1.4.5. Alguns exemplos de produtos:

e em Set, o produto corresponde ao produto cartesiano de conjuntos, com as projecgoes:

j HX@' — X mi((zi)ier) = x;
el

e se (P,<) é um conjunto preordenado considerado como uma categoria, entdao o produto

corresponde ao infimo (as projecoes correspondem a A z; < z;);
el

e em Top, o produto corresponde ao produto cartesiano munido da topologia produto, que

¢ a menor topologia na qual as projegoes (definidas como em Set) sdo continuas;

e em Grp, o produto corresponde ao produto direto de grupos (ou seja, produto cartesiano
com operagoes definidas componente a componente), e novamente as projegoes sao definidas

como em Set.

Exemplo 1.4.6. A nocao dual ao produto é chamada de coproduto, que sera denotado por
(]_[ Fo(i), (ti)ie 1) ; dizemos que ¢; s20 as inje¢oes candnicas. O coproduto binario de dois objetos
i€l

a,b € Cy sera denotado por (a + b, t1,t2), e podemos representa-lo pelo diagrama:
L1 L2
a ——>a+b<———0b

2 [71 75 72} )

c

Mais uma vez, dadas duas flechas f : a — ce g : b — d, definimos a flecha coproduto como

f+g:=[uof,ieog]:a+b— c+d (onde 11,12 sao as injegdes canodnicas do coproduto ¢+ d).
Exemplo 1.4.7. Alguns exemplos de coprodutos:

e em Set, o coproduto corresponde a uniao disjunta conjuntos, com as inje¢des canoénicas:

Ljin—>|_|Xi Lj(l’):(x,j)
iel

e se (P, <) é um conjunto preordenado considerado como uma categoria, entdo o coproduto

corresponde ao supremo (as injegdes canodnicas correspondem a z; < \/ x;);
i€l

e em Ab, o coproduto corresponde & soma direta de grupos abelianos, com as injegoes
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canonicas:

i A — DA vj(a) = (ai)ier

icl

com aj =a e a; =0, para i # j.

Exemplo 1.4.8. Considere a categoria A com trés objetos Ay = {a1,az,as} e com duas flechas
diferentes das identidades Ay = {idq, ,idqa,,ida,, @1 : a1 — a3, a2 : ag — ag}. Dada uma catego-
ria B, um funtor F' : A — B basicamente fornece os objetos Fy(a1) = a, Fy(az) = b, Fy(as) = ¢
em By e duas flechas f = Fi(a1) e g = Fi(ag) em By. O limite de F' é chamado de pullback
de f e g, e sera denotado por (p,f’,g’), onde f" : p = be g : p — a em By sdo tais que
fog = gof (para garantir a condigao de cone). A rigor, essa tripla sozinha nio ¢ um cone,

mas esta determinada por ela: a flecha 1. que falta sera f o g'.

Assim, para qualquer outra tripla (d,d1,02) com §; : d — a e d2 : d — b em Bj tais que
fod; = godo, existe uma tnica k : d — p em By tal que § = ¢’ ok e d3 = f' o kK, como no

diagrama comutativo:

f/
gl

f

Q@ ————>

b
\Lg
c
Algumas denominacoes usuais: dizemos que o diagrama formado pelas flechas f, g, f/,¢’, com

vértices p, a, b, ¢, forma um quadrado (ou retangulo, se a figura do diagrama assim o sugerir) de

pullback; e dizemos que f’ é o pullback de f ao longo de g.

Exemplo 1.4.9. Em Set, o pullback de duas fungées f:a — ¢, g : b — c sera:

p={(z,y) €axb] f(z)=g(y)}

fzy) =y g (z,y) =

Exemplo 1.4.10. Similarmente, podemos obter o pushout, a nocao dual ao pullback. Deno-
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tando o pushout pela tripla (g, i1,42), podemos representa-lo pelo diagrama:

..d

Exemplo 1.4.11. Em Set, dadas duas funcées f : ¢ — a,g : ¢ — b, considere a relagao de

equivaléncia = dada por, para todos x € a e y € b,
x =y se, esomente se, existe z € ctal que f(z) =z eg(z)=y

Entao, o pushout de f e g sera:

Exemplo 1.4.12. Considere a categoria A com dois objetos Ay = {ai, a2} e duas flechas di-
ferentes das identidades A; = {idq,,id4,, a1, a0 : a1 — az}. Dada uma categoria B, um fun-
tor F' : A — B basicamente fornece os objetos Fy(a1) = a, Fy(az) = b em By e duas flechas
Fi(an) = f,Fi(a2) = g em B;. O limite de F' é chamado de equalizador de f e g, e sera
denotado por (e,e), onde € : e — a satisfaz f oe = g oe (para garantir condigdo de cone).

Novamente, esse par nao €, a rigor, um cone, a flecha ¥ que falta sera f oe.

Assim, para qualquer outro par (d,d), com d : d — a tal que fod = god em By, existe uma

Gnica Kk : d — e em By tal que § = € o k, como no diagrama comutativo:

c f
e ———=>a ;b
B g
S /
d

Exemplo 1.4.13. Novamente, com uma construcao semelhante, poderiamos obter a nocao

dual da defini¢ao anterior: o coequalizador. Denotando o coequalizador por (g, ), podemos
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representé-lo pelo diagrama comuitativo:

f
— T
g
o ¢
A
d

Exemplo 1.4.14. Objetos terminais e iniciais também podem ser vistos como limites e colimites.
De fato, seja C uma categoria, O a categoria vazia e F' : @ — C um funtor. Dessa forma, cones e
cocones sobre F' sdo simplesmente objetos de C. Assim, um limite de F' é um objeto b € C; tal
que, para todo objeto ¢ € Cp, existe uma unica flecha f : ¢ — b; ou seja, exatamente a defini¢ao

de b ser um objeto terminal. Similarmente, um colimite serd um objeto inicial.

Definigao 1.4.15. Seja C uma categoria. Dizemos que C é completa se todo funtor £ : A — C,
com A uma categoria pequena, possui limite. Dizemos que C é finitamente completa se todo

funtor F': B — C, com B uma categoria finita, possui limite.

De forma similar poderiamos definir as nog¢oes duais de categorias cocompletas e finitamente

cocompletas.

Definigao 1.4.16. Sejam A, B categorias e ' : A — B um funtor. Dizemos que F preserva
limites quando, para toda categoria pequena C e todo funtor G : C — A, se G possui um limite

(1, (Ye)eecy ), entao (Fo(l), (F1(tc))cec,) € um limite de F o G.

Uma notagao frequente e sugestiva é denotar o limite de um funtor G : C — A por lircn G(c),
ceCo

de forma F': A — B preservar limites pode ser denotado por:

F <lim G(C)) = lim F(G(c))

ceCop ceCo

onde, como esperado, lirgl F(G(c)) é o limite de F o G.
celo

1.5 Alguns resultados sobre limites

Listamos aqui resultados diversos sobre limites, mas, como mencionado no inicio da secao,
omitimos a maioria das demonstragoes. Aos leitores interessados nas provas, recomendamos o
capitulo 2 de [Bor08a| por reunir resultados sobre limites de forma sisteméatica (embora também

possam ser encontrados nos outros livros citados acima como referéncia bibliografica).
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Proposigao 1.5.1. Lema do pullback. Considere o diagrama:

a b

o

d

Q]

f

para quaisquer objetos a, b, c,d, e, f de uma categoria C. Entao,

1. se (a,b,e,d) e (b,c, f,e) forem quadrados de pullback, entao (a,c, f,d) é um retangulo de

pullback;

2. se (bye, f,e) for um quadrado de pullback e (a,c, f,d) for um retangulo de pullback, entao
(a,b,e,d) € um quadrado de pullback.

Proposigao 1.5.2. Sejam C uma categoria, e f : a — ¢ mono e g : b = ¢ qualquer em Cy.

Entao, o pullback f' de f ao longo de g também é mono.

Proposigao 1.5.3. Sejam C uma categoria e f,g: a — b emCy. Se f e g possuem um equalizador

(e,e€), entao € € um mono. Dualmente, se f e g possuem um coequalizador (q, 0), entdo o € um
epi.
Com essa proposicao, podemos definir tipos especiais de monos e epis:

Definigao 1.5.4. Sejam C uma categoria e m,e € C;. Dizemos que m é um mono regular se

for (a flecha de) um equalizador, e que e é um epi regular se for (a flecha de) um coequalizador.

Proposigao 1.5.5. Sejam C uma categoria e f € C1. Entao,

1. se f for um mono reqular e um epi, entdo f € um iso;

2. se [ for um epi regular e um mono, entdo f € um iso.

Outra nocao que seré tutil mais a frente é o kernel e o cokernel par:

Definicao 1.5.6. Sejam C uma categoria e f : a — b em C1. O kernel par de f é o pullback

(p, v, B) de f pela propria f, quando existir. Analogamente, o cokernel par de f é o pushout

(q,i1,12) de f pela propria f.

Fagamos alguns resultados sobre o kernel par, que naturalmente podem ser dualizados para

o cokernel par.
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Proposicao 1.5.7. Sejam C uma categoria e f : a — b em Cy1. Se o kernel par (p,a, ) de f

existir, entdo o e B sdo epis.

Proposigao 1.5.8. Sejam C uma categoria e f:a — b em Cy. Entdo, sio equivalentes:
1. f € mono;
2. o kernel par de f existe e € (p,id,,idy);
3. o kernel par (p,a, ) de f existe e a = 3.

Proposicao 1.5.9. Sejam C uma categoria e f : a — b em Cy com kernel par (p,«, 3). Se existe

(g, 0) um coequalizador de o e (3, entao (p,a, ) € o kernel par de o.
Proposicao 1.5.10. Sejam C uma categoria e (q,0) um coequalizador de duas flechas. Se o
possui um kernel par (p,«, B8), entao (g, 0) € um coequalizador de o e f3.

Agora, resultados importantes sobre categorias completas e cocompletas:

Proposigao 1.5.11. Seja C uma categoria. Entao, C é completa se, e somente se, possui produtos

arbitrdrios e equalizadores.

Proposigao 1.5.12. Seja C uma categoria. Entao, C € cocompleta se, e somente se, possui

coprodutos arbitrdrios e coequalizadores.

Proposigao 1.5.13. Seja C uma categoria. Entdo, sao equivalentes:

1. C € finitamente completa;
2. C possui objeto terminal e pullbacks;
3. C possui objeto terminal, produtos bindrios e equalizadores.

Proposigao 1.5.14. Seja C uma categoria. Entdo, sao equivalentes:

1. C € finitamente cocompleta;
2. C possui objeto inicial e pushouts;

3. C possui objeto inicial, coprodutos bindrios e coequalizadores.

Finalmente, alguns resultados sobre funtores que preservam limites:
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Proposigao 1.5.15. Sejam C uma categoria localmente pequena e ¢ € Cy. Entao, o funtor

C(c,—) : C — Set preserva limites.

Como esse resultado serd bastante importante mais & frente, facamos um esbogo de sua

demonstracao:

Demonstragao. Sejam B uma categoria pequena, F' : B — C um funtor com limite (1, (vp)pes,),
e (X, (¢»)peB,) um cone sobre C(c, F'(—)) : B — Set. Para cada z € X, (¢, (¢p(2))pen,) € um
cone sobre F', portanto existe um tnico k(x) : ¢ — [ em C; tal que ¢ o k(z) = yp(x), para todo
b € By. Assim, podemos definir x : X — C(c,!) tal que C(c,¥) o k = ¢y, para todo b € By,
e a unicidade decorre da unicidade de cada x(z). Logo, (C(c,1), (C(c,vs))pen,) ¢ um limite de

Clc, F(—)). 0

Dualmente, o funtor hom contravariante C(—, c) : C°? — Set leva colimites de C em limites

de Set.

Teorema 1.5.16. Sejam A, B categorias pequenas, C uma categoria qualquer e F : A — CB um
funtor. Se para cada b € By o funtor F(—)(b) : A — C possui um limite, entao F também possui

um limite, que € computado ponto a ponto.

Denotando o limite do funtor F'(—)(b) por lirjl (F(a)(b)) e o limite de F' por 1i1;l1 F(a), isso
acAg a€Ao
significa que

i (F(a)(0) = ( iy Fla)) 0)

ac€Ao a€Ag

Mais precisamente, lembrando que um limite de F' é um par (I, (¢q)aca,), com [ € (CB)l, o lado
direito representa (lo(b), ((va)b)aca,). Ou seja, como a notagao sugere, isto significa calcular

em b e considerar cada componente em b de cada transformagao natural (.

Em outras palavras, podemos entender essa igualdade como: o valor do limite de F' calculado
num objeto b é o limite dos valores de F'(a) calculados em b. Como consequéncia imediata desse

teorema, temos:

Corolario 1.5.17. Sejam B wuma categoria pequena e C uma categoria completa. FEntdo, a

categoria CB € completa, e seus limites sao computados ponto a ponto.

Dualmente, podemos obter resultados analogos para colimites.

Outro corolario, usando que os funtores hom preservam limites, é:
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Corolario 1.5.18. Seja C uma categoria pequena. O Funtor de Yoneda (covariante) Ve : C —

Set’” preserva limites.

Teorema 1.5.19. Sejam C uma categoria pequena e F' : C — Set um funtor. Entdo, F' pode ser

apresentado como o colimite de funtores representdveis.©

Sendo um pouco mais preciso, esse teorema diz que F' é objeto do colimite de um funtor
F : A — Set® (para A uma categoria pequena) tal que Fo(a) é um funtor representavel, para
todo a € Ag. Ou seja, existem ¢, € Cy tais que:

F = colim F(a) = colim C(c,, —
iy E = cgp e )

1.6 Subobjetos

A ideia dos subobjetos é, de certa forma, generalizar nogées como subconjuntos e subgrupo;
isto é, um objeto que “esté dentro” de outro objeto na mesma categoria. Para definir esse conceito

dentro da teorias das categorias, usamos monomorfismos:

Sejam C uma categoria ¢ a € Cy. Defina Mono(a) := {f € C1 | f ¢ mono e cod(f) = a} e
arelagio f < f' < 3g:ax = 2'(f'og=f),para f:x —ae f : 2 — aem Mono(a). E
facil ver que tal g € mono (pois f ¢ mono, usando a proposi¢ao 1.2.3) e, quando existe, é tnica
(pois f/ ¢ mono). Essa relagao =< é reflexiva e transitiva, e pode-se definir em Mono(a) a relagao

de equivaléncia f ~ f' < f < f'e f' <X f (ou, equivalentemente, se existe um iso x tal que
Mono(a)

~

f'or = f). Fazendo o quociente, em definimos a relagao de ordem [f] < [f'] & f < f'.

Definigao 1.6.1. Sejam C uma categoria e a € Cy. Considerando o que foi definido no paréagrafo

M 3
anterior, a familia de subobjetos de a é definida por (Sub(a), <) := M, < ). E comum
dizer que um objeto b € Cy é um subobjeto de a se existe f € C; tal que dom(f) = b e

[f] € Sub(a).

Exemplo 1.6.2. Em Set, como esperado um conjunto B é um subobjeto de um conjunto A
se B C A, basta considerar a inclusdo ¢ : B — A. Talvez seja interessante mencionar, no
entanto, que os subobjetos nao traduzirao exatamente a nogao de subconjunto em Set, e nem
seria interessante sé-lo, pois subconjuntos nao sdo invariantes por isomorfismos (que, em Set,

sao apenas fungoes bijetoras). De fato, pensando em conjuntos dentro de teoria das categorias, a

0Colocando de outra maneira, esse teorema diz que o Funtor de Yoneda Yeor : C°P — Set® é codenso (para
mais detalhes, ver se¢do X.6 de [Lan98]).
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distingao entre, por exemplo, {0,1} e {a,b} (dois conjuntos com dois elementos) nao é relevante:
ambos possuem as mesmas propriedades categoriais. Porém, vale que todo mono m : C'— A em

Set ¢ equivalente a uma inclusao: mais especificamente & inclusao da imagem m(C) — A.

Exemplo 1.6.3. Dadas duas caegorias A, B e um funtor F' : A — B, um subfuntor de F é
um subobjeto de F' na categoria B: um funtor G : A — B tal que existe uma transformacao
natural 7 : G = F que é um mono (ou seja, cada 7, ¢ um mono). Para funtores F' : C? — Set,
isso significa um funtor G : C? — Set tal que Go(c) C Fy(c), para todo ¢ € C, e para toda
f:d = cem Cy, Gi(f) é arestricao de Fi(f) a Go(c).

Agora, definamos a interseccao e a uniao de subobjetos, que serdo importantes mais adiante

quando estudarmos a logica de topos.

Definigao 1.6.4. Sejam C uma categoria, a € Cop e A = {f; € Mono(a) | i € I} uma familia de
monos com codominio @ (indexada por um conjunto I). Chamando [A] = {[f;] € Sub(a) |i € I},
temos:

1. a intersecgao da familia A sera o infimo de [A] em Sub(a): () fi := A[A];
el

2. a unido da familia A sera o supremo de [A] em Sub(a): | fi := V[A].
il

Observe que as operagoes estao bem definidas: dada outra familia B = {g; € Mono(a) | i €

I} tal que f; ~ g; para todo i € I, entdo [A] = [B]. Logo, N fi=Ngie U fi= U -
iel iel i€l i€l

Se a categoria considerada tiver mais estrutura, sera possivel obter descri¢bes explicitas da
uniao e da intersec¢ao de subobjetos. Faremos apenas o caso binério, pois é o que seré relevante

neste trabalho.

Teorema 1.6.5. Sejam C uma categoria com pullbacks bindrios, a € Cp, e f:b—aeg:cr—a
em C1. Entao, a intersecgao de f e g existe e f N g = [f o], a classe de equivaléncia da flecha

obtida no pullback (p, f',g') de f e g.

Demonstragdo. Primeiro, observe que fog' = go f’ ¢, de fato, um mono (pois pullback de mono
¢ mono), e ¢ imediato da definigdo de < que fog <X fe fog =< g. Agora, seja h:d — a tal

que existem hi,hg com fohy; = h e gohy = h. Pela definicao do pullback, existe uma tnica
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flecha k : d — p que torna o diagrama abaixo comutativo:

d .

b
g J/g
f
a——>c¢
Logo, h = fohy = (fog)ok,eh =X fog. Ouseja, [fog] éamaior das cotas inferiores,

portanto o infimo. O

Para intersecgOes finitas, precisarfamos considerar uma categoria com limites finitos, e a

interseccao seria o limite da familia de monos.

Teorema 1.6.6. Seja C uma categoria com coprodutos finitos e fatoragcio epi-mono. Sejam
acChef:b—aeg:c— aemCy. Considere a fatoragao epi-mono im([f,g]) o [f,g]> da
flecha [f,g] : b+ ¢ — a do coproduto. Entao, a uniao de f e g existe e fUg = [im([f,g])], a

classe de equivaléncia da imagem de [f, g].

Demonstracao. Pela defini¢do do coproduto de f e g, temos que o diagrama abaixo é comutativo

(onde ja substituimos [f, g] por sua fatoragao epi-mono):

L L
b ! b+c 2 c

Isto ¢, f = im([f,g]) o ([f,9]" o u1) e g = im([f,g]) o ([f,9]" 0 12), donde f =X im([f,g]) e
g = im([f,g]). Agora, seja h : d — a tal que existem hi,hy com f = hohy e g = ho hs.

Usando agora a definigdo do coproduto para [hq, ha] e fazendo sua fatoragdo epi-mono, obtemos
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o seguinte diagrama comutativo:

a

Assim, pela unicidade da defini¢ao do coproduto, vale [f, g] = (hoim([h1, ha]))o[h1, ha]”. Agora,
pela unicidade a menos de isomorfismo da fatoragdo epi-mono de [f,g|, existe um tnico iso

k:[f,9](b+¢) = [h1, he](b+ ¢) que torna o diagrama abaixo comutativo:

Fal(b+0)

y>[e

b+c K

M[

hi, hs]

i ( [/, 9])

(s ha)

poo i

Dessa forma, im([f, g]) = ho (im([h1, he]) o k), e im([f, g]) = h. Logo, [im([f, g])] € a menor das

cotas superiores, isto é, o supremo. O

A uniao finita consiste simplesmente em tomar a imagem do coproduto finito.

Exemplo 1.6.7. Em Set, essas operagoes correspondem & intersecgdo e uniao de subconjuntos.
De fato, sejam A, B C X com i : A= X eip: B < X as inclusoes correspondentes. Assim,

é facil verificar que
ANB~———> B
1B
A S x

forma um pullback, pois ANB ={z € X | ia(z) =ip(x)}.
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Agora, consideremos a uniao disjunta A U B e a flecha coproduto [i4,ip] : AUB — X, que
leva (a,0) — a e (b,1) — b. Fazendo sua fatoracao epi-mono, [i4,ip]” é simplesmente a imagem

direta, logo [ia,ig](AU B) = AU B, e im([ia,ip]) é exatamente a inclusdio AU B — X.

Definigao 1.6.8. Seja C uma categoria. Dizemos que C é bem potenciada se, para todo a € Cy,

Sub(a) é um conjunto.

Em categorias bem potenciadas com pullbacks, o mapa a — Sub(a) define um funtor:

Definigao 1.6.9. Seja C uma categoria bem potenciada que possui pullbacks. Definimos o funtor

Sub(—) : C°? — Set fazendo:

Sub(—)o(a) := Sub(a), para todo a € Cy

Sub(—)1(f) := Sub(f) : Sub(b) — Sub(a), para todo f:a — bem C;, com
Sub(f)([m]) := [m’], para todo [m] € Sub(b)

onde m’ é o pullback de m ao longo de f (e ser pullback garante que isso est4 bem definido).

1.7 Adjuncao

Definigao 1.7.1. Sejam A, B categorias localmente pequenas. Uma adjung¢do de A em B é
uma tripla (L, R, ®), onde L : B — Ae R: A — B sao funtores e ® : A(L(—),—) = B(—,R(-))
¢ um isomorfismo natural. Nesse caso, dizemos que L é um adjunto a esquerda de R (e R um

adjunto a direita de L), e denotamos L - R.

® ser um isomorfismo natural significa que, para cada a € Ag e b € By, Poyp : A(Lo(b),a) —

B(b, Ry(a)) é uma bije¢gdo “natural em a e b”, isto é, para todas flechas f : a — o em A e
g: b —bem B o seguinte diagrama é comutativo!l:

DQap
A(Lo(b), a) ’ B(b, Ro(a))

A(L1(9), f) B(g, R1(f))

<I)a/ 2
A(Lo(V), a') &

HEscrevemos L (g) no diagrama para simplificar a notagdo, porém tecnicamente o mais correto seria (L1 (g°))°?
(para ser compativel com os dominios dos funtores).

B(b', Ry(a))
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Todos os adjuntos & esquerda de um funtor sao naturalmente isomorfos, e, analogamente,

todos os adjuntos & direita de um funtor sao naturalmente isomorfos.
Uma outra forma de definir adjun¢do é usando a unidade e a counidade da adjuncéo:

Definigao 1.7.2. Sejam A, B categorias localmente pequenas e (L, R, ®) uma adjungao de A

em B. Com isso, definimos:

1. a unidade dessa adjungao como a transformacao natural i : idg = R o L tal que, para

todo b € BO, My = (I)Lo(b)ﬁ (ldLg(b)) b — R(Lo(b)),
2. a counidade dessa adjuncao como a transformacao natural 6 : L o R = id 4 tal que, para

todo a € Ay, 0, := (I)a,Ro(a) (idRo(a)) : L(Ro(a)) — a.

Dessa forma, para cada a € A e b € B, vale:
id, =6Lo Ln

idrp = ROonR

A existéncia de transformacoes naturais 7 : idg = Ro L e 0 : L o R = idy4 satisfazendo essas

duas equagoes é equivalente a L - R.
Exemplo 1.7.3. Alguns exemplos de adjuncao:

e o funtor esquecimento U : Mon — Set (que leva cada monoide a seu conjunto subjacente,
e cada homomorfismo a ele mesmo, considerado como fungao apenas) possui um adjunto a
esquerda F' : Set — Mon, o chamado funtor livre, que leva cada conjunto X ao monoide

livre sobre X;

e o funtor esquecimento U : Ab — Grp possui como adjunto & esquerda o funtor abeliani-
zacao A : Grp — Ab: o funtor que leva cada grupo G a G/|G,G], o quociente de G pelo

seu subgrupo comutador;

e o funtor inclusdo I : CHaus — Top (que insere os espagos compactos Hausdorff e seus
morfismos em Top) possui um adjunto a esquerda 8 : Top — CHaus, que leva cada

espago topologico X & sua compatificagao de Stone—Cech BX;

e sejam (P, <) e (P’,<’) conjuntos parcialmente ordenados e L : P -+ Pe R: P — P’

fungoes decrescentes (ou seja, podemos considera-las como funtores L : P — PP e R :
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P°? — P'). Entao, L 4 R se, e somente se, L e R formam uma conexao de Galois; isto ¢,

p < L(p') se, e somente se, p’ <" R(p), para todos p € P ep € P

Proposigao 1.7.4. Sejam A,B,C categorias e L : B —+ A R: A— B/ L' :C— BR :B—C
funtores tais que L4 R e L' 4 R'. Entdo, LoL' 4 R oR.

Isso é facil usando as bijegOes naturais entre os conjuntos hom:
A((L o L)o(c), a) = B(Ly(c), Ro(a)) = C(c, (R R)o(a))

para todos a € Ag,b € By, ¢ € Cy.

Teorema 1.7.5. Sejam A, B categorias e R : A — B e L : B — A funtores tais que L 4 R.

Entao, R preserva todos os limites em A e L preserva todos os colimites em B.

Fagamos apenas um esboc¢o, usando que o funtores hom preservam limites. Sejam C uma

categoria pequena e F': C — A um funtor com limite que serd denotado por lircn F(c). Entao:
celo

B (b, Ro (lim F(@)) ~ A (Lo(b), lim F(c)> =~ lim A(Lo(b), F(c)) =

c€Co ceCo ceCo

= lim B(b, Ro(F(c))) = B <b, lim (R o F)(c)>

Como as bijegoes sao naturais, pelo Lema de Yoneda (corolario 1.3.11) temos que

Ro (lim F(c)) =~ lim (R o F)(c)

ceCo ceCo

como queriamos. O argumento para L preservar colimites em B é analogo (e usa que o funtor

hom contravariante leva colimites em limites).

Enunciemos, agora, dois teoremas importantes sobre a existéncia de funtores adjuntos.

Lema 1.7.6. Existéncia de objetos iniciais. Seja C uma categoria localmente pequena e

pequena completa. Entdo, sao equivalentes:

1. C possui objeto inicial;

2. C possui objeto inicial fraco, isto €, existe 0, € Cy tal que, para todo ¢ € Cy, emiste

h: 0y — ¢ (ou seja, a flecha nao precisa ser unica);

3. C possui familia pequena inicial fraca, isto €, existem um conjunto I e uma familia {0; €

Co | i € I} tais que, para todo c € Cy, existe h : 0; — ¢, para algum i € I.
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Teorema 1.7.7. Teorema geral do funtor adjunto (Freyd). Sejam A, B categorias, com A
localmente pequena e pequena completa, e F : A — B um funtor que preserva limites pequenos.

FEntao, sdo equivalentes:

1. F possui adjunto a esquerda;

2. condi¢ao conjunto solu¢ao: para todo b € By, existem um conjunto I e uma familia {f; :
b— Fyo(a;) em By | i € I} tais que toda flecha g : b — Fy(a) em By (para a € Ap) pode ser

escrita como uma composi¢iao g = Fy(h)o f;, para algum i € I e alguma h : a; — a em Aj.

Quando introduzirmos a categoria alF' mais adiante, a condi¢ao conjunto solucao seré equi-

valente a alF possuir familia pequena inicial fraca para todo a € Ay.

Lema 1.7.8. Existéncia de objetos iniciais (especial). Seja C uma categoria localmente

pequena, pequena completa e com familia pequena de cogeradores. Entao, sao equivalentes:
1. C possui objeto inicial;
2. para todo c € Cy, toda familia de subobjetos de ¢ possui intersec¢ao.

Teorema 1.7.9. Teorema especial do funtor adjunto. Sejam A,B categorias localmente
pequenas e F' : A — B um funtor que preserva limites pequenos. Suponha que A seja pequena
completa, com familia pequena de cogeradores, e que para todo a € Ag o conjunto de subobjetos

de a possua pullback (logo, intersecgao). Entdo, sao equivalentes:

1. F possui adjunto a esquerda
2. F preserva pullbacks de familias de monos.

Corolario 1.7.10. Sejam A, B categorias localmente pequenas e F' : A — B um funtor. Suponha
que A seja pequeno completa, bem potenciada e possua familia pequena de cogeradores. FEntdo,

F possui adjunto a esquerda se, e somente se, F' preserva limites.

Esses resultados podem ser dualizados para obtermos condigoes para a existéncia de adjuntos

& direita.

Finalmente, finalizamos a se¢do com uma caracterizacdo de equivaléncias de categorias

usando adjuncao:

Proposigao 1.7.11. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Entdo, sdo equivalentes:

1. F € uma equivaléncia de categorias;
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2. F € pleno e fiel e possui wm adjunto & esquerda pleno e fiel.'?

1.8 Categorias slice

Categorias slice sao essencialmente uma categoria de flechas sobre uma categoria. Sao caso
particular de uma nocao mais geral: a da categoria comma F|G de dois funtores F' : A — C
e G : B — C, onde todas as flechas (objetos nessa categoria) tem dominio na imagem de F e
codominio na imagem de GG. Porém, essa versao mais geral ndo sera usada no presente trabalho,
entao apenas apresentamos o caso intermediario F'lc (quando B é a categoria terminal, com um
objeto e um morfismo) e o caso especial da categoria slice Clc (quando F = id¢), além de suas

versoes duais.

Definigao 1.8.1. Sejam A, B categorias e F' : A — B um funtor. Dado b € By, definimos a
categoria F'|b que tem como objetos os pares (a, f), com a € Ag e f: Fy(a) = b em By, e como

flechas « : (a, f) — (d/, f') tais que a : @ — @’ é uma flecha em A; e f' o Fi(a) = f, como no

Fo(a) —2) 5 B
b

Analogamente, definimos a categoria b|F que tem como objetos os pares (a, f), com a € Agy e

diagrama comutativo:

f:b— Fy(a) em By, e como flechas a: (a, f) — (d, ') tais que o : @ — o’ é uma flecha em A;

e Fi(a)o f = f', como no diagrama comutativo:

Fl(a)

Fy(a) Fy(a')

Essa definicdo nos permite definir adjunc¢ao de outra forma:

Proposicao 1.8.2. Sejam A, B categorias e R : A — B e L : B — A funtores. Entdo, sao

equivalentes:

12 A implicacéo (2 = 1) é estabelecida usando o axioma da escolha global em NBG.
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1. L4R;

2. para todo b € By, existe uma transformagao natural n : idg = R o L tal que (Lo(b),m) €

um objeto inicial em bl R;

3. para todo a € Ay, existe uma transformacao natural @ : Lo R = id 4 tal que (Ro(a),0,) €

um objeto terminal em Lla.

Definigao 1.8.3. Sejam C uma categoria e ¢ € Cyp. A categoria slice Clc é definida tomando-se
como objetos os pares (a, f), com a € Cy e f : a — ¢ em Cy, e como flechas « : (a, f) — (d/, f')

tais que a : a — @’ € uma flecha em Cy e f' o a = f, como no diagrama comutativo:

a !/
G —>0a
c

Analogamente, a categoria coslice c|C ¢ definida tomando-se como objetos os pares (a, f), com
a€Cye f:c— aemC(Cy, e como flechas a: (a, f) — (d/, f') tais que o : @ — @’ é uma flecha em

Ci eao f=f' como no diagrama comutativo:

c
Q !/
a——>a

Observe que ¢ facil definir um funtor esquecimento Y. : Clec — C, basta tomar (X.)o(a, f) :=

ae (B)i(a: (a,f) = (d,f) == a:a— d. Além disso, se C possui objeto inicial 0, entao

(0,0,) é inicial em Clc, e Clc sempre possui objeto terminal: (c,id.).

Exemplo 1.8.4. Para todo conjunto I, a categoria Set].I pode ser pensada como a categoria dos
conjuntos indexados por I. De fato, para cada objeto (X, f) da categoria slice, podemos definir
o conjunto {X; = f~1({i}) | i € I}; e para cada flecha a : (X, f) — (Y, g), temos f = go a, de
forma que para cada i € I podemos definir «; : X; — Y; como a;(z) = a(x).

Reciprocamente, dada uma familia indexada {X; | i € I}, podemos definir X := || X;
e f: X — I fazendo f(z,i) = i, para todo (x,i) € X; e para cada 3; : X; — V] Z(eéara
outra familia indexada {Y; | i € I}), podemos definir uma flecha 8 : (X, f) — (Y, g) fazendo

B(x,i) := (Bi(x),1), para todo (z,7) € X, de forma que f(z,7) =i = g(Bi(x),7) = g(B(z,1)).
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Proposicao 1.8.5. Sejam C uma categoria completa (resp. finitamente completa) e ¢ € Cp.

Entao, Clc é uma categoria completa (resp. finitamente completa).

Proposicao 1.8.6. Sejam C uma categoria cocompleta (resp. finitamente cocompleta) e ¢ € Cy.

Entao, Clc é uma categoria cocompleta (resp. finitamente cocompleta).

Definigao 1.8.7. Sejam C uma categoria com produtos binarios e ¢ € Cy. Definimos o funtor

c¢* : C — Clc fazendo:

cy(a) :== (¢ X a,m), para todo a € Cy, onde

m 1 ¢ X a— ¢ éa projecao na primeira coordenada

ci(f): (e xa,m) — (cxad,x), paratoda f:a— da em C1, com ¢j(f) =id. x f

Teorema 1.8.8. Sejam C wma categoria localmente pequena com produtos bindrios e ¢ € Cp.

Entao, temos a adjunc¢ao . - c*.

Demonstragao. Primeiramente, para cada a € Cy e (b,g) € (Clc)o, temos (X.)o(b,g) = b e

cs(a) = (¢ x a,m), e definimos o isomorfismo @, 4y : C(b,a) — Cle((b, g), (c x a,71)) fazendo:
Dy b,g)(f) =g, f) : (b,g) = (c x a,m1), para toda f:b— aem C

E facil verificar que isso ¢, de fato, uma bijecao: dada a : (b,g) — (¢ x a,71), defina h = T oo :
b — a (para 72 : ¢ X a — a a projecao na segunda coordenada). Assim, mjoa=ge moa =h,e
pela unicidade da flecha do produto, a = (g, h) = @, 4(h). Além disso, se h, N :b—aem(C
sao tais que @ 4 g)(h) = @q (5,9)(R'), entdo (g, h) = (g,h'), e h =m0 (g, h) =m0 (g, h') = I

Agora, sejam h:a —a em Cr e 3: (V,g) — (b,g) em (Clc)}?, de forma que ¥.(8) = 3 :

b= bec(h)=1td. x h:(cxa,m)— (cxa,m)). Com isso, temos as fungdes:
C(B,h):C(b,a) — (V',d') tal que f+ ho fof

Cle(B,ide x h) : Cle((b, g), (¢ X a,m1)) — Cle((b, '), (¢ x d’, 7)) tal que a > (id. x h) o xo 8

Agora, seja f : b — a em C;. Entdo, tendo em mente o diagrama da defini¢ao de adjungéao,

(Cle(B,ide x h) 0 P (b)) (f) = (ide x h) 0 (g, f) o B= (g, ho foB)=(Pu g 0CB N)(f)

Ou seja, mostramos a naturalidade de ®, donde podemos concluir que . - ¢*. O
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Observe que produtos binérios na categoria slice sao pullbacks na categoria original. De

fato, sejam (a, f), (b,g) € (Clc)y e considere o pullback de f por g:

f/
aXeb—m>

b
gi Z g
f
a——>c¢
Com isso, para todas flechas a : (d, k) — (a, f), B : (d, k) = (g,b) em (Clc)1, temos foa =k =

g o 3. Portanto, pelo pullback, existe uma tnica x : d — c tal que ¢ ox = a e f' ok = 3, donde

h ok = k. Ou seja, k define uma flecha tnica (d, k) — (a X, b, h):

(d, k)
N ? >
X
g/ \/ f/

(avf) < (a chah) — (bvg)

e ((a x¢b,h), g, ') & o produto de (a, f) e (b, g).

Dessa forma, podemos considerar um caso especial do funtor ¢* acima quando tomamos
como base uma categoria slice. Primeiramente, note que dado (a, f) € (Cle)g é facil construir

um isomorfismo entre (Clc)l(a, f) e Cla, basta fazer:

((0,9),8) = (b,8) = ((b,fof),h)

Nesse caso, o funtor esquecimento X7 : (Clc)l(a, f) = Cla — Clc sera dado por precomposicao
com f:

(Ef)O(b7g) = (b7f 09)7 para todo (b7g) € (Cia)o

E(B)=p:(b,fog) = (d,foh), paratoda 5 : (b,g) = (d,h) em (Cla)

Assim, dado (a, f) € (Clc)o, o funtor f*: Clc — (Cle)d(a, f) = Cla levara (b, g) ao pullback
g’ de g ao longo de f. Para as flechas, dada 3 : (b,g) — (d,h), temos ho 3 = g. Fazendo o
pullback (b %, a, f},¢') de f e g, temos fog =go f,=hofo [, Dessaforma, fazendo agora

o pullback (d %, a, f;,h’) de f e h, temos que existe uma tnica & : b X, a — d X, a fazendo o
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diagrama abaixo comutar:

donde h' o k = ¢/, e k define uma flecha (b X, a,g’) = (d X.a,h’) em (Cla);.
Com isso, podemos definir o funtor f* de forma mais direta:

Definigcao 1.8.9. Sejam C uma categoria com pullbacks e f : a — ¢ em C;. Definimos o funtor

f*:Cle— Cla fazendo:

fo(b,g) :== (b xca,g'), para todo (b, g) € (Clc)o

fi(B) : (b xca,g') = (d xca, 1), para toda 3 : (b,g) = (d,h) em (Cle)1, comf{(B) =&

onde ¢’ e h' sdo os pullbacks de g e h ao longo de f (respectivamente), e com k : b X.a — d X.a

obtida como nos comentarios acima.

Como caso particular do teorema anterior, temos novamente uma adjungao, usando agora

as descri¢oes mais simples de Xy e f*.

Proposigao 1.8.10. Sejam C uma categoria localmente pequena com pullbacks e f : a — ¢ em

C1. Entao, temos a adjungao Xy 4 f*.

1.9 Objeto nimeros naturais

Para finalizar o capitulo, introduzimos uma formulagao categorial para o axioma do infinito.
Tal definicao faz sentido num contexto bem geral, mas é num topos que serd possivel mostrar

como os objetos niimeros naturais se comportam de forma semelhante a N em Set.

Definigao 1.9.1. Seja C uma categoria com objeto terminal 1. Um objeto nimeros naturais

em C é uma tripla (N¢,0¢,s), onde Ng € Cyp e Oc : 1 — Ne, s : No — Ne sdo flechas em Cy, tal
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que, para toda outra tripla (M, m,o0) com M € Ch e m:1 — M,o : M — M em C;, existe uma

tnica p : Ng — M € C; que torna o diagrama abaixo comutativo:

0
1 ¢ N¢ 5 N¢

v v
M——M
(2

E facil ver que, se uma categoria admite objeto ntimeros naturais, entao é tinico a menos de

isomorfismo.

Exemplo 1.9.2. O fato de os niimeros naturais em Set constituirem um objeto ntimeros naturais
¢ exatamente o teorema da recursao: dado a € M (isso equivale a considerar a fungdo m : {*} —
M com m(%) = a) e uma fungao o : M — M, por recursdo existe uma unica fungao p: N — M
tal que 1(0) = a e pu(n + 1) = o(u(n)), o que corresponde precisamente a comutatividade do

diagrama da definicdo de objeto ntimeros naturais.

Alias, o teorema da recursao é frequentemente introduzido como uma consequéncia dos
axiomas de Peano, porém pode-se mostrar a reciproca também vale: o teorema da recursao
implica nos axiomas de Peano'®. Veremos, mais adiante, que num topos também vale uma

equivaléncia semelhante entre duas noc¢oes de niimeros naturais.

13Ver se¢éio 11 do segundo capitulo de [BL67] para a demonstragao desse fato



Capitulo 2

Topos de Grothendieck

Neste capitulo, apresentamos a nocao “original” de topos: como uma categoria de feixes de
conjuntos, comegando com feixes sobre espagos topologicos. Entao, introduzimos locales, uma
forma de “topologia sem pontos” que retém estrutura suficiente para definir feixes sem precisar
de um espago topolédgico usual, e mostramos como as construgoes feitas para espacos topologicos
podem ser adaptadas para locales. Além disso, apresentamos brevemente os funtores que rela-
cionam a categorias dos espacos topologicos e a categoria dos locales. Ao final, generalizamos a
nocao de feixe para feixes sobre sitios (usando uma nogao de cobertura chamada de topologia de

Grothendieck), para, enfim, podermos definir um topos de Grothendieck.

A ideia aqui sera apresentar uma visao geral do assunto, por isso nao nos alongamos muito
nos aspectos mais técnicos. Uma exposi¢ao mais detalhada ¢é feita em [Bor08c| (capitulos 1 a 3),

[Joh02b] (capitulos C1 e C2) e [LM94] (capitulos II e III).

2.1 Feixes sobre espacos topolégicos

Intuitivamente, um feixe (sobre um espago topolégico) é uma maneira de “atribuir dados”
a um espaco topologico de forma que os dados atribuidos (de modo “compativel”) para cada
cobertura de um aberto possam ser “colados” para o aberto inteiro em questao. Em certo sentido,

feixes fornecem uma “traducgao” entre dados definidos localmente e dados definidos globalmente.

Ha duas maneiras de construir a categoria de feixes sobre um espago topologico, uma com
feixes “geométricos” (que usa homeomorfismos locais) e outra com feixes “funtoriais” (que usa

funtores da forma F': O(X)? — Set, onde O(X) denota o reticulado dos abertos de um espago

43
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topologico X). Comecemos com os feixes geométricos, cuja definigdo é menos abstrata, embora

os feixes funtoriais ilustrem de forma mais clara a intuicao descrita acima.

Definigao 2.1.1. Sejam (X, 0(X)) e (Y,O(Y)) espagos topologicos. Uma fungao f: X — Y ¢
dita um homeomorfismo local (de espagos topologicos) se, para todo z € X, existem abertos
UeOX),comzeU,eV € O), com f(z) € V, tais que a restricao fiy : U — V & um

homeomorfismo.

Observe que todo homeomorfismo local é uma fungdo continua e aberta.

Definigao 2.1.2. Sejam (X,0(X)) e (Y,O(Y)) espagos topologicos. Um feize geométrico
sobre X é um homeomorfismo local f : Y — X. Como composi¢do de homeomorfismos locais
também ¢ um homeomorfismo local, podemos definir a categoria LH;,, dos espagos topologicos
e homeomorfismos locais como flechas. A categoria slice LH;,,| X é chamada de categoria dos

feixes geométricos sobre X.

Exemplo 2.1.3. E claro que todo homeomorfismo também é um homeomorfismo local. Seja
(X,0(X)) um espaco topologico e U € O(X) com a topologia induzida. Entao, a inclusao

iy : U < X & um homeomorfismo local.

Exemplo 2.1.4. Seja (Y, O(Y)) um espaco topoldgico e (K, O(K)) um espago munido da topo-
logia discreta. Entao, mo : K XY — Y| a proje¢ao na segunda coordenada, é um homeomorfismo
local: dado (k,y) € K x Y, temos {k} € O(K) e, para toda vizinhanca aberta V € O(Y) de

m2(k,y) =y, a restri¢do mo (a3« : {a} X V — V & homeomorfismo.

Definigao 2.1.5. Sejam (X, O0(X)) e (Y,O(Y)) espagos topologicos e f : Y — X continua. A
fibra de f num ponto p € X é o conjunto X, := f~1({p}).

Definigao 2.1.6. Sejam (X, O(X)) e (Y, O(Y)) espagos topoldgicos e f : X — Y continua. Uma
se¢ao continua de f sobre V € O(Y) é uma fungao continua s : V-— X tal que fos =iy,
onde iy : V <= Y é a inclusdo. Denotamos por I'(f)(V) o conjunto das se¢oes continuas de f

sobre V.

Se f: X — Y for um homeomorfismo local, entao as se¢oes continuas de f sobre V € O(Y)

sao fungoes abertas, e o conjunto

forma uma base para a topologia de X.
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Definigao 2.1.7. Seja (X, O(X)) um espaco topolégico. Um prefeize de conjuntos' sobre X
¢ um funtor F' : O(X)? — Set (considerando O(X) como uma categoria de preordem, ver
exemplo 1.1.3). Para cada U € O(X), chamamos Fy(U) de o conjunto das se¢oes de F' sobre
U. Para cada inclusao iy : V — U em O(X), a funcéo Fi(ivy) : Fo(U) = Fy(V) é chamada
de restrigio e, para cada s € Fy(U), denotamos s[ := Fy(iyy)(s). Set®X)™ ¢ a categoria dos

prefeixes funtoriais (em X) e das transformagoes naturais entre eles.

Observe que, pela funtorialidade de F, vale que Fi(iyy) = idpq) e, para W C V C U,

temos F (iw,v) o Fi(iv,y) = Fi(twv), ou seja, para todo s € Fy(U), s[}//v o s[g = s[%.

Definigao 2.1.8. Sejam (X, O(X)) um espago topologico e F': O(X)°? — Set um prefeixe. F'
¢ dito um feixe (funtorial) de conjuntos sobre X se, para todo U € O(X), para toda cobertura
{U; € O(X) | i € I} de U e para toda familia F-compativel {s; € Fy(U;) | i € I} (isto é, para
todos i, € 1, si[gszJ_ =35 [gijj)7 existe um tanico s € Fy(U) tal que s[gi = s;, para todo ¢ € I.
Em outras palavras, toda familia compativel admite uma tnica colagem. A categoria dos feixes

e transformagoes naturais entre eles sera denotada por Sh(X).

H& uma forma mais concisa de definir um feixe usando equalizadores:

Proposigao 2.1.9. Sejam (X,O(X)) um espago topoldgico e F : O(X)P — Set um prefeize.

Entao, sdo equivalentes:
1. F ¢ feize;

2. para todo U € O(X) e para toda cobertura {U; € O(X) |i€ I} de U,
d r
RU) — [[RO) —= [] RUnU)
iel € (i,)eIxI

€ um diagrama de equalizador, onde:
d(s) = (ngi)z’el

U.
r((si)ier) = (51 rUJﬂUJ‘) (i,§)elx1

e((si)ier) = <5i fgimU)

1 . L, . . . . . . . ~ e e

Seria possivel definir um prefeixe sobre uma categoria qualquer. Inclusive, historicamente aplica¢Ges iniciais
de feixes usavam categorias algébricas, como Ab (dos grupos abelianos) ou cRing (dos anéis comutativos com
unidade). Porém, para o desenvolvimento da teoria de topos, focaremos em prefeixes de conjuntos.

(i,5)eIxI
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Exemplo 2.1.10. Como exemplo de feixe, considere o funtor C'(—,R) : O(X)°? — Set que leva
cada aberto U de X ao conjunto das fungdes continuas C(U,R). Dada f € C(U,R) e V C U,
f [g : V' — R é apenas a restri¢ao da fungao f a V. Com isso, toda familia compativel de fungoes
fi € C(U;,R), com {U; € O(X) | i € I} cobertura de U, existe uma tunica funcao f tal que

f[gi = f;; basta tomar f(z) = fi(z), para cada x € U;, i € 1.2

Definigao 2.1.11. Sejam (X, O(X)) um espago topoldgico e F' : O(X) — Set um prefeixe. A

fibra de F' num ponto z € X é

_H{R®W) |U e 0(X),z e U}

~
~qr

F,:

onde =2, é a relagao de equivaléncia (r,U) =, (s,V) < existe W € O(X) comxz € WeW C U,V
tal que T[% = s[%.?’
Podemos, enfim, comegar a construir os funtores que relacionarao as categorias de feixes

geométricos e feixes funtoriais.

Proposicao 2.1.12. Seja (X,0(X)) um espago topoldgico. Entao, T' : Topl X — Set?(X)”
€ um funtor, onde, para todo f € (ToplX),, I'o(f) : O(X)®? — Set ¢ o funtor que leva
cada U € L ao conjunto Uy(f)(U) das segoes continuas de f sobre X (e agindo nas flechas por

precomposicao). Além disso, a imagem de T' estd em Sh(X).

E facil ver que F' = TI'g(f) é feixe funtorial: para cada U € O(X), {U; € O(X) | i € I}
cobertura de U e {s; € Fy(U;) | i € I} familia F-compativel, basta definir s : U — X fazendo,
para cada x € X, existe i € I tal que x € U;, e s(x) = s;(x). A familia ser compativel garante
que estd bem definido e garante a unicidade. s ser uma secao continua de f sobre U decorre do

fato de cada s; o ser (sobre cada aberto da cobertura).

Agora, seja F': O(X)? — Set um prefeixe. Podemos definir um espago topologico fazendo

EW) .= ] F,. Dado U € O(X), para toda secio s € Fo(U), definimos 5 : U — E) fazendo
zeX

5(a) = (sq,a) € F, x {a} (onde s, := [(s,U)], denota a classe de equivaléncia). Com isso,

podemos munir EF) da menor topologia que contém {5(U) c EF) | U e O(X), se Fy(U)}.

Proposigao 2.1.13. Seja (X, O(X)) um espago topoldgico. Entao, O : Set?X)” s ToplX ¢
um funtor, onde, para todo F € (SetO(X)Op>O, Oo(F) : EF) = X ¢ tal que O(F)(sq,z) = ,

para todo x € X. Além disso, a imagem de © estd em LHy,,]| X.

2 Alids, embora tenhamos apresentado o funtor C' como um feixe de conjuntos, ele é também um feixe de
R-algebras (ou R-mo6dulos), pois cada C(U, X) é uma R-algebra.
3Em inglés, F, é chamado de “stalk”, cuja traducéo literal seria “caule”.
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Como esses resultados sugerem, esses funtores definem a relagao entre as categorias de feixes

geométricos e feixes funtoriais, o que é expresso pelos seguintes dois teoremas:

Teorema 2.1.14. Seja (X, O(X)) um espago topoldgico. Entao, os funtores

r
ToplX _ > Set?(X)”
G}

definem uma adjuncdo © -1,

Teorema 2.1.15. Seja (X, O(X)) um espago topoldgico. Os funtores T e © se restringem a uma
equivaléncia de categorias LHop) X ~ Sh(X).

Para a demonstracao detalhada desses resultados, pode-se consultar as secoes 2.3 e 2.4 de

[Ten75].

2.2 Feixes sobre locales

Na defini¢ao usual de um espago topologico, temos um par (X, O(X)), em que X é um
conjunto, o “conjunto dos pontos”, e O(X) é um conjunto de subconjuntos de X, os chamados
abertos de X; que satisfaz: X, € O(X), unido arbitraria de abertos é aberto e interseccao finita
de abertos é aberto. O importante para as construgoes de feixes sobre espagos topologicos, no
entanto, sdo os abertos, e ndo o conjunto de pontos em si. Assim, os locales sdo definidos para

reter parte da estrutura do conjunto de abertos.

Definigao 2.2.1. Seja (L, <) um reticulado completo*. L é dito um locale se, para todo a € L

e toda familia {b; € L | i € I}, vale

an <\/b,> =\/(anb)

il el

Exemplo 2.2.2. Dado um espago topologico (X, O(X)), é evidente que (O(X), C) é um locale;
as operagoes de supremo arbitrario e infimo finito coincidem com as operacoes de uniao e inter-
secgao (e resultam em abertos por ser um espago topoldgico), e o infimo arbitrario é o interior

da interseccao arbitraria (pois, ao contrario do caso finito, intersecgao infinita de abertos pode

4Poderiamos definir usando apenas um reticulado com supremos arbitrarios e infimos finitos em vez de um
reticulado completo, o que talvez deixasse mais clara a relagdo com os abertos de um espago topoléogico, e seria
mais compativel com a defini¢do de morfismo de locales a seguir. Porém, pelo teorema do funtor adjunto (1.7.7),
um reticulado assim também possui infimos arbitrarios.
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nao ser aberto). Dessa forma, a distributividade exigida na defini¢cao decorre da distributividade

das operacoes de conjuntos.
Proposicao 2.2.3. Seja (L, <) um reticulado. Entao, sao equivalentes:
1. (L, <) € um locale;

2. (L,<) é uma dlgebra de Heyting completa.

Demonstragao. (1 = 2) Para todos a,b € L, definaa - b =\/{c€ L|cAa <b}. Assim, seja

c € L. E imediato que se ¢ A a < b, entdo ¢ < (a — b). Por outro lado, se ¢ < (a — b), entdo:
cha<(a—b)Aa= (\/{deL|d/\a§b}>Aa:\/{dAaydeLed/\agb}gb

Logo ¢ A a < b se, e somente se, ¢ < (a — b), como desejado.

(2= 1) Sejam a € L e {b; € L |i € I} uma familia de elementos de L. Primeiramente,
\/ b; > b; para todo i € I, logo a A \/ b; > a A b;, para todo i € I, donde obtemos a A \/ b; >
iel iel iel
V (a Ab;). Reversamente, chamando S = \/ (a A b;), temos, para todoi € I, a Ab; < S, 0 que é
iel iel
equivalente a b; < a — S. Portanto, \/ b; <a — S,ean\/ b; < S. Assim, aA\/ b; = \/ (aAb;),

iel iel iel iel

e concluimos que (L, <) é um locale. O]
Definicao 2.2.4. Sejam (L, <), (L', <) locales. Um morfismo de locales f : L — L' é um
funtor que possui um adjunto a esquerda f* : L' — L que preserva infimos finitos. Assim,

definimos a categoria Loc, que tem locales como objetos e morfismos de locales como flechas.

Note que, como isos sdo a igualdade em categorias de ordens parciais, f* é tnico.

Proposigao 2.2.5. Sejam (L, <), (L', <') locales. Entao, existe uma bijecao entre os morfismos
de locales f : L — L' e as fungoes g : L' — L que preservam supremos arbitrdrios e infimos

finitos. Isto é, para todos a’,b' € L' e toda familia {a; € L' | i € I}, g satisfaz:

g ( \V a;) =\/ g(a)
i€l iel

gla' N'V') = g(a’) A g(b')

g(1) =1

Demonstra¢do. Dado um morfismo de locales f : L — L', por hipotese f determina unicamente
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uma fungao f* que preserva infimos finitos (inclusive o infimo vazio, que é a unidade do locale),

e a adjuncdo f* - f garante que f* preserve colimites (logo supremos) arbitrarios.

Agora, seja g : L' — L como no enunciado. Note que g : L’ — L é um funtor e satisfaz a as
condigoes do resultado dual ao teorema do funtor adjunto 1.7.7. De fato, por definigao L’ é uma
categoria pequena e cocompleta, e g preserva colimites (supremos). Para a condigdo conjunto
solucdo (dual), dado a € L, basta tomar a familia de todas as flechas {g(a’) — a em L | o’ €
L'}, pois uma flecha g(a’) — a em L°P indica simplesmente a desigualdade a < g(a’). Logo, ¢

possui um (tnico) adjunto a direita g, e g« : L — L’ ¢ um morfismo de locales. O

Por conta dessa proposicao, alguns autores definem a categoria Loc de outra maneira:
primeiramente, considera-se Frm a categoria dos frames, que tem como objetos locales e flechas
as fungbes que preservam supremos arbitrarios e infimos finitos. Com isso, a categoria dos locales

¢ definida como Loc := Frm®”.

Exemplo 2.2.6. Considere uma fungio continua f : X — X', para (X,0(X)) e (X', 0(X"))
espacos topologicos. Essa funcdo induz uma funcio imagem inversa f~! : O(X') — O(X), que
leva cada aberto U’ € O(X') a um aberto f~1(U’) € O(X). Tal fungdo f~! preserva supremos
arbitrarios e infimos finitos. Assim, podemos definir um morfismo de locales ¢ : O(X) — O(X")
correspondente & fungdo f fazendo p(U) = (J{V € O(X’) | f~1(V) C U}, e o adjunto a esquerda

et =f"1

Definigao 2.2.7. Seja (L, <) um locale e a € L. Definimos o segmento superior e o segmento
inferior de a, respectivamente, como: ta = {b€ L |a <b} e la:={bec L|b<a}. E facil
verificar que ambos sao sublocales de L (ndo preservam a unidade de L, mas preservam infimos

binarios e supremos arbitrarios).

As definicGes de segoes, e de prefeixe e feixe funtorial podem ser ser reescritas quase sem
modificagoes para locales, dado que usam apenas abertos e coberturas de abertos. Por outro lado,
usamos pontos para definir feixes geométricos, porém nao seria necessario: o mais importante

para definir eram as vizinhangas abertas, e ndo os pontos. Facamos com detalhes abaixo.

Defini¢ao 2.2.8. Sejam (L, <), (L', <’) locales. Um feixe geométrico sobre L' é um homeo-

morfismo local f: L — L’ de locales, isto ¢, existem familias {U; € L |j € J} com \J Uj=1e
jeJ

{Uj € L' | j € J} tais que a restricao f|,y, : JU; — JU; é um iso, para todo j € J. Denotaremos

por LH;,,. a categoria dos locales e homeomorfismos locais de locales. A categoria slice LH;,.| L’

¢ chamada de categoria dos feixes geométricos sobre L.
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Outra forma de definir seria usando um recobrimento de L por uma famfilia de sublocales
{L; C L|je J} (no sentido de para todo U € L existe uma familia {U; € L | j € J} tal que
\/ Uj=UeU; € Lj, paratodo j € J). A definicdo de homeomorfismo local de locales f, entao,
é;]ia que existem um recobrimento {L; C L | j € J} de L e uma familia {L; C L' | j € J} de

sublocales de L' tais que foir, =iy, ondeir, : Lj < Le i, : L’ — L' denotam as inclusdes,
J

para cada j € J.

Exemplo 2.2.9. Verifiquemos que homeomorfismos locais entre espagos topologicos dao origem a
homeomorfismos locais de locales entre as respectivas topologias. Sejam (X, O(X)) e (Y,0O(Y))
espacos topolégicos e f : X — Y um homeomorfismo local. Para cada x € X, considere
U, € O(X) o aberto com =z € U, tal que existe V, € O(Y) com f(z) € V, satisfazendo
Jiv + Uz — V3 ser um homeomorfismo, como na definigao. Dessa forma, obtemos as familias

de abertos {U, € O(X) | z € X}, com | U, = X, e {V, € O) | « € X}. Defina
zeX
0 :O0X) > O) e : O) - O(X) como no exemplo 2.2.6 ¢ denote as restrigbes por

0r = opu, YUz = Ve e gy = Sol*in : 1V, — JU,. Mostremos que, para todo x € X,

0,1 =k isto é, que @, é um iso.

Primeiramente, seja U’ € [U,. Entao:

o) =g (U e Wal ) c0) = 17 (Ut e Wi | 2 w) c U1)

Com isso, para todo a € X, temos:

ae T (Uwe e | /710 SU'Y) & fla) € Jlv e e | /7 w) S U')
S e lV, (fla)eve f7H(v) CU)

sSael

(usando que fiy, ¢ homeomorfismo na tltima implicagio <). Ou seja, ¢} 0 v, = id,y, .

Agora, seja V' € |V,.. Entao,

paln(V) = @u(F1 (V) = o e W | f7H(0) € 11V}

Ademais, para todo b € V,;, como fj;;, é homeomorfismo, existe a € U, tal que f(a) = b. Entao,

para todo v € |V, tal que f~(v) C f~1(V'), temos

beve fla)ev=fla)eV &becV’
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isto ¢, v C V'. E como & claro que f~H(V’) C f=1(V'), vale:

Utve Vel F ) (v =V

de forma que ¢, o ¢} = id}y,.

As fibras F}, e o espaco topologico EF) | cujas defini¢oes dependiam de pontos, foram usados
para mostrar a equivaléncia entre ambas as nocoes de feixes no caso topologico, entao nao é
possivel proceder da mesma forma com locales. Porém, existe uma nog¢ao que ajuda a transpor

a equivaléncia no caso dos locales:

Definigao 2.2.10. Sejam (L,<) um locale e F' : L’ — Set um prefeixe. Um subprefeixe’
G : L°? — Set de F' ¢é dito um subprefeixe fechado se para todo U € L, para toda familia
{UjeL|jeJ}com \ Uj=U etodo s € Fy(U), temos: se para todo j € J, sfgj € Go(Uj),
entao s € Go(U). O cojrlej{lnto dos subprefeixes de F' constitui um locale.

A proposicdo a seguir mostra a relacdo dos subprefeixes fechados com o espaco E(), de
forma que pode-se usar os subprefeixes fechados em vez das fibras para mostrar a equivaléncia

no caso dos locales.

Proposicao 2.2.11. Sejam (X, O(X)) um espago topoldgico e F : O(X)P — Set um prefeize.

Entio, o locale dos abertos de E\F) ¢ isomorfo ao locale dos subprefeizes fechados de F.

Uma importante motivagao para considerar feixes sobre locales é que, ao contrario do que
ocorre com espagos topoldgicos, a passagem da categoria dos locales para a categoria dos feixes
sobre locales da origem a um funtor pleno e fiel. Facamos aqui uma breve apresentacao desses

resultados, tendo como base as se¢oes 1.8 e 1.9 de [Bor08c|, e as segoes IX.2 e IX.3 de [LM94|.

Comecemos definindo pontos de um locale, para podermos introduzir o par de funtores

adjuntos entre espagos topologicos e locales. Ha trés formas equivalentes de definir pontos:

Definigao 2.2.12. Seja (L, <) um locale. Um ponto de L ¢ um morfismo p: {0,1} — L (¢é facil
verificar que {0,1} é o locale terminal). O conjunto de pontos de um locale seréd denotado por

pt(L) := Loc({0,1}, L).

Definigao 2.2.13. Sejam (L <) um locale e a € L. Dizemos que a é primo se a # 1 e, para

todos b,c € L, vale: b A c < a implica em b < a ou ¢ < a.

50u seja, um subfuntor, como definido em 1.6.3



52 CAPITULO 2. TOPOS DE GROTHENDIECK
Definigao 2.2.14. Sejam (L, <) um locale e A C L. Dizemos que A é um filtro (proprio) se:
1. 1€ A;
2. 0¢ A

3. paratodosa € Aebe L,sea<bentao b e A;

W

. para todos a,a’ € A, aNd € A.
A é dito um filtro primo se, além disso, satisfaz:
5. para todos a,a’ € A, se aVad € A, entdo a € Aoud € A.
A é dito um filtro completamente primo se, além disso, satisfaz:
6. para toda familia {a; € L | i € I}, se \/I a; € A, entao existe i € I tal que a; € A.
ic
Proposicao 2.2.15. Seja (L, <) um locale. Entao, existe uma bije¢ao entre:
1. os pontos de L;

2. os elementos primos de L;

8. o0s filtros completamente primos de L.

Nao facamos a demonstragao completa aqui, mas indiquemos as bije¢coes. Dado um ponto

p de L, podemos definir um elemento primo a de L fazendo:

a=\/{beL|p®b)=0}

Reversamente, podemos construir um ponto p a partir de um elemento primo a definindo p* :
L — {0,1} como:
i 0 ,seb<a
p(b) =
1 , caso contrario
(ou seja, p(0) = a e p(1) = 1). Agora, seja a um elemento primo de L, e considere A C L dado

por A={be L|b«£a}, que serd um filtro completamente primo. Finalmente, dado um filtro

completamente primo A, podemos definir um elemento primo a de L como:

a=\/{beL|b¢ A}
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Exemplo 2.2.16. Sejam (X, O(X)) um espago topologico e € X. Podemos definir um ponto

Pz {0,1} = O(X) correspondente a = tomando
p:(0) = {lUeOX) |2 ¢ U} e p(1)=X
com o adjunto & esquerda satisfazendo, para todo U € O(X),
pi(U)=1 se, e somente se, x€U

Observe que p, é exatamente o morfismo de locales correspondente a uma func¢do continua
fo i {x} — X tal que f,(x) = 2 (com {*} um espago topoldgico com um elemento, de forma que
sua topologia é o locale terminal). Note, também, que (J{U € O(X) | x ¢ U} é um elemento

primo de O(X), e é o complemento de {z}.

Esse exemplo sugere uma forma de definir uma topologia no conjunto de pontos de um

locale:
Lema 2.2.17. Seja (L, <) um locale. Para cada a € L, defina

Oa :={p e pt(L) | p*(a) =1}
Entao, para todos a,b € L e para toda familia {a; € L | i € I}, vale:

1. 00 :(D (& 01 Ipt(L),‘

2' OV a; = U Oai;

i€l i€l
8. Ounp = Og N Oy.

Ou seja, {O, C pt(L) | a € L} define uma topologia em pt(L).

Teorema 2.2.18. Seja O : Top — Loc o funtor que leva cada espago topoldgico (X,O(X)) a
seu locale de abertos O(X), e cada fung¢ao continua a seu morfismo de locales correspondente
(como no exemplo 2.2.6). Seja pt : Loc — Top o funtor que leva cada locale L a seu conjunto
de pontos pt(L), munido da topologia {O, | a € L}, e cada morfismo de locales f : L — L' a
uma fungao continua pti(f) : pt(L) — pt(L') com pt1(f)(p) = fop. Esses funtores definem uma
adjungao O — pt.
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A unidade 7 : idtop = pt o O da adjungao é dada por, para cada X € Top,

nx : X — pt(O(X)), com nx(x) = py, para todo z € X

e a counidade 0 : O o pt = idyoc da adjuncao é dada por, para cada L € Locy,

0 : O(pt(L)) — L, com 07 (a) = O, para todo a € L

Observe, no entanto, que O nao é pleno nem fiel. Por exemplo considere os espagos topo-
logicos X = {*} e Y = {0,1} munidos das topologias O(X) = {0,{x}} e O(Y) = {0,{0,1}}.
Sejam f,g : X — Y dadas por f(x) = 0 e g(x) = 1, ambas continuas (pois Y estd mu-
nido da topologia trivial). Agora, as funcdes imagem inversa f~1 g7 : O(Y) — O(X), que
definem morfismos entre os locales de abertos, sio ambas dadas por f~1(0) = 0 = g1 (0) e

F71{0,1}) = {x} = g7'({0,1}). Ou seja, O1(f) = O1(g), mas f # g, logo O nio & fiel.

Ademais, considere ¢* : O(Y) — O(X) dada por ¢*(0) = ¢*({0,1}) = (. Claramente isso
define um morfismo de locales ¢ : O(X) — O(Y), mas como vimos toda funcdo X — Y em
Top,; é levada ao mesmo morfismo em Loc; (o morfismo com adjunto & esquerda f~! como

acima), entao nao existe h: X — Y tal que ¢ = O1(h), donde concluimos que O nao é pleno.

Nao obstante, a adjungao restringe-se a uma equivaléncia de categorias para locales e espagos

topologicos especificos.

Definigao 2.2.19. Seja (L, <) um locale. Dizemos que L tem suficientes pontos se, para
todos a,b € L, O, = Oy implica a = b. Denotamos a categoria dos locales com suficientes pontos

e seus morfismos por spLoc.

Essa definigdo remonta ao fato de que, num espago topoldgico, conjuntos abertos sao iguais se
possuem os mesmos pontos. Na proposi¢ao abaixo, enunciamos formas equivalentes da definicao.
Proposigao 2.2.20. Sejam (L, <) um locale e a,b € L. Entao, sao equivalentes:

1. L tem suficientes pontos;
2. 0r : O(pt(L)) — L € um isomorfismo;
3. sea £ b, entao existe p € pt(L) tal que p*(a) =1 e p*(b) = 0;

4. sea % b, entao existe ¢ € L primo tal que a £ ¢ e b < ¢;
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5. sea £ b, entao existe A C L um filtro completamente primo tal que a € A e b ¢ A.

Definigao 2.2.21. Seja (X, O(X)) um espago topologico. Um conjunto fechado C' C X é dito

um fechado irredutivel se C # () e satisfaz, para todos fechados C1,Cy C X,

se C CCLUCy, entao C C Ci ou C C(Cy

Observe que essa noc¢ao é dual & nocao de ser primo num locale. Assim, um fechado é

irredutivel se seu complemento é um elemento primo no locale dos abertos.
Ademais, note que, para todo x € X, {x} é um fechado irredutivel.

Definigao 2.2.22. Seja (X, O(X)) um espago topoldgico. Dizemos que X é sobrio se, para
todo fechado irredutivel C' C X, existe um tnico z € X tal que C' = {2}. Denotamos a categoria

dos espagos sobrios e fungoes continuas entre eles por sbTop.
Todo espago Hausdorff (T5) é sobrio, e todo espago sébrio é Ty, porém as reciprocas nao sao
verdadeiras.
Novamente, temos formas equivalentes de definir espagos s6brios:
Proposicao 2.2.23. Seja (X,O(X)) um espago topoldgico. Entao, sio equivalentes:
1. X € sébrio;
2. nx : X — pt(O(X)) é um homeomorfismo;
3. nx : X = pt(O(X)) € uma bijecao;
Com isso, podemos enunciar os resultados que mostram a relagdo entre espacos sobrios e
locales com suficientes pontos.
Proposicao 2.2.24. Seja (L, <) um locale. Entao, pt(L) é um espago sébrio.

Proposicao 2.2.25. Seja (X,O(X)) um espaco topologico. Entao, O(X) é um locale com

suficientes pontos.

Teorema 2.2.26. A adjuncao O - pt restringe-se a uma equivaléncia de categorias

spLoc ~ sbTop
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Enfim, consideremos a passagem de um locale para o conjunto dos feixes sobre tal locale.

Definicao 2.2.27. Considere C a categoria das categorias localmente pequenas com flechas os
funtores que possuem um adjunto a esquerda que preserva limites finitos (esses funtores serao
chamados mais adiante de morfismos geométricos). Assim, definimos o funtor Sh : Loc — C
como o funtor que leva cada locale L a categoria Sh(L) dos feixes sobre L, e cada morfismo
de locales f : L — L' ao funtor Shy(f) : Sh(L) — Sh(L’) tal que, para todo F € Sh(L),
Shy(f)(F) = Fo f*.

Teorema 2.2.28. O funtor Sh : Loc — C € pleno e fiel.

A demonstracao desse teorema sera postergada até o altimo capitulo, onde estaremos inte-

ressados em topoi equivalentes & categoria de feixes sobre um locale.

Como consequéncia desse teorema, usando que O nao é nem pleno nem fiel, o funtor Sho O :

Top — C também nao é nem pleno nem fiel.

Para finalizar essa se¢do, introduzimos a noc¢dao de uma cobertura hereditaria, que sera
conveniente para fazer analogias de construgdes em locales com constru¢ées mais gerais na segao

seguinte.

Definigao 2.2.29. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e a € P. Um subconjunto
S C P é dito hereditdrio (ou fechado para baixo) se para todo p € P e para todo u € S, se
p < wuentdo p € C. Um subconjunto C' C P é dito uma cobertura hereditdria de a se C for

hereditario e \/ C' = a.

Observe que la é sempre uma cobertura hereditaria de a.

Lema 2.2.30. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e a € P. Entdo, existe uma

bijecao entre os subconjuntos hereditdrios de la e os subfuntores de P(—,a).

Isso é facil se pensarmos na estrutura de P como uma categoria e na defini¢ao de subfuntor.
O conjunto P(b,a) sera unitario se b < a e vazio caso contrario, assim um subfuntor G de
P(—,a) consiste em escolher b < a tais que Go(b) = {*} e, para todo ¢ < b, Go(b) = {x}
implica Go(c) = {*} (pela funtorialidade de G), como na defini¢do de subconjunto hereditario.

Naturalmente, dessa forma Ja corresponde ao proprio funtor P(—,a).

Lema 2.2.31. Sejam (L, <) um locale, F : L°? — Set um prefeize e a € L. Para todo subcon-

junto hereditdrio S C la, com subfuntor S de L(—,a) correspondente (pela proposicao anterior),
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existe uma bijecao entre as familias F-compativeis {s, € Fy(b) | b € S} e as transformagoes

naturais 1 : S=F.

De fato, uma transformagdo natural 7 : S = F consiste em escolher, para todo b € L,
um elemento n,(x) € Fy(b) tal que So(b) = {*} (logo b € S), e a naturalidade corresponde a
compatibilidade da familia {ny(x) € Fy(b) | b € S}.

Com esses lemas, obtemos uma outra forma de definir feixes:
Proposicao 2.2.32. Sejam (L, <) um locale e F um prefeize sobre L. Entao, sao equivalentes:

1. F € um feize sobre L;

2. para todo a € L e todo subfuntor G de L(—,a), toda transformagao natural n: G = F pode

ser estendida unicamente a uma transformag¢ao natural 7 : L(—,a) = F.

Pelas proposigoes anteriores, para todo b < a, as escolhas tunicas das (%) € Fyp(b) (para
My as componentes da transformacao natural) devem corresponder exatamente & colagem tnica
s € Fy(a) tal que s[j = sp € Fo(b) obtida da condicao de feixe. Portanto, as condigdes (1) e (2)

sao equivalentes para coberturas hereditarias.

Para uma cobertura {a; € L | ¢ € I} de a qualquer, dada uma familia F-compaivel {s; €

Fy(ai) | i € I}, podemos definir uma cobertura hereditaria de a fazendo:
C={be L| existe i € I tal que v < a;}

e, por ser compativel, a familia {s; € Fy(a;) | i € I} pode ser estendida a uma familia F-compaivel

{Sb S F()(b) ’ be C}

2.3 Feixes sobre sitios e topos de Grothendieck

Vimos, até agora, como construir feixes usando espagos topologicos e locales. Porém, em
outros contextos mateméaticos, inclusive em geometria algébrica (onde surgiu a primeira nogao
de topos), uma certa “intuigao topologica” estava presente, mas nao dava origem a um locale.
Essa intuicao topologica referia-se a algo que se assemelhava a coberturas, e é essa nocao que

serd formalizada a seguir.
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Definicao 2.3.1. Seja C uma categoria pequena com pullbacks binarios. Uma pretopologia de

Grothendieck (ou base de Grothendieck) em C é uma fungao cov : Co — P(P(C1)), com cov(c) €

P <73 ( U C(a, c))) para todo ¢ € Cp) (de forma que E € cov(c) implica £ C |J C(a,c)),

a€eCo aeCp
satisfazendo:

1. iso: se f:a — ¢ éiso, entdo {f} € cov(c);

2. fechado por composigao: se {f; : b; = ¢ | i € I} € cov(c) e, para todo i € I, {gi; : a;; —

bi |j€J} € cov(b;), entdo {fiogij:aij —cliel,je J}e cov(c),

3. estabilidade por pullbacks: para toda familia {f; : b — ¢ | i € I} € cov(c) e para toda
flecha g : a — ¢, temos {f! : p; = a | i € I} € cov(a) (onde (p;, f/,g’) € o pullback de f; e

g, para cada i € I);

4. monotonicidade: para toda familia {f; : b — ¢ | ¢ € I} € |J C(a,c), se existir uma
a€Cy
familia {g; : aj — ¢ | j € J} € cov(c) tal que Vj € J,3i € I,3hy; : a; — bi(fi o hij = g;),

entdo {f; : b; = c|i € I} € cov(c).

Exemplo 2.3.2. A pretopologia de Grothendieck associada a um locale (L,<) é dada por
cov(c) = {f:ai—>c

em L é dado pelo infimo A.

iel,\/a; = c}. Lembrando que f : a; — ¢ significa a; < ¢, e o pullback
el

Essa nocao de cobertura, porém, nao satisfaz certas propriedades importantes de “satura-
¢ao” ou “fechamento” que estao presentes em espacgos topologicos e locales, embora nao sejam
estritamente necessarias para definir feixes.® Antes de definir a nogdo final de cobertura (as

topologias de Grothendieck), precisamos definir crivos.

Definigao 2.3.3. Sejam C uma categoria pequena e ¢ € Cyp. Um subconjunto S C |J C(a,c) é
a€Co
dito um crivo em c se, para todo g € S e todo f : b — dom(g) em Cq1, go f € S.

Ou seja, um crivo é um ideal a direita para a composicao.

Definigao 2.3.4. Sejam C uma categoria pequena, ¢ € Cp, S um crivo em ce f:a — ¢ em Cj.

O pullback de S por f é um novo crivo f*S em a definido por:

f58 = U{g:b%aemcl\fogeS}
beCo

6 Alias, para definir feixes apenas, a unica condicdo importante é a estabilidade por pullback; e seria possivel
ainda considerar uma forma mais fraca dela para categorias sem pullbacks, como é feito em [Joh02b] (capitulo
(C2). Escolhemos aqui apresentar a forma mais usual da defini¢do, que é também mais proxima da originalmente
usada por Grothendieck.
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Agora, se pensarmos em crivos em locales, veremos que crivos sdo exatamente os conjuntos

hereditarios. Mais uma vez, vale:

Proposigao 2.3.5. Sejam C uma categoria pequena e ¢ € Cy. Entao, existe uma bijecao entre

0s crivos S em c e os subfuntores S de C(—,c).
De fato, dado um crivo S em ¢, podemos definir o subfuntor S de C (—, ¢) fazendo:

So(a) :=={f:a—c| feS} paratodo a € Cy

S1(g) : So(a) — Sp(a’), para toda g:a’ — a em C{¥,

onde S1(g)(f) :=fog:d — ¢, paratoda f:a — cem S

Por outro lado, dado um subfuntor F' de C(—, ¢), definimos o crivo em c:

SF = U F(a)

a€Coy
Com isso, vale §;: =SeSp="r.

Agora talvez chamar f*S de pullback do crivo S por f : a — ¢ faga mais sentido: o

funtor correspondente ao pullback de um crivo é o pullback da inclusao ig : S = C(—,c) e

C(=, f):C(=,a) = C(—,c):

~ 1&

S—5 s¢(—,0)
Definigao 2.3.6. Seja C uma categoria pequena. Uma topologia de Grothendieck em C é
uma fungao J : Cp — P(P(C1)) tal que, para todo ¢ € Cy e para todo S € J(c), S & um crivo em
c, e satisfaz:

1. identidade (ou crivo maximal): para todo ¢ € Cy, |J C(a,c) € J(c);
a€Co

2. mudanga de base (ou estabilidade por pullback): dado ¢ € Cy, para todo S € J(c), para
toda f:a — cem Cy, f*S € J(a);

3. carater local (ou transitividade): dado ¢ € Cy e S € J(c), se R é um crivo em c tal que,
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para toda f:a — cem S, f*R é um crivo em a, entdao R € J(c).

Para fazer analogia com coberturas em locales, a primeira condi¢do corresponde a ideia de
que Ja é uma cobertura de a. A segunda condigao corresponde a ideia que se {a; | i € I} é uma
cobertura de a (isto é, \/ a; = a), entdo {a; Ab|i € I} é uma cobertura de a A b. Finalmente, a

el
terceira condigao corref)eonde a ideia de se {a; | ¢ € I} é uma cobertura de a e, para cada i € I,

{ai;j | 7 € Ji} é¢ uma cobertura de a;, entdo {a;; |7 € I,j € J;} é também uma cobertura de a.

Proposigao 2.3.7. Sejam C uma categoria pequena e J uma topologia de Grothendieck em C.

Entao, para todo ¢ € Cy, (J(c),C) € um filtro no conjunto dos crivos sobre c.

Demonstragao. Dado ¢ € Cy, o crivo maximal sempre pertence a J(c), por definigao.

Sejam S € J(¢) e R um crivo. Se S C R, entdo para toda f : b — cem S, f € R,
logo f*R = |J C(a,b) (pois R é crivo). Pela primeira condi¢ao de topologia de Grothendieck,
[*R e J(b), szelc)oela terceira condigao, R € J(c).

Agora, sejam S1,S2 € J(c). Para todos f1 :b—cem Sy eg:a—bemCy, frog € 5.
Portanto, f1 0g € S2 se, e somente se, fj o g € S; N Sg; ou seja, fiS = fi(S1 N S2). Assim,
pela segunda condigao de topologia de Grothendieck, f;(S1 N S2) € J(b), e, novamente usando

a altima condigao, concluimos que S1 N Sy € J(c). O

Proposigao 2.3.8. Sejam C uma categoria pequena com pullbacks bindrios e cov uma pretopo-

logia de Grothendieck. Entao, a menor topologia de Grothendieck que contém cov é dada por:

S € crivo e existe C = {f; : by = c|i €I} € cov(c)

Jeov(C) = {5’ C U C(a,c)

a€Co

tal que crivo(C) C S}
para todo ¢ € Cy, onde: crivo(C) ={g € Cy | Ji € I,3h; : dom(g) — bi(g = fiohi)}

Finalmente, pois, podemos definir:

Definigao 2.3.9. Sejam C uma categoria pequena e J uma topologia de Grothendieck em C.

Entao, o par (C,J) é chamado de um sitio (pequeno).

Novamente, um prefeixe sobre um sitio (C,J) é simplesmente um funtor F' : C? — Set.

Dessa forma:
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Definigao 2.3.10. Sejam (C,J) um sitio e F' : C°? — Set um prefeixe. F ¢ dito um feize
(de conjuntos) sobre (C,J) se, para todo ¢ € Cy, para todo {f; : a; = c | i € I} € J(c) e
para toda familia F-compativel {s; € Fy(a;) | ¢ € I} (isto é, para todos i,j € I e para todas
g:b—=a;,h:b— a; em C tais que f;og = fjoh, temos Fi(g)(s;) = Fi(h)(s;)), existe um
tnico s € Fy(c) tal que Fi(f;)(s) = s;, para todo i € I. A categoria dos feixes sobre (C,J) e

transformacoes naturais entre eles sera denotada por Sh(C, J).

Definigao 2.3.11. Sejam (C,J) um sitio e F' : C°? — Set um prefeixe. F' é dito um prefeize
separado (ou um monoprefeixe) se, para todo ¢ € Cy, para todo {f; : a; —» c|i € I} € J(c)
e para toda familia F-compativel {s; € Fy(a;) | i € I}, existe no maximo um s € Fy(c) tal
que Fi(fi)(s) = s, para todo i € I (ou seja, exigimos apenas a unicidade, nao a existéncia, da

condigao de feixe).

Consideremos entao o caso de uma categoria com pullbacks binérios, de forma que podemos

usar pretopologias para obtermos uma condi¢do mais familiar para feixes.

Primeiramente, sejam C uma categoria com pullbacks binérios, cov uma pretopologia de
Grothendieck em C e F' : C°? — Set um prefeixe. Para ¢ € Cy, considere o crivo S = {f; :
a; = c|i €I} € Jep(c). Entao, para toda familia F-compativel {s; € Fy(a;) | i € I}, temos
Fl(f]’)(sl) = Fi(f])(s;j), para todos 4, j € I, onde (a; X, a;, Z’,f]’) ¢ o pullback de f; e f;:

/
a; Xc aj — > aj;

fi i
fi

a; ———> ¢

Alias, toda familia F-compativel é dessa forma: seja {s; € Fy(a;) | i@ € I} uma familia tal
que Fi(f;)(si) = Fi(f)(sj), para todos i,j € I, e considere g : b — a;;h : b — a;j em C;
tais que f; o g = f; o h. Entao, usando que o quadrado acima é um pullback, existe um tnico

K:b—a; xcajtal que florn=ge f/or=h. Logo:

Fi(g)(si) = F1(fj o k)(si) = Fi(k)(F1(f)(s0)) =
= Fi(r)(F1(£i)(s5)) = F1(fi o k)(s;) = F1(h)(s:)

Teorema 2.3.12. Sejam C wuma categoria com pullbacks bindrios, cov uma pretopologia de

Grothendieck em C e F : C°P — Set um prefeize. Entdo, sao equivalentes:
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1. F é um feixe sobre (C, Jeoy);

2. para todo c € Cy, para toda familia {f; : a; — c|i € I} € cov(c),

d T
FO(C) I HFO(az) S H Fo(ai Xe CL])
iel € (i,j)elIxI

€ um diagrama de equalizador, onde:
d(x) = (Fu(fi) (@),

r((zi)ier) = (Fl(fj{)(xi))(i,j)elxl

e((x:)ier) = (Fl(fi/)(xj))(i,j)ele

(no caso de F' ser apenas um prefeize separado, basta que d seja um mono)

Uma caracteristica especial das coberturas em locales é que todo prefeixe representével é

um feixe. Para sitios, isso nos leva & definicao:

Definigao 2.3.13. Seja (C,J) um sitio pequeno. A topologia J é dita subcanénica se, para
todo ¢ € Cy, o funtor C(—, ¢) é um feixe sobre (C,J). A maior topologia subcanoénica é chamada

de topologia canénica.

Além das coberturas em locales, outro exemplo importante é a Topologia de Zariski’.

Em categorias com pullbacks binérios, as topologias subcanoénicas correspondem as familias
epimorficas efetivas, isto é, familias {f; : a; — b | i € I} tais que, para toda familia {g; : a; — ¢ |
i € I} satisfazendo para todos i,j € I, g; o eg =g;o eé», onde eg e e;'. sao definidas pelo pullback:

el
a; Xp aj — > a;
e i
I

aj —2—>b

<

existe um tnico morfismo g : b — ¢ tal que ¢g; = g o f;, para todo i € I.

"A Topologia de Zariski é uma topologia no espectro primo de um anel comutativo, e é bastante importante
em geometria algébrica. Como referéncia, uma breve apresentacao da Topologia de Zariski é feita na segdo II1.3
de [LM94].
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Nesse caso, a topologia candnica é dada pelas familias estavelmente epimorficas efetivas: uma
familia {f; : a; — b | i € I} é dita estavelmente epimorfica efetiva se para qualquer morfismo

h:b — b, afamilia {f/ : a; xp 0 — V' | i € I}, obtida pelo pullback:

/
a; Xp b —2 > ¥

fi

a; ———>b
¢ também epimorfica efetiva.®

Semelhante ao caso para feixes sobre locales, como temos uma bije¢ao entre crivos e sub-

funtores do funtor hom, obtemos outra forma de definir feixes.

Proposicao 2.3.14. Sejam (C,J) um sitio e F' : C°? — Set um prefeize. Para todo S = {f; :
a; — c|iel} e J(c), com subfuntor S de C(—,c) correspondente (pela proposicio 2.3.5), existe
uma bijegao entre as familias F-compativeis {s; € Fy(a;) | i € I} e as transformagoes naturais

7]:5':>F.

De fato, novamente a familia compativel é exatamente imagem da transformagao natural.
Agora, como um elemento s € Fy(c) corresponde, pelo Lema de Yoneda, a uma transformagao

natural C(—, c) = F, mais uma vez obtemos:
Proposicao 2.3.15. Sejam (C,J) um sitio e F' : C°? — Set um prefeize. Entao, sio equivalen-
tes:

1. F é um feize sobre (C,J);

2. para todos ¢ € Co e S € J(c) com S subfuntor de C(—,c), toda transformacio natural

n:S = F pode ser estendida unicamente a uma transformagio natural 7 : C(—,c)=F.

Definigao 2.3.16. Um topos de Grothendieck £ é uma categoria (localmente pequena) equi-

valente a categoria Sh(C, J), para um sitio (C, J).

Os morfismos de topoi de Grothendieck sdo definidos de forma semelhante aos morfismos de

locales:

8Para mais detalhes, ver proposicdo 1.1.9 de [MR77].
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Definigao 2.3.17. Sejam &, &’ topoi de Grothendieck. Um morfismo geométrico ¢ um par
de funtores (s, @*) : € = &', com ¢, : £ = E e p* 1 & — &, tal que p* 4 @, e p* preserva

limites finitos.

Observe que a adjungao garante que ¢* (geralmente chamada de imagem inversa) preserve

todos os colimites, e que ¢, (geralmente chamada de imagem direta) preserve todos os limites.

Exemplo 2.3.18. Seja f : L — L' um morfismo de locales. Defina ¢, : Sh(L) — Sh(L’)
fazendo, para cada feixe F' : L°? — Set, (p4)o(F) = F o f*: L'? — Set. ¢, possui um adjunto

a esquerda *, e o par (¢x, ¢*) é um morfismo geométrico®.

Exemplo 2.3.19. Seja (C,J) um sitio. Para cada prefeixe F' : C°? — Set, definimos o funtor

Ft:(C°% — Set fazendo:

FT(c):= I(%ce)ggl) Nat(R, F), para todo ¢ € Co

(ou seja, o colimite do funtor obtido por composicio de Set®” (—, F) com a inclusdo J(c) <
Setcop). Essa construgao se estende a um funtor (=) : Set®” — Set®” que preserva limites
finitos. Além disso, denotando 7 : idggscor = (=), vale: F'* é sempre prefeixe separado; se F'
é prefeixe separado, entdo ng ¢ mono; se F' é prefeixe separado, entdao F'T ¢é feixe; se F ¢ feixe,

entao ng é iso.

Assim, podemos definir o funtor a := (=)*t := (=)* o (=)t : Set®” — Sh(C, J), chamado
de funtor feixe associado (ou feixificacio). Tal funtor preserva limites finitos'?, e, chamando de
i: Sh(C,J) — Set®” a inclusdo, também vale a - i. Agora, note que Set®” & um topos de
Grothendieck: considere a topologia de Grothendieck dada por J'(¢) = {Sc(_vc)}, para cada
¢ € Cy, de forma que é imediato da proposi¢ao 2.3.15 que todo prefeixe é um feixe sobre (C,.J").

Assim, obtemos que (a, 1) : Set®” — Sh(C, J) forma um morfismo geométrico.'!

Existe também uma caracterizagao axiomaética dos topoi de Grothendieck dada pelo teorema
de Giraud, como categorias satisfazendo certas propriedades de tamanho, de existéncia de limites
e de interagao entre limites (e colimites). Recomenda-se consultar o teorema 3.6.1 de [Bor08al

ou o teorema (C2.2.8 de [Joh02b| para sua formulagao precisa e demonstragao.

9A existéncia desse adjunto decorre do teorema do funtor adjunto (ver 1.7.7). Porém, existe também uma
forma mais facil de obté-lo usando feixes geométricos: dado g € LH;,.lL’, defina ¢*(g) como o (feixe funtorial
correspondente ao) pullback de g ao longo de f.

10Pois limites finitos comutam com colimites filtrantes em topoi de Grothendieck.

A construgdo detalhada do funtor e a verificagio de suas propriedades pode ser consultada na secio 3.3 de
[Bor08c| ou na secao IIL.5 de [LM94].
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Para finalizar, apenas registremos um fato sobre objetos ntimeros naturais:

Proposigao 2.3.20. Todo topos de Grothendieck possui objeto nimeros naturais.

O objeto ntmeros naturais de um topos de Grothendieck é obtido dos ntimeros naturais em
Set. Mais precisamente, pode-se mostrar que se (py, ¢*) : € — &' é um morfismo geométrico
entre dois topoi (ndo necessariamente de Grothendieck, alias) e £’ possui objeto nimeros naturais
Ngr, entao ¢* : & — £ o preserva, isto é, ¢ (Ng/) é objeto ntimeros naturais em £. Com isso,
como para todo topos de Grothendieck 7 sempre existe um morfismo geométrico (px, ¢*) : T —
Set e existe objeto niimeros naturais em Set, 7 também possui objeto ntimeros naturais. Ver o

corolario 8.1.5 de [Bor08c| para mais detalhes.
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Capitulo 3

Topos elementar

Apresentamos, neste capitulo, os topoi elementares: com inspiragdo nos topoi de Grothen-
dieck do capitulo anterior, um topos elementar é definido como uma categoria que tera certas

propriedades categoriais em comum com Set.

Existem duas formas de definir um topos elementar: uma delas é mais concisa e usa o ob-
jeto partes, um objeto que captura a nocao do conjunto partes em Set. Outra, util por ressaltar
propriedades importantes do topos (principalmente para a logica), usa os conceitos de catego-
ria cartesianamente fechada e classificador de subobjeto. Adotamos a segunda como defini¢ao
principal, por isso iniciamos o capitulo apresentando categorias cartesianamente fechadas (cate-
gorias onde definimos uma no¢ao de exponenciagao) e o classificador de subobjeto (uma forma
de generalizar a ideia do “conjunto de valores verdade”, inspirando-se nas fungoes caracteristicas
em Set). Na secao seguinte, definimos um topos elementar e sua descrigdo equivalente usando
objeto partes, e introduzimos as duas nogoes de morfismos de topoi: funtores l6gicos e morfismos

geométricos.

Passamos entao a apresentar diversos resultados e exemplos principais de topoi; e em seguida
definimos alguns tipos de topoi e listamos algumas de suas propriedades. Para finalizar o capitulo,
mostramos como podemos generalizar a nocao de topologia e feixes no contexto dos topoi de

Grothendieck para um topos elementar.

Como bibliografia para esse topico, recomendamos os capitulos 2 e 5 de [BW85], o capitulo
5 de [Bor08c| (com categorias cartesianamente fechadas feitas na secao 6.1 de [Bor08b|), e os
capitulos Al e A2 de [Joh02a|. Outras referéncias sao |Gol79| (capitulos 4 e 5) e [Mcl95] (parte

III), ambas com um foco maior para a construgao da logica de topos.
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3.1 Categorias cartesianamente fechadas

A ideia por tras de definir a exponenciacdo numa categoria é fazer com que um morfismo
definido num produto corresponda a um morfismo definido em apenas um de seus fatores. Para

a formulagao precisa, usamos funtores adjuntos:

Definicao 3.1.1. Seja C uma categoria localmente pequena com produtos binarios. Para cada

b € Cy, considere o funtor — x b : C — C, dado por:

axb

S

f — indb

a a xb

para todos a,a’ € Cy e f € C;. Dizemos que C ¢ cartesianamente fechada se, para todo

b € Cy, o funtor — x b possui um adjunto a direita.

E comum denotarmos esse adjunto por (—)° : C — C, chamado de funtor exponenciacio, de

forma que para todos a, b, c € Cy temos a bije¢do natural:

C(a x b,c) =C(a,c’)

Uma forma mais elementar de apresentar a exponenciagao é usar a counidade da adjungao:
para cada ¢ € Cy, chamemos a counidade ev, : ¢® x b — ¢ de avaliagd@o. Assim, para toda flecha
h:axb— ¢, existe uma tunica flecha exp(h) : a — ¢, chamada de transposta exponencial,

tal que o diagrama abaixo é comutativo:

eve

C

Com isso, também podemos definir a exponencial de duas flechas: sejam f:a —a eg:b — b

. / .
em C;. Definimos a flecha f9 : a® — a’® como a transposta exponencial da flecha ev, o f° x ¢:
b / fb X g b EVa/ /
a’xb —>a’xb—>a

Exemplo 3.1.2. Como as notagoes sugerem, Set e Cat sao categorias cartesianamente fechadas
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onde as exponenciaces sao dadas, respectivamente, por b* (o conjunto das fungdes a — b) e BA

(o conjunto dos funtores A4 — B).

Facamos o caso em Set com mais detalhes: a flecha avaliacdo em Set é dada por, como o
nome sugere, evs : CB x B — C com evB(f,b) = f(b), para toda f : B — C e b € B. Agora,
para toda flecha h : A x B — C, queremos definir a transposta exponencial exp(h) : A — CB.
A ideia é que podemos definir uma funcdo B — C' a partir de h se fixarmos um a € A e
observarmos a func¢ao obtida fazendo a variavel percorrer apenas B: para cada a € A, defina a

fungao hgy : B — C como hy(b) = h(a,b), para todo b € B.

Com isso, defina exp(h) : A — CP como exp(h)(a) = h,, para todo a € A, de forma que,
para todo (a,b) € A x B:

evB (ezp(h)(a),idp(b)) = evB(hq,b) = hqe(b) = h(a,b)
Agora, para unicidade, se uma g : A — CP também satisfaz

evé(g(a),idp (b)) = evg(g(a),b) = g(a)(b) = h(a,b)
para todos (a,b) € Ax B, entao g(a)(b) = ha(b). Logo, g(a) = hg, paratodoa € A, e g = exp(h).

Exemplo 3.1.3. Se (H, <) ¢ uma algebra de Heyting, entao, considerada como uma categoria,
é cartesianamente fechada. No caso, como o produto corresponde ao infimo, a exponenciagao é

dada pela implicacao: para todos a,b,c € H,
H(aNb,c) = H(a,b— c)
Proposigao 3.1.4. Seja C uma categoria cartesianamente fechada. Entdo:
1. se C possui objeto terminal 1, entdo 1° =2 1 e b1 22 b, para todo b € Cy;
2. para todos a,b,c € Cp, (a X b)¢ = a® x b%;
3. se C possui objeto terminal 1 e inicial 0, entdo b = 1, para todo b € Cy;
c.

4. se C possui coprodutos bindrios, a®11¢ = ab x a¢;

5. objetos iniciais sao estritos, isto €, se C possui objeto inicial O e existe flecha f:a — 0 em

C1, entao a = 0.
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~

A verificagao desses resultados é facil usando a bijegio natural C(a x b,c) = C(a,c’) e o
coroléario 1.3.11 do Lema de Yoneda (além de propriedades de produto e coproduto, é claro). Por

exemplo, no primeiro item, para todo d € Cy temos
C(d,1%) = C(d x b,1) = C(d, 1)
donde 1% 2 1. Similarmente, obtemos b' = b fazendo:

C(d,b*) = C(d x 1,b) = C(d, b)

Para finalizar essa sec@o, retomemos objetos ntimeros naturais. Em categorias cartesiana-

mente fechadas, objetos ntimeros naturais permitem fazer um teorema da recursao generalizado:

Proposigao 3.1.5. Recursao com pardmetros. Sejam C uma categoria cartesianamente
fechada com objeto terminal 1 e (N¢,Oc¢, s) um objeto nimeros naturais em C. Entao, para todos
a,b € Cy e para todas flechas g : a — b e h : a X Ng x b — b em Cy, existe uma unica flecha

f:axNe = b tal que o diagrama abaixo € comutativo:

id, X O¢ id, X 8

ax1 axXxNe<———axNg

<idach, f>

e———<< X
<

~
>

b axNgxb

Intuitivamente, o quadrado esquerdo do diagrama diz que f(z,0) = g(x) e o lado direito diz
que f(z,n+1) = h(x,n, f(x,n)). Fagamos a demonstracao desse resultado para ilustrar como

se trabalha com categorias cartesianamente fechadas num nivel mais técnico.

Demonstra¢ao. Primeiramente fagamos o caso para a = 1 (e ja omitamos os isomorfismos d x 1 =
1 x d = d, para todo d € C). Como (N¢,0c,s) é objeto niimeros naturais, existe uma tunica

k : N¢ — N¢ x b tornando o diagrama abaixo comutativo:
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onde 71, me denotam as proje¢oes do produto N¢ x b. Note que, dessa forma, a flecha 7 o k :
Ne — Ne satisfaz:

mokoOc =m0 (0 g) =0c
mokos=mo(som,h)ok=somok

como na definicao do objeto niimeros naturais. Mas idy, : N¢ — N¢ também satisfaz essas

identidades; logo, por unicidade, m o k = idy,.

Com isso, defina f = mo 0k : N¢ — b. Primeiramente, do diagrama acima temos k o O¢ =
(0¢, g), portanto:
folOc=m0kolc=my0(0c,g) =g

Do mesmo diagrama também obtemos (s o, h) ok = ko s, ouseja, hok =mgo0kos. Assim,

usando que 71 o k = idy, vale:
ho (idy,, f) =ho(mok,mok)=hok=mokos= fos

de forma que obtemos exatamente a comutatividade do diagrama do enunciado para a = 1.

Para a unicidade, seja f’: Ne — b tal que f'o0¢c =g e f' os = ho (idy,, f'). Entdo, temos:
(idne, f') 0 Oc = (0c, f" 0 Oc) = (Oc, g)

(som,h)o (idy,, f') = <s o idy,, h o ({idy,, f’))> = (s, f os) = (idy,, [') os
Portanto, pela unicidade de k, temos k = (idy,, f'), donde f =m0k = f'.

Podemos reduzir o caso geral a esse usando o fato da categoria ser cartesianamente fechada
(mais uma vez, os isomorfismos no produto com o terminal serdo omitidos). Sejam 7, w5, 75 as
projegoes do produto Ng x % X a, e mhs : Ne x b* X a — b* X a a projegao nas duas tltimas
coordenadas. Considere entdo as transpostas exponenciais exp(g) : 1 — b® e exp(h) : Ne x b* —

b, onde chamamos h := ho(r}, 7], evyom)s). Pelo caso a = 1 acima, existe uma tnica & : Ng — b®

tornando o diagrama comutativo:

1 N¢ Ne
2, (ide. &) (1)
N
; )
oo cm® Y
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Com isso, seja k : Ng x a — b correspondente a &, isto é, & = exp(k). Agora, nao é dificil ver

que, chamando de p o iso N¢ X a 2 a x Ng, vale:

<7Té’ 7[-37 evp © 7T53> © (<ich’ k) X ida) = (p, K)

(basta pensar em como cada flecha age em cada componente do produto). Assim, temos o

diagrama comutativo:

(idn., &) X id,

Ne x a Ne x b* X a b* X a
(o <7rév 7r/17 evp © 7r53> €Vy
)/ﬂ)
h
axNexb

E, pela unicidade da transposta exponencial, exp(h) o (idy,, k) = exp(h o (p,K)).

Além disso, é imediato que ambos os diagramas abaixo sdo comutativos:

Oc % id, R % id,
Ixa S S Nexa—"""" s pexq

/io(O

s X id R X id,
Nexa———2>Nexa——2>b xa

Donde, novamente pela unicidade das transpostas exponenciais, & o O¢ = exp(k o (0¢c X id,)) e

Ros=-exp(ko(sxidg)). Ou seja, o diagrama (1) nos fornece as seguintes igualdades:

exp(g) = ko 0c = exp(k o (Oc X id,))

exp(ho (p,k)) = exp(h) o (idy,, k) = kos=exp(ko(sXid,))

Portanto, concluimos que g = ko (0¢ X id,) e ho (p,k) = ko (s X id,). Finalmente, definindo

1

f =#Kop ", obtemos:

g=ro(0¢ xidy) = fopo(0c xidy) = fol(idg xOc)
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ho (idaxties ) = ho (pop~" ko p™) = ho(p,r) o p~! =

=ko(sxidy)op t=fopo(sxidy)op t=fol(id, x s)

o que corresponde & comutatividade do diagrama do enunciado. O

3.2 Classificador de subobjetos

Os classificadores de subobjeto sao definidos de maneira a adaptar a nogao das fungoes
caracteristicas em Set para um topos: a ideia é que cada subobjeto de um objeto a corresponda

a um morfismo de a a um objeto especial.

Definigao 3.2.1. Seja C uma categoria com pullbacks. Um classificador de subobjetos em C
é um mono universal T : u — (), isto é, para todo mono m : a — b, existe um Unico ., : b = Q

tal que o diagrama abaixo é um quadrado de pullback:

;

E comum chamar y,,, de flecha caracteristica de m.

H

H

Exemplo 3.2.2. Podemos definir o classificador de subobjetos em Set como a fungao T : {*} —
{0,1} tal que T(x) = 1. Assim, para cada mono f : S — X, a flecha caracteristica é dada pela

funcao caracteristica xf = x5 : X — {0,1}:

1 ,sexeS
Xs(z) =
0 ,sex¢S

E facil ver que isso torna o diagrama da flecha caracteristica um pullback em Set: lembrando o

exemplo 1.4.9, temos, por definicao,

S={re X [xs(@) =1} ={(x,2) € {x} x X [ xs(z) = T(+)}

Em relagao a unicidade, seja g : X — {0, 1} tornando o diagrama um pullback. Entdo, como
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acima, temos:

S={(rz)e{x} x X |gx)=TMH)}={reX|gx)=1}
Logo, g(xz) =1 = xs(x) para todo z € S, e g(x) = 0 = xg(z) para x € X \ S. Ou seja, g = xs
e a flecha caracteristica é dnica.

Proposicao 3.2.3. Seja C uma categoria com classificador de subobjetos T : u»— Q. Entao:

1. u é um objeto terminal;
2. se T 1/ — Q' € classificador de subobjeto, entdo Q = §Y;
3. sejam A € Cy e f,g € Mono(A). Entao, [f] = [g] se, e somente se, Xy = Xg:

4. todo mono em C € regular, e C é uma categoria balanceada (isto €, se uma flecha é um

mono e um epi, entdo é um iso).

Demonstracao. 1. Para todo a € Cp, a flecha id, ¢ mono, logo existe uma tunica x;q, tal que

o diagrama abaixo é um pullback:

id,
>—>

a

fl
T

u

>

Xidg

<—

2

Assim, seja g : @ — u em C;. FEntdo, pela unicidade da flecha caracteristica, temos
Tog=Xid, =T of,ecomo T émono, concluimos que g = f. Ou seja, existe uma tnica

flecha a — u, e u é objeto terminal.

2. Por definigdo, temos que os quadrados nos diagramas abaixo sdo pullbacks, de forma que,

pelo lema do pullback, os retdngulos também o sao:

/ T/ ! T
U >—-> U >——-> )
lu X u X
T T/
u> >0 (T S— 4
I;L X/T |y XT!
/ T

u >——> u> >0
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Assim, pela unicidade das flechas caracteristicas, temos x’r ox1 = X = idoy € x 7 oxy =

XT = idg, donde = ).

3. Sejam f :a— Aeg:b— A Entdo, (=) por hipotese, existe iso k : b — a tal que

f ok =g. Mostremos que o diagrama abaixo é um pullback:

a
GJ/
u

de forma que, por unicidade da flecha caracteristica, temos x r = xg-

N

S>>

f
Xy
T

D<———

S>>

Primeiramente, usando o fato de u ser terminal e a definicao de x4, temos:

Tola:—l—olbonfl:Xgogonflzxgof

e o diagrama é, de fato, comutativo.

Agora, seja h: ¢ = A tal que xy0h = T ol.. Devemos achar p : ¢ = a tnica que torna o

diagrama comutativo:

Pelo pullback da defini¢ao de x4, temos que existe tnica p’ : ¢ — b tal que go p’ = h (e
Iy 0 p' =1.). Com isso, defina p = k o p/, para obtermos fop= forkop =gop' =h (a
igualdade I, 0 p = |. decorre de u ser terminal). A unicidade decorre facilmente do fato de

f ser um mono: se existe £ : ¢ — a tal que fo& =h,entdo fop=h=fo& ep=~¢.

(<) se xf = xg, entdo xyo f=xgof=Tolgexgog=xrog=Tol, Assim, usamos
os pullbacks da defini¢ao das flechas caracteristicas para obter K : b — a e p: a — b que

tornam os diagramas comutativos:
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e, portanto, [f] = [g].

4. Seja f : a — A em C;. Mostremos que (a, f) é o equalizador de xf e T4 := T o la.
Primeiramente, |, =14 o f, pois u é terminal, e pela definicao da flecha caracteristica vale
Xfof:Tola:Tolef:TAof.

Agora, seja g : b — A tal que xfog = Tao0g. Noteque Tgqog=Tolgog=Tol,
novamente usando o fato de u ser terminal. Assim, do pullback da definicao de xy, existe

uma udnica k : b — a tal que f ok = g, como queriamos.

Assim, a categoria C ser balanceada é consequéncia da proposigao 1.5.5.

Tendo em vista o item 3 da ultima proposicao, dada uma categoria C com classificador de

subobjeto T : 1 — Q e a € Cy, podemos definir um mapa tal que:
[f] = xr € C(a,?), para todo [f] € Sub(a)

Por outro lado, dado g : a — €2, podemos considerar § : p — a o pullback de T ao longo de g

(que sera mono por ser pullback de mono). Assim, definimos um mapa:
g — [g] € Sub(a), para todo g € C(a,?)

E facil verificar que esses mapas sao inversos (as flechas que fazem f ~ Xy sdo obtidas dos

pullbacks, e g = x4 decorre da unicidade da flecha caracteristica), de forma que obtemos:

Lema 3.2.4. Seja C uma categoria localmente pequena com classificador de subobjetos T : u »—

Q. Entao, para todo a € Cy, C(a,2) = Sub(a).

Em particular, vale que a categoria C dessa proposi¢ao é bem potenciada. Assim, a relagao

entre subobjetos e flechas com codominio €2 é ainda mais forte:
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Teorema 3.2.5. Seja C uma categoria localmente pequena com classificador de subobjeto T :

1 — Q. Entao, existe um isomorfismo natural n: Sub(—) = C(—,€2).

Demonstragao. Pelo lema anterior, ja temos os isomorfismos 7, : Sub(a) — C(a,$?), para todo
a € Cy, basta tomar 7,([f]) = x¢. Falta a naturalidade: para toda f :b — a em C;, queremos
mostrar que n, o Sub(f) = C(f,Q) on,. Isto &, abrindo as defini¢des, devemos mostrar que
Xm ©M = Xpv (com m’ o pullback de m ao longo de f), para toda m : ¢ — a em Cy. Para tanto,

juntemos os diagramas de pullback que definem y,, e m’:

m/

p>—>b

I Xm

T
1>——>0

Pelo lema do pullback, o retangulo também serd um pullback, e pela unicidade de flecha carac-

teristica, xm 0 M = Xp- O

Aliés, a reciproca desse teorema também é verdadeira; porém, como nao seré usada no pre-
sente trabalho, apenas recomendamos consultar uma referéncia para tal resultado (por exemplo

a proposicao 1.3.1 de [LM94]).

3.3 Topos elementar

Definigao 3.3.1. Um topos (elementar) é uma categoria £ cartesianamente fechada que possui

limites finitos e classificador de subobjeto.

A definigao original de topos elementar (de Lawvere e Tierney) também exigia que £ pos-
suisse colimites finitos, porém mais tarde mostrou-se que essa condi¢gdo nao era necesséaria. Existe

também outra forma de definir um topos elementar, usando um objeto chamado objeto partes.

Definigao 3.3.2. Seja C uma categoria com limites finitos. Um objeto partes de b € Cy é um

objeto P(b) com um mono Ej : €, — P(b) x b universal, isto é, para todo mono m : ¢ — a X b,
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existe um anico 1 : a — P(b) tal que o diagrama abaixo é um quadrado de pullback:

m
c>—>axb

mxidb

Ey,
e >—> P(b) x b

Observe que, chamando o objeto terminal de 1, o objeto partes de 1 é um classificador de
subobjeto (isso é imediato considerando que d x 1 2 d, para todo d € Cp). Além disso, o objeto

partes e seu mono correspondente sao inicos a menos de isomorfismo.

Exemplo 3.3.3. Como deve ser novamente esperado por conta da notagdo, em Set o objeto
partes corresponde exatamente ao conjunto partes com a inclusao F4 : €4 = {(S,a) € P(4) x A |
a € S} < P(A) x A. De fato, para todo mono f : ¢’ x A’ — C x A, defina f : C — P(A)
tomando, para todo ¢ € C, f(¢) = {a € A| (¢,a) € C' x A'}. Dessa forma, lembrando a forma

dos pullbacks em Set (exemplo 1.4.9), o (objeto do) pullback P de f xid, e E, sera:

—
s
&
B
I
S
b
Wnn
2
—

Assim, podemos definir fungoes inversas entre P e C’ x A’ fazendo:

((S.a), (¢;a)) = (ca) e (e,a) = ((f(e),a), (c,a))

de forma que C’ x A’ & isomorfo ao pullback. Finalmente, para a unicidade, seja g : C' — P(A)

tornando o diagrama um pullback. Entao, como nas igualdades de P acima, temos:

P = {((Sva’)v(07a)) €eq X (C X A) ’ (C,a) S Cl X Al} =
= {((5,a),(c,a)) € ea x (C x A) [ a € g(c)}

Ou seja, para todos a € A,c € C, a € g(c) se, e somente se, (¢,a) € C' x A’ que é exatamente a

definicdo de f (c). Logo, f = g, como queriamos.

Teorema 3.3.4. Seja & uma categoria com limites finitos. Entao, sao equivalentes:
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1. € é um topos (elementar);

2. & possui objeto partes.

Demonstrag¢ao. Em relagdo a implicagao (2 = 1), apesar de ser facil definir o classificador de
subobjeto (como feito na observagao acima), mostrar que a categoria é cartesianamente fechada
requer um detalhamento técnico que pouco contribuiria ao presente trabalho. Assim, facamos
aqui apenas a implicacdo (1 = 2); para a reciproca, recomenda-se consultar a segao 5.4 de

[BWS5], ou a secao A2.3 de [Joh02a).

(1 = 2) Seja T : 1 — Q o classificador de subobjeto de £. Para cada b € Cy, tome P(b) = Q° e
Ey : e — QP x b como o pullback de T ao longo de evg (logo um mono, pois T é mono). Para
mostrar que isso define um objeto partes, seja m : ¢ = a X b um mono, e defina m = exp(xm),

a transposta exponencial da flecha caracteristica de m, como nos diagramas:

exp(Xm) X idp b % b

C

b

ev,
+, Q@ l
1

Q

axb b

3

m
>—>a
T
>—>

Assim, temos a igualdade:

61}6 o (€$p<Xm) X idb) om=xmom=1ol,

e, usando a definicao de Ej pelo pullback, existe uma tnica s : ¢ — €, tornando o diagrama

abaixo comutativo:

axb @
2
57
(Z;%
)
+
%
Eb 0 xb
evé’2
i Q

Como os diagramas com vértices e, Q° x b, Q, 1 (retangulo inferior) e ¢,a x b, Q, 1 (fronteira do
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diagrama acima sem |.) sd@o pullbacks, pelo lema do pullback o diagrama:
m
c>——>axb
I-i m X idb

vV B
> S Qxb

também ¢é um pullback. Agora a unicidade: seja n : a — QP tal que o quadrado superior no

diagrama abaixo é um pullback:
c >m% axb

/{ n X idp

éb > 7 S 0'xb

b
€Vq

T

-
1>———>0
Como o quadrado inferior também é um pullback, novamente usamos o lema do pullback e

obtemos que

m
>———>axb

c X
CJ/ J/evg o (n X idp)
T
1 Q

>

¢ um pullback. Portanto, pela unicidade da flecha caracteristica, evé’) o (n X idy) = Xm, € pela

unicidade da transposta exponencial, n = exp(xy,), como queriamos. O

Para topoi elementares, temos duas noc¢oes de morfismos, o que reflete o fato da teoria de
topos ter influéncias tanto da logica quanto da geometria. O primeiro dos morfismos é definido

de forma a preservar a estrutura da defini¢ao de topos elementar:

Defini¢ao 3.3.5. Sejam £ e £’ topoi, com objetos partes P e P’ e monos correspondentes E_,
e E(i)7 respectivamente. Um funtor légico F : £ — £’ é um funtor que preserva limites finitos
e objeto partes, isto ¢, para todo a € &, existe um iso de flechas entre Fj(E,) e E}«b(a) (em

particular, Fy(P(a)) = P'(Fo(a))).
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Proposigao 3.3.6. Sejam & e &' topoi e F : £ — &' um funtor que preserva limites finitos.
Entao, sdo equivalentes:

1. F preserva classificador de subobjeto e exponenciacao;

2. F é um funtor logico.

Essa proposi¢ao usa as construgoes da demonstra¢ao do teorema anterior: a implicag¢ao (1

= 2) pode ser indicada facilmente:
Fy(P(a)) = Fp(Q%) = Fy(Q) (@) = Q5 = P/(Fy(a))
tal como a parte da reciproca que se refere ao classificador de subobjeto:
Fy(©) = F(P(1)) = P'(Fo(1)) = P/(1') = O

O fato de funtores logicos preservarem exponenciagao esta relacionado com o trecho que nao
fizemos da demonstragdo do teorema acima. Esse resultado é mostrado na proposigao A2.3.7 de

[JohO02a].

No udltimo capitulo, definimos morfismos geométricos entre topoi de Grothendieck, que usava
apenas adjungao e preservacao de limites. Assim, podemos definir morfismos geométricos para

topoi elementares também:

Definigao 3.3.7. Sejam &,&’ topoi (elementares). Um morfismo geométrico é um par de
funtores (¢x, ©*) : & = &', com p, : & = E e p* : &' — &£, tal que ™ 1 i e p* preserva limites

finitos.

3.4 Algumas propriedades de topoi

Teorema 3.4.1. Todo topos € finitamente cocompleto.

A forma mais comum de provar isso usa que o objeto partes define um funtor P : EP — &,
e que esse funtor é monéadico. Ménadas estdao um pouco fora do escopo do presente trabalho,

mas facamos um breve resumo da ideia do argumento.

Primeiramente, para definir o funtor P : £ — £, dada f : a — b em &7, considere o mono
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my : By — P(b) x a obtido pelo pullback:

Ef €p
my Eb
id X
P(b) x a Pw > f P(b) x b

Assim, definimos

Po(a) :=P(a), para todo a € &
Pi(f) : P(b) = P(a), para toda f:a — bem &, onde Pi(f) :=miy
com niy a flecha tinica usando o mono my acima na definicao de objeto partes.

Agora, uma moénada numa categoria C é uma tripla T = (T7,n,0), com T : C — C um

funtor e n :itde = T e p: T oT = T transformagoes naturais, tal que os diagramas abaixo sao

comutativos:
T— "™ Sror
Tn % Iz
“

Tol ——— T

Tp
ToTolT ———— > ToT

pT ju

1

ToT T

Pensando em p como a operagao de um monoide, o primeiro diagrama representa a existéncia

da identidade (dada por 1) para essa operagao, e o segundo representa a associatividade.

A importancia das ménadas para o estudo de topos reside em como elas se relacionam com
funtores adjuntos. Toda adjungdo L 4 R da origem a uma moénada (R o L,n, RAL), com 7 a
unidade e 6 a counidade da adjungao. Alids, toda monada pode ser obtida de uma adjungao
(geralmente nao tnica); uma das construcoes dessa adjuncao usa a categoria das algebras CT e
o funtor esquecimento Ut : CT — C. Essa categoria possui algumas caracteristicas interessantes,
dentre elas o fato de que se C possui um certo tipo de limite, entdo CT também o possui, e esse

limite é preservado por Ur.
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Finalmente, um funtor F' : A — B é dito monddico se existem uma moénada T em B e uma
equivaléncia de categorias G : A — BT tais que Ur o G é isomorfo a F. Assim, em particular,
se B é completa, a equivaléncia G garante que A também o seja. Para o caso especifico desse
teorema, dado um topos &£, se o funtor partes P : £ — £ é monadico, entao, como todo topos
é finitamente completo por definigdo, £ também é uma categoria finitamente completa; isto &,

£ é finitamente cocompleto.

Para uma apresentacao mais completa da teoria de ménadas, pode-se consultar o capitulo
4 de [Bor08b], ou os capitulos 4 e 9 de [BW85] (sendo o capitulo 4 deste tltimo dedicado mais
especificamente aos aspectos da teoria usados na teoria de topos). Ja a construcao de que o
funtor partes ¢ monadico é feita com detalhes na segao 5.1 de [BW85], na segdo 5.7 de [Bor08¢|

e na segao A2.2 de [Joh02a).

Teorema 3.4.2. Teorema fundamental da teoria de topos. Sejam £ um topos e a € &.

Entao, a categoria slice ELa também € um topos.

Como em resultados anteriores, mostrar que a categoria slice é cartesianamente fechada é
bastante longo, entao fagamos aqui apenas o classificador de subobjeto (o fato de possuir limites
finitos é a proposi¢ao 1.8.5). A demonstragao completa, porém, pode ser encontrada em diversas
referéncias, dentre as quais citamos: o inicio da secao A2.3 de [Joh02al|, o teorema IV.7.1 de

[LM94], ou o teorema 17.4 de [Mcl95].

Demonstracdo. Seja T : 1 — € o classificador de subobjeto de £. Mostremos que a a flecha
(idg, Ta) : (a,idy) — (a x Q,71) € o classificador de subobjetos de £la, onde 71 : a X 2 — a é a

proje¢ao na primeira coordenada.

Primeiramente, observe que se uma flecha h : (b, f) — (¢, ¢g) € um mono em &la, entdo para

todas flechas tais que o diagrama abaixo comuta:

d >b%c

LY

Com isso, nosso objetivo serd mostrar que, para qualquer mono h : (b, f) — (¢, g) o seguinte

temos ¢ = j. Logo, h ¢ um mono em &.
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/ \
b h c
/ f ‘ \
a (9, xn) a (1)

<

Q

diagrama em £la é um pullback:

(idg, Ta) ai/

\/

Note que esse diagrama, de fato, comuta, pois g o h = id, o f = f pela definicdo de h, e pela

definicao de x; temos:

Xproh=Tolp=Tolgof=Tgof
(usamos aqui, também, a unicidade de I : b — 1).

Agora, considere flechas: o : (d,a) — (a,idy), v : (d,a) — (c,g) tais que (g, xn) oy =

(idg, T4) o a. Isso implica em (usando argumentagao semelhante & acima):

Xpoy=Tgoa=Tol,oa=Toly

0 que nos permite usar o pullback da definicdo de xj para obter a tnica 8 : d — b que torna o

diagrama abaixo comutativo:

Note que ho 8 = implica em goho S =go~, logo fof8 = a (por causa das definigoes

das flechas h e v). Portanto, § é uma flecha em £la e também serve para o diagrama (1) (na
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categoria comma):

o

'da7 Ta
(i ) a %X )

A unicidade de 8 decorre facilmente de h ser mono; explicitamente, seja k que também torna
o diagrama acima comutativo, entdo hok =y = ho 3, donde k = . Logo, o diagrama é um

pullback.

Falta apenas mostrar a unicidade de (g, x5,). Suponha que a flecha (i, ) : (¢, g) — (axQ,m1)
também torne o diagrama um pullback. De imediato da projecédo, ja temos p = g. Agora, ser

pullback garante que o diagrama

h
>—>

b c
T
1——=Q

também seja um pullback (novamente fazendo Aoh = T,0 f = Toly), e a unicidade na definigao

da flecha caracteristica nos fornece xp = A. O

Proposigao 3.4.3. Sejam E,&' topoi e F : £ — E" um funtor légico. Entdo:

1. F preserva colimites;
2. F possui adjunto & esquerda se, e somente se, F' possui adjunto a direita.

Ambos os itens usam que os funtores partes no diagrama abaixo sdo monadicos:

op

F
gop > (gl)op
P P’

E——>¢
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Ver, por exemplo, a proposi¢ao 5.3.4 de [BW85| ou a proposigao 5.11.3 de |[Bor08¢| para o item
(1), e a proposigao 5.3.5 de [BWS85| para o item (2)

Proposicao 3.4.4. Sejam & um topos e a € . Considere o funtor a* : € — Ela (como definido

em 1.8.7). Entao:

1. a* € um funtor ldgico;

2. a* possui adjuntos Y, 1 a* 4 1l,.

Demonstracao. 1. A preservacao do classificador de subobjeto é imediata do fato de que o
classificador em Ela é (idy, T4) : (a,id,) — (a x Q, 7). Para a exponenciagao, precisamos
provar que, para todos ¢,d € &, aj(d®) = (a x d°,m;) corresponde & c{';(d)c(*)(c); chamemos
ci(c) = (a x ¢,n$) e ci(d) = (a x d, 7). Note que, para toda f :b— a em &, o diagrama

abaixo é um pullback:

f xid,
bxec—>axc

m my

b / a

(para quaisquer 71, y2 tais que fory; = m§oys, basta tomar a flecha tnica como (71, 75072)).
Como vimos na secao de categorias slice, produtos na categoria slice sao os pullbacks, logo
o diagrama acima nos fornece o produto de f por 7{ em £la. Ou seja, dar uma flecha
(b, f)x (axc,m§) = (axd,n) corresponde a dar uma flecha o : (bx ¢, fom,) — (axd,m);
que por sua vez corresponde a uma flecha b x ¢ — d (isto porque o “valor de « na primeira

coordenada” ja estd determinado pelo fato de 7 o = f o 7).

Assim, é facil obter as correspondéncias:
Ela((b,£), (0 x d°,m)) 2 E(b,d°) 2 EW x .d) = Eda((b, f) x (a x &,75), (a x d, 7))

e, usando que Ela é cartesianamente fechada, concluimos que af(d®) = c(d)%(®),

2. Ja mostramos que a* possui adjunto a esquerda no teorema 1.8.8, e pela proposicao anterior,

a* também possui adjunto & direita.



3.4. ALGUMAS PROPRIEDADES DE TOPOI 87

Como consequéncia disso, e usando que um slice de um topos também é topos, obtemos

resultado semelhante para o funtor f*.

Proposigao 3.4.5. Sejam & um topos e f :a — b em E. Considere o funtor f*: Elb — Ela
(como definido em 1.8.9). Entao:

1. f* € um funtor ldgico;

2. f* possui adjuntos Xy - f* 4 11y.

Corolario 3.4.6. Pullbacks de epis sao epis num topos.

Demonstragdo. Sejam £ um topos e f : a — b em &;. Entao, para todos h,h/ : b — b em &,

hof="h o fimplica h="h,ouhoid,=h=h =h'oid, Assim, o diagrama

lx

idp

idp

~
S 2

|

o<

é um pushout em £. Dessa forma, é facil verificar que seguinte diagrama também é um pushout

em Elb:

b
N G
f
a—>b .
b J/f J/idb a
X d “ 3
2 b 1ay b v
2\
b

Agora, para qualquer flecha g : ¢ — b em &1, o funtor g* : £/b — E|c preserva colimites. Logo,
aplicando g* ao diagrama acima, obtemos um pushout em Elc, e, como o funtor esquecimento

Y Ele — & preserva colimites (pois possui adjunto & direita, ver teorema 1.7.5), concluimos
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que o seguinte diagrama em &

também ¢ um pushout. Com isso, sejam k, k" : ¢ — ¢ tais que ko gj(f) = k' o g§(f). Entao,
existe uma tnica flecha k : ¢ — ¢ tal que koid. = k e K oid. = kK, ou seja, k = k’. Logo, o

pullback de f ao longo de g é um epi. O

Corolario 3.4.7. Coprodutos sao estdveis sob pullbacks num topos.
O significado preciso desse enunciado ficara claro na demonstracao:

Demonstracao. Sejam £ um topos e f :a — bem & . Para cada i € I, sejam o; : a; — a e
Bi = b; — b flechas em & tais que «; é o pullback de ; ao longo de f. Consideremos o coproduto
(]_[ b;, (Li)ie[> e a flecha tnica x : [[ b; — b tal que kot; = f;, para todo i € I. Entao, fagamos

el i€l
o pullback de « e f:

/
p —=— [0
iel

K J/Fa
/
a——>b

Agora, chamando de (a;, f/, o;) o pullback de f e (3; (para cada i € I), temos foa; = ;0 f/ =
koo fl. Logo, usando que o diagrama acima ¢ um pullback, para cada i € I existe uma flecha
Gnica k; : a; — p tal que f. ok; = ;0 f] (e K o k = ¢;). Assim, para todo ¢ € I o quadrado
superior do diagrama abaixo é comutativo:
fi
a; ———> b;
K L
/

el

K J/H
f
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O retangulo e o quadrado inferior sao pullbacks por definigdo, portanto o quadrado superior
também é um pullback, ou seja, cada k; é o pullback de ¢; ao longo de f.. Finalmente, pois,
usando que f* preserva colimites, (p, (k;)icr) também sera um coproduto, de forma que p = [] a;

i€l
e temos o diagrama de pullback:

Hai _— Hbi

il i€l

R

a ——>b

Teorema 3.4.8. Toda flecha num topos possui fatoracao epi-mono.

Demonstragao. Sejam £ um topos e f : a — b em &;. Considere (q,i1,42) o cokernel par de f.
Defina a flecha im(f) : f(a) — b como (a flecha do) equalizador de i; e iz (logo, um mono por
1.5.3). Como i; o f =iy 0 f, existe uma unica f*:a — f(a) tal que o diagrama abaixo comuta:
m gl
o) >y ——

8 i

Agora, sejam g : ¢ — b mono e h : a — ¢ qualquer em &; tais que f = g o h. Como monos em &
sao regulares (proposicao 3.2.3), (¢, g) é o equalizador de um par de flechas 01,02 : b — d em &,
donde d1 0 f =dogoh =F0,0g0h =dy0 f. Assim, pelo pushout existe um tnico k : ¢ — d

tornando o diagrama abaixo comutativo:

._d

Com isso, e usando a definigao de im(f) como o equalizador, temos 01 cim(f) = koijoim(f) =
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Kk oigoim(f) = d2 o im(f). Usando agora que g é equalizador, temos que existe uma tunica

p: f(a) — c tal que o diagrama abaixo é comutativo:

o1
g g
Cr\H b 5 < d
2

e gop =1im(f). Em outras palavras, para todo mono g tal que existe h com f = go h, vale
[im(f)] < [g]. Esse fato, que pode ser compreendido como [im(f)] ser o “menor subobjeto de b

pelo qual f se fatora”, seré ttil em outras demonstragoes mais adiante.

Além disso, goko f* =im(f)o f* = f =goh, e como g é mono, chegamos a ko f* =h, e

temos o diagrama comutativo:

%
/

Agora, decompondo f* com a imagem como fizemos para f acima, temos f = im(f)o f* =
im(f) oim(f*) o f**. Como tanto im(f) quanto im(f”) sdo monos, im(f) o im(f*) também é

mono, e (como vimos acima) [im(f)] < [im(f) o im(f*)].

Por outro lado, é imediato da definicao que [im(f) o im(f*)] < [im(f)]. Logo, [im(f)] =
[im(f) o im(f*)], e existe um iso & : f*(a) — f(a) tal que im(f) o & = im(f) oim(f”). Mas

usando novamente que im(f) é mono, dai tiramos que £ = im(f*), e im(f") é um iso.

Dessa forma, chamando de (p, j1,j2) o cokernel par de f*, por defini¢ao de im(f") como
equalizador temos j; o im(f”) = ja2 o im(f*), logo j1 = j2 pois im(f*) é epi (por ser um iso).

Portanto, usando o dual da proposicao 1.5.8, concluimos que f* é um epi.

Finalmente, a flecha p : f(a) — ¢ é um mono pois im(f) é mono e go p = im(f), e se h
for epi p também serd epi pois p o f* = h; e como todo topos é balanceado (proposi¢ao 3.2.3

novamente), p serd um iso. Ou seja, se f possui outra decomposi¢ao epi-mono f = go h, existira
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um unico iso p : f(a) — ¢ tornando o diagrama comutativo:

%
/

e f possui fatoragao epi-mono f = im(f)o f*. O

Para finalizar essa se¢ao, um resultado relacionando morfismos geométricos e funtores 16gi-

COS:

Proposigcao 3.4.9. Um funtor ldgico F' é a imagem direta de um morfismo geométrico se, e

somente se, F' for uma equivaléncia de categorias.

Note que, assim, a natureza do que é preservado por funtores l6gicos e morfismos geométricos
é, de fato, bem distinta, ao ponto de ambas as nogoes coincidirem apenas no caso de uma

equivaléncia de categorias. Para a demonstragao, ver escolio A2.3.9 de [Joh02a).

3.5 Exemplos de topoi

Exemplo 3.5.1. O exemplo inicial de topos é, naturalmente, Set, e boa parte da estrutura
de topos ja foi indicada em exemplos anteriores: Set possui produtos e equalizadores, logo é
completa (proposi¢ao 1.5.11)!; é cartesianamente fechada com exponenciacio b* o conjunto das
fungdes a — b (exemplo 3.1.2); e o classificador de subobjeto é T : {x} — {0,1}, com flechas

caracteristicas simplesmente as fungoes caracteristicas de conjuntos (exemplo 3.2.2).

Alguns exemplos mais elementares de topoi decorrem facilmente do fato de Set ser topos,

por exemplo Set ¢;, (a categoria dos conjuntos finitos) e Set x Set.

Exemplo 3.5.2. Seja C uma categoria pequena. Entdo, Set®” | a categoria dos prefeixes, ¢ um

topos. Ser finitamente completa vem do corolario 1.5.17, usando que Set é completa.

ITambém é possivel construir os limites em Set de forma explicita: para C uma categoria pequena e F : C —
Set um funtor, pode-se verificar que o limite (I, (¢c)cec,) de F sera dado por:

I = {(xc)ceco € [ Fo(e) | Fi(f)(xe) = wer, paratoda f:c— ¢ em Cl}
ceCo
a1 = Fo(d), tal que Pa((ze)eec,) = Ta

para toda d € Co e todo (zc)cec, € I. Aliés, essa construgdo é semelhante a construgio necessaria para mostrar
que podemos construir limites quaisquer com produtos e equalizadores.
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Agora, sejam F,G prefeixes. Se existir o prefeixe exponenciacio G : C? — Set, entdo,
pelo Lema de Yoneda e usando que a exponencia¢ao é adjunta do produto, para todo C € Cy

teriamos:

(GF)o(c) = Set®™ (CP(c, —), GF) = Set®™ (C(—, ¢) x F,G)

Como Set®” ¢ uma categoria pequena (pois C e Set o sdo), podemos tomar como definigao:

(GFYo(c) == Setcop(C(—,c) x F, @), para todo ¢ € Cy

(GFY1(f) - (GF)o(b) — (GF)o(a), paratodo f:b— aem CJP, tal que

(GE)1(f)(n) == (C(—, f) x idr) on, para toda n:C(—,b) x F = G em (GF)o(b)

onde C(—, f) : C(—,a) = C(—,b) é a transformacao natural tal que C(—, f). = C(c, fP) :

C(e,a) — C(e,b), para todo ¢ € Cy.

Agora, usando o Lema de Yoneda, que o funtor hom contravariante leva limites em colimites
(e vice-versa), que o funtor —x G : Set®” — Set®” preserva colimites?, e que todo prefeixe pode

ser escrito como um colimite de funtores representaveis, obtemos as seguintes bijecoes naturais:

i€l

SetCOP(F x G, H) ~ Setcop <(Coth(—,Cz)> x G, H)

>~ Set” <colim(C(—,ci) X G),H>

il
= lim Set® (C(—,¢) x G, H)
e
~ T G .
=l (H%)o(c:)
>~ lim Set®” (C(—, ¢;), HY)

el

el

>~ Set®” <chimC(—, ci), HG>
>~ Set™ (F, H®)
para todos prefeixes F, G, H.

Para o classificador de subobjeto, mais uma vez usamos o Lema de Yoneda: se existir o

prefeixe 2 : C°? — Set, entdo, usando o isomorfismo natural da proposicao 3.2.5 e a bijegao

2Isso porque, para cada ¢ € Co, o funtor — x Go(c) : Set — Set preserva colimites por ter um adjunto & direita
(usando que Set ¢é cartesianamente fechada), e colimites em Set®” sdo computados ponto a ponto.
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entre subfuntores de C(—, ¢) e crivos em ¢ (proposi¢ao 2.3.5), para todo ¢ € Cy teriamos:

Qo(c) =2 Set®™ (C(c, —), Q) = Sub(C(—, ¢)) = {crivos em ¢}

Portanto, novamente usando que Set®” ¢ pequena, podemos definir (tomando a liberdade de

omitir a bije¢do entre os subfuntores e os crivos):

Qo(c) := {crivos em c}, para todo ¢ € Cy

Qi(f) : Qo(b) = Qo(a), para todo f:b— aem C;¥, com

Q1(f)(S) := f*S, para todo S € Qy(b)

O prefeixe terminal 1 é dado por 1p(c) = {*}, para todo ¢ € Cy, entao definimos o classificador
de subobjeto T : 1 = 2 fazendo, para todo ¢ € C, T.(*) = Se(—,e)» ou seja, o crivo formado por

todas as flechas com codominio c.

Dessa forma, seja 1 : F = G um mono em Set®”. Definimos sua flecha caracteristica

Xp : G = € fazendo, para todo ¢ € Co, (xu)c : Go(c) = Qo(c), tal que:

(Xule(@) ={f : = cem C1 | G1(f) (@) € Fo(c')}

para todo = € Go(c), ou seja, vale (x,)c(x) = Tc(*) se, e somente se, x € Fy(c) (basta pensar no

mono po : Fo(c) = Go(¢') como inclusdo, pois estamos em Set). Portanto, temos o pullback:

Fole) > Go(e)

{x} >T%C Qo(c)

Observe que pela defini¢ao de crivo, para toda f : ¢ — ¢ em C; e todo crivo S em ¢, temos
f € S se, e somente se, f*S = T,.. Assim, se n: G = () também satisfaz o pullback da flecha

caracteristica, para todo x € Go(c) vale:

f€ne(x) < ne(F1(f) (@) = Ta & Gi1(f)(z) € Fo(c)

de forma que 7 = x,,, e a flecha caracteristica é tnica.
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Exemplo 3.5.3. Seja (L, <) um locale. Entao, a categoria Sh(L) dos feixes sobre L ¢ um topos.
Dada uma categoria pequena C, como Sh(L) é uma subcategoria de Set™” ¢ os limites ai existem
e sao computados ponto a ponto (corolario 1.5.17), o limite de um funtor F : C — Sh(L) em cada
a € L sera dado pelo limite dos feixes Fy(c) calculados em a (para cada ¢ € Cp). Assim, uma
familia compativel para o limite define familias compativeis nos feixes Fy(c), e cada uma dessas
admite, portanto, uma unica colagem. A partir dessas colagens, podemos definir uma colagem
tnica para a familia compativel do limite, de forma que o limite também é um feixe e Sh(L) é

completa.

A exponenciagao definida no exemplo anterior também serve aqui, isto é, se F, G sao feixes,
entdo G também é feixe. Porém, usando propriedades de locales pode-se obter uma descricao
um pouco mais sucinta para a exponencia¢ao: como as flechas f : a — b em L; (considerado
como uma categoria) correspondem a a < b e o produto corresponde ao infimo, dado F' um feixe

o funtor L(—,a) x F corresponde ao funtor F'[, dado por:

Fy(b) ,seb<a
From =]

0 , caso contrario

para todo b € L, e ¢é facil verificar que F'[, também é um feixe. Ademais, dado outro feixe G,
toda transformacao natural F'[, = G corresponde a uma transformacao natural F'[, = G|,
pois para todo b € L, as componentes (F'[,)o(b) — Go(b) serdo a fungao vazia se b £ a. Dessa

forma, a exponenciacao pode ser dada por:
(Go(a) = Nat(F],,Gl,), para todo a € L

(GF)1 é tal que n — nf,

onde, se b < a e dada uma transformacgao natural n : F'[, = GJ,, para todo ¢ < b as componentes
Ne constituem uma transformagdo natural nf, : F'[, — GJ,. Assim, é facil verificar direto da

definicao de feixe que GF' ¢ um feixe quando F, G o sdo.

Agora, dados F, G, H feixes e n : F' x G = H uma transformacao natural, definimos uma
transformacdo natural 7 : F' = H¢ fazendo, para todo a € L, 7, : Fy(a) = Nat(Gl,, H[,) ¢ a

flecha tal que:

na.(8) : Gl, = HI,, para todo s € Fy(a),
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com (7,(s))s : Go(b) — Ho(b) para todo b < a,

onde (7,(5))s(s") = mp(s]¢, ') para todo s’ € Gy(b)

Reversamente, dada uma transformacio natural 6 : F = H¢ definimos uma transformacao

natural 6 : F' x G = H fazendo, para todo a € L, 0, : Fy(a) x Go(a) — Hy(a) é a flecha tal que:

Essas construgoes n +— 7 e 0 — 0 definem isomorfismos naturais inversos, de forma que:
Nat(F x G,H) = Nat(F,H%)

e Sh(L) é uma categoria cartesianamente fechada.

. . . . op .
O classificador de subobjeto também pode ser obtido de Set™”, e mais uma vez pode ser
escrito de maneira mais simples. Como os crivos em um locale correspondem aos subconjuntos

hereditarios, podemos definir ) : L°? — Set fazendo:
Qo(a) = la, para todo a € L

se b < a, entao Qy(a) — Qo(b) é tal que c — cAb

Assim definido, 2 é um feixe. Além disso, chamando de 1 o feixe terminal, definimos o mono

T :1 = Q fazendo, para cada a € L,
Ta:1g(a) = Qo(a), com T4(*x) =a

Isso de fato define um classificador: para cada mono p : S = F em Sh(L), a flecha caracteristica

Xu : I = €1 serd dada por:

(Xu)a : Fo(a) = Qo(a), para todo a € L, com

(Xu)a(s) = \/{b < a | existe t € Sp(b) tal que sy = up(t)}, para todo s € Fy(a)

Exemplo 3.5.4. Seja (C,J) um sitio. Entdo, a categoria Sh(C, J) dos feixes sobre (C,J) é um
topos. O argumento que essa categoria ¢ (finitamente) completa é semelhante ao exemplo anterior
e novamente decorre do fato de ser subcategoria de Set®”, onde os limites sio computados ponto

a ponto.
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Além disso, para qualquer prefeixe F' e qualquer feixe G sobre (C,.J), a exponencial G¥* como
definida para prefeixes é também um feixe. Isso é obtido usando a definicao equivalente de feixes
da proposicao 2.3.15: dada uma transformacio natural 6 : S = G¥ (com S € J(c)), estender 0
a uma transformacao natural 0 : C (—,c) = GF corresponde a estender a transformacio natural
0=n:8xF = G auma transformacao natural 7j : C(—,¢) x F = G. Usando que G & feixe,

essa segunda extensdo sera unica, de forma que GF também sera um feixe.

Para o classificador de subobjeto, usamos os crivos fechados. Dado ¢ € Cy e S um crivo em c,
dizemos que S ¢ J-fechado se, para toda f : ¢ — ¢, f*S € J(c') implica f*S = S¢(_ ). Com isso,
podemos definir o subfuntor ©; de Q tomando 2;(c) = {crivos J-fechados em ¢}. Todo crivo
possui um J-fechamento (a intersecgdo dos crivos J-fechados que o contém), portanto pode-se
definir uma colagem para os crivos fechados, de forma que Q; é um feixe. Além disso, se G é
um feixe, um subfuntor F' de G é um feixe se, e somente se, a flecha caracteristica de F' — F' se

fatora por Q; — Q. Assim, Q; define um classificador de subobjeto em Sh(C, J).

Exemplo 3.5.5. Seja (M, - ,e) um monoide. Para qualquer conjunto X, definimos uma agao

de M sobre X como uma funcao A : M x X — X tal que
Me,z) = x, para todo z € X

A(m, A(n,z)) = AM(m - n,x), para todos m,n € M,x € X

Um M-set é definido como um par (X, \) onde X é um conjunto e A é uma agao de M sobre X
(observe que (M, - ) também forma um M-set). Definimos morfismos de M-sets como flechas f :
(X,A) = (Y, p) tais que f: X — Y ¢é uma funcao equivariante, isto &, f(A(m,z)) = p(m, f(z)),

para todo (m,x) € M x X. Assim, definimos a categoria M-Set dos M-sets e seus morfismos.

Por outro lado, qualquer monoide (M, - ,e) pode ser visto como uma categoria com um
objeto * e com flechas os elementos de M, definido a composicdo m on := m - n e a unidade

como o elemento neutro e. Assim, podemos considerar a categoria de funtores Set™.
Essas duas categorias sdo isomorfas, e os isomorfismos @ : Set™ — M-Set e ¥ : M-Set —

SetM sao dados por:

Oy (F) := (Fo(*),Ar), para todo funtor F': M — Set, onde

A é a agao dada por Ap(m,z) := Fi(m)(x), para todo (m,z) € M x Fy(x)
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®1(n) : (Fo(x),A\r) = (Go(*), Ag), para toda transformagao natural n: F' = G,

com ®q(n) :=n, : Fy(x) — Go(*) (a tnica componente da transformacao natural)

Uo(X,\) : M — Set, para todo M-set (X, \), o funtor dado por:
(To(X,N))o(x) := X e, para todo m € M, (¥o(X,A))i1(m) : X - X

é a flecha tal que (¥o(X,\))1(m)(x) := A(m,x), para todo x € X

Ui(f): Yo(X, ) = Yo(Y,u), para toda f: (X,\) = (Y, u) em M-Sety,

onde a tnica componente da transformagao natural ¢ (¥;(f))s:=f: X =Y

Como ja mostramos que Set®” ¢ um topos para qualquer categoria pequena C, em particular

Set™ =~ M-Set também serdo topoi.

Explicitamente, poderfamos também especificar a estrutura de topos de M-Set. Para todos

M-sets (X, \) e (Y, ), chamando (E, o) := (Y, u) X definimos a exponenciacio fazendo:

E := M-Set((M,- ) x (X, \),(Y,u))

olm, f): (M, ) x (X,\) — (Y,u), para todo (m, f) € M x E, com

o(m, f)(n,z) := f(n-m,x), para todo (n,z) € M x X

Para o classificador, definimos 2 = (L, w), onde Ly é o conjunto dos ideais a esquerda de
M eaacaow: M x Ly — Ly é dada por w(m,S) ={n € M | n-m € S}. Assim, o classificador
de subobjeto sera T : 1 — Q com T : {x} — Ljs a funcdo equivariante T (x) = M; e, dado um
mono f : (X,\) = (Y, ), visto como uma inclusao sua flecha caracteristica x ¢ : (Y, ) — Q sera

dada pela fungao equivariante xy : Y — Ly tal que:

Xs(y) = {m € M | p(m,y) € X}, para todo y € ¥

Para esses e outros exemplos, pode-se consultar a segdo 5.2 de [Bor08c¢| e a se¢ao A2.1 de

[Joh02a]; para o exemplo do topos M-Set em particular, recomendamos [EMO1].
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3.6 Tipos de topoi

Facamos aqui um breve resumo sobre diferentes tipos de topoi; uma apresentagdo mais
detalhada é feita em |Gol79], principalmente nas segoes 5.4, 7.3 e 7.4.

Definicao 3.6.1. Seja C uma categoria cartesianamente fechada. Dizemos que C é degenerada
se C ~ I, com I a categoria unitaria (com um objeto e uma flecha). Observe que, nesse caso, C é

um topos.

Definigao 3.6.2. Definimos a flecha 1 : 1 — Q (que é mono pois seu dominio é 1) como a
flecha caracteristica de O1 =1lg: 0 — 1:

0 1
1 Q

Observe que lg €, de fato, um mono, pois 0 é estrito (proposigao 3.1.4): se existe f : a — 0,

I
>0%
T
> >

entdao O, : 0 — a é um iso. Nesse caso, para toda flecha g : @ — 0, como 0 é inicial, go O, = idp,

ou g = O, . Em outras palavras existe no maximo uma flecha g : a — 0.
Proposigao 3.6.3. Seja C uma categoria cartesianamente fechada com objeto terminal 1 e objeto
iicial 0. Entdo, sao equivalentes:

1. C é nao degenerada;

2.120.

Proposigao 3.6.4. Seja £ um topos. Entdo, sao equivalentes:

1. € é nao degenerado;
2. T#1.

Definigao 3.6.5. Seja & um topos. Dizemos que £ é bem pontuado quando G = {1} é gerador,

isto é, para todos f,g:a — bem &, f # g se, e somente se, existe p: 1 — a tal que fop # gop.

Exemplo 3.6.6. Set é bem pontuado, mas Set x Set nao; por exemplo, nao existe p : 1 —

(0,{+}) que distingue o par de flechas (idy, T), (idg, L) : (0, {x}) — (0,{0,1}).
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Proposicao 3.6.7. Se £ é um topos bem pontuado, entio todo objeto nao nulo a (isto é, a % 0)
€ nao vazio (isto €, existe p: 1 — a).

o~

Definigao 3.6.8. Seja £ um topos. Dizemos que & é bivalente se for nao degenerado e Sub(1)

E(,Q)={T,L}.

Exemplo 3.6.9. Novamente, Set é bivalente e Set x Set nao, pois ai temos

Sub(1) = {(T,T),(T,L), (L, T),(L, L)}
Definigao 3.6.10. Seja £ um topos. Dizemos que &€ é cldssico quando [T, 1] :1+1 — Q¢
iso.

Exemplo 3.6.11. Set x Set é classico, pois temos o iso:

[(L, L), (T, )] = ({3 {,+'}) — ({0,1},{0,1})

Exemplo 3.6.12. M-Set é um topos classico se, e somente se, Q = ({0, M},w). Ou seja,

exatamente quando os tunicos ideais a esquerda sao {0, M}, o que é equivalente a M ser um

grupo.

Definigao 3.6.13. Seja & um topos. Dizemos que &£ é booleano se, para todo a € &, (Sub(a), <)

é uma algebra de Boole.
Alias, veremos no proximo capitulo que (Sub(a), <) é sempre uma algebra de Heyting. Por
enquanto, listemos algumas equivaléncias da definigdo de um topos ser booleano.

Proposigao 3.6.14. Seja £ um topos. Entao, sao equivalentes:

1. € € booleano;

2. [T] possui complemento;

3. [L] € complemento de [T];

4. [TJU[L] ¥ [idg] (o mdzimo em Sub());

5. & € cldssico;

6. ainjecao canodnica t1 : 1 — 1+ 1 € um classificador de subobjeto.

Proposigao 3.6.15. Um topos £ é bem pontuado se, e somente se, todo objeto nao nulo € nao

vazio e £ € cldssico.
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Proposicao 3.6.16. Seja & um topos bem pontuado. Entao, Sub(1) = {T, L}. Em particular,

se £ também for nao degenerado, £ serd bivalente.

As demonstracoes dos resultados dessa se¢do tornam-se mais naturais tendo disponivel a

logica de topos.

3.7 Topologias e feixes num topos

Tal como definimos topologias e feixes no contexto de topoi de Grothendieck, também pode-
se definir topologias e feixes no caso mais geral de um topos elementar. Apresentamos, a seguir,
algumas defini¢oes e resultados béasicos sobre essas nocoes. Para aprofundar-se nesse tépico,
recomenda-se consultar o capitulo 9 de [Bor08c|, as se¢oes A4.4 e A4.5 de [Joh02a] ou o capitulo

21 de [Mcl95].

Primeiramente, definamos a flecha conjuncao A : 2 x Q — €2, que ¢é a flecha caracteristica da
flecha (T, T) : 1 — €, obtida do produto. A razao para ser chamada dessa maneira ficara mais
clara no proximo capitulo, quando corresponderé a intersegao na algebra de Heyting (Sub(A), <),

mas precisamos dela aqui para definir a topologia.

Definigao 3.7.1. Seja & um topos. Uma topologia (de Lawvere-Tierney) em £ é uma flecha j :
Q — Qsatisfazendo: joT = T (inflacionario), joj = j (idempotente) e joA = Ao(jxj) (preserva

ou comuta com conjungao, e em particular é crescente), como nos diagramas comutativos abaixo:

A
AxQ——>Q

Q Q
N lj O lj jxj j
VAN
Q Q

AxQ——> 0

Nessa definigao, é necessério fazer uma escolha do classificador de subobjeto. Porém, isso

nao é um problema, pois sdo sempre isomorfos (proposicao 3.2.3).

Exemplo 3.7.2. Dois exemplos imediatos de topologias sao idg : 2 — Q (chamada de topologia
discreta) e T = T olg : @ — Q (chamada de topologia caética). Para um exemplo menos
trivial, consideremos a negagao = = x|, a flecha caracteristica de L : 1 — € (novamente, essa
definigao esta relacionada a estrutura de algebra de Heyting de Sub(A)). Assim, a flecha da

dupla negagdo =—— = -0 - : Q) — ) é uma topologia.
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Proposigao 3.7.3. Seja C uma categoria pequena. Entdo, existe uma bijecao entre as topologias

de Grothendieck em C e as topologias j : @ — Q em Set®”.

Lembrando do exemplo 3.5.2 que o classificador de subobjeto em Set®” ¢ dado por Qo(c) =
{crivos em ¢} e T (%) é o crivo maximal, as bije¢Oes inversas sao definidas da seguinte forma:

dada uma topologia de Grothendieck J em C, defina j7 : Q@ — Q em Set®” como
§7(8):={g:a—=bem C | g*S € J(a)}

(para todo ¢ € Cp e todo crivo S em ¢). Por outro lado, a partir de uma topologia j : 2 — Q em

Set®”, podemos definir uma topologia de Grothendieck Jj em C fazendo, para cada c € Cy:

Jj(e) == {5 € Qo(c) | je(S) = Te(*)}

Definigao 3.7.4. Sejam £ um topos, j uma topologia em £ e A € &. Definimos o operador
estdvel de fecho @j : Sub(A) — Sub(A) fazendo, para cada mono m : a — A, M’ : @ — A

¢ a flecha tal que j o X = Xmi-
E claro que isso esta bem definido pois f ~ ¢ Xf = Xg (proposigao 3.2.3). Como seu

nome sugere, esse operador possui algumas propriedades de fechamento:
Proposigao 3.7.5. Sejam & um topos, j uma topologia em € e A € &. FEntao, para todos
m:a— A, n:b—Aeg:c— A em &, vale:

1. [m] < [m] (inflaciondrio);

2. [m’] = [%]} (idempotente);

3. se [m] < [n], entdo [m’] < [#?] (crescente);

4. (m7) = m’ (estabilidade por pullback), onde () ¢ o pullback de ™’ ao longo de g, e m'

€ o pullback de m ao longo de g;

5. O = ] U ]

R

[mj] = lida].

Os quatro primeiros itens dessa proposigao, alids, sdo a definigdo de um operador de fecho

universal (e os dois tultimos sao consequéncia dos anteriores).
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Definigao 3.7.6. Sejam £ um topos, j uma topologia em £, A € & em : a — A em &.
Dizemos que m é j-fechado se [’] = [m]. Dizemos que m ¢ j-denso se [M’] = [id4].

Proposigao 3.7.7. Sejam & um topos, j uma topologia em £, A € & em : a — A em &1.

Entao,

1. m é j-fechado se, e somente se, existe k: A — j(Q) tal que im(j) o K = Xm;

2. m € j-denso se, e somente se, existe p: A — p tal que j 0 p = Xm, onde j : p — Q é uma
flecha correspondente a j pela bije¢io Sub(€2) = E(Q2, Q) (lema 3.2.4).
Definicao 3.7.8. Sejam £ um topos, j uma topologia em &£ e F' € &. Dizemos que F é j-
separado se, para todo mono j-denso m:a — Aem &, E(m, F): E(A, F) — E(a, F) é injetor.
Dizemos que F' é um j-feixe se, para todo mono j-densom : a — Aem &, E(m, F): E(A F) —

E(a, F') é bijetor.

Em outras palavras, F' é um j-feixe se para todos m : a — A j-denso e f : a — F, existe
uma unica g : A — F tal que g om = f (e j-separado se exigirmos apenas a unicidade, nao a

existéncia). Com isso, podemos definir a subcategoria Sh(€, j) dos j-feixes de um topos .
Usando a proposicao 3.7.3, pode-se mostrar que a nogao de j-feixe para uma topologia
j: Q= Qem Set®” corresponde A nocio de feixe sobre o sitio (C, Jj).

Exemplo 3.7.9. O objeto j(£2) (obtido da imagem de j) é um feixe. Além disso, como idy :
1 — 1 é j-fechado, existe uma tnica T; : 1 — j(2) tal que im(j)o T; = x1 = T, e tal T; define
um classificador de subobjeto em Sh(&, 7).

Proposigao 3.7.10. Sejam £ um topos, j uma topologia em &, F um j-feize e G € &. Entao:

1. se existe s : G — F, entdao G € feixe se, e somente se, s € j-fechado;
2. FC ¢é um j-feize.
Com isso, Sh(E&,j) possui classificador de subobjeto e exponenciagao, logo também é um

topos.

Proposicao 3.7.11. Seja & um topos. Entao, Sh(E,——) € sempre um topos booleano.

Em particular, quando & = Sh(L), para um locale L, Sh(£,——) ~ Sh(Reg(L)), onde
Reg(L) = {a € L | a = ——a}, o conjunto dos elementos regulares de L, que é sempre uma

algebra de Boole completa.



Capitulo 4

Logica de topos

O objetivo deste capitulo serd apresentar a logica de topos. Comecamos descrevendo a
estrutura de Sub(A), para qualquer objeto A no topos, como uma algebra de Heyting (e, como
pode ser visto no apéndice A, algebras de Heyting sao modelos algébricos para logica intuicionista
proposicional). Em particular, descrevemos a correspondéncia entre as operagdes logicas em
Sub(A) e as operacoes em Q4, que serd, portanto, um “objeto algebra de Heyting” no topos.
Desenvolvemos essa parte em detalhes pois, na bibliografia, essa correspondéncia geralmente nao

é feita de forma explicita ou minuciosa.

Além da estrutura de algebra de Heyting dos subobjetos, também veremos que podemos
definir quantificadores usando a adjuncao Xy 4 f* - II;. Isso nos permitira, pois, considerar
uma “légica interna” do topos. Formalizamos tal 16gica interna através da linguagem de Mitchell-
Bénabou, e, para finalizar, introduzimos a seméntica de Kripke-Joyal, que serve de interface se-
mantica entre a descrigao (sintatica) interna de objetos usando a linguagem de Mitchell-Bénabou

e a descricao externa.

As principais referéncias para este capitulo sao [Bor08c| (capitulo 6), [Gol79] (capitulos 5 a

7), |LS86] (parte II) e [Mcl95] (capitulos 14 a 16).

Primeiramente, observe que um topos satisfaz ambas as condi¢bes para obter as descri¢oes

concretas da interseccao e da unido, portanto vale:

Teorema 4.0.1. Sejam & um topos com classificador de subobjeto T : 1 — Q e A € &. Entao,

(Sub(A), <) é um reticulado limitado, com unidade [id] e zero [0 4].

Demonstra¢ao. Um topos ¢é finitamente completo por defini¢ao (logo possui pullbacks), e a exis-

103
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téncia da fatoragdo epi-mono foi feita no teorema 3.4.8, portanto pelos teoremas 1.6.6 e 1.6.5
existe o supremo (a unido) e o infimo (a interseccdo). Agora, seja a : a — A em &;. Pela
defini¢do da identidade id4, temos ids o @ = «, logo @ < id4. E pela unicidade da flecha Oy,

temos Oy4 = a0 Oy, logo O4 < «a. O

Nas proximas duas secoes, definiremos operagoes de conjuncao e unido em um classificador
de objetos 2 e mostraremos como elas se relacionam com essas operacoes definidas acima para

subobjetos.

No restante deste capitulo, trataremos sempre de um topos £ com classificador de subobjeto
T:1— Qedeum objeto A € &. O objeto inicial de £ sera denotado por 0 (e o inicial por 1,

como ja foi sugerido na notagao do classificador).

4.1 Conjuncao

Definigao 4.1.1. Definimos a conjung¢ao A : € x @ — Q como a flecha caracteristica de

(T, T):1— QxQ (que é naturalmente um mono pois seu dominio é 1):

T.T
1>%Q><Q
T
1>————>0

Definigao 4.1.2. Dados @ :a— Ae 3:b>— Aem &, o mono amf é definido como o pullback
do mono T ao longo de xa A X8 := A © (Xa, X8):

Iaﬂb aN XB

S
Q
- =)
=

r<——>
DE——

Ou seja, Xa A Xg = Xang-

Exemplo 4.1.3. Em Set, A : {0,1} x{0,1} — {0,1} é a funcao tal que A(z,y) = 1 se, e somente
se, x =y = 1. Assim, dados a,b C Ae z € A, (xa A xp)(2) =1 se, e 80 se, xa(2) = xp(2) =1,

isto é, z € a N b; ou seja, xq A Xp corresponde a funcao caracteristica de aNb C A.
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Teorema 4.1.4. Sejam a:a— A e f:b— A em & com pullback:

iy

como no teorema 1.6.5. Entdo, X = Xang, de forma que v ~ a M 3 e temos o pullback:

a/

I

amb>——>

a
Demonstracao. Nosso objetivo serd mostrar que

c A
1 Q

é um pullback, de modo que, pela unicidade na defini¢ao do classificador de subobjeto, tenhamos

Em outras palavras, f Ng = [f M g].

H

H

Xo /\XB = XamB = X~

Para tanto, usaremos o lema do pullback em:

c>—1 >4

Ic <X0w X/3>

(T,
1>"">0xQ

_l_
1>——>0

O quadrado inferior é um pullback pela préopria definicao de A. Quanto ao quadrado superior,
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sejam d :d — Aelg:d— 1 tais que (T, T)olg = (xa,xg) ©9. Devemos achar uma flecha tnica

Kk :d — c tal que o diagrama abaixo fique comutativo:

d .,

Y
c

c
j/l
1

Primeiramente, note que (T, T)olg = (xa,xs) 00 implica Tolg = xn0d e Tolg = xgod. Logo,

T,

usando a defini¢do das fungoes caracteristicas pelo pullback, temos as flechas tnicas k4, Ky n0s

diagramas:

ou seja, aok, = § = foky. Agora, pelo pullback da hipotese, temos que existe uma tnica flecha

k tal que fica comutativo:

o
a>——>A

Com isso, Yok = a0k, = 0, e é claro que | = |, o k pois o codominio é 1. Logo, tal x satisfaz as
hipoteses que querfamos. Falta mostrar unicidade. Seja p tal que l.op =15 e yop =4. Observe

que vy é mono, por ser composi¢ado de monos, entdo yo p = J = vy o k implica em p = K. 0l
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4.2 Disjuncao

Primeiramente, para todo a € &y, denotamos por T, a flecha T, :=Tol,

Definicao 4.2.1. Definimos a disjuncao V : 2 x ) — {2 como a flecha caracteristica da imagem

(portanto um mono) de ¢ = [(Tq,idq), (ida, Ta)] : @+ Q — Q x

o(Q2+ Q)
P2+ Q) % QxQ
lo+0) v
1 ! Q

Definicao 4.2.2. Dadosa:a»—» Ae B :b>— Aem &, o mono aU S é definido como o pullback

do mono T ao longo de X V X8 := V 0 (Xa, X8):

Y]
a@b%fl
|awﬁJ/ J/a\/Xﬁ
T
1>—— >0

Ou seja, Xa V X8 = Xaug-

Exemplo 4.2.3. Em Set, vV : {0,1} x {0,1} — {0,1} ¢ a fungdo tal que V(z,y) = 1 se, e
somente se, (z,y) € {(1,1),(1,0),(0,1)}. Assim, dados a,b C A e z € A, (xa V xp)(2) = 1 se, ¢
sose,z€anNbou(z€aez¢b)ou(z¢aezecb), istoé, z € alUb; ouseja, xqV Xp corresponde

a fungao caracteristica de a Ub C A.

Ao contrario da conjuncao, a correspondéncia nao sera tao imediata, e requer alguns resul-

tados adicionais.
Proposigao 4.2.4. 1. TqoT=T;

2. Para qualquer o : a — A em &1, vale:

(a) Xaoa=Tgoxaoa
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(b) Taoxa=Tola, em particular Tg o xa = Ta o xs para todo :b— A em ;.

Demonstracao. 1. Verifiquemos que o diagrama abaixo é comutativo.
I T
oO—2 51 Q
QY
T N
/<
1

Como 1 é terminal, g o T =idy, e pela definicao da flecha identidade, T o4d; = T. Logo,
To(lpoT)=Toidy =T, donde obtemos T o T = T usando a definigao de Tg.

2. Colaremos o diagrama do item anterior na definicdo da flecha caracteristica yq:

N | T
A X Q0 e o1 Q
o[ TI & =
lo
a—% =1

Explicitamente:

Xaoa=Tol,=(TgoT)ol,=Tqgo(Tol,) =Togoxaox

donde sai o item (a). Para o item (b), olhamos a linha superior do diagrama: como 1 é

terminal, lg o xo = 4, logo

Tolga=To(lgoxa)=(Tolg)oxa=TaoXa

Como isso vale para todo mono com codominio A, em particular temos Tgoxg = Toly =

TaoXxa-

Proposigao 4.2.5. Seja a:a— A em E. Entdo, a € um equalizador de xqo € T 4.

Essa proposigao é resultado da demonstragao da proposig¢ao 3.2.3.

Corolario 4.2.6. Seja ov:a— A em &. Entdao, o € um equalizador de xo e Tqoxg, para todo

B:b— A em &.
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Demonstracao. Consequéncia imediata das duas proposi¢oes anteriores, pois

Tooxg=Toly=Ty

Lema 4.2.7. Suponha que o diagrama

f

e

a b
uj/ J/v
g
c————>d

seja um pullback. Entao, existe uma flecha h : f(a) — g(c) tal que o quadrado da direita abaizo

€ um pullback:

Demonstragao. Primeiramente, facamos o pullback de im(g) e v:

b
L}
d

i ¢ mono pois im(g) é mono. Como, por hipotese, vo f = gou = im(g) o ¢g” o u, existe uma

1
e>——>

m(

im
gc)>%g)

tnica f’ tal que fica comutativo o diagrama:




110 CAPITULO 4. LOGICA DE TOPOS

Agora, por hipotese, o retangulo de vértices a, b, c,d é um pullback, e o quadrado de vértices

e,b,d, g(c) é pullback por definigdo. Logo, pelo lema do pullback:

a e
uJ/ J/h’
c

— L g(0)
também é um pullback, e f’ é epi pois ¢g” também é (corolario 3.4.6). Portanto, i o f' é uma

/
%>

fatoragdo epi-mono de f, e existe um tnico iso k : e — f(a) tal que o diagrama abaixo fica

comutativo:

f(a)

V7T%
€

Assim, podemos definir h = h/ o k™1, que satisfaz o desejado. De fato,
m(g)oh=1im(g)oh' ok ™' =voiok™ =wvoim(f)
Além disso, para todas &1 : x — g(c) e & : @ — b tais que im(g) o & = v 0 &, existe uma Unica

p:x—etalque op=¢& eiop==¢&. Istoé, ho(kop)=¢& eim(f)o(kop)=~E, como no

diagrama:

b
lv
d

Para a unicidade: se existe p’ : 2 — f(a) tornando o diagrama comutativo, entao

im(f) o (kop) =& =im(f)op

Como im(f) ¢ mono, concluimos que p' = kop O
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Teorema 4.2.8. Sejama:a— Ae:b— A em& e a flecha imagem de [, 5] : a+b— A:

g N
>

N

C

como no teorema 1.6.6. Entao, v tem xoV xg como flecha caracteristica, de forma que v ~ aUf3

e temos a fatoracao epi-mono:

+b--—m%d

Y.

Demonstracao. Comecemos mostrando que o diagrama abaixo é um pullback:

Em outras palavras, fUg = [f U g].

o> 4
moal lxa,m
(To, idg)
q_\Teida) o 0 g

Para comutatividade, primeiro usamos a proposi¢do 4.2.4 para obter (Tg o xg)oa = (Tgo
Xa) O @ = Xa © @, enquanto xz o o = idg o Xg © « vale pela propria defini¢do de idg. Portanto,

(Xasx8) 0 = (Tq,idg) o xg 0.

Agora, sejam 6 : d - A e { :d — Q tais que (xa,X3) 00 = (Tq,idg) o . Devemos achar

k :d — a que torne o diagrama comutativo:




112 CAPITULO 4. LOGICA DE TOPOS

Note que de (xa,xg) 00 = (Tq,ida) o & obtemos xo0d = Too e xgod = &, portanto
Xa 00 = Tgoxgod. Dai, como sabemos do corolario 4.2.6 que o equaliza x, € T o xg, obtemos

a flecha tnica k : d — a:

de forma que 0 = avo k. Ademais, xygoaor = xgod = &, como queriamos. A unicidade decorre

facilmente de o ser mono: seja p:d — a tal que aop =6 = a ok, entdo p = k.

De forma anéloga, pode-se mostrar que o quadrado da direita do diagrama abaixo também

é um pullback:

S
BN

Xg o« (Xas X8) Xa 03

(Taq,idq) (ida, Ta)

Q QxQ

Usando que coprodutos s@o estaveis sob pullbacks num topos (corolario 3.4.7), obtemos o pull-

back:

a+b o, 5] A
(X3 © @, Xa 0 f] (Xa»> X8)
Q40 [(Tq,ida), (ida, Ta)] VN

Com isso, pelo lema anterior, chamando [(Tgq,idq), (ida, Tq)] de ¢, e [a,B](a + b) de c e
im([a, 8]) de v como no enunciado, existe h : ¢ = p(2 + Q) tal que o quadrado abaixo é um

pullback:

o
b
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Por outro lado, como V : © x Q — Q é a flecha caracteristica de im(y), temos o pullback:

p@+0) ) g q

lo+0) Vv
.

1 QO

Assim, juntando ambos esses quadrados, o lema do pullback garante que o diagrama abaixo

c A
1 Q

de forma que, pela unicidade da funcao caracteristica, x4 = V o (Xa, X3), como desejado. O

também seja um pullback:

>%
>%
4.3 Implicacao

Definicao 4.3.1. Definimos a implicagao =: 2 x @ — ) como a flecha caracteristica de
e: @ — Q2 x Q, o equalizador de A : 2 x Q@ — Qe m : Q x Q — Q (a projegdo na primeira

coordenada):

A
> S s axa—=0
S —=

T
1 >%

Definicao 4.3.2. Dados o : a — Ae f:b— Aem &, o mono a = [ é definido como o
pullback do mono T ao longo de xo & X8 := B 0(Xas X8):

A
la@){ﬂ
Q

a =

=) %
aSbJ/
1 %

Ou seja, Xa B XB = Xa=p
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Exemplo 4.3.3. Em Set, =: {0,1} x {0,1} — {0,1} é a fungdo caracteristica de (€ =
{(0,0),(0,1),(1,1)} € {0,1} x {0,1}. Assim, dados a,b C Aez € A, (xa & xp)(2) =1

se, e 86 se, z € a implica em z € b.

Lema 4.3.4. Sejam a:a— A, B:b— A evy:c— A em &. Entio:

1. any= BN~y se, e somente se, Xa ©Y = X3°7;
2. Xa N Xy~ Xg/N\Xp S€, € somente se, Xo©Y = X307Y;

3. an~y < [B] se, e somente se, Xang ©Y = Xa ©7-

Demonstragao. 1. Considere os diagramas:

T T
1>—->0Q 1>——->0

Os quadrados inferiores de ambos sao pullbacks pela definicdo das fungbes caracteristicas,
enquanto o fato dos quadrados superiores serem pullbacks decorre do teorema 4.1.4. Pelo

lema do pullback, pois, temos que os diagramas

bme H’m

C
a0 lml lm o7y
T

1>——>0

aﬂ'ﬂc%

Ia@c

T
1>———>

D<—=o

também sao pullbacks. Logo, xa ©7 = Xy, € X8 ©7 = Xy, POr causa da unicidade na

definicao do classificador de subobjeto.

Com isso, aNy ~ BN~y & existe k iso tal que (aeMy)ok = M7, isto é yoy; 0k = yoa.
Como v é mono, isso ocorre < y1 0k = 72, ou seja, 1 ~ Y2. Isso, por sua vez, ¢ equivalente

& Xy, =Xa©Y=X3OY = Xn-

2. Imediata da anterior
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3. Temos:

any<[Ble (any)NB=any
< (anp)Ny=any (usando que Sub(A) é reticulado)

= XanB Y =Xa©Y (pelo primeiro item)

Teorema 4.3.5. Sejam a:a— A, :b— Aey:c— A em & . Entao:

1. v <X (a= p) se, e somente se, a N~y < [5];
2. a =X [ se, e somente se, (o = ) ~idy;
3. a2 [ se, e somente se, (Xa = Xg) = T A.

Demonstragao. 1. Primeiramente, da defini¢ao de oo = 3, temos que (xo = xg) o (@ = ) =

T ola=pg. Assim, usando o pullback da defini¢do de =, existe uma tnica ¢ : (a = b) — @

que torna o diagrama comutativo:

(a= )

Com isso, consideremos o diagrama:

L <X047Xﬁ>
) QOxQ
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O quadrado inferior é um pullback pela definigdo de =, e o retdngulo é um pullback pela
definicao de @ = (. Portanto, pelo lema do pullback, o quadrado superior também é um

pullback.

Agora, suponha que v X (a = f3), isto ¢, existe £ : ¢ — (a = b) tal que (o = f) ok = 7.
Nesse caso, como temos (xaq,X3) © (¢ = ) = e o (pela comutatividade do quadrado de
pullback), podemos fazer (xq,xg) o (@« = )oKk =eorok, donde (x4, Xg) 07 =e€eo0(Lok).

Com isso, usando que e é o equalizador de A e 71, temos

XaO’Y:'/TlO<Xa7X,8>O’Y:7T1OeO(LOH):

=Aoeo(1ok)=A0(Xa;XB) OV = Xans © Y

E, pelo tltimo item do lema anterior, xo © 7 = Xamg © ¥ S, € somente se, « Ny < [A].

Reciprocamente, suponha que aN~y < [f]. Usando mais uma vez o lema, isso é equivalente

a Xa©Y = Xamg © 7. Assim,
10 (Xas X8) ©Y = Xa ©Y = Xam8 ©Y = A © (Xas X8) © 7Y

Como e ¢é o equalizador de A e 71, existe uma tnica p : ¢ — @ tal que (xa,Xxg) 0y =e€eop.
Entao, pelo pullback, temos que existe uma tnica flecha £ : ¢ — (a = b) tal que o diagrama

abaixo fica comutativo:

{(Xa> X3)

Q>—"—>0x0
Logo, (= ) o0& =7, isto é, v X (a = ), como queriamos.
Suponha que o < 8. Entao, para qualquer 6 : d — A, anNd < [a] < [B]. Mas pelo item

anterior, isso é equivalente a 0 < (o = ). Tomando 0 = idy4, como [id4] é a unidade de

Sub(a), temos [a = [] = [ida], e (a = ) ~ ida.

Agora suponha que (o = ) ~ idy. Entdo, em particular, « <X (o = ). Novamente

usando o item anterior, isso é equivalente a aNa < [f], isto é, a =< .
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3. Por definicdo, (Xa B X3) = X(azp); € € facil ver que o diagrama abaixo é um pullback:

id
A>—2 5 4
IAl lTA
T
1>——>0
Pela unicidade da flecha caracteristica, x;q, = T a. Logo, do item anterior, temos:

axf & (a3 P)~ida € Xa=p) =Xida < XoaPXp)=Ta

Com esse teorema, portanto, mostramos que [ = (] cumpre o papel da implicagao [a] —

(8], e Sub(A) é uma &algebra de Heyting.

4.4 Negacao

Primeiramente, recordemos que definimos 1 : 1 — €2 no capitulo anterior como a flecha

caracteristica de lg : 0 — 1.
Definigao 4.4.1. Definimos a negac¢ao — : Q0 — ) como a flecha caracteristica de 1 : 1 — Q:

1
>

1
T
1

>

{O%D

Definicao 4.4.2. Dado « : a > A em &1, o mono —« é definido como o pullback do mono T

ao longo de —yo = =0 Xa:

Ou seja, "Xa = X—a-
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Exemplo 4.4.3. Em Set, L : {x} — {0,1} ¢é simplesmente L (%) =0, logo —=:{0,1} — {0,1} ¢
a funcao tal que =(0) =1 e =(1) = 0. Assim, dados a C Ae z € A, (—x4)(2) =1 se, e s0 se,

z ¢ a; ou seja, —x, corresponde & fungao caracteristica de (A4 \ a) C A.

Teorema 4.4.4. Seja a:a— A em &. Entao, a N —a = [O4].

Demonstracao. Considere o diagrama:
—a
—a>—> A

I_q Xa

ui
1>——>0Q

idy -

_l_
1>——> 0

O quadrado inferior é um pullback pela definigdo de —, e o retdngulo é um pullback pela definigao
de —a. Assim, o lema do pullback garante que o quadrado superior também seja um pullback,

e Xao—a=_lol_,.

Considere, entao, o pullback como no teorema 4.1.4:

B

amM—a>—> —a

de forma que —a o 8 =ao~.

Portanto, xyoo—aof = Lol_s00, e, usando que 1 é o objeto terminal, yooaoy = Lolyq—_q.
Mas, pela definicdo da flecha caracteristica, xo o a = T, logo xq 0 a0y = T, 0. Novamente

usando que 1 é terminal, obtemos:

Lolsg—a=xa0aoy=Taoy=Tolgoy=Tolupmq

Assim, chegamos 4 igualdade L olyn_q = T o lga_a, € podemos usar a flecha l,5_, no da

definicao de L para obter uma flecha tnica x : a M —a — 0 que torna o diagrama a seguir
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comutativo:

am—a

0
II
1

Como 0 ¢ objeto inicial estrito (ver 3.1.4), o fato de existir k : a M —a — 0 implica em (a M

S>>

1
lo
0 IJ-
-
Q

S>>

—a) = 0, e por unicidade Ogq—q : 0 — (a M —a) é iso. Além disso, novamente por unicidade,

amM—aoOua—q =04, logo [aM—a] = aN —a = [04], como queriamos. O

Proposicao 4.4.5. Seja o : a — A em &. Entao, [—a] € o pseudo-complemento de o em

Sub(A).

Demonstragao. Para tando, precisamos mostrar que —a = (a = O4). Pelo teorema 4.3.5, temos
que, para todo S :b— A, 5 < (a = 04) se, e somente se, « N [ < [04]. Ou seja, precisamos

mostrar que § < —a se, e somente se, &N 5 = [04] (ja usando que [O4] ¢ o menor elemento).

Se [f] < [—a], entao, usando que Sub(A) é um reticulado, « N 5 < a N —a, e pelo teorema

anterior a N —a = [0 4].

Reciprocamente, suponha que aN g = [0 4]. Entao, pelo teorema 4.1.4, o quadrado superior

abaixo é um pullback; enquanto o quadrado inferior é um pullback pela definicao da flecha

caracteristica:
0]
00— " >4
o)
O, ¢ B
o

a Xa

_|_
1>——>0Q

Logo, pelo lema do pullback o retangulo também ¢ um pullback, e temos x, © 8 = X0, -
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Além disso, no diagrama a seguir, o quadrado inferior ¢ um pullback pela definicdo de L,
e o quadrado superior ¢ um pullback pois objetos iniciais sao estritos (entao se existem f,g tais
que lpo g =l o f, existe uma flecha g : z — 0, e x = 0). Assim, o retangulo também serd um

pullback, e L ol = xo,:

Oy
00—
1do Iy
\ lo

Com isso, vale xo 0 8 = x0, = L oly; portanto, usando as definicoes de = e xg, e que

“Xa = X—a, Obtemos:

X—aO0B="XaoB=—Lolp=Tol,=x30p

De forma que, pelo lema 4.3.4, —an g = SN S. Por fim, como Sub(A) é reticulado, [] = NS =
—anp < [—al O

Proposicao 4.4.6. [—T] = [L].

Demonstragao. Isso decorre facilmente das defini¢des, e usando que [~T] = [1] & x(_1) = x1:

XJ_:_‘:_'OidQ:_‘OXT:X(—T)

Para finalizar essa parte dos conectivos, um breve comentéario sobre uma forma indireta de
mostrar a conexao: dada uma operagao definida em 2 x Q — 2, temos a correspondéncia pelo
Lema de Yoneda:

AxQoQ ww E(—,Q) x E(—,Q) = E(—,Q)

Assim, para cada A € &, teriamos uma operacao £(A, Q) x E(A, Q) — £(A, Q). Mas ja vimos no

teorema 3.2.5 que temos a bijecao nautal £(A, ) = Sub(A). Ou seja, isso corresponde a definir
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as operagoes em Sub(A).

4.5 Quantificadores

Para os quantificadores, usamos fortemente a proposigao 3.4.5.

Proposicao 4.5.1. Sejam £ um topos e f : a — b em &E. Entao, o funtor f*: ELb — Ela
restringe-se a um funtor nos subobjetos fl* 0 (Sub(b), <) — (Sub(a),<), e esse funtor possui

adjuntos 3y = f‘* V.

Demonstragao. Primeiramente, note que como monos g : ¢ — b em & correspondem a monos
(c,g) em (ELb)g e 1 = (b, idp) € objeto terminal nessa categoria, podemos definir um isomorfismo
entre Sub(b) e Sub(1y) fazendo g +— .4y @ (¢,9) — (b,idp). Além disso, Sub(1;) é equivalente
a Mono(b), que é subcategoria plena de /b (pois se a : (¢, f) — (¢, f') é uma flecha em E[b
com f e f' monos, entdo f' o a = f, donde o é mono). Assim, a ideia sera usar a adjungio

Xy = f* A1y para obter 35 - f|* 4V

X
Ela f* Elb

Iy

Sub(1,) Sub(1p)
=

Y e f ................... > \V4
Sub(a) It Sub(b)
............................................. >

7]

Como f* e IIy possuem adjuntos & esquerda, ambos preservam objeto terminal e pull-
backs, logo também monos (pois todo mono pode ser obtido do kernel par, proposigao 1.5.8).
Dessa forma, ja fazendo a identificagdo Sub(b) = Sub(1l,), ambos restringem-se a funtores
It (Sub(b), <) — (Sub(a),<) e V¢ : (Sub(a), <) — (Sub(b), <), e a adjuncdo f* - II; in-

duz uma adjuncgao f‘* —| Vf.l

O adjunto a esquerda 37 : (Sub(a), <) — (Sub(b), <) também pode ser obtido usando ¥y,

'Mais precisamente, a adjuncdo ser induzida para os subobjetos decorre de um argumento semelhante aquele
da existéncia de II; usando que o funtor partes é monadico.
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mas com pequenas altera¢oes pois monos nao sao preservados. Assim, para cada [h] € Sub(a),
tome Jf([h]) = [im(f o h)], e é facil verificar que estd bem definido por causa da unicidade a

menos de isomorfismo da fatoracao epi-mono.

Agora, verifiquemos a adjuncao, lembrando o exemplo 1.7.3 de adjung¢bes em conjuntos
parcialmente ordenados. Sejam g : ¢ — be h :d — aem &. Se [h] < f|*([g]), entao,
chamando de (p, f;,¢') o pullback de f e g, existe k : d — c tal que ¢’ ok = h. Assim,
fog ok = gofg’] ok = foh, e foh se fatora por um mono g; logo, pela demonstragao do teorema
3.4.8,3¢(h) = [im(f o h)] < [g]. Reversamente, se 3¢(h) < [g], entao existe ¢t : (f o h)(d) — b tal
que got =1im(foh). Comisso, foh=1im(foh)o(foh)” =goto(foh)”, eusando o pullback

de f e g, existe tnica k : d = p tornando o diagrama comutativo:

donde i =g/ o e [1] < [g/] = f*([g)). -

No futuro, quando nao houver risco de ambiguidade, serd comum denotar a “restricao” f|*

simplesmente por f* (para simplificar a notagao).

Para deixar mais clara a motivagdo para os quantificadores serem definidos dessa forma,

fagamos rapidamente como os quantificadores atuam em Set.

Exemplo 4.5.2. Seja f : A — B uma func¢do em Set;. Dado um subconjunto S C A,

identifiquemo-lo com sua inclusao ig : S < A (para facilitar a escrita), de forma que:

35(8) = f(5) ={f(a) [a € S} ={be B|Ja c 5(f(a) = b)}

Agora, para o quantificador universal, vejamos as categorias slice em Set como conjuntos inde-
xados (exemplo 1.8.4). Assim, dada uma fungao f : A — B, o funtor f* : Set/B — Set|A

serd dado por f*({Yp | b € B}) = {Y(,) | @ € A}. Com isso, pode-se verificar que o adjunto a
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esquerda desse funtor seréd dado por:

Yr({Xa|a€ A}) = X, | beB
fla)=b

e o adjunto & direita serd dado por:
Hi({XelacA}) =4 [] X |beB
fla)=b

para toda familia {X, | @ € A}2. Assim, dado um subconjunto S C B, definimos a familia
Xs = {X, | a € A} tomando X, = {a} se a € S e X, = ) caso contrario. Dessa forma, o
conjunto [[ X, seré unitério se todos os X, forem unitérios (e isso ocorre quando a € S para
todo a € ];(lagllj que f(a) = b) e vazio se pelo menos um deles for vazio. Como subobjeto de B,
isso significa:

Vi(S)={beB|Vac A(f(a) =b=>ac )}
Para o caso especial que serd importante mais a frente em que f é a projecdo m : A X B — B,
dado um subconjunto S C A x B, obtemos:

3,,(S)=4{be B|3ae A((a,b) € S)}

Vo, (S) ={b€ B|Va€ A((a,b) € S)}

4.6 Linguagem de Mitchell-Bénabou

Para podermos agora trabalhar com a logica, precisamos primeiramente definir uma lingua-
gem na qual poderemos estabelecer as nogoes de férmulas e validade. A linguagem de Mitchell-

Bénabou cumpre exatamente esse papel para a logica interna do topos.

Definigao 4.6.1. A linguagem de Mitchell-Bénabou L consiste de:

e uma classe de tipos. Essa classe inclui (mas nao estd necessariamente limitada) aos tipos

basicos 1 e Q, e se A, B sdo tipos, A x B e Q4 também séo tipos;

e uma classe de termos, definidos indutivamente. Cada termo t tem um tipo A, e denotamos

t: A. Uma férmula é um termo de tipo £2;

20bserve, alids, como isso justifica a notacdo de 3 e Il para tais funtores: quando A é objeto terminal, levam
uma familia indexada exatamente & sua unido disjunta e ao seu produto, respectivamente.



124

® ulna

CAPITULO 4. LOGICA DE TOPOS

classe de simbolos formais:

para cada tipo A, um conjunto enumerével de varidveis de tipo A. Como para termos,

se x é uma variavel de tipo A, denotamos x : A;

para cada tipo A, uma classe de constantes de tipo A. Mais uma vez, se @ ¢ uma

constante de tipo A, denotamos @ : A;

para tipos A, B, uma classe de transformagoes de A em B. Denotamos uma transfor-

magao f por f: A — B.

Com isso, os termos sao construidos de forma indutiva:

(C1)

(C2)

(C3)

(C4)

(Cs)

(C6)

(C7)

(C8)

(C9)

se x : A é uma varidvel, entdo z : A € um termo com variavel livre x : A;

se t : A é& um termo com variaveis livres =1 : Xq,...,z, : X,, entdo a expressao

formal by : A é um termo com variaveis livres 1 : X1, ...,Tn @ Xp, Tny1 :

7"'73371“1’777«)

Xnt1s ooy Tntm © Xntms
se @ : A é uma constante, entdo @ : A é um termo sem variaveis livres;

se t : A é um termo com variaveis livres 1 : X1,...,2p : Xp e f: A — B é uma
transformagao de A em B, entdo a expressdo formal f(¢t) : B é um termo com

variaveis livres x1 : X1, ..., 2, : Xp;

set: Aes: Asdotermos com variaveis livres z1 : X1,..., 2, : X, entdo a expressao

formal (¢,s) : A x B é um termo com variaveis livres 1 : X1, ...,z : Xp;

set: A éum termo com variaveis livres z1 : X1, ...,x, : X, e, paracadai € {1,...,n},
s; » X; € um termo com variaveis livres y1 : Y1, ..., ym : Y, entao a expressao formal

t(s1, ..., Sp) : A & um termo com variaveis livres y1 : Y1, ..., Ym : Yi;

se  : 2 € uma férmula com varidveis livres 1 : X1, ...,2n : Xp, 91 : Y1, oo, Ym : Y
(com z; distintos de y;, para todos i, j), entao a expressao formal {z1,...,z, | ¢} :
QXX XX 6 ym termo com variaveis livres g1 : Y1, ..., Ym : Yin. Nesse caso, dizemos

que x1 : X1, ..., Ty : X, sdo varidveis ligadas de {x1,...,x, | ©};

set:Aes: Asdotermos com variaveis livres z1 : X1, ..., 2, : X, entdo a expressao

formal t = s : 2 é uma férmula com variaveis livres x1 : X1, ..., zn : Xn;

set:AeX : Q4 s3o0 termos com variaveis livres zq : X1,z + Xy, entao a

expressao formal £ € ¥ :  é uma férmula com variaveis livres x1 : X1, ..., 2, @ Xp;



4.6. LINGUAGEM DE MITCHELL-BENABOU 125

(C10)

(C11)

(C12)

se ¢ : ) é uma formula com varidveis livres 1 : X1, ...,z : X,, entdo a expressao

formal —¢ : 2 é uma férmula com varidveis livres 1 : Xy, ..., x5 : Xp;

se o : Qe Q sao formulas com variaveis livres 1 : Xq,...,z, : X, entao as
expressoes formais @ Vi : Q.o A Q= 1 : Q sdo formulas com variaveis livres

1 X1y, Ty 2 X

se ¢ : 0 é uma formula com variaveis livres = : X, y1 : Y1,...,yn : Yy (com x # y;,
para todo i € {1,...,n}), entao as expressoes formais Iz ¢ : e Vx ¢ :  sdo formulas
com variaveis livres y; : Y1, ...,yn : Y. Nesse caso, dizemos que x : X é uma variavel

ligada de dz ¢ e de Vx .

Definigao 4.6.2. Seja £ um topos. A linguagem de Mitchell-Bénabou L¢ do topos £ consiste

em especificar:

para cada tipo A de £ um objeto A € &;. Para os tipos 1 e §2, escolhemos um dos objetos

terminais e um dos classificadores de subobjeto, respectivamente;

X1X

para cada termo t : A com variaveis livres x1 : X1,...,2, : X, em L, uma flecha "t7 :

.. X X, = A em &1, chamada de interpretacao de t;

e para cada constante @ : A, uma flecha a : 1 — A;

e para cada transformagdo f: A — B em L, uma flecha f: A — B em &;.

A interpretacdo dos termos é, mais uma vez, definida indutivamente, seguindo as regras de

construcao de termos:

(C1)

(C2)

(C3)

(C4)

se x : A é uma variavel, entdo "x ' :=1idy : A — A;

se t : A € um termo com variaveis livres 1 : X1,..., 25 1 Xp, entao "ty o=

Mtlom: X1 X ... x Xy — A,onde @ X1 X ... X Xy — X1 X ... X Xy é a projegao

nas n primeiras coordenadas (ou seja, pensamos em .. como o termo ¢ mas

~71'n+7n)

com variaveis 1, ..., Tn1m)>;
se a : A é¢ uma constante, entdo "a':=a:1 — A;

set: A é um termo com variaveis livres 1 : X1,...,2p : Xp e f: A = B é uma

flecha em &, entao "f(¢)7:= fo™t7: X3 X ... x X, — B;

3Por motivos técnicos (para que os dominios das flechas sejam compativeis), em alguns momentos teremos que
fazer a “expansao vazia de variaveis”, isto é, consideraremos o termo #( y com interpretacdo "ty = "t omg :
I1xXix...xX, > A paranwg : 1 X X1 X...x X, > X1 X...x X,, a projegdo nas n ultimas coordenadas; o que
ndo é um problema pois tal proje¢dao é um iso (alias, mais adiante veremos que basta que a projegdo seja um epi
para que a validade da formula seja preservada).
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(Cs)

(C6)

(C7)

(C8)

(C9)

(C10)

(C11)

(C12)
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set:Aes: Asao termos com variaveis livres 1 : X1, ..., 2, : X, entdo "(¢,s)7 :=

("t TsTy : Xy x ... x X, > Ax B,

set: A éum termo com variaveis livres z1 : X1, ..., 2, : X, e, paracada i € {1,...,n},
s; » X; ¢ um termo com variaveis livres y1 : Y1,...,ym : Yo, entéo "t(sy, ..., 8,) " i=

Tt7o(Ts1 oo, Tsn ) 1 Y1 X oo X Y — A

se  : ) é uma féormula com variaveis livres x1 : X1, ...,xn : X, 91 0 Y1, o0 Ym : Yo
(com z; distintos de y;, para todos i,7), entao "{x1,...,z, | @} = exp("p") :

X1%.o. X Xn.
Y] X ... x Y, — QXXX An,

set: Aes: A sdo termos com variaveis livres 1 : Xq,...,2, : X,, entdo "t =
sTi=8 0 (s X1 X .. X Xy = Q, onde © 4 = X(idy,idy) : AX A= Q (a

caracteristica da diagonal Ay := (ida,ids) : A — A x A);

set:AeX : Q4 sdo termos com varidveis livres 1 @ X1, ...,2n : Xp, entdo "t €

Yhi=evgo ("ENT Xy x .. x X, = Q
se ¢ :  é uma férmula com varidveis livres x1 : X1, ...,z : X, entdo " =
ol X1 x...x X, =
se p: Qe :sao formulas com variaveis livres x1 @ X1, ...,z : X, entao:

e "oV Ti=Vo (T Ty Xj x ... x X, =

e ToNYTi=A0 (T TYT) Xy X o x X, = O

e p=Yli=o(Te MY Xy X o x Xy = O
se ¢ : 2 é uma formula com variaveis livres z : X, y1 : Y1,...,yn : Y (com x # y;,
para todoi € {1,...,n})em: A — X x Y] x ... x Y, é tal que x,, = "¢, entao:

o "dx pli=x5:Y1 x ... xY, = Q, para algum f € 3.([m]);

o "Wz li=yx,:Y1 x...xY, = Q para algum g € V([m]);

ondem: X xY; x...xY, =Y x..xY, éa projegao nas n ultimas coordenadas.

Aqui definimos a validade especificamente para a linguagem Lg, porém é também possivel

defini-la para linguagens mais gerais; ver se¢ao II.1 de [LS86] para mais detalhes.

Definigao 4.6.3. Validade de formulas em Lg: dada uma formula ¢ : € na linguagem Lg

com variaveis livres z1 : Xy, ...,z, : X,,, dizemos que ¢ é satisfeita em € se "¢ ' = Tx, x. . xx, :

X1 X ... x X;, — Q. Nesse caso, denotamos & = .
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Antes de enunciarmos alguns teoremas importantes, facamos dois resultados técnicos sobre

expansao de variaveis.

Lema 4.6.4. Sejam £ um topos e o uma formula em Lg com varidveis livres 1 : X1, ..., Tn : Xp.

Entao:

1. se g }: (,0} entdO 5 ): @(Zl,...,xn-}m);

2. se & O(21,nm) € @ PTOjECAO Mmas n primeiras coordenadas T i X1 X .. X Xpim —

X1 X ... x X, € epi, entao € = .

Demonstragao. L. Como "9y, anim) | = "' om por definigio e Tl = Tx x xx, =
Ix,x...xx, © T por hipdtese, rga(ggh__#,;wm)j = Tay,...tnym decorre simplesmente da pro-

priedade do objeto terminal.

2. 8¢ T o =TV, wnim) | = |a1,wnims €N6A0 T ser a projecao implica em "o o =

Tx,x..xX,, ©m. Como supusemos que 7 ¢ epi, obtemos "¢ '= Tx x. xXx,-

Proposigao 4.6.5. Sejam £ um topos e ¢ uma formula em Lg com wvaridveis livres xy :
Xi, .y 2 Xy, Se para todo i € {1,...,n +m} existe j € {1,...,n} tal que X; = X; (ou seja, se
expandirmos a formula apenas com varidveis com tipos jd presentes na formula original), entao
E | ¢ se, e somente se, E = Oy, znim)-
Demonstragdo. Para cada i € {n,...,n +m}, escolha e(i) € {1,...,n} tal que X; = X,(;), e para
cada i € {1,...,n} coloque (i) = i. Consideremos, assim, as projegoes m(; : X1 X ... X X;, = X;

para cada ¢ € {1,..,n +m}, e a flecha tnica x := (71, ..., Th4m) obtida do produto:

X1 X ...

Note que a projegao nas n primeiras coordenadas 7 : X7 X ... X Xpq4m — X1 X ... X X, satisfaz

mjom = pj, para todo j € {1,...,n}, portanto:

WjOWOH:ijli:WE(j):Trj
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donde 7o £ é a identidade (pela unicidade da flecha do produto X7 x ... x X, = X1 X ... X Xj,),

e m é um epi. Assim, o resultado da proposi¢ao segue do lema anterior. O

Proposigao 4.6.6. Funtores logicos preservam a validade de férmulas.

Demonstracdo. Primeiramente, funtores logicos preservam a exponenciacio, e todas as cons-
trugoes usadas para definir os conectivos sao preservadas por funtores légicos. De fato, como
preservam limites e colimites finitos, também preservam monos e epis, logo preservam a fatora-
¢ao epi-mono. Além disso, flechas caracteristicas sao preservadas, pois funtores logicos preservam
pullbacks, monos e o classificador de subobjeto. Dessa forma, é facil verificar que funtores l6gicos

preservam os itens (C1) a (C11) da defini¢ao indutiva de féormulas.

Em relacao aos quantificadores, o adjunto a esquerda J; é definido usando a imagem, logo
¢ preservado por funtores logicos. Ja o adjunto a direita Vy é a restricao do funtor Iy, que pode
ser obtido usando que o funtor partes é monédico. Tal construgdo é preservada por funtores
logicos, pois preservam partes e preservam também f* (que é apenas o pullback) e X (que é

simplesmente a precomposi¢ao), logo Il e V serao igualmente preservados. O

No proximo lema, e nos resultados seguintes, dada uma férmula ¢ com variaveis livres
w1 ¢ X1,..., 2y : Xp, chamando X = X7 x ... x X,,, denotamos por [p] € Sub(X) o subobjeto
associado a "7 : X —  pelo isomorfismo Sub(X) = £(X,Q) (ver lema 3.2.4). Em particular,

Xm =", para todo m € [¢].

Lema 4.6.7. Sejam £ um topos e @, formulas em Lg com varidveis livres x1 @ X1, ..., Tn : Xp.

Entao, £ = ¢ = 1 se, e somente se, [¢] < [¢].

Demonstracao. Pelas definigdes de interpretagdo e validade, temos "o = ¢ =Tl = Y =
T 5. Mas usando o teorema 4.3.5 e a definicao de [¢], [¢/], isso é equivalente a [¢] < []. O
Teorema 4.6.8. Teorema da correcao: se bty ¢ (isto €, se ¢ € um teorema do cdlculo de

predicados intuicionista), entio € |= ¢, para todo topos E.

Demonstracao. A ideia da demonstracao é mostrar que os axiomas do célculo de predicados
intuicionista sao validos num topos, depois fazer inducao no comprimento da prova do teorema.

Ou seja, num topos, dadas ¢, 1, 0 formulas, x : X uma variavel e t : X um termo, vale:

(a) EEv= (V= 9);
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(b) EE(p= W =10)=(p=1v)=(p=10);
€ EEe= (W= (pAP));
(d) € (eAY) = ¢
(€) € (eAY) =1
() EFe=(pVy);
(&) EEY = (o V)
(h) EE(p=0)= (¥ =10)= ((pVV)=10));
(i) £ (p=1v) = (¢ = ) = ~¢);
() €E o= (=)
(k) Modus ponens: se € = ¢ e £ = ¢ = 9, entio & = 1;
) €& (Vo (¢ = 9) = (Vo ¢) = (V2 9));
(m) &= Gz (p=v) = (Bz @) = Gz ¥));
(n) se z ndo & livre em o, entdo € = ¢ = (Vz ©);

(0) se x nao é livre em ¢, entdao £ = (Iz ) = ;

(p) se t ndo contém nenhuma variavel ligada de ¢, entao € = (Vz o) = o(t | z);

(q) se t nao contém nenhuma variavel ligada de ¢, entdao € = ¢(t | z) = (3x ¢);

(r) Generalizagao universal: se £ = ¢, entdo & = (Vo ¢);

onde ¢(t | z) é a formula obtida substituindo-se x por ¢t em ¢.

129

Com pequenas modificagoes técnicas (referentes principalmente a expansao de variaveis),

a satisfacdo dos axiomas proposicionais (itens (a) a (k) acima) decorre do fato dos subobjetos

possuirem uma estrutura de algebra de Heyting. Apenas modus ponens nao é tao imediata, pois

tem um aspecto um pouco diferente (sendo uma regra de inferéncia), mas decorre facilmente do

lema acima. Facamos o argumento para modus ponens abaixo, como ilustragao.

Suponha que £ = ¢ e £ = ¢ = 1. E imediato da definigdo de flecha caracteristica que

[T <] = [idg] = 1, o maior elemento de Sub(X) (para [T ] o subobjeto associado a T ). Entdo,

as hipoteses significam que [¢] = 1 e ] < [¢], donde [¢] = 1. Ou seja, £ = 1, como desejado.
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Conquanto nao tao imediatos quanto os proposicionais, os axiomas com quantificadores
decorrem essencialmente da defini¢ao dos quantificadores como adjuntos e da estrutura de algebra
de Heyting dos subobjetos (novamente a menos de pequenas questdes técnicas envolvendo as
variaveis). Como exemplo, fagamos o item (l). Sejam ¢, féormulas com variaveis livres z :
X,y1: Y1, yn 1 Yy, (com x # y;, paratodoi € {1,....,n})em: X xY; x...xY, > Y] x..xY,

a projecao nas n ultimas coordenadas.

Primeiramente, note que, para todo subobjeto S, V(S) < V.(S), portanto 7*(V.(S5)) < S.

Dessa forma, usando também a estrutura de algebra de Heyting, vale:

(Ve (p = P A (Ve @) < [y =PI A [l = ([e] = [¥D) A el = [e] A Y] < [¥]

Mas, por outro lado, temos:

Ve (¢ = )] < [V ¢ = Vo] = [Vx ¢] — [Vz ¥] (o que queremos provar)
< [Vx (o = )] A Ve o] < [Vz o] = V([¢]) (propriedade da implicagao)
e ([Vz (¢ = )] A Ve ¢]) < [¥] (pois 7 = Vr)
< 7 ([Vx (¢ = Y)]) A7 ([Vz ¢]) < [¢] (pois 7 preserva limites finitos)
Assim, usando o lema, obtemos o axioma (1). O

Demonstragoes mais detalhadas e completas podem ser consultadas em [Bor08c| (teoremas

6.7.1 ¢ 6.8.1) ou [Mcl95] (segao 15.2).
Existe também a reciproca do teorema da correcao:

Teorema 4.6.9. Teorema da completude: se, para todo topos €, £ = ¢ (para ¢ uma formula

em Lg), entao b1 .

Essencialmente, a ideia é que, se uma férmula ndo é um teorema intuicionista, entao é
possivel construir um topos que nao a valida. Em certo sentido, poderiamos compreender esse
resultado como “a ‘interseccao’ das logicas de todos os topoi é exatamente a logica de predicados

intuicionista”.

Apesar da importancia conceitual desse teorema, note que a logica de topos nao é completa
para cada topos individualmente (por exemplo, num topos booleano a regra do terceiro excluido é

satisfeita, mas nao é demonstréavel na logica intuicionista); por isso esse resultado é menos usado
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no estudo da logica de topos. Assim, apenas recomendemos referéncias para sua demonstracao:
segdo D1.4 de [Joh02b] (mais especificamente o teorema D1.4.11), ou segoes I1.17 e I1.19 de
[LS86].

Fagamos agora alguns resultados para ilustrar a légica de topos em funcionamento, come-
cando com como ela pode ser usada para descrever propriedades de flechas numa linguagem mais

familiar.

Proposigao 4.6.10. Sejam £ um topos, f,g : a — b em &E ex : A,x’' 1 Ay : B varidveis.

Entao:

1. f =g se, e somente se, £ =Vx (f(x) = g(z));

2. f é um mono se, e somente se, £ =V Vo' (f(z) = f(2') =z =1');

3. f € um epi se, e somente se, £ =Yy Jz (f(x) =y).

Demonstracao. Primeiramente, note que se uma variavel x nao aparece ligada numa férmula ¢
(como nas formulas que aparecem apods os quantificadores acima), entdo podemos substituir a
variavel x pelo termo x e obter, pelo axioma (p) no teorema 4.6.8, £ = Vz ¢ = . Com isso, se

E EVx ¢, por modus ponens obtemos £ = .

Reciprocamente, se £ = ¢, por generaliza¢do universal (novamente ver teorema 4.6.8),

E EVx p. Ou seja, nesse caso mostrar que £ |= ¢ é equivalente a mostrar que £ = Vx .

1. Seja (e, ) o equalizador de f e g. Assim, temos que o diagrama abaixo é um pullback:

3

e —— =
fOEJ/ l(fﬂ)
b B b

pois, se y1 : ¢ — a ey : ¢ — b sao flechas tais que (f, g)oy1 = Apo~ya, entdo (foyi, govy1) =
(v2,72), isto é, f oy; = go ;. Dessa forma, como (e, e) é o equalizador, existe uma tnica

Kk :c — e tal que € o kK = 1, donde também obtemos focok = fory =s.

Por outro lado, o quadrado inferior do diagrama abaixo é um pullback pela definicao de
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&)y, logo o retangulo também é um pullback:

e ——>a

foe (f,9)

Ay
b>—>bxbd

Iy S

_|_
1>———>0Q

Agora, é imediato da defini¢ao de flecha caracteristica que T, = xjq,. Portanto, como
por defini¢ao temos " f(z) = g(z)? = ), o (f 0 idy, g 0 idy), pelo pullback acima temos as

seguintes equivaléncias:

EEflx)=g(x) = f(z)=9gx)"=T, (pela defini¢ao da validade)
S Xe = Xid, (pelas contas acima)
S e ~idg (pela proposicao 3.2.3)
& e éiso (imediato da defini¢ao de ~)
Sf=y9

Essa ultima decorre do fato de (e, e) ser o equalizador: se foe = goe e ¢ é iso, entao
f = g; reciprocamente, se f = g, entdo (a,id,) ¢ equalizador. Logo, pelos comentarios do

inicio da demonstragao, f = g < £ =V (f(x) = g(x)).

Primeiramente, note que tomamos uma certa liberdade de notagao no enunciado: a igual-

dade esté definida apenas para termos com mesmas variaveis livres, entdo na verdade as

igualdades 530 f(2) g0y = f(7)(z,21) € T(z2) = CC/(I o) Dessa forma, usando a definigao
b

de interpretacao, obtemos:
“f(@) @0y = F(@ ) @ay =60 (fom, fom) =60 (f X f)

I_x(:c,z’) = 'T/(x@/)—l =8,° (idg 0 1, idg 0 o) = e, ° idgxa = S.
(para 71, o as projegoes do produto a X a)

Agora, seja (p, a, 8) o kernel par de f. Mostremos que o quiadrado do diagrama abaixo é

um pullback: sejam v; : ¢ = be vy : ¢ — a x a tais que Ay oy = (f X f) o y2. Queremos
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achar uma tnica k : d — p tornando o diagrama abaixo comutativo:

aXa

fxf

A
> > hxb

133

Por hipdtese, temos (y1,71) = (fom o092, fomgoya), ouseja, fomoyy = fomoys. Assim,

pelo pullback (p, «, 3), existe uma tnica x : ¢ — p tal que fok =T 0792 e €0k = T 0 Ya.

LOgO, foﬂom:fowlon:'yl, € <CK,B>O/€: <OJO/€,/BO/€> = <7T10’)/2,7T20’}/2> = 72, como

queriamos.

Como no item anterior, o quadrado inferior do diagrama a seguir é um pullback:

» (@, B) 4xa
fop Ixf
Ay
b>————>bxbd
Iy S
1 il Q

e o lema do pullback garante que o retdngulo também o seja. Isto é, mostramos que

[(a’ﬁﬂ = [[f(x)(x,z’) = f(l‘/)(m,z’)]]

E imediato da definicio de &, que [Ay] = [z(y.) = x’(x x,)]], e sempre vale que [A,] <

[(cr, B)] (basta usar as identidades no pullback que define o kernel par para obter uma flecha

tnica a — p). Com isso, temos:

& ): (f(x)(x,ac’) = f(x/)(w,x’)) = ($(z,x’) = x/(z,a:’))

g [[f(x)(m,z’) = f('x/)(:l?,z’)]] < [[l‘(x,m’) = J/J(Lm/)]] (pelO lema 4.6.7

< o, B)] < [A4] (pelas contas do ultimo paragrafo

)
)
< [(a, B)] = [Ad] (novamente pelo comentério acima)
)

< f é mono (pela proposigao 1.5.8
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Assim, o resultado do enunciado segue dos comentéarios do inicio da demonstragao.

Como no item anterior, a igualdade é entre os termos com varidveis expandidas, e, cha-

mando de m; e 7o as projegoes do produto a x b, temos:

") (2y) = Do) =By (fom,idyome) =&, 0 (f X idp)

Agora, considere o diagrama:

(ida, f)

a———>axb

f indb

b>——t S phxb

e mostremos que é um pullback. Sejam v : ¢ = b e v : ¢ — a x b tais que Ay oy =

(f x idp) o y2. Isso significa:

Apoyr = (y1,m) = (fom o, m o) = (f om,idyom2) oy = (f X idy) 0ye

Assim, defina Kk := 7 099 : ¢ = a, de forma que, pelas igualdades acima, fokx = 7 e
(idg, f) o k = (T 0 y2,71) = (71 0 Y2, T2 0 y2) = 2. E imediato que tal x & tnica, pois se
existe p : ¢ — a tal que (idy, f) o p = v2 = (idy, f) o k, entdo k = p.

Mais uma vez usando a definigao de &, e o lema do pullback, obtemos que o retangulo

abaixo é um pullback:

(ida, f)

a————>axb

f f X idy
A
b>——t S pxb
Iy Sy

_|_
1>————>0Q

donde [[f(x)(x,y) = b(x,y)ﬂ = (ida, f).

Com isso, seja 7, : a X b — b e projecao na segunda coordenada, e entao:

I, ([ (@) (2,9) = biag)l) = lim(mp © (ida, f))] = [im(f)]
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de forma que "3z (f(7)(2y) = b(ay)) | = Xim(s)-

Finalmente, pois, lembrando do item (1) que T} = X;q,, temos:

EE Tz (f(2)(2y) = bay) © "3 (f(®) @y = bay) = To
< Xim(f) = Xidy
= zm(f) ~ idy

& f éepi

sendo essa ultima equivaléncia decorrente da unicidade a menos de isomorfismo da fatoragao

epi-mono.

O

Lema 4.6.11. Sejam £ um topos e ¢ uma formula em Lg com varidvel livre x : X. FEntdo,

"re{rfp}t ="

Demonstragao. Novamente o enunciado possui um abuso notagao: = € {z | ¢} na verdade
significa z( ) € {z | ¢()}(x), Para que os termos tenham mesmas varidveis e possamos definir a
flecha que interpreta {z | ¢}. Assim, sejam 71,7y as projegoes do produto 1 x X. Usando a

definicao de interpretacao, temos:

"zye{z o)) ' =evao (({z | ()} ) T) =

= evg o (exp("p() ") o T, idx o ma) = evg o (exp(Tp()7) X idx) = "¢y

sendo a ultima igualdade exatamente a definicao da transposta exponencial. O

No restante do capitulo, serd comum denotarmos {z | ()} simplesmente por {x | ¢}, para

evitar sobrecarregar a notacao.

Lema 4.6.12. Sejam £ um topos e p uma formula em Le com varidveis livres x1 : X1, ..., Ty :

X,,. Entdao, chamando X = X1 x ... x X,,, 0s isomorfismos
Sub(X) = £(X,Q) = £(1,0%
fornecem uma correspondéncia entre:

[

[[90]] o ¥ o l—{xlv"wxn ‘ 90}—'
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Demonstrag¢ao. A correspondéncia entre [p] e "¢ é simplesmente a definigdo. A outra corres-
pondéncia também ¢é imediata, pois "{z1, ...,y | }7 = exp(Tp) : 1 = QX e h > exp(h) é

exatamente o isomorfismo &£(X, Q) = £(1, Q). O

Proposigao 4.6.13. Sejam £ um topos e v, férmulas em Le com varidvel livre x : X. Entao,

pelo isomorfismo (X, Q) = £(1,Q%), temos as correspondéncias:

LTo AT e THa | (ze{r[ph) Are{e]y})}
2. TpViplen N[ (zefr|eh)V(ze{z| P}t
3. Tp=ylemwHa|(we{alph) = (wef{e[vh)}T
4. Toptew N | oz e {x [}

Demonstracao. Todos sao imediatos dos dois lemas anteriores. Por exemplo, no primeiro item,

pela defini¢ao de interpretagao e pelo lema 4.6.11 (e com o abuso de notagao nele citado), temos:
CToNYT =T AT =Tee{z |} ATze{z |y} =Tze{z|ptAxe{x]|y}”

Logo, pelo lema 4.6.12, "o A1) corresponde a "{z | (x € {x | ¢}) A (x € {z | ¥p})}. O

Por causa das correspondéncias do lema anterior, alguns autores costumam denotar to-
dos esses elementos correspondentes por um mesmo simbolo e substituir a correspondéncia por
igualdade, o que deixa essa proposi¢ao com um aspecto mais familiar (embora ao mesmo tempo
contribua para obscurecer seu significado preciso). Por exemplo, denotando dois subobjetos por

S1 e Sy, o primeiro item pode ser reescrito como:

SiANSy={x|(x€Si)N(x €S}

Para finalizar a sec@o, facamos alguns comentérios sobre abordagens alternativas e outros

desenvolvimentos da légica de topos.

Uma dessas abordagens, feita em [Bel88|, usa teorias de conjuntos locais. No cerne dessa
abordagem esté o fato que topoi servem de modelo para teorias de conjuntos locais, e que todo
topos é equivalente a uma categoria linguistica (que é uma categoria determinada por uma teoria

de conjuntos local, tal como a teoria dos conjuntos classica determina Set).
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Em [MR77] é apresentada uma abordagem um pouco mais proxima do que foi feito no
presente trabalho, mas com um foco em relacionar teoria dos modelos de primeira ordem com
teoria de categorias, especialmente com topoi de Grothendieck. Em particular, os autores mos-
tram como algumas propriedades fundamentais de nogoes da teoria de topos podem ser obtidas

puramente através da logica.

Essa abordagem esta intimamente relacionada com a teoria dos topoi classificantes. Pri-

meiro, considere uma nogao de “estrutura” matematica (por exemplo, grupos, anéis, etc.) tal
. . . s

que todo topos £ possui uma categoria dessas estruturas em £ (como a categoria dos “objetos

de grupo” ou “objetos de anel” num topos). Um topos 7 é um topos classificante para essa

estrutura se existe uma equivaléncia natural entre os morfismos geométricos £ — T e os objetos

dessa estrutura em £. Um exemplo de topos classificante é o Topos de Zariski, que classifica os

objetos de anel local num topos.

Um resultado importante sobre topoi classificantes é que toda estrutura que pode ser axio-
matizada por uma teoria geométrica® possui um topos classificante. Recomenda-se consultar o
capitulo D3 de [Joh02b], os capitulos VIII e X de [LM94] ou o capitulo 9 de [MR77| para uma

apresentagao mais completa sobre topoi classificantes.

4.7 Seméantica de Kripke-Joyal

Com inspiracao no “carater local” das propriedades dos feixes, a ideia da seméntica de Kripke-
Joyal é que a satisfagao de uma férmula seja determinada pela sua satisfagao local. Escrevamos
isso de forma precisa, usando estagios e elementos, para entdo mostrar como isso se relaciona

com a validade de férmulas definida acima.

Definigao 4.7.1. Seja £ um topos com subclasse geradora G C &. Chamamos os elementos de
G de estdgios. Uma G-cobertura de um estégio u € G é uma familia epimorfica {h; : u; — u |

i€l u; €G}

Definigao 4.7.2. Seja £ um topos com subclasse geradora G C &. Um elemento de um objeto

A € & num estagio u € G € uma flecha a : u — A em &;. Nesse caso, denotamos a €, A.

Definigao 4.7.3. Sejam £ um topos com subclasse geradora G C £y et : A um termo em Lg com

variaveis livres x1 : X1, ..., 2, : X,. Para cada estiagio u € G e elementos a1 €, X1, ..., Gn E4 Xy,

4 2 . . 4 . A . . . . ~ R ~

Uma férmula de primeira ordem é dita geométrica se é construida usando apenas conjuncgdo, disjungao e o
quantificador existencial. Uma teoria geométrica ¢ uma teoria cujos axiomas sdo da forma Vz (p(z) = ¥(z)),
para ¢, férmulas geométricas.
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definimos o elemento t(aq, ..., a,) €, A como t(ay,...,a) :="t" 0 {(ay,...,an).

Definigao 4.7.4. Sejam £ um topos com subclasse geradora G C & e ¢ : 2 uma férmula em L¢
com variaveis livres x1 : X1, ...,z : X,,. Para cada estagio u € G e elementos a1 €, X1, ...,an €y
X, dizemos que (ay, ..., ay) satisfaz (ou forga) ¢ se p(ay, ...,a,) = T4, € nesse caso denotaremos

ulk p(ay,...,an).

A ideia da relagao I, portanto, é definir a “satisfacdo de férmulas através de elementos de
estagios”. O teorema a seguir garante que essa satisfagdo corresponde a validade de férmulas na

linguagem de Mitchell-Bénabou.

Teorema 4.7.5. Sejam £ um topos com subclasse geradora G C &y e @ : Q0 uma formula com

varidveis livres 1 @ X1, ...,xn : Xpn. Entdo, sao equivalentes:

1. &=y

2. para todo u € G, para todos elementos a1 €y X1, ..., an €y X, ulb p(ay,...,an).

Demonstragao. (1= 2) € = psignifica "' = T x,x. xx,. Paratodo u € G, para todos elemen-
tos ay €y X1, ..., an €y Xy, definimos p(ay, ..., a,) = "¢ lo(ay, ..., a,), portanto p(ay, ..., an) = T4

e, por defini¢ao, u I- ¢(aq, ..., ap).

(2 = 1) Considere os morfismos ™

0L Tx x..xx, : X1 X ...x X, — Q. Para cada estagio
u € G e toda flecha a : u — X x ... x X, defina a; = m; o a, para cada i € {1,...,n} (com 7; a

i-ésima projegao do produto Xj x ... x X,,). Assim, a hipotese nos fornece:

Toloa="p o (m,...,mp)oa="p o(al,...,an) =Ty =Tx,x.xXx,00

Como G é subclasse geradora, isso implica em "¢ = Tx, x . xXx,, logo & = ¢. ]

Finalmente, desenvolvendo as propriedades de u I+ ¢(aq, ..., a,) usando a construcao indutiva
da formula ¢, obtemos uma colecao de regras seménticas, conhecidas, em conjunto, como a

seméantica de Kripke-Joyal. Abaixo, apresentamos essas regras:

Proposicao 4.7.6. Sejam £ um topos com subclasse geradora G C &y, ¢ : Q e Y : Q formulas
com varidveis livres ©1 : X1,oos@p @ Xn, et 1 A, s: A e X : QA4 termos com varidveis livres
1 : X1, ...,y : Xy, Entao, para todos u,v € G e para todos elementos a1 €, X1, ..., 0, €y Xn,

vale:
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. (monotonicidade) para toda f : v — u em &1, se u - p(a,...,a,), entio v Ik p(a; o

f7“'7an Of);

. (cardter local) para toda f : v — u em &1, se v IF p(ay o f,...,an 0 f) e [ € epi, entao

ulk p(ay, ..., an);

. seTp1 =T, entao ulF p(ay,...,an);
. seTpl =1, entao ul- ¢(ay,...,ay,) se, e somente se, u=0;
ulk(t=s)(ai,...,an) se, e somente se, t(ai,...,an) = s(ay, ..., an);

. para todos elementos ani1 €y Xnt1, - Gntm €u Xngm, WIF @@y o (@105 Gnpm) se,

e somente se, ulk p(ay,...,an);

. para cada i € {1,...,n}, seja t; : X; um termo com varidveis livres y1 = Y1,...,Ym : Y.

Entao, para todos elementos by €y, Y1, ..., by €y Yo, temos u It (o(t1, ..., tn)) (b1, ..., bim) se,

e somente se, u Ik (t1(b1,...;bm), ooy tn(b1y ooy bn));

. chamando de o : M ~— u x A uma flecha correspondente a X(a1, ...,an) : u — Q4 (pelas

bijegoes Sub(ux A) = E(ux A, Q) =2 E(u, ) ), temos ul- (t € L)(ay, ..., an) se, e somente
se, existe f :u — M em & tal que o o f = (idy,t(ay,...,an)) (ou, equivalentemente,

(X(a1,...,an) Xidg)ooo f=(3(ay,...,an), t(a,...,an)));

ulk (e AY)(al,...,an) se, e somente se, ul- o(ay,...,an) € ulk Y(ay,...,an);

ulk (p = ¥)(aq,...,an) se, e somente se, para todo w € G e toda f:w — u em & vale: se

wlkplayof,...,an 0 f) entdo w - (aj o f,...,an 0 f);

ulk —p(ay,...,an) se, e somente se, ulF (p = L)(a1,...,a,) (ou, equivalentemente, usando
itens anteriores, para toda w € G e toda f : w — u em & vale: wlk p(ayo f,...,an o f) se,

e somente se, w = 0);

ulk (V) (ai,...,an) se, e somente se, existe uma G-cobertura {h; : uw; > u|i € I,u; € G}

de u tal que u; I p(ag o gy ...;apn 0 hi) ou u; Ik 1(ay o hy,...,an o h;) para todo i € I;

seja ¢ : Q uma formula com varidveis livres x : X, x1 : X1,...,xy : X, (com x # x;, para
todo i € {1,...,n}). Entdo:
(a) ulF 3z ¢)(a1,...,an) se, e somente se, existe uma G-cobertura {h; : u; — u | i €

I,u; € G} de u tal que para todo i € I existe b; €, X tal que u; IF ¢(b;, a1 0hj,...;an 0
h’i);
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(b) ulk (Vz ¢)(a1,...,an) se, e somente se, para todo w € G, toda f:w — u em & e todo

bey, X temos wlk ¢(b,aro f,...,an 0 f).

Para a verificagao desses resultados, recomendamos ver a segdo 6.6 de [Bor08¢c| ou a segao

VI.6 de [LM94]. Fagamos aqui apenas um deles como exemplo.

Demonstra¢ao. 12. Primeiramente, chamando (@) := ¢(aq,...,a,) e (@) = ¥(a,...,ay),
fagamos os pullbacks de (T,idq) e (idg, T) ao longo de (p(a@),?(a@)) como nos quadrados

do diagrama abaixo:

Uy u Uqp

(p(@), (@) (1)

(T,idq) \L (idq, T)

1x0Q Qx0N Ox1

Usando que coprodutos sao estéveis sob pullbacks (ver 3.4.7), obtemos o pullback:

[/, g]

U + Ugp

(p(@),(a))

c Qx0N

onde chamamos ¢ := (1 x Q)+ (2 x 1) ey := [(T,idq), (ida, T)]. Com isso, usando o lema
4.2.7, existe uma tnica flecha s : [f, g](uy, + uy) = v(c) que torna o quadrado superior do

diagrama abaixo um pullback:

el 4 g > UL 9) )
) (p(@), (@)
v(c) im(7) oro N
v
1 1 M

O quadrado inferior € um pullback pela propria definicao da disjuncao, logo, pelo lema
do pullback, o retdngulo também é um pullback. Feito esse predmbulo, mostremos as

implicagoes do enunciado.



4.7. SEMANTICA DE KRIPKE-JOYAL 141

(=) Abrindo as defini¢des, temos as igualdades:

(e V)@ =" ViTolar, . ...an) = Vo (ToT,TYT) o (ar, ... an) =V o (p(a@), ¥(a))

logo, a hipdtese u I (¢ V ¢)(ay, ..., ay) implica em V o (o(@), ¥ (@)) = (¢ V)(d@) = Ty.

Como o retangulo do diagrama (2) é um pullback e T, = x4, , temos que im([f, g]) ~ id,.
Logo, [f,g] = im([f,qg]) o [f,g]” é um epi. Com isso, mostremos que {f, g} é uma familia
epimorfica. Sejam h, k : u — b tais que ho f = ko f e hog = kog. Considere o diagrama

de coproduto, onde denotamos ho f = f e hog =g

Pela unicidade da flecha do coproduto, obtemos ho [f, g] = | 1, gl = kolf,g], e usando que

[f,g] é epi, conlcluimos que h = k; ou seja, {f, g} é epimorfica.

Além disso, como G é subclasse geradora, as familias R = {r: v = u, | v € G,17 € &1} e

S={s:w—uy|weg,s e &} também sdo epimorficas, logo a familia
C={for|reR}U{gos|seS}

é uma G-cobertura de u. Assim, para cada t € C, temos dois casos: t = for:v — u
(para algum r € R) out =gos:w — u (para algum s € S). Usando a comutatividade do

diagrama (1), no primeiro caso temos:
plarot,...,apot) =" o(a1,....,ap)o for=Tol,, or=T,
donde v I+ p(ay ot,...,a, o t). Similarmente, no segundo caso temos:
Ylarot,...,anot) =" o (a1, ...,an)0gos=Tol,, 0os="Ty

ou seja, w Ik 9(aj ot,...,a, ot), como queriamos.
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(<) Para cada i € I, considere p o (objeto do) pullback de f ao longo de h;, e ¢ o (objeto

do) pullback de g ao longo de h;, como nos quadrados superiores dos diagramas abaixo:

f! g
D> > Uy qg>——m>U;
hi hi
/ g
Up >——> U Uypy >—> U
p(@) ¥(a)
T T
1>——>0Q 1>——>0Q

Por definigao, os quadrados inferiores também séo pullbacks (ver diagrama (1)), logo os

retangulos também serdo pullbacks. Assim, se u; IF ¢(aj o hy, ..., ap o h;), entao:
e(@) oh; ="¢ o(ay,...,an) o hi = p(ai o hj,...,an 0 hi) = Ty,

e, usando que o retangulo da esquerda ¢ um pullback e que T, = Xiduy, » obtemos [’ ~ id,;.
Note que isso implica em [f’,¢'] : p + ¢ — w; ser epi. De fato, chamando de ¢ : p —
p + q a primeira injegdo canodnica, se h,k € & satisfazem ho [f',¢'] = ko [f’, J], entao
holf g oty =kolf',¢'] ot}, que por defini¢ao significa ho f' = ko f’. Logo, como f’ é
iso, concluimos h = k.

Agora, fazendo uma constru¢ao semelhante & implicagdo (=), obtemos que o quadrado

superior do diagrama abaixo ¢ um pullback:

im([f", g'])

1,910+ q) w
hi
o)t + 1) > LS29) !
Vo (p(@),(a))
1 I v

O quadrado inferior é simplesmente o diagrama (2), que ja mostramos ser um pullback; e

novamente o lema do pullback garante que o retangulo seja um pullback.

Finalmente, como [f’, ¢'] é epi, im([f’, ¢']) é iso, isto &, im([f’, ¢']) ~ id,,. Portanto:

(v )(@) o hi =V o (p(@), Y(@) hi = Xid, = Tu; = Tuohi



4.8. OBJETO NUMEROS NATURAIS NUM TOPOS 143
Assim, como isso vale para todo ¢ € I e os h; formam uma familia epimérfica, obtemos
(e V)(@) = Ty; isto &, ulF (¢ V) (a).

O caso para u; IF ¢ (aq o hy, ..., a, o h;) é obviamente analogo.
O

Exemplo 4.7.7. Num topos £ = Sh(C,J), com (C,J) um sitio pequeno, pode-se mostrar,
usando que todo prefeixe é colimite de funtores representéveis (teorema 1.5.19), que {ao(C(—,c)) |
¢ € Cp} forma um conjunto gerador (para a = (—)**, definido no exemplo 2.3.19). Agora, para
um feixe F' sobre (C,J), os elementos de F' num estéagio ao(C(—, ¢)) sao transformacoes naturais

n:ap(C(—,c)) = F. Assim, usando o Lema de Yoneda e que a - i, temos:
E(ao(C(—,c)), F) = E(C(—, c),io(F)) = E(C(—,¢), F) = Fo(c)

ou seja, elementos de F' num estagio ao(C(—,c)) correspondem a elementos de Fy(c).

No caso de Sh(L), a categoria de feixes sobre um locale, as coberturas de locales formam uma
topologia canoénica, logo os proprios funtores L(—, ¢) formam uma subclasse geradora. Por isso,
dada uma férmula ¢ com variaveis livres xy : Fi,...,x, : F), e elementos by € (F})o(c),...,b, €
(Fn)o(c), € comum denotarmos L(—,c) IF (b1, ...,b,) apenas por ¢ Ik (b1, ...,b,). Além disso,
¢ Ik (b1, ...,by) significa que "¢ (b1, ...,b,) = ¢, ou seja, que (by,...,b,) € [¥]o(c), para [¢] o

subfuntor de Fy X ... X F, correspondente a "™

4.8 Objeto nameros naturais num topos
Tendo disponivel agora a légica de topos, pode-se mostrar que, num topos, os objetos ni-
meros naturais correspondem & axioméatica de Peano.

Definigao 4.8.1. Seja £ um topos. Um modelo da aritmética de Peano em £ é uma tripla

(Ne,0c, s), onde Ne € Co e Oc : 1 — N e N¢ e s : Ne — Ng sao flechas em &, tal que:
(P1) € (n=0c)V3Im (m = s(n));
(P2) & = ~(s(n) = 0c);
(P3) € = (s(n) = s(m)) = (n=m);

(P4) se &= (0c € {n | }) AVn ((n € {n|p}) = (s(n) € {n|¢})), entdo [p] = [idy,];
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para n : Ng e m : Ng variaveis, e ¢ uma féormula com variavel livre n.

Como nos comentarios ap6s a proposicao 4.6.13, alguns autores adotam um abuso de notagao

e escrevem essa tUltima condi¢ao de forma mais familiar (para P um subobjeto):
se EE (0¢c € P)AVn ((n € P)= (s(n) € P)), entao P = Ng¢

Proposicao 4.8.2. Funtores l6gicos preservam modelos da aritmética de Peano.

Demonstrag¢ao. Como funtores logicos preservam a validade de formulas (ver proposigao 4.6.6),
as propriedades (P1) a (P4) também sao preservadas. So falta mostrar que a flecha Og : 1 — N¢
é levada a uma flecha que também tem um objeto terminal como dominio, mas esse é o caso

pois, por definicao, funtores légicos preservam limites finitos. O

Para nao nos alongarmos demasiadamente no assunto, nao incluiremos aqui a demonstracao
da correspondéncia entre objetos ntimeros naturais e modelos de aritmética de Peano (como
referéncia, ver proposicoes 8.1.10 e 8.1.12 de [Bor08c¢|). Porém, como ilustragdo do uso da logica

no contexto dos niimeros naturais, facamos o principio da inducao.

Proposicao 4.8.3. Principio da inducao. Sejam £ um topos com modelo da aritmética de

Peano (Ng,0¢,8) € ¢ : Q uma formula com varidvel livre n : Ne. Entdo, sao equivalentes:

1. &=y

2. £ ¢(0) € £ = p(n) = p(s(n)).

Demonstragao. (=) Por generaliza¢ao universal (ver teorema 4.6.8), se £ = ¢, entao € = Vm ¢,
para m : Ng uma variavel. Agora pelo item (p) do mesmo teorema, £ = (Vm ) = ¢(0g) e

EE (VYm ) = ¢(s(n)), e por modus ponens obtemos & = p(0g) e £ = (s(n)).

Agora, € |= ¢(s(n)) significa "p(s(n))" = Tn, = Xidy, , ou seja, [¢(s(n))] = [idy,], que ¢ o

maior elemento de Sub(Ng). Assim, [p(n)] < [¢(s(n))], e usando o lema 4.6.7 concluimos que

€= p(n) = ¢(s(n))-

(<) Primeiramente, £ = ¢(0¢) significa que "¢(0g)? = "¢ 00g¢ = T. Com isso, lembrando

o comentario sobre notacao do lema 4.6.12, considere o seguinte diagrama, que é comutativo por
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definicao das flechas:

id exp(” M x id
,  tidi,0e) « Ne p(Tep() ") X idne Qe » N,
0(0 evQ
Q

para 71, e as projegoes do produto 1 x Ng. Agora, considerando a primeira linha do diagrama,

note que:

(exp("p( ) o m1,idy, o ma) o (id1, 0g) = (exp("w()") o1 o (idy, Og),idn, o w2 0 (id1,Og)) =

= (exp("@( ) 0idy,idn, 0 Og) = (exp("w()7),0¢)

Dessa forma, a comutatividade do diagrama garante que:

"0c € {n | ()} =evgolexp(Tp)7),0e) =" o0 =T

donde € = O¢ € {n | ¢} (ja simplificando a notagao). Um argumento semelhante mostra que

a hipotese £ = p(n) = ¢(s(n)) implica em € = (n € {n | ¢}) = (s(n) € {n | ¢}), e por
generalizagao universal e modus ponens obtemos £ = Vn ((n € {n | ¢}) = s(n) € ({n | ¢})).

Com isso, a logica intuicionista também nos fornece £ = (0¢c € {n | ¢}) AVn ((n € {n |
©}) = (s(n) € {n | ¢}))>. Portanto, como (N¢,0¢,s) é um modelo da aritmética de Peano, de

concluimos que = [idy,]; ou seja, "' = Ty,, e £ E v, como queriamos.
P4 lui % N, ja,To'=Tng, e F=o { O

Teorema 4.8.4. Sejam & um topos, Ne € & e Ng,s : N¢ — Ng flechas em &,. FEntdo, sao

equivalentes:

1. (Ng,0¢,s) € um objeto nimeros naturais em E;

2. (Ng,0g,s) € um modelo da aritmética de Peano em E.

®Basta usar o axiona (c) e modus ponens duas vezes para mostrar que se £ = 11 e £ = b2, entdo £ = 11 Atba.
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Capitulo 5

Modelos Heyting-valorados e topoi

localicos

Nesse capitulo, estudamos a relagao entre topoi localicos e modelos a valores numa algebra
de Heyting. Assim, iniciamos definindo os topoi locélicos e descrevendo algumas de suas pro-
priedades. Em seguida, introduzimos modelos Heyting-valorados, em especial o modelo yH),
e mostramos, entao, como podemos obter um topos locélico a partir desse modelo. Feito isso,
passamos ao caso booleano para explorar a relacio entre o modelo V#) a relacdo de forcing da
teoria dos conjuntos, e topoi booleanos. Para finalizar, apresentaremos alguns resultados inici-
ais de um trabalho original em andamento (que pretendemos concluir em [ACM19]) que busca
investigar como morfismos entre algebras de Heyting H — H' dao origem a morfismos entre os

modelos VEH) — VH) ¢ og topoi correspondentes Set) — Set(H").

No decorrer do capitulo, citamos quais partes especificas das referéncias foram usadas para
cada segao, porém registremos aqui qual foi a bibliografia para o capitulo: [Bel88|, [Bel05],

[Bor08c|, [Gra79b], [Jec03] e [LM94].

5.1 Topos localico

Como o nome sugere, um topos locélico é um topos equivalente ao topos dos feixes sobre
um locale. Focamos nesse tipo de topos neste capitulo pois veremos mais adiante que, dada
uma algebra de Heyting completa H, conseguimos uma equivaléncia de categorias entre o mo-

delo VU (ou, mais precisamente, um quociente de V) e a categoria Sh(H) dos feixes sobre

147
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H (lembrando da proposigao 2.2.3 que ser um locale é equivalente a ser uma algebra de Hey-
ting completa). Nessa se¢do, apresentamos alguns resultados sobre topoi locélicos, como sua

caracterizagao e algumas propriedades.

Definigao 5.1.1. Seja & um topos. Dizemos que £ é um topos locdlico se £ ~ Sh(L), para

algum locale (L, <).
Teorema 5.1.2. Seja £ um topos de Grothendieck. Entdo, sio equivalentes:
1. € é um topos locdlico;
2. Sub(1) constitui uma familia de geradores de E.
Demonstragao. A forma mais comum de mostrar a implica¢ao (2 = 1) usa o teorema de Giraud,

que nao fizemos aqui. Portanto, fagamos apenas a implicagao (1 = 2); para a reciproca, pode-se

consultar o corolario 3.6.4 de [Bor08c| ou o teorema IX.5.1 de [LM94].

(1 = 2) Seja (L, <) um locale tal que & ~ Sh(L). Como j4 foi observado no exemplo 4.7.7,
os funtores L(—,a) (para a € L) formam uma familia geradora. Mostremos que tais funtores

correspondem exatamente aos subobjetos de 1.

Sejam F' um feixe sobre L e : F' = 1 um mono. Assim, para cadaa € L, n, : Fy(a) — 1p(a)
é um mono; e como 1g(a) = {x}, isso significa que, se Fy(a) # 0, entao Fy(a) também é unitario.

Agora, para todos a,b € L tais que a < b, temos:

U/

Fola) > 14(a)

de forma que se Fy(a) = () entao Fy(b) = . Isso é exatamente a definigdo do funtor representavel:
explicitamente, tomando a = A{b € L | Fy(b) # 0}, F = L(—,a).
Proposigao 5.1.3. Seja £ um topos de Grothendieck. Entdo, sio equivalentes:

1. € é um topos locdlico e booleano;

2. & satisfaz o axioma da escolha;



5.2. MODELOS HEYTING-VALORADOS E IZF 149

3. €&~ Sh(B), para alguma dlgebra de Boole completa (B, <).

Ver corolario 6.10 de [Bel88] ou proposigao 7.5.7 de [Bor0O8c| para a demonstragdo desse

resultado.

Como anunciado inicialmente, fagamos agora a demonstragao do teorema 2.2.28, agora com

uma pequena modificagao: consideremos o mesmo funtor Sh : Loc — Topos,, agora com

o

codominio a categoria dos topoi com morfismos geométricos.

Teorema 5.1.4. O funtor Sh : Loc — Topos,,, € pleno e fiel.

Demonstragio. Sejam (L, <), (L', <) locales e (p4, ¢*) : Sh(L) — Sh(L’) um morfismo geo-
métrico (ou seja, com ¢, : Sh(L) — Sh(L’)). Vimos acima que os subobjetos do terminal
correspondem aos funtores representaveis L(—,a), que sao isomorfos ao proprio L. De fato, o
isomorfismo é dado por a — L(—,a), e por Yoneda Nat(L(—,a), L(—,b)) = L(a,b). Agora, ¢*
preserva limites finitos por hipotese, logo preserva o objeto terminal e seus subobjetos, e podemos
definir a restrigao ¢ : Sub(1’) — Sub(1), que define uma flecha f* : L' — L; mais especifica-
mente, f* é tal que p* : L'(—,d') — L(—, f*(a’)). Além disso, ¢* preserva colimites arbitrarios
por possuir adjunto & direita, logo f* também preserva supremos arbitrarios (coprodutos em L)
e infimos finitos (produtos em L). Ou seja, seu adjunto a direita f, : L — L' € um morfismo de

locales.

Falta mostrar que, para todo feixe F sobre L, Shy(f.)(F) = F o f*: (L)’ — Set corres-

ponde a p.(F). Seja a’ € L', entdao temos as bije¢des naturais:

Shy (f.)(F)(d') = F(f*(a)) = Nat(L(—, f*(d')), F) (por Yoneda

= Nat(p*(L(—,d")), F) (pela defini¢ao de f*

~

)
)
=~ Nat'(L'(—,d"), p«(F)) (pois ¢* = . por hipotese)
=~ o, (F)(a) (novamente por Yoneda)

como queriamos. [l

5.2 Modelos Heyting-valorados e IZF

Embora introduzido por D. Scott, R. M. Solovay e P. Vopénka na década de 1960 para ajudar

a compreender o método de forcing de Cohen, o conceito de um modelo a valores booleanos
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¢ atualmente um conceito mais geral da teoria dos modelos: é uma generalizacao da nocao
de estrutura onde os valores verdade sao elementos de uma algebra de Boole completa, nao
apenas ‘verdadeiro” e “falso”; analogamente, num modelo Heyting-valorado os valores verdade

sao elementos de uma algebra de Heyting completa.

O objetivo dessa segao sera fazer uma breve apresentacao de modelos a valores numa algebra
de Heyting, em particular do modelo VH) ¢ indicar como se relacionam com IZF, um modelo
intuicionista da teoria dos conjuntos Zermelo-Fraenkel. Uma exposicao mais detalhada do caso
booleano é feita no capitulo 1 de [Bel05] e no capitulo 14 de |Jec03|; as adaptagoes para o caso
intuicionista sao indicadas no capitulo 8 de [Bel05] e em [Gra79b]. Ja para uma apresentacao

detalhada de teoria de conjuntos intuicionista, pode-se consultar [Bell4].

Definigao 5.2.1. Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e cujo tnico simbolo
nao légico é R, um simbolo relacional binario. Uma L-estrutura Heyting-valorada é uma
quadrupla M = (M, eq,r, H), onde M é uma classe, (H, <) uma algebra de Heyting completa,

eeq,m: M x M — H sao funcoes satisfazendo, para todos m,m’,n,n’ € M:

eq(m,m) = 1 eq(m,n) = eq(n,m) eq(m,n) A eq(n,n') < eq(m, )
r(m, n) A eq(m,m’) < r(m', n) r(m,n) A eq(n,n') < r(m, ')
Para toda férmula ¢ em L cujas variaveis estao contidas na sequéncia (z1, ...,y ), definimos a

sua M-valoragao [p]™ : M™ — H recursivamente:
e se p &1, = x4, entdo []M 1 (ma,...,mpn) = eq(my, my);
e se p & x,Ray, entdo [p]M 1 (ma,...,mp) = r(my, my);
e se @& pop, para o {A,V, =}, entdo [p]M = [o]M o []M;

® Sep é Hy ¢a entao [[QDHM : (m17"'7mn) = V [W(?J | t)]]M(mvml’ amn)a

meM

e se ¢ & Vy v, entdo []M: (my,....my) = A [0y | )]M(m,my,...,my).
meM
Com isso, construamos o modelo V) da teoria dos conjuntos’. Seja Ly a linguagem da
teoria dos conjuntos, uma linguagem de primeira ordem com igualdade e com o simbolo relacional

binério €. Abreviamos “f é fun¢ao” por Fun(f), e, como para flechas em geral, dom(f) e cod(f)

!Tecnicamente, V) 6 a classe da defini¢ao do modelo M = (V(H), eq,r, H), porém seguimos a notagio usual
na bibliografia e denotamos o modelo apenas por sua classe.
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denotam o dominio e o codominio de uma funcao f, respectivamente. Além disso, denotamos o

universo dos conjuntos por V e a classe dos ordinais por Ord.

Definigao 5.2.2. Seja (H, <) uma algebra de Heyting completa. Para cada ordinal sucessor

«a + 1 e para cada ordinal limite A, defina:

v {f ‘ Fun(f) e dom(f) C V) e cod(f) gH}

H H
v = | v

B<A

e, com isso, definimos V() := U VOEH). Além disso, para cada z € VW) definimos a funcéo
acOrd

rank como o(x) := min {oz € Ord | dom(x) C VCEH)}. Pode-se verificar, por indugao, que para

todos «, 8 € Ord, se a < 3 entao OEH) C VB(H).

(H)
et

st adicionando a L uma constante para cada elemento

Agora, definimos a linguagem £
z e VH) (que ainda sera denotado por z), e essa nova linguagem nos permite fazer afirmagoes

sobre V() Finalmente, entdo, fazemos recursio (simultdnea) na relacdo bem fundada:

(f,9) < (z,y) <= (f =z egedom(y))ou (fedom(z)eg=y)

para definir o modelo V1),

(H)
set

Definigao 5.2.3. Seja (H, <) um algebra de Heyting completa. Para cada sentenca o em L

definimos sua H-valoracdo [0 € H fazendo:

e sentencas atOmicas: sejam f, g € VH) entdo definimos recursivamente:

[feg” =\ (swArlf=yl")

yedom(g)

[f=gl"= AN (f@—lzecgd)r N (9@)—lye 17

xedom(f) yEdom(g)

. . H - .
e conectivos: sejam t, s sentencas em £ entao definimos como nos modelos em geral:

set

[t A 5] = [e]" A [s]"

[tv s = [7 v [s]”
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[t = s1% =[] — [s]"

(H)

e quantificadores: seja ¢ uma féormula em L., com uma variavel livre z, entao novamente

definimos como no caso geral:

Bz ol =\ le| HI?

fevH)

Ve o]" = A el | NIT

fev(H)

(H)

set

Definigao 5.2.4. Sejam (H, <) uma algebra de Heyting completa e o uma sentenga em L

Dizemos que o ¢ vdlida em V) se [o]# = 1. Nesse caso, denotamos V(H) = ¢.

Teorema 5.2.5. Seja (H,<) uma dlgebra de Heyting completa. Entao, os axiomas da ldgica
intuicionista de primeira ordem com igualdade sio vdlidos em V) . Em particular, para todos

u,v,w € VH yale:
1. [u=u] =1;

2. se x € dom(u), entio u(z) < [x € u];

Co

- u=0]" = o =u]";

Ju= 0] Ao =w] < [u=w]H;

BN

5 [u=v]" Auew]? <vew];

S

[v=w]? AJucv]? <[uecw],;
7. se p(x) € uma formula em £ entio [u = v]® A [o(w)]* < [p@)]H

set 7

Teorema 5.2.6. Seja (H, <) uma dlgebra de Heyting completa. Entao, os axiomas de IZF sao

vdlidos em V) :
1. eatensionalidade: V) l=Vr Yy (Vz (z €z Az €y) = x=1);
2. separacdo: V) =Yy Jo Vo (x € v < (x € uAp(x))), com v ndo livre na formula o(z);

3. colegio: VW) \=vYu (Vo € u Iy p(z,y) — Jv Vo € v Iy € v p(z,y)), com v ndo livre na

formula o(x,y);

4. unigo: VH) = Vu Ju Vo (z € v & Jy € u (v € y)) (que corresponde ao axioma da

substitui¢ao no caso cldssico);
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5. conjunto partes: V) =Vu JoVz (zcv e Vyex (y €u));
6. infinito: V) = 3u (D c uAVz € u Iy € u (z € y));
7. regularidade: V) =V (Vy € 2 o(y) — o(z)) = Vo @(x), com y ndo livre em p(z);
8 par: VI l=Ve Yy Iz Ve (w ez w=2Vw=y).

Teorema 5.2.7. Seja (B, <) uma dlgebra de Boole completa. Entao, os aziomas da ldgica
classica de primeira ordem com igualdade sao vdlidos em v (B) (em particular, as propriedades

enunciadas no teorema andlogo para dlgebras de Heyting novamente valem,).

Teorema 5.2.8. Seja (B, <) uma dlgebra de Boole completa. Entao, os axiomas de ZFC' sao
vdlidos em VB Os aziomas sio os mesmos de IZF (embora possamos omitir o axioma do par),

e adicionamos o axioma da escolha (por exemplo, na forma do lema de Zorn).

Pode-se consultar os teoremas 1.17 e 1.33 de [Bel05| para a demonstragao desses resultados

no caso booleano e a se¢ao 2.2 de [Gra79b| para o caso intuicionista.

5.3 VW) e descrigoes equivalentes de Sh(H)

Para o restante desta segao, fixamos (H, <) uma algebra de Heyting completa.

Definicao 5.3.1. Considere a relacdo de equivaléncia em V) dada por f = g se, e somente se,
[f = g]" = 1. Assim, definimos a categoria Set) fazendo:
H
(set<H>) v
0 =

Set™) ([z], [y]) := {[¢] € (set<H>)0 ‘ [6: & — y é fungio] ) = 1}

As flechas nao dependem da escolha dos representantes de [z] e [y]. A composicao e a identidade

sao dadas como em Set.

Definigao 5.3.2. Um H-set é um par (X,d) onde X é um conjunto e § : X x X — H

satisfazendo, para todos x,y, z € X:

L. 6(z,y) = d(y, x);

2. §(z,y) No(y,z) < d(x, 2).
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Defini¢ao 5.3.3. Seja (X,0),(X’,d") H-sets. Um morfismo de H-sets ¢ : (X,0) — (X', 0)

¢ uma funcao ¢ : X x X’ — H satisfazendo, para todos z,y € X e 2/,y' € X':
L&, y) Aoz, y) < dla, a');
2. 6(z,y) Nz, y) < Oy, y);
3. ¢(x,2') N pa,y') < 0'(x,y));
4. '\ ¢(z,2') =0(z,x).

ZeX’

Ou seja, um morfismo pode ser entendido como uma “relacao funcional com valores em H”.

Agora, dados morfismos de H-sets ¢ : (X,d) = (X',0") e ¢ : (X',0") = (X", 46"), podemos

definir sua composicao 1) o ¢ : (X,0) — (X”,6") fazendo, para todos z € X, 2" € X"

(wo¢)($,x”) = \/ qb(xax/)/\w(x/>$”)

r'eX’

e a identidade de id(x 5) : (X,0) = (X, ) é a fungdo id(x5): X x X — H tal que
id(x 5)(7,y) = d(x,y), para todos z,y € X
Portanto, podemos definir a categoria H-Set dos H-sets e seus morfismos.
Um resultado sobre morfismos de H-sets que serd importante mais adiante é:
Proposigao 5.3.4. Sejam ¢, : (X,0) = (X', 8") morfismos de H-sets. Entao, sio equivalentes:
1 ¢ =;

2. ¢(x,2") < p(x,2’), para todos x € X ez’ € X'.

Ver lema 2.8.6 de [Bor08c| para a demonstragao.
Definigao 5.3.5. Seja (X,0) um H-set. Um wunitdrio de (X,0) é uma funcdo o : X — H
satisfazendo, para todos z,y € X:
L o(z) Na(y) < d(z,y);

2. o(x) No(z,y) < o(y).
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Note que, dado =z € X, a fungao o, : X — H tal que o,(y) = §(z,y), para todo y € H, define

um unitario.

Definigao 5.3.6. Seja (X,d) um H-set. Considere o(X) o conjunto dos unitarios de (X,0).
Dizemos que (X,0) é completo se a fungao T : X — o(X), dada por Y(z) = o4, para todo
x € X, ébijetora. Denotamos por cH-Set C H-Set a subcategoria (plena) dos H-sets completos.

Existe também uma descricao alternativa dos H-sets completos:

Proposicao 5.3.7. A categoria cH-Set ¢ isomorfa a categoria que tem como objetos H-sets
completos e como flechas f : (X,0) — (X',¢) as fungoes f : X — X' satisfazendo, para todos
x,y € X:

1. 0(z,y) < &'(f(2), f(y));
2. 6(x,x) =0'(f(), f(x)).
A composigao é dada simplesmente pela composi¢io de fungées (e a identidade € a fung¢ao iden-
tidade).
Para obter um morfismo de H-sets ¢ : (X,0) — (X',¢') a partir de f : X — X' acima,
basta definir ¢ : X x X' — H fazendo ¢(z,z") = §'(f(x), '), para todos x € X, 2’ € X'.
Teorema 5.3.8. Seja (X,0) um H-set. Podemos definir o H-set (0(X),0(0)) coma(d) : o(X)x

o(X)— H dada por:

a(0)(p,7) = \/ p(x) AT(z), para todos (p,7) € o(X) x o(X)
rzeX

Entao, (0(X),0(0)) é completo e é isomorfo a (X,9).

Os isomorfismos inversos ¢ : (X,9) = (0(X),0(d)) e ¢ : ((0(X),0(d)) — (X, 0) sao fungoes
¢: X xo(X)— H,¢p:0(X)x X — H dadas por:

¢(z,p) = p(z), para todos (z,p) € X x o(X)

$(p,2) = p(x), para todos (p,z) € 7(X) x X
Pode-se consultar a demonstracao completa no teorema 2.9.5 de [Bor08c|.

Corolario 5.3.9. Temos a equivaléncia de categorias H-Set ~ cH-Set.
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Com isso, podemos definir o funtor I' : Sh(H) — cH-Set fazendo:

I'o(F) = (XF,dF), para todo feixe F' sobre H, com Xp := H Fy(a) e
acH

0p: Xp x Xp — H é dada por ((s,b), (t, ) b—>\/{d§b/\c]s[2:t[§}

I'i(n) : To(F) — I'o(G), para toda n € Sh(H);, onde
I'1(n)(s,b) = (mp(s),b), para todo (s,b) € T'o(F)

(usando a descrigao equivalente de morfismo de H-sets completos)

Teorema 5.3.10. O funtor T' : Sh(H) — cH-Set definido acima € pleno e fiel, e para todo
H-set completo (X,0) existe um feive F' em Sh(H) tal que (X,9) = I'o(F). Ou seja, I' define

uma equivaléncia de categorias Sh(H) ~ cH-Set.

A demonstracao desse resultado ¢ feita detalhadamente no teorema 2.9.8 de [Bor08c].

Finalmente, para mostrar a equivaléncia entre H-Set e Set! ), precisamos de duas nogoes
em V) Primeiramente, dado z € V, definimos & um “representante natural” de z em V)
através de recursao na relacao bem fundada y € X: & :={(y,1) | y € }. Além disso, definimos

o par ordenado em V&) fazendo, para todos u,v € VIH),
{up = {(u, 1)} {u, 0} = {u} DU {0} 00
(u, v)H) = {{u}(H)’ {U’U}(H)}(H)
Agora, seja (X, 6) um H-set. Para cada z € X, defina & € V) fazendo
dom(z):={2]|2z€ X} e @(2):=4d(x,z)

para todo z € X. Com isso, seja X € VH) dado por, para todo z € X,
dom(XT):={z|ze X} e X'(&):=6(z x)

Dado um morfismo de H-sets ¢ : (X,8) — (X', 8'), defina ¢! € V) tomando

dom(gbf) = {(jz,jc')(H) ‘ re X, 2 e X’}
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ot ((:’U,i’)(H)> = ¢(x,2"), para todos z € X,2’ € X’

Como V) |= Fun(¢'), podemos definir um funtor ® : H-Set — Set!) fazendo ®¢(X,d) =
[XT], para todo H-set (X,6), e ®1(¢) = ¢', para toda ¢ € H-Set;.

Por outro lado, dado v € V)| defina X, := dom(u) e d§, : X,y x X, — H como
Su(z,y) = [z € u] Az =y] Ay € u]?, para todos z,y € X,

Note, porém, que [u = «/] = 1 ndo implica em X, = dom(u) = dom(u') = X, e que
nao podemos simplesmente definir um H-set usando [dom(u)] pois essa classe nao é conjunto
(veremos, mais adiante, que {u’ € V) | [u = /|7 = 1} é classe propria). Assim, para definir

um funtor ¥ : Set™) — H-Set, usaremos um truque de Scott.

Primeiramente, se Ju = «/]7 = 1, entdo (Xu,04) = (Xu,dy). De fato, defina Au!

(Xu,0u) = (X, dy) como a fungao Ay, @ Xy x Xy — H tal que
A (2,2") = [z € u]? Az =27 A2 € '], para todos = € dom(u),z’ € dom(u')

Verifiquemos que isso define um morfismo de H-sets. Sejam z,y € X, e ',y € X,.

L 6y (2", y) A A (2,Y") < Ay (2, 2"). De fato,

Su (,) N A (2, 9) =
= ed]I Al =y ]I ALY ed ]I Az cu]T Az =y ]% ALY € d]H
<[ e d ] A2 =y ] Az € u] Az =y
<[reu]? Ax=2T7 A2/ €ed]?

= A (2, )

2. 0u(z,y) A (2, Y) < Ay (y,y'). De fato,

Ou(,y) A Ay (2,Y') =
=fzeu) Alz=y]" Alycu]PAlzcu]? Az =y]" Ay € ]
<[z=yl"Alyeu]" Alz=y]" ALy €]
<lyeu" Aly=v1" Ay €]

= )\u,u’(y7 y,)
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3. )\u,u/ (1’, :‘C/) A )‘u,u/ (:Ea y/) < 6u’($/7 yl)' De fato,

Mg (2, 8) A N (,3)) =
=[zculf Az =2 N[ €d]F Az cu]? Az =9]7 Ay €]
<[r=2TF N[z €ed ] Az =] Ay € ]"
<[ ed|T Al =y 1% Ay €]
= 0w (2, y)

4. Mua (T, 2') = 0y (2, x). De fato, usando que 0, (z,z) = [z € u]?,
zeX

u

e por um lado, para todo 2’ € X,/ temos:
A (,2) =[x €u]? Ax =TT A [ €] <[z eu]?

Logo, V Auw(z, 2') <dy(z,);
Z'EXu/

e por outro lado, para todo z € X, vale

W(VN[F =2]T =[xz =] A ) A[Z =27 <

<l=1"A| \/ O)A[ =21 =[e=21"r[ €]
t/EXu/

Portanto,

[z € W] = \/ W (YN[ = 2] < \/ [x =212 A [ e /]2
2'eX 2'eX 1

Mas observe que [u = %] =1 implica em [z € u] = [z € ¥/]", logo:
[z € u]? = [z € u] A [z e /]2

< [z € u] A \/ [ = 2T A [ € /]7

2'eX,
= \/ [x € u]® Az =27 N[ € /]"
2’eX,
Ou seja, 0y(z,x) < Au (2, 2').

zZ'eX s

u

. . , . . -1 .
Finalmente, verifiquemos que A, ,s € um isomorfismo, com morfismo inverso >‘u,u' = A/
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(Xu,0w) = (Xy,0y) (onde, naturalmente, Ay (2", ) = Ay (z,2')). Para todos z,y € X,

temos:

()\u’,u o )\u,u’)(my y) = \/ )\u,u’ ((L‘, IE/) A )‘u’,u(x/7 y) =
LB’EXu/

= \/ [xcu]® ANz =2 ] A 2" €] Ay cu]? Ay =217 A2’ €] <
z’'eX

<[ze€ u]]H Alfx = y]]H Ny € u]]H = du(z,9)

Portanto, usando a proposigao 5.3.4, concluimos que Ay 4, © Ay = id(x 5). De forma andloga,

pode-se verificar a igualdade Ay 0 Ay o = id(x7 51

Agora, para cada [u] € SetH) seja I a categoria com
o = [Um 1= [ufm X [u]m

onde [u,, ¢ a classe de equivaléncia dos elementos com rank minimo. Defina o funtor FI :
I — H-Set fazendo:
Fo[u](u’) = (Xy, 8y), para todo u’ € [u]y,

Fl[u] (u’,u") = Ay (X, 0u) = (Xyr,0yr), para todos u’,u" S [u]m

Enfim, podemos definir o funtor ¥ : Set) — H-Set fazendo Wo([u]) = lim FH (/).

u' E[ulm
Podemos obter uma descricdo mais explicita desse funtor. O produto de uma familia
{(Xi,6;) | i € I} em H-Set é dado por (P,¢), sendo o conjunto apenas o produto cartesiano

P=]][X;,ed: P xP— H dada por:
el

6 ((zi)ier, (x})icr) = /\ §(z,z")

icl

As projegoes 7j : P x X; — H do produto, por sua vez, sao dadas por:
i ((zi)ier, xf) = 0j(xj, 2%)

para cada j € I (ver exercicio 2.13.15 de [Bor08c|). Ademais, o equalizador de dois morfismos

o, (X,0) = (X',8") de H-sets é (X, 1), onde

T(l‘,y) = \/ ¢($,I/) /\Qp(y?l‘/)

z'eX’
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(ver exercicio 2.13.16 de [Bor08c|).

Finalmente, podemos usar a construcao de um limite a partir de produtos e equalizadores

(enunciada em 1.5.11, mas feita com detalhes no teorema 2.8.1 de [Bor08a]), onde denotamos

T ([u]) por lim F:

(Xu// s 5u//)
bR\l
Q)
E (6
lim FM ——> ] (Xuw,dw) II &xw.ow)
u E[ulm p (u ') EIEU]
/ 7
ﬂ-u’l \Lﬂ'(u/’u//)
Au/ w!’
(Xu/7($u/) ’ (Xu//,(su//)

onde 7/, 7" denotam as projegoes dos produtos e (lim F, E') é o equalizador de « e 3, que sdo os
morfismos que tornam o diagrama comutativo, isto é:

"

(

/
u ) O = Tynm

" /
W(u/’u//) o 5 = Au/’u// e} 7Tu/

Explicitamente, o e ( satisfazem, para todos Z = (Tu/)weu,, (com z, € Xyr) e 2" € Xy

V' alfd) A () = (R 0 ) (7.2) = W (3,27 = s, a”)

yecod(ar)

\/ B(f, g) A 5u” (y(u’,u”)7 ZIS‘”) = (Trzlu’,u") o ﬁ) (f, IL‘H) =

g€ecod(ar)

= (/\u/m// O 7'('&,) (;i"7 $”) = \/ 511,’ (.’I}u/, .fL’,) A )\ul,u// (wl, fL'”)
I’GXU/

Pode-se proceder de forma semelhante para as flechas. Para cada f € V) tal que If:u—

v ¢ funcao] = 1, defina Ay : (Xy, dy) — (Xy,dy) como:

A(,y) =[x € ul " A(z,y) € [T A [y € 0]

Agora, dada f' € V) tal que [f': u' — v’ é funcao]” =1 e [f = f]¥ =1 (o que ja implica
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em u=u' e v="1'), obtemos o seguinte diagrama comutativo:

(X, 0) i (Xurs 0
Af Ap
(Xy,00) >0 (X, 0r)
Portanto, podemos construir uma flecha ¥ ([f]): lim F(u') —» lim F(v').
Teorema 5.3.11. Os funtores ®,V definidos acima constituem uma equivaléncia de categorias

H-Set ~ Set )

Essas construgoes, com algumas modificagoes, sao feitas no final do apéndice de [Bel05].

5.4 Forcing, modelos a valores booleanos e topoi booleanos

Tendo agora as defini¢Oes iniciais de modelos a valores booleanos, mostremos como a se-
mantica em VB se relaciona com o forcing de Cohen e com a topologia da dupla negagao num

topos.

Definigao 5.4.1. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Para cada p € P, defina:

Op:={qeP|q<p}

Com isso, defina O(P) como a topologia sobre P gerada por {O,, | p € P} e considere a algebra de

Heyting dada por (H, <) := (O(P), C). Entao, definimos a relagdo de forcing intuicionista
rH)

<t fazendo:

I entre um elemento p € P e uma sentenca o de

plFo  se, esomente se O, < [o]

Observagio. Dados ar, ..., an, b1, ..., b, € V) denote a := (a1y..eyap), b:=(b1,....b,) €

[a=0]" :=[a1 = b1]T A ... A Jan = b, ]

Assim, suponha que p - (), isto ¢, O, < [p(a)]*. Note que faz sentido considerar a relagao

de forcing no quociente: p Ik p([a]), pois independe da escolha do representante. De fato, como

[a=0]" Alp@]" =la=b]" Alp®)]7, se [a=0]" =1, entao [p@)]" = [»(®)]".
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Proposicao 5.4.2. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, p € P e (H,<) como na

(H) (H)

set. € toda formula ¢ em L,

definicao acima. Entdo, para todas sentencas o, 7 de L com uma

varidvel livre x, temos:

1. VH) = o se, e somente se, para todo q € P, q - o;

2. se pli- o, entao para todo q € O, vale q - o;

3. pll-o AT se, e somente se, pli-o epll- T;

4. pliFo VT se, e somente se, pli- o oupll-T;

5. pli-o — 7 se, e somente se, para todo q € Op vale que g - o tmplica em q - 7;
6. pllF —o se, e somente se, para todo q € Op nao vale q IIF o;

7. pllk 3z ¢ se, e somente se, pll- o(u), para algum v € VU,

8. pli-Vz ¢ se, e somente se, pllF p(u), para todo u € v H),

Para o caso booleano, usa-se a nogao de completamento booleano. Pode-se mostrar, usando
os abertos regulares da topologia O(P) (que formam uma algebra de Boole), que todo conjunto
parcialmente ordenado (P, <) possui um completamento booleano (B,e) (tnico a menos de
isomorfismo), com (B, <) uma algebra de Boole e e : P — D sobrejetora, onde D C B ¢ um

subconjunto denso, satisfazendo:
existe r € Ptalquer <per <gq se, esomentese e(p)Ae(q) #0

para todos p,q € P.2

Definigao 5.4.3. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Considere seu completamento

booleano (B, e). Entao, definimos a relagdo de forcing fraca I, entre um elemento p € P e

(H)

set fazendo:

uma sentenga o de L
plFw o se, e somente se  e(p) < [o] P

Proposicao 5.4.4. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, p € P e (B, <) como na

(B) (H)

set € toda formula ¢ em Lg,,

definicdo acima. Entdo, para todas sentencas o, 7 de L com uma

varidvel livre x, temos:

2Em particular, mostra-se que um conjunto parcialmente ordenado (P, <) é refinado se, e somente se, O,
é aberto regular, para todo p € P, e que o mapa e : p — O, é um isomorfismo e satisfaz o desejado. Essas
construgoes sdo feitas detalhadamente na primeira segdo do capitulo 2 de [Bel05] e no capitulo 14 de [Jec03].
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1. VB E o se, e somente se, para todo q € P, qlry, 0;

2. seplky o, entao para todo q € Op vale q Iy, 0;

3. se plky o, entdo nao vale p Iy, —o;

4. existe ¢ € Op tal que q Ik 0 ou gl 0

5. plhw o AT se, e somente se, plky, o epllby 7;

6. plry 0V T se, e somente se, para todo q € Op, existe r € Oy tal que v Iy, 0 ou v Iy, 75
7. plky 0 — 7 se, e somente se, para todo q € Op vale que q Ik, o implica em q Ik, 7;

8. plkyw —o se, e somente se, para todo q € Op nao vale q Iy, o;

9. p lky Jz @ se, e somente se, para todo q € O,, existem r € Oy e u € VB tais que

Ty (P(u):

10. plky, Y ¢ se, e somente se, plky, @(u), para todo u € V(B

A nogao original de forcing, a relagdo de forcing forte (ou de Cohen), denotada Ik, esta

relacionada com o forcing fraco acima através da equivaléncia:

plky o se, e somente se  plkg 0o

A diferenca principal entre as nocoes de forcing fraca e forte é que a primeira satisfaz as leis
da logica classica enquanto a segunda satisfaz as leis da légica intuicionista, e a relagao acima
entre Ik, e IFg corresponde & traducao de Glivenko-Godel-Gentzen entre as logicas classica e
intuicionista. Alids, a tnica diferencga entre o forcing forte e o intuicionista é que, na proposigao

5.4.2, o ultimo item deve ser substituido por:

plFs Vo ¢ se, e somente se, pl-g; -3 —p

Como é amplamente conhecido, a nogao de forcing foi primeiramente introduzida e usada
por P. Cohen para mostrar a independéncia da hipdtese do continuo da teoria de conjuntos ZF.
A ideia do método é estender um modelo M de ZF a um modelo M[G] de ZF juntando a M
um conjunto “genérico” G (mais precisamente, um subconjunto de um conjunto parcialmente
ordenado satisfazendo certas condig¢oes); pode-se mostrar, entdo, que dada uma sentenga o,

MIG] [ o se, e somente se, existe p € G tal que p Ik, o.
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Para mostrar a independéncia da hipotese do continuo, em particular, a extensao do modelo

¢ construida usando genéricos do conjunto parcialmente ordenado (P, <.) dado por
P.={p:a—b|aCwyxw finitoe b C {0,1}}

p<cq se, esomente se, ¢ C p (como conjuntos de pares ordenados)

de forma que o novo modelo possui uma funcao injetora wy — {0,1}*. Ou seja, nesse modelo a

hipotese do continuo falha.3

Uma construcao semelhante pode ser feita num topos, como exposto na se¢ao VI.2 de [LM94].
Primeiro, considera-se o conjunto parcialmente ordenado (FP,, <.) munido da topologia densa J;
(na qual os crivos sao densos), que é uma topologia de Grothendieck. Entao, chamando de P
o topos de Grothendieck P := Sh(PF,, J;), usa-se a topologia da dupla negagao para definir o
topos de Cohen C := Sh(P,——). Assim, pode-se mostrar que no topos de Cohen, existem um
objeto K e monos N¢ — K — QN¢ (com N¢ o objeto ntimeros naturais e Q o classificador de

subobjetos de C), e ndo existem epis No — K e K — QNc,

5.5 Morfismos induzidos em modelos Heyting-valorados

Apesar de termos a conexao “horizontal” entre modelos e topoi:
H ~ VW) o Set) ~ H-Set

a conexao “vertical” entre flechas H — H', VH) — VH) ete. nao parece ter sido muito explo-
rada na literatura; o tnico caso considerado foi o de monomorfismos completos entre algebras
de Boole completas (ver exercicio 3.12 de [Bel05]) e retragoes associadas a eles (capitulo 3 de
[Guil3]). Isso nos motivou a estudar como poderiamos induzir flechas nos modelos a partir de
flechas mais gerais entre algebras de Heyting completas: com inspiragdo na equivaléncia dos
modelos com topoi, consideramos funcoes que se comportam como o adjunto & esquerda de um

morfismo de locales.

No restante da secao, (H,<),(H’,<') serdo algebras de Heyting completas e f : H — H’

serd uma funcdo que preserva supremos arbitririos e infimos finitos.

3Para mais detalhes dessa demonstracio, ver, por exemplo, teorema 14.32 de [Jec03].
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Definigao 5.5.1. (primeira proposta) Definimos recursivamente uma familia

{For: VI = V) ‘ o€ Ord}

[0}

onde — indica que fa sao “semifungoes” (isto ¢, para todo x € VOEH), existe ' € VOSH,) tal que
(z,2') € fa), da seguinte forma: para cada a € Ord e todo (z,2') € v VE) (z,2) € fa
se, e somente se, existe £ : dom(z) — dom(z') sobrejetora tal que (u,e(u)) € fg(x) para todo

u € dom(x), e o diagrama abaixo é comutativo:

dom(z) B ¥}
€ f

\4 /
dom(x") - .H

!

Nessas condigoes, dizemos que ¢ testemunha (x,2') € fa. Note que, se supusermos (por

indugao) que fg esteja definida para todo ordinal 8 < «, entao a semifuncao fg(z) : V;{;)) N V;g)/)
esta definida, logo dom(z') C VQ((Z)/) ex € VOEH')_4
Com isso, definimos f:= |J fae
acOrd
dom (f) = U dom (fa> — U VOSH) — V(H)
aeOrd acOrd

logo f também é semifungao f: yH) .y (H)

Proposigao 5.5.2. Se f € injetora, entdo, para todo o € Ord, fa € fungao e é injetora.

Demonstracao. Suponha, por indugao, que fﬁ seja fungado injetora, para todo 8 < «, e seja
(z,2') € fo. Entéo, ¢ = fg(w” : dom(z) — dom(z") é uma bijegdo, pois ja é sobrejetora por
definigao, e, como (u,e(u)) € fg(x) para todo u € dom(z), a hipdtese de indugao nos fornece que
€= f@(l’)l ¢ injetora. Portanto, usando o diagrama comutativo da defini¢ao, 2’ est4 unicamente

(H)

1 ou seja, fa é funcao. Além disso, se x # y (em V,"’), entao o

determinado por ' = foxoe™

fato de f ser injetora implica em

falw) = foxoe™ # foyoe™ = fu(y)

4Observe que, pela definicio de VO(H), fo é a funcao vazia, logo nas provas por indugao omitiremos o caso
inicial o = 0 pois é trivial.
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logo fa é injetora. O

Essa fungao, portanto, cobre o resultado enunciado no exercicio 3.12 de [Bel05].

Nao obstante, observe que a definicdo que apresentamos possui um grave problema: nao
podemos garantir que os dominios das semifungoes fa sejam VOEH), para cada o € Ord. Por
exemplo, considere as algebras de Boole 2 = {0,1} e 4 = {0, a, —a, 1} (com 0 # a # 1) e a fungao

f:4 — 2 dada por f(a) =0 e f(—-a) = 1. Primeiramente, note que:

V0(4) =0 %(2) =0
Vi = {0} v = {0}
Vi = {{(0,0)}, {0, 1)}, {(0.0)}, {(0,-a)}} V2 = {{(0,0},{(0,1)}}

Seja z := {((0,0),0)},((#,a),1)} e chame u := {(0,0)} e v := {(0,1)}. E facil verificar que
{(0,0)} & tinico elemento de V2 tal que (u, {(0,0)}), (v, {(0,0)}) € fo.

Com isso, considere 2’ € V(2 ¢ suponha que exista ¢ : dom(z) — dom(z’) tal que
(u,e(u)), (v,£(v)) € fa, ou seja, e(u) = e(v) = {(,0)}. Mas nesse caso, ndo podemos garantir a

comutatividade do diagrama, pois teriamos:

Logo, néo existe nenhum 2’ € V(® tal que (z,2') € f.

Para resolver esse problema, acrescentamos mais elementos a imagem da semifuncao, fazendo
o fechamento pela relagdo de equivaléncia = (outra possibilidade seria fechar as imagens apenas

para rank minimo).

Alternativamente, poderiamos ainda supor que (z,z') € fa se, e somente se, existe testemu-
nha e : dom(z) — dom(z') como na definicéo original, e, para todo u € dom(z), existe u' € V')

tal que (u,u’) € f‘g(z) e [e(u) =" =1.

Escolhemos a primeira condi¢gdo que mencionamos acima para a definicao final, porém todas

sao equivalentes se passarmos ao quociente por =.

Definigao 5.5.1. (complemento) Acrescentando as condigoes da definigao do inicio da se¢ao,
também supomos que se (z,2') € fa (ou seja, se existe uma testemunha para isso) e [z/ =

Y] =1', entdo (z,1) € fa.
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Observagdo. Note que V) ¢ classe propria (para H # {0}), pois existe uma injegao V — V),
Assim, pode-se mostrar que, para todo z € V), {y e VE | [z =y]" = 1} é classe propria.
De fato, para todo ¥ C V) com ¥ N dom(z) = 0, podemos definir ys : dom(z) UX — H

fazendo:

x(u) , seu € dom(x)
ys(u) =
0 ,seu € X

de forma que [z = ys] = 1.

Finalmente, podemos mostrar que f, realmente possui o dominio que queremos, e o argu-
mento é semelhante ao usado para demonstrar o caso injetor que fizemos acima com a proposta

inicial de definicao.

Proposicao 5.5.3. Para todo oo € Ord, dom(f,) = VOSH) (e a imagem de fo € fechada por =).

Demonstracao. Fagamos inducao: suponha que, para todo 8 € Ord com § < «, dom(fg) = B(H).

(H)

Seja x € VOEH), e note que, para todo u € dom(x) CV (@) & imagem fg(z)({u}) é classe propria,

0
pois é nao vazia e fechada por = (por definigdo). Assim, usando o axioma da substituigao,

podemos definir uma inje¢ao ¢ : dom(z) — VH) satisfazendo (u,e(u)) € fg(z), que pode

ser restringida a uma bije¢io 7 : dom(x) — e(dom(z)). Com isso, basta tomar z/ € V(#H)
como z' : e(dom(x)) — H' dada por 2’/ := foxor ! de forma que (z,2') € fu €, pois,
dom(fa) = H), O

Note, portanto, que com essa nova definicao para todo z € VOEH) existe 2/ € VH) tal

que (z,2') € fo é testemunhado por uma bijecdo 7 : dom(x) — dom(z’) (nfo apenas uma
sobrejegao). Inclusive, na definigao de fa poderiamos supor a existéncia de testemunha bijetora,

e novamente isso seria equivalente as outras possiveis definigoes ao passar ao quociente.

Teorema 5.5.4. Para todos (z,2'), (y,v), (z,2') € f, vale:

flyea]") < el e f(la=2]") < [/ =217

Demonstra¢ao. A demonstracao é feita por inducao na relagdo bem fundada

(u,z) < (v,y) <= (u=vexzecdom(y)) ou (u € dom(v)ex=y)
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Seja € : dom(x) — dom(z') satisfazendo as condigoes da defini¢ao 5.5.1. Entao:

f(ly mﬂH) =f ( \/ x(u) A Ju= y]]H) (por definigao)
uedom(x)

= flz(u) N f ([[u = y]]H) (pois f preserva A, \/)

uedom(x)

< \/ fzw) A [e(u) =y ]2 (por hipotese de indugdo e (u,e(u)) € f))

uedom(x)
/
=\ Zew) N [ew) = y]" (usando que (z,2'), (u,2(w)) € f)
uedom(x)
/
= \/ o' ()N [ =917 (pois € é sobrejetora)
u/edom(z’)
=y e 21" (por definicao)

Agora, como (H, <) ¢é algebra de Heyting, note que f preservar infimos finitos implica em f ser
crescente, e também implica em f(a — b) < f(a) — f(b), para todos a,b € H. Com isso, seja

7 : dom(z) — dom(z') satisfazendo as condigdes da defini¢ao 5.5.1. Entao:
f(lw=201") =

=f /\ (z(u) = [ue z]]H) A (z(v) = v e x]]H) (por definigao)

u€dom(x)
vedom(z)

/\ f(z(u) = [ue z]H) N f(z(v) = [ve x]]H) (pois f é crescente)
uedom(x)
vedom(z)

IN

/

/\ (fx(u) =" £ ([ue ]")) N (f(zw) = f([ve=]?)) (comentarios acima)
uedom(z)
vedom(z)

IN

/

A ( Fz(w) = [e(u) € z']]H’) N ( F(z(0)) = [r(v) € x'}]H’) (comentérios abaixo)
uedom(x)
vEdom(z)

IN

!/

= /\ (m’(s(u)) —' [e(u) € z']]Hl> N (Z/(T(U>) = [r(v) € x’]]H/) (elementos de f)
uedom(z)
vedom(z)
/
= /\ <x’(u’) —' v € z']]H/) N (z'(v') —' v e :L‘,]]H,) (pois €, T sao sobre)
u'€dom(x’)
v’ €dom(z")
/]]H’

=[x ==z (por definigao)
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No quarto passo, usamos que a implicacao é crescente na segunda coordenada, e que a hipétese

de inducao nos fornece as desigualdades:

f([uez]?) <[e(u) € e f(lve 2]?) < [r(v) € '

Esse resultado se estende facilmente as féormulas positivas (apenas com A, V) com quan-
tificadores restritos (da forma Ju € x e Yu € x), usando que o corolario 1.18 de [Bel05] nos

fornece:

Buczo@]®= \/ a(w)nlp@]"

uedom(x)
Vuecz o] = A 2= [p@]"”
uedom(x)
Corolario 5.5.5. Seja ¢ uma formula positiva com quantificadores restritos. Entao, para todos

(a1,dh), ..., (an,a) € f, vale:

f ([[(p(al’ 7an)]]H) S/ [[Qp(a/l’ ""a/n)]]H/

Demonstragio. A prova é por indugdo na complexidade. O caso das sentengas atémicas é feito no
teorema anterior, e os casos com a disjunc¢ao e a conjung¢ao sao imediatos do fato de f preservar
supremos e infimos finitos. Para os quantificadores, a demonstracao é semelhante ao teorema

anterior. Seja (x,2’) € f com testemunha e : dom(z) — dom(z’). Entao:

f(Buex go(u)]]H) =f \/ z(u) A [o(u)]? (por definigao)
uedom(x)
= \/ flx(u) N f ([[ap(u)ﬂH) (pois f preserva A, \/)
u€dom(z)

/

< \/ f@(u) N [e(e(u)]? (hip()tese de inducao e (u,e(u)) € f))

uedom(z)

= \/ 2’ (e(w)) N Jo(e(u))]? (usando que (z,2), (u,e(u)) € f)
uedom(z)

= \/ ' (W) N )] (pois € & sobrejetora)
u'€dom(x’)

= [3 €2 o] (por definigao)
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Similarmente, temos:

f(Vuez o))y =f N =@ — [e@]” (por definicio)
uedom(x)
< f(z(u) = [e(u)]?) (pois f ¢é crescente)
uedom(x)
< N few) =" f(le@]™)  (pois f(a—b) < f(a) = f(b))
uedom(x)
< /\ f(z(w)) = [e(e()]™ (por hipotese de indugao)
uedom(x)
= A 2e@) — [ee@)]™” (usando que (z,2) € f)
u€dom(x)
= /\ 2 (W) = o) (pois e é sobrejetora)
u/e€dom(z’)
= [V’ € 2’ o(u)]" (por definigao)
O

Outra consequéncia do teorema é que, se [z = 2] = 1p, entdo, como 15 = A @), obtemos:

!

f(lz==2") = f(ln) = 1w < [¢' = 17

ou seja, [2' = 2/ ]}H/ = 1ps. Assim, ao passarmos ao quociente pela relagdo =, a semifuncao f
define uma funcéo f : Set(()H) — Set((JH/).

Proposicao 5.5.6. 1. idyg = idset(H) : Set(()H) — Set(()H);
0

2. se '+ H — H" preserva supremos arbitrdrios e infimos finitos, entio f'o f = flo f :

Set(()H) — Set(()HN) .

Demonstragio. 1. mostremos que, para todo « € Ord, se (z,y') € (ifd\;{)a, entdo [z = y/]7 =
1. Suponha, por inducdo, que isso ocorra para todo 8 € Ord com 8 < «, e seja ¢ :
dom(z) —» dom(z'), com [z’ = ¢/]# = 1, testemunha de (z,y’) € (z/cl\;)a Entao, 2’ oe =
idgox = x, e para todo u € dom(z), (u,e(x)) € (ifd\;)g(x), donde, por hipétese de inducao,
[e(u) = u]" = 1. Com isso, para todo u € dom(z), usando que € é sobrejetora obtemos:

w(u) = 2'(e(w) = /() Ae(w) =u)" < \/  &'@) A =u]" = [ue]”

w’edom(z’)
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Similarmente, para todo v' € dom(x'), existe v € dom(z) tal que e(v) = v/, e vale:

7' (V) = 2/ (e(v)) = z(v) = z(v) A [e(v) = 0] < \/ z(w) Aw =27 = [v € 2]?

wedom(x)

Agora, observe que z(u) < [u € 2']H se, e somente se, 1 < x(u) — [u € 2']¥, para todo

u € dom(z); ouseja, A z(u) — [u € 2']7 = 1. De forma andloga, z’(¢v') < [v' € 2/]#
uedom(x)

para todo v' € dom(z') equivale a A 2'(v') — [v' € 2] = 1. Portanto:
v'edom(a’)

[t=2T= A () —=ueT")n AN @0 ea]?)=1
uedom(x) v’ edom(x’)
Finalmente, como temos que [z = 2] = 1 = [2' = /], concluimos que [z = /] = 1,
como queriamos.
]]H

Agora, pela defini¢do da relagao de equivaléncia, temos que [x = ¢'[** = 1 se, e somente

se, [r] = [y]. Logo, passando ao quociente, ([z],[y/]) € idy se, e somente se, [z] = [i/], e

idy é a identidade de Set(()H).

2. Seja ([z],[2"]) € f'o f, isto ¢, existe [y/] € SetéH) tal que ([z],[v']) € f e ([/],[2"]) € f".
Considere ¢ : dom(x) — dom(z'), com 2’ € [¢], uma testemunha de ([z],[y]) € f, e
g+ dom(x') — dom(y"), com y" € [2"], uma testemunha de ([¢/'],[2"]) = ([],[¢"]) € f.

Entao, ¢ o e : dom(z) — dom(y”) é uma testemunha de ([z],[z"]) € f'of. Ou seja,

mostramos que f' o f C f’ o f, e como ambas sdo funcdes, concluimos que f'o f = f'o f.

O

Finalmente, usando que f ([y € 2]) <’ [y € 2/]"", nao ¢ dificil mostrar que, se [h : z —

y & funcao]” = 1y, entdo [[f(h) f(x) = f(y) é fungéo}]H, = 1. Ademais, vale:

Jlidy) = idg, s f2) > f@) e [flida): f2) >

H/
(x) é fun(;éoﬂ =1
e,se [g:y — z é funcao]” = 1y, entdo:

- - - H'
(2) e [[f(goh) (@) = f2) ¢ fungéoﬂ — 1y

(H)

Isto é, ao passarmos ao quociente, f : Set'!) — Set#") define um funtor.

Ja vimos em secoes anteriores que uma funcao entre algebras de Heyting que preserva
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supremos arbitrarios e infimos finitos induz um funtor entre os topoi de feixes correspondentes
que preserva colimites arbitrarios e limites finitos (parte esquerda de um morfismo geométrico).
Mais precisamente, usando as equivaléncias naturais H-Set ~ Sh(H) e H'-Set ~ Sh(H’), a

fungao f: H — H' da origem a uma funcao ¢y : H-Set — H’'-Set dada por:
(X,0) (X, fod)
¢ — foo
(Y, 7) (Y, for)
onde fo¢: X xY — H'. Com isso, vejamos como f pode induzir um morfismo de H’-sets.

Proposi¢ao 5.5.7. Sejam (z,2') € f e e : dom(z) — dom(x') testemunhando isso. Considere

a fungio e’ : dom(x) x dom(2') — H' dada por:
eH (u,0') = f ([ue x]]H) N [e(w) = '] N v € #]%, para todo (u,v') € dom(z) x dom(z')

Entio, €™ define wum morfismo de H-sets ™' : (dom(z), fod,) — (dom(x’),8,) que nio depende

da escolha da testemunha, onde,
6z(u,v) := [u € 2] A Ju=v]", para todos u,v € dom(zx)
S (V) i=[u € &) AN o =']", para todos v/, v € dom(x')

Note que 9, e d, sdo exatamente as mesmas usadas na equivaléncia entre Set) ¢ H -Set,

pois, como [u € z] A [u = v]* < [v € x], temos:
[uc 2] Afu=v]" Avez]? =uecz]? Afu=]"?

Demonstragao. Verifiquemos as quatro condigoes de morfismo de H-sets. Sejam w,v € dom(x)

e v, v € dom(z').

1. 6y (u/,0") N et (u,v') < e’ (u,u/). De fato,

= [ € 1" N [ =" N f ([u€2]™) N e(w) =TT N [/ € 2T

< f([uea]®) N [e(uw) =7 N [ € 2]
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(f 062)(u,v) N e (u, ') =
= f([ue ] AJu=o]") N f([ue2]™) N [e(u) =] N[ € 2'TH
< f([vea]™) N [e(w) = ()] N [e(u) =T N [ € 2T7
< f([v e z]®) N [e(v) € V] N [ € 2']H
=" (v,0)

3. e (u, ) A e (u,v') < 6, (/,0'). De fato,

e (') A e (w0 =
= f([uea]?) N [ew) = '] N [ € '] N f ([u € 2]®) A
A [e(u) =o' N v € )%
< f(luea]®) N[ =v ] N[ €] N[ €]
<[ e 2] N i = o]

= (u/,0)

4. V / e (u,w') = (f 0 6,)(u,u). De fato,

w’edom(z’)

e para todo w’ € dom(z'), usando que f preserva 1z, temos:

e (u,w') = f ([u € 2]") N [e(w) = '™ N [0 € 2]
f([[uEx]] )/\’ ([[UEI]] )/\/f(lH)
f([[uE:L“]] )/\'f([[ueu]] ) ([[qu]]H/\[[u:u]]H)
= (f o 0z)(u, u)

/

Logo, V  e(u,w/) < (fodu)(u,u);

w’e€dom(z’)
e por outro lado, como e(u) € dom(z'), temos:

/

Vo ) > e (u,e(u) =

w’'edom(z’)

=/ ([u€ a]™) N [e(w) = ()] A [e(u) € 2]
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= [ ([u € 2]") N 1 N [e(u) € 2]

= f ([u € 2]") A [e(w) € 2]

> f([uea]™) A f([uea]) = f([uea])
— f([uwea]? Aty) = f ([ue2]" Au=u]¥)

/
Logo, Voo e (') > (f 00,)(u,u).
w’€dom(z’)
Enfim, observe que o resultado nao depende da escolha da testemunha: sejam (u,v’) € dom(z) x

dom(x') e T : dom(z) — dom(z') que testemunha (z,2’) € f. Entdo, como u € dom(z), temos

(u,e(u)) € f e (u,7(u) € f; e como 1y = Ju = u]¥, pelo teorema anterior
Ly = () = f ([ =]") < [r(u) = ()]

Dessa forma,

e (u, ") = f ([u € 2]®) N [e(w) = ] N [ € 2] =
= f([uez]®) N 1 N [e(u) = ] N [ € 2]
= [ ([ue2]") N [r(u) = @] N [e(w) =TT N o' € /T
< f(luea]®) N [r(u) =17 N [ € 21"
= 71 (u, ")

donde e (u,v') < 77 (u,v'). A verificacdo que 77 (u,v") < e’ (u,v') é andloga. O

~ . . . . / ~ . .
Observagdo. A ideia agora seria mostrar que tais morfismos €' so isos, e poderiam ser usados

para construir um isomorfismo natural entre f e ¢ ¢. Para tanto, uma possibilidade seria usar
a caracterizagao de monos e epis em H-Set (ver proposi¢oes 2.8.8 e 2.8.7 de [Bor08c|), ou seja,

para todos u,v € dom(z) e u' € dom(a’) mostrar que:

o e (u,u) At (v,u)) < (f 00,)(u,v) (0 que equivale a e’ ser mono);

o \/  e(w, ) =6y(u,u) (0 que equivale a e’ ser epi);

wedom(x)

. / . .
e, como H-Set é um topos, e’ seria um iso.
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Agora, abrindo as defini¢oes, obtemos:

By A e (v, u)) =

)
=f ([[u € 1] ) N [e(u) = u’]]H/ N u € x']]Hl N f ([[v IS x]H) AN [e(v) = u']]Hl N u' e m’]]H/
< f([uea]®) N [e(uw) = TH N [e(v) = o]
< f([ue2]") A [e(u) = e(w)]*

e queremos mostrar que < f ([u € 2] A u = v]]H) = (f 0 dz)(u.v)

\/ e (w, ') = \/ f([we 2]") N [e(w) = TN Tl e &)

wedom(x) wedom(x)

= \/ f([w e 2]™) N [e(w) = )] N [e(t) € '] (pois € & sobre)

wedom(x)
> ([t € 2]) A [e(t) = e()] A [e(t) € 2'TH

e queremos mostrar que = [u’ € 2] = 6, (u/,u)

(a outra desigualdade para a condigao de epi é imediata, por conta do infimo). Nao parece claro
que, com o que fizemos até aqui, consigamos obter as desigualdades desejadas acima, pois ambas
dependem néao apenas a preservagao da H-valoracao das féormulas atomicas por f do teorema

5.5.4, mas da preservacio estrita, isto é: se (x, '), (y,v), (2, %) € f, entédo

f(lz ey]™) = [« €1 f [z =2]") = [«' = "]

Assim, observando a demonstragdo do teorema 5.5.4, note que podemos obter essas igual-

’ . .
dades (e, logo, que ' & iso) pelo menos no caso em que f : H — H’ preserva (estritamente)
a implicagdo, e tanto supremos quanto infimos arbitrarios. Com essa hipotese sobre f, também
poderiamos adaptar o corolario do teorema para obter a preservacao estrita da H-valoracao de

todas as formulas com quantificadores restritos.

5.6 Consideragoes finais

No segundo semestre de 2018, dedicamo-nos a descrever aplicagdes possivelmente novas
de logica de topos em anélise funcional, motivados pelos trabalhos de Mulvey e Banachewski

([Mul80], [BMO6]); por exemplo, analisar se para uma definicdo razoavel de espagos de Hilbert
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num topos valeria o resultado de reflexividade.

Em [Mul80], sdo dadas trés descrigoes de feixes de Banach: uma definindo espagos de Banach
num topos espacial usando logica interna, outra usando uma variante de feixe geométrico, e uma
altima usando uma variante de feixe funtorial. Infelizmente, nao localizamos na literatura uma
forma razoavel de definir espacos de Hilbert num topos, nem como realizar construgoes adequadas

de (variantes de) feixe geométrico e feixe funtorial para o caso Hilbert.

Por outro lado, também tentamos, sem sucesso, chegar a um conceito unificador de estru-
turas métricas completas num topos que cobrisse os dois casos ja feitos (espagos de Banach e
C*-algebras) e um eventual caso Hilbert. Entretanto, consideramos que uma possivel logica
continua num topos seja um bom candidato & investigagdo futura, em uma linha semelhante &

explorada em |[AH16].

Ja no primeiro semestre de 2019, motivados pela conexao “folclérica” (no sentido de ser fre-
quentemente mencionada, porém nao feita de forma explicita) entre forcing sobre um conjunto
parcialmente ordenado (P, <) e a semantica de Kripke-Joyal em Sh(O(P)), fomos na diregao de
tentar explicitar a naturalidade (em termos de coeréncia entre morfismos) dessa correspondéncia.
Os resultados iniciais dessa investigacao sao o contetido da segao anterior: como relacionar mor-
fismos geométricos Sh(H) — Sh(H') com morfismos em V) — y(#H ") obtidos recursivamente

de morfismos geométricos H — H'.

Com respeito & correspondéncia seméantica, se considerarmos uma relagao de forcing sobre
(P, <), os elementos p € P determinam uma familia geradora {H(—,0)) | p € P} em Sh(H)
(para H = O(P)). Logo, para essa familia podemos considerar a seméantica de Kripke-Joyal em

Sh(H) ~ H-Set ~ Set().

Contudo, nao esta claro que a relagao entre forcing e Kripke-Joyal indicada no final da
segdo VL.7 de [LM94] pode ser verificada explicitamente levando-se em conta os funtores de
equivaléncia H-Set ~ Set(H) apresentado acima ou a equivaléncia Sh(H) ~ Set) feita em
[BS89] (lembrando que p - ¢(a) depende apenas de [a] em Set()). A dificuldade central é no
nivel das sentengas atomicas, pois na semantica de Kripke-Joyal a relagdo é “on spot” (como na

verdade de Tarski) enquanto em V) ela ¢ recursiva.

Também gera estranhamento o fato que, apesar da logica interna do topos ser (em geral)
intuicionista, a seméantica de Kripke-Joyal se assemelha mais as propriedades do forcing cléssico

do que ao intuicionista. Uma possibilidade de caminho para esclarecer essa questao é investigar
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uma forma mais geral da seméantica de Kripke-Joyal: a seméantica stack, como apresentada em

[Shul0]. Continuaremos trabalhando sobre o tema em [ACM19].

Outro ponto interessante nessa dire¢ao é estudar se a relagao entre forcing classico e forcing
H

— , ¢ as semanticas
(x > —x)

intuicionista esté relacionada com as fungoes Reg(H) — H e H —

de Kripke-Joyal correspondentes.

Indo numa direcao diferente, outro aspecto a ser analisado é o dos funtores l6gicos. Lem-
brando da proposicao 3.4.9 que funtores l6gicos coincidem com morfismos geométricos apenas no
caso de equivaléncias de categorias, essa “ortogonalidade” entre os conceitos ja pode ser obser-
vada em nivel algébrico. Dada uma algebra de Boole completa nao trivial (B, <) e um morfismo

injetor 2 < B (com 2 = {0,1}), obtemos trés tipos de morfismo B — 2:

e [: B — 2 adjunto a esquerda, dado por [(z) = 0 < x = 0, que s6 preserva supremos;
e r: B — 2 adjunto a direita, dado por r(z) = 1 < x = 1, que s6 preserva infimos;

e U : B — 2 o quociente por ultrafiltros, que preserva 0, 1, negacao, implicacdo, e supremos

e infimos finitos.

Por outro lado, observe que um funtor l6gico Sh(H) — Sh(H’) induz um morfismo de algebras de
Heyting H — H' (pois H = Sub(1)). Parece natural, assim, tentar estabelecer a correspondéncia
entre outros morfismos H — H' e funtores logicos, e investigar como se relacionam com morfismos

induzidos em V) — y(H')
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Apéndice A

Teoria dos reticulados

O objetivo desse apéndice é servir de referéncia rapida para defini¢oes e resultados da teoria
de reticulados (importantes no estudo de locales), e em especial de éalgebras de Heyting e de
Boole (usadas no estudo da logica). Para uma introdugao geral mais completa sobre reticulados
pode-se consultar [Rut65], enquanto [Mir06] (nos capitulos 3 a 8) e [Bor08c| (segdes 1.1 e 1.2)
cobrem com maior riqueza de detalhes aspectos da teoria voltados para o estudo de feixes e sob

um ponto de vista mais categorial.

A.1 Reticulados

Definicao A.1.1. Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) é dito um reticulado se, para
todos a,b € P, existe o infimo (maior cota inferior) de {a, b}, denotado a Ab, e 0 supremo (menor

cota superior) de {a, b}, denotado a V b.

Proposicao A.1.2. Sejam (P, <) um reticulado e a,b,c € P. Entao,

1. comutatividade: a Nb=bANa eaVb=bVa;
2. associatwidade: a N (bAc)=(aANb)AceaV (bVe)=(aVDb)Vec
3. absor¢ao: aA(aVb)=aeaV(aNb)=a.

A associatividade nos garante a existéncia do infimo e do supremo para qualquer subconjunto

finito ndo vazio S C P, denotados, respectivamente, por A S e \/ S.
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Esses trés pares de equagoes, alids, sdo condicao suficiente para (P, <) ser um reticulado,
logo fornecem uma definigao equacional de reticulado (basta tomar uma das equivaléncias do

item (2) abaixo como a defini¢ao da ordem).
Proposicao A.1.3. Sejam (P,<) um reticulado, S, R C P subconjuntos finitos nao vazios e
a,b,c,d € P. Entao,

I.aNha=aeaVa=a;

2. a=aNbsa<beb=aVd

3. VSUR)= (V) V(VR) e N(SNR) = (AS) N (AR);

4. se SCR, entaio\/S<\VRe ANR<AS;

5. sea<bec<d,entioanc<bAdeaVec<bVd.
Definigao A.1.4. Um reticulado (P, <) é dito limitado se possui maior elemento (também
chamado de unidade, denotado 1) e menor elemento (também chamado de zero, denotado 0).

Note que 1 = A0 e 0 = \/0; assim, equivalentemente, poderfamos definir um reticulado

limitado exigindo que todo conjunto finito possua infimo e supremo.

Proposicao A.1.5. Sejam (P, <) um reticulado limitado e a,b € P. Entao:

1. 1Na=aeQVa=a;
2.0Na=0elVa=1;
3. seaVb=0, entao a =b=0;
4. seaNb=1, entdoa=b=1.

Definigdo A.1.6. Um reticulado (P, <) é dito distributivo se satisfaz as leis distributivas?,

isto é, para todos a,b,c € P:

aN(dVe)=(aAb)V(aAc) e aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

Proposicao A.1.7. Sejam (P, <) um reticulado distributivo e S C P finito e ndo vazio. Entao:

1. aV(AS)=N{aVs|seS}, para todo a € P;

1Seria suficiente satisfazer uma delas, pois isso ja implicaria na outra
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2.an(\/S)=V{aNns|seS}, para todo a € P.

Definigao A.1.8. Um reticulado (P, <) é dito completo se todo subconjunto possui infimo e

supremo.

A.2 Algebras de Heyting

Definigdo A.2.1. Uma dlgebra de Heyting ¢ um reticulado limitado? (H, <) tal que, para

todos a,b € H, existe o maximo
(a = b):=méx{ce H|cNa<b}
Assim, para todos a,b,c € H, vale

c<(a—0b) se esomentese, aAc<b

Novamente, pode-se dar uma descricao equacional de uma algebra de Heyting, como um

reticulado limitado satisfazendo as identidades dos trés primeiros itens da proposicao a seguir.

Proposicao A.2.2. Seja (H,<) uma dlgebra de Heyting. Entao, para todos a,b,c € H,

1. aN(a—b)=aAb;
2.aN(b—=c)=aAN((aNb)— (aNc));
3. cAN((andb) —a)=c;
4. a <b se, e somente se, a —b=1;
5. a=(1—=a);
6. a— (bAc)=(a—b)A(a—c).
Proposicao A.2.3. Toda dlgebra de Heyting é um reticulado distributivo.

Definicao A.2.4. Sejam (H, <) uma algebra de Heyting e a € H. O pseudo-complemento

de a é definido como —a :=a — 0.

Proposicao A.2.5. Sejam (H,<) uma dlgebra de Heyting e a,b € H. Entao,

2 Alias, bastaria possuir menor elemento, pois 1 = a — a, para qualquer a € H.
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1. -0=1e-1=0;
2. se a <b, entdo -b < —aj;
3. —a = —~—ay
4. =(aVb)=-aN-b;
5. (maVvb) <(a—b)
6. a < —-a;
7. ==(a Ab) = (——a A —=b);
8. ==(a — b) = (——a — —b).
Tendo definido o pseudo-complemento, pode-se mostrar que algebras de Heyting servem de

modelo algébrico para a logica proposicional intuicionista. Mais especificamente, podemos definir

uma relacao de ordem no conjunto das féormulas dessa logica fazendo

p <1 se, e somente se, o —Y

de forma que toda algebra de Heyting satisfaz os axiomas do célculo proposicional intuicionista:

Proposicao A.2.6. Sejam (H,<) uma dlgebra de Heyting e a,b,c € H. Entao:

1. a<(b—a);

2 (a= (b= ) < ((a = b) = (a— 0));
3. a<(b— (anb);

. (aAb) <a;

5. (anb) <b;

6. a < (aVb);

7.b< (aVb);

8 (a=¢) < (b= ) = ((aAb) = ¢);
9. (a = b) < ((a = —b) — —a);

10. —a < (a — b);
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11. Modus ponens: a A (a — b) <b.
Para finalizar essa secao, definamos elementos regulares, que fornecerao uma ligagao entre
algebras de Heyting e algebras de Boole.

Definigao A.2.7. Sejam (H, <) uma algebra de Heyting e a € H. Dizemos que a é regular se

a = —=—a. O conjunto de elementos regulares de H é denotado por Reg(H ).

A.3 Algebras de Boole

Definigao A.3.1. Uma dlgebra de Boole é um reticulado distributivo limitado (B, <) onde
todo elemento possui complemento, isto ¢, para todo a € B, existe um b € B (que serd unico

por distributividade) tal que a Ab=0eaVb=1.
Esse tinico b serd chamado de complemento de a e serd denotado por —a. A coincidéncia
com a notagao de pseudo-complementos é intencional:

Definigao A.3.2. Sejam (B, <) uma algebra de Boole e a,b € B. Entao, definimos o elemento

a—b:=-aVhb.

Proposicao A.3.3. Seja (B, <) uma dlgebra de Boole. Entao, para todos a,b,c € B, ¢ < (a — b)
se, e somente se, a A c < b. Como consequéncia disso, também wvale a < b se, e somente se,

a—b=1, e o complemento de a satisfaz —-a = (a — 0).

Dessa forma, toda algebra de Boole é uma élgebra de Heyting e o complemento é exatamente

o pseudo-complemento.

Lema A.3.4. Seja (H,<) uma dlgebra de Heyting. FEntao, Reg(H) é uma dlgebra de Boole
(onde o supremo V' de Reg(H) € obtido do supremo \V de H por aV'b = ——(aVb)).

Proposicao A.3.5. Seja (H, <) uma dlgebra de Heyting. Entdo, sao equivalentes:

1. (H,<) € uma dlgebra de Boole;
2. para todo a € H, aV —a =1;

3. para todo a € H, a = —a.
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Essa proposicao mostra, assim, que algebras de Boole servem de modelo algébrico para o

calculo proposicional cléssico.

Por fim, listemos algumas propriedades das operagoes em &algebras de Boole.

Proposicao A.3.6. Sejam (B, <) um dlgebra de Boole, a,b € B e S C B. Entao,

1. a <b se, e somente se, b < —a;
2. 2(aAb)=-aV-be-(aVb) =-aA b

3. se \| S existe (em B), entao )\ —s e \/ (a A s) existem e satisfazem:
seS s€S

—|\/S: /\—|s e a/\\/S: \/(a/\s)

seS sES

4. se \'S existe (em B), entao \/ =s e A (aVs) existem e satisfazem:
seS s€S

—'/\S:\/_'S e a\//\S:/\(a\/s)

seS SES
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Subfuntor, 30
Subobjeto, 29
Subprefeixe fechado, 51

Teorema especial do funtor adjunto, 36
Teorema geral do funtor adjunto, 36
Testemunha, 165
Topologia de Grothendieck, 59

— canoénica, 62

— subcanoénica, 62
Topos

— booleano, 99

— de Grothendieck, 63

— elementar, 77
Transformagao natural, 15
Transposta exponencial, 68

Uniao (de subobjetos), 30
Unidade (adjuncao), 34

Validade de féormulas em Lg, 126
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