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INTRODUÇÃO

Dado um campo de vetores, o conhecimento do número

e posição de suas Órbitas periódicas (bem como de seus pontos
singulares) , é de importância fundamental para a descrição qua-
litativa de seu espaço de fase. Dessa maneira, o problema de

localização das Órbitas periódicas e determinação de seu nú-
mero tem sido objeto de atenção de diversos pesquisadores,des-
de os trabalhos iniciais de Poincaré. Sua resolução,porém,tem

se mostrado, em geral, bastante difícil

No caso particular em que X = (P,Q) é um campo poli-

nomial no plano, foi. proposto por Hilbert em 1900 o seguinte

problema (16ç problema de Hilbert) : encontrar uma limitação pa-
ra o número de ciclos-limites (Órbitas fechadas isoladas) em

função do grau de X, onde o grau de X é o máximo entre os graus

de P e Q. Esse problema encontra-se ainda em aberto, mesmo quan-

do o grau de X é 2. Alguns resultados parciais são os seguin-

tes: Du]ac provou em [3] que o numero de ciclos-limites de X

Õ fi.nato. Bautin provou em [1] que se X é de grau 2 e possui lm

centro, então um campo polinomial de grau 2, perto de X tem no

máximo 3 ciclos- limites
'Vll
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Uma exposição recente de varias técnicas e re

dos sobre o assunto pode ser encontrada em Cherkas [3].

Dois trabalhos que não constam dessa referência são

al dessa dissertação, cujo conteúdo passamoso assunto p
a resumir

culta

rzncl-p

No capítulo 1, apresentamos um artigo de C.Pugh, A
Lins e W. de Meio, onde se estuda a equação polinomial deLiê-

nard no plano. Em particular, uma resolução completa do pro-
blema de determinação do número de órbitas periódicas é dada

para a equação de Liénard de grau 3.

No capz+tulo 2 apresentamos um método, devido a Ka

zuo Yamato ([11]), pelo qual o numero de Órbitas fechadas de

un dado campo, bem como sua localização aproximada, podem ser
dotei'minados, desde que se conheça.uma solução aproximada de

uma certa equação a derivadas parciais. O autor mostra ainda

que tal equação tem solução para um conjunto genérico de cam

pos, embora sua demonstração não forneça um método para cal
cular explicitamente essa solução em termos da expressão do

campo.

Finalmente, o capitulo 3 contém uma ligeira refor-

mulação de um resultado de Yamato apresentado.no capa-tulo 2

Fazemos então uma aplicação dessa teoria ã equação de Liénard
n'- ..mn .nrtp dn resijltado ex-oosto no capitulo l

]

obten



CAPITULO l

SOBRE A EQUAÇÃO DE LIÉNARD

$.O - l NTRODUÇAO

Consideremos a equação de 2a ordem

X + f(x):i + gCx) : 0,

conhecida como equação de Liénard. Em particular, se

f(x) = c(x:-l) e g(x) = x,

tem-se a equação de Van der Pol

Fazendo:

F(x) f(s)ds y : -g(x) ,

obtêm-se o sistema equivalente no plano

Í;
c04

l e
lj' = -g(x)

Quando as funções F e g satisfazem determinadascon-

ível garantir a existência de órbitas periódicas

-1

poss
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: -x

não triviais para esse sistema. Por exemplo,

0.1 PROPOS]ÇÃO - cona. [6, pg. 268] - Consid
tes condições sobre a equação (L)

i) f é par, g é impar, xg(x) > 0 para todo x # 0, f(0) < 0;

ii) f e g são contínuas para todo x, g satisfaz uma con-

dição de Lipschitz para todo x;

iii) x ---- +m :-:+ F(x) ---'. +m, x --'- -m ::::+ F(x) ---''- -m;

iv) F tem uma Úni.ca raiz positiva e é monotõnica cães

te para x > a

Nessas condições a equação (1-) possui um único ci

clo-li.mate (Órbita fechada isolada), que é orbitalmente es
tável

vale tea

eTemos as seguin

cen

o b/ E, L+ .L n

A. Lins, W. de Me]]o e C.C. Pugh estudam em [7] a e

quação (L), no caso em que F é um polinÕmio, F(0) :0 e g(x)

= x, isto é, a equação

(L)
i = y - f(x)

f(x) : adxd + ... + alx

Observe-se quõ, quando f é impar, f' (0) < 0 e f pos

sui uma Única raiz positiva, a proposição 0.1 garante a exis

tência de üm Único ciclo li.mate para (L)

Usando a compactificação de Poincarõ e o ''blowing-

up method'' estuda-se em [7] o comportamento das Órbitas de (L)
no infinito. Como consequência obtém-se uma descrição comple-



ta do espaço de fase dessa equação, módulo número de órbitas
fechadas e mostra-se que: se f=p+q, p ê par, q e impar e

q(x) #O se x #O, então (L) não possui órbitas fechadas

No caso particular em que f é de grau g 3, mostra-se

que (L) possui no máximo um ciclo-limite e consegue-se uma des-

crição completa do espaço de fase dessa equação em termos dos
coeficientes de f

Finalmente, usando a aplicação de Poincaré, demons

tra-se que, se d :2n+l ou 2n+2 então existe uma equação de Lié-

nard de grau d com exatamente K Órbitas fechadas, onde 0ÉKçn.

'l'-c nn- ..tP í;lt-imn fato. os autores formulamMo

a seguinte

0.2 CONJECTURA - Se f tem grau 2n+l ou 2n+2 então (L) possui

no máximo n ci.dos-limites.

Os parágrafos seguintes são um resumo dos métodos e
resu[tados de [7]

uva

$.1 - O ESPAÇO DE FASE OA EQUAÇÃO DE UÉNARD

Seja Xf: (y-f(x),-x) o campo vetorial associado ã

equação (L). Os seguintes fatos são de verificação imediata

i) A origem é a única singularidade de Xx, e é atratora

se al > 0 e repulsora se a'l < 0

ii) O conjunto dos pontos onde Xr é horizontal coincide
com o eixo vertical: Ev ={(0,y)jy(i;R}. O conjunto dos

a- vf ; vertical coinci(te com o gráfico de fpontos on



O comportamento das trajetórias de Xt depende for-

temente da paridade de 4 e do sinal de ad' Em cada caso,podem
ser fei.tas algumas observações:

$]4ponhaMos a .11111ilZZ E. Zd-.!.g.:

É fácil provar nesse caso, que a Órbita positiva por
um ponto pGE" - {0} i.ntercepta sucessivamente o gráfico de f e

novamente Ev- {0}. É possível, portanto, definir uma aplica-

ção de Poincaré P: E:={(0,y)jyCiR+} em E=. Como toda órbita
periódica envolve a origem, elas correspondem aos pontos fi-
xos de P (ver Figura l)

d $npar

ad> 0

Figura l

Por outro lado, a Órbita negativa por um ponto

pCE:l : { (O,y) lyCK.}

ou intercepta E:l ou vai para o infinito, permanecendoncsse Úl-

timo caso, abaixo do gráfico de f. Como se verá adiante (Teo-

rema 1.1) . existe um Único ponto p.ç;EY cuja Órbita negativa vai



para o infinito, é assintótica ao gráfico de f e tal que toda

Órbita por um ponto de EY acima de p. intercepta EY (ver Fi-
gura. 1). Analogamente, existe um ponto p+CEjl com as mesmas pro'
priedades (ver Figura 2).

Qualquer Órbita. fechada deve portanto interceptar Ev

em pontos do segmento (p. ,p+) .

y= f(x)

Figura 2

Se d é I'mpar e a,l < 0, valem as mesmas considerações

com adaptações Óbvias

suponhamos d par e a,.l > 0' -L - ---<l

Nesse caso, tanto a Órbita positiva como a órbita
negativa por um ponto pGEv interceptam Ev

Por outro lado, se pGE:, sua Órbita post.uva pode in

terceptar EI ou permanecer abaixo do grãfi.co dc f. Omesmo va

le para sua Órbita negativa. Como se verá adiante (Teor.l,l)



uva (respec.negar.iva) , vai para o infinito ,e é asse.ntótica ao

gráfico de f. Se pGEv esta acima de p+ (respec. p.) então sua
Órbita positiva (respec. negativa) , intercepta E:

Suponhamos p. #p+. Seja Pn o ponto mais próximo da

origem em {p.,p.iJ' e PmeEv o primeiro ponto onde a Órbita,(po-

sitiva ou negati.va) de pm i.ntercopta Ev. E claro que toda Õr-

b.ita fechada i.ntercepta Ev em pontos de i.ntervalo (Pm'Pn)

Pode-se, então, defi.nir uma aplicação de Poincaré,

no intervalo (0,Pm). Se p. :p+, a aplicação de Poincaré pode
ser defi.nada em E: , e nesse caso toda órbita fechada intercep-

ta E' em pontos acima de p. :p+.. A figura 3 ilustra essas si.-
tuaçoes.

Figura 3



se d e par e aJ >u, valem as mesmas observaçoes com

as adaptações Óbvias

No que segue será usada uma técnica conhecida como

Compacta.fixação tle Poincaré, que permite transformar oproble-

ma de estudar um campo em IRz, para o estudo de um campo na va-

riedade compacta Sz. A ideia é fazer a projeção central do pla-
no, imaginado tangente ao polo norte de Sz. O campo Xr, multi-

plicado por um fatos conveniente, estende-se a um campo ana-
li+tico, lí(Xr) em S'. Uma descrição pormenorizada dessa técni-

ca pode ser encontrada em [lo]. O importante aqui é que ta]

construção permitirá o estudo do campo em pontos do ''infinito'',
correspondentes a pontos do equador em Sz, e uma descrição da

estrutura das Órbitas nas vizinhanças do equador

Seja então

X: = (y-f(x) ,-x) , f(x)

Escrevendo a expressão do campo lr(XI) em cartas de Sz verifi-

ca-se facilmente que IT(X' ) possui quatro singularidades no e-

quador:

PI (1 ,0 ,0) , P2 (- l , o , o) ,

ql CO ,l ,o) , q2 (o , - l , o) ,

e que pl e p2 são singularidades hiperbólicas, atratoras ou
repulsoras conforme o seguinte quadro
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Para descrever o comportamento de lr(XI) no equador

basta então estudar o comportamento local em torno dos pontos

ql e q2' A analise nesses pontos é realizada utilizando-se o
''blowjng-up method''. Uma exposição dessa técnica pode ser en-

contrada em [4]. É possive], dessa maneira, estabe]ecer-se a

edis.tência e unicidade das separatrizes em ql e q2' Tem-se o
seguinte

1.1 TEORENÍA - A estrutura das Órbitas de T(XI) nas

ças do equador é dada pelas figuras abaixo

vizinhan

PIP2

unpar
< 0a

d

'l p2

d Ímpar
a. > 0

Figura 4

  PI P2

ad > 0

d par repulsor atrator

d z'rapar tepulsor repulsor

ad < 0

d paf atrator repulsor

d Ímpar atrator atrator
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Aqui n (Xt) é topologicamente equivalente a uma sela

numa vizinhança de ql e q2 e suas separatrizes são tangentes
ao equador

1.2 COROLÁRIO - Seja f um polinÕmio par. Então se a,.i > 0 (resp.
ad<0), existe um disco D no hemisfério norte de Sz, contendo

o polo norte cujo bordo é formado por separatrizes de ql (resp.
q2). Toda Órbita conta.da no interior de D é.compacta. Se y é

uma órbita contida no exterior de D, então o cl-li.mate de y é

é pl (resp. p2) é o u-limite de y é p2 Cresp. pl)

ad > Õ Figura 5

DEMONSTRAÇÃO - Se Xf: (Xf,Xf) tem-se

xf(-x.y) : (xf(x,v) ,-x{(x,y))

ad < O

O resultado segue então do Teorema l.l. []

1.3 PROPOSIÇÃO - Seja f(x) =p(x) +q(x) , onde p(x) é um poli-

nõmio para e q(x) é i'mpar. Se O é a Única raiz de q(x) então
X' nãa possui. Órbitas fechadas
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DEMONSTRAÇÃO - Seja XP = (y-p(x),-x). Pode-sé então, em vista

do corolário aci.ma, definir V: .R2 ----...bR .fazendo, para cada

peRz, V(p) a interseção da Órbi.ta positiva por p com o eixo
vertical negativo. V é então uma integral primeira para XP

Usando esse fato, mostra-se facilmente que V é estritamente

decrescente ao longo das Órbitas de XP. Isso prova a proposi-

S.z A EQUAÇÃO DE UÉNARD DE GRAU 3

Seja agora f(x): a3xa +a2xz +alx e Xf : (y-f(x) ,-x)
Uma descrição completa do espaço de fase de Xr é dada pelo se

guinte

2.1 TEOREMA - Têm-se as seguintes possa.bilidades

a) Se al'a3 >0, então Xt não possui órbitas fechadas;

b) se al'a3 <.0, então X' possui uma Única Órbita fechada;

c) se al : 0 e a3 #O, en.tão X' não possui Órbitas fechadas.

A origem é um atrator fraco para a3 > 0 e um repulsor
fraco para a.ç < 0;

d) se a3 :0 e al #O, então Xx não possui Órbitas fecha-

das. A origem é um atrator hiperbólico para al > 0 e um

repulsor hiperbólico para al < 0;

e) se al :a3 ; 0, então a origem é um centro

A estrutura de Órbitas de lr(Xt) vai esquemati.zada a-
baixo



q2

a3 : 0) a2 > 0, al < O

q2

a3 : 0) a2 > 0, al : 0

Figura 6

ESBOÇO DA DEltlONSTRAÇÃO - Os J+tens a), c) e d) são consequên-
cia da proposição 1.3. O item e) é conseqilênci.a do corolário

1.2. Resta estudar o caso al'az < 0. Por exemplo, considere-se

o caso a3 > 0,al <0 (os demai.s são análogas) . A prova deque Xf
possui uma. Única Órbita fechada é então kit:a em 3 passos

1) Toda Órbita fechada 4g X:T interceT)ta as linhas

Seja V R2 --.---» R definida por
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V(x,y) = e ZaZyly -a2xz
se a. # 0 e

2

V(x,y) = x' +y: se a2

Então, V(x,y) =DVCx,y)'Xf(x,y) tem.sinal constante para

Além disso existe uma curva de nível (E de V que tangencia as

linhas

É claro então que nenhuma Órbita fechada de Xr intercepta o

di.sco limitado por C, o que demonstra l)
+ . 1 . . :..1.=4.. n rnnl.n

m0 CIJelo menos uma, e n

das uma das quais é hipçt;.jj2élica

Segue do Teorema 1.1 e do Teorema de PoincarÕ-Ben

dixon, que Xf tem pelo menos uma Órbita fechada. Para provar

que estas são no máximo duas, utiliza-se o seguinte critério

Seja X : (P,Q) um campo no plano e y Órbita periódica de X, de

período T; Se

2) X' tem

ITjap . .aQ.l (x (t) ,y(t) )dt < 0div(X)dt

(resp > 0) então y é um atratol' (resp repulsor) hiperbólico
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Sejam então, yl'Y2' ''''Yn as orbital fechadas de Xt, onde o

interior de yi+l contém yz' Usando o critério acima e a parte

1) é possível mostrar que y2'y3'''''y são todas atratoras.
Isso, evidentemente sÓ pode ocorrer se n $2

3) Xt tem exatamente ylB: él!.Pita fechada

Suponhamos que Xt possua 2 Órbitas yl e y2' sendo yl
a de menor diâmetro. Com uma pequena perturbação nocoeficien-

te al obtém-se um campo X'e com pelo menos 3 Órbitas fechadas,

da seguinte forma: Seja X E:(x:y) = (y-f(k)-ex,-x). Sendoy2 hi-
perbÓli.ca atratora, o campo X c possuíra uma orbita fechada

hiperbólica atratora y2 no exterior de yl' se c for suficien-
temente pequeno. Uln calculo simples mostra que X ' aponta pa-

ra o interior de yl ' Como, além disso, a origem é repulsora, e
Teorema de Poincaré-Bendixon garalltirã a existência de 3 Ór-

bitas periódicas para X c, contradizendo 2). (Ver Figura 7)
f

Figura 7
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$.3 A EQUAÇÃO DE LIÉNARD PERTO DO CENTRO X y

O seguinte resultado é uma'motivação para a conjec-
tura 1.2, apresentada no i.nl'ci.o

3.1 TEOREMA - Seja d = 2n+l ou 2n+

existe um poli.nÕmio f(x) : adxa +
Liénard:

2 Dado um inteiro: 0 $ k É n,

+ alx tal que a equação de

Íi ; y - f(x)

Ly

possui exatamente k Õrbi.tas fechadas

A demonstração desse teorema é baseada nummétodo de

vido a Poincaré, que será descrito a seguir para o caso par
ticular da equação de LiÕnard

e

Considere-se a equação

Íi : y - .g(x)

lv

onde g(x) =bdxa+ ... +blx e c: e l)d positivos. Como foi visto
no parágrafo 1.1, é possível defillir para esta equação,uma a-

plicação de Poincaré: PE:: Ell -----.- E: , onde nll = {(o,y) jyaR+}

Se (x(y0't,c) ,y(yO,t,e)) é a solução de(Lc)que pas-

sa pelo ponto(0,yO) tem-se: Pc(0,yO) : (0,y(y0't(y0'c),e)) on-

de t(y0;c) é uma função analítica e t(y0'0) :2v e PO :ld

A função F (y. , c) definida Dof :

(Lc)
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E F (yO ' € ) y (yO 't (yO 'E:) ,c) - yO

é analítica, e a Órbita de Le por (0,yO) é fechada, se, e se
mente- se, yO é uma raiz de F(y0'e)

Por outro lado considere-se o polinÕmio

F (yO ' O) {{(y.,.)
r2T

lo (seno)g(y0'seno)dv

(Essa expressão é obti.da usando-se a fÓnnula de variação das

constantes)

Se F(yl(e),c) ; 0 e yl(c:) ---' yl' quando e '' 0 então

yl é raiz de F(y0'0). Reciprocamente, se F(yl,0) :0 e

,o) * o

segue, como consequência do Teorema das Funções -lmpli'ci.tas,que

existe uma Única função yl(e) tal que yl(0) :yl e F(yl(c),c):Q

O lema seguinte pode ser demonstrado com o auxi'lio
des se método

3.2 LEMA - Seja d i'rapar e g'(0) #O. Suponhamos que F(y0'0) tem
k raízes post.uvas si.mples. Então se c é suficientemente pe

queno, a equação Le tem exatamente k Órbi.tas fechadas.

A partir desse resultado, a prova do Teorema 3.1,po-

er feita da maneira indicada a seguir:

1) Suponh.amos d=2n+l. Seja g(x) =bdxa+..' +blx. Nesse

caso F(y0'0) é um po]inÕmio Ímpar de grau 2n+]. É possível ce-

de S
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Colher convenientemente os coeficientes de g para que F(yn,0)
tenha 2k+l ral'zes real.s simples, (0 gk sn)

O teorema segue então do Lema 3.2 acima

2) Suponhamos d = 2n+2. Decorre de 1) que é possível en-

contrar um polinÕmio fO(x) : a2n+lx2n+l + . . . + alx de tal forma
que. a equação

{: fo(x)

possua exatamente k Órbitas fechadas hiperbólicas.

Considere-se o polinÕmio f6(x): 6x2n+2 + fO(x), ese-
ja Xo = (y-f6(x),-x). Se 6 é suficientemente pequeno, as Órbi-
tas fechadas de X' intercepetam o eixo vertical positivo em

pontos do interva[o [0,M]. Portanto, diminuindo eventua]mente

6, o campo Xo teta exatamente k Órbitas fechadas hi.perbÓlicas
n

n



CAPTTUL0 2

O MÉTODO DE KAZUO YAF4ATO

$.O - INTRODUÇÃO

O objetivo deste capz+tulo é descrever o método pro-

posto por Kazuo Yamato em [11]. Esse método permite determi-
nar o numero e a posição aproximada dos ciclos limites (ór-

bitas fechadas isoladas) de um sistema autónomo em dimensã(i

2, satisfazendo certas condições
O conhecimento do numero e posição dos elementos cri-

tj.cos isolados (pontos singulares e ciclos-limites) é de im-

portância fundamental para a descrição qualitativa do espaço
de fase de um tal sistema. O problema de determinação dos pon-

tos singulares corresponde ao de resolução de equações algé-
bri.cas. O mesmo problema, para o caso dos ciclos -limites, ê
bastante mais difícil. Uma exposição recente de varias téc-

nicas referentes ao assunto pode ser encontrada em [2]. O mé-

todo de Yamato permite determinar o número e a posição apro-
ximada. dos ciclos-limites para um conjunto ''genérico de cam-

pos''. Sua apresentação se fala inicialmente em variedades fe-
17
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chadas (compactas e sem bordo) de dimensão 2. Posteriormente,

serão discutidas algumas adaptações para o plano.
Uma ideia inicial do método pode entretanto, ser a-

presentada para o caso do plano da maneira descrita a seguir

Seja X = (f(x,y) ,g(x,y)) um campo em R' satisfazendo

a seguinte condição:

(D) (X divX)(x,y) : {f(divã)x '''g(divX)y}(x,y) <0

para todo (x,y)eE={(x,y) l(divX)(x,y) =.0}

Em outras palavras: seja X tal que, quando a função
divX se anula, sua derivada na direção de X é negativa

Se y é uma órbita fechada de X, decorre facilmente

da condição acima que Eny =0. Tem-se portanto, ou

'yc(divX)'l(]-«,0[) ou 'yc(divX)'l(]0,+mt)

No primeiro caso

divX < 0

divX >0

e y ó hiperbólica e assintoticamente estável No segundo

e y é assintoticalnente instável

Assim, se X satisfaz (D) suas Órbi.tas fecjladas se-
rão necessariamente ciclos-limites. Além disso, como se verá

adi.ante (Teorema 2.2) , é possível avaliar o número de órbitas
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fechadas de X em termos das componentes conexas compactas de
=

É claro porem que um campo X em geral não satisfaz

(D). Nesse caso o que se pode dizer? Observe-se aqui, que, se
eu(x,y) é uma função positiva, as Órbitas de Y =euX são, do

ponto de vista geométri.co, as mesmas de X. Por outro lado o
divergente de Y é dado por divY :eU(Xu +divX) . É razoável en-

tão, procurar descobrir uma função u de tal forma que o cam-
po Y = euX satisfaça a condição

(D') Y divY<O para todo (x,y)cx'=1(x,y)l(divY)(x,y) =ol

Se for possa.vel encontrar uma função u nessas con-

dições, então, de acordo com as observações acima, seta pos-
sl+vel estimar o numero de Órbitas fechadas de Y e portan'LO de X.

De fato, ao invés de procurar resolver diretamente

a desigualdade (D) ,o que se tentará é encontar soluções apto'
xi.madas da equação a derivadas parciais:

(E) (Y-dj.v .Y)dj.v Y = -X' ,

onde À é umà constante, que é equivalente a

(E ') (X-divX)Xu +(X-divX)divX + Àze'2u

É fácil ver que se v é uma solução aproximada de

(E) com À #O então o campo e X satisfaz (D). Além disso, como

se veta (Teorema 2.4) o col-Lheci.mento de uma solução aproxi.me-

da de (E) permi.te conhecer a posição aproximada dos ciclos-li-
mo.tes, .e esse conhecimento será tanto melhor quanto melhor for

a aproximação.
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$.1 - A FUNÇÃO divcoX

Nesse parágrafo e nos seguintes, M seta uma varie

dado.fechada (compa.cta e sem bordo) de dimensão 2 e classe C3
e u um elemento'de área (ou seja, uma 2-forma não singular) de
classe Cz em M.

Se X é um campo em M, definindo um único grupo de

transformações a l-parâmetro {4)s} pode-se definir o divergen-
te de X com respeito a co, div...X pela fórmula

(divcoX) 'u : Lxu

onde Lvu é a derivada de Lie de co com respeito a X (conforme
[5, P. 28])

Define-se ainda o produto interior de X e u, ou se-

ja a l-forma ÊXu por

(l.ru) (e) : u(X,€1)

Vale a seguinte fórmula (conforme [5, p 281])

L. '*« : Í;~,. :'*«:,'
onde M' é uma subvari.edade de 1.{, de dimensão 2 e com bordo

Observe-se que, quando u :dxAdy, X : (P,Q) e bl' é u-

ma região do plano, esta fórmula se reduz ao teorema clássico
de Green

IL «ivDdx"dy : IM'' dv l
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onde divX =Px +Qy é o di.vergente no senti.do clá
responde a di.v X com u = dxAdy

Seja u: M -----+ R uma função de classe Ci com respei

to a X, isto é,'a derivada Xu existe e é contz'nua. Ocampo Y
= e"X define, nessas condições um Único grupo de transforma

ções a um parâmetro {Qs} em M. Usando as propriedades da de
rivada de Lie obtém-se a seguinte relação

sszco,que cor

divuY : eu(Xu + divuX)

Seja agora, u =eudxAdy a expressão de co numa carta

local de M. Novamente usando as propriedades da derivada de
Lie obtém-se

divuX : Xu + divX

Conde divX é o divergente de X com respeito ao elemento de ã
rea dxAdy)

S.2 -0 NÚMERO E A POSIÇÃO APROXIMADA DOS CICLOS-LIMITES

Seja X um campo de classe Cz em M e u uma forma de

volume fixado em M. O divergente de X com respeito a u será

i.ndicado si.mplesmente por di.vX, sempre que não houver possi-
bili.jade de confusão.

É possx'vel então definir o conjunto

E = {pGb{ l divX (p) = o}

e consi.deram a condição (D) para X
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Tem-se inicialmente a seguinte

2.1 PROPOSIÇÃO - Seja X um campo estruturalmente estável sa-
tisfazendo a condição (D). Então o número de órbitas periódi-
cas de X é maior ou igual ao número de componentes conexas de

M - E que não contêm nem poços nem fontes

DEMONSTRAÇÃO - Seja Mn uma componente conexa de M - }l nas con-

dições do enunciado. b'ln é então um conjunto positiva ou nega-
tivamente invariante. Suponhamos que Mn é positivament
diante (no caso contrario o raciocx'nio. é análogo)

Se M. contém ao menos um ponto singular (que, por

hipótese, é uma sela) escolhemos p pertencente ã variedade
instável desse ponto. Caso contrário, tomamos um ponto p qual-

quer em Mn' Em qualquer caso o co-lintite de p, em virtude dos
Teoremas de Caracterização de Peixoto e de Poincaré-Bendixon,
é uma órbita fechada. []

invae

O teorema seguinte estabelece um limite superior pa-
ra o número de órbitas fechadas de X

2.2 TEOREbIA - Se X satisfaz a conde.ção (D) então o número de

órbitas fechadas de X é menor ou igual a #lll} +g-l onde #ÍE}

é o númer.o de componentes conexas de E e g é o menus de bl. Em

particular, vale a igualdade no caso em que M é uma esfera e
X um campo polar e no caso em que b{ é um toro e X é não si.n

guiar

Segue abaixo uma i.déia de demonstração (confomte [5,
a4 1
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ESBOÇO DA DEblONSTRAÇAO - Supondo que X satisfaz CD) ,as obser-

vações feitas em 2.0 indicam que

a) }l é uma subvariedade fechada de classe Ci de M.

b) {pGMI(divX) (p)$0} e {pCbÍI (divX)(p)z0} são subvarieda-

des de dimensão 2 de b{ cujos bordos coi.nadem com E

c) Cada ciclo-limite de X deve estar conta.do em uma com-

ponente conexa de

{peMI(dj.vX)(p) $0} ou de {pCbll (divX)(p) 2 0}

Seja F uma componente conexa de {pebll (divX(p) g0}. F

é uma subvariedade compacta de dim. 2 de M com bordo. Indique-

mos por #taF} o número de componentes conexas do bordo de F e

por g(F) o menus da superfície fechada obtida ''colando-se''
#taF} discos ao bordo de F. Então o número de ciclos -li.mi.tes

contidos em F é menor ou igual a g(F) +#ÍaF} -l

De fato, se existem C. ,...,C. ciclos-limites conti-

dos em F, com nz g(F) +#taF} existirão necessariamente ciclos
C: ,...,C; formando a bordo de uma subvariedade de dim.2 con-

-pl JI,
t i.da em F

O lema seguinte (Lema 2.3) mostrara que isso não po
de ocorrer

Segue então imediatamente, que o número de ciclos-li

mates em 1.{ é menor ou igual a >1(g(F) +#laF} -l) onde F percor

re o conjunto das componentes conexas de

{peMjdivX(p) s0}ulpeMjdivX(p) 2 0}

Para reescrever a exí)cessão acima lembremos que a caracteres

F
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teca de Euler de uma superfície fechada S é igual a 2(1-genus

de S)

Tem-se então para cada componente conexo F

#ÍaF} + >1 ind (p) = 2(].-g(F) ) ,
p€F

onde ind(p) indica o índice de X em p. Dessa relação e do fa-

to que >l#ÍaF} = 2#Í>1} segue facilmente a igualdade
F

>l(g(F) '''íÍaF} -l) ; #Í>1} *g -l
F

com o que fica demonstrada a pri.medra parte do teorema

Para a segunda parte suponhamos que I'{ é o toro e X

é não singular (o caso da esfera é análogo) . Usando novamente

o Lema 2.3 pode-se ver que cada componente conexa de

{pebÍldivX(p) g 0JulpeMjdivX(p) à 0}

é homeomorfa a uma coroa fechada. Portanto o numero dessas com-

ponentes conexas é igual a #Í>1}. Por outro lado, o teorema de
Poincaré-Bendixon garante a existência de um ciclo - limite em

cada uma dessas componentes. Conclui-se d':ti+ que o numero de

ciclos-limites é maior ou igual a #l>1}. Como este nÚMero deve

ser, pela primei-ra parte do teorema, menor ou igual a #l>1},

fi.ca deltionstrada a igua]dadc desejada. []

O lema prometi.do acima é o seguinte

2.3 LEMA Seja Nt' subvariedade compacta de dimensão 2 de M
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tal que aM :cjlucj2.u'''uCjl.' onde cada Cji
da de X. Então

L. (divã '"

Em

M'

DEblONSTRAÇÃO - O lema é uma conseqüência

de Green'' (conf. $.1). De fato, tem-se:

L R'Xu(divX)
M'

pode terfunçparticular naoa :' . ]: ..v

R'Xu'c . ''
J j

Como t.u (X) = 0 , segue que

l (divX) 'co : 0
;M'

O resultado seguinte dã informações sobre a posição

aproximada das Órbitas fechadas de X se é conhecida uma solu-

ção aproximada de (E)

2.4 TEORES'ÍA - Seja v: b{ -----+ IR de classe Cz tal que ocampo

evX satisfaça

-(X+c)' <(y-divy)divY < -(X-c:)' , onde 0 <c <À

(ou seja, ev é uma solução aproximada da equação (E))

Consideremos os conj untos

MÀ.c : {peMjdivY 2 (X-e)}

M.(À-c): {p€1'1jdivY s-(X-c)}
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Vale então o seguinte

Os conjuntos MÀ.e' M.(À-c) são subvariedades compac'
tas com bordo de dimensão 2 de M respectivamente ne-

gativa e positivamente invariantes em relação ao flu-
xo de X;

se y é uma trajetõria fechada de X então ou y esta con-

tida em M. . e é um cl-ciclo-limite ou y está contidaÀ-c

em M.(À-c) e é um u'ciclo-limite;
as áreas de MÀ.c e M.(X-c) são .ambos menores que

'F --($151it$iÇ-. arctg(u(l-P)/2(1+U)). Lu
!

i)

ii.)

onde p = c/X

Deixamos de expor a demonstração desse teorema. Os

(itens i) e ii) podem ser provados sem muita dificuldade, u-
sando raciocz+nios análogos aos das demonstrações anteriores

Jã o item iii.) envolve uma demonstração mais técnica, na qua].
o autor utiliza uma nova fórmula, ligando integrais em super'

fíci.e a integrais de linha, análoga ao teorema de Stokes

A i.déia bãsi.ca, porem, e a seguinte: se u é uma so-

lução da equação (E), então os conjuntos

MÀ :tpCblldixY(p) :À}, l"l.À =ÍpÉ;l''ljdivY(p):-À}

são i.nvariantes e contêm, respectivamente, os a e os u-ciclos

limites, além dos pontos si.ngulares e separatrizes de sela,

íver Obs. 3.8). Se, agora, v é uma solução aproximada de (E),
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M(À-c) e M-(À-c) aproximam os conjuntos acima e fornecem as-
sim a localização aproximada dos ciclos-limites de X. Obser-

ve-se que a afirmação do item (iii) implica que essa locali-

zação é tanto melhor quanto melhor for a aproximação, visto

que as áreas de bl(À-E:) e M-(X-c) tendem a zero quando E -' 0

$.3 - EXISTENCIA DA FUNÇÃO cu

O teorema seguinte afirma que para um con
nérico'' de campos a equação (E) admite uma solução.

3.1 TEOREbIA - Seja X um campo de classe C2 em b{. Suponhamos

que X é estruturalmente estável e (divX) (p) #O sempre que X(p):
= 0. Então existe uma mini-ca função contz'nua u: M -----'- IR e uma

Única constante À sati.sfazendo as seguintes condições

i) A função u é de classe Cz com lespei.to a X, isto é
as derivadas Xu, Xzu existem e são contínuas ''ií! b!

ii) A função u é solução da equação diferencial

(Y-divã) divY = -Xz

onde Y = euX, que é equivalente a

junto ge

)

(x-divx) (xu) + (X-divX)divX + X:e''u = o

iii) A integral de u em M é igual a zero, isto é

l u.u = 0
;M

A demonstração de Yamato é bastante extensa. Procu

Faremos apenas indicar aqui os seus passos.principais
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CONDIÇÕES GEOMÉTRICAS PARA X E UMA DECOMPOSIÇÃO DE b{

3.2 DEFINIÇÃO - Um polz+gono de trajetórias I' é um subconjunto
fechado de b{ satisfazendo as seguintes conde.ções

i) I' é escrito como uma união

r PluÍYI } UP2 uÍY2 } u UPrulYr}

onde p.i é um ponto de sela e y.i é uma trajetÓri.a com

a-limite =lpi} e u'limite=Ípi+l}, (Prol:PI);

ii) existe uma função contl'nua h: Slx[0,1) -------* M ta] que

h(s:xo):r e a restrição hl : S:x(0,1) ------- h(S:x(0,].))
é um homeoinorfismo cuja imagem não intercepta as va-

riedades locais instáveis ou estáveis dos pontos pj

I' é dito um cl-li.mate-polígono de trajetÓrias se o

a-limite de todo ponto em h(Stx(0,1» coincide com I'. Analoga-

mente define-se um u-limite-polx'gono

Considerem-se agora as segui.ntes condições geométri.-

para X

a) todoponto singular de X é uma fonte, um poço ou um

ponto de sela;

b) para todo ponto singular de X, tem-se divX(p) #0;

c) para toda Órbita periódica y(t) de X de período t,tem
se

cas

l (divã)('y(t)) #O;

d) se existe uma trajetÓria y ''ligando dois pontos de se



29

la'' (isto é, cl-lim de y = {p} e co,-lim de y = {q}) e

divX(p) < 0 , então divX(q) < 0 ;

o a e o u-limite de toda trajetÓria é formado por pon-

tos singulares, Órbitas periÓdi.cas ou polígonos de

trajetõrias

e)

Observe-se que o conjunto dos campos satisfazendo as

condições acima contém o conjunto dos campos estruturalmente

estáveis com a condição adicional: divX(p) pO nos pontos sin-

gulares. Esta última condição e ainda evidentemente genérica

De fato, permite-se ainda aqui que X apresente li-

de sela desde que sati.sfaçam a condição (d)

A demonstração da existênci.a do multiplicador eu é

fei.ta para campos satisfazendo as condições de (a) - (e) , por-

tanto para campos de um conjunto genérico

E conveniente introduzir ]\esse ponto os seguintes

subconjuntos de bl:

gaçoes

í2 é a reunião dos pontos singulares e
dicas de X;

Q+cQ é o conjunto dos pontos singulares
divX(p) > 0 e dos a-ci.dos-limites;

Q.cQ é o col'ajunto dos pontos singulares

divX(p) < 0 e dos co-ciclos limites

õrt:iras periõ

para os quais

para os quais

Em virtude das conde.ções b) e c) , ç2 pode ser escri

to como reunião disjunta Q = Q.uQ
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Qx é o conjunto dos pontos de sela para os quais

divX (p) < 0 ;

n:l é o conjunto dos pontos de sela para os quais
divX (p) > 0 ;

d)

1+ é a reunião dos a-limite-polz'donos de trajetõrias;
v. é a reuni.ão dos co-limite-polígonos de trajetórias

A proposição seguinte dã uma decomposição de I'l em

termos desses conjuntos e é conseqüência das condições a) - e)

3.3 PROPOSIÇÃO - Suponhamos que X satisfaça as condições a)
e). Então b{ pode ser expresso como a reunião disjunta

M = í2u=uMn

{

{

em vista da condição

onde:

MO : {pÉ;Mla-limite de pcç2+uT+, e u-limite de pcç2.ulr.};

Mn é um subconjunto aberto e ç2u: é fechado

Além disso tem-se

''+ ' '+ {pCMla-limite de pcQ+uT+, u-limite

{peb'íla-limite de pcç2., u'limite de pcQ.ulT.}

CAMPOS ELES'TENTARES

3.4 DEFINIÇÃO Seja X um número positi.vo. Diz-se que Y é e

pÉ;MlpÉQx, u-li.mate de peQxl;

pÉ;MlpÉQx, cl-limite de peça:J;

+u:. (Esta reunião é disjunta
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lementar com expoente de estabilidade X se e somente se Y sa

tisfaz a equação

Y divY - (divY) ' = -X:

3.5 OBSERVAÇÃO - Seja uO um número real. Então euX é elemen.
u+u.

L/ . , ,'

tar com expoente de estabilidade l se e somente se e 'X e

elementar com expoente de estabilidade e '

A observação decorre facilmente das propriedades da

função divergente, expostas no $.1

0 resultado seguinte do cálculo é bastante útil no

estudo das propriedades dos campos elementares

3.6 LEMA - Toda solução limitada da equação: x-x2=1 é dada por

x(s)

onde c é uma constante satisfazendo 0 çc g 1. Portanto a solu

ção é constante se e somente se c =0 ou c =1. Se 0 <c <l

lução x(s) possui as seguintes propri.edades

-l < x(s) < 1 para todo seR

a-se

lim x (s)
S-»tm

;1

Segue desse lema a seguinte

3.7 PROPOSIÇÃO - Seja Y um campo elementar com expoente de es

tabilidade 1. Seja {0q} o grupo de transforn\ações a um para
metro gerado por Y. Considerem-se os conjuntos
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Ni l(divã)(p)

Mo : {pC;MI ldivY(p) l <ll-

Então

N+uN.uM0 (reunião disjunta)

Os conjuntos N+, N. são fechados e invariantes por

{Qs}

Além disso, para cada ponto pGb40 o ct-limite de p es-
ta contido em N+ e o u-limite de p esta contido em N

3.8 OBSERVAÇÃO - Seja agora Z um campo elementar com expoente
de estabilidade À

A observação 3.5 permite obter uma proposição aná-
loga a proposição acima fazendo agora

Nt : {PCh{ l (divZ) (p)

MO {peMI laia,z i (p) < X}

O autor ilustra a ideia geométri,ca em que se baseia
a demonstração do Teorema 3.1 coJn o seguinte

3.9 EXEbqPLO - Suponhamos que X seja um campo não s.insular no
toro T2 =Rz/Zz, w o elemento de área dado por dxAdy, com duas

Órbi.tas periódicas e ambas llipel'bélicas

O que se procura é unia função unu tal que euX seja

elementar com expoente de estai)ilidade À. Sejam A e B as re-

giões limitadas pelo doi.s ciclos-limites, a e B as áreas de A
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e B respectivamente. (É claro que a +B =1)

Introduz-se um campo Y de classe Cz como segue

Y = (f(x) ,].)

onde

ocX Xsen aT para xe[0,CE]

f(x)
-BÀ senT (x-a)l para xeEa,]]

Verifica-se facilmente que Y possui 2 ciclos-limites,

x =0 e x =a e a área das regiões li-mitadas por estes ciclos-

limites são a,B respectivamente. Além disso Y é elementar com

expoente de estabilidade À

Para conseguir uma função eu tal que euX satisfaça

(E), é suficiente construir um homeomorfismo h: Tz ---... Tz (di-

feomorfismo q.s.) que preserva área e leva Órbitas de X em Órbitas

de Y. (De fato, define-se então eu pela fórmula h*(euX) =Y)

Para construir h procede-se da seguinte forma: se-

ja y uma Órbita não periódica de X. Existe um único ponto p em

y tal que para uma vizinhança infinitesimal U de p, a área de

domt+nio tZ04)t(U) é igual à área do domx+nio tÍO(I't(U) onde {$t}
é o grupo a l-parâmetros gerado por X. Fazendo y percorrer o
conjunto das Órbitas não periódicas obtêm-se, dessa maneira

dois cz'óculos SA'A, SB'B. Como h deve preservar área e órbi-

tas os círculos SA e SB são levados por h nos ct+rculos x =a/2,
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x = a + í3/2

Se a imagem de um ponto em SA está determinada, as
imagens dos demais pontos ficam determinadas pela exigência de
que h preserve'área e órbitas. De maneira análoga ficam de-
terminadas as imagens dos demais pontos de Tz. Dessa maneira

a função h é construída

CONSTRUÇÃO DA FUNÇÃO cu

Tendo em vista a observação 3.5, para demonstrar o

Teorema 3.1, basta mostrar a existência de uma única função u

de classe Cz com respeito a X, tal que Y =euX seja elementar

com expoente de estabilidade l

A demonstração da existência dessa função é feita

por partes, usando a decomposição de b'l dada pela proposição
3.3. A construção de eu é feita em cada Órbita de X. Para os

pontos singulares tem-se a seguinte

3.10 OBSERVAÇÃO - Se p é ponto singular de X e v é uma

ção ta]. que v(p) ; -------L-- então:(div e"X) (p) :l- sedivX(p)l

divX(p) >0 e (div evX)(p) = -1 se divX(p) <0

unr

(ver $ . 1)

Como se veta adiante, isso resolve o p)'oblema nos

pontos singulares. O que se faz em seguida é construir e' su-
cessivamente nas Órbitas perii5dicas, estendo-la para os polí-

gonos e daÍ aos demais pontos de :. Finalmente constrói-se e
em M.

U
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Mai.s precisamente partindo de um campo X que satis

faça as propriedades (a) - (e) ,constrói-se terna função vl: b{ ------.- R

tal que

i) vl'xvl'xzvl são contínuas em M;
ii) o campo ZI :e'lX satisfaz a equação (Zl-divZI)ZI

em Q.

Além disso mostra-se que toda função satisfazetLd-o as

mesmas condições coincide com vl em Q

O campo ZI ainda satisfaz as propriedades (a) - (e)
e induz a mesma decomposição em b{. Partindo então de ZI'cona

trai-se agora uma função v2 tal que

i) v2'Zlv2'Zlv2 (e portanto Xv2 e Xzv2) são contínuas em

M;

ii) o campo Z2 :e"2ZI satisfaz a equação (Z2-divZ2)Z2
em 9uv (e portanto v2 : 0 em Q)

Novamente, toda função sati.sfazendo i) e ii) coin-

cide com v7 em ç2uv

Finalmente, constroem-se v3' v4' respectivalnclLte em

T e em Mn, satisfazendo condições análogas. Ocampo Z :e''X,

onde u =vl +v2 +v3 +v4' resulta elementar com expoente de es-

tabilidade 1. Além disso, u fica determinada de maneira única

em virtude da decomposição de b{ e da unicidade de cada xri

A técni.ca básica utilizada é a seguinte

Seja Z.:evX um campo em M, {et} o grupo a um parâmetro gerado
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por Z, w: M ----» IR uma função de classe Cz com respeito a Z, e

Em vista da relação básica divY : Z(ew) + ewdivZ, a

função g(t) =ewCe(t,P)) satisfaz a equação diferencial

(F) -Se+d(t)'g(t) = divY(e(t,p)), onde d(t) : divZCE(t,p))

Em cada passo, se se exige que Y seja elementar com

expoente de estabilidade l é possx'vel obter informações sobre

as funções divY(€1(t,p)) , divZ(€1(t ,p)) e condições de frontei-
ra sobre as funções g(t) e d(t) que permitem encontrar lma so-

lução úni.ca para (F)

Um primeiro resultado nessa direção ê o segui

3.11 LEMA - Para que (Y-divY)divY : l em ç2u: é necessário e su-

ficiente que

nte

em U
+

+

l em S2 u
divY

Portanto a equação (F) assume a forma

-g} + d(t) ' g(t) se pÉ;Q+u:+

.g} + d(t) ' g(t) se peQ.u

Usar-se-á, daqui em diante, a notação

õ(t,p) : expÍjoóivz(e(t,p))dt}
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Para as Órbitas periódicas tem-se o seguinte

3.12 LEMA - Suponha que Z possui uma Órbita pedi.Ódi.ca y

com pera.odo r. Se y é um cl-ciclo-limo.te de Z então divY
y se e somente se:

'Y (t)
l em

T

6 (t ,P) dt
0 para p em y
6 ('t ,P) - l

ew(P)

A expressão obtida nesse lema é simplesmente a se

lução da equação (F) observando que no caso presente as fun

ções g(t) e d(t) são periódicas de período t

A construção é feita agora nos polt+gonos de traje
terias.

3.13 LEMA - Suponha que divZ =ÊI em ç2+. Se I' é um a'limite-po
lz+gono, então divY =1 em y se e somente se

ew(P) : ÍO 6(t,p)dt, para todo PGrJ.mz-W

Analogamente se I' é um u-limite-polt+gono então divY

em I' se e somente se

ew(P) : 1" õ(t,p)dt, para todo Pcr
'0

Aqui as informações suplementares que permitem re
solver a equação (F) , por exemplo, para o caso dos pontos re

gulares de I', sendo I' um c!-limite-polígono são as segui.ntes

limd(t) = 1 e limg(t) = l
t->tm t->tm



38

Hã agora uma pequena dificuldade. A partir do lema
acima e do anterior é fácil construir uma v: M ------» IR tal que

. .+ .-#B

i) v é contínua em I'l;

ii) v é de classe C2 em M -U, onde U é uma vizinhança de

wntpontos de selar;

iii) Xv, X:v existem e são contínuas em línU

iv) div(evX)=:11 em ç2+uv+

É preciso então modificar a função v em U, de modo

a torna-la de classe Cz com respei.to a X em I'{, sem modificá-

la em Quv. Para isso usa-se a expressão local de X em torno

dos pontos de sela

l

A construção de eu nos demais pontos de : afeito de

maneira análoga

Resta demonstrar a existência d

M0' Fem-se o seguinte

3 . 14 LEMA - Suponha que divZ

posição 3.3:

i) As integrais

Ue deautosnose
[

Sej a M. como na pro

l 6(t,p)dt, A.(p) : l 6(t,p)dtA...(P)

convergem uniformemente quando peM0' Portanto A+(p) ,A.(P) são

funções conta'nuas em I'{0

ii) Se.ia

{'neM. l A . (o) = A (D) .t
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Se Y é elementar com expoente de estabilidade l,en
tao

{pGMjdivY(p) = 0}

ii.i) Todo ponto de MO pode ser escrito de uma única manei
ra

Et (q)

com qC;E , teR

iv) Se Y é elementar, com expoente de estabilidade 1, en
tao tem-se

K coslK'i l 6(t,q)dtl
6 (t ,q)

w ((t (q) )e

para todo qC>1, tÉ;R, onde

2
6(t,q)dtK = -=.-T

Reco.procamente se w satisfaz a igualdade acima pa

ra todo qC>1 e todo teR então

CY-dj.vY)divY l em b'10

Convém ressaltar aqui o si.unificado. geométrico do i-

tem ii). Recorde-se que a relação entre A.t(p) e AO(p) onde

AO(p) é a área de uma vizinhança infinitesi.mal U de p e Av(p)

éaãreade U.et(U) lou U .Et(U)j édadapor0$ tsT ' \ .ts tSO ' J
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r't

A.t(P): Ao(p)lo divZ(e(t,p))dt

lou AT(p) : Ao(p)jodivz(e(t,pl dt

Numa li.nguagem impreci.sa, o conjunto }l é o conjun-
to dos pontos peM, para os qual.s coincidem a área dos satura-

dos de uma ''vizinhança infinitesimal'' de p pelo fluxo post.ti-

vo, t 20, ou pelo fluxo negativo t gO. A afirmação é de que >l

coincide com o conjunto dos pontos onde a função divergente se
anula (ver Exemplo 3.9)

Para a demonstração do i.tem i.v) o que se precisa no

vamente é resolver a equação (F). As funções g(t) e d(t) sa
tisfazem agora

li.m g(t)
t'»tm

l e lim d(t)
t -} J: '',

Aqui, porém, não vale a i.gualdade divY(€1t(p))

bÍostra-se no entanto que

cdj.vY(Et(q)) : -sen(e'w(q) ltõ(t,(1)dt);0

e se torna novamente possível encontrar uma solução (que
ni.ca) para a equação (F)

A função u é então,com o auxílio dos lemas eobser

vações precedentes, construída da manei.ra jã indicada
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S .4 -APLICAÇÕES À EQUAÇÃO DE LIÉNARD

Considere-se o seguinte sistema no plano

{: : :J''*'
ainda,Suponha se por

(1.) f(-x) -f (x)

l j n ] A n..A .r -- ] n nl ap
)

se C"

A teoria exposta nos parágrafos anteriores !cl cle

senvolvi.da para vara.edades compactas e não pode, portanto, ser

aplicada diretamente ao estudo desse sistema. Para faze-lc},al-

guns dos resultados anteriores prece.sam ser reformulados

Seja X =[(y-f(x)),-x] e u=eudxAdy uln e]emento de

área, digamos, de classe C" em R2. Pode-se, ainda, defina.r o

div,..X da forma exposta no parágrafo 2.1. Tem-se

dj.v,..X = Xu - f'(x)

O divergente de X com respeito a co seta indicado simplesmente

por divX

Como jã foi observado anteriormente, se u: IRz ----'- R

é uma função de classe CI vale a relação: div euX =eu(Xu+di.vX)

e Y =euX tem o mesmo comportamento qualitativo de X

O teorema seguinte é uma modifi.cação de 2.2

4.1 TEOREbIA - Suponhamos que existe uma função u: Rz ----+ R de

classe Cz tal que o campo Y :euX satisfaça a condição
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(D') (Y divY) (}=,y) < 0 P

onde >1 ={(x,y) l(divY)(x,y) = 0}

Seja n (0 $n gn) o nÚ

pactas de >l

En

Cn-l) ou n.

Uma avali.ação mais precisa é dada pelo seguinte:

4.2 TEORES\ÍA - Suponhamos que existe uma função u: Rz .----+ IR de

classe C2 e uma constante positiva c tal que o campo Y = euX

satisfaça a desigualdade:

(1) (Y-divY) divY < -cz

(xtodoaTa )

de componentesmeTO conexas com

de Órbitas fechadas de ( 1,) igualtao 0 numero e a

e equzva

teorema

lente a

(X-dj.yX)Xu +(X-dj.yX)di\rX +

((X-divX) é encarado como um operador)

Além disso , suponhamos que

JR2

Então o número de ciclos-limites de (L) é igual ao

nÍimero de componentes conexas compactas de

>l = { (x,y)eR: l divã(x ,y) ; 0}

A demonstração desses resultados é semelllante à do

1.1 do capítulo 3.
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Observem-se aqui as diferenças entre os dois resul-

tados: a condição (1) , estritamente mais forte que (D') influi

na evolução das áreas do fluxo de Y. (Ver observações ao item

ii) do Lema 3.14). Isso impõe a existência de um Cénico) ci-
clo-limite na iónica Componente conexa nao compacta de R2 - >l

O resultado seguinte é uma modificação de 3.1,

o caso da equação de Liénard no plano. Sua demonstração

liza argumentos análogos aos daquele teorema (3.1)

4.3 TEORES"IA - Suponhamos que f' CO) #O e

l (divã) (y (t) ) dt , 0
T

0

para
uti-

para toda solução periódica não trivial de (L), de perz+odo T

Seja À um nÍimero positivo. Então exi.ste uma função contínua

p : IRa ------+ R tal que :

i) as derivadas Xu, Xzu exi.atem e são contínuas em Rz;

ii) o campo Y : euX satisfaz

CY-divY)divY = -À'

Se, além disso, supusermos que (L) possui um Único

ciclo-l i.mate então podemos obter uma função coi)tÍnua

u ' : R' - { (0 , 0) } -----...- R

tal que

i) a derivada Xu' existe e é contínua em R2-{(0,0)};

ii.) o campo Y = eu'X bati.afaz
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(divY) ' = À: em R: - {(0,0) }

O resultado seguinte é uma reformulação de 4.2, es

pecialmente {itil no estudo, da equação de Van der Pol. Sua

demonstração é análoga

4.4 TEOREMA - Suponhamos

f' (0) < 0 e l
JIRz

e que exista u: Rz-{(0,0)} -----+ R de classe Ci tal que
(defi.nado em Rz-{(0,0)} satisfaça:(dib'Y)(x,y) < -e)

Então existe uma Única solução periódica para (L),

que é assintoticamente estável

Como aplicação da teoria aqui exposta, Yamato demons-

trou os resultados enunciados em seguida, sobre a equação de

Liénard. Tai.s resultados jã eram conhecidos

euX

Na demonstração de 4.5 e 4.6, o autor utiliza téc-

nicas de perturbação para encontrar soluções aproximadas da e

quação (E) , o que permite utilizar o teorema 4.2. Para a pro

posição 4.7 ele lança mão novamente de técnicas de perturba

ção e do teorema 4.3 (com pequenas modificações) . Finalmente

a proposição 4.8 é demonstrada usando o teorema 4.3.

A descrição pormenorizada dessas técnicas não faz

parte dos objetivos do nosso trabalho e por isso aomitiremos

4.5 PROPOSIÇÃO - Suponhamos que f esta
f(x,p) : ufl(x)

)

formaescrita na
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onde u é constante e fl é independente de u Façamos

2n'
b cosOf(r2v coso)dO

Suponhamos que b = b(r) tem um nÍimero finito de raízes.

Sejam bO ; 0<bl<.. <bm suas raízes não-negativas e R >b.:. Supo

nhamos ainda que b'(bi) #O para cada i (ou seja bj é raiz sim
pies para todo i)

Então existe um número positivo il0 tal que 0 < IUI <U0

o sistema (L) tem precisamente m ciclos-limites no disco

{ (x,y) l x'+y' ÉR' }

Quando u -* 0, cada ciclo-limite tende ao c

{ (x,y) lx''y: ; bÍ}

irculo

para algum bj,

4.6 f'P-OPOSIÇÃO - Seja u #O e f =u senx. Então existe um com

pacto K tal que o sistema (L) restrito a Rz -K tem as seguin

tes propriedades

i) O sistema possui um numero infinito de curvas ante

graus fechadas;

ii) cada curva integral fechada
té ass i.ntoticamente es tãvel

positiva ou negativamene

4.7 PROPOSIÇÃO - Seja f =u(x:-x), 0 < IUI <1. então o sistema
(L) possui. uma Üni.ca curva integral fechada que é positiva ou

negativamente asse.ntoticalnente estável conforme u > 0 ou u < 0

4.ê PROPOSIÇÃO (Teorema de Li.énard) - Seja fl(x) uma função
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i'mpar de classe Ci satisfazendo

a) flCx) tem um Único zero positivo xl
b) fl (x) < 0 em (0,xl) ;

c) íi(x) > 0 se lxl >xl

Então o sistema

l.K

1 +lv

possui uma tónica Órbita fechada que é positiva ounegativamen

te assintoticamente estável conforme u > 0 ou u <0

e

)
ufl(x)

u constante # 0

H



CAPTTUL0 3

LIMITAÇÃO PARA O NUMERO DE ÓRBITAS PERIÓDICAS

DE CAMPOS NO PLANO

$ . O - l NTRODUCAO

Nesse capítulo exporemos um resultado que é \lna li-

geira modifi.cação do Teorema 4.1, Capl'tule 2, de Yamato. Nos-
so resultado dará uma limitação para o número máximo de Órbi-

tas fechadas de um determinado campo, dependendo também da re-

solução de desigualdades envolvendo derivadas parciais.

Nosso propósito inicial era aplicar esta técnica a

campos polinomiais. O que conseguimos, até aqui, foi refazer

uma parte do resu]tado obtido em [7], para a equação de Lié-

nard de grau 3 (ver cap 1, S .3)

$. 1 - MODIFICAÇÕES DE UM TEOREMA DE YAMATO

Exporemos i-nicialmente uma modificação do Teorema 4.1

cap. 2. Uma comparação entre o nosso resultado e aquele Teo-

rema é fei.ta a seguir nas observações 1.3 a 1.6. Em 1.7, des-

creve-se uma aplicação ã equação de Liénard de grau 3, estudii-

47
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da no cap].tulo 1, S..3.

1.1 TEOREMA - Seja X=(P,Q) um campo em Rz de classe C', e

u,w: Rz -------+l{, funções de classe C2. Façamos

F = Xu + u div X + u.Xw div(uX) + u.Xw

Suponhamos que F satisfaça a seguinte conde.ção

(0)

nde0

(XF) (x,y) # 0 para todo (x,y)Gi:

E = { (x,y)eR' IF(x,y) = 0}

Seja n (O$nÉm), o número de componentes conexas compactas de
E

Então o número de Órbitas periódicas de X é g n.

Observe-se aqui que a função F(x,y) não é senão

divergente de campo u'X em relação ao elemento de área

ewdxAdy

Para a demonstração do Teo antesrema , p re c ]- s amo s

seguinte

1.2 LEMA - Seja X = (P,Q) um campo no R2 de classe Cz e F como

no teorema acima. Seja D uma regi.ão compacta do plano cujo bor-
do é formado por Órbitas de X. Então ou F(x,y) troca de sinal

em D ou F(x,y) = 0 em D.

DEblONSTRAÇAO - Temos, em virtude do Teorema de Green

LewF(x,y)dxdy = .1 (ew.u).C-Qdx+Pdy) = 0D JaD
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Se F(x,y) não troca de sinal em D então

jnl' 'y)dxdy : 0

e portanto F(x,y) : 0 em D. []

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.1 - Suponhamos ini.cialmente E = g

Nessas conde.ções, F(x,y) >0 ou F(x,y) <0 para todo (x,y)É;R: e

a inexistência de órbitas periódicas de X segue do lema pre-
cedente. Podemos então assumir que E #çó.

A condição (D) implica que }l é uma subvariedade de
dimensão l do lIRa

Seja l uma componente conexa de E. l é um subconjun-

to completo do IRz em virtude da continuidade de F. Alémdisso,

segue do Teorema das Funções Implícitas que todo ponto de l

possui uma vizinhança cuja interseção com l é difeomorfa a um

intervalo aberto. .Essas consi.derações mostram que l deve ser

ou um arco completo e não compacto L-i , ou uma curva de Jordan

Jk' Portanto, E pode ser escrito como uma reuni-ão disjunta

E : Jlu. . .uJnuLlu ul ,m' 0 g m,n g m,

onde cada Ji é uma curva de Jordan (difeomorfo a Si) , e cada
Lk é um arco completo e não compacto (difeomorfo a R)

Observemos aqui que cada trajetória de X intercepta

uma componente conexa de E no máximo em um ponto (e o faz trans-
versalmente)

Se n 0, então não exi.ste nen.huma Órbita periódica
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De fato, se y é uma Órbita periódica então, conforme o lema,

F(x,y) deve trocar de sinal em D, onde D é o disco limitado
por y Mas, se isso acontece, y deve interceptar uma componen-

te conexo Lj de }l, ao menos duas vezes o que não pode ocos'er,

como já observamos

Suponhamos l $ n < m. Resulta da condição (t)) que

Ind(X,Jj) ;l, para todo i.. Como, por hi.pótese, a ori.gem é a

Única singularidade de X, podemos ordenar os Ji de tal forma

que, se Di é o disco cujo bordo é Ji então

É uma conseqilência Óbvia do lema 1.2 que DI não con-

tém nenhuma órbita periódica. Seja Ai : Di+l -Di' iz l (onde

Dn+l :IRz) a coroa cujo bordo é formado por Ji+l e Ji e não con-
tém nenhum outro J]

Afirmamos que qualquer Órbita periódica y deve es-

tar contida em alguma coroa Ai
De fato, seja y uma tal Órbita e k o mÍn

tais que Ainy #$. Se ynAj. #q) com i #K, então ynJk+l consiste
de, pelo menos, dois pontos. Isso como observamos, não pode
ocorrer

dosimo l

Por ot,ttro lado, como conseqilência do lema, cada Ai

contént, no máximo, uma Órbita periódica. Portanto,o número dc

Órbitas periódicas será, no máximo, igual a n.
Finalmente, se n =m, observações análogas ãs ante
trem aue o número dc órbitas periódicas ó enulncrá-riores mos
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vel e são todas .ciclos-limites

1.3 OBSERVAÇÃO Se w : 0 ou u : 1, obtemos respecti.vamente,

F : di.v(uX) e F ; di.v,..(X)

onde w = e"dxAdy

1.4 OBSERVAÇÃO - A condição (O) é usada na demonstração de duas
mane iras dist int as

a) para garantir que E = Jlu
volvem a .ori.gem

b) para garantir que cada Órbita periódica esta contida
numa coroa A.

Se jã se soubesse que E é da forma descai.ta em a),

então, a parte b) poderia ser obtida com uma hipótese mais fra-

ca, por exemplo

!

X'F(x,y) < 0 para todo (x,y)GE

tal que XF(x,y) = 0

1.5 OBSERVAÇÃO - No teorema análogo de Yamato (Teorema 4.1, ca-

pítulo 2) , a condição (D) é substituída por uma condição mais
forte

(D) XF(x ,y) < 0 , para todo (x ,y)GE

Essa condição permite garantir que cada coroa A.i é positiva ou

negativamente invariante e, portanto, contém uma órbita pera(5-

dica. Com essa hipótese mais forte é possível então, mosto'itr

que o número de Órbitas periódicas é (n-l) ou n, ao invés dc
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simplesmente conseguir uha limitação como no presente caso

1.6 OBSERVAÇÃO - A hipótese de que a origem seja a única sin-

gularidade de X não é essenci.al. De fato, se X possui um nú-

mero finito de singularidades, um majorante para o número de

Õrbi.tas periódicas de X pode ser ainda conseguido em termos

das componentes conexas compactas de E. Encontrar esse majo-
rante, conheci.dos os pontos críticos de X é un problema com-

binatÓrio, em cada caso particular

Uma apli.cação simples da teoria aqui exposta é o se-
guinte:

1.7 EXEMPLO Consideremos a equação de Li.énard

f:i : y - f(x)

lj' : -g (x)

Suponhamos que f(x) =$(x) + ax:, com

+(0) : 0 e ®'(x) # 0 para todo xGR

Se tomarmos w(x ,y) = -2ay

(Xw + div x) (x,y) = -$'(x)

e portanto (L) não possui nenhuma Órbita periódica

O resultado vale, em particular, se

fCx) ; a3x3 +a2x2 +alx, a3'al 20, al #O, e g(x)

(É fácil ve.r que ele ainda vale quando a3 #O e al :0). Isso
uma.parte do resultado obtido por Lins, blelo e Pugh, para

equação de LiÕnard de grau 3, conforme Teorema 2.1, cap. l
m -

(L)

e

ÍI
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