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INTRODUGAO

Dado um campo de vetores, o conhecimento do numero
e posicdo de suas Orbitas periodicas (bem como de seus pontos
singulares), € de importancia fundamental para a descricao qua-
litativa de seu espago de fase. Dessa maneira, o problema de
1ocaliza§50 das orbitas periodicas e determinacao de seu nu-
mero tem sido objeto de atencao de diversos pesquisadores,des-
de os trabalhos iniciais de Poincaré. Sua resolugdo,porem,tem

se mostrado, em geral, bastante dificil.

No caso particular em que X = (P,Q) € um campo poli-
nomial no plano, foi proposto por Hilbert em 1900 o seguinte
problema (169.prob1ema de Hilbert): encontrar uma limitacao pa-
ra o numero de ciclos-limites (orbitas fechadas isoladas) em
funcdo do grau de X, onde o grau de X € o maximo entre os graus
de P e Q. Esse problema encontra-se ainda em aberto, mesmo quan-
do o grau de X & 2. Alguns resultados parciais sao os seguin-
tes: Dulac provou em [3] que o numero de ciclos-limites de X
& finito. Bautin provou em [1] que se X € de grau 2 c possui um
centro, entdo um campo polinomial de grau 2, perto de X tem no

maximo 3 ciclos-limites.

-vii-



- viii -

Uma exposicdo recente de varias tecnicas e resulta-

dos sobre o assunto pode ser encontrada em Cherkas [31].

Dois trabalhos que n@o constam dessa referencia sao
o assunto principal dessa dissertagao, cujo conteldo passamos

a resumir.

No capitulo 1, apresentamos um artigo de C.Pugh, A.
Lins e W. de Melo, onde se estuda a equacao polinomial de Lie-
nard no plano. Em particular, uma resélugéo completa do pro-
blema de determinacio do nimero de orbitas periddicas e dada

para a equacgdo de Lienard de grau 3.

No capitulo 2 apresentamos um método, devido a Ka-
zuo Yamato ([111), pelo qual o nimero de orbitas fechadas de
um dado campo, bem como sua localizagdo aproximada, podem ser
determinados, desde que se conhega uma solugao aproximada de
uma certa equacao a derivadas parciais. O autor mostra ainda
que tal equagao tem solugcdo para um conjunto generico de cam-
pos, embora sua demonstracao nao fornega um metodo para cal-
cular explicitamente essa solucao em termos da expressao do

campo .

- Finalmente, o capitulo 3 contém uma ligeira refor-
mulacdo de um resultado de Yamato apresentado. no capitulo 2.
Fazemos entao uma aplicagdo dessa teoria i equacao de Lienard,

obtendo uma parte do resultado exposto no capitulo 1.



CAPITULO 1
SOBRE A EQUAGCAO DE LIENARD

§.0 - INTRODUGAO
Consideremos a equagao de 22 orden:

X+ £(x)X +g(x) = 0,
conhecida como equacdo de Liénard. Em particular, se
f(x) = e(x%2-1) e gx) = x,
tem-se a equacao de Van der Pol.

Fazendo:

X
F(x) = Jof(s)ds, y = -g(x),

obtém-se o sistema equivalente no plano:

x =y - F(x)
(L)
y =-g(x).

Quando as fungoes F e g satisfazem determinadas con-
digdes & possivel garantir a existéncia de orbitas periodicas

-1~



ndo triviais para esse sistema. Por exemplo, vale a seguinte:

0.1 PROPOSICAO - conf. [6, pg-. 2681 - Consideremos as seguin-

tes condicOes sobre a equacao (L):

i) f € par, g € impar, xg(x) >0 para todo x =0, £(0) <0;
ii) f e g s@o continuas para todo x, g satisfaz uma con-
dicao de Lipschitz para todo Xx;
iii) x — +o == F(X) — +», X — -0 = F(x) — -w;
iv) F tem uma Unica raiz positiva e € monotonica crescen-

te para x > a.

Nessas condigGes a equacdao (L) possui um Unico ci-
clo-limite (orbita fechada isolada), que € orbitalmente es-

tavel.
A. Lins, W. de Mello e C.C. Pugh estudam em [7]a e-
quagdo (L), no caso em que F € um polinomio, F(0) =0 e g(x) =

= x, isto €, a equacao:

X y - £(x)

(L) f(x) =adxd-+.;. +a;x.

e
]
1
”

Observe-se que, quando f e impar, f£'(0) <0 e f pos-
sui uma Gnica raiz positiva, a proposigao 0.1 garante a exis-
tencia de um Unico ciclo limite para (L).

Usando a compactificacao de Poincaré e o ''blowing-

up method" estuda-se em [7] o comportamento das orbitas de (L)

no infinito. Como conseqiiencia obtém-se uma descrigao comple-



ta do espaco de fase dessa equagao, modulo numero de Orbitas
fechadas e mostra-se que: se f=p*q, P ¢ par, q € impar e

q(x) #0 se x =0, entdo (L) nao possui orbitas fechadas.

No caso particular em que f ¢ de grau <3, mostra-se
que (L) possui no maximo um ciclo-limite e consegue-se uma des-
cricdao completa do espago de fase dessa equacdo em termos dos

coeficientes de f.

Finalmente, usando a aplicacao de Poincarée, demons-
tra-se que, se d =2n+1 ou 2n+2 entao existe uma equagdo de Lie-

nard de grau d com exatamente K orbitas fechadas, onde 0O<K<n.

Motivados por este ultimo fato, os autores formulam

a seguinte:

0.2 CONJECTURA - Se f tem grau 2n+l ou 2n+2 entao (L) possui

no maximo n ciclos-limites.

Os paragrafos seguintes sao um resumo dos métodos e

resultados de [7].

§.1-0 ESPAGO DE FASE DA EQUAGAO DE LIENARD

-

Seja Xf==(y—f(x),-x) o campo vetorial associado a

equagao (L). Os seguintes fatos sao de verificacao imediata:

i) A origem & a Unica singularidade de Xf; e € atratora
se a; >0 e repulsora se a; <0.

ii) O conjunto dos pontos onde Xf & horizontal coincide
com o eixo vertical: EY ={(0,y)|y€R}. O conjunto dos

pontos onde xf & vertical coincide com o grafico de f.
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O comportamento das trajetorias de xf depende for-
temente da paridade de d e do sinal de ad. Em cada caso,podem

ser feitas algumas observacgoes:

Suponhamos d Impar e ag>0.

E facil provar nesse caso, que a orbita positiva por
um pohto pGEV-{O} intercepta sucessivamente o grafico de f e
novamente E' - {0}. E possivel, portanto, definir uma aplica-
¢ao de Poincarée P: EX=={(0,y)|y€Rf} em EX. Como toda orbita
periodica envolvé a origem, elas correspondem aos pontos fi-

xos de P (ver Figura 1).

y=£f(x)

d impar
>0

Figura 1
Por outro lado, a 6rbita negativa por um ponto

pEEY = {(0,y)|yER_}

. v . o S (-
ou intercepta E, ou vai para o infinito, permanecendo nesse ul-
timo caso, abaixo do grafico de f. Como se vera adiante (Tco-

. - . \'4 . - s . -
rema 1.1), existe um unico ponto p_€EE_ cuja orbita negativa vai



para o infinito, € assintotica ao grafico de f e tal que toda
- . ' S . v )

orbita por um ponto de E_ acima de p_ intercepta E_ (ver Fi-
gura, 1). Analogamente, existe um ponto p+eEX COom as mesmas pro-

priedades (ver Figura 2).

Qualquer orbita fechada deve portanto interceptarEV

em pontos do segmento (p_,p,) -

Y y=£(x)
P,
x
P_
Figura 2

Se d € Impar e a3.<0, valem as mesmas consideragodes

| @y

com adaptagdes oObvias.

Suponhamos d par e ay > 0.

Nesse caso, tanto a Orbita positiva como a oOrbita

negativa por um ponto pGEX interceptam EY.

Por outro lado, se pGEY, sua oOorbita positiva pode in-
terceptar EX ou permanecer abaixo do grafico de f. Omesmo va-
le para sua orbita negativa. Como se vera adiante (Teor.1,1),

existe um Unico ponto p+€EY (respc. p_EEY) cuja orbita posi-
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tiva (respec.negativa), vai para o infinito.e & assintdotica ao
grafico de f. Se peEY esta acima de p, (respec. p_) entao sua

orbita positiva (respec. negativa), intercepta EX-

Suponhamos p_=p,. Seja P, © ponto mais proximo da
origem em {p_,p;} e‘ﬁmGEz o primeiro ponto onde a orbita, (po-
. . 5 c. v -
sitiva ou negativa) de p, intercepta E_. E claro que toda or-

).

bita fechada intercepta E' em pontos de intervalo (pm,fnm

Pode-se, entao, definir uma aplicagdao de Poincare,
no intervalo (0,§m). Se p_=p,, a aplicagao de Poincare pode
ser definida em EX, e nesse caso toda orbita fechada intercep-

ta EV em pontos acima de p_=p, . A figura 3 ilustra essas si-

T / NG
x N/

N

A

/\/
/ X

N

tuagoes.

Y

P_=P, -P,

Figura 3



Se d € par e a4 >0, valem as mesmas observagoes com

as adaptacgoes oObvias.

No que segue sera usada uma técnica conhecida como
Compactificagao de Poincaré, que permite transformar oproble-
ma de estudar um campo em R?, para o estudo de um campo na va-
riedade compacta S*. A ideia € fazer a projecdao central do pla-
no, imaginado tangente ao polo norte de S?. O campo Xf, multi-
plicado por um fator conveniente, estende-se a um campo ana-
1itico, n(Xf) em S?. Uma descricdo pormenorizada dessa tecni-
ca pode ser encontrada em [10]. O importante aqui & que tal
construgao permitira o estudo do campo em pontos do "infinito'",
correspondentes a pontos do equador em S2, e uma descfigéo da

estrutura das orbitas nas vizinhancas do equador.
Seja entao

xt - (y-f(x),-x), f£(x) = adxd-+... +a X,

‘ - f LB
Escrevendo a expressdao do campo m(X ) em cartas de S? verifi-

ca-se facilmente que W(Xf) possui quatro singularidades no e-

quador:
p; = (1,0,0), p, = (-1,0,0),
a; = (0,1,0), q, = (0,-1,0),
e que p; € p, sao singularidades hiperbolicas, atratoras ou

repulsoras conforme o seguinte quadro:



P P2
d par repulsor atrator
ad>-0 -
drlmpar Tepulsor repulsor
d par atrator repulsor -
ad<<0
: d i'mpa'r atrator atrator

Para descrever o comportamentb de n(Xf) no equador
basta entao estudar o comportamento local em torno dos pontos
q; € q,. A anéli;e nesses pontos & realizada utilizando-se o
"blowing-up method". Uma exposigao dessa tecnica pode ser en-
contrada em [u4]. E possivel, dessa maneira, estabelecer-se a
Tem-se o

existéncia e unicidade das separatrizes em q; € q,.

seguinte:

1.1 TEOREMA - A estrutura das orbitas de ﬁ(Xf) nas vizinhan-

cas do equador € dada pelas figuras abaixo

2N . B

Figura 4

P1P, Py Py 2
\%(//

(//d impar d impar d par

b ad<0 4 ay3>0 42 a; <o
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Aqui w(Xf) e t0pologicamenﬁe equivalente a uma sela

numa vizinhanga de q; © 9, € suas separatrizes sao tangentes

ao equador.

1.2 COROLARIO - Seja f um polinomio par. Entdo se ag >0 (resp.
ad'<0), existe um disco D no hemisfério norte de S?, contendo
o polo norte cujo bordo € formado por separatrizes de q; (resp.
qz). Toda Orbita contida no interior de D é_compacta. Se y e
uma Orbita contida no exterior de D, ehtéo o a-limite de vy €

e p; (resp. P,) & o w-limite de y & P, (resp. Py) -

q : 94

9

a; > 0 Figura 5

- DEMONSTRAGRO - Se X* = xf,xf) tem-se:

Xt (-x,y) =(Xf(x,y);-X§(x,y))-

0 resultado segue entdo do Teorema 1.1. 0
1.3 PROPOSICAO - Seja f(x) =p(x) +q(x), onde p(x) & um poli-
nomio para e q(x) € impar. Se O € a uUnica raiz de q(x) entio

xf nio possui orbitas fechadas.
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DEMONSTRAQAO - Seja XP = (y-p(x),-x). Pode-sé entao, em vista
do corolario acima, definir V:.]R2 — R . fazendo, para cada
pER*, V(p) a intersegdo da orbita positiva por p com o eixo
vertical negativo. V & entdop uma integral primeira para xP.
Usando esse fato, mostra-se facilmente que V & estritamente

decrescente ao longo das orbitas de xP. Isso prova a proposi-

gao. O
§.2 - A EQUAGAO DE LIENARD DE GRAU 3

Seja agora f(x) =a;x? ta,x® +ajx e Xf.=(y-f(x),-x).
Uma descrigao completa do espaco de fase de Xf ¢ dada pelo se-

guinte:
2.1 TEOREMA - Tem-se as seguintes possibilidades:

a) Se aj-aq >0, entao Xf nao possui orbitas fechadas;

b) se aj;+az <0, entdo ¥ possui uma Unica orbita fechada;

c) se a; =0 e az =0, entao xf nao possui orbitas fechadas.
A origem € um atrator fraco para as >0 e um repulsor
fraco para az <0;

d) se a; =0 e a; =0, entdo xf nio possui orbitas fecha-
das. A origem € um atrator hiperbolico para a; >0eun

repulsor hiperbélico para a; <03

e) se a; =a; =0, entao a origem € um centro.

A estrutura de orbitas de n(Xf) vai esquematizada a-

baixo:



LY

>0, a1>0.

=0, a,

1
‘a3=0, az>0, a1<0 a3=0, a2>0, a1=0

Figura 6

;ESBOQO DA DEMONSTRACAO - Os itens a), c) e d) sdo conseqiién-
‘cia da proposicdo 1.3. O item e) & conseqiiéncia do corolirio
1.2. Resta estudar o caso al'a3 <0. Por exemplo, considere-se
O caso ag >0,a1 <0 (os demais sao analogas). A prova de que Xf

possui uma Unica orbita fechada € entdo feita em 3 passos:

1) Toda orbita fechada d Xf intercepta as linhas

|

U3

Seja V: R? —+ R definida por:



V(x,y) = e

-2a2y 1
[Y"azxz-PZaz] se a, #0 e

V(x,y) = x* +y? se a, =0.

Entao, V(x,y) =DV(x,y)-Xf(x,y) tem sinal constante para

-a -a
az . a

Além disso existe uma curva de nivel C de V que tangencia as

linhas

E claro entdo que nenhuma orbita fechada de Xf intercepta o

disco limitado por €, o que demonstra 1).

2) gf tem pelo menos uma, e no maximo duas orbitas fecha-

das uma das quais € hiperbolica.

Segue do Teorema 1.1 e do Teorema *de Poincare-Ben-
dixon, que'Xf tem pelo menos uma orbita fechada. Para provar
que estas sao no maximo duas, utiliza-se o seguinte critério:
Seja X = (P,Q) um campo no plano e Yy orbita periodica de X, de
periodo T: Se

Ldiv(x)dt = JT[B—EJ«?}%] (x(t),y(t))dt <0

(resp. >0) entao Yy ¢ um atrator (resp. repulsor) hiperbolico.



= 1% =

Sejam entao, Y12YgaeeeaY, @S orbitas fechadas de Xf, onde o
interior de Yi+1 contém Yi.'Usando o critério acima e a parte
1) é possivel mostrar que YoiYzo e Yy sao todas atratoras.

Isso, evidentemente so pode ocorrer se n<2.

3) Xf tem exatamente uma orbita fechada.

Suponhamos que Xf possua 2 Orbitas Y] € Yy sendo Yy
a de menor diametro. Com uma pequena perturbacao nocoeficien-
te a; obtém-se um campo Xfe com pelo menos 3 orbitas fechadas,
da seguinte forma: Seja Xfe(x,y) = (y-f(x)-ex,-x). SendoY2 hi-
perbolica atratora, o campo Xfe possuira uma orbita fechada
hiperbalica atratora ?2 no exterior de Yy> S€ € for suficien-
temente pequeno. Um calculo simples mostra que X & aponta pa-
ra o interior de y;. Como, alem disso, a origem € repulsora, e
Teorema de Poincaré-Bendixon garantira a existéncia de 3 Or-

f _
bitas periodicas para X € contradizendo 2). (Ver Figura 7).

AT )

Figura 7
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§.3 - A EQUACAO DE LIENARD PERTO DO CENTRO: x=y E y =-x
O seguinte resultado € uma motivagao para a conjec-

tura 1.2, apresentada no inicio.

3.1 TEOREMA - Seja d =2n+l1 ou 2n+2. Dado um inteiro: 0 <k <n,
existe um polinomio f(x) =adxd T tagx tal que a equagao de

Lienard:

~
1

y - f(x)

y

-X
possui exatamente k Orbitas fechadas.

A demonstragao desse teorema & baseada num método de-
vido a Poincaré, que sera descrito a seguir para o caso par-

ticular da equacao de Lienard.

Considere-se a equagao

-y - eg(x)
(Le) . k]
y

x.
Il

il

=X

onde g(x) =bdxd-+... +b1x e € e bd positivos. Como foi visto
no paragrafo 1.1, & possivel definir para esta equacao,uma a-

v,V
+ Y40

plicacao de Poincare: P .t E onde EX>={(O,y)|y€R+}.

Se (x(yo,t,e),y(yo,t,c)) ¢ a solucao de (Le)quegms—
sa pelo ponto (O,yo) tem-se: PC(O’YO) =(0,y(y0,t(y0,e),¢D on-
de t(yg-€) ¢ uma fungdo analitica e t(yy.0) =2m e Py =1d.

A funcao F(yo,e) definida por:



= 1E w=

eF(yg.e) = y(yg,tlyp,e),e) -y,

€ analitica, e a orbita de L_ por (0,y,) ¢ fechada, se, e so-

mente se, y, e uma raiz de F(yg.e).

9

Por outro lado considere-se o polinomio:

2m
F(y,0) = %%(YO,E) = -J (sent)g(yy-sent)dr.
0

(Essa expressao € obtida usando-se a formula de variacdo das

constantes).

Se F(y;(e),e) =0 e y,(e) — y;, quando e +0 entao

Y1 e raiz de F(yy,0). Reciprocamente, se F(y;,0) =0 e
9F
_376(}’1 ,O) # 0

segue, como conseqiencia do Teorema das Fungoes Implicitas,que

existe uma unica funcgao yl(e) tal que yl(O) =y, e F(yl&j,e)=0

O lema seguinte pode ser demonstrado com o auxilio

desse metodo:

3.2 LEMA - Seja d impar e g'(0) #0. Suponhamos que F(yy.0) tem
k raizes positivas simples. Entdao se e € suficientemcnte pe-

queno, a equagao L. tem exatamente k orbitas fechadas.

A partir desse resultado, a prova do Teorcma 3.1,po-
de ser feita da maneira indicada a seguir:

s,

1) Suponhamos d =2n+1. Seja g(x) =bdx . +b,;x. Nessc

1

caso F(y,,0) ¢ um polinomio impar de grau 2n+l1. E possivel cs-
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colher convenientemente os coeficientes de g para que F(yO,O)
tenha 2k+1 raizes reais simples, (0 <k <n).

O teorema segue entao do Lema 3.2 acima.

2) Suponhamos d = 2n+2. Decorre de 1) que &€ possivel en-

contrar um polinomio fO(x) =a7n+1x2n+1 oo tagx de tal forma
que a equagao

x = y-£,(x)

}.’ = -X,

possua exatamente k Orbitas fechadas hiperbdlicas.

2n+2'+f0(x), e se-

Considere-se o polinomio fs(x) = §x
ja X6 =(y—f6(x),—x). Se § & suficientemente pequeno, as Orbi-
tas fechadas de )((S intercepetam o eixo vertical positivo em
pontos do intervalo [0,M]. Portanto, diminuindo eventualmente

§, o campo X% terd exatamente k Grbitas fechadas hiperbolicas.

a



CAPTTULO 2

0 METODO DE KAZUO YAMATO

§.0 - INTRODUGAO

0 objetivo deste capitulo & descrever o método pro-
“posto por Kazuo Yamato em [11]. Esse método permite determi-
nar o numero e a posicao aproximada dos ciclos limites (or-
bitas fechadas isoladas) de um sistema autonomo em dimensao
2, satisfazendo certas condigoes.

0 conhecimento do nimero e posicdo dos elementos cri-
ticos isolados (pontos singulares e ciclos-limites) € de im-
portancia fundamental para a descricao qualitativa do espacgo
de fase de um tal sistema. O problema de determinacgao dos pon-
tos singulares corresponde ao de resoluééo de equacoes algé-
bricas. O mesmo problema, para o caso dos ciclos -limites, €
bastante mais dificil. Uma exposicdo recente de varias téc-
nicas referentes ao assunto pode ser encontrada em [2]. O me-
todo de Yamato permite determinar o numero € a posigao apro-
ximada dos ciclos-limites para um conjunto 'genérico de cam-
pos'. Sua apresentagao se fara inicialmente em variedades fe-

~]7-
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chadas (compactas e sem bordo) de dimensao 2. Posteriormente,
serao discutidas algumas adaptagoes para o plano.
Uma idéia inicial do método pode entretanto, ser a-

presentada para o caso do plano da maneira descrita a seguir.
Seja X = (f(x,y),g(x,y)) um campo em R? satisfazendo
a seguinte condigao:

(D) (X divX) (x,y) = {f(div)()x +g(divX)y}(x,y) <0

para todo (x,y)€L ={(x,y)]|(divX) (x,y) =0}.

Em outras palavras: seja X tal que, quando a fungao

divX se anula, sua derivada na direcdo de X & negativa.

Se vy € uma orbita fechada de X, decorre facilmente

da condigio acima que Iny =@. Tem-se portanto, ou
yc(divX) "L (1-,00) ou ye(divX) L (10,+w[).

No primeiro caso

J divX <0
y

hiperbdlica e assintoticamente estavel. No segundo

(O]

ey

J divX >0
Y

e Y € assintoticamente instavel.
Assim, ‘'se X satisfaz (D) suas orbitas fechadas se-

rao necessariamente ciclos-limites. Além disso, como se vera

adiante (Teorema 2.2), & possivel avaliar o numero de Orbitas
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fechadas de X em termos das componentes conexas compactas de
.

E claro porém que um campo X em geral nao satisfaz
(D). Nesse caso o que se pode dizer? Observe-se aqui, que, se
B (XY) 2 uma funcdo positiva, as o6rbitas de Y =e“"X sao, do
ponto de vista geométrico, as mesmas de X. Por outro lado o
divergente de Y é dado por divY =e"(Xu +divX). E razoavel en-
tao, procurar descobrir uma funcao u de tal forma que o cam-

po Y = "X satisfaca a condigao:
(D') Y divY <0 para todo (x,y)EL' ={(x,y)|(divY)(x,y) =0}.

Se for possivel encontrar uma fungao u nessas con-
dicoes, entdo, de acordo com as observacoes acima, sera pos-
sivel estimar o nimero de orbitas fechadas de Y e portanty de X.

De fato, ao invés de procurar resolver diretamente
a desigualdade (D),o0 que se tentara & encontar solugOes apro-

ximadas da equacao a derivadas parciais:

(E) (Y-div .Y)div Y = -AZ,
onde A € uma constante, que € equivalente a:
(E') (X-divX)Xu + (X-divX)divX +A2e” 2" = 0.

E facil ver que se v €& uma solugao aproximada de
(E) com A #0 entao o campo eVX satisfaz (D). Além disso, como
se vera (Teorema 2.4) o conhecimento de uma solugao aproxima-
da de (E) permite conhecer a posigao aproximada dos ciclos-1li-
mites, e esse conhecimento sera tanto melhor quanto melhor for

a aproximacgao.



§.1-A FUNGAO div X

Nesse paragrafo e nos seguintes, M sera uma varie-
dade fechada (compacta e sem bordo) de dimensao 2 e classe C°
e w um elemento-de area (ou seja, uma 2-forma nao singular) de

classe C2 em M.

Se X € um campo em M, definindo um unico grupo de
transformacoes a l-parametro {¢s} pode-se definir o divergen-

te de X com respeito a w, divwX pela formula:

(divwX)-w = wa

onde Lyw & a derivada de Lie de w com respeito a X (conforme

[5, p. 281).

Define-se ainda o produto interior de X e w, ou se-

ja a 1-forma fyw por:

(2y0) (E) = w(X,E).

Vale a seguinte formula (conforme [5, p. 2817):

Lyw = J [2yw],
J &R st X
onde M' & uma subvariedade de M, de dimensao 2 e com bordo.

Observe-se que, quando w =dxady, X = (P,Q) e M' & u-
ma regiao do plano, esta formula se reduz ao teorcma classico

de Green:

JJ (divX)dxady = J -Qdx + Pdy,
M' oM’
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onde divX =PX +Qy € o divergente no sentido classico,que cor-
responde a divwx com w =dxady.

Seja u: M — R uma funcao de classe C! com respei-
to a X, isto €,"a derivada Xu existe e & continua. Ocampo Y =
= e'X define, nessas condigoes um Unico grupo de transforma-
goes a um parametro {ws} em M. Usando as propriedades da de-

rivada de Lie obtém-se a seguinte relacao:
div Y = eu(Xu +div X).
w w

Seja agora, w =eudxAdy a expressao de w numa carta
local de M. Novamente usando as propriedades da derivada de

Lie obtem-se
dinX = Xu +divX

- (onde divX €& o divergente de X com respeito ao elemento de -

rea dxady).

§.2 -0 NOMERO E A POSIQAO APROXIMADA DOS CICLOS-LIMITES

Seja X um campo de classe C* em M e w uma forma de
volume fixado em M. O divergente de X com respeito a w sera
indicado simplesmente por divX, sempre que nao houver possi-

bilidade de confusao.
E possivel entdo definir o conjunto
£ = {peM|divX(p) =0}

e considerar a condigao (D) para X.
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Tem-se inicialmente a seguinte:

2.1 PROPOSICAO - Seja X um campo estruturalmente estavel sa-
tisfazendo a condicdo (D). Ent3o o numero de oOrbitas periodi-
cas de X & maior ou igual ao numero de componentes conexas de

M - que nao contém nem pogos nem fontes.

DEMONSTRAGAO - Seja Mn uma componente conexa de M-I nas con-
digdes do enunciado. M, € entao um conjunto positiva ou nega-
tivamente invariante. Suponhamos que M, ¢ positivamente inva-

riante (no caso contrario o raciocinio. & analogo).

Se Mn contém ao menos um ponto singular (que, por
hipotese, & uma sela) escolhemos p pertencente a variedade
instavel desse ponto. Caso contrario, tomamos um ponto p qual-
quer em Mn' Em qualquer caso o w-limite de p, em virtude dos
Teoremas de Caracterizagao de Peixoto e de Poincaré-Bendixon,

6 uma orbita fechada. ' 0

0 teorema seguinte estabelece um limite superior pa-

ra o numero de orbitas fechadas de X.

2.2 TEOREMA - Se X satisfaz a condigdo (D) entao o numero de
Srbitas fechadas de X & menor ou igual a #{r} +g-1 onde #{Z}
& o numero de componentes conexas de I e g € o genus de M. Em
particular, vale a igualdade no caso em que M €& uma esfera e
X um campo polar e no caso em que M &€ um toro e X € nao sin-

gular.

Segue abaixo uma idéia de demonstracgao (conforme [5,

p. 4417.
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ESBOCO DA DEMONSTRAGCAO - Supondo que X satisfaz (D),as obser-
vacoes feitas em 2.0 indicam que:
a) I € uma subvariedade fechada de classe C! de M.
'b) {peM| (divX) (p)=<0} e {p€M|(divX)(p)>0} sdo subvarieda-
des de dimensao 2 de M cujos bordos coincidem com I.
c) Cada ciclo-limite de X deve estar contido em uma com-
ponente coneka de

{peM| (divX) (p) <0} ou de {p€M| (divX) (p) =0}.

Seja F uma componente conexa de {p€M|(divX(p) <0} F
€ uma subvariedade compacta de dim. 2 de M com bordo. Indique-
mos por #{dF} o numero de componentes conexas do bordo de F e
por g(F) o genus da superficie fechada obtida '"colando-se"
#{3F} discos ao bordo de F. Entao o numero de ciclos -1limites

contidos em F € menor ou igual a g(F) + #{3F} -1.

De fato, se existem Cl,...,Cn ciclos-1limites conti-
dos em F, com n2> g(F) + #{3F} existirao necessariamente ciclos

C «+,C. formando a bordo de uma subvariedade de dim.2 con-

iy ¥}
tida em F.

O lema seguinte (Lema 2.3) mostrara que isso nao po-

de ocorrer.

Segue entao imediatamente, que o numero de ciclos-1li-
mites em M & menor ou igual a ) (g(F) +#{dF} -1) onde F percor-
F

re o conjunto das componentes conexas de
{p€EM|divX(p) <0}u{p€eM|divX(p) =0}.

Para reescrever a expressao acima lembremos que a caracteris-
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tica de Euler de uma superficie fechada S & igual a 2(l-genus
de S).

Tem-se entao para cada componente conexa F:

#{dF} + ] ind(p) = 2(1-g(F)),
PEF

onde ind(p) indica o indice de X em p. Dessa relagao e do fa-

tolque Y#{oF} =2#{)} segue facilmente a igualdade
F
Y(g(F) +#{3F} -1) = #{}}+g-1
F

com o que fica demonstrada a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte suponhamos que M € o toro e X

nao singular (o caso da esfera € analogo). Usando novamente

(2

o Lema 2.3 pode-se ver que cada componente conexa de

{peM|divX(p) sO}u{p€M|divX(p) >0}

é homeomorfa a uma coroa fechada. Portanto o numero dessas com-
ponentes conexas €& igual a #{)}. Por outro lado, o teorema de
Poincaré-Bendixon garante a existéncia de um ciclo -limite em
cada uma dessas componentes. Conclui-se dai que o nimero de
ciclos-limites & maior ou igual a #{}]}. Como este numero deve
ser, pela primeira parte do teorema, menor ou igual a #{)1,

fica demonstrada a igualdade desejada. g

0 lema prometido acima & o seguinte:

2.3 LEMA - Seja M' subvariedade compacta de dimensao 2 de M
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tal que aM =C. uC; v...uC., , onde cada C. & uma orbita fecha-
J1 2 Iy Ji
da de X. Entao

I '(diVX)'w = 0.

Em particular a funcdo divX nao pode ter sinal constante em

M'.

DEMONSTRACAO - O lema & uma conseqiiencia imediata do ''teorema

de Green" (conf. §.1). De fato, tem-se:
(divX) *w = J Lyw = ) J Ly e
J' amr X § e, X
i

Como zxm(X) =0, segue que:

J '(diVX)'w = 0.

0 resultado seguinte da informagoes sobre a posicao
aproximada das drbitas fechadas de X se € conhecida uma solu-

cao aproximada de (E).

2.4 TEOREMA - Seja v: M — R de classe C? tal que ocampo Y =

= ¢'X satisfacga
f(A+e)2 < (Y-divY)divY <-(x-€)?, onde 0 <e <A
(ou seja, e’ & uma solucao aproximada da équagﬁo (E)).
Considgremos 0os conjuntos:

My o = {peEM|divY = (A-€)}

M )y~ {pGMldivY <-(r-g)}.

-(\-€
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Vale entao o seguinte:

i) Os conjuntos Mk—e’ M—(A—e) sao subvariedades compac-
tas com bordo de dimensao 2 de M respectivamente ne-
gativa e positivamente invariantes em relacao ao flu-
xo de X;

ii) se y € uma trajetoria fechada de X entao ou y esta con-
tida em M, __ e & um a-ciclo-limite ou Yy esta contida
em M_(3_¢) © € um w-ciclo-limite;

iii s areas de M e a :
iii) as ar e M-(A-e) sdo ambos menores que

2 (1 1-u)/2(1+ ,
T-Tl_)—fUU)z 'arctg(u(v W/ U)‘)'J’Mw

onde p =¢/X.

Deixamos de expor a demonstragao desse tecrema. Os
(itens 1) e ii) podem ser provados sem muita dificuldade, u-
sando raciocinios analogos aos das demonstracoes anteriores.
Ji o item iii) envolve uma demonstracdo mais técnica, na qual
o autor utiliza uma nova formula, ligando integrais em super-

ficie a integrais de linha, analoga ao teorema de Stokes.

A idéia basica, porém, € a seguinte: se w ¢ uma So-

lugdo da equagao (E), entao os conjuntos:

M, = {p€M[divY(p) =A}, M_; = {p€eM|divY (p) =-A}

sao invariantes e contem, respectivamente, os a € OS w-ciclos
limites, além dos pontos singulares € separatrizes de sela,

(vér Obs. 3.8). Se, agora, Vv & uma solugiao aproximada de (E),
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M(A-e) e M—(A—e) aproximam os conjuntos acima e fornecem as-
sim a localizacao aproximada dos ciclos-limites de X. Obser-
ve-se que a afirmacao do item (iii) implica que essa locali-
zagao € tanto melhor quanto melhor for a aproximacgao, visto

que as areas de M(k—e) e M—(K—e) tendem a zero quando e > 0.

§.3 - EXISTENCIA DA FUNCAO e
O teorema seguinte afirma que para um conjunto ''ge-
nérico" de campos a equacao (E) admite uma solugao.

3.1 TEOREMA - Seja X um campo de classe C? em M. Suponhamos
que X € estruturalmente estavel e (divX)(p) =0 sempre que X(p)=
= 0. Entdo existe uma unica funcao continua u: M — R e uma

Gnica constante A satisfazendo as seguintes condigoes:

i) A fungao u €& de classe C? com respeito a X, isto e,
as derivadas Xu, X%u existem e sao continuas =iz M.

ii) A fungéo'll €é solucao da equagao diferencial
(Y—divY)divY 3
onde Y =e"”X, que & equivalente a
(X-divX) (Xu) + (X-divX)divX +2A2e™2% = o,

iii) A integral de u em M & igual a zero, isto e:

J u-w = 0.
M

A demonstracao de Yamato € bastante extensa. Procu-

raremos apenas indicar aqui os seus passos principais.



- 78 =
'CONDICOES GEOMETRICAS PARA X E UMA DECOMPOSICAO DE M

3.2 DEFINICAO - Um poligono de trajetorias I' € um subconjunto

fechado de M satisfazendo as seguintes condigoes:

i) T € escrito como uma uniao
r = p1U{Y1}Up2U{Y2}U'"UprU{Yr}

onde p; € um ponto de sela e Y5 € uma trajetoria com

a-limite = {p;} e w-limite ={p; ;}, (p.,q =Py);

ii) existe uma funcao continua h: S!'x[0,1) —— M tal que
h(S!'x0) =T e a restricao h|: S'x(0,1) — h(S'x(0,1))
€ um homeomorfismo cuja imagem nao intercepta as va-

riedades locais instaveis ou estaveis dos pontos P; -

I € dito um a-limite-poligono de trajetdorias se o
a-limite de todo ponto em h(S'x(0,1)) coincide com I'. Analoga-

mente define-se um w-limite-poligono.

Considerem-se agora as seguintes condigoOes geométri-
cas para X:
a) todo ponto singular de X € uma fonte, um pogo ou um
ponto de sela;
b) para todo ponto singular de X, tem-se divX(p) 20,
c) para toda orbita periddica y(t) de X de periodo t,tem-
se:

T
jo (@ivX) (v(t)) #0;

d) se existe uma trajetoria y 'ligando dois pontos de se-
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la" (isto €, a-lim de.v = {p} e w-lim de y = {q}) e
divX(p) <0, entao divX(q) <0;

e) oa e o w-limite de toda trajetoria & formado por pon-
tos singulares, oOrbitas peridodicas ou poligonos de

trajetorias.

Observe-se que o conjunto dos campos satisfazendo as
condicoes acima contém o conjunto dos campos estruturalmente
estaveis com a condigao adicional: divX(p) #0 nos pontos sin-

gulares. Esta Ultima condicdo € ainda evidentemente genérica.

De fato, permite-se ainda aqui que X apresente 1li-

gagoes de sela desde que satisfagcam a condicao (d).

A demonstracdo da existéncia do multiplicador e &
feita para campos satisfazendo as condigoes de (a) - (e), por-

tanto para campos de um conjunto genérico.

E conveniente introduzir nesse ponto os seguintes

subconjuntos de M:

Q & a reuniao dos pontos singulares e oOrcitas perio-
dicas de X;
Q, <0 € o conjunto dos pontos singulares para os quais
divX(p) >0 e dos a-ciclos-limites;
Q <@ € o conjunto dos pontos singulares para os quais

divX(p) <0 e dos w-ciclos limites.

Em virtude das condigoes b) e c), Q pode ser escri-

to como reuniao disjunta Q =@, uQ_.
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Qf € o conjunto dos pontos de sela para os quais

divX(p) <0;

X

€,

€ o conjunto dos pontos de sela para os quais

divX(p) >0;

_ X .. ;
. = {pEM|pgQ,, w-limite de p€Ql};

(1

- ={p€M|p£Q§, a-limite de pGQf};

(1)

(1]

= B,uE_ (Esta reuniao & disjunta em vista da condicao

d).

-

T, € a reuniao dos a-limite-poligonos de trajetorias;

m € a reunido dos w-limite-poligonos de trajetorias.

A proposigao seguinte da uma decomposigéo de M em

termos desses conjuntos e € conseqiiencia das condigoes a) -e):

3.3 PROPOSICAO - Suponhamos que X satisfaca as condigoes a) -

e). Entao M pode ser expresso como a reuniao disjunta:

M = QUEUMO

onde:

M, = {pEM|a-limite de peQ um, _, e w-limite de pcQ_um_};

M, € um subconjunto aberto e Qui & fechado.

Além disso tem-se:
Q,uE, = {peM|a-limite de peQ um,, w—limite de peq,}
Q_uvE_ = {p€M|a-limite de p<_, w-limite de pe<Q_um_}.

CAMPOS ELEMENTARES

3.4 DEFINICAO - Seja A um numero positivo. Diz-se que Y €& e-
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lementar com expoente de estabilidade A se e somente se Y sa-
tisfaz a equagao:

Y divY - (divY)? = -)2%.

©

3.5 OBSERVACAO - Seja uy um nimero real. Entao e"X & elemen-
u+u
tar com expoente de estabilidade 1 se e somente se € OX ¢

_ u
elementar com expoente de estabilidade e 0.

A observacao decorre facilmente das propriedades da

fungdo divergente, expostas no §.1.

0 resultado seguinte do calculo € bastante 0til no

estudo das propriedades dos campos elementares.
3.6 LEMA - Toda solugao limitada da equacgdo: x-x?=1 é dada por:

ced - (1-c)e ®
ceS+ (1-c)e”®

x(s) = =

onde ¢ & uma constante satisfazendo 0 <c <1. Portanto a solu-
cao € constante se e somente se c =0 ou c =1. Se 0 <c<1aso-

lucdo x(s) possui as seguintes propriedades:
-1 <x(s) <1 para todo s€ER;

lim x(s) = 7l.
S>too

Segue desse lema a seguinte:

3.7 PROPOSICAO - Seja Y um campo elementar com expoente de es-
tabilidade 1. Seja {ws} o grupo de transformagoes a um para-

metro gerado por Y. Considerem-se os conjuntos:
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N+ = {peM| (divY) (p) = *1}
My, = {peM||divy(p)| <1}.
Entéoi
M = N, uN_uM, (reuniao disjunta).
Os conjuntds N,, N_ sao fechados e invariantes por

{p_ 1.

Além disso, para cada ponto pGMO o a-limite de p es-

ta contido em N, e o w-limite de p esta contido em N_.

3.8 OBSERVACAO - Seja agora Z um campo elementar com expoente
de estabilidade X.
A observagao 3.5 permite obter uma proposicao ana-

loga a proposicao acima fazendo agora
Nt = {peM| (divZ) (p) = *A}

My = {p€M||din|(p) <A},

O autor ilustra a idéia geométrica em que se baseia

a demonstracao do Teorema 3.1 com o seguinte:

3.9 EXEMPLO - Suponhamos que X seja um campo nao singular no
toro T2 =R?/Z?, w o elemento de area dado por dxady, com duas

orbitas periodicas e ambas hiperbélicas.
- -~ u u .
O que se procura e uma fungao e tal que e X seja
elementar com expoente de estabilidade A. Sejam A e B as re-

gioes limitadas pelo dois ciclos-limites, o e B as areas de A
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e B respectivamente. (E claro que a +8 =1).

Introduz-se um campo Y de classe C? como segue:

Y = (£(x),1)
onde:
2x sen T x ara x€[0,al]
™ a p ’
f(x) =
-BA T ’
— sen[g (x—a)} para x€la,1].

Verifica-se facilmente que Y possui 2 ciclos-limites,
x=0e x=a e a area das regioes limitadas por estes ciclos-
limites sdo o,B respectivamente. Além disso Y ¢ elementar com

expoente de estabilidade A.

. - u u .

Para conseguir uma funcao e  tal que e X satisfaga
(E), € suficiente construir um homeomorfismo h: T? — T? (di-
feomorfismo q.s.) que preserva area € leva Orbitas de X em orbitas

de Y. (De fato, define-se entao et pela formula h (e¥X) =Y).
*

Para construir h procede-se da seguinte forma: se-
ja y uma orbita ndo peridodica de X. Existe um inico ponto p em
y tal que para uma vizinhanga infinitesimal U de p, a area de

-

dominio | ¢, (U) & igual 3 area do dominio | ¢, (U) onde {¢.}
€ o grupo a l-parametros gerado por X. Fazendo y percorrer o
conjunto das orbitas nao periodicas obtem-se, dessa maneira

dois circulos S,cA, SycB. Como h deve preservar area e Orbi-

tas os circulos Sy € Sp sao levados por h nos circulos x =a/2,



7x =q +B/2.

Se a imagem de um ponto em SA esta determinada, as
imagens dos demais pontos ficam determinadas pela exigencia de
que h preserve area e Orbitas. De maneira analoga ficam de-
terminadas as imagens dos demais pontos de T2. Dessa maneira

a funcio h €& construida.
CONSTRUCAO DA FUNGAO e

Tendo em vista a observacao 3.5, para demonstrar o
Teorema 3.1, basta mostrar a existencia de uma unica funcao u
de classe C? com respeito a X, tal que Y =YX seja elementar

‘com expoente de estabilidade 1.

A demonstracdao da existéncia dessa fungao ¢ feita
por partes, usando a decomposigcao de M dada pela proposicao
3.%3. A construcgao de el & feita em cada orbita de X. Para os

pontos singulares tem-se a seguinte:

3.10 OBSERVACAO - Se p & ponto singular de X e v & uma fun-

cao tal que v(p) = . : entdo: (div e'X) (p) =1 se
| divX(p) |
divX(p) >0 e (div eVX)(p) = -1 se divX(p) <0

(ver §.1).

Como se vera adiante, isso resolve o problema nos
pontos singulares. O que se faz em seguida € construir e su-
cessivamente nas Srbitas periddicas, estendé-la para os poli-
gonos e dai aos demais pontos de Z. Finalmente constroi-se e

em MO'
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Mais precisamente partindo de um campo X que satis-
faca as propriedades (a) - (e) ,constroi-se uma fungac vt M — R
tal que:
i) vl,le,szl sao continuas em M;
v
ii) o campo Z; =e 1 satisfaz a equacao (Zl—dinl)Zl = -1

em .

Além disso mostra-se que toda fungao satisfazendo as

mesmas condicoes coincide com v, em Q.

0 campo Z1 ainda satisfaz as propriedades (a) - (e)
e induz a mesma decomposicao em M. Partindo entao de Zl,cons—

‘troi-se agora uma fungao v, tal que:

. 2 2 a * o 5
i) VZ’ZIVZ’ZIVZ (e portanto XV2 e X vz) sao continuas cm
M;

Vv

ii) o campo Z, =e Zq satisfaz a equagao (Zz~div22)22 = -1

em Qum (e portanto v, =0 em Q).
Novamente, toda funcgdo satisfazendo i) e ii) coin-
cide com v, em QuT .

Finalmente, constroem-se Vi, v4, respectivamente em

- . . - . u
E-m e em MO’ satisfazendo condicoes analogas. Ocampo < =¢

X,
onde u=vy +V, +Vg *V,, resulta elementar com expoente de es-
tabilidade 1. Além disso, u fica determinada de maneira tnica

em virtude da decomposicdo de M e da unicidade de cada v,.
A técnica bdsica utilizada € a seguinte:

Seja Z'=eVX um campo em M, {&t} o grupo a um parametro gerado
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por Z, w: M — R uma funcao de classe C? com respeito a Z, e
Y=¢"2.
Em vista da relacgao basica divY = 7(e") + e"divz, a

fungéo g(t) =ew(£(t,p)) satisfaz a equacao diferencial:

(F) .%%-+d(t)-g(t) = divY(g(t,p)), onde d(t) = divZ(E(t,p)).

Em cada passo, se se exige que Y seja elementar com
expoente de estabilidade 1 & possivel obter informacoes sobre
as funcoes divY(&(t,p)), divZ(g(t.,p)) e condicoes de frontei-
ra sobre as funcgoes g(t) e d(t) que permitem encontrar uma SO-

lugdo unica para (F).
Um primeiro resultado nessa direcdo ¢ o seguinte:
3.11 LEMA - Para que (Y-divY)divY =1 em QuZ & necessario e su-

ficiente que

1 em Q+UE+
divY =

-1 em Q_UuZ_.

Portanto a equacgao (F) assume a forma:

—%%—+d(t)-g(t) = 1 se pER _UE,
-%%—+d(t)-g(t) = -1 se pER_UE_

Usar-se-a, daqui em diante, a notagao

§(t,p) = exp{L:din(g(t,p))dt}.
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Para as orbitas periddicas tem-se o seguinte:

3.12 LEMA - Suponha que Z possui uma orbita periddica y =+vy(t)
com periodo t. Se y € um a-ciclo-limite de Z entao divY =1 em

Y se e somente se:

T
j §(t,p)dt

el o 20 para p em Y.
§(t,p)-1

A expressao obtida nesse lema € simplesmente a so-
lucao da equacao (F) observando que no caso presente as fun-

coes g(t) e d(t) sdo periddicas de periodo t.

A construgao € feita agora nos poligonos de traje-

torias.

3.13 LEMA - Suponha que divZ =#1 em Q,. Se T € um a-limite-po-

ligono, entao divY =1 em y se e somente se

0
ew(p) = J- §(t,p)dt, para todo pE€ET.

- 00

Analogamente se I' € um w-limite-poligono entao divyY =

= -] em I' se e somente se:

ew(p) = J §(t,p)dt, para todo pE€rT.
0 .

Aqui as informacoes suplementares que permitem re-
solver a equacao (F), por exemplo, para o caso dos pontos re-

gulares de I', sendo T um a-limite-poligono sao as seguintes:

limd(t) =1 e limg(t) = 1.

to>tco t>to
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Ha agora uma pequena dificuldade. A partir do lema

acima e do anterior & facil construir uma v: M —- R tal que:

-

i) v € continua em M;
ii) v & de classe C2 em M -U, onde U &€ uma vizinhanca de
mn{pontos de selal;
iii) Xv, X?v existem e sdao continuas em wnU;
iv) div(eVX)=t1 em Q, um, .
E preciso entao modificar a fungao v em U, de modo
a torna-la de classe C? com respeito a X em M, sem modifica-

l1a em Qum. Para isso usa-se a expressao local de X em torno

dos pontos de sela.

A construcao de e¥ nos demais pontos de E é feito de
maneira analoga.

Resta demonstrar a existéncia de e" nos pontos de

MO' Tem-se o seguinte:

3.14 LEMA - Suponha que divZ =2*1 em Q, um, . Seja MO como na pro-

posicao 3.3:

i) As integrais

o 0
A, (p) = [Oes(t,p)dt, A (p) = [ §(t,p)dt

- 00

convergem uniformemente quando pGMO. Portanto A+(p),A_(p) sao

funcoes continuas em M-
ii) Seja

I = {peMyla, (») = a_(P)}.
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Se Y € elementar com expoente de estabilidade 1,en-

I = {peM|divy(p) =0}.

iii) Todo ponto de MO pode ser escrito de uma Unica manei-

ra:
p = & (a)

com q€), te€R.
iv) Se Y € elementar, com expoente de estabilidade 1, en-

tao tem-se

@) . cos |’ L:G(t,Q)dt]
e =

§(t,q)

para tcdo q€), t€R, onde

K = = J §(t,q)dt.
™ Jo

Reciprocamente se w satisfaz a igualdade acima pa-

ra todo q€) e todo t€ER entao:

(Y-divY)divY = -1 em MO.

Convém ressaltar aqui o significado geométrico doi-
tem ii). Recorde-se que a relacao entre AT(p) e AO(p) onde

Ao (p) € a area de uma vizinhanca infinitesimal U de p e A_(p)

é a area de | £, (U) (ou U Et(U)] ¢ dada por:
: O<stsrt T<t<O
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T
b.(®) = o) [ divz(e(e,pyac
‘0

e 0

[ou AT(p) = Ao(p)J din(g(t,p)dt

T

Numallinguagem imprecisa, o conjunto Z € o conjun-
to dos pontos pEM, para os quais coincidem a area dos satura-
dos de uma ''vizinhancga infinitgsimal” de p pelo fluxo positi-
vo, t =20, ou pelo fluxo negativo t <0. A afirmacao € de que )
coincide com o conjunto dos pontos onde a funcao divergente se

anula (ver Exemplo 3.9).

Para a demonstragao do item iv) o que se precisa no-
vamente € resolver a equacao (F). As funcoes g(t) e d(t) sa-

tisfazem agora

limg(t) =1 e 1limd(t) = 1.

t>tow : t++oo
Aqui, porém, n@o vale a igualdade divY(g, (p)) =1.

Mostra-se no entanto que

' t
(@ivY (g @) = -sen(e™ (@ [Ts(e,q)ar)
0

-

€ se torna novamente possivel encontrar uma solucdo (que < G-

nica) para a equagao (F).

A fungao u € entao,com o auxilio dos lemas e obser-

vagoes precedentes, construida da maneira ja indicada.
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§ .4 - APLICACOES A EQUAGAO DE LIENARD

Considere-se o seguinte sistema no plano:

< x y - £(x)
(L) f(-x) = -f(x).

y = -x

Suponha-se ainda, por simplicidade, que f € de clas-

se C .

A teoria exposta nos paragrafos anteriores fci de-
senvolvida para variedades compactas e nao pode, portanto, ser
aplicada diretamente ao estudo desse sistema. Para faze-lo,al-

guns dos resultados anteriores precisam ser reformulados.

Seja X =[(y-f(x)),-x] e w =eudXAdy un elemento de
drea, digamos, de classe C~ em R?. Pode-se, ainda, definir o
divwx da forma exposta no paragrafo 2.1. Tem-se
divwX = Xu -f'(x).
0 divergente de X com respeito a w sera indicado simplesmente
por divX.

Como ja foi observado anteriorménte, se u: RZ — R
€ uma fungao de classe C! vale a relacao: div e"'X ?eu(XuﬂhVX)

e Y=e"X tem o mesmo comportamento qualitativo de X.
0 teorema seguinte € uma modificacgao de 2.2.

4.1 TEOREMA - Suponhamos que existe uma fungao u: R* — R de

classe C? tal que o campo Y = !X satisfaca a condigao:
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(D") (Y divY)(x,y) < 0 para todo (x,y)€)
onde ) ={(x,y)]|(divY)(x,y) =0}.

Seja n (0 <n <«) o namero de componentes conexas com-

pactas de ).

Entao o numero de orbitas fechadas de (L) € igual a

(n=1) ou n.
Uma avaliacao mais precisa € dada pelo seguinte:

4.2 TEOREMA - Suponhamos que existe uma fungao u: R?> — R de
classe C? e uma constante positiva e tal que o campo Y = e'X

satisfaca a desigualdade:

(1) (Y-divY)divY < -¢?
que € equivalente a:

(X-divX)Xu + (X-divX)divX +e2e 2% <0
((X-divX) é encarado como um operador).

Além disso, suponhamos que

J w = wl
RZ
Entao o numero de ciclos-limites de (L) € igual ao
numero de componentes conexas compactas de
Y o= {(x,y)€ER?|divY(x,y) =0}.

A demonstracao desses resultados & semelhante a do

teorema 1.1 do capitulo 3.
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Observem-se aqui as diferengaé entre os dois resul-
tados: a condicao (I), estritamente mais forte que (D') influi
na evolucao das areas do fluxo de Y. (Ver observacOes ao item
ii) do Lema 3.14). Isso impde a existéencia de um (Unico) ci-

clo-limite na Unica componente conexa nao compacta de R? -7J.

0 resultado seguinte & uma modificacao de 3.1, para
o caso da equacao de Liénard no plano. Sua demonstragao uti-

liza argumentos analogos aos daquele teorema (3.1):

4.3 TEOREMA - Suponhamos que f'(0) #0 e

JT(divX)(Y(t))dt =0
0 .

para toda solugiao periddica nao trivial de (L), de periodo <.
Seja A um nimero positivo. Entdo existe uma funcao continua

p: R? — R tal que:
i) as derivadas Xu, X2?u existem e sao continuas em R?;
ii) o campo Y =e"X satisfaz:
(Y-divY)divY = =-AZ2.

Se, além disso, supusermos que (L) possui um Unico

ciclo-limite entdao podemos obter uma fungao continua
u': R?-{(0,0)} — R
tal que:

i) a derivada Xu' existe e € continua em R?-{(0,0)};

'
ii) o campo Y =e" X satisfaz:
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(divY)? = A2 em R*> - {(0,0)}.

0 resultado seguinte & uma reformulacao de 4.2, es-
pecialmente Util no estudo, da equagdo de Van der Pol. Sua

demonstracao € analoga.

4.4 TEOREMA - Suponhamos

£100) <0 e I w = o
R2

e que exista u: R*-{(0,0)} — R de classe C! tal que Y = e'X

(definido em R2-{(0,0)} satisfaga: (divY)(x,y) <-e).

Entdao existe uma Unica solugao periddica para (L),

que é assintoticamente estavel.

Como aplicagao da teoria aqui exposta, Yamato demons-
trou os resultados enunciados em seguida, sobre a equagao de

Liénard. Tais resultados ja eram conhecidos.

Na demonstracao de 4.5 e 4.6, o autor utilizé téc-
nicas de perturbacao para encontrar solugoes aproximadas da e-
quacao (E), o que permite utilizar o teorema 4.2. Para a pfo—
posicao 4.7 ele langa mao novamente de técnicas de perturba-
cdo e do teorema 4.3 (com pequenas modificagoes). Finalmente,

a proposicao 4.8 & demonstrada usando o teorema 4.3.

A descricao pormenorizada dessas técnicas nao faz

parte dos objetivos do nosso trabalho e por isso aomitiremos.

4.5 PROPOSICAO - Suponhamos que £ esta escrita na forma

£(x,0) = ufy(x),
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onde u € constante e £, € independente de p. Facgamos
2T

1
b = TEFL) cosO6f(r cosB)db.

Suponhamos que b = b(r) tem um nimero finito de raizes.
. Sejam b0==0<b1<...<bm suas raizes nao-negativas e R >bmf Supo-
phamos ainda que b'(bi) #0 para cada i (ou seja b, € raiz sim-

ples para todo i).

Entdo existe um numero positivo po tal que 0 < || <ug-

o sistema (L) tem precisamente m ciclés-limites no disco:
{(x,y) |x?+y® <sR?}.

Quando u - 0, cada ciclo-limite tende ao circulo
{(x,y) [x®+y? =bi}

para algum bi’

4.6 PROPOSICAO - Seja w=#0 e £ =u senx. Entao existe um com-
pacto K tal que o sistema (L) restrito a R* -K tem as seguin-

tes propriedades:

i) O sistema possui um nUmero infinito de curvas inte-
grais fechadas;
ii) cada curva integral fechada & positiva ounegativamen-

te assintoticamente estavel.

4.7 PROPOSICAO - Seja f =p(x®-x), 0<|u| <1. Entao o sistema
(L) possui uma unica curva integral fechada que € positiva ou

negativamente assintoticamente estavel conforme p >0 ou p <0.

4.8 PROPOSICAO (Teorema de Liénard) - Seja £,(x) uma fungao
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impar de classe C!' satisfazendo:

a) fl(x) tem um Unico zero positivo Xy

b) fl(x) <0 em (O,xl);
c) £1(x) >0 se | x| >X; .

Entao o sistema:

}.( Yy ‘Ufl(x)

, W constante =0

y = =X

possui uma Unica orbita fechada que € positiva ounegativamen-

te assintoticamente estavel conforme p >0 ou u<0.



CAPTTULO 3

LIMITACAO PARA O NOMERO DE ORBITAS PERIODICAS

DE CAMPOS NO PLANO

§.0 - INTRODUGAO

Nesse capitulo exporemos um resultado que € uma li-
geira modificacao do Teorema 4.1, Capitulo 2, de Yamato. Nos-
so resultado dara uma limitacd@o para o numero maximo de Orbi-
tas fechadas de um determinado campo, dependendo tambem da re-
solucao de desigualdades envolvendo derivadas parciais.

Nosso proposito inicial era aplicar esta tecnica a
campos polinomiais. O que conseguimos, até aqui, foi refazer
uma parte do resultado obtido em [7], para a equagao de Lie-

nard de grau 3 (ver cap. 1, §.3).

§.1 -MODIFICAQ@ES DE UM TEOREMA DE YAMATO

Exporemos inicialmente uma modificacao do Teorcma 4.1,
cap. 2. Uma comparagao entre o nosso resultado e aquele Tco-
rema € feita a seguir nas observagdées 1.3 a 1.6. Em 1.7, des-
creve-s¢ uma aplicacgao a equagdo de Liénard de grau 3, cstuda-
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da no capitulo 1, §.3.

1.1 TEOREMA - Seja X =(P,Q) um campo em R? de classe (2, e

u,w: R> — R, funcdes de classe C2. Facamos:

F=Xu+tudivX+u-Xw = div(uX) +u-Xw.

Suponhamos que F satisfaca a seguinte condicgao:

(b) (XF) (x,y) # 0 para todo (x,y)EZ
onde
2 = {(x,y)€R?|F (x,y) ¥0}.

Seja n (0sns<»), o numero de componentes conéexas compactas de
L. |
Entdao o numero de G6rbitas periodicas de X é < n.
Observe-se aqui que a funcdo F(x,y) ndo € sendao o

divergente de campo u+X em relacao ao elemento de area
w = edeAdy.
Para a demonstragao do Teorema, precisamos antes do
seguinte:

1.2 LEMA - Seja X =(P,Q) um campo no R? de classe C?> e F como
no teorema acima. Seja D uma regiao compacta do plano cujo bor-
do € formado por orbitas de X. Entdo ou F(x,y) troca de sinal

em D ou F(x,y) =0 em D.

DEMONSTRACAO - Teﬁos, em virtude do Teorcma de Green:

JI e"F(x,y)dxdy = I (e¥+u)+ (-Qdx+Pdy) = 0.
D oD
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Se F(x,y) nao troca de sinal em D entdo

L)fF(x,y)dxdy =0

e portanto F(x,y) = 0 em D. O

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 1.1 - Suponhamos 1nicialmente % = f.
Nessas condicoes, F(x,y) >0 ou F(x,y) <0 para todo (x,y)€ER? e
a inexistencia de Orbitas periddicas de X segue do lema pre-
cedente. Podemos.entéo assumir que I =z0.

A condigao (D) implica que % € uma subvariedade de
dimensao 1 do R?2.

Seja I uma componente conexa de . I & um subconjun-
to completo do R® em virtude da continuidade de F. Alemdisso,
segue do Teorema das Fungoes Implfcitas.que todo ponto de I
possui uma vizinhanca cuja intersecdo com I & difeomorfa a um
intervalo aberto. Essas consideracdes mostram que I deve ser
ou um arco completo e nao compacto Li’ ou uma curva de Jordan

Jyee Portanto, I pode ser escrito como uma reuniio disjunta:

™
i}

J,u...ud uL
n

1 .uLm, 0 <m,n <o,

1U..

onde cada Ji ¢ uma curva de Jordan (difeomorfo a S'), e cada

Lk € um arco completo e nio compacto (difeomorfo a R).
Observemos aqui que cada trajetoria de X intercepta

uma componente conexa de I no maximo cm um ponto (¢ o faz trans-

versalmente).

Se n =0, entdao ndo existe nenhuma orbita periddica.
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De fato, se y € uma orbita perioddica enféo, conforme o lema,
F(x,y) deve trocar de sinal em D, onde D € o disco 1limitado
por y. Mas, se isso acontece, y deve interceptar uma componen-
te conexa L, de ©, ao menos duas vezes o que nao pode ocorrer,
como ja observamos.

Suponhamos 1 < n < «. Resulta da condicao (D) que
Ind(X,J;) =1, para todo i. Como, por hipotese, a origem € a
tnica singularidade de X, podemos ordenar o0s Ji de tal forma

que, se D; e o disco cujo bordo € J; entao:

cD,c...cD_.

D,y <b, n

E uma conseqiiéncia 6bvia do lema 1.2 que D nao con-

tém nenhuma Orbita periodica. Seja A; = D D., i > 1 (onde

i+l " Fi

D =R?) a coroa cujo bordo e formado por J.
P

e J. e nao con-
1+1 1

n+l
tém nenhum outro Jj.

Afirmamos que qualquer orbita periodica vy deve es-
tar contida em alguma coroa A;.

De fato, seja y uma tal orbita e k o minimo dos i
tais que Ainy'¢¢. Se YnAi #¢ com 1 #K, entao Yan+1 consiste
de, pelo menos, dois pontos. Isso como observamos, nao pode
ocorrer.

Por outro lado, como consequencia do lcma, cada Ai
contcém, no mﬁximq, uma 6rbita periddica. Portanto,o numero de
orbitas periodicas sera, no maximo, igual a n.

Finalmente, se n =, observagaos analogas as antc-

riores mostram que o numero de orbitas periddicas ¢ ecnumera-
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vel e sao todas ciclos-limites.

1.3 OBSERVACAO - Se w=0 ou u=1, obtemos respectivamente,
F = div(uX) e F = divw(X)

onde w =edeAdy.

1.4 OBSERVAGAO - A condicdo (D) € usada na demonstracao de duas

maneiras distintas.:

a) para garantir que I =J1u...anuL1u...uLm e o0s Ji S =
volvem a .origem;
b) para garantir que cada orbita periodica esta contida

numa coroa Ai‘

Se ja se soubesse que I € da forma descrita em a),
entao, a parte b) poderia ser obtida com uma hipdotese mais fra-

ca, por exemplo:
X?F(x,y) <0 para todo (x,y)E:
tal que XF(x,y) =0.

1.5 OBSERVACAO - No teorema analogo de Yamato (Teorema 4.1, ca-
pitulo 2), a condicao (P) € substituida por uma condigao mais

forte:
(D) XF(x,y) <0, para todo (x,y)GEI.

Essa condicao permite garantir que cada coroa Ai e positiva ou
negativamente invariante e, portanto, contém uma orbita perio-
dica. Com essa hipotese mais forte € possivel centdo, mostrar

que o numero de orbitas periodicas & (n-1) ou n, ao inves dec
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simplesmente conseguir uma limitacdo como no presente caso.

1.6 OBSERVAGAO - A hipotese de que é origem seja a unica sin-
gularidade de X nao € essencial. De fato, se X poséui um nu-
mero finito de singularidades, um majorante para o numero de
orbitas periodicas de X pode ser ainda conseguido em termos
das componentes conexas compactas de %. Encontrar esse majo-
rante, conhecidos os pontos criticos de X € um problema com-
binatorio, em cada caso particular.

Uma aplicagao simples da teoria aqui exposta € o se-

guinte:

1.7 EXEMPLO - Consideremos a equacao de Liénard:

~
]

y - £(x)
(L)

y

]

-g(X)

Suponhamos que f(x) =¢(x) +ax?, com

$(0) = 0 e ¢'(x) = 0 para todo xER.
Se tomarmos w(x,y) =-2ay
(Xw +div X) (x,y) = -¢'(x)

e portanto (L) nao possui nenhuma orbita periodica.

O resultado vale, em particular, se

F(x) = agx® +a)x® +ayx, agra; 20, a0, e g(x) = -x.

(E facil ver que ele ainda vale quando a; =0 ¢ a; =0). Isso ¢
uma.parte do resultado obtido por Lins, Melo e Pugh, para a
equagao de Liénard de grau 3, conforme Teorema 2.1, cap. 1.

- @ -
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