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INTRODUCAQ

0 teorema de Toponogov nos permite cemparar-triéngg

los geodésicos de uma variedade riemanniana M®  completa,com

¥
triangulos geodésicos convenientemente construidos em uma va-
riedade riemanniana bi-dimensional, simplesmente conexa, com
curvatura constante e igual a & (que chamaremos S(8)). onde §

€ o limite inferior para as curvaturas seccionais de M®,

Em sua forma original foi publicado, em russo, por
volta de 1957 (Dokl. Akad. Nauk, SSSR, 115, pag. 674-676)e ou
tras publicagées do prépric Toponogov datando de 1958 e 1959 rg~'
ferem-se a ele. Sua demonstragao baseia-se em um teorema de
Alexandrov (Die innerie geometric der konvexen Flichen, Akad.

Verlag, Berlin, 1955) para superficies.

Pelas dificuldades inerentes ao idioma original e 2
propria demonstracdo, surgiram varias versodes do teorema de To
ponogov. A versao que sera apresentada neste trabalho € basi-
camente a devida a Berger [11], publicada em 1961. Uma outra

versao pode ser encontrada em [5].

0 desenvolvimento do trabalho foi feito no sentido

de que os conhecimentos basicos de Geometria Riemanniana fos-



sem suficientes para sua leitura. Procuramos usar notagoes se

melhantes as de [47, [63, [713.

Nos capitulos iniciais procuramos resumir os elemen
tos basicos sobre campos de Jacobi, pontos conjugados, pontos
focais e suas propriedades que serao utilizadas no decorrer

das demonstragOes posteriores.

Os teoremas de comparacdao de Rauch e algumas de suas
consequéncias siao um instrumento basico na demonstrag&ock:teg#
rema de Toponogov: eles comparam comprimentos de curvas conve
nientemente construidas sobre duas variedades riemannianas cu
jas curvaturas seccionais obedecem a uma certa relagao de or-
dem, com a hipOtese de nao-existéncia de pontos conjugados ou
pontos focais sobre uma familia de geodésicas em uma das va-

riedades. Esses teoremas serao desenvolvidos no capitule III.

Para demonstrar o teorema de Toponogov, em primeiro
lugar verificamos que ele vale para triangulos que satisfazem
i uma condic3o semelhante as hipdteses do teorema de Rauch,

com a condigdo de nao-existéncia de pontos conjugados.

A seguir, sao demonstrados alguns lemas que estabele
cem propriedades em S(8). Usando esses lemas, verificamos que
o teorema de Toponogov & verdadeiro se os triangulos envolvi-
dos sio "finos". A demonstracao mais geral € feita construin-
do, dado um tri3dngulo qualquer, uma sequéncia de triangulcsk

“finos" para os quais ji mostramos que o teorema & verdadeiro




I - CAMPOS DE JACOBI: PONTOS CONJUGADOS

PONTOS MINIMOS: CUT-LOCUS

Os campos de Jacobi ao longo de curvas e suas pro-
priedades fundamentais sdo estudadas nesse capitulo, no para-
grafo 3, sendo que nos paragrafos iniciais fixamos algumas no

tagoes e definigoes.

Um dos objetivos € dar uma definigaoc de ponto con-
jugado ao longo de uma geodé€sica, mostrar que além de um pon
to conjugado uma geodésica deixa de ser minimal, e principal-
mente verificér como se comparam, ao longo de um segmento de
geodésica sem pontos conjugados, as formas do Indice de ‘u@

campo arbitrario e um campo de Jacobi com as mesmas condigdes

iniciais.

Utilizando os conceitos e propriedades dos primei-
ros paragrafos, dedicamos o paridgrafo final deste capitulo ao
estudo dos pontos minimos e das propriedades do cut-locus de
um ponto que serdo usadas na demonstragao do teorema de Topo-

nogov.

Como referéncia podemos citar [3],041,061,071,[91,e
[103].




1 - A CURVATURA SECCIONAL

Para uma variedade riemanniana bi-densional pode-se
definir a nocao de curvatura, em virtude do teorema egrégio de

Gauss.

Dada uma variedade riemanniana (Mn.g). bara cada
p € M® e cada subespaco bi-dimensional HP de TPM’ considera-
mos a subvariedade bi-dimensional formada por segmentos de gee
désicas com origem p € M e vetor tangente vp € Ep nesse ponto.

Tem-se entao:

DEFINICAO 1.1.1 = A curvatura da variedade bi-dimensional aci

ma considerada, no ponto p, € denotada por

S(Hp) e denominada curvatura seccional de M, em p segundo 0y

Pode-se definir uma forma 4-linear, que depende ape

nas da métrica g:
K : TMxTMxTMxTM-—IR,
4 P B e P
satisfazendo a propriedade:

para cada plano K? c T?& e para cada base ortonor-

mal {31, 52} de I, vale:
P

S(m,) = K (e;. e,. e, e2)~

KP denomina-se tensor de Riemann-Christoffel.



2 - A CURVATURA DE UMA VARIEDADE RIEMANNIANA

Seja (M%,g) uma variedade riemanniana, V sua cone-

Xa0 riemanniana.

Para cada tripla X, Y, Z de campos de vetores de M"

definimos um novo campo:

R(X.,Y)Z = VXVYZ - ?YVXZ - VEX,Y}Z

Usando propriedades da conexao riemanniana V, veri-
fica-se que R(X,Y)Z € tri-linear em relacdo 3 soma de campos

e produtos de campos por fungoes diferenciaveis.

DEFINICAG 1.2.1 - A fungido R acima definida chama-se curvatu-

ra de M.

Se (u. xt. .e.,X") & uma carta local, entdo:

3 3 ) 3 I
R{ 2] « ¢ RY,
axt axdiaxE g ik 5%

OEFtMigﬁo 1.2.2 - As funcgoes Rijk denominam-se componentes do

tensor de curvatura relativamente & carta

local dada.

Um calculo simples mostra que:

s L_ e

(R(X,Y)Z)p depende apenas dos vetores Xp, Y p

P

Podemos definir:

i



DEFINICAQ 1.2.3 - O tensor de Riemann-Christoffel:

K(X,Y.2,W) = g(R(X,Y)W,Z)

Temos assim uma forma 4-linear definida em TPM, que

satisfara ainda:

(1) KXy, X, Xgo X)) = = KX, X, Xy, X,)

(2) K(Xi“ x.2§ Xsy Xq} = - K(Xit Xgi Xnt Xa)
(3} K{xi‘XQ’Xg’XL{.}*K(X‘L’Xa qukxz){.x{xi?xnixgixa} = 9‘

(4) K(X,, X,, X,, X

i'l 2’ 31 u} &K{X

3 Ky Xpo Xp)

sendo (1), (2), (3) e (4) decorrentes da definigaoc de Kem ter

mos de R e das propriedades de conexao riemanniana V.

3 -~ CAMPOS DE JACOBI

Consideremos uma variedade riemanniana (Mn,g), e se

ja y: [0,1] — M" geodésica de M".

DEF%N!QEG 1.3.1 - Um campo de vetores J ao longo de Y € un canm

po de Jacobi se satisfaz a equagao de Jaco-

D2J | Rey'(t),J(6))y' (t) = 0.
dt?

Observamos que, tomando um referencial ortonormal

ao longo de y,{eiit), AR en(t}} e escrevendo



n
J(t)y = } £, (t)e, (¥)
i=1

a equagac de Jacobi acima se escreve como um sistema linear

de Segunda ordem:

b1
£1(1) - ) f,(t)a () = 0, 1sjsn,

i=1

onde
aij(t) = g{R(y'(t},ei(t)}y‘(t},ej(t}), l1sisn;l<jsn.

Concluimos dai que, dadas as condigoes  iniciais
J(0), g%(ﬁ), existe uma e uma unica solugio C® do sistema, de

finida em [{0,1].

Para interpretarmos geometricamente os campos de Ja

cobi precisamos da idéia de variagao de uma curva.

DEFINICAOD 1.3.2 - Se ¢: [0,1] — M™ & uma curva diferenciavel

por partes, uma variacdo de ¢ & uma fungdo

continua
A:(-€,e) x [0,1] — M"

tal que
a) A{0,s) = c{s) para todo s € [0,1].
b) existe uma partigac P do intervalo [0,1],
p = {0=s°<si<...<sn_1<saxb} tal que a restrigao de

\ a cada (-e,e) x [s, ,, s;] & diferencidvel, para cada i,

l1<isn.



Se t € (~¢,e), a curva Ap:l0,1] — M®  dada per‘

Ag(s} = A(t,s) & chamada uma curva da variagao.

-

Se s

O]

0,11, a curva Ag:(-e,e) — M dada por

A;(t) = A(t,s) € chamada uma curva transversal da variacdo.

DEFINICAD 1.3.3 - O vetor velocidade de cada curva transver-

sal em s = 0 & chamado campo variacional de

A caracterizagio geométrica dos campos de Jacobi

nos & fornecida pela proposigao:

PROPOSICAQ 1.3.1 - Consideremos

y: [0,11 — M" geodésica de M",
A: (-¢.,e) x [0,1] — M" variagdo de y tal

que as curvas de variagao:
Ap(s) = A(t,s), s € [0,11, t € (-e,¢€)
sio geodésicas de M",

Nessas condicGes, o campo variacional de A € um cam

po de Jacobi ao longo de vy.

Reciprocamente, dado J um campo de Jacobi ao longo

£

de y, existe uma variagao de y por geodésicas tendo §'cmw3cag

¥
po variacional.

PROVA: Dada uma variacio A nas condigbes da hipdtese, seu cam




po variacional sera:

J(s) = §3(0,5)

Para cada t € (-¢,g), Az (s) = A(t,s) € geodésica;lo

go:

Fazendo-se t = 0, segue:

rd
D g(sy - R(y'(s), J(s))y'(s) =0,
dt?

portanto, J(s) € campo de Jacobi ao longo de Y.

Para mostrar a reciproca, dade J campo ao longo de

Y, seja nef(-e,€) — M® uma curva tal que n(0)=y(0),n' (0)=J(0).

Consideremos W(t) compo de vetores ac longo de n{t)

de forma que W(0)} = v' (0}, gg(a} = gé{ﬁ).
A variagao

AM{(t,s) = exp sw(ﬁ)

n(t)
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da geodésica y & tal que seu campo varacional € um campode Ja

cobi ao longo de vy, conforme a primeira parte da prova.

Mostramos que esse campo variacional e J(s) coingci-
dem verificando que sdc solugoes da mesma equagao diferencial,

com as mesmas condigoes iniciais.

Seja V(s) = $3(0,s); entdo

i) V(0) = g%(exyn{t}gg}ﬁéta3 = g%{n(t}}gt_e = n'(0) = J(0),e

v D 3.y o D 3A
My = £ 20,0 = 5 20,0
Da definigdo A({t,s):

3
(t,s) = |d exp } {w(t)}; tomando s = 0
3s { W(t)jaw(t}

L >
P

(t,0) = W(t); logo:

#l

DI

| = oy = Moy

it) gg{a) . géﬁ(ﬁ}z A
tﬁg

De (i) e (ii) segue:
J(s} = V(s), para todo s € [0,11]. g

DEFINICAC 1.3.4 - Seja y: [0,1] — M" geodésica de M®; diz-se

que o ponto’ g = v(t,) € conjugado a p=v(0)

ao longo de y se existe um campo de Jacobi J nio nulo ao lon-
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go de vy tal que J(0) = 0 e J{te} = 0,

0 nomero de tais campos de Jacobi ao longo de y li-

nearmente independentes & amultiplicidade do ponto conjugado.

As proposigoes seguintes fornecem resultados sobre

& -~ - . .
campos de Jacobi que ser3ac Uteis posteriormente.

PROPOSICAO 1.3.2 - Seja v: [0,1] — M® uma geodésica, p=y(0).

Entdo Y(sq4) € conjugado a p ao longo de vy

se e somente se vy = s, y'(0) € um ponte critico da
exp : T M — M.
P P
Além disso, a multiplicidade de gq como pento con-
jugado a p € igual a dimensao do nicleo de (d exp?)v .
(4]
PROVA: Chamemos v = y'(0}; v € TPM.

Seja w € Tv(TpM}, ¢ consideremos ¢ campo
Wis) = (d expg}gv{sw}, s € [0,1].

Mostremos que W & campo de Jacobi ao longo de y: pa
ra isso, consideremos a variacao:
Al{t,s) = expp{sc(t})s
com
c(t) = v+tw
Entao:

y{ﬂ,s}nexgy{ sv)=v(s) para todo s € [0,1]; para t € (-¢,¢e),




1z

A{t,s) esta bem definida.
O campo variacional de X sera:
3 i : .
Vis) = 53(0.s) = (d exp ) gy (sc7(0)) = (@ exp ) gy (5W),
ou V(s) = W(s),; portanto W & campo de Jacobi.

Por outro lado, W(s) € identicamente nulo se e so-

mente se w = 0, pois:
= af - .
W(s) = 0 <= §g€3,s} E0 e c'(0) = ) = w e (,

Se q = yv(s,) € ponto conjugado a p = v(0), entio e-
xiste um camno de Jacobi ndoc nulo J{s) tal que J(0) = 0,

. DJ -
J(sg} = (. Seja agora w = §§€3}= entao
J(so} = (d expp)ggv(saw) =0 e w#¥# 0,
Portanto, s,v é ponto critico da exp .

Supondo s,V ponto critico da expp e considerando
J(s) = (4 expg}sv(gw}g para w ¢ 0, J € um campo de Jacobi ao

longo de y, n&@o nulo, que satisfaz

J({0) = 0, 5(58}

#
fon )

Dai, q = y(s,.) é conjugado a p = y(0) ao longo de y.
0

Se k € a multiplicidade de q como ponto conjugado a

p ao longo de y, entdc existem k campos Jl’ cesy J tais que

k
J({0) = 0, Ji{sﬁ} = 3, 1 =i s k.
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Podemos
J. {8} = (& exp sw.j, I £33 2 k
i & ex yiﬁﬁgg r ¢
e verificamos que J, (s}, ..., 5§§§§ a0 linearmente indepen-
dentes se e somente se Wes neey W O SEG .
a multiplicidade de g como ponto conjugado a
3

s

icleo de ( %x?g}g .
0

Seguem outros resultados sobre campos de Jacobi que

usaremos posteriormente.
eja v: [0,a] — M™ uma geodésics, J uvmcam

PROPOSICAD 1.3,3 - Se
o de Jacobi asc longo de v com J(0) = ¢
ntio:
ari uficiente para que

Uma condicao necessarias e
J{s} seja perpendicular a

erpendiculsr a v'{0).

espago vetorial deos czmpos de Jacobi ao
pendicular a v, tenm

v'(s) &€ que Eg{ﬂ} seja

[=5
S

longo

'\@3

1i1) O
" de v tais gue J{(0) = 0, J per:
n=1,

T
Suponhamos %@{%} perpendicular a v'(0), e seja

PROVA: il
(s) = <J(s),v'(s)>

Entio:

hi(s) = <DLy'(s)> ¢ <U(s), v’ (s)>
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J & campo de Jacobi ao longo de v, logo,

h*''(s) = <R{y'{s).J(s))y"'(s),v'(s)> = O,
para todo s€[0,11.

Dai, h'(s) & constante; como h'(0) = 0 (J(0)=0), en

h*{g} = 0, para todo s€[0,1]1, donde

h(s) = h(0) = 0 para todo s€[0,1], ou seja, J(s) &

perpendicular a v.

Reciprocamente, se J{(s) & perpendicular a y'(s) pa-
£ ks

raz todo s€[0.,1], entac:
his) = <J{(s),vy {s)> = 0, ¥s€[0.,13; logo,
h'(s) = <§ig;*€s¥¥ = 0, ¥s€[0,1], em particular pa-

. oJ X
ra s=0, ou seja, §w§$} & perpendicular e y'(0).

ii) Como censequéncia de i), tem~se que o espago veto
rial dos campos de Jacobi tais que J(0) = 0 e J perpendicular

ay € isomorfo a éy°ie}}&y logo, tem dimensao n-~1. 0
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PROPOSICAD 1.3.6 =

w

v k33 -
eja v: [0,2] — M uma geodésica sem pon-

tos conjugados a v{{) no intervalo [0,8].

Se {Jy,.... J _;} € uma base do espaco des campos
de Jacobi ao longe de vy, perpendiculares a v, com J{0) = 0,en

tdo, para cada s€(0,23, {5165}* ceen s}} € uma base do

{
a-1"

complemento ortogonal de y'(s).

PROVA: Como vy néo possui pontos conjugados a v(0) no interva-
lo [0,0], segue que para cada s€(0,87, {Jiis}g Ceves

co £§“§€$}} s&oc vetores linearmente independentes.

Por outro lado, para todo s€[0.21,

<£i{§},y*{s}> =0, 1 s i< n-1,

ou seja, J,(s) € perpendicular a y'(s), para todo s.

: Como dim{y'(s)I* = n-1, temos quei&iish...,Jﬁmzis)}

€ uma base de [y'(s)]*, Vs€(0.2]. 0

PROPOSICAD 1.3.,5 ~

£
LN
53

v: [0,23 = M® uma geodésica de M®, J

fa

campe de Jacobi ao longo de y tal que

bt
o

2(0) = @,

2

£
e

i} Uma condicdo necessaria e suficiente para gue

"

J(s) seja perpendicular a2 v'(s) € que J(0) seja
perpendicular a v*({0).

ii} O espago vetorial dos campos de Jacobi J aoc lon-
go de v perpendiculares a vy tais que géié}wﬁ tem

dimensdc n-1.
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PROVA: Anéloga a da proposicgdoc 1.3.3. 0

3

k., FORMULAS DE VARIACAC DO COMPRIMENTO DE ARCO; APLICACOES

0 préximo objetive € mostrar que além de um ponto

conjugado uma geodésica deixa de ser minimal.

Para isso, dada uma curva diferenciavel c:{&.il-@ﬂﬁ,

N . e 1
consideremos uma variacaoc de ¢, A:(~e,e}x{0,1] — M ;para ca-

da t €{-e.,e), seia kg £0,11 — M" uma curva da variagao, e

L: {(~g,e) — R a funcao

2
t o L{t} = | <
5%

A, 1/2
{t,s), (t 5)> ds,

L3
%‘?ﬂ

X

que associa a cada t€{-¢,e) o comprimento de Ay

DEFINICAO 1.4.1 ~ Chamemos primeira e segunda variagoes de L

em relacédo a X aos nimeros L°'(0) e L"(0) res

pectivamente.

Com as notacodoes acima, temos os resultados:

LEMA 1.6.% -
i pl
LT(0) = <V{s} sc§€3?>§ - f <V({s),y-{c'(s}))>ds
1 (]
b 3 3 1/2
. 5 i - oo
PROVA: Seia L(t) J <§§{t§§},§§{&,s}} ds: entao
0
gi -1/2 D 23
L (t} ] y{g S}is {t 3}> <*§f€ gg{t,ﬁ, {ﬁgs}}és
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51 N -~1/2
: 2, g N D 3
L* {i’} ﬁ; {g’gétﬁg’é %’{E’%‘{tﬁﬁj> <§'§£ ét- },%‘%‘{t,$)}”é$
0
Usando:
d _3x 3x_ _ _Dfar} ax 3% D [ax
s ‘5558 "a*{m i ‘ﬁ»a‘géﬁ)"

e fazendo t=0, obtem-se:

-4
- e . f Do,
(0) = <Vis).e'(s)>] - | <V(s).gg c'(s)>ds. O

DEFINIGAO 1.4.2 - Uma curva c: [0,11 — M", ¢(0) = p, c(l) =q

é um extremo para o problema dos pontos fi-

xos se para toda variagdo propria X de C tem

se L'(0)

DEF!&E@E@ 1.4.3 - Ums variacfio A: (~e,e)}x[0,1] —» M® de uma

curva ¢: [0,17 — M & propria se A(t,s) =
e c{0), A(t,1) = ¢(1) para todo t&€(-g,c},ou

seja, se i mantém fixos p e q.

Verifica-se trivialmente que o campo variacional de

A satisfaz V(0} = 0, V(1) = 0, se A & prdpria.

LEMA 1.4.2 - Uma curva c¢: (0,11 — M" & um extremo para o pro

blema dos- pontos f£ixos se e somente se € uma geo

désica.

PROVA: Suponhamos que ¢ € uma geodésica,; entdo:
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Diravy o
3sic'(s)) = ¢
Para toda variagdo prépriaz i de c, terémes V) = g,
V(1) = 0, logo,
L & D
LT(0) = <V(s).,c'(s)> + } <V(s},é§(c'{s)>ds = 0
G
- 0

Reciprocamente, seja ¢ um extremo para o problema
dos pontos fixos.

Entao:
rt D
¢ =L'(0) = ) <V(s),yz(c'(s})>ds
0
Supondo que existe s§§{3$i} tal que %%;(ss) = 0; to

mando &{0,1] — R tal que h{&Q} = 1, h{(s) 2 @, pars todo

, | i  De! fﬁ .
s€[0,1]1 e h nula fora de uma vzzlghanga de s, em que 7r§68, e

V(s) = h(s)gx(c'(s))

V(s) & o campo variacional da variacdo:
uf{t,s) = exgn{g}gtVES}}

Para essa variscao,

1 | 2

3? D . . i

L'(0) = | h(s)|gglc' ()] ds,
0

pois <é%c‘(s},c'{s}> = 0 desde que ¢ € parametrizada por com-

primento de arco.

Temos ent@o, L'(0) > 0, o que € um absurdo.




ig

§ = -
Logo, §§a€§a3 = 0; e ¢ & uma geodeésica.

Do lema 1.4.1, concluimes que curvas de comprimento

minimo entre dois pontos devem ser geodésicas.
LEMA 1.4.3 - Seijg A(t,s) uma variac8@o da geodésica y:[0 13+M°

Entao:
i f!
Loy = <2 %gs,smfawi .| [<R(V,y )V,y'> +
3

at 2t
, 6

+ <§i gg g V,y’ >} lds

Olhando para a prova do lema 1.4.1, temos:

~1/2
D ax 3}
5T 55 3598

PROVA:

Calculando:
i

?} Lugt) & E{ (3}\. 5 N
’ 1 95 35 9T 35S

4
b g ?gm}z< ﬁ ?}}

{G s;ggmiﬁ s}> = 1, e deixando de

Observande que <2
lado esse fator, usamos:

D

logo

pela definicdo de R.
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Substituindo em (7},

Li?{t'} oy

e,
o
N

SR VS D R ) 31 ax,
s 3t’ds’ 3— 3s 5"’5—

DD 3x 38X DodA D 23aA
* ‘33 53¢ 3¢ 350 ¢ S3s 360%s W}d

Fazendo t=0, obtemos:

L (0) = E‘{ PELL is}>2

SREE + <RV(s),y'(s))V(s),y' (s)> +

D D 8k . DV DV
v <z 57 50,80,y (s)> + <g§s3§>}ds’

onde V(s) € o campo variacional de Ai.
Como

£V ¥ (8)> = <FEvi(s)>

§%<§% %%{ s).y'(s)> = §§~§5 %iiﬁ s),y'(s)>,

pois, y € geodésica, substituindo:

D Rk

1
L7(0) = <% 20,y (e)> ] ! [Revyviys>

DV DV { g 2

. s |
+ <W§ §«> %EE&V,g >} ;és. , o

Como consequéncias do lema 1.4.2, temos:

oy

1) Se o campo variacional for ortogonal a v, entao

<V(s),y'(s)> = 0, para todo s€[0,1]1, logo,
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. D aA N [ DV DV,
L7(0) = <°§~“€ ﬁ{g S},Y \S}}‘% "7"]{ ‘si R(V,y )V,y >+<3-—a"" }ds

2}y Se o campo variacional for um campo de Jacobi ortogo-

nal a y, entaoc, usando:

REV,¥ DIV, ¥'> = <R(Y',V),y'V>

e
D%V . .
I < Ry ", V)vy
entao:

1

i
vrny = <D 3k Q Lo { DIV . . DV DV
L7(0) = <x 5g(00s) Y (8> *) (g7 V2 r<ge g7 9s

‘g

como

d_bv .. . bV pv Dv
R CAMSIIRY: CEAMGRR CEF Ol

L'(0) = %% 220.s), ¥()>+<ﬁlvﬂ

mas
DV D 3 D 3 ,
Is " T 3r0.8) = 57 55(0.8) = 5py'(s)
3
333 3A, _ D 3X3A, . .3A D 3
PRl T Tl Tt G T Tl v
Logo,
jS*l
g CIPE DT O R
L(0) {?E‘@t 35>§ z
L =0



LEMA 1. 4.4 . (identidade de Lagrange)

. . 1 P - . -~
Seja v: [0,1] -+ M geodesica; se X e Y sao cam-

nos de Jacobi ao longo de vy, entao:

DX DY
<3§,Y> - <X*3§>

é constante ao longo de vy.
: . e DX L DY -
PROVA: Seja h{s) <3§,}> <x,3§>, entao:

birey = <DZX DX DY DX DY DY
hi(s) = <Fgz:¥> * ‘53 - ‘TR HgEr

Como X e Y sao campos de Jacobi:
h'(s) = <R{y',X)y"',Y> - <R(y",Y)y',X> = 0
Logo,

h{s) € constante.

LEMA 1.4.5 - Seja y: [0,11 — M" uma geodésica de M" sem pon-

tos conjugados a yv(0) no intervalo [0,11.

Consideremos W um campo diferenciavel ao longo de y

tal que W({0) = 0. Entdoc:

' DK DW ( DJ DJ.)
i {<R(Ws¥ JW,y"> + <§§,§§>} z ge{<R{5.v JE.y'> o <3§‘3§’fds‘
sendo que a igualdade se verifica somente se W=J, onde J & o

unico campo de Jacobi ac longo de y que satisfaz J(0) = 0,

J(1) = W(1).

PROVA: Em primeiro lugar, observamos que um campo de Jacobi

estid bem definido com as condigdes J(0)=0, éil)sﬂiiji,
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se ndo existem pontos conjugados a v(0) no intervalo (0,11,
pois:

existem Xéfy(g)ﬁ , BET M tais que:

y{(0)

( =
vy (s) @xpy(c)sx , 0 s <1,

W(1) = (d exp )y (B);

tomando A(s,t) = eX§Y(Q}{sX¢stB} uma variacdc de y por geodé-
sicas, entdo seu campo variacional & um campo de Jacobiac lon
go de y satisfazendo J(0) = 0, J(1} = W(1); se J é um outro
campo de Jacobi nas mesmas condigdes (J(0)=0,3(1)=W(1)),entio
J-J serd um campo de Jacobi com (J-J)(0)=0,(J-J3)(1)=0; logo,

J(s) = J(s), e J esta bem definido.

Consideremos {JI, S Jn} uma base do espago  dos
campos de Jacobi ac longo de y que se anulam para s=0. Como
ndo existem pontos conjugados ao longo de y,para cada s6[0,1]

{JL{S}’ e ooy Jnés}} € uma base de Ty{s}M‘

Tem-se entao:

23
J(s) = } a.J,(s)

i=1
bt Y
W(s) = iéi £.(s)J,(s),

para todo s€[0,1], sendo aiafiilj, pois J(1) = W(1l).

DJ.
Calculando: g% = 1 =

X




24

BW 2 ¥ Y QJ
<" § £:(s)T,(s) + E £.(s) 9z = A(s) + B€5}

Lo

i il

DW DW_
<a~ a~> <A, A> + <A B> + <B B>

<R(W,y')W,y")> = <R(y',W)y',W> = ] £.<R(y',J;)Y':¥W>
i

D2J.
£i< l,w>
ds?

#
bt g

ra DJ; 25 pw)
ESRT: o oty i

DJ,
. d L . i ~ DW
Fs<B> - ] ficge W - B
. DJ,
= yo<B,W> - <B,A> - <B,B> - E £ <ogem W

Somando, obtemos:

DJ.
DW DW ' 'y = 8 - el
<> t<RIN,Y )W,y '> = Fo<B W>+<A A>+<A,B> g £ <qzm >
mas:
. DI BJ5
<A73>"“ § fi<"§"";§€> = [ -<'a'§'l '} >]

e, pelo lema 1.4.3 (identidade de Lagrange)

BJ.
<A,B> -} fi<?ﬁ§'w> = 0
3

Logo,

1 i

i
j {<§§ L <R{§,y W, y! >}és = <B §>* ¥ } <A,A>ds
ds ds , - ‘%;.?,g .
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ou

3
W DW T o ,
[ {8« wonrowey ST IO ICVERTY IET W E

Os mesmos calculos valem para calcular:

*(.D3 DJ B3
L {‘33" 5>+<R(J,‘y"}.},y’>}ds = <§ 8,z (1),J(1)> = <B(1).W(1)>

Comparando os dois Ultimos resultados:

33 H
DW DW W DJ DJ PR
Je {':&'gsg‘g}'&{R(wsY ) v Y >} z }é {(E’ﬁ)+(R(J’Y )J:Y )}ds:

sendo que a igualdade vale somente se <A,A> = 0, o que resul-
ta f;Qs} = (0, para todo s€[0,1] e todo i, 1 s 1 < n; ou seja

fiis} = fiéi} = a.; para todo s€[{0,1]3, e Ji(s} = Hi(s}. o
Observamos que as fungoes fi(s) tais que
n
W(s) = I £:(s)J;(s)
i=1

na demonstraciio anterior estd3o, na realidade, definidas para
s€(0,1). Podemos ‘entretanto, mostrar que essas fungdes tém 1i

mite finito quando s tende a zero.

Podemos escrever

n=1
<W(s),J.(s)>= J £.(s)<J.(s),J.(s)> , lsgisnm,
J j=1  * 1 J

e para determinar as fungoes fis precisamos resolver um siste

ma de n equacGes a n incognitas, com matriz principal

A = (aii} = (<J;(8),5(s)>)
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com determinante ndo nulo para tode s€(0,17.

o

Dai

éet{bij(s))
fk(s) = , sendo
&et(aiiés}}

ay se j#¥k, lsisn
j
by (5] =

J g<w,si> se j=k, l<i<n.

Para calcular lim fk€s) precisamos utilizar a regra
s+0
de L'Hopital n vezes; teremos

lim B(s)
. 0
lim £, (s) = e v s
520 k Iim A" (s)
5-}

sendo que A'(s) &€ o determinante da matriz que tem por compo-

DJ. DJ,
nentes <7§5, >, que € ndo nulo, bastando para isso esco-
DJ bDJ

lhermos {51{5}, c e Jn(g}} tais que ?Egﬂﬂ,..ﬁ ?E?(Q} sejam

&

linearmente independentes; B(s) sera uma funcao continua, lo-
g0,

B(0)

fkgg) * Tim At {s)
s+0

Um dos resultados centrais desse paragrafo é dado

pela proposigao:

PROPOSICAO 1.4.1 - O comprimento de arco de uma geodésica ndo

€ igual 3 distancia em M além do primeiro
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ponto conjugado, isto €, se y: [0,2] — M" & uma geodésica de

M e v(b) &€ conjugado a v{(0) para algum bE(0,8), ent&c,
d(y(0),y(a)) <a para todo a> b,a€(0,2).

PROVA: Seja J um campo de Jacobi niaoc nulo que se anula em ze-

ro e b,

Temos entao <J(s),y'(s)> = 0, ¥V s€l0,b], pois se
h(s) = <J(s),y'(s)> e J & campo de Jacobi, h"(s) = 0, para to
do s€ [0,b], ou seja, h'(s) & constante.

«*

Dai,

h(s) = kles *kz , SEL0,b] | kl,kZGZR

Como h(b) = 0 e h{(0) = 0, temos k, = 0, kz = 0, lo-

1
g0,

h(s) = <J(s),y'(s)> = 0, para todo s€(0,b].

Além disso, calculando a segunda variagio de L em
relagdo a variacdo da restricdo da geodésica vy ao intervalo
[0,b] cujo campo variacional & J (para isso usamas,acanseq§§§

cia (2) do lema 1.4.2):

r -ESSI

td 33X BA
L3(0) = Loy gemme> = 0,
J %_& R t'st-G

pois <J,y'> = 0.

Seja r > 0 tal que a bola B'(y(b)r)c<M seja difeomor
fa a B(y(b)r)<TM, ou seja r > 0 tal que XD (b seja um difeo

morfismo local.
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Escolhemos a e ¢ no intervalo [0,2] tais que

y(s)EB' (y(b) ,r)c<M para todo s€l[c,al; logo, no in-

tervalo [c,al ndo hd pares pontos conjugados ao longo de yres

trita a [c,a].

Consideremos os campos de vetores ao longo de vy res

a [0,8]:

Y(s): o Gnice campo de Jacobi ao longo de v tal que

Y(c) = J(c) e Y(a) = 0.

X(s): campo em [0,2] tal que X(s) = J(s) para todo

s€f0,cl e X(s) = Y(s) para s€fc,a].

W(s): campo em [0,a] tal que W(s) = J(s) para
s€[0,b] e W(s) = 0 para t€ [b,al].

Entao:

b a

o LH({}} & Ltf{ﬁ); = 0,
J o "y

Za

L)
E{ é&

enquanto que

E& 1€ Ea
LYY | = Lu(0)| + Lu(0)| .

Pelo Lems 1.4.5,

&

{ a
L&(S}% > E%{&}% , pois Y € campo de Jacobi , o
c

que resulta

Logo, existem curvas diferenciidveis por partes, da-
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dos pela variacao de y cujo campo variacional € X, cujo com-

primento de y(0) a y(a) é menor que a. ' 0

5 - PONTOS MINIMOS: CUT-LOCUS

Seja M uma variedade riemanniana completa, p € M e
y: [0,2) — M® uma geodésica parametrizada por comprimento de

arco tal que v(0) = p.
Consideremos:
A = {s€ 10,=[ tal que y & geodésica minimal de p a y(s)}.
Entaoc, A satisfaz &@s propriedades:
1) Se s€A e t<s, entdo t€A

2) Se r>0 tal que para todo s>0, O<s<r, sEA entdo rEA.

1) € imediata pois se t<s, t#A, teriamos que y ndo seria geo~
désica minimal de p a y(t), logo, y ndo seria geodésica mi
nimal de p a v(s), e consequentemente, sgA, o que & absur-

do.

2) segue de d(p,v(r}) = lim d(p,v(s)); como d(p,v(s)) = s,
s+0

d{p.v(r)) = 1lim s = r, logo, r€A.
S+r :

Das propriedades (1) e (2), tem-se: ou A € um inter

valo da forma 10,«[ ou existe um r>0 tal que A = ]0,rl.

&EFEN;gﬂe 1.5.1 - Se A = 10,r], entdc o ponto y(r) & chamado

ponto minimo (ou cut pqin;} de p aolongo de
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Se A = 10,=[ dizemos que naoc ha pontos minimos de p

ao longo de v.

PROPOSICAG 1.5.1 = Seja q o ponto minimo de p ao longo da geo

désica vy: [0,»[ — M. Entdo, aoc menos uma

(ou ambas) das seguintes afirmagdes & verdadeira:
i) q € o primeiro ponto conjugado a p ao longo de y
ii) existem ao menos duas geod€sicas minimais de p a q.
PROVA: Supondo q = yv(r) seja Byseee,@y,. .. UMA sequéncia de-
crescente de numeros reais convergindo para r.
Para cada k, existe um vetor unitario XkSTPH tal
que

expptxk, Ostsbk = é{p,y{ak))

€ geodésica minimal de p a v(a,).

Seja XngM vetor unitario tal que

y(t} = expptx, para te[0,s{

Como q = y(r) € ponto minimo de p aoc longo de y e

a, >r por hipotese, temos:

Sendo b, 2 distancia entre p e Y(ak} e como a, + 1,

segue que:
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lim hk = r;
ke
consequentemente, o conjunto de vetores {bkxk} esta  contido

em algum subconjunto compacto de ??M, pois Ebkxkf = tbkf

< @,
Passando a uma subsequéncia se necessario, temos u-
ma sequéncia blxl,&s.gbkxk,_g. convergente para um vetor de

comprimento r, que chamaremos rY,Y vetor unitario.
Entido, exp$EY§ Ost<r € uma geodé€sica minimal de p &
g, pois:

exper = lim exppﬁkxk = lim v{ak} = y{(r}) = q.

ke kw0

Se X # Y, entao exp tX e &xp§tY sao geodésicas mini

mais distintas de p e q, e verifica-se (ii).

Suponhamos X=Y. Assumindo que q ndo seja conjugado
a p ao longo de v, temos que a diferencial da expp: TPM —M €
ndo singular em rX; logo, expp € um difeomorfismo entre uma
vizinhanga U de rX em T M sobre uma vizinhanga aberta de q em

¥

M‘

Tomemos k suficientemente grande de forma que &kX e

bkxk estejam em U.

Came

exp

z

pakxk = y(ak} = exnpbkxk‘

temos que

akxk = bkxkﬁ o que contradiz o fato de X ¢ Xk verificado aci-
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ma.

Loge, se X=Y, q € conjugadc a p ao longo de y. Por
outro lado, n#o hid pontos conjugados a p antes de q, pois se
houvesse, vy deixaria de ser minimal (proposicac 1.4.1).

Se X=Y, verifica-se entdo (i): q € o primeiro ponto

conjugado a p ao longo de y. g

COROLARIO 1.5.1 - Se q € ponto minimo de p ac longo de vy, en-

tio p € ponto minimo de q ac longo de y(per

corrida na direcao de q a p).

PROVA: Estendendo a geodésica y na direcdo negativa, podemos

assumir v definida para -=<t<es,

Seja -a€ R, -a<0; e g = y(r); entdo a restrigdo de

v ao intervalo [~a,rl, v ndo & geodésica minimal, pois

{~a,r]

como q € ponto minimo de p, temos ou p e q conjugados ou exis

te uma geodésica minimal distinta de vy, de p a q; a unido de

Y|(.q p] COM essa outra geod€ésica sera uma curva de comprimen
LTl

to a+r ligando yv{(-a) e g, n3oc geodésica; logo, Y [-a rjnéc é
%
minimal.
Existe, portanto, um nimero b<r nio negativo tal

que v{(b) € ponto minimo de q 20 longo de y, percorrida no sen
tido inverso. Se b>0, temos um absurdo, pois ¥y (0.1 sera nao

minimal.

Logo, b=0 e p & ponto minimo de q. 8]

Dado p€M, seja

S, = {XET_M/[X| = 1}

%
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a2 esfera unitaria em Tpﬁg

Definimes uma funcao

u: S? m@‘ﬁéuﬁﬁ considerando para cada XQSP a geode-

sica v(t) = @xppﬁxy 05t <o,

. . & -
Observamos: a topeclogia considerada sobre R ve sera

constituida pelos sbertos habituais e os (a,e] = (a,=)ye,

Verificamos entao:

PROPOSICAO 1.5.2 - A funcdo u: S? — R ue & continua.

PROVA: Suponhamos que u ndoc seja continua em XES e seja Xl,,,
con Xy ool uma sequéncia de pontos de Sp convergindo

para X, tal que

u(X) # lim u(X)

K w00

Pode ser que lim a{Xk} deixe de existir, mas passan
ko o
do a uma subsequéncia se necessario, podemos supor lim a{Xk)
. ke
exista em R ye,

Consideremos primeiro ¢ caso

u{X} > lim u(Xk} = lim a, = a
kwos . Koo

Como u{X) > a, expnax nac pode ser conjugado 2 p ao

longo da geodésica exp§tx; logo, expp;TpM —+ M transforma di-

feomorficamente uma vizinhanca U de aX, contida em Tp% em uma

vizinhanca de exp aX.
&
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- N X' . 1 ; - ¢ 2 1 h'd
Tenos 2y a, Xy X, logo, parz k kg, aknkev, e
exp,, sendo um difeomorfismo sobre U, segue gue expp a Xy, k2
2k, nao szo conjugados a p zo longo de exp, tX,; pela propesi-
c@o 1.5.1, existe, para cada k, uma outra geodésica minimal

de p a expp akxk{kzkﬁ}; que chamamos

exppt?k, Yk # Xk’
tal que

5 = a. ¢
@&@ﬁakYk &xppmkxk Kkzkg}.

Como @xgp € um difeomorfismo local sobre U, entso

cada akYg nac estz em Y. Do fato de YLSSpy e S? ser compacto,
A

tomando uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que

Yk converge para um vetor Y@Spt Entdo, o vetor limite de

3k\{k 9 3Y§U Y

Por outro lado,

exppa’z’ = e:&gpp{lim &kyk} = lim exi}paRYk

k-ron ]

= iim eprgkxk = expg{}im akxk} = expp(ax)

kv Koo

o

Bai,

exppax e exppﬁ¥ﬁ 0 s t s a sdo geodésicas minimais de p a

exppax = exp_ a¥. Isso resulta que, se b>a, entio a geodésica

P A
expptx, 0 <t <b nio & mais minimal, pois a reunifio da geodé

sica expp%Y, 0 <t sae o segmento @xpptx, a st s b, dao u-
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ma curva de comprimentc b, nfo geodésica, de p a exppbx‘
Nio pedemos ter, portanto, u(X) > a.
Consideremos agora o Caso:
u{X) < lim u(Xk}, tomemos b um nUmero positivo tal que
ke

e{X) + b < 1lim u(Xk}

k2o

Devemos ter, portanto, para k z k

u{X) ¢+ b <« u{Xk}

Pela definicdc de u(X), existe X'QSF tal que
expth’, 0 <t g u(X)+b' é geodésica minimal de p a

expp(u(X}%h}X, onde b'<b, e

expp{u(X)éb)X = expp{u{X)éb‘}X'

R h=b"' ~
Seja ¢ = =—— COMO 2 Sequencia de pontos

exp (mgX}éb}K converge nara exp (u(X)+b)X, podemos assumir ,
ées?re ando um nimero finito de xﬁézses, se necessario,que as
distancias entre ewr {uf{Xi+b)}X e exg {u{X¥+bﬁ§(saG menores do

que c.

Para cada k, consideramos agora as geodésicas
expptﬁ‘g 05 tsu(+p' depa expy{u(X}+b’}X’, e uma geodé-
sica minimal de expp(u{X}+b}X = expp(u(X}+b')X' a

expp(u(X)%b}st

0 comprimento da curva constituida pela unido des-

sas geodésicas & menor ou igual a:



T
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ul{X) + b' + ¢c = uX) ¢+ b + ¢

Isto significa que as geodésicas exp tX, .

Ostsu(X)+b nao sac minimais, o que vem contradizer a desigual

dade:

c

u(Xk} > u{X) + b.

Logo, ndo existe uma sequénciz de vetores X, € Sp’

X, — X com lim aéxk} # u{X}, e portanto, u € continua.
oo

DEFINICAD 1.5.2 - Seja C(p) = {u(X)X, XST?M%§X{=1,u(X}<@} e
C(p) = @xp?€5{?}3«

Entdc: C(p) € o conjunto dos pontos minimos de p ao
longo das geod€sicas que partem de p. Chamamos C(p) o cut-lo-

cus de p, e C(p) o cut-locus de p em T M.

Tem-se os resultados:

PROPOSICAG 1.5.3 - Seja E = {tX, Ost<u(X), xg?pxyix{mx}

Entao:
i) E &€ um aberto em T M
ii) exp :E — expp{ﬁ} € difeomorfismo

iii) M & & uniZo disjunta de axppE e o cut-locus C(p)
PROVA: i) segue do fate de §§§§ —~> M ser continua (Teorema an
terior}.

A aplicacéo exp, € injetora sobre E: seja qeéxppﬁ

tal que:




a7
Xi = @xyﬁtz 7 sz < a{Xl}, tz < u{XZ)

3, tzﬁu(ﬁzgg segue que ezgptxz, 0t stl,

1
sao geodésicas minimais de p a q; logo ty =

Se X; ¢ X,, seja T uma geod€sica minimal de
expp{ﬁﬁma}xg a expp{t@%g}ﬁzﬁ ¢ suficientemente pequeno tal

que tg+e < u(xz}? tyre < uixz}.

A curva formada pela reuniio de expptxi, Ostst-c e
T tem comprimento menor que t,+e, o que & um absurdo, pois
tore < u(X,) e expgtng Oststy-e é geodésica minimal de p &
expp{t0+ijzg

Por outro lado, nao existem pontos conjugados a p
emn expp(E], pois se existissem, existiriam pontos minimos.Dai,
exp,,: E — M & nio singular em todo ponto de E, e ii) estd ve

rificada.

Como E e C(p) sdo disjuntos, entao exp E e C(p) sao
£

disjuntos.

Seja y€M qualquer, e exp tX, Ostsa uma geodésica mi
nimal de p a y. Pela definigao de u(X}, asu{X). Dai, ou aX€E
(se a<u(X)) ou aX € C(p) (se a=u(X)), e ou

yEexp E ou y€C(p), sendo as alternativas exclusivas

O

P

Do teorema acima podemos conlcuir: o subconjunto a-
berto ex§§5 de M & o maior aberto de M em que se pode definir

um sistema de coordenadas normais em torno de p.
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Como para todo p€M existe uma vizinhanga totalmente

normal, temos que para todo p6&M existe um ap)@ tal que

d{p,q) 2 a_, ¥ qeC(p)

s
A proposicdo seguinte caracteriza as variedades rie

mannianas completas, compactas:

PROPOSICAC 1.5.4: Seja M uma variedade riemanniana completa,

pEM. Entdo, M & compacta se e somente se pa

ra todo vetor unitério tangente X@?pM tem se u(X) < =,

PROVA: Suponhamos M compacta, e sejs do diametro de M. Se a>d,
entao @xyptig Ost<a ndo pode ser geodésica minimal de
p a &xpp&x, ¥X@T$M,§X§“E.

Dai, u(X)=d.

Reciprocamente, suponhamos que para todo vetor uni-
tario tangente XQTPMQ u(X) seja finito.
Entdo, a funcdo u(X) € continua e limitada na esfe-

ra unitaria em TPM, logo, existe b>0 tal que

u(X) = b, parae todo X.

Seja B = {YET M,[Y| < b}

B & compacto, B contém E e C(p) (da proposigdo 1.5.3), comse-
quentemente
exp_Boexp E e exp Boexp C(p).
Py Py ppBaexp, (p)

Como M = exppﬁwexpyﬁip}s exp,,B = M, e M & compacta.
: g
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II - A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL -

PONTOS FOCAIS:

Introduzimos, neste capitulo, a nocdc de campo de
vetores ao longo de uma aplicagdoc e suvas propriedades biasicas,
para posteriormente dar uma definic8o da segunda forma funda-

mental.

0 objetivo € definir pontos focais, e verificar al-
guns resultados que ser@o bastante utilizados nas demonstra
Ggoes dos teoremas de Rauch e Topeonogoev.

Como referéncias, citamos [4]), [S] e [6].

b, @ER§V§§§G COVARIANTE DE CAMPOS AD LONGO DE APLICACBES

Considerenos

{M&ﬁg} variedade riemanniana com conexio riemannia-

n . . . i
N" variedade diferenciavel.

£: N - M™ uma aplicacéo diferenciavel.

DEFINICAG 2.1.1: Chama-se campo de vetores ao longo de f de-

finido em um aberto UcN" a uma aplicaclo di-

ferenciavel:



£0

X, U tal que

g(p)@%{p}aﬁ para todo p&U.
Se X & um campo diferencidvel de N, temos o campo

ao longo de f.

(f,X)P = ffixp}, para todo p@Uan.

DEFINICAD 2.1.2: Se Y é um campo de vetores de M", definimos

a restricao de Y a f por

¥(p) = Yf{p}

1

Sendo (V.x",...,x") carta local de M®  entio

5 2
ysz’yim,,e
i=} ax”

s ® ® .
Y=} quév, sendo Y1 = vlef.

i 1

is} 8x

Como consequfncia das definicdes acima, temos:

LEMA 2.1.1: Sejam

X: campo de vetores de N
¥: campo de vetores ao¢ longo de f, psﬁn

c: curva diferencidvel de N* com c(0) = r.

e (o) = X_.
) (o) 5
Y: campo de vetores ao longo de fec definido por
Y{t) = ¥(c(t))
Nessas condigGes, o vetor §% nao depende da cur
[t=0
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PROVA: Consideremos as cartas {ﬁ§a§,,‘..un},€v,xl....,Qﬁ) de

NT o M respectivamente, tais que f(U)eV..
Sejam

x© = f‘é&i,“,,un}, i=1,...,m
wl = wl(r), j=l,....,n

expressoes locais de f e ¢ respectivamente.
Se ¥ & dado, localmente, por

g vt ““? entdo Y seri dado por
i=] ex

m_. s .
§= 5 ¥ 2. com ¥ = Yi(c(t)), i=1,....m.
As equagdes paramétricas de fec sdo

x1t) = £rte), . oou ), =1, ... 0.

Logo, da definicao de derivada covariante de campos

de curvas, tem~-se:

- ?&Y i gjdx'| 8
E% . L ik Y Etl 7o ou
},&:ﬁ J,k _}3
= m [ .1 sk k
vY ?}f 72" du yopl yj2f dutj @
= ! I \E -, queé
T g2y et IF o TP aut 9t e

- i . k
vY {3Y3 . i 3352 du~ 3
IT - g r., Y .
¢ i%kéau : JET e 9t gt

Fazendo t=0 na Gltima expressao observa-se que:
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N

®

seja, depende somente de ¥, X

ol
L
s’
3o
o
el
L
poak
£
&
o
{?
e
=
<
e
[§]
Q
o

e f. | a

- . . vy £
DEFINICAG 2.1,3: Indicamos = ot {95 ¥}§, gue chamames
w5 G % gﬁ’é &

3

derivada covariante do campo ao longo de f

no ponte p.

£ 5@;&;3 . L - g&
WY = 1%+ § Tl ¥3§§§} ¥k 2,
’ ikiow’ v 3 ™t
sendo Xk as componszntes de X velativamente a20s campobs coorde-
2
nados —5-
2u

£

2. PROPRIEDADES FORMAIS DE ¥V :

Sendo X, Y campos de vetores de N'.
%, ¥ campos ac longo de £
h fungfc difersncidvel em UeN" abertp a valo-
res reais.
Entao:

£

o8 o §
xey® = 75 & v

v

v

[
L]

-éué

f %1 o xf : g b
2. Vg(ﬁﬁﬁﬁ = VXX ¢ vX¥

of
3. ;mi'@'w E*‘%'? o

w‘*“: .‘4’%
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f

4. ?X

G £
hy = X(h)¥ + hV.¥
FiY

5, v?{gﬁyg - ?§{£*X} = £.0X.,Y]

W
6. Xg(X,¥) = g@EX,Y) + g(L,¥yY)
b ’s;\»vff = ff"f .
7o R(ELGELN)R = VyVolk - VWl - Tpy ook

As propriedades (1) a (4) decorrem imediatamente da

definicao 2.1.3.

Para provar (5), basta verificar que ela vale para

campos coordenados; tomando

o(X,Y) = vE(e,v) - vi(ex) - £.0X,YD,
se X = ....,.%.,,. . Y = ....%..“ .
au? au’
ox. 1) = ¥, (g2 - v, .
— &u} — su
eu ‘ au’

Usando a definicdo de V°, verifica-se que

@(;%§‘g§§} = 0, ¥ i,i, logo, usando as propriedades (1) a (4),
u” Ju

tem-se &{X,Y) = 0, pars todo X,Y.

Para mostrar (6} e (7}, procede-se analogamente. .

3. IMERSOES ISOMETRICAS

Com as mesmas hipdteses iniciais sobre M e Nn, es-
* ; B MG uma
tudaremos em particulpgr o caso em que £ N — e uma imer-

SA0.

Temos entdo:
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: n PR
nsm, para cada peEN | éﬁﬁ}ﬁe injietora, e

- W . oo N0 T Nyl
1) @f(p}w& £.( ph Ve (£.( ?ﬁ }3~ .,sendo que

{fﬁéfpﬁg}}i denomina-se espaco normal de £ no ponto

£(p).

Da decomposicao (1) segue imediatamente o fato:

PROPOSICAG 2.3.1: Se ¥ é um campo de vetores ao longo de f,en

tdao ficam univocamente determinados dois cam

pos aoc longo de f, indicados por v e ¥+, tais que:
iy y=y + ¥
- T n it PR IR
i1 ¥ & £FL{T KN, ¥ € (£.(T N . ¥ op.
}§} w.pf p 5*{?‘}} P
Sendo g a métrica riemanniana sobre M", a imersdo f

. b5 o P . . -
induz sobre N uma meétrica riemanniana g, dada por:

o . ) n
gp(X,Y} gfép)(f,x,f*Y}v para todo X e Y, X,Y@Tp& .

Diz-se que g é a métrica induzida de g por f.

v s o~ ‘ﬁ“’\ [l = g s
Nessas condicbes, £:(N",g) — (M",g)é uma imersdo i

sométrica de (N",g) em (M",g).

No estudo das imersdes isométricas, tem-se o resul-

tado:

-y

PROPOSICAD 2.3.2: Se V é a conexdo riemanniana da  variedade

(N" g), g: métrica riemanniana induzida pe-

. o n- -
la imersao £, X e Y campos de vetores em N, entao:

(TR (E)T = £,(T))
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PROVA: Seja a(X,Y) = {?i{f*Y)}? - £,(7,Y); entido:

a(Y,0) = ((£.X)7 - £.(7yX)

Dai,

a(X,Y) = a(Y ,X) = vice vy -vf(s X)}T - [f v Y-V’X)?
’ ’ O A XD YT

a(X,Y) - a(Y,X) = (£,0X,YD)T - £,[X,Y] =0,
£

usando a propriedade (5) de V7, e que £,[X,Y] = (£.IX,YDT.
Logo «(X,Y) = o(Y,X); além disso,

g(a(X,Y) . £,2) = g((Vi£.V) T £,2) - g(£.7,Y,£,2)

Usando a definicdo de g e o fato de f,ZGf,(Tpﬁ). ob

tem~se

1) g(a(X,Y) £,2) = g(VEELY.£,2) - B(VyY,2)
) 2) g(a(X,2),£,Y) = gévif«Z,f*Y) - g(VyZ.Y).
Como #

Xg(£.Y,.f.2) = Xg(¥Y,Z) e

3

Xg(£.Y,£,2) = g(VEELY £,2) + g(VEf.1.£,Y),

Xg(¥,2) = g(VyY,2) « g(VyZ,Y), tem-se

3)  g(a(X,Y).£.2) + g(a(X,2),f.Y) = O,
somando (1) e (2}.

Permutando ciclicamente X,Y e Z em 3: X =Y+ 1

SRR

4) glaf{X,Y),£,2) + g(a(X,2),£,Y) = 0
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5) g{e(Z,X),£.,Y) + gla(Z YY) . £.X) =0

6} cgle(Y,2) £.X) ¢ gla(Y.,X) ,£.2) = O

Somando (4) e (6) e subtraindo (5):
2g(a(X,Y) ,£,2) + g(a(X,2) ,£.Y) + gla(Y,2),£.X) -
- ga(Z,X),£,Y) - gla(Z,Y),£,X) = O,
ou g(a(X,Y),£.,2) = 0, para todo campo Z.
Logo, a(X,Y}@(fQ{Tp&n}i; como, por definigao,

a(X,Y)Efggfgﬁn}‘ tem-se:

af{X,Y) = 0, para todo X,Y. i)

k. A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Dado UcN" aberto, consideramos agora © Campo a0 lon

go de f.
N: pEU —» ﬁ(p}@(f*(Tp&))&, e a aplicacdo

Sﬁz Tpﬁn e féi??%) dada por

Sﬁéx) = «{Viﬁ}? para p6U; verificamos entao:
1

Se Ne nt g2o dois campos normais tais que ﬁp - ﬁp,

para todo p€U, entao
S§ = ng; verifica se este fato calculando
2(Sy(X) -5yl (X) ,£.Y) = g(-Tx (N-N'),£,Y)
= g(v-rt vEe vy xg (n-mt £, Y)

1
, ‘todo pEU, N E(£,(T.N))*,K. = N, tem-se:
Como, para todo p pEEL (T N))" R = N, tem




g{{Sﬁwgggﬁiﬁ}gf*Y} = 0, para todo Y.

Do fato de €S§m3§§}{X}§fw£?pN‘, tem-se entao:

Sﬁ = Sﬁg, ou seja, a aplicacgao Sy independe de K.

PROPOSICAD 2.4 .1: Sg € linear, simétrica, isto &:
1) Sx(X+¥) = 5,(X) + Sg(Y)
1) g(Sx(X) . £.Y) = g{£.X,84(¥)).

PROVA: i) & trivial a pertir da definigdo de Sg.

ii) Olhemos para a diferenga:
£
g (SpX, £.Y) g (£.X,S,Y) = g(~(VEM)T £,Y)-g (£.X.-(V2M) ).
Como (f*?}pgﬁﬁépr}, para todo p€U,
E(SEK,£.Y) g (£.X,Sg¥) = -g(VEN,£,¥)+g(£,X,75K)

f

Usando as propriedades de V- do paragrafo 2:

B(SgX. £V =g (£.X,5gY) = - [Xg (N, £,1)-g (N, T5£.1) ]
£
. E?g{f,x‘§}~g(ﬁ,?yf,X)}.

Para cada p&U, ﬁp@{f@i?pﬁ}}l, logo,
v f £
g(SX £ ) -g (£.X,54Y) = g(N,Vy£,Y)-g (N, Vy£,%)
Como VEE,Y - VE£,X = £,IX,Y], entdo:
g(SpX . £.Y) - g(£.X,5¢Y) = g{ﬁ,fk{X,Yﬁ) = 0,

pela mesma razé&c anterior.

DEFINICAO 2.4.1: A aplicacdo

S r?N“ e f@grpﬁg dada por:
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S%{X} = *{?gﬁ}? para cadsa pGSan aberto € chamada se-

gundz forma fundamental da imersaeo f ao longo de N, em peEN".

DEFINICAD 2.h.2: Seia He a forma bilinear simétrica associa-

a §§, isto e,

HKEX,Y} = g{Sﬁx,fﬁY}, para cada p€UcN, X, Y campos

de vetores tangentes a N em p.
Entao, a forma quadratica Q& em Tpﬁ dada por

Q%{X} = Hﬁgé}i,){}s para cada p6UcN & denominada segun-

da forma quadritica da imersao f ao longo de K.

5, {MERSOES GEODESICAS E TOTALMENTE GEOGDESICAS

DEFINICAO 2.5.1: Uma imersdo f: N — M™ & geodésica em
pEN" se as geodésicas de N partindo de p s®d
tais que suas imagens por f sdo geodésicas de M partindo de

f(p}.

D£F§§§§§G 2.5.2: Uma imersdo £: N* — M" & totalmente gecéé—

sica quando for geodésica em todos os pon-

tos de N.

As imersdes geodésicas e totalmente geodésicas admi

tem caracterizagcées naturais dadas por:

PREFOSEQEQ 2.5.1 - Uma imersdo f: N" — M" & geodésica en

pEN se e somente se para todo campo N,nor
mal ao longo de f (como pardagrafo 4), a segunda forma quadré

tica ao longo de K em p € identicamente nula.
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PROVA: Seja f uma imersio geodé@sica
Consideremos:

N: campo de vetores aco longo de f tal que
N(p) € {ﬁﬁgfpw)}i‘ ¥ pEU, UcN" aberto.

Tomemos v: (~g,€) N geodésica em N® com v(0)=p,

vy'(0) = Xp! onde X € um campo de vetores em N,

Calculando:

fy OpXp) = gep) (Sp(r' () £ (v (00)

]

Ee(p) (" (T ()M £ (Y1 (0)))

-]

-(Xg(M.£.X)) ) + (2(N.VREX))

£

(g(N.7g£.X)) ) = 0,
pois, pelo lema 2.1.1 do fato de fey ser geodésica segue que

{Vif*X}p = 0.

Para verificar a reciproca, suponhamos que

(H 0, ¥ ﬁ@(f*(TpN})i.

ﬁ}p =
Usando a expresszo obtida para Hy na primeira parte
i

da demonstracao, temos entao:

g(N,VE£,X) = 0, ou seja, {Vif,X}; = 0.

Como (Vif&X}T = f,(VxX} (proposig@o 2.3.2), e como y € geodé
sica, (VXX}p = 0, logo,

£
g(vxf,X}?}? = 0.
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- * f = ~ - R -
Dai, {?X§*X§§ = 0, ou seja, fey & geodésica por

f(pleM.

PROPOSICAQ 2.5.2 - Uma imersdo £: N — M" & totalmente geo-

désica se para todo peEN e todo vetor nor-
mal K ao longo de £, a segunda forma quadratica H& ¢ identi-

camente nuls.

PROVA: A demonstragdo € imediata a partir da proposicéo ante

rior.

6. PONTOS FOCAIS

X ; . . . n
Sejam {Mm,g} variedade riemanniana, N M uma subva
riedade (neste caso a imersao f a ser considerada € a inclu-
PIRRERPER. ;| MR . PN
sao i: N —» e identificaremos os campos ao longo de £, X,

com 1i.X.

Consideremos: /
Y [0,17 — M" geodésica de M" com y(0) = pGNn,
y(Q)Q(?D§}A.

Pode-se definir ponto focal 3 subvariedade N'cM™

considerando uma variacio:

A: (=e,ey X [0,1] —» M da geodé€sica vy satisfazendo

i} Para cada t€(-ec,e) a curva s + A(E,s) é geodésica
de M.
ii) Para todo t, A(t,0) = a(t)EN e

At) = gggz,e}e(?a{t}xgi,,
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Além disso, observa-se gue vale:

A

e

LEMA 2.6.1: J(s) =

i
¥
o

0,5) € um campo de Jacobi ao longo de

Y. que satisfaz:

13 }(Q}Q?yéﬁ)

2) F2(0) + 8. () (TONET N)*
sendo Sy.{o} a segunda forma fundamental definida no parégrg
fo 5. Reciprocamente, se J € um campo de Jacobi ao longo ée#
com y(0) = pEN, Y‘[Q}Q{TPN)L; entao existe uma variagao i de
Y satisfazendo (i} e (ii) acima, com campo variacional

22(0.5) igual a J.

PROVA: Sendo

a(t) = A(t,0), J(s) = 22(0,s), segue:

. 3. = 9 |
J(0) x5 (0,0) EE{GQKE)E ngN, pois para cada t,a(t)€N.
(tg{}

Se Y,ET N, se Moy + S, (0y F(0IE(T N)* entdo deve-se veri
ficar
g{ {Q¥ + SEF@C{}}}(G} th) = 0

2(F2(0).Yy) = g(x 320.0),Yy) = g 22(0,0),7,)

Dai:
2(320).Y) = g(3(0),Yy)
A(t) € um campo de vetores ao longo de a(t) com «'(0) =J(0);
logo,

DA
Eg(g} = ?5{§}A€$}£

itaﬁ jgg}ﬁ{ﬁ}, i: N~ M e a inclusao.
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: T
Pela proposicao 2.3.2, aqai: {V A(Q}} =?J(Q}A(G),
logo,

8F(0).Y) = g(V50)AL0) . Yg) = g(-5,(yT(0).Yy), e

B(FL0I*8, 1 (0y7(0) . ¥) =8 (=5. . (0,7 (0. ¥()*2 (S, (I (0) .Yg) =0,

pois A(0) = y'(0).

Verifica-se a reciproca tomando a(t) uma curva em N

com a(0) = p, o' {0) = J(0).
Seja W campo de vetores aoc longo de « tal que
\
W(0) = v'(0),3e(0) = 3(0)
Para cada t, consideramos W{t) = V{t)+U(t), com

V(t)s(ra(t}N}‘ e U(t)ET N, e

a(t)
A(t,s) = exp ey (sV(E))
A & uma variagdo de y que satisfaz:

i) para cada t, s — A(t,s) é geodésica

TIyA(t) = %%(t,%) = vgt}egra(t)x}‘

Além disso:

$2(0,0) = o exp  (QV(E))| = a’(0) = J(0)
t=0

Para verificar que J(s) = %%{G‘s) ¢ suficiente mostrar que

320,0) = J(0) e g2 §2(0,0) = 2(0).
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D ‘ DV DW by
35 55(0.0) = 3= xz(0,0) = (0 = x(0) - gg(g}

b ax . DI, DU... DW D
() g7 5:00,0) = 72(0) - F(0), usando 3(0) = 32(0).

Se mostrarmos: g%{@} = (, temos o resultado.

J(s) satisfaz, na hipdtese:

2 (0) * S.. oy T(OET N daf

D 32 I N
Is ‘é‘fg(@wﬁ} + SYQEQ} (‘é“i‘{gxg}}}e{Tpﬂ}

De (*), tem-se:
72(0) = FHO) - £ Fro,0em m?

Além disso, U(0) = 0 e U{t)€ET N, ¥ t.

alt)
Tomando C(t) campo ao longo de a(t) tal que
C(Q}S{TPN)* e c(a;e(yagt}x}*, temos :
0 = F5R(U().C(8) " BEE®).C0)) 45 (U(0) FE(0))
logo, g(3e(0),C(0)) =0, ¥ C(0)6(T,N)*. Donde 22(0) = 0 e se-

gue o resultado. 0

DEFINICAD 2.6.1: Se N eM™ & subvariedade, (Mm,g} variedade ri

manniana, diz-se que qEM € ponto focal de N

se existem uam geodésica y: [0,1] — M com v(0) = péN,
y*(G)S{TgN)L, vy(1)} = q e um campo de Jacobi.J ao longo de v,
satisfazendo as propriedades (1) e (2) do lema 2.6.1, e mais

J(1) = 0.
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Seja y: [0,al] — M geodésica com v(8) = p
ng&}: bola com centro na origem do plano tangente

e raioc €.

Tomamos RE(S}C{Y*{Q}A.

DEFINICAO 2.6.2 - Diz-se que y € livre de pontos focais se e-

xiste ¢>0 tal que vy nao possui pontos fo-

cais relativamente 3 subvariedade

exp (B, (0)) = I,

Como I, é subvariedade totalmente geod€sica em p, entdo se J

& campo de Jacobi ao longo de y com J(0) # 0 e g%{ﬁ} = 0, tem
se
Sy’(g)J(G} = 0; portanto, J satisfard imediatamente a con
digao (2) do lema 2.6.1.
A proposicdo seguinte € andloga a proposigac 1.3.3

do capitulo 1:

PROPOSICAQ 2.6.1 - Seja v: [0,8] — M geodésica livre de pon

tos focais, {J;,...,J _;} uma base do espa
co vetorial dos campos de Jacobi, perpendiculares a v, com

g%;(o} = 0.

Entao, para cada t€[0,2], €51(t},...,J ,S(t}} é uma

m
base de (y'(t))*.

PROVA: Demonstra-se analogamente a proposigac 1.3.3. 0
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111 - TEOREMAS DE COMPARACAO DE RAUCH; APLICACOES

Dadas duas variedades riemannianas M e M, cujas ca-

Ll ~ - - 9
racteristicas seccionais em cada ponto, e para cada subespago
bi-dimensional do espago tangente obedecem a mesma relagao de
ordem, o objetivo dos teoremas de Rauch €& comparar comprimen-

tos de curvas dessas variedades.

Existem varies versdes para os teoremas de Rauch. A
versdo mais elaborada, que se utiliza de uma extensdo do teo-
rema de Sturm para comparar solucgées de equagoes diferenciais

é devida ao préprio Rauch [12].

Warner extendeu os resultados para subvariedades ,cém
hipoteses adicionais sobre a segunda forma fundamental, en

[15]. Em [14) aparecem outras extensdes & consequéncias.

No que segue, em primeiro lugar mostramos como se
comparam campos de Jacobi ac longo de geodésicas de M e M res
pectivamente, desde que se verifique alguma condigao de niao e
xisténcia de pontos conjugados ou pontos focais sobre a geodé
sica de M. Usamos o resultado obtido para chegar a comparagdo
dos comprimentos de curvas de M e @, convenientemente construi

e investigaremos algumas consequéncias.
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1. TEQOREMAS DE €@M?%R&§£Q DE RAUCH

Seja M™ uma variedade riemanniana, y: [0,a] — M" u

3

ma geodésica de M', X um campo de vetores ao longo de vy.

DEFS&!;AQ 3.1.1 = Chamemos

&
I(X,s,) = j @{«%ﬁ,g% . <R€X,¥')X.¥'>}é5.
0

para s,€[0,a], a forma do indice de y.

0 lema 1.4.5 nos garante que se y niao tem pontos
conjugados a v{0) no intervalo EO*sG}, se X € um campo de ve-

tores ao longo de y, ortogonal a vy, tal que X(0) = 0, entao:

{(J,sg} < I(X,sg}e para todo campo de Jacobi J ao
longo de vy, tal que J(0) = 0, J(so) = X(so), sendo que

I(J,se) = I{X,xG} se e somente se J = X.

0 lema seguinte, devido a Rauch, sera fundamental

para nossos objetivos:

LEMA 3.1.1 - Sejam M® ¢ M" variedades riemannianas (m < m),

y: [0,a] — M e y: [0,a] — M geodésicas de M

e M, respectivamente, J e J campos de Jacobi ao longo de M
e M, respectivamente, satisfazendo:
DJ DJ
fao = ol = o, Iz = {00,
<J(s),y'(s)> = <J(s),y'(s)> = 0, para todo s€[0,al.

Se ; ndo possui pontos conjugados a y(0) no interva

lo [0,a] e se para gquaisquer subespagos bi-dimensionais Il e I
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respectivamente tangentes a y e ¥ nos pontos y(s) e ¥(s) ti-

vermos
K(n)y =< g(f}, entao:
ba(s) ) 2 13(s) | para todo s€ [0,a].

PROVA: Se g (e)g gggga}g = 0, entdo |J(s)f = |J(s) | = 0,

pois J e J sdo solugdes, respectivamente, das equacgdes

diferenciais:
D*J . '
“'“";‘ = R(Y %J}Y = O,
ds
D*J B T
w~§ - Rxy".J)y' =¢
ds

Se §§%(9)§ g {O)§ > 0 seja v(s) = JU(s)f* e

v(s) = §J(s)||; temos entdo, para todo s€(0,a],
b4
13(s) |2

bem definida, pois ¥ nio possui pontos conjugados a y(0) no

intervalo [0.,a].

Usando a regra de L'Hopital, tem-se:

DJ DJ DAry

o Z > e, 2
lim h(s) = 1im Y(8) = 14 L OS'3S ds? e
s+ s+0 v''(s) §~+0 0 D
A <3§'3§> + <J, e
§DJ(9}§
lim h(s) =
h=+0. 1321
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dh

Se mostrarmos que 2 0, entao, h{(s) sera crescen-
ds

te em (0,al, logo, h(s) 21, e [J(s)]| 2 |F(s)].

Como g% . VI(s)V(s) - v(s)V'(s) , basta verificar
fv(s)1?
se v (s)V(s) 2 v(s)V'(s). (1)

Seja 2€(0,al; se v(&) = 0, como

vi{g) = 2<5(z},§§§€£}>,

temmgé vi(L) = 0, e
vi(Iv(e) = v()v' ().

Se v(&) # 0, como V(&) # 0, sejam

U(s) = —i— J(s) ., U(s) = —— J(s)
YvI{L) Yv(g)
Entdo:
3—'{% = dcu(s),u(s)> = jgdz U(s),U(s)>ds ou
v s : ) Oé§3< ’

£
v') . (*f.pu pu S
v 3 ZJ {':a"g'ta‘g'} + <R{Y&U}Ytu>}&s
0

v () o ..
TSt 21U

~

Comparemos I(U,L) e E(ﬁ,i}; para isso, consideremos
{zl,.*&,zm},{§1¥,.,,£ﬁ} bases paralelas e ortogonais ao longo
de y e ¥, com 2y = y', Z,(8) = U(R), Z; = v', Z,(2) = U(x).

Seja ¢ a aplicagdo que faz corresponder a cada cam-
po

m
X(s) = § £,(s)2,(s), o campo
i=1
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mo :’
(¢X)(s) = iglfiis}éiis}
é satisfaz trivialmente:
(X)), 6(X,)> = <X;.Xp> & fL(4(X) = $(3D)

Calculando

. D N _
16,0 = [ {Zom).Lew)s « RELeNT0W>]as
0

Usando as propriedades de ¢:

£ - -
@ 1w, = [N« w@swniiewslas
0

Sabemos que <R(y,¢(U))Y'.$(U)>=<R($(U),Y )@(U)Y >
e <R(6(U),Y')6(U),y'> = -<R(6(U),y )y '6(U)>,
<R{¢ (), ¥y )e(U),y'> = - ﬁ{ﬁ}, sendo 1 o plano gerado por ¢(U)

e ;'.

Por outro lado, como X(II) = i(i}, tem-se
<R(U,¥)U,y> = =<R(U,y)y,U> = -K(I), ou
<R(U,Y)U.,y> 2 <R(¢(U).¥')6(U),¥'>.
Voltando a (Z) e usando é Gltima desigualdade, te-
mos
(3) I(¢(U),2) = I(U,0)

Por ocutro lado, Ue ¢ (U) sao campos ao longo de Y
que satisfazem as hipdteses do lema 1.4.5, ou seja, 1(0,0) e

I(¢(U),L) se comparam conforme as observacgdes iniciais, e

(4) 1(U,2) s I(6(U).2),
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De (3) e (4), temos:

I(U,2) s I(U,2), ou

v;(zg < v'i{L)
v(L) v{L)

o que resulta v'(L)V(R) s v(2)V'(L); entdo (1) se verifica pa

ra todo £€(0,al, e [[T(s)|| < |[I(s)l| para todo s€[0.a]. o

COROLARIO 3.1.1 - Nas mesmas hipSteses do lema 3.1.1, se m=m,

(Mm,g} tem curvatura constante e igual a 6

e para algum s do intervalo (0,al,
§a(sy = §3(5)], entdo valem
i) JIes)l = §I(s)| para todo s€[0,5]

ii) As curvaturas seccionais ao longo dos planos ge-
rados por J(s) e ¥'(s) sdo iguais a § para todo

sE[0,s5].
PROVA: Considerando a €a&§£é

hi{s} = ééiﬁii da prova do lemall.l, temos
{J(s)
h(s) 2 1; como h(s) = 1, s = 5 seri um ponto de mfnimo local

interior para h{s). Logo,

dh

=0 ou
35’3 ¥
5=3

o

- DI, . | = . DJ
(). I ()2 g9 () 33> 25T (5) . I(8)> L 5<I () 35”5

-

Daf, <3{s},§§>sm§ = <J(s).35 .

g=g
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Usando a Gltima igualdade, obtemos:
I(J,s) = I{J.5), sendo I{J,s) dado pela definicdo 3.1.1.
De (3} e (4) da demonstragao do lema 3.1.1 segue:

1(J,3) < I(é(J),8) < 1(J,§); portanto,

I(¢(J),8) = 1(J,8), que se escreve:

DJ DJ DJ DJ
R 7 Y. ds=| 1< <R{J,y" )y’ 16‘
L{;y-§¢*<€@{} Y)e(d Ybliiii T Y')Jy'>1ds

g
ou: ] {“QR(5g¥g}§pY€>¢<?€%€3},g'}éﬁJ}*§¥>}&5 =0

Por cutro lado, da demonstracgao do lema 3.1.1, te-
mos que

h(s) 2 1 e h'(s) & 0, logo, h é ndo decrescente; co
mo h(3) = 1, tem-se h(s) constante e igual a I no intervalo
(0,81, ou seja, tem-se (i).

Como §{3,§} = J(¢(J),8), pelo lema 1.4.5, segue:
J(s) = (J)(s), para todo s€[0,81, e

{» + £y e e

% “<R{J,y")J,y"> + <R{J,y")J,y'>yds = 0,

Como §J(s)] = [J(s)} = C em [0.81, e
REILYDI'> = =Ky Ty Iy -3,

-~

<RI, 5T F> = -£§{S}(§,yg,3§§*}g§§, substituindo na Gltima

integral, concluimos:
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A
5

CORGLARIC 3.1.2 - Seja M uma variedade riemannians com curva

tura seccional X €§ } < 0 para todo ponte
pCM e tode subespago bi-dimension

Entao,¥ nao possui pontos conjugados.

PROVA: Seja v: [0,a] — M geod€sica de MY, M o plasme euciidi
ano {logo, ﬁgﬂﬁﬁ}ﬁﬁ}, ¥:00,a] — M geodésica.
¥
Tomemos J e J campos de Jacobi ao iﬁage de yey res

pectivamente, com J{(0) = 0, J(0) = 0, % (G)& é (%)ﬁ Come

Y nic tem pontos conjugados a v(0),

bas)) =2 [3(s)§>0, ¥ s€(0,al,
logo, ¥ nao tem pontos conjugados a3 v(0). ]

i

COROLARIO 3.1.3 = Se a curvatura seccional de uma variedade

riemanniana M satisfaz
0 < L s K(II) s H, L, H nimeros reais, entdo, a dis-

tancia d entre dois pontos conjugados consecutives satisfaz:

igdgii

vYH /L

FROVA: Sejam S(L)} e S(H) esferas com a mesma dimensao de M
com curvaturas L e H respectivamente, Yyt :00,21+8(L)

v [0,8] — M, Yot {0,283 — S(H) geodésicas, Jl, J e JZ cam-~

pos de Jacobi ao longo de Yis ¥ € Ygu respectivamente, com

13,000 = Pl = 3,000 = o, 122 = JRFEO =1 o],

Sendo d & distancia entre v{(0) e o primeire ponto

conjugado a v(0) ao longo de vy, para £ < ég ftemos:
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ﬁjlfi)ﬁ z |J(2)], pela proposicdo 3.1.1; como

JI(H/VK) = 0, J(I/YE) = 0; logo, X oq.
o
L
Quando L < Eiu tem-se a nao existéncia de pontos

H
conjugados sobre v,; logo, I, (0} < J3(0)| para todo
L€(0,N/vVH) dai, 4 2 1//H. 0

Em tude que segue, consideremos sempre as »variedg
des riemannianas completas. O primeiro teorema, devido a

Rauch, que utilizaremos posteriormente se enuncia:

TEGREMA 3.1.1 - Sejam M", ™, variedades riemannianas comple-

tas de dimensGes m e m respectivamente (ms#).
Consideremos p6M, pEM, i: TpM — Tﬁﬁ uma isometria

. 1
. S = {XET_M =1},
linear (p) { b /1X|=1}
E: [0,a] — S; uma curva parametrizada por compri-
mento de arco, f: [0,2] — R funcao diferenciavel.

Sendo E(t) = i(E(t)),

c(t) = exp (£(t)E(t)), &(t) = expﬁ(f(t)é(t)) curvas
em M e M, e se para cada t fixo, as geodésicas
u(s) = expp(sf(t)ﬁ(t}), u(s) = expg(sf{t}é{t)), Oss<l,
sdo tais que as curvaturas K e ijsatisfazem K < K ao longo de

u e u, e U nao possui pontos conjugados a p = (0), entdo:
L(¢) s L(c).

PROVA: De

c(t) = expp(f(t)ﬁ(t}) e c(t) = expﬁ(f(t)ﬁ(t))‘segue:‘
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¢'(t) = (d exp e rryp ey (DE()+£()E (1)), ou
c'(e) = £'(t)(d eXPple(t)E(e) (B(EN)+E(t) (d exPp) £ (eyB(e) (B'(E))
Da mesma forma:
€ =ET () (A expg) g (¢ )B(e) (BEII*£() (A expg)eyyz ey (B (E)X

Como <E(t) ,E'(t)> = 0, pelo lema de Gauss, conclue-
s€ que as parcelas de c'(t) e €'(t) sio perpendiculares. Por

outro lado, como [E(t)} = IE(t)], tem-se

H(@& expy) e eypeey BT = 10 exp ) g (o) ey ECEDD (1)
Para cada EGQEG,&}, seja

A{8,5) = expp(sf(t6)$asﬁIt@)}. 8€(-c,e), s€[0,1],

uma variagdoc por geodésicas de

u(s) = expp€sf{t9}5(ta))

Ent&o:

3 A '
th(S) = W{Q;S) = (d expp}sfgts)ﬁgtg) {SE (tﬁ))

My

campo de Jacobi ao longo de u.

Se consideramos uma variacido analoga para 5, entao
. (s) = 3X00,5) = (@ expy) =00 4 (sB(t0))
ty P A P5 sf(tg)E(t,) 0

tal que podemos compari-los pelo lema 3.1.1; logo,

D

by I = sitﬁtzl& ou

§ (d ex?p}f{tg)&{tﬁ} (E' (t@}}ﬁkg (d ex?g}fﬁ:ﬁ)g(te) (i‘it (te))l (2)
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De (1) e (2}, segue:

he' ()] = e (t)}, para todo t€(0,al, e, portanto,

L{c) = L(E) 0
Se em lugar da hipitese de ndo existéncia de pontos
conjugados ao longo das geodésicas tivermos a hipitese das geo
désicas serem livres de pontos focais (conforme a definigib

2.6.2), valem resultados andlogos aos ja demonstrados:

LEMA 3.1.2: Seja y: [0,a] — M geodésica livre de pontos fo-
cais em [0,2], 2 < a.

Consideremos J um campo de Jacobi ao longe de y or-

togonal a v; entdc, se X € um campo de vetores ac longo de v,

ortogonal a y tal que
172001 = 1R = 0, J(&) = X(1), tem-se

I(J,8) s I(X,2), e I(J,8) = I(X,8) e=J(s) = X(s), V s€[0,21.

PROVA: Usando a proposicdo 1.3.4, tomamos {Jl(s)"”’Jn-I} u-
ma base do espago dos campos de Jacobi J ao longo de Y

tais que Eg%g&)% = 0. Os campos X e J se escrevem:
n=1 n-i
X(S} = i§§ fi(SNi(S}s J(S} = iél fi€£)3i(s).

pois X(2) = J(&).

Como no lema 1.4.5, mostramos que

£ .
I(X,2) = I(J,ﬁ)*} <A(s) ,A(s)>ds, e tem~se a tese. o
] .




66

LEMA 3.1.3 - Sejam M® e ™ variedades riemannianas de dimen-

soes m ¢ m (ms@) cujas curvaturas ao longo  das
geodésicas y: [0,a] — M e ¥: [0,a] — M satisfazem K < K (co

mo no lema 3.1.1).

Consideremos J e J campos de Jacobi ao longo de y e

Y respectivamente, satisfazendo:
@ = 1ol 2ol - 12o=-0
<J(s),y'(s)> = <J(s),¥'(s)> = 0, para todo s€[0,a}.
Entdo, se ¥ € livre de pontos focais,
o)l = |3(s)}, para todo s€[0,al.

PROVA: A prova € andloga a do lema 3.1.1, pois com a hipGtese

de ¥ ser livre de pontos focais, a funcdo L)l esta

[J(s)

bem definida, e usando o lema 3.1.2, podemos comparar

I(¢(U),2) com I(U,2).

COROLARIO 3.1.4: Nas mesmas hipoteses do lema 3.1.3, se m=@m e

(M".g) tem curvatura seccional constante e i

gual a &, e se existe 8€(0,a] tal que

las) = &3(§)§. entdo valem:
iy Jas) = §J(s)| para todo s€[0,%3]1 e
ii) As curvaturas seccionais ao longo dos planos gerados

por J(s) e y(s) sdo iguais a & para todo s€[0,§].

PROVA: Analoga a do corolario 3.1.1, usando.os lemas 3.1.2 e

3.}‘.3. N Q
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COROLARIO 3.1.5 ~ Consideremos M2 variedade riemanniana com-

pleta, com curvatura 3ec€§§ﬁai,§P€§p}5L‘?a«

ra todo ponto p e todo subespace bi-dimensional gchpﬁ‘
Seja y: [0,2] — M® geodésica de M"; entdo, se

a < 0/2¥/7, (L>0), v & livre de pontos focais.

PROVA: Chamemos Sﬁ{&} a2 esfera m~dimensional com curvatursa

constante e igual a L. Entdc, dada ¥: [0,8)— 3m{L}g Y

By

€ livre de pontos focais se a < N/2/] , para L>0; e L<0, ¥

sempre livre de pontos focais.

Sejam J e J campos de Jacobi ao longo de y e ¥ res-

. . . ~ bDJ BJ
pectivamente, ortogonais a v € vy, com §§€G}ﬁ§, EE{S)”G‘

Como ¥ € livre de pontos focais, usando o lema 3.1.2

i

]

1J(s) = §3(s)] > 0 se s€L0,N/2/L).se L>0,
les)t = i) : a

> 0, ¥ s6[0,8] se L=

Esses lemas possibilitam a demonstraciac do tecorema

seguinte, também devido & Rauch:

o

TEQREKA 3.1.2 - Sejam M M" variedades riemannianas,

y: [0,a] — M, $: (0,21 — M geodésicas tais
que as curvaturas seccionais de M e M ao longo de vy e ¥ res-

pectivamente satisfazem KsK {conforme o lema 3.1.1).

Consideremos A(t,s) uma familia de geodésicas de M
tal que:
a}) 0 £ 5 g a

b} dada uma fungic diferencidvel m: [0,a] — R para cada
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s€{0,al], 0 s © € m(s).

¢) Para cada §670,a1, A{t,s) € geodésica parametrizada
por comprimento de arco, e A(0,5) = Y (8).

d) <§%{Q,s)g y'(s)> = 0, para todo s€[0,al.

e) g% %%(ﬁ,s) = (, para todo s€[0,a],

ou seja, temos uma familia de geodésicas de M ortogonal a Y.

-

Chamemos é{tgs} & familia de geodésicas em M, orto
gonal a y, satisfazendo a), b}, ¢}, d), e), com Y no lugar de
Yo

Se c(s) = A(m(s),s), €(s) = E(m(s},s), e para cada

S€[0,al, A(t,5) & livre de pontos focais em [0,m(s)], entdo:
L{(E) s L{(c).

PROVA: Podemos escrever:

c'(sg) = m*€s§§§%{m€sg>,s§}* %%(m(sﬁ)ksﬁ) e
' (sg) = m' (s)2hM(s) g+ $E(m(sy).sy), para
todo 53€{§§a},

Como &(tﬁsﬁ§ € geodésica parametrizada por compri-

mento de arco,
hmisg) sl = 132mGe) sk = 1

Seja F(u,t) a variacgdo por geodésicas de k{tgse),dﬁ
da por

F(u,t) = exp (u m(sg)Eit)j,ugiﬁ,ll,tﬁ(se»e.se+el,

y(t)

sendo E(t) = %%(G,t}~
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Entao,
J - & ) & campo de Jacobi d
Sg(a} = g?{aasg} e campo de Jacobi ao longo de
A(t,sG)
Além disso, at(u G} & ortogonal a §£{Q§53), pois
se

hu) = 55{ Q}’augu 59}3 tem~-se:

. . D 8F . oF N 3F D @F
h'(u) = <5y gr(u.sgdagu(ussg)> *+ <gpluesed gy wg(u.sg)?
Como D 3F{u,s } = 0, para todo u€{0,11, e

du 3u 0

D 3F D 3F
T §¥{u,sg) = =T §§{u§58}, tem-se
. . ..D 3F . 1 3 3F n o
h'(w) = <gr Gulusg) g5(usg)> = 7 geligglusspl = 0
Logo,

h(u) = h(0) para todo u€l0,1]; como
(0 Sg) = Y (sg}, (ﬁ S } = m{sg}ﬁ{sﬂ} = m(s §§~€§ 56)
e pela hipdtese d),

8 E
h(o( = 0 = <gEeu,s0) .2 (u,s0)>

by

Em particular, J_ (1} = 3

{1,s } é ortogonal a
5 P

J!

gF 2A
{13 §a(i.sg} §€{mésg},sa}.
Se E(s) = %%{S,s}ﬁ podemos escrever:

A{t,s} = exp }(tﬁ(s))a

y(s
Como Flu,1} = expy(I}ia m{sQ}E(f)), verifica-se fa~‘

. gk . A
cilmente: §?{E,s§} §§{m{sg},s§}f - L2]
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De [1] e [21, segue que
le'(s)l = m" (s ]2 + |J_. (1)||?*, para todo t,€(0,2a).
it 0 S5 4]
Da mesma forma, mostramos que:
1 (sl = m'(sy)]% +« 13_ (1)2, para todo s,€(0,a).
0 0 e 0

Jed podem ser comparados pelo lema 3.1.3, e

1y, I s 3, Wl
Sg Sy
Temos entao:
gE‘(sg}ﬁ s Ec’(se)ﬁ, para todo s€(0,a), e por continuidade,

56*(50)§ < ic’{sﬁ}ﬁ, para todo s,€[0,a], donde L(E) s L(c).D

COROLARIO 3.1.6: Seja M™ variedade riemanniana completa, S(§)

uma variedade bi-dimensional,simplesmente co

nexa, com curvatura seccional constante e igual a 6€ IR, 6g51.

Consideremos ainda y: [0,a] =+ M, ¥: [0,a] + S(§) geo
désicas, A e A familias de geodésicas respectivamente ortogo-

nais a y em M e vy em S(8), nas condigoes do teorema 3.1.2.

Sendo m: [0,a2] +» R uma funcgdo diferenciivel tal que

m(s) < /2,

c(s) = A(s,m(s)), c(s) = R(s.m(s}) e se a curvatura seccional
de M, para todo ponto p e todo subespago bi-dimenscional
Hp chM satisfaz

8§ s K(Hp) < 1, entao

L{c) = L(E) se e somente se a subvariedade bidimensional for-




mada pela uniao das curvas da familis A{t,s) & totalmente geo

PROVA: A condigso mis) < /2, pavra todo s€l0,a] garante a néao
existéncia de pontos focais sobre as geodésicas da fa-
milia A(t,s): para isso, usamos © teorema 3.1.2, considerando

as variedades M e 5 {1}: esfers m~dimensional de raio 1.

Observamos que a condicdo mfs) < N/2 € que garante

®

a nao existencia de pontes focais sobre as geodésicas da fami

4“
s
M
o
w4,
o
™
i
2]
e

lia A(s,t) con S_{1) de forma anilogs a do teorema

<

3.1.2. Mas, usando as mesmas notag¢des do teorema 3.1.2, para

oS 59€{§§a} tais que m{s,) = /2.

%3; (Wi = 3 {g}g >0, 0 s u < 1; pela continuida
de dos campos d@ 5auabx‘

13, (Ol 2 |3
A(sg,t}y 0 s

() = 0, ou seja, a geodésica
iivre de pontos focais para Qst<m{$GL

e nada se pode afirmar sobre A{gg,miss}},
Mas, para todo 36$§§§a}¥ tenos:
J

fa. (uyl = §J. )} > 0, 0 s u < 1, usando agora o
teorema 3.1.Z para campos de Jacobi ao longo de k(sg,t}g

X{SG,t}; novamente pela continuidade,

%JS (L) = §} 51}& z 0, ou seja, quando u=l, ainda
0
COmMpParamos €SSes Campos ée Jacobi e podemos proceder como na

demonstracdo do teorema 3.1.2 para mostrar que



-
3t

Sejam N, as subvariedades bi
e M respectivamente., formadas pela uniao
familias A(t,s) e x(t.s).
As aplicagoes:
{%‘gﬁ} —t g{t,fﬁ}
{(£,8) ~+ A(t,s)

fornecem parametrizacles geodésicas de

N
Se L{c) = L{C), entao:
TR sy i %y L
hag (ol = Ja, (.
"0 g
Observando que, como 55 foi1 d
i
J. (w)ET . N e J. (u)€eTs
S W 3 T Vs
0 Alu m{sgf,s@} Sq A
usando ¢ corclirio 3.1.4, temos que a cu
longo de cada geodésics Mt,sy) € consta
cada s,, logo, a curvatura de N & igual
wF
N & totalmente gecdé€sica pois

geodésicas de M em todo ponto.

%7
0%

Se e N tém as mesmas curvatu

serao isométricas, e verifica-se

2. APLICACOES DO TEOREMA DE RAUCH: VARIE

das geodésicas  das

P

=

N respectivamente.

[
ot
s
<

N, e
(u m(solﬁsﬁ)
rvatura seccional ao

nte e igual a §, para

el

a

suas geodésicas sio

ras seccionais, entao

o

DADES DE DIAMETRO MA-

XiMO.

Neste paragrafo daremos alguns

resultados que serao
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Gteis para a prova do teorema de Toponogov.

TEQREMA 3.2.1: (Bonnet) -~ Seja M uma variedade riemanniana<x§

pleta tal que §<§§K“{H§} para todo pEM e todo
p

subespago bi-dimensional LeT M, entao, M & compacta, e o dia

; a

metro de M,d(M) € tal que

d(M) S ———,

0
PROVA: Dado pEM, seja q€M qualquer e y um segmento de geodési

ca minimal de p a q.
Pelo corolario 3.1.2, tem~se imediatamente:
d(p.,q) = /Y8, logo,
d(M) < n/v3%

Como (M,d) € um espago métrico, mostrar que M & com

pacta equivale a mostrar que todo subconjunto infinito de M

tem um ponto de acumulagio.
Se {?i}%gg € um subconjunto infinito de pontos de M,

{é{p,pf}igi & um subconjuntc ndo vazio de numeros mais limit
Ratt

e

do superiormente e inferiormente, logo, tem um sup ¢ um inf,o

b
b

que equivale a {?%E%gg ter um ponto de acumulagdo. G

b

52?%%%@5& 3.2.1: Sejam M, N variedades riemannianas, £: M + N

. . «} . - - P
aplicagao C ; diz-se que f e uma isometria se

para quaisquer campos de vetores X, Y em M tem-~se:

<X,Y> = <f,.X,f.Y>
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Se f: M+ N € uma isometria e difiomorfismo, entdo,

dizemos que M e N sio isométricas.

0 teorema que segue € devido a Toponogov.

TEOREMA 3.2.2: Seja M uma variedade riemanniana completa tal

que Q<65Kp(ﬁp)sl; se d(M) = N//S, entao M & i-

sométrica a Sn{é).

PROVA: Sejam p e q pontos de M tais que d(p,q) = II/V/8; consi-
deremos y: {;HXZJK, ﬁ/ZJ?] + M uma geodésica tal que
Y(-1/2/8) = p, y(I/2/8) = q, v(0) = reM.

Tomemos Xq€T (M) tal que [X;[l=1, <X,;,v'(0)> =0, e

0
chamemos X o campo de vetores ao longo de y obtido pelo trans

porte paralelo de XQ sobre v.

Definamos uma familia a um parametro de geodésicas

de M, A(t,s) tal que:
a) -N/2vV8 s s < N/2/3%
b) X(0,s) = X(s), para todo sei n/2/%, H/Z#?}
<) para cada s,)(t,s) & geodésica de M
d) %%(G,s} = X{s), para todo se[TH/ZJX,H/ZJK]

e) Gstsfk{s}ﬁ sendo fk(s) = %; sen /3(s+;%%), Osksl.

Dados dois pontos p, 4 em S(§) tais que é(ﬁ,a)ﬂﬂ/fgpfl7\\w

seja v: {fK/ZJE,ﬁ/BfEE + S(8) com y(»ﬂ/Z/E)'p :(/2/8) = q,
T o= ¥(0), X eT- S{é}, satisfazendo as mesmas thoteses que XG

(acima), X X: transporte paralelo de Zéysshrefy‘
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Definimos uma familia de geodésicas em S(8}, x(t,s]

satisfazendo condigtes analogas 2 &), b}, ¢}, d} e e} acima.
Se gk.E{S} = %{Ekigé,ﬁé% Sg g{s} = }{f§gs}§s}, en-
tdo, pelo corolaric 3.1.6, tem-se:

vy

as curvas Ek -(s) sdo geodésicas minimais em S(§)} de Ppaq,por
X

tanto,

LR T

i (- n/2/8) = p, cy E{ﬁ!Z#@) = g,1logoc,

B

e}

“k,
K v} = df{p,q) = /Y&, ou seja,
’!‘

S

3) = L

Utilizando novamente o corolario 3.1.6, obtemos que

a variedade bi-dimensional Ny formada pela unido das geod@si-
cas da familia A{t,s) & totalmente gcodésica e com curvatura

constante e igual a 6.

0 préximo passc & mostrar que os campos de Jacobi ao
longo de qualquer geodésica minimal de p e g $30 OS mMesmos gue
em S (8§). Daqui em diante, consideramos y: [0,0//51 geodésica
minimal de p a q parametrizada por comprimento de arco. Seja
X um campo ortogonal a vy, paralelo ac longo de vy, Ny a super-

ficie acima.

Se Z(s) = a(s)X(s)., Z & campo de Jacobi ao longo de

vy se e somente se:
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a'"(s) = -8a(s) (1), pois:

r 82 :
DZ . 4r(s)X(s), 222 = av(s)X(s), e
ds ds?

[

K(V,Z,¥.2) = <R(¥,2)Z,y> = -<R(Y,1)¥,2> = 6

Considerando {Xi(s}} referencial ortonormal

1sisgn-~1
ao longo de y, com <Xi(s},y’(s)> = 0, para todo s€[0,I/VE81,

l<isn, e sendo

Zi(s} = (sen%@?}Xi(s),

usando (1) verificamos que {Zi(s)}lsisn-l sao campos de Jaco-

bi ao longo de Y.

Por outro lado, Zi(ﬁ) = Zi{ﬁ/iﬁ), donde q = (II//%)
& conjugado a p = y(0) ao longo de y; além disso, € o primei-
ro ponto conjugado a p ao longo de y, pois ¥ ¢ geodésica mini
mal de p a q.

{XLES}""’Xn-I€S}} s3o linearmente idependentes,lo
go:{Zl(s),.‘.,Zn_i{s}} sao independentes,ou seja {Zl(s)‘....*
..,Zn_l(s}} & uma base dos campos de Jacobi ao longo de y, or

togonais a Yy, que se anulam a p.

Como todos esses campos se anulam em /Y5, entao a
multiplicidade de g como ponto conjugado a p & n-1, ou seja,a

dimensido do kernel da (expp)* € n-1.

Além disso, o mesmo raciocinio € verdadeiro para ca

da curva ¢ y considerada anteriormente, pois cada Cr.X € uma
b3 ¥
geodésica minimal de p a q; dessa forma, mostramos que toda

geodésica que parte de p tem um pcntq‘caﬁjagaéo/a distancia

—
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n//8, e se considerarmos

C = {XeT M/[X] = 1//8}, entdo (d expp)‘c & singular.

Como C e conexo,

(expp)? & constante
c
Dai, toda geodésica que parte de p atinge q no ins-
tante 11/¥/%, logo, toda geodésica que parte de p € minimal.
Se B = {XETpm/EX§ < 1/¥/%} entdo expp§ B o= exppB = M-{q} €
B 3
um difeomorfismo, pois dado rEaxppﬁ existe uma Unica geodesi-

ca minimal de p a r.

Seja PES_(8), B = {xsyﬁsn(ag/;x; < 1/V8}; a aplica-
cdo exps ¢ um difeomorfismo de B sobre exppﬁ = Sn(5)-{~§}, on

de -p € o antipoda de p.

Consideremos F: Tﬁsn(é) + TpM tal que F(X,) = X,,on

de {ii} {Xi} sao bases ortonormais de TaS_(8) e

lgisn? l<isn pn

TpM respectivamente.

Se

1.

E = (exp§)~ Snié}u{-ﬁ} + B, seja

f: Sn{d) + M dada por
£(r) = (expp“g“ﬁ)(f} se T # -p f(-p) = q.
Entdo, para T # -p, f € diferenciavel e uma isome-

tria. Podemos definir f,(-p) por meio dos vetores tangentes

as geodésicas que chegam a-p.

Como as aplicagdes envolvidas sdo inversiveis, com

inversa diferenciavel e isometrias,teremos as variedades iso-

métricas. 2 0
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IV - 0 TEOREMA DE TOPONOGOV

O objetivo € mostrar, usando os resultados anterio-

res, o teorema devido a Toponogov:

TEQREMA: Seja M™ uma variedade riemanniana completa cuja cur-
vatura seccional satisfaz 55Kp(ﬂp}sl, para todo pon-

to p&M e todo subespago bi-dimensional ﬁchpM.

Sejam p, q e r pontos de M;y: [0,d(p,q)] — M e
y: [0,d(p,r})] — M geodésicas minimais de p a q e pa T res-
pectivanmente.

Em S(8), consideremos p, ¢, T tais que
d(p.q) = d(p.q), é{ﬁ,f) = d(p,r) e geodésicas minimais
¥: 00,d(,a)1 » S(8), ¥: [0,d(P,7)1 +S(8) depagepat

respectivamente, com
<Y'(0),A(0)> = <y'(0),1(0)>
Nessas condigoes,
d{gq,r) = &{é,f}.
Observa-se que a hipotese §5Kp€ﬁp}sl ndo € restri-
tiva, ela foi assumida apenas porque sempre estaremos traba-

lhando em subconjuntos compactos de M. Usamos em todo o para-

grafo a notagao d para a distancia em S(8).

Para provar o tecorema de Toponogev, utilizando basi
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camente os teoremas de comparac¢ao de Rauch, em primeiro lugar
assumimos d(M) = II/¥/8; entdo, M sera isométrica a 5,(8), pelo

teorema 3.2.2 e verifica-se d(q,r) = d(q,r).

Se d(M) < II/¥E, mostramos inicialmente que o teore-
ma de Toponogov é verdadeiro para tridngulos em que
d(p,q) < /2, d(p.r) < /2, a prova sera consequéncia imedia-

ta do teorema 3.1.1.

A seguir verificamos que o teorema vale para trian-
gulos obtusangulos tais que d(p,r) € pequena em comparagao a
d(p.q), sendo que esse resultado sera consequencia do teorema

3.1.2 e da Gltima afirmacgao.

Usando os Ultimos resultados ja obtidos, sera possi
vel, entao mostrar o teorema para triangulos em que d(p,r) se
ja pequena em comparacao a d(p,q); finalmente, temos condi-
¢oes de provar a forma mais geral, para triangulos quaisquer,
considerado, para cada triangulo dado uma sequéncia de trian-

gulos aos quais se apliquem os resultados anteriores.

As diversas etapas da demonstracgac serao desenvolvi
das pelos lemas a seguir, onde sempre usaremcs as notagoes do

enunciado do teorema de Toponogov.

LEMA 1: No circulo unitario contido no plano tangente a S(§)
em P existe um Unico segmento de arco minimal ligando
Y'(0) a X' (0) se Y'(0) # -A'(0) e dois se y'(0) = -A"(0); cha

memos w(t) esse arco {(ou um deles).

Ent3o, o teorema de Toponogov & verdadeiro com a se
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guinte condigao adicional:

Existe um segmento de geodésica minimal de S(§),
¢: [0,d(§,p)1 + S(8) tal que toda geodésica de S(8) com ori-
gem p e vetor unitdrio pertencente a W encontra ¢ a distancia
< I (em particular, essa condigdo & sempre satisfeita se

d(p,q) s n/2, d(p,r) s I/2.

PROVA: Em primeiro lugar, observamos que, nas condigoes da hi
pétese, o segmento de geodésica é de q e T pode ser es

crito como:
o(s) = exp; (£(s)0(s)), 0ss<d(g,t)

Sabemos que <y'(0),A'(0)> = <y'(0),x'(0)>:seja 1:T5S(8) + T M

uma isometria tal que:
i(y'(0))= v'(0)
i(X'(0)) =A'(0), e seja
w(s) = i(#(s)).

Chamemos ¢(s) = expp(f(S)WESE). 0ss<d(§,T); temos:
$(0) = q, ¢(d(3.7)) = r.

Para cada s, ao longo da geedésica

u(t) = expp{tf(E}w(E)), 0stsl, naoc existem  pontos
conjugados a p, pois f(s) < I, e a distancia entre dois pon-

tos conjugados, em M satisfaz
T s<ds /S §<K_ (I )s1l
( | P{ p) )

Podemos entao utilizar o teorema 3.1.1, e obtemos:
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L(¢) s L($): dai,

d(a,r) s L(¢) =< L(3) = d(§.¥). O

Dados p, § pontos em S(8), y o segmento de geodési-
ca minimal de p e @, denotaremos S(8)/2 o conjunto dos pontos
de S(8) que estio a direita da geodésica maximal que cobre ;,

incluindo os pontos dessa geodésica. Com essa notagdo, temos:

LEMA 2: Sejam p, § pontos em S(8), Yy o segmento de geodésica

minimal de p a q (se &>0, supondo d(p,q)<n/v%).

Chamenmos
£ = {8€S(68)/2 tais que d(P,§) = a} sendo & < N/V/3 se 6>0 (ou
seja,L & o semi-circulo de S(8)/2 de centro p e raio «); dada

§: (0,11 + I a parametrizacdo de I pelo angulo,em P, entre Y

e a Unica geodésica minimal de p a o(t), entdao a fungdo
£(t) = d(§, G(t)) & estritamente crescente.
PROVA: Sejam §1 e §2 os pontos de interseccao de I com T, geo
désica maximal de S{8) que cobre Y, ou seja, 51 = 3(9),
§, = a(n).
Temos entao:

") §{§,§1} < &(é,§2}, o que se verifica facilmente o-

lhando para e<d($,§), «=d(p.q), @>d(p.q).

Admitamos que para cada t€[0,] existe uma Unica geo
désica minimal &t(s} de @ a 6(t); podemos ertao escrever:

ét(s) = expﬁ(séit}). 0ss<l e é(t)ETQS(é) para cada t€[0,0].

Alem disso,
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d(3,8(t)) = L(§,(s)) = <8(t),8(2)>?

Sendo £(t) = d(§.5(t)) = <8(t),8(t)>!/?, entdo £ di
ferenciidvel em 10,I[ e £(0) < £(I), por (*). Se £ nao fosse
estritamente crescente, entao existiria tOGJO,H[ tal que
f'(te) = (, ou seja,

£1(ty) = <8 (ty).0(ty)> 20 (1g)>1 % = 0,
e portanto,

<8(ty).0'(ty)> = 0, o que resulta

@t ortogonal a L. Dai, a unigo de @t com o segmento de geo~'°
0 0

désica minimal de p a G(t,) seria uma geodésica de p a q dis-

tinta de y, o que acarretaria p e q antipodas, o que € um ab-

surdo.

A hiptese de existéncia de uma Unica geodésica mi-
nimal de § a G(t) s deixa de ser verdadeira se { e §, s@o an
tipodas; nesse caso, §I = §, ou seja, I & o circulo maximo de

-~

das,, e tem-se o resultado. g

LEMA 3: Seja K um subconjunto compacto de M. Entao, existe um

numero real n, com a seguinte propriedade:

Se p, q € r sao pontos distintos em K tais que

~d(p.,q) = d(p,r) < ny, entao, se

¢: [0,d(p.,q)] » K e
¥: [0,d(p,r)] + K s3o geodésicas minimais de q a’p

e q a r respectivamente, tem-se:
%' (0),¢'(0)> > 0.
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PROVA: Como foi observado apds a proposigdo 1.5.3, existe, pa
ra cada p€M um nimero real mp>8 tal que d{p,s)Zap para

todo s pertencente ao cut-locus de p.

Seja o = inf {a_}, como K & compacto, temos a>0, to
pEK
mamos :

ny = inf{a/2,0/2}; entao, n,>0.
Mostremos que ny satisfaz as condigoes do lema.

Dados p, q, T, ¢, ¥ em M, tomemos ﬁGSn(l} e
i: TpM + Tésn(l) uma isometria; sejam ;, ¢ geodésicas em Séi)
tais que
$(0) = w(0) = 3§
$1(0) = i(6(0), ¥'(0) = i(¥'(0)), e
= 9(d(p.a)), T = v(d(a,1).
Seja
6:00,d(p,r)1 + M geodésica minimal de p = ¢(0) a
r = o(d(p.r)).

Como d{p,q) = d(p,r) < Ny s tem-se
d{(q,o(t})) = d(q,p)+d(p,o(t)); do fato de o ser minimal, decor-

re-

d(q,0(t)) s d(q.p)+d(p,1) < 2 S ag.
Tem-se entao: para cada t, Ostsd(p,r), existe uma ﬁ
nica geodésica minimal @t(s) de q a o(t), pois % pode ser con

siderado o raio de uma bola em expp ¢ um difeomorfismo.
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As geodésicas ¢ (s) sdo tais que:
8,(s) = ¢(s), Osssd(p.q),
@d(p‘r}€s) = y(s), Oss<d(q,1).
Como &(Q;G{t}} < an < I, considerando
o(t) = ¢.(d(q,a(t))), e a(t) = & (d(a,0(t))),

com ét a familia de geodésicas em 5,(1) tal que

;. (0) = i(e[(0)),
estamos em condicdes de aplicar o teorema 3.1.1, e:
d(p,a) = d(p,r) = L(o) 2z L(&) 2 d(p.F)
Laego, em SH{I},
d(p.%) < d(5.a) < m/2, po;s d(p,d) = d(p.a) < /2.
Olhando para Sn(l}, verificamos que
<é'(3j,%'(0)> > 0, e portanto,

<6' (0),9' (0)> > O, o

Dados p, q em S(8), sendo m=§{§,§}, suponhamos

m < I//8 se &§>0.

Sendo y: [0,d(§,4)3 + S(§) geodésica minimal de p e
q, chamemos T o circulo maximo de S($§) que sobre ;; temos en-
tao:
LEMA k: Existe um numero real estritamente positivo r(m) com

a seguinte propriedade:

para todo T tal que d(p,T) s r(m), existe uma Unica
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-

geodésica minimal A de § a T que encontra y em  com angulo

menor que I/2 e tem a propriedade que todo pontc‘i,
56{A(s), 0sssd(q,F)} satisfaz &(2,?) s n/2

(observamos que d(Z,T) & o infimo das distdncias de Z aos pon

tos de f).

PROVA: Inicialmente supomos §>0; podemos encontrar r(m) da se

guinte forma:

Tomamos @ uma geodésica de S(8)/2 com 8(0) = q, de
forma que seus pontos distem de T no maximo N/2; para isso,bas
ta tomar as geodésicas em S(8)/2 com origem 4, e escolher pa-
ra 8 aquela cujo ponto médio entre q e -q diste exatamente II/2

do ponto médio § do segmento de geodésica flfi 33"

Consideremos entdo o semi-circulo £ em S(8)/2 com
centro p e tangente a 6; seja r(m) o raio desse circulo; r(m)

satisfaz trivialmente as condigOes requeridas.

-

Se §<0, seja w um ponto em I tal que P esta entre q
e w, e d(p,w) = k, k>0 constante.

Seja v um ponto em S(8)/2 tal que V esta sobre aper
pendicular a T em w, e d(v,W) = /2. Consideremos 8 a geodési
ca minimal de § 8 Vv, e novamente chamamos r(m) o raio do cir-

culo em S(8)/2 com centro p e tangente a 8; r(m) satisfaz 2

propriedade enunciada. . g

Da demonstragao do lema 4 pode-se concluir:

(A) Em S(§) (8s1) sed(Z,T) < N/2, entdo existe uma Unica geo
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-

désica minimal partindo de z e ortogonal a I':

existe tGS R tal que §(E¥§(ta)); para t proximo de

ty, @ fungao

f£(t) = d(3.T(t)) & diferencidvel (d(z,T) < /2); co
mo t, € um ponto de minimo, £'(ty) = 0 e um raciocinio analo-
go ao do lema 2 mostra a existéncia da geodésica nas condiges

acima.
(B) A funcdo r(m) € continua.

Basta olhar como foi definida r(m), por Pprocessos

que variam continuamente com d{(p,q) = m.

(C) Da observagao (B) segue que para cada nm, 0<m<I//8§ existe
um namero real s{m), estritamente positivo, que varia conti-

nuamente com m, tal que
x < s{m) =» 2x < r(m-x)

Consideremos a fungdo F(m,x) = r(m-x)-2x; F é cont§
nua em C = {(m,x)/0sxsm} e A = {(m,x)/F(m,x)>0} & um aberto em
C que contém {(m,x)/x=0} e uma viziﬁhanga aberta V desse con-
junto.

Podemos definir x=s{(m) uma fungao continua e positi

va tal que
(m,s(m))EV e s(m)sr(m), para todo m.

(D) Da observagdo (C) tem-se que se k, d sao tais que
0<ksd<Il v& (se §>0), entdo, existe e(k,d) tal que para todo

m satisfazendo ksmsd,
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s(m) 2 e(k,d)

Basta tomar e¢{k,d) = inf{s(m)}, pois s{m} & conti-
_ k<msd
nua e [k,d] e compacto.

LEMA 5: O teorema de Toponogov & verdadeiro com as seguintes

s

hipoteses adicionais:

a) d(p.q) < I/V%
b) <y'(0),A'(0)> < 0
¢) d{p.r) < r(d(p.q)), sendo r(d(p.q)) 2 funcao do

lema 4.

PROVA: Seja W: (0,d(%,3)1 +S(8) a Gnica geod&sica minimal de
¥ aqg.
Como d(p,r) = d(F.F) < r(d(p.q)) = r(d(5.@)).
entdo d(w(t),T) < /2, V t€L0,d(F,§)] pelo le-
ma 4: usando a observagao (A), temos que de ca
da ponto w(t), existe uma Unica geodésica par-
tindo de w(t) e ortogonal a I, com comprimento

menor dque /2. Seja é(t,s) essa geodésica, e @(t} sua inter-

secgao com T. Tem-se entio uma familia de geodésicas é(t,s),

t€lty,d(F,3)3,08s5d (W (1), ¥(t)) -

Sendo o angulo oposto a W obtuso (por hipotese), te
mos &(Q,%) > &(é,i); como o angulo entre W e Yy em § é agudo,e

xistira tDEEG,é(fyﬁ)} tal que @(to) = p, e para todo t 2 t,,

¥(t) serd um ponto do segmento de geodésica Y.

Chamemos ﬁi (respec. %Z} a restrigio de W ao inter-

valo 50,2&}(r65§8C~ {tﬁ,é{i,i}}}, e s = ﬁ{;g).
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Podemos construir em M uma familia a um parametro
de geodésicas ¢(t,s), thtsé{f,i} satisfazendo as condigdes
de teorema 3.1.2 (Rauch), da seguinte forma: consideremos
Y(tO)STpM um vetor do subespag¢o bi-dimensional de TpM gerado
por A'(0) e v'(0), e tal que

<R (0),82(1,.00> = AT(0),¥(tp)> e
<y (0),¥(ty)> = 0

Seja Y(t), teitg.&(ﬁgé)} o campo de vetores ao lon-
go de y(t) obtido pelo transporte paralelo de Y(tg} ac longo
de ¥(t). Definimos entdo ¢(t,s) para cada t como a geodésica
que parte de Y(f) com vetor tangente Y(t), e com O mMESMO COm-
primento de ¢(f,s), ou seja d(u(t),w(tT)).

Seja s = oty d((ty),B)), wy(t) = e(t,d(¥(L),#(L)).
Pelo teorema de Rauch, temos:
d(a,s) s L(w,) s L(W,) = a(s5,q).

Aos triangulos geodésicos: p, r, s, A, ¢(t,,s)} pP.T,

S, A, %(to,s) aplica-se o lema 1, e:
d(r,s) s d(7,3)
Dai,
d(r,q) s d(r,s)+d(s,q) < d(F,8)+d(3,q) = d(F,@). O

LEMA 6 - Sejam p,q pontos de M tais que se
6>0, d(psq) < I/V/3S.

Seja K = {x€V/d(x,p) s r(d(p.q))} e Ny © nimero as-

sociado a K dado pelo lema 3.
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Entdc, ¢ teorema de Toponogoev & verdadeiro sob as

seguintes condigdes: r & tal qu=z
d(p,r) < inf{n,, s(d(p,qa))}(s(d(p.q))

a fungao é& observacio (C)y acima.
PROVA: Definimos um ponto S€EM por:

i) s€{y(t), Ostsd(p,q)}

ii) d(p,s) = d(p,r).

Entao, p, r ¢ s pertencem a K pois:

#

d(p.r} d{p,s) < s{d(p.q)) < r{d(p,q))

e podemos aplicar o lema 3 se consideramos:

p, 8, v, ¢: [0,d{p,s}] » M dada por ¢(t) = vy(d(p,s)-t) e

¥: [0,d(s,r)] + M geodésica minimal de s a r.

Temos entao:
(1) <" (0),%'(0)> = -<y'(d(p,s)hv'(0)> > 0.

Da definig¢ac de s(m), na observacgao (C) acima, tem-
se: -

(2) d(s,r)sd(s,p)+d(p.r)=2d(p,s)<r(d{p,q)-d(p,s))=r(d(s.q)].

(1) e {2) mostram que s, g, T, Yy @(ylz restrigao
de vy de s a g) satisfazem as condigdes do lema 5, sendo neces
sario para utilizid-lo, definir em S(§) o tridngulo geodésico
correspondente: basta tomar SEY tal que d(p,%) = é(ﬁ,g); §1 a

restricdo de yds § a §; $ES(8)/2 geodésica ¢om origem §  tal

que

<9 (0),7((d(p.s))> = <¥' (0),y' (d(p,s))>,
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-
- e EY :.:x g £ e '\ﬂ\\
& Y} tal gue v, = vld{s,r} ).
, 1 2 .
T o e P " 7ry
Entao, pela lema 5,

.

Precisamos agora comparar d4(§,Tr) e d(q,?l). Para is

ag
so definimos §? a S(83/2 por:

d(p,7,) = d(p,

?-s
S
#
th 3}
s
o3
L
L
¢

st
)

Rl
A

A
Suaif
#
)

-

Os triangules p, S, T, A, Y, (sendo Yy restrigao de

y de p a s). pode-se se aplicar o lema 1, pois, é(p,s)<nk<E[2

2

e d{p,r}{ﬂk<§52« Ten-se enta
(4) d{r,s} s 4{(f,5), logo d(r

Chamemos «(respc. B8) ¢ 2ngulo em p entre Y, © A (res

w

pec. entre vy @ 2 geodésica minimal de p ?z); aplicando o le
ma 2 ao semi-circule de centrc p e raio Jd(P,f) e o ponto S; u
sando (4), conclui-se psle lema 2, ozB. Novamente aplicamos o

lema 2 ao semi-circulo de centre P e raic d(p,r) e o ponto G

Seja y(respec.8) o Angulo em 5 entre 6 e a geodési-

P -~

ca minimal de § a T. Jrespec. entre ¢ e ¥). Aplicando o lema

PN

¥ e §,p, T,, ¢, e 0, temos:

e da definigio de ?2,

Para o semi-circule com centre & e rvaic d(r,s) e o ponto P,u-

sando a UGltima desiguaidade & o lema 2, temos: ys<é. Ainda pe-




g1

sk

nma 2, aplicado agove para o semi-circulc de centro § e raio

¥

d(r,s) e o ponto ¢, tam-se é{{,?z} s d{%,fz} {(6)-
(3}, {5y ¢ (6} resultam:
d{a,r)} = 4(3.7). g

Prova do Teorema de Toponogov:

Sejam p, q € r trés pontos de M.
Se diam (M) = N/¥3, entdc pelo teorema 3.2.2, M € isométrica
a S_(8), e a igualdade & trivialmente verificada (ou seja

d{g,r) = d(g,7)).

Assumimos entao, d = diam (M) < /¥/é. Seja

k= inf{d(z,q)} ., A = {d(t), Ostsd(p,r)}
ASH

Se k=0, entfioc gEA, e o teorema & trivial; admitamos

i

0<k=d<I/V&. Tomemos ¢ = e(k,d) min {s(m)}, ou seja e=c(k,d)
' ksmsd

dado pela observaczo (C) anterior.

ara €A, consideremos

"y

Boo= {x€V¥/d{x.,a)se} e X = U B
s
2EA
Come A & compacto, K & compacto; seja n>0 associa-

oy

do a K pelc 'lema 3.

Definimos £ = min {e,n}.
Sobre A, escolhamos py = pP.Py,...,P, = T um numero

finito de pontos tais que

Y

d(p;+P:.q) < & para i=0,...,m-1, echamemos

o,

o {a.p.)] a gecdésica minimal de p. a h.=X
Y5 éﬁ,d‘Q,pE;J gecdésica minim p; Q. Ay ipi’pi+1},

% 3 ' %
1= %,ewt,ﬁi“}ia
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Observamos entao que a escolha dos pontos py foi fei
ta de forma que, para cada i, os 1, 0S pontos p., q, Pj,.y S&~

tisfazem 3s hipGteses do lema 6, pois:

d(p;.p;,,) < £ = min(e,n) s min(n,s(d(p;.a))) s r(dlp;.a)),

por KDBP.* l<ism-1.
i
Para provar o teorema.precisamos de triangulos, en
S(8) tais que o lema 6 se aplique; construiremos em S(&8)/2,por

inducao, pontos §i’§i‘ i=0,...,m-1 tais que

- -

d(d,5;,7) s d(@.5;,9) e
d(@.7;,¢) s d(q,s;)
Mostraremos que d(q,r) s §€é,§m} e fazendo §0 = T,
teremos
d(q,r) s 4(3.5.) s d(@,5y) = d(@.0.

-

Sejam p, §, T, Y, X\, como nas hipdteses do teoremg
fazendo Py = tg =Dp, Ty = Sg = T, constituamos Tys 51‘ Seja
@1 em A tal que &(ﬁ,@l) = d(p,pl}; consideramos entao fl em

S(8)/2 tal que
d(p,%;) = d(p,py) = d(p.py) e
d(g,8;) = d(a.py).

de forma que o triangulo p, q, fl em S(§)/2 tem oS mesmos com

primentos 408 lados do triangulo p, q, py em M.

Seja ?i: £0,d(3,8;)1 + S(8)/2 a Gnica geodésica mi-

nimal de § a Eiz a unicidade segue da escolha de r(m) ,d<n/v3.
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Chamemos %1: [8,&(@,%1)} —+ S(8) a Unica geodésica
minimal de D a €1, e seja fIES{é) tal que fl esta sobre o pro

longamento de él’ e d{a,fl) = &(ﬁ*f} = d(p.r).

Denotando 8(5)/21 ao semi-espago em S(8) em relagao
aos pontos fl, q e a geodésica minimal ;1 entre esses pontos,
definimos @l como a geodésica em S(é)/zl que, em fl' faz com
;1 um angulo igual ao angulo em py. entre as geodésicas Yy ©

AI'
Sobre y,, seja §; tal que d(f,,5,) = &{tl,rl) =
= d(py,1) = d(py,7)-

Continuamos o processo indutivamente: supondo defi-

i SA« G h. Az & ‘. A. “« A~ i LB B .
nido ti G, Yo wl, e tambem Pijs Tye Sy ¢1, para i=l, ym-1,
escolhemos Pi+1 sobre $i com a condzgao:d(fi,pi*l)=d(pi,pi+1l

ﬁi*l sera um ponto em 8(5)/2i (semi-espago em
S(8) relativo a ﬁi,a e §i}, que satisfaz:

-

d(El’ii‘*l} = d(Pl*pl,&}k) e

d(%i+1,&) = d(pi+1’pi)’ ou seja o triangulo

fi‘ €i+l’ tem os lados com o mesmo comprimento dos lados do

q
tridngulo Pis Pyypr 4 oem M.

A seguir, chamamos vy, a Gnica geodésica minimal de

g at. ., definimos &. como a geodésica minimal que, com i-
q 1+1 i+l 8

nicio em Ei,passa por €i+1 e chamamos ¥.,, o ponto @i+1 tal
que d(fi’ri¢l) = d{pi,r). Denotamos o

S(§)/Zi tal que, em %

L Y
j+1 CoMmo a geodé@sica em
i+] encontra Yj4p COm um angn;a igual ao
angulo, em Pj.;» entre vy, , e xi+1; seja S; .4 ué pontc de
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$i+1 tal que diti+l‘3i+1} = d{pi*l,r).

0 proximo objetivo € mostrar que:

[ N
Nt
Qu

(@.T;,4) s d(q,s;) e

(=9

ii) (q’si+l} s d(q,ri+1)

Para isso, em primeiro lugar, aplicamos o lema 6 ao

=

triangulo Pi» v PyypeY¥ye A; . €@ correspondente fi. q, Pisre

y; € a restrigao de ¥y de t. a p;,q. Temos:
d(a,p;,q) < d(@.B;5,q)-

Como, por construgao de toero d(q,pi+1) = é(q‘ti+1}’ entao:

-

-

Seja ay (respec. Bi} o angulo em t. entre vy, e wi
(respec. entre §i e §i+1); usando o lema 2 para o semi-circu-
lo em S(8)/2 com centro %i e raio d(pi’pi¢1) e o ponto q, tem
se, de (1},

o2 .
al 61

Novamente, pelo lema 2, mas aplicando ao semi-circulo com cen
tro ﬁi e raio d(p;.r) e o ponto 4, tem-se

(1) d(q,T;,q) s d(a,sy). )
Para provar (ii), chamemos ei {respec. Gi} o angulo, em Pi+1
e arestricdo de

(respec. ti+1) entre Yy e 'ki (respec. Y

i+l
a fi)‘ Observamos que ei ¢ igual,por construgae,

i+l
054y de Ty

ao angulo em tia

-~

entre y. ., € “@i+l’ sendo '¢i+1 a geodesica

que parte de €i+1’ com direcgdo oposta a de %i+1’ e de compri-
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mento d{(p: *p1¢z} Chamemos ﬁi o ponto extremo de ~$i

+1°

Aplicamos agora o lema 6 a Pie1r O pl, Yiepe wki

-

n Yoo el oy -l . -
em M e o correspondente em 5(&): ti+i’q’ u., Y1+1’ Yieps te

mas <
(2) d(q,P;) < d(d,d;)

Mas, d{q,pi) = é{é,ii); aplicando o lema 2 para o circulo de
centro £i+l’ raio é(pi’?i+la e o ponto g, temos, pela  desi-

gualdade (2}

8. 2 6., ou I-6. < II-4.
1 1

i 1’
Observando que -8B, (respec. n-68.) € o angulo en
tﬁ+1 entre Yie1 © @ ‘1 (respec. Yie1 © @i+1)’ e usandoc nova-
mente o lema 2 para o semi-circulo com centro fi+1' raio

d(p;,.y»7r) & o ponto G, temos

-~

(ii) d(d,8;,y) = d(@.%;,,)
Quando i=0, temos, por (i)
d(d,%)) = d(3.8p) = d(q.7)

e de (ii)

vy

(q sgi} s &(Q»f'i) s
lago,

d(3,8,) s d(4.%).
Suponhamos é(ﬁ,§ik1} < d(§,%) e olhemos

. (11} (s L
d(q ) s d(q,r. D < d( Si. 1) < d(q,r).

Partanto,
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(3) d(g,8,) = d(@.%)
Aplicando o lema 6 a Ppo1e 9s Py = Ts Yo qs Ay em M e

e

Ekwl’ q, ﬁk =T = §k, Qk—}’ &, _, em S(8), temos:
(4) d(a.r) s d(3.5) ;
Comparando (3) e (4), |

v}y _ (s . ¢
d(q,r) s d(q,5) s d(q,7) a
Observamos finalmente que, comumente, o teorema de

Toponogov aparece enunciado como em [5]:

Seja M™ uma variedade riemanniana completa,cuja cur
vatura seccional satisfaz ést(ﬂp}si para todo ponto peEM e to

do subespago bi-dimensional Rp, K?cfyM.

Consideremos p, q e r pontos de M e chamemos «, 8 €

y os angulos em p, g € T respectivamente, entre as geodésicas
minimais de M que unem esses pontos.

Se p, § e ¥ sio pontos em S(§) tais que
d(p,.q) = d(p.q), d(p.%¥) = d(p.r) e d(d.%) q d(q.7), e a, B e |
6 ,

vy as analogas a a, e y, entdo:

o
B s B
Y < ¥

A equivaléncia entre essas duas formas do teorema de
Toponogov € facilmente verificada se considerarmos as "leis

dos cossenos' em S(8) para 6>0, 6=0 e §<0:



>0

$<0:

cos 'a = cos b cos ¢+ sen b éen c cos o,

a, b e cna forma v§.d(p.q), Y3.d(p.r), /3.d(q,r).
a? = b?* + c? - 2bc cos a

cosh a = cosh b cosh ¢ - senh b senh ¢ cos a.

87 .
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