
 

    

  

O TEOREMA DE TOPONOGOY

MARIA ELISA GALVÃO GOMES DE OLIVEIRA

DISSERTAÇÃO APRESENTADA AO

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

DA

VRIVERSIDADE DE SÃO PAULO

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM

MATEMÁTICA

ORIENTADOR: PROF. DR. CARLOS EDGARD HARLE

DURANTE A ELABORAÇÃO DESTE TRABALHO A AUTORA FOI BOLSISTA DO
CONSELHO NACIONAL DE PESQUISAS E RECEBEU APOIO FINANCEIRO DO
BNDE, CONTRATOS FUNTEC Nº 100 E 154 E FINEP CONVÊNIO 184/CcT.

 

- NOVEMBRO DE 1974 -

 



.:.'- '. ".'.'- ".'.-:. .:l-:-.'l-.';;.'.'..=ll:.''.:..'.: :.';l«"I -l;.'.'. '. . .'.'.-: - -'.- .' : - .'- .'.' :.'." 'l.' :.'.'.'l:'. - '. =.
'.:.'.-'.'. .. : .';«.':.'-' :.': .'.'.'.'.;-.:- .'- -'. -'l- '.'-' -'..'.-.".' '. ;:-. =1: .'.'."'-..' ;'.- : .:.'.' -' '.' . ...;.' : '.'- '

Í'
-l l:i': :' ::: -

." : : : :lli:; '

}

Este trabalho surgiu nos Seminários de Geometria or

ganizados pelo Professor Cardos 'Edgard ftarle, a quem devo espg
dais agradecimentos pe].a ari.estação e sugestões que me foram
nui to valiosas .

Agradeço ai.nda à Professora Elza Furtada Gonide pe-
].a orientação no programa dc Mestrado e ãs Professoras Irace-

ma lçtartin Band e Alciléa Âugustc homem de Melão pelo apoio e
amizade com que me acompanharam desde o i.níci.o da vida univer
sitãria.

@

Mar'ía Elísa $alvão Games da Olívatra

São Paulo. novembro de 1974

1- 1 :1' : .: ' : i..i'. - ': . -i :' :i i: : ' i;:: :
l i:.. . --:. '



. - - .

{

l 'i ! l l : : l ii;::l::l:: ; i l:l;: ;!: ll

X

iNT RODUÇAQ

H

l

W

H

#.

O teorema de Toponogav nos permite comparar triângy.
las geodésicos de uma variedade riemanniana Mn . completa,com

triângu].as geodésicos convenientemente cor\struÍdos em uma va-

riedade riemanniana bi-dimensiona! , simplesmente canexa. com

curvatura constante e igual a d (que chamaremos S(6))* ande 6

é o limite inferior para a$ curvaturas seccianai-s de Mu.

Em sua forma original foi publicada, em russo, por

vara de ].9S7 (Dok].. Akad. Naus, SSSR. 115, pág. 674-676)e og

Eras publicações do próprio Topanogov datando de L958 e !9S9 rÊ
ferem-se ã ele. Sua demonstração baseia-se em um teorema de

Al-exandrov (i)ie innerie geometric der kanvexen Flãchen, Akad.

V'erlag, Berlin, 1955) para supera-eles

Pelas dificuldades inerentes ao idioma original e à

própria dcmonstraçãa, surgiram várias versões do teorema de Tg
ponogov. A versão que será apresentada neste traba].ho é basi-

camente a devida a Berger [1], publicada en ].961. Uma outra
versão parte ser e1lcontrada em [S]

O desenva].vimento do trabalho foi feito no sentido

de que os conhecimentos básicos de Geometria Riemanniana fos-

1.::1i ll ll :illili:i ;:l:l.l:: l :l-: :;ill:;::l : :;:i i:lil:: l:.;: :l :;lü l. l l l .lli l ;l l :
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sem suficientes para sua !eitura. Procura'nos usar notações SSI

me].hastes ãs de [4], 1:61f, [17]

Nos capítulos iniciais procuramos resumir os el-emeg

tos básicos sobre campos de Jacobi, pontos conjugados, pontas

fecais e suas propriedades que serão utilizadas no decorrer

das demonstrações posteriores.
B
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Os teoremas de comparação de Rauch e a].gumes de suas

consequências são um instrumento básico na demonstraçãado teg

rema de Toponogov: eles cainparan comprimentos de curvas convg

nientemente construídas sobre duas variedades riemannianas cg

jas curvaturas seccianais obedecem a uma certa relação de or-
dem, com a hipótese de !\ão-existência de pontas conjugados ou

pontos fecais sabre uma fama'lia de geodésicas em uma das va-
riedades. Esses teoremas serão desenvolvidos no capitula lll.

$
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Para demonstrar o teorema de Topanogov, em primeiro

]-ugar verificarás que e]-e va].e para triângulos que satisfazem

ã uma condição semelhante ãs hipóteses do teorema de R.auch,

com a condição de não-existência de pontos conjugados.

®

A seguir, são demonstrados alguns lemas que estabele

cem propriedades em S(6). Usando esses lemas, verificamos que

a teorema de Topanagav é verdadeiro se as triângulos envolvi-

dos sãa ''finos''. A demonstração mais geral é. feita construin-

do, dado um triângulo qualc4uer, uma sequência de triângu].as

''finos'' para os quais jã mostramos que o teorema é verdadeircl

:l ::'
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CAMPOS l)E JACQBi: PONTOS CONJUGADOS

PONTOS UYNiKOS: CUT-LOCOS

Os campos de Jacobi aa ].ofega de curvas e suas pro'
priedades fundamentais são estudadas nesse capitula, no para'
grata 3, sendo que nos paragráfas iniciais fixamos algumas ng

rações e definições. HH

Um dos objeti.vos é dar uma definição de parto con-

jugado ao longo de uma geodésica, mostrar que além de um po2

to conjugado uma geodésica deixa de ser minimal. e pri.ncipal-

mente verificar como se comparam, ao longo de um segmento de

geodésica $em pontos conjugados. as formas do Índice de u©

campo arbitrário e um campo de Jacabi com a$ mesmas condições

H

. #:

Utilizando as conceitos e propriedades das primei-

ros parágrafos. dedo.camas a parágrafo final deste capa'talo ao

estudo dos pontos mínimos e das propriedades do cut-locos de

um ponto que serão usadas na demanstraçãa do teorema de Topo-
B
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Cano referênçi.a podemos ci.tar [3],[41},[6],[7]t[9],e
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Para uma variedade rielnanniana bi-densional pode-se

definir a nação de curvatura, em vi.rtude do teorema e©êlio de
Gauss. MB

Dada uma variedade riemanniana (Mn,g) . para cada

p € 14 e cada subespaça bi-dimensiona! llP de TpM, considera-
mos a s\ibvariedade bi-dimensionar formada par segmentos de geg

dêsi.cas com origem p € H e vetar tangente vn € 11o nesse ponto
Tem-se então

DEriUtÇAQ i:] :t - Â curvatura da variedade bi-dimensionar. aci
ma considerada, na ponto p, é decotada por

S ( nn) e denominada p--S111..2....âÊgll1149..Ip

B
: ; '

Pode-se definir uma forma 4-1i.cear, que depende apg

nas da métrica g

K : T @ g T @ T M -R,
P

satisfazendo a propriedade
$

'- :':-.ii. iii l:i

para cada

mal {eí' e2} de llP' vaJ-e

para cada base artanor

s(a.) ;, , ê: , ê ,)

K denomina-se censor de Riemann-Christaffel
P

B :-.-..;'
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Seja (hÍa,g) uma variedade riemanniana, V sua cone-
x&Q f x ©mann & &Ka *

Para cada trip].a X, Y, Z de campos de vetares de Mn

definimos um novo campo

R(X.Y)Z VxVVZ - VYVxZ 'EX,vJZ

Usando prol)piedades da conexão ri.emanni.ana V, veri-

fica-se que R(X.Y)Z é trí-].inear em re].ação ã soma de campas

e produtos de campas por funções diferenciáveis.

!.E.E:.l.X.l.ÊA.g..l=.!=.! - A função R acima definida chama-se curvatu

Se (u. xl. ...,x') é uma carta local, então

8

pEFtNI ÇAO As funções nf:.. denominam-se campanentes do
tensos de curvatura relativamente ã carta

}oca3. dada

Um calculo sim!)les mostra que

(R(X.Y)Z)p depende apenas dos vetores XP' Yp'

Póeãema $ defin.i r

@
B
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DEFÉNÍ ÇÃa ] .2 .3 tensos de Rienann-Cllristoffel
'l: ' :'.

':,::iii''

K(X .Y ,Z ,W) = g (R(X ,'y)W , Z)

'remos üssinl uma forma 4-linear definida em T.M, que
satisfará ainda

( 1 ) K(XI ' X2' X3' XK) K(X2' Xt' X3' XK)

( 2 ) K(X,, X:, xa' XK) K(XI ' X2' XÜ' X3)

( 3) K(XI'X2'X3'X4)+K(XI.X3'X+,X2)+K(XI'Xq'X2'X3) - O. '...-:.:.-

(4) K(XI' X2' X3' X+) K(X3' X., XI' X,) ..;. -:
I'' '. - :

. - : ' :

' . :
:::.i:i' :'i:

sendo (1), (2), (3) e (4) decorrentes da definição de Km teZ

mas de R e das propriedades de conexão riemanniana V

3 - CAMPOS DE JACQ81

Col\sideremos uma variedade rielnanniana (Mn.g) , e sg

ja y: [0,1] .......> Mn geodésica de Mn
.'-.- :T .-':.'ll'
: -' i' : .: .;l:' :

'. .l .i ...: .l-ii

a

DEFINIÇÃO 1.3.} - Um campo de vetores J ao longo de y éwiS3E
a de Jacobi se satisfaz ã equação de ga:çg.

b{

g:J - R(v' (t) ,J(t))'y' (t)
dta

Observamos que, tomando um referencial artonornal

ao longa de y,{el(t), ..., en(t)} e escrevendo
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J(t) f{ (t)e (t )X
1,%

a equação de Jacobi acima se escreve conto um sistema linear

de segunda ordem;

f'.'(t )J ' '

&

;l. fi (t) a (t) * 0, 1sjsn,

&j.j(t) - g(R(y'(t),eiCt))y'(t),ej(t)). ].sisn;lsjsn

Concluirás dai' que, dadas as condições iniciais

J(0) , gg(o) , existe uma e uma Úni«ca solução c" do sistema, dS
fiilida en í1 0 , 1 ] .

Para interpretarmos geometricamente as caBRas de Jâ
comi precisamos da ideia de variação de uma curva

nEEiNtÇAO Se c: E10,1] -...+ Mn é uma curva diferenciãvel

por partes. uma !!ri$Sãp de c é uma função
continua

X: (-c ,ç) x [0,1] -.- Mn

tal que
@

8
a) À(0.s) n c(s) para todo s € [0,1].
b) existe uma parti.ção P do intervalo ta,].],

<stt-t<sDnb} tal que a restrição de

s{ ] é diferenciável, para cada i,À. a cada

lk{ áà .

(- c , { - ã '
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Se il € (-e,E:), a fulva Xil:to.tl! -..-- Ma dada

X:(s) H X({.s) é chamada uma curva da variação.

por

Se ; € [o,i], a ct.iTv& X=:(-e,e) --+ M dada por

À=(t) - À(t ,i) é chamada uma .

DEF[N[ÇAO 1.3.3 - O xetor ve].ocidade de cada curva transver-

sal em s B 0 é chamado campa variaci.anal de
X

A caracterização geométrica dos campas de Jacobi

nas é fornece.da pela proposição

PROPa$1.ÇAQ 1..3.:1 - Consideremos

v: [0.].] --...+ Ma geodésica de Ma,

À: (l-e,c) x [o,i] --. Mtt variação de y tal

que as cura'as de variação

@

a

Xil(s) - X(i],s), s € [0,1], il € (-c.c)

são geadésicas de bTn.

Nessas condições, a campo vara-acional de X é um caD

po de Jacobi ao ].ongo de y 8
:' :: : -

Reciprocamente, dado J um cam!)a de Jacobi ao longo

de y, existe uma variação de y por geodésicas tendo i corri caB

po variacianal.

PROVA Dada uma variação X nas condições da hipótese. seu cag.

..:i.i:i :'li: i'l:'l'i'..:': ::i:l:i:: ::: :':i.i::-::;-l .-.:..:ii i- i::-i:: :

i :' : :
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po variacianal seta

J (s)

Para cada il € C-c.e) Ài (s) À (i[ , s) é geodésica ; ].g

:à êK , q 0 . Vt € (-c,c)

OaÍ

.- 4 4 1Ü.',.,l :& 4 üK ,;' *l ,êl ,.
D {b }e(t , s)

Fazendo-se t n 0, segue

=-- J(s) - R('y'(s) , J(s))'Y'Cs)
dt2

portanto, J(s) é cama)o de Jacobi ao longo de y

Para mostrar a reci+proca, dado li campo ao longo de

Y, seja n:(-c,e) --. M' uma curva tal que R(Q)n'Y(0),R'(Q)nJ(0)

Consideremos W(t) campo de vetores ao longa de n(t)

de forma que W(0) ' v'(o) , g:i(0) ' ãÍ(0)

A variação

À(t .s) - expD(t)sW(t)

H

: '

: ::''; :: :::
::':l':: .i.-::.;.i::'
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da geodésica Y Õ t31 que seu campo varaciori ! é um campode Jâ
cobi ao longa de r, cana'orbe a p!'inteira parte da prova

Mostramos que esse campo pari.acional e li($) coinci-

dem verificando quc sã soluções da mesma equação diferencial,

com as mesmas condições iniciais.

Seja V'(s) " {}(0,s) ; então

{; v(o) -iàlexpn(t}( )l t -:;'nk l t-o o) 'li(a),e

g{ » & gm,n - Ã üw,u
Da definição x(t,$)

' i' '*'-':, tomando
$Q(t}

n W(t) ; lOgO

{Í; !1l(o) * ii3'w(t)

De (i) e (ii) segue W

3(s) V(s), para toda s € [0,!] Ü

otrtNiçl3p 1.}=4 - Seja y: [0,1:1 --+ Mn geodésica de Mti; diz-se

que o ponto q. ' 'Y(ta) eJ.911j.!B:ago 4..2 n'f(0)

ao lg!!g.g .4$ X se existe um campa de Jacobi J não nu].a ao lon-

W

-:: ..

.: ' : l .l
.;.:":-

@
i :: :i: l
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go de 'y tal que .i(0) B ü e J (tn) B 0

O nÜElero de tais c-ambos de Jacobi aG longo de

BÊglBg!!çç independentes é a nul:ipiiciãade do ponto coniuEado

::l :As proposi.iões seguàntês fornecem resultados sabre

campos de Jacobi que serão Úteis posterior ell'e

PROPOSi:ÇAP. 1 :3.2 - Selva y: [Q,]] -...+ Mn uma geodésica. p'y(0).

Então y(sO) é conjugado a p ao longo de y

se e somente $e vQ ' s0"r'(0} é um palita críti.ca da

exP. : T.M '--.+ M" P P

.Além disse, & multa?!icidade de q como ponto con-

jugado a p é iguale à di-mansão do núcleo de (d expp)vQ'

PROVA: Chanemos y' n '' l.Ü} ; y € T M.

Seja w € T.,(T.M) , e coiLsideremos o campow ' P

W(s) B (d exp ) fsw),:F' ev~ ' ' s € [0,1:1

blastrenios que ÇV e cam!)o de Jacobí ao longo de T; pa

ra isso, consideremos a variação

i::it:: l
.". '

X ( t ,s ) expp(sc(t))
€G©

C(t) - v'tw

Então

v(0,s)nexpn( sv)'l'(s) para todo $ € [a,iJ; para t € (-e.e),
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À (t , s) está bem defi11ida

G campo variaciona} de À será

V(S) ': {{(G.s) :' (d eXPP)sc(O}($c;(0)) ' (d expp).v(sw).

V(S) - WCs); portanto tt é campo de Jacobi

Par outra !ado. W(s) á identicamente n
mente se w n 0, pais

W(S) = 0 '«' {fl(0,s) = 0 «+ C'(0) - 0 '>+ W n 0

Se q n 'r(sO) é palito con.sugado a P B 'r(0) , então e-
xiste um canso de Jacohi não nulo J(s) ta! que J(0) nQ

J(se) - (ã expp)sov( ow) -

Portant:o . sOv é ponto cr{

Supondo sOv parto crítico da expn e considerando
J(s) - (d expp) v(sh'), para w # 0, J é un campo de Jaçobi aQ
longo de y, nâo nulo, aue satisrpaz

J(0) - 0, J(se) - 0.

Daí, q - y(sQ) é conjugada a p - y(0) ao longa de '.

Se k é a mu]tip].icidade de q copio. ponto corljugado a

p ao longo de 'r, então existeP} k campas JI , ... , JI. tais que

J(0) - 0, Ji(se) ' 0, ! É i $ k

+

0 # G©

. . '

W

' ' .

H

::il .l .
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rã ex ) ($w. :. i. € i. $ k
F" sv ' l

c verlfic8"':as a.lue J:(=), '... J! ($ s,lçn iene Frente indepen

d.en':es $e = se?"c:lte $e %'k' -''' .wfk a sao'

"*.

B

' - : . .'

g

a

LofTO. e. nl,!].{l-T::!íciâa(ie de ([ (ogno on O çonlugado &

p 8 a di ensãc da nü( ea de (d expp}.Ov' Q

$eÊuetu. outras resu='fados $unbF© can»os de uTâcobi que

usaremos posteriormente

PR POStCÃO t.3.3 a v: tC:a] --+Ma uma ge d;sic6, Jl@cag
PO ée ov&cobi. ao !Qnig de ' com J(Gl} n 0.

i Limo. candiçÊo necessá i& $ fíçi.ente pala que

J($} seja e pendiculaT a 'r'($) ê qte ge-(0) seja
ne!?endà(u].er a ] '(ü).

ii.l G espaço v'e':oTj.â} das campos de Jacobi a© lona
áe v 'taí.s Que .f€1C]i * C. J Perde ].(alar a '. tem

dinensÊü ?].-l..

PROVA: i) SuPoR no$ :;(0) perpenãicu3.ar a 'Y'(Q). e Seja

h l$) n <J($) ,'r' (s)>

($)> '* <uY($) ,=';'f: (S)>

B



Coro v é geodélsiçü, ãgí:($) ' a. e

}!' ($) ' <!:1-,V; (5)>' ' G b ' ' '

H

h''($)

J é ca po de Jac bi aa !o ga de 'v'. logo.

h''($} u <R(y'(Sli*u](S)}'r'(s) .y' (S)> n 0.

para Cedo seEQ ,].].

Daí, bÊ*($) g çons{. nte; c-oRO h'(0) n o (ul(G)-0). e2.

h'(s]} n G, paY'a f-©do seí10.}], donde

h(3} " }1€1ü] 0 F ra tüoéo $eí-(}.]], ou se:la. J($) é

perpendicula:' & y.

Reciprocamente: $e Jes) é }lerpendi.culat & y'(s) pa-

ra todo sGí0.11; então

h($) n <J(s) ,'y'(s)> :' 0. V'seElü,}:l; !ogo

h'<]s) " (gá.'f'(s)> » 0, Vsç[0,1]. en parti.calar pa

ra s-0. au seja, #g.(oi} g perpendicular e r' (ü)

'#

ii) Ca Q c nsequênciâ de i) . [en-$e que o espaço veta
real dos campas de Jacobi Eras que J<10) u 0. e .J perpendicular

& é isamorfa a ({'(0))X. Ioga, ten dimensão n-}. Q

©
©



!3.g!.g.ã.]..Ê.8.L .3 h - feia )': ]:O,â] --# $ uma geodésica sem pon-

«to$ conjugados a 't0) no iaterv io [0.111

Se {.i!,..-: "ü-ii é t.âuê base üo espaço dos campos
de Jacobi ao longa de )', Ferpend].criares & '::, CGm JI.a) n 0,cn

'ão. para cad $Ç(G.Ê]. {;!($): .., Jn.!(s)} é uma base do

conFIe ent ortogona! de T ' ($) F .

' :
PROVA: Como nãe posou pontos çon=lugados a } {0) no interna

!a í:0,Ê], sexo qu para cüü se(o,!,), {J:(s).

Jn.}(s)} sãa vcea?e$ 1 i.a & enwue i.nd penãent:üs.

PoF' antro !adc}. pax-a todo seEG.Ê]

<JÍ Csl} ,Y' <ls)> - G, : $ i $ n-},

au seja. JiCs é perpendicular 3 Y:($). para t.odQ $

Como dim€1v' (s1}3á u n»} , tem.os que {J; (is).

é uma base de 11'f' ($1jl, VsG(0,g.]
,J..!(s)}

a

e[.gg.[g[WÂ$..1..3.} - 5e.}ü v: [0,Ê] --, M u a geadas (a de Ma, J

ui (.anFC de ~?acob ao !cago de ' tal que
I'fh, f f\ 't M. É*t

ã t \-.'

i) ténia cnló ção necessá i; e sua-cierlt:e para que

J($) seja perpendãcu ar R Y'(s) é que .J(0) seja
pex'penãj.culaF ê v'(19)

{!) O espaço ve':aríai d $ campos de .Jacobi J ac !on-

go êe '-' pe:Feno colares a 'r trás que #g.(o)-o tem
dj.mensãc n-X.

;i:::ill :i iiiiiiii í ;l l:; ll ;l:iil:
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C ?rÕximo bjepuivo é mostrar que aliam de um ponto
conjugada uma geo8.é:s ca deixa de ser mini.mal

p'ara isso. dada uma curva diferenciãve].

cansa.derem s um& vara.ação de c , \=(-c,:)xLQ,}] ----

da t e(-e.e.f, se=ja ÀÉ. : 1:0.}] .-...+ M uma curva da variação, e
L : (-c .c) ---, R 8 fu Irão

c : Ê1 0 . ! ] + Ha.

+h --+ í,({) ' .l <'$4(t,s) ,;{(t.s)> /2ds

que associ.a a cada +-ç(-c, 1? o con?rinenEo de X.

Ê.Ê..[!.!!.Ê8Ê.]..:.i.=:! - Ci\arar'os Sita.eS,.âxz Ê !.ggSl2g.g variacõe s ê.s. L
$B relação g: X Bas números L'(0) e L''(0) re2

pecti\amante.

Com 8s notações cima, {em'"-s os resultados

' (Ü} M 'V(S} ,C ' l.$)> À «v )*8%k'(.))'a.

PROVA: Seja i.,(t) w l <ê.}(t,s),{à'i.eu.s)> d$; então
Ü

;: «&'*: *,ê;:.';.':''«& ê
G

«:l!e: ê-(t , s) ,;}(t ,$) >ó$



L ' (t. ) í* 'ê-e:,ü
8

,:) --i/z ín t,')l. s) >d$

Usando

g

e fazendo tw0 , übtew-se

i.'(ü) ' 'v€1s),c'(s) I' . I' 'v(s).;ê c'(s)'ds. 0
' Ü

g.!.[!.E.]..iAa ] .ê$.2 - {Jma curva c: 1:0,1] --.-* M'. c(O]} n p. c(].) nq

xo! $e para tolda 'variação pF6pri-a À de c taEít.dib ..$P .+- .A ..,a#H.

se L : (0) - G .

©

P.f.E.]]..}PA9.J.:.]t..:3 - Uma variação À: (-e.ç)x1.0,1] -. Mn de una

curva c= [0,!] ...-.. Mn é 1111êBria se X(t,$) n

n c(a) . À({,1) a c(11) para todo tG(-c.c) .ou

se=ja, $e À mantém f5.xos p e q

Verifica-se trivita.!mevlte que o campo variacional de

À bati,afaz V(0) ': 0.: VI.:) " G. $e À é P ébria

H

LE14J\ [ .jt.2 cul'va c: í10,!] --....+ Mn é um extremo para Q pro

hiena dos- pontos fixos $e e somen+..e $e é uma geg
désica.

PROVA: Suponhamos que c e uma geodésica; então
/"

;l ::i' ..l;:.,i



1 8

' €1$) ) " G

Para toda variação prõpri.a }. de c, teremos V(0)

' ' F3v

0,

v(!)

i. ' (Q) n <V<js) .c ' .l 'v(.]
G

($) >ds

Reciprocamente, seja c um extrema para Q prablena

dos pontos fixos.
Então

©

Q « i,'(o) ' ; '':v(s),;l;(c'(s))''ís
G

Supondo que exi.ste s.Ê[0.1] ta} que !f?Cs.) # 0; tg
nandok[0.1] --.*R +-a! que h($n) - !, he$) 2 0, para todo

seca,]] e h nula fora de uma xuizi-nhança de sn em que

B

' I' -l . '
@

V'<$) - h(s )=f:-(c ' (s) )

V(s é a tampo var aciona! da pari-ação

-~$; * ''u (t ,s) * exlj:, < . ítV(s) l}

Para essa variação:

h(s) 8Ê(c'(s)) 'is-

0 desde que ( é parametrizada por con

G

L' (nJ)

poj's 'Z?c' Cs) -c' {s)>
pr ímenEO de arca .

Temos então, L'(a) > 0, o que e um absurdo

©:; ; ':'

@
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lg

Logo. :lÊ('e$) C; e c é aLIa geodésica 0

Q lema } .4.}, conciuz+mos que curvas de comprimento

m Rima entre dois pontos devem ser geodésicos.
l

:i; ':::.:'

::: li! i:

LEMA t .4 .} Seja à(t .$) :Ãm& variação da geodésica y:[0,11+Mn.

(s)> 1 + 1 t<R(V,Y')V,'y'> +

: ' ;.
L''(O) a , s ) ,'r

* «s:ã» - iâ'~'.«'»}':':
B

a

Olhando pala a prova do :ema 1.4.!. temos

-'.*; - f;{«ê a»':':'4 ê g,}.;
Calculando

. -''':, - l,:{ «n ü «& ü,g,: * «a.ü;«A ü,b .
* «g ê;'«g g & ©»I':

Observam que < (0.$) . $ ) ' deixando de

. :-: .; . ': :.:. : -: 1: '1.,'::..'.'.;.:-1.'1-;'.- ;'

. : l : l l ll

].adc esse fatos u,$@©o$

X 7g ' K }i'

logo

.i: .: ;

pela definição de R

: .':::'.'...' '''.:.''. : l
' : i ' : - : : :. ': l

- l- .' -
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Subst j.tuinüo ün (1 ' )

';'u '.:Í-«:â $,E,: * «*ÍÜ,ÜIÜ,Ü» *

'5T :~.r=

FazeJtdo t=G , obtentcs

L''( O )
fo t w .y'(s)» ' «R(V(s),'v'(s))\:(s),'v'(S)' '''

' «é 4 g''.:,,*'';,» * «E,ê;l';,
or\de V (s) é o campo va}. iaciona! de À

iã-'v ($) , 'r ' (s) ' «.l= , 'í ' ( $ ) 'a s ' ' '

e

d , D
. 'Y' ' (S) > ''Ê ; Üto ,;) ,'. ' h)» ,

pois é geodésica, substituindo

L''(O) «-ãÇ g-U , s) , « ' (s) ' i l<R(v.v')v.'r'> '

[é«~' . * ' »] :J*; . 0

Copio consequências da !ema 1.4.2, 'LEMOS

1) Se o campo variaci.anal for ortogona! a y, então
<VCs) , 'r ' {ls) > 0, para todo sÉ;[ 0 ,!] , ].ago .

:::. . l
na



...-.. ,-"

B

2 }

L''(O ) Y< .==. =. f n
'8 +- ê t L' {« :.» , * : ' ~; , « ' ;*«g ,g»}';

â

2) Se o caínpc :.-&Fi&cinoR l fo!- um calTlo de Jacobi ortogo
real a T, ORt.ãc . usando

< R ( \' , 'í' ' ) \'' . I' ' > < !{ e:Y ' ,V) , -r ' \'>

©

DzV
$.2 R ("r ' , V') 'v '

.*l. I'S,~'»*«z,g»l ;L''( O ) «d: Üp,u
como

Á«g,~', ,D\'' DV.
'aE,7{',

$w,;) ,'.' b:'' ''' 'n,"»'l
' ©

&

L''( D )

ma$

E - ü g+(o,:) 4.'.'b)
e

Logo
-l $ ' 1

t''tlo )
- -o.j ; -.



;.- -:-l.l:..I'..

' ::. .. .: -l. :. :.'i.:.

': : 'l i :l. : ' : ; '

=2

l:jB4 !:Q=k:(identidade de.Lagrange}

Seja y: [0,!] ..«..+ Mn Feadésica; se X e \ sãa cam'

:)os üe Jacobi ao lo:-tgo de í, elltão
n

. Y > - < X ,.< >

é constante ao !ongo de 'r

PROVA: Seja h(s) - <gã,\'> - <X,l;!.>; então:

:-' H - «1;3,*» * «É,g» - «E,Z.»

©

Como X e \' são campos de .iacobi

}l'(s) H <R('Y' ,x)Y' *Y> - <n(v'.VI)v',x>
H

Loba, @

h(s) é constante

LEMA Seja 'T: [[G,].] -..p Mn uma geodésica de Mn $6B pon'

tos conjugados a y(O) no ínterva]o [0.1].

Consi.daremos h' um campo diferenciãvel ao longo de y
ta! que W(0) R 0. ntão m

. 'g.g»} * ;,;{«*',.*';',«'» * «# .g»}.;,
sendo que a igualdade se x'edifica somente se WnJ. onde J é Q

único campo de Jacobi ae ].ergo ãe y que satisfaz J(0) uO
J(1) ' W(1)

%

<R(W . "r ' ) W < R (J . 'v ' jiJ

PROVA: Em primeira ].usar. observamos que um campo de Jaeobi

está bem defi.Ride com a$ condições J(G)nO, J(1)nW(1)
H

a
":. .
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se não existem pontos conjugados a '(a) no interva]o [Q.]].
pois l .'- :' ;

exnçei:: \x''Y(Q)''': ' '''T(0):'* ''"= ''1'
©

V ($) * exPV(0)sX , 0 É s

©

W(1) ' (d expp)X(B) ;

Comanda X($,t) ' expY(o}(sX'stB) uaa variação de v por geodé-
sicos, então seu campo variacional é um campo de Jacabiao laB

godey satisfazendo J(0) ' Q, J(1) ' W(1); se3 éun outro

caztpo de Jacobi nas nesgas condições ç13(0)-0,3(i)-w(i)) .então
J-lÍ será um campa de Jacabi com (J-3)(0)-0.(J-3)(1)-0; Ioga,
J(s) B )(s) , e J esta bem definido.

Consideremos {J. , ..., J.} uma base do espaço dcs

campos de Jacabi aQ l.ofega d© y que $e anulam para snt). Cano

não existem pontos conjugadas ao Zango de T,para cada s61:0.1],

{JI(s), .... Ja(is)} é uma base de T.Y(.)M.
Tem-se ©Titão

@

B

.':' .-:'- ®B
l:'.:l .

: :

'll:r;ll-.

JCs)
®

iEi aj.Ji.(s)

W(is) ' .}l. fi.(s)Ji.(s)

para toda seCO,11], senda aiufi(1), pois J(})

',:.»:,-'.: g - .}.
w(1)

11; : i :i



B©

.: :.i:;::::i-

@

R n l)J

i- fl.(s)Ji(s) ' .21: f{(s) -a'g ' A(s) ''' B(s)

Daz'.

<g;.#!i> ' <A,..\> - z<.k,B> ' <s.B>

<R(W , 'Y ' ) W . 'Y ' ) > <R ('v ' .W)'Y ' .W> f{ <R(Y ' ,J{ )'Y ' ;W>

.:@;.B,«» - «%,E4

- é«-,",
D3

X
.<

<B,A> <B,B>

Somando, obtemos

<g!,g;>+<n(W.'V ')W,'r '> ' i14«B.W>+<,\,.A>*<A,B>.

<A.B>
DJ â E,w><

ã

l)J. DJ. l

«Ji.'-aõ-«-aÊ. JJ'.l

. ge. pe].a lema 1.4.3 (identidade de Lagrange)
DJ:

f : « --zd. .w »
B

Logo.

jo 'l ow,2E, -.. «Rm.'y')W,Y''lds - «B,W»l ''' ;a A»ds



@

a .".. .; .':-.;i:

<R(w,'r')w,'r'>1,as n <B(1) .w(1)> + 1 <A.A>ds

Os mesmas cá]cu].as valem para calcular

Comparando o$ dois Últimos resultados

l {'DW.g!,..«KW.r')",v'»} l {«nJ,E,..«RH,v')J,v'»}'s
sendo que a igualdade vale somente se <A,A> n 0, Q que resul

para todo sG1:0,1] e toda i, l s is n; ou seja,

' ai; para toda sGÍ10,1], e Ji(s) ' Wi(s). Q

.l {«nJ ,#{»..«RH ,'r ' )J ,v ' »
BJ

ds n <t ai-Bíé'(1) .J(1)> - <B(1) .W(1)>

}

$

$

f \. X ''
:B'

}

Observamos que as funções fl (s) tais que

w(s) - } f: {5):: (s)

na demonstração anterior estão, na realidade, definidas para

se(o,].]. Podemos entretanto. mostrar que essas funções tên l.i

cite finita quando s tende a zero.

W ©

;f . '

Podemos escrever

m «* 3.

<W(s),J{(s)> ; 1 fj(s)<Ji(s).Jj(s)> , lsisn,
J in! ' " J

e para determinar as funções fi: precisamos resolver un sisa!
ma de n equações a n incógni.tas, cam matriz. principal

A B (a: .) = (<J: (s) ,J: (S)>)
}

-: : . '.'

'i:i:l:: .

. .: :. ''.
jl : ;: ; ; ,

l:i:::.i;.-: lii':: á i! ; -. :i; 1:.:. 1 i::l:ii:11: 1:ii.;l;iil ii:i :i.:l:ii;.l l;. l: l;l: ;:i::l::iÍl:.11111 ; l lli :; l
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com determinante nãa nuca l$ara toda se(0.11]

det (bi { (s) )

fk(s) - , sendo. i.$ ($)) ®

l
ai. se j#k, lsiçn

J

<W,Jj> se jnk. lsisn

Para calcular !im fk(s) precisamos utilizar a regra
de L 'H6pital n vezes ; teremos

k m
$"#Q

B (s)

!.!?l '*b)

sendo que A' (s) é o determinante da matriz que tem por canpo-DJ. BJ
nestes < :,-ag>, que é não nulo,, b:1ltando par.: isso esco-

lhermos {JI(s), ... Jn(s)} tais que :il:g(0},-.. :lÉ.a(0) sejam
linearmente independentes ; B(sl} será uma :função conta'nua. lo-

ok(O)
B(0)

$"#8

Um dos resultados centrais desse parágrafo é dado

pela proposição

PROPQSIÇÃQ 1 .4.1 - O comprimento de arca de uma geodésica não

é água! ã dis+.ânci.a em M além do primeira

©

.}' ':

®
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ponto conjugado, isto é, se y: [0,{] .--. Mn é uma geodésica de
M e r(b) é (onjugada a v1.0) para algum be(0,Ê) , então,

d('€10) ,r(a)) <a para todo a> b,ae(0.!)

pnpW4: se=la J um campo de Jaca5i nâa nulo que se anula en ze

Temos então <J(s).'y'(s)> n 0. V seCO.b]. pais se
h(s) - <J(sl) , Y'(s)> e ul é campa de Jacobi, h''(s) - 0. para tg
do sc [a.b.]. ou seja, h'(s) é constante

-#'3

h(s) ' kl's +k2 ' sG[0.b] , kl'k2€R

Como h(b) - 0 e h(0) ' 0, temos kl B 0, k2 n 0, 1o

' \ .'H

h(s) n <J(s),'v'(s)> n 0, para toda seCO.b].

.\lém disso. calçulanda a segunda variação de L em

relação a variação d& restrição d& geodésica r ao intervalo

[0,b] cuja campo variaciana! é J (para isso usamos acanseqGê2.

cia (2) da lema 1.4 .2)

ê: y l Qtlj(o)

pOiS <J.y '> n Q

Seja r > 0 tal que a bola B'(y(b)g')cM seja difeomor

fa ã B("r(b),r) r , ou seja r > 0 tal que expY(b) se=ja um difeg
norfismo local.

=.;: 1. .' ...'.'-- - '.- .'-'.'.' -'.'.''.-'. .'-' - .'.' -- .i -.-.'.i- '- -l-.'- . .''.'.'.'. - -. - -.'- - 'i .'.;.' :.'-'.'.'.'.'l-,.'.'.
'..:'' .':,'.-.'.-: . .-. .'- -':'.'. -.'.:-'.''.'.'.' :-.'.'.'.' '-: ' - ''.'.': : -.'.'- -.' - .'.''.- .'.'.''; =i:.',.-.. ='. .'.'..'.;.1«i-:'

:: :il::;
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Esca[hemos a © c.no intervalo :C.2] tais que

0<c<b<a e y($)eB:(Y(b),r)cM para todo seEc.aJ; Ioga, no in-

tervalo [c.a] não nã pares pontos can:jurados aa ].algo de ires
frita a [c .a ]

@

Consideremos os campos ãe vetoxes ao longe de y res
trica a [0,&]

Y(s) : o Único campo de Jacobi ao ].anão de y tal que
'r(c) u J(c) e 'F(&) u 0.

X(s) : campo em 1:0.&] tal que X(s) n J(s) para todo
s€1.0 ,c] e X(s) H Y(s) para s6[c,a]

H'(s) : campo em 1:0.a] tal que Wjjs) B .J(s)

seCO,b] e W(s) n a para tC ]:b.a].

n

pax'@

Então

a ,b .a

LÇiOill - i,:l(O)lo ''' LÇ(o)lb ' o
$

enquanto

LI ) 1. ' LilP) i

Pelo Lema 1.4.S

L;(a)l > LY(0) , pois Y é campa de Jacobi,o
€ ' :c

$

que resulta

L! )l. « qP)l
Logo, existem curvas diferenciáveis por partes, da

W
:- .
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dos pela variação de y cujo campo variaciona! é X, cuja com

primenta de 'r€1Í)) a (a) é menor que 1. Q

H
POP(TOS M fN IMQ S : CL}T-L QCU S

Seita M una variedade riemaxiniana completa. p € Mo

'Y: í10,n) ---. Ma uma geodésica parametrizada por comprimento de
arco tal que y(0) n P.

Consideremos

A {sG ]0.«[ t:a] que r é geodésica minina] de p a y(s)}

Então, A satisfaz ãs propriedades
1) Se seA e t<s, então tGA

2) Se r>0 ta! que para fado s>0, Q<s<r, seA então reA.

!) é imediata pois se t<s. tÉÀ. feri.amos que y não seria geo-

désica mínima! de p a 'f].t) , ].ago, y não seria geodésica mi

nima]. de p a v(s) . e conseqt.iene..ementa, sgA. o que é absur-

H

2) segue de d (p , r (r» l im d (p .'v (s) ) como d (p ,'r (s) ) n s

d (p,y(r)) - lin s n r. !oga
$"'»y

l)as propriedades (].) e (2), tem-se: au A é un enter

vala da forma ]0,wt ou existe um r>0 ta] que A n ]0,r].

DEFINieAO }.s.] ]Q,r], então a ponto vCr) é chamado

monto !!Í:.i:eg (au cut point) de p aoloaga áe



Y

Se A B ]G,"t dizemos que não hã pontos mínimos de p
ao longa de y.

l?Ka paslç4a l .s }

(0

que

bela q o ponto mínima ae p ao longa aa geg
désica 'y: [(},m€1 .....-+ M. Então. aQ menos una

u ambas) das seguintes afirmações é verdadeira

i) q é o primeiro ponto conjugado a p ao longa de T

ii) existem ao menos duas geodésicos minimais de p a q

PROVA: Supondo q n y(r) seja a].-...,ak'''' uma sequência de-
crescente de números reais con'rerginda para r

Para cada k. existe um vetar unitária X,GT M talK P

expptXk, Ostsbk - ê

é geodésica minimal de p a y(ak) .

Seja XG'rnM vetar unitário ta! que

'r(t) - expntX , para te[0 ,nt

Como q n y(r} é ponto mz'Rima de p aa longo de y e

ak>r por hipótese, temas

x # xk

Senda bk a dis''anciã entre p e y(ak) e como ak ' r.

r (ak) )$

segue que



3&

ii= 'k ' ';
consequentenen+üe, ü cona!.indo de v'etores {bkXk} es'cá contido

em algum subconjunto co'npacto de TpM, pais jbKxkl - lbtl < -.

Passa:ndo & ima subsecluência se necessário, temas u-

ma sequência blX!*....bkXk,... convergente para um vetar de
comprimento r, que chamarem.as rl",I' vetar unitário.

Então, expDtY. Ostsr é uma geodésica mínima! de p a

expprY ' klm e pbkXk ' kxm T(ak) - y(Ir) ' q

Se X # Y. então expptX e expptY são geodêsicas mini
mai.s distintas de p e q, e verifica-se (ii)

Suponhamos XnY. Assumi.náo que q nâo seja conjugado

a p &o longa da v, temos Que a diferencial da exp.l: TnM '--+M é
não singular em rX; logo, expn é Um difeomarfismo entre uma

vizinhança Uf de rX em T 3 sabre uma vizinllança aberta de q em
M

Tomemos k suficientemente grande de forma que akX e
bkXk estejam em \i.

exppakXl; ' 'f(ak} ' exppbkXk'

t emo s que

akXk ' bkXk, o que contradi.z o fato de X # Xk verificado aci-
::"
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n©.

Logo, se XnY. q é conjugado a p ao longa dc y. Por

outra latia, não hã pontos conjugadas a p âR+Lê$ de q. pois se

houvesse, y deixaria de ser mixl.:mal (prol)osiçãa 1.4.i).

Se XnY. vex"ifica-se en+uãa (i) : q é Q primeiro ponto
conjugado a p ao longa de y. O

Ç.gB:g.ç4B..!.g...}..!.}.J - Se q é ponto mi+nimo de p ao longa de y, en-

tão p é ponto mx+nimo de q ao lamba de y(pe!

corrida na direçãa de q a p)

PROVA: Estendendo a geodésica y na direçâa nega'uiva. podemos

assumir' 'r definida para -~<t<m

;: :;l ':-

Seja -ae R, -a<0; e q B 'y(r); então a restrição de

y ao interxa]o [-a,r]. vlr-a,r] naa e geodésica minimal. pois
como q é ponto mll\imo de p, temos ou p e q conjugados ou exi!
te uma geodésica mi.nimal distinta de y, de p a q; a união de

vlr-a,r3 com es$ outra geodésica seta una curva de comprimem

to a+r ligando F(-a) e q. não geodésica; logo, rlt-a.rlnao é
mÊn3.w&3.

Existe, portanto, um número b<r não negativo ta].

que Y(b) é ponto mínimo de q ao longo de v, percorrida no seB.

tida inv'farsa. Se b>0, temos um absurdo, pois ólEO r] seta não
w {K ã.w&3- *

Logo. bn0 e p é ponto mi'Hino de q a

[)ada peM. selva

Sn ' {XÇTPU/iXI
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a esfera unirá ia 8n T.M

D f:inin s una f\xnc ã.c

u= n ....«. R w@. ccnsid:: anda para cada XeSn a geodé-
sica T (t) ' exPn"çX. Ost.<'''

Observa a$ : ã tipologia considerada sobre ®.'ue será

constituída ?e[a$ &5ertos habit:ua $ e o$ (a,"] m (a,n)un.

Ver Ê. {ic :=no s en+uão

?.Ki9?9$!Ç4P } .$,} - .A fllnçãa u; S. ...... R+um é contínua,

PROVA: Suponhanaos que u nao seja continua em XGS e seja XI'..

- Xk' ''' uma sequência de pontos de SP convergindo
para X, tal que

u <jX) # : }m u l.X:,)
k*~

Pode scr que lim u(Xk) deixe de exist:ir, mas passai
k' -+eü

do a uma subsequéncia se cessál'io. podemos supor lim u(Xk)
exi sta eR R' um.

H

g

Consideremos ;)Tirei.ro G casa ©

®
u(X} > iim ul:Xkl}k*»

Coma u(X) > a, exp aX não pode ser conjugado a p ao

].Cago da geodésica 9xpnlX; go, exp ;Tnlç{ .-.-- M +,ransforna di-
feomorfi.ca.men''-e uma çàzínhança U de aX, contida em TnM em una

t/izinhança ãe exp,}aX. ®
..."-:.'.-

-;"l-.-

. :' '

' '. '. : -' .l:-.' .
.::':'.' - .'i' . '
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Tear ak"a,Ek'*X, lego, para k z k0' akXkÉ;t;' e

expp senão u difecÊlorfismo sobre U* segue que expp ükXk' kz
zk0 não sio con tgaras & p !ürigc de exp,,tXIK; Pela px'oposi-
ção !.S.}. existe, T)arê. cada. k, upa ou:ra gecldésica minimal

de p a expp akXkejkzk0) , quc bananas

expptYk ' 'rk # X%::'

tal que

©
exPpakYk ' exPpükXk (kzko)

Cama üxp. é um d:if®omorfismo }cca} sobre ç. então

cada akYk não está em y. Do rata de \$:eSP' e SP ser compacta,
Camarão um subsequência se ne essárão, podemos assumir que

Yk converge para un vetar YÊ ' En+Lão, o vetar ].imite de

Por aut!'o ].ado,

exp.(l:i:' ;k'fk' * 1;:1: '"p.a}.rk

i..ii= exppakXk * exppÍl:Eim akXk) ' expp(aX)

$ t á a sãa geodésicos minimais de p a

expnaX m expn a'f. ]lssa adulta que, se b>a, então a geodésica

expntX, 0 $ 'L S b "lão 6 nlaã.s mini.m.a!, pais & reuni.ãa da geada

sicaexpntY, 0 á t $& e $egmentQexpntX, a $ t Éb, dãou-

:$$

H

' :

: -.. .'.'l
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ma curva de comprime :.'cG b. não gÉ:oãésica: de

Não Podemos {ei-, pare»anta. t!(!i) > a

Cores iderenos ago:a. a caso

u(X) < Lim u(X::) , Eomelnas L' t.'m nÜnlçro pos:iEi've tal que
K«4'"w

u(X) + b < ij.n: u(Xk)
k-@@

Devemos quer, portanto, para k z kO.

u(X) + b < u(Xk) ' : i '
.-'i::::i': I'

.:':" :':'

Pela definição de uejX) , exis+-.e X'eSn tal que
c s t É u(X)+b' é geadésàça mí.Rima! de p a

exp.(u(Xj} 'b)X, ande h'(b, e

expn(u(X)+'b)X « exp (u (X)+b')X'

Seja C n ---7--; COMO a sequênci.a de post:os

expp(ut.X} »b)Xk cona"el"ge ?a-ra expn(u(X)"b)X, podemos assumir
desprezando lim nÚmez'õ fl)Eito ãe nãices, se n cessãrio,que as

distâncias entre exp (u(XI 4'b)X e exppl,u(X)"b)xR sãa menores do

E)ara ca.da k, consideramos agora as geoãésicas

g ç 't â u(K)'»b; de p a ex})í.,(u(X)'b')X' , e uma geodé-

sica minina]. ãe expn(u(Xly'pbl)X u expn(u€1X)+h'l)R' a

expp(u(X)''o)Xk

O comprimento ã curva çanstituz+da pela união des-
sas geodésicos ê m nor ou água! &

1: .

. ; '
B

H

'.'l':"

H
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u (X) $ b; c u(X) + b + c

!stc $i.g ifica que as geoãésiczs expptXk'
0 'c$u(X)'>b nlíc são mini.mais, Q que v8m coatrad.i=er & designa.}
d&de

u (Xk) > u€1X) ''' b

Lago, nãa existe uma seqCênci.a de vetores Xk € So'
Xk "'-' X cçm lim u(Xk) # u(X) , e portanto, u é contínua

g. «»©

!!.[!.L!.Ç.8g...!.=:ã==.Ê - Seja e(p) * {u(X]lX, XeT.M, ]X Ín] .u(X)<n} e

C(P) - e} Pn1l (PI )

Ent:ãa: C(p) ã a con:l:in:o das pontos mi'Rimas de p ao

longo das geadêsic s q=e parte*n de p. Cllamamos C(p) a cut-lo-

glB de p, e ei.p) o c'ut:-3.oc\xs gÊ. p. Ên !V.8.
Tem- SP'' 0$ ].'e SUI tad0 $

pnapaslçilc T:.5:3 - Seja E » {tX, 0 t<u(X): XeT.V,IXlnl}

Ente.c

i) E é ü al)e +Lü em T.h{

ii't expn:= -'-'F expl..(E) é áifeomaT'fisnlo

ii! h é união di.s=lun'ca de exp E e a cut-lacas C(p)

PRaVÂ: ã} segue á@ fato d@ u:$v «-# M $er c #tÍDu& ejTeare & &

t:eri.ar) ,

A aplicação expP é injctcra sobre E: seita qGexpnE
't3} que

.:l i. : :''::i::: li :



q ' expntiX: :' exFP"ü2XZ: tl < t!(XI) , t2 "c ueX2)

De tX'=u(Xj.]. '-,':tE(X2) sega qtle UFPtXI' Cstátl'

expptX2' 0 çt tZ são codÕsicas mi.finais de p a q; !ogo tl *
n t ? '" t n '

Se X! # X=, se:la 't uma geodésica mínima! de

expp(t0'c)X} a expp(t0*c:)X2' c suficientemente pequeno
que t0'Ê: < u(XI) . ta* ' u(X2)

A cur'fa {crmada pe!-a reunião de expptX!. OststQ-c e
't tem comprimento menor que tope, a que é um absurdo, pois

t0+e < u(X2) e expp+..X2' OçtstG-c é geodésica minimal de p 8
expn(-0+c)X2

Por outro !ado. nãa existem pontos conjugados a p

em exp.(E) , pois se exista-saem, existiriam pontos mi'mimos.Dax'.

expn: E "' N{ é não singu].ar em todo ponto de E, e ii) está vg
rificada

:i'::.Como E e ê€1p) são disjuntor, então expl,E e C(p) são

Q

disjuntor

Seja yeM qual.quem'. © expntX. OçtÉa uma geodésica nã.
ni.mal de p g }'. Pela deílinição çãe urX) , aKU(X). Daí. ou aXG E

(se a<u(X)) ou aX € {1p) (se a'u(X)), e ou

yçexp.E ou }'eC(p) . sendo as alternativas exclusivas

Do teorema acima po'lemos canlcuir: a subconjunto a-

berto expõe de )i é a mai.cr aberto de b em que se pode definir
um sistema de coordenadas normais en torno de p.

.l:'.
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Como para todo pGq exi.ste uma vizinhança totalmente

normal, te7atcs que pa a todo p8h cx:is+üc uin çln>ny ta! que

d(p,q) à Q., V alem(p)

A praposi.çãa seguinte caracteriza as pari.idades rie
nanni.aras completas , CGmpac+ças

PRQPosiÇAe t..51.4: Seja M uma 'variedade riemanni.ana completa,
pG)4. Então, b{ é (ompacta se e somente se pg.

ra todo vetar un t,afia t agente KeT tem se u(X) < ".
R

PROVA: Suponhamos bf conüpacta, e se:la do diâmetro de M. Se a>d.

então expntX, 0Ét a não pode ser geodésica minha! de

p a expnaX, VXGTuM.IX KI

Daz+, u(X)gd

Reciprocamente, supor\hemos qu': para t:odo vetar uni

Lírio tangente XeT.M, u(X) seja :finito.
Eintão, a função u(X) é conta.nua e limitada na este

ra unitária em 'rnM, lago, existe b>0 ta! que

u(X) $. b. ?ara todo X

Seja B n {\'eTn){,IYI $ b}

B é compacto. B contêm E e E(p) (d& preposição 1.5.3). canse

quere-Crente ,

expp3=exppE e exppB='exppC(p)

Coma M - exppEuexpp \p) . exppB ' M, e N{ é canpacta

B
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B
!i - Ã SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

?aNTaS ÍOCàlS

introduzimos. neste capi+tulo, a noção êe campo de

v'etares a,o ].anão de uma ap3.icaçãa e suas propriedades básicas,

para posteriormente dar uma defina.ção da segunda forma funda-

Rn

O obl$etivo é definir pontos facais* e verificar al-
guns resultados que serão has+b&R+.c utilizadas nas demonstra

ções dos teoremas de Rauch e Tapanogov

Gamo cferênc ias , c itanos í14 ] [15 ] e 1. 6 ]

} DERIVAÇÃO CovARtAWTC oe CAMpas AO LONGO OE APLICAÇÕES

CãmsÊâex'eaiüs

(!'#.g) variedade riemanniana com conexão riemannia

Nn variem de diferenci.áve!

f: Nn --+ M uma a})!icaçãa é.iferenciáç'e!

.g11.EI.l.!.l.S.8g...Z . } . ; Chama-se S.!EÊg . de v'etores gg. }:929g g=! f de-

finida em um aberto UcNn a URa aplicação di-
ferenciáve!;

. ::i :i' :
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X: y -«... Tlie© anal que

R(p)GTf(p)}#' para +üGdQ pG{J.

Se X ; um ca po dãferenciáve! de Nn, temos a campa

ao longo de f.

ff#X)P ' f+r P), para todo pGU(Nn

QEF NtCAQ 2..1..2: $e \' é um campo de vet=ores ãe 1çlm. definimos

a re't*iç:ãa g;S: 1l g j. 2U

. '

.'":'ii:'.l.:'i.: :;.
'.;l.-.-.':li; ;: :.'
. ': :' '-'. .: '.' 1 ;. ' : 1-

. .g::

:i 'l.i:: :l :

i .

Y'(P) M Yf(p)
.xm) carta local de }.f, entãoSendo (V,x'

:?: *: .3.

'l' , )l t --Ê...., sendo '?l B Y!.f.
3.w3.

Cano canseqÍiEncãa das definições acima. temos

Sejam

X: campo de veto e$ de N
'f: campo de v©'üQTcs aG longa de f, pGN

c: curva ãiferenciáve! de Nn c©m c(0) n p.

c'(0) ' X..
Y cama de xget:ares ao longa de f.c definido

B

i .

i? :: :
' 'i ' .: .; ; '

:.':::l

por

Y {lt) H '(C (t) )

Nessas condições, o vetar i$'t não defende gZ SgÉ



l l ll ll 1111 l ll l :
:''.- . :'.

ll :.': ';:: ::
i.; ''':..'. .: : :i.i;i: :: i.:. .

PROVA: Consideremos a$ cartas (U,u .....un),(V.x}....,liP)
N e b#R resF?ctivalente. Cai-s nüue f({J)cV

Se] am

xj- » fi (u! , . . . ,un) : Í.'l

U=1 n U; {lt) , ii n l , . . . .n

expressões !aca.is de íl e c respectivamente

Se y é dado. localmente. por
W

Y « }

®

i-!

Âs equações paxamétricas de f.c são

x*(t) * f:(uãl.t),...,un(t)) , j..l ,...,m.

$

i

H

en.tãa Y
êx

será dado por

'r' (C (t)) , j.wl , . - . .m.

Lago, ãa definição de derivada covariante de campos
vas , tem-se

$ , ,}: Ç ' :i* ,i* ' # 5, -
Ê, ldu"'1 8

q=,* «-'

-: :

v't 9R -.:.
{«}

pode ser escrita

Fazendo tn0 na Última expressão observa-se que:

# - :T*í$ * : ,}. *'s duk 8

'at'' ;?'

duk
{

1,.. ã

::illll :

@

'i'.:.': :.'-' ' l.i :i
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;.Üi i.ild.ope:i:à.e é= : tã:*)'a e, ou seja, ( 1)onde somellte de #. X
''ltw0

BEfl:tçÊ( Z.?«3; 1=e}.ç .o$ =-= 1 nor (V=;$').. que chamamos1-:: $
C:'Á']'?'-ú-a= ;ü''.,..ãX'].EIR\ Ü( CaRIl Q êi0 lOngO d

[)G !faina. 2.1:..1, s'sgt.ie que V:l'e gs+Lá bem defi.nidg,

P€= i;*npgTfÍ,~''$", *
: :

sua expressão ].Gcf! =. T c =.'ã

€8

]' : ;i; *'$1
sendo XK as cünF n ates de X rü3.=Eiv'amante $ ca pas coorde
nados ---.g--

2 »qaPRÊ [DAÜE$ :G :!q $ B:] ?:

c:;-..n'Pas ã VC"0T'=$ clC N '

cam.pas ao ! ngc; de f

:l !ur\çã( direi- ncifvp:. em (JcNn aberto 8. v&!o'

: !

g'''.' '' .#

' X'FY''~ ' X'"
}

h v ' - \ ?
X

::l i:l;l:;.:

i .

11 i.i: ;i ll!:l l::i:: l:l
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, x ;: t: ) 'g '''

. vli({:\:) - vl(í.x) » í.-EX,v]

õ. xK€1x.v') ": gíivkx,v'i} * g(x,v;.v')

7 . nCf.x ,f.v) R f
W vire,vl''

As play)riedüdes (1) a (4l} decorrem imediatamente da

definição 2.}.3.

Para provar (S), base:a veria-car que ela vale para

campos coordenados; =cmando

$(X,V) ' vli(Í.V) - v{(f.X) - í*CX,Y],

se X * -2-
êuJ

1- :-:.:-:1:'.

3f (f. (--=--) ).) ) -ê(X.Y) 3 Bu
ãBu:

Usando a definição de Vl: , verifica-se que

Ó(--!-,--i--) n 0. V .{.j * lcEo* usando a$ propriedades (1) a (4),
3u3' ' êuj

tem-se #(X ,Y) - 0 , par: toda X.Y

Para mostra!' (G) e {17) , procede-se analaga.mente.
$

3 . 1 VERSÕES f SaMÇTÊ Ê CP;S

Com a$ mesmas iipãteses iniciais sobre blm e Nn. es-

tudaremos em particular o caso em que f.Nn -.-.. }ufB é uma }.ES11.:

Tersos então $

a
:.

.:'-.':.'.'"-.'.- ; : :::::;; .;li:ll l !! :ini: .: i ;l

'.::li'':'.

$H
..:l:;: . i.: 8
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nsn: para (.aáa ?eNn. (g*).é inliet:ora. e

1) 'Ff(p)i'"# * '*~TPNi ) (f.(TpNn)} L'senda que

(f*(TnNn))J d.enomina-se esuaco normal de f na ponto

i)a decomposição (].l} scguc i:.medi.atamente c faça

pngpastçAC 2.3.1: Se V é u campo de vetores ao !ongo de f,eD
Eãa fi.cam !ni.'t'a(amante determinados dois caw

pos ao longo de {l, indicadas par Y e 'gt, tais que

il} Xr , 'f' «.. .F'i

ii.) v; € f*(TP '' â € (f*ilrpNn)ll' « v P.

Sendo g a nlétr3.ca riemanliana sobre íçP. a imersão f

induz sobre Nn uma HgAçTic& r{ manniana g, dada por

go(X,Y) " gf(P)(f'X,f*\') , para toda X e 'r, X,YeT Nn

Diz-se que g é a m'itrica induzida de g. Êg= f

essas condições, f:(Nn,g) ---, (K'#,g)é uma imersão í
simétrica de (Nn,g) enl {l'tlm,g/ ,

Na estudo d.as incisões isométricas, tem-se a resul-

PROPQ$ÊÇAQ 2.3.2: Se 'P é 8 cc\nevão ri.emanniana da. variedade

(Nf:,g} , li: 8trica rienanniana i.nduzida pe-
la imersão f, X e Y campos de veÊoÀ-es em Nn, en'.ãa

lvli(f.v))T * f*(7xY)

l©



PROVA: Seja a(X,Y) * (VX€1f,Yj})v - f-(VXY) ; então

a€1'r,;{) % (VÇ(:r.X)l} ' - f*(IVvX)

a(X,Y) - a(Y.X} n (f.E.X.Y])T - f*tX,Y] e 0.
usando a propriedade (5) de vx, e que f.[X,Y] B (f.EX.Y3y.

i.ago ü(X,Y) n a(Y.X) ; além disso,

g(a(X,Y) ,f.Z) ' g((V;:f.Y) '.f.Z) - g(f.VxY,f.Z)

tJsanda a defi.ní-çãc de g e o fato de f+ZGf.(TnN) . ob.

a(x.-í) - a(f,x) ' F{(f.v)-vYí(í*x) - if.PxY-Vvn]

©
g(a(X,\').f*Z) g(virá'r,f.z) - g(VXV.z)

xçl (x.z).í*\') ' g(v:f*z,r*v) - s(lvxz,v)

B

Cano

XE(f,Y ,f*21) = Xg (Y.Z) e

Xg(S*'V,í,Z} g(v f,:V,í.Z) ''' 8ilvií.Z.í.Yl}

X=(V.Zl} ' ã(VxX ,Z) ' Ê<jTXZ,'f), te

3) g(ü(X,Y).f.Z) + g(a(X,Z),f.Y)
somando (1 ) e (2)

Pernutanãa ciclicamente X,Y e Z em 3: X 'p Y + Z
{. . ...: . ..; .}

4) g(aeX,'F),f*Z) + g(cl(X.Z),f*\') nO

©

B



S) g(@(Z,X),f*Y) + g(a(Z,'F).f,X)

6) g(a(Y.Z).f.X) '+ g(afY,X),:.Z) wD

Somando (á) e (6) e subtraindo (S)

2g(a(X,\ l} ,f*Z) 'ü g€1al.X,Z) ,f*Vl} ' g(c!(Y,Z),f.X)

- g(a(Z,X),f*Y) - g(a(Z,Y),f*X) - 0,

QU g(a(X.Y),f.Z) n 0, para todo campo Z.

Logo. a(X,Y)G(ÉI.(Tona) t; coma, por definição,
. (IT.N") . tem-seY)ef$

B

'- '. -:;'-':

a(X,Y) " C, para toda X,Y Ü

4. A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Dada UcNn aberto. consideramos agora a campo aQ loE.

KW '.&w À

N: peU ""' H(p)e(f,l.'rnN)) t, e a aplicação

--'' f.('FnN) dada por

SN(X) ' -(v;lç)r para peU; verificamos então

Se ]q e NI são dois campos normais tais que RP ' ]qP'
para toda peU, então

SN * SNl; verifica se este lata calcular

x(sN(x)-slVI.CX) ,f.Y) - gej-V;(N-x') ,f.Y)

g (N-NI , Vlf.Y) -Xg (N-NI . f.Y)

Como. para bodo peU, NP ' "(TpN)) L,]Çp

8

; :: '

R

i : :'i l .i .' : l: l
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gl.(SS-S81}(X),f.Y1> * 0. para toda Y
Do fato de (SN-SN!) =xjief*('rnN) , {.em-se Cantão

Si{ ' SNj.* nu sela. a aplicação SW independe de N

PRQPQSIÇÃ0: 2:4.1 : SH é linear. simétrica, isto é

i.) SR(X':'r) * S IX) ': SR (Y)

ii) g(SN(X),f*Y) ' g(f*X,SR(Y))

PROVA: i) é +b ivia1 3 partir da definição de SX.

ii) O].hemos para a diferença

g(sxx.f.v)-g(r.x,sNv) ' g(-(v$x)',f.v)-g(f.x,-(v$1lqlT)

Como (lí.V).çí.('r.N) , para Cada peUt,

g(SNX,í,V')-g€1f.,X,SRV) - -g(vliK,t*Y)'S(f*X.v+lÇ)

Usando as propriedades de vl do parágrafo 2

g(SXX,f.'y)-g(f*X,SBY) * ->g(N,f.Y)-g(N,V$f.'r)]

''' )'g(f.X ,N)-K(n,v€1f.X)] .

Paga cada pGU, NP (f:*(ITpN)) L, }-ogo,

g(SKX,f*VlF-g(í*x.SR\'') x(iç.Vâí.V)-g(N.v+í.X)

Cano Vlií*V - V;f*X n f*EX,Yl}, então

s(sPx,f«'v]} - g(f.x.sRY g(R,f.]:x,Y]) u a,

pela mesma razão anterior

D[FINIÇAQ 2.4. : A aplicação

il: í:
1 :. i :

::i..l

:.: ;';

f.{lTpN) dada par
!

::' i ::H



SH(X) n -fVXN)r para cada peUcN aberto é dwaada !=
g112É3. 1€glBg. fundamental g:3: .ig.s.!:ãe { Bg 3..9agt s!.g !, eil pçN'' .

:. i-i:'

DEFINlcÀa 2.b.2: Seja HR a Éle!:a. bi.!ii\ear :.}Bêtlica assacia-
3. E®, isto g,

HN(X,Y} ' g(SNX,{f.Y). para cada pGUcN, X, Y campos

de velares tangent:es a N ein p .

Então, & fclrma quadra'"Laca Qn em TpN dada par

QR(X) * HN(X,X) , para cada peUcN é denominada sea.m-
g:! {glu sgg:glêl!.ia ge. }.gs=:.ia g. w ie!!u g.s 8..

5 !VERSÕES GEQD[Sf(AS E TOTALHENI'E GECDÉSiCAS

ocrtNlçÃ0 2.5.{ : Uma i.versão f: Nn ---.-..- b? é z$p4.êxÃs.a em

pGN se as geoãésicas de N partindo de p $ã)
tais que suas i.vagens par f são geodési(as de M partindo de

@

DEFfN[CAQ 2.5.2: Uma imersão f: Nn -..+ )4m é totalmente geada

fica guarda -for geodésica em todos os pon'
t©$ dé N*

L : '

As imersãas geodésicos e totalmente geadésicas adm.{

tem caracterizações naturais dadas par

pntpasiç8p 2.5.t imersão f: Nn "...p lçTm e geodésica em

peH se e somente se Fará +-ado campo N.no!
ma]. ao longo de f (coma parãgrarno 4) , a segunda forma quadril

teca aa longo de N em p é identiçamente nula.
'- '.-:. l '.":'' .; .'

;.;;'.-:. 'l '

-.-:.l:'.'.l-'.:';.-.-.'.-;
':-.:-l';l:: ; -;. -'.-'.:l.:'.:. -: ;l l:-:..'

'i:.:'l: ':..:: i :::....: l.':.:..'i':.:- :''l. .- :.
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8 '.l. :: '.-.':«'l:'':.'i'i .'".'l'. :i:: .-:.

Seja f uma iEaersão geada;fica
Cana ideremo s

: campa dc v-etores ao longo dc f ta! que

N(F') € (f* ITn!))i', V PGU, UcNn aberta.

'Faremos 'r: (-c,e) ....-.- Nn geodésica em Nn co® yCa)np

X é um campo de veÊores em Nn

$

'Y ' (0 )

Ca].chiando

:l i: 1 1 i l

HRn(Xp'Xp) " gf(p)(SR(''''' (0)),f.(v'(0))

gf (p)(- (lvl. '(o)n) ' , f. ('r '(o) ))

-(xg(R,f.X))p ''' Cg(N,vif.X))p

m (g (N.V;f.X))P ' 0,
pois, pela lema 2.1.1 da fato de fay ser geodésica segue que

(v;f.x)

Para vcri.ficar a !-ec!+proca suponhamos que

(HR)p = 0 , }y !q (f.(TpN))'L
{Jsanda a expressão obq:i.ãa

da demonstração, temos então

p inCiTa parte

@

g(N,Vlf*X) - 0 . ou selva,

Como (vií,x)T * f.(VXX) (proposição 2.3.2)

fica. ('?Xx)P ' a , logo ,

f ã

coma Y é geodê.

C(v+t,x)

:::'ii i:i.'.i'. :'i'ii-.i' :.i'l':i i.:
:i :! :! !i :il i:.l:íl.t:l: ii! :i:.ll i.i 1:;ii : .l: .i.l.::;:lll:il;l;i : : ! ll:.:l'll ;l i::'l::mil :!i:l ::.::1li:.i.t.:l:!. ;.i. - :: :: :.l. :l: : 1;.!. .:. : i:.li.: :l-l

':!
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: .
'l". l .' -. :.l-'.''l-' . . ;

0a :. 0, au seja, f.'r é geodésica por
f(P) e${

PÂÇPOSIÇÃa 2=.5=2 - Uma imersão {P: Fn ...-. f.'n é -uo+L&lHCRtc glg:
gg.i..!;SS. se para todo pçiN e todo vetar nor-

mal !q ao loitgc de f. ã segunda forma cluadrática H$ é identi-
(@meúee nu3.ü.

PROVA: A demonstra.çâo é imedia+La a partir da proposição ante

6 . PONTAS FOCA t S

Sejam (I'em,g) variedade riemanniana, NncMm Uma subia

piedade (neste caso a imersão f a ser considerada é a inclu

são i: Nn ---, Mm e identificaremos as campos ao !ongo de f. X,
cam i.X

Coasãã©remas

y: CO,]] -..-+ Wm geodésica de l\4m COm Y(0) n pena.

'Y (0) e(T.N) ' .

Pode-se definir ponto faca]. ã subvariedade Nnclüfa

considerando uma variação

X: (-c,[) X [Q.!] ---+ M da geodésica v satisfazendo

i) Para cada l (-e,c) a curva s + X({.s) é geodésica
dé M,

ii) Para todo t. X(it,0) n a(t)eN e

Â.(t) - -g{(t,O)Ç(Ta(t)N)

. ;.' '.ii-' - .':'i-. ':.: -i:' .' -::-::.:l :.i; :::- :.'l..:-ii'- ::

'i .'.;:i':: :l
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©

'l.?"i:''

em disso , oE)serva-se cue va e

LEPRA 2.6.t : J($) n {}(0.s) é um camPO de Jacobi aG longo de
r, blue satisfaz

!) J (cl} ÇT. (N)

a) gg-(Oi} ' s.r'(0)(;€10))e(TpN)''
senda S.r.(0) a segunda forma fundamental ãeílinida na parágrg.
fa 5. Reciprocamente, se .J é um campo de .Jacobi ao longodey

com Y(0) - peN, Y'€10)e(TnN) L; então existe una variação À de
y bati.sfazendo (i) e (ii) acima, com campo variaciana].

;ê.(o,s) i-gua! a J

PRGV&; $©&d©

:.:- '-.'

a(t) B À(t,o) . i(s) - ;;(a,s) . segue

l(ü) ' ;êi.o,o) = :iÇ(al.t))l ÇT N. pais para cada t,a(t)GN.

Se 'r0€TpN. se ãF(o) * s.v' (G) (J(0))e(1rpN) L então deve-se feri
f3.( r

aÀ
9

$

®
-'.;.:.'.-

l l-;--

: :l:.i i 1: i I'l

-l. .. .: l 'lii

8J
g CãE-(O) * Sv. (o)J(C) -Yo)

g(gg'(o),vo) : g(ã ;ê-(o.o),Yo) ;à(a , O) .Yo)

Baí.

g (âg.(O) ,Y.) - g(S (O) ,Vo)

' ': :. :l : ' lA(t) é um campo de \retoFes aQ longo de a(t) CQm a'(Q) nJ(0);

].ago,

g(o) - vüv(oyà(t) ' v3(o)A(o),

a :':::.. :.'l

N .-.-- M é a inclusão.

;:\l i:':'.: ': -..i'.- - .::' :' ::. :: '-' '.. . ' ': '.:.i:.i . .' .: :
-.';:,:':
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:. ;

.; :' .=:i '':l l:; l.

Pela proposição 2.3.2, aqui: EVJ(0)A(lO).l 'VJ(0)A(0)-

g(#i(o) .vo) * g(vl}(oyÀ(o),vo) - g(-sA(o)J(o) .vo)

K(#g- (o) '''s.v '(o)J(O) ,Yo)'g(-S.v ' (o)J(O) ,Yo) +g (S.y ' (e)J(o) ,vo)'o,

pois A(0) n 'y'(Q)

Verifica-se a recíproca tomando a(t) uma curva em N

com a(0) B p, a' (0) n J(0)

Seja W campo de velares ao longa

w(o) - 'v' (o) .g;(o) ' :g'CO)

Para cada t, cansidex'amos W(t) B V(t)+U(t), CQ®

&e €á}Q

©

V(t)e(Ta(tlN)' e U(t)eTa(t)N' e

À (it ,s) * exp.(t:) (sV(t))

X é uma variação de v que satisfaz

i) para cada il, s --.. X({l,s) é geodésica

Â(t) * {e-(t,0) - V(t)e€1 a(it)N)
ãelt , o )

Além di sso

;;€10.e) ' :à exma(t:)(0 V(t))
©

a' (ü) ' J(0)
€*Q

Para verificar que J($) ' ;}(0.s) ê suficiente mostrar

ê.ê.(0,0) - J110) e aÇ ;ê(o,o) - #!(o)

que

i l ii l :
: : :

1 1 i : i i 1 1 1 i í i ll:

: l .'

:.':i:,:. '- '-:-'
1.;- ':.i ...'
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B

:Ê€1P,u *;; 0)
.' ;i . '

o) a; {éw,n - gÉu) - S;w), -:-a. ;;in) * ãg.p)

Se mostrarmos: â{(c) ~ o, temos o resultado.

J(s) satisfaz, na hipótese :i:iil l :

1. :::ini'l' .:::

.. : ; 'l; i#{(O) ''' SY'(0)(=(O))e(TPN)'

S.r ' (0} ( aÀ (Q . G) ) e(TPN) l
B

De (') . tem-se

gu) - #w) - :Ê &

ü-w .a)e(T.N)P

Além disso. U(0) ' 0 e U(t)eTa(t)N' V t.

Tomando C(t) campa ao longa de a(t) ta! que

C(0)e(TpN) L e C(t)G(Ta(t)N) L, temos

W
:- ::l::l :

.- :::.i l:

ã%'g(u(t) ,c(t)) 1 - g(g;l(o) .c(o))'g(u(o) .gÇ(o))
?" @ E. }

'aT

lago. gCâ;(o).c(o)) - o. v c(o)e(TPN) t. Donde ã:(o)
gue G resultado. a

!.çriNÊc4q 2.(;. : Se NncbP é subvariedade, (içP,g) variedade rb

manniana, dlz-se que qÉM é manto egSg}. de N
se existem uam geodésica r: [0,1] --+ M com y(0) n pGN,

y'(0)e(TnN)x. y(1) = q e um campo de Jacobi J ao longo de y.
satisfazendo as propriedades (1) e (2) do lema 2.6.1, e mais
J(1) ' 0

.

: l :

: l:i:! :

',

B
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H
W
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Seja y: [0.&] ---- M geodésica com r(Q)

Bç.(0) : bola co'n centro na origem do plano tangente ' ; -

Tomamos B. (0)c('f ' (0} 'L
©

p.E.EJ11.ÉÇ.8g.&.!z} - Diz-se que y é }:l!!:g g.ç contas fecais se e
riste c>0 ta! que v não possui pontos fo

cais relativamente à subvariedade a

expp(Bc(0)) ' Ec

Coma E:. é subvariedade totalmente geodésica em p, então se J

é campo de Jacobi ao longa de 'Y CQn J(0) # 0 e UJ(0) B 0, teU.
$e

SY'(0)J(0) ' 0; portanto. J sa+Lisf8Tá imediatamente a cog.
dição (2) do lema 2.õ.l

A praposiçãa seguinte é análoga a prapasiçãa 1.3.3

do capítu].o !

PRaPQS[ÇA0 2.6.1 - Seja y: [0.Ê] --.+ ){m geodésica !ivre de pon

tes fecais. {.JI'...,Jn.l} uma base do espg
ço vetorial dos campos de Jacobi, perpendiculares a y. com

#{(o) ' o
Então, para cada teca.Z]. {J].(t),...,Jm.s(tl} é uma

base de ('r ' (t) )'

PROVA: Demonstra-se analogamente ã proposição 1,3.3.

:i: H:. :i'::: :':'i

l .-' i::':.T:'l' .;..'
i-l;;:; -'.l-' .i-'. 'l'l

.i: .. -. l: .

0

M
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T[OREMP.S OE COHPARAÇÃI? OÇI BAP.Çjb..APUCACÕES

l)idas duas variedades riemannianas M e M, cujas ca-

ractere'éticas seccianais em cada ponto. e para cada subespaço

bi-dimensianal do espaço tangente obedecem ã mesma relação de
ordem, o ob:jetívo dos teoremas de Rauch é comparar comprimen-

tos de curvas dessas variedades.

Existem várias versões para os teoremas de Rauch. A

versão mais elaborada, que $e ut:iliba de uma extensão do teo-

rema de Sturm para comparar soluções de equações diferenciais

é devida ao próprio Rauch [12].

h'arner entendeu os resulltados para suba'ariedades.cdm

hipóteses adicionais sabre a segunda forma fundamental. em

í:lS]. Em [14] aparecem outras extensões e conseqÍiências.

l

.- :
''" ;::'

No que segue. em primeiro ].usar mostramos cana se

comparam campos de Jacobi ao longa de geodésicas de M e M reã

pectivamente, desde que se verifique alguma condição de não S.

xistência de pontos conjugados ou pontos focais sobre a geada.
fica de M. Usamos o resu].todo obtida para chegar ã comparação

dos comprimentos de curvas de N{ e M, convenientemente canstru!

e investigaremos algumas consequências.

B

.l .:. l

: l l :lii:i i; l
;::';':l-'::':.

;:

' ;
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ír lil.'.

Seja bP uma variedade riemanniana, y: [0,a] ---- !üP y.

ma geodési.ca de )f, X um campa de vetores aa longo de y.

DE F l NIÇ AQ 3 .t : }

l(x,s.) . j''Í'Sê.,g} * «RH,'v')x,'r'»}ds.

para s0€[0,a], a forma ga i'ndice gS. r

O ].ema 1.4.5 nas garante que se r não ten pontos

conjugadas a 'r(]O) no ínterva]o [0,$0], se X é um campa de ve-
tores ao longo de y, ortogonal a 'y. ta} que X(0) n 0. então

G

H

@

; :
:'. lli'.

l(J.sO) g l(X,sO), para todo campo de Jacobi J ao

longa de "r. tai que J(0) - 0, J($O) * X(sO) , sendo que

l(J,sO) ' !(X,sO) se e somente se J * X

O lema seguin+ue, devido ã Rauch, será fundamental

para nossos ah=jetivos

®
R

LEMA 3.t.t - Sejam Mm e iim variedades riemannianas (m s m).
y= [0,a]! .--+ h{ e y: 1:0.a] ---. M geodêsicas de M

e M, respectivamente, J e J campos de Jacobi ao Zango de M

e Ü, respectivamente. satisfazendo
.. ; i:i:.

; ;: ;
l '.;: I' .

!J(o) ll ' IJ(o) iÍ - o, igg.P) ! - l:{(© y.

<JCs) ,y'($)> = <3(s) ,y' (s)> n Q, para 'todo seCO.a].

Se ; não possui pontas conjugados a y(0) no interva

[o [0,a] e se para quaisquer subespaços bi-dimensionais R e a

l ll l l ;l



n

a

respectivamente tangentes a 'y e f nos pontas y(s) e 't(s) t:i
vernG$

K(n) g R(i) , então

IJ(s) iz $J(s) ê para toda sC [0.a].

PROVA: Se ta:(0)g - lar(o) $ - 0. então êJ(s) ! ' IJ(s) g - o,

pois J e J são soluções. respectivamezlte, das equações
diferenciais

R('Y ' .J)'r ' : C} .

R(V ' .lj);r'

se $ar(o)ê ' !:gi(0)! > Q sejam(s) ' gJ(s)I' e
'i(s) ' $1i(s)il; temos então. para todo se(0,a].

bem definida. pais ? não possui pontas conjugadas a ?(0) no
interva[a [0.a].

Usando a regra de i,'H6pita]., tem-se

lim hCs) . lim y.:=11:.1 - lj. ZPgg..#á.» . «J
s+0 s-.0 f''(s) s-.0

+ H
HdsaJ

©

.BU,:l im h (s)
h+O.
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H

Se mostrarmos que â1 2 0. então. h(s) será crescen-
te em (o.a], !ogo. h(s) z 1, e ÍJ(s)l z l.}(s)l

Como $! B , basta verificar
'* [v (s) ]:

se v' (s)f(s) » v(s)f' (s) . (!)

Seja Êe(0,al; se v(1) = 0, como

v'([} : 2<J(Z) ,l?{(Ê)>,

.:. ;,..:

t em-sê v ' (Ê)

V ' 1. Ê)t (E) u V (Ê)$' (Ê)

Se v(!) # o, coma 'F(Ê) # 0. sejam

U(s) B ----É-- J(s) . U(sl) n ----!:-- J(s}

Então
- .'.-; -

l .,- } l

#yUb) .{Jh)» ;' r;lÇT'U(s) ,Ub)»ds

Dy Dy
> < R('t . U) {

' 2.1 (U.E)

.i ' i

'.':! 1: '':'. :': :1 .

Comparemos l(!i,E) e l(U,l); para isso, consideremos

{ZI'... ,Zm}.{ZI'.. . ,ZH} bases paralelas e ortogonais ao longo

de y e 't, com ZI ' f' , Z2(Ê) - U(g), ãl ' r'. ãZ(z) ' U(Ê)

Seja + a aplicação que faz corresponder a cada can

o campo

:; Í:

f; (s) Z: (s
i=l

M H M
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<j+X)(s) » .;lfi.(sllÊi(s)

+ bati.afaz trivialmente

«#(x!),$(xz)» ' «xi'xz» e ê-(õ(x)i} ' +(#ê')

Calculando

Usando as propriedades de +

i($(u) .g) - j l«ggi.l;g,.. *. «n(ç',$(u))ç:$(u)»las

Sabemos que <R(y',ó(U))'y' .$(U)>n<K(+(UI) ,y')+(U),y'>
<R($(U) ,'r')$(U) ,'y'> n -<R(+(U) ,'r')y'+(U)>,
,{')+(u),?'> u - KI.n) , sendo n o plano gerado por +(U)

,Ê) n {'ag($(u)) ,zB($(u))» ' «R(t' ,+(u))f' .+(u)»}ds
G

G

! (+ (u)

(2)

l : : :l ::

©

<R(+(U)

e y '

Por outro lado, como K(il) s R(n)

<R(U,y)U,'r> u -':R(U.v)'y,Ul> n K(n) , au

<R({;,'r)U.'V> z <R($(U) .?')$CU) ,'t'>

Voltando a (2) e usando a última desigualdade. te

(3) l ($eU) ,Ê) s ! (U,!)

Por outro lado. U e +(U) sãa campos ao longo de ?

que satisfazem as hipóteses do lema 1.4.S, ou seja, l(U.í.)

1(+(U) .Ê) se comparam conforme as observações iniciais, e

(4) ! (Ü ,Z) s l ($(\J) ,2) .

U
';' - .- ' 'l:



B

E)e ejS) e (4) : t:eras

! (Ü, ) !(U.E) . au

v' ' {1 2,

a que resulta v'(Z)ç(Ê) $ v(g)ç'(Êl: então (}) $e verifica pâ
ra todo í,G(0*a]. e Iti(s)ll s lIJ(s)ll para toda se[0.a]. a

CQROLAR$0 3.1. - Nas mesmas hipóteses do lema 3.!.1. se mnm,

(Mm.g) Lera curvatura constante e igual a 6
e para algum ; do intervala (G,a],

liJ(;)ll - ll.i(;)K , então valem

i) jIJ(s)ll ÍIJ(s)B para todo s€1:0.;]

ii) '\s curvaturas seccionais ao longo dos planos ge-

rados nor l}(s) e Í'(s) são iguais a â para todo
selo ,; ]

H
©

n

PROVA: Cons3.âerazldo a função

h(s) * {:}(glàÉ- da prova do legal-.l.l, temas
êJ (s) g

hCs) z 1; cano h(1;) e 1, $ ' seráumpontodemx+nimo local
interior para h(s). Lago$

gÊ .,,.'»
$ :s ag

<lj (s) ,j {ls)>.«g'J(s) .#g'> ,t.E<J (s) ,J(s)>.«!<j (s) ,#g'>,-.
oaí, 'J(s) ,#g'>;.i B 'J($) ,!g'>;-.
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a

R

R

usando a Última iÊualãade, obtemos

l(J,;) n i(j.;}, sendo E(J,$) dado pela definição 3.1.!.

De (3) e tâ) da demonstração óa ! ma 3.à.!.segue

!(j,:) :êtl-ll}.g) $ !(;,g); portanto,

1(+(J) ,$) u i€1..;,B) , que $e ©s(TC't-c

[
f.$.'f

ou: l {-<n(J:v'lJ,v'>-''<nC#(J),Ç')@(J)

Por outra lado. da demonstração áo !ema 3.1.i. te-

«gg. ,#{»''' 'n(4' (J } ,? ') 4' 1J) ,t ' »'la$' d$<âg. , :í.» '« R (J . 'r ' ) J'r ' '

a

: :i ll '

;.- ' :

1-:#l.:i :'

h(s) E ! e h'€1s) E 0: 1o&oQ, h ê não decrescente; CQ

mo h(g) m ]. tem-se l!($) constante e igual a ! no intervalo

[0,s]. ou seja , :em-$e (i) .

Coma í(J,$) - iilõ€1.J),:). pelo !em 1.4.5, segue

J(s a {]J)i]s), para toda $€1.0.g]. e

Cano l;(s]: « g.}(s)ll ? 0 em [0,g], e

<K(J,'v'liJ.'r:> ' -K,y(s)(J.I'' .J'r') 'i Jll,

<K€1i,{')i,?'> - -Ê$(s)(3-v: ,3:v')1131, suhstit:Rindo na Última
integral. conc u o$

Ít (s lj ,Ç 'j ,f ')

f -':K€1;,)'')'!,'7'' ., «R(j :;')3.;'::'iõs

a
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COReLÁRÊG 3:i.Z !ma v& edaeÍe rienanníana com curva

{t2}"a sücciün8i, KTlf ) < ü para toda ponto
pCM e todo subesFaçc hã-3}ne sãüri IE í?.cT.bi:

Então,@ nllü possa.i- pontos canjuga4os

pRovA: Seja v: ílG,a; --+ ?'Ín g cdgsíca de Hn, X{ Q pi.a8a eucliãi

a[\o (!ago. li.S(Xnüj:0). :1ü,a] ---- R geodésica.

Tomemos J ü li campas de Jacübi aa !áREa de y e 't reê.

pectivamente, cam J(o) - o, li(o) * o.!#g.(o)li * ll#g.(o)E. Ccmc

? não tem pontos conjug:idas a Ç(Q)

À

8

ÊJ(s)ê ê: glj(s)li>Ü, V se(0,a],
bago, y não tem pontos con.juba.dos & f(ü). ]]

COROLÁRIO 3.} .3 curxratura seccianal de uma v'ariedade

iemanniana h sa isfaz

0<E.$go $H. . nome:-osreais,então.edis

t:anciã d CHt.FC citei.s pontos conjugados consecutivos satisfaz

PRaV8: Se=jam S(L) e S(H) esferas can 3 mesma dimensão de b4

com cur\atul8s }., e H !-espectivamenEe, rl:[0.Ê]'S(L)
y: 1:0.É,] ---- b{, 'f,: [9,Ê] ---* Si]i{) geadésicas. JI , J ê J. can

pos ée Jacabi ao longo êe v!* F e í2, respectivamente, cam

gJ:w)ll lj( )ll - i.í:ull - o, ii1lÉtn)i - $%ê.w)í'ig (o)ll

Sendo d a ã stânci entre y(0) e o primeira ponta
can:jogado a Í(Gl} ao llong de v, para Ê < d, temos

.- -::.'.': .. : ::-: :'
': :.' : '.:.l-. = :'= .' 1- =.'-.-..h..':'.'. i:' . .-.'. .':, .' :l.'.;'..'l.' .'.:': :: : -'." -''. . . . = .'.- . .''..' -1-.::.': 1-.: '.':':
.''.-.-.--....-.-'.'.'-.-".'. --:''.' '' ''.'' ..'.'-"--. ' -' - ..-'-'...';-l



llJ!(1)ll » jjJI.i)ll, pela proposição 3.1.1; cano

il(n/-C) ' o, i(n/'T) - o; !ogb. -% à d

Quando i< -!.,-, tem-se & não existência de pontos

conjugados sabre y2; logo, llJZ(i)! ç IJ(1)! para todo
!e co , n/-''ii) daí, d z n/vR. O

L

Em tudo que segue, consideremos senpr'e as variada
des riemannianas completas. O primeiro teorema. devido a
Rauch. que utilizarenas posteriormente se enuncia

TEOREMA 3.t.i - Sejam Mm, Mn. variedades riemannianas comple-

tas de dimensões m e ã respectivamente (nsã).

Cansideremas pGM. p6M. i: TnM --+ TRÜ uma i.sonetria

linear. s'P) ' {XÇTpw/IXI'i},

E: [0,a] -..-- S;l uma curva parametrizada por conpri
Benta de arco, f: [C},a] --+ R função diferenciãve]

Sendo E(t) - i (E(t) ) ,

c(t) ' exppCf(t)E(t)) . ê(t) ' exp$(f(t)E(t)) curvas
em M e M, e se para cada t fi.xa. as geodésicos

u(s) ' expp(sf(')E(t)), ü(s) B exp$(sf(t)Ê(t)), Osssl.

são tais que as curvaturas K e K bati.sfazem K g K ao longa de
u e ü. e ü não possui pontas conjugados a f; n ü(0) , então

L(ê) 5 L(c).

c(t) ' expp(f(t)E(t)) e ê(t) - expÕ(f(t)Ê(t)) segue
:i\

-. :: ':.'.::: :' -:' '.-ili':-:: ' :... :'. ' -.: '': . : :' ;:::.i'' .:

; : ; : ' : ; j : : i
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B
aB

c'(t) '(d exPp)f(t)E(it)(f (t:)E(t)+f(t)E'(t)). ou

C'(t) - f' (t)(d exPp)f€1t)E(t)'E(lq:))'f(t)(d expp):É(t)E(t)(E'(t))
Da mesma forma

ê'(t)-f'(t)(d exp$)f(t)E(t)(Ê(t)) 'f(t)(d exp$)fCt)Ê(t) (E(t))
Como (E(t) ,E'(t)> - Q. pela lema de Gauss. conclue-

se que as parcelas de c'(t) e ê'(t) são perpendiculares. Por
outro lado, coma ÊE(t)! @ gÊ(t)l. tem-se

l(d expp)f(t)E(it)(E(t))l n B(d expp)f(t)Ê(t)(E(t))l(1)

Para cada tOGEO.a]. seja

À€8.s) - expp(sf(tO)+8sE'(tO)). ae(-c,c), seco.]]
uma variação por geadêsicas de

$

@

W

l

. . i

u($) " expp(sf(tC)E(tO))
Então

Jto(s) " B-Velo,s) u (d exPp)sf(tc})E(to)(sE'(ta))
o de Jacobi aa longo de u

Se consideramos uma variação análoga para u. então

,s) ' (d exp$)sf(tO)Ê(tQ)(sÊ'(tO))

ê tal que poderás comilarã-los pela lema 3.1.11 ; logo

! Jt. (i) i

$(d expp)f(tO)B€1t0)(E'(tO))llz!(d exp$)f(tO)Ê(tO)(Ê'(tO))l(2)

©

$

©

©

#n

Jt.(1)l, au

B
@

. - ''.

.l:l:.l; .

:- .:'l'il:.l. .:':i ::': -:::;;'.'::i';'l:- il..i:::'i: i..i:i.-i.:;i i: :..::
M

M
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De (1) e {lZ) , segue

llc'(t)ll à ii;'(t)ê , para fada tG[0.a]. e, partanta.

L(c) = L(ê) Ü

Se em lugar da hipótese de nãa existência de pontos

conjugados ao ].ongo das geodésicos tivermos a hipótese das gig.
désicas serem livres de pontas fecais (conforme a definição
2.6.2) . va]em resu]tados anal.egos aos já demonstrados

:-;- ''

:'l'l: '. .:.:li :i:'.i

LEMA 3.t.Z: Seja 'r: [10,a] --+ M geodésica livre de pontos fo
cais en [0,1]. Ê s &.

ConsiderelKos J um carpa de Jacobi ao tango de y or

togonal a v; então. se X é um campo de velares ao longo de v,
ortogonal a y tal que

l#g.W)i ê# )ll - O, J(u X (1) . ten-se ' ;'l. -.

l(J.Ê) s l(X.l). e !(J.Z.] B ](X,Ê) «J(5) B X(s). V s6[a,&].

PROVA: Usando a propaslção 1.3.4. tomamos {JI(s).....Jn-l} u-
ma base do espaço dos campos de Jacabi J ao longo de y

tais que ãgg-(o)l - o. Os campos X e J se escrevem:
n-l n-l

j.}l fj.(s)Ji.(s) , J(s) ' .11i fj.(Ê)Ji(s).
X(s)

pais X(1) B J (Ê).

Como no ].ema 1.4.5, mostramos que

l(X.!) B l(J.É.)+l <A.(s),A(s)>ds, e tem-se a tese. Q
Ê

8
i;ll:l:

; i''H:
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1:.ÇH4 3:1,} - Sejam Mm e Üm variedades riemannianas de dinen

iões m e ã (nsã) cujas curvaturas ao longo das

geodésicos v: [0,a] --+ b4 e f: [0,a] ..-. M satisfazer K s X (cg.

mo no lema 3.1.1)

Consideremos J e i campas de Jacabi ao longo de T e
y respectivamente . satisfazendo

IJ(e)! ' yli(0)ÍI, Í;{(o)l ' l;{(o)l ' o e
<J(S) ,'y' (S)> n <j(S) ,t' (s)> = 0, para todo seCO,a} $

HaW

Então, se ? é livre de pontos fecais

IJ(s)! z lli(s)l, para todo se[0.a].

PROVA: A Brava é análoga a do lera 3.1.1. pois coa a hipótese
de f ser livre de pontos fecais. a função l.:!.L1.2..1 está

bem definida, e usando o lema 3.1.2. podemos caaparar
l (+(U) ,l) com l (U ,l) .

t

l
©

função

Çg.BgÇ4B..l..g...}=.i .i : Nas mesmas hipóteses do lema 3.1.3, se Rnã

(hP,g) tem curvatura seccional constante e
gua[ a ó, e se existe Se(0.a] ta] que

llJ(glB - $1i(!) Ê . então valem

i) IJ(s)8 n ÍJ(s)li para todo s6[0,5] e
ii) A$ curvatut'as seccionais ao longo das planos gerados

por li(s) e y(s) sãa iguais a 6 para toda seCO.g].

H

@

PROVA: Análoga a da corolário 3.1.1, usando.as lemas 3.1.2 e
3.1.3. Q

©© 8



CÜRÜLÁR:Q 3.} .5 - (onsideíemas 1.{ variem. ãe }'iemanaiana com-

Plet3, con cüi'vêitllía süccjoia K l.Rn)$1 ?a
].'a toda ponto p ê -L9'iü subespaçc bi.'-Jipe! siona! E cT }4.

Seja 'f: lü,a.l --,. l:fm geadésií:a de ',{m; entãc]. se

< Bi//:1l] (L>G). ]; é iVre ãe pOntÜJS :fCCalS

PROVA; Cil&ne os S.(!.) a esfe!-a a-dÊmensiün l com curvatura

constante e igla! l,. =iitão, dada t: 1:0,al'--.* S.(L),?
é livre de pa11-co$ fecais se < i!/ZfT , para L>i). e Ls0. 't é
sempre :ivre de ? n os locais

i :: .i i: 1. '

:

Sejam J e i ( elos de Jaccbã aa longa de y e ? re$-

pect:i.lamente. aTtcgonais 3 f e f, com ã!(c)*o, #?(a)"a

omo té liãvre de pen+üas fo(ais ; usanác c !e a l$,i.2,

la(s)ll ê B3($)Ê > n se s 1:0,n/24'),se i.»a.

!J(s)l zEi(s)l >G, Vsçí10.a] self;0. Q

Esses !ena$ possibilitam demonsg:!anão do teore a

seguinte. tambént devido a Rau(h

.!}.g.qjl.$4..3..=}...? - Sejam }P, Üm v piedades riemannianas.

v: [ü,ai ---» !.{m. f: ]:C},a] ----, M gecldésicas tais
que a$ curva''-ura$ seçcionais de M e M ac ! ngc {ie y e t res-
pectivamente satisfazem K K (Conforme o lema 3.1. 1}

Consiãexemas Â(t.s) uma famz+lia de geodési(as de M
tal que

a) ü s s s a

b) dada umê função diferenciáve]! m: i10,a] --+ R para cada

:'.'....:=-1:'.'

': :" .-l l.'

..:::-.::.:: :'
{?:'.. ©



seLO.a], 0 $ t g n(s)

Para cada $6í{).a]. A(t ,g) é geodésica parametrizada

por comprimento de arm. e A(0.g) - r(;).

<lê(o.s) , 'F'(s)> - o, para t:oda seLO,a]

BÇ ;+(0.s) ' {), para todo sG[G,a].

. temos uma família de geodésicos de H artoganal a y

Chamámos Â(t.s) ã famzelia de geodesicas em Ü, arte
?, satisfazendo a) , bl) , c) , d) , e) , com y' no lugar de

c)

d)

e)

ou $©3&

tonal a

Se c(s) B A(m(s].s). ê(s) B À(m(s),s). e para cada

, Ê.(t,;) é livre de partas fecais em 1.0,m(;)], então:;e[0,a]

L(ê) g L(c)

P RQVA : Podemo s escrever

c'(sO) * m'Ís0lj;}(m(sO),sO) * êê(m(se) *$0) e

ê'€1s0} ' wí'(sO.I'5f(M(sO),sÜ)+ êÊ(m(s{)) .sO) , para
todo sn6[0:a].

Coma A(t.sO) é geodésica parametrizada por canpri
mento de arco ,

}.Ê}(!"(sQ),sO)ÍI - êê'{(m(se) $O)Ê * l
Selva F(lu.ll} a v'arÍaçãa par gccdésicas de x(t.se).aã.

da por

F(u,'t) ' exp].(.t)(u n(sO)EejT)) .ueCQ.}]],'tç(sG-e,s0+e) ,

senda E(t) ' ;ê(o.v) .

;:: :::: li:
..: :.::: ; :.:ii .lill: :ii :'... ..:; i:. : .:.:;; ii:: l::ii l:..:: l:ll. ::... .l=li :.

.: '

::;: ; : ;ll :::. =:. l i: .i ::;.; l!:l;l l



R

JS,.(u) ' ')F(u:sC]) 6 cara!)a de Jacobi ac} l ngo de
A Ct ,s 0)

Além disso, {l(u..sÜ) é ortogonal- a iT(u,sÜ), pois

h(u) - «Ê}(u:s0),{;(u,sO)», tem-se

}.'h) : «à {'i(u,;P.{;(u,;o)» ''' «-ÊÊb,:0)-t& ê';h.;J»

Como t#k }ii(u,sO) m 0, para t.odo ue[0.1], e

:á g(",se) * & ';à(»,;p, '''"':.
h'(u) ' 'lg- {l(-,;J,'g':(u.'J» * '} 'i%.IÊ;b,s.)il - o

Logo.

h(u) n h(0) i)ara todo uÉ;[0,11; como

-Êil(0,sO) : y'(sO),;{(D,sO) ' m(sO)E(sO) ' m(sO){Ê(0.sG). B

e peles hipótese d)

h(o( : o ; «Ê«41(u,se) .{Ü(u,se)'

Enl pa?.'titular, Jsn(l} : aFç.!,sO) e ortogonal a

{{(!.sQ) ' 'Ê'}(m(s0} .$O)

Se E(s) - :t:(o,s), poderias escrev'er

Ã(t,s) - exp.F($) (tE( ))

como F(u,T) ; expY(T)(u m(sOjIE(T)) . veri11ica-se fa

.Ê;(] ,sG) * {Ê'(m(s0l} ,sO). Í:2]ci].mente

@
$

B



l:l:::.

De [1] e [2], segue que

[c'Cs0)] - [m'(sO)]: ' ]]]s.(1)i]:- para todo t0€(0.a)
Da mesma forma , mostramos que

Hê'(sQ)i] ' [m'(sO)]' ' Elas.(1)i]:, para toda s0€(0,a).

J e J podem ser comparados pelo lema 3.1.3, e

'H' .

R

lljso(t)ii s lllso(i)ll
Temos então

lê'(sO)il s lc'(sO)l, para toda se(Q.a). e par continuidade.

!ê'(sO)l s lc'(sO)B, para toda saCIa.a], donde L(ê) s L(c).D

COROL4Blo 3.} :6: Se.ja htm variedade riemanniana completa. S(6)

uma v'ariedade bi-dimensionar .simplesmente cg

nexo. com curvatura seccionar constante e igua]. a 6€R., 6s]..

©
W

Consideremos ainda y: [0.a] ''- M, t: 1:0,a] + S(6) gq
désicas, À e A fani'lias de geodésicos respectivamente ortogo-

nais a v em M e f em S(6) , nas condições do teorema 3.1.2.

Sendo m: [0.a] -. R uma função diferenciãve]. ta]. que

m(s) $ n/2,
i:i-: .

ç(s) = A(s,m(s)), ê(s) - Â(s.m(s)) e se a curvatura secciona!

de M, para todo ponta p e todo subespaço bi-dimenscional
n çT M satisfaz

6 s K(n.) s 1, então

L(c) = LCê) se e somente se a subvariedade bidimensional far-



© H

nada relia uni.ão d s (larvas d n !:ã Ã(t..s} é üt !mente geg

dési-ca e dc ç!!r'\:atum'ü =:lnst iitü e igual: ;i (E.

FRGVÂ: À p-orla ç!!:: }í:].$} : :/:. pa: todo se;Q,a] garante a nãc

ex.]s+u8nc (! o tcs foc í$ s(::)i'e a-s geoãési(a d& f&-

mi+ ia .K(+u,sl!, ?ara isso, Ej$ã=o$ +Lca:-ena l$.i.l;, ccnsidei'a.!iãc

as variedca(!es f'} e $;;:(.1) : esfera n-dimeitsi,orai. de rai.a l

{l)inse'ruam $ (ue 3 ccndxção n!(s) < K/= ê que garante

a não existência dü ilür { $ fc(ais sc)bre a$ geodési(as da Élam

}i& X($,t) co $í:ru d e! Sn(}j de forma ana oga ã da teorema
3.i.2. Mas, usaild as mesmas no êiçães do +-eorema 3.i..2, para

os sOÉ;[0.a]j t.ais q\:e m($C) * =/'2

B=1. {]«)Ê à ]i):: (u] li , o, e : u=.' f'l n r'-

de dos ca t!)a$ 8le Jacobi

k13s,:(.i)ii l)s.(i)ll ê o: ou seja, 3 geodésica
À(s0't}, ü s t :Ê n;ls) ê !i.xre de pc'fetos fecais para ast<m(sO),

e nada se 1lode afirmar sobre À(s0'm(sC))

$Ías, tara todo sO 1:0,al}, t,CFlo$

li'Js,.]u il z iil$ ' )11 > Q, ü É u ' ]. usando agora Q

teorema 3.1.2 pa:a campos '!e JaK)bi ao longo de X(s0'tl},
l(sO.t) ; no'ç:ameilte pela continuada(!e,

gls.€11)ll i13s.(1)ll ü 0, ou sc.la, quando u*l, ainda
comparamos esses campas ãe Jacobi e podemos }lraceder camc} na

demonstração do teorema 3.1.2 para mostrar qUe

pela cantinuida

L(o z L(ê)



Sejam 'Ç, 1{ ã.$ s'ubvãràcd&dtts bi-d meilsionais de S($)

e l:i Fes)c(+uiv !:!ent-e: fõfnó.das peia união -las geodÉ;sicüs das

fanlÍ] ias à(t: , s) c À (; ,s )

]\$ a!)} { caÇêt's

({ , s} ----: ã {lt , s) e

({ : s) --«-, à. (t . s}

forneceil )&i'ane+c:'i.z&çãe$ geodésicos (ie :i c. H respectívameilte

Se i,(c) * LI.:) , e}).{ão

iij. (!): : llJ. (!)
S$

0 Ü

O)servas(!c; qt.Êe, cano .i.. fct definido

Jso(t«:)Ê;':À(u 17i($:].1 :$1)' 'j$(.}'' 1Êi'i-À(11 HI(se) .$o)N' e

usando o coro.ia:'i.o 3.1t.,%; elaü$ (!ue a cura"et\!ra secciala! ao

longo de cada Ecod8sjce }:l.t:s0) e =on$taflte e água íi 5, para

cada se): logo. a cc;E\:apura (ic X 8 i.gua1 3 $

N e {} a müãlte co(iesic i)oi.s s as 8caâésicas são

geodésicas dc :'i en odo pontes.

SC! : \ i! $ T11 S $ CUi'\.íai'Ui'iãS $eCC{CíFlaiS. eilta0

se3.'ão ]sonéErl.cas. e vcri:ica-se

B

i,(c) - i,(ã) . U

2. APLECAÇã $ 0e T€11 111t8 1)E $:$yçy: Jl\8JEg&PÇ$...Êg:..gtÃnETRO ã8:=

Neste parágrafo darentos alguns resultados que serão

R



itens l)aTa = })i'ílü'a do teorema Jc T'oT)o !oguv

YFi}8 g'K& { . ? $ ( c:nlct:) - Seja 4{ u.nl var cdadc iem nníana xn

})ie ã t.a! quc e:':6Ét;:~fíl:.) !)ara todo, Fef'{ e todo

subespaço bj-diilctsi(}\la}. :('f:n$1, orttaa. ?.í e compacta, e õ di.}
metro de M d(h:!) g ta} que

d (>i) $ ----L
'g õ.

PROVA: içado pe$$, se.la q hi qual(uer ç LtH segmento de geadas.}

ca minimal de p a q

Pelo ço olaria 3.! .: tem- s e imed ia tament:e

d (P ,a ) $ n/' -q'. !ogc:

d (;ç{) ,ç =./ .''F

Como ($ .d) é tim espaço }netri.co, i!!o$+uT&T que b! é coE

pacta eq\tivale a mostrar que todo slbcon:lurlto infinita de M

+ccm um ponta de a.cume!!anão .

Se {pil:i 8 un! subcç junto influi.to de pclntos de M:

{d(p.pi:bei ' um subconjunto não -,.azia de namoras mai.s !imita
do superiormente e infe dormente, kc:go, t.em um sup e um i.nf,o

Que equiva].e & {pi} c tür \.in} Ponto ée ac!,imolação. D' t''.l ' i € jl

l)Ê:.F.INl&õ4a 3.Z. : Saiam ht. H v3yiccâi:3cs I'ÍümanrLi.aras, f; M + N

aplli(açâo (": di;:-se qíe f é ! ma isclmatria n

para quaisquer (aíaFas çle venal"e$ X, Y em ::t eem-se:

<X : Y> Í *X , g':\:>
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.--. ;: : :'.-:'.':.:::: :. :..::':'' :;' '.' :.' . : -l::'.-i:i

Se f: M ' N é uma i.sanetria e difiomorfisma, então,
dizemos que M e N são isométricas.

O teorema que segue é deva.do a Toponogov

TEOREMA 3.Z.2: Seja M uma variedade riemanniana completa tal

que 0<6$Kn(n.)sl; se d(M) ' n/n , então M é i-
sométrica a S.(6)

PROVA: Sejam p e q pontos de M tais que d(p,q) B n/./8'; consi-

deremos v: i-ít/2-a. n/Z.al ' M uma geodésica tal que

v(-n/2n') n P, 'r(n/2-''T) n q, 'r(o) , dM.

Tomemos X0€Tr(h!) tal que llX0ll-i, <X0'y'(0)> ' 0. e

chamámos X o campo de vetores aa ].ofega de y obtido pelo tranã
porte parale].o de Xn sobre y.

Definimos uma família a um parâmetro de geadésicas
de M. X(t,s) tal que:

a) -i!/Z?T s s s n/z,'T

b) À(o,s) ' x(s), para toda s€1-a/2,/&.n/2pTI

c) para cada ;,x(t,:) é geodésica de M

d) Tt(Q,s) - X(s), para todo sela/2-/B,n/2a]
e) üçtsfk(s). sendo fk(s) - -T sen -q(s+=,.), Osksl

l)idos dois pontos Õ, â em s(6) tais que d($,ã)nn/.a'.

seja Ç: l-n/2p'r,n/Zn'l -. s(õ) cam 'v:(-R/2,/B')'Õ,?:(n/2v'&) n ã,

} n t(0), ÍÜeTFS(6), satisfazendo ãs mesmas hipóteses que XO

(acima), X: transporte paralela de Xn sabre y.

r
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üefj.ninl:ls :.!aa f m .i:i d gcu'Jési-cas en $(5)~ ÀI ,s)

satisfaze do (o!}(ij.çãüs â} á og s E a): t,) . c) , d) c e) aclnla.

'' L ' }. \ ç: .Ê ! .' '

t.ã.o. pelzo ;orü].ã?i-ü 3.}:Õ. t.CH-$C

)l (f; i s) , $) ,

(( : ,x) í !,(iii:.,llj

Cünfor e e$c }t! a$ a$ fuiçães :k(s).obserwaaeS que

a$ curvas êl {(s] sãc geo(Íéslc $ E il11:naus e11 ${.'5.1 de $aê.po.!
$

L(ãX.í) - }l/' .''3

A:8in disso: cl, ~.(-Ê1/'2f''g} : ?, cl, *.rn/Z,''T) n Q,!oga.
Fb } ,\.. F\ , 'X

n/'q - L(êk,X) ? L(ck.E) ? d(P,q) '; n/':''&: au seja,

1-(ct: .:;) ; n./nã

Utili.zango novamente o coro]ãrio 3.] .6. obtemos que

a \.'ar$-idade bi-clone sion ; N fclrmad })ela união ãas geoãési'

cas da fama'lha À( .!.) é tüt Intenta g(odl;sic e com curvatura

constante e água! a ã

G próximo passo e castrar que o$ (aipos deiacobi ac}

].olngo de (]ua].quer geodésica m ní.mal! de ! e ( são os meSnosqu

em S.((5). Daqui em diante, consiâerüinos ),: ro,íi//T3 geodésica
minitaal de p a q paramet içada pena cc:npl'i;bento de arco. Seja

X um campo oitogana! a "r, par elo ao longo de . NX a super'
t i c ].e ac ima .

Se Z($) a(s)X(s). Z g cainpü de «iacobi ao longo de

'í se e $oMen e $e

i ; .:::l

I' i. l: :::

. : ; ;

l .:: . : a



a'' Cs) - -óa (s)

${ * a'(s)x(s) .::} : a''(s)X(s), e

K(t,Z,'t,!) = < (-Ç,=)=,t> * -<K('t,z)'t,z>

Considerando {Xi(s) }lsisn-l eferencial ortonorma!

ao longo de v, com <Xi(s) , í'(s)> * ü, para todo seCO,1í/n],
lgiçn, e sendo

pois
i : : : !

'..: :-: .'

: : '

''. .',:. : l-': 'i.-.:: i;

. ! .

I'. :.:: i.

l : ::

Z: (s) ; (sen./gi)Xi (s) ,

usando (1) verificamos que {Zi(s)}lçisn-l campos de Jaca-
bi ao longo de y

Por outro lado, Zi(0) ' Z{(i!/M'), donde q n (i{/4')
é conjugado a p ' y(0) ao longo de y; além disso. é o primei-

ro ponta conjugado a p ao longo de v, pois y é geodésica mini.
mal de p a q

(XI(s),. . ,Xn-l(s)l} sãa linearmente idependentes,lg

go {ZI(s),....Zn-l(s)} são independentes,ou seja {ZI(s).....,

.Zn.ICs)} é uma base dos campos de Jacobi ao longo de Y, ol
togonais a y, que se anulam a p.

Como todos esses campos se anu].am em r!/-/6. então a

multiplicidade .de c{ como ponto conjugado a p é n-l, au seja,a
dimensão do kernel da (exp.)* e n'l

A].ém disso. o mesmo raciocz'nio é verdadeiro para cg

da curva ck,X considerada anteriormente, pois cada ck,X ê uma

geodésica mínima! de p a q; dessa forma, mostramos que toda
geodésica que parte de p tem um ponto conjugado a di.stância

©



11/-/&. e se considerarmos

C ' {XCTPU/IXi ' n/-''T}. então (d expp)lc é singular.
Coma C é conexo,

'. - :-

é constante

l)aí, toda geodésica que parte de p atinge q no ins

tanto n/.q. ].oga. tapa geodésica que parte de p é minimal

Se B B {xcrpM/lxl < 11/yq} então exl)p B: B - exppB ' bl'lq} e

um difeomorfismo, pois dado reexp:lB existe uma {inica geodési-
ca minimal de p a r

Seja $eSn(6), B ' {XeT$sn(â)/lxi < n/.aJ; a aplica-

ção expl) é um difeomorfismo de B sobre exT)pB : Sn(6)-t-P}. OB
de -Í3 é o ailtz'poda de $.

Consideremos F: T$Sn(â) ' Tpf'{ tal que F(Xi) ' Xi'oB.

de {lXillsisn' 'Xillsisn são bases ortonormais de T$S,.(6) e
T .M respectivamente

S

E : (exp$)'1: Sn(Ó)-t-$} '' 1i, seja

f: S.(â) + M dada por

f(?) ' Cexpn'F'E)(i;) se } f -p f(-p) ' q.

Então, para í # -$. f é diferenciável e una isome-

tria. Podemos definir f.(-$) por meia dos velares tangentes
às geodésicas que chegam a-Õ.

Como as aplicações envolvidas são inversa'fieis, com

inversa diferenciãvel:e isometrias,teremos as variedades iso-
métricas . Q

.l.:i : i l Í i '

M R
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iv - o TEOREMA DE TOPaNOGOV

C} objetivo é mostrar, usando os resultados anterio-
res, o teorenta devida ã Toponogav

TEOREMA: Se.la MJn l.tm& variedade riemanniarla completa cuja cur-

vatura seccioilal satisfaz 8çKn(nn)çl, para todo pon

to !)e){ e todo subespaço bi-dimensionar nrlcTnh!.

Sejaírl p, q e r })antas (!e $t; Y: rlo,d(p.q)J ------ M e

'y: [0,d(l},r)] ---- ]t{ geodésicos nlininais de 1} a q e p a r res-
f)c' c t i varre i} tc

En} S($}, consideremos 1;, q, í tais que

a(Õ,ã) = d(il,q), d($,í) = d(p,r) e !ieod8sicas minimais

t: 1:0,d($,q)] -- S(ê), 'r:[0,d(Õ.{)] -'- S(:5.1 de $ a q e Í) a ?

resilcct i valente , cam

<'r ' i.o ) , i ' ( o) > = < Y ' ( o) , À ' (o)>

.\essas condiçõe s ,

d (q, r) $ d (1] , ?)

observa-se que a hipótese âÉK,.(rit))ÉI não é restri
tirai e].a foi assumida aRGilas porque self)re estaremos traba-

ltlai\tlo enl subconjuntos conlilactos de }{. Usamos em todo o para

ErárIO 8 ríotaçãQ d para a distância em S(:5)

Parí} ilravar Q teorema de Toponogov, utilizando bati

i:li :::i.ll 1l:l l:ini:l í :ii;;; : i : : l l : © ©
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cadente os teoremas de comparação de Rauch, em primeiro ].usar

assumimos d(bí) ' n/iT; então, M será isométrica a Sn(6), pelo
teorema 3.2.2 e verifica-se d(q.r) = a(zi.í)

Se d(M) < n/4. mostramos inicialmente que a teore-

ma de Toponogov é verdadeiro para triângulos em que

d(p,q) < 11/2, d(p,r) < í1/2; a prova será consequência i.nedia-
t& ã© teorema l$ . } . }

A seguir verificamos que o teorema va].e para triân-

gulos obtusângulas t.ais que d(p.r) é pecluena em conparação a
d(p.q). sendo que esse resultado será consequência do teorema

3 . 1 . 2 e da ú].t ima afirmação .

Usando os últimos resultados jã obtidos, seta possa.

vel, então mostrar o teorema para triângulos em que d(p,r) s!
ja pequena em comparação a d(p,q); finalmente, temos condi-
ções de provar a forma naif gera].. para triângulos quaisquer,

considerado, para cada triângu].o dado uma sequência de triân-

gulos aos quais se a})!àquem os resultados anteriores.

As diversas etapas da demonstração serão desenvolvi

das :)elos ].elas a seguir, onde setnpre usaremos as notações da

enunciado do teorema de 'ioponogov

LEMA !: No círculo unitário contido no plana tangente a S(6)

em $ existe um Único segmento de arco minimal ligando

r'(0) a i'(0) se r'(0) # -il' CO) e dais se y'(0) - -X'(0); ch!:

meças G(t) esse arco (ou um deles)

Então. o teorema de Toponogov é verdadeiro com a s!

R
H



guinte condição adicional

Existe um segmento de geodésica minimal de S(6),

+: ro,d(â,$)} + S(ó) tal que toda geodésica de S(6) com ori-

gem $ e vetor unitária pertencente a ü encontra ã distância
s [l (em particu].ar, essa condição é sempre satisfeita se

d(p,q) s n/2, d(p,r) g n/2

".'.

PROVA: Em primeiro lugar. observamos que, nas condições da h3.

potese, o segmento de geadêsica + de ii e í: pode ser eã

+(s) - expR(f(s)ü(s)), Osssli(q.Í)

Saberás que <v'(C}).X'CO)> ' <y'(0),X'(0)>;seja i:TÍ;S(6) ' TpM

uma isometria tal que

i. (Ç ' (o) )' 'v ' (o)

i.(il' (0)) ' x' (0) , e seja

w(s) = i (G(s) ) .

Chamemos +(s) ' exp.(f(s)w(s)), Osssd(4,i:); temos:

+(Q) n q, +(a (ii,i)) n r

Para cada s, ao ].ongo da geodésica

u(t) ' exp.(tf(:)w(:)). Ostçl, não existem pontas
conjugadas a p. pois f(;) $ 1t, e a distância entre dois pon-

tas conjugados , em M satisfaz

R $ d 5 it -a (6sKp(np)sl)
Podemos então uti].azar o teorema 3.]..1, e obtemos:

,, ' ' ' , ,



L(#) s L($); daÍ

d(q.r) s L(ó) g L(@) ' ó(Cã,Í) G

Dados $. q pontos en S(6) , v o segmenta de geodési.-

ca minimal. de $ e ei, denotaremos S(â)/2 o conjunto dos pontos

de S(6) que estão ã direita da geodésica maximal que cobre y.

inca.ui.ndo os pontas dessa geodésica. Com essa notação, temos:

LÇ84 ! Sejam $. 1i pontas em S(6), T o segmento de geodésica

minimal de $ a Zi (se 6>0, supondo d($,ei)<R/v'&)

{gCS(ó)/Z tais que d($,g) u a} sendo 'S < n/.,'E se 6>0 (QU

seja,Ê é o gemi-círculo de S(6)/2 de centro $ e raio a); dada
õ: [0,1T] + [ a parametrização de E peia arguto.em p, entre y
e a úni.ca geodésica minimal de $ a â(t), então a função

f(t) ~ ã(ii, ã(t)) é estritamente crescente.

PROVA: Sejam gl e gZ os pontos de intersecção de E cam r. geg
désica maximal de S(6) que cobre r, au seja, :l ' ã(o).

ê, ' â(n) .

]'en©$ e&e&G

(') d(Zi.ii) $ 1}(q.iZ), o que se verifica facilmente Q
Içando para a<d($,ê) . anui(Í;.q). a>ã($.ã)

Admitanos que para cada te[0,11] existe uma Única gB

désica minimal +.(s) de ii a 8(t); podemos então escreve.r:

+t(s) ' expê(sé(t)). Osss] e ã(t)CTêsc6) para cada teca,R].
Além disso ,
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d(éi,â(t)) - L(+t(s)) ' «8(t),6(t)>1/2

Senda f(t) = â(ei,ã(t)) n <o(t) ,o(t)>i/z, então f d.}

ferenciãve[ em ]0,i]í. e ÍCO) < f(!E). por ('). Se f não fosse

estritamente crescente, então existiria t0€]0,11t tal que

f' (tO) ' 0, ou seja,
f'(tO) - <Q(tO),8(tO)>'1''2<Q'(tO)8' (tO)>i'/2 ' O

e portanto,

$

<e (tO),e' (ta) > - 0, a que resulta

+tn ortogonal a E. DaÍ. a união de +t0 cam a segmento de geo-
désica mi.nima]. de Õ a &(tn) seria uma geodésica de $ a q dis-
tinta de y, c que acarretaria $ e q antípodas, o que é un ab-

surdo.

A hipótese de exi.stencia de uma unxca geaaesxça n.L

nimal de íi a â(t) $Ó deixa de ser verdadeira se q e g2 são &2

típodas; nesse caso, ê]. - ã, ou seja, E é o círculo nãxino de

q a g2, e tem-se o resultado. []

LEMA 3: Seja K um subconjunto compacto de N4. Então, existe ua

número real nl. con a seguinte propriedade:

Se p, q e r são pontos distintos em K tais que

d(p.q) n d(p,r) < nk' então, se

: [0,d(p.q)] ' K e

@: [0,d(p.r)] + K são geodésicos mininais de q & p

e q a r respectivamente , tem-se

<+' (0) ,@' (0)> » o

; :

B
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PROVA: Coma foi observada após a praposiçãa ]..S.3. existe, pâ

ra cada pebí um número real aP'a tal que d(p,s)zap para
todo s pertencente ao cut-locus de p.

Seja a - ii\f {cl.}, coma K é compacto, temos a>0, tg
PeK ;'

nk ' tnfla/2,H/2}; então, rlk>0'

Mostremos que nk satisfaz ãs condições do lona

Dados p, q, r, +, W emhl, tomemos ãeSn(1) e

i: TpM - TqSn(1) uma isometria; sejam +. + geodésicos em S#l)
tais que

ÕCO) - Õ(a)

+' (Q) ' i($(Q), $'(o) ' i(q'' (0)). e

ê - i(Ú(P.q)) , ; ' q'(d(q,r))

Seja

a:[0,d(p,r) ] ''- f'l geodésica minimal- de p ' a(0)

a,(d(p,r))

Como d(p,q) H d(p,r) < nk' tem'se

d(q.a(t)) s d(q,p)+d(p,a(t)); do fato de a ser minimal, decor-
re :

&

d(q,a(t)) s d(q,p)+d(p,r) « 2nk s aq

Tem-se então: para cada t, Ostsd(p,r). existe una y.

Bica geodésica minimal +t(s) de q a a(t) , pois aq pode ser coB
siderado a raio de uma bola em expp e um difleomarfismo.

®

': : ' .'. ':.i.i:::.. 'l.l,::. : ' : '. :
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As geodésicas $*(s) sãa tais que

@o(s) - $(s) , Osssd(p.q) ,

q'd(p,r)(s) ' Ü(s). Ossád(q,r)

Como d(q,a(t)) < 2rtk < R, considerando

a(t) ' ©t(d(q,a(t))), e ;(t) ' Õt(d(q.a(t))),

cam +t a farol']i.a de goodésicas em Sn(1) ta]« que

i;(o) * l.($;(o)) ,Ç b

estamos em condições de ap].içar o teorema 3.1.1, e

d(p,q) n d(p,r) n L(a) à L(õl} 2 ã($,í)

Lago, em Sn(!),

a($,i) $ ã(ii,ii) < a/2, poi.s Ú($,q) ' d(p,q) < R/2.

Olhando para Sn(!) verificamos que

<$ '(0),@' (0)> » 0, e portanto.

<Ó' (0) ,+' (Ü)> , 0'. D

Dados Õ. ã em S(õ), sendo m=d($,éi)

m < n/-,'8 se 6>0.

Sendo v: i.0,ú(Íi,q)3 + S(6) geodésica minimal de $ e

mos F o círculo marina de S(6) que sobre y; temos en-

\

$

r Cn)posa.tive© ${ y&e ane &t e

©

supanhanos

éi. c"

LEMA 4 : Existe um numero real

a seguinte propriedade

para fado í; tal que éi($,í:) s r(m), existe una única

n

n



geodésica minimal ). de ei a í que encontra y em (i com ângulo

menor que X/2 e ten a propriedade que fada ponto 2r

2€1Í(s), osssã((i.})} bati.afaz lã(ii,r) s X1/2

e d(â,r) é o ínfimo das distâncias de 2 aas pogqu(observam

tos .ie F)

PROVA: Inicialmente supomos 6>0; podemos encontrar r(m) da SS.

guinte forma:

Tomamos ê una geodésica de S(6)/2 com ê(o) ' q. de

forma que seus pontas distem de I' no máxima H/2; para isso,bos

ta tomar as geadésicas em S(6)/2 com origem â, e escolher pa-

ra 0 aquela cujo ponto médio entre â e -â disto exatamente D/2

da ponta médio g do segmenta de geodésica i'lLCI,-ã]
Consideremos então o gemi-cx'óculo E em S(õ)/2 com

centro $ e tangente a ê; seja r(m) o raio desse circula; r(m)

satisfaz trivialmente âs condições requeridas

H

Se 6s0, seja w um ponto em r' tal que p esta entre q

e Ü, e d($.Ü) = k, k>0 constante.

Se:ja ? um ponto em S(6)/2 ta]. que f está sobre apel

pendicu[ar a r em ü, e d(t,Q) ' ]1/2. consideremos ê a geodés.i

ca minimal de â a Ç, e novamente chamamos r(m) a raio do cl'ó-

culo em S(ã)/2 com centra ÍI e tangente a 8; r(m) satisfaz ã

propriedade enunciada. Q

Da demonstração do gema 4 pode-se conc].uir

(A) Em S(õ) (6sl) sed(:,i;) < n/2, então existe uma única geg



désica minina]. i)artindo de 2 e ortogonal a r:

existe t0€R tal que d(2,r(tO)); para t próximo de

tn, a função

f(t) ' ã(il,Í;(t)) é diferenciãvel (d(2.r) < R/2); cg

mo tO é um ponto de mi-Hino, f' (tO) ' 0 e um raciocínio análo-
go ao do lema 2 mostra a existência da geodésica nas condiÕes

:: : ' - l

(B) A função r(m) é contínua

Basta olhar cano foi definida r

' que variam continuamente cam a(É;,ci) ; m

(C) Da observação (!3) segue que para cada rrl, 0<m<R/-q existe
um !número real s(m), estritamente l)ositivo, que varia conti-

nuamente com m, tal que

(m) , processospor

x < s(m) @ 2x < r(m-x)

Consideremos a função F(m,x) - r(m-x)-2x; F é cant.{

nua em C B {(in.x)/Osxsm} e A * {(m,x)/F(m,x)>0} é um aberto em

C que contém {(m,x)/xa0} e uma vizinhança aberta V desse con-

junto.

Podemos definir x=s(m) uma função conta'nua e posit.}

va tal que

(m,s(nl))eV e s(m)sr(m) , para todo m.

(D) Da observação (C) tem-se que se k. d são tais que
0<ksd<E ,q (se 6>0), então, existe c(k,d) tal que para todo

m bati.s fazendo ksmsd ,
. - . :

' , 'l.



s (m) z c (k,d)

Basta total e(k,d) = {nfÍs(m)}, pois s(m) é canta
kKnsd

nua e [ k,d] é compacto.

LEMA 5: O teorema de -Toponogov e verdadeiro com as seguintes

hipóteses adicionais

a) d(p ,q) < R/.a
b) <'r' (O) ,À' (O)> ( Q

c) d(p.r) < r(d(p.q)), sendo r(d(p,q)) a função do
].ema 4.

PRovA: Seja Q: ro,d(Í,â)3 "' S(6) a única geodésica minina]. de

conto d(p,r) n ê($,í) < r(d(p,q)) ' r(a(Í;,â)).
então d(Q(t) ,F) < R/2, v' t€1:Q,d(Í.Ê)] pelo le-
ma 4; usando a observação (A), temos que de cg

da ponto ü(t) , existe uma única geodésica par-
tindo de Q(t) e ortogonal a f. com comprimento

menor que 11/2. Seja '}(t,s) essa geodésica, e ©(t) sua inter-

secção com F. Tem-se então uma fanti'lia de geodésicos +(t,s),

tet t. , lã (Í . ei) ] . Ossgd (Q(t) , q'(t)) .

Senda o ângulo oposto a ü obtuso (por hipótese). tg

mos acii,í) > a($,ê); como a ângulo entre Q e y em ã é agudo,g

xistirã tocEO,d(í,éi)] tal que @Ct0) ' $, e para todo t z t0'
+(t) será um ponto da segmento de geodésica y

Chamemos Qi (respec. Q2) a restrição de ü ao inter-

valo [0,tQ](respec' i-t0'li(}.ii)3). e ê ' Ü(tO)'

@

nB

Ha ® ©



Podemos construir em N{ uma fantília a um parâmetro

de geadésicas $(t,s). tOstslã(í:,:i) satisfazendo ãs condições
de teorema 3.1.2 (Rauch), da seguinte ílorma: considerenos

Y(tO)CTpM um vetar do subespaça bi-dinensional de TpM gerado
por X' (0) e y' (0) , e tal que

<il' (o) ,g$(to'o)> ' <À' (o) .Y(tO)» e

<'Y' (Q) .Y(to)> ' 0

Seja Y(t), teí:to'd(F,(i)] o campo de velares ao ].on-
go de +(t) obtida pela transporte paralelo de Y(tO) ao longo
de W(t). Definimos então +(il,s) para cada i como a geodésica

que parte de @(e) com vetar tangente V(il) , e com a mesma com-

primento de Õ({,s) , ou seja Éi(ü(i) ,G(t'))

Seja s B @(t0'a(Q(to) ,$)), w2(t} : +(t,d(#'(t),Ê(t)).

Pelo teorema de Rauch , temos

n

d(q,s) s l(w,) s l(ü.) ' d(ê ,Éã)

Aas triângulos geodésicos: p, r, s,

:. Í, +(t0's) a1lli.ca-se o lema 1, e:

d (r , s) s ii(í: ,g)

À. 'b(t0's) ; $,i,

DaÍ,

d(r,q) $ d(r,s)+d(s,q) 5 li(í,i)+li(g.Íi)

LE14A 6 - Sejam p.Q pontos de M tais que se
6>0. d(p ,q) < n/,q'

Seja K B {xeV/d(x,p) á r(d(p,q))} e

saciado a K dada pelo lema 3.

, d(Í; .q) . O

nk o número as

®
©



Então. $ teorema e 'íopanogav é verdadeiro sab

seguintes corda.çães= r g ta} qw:

dejp ,r) ( s (d(p ,q) ) } (s { d(p ,q) )

a função da obter:ração (e) acima

Defin mo$ 111 parta seM paT

j.) sexy (t) . Gçtsd (p , q) }

i j-) d(p. s) « d(p ,r)

Então, p, r 3 s pertencem a K pois

d(p,r) = d(p,s) « s(d(p,q)) $ r(d(p,q))

e podemos aplicar o lema 3 se consideramos:

p, s. r, : í:o,atlp,sli '' M dada por õ(t) = Y(d(p,s)-t)

@: [a,d(is,r)] '' M geodésica minimal de s a r

e

Temas então:

(1) <<t'(0),?;'o)> -<"í'(d(F,s)),@'(0)> >o
Da definição de $(m), na observação (C) acima, tem

(2) d(s,r)sd(s,}))+:i(p,r)n2d(p,s)<r(d(p,q)-d(p,s))arCd(s.q)).

. ':(!) e {lZ) }nost:ram que s, q, r. 'rl' ÇJ(vl: restrição
de y de s a q) satisfazem às candiçães do lema 5, sendo neceê.

sábia para utili-zã-lo, definir en S(8) o triângulo geodési.ca

correspondente: t)esta tomar êe't tal que ã(Õ,í:) B d(p,g); yl a
restrição de "Íà l a Zã; üeS(â)/2 geodésica êom origem : tal
.q'u.'©

<ü' (lO) ,'y((d(p,s))> H <t:J' (0) ,y' (dl.p,s))>,

:.I'-'.:. ' ' : :. i.:'.i' '':.:....:i;' .'.: '.i -;::...

:'.-l; ''. :. .' :'..l«'.'.: :' ..'.'.'-:l-l- :l-.''. '.:il-.:.''.'.':i ''.''.lili:.'.lit...i;: ii:i-'.:'i ..'.-:i'- -::i'. ''.-'l.'.:.. .. - :.'i':..'"i-.'.':::'.I''.l: .'i.'- -.. .-.: :' ::.



'c al G.i.!e t :

Bíx i:ã.ü *

l .ü J .j

Lr . . iJ-

( 3 )

€. êà$:.$ $

! :q , =') : :; (ê{ : l:. )

:'Fcc-!--3:: o.. Jgü.'a coíl)a!'ar â(&,í) 9 ã(ã.?i). Para i.E
se áeí1l'ti} 'u$ f ' SiCI,/'2 })=i'

ã (Õ, ) :' d(P,x') ': ã($,?)

;lf:?,;) ,- .!(I',$) ::- 11(?i'â)

Os trair\g].,']-c"s p. s, =', X, y- (selado ]'2 x-estrição de
y de }) a $}. po({T-sí! s o.})]ic=,T o ].ena 1, pois, d(p,s)<nk<11/2

e d(!),r)<tl!.<!í/: "I ':!:.:f ün o

C4) d(r,sl} $ d({:=1). }oÊ':} ]](?Z,ii) d( ,Ê)

Ctlanle:lln.i .i.:cspc B) ü 3lStllo em Ê entre '2 e X (re2.

!)er-. e1ltrc "í 3 : bc':f;ls;.(.il «;{.Fl4:::'ai de Õ i! }2); apl-içando Q IÊ.

n3 2 ao seTni-c'.=c-:) .: do c';T:'.:.,i'c $ c i-ai.o C($,f'l} e o ponto :;

sendo (4), conc].ç,::-:c P)}o ::i!:'\ :, c.at3. h:ovane!\te aplicamos

lema 2 QO sc;;n}.-':;rç-.'!o dc cerlt='. f e raio d(p,r) e o ponto q;

e segue: ã(4,?Z) :: ã(;1,?) (5)

Seja í(-esFec.ú) o âng'3lo eF:} g 3B'cT $ e a geodési-

ca !i:ii i!'!al de il a il; )k'e=ll-!c. et':tre ó e @). /\plicanda o !enia

! aas tr:iân \!c: $, p, ]. , o, 1l, e i, P, t!, @, e $, temos

d(p,:') :' ::;t?,).}, e d:! cle::i.ni.ção d:=i fZ'
á {l$ , f ; }

l*arc. o SCRi.-Clr l;?.C =Oi= ':C,R''l'C : .: rc.ic d(r,s) e o ponta $.u-

É.

a
M

:'::l''.:ll;l

B
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[\a 2, aplicacic+ z$otí pala se::.-ci.r=u}.c de centro ã e raio

d(r,s) c c' poi:tü â, :?:l\-s lq,:.:l) 5 ii:a,tZ) (lõ)

(3) , (13} :. :'5} resul:' !n!

$d ((! , :') $ d (Cã , ?) 8

l)ro\: a io "} c)Feia:) d í partos:='.'

Sejala p, (! ct 1" ires palitos de Bt.

Se aliam :lm) - n./4 * en ã pelo teorema 3.2.Z, ! é isométrica

a Sn(ó), e a igtla]!d;i,]e é t.riria.!Rente *i'edificada (ou seja

d(q,r) M ü(ê,f))
Ãsstlnlimos então, d :: dias,! (í.{) '( rÉ/e/q. Seja

k B !nfÍd(z,q)} . ,pi = {X(t.l, Ostsd(p,r)}

Sc }.=0, então q=/\, c a teorema é tTiqwi8l; adnitamas

0<!tÉd<n/:n8', '1'or:l-m'.)s t F e(!(,d) nin {s(m)if, 9u seja cae(k,d)

cl,ado pclii obset','acto (C) a !te:-i'.>l

n

@
;

l I' -!':'

@? ra : çll : .:orx$ i (!e x' elmos

3 :; '::=':v,.'d(x;a)s=} c K H Ui B.

Cano 1{ õ cona;isto, K 8 compacto; seja n>0 associa-

do a K l)elo !eK?. 3.

i[ef$r!:1=0s i] :': nl].l} {C,nlF

Sabe-e .';: cscc3-atamos p9 " p,pl'...,pm
finito dc ponouc:\ tais clt..Ee

õ(}li'i):--:) ': = pa:a :'01,... ,m-l, acharemos

rl:: E.o,d(q,Fi)] ?. 3ccd8si-ca :=i11É7;\ l dc })i a q, Ài'ÀlEPi'Pi.bt
i. = 0 , . . . ,ni- l

llil :; 1- i:
. ' : l

:: ; ll

: f:

. . :;: :. : il:..::: :.iii.;: ...:.li .l.l;llii.:
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Observamos então que a escolha das partos pi foi fei

ta de farra que. para cada i, os i, as pontos pi' q, pi+]. sa'

tisfazem ãs hipóteses do ].ema 6, pois:

d(Pi'pi+l) ' ( ' min(c.n) ç min(n,s(d(Pi'q))) s r(d(pi'q)),

por K3B,. , lsism-l

Para provar a teorema,precisamos de triângu].os. em

S(õ) tais que Q lema 6 se aplique; construiremos en S(õ)/2.por

indução, pontos :.i,íi' i'0''..,m-l tais que

ã(ii,ii.i) s â(ii,i i.l) e

â(ii.Íi..i) s â(q,s i)

Mostraremos que d(q,r) $ d(q,ga) e fazendo :0 ' i;.

X

"ll-«

B

d(q,r) s d(ã,:m) 5 &(ei,iO) ; ã(ã.Í:).

Sejam $. q, ?, y, X, como nas !\ipóteses da teorema

fazendo ÊI) = ii0 ' p. ?0 ' sO : t, constituamos i:]' g].. Seja

pl em A tal que ã(Õ.Õi) * d(p,p!); consideramos então t]. em
S(6) /2 tal que

d($,{1) * d(P,$!) - d (p,pl) e

ã (ii,ti) ; d(q ,pi) ,

de forma que o t!'iângula p, i, ll em S('5)/2 tem as mesmos cag

primentas dns lados da triangulo p, q, pl em M'

Seja y!: EO,li('ã,{ii)l - S(â)/2 a única geodésica mi-
nimal- de Ci a íi].: a unicidade segue da escollla de r(m) .a<n/n.
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Chamemos $1: [0,d($,€11)] ---. S(õ) a única geodésica

minimal de $ a tl]., e se=ja í:leS($) tal que fl esta sobre o prg
longamente de +l' e d(Õ,í:l) ' d(p,f) : dCp.r).

Denotando S(õ)/2} ao gemi-espaço em S(6) em relação

aos pontos e: , q e a geodésica mínima! -v} entre esses pontos,

definimos @l como a geodésica em S(ó)/21 que, em {ll' faz com

y]. um ângulo igual aa ângulo em pl' en''re as geodésicas yl e

Sobre QI' seja êi tal que ê(íii'gi) ' a(ei'íl) '
' d($1'Í) ' d (pl 'r).

Continuamos a processo indutivamente: supondo defi-

q, yi' @i' e também Õi' Fi' gi $i' para i-l,...,n-l,

esco].hemos Í;i+l sobre +i com a condição:cl(tli'pi+!):d(pi'pi+l).

DaÍ, tli...]. será un\ ponto em S(6)/2i (semi-espaço em
S(6) relativo a. {ii'Ci e {{), que satisfaz

ã (Êi,tli.i) : d (pi'pi..!) e

ã(ti+i'ii) - d(pi+l'pi), ou seja o triângulo
íli' ti+l' q tem os dados cam o mesmo comprimento dos ].idas do

triângulo pi' pi+l' ti em ){

A seguir, chamados yi+l ã única geadésicaminimal de

q a ti+]., definimos ãi+i como a geodésica minimal que, com i-

nl'cío em ej.,passa For fiel e chamamos í=i+l o ponto $i+l tal
que d(ei.fi.tl) - d(pi.r). Desatamos Üli+i cabo a geodésica em

S(5)/2i tal que, em tli+l encontra i+l com um ângulo igual ao

ângulo, em pj.+l, entre ri+l e Ài+l; seja gi+i um ponto de

n

M

''':':; : .

:l;11'.i

1 1. :. .1 ':.1:.:li::i.l: i. .: i.i.:'.:.i;::ii-.
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$i+l tal que d.({li+lL'si+l) ' d(pi.I'r)

O próximo ablietivo é mostrar ({ue

i) a(ã.Fi....i) g ã(q,ij.) e

j.i) ã(ã,gj....i) 5 ã(ã,í:j..i)

Para isso, em primeira ].usar, ap].icamos o lona 6 ao

triângu].o pi' q, Pi+!'yi' Ài+l eocorrespondente ti' q. pi+l'

yi e a restrição de $i de tli a $i+].. Temos

d(q,pi.l) s a(ei.$i.i)

Cano, por construção de ei+l' d(q,pi+l) ' d(éi,iii+l.). então:

(1) â(íi,íii.l) s Céi,$i...i)

Seja cti (respec. Bi) o ângulo em ti entre 'yi e +i

(respec. entre yi e @i+lll; usando o lema 2 para a gemi-circu-

la em S(6)/2 com celttra ei e raio d(lli'pi+l) e o ponto {i, teg
se, de (1) ,

1 1

Novamente, pe].o lema 2, mas aplicando ao gemi-círculo com ceB.

raio d(pi,r) e o ponto q, tem-se

(i) ii('â,Íi.,i) g ã(q,:j.)

Para provar (ii), chamemos 8i (respec' õi) a engula, em pi+l

(respec. íii+]) entre yi+]. e 'Ài (respec. ri+l e arestrição de

-$i+l de tli+i a ti) . Observamos que 0i é igual,par canstruçã4

ao ângulo em íli.P] entre yi+]. e -9i.tl' sendo -@i.+l a geodésica

que parte de ti+l' cam direçãa oposta ã de @i+l' e de compri-

\

;f.:!:

i .

$ a
B

l ii : il 1:.1. . ii:.:i:i:ii; 11 i.
;... ':' . ©



mento d(pi'pi+l). Caamemos üi o ponta extremo de -@i+l

Aplicamos agora o lema b a pj.+l' q- pi' ri+l' 'Xi

en !q e o correspondente em S(8) : ti...X'q' ui' Yi.+l' 'ç'i+l; te-

(Z) d(q,P{) É d(â,Üi)

Nuas, d(q,pi) * d(q,{i); ap].icando o lema 2 para a circula de

centro ili+i' raio d(pi'pi+l) e o ponto q, temos, pela desi-
gualdade (2)

R-0 . 5 11-Õ .

Observando que n-8i (respec. IT'.5i) é Q ângulo em

e usando nova-

l

ti+:L entre ri+l e $i+l (respec. 'ri+l e

mente o ].ema 2 para Q gemi-ci'óculo com centro

d(pi+l'r) e o parto Q, temos

(ii) a(q,:i..,.i) s li((i,Íi.i)
Quando i=Q, temos, por (i)

ã(iã,Í:i) g ã(q,:0) ' li(Ci,t)
e de (ii)

ã(ê ,ê!) 5 â(q,í:i)
Idgo,

li(q,gi.) s li(ii,i:)

Suponhamos a(éi,:i s a(ã.í) e olhemos
. ( 1 { 1 ( í ) .

d(ã,ii) 5 d(q,Íi) $ d(ei,gj..i) s li(â,?)
PGrtaneo

$
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(3) a(q,gm) É ã(q,?)

Aplicando a lema 6 a Pm-l' q, p.t ' r, ym.I' Xm-! em M

tk-i' q' tk ' tk ' ãk' rk-l' ©k-l em S(6), temos:

(4) d(q,r) s a(éi,i.)
Comparando {lS) e (4 ) ,

ê

(4) . (3) .

d(q,r) á d(Éi.gn) s a(ei.f) 0

Observamos fina]«mente que. comumente, a teorema de

Toponogov aparece enunciado como em [S]

Seja Mm uma xariedaáe riemanniana completa,cuja cul

natura seccionar satisfaz 6sKn(nn)sl para todo ponto peM e tg

do subespaço bi-dimensianal 1lP' RP TpM.
Consideremos p, q e r pontos de M e chamemas ci, B e

y os ângulos em p, q e r respectivamente, entre as geodésicos
minimais de M que unem esses pontos

Se $, â e ? são pontos em S(6) tais que

li($,ei) = d(p,q), li($,í) = d(p,r) e lã(ã,í) q d(q.r), e 1;, 8 e
y as análogas a ct, 8 e y, então:

'v $ 'v

R
- :" .

A equivalência entre essas duas fo.Trás dotaarema de
Tapanagov é facilmente verificada se considerarmos as ''lei.s

dos cossenos'' em S(8) para 6>0, 6=0 e 6<0:
: . -

:::: :: ::
; lí l: l :i

l i: : ' ;
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cos a = cos b cas c + sen b sen c cas a,

a, b e c na forma .a.d(p,q). n.d(p.r), .a.d(q,r)

3Z B bZ + ca - 2bc cos a

cosa) a = cosli b costa seno b seah ( có$ Q

©' .+ .' +
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