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PREFACIO

N

finitos e o seu uso tem permitido obter resultados cu

gao por métodos diretos ainda nao fot obtida ou & bem mai

cada.

A teoria de representagdes foi desenvolvida dé fb
bastante completa e utzil por G. Frobenius nas ﬁltimas‘duég
das do século dezenove. O primeiro tratamento sistematico
do a W. Burnside "The theory of Groups of Finite Order™ ?u

do pela Cambridge University Press em 1911.

Segundo Curtis-Reiner |9|um segundo est&gio dé du
vimento da teoria de representagoes teve inicio em 192§?*
trabalhos de E. Noether quando a teoric foz absorvidavﬁo é¢
de modulos e algebras. Tal coisa foi possivel através da,nb
dlgebra de grupo, que é t&o antiga quanto a propria nog&q“
po, assoctando a cada representagao de um Qrupo G sobre éﬁ

K wm moédulo sobre a algebra KG.

Este fato talvez seja suficiente para dar uma idé
importancia dos anéis de grupo. Ainda, tais anéis sao obget

gebricos interessantes em si ‘mesmos e seu estudo e faczltt

de médulo sdbre 0 anel dos coeficientes. Provave




teoriq estzver sufz zentemente desenvolvzda poder se—

vas znformagoes sobre a teorza dos grupos em gePaZ

Nos ultimos anoé tem-se estudado anéis de grup
apenas com coeficientes num corpo mas eonszderando—se,
eoefzezentes em anéis; particularmente no aneZ dos ni
rosg-Neste contexto 0s anéis de grupo emcontram ap

em outras dreas tais como algebra‘homoZogicaa cohoMoZp

pos e K-teoria.

Nos artigos recenies‘de P.I.Plotkin |19| e I.
23] o leitor encontrard uma resenha dos progressos ne:

assim como uma bibliogrdfia abundante.

Nosso proposzto neste trabalho ¢ obter condzgo

sdarias e sufuczentes para que o grupo das unidades de

anéis de grupo seja nilpotente. Nesta diregao existe

informagdes.

Em 1968 J.M.Bateman e D.B.Coleman |1| demonst

seguinte:

Teorema - Seja G um grupo finito e X um corpo. Ent5o o:é
unidades do anel de giupo KG é nthoicnte se e somente:‘
(i) car K = 0 e G & abeliano

(iZ) édr/K =p #Z0 e G i o produto direto dé;ﬁm_,

e um grupo abeliano.

No ano seguinte K Motose e H Tomznaga

m peqweno erro ng demonstragao do teorem a




para o caso em que K e um anel artbnzano semzszmples(qu

ser comutativo para que o grupo das untdades sega nzlpo

fo capztulo II estendemos de forma naturalﬂe
sultados para anéis comutatzvos de earacterzsttaa na

isso estudamos em primeiro lugar os anéis de grupow

3obre anéis de antezros médulo p e verificamos Que éa
sultado andlogo & parte (ii) do teorema de Bateman~Cole

caso geral provamos:

Teorema(II.2.3) - Seja R um anel comutativo, com unidqdé

ear R = pn ande p e um inteiro;primOve seja G um grupo1
tao U(RG) ¢é nzlpotente se ¢ somente se G e o produto d$

um p=-grupo e um grupo abelzano°

Teorema(II.2.5) ~Seja R um anel comutativo, de“aaﬁgai

m# 0 tal que m = p?lno.pgt com t : 2 ¢ a decampaéig,

res primos de m e seja G um grupo fintto. Entdo U(RG) &

te se & somente se G é abeliano.

0 przmezro destes Pesultadou fot publicado rec
‘ te I.I. Kkr@pta 15| mas noés o obtivenos zndependentemente

sa téenica & diférente daqueZa por éle empregada.

Quanda se volta a atengao para os anéts de gr*

bre anéis de earacterzstzca 0 percebe~se que nao 8

 »estender a condtgao () do teorema czt"



de grupos ndo comutativos, sobre os inteiros, que tem g

unidades nilpotente.

Assim, no capitulo III decidimos‘estudar'oﬂé
nosso ver. 2 mais zmportante, os anéis de grupos com o¢

inteiros. Os principats resultados deste aapztulo éa

,Teorema (III 1.6) Seja G um grupo fznztoo Entao U(%GG

tente se e somente se G e eomutatzvo ou um 2-grupo Hamzl

Teorema (III.1.9) - Seja G um\grupo finito, nao abéiidﬁ 
as seguinteé afirmagoes sao equivalentes.
() U(ZB G) é nilpotente
(¢2) U(Z G) é periddieco
(122) U(Z G) ={*1} x G

(iv) G & um 2-grupo Hamiltoniano

0 seguinte:

Teorema (IV.2.1) - Seja p um inteiro primo, Z = 1im J_»
R <

dos inteiros p-adicos e G um grupo finito. Entdo U(Z G)

tente se ¢ somente se G & abeliano.



Quando comegamos o estudo dos anéis de grupos s

inteiros, os untcos exemplos por nos conhectdos eram os

{12[ e o grupo das unidades de 2753 (onde S indicd_O:gr

K.R. Pearson |14|. Utilizando métodos azmzlares deazd:
o grupo das unidades de % D,

ordem 8. 0 rvesultado deste estudo 5 o conteido do”ed?fiu
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A G - Algebra doAgrupo G sObre o anel A -

U(A G) = Grupo das unidades de A G =

V(A G) w'Giupo das unidades normalizadas de A G -
e = Indice

D4 - Grupo diedral de ordem 8 =

@ - Grupo gquaternio de ordem 8 -

M (R} - Anel das matrizes de n x n com coeficientes em R~  p

GL(2,%) - Anel das matrizes inversiveis de 2 x 2 com coe-
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J_ = Corpo com p elementos -

p
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J(Jpn ) adic Pn
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(a) = grupo ciclico gerado por o -
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|N,8| ={x,y ~yx | x €N, y € S} -




CONCEITOS BASICOS

O propdsito deste capitulo & introduzir certas noQSeé
resultados que serao usados frequentemente no presente trabal
Todos esses conceitos sao bem conhecidos e se encontram, pqik
plo, no texto classico de C.W. Curtis e I. Reiner | 9 |, nos
vros de D. S. Passman | 18 | e P. Ribemboim | 24 | ou em éft
tais como G. Higman | 12 | ou I. Hughes e K. R. Pearson | l4,{

Estes fatos serdo utilizados nos proximos capltulos
nenhuma referéncia especifica.

Comegaremos construindo o anel de grupo de um Qrdéd{f
nito G ( cujo elemento neutro notaremos por e ) sobre um‘aﬁélbéc
mﬁtativo com unidade 1.

Indica-se por AG 9 conjunto de todas as fungEes‘ééfi
das em G com valores em A. Se 0€AG @ usual indicar o pela comb*

Gée linear formal a = J a(g). Ainda, indexando os elementos d
o \ geG = ’ : e




‘ -2- - o le -
G e escrevendo a; = alg;) & usual denotar o = Y a, g, =

Definem-se operagoes em AG por:

Eaigi+za§.gi=z(ai+ai) 93

Y : = t =
i i i,j k
comc, = § a, al! onde os pares de Indices (i,3) sdo
(i,3) :
les para os quais 95 gj = Gy

e

Em termos de funcgoes, estamos definindo soma na'f
usuals | .
Yata') (@) = alg)+a’ (g)

e produto, pelo produto dé convolucgao:

(aa') (g) = J a(h) o'(h t.g)
heG

Finalmente define~-se o produto de um elemento

a = z a; 95 € AG por um elemento a € A por:

t

ao = z (aa;) g5

£ facil verificar que, com as operagoes definidas,

uma algebra com unidade sobre A, onde o elemento unidade &

1= Y alg)gcomale) =1c¢ealg) =0seg#e. Dag
. g€G .

em diante indicaremos por 1 indistintamente a unidade dekAG;

unidade de A e o elemento neutro de G.



de grupo de G scbre A e se indica por AG.
A funcdo i: A + AG definida por i ( a y =a. 1,
& um monomorfismo de anéis; portanto & usual idenﬁificar A
sua imagem em AG. |
Da mesma forma, a fungac i: G + AG que a ca&é
g€aG associa o elemento Z a; g com a, = 0 se 9; # g e a
i

ra g; =9 & monomorfismo de grupos mutiplicativos e tambem

ficaremos G com a sua imagem em AG.

Proposicao:~ Sejam A e A’ anéis comutativos com unidade, ¢

po finito e f: A > A' um homomorfismo de anéis com unidade

a fungao f: AC + A'G definida por E ( Z a; 9y ) = Z £ ( ¢
e

um homomorfismo de anéis com unidade. ; |

Ainda, se £ & respectivamente monomorfismo,we{

ou isomorfismo, f também o &. ’

A demonstragao € trivial.

De forma analoga, vale:

Proposicac:~- Sejam G e G' grupos finitos, A um anel comuta

com unidade e f: G - G' um homomorfismo de grupos. Entﬁb,‘
cao F: AG -~ AG' definida por £ (] a; g5 Z a; £ (g
i

homomorfismo de &dlgebras.

ainda, se f & respectivamente monomor £ismo,



Um casc partlcularmenta Lnteressanue & o ﬁegu,
momorfismo tr1v1a1 G > {l} se estcnde a um cplmorflsmc de

bras esAG > A'tal que-e( 2 ai 94 )‘?

remos 1nd1ce (chamada augmented functlon na 11teratura em

aparecera com bastante frequencxa no nosso trabalho.

Definigéq - Um elemento o € AG diz-se uma unldade de Aa;

ok @ ne tal que aanl = o Yy = 1. 0 conjunto de todas as

de AG & um grupo mul+1pllcatlvo que notaremos por U(AG)
E féci; ver que se a‘é uma unidade de AstOdo'el

da forma ag & uma unidade de AG. Estas unidades s3o chama

unidades triviais de AG. Assim o grupo das unidades triv
AG & U(A) x G onde U(A) indica o conjunto das unidades de
Define-se V(AG) = {a € U(AG) | e(a) = 1}. Um el

o € V(AG) diz-se uma unidade normalizada de AG. B fébi 

;

que
U(AG) = U{(p) x V(AG).

Finalmente, um automorfismo ¢:AG ~» AG diz-se um

morfismo normalizado se leva os elementos de G em unidad 
lizadas de AG i.e.,se eo0¢(g) = 1 ; ¥g € G, ‘
No caso particular em gue X & um corpo de;caraé
ca p e G um p-grupo tem-se que: \
U(KG) = {0 € RKG | e(a) # 0}
Consequentemente:

£ ( o ) =



GRUPO DAS UNIDADES DE Z D4

I.1.- INTRODUCAO.=- Ao ioﬁgo'deste capitulo,

N -

- grupo dihedral de ordem 8, i.&.

4%

g
verificando as relacdes: a b2 = baba = 1.

*  Explicitamente podemos escrever:

b, = {1, a, a%, a>, b, ab = ba®, a’b = ba?,a% = b

No que segue, caracterizaremos o grupo das unidade




(b) Qual ;saa osgsubgrupos/flnltos max1mals de U(% G)

(c) Todo Qutomorflsmo normallzado &e G e o prcduto de um~‘

morfismo interior por um automorfismo de G ?

Utilizaremos a nossa caracterizag%o para respondei’

tas perguntas no caso particular em que G = D, -

I.2. - CARACTERIZAGEO DE U(ZZD,) -

Con51deremos 1n1c1a1mente a algebra de grupo @2
tem cinco representagoes 1rredut1velsp nao equlvalentes def

bre @ . definidas*nos geradores de D4 por:

1

Ti@) =1, T;(b) = 1; Ty(a) =1, T,(b) = -1;

Ty(a) = -1, Ty() =1 T,(a) = -1, T, () = -1 ﬁ
T5(a) = Ts(b) =

Consequentemente, existe um isomorfismo de @ - Algebras:

(1) 4: @D, > VOO QOOOH, (@)

onde Mz(@m) indica o anel de todas as matrizes de 2x2 coﬁ~c‘

cientes em @ . Este isomorfismo estd determinado pelo seu v

sobre os geradores de D4 g

¢ (@) = (1, 1wy Sy

(2) . @ »
"'ly ly "'llr

) =,



jEmjpartiCular}'é

%

demos considerar a @ - base constitdiaa‘pelos elementos de

tificando a soma direté de (1) com Q§‘pelo isomorfismoé‘

*6

(xlﬂx28X3yx‘4fj ) = (xlp_coeoule) : -

podemos considerar nela a base candnica de Q? . Para obte

triz associada a ¢ nestas bases calculamos:

1 0]
(1) = (1, 1, 1, 1, : )
) 3 E 0 J:*

. s 0 -
¢(&) = {1, 1, -1, flv

$(a’)= (1, 1, 1, 1, |

!
‘l—" Ol lO oy




Como A uma matriz de coeficientes inteiros, & c

que ¢(%54) CZS Z O E,@%@M?(%) o

- ~ =1 ,
Reciprocamente, usando a expressaoc de A segue gue
|25 X e
do um elemento g(-—-(xlgxzyxy,xl},_ '




(obti&o~

cam ®~seguiﬁ£e‘sisiegacﬁé'édﬁéiﬁénciéj;

e ‘ .

(Al) X, o+ Xy ok Xg X, + 2g5 + st =0 iﬁbéf@

(Az) xi + X, = Xy < X, ‘ *2x6,+ 2% =0

(A3) T 2%, - ?XB 20

(Ag) x1E+ Ry = Ky o= x%f 2+2x5 = 2% = 0

(AS) X, ~X, +’¥3“i¥4 +2x6 + 2% =0

(A6)' Xy = Ay = Xg + X, - 2x5 + 2x8 =0

(A7) Xy - X, + %y X, w2x6 = 2% =0

(Ag) Xy T X, v Rg + %, + 2x5 ~,2x8 =0
Operando com 5 sistema na forma usual pqdeﬁb

a uma forma esaalonada. razendo inicialmente :

(B

1) = B) e (By) = (&) - (By)ed = 2,...,8

tenos:
(Bl) Xy + x2‘+ x3 + K, + sz + 2x8 =0 ;
(B,) LiliXg + X, + Xt X - X o+ Xg = 0 (mc@f




(mod

(Es) ' Ko + X + 2% = 0  (mod 4)‘

Agora tomamos €Ci)==(Bl) 7(C2) = (Bg) : (Cg) = (Bs) = (E

(¢y) = (By) - (Bg) 1 (Cg) = (Bg) ~ (B) 5 (Cp) = (B) 5
(C7)=(BZ) e,(cg) = (BB) e ob#emosz | ”
(Cp) x + x, + ;3 +ox, o+ 2xg +2x, 2 0 (moﬁ 8)¢
(c,) x, + %, + 2% = 0 (mod 4)
(03) Xy = X, = ks,w Xe = Xg + Xg =20 (mcdk4)
(C,) X = Xg 20
(Cg) Xy = Xy = Xg t X b X, 4+ %5 20

“ (CG) X4 + X, + g ~ X, + X + Xg =0
(C7) Xy + X, + Xy + Xp < Xy + Xg =0 (mod &)ﬁ 
(Cg? X + Xg = 0 (mod é?

Notamos gue as eqguagdes de congruéncia (Cy) e (Cy) 530 equi

tes; podemos, portanto, suprimiyr uma delas. Tomamos agora:

I
it

(Dl) (Cl) H (DZ) (C?.) 7 (53) = (63)? (D4) = (C3) =

(|

(Bl = 164) © L6g) 1 D) = (Ca)'*'<¢7)fev(97)lm




Finalmente temos o sistema reduzido

nada tomando (El) = (Dl) H }Ez) = (Dz) ; (E3)

(Eg) = (D) e (Bg) = - (D,) - the@se‘que (DS) -
“Xg *t Xq 0 (mod 2) que & equivalente a (D,) e

inclui-la. Temos:

i
D

(El} Xl+x2+x3+x4+2x5 S 2}(8

]

X, + x3 + Zx8 0




2 .

existem X i=1,2, 3, 4 verificando as condigaes (3) e

5

i.e., tais que'x = (xl,xzﬁx3,xdfx) e ¢ (U(Z Dé))°

Notamos inicialmente gque (4) Jjuntc com (ES) e (Eé) impii¢a~

elementos de X devem verificar:

(5) (x5 + x7) (x6 + XB) =1 (mod 2)

@

Assim, qualquer gue seja a escclha de‘x4 =+ 1 a equagao

td sempre verificada.
Agora, dev(Eé) podemos escrever e + Koy = =2k e de (Es) tém

Xg = xS + 2h., Substituindo em (E3) temos

Xy = X, + 2{k + h) = ¢ {mod 4) ‘ ’f

Entac:

(a) Se h + k = 0 (mod 2) 1.8. se xg= % + X, + %, (mod 4) a

solucac de (E

-

;l (mod 2) if,e° se xgsgs + X6 + X f 2 (mo

Ht

(b) Se h + k

i

finica solucdo de (E;) &



Em ambos 0s casos 1337fdetérmina:b valor de XB;em;fﬁnggcgai

Para estudar (E,) devemos considerar também duas possibilid

i

i
]
)

(a) Se x5, = 0 (mod 2) entao x

]
i

{b) Se Xg = 1 (mod 2) entao x

it
b

2 3 S

Novamenteﬁ(E?) éetermina ¢ valor de x2 o

surgem da combinacdc das possibilidades acima.

1Q Caso - Xg = 1 (modrz) € X = Xg o+ xe + X (mod 4)
Dos casos anteriores temos Ky = X3 = X, @ substituindq eﬁ;'E
sultas

Xy +.3x4 + 2(x5 + xg) = 06 (mod 8).

Temos novamente duas possibilidades:

it

(a) Se x5 + X5 = 0 (mod 4) temos x; + 3x, = 0 (mod 8)\q*

pativel em presenga das condigd

(b) Se %. + x

i

5 2 (mod 4) tenmos ®y + 3%, + 4

i
=
E)
8]
o]
®

o

ca solugao de (E)) e xy =x, .
< o = pund ‘ ¢ :1
29 Caso Xg = 1 (mod 2) e Xg = Xg + X + X + 2 (mod 4)‘,
Dos casos anteriores temos agora X, = X, = = X, . Substitui

(El) vem

xg)



Mais

(a) Se x_. + x

5

~

8

(b)

Se . +
5 %3

condigoes (4)).

Xy +ox, + 2 (x5 + x8) = 0 (mod 8)
() X, + xg = 0 (mod 4) dd x; + x, = 0 (mod 8) i.5. x, =
(b) Xg + Xg = 2 (mod 4) da Xy +x, + 420 (mod 8) que é i
tivel}
49 Caso - xg =0 (mod 2) 3 Xg I Xg * X o+ ¥y + 2 (mod 4)
Das condi¢des anteriores vem Ky = "Xy = X, o (El) fica:
x, + X, * 2(x5 + xg) =0 (mod 8) \
e:
(a) Xg + Xg = 0 (mod 4) da x; + %, =0 (mod 8) i.é. %, = -
(b) x5 + xg = 2 (mod 4) délxl +x, +4 =0 (mod 8)*incompati§‘

uma vez, devemos considerar dois casos:

tH

Rasum@ndoka informacdo acima temos que dada uma m

- 14 -

2 (mod 4) temos Xy = XK, = 0 (mod 8) e a sol
de (El) & xl = X,
2 (mod 4) temos Xy = X, + 4 2 0 (mod 8) que e

.+ %

5 + X

(mod 2) Xg % 6 7 (mod 4)

. (B;) fica entao:

atrizs




GL(2, Z ) verifican&e as

coes (Eg) e (B,) existem x; = % 1, i =1, 2, 3, 4 tais ques

(1) x, = 1 (mod 2) ;5 X5 + Xg + Xy = Xg = 0 (mog
Xg + Xg = 2 (mod 4)
(5) (11) %5 = 1 (mod 2) ; Xg + X5 + Xy = Xg = 2 (mod 4)
Xg + Xg = 0 (mod 4) E
(iidi) Xy =0 (mpd 2y x5‘+ X = 0 (mod 4)

Em cada um destes casos o nosso estudo mostra que existem exa
¢ te dois elementos X € $(U(Z D,)) cuja componente matricial e
=

cisamente X, dependendo da escolha de X, (ou equivalentemente

xl}a

(z.2.1) Definicao -

Chamaremos Q ao subgrupo de = GI{2, Z{)'das»mé.

? (3‘),e‘uma‘das_condi§5és,ému($)t”‘




Note-se que, se T:20 Z0 %O Z @ M‘Z(ZZ; ) > M, (’tz"

i
0

candnica, segue que T o ¢ (U(Z D,))

Agora mostraremos que dado X € ¢ (U(Z DN entao € o0 ¢

De fato: ¢ 1(x) = AT . (Rp o KyronnerXy) =

e R L g
= ((xl+x2+x3+x4+2x5+2x8)1+(xl+x2 X3 X, 2x6+2x7)a

8

-

e e lee a2 (R -
+(xl+x2+x3+x4 2x5 2x8)a + (XI+X2 Xq x4+2x6 2x7)u§

+{xlmx;+x

4 6

37X +2X +2x4) b + (Xl“Xz“X3+X4“2X5+2X8) ab;~

2
c2x7)a b + (xl«x2~x3+x4+2x5—2x8) §,

+{x 5 ’

=X .+R =X ,~=2X
1 727374

Somando todos os coeficientes vem:

(6) € 0 ¢ (x) = Xy

gque: T o ¢ (a) = X e resulta que T 0 ¢ | v(z D,) :V(E D4)‘%

um isomorfismo. Temos entao:

@ ; Uu(zpy ={+ 1} x2 .

N

(7) VI(Z 94)



I-3. - ALGUMAS PROPRIEDADES DE Q

Nesta secaoc vamos obter algumas informagdes sobre
ordens possiveis para elementos de ordem finita em Q ¢ o indic

Q en GL{Z2, &)Y .-

Para isso comegamos estabelecendc nosso Gnico res

o~

geral deste capitulo.

(£.3.1) Proposicaoc - Seja G um p-grupo finito. Se a

uma unidade normalizada de ordem finita de #Z G entdao a ordem

¢ uma poténcia de p.

Demonstragao

Seja o € V(Z G) e Jp o corpo com p-elementos.

O homomorfismo candnico ¢ : Z > Jp se estende na £

usual a um homomorfismo ¢' : ZG = Jp G gue da, por restg

Y* : U(Z G) -~ U(Jp G). ¢* leva o grupo geradoc por o = gue no

mos por (a) — sGbre um subgrupo de unidades de JpGe

Agora, indiguemos por 9, o aelemento neutro de G. ba

x =], x; g, € U(ZG) , se x € Ker(y*) entdo x; = 1 (mod p); &

particular x; # 0.

Segundo Berman (| 2 | , Lema 2) as unicas unidad

_ordem finita da forma x = J,; X,;g, com x; # 0 580 X = #




imagem em V(Jp G).

Finalmente, se G & um p-grupo, conforme foi dito
pitulo 0,0 grupo das unidades normalizadas &: : .

V(Jp G) = { V\@ J

N

- Q | ew) =1 }

e um cilculoc direto mostra que:

| v, G)gfl - plel -1

logo todo elemento em V{J_ G) tem ordem igual

P
e )

Agora voltamos nossa*atengao para .

Um cilculo simples mostra gue os elementos dejéx@
nita de G L(2,%) sd podem ter ordem igual a 2, 3, 4 ou 6 (v
por exemplo, Wewman | 17 |, capitulo IX). Deste résulta&¢

proposigé@ anterior segues

sb podem ter ordens iguais a 2 ou 4.

0o I o -1
Os elementos e
: ' QY 1 0

it

se realizam.



w19 =
Finalmente, calculamos o indice dé QG oem G L(2, & ). e

{(I.3.3) = Lema. =

| 6L (2, 2) : Q| = 6. Mais ainda:

1 0 1 2
Wl = 7 Wz =
0 1] 10 1
! 17 1 0]
ow, = P Wy =
2 1 1 1

& um conjunto completo de representantes

esguerda determinadas por 2 em GL(Z,Z).

Demonstracac . - A prova deste resultado

rios casos.

Observemos inicialmente que se A = € gL{2

a condigao det(d) = + 1 i plica que, numa mesma fila ou numa
ma ccluna nao podem ser ambos os elementos pares; também néo

dem ser todos os elementos impares. Temos,entao,duas possibil

des:
(I) Os elementos de uma diagonal

L res.

 (II) Trés elementos sdo Impares e




Analisaremos separadamente as possiveis situacdes.

19 Caso - Se A verifica a condigdo (I), A pertence a Q ou &

se da 3"‘32 s

1=(a) - Suponhamos m,s pares e n,r impares.

1 -2 | - m -2r
- = _‘“l R
Como Wz = temos w2 A = r

B L

Chamando x5 =m - 2r; X, = n - 28 ; X. = Y e X8 =8 vems

I

=
A4
47}
8
u

8) Xg + kg =m+ 5 = 2r 4) pois r & par

4

m+R+r+2 (mp@‘é

1]

“+ + X, = m = 2r + - 28 +
XS X6 7 n 23 r

S @ impar .
Mostraremos que se A n2o verifica (i) nem (ii) de (5) i.s.,

-1
2

s
A g Q, enté@,wzi A verifica uma destas condigoes e W. A e{

=

De fato, se A nao verifica (i)mem (ii), entdo, m+s = mt+n+r(mod

logo xg + 35 = X + X + X, = Xy + 2 (mod 4) e (i) ou (ii) est

& 7 75 &

sps L =1
verificada para H2 A.

Bl - e - “l
Reciprocamente, e facil ver gue, se W

9 A€ Q , entao,A € 9 -

1-(b) - Sejam agord m,s pares e n,r impares.




Indicando

(8) dac agora: ';

Xe =8 20 (ﬁod 2}
(8%) - '

(o]

-

=m+ s —2r 2m+ s+ 2 (mod 4) pois x ¢

&
o4
@

e & facil ver que A verifica (iii) de (5) se e sGmente se

‘nao a verifica e reciprocamente.

Para estudar matrizes verificando (II) discutiremos seguﬁdo

sicao do elemento par.

20 Caso - A verifica (II) e um dos elementos da primeira

par. ileste casc mostraremos que A € wssz ou A € Wﬁﬂe

2-{a) - Sejam m par e n,r,s impares.

Notaremos :

X X 1 "O m n m

6

5

ey

_Comom - n + s & par temos

; m L oy .

e como r & impar




(2)

Xg # Xg=m-n+ s S-m+n=-s+2r+ 2=
= xg + xé + 2 {mod £)
B R, et -1 - S
e (9) segue trivialmente que se W." A nao verifica (iii)
entao, ng A verifica esta condigdo e reciprocamente.
AEW.Q ouAE&W.Q.
5 6

2.(b) - Sejam n par e m,r,s Impares.

Nestas condigCes m = n + s ¢ ¥ tem a mesma paridade gue no

anteriocr. Temos, entaoc:

Rg ==-n+s3=n-=
(") Re + Ko = xé + x4+

X5+x6+x7=~x8=
pois ¥ - s & par.

Novamente, de consideragdes

Q. o

que A € WSQ cu A € WG

39 Caso= Se A verifica(Il)e

par'mostraremes gue A € W3Q

wrasejamﬂz par, m, n,

semelhantes as do caso 1=(a) , se

um dos elementos da

impares.

(mod 2)

= xé = 1 (mod 2)

2 {mod 4)

3 e P = gy § R ]
s r I r x5 + x6 + x7

segunda liﬁh

Q2

° -

ou Aéwé




(10)

(167)

Notaremoss

XS < Xﬁ i =1 m n m=xr
= W;%A = = i
X Xg G 1) |r s r
B x% ng T =1 1] [m n -t
-1
= W 4 A = =
x% xé 2 ai‘ ¥ s 2m=r

Resulta agoras

X, =8 I 2n = s 1 (mod 2)

il
]
[9a R0
4]

+ X, =m-=Y 4+ 8 F ={m~r+s)+ 2n + 2

Hi
]
+
»
+
™o
g
Q
QJ >
B
Q

m=r + 8 & par & n impar.

+ X F Xy - Xg =M+ N~ 25 Tmo-on+ 25 = xi+x+x)-xi(mod

Assim, novamente uma analise semelhante & do caso 1l=-(a) mostr

A€ WBQ ou A € W 0 . .

3-(b) . - Sejam s par e m, n, r impares.

Com a mesma rotagao do caso anterior temoss

X, = 8§ = 2Zn = g = xé =0 (mod 2)

=m-r + 8 I -(m=1x+ 8) + 2n+ 2 = ¥{

E segue novamente que A € WB 2 ou A€W, Q como nos casos a




=~

I-4. A QUESTAQ DA CONJUSACAC

Nesta secao daremos uma resposta negativa & pergunt
da introdugaoc. Para isso vamos determinar as classes de con

de elementos de ordem 2 em U(Z D&)a

Em GL(2, Z ) existem trés classes

mentos de ordem 2, a saber:

Cy = {-1}
" a b 2
¢y =1{x = | a© + be = 1;
) a b ~
Cz"_:{x—_- ]a"+bc=

(Ver Hughes e Pearson | 14

N
o

(I.4.1) - Proposigac - Existem cinco classes de conjugagdo de

mentos de oxdem 2 em ) .

Demonstracao -

Mostratemos inicialmente que um elemento Y e C1 fY Q

i

L 8 1 4

conjugade a X, = ou a Y, = em 0




25

De fato, como Xl € C
e existe U inversivel tal que UYUﬂl = Xl . Como U =

10 ¥ e X, saoc conjugados

gum A € Q e algum i, 1 < 1 < &, temoss

(11) AY A =W." X

Se i =1, entao U € Q e Y & conjugado de X, em Q.

Para i = 3,...,¢6 temos:

1 =1 1 o 1 1 1 2

0 1 o -1 [o 1 I
-1 1‘* 1 g 1 1 3 =2

2 -1] 0 -1 2 1j 3
! 0] 1 q 1 G 1 5
-1 1 0 »;‘;J 1 1 -2 -1
-1 2 1 0 " 1 2 -3 -i
1 -1 Lo -1 L1 L 2 3

matrizes ndo pertencem a Q pois




Finalmente:

1 =2 1 6

fed
N
L ad
e

[

. _ i
0 1J Lo -1 1 0 -1 -

Para demonstrar gque C. da origem a duas classes er

1

veremos demonstrar ainda gue X, e Y. nic si3o conjugados (e

1 1
B a b o
Seja entao U = € G L(2,2) tal que U
c 4d ‘ -
a ~b a + 4c b + 4d
Como Uﬁl = e YlU = v
L c =d - C - 4
temos gue ¢ = 0 e b = -2d. As unicas matrizes de G L(2,% X
forma sao:
1 -2 1 27 -1 =7 -1
‘ F 7 7
0 1 LG -1 1o 1| 0

e & facil ver gue nenhuma delas pertence a Q .

Da mesma forma, se Y € sz\ Q mostraremos que

Me2 -3 ]
.

- Tal como no caso anterior,existem A € Q e i, 1

ot




-~

- Novamente, para i = 3,...,6 temos:

o
ok

ot

o]
=t

1 0

-1 T { 0 1] 1] -1 0
2 -1 L 0 2 1 1

§
)
H
T
s
.-u..l
—
[
B
et

-1 2 0 i C 1 2] 1
1 -1 1 0 1 1 0

E mais uma vez & facil ver que estas matrizes nao pertencen &

Finalmente, para i = 2 temos:

' |

1 -21 Mg 1] i ;ﬂl
4) 1 1 Gj

E deveremos mostrar que X, e Y, nao sao

ue Uz;{

i

€ G L(2,Z2 )tal g




e b a / [ -2a - 3¢
Como U X, = . e Y. U= : : .
a + 2c b +

f’a -(2a + 3¢)
U deve ser da forma U =

c a + 2c¢

Como det(U) = + 1 segue que:

2% + 4ac + 3c2 = (at3c) (atc) =+ 1l ea =+ 1,c =0 ou agi

e as uUnicas matrizes possiveis sao:

1 -2 -1 2 2 -1 -2

-
-e
~o

& facil ver que nenhuma destas matrizes pertence

Novamente C

, 4@ origem a duas classes de conjuga

respondentes a ¥, e Y2 em

& conjugada a um elemento de D4 .

Demonstragcac -

seque a definigac (I.2.1).

T ~ 2
Os elementos de ordem 2 em D, sao: a , b, ab, a
e 4 : G

Calculando, temos:



(tomar U
0 1] 1
"0 -1 7] (1
T o ¢ (azb)= e XZQ (tomar U =
~1 0 | o
T O
™ 0o ¢ (ajb): e Xlﬂ
\ o =1

Logo, os elementos o € V(Z D4) tais que m o ¢ ( o) pertencé
Yl Q2 ou Y2 Q sac unidades normalizadas de % D4, de orden finit

e nao conjugadas a elementos de D,

I-5 0S SUBGRUPOS MAXIMAIS

L

Levando em consideracao os resultados da segao I.2.p

5

ra responder 3 pargunta (b) da introdugdo serd suficiente deter

minar os subgrupos maximais de Q.



Eles sao isomorfos aos grupos diedrais Dlg Dz, D3, D4 oﬁ“D

por exemplo M.Newman| 17 |, capitulo IX, § 14). Como Gﬂnéo:

isomorfos a D, e conforme [17] &les sdo conjugados, em GL(

ao grupo gerado por:

-

Seja I' um tal subgrupo e V € GL(2,Z ) uma matrii‘
que:

(13) r'“' =v oIV ~™- = D%

Podemos entic escolher geradores X e Y de ' tais ques

(14) N =aevl =B :

ou de Y

(D
i
o

<

Como Y € Cz, conjugado em de~X2

5°

Suponhamos inicialmente que

(15) v’ = B

De (14) e (15) segue facilmente gue VU T deve pertencer,ao“k
lizante de B em GL(2,%Z ) que indicaremos por Z(B). Agora,;é

ver gue uma matriz A € GL(2,Z ) comuta com B se e sOmente

i



forma A =

Onicos casos possiveis s3o a = + 1, b = 0 ou a = 6, b =+

z(B) = {+ 1, + B}
eV =+ U ouV =+BU

Em amhos o0s casos V&€ Q e T e Dz sao conjugados em

Suponhamos agora que existe U € @ tal que: .

(16) vV o=y,
1 2 ) L
Tomando W = € GL(2,%Z ) & facil verificar que“Y§{='
I 0 1 h‘
go
0 (17) VAL

De (14) e (17) segue de forma analoga que:

~1 =1
vV U W T e Z(B)

logo:

(18) V =+ WU ou V=+BWU

No primeiro casc temos: .
-1 '

1 b - -

<Y = XW \' 1 ,v 1

i

=
>
<t




e no sequndo cassc: : ' 2'

1 1.V 1

x9=xBM V5ot x5 w= (8w la Bu=

Obviamente (A', Y = (aA'3 , ¥

N S

Reunindo as informacoes acima podemos enunciar:

do a b = (A,R) ou D! = (A", Y

4 4 em @ . Estes subg

5)

pos nao saoc conjugados entre si.

Demonstracao - SO falta observar que D

4 Dao & con3ugado~de,Dige,

de fato, da demonstragéo do Corolario(I.2.4) resulta que nenﬁ

elemento de Dz é conjugado de Y, .

I.6. = OS AUTOMORFISMOS NORMALIZADOS

Se © & um automorfismo normalizado de #Z D, entao a

trigdo O de 0 a V(Z D,) & um automorfismo de V(Z D,).
Ent3do, 0% = (rod) 0 & o (no¢)ml é um automorfismo 

Vamos definir um merfismo ¢ :'2194 > ZD, da 'seguinte forma

Sobre os gerédores de D4 definimoss

- a3 -~ b + ab + azb - a%b

i
N
v

Y (a)

a3 + ab + azb - a3b

i
o)
!

4 Y (b)

FHEY



tender ¥ a um homomorfismo de D, definindo:
P(1) = 1.,

w<a2> 2

a

¥ (a) 2

vi@d) = @3 =-a+ 228 +b-ap-a’+ad,
Y(ab) = yY(a) Y(b) = a - a3 - b + ab + azb,w
v(a’p) = V(@ vmd) = -a+ a> +b - ab + ab, |
0(ap) = y(@3 ym) = -a+ad +b-a’+ad,

entao Y se estende naturalmente a um morfismo de % D4 em Z D%

Em relagao a base de % D, formada pelos elementos d

a matriz associada a Y @&:
1 0 0 0 o 0

0 0
0 2 0 -1 1 i -1 =1

1

0

Como det(M) =1, M€ G L(2,Z) e ¢ & um automorfismo‘; ‘
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Suponhamos agora que Y seja o produto de um automorfismo defD

de um automorfismo interior Ya definido por Yu(x) = 0 X uél

#

¥

¥x € Z Dy,com u e v{z D4)°

SejaU=mo ¢ (u) €Qey,;s R+Qo automorfismo interio#wd

respondente. Entao, o seguinte diagrama & comutativo:

Yu
V(% 94) —_— V{(Z D4)

el ' Tod
|
V Y hd
2 s
: -1 -1 L
pois mogoy, (x) = mop{u xu ) = U (mop(x)) U = Yyomod.
LoGO s Yyomood (D4) = 1ro¢oyU(D4)

Como ﬂo¢(D4)= DZ e yu(D4) = 1 (94) temos s :
(19) v, (D;) = Togoy (Dy)

Finalmente:

il
=
(@]
-
P
[ 8]
o
!
By
b
o
5
o
+
Q
N
o
!
jal]
o
A
i
=
-
P.l
-
[}
'._-I
I
et

rodoyP(a)

Todo Y (b}
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D, e ra formula (19) resulta:s

Logo m 0o ¢ 0 Y (Dé)

(29) Yy (B}) = D}

o que contradiz a proposigaoc (I.5.1)

Assim, y : 2D, > E D, e um automorfismo normaliaa

que nao & produto de um automorfismo interior por um automor

mo de G,

malizado do anel de grupo sObre os inteiros de um grupo nil?
te G de classe 2 & o produto de um automorfismc de G por uﬁﬂa

morfismo interior Ya onde u € U@ G).

0 resultado desta segao mostra gue nem sempre e pos

vel escolher u em U(Z G).

I.7. = U(Z DQ) NAO E NILPOTENTE

Do teorema (III.2.5) segue, em particular, que U(ZD

nic & nilpotente. Antes de concluir o capitulo vamnos dar aqui

demonstragao direta deste fato.

Seja o = -==a+a3+b==a2b+a3b=lf) (a3b) .Entao 0!.2' = lﬁ( (a3b‘“’

) 3

Para cada inteiro n definimos B(n)= l-natna”+nb-

1

= l+nawna3wnb+né4b

verificar diretamente que B(n).



Assim, para todo inteiro

tadores de classe k, diferentes de 1.
nilpotente, ! . s

i S i 43 P ) .’/,rx
, ; i e
i PRt S A
G i
e .




CAPITULO I

ANEIS DE GRUPO (OM COEFICIENTES NUM ANEL COMUTATIVO, DE CAI

RISTICA DIFERENTE DE Z%ERO.

II.i. - ANEIS DE GRUPO SOBRE INTEIROS MODULO po

Seja p um inteiro primo e n > 0 um inteiro. Notarem

. . = n
por J_n o anel dos inteiros modulo p .

Demonstraremos inicialmente um lema gue relacio

daremos uma caracterizacao de U(J _n G} e mostraremos em part
;}:_- g -
lar, que & nilpotente. Desta forma teremos exibido uma famil

exemplos que verificam as hipékéses do teorema (II.2.3).

Para todo inteiro n > m consideramos ¢ epimorfismo

nénico I n -+ Jm e seja o ¢ I nG+JmG o epimorfi
P P J mn P P p AT

zido nos anéis de grupo.




3¢

(II.1.1) - Lema - Seja G um gruno finito e e Jpn G +‘Jim7G;

epimorfismo acima. Ent3c, o (U(T.n &) = U(J. n G).
mn p o)

Demonstracao = % claro que a imagem de uma unidade de Jgn G

uma unidade em me G. O Gnico ponto interessante & mostéar'gqt
@m(U(Jpn G)) D U(me G) .

2 e . x =.1 o
Seja, entao, a & U(me G) com inverso o ~, e seja

o¥* € Jpn G uma pré imagem qualguer de o . Mostraremos que

* e U{(dJ n G
o ( 5 }

De fato, se af & uma pré imagem qualguer de aul temci

que:
(1) a* o' =1 + u ;o ot a¥ =1 4+ v,
onde u,v € ker ( ¢ __) = pm . J_n G,
mn o
Obviamente u e v 380 elementos nilpotentes (pois certa-
n n . o L
mente u =.v = () .Chamando n, e n, aos respectivos indleeside

nilpoténcia temos que 1 + u e 1 + v si3o unidades com invefsoSg 

p n N
p=+w =1 -u+udo k- tu b

: N n n,
L+t =1cvaev?ds . 41 2y 2

Y
Em (1) wvem:

(2) {ya') a* = g*(a'B) =1



=a'g =(an) e at e (I n a) []

Note—~se que, da demonstracao, segue Um pPouCC maiss

provamos que

) N -1 .. . :
u(JPn G) = an (@(me G))

Precisaremos agora a notagao que

xima proposicao. Se a € Jpn G, entac, o se escreve na formas

o = § (a, + (F“))gi onde

i
—
. I~
-S4
i—l.
4
T
o]
S

Xi e %, 1<i< |G| ; lego ela)

Para facilitar a notacdc escreveremos apenas ple (o)

do pl ) Ay -
1

(II.1.2) Proposicido = Seja G um p-grupo finito. Entdo:

(i) O grupo das unidades de Jpn G &: ,

U(Jpn Gg) ={ae Jpn Gl pt e ()}

(ii) O Gnico ideal maximal de Jpn G &:

J(JpnG)={a€JnG{p|e(d)}o

p

Demonstracaoc =




_4{)_
U(JpG) = {a € 3,6 | vteta)}

-1 P
(U(JPG)%‘i

Do lema anterior, temos que U(JpnG) = an

Seja, entao, a = Z (Ai + (p ))qi e Jpn G e Ai— pq; + r; com
i

&

0<r; <p,i=1,...,|G|] . Logo:
ple) = 1 r;q;
i
e claramente p 1 ( ] r;) se e sdmente se p 1 (] A;). . Segue /
i » i :

imediatamente (i) .

Para obter (ii) basta observar que J(JpnG) é de fa@&y

ideal e gue todc elemento que n3c pertence a éle & uma unidade.

(IT.1.3) Corolario - Se G & um P~grupo finito o ideal fundé"

tal I = Ker (eg) de Jpn G é um ideal nilpotente.

Demonstracao-

Como Jon G e finito entdo & um anel com C.C.D; logo o
radical J(Jpn G) & um ideal nilpotente.

Ainda, Xer (e) = { J(A; + (pn))gi | o7 |

(J A;) } estd
1 K ;

contido em J(Jpn G) logo &, éle proprio, um ideal nilpotenté;;

O corolario acima & Gm caso particular do Teorema 9

Connell | 8 | . .

4




= 4% =

(II1.1.4) Proposicioc - Seja G um p-grupo finito. Entao U(Jpn,G

um grupo nilpotente.

Demonstracao -

Temos que U(Jpn G) = U(Jpn) x V(Jpn G) ondes

V(! n G} = ~|.rv e I n G g(a’ = !},
e U(J l'l) e comutativo.

Agora um simples calculo combinatdrio mostra ques
l V(Jpl‘l G) l - panI /pn pn(lG]- l)

Assim, V(Jpn G) & um p-grupo. U(Jpn G) &, entao, nilpctente;lf

Para concluir esta secao daremos uma caracteriz:
¢cdo do centro de U(Jpn G) . Este resultado, porém, nao sera
no que segue.

Seja C = {gl,g?go.oggs} o centro do grupo G
W o= U(Jpn C) . Indicaremos por Clg.angct as classes de conjuge

nao unitarias de G; consideraremos os elementos:

.

Yy = 1 ¢ 1<3<t,
gec,

e seja T o conjunto:
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¢Oes acima temos:

% :
Z=V . 1+T7)={a.B8|laev, 3el+T]}.

Demonstracao -

O conjunto {glfaoo,gs,yl,oona,yt} € uma base do cen

do anel J.n G .
P

(Ver Curtis-Reiner | 9 |,teorema (27.24), cuja demonstracao pod
adaptar-se a este caso.
Claramente V C 2 e também 1 + ' C Z (note-se que, para cada i

i<ix<t, ICil € uma poténcia de p, logo se o« € 1 + T, e(a)=l (mbd\

e, da‘preposicao (II.1l.2) a € U(Jpn G)). Logo:

(3) V(L +T) < 2

1t j=1 J ,
s S

vem imediatamente que p t } X; i portanto, o elemento o= by
i=

s t ,
Entdo, € (@) =) x, + ) y. e(yj} . Como p | e(yj)ylgjgt e pTels

x/
i=1 1

& inversivel i.é., o, € V.
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Finalmente, temos que o = a; (1 + o, . ) Y5 yj)o Como prg§ut
j=1 :

elementos centrais leva elementos conjugados em elementos conj g

-1
dos segue que as Z Vi Y

T M B

€Tl eaev(l +T), logo

(4) Z C V(L +T1).

De (3) e (4) segue a igualdade D

Observagoes

1. - O resultado acima permite dar outra demonstracgao da Propo

cao (II.l.4). De fato,segue facilmente que

vEn e | Ulagn O | on (G- (s+8))

s

1z

Agora, se o quociente de um grupo por seu centro & nilpotente

tao, o grupo € nilpotente.

2. - A formulacao da proposigao (II.1.5) poderia levar a pens
gque 1 + I' & um subgrupo de Z. Isto n3o &, em geral, verdadeir
Pode-se dar um contra exemplo considerando o grupo quatg

de ordem 8, i.8., o grupo @ com dois geradores a e b verificanc

relagoes:

o
i
ot
o
i
oy
o
o]
o
1l
o

> =p?, a®> = b%, b, ab = ba’,a’b=p’

o,
it

s
s}
“
()

]

o)
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As classes de conjugacdc ndo triviais de @ sao:

c, = {a,aB} i Cy = {b,b3} ;o Cy = {ab,a3b}

1

e O centro &:

C {1952}

it

it

Assim, Y, = @ + a v Yy = b+ b Y3 ab + a’b

Calculando em Jz @ temos:

2

(L+y)2 =142y, +20+ a) g1 +T .

IT.2. - COEFICIENTES NUM ANEL COMUTATIVO DE CARACTERISTIC§ D

RENTE DE ZERQO.

Nesta secdo R indicard sempre um anel comutativo d
racteristica diferente de zero. Comegaremos estudanto o ca

n s . . .
gque R = p~ onde p indica um inteiro primo.

No decorrer da demonstracao do proximo teorema precis

remos dos seguintes lemas:

(II.2.1) Lema - (Motose e Tominaga, [16] ) =~ Seja S um anel

elemento unidade e N um ideal bilateral nilpotente de S. Se §
& comutativo e| N,8| = { xy - yx| x € N, y € S } esta CQnﬁi

Nz, entdo, o grupo das unidades de S & nilpotente.




mento nilpotente, entdac, 4 & nilpotente.

! \

Agora estamos em condigOes de demonstrars:

(II,2°30) Teorema - Seja R um anel comutativo com uni&aﬁé

car R = pn onde p & um inteiro primo e seja G um grupo fin
ti30, U(R G) & nilpotente se e sOmente se G & o produto dir

um p~grupo e um grupo abeliano.

Demonstragao -

Suponhamos que G seja da forma P x A onde P & um p

e A um grupo abeliano. Escrevemos:

P = {hl,ooo,hs} ’ A = { Bygoeesdy }

i

onde hl = a1,= 1 (o elemento neutro de G). Entao, todo‘él

% € RG pode-se escrever na forma:

k.. a. h comk,. €ER 1l<i<t,1<3

() x=liykg Aty i3 <

ij

O epimorfismo natural ¢ : G - A se estende na forr

al a um epimorfismc $* : RG -+ RA definido pors:

o* t s o
(6) X = zijkijai hy v zijé(aihj) =7 (3 ki) 3



WA

(7) Ker (¢%) = { zijkijai €RG | ) k,. =0,1

Mostraremos agora gue tomando S = RGC e N =
mos nas condicdes do lema(II.2.1) e gue mostrara

potente.

De fato, do isomorfismo acima segue gque RG/Ker (0%)
mutativo e N = Ker(®*) & claramente um ideal bilateral de RC

traremos primeirc que & nilpotente.

De (7) segue que; se x € KRer(9¢¥) podemos escrever:f 
s .
= Diy Ry B By = dyg Ry e By L GE Repay = Dighygay

logo o conjunto {ai(hj - 1) | L<i<t,2<7]

to de geradores de Ker(®*) soObre R.

Em presenca do lema (II.2.2) serd suficiente demc
que todo elemento da forma a(h-1l) com a € A e hepP & nii?
te. Como (a(hml))k = ak(h--l)k mostraremos gue, para cada‘his

existe um inteiro positivo k tal que (h—l)k = 0.

De fato:

(8) (1-m* =1~ Hn+ 3] SR S 0 nk

Se o(h) = p¢ a formula (8) pode escrever na forma:

k p -1
(9) (1-h) " = x_ + x;h + ... + X roy o h




soma se

Agora, da

u

u tal que p divide xj; 0 <3< pr -1, eu> o quahdo}k # 

mando k suficientemente grande para que u > n temos que (

Finalmente, deveremos provar que |Ker(%*) ,RG| ¢ K
Para isso sera suficiente mostrar que, para todo g € G e tOd

a € A; h €P tem-se que:
ath=1)g - g a(h~1) € Ker(@*)z°

Agora, dado g € G existem a’* € A e h' € P tais

g=a'h'* =a'(h' = 1) + a' (onde a' & um elemento

tral) . Logo:

a(h-1)g - ga(h-1) = a(h-1) a'(h'~1)~a'(h'=1)a

R&ciprocamente, suponhamos que U(Jpn G) seja nilpo
Como G & um subgrupo de U(Jpn G), G & nilpotente.Portanto par
ter a tese bastard demonstrar que para todo primo g # p o g-

po de Sylow de G & comutativo.

Seja, entao, q # p primo e Q o qnsﬁbgrupo de Sylo

- . ) . n - T i
Como R & comutativo, de caracteristica p , R contém um suban

wl
1R

Jn - Entdo,U(R Q) & um subgrupo de U(RG)e,portanto,é n
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Como U(Jpn Q) = U(R Q) & nilpotente e do 1ema;(iI

existe um epimorfismo &, 3 U(Jpn Q) — U(Jp Q) este Gltimo

po também & nilpotente.

Agora car Jp = p nao divide |Q| portanto JpQ é se
i

ples e, pelc teorema de Wedderburn, deve ser da formas

J O =M (Dl) Dooo.® Mn (&

)
P nl £ t

nilpotente se n; # 1l; logo Jp Q =Dy ®....8 D_. Ainda, segue d

sultados de L.K.Hua [13]| ou W.R.Scott |[25| que o grupo das t
des de um anel com divisao nac & nem soluvel guando o anel

comutativo; portanto, Jp Q deve ser soma direta de corpos e,

quentemente, Q & abeliano.

Observamos que O teorema acima generaliza o resulta

Bateman - Coleman |1} .
0 argumento do Gltimo paragrafc & relativamente®sta
e ja foi usado por exempleo,por Motose e Tominaga |16]e Bhatta

e Jain|3].

(IT.2.4) Lema - Seja G um grupo finito e m > 0 um inteiggg‘

Of. %e

M =Py «co0 Dy é a decomposigao em‘iatores'p:iﬁ¢s @§“m




,J ﬂ— J G‘ \ “’4/\\,‘;
(1) G 0,5 8....0 J@;q

G *
218 Pl » = t ! *

o~
[

1) I G é indecomponivel se e sOmente se G & um p

pPo.
Demonstracaoc-—

Pelo teorema do Resto Chinzs; existe um isOmo;”i$

d o J = J ul Do B Jp at

Py t

gue se estende na forma usual a um isomorfismo:

01®....0 I, @, )6 =T a) GO...0

& 3 JmG — {J
: 1 t 1

Isto demonstra a parte (i) do enunciado.

gue que e &

&, portanto, nilpotente. Istc @ uma contradigdo, j& que para

n > 0 inteiro tem-se que et =e . 0 pr




—J

|

Observamos gue a ?arte;(ii) 4o enﬁﬂcia&o acima & analoga a
sultado de D.B.Coleman |6| para andis de grupo RG onde G &

e R um dominioc de integridade.

EW’ZIIQL:':) Teorema ~ Seja R um anel comutativo de caracterist

m# 0 tal qua m = plaleooaoptat com t > 2 & a deccmposiéﬁ

tores primos de m e seja G um grupo finito. Entdo U(RG)~§}

tente se e sOmente se G & abeliano.

Demonstracaoc -

i
Gt
D

De novo; se car R = m, R contém um anel R
sendo um subgrupo de U{RG) & nilpotente.

Usando o lema anteriocr segque gue U(Jp UG B...8 J

1 1

€ nilpotente e, portanto, cada subgrupo U(J“p

e

Seja agora Pi um py subgrupo de Sylow de G. Como

existe j com 2] # pj . Consideramos, entao, O grupo U(Jb_QJ A

Riads

que & nilpotente. Do teorema (IT.2.3) segue que P, & abelian

Assim, todo subgrupo de Sylow de G & abeliano e com

proprio ¢ 2 nilpotente & abelianooﬁ}



CAPITULO III

AS UNIDADES DE Z G.

G.D.Higman caracterizou completamente, em |12|, os g
pos finitos G tais que as finicas unidades de % G sdo as trivia

Esta caracterizagao & dada pelo segquinte.

(ITIT.1.1) Teorema (]12| ,teorema 11) - U(ZG) = {x 1} x G’seu

mente se alguma das seguintes condigOes estd verificada.

(i) G & abeliano e todo elemento diferente da unidade

tem ordem 2,3,4 ou 6.
(ii) G @ um 2-grupo Hamiltoniano.
Conforme o teorema de Bateman e Coleman|l|, se K &

-

corpo de caracteristica 0 e G um grupo finito, entic-U(K‘G)\e~

potente se e sdOmente se G & abeliano.

Podemos observar agora que este resultado ndo pode

o ;




‘lgenerallzado para anels:de;grupesssobre os 1nteiros° De
G & um 2~grupo Hamlltonlano, U(Z G) = {+ 1} x G & um 2~gr

go nilpotente e G nao é abeliano.

Mostraremos agui que os 2-grupos Hamiltonianos sdo
Unicos grupos ndo comutativos G tais que U(Z G) & nilpotente
sentaremos a demonstragdo deste fato decomposta em virios p

sucessivos.

(III.1.2) Proposicdo - Seja G um grupo finito, nio abelian
U(Z G) & nilpotente, entdo G & um grupo Hamiltoniano(i,é‘ﬁgm’

po tal' que todo subgrupo & normal).

Demonstracdo - Suponhamos que G n3o & Hamiltoniano. Entdo ex:

tem elementos a;b € G tais que a-lba ndo pertence ao grupo<c

clico gerado por b.

ejams: O(b)

n e u =(1-b)a(l+b+.. ‘+bn"1)

Obviamente u # 0 e u2

]

0. Assim ay=1+u & uma unidade d

cujo inverso & o % = 1 - u.

Definimos por recorréncia:

(8) ]a /b = 0b El "l ay = lak-l”bl .

Mostraremos usando induc3o ques

(9) o =1+ (1-mk

De fato; para k = 1 temos:

= log pb] 1+ u) b(l - u) bt .



. togo:

1— bu o u=1++ (l'+$b 

a4y = (b + u)(b P‘—u)

‘Suponhamos agora que o =1+ (- b)k“lfgg En
-1 / :
g o k-1 .

Op.y = 1l - (1-Db) "upois:

k- l k=1

u(1-p) " Teu - (Thbr L (D) )=(1-CTH 4.+ Dk

Logo:

]

1+ -0kt wa-a-mkt

=1 +1-0F ! - @-0)* ! wa-p)*le- a-p) ¥t wa-pk

Calculando agora temos:

o = (L+ (-0 T u) ba-@-)* Tt u b

b+ 10t v o--p* Tt w

il

b1-)* ! uw s a-mFtu=14+ a-m*

Indiquemos T = a(l + b +...4077 l)
Temos que: ?
(10) o @»Ft u = 1-m)* a4 =

=T - (SopresenIcEpdr srenR bRy

(WP

Dado um elemento § 0;9; € & G chama-se sugortg;d
conjunto:

Sup(z qi‘gi) = {gi;e/s’i oy # 0}
i , ;
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mente se VI‘=bX‘I‘.,° De fatb; écsﬁficiéhéia & trivial e sé,abg
para algum par (i,j), entac, a bl+k = b ab3+k

bj+k

. Quando ab*T
corre todos ©os elementos de Sup(I‘);bx a percorre todGSiés

mentos de Sup(bx ') e segue a igualdade.
Seja, entdo, r = min{x > 0| T = b* I'}

Agora & facil ver que Sup(bhr) r\Sup(th) # § se
b o pl = pt apd para algum

t-h qu-e r = pth

mente se t = h(mod r). De fato se b

(i, 3),entao, ab> = b I' de onde segue imedia

te que t = h (mod r). A reciproca & trivial.
Podemos agora escrever a f£ormula (10) na forma:s

(11) (1-p)* w=x T +x, bT +..+x _, b5,

1 r-1

s + ir k
s+

S )

com x_ = Y} (=1)

: ir
i>0

onde a soma se estende sObre todos os valores de i > 0 tais
s + ir £ k.

Como os somandos do segundo membro de (11) tem supor

disjuntoe segue que (l=-b)k u = 0 se e sOmente se X =0 para tQ

o
A

s <r =1,

Finalmente, seja £ uma raiz primitiva r-ésima da un
de. Entao:

k _ r-1
(L - 8)" = X+ X, E+.. .t xr-lg

e se todo os coeficientes fossem 0 ter-se-ia & =1 quuegé"

fcdﬁtradggao,ﬂ[3-



Das consideragoes acima e da formula (9) segue que, para todo

o # 1, logo U(Z G) nac & nilpotente. U

E um fato bem conhecido (M.Hall |10| teorema lzoseg
todo grupo Hamiltoniano G pode se escrever como um produté.a
da forma G = T, x T, x @ onde T, & um grupo abeliano tal.qfe
eleﬁento tem ordem Impar, T, € um grupo abeliano de expoente 2

Q@ um grupo quatérnio de ordem 8.

Os prdximos passos estardo destinados a provar que s
€ um grupo Hamiltoniano tal que U(Z G) & nilpotente, entio, q

decomposto na forma acima tem-se gque T

]

1 {1} . Para isso bast.
provar que para todo primo p > 2, T, nac contém elementos de o

P. Precisaremos discutir separadamente os casos p = 3 e P>

(IIT.1.3) Lema - Seja G =T x § o produto direto de um grgéb
liano T por um grupo quatérnio de ordem 8. Se T contém algﬁm

to de ordem 3, entdao, U(Z G) n3o & nilpotente.

Demonstracao

Adotamos novamente para os elementos de ¢ a notagég;g
secdo II.1.

Suponhamos que T contém um elemento g de ordem 3°~ ,‘

A.A.Bovdi exibiu em |4| a seguinte unidade de E G:

1+ (225(2 - g = g%) + 390(bg? - b)) (1 - b?).

i

u



inversa e:

x ul =1 422502 - g - g%) - 390 (bg? - bg))‘(l“*:

1 3

Come g comuta com a e aba' c=obT A b2 a_l

= B2 temoséf

auwalo1+(22502-g-9% -390 -bg) A -

Ainda, como szl - bz) = = (1 ~Ab2) temos:

1.-1

o

(12) au a

=1 + (225(2-g-g°) + 390 (bg®-bg) ) (1-b =

Definimos por recorréncia:

(13) a; = |u,a| e o = ]qk_lpaf
E | ; | zk .
Mostraremos, por indugao, que O = u . De fato,
k = 1 o resultado segue imediatamente de (12).
' . Sk=1 ,
Suponhamos entao que .3 T U . Temos:
k-1 k=1 _, - k=1 . . k=1 k-
(14) uk=u2 au 2 a s u2 (a u""la-l)2 =u2

Agora mostraremos que u nao & uma unidade de,er'
ta. De fato, em caso contrario o cceficiente de 1 na expr
u deveria ser 0 (ver Berman|2|, Takahashi|27|ou Cohn e Livi

|5]) No caso, este coeficiente & A = 451,

Segue da observagdo acima e da férmula (14)
do k existem\comutadgres de ordem k, diferentes de 1;:

ndo & nilpotente. []



(III.1.4) Lema - ' x @ o produto direto de um

liano T por um grupo quétéfﬁib’dé’or&em

de ordem prima p > 3 entdo U(Z G) n3c & nilpotente.

Demonstracgao
Suponhamos que T contém um elemento g de or

%p'> 3. Novamente com as notagdes do final da seg56 Ii
a € 9 e consideramos H = (g) x (a) (onde (g) e (a) ind;

grupos ciclicos gerados por g e a respectivamente).

CQD,}éerman demonstrou em |2|, lema 9, que a dec

-

¢cao de MH em soma direta de ideais bilaterais &:
®H = I, ®....8 I, ,

onde os idempotentes ey tais que I, = 1)) Hei - sao:

1

1 2 . 30 __p-
ey 7 (1+a+a” +a)(l+g+...vg"

pfl)f'

e, = L (1 - a+ a - a3§(l + g +...%g
4p
ey = 1 (1 - az) (L+g +n°,+gp°l)
(15) ‘ 2p .

= ’1~(’1+a+a_,2+a3)(p-=-l—g
4p
10 2

l-a+a2-ad)p-1~g=-...m

a(p-1-
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O elemento £ = ga e, do corpo I, & uma ralz primitiv

6 6
unidade de grau 4p e I, = @ (£) (identificando @com @ e, C I

Berman mostrou também que se s indica o nlUmero de cla

ses residuais modulo 4p em @ (£) que sio primas com 4p, entdo,

seguinte & uma unidade de Z H — e, portanto, de Z G:

(16) o= e

2.2.s - 2.8
pteeotect(l4gatgta”™) ” e =e .. ctegt (1+E+ET) ’e

6

Na demonstragdo de que o & unidade intervém decisivame

te 0 fato de gue p > 3.
Note-se que, em geral, se f € % [X] . como eg & idempot
te, tem-se que £(f) = f(g)e6 (onde % <:iI6 esta identificadofsém

Z e6)°

Ainda a dimensao de @ (£) sCbre @ & ¢(§) = 2(p - 1),
go todo elemento de Z (§) . e em particular (1 + & + gz)sp“p,
escrever na forma h(£) onde h € Z[X] & um polindmio de gra

“ ou igual a 2{(p - 1) - 1.

Na expressao’ reduzida de (1 + & + gz)s devem aparecer

ter-se-ia respectivamentes:

L+E+ED)S =4 -¢+ED)S,

e tomando modulos:

2{

|1 & + &°

W;f‘ﬂ};3* &x4=£2f"



esta filtima igualdade & impossivel pois £ e 1 + E2 pertencem 3

ma reta dc planco complexo.

Agora, mostraremos no proximo lema que se

u = ¢y +Da°°°oof e + f(E)e6 € U(Z G)

onde f € Z[X] tem grau menor ou igual a 2(p - 1) = 1 e conté
mos ndao nulos de ordem par ¢ de ordem impar, entdo:
u b lup =e, + +e. + F(Ele, #1
.al © 0o o 0o 6o 5 6 7
onde F € zZ[X] também & de grau menor ou igual a 2(p-1)~1 e ¢

tém termos n3o nulos de ordem par e de ordem impar.

Da formula (16) segue que o & uma unidade nestas cor
¢oes e um argumento de inducdo &bvio mostra que para todo inte
k > 0 existem em U(Z G) comutadores de ordem k diferentes de{j

go U(%Z G) ndo & nilpotente. []

(IIT.1.5) Lema - Com as notagdes do lema anterior, seja

u = ey toooooo ot e + £(§)
uma unidade de %Z G onde f € Z[X] & um polindmic de grau menér
igual a 2(p - 1) - 1 que contém termos nac nulos de grau par e

grau Impar. Entio u ' bt u b = € *eeeo.oot @ + F(E) e Ohdéi
F € ZX] & um polindmio nas mesmas condigdes que f.
Demonstracao

Notemos inicialmente que em ¢ temos:

bflvarbh=%a3p,b“l 2% b = azebb?l‘aab =




logo, das expressoes (15) segue que'b-l e; b =

go:
(17) 1 ub

. -1
e, +oooot eg + b TE£(E) b eg-

Seja entao £ = a, + o;X +.,,,+arxr € Z|X| onde r

(o]

o
i
el

como b1 aigialeé b = aigib'laib e, e p ! alp

L]

temos:

(18) b lf(E)b= ) a et + ] o, gt al*? e, =
i=0 (mod 2) izl (mod 2)

=3 aigi + 3
: i=0 (mod 2) izl (mod 2)

- -7 =) o Et-( 1
’ i=0 (mod 2) i=1 (mod 2) iz=1 (mod 2)

Chamando h(X) =} a, X*, como (1 - az)e6 =

izl (mod 2)

gae;= £ temos:

bl £(£) b = £(§) - 2h(f) e substituindo em

i

.
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Agora como u € uma unidade de Z H, u tambem o e.
somas
= ess ot +
u uy + ug U

cada uy deve ser um inteiro algébrico do respectivo corpo I.

i=1,....,6. Como o conjunto dos inteiros algébricos de I_

il

grau(f*)=2(p - 1)~ 1 tal que £(§). f*(g) =1l e

-1 N :
u = e oot eg £* (&) ec

Podemos calcular:

(20) ™t b 4. .. .te. + E%(E) (E(E)- 2n(E)) e -

€1 5
Chaﬁando F(§) = 1 - 2 £%(&) h(g) (uma vez reduziﬁb

expressido de grau menor ou igual que 2(p-l)) temos:

(21) u b ub= e too.ot g + F (&) e
nulos de ordem impar e de ordem par.

Suponhamos inicialmente que F(£) nao contém termos

grau impar. Ter-se-~ia entdo F (&) = F(-£) i.&.:

(22) . 1 -2 £%(8) hig) 1+ 2 £*(~£) h(g) .

~ (pois h(£) s6 contém termos de ordem Impar).




e

Como grau (h) < grau (f) < 2(p - 1) = ¢(4p) quelé;b;g

do polindmio minimal de & sébre @ , h(§) = 0 se e sémente“sefh

o pollnomlo nulo e isto nao acontece pois £ contem termos nao

los de grau impar. A formula (21) implica entdos

(22) -£* (E) = £*(-E) y

Ainda como £ & raiz primitiva da unidade de grau 4@,,

-f também o &, e existe um @ - automorfismo ¢ de @ (£) tal que
$(E) = - E . “

como f(E) f*(=f) = 1 aplicando ¢ segue que f(~é)f*(€

-1

i.e. £x() = £(-t) en 16 o

Tomando inversos em (22) temos:

(23) ~£(E) = £(~E)

- i

lo.o . 2 z aig - O
i=0 (mod 2)

De novo, este & um polindmio nao nulo, (pois £ cohté_

mos nao nulos de grau par).,de grau menor gque ¢ (4p) . Temos assi

uma contradigao.

~

Finalmente, suponhamos gue F nao contém termos ndo !

de grau par. Ter-se-ia F(§) = - F(-§) i.é.
(24) 1 - 2 £%¥(&) h(§) = =1 - 2 £%(-€) h(§).
Logo

;(25iQéyv.,1;ﬁ (E%(-£) - £%(E)) h(E) .



s

Chamando k(X) = - J ' Bin ~a fdérmula (25) se expréésa? o
izl (mod 2) -

© 2k(E). h(®) =1

Assim, 1/2 seria um inteiro algdbrico. [}

Finalmente estamos em condig¢Oes de enunciar o resultado princip

deste Capitulo.

b

(III.1.6) Teorema - Seja G um grupo finito. Entdo U(Z G) & n:

tente se e sOmente se G & comutativo ou um 2-grupo Hamilton

Demonstracao. |
Suponhamos que U(Z G) & nilpotente. Se G ndo & abe

segue da proposigao (III.1.2) que G & um grupo Hamiltdhiaja
tanto, da forma G = Ty ¥ T, x @ onde T, 3 abeliano tal qué t
elemento € de ordem impar, T2 & abeliano de expoente dois-e Q

grupo quatern10 de ordem 8.

Entac U(Z T,%Q) também & nilpotente e segue dbs

(III.1.3) e (III.1.4) que T, = {1l}. Assim G = T

1

, X Q e um;2¥gr

Para a proposicdo reciproca observamos que se G & abe

no U(Z G) também & abellanoo Se G & um 2 grupo Hamlltonlano

,se resulta 1med1atamente da observagao que segue ao Teﬁ



(III.1.7) Corolario - Seja R um anel comutativo, de caractéri

£y

ca 0 que contdm uma raiz primitiva n-&sima da unidade &, com 1

Ent3o U(R G) & nilpotente se e sdmente se G & abeliano.

Demonstracao

Seja H = {1, Ese.. £ 1)

Indicando por £ o polindémio minimal de & sdbre @ te

um isomorfismo de anéis:

zﬁgw_ Ez[g]

)

logo:
%z (HxG =2H @ ZG=2%[E]G
Z
Assim:
U(RG) 2 u(z(eg] 6) =u(z (HxG))

Se G n3o & abeliano, como H & um 2-grupo segue 4o tép
ma (III.2.5) que U(Z (H x G)) ndo & nilpotente, logo U(R G) tam

bdm n3o & nilpotente.

A reciproca & trivial. {]

Em geral, se R & um anel de caracteristica 0 e G“um x
po, U(R G) nilpotente implica U(Z G) nilpotente e neceséhria

G & abeliano ou um 2-grupo Hamiltoniano.

. Para complementar a informacdo dada pelo teorem:




(I11.1.8) Prégcsigao - Seja R um dominio de integridade;

um 2-grupo Hamiltoniano. i >
Demonstragao

Mostraremos inicialmente que dados ¢,8 € R G s
entao, Ba = 0. De fato, suponhamos que Ba # 0 e seja ufa‘

como (Ba)2 =0, u € U(RG) eul=1- ga.

Ainda, & facil ver que (1'+ Ba)n =1+ n Ba'# 1l pa
do inteiro positivo n, o que & uma contradigao pois estamQ

do que U(R G) & periddico . Logc Ba = 0.

Mostraremos agora que todo subgrupo ciclico &ef'

ser normal o que provard gue G & Hamiltoniano.

De fato, seja a € G de ordem n e g € G arbitraz:

nimos:
a =gl - a) B=1l+a+..0.+ an_l
entdo 4B = 0 e do lema anterior Ba = 0. Logos:
g+ ag +....+ At g = ga + aga 4o 4a? T gal

Para algum r de&e’ser ga = arqg logo'gag-1 =~a:

Finalmente se G ni3o for um 2-grupo, entdo G cont
gum elemento de ordem prima p > 2.e, sendo G Hamiltoniano

e;ementos’de ordem 4 logo também contem elemen;os?da’

. £ ficil demonstrar que se G & abeli:




toda unida&e‘dé‘bgéem,fihita éé £<G;§ triviai(ﬁigmé¢}12l
3 ou Bermanfzi,?tor01§rio'2)a Desta observagao e ﬂd §eb
(II1.1.1) segue que‘ée G é'gﬁ grupb gue contém algumkeié
ordem diferente de 2,3,4 ou 6, entdo U(ZG) contém eleﬁﬁ

ordem infinita.

Como U(R G) D U(Z G), se G contivesse algum

de ordem 4p, U(R G) n3o seria periddico.l

Podemos enunciar finalmente:

,

 (1I1I1.1,9) Teorema - Seja G um grupo finito nao abeliahcn 

sequintes afirmacdes sio equivalentes: .
(1)  U(ZG) & nilpotente.

periddico.

L]

(ii) U(zZ G)

(1ii) U(Z G) {*1} x G

(iv) G & um 2=-grupo Hamiltoniaﬁd,

Demonstracio
Obviamente (iv) <= (iii), do teorema (IIIolal) k

(iii) => (ii) trivialmente.

L

(iv) = (i) como ji foi observado logo apds o
ma (IIT.1.1). -

Do teorema (III.1.6), (i) == (iv). L

=

i

Finalmente, da proposigdo (III.1.8), (ii)




EAPiTQLDi

ANEIS DE GRUPO SOBRE INTEIROS PHﬁDICQﬁ

IV.1. A CLASSE DE NILPOTENCIA DE uI n G)

Temos demonstrado no capitulo II que s€ G & um p

flnlto, o grupo das unidades de Jpn G & nilpotente. Par

wﬁi@adeside anéis de grupos sdbre os inteiros p-édicﬁé,
mos dar uma limitac3o inferior para a classe de nilpétén

U(JpnFGL Tal é o objetivo desta segdo.

(IV.1.1) Lema - Seja G um p-grupo finito, ndo abeliano e n

um lntelro° Entao a classe de nilpoténcia de U(Jpn G) e m‘ o

m/2.

Demonstracaoc

Faremos a demonstragao em Varios passos.




Demonstracdo do 19 Passo - Como G ndo & abeliano, existe

tos a, e tais/qué;éé # ca. O conjunto:

E=1{xez| a” = c%a)

& um subgrupo de Z e E # (0) pois o(c) € E. Como C(c)

téncia de p, obgerador positivo de E deve ser da fﬁi
: : r-1 ' |
basta tornar b = cP .

cima escolhidos.

29 Passo ~ Definimos

(a - b)(l) = ab - ba .
a-b)% = @-p® "Dy _p@a-5»

Entao:

k Ly $)p? a pF R

i

by &) =

(1) (a-b) % - 5
(k)

-k
(ii) (a = b) pode~se escrever na forma (a -

onde & € JpnG e & & p.JpnG e e<k.

Demonstracao do 29 passo

3

(i) Resulta de um argumento de inducgao.

Se k = 1 temos (a - b)(l) ='3b = ba.

Suponhamos entdo que (i) vale para”kxe'caiéuf

a-p)* e @-n® popacn®




- 69 x._

k+1

=ab m((t) + 1) baptt

(5 +E)pZap 2 4=k

k+1 k+1

= ab - ( k=

(k+1)b k—2 k+1 k+l

) bab +ooot(=1)

Para provar (ii) observamos inicialmente que : .

b" a BT = b% 2 b*"S sc e sOmente se r - 5 = 0 (m

Assim ter-se-a que:

-p) (k)= k-1, _ .2 k-2 pol
(1) (a=b) xoab + leab xzb ab +.. °+xp.glb a
com x_ = ] (_l)s+ip(stip) onde a soma se estende sdbre tod&"
i>0

intetros i > 0 tais que s + ip < k. Tal como na proposigéoil

segue que nao pode ser x_ = 0 para todo s, 0 < s < p - 1.
S ——— ——

Seja agora pe a maior poténcia de p que divide t

coeficientes x_, 0 < s < p ~ 1. Entdos

k)_

(2) (a - bf €s onde § & paJpn G.

Lk
() =2%¢ p

k
Ainda, como Ixsl <y

segue que € < p.

32 Passo -~ Sejaaoa =1-pa , 8B =1~ pb. Definimos:

o -1 =1, =1 _=I o 5 -
1= [o "8 7= «a B "o e aq = ’ak~l ;B

\

(tomamos comutadores de inversos de elementos apenas para



2

o el .
(3) o =1+ CDFPME ATy & " eem O
h=1 -
comx, €Jn,1lghgm=-k-1l

Demonstracdo do 39 passo

Faremos inducdo em k. Se k = 1 temos:

11 Qo ;
l+a e l(aﬁnsa)= 140 o Lab -

oy

Claramente,~a_l =1+pa (pois(l«pma)(1+9ma);
nos que p" - o7t = p™* logo o) =1 + Pl =L, b511 

Ainda 871 = i,+ pb + p2b2+°°.+p2m’1 me_l'éma~
querida.

Suponhamos agora o resultado vélido-para'a

cular Opel ° - o

: 2m-1 L
Notaremos : a, = (¢1)k*l (1 + z X, ph bh) (a‘“ b)(c
h=1 :
N
: - m+k -1 _ . _m+k _
Assim o = 1+p a, e ay _.1 p a,

Agoras

I e N | _ _ . m+k+l




Substituindo em (4) vem:

, ' 2m=1 ,

k+2 m+k+l -1 hoho .

(5) 0y q = 1+(-1) P B (1 + E X, P bb) a -

; : h=1 ‘o
_1 2m-1 LR .
onde B~ (L+ | x p b') também pode-se escrever na f
: ‘ h=1 ‘ .

2m-1 / ; s
r+ 3 Yh ph b?)
h=1

com y, € Jpn, e fica assim demonstrado (3).

49 Passo - Se k < m/2 entao oy # 1.

Demonstracdo do 49 Passo -

N

Da férmula (3) segue que o, = 1 se

. |  2m-1 -
pm+? L+ ¥ Xy ph bh){a - b)(k) =0
h=1 :
_ 2m=-1
Ainda, da proposigdo(II.1.2):1 + Y xhphbh
h=1

logo a, =1 se e sO se pm+k(a—b)(k) = 0 e da parte (ii) do

K (a-py 8 = potkte

so temos quetpm+ § onde § ¢ b;JpnG.

m+k+e

£ Aégim




para k < A témss m+k+e<n+ 2k < 2nm.
2 N X

é miior que~m/2; 1

Iv.2. = AS UNIDADES DE Zb G

para demonstrar o resultado principal desta seca
remos a técnica dos limites inversos. Para isso considerar

anel dos inteiros p-adicos definido por Z , = lim Jone

Em geral, se {Aa},é um sistema projetivo de ané
tativos e A=lim A & oseu limite projetivo & muito £3cil me
que, para todo grupo finito G tem-se que AG = lim AaG élqu

s 4. : '}\ o : ;

i

?

= lim U(A G) (a demonstragao esta feita por exemplo no

i

de Raggi Cardenas|22]).

Ainda, os morfismos gue tornam {AaG}e {UaG}asist

sistema A , como foi indicado na introducao e como foi fe:

lema(II.1.1) para os morfismos Jpn > me .

g}IV,ZOL) Teorema = Seja p um inteiro primo, %Zp = 1

;dcs\inteiros p-5dicos e G um grupo finito. Entdo U(

~ tente se e sOmente se G & abeliano.



Demonstracao -

Supénhamss que U(zP G) & nilpotenﬁe; Mostraremos
ra todo primo g o g-subgrupo de Sylow de G é‘abelianop éé
sendo G nilpotente segue imediatamente a tese.

De fato, temos mosfrado no lema (Ir.1.1) quefos

mos ¢ s Jpﬁ G>Jmé d3o, por restricio, epimorfismo§ 
pectivps gruposwde’unidadeéi logo os morfismcs
o, ¢ u(zé 6) —s U(Jan
também sio epim.orfismbs°
Entao a nilpoténeia de/U(% pMG) i@plica que §6&65 ®
grup§5 U(Jph G)‘s&ornilpotenteé e dofteorema(IIQZQS) ngﬁé:

para todo primc q # p o g-subgrupo de Sylow de G & abélia'

Finalmente, a classe de nilpoténcia de cadaiﬁr

U(Jpn G) estad limitada superiormente pela classe de hin
de U(Z b G). Se o pwsubgrﬁpo de Sylow de G ndo fosse'qomnta‘

ter-se-ia uma contradicdo com o lema (IV.1.1). []
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ABSTRACT

J.M.Bateman and D.B. Coleman [1| proved the follic

units of the group ring RG is nilpotent if and only ifion“
following conditions holds:

(1) char R

i

0 and G is abelian,
(ii) char R = p # 0 and G is the direct product of

p-group and an ahelian group.

In |16| X.Motose and H.Tominaga corrected a small g
the procf of the theorem above and proved a similar resultjf'
group rings RG where R is an artinian semisimple riﬁg(whiché:

be commutative for RG to be nilpotent) .

The goal of this thesis is to study the nilpoteﬁp
the group of units of a group ring of a finite group:G Q%é%:

arbitrary commutative ring R.

We found that over rings of non-zero characterist)

, i

theorem of Rateman and Coleman is generalized in a natural
This is not the case over rings of ¢ characteristic since the

are group rings of non-commutative groups with nilpotent grou

of units. We studied the case that we considered most interes

the units of integral group rimjs°

Also in the final chapter we study tﬁeﬂunit”\




rings of finite groups over rings of p-adic integers.

Our main results are the following:

Theorem (II.2.3) = Let R be a commutative ring wit;

element such that char R = pn where p is a prime number én§ L
be a finite group. | |

Then the group of units of the group ring RG‘iéi
tent if and only if G is the direct product of a p=group ané

an abelian group.

Theorem I1.2.5. Let R be a commutative ring with v

element such that char R = m # 0 and let m de divisible by
least two different priméé. Then U(R G) is nilpotent if\andi

if G is commutative.

Theorem III°1°§§.~ Let G be a finite group. Thenfﬁ'

is nilpotent if and only if G is abelian or a Hamiltonianw'

This result, together with proposition (III.ZQ?)ﬁ

sults of G.D. Higman |12| lead to the following.

Theorem III°§;9. - Let G be a non abelian finite gk’

Then the fellowing statements are equivalent: .
(i) U(Z G) 1is nilpotent,
(ii) U(Z G) is beriodicg

(iii) U(Z G) = {1} % G (every unit in % G is tri#ial-

(iv) G is a Hamiltonian 2-group.



Theorem (IV.2.1.) - Let p

ring of p-adic integexs. Then U(Z

if G is commutative.

i L

‘Finally, when we started our study of the uniﬁgy@

gral group rings, the only example actually
was that of U(Z S,) where S; stands for the
three symbols; this is done in a paper due

Pearson |12| . Thus we decided to study the

content of chapter 1.

b

A
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