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P R E F Â C 1 0

Pczrcz desenooZoer a t;eo?'Ía dos grupos podem;-se s-

dzzas Zin/zas de aç?ãa; ou atacam' os problemas da f02'ma dÍz'et;a,

Zldlzando sua /arma abstz'ata ou aõ ZlÍzaz. reaZdlzaç?ães concz'et;as.

t;a ÚZt; ma Z 7z/za ã a sega dcz na teoria de z'eppesentaç?ães de

fÍn'Lhos e o eeü u60 tem pel'm{.todo opte Tesa.Ltaãos cu;ia
;ão por métodos d'tl'fatos ainda u.ão fo{. obbttda ou é bem ma
eezda.

A teor''ta de real'eaenbações fo{ deserlootü'tda de

bas#anz;e completa e t Z poz' G. ppobentlus nas Últimas duas

das do sácazo deze7zozJe. O pr meÍz'o tz'atamento s otemãt eo e

âo a W. Bul'nsiãe "The -bheory of Ga'oups of F't'note Ordertt pub
lo pela Camba'Ídge Un{.oep8Íty Press em 191;1

Segundo C'urtÍo-ReCnez' IP lzim eegzz?zdo estágio de
uÍmení;o da teor a de z,epreoent;aç?ães te e início em 2929 . eom

trabalhos de E. lloe+uhex' quando a teoria fo{ absoroida no e6

le mõduL06 e ãtgebras. Tal, Coisa fot pos8{.oel. aLTa.oe8 da noção

ãZgebz'a de gz'upo, que ; tão antiga qzzanto a própz'ía nogâo de gz'ú-- í

po, dissociando a cada z'epz'eoentaç?ao de um gz'zzPO G sabre um eaPPO// :
X am mÓ.galo slbz'e a ãZgebra KG. '

: : : ' ;

Este /ato jazz;ez seJ'a su.fÍc enúé? paz'a daz' UHCZ {d;ia da",:; l

sport(inedla dos ané7ls de grupo. 4 nda; tais aná s são obÉ/ates a} :::

gébrÍcos ntePessantes em sÍ magmas e seu estado á /'ac3 Z fado PÊ..
Zo .fato de tel' dzzas opera ães rsomcz e pz'oduto) além de est?zziürà ; ll

de mÓdUlo sÕbz:'e o anel doõ coe.fÍeÍen.tes. P?ouaoeZmente q:?ando à;
:; ' ;:'. :::l
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teor a est; z;el'' sa.fÍe ent;amante de enooZoida poder-se-cz obt;é? ; :

üas 'Ln.formações s8bba'e a teoria dos grupos em gex'al,.
. L

Wos ãZt mos amos #em-se estudado anais de gz'upo não , :/'

aperta eom eoe,fÍcÍenteo nam eoz'PO maõ aonõ dez'ando-se, em geTq41,

aoe.fÍcíentes em amá 8 pari ouZapmente no anal dos nãmez'oé í?ztél{

z'os. //este contento os an zo de gz'apo emoontz'am apZdleaç?ão taúbem;

em outras ãz'eas ta s Como áZgebz'a 7tomoZógÍea, ao;zomozogia aê giba
pos e K-teoria.

Nos az'figos z'eoeztes de P..í.PZotk n IZPI e .z'.Re'ÍÚép

IZ31 o Zeít;02' encontrará uma reses;za dos progz'esSaS nesí;a
lss'Lm como uma bebbl,lograria abundante.

Nosso p2'0PÕsÍZ;o neste trabalho ã obt;e2' copzd ç?ãeo he qâ

soir as e su.fuc#lentes paz'a q e o apupo das un andes de . , ee?+à4/

né s de grupo pela n Zpotente. //efta d z'eção elc atem .Íã aZgü a;
{nj'ormaçõeo.

Em :Z968 J.M.Bateman e Z).Z?.C'oZemazz IZI demonst?a àm Ó
sega'Ente:

real''ema - Sela G um grupo .fInIto e ]t um coz'PO. Ezzt';o o g?upó:áas
un dadee do anel de gz'tipo XG á n2:ZPO ;emt;e se e sòmente õà;

1{,) ear K = 0 e G é abbeL<,ano

1{,{) eal' K = p 71 0 e G ã o l)roda
3 um gz'upo abbeLÍano.

t;o di2''eto de um p-g#'q?:P

No ano sega ãte .K.Motose e #.romínaga l 61 eorz'igÍpqÜ

am pequeno ârz'o na 'Íemonst;ração do Z;eorema acima e esí;endê?4@ ?
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paZ'a o c?caso em qae .K ã am anel art ndlczno semZsimpZesrque dó:oé /
sel'' comutar;euo paz''a que o grupo das anzldades sela n Zpotente;

íüo eapttuLo 1l entendemos de forma natural metes vé

saltado.s pa2'a an;Ís eom tatÍt;oõ de ca2'aetepz'stÍaa não n Za. Pâ+ã

isso e8t;usamos em prÍmeez'o fugaz' os amado de gzuupo.de p-àz'?po$
soez'e a?zá 8 de nte ros mc;dziZo pn e uel'{/íc?amos que onze um z.:ê'

sul,tudo análogo à pax'te ({'t) do teorema de Batera'n-CoLeman.; Wo

caso gez'aZ proaamos

7eoz'e?zoar'.z.r.2. 31 - Se.ja R um anel oomzet;at; uo, com zlnidade t;aZ àqó

eczr R : P'' onda p (ã m nteÍz'o pz'elmo e sé?./a G um gz'upo r{)zíüo,ÉZ
bão U(RG) é n tpotente $e e some'nte ee G é o pl'adubo d€1'eto ;dé
am p'gz'apo ê um gz'apo abeZÍano.

/

Feol='ema(11.2.5) -Se;ja R um anel comutateoo, de carpete {8t'teq :./

m # a taZ que m = p7z...pl:t com t > 2 ; a decompor ção em .fato'

pes pP'Lhos de m e se;ja G um grupo j'tn.'tto. Então U(RG) ê n't'LPqtçÚ
te se .t sòmente oe G ã abeZÍano.

O Pr medITO .jesÍ;ee z,esaZtadoüo fo rabi Gado z'eeeHí;óúe3.

te .r..r..K/zz'opta l.zsl mczs nÓs o obt'Edemas z:ndependentemente e q: p

sa teeKtea é deferente daqu.el,a poP eLe emt)regada.

Quando se ooZt;cz a crtengão paz'a os an 8 de grupos õ:8

bz'e anais de eaz'aotepZsteea 0 pez'cabe-se qzze não se á possa'ÓeZ

est;endez' a eond Gão r J do teorema citado, Já aue e atem ane

B



de grupos não eomutat{.Does nobbr

ün.idades Kil.potente

.4sõ7lm, no capa'd;uZo .ZIJ dec d2:mos est;radar o caso qüe: ê

nosso oer ã mais i'npoz'tanta; os aná 6 de grztpos oom eoe.fíei+àtê:él
nt;eÍz'os. Os pz'ÍnoÍpa'is resaZt;czdos de te capa'tziZo são

{nt;glIFos,e l :;z{ gr'uPO

Eeo ema (111.1.6) Seja G um gl'upo f'Ln'üto. Então u(% G} ê n'tl.P,Ó t'
t;ente se e soment;e se G e oomutat o ou um 2-gz'uPO Xam Z#Ón âpzOi

teorema {111.].9) - Seja G um grupo j'{.n.'Lto,
a$ sega'Lutes af'LI'mações são equioaLentes.

1{ ) U (Z G) é n{ l,potente

({L) U {Z G) ã periõd'tco
({dl{,J UTZ GJ ÜÍt2} x G

i{,o) G ; um 2-grupo Ham'i Lton.cano

não abeZ cano

Wo oaPz+tz4Zo .ry eonsidez''amos anais de grupos eom :eoel%.

c ent;eo num a7 eZ de z:nteí2'0s p-ãdíaos. O resultado nest;e eaõo iá
o segzzinte

g'eorema r.r V'. 2 . :Z J Seja p um 'inteiro primo. Z Z{«, J m o aà.z

dos dnteiz'os p-áa eos e G zzã gz'zzpo .fínz:to. Então arz GJ é n ZPO

tente se e s mente se G abeZdlano.
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Quando começamos o estado dos aná s de gz'zzpós se'bpq oê:
nt;eÍz'oo: os ãndlcós enemPZoS por ?zós conbeedldos ez'am os de:# amam;

l:ZZI e o gz'uPO dao unídadee de Z ;S3 ronde S3 nd ea o apupo da
?el'mutações de tl'Zs elementos) que fo{ escudado pop l. liughes e:

K.R. Pectrson l:Z41. Utz:Z ando métodos a md:lares dea demos está'gaz'l

o gz'apo tias un dadas de Z D4' onde Z)4 7'zdÍc?cz o gz'zzpo d'íedz'aZ :dó
ordem 8. O re8aZt;ado dest;e est;lido o cona;e do do capa'fulo J

Os resultados czqa{ contidos .foram czfzune aços em i2ZI
eac?eto o teor'ema r.ZIJ.:Z.61 qae ez'a então ama eonletu2',z
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O propósito deste capítu].o é introduzir certas noções e :
resultados que serão usados frequentemente no presente trabalho. ; ;

Todos esses concei.tos são bem conhecidos e se encontram, por exeE ;t
plop nó texto clássico de C.w. Curtas e 1. Reiner l 9 1 , nos li» ;l::

vãos de D. S. Passman l 18 l e P. Ribemboim l 24 l ou em artigos .

tais como G. Higman l !2 l ou ].. Hughes e K. R. Praz'son l ].4
Estes fatos serão utilizados nos próximos capítulos

nenhuma referênci.a específi.ca

Começaremos construindo o ane]. de grupo de um dlupo
nato G ( cujo elemento neutro notaremos por e ) sobre um anel
mutati.vo com unidade ]..

Indica-se por AG o conjunto de todas as funções defina.-
das em G com valores em A. Se aCAG é usual. inda.car a pe].a combinam

çãa linear formal a = }1 a(g) . .ainda, indexando os elementos de
geG

B

$

g»
:l:ilil$

g

: ; '
çgll:

M
W

W
®
$
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-2- IGI ;

i: a(gi) é usual denotar a = jElai gi : i aigi ::l
Definem-sc operações em A-G por: : :::

W

)l aj. gl. + )l a:} gi = )1 (aj. + a;) gj. :

} ;j- ': ' : :}, ;: '3 ': 'j : :l '* '* :
'ç a. a! onde os pares de índices (i,j) são todos aqqÊI

(i , j) ' ' ;

les para os quais gi çj = gk' : :

Em terá'nos de funçÕesr estamos definindo soma na forma :

8

@

W
©

$

B

$

G e escrevendo a

com ck

usual

*(a+a' ) (g) = a (g)+a' (g)

e produto, pelo produto de convolução:

(aa') (g) = )1 a(h) a' (h'l.g)
heG

Fi.nalmente define-se o produto de um elemento

l ai gi e AG por um elemento a e A por:

&a = } (aaj.) gj,

E fácil verificar que, com as operações deíini.das,

, onde o elemento unidade õ

1= 'Ç a(g)gcom a(e) = le a(g)= 0 se g#e. Oaqui
geG

em diante indicaremos por l i.ndistintamente a uni.ande de AGr
unidade de A e o cleHCB'Lo neutro de G. $



DSE.i.aj:ggg:- selva G um grupo finito e A um anel. comutativo com çiià;
dado. A ãl-cabra construída acirra chama-se âlgebra de grupo ou ,àne+
de grupo de G sobre A e se inda-ca por AG.

A. função i.: ê. -, A.G definida por i( a ) : a. 1. Vêem),

e um monomorílismo de aneis; portanto ã usual- identificar À com q

sua imagem em Acu.

Da mesma formar a função i8 G -> AG que a cada e].emeh'tQ

gCG associa o el-ementa >1 al gi com ai = Q se gi # g e ai : l pà''

ra g] = g é monomorfismo de grupos mutiplicatlvos e também
idehti

ficaremos G com a sua imagem em AG.

Proposição:- Sejam A e A' aneis comutativos com unida<lep G um: gr!!

po finito e fg A. -» A' um homomorfismo de anéis com unidade. Eütâe)

a função f: AG -'- A'G definida por il ( >1 ai gi) ; : f { ai) çi ;ê
um homomorfismo ãe anéis com uni-date

Ai.nda, se f ê respectivamente monomorEismo f epimorfismql

ou isomorfismo , E também o é

A. demonstração é trivi
De forma análoga, vale

Proposiçaog- Sejam G e G' grupos fmi.tos, A um anel comutati.VQ

com unidade e fg G -> G' um homomorfismo =e grupos. Então, a fuh'-:

ção f: PG -' AG' definida por ? ( >1 aj. gi ) = >1 ai f ( gi ) é '!Jh

homomorfismo de ã].febras.

Ãi.nda, se f é respectivamente monomorfismo l epimofítsno
filmo, Í também o é.

f
ã.



tJm caso partícul-ardente iHteFessãnxuc ê o seguinte: o ,bg:
momorfismo trivial G -+ {].} se estende a um epimorfismo de ãlge=

liras c:AG -' A taZ que c( 1l ai gi) = }1 ai' Es+ua função quó chqwâ

remos índice (chamada auqmented function na ].iteratura em i.ngiêé)

aparecera com bastante frequência no nosso trabalho.

l

1 : '

Defina.cao:- Um e].evento a C AG diz-se uma unidade de AG se éxí:$te

a-l e AG tal que acE'' = a'la : 1. 0 conjunto de todas as unida4êÉ;

de A.G é un grupo mul+uipli.cativo que notaremos por U(AG)

É fácil ver que se a é uma unidade de A todo elemento

da forma ag Ó uma unidade de AG. Estas unidades são chamadas as

unidades triviais de P.G. Assim o grupo das unidades triviais dé

.àG ê U(A) x G onde UT(Px) inda-ca o conjunto das unidades de A.

Oefine-se V(AG) = {a C U(AG) l e(a} = 1}. Um e].ementa

u c \r(AG) dlz-se uma unidaêç normalizada de AG. É fácil veriei.éatl

u(AG) = U.(A) x V(AG)
Fi.na].m.ente, um automorfismo @ 8AG '» AG di.z-se um ãy&g:

morfismo normalizado se ].eva os elementos de G, em unidad

[izadas de ÀG i.=.,se co$(g) = ]- , Vg e G.

blo caso parti.cular em que K é um corpo de caracteristilT
ca p e G um p-grupo tem'se que

U(RG) = {a e KG l c(a) # 0}

ver: D.B. co].íman l 7 l.



CAPíTEILO l

1 0 GRUPO DÀS UElIDADES DE Z D..\

:.:].:=:..]EIB921jlçÃO.- Ao longo deste capítulos i.ndi.cabemos por D4 : Q:

lupa dihedra]. de ordem 8, i.ê., o grupo com dois geradores a e b,

verificando as relações: a4 # b2 : baba = ]-

='.'.:.+-'...'..''.'. ' ' '.'..'. ..1.'. .'.il-'. . .'..'.'-'.'''i:. -..'i-...-.':.'.'.:..-: '. ' : .'.. .: 'l'.l i'.'.-.''.-....:i'

Expl-icitamente podemos escrever :

D,o = {1, a. aó,

s: q

ab = ba3, a2b : ba2,a3b : ba}

No que segue, caractere.faremos o grupo das unidades aé

Z D,.l em forma muito si.aliar ã dada por Hughes e Pearson 1141 parti

o anel de grupo Z$3P onde S3 indica Q grupo simétrico das perna'
rações de três elementos.

No artigo mencionado os autores propõem varias questãé$+

a saber:

(a) Toda unidade de ordem finita de Z G é conjugada de uma unida'-

de trivial?

' ' ;-



(b) Qual.s são os subgrupos finitos maximais de U(Z G) ?

(c) Todo automorfismo normalizado de B G é o produto de um auto

morfismo i.nterior por um automorfismo de G ?

u'cilizâlemos a nossa caracterização para responder es

tas perguntas no caso parti.cu].ar

i;2 CARACTERIZAÇÃO DE U(m D:a)

Consideremos inibi.aumente a ãlgebra de grupo Q} D4' Exig
tem cinco representações irredutíveis, não equivalentes de D.d sô-
bre q2 , definidas nos geradores

T].(a) : 1, T].(b) - 1; T2(a) : 1, 'F2(b)

T3(a) - -], T3(b) : ]- f T4(a) : -l, T4(b)

l

0

l

0
'F5 (a) T5 (b)

Consequentemente, existe um isomorfismo de Q} - álgebras

(1) $ :Q}D4 '»(e0©}0a000M2 (Q})

onde M9(©! } indica o anel de todas as matrizes de 2x2 com coefi

ci.entes em Q} . Este isomorfismo esta determinado pelo seu val:or

sobre os geradores de D4

$ (a) = (]., 1, -1, -1,

0

l

r o
1:!::;.:11 ê JJ!; : :i !;:=;il;iwi!:

l

(2)
n

H



Em particuJ-ar, @ 3 @-isomorfi.smo de espaços vetoriais.En © D4 pg

demos considerar a Q} - base constituída pelos elementos de o4'liaeB
ti.ficando a soma direta de (]} com (Ó' pe].o isomorfismo:

(x].x2'x3,x4' l ' "I ) ' (xl'.....,x8)
i:x..+

podemos considerar nela a base canónica de at} . Para obter a mà'-

triz associada a 4} nestas bases ca].culamosg

+ (1) : (1, 1, 1, 1,
â'

0

0

0 (a) = (1, IP -l. -l,

.4...].

a
Í@ (az)= (1, 1, ]-, 1

. i o
@ (a') =(1, ].« -]., -1 i :] ,

d

@ (b) : (l, -l, l,

$ (ab)= (]., -]., -1,

$ (a2b)=(]., -1, ].,

4) (a3b)=(1, -1, -]., .] ,
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©

M

Logo a ma+-riz ê

-l l -l

-! ! -l

}

--1

l

-.&

}

--z

l

l B
B$$&:.

; 1

R

$gl:Wl;

--1

l

0

cuja i;nvéxsa e

1 1 1 1 2

} 1 1 Z --2
l i -l -l o

x .-z x -z o

1 --]. -1 1 -2

z -]. z -!

1 -} -1 z

Q 2

G -2

-2 0

2 0

0 2

0 -2 -2 0

2 0 n -2J

Como .A õ uma matriz de coeficientes inteiros, é claro '

que @(Z O4) C Za© Z O ZZO Z Q M,(Z ) .

g

@

B

M

Reciprocamente, usando a expressão de A ': segue que da-:
}ÇI. : )( ,

doume].emen-boX:(xZ;x2'x3'x4' ' ' )<Z© ZQ Z© comi(àj*
x7 x81 T :'

tem-se que @(X) € a o4 se e sòmente se as componentes ae.X vei'if++':
ll$8$ilgl lilll:âli$ 18ilÊl#glg$$1ãg$

i:881111i!$11$1g 11111111Êgâ@@ $i::;;:;! : : ?:à#!::i: Sli;: ;lÍil?;: i:ll : ?l::ã=:ài l(l:i:j tiçgllÍ:ã:;; \!:

$11:1gi:glgíl$gllllgllilãll$ 1Wgg$wÊêg$#i$$g

1. ::.:;:i' :. ::.
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cam o seguinte sistema ãe congz'uências (obtido a partir das filáp;

de A ') ;

(AI) x!+x2'rx3'+x4+2x5 'b2x8:0 (Hioã8) :

'(A2) xl'Fx2-x3'x4 '2xc+2x7 :0(moda) ;:

(A3) xl+x2 x3'bx4'2x5 '2x8:0(moda) :

(A4) xl+xli':x3'x{ 2x=.-2x7 :0 (inod8) : ;::'

(A5) xl'.'x2+x3'x4 +2x6'b2x7 :0(mod3} :

(A6) x!-x2'x3+x4' 2x5 'p2x8:0 (moda) :

(A7) xl''x2 Fx3' x4 '2x6 -2x7 :0(Bode) ,

(A8) x].-x2 'x3'Px4+ 2x5 '2x8:0 (moda) :

rjperandO com o sà5'EQHiã nã forma usual podemos redu2irló

forma escalonada. Fazendo inicialmente : :: :

(B].) :(A].) e(Bi) :(ÀI) -(Ai),i : 2,....8 ::.,
gg$g$$::

teinosg ; :

(BI) xZ+x2+x3'+x4+ 2x5 +2x8:0 (moda)

{B2) x3+x4+ x5 +x6 'x7 + x8:0 (mod4) ; :

(B3) x5 + x8: O (mod 2) ;
: ll: l\ : l i

(B4) x3+x4+ x5'x6<-x7 + x8:0(moda:) ,": ã%.

(B5) x2 +x4+ x5''x6'x7 '+ x8:Q (mod4)
-$ :1i lãg:llllill1lll;illgl$1ggiiiglg:$i181$$gllilg$11WI

: , ' :
:, :lll: 'l..:.l;.ll í.:, ::::'l

w&.
9?! 1 :11:$1

$

'b 2x8

2x7

2x.

1. :

B
R



(B6) x2+x3 "b2x5 :0 (mod 4) :

(B7) x2; +xH,'bx5+x6 {"x7' x8 :0 (mod4)

(B8) x2 p x3 + 2x8 : O (mod 4) l

Agora toma.mos (C.].) =(B].) i(c2) - (}:!8) f (c3) :: (B8) - (B7) f

(C4) =(B8) '-(B6) F(C5) :(B8) -(B5) i(C6) =(B4) ; : :
(C7):(B2) e (C8) : (B3) e obtemos:

(CI) xl+x2+x3+x4+2x5 -r 2x8 = 0(mod 8) '

(C2) x2 + x3 + 2x8 = 0 (mod 4)

(C3) x3-x4- x5'x6'x7 + x8:0(moei4) :

(C4) x5 - x8 : 0 (mod 2) .

(C5) x3-x4- x5'Px6 Fx7 + x8:0(moda) '

(C6) x3 + x4 + x5 ' x5 + x7 + x8 : 0 (mod 4) ::
)i Ê!!RS Ç$;
i$1ii$gl$

(C7) x3+x4+ x5+x6-x7 + x8:0(moda) : ;

(CB) x5 p x8 : 0 (mod 4) :

HotãHros =ue as equações de co11(Jruência (C4) e (c3) são equivalé& ;

tesa podemos, portanto, suprimir uma delas. I'amamos agora:

(OI) :(CI) F (D2} =(C2) ;(03) =(C3)F (D4) =(C3) -(C5) }

(D5) :(C3) -(C$) F(06) :(Fu3) - (C7) e(07) : (C8). Resultam :

; . : ; , : ' .

e
$

W

$

lil: g

;lli:i:$:gÊ618
ã!: i 9i?!!gÊ

@

W

:l $!j@íi@il!$1Ê8
glã&i8iRlgÊ81ã. :3; i. 3. i-

B

$
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(D!) xl + xlZ + x3 -F x4 'ç 2x5

(D2) x2 'b x3

(D3) :x 3

(0 c )q

(05)

(D6)

(D7)

W

@

g

(mod 8)

(mod 4)

x5 ' x6 '' x7 + x8 : 0 (moã 4)

x6 - x7 : 0 (mod 2)

x. :0 (mod 2) :.

(mod 2)

(mod 2) ;

Final.irem-Le temos o sisten.a reduzido a uma fontia escala ;

nada tomando (E].) : (D].) ; ,(E2) - (D2) f (E3) : (D3) i(E4): '(D5)i

(E5) ::: (D7} e {E5) : - (D4) ' Note-se que (D5) - (D6) dã a equação

-x6 p x7 : O (mQd 2) que ê equivalente a (D.3) e não é necessãrió

inc].ui-la. Temos:

(EI) xl -F X2 + X3 +' X4 'b 2X5 + 2X8

(E2) x2 + x3 + 2x8

(3)(E3) x3'xq'x5'x6'x7+x3:0(moda)

(E,:} xzl -ç x5 + x7. : 0 (mod 2)

(EE:} :K5 + x8 : 0 (mod

x6 'F x7 : 0 (mod 2)

+ 2x.
Ü

+ x

x4 ' x5 ' x6

x5 'ç x8

n
., :: ,:.:; ., -; :; : .:,: L. :;
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W

Queremos.1la verdade.conhecer os el-ementas x e 0 (U(a)4) } ' l

como s imagens 3e uniãztães são uinidades, as componentes ãe:,X' dç'-:
vem vede:g-c:ar, a].êm das condiçã'as (3} . as seguintes: :

(4) xi:tJ-,i=].,2,3.'} ex5x8'x6x7'tl.

'x5 x61 € GZ(2, a )tais que ;

*7 "al ::
©w.

existem x:, i= 1.. 2, 3, u{ verificando as condições (3) e (4)P :

i.é./ 'Leis que x :(x].,x2'x3px4'X) e $(U(Z D4)).

Notamos inicial.nenEe que (4) junto com (E5) e (E6) i.aplica que os

elementos de x devem vela:Eicarg ;

(5)(x5+x7)(x6-Fx8) :l-(mod2) :

Assim, qual-quer que se:ja a escclha dê x4 = t l a equação (E4) e;ê=
tã sempre verificada. ;

Agora, de (E6) podemos escrever x6 '+ x7 : '2k e de (E5) temos . .,

xB : x$ 'F 2h. Substituindo en (E3) temais
iiii$iêi lli$ii$Sii

x3 ' x4 + 2(k + h) : 0 (mad 4}

(a) Se h + k : 0 (mod 2) i-.é. se x8: x5 + x6 + x7 (mod 4) a ühicõ
íl:?q:lggâiSâ

solução de (}33> é x3 : x4

(b) Se h + k : l (moã. 2) i.ê. se x8:x5 + x6 + x7 + 2 (mod 4) :a: :"

üni.ca solução de (E3) ê x3 : - x4

:: : :':
' : ;

l : : ;',: r:;

$

determinar mÀtx:i.zes

!ww$:.

$

®
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B

il llllllli$! 11i :!illl11êwg:l

; ' :

Em ambos os casos (H3) deteEnaina o valor de x3 em função de x4 '

Para est:udüx'(E2) devemos considel:'ar tanbêm duas possibili.dados

(a) $ex8:0 (nod2) entãox==-x. : :

(b) $e x8 : ]- (moü 2) então x2 : x3 ;

Novamente. (E2) determina c va].or de x2 :

Fi-nalment.e; para estudar (E].) devemos considerar quatro casos qué r
surgem da combinação das possibi-cidades acima.

19 Caso - x3 : l (mod 2) e xO = x5 -r x6 + x7 (mod 4)

Dos casos anteriores temos x2 ' x3 : x4 e substituindo em (EI) .Fe :
sulca: : :

x]. + 3x4 + 2(x5 + x8) : C (mod 8) .

Temos novamente duas possibll i-dados L

(a} Se x5 + x8 : 0 (mod 4) temos xl + 3x4 : 0 (mod 8) que é incó@

patível em presença das ,çondiçÕes (4) :

3x4 -F 4 : 0 (mod 8)

ca scll-ução de (EI) e xl : x.{ '

29 Caso - x8 : ]. (mod 2) e x8 = x5 + x6 + x7 'ç 2 (mod 4)

Dos casos anteriores temos agora x2 : x3
(E.) ven!

);.

(b) Se x5 + x8 (mod 4)

©

x,,t ' Substitui.ndo q® :

:.:::.; :: ;, ;

X]. - X4Ú + 2(X5 + X8) (mod 8)

©
1; ?i:l



g%..
g

consi.derür
W

4) (mod 8) ''e"

de (E G $

(b) Se ': ) 4 (mod 8) que

incor=pa+ui.vel (sempre p,m presença
(4

.'.";:'

das

condições

3Ç (mod 2) 5
'v' (mod

(E
!

} 'ênHtã f) '!

, :
(mQd 8)

(a) (mod 4) 8) Í e

(b) (mod '} ) aã (mad 8) que .e'' íncomóg:

cível

©
Caso ]''7 + (mod 4)

l iiiiííiiÊiiliiiliiiww

H

®

( :e }Í 1{ ! i ( =e }4]$4 d í} T' É3 r' t ( } r' v ÉJ !{ !
4 (E ica
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H
W
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€ GL(2, z } verificando as conde. l

g8©.

:=i:: :i:\l:;:: !i ?llS: l i!!gii $::il::iliiW@

%

(mod 4) ; : .

(mod 4) ; :.
B
S

W W

i$11Ê:lil$içgll l$ii

l$íí ll$:
$

15 -

goês (]25) e (E6) existem xi 1, i = 1, 2.. 3; 4 tais quem

x : (Klpx2px3'x.I'X) e $(U(Z D4) )

sõment:e sc .::stá veria.cada uma das seguintes condições :se e

(i) x,Ü (mod 2) ; x5 + x6 + x7 ' x8

x5 + x8 : 2 (moca 4)

(5) (Íi) x. (mod 2) ? x5 + x$ '+ x7 ' x8

(mod 4)x5 + x8

Em cada um destes casos o nossa csLuu=o mostra que existem exataméB

te dois elementos X C +(U(2z D::].)) cuja componente matricial ã Óre=

cisamente x, ãeE)entendo da escolha de x4 (ou equivalentemente qe :

(i.2.1) Definição - "

Chamaremos Q ao subgrupo de GL(2p a) das matrizes que

verificam {E5) , (E6) e IDilia das condições em (5). : )'

l ;: :i l: l. ,

W

g

l:\:-;N 8 :í;

€ã

(ij-i) x;: (mod 2) ; x.- + x., (nRod 4 )

+

' -: .': :' .
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Note-se que a © $4o (Z } '» Eí2(z ) õ a projeçao :

canónica; segue que T o 4) (U(Z Da)) : ç]

A.gota mostraremos que dado x € $(U(Z D4» então c o (b'l {x

De fato: + '(x) A-l (xl'x2' 0 .a 'e' 0 0 ,x.)0

((x].-px2+x3+x4+2x5+2x8) l-p(x].+x2'x3'x4'2x6+2x.7) a
)®:

+(x]+x2+x3+x4'2x5-2x8) a'= + (x].+x2'x3'x4+2x6-2x7) aJ

+(x].-x2+x3'x4+2x6+2x7) b + (x].-x2'x3+x4'2x5+2x8) ab
1l 111111 l:ii

+" (xl-x2'bx3'x4''2x6-2x7) a2b +(xl-x2-x3+x4+2x5'2x8) a3b): ;
:llÉ:ii í::#Ê$g.

Somando todos os coefici.entes vem

(6) c o $-1' (X) xl

tal:Asse.m, para cada X e Q existe um Üni.co elemento ct € V(Z D4)
il$iill:i$gilill$g#

que: T o + (a) : x e resulta que ll o @ l V(Z O4) :V(Z D4) -F n

um isomorfismo Temos então w®.

(7) V(Z D.i) ; Q F u(za o*) ; {+ l}Q '

8
Él:11i@

: l l : lllã
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[-]. - ALGUMAS FROPR]EDÀDES DE n

NcsLcâ senão vamos obter a].gramas informações sobre n
ordens posszvei3 pala elementos :3e ordem finita cm ç2 e o Índice de:

Q am GL(2, Z ) .. ;

Para isso começamos estabe].acendo nosso único resultado

geral deste capim-uJ-o.

©

(]-.3.!) Proposição -, Seja G um p-grupo fmi.to. Se a
uma unidade normal.izada de ordem finita de a G então a ordem de a

e uma potência de p. :
©

$

©

Demonstração

Seja cl e v(a nn) 'e J.: o corpo com p'el-ementas.

O homomorflsmo canónico @ i Z '> Jn se estende na forma

usual a um homomorfiçno 0' : m G -+ Jn G que dã, por restrição?
@# : U(Z G} '» U(J7., GJ) . Ü+ ]-eva o grupo gerada por a - que notare-

mos por (ct) - sÕble um subgrupo de unidades de J.G.

Agora, indiquemos por g] o e].emir!+-o neutro de G. Dado :;,

x ; >li xj. gj. € U(Z cJ) , se x e Ker(©+) então x]. : l (mod p)í

particular x]. # 0'

g$ $

Segundo Bexman (l 2 1 , Lema 2) as únicas unidades

ordem finita da forma x = >li xigi com xl # 0 são x = t l.

= . .
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Como todo e].evento de (a) $ uma unidade normalizada de l :
ordem finit)., segue da observação acima que (cl) õ isomorfo a suà ":

imagem em V(Jp G)' :

Fi.na].mlente, se G Õ ur2 p'gx'uporconforme foi dito no Ca= ;
titulo 0,c grupo das unidades normalizadas ÕR ; :

V(J'n G) = { v € J. G l e:(v) = 1 } , :

e um câ]cu].a direto mostra qlac: : ;

logo todo elemento em V(Jp G) tem ordem água! a uma potência de :
p' ü l;:'

:Üt';$; }Gli:;3( 159R$Õ
:i:i8111i:gll$:11M

UxH cã].Guio simples mostra que os elementos de ordem fi- ,

ni.ta de G L(2.Z ) sÓ podem te! ordem igual a 2, 3. 4 ou 6 (ver ;

po-r exemplo, Ee\!tan l 17 1, capítu]o ]X) . Deste resu].Lado e da :
proposição ant:eri-or seguem ,

.Í,l..=.+=;} Cgro3.aria. - Qs elemclltos de ordem fmi.ta de Q ;; ;
Rali!! $gilçiH:!ii::gUiE:iBilH 1lli:?il!!i lgi!!Rg18

sõ podeis Eer ordens iguais â 2 ou 4.

ãe Q mostram que anibás :::

: ilil:: iei:â $iR(li:ãE il111 ;j ?iibiii 8i13}i !gg
;:i;H):li!\j!$!; ;ii: ;i li!:i !Xl:?11;1N3#$1i88@}

ll$i gi il l $:11 1g l iã l l l IÍllii il illlill$11illl$111ilg gllB!$1 i$1 !ig il@lliiglillgl$11g$81$$$g@$

, . :.:' l: ::.',:-.::.. . l

8

W

®

8
$

®

:l:i; êi:8 iig $

gl8:ig i$111 1ggi;g!: i:

v(a. G) l ,lcl - l

Agora voltamos nossa atenção para n

Os e].eventos e

as ordens possíveis se realizam.
@
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: : : '

8 um conjunt:.o completo de representantes das classes laterais à :

esquerda detcrmi:abas por Q em GL(2.Z) . : .

29DgB:lÊ1111çgg . - À prova deste resu].fado requer a anãlis-3 de vã- : :: l
I'lQS CASOS. :

nl : ;;;;:i: i jili:llli$illi$1

l € CL(2,Ü;) .} : :::::: i lil lililiiÊilgl$igiil $:1:gill:glgM

r s.l : ,

a condição ãec(À) = t ]- i pl-ica quc, numa mesma fila ou numa mes-:; :

ma coluna não podem ser anhos os olcltücHL-os pax'esi taiTbêm não po- : '
dem ser tclãos os e].ementas !tapares. Temos,então,duas posei-bil-ida

des: ; : :

(1) Os e]ementos ãe uma diagonal. são i)ar.3s e os QuEreIs dois Ímpar :

l gglÊ$Sll!!!$

(11) vrê.s elementos são ímpares e um é par. ; l:;;:

3 3) Lema

W

!a'

:1111: W

\

Fi.na].mente, calculamos o índice de Q em G L(2. Z )

l G L (2, Z )

:] ; «:-L
l!

wl
Z

F w3
Q l 0 l

l G Z 2

W5 ' ''6

l l l !

Obs' -wvenos inicia].mente que se À=



lggW$$ggg wl$wgwg $giglwgg$ iwigig i$Bwwwwwwmwwwi w:m$ @g

r :' ; ': r:' : ' '='T-

@
2Q

A=alicaremos separadamente d.s possível.s 8

vüri,fi.cã conaiçao pel'tende 0Q;
iü:
â

self./ a.ib, t= ü>:

2 h -':2é

8

®
Chamando xS = n - 2r; xç5 = n - 2s ? x7 : r e x8

x8 : s : l (mod 2)

.ve.w:.

.8)
'8

4) pois e par

6 4)pois;

e '-rapar

'.s© vex'ãfi.éa ( j. } ( j. de lglgg

Â g Q, ent:ao 'úezi.íi.üa desta conde.iões
@

[)e fato, Veta.faca )nem (i j. )

logo
Ü 4) (i) ou ( j.j.) estará

verificada para

Recxprocamen-Ee, é fácil ver que .«-1
Q.:? en+.ão,A

] .$é
' :'@ .É' ..''g.:. pares li iÊã$1i6

lllê !18;

: ,:, .- : . . ,.*: :; J ;l.::: ;:
®
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2&

Indicando ;=.,1'

(8) dão agora

6, 7, C ,como no caso anterior as fórmulas

(mod 2)

2r : rn + s + 2 (mod 4) poi-s l é zmpaf

( 3 ' )

fácil ver que A verifica (iii) de (5) se e sòmente se W)' A

não a verifica e reciprocamenite

?ara estudar matrizes veria.bando (11) discutiremos segundo a po

lição do elemento par

2ç Caso - A, verifica (11) e um dos elementos da primeira linha é

par. }leste caso mostraremos que A C W5ç} ou A e w6 Q'
H

©

2- (a) Sejam m par e n,r,s ímpares

x5 x6 'lP » In. :: : : i: ;:::::: : :: li! !ã

m+r -n+s

1 2 - l r -m-:2::

:.:* .«
.'s

.1

s 4 par temos que m (m - n + s) (mod 4)

s -r 2r + 2 (mod 4) . Temos
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= n -' = = s - }\ = xj: (moS. 2)

x5 '' x€3 : n - n 'ç s = -:" + n - s + 2r

x: + x& + 2 (mod 4) :

Oe (ç) segue t:'ivia].mente que se {-T.x A. não verifica (ii.i) de (5):f .

então, tJ=t .A. verifica esta cona.ição e reciprocamente. Logo ;:

A € 1'J5 f2 c'u A g W,Q

M

(g)

2 (b) - Sejam n par e m,r,s ímpares.

Nest:as conde.iões m - n -F s e g. i:em a mesma paridade que no caso

ante=io!'. Tentos, en+.ão:

x8 = - n + s : n -- s = xã

x5 + x8 : xi + xâ + :i (mod .4)

x5 'b xç3 'p x7 ' x8

(mod 2)

(9 ' ) :ill!
[iiiii

+ xÉ + x} - xà (mod 'ã)
l iài'.: f;i: ; l: :i:SI

li:il$g â:glgi#

poi;s r -- $ e par

Novamente, de considerações semelhantes as do caso =L=::.É92.? segue :

que A e l{5Q cju A e W6Q

:: !:li. ;: :k : l: :i

39 Caso- Se .ê. verifica(11)e um dos eJ-eventos da segunda linha

par mostraremas que A € tN3ç2 0u A € í'í4n ' ;

g:g=. - Sejam r pal'r mP n, s ímpares. :

ib )iÍ , "" !i:i 5:$j

$®&:.

g
W

M

i$&iê l:1lilllllllEllEilÊll l::i iilgWã1:219&êlÉi gé$iÉlj8:?!gàg : gllgllêlliil$$
iãlàglil:lB&B11ê&liBI láã:êlii18$1iãllê: lil
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NÓEare&óg:
./.

:: ' :] ':]
n+

S

-}

2

n l j-m+r ©

::;:gll: i íi !il :

: l 111

ê

s l j2m-r

Result:a agol-elã

xl3 = s : 2n

(lO) x5 + x8 : m

m - r + s $ p

x5 + x6 + x7

x.\ : ]. (raid 2) -
a . : : :: :: : : : l: :l:l;: : l ;li: ll ill llii llil lgll llg ê

: -(m-r+s)+ 2n+ 2 : xÊ +xà-P 2(mod 4)pois

iiapar.

m + n - ,.!s : m - n + 2s = xÊ'+xêi+x+-xà(mod 4)

ã-

8

Assim, novamente uma anãli.se semelham-Le à do caso l-(a) mostra que

À e V?.)n ou P. €

3-(b) . - Sejam s par e m. n, ! Ímpares.

Com a mesma ra-Latão do caso an.+uelior temos:

x. = s : =!! - s = xà : O (moí11 2)
( ].o ' )

x5 + x8 : m r + s : -(m - r ü s) -r 2n+

E segue novamente que A e ç:73 n ou A € ç7. n

$

xà + xã + 2 (mod 4)

como nos casos ãnte-
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g
:l$ ãi!$g

®
i--4 A QtJESPÃo DÀ COiÍIUÇACÃO

Êles-Ea =eção daremos uma resposta negativa ã pergunta

da i,ntrodução. Para isso vamos determinar as classes de conjuga
de e].ementos de ordem 2 em U(Z D.ç) .

W

g

W

1: ;ilÊiili l! llàl$1$11i!:$1$
;i}2i :i :i;: ;l: j= ::F :;g!!:

g:illglil

Em GL (2, Z ) existem três classes de conljugação de elg, :;
mantos de ordem 2, a saber: :;

co = {-1} '

a2 + bc : 1; a Impar; b,c pares; }cl - {x
'a

C

a
€2 ' {X a" + bc = ]., X # Cl}

(Ver !Íughes e Pearsan l 14 l )

(1.4.1) :;Proposição - Existem cinco classes de conjugação de e].e- :

: " :

@Demonstração -

}4ostra='erros inicia]mente que um e].ementa Y € CI

conjugatãc ã X.

M

$

, : '

&

0 -x

iiüü üüiã üwÊgiüiüüÊügsaiãaggUãiUigagiiiiiiãiiüaiiiiiiiÊ lãhll
lgl l:l l$ 111111111Ê$ilil i llê lligll llll#111gll$
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De cOnjuqadÇls

ex&s'bc nvels3.vc}l que Z Como para

gum .]-gum

A Y A'l «;: *:

9e ehbaó jurado dê' Q

6 temos'.:

Z

0

&

2

]-]

4

o l

& :] [.:
Q

2

].

B

r

Estas pertencem pois verificam
nhlnna das conde.iões de (5) Coma equação {9}

ça$os e ihpossivçl.
li :$:ããil giÊiÊIÜ:l:llêB$ 111ÊliHIÜ81

: Ü :: L.if=: L; =U. (.. : \:
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' ; : :: :l

li!$:; ;4iii 8:illl: llél:

z o] [ 1 21 1" 1 aq :
: : YI € ê . :

Lo -d Lo d Lo -IJ

Para -lemonstra=' que Ci dã ri.gcm a duas cl-esses em Q dg ;

de \ols+urar ai-nda que XI e V'! nãa são conjugados (em Q) . ;: ,

SejaentãoU= [ J CL(2,Z) talqueUX!=Yll
1 1 2$1gi :B

[ a* -b 'l [ a .+ 4c b + 4d -] ' :F l l :l: !iJJl: i )::ii4\;r

.."' -:',. : i ' ':' : 1 . i T::
l . l l :i,:;::,;l:l;i ;: iiíl:jgli

temos que c = 0 e b = -2d. As Únicas luatrizes de G L(2,Z ) desta, :
n Narma sã g 'l; l : :lil 1111;i::111

]. -21 í'i 2'l Fi -ã'l [-i 2''] ;l l l l l l l ;:

L

e ê$ fácil ver que nenhuma d.elas pertence a n .

Da mesma forma, se Y e c2 n Q mastraremos que é conjugado a '

o .! l Í" -2 -3 '

J i... J 1 :: :: ; : ii ! : l! llli ! lllÊ ll l :gãl@g

T:â:. =oo.o no caso anterior.exis+.em A e Q e i,

' -: ] L ' :J L ' -: J ::;

X2 ou a Y2 '

8 B

g

©

$

®
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YI

b
e Y].U

â +- 4c b +;4ã

} -z

G 0

ã
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! :;$::1i'l$$1 :::: 'lll:::';':'' :'':' ::':::l :::'='; ::::; :: ;':'il::'< '' ;;T

lq!::3SI iSÍ:

' ; ;' ::
g

iliig): i: $ :
lii ;li?;:il: g i;

llib:g

$R;!iilgig

tai.s lue
(12)

.1 x. w.

@

N<)vamen+.e paz'a l 3 , ,6 temos w®:
:: HW81$:.

8 l ~ : l

; ::

} Q @

;

& 0 ]. --1 0

2 l 2 3 l
: í: l11glÊç:?i

:'

} 0 ! d l l
©

-1 !
X G ::i111:!=:iRI

l } 3

®X 3. 0

E mai.s uma 8 fácil ver que estas mat!'iões não pertencem a Q
W

2 temos : :

@

Finalmente, para i

l 1" 0 a l 1 ': 3

Q Ê 0

E ãévéÉeúós mós:azar que X2 Y3 nâo são conjugados em
' :

8

@

.ã'

Seja novamente [J € G L(2,!g )tal- que U X2
©.'.

@

lii 1:;!:: F:li::l;l ' =iiii:i: ? iii:i:iÍ;!:ii: :!(i;ãgiii i 81:ài:ll$: :::il:: ?l $igl

@

ãllggllâi8B819i8ã gã i!$g@ÊL81@1189:

&

:.l:: :: .: ::: : ;:.: : . , :.....:, -::l
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a 'l Í' -2a - 3c

e Y2 U ' a + 2c

a -(2a + 3c)

c a +- 2c

Como U X.

U deve ser (ãa -çoFMÜ U

a2 + 4ac + 3c2 :(a+3c)(a+c} -+l- e a=+1-,c = 0 ou a=t2,e=;l

e as únicas matrizes possíveis são:

:- -'] [ -* :1 [ : -: ] [ -: : ] ;
. :] ; [ . -:] ; L -: . ] ; [ :.]

Ê fãci.]. ver que nenhuma destas matrizes pertence a Q .

Novamente C2 aã ori.gem a duas classes de conjugação cor.

respondentes a X2 e Y2 em n

:g'

Como det (U) = É ]- segue que

+ ]-,c ou

--2

!

(1.4.2) corolãric; - Nem toda unidade normali.fada de ordem finita :l

e conjugada a um e].ementa de D4 ' :

Demonstração -

Seja lr a projeçã.o canónica definida na observação que

segue à definição (1.2.1)

Os elementos de ordem 2 em D, são:

8

Ca].cu].ando; 'téhÓs

b, ab. a2b e a3b

ylill!?li!
:lB !11

iü ã iü! ã üãüüé i:ã !üã üü i ! Mglü$18&iH!@81 1:ÊHIÜlâ:liÊ$ügi&lÜãgl:llÜÜÜI
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: :i:l: l l:iiSii i!:iillli: lli8Íl$1i$ç

iãlililli$ 1$Bf8Ê
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lr o $ (a2)

11 0 4) (b)

0 l
T o $ (ab) (tomar U

l
:lliWlg

W

!®:

$

0

) :

Logo, os elementos oc C V(Z En4) tais quc T o @ ( a ) pertence a . :

Y]. n ou Y2 ç2 sãü unidades nol'balizadas de Z D4P de ordem finita

e não conjugadas a elementos de D4

T o + (a2b)= 1 0
-1

'-'l'.
.-E+ l 0

e x2n (tomar {i

00

T o $ (aob)=
Ü

}

W
lltl:êll:

1-5 0$ SUBGãuPog $4ÀX1}4A:S
+

Levanc[o em consideração os ríüsu].Lados da seção 1,2;pa-

ra respondem ã pergunta (b) da introdução será suficiente deter- ;
minar os subgrupos maximai.s de ç2

g
@

$i

$

Ü

$

; . ;'.
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Os subgrupos finitos de G L(2.Z ) são bem

Ê].es são isomorfos aos grupos di.edrais D].r D2p D3r D4 ou D6

por exemp]o ii.newmanl ]-7 1 , capitulo IX, $ 14) . Como G não

elementos de ordem 3 os subgrupos finitos maximai.s de n devem

i.somorfos a D4 e conforme ,IZ71 êles são conjugados, em GL(2,

ao grupo gerado por:

: :

Seja i' um ta]. subgrupo e V e GL(2,Z ) uma matriz ta]. ; ::

/

::i:ii ;!:!;:llg;!áRWE$g?8É DS

: ; i -
: ;

ii: l i i: :: ill:ii i ü

$'uFlon.hemos inicialmente que existe U em ç2 tal que:

*' :' : l:,+:;
De (]-4) e (15} segue fácil-mente que VU''l- deve pertencer ao centra;

lizante de B cm GIJ(2,z ) que indicaremos por z(B) . Agora, 8 fãaj.l}

ver que uma matriz A e GL(2,Z ) comuta ccm B se e sòmente se é lãa;
le:lil iliil$$11Êl$$

.:: :: . : i

W

wi: :!$iiiígiii:!iie;$ii1l l
«

que

rv r v-l

Podemos ent:o escol.her geradores X e \' de I' tais que:

XV : À e YV - B(14)

Como Y C C2' Y 8 conjugado em n de X2 : B ou de Y2'

(15)
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fiel %lil :l l ililliillilill lillllllillll)ii$$1i liil lg:111:;11$illll w l llil!:l$i:!:llgllglÊ 'T:' ::'';:l:

M
l$11 1 :1 11: ::1$11

:]
: ' .

condição det(A) móéttà que os

unl'cos casos possíveis são ]- , .ou 0, Logo

Z (B) = {+ 1,

Em ai'bos os casos v C Q e I' e D: sao conjugados em

©Suponhamos agora que existe U e Q ta]. que

(16) Y' : Y2

l 2

Tómàndó e GL(2,a ) é fácil xreri:Ficar que VT = B,lo-
0 l

go

( ]. 7 ) YWU

De (14) e (17) seque de forma anal-oga que
©

.-l ..-l
V tj '' tV'' e Z (B)

logo

(18) ou N - B W Ü

f?Í:;llli$11:igF$1i!No primeiro ca.se temos
xu x" w

.1
W ' A IV

-5
: Ag

2

i : iwi â ã ü ü &üügsü&ÊMÊügiwi g&8@lâli$ãlglÜl&glã&1181i8&lãlRgÊI lgglã:ãgüi
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[
obviamente (A',Y2) : (A'3 ,Y2) . ; .:

Reunindo as informações aci.ma podemos enunci.ar: . :

(1.5.]-) Px'oposição - Um subgrupo fi-nato maxi.mal I' de n ê conjuga- :

(A,B) ouü.à: (A.';Y2) emç2'Estessubgru :

) ; *:li:=i :;;

pos nao sao con:jurados entre si. ::

2SngeXiETSçgg - só fa].+.a observar que D4 não e conjugado de D.à

de fato, da demonstração do n.oral-aria(1.2.4) resulta que nenhum :,l:

elemento de nj; ê conjugado de V2 '

iü:i; il Si

AUq'0MORFl$MOS NOW. ÂLl21A.D0;$ : ':; : ! 1i: :i: lillllli$1Ê

Se O e um automorfismo normali.zado de a D4 então a res

tritão Õ de Q a V(n D4} é um auEomorfismo de V(Z D4) . : ,

Então, O+ = (To$) Q ã o (lro(>)'1 é um ãuLuOHOEfisMO de íl:. :

Vamos definir um mclrfísmo @ : a D4 '» Z D4 da seguia.te forma. :

Sobre os geradores de D4 definimos= : l

@(a) = 2a - a3 . b + ab + a2b - a3b : ;w:
Ü(b) = a - a3 + ab + a2b - a3b -

ii11ii!!ii$ii:8

.. :: lll::,

e no segundo caso.

XU : X(B W) '"V :(B t;)'l XV B W : (BW)'J'A BW- :[ .];,:]

ll$111$1g :ll$1glilli 11%iil l l$ il$i li$iilli$1iiÊ$gllg$1111
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Como @(a)4 = @(b)2 . @(b) 0(a) @(b) Q(a) = 1 podemos eg.: :;:

ii$Ül:! quis
:E: Ç!;$:1$:

8

: :

então Q se est.ente naturalment.e a um morfismo de Z D4 em Z D4 ' ; l

Em relação ã base de Z D4 formada pe].os elementos de D4P

a matriz associada a Q ê: ;

o o o o o o ; ;
:fiã$1il$11ê

o -l l l -l -l l ;
1 0 0 0 0 e l ;;i

0 2 -1 -1 1 1 :::;'
:l! Sgl IBÜl:;:

o 1 0 '-i l l l :.

o -]. ] ]. -i o l ' :
llli !:$Êg@

a --i i i a -i

o l -l o l l ;

; l ':'"' ":' '

iiâi?i! :i:lli:
:'!;i :): i«; i?lÜ!

::=, :":':"':T''T:::m:'j:" :i':: ::: ':T 'r " "

tender 9 a um homomo=fismo de Da de:fintado:
@(1) : 1

@(a2) : Q(a) 2 : a2
@(a3) : Ü(a)3 : -a
$(ab) = @(a) @(b) =

@ (a2b) ::: P (a)2 Q (b)

Q (a3b) : Q (a) 3 @ (b)

3
+ 2à +

''".
23 b,+ aba a

3 1- b

+ b

ab - a2b + a3b ,

+- àb

.b + .:3b,
;2b + .3b ,-a + a'

0

C

Como det(M) L (2,a ) e Q é um automorfismo de

Z D4

::g;lüili!

üüi !ã igüü8iüiagigaii$iiiüüãüigiiaügiüüiüüügiãüãüigiÊ gÊlálllã11ilblâããlêàl
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Suponhamos agora que @ seja o produto de um automorfismo de D4

de um automorfismo interior yu definido por yU(x) : u x u'L, /

vx e Z D4rcom u e V(Z D4)

Seja U = n o $ (u} C ç2 e yU iQ + Q o utomorfismo interior cor-

respondente. Então, o seguinte diagrama é comutativo:
'u

v (Z D4) -'-"-------> V(Za D4)

'R 0$

Q -- :::;;; l Q

pois lro$oY:: (x) : Toq) (u

$

$

@

$W

voQ

(vo'} (x) ) U'' : Yuolr o'b'

Logo: yttavo$(D-3) - 'ro+oyTJ(D4)

Como vo$(1)4)=O: e yu(D4) : W (o4) temos
©

R
(19) YU Tro$o@ (04 )

FiRãlHéhtws

ir o.$ o @ ( a) 'no@(2a-a3-b+ab+a2b--a3b) = T(l,lp-l,-l, [-2 '5])=

lío$(a-a3+ab+a2b--a3b)= lí(]-,-l,.L,-l, I'2 '3'l ) = V2

:::x =:i. ;fí;?\tsi!;.

Wn- o+ o @ (b )

.': ; ; .;:: :.. [J!i@:g$1ÊãlÊlgê18ÊÊ8Ügi&igÊãigülgl:g
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a pa fÕrmi)]a (ID) :xeÉ\iltà:Ê ; :
(04

(20)

@o que con+urad.iz orooosicao (1 5.1}

$

Assim, 4 4
é un automorfismo normalizado

®

todo automorfismo noz:- : :

um grupo nilpoten- r

que não ã produto de um automorfísmo interior pol um automorfi.s

mo de ;G.

SehgaJ- 2:6 demonstrou que

ma].azado da ane]. de grupo sôbre os i.hEeifos de

te G de classe ê o proãuLo de um automorfismo de

8'
-.:.l:""""" "'"''lrlll ;

;;: :

interiaz onda u € U (Q G)

O resu].tacto desta se:çao mostra que nem sempre e posei.
Ve& escol.her u em tl(z G).

: jllll$118Êli$

8

X . 7 . u(z o NÃO É NILPQTENTE

5)
t / M;fq $

a
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Calculando.,vem

(6(i}) ;.o:) = B(n) ct Í3€n)''' a B (2n)

Assim, para todo int:iro k > 0 é posszve]. definir

dadores de classe k, di.:Eexen+-es de l Portanto, U(Z D/.)

nilpotente. .Í

:l.:: ::gil11$1

êl 11111 !ÇgÊl?%1lÊl$1811i lilliíglllillil#11ill i::11i llligÍli l! 1lÊ$:$glilâgggll
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.M{E]S DE GS.UPO (.'iCF4 COEF]CJ:EN'i'ES !iUÊv! AiiE]., C01qUTATIV0, DE CARACTE-' :

nEsricÀ DIFERENTE nE cano. .:

: :

;Sii lê81BÊW

Seja D tuiit in«Leito primo e !} > 0 um inteiro. llotaremog ;

por Jnn o anel dos intei.ros módulo pn. .:

Demonstrar'eras inic].allaente um lema que reJ-aciona os .. :

grupos de urlidades de Jpn G e Jpm G -- ande G é urn grupo finztó:-

A.plicando esse resultado no c(aso em que G é um p-grupo - ..:

d.arenas wma caractere'cação de u(Jr.n G) e mostraremos em partiêtl
[ar, que e niJ-potente. Desta :forma teremos exibido uma famí].ia de :

=\ Çt lg l!

exemp].os que verificam as hipóteses do teorema (11.2.3) . l: :
i :l ::Bl: . '!iii ; 1111 i:8BHf

Para todo in+-ei-!'o n > n consideramos cn epimorfismo cal : :,!:

zi.do rios anéis de gz:u?o. :;,;
: ;; ::

: ; ' )

DÕriícO .J n '» J n e sela © :; :] r! G -» ..J m G o eoimorfi.smo indaP P ' 'lltn P [) '' '':=.

:$i;/

( ;/x:W ã:'i:í i,} :e :} ; 'i !

11..1: AmÊliS Dl2 GRUPO SÕ3RE l!.ÍTEIRO$ MÓDULO pn



1.) -- Lema - Seja. c: um grupo finito e õmn Jpn G

epimorfismo acima. Então, Omn (U (.TPn ç-}) : :J(JPn G)

29119nl111;:1gçgg - É claro que a imaçer de uma uni.dado

uma unidade em Jnm G. O Único ponto interessante é

© ..(U(a.n G))

]

Seja, então, a c u(JPm G) com inverso a , e seja

Jpn G uma pre i-vagem qualque.r de a . lqostraremos que

cE+ e U(J n G}

De fato, se cl' é uma pré i.macem qualquer de a'l temos

que

(1)

©,v
l

nilpot

W
@

$

$$1iç:g
iglg lg:

ker ( ® ...) = pm

.a'# d.' } + U '$ v,

J.n G.

obviamente u e v :são elementos ni.].potentes(pois certa-

= v': = O) .Ch.amando n]. e n2 aos respecti.vos Índices de

ência temas que ]. -h u e 1 + v são unidades com inversos:

(l + u)''L = ! - u + u2 - .......+(-1) ]' u ''l

(]. + V) ''L
2

v +

iiÍ:â :i181Õ198

B

Em (].) vem:

(2) (Yol' ) cl# = a+ (cl ' B)

: :;Í g;:! l$; 1l ii:i13i:ii:;:il; l !:l li ?':i;i)Éi! :$ 1:1: .:::iiiiii lliii;l:



}qote-se que.: demonstram ao ,

1.: ; .'

provámos que
©G)u(=

P'
(c(a m G))

restante desta seçao G será sempl'e um p'grupo

Piecisaremos agora a notação que

Rima proposição. $e então, se escreve na forma :

Õ

Ei
(À . + (pn))g ohãé

jal logo c (cl)

Para facilitar a notação escreveremos apenas PI c (a)

(11

( j.) O grupo das ullidad-es ãe J.n G Qg

UT (a:.) n { a € J P Gi \oc) }

(i j. } O Único ideal maximal

(a.n G) 'L a P c (a) } .

Demonstração -

conslüereinos .l.iÃ.&.\# .i. (.L.X.&bt\;; À& Ç#\# \-r PG (onde J.

PO). Como dizemos no Capítulo w.'..f: tem-se que

, :::;: ;, :l: : ;::i l



': :::':' : 'c'l'z::::: ''':','
M$

@

$

@

W

Ê

$

ê

anel C logoC D}com 0
R

con'Ej.dO

4;0

u(a G)' D '

Oo lema anterior, temos que u(JpnG) : õ].n (U(JpG))

Seja, então, a = j.(Ài +(pn))gi e JpnG e Ài:pql+ ri com

< P, i = 1,..., CI . Logo:

©ln (a) = >1 rj. gj.

e claramente p t ( { ri) se e sòmente se p t (>1 Àj.). Segue /

imediatamente (i) .

Para obter. (i.i) basta observar que J(J.nG) Õ de fato um :
bJ ' : -. '.'.'':'''. -:-:.'..:;: '-:-::::i ;$ ii: :lll li:lil; li$1 $1i l$11 1iillllllglg

ideal e que todo el-emento que não pertence a 81e é uma unidade.]]

um p-grupo finito o i.dea]. fundamen

tal 1 = Ker (c:) de Jnn G é um ideal nilpotente

Demonstração-

G ê finito então é um

radical J(Jnn G) é um ideal ni].potente.

da, {Cer (e) = { >1(Xj. + (pn))gi i pn 1 (>1 Ài) } esta1 ].. : : i ';: : li :ll iÍi i ll il ll l$ 11g$

G) [ogo é, ê].e próprio, um ideal. nilpotente. 8

O corolário aci.ma é um caso particular do Teorema 9 de
Connel1 1 8 1

!;T E ( a) }

ã



41

([i.]..4) proposição - Seja G um p-grupo fi-nato. Então

um grupo nilpotente.

Demonstração

$

$
@

#

#

6

f

t
}

e U(Jpn) Õ comutativa. ,

Agora um simples calculo co!!tbinatÕrio mostra que: ;

V(Jpn G) 1 : pnjGI /pn : pn(IGI' l)

é um p'grupo. u(Jpn G) é, então, nilpotente.]]

Para conc].uir esta sacão daremos maa caracteriza
G) . Este resu].fado, poremp não sela usado .

SejaC= {glP92r'''rgs} o centrodogrupoG e :

w : u(Jpn C) ' indicaremos por CI' . . . ct as classes de conjugação
não unitári.as de G; consideraremos os elementos: :

'v:= E g z5.jSt, : '
g € C.i

e seja F o conjunto:

>l vj 'v:j l v:i
''t=l

'remos que ohdéà

{a € Jr,n G l E(a) : l}

cão do centro

na que segue.

W

W

E

'\



:""'-::;::: ;:' "' : :::: : ':

W

$
g
®

ã
®

42

(11.1.5) Proposição - Seja Z o cenE=o

çoes acima temos:

z = v . (i + r ) = { a . $1aev

Com as nota-

B c 1 + 'r }

Demonstração

O conjunto {g.

(âo anel J nP

@

,gs ''Y], ,y+..} é uma base do centro

(Ver Curta.s-Reiner l 9 l ,teorema (27.24) , cuja demonstração pode

adaptar-se a este cago. ;

C].altamente V C Z e também l + I' C Z (note-se que, para cada i, l;:

i5.iSt, ICil é uma potência de pP logo se a e 1 + r, E(a)=1 (mod p) :

e, da-preposição (11.1:2) a e tJ(Jnn G)). Logo: ::

Seja então a € Z. Como a comuta em particular com todo

e[emento de G, a pertence ao centro do anel. Jpn G e pode-se escrê
ver a na forma:

a : E xigi + >1 yj yj xipy:j € Jpn p :

í=1 -i=1 ;; : 1 ;1 1:1111il

Então, € (cl) = E xj. +n>liyj c(vj) . como p l e(v:l),!5.jSt e ptc(a)

vem imediatamente que p t E xi; portanto, o eJ-emento CEl:zlll.xi gj...i..-'l.. '. ' ..'. .-. .'.'-'i+.'F-;+:

é inversivel- i.é., a. e V.

»

Ü

@

$

g

©t

(3) v(]. + 1') C z

€ JP' '

R

:- ,:;.; : , .: ; .. : :'l ..: Ú]

. :.' :l .'.
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>l yj y:i). Como produto por

elementos centrais Leva e].ementas conjugados em e]-ementas conju+á-

dossegubquea';l . >jZyj vj eF eaeV(l+r), logo

z C v(! + r)

W
@

@

@

E

$

g
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Finalmente. temos que a :: ctl (l

(4)

De (3) e (4} segue a igualdade []

[. - O resu].Lado acima permi+-e dar outra demonstração da proposi- ;

ção (11.1.4) . De fato,seque fàci.Imente que ::;

U(J.n G) 1 1 U(J.n G) l . ,i.i ....-. ;

Agora, se o quociente de um grupo por seu centro é nilpotente, enn
tão, o grupo é ni].potente. :'

2. - .à formulação da proposição (11.1.5) poderia levar a pensar /

que l + I' ê um subgrupo de Z. !sto nãc} é, em geral, verdadeiro. :

Pode-se dar um contra exemplo considerando o grupo quatérnio;

de ordem 8, i.é., o grupo Q com dois geradores a e b verificando qé
re].açÕesg

d. "} 7 ..1
a; = li a' = b' ; b 'ab

@
8

$

&
Z 8

B

&

2

n ( jal - (s+t) )P
l z l

Explicitamente :

a = {1, a, a2 : b2, a3 ba3,a2b:b3,a3b:ba].b, ab

ís :: ã ã ü ê ãü i ã8:1MllãlBlg1281@!ÊgiBIÊl&:
'l:: i;: lil l ?;i ;llllg iiiii?ilÉiii: i :i k111i ii

ii i?i)! i: i:$g\ =: :1 1;i:l!:liça; lg] ii l;i:!i ii:!i:iÊ$;i !

lgllilgll$$1111ig1 18$11g$

: :: : ;
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As classes de con:jugação não triviais de Q são:

C].=ta,a3} ; C2=tb,b3} > C3=tabpa3b}
©

ül;!iiiti:

e o centro êg

{l,a2}

Asse-mp 'yl : a + a3 , y2 b3 , y3 = ab + a3b

li. 2 . - COEFICIENTES NUM ANEL COMUTATiVO DE CARACVEni$T;ÇA..plE$: :

BEBI'TE DE ZERO. ; : : ll iiiilillii

@

$
@
g

#

$

Ca].Guiando em J? Q temoss

: ]- + 2y3 + 2(]- + az) e ]- + r

Nesta seção R inda-cara sempre um anel- comutativa de ca:
racterÍstica diferente de zero. Começaremos estudante o caso em

que R = pn onde p indica um i.nteiro primo.

ê
NO decorrer da demonstração do prÕxi-mo teorema precisa- : .,:

remos dos seguintes lemas :

.L - Seja S um anel coh

e].evento unidade e N um ideal bilateral nilpotente de S. Se

é comutativo el NpSI = { xy - yxl x e NP y e $ } efta contido

Nz, então, o grupo das unidades de S õ ni].potente. : ;

&ig &8BHlgâBliÊS:&i81@&&ã&li189ãl&iliÜlãl&lÜlãÉÉIÊãgülÜlliãlêll ;., J: ':.
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®

ll!:ini
; iil $j:iii8; :: :
iNIbI .(: lliÊg$:.

- Seja .4 uma ãlgebra:so-

bre um anel comutativa R, finitamente gerada como R-mÕdu].o. Se: À

tem um conjunto fi.nato de geradores cada um dos quais ê um eie:T

mento nilpotente, en+-ão. A é nilpotente. ::

Agora estamos em conde.does de demonstrar: :l

(11.2.3.) Teorema - Seja R um anel comutativo com unidade tal qug:

car R = pn onde p Ó um inteiro primo e seja G um grupo fj.11ito.Eh+:;:;
: :. '

tão., U(R G) Õ nilpotente se e sòmente se G ê o produto di.Feto de :

um p'grupo e um grupo anel-cano. , ::

Suponhamos que G seja da forma P x A onde P 8 um p-grupo) :l
e A um grupo abeliano. Escrevemos:

.o '.a.F.il,.'.J

g

$

$

@

8

W

, A : { a].,...,at }

onde hl ; al - i(o elemento neutro de G) . Então, todo
x € RG pode--se escrever na forma.:

>lj.j kj.j ;i. h:j(5) com k.. € R ]. < i < t, ]. <

O epimorfismo natural q) : G '» A se estende na forma

a]. a um epimorfismc> ©+ : RG '» RA defina-do por:

x: >lijkijaihj ©+ >lij©(ai.hj) : >1 ( E kij) ai
l=1 "1:=:1

DO teorema do homomorfísmo para anéis temos que RG/ker(©#)=l

ã

(6)

:: .. :, ':.' : :, :: :- :::.. . -

lllillÊ1llil
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@

Q€

:lllgillgl
N.

(7)
&

g
$

! os+uraremos agora que tomando S = RG e iq = Ker($*) esta-

mos na.s conde-çães do lema(11.2.1) c que mostrara que U(RG) ê ni.}
potente

!ter (õ # )
>lj.:jkj.:jai € RG

0 ,

De fato, da isomorfismo acima. segue que RG/Ker(Q#)

mutativo e !q = Ker(©+) ê c]aramei\te um ideal bi].atei'a]. de RG.

tratemos primeiro que Õ nil-potente

De (7) segue que, se x € Ker(©+) podemos escrever:

x : >lij ki.j 'i hj : >lj.j kij aj hj - >1 (.}1 kj.j)aj. : >lijkj.jaj.(hjT})

2 5. j S s} é um conjyn
M

fogo o conjuntcn {ai(h.i - ]-) 1 1 5.

to de geradores de Ker(©'k) sôbre R.
Q

$

Em presença do lema (11.2.2) sela sufici.ente demonstrar /

que to:Jo elegante da forma a(h-l) com a e A e h e P Õ nilpoteh
te. Como (a(h-]))k * ak(].t-].)k mostraremos que, para cada h e P ,

existe um intei.ro positi.vo k tal que (h-l-)K = 0

(!-h)k :

Se o(h) = pr a fórmula ($) pode escrever na ílorma:
b

(l-h)"' = xo + xlh +

($) k
(?)h + (l

2
+ (-1)k hk

(9)
:.:: : .. :'-

I' « ;l.''

8

$

lãg$11

,r : ; ..l::::
M
©

@
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n /

>l (-1)j+'pr (j + iPr ) onde a soma se estende sÕbré tQ':

Agora, da Proposi-ção 13 de C:onne].]. lai exi.ste um intéi.ró:

u ta] que pU divide x4, O S j S Pr - ]-, e u -+ m quando k -+ H ; TÕ..

mando k suficientemente grande para que u > n temos que (l-h)kÚ l;ói;: :

Finalmente, deveremos provar que IKer(õ+) ,KCI c Ker;(©+) 2.1

Para isso será suficiente mostrar que, para. todo g C G e todos /,:
a e À, h € P tüm-se aue: ::

a(h-J-)g - g a(h-l-) e Ker(©+)2. :

Agora, dadogeG existema' eAeh' eP taisque/: "

g = a'h' = a' (h' - ]) + a' (onde a' é um e].ementa c.en +;

traí.) . Logo: .

a(h-]-)g - ga(h-].} : a(h-l) a'(h'-l)-a'(h'-lla(h-l)e wP,:t

Relci-procarnente, suponhamos que u(J.n G) seja nilpotente..
E''' . ::: ::: l ll :i lillllgl$:ig$êWll$gW

Como G é um sübgrupa de U(J.n G) , G ê nilpotente.Portanto para o»"' :

ter a tese bastara demonstrar que para todo primo q # p o q-s\Jb$rB ;'
po de Sylow de G 8 coúutati.vo. ;; ;

li8:i iã)l$11iigl$891$

Seja, Qnxcão, q # p pr'imo e Q o q-subgrupo de Sylow de G.: :

Como R é comutativc}. de caracteristi.ca pn, R contem um subanel /,

JP ' o,tJ(ã Q) é um subgrupo de u(RG)e,portanto,ê ni.lpgté2 '

: ;

lilill !! 1111iiÊ!::iil:gll

l:: : :l ll

: '

w&.

: =i

$;

\::.'HISli

' :

®

Ígili1:8iiãi#Wli;l:

$

;

®

cola x.
]
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llTr l l li: l::ll:i ill :l:
$il!!$giiÊ

4 8 - ; ; ;

; U(ÊI Q) ê nilpotente e do lema (ii.Z.l): ::
gBil$111ã@g

U(aP Q) este ü].Limo gru'.
:.i. ; S: ::SHS3Hr:

, .;

não divide IQI portanto .JpQ é semisím- :

p].es e, pela teorema de Wedderburn, deve ser da formal

©

®

ã

$

$

illgB$

!illi:$ê

#

;:l$gxg:©$g&:

8

l

lil11UW PW$$W$1Hi: ISl$1E:gHIS

existe iaill epi.morfismo ©].r}

po também é nílpotente

u(J.n Q)

Mn: (Di) indica o anel das matrizes de ni x nj. com coeficieü T:

tes no anel com divisão Di(que con-cÓm JP entro) . É bem; éà'-,; T

bico que o grupo das unidades de ura ane! de matrizes &ln. (Di) não é::li

nilpotente se ni # l; logo .JP Q : D]. ....Q Dt' Ainda, segue de :re

sultaclcs de i..K.Rua i3.31 ou tJ.R.Scott l2SI que o grupo das unida : .

des de um anel com divisa.o não é nem so].üvel quando Q anel não :3; l

comutati.voF portanto, JP Q deve ser soma direta de corpos e/ conde
quentemente, Q é abeliano.]] :;

Observamos que o teorema acima generaliza o resultado ,de
Bateman - Co]eman ]].l . :::

o argumento do último parágrafo é relativamente"standarãP

e jã foi usado por exemplorpor Motose e Tominaga jiSje Bhatxcachal'ya

e Jainj31. :

11.2..4) Lema - Seja G um grupo fi.Dito e m > 0 um irlteiro. Se: ;.

m = plJ' .... pt é a decomposi-ção em favores primos de m, então:: :

ÜêÊil llllil iigiii giggt#lllli11$ill:liiglilélgl$1&lgi iigig ãllg$êWI

: .:; ::.;;l::: ...,l;.l 1: r i:,:1111

JpQ ; fim(DI) O''-'O Mnt(Ot)
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llõl:

H

«
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(ii) Jpa G e indcc:omponÍv'a! :;e e somente se G é un p gi::p- : :
PO.

Oemonstracão- '::

Pe].o teorema do Resto :l=hi.nes, existe lnn isomorfismo: :

;igllglilllli$1g@

lãg®g::

© : JmG (aPlaJ-©''''© apta.L)G ã iPlal G ®...© iPt t '+
:1 8i l:i?i:8ãgK

isto demonstra a parte (i) do enunciado.

Para demonstrar (i.i) supclnhamos inicialment-e que G nãg é ::Ç

um p'grua)o. Então, para aJ-gum prima q # ppG con.tém unn subgrupo Q .

de ordem q.

x. É fãci]. verificam: que e # 0,1 é uÚ / ,

:,:': "-= ' ;; ';: ::; ;;' :: :':":'::"';:';:

49

(j.) .3 G
' n

a ÓlP tPt

que $e esLe3)de =a for! ustia! a um i.sc)morílismog

© J. a.)G
PIt

Seja e = --t

idempotente em*Jpu G(pois q é inverslve] em Jpa) f ]'ogo o anel.

grupo é decompor!'ve]..
ij: ;i:' 8':i l:i:!i8 ii!

iÊg1181191$1

Reciprocamente,. se J.cl G, é indecomponÍvel exist:e

potente e C J.a G;. e # 0,1. Como ez = e temos que e(e-l) - O e se- :

gue que e ã um divisor de 0. Da proposição (!i.]-.2) e eJ(Jpcl G) e
é, portanto, nllpóutente. Isto é uma contradição, jã que para todo ;;
n > 0 intei.lo tem se que en = e . D :;

.
lll$1i l$il:lli lll:lilillg 1111111 1$gilggl lii118$11$1@glgl@g

a

S

'." . . . .
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W

$

5Q'

te;.. : l:que .}'.'l: êaQB Ílãla6: anal.oga %
de !03.eman16 de grupo

5) Seja coma'hall.vci de característica

que
:

@g;.
tÓÊ'es primos gruPO Então U(RG) nilpo

6111gg#l

©

se abÓlj.áhó

Denohstraçaó

:::>. R COHLuéH l€ u(Ré) $

subqx'u.PO U(RG)
}f:

nj.3.batente
.-.«e'

e: B'

J

: ilill âl !:çiiiilt ig

H

:& g93 8ã&31ÜâlêliêlÊEiê &iiÍâ
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CAPÍTULO lll

G.D.Higman caractere.zou completamente, em IJ.21, os gru-

pos finitos G tais que as Únicas uni.dados de Z G são as tri.viaié. ::::
Esta caracterização é dada pelo seguinte. :

U11;.]:]) Teorema (l i21 ,teorema ]].) - u(z G) = {t ].} x G se e sÕ-:

mente se a].gume das seguintes condições estlã verificada. ;

(i) G é anel-lado e todo el-evento diferente da unidade /

tem ordem 2,3,4 ou 6. . : :

©

illiiê

g

©

®

$

A$ t)ciDADES DE Z G.

(ii) G é um 2-grupo Hamiltoniano

Conforme o teorema de Bateman e Co]emanl ].l , se K e

corpo de característica 0 e G um grupo finito, então U(K G) é ni-l

potente se e sòmente se G é abeliano. :

Podemos observar agora que este resultado não po.de sez

g

$
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general.azado para anéis de grupos sôbre os inteiros. De fato, sé :; :

G ê um 2 grupo Hamiltoniano, U(z G) = {t 1} x G é um 2-grupoflo+: :
go ni]potente e G não é abe].cano. ; ; :

Mostraremos aq'ai que os 2-grupos Hamiltonianos são os : :

unidos grupos não comutativos G tai.s que U(Z G) é nilpotente..llprÊ:l::
sentiremos a demonstração deste fato decomposta em vãri.os passos

- Seja G um grupo fi.ni.to, não abe].cano. Se ;

U(Z G) Ó nilpotente, então G é um grupo Hamiltoniano(i.é. um Sa;B :
po tal que todo subgrupo é normal) . :

991ggnglEggÊgg - Suponhanos que G não é Hamiltoniano. Então exíé - : :

tem e].ementos a,b e G tai.s que a'lba não pertence ao grupo c{ - :
clico gerado por b. ;;

Sejam: o(b) = n e u =(1-b)a(l+b+...+bn'l) l

obviamente u # 0 e uz = 0. Assim ao : 1 + u é uma unidade de z é:
-1

cujo inverso é Q '

Definimos por record'anciã.:

al : la0 'bl

$

b :

®w.

:::i :l j ili li:ll

$

W

' .'::.- :-

8
M

©(8) 'k : l«k.i'bl

fqostraremos usando Indução que

ak : 1 + (1 - b)k u.(9)

De fato; para k = 1 temosg

al : iao'bl : (l + u) b(l - u) b'l
8

;:: ;::,: .. :: :: .;:il:':::.;'. 'i::

: . . :

H

j :. ,.t :m 'úüü.ú :-.;. ]==:

ã



Da própria defina.ção de u segue que ub'L = u, logo:
bu + u = 1 + (1 - b)u

53

Suponhamos agora que cl]...l= 1 + (1 -

ak-l : l ' (l - b)k'lu polsg

u([-b) k']=u(]- {k].]' } b+ . . .+(-1) k'lbk'l-) =(1-(kll)+. . .+(-].) k'l')

u. Então

Logo:

(l + (l-b)k-J- u) (l-(l-b)k'l u)

l +(l-b)k-l u. (l-b)k-l u+(l-b)k-lu-(l-b)k-l u(l-b)k-l

Calculando agora temosg

ak : (]- + (].-b)k'l u) b(l-(l-b)k'l u) b

(b +(]-b)k-l u)(b-(].-b)k-l u)

b([-b)k-l u + (].-b)k-l

[ndi.quedos r = a(]. + b +...+bn'l)

Temos quem

(l-b)k u.

(10) u = (1-b)k a(l+b+...+bn'l)

11 )b r +...+(-i)j( j)bjr +...+(-i)k bk r

Dado um e].evento }l aigi C Z G chama se suporte de
conjunto:

up(21 aj. gl.) = {gj. e G l aj. # o}

]gotemos inicialmente que Sup(1') iR Sup(bxl')
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:
mente se I'=bxF . De fato, a suficiência é trivial e se abz=bx a b? .

para algum par (i,ij) l então, a bz+k : bx abj+k. Quando abx+k pel l :

corre todos os elementos de sup(1') ,bx a bj+k percorre todos os e3.g
Bentas de Sup(bx ]') e segue a igualdade. :

Seja, entãop r = minÍx > 01 I' = bx I'} ::,

A.gola ê fãci-l ver que Sup(bhl') n Sup(btr) # $ se e sò-

mente se t : h(mod r) . De fato se bh a bi : bt abj paz-a algum par ::

(i,j) pontão, abZ = bt'h abj e I' - bt'h I' de onde segue i-imtediatame= '
te que t : h (mod r) . A recíproca é tri.viam. : :l

x]. b I' +...+ xr-]. br'J' r,

= >1 (-1) s + ir (s .Ê ir ) , ;:i>o ' ' " ;: : ::ini:iiiii$

onde a soma se estende sôbre todos os valores de i> 0 tais que : .

s + ir S k. ~;

Podemos agora escrever a fõrmu].a (].O) na forma:

(11) (l-b)k

W

Como os somandos do segundo membro de (11) tem suport

disjunto segue que (l-b)" u = 0 se e sòmente se x. =0 para todo s,
0 < s < r - l . ;

W1;: i: j l

Final.mente, seja E UHa- raiz primitiva r-ésima da
de. Então:

€)k e+...+ xr.ler'l

que seria um+

.: ; :. :: ;:? : ..< ::(rx:ll .:

(1

e se todo os coefici.entes fossem 0 teF se-ia

contradição.



Das considerações acima e da fõrmu].a (9) segue que, para todo k, ::

ak # ]', ioga U(Z G) nãa é ni].potente. Ü :::;

É um fato bem conhecido (M.EalJ- IJ.01 teorema 12.5.4) que; ; '
todo grupo Hamiltoniano G pode se escrever como um produto di.Feto :

da forma G = T] x T2 x a onde I']. é um grupo abeliano tal que todo :

e].evento tem ordem ímpar, 'r2 é um grupo abe].cano de expoente 2 e .:,
Q um grupo quatÕrni.o de ordem 8. : ::;

Os prõximcls passos estarão desci-nados a provar que se G : l

é um grupo Hami].toniano ta] que U(Z G) é ni.].potente, então, quando l;::

decomposto na formaaclma tem-se que TI : {l} . Para isso bastara /; :

provar que para todo primo p > 2, T]. não contêm elementos de ordem. :
p. Precisaremos di.scutir separadamente os casos p : 3 e p > 3.

©©

W
: "

®
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h,h

(111..1..3) Leira - Seja G = T x G? o produto dlreto de um grupo abé -

].cano T' por um grupo quatêrni.o de ordem 8. Se T contém algum eleme:
to de ordem 3, então, U(ZG) não é ni].potente. :;

Demonstração ::

.hdotamos novamente para os e].ementas de Q a notação da : :
secão ll.l

Suponhamos que T contém wn e].ementa g de ordem 3.

A.A.Bovdi exibiu em l41 a seguinte unidade de Z Gg

u = 1+(225(2 - g - g2) + 390(bg2 . bg))(l - b2)

. .

©

: ::l:: 1:1 iil;:;. :.; :,l .' ....:.; :;;.' .: ::
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cuja i.Dversa e:

u'l = ]. +(225(2 - g g2) 390 (bg' - bg) ) (l b2)

b2)

Como g comuta com a e aba'l : b3. a b2 a-l : b2 temos

a u'l a'l : 1 + (225(2 - g - g2) -. 390(bg2 - bg) b2) (l

Ainda. como b2(l - b2) : - (l - b2) temos8

(12) a u-la'l:1 + (225(2-g-g2) + 390(b92.bg)) (l-b2)

Definimos por recorrência

(13) «k : I'k-t'al

Mostraremos, por indução; que ctk ; u2K . De fato, para

o resultado segue imediatamente de (12)
:kúl

Suponhamos então que cl,. : = u'
K'..T.-.x

uk:u2k'la u-2k'l a-]. : u2k'l (a -J-a-1) 2k'J':u2k'l.u2k'l

«: '.e

k : l

Temos:

(14)

Agora mostraremos que u nlãc} é uma unidade de ordem fipi;üi

ta. De fato, em caso contrario o coeficiente de l na expressão: dé

u deveria ser O (ver nermanj21 , Takahashil27lou Cohn e i.ivingstópé
l51) lÍo caso, este coeficiente 8 À = 451

Segue da observação aci-ma e da fórmula (14) que para t;Q
do k existem comutadores de ordem k, diferentes de ].i logo u(z Gj
não ê nllpotente. U
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(111.]..4) Lema - Seja G = T x e o produto direto de um grupo âbe

piano T por um grupo quatérnio de ordem 8. Se T contém um elehêntó

de ordem prima p > 3 então U(Z G) não é nilpotente

Demonstração

Suponhamos que T contém um elemento g de ordem prima: /

p > 3. Novamente com as notações do final da seção 11.1 tomamos

a e a e consideramos H = (g) x (a) (onde (g) e (a) i.ndicam o? :$tlb

grupos cíclicos gerados por g e a respectivamente)

C.D.Berman demonstrou em l21 , lema 9. que a decampos+

ção de «)H em soma díreta de ideais bi.laterais é:

q> H : ll ©....Q l6 p

onde os Idempotentes ei tai.s que li Qlliel são

'1

e2

e3

l
4p

4p

2p

}

4p

(l + a + a2 + a3)(l + g +

(l - a + a2 . a3) (l + g +...+gP'l)

(1 a2) (]. + g +...+gP'l)
(15)

.(l + a + a2 .F a3) (p Z #'-b

e5

e6

Z

4p

!

2p

-(l - a + a2 .. a3) (p 1 - g gP'l)

.(l - a2) (p - l gP'l)
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O elemento E = ga en do corpo IK ê uma raiz primitiva

unidade de grau 4p e l6 = © (E) (identificando ÇDcom © e6 (: i6

Bex'man mostrou também que se s indica o número de clãs- :

ses residual.s mÕdul-o 4p em q} (€1) que são primas com 4p, então, a:
seguinte Õ uma unidade de a H -- e, portanto, de Z G: : l

2 2.s : ,.:..,2.;:S;:'i . 11111il$êÊiê

a : e]+...+e5+(l+ga+g'a')' e6:e].-p...+e5+(l+E+€1')' e6 ' l

Na demonstração de que a ã unidade intervém decisivamenn

te o fato de que p > 3. ; :

mate-se que, em geral-, se f € Z[X] , como e6 Õ idempoteB ;

te. tem-se que f(e) = f(€1)e6 (onde Z CI l6 esta identificado com l

Z e.) . :

$

W

@

(16) +e5+(l+E+€12)s e6

A.indc3 a dimensão de @ (€1) sôbre @ é +(e) = 2(p - l),

go todo elemento de Z (E} , e em particuJ-ar (]- + €1 + E2)s, pode se ;;:
escrever na forma h(€1) onde h € Z[X] ã um po].i.nÕmi-o de grau menor

ou igual- a 2(p - ]) - ].. :

}ia expressão reduzida dc (l -F € + ez)s devem aparecer n$o: :

nulos de grau par. e de grau i-rapar, como mostra o seguinte segmen;to: .:,

(também devido a Barman): ;

Se sÕ exi.stissem termos de grau par ou sÕ de grau Ímpar .

ter-se-ia respectivamente:

(i + E + €1')' = ! (i - €1 + e')',
e tomando módulos:

li + + e*1 = 11- € + e'1

@

$

®

;. ...: - ::;:. - ::,
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esta Ü].tina igualdade é impossíve]. pois €1 e ]- + €12 pertencem
ma rata de Plano complexo.

Ag(-lra. mosbraremos no prÓxImo lema que se

cl +.......+ e5 + f(oe6 € U(z G)
ã

E

$

W

ã

$

onde f C Z[X] tem grau menor ou igual. a 2(p - ].) - l e contém tQr.,
mos não nu].os de ordem par e de ordem ímpar, então:

u'b'ub=el+.......+e5+F(e)e6#]. ,

onde F e z]k] também 8 de grau menor ou igual. a 2(p-l)-l e con- :;.:

têm termos não nu].os de ordem par e de ordem Ímpar. . ,

Da fórmula (].6) segue que a é uma unidade nestas condi-

ções e um argumento de indução Óbvio mostra que para todo inteiro :;

k > 0 existem em U(Z G) comutadores de ordem k diferentes de ]i].o: ;:
go u(z G) nâo é nilpotente. [l ::

\lzl.l.sl Lema - com as notações do lema anterior, seja

.F e. + í(E)

uma uni.dado de a G Lande f e Z[X] ê um polinÕmio de grau menor óu :

igual a 2(p - ]) - ]- que contêm termos não nulos de grau par e de :

grau ímpar. Então u-l b'J- u b : e]. +.... .'+ e5 + P(€1) e6 ocde /
F C Z[X] é um pol-inõmio nas mcslncRS condições que f.

el +

®

Demonstração

Notemos inibi.almente que em G temos:

b'l a b : a3, b-l a2 h : a2, b-l- a3b

$

®
l i1lilllã :ll&!11iiilÊlgliiilg:iiil1111 i$1$1iiiãi
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].ogo, das expressões (15) segue que b ' ei

(17) b'l u b = el +....+ e5 + b'lf(e)

b = ei' 1 , . . . ,.6

b e6'

onde r <

ai

;llili

Seja então f = aO

Como b'l aigiaj.ez b : aigzb'laib e6 e b'l

2(P - l)

par

(18) b'lf(e)b= >1 ai€1l+ E clip a 2e6
i:0 (mod 2) i:l (mod 2)

«:e: * >1

i:O (mod 2) i:]. (mod 2)

l ai€1t+ : aj.€1z- ( >l
i:0 (mod 2) i:l (mod 2) i:l (mod

Chamando h(X) : >1 a{ xz, como (l
i:l (mod 2)

g a e6 IP \-Çntlv 63 0

b ' í(E) b = f(e) - 2h(e) e substi.ruindo em

b ' u b = el + ...+ e5 + (f(e) - 2h(e)) e6

(17) vem:

(19)

$l:gl$1glgl lil $i l$ãligi lí$1@lil !i! $ilgglllg$i$:il$ @
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Agora como u é uma unidade de Z H, u '' mail\bém o é.Todo l,
elemento de Za H é inteiro sôbre Z, portanto quando decomposto em :

soma: ;

U]. +....+ U5 + U6p ' ':

deve ser um intei-ro algébri.co do respecti.vo corpo lif /

i= ].,....,6. Como o .;onjunto dos inteiros algébricos de !6 é prg

cisamente Zr€1] segue que existe um polinõmio f+ e Z[X] com : , :l

grau(f+)=2(p - ].)- l tal que f(€1) . f+(e) = 1 e

u'l = e]. +....+ e5 + f+(e) e6 :

Podemos calcular:

u-l-b'lub=el +....+e5+ f+(e)(f(e)- 2h(E)) e6 ' :::

8

W

®

:$ 1i:$sÊ

W

(20) +e5 + f+(e) (f(e)- 2h(E) ) e6

Chamando F(€1) f+ (e) h (e) (uma vez reduzido a

expressão de grau menor ou i-qual que 2(p-l) ) temos:

-] -'l
u'' b ' u b = el +....+ e5 + P(€1) e6

Ê

8

i$i

©

g

Para concluir. mostraremos que F(e) contém termos não;/

nulos de ordem. lapa! e de ordem par. l

Suponhamos inicialmente que r(E) não contém termos dé /

grau ímpar. Ter-se-ia então F(e) = F(-e) i.é.a

W

(21)

(22) 1-2í+(e) h(e) =1+2f+(-E) h(E)

(pois h(E) sÓ contém termos de ordem ímpar) .
a
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Como grau(h) Égrau(f) < 2(p- ]-) :+(4p) queéograu :

do po].inõmio minimal de € sôbre ç!) , h(€1) : 0 se e sòmente se h é /: :

o polinõmio nulo e i-sto não acontece poi-s f contém termos não hu
].os de grau impar. A formula (21) implica então: ;

(22) -f+ (E) = ft(-e) ' :

Ai.nda como €1 é raiz primitiva da unidade de grau 4pf / ;

-e também o é, e existe um @ - automorfism0 4) de © (E) tal que :

$(e) : - € . : :

Como í(E) f+(-€1) = 1 ap].içando $ segue que í(-e)C+(E):Z : :

i.e. f+(€1) : f(-E) ' em l6 ' ,

Tomando inversos em (22) temos: . :

(23) -f (e) : f (-e)

i..é. 2 >1 aie
i.:0 (mod 2)

W

©W

8

ll l li :

De novo, este é um polinõmio não nulo, (pois f contém tegl

mos não nulos de grau par) ,de grau menor que $(4p) . Temos assim / :. :

uma contradição.

Finalmente. suponhamos que F não contém termos não nulos :

de grau par. Ter-se-ia P(€1) : - P(-€1) i.é. :
(24) t-2í+(EI) h(e) ;--1-2í+(-ei) h(E). : :

Logo ;

(25) 1:(f+t-e) -f+(€1)) h(€1) . ::

lgl1111Ê 1111;!iilÊigi$1ii lgilgii11$$11ãMlilg 1118ãW189$

$
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@
(f+t-e) - f+ (€1) ) h (€1)



- 63

Sef+(X) : E BiXt temosquef+(-e) -f+(e)
d

E 2 B:Ex
i:]. (mod 2)

Chamando k(X) >l B:XZ a fórmula (25) se expressa como
i:l(mod 2)

2 k(e). h(e) ; 1

Assim, 1/2 seria um inteiro algébrico. Q

Fina].mente estamos em condições de enunciar o L-esu]tado principà].
deste Capítulo.

(1:11.1.6) Teorema - Seja G um grupo finito. Então U(Z G) é ni].po

tente se e sòmente se G é comutativo ou um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstração.

Suponhamos que U(Z G) é ni].potente. Se G não ê abe].cano

segue da proposição (111.1.2) que G Õ um grupo !Íami.].tonianoi pare

tanto, da forma G = TI x Va x Q onde VI Õ abeliano tal que todo /

elemento é de ordem ímparp T2 é abeJ-cano de expoente dois-e'Q o
grupo quatérnio de ordem 8.

Então U(Z Tlx0) também é ni].potente e segue dos ]-elas

(111.1.3) e (111 1.4) que TI = {1}. Asse.m G = T9 x Q é um 2-grupo

Para a proposição recíproca observamos que se G é abelià
no U(Z G) também é abe]iano. Se G é um 2.grupo Hami].toniano a té+

se resulta imediatamente da observação que segue ao Teorema /
(111.1.1) .
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(111.1.7) cora!.brio - Seja R um anel comutativo. de calacterÍsti-

ca 0 que contém uma raiz primitiva n-ésima da unidade ep com nà.2.

Então U(R G) 8 nilpotente se e sòmente se G ê abe].i.ano.

$64

Demonstração

Seja H = {1, €1r... en'i-}

ê

g

!i$111

Indicando por f o polinÕmio minimal de € sôbre ©} temos :

um isomorfismo de anui.s 8

; z [e] :

: l:lliiiwÊ

:!i $1K1l@

(f)

logo:
Z (H x G) = ZH ® ZZ G ; Z LE]G

Z

AsB j.m g
PX./rn :f.'"). pn \ =. T't fi)7...ftl. .w. f::\ \

Se G não é abeliano, cano H é um 2-grupo segue do

ma (111.2.5) que U(Z (H x G)) não é nilpotente, logo u(R G) tam,-

bêm não é nilpotente. :

A recíproca é trivial.Ü :

Em geral, se R e um anel- de característica

PO, u(R G) nilpotente impli.ca u(z G) nilpotente e necessàriamente :
G é abeliano ou um 2-grupo Hamiltoniano.

Para complelüentar a informação dada pelo teorema(111 .2 .5)

vamos demonstar ainda: ; , :l
$

U
I'.'.=.«-

'::.l.;
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(111.1.8) Proposição - Seja R lnltl domínio de integridade. de +ataÉ

tenística 0 e G um grupo finito. se u(R G) é periódi-co, então G é

um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstração

Mostraremos inibi.almente que dados a,B e R G se aB e ,0,,

então, Ba = 0. De fato. suponhamos que Ba # O e seja u = 1 + Ba .

Como (Ba)z = 0, u C u(R G) e u'' = 1 - Ba.

A.inda, é fácil ver que (l + Ba)" : 1 + n Ba # l paro ta

do inteiro positivo n, o que é uma contradição pois estamos supQB

do que u(R G) é periódico . Logo Ba = O

Mostraremos agora que todo subgrupo cíclico de G deve /

renal o que provara que G é Hami.ltoniano.no

De fato, seja a e G de ordem n e g e G arbitrário. Defi
niMo$g

a = g(l - a)

a6 = 0 e do lema anterior Bcl = 0. Logos

g + ag +. . . .+ an-l g : ga + aqa +. . . .+an-l ga

V : 4ÜI l ::' : l :.í :lP+

Para a].gum r deve ser ga = a'g; logo gag ' = a'

Finalmente se G nao for um 2-grupos então G contem ; àl

gum elemento de ordem prima p > 2 eí senão G Hamiltoniano cóntén )
elementos de ordem 4 logo também contem elementos de ordem; 4p.'

É fácil demonstrar que se G é abeliano, finito, então)
a



®

toda unidade de ordem finita de z G é trivial(Higmanj:121 , teorema»

3 ou Bermanl21 , Corolário 2) . Desta observação e ão teorema

([i[.]..]) segue que se G é um grupo que contém algum e]ementÓ, q+l

ordem diferente de 2,3,4 ou 6, então u(ZG) contém elementos .:dg
ordem infinita

66

, : :)::,.: ,

Como U(R G) :) U(Z G) , se G contivesse algum elenento

de ordem 4p, U(R G) não seria periódico. Ü

Podemos enunciar fi.na].mente

t (111:1.9) Teorema - Seja G um grupo finito não abeliano. EntâÓ)ál$

seguintes afirmações são equivalentes :

(i) U (a G) é ni-lpotente

(ii) U(Z G) é periódico.
(j.ii) U(Z G) {tl} x G

(iv) cu é um 2-grupo Hamiltoniano

DêÜÓh$trãCâÓ

Õbviamente (iv) e:=+ (iii.) , do teorema (i]].].].)
(iii.) =9 (ii) tri.viam.mente

(iv) -+ (i> como jã foi observado logo após o teore
ma (111.1.1)

Do teorema(111.]..6) ,(i) :=o(iv)

Finalmente, da proposição (111.1.8) , (ii) -::} (iv);.Ü
1;-'': '

©
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CAPÍTULO IV

ANÉIS DE GRUPO SÔBRE llgTEIRO$ p-ÁDICOS

IV.l. A CLASSE DE NILPOTENCIÀ DE U(J.n G)

Temos demonstrado no capítulo ll que s G é um p'grupo
finito, o grupo das unidades de Jnn G é nilpotente. Para estudar

unidades de anéis de grupos sabre os intei-ros p'ãdi.cos prectsqré
mos dar uma limitação inferior para a classe de nilpotênci.a dé

u(Jon G). Tal é o objetivo desta seção.

(IV..]..]) Lema - Seja G um p-grupo finit(» não abe].lado e n = 2m >; 0

um inteiro. Então a c].asse de nilpotência de u(Jnn G) é maior quê
m/2

:-": .

QQmonstração

Faremos a demonstração em vários passos .

IQ Passo - Exi.atem elementos a.b e G tais que abP:bPa e abl # biq

para todo inteiro i, l 5. i. < p

l ;::j ; : : ; : : l



Demonstração do ].9 Passo - como G nao e abeliano, existem elemeg

tos a, c € G tais que ac / ca. o conjunto:

E = {x e Z l âcx = cxa}

é um subgrupo de z e E # (O) pois o(c) e E. como o(c) é uma po:

tência de p, o gerador positivo de E deve ser da forma p=. Àgqça
basta tornar b = cl'

lr.

Daqui em diante, a e b indicarão sempre os elementgb: 4
ci.ma escolhidos.

2ç Passo Definimos

(a - b) (1) : ab - ba
(a - b)(k) :(a - b)(k - l)b - b(a - b)(k - l)

Então

(i-)(a - b)(k) = a bk -(k)ba bk'J- +(k)b2 a bk'2+...+(-].)k bkq

(ii) (a - b) (k) pode-se escrever na. forma (a - b) (k) n pe6

onde 6 e JnnG e 6 # p.JnnG e e<k

Demons+.ração do 2ç passo

(i) Resu].ta de um argumento de indução.
Se k = 1 temos (a - b) I'J = ab - ba

Suponhamos então que (i) vale para k e ca]cu].erros

(a - b)k + l : (a - b) (k) b - b(a - b) (k)



©

a bk+l-((k) + 1) babk'l+((2)+(k))b2abk'2+. ..+(-J.)k+3bk+laT

abk+] - (k].]-) babk'] +(k+])b2a bk'2+.. +(-1)k+J'bk+l a. :

Para provar (ii) observamos inicial.mente que g :

br a bk-r : bs a bk-s se e sòmente se r - s : 0 (mod p); .;
Assim ter-se-á que: :: ;

(a-b) (k) :xoabk + x].babk'l+ x2b2abk'2+ . . +xp-lbP'labk'

g

®

$

$

@
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(1)

com xs : >1 (-1)s+zP(skip) onde a soma se estende sôbre todos op: ;
i> o ;: l

Inteiros i> o tais que s + ip S k. 'Pal como na proposição(111.2.1)l
segue que nao pode ser xs : 0 para todo s, 0 5. s S p - l.

Seja agora p' a maior potência de p que divide todos os :
coeficientes x., 0 S. s S. p - ].. Então: ;

g

(2) (a - b)(k): pe6
onde â # p.Jpn G.

Ainda, como lxsl < k (k) : 2k < pk

8

segue que e < p.
8

39 Passo - Seja a = ]. - pala f pb. Defi.nimos:

' «* : i«*:{., B':l
(tomamos comutadores de inversos de elementos apenas para
tar os cálculos). E:ntão:

#:.

$

facili.
©

lillil;l:ilii$H
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1.. = 1 + (-1)k+lpm+k (l .Fzmjz ith ph bh) (a-b) (k)
húz

]. S h É m - k - l

Demonstração do 3ç pasgg

Faremos indução em k. Se k = 1 t

cl. : ]. + a-l B-](aB-Ba); 1 + pm+] a'l B (ab - ba)

Claramente, cl'l : 1 + pma (pois(]--pma) (l+pma) = 1) e +g

P l CE'l ; Pm+l logo a]. : 1 + pm+l B'l(a - b) (1)

Ainda Í3'] = ]. + pb + p2b2+. ..+p2m'l b2m'l é da forh4::Te

querida.

Suponhamos agora o resul'ado valido para ak' Vamóé c

pular ak+l

ak :(-1)k'FI(l + 2mji xh ph bh)(a - b)(k)

+ p k ak e akl = 1 - pm + k ak

(4) ak+l ' 1 + CEkl' $'1(akÍ3 - Bak): I'pm+k+] a-]. B'l(ak b ' :b:

onde:

2m51. ph bh) (a - b)(k+l)

(3) a

a!

NÓt,àrémos

Agora
)k

H
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m + k + ]. -l m + k + l
e p uk : p

s ubstituindo em ( 4) vemg

(5) ak+l : l+('1-)k+2 pm+k+l B-l(l + hall xh ph bh) (a - b) (k+l)

2ã+l

h:l
também pode-se escrever na fonüa

:"5 *. ." bb

com yh € Jpn, e fica assim demonstrado (3)

$e k < m/2 então ak # ]-

Demonstração dQ 4ç Passo -

oa fõrnu].a (3) segue que ak : l se e sòmente se

P k (l + 2m53 ph bh) (a - b) (k) = 0

Ainda, da proposi.ção(11.1.2) ;1 + }l xhp':b" e u(Jpn Ç)

logo ak : l se e só se p k(a-b) (k) = o e da parte (ii) do 29 pqã
se temos que p k(a-b) (k) = pm+k+e Õ onde 6 # p.JnnG.

Assimp 6=0seesõsem+k+e:12m.Ainda,

h l



?2

para k < -!!- temos m + k + e < m + 2k S 2m.

Temos exibido assim. comutadores de ordem k diferente:s

de [, quando k < m/2; ].ogo, a classe de nilpotência de U{Jpn G)
é maior que m/2.]]

2

IV.2 . - ÀS malDADES DE Z. G

Para demonstrar o resultado principal- desta seção usa-

remos a técnica dos limites inversos. Para i.sso consideraremos:o

anel dos inteiros; p'adidos definido por Z Í) : lZm Jpn.

E

Em geral, se {A,,} é um si.stema projetivo de anais coma-''

taxi.vos e A=lim A.. Õ oseu limite projet.ivo é muito fácil mostrar

quer para todo grupo finito G tem-sc que AG = lim AuG e que U(AG)

= 1.}m u(À,.G) (a demonstração esta feita por exemplo no t;rabalho
de Rangi cãrdei\asj221)

Ainda,.. os morfismos que tornam {AaGJe {UaG] sistemas /

projetivos são os induzidos em forma natural. pelos morfísmos do

sistema A~, comeu foi indicado na inLcrodução e como foi. feito no

[ema(11.]..].) para os morfismos

«

} {iV.2.1) Veg;lg111g ' Seja p um inteiro primo, ZP : lzm Jpn o anel

dos Inteiros p'adidos e G um grupo fi.nato. Então U(qi) G) 8 ni.IPc}
tente se e s13mente se G ê abe].taro.
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Demons:traí ao : ;+

Suponhamos quc u(zP G) Õ nil-potente. lhos'-faremos que pg
ra todo primo q G q-subgrupo de $ylow de G ã abeliano, de onde /
sendo G ni.lpotente segue imediatamente a tese

De fato, temos mostrado no ]ema (11.1.]-) que os morfig.

Jpn G '» Jpm G dãor por restriçãop epimorfismos dos !'es

pectivos grupos de unidades .; ].oga os morfismos

$n g tJ(np G) "-"-"} U(Jpn G)

também são epimorfismos .

Então a nilpotêncía de U(B n G) implica que todos os /

grupos tJ(Jpn G) são nilpotentes e do. teorema(i1.2.3) segue que ;/

para todo primo q #, p o q-subgrupo de Sylow de G é abellano.

Fina[mente, a c].asse de nilpotência de cada grupo /

esta [imitada superiormente peça c].asse de ni].potência

de U(Z D G) . Se o p-subgrupo de Sy].ow de G não fosse comutativa
ter-se-ia uma contradição com o ].ema (IV.l.l) . Q

U(J.n G)
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J.M.i3âxccHân and D.B. Coleman IZI proa'eã the following./ :'

'Pheorem - Let G i)e a rinite group anã R = fi.e].d. The group of :/ :
$l! l ll$1iãi:ll$11gg l

units of the group rins RG i:; ni.lpotenLc if and only if one of the;
:Eo]]owing conditions ho].ds:

8 @
®

: :©

g
lesu]..t

(i) alar R = 0 and G is aboli-an. ;;

(ii) cear R = p # O and G is the di.reGE product o'f a l;

p'group and an ahelian group.
W

: .

$

g

®

ãw:.

[n li$1 }(.Motose and i{.Tominagacorrected a smas.] gap in
#l i : 1 1 i:igll!

the proof of the theorem abole and provei a simil-ar resul-t for / '
group rings RG where R is an arte.ni.an senisi.mpJ-e rins(which muge ;

be conmutative for RG co be nilpotent) .

ê

ig.

W

I'he goal of tais thesis is to study the nilpotency

the group of uni.ts of a group rins of a fmi.te qroup G ovex'
arbitrary commutative Fina R.

\Je found. that over l:inqs of non-zero characteri.st

theorem of EtãtCHãD and Co].eman is genera].ized in a natural.

Tais is not the case over rinqs of 0 characteristic lince there " :

are group ri-ngs of non-commutative groups with nilpotent group /;

of units. we stucíi.ed the case tlaat we considerei post interesting;É:l
the units of integral group rings- , .

Â].se in the final- chapLcer We study the units of group

: : , : ::z :..l ::.. .::,:: : : ;,.::;':
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: l li $#Eã:l$ã:glg$ã$

i ;iii :iiili liêil:l ili!; ini i $g$

Theoren! (]:1.2.3) - Let R be a commutative ri.ng with ynit : ::

el-ement suco that cear R = Pn where p is a prime number and Let G :.m
be a fi.note group. =::::; g1;2?!il!$1 ;$É!!ggi

'Fhen the gxoup of units of the group rins RG is ni.].

teme i:E and on].y if G is the direct producE of a p'-group and ::
an abelian group.

W

$ @S

ili$1

g

$

rings of finito groups over rings of p-adie integers

Dur maia resu]ts are the fo]].owi.ng:

Theorem li.2.5. - Let R bí= a conEmutati.ve rins wíth unte ~

e].amem.t suco that char R = m # 0 and ].et m de divisa.b].e by ' at :
].east two different pri-mes. Then U(R G) is nilpotent if and only
if G is conlúutat i.vó

®

Theorem iii.1.6. - LêLu G be a finito group. Then U(Z G)

is ni].potent if an.d only i.f G .is abe].ian or a Hamiltonian 2-group. l

Tais result, together with proposition (111.2.7) and rg
SU].tS Of Ga.D. Higman IJ.ZI ].ead tc th= ílollowing. :,:

ThcCn:QH ]]]..À..9. - Let G be a nQn abe].ian finito group. ::

Then tFic fole-swing statement.s a.re equivalent. :

( i-) tJ(Z G) is nilpotent, ',

(ii) U(Z G) is periodic:,

(i-ii) U(ZG) =Ít].} x G(every uni-t in ZG is trivial.), ::
(iv) GJ is a Uami].tonian 2-g!'oup.

IWliil

@

@
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'Fheorem (]V.2.]..) - Let p be

rins of p-adi.c integels. Then U(Z n G]) is nil-potent if and
if G is commutative

Final.ly, \'ihen vle started oux stuãy of the units of

grau group rings, the on].y examp]e actua].]y computed that we

was that of U(Z S3) where S3 stands for the symmetric group
three syinbols; tais is cone in a paper due t:c 1. Hughes
Pearson 1141 . Teus we decidem to study the units of the

group rins of the dihedra]. group of ei.ght elemento. That is

content of chapter l.

.-;:.-;.-,': :.l.l. :::... ,.l : . :: ::..;
g


