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. INTRODUÇÃO 

o estudo das superfícies mínimas teve início com as 

experiências de Plateau em 1849. Ele mostrou, usando as leis 

de tensão superficial dos fluidos, que a · película de sabão 

formada em um contorno de arame era estável em relação à área. 

Isto é, qualquer deformação da película, desde que pequena, 

determina aumento de sua área. 

Surge então o chamado problema de Plateau que po

de ser assim formulado: "Dada uma cu:rva fechada de J o:rdan, r , 
em :n3 

, . enaontrar uma superf-Ície em J:? 3 , de área 

tendo r aomo f!'onteira." 

., . 
m-z,n-z,ma , 

O primeiro resultado sobre a existência de solução 

do problema de Plateau foi dado em 1.930 por J.Douglas e T.Ra

dó. Porém, só em 1960 foi resolvida a questão de regularidade 

da solução no interior e na fronteira da superfície. 

A teoria se desenvolveu realmente nos últimos 20 a

nos. Aplicando o método do .cálculo das variações ao problema 

de Plateau, provou-se que uma condição necessária para que u

ma superf!cie .minimize. a área é que sua curvatura média seda 

identicamente nula. 

O problema de Plateau trata de superfícies com fron 

teira. Do ponto de vista geométrico, era natural a tentativa 

de levar o problema para superfícies sem fronteira. 

-I-
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- II -

Consideram-se aquelas superfícies cuja curvatura mé 

dia é identicamente nula, denominando-as superfícies mínimas 

em virtude de seu nascimento · em _conexão com a minimização das 

áreas. 

Para estudar superficie mínima em IRn mostramos que 

se podem associar a ela, localmente, n funções anal!ticas, 

$1 ,~ 2 , ••• ,~n , de tal . modo que propriedades geométricas da 

superfície podem ser interpretadas como propriedades dessas 

funções. 

Em particular em m3 , mostra-se que, a partir de 

$1 ,~2 ,$3 , pode-se associar ã superfície uma tripla CM,g,w) 

onde M é uma variedade compacta tal que a superf!cie é def~ 

nida · por x : M --+ ~ 3 , sendo M a variedade M menos urn 

número finito de pontos; g é uma função meromorfa definida 

em 
,., 
M e w é uma fonna diferencial analítica definida so 

bre M (Ossermann 1964) 

Considerando superfícies orientáve·is em m3 , defi

nimos a · aplicação _normal de Gauss. A expressão em coordenadas 

locais, dessa aplicação, é a função analítica 2 
g:M--i-S. 

As propriedades geométricas das normais ã superfí

cie sao estudadas através das propriedades da função analíti

ca i. Essas propriedades são objeto do presente trabalho • . 

O primeiro resultado importante é a generalização 

do teorema de Bernstein, conseguida por Ossermann. 

Bernstein provou, em 1915, que: "Se 

é uma fun~ão oujo gPáfiao Gf e: 1R3 é uma superftcie . mtni-
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ma, então f é linear." 

Muitos trabalhos foram feitos no sentido degenera

lizar tal resultado: Urna forma de generalização seria: "Qual-

..i f., • ., • -, m3 • • qu~r super ~c~e m~n~ma comp&eta em .., cuJaB norma~s 

todas contidas em um mesmo hemisfério aberto de s2 , é 

p Zano. " 

estão 

um 

Nirernberg conjecturou algo mais forte: "As normais 

a uma superf{cie mtnima comp7,eta, simp.Zesmente aone3:a, em m3, 

que não é o p Zano, foz»mam um aonjunto denso em s2. " 

Esta conjectura foi provada por Ossermann em 1959. 

O próprio Ossern1:ann generalizou-a em.1961 eliminando a hipót~ 

se de ser simplesmente conexa, formulando-a: "Se as noz»mais a 

uma superf{cie m{nima aompteta em JR3 omitem uma vizinhança 

de atguma direção, ·então a superflcie é um ptano." 

o teorema de Bernstein aparece então como corolário 

do teorema de Ossermann. 

Por outro lado, este resultado leva à questão: "Da

da uma superflcie mtnima aompZeta, não pZana, como pode ser o 

conjunto das direções omitidas peta apticação de Gauss?" 

Ossermann provou,·ainda em 1961, que este conjunto, 

2 - r S - g(M) , tem capacidade logar tmica zero. 

Lawson diz, em seu trabalho publicado pelo IMPA em 

1970, ser plausível esperar que este conjunto seja finito. Is 

· to, porém, não foi demonstrado. 

Em 1969, Osserrnann provou que qualquer conjunto de 

k pontos em s2 , l s k ~ 4 , .existe uma superfície mínima 
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completa em m3 cuja aplicação de Gauss omite exatamente es

te conjunto. Apresentamos um exemplo em que a aplicação é so

brejetora, isto é, o teorema de Gauss vale também para k = O. 

t problema aberto a existência de superflcies míni- · 

mas completas em JR3 cujas normais omitem mais que 4 pontos. 

Além disso, para que a superfície tenha curvatura 

total finita, isto é, 'para que cada direção seja assumida pe 

las normais um número finito de vezes., devemos ter k s 3 (O~ 

sermann 1964). Assim, as superfícies que omitem 4 direções ou 

mais (se existirem) têm que ter curvatura total infinita. 

Muitos exemplos de superfícies mínimas completas po 

dem ser construidos a partír de soluções do. problema de Pla

teau, completando as superfícies por reflexão e tendo em vis-

ta a regularidade na fronteira.· Porém, todas as supetficies 

assim obtidas têm c.~rvatura total infinita. 

Para superfícies mínimas completas_ com curvatura t~ 

tal finita apresentamos exemplos para k=l (superfície de En

neper) ,- lê=2 (catenóide) e para k=0. 

Para k=3 o problema ainda está aberto. Embora o teo 

rema de Ossermann torne P.IDausível a existência de superfícies 
f,~-

mínimas completas cujas norma1s omitem 3 direções, com curva

tura total finita, não se encontrou nenhum . exemplo para es'te 

caso. 

Se a curvatura total de uma superfície m!nima com

pleta é -4~ , isto é, se cada direção é assumida pelas nor

mais uma única vez, provamos que a superfície é a superfície 
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de Enneper se for simplesmente conexa, ou é o catenóide, se 

for duplamente conexa, e não existe outra possibilidade. 

Quero expressar, nesta oportunidade, meus sinceros 

agxadecimentos ao Dr. Chi-Cheng Chen, pela paciência e dedica 

çao com que me orientou durante a elaboração desse trabalho ; 

e ao Dr. Carlos Edgard Harle, por suas frequentes palavras de 

estímulo e compreensão desde o momento em que comecei a me in 
,S · 

;~eressar pelo estudo da Geometria. 

são Paulo, março de 197-5 
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CAPtVIJtO l

TEORIA l,ocas T)AS suPERFÍCiES }4tnlMAS EM Rn

Apresentamos, no início deste capítulos um resumo da
teoria local das superfícies em Rn , com a final.Idade de ex-

plicitar nossa linguagem e notação.

A partir do Item !], passamos ao estudo local das

superfícies mínimas .

os prIncIpaIs resultados deste capítulo são os teorg
mas l e 2.

No teor'ema ] demonstraxvios a existência de parame'

tios lsotérmicos para superfícies mÍnImas. Apresentamos a de-

monstração para o caso especial das superfJ-eles mínimas devi-
do à di.faculdade da demonstração para o caso geral de superfí
clãs de classe C'2 . Porém, o que demonstramos é suficiente

para nossos objetlvos.
O í;eopema 2 relaciona as superfícies mÍnImas lo-

cais ã equação .;l.+k(z)2 = 0 , onde +k(z) são funções anal.l
tecas em um domínio si.mplesmente conexo D

Na verdade, o teorema mostra que existe uma corres-

pondênci.a bi.unívoca entre as superfícies mínimas ].ocals e as

l

CAP!TULO I 

TEORIA LOCAL DAS SUPERFÍCIES MÍNIMAS EM Rn 

Apresentamos, no início deste capítulo, um resumo da 

teoria local das superfícies em ~n , com a finalidade de ex

plicitar nossa linguagem e notação. 

A partir do item 11, passamos ao estudo local das 

superficies mínimas. 

Os principais resultados deste capítulo sao os teore 

mas 1 e 2 • 

No teorema 1 demonstramos a existência de -parame-

tros isotérmicos para superfícies minimas. Apresentamos a de

monstração para o caso especial das superficies mínimas devi

do à dificuldade da demonstração para o caso qeral de superfí 

cies de classe 2 ... -
C • Porem, o que demonstramos e suficiente 

para nossos ohjetivos. 

O teoPema 2 relaciona as superfícies mínimas lo-

, n 2 
cais a equaçao l ~k(z) = O , onde ~k (z) sao funções anal{ 

k • l 
ticas em um domínio simplesmente conexo D. 

Na verdade, o teorema mostra que existe urna corres 

pondência hiunívoca entre as superfícies mínimas locais e as 

-1-
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soluções x(z) = (xl' ,x ) da equação
n

+ + (z) 2= 0n

âx. ax.
onde +k (z) : K . i K , k n l....,n

z - ul +Ju2

Este resultado motiva a definição de estrutura con
forme sobre a variedade M , para o estudo g]oba]. das super

fÍcles mínimas, de que trataremos nos capítulos seguintes.

[ - DEf'JNJÇ',ÍO ] - tema superfície ].ocas, S

plicação
x : D ----. m'' , (r > 1)

onde T) é um domÍnIo em IRz

Denotando x= (xl'...,x) umponto de Dn e

u ' (ul'u2) um ponto de D , associamos a : , em cada ponto,
a matriz de ordem (n x 2)

e uma a-

ãx.
'nd' mi {' 7=:'J

1 = ].,2,. .. ,n

1 - 1 ,2

Considerando o produto Interno usual de IR'' , deno-

tado < , > , definimos a matriz G= (aij)onde qij'<ax , ax >

Isto é , associamos a cada ponto de S , uma nova matriz
G = M'M

a matei.z coluna de
J

axl ax.
5T' ''''' 5i'J J

-2-

soluções x(z ) = (x
1

, .•• ,x) da equaçao 
n 

2 
d>l (z) + 

onde <Pk ( z) k • 1 , • , , ,n 

Este resultado motiva a definição de estrutura con

forme sobre a variedade M, para o estudo glohal das super

f!cies mínimas, de que trataremos nos capítulos sequintes. 

1 - DEFINI(l_ÃO 1 nma superfície local, s -mn -- , em e uma a-

plicação 

X D - ~n , (r <': 1) 

onde n -e um domínio em :m2 

t de ,...n um pon o .li<. e 

u = (u 1 ,u 2) um ponto de n, associamos a s , em cada ponto, 

a matriz ne ordem {n x 2) 

sendo 

tado 

rlX, 

M = (m •. ) 
lJ 

onde m •. = t 
1.J clu. 

J 

i = 1,2, •.. ,n 

ax 
au. 

J 

< ' 

i = 1,2 

= [::~ , ••• , ::~] 
J J 

a matriz coluna de 

Considerando o produto interno usual de IRn , deno-

d f i i . ( ) d = ( a X ~> > , e n mos a matriz G= q .. on e q .. -::_-, ~ 
lJ . lJ oU, nU, 

1 J 

Isto é , associamos a cada ponto õe S , uma nova matriz 

t 
C:: = M M 
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Calculando o determinante da matriz G , temos

det G = all922' q12' :

In,gl:-l:Í: ; El:
fãx. âx. 8x. 3x:'l2

::.{.... [4 ' € - H ' Hj

::.}.... lns31:- i&«&i'
onde H A " denota o produto vetorlal defi.Rido como o vetar

fn 'l a (x. ,x:)
cujas l2 Jcomponentes são dadas por l;-liiÍt-;iitr ' tomadas em
a].duma ordem premi.xada

2 - stlpEnptcits REGULARES

À partir das definições de M e G e do cá].Guio

de det G , é imediata a seguinte proposição:

pl?opõe:11ç4o ] - Seja x : D ---- :DRn , Cr (r21) , uma superfÍ
, cíe S . Às seg'\lotes condições sao equlvaleg

tes, em cada ponto de E.

''& são linearmente i.ndenendentes

b) a matriz M tem posto 2

c) ]i j ' ]Sl<ljçn , tais q

''© «& ,.
ue

a (x. ,x. )
' l ' J

lul'u2

onde 

cujas 

-3-

Calculando o determinante aa matriz r, 
' 

temos 

det r, = 2 
qllg22- g 12 = 

fax,. axi l2 
[Ji 

ax. . axi l 2 

= I 1 

l aul ' dU - au 1 au; = 
i • j 2 

rX. ax. ri X. ax-r I l 1 _J_ . ru; = ~ • ãu
2 

- élu 1 l si S j Sl1 

[ª(x.,x. )r 
lªx A ax 1 

2 

I l J = ri(u
1

,u
2

) = au 1 ãiÇ lsisjsn 

"A" denota o produto vetorial definido como o vetor 

(
n
2

) a(x . ,x.) 
componentes são dadas por ~( 1 J) , tomadas em 

ul ,u2 

alguma ordem prefixada. 

2 - SUPERFÍCIES REGULAPKS 

A partir das definições de M e r, e do 

de det ~ , i imediata a seguinte proposição: 

cálcu l o 

PROPOSIÇÃO 1 - Seja n r í 
x : D ._ :m , r. (r2:l ) , uma superf _ 

_,,, cie s • As seçrüntes condições são equivale~ 

tes, em cada ponto de S 

~ sao linearmente independentes 

b ) a matriz Jl,1 tem posto 2 

a (x. , x. ) 
c} ~ .. ' lsi<j sn tais que l J ;li! o 

l • J 
, ~ {ul ,u2) 

d) ax 

~ 
A 

ax 
au; ;li! o 
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e) det G > 0

DEP.ZNIÇÃO oma superfície q é rçgy q11 çp yp pgDçg se as

condições da proposição ] se verificam naque-

le ponto. À superfície g é regular se ela é
regular em todo ponto.

3 - t.IUDANCA DE PARÂMETROS

Selva S uma superfície definida por x : T) '--.--+.D? ,
C' (r > 1) , e seja u : Õ ----, D , um dífeomorfí.smo definido

num domínio 6 de Ti2 , Cr

À an].lcaçao x : D '-----. F'' , C'' (r > 1) , dada por
x = x . u , define uma nova superfície, S . Díz-se que S é
obtida de S por mudança de parâmetros

Interessa-nos estudar propriedades da superfície S

que permanecem, para pontos correspondentes na superfície g.,
por mudança de parâmetros. Diz-se, neste caso, que a propríe

date é in49peDçjgDçg dQg pgrgmetros

PeQ?Qe:1Ç'Ã0 2 - A regularidade é i.ndependente dos oarâmetros
8u.

pz'oz;a; Seja uij' l e U' (uij) amatrlzJacobíanada my.

dança de parâmetros u = u(u)
Temos

xí: xi (u(u) )

2 1)x. au.

j-t a«j ' -J'''+M - MU

-4-

e) det G > O 

DEFINIÇÃO 2 - Uma superf!cie s -e regular em um ponto se as 

condições da proposição 1 se verificam naque-

le ponto. A superfície 

regular em todo ponto. 

3 - MUDANÇA DF. PAR1.MF.T R()S 

s .. 
~ regular se ela -e 

Seja s uma superfície definida por n x:n- - :m, 

~ e seja 

num domínio n de JR 2 

u n - n, um difeomorfismo definido 
r 

e 

A aplicação x : 5 - Pn , cr (r ~ 1) dada por 

~ x = x O u , define urna nova superfície, ~ S • niz-se que ~ s 

ohtida de ~ por mudança de parâmetros . 

Interessa-nos estudar propriedades da superfície 

que permanecem, para pontos correspondentes na superfície 

.. 
e 

s 

por mudança de parâmetros. niz-se, neste caso, que aproprie

dade é independente dos parâmetros . 

PROPOSIÇÃO 2 - A regularidade é independente dos oarâmetros. 

au. 
prova: Seja u .. = 1 e U = (u .. ) a matriz Jacobiana da mu 

lJ aü. 1] 
_J 

dança de parametros 

Temos 

~ ~ 
X.= X. 

1 1 
(\l (u)) 

u = u(u) 

ax. 2 
1 

= I 
j •l 
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Então,

G = mtF4 : (TtMtMtT

e, como G = Mtu , temos G = (TtGtT

det G (dettT)'

como u(u) é um dlfeomorflsmo, temos det (} # 0 .Lg
qo,

S requ].ar (=n det G > 0 . det a > O

4 - .íRF,4

Consideremos x : D -.-.+ ]Rn uma superfÍci.e !

n du du
2l

n INICÃQ 3 Seja A um domÍnIo em [R2 cujo fecho, A , es-

ta conta.do em D e selva } , a superfície
x 1 : A ---..-+ IRn .

A

Então, a área de }l é definida por

A (x) : ll /det â

' {

PROPOSIÇ.Í0 3 - A área de uma superfície é independente dos r)g

rãmetros.

pz'oua: Suponhamos a mudança de parâmetros u({i)

u(A) = A eseja }l asuperfÍcíe definida
xl : A -----+ 3?'' onde x = x Q u

A

tal que

por

Então , 

~ Mt íl G = = 

e , como 

~ =-;. det 1-

llt MtMU 

r, = MtM 

= de t r, 

- 5-

temos r. = tTtC:ll =-:

(detll) 2 

Como u(u) é UJn di f eomorfiSJT\O, temos det u ~ o .Lo 

qo' 

S reqular <-=-:> det G >O --. det ~>O -=--- ~ 

lar 

4 - AREA 

Consideremos x n --+ IRn , uma superfície S 

T)F.FINIÇÃO 3 - Seja 2 
UJT\ domínio em IR cujo fecho, 6 , 

req~ 

o 

es-

tá contido em n e seja l , a superflcie 

xl6 : 6 -
F.ntão, a área de l e definida por 

A <l> = JJ ✓aet r. 

t. 

PROPOSIÇÃO 3 - A área de uma superficie e independente nos pa 

râmetros. 

prova: Suponhamos a mudança de parâmetros u(u) tal que 

e seja l a superf ície õefinida por 

onde X = X o U 
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Temos,

JJ
A

A

A

A

'det C

'det ('. (dpt U)'

'ãet â Idet ul

/det a du.du, n

s -- RFPARAt4ETRTZAG7iO NA paRtiA nln PPRAtlflTPT('A

Seja x : D-----+ ]ln r..r uma superfície S , e

seja a = (ii.,ii,) com x(a) :p , umponto el«aue E. é re-

gular. uostrarf'mos aue, pelo menos numa vizinhança A de g.P

a superfície S pode ser considerada como o clráflco de uma

função r

f e a e A

isto é, exi.ste uma mudança de parâmetros U U (u) ,

tal que

xl

x2 : u2
N PV 'V F+ fV

xk :fk(ul'u2) : fk(xl x2) , k: 3,4,...,n

-6-

TeMos, 

II < I) /aet ~ ~ ~ 
A = r, du

1
au

2 = 
~ 
/1. 

JJ /oet 2 ~ ~ 
= r. (det U) au

1
au

2 = 
~ 
/1. 

= If ✓det. r: jdet PI duldu2 = 
~ 
/1. 

= ff /det ~ du 1au
2 = A (z) o 

/\ 

.s - RFPARM"FTRTZAr.Jn NA pnRHA NÃn PARM~t.TPICA 

Seia x : n---+ ~n , rr , uma supPrfície S e 

x(n) = p , um ponto em que S e re

gular. MostrarPmns que, pelo menos numa vizinhanca /1. de ~• 

a superfície S Pode ser considerada corno o oráfico de uma 

função rr 

tal que 

f 
n-2 

lP , /\ e e a e t:, 

Isto é , existe uma mudança ae Parâmetros u = u(u), 

x1 = ul 

~ 
x2 = u2 

~ ~ ~ ~ 
xk = f k (ul ,u2) = f k (x l x2) 'k= 3,4, .•. ,n 
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Este resultado significa que, para estudar proprlg
dados locais de uma superfície regular S , podemos sempre

considerar que g. está parametrlzada na forma

xk ; fk (xlfx2) ; k - 3,4,... ,n

que chamaremos fQEnq Dão:pglqmétríca da superfície S

PROPOSIÇÍ0 4 - Seja x : D ----+ IDln C.r uma superfície S

e seja a e D um ponto em que S é regular

Então, exi.ste uma vlzi.nhança A de a tal que a superfície

: definida por xl : A -.-.-.+ D?n admite uma reparametríza-
ção [ na forma não-paramétrlca

a (x; ,x: )

p2''ooa : Se g é regular em e. , ii,j tais que T-(=t-;iit'j- # o
em a . Pe].o menos depois de uma mudança de coordena

a (x. x. )

das, podemos considerar que ã-(u u9) # 0 em e-

Considerando a ap].lcação (ul u2) t--"'+ (xl x2) , pod!
mos aplicar o teorema da função i.nversa. Então, exlg

te uma vizinhança A de g na qual a aplicação é
um difeomorfismo C'r sobre a imagem A de A

Assim, a Inversa dessa aplicação, (xl x2)F--"> (ul u2) ,
é um dífeomorfismo C'r , definido em A

Considerando a composição

(xl 'x2) t"-'---'' (ul u2) F'-"'- (xl'

temos i : IÃ --.---- .D?-'

,x )
' n

Cr , definindo uma superfÍ

-7-

Este resultado significa que, para estuda r propri~ 

dades locais de uma superffcie regular ~, podemos 

considerar que S está parametrizada na forma 

sempre 

k .. 3,4, ... ,n 

que chamaremos forma não-paramétrica da superficie S • 

PROPOSIÇÃO 4 - Seja x n r I D --+ m , e , uma superf cie ~ 

e seja a e D um ponto em que s é regular. 

Então, existe uma vizinhança 6 d e a tal que a superfície 

I definida por xi~= 6 - IRn , admite uma reparametriza

çao I na forma não-paramétrica. 

prova Se s é regular em a ' ~. . 
- 1 , J 

em a . Pelo menos depois de 

das, podemos considerar que 

cl(x.,x.) 
tais que 1 

J :it O a (u
1 

,u
2

) 

uma mudança de coordena 
a (x

1
x

2
) -

" ( ) :it O em a • º ul u2 

Considerando a aplicação (u
1 

u
2

) r-+ (x
1 

x
2

) , pod!!_ 

mo s aplicar o teorema da função inversa. Então, exis 

te uma vizinhança 6 de a na qual a aplicação 

um difeomorfismo Cr s obre a image~ l de ~ . 

Assim, a invl"'rsa dessa aplicação, (x
1 

x
2 

)t---+- (u
1 

u
2

) , 

é um difeomorfismo Cr , definido em l. 

Considerando a composição 

ternos x: l - JRn , cr , d~finindo uma superf! 
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cle [ onde

f (x rX 2k l

e X
2

esta pê

k = 3,...,n

xl : x 2

Isto é, } esta parametrlzada na forma não-paramétrl

ca : xk : fk (xl'x2) . []

6 - o ESPAÇO TANGENTE A UMA SUPERFÍCIE En UM poNTO REGULAR

Seja a H (ul u2) e D um ponto regular da super
fÍcie S definida por x : D -----+ IDZn Então, no ponto g. f

os velares -Ê=-- e {!-- são ].inearmente Independentes.
2l

nrplwrc'Z0 4 - O subespaço vetorlal de Dln , gerado pelos ve-

lares g-$-- ' ax é o qlpaçg::tangente â supe11

fície S , no ponto p = x(a) , que denotamos

aS

TaS - lv e ]Rn / v = bi & .' ": Q ; bi 'b2e n
n

PXOPOSICÃ0 5 - Q espaço tangente a ! em um ponto é IndepeB
dente dos parâmetros.

prooa: Seja S a superfície definida por x : D '---+ =!n

a mudança de parâmetros u : n --.-...-p D

Seja S a superflcJ.e x = x . u e

P: x(ul'u2) - x(ul'u2)

-8-

cie l onde 

k = 3, .•• ,n 

Isto é, l está parametrizada na forma não-paramétr~ 

6 - O ESPAÇO TANGENTE A UMA SUPERFÍCIE EM UM PONTO REGULAR 

Seja a = (u 1 u2) e D um ponto regular da supeE_ 

fície s definida por X : D - lRn . Então, no ponto a , -
os vetores ax dX linearmente independentes. 

í3u 1 
e 

dU2 
sao 

DEFINICÃO 4 - o subespaço vetorial de IRn , gerado pelos ve-

ax , ax - ' 
tore s -~- -~- e o espaço tangente a supe! 

au 1 au 2 
fície s , no ponto p = x(a) , que denotamos 

T S 
a 

T S 
a 

PROPOSIÇÃO 5 - O espaço tangente a S 

dente aos parâmetros. 

-em um ponto e indepe~ 

pPova: Seja S a superfície definida por x 

~ 
a mudança de pa r âmetros u: n - D 

Seja S a superf!cie x = x º u e 

p = x(u
1

,u
2

) = x(u 1 ,u
2

) 

D - lRn e 
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A
B.n

D

'-~,..J
(ulu2)

+

(ulu2)

Pondo u = (ul 'u2) e u : (ul'u2)

T;g é definido pelos vetores li.nearmente índepende2

tes (a regularidade é independente de parâmetros)

}z.. , ax . Então,
au. au.

v e T.S
U 28.. . . ai.

aul au2

cujas componentes O: são da forma

aul au2

l)ul aul au2 au2

;!b.. b
a;1 ;'2

+ b 5b.bb):
aul a;2 au2 ai21

2 ;b..b]
;;: a;:l ;-,

LJ

Pondo 

n 

u = (u 
1 

u 

-9-

/ 
' 

I 

e 

TuS é definido pelos vetores linearmente independe~ 

tes (a reqularidade é independente de parâmetros ) 

ax ~ ' ax . Então, 

~ ~ ax V e T-S =-==> V = a -- + u 
au1 

~ cujas componentes v. sao da 
L 

V, = 
1 

['xi = a 
au

1 

~ ax. ax. 
l + 1 a -- ~ au
1 au

2 

au 
+ axí ª~2] 1 

~ au
1 

au
2 

au
2 

ax. 
1 

= 

+ b 

h 
ax 
~ 

au2 

f orma 

[ªX 
au: 

'~1 + axi '~21 
au

2 au
2 au 2 

ax. 
l 

= 

= 



IQ

l)x. Dx. . .

: ;' ©* »' < - ;- ;' ©' "' h -;. .';

[)o mesmo modo, se v e TuS , temos

«:'&' '& ; .,'' -

cujas componentes v: são da forma
)x. 3x

"::'<''q
Temos M = MU -+ M = M u'l =n

8x i

ul
axi au2

1;"t '"2

)x l

au2

;xi . l
u2 detU

)x. 8u ll +
3u 3u

2

Portanto,

[E 2 -:E] . ; [- ã: .ê ?J-
- ú 1. H - ' :l f.

L

.n*.nl!$.
'": '»:J ;-:

8x. 8x.
c' ---J + d' ---.l - v

aul au2
.. 2z.. + d. Êx.- -

aul au2

::= v e T-S
U

--------- ----

-10-

êlx. ax. 
êlx dX a' l + b' 

l 
a' + b' e T S = au 1 au2 

~ V = 
dUl dU2 

=--:> V 
u 

Do mesmo modo, se V e T s , temos u 

ax + d 
ax c,a e ~ V = e --
~ êlu 

1 

cujas componentes V. sao da forma 
l 

ax. ax. 
e __ 1 + d 

l 
V. = au 2 

l a u 1 

~ ~ tJ- 1 Temos M = MU ==:t M = M =-=-

r·:i ~ ax. 
1 au2 ax. •~21 l l. 

~ = detU ~ -~ ~ au 1 rtU 2 au 2 êlu 1 
~ 

dX. 
1 [- ax. au 1 dX. -~1 l l l + l 

~ 
= detU ~ ~ ~ 

ílu l au 2 au2 au 1 

Portanto, 

r axi au
2 

ax. •~21 d [-
ax. au1 3Í<. au l e l 

+ 1 l. __L = V - t!etll -- - -- + . -
detU l. l au 1 au2 dU2 au 1 au

1 é)u2 au 2 aül 

[e 
~ 

[-
ax. 1 au 2 du 1 l ax. 

+-1.__ 
au2 

3u 1 l l 1 = detn - a - e + d-;:;- --= ~ ~ ~ detU ~ ~ rlu
2 au 2 au

1 au 
1 

au1 i3u
2 

d X. é'lx. ax ax e' l 
+ d' 1 

e' + d' = =-o;> V = =--=-
au2 ~ au 1 êlu 1 au2 

~ ===- V e T~S u 
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Temos, portanto, S T-S
U

7 - A PR].fiEiRA P P}4Â F'tlNnA}4FNTAL

Dado um vetou v e T..S , temos

11...h B
ul au2

e, considerando em T,.S , a métri.ca induzida da métrica usual
de n'' , temos

lvl2: « «, « »

: ': «& , &' ' :-» «E &» ' ": «h ' h»
ou seja,

lvl2: a2gll + 2ab ç12 + h2 q22

Temos, então, uma forma quaârãtica

q12 +bzq22 ' cujamatrizé G ,quechamare

mos, da Superfície S

8 - CURVAS np ullA supERFÍciE

Dizemos que uma curva y : [a,b] ------+ TRn e uma cur

va da superfície x : D ------+ .llRn a ' [a,h] ----+ D , tal
que y = x ' a

Se a(t) =(ul(t) , u2(t)) , a g tçh ,

-11-

Temos, portanto, T S = T~S u u 

7 - A PRINEI RA FnRMA FT!NnANF.NTAL 

nado um vetor V e T S u , temos 

í)x 
+ r dX 

V = a~ ~ 

e, considerando em T S , a métrica induzida da métrica usual u 

d ]Rn t e , emos 

= 

ou seja, 

'remos, então, urna forma quadrática 

cuja matriz é G , que chamare-

mos, primeira forma fundarnental da superfície S . 

8 - CURTIAS TJE UMA S UPERP 1r.I F. 

f\i zemos que uma curva y : [a, b] - IRn -e uma cur 

va da superficie x : o - :mn =~a : [a,h] -- n , tal 

que y = x O a . 

Se a(t) = (u
1

(t) , u
2

(t}) astsh, 
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temos y(t)=x(ul(t) ,u2(t)) , astçt,

».n

Y (t)
Sa(t)

O vetar velocidade da curva y é dado por

8x du2
5'ã; ai"' ''

:,o 'r' (t) P Ta(t)S

Definimos o çç)pp!..!Bento da curva y Dor

' a

e, para qualquer curva y em g. l podemos definir a função
comprimento de arco

s (t)= 1 1 v' (í) l dr

L n h
i'v' (t) l at

du8x
Y' (t) +

- 12-

temos 

D 
X 

y 

a t h 

O vetor velocidade da curva y é dado nor 

ax dul ax du2 
y'( t ) = + ~ au 1 dt au; dt 

Definimos o comprimento da curva y por 

L = 

e, para qualquer curva y em S , podemos definir a 

comprimento de arco 

s(t)= rir• (T) 1 dT 

a 

função 
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Temos s'(t) = 1 v'(t)l 2 0 para as tçb

Se y(t) é uma curva regular, si(t)> 0 ,Vt

é Injetora. Logo, s(t) admite uma Inversa t(s) para Oçsíl

j
/

.Y (t)

]?n

t (s)
..-'-' .--''s

./

F
a

Temos, então, a curva em S ,

Y : [0 pL] -----.....p ]tn
chamaremos aque

co.

Para Y P o vetar tanqente em cada ponto é dado por

Y ' (s)

'r ' (t)
s ' (t)

Considerando que a curva y é reau]ar e de c].asse
C' , em uma superfície S de c].asse r"z , podemos definir o

-13-

Temos s' (t) = IY' ( t ) I 2'. O para a~ t~ h 

Se y(t) e uma curva reqular, s' ( t)> O ,Vt =--s (t) 

~ injetora. Logo, s (t ) admite uma inversa t (s ) para O~s~L 

i 

o s 
L 

.------·-·-- --+----- ------ - --l 
a t h 

Temos, então, a curva em S , 

y [o ,L] - JRn 

que chamaremos a parametrização de y por compri.rnento de ar 

co. 

~ Para y , o vetor tanqente em c~da ponto é dado por 

T = y' (s) = ir 
dt 

dt = 
às 

y'(t) y'(t) 1 1 
=s'(t) = jy'(t) I =-=- T = 1 

Considerando que a curva r é reqular e de classe 

r 2 , em uma superfície S de classe r 2 , podeMos definir o 
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vetar

d'x
ds'

chamado vetar curvatura da curva y , em cada ponto

It il\ r\Jt\!'Jf\ E\J ILJIX:ltjlVllq.U

Denotando T,,S onde p B x(u) , consideremos o
espaço ortogonal compleiT\enter v L , suhespaço de dimensão
(n - 2) de m''.

Umvetor NOT' échamado umanormala S no

ponto 11 . Temos

9 H SEG

, V N e lrJ-

Ca].culamos a projeção do vetar çuEvêturg de

curva y de S que passa por p , sobre uma normal N

superfície S , no ponto B

Temos y (s) : x (ul (s) u2(s)> e

uma

a

dx âx dul ãx du2
ds au. ds ' au. ds

ü-$1p1', : 4 ; p .bípl:

vetor 

dT 
ds 

-14-

"" 

chamado vetor curvatura da curva y 

9 - A SEGUN lJA FORMA FUNDANENTAL 

, em cada ponto. 

Denotando n = T S onde p = x(u) , consideremos o 
u 

espaço ortogonal complementar n 1 , suhespaço de 

n 
(n - 2) de m . 

dimensão 

Um vetor 

ponto ,r.. Temos 

l 
N e n é chamado uma normal a S no 

N 1 e N l. 

Calculamos a projeção do vetor curvatura de uma 

curva y de S que passa por E, sohre uma normal N a 

superfície S r no ponto E. 

Temos 

dx ax du
1 + 

;.)x 
du 2 

ds = au 1 ãs au
2 

ds 

d 2x a 2x r:~1 r . 2 du 1 du 2 a2x [:~2 r 2 
d X + 

ds 2 = --2 au
1

§u
2 ds ds -:::---7· 

au 1 au2 
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Portanto,

' Õ , ~ » ' »::.«, t33:. :«::.«, P
onde bij (N) : < ; x , N >

'::.~, ÍPl:

Temos, então, uma nova forma quadrátlca,

cuja matrJ.z é B = (bi{ (N)) , que depende do ponto da super'
fícle e da normal N e vl . Chamaremos esta forma de 2a for

mq fundamental da superfície S
À expressão de < !!-! , N > mostra que este va].or

,3 '

não depende da curva y , mas apenas do vetar T , unitário

tangente a S , e do vetou normal N , em cada ponto.

Pc>demos, então, defInIr em cada ponto de S

hll(N) P + 2b12(n) ;;J: :;g' + I''22(N)
du2
ds

2

aP

k (N ,V) = < iã--X , N >

ds2

que chamaremos curvatura normal de S na di.recto T , em

relação ao vetar normal N , em cada ponto.

Portanto, 

< a 2 x 

ds 2 

onde 

hl 1 (N} 

, N > = b l l (N) 

b .. (N} 
l] 

= < 

TeMOS, 

dU, au. 
l J 

então, [~r + 2b 12 (N} 

- 15-

N > 

uma nova 

du
1 

du 2 
<ls ds 

cuja matriz é R = (h .. {N)) , que 
l] 

forma quadrática, 

+ h2 2 (N} [:~{ 
depende do ponto da 

ficie e da normal N e ni . Chamaremos esta forma de 

super-

a 2. for 

ma fundamental da superficie S . 
2 

A expressão de <d; , N > mostra que este valor 
ds 

nao depende da curva y , Mas apenas do vetor T , unitário 

tangente a S , e do vetor normal N , em cada ponto. 

Podemos, então, definir em cada ponto de S , a 

função 

k (N, T) 

que chamaremos curvatura normal de S na direção T , em 

relação ao vetor normal N , em cada ponto. 
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1,0 - A CllRVATURA tlÉnlP

F'i.xado um vetar N e T , nur'l ponto de

seremos a fun('ão de I' , k (N, .) , definida no

{(a, b)/ a2 +b2 : 1) porque jrl = 1 , VV ,e

porque S é de c].asse C'z

Logo,

J
S , consí

compacta

continua

] kl(N) n.ax k (N,T)
T

] k2(N) mín k (N .T)
T

k.(N) e k.(N) são chamados curvaturas prlnçi-pgls de S

no ponto, em relação ã normal N.

A função H(N) = 1(N) + k2(N)

em cada ponto e ll(N) é a curvatura média de S , no ponto,

em relação ao vetar normal N
nhservainos aue

2
esta bem deflni.da

b.. (N)k w,r) = i l JJl

du. du
l

ds ds

du.
sendo -----L

ds

du.
l

dt
'v ' (t) l

du.l
dt

u. du.
i: ç:j ãt'' a?

-16-

7,0 - A CURVATURA 11tnrA 

r ixado um vetor 
l 

N e n , num ponto d e S , cons! 

deremos a f uni:- ã o de 'T' , k (N , . ) , de f jnida no c omp a cto 

C"'!on ti nu a { ( a , b ) I 
2 

+ h 2 l} a = norque !TI = 1 , V 'I' , e 

p o rque s e de classe c2 

Loo0, 

"1 k l (N ) = rr.ax k (N, T ) 

T 

., k 
2 

(N ) = min k(N ,T) 

T 

-sao chamados c u rvaturas pri n c i pa i s de s 

n o p onto , em relação à normal N. 

A .fu nção H (N) = 
k l (N ) + k 

2 
( N) 

está b e m defi nida 
2 

e m cada p o nto e P.(N ) é a c u r v atura média de S , no ponto, 

e m relação ao veto r no rmal N . 

0 hserv amos a u e 

sendo 

k (N, T ) = I 
i;j 

d u . 
d u . l 

1 dt = 

b .. (N ) 
1 J 

= 
ds h ' <t > ! 

du . 
1 

ds 

J. z. 
l • J 

du . 
_J 
ds 

du . 
1 

at 

q .. 
. l J 

du . d u . 
l ar dt-
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Portanto, temos

iii hi.j (N) u'i(t) u'.j (t)

iij :ju'i(t) \J'j (t)

k (N ,'P)

que e o quociente entre duas formas quadráticas. Então, seu

máximo e seu mini.mo são as raízes âa equação

det (b.. (N)
l J

Ca].curando o determi.cante, temos

(bll- Ágil)(b22- Àg22) -(b12- Àq12) (b21- Àg21) = O

(a22bl 1+ gl lb22 2q1 2b12)À + det (bij) 0

Portanto,

(N) + q b (N)h2a(N)q 22"11 2 21 1 1 2 1 2n (N)
2 det (g l J

Sabemosaue nij(N) :< ax ,N> éfunção].l
cear de N. Então, a expressão encontrada para H(N) diz que
f{(N) é função linear de N . Portanto, pelo teorema de Plez,
[l H e lr ' ta]. que

2

H (N) = < H,N > , V N e 'RJ.

- - ---- --

-17-

Portanto, ternos 

I h .. (N) u' . ( t) u' . ( t ) 
1 J l J i = k (N ,'J') 

I 
l • J 

g .. u'.(t) u '. (t) 
. 1 J 1 J 

que é o quociente entre duas formas quadráticas. Então, seu 

máximo e seu Mínimo são as raízes da equaçao 

H (N) = 

de t ( b .. (N) - >. q .. ) = O 
1 J 1 J 

Calculando o determinante, temos 

Portanto, 

q22bll (N) + gllh22 (N) - 2ql2hl2 (N) 

2 det (g .. ) 
lJ 

2 
Sabemos oue h .. (N) = < d x , N > é função li 

1 J âu. ~u. 
l J 

near de N. Então, a expressão encontrada para H (N) diz que 

H(N) é função linear de N . Portanto, pelo teorema de Piez, 

-31 H e lT 
1 

ta 1 que 

H (N) 
1 = < H,N > , Y N e lT 
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O vetar H é chamado vetar curvatura média de S,
em cada ponto.

stiptppfciES t4TnitaAS í,ORAIS

Z)rPIN.rÇÃ0 5 - Uma superfície regular x : D -----+ .Rn é uma

superfx'cle mínima se seu vetar curvatura média

H , é nulo em todos os pontos da superfície

Como H(N) = < 1{,N > , V N e v 1 , segue que a super

fz'cieé mx'Rima se, e somente se, H(N) = 0 , VNPlrl e em
qualquer ponto.

Então, tendo em vista a expressão de n(N) do pa-

rágrafo anterior, temos uma equação que caracteriza as super-

flc[es mínimas em função da ].a e 2a formas fundamentais

f

q22bll (N) + gllb22 (N) 2q12b12(N) = o. v N e r'

Observe-se que a propri.edade da supera.cíe ser mInI
ma é Independente dos parâmetros. De fato, provámos que o es-

paço tangente T em cada ponto e. consequentemente. IT't . sâo

independentes dos parâmetros. Assim. k(N,T') é independente
dos parâmetros e, portanto, também H(N)

12 - PARÂt4ETROS ISOTÉRMICOS

DE'F.rN.rçÃ0 6 Dlz-se que (ulu2) são parâmetros isotérmicas

- 18-

O veto r H e chamado vetor curvatura média de s, 

em cada ponto. 

11 - SUPERFÍCIES MfNIMAS LOCAIS 

DEFINIÇÀO 5 - Uma superfície regular 
n .. 

x:D-lR e urna 

superfície mínima se seu vetor curvatura méd ia, 

H , é nulo em todos os pontos da superficie. 

Como H(N) = < H,N > , V N e TI! , segue que a supe~ 

f!cie é Mínima se, e somente se, 

qualquer ponto. 

1 H(N ) = o , V N e TI e em 

Então, tendo em vista a expressao de H (N) dopa-

rágrafo anterior, temos uma equaçao que caracteriza as s uper-

! r - a a f cies m nimas em funçao da 1. e 2. formas fundamentais 

Observe-se que a propriedade da superfície ser mín~ 

ma é independente dos parâmetros. ne fato, provamos que o es-
. ! 

em cada ponto e, consequentemente, n , sao paço tangente TI 

independentes dos parâmetros. Assim, k (N,T} 

dos parâmetros e, portanto, também H(N ) 

12 - PARIMETROS ISOTIRMICOS 

.. 
e independente 

DEFINIÇÀO ô - Diz - se que (u
1

u
2

) sao parâmetros isotérmicos 
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para uma superfície S , definida
n . 2

x : D -----.> lIR'' -e::=. q: : = À' Ó
' l J l J

onde À = À (u.u.) > 0 em r)

Nosso objetivo será procurar uma reparametri.cação
para as superfícies de modo que os parâmetros sejam Isotér-
micas, jã que, como vereirns, algumas propriedades fi.cam bas-

tante simplificadas. Por exemplo,

Z)E'ly.4 1 - Se x : D .-----.+ pn define uma superfície regular
cujos parâmetros são lsotérmlcos, então

det G = Xq

por

e H(N) = !:JI(N) + b22(N)
2À '

Se x : D -----» IRn define uma superfície regular

de classe C'z , cujos parâmetros sâo ísotérmi.cos.en
tao

V2x : 2À2H

onde Vzx é o ],ap]ac]ano da ap].lcaçao x e H o

vetar curvatura da superfície

p!''ooa: Temos q XJ À 2 6 . . .

ax 8x
<

aul '
<3u l

-19-

para uma superfície s , definida por 

X : D - :rnn ~ q . . = À 2 ó .. 
lJ l J 

onde À = À (ulu2) > o em n . 

Nosso objetivo será procurar uma reparametrização 

para as superf!cies de modo que os parfunetros sejam isotér

micos, já que, como veremos, algumas propriedades ficam bas

tante simplificadas. Por exemplo, 

LEMA 1 - Se x : D--+ F.n define uma superfície 

cujos parâmetros são isotérmicos, então 

det G = À
4 

LEMA 2 - Se 

e H (N) = 
h 1 1 (N ) + h 2 2 (N) 

2X 2 

x : D--+ mn define uma superfície 

regular 

regular 

de classe 

tão 

2 e , cujos parâmetro s são isotérmicos,e~ 

onde 9 2x e o Laplaciano da aplicaçio X e H o 

vetor curvatura da superfície. 

Ternos 2 prova: q .. = À o .. ::ma;. 
.. l J 1 J 

< ax ax 
> < ax ax > ::=z,Q au

1 
, au

1 
= 

dU2 
, au;-
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. àx 3x

' 'sq'7q

Derivando a primeira dessas equações em relação a

ul e a segunda em relação a u2 ' temos

»u 2
' '1

32x
iulau2

u2
, 8x

pul

. a'* ;*
'=?''Ç & b'

32x l)x

a-jl' ''i

Portanto, o vetou v2x é ortogonal ao vetou â-:}

[lo mesmo modo, derivando a primeira equação em rela-

ção a u2 e a segunda em relação a ul p concluímos que V2x
é ortogonal a {l-

Portanto , v2x e m.L

l

2

= 

-20-

e = o 

Derivando a pri~eira dessas equaçoes em relação a 

u 1 e a sequnda em relação a u 2 , temos 

< a2x , ax 
> - ãu~ 

= 
au

1 
2 

a2x êlx < > + ãu 1 au
2 

, au; 

= 

ª2 a 2x ax < __ x_+ , au 1 
2 

dU2 2 élu 1 

< v'2x ax 
> , 

clu
1 

= 

Portanto, o vetor 

< 

> 

a2x ax > ãu
1

au
2 

, 
au2 

d X 
2 

< ~>=O 
~ 

, 
'1 a u 2 

= o == 

o 

e ortoqonal ao vetor 

-

élx 
au 1 

no mesmo modo, derivando a primeira equaçao em rela-

çao a u 2 e a sequnda em relação a u 1 , c o ncluímos que v2x 

é o rtogonal a 

Portanto, 
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Suponhamos, agora, um vetar N , qualquer de T
ca].cu].eras

e

. zk. zk , ~ ,
a":2 a«,'

2a'x a X
N > B+ <)' au.2ãu l

: bil (N) + b22 (N) = 2Àzn (N)

Asse-m, V N e lr temos

n (N) :-:

:n H = y--X -:a V2x : 2À2FJ
2À '

B

Observamos que, se a superfície x : r) ----+ l+n for

mínima e (ulu2) são parâmetros isotérmicas, temos, pelo IQ

lema, bll(N) : -b22(N) , VN e lr' . nego 2Q ].ema temos

Vzx=0 , oquesiqnificaque, se x=(x,,...,x) ,y2x..:0,

xk(ulu2) são harmónicos , x,r}( = if...,n

Estes primeiros resultados motivam o estudo da exls

têncla de parâmetros isotérmicas, especial.mente para superfí-
cies mÍnImas.

a

-21-

1 Suponhamos, agora, um vetor N , qualquer de TT e 

calculemos 

2 2 a 2x < í/ X, N > = < ~+ N > = 
au 1 

2 au 2 
2 

a2x 2 
< N > + < 

d X N > = --, -, = 
au 2 élu 2 

1 2 

= hl 1 (N) + b2 2 (N) = 2>, 2H (N) 

Assim, V N e 
.1 

TT temos 

< v2x 
N > H(N) 

2À 
2 

, = ====-

H 
v'2x 

v2x 2>. 2H o =ic::;, = 
2 À 

2 
==> = 

Observamos que, se a superfície X : D - :uP for 

mínima e (u
1

u
2

) são parâmetros isotérmicos, temos, pelo 19 
l lema, b

11 
{N) = -b

22 
(N) , V N e rr Pelo 29 lema temos 

o que significa que, se 

são harmônico s , Vk = l, ... ,n 

Estes primeiros resultados motivam o estudo da exis 

tência de parâmetros isotérmicos, especialmente para superfí

cies mínimas. 
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13 - APLICAÇÕES CONFORME

nrpiwicXO Dada uma aplicação diferenclável

f : U ----.-- lpn (J c D?m

d[z-se aue a an].ícaçao é conforme se, quais-

quer que sejam v. e vo em T.U , tem-se

< dfp(vl) r dfp(v2) > : À2(p) < vlr v2 >p

onde À(p) é função dlferenclável em tJ

PROPnSTTÂn Uma ap].lcação f e conforme . ser-

va os ângulos formados por curvas que se enter

pl''oua; Seja f : U ---+ .R uma aplicação conforme e sejam

Y(t) e y(t) duas curvas em tJ que se Interceptam

segundo um ângu].o g no ponto Y(t.) = u = 7(t.)

< 'Y' (t.) , ?'' (t.) >

lv' (t.) 1 17' (t.) l
cos a

Às imagens dessas curvas, pela aplicação f , são cur
vas em IR'' , definidas por

f . Y(t) e f . 7(t)

que se i.nterceptam segundo um ângulo 8
f (u)

no ponto

- 22 -

13 - AP LICAÇt'5E8 CON FORMF. 

DEFINIÇÃO? - Dada uma aplicação diferenciável 

f U --+ lFn , U e IRro 

diz - se que a aplicação é conforme se, quais-

quer que sejam v 1 e v
2 em TU , 

p 
tem-se 

onde À(p) é função diferenciável em U. 

PROPOSIÇÃO ~ - Uma aplicação f é conforme ~ ela preser-

va os ângulos formados por curvas que se inter 

ceptam. 

prova: Seja f : u· --+ JRn uma aplicação conforme e sejam 

y ( t ) e y(t ) duas curvas em 

segundo um ângulo a no ponto 

cos o. = 

U que se interceptam 

y(t
0

} = U = y(t
0

) 

As imagens dessas curvas, nela aplicação f , sao cur

vas em JRn , definidas por 

f o y(t) e f o y(t) 

que se interceptam sequndo um ângulo R , no ponto 

f (u) 
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A$ ve].ocldades das novas curvas no ponto f(u) sao

(f ' 'Y) (t.) dfu ('Y ' (t . ) )

d (f . 'y) (t.) = dfu (Í' (t.))

Logo, temos

cos lq
<dfu ('y' (t.) ) , dfu (?' (t.) ) >
Idfu('Y'(t.))l Idfu(Ç''(t.))l

À? 5 x' (t.>
x2 l v' (t.) l

, 'r ' (t. ) >

l 'v ' (t. ) l
cos a

Portanto, f preserva ângulos

Reciprocamente, suponhamos que a ap].icação f prese11

ve ângulos de curvas que se interceptam. Então, se y e y

se i-nterceptam segundo um ângulo a e suas imagens segundo B,
temos cos a = cos li ,n

< V'(t.),7'(t.) > <dfu('y'(t.)), dfu(T'(t.)) >

I'V'(t.)l I'V'(t.)l Idfu('Y'(t.)l Idfu(Y'(t.))l

- < dfu ('y' (t.) ) , dfu(y' (t.))

(fu(Y':(t.) l ldfu$'' t.) < .y'(t.) , 7'(t.) >
lv' (t.) 1 17' (t.) l

-23-

As velocidades das novas curvas no ponto f (u) sao 

d 
dt ( f º y) 

·a 
dt 

(f o y) 

Logo, temos 

cos B = 

= cos a 

Portanto, f preserva ângulos 

Reciprocamente, suponhamos que a aplicação f prese! 

ve ângulos de curvas que se interceptam. Então, se y e y 

se interceptam segundo um ângulo a e suas imagens segundo~, 

temos cosa= cos B....., 

<df (y' (t ) ) , df (y' ( t ) ) > u o u o 
= 

la f (y' (t.,> 1 la f (y' (t ) > 1 u u o 

< nf (y'(t)}, df (y' ( t 0 )) > = u o u 

- ldf (y'( t., ))I lõfy'(t.,)I -u u < y'(t.,), y'(t.,) > 

h' <t.,> 1 IY' ( t º> 1 
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Para que a nrolx)lição fique demonstrada. é sufíclen

te verificar que h B é fun-
lv' (t.) l IT' (t.) l

çao se doponto E . Qu seja, que flxadooponto u , h é

Observamos que se f conserva ângulos,

, ei > =0 para i # j em Rm

dfuej ' dfuej > - 0 para i # J em IRn

Por outro ].ado, se considerarmos o vetar

el + ... + em em pn , temos

< v , e: > = 1 , Vi. -+ cos a, = !jl , v

Mas, df.. é aplicação linear:

df v = df e. + ... + df eu m

df..vl Idf..e{ l

constante

Í

df<e vj.cos

< e l

0>

V + e
m

l>

df
U

df +e
!U

df >'v Q iU lU

>
< V>

i j

df df< > VV V< >
U U

então,

< v' , e

Temos

df e

l

lU

.j

df e
U J

-24-

Para que a proposição f ique demonstrada, é suficien 

te verificar que h = é fun-

ção só do ponto 

constante. 

u. Ou seja, que f ixado o ponto u, h e 

e 

Ohservamos que se f conserva ângulos, 

< e . ' 
1 

e. > = O 
J 

< df e. , 
li 1 

para 

df e . 
u J 

i ~ j em 

> = o para i ~ j 

Por outro lado, se considerarmos o vetor 

em n 
lP , temos 

< V , e. > = l 
l 

, Yi =-:;. cos a. = 
1 

rm 
m 

, Vi 

Mas, 

< df 
u 

'T'emos 

=-:, 

df 
u 

é aplicação linear: 

df V 
u 

V df e. > = u l 

então, 

< V , e. > 
l 

< df v, df 
u u 

•• • + df e 
u m 

ldf vi ! df e. j cos u U 1 

= < V , e. 
J 

> , V .. 
lJ 

e. > = < df v, df e. 
l u u J 

Ct • , 
l 

> 

Yi 

V . . ..-ic> 
lJ 
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l Idfueij'/m

la f..e: l = la f..e :lu l ' u J

Com tais resu].Lados podemos ca]cu]ar

Idfu('Y'(t.))l Idfu(y'(t.))l
lv' (t.) l I'v' (t.) l

,Çdf e
mU U J

l J

l dfuel l 2 l)P.«.) l l.!iJ't(. ) l tea=C-
l)Ll4'<) 1 1.ibl'o

PFIWQgllÇÃo Seja x : n ---.- m uma superfície

os parâmetros (u.u,) são isotérmicas
uma aplicação conforme

ppoua: Se (ul'u2) são ísotérmlcos, temos

a.. = Àzâ

Então,

-::-- x e

Se.jam v = vlel + v2e2 e

em T' D . Então.
n

wlel + w2e2 , velares

'«' : «: { ' «: Q
(w) ; "I ;Ê-; ' "2 àx

(v), dx (w) > = À2 ( v,w >
P P

: ..IJ ... conforme

- 25-

=-=- làf vi !af e.l ✓Pi 
U U l m = ! df v 1 1 df e. 1 /m 

u u J m 

~ 1 df e . I = 1 d f e. I , \,1,. 
U l U J lJ 

Com tais resultados podemos calcular 

h = = 

PROPOSIÇÃO? - Seja n 
X: n -- W uma superfície. Então, 

os parâmetros (u
1 

u
2

) são i.sotérmicos ~ x e 

uma aplicação conforme. 

prova : Se (u 1 ,u
2

) sao isotérmicos, teMos 

2 
a .. = À ti .. 
. l J l J 

SeiaM 

em 'J' n. Então, 
p 

dx (v) = p 

dx (w) = p 

< ax (v) , 
p 

vl 
ax 
dUl 

+ 

wl ~+ 
élu 1 

dx (w) 
p 

> = 

e 

v2 
ax 
ru; 
dX 

w 
dU2 2 

À 2 < v,w 

x é aplicação confor,ne . 

> ...... 
p 
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Mais ainda, Z é estritamente conforme jã que ao

rlentação de ToS e induza-da por 1 , ãa orientação de D :n-
x sempre preserva orientação.

Reciprocamente, se l é uma aplicação conforme, tg
mos

(v} (w) ÀZ < V,W >P f VVpW

Em particular, considerando

e w=e{ , i.j el ou2

te«»; « {t- , ;l.- , - X2 . ...j .p ''

:-n- q. . = Àz6. .

(UI rU2) são parâmetros Isotérmicas n

i+ - ExrsvtnciA nx PARÂMETROS ISOTÉRMICAS PARA SUPERFÍCIES ut

À existência de parâmetros Isotérmicas para qual-
quer superfícJ.e de c].asse C'z , foi demonstrada por S.S.Chern
r6 ]

Para nossos objetlvos, Interessa a exlstencia de pa

râmetros Isotérmicas para superfíci.es mllni.mas e, para este c2.

se espec3.fico, podemos apresentar uma demonstração e].emendar

-26-

Mais ainda, x é estritamente conforme já que a o-

rientação de T S 
p 

é induzida por ~, da orientação de D==:;, 

x sempre preserva orientação. 

mos 

Reciprocamente, se x é uma aplicação conforme, t~ 

< dx (v} , dx (w) > = À2 < v,w > , vv,w e T n p p p p 

Em particular, considerando 

V = e. 

temos 

l 

q .. 
· 1J 

< 

e w = 

ax 
~u. , 

1 

2 = À 6 .. 
lJ 

e. , i ' j - l 
J 

ax > À 2 < au. = e.e. 
l J J 

ou 2 

> =--p 

(u1 ,u2) sao parâmetros isotérmicos o 

14 - EXISTtNCIA DE PAR1METROS ISOTf.RMICOS PARA SUPERPÍCIES M! 

NIMAS 

A existência de parâmetros isotérmicos para qual

quer superfície de classe c2 , foi oemonstrada por S.S.Chern 

r 6 J 

Para nossos objetivos, interessa a existência de p~ 

râmetros isotérmicos para superflcies mínimas e, para este ca 

so espec!fico, podemos apresentar uma demonstração elementar. 
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{Jsaremos, neste parágrafo, a parametrização de S

na forma não-paramétrlca. Para Isso precísaremos, eventualmen

te, diminuir um pouco o domínio d.a aplicação l
Seja x : n ---.-+ D}'' . c.z

com xk : fk (xlrx2) . k - 3p...,n

Introduzimos a seguinte notação

(f 3 r. . . r fn )

':q'''q
a2f

ax22

Vamos procurar a expressão da equação das superfí
eles mínimas na nova notação. 'remos:

;$; - (1,0,'
i

Tq' (l ,o,P)

;:-- m,i,... s;4 '.) (o,l,q)

Portanto,

gll

q22 E , &'-:. - '

-27-

Usaremos, neste parágrafo, a parametrização de S 

na forma ·não-paramétrica. Para isso precisaremos, eventualmen 

te, diminuir um pouco o domínio da aplicação x. 

Seja 

Introduzimos a seguinte notação: 

f = (f3, ... , f n) 

a f ãf p ;: 

~xl ' 
q = ax

2 

a2f é}2f 
t a2f r :: ~· s = , = ~ ax

1 
dXldX2 ax 2 

Vamos procurar a expressao da equação das superfí

cies mínimas na nova notação. Temos: 

= (0 , 1,q) 

Portanto, 
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q12
, 8x ax

'7q'X$ D,a' >

Por outro lado,

).«.

0.~.
.:; gê;b12 (N)

a2x N >
Nk

Assim, a equação das superfÍcí

g22bll(N) + qllk,22(N) - 2g12b12(N)

escreve, em termos da nova notação,

v N e .«'

- ':* - :' 0. ':* - :' B - : -.-» É~:.-

':'-.:,).':' :,)-,..,.,à]Nk;O

mi.nes

l

iras
lV N e T

(l+ jql 2)r + (l+ lpl 2)t <pfq>

-28-

Po r outro lado, 

= < 

n 
, N > = l 

k • 3 

, N > 

• N 
k 

• N 
k 

• N 
k 

Assim, a equaçao das superfícies minimas 

se escreve, em te r mos da nova notação, 

- 2 

l 
O ,YN€n 

V N e ,/ 
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Se S t;erasa ,

> ) 2 <

) >P P,$
x2

ja)

onde w = ./a;t'(!''"
' tJ

Note se que w2= qllq22'

(l +lpl2) (l +lçl2)

Calculemos

Para isso, observemos que

líq- (i+lpl2) = s':: (l + « p,p

(i +lÇl2)= IÍa (l + < q,a >) = 2 <

1;::-- < pPq > = < F)rs > + < a,r >

a , . 1 1 2

'ú''1 -4 1'-:\lal

aa
W

p2''opa

P/q >2

qpS >

LEMA 3 - Se s é 

(a ) a 
ax 1 

1 
lb) rlX 

rx-; 

onde 

prova: Note-se que 

Cnlculernos 

-29-

superfície mínima, temos: 

[ 1 \IS1
2
]. a 

dX2 

a (<p ,q>) 
w j = rx-;-

w = ✓de t {g . . ) 
- 1 J 

[ <p ; q> l 
( 1 +W IP1

2
) 

Para isso, observemo s que 

a 
-,,;-:-::-- < p,q > = < p ,s > + < q,r > 
dXl 
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í;- (l+ lçl2) = 2 < q,t >

ía < ,q > = < P,t > + < q,

(nlpl2) a {l+lal2)+(i+lçl2)T;--(z+lpl2)

2 <p,a> a < p,a

<q ,s>+(1+ jq l2) <p,r>-<ppq><prs>'<prq><q,r>]

(l+ lal2) <p,s>-<p,q><p,t>-<prq><q,s>l

s >

2 )(i+lpl

2w

2w

3w

' L

Porta

8w

ax2 = 2t(i+lpl2),<ç, t>+

t- Í « 'úpl

-+ k a (i.Íçl:) - n.l.I')5.g-w ; «p,q''

<q,s>

2
a

E8x l

-{ l2 (1+ lçl ') <p,q> <p,s>w l

(l+jqj2}z<p,r> +(1+jqj2) <p,q> <a,r>

- 30-

a 
~ < n,q > = < p,t > + < q,s > 
dXz 

---------~ 

a 
- 2 <p,a> - < p,a > = ax 1 

2w a w = 2 [ ( 1 + 1 p 1 2 ). < q , t > + ( 1 + 1 q 1 2 ) < p , s > - < p 'q > < p , t > -< p , q > < q ' s > 1 
dX2 

Portanto, 

= 

( l+lal
2
)~ d + dXl - w ½ <p,q> 

+ < p , q > :: 2] = 

=) [2 (1+lql 21 
2 <p,q> <p,s> - 2 <p ,q> <q, s > -

, 2 2 2 - ( l+ iql ) <p,r> + ( l+ lql ) <p,q> <q,r> 
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(l+lnl2)(l+lql2) <P,t> +(i+lPl2) <P,q> <a,t>

2<n ,q>zan S

P

S

l
3 < 2 (1+jal 2) <D,a>

(t+lçl2)2p - (i+lçl2) <p,a> q,

(l+lPl2)(i+lal2) P - (i+lol2)<P,Ç> q, t)'j

=;[(2<p,a>)<(1+lal2) r' - <p,a' q.

Ci+lçl2) < (1+lal2) p - <p,q> a,

(l+lPl2) <(i+lql2) P - <D,a> a, t >l

!

« -.:

w3
(l+ jql 2) l) + <P,a> (l+jqj2)r + '(l+lpl2)

2<P,q> s >

Mas, o segundo fatos desse produto esca].ar e a ex

pressão da equação das superfícies mini.nas, sendo, portanto, l
denticamente nulo.

Logo,

a

xl -#'.:l -Ê l-FI

- 31-

= _l [ ( 
w3 

- < (l+lql 2
>

2
P - O+lql 2

> <p,q> q, r ) 

- ( (l+IPl 2
> (l+!ol 2

> P - (l+lo! 2
)<p,q> q, t >] = 

P - <p,q> q, r > -

- 2<p,q> s) 

Mas, o segundo fator desse produto escalar é a ex

pressao da equação das superf!cies minimas, sendo, portanto,~ 

denticamente nulo. 

Loqo, 
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o que proa'a a primeira parte do lema

Analogamente se prova a segunda parte,

€ 1-pl -.+ I'g'l Q

7FORFPq,4 ] - Sela x : D ----....+ Dtn C.2 definindo uma superfí

cle ! . Todo ponto regular de E. admite uma vi-

zinhança na qual existe uma reparametrízação em
parâmetros ísotérmlcos .

pl''ooa Consideremos o ponto p - x(ala9} , regular, de g..sg

Ja n' uma vlzi.nhança simplesmente conexa de (a,a?).
contida em r) ,na qual. a superfície esta na forma não
paramé trl ca .

Pe].o ].ema 3 , temos

a

axl
F+ F+ ; .-

a

ax2

numa região simplesmente conexo D' . Isto
que a forma dlferencJ.al

slqnífj.ca

dx dx+

l 2

e excita :-n -3 F' (x. ,x,) , deflnl.da em D' ,

<P q> e

-32-

o que prova a primeira parte do lema. 

Analogamente se prova a seaunda parte, 

a r <p,q>) a f 1+1121 2 l = o o rx; l w j ax2 \ w j 

TFOREMA 1 - Seja x: n-+ ::mn , r. 2 , definindo uma superff 

cie S· • Todo ponto reaular de s admite uma vi

zinhança na qual existe uma reparametrização em 

parâmetros isotérmicos. 

prova: Consideremos o ponto 

ja D' uma vizinhança simplesmente conexa de 

contida em n ,na qual a superfície está na forma nao 

paramétrica. 

Pelo lema 3 , temos 

(<p,q>) 
l w 

numa região simplesmente conexa D' . Isto 

que a forma diferencial 

tal que 

<p,q> 
w 

= 
<p,q> 

w e 

siqnifica 
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Ana[oqamente, peia segunda norte do ].ema 3. '3G(xlx7)

definida em D' , tal que

aG

axl

aG

ax2

Consideremos a transformação

€. x. ,x2)

x. + F(x!,x2)

'remos

xl
* l .. !S

xl
1 +

aG

i$ '

x2

axl 'w

:' & wt ( !+lnl2 )

definida em D' , tal que 

= 

= <p,q> 
w 

e 

- 33 -

Consideremo s a transformação 

Temos: 

a ( 1 
1 aG 1 l+IP I~ 

~ 
+ + rx-;:- = + = w 

íH~l cl G <E,g> 
a x2 

=: 
ax2 

= w 

a(2 aF <p,q> 
()xl 

= ax
1 

= 
w 

ª(2 
l + a F 

l + l+ !g 12 
~x2 

= ax 2 
= w 

w + ( l+ l p l 2 
w 

= 
w+ (l+ lql2 ) 

w 
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Logo, a inatrlz Jacoblana da transformação é

w + (l+lal2)l

w + (l+lPl2) <P,q>
l

e o Jacobiano da transformação

;lê-l"i;$' - =} f(w.'l..jaj2) (w*l.lpl )
2

<P pq>

2
<p,q>

l
' '7 F' 2)+ (i+lç l2l+(z+ lpí 2)(i+ la l2)

-{ l2": . w(2 .. IPl2 ' ÍÇt2)l

Portanto, a transformação (xl 'x2) }"'---' (€1l'€12) e um

dlfeomorflsmo numa vizinhança r)'' c D' do ponto (al,a9)

Logo, o dífeomorfismo Inverso ([l'C2) F"---. (xl'x2) , define
uma mudança de parâmetros obra a superfície S restrita a

-3 4-

Logo, a matriz Jacobiana da transformação é 

A = 1 
w 

<p,q> 

<p,q> l 

w + (l+ lq 12J 

e o Jacobiano da transformação 

J 
f1 (~1 ,1;2) 

= a (x
1 

,x
2

) = 1 
[ (w+ 1 + 1 q ! 2 

) (w+ l + 1 p I 
2 

) - <p,q>21 = w2 

l [w 2 + w [o.+IJ')l 2
)+(l+lol 2 ~+(l+IP l 2

) (1+191 2
> = 

w2 

- <p,q>2} = 

1 
[2w

2 
+ w(2 + 1p1 2 + 'q' 2) l = 2 = 

w 

= 2 + 2+ 1E1 2 + lg 12 
> o 

w 

difeomorfismo numa vizinhança n'' e 1)' 

define 

uma mudança de parâmetros para a superfície S restrita a 

D' ' • 
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Em termos dos novos parâmetros temos

xl : xl ((l '€12)

x2 ' x2 (€1'E2)

xk : fk (xl (€1 '€2) , x2 (€1 '€2))

Mostrarelnos que (€1l e9) são parâmetros isotérmi-

cas para a superfície : restrita ao domínio de definição

da aplicação (€1'€2) F"---. (xl'x2)
À matriz Jacohiana da mudança de parâmetros é À'l

-t :.:,=,' '::.
";:«, n- --%p.'ú , ; : «#

ax2

axk

ax2 w+l+ 2

7q ' '"

afk axl

'ga'* kk ,r)

-35-

Em termos dos novos parâmetros temos 

xl = xl (~ 1 ,f,;2) 

x2 = x2 (; l '~2) 

xk = fk (x l ((1 ,;2) x2 <~1'~2>> 

Mostraremos que (; 1 ~2) sao parâmetros isotérmi-

cos para a superfície s restrita ao domínio de definição 

da. aplicação 

A matriz Jacobiana da mudança de parâmetros é -1 
A • 

'Assim, 

1 
J'w 

w+l+lgl2 
JW 

w+l+lgl2 
= ,JW 

- <p,q> 

[ 

w + 1 +lcrl 2 

-<p,q> w + 1 +IP12 

<p ,q> 
JW 

w+l+ 1 P 12 
JW 

P 
- <p,q> 

k JW qk 
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axk afk afk ax2

2

aw qk

Portanto, calculando gl.l em relação aos novos para
metros (EÍ €1,) , temos

gll
3x

-q'1l
2

+

"# -*l::
\Ç+].+

JW 1l: l« .}, -.:l.i"#i: l« .!,,*:l
w+].+

JW Pkqk -

U+lpl )+ ISEá$:1 (i+lal2)

w+].+
JW

<P rq>
.nv <ppq>

l (w+i+lql ( ].+ l pl 2 (i+lçl2

- +

-36-

axk afk êlx1 afk ax2 
·a~2 = ax 1 aç; 2 + ax 2 ~ 

= 

2 

= w+l+IEI 
qk - <E,g:> 

pk 
. k :n 3 , ••• , n JW JW , 

Portanto, calculando g
11 

em relação aos novos parâ 

metros ( t=; i ; 2 ) , temos 

=[ w+l;~cu:_]
2
+ (<p,q>) 2

+ I [ w+l+lgl 2 
P _ 

JW k=3 JW k 

- 2 w+l+ lg 12 
JW 

• <p,q> • 
JW 

- <p,q> 
JW 

. 2 

g 11 = [ w+l ~q j 2 l ( l+ 1 p 1 2) + ( <p,Í-r r ( l+ 1 q 1 2) 

- 2 w+l+lgl2 
JW 

<p, q> 
JW <p,q> = 
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l Fw2(i+lpl2)+(i+lçl2}(z+lpl2)+2w(i+lçlz) (l+
(-.rw) '

+lpl2) <p,q> (i+lçlz)

'il;:il"í lv2 (i+lpl2)+(mal 2) l(x+tpi2)(i+tçt2)-<p,ç'2l+

+ 2w ](nlçl2)(nlpl ) ' 'p,q>' ]1 =(i+lql2)

-.-..T Fw2(i+lpl2) + (i+lçl2)w2 + 2w3
(aw)' [

: # «'F* - ' *',':- «] -W J

W
Temos, qll : -ã

Analogamente, se prova que g22: W e g12

PXOPOSí:Ç.i0 8 - Seja S uma superfície definida por x : 1) '-----+

....--...> Ztn , cujos parâmetros (ul ru2) são lsg
ténni.cos. Seja g, uma reparametrlzação de S definida por um

dlfeomorflsmo u(u) . Então, (ul ,u9) são parâmetros lsoténnl.
cos .a::H' a aplicação u(u) é conforme

= 

= 1 

(JW) 2 

Temos, 

- 37 -

+IP! )- <p,q> (l+ q ) - 2w <p,q> = 2 2 1 12 2] 

JW.W
2 

(JW) 2 
= 

w 
-y-

Analogamente, se prova que w 
g2·2= -Y- e = o o 

PROPOSIÇÃO 8 - Seja S uma superfície definida por x: D -

~ lRn , cujos parâmetros (u
1 

, u 2) sao . iso 

térmicos. Seja [ uma reparametrização de S definida por um 

difeomorfismo u(Ü) • Então, (u 1 ,Ü 2) são parâmetros isotérmi 

cos ~ a aplicação u{u) é conforme. 



ê tRiGos(ul u2)

:.o.' G = X2UtU

Suponhamos que (=1'u2) sejam parâmetros lsotérmi

ão, aij = i2Õij '

-({ «]' tt -l::-
é nutria ortogonal

Portanto, para a aplicação u(u) temos

i:: : < g- , e-> - .Í, 9 , 3

e G = tJtGt]Seja H
Temos G = (q ..) 0 À2

À2 0

38

X26'.' " gijparâmetrospz'oua tJ

Entcos

!

!ll

-38-

(ul ll2) parâmetros isotérmicos 
2 

pr>ova: -==::> g . . = À ô .. 
lJ lJ 

Seja [ª~i l ~ ütr,u u = e e = 
ílu. 

J 

À 2 -

:2] Ternos G = (g • ) = ==:> 

l. J o 

~ À 2utu ==> G = 

Suponhames que (u1 ,Ü 2) sejam parâmetros isotérmi-

cos. Então, ~ ~2 
g .. = À o .• ::as::> 

1 J 1. J 

a= r2 1 

Logo I 2 I = À
2UtU 

=> [ ~ J2utu = I 

À 

~ u .-
e matriz ortogonal 

À 

Portanto, para a aplicação u(u) temos 

~ < 
au ~> 2 au. au. 

I 1 1 

gll = = = ~ au 1 
au

1 
~ au

1 
i•l au

1 
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[-n' :i: l-}
, 2E..- >

au2

Du
q12 8ul 2

Õu. ãu,
1 1

àul 8u2

e a aplicação u(u) é conforme

Reciprocamente, supondo que a apJ-ícação u(u): é co2.

forme. temos

- - 2
gll: g22: a e

- -'-- l:' :,l
g12 : 0 :'l''

«, 9 i'
Mas, G = À' U'U :-p G = À2a21 ::o.

:'a para a superfície S temos

(Xa)' 6. . --

::n (UI U2) são parâmetros Isotérmicas para S D

is - PROPRIEDADES nAS suPEPrfcixs MÍNIMAS EM RELAÇÃO AOS PARI

METROS ISOTÉRMICOS

EE'/4.4 4 - Seja x : D ---.--+ ]Rn , a2 , uma superfície regular

cujos parâmetros (u.uo) são isotérmicas. Então, a

- 39 -

r r ) 2 
2 [+ ·:i] [ ~ •:; l (+]2 = l-À l = 

i =l dUl au 1 

= < étu dU > 
' ~ 'I 2 ~ 1 À j 

g22 = l-X-au2 aü 2 

~ 
< 

au dU > 
2 au. dU. 
I 1 1 

gl2 = - = ---- = o au 1 ·au2 ~ dU2 i a: 1 é)ul 

e a apl i cação ~ é conforme. ú (u) · 

Recipr ocamente, supondo que a apl i cação u cu>, -e con 

forme , temos 

~ 2 ~ 
g11 = _g22 = a e g12 = o =:s::> 

==> utu = [:2 
:

2 l 
~ À2 utu ~ À

2a 2I Mas, G = =:::;. G = =-

s upe r fície ~ =:;e p a r a a s temos 

~ (Àa) 2 ó .. gij = lJ 

==> (Ül uz> s a o p arâmetros isotérmicos para s . o 

15 - PROPRIEDADES nAS SUPERFÍCIES MÍNIMAS EM RELAÇÃO AOS PARÁ 

METR OS ISOTf RMICOS 

LEMA 4 - Seja x : D -+ :rnn , c2 , uma superfície regular 

cujos p arâmetros (u 1u 2} são isotérmicos. Então , a 
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superfície é mínima -a-o' as funções coordenadas

xk(ulu2) são harmónicas.

P' !'o t} a aã vimos que, se (ulu2) são parâmetros Isotérmicas ,

temos gll: g22: À2 e. q12= 0 er se H e o
vetou curvatura média,

V2x : 2À2H

Então, H = 0

harmónicas Ü

Seja x : D ----> IRn , a2 , uma superfície. Chamando

z=u.flua edeflnlndoem DcC r as funções
a valores complexos

8x.
+k(d : a". - l '5i;

a) 4'k(z) são analíticas .++ xk(ulu2) são hamt6nl
cas

b) (ulu2) são parâmetros Isotérmicas
c) Se (u.u.) são parâmetros lsotérmi.cos, então,

s\lperfície é regular -n:=. E. lók(z) 1/ # 0k-l

temos

pPotJa; a) Se +k(z) são analíticas, valem as equações de
Cauchy-Rlemann

-40-

sup~rfície é mínima <==> as funções coordenadas 

pPova: Já vimos que, se (u
1
u

2
) 

2 ternos g 11
= g

22
= À e 

sao parâmetros isotérmicos , 

e, se H 

vetor curvatura média, 

Então , H = o <=:> v.2 x = o 

v2x =O<===> 
k 

são harmônicas 

o 

o 

LEMA 5 - Seja X . D - ]Rn c2 uma superfície. Chamando . , 
' 

temos: 

z = u 1 + iu
2 

e definindo em D e e , as funções 

a valores complexos 

cj>k ( z) = 

ª) 4>k ( z) sao 

cas 

b) (u
1 

u
2

) sao 

e) Se (u
1

u
2

) 

ébck 
- ' i 

axk 

au
1 dU2 

analíticas <===> xk(ulu2 ) sao harmôni-

n 
parâmetros isotérmicos~ l ~k 2 (z):O 

k•l 
são parâmetros isotérmicos, então, · a 

n 2 
superfície é regular<==> l 1$k(z) 1 ~ O 

k•l 

pPova: a) Se ~k(z) sao analíticas, valem as equaçoes de 

Cauchy-Riemann ==;. 
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a

' aul

:-o. v2Xk = o ::n' xk são harmónicas

=";"@l :':;F.g'";""'' ""'
.Poroutro ].ado iià laxkl : . a l.;:LI porque

V2xk

a superfície é de classe Oz .

Então, as componentes de +k(z) são harm8nlcas co2.
jogadas e pos'saem derivadas primeiras contínuas. Logór +k(z)
são anal.]lti.cas.

b) calculando temos

.}: '.:.:, : *i: l;l: - *i: lêl':-, *i:axk axk
au2

(gll

Entãop i +k (z) :0<-o' gll-922:0

g22) 1 (2g12)

kul k '

g12: 0

(ul u2) sâo parâmetros Isotérmicas

c) I'eras

.}: 1?- ''' 1: êl' * .}: l&l:: ,« * ,"
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é) [ªX• l a [ - dxk l ~ 

é)u ~ dUl = é)u2 dU2 =-

2 = o harmônicas =::;. 'l xk ==> xk sao 

Reciprocamente} se as rk sao harmônicas, t emos 

2 d [dxk a . axk 
o au

2 
- , au

2
] V xk = 

=> ~ ~ = 

Por outro lado, = - porque 

a - superf!cie é de classe c2 • 

Então, as componentes de ~k (z) sao harmônicas con 

jugadas e possuem derivadas primeiras contínuas. Logo, ~k (z ) 

são analíticas. 

b ) calculando ternos 

= Ji [:::]2 - = 

Então, 

<===:> (u 1 u 2) são parâmetros isotérmicos 

e ) Temos 
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Suponhamos que (ulu2) são parâmetros Isotérmicas
da superfície. Temos gll= g22= Xz . Então ,

l+k (z) l2= 2x2

e det G = Xç

Se a superfície é.regular, : tentes X4 # 0 'm

H 2)l2 # 0 (z)l2 # 0 , e reciprocamente. []
k-l

Seja x : D ---...> Dtn í uma superfície mllníma re

gu].ar , S , cujos parâmetros (utu2).são l?o-'' ' âx. âx.

térmicos. Então, as funções +k(z) : '''k -í:;::k

Z :Ul+ IU2 r 3ao analíticas e .E +k2(z):0 êkn i

:. l+k (z) l2 ': o

Reciprocamente, dadas funções analíticas +l(ã) ,
,0. (z) que satisfazem a essas duas condi-

ções em um domínio símp].esmente conexo D , exlg.
te uma superfície mini.ma x : D ------F ]tn , tal

que as funções coordenadas xk(ulu2) psatlsfazem

r

R

+.h) !.,;? - l axk

p!'ooa: Se S é superfície milnlma, pelo Lema 4, xk (ulu2)

são hant6nlcas. Então, pelo Lema 5, +k(z) são analí

- 42-

Suponhamos que (u1_u 2) sao parâmetros isotérmicos 

da superfície. Temos g 11= g 22 = À
2 • Então, 

4 e det G = À 

Se a superfície é . regular, : temos 

==- 2.À.
2 ~ O = O , e reciprocamente. o 

TEOREMA 2 - Seja X D - IRn I uma superfície mínima re-

gular , s , cujos parâmetros 

térmicos. Então, as funções 

z = u 1+ iu2 
n 2 I l$k(z)! 

k•l 

n •s 
, sao analíticas e l ~k 2 (z)=0 

k•l 

~ o • 

e 

Reciprocamente, dadas funções analíticas ~1 (z), 

, ••• ,<f> (z) que satisfazem a essas duas 
n 
r~ 

condi-

ções em um domínio simplesmente conexo D , exis 

te uma superfície mínima 

que as funções coordenadas 

axk r)xk 
<f> k ( z )_ ~-. a u l - i a u 

2 

n x:D--+- :lR, 

prova: Se S é superficie mínima, pelo Lema 4, 

tal 

sao harmônicas. Então, pelo Lema 5, <f>k(z) sao analí 
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ti.cas e satisfazem às duas condições do teorema.

Reciprocamente , consideremos as funções analíticas

0b(2) dadas, definidas em um domínio D , simplesmente cone-
xo. Então, estão bem definidas as funções

Z

(E) dE0U ) = ReX (u
2k l k

Z 0

onde z=ul+iu7 e z. éumpontofíxadoem D

Pondo 4-l,(2) = U(z) + l v(z) F temos

V du)(u UX 2l} 2k

onde a ]ntegt'a]. é calculada sobre qualquer caminho lIgaRão

z. a z . Então l

Isto é,
8x. ki(z)# k 2

!

Considerando a aplicação

x : D -...-.+ ]Rn , x(Ulu2) : (XI(Ulu2)p...lx tUlu2)

teinns uma superfície cujas funções coordenadas xk(ulu2) são

harmónicas porque as $k(z) são anallltlcas. Além dlssor co-

mo } +k2(z) = 0 , pelo Lema 5, (ulu2) são parâmetros Iso-

térmicas para essa superfície.

-43 -

ticas e satisfazem às duas condições do teorema. 

Reciprocamente, consideremos as funções analíticas 

4> k (z) dadas, definidas em um domínio D , simplesmente c one

xo. Então, estio bem definidas as funç5es 

Pondo 

e z 0 é um ponto fixado em D. 

4>k (z) = U (z) + i V (z) , ternos 

xk(u1u 2J = J"u du1 - V du 2 

· Zo 

onde a integral é calculada sobre qualquer caminho . ligando 

z 0 a z. Então , 

e 

isto é, (f)k (z) 

Considerando a aplicação 

x : D - lRn , x(u 1u 2) = (x 1 (u1u 2) , ••• ,xn (u1u 2) 

temos uma superfície cujas funções coordenadas xk (u 1u 2) sao 

harmônicas por9ue as ~k(z) s ao analíticas. Além disso, co-

n 
mo l ~k 2 (z) = O , pelo Lema 5, (u 1u 2) sao parâmetros iso

k•l 

térmicos para essa superfície . 
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Logos pelo Lema 4f essa é uma superfície itÚnlma.

Por outro labor como .[. ]+t(z)]Z # 0 , ainda pelo

Lema 5, concluímos que a superfície é regular. []

-44-. 

Logo, pelo Lema 4, essa é uma superfície mínima. 

n 
Por outro lado, como l 

k 19 l 

Lema S, conclúimos que a superfície 
4 

e regular. 

pelo 

o 



CAPÍTULO ll

TEORIA GLOBAL DAS SUPERFÍCIES MÍNIMAS

A definição local. de superfÍci.e como aplicação ar,
x : D -..-..-+ ]?n com ]) c ]R2 , motlx/â uma definição global cg

mo uma aplicação Cr r X : .M ...-...+ llJZn onde M e uma varieda-
de dlfetenclável de dimensão 2 .

Por outro lado, propriedades das superfícies locais

como existência da métrica G = (gi{) e existência de parâmE.

tios lsotérhlcos , por exemplo, motivam a colocação de estruty.
ra Riemannlana ou estrutura confonne em M ., de acordo êom .o

prob[ema que se deseja focal.tear.

Apresentamos neste capítulo, um resumo das prlncl'

pais propriedades das variedades , que usaremos para estudar

superfícies mínimas.

$lQ - VARIEDADES

2 - DFF.TNJÇ/O ] - Uma vg:€1g494g de dimensão n: é um espaço

topos.óglco de Hau#sdorf tal que cada ponto

admi.te uma vizinhança homeomorfa a um sub-

conljunto aberto de 3t''
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CAPÍTULO II 

TEORIA GLOBAL DAS SUPERFÍCIES MÍNIMAS 

- . ~ - r A definiçao local . de superf1cie corno aplicaçao· C , 

x : D -+- :mn com D e m2 , motiva urna definição global c9. . 

mo uma aplicação cr , x : .M - lRn onde M é urna varieda

d~ diferenciável de dimensão 2. 

Por outro lado, proprieaades das superf!cies locais 

como existência da-métrica G = (g .• ) 
. l J 

e existência de parâm~ 

tros isotérmicos, por exemplo, motivam a colocação de estrut.!:! 

ra Riemanniana ou estrutura conforme em M : , de acordo com o 

problema que se deseja focalizar. 

Apresentamos neste capitulo, um resumo das princi

pais propriedades das variedades, que usaremos para estudar 

superfícies mínimas. 

§1() - VARIETJATJES 

1 - DEFINIÇÃO 1 - Uma variedade de dimensão n "' e um espaço 

topológico de Haussdorf tal que cada ponto 
.. , 

admite uma vizinhança homeomorfa a um sub-

conjunto aberto de lRn 

-45-
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Um aLIas de uma varledac3e M de dimensão n é

uma colação À= {(RQr OQr Fa)}. onde Ra éum domÍnIo
em i8t'' , oa ê um aberto ãe M , F'a : Ra ----+ Oa é um homem

morfísmo e gOa= lq

Cada elemento de À , l.sto é , cada tripla (RapOU'FQ)
ê uma carta da variedade M

2 ESTRUTURAS SOBRE UMA VÀRTEDADE

aJ Eatpzitapa o? entczda

Uma estrutura orientada Barre uma variedade M é

um aulas para ó qual cada homeoinorfisnto Fa'l . F13 (chamado
mudança de cartas) , preserva orientação onde eétíver defini-
do, Isto é, tem Jacoblano estritamente positivo em cada ponto
de seu domínio.

-46 -

Um atlas de uma var iedade M de dimensão n .. 
e 

uma coleção 

em lRn 
' o 

('J. 

i { (RC,, I o F ) } onde R 
.. 

domínio A == o.' e um 
ex ex o, .. 

aberto de M r◄' R · 0 .. um homeo e um . ---4 e , 
(J, 

. 
Ct (X 

morfismo e R0 a = M 

Cada elemento de A , i_sto é p cada tripla (R ,o ,F ) 
Ct (l Ct 

é uma carta da variedade M. 

2 - ESTRUTURAS SOBRE UMA VARIEDADE 

a) EstPutuPa orien~ada 

Uma estr·utura orientada sobre uma variedade M 
.. 
e 

um atlas para o qual cada ,homeomorfismo 

mudança de cártas} , preserva orientação onde estiver defini

do, isto é, tem Jacobiano estritamente positivo em cada ponto 

de seu domínio. 
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Uma variedade é orlentãvel se admite uma estrutura

ori.enfada. Neste caso, a estrutura é chamada o!''éeptaç.êg de
M +

b ) êlgilzzz tu!'a D.É.fgpepteeáoaZ

Uma estrutura d]ferené]áve] da c].asse l?r sobre

uma variedade M é um aLIas para o qual cada }!'lmudança de

cartas, Fa 'l o FB é de classe Cr onde estiver defini-
da.

OZPIJirrÇ.Z0 2 - Seja M uma variedade de di-pensão g. com es-
trutura C'r , A e M uma variedade de di-

mensão m com estrutura Or . À . Uma apl-lca-

ção f : M ----+ M será alta .;-l.,de:i;:-clüBse C'P

(p g z') se cada ap].lcação r'B'l;. f . Fa é
de classe aP , onde estlv:et' definida.

AS estruturas Or de M e M garantema não dEI

pendência da mudança de cartas nesta definição.

a; Fat!'utu!'a Confoz'me

Uma estrutura conforme sobre M é um atl-as para

o qual cada mudança de cartas , Fa'l o pB ' é aplicação
conforme onde estiver definida. e o Jacoblano da transforma-

ção é positivo em cada ponto.
n H nJ J.:#. =.P toda vara.idade conformeZ que e

entãve! &
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Urna variedade é orientável se admite uma estrutura' 

orientada. N~ste caso, a estruturai chamada orientaç~o de 

M • 

b ) Estrutura Difereneiável 

Uma estrutura diferenciável da classe cr sobre 

uma variedade M é wn atla~ para o qual cada '••.'·,mudança · de . , 

cartas, é de classe Cr onde estiver defini-

da. 

D'EFINIÇÃO 2 - Seja M uma variedade de dirnens,ão n com es-

.t rutura cr ~ variedade de di-, A e M uma 

cr ~ rnensao rn com estrutura , A . Uma aplica-

f ~ -· dita cP çao . M ~ M sera -de·'., ctcmse . 
(p :<;; r ) se cada aplicação FB 

-1 
f . F' 

.. 
-.:-i o o e 

a. 

de classe cP , onde estiver definida. 

cr ~ de As estruturas de M e M garantem a nao 

pendência da mudança de cartas nesta definição. 

e ) Estrtu·tv.ra Conforme 

Urna estrutura conforme sobre M ê um atlas para 

o qual cada mudança de cartas , é apl.icação 

conforme onde estiver defin.ida e o Jacobiano da trans'forma

ção é positivo em cada ponto. 

A definição diz que toda variédade conforme é ori

entável. 
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FXE/VELO: A esfera de Píemann , isto é, a esfera unitária

s2.c .l?3 munida da estrutura definida pelas prole'

çÕes esteroqrãficas segundo os pontos (0,0rl) e (0,0,-1) , é

uma variedade conforme

Temos Ã = {(RI'OI'FI) , (R2'O2'F'2)}

oi: {p e s2/ p # (o,o,].)}
R, =lP'

FI. : RI '-----> OI

l 2ul 2u2
r'i (ul'u2) : l----''T' ' ----l

llwl +l lwl +l

Sz/ P # (0,0,-1)

ande

ul'+ lu2

e 02

R2

F2

p2 (í;i 'i2 )
2ul -2u2

2 ' 2
IÕI +i Í l +i

2

ul+ iu2

e OIU02; S

Ctalculando a inversa de FI p temos

':* ..:: z;}
Logo, as únicas mudanças de cartas são

úi2
l . ];:.b

1;12..x

FI'l
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EXF,MPLO: A esfera de Riemann, isto é, a esfera 

2 
S . e munida da estrutura definida pelas 

unitária 

proje-

çoes esterográficas sequndo os pontos 

uma variedade conforme. 

(0,0,1} e (0,0,-1), 

Temos Ã = {(R
1

,o
1

,F'
1

) , (R
2

,o
2

,F
2

)} 

onde o1= {p e s 2; p ~ (O,O,l)} 

Pl =l"R2 

Fl Rl -· º1 

Fl(uí,u2) [ 2u 1 2u 2 1w1>1] = I , 
lwl 2+1 

2 
lwl +l !wl +l 

e º2 = {p e S2/ p ~ (0,0, -1 )} 

R2 = ]R2 

F2 R2- º2 

[ 2Ü 1 -2u i-1w12J F2(Ül,u2) 
2 = 

lwl 
2
+1 

2 ' j;i 2
+1 lwl +l 

e o1
uo 2= S 2 

Calculando a inversa de F' 1 ' 
temos 

-1 i 2= x+.ix_ F' 1 
{x,y,z) = w = u + 

1 u 1-z 

Logo, as Únicas mudanças de cartas sao 

2u 1 . -2Ü2 . - + 1 

lwl2+1 lwl2+1 
~,2 

i - i- lw 
lw! 2+1 

u + w = 1 

~ ~ 
~ = ul+ 

1 = ~ w 

.. 
e 

iu
2 

~ iu 2 
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que são ap].lcação conforme por serem analíticas, pa

ra n« l;l <m e 0« lwl «m

e l- 1 F (w)w = F' 6 l2

PPOPOS.ra20 ] - Se M é uma variedade conforme de dimensão 2,

então, a mudança de cartas, f = Pa'' ' PB ' é
função analítica

pz'oua: De fato, temos f :. D ---...> C , D c C , aplicação con-
forme que preserva orientação.

Da teoria das funções de variáveis complexas r sabemos

que ta[ ap]ícaçao é anal.ít]ca [1] []

Bege. - [Jma variedade conforme de dimensão 2 é também

chamada Si4pqEIEllçlç 4ç Rlemqpn ou Variedade Com-

plgxR 4e dl.Pensão .!

0b8ert}

DEFITllÇÃ0 3 Sejam M e M variedades conforme de dimensão

2 . Uma aplicação f : M ----+ M é analítica se

cada aplicação PB'l . f . Fa é analítica.

DEFINIÇÃO 4 Duas variedades conforme de dimensão 2, M e lq

são conformemente equivalentes se existe uma

aplicação analítica f : M -----p M que é bljetg
ra

- 49 -

e 
1 
w 

que sao aplicação conforme por serem analíticas, pa-

ra o < lwf < °' e o < !wl < oo 

PROPOSIÇÃO 1 - Se M e uma vari~dade conforme de dimensão 2, 

então, a mudança de cartas, 

função analítica. 

pro va: De fato, temos f :_ D - <r , D e (t , aplicação - con-

forme que preserva orientação. 

Da teoria das funções de variáveis complexas, sabemos 

que tal aplicação é analítica [1} 

Observação - Uma variedade conforme de dimensão 2 é 

o 

também 

chamada Superficie de Riemann ou Variedade Com

plexa de dimensão 1 . 

DEFINIÇÃO 3 - Sejam M e ~ M variedades conforme de dimensão 

2. Uma aplicação f: M _..- M é analítica se 

cada aplicação F
8
-l º f º Fa é analítica. 

DEFINIÇÃO 4 - Duas variedades conforme de dimensão ~ 2, Me M 

sao conformemente equivalentes se existe uma 

aplicação anal!tica f: M --+ M que é bijet~ 

ra. 
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DEFINIA'Í0 5 - Seja M uma variedade conforme de dimensão 2

e seja h : M -----+ ]R . Dizemos que h é harmõ

rica (ou subharm(3nlca) ser para cada a ,h .Fn
é harmónica (ou subhannõnica)

As estruturas conforme das vaxledades M e M ga-

rantem que as definições acima hão dependem da mudança de caga

tas

PZI'.r/iíCXO d - tema aplicação meromorfa sobre uma .variedade

conforme M , de dimensão 2 . ê uma aplicação g.
nalÍtíca de M , na esfera de Rlemann.

A definição dlz que as aplicações Fr,'.l . f . FR ,
são meromorfas, isto é , são analíticas cujas Únicas síngu].arl
jades são polos.

d.J Ee t;?utu?a R ema?z7z tina

Setja M uma variedade díferenclável de classe Cr

Uma ggtrutura Riemanni.ana sobre ta , de c].asse C'q (0Kqsr-l)

é uma coleção de matrizes , {Ga(P) , P e Qa} ' , associada
aos pontos de M , tais que os elementos de G,.(p) são fun-
ções de classe aq definidas em O. , e em cada ponto , Gr+ ' ' ' fv

é deflni.da e positiva.

A].ém disso, se u(u) = Fa'l . PB esta definida, vê.
le GB = UtGQU onde U é a matriz Jacoblana da mudança de

a

cartas
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DEFINIÇÃO 5 - Seja M uma variedade conforme de dimensão 2 

e seja h : M --+ JR • Dizemos que h é harmô 

~ (ou suhharmônica) se, para cada 

é harmônica (ou subharmônica) 

Cl ,h oF 
Ct 

~ As estruturas conforme · das variedades M e M ga-

rantem que as definições acima rtão dependem da mudança de car 

tas. 

DEFINIÇÃO 8 - Uma aplicação meromorfa sobre uma variedaõe 

conforme M, de dimensão 2 , é uma aplicação a 

nalítica de M, na esfera de Riemann. 

A ~efinição diz que as aplicações 

sao meromorfas, isto é ,são analíticas cujas únicas singular! 

dades são polos. 

d ) Estrutura Riemanniana 

Seja M uma variedade diferenciável de classe Cr. 

Uma estrutura Riemanniana sobre M, de classe cq·co~qsr-1 ) 

é uma coleção de matrizes I {r,(l (p ) I p e ocx} a~sociada 
Ct 

aos pontos de M , tais que os elementos de G {p) sao fun-
a 

çoes de classe cq definidas em o , e em cada ponto , G a CI. .. 
definida e positiva. e 

Além disso, se ~ -1 u (u ) = F Ct º F B está definlda, va 

le GB = UtG U 
CI. 

onde u é a matriz Jacobiana da mudança de 

cartas - 1 
F F o . 

(l 8 
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PROPOSIÇÃO 2 - Se M , Or . é uma variedade Rlemannlana, en

tão a aplicação

g : 'F.M x 'P M -------F :R
' P P

(a,b) }"-"-..-.+ a Gaba gi{ (p)at BJ

onde a=(al,...,.an) e b=(BI,...Bm)

é um produto Interno em T..M
P

De fato, + é bí].Inear e simétrica
q(a,b) = g(b,a)

Além disso, como Ga é defl.ni.da positiva ,

g(a,a) = .}1. çij (p) atam 2 0

e g(a,a) = O «-p D

?:89?gg:!Ç4q.3 - O produto interno, definido em T.M pe].a es
trutura Riemannlana de M , não depende da mu

dança de cartas.

p2''azia Temos CB = UtGaU

onde U é a matriz Jacobiana da mudança

u = u(u)
f 8u. 'l

Seja Ga = (Çij) , CB : (aíj) , [l: l;f-l

de cartas
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PROPOSIÇÃ~ 8 - Se 
r .. M, C , e uma variedade Riemanniana, en-

tão a aplicação 

g:TMxTM--+ JR 
p p 

{a,b) t--:--+- t 
i 'j 

i Qj g •. (p} (1, p 
l. J 

onde a = 1 m (O'. , ••• ,.O'. ) e 
1 m b = (B , •• • B ) 

-e um produto interno em T M 
p 

pro va: De fato, .g é bilinear e simétrica 

g-(a,b) = g(b,a) 

Alêm disso, como G~ 

g(a,a ) = l 
i , j 

é definida positiva , 

e 

PROPOSIÇX-0 5 - o produto interno, definido em T ,M pela 
p. 

o 

es-

trutura ·Riernanniana de M, nao depende da mu

dança de cartas. 

prova: Temos 

onde U é a matriz Jacobiana da mudança - de 

u = u(Ü) 

Seja G 
(l 

[ 

;)u · ] 
, tJ= -:!-

dU; 
J 

cartas 
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Consideremos dois vetores, a e b ,

b = (BI,...,Bm) em re].açâo'a carta

oa'Fa) e a:(il,...,im) e b=(BI,...,Bm)em

ção ê carta (RB' OB' PB)

[ =: ] 1 .:
'remos 1 : 1 = u

L ã" J [ '-"

a = (al,...,am) e (Ra'
re].a

. 1 : 1 - « 1 E:
;', '.[: ]

n 1 = g(a.b)

Então, $(a,b)

(al,...,am)

,a"')

3 ESPAÇO DE RECOBRIMENTO DE UMA :VARIEDADE

OFP.rX.rCÂ0 7 - Se M e M são duas variedades de dimensão m,

a aplicação T : M ----+ M é uma q151i.ç;Bç$o:. qç

recobrimento de M , se

a) lr é Contínua e v(M) = M

b) todo ponto p e M a(]m].te uma vizinhança [J rem

M , tal que R'l(U) = a(Va) onde Va são abe11

tos dlsjuntos dois a dais de M , tais aue a

restrição de T a cada V,. é um homeomorfls-

r 
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Consideremos dois vetores, · a e .b , em T M 
p 

1 m 1 m a= (o: , ••• ,o.) e b= (B , ••• ,B) em relação~a carta ' (Po: , 

O ,F) 
(l (l 

e 
~l ~m a= (o: , ••• ,a ) e ~l ~m b = (8 , ••• , í3 ) em rela 

1 · · m 
= (a , ••• ,a) G 

C1. 

5 - ESPAÇO DE RECOBRIMENTO DE àMA .VARIEDADE 

DEFINIÇÃO 7 - Se M e 
,..j 

M sao duas variedades de dimensão~, 

a) 

b) 

· a aplicação '11' : M __.... M é urna aplicação de 

recobrimento de M, se 

- contínua '11' e 

todo ponto p 

M 
' tal que 

tos disjuntos 

restrição de 

~ e '11' (M) ?= M 

e M adrni.te uma vizinhança u ,em 

rr-1 (U) = U (V ) onde V sao aber a. (l (l 

~ dois a dois de M 
' tais aue a 

'11' a cada V é um homeomorfis a. 
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mo de V sobre tJ

Os abertos U são chamados abertos admissíveis

do recobrlmento e M é chamada variedade de

recob€1mento de M ou espaço..d E ÇQbrlmento
de M

a

EXE/yP.CO: Seja M .o ane] ].<r<e , no planar Isto é, o anel dâ
[x = r cos 0

do pof l ; l<r<e
l.y:.= r sen. Q

e seja M dada por
0<x<l

-n<y<n

À aplicação T : M ----+ M

(x,y) F---, (ex cos y , ex sen y)

é uma aplicação de recobrimento de M que leva cada retânqu
f0<x<].

].ó 4 , homeomorfícamente , sobre o anel
j2k.v'; sy <2 (k+l) T

são fatos topológlcos bem conhecidos, as seguintes
proposlçoes:

PPOPOS.rÇX0 4 - Urna variedade conexo M . de dimensão 2, admi-

te um espaço de recohrlmento M , simplesmente

---. [21].

o espaço M de que fa].a esta proposição, contém tg
dos os outros espaços de recobrimento e é chamado ggnaco de
recobrlmento universal de M
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mo de V sobre U. 
Cl 

Os abertos u sao chamados abertos admissíveis 

~ do recobrimento e M é chamada variedade die 

recobrimento de M ou espace de recobrimento 

de M • 

EXEMPLO: Seja M o anel l<r<e , no plano, isto é, o anel da 

-e 

i& 

uma 

do por 
{

X= 

y-.-= 

r cos 

r sen 

e 

e 
l<r<e 

~ {O<x<l 
e seja M dada por 

-~~y<oo 

A aplicação 

aplicação de recobrimento de M que 

{O<x<l , homeomorficamente 
2k:rr ·, ~y <2(k+l)'!T 

leva cada 

, s obre o 

são fatos topológicos bem · conhecidos, as 

proposições: 

retângu-

anel . 

seguintes 

PROPOSIÇÃO 4 - Urna variedade conexa M, de dimensão 2, admi

te um espaço de recobrimento M, simplesmente 

conexo. [2-r]-
~ O espaço M de que fala esta proposição, contêm to 

dos os outr os espaços de recobrimento e é chamado espaço de 

recobrimento universal de M. 
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PROPOR.reZO 5 - Uma variedade de dimensão 2 , M , com estrutu-

ra Cr , não oríentãvel, admite um espaço de

reaobrímento M , Cr e orlentãVel, tal que cada ponto de M

corresponde a dois pontos de M

É fácí]. ver que estruturas Or e conforme sobre M.

Induzem estruturas cora'epondentes sobre um espaço de reco.brl-
mento M .

15e fato, se Fd e I'B 8ao cartas para M r consl

dera para M .as cartas correspondentes, lr 'e Fa e 'F 'eFB'
que são homeomorflsm08, desde que se restrinja Fa e PB de

modo que Fa(àb) n FB(nB) c U , onde U é um aberto admissí-
vel do recobrlmento lr : M -.---.p M

Neste casal as mudanças de cartas para

(lr'a . Fa)'l e ('F'le PB) = Fa't . PB

Logo, se a mudança de. cartas é a' oti confonne pa'
ra M , também o será para M .

Do mesmo modo:p- se (M,g) é variedade Riemannlana e

[r : M -----+ ]H é ap].lcaçao de recobrlmento de M , podemos con-

sJ.deram a métrica ;., Induzida por T sobre M , ocde

M

gP (apb) ' ç.Ffi lr aP 'p+b)

de modo que (M,ç) é também uma variedade Rlemannlana

4 - VARIEDADES COM?LOTAS

Seja (M,g) variedade Rlemannlana e consideremos
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PROPOSICÃO 5 - Uma variedade de dimensão 2 , M, com estrutu

ra cr , não orientável, admite um espaço de 

~eôobrimento M, cr e orientável, tal que cada ponto de M 

~ corresponde a dois pontos de M. 

t fácil ver que estruturas Cr e conforme sobre M, 

induzem estruturas correpondentes sobre um espaço de recobri-
..., 

mento M. 

De fato, se Fp. sao cartas para M, consi-

dero para ~ M as cartas correspondentes, -1 
'1T o 

que são homeomorfismos, desde que ~e restrinja 

F a. 

F 
(X 

e 

e de 

modo que u é um aberto admissí-

vel do recobrimento '1T: M - M. 

Neste caso, as mudanças de cartas para M sao 

-1 -1 -1 
F ) o (11' o F D) = F o F o 

(X . µ a. p 

~ --Logo, se a mudança de_ cartas e Cr ou conforme pa-
, 

ra M, também o será para ~ 
M • 

Do mesmo modo:-,, se (M,g ) é var.iedade Riemanniana e 

~ 
1r : M - M é aplicação de recobrimento de M, podemos con-

side·rar a métrica g -, induzida por rr sobre M , onde 

de modo que (M,g) é também urna variedade Riemanniana. 

4 - VARIEDADES COMPLETAS 

Seja (M,g) variedade Riemanniana e consideremos 
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zçoe5:

a) Uma curva dlferencíãvel sobre M é uma aplicação
dlferenclável

p (t) : [apbJ----. M , [a,b] c m

definsegui.ates

b) O comnri.mento da curva p(tj f aÉtsb , em relação
à métrica Rlemannlana de M é definido por

lp'et)lat

onde p'(t) =(p'l(t),-..',p'li(t))
e lp! (t) IZ - g(pç (t) , P' {t))

c) Uln caminho divergente aobte M é uma aplicação
continua p(t) : at+ .---.-+ M , ta]. que para todo sub-

conjunto compacto K e M , ] td.,'e': ]li+)' , ta]. que

p(t) e K , Vt .> t.

Se o Caminho divergente for dlferenciãvel, seu com-

primento é definido por

IPe (tllat

d) Uma variedade níemann49na M é completa em relê
)©'

ção ã métrica g se l lpe(t)Idt diverge para todo

caminho divergente dlferenclãvel, p(t) , sobre M
0

- -------------------- - -------
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9eguintes definições: 

a ) Uma curva diferenciável sobre M 
.. 
e uma aplicação 

diferenciável 

p(t) : [a,b]-+ M , [a,b] e IR 

b) O comprimento da curva p(t) , ast~b , em relação 

à métrica Riemannia.na de M é definido por 

e) 

d) 

b 

L = . f 1 1 l .· p'(t) dt 
à. , 

onde p' (t) = .(p'1 (t) , ••• ·,p' ~ (t)) 

e IP'(t)l
2 = g (p' (t ) , p' (t) ) 

h 

di ve·rgente .. ttm caminho sobre M e uma aplicação 

contínua p (t) : m.+ - M , tal que para todo sub-

conjunto compacto K e M , -3· t º·, ·e( :IR+ tal que 

p ( t ) t . K , Vt _.,. > to 

Se o caminho divergente for diferenciável, seu com

primento é definido por 

0 11 

Uma variedade Riemann! M 
.. 

completa rela-na e em 
/~: . . - à métrica se I I p • ( t ) 1 dt diverge todo çao g para 

o " 

caminho divergente diferenciável, p{t) , sobre M. 
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e) Dada uma vara.edade Rlemannlana (M.g) , defíni.mos

Õ : M x M ----+ Rt

p (pfq) n Inf ' {L(y)/y e {2Pq}
onde Q.. é o conjunto de todas as curvas dlferen

clãvels por partegr ligando Ei a g .

A função p , assim definida. define uma dlstêncla
sobre M , Isto é (M,p} é um

Sabemos que (Mpp) é completo, como espaço métrico,

ge e somente se, toda 8equêncla de Cauchy em M r converge.

PPOPOSJçã'O' 8 - Se (M,g) é variedade Rlemanníana e p é a

. distância associada , então (M ,p) é completo

m+ todos os subconjuntos limitados e fechados são compactos
À. demonstração dessa equ]va].êncla envolve o teorema

de Hopf Rlnaw [q e [7].

?!@WIÇÃQ. ? (M,p) completo . é comp].eta

P2.'opa a) Suponhamos(Mrp)' êólúp].eto

Seja y : [0,in) ---+ M um caminho divergente
r. (y) < R 'a u

Então, T e D.('y(0)f R) , disco de centro y(0) e
ralo R , na métrica p l porque

Vqey , temos Ó(y(0),q) SL(y) <eR

Mas o fecho de D.(y(0) ,R) é li.matado e fechado em

e

sobre 

se .e 
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e) Dada uma variedade Riemanniana (M,g) , 

p : M X _M ~ lR 

M 

p(p,q) = inf {L(y) / y e n } pq 

onde íl é o conjunto dé todas as curvas 
pq 

ciáveis por partes, ligando e a ~. 

A função p , assim definida, define um.a 

isto é {M ,p) 
.. 

es12aço métrico , e um • 
.. 

definimos 

diferen 

dist$ncia 

Sabemos que (M, p) e completo, como espaço métrico, 

somente se, toda sequência de Cauchy em M , -converge. 

PROPOSIÇÃO 6 - Se (M,g) é variedade Riemanniana e p é a 

·a1stância associada, então (M,p) é completo 

<-=ao todos os subconjuntos limi·tados e fechados são compactos. 

A demonstração dessa equivalência envolve o teorema 

de Hopf Rinow [ 5J e · [7] • 

PROPOSIÇÃO '/ - (.M,p) completo ~ (M,g) é completo 

p!'OVa: a) Suponhamos (M, p)> completo 

Seja y . [O,o) ·-.· M um caminho divergente .. e 

L(y) < 
.. 

R ~ CIO 

Então, y e: D (y(O), . p R) , disco de centro y (O) e 

raio R , na métrica p , porque 

V q e y , temos p(y(O) ,q) s L(y) < ;,; R 

Mas. o fecho de DP(y(O} ,R) é limitado e fechado em 
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M e, portanto, pela proposição 6, é compacto. Logo, o canil
nho y não pode ser divergente, contrariando a hipótese. ÀS

slm. temos L(y) = ® e, portanto, (M,g) é completa.

b)Suponhamos (M,g) completa

Sela {pi}...+ / uma sequência de Cauchy em M e

sej.a 'ti = p (pi'Pi+l) , l e:n
A sequência de números reais { r;} # é sequência

de Cauchy e, portanto, possui uma subsequêncla que converge e

que ainda chamaremos, por simplicidade, {'ti}. ..#' iaí

't; = Inf IL(v) / Y e Q. . l. ->
' l ''' ' p ip i+ IJ

+

:-> ]'Y. e QPiPi.tl

Considero o caminho

Então, L(y) = 1 }1ti n].

Como (M,g). é comp].eta, y não pode ser um cami-

nho divergente e, portanto, existe um compacto K c M tal

que

tal que L(y{)

vt.:. ]t > t. / 'y(t) e K

Logo, posso escolher um compacto K c M com Kc(K)

e K contém uma subsequêncla de {p:} , {p: } . Logo, {pe }

converge u> {pe} converge n> (M,p) é comp]eto. ]]

0

kk
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M e, portanto, pela propos-ição 6, é compacto. Logo, o cami

nho y não pode ser divergente, contrariando a hipótese. As-

sim, temos L(y) = oo e, portanto, (M,g) é completa. 

b)Suponhamos (M,g) completa. 

Seja {p
1
.} * 

iel~ 
, uma sequência de Cauchy em 

sej.a * Ti = p(pi,Pi+l) , i e::E . 

M e 

A sequência de números reais { T.} . * 
1. ieN 

. 
e sequência 

de Cauchy e, portanto, possui uma subsequência que converge e 

que ainda chamaremos, por simplicidade, { T
1
,} * 

ieE 

..... 

Considero o caminho y = Uy. : [O,oo)--+- M 
1 

Então, L(y) = ( f Ti]+ l < oo 

i•l 

Como (M,g) é completa, y nao pode ser um cami-

nho divergente e, portanto, · existe um compacto K e M tal 

que 

Vt , -3t > 
o to / y (t) e K 

~ Kc (K) 
o 

Logo, posso escolher um compacto K e M com 

~ contém uma subsequência {p.} {p. } {p. } e K de , . Logo, 
l. l.k ik 

converge {p.} (M, p) - completo. o ==-> converge =-> e 
1 
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PRopQ$x©ÃO Sela Ir : M ----..» M uma aplicação de recobrlme2.

to de M , sendo (M,g) variedade Riemannlana

e seja g a métrica RI.emannlana Induzida sobre M por 'F .E2.

tão ,

(Mpg) e completa {Mrg) e completa

p:popa; a) Suponhamos, (Mpg} . completa.
Seja {p..:;} tuiria sequência de Caueh em M .

Consldereiüns dois. pontos pk e p8 dessa aequêncla

e wna atina ? : [0,1] ---+ M ligando esses pontos. Então,
lr(?) n 'y. : tO,l] ---+ M: p é lulEla curva ligando v(pk) - pk e

lr (p8) B p,
Ca].curando 08 comprimentos. de y e T p temos

& ' !

.}

l I'Ye(t)ldt n .L$Y)

Portantos

i(St'S.) n :

í Ê P. .

1/2
dt -

b

rl
Le;) n l I'r'(t)lat » ls4, . (7'(t), ?'(t))

!
g.Y(t) ' (Ti(t) , T' (t))]

dt

0

'$'t;l':t
Y e Q

PkP8

i( ) = P(PkP.)
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PROPOSIÇÃO 8 - Seja · t: M ~ M uma aplicação de recobrime~ 

to c!e M', sendo (f.l,g) variedade Riemanniana 

e seja 

tão , 

-g a métrica Riemanniana induzida sobre M por 

(M ,g) é completa <=&==:>· · (M ,g) é completa • 

p,l'o va: a) Suponhamos ~ (M , g) . completa. 

Seja {p~ : } uma sequência de Cauchy em M. • 
'ri) 

,r .En 

Consideremos dois, pontos dessa sequência 

e uma .curva ~r : '[o, 1] --. M ligando esses pontos. . Então, 

,r (y·)· -= y : [?, 1] ---+ M · , · é uma curva ligando ,r (pk )' • pk e 

,r (~ $) • P, 

-L(y) 

-Calculando os comprimento$ .de y e y , temos 

• r f i• (t) f dt 

J 

• Jl(g ·' . (y' (t), y' (t)).]·112 
dt • 

. ' '_., (t) 

o 

· · 1/ 2 
= r [~y (t) ' (y'(t), y' (t))] dt -

o 
f{"' 

r IY' .(t)fdt ·' - • L y) 
o 

Portanto, 

.... - -p(pk,p
1

) a ,fnf 

r -~. ~~ ~ 
'Rttf 

inf 

y e o 
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Portanto, a sequência {pb}. ' p.B' lr(pB) r é 8e-

àtxêdcla de Cauchy em M . Como (Mrp) é completo (poro\ie

(Plç! é Cdli@rleta) f '3p e M tal que p#''""'> p e portattto r
ã$ e M , $ e 'P'l(p) , tal que $:.i---...p $ n (MpP) é compl!.

to ,g) é completa .

b) Suponhamos .(Mfg) completa.

Seja I' um caminho divergente em (Mrg) e CQnsldg.

remos wtt levantamento, ; , de T em (ã-ç) , Isto

é, unacurva T em M calque 'P(v)l=y .

Suponhamos que Y não seja um cama.nho .=},::divergente

em (M,g) . ERt'ãor existe um compacto K c M tal que. V t.,

3t > tB / 'Y(t) e K .

Maa, T(K)n K é compacto em M er Vt.; '3t > t. /

/ 'Y(t) = lí(Ylt)) e K . IDgop y não pode ser um caminho dl

vertente em M r contrariando a hipótese.
Portanto, se 'y .e divergente em M r develtns ter

y i, dlvec'gente em M e

L ('V) = L(;i)
lago, (Mrg) é completa Ü

êwaü-supEnprcizs

l - opz'rxíWZ0 8 rfícle g é uma aplicação
X : Mi.üiâ-..+Dln de classe 0'r (ràl) onde M

é uma variedade d]ferenc]áve], de c].asse ar. de dimensão 2:i
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Portanto, a sequência {p 
1
.J P.ti = 'Ir <í\

1
> -, e se-: 

ti 

··q"uâri'cia de Cauchy em M • Corno (M, p) é completo {porqúe 

,~-)g)- - cómpille ta) -3p e M tal que portanto 
~ - , P,- p e , 

- ~ ~ -1 ~ ~ ~ ~ é i? e M , P e 1T (p) , tal que p:n---+ p =-:;i. (M ,p) compl!_ 

to (M,g) - completa =- e • 

b) Suponhamos , (M,g) completa. 

Seja y um caminho divergente em {M,g) e cQnsid~ 

remos um levantamento, y, de y em (M,g) , isto 

ê, urna curva ~ y em M tal que 
.... 

Suponhamos que y não seja um caminho ú '.:dt:vergente . 

em (M,g) • Ent'ão, existe um compacto K e M tal que, V to, 

➔ t > t ~ 1 y(tj e i. ,. _ 

Mas, 1r(K)= K é compacto em M e, Vt
0

, ➔ t > t 0 / 

/ y(t) = 1r(y(t)) e K. Logo, y não pode ser um caminho di

vergente em M, contrariando a hipótese. 

Portanto, se y é divergente em M, devemos ter 

- N 

y , divecgente em M e 

Logo, (M,g) é completa o 

1 - DEFIN IÇld 8 uik superfície s -e uma aplicação 

x : M :~ lRn, de classe Cr (r2-: 1) onde M 

é uma variedade diferenciável, de classe Cr, de dimensão 2,;1,' 
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hnx.

Se À é o aulas da estrutura Cr de M e Fa:Ra---+ Oa

uau carta, então, a.aplicação h = x . Fa : Ra ----->lRn é uma

superfície local, Sn ' de classe é'r

' Se u = u(ii) define uma mudança de cartas

então, a superfície ]oca]., SP , definida por h(u)

é uma superfície local obtida de S,, por mudança de parâme'
Elos.

Chamanns ponto da superfície S , um par (po,x(p.-))
onde p. e M

As considerações acima nos dizem que as proprieda-

des local.s das superfícies, que são Independentes de parâme'

- 60-

X 

M 

Se A é o atlas da estrutura Cr de Me F :R--+ O 
(X (l Ct 

uma carta, então, a aplicação X o 

superfície local, S , de classe Cr • 
(l 

F 
ex 

R 
-

"'""'n ... 
0 

~ e uma 

- ..... Se u = u (Ü) define uma mudança de ca.rtas 

então, a superfície local, s8 , definida por h (u) = x o FS 

é uma superfície locàl obtida de S por mudança de · parâme
Cl 

tros. 

Chamamos ponto da superfície S , um par (po , x (p o,) ) 

onde po e M 

As considerações acima nos dizem que as proprieda

des locais das superfícies, que sao independentes de parâme-
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eras, então bem definidas para a superfície g].obal S ,cg

mo sendo as propriedades correspondentes da superfÍele

h(u) : R. .--..--- R'' , onde p. e on '
Portanto, estão bem definidas og conceitos de =ggy.

iali1:4g4e eD um PQnlo f }2J:4BQ tanaente em um oonto p vetar cur
vaty99 péaiê em pn PQntBQ , etc

AS. pr9pr1:9gêdQg glgbgJ:s de S são as propriedades
g].obals de' M . Assim. S é compactas conexa, simplesmente

conexas etc., se M o é . D]rehos que E. e or]entãve]. se M
é orlentãvel e uma orientação de ,S é a orientação correspo2
dente de M .

Consideraremos apenas superfícies Conexas ijá que ,se

uma superfície é não comera, cada componente conexo é superfí

cle conexa e poderemos estuda-la separadamente.

PPOPOS.ZÇ.iO P - a) À cada super'fícle não orlentável S/
x : M ----F ]tn , corresponde uma superfície

orlentável S ,

b) A cada superfície S , x : M -----+ Zt" r co:l
. nd pu n 'r\

responde uma superfície simplesmente comera, g ,k : M -.---> lt-'

(que chamaremos superfície de cobertura universal de S )

p?ooa; Basta considerar, em cada caso, a correspondente apli-
cação de cobertura de M , T : M ---í M e a superfí-
cie S definida por x = x o T []
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tros, estão bem definidas para a superfície global S ,e~ 

mo sendo as propriedades correspondentes da 

n 
h (u) : R

0 
- ~ , onde Po e O 

(l 

superf!"~ie 

Portanto, estão bem definidas os conceitos de regu 

laridade em um ponto , plano tangente em um ponto, vetor cur 

vatura média . em um ponto, etc. 

As. propriedades globais de S sao as propriedades 

globais de· M • Assim, S é compacta, -conexa, simplesmente 

conexa, etc., se M o é . Diremos que s é orientável se . M 

é orientável e uma ori~ntação de .[ é a orientação correspo~ 

dente de M. 

Copsideraremos apenas superfícies conexas já que,se 

uma .superfície é não conexa, cada componente conexa é superf! 

cie conexa e poderemos estudá-la separadamente. 

PROPOSIÇlô 9 - a) A cada superfície nao orientável · s, 
. . n 

x : M - ~ , · corresponde urna superfície 

orientável S , i : · M --+ lRn • 

b)° A· cada superfície s , x : M ~ lRn , cor 

responde uma superfície simplesmente conexa, S ,x: M ---+-~n 

(que chamaremos superficie de cobertura universal de S) 

prova: Basta considerar, em cada caso, a correspondente apli-

cação de cobertura de M, ~: M---+ M 

cie S definida por . ~ X = X o 1T 

e a superf!-

0 
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Consi.gerando a superfície S r em qualquer dos ca

sos da proposição, as propriedades locais de S sao as mesmas

de S visto que as de S são. ag propriedades correspondentes

em h : R,. -----+ ]t'' r Pe e on

e as de S são as propriedades correspondentes em

onde h = x o
Ü

Mas, x = x o T e Fa : lr' ' F

(x . 'F) ' (T'l. Fa) = x ' Fa : h onde eg.

cle

e, portantos
ti.ver definida.

Em vista distar podemos .sempre considerar a superfí-
esmente conexo, para estudar propriedades locais.

PPOPOS.reZO !0 - Se g é uma superfície Ct em ntn. , definida
por x : M ----+ ]Rn , S Induz uma estrutura

Riemannlana sobre M .

p2''ooa Temos h(u) : x(Fa(u))

Chamemos x(u) =. h(u) e deflnamos, em

Ga ' (Çlj) onde çij ' '( âx , 8x ).

Para wm mudança u = u (u) , temos
3x. 2 8x. 8u.

e-,i:«i< -
M : MU

cada pontos
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~ 
Considerando a superfície s , em qualquer dos ca-

~ 
sos da proposição, as propriedades locais de s sao as mesmas 

de S visto que as de S sao as propriedades correspondentes 

em 
n 

h:R~P, 
a 

Po e O 
(l 

e as de S sao as propriedades correspondentes em 

onde ti = ~ ~ 
X o F 

a 

~ 

h Rcx ~ :Rn 

Mas, X = X o '1T 

e, portanto, 

tiver definida. 

e 
~ -1 · F = '7T o 

(l 

X o 

F 
ex. 

= h onde es 

Em vista disto, podemos sempre considerar a superfí

cie simplesmente conexa, para estudar propriedades locais. 

PROPOSIÇÃO 10 - Se S é uma superfície Cr em mn, definida 

por x : M _.,. :mn , S induz uma 

Riemanniana sobre M. 

prova: Temos h(u) = x(F
0

(u)) 

estrutura 

Chamemos x(u) =. h(u) e definamos, em cada ponto, 

Go = (g •• ) 
1J 

onde 

Para uma mudança 

ax. 2" ax. 
1 r 1 = ãu. ~ auk j•l J 

~ => M = MU 

g .. 
lJ 

u = u(Ü) , temos 

au. __ J 
::a.e;. 

~ é)uk 
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Logo, G.. = Mt'M
' ' a

e GB = MtM = UtMtMU : UtGaU

Além di.sso, Vn r Gü é'definida e post.alva em cada
ponto regular de S .

Logo, {Ga = (Çij(p))
Rlemannlana sobre M

onde M = e u = HB , M = Ê

e'\ama estrutura

DEF.r»JÇÃ0 9 superfície S . x : M ----+IRn , e completa

. ompleta em relação ã metrlca Induzida

,:.- <& , & >
2 - SUPERFÍCIES MÍNIMAS

az'PÍXíç.ãO ]0 - Uma superfície regular de classe

é uma superfície mÍnIma se seu vetar curvatura

média se anula em cada ponto.

ppopos.rfZ'o n - Seja g. uma pypÇIÇ11ç ç p11p pq ;lçg! q! em IRn,

definida por x : M ----->lEin Então, S Induz
uma estrutura conforme sobre M .

prova : Podemos consídera=' g como sendo or]entáve]. pois, se
não for, passamos para a superfície S de coberttÜ'a.
orlentáve]..
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=[axi l ~ [ª:i l [ª:i l onde M au. , M = e u = 
J au. au. 

J J 

Logo, G = MtM 
a 

GB 
~t~ UtMtMU = UtG U e = MM = 

(l 

Além disso, V , Ga. o. 
é ·aefinida e positiva em cada 

ponto regular de s • 

Logo, 

Riemanniana sobre M • . 

(g .. (p)) , p e O,..} 
1J .... 

. ct 

é· uma 

DEFINIÇJO 9 - Uma superfície s ; ~: M--.. ~n , 

- estrutura 

é - completa 

-~ M é completa em relação à métrica induzida 

g .. = <~ 1J au. 
l. 

, :~. > 
J 

2 - SUPERF1CIES MÍNIMAS 

DEFINIÇl.O 10 - Uma superf!cie regular de classe c2 , em · lRn , 

é uma superf!cie mínima se seu vetor curvatura 

média se anula em cada ponto. 

PROPOSIÇÃO 11 - Seja S uma superfície m!nima regular em mn, 

definida por n -x: M -+JR • Entao, s · induz 

uma estrutura conforme sobre M. 

pPova: Podemos considerar S como sendo orientável pois, se 

não for, passamos para a superfície S de cobertura, 

orientável. 
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Seja À oatlas que define a orientação de M .

Para cada ponto (p , x(p)) de S , consideremos uma

carta Fa : Ra ---.+ Oa tal que p e Oa ' Temos, entaof a su-
perfície mínima ]oca].,

h = x + F,. l de classe Cz

e, portanto, existe uma reparametrlzação, h , em parâmetros l.
sotérmícoa , dada por u = u(ii)

Cõnaldeteüüs a transformação u = u(ii) de tal modo

que o Jacoblano seja positivo.

Seja fa = x . ii: $a c.Ra ----, Õa = Fa(ãa)
A existência de parâmetros Isotérmicas em uma vizi-

nhança de cada ponto regular, garante que tj 6.= M e o fato

de termos escolhido as mudanças de carta com Jacoblano positi-

vo, garante que o novo atlas, X = { (Ra PÕa'l.:PFa)} , é uma es-
trutura orientada de S .

Além disso, Fcl'l . PB é mudança de parâmetros ísg
ténnlcos e, portanto, é uma aplicação conforme onde estiver. dg
flnlda.

a

Asslmf A é uma estrutura conforme para a varieda-
de M .

3 supxPpfcixs mÍNiMAS GENIRAlrZAnAS

PF11í#'!ÇZ'12 ZZ superfície mínima genera]]zada g , em ]Rn,

é uma ap]]cação não constante, x : M ----+ ]Rn ,

carta 
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Seja A o atlas que define a orientação de M . 

Para cada ponto (p , x (p)) de S , consideremos uma. 

: R ---+ O 
(l (l 

tal que p e o • Ternos, então, a su
o: 

perflcie mínima local, 

h = x º· Fa , de classe 
2 e 

e, portanto, existe uma reparametrização, h , em parâmetros i 

sotérmicos, dada por u = u·(Ü) • 

_Considerel'llõs a transformação . u = u(u ) de tal modo 

' que o Jacobiano seja positivo. 

Seja Fá= x oh: Ra e Ra---.. Õa = Fa(R
0

) 

A existência de parâmetro·s isotérmicos em uma vizi-

nhança de cada ponto regular, garante que 

de ·termos escolhido as mudanças de carta 

vo, garante que o novo atlas, 

trutura orientada de s • 

·'-' 

·tj õ = M e o fato 
'- ~ (l 
a 

com Jacobiano positi-
... 

, e uma es -

Além disso, é mudança de parâmetros iso 

térmicos e, portanto, é uma aplicação conforme onde estiver . de 

finida. 

-· Assim, A é uma estrutura conforme para a varieda-

dê M. 

3- SUPERF!CIES M!NIMAS GENERALIZADAS 

DEFINIÇÃO 11 - Uma superfície mínima generalizada n S , em IR , 

é uma aplicação não constante, X : M --+ 
n · :m , 
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onde M é uma variedade de dimensão 2 com es

tritura conforme definida por um Belas A=

: {(Rapou'FQ) } ta]. que as funções coordenadas

xk (p) são harmónicas sobre M e ainda mais
sendo

l

hk(z) - Xk(Fd(Z)) r Z = UI + j-U2

+k(z) ' ahk .l ahk , k - 1,2,...,n

0

ól..' (Z)

e

temos

iJ HH F: H v a r:r } Hg

1-.Se g é , considerando

a estrutura conforme Induàlda sobre f4 temos, pe]o ].ema 5,
Cap.Ir as funções

+k(z) : ahk .l 8hk são analítl.cas

ht,(z) sâo harmónicas

2
!

$ (z)k 0e
k-l

Portanto, uma superfície mínima requ].ar S , é tam
perficie mínima generalizada

À].ém disso, temos i l+k(z)l2 # 0 , yz ,

racterlza o fato de S ser regular em todo ponto.

bém uma su

que

OBSERVA ÇÔES 
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onde M é uma variedade de dimensão 2 comes 

trutura conforme definida por um atlas A= 

= {(R ,o ,F )} tal que as funções coordenadas a. (l Ct 

xk .(p) sao harmônicas sobre M · e ainda mais, 

sendo 

hk (z) = xk (Fli (z) ) 

q,k ( z ) 
ahk 

-i e = au1 

n 
temos l · <Pk 

2 
(z} - O 

k•l 

ahk 
au

2 

z = u 1 + iu
2 

, · k = 1,2, •.. ,n 

1- .Se S é superfície mínima regular, considerando 

a estrutura conforme induzida sobre M ·temos, pelo lema 5, 

Cap.1, as funções 

<Pk {z) sao analíticas 

hk(z) sao harmônicas 

n 
e I 

k =l 

Portanto, uma superfície mínima regular S , é tam

bém uma superficie mínima generalizada. 

Além disso, temos 

racteriza o fato de S ser regular em todo ponto. 
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2- Se S é uma rtO

mos x(p) não constante :=- ]k / xk(p) é não constante -n

+ +k(z) : iu. -l au. pode ter, no máximo, ZÊ11g! Isolados

jã que é analítica +» .}. l+tCz)l2 = 0 , no máximo, em pon'
tos Isolados.

Então, g menos os pontos Isolados e

l+k(z) l2 = 0 , é uma superfície mÍnIma regular

que

}

k-l

3- A diferença entre superfícies mínimas generalize.

das e regulares é que naquelas, admitimos pontos singulares l.
so].idos.

Deste ponto em díanter quando dissermos superfície

mínima . estaremos entendendo superfície mÍnIma generalizada.

PROPOSIÇÃO 2ê - Uma superfície mínima (generalizada) não pode
ser compacta.

prosa; Seja S a superfície mínima definida por x : M----+Bi'

Cada função coordenada xk(p) é harmónica sobre

M + xk(FQ (ulru2)) é harm6nlca .

Se M for compactas xt(p) atinge 9eu máximo em um

ponto de M . Logo/ considerando a função analítica e K on-

de fk e a.função analítica que tem xk como parte real, tS.
mos que je kl : e"k atinge seu máximo em M # xk é cona

-66-

2- Se s 
.,. 

suEerfície mínima generalizada ,te e uma 

mos X (p) não constante =:=;. -:lk / xk(p) é não constante ==> 

4>k ( Z) 
c3hk c3hk 

pode ~ = - -i 
dU2 au 1 

ter, no 
... 

maximo, zeros isolados 

j~ que é analítica===:> 

tos isolados. 

n 2 
l 1 <1>k ( z) 1 = O , no máximo, em 

k•l 

Então, S menos os pontos isolados 
n 
l l4>k(z) 1

2 = O , é uma superfície minima regular. 
k•l 

em 

pon-

-que 

3- A diferença entre superfícies mínimas generaliz~ 

das e regulares é que naquelas, admitimos pontos singulares~

solados. 

Deste ponto em diante, quando dissermos superficie 

m!nirna, estaremos entendendo superfície mínima generalizada. 

PROPOSIÇÃO 12 - Uma superfície mínima (generalizada) nao pode 

ser compacta. 

prova: Seja S a superfície mínima definida por x : M'.--+ Pn 

Cada função coordenada xk(p) é harmônica 

M ==- xk (F a.· (u 1
, u

2
) ) é harm6nica • 

sobre 

ponto de 

Se M for compacta, x
1 

(p) atinge seu máximo em um 
{ f . 

- Í k M. Logo, considerando a funçao anal tica e on -
-

é a função analítica que tem corno parte real, t~ 

mos que 
fk xk 

!e 1 = e atinge seu máximo em -e cons 
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tanto , Vk --+ x é constante Ü

Admitiremos , sem demonstração, o teorema da unifor-
mização para superfícies, devido a Koebe e Polncaré. Para a

demonstração indicamos ([2] - 111 - ].1 G)

eZgeggl:!Ç41g...ig - (Teorema, da ünlformlzação) - À superfície de

cobertura universal de qualquer sut>érficíe

Rlemannlana é eonformemente equivalente ao disco , ao plano ou
à esfera.

!!gEgê.:lÇ/O 14 - Toda superflci.e mínima simplesmente conexa ,

g. , admite uma reparametrízação na forma

x : D------+ ]tn onde D e ou o disco unitário lzl< ]., ou o
plano todo

pl'oPa: Seja s definida por x : M ---...+ Etn

Pela,:Propoa$çaót"12 } :.:M . são: pode ser compacta. : Então i

eon$1darahdo: a' Éropoalgao;13:.b' tomos qt3e M é conformenente

equ[va[ente ao disco lzl< ]. , ou ao p]ano todo. Isto é, exi.g
te uma função analítica e bíJetora

f : D -.; M

onde D é o disco ou o plano todo.

À apllcàêão comportar x . f

O !..... M 3-.-- .HP
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tante, Vk ==> x é constante. o 

Admitiremos, sem demonstração, o teorema da unifor

mização para superfícies, devido a Koebe e Poincaré. Para a 

demonstração indicamos ( [2,J - III - 11 G) 

PROPóSIQÃO 13 - (Teoréma -da Uniformização ) - A superfície de 

cobertura universal de qualquer · su0érficie 

Riemanniana é conforrnemente equivalente ao d_isco, ao plano ou 

à esfera. 

PROPOSIÇÃO 14 - Toda superfície mfnj_ma simplesmente conexa 

~, admite uma reparametrização na fonna 

x: D ----1> JRn onde D é ou o disco unitário l z !< 1, ou o 

plano todo. 

p :rova: Seja S definida por - . 
x : M--+- lRn 

Pelá ;proposiiçãcb ,_·12 ~ M . Hão pode ser compacta. · ·,Então, 

cõnforniemente 

equivalente ao disco lzl< 1 , ou ao plano todo. Isto é, exis 

te uma função analítica e bijetora 

f : D --+- M 

onde D é o disco ou o plano todo. 

A aplicação composta, x º f 

D!_. M ~IRn 
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e a reparametrlzação procurada para a superfície s . n

Este resultado juntamente eom a proposição 9 deste
capítulos perdi.tem que se considere apenas superfícies orlen

távels, slmplesinlente conexas, no estudo de multas questões sg
bre superfícies mÍnImas.

--- ---- - ----

-68-

é a reparametrização procurada para a superfície S • o 

Este resultado juntamente eorn a proposição 9 deste 

capitulo, permitem que se considere apenas superfícies orien

táveis, simplesmente conexas, no estudo de muitas questões so 

bre superfícies mínimas. 



CAPITULO lli

ESTUDO ANALÍTICO nAS SUPERFÍClriS mtlq.EllAS EW n.ó

Este capítuJ-o fornece conexão entre as superfícies

mínimas em m.3 e as funçê;es analíticas: a proposição 2 dã

uma representação anal.!ti.ca ].oral para as superfícies mínimas

e a proposição 3 r uma representação analítica global.
Partindo desses resultados, a aplicação nom]a]. de

Gauss pode ser representada por uma função analítica g : D --=-»

----F C , D c C e, desta forma, propriedades geométricas das

superfícies mínimas podem ser vistas como propriedades de uma

função anal.Ítlca e estudadas como tais.
Resu].fado Importante conseguido deste maneira é a

proposição 7 que, de certa forma, é o análogo do "pequeno

teorema de Plcard" para funções definidas em C :IPSO g : f----+

----- é'' 'á uma .fuptç.io Fiel'omoz'.fa de.f'in'ída no piano todo, e tão g

ã ao?zat;ante ou g aa8ume t;odor oa uaZoreo de f com eaaeçao

de, }zo manCHo, da'ia pontos." (r]], pa.297)
Finalmente, definimos curvatura Gausslana e Curvatu-

ra Total. para uma superfície em ]RJ . À proposição 9 usa a

representação analítica para mostrar que numa superfície míni-
ma, a curvatura Gaussiana, se nao for Identícamente nula, só
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CAP!TULO III 

ESTUDO ANALÍTICO DAS SUPERFÍCIES MÍNIMAS EM JR
3 

Este capítulo fornece conexao entre as superficies 

mínimas em m3 e as funções analíticas: a proposição 2 dá 

uma representação analítica local para as superf!cies mínimas 

e a proposição 3 , urna representação analítica global. 

Partindo desses resultados, a aplicação normal de 

Gauss pode ser representada por urna função analítica g: D- ...:.+ 

e, desta forma, propriedades geométricas das 

superf!cies mínimas podem ser vistas como propriedades de urna 

função anal!tica e estudadas corno tais. 

Resultado importante conseguido deste maneira é a 

proposição 7 que, de certa forma, é o análogo do "pequeno 

teorema de Picard" para funções definidas em C : ''Se ·g : t--+ 

" - ~ 

- t é uma função meromorfa definida no plano todo, então g 

é constante ou g assume todos os valores de 

de, n o m~ximo, dois p ontos." ([l], pg.297 } 

.... 
t com exceçao 

Finalmente, definimos curvatura Gaussiana e Curvatu-

3 -ra Total para uma superfície em :rn • A proposiçao 9 usa a 

representação analítica para mostrar que numa superfície mini

ma, a curvatura Gaussiana, se nao for identicamente nula, só 

- 69 -



70

pode se anular em pontos isolados

] nEPnESXWPAgXO nE. WEIEng;TB4$$11AnA. supERFíciEs MÍnimAS xld IR'

Seja D um domínio em C , f(z) função analítica

em D e g(z) função meromorfa em O , tais que,se

z. eo épo].ode g(z) acordem =,então ê.é
zero de f(z} de ordem maior ou Igual. a 2m.

Nestas condiçÕesr as funções definida:s em D por

+l(z) = --à- f(l-gz)

+, (z) = --+- f(l+q')

$3(z) : fg

são analíticas em D e satisfazem

Ó,' + +,' .+ +,'

Reciprocamente, dada uma trlpl-a de funções analíti-

cas em lm\ domíni.o D , satisfazendo +12 + Ó22 + .Ó32 = 0 ,tg

mos +1:l+2 e $3:0 ourexlsteumpar (ffg) de

função nas condições anteriores .

0

pPoua: Seja z. um polo de g(z) de ordem n . Então, pelas
condições Impostas a f' e g , telhas

fg = (z-z.)k ?(z) - S(gl-
(z-z.)m
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pode se anular em pontos isolados. 

1- REPRESENTAÇÃO DE FlEIERSTRAsS PARA SUPERFÍCIEB. MÍNIMAS EM JR 3 

LEMA 1 - Seja D um domínio em ~, f(z) função anal!tica 

em D e g (z) função me,romorfa em D , tais que ,se 

z e D 
o 

é polo de g (z) de ordem m, então 

zero de f(z) de ordem maior ou igual_ a 2m. 

Nestas condições, a.s funções definida's 

<P1 (z) 
1 f(l-g 2 ) = -r 

<P2 (z) 
i f {l+g 2 ) = -2-

<t> 3 (z) = fg 

sao analíticas em D e satisfazem 

<I> 2 + ~ 2 + <I> 2 = ~ 
1 2 3 

em D 

-Zoe 

por 

Reciprocamente, dada uma tripla de funções analíti

cas em -um dom!nio. D , satisfazendo <t> 
2 + <P 

2 + <P 
2 = O ,t~ 1 2 - 3 

mos e <1>3 = o ou, existe um par (f,g) de 

função nas condições· anteriores. 

prova: Seja z. um polo de g(z) de ordem m. Então, pelas 

condições impostas a f e g , temos 

fg = (z-zo)k f (z) 
g (z) 
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com kz 2m e f(z).g(z) nãotempolosem D

Portanto, as funções

fg= (z-z.)k'm ?(z):+(z) , k-mzmz0

fg2: (z-z.)k'2m f(z).g (z) , k-2m >0

analíticas em o . Logo , +l(z), +2(z). +3(z) são analÍti.
em D e, é ].medlato que

+:' ''' +,' * ' '
Reciprocamente, sejam +lr+2'+3 ' funções analÍtl-

em D tai.sque +12+:+22+Ó32=0 esuponhamos que

ocorraocasoemque +l : l$2 e +3:0 '

Definimos, então, as funções

f(z) = +1 - l+2 e q(z) : T;'----ll+2
Ó

sao

cas

cas

nao

Temos,

+12+ +22=-+32 :n-(d)l -l$2)(+1 + 1+2) : -+32 =
+ '

:H' ÓI + i+2 : ' i> -lÓ2
-fg2

indo, f - fg2 = 2+l -> +1 : ]' f(l-g2)

f + fg2 d -2i+2 « +2 '' ''2' f(l+g2)

e +3 : fg
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com k ~ 2m e f(z) .g(z) nao tem polos em D. 

Portanto, as funções 

fg = (z -zô )k -m f(z) 1.ª{z) 

fg 2= (z-zo ) k- 2m f (z) .g (z) 

k-m e!: m ~ O 

k-2m ~ O 

sao analíticas em D • Logo , 4,
1 

(z), <1>
2 

(z) p 4,
3 

(z) sao anal!ti 

casem D e, é imediato que 

~ 2 + ~ 2 + ~ 2 = O 
•1 •2 w3 

Reciprocamente, sejam <l>1,<l>2,<l>3 , funções analíti-

D tais 411 
2 

q, 2 
2 . 2 

o . suponhamos cas em que + + qJ . = e que . 
3 

- o ca'so em 4> 1 nao ocorra que =· icf, e q> 3 = () · ,. 
2 

Definimos, então, as funções 

e g (z) = 

Ternos, 

Logo, f - fg 2 

e ct,
3 

= fg 
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Dã definição de /' e g .temos:

+1, +9 anal.lEIGas Ítlca em D

4lls +2' +3 anal'Ítlcas -=' q analítica em D l exceto
nos contos que sao zeros de:l f-.

Tais pontos são po].os de g , er portantos g e me'
romorfa em D .

Por outro ].ado,

+lP+2 analíticas l+2 'fg2 analítica em D='
= se g tem ampola de ordem D numponto z.e Dr e2.

tão zõ tem que ser um zero de ordem maior ou i.qual
a 2m de f . []

ppoPos.rç.i0 2 superf1lcle mÍnIma S , simplesmente conexa ,

em :&3 , pode ser representada na forma

onde (bk(z) são funções definidas por

+l (z) ' : --$-- f (].-g:)
4 q

+2 (z) : -l-- f (l+g')

+ ck ; k & lp2p3xk(z) : Re

Z

4'k (E) de
C

4).(z) : fg

com /' e g , funções nas condições do lema 1 , sendo o doma
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. . 

Da definição de f e g .temos: 

it, 1 , <1> 2 analíticas ====- f anali'.tica em D 

analíticas ==- g analítica em D, exceto 

nos oontos que são zeros· de . f '. 

Tais pontos - polos de portanto, -sao g , e, g e me-

romorfa em D . 
Por outro lado, 

<1>1 'lf, 2 analíticas <P . i<f>2 
. 2 

analítica ===> + = -fg em O==:,, 
1 

=-==- se g tem um polo de ordem m num ponto z 0e D, e~ 

tão z 0 tem que ser um zero de .ordem maior ou igual 

a 2m· de · f • o 

PROPOSI~ÃO· 2 - Toda superfície mlnima s , simplesmente conexa, 

em 
,, 3 
]tt , pode ser representada na forma 

xk(z) = Re 1 J:~k (OdÇ } + ck . k = 1,2,3 , 

e , 
... 

onde q>k ( z ) sao funções definidas por 

<1>1 (z) . = 1 f (l-g 2) T" 

<1>2 (z) 
i f(l+g 2) = T" 

cf> 3 (z) = fg 

com f e g , funções nas condições do lema 1 , sendo o domí-
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nlo D / o disco unitário lzl < 1 ou o plano todo e sendo

C , um caminho arbitrário ligando um ponto fixado z+e D , ao
ponto z

A superfície se.rã regular se

zi, é polo de g(z) de ordem E #zõ é zero de f(z) de o11

dem 2m

prosa: Peia proposição ].4 do c8pltulo anterior. a superfí-

cie E. pode sef representada na forma
x : D -----+ 3{'

onde D é o disco unltárí.o oü o plano todo. como g.é

superfície míhi.ma, as funções coordenadas xk(z) r são
harmónicas em D .

Consí.gerando as funções
8x. 3x.

+k(ã) : '"k .l ;::k, , kn lf2P3 l onde

temos uma tripla de funções analíticas,

+lPib2++3 ' satisfazendo +12 + +22 + +32 =0
Podemos admItIr que não ocorre o caso +1 ' ll2 ' e

Ó.i = 0 porque SQ não, fazemos uma rotação nos Índices.
Aplicando o lema Í à tripla de funções analíticas,

1 , 9P+q , temos um par de funções (frg) tais que

+. = .ü#-' f(l-g')

+, H --$- f (l+g')

4), = fg

Z- UI + IU2 p

--
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nio D, o disco unitário l'zl < 1 ou o plano todo e sendo 

e, um caminho arbitrário ligando um ponto fixado ~e D, ao 

ponto z • 

A superfície se.rã regular se 

z 0 é polo· de g(z) de ordem !!! ~z0 é zero de f(z) de or 

dern 2m • 

pr-ova: Pela proposição 14 do càpi tu~o anterior, a · superfí

cie s pode ser representada na forma 

X : D --+ JR3 

onde D é o disco unitário oú o plano todo. Como Sé 

superfície m!nima, as funções coordenadas 

harmônicas em D. 

-xk (z) , sao 

Cpnsiderando as· funções 

axk axk 
<t>k (.z) = ~ -i ãü:" , k= 1,2,3 , onde . z= u 1 + iu2 , 

1 2 

temos urna tripla de funções analíticas, 

<t> 1 , <t>~ ..,<t> 
3 

, satisfazendo <t> 1 ~ + <t> 2 
2 + lf, 3 

2 = O· • 

Podemos admitir que não ocorre o caso . lf,
1 

= 1~ 2 e 

porque s~ ·não, fazemos uma rotação nos índices. 

Aplicando o lema i à tripla de funções analíticas, 

<l>1,<l>2,4>3 , temos um par de funções (f ,g) tais que 

<f>1 
1 f(l-g 2) = --r-

<P 2 
i f(l+g 2) = -r 

<t>3 = fg 



74

com f e g na$ condições do lema l .

\'à o '':

AS funçÕe

xk(z) - Re l +.{oáç + ck k = 1,2.3

estão bem deflni.das porque D é simplesmente conexo e, portal

to, as Integrais não dependem do caminho.

A aupérfÍc]e ' g. é tegu].ar no -ponto

< (z) l2 # 0 / +k(z) # 0
Suponhamos que g. sela superfície mÍnIma regular e

seja z. e D , um ponto em que S é analítica.

Se f(z.) ' 0 , temos +k(z')-0 fvk»kEll+t(z.)I' :
=0 'é regular no ponto ze , contra a hipótese de rg

gularldãde de g. . Portanto, f só pode se anular em pontos
que são polos de gl

Seja zle D r um polo de ordem E de g . Peão ].ema

1 , z, é zero de ordem maior ou Igual a 2m , de f . Suponha:

mos que 'z. seja um zero de ordem estro.Lamente maior que 2m.

Neste caso, temor, novamente, f)k(zl)- 0, Vk= El+k(zi) lz -0,
contrariando a regularidade de g.

Lagar se ê. é r'emular, temos: z é polo de ordem

D de g é zero de ordem 2m de f .

Reciprocamente, se os zeros de f e og polos de g

satisfazem ta]. condição, temos

+s..(Z) # 0 r VZ ; ka ].r2 n

3
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com f e g nas condições do lema 1 . 
As funçõe1 

} xk(z) = Re .r~k(~)d~ + ck k = 1,2,3 

. ·z? ' 

estão bem definidas porque D é simplesmente conexo e, porta!!_ 

to, as integrais não dependem do caminho. 

A superfície s é regular no . perito 

1 <P~ ( z) 1 
2 

;a! o 

Suponhamos que S seja superf!cie mínima regular e 

seja Zoe D, um ponto em que !!_ é ·analítica. 

=O ~ S 

Se f·(zo) = O , temos 

não é regular no ponto 

gularidade de s • Portanto, f só pode se anular em 

que sao polos de ~. 

pontos 

Seja z1e D , um polo de ordem m de g. Pelo lema 

1, z 1 é zero de ordem maior ou ig'ual a 2m, de f. Suponh,2, 

y, 

mos que z 1 seja um zero de ordem estritamente maior que 2m. 
3 2 

Neste caso, temos, novaménte, <Pk(z 1)= O, 'Yk=-> ! l <t>k(z 1) 1 =O, 

contrariando a reguláridade de S • 

Logo, se s é regular, temos: z é polo de 

m de g <=--> z é ze r o de ordem 2m de f. 

ordem 

Reciprocamente, s e os zeros de f e os polos de g 

satisfazem tal condição, temos 

<Pk(z) .t O , Vz ; k = 1,2 =-> 
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E
k-! l4'k(z)l2# o ,vzeo +s éregu]arE]

OEP.rx.rç.io ] - A.s equações Í +l n --i- f(l-g2)

+:2 = --$-- f(l+g2)

+3 ' fg

associadas â superfície g. r são chamadas :SE:lÊgÊDÊgggg.

Welerstrass da superfíci.e mini.ma, slhplesmente conexo, g.

de

PROPOR.ZÇÃ0 3 - Toda superfície mínima g. de classe C'z dada

por. T : M .:l---+:üt3 , pode ser representada na

forma xk(z):Re'l l Pkt+ck l k:lí2,3

onde Úk(z) são formas diferenciais anal.ítlcas definidas por

Z

C

-.}- (l-g')w@ l
l 2(l+g )w:'+'2 : 2

Q
3

sendo w uma folha diferencial analítica definida. sobre M e

g. uma função meromorfa definida em M tais que, se po e Mé

polo de g de ordene então p. é zero de ! de ordem mal.
or ou Igual a 2m . A Integral é calculada sobre um caminho.al

bitrárlo ].Içando um ponto Z.o fixado, a z .

p?oua; Consideremos um aulas À = {(RQTOQTFQ)} de M , tal
que R,. é simplesmente conexo, qualquer que seja a

- ---------------------
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3 
==> I 1 ~k (z) ! 2iie O , Vz e D =st> s é regular O 

k =l 

DEFINIÇÃO 1 - As equaçoes 

associadas à superfície 

· 1 2 
~l = -r f(l-g) 

<ti = + f (l+g
2) 

.~ 

<t>3 = fg 

-S , sao chamadas representação de 

Weierstrass · da superflcie m!nima, simplesmente conexa, S • 

PROPOSIÇÃO 3 - Toda · superf{cie mínima s de classe c2 dada 

forma 

por x • M -...... m3 , pode ser representada 

= ~e U: >k } + ck • 

na 

k = 1,2,3 

onde ipk (z) são formas diferenciais analiticas definidas por 

\/J1 
1 (1-g2)w = -,-

"12 
i (l+g2 )w = -r 

1'>3 = gw 

sendo w uma forma diferencial analítica definida sobre M e 

~ uma função mer:omorfa definida elli M tais que, se Po e M é 
' 

polo de ~ de ordem m então po é zero de w de ordem mai 

orou igual a 2m. A integral é calculada sobre um caminho . ar 

bitrãrio lig~ndo um ponto Zo fixado, a z. 

p~ova: Consideremos um •atlas A= {(R ,o ,F )} de M, tal 
a a a a 

que Ra é simplesmente conexo, qualquer que seja a. 
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Consideremos as funções analíticas +.,.(z) , k=1,2.3,

definidas em Rn por
l)x. 3x.

'.« : d - : ü
onde x. Fa = (xl'x2'x3) e z : ul + lu2

Conslderelnos uma mudança de .cartas, F 'l . PB dada
AP. A4 nd fV dUP fW' f-l#

por z:z(z) com z=ul+lii2 e XPFB: (kl'i2'k3) . Como

M é variedade conforme, sabemos que z = zlz) é função analí-
tica e portanto,

... !b : ! .. 3b : . 3b
Pb# 0d ' H flu

aul au2 au2 aul
Temos, então,

! . , :
aa. aã.

-',-';, -íê 2 .ê ?] -- [êH 'QE]
lê:'a21«1nH-n:l

:i&--êll?';gl

com xk(z) - xk (z (z) )n

: +ak(z)
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Consideremos as funções anal{ticas ~ak(z), k=l,2,3, 

definidas em Ra por 

-1 Consideremos uma mudança de cartas, Fa º F8 , dada 

por z = z(z) com z = u1 + iu2 e x 9FB = (x 1 ,x2 ,~3) • Como 

M é variedade conforme, sabemos que z = z(z) é função analf-

tica e portanto, 

dz 
. au ,h:2 au 1 au 2 au 1 au2 

- = ---1. + i com = , -- = -- ~ - ~ au2 ~ au 1 
dz au 1 au 1 au1 au2 

Temos, então, 

com 

- [ªxk au1 axk au 2 l [ªxk au 1 + 3xk au 2 ] · 
=-e> <f>ak (z) = + -i = 

aul aul ôu2 ôul au1 a~ au2 au2 u2 

... [ªxk au1 axk au 2l [ªxk au 2 axk au1 l = ru:- - + - - +i ãü-::- - - au2 au = 
1 au

1 
au2 aü

1 
ul au

1 1 

[axk ~ axkl [ªui ' au 2 l = i- --+ i- = au
1 au2 au 1 au 1 
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Podemos definir formas di.ferenc]a]s anal.ít]cas

Ra ' par ©ak (z) : 4'ak(z)dz , k= 1,2.3
Temos,

em

+Bk(z). ; +Bk(;)a; +ak d; d' ' 4'ak(z)dz : +ak(z)

o que sIgnIfIca que estas formas estão definidas globalmente

sobre M . Escreveremos simplesmente ©k(z) : +k(z) dz

Considerando cada supõrfícle local definida por

h = x 8Fn e aplicando a ela a proposição 2 r temos a repõe'

sentaçâo de We[erstrass l.+at' l fa(].-ga'

'ba2: --2'- fa(lega'ú

+a3: fuga

e fa(z) $al (à)-i +a2(z)

4)a3 (z )

Õl;t (ã) -i+ab (z)
ga(z)

-' Considerando a mudança de cartas temos

fB (;) +BI(z) -l+B2(z) :

: l+.i ü) -i+.2't l ::dz fa(à)

Portanto, podemos defInIr globalmente sobre M , a
forma d[ferenc[a[ ana].ít]ca

w = f (z) dz
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Podemos definir formas diferenciais analíticas em 

k = 1,2,3 

Temos, 

o que significa que estas formas estão definidas globalmente 

sobre M. Escreveremos simplesmente 

considerando cada superfície local definida por 

h = X 8 Fa 

sentação de 

e aplicando a ela a proposição 2, 

Weierstrass 4> al = ..1._ f (1-g 2) 
2 a a 

<Pcx2= 
i f (l+g 2 ) 2 ex · a 

e fa(z) = 4>a1(z)-i <Pd2 (z) 

<P 3 (z) . 

. g(l (z) = 4> (z} -i<f> . (z) 
al a2 

ternos a 

- .... Considerando a mudança de · cartas -1 
Fa O FS , 

f (z) dz • a ~ , 
dz 

V a,8 

repre-

temos 

Portanto, podemos definir globalmente sobre M, a 

forma diferencial analítica 

w = f (z) dz 



78

Por outro lado,

: .- :ga(z) ;vafBg (z)
B

e, portanto, temo
mente sobre M .

Assim, podemos associar à superfÍci.e S , uma forma

diferencial analÍti.ca w e uma funç.ão meromorfa g ,sobre M,

dadas por lw : ÚI - iP2
{ ',
lç n q, . l+

definida g].obalmeromorfa,funçãoS guma f

tais que l@i : l (!-g2)w

«: - + ':.,f,«

que é a representação de Weíerstras$ para uma superfície mín4.
ma (não necessariamente , sí.mplesmente conexa)

Ap[icando o ]ema ]. às funções fa e ga . em cada
carta, conclulinos que se g tem um polo de ordem D em peM.

então E é um zero de ordem malorou Igual a 2m de fa e,
portanto, de w .

Observamos que as formas diferenciais 01,. (2) são e-
xatas.
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Por outro lado , 

= 

e, portanto, temos urna função meromorfa, g, definida global

·mente sobre M. 

Assim, podemos associar à superfície S , uma forma 

diferencial analítica w e uma funç_ão rneromorfa g ,sobre M, 

dadas por 

tais que 

l/J = gw 
3 

que é a representação de Weierstrass para urna superfície mini 
.... 

ma (não necessariamente, simplesmente conexa). 

Aplicando o lema 1 às funções fa e ga , em cada 

carta, concluirnos que se g tem um pol o de ordem m em peM, 

então E é um zero de or dem maior ou igual a 2m de 
portanto, de w. 

f e, 
(l 

Observamos que as formas diferenciais wk (z) sao e-

xatas. 
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De fato, seja hk uma função analítica cuja parte
real é xt,. , definida sobre }{

. axk ayk axk ayk
aulhk : xk + iyk

Temos

&:n 'g:ê-- *ê +k

l$k

- dhk (z) tbk dul + l $k du2 4'k dz $k (z) ; k:lr2r3

Portanto, estão bem defi.nadas as integrais

«lii.l ., ; *-: : ,

xk (z)

onde C é um caminho qualquer ligando a z D

OPSEPV.4çZO: Para estudo de problemas ].ocals , podemos sempre

considerar uma representação de Welerstrass local,

Isto é, +l'Ó2'+3 dadas pelas funções f e g ,
em lugar de formas diferenciais.

PROPosJÇ.í0 4 - Dados uma forma d]ferenc]a] anal.ítlca w , defl
nada sobre uma vara.edade de dimensão 2, M , e
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De fato, seja hk uma função analítica cuja parte 

real i xk , definida sohre M. 

onde 

•remos 

ah élxk clyk axk élxk k i i q>k au
1 

= --+ 
au"l 

= au
1

· - ru;- = au 1 

clhk clxk 
i 

clyk é)xk 
i 

axk 
i [axk i axkl iq,k 

au 2 
= --+ -au 2 

= --+ au
1 

= - = au 2 
au

2 
au 1 au2 

===> dhk (z) = <f>k du 1 + i q>k du2 - = <j>k dz = 1/Jk (z ) i k=l,2,3 

Portanto, estão bem definidas as integrais 

k = 1,2,3 

onde C é um caminho qualquer ligando zo a z o 

OBSERVAÇÃO: Para estudo de problemas locais, podemo·s sempre 

considerar uma representação de Weierstrass local, 

isto é, <t> 1 ,<P 2 ,~ 3 _dadas pelas funções f e g , 

em lugar de formas diferenciais. 

PROPOSIÇÃO 4 - Dados uma forma diferencial analitica w , de--fi 

nida sobre uma variedade de dimensão 2, M , e 
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uma função meromorfa g , definida sobre M , tais que se

po eM épolode g acordem B, então p.' ézerode y
de ordem mai.or ou igual a 2m ; então, as formas diferenciais

definidas por l ©l : 'l (I'gz)w

P, = --$-- (1+g')w

@3 : gw

são ana].leigas e, se as Integrais

são i.ndependentes do comi.nho C que liga um ponto fixado z.

a z , então x : M-----F n3 x : (xl'x2rx3) define uma su-

perfície mínima.

pz'oua: À afirmação de que as formas Qk são anal.éticas sobre
M , é imediata a partir das condições sobre po].os e ze

ros de vl e g

--k ''' Wk

C

Suponhamos que as Integrais não dependem do caminho

e sela (Oa'Z) , z =.ul + iu2 ' uma carta ].ocas para M :

Qk analíticas $k(z) tal que +k(z) : +k(z) dz

e, localmente, xk : Re 'l l +k(z)dz l onde a .ínte-
l c J'

oral Independe do caminho ção analítica hk(z) tal
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uma função meromor fa g , definida sobre M, tais que se 

Po e M é polo de ~ de ordem ~, então po · é zero de w 

de ordem maior ou igual a 2m ; então, as formas diferenciais 

definidas por 

1jJ = gw 
3 

sao analíticas e, se as integrais 

sao independen~es do caminho e que liga um ponto fixado Zo 

a z , então X : 
3 M ~ lR , define uma su-

perf!cie mínima. 

prova: A afirmação de que as f ormas ijlk sao analíticas sobre 

M, é imediata a partir das condições sobre polos e ze 

ros de w e g. 

Suponhamos que as integrais nao dependem do caminho 

e seja (Oa,z) , z = u 1 + iu2 , uma carta local para M : 

1./Jk analíticas :=:::a=::> -3 ~k (z) tal que lJ,k (z) = if>k (z) dz 

e, localmente, xk = Re { l ~k(z)dz l onde a .inte-· 

·. gral independe do caminho=-:;,. -3 função analltica hk (z) tal 
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que dhk(z) : +k(z)dz e cuja parte real é xk(z)
é harmónica.

Então, pelo lema l (cap.1-15) , a superfície defi-

na.da por x oF,. é mini.ma.

superfície mÍnIma, V O,. em M,
então, x : M ----+ ]tJ é superfície milplma. Q

Como exemp].os de superfilcles mÍnImas dadas por suas

representações de Weíerstrass , temos as superfícies defini-
das por

a) f = 1 e g(z) = z sendo M = C

l w = dz
ou se'ia. 'i

l g (z) = z

x : C-.-ó. :Dta definida a parti.r de f e g é agy:

perflcle de Enneper l que é simplesmente conexo.

, sendo M = C

g (z)

A superfície x : M -----> ]R'J assim definida é o ca

tenÓlde e esta não é simplesmente conexo.

c) f=z2 e g(z) :z+-i-, sendo M=C

ou sela. lw = z2dz

lç ) : , . -ê--

que dhk(z) = ~k(z)dz 

é harmônica. 
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e cuja parte real é xk (z) ::::::a:> xk (z). 

Então, pelo lema 1 (cap.I-15), a superfície defi-

nip.a por X oF 
o: 

é mínima. 

Mas, se x º Fo: é superf!cie mínima, V ºa em M, 

então, x: M - :n3 é superfície mí:pima. o 

Como exemplos de superfícies mínimas dadas . por suas 

representações de Weierstrass , temos.as superfícies defini

das por : 

a) f = 1 e g(z) = z sendo· M = C 

ou seja, { w = dz 
g (z} = z 

3 lR definida a partir de f e g é a su 

perf!cie de Enneper, que é simplesmente conexa. 

b ) 1 w = -- dz 
z2 

, sendo M ~ ~ - {O} 

g (z) = z 

A superflcie x : M --+ :tR3 assim definida é o ca 

tenóide e esta não é simplesmente conexa. 

e) f = z2 g (z) = z + 1 , sendo M = ~ e --z 

ou seja, lw = z
2
dz 

g (z} = z + 
1 --z 
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A superfície x : C ---....>n.J , definida por f e g

é simplesmente conexo.

Acrescentamos , para uso posterior , que

em a) , g(M) = C = C - {®}

em b) , g(M) = C - {0} n ê - {0,n}

em c) , g(M) = C

OBSFRVÁaÃO a x : M ----+lR.3 uma superfície mÍnIma,

Em uma vizinhança de cada ponto temos
Õx. 3x.k , '"k

'bk(z) - 5u. ' í :Íii=' , k B 1,2,3

e podemos escrever

('bi,+2'4'3) : ;Ê;
Como . ul e u2

, 3x

'TC
são parâmetros isoténnlcos ,te

çij' x2ó onde 8x
3u.JZ.3

Portanto,

aul
X2

23x . 3 2

: k-: '' -'

A APLICAÇÃO NORMAL DE' GAUSS

Consideremos a representação de Welerstrass (local)
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A superfície x: ~ -JR3 , def i nida por · f e g 

é simpl esmente conexa. 

Acrescentamos~ par a uso posterior, que 
... 

{ 00 } em a ) ' 
g (M) = e = ~ -

{ o} 
... 

{O, Clõ } em b ) g (M) = cr - = (t -
... 

em e ) I g(M) = d: 

OBSERVAÇÃO Seja X : M ~ m3 uma superfície mínima, s 

Em uma vizinhança de cada ponto temos 

k = 1,2,3 

e podemos escrever 

( ,+- ,+- ,+- ) ax 1.· ax 
~1' ~ 2' ~ 3 = ~ - ru;-

Como , u
1 

e u 2 
são parâmetros isotérmicos,te-

2 onde = < ax ax ) mos g . . = À ô •. g . . au. , au. l. J l. J l . J 
1 J 

Portanto, 

À 2 ax 2 ax 2 1 3 2 

= au1 
= "ãtÇ = :r I 1 <t>k ! =-> 

k • l 

:::m=t À 2 = [ l f l c~+ lgl z,r 
2 - A APLICAÇÃO NORMA L DE · .GA USS 

Consideremos a representação de Wei erstrass (local ) 
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de uma superfície mlhíma g. , em uma vizinhança de cada pintor
e ca].cu].eras a expressão da normal N , em cada ponto regular

de ê. , em função de f e g
Temos

©«&
ax2 ax3
aul au2

ax3 ax2 ax3 axl
ã-\' aü: ' a-i ã"2

axl ax3 axl ax2

Im (+2T3 ' +3+1 ' +1+2) =

(2 Re 41ç}, 2 Im {g} , lsl2 1)

Õx . 8xq"q ' ]:
âx 8x

e

Então,

é o vetar unitário, normal ã superfície S , com a ori.entação
canónica (Induzida de R} )

DZP.rN]'çÃO Dada uma superfície regular S , definida por
x : M ----->B.s , a aplícàção normal de Gauss
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de uma superfície mínima s , em uma vizinhança de cada ponto, 

e calculemos a expressão da normal N , em cada ponto regular 

de S , em função de 

Temos 

e ~" ax 
au 1 au2 

Então, 

... 

N 

f e g • 

= 

= [ lfl e~+ Itli] 2 

ax ax 
au;" au 2. 

= I ª :i, " ãx 1 
= 

au 2 ~ 

é o vetor unitário, normal à superfície S , com a orientação 

canônica (induzida de JR3 ) . 

DEFINIÇJO 2 - Dada uma superfície regular S , definida por 

x: M --+~
3 , a aplicàção normal de Gauss é a 
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aplicação

l

M > IE{'

P N(P)

onde N(p) é a normal à superfície S no ponto (p,x(p))-.
O fato de N(p) ser vetar unitário dlz que N(M)cSz

esfera unitária de 3to .

Se 'a superfície g. é uma superfície mÍnIma general

].lzada, embora o vetar normal N não esteja definido em pon'

tos não regulares, podemos estender a aplicação normal de

Gauss também aqueles pontosí já que -g. está definida taittbém

para tais pontos.
Assim, para superfícies mÍnImas definimos a aplica-

ção normal de Gaussr localmente, por N(z) B N ' x ' Fa

N (z) : D -------F.]:')

[#W,HW Hh],,. ,',,'-
fPI /\ l\ nn n/n\ . M

rf r

N (z)

N (z)
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aplicação N 

p ~ N (p) 

onde N (p) é. a normal à superfície S no ponto (p ,x (p)) . • 

O fato de N{p) ser vetor unitirio diz que N(M)cS 2 , 

f - 3 e~ era unitaria de JR • 

Se ·a superfície S é uma superfície mínima genera~ 

lizada, embora o vetor normal N nao esteja definido em pon

tos não regulares, podemos estender a aplicação normal de 

Gauss também aqueles pontos, já que •~ está definida 

para tais pontos. 

também . 

Assim, para superfícies mínimas definimos a aplica-

-çao normal de Gauss, localmente, por N(z) = N º x º Fa 

• 3 N (z) • D - . JR 

N (z) 

N(z) = (0,0,1) , se g(z) = · oo 
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PROPÔS:rÇÃ0 5 - Se x : D ----.-..> :R.3 define uma superfície mÍnlina,

então a aplicação normal de Gauss, N(z) , de-

fine uma aplicação analÍti.ca de D na esfera unitária, consl
gerada como a esfera de Riemann .

Considerando a projeção esterogrâflca FI de Sz , em
re].ação ao ponto (0,0,1) , temos

. x, + lx.
FI ' (xlx2x3) : 1 - xe''

p!'o oa: Temos N (z) = 2 ReÍa} 2 ImÍg} Iglz
tçl:.i ' lçl:=' ' 'i;Ílii

Então,

':-: . "ü) : ,:-: 1 , 2+l 1 , '« ' I'iP':tl -
2:Re {g} + 1 . 2 1meg}
içl2+i '' lçl2+i

:. üBa
lçl2+i

Como g(z) é meromorfa de D em c , e]a é anal.Ítl
em C , donde se conc]ue que N(z) é ana]Ít]ca. []

g(z)

ca de D

opszprzrzq - À proposição 5 mostra que g(z) é a expressão
anal.ética de N(z) , Isto é, g(z). é a expressão

de N(z) em coordenadas ].ocals de M e Sz . Assim, g caras

ter[za completamente a ap].]cação norma] de Gangs de modo que
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PROPOSIÇÃO 5 - Se x D - JR
3 define uma superfície minima, 

então a aplicação normal de Gauss, N(z) , de

fine uma aplicação analítica de D na esfera unitária, consi 

derada como a esfera de Riemann. 

prova: Temos 

Considerando a projeçã-o esterográfica F 1 

relação ao ponto (0,0,1) , temos 

Então, 

-1 xl + ix2 
Fl (xlx2x3) = 1 - X3 

2Re {g} + i - 2 Im{g } 

= ~l...._g.._l 2_+_1 ___ ~1 g'""'"l_2+_1_ 
1 - lgl2-l 

l gl2+1 

= g(z ) 

de 
2 1 

S , em 

Como g(z) é merornorfa de D em t, ela é analíti 
. 

ca de D em CC , donde se conclue que N(z) é analltica. O 

OBSERVAÇÃO - A proposição 5 mostra que g (z) é a -expressao 

analítica de N (z) isto - g (z ) - -, e, e a expressao 

de N (z) em coordenadas locais de M e s2 . Assim, g carac 

teriza completamente a aplicação normal de Gauss de modo que 
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as propriedades da aplicação normal são as propriedades correm.
pondentes da aplicação rneromorfa g. .

Observamos ainda que.. como vimos na proposição 3f g.

esta definida g].oralmente. Portanto, g. é uma. representação
analítica global da aplicação normal de Cause, desde que se
considere

g : M + C

dada pela composição ...l
M --3--+ x(M) --E---'- S2 ....}.,. C

PROPOR.ZÇ'Ã0 6 s w e g nas condlçoes da proposição 4.

deste capítulo , existe uma superfície mÍnIma

x : M ----+n.3 onde M = M ou M' = M , espaço de recobrlmen-

to universal de M , tal que se g é a expressão analítica

da ap].lcação de Gauss dessa superfície. tem-se g(M) B g(M) .

pl'aua: Pela proposição 4 r podemos defInIr ?s longas analíti-

cas +k r sobre M e, se xk : Re'i.i +k l nao depen-

dem do camlnhol x : M '--'--P IR3 , x = (xlrx2rx3) defl
ne uma superfície mÍnIma. Logo, temos M = M e g =g

e não ná o que demonstrar.
Em outro caso, considero a aplicação de cobertura

universal, 'K : ã -----> M . 'remos uma forma diferencial analÍtl

ca w = w . T e uma função meromorfa g = g o 'F r definidas
sobre M . Podemos defInIr as formas diferenciais analíticas
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as propriedades da aplicação normal sao as propriedades corres 

pendentes da aplicação meromorfa ~. 

Observamos ainda que, como vimos na proposição 3, ~ 

está definida globalmente . Portanto, ~ é uma . representação 

analitica global da aplicação normàl de Gauss, desde que se 

considere 

dada pela composição 
F . -1 . 

M ~ x(M) ...!!__ s2 --..!... ~ 

PROPOSIÇÃO 6 - Dados w e g nas condições da proposição 4. 

deste ·capítulo, existe uma superfície 

onde M = M ou M ' = M, espaço de recobrirnen-

to universal de M, tal que se g é a expressao analítica 

da aplicação de Gauss dessa superfície, tem-se g(M) = g (M) . 

prova: Pela proposição 4 , podemos definir as formas anal!ti

xk = Re{J ~k } não depen-cas $k , sobre M e, se 

dem do caminho , X : M ---+ IR3 , X = 

ne urna superf~cie mínima. Logo, ternos 

e não há o que demonstrar. 

(x
1

,x
2

,x
3

) , def!_ 

M=M e g=g 

Em outro caso, considero a aplicação de cobertura 

universal, 1T : M - M. Temos uma forma diferencial anal!ti-

~ ca w = w ., 1T e uma função rneromorfa ~ g=go'IT, 

~ sobre M. Podemos definir as formas diferenciais 

definidas 

anal!ticas 
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+k (z) . como na proposição 4 . e

** - -r 1 1 '. 1
não dependem do caminho porque M é simplesmente eonexa
x : M ----+ n.3 define uma superfície mÍnIma para a qual.

:(M) = g . v(ã) = g(M)

Logo, M = M e g = g

Lagar

a

PPOPOSíç.i0 7 - Seja g uma superfície mínima defi.nada por
.......+ R.3 onde D é o plano toda. Então,ou

x(D) está contido en um plano ou asnc>xlüalsa E. tomam todas

as di.reçõesr coÚt 2 ekceçÕesf no ntáxlmo

prosa: Consideremos as funções anal.]ltlcaa, +lP+'2 '+3' associa

dasâsuperfÍcle S . Se +l =i412 e +3:0r feitos
= ctg e. portanto, x(D) esta contido no p].ano.
Se este não for o caso, esta definida a função mero-

morfa g. , no plano todo. Aplicara
cara à 'função g. , concluímos que:

a) ou g(z) é constante. e neste cabo, a aplicação nol.

iRaI N(z) é constante e. portanto, x(O) está num plano;

b) ou g(z) assume toada os valores em ê , com duas

exceções, no mãxlim. Observando a expressão de N(z) em fun-

ção de g(z) , concluímos que o mesma ocorre com N(z) , Isto é,
todas as dlreções são assumidas corar no máxlno, duas exceçõesO

PIdeteoremapequeno0 0
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~k(z) , como na proposição 4 , e 

xk = Re í J ~k } 

-nao dependem do caminho porque M é simplesmente conexa. Logo, 

x: M--➔- JR3 define uma superfície mínima para a qual, 

g(M) = g o ~(M) = g(M) 

Logo, M = M 
,., 

g = g e o 

PROPOSIÇÃO 7 - Seja S uma superfície mínima definida por 

X : D --+ JR
3 onde D é o plano -todo. Então,ou 

x (D) estâ contido em um plano ou as normais a s tomam toda~ 

as direções, com 2 exceções., no máximo. 

prova: Consideremos as funções analíticas, _ <t, 1 ,~ 2 ,<t> 3 , associa-

das ã superfície S • Se <t> 1 = i<P 2 e <t> _3 = O, temos 

te = e - e, portanto, x(D) está contido no plano. 

Se este não for o caso, está definida a função mero

morfa ~ , no plano todo. Aplicando o pequeno teorema de Pi 

card à -função 2_, concluimos que: 

a) ou g(z) é constant~, e neste caso, a aplicação nor 

mal N(z) é constante e, portanto, x{D) está num plano1 

b) ou g(z) assume todos os valores em i, com duas 

exceções, no máximo. Observando a expressão de N(z) em fun

ção de g(z} , concluimos · que o mesmo ocorre com N(z), isto é, 

todas as direções são assumidas com, no máximo, duas exceções□ 
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Dest;ficamOS do Item anterior os exemplos:

a) superfície de Enneper ' g (D) = C - {'}

b) a superfície de recobrlmento unlver9al do catlnÓlde -
g(D) = ã - {0,n)

r w = z'dz -

c).aauperfíéle aeíinidapoz''l . l ' g(n) -c
l g B Z + --i'-

3 RVAqlURA GAUSSIANA e CURVATURA TOTAL

vimos no capiltulo 1., 9, a definição de S$g!!Étl
nonnal de uma superfÍci.e g. r em relação a um vetar normal

segundo dlreção T , em cada ponto de S f

N.

2

kW,P) = < g { , « .bds

onde x H xeg) 'é uma curva da superfície com velocidade

no ponto , parametrízada por. comprimento de arco.
Chamamos k.(N) = maà.# k (NfT)

k.(N) = ntn 'k (N,T)'
n' 'fl+

as curvaturas principais de s em relação a N .

vSeJa S uma superfície ém m.3 , de classe a2 , ag

da por x : D ----> n. .

Neste caso, em cada ponto de S , temos um Único ve

tor normal N . e podeinns defInIr a curvatugg:.normal , em ca-

da pintor corno função da díl'eção T .

kM) - < gl:# , N >
ds'

e as curvatu!'as prlncl$aia, kl e k2 r são funções do ponto

T
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Destac amos do item anterior os exemplos: 

a) superfície de Enneper -- g (D) : ê - { 00
} 

b) a superfíc~e de recobrimento universal do catinóide -

g(D) = i - -{O,oo} 

c),a superficie definida por{ w = 
g = 

2 z dz 

z + 1 -z 

3 - CURVATURA GAUSSIANA e CURVATURA TOTAL 

- g (D) 

Vimos no capítulo I ·, 9, a definição de 

normal de uma superficie S , em rel~ção a um vetor ·normal N, 

segundo direção T , em cada ·ponto de s ~ 

k (N ,T) = < d2x2 , N Y-1 
. ds 

onde x = x(s) é uma curv~ da supêrfície com velocidade T 

no ponto, parametrizada por comprimento de arco. 

Chamamos k·l (N) = rna;t_;'! k (N ,T) 
T 

k (N ,T)' 

as curvaturas principais. de_ S em relação a N. 

- ..-.. Seja s uma superfície em m.3 , de classe c2 , da 

da por x : D ---+ JR3 ·• 

Neste caso,· em cada ponto de S , temos um único ve

tor normal N , e podemos definir a curvatura normal, em ca

da ponto, como função da direção T 

k(T) = < d2x 'N) 
ds 2 

e as curvaturas · princi~ais, k 1 e k 2 , são funções do ponto 
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de s

Éfãcllverque kS e ko sãovalores próprios
da ap]]cação dN. : T.S ---....> T.S , d]ferenc]a]. da apllcàção' ü T\ it T\'

nqrma[ de Gauss no ponto (p,x(p)) . 1.4]

PgN:z'4:!f412 3 Chama-se curvatura gaussíana de S em um pan

to, o pf'oduto de suas curvaturas prIncIpaIs no

ponto

K - klk2

S é uma superfície mínima, temos

d - R ' a

Se

- O -' kl =

PROPOR.leÃO ! = Àz6: : é uma métrica Riemannlana de

uma superfície S de Classe Cz (lato é, se a
superfície S esta parametrlzada por parâmetros Isotérmicas) ,
e K é sua curvatura gausslana, .então

Para provar esta proposição,. uga-se a expressão de

K em função dos símbolos de Krístoffel, dada pelo teorema e

greglo de Causa e impõe'se as condições sobre gÍ{ para cal-
cu[ar esses símbolos. ([4] pg.121 - exercícios ] e 2)
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de S . 

~ fâcil ver que k
1 

e sao valores próprios 

da aplicação dN : T S 
p p 

-,. T s , diferencial da aplicação .. 
p 

nqrmal de Gauss no ponto (p,x(p)) • [4] 

DEFINIÇÃO 3 - Chama-se curvatura gaussiana de S em um po~ 

Se 

to, o produto de suas curvaturas principais no 

ponto 

s é uma superfície mlnima, temos 

·2 PROPOSie,Ão 8 - Se g .. . = À ô •• 
l.J J.J 

é uma métrica Riemanniana de 

de classe c2 (.isto é, se a uma superfície s 

superfície S está parametrizada por parâmetros isotérmicos}, 

e K é sua curv.atura gaussiana, . então 

K = ·-

Para prova~ esta proposição, usa-se a expressão de 

K em função dos símbolos de Kristoffel, dada pelo teorema ·e-

gregio de Gauss e impõe-se as condições sobre g .. para cal- · 
l.] ; 

cular eases símbolos. ( [ 4] pg.121 - exercícios 1 e 2) 
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PBQJP.QP:;ÇÃO

F

A curvatura gausslana de wna superfície mÍnIma

é [denti.lamente nu].a (neste cago a superfície é

piada) ou se anui.a apenas em pontos ]so]ados.

plbua: Se a superfície for plana, tenda N(z) H ct9 nklnk2-0
em todo ponto -n- K = 0.

Se este não for Q caso, consíderaiatos a representação

de Welerstrass da superfície e temos

Como a superfície é mínima, e].a é de classe a2 e
r . . V+(l0g À)

Calculando a laplaclano de log X , chegainns ã QX-

X2

2

Portanto,

k'n 0 &-. lç:'tl H o - g' n o

Mas, gl é uma função anal.Ítlca e, portanto, seda ZS.

ros são íso]ados, o due prova a proposição. []

OPr.ÍW.:11ÊXO # - Seja x : M ----+m.3 uma superfície g.. Deflnlittos
a curvatura total de S por

lllKI'"
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PROPOSIQÃO 9 - A cur vatura gaussiana de uma superfície mlnima 

é identicamente nula (neste caso a superf!cie é 

plana) ou se anula apenas em pontos isolados. 

piava: Se a superfície for plana, temos 

em todo ponto ~ K = o. 
Se este não for o caso, consideramos a representação 

de Weierstrass da superf!cie e temos 

~ 2 = (l f 1 (1 ; i g 1 
2j 2 · 

Como a superfície é mínim~, ela - de classe c2 e e 

2 K V! (lo~ À) g . . = À ô •• ==> = ... 
lJ lJ À2 

Caléulando o laplaciano de log À , chegamos à ex~ 

Portanto, 

}C .. = · o ~ . 1 g(H = o ~ g • == o 

Mas, g' é uma função anal!tica e, portanto, seus ze 

ros são isolados, o que prova a proposição . o 

DEFINIÇÃO __ 4 Seja x: M --+- JR3 uma superfície s. Definimos 

a curvatura total de s por 



PPaPOS.rÇ.Z0 20 - Se K é a curvatura Gausslana de uma superf{
cle x : D ----->R3 e À é wit domínio tal que

A c D . então a área da imagem de A sob a ap].lcaçâo r\termal

dq Gauss é Igual ã curvatura total da superfici.e S defi.nada
por xlA

p?oüa: Considero uma parametrização da superfície em parâme-

tros lsotérmtcos ulu2 ' Isto é, tal que ç.ij' X'ól.j

Então, a curvatura total de g. é

no!'mal unltãri.a em cada portar temos

. '«,&,-. -

IKIÀ2duldu2.j
IKlaA. -

Colnn N (z)
<N ,N> = ]. 'n>

n .;ã- e .;:-- aão paralelos ao plano tangente

em cada ponto.

ãi; ' 'liÃãsln, temos au 'i':Tq

aN

Tq-' 21

«' l:ii :iil ;
- det (m) ! ;ê- " ;G- :

; 8x

aN

' }q''
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', 
PROPOSIÇÃO 10 - Se K é a curvatura Gaussiana de uma superft · 

cie x: D -+JR3 e é um domínio tal que 

A e D, então a área da imagem de · ~ sob a aplicação normal 

d~ Gauss é igual à curvatura total da superfície S definida 

por x 16 

pFova: Considero uma .parametrização da superfície em parâme-

2 
tros isotérmicos u 1u 2 , isto é, tal que g .. • À~ .. 

lJ lJ 

Então, a cur~atura total de s 
,. 
e 

Como 

<N~N> = 1 

JJ jKj dA = 

A 

~ (z) - a normal e 

-=a-.> <N ·!!'!..,_ > . = O ' au · l 

IJ !KIÀ 2du 1du 2 

A 

unitária em cada 

e 

ponto, temos 

..... 

são paralelos ao plano tangente 

em cada, ponto. 

-ÃSsim, temos 

. aN 
ª21 

~+ 
ª22 

ax 
au2 = au1 au 2 

e 
é)N ,,,,- í)N ~ det [::: ª12 l ax ,.. é)x _ ,~- ,·" au 2 

= 3-s\¼a•• .J a u ' ãu1 1 2 ª22 

= det (dN) é 
ax ax 
-A 

au2 = , au1 
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3x 8xA
ul au2

A área da .Imagem de A sob a aplicação nonnal

N(z) , sobre 8 esfera, é dada por

À

ul au2

de

Gauss,

A

l«t h « h '-':'-, -

lil À2duldu2 '

Á

0

ggg;98iri4ÇÃO: Para superfícies mínimas temos K g 0 e g:M --'-->C ,
definida g].obalmente sobre M . Logo, podemos es

prever f

JJ.'.«'« : JJ.

{

/

-92-

A área da _imagem de 6 sob a aplicação normal de 

Gauss, N(z} , sobre _a esfera, é dada por 

·II ~~l • ~~ 21 duldu2 = 

/1 

= II IKI ,~~1 A ax 1 ru; du 1 du 2 = 

ó 

Il 1-kl 2 = À du 1du 2 = JJ IKI dA o 

11 !}, 

OBSERVAÇÃO: Para superfícies mínimas temos K . ~ O e g:M -..~ , 

definida globalmente· sobre M • Logo, _podemos es 

crever, 

JJ KdA = H 1u2
au1au 2 

M M 

= -

j , 

jj [ 2 lg! 11 2 

l+ !gj 2 

M 



CAPITULO IV

AS NORMAIS A U14A SUPERFÍCIE MÍNIMA COMPLETA

Neste éapítu]o procurámos anal.asar o Comportamento

globa]. das normais a tina superfície mÍnIma completa em IRa .
I'odo o capítulo é resultado da aplicação doa dois

teoremas de Ficara. O Hpequenoti , embaciado na introdução ao

capitulo 111, traz {+ülm consequênclda, neste capítulos 09
teoremas 1, 2 e 3. Esses teoremas analisam Q conjunto imagem

da ap]]cação norma] de Causa, N(M)p em gz O principal. rg.
sulcado, então, é dado pelo teorema 3, exibindo superfícies
em que o conjunto E = sl tem exatamente B. elemen
toaf onde k B 0,1,2,3 ou 4.

, O Hgrandew teorema de Pícara: Dada tema fu pao m8]'a

moz'fa g. , ae um po to /'ap edKgtlZazqdade eaaettoeaZ de g., e3.
tao. .21 aoa ne todos 08 0aZopea dn/'dpzetae pezea em $#!iiàZ

qttep oia nAanfa do po to, clara ?zo mãa mo dziaa eaaepó'ea» ([8],
pg.45) , traz Gamo conaequêncla Imediata, o lema 4 e conae=
quentemente, o Importante teorema. 5 .

Parece que a vatledade M = lfr» {lplr'''ppk} dada
pelo teorema 4 e a curvatura total ll IKlaÀ n 4lrm , dada

H

CAPÍTULO IV 

AS NORMAIS A UMA SUPERFÍCIE MÍNIMA COMPLETA 

Neste capítulo procurámos analisar o comportamento 

global das normais a uma superfície mínima completa em m3 . 

Todo o capítulo é resultado da aplicação dos dois 

teoremas· de Picard. · o ~pequeno", enunciado na . introdução ao 

capítulo III, traz 1.~ o ·coll.$equências, neste capítulo, os 

teoremas 1, 2 _- e 3. Esses teoremas analisam o conjúnto imagem 

d·a ·aplicação normal de Gauss, N (M) , em s2 • . o p13inoipal re 

sul tado, então, é· d.ado pelo teorema 3, exibindo ·supérf!cies 

em que o conjunto E= s 2 - N(M) tem exatamente k elemea 

tos, onde k = 0,1,2,3 ou 4. 

,... O "grande" teorema de Pica-rd: "Dada uma fungão meztE!_ 

mor-fa «_ , se um ponto fór singutari·dade essenoia1- de i;_, e!!_ 

tão . g_ 

queP viainhança do ponto, com no má:cimo duas ea:oe~ões" ((8), 

pg.45) , traz como CQnsequência imediata, o lema 4 

quen_temente, o importante teorema- S • 

Parece que a variedade M = 

pelo teorema 4· e a curvatura total 

e conse ... 
. \ 

dada 

dada 
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pelo teorema 5 , classe.ficam as superfícies mÍnImas completas
com curvatura total, finita. O teorema 7 exemp].trica este fa-

to para o casca m = 1 .

O teorema 6 garante que a superfície em que k = 4.
dada no teorema 3 , não pode ter curvatura total finita, poiso

neste caso, k g 3 .

Temos exemplos de superfícies mínimas completas' com

curvatura total finita para os casos k = 0, k = 1, k n 2, da-

dos no capítulo l11

A superfície para k = 3. dada no teorema 3, .tem cut
vatura total InflÊlta. A existência de superfície mínima com-

pleta com curvatura :total fInIta cuida aplicação normal omite g.

xatamente 3 pontos de Sz é problema aberto.

Para estudar estas superfícies, na ].Ilha deste trábg

]-ho, devemos empregar funções e]Íti.cas em ].usar de funções an=.

].lEIGas polsf a corolário do teorema 6 mostra que, se k = 3 ,
então ã é um n (n 2 l)

O teorema 3 não garante a não exlstênci.a de superfí-

cies mínimas completas para k > 4 . Apenasr pelo teorema 6 ,

se essas superfícies. existirem, têm que ter curvatura total l2

fInIta. Sua existência é. também problema aberto.

1 - A$ NORMAIS A UMA SUPERFÍCIE MINlt4A COMPLETA

L#l#Á 7 - Seja f : D ----+ C uma função analítica onde D
disco unitário com, no máxllno. .um número fInIto .de zg
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pelo teorema 5 , classificam as superfícies .mínimas completas 

com curvatur a total fj_ni ta. O teorema 7 exemplifica este fa-

to para o caso m = 1 • 

O teorema 6 g a rante que a superfície em que k = 4, 
' 

dada no teorema 3 , não pode ter curvatura total finita, pois, 

neste caso, k ~ 3. 

Temos exempios de superf,·!cies mínimas complet_as · com 

curvatura total finita para os casos k =O,~= 1, k = 2, da

dos no capítulo III • 

A .superf Ície para k = 3 , dada no teorema 3 , . tem cu~ 

vatura total infinita. A existência de superfície mínima com~ 

pleta com curvatura total finita cuja aplicação normal ·omite e 

xatamente 3 pontos de s 2 é problema aberto. 

Para estudar estas superf!cies, na linha deste trába 

lho, devemos empregar funções _elí ticas em lugar de funções an,-: 

li ticas pois, o corolâri•o do teorema 6 mostra que~ se k = 3 , 

então M é um n-toro (n ~ 1) 

O teorema 3 não garante a não existência de superfí

cies mínimas completas para k > 4. Apenas, pelo teorema 6 , 

se essas superficies. existirem, têm que ter curvatura total in 

finita. Sua existência é também problema aberto • . 

1 - AS NORMAIS A UMA SUPERFÍCIE MÍNIMA COMPLETA 

LEMA 1 - Seja f: D--..~ uma função anal!tica onde D é o 

disco unitário com, no máximo, um número finito_de ze 
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ros Então , existe um caminho divergente C , em D r tal que

lí (z) l

P#oua; a) Suponhamos que f(z) # 0 , Vz e O
Deflnamos a função

F'(z) - l í(e) de

onde a integral. é calculada sobre qualquer caminho li-

gando g a Z , no disco D

Tenda que Pl2) é analítica em D e F'(z)=f(z)PO,.

vz e D . ]ngc}, o 3acobi.ano.de F , .JF = !i' (z) . é não nulo

em todo ponto ae D e, pox:tanto, F é um dlfeomorfismo lo

ca[ + ] G = F'l em uma vizinhança de cada ponto z e D.

Como F'(0) =0 , sela z=.G(w) alnversade F'
que satisfaz G(0) u 0 .

Temos lzl = IG(w)l < 1 alítlca, llmltg:

da e nãa.é constante H G não pode estar definida em todo
p].ano, Feio teorema de L]ouqFi].le. Portanto, existe um maior
disco

Z

Õ

lwl < R

no qual G(w) esta definida.
Logo, existe um ponto We , COm lw.l B R tal que

G(w) não pode ser estdndlda a uma vizinhança de wo

<
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ros. Então, existe wn caminho divergente .e, em O, tal que 

· pPova: a ) Suponhamos que f(z ) ~ O , Vz e D 

Definamos a função 

F(z) = rf ( l; ) dl; 

-;} · 
(\, . . 

onde a integral é calculada sobre qualquer caminho li

gando .O a ~, no disco D • 
.) 

Temos que F~i) é analítica em D e F' (z) =f (z) ;eQ ,. 

Vz e D. Logo, o jacobiano ,de F, ·JF = F' (z) , é não nulo 

em todo ponto.de D e, portanto, F é um difeomorfismo lo

cal =-> -3 G = F-l em uma vizinhança de cada ponto z e o. 

Como F(O) z _O , seja 

que satisfaz G(O) =O. 

z = G(w) a inversa de F 

Temos · 1 z 1 = 1 G (w) 1 < 1 =-=> G é analítica _, limita 

da e não~é constante -o G não pode estar definida em todo 

plano, pelo teorema de Liouville. Portanto, existe um maior 

disco 

jw 1 < R< -oo 

no qual G(w) está definida. 

Logo, existe um ponto w0 , com lwo l = R tal q~e _ 

G(w) nao pode ser est~ndida a uma vizinhança de Wo 
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Q segmento de neta definido pot' w = tw.seja L f

Ga imagem de LC pox'e seja

Consideremos uma sequência {t,} tal que .t..----+ l ,
' ' Ü ' Ü.

e a sequência {w.} correspondente. Temos Wn -""''b w. sobre
L e. peia ap].locação G r os pontos w. são levados em uma

sequência z. em C .

Suponhamosque z.---->zo e z. eD. Então, te
m06 F(z+): uWe e F'(zo) = f(ze) # 0 Ção G(w) P9

de ser estendi-da a uma vizinhança de w. , o que é absurdo.
Assim, devemos ter zo e aD e Q cama.nho C é di-

vergente

E.p\z.t \..; a..b \au .&n\J r

0

l

lr(z(t))l l$Íla[r {z} ] ]az] =

C

l

0

d F (z (t) )

!

gl'' - - « -
dt-

0

b) Supon})amos que .í(z) .tem um número finito de zeros

r nQS pontos zi,
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Seja L o segmento de reta definido por 

O~ t s l, e s e ja e. a imagem de L po r G. 

Consideremos uma sequência { t } 
tll 

e a sequência {w } 
n 

correspondente. Temos 

tal que 

W - W o n 

w = two , 

t --+ 1 , 
tl: 

-sobre 

L e , pela aplic ação G, os pontos w n 
são levados em uma 

sequência z e m e • 
n 

Suponhamos que Z --.. Zo. 
n 

e Zoe O. Então, te-

mos F(zo) = w·o e F' (Zo ) = f(.zo ) ;e O ==-o a função G(w) P,5?. 

de ser estendida a uma. vizinhan_ça de w O , o que é absur do . 

Assim, devémas ter Zoe ao e o caminho ·e , di-

vergente. 

Temos agora, por cálculos, 

J rf .(z) 1 l<lzl = r 1 f ( z ( t )) 1 ,~~,dt = 

e o 

r l 
d fF(z(t) )) ldt= f 1~; ,dt =R<co = at 

o o 

b ) Suponhamos que .f(z) tem um número finito de _zeros 
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Consideremos a função

f, (z) = f(z) T
k

Temos f (z)

e.não se anula em
Cz) onde Z(z) é anallti.ca

f. (z) :'!..!.tz)
Pk

)

+kk -.':ÍgH:' .
gemoe, então,

f,+(z)
Z

f

zk-z = 0 para algum k.

'

Mas,nestecaeof lzl =TJ >1+z#D
lstoé. fl(z) não seanulaem D e, pelaparte g:

existe um caminho divergente C +. tal que

}fi(Z) l lazl < n

Por outro latia , sabeztns que se l,l « l ,

então,
\

e, portanto,

lr(z) l = IÍt (z) l ' T' k l fl (z) l «'

-97 -

Consideremos a função 

f(_z) . • '1T 

k 

Temos onde .l (z) é analítica 

e nao se anula em D. 

-

Ternos, então, 

p~ra algum . k...,. 

~ z = 
zk 

para algum k 
rfk 12 

Mas, neste caso, 1 zl = 1. 
Tz;l" > 1 ~ z ;_ D 

Isto - f
1 

{z) não anula em D pela parte e, se e, 

existe um caminho divergente e ; tal que 

J I f i (z) 1 1 dz 1 < ~ 
e 

Por outro lado, 
t 

z - z_k 
então, 

; l - zkz 
.. 

e , portanto, 

sabemos que 

< 1 

se l zk l < 1 e lzl < i 

z - z 
_ _i_ < l f1 (z> 1 --=-
1 - z z k 

a , 

, 
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lí (z) l ldzl la,l « m D

T#OR#M.4 ] - Seja S uma superfz+cle mínima, regular e compJ-e-

ta em.:Rú , definida por x : M '----+lR') e seja

N(z) a aplicação normal de Gauss para S . Então, ou N(M) é
constante (neste caso S é umplano) ou N(M) é densa em
S2

p2''oua: Suponhainus que N(M} não é densa em Sz . Então, exlE
te um aberto u , na esfera uni.târla, tal que unN(M)=g

Por rotação do espaço n ., podemos assumir que o

ponto (0rOrl) esta nesse aberto. Então, pondo N : (NI'N2rN3)

temos que ]n > 0 tal que Na s rl < 1 .
Consideremos a superfÍci.e de cobertura universal de

S , S , defi.nada por x : M----->j:o sendo T : M -----> M a

aplicação de cobertura de M . correspondente
Temos N = N . 'n , a aplicação normal de Gauss para

S , e

ã(M) = N . v(M) = n(M)

aonde

Por outro lado, S é simplesmente conexo e pode

ser representada na forma x : D -'----F.[R3 onde D é o plano
todo ou o disco uni.tãrlo.

Considerando a representação de tN7ei.CTstFass de S,

temos as funções f(z) e g(z) , definidas em D e

-98-

o 

e e 

TEOREMA 1 - Seja S urna superffcie mínima, regular e comple-

ta em . JR
3 , definida por x M --- :m. 3 e seja 

N(z) a aplicação normal de Gauss para s • Então, ou N(M) é 

constante (neste caso S é um plano) ou N(M) é densa em 

s2 . 

prova: Suponhamos que N (M) nao é densa em 2 -S . Entao, exis 

te um aberto U, na esfera unitária, tal que UnN(M)=, 

Por rotação do espaço :m3 , podemos assumir que o 

ponto (0,0,1) está nesse aberto. Então, pondo N = (N 1 ,N 2 ,N 3 ) 

temos que ~n > O tal que N3 
~ n < 1. 

Consideremos a superfície de cobertura universal de 

~ ~ - 3 ~ 
S , S , definida por x: M -~ sendo - TI : M--+- M a 

aplicação de cobertura de M , correspondente. 

~ Temos N = N º TI , a aplicação normal de Gauss para 

~ S , e 

N(M) = N º n(M) = N(M) 

~ donde N3 ~ n < 1 

Por outro lado, S é simplesmente conexa e pode 

ser representada na forma 

todo ou o disco unitário. 

~ 
X 

3 
D-► m onde D é o plano 

Cons iderando a representação de Weierstrass de S, 

temos as funções f (z) e g(z) , definidas em D e 



N (z) Í2 ReÍgJ: 2;;; ]lm;l;g}
l t,l:; l ' i;Tzi'i

Então f

N3 < n < ]. < lçl

O fato de lçl g K < n , Implica que g não tem pg
e, como g é regue.ar, í não tem zeros em D

Temos

].os em D

gij
Ç;+lsl?)l 2

2 l

Seja C um caminho em S , dado por x(ul(t),u2(t)),
Então, o irtõdulo de sua velocidade será

gll(u{(t))2 + 2gi2 u:i(t) u;(t) + g22(u;(t))2

x2 ](u;(t))2 +(u;(t))2] = À2lue(t)l2

lu' (t) l

onde Xz

a g t g b

2
+ (t) )(u:

2

1«1

Logo, o comprimento da curva seta
fb rb

L(C) = 1 lvldt = 1 Xlu'et)ldt= i Àldzl -
a a

- LE) =-} 1 lrl u+lçl2) la,l . i!;i- l fl lazl

Se D for um disco, como f não se anula em D l

los em D 

g .. 
lJ 

a ~ t !:: b 

lvl 
2 

~ lvl 
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íl (z) = 

= 

Então, 

o fato de 

e, como s 
lgi ~ K < ~ , implica que g nao tem PQ 

é regular, f nao tem zeros em D. 

Temos 

2 
À ô .. 

lJ 

Seja e um caminho em S , dado por x(u
1 

(t) ,u
2

(t)) , 

• Então, o módulo de sua velocidade será 

= g 11 (ui (t) ) 2 + 2gl2 ul (t) u 2 (t) + g22<u2(t))2 = 

= À2 [ (ui {t) )2 + (ui(t)}2] = À 21 u' (t) 12 ==> 

= À lu' <t> 1 

Logo, o comprimento da curva será 

a a é 

l J 1 1 ! 1
2 ! ! l+K2 

2 f I f 1 1 dz 1 ====> L(C) = ~ · f (1+ g ) dz ~ 

. e e 

Se D for um disco, corno f nao se anula em D 



poderás ap]ícar Q ].ema l , Isto é, existe um cama-nho dever

gente C tal que

líi ldzi < m

e, portanto, g não pode ser completa, Isto é, M não é

comp[eta. Portanto, M nao é comp].eta, contrariando a hipó-

tese de que S é completa. Portanto, D e o p].ano todo e,

aplicando a proposição 7 do capítulo 111, concluímos que

x(D) esta contido num plano.ou N(M) assume todas as dírg
ções com duas exceções no máximo.

A Ú].tina hipótese , poréml está eli.mi.nada porque.

por hipótese, existe um aberto U tal que UnR(M) = g . Lo-
go, g esta contida em um plano, Isto é, N(M) = n(M) = ctS,

e, portanto, S também esta coREi.da em um plano. Como S é

completa, conc]u]mos que g. é o piano todo. ]]

OBS#R7AÇ.ÍO: O teorema l ainda é verdadeiro se S não é re-

gular em apenas um numero finito de pontas iiã
que, ainda neste caso, podemos ap]]car o gema ].

corolário (Teorema de }3ernste'in)

O gráfico de uma função definida em IEtz , com vala
res em ]R , é uma superfície mínima em =tJ plano

p!'oua: O gráfico de uma aplicação de ]R2 em 111? é uma super
fície na forma não paramétrica, x, = f(x, ,xo) , aerl
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podemos aplicar o lema 1 , isto é, existe um caminho diver

gente e tat que 

1 + K2 
L (C) < 

2 

~ ~ e, portanto, S nao pode ser completa, isto é, M nao 
.. 
e 

completa. Portanto, M nao é completa, contrariando a hipó

tese de que S é completa. Portanto, D é o plano todo e, 

aplicando a ·proposição 7 do capítulo III, concluimos que 

x(D) está contido num plano.ou N(M) assume todas as dire 

çoes com duas exceções no mâximo. 

A Última hipótese, porém, está eliminada porque, 

por hipótese, existe um aberto U tal que UnN(M) = ~ Lo-

go, s está contida em um plano, isto e, N (M) = N (M) te = e - , 

e, portanto, S também está contida em um plano. Como s é 

completa, concluimos que S é o plano todo. o 

OBSERVAÇ~: o teorema 1 ainda é verdadeiro se S -nao e re-

gular em apenas um número finito de pontos já 

que, ainda neste caso, podemos aplicar o lema 1. 

CoPoZário (TeoPema de Be~nstein) 

O gráfico de uma função definida em ::m.2 , com val2 

res em JR , é uma superf!cie mínima em m. 3 
<=ma=> é um plano . 

pPova: O gráfico de uma aplicação de :m2 
...... 

em :m é uma super 

ficie na forma não paramétrica, x 3 = f(x 1 ,x 2) , defi 



nada em todo plano IRz , regular e completa. As normais a essa

superfÍci.e são tais que !g(]RKz) esta contido em um único he-

misfério de S2 . Logo, N(:H?2) não ê denso em S2 e, portal
to, a superfície é o plano.

$ejca D um dlmÍnío no plano complexo C . O coB

elemento E de D , sobre a esfera de Rlemann

(i.sto é, sobre ê) tem

zero 4:+ a função log(l+lwlz) , definida em

D , não tem majorante harmónica em D

Seja x : M --'--Flt3 uma.superfície mínima, regue.ar
e.compl-eta, S , e seja 'N(z) a aplicação normal
de Cause de S . Então, ou S é umplano, ou o

conjunto E = S2 - N(M) tem capacidade !ogarÍtmi-
ca zero.

pl''ooa: Suponhamos que g. não seja plano. Consideremos a apli

cação meromorfa g : hl ---+ C , expressão analítica de
N(z) , para a superfície E.

Seja lr : M -----..+ P4 , a aplicação de cobertura de

que define a superfície de cot)ertura universal, $ , de S .
T'erros,

g = g o T -:+ g(ã) = g(M)

Mas, S pode ser representada na forma x : D"----plR3

onde D ã o dlscounítãrio ouo plano todo, Isto é M = D e

M
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2 nida em todo plano IR , regul ar e completa. As normais a essa 

superfície são tais que N ( IR
2

) está contido em um único he

misfério de s 2 . Logo, N ( m.2} não é denso em s 2 e, porta!} 

to, a supe r fície é o plano. 

DEFINIÇÃO 1 - Seja D um dimÍnio no plano complexo <r. O com 

plement o E de D , sobre a esfera de Riemann 

(isto é, sobre &) tem _c_a_p_a_c_i_d_a_d_e __ l~o~g~a_r_í_tm_•_i_c_a 

zero 

D , não tem majorante harmônica em D. 

TEOREMA 2 - Seja x : M -m.3 uma superfície mínima, regular 

e .completa, S , e seja ' N{z) a aplicação normal 

de Gauss de S . Então, ou S é um plano, ou o 

conjunto 

ca zero. 

- 2 E - S - N (M) tem capacidade logar!tmí-

p:rova: Suponhamos que s nao seja plano. Consideremos a apli-

. caçao merornorf a -g : M-... <r , expressao analíti.ca de 

N(z), para a s uperfície S 

~ Seja n : M--+ M f a aplicação de cobertura de M 

~ que define a superfície de cobertura universal, S , de S • 

Ternos, 

~ g=gorr==;, g{M) = g(M) 

Mas, S pode ser representada na forma x: o-m.3 

onde D é o disco unitário ou o plano todo, isto é 
,., 
M = D e 
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g(n) = g (m}

Ã.ssim, temos

p.-l (Õ(0)) = FI'l(g(M)) -+ ã(D) = N(M) -4'

ii:+ E : S' - N(D)

Se E é vazio. nãa hã o.que demonstrar

Suponhantos E # .# . Podemos assumir. que (0,0,1)e E
(pelo menos- depois de uma rotação do espaço ln{ )

a) Suponhamos que D é o p].ano todo.

Então, pela proposição 7 do capítulo 11:1, E pode

conter, no máximo, dois pontos.
Se E contém só o ponto (0,0,1), temos g(M)=g(D) =

. Se exlsti-r uma função harmónica h(b) , definida em g(M)

que majora ]og (].+lwlz) , temos

h (Wj 2 log (l+lwl') » 0

Então, h(w) é harm'3ni-ca definida no plano todo e

].i.mltada. Logo, h(w) é constante, Mas Isto é absurdo porque

log (l+lwl2) ---..--' m quando lwl ---..> m

e, portanto, não pode ser majorada por constante.

Se E contém dois pontos, temos gCM) = C-Íz.}

Considero a aplicação recobrlmento de C - {z.} da-

da por vl w(z) = z. - e' , z e a:

Supondo que exista h(w) , harmónica em g(M)

log(l+ lwlz) , temos

h (w(z) ) > ]og (].+ lw(z) l ') » 0

ra

que
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g(D) = g(M) 

Assim, temos 

,., 
N(D) = N(M) =;> 

~ E= s2 
- N(D) 

Se E é vazio, nao há o _que demonstrar. 

Suponhamos E ~ Jt. Podemos assumir. que (0,0,l)e E 

( - 3 pelo menos- depois de uma rotaçao do espaço JR) • 

a ) Suponhamos que D é o plano todo. 

Então, pela proposição 7 do capítulo III, E pode 

conter, no máximo, dois pontos. 

Se E contém só o ponto (0,0,1), temos 
,V 

g(M)=g(D) = 

= ~ • Se existir uma função harmônica h(w), definida em g(M) 

que majora l og (l+ lwl2) , temos 
' 

h (w) ,!: log (l+lw[2) ~ o 

Então, h(w) - harmônica definida no plano e 

l imitada. Logo, h(w) é constante . Mas isto 
... 

absurdo e 

quando lwl --+ 00 

e, portanto, nao pode ser majorada por constante. 

todo e 

porque 

Se E c ontém dois pon tos, temos g(M) = a::-{z 0 } 

Considero a aplicação recobrimento de ~ - {z 0 } da-

da por 

majora 

z W = W(Z ) = Z 0 - e z e ~ . 

Supondo que exista h(w) , harmônica em g(M) que 

l og (l+ lw l 2 ) , temos 

h(w (z)) ~ log (l+lw (z) 1
2

).?: O 
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Mas, a função H(z) ': h(w(z)) é harmónica como coD

posta de funç'ão hcRFHÕHiCa e an.alÍtlca. definida no plano todo

e limitada. Logo, recalmos no ntesmo absurdo anterior.

Logo, E tem capacidade logarltn\i.ca zero.

b) suponhamos que D é o disco lzl < l

A função g(z) é analítica em D porque estamos sg

pondo que (0,0,].) é N(D) = N(M). Portanto, como g é regu-
lar, temos que f(z) # 0 , Vz e D

Suponhamos que existe uma função harmÕ

defJ.nada em g(D) ta] que ].o9(l+lwlz) g h(w)

Então, h(gH(z)) é harmónica em D , comc} composta
de harm8ni.ca com analítica. Seja G(z) uma função analítica

em O cuja parte real é h($(z)) r e seja F(z) - eG(Z)
'-... i . .h(ã(z))]'amos lr'(z) 1 = e'' 't;\'/ ' e

log(l+l;(z)l2) sh(g(z)) :+ i+lÇ(z)l2 g ip(z)l
Seja C um caminho divergente qualquer em D

LK) l xla,l = -ê-- l lgl n+l;l2) la,l

h(w)Rica P

CC

lazl

a função fF(z) é analítica em D . como prQdy.
analíticas e não se anula em D . Logo, pelo ig

um caminho divergente para o qual a i.ntegral

C

de funções
]., existe

10

ma
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Mas , a função H(z) = h(w(z)) é harmônica como com 

posta de f unç·ão h armônica e ana lítica, definida no plano todo 

e limi tada. Logo , recaimos no mesmo absurdo anterior. 

Logo, E tem capacidade logarítmica zero. 

b) Suponhamos que D é o disco l z 1 < 1 . 

A função 
N .. analítica em g(z) e D porque estamos su 

pondo que (0,0,1) ~ N (D) = N (M). Portanto, ~ como s é regu-

,.,, ' 

lar, temos que f (z) ~ o , vz e D • 

Suponhamos que existe uma função harmônica h(w) , 

definida e:rn g(D) tal que log ( 1 + 1 w ! 2 ) s h (w} 

Então, 
,., - harmônica h(g(z)) e em D , como composta 

de harmônica com analítica. Seja G (z) uma função analítica 

em D cuja parte real é h(g(z) ) , e seja F(z) = eG(z) 

Temos 1 F (z ) 1 
= eh(g(z)) e 

log(l+jg(z) !2 ) :S h (g (z}) -~ l+lg(.z} 12 :S 1 F (z) 1 

Seja e um caminho divergente qualquer em D 

J 
Àldz l 

1 I 
;N 

(l+lg l 2
> !dz l L(C) - = -2- 1 t i s 

e e 

1 

J 

,., 
1 dz 1 s 2· l fF(z)I 

e 

N 

Mas a função fF (z) é analítica ·em D , como pro.d!!_ 

to de funções analíticas e nao se anula em D . Logo, pelo 1~ 

ma 1, existe um caminho divergente para o qual a integral 
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converge. Logo, a supe=fJlcie de cobertura universal S

pode ser completa e, portanto, S não é completa

Assim. o conjunto E tem capacidade logarítmica ze

P

Ü

nao

ro,

T#ORE'M.4 g - Se E é um conjunto arbitrário de k pontos se
bre a esfera unitária, com ks 4 . Então existe

uma superfície mínima regular e completa em ]ltú

cu:ja Imagem da aplicação normal de Causa omite

p!'eclsamente o conjunto E

PJ.'oua: Se k = 0 , temos a superfície definida por f(z) = zz

e g(z) = z + --t-- , z e c

Suponhamos, então, 0 < k g 4 . Por uma rotação do
espaço podemos assumir que (0,0,].)e E.

Se (0,0,1) é o único ponto de E ,a superfície de

Enneper (f(z) = 1 e g(z) = z , z eC} resolve o problema.

Suponhamos, ]l)ortanto, 1 < k g 4 e sejam w. ,

m = 1,..,,k-l , as imagens dos pontos de E , diferentes de

(0,0,1) , sob a plojeção esterogrãflca.

Consi.detemos M = C - {tv. ; m = 1,...,k } e consl
detemos sobre M , a forma di.ferend]a]. anal.Ítlca w = f(z) dz

onde f(z) = 1:-:-r-J--- e a função meromorfa g(z) =z
'~ 'rr' (z-w..)

Como g não tem polos e y não tem zeros em I'l , estamos

nas conde.çÕes da proposição 6 do capítulo:lll, Isto é, existe
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/'V 

converge. Logo, a superfície de cober tura universal 

pode ser completa e , portanto , S não é comp leta . 

s nao 

Ass.im , o conjunto E tem capacldade logaritmica ze 

o 

TEOREMA 3 ~ Se E é um conjunto arbi trário de k pontos so 

prova: S e 

e 

bre a esfera unitária, com k~ 4 . Então existe 

uma superfície m!n ima r egular e completa em m3 

cuja imagem da aplicação normal de Gauss omite 

precisamente o con junto E. 

k = O , temos a superfície definida por f ( z ) 
2 = z . 

g(z) = z + 1 -z 
, z e q; 

Suponhamos, então, O< k ~ 4 • Por uma rotação do 

espaço podemos assumir que (0,0,l)e E. 

Se (0,0,1 ) é o único ponto de· E ,a superfície de 

Enneper (f(z) = l e g (z) = z , z e~) resolve o problema. 

Suponhw~os, portanto, 1 < k ~ 4 e sejam w , 
m 

m = l, ... ,k-1 , as imagens dos pontos de E , diferentes de 

(0,0 , 1) , sob a proj eção esterogrâfica . 

Consideremos M = <e - {w ; m = 1, . ~. ,k- 1} e consi 
m 

deremos sobre M, a forma diferenc ial analítica w = f (z) dz 

onde f {z) 1 
k-1 ( , 

1f z-w ) 
mlilll rn 

e a funçio rneromorfa g(z)· = z 

Como ~ nao tem polos e w nao tem zeros em M , estamos 

nas condiç5es da proposição 6 do capitulo :rrI, isto i, existe 
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uma supe!'flcle mínima x : M---....>im3 tal que g(Fi) = g(M)

se g é a expt'estão anal.Ítlca de sua aplicação normal

Como g(M) omite {w. ; m = 1,...,k-l} , segue que
lq(M) omite E

Que.esta superfÍci.e é regular, é imediato, porque' f

nãoaanulae g naotempolosem M . Resta mostrar que

ela é completa.

A proposição 6 do capítulo 111 mostra que M =M
p''Ü P..l

ou M=M onde ú évaz'ledadede recobrlmentode M . Em

qualquer dos casos, a superfície é completa se M ,é completa.

Mostremos, polar que M é completa em relação à mé-

gij :XóÍj onde À- -;-- ltl (J.+lçl2)

Um caminho divergente Ç , em M r é um caminho que

contém uma sequência {zjl;i tal que zj "'"' " ou zj"''''' m

a) Suponhamos o primeiro caso, Isto é,
Z . ----+ oo

Temos

trica

ta]. que

l
2

l

=11 ü-".)
(l+lzl2)

J:* ' ',-
C

(l+lzl2) lazl:Então, 2 L(C)

:,:=.1'ç'íiêG.TI u+l,l2) la,l :' m
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uma superfície mínima X : tal que g(M) = g(M) 

se g é a expressão -analítica de sua aplicação normal. 

Como 

N(M) omite E. 

g(M) omite {w · ; m = 1, ••. ,k-1} , segue que 
m 

Que esta superfície é regular, é imediato, porque' f 

nao a anula e g · não tem polos em M. Resta mostrar que 

ela é completa. 

A p~oposição 6 do capítulo - III mostra que M = M 
N 

ou M = M onde 
,V 

M é variedade de recobrimento de M. Em 

qualquer dos casos, a superfície é completa se M , é completa. 

Mostremos, pois, que M é completa em relação à mé-

trica g. . = ÀÓ •• 
lJ . lJ 

onde 

Um caminho divergente f, em M, é um caminho que 

contém un,a sequência {z.} 
J • 

J 
tal que z.--+- 00 ou z.- W 

J J m 

a) Suponhamos o primeiro caso, isto é,~ {z.} tal que 
J j 

z. --+- 00 

J 

Ternos 

Então, 2 L (C) 

e 

= lim 
Z --+OO 

l 

· JI l 
1 dz 1 = : k-1 

1 lT (z-w ) . m 
cl mnl 



-l11h-

,::-J' =ü ',2

Mas, o limite é uma Integral ão tipo

de PI (z) e P? (z} são pollnómíos.
Esta írtteqral diverge se. e somente ser

grau PI - grau P2 > -1 '«' 2 . 2

Logo, L(C) ='n

b) Suponhamos que g contém {zl}. tal que
para algum y. . Por exemplos seja m = l
Então, temos

3

k g 4

'j '' "m'

2 L(C) 2X l dz l
l+z2

kil(z.w )
m-2 ' al'

l

"-'. - « , . ',: ... l..uZ
kii (z-w )
m-2 n

2 K , Vz e C

2 L(C) ..lgz.L : k
1,-w:l

Logo, M é completa e, portanto, a superfície mÍnI-

ma encontrada é regular e comp]eta, o que demonstra o teoremaE]
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lim r l+z 2 
~ z --+ex> k-1 

dz 
TT ( Z - w ) 

ID""l 
m 

z 
o 

Ma s, o limite 
.. 

integral do tipo e uma 

zo 

de P 1 (z) e P 2 (z) são polinômios. 

Esta integral diverge se, e somente se, 

grau P
1 

- grau P 2 ~ -1 ~ 2-k+l ~ - 1 =-> k ~ 4 

Logof L(C) = m 

b) Suponhamos que e contém { z . } tal q ue 
. J j 

z . - w, 
J m 

para algum m. Por exemplo, seja m = 1. 

Então, temos 

2 L(C) 

f 
2Ã j dz l 

J 
l+z 2 l ldz l = ~ • 1z-w1 1 k-1 

;r (z-w ) 
m'"'2 m 

e e 

Mas, -3 I< > o tal que l+z 2 
~ K , Vz e e 

k -1 
7f (z-w } 

m=2 
m 

e, portanto, 

I r 2 L(C) ~ K ldzl 2':: K dz 
,; = C0 

1 z-wl 1 
z-w 1 

C. Zo 

Logo, M e comp l eta e , po rtanto , a s uperfície míni

·ma encontrada é regular e comp l eta , o que demonstra o teorema□ 
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AS NORMAS A UMA SUPERFÍCIE MÍtJIMA C0}4PLETA COM CURVATURA

!
Seja D um domínio no plano complexo e çÍj' Àz6ij
uma métrica Rlemanniana em D tal que À = À(z) é

de classe Cz . Suponhamos que D seja completa em

relação a essa métrica. Se existe uma função harÚân&.

ca h(z) , em D , tal que

log x(z) < h(zj , vz e o

então, D é o p].ano todo ou o plano sem um ponto.

Definimos em D uma nova métrica Rlemannlana g

B À26 onde X (z) = eh(z)

Temos, lag X(z) s h(z) n X(z) g eh(Z) e

:'-+ X(z) g X(z) , Vz e D

tJ

Seja y qualquer caminho dJ.vertente em D

lande seu comprimento na nova métrica, temos

X(z) lazl 2 l l(z) lazl

Ca].cu

e, portanto, D é completo em re].açao ã nova métrica.

Seja n : D -----+ D a aplicação de recobrímento unl

versam. de D . E:ntão, S é completo em re].ação à métrica:áB
duvida Í(lr(z)) = eh('a(z)) + eh(z)

Considerando para 1) \un aLIas tal que Fa = FQolrr

temos I',:ovos.-l :ld e ,portanto, a é analítica
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2 - AS NORMAS A UM/1 SUPER F ÍCTE MÍ NIMA COMPLETA COM CURVATURA 

TOTAL F.IN I'l'A 

LEMA 2 - Seja domí nio plano complexo 2 
D um no e g .• = À ô .. 

l. J lJ 

uma mé trica Riemanniana D tal À À (Z) -em que = e 

de class e c2 . Suponhamos que D seja completa em 

relação a essa métrica. Se existe uma função harmôni 

ca h(z) , em D , tal que 

log À(Z) ~ h(zf , Vz e D 

então, D é o plano todo ou o plano sem um ponto. 

prova: Definimos em D uma nova métrica Riemanniana ~ g .. =· 
l. J 

~2 = À ô.. , onde 
lJ 

~ h(z) 
À(Z) =e 

Temos, 

Sej a 

log À(Z) s h(z) ::a=> À (Z) ~ eh(z) ma:> 

~ À(z) ~À(Z) ,Vz€D 

y qualquer caminho divergente em D. Calcu 

lando seu ~omprime nto na nova métrica, ternos 

J X (z) 1 dz 1 > 

y 

J ).(z) ldzl = ~ 
y 

e, portanto, D é completo em relação à nova métrica. 

~ Seja 7r : D --+- D .a apl:i.cação de recobrimento uni 

ve rsal de E:nt ão, ~ .. 
relação 

.. métrica D . D e completo em a tn•. 
; 

duzida À(1f(:!:)) = eh{'IT(z)) 
* 

eh(z) 

~ -Considerando para D um atlas tal que F = F O'IT, 
<l ex 

temos ~ - 1 ... 
analítica F o Tí o F = id e , portanto, 1T e 

Cl (J, 



e h(z} ê harmónica em O

Seja f(2) uma furlção analítica, definida em D,

cuja parte real é h(z) e consideremos a aplicação de O em

D , definida por

. ef(E) dE , z e i3
Zo

o11de z. é um ponto fixado em D . A função esta bem defi-
nida porque D é simplesmente conexo.

w(z)

ãi M jeÍ(z)l = ei(z) = 5.(lr(z)) # 0

Então, qualquer curva y em D tem comprimento

5'(«b)) ldzl : l lg;l ldzl : l la«l
JY I'w(Y)

isto é, o comprimento de qual.quer curva em D é Igual ao
Idlano de sua Imagem em D pela aplicação

L ('r )

comprimento euclldlano de sua Imagem em D pela

Por outro lado, como lg;l # 0 , vz e D r temos que
w(z} é dlfeomorflsmo local e, portantc}, admite uim Inversa

definida em uma vlzi.nhança de cada ponto de w(D)

Temos w(z.) = 0 e podemos cone;lderar a Inversa
definida numa vizinhança de zero em D com Imagens numa vlzl

nhança de z. em D .
Rénet[ndo o raciocínio do ]ema ]. deste cap11tu].o con

e h (z) ê harmônica em 

Seja 

cuja parte real é 

~ D , definida por 

f ( z) 

E (z> 
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~ D • 

uma função analítica, definida em 

e con.sideremos a aplicação de 

w(z) = J" ef(S) dS , ~ z e D 

Zo 

~ D, 

~ D em 

onde z
0 

é um ponto fixado em ~ D. A função está bem defi-

~ nida porque· D é simplesmente conexo. 

Temos 

~ Então, qualquer curva y em D tem comprimento 

L(y) = tÀ(ir(z) ) j dz j = t ,~~, Jdz l = I jdw j 
_·w (y) 

isto é, o comprimento de qualquer curva em ~ D é igual ao 

~ comprimento euclidiano de sua imagem em D pela aplicação 

w (z) • 

Por outro lado, como 1~:1 ~ O , Vz e Õ, temos que 

w(z) é difeom©rfismo local e, portanto, admite uma 

definida em uma vizinhança de cada ponto de w(Õ) . 

Temos w(z
0

) = O e podemos considerar a 

~ 

inversa 

inversa 

definida numa vi z inhança de zero em D com imagens numa vizi 

~ nhança de z 
o 

em D . 

Repetindo o raciocínio do lema 1 deste capítulo con 
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c].uimosque 4w.eD cora lw.l =R eabola lw.l SR coB
tida em w(D) tal que , considerando o comi.nho L definido

por vi-tw. ,Ogt<1,esualmagem C=w''(L) em D

esta tem que ser um caminho divergente

Mass L(c) : l l(ilwl = R

l

L

e como D é complg

to, seque que R = w
Logos existe uma Inversa definida em todo planar Is-

to é, a ap].lcação w : D -.-----+ c é dlfeomorflsmo global.
Como w é anal.Ítlca, D é conformemente equivalente ao

plana.
consi.gerando a função analJI.bica

T o w' I' : C -.---....p D c C

temos, pelo pequeno teorema de Pícara, que D é o plano todo
ou D = c - {p} para a].gum p e C . []

Seja D=lzec/o<rt<lzl<r2s"} e seja
* À28 uma métrica Ri.emann]ana em D ta]. que

' l.) l]

). = X(z) é de classe a' , Suponhamos que exista u-

ma furlção harmónica h(z) , em D , tal que
log x(z) É h(z) , vz e D

c que l Àldzl = " para toda caminho y(t), Ostgi.

tal que lim ly(t)l = r2 ' Então, r2 : "

J
C

t '-»
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cluimos que 

tida em w(Õ) 

~ -3w e D 
o 

com jwº 1 = R e a bola lw0 1 :5 R co n 

por w = tw O , 

esta 
' 

tem que ser 

Mas, 

to, seque que 

tal que , considerando o caminho L 

Os te 1 , ~ sua imagem e= w- 1 (L) 

um caminho divergente. 

J 
E Cc) 1r1w 1 -= = R e como D 

L 

R = oo 

definido 

~ em D , 

-e compl ~ 

Logo, existe uma inversa definida em· todo plano, is-

to é, a aplicação ~ w : D --+ lt é difeomorfismo global. 

Como 

plano . 

w é analítica, ~ D é conformemente equivalente ao 

Considerando a função analítica --
temos, pelo pequeno teorema de Picard, que D é o plano todo 

ou D=~ - {p} para algum P e <t o 

LEMA 3 - Seja D = {z e (t / o < rl < 1 z 1 < r2 :S 00} e seja 
., 

g .. = À "ô .. uma 
l. J l.J 

métrica Riemanniana em D tal que 

À Â ( z) - de classe c2 Suponhamos que exista u-= e . 
ma função harmônica h (z} , em D , tal que 

log À ( Z) :5 h (z) , Vz e D 

e que 
J 

À I dz j = 00 para todo caminho y (t ) ' Ost:é l , 

e 

ta l que lim 1 Y ( t) 1 = r2 . Então , r2 = 00 

t --+1 
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1!0

ppooa: Suponhanns r2 < "
Por uma mudança conforme de variáveis, da forma z+----+cz,

c e:R , podemos supor r]. e r2 tais que

rl r2

Seja A = {z / ] < lzl < r2}

e congi.detemos em Â a métrica

çilj ; À õí.j

o«de Xh) : À{ ' À l-+-l ,
que esta bem definida porque

*, e A , t-.; --i- e A

T'eiws log X(z) áh(z) pat'a rl< lzl <r2

para }-<lzl<r2 'lstc>é,para zQA

Oeflnindo H(z) - h(z) + hl--ê--l ,temos - lóg 51{z)sli(z),
VAGA onde ntz) éhannÓnlcaem A e X(z) declasseO'.

Vamos mostrar que A ê completo em relação a essa

-.-. € «' ''' « +.,
e, portanto, log i(z) = log x(z) + log À:l--à-l g htz) + hl-{

[-
e lag À } g h }

iitetrica

Os caminhos divergentes de A são da forma y(t) ,.Ost<1,

llm. ly(t)jnr2 ou .llm. I'r(t)l:+:
t ..-+l ' t --.->1 '2

Seja yl(t) , o s t< 1 , talque li.m l vt(t)

taá,s que

r2 '

em A

\ 
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prova: Suponhamos 

Por uma mudança conforme de variáveis, da f o rma Zi--i-CZ , 

e€ JR, podemos supor e tais q ue 

Seja fi = { z / _L < lzl < r
2

} 
r2 

e consideremos em 6. a métrica 

onde 

~ ~2 g.-.= )\ cS • . 
l.J l.J 

X ( z) = À (z ) • À (+ ) , 
que está bem definida porque 

vz e 6 , temos 1 --z e ó 

Temos log À( Z) s h (z) para r1 < lzl < r 2 

e l o g . À ( + ] s h ( + ) para ; 
2 

< · 1 z 1 < ~rt , 

e, portanto, log X (z ) = log À (z ) + log _> .. '(+] s h ( z ) + h(+ ) 
para 1 

r 
2 

Vz e h. 

métrica. 

tais que 

em 6. • 

< 1-z 1 < r2 isto 
... z e tJ. , e , para 

~ Definindo H (Z ) = h ( z ) + h(+ J ,temos lóg À( Z} ~H ( z ), 

·onde Htz ) é harmônica em ~ · de classe c2 • ll e À (z ) 

Vamos mostrar que 6. é completá em relação a essa, 

Os caminhos d ivergentes de 6. sao da f orma y ( t ) ,_0st<l , 

lim 
t -+l 

Seja 

ou lim 
t - 1 

y 1 (t ) , O s t < l , tal q ue 

t 
·' 

lim I y 1 ( t ) 1 = r 2 , 
t -+1 · 



Chamando zl : tl-lml yl(t) ' temos lzll- r2 -'
:,n existe vizinhança V de l tal que VcD

Logo, Àl--.}-l esta definida e é limitada em V

Por out):o lado, pondo tJ

mos um corapact;o em A e, portanto,
é limitada em U

Portanto, 3K > 0 / Àl--:--l 2 K } yz e vi(t)
Assim,

l À (z) ldzl

YI

z 6YI (t) } - V,tS
esta definida e

XÜ)Xl-à-} la,l : KI Xh)lazl : n
YI YI

Do mesmo !mdo, seja y,(t) , 0 g t < 1 , um camí-

nhotalque líml ly2(t)l -l . Logo, ocamlnho y3(t) :

7;:ttÍ é ta]. que lím ly3(tyl : r2

l :'', ,«- : l * ,, *(-i] :"-
Y3 Y3

e. portantos

Y2 ' Y3

Logo, l i(z) ldzl
V

em Á e, portanto, A é completo. Assim, pelo le-

=C ou A=a- {p} l contraahipótesedeque

H

5'h) idzl : -i;l'? 51(z) lazl = H>

para qualquer caminho al

vergenüue

ma 1, A

I'2 <

~l!l l 
Logo, 

=: 
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Chamando z 1 = lirn y 1 (t) , temos l z1 1= r 2 
t ---1 

1 existe vizinhança V de 1 tal que -
r2 zl 

À(+) está definida e é limitada em V 

==-=> . 

VcD 

1 Por outro lado, pondo U = {-z- / z Gy 1 (t) } - V, t~ 

mos um compacto em t:, e, portanto, À(+ ) e s tá definida e 

é limitada em U. 

Portanto, ~K >O/ À(+) ~ K , vz_e y 1 (t ) ~ 
Assim, 

J À( z) ldz l = J >- (z) >- [+} ldz l > I< = 00 

Y1 Y1 

Do mesmo modo, s"eja y 2 (t) , o !:: t < 1 , um cami-

nho tal que lim I Y2 {t)I = .L . Logo, o c aminho y 3 ( t ) = 
t ---+ 1 r2 

1 é tal que lim !Y 3 <trl portanto , 
y 2 (t ) = r2 e , 

t -+l 

J 
~ ldzj r >, (+ ) jdz l .À {t) = ) À (Z ) = co =iilll;> 

Y3 Y3 

f X (z) 

, 
J X<•> :a:> laz 1 ;/! 

.l. !dz l 
( ' 2 

= 00 
' 1 

r2, 
y 2 

Logo, 

vergente em 1:::. 

ma 1, 6. = lt 

t < 00 
2 

I 
y 

e, 

ou 

Y3 

r (z) ldz j = 00 

portanto, 6 

6. = (l; - { p} 

para qualquer caminho di 

-... 
e completo . Assim, pelo le-

contra a hipótese de que 

. 

' 
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E:nunclamos, na capítulo ljl , o teorema da 112J;ggnnl-

zjiçãz : . "-4 auge!'/'t'a e de a''ac?obz'Ímento un tiepaaZ de quczZqzier

ouPeP/'t'c! e de Riamann é' colzJ"õpmement;e equ oaZení;e a zim d aao

zlm PZatzo ou a 2z eofe pa. ll
Este teorema leva ã classificação das superfícies

de Riemann simplesmente conexas em ÊJ;!Ê&Sg,E., ÊarabÓlícas ou

hiperbólicas .

A$ superfÍci.es elÍtlcas sã.o aquelas que são confo=

demente equivalentes à esfera S2 (logo, são compactas). Às

parabólicas são as equivalentes ao plano complexo (C) . As hl
perbó[[cas são as equ]va].entes a um disco (D c C) .

Coiro uma superfície mínima não pode ser coittpacta .

conc].elmos que as superfícies mÍnImas simplesmente conexas

são parabólicas ou hiperbólicas.

Daremos, a seguirá uma caracterização das superfí'

eles simp].esmente conexas não compactas (não necessariamente
mini.mas) como parabólicas ou hiperbólicas, pela existência

ou não'de funções de Green definidas sobre elas. Coinn tais sg
perfícles são cobertas por Dirá só carta. é suficiente estudar

a existência de funções de Green em regiões do plano Complexo

J

Onda uma região T c d: e um ponto E e T , pode-

mos procurar uma função He(z) , definida em T , hanlÓnlca,
tal que nr(z) : log lz -: €1 , vz e aT
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Enunciamos, no capítulo II , o teorema da uniformi-

~açao "A superf-Í aie de recobrimento unive rsa i de qualque1' 

euperflàie de Riemann é aonformemente equivalente a um disco, 

u~ plano ou a uma eafe~a." 

Este teorema leva à classificação das superfícies 

de Riemann simplesmente conexas em elíticas , parabólicas ou 

hiperbólicas 

As superfícies elíticas sa.o aquelas que são confor 

mernente equivalentes à esfera s 2 (logo, são compactas ) . As 

parabólicas são as equivalentes ao plano complexo (~ ) • As hi 

perbólicas são as equivalentes a um disco (D e~) • 

Como uma superfÍéie rnlnima não pode ser compacta , 

concluímos que as superfícies mínimas simplesmente 

são parabólicas ou hiperbólicas. 

conexas 

Daremos, a seguir, uma caracter~zação das superfí

cies simplesmente conexas não co.mpactas (não necessariamente 

mínimas} como parabólicas ou hiperbólicas, pela existência 

ou não .de funções de Green definidas sobre elas. Como tais su 

perfícies são cobertas por uma sq carta, é suficiente estudar 

a existência de funções de Green em regiões do plano complexo. 

Dada uma região Te~ e um ponto E;. e T , pode-

mos procurar uma função HE;,(z) , definida em T , harmônica, 

tal que H t; ( z) = log I z - · E: 1 , Vz e aT 
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nt:Fi11Ç14o 3. Se exi.star tal função, definimos Ge(.z)-nE {z)
- loglz- tl em T ,queéchamada.!!!E.

ç.ão de.:Green relativa a E

PROPOSIÇÃO

Q

1=

Se T é um domÍnIo simplesmente conexo em C

conformemente equivalente ao disco unltá=i.o

D c a , e se F : T---+ D é uma.função analítica e bljetg

ra tal que f(z.) = o , z. e T , então,.a função -loglf(z)l
é uma função de Green para T p Feia'Erva ao ponto z. , Isto
é. G. (z) = - loglftz)l

pz'opa: Considero o desenvolvimento em série de Tay].or em uma.

vizinhança u de z. , em T ftz)' .;n 4i(z-z.) +

+ a2(z'z.)2 + ... , onde al # 0 porque sendo f bl
]etora. $; :(z.) # 0

Temas, em U r

f (z) - (z - z.) jat + à2 (z - z.)

lí (z) l - lz - z.l l.}i. ai (z

r

].agir(z)l = lclg ].og
i-l

ai (z-z.)

Defino, em T , a função H. (z) por

n. (z) =-logjf(z)l + l.oçlz -z.i , para z # z.

!i. {z} = log r para z : z.

}l a{ (z-z.)z']

0

i-l
z .

r para
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DEFINieJio 2 - Se existir tal função, definimos GE;(.z)=H~(z) -

em T - · {E;} , q~e é chamada fun 

ião de Green . relativa a ~ 

PEOPOSIÇÃO 1 - Se T é uro · aomlnio simplesmente conexo em~, 

.conformemente equivalente ao. disco ·unitãrio 

D e a:, e se 

ra tal que 

F : T --+ D é uma. função analítica e bijet~ 

f(z
0

) = O , z
0 

e T , então, a função -iog jf (z) 1 

é uma função de Green para T, relativa ao ponto z
0 

, isto 

é, G ( z) == - 1 og I f ( z) 1 
Zo 

prova:· Considero o desenvolvimento em série de Taylor em uma 

vizinhança U de ~º , em T, 

+ a 2 ( :if--z
0

) 
2 + • • • , onde a 1 ;i: O 

j t df ( ) ;e O e ora, dz , Zo 

Ternos, em U, 

(a1 + ª2 (z -

1 

I a. (z 
i•l 1. 

- loglf(z) l = log 1 
1 z-zº 1 + log 

Defino, em T , a função H (z) 
Zo 

f{!r d=-~i<~-zo ) + 

porque sendo f bi 

+ •••• ) 

1 

por 

H (z} ::-. - log l f ( z ) 1 + foglz -z 0 1 , para z ;ie z
0 

Zc, 

H (z) = log 
z ., 

1 , para 
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que está bem defi.nada porque a série .}.ai(z-z.)t'] converge

em z. e é.diferente de zero. Na verdade, em U - {z.} ,

qualquer uma das expressões serve para calcular Hz (z) .
Vamos mostrar que H. (z) assim definida é harmÕ

mica em T
6

Em U , .n. (z) log
E.': (z-z.)

i-l
i

[ (z-z.)a li-l

harmónl

ca porque
ti.ca,

loglzl é hariaÕni-ca é ana].l

Pelamesma razão, -loglf(z)i e loglz-z.i são

harmónicas em T' - {z.}

Logo, n. (z) = - logjf(z)i+ lo+lz-z.l é harmõ-
«' 0

nuca em T - {z.}
Assim, H. é harmónica em T
Resta provar que -loglf(z) i .se aproxí.ma de zero

quando z se aproxima da fron+-eira de q' .

Se 2 -----. z. , z. e aT , temos

IÍ(z) 1 --"--- if(Zt) l

4a , f(zl) e al) + jr(zt) l ' l w»

-, ' l f (z) 1 -----. 1 e

:- - logo f (z) l -----'' 0

T'erros, então, n. (z) hannânlca em T

loglz-z.l se z e a'F , isto.é. :Gz.tq),4Hi-:(z)-
].ocilf(zll é uma função de Green em T

0

0
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CC, • 

que está bem definida porque a série f 1-l 
l a. (z-z 

O
) converge 

i 0 1 1. 

em e é_diferente de zero. Na verdade, em _ U - { z 0 } 

qualquer uma das expressões -serve para calcular H (z) • 
Zo 

Vamos mostrar que 

nica em T : 

H (z) 
Zo 

assim definida é harmô 

ca porque 

tica. 

Em U , · H ( z) = log 
Zo 

loglzl é harrpônica e 

Pela mesma razão, -loglf(z ) 1 

1 é harmôni-

é anal! 

e sao 

harJllÔnicas em 

Logo, 

T - {zc,} • 

H (z) = - loglf(z) I + loglz-zºI é harmô-
Zo 

quando z 

Assim, H é harmônica em 
Zo 

T • 

Resta provar que -loglf(z) 1 se aproxima de zero 

se aproxima da fronteira de T. 

Se , z e a '11 
, temos 

1 

lf(z)I-+- lf (z1>I 
Mas , f ( z 

1
} e a D =-=> 1 f ( z 

1 
) 1 = 1 =-> 

=mo · I f {z) 1 ~ 1 ::::m;. 

===> - log !f( z) 1 - O 

Temos, então, H (z) 
Zo 

harmônica em T·:.- e· ·H ( z,) = 
Zo 

= loglz-z 0 ! 
= -loglf(z) 1 

se z e aT, isto .é, -G .(z)='H , - (z)-logjz-z i= 
Zo ·,- Zo o 

é uma função de Green em T - {z
0

} O 
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OBSERVZÇ'ÃO: Sabemos que, vc. e D , existe uma aplicação anZ

IÍtlcabíjetora q : D--+D tanque g(E) =0

Logo, vz. e T , existe f : T --,-.--» D , analítica
e.bijetora tal que f(2.) = 0

Portanto, Vz. e T , existe uma função de

em T - {z.}

A.lémdlsso, como if(z)l < 1 , vz eT,

> o , vz e T -tz.}

Grega

G (z)
Z o ' '

temos

P2?OPAS.rÇZ0 2 - Se T é um domínio simplesmente conexo em

C , conformemente equ]va].ente ao plano C reE

tão, não pode existir uma função de Green G. (z) para ne'
nhum z. e T

pz'oua: Suponhamos que exista Gz.(z) para algum z,,e e 'F

Então. Gz.(z) : - logjz Hz.{z) onde
é harmónica em T e llm n. (z) = + m

2 --..+oo ' o

Então, existe um compacto K c T e um número M >0

n. (z) 2 M . vz eT -K
Por outro ]ado, ]b] > 0 tal que

zll gN , vz eK -o n. (z) 2 -N , vz e.K

Portanto, n. (z) > -N , vz e T

Considerando uma função analítica F , cuja parte

real é H. (z) , temos jePI = e z'(z) .N

a

0

0

0

0

ta]. que
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OBSERVAÇÃO: Sabemos que, V~ e D, existe uma aplicação ana 

lítica bijetora g : D --+ D 

Logo, Vz
0 

e T , existe f : T---+ D , analítica 

e ,bijetora tal que 

Portanto, 

em 

Vz 0 
e T , existe uma função de 

Além disso, corno 1 f ( z) 1 < 1 , vz e T , 

PROPOSIÇÃO 2 - Se T é um domínio simplesmente conexo 

Green 

ternos 

em 

~ , conforrnernente equivalente ao plano ~ ,e~ 

tão, não pode existir urna função de Green G {z) para ne-
z.º 

nhum Z 0 e T 

prova: Suponhamos que exista G ( z) 
Zo 

para algum z
0

° e T 

Então, 

é harmônica em T 

G (z ) = - log l z-z
0

1 + H (z) onde H (z) 
Z 0 Z 0 · z

0 

e lim H (z ) = + oo 

tal que 

real é 

z --+00 z o 

Então, existe um compacto K e T 

H (z) ~ M , Vz e T - K 

e um número M >O 

Zo 

Por outro lado, -3N > O tal que 

Portanto, 

Vz e K =-=:> H (z) ~ -N , Vz e K 
Zo 

H (z} ~ -N, Vz e T 
Zo 

Considerando umq função analítica F , cuja 

-N 
H {z) 

Zo 
, ternos 

H (z) 
!eF I = e Zo ~ e 

parte 



l-ogo. F' tem que ser constante, portanto, nz (z)
é constante.

Mas, lim
Z -::--+a) B

torna tal resultado ab-

as proposições l e 2 mostram que a exlstênci-a

ou não de função de Green em T - {z.} , vz.e T , caractere.

za completamente as superfícies simplesmente conexas hiperbó-

licas ou parabóllca8.
Este resu].todo sugere a seguinte definição para su'

perfícles abertas arbltrártas:

DEFINJÇÃ0 3 - Uma suêerfícle de Rlemann (não compacta) é hi-

perbólica 6e existe função de Green relata.va a
cada um de seus pontos. E em caso contrario, â

superfície é dita parabólica.

LFM.A 4 - O anel T = {z / rl

cle hiperbólica.

é superfÍ-

pz'ooa: Consideremos a superfície de recobrlmento universal de
T , que é o disco unitário D r lzl g l .

Em D , consideramos o segmento aberto (ATB) onde

A=(0,-1) e B.=(0,1). Chamamos C afrontelrade .. D

e C. as circunferências de centro (Ory), -l < y < 1 pque
passam por B e por z e (ATB)

Em T,chamamos yl acurva l€1 =fl;V2 a
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Logo, 

é constante. · 

F tem que ser constante, portanto, H (z) 
Zo 

Mas, lim H (z) = oo torna tal resultado ab-
z --+00 zo 

surdo. D 
' 

As proposições 1 e 2 mostram que a exi s tênci.a 

ou nao de função de Green em 

za completamente as superfícies simplesmente conexas hiperbó

licas ou parabólicas. 

Este resultado sugere a seguinte definição para su

perflcies abertas arbitrárias: 

DEFINIÇÃO 3 - Urna superfície de Riemann (não compacta) ·é hi

·perbólica se existe função de Green relativa a 

cada um de seus pontos. E em caso contrário, a 

superfície é dita parabólica. 

LEMA 4 - O anel T = {z / r 1 < lzl < r 2 s 00 } e~ 

cie hiperbólica. 

é superfí-

prov~: Consideremos a superfície de recobrimento universal de 

T , que é o disco unitário D, l zl s 1. 

Em D, consideramos o segmento aberto (A,B) onde 

A = (0,-1) e B. = (O, 1) • Chamamos e a fronteira de : o 
e e z 

as circunférências de centro (O ,y) _, -1 < y < 1 ,que 

passam por B e por z e (A,B) . 

Em T, chamamos a 
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cu-a le r9 ; y, a curva útil

Uma aplicação de recobrlmento, Tr : D ------F T e uma

aplicação analítica que leva cada curva Cz - {B} em uma

circunferência, IÇI = r , rl < r < r2 r de tal modo que

7rl = lr. . h.
c +lB}

onde F. é aplicação de recobr]mento universal. da circunfe-

rência Yr. e hl eumhomeomorflsmo de Cz narg
ta

< r <' rr 2l

T

Podemos considerar o homeomorflsino

(A.,B) : (A' ,B' )
(A,B)

= (0.-r2) eonde A'=(0.-rP) e B'-(Or-rl) calque h(z) tende
a B' quando z tendea B.(senão'forasslm, ;basta

fazer uma rotação em m')
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curva 1 ~ 1 = r2 ; yr a curva 1 ~ 1 - r , rl < r <· r 
2 

Uma aplicação de recobrimento, D T - utna 1T : ---+ e 

aplicação analítica que leva cada curva e - {B} em uma ·· 
z 

circunferência, 1; 1 = r , rl < r < r2 , de tal modo que 

onde 

rência 

ta. 

onde 

a B' 

n 1 é aplicação de recobrimento universal da circunfe-

e 

B 

A 

é um homeomorfismo .de • e - {B} na re 
z 

B, , 

T 

Podemos considerar o homeomorfismo 

h - '11' .. , · (A,B) -- (A' ,B') 
- (A,B) 

quando z 

e 

tende a 

tal que h(z) te~de 

B .(se não ' for assim , .basta 

fazer uma rotação em m2). 
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Vamos construir a função de Green Gr (e) em 'T-le.}

onde € = h(0)

Em cada circunferência C, existe um ]nterva].o se
-fechado (a.b] , que podemos tomar simétrico em relação

elxodos y , tanque v((afb]) :Yr onde r: lhes)je
é bljetora sobre Yr

(a ,b ]

0

Considerando tais Intervalos em todas as clrcunfe-

ncías C, , construímos um conjunto V c D , simetrlco em
loção ao eixo dos

V
y , tal que al é bljetora sobre T

Consideremos agora o aberto V , Interior de V em

D peaaplícação v=xl. : V-.-..--+y- (.R'', B+e) ondeiV

Ã.'' - (0,rl) e B'' - (0,r2) . Esta aplicação é analítloa
e bljetora.

função de Green relativa a zero no disco é G. (z)-

Defino Gr (e) = -1ogli'l(e)i em T- (A''IB'')

'remos, então,

G. (E) = - logre -e.l - log

a

Q

ZoglE - e.1 - log

chão Ç-l éana].íttcaem 'r- (A.'',B'') , e. é
slng«larldade removível de T--!«};r::li;lelleJ e esta função

a

0

onde 
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Vamos construir a função de Green G~ ( ç ) em T-{~
0

} 

o 

ç
0 

= h(O) : 

Em cada circunferência e existe um intervalo se 
z 

m~-fechado (a,b] , que podemos tomar simétrico em relação 

ao eixo dos y , tal que 'TT( (a,bj ) = y 
r onde r = jh (z ) 1 -e 

:tências 

é bijetora sobre y . r 

considerando tais intervalos em todas as circunfe-

e , construimos um conjunto V 
z 

e:: D I simétrico em 

relação ao eixo dos tal 1r lv - bijetora sobre T. y , que e 

~ Consideremos agora o aberto V , interior de V em· 

D , e a aplicação ~ 
7í = ~ : V ---;. T - _ (A 1 

' , B i ' } , onde 

A''= (O,r) 
1 

e B'' = (O,r2) • Esta aplicação é ana l íti oa 

e bijetora. 

A função de Green relativa a zero no disco é G <z>= o 

= - log lz l 

Defino Gç (~) =-log jn- 1 (ç) I em T- (A'' ,B'' ) 
o 

Temos, então, 

- log l& -&. I - log ii-~<i'. I = 

l
~-1 ~-1 1 

- log j E; - E; 1 - l og n ( §: ) - '11' ( E;º ) 
. o ~ - t 

o 

Cl)mo ;-t é analítica em T - (A'' ,B' ' ) , ç
0 

- é 

;-l(ç) - ;-N(ç ) 
singularidade removível de ç _ t º e esta f unção 
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é analítica em T - {Ài',B'') .

Logo, a função HE (E)

é harm6nlca em T - {Ait,Bll).

Por outro lado, VEI e(A.'',B'')

[H-l::::'En»t : ÇUq
Hr (E) pode 8er estendi.da de maneira contí-

0

€ :e,

e, portanto,
nua a todo 'r .

A função estendldaf que ainda chamaremos ne.(E) ,
é harmónica em T

Temos, então,

Ge (E) = - log le - e.1 + nE (E) ,,
Ca].culemos o lImIte de Gr (e) quando € tende a

um ponto da fronteira de T

Temor.. 11m T'l(e) H À f IÇ21 rl'€ ----e ,

r

].i.m 'K'l(E) =z3ec-tB} , lt31 :r2
€ ':€3

e, em qual.qüeÉ-:daa

llm
EI '-"'->€2 ou t13

Indo, .GE (E)'9 0

re3.atava a (
'> 0

Para obter função de Green re]at]va a qual.quer ou-
E de T basta considerar z = v'l(ç) e a apll-

C'risos

pontotro

e

P

Ge (e) log

log li't(e)1 é função de Groen
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é analítica em T - (A' 1 
, B' 1 

) • 

Logo, a função 

é harmônica em· T - (A '' .,B i ') • 

Por outro lado, VE; 1 e(A'' ,B'') 

lim 
s -E::1 

e, portanto, H E; ( E;) pode ser estendida de maneira ·contí-

º 
nua a todo T 

A função estendida, que ainda chamaremos HF;
0 

(f;) , 

é harmônica em T. 

Temos, então, 

- log IE:: - ~
0

1 + Hf; (E;) 
o I 

Calculemos o limite de 

um ponto da fronteira de T • 

quando . f; tende a 

= A , = r 
l 

e lim ;- 1 (t) = z 3e e -{B} , 1~ 3 1 = r 2 
"E; -i.E,; 3 

e , e1;11 qualqnef'"- '.dOs ,~-càsos ; 

lim 
~ -t-E;2 ou ~3 

GE;
0 

(s} = - log 1 = O 

Logo, _GE,;
0 

(f;) = - log li-1 (E;) 1 é função de Green 

relativa a F. 0 

Para obter função de Green relativa a qualquer ou-

tro ponto E; de T basta considerar 
~-1 . 

z = 1T (f;} e a apli-
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cação g : D -.----+ D da observação da proposição 1, que le-
va z no ponto zero e considerar para apJ-lcação de recobre.

mento de 'l' , lr ' g '

Logos exi.ste a função de dreen relativa a qualquer

pontode T e, portanto, T é hlperjsóllco. D

'\

Seja D umdomínlohiperbóllcode c e -:=sõ3a

= À26 uma métrica Rlemannlâna ., com X(z) de

classe a2 , em relação â qual D é completo.

Se a)Vz log À 2 0

IV210ç ÀI dÉ-'idy « H z = x + ly

então, existe uma função harmónica h(z): l em D l tal que

log À (z} g h(z)

ppooai Como 1) é hIperbÓlIco, existe, para cada ee

funçãode Green GEI(z) > 0 em n-lE} , tal

GE(z) + loglz-EI = nE (z)

onde Hr(z) é harmónica em D
Definimos a função

D,uma

que

u(E) = Vz log À (z) dx dy

Temos Gr(z) : a sobre a fronteira de D . Lo9op
exl.steumconjuntocompacto KcD e eeK tal que

ICr.(z)l < c r Vz e D - K

caçao 

va z 

mente de 

ponto de 

LEMA s -
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g : D --- D da observação da proposição 1, que le-

no ponto zero e considerar para aplicação de recobri 

- 1 T, · •rrog 

Logo, existe a função de Creen relativa a qualquer 

T e, portanto, T é hiperbólico. o 

Seja D um domínio hiperbólico de tt e .. S(;lja 

2 métrica Riemanniana À (z) de g .. = À ó .. uma , com 
lJ l. J 

classe 
. 2 

relaçãc à qual D é completo. e , em 

Se a)~~ log À ~ o 

b)H IIJ2log ÀI dtrfdy ~ co ; Z =X+ iy 

D 

então, existe uma função harmônica 

log À ( z) ~ h ( z) 

h (z)i , em D, tal que 

p!ioVa: Como D é hiperbólico, exlste, para cada ~ e O,uma 

função de Green GE;(z) > O em D - { ç;} , tal 

G~(z) + log jz-~ I = Hs(z ) 

onde H~ ( z) é harmônica em D . 

Definimos a função 

1 
21T 

92 log Ã(z) dx dy 

Temos Gç(z) - o sobre a fronteira 

existe um conjunto compacto K e D e s e 
o 
K 

IG~( z} I < e: , Vz e D - K 

de D . 
tal 

que 

Lo9O, 

que 
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Considerando uma bola Br. de centro C , contida
em K , temos.que ]M > 0 tal que

IGE(z) l g M , vz e K - nÉI

BE é compacto e GE(z) é continua nesse .-'cona

G

K Íporque

pacto.

Assim, temos

D

Í GE(z) V2 log X(z) dx dy g

11 t,' ;.,*',, l '': '* . " ll l,' *., *',, l '': '«
D-K K-B.

+

+ ll lcE(z)l lv2 log x(z)l
B.

Às duas primeiras Integra.Is do segundo meiftbro

i.altas, porque ambas sâo majoradas por

il IV2 log Xi dx dv

D

Quanto à terceira Integral, podem\os escrever

B.

IGr, (z) l IV2 log À (z) l dx dv g

<

dx dy

exls-

tem. f?

B.

n.{z) l l{2 log x(z) l dx dy +b jfiogl,-elilvzioç x h
)ldx dy

-121-

Considerando uma bola B~ de centro ~ , contida 
e 

em K , temos. que ~M > O tal que 

IGt(z ) 1 ~ M Yz e K - Bt 

pqrque 

pacto. 

K - Br é compacto e 
e; 

Assim, temos 

JJ Gi;(z) v
2 

log À (Z) dx dy < 

D 

, II j v2 
log À( z) 1 dx dy + 

D-K 

M JJ j V
2 

K-B~ 

log À(Z) j dx dy + 

+ II !Gi; (z) 1 j v2 
log À (z) 1 dx dy 

As duas primeiras integrais do segundo membro exis

tem, finitas, porque ambas são majoradas por 

JJ jv2 
log Àj dx dy < m 

D 

Quanto à terceira integral, podemos escrever 

II I GI; (z) 1 1 v2 
log À (z) 1 dx dy < 

if~ 

' 

j -v 2 log Hz) j dx dy + JJi log I z-1; li' v 2
10g À (z) 1 dx dy 

B~ 
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[qas, ]M > o / lne(z)l sN , VzeSE e, portanto,
a primeira dessas Integrais existe, fInIta. .Quanto à segunda,

temos lv2 log À(z)l llmi.tadaem Se e ll logjz-Eldx dy
3

E

existe

Portanto, u(E) ec , VE eo e, comoVzlogÀ20

p.elahlpótese a) e Ge(z)iO,temos u(e) zO em D

Usando a fÓrmuLa de Po]sson. [].0] , temos

V4U'= ü Vz ].Og' À

=> Vz (U + l0g À) = 0 ü+

=> u + log X é função harmânlca em D
Pondo h(z) = u(z) + log À (z)

temos log À (z) g h(z} em D ,0

T#OREM.4 4 - Seja M uma variedade Rlemarlníana de dimensão 2,

completa, cuja curvatura Gausslana satisfaz
a) K É 0

H ll IKI M « o

Então, existe uma variedade de dimensão 2 , M , coD

parta/ e um número fInIto de pontosp plr'''rpk em M r tal

que M ê conformemente equivalente a M - {plr..'pk}

M

pz'oucz: Usamos um teorema devido a Huber: "Se M á oar idade

Rdlemann ana de d me aão 2 , {n.fín'itamente aoneaa e
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Mas, -3N > O / !H f; (z) ! ~ N , Vz e Bf; e, portanto, 

a primeira dessas integrais existe, finita. Jfuanto à segunda, 

B/; e )J log!z-~ !dx dy temos 1 v2 
log Ã (z) 1 limitada em 

jft 

existe. 

Portanto, u(~} e~ , v ç e D 

Gç;(z) ::,; O, temos 

e, como v21ogÀ~O 

pela hipótese a ) e 

usando 

::Bill> 

~> 

Pondo 

temos 

a fórmula de Poisson, [10] , 

'v2u = .... v2 log À na=:::> 

v2 cu + log À) = o ~ 

Us log À - função harmônica e 

h(z) = u(z) + log À( z) 

log À(z) ~ h(z) em D. 

'em D. 

temos 

em D ~ 

.o 

TEOREMA 4 - Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão 2, 

completa, cuja curvatura Gaussiana satisfaz 

a) I< ~ O 

b) JJ ! K ! dA < ~ 
M 

Então, existe urna variedade de dimensão 2 -M, com 

~ pacta, e um número finito de pontos, 

que M é conformemente equivalente a 

P11••• ,Pk em M , tal 

_M - { p 1 ' º • º pk } 

prova: Usamos um teorema devido a Huber: "Se M variedade 

Riemanniana de dime.nsão 2 , infinitamente aonexa e 
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m , então M não pode 8ez' Completa.PÍ([9], pg.61)

Assim, com nossas hipóteses, M é flnltamente cona
xa. Logo, existe uma região compacta. M. c lq , limitada par

um número fina.to de curvas de Jordan, regulares' ylr.''r'yk '
tais que, cada componente comera , M; , de M M. é dupla-
mente conexo. [2]

M

Cada Mi pode aer
aplicada confdrhementa dobre
{:m anel

o{ = {z e c / l < lzl <ri

onde Y{ corresponde à curva lzl

A métrica sobre M; , restrição da de .M, é da fo=

çij 'X2õij e Induz sobre oj amai:!mé.trica SÍj'X2óij
onde À = X: . f '

Considerando a relação da pro])oslção 8 do capítulo
111 , K=-!:--1;9gÀ , temos Ks0 1ogÀ2''0

ll -«,« - lltaP-'l« - ll-,'«, *
D D

X

IV21og
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<~,então M nao pode ser compteta." ([9], pg.61 ) 

Assim, com nossas hipóteses, M é finitamente cone 

xa. Logo, existe uma região compacta, M0 e M, limitada por 

um número finito de curvas de Jordan, regulares' y 1 , ••• ,yk 

ta-is que , cada ~mponénte conexa , M. , de M - M0 é dupla-
J 

mente conexa. [2] 

Cada M. 
J 

pode ser 

aplicada --eonformemente s0bre 

um anel 

onde 

1 1 ➔'} D. = { z e tt / 1 < z < r. · (r. ~ 
j J J 

y. corresponde à curva 
J 

A métrica sobre M. , restrição da de M, é da for 
J 

ma · g. . =Ã 2ô. . e induz sobre 
l. J 1 J 

o. 
J 

uman métrica ~ ~2 g . . = À (5 •• 
1J l. J 

onde f' = ' ). º f-1. 

Considerando a relação da proposição 8 do capítulo 
í/2 log: À í/ 2 log À 

' 
III K = - temos K ~O~ ~· o , 

À 2 
, 

II IK ldA = JJ I v21xg ÀldA = fJ 1v2
1og Ã[dx dy < 00 

D D ' 1> 
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Por outro lado, como M é completam qualquer cama.

nho y(t) ,Ost<1, calque llm y(tlnr2 em D{ ,t ..-->!
corresponde a un\ caminho divergente em M e. portanto, tem

comprimento infinito.

A].ém disso, pelo Lema 4 , D; é domÍnIo hiperbóli-
co.

Estaitns, polar nas condições do lema 5 e, .portanto,
existe uma função harmónica h(z) ..em Di r.tal qtíe

(Í log X(z) g h(z)i/ , Vz e D;

Aplicando, agora, Q tema 3 conc].uJ.moa que r; =n

Seja Sj.'njul'} ' istoé. Sj , FI (oj) é uH

disco sobre a esfera de Rlemann. f.} S' --'kl'J
Seja M a superfície compacta obtida colando os

dlacos Dj a M. ao longode vj ' pelaapllcaçãocon-
forme f , Isto é-,:, M H E tM.,illl.J o.l

p' j 1.- 'Y4 '.J

Chamando {pi} n D{ - D;, temos finalmente que

M é 'conformemente equivalente a M - {plr.''fpk} B

b

Seja E. wna supe#flcle mÍnIma regular e completa l

definida por x : M -----+ IRs , cuja curvaturas:total é

fInIta. Então, existe uma variedade compacta M star

que M é conformemente equi.valente a M f' ''PPlc}
e a expressão anal.Ít]ca , g , da ap]J.cação normal. de
Gauss da superfície S se estende a uma função mera
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P.or outro 1 ado·, como M é completa, qualquer cami 

nho y ( t) , O s: t < l , tal que lim y (t) = r 2 em 
t ~1 

D. ' J 

corresponde a um caminho divergente em M e, portanto , tem :-

comprimento infinito. . . 

Além disso, pelo Lema 4 , o. 
J 

é domínio hiperbóli-

co. 

Estamos, pois, nas- condições do lema 5 e, 
, 

pqrtanto, 

existe uma função harmônica h(z) , em D . , . tal. que 
J 

\ l~~- À (z) s h (z) ' , vz e D. 
1 J. 

Aplicando, agora, o lema~ concluimos que == 00 

Seja D.= D.U{«>} , 
J " J 

isto ê, é unt 

disco sobre a esfera de Ríema.nn. 

discos 

forme 

~ Seja M 

~ D. a M 
J o 

f , isto é . , 

Chamando 

a superf!cie compacta obtida colando os 

ao longo de y. , 
J 

M = ~ IM I LJ, õ -l 4 o , , - - J 
V J . Yj J 

"'Jl '(; 
~ 

pela aplicação con-

{pj} = Dj - D •. , temos finalmente que 
J 

M ~ -conformernente equivalente a ~ 
M - { p 1 ' • • • 'pt } 

LEMA 6 - Seja S uma supe/fície mínima regular e completa, 

definida por x : M--+ :m3 , cuja curvatura1:tot.al é 

finita. Então, existe uma variedade compacta M '-tal 

que M é conformemente equival.ente a M-{p
1

, ••• ,Pk} 

e a expressão analítica , g , da aplicação normal de 

Gauss da superfície S se estende a ·uma função mero 
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morra sobre M

pz'ooa: Se S é superfzcle mínima, tema? K É 0 e como a cul

vatura tota]. é finita, Isto é jjjKjaA g u , podemos

aplicar o teoremati. Logo, M e conformemente equlvã.

].ente a iÂ-fplr'''ppk} onde M é pari.idade de al.
pensão 2 , compacta

Logo, podemos considerar g. , definida por.: uma apll

; : ã -lpt'.''.,pk} '-'-'. ã3

Considerando a aplicação normal de Gauss de g. r tg.
mos sua expressão analítica

fv .. . . . +q

g' : M =- {Plr- ' ' rPk} "''"":+ C

que é função Úeromorfa em M -lplf.'.' rpk}
Nosso problema consiste em estender esta apllcaçdó

a toda a valledade M

Os pontos pir j - lp'...,k , são' olngular&da4es

de g.. Suponhamos que exista .l tal que pj seja singula-
ridade-essencial de g. . Então, pe].o grande teorema de Pl-

cardr gl assume todos os valores infinitas vezes, com, no mã
xlmo duas exceçõe$. Isto Implica que a área esfêrlca de

g(M.-tpl'''''pk}) p lato é, a área de pt'llç(M -tpi,..?pt'})l
em sz , é Infinita e, portanto, a curvatura total tem que

ser J.nflhlta, contra a hipótese

Logos gl tem. no máximo, um polo em cada pj r Isto
é meromorfa em iã []

M

(
h.

cação

/
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~ morfa sobre M. 

prova: Se S · é superfície mínima, temos K ~ O e como a cur 

vatura total é finità, isto é JJ IK!dA s ~ podemos 

M 

aplicar o ·teoremal\ • Logo, M é conformemente equiv~ 

lente a onde ~ M é variedade de di 

mensão 2 , compacta • 

Logo, podemos consi.derar §_ ,. de.finida por uma apl!_ 

caçao ~ ~ ·;, 3 
x : M -{p 1 , ••• . ,Pk} - m 

Considerando a aplicação normal de Gauss de s , te 

mos sua expressao analítica 
_., ,. -

que é função meromorfa em M - { p 1 ' • . • 'pk } 
( " ( 

~ 

Nosso problema consi$te em estender esta aplicaçio 

a toda a variedade M. 

de 

Os pontos pj ·' j = 

i. Suponham.os que exista 

1 ,· ••• , k , 

i tal que 

são' 

p. 
J 

singulartdaqes 

seja singula-

ridade -essencial de [ · · Então, pelo grande teorema de Pi-

car~, ~ assume todos os valores infinitas vezes, com, no má 

ximo duas exceçoes. Isto implica que a área esférica de 

g(M .- { p 1 , ... ,pk}) , isto é, a área de F1- 1 (g(M -{pi,••,Pit} >) 

em s2 , é infinita e, portanto, a curvatura total tem 9Ue 

ser infirtita, contra a hipótese. 

é, g 

Logo, ~ tem, no máximo, um polo em cada p. , isto 
. J 

é merornorfa em ~ M o 
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TEOREMA 5 Seja S uma superfície mÍnIma completa em H.a.
Então, a cunratura total de g. só pode asswnlr

valores da forma -4Km onde m e z+ ou a cu;::
natura total é Inflãlta.

ppooa: Temos K g 0 e dA ç o'

Supondo podeinlos aplicar o lema 6 e

KiU é Igual., à imagem esférica de g(M-lPlí. ' ' rPk})

Como g é. aplicação meromorfa em M r temos

a) gn.ct3 -.K " 0-' lliKtaA-0 '](..;\ i't)"' l.J J ' -(o \,..,!;:'t:l:

b) g # ct.9 . Neste caso, g. é uma aplicação aberta

e, portanto, ç-eã) : :é;.naberto e Compacto em ê . Logo, ç(M)= ê,,
i.sto é, todo C é atingido por g e cada valor é asaumldo

um mesmo número m de vezes.
Portanto, a área esférica de g(M} é B vezes a

área'.da esferas isto é, 4lnlvt. O mesmo acontece, pQrtantor com

a área esférica de g(Bi 'Pk}) Já que apenas um ng
mero fInIto de pontos fc>1 removido.

Lagar

lllKI aA- 4m , mc z+ ou iliKi M :- Q

(
M

d

\
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TEOREMAS - Seja S uma superfície mínima completa~ m3 • 

p11ova : 

Então, a curvatura total de s só pode assumir 

valores da forma - 4~m onde me a.+ ou a cur-
.... __ 1 

, 

vatura total é infirtita. 

Temos K ~ o e JJ IKI d.A~ Cl0 

M 

Supondo JJ 1xJdA < M , podemos aplicar o lelila 6 e 

M 

é .igual. à imagem esférica de g (M-{ p 1 , . • • , pk }) 

Como g ~ aplicação 

a } g =. ct~· ==e.Km O~ 

b) g ~ ct~ . Neste caso, 

meromorfa em 

JJIKidA = O 

M 

~ M, temos 

_· ó ( \\;-
\ '.\ 

( 

-e uma aplicação aberta 

e, portanto, g:{Mt :ê . ..,.~erto e compacto em i . Logo , g (M) = f , 

isto é, todo i é atingido por ~ e cada valor é assumido 

um mesmo número m de vezes. 

Portanto, a área esférica de g(M} ~ m vezes a 

.. ' 
area .da esferaí isto é, 4~m. O mesmo acontece, portanto, com 

a área esférica de já que apenas um nú 

mero finito de pontos foi removido . 

Logo, 

Jf 1x1 dA = 4mn , me z+ ou □ 
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P j

C

\

Seja S uma superfície mínima comp].eta com curvatu-

ra tlotal fInIta, definida por

x: M----.ins , m=M-tpl'''.',plé}
Considerando as fonnas analíticas em M

Qk 4'k {z)dz r k.- 1.2,3
3x. ax.

+kb) : '5=- - 1 ;;} , z : ul + lu2

temos que, para cada ponto .pi. r j : l,...gr;'r exig.

te k calque, +k tempolodeordem mz2 em

pPoüa: Considero, Faça cada .i , wt! sistema de coordenadas ig

calspara Mr (uiPz) . onde u{.=fzeC/jzl<1}

e tal que Q ponto zero corresponde ao ponto pj
Tenho, então, a6 funções +k(z.), k = 1/2r3 . defi-

nidas em uj 'lo} ' meromorfas ae uj porque g = IÍ;l::"'ã.$--e
meronorfa em U : .

Considerando o desenvolvimento em série de Laurent

de cada +,. em torno do ponto zeros temos

+k(') ' ;i + }h. (z)
onde m é inteiro e existe k/ ck # 0

Lagar

[. ]+k (z) ]a

onde

onde c = ci2+ c22+ c32 > 0.

À auperfíc]e dada é comp].eta e, portanto, devemos
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LEMA 7 - Seja S uma superf!cie mínima completa com curvatu

ra total finita, definida por 

x : M --+ ÍR 
3 

M = M -{ P l , • • .• , Pf } 

Considerando as formas analíticas em M 

onde 

1/Jk = <Pk(z)dz ,_ 

axk 
cj> {Z) = - -k . au

1 

k = 1,2,3 

temos que, para cada ponto . p j _ , j ~- 1, ••• ,f x-·~, exis 

te k tal que_ Wk tem polo de ordem rn ~ 2 em 

p. 
J 

prova: Considero, pa~a cada i, um sistema de coordenadas l o 

cais para M , (U • , z) , onde u . = { z e ~ / 1 z 1 < 1 } 
J J" 

e tal que o ponto zero correspon~e ao ponto 

Tenho. então, as funções 

nidas em U. -{O} , merornorfas em 
J 

rneromorfa em u .• 
J 

p. . 
J 

Considerando o desenvolvimento em série de Laurent' 

de cada n. 't'k 

onde m 

em torno do ponto zero, temos 
ck 

<Pk (z) = + ~ (z) 
zm 

é inteiro e existe . k / ck ~ O 

Logo, 

3 
1 <l>k (z ) 1

2 12+ r ~ 
e onde e = 

k•l z2m º1 
e 2+ 

2 

A superfície dada - completa portantq, e e, 

. \ 

e 2 
3 > O, 

devemos 
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ter , sobre qual.quer caminho divergente

Àldzl
r

'y

Mas, como À2 ;

y , Indo para Pj '

3 2
g

k- l
C

lzl2"

temos
2

e esta l1ltegral dlver+e.(n m. z l

Temos, polar
R

knl k (') l2 :
C

lzl2"

Logo, existe b. ta]. que gelo é polo de ordem m 2 l.

p-' 4'Ü::ç?) '

V+mosmostrarque n nãopode $er l .iSü Mnl,

#61ws +k(z) :Z- +hk(z) , k-lpi,3p onde as

constantes ck não são todas nulas e onde hk(z) são anal!
ti.cas.

com c > 0 e m z l

Por ouçro lado, em U:, estão bem 4eflnidas.as fun-

bre qualquer curva fechada contida na vlzinhabça coordenada.

Consideremos a curva definida por lzl - c em U;

í.i.',' «-l.:«-ix *.''«- "." *

XÍ.= Re
' \ J '

+k(z)dz I' e, portanto, Re
;

$ (zldz

Ü

does

e Retj2ck'K1} ; 0
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ter, sobre qualquer caminho divergente y , indo para p . , . 
J 

tem.os 

para 

constantes 

ticas. 

Mas, como 

J ~ ldz l ~ = 

y 

e 

lzl2m 

e esta integral diverge~ m ~ 1 

y 
Temos, pois, 

< e 
- . 1z12m com e > O e m ~ 1 

Logo, existe k tal que zero é poio de ordem m ~ L 

,. 
1 V~os mostrar que m nao pode ser 1 - 1 Se. m = 

<Pk (z) = 
ck 

hk (z) k 1,2,3 onde as -+ = , z 

são todas nulas onde hk ( z ) - analí ck nao e sao 

, 

-çoes 

. Por oui:.{· r( lado, ~ 

~ = Re _: J (j>k ( z ) d z t 
u., estão bem definidas as fun

e,\ortanto, Re{J$ (z)dz}~ O , s9. 

bre qualquer curva f~chada contida na vizinhati.ça coordenada. 

Consideremos a curva- definida por 
21T 

r e 
1 k . 

= ) . t 
E:el 

o . 

e Re { /2ck 'TT i} = O =-> ck em , Vk 

j z i = E: em u . : 
J 

( 

. ' 
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Mass se3
2

kk-l é+
}

Z
2

k-!

bem06 que 4,:: .' ':' .' +,: - 0

uma série de potências Ident#àaü

* 0 :n Cl-C2'c3' 0 :n' m + ü /mente nu].a. Logo,

contra a hipótese

Assim. temos m 2 2 Ü

Opsz.praz.ão - Por rotação de n.3 , possa sempre escolher pool

penadas locais de modo que +l(à) ou +2(z)
tenham pólo de ordem m 2 2 para z ' 0 .

como f = +1-.- i+O , segue que f. te=ãr 8emprer

polo de ordem m z:2 em z : 0r correspondente a pj

T#oREM.4 6 - Seja g. uma superfície mÍnIma regular, compõe":

ta, cuja curvatura total é fInIta. definida por
x i M ----p n. .

Então, se a aplicação normal de Causa omite mais

que 3 pontos de S2 , istoêlpse $2 - g(M) teRmaIs que
3 pontos. então x(M) é um plano.

p?oua; Sendo g sup.erfÍcle mínima com curvatura total flnl'
ta, pelo teorema 1, podemos assurnlr M= M-lPlr.'' fPk}

onde M .é.superfície de Rlemann compacta de gentis 'Y
Sejam g(2) e wufdz , afunçãomeromorfae a

d[ferencia[ anal.ít]ca, dêfJ.nadas em M , dadas pela represeg

ração q]oba]. dé Welerstrass da superfície

= 
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3 Mas, sabemos que ~ 2 + ~ 2 + ~ 2 = O 
1 2 3 

l ck2 
k•l 

z2 
+ ••••• é uma série de potências 

3 
e r ct, 2 = 

k•l k 

identxêa-

mente nula. Logo, = O ===r:;s, e =e =e -= O===> m ~ O 
1 2 3 

contra a hipótese . 

Assim, temos m ~ 2 o 

OBSERVAÇÃO - Por rotação de m.3 -, posso sempre esco.l_her coor 

denadas locais .de modo que 

tenham polo'de ordem m ;.,: 2 para z = O • 

Como 

pô"lo de ordem 

TEOREMA 6 - Seja 

f = "'1 -- 1$ 2 , segue que f terá, sempre, 

em z = O_, · correspondente a p. . 
J 

S uma superfície ml'.nima regular, comple-; 

ta, cuja curvatura total é finita, definida por 
. . 3 

x:M--+JR. 
' 

Então, se a aplicação normal de Gauss omite mais 

que 3 pontos de s2 , tsto i--,·.- se s2 - g (M) tem mais que 

3 pontos, então x(M) é um plano. 

pr>ova: Sendo s sup_erf!cie mínima com curvatura total f.i?).i• · 

ta, pelo teorema 1, podemos assumir M= M-{p 1 , ••• ,pk} 

onde M .. , . superfície de Riemann compacta de genus .y. 
{ ... 

Sejam g ( z) e w = fdz , a função meromorfa e a 

diferencial analítica, definidas em M , dadas pela represe~ 

tação global de Weierstrass da superfície. 
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Pelo ].ema 6 , g se estende a uma aplicação meronnr
g :' M ---+ C

Depois de uma rotação do espaço ]R , podemos assu
nd.r que

a) g(p;) # ® , v; - l,...,k

(Isto é possível porque só existe numero fi.ni.to de p;)

b) g tem apenas po]os s]mp]es em p] , Isto é, se p eM

é polo de g, então g} (p) # 0 .

(Isto é possível. porque g} é meromorfa e seus zeros
são, polar Isolados).

Suponhamos'que g teltha ordem !B , Isto é, ç:ã.----+c

a8swne cada valor exatamente E vezes (contadas as multípll-

cldades). Logo, g. tem B polos simples. '

1) Seja Dlo Hümêro -;ãe ';zeros. da

0 lg1laz , deflni.da em M

como gl tem apoios slmplesr segue que 0 tem g.

polos dup].as em M poí9r se g H --;l-- + .... numa vizinhança

de cada palop entãc> g{ H - !LT + .... ne89a vivi.nhança.

Então, pe].a !qlaçãq:dq RiemaEP , o numero de zeros
menos o numero de paios da forma difez'encíal meromol'fa Q ,. sa

tíafaz n-2m=2y-2 onde y éagenusdavarledade
M . [11]

forma !:d&í renclai

q'erros, polsP
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Pelo lema. 6 , g se estende a uma aplicação meromor 

fa 

Depois de uma rotãção do espaço IR3 , podemos assu-

mir que 
' 

a) g (pj) ;é ll0 , V. == 1, •.• ,k 
J 

(isto é possível - existe número finito de p.) porque 90 
J 

' b) g tem apenas polos simples em ; , isto i, se p e i 

é polo de g, então 

(isto é possível ·porque 

são, pois, isolados). 

~ (p). ~ .o • 

~ é meromorfa e seus 

Suponhamos~que g tenha ordem ~, isto é, 

zeros 

~ A g:M--+~ 

assume cada válor exatamente m vezes (contadas as multipli-

cidades). Logo, [ tem m polos simples. 

i) Seja • !2 : o número dê zeros, ·dá, · · fo.rnia,- -dif-e~ncial 

0 = (~~)az , definida em M 

como 

polos duplos em 

tem m polos simples, segue que e tem m 
.... 
M k g = - + •••• numa vizinhança z 

pois, se 

de càda polo, então ~ - k 
dz = - 2 + 

z 
•••• nessa vizinhança. 

Então, pela relação .de Riemann, o número de zeros 

menos o número de polos da forma diferencial meromorfa e ,-s~ 
1 

' 
tisfaz n - 2m = 2y - 2 onde y é o genus da variedade 

M • r 11 J 

Temos, pois ,i j n • ::nm + y~1~J 
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11) Consideremos, adora, a forma w = f(z) dz em I'í .

Sabemos que ela tem zeros duplos nos pontos que são polos de

g e não tem outros zeros, porque $ é regular
Por outro Lado , escol,hendo coordenadas locais para

umavlzlnhança de p.i em M l tal que z = 0 co!'responda

a pi e que não Inclua outros pi f temos, pela obsenração
que segue Q ].ema 7 . que f é meromoz'fa e tem um polo-de ot
dem m.22 en za0.COIRO f é anal.Ítlca em

M=M plr'''rpk} f não temoutros po].os.
Logo, a forma d]ferenc]a]. w H f(z) dz se estende

a uma fo:çma diferencial meromorfa em M f tendo polos de ar-

dem m;iiz2 emcadaponto pi ,j:3-,...,k . enãoou-
tros polos

J

Aplicando ã relação de Riemann a esta íormaf temos

-» 2m - 2k > 2y

lil) Suponhamasp' agora, que gl

pontoBr .q'lP...#qZ p de C .

Então, g'l ltqtr...rqZJI c {Plp'''pPkl'

mu].tlPllclcontadasImagens,exatamente a$m

IM
omite, pelo menos, .&

e caça

qi te
danes.

------
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ii ) Consideremos, agora, a forma w = f(z) dz em M 

Sabemos que ela tem zeros duplos nos pontos que sao polos de 

g e não tem outros zeros·, ·porque S· é regular . 

Por outro lado, escolhendo coordenadas locais para 

uma vizinhança de p. em 
J 

M, tal que z = O corresponda 

a p. 
J 

e que nao inclua outros p. , temos, pela observação 
l 

que segue o lema 7 , que f é meromorfa e tem um po).o.de or 

dem m. -~ 2 em 
J 

z :::: O. Como f -e analítica em 

M = M - {p1,·••1Pk} f ' não tem outros polos. 

Logo, a ferroa diferencial w = f(z) dz se estende 

~ a uma fo~ma diferencial meromorfa em M, tendo polos de or-

dem mj ~ 2 

tros polos. 

em cada ponto p. , j = 1, • . • ,k 
J 

-e nao ou-

Aplicando a relação de Riemann a esta forma, temos 

k 
2m - z m. = 2y - 2 =:Bll>. 

jnl J 

=-> 2m - 2k ~ 2y - 2 =la:> 

=-> [ k + y - 1 ~ m] 
iii} Suponhamos,- agora, que omite, pelo menos, i 

pontos, . <rl' ••• ,iqz 

Então, 

q. 
l 

tem exatamente 

dades. 

, 
·-1 g 

... 
de «:. 

({q1,···,q i }) e cada 

m pré-imagens, contadas a.s mul t i plici-
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Se g assume seu va].or g(pl) com
temos

k
Z.m s E (l+a{) = k +

j =1 '

ro lado, temos a série de Taylor

g(Z) - Ç(Pj) :k-l+a. kl

anta, ${ =k.l+a. kk(z-pjjk'''L

k-': '': K'''D

Isto é, dz tem fera de ordem 4j em pj'
,k

Como n é o número total. de zeros da forra
k

0 - lqg.l dz em M , temos i a:

Então,

Reunindo, agora, os resul

e lli.) Zm - k g 2(m +

11) k + y - l s m

:H» Zm + 'Y - ]. g 3m +

multipll

Pol' ou'b

porá
j

a

Lados temos

cidade

]. + a.

j = i,.

renclal

di.fe

1)

(i.v}
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Se g assume seu valor g(p.) com 
J 

multiplicidade 

1 + a. temos 
J 

k k 
Z•m s I (l+a.) = k + Ia. 

j • l J j•l J 

Por outro lado, temos a série de Taylor 

co 
\" k 

g(z) - g(p.) = l bk(z-p.) 
J k•l+a. J 

J 

e, portanto, ~ 
dz 

Isto - g3_ tem zero de ordem j e, a. em p. ' = 
dz ' J J 

j = 1, ... ,k 

Como n é o número total de zeros da forma dife-

(i) 
k 

rencial e = dz em M temos E a. ~ n . , 
J j • 1 

Então, G~m s k + nl 
Reunindo, agora, os resultados temos 

i) e iii} ===> Zm - k s 2(m + y - l)t J~ 
11) k + y - 1 ~ m 

:i:;a=> Zm + y - 1 s 3m + 2y - 2 =-=> 

~ (3 - Z.)m <!: 1 - y (iv) 
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De il} temos l 2 k - m e, portanto,
(3 - Z)m > k - m :-o.

(v)

Como M não pode sel compactas temos k 2 ]. , e ,

portanto, 4 - Z1 > 0

Çg?g&êz''ig - Seja S uma superfície mínima regue.ar e completa

com curvatura' total fmi.ta. Então, se as normais

omitem exatamente 3 dlreçÕes, o menus de M é y à l e a
ordem de g é. m z 3 .

pz'ooa: usamos 'a relação (lv) do teorema para Z B 3 , então
]. - Y g 0 n T 2 l

Por outro lado, a relação (v) do teorema,para 1-3,

Mass coIRo c {plr'''rpk} , temos

k 2 ZI -+, k 2 3 *n+

m 2 3

Isto é, g üÉstme cada valor E ,vezes com m 23
Portanto, a curvatura total da superfície é l l IKldA. 2 ].2lr

t

-P

n

Z#àlA 8 f : C ----+ C , analítica com polo no Infin.}
to. Então f(z} é um polinómío.

-133 -

De ii) temos 1 - y ? k - m e, portanto, 

( 3 - l)m ~ k - m => 

:mm:> [ (4 - Z)m ~ k {v) 

Como M nao pode ser compacta, temos k ~ 1 ' 
e· , 

portanto, 
4 - l > o ::i:a:, i < 4 o 

CorooZário - Seja s uma superfície mínima regular e completa 

com curvatura· total finita6 Então, se as normais 

omitem exatamente 3 direções , o genus de ~ M é y ~ 1 e a 

.011dêm de g é . m .e 3 • 

pr-ova: Usamos a relação (iv) do teorema para Z = 3 , então 

.1 - y !,; O ~ y ~- 1 

Por outro lado, a relação (v) do teorema,para Í=3, 

dá m ~ k 

Mas, como g-l [{q
1

, ... ,qz_}) e {p
1

, ••• ,pk}, ternos 

k ~ Z ::m::> k ~ 3 =-=-

Isto e, g_ as-s.ume cada valor 

Portanto, a curvatura total da superfície 

M 

·-L.E.MA 8 - a) Seja f: ~---+- ~, analítica com polo no infini 

to. Então f (z) ê um polinômio. 
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b)Seja f:C-----»c compolosem z. e "
Então, f(z} é umã função racional com polos em

prbua: a) Considero a extensão f : C -----> ê pondo f(-)- "
f é.analítica em ê i- e, portanto, posso conside-

rar seu desenvolvimento em série de Taylor em uma vizinhança

do ponto z = 0 f com ralo de convergência- Infinito

f(2) = i a.zn , vz e c (1)

onde y é uma curva qualquer. fechada, simples e positiva em

torno do ponto z = 0 .
Por outro lado , posso considerar o desenvolvimento

em série de Laurent de f , numa vizinhança do i.nflnlto, ain-

da com ralo de convergência Infinito.

é analítica em C e não tem po].os e w-'-e--

: T ' .. .'''' g ''' .!* ..."* , . « , o

Y

onde

Como o rai.o de convergência é Infinito, esta expres'

gão de í(Cj va].e para pontos E = --T- da curva y

Seja y dadapor z -liett , 0st<2x e chame

mos qft) }: c. =--
kn0 k Ek b

' p1:'1'Va: 
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com polos em z e 00 
o b) Seja 

Então, 

z e 

f ( z) é urna função racional com polos em 

00 
o 

a) Considero a extensão 
.. 

f: ~---+ f pondo f(oo)= oo 

f é .analítica em e, portanto, posso conside-

rar seu desenvolvimento em sêrie de Taylor em uma vizinhança 

do ponto z = O ; com raio de convergência- infinito_._ 
00 

f (z) = l -a zn 
.n•O n 

, vz e <I! 

sendo a l J f(l;) 
= 2'1Ti . l;n+ 1 

y 

(1) 

onde y é urna curva qualquer, fechada, simples e positiva em 

torno do ponto z =O. 

Por outro lado, posso considera~ o des.envolV'imento 

em série de Laurent de f , numa vizinhança do infinito, ain-

da com raio de convergência infinito. 

· onde 

são de 

mos g (f,;) 

é analítica em 

c-1 -+ w 

00 

. l .... ckwk - , V w ;,e O 
lé•O 

e nao tem polos e 

Como o raio de convergência é infinito, esta expres-

vale para pontos 

Seja y dada por z = 
00 

= t 1 
0 k k 

k o l; 

. i t Re 

1 
w 

, o 

da curva y 

s t < 2'1T e chame 

'• 
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Então, .3M> 0 talque lç(Ç)l ÉM ,Ve tal que

l€1 2 R , Isto é, lwl g R

Usando a expressão (2) de f para calcular os

coeficientes de {l) termos

'u

Considerando n > k 2 ]. , temos a primeira
pre nula.

Para a segunda integral temos

Corno podemos repetir o racIocÍnIo para qualquer va-

].or de R , temos an = 0 (an.-"-'+ 0 quando R -----+ ®)

Logo,para n>k , temos a.=0 e, portanto
f(z) é um po].Inõmlo.

b) Seja .f : C ----p c

Como z. é polo

f (z)

'.:!R

l ,/ : :: r ' b ... '-©
e"'1 ' [«.1

d( , n = 0,].,2

w -: I'' ' « #q - « # '' - } . :«

Y

integral
sem

f

vlzinhande f temos,

ça de f

-1
(Z-Z.)Q++ Cz-z 0

- --~---- ----
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Então, -3M > O tal que l g(l;) 1 ~ M , YF, tal que 

1 F, 1 ~ R , is to é , 1 w 1 ~ R . 

Usando a expressao (2) de f para calcular os 

coeficientes de (1) temos 

J 

r k 
1 r-k~ + 

a = 21Ti n 

y 

y 

. . . + C\-~ + vQ] dl; 
f.n+l F,n+ 1 
~ 

I 

y 

n = 

_gJ_U_ 
rt+l 

l; 

0,1,2 •.. 

Considerando n > k ~ 1 , temos a primeira integral 

sempre nula. 

Para ' a segunda integral temos 

Como podemos repetir o raciocínio para qualquer va-

lorde R , temos a = o (a -- o quando R --+ oo ) 
n •n 1 

Logo, para n :> k , ··temos a = n o e, portanto, 

f ( z ) 
.. 

um polinômio. e 

... -b ) Seja .f: ~ ~ ~ 

Como -e polo de f temos, numa vizinhan-

ça de z o , 
. \ 

f(z ) = 
c_k 

----k + •. • + 
(z-z ) 

o 

e (z- z ) ti 
n º 
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onde g(z)
iREi.alto

Pela parte

é analítica em C com polo no

um polln6mlo. Logo,

' .i;ii + g(d
é uma função racional com po].os em D

TEO.]?EM.4 7 Uma superfície mínima, regu]ar e completa em ]RJ,
cuja Curvatura total é 4v é, ou a superfície

de Enneper ou o CatenÓíde

prozJa: Seja g uma superfície mÍnIma com$1eta cuja curvatura
total. é, 4v ,-definida por x : M-----»Xt3 . onde

M = M '', {Plr''',Pk}

Sabemos que ll IKI dA = 4vm

M

e. portanto, m = 1,

ISTO é, g : M -----p C é bljetora. Portanto, M é condor»

demente equivalente a Õ = Sz

Podemos, portanto, assumir que M = Sz ., ou seja,

M = S4 - {plp...,pk} o que sIgnIfIca assumir g(z) = 2 , Vz
Como bã ='Sz , temos y = 0 e, aplicando a reze.

ção (1) do teorema 3 , temos

.- k 5 2

------- --

00 

onde g(z> = I 
n=O 

n e (z-z) 
n º 
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é analítica em com polo no 

infinito. 

Pe la parte 

f ( z) = 

a} , g 

c_k 

é um pol i nômio . Logo, 

----k- + •• • + 
(z-z) 

o 

c_l -z-z o 
+ g (z} 

é uma função racional com polos em z e o 
00 o 

3 TEOREMA 7 - Uma superfície mínima, regula~ e completa em IR, 

·cuja curvatura total é ·4'1T é I OU a superf!cie 

de Enneper ou o Catenóide. 

prova: Seja S uma superfície mínima completa cuja curvatura 

total é 4'1T , ~definida por x: M -:m3 onde 

M = M. {p1,··· ,pk} 

Sabemos que JJ IKI dA = 4nm e, portanto, m = ·1 , 

M 

isto é, ~ g : M M é confor- _ 

mernente equivalente a 

é bijetora. Portanto, 

& = s2 

Podemos, portanto, assumir que M = s 2 , ou seja, 

M = s2 - {p1 , ••• ,pk } o que significa assumir g (z) = z , Vz 

Como M =· s 2 , temos y = O e, aplicando a rela 

çao (i) do teorema 3, temos 

m = 1 
l] -- ks2 
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Portanto, temos

M = S2 :.. {P.} ou M : S2.- {P.,Pl}

2Paaao-Seja knl,lstoé, }4=SZ-tP.}

Por rotação do espaço podemos assumir M = Sz

Temos g(z) = z , vz eC e a forma dí.ferenclal

Wnf(Z)dz nãopodeterzerosem C baque g nãotem

polos.
Pelo ].ema 7 , w nf(z) dz

ma diferencial meromorfa em M = S2 :ê

Por outro lado, como M = C, f(z) esta definida

global.mente e. pelo lema 8 , é um polln6mlo em z.

Mas f(z) não tem zeros em C e. portanto, f(z)

é constante. Logo, a auperflcle é definida por

l g(z) H z
l f(z) - ctj

i.sto é, a superfície é a superfície de Enneper

fore.atende a

2P gabo 2, Isto é, M = SZ - {P.,Pl}
Por uma rotação do espaço podemos asstlmlr

M = C - {u , z.}
'remos, liols, g(z) = z deflnldaem C -lz.} \.e

dz , pe].a representação de Welerstrass da superfície

Coma C -Íz.}

f (z)

teúnica carta,coberta por umae

que
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Portanto, temos 

ou 

1'1 caso - Seja -k = l, isto e, 2 
M = S - { p } 

o 

Por rotação do espaço podemos assumir M = s 2-{co} =~ 

Temos g(z) = z , vz e~ e a forma diferencial 

w = f(z) dz 

polos. 

não podê ter zeros em ct 
... 
Ja que g não tem 

Pelo lema 7 , w =f (z ) dz se e.atende a uma for-

ma diferencial meromorfa em M = s2 = f 

Por outro lado, corno M = ~, · f(z) está definida' 

globalmente e, pelo lema 8 , é um polinômio em z • 

- -·- 1 

Mas f (z) -nao tem zeros em ~ e, portanto , f (z ) 

- constante. Logo, a superf!cie - definida e e por 

{ 
g(z) = z 

f (z) 
te = e -

isto é, a superf!cie é a superfície de Enneper. 

29 aaso - Seja k = 2, isto é, 

Por urna rotação do espaço podemos 

M = ct - { co , z
0

} 

assum-ir 

Temos, pois, g(z) = z definida em ~ -{z
0

} 

que 

. \ e 

w = f (z) dz , pela representação de Weierstrass da superfic1e. 

Corno ~ -{z
0

} é .coberta por urna única carta, te-
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mos , g(z) = z e f(z) defi.nadas globalmente em C
Pelo ],ema 7 , w se estende a uma forma dlfereB

clalmeromorfaem c- {z.} compomos em z. e n r omeã

mo acontecendo com f(z) . Logo, pelo lema 8 . f(z) é uma

função racional em z com êsses polos.
Por outro lado, g não tempolos em C- {z.} e

porXsso, f(z) não tem zeros e, por ser analítica, não

tem polos em C - {z.}
Pelo ].ema 7 . f(z) tempolode ordem mz 2 em

.l eillv a r .b»v.t \.. ali l-v f

f(z) a-----.E...-- onde rc#0 e m>2
(Z-Z.)m

Como M é completa, devemos ter, para todo cama.

nho divergente y ,

lrl (i+lÇI'2) naZI Hx la,l l

;WI H$ i',i - -
Mas, se y é um caminho que diverge para Influi

to , sabemos que

.. \.

Y
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mos g(z) = z e f ( z) defin-idas globalmente em (C-{z} 
o 

Pelo lema 7 , w se estende a uma forma diferen 

cial meromorfa em z
0 

e 00 , o mes 

mo acontecendo com 

função racional em 

f(z) . Logo, pelo lema 8, f(z) é uma 

z com esses polos . 

Por outro lado, g não tem polos em t- {z
0

} e 

poÍÍ.sso, f (z) não . tem zeros e, por ser analítica, nao 

tem polos em (C - {z} 
o 

-Pelo lema 7 , f ('z) tem polo de ordem m 2: 2 em 

z 
o 

Temos, portanto, 

f(z) = e 
(z-z ) m 

o 

onde (e~ o· e 
\ 

m ~ 2 

Como M é completa, devemos ter, para todo cam! 

nho divergente y , 

J ~ 1 dz 1 = + f I f 1 (1+ 1 g 1
2

) 1 dz 1 = 

y y 

l+ l zl2 

1 z-z.º 1 m 
ldz l = oo· 

Mas, se y é um caminho que diverge para infini-

to, sabemos que 

,,,,_ .... --.-dz 
J 

P 1 (z) 

P 2 (z) 

y 

t 
. ' 



P. (z)

ii:.(-;Í dz diverge < PI ' grau P2 z 'l
e

Logo, devemos ter

Vamos provar que
8x.

2m

2 Ze 0

= 1,2,3kl f

j.u+UZ
2l

m g 3

0 :

axk
}u2

numa vizinhança de z. . Sabermos que estão bem definidas as

r-Çõ'' ' X.-R' liÍ +*U)d,'l

+k(z) dz 1 - 0 para qualquer curvae. portanto,

fechada 'r contida na vizinhança considerada de

Seja y

Temos +l (z)

''\

f(l - g2)

+:u) a,--: lí ..,-
e

\

\F

"..'b'

$.- 1:'ww# .,.:ü. -
a

O'vr 'l r.. o se' m H 2

vlc se .;«)':R.:.H 313

Y

Re
+l(z) dz

0Para que se tenha

e 
f 

pl (z} 
dz 

P
2

(z) 

y 

Logo, 

Vamos 

Sejam · 

-------- --- -
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diverge <~ grau P 1 - grau P2 ~ - 1 

devemos ter 2 - m ~ - 1 ===> rn ~ 3 

provar que m = 2 e zo = o . . 

q> (z) 
axk 

i 
axk 

k 1,2,3 = ~u; - au
2 

, = 
k 

z = u
1 

+ iu
2 

numa vizinhança de z . Sabemos que estão bem definidas as 

funções xk • • Re {J ~k (z) dz. } 

e, portanto, Re { J ~k(z) . dz l = O para qualquer curva 

y 

fechada y éOntida na vizinhança considerada de z 
o 

Seja y : . z~o•~ zo = e:eit 

Temos '1>1 (z) = 1 ,- f(l - g2) e 

r 
2·,ricz 

0 
se- rn = 2 

a 

1ric se ·m•.,= .:s3 

Para que se tenha Re { J <?l (z) dz} = o deve-

y 
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mos ter c e ]R.

Considerando. agora, +2(b) - l f(l+gz) temor

+:ü)a,-g l ;laz ', -

:ãHdz se Mn2
' +

ltlc 8e Hn 3

)

+:(z) dz 1 - o

beiços que

Logo, para que

e z B O

Considerando +3(z) :

+q(z)dz B c 1 .- i' .sü dz

onde sa

ter

»{J.,.«}'-'l* l:.l«ll....
isentar.

Isto é,

dlção a

-140- . 

mos ter e e JR • 

onde 

' 

ter 

J 
y 

Á2(~) -- -~2· - f(l+g2) Considerando, agora, ~ ~ 

J ~2 (z) dz ·;. ~e 

y 

ic --2 

dz = 

a1r . 2 

j l+ (z o+e:e1 t) 

e: m imt 
e 

o 

se m = 2 

se m = 3 

sabemos que e e lR e r ( ~: (~) dz_ } Logo, para que Re = o 

y . . 

m = 2 e zo = o 

Consideràndo <1>3 ( z) = fg , t _emos 

J 
r . <P 3 (z) dz = e z dz = e 

z +e:e1.t e:ieitdt 
(z-zo) m 

m 1.mt e: e 
y o · r 21~1 

-se m = 2 

= 
o= se m = 3 . . 

temos • 

= 

devemos 

= 

isto - Re {J ct,
3 

(z)dz } = o - há nenhuma e, e nao cçm-
. . " 

y 

dição a acrescentar. 
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remos, portanto, Íf(z) =c ern C-t0}
} z

1. g(z)

Isto é, a superfície definida é o catenÓlde Ü

Temos, portanto, 

-141-

f f ( z ) 
e 

=2 
z 

l g(z> = z 

em 

isto é, a superfície definida é o catenÕide. 

<I: - {O} 

o 
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