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INTRODUGAO

O estudo das superficies minimas teve inicio com as
experiencias de Plateau em 1849. Ele mostrou, usando as leis
de tensao superficial dos fluidos, que a pelicula de sabio
formada em um contorno de arame era estavel em relagao a drea.
Isto &€, qualquer deformagao da peiIcula,:desde que peqguena ,
determina aumento de sua area.

Surge entao o chamado préb‘lema de Plateau que po- .

de ser assim formulado: "Dada uma curva fechada de Jordan, [,
em R° ,_enconirar uma superficie em r® , de area minima |,
tendo [ como fronteira."

O primeiro resultado sobre a ex;sténcia de solugao
do problema de Plateau foi dado em 1930 por J.Douglas e T.Ra-
dé. Porém, sG em 1960 foi resolvida a questdo de regularidade
da solug&o no ol fronteira da superficie.

A teoria se desenvolveu realmente nos ﬁltimos 20 a-
nos. Aplicando o método do cadleculo das variagbes ao problema
de Plateau, provou-se que uma condigdo necessidria para que u-
ma superficie minimize a area & que sua curvatura média seja
identicamente nula.

O problema de Plateau trata de superficies com fron
teira. Do pontorde vista geométrico, era natural a tentativa

de levar o problema para superficies sem fronteira.
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Consideram-se aquelas superficies cuja curvatura mé

dia & identicamente nula, denominando-as superficies minimas

em virtude de seu nascimento em conexdo com a minimizagao das
areas.

' Para estudar superficie mfnima em IR" mostramos que
se podem associar a ela, localmente, n funcgdes analiticas,
¢1,¢2,...,¢n , de tal modo que propriedades geométricas "da
superficie podem ser interpretadas como propriedades  dessas
fungdes. | |

Em particular em ]R3 . mostra-se qﬁe, a partir de
¢1,¢2,¢3 , pode-se associar & superficie uma tripla (M,9,w)
onde M & uma variedade compacta tal que a superficie é defi
nida’ por # : M ——+:R3 , sendo M a variedade M menos um
nimero finito de pontos; g @& uma funcao meromorfa definida
em M e w & uma forma diferencial analitica definida so
bre M (Ossermann 1964)

3

Considerando superficies orientiveis em IR~ , defi-

nimos a-aplicagado normal de Gauss. A expressao em coordenadas

locais, dessa aplicacao, &€ a fungdo analitica g : M — s?.

As propriedades geométricas das normais & superfi-
cie sdo estudadas através das propriedades da fungdo analiti-
ca g . Essas propriedades sdo objeto do presente trabalho..

O primeiro resultado importante & a  generalizagado
'do teorema de Bernstein, conseguida por Ossermann.

Bernstein provou, em 1915, que: "Se f 2 mz'-—; IR

& uma fungao eujo grafico G ®® & uma superficie mini-
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ma, entao f é linear."

Muitbs trabalhos foram feitos no sentido de genera-
lizar tal resultado: Uma forma de generalizagao seria: "Qual-
quér superficie minima completa em ®° eujas normais  estao

2 -

todas contidas em um mesmo hemisfério aberto de S° , é um
plano. "

| Niremberg cogjecturéu algo mais forte: "As normais
a uma superficie minima completa, simplesmente conexa, em 1R3,
que nao e o plano, formam um conjunto denso em g2, u

Esta conjectura foli provada por Ossermann em 1959.
O préprio Ossermann genéralizou-a em. 1961 eliminando a hipSte |
se de ser simplesmente coneka, formulando-a: "Se as normais a
uma superficie minima completa em lR3 omitem uma viszinhanga
de alguma diregdo, entdo a superfieie é um plano.”

O teorema de Bernstein aparece entdo como corolario
do teorema de Ossermann. |
Por outro lado, este resultado leva a& questao: "Dag-
da uma superfieie minima completa, ndo plana, eomo pode ser o

conjunto das dirvegdes omitidas pela aplicagao de Gauss?"

Ossermann provou,'ainda em 1961, que este conjunto,

2

% - g(M) , tem capacidade logaritmica zero.

Lawson diz, em seu trabalho publicado pelo IMPA ém
1970, ser plausivel esperar que este conjunto seja finito. Ié
‘to, porém, nao foi demonstrado.

Em 1969, Ossermann provou que qualquer conjunto de

2

k pontos em S° , 1 sk < 4 , existe uma superficie minima
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vcompleta emn IR3 cuja apiicagéo de Gauss ohite exatamente es-
te conjunto. Apresentamos um exemplo em que a aplicagdo & sd-
brejetora, isto €, o teorema de Gauss vale também para k = 0.
\ E problema aberto a existéncia de superficies mini-
mas completas em ]R3 cujas normais omitem mais que 4 pontos.

Além disso, para que a superficie tenha curvatura
total finita, isto &, 'para que cada diregdo seja assumida pe
las normais um niimero finito de vezes, devemos ter k < 3 (Os
sermann 1964). Assim, as supérficies que omitem 4 diregles ou
mais (se existirem) tém que ter curvatura total infinita.

Muitos exemplos de superficies minimas completas‘pg;
dem ser construidos a partir de solugGes do problema de Pla-
teau, complet#ndo as superficies por reflexdo e tendo em vis-
ta a regularidade na fronteira. Porém, todas as supefficies'
assim obtidas tém cﬁrvatura total 1nfinita..

Para superficies minimas completas com curvatura to
tal finita aprééentamOS'exemplds para k=1 (superficie de En-

neper), k=2 (catendide) e para k=0.

Para k=3 o problema ainda estd aberto. Embora o teo
rema'de Ossermann torne Q@ausivel a existéncia de superficies
minimas completas cujas normais omitem 3 diregSes, com curva-
tura total finita, n3o se encontrou henhum_exemplo para este
caso. | )

Se a curvatura total de uma superficie minima com=-
pleta é -4# , isto &, se cada diregao & assumida pelas nor-

mais uma Gnica vez, provamos que a superficie € a superficie



de Enneper se for simplesmente conexa, ou & o catendide, se
for duplamenté conexa, e nao existe outra possibilidade.
Quero expressar, nesta oportunidade, meus sinceros
agradecimentos ao Dr. Chi-Cheng Chen, pela paciéncia e dedica
¢a0 com que me orientou durante a elaboragdo desse trabalho ;
e aoc Dr. Carlos Edgard Harle, por suas frequentes palavras de

estimulo e compreensao desde o momento em que comecei a me in

;teressar pelo estudo da Geometria.
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CAPTTULO T

TEORIA LOCAL DAS SUPERFICIES MINIMAS EM R

Apresentamos, no infcio deste capitulo, um resumo da
teoria local das superficies em r" , com a finalidade de ex-
plicitar nossa linguagem e notacao.

A partir do item 17, passamos ao estudo local das
superficies minimas.

Os principais resultados deste capitulo s3o os teore
mas 1 e 2 .

No teorema 1 demonstramos a existéncia de parame-
tros isotérmicos para superficies minimas. Apresentamos a de-
monstragio para o caso especial das superficies minimas devi-
do d dificuldade da demonstragao para o caso geral de superfi
cies de classe. c? . Porém, o que demonstramos & suficiente
para nogsos ohjetivos.

O teorema 2 relaciona as superficies minimas lo-
cais a equagao f dsk(z)2 = 0 , onde ¢k(z) sao funcoes anali
ticas em um dom?gio simplesmente conexo D .

Na verdade, o teorema mostra gue existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre as superficies minimas locais e as

-1=-
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solugdes x(z) = (xl,...,x ) da equagao
n

'3 2:

d>1(2)2+ coo+ 6 (25 0

{ Bxk Bxk

onde ¢k(z)=§-ﬁ?"i -5—\-1-;, k-l,...,n
z = u, +in
1 2

Este resultado motiva a definicao de estrutura con-
forme sobre a variedade M , para o estudo global das super-

ficies minimas, de que trataremos nos capitulos sequintes.

1 - DEFINICAO 1 - Uma superficie local, S , em ®’" & uma a-

plicagao
X 3 D — ", (r 2 1)
onde D & um dominio em IR2
NDenotando x = (xl,...,xh) um ponto de r" e

u = (ul,uz) um ponto de D , associamos a S , em cada ponto,

a matriz de ordem (n x 2)

ax,
L, .
M = (mij) onde mij_ Buj i L;2;% %% ;0
j =, 152
IxX ax
sendo ;ST (S Prels il a matriz coluna de M .,
au Ju. Ju,

j 1

Considerando o produto interno usual de " , deno-

: s =(3X% X
tado < , > , definimos a matriz G= (qij)onde qij <3§; ' EET>

]
Isto € , associamos a cada ponto de S , uma nova matriz

G = MM
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Calculando o determinante da matriz G , temos

2
= 9119227 912

3%, Bx.)% n ax,  ax.) 2
= i il Y IR
L, Ju., ' 2u : 2u au
i,] i=

det G

1 2 1 1 2
; ’axi ax, axj ax.)?2
1gi<jsn Léul §u2 3ul §u2
(3 (x. ,x:) )2
- Z i779 X A IX
1sicjen | (9 rUp) fuy AU,
onde " A " denota o produto vetorial definido como o vetor
n s ;X )
cujas {2 componentes sao dadas por : , tomadas em
5iu1,u25

alguma ordem prefixada.

2 - SUPERFICIES REGULARFS

A partir das definicGes de M e G e do calculo

de det ¢ , & imediata a seguinte proposicao:

PROPOSICAO 1 -~ Seja x : D — W' , ' (r21) , uma superfi

cie S . As segintes condicGes sao equivalen

tes, em cada ponto de S :

sao linearmente independentes

h) a matriz M tem posto 2

a(xi,x.)

c) -:Ji’j, 151<j$n ’ tais que m—l—";l-l-y z 0

2
X X
d) Eul 2 §u2 =. -4




e) det G > 0

DEFINICAO 2 - Uma superficie S é reqular em um ponto se as

condi¢oes da proposicao 1 se verificam naque-
le ponto. A superficie S & reqular se ela é

reqgular em todo ponto.

3 - MUDANCA DFE PARAMETROS

Seja S uma superficie definida por x : D — r",

r

¢ (r 2 1) , e seja W2 I e D , um difeomorfismo definido

num dominio B de R? c'r

’

A aplicacdo X : D — R" , ¢F

(r 2 1) , dada por
X = x o u , define uma nova superficie, S . Diz-se qgue g e

ohtida de S por mudanca de parametros .

Interessa-nos estudar propriedades da superficie S
que permanecem, para pontos correspondentes na superficie g,
por mudanca de parametros. Diz-se, neste caso, que a proprie-

dade &€ independente dos parametros

PROPOSICAO 2 - A regularidade é jindependente dos parametros.

ou,
1

prova: Seja u, .=
Y1 5w,

danca de parametros u = u(u)

e U = (uij) a matriz Jacobiana da mu

Temos

N - P 2 Ax, Au.

X;= %, (u(u)) = — = .Z e —Ll =M = MU
auk j=1 3 auk



Entao,

% = utmtmo

G =M
e, como G = M'M , temos & = UtcU ==
== det = det G (detU)2

Como uf(u) & um difeomorfismo, temos det U = 0 .Lo
qgo,

S reqular <o=ms det G > 0 e=w» det & > 0 «== § requ

lar 0

¢4 - AREA

Consideremos x : D =es TR , uma superficie S .

PEFINICAO 3 - Seja A um dominio em IR? cujo fecho, & , es-
td contido em D e seja |} , a superficie
A

Fntao, a drea de | ¢é definida por

A ()) = {I /det & du,du,

J
A

PROPOSICAO 3 - A area de uma superficie €& independente dos pa

prova:

rametros.
Suponhamos a mudanca de parametros u (u) tal que
u(d) = & e seja ] a superficie definida por
X : 3 — R onde X =X o u

a



Temos,

Jdet € dGldG -

A (]) ’

. >l =

Jdet C.(det U)> dﬁldﬁz ¥

i

]
\._—ﬁ
> ey > —— Dl

/det &  |det Ul dGldGZ =

/det G du,du, = A(]) 0

H
S ey

5 — RFPARAMETRIZACAO NA FORMA NAN PARAMETPRTCA

Seja x : D —s R" 2 fad

» uma superficie § , e
seja a = (GI,EZ) com x(ada) = p , um ponto em que S e re-
gular. Mostraremos que, pelo menos numa vizinhanca A de a,
a superficie S vode ser considerada como o arafico de uma

funcao ' ,

A — TP sl e R e a e A

Tsto &, existe uma mudanca de parametros u = u(u),

tal que
;1 = Gl
§2 - 82
%, = fk(ﬁl,ﬁz) R R R R R



Este resultado significa que, para estudar proprie
dades locais de uma superficie regular S , podemos sempre

considerar que S esta parametrizada na forma
Xy Lim fk(xl’x2) i 1 W o/ e gy o 51

que chamaremos forma nao-paramétrica da superficie § .

PROPOSICAO 4 - Seja x : D — ®" , cf , uma superficie S

e seja a € D um ponto em que S & regular.
Entao, existe uma vizinhénga A de a tal que a superficie
} definida por x| + A — " , admite uma reparametriza-

i}
cao J na forma nao-paramétrica.

3 (x,,x.)
s = 1'73
prova : Se § e regular em a , gi,j tais que sTETTGZT z 0
em a . Pelo menos depois de uma mudanca de coordena
a(xlxz)
das, podemos considerar gue o a.y) z 0 em a .
172

Considerando a aplicacao (u, uz) > (x1 x2) » pode
mos aplicar o teorema da fungao inversa. Entdo, exis
te uma vizinhanga A de a na qual a aplicagao &
um difeomorfismo ' sobre a imagem A de A .

Assim, a inversa dessa aplicacao, (x1 xz)h—* (u1 u2),
& um difeomorfismo ¢* , definido em 4 .
Considerando a composigao

(x ,xz) — (u1 uz) b (xl,....,xn)

1

temos X : 3 — R, ¢, definindo uma superfi



~

cie | onde
X, =X = fk(xl’x2) ' k = 3,...,n

X, = X & X=X

2 2

~

Isto €, | estd parametrizada na forma nao-paramétri

ca : x, = fk(xl,xz) Ak

6 - 0 ESPACO TANGENTE A UMA SUPERFICIE EM UM PONTO REGULAR

Seja a = (u1 uz) e D um ponto regular da super

ficie S8 definida por x : D — R" . Enta3o, no ponto a ,

0s vetores %%— %%—
2

1

sao linearmente independentes.

DEFINICAO 4 - O subespaco vetorial de w2 -, gerado pelos ve-

tores X ¢ Ix g espaco tangente & super

Bul Suz -

ficie S , no ponto p = x(a) , que denotamos
T.-S
a

rs={ve B"/ v=>b, || +n (]| ;b ,be R
1 aul 2 8u2 A= | Vb
a a

PROPOSICAO 5 - O espago tangente a S em um ponto é indepen

dente dos parametros.

prova: Seja S a superficie definida por x : D —» r" e
a mudanca de parametros u : D T D
Sseja § a superficie X=X ou e

p= x(ul,uz) = x(ul,uz)



Pondo u = (u1 ,u2) e u = (ul,uz)

TG§ é definido pelos vetores linearmente independen

tes (a reqularidade é independente de parametros)

X , 3% . Entao,
aul 8u2
G e Tﬁg === ; = a 3%— + b 1.5
8u1 au2
cujas componentes ;i sao da forma
) %, 9% .
V.= a & +—--i=
v au M
1 2
IxX. Ju axX. Ju 9X. Ju 9x. du
21z 1, ~2 + b L 3 ~2=
aul aul auz BuZJ Bul 8u2 auz Buz
u u X, du au X,
T F v ] ~1 1+a~2+b~2 i_
aul 8u2 3u1 au2 8u2 8u2



L]

= v @

=1 (=

axX IX. - 3 3x -
= a' + bt = mm v o= a! 2X_ 4 pr X =moy €@ T S
P ? 2u u u
1 2 1 2
Do mesmo modo, se v € TuS , temos
= X 9% .
v o= CE‘F d 5‘11.; > c,d e R
cujas componentes v, sao da forma
Bxi Bxi
V., = C + 4 =
i Bul 8u2
Temos M = MJ === M =M U ) ==
ra (9% 3 3
xi ey X 8u2 . x1 u2
Ju.  detU ~ ~ ~ ~
1 \aul Buz Bu2 Bul
m—
9% e f- axi aul N axi aul
ou, detU ~ ~ ~ ~
2 aul au2 auz aul
Portanto,
~‘ ~ r L d ~
o ax1 Buz ) axi auz 3 ) Bxi Bul . axi Bul -
detlU ~ ~ ~ detlU ~ ~ ~
la , A, du, du, L du, du, 3u, Au,
1 . Buz nr Bul axi 1 f- . au2 . g aul Bxl_
aetl M s, | an detU 3 RN
2 "2 p | 1 1 2
3% . X, = o
c! _.:_1_+ ar __:_}_ oy 3y = af _§__+ ar’ __3_:___
aul 3u2 Bu] 3u2
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4

(9]

Temos, portanto, TuS

7 - A PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL

Dado um vetor v € TuS , temos

X X

V=au]+}"§'ﬁ-2‘

e, considerando em TuS , a métrica induzida da métrica usual

de Rn , temos

[v!2= <v, v > =

2 ax A% ax X 2 99X , OX
= a° <z , > 4+ 2ab <z , #=/—> 4+ bh° <= —
Bu1 aul 8u2 Bul auz au2

ou seja,

2 2 2
[v]“= a 9,, * 2ab q,, + b %y

Temos, entao, uma forma quadratica

2

32911 + 2ab g + b%q cuja matriz € G , que chamare-

12 22 1

mos, primeira forma fundamental da superficie § .

8 - CURVAS DFE UMA SUPERFICIE

Dizemos gue uma curva Yy : [a,b] — IRn & uma cur
va da superficie X : D —r IR" e 4 o : [a,b] — D , tal

que Y = X o 0

IA
ad
IA
o3

Se af(t) = (“1(t) . uz(t)) R !
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temos y(t) = x (ul(t) 3 uz(t)) soua £t <€ h

Uy &
" ™

Gk I

i

v

o T

0 vetor velocidade da curva y e dado por
- X dul ax duz

+
aul dt auz dt

y'(t)

== y' (¢) @€ Ta(t)S

Definimos o comprimento da curva Yy por

H
b J Iy*(e)| at
a

e, para qualquer curva Yy em S , podemos definir a

comprimento de arco

t
s(t)= J [y* (1) | dr

a

funcao



~13-

Temos s'(t) = |y'(t)] 2 0 para a< t< b
Se y(t) €& uma curva reqular, s'(t)> 0 ,¥t =smes (t)

€ injetora. Logo, s(t) admite uma inversa t(s) para 0<s<L

t(s) Tl
= ’/’
“.
+ — [ B TR | e —————————e
o s L a : 2 b e

Temos, entao, a curva em S ,
~ n
Y. .2 [O 'IJ] — TR

que chamaremos a parametrizacao de Yy por comprimento de ar

co.
Para ? , O vetor tangente em cha ponto & dado por
= i dy dt =
E Y (s) = dt ds
= Y (%) ' (t) -
= st = T = 1Tl =1
Considerando que a curva Yy é reqular e de classe
c? , em uma superficie S de classe i , podemos definir o
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vetor
A
ds dsz
chamado vetor curvatura da curva Y , em cada ponto.

9 - A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Denotando 1 = TuS onde p = x(u) , consideremos o
espago ortogonal complementar nt , subespaco de dimensao
(n - 2) de MW",

Um vetor N & nl é chamado uma normal a S no

ponto p . Temos

N X o n, &, ynent
Ju Ju
1 2
Calculamos a projegﬁo do vetor curvatura de uma
curva Yy de S gue passa por p , sobhre uma normal N , a

superficie S , no ponto p .

Temos y(s) = x (ul(s), uz(s)) e
ax _ ax_ %Y1 ax 9%
ds su, ds du, ds
1 2
2 2 du, )2 2 du. du 2 du, )?
d™x - 3" X { 1} + 2 9" x 1 2 " 3°x { 2]
ds? 3y 2 (ds du,du, ds ds au 2 ds
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Portanto,
dzx du1 2 du1 du2 du2 2

< i N>=Db) M) (g7 * 2P, (M) g5~ g5~ *+ b, M) (55~

2
4 3°x

onde le (N) = < m ’ N >

1 J
Temos, entao, uma nova forma quadratica,
du1 ; du1 du2 du2 z
b1 (M) |3 t 20y, (N} F— gt Py, M) Fs
cuja matriz é B = (bij(N)) , aque depende do ponto da super-

L

ficie e da normal N € 7' . Chamaremos esta forma de 2° for

°

ma fundamental da superficie S

& § , N > mostra que este valor
ds

A expressao de <

nao depende da curva Yy , mas apenas do vetor T , unitario

tangente a S , e do vetor normal N , em cada ponto.

Podemos, entao, definir em cada ponto de § , a
funcao
2.
kK (N,T) = < , N >
d52

gue chamaremos curvatura normal de S na direcao T , em

relagéo ao vetor normal N , em cada ponto.
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10 - A CURVATURA MEDIA
1
Fixado um vetor N € m , num ponto de S , consi
deremos a funcao de T , k (N, .) , definida no compacto
{(a, BY 7 a°4% b* = 1} norque |T| =1 , ¥ T , e continua
porque S € de classe c?
Loao,
3 kl(N) = max k(N,T)
T
- kz(N) = min k(N,T)
T
kl(N) e kz(N) sao chamados curvaturas principais de S

no ponto, em relagao

a normal N,
kl(N) + kZ(N)

A fungao H(N) = esta bem definida
2
em cada ponto e F(N) €& a curvatura média de S , no ponto,
em relagao ao vetor normal N .
Ohservamos aue
dui du,
k =
(N,T) izi by i (M) 53 - radill
dui dui
du,
sendo Lt | dt dt
ds [y'(t) ] du. du.
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Portanto, temos

iz' by (N) u'y(8) u'(t)
k (N,T) = —=2d

iZ’j gp;up () u' ()

que & o quociente entre duas formas quadraticas. Entao, seu

maximo e seu minimo sao as raizes da equacao

det (bij(N) - A qij) = ()

Calculando o determinante, temos
(by 1= A1) (Byy= Ag,5) = (by,= Aay,) (by = Agy,y) = 0 ==
2
==> det (g..) A

ij = ay,byt 91ybyyT 29 ,byp) A + det(b, ) = 0

Portanto,

dg9Py (N) *+ gy by (N) = 2a,,b,,(N)
H(N)
2 det (gij)
Sabemos aque b, (N) = < 2%x N > é funcao 1i
T 33;53; ¥ ¢ =

near de N. Entdo, a expressao encontrada para H(N) diz que
H(N) é fung¢ao linear de N . Portanto, pelo teorema de PRiez,

| 1
3. HEen tal que

H(N) = < H,N > , ¥ N € 7"
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O vetor H & chamado vetor curvatura média de S,

em cada ponto.

11 - SUPERFICIES MINIMAS LOCAIS

-

DEFINICA0 5 - Uma superficie reqular x : D — TR" & uma

superficie minima se seu vetor curvatura media,
H , & nulo em todos os pontos da superficie.

Como H(N) =< H,N > , ¥N e 7t » Segue que a super

1

ficie € minima se, e somente se, H(N) =0 , ¥ N € 7 e em

qualgquer ponto.
Entao, tendo em vista a expressao de H(N) do pa-
ragrafo anterior, temos uma equacao que caracteriza as super-

ficies minimas em funcdo da 17 e 2% formas fundamentais

1

‘ L =
i gzzbll(N) + glleZ(N) 2912b12(N) 0, ¥ N€n

Observe-se que a propriedade da superficie ser mIni

ma & independente dos parametros. De fato, provamos que o es-
. 1 =

pago tangente 7 em cada ponto e, consequentemente, T , Sao

independentes dos parametros. Assim, k(N,T) € independente

dos parametros e, portanto, tambem H(N)

12 - PARAMETROS ISOTERMICOS

DEFINICAO 6 - Diz-se que (uluz) sao parametros isotérmicos




-19-

para uma superficie S , definida por
X D — :[an g = )\2 8.

1] 1]
onde A = ) (u]uz) > 0 em D .

Nosso objetivo serad procurar uma reparametrizagao
para as superficies de modo que os parametros sejam isotér-
micos, ja que, como veremos, algumas propriedades ficam bas-

tante simplificadas. Por exemplo,

LEMA 1 - Se x : D —s RD define uma superficie regular

cujos parametros sdo isotérmicos, entdo
det G = x“
hll(N) + bZZ(N)
2

@ H(N) =
2\

LEMA 2 - Se X : D — WD define uma superficie regular
de classe (? , cujos parametros sao isotérmicos,en
tao

v2x = 2x%H

onde V’x é o Laplaciano da aplicacio X e B o

vetor curvatura da superficie.

prova: Temos g.. = A

_ X
au " Ju. 0T S mao v §u2 >



cao a

é ortogonal a

u

-3 0=

Derivando a

u, e a segunda em relacao a u, . temos
< 3%x P X - 3%x 9%~ o 1]
aulz 551 Bulauz ou,
=D
2 2
3°x X ox R R
< Susu ! PR rranl >=0
1 %% 2 1 du, |
2 2
< a X N gx > = - < gx v a x2> L3
du 2 By | Ju
1 2
2 2
E 8 X ¥ 3 x ) OX > = 0
Ju 2 ou, 2 Bu]
1 2
< sz - —a—)s—-— o = 0
2u

1

Portanto, o vetor sz é ortogonal ao vetor 8

au

Do mesmo modo, derivando a primeira equagéo em

, © @ sedqunda em relagao a Uy concluimos que
JxX
3u2

Portanto , sz e 7t

primeira dessas equagoes em relacao a

1

rela-

v2x
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1

Suponhamos, agora, um vetor N , qualquer de e
calculemos
2 2
< vzx, N > = < 9_x + 9 x N > =
du,2 u 2
1
2 2
= < 3 x2' N > + < 3 x7’ N > =
3u1 auz'
_ 2
bll(N) + bzz(N) = 2)X7H(N)
, 1
Assim, W N € 7 temos
V2x
<"'_‘2'— ;s N> =H(N) T
22X
viy ) 2
== H = — == V% = 2)1°H 0
2)?

Observamos que, se a superficie X 2 D — Fn for

minima e (uluz) sao parametros isotérmicos, temos, pelo 1@
L
lema, bll(N) = -bzz(N) , Y NE€ 71 . Pelo 29 lena temos
V2x = 0 , o que significa que, se X = (xl,...,x ) ,szk= 0,
n

5) sao harménicos , ¥k = 1,...,pn

Yk === xk(ulu
Estes primeiros resultados motivam o estudo da exis

téncia de parametros isotérmicos, especialmente para superfi-

cies minimas.
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13 - APLICA{OES CONFORME

DEFINICAO 7 - Dada uma aplicacao diferenciavel

f:U0— B ,U0c R"

diz-se que a aplicacao & conforme se, quais-

guer que sejam v, ev, em TpU , tem-se

v >

o 2
< dfp (vy) o dfp (Vz) > = 2"(p) < v 2 g

1,

onde \(p) € fungao diferenciavel em U .

PROPOSICAO € ~ Uma aplicagao f & conforme <==s ela preser-

ceptam.

prova:

va os angulos formados por curvas que se inter

Seja f: U — R uma aplicacao conforme e sejam
y(t) e Y (t) duas curvas em U que se interceptam

~

segundo um angulo o no ponto y(t,)) =u = y(t,)

< y'(t,) , Y'(t,) >

coOs o

Iy' (t) | |¥' (t,) ]
As imagens dessas curvas, pela aplicagéo f , sao cur-
vas em R" , definidas por
£ e y(t) e f o Y(t)

que se interceptam segundo um angulo R, no ponto

£ (u)



—33-

As velocidades das novas curvas no ponto f(u) sao

(£ oY) (t,) = df_(v'(t,))

Q.-‘Q-
r

d (f oY) (t,) = df (Y'(t,))
a—t— u

Logo, temos

<Af (v'(to)), df (Y'(t,)) >
cos R — =
lag (v' (£,)) ] faf (¥*(£,)) ]

_ V< y'(ta) L YUt > L

Aoyt | 1Nt ey |

cos o}

Portanto, f preserva angulos

Reciprocamente, suponhamos que a aplicacao f preser
ve angulos de curvas que se interceptam. Entao, se y e Y
se interceptam segundo um angulo 0 e suas imagens segundo 8,

temos cCOoS o = COS B ==m

YR TYU(E,) > <df (y'(t,)), Af (Y'(t,)) >

Iyt e Iyt e | faf (v (e | laf (Y' (e ) |

= < df (y'(t.))) , df (¥Y'(t,)) > =
u u

laf (v' (£)) | |af Y (t,) |

Iyt (ta) | |¥' (t,)]

€y E ) 5 P {E)N >
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Para que a proposic¢ao figue demonstrada, é suficien

laf (v' (£, | [df ¥ (t,) ] )
te verificar que h = e fun-

AR R IR EANCION

41

¢ao s6 do ponto u . Ou seja, que fixado o ponto u, h

constante.

Obhservamos que se f conserva anqulos,

; : m
<ei,e.>=0 para i = j em R ==

== <df e. , df e, > = 0 para i 2 j em IR
u i u j

Por outro lado, se considerarmos o vetor

n
V=, + ... + em em R, temos

2|3

<v ,e. >=1 , Vi === cos o, = , Vi

Mas, dfu e aplicacao linear:

df v =df e, + ... + df e
u 1 u m

Vi

4

e <df v , df e. > = |df v| |df e.| cos a.
u u 1 u u 1 ) &

Temos entao,
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/A - /m

= ldfuvl 'dfuei'—ﬁ = ldfuv! Idfuejl ==

== |df e.| = laf e.| , ¥.,

u 1 u j 1]
Com tais resultados podemos calcular
— 2= : =

=) M%WWQHIM%WWMH|=|ﬁfﬂ[ﬂﬁﬂuﬂﬁdtge

Lvd (e L Sl teb € | [3E) |
PROPOSICAO 7 -~ Seja x : D — IR  uma superficie. Entao,

os parametros (u,u,) sao isotérmicos == x &

uma aplicacao conforme.

prova:

Se (ul,uz) sao isotérmicos, temos
a = AZG..
1] 1]
Sejam v = v.e, + voe, e w o= wlel + w2e2 » vetores

em Tpn . Entao,

i 9% X
aXp Al = ¥y du; * V2
_ X X
dxp(w) = w1 o + w2 ™
1 2
2
=D < d v dx W > = X < v,wW > smmn
xp()p P() ’ P

=== x & aplicag¢ao conforme .
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Mais ainda, x é estritamente conforme j& que a o-
rientacdc de Tps € induzida por x , da orientagao de D ==
X sempre preserva orientacao.

Reciprocamente, se x € uma arlicacao conforme, te

mos

2
< dx (v dx (w) > = A" ¢ v.w > ¥Yv,w € T D
p( ) 1 4 p ) F P ’ ' 4 p

Em particular, considerando

v = e, ewzej i i,j = 1 ou 2

= (ul,uz) 830 parametros isotérmicos 0

16 - EXISTENCIA DFE PARAMETROS ISOTERMICOS PARA SUPERFICIES MI

NIMAS

A existéncia de parametros isotérmicos para qual-
quer superficie de classe o2 , foi demonstrada por S.S.Chern
[6]

Para nossos objetivos, interessa a existencia de pa
rametros isotérmicos para superficies minimas e, para este ca

so especifico, podemos apresentar uma demonstracao elementar.
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Usaremos, neste paragrafo, a parametrizacao de S
na forma nao-paramétrica. Para isso precisaremos, eventualmen
te, diminuir um pouco o dominio da aplicaqéo X

Seja  x : D — W, 2

com X = fk(xl,xz) P I W,

Introduzimos a seguinte notacao:

£= (fy,0ee, £)
_af Y
A R B Foe
_ 3’ _ a’s 22f
X = 7' 8 T 3xoax. ' ¢t < 5
axl 1772 sz

Vamos procurar a expressao da equacao das superfi-

cies minimas na nova notacao. Temos:

3% 3ty
T= (lrop-'-r EET rees) = (1,0,p)
) “1
af,
3
gﬁ_ = (0,1,... 3§L cee) = (0,1,q9)
2 2
Portanto,

_ 9 X IX ~ 2

11 7 < a0 oaxy =it el
Ix X _ 2

22 = < ax; ¢ 3y > <Mt lal
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9 X X ==
L8 5 Tl s —dcRe Bt B
1 2
Por outro lado,
2215 n o 2°f,
byy(N) = < 5+ N> =7} N
ox k=3 9x
1 1
2
2 n 3°f
a°x - k |
bzzm)=< 2,N>_Z' > N,
3u2 k=3 axz
2
2 n a~ f
3% k
bio(N) = € o N > = J « N
12 Bxlaxz Ke3 5x15x2 k

Assim, a equacgao das superficies minimas
1
922P11 (W) + 9y by (N) = 2g,,b))(N) =0 , ¥N €

se escreve, em termos da nova notagao,

2 2
= £ 3E 3 f
Y ola+lal? + (1+]p|?) = 2 <p,q> s—;r-} o
VNE ﬂl
2 2 2
= (1+lq|?) 2L+ (+|p|?) 2 5 -2 w0 "“gxf'ax" =0 =

== | (1+|g|®)r + (1+]p|Ht - 2 <p,g> s = 0
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LEMA 3 - Se S é superficie minima, temos:

3 lr 1 + Jqlz}, 2 { <prq>}
1 2

a) ax W W

Ix_ f<p,a> . L0 1+ 19[2
p) % { W ) ax, ( W

onde w o= /det?gijs

2
fei =

¢ N -5e 2. -
prova ote~se gue W gllqz2 12

= (1 +|p]H +!q|2) - < p,q >?

Calculemos
2
d 1 +]q] 9 < p,q >
Bx} w sz w

Para isso, observemos que

A

15-3—- (1+tp!2) = —5%— (1 + < p,p > =2 <p,r >
1

23

3 2 p '
5;{—-;<1+qu )=—3—i—{(1+<q,q>)=2<q,3>

%(p,q):(p,s)-&-(q,r)
1
g-%—(l +lpl?) =2 < p,s >
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52_ (1+ ‘q!z) = 2 < g,k >
%2

r_i(n,q)z(p,t>+<q,s>
2

w 3 = (1+]p|?) -

(+]al®y+ a4 lal By g2 (1+]p|?) -
1 1 e

’2<p,0>'§%—-<p,q>=
!

= 2{(1+|P!2)<q,s>+(1+!Q!z)<p,r>-<p.q><p.S>-<p,q><a.r>}

2W-a—x-;=2

((1+lpi2)<q.t>+(l+!al2)<p.5>—<p,q><Prt>—<P:q><q'S>l

Portanto,

2
2 1+aqz}_ar<m>)=
ox w X W
1 2
1 [ ) £ 2
= ;5 ?W 5;; (1+lal ) - (+|al
L

ool

!>2 (1+lql2) <p.,g> <p,s8> - 2 <p,q>2 <g,s> -
W 1153

2
= (l+§CH2) <p,r> + (1+|q!2) <p,q> <qg,r>
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= (1+!n]2)(l+fq]2) <p,t> + (1+!p|2) <p,q> <n,t>J =

r
- 1] { 2(1+[0!2) <p,a> p - 2<n,aq>%a , s ) -
w |

- { (+]al®H?p - (1+lal?) <p,a> q, r ) -

- { a+lplH a+lal?) p

(1+p] %) <p,q> a, t )} -

<

<D,0> g, s > =

= ;% ! (2<p,a>) <(l+{q|2) D

- (+lql®) {+lal®) p - <p,q> a, r ) -

<p,a> qg, t >| =

d

- (1+]pl?) <(1+Iqlz) p

- L? { = (1+IQ§2) p + <p,a> a , (1+|G!2)r +’(1+!P|2)t -
-

- 2<p,q> s >

Mas, o segundo fator desse produto escalar é a ex-
pressao da equacao das superficies minimas, sendo, portanto, i
denticamente nulo.

Loago,
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O que prova a primeira parte do lema.

Analogamente se prova a sequnda parte,

o [wua) L o (1+1p|2] ;
(% , jooe ’

TFOREMA 1 - Seja x : D — W" , ¢? , definindo uma superfi
cle S-. Todo ponto recqular de S admite uma vi-

zinhanca na qual existe uma reparametrizacao em

parametros isotérmicos.

prova: Consideremos o ponto p = x(alaz) » regular, de S.Se
ja D'  uma vizinhanca simplesmente conexa de (alaz),
contida em D ,na qual a superficie esta na forma nao
paramétrica.

Pelo lema 3 , temos

? {14-](1!2} = 2 [P ,q>}
- 3

X W x2 { W

numa regiaoc simplesmente conexa D' . Isto significa

que a forma diferencial

2
5}2533_ dx, + _ﬁ_‘lVE.L dx,

é exata == J F(xl,xz), definida em D' ,

tal que %§~ = igégz e
1
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oF L l+[q[2
8x2 w

Analogamente, pela segunda parte do lema 3, QG(xlxz)

definida em D' , tal que

2
AT 5 i - EEr e
X W
1
oG - <p.g9>
sz w

Consideremos a transformagao

X, + G(xl,xz)

1

g
Yy
e
i

—
gl
N
#

X, + F(x!,xz)

Temos:
QE 2 2
1 e +p|° _ w+ (1+|p]
-5-}—(-1- + l+'§-§-;—- 1 + = = -
ag1 = OG = Sp.a>
ax 99X W
2 2
852 = OF <p,qg>
ax ax W
1 1
3 2 2
S 1 PUD 31 LR e 3T Tk
X2 sz W W
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Logo, a matriz Jacobiana da transformacao é

[ w + (1+]pl?) <p,q> }
Aa.__];——
W

<p,q> w + (1+]q|?

e 0 Jacobiano da transformagao

8 {E;+E,)
J = 1 72 _ 1 [(w+1+|q!2) (w+1+]p|2) - <p,q>2] =
Xy rX, w2

5 [Wz +w f(1+!pl2)+(1+la!23+<1+lpl2> (1+]q]?)
w {

- <plq>2] *

]

—% {sz + w2 + [plz + [q|2)} =

v i

2 2

Portanto, a transformagao (X /%,) = (£,,E,) & um

difeomorfismo numa vizinhanga D'' ¢ D' do ponto (al,az).
Logo, o difeomorfismo inverso (El,Ez) b (xl,xz) i define
uma mudanga de par@metros para a superficie S restrita a

pte -,
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Em termos dos novos parametros temos

»
L]

X = £ (X (6 0E,) X, (E],E,))

Mostraremos que (£, £,) sao parametros isotérmi-
cos para a superficie S restrita ao dominio de definigao
da aplicagao (51,52) prer (xl,xz).

A matriz Jacobiana da mudanca de parimetros & Al

2
-1 1 w+ 1 +|ql - <p,q>

-<p,q> w+ 1 +|p|? i

ox 2 9x
Assim, Efl = ;E;%%hlL, ' F1 - igj%i
> 4

351 822 JW
axk Bfk 8x1 . afk sz }
9E ox 361 §x2 821

2
w+1+[g{ <p,q> .
TW Py “Eﬁ—qk Pk o= 3,00.,0
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ox of 9% af 9%

i Tl Ptk o g
°E, ~ 9x; 3L, 3%, 9L,

R LD S g SR
JW qk = JW Pk ’ k 3,.'o,n

Portanto, calculando g,, em relagao aos novos para
metros (gi 52) , temos

ax Ix _
911 < 33; ’ gg; ) =

2 : n
leagfell] s (] § [eadalt s

w+1+[3[2 . <p,a> :

2 Jw o kzz Py =
2
w+1+|g[2 2 <p,q> 2 2
91 = T Wrlp[ D+ =S~ Q+lalD -

2
w4+ 1+ < >
.2 ijql P o> =

R

' 2
2[(w+1+]q|2) (1+|p|2)+ <p,q>2(l+fQI2‘ 2 -
(aw)

2 = z|q|2>} -
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. - 2
= L L2 aspHeaslalh (sl Heaw (+]q]?) a4
(J'"!)z
+p] % - p,a>? (1+]q]h)- 2w <p,a>> ] =
= — {w2(1+|p|2)+(1+lQI2)[(1+!p!2)(1+‘qlz)‘<P:q>2:’+
(TW) L
+ 2w [(l+|q|2)(1+lp|2) - <p,q>? ”=
- — [wz(mplz) + (lalPyw? + 2w3] -
(Tw) ,
_ | )
- 1 ) w2[2+|p|2 flql?- 2w| = Jw.w2 - 31
(TW) (TW)
Tenos , 911 = —g—

Analogamente, se prova que g,,= —g— e gy, = 0o 0

PROPOSIGCAO 8 - Seja S uma superficie definida por x : D —

n N - o *
—+ TR, cujos parametros (u ,uz) sao . iso

1
térmicos. Seja g uma reparametrizacao de S definida por um

difeomorfismo wu(u) . Entdo, (u ,Gz) sdo parametros isotérmi

1

cos <> a aplicagdo u(u) & conforme.



-38-~

] ! 1 5
s i = Sis
prova: (u1 uz) parametros isotermicos <= g1J A i3
39y - R .
Seja U= (— e CG=UGU
Ju.,
J
32D
Temos G = (g,) = g | -
1] 0 by
s g = 2vtu

Suponhamos que (Gl'ﬁz) sejam parametros isotérmi-

cos. Entao, G.. = A°6,, ==
ij ij
= 0 = iz I
Logo AT I o= AzUtU ===

Portanto, para a aplicacdo wu(u) temos

2o 2 ou, au.
911 &= < ?'g"" ’ 9".%"'> = Z "'...—1 ’ ":'1' =
u du i=1 3u Ju

1 1 1 1
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“(X]fo)‘ Bul 2 du =('X‘]2
i & =T TR = X
i=1 { A Bul aul
= { 2u ou_ Yy o [X 12
R A e
2 2

- 2 du, du,
G, - oy f Mt

aul Buz i=1 Bul 3u2

e a aplicacdo =~ u(u) & conforme.
Reciprocamente, supondo que a aplicacao uf(u) é con
forme, temos

- 9 ~
911 9922 2 e 9y =0 =

Mas, G = A2 utu = @

it
S
2
=~

=== para a superficie S temos

P 2
94 4= (ra) Gij i

s (El Gz) sio pardmetros isotdrmicos para S . [

15 - PROPRIFDADES DAS SUPERFICIES MINIMAS EM RELACAO A0S PARA

METROS ISOTERMICOS

2

LEMA 4 - Seja x : D —> ®" , ¢° , uma superficie regular

cujos parametros (a,u,) sao isotérmicos. Entao, a



..40.,.

superficie & minima <= as fungdes coordenadas

xk(uluz) saoc harmonicas.

prova: Ja vimos gue, se (uyu,) sao parametros isotérmicos ,

temos 9,1 9y, 22 e g,,=0 e, se H & o
vetor curvatura media,
v2x = 2a%m
Entéo, H= 0 = sz = 0
cz=at szk = () <=
e sao harménicas O
2

LEMA 5 - Seija X : D—> R , ¢ , uma superficie. Chamando
z =u, +iu, e definindo em D e C , as fungoes
a valores complexos

o9x ax

k : k
$, (2) = x=— =1 ==
k au1 Buz

temos: a) ¢k(z) sao analiticas <= %, (u u,) sao harmoni-
cas |
- - | 9
b) (u,u,) sdo pardmetros isotérmicos o==> I " (z)=0
k=1
c) Se (uluz) sdo parametros isotérmicos, entao, a
n
superficie & regular <= | |¢k(z)|2 2 0
k=1
prova: a) Se ¢, (z) sdo analiticas, valem as equacoes de

Cauchy~-Riemann ==
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8u1 aul 3u2 auzj
s vzxk =0 = x sao harménicas
Reciprocamente, se as sao harmonicas, temos
Lk
PSRN T ) B T
k §u1 5u1 | 3u2 ‘auz
X Ix
9 k| _ 8 . Tk
Por outro laQo, 55; {sﬁf} = gul { Buz} porque

a superficie & de classe c? .
Entao, as componentes de- ¢k(z) sao harménicas con
jugadas e possuem derivadas primeiras continuas. Logo, ¢k(z)

sdo analfticas.
b) calculando temos

2 2
PRI A S R o R e
k=1 k=1 (°"1 k=l |“ 2 k i.- %2

= (gyy = 9yp) = 1(293,)
- n 2
Entao, | 6,°(2) 20 === g, - gy,=0
k=1
919= O

= (u, u,) sdo parametros isotérmicos

c) Temos

2 )
ox n X%
2 _ § k k| _
[ (2) |7 = ] [au } ¥ kz {auz] = 911+t 9y

[ M b=



] T

Suponhamos que (uluz) sao pardmetros isotérmicos

2

da superficie. Temos 9y1= Fpp= A . Entao ,

a
Iole (21 )%= 227
kel
e det G = A%
Se a superficie & regular, temos 3% 2 0 e
2 2 2 : |
== 2)\° 2 0 == ] |¢k(z)! # 0 , e reciprocamente. 0

k=1

TEOREMA 2 - Seja x : D —— TR" ; uma superficie minima re-

gular ,, S , cujos parametros (uluz) sao iso-
. ~ ~ 8xk axk
termicos. Entao, asvfungoes ¢k(z) = Bul =i auz’

n:
- . 2
z = u+ iu, , sdo analiticas e | ¢, ()20 e

k=1
n

Ple ()% =0 .

k=1

Reciprocamente, dadas funcoes analiticas ¢1(2),
,...,¢n(z) gue satisfazem a essas duas condi-
¢oes e; um dominio simplesmente conexé D , exis

te uma superficie minima x : D — R , tal

que as fungSes coordenadas xk(uluz),satisfazém

ax X
Ik k
k. r Y Bu1 Bu2
prova: Se S é superficie minima, pelo Lema 4, %, (uju,)

sao harmdnicas. Entao, pelo Lema 5, ¢, (2) sdo anall
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ticas e satisfazem as duas condig¢Ses do teorema.
Reciprocamente, consideremos as fungSes analiticas
¢k(z) dadas, definidas em um dominio D , simplesmente cone-

x0. Ent3o, estdo bem definidas as funcoes

z
xk(uluz) = Re | ¢k(E) dg

Zo

onde 2z = u. + iu e z, & um ponto fixado em D .

1 2 |
Pondo ¢k(z) = U(z) + 1 V(z) , temos

Z

xk(uluz) = U du,1 -V du2
Zo .
onde a integral & calculada sobre qualquer caminho . ligando

z, a 2z . Entao ,

Bxk ox
= U e = -V
aul : 5u2
% ox
isto &, b, (z) = s 4 o
_ : 1 2

Considerando a aplicagao
n o
x:D-— R , x(uu,) = (xl(uluz),...,xhtuluz)
temos uma superflcie cujas fungles coordenadas x, (u;u,) sao

harménicas porque as ¢k(z) sao analiticas. Além disso, co-

R
mo } ¢k2(z) = 0 , pelo Lema 5, (uluz) sao parametros iso-
k=1 _

térmicos para essa superficie.
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Logo, pelo Lema 4, essa & uma superficie minima.

n :
Por outro lado, como | ]¢k(z)[2 # 0 , ainda pelo
k=1 ‘

Lema 5, concluimos que a superficie & regular. ' h}
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TEORIA GLOBAL DAS SUPERFICIES MINIMAS

A definicao local de superficie como aplicacao ct,
X : D —s R? com D ¢ IR2 , motiva uma definicao global co
mo uma aplicagéo ¢ , x : M—> ' onde M & uma varieda-
de diferenciavel de dimensao 2 .

Por outro lado, propriedades das superficies locais
como existéncia da métrica G = (gij) e existéncia de parémg
tros isotérmicos, por exemplo, motivam a colocagao de estrutu
ra Riemanniana ou estrutura conforme em M', de acordo com O
problema que se deseja focalizar.

Apresentamos neste capitulo, um resumo das princi-
pais propriedades das variedades, que usaremos para estudar

superficies minimas.

§19 - VARIEDADES

1 - DEFINICAO 1 - Uma variedade de dimensao n & um espago

topologico de Haugsdorf tal que cada ponto
admite uma vizinhanca homeomorfa a um sub-

conjunto aberto de r"

-4~
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Um atlas de uma variedade M de dimensaoc n a

uma colegao A= {(Ro, O, Fa)} onde R, é um dominio
, ; N |

em MW" - Oa & um aberto de M , Fa $ Ra ——*'Ga e um homeo

morfismo e go =M
) o
Cada elemento de A , isto &, cada tripla (Ra'oa’Fa)

€ uma carta da variedade M .

2 = ESTRUTURAS SOBRE UMA_VARIEDADE

’

a) Estrutura orientada

Uma estrutura orientada sobre uma variedade M é
=1

um atlas para o qual cada homeomorfismo FG ° FB (chamado
mudanga de cartas) , preserva orientacao onde estiver defini-
do, isto &, tem Jacobiano estritamente positivo em cada ponto

de seu domfnio.
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Uma variedade & orientavel se admite uma estrutura

orientada. Neste caso, a estrutura & chamada orientagao de

M .

b) Estrutura Difereneiavel

Uma estrutura diferenciavel da classe € sobre

uma variedade M & um atlas para o qual cada mudanga ‘ de
cartas, F, "1, FB & de classe ¢* onde estiver defini-

da.

DEFINTGAO 2 - Seja M uma variedade de dimensdo n com es-

,frutura ¢® , A e ™M uma variedade de ai-

mensaoc m com estrutura ¢t , A . Uma aplica-
cao f : M — M serd dita  de  classe cP

-1 -
B o £ o FQ e
de classe (P ’ qnde estiver definida.

(p < r) se cada aplicacao F

As estruturas ¢° de M e ™M garantem a nao de

pendéncia da mudanca de cartas nesta definicao.

e) Estrutura Conforme

Uma estrutura conforme sobre M & um atlas para

o qual cada mudangca de cartas , Fa_l o Fp + é apliéaqio

conforme onde estiver definida e o Jacobiano da transforma-
¢ao é positivo em cada ponto.
A definigao diz que toda variédade conforme é ori-

entavel.

~
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EXREMPLO: A esfera de Riemann , isto &, a esfera unitaria

Sz.t P3 munida da estrutura definida pelas proje-

cGes esterograficas sequndo os pontos (0,0,1) e (0,0,~1), é
uma variedade conforme.

Temos A = {(Rl,Ol,Fl) , (PZ,OZ,FZ)}

i

onde 0, {p € 52/ p = (0,0,1)}

2
Rl = [R
FI:Rl-———b-Ol
2
2u 2u 4
_ 1 2 {w] =1} . 3 ‘
Fylugruy) = 7 7 3 LB
lw] +1  |w| +1  |w]| +1
e 0, = {p e sy p z (0,0,-1)}
- 2
RZ = IR
FZ: Rz——+ O2
21 -2u, ~ 2
o o o U T B
Fz(ul,uz) 5 ; ;oW o= u1+ iu,

{

| ¢ TR el
tl%[ +1  |w| +1 |w] +1
2

Calculando a inversa de Fl , temos

=] - - 2 X+iy

Logo, as unicas mudanc¢as de cartas sao
2u1 -2u, '
-1 ~ lw|f1 fwl“+2 _X
1 o Fz (W)— v ==
1 - 1-|w] W

w241

w = F
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-1
2

L

1
w

e w=F

© F}. (V?) =

qué sdo aplicacao conforme por serem analiticas, pa-

ra 0 < |w|] <o e 0 < |w| <=

PROPOSICAO 1 - Se M & uma variedade conforme de dimensao 2,

entao, a mudanca de cartas, f = Fa-l o F, , &

B

funcao analitica.

prova: De fato, temos f:D-—s € ,DccC, aplicagéo- con-
forme que preserva orientacao.
Da teoria das funcoes de variaveis complexas, sabemos

que tal aplicagao é analitica [1] 0

Observagao - Uma variedade conforme de dimensdo 2 é também

chamada Superficie de Riemann ou Variedade Com-

plexa de dimensao 1 .

DEFINICAO 3 - Sejam M e M variedades conforme de dimensao

2 . Uma aplicacdo f : M —+ M & analitica se

analitica.

(1

cada aplicacao FBFI s £ F,

DEFINICAO 4 - Duas variedades conforme de dimensao 2, M e M

sao conformemente equivalentes se existe uma

aplicacdo analitica f : M —s M  que & bijeto

Ya.
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DEFINICAO § -~ Seja M uma variedade conforme de dimensao 2

e seja h : M —» IR . Dizemos que h & harmd
nica (ou subharmonica) se, para cada o ,h °Fa
€ harménica (ou subharménica)

As estruturas conforme das variedades M e M ga-

rantem que as definigoes acima hdo dependem da mudanga de car

tas.

DEFINICAO 6 - Uma aplicacio meromorfa sobre uma variedade

| conforme M , de dimensao 2 , é uma aplicagao a
nalitica de M , na esfera de Riemann.

A definigdo diz que as aplicacdes Fa~1 o £ 0 F,

sao meromorfas, isto é ,s3o analiticas cujas fGinicas singulari

dades sao polos.

d) Estrutura Riemanniana

Seja M uma variedade diferenciivel de classe C(°F.

Uma estrutura Riemanniana sobre ™ , de classe Cq(Oqur—l)

€ uma colecdo de matrizes , {Ga(p) , p € Oa} oy asgociada
]
aos pontos de M , fais que os elementos de Ga(p) sdo fun-

¢Ges de classe (%1 definidas em o, + e em cada ponto , G,
& definida e positiva.
Além disso, se u(ﬁ) = Fa_I o FS esta definida, va

le G8 = UtGaU onde U é a matriz Jacobiana da mudanca de

cartas rl, g .
o B
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PROPOSICAO 2 - Se M , ¢ , & uma variedade Riemanniana, en-

tao a aplicacao

g :TMXTM — R
p P

(a,b) > a Gabt = Z gij (p)al BJ
1]

1

onde a = (al,...,.am) e b = (B pooosm)

é um produto interno em TpM

prova: De fato, g & bilinear e simétrica
g(a,b) = g(b,a)

Além disso, como G, é definida positiva ,

gla,a) = | 95 (P) atod 2 0

e gl(a,a)

il
o
=]

e

]
<o
€«

e
()

PROPOSICAO 3 - O produto interno, definido em Tpm pela es-
trutura Riemanniana de M , naoc depende da mu-

dan¢a de cartas.

t

prova: Temos GB =0 GaU
onde U & a matriz Jacobiana da mudanca -de cartas
u = u(u)
aui
Seja Gd = (qij) 7 GB = (qu) , U= -3-5—-



=50

Consideremos dois vetores,  a e b , em TpM
a = (al,...,am) e b= (81,...,8m) em relacdo “a carta (Ru'
0,/F,) e a=(a,...,6") e b= (...,B™ em rela
cao é carta (RB' Ogr Fp)
51 al B1 ( Bl
Temos . = U . e g = U .
a‘m O:m 'é'm Bm
, El ]
-~ ™~ ¥ ~1 ~m . Y
Entao, g(a,b) = (6 jeear0 ) GB . =
g™ )
, [ B
L UtGBU S
S m
L B
g
1 T m 3 @
= (a ,...,0! ) (’a ° = g(afb)
i

3 - ESPACO DE RECOBRIMENTO DE UMA .VARIEDADE

DEFINICAO 7 - Se M e M 830 duas variedades de dimensao m,

"a aplicacdo m : M —s M & uma aplicacao de

recobrimento de M , se

a) 7" & continua e w(M) =M

b) todo ponto p @€ M admite uma vizinhanga U ,em
M , tal que v_l(U) = y(v,) onde V, sdo aber
tos disjuntos dois a dois de ™M , tais aque a

restricao de 7w a cada ¥ € um homeomorfis-
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mo de Va sobre U .

Os abertos U sao chamados abertos admissiveis

do recobrimento e M & chamada variedade de

recobrimento de M ou espaco de recobrimento

de M .

EXEMPLO: Seja M o anel 1l<r<e , no plano, isto &, o anel da

. X =1r cos 60
do por ;7 l<r<e
y =r sen @

N 0<x<1
e seja M dada por
] . —wgy <o

A aplicagdo T : M — M
(x,v) t—> (e* cos b e* sen v)

& uma aplicacao de recobrimento de M gue leva cada retdngu-

A 0<x<l
16 , homeomorficamente , sobre o anel .
2km gy <2(k+1l)w ~

Sao fatos topolégicos bem conhecidos, as seguintes

proposicoes:

PROPOSICAO 4 - Uma variedade conexa M , de dimensao 2, admi-

te um espaco de recobrimento M , simplesmente

conexo. [21]
O espago M de que fala esta proposigdo, contém to
dos os outros espacos de recobrimento e & chamado espaco de

recobrimento universal de ™M .,
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PROPOSICAO 5 - Uma variedade de dimensao 2 , M , com estrutu-

r

ra C , nao orientavel, admite um espago de

T

recobrimento M , ¢ e orientavel, tal que cada ponto de M

corresponde a dois pontos de M .
E fdcil ver que estruturas ¢* e conforme sobre M,

induzem estruturas correpondentes sobre um espago de recobri-
mento M .

De fato, se Fo © Fo séo cartas para M , consi-
dero para M ‘as cartas correspondentes, w1, F, e ﬂfloFB,
que sao hoﬁeomorfismos, desde que se restrinja Fcl e FB de

modo que Fa(ﬁd) n FB(RB) ¢ U, onde U é um aberto admissi-

vel do recobrimento T : M —s M ,

Neste caso, as mudancas de cartas para M sao
e | _ =1
° FB) — Fa o FB .

Logo, se a mudanca de cartas & (' ou conforme pa-

. JE T R

(m s

~

ra M , também o seri para M .
Do mesmo modo, se (M,g) & variedade Riemanniana e
ot M —s M é‘aplicaqio de recobrimento de M , podemos con-

siderar a métrica g, induzida por 7 sobre M , onde
gp (a,b) = 9“£‘ﬁ§ﬂ*ar m,b)
de modo que (ﬁ,&) & também uma variedade Riemanniana .

4 - VARIEDADES COMPLETAS

Seja (M,g) variedade Riemanniana e consideremos



e

sequintes definicdes:

a) Uma curva diferenciivel sobre M & uma aplicacao

diferenciavel

pl{t} : [a,b]-—+ M, [a,b] c IR

b) 0 comprimento da curva p(t) , ast<b , em relagao

d métrica Riemanniana de M & definido por

b
G I Ip'(t) |at
a
ohde p'(t) = (p'l(t),..-up'g(t))

e lp'(t)lz = g(p'(t), p'(t))

c) Bm caminho divergente sobre M & uma aplicacao

continua p(ﬁ) ok e, M , tal gue para todo sub-
conjﬁnto compacto K e M , 4J t@ﬁg*]gfq , tal que
P(t) § K , ¥t > t, -

Se o caminho divergente for diferenciavel, seu com-

primento é definido por

&
jlp'(t)ldt
d) Uma variedade Riemannigna M & completa em rela-
cdo 4 métrica g se J [p® (t)|dt diverge para todo

6=

caminho divergente diferencidvel, p(t) , sobre M .
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e) Dada uma variedade Riemanniana (M,q) , definimos
. p i MxM— R
plp,@) = inf {L(v)/y eQq }
onde @ & o conjunto de todas as curvas diferen
cidveis por partes, ligando p a ¢ .
A fungdo p , assim definida, define uma - distdncia

sobre M , isto é (M,p) € um espaco métrico .

Sabemos que (M,p) & completo, como espago métrico,

se e somente se, toda sequéncia de Cauchy em M , converge.

PROPOSICAO 6 - Se (M,g) & variedade Riemanniana e p & a

' ‘distdncia associada, entdao (M,p) & completo
cmmo todos 0S subconjuntos limitados e fechados sao compactos .
A demonstragac dessa equivaléncia envolve o teorema

de Hopf Rinow [§ e [7].

PROPOSICAO 7 - (M,p) completo om=eo (M,gi é completo

prova: aj Suponhamgs (M, p) completo
Seja v : [O,w) -3 M um caminho divergente e
L(y) < R 2
Entao, vy c© Dp(y(O),.R) , disco de centro YfO) e
raio R , na métrica p , porque |
: Yqgey, temos p(y(0),q) < L(y) <<R

Mas o fecho de Dp(y(O),R) é limitado e fechado em
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M e, portanto, pela proposicao 6, & compacto. Logo, o cami-
nho Yy nao pode ser divergente, contrariando a hipdtese. As-

sim, temos L(y) = = e, portanto, (M,g) & completa.

b)Suponhamos (M,g) completa.
Seja {pi} » , uma sequeéncia de Cauchy em M e
iem

*
seja Ti = p(pi'pi+l) r 1 €N

A sequéncia de nimeros reais {r.} ., & sequéncia
1 €N

de Cauchy e, portanto, possui uma subsequéncia que converge e

que ainda chamaremos, por simplicidade, {t,}
iem

. = inf {L(y) / vy € Q smes>
. { PiPis1

%

. 1 w

==> Jy; € Q i

PiPis1

Considero o caminho Yy = in : [0,0) — M

" ripn (<]
Entao, L(y) = [ ) Ti] + 1 < =
) 1=]

Como (M,g). & completa, Y nao pode ser um cami-
nho divergente e, portanto, existe um compacto KecM tal
que

vt o, 3t >t / y(t) €K
Logo, posso escolher um compacto K eM com Kc(f(’)°

e K contém uma subsequéncia de {p;} {pi } . Logo, {p, }
k k
converge =m=> {pi} converge ===> (M,p) & completo. g
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>PROPOSI¢IC g - Seja # : M —+ M uma aplicagdo de recobrimen
| ./ to de M , sendo 7(ﬂ,g) variedade Riemanniana
e seja 6 a métrica Riemanniéna induzida sobre M por T .En
tao , |

(M,g) & completa <===.(M,g) & completa .

prova: a) Suponhamos, (M,g) completa.
Seja {Sﬁ} uma sequéncia de Cauchy em M .

Consideremos dois. pontos Sk.e Es dessa sequéncia

e uma curva 7 :'[O;l] — M ligando essés pontos. . Entao,
T(¥) =y : [0,1] — M, & uma cufva ligando w(p,) = P e
"6, = », | |

Calculando os comprimentos de Y e y , temos

1/2

’ L 1 ~ 1 ~ . -~ ~ |
L{y) = | |y'(t)]at = {g{ (y'(t), Y'(t))}‘ dat =
A SECE LY ittt o

H
° °

- [?Y(t).(v’(t). Y'(t))] dat =

".
o

2l
= J ly' () |ae = niy)

Porténto,
BB, /B,) = dnf LY E  inf Ly = p(p,p,)
 Fea. . v eq |

PrPs PiPg
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Portanto, a sequéncia {pn} . pﬂ= ﬁ(ﬁn) , & se-

B ﬁ -
‘guéricia de Cauchy em M . Como (M,p) & completo {pordue
(Myg) & completa) , dp € M tal que Py p e portanto
JBeM,penlp , tal que Sﬁ —— p == (M,p) & comple

to == (M,g) & completa .

b) Suponhamos .(M,g) .completa. :

Seja 7 um caminho divergepte em (M,g) e conside

rémos um levantamento, Yy ., de -y em (ﬁ,a) , isto

&, uma curva ¥ em M tal que ﬁ(?Xs Y

Suponhamos que Y ndo seja um caminho ¢ divergente,
em (ﬁ,;) . Entao, existe um compacto Kec™ tal que, ¥ to,
It > ti / Y(t) e K . 5

Mas, w(K)=K é compacﬁo em M e, V¥t ,, 3t > t, /
/ y(&) = n(y(t)) € K . Logo, Y nao pode ser um'caminho di-
vergente em M , contrariando a hipbtese.

Portanto, se y & divergente em M , devemos ter
; ; divergente em M e

L{y) = L(Y) = o

Logo, (M,g) € completa : : 0

§80 = -SUPERFICIES

1 - DEFINI¢AO 8§ - Ula superficie S & uma aplicagao
% : M =<as IR, de classe (' (rzl) onde M

& uma variedade diferencidvel, de classe ¢, de dimensdo 24
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Se A e o atlas da estrutura ¢t de M e Fa:Rd-» Oa

uma carta, entao, a aplicaqio h = x o Fa : Ra -+Iﬁn e uma

superficie local, S, de classe (¥ .

" T Se u = u(u) define uma mudanca de cartas Fa—loFB,
entao, a superficie local, SB , definida por h{u) = x o FB
é uma superficie local obtida de S, por mudanca de parame-

tros.
Chamamos ponto da superficie S , um par (po,x(po))

onde pe € M .
As consideracoes acima nos dizem que as proprieda-

des locais das superficies, que sao independentes de parame-
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tros, estao bem definidas para a superficie global S ,co
mo sendo as propriedades correspondentes da superfieie
h(u) : Ra-——+151, onde p, € Oa .

Portanto, estdo bem definidas os conceitos de requ

laridade em um ponto , plano tangente em um ponto , vetor cur

vatura média em um ponto, etc.

As propriedades globais de S sao as propriedades

globais de- M . Assinm, S € compacta, conexa, simplesmente
conexa, etc., se M 6 & . Diremos que S & orientavel se M
& orientivel e uma orientagdo de § & a orientagao correspon
dente de M . . |

Consideraremos apenas sﬁperfiéies conexas ja que,se
uma superficie & nao conéxa, cada componente conexa & éuperfi

cie conexa e poderemos estuda-la separadamente.

PROPOSICAO 9 - a) A cada superficie nao orientdvel s,

Xt M— R , corresponde uma superficie

~

orientivel § , ¥ : M — " .

b) A cada superficie S , x : M —> r" , cor
responde uma superficie simplesmente conexa, S ,§ : M —— R"

(que chamaremos superficie de cobertura universal de § )

prova: Basta considerar, em cada caso, a correspondente apli-
cagao de cobertura de M , m : M — M e a superfi-

cie S definida por X =x o T 0
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Considerando a superficie S , em qualquer dos ca-
sos da proposigaoc, as propriedades locais de S sAo as mesmas
de S visto que as de S sao as propriedades correspondentes

n
em h:Ra-——>R, p,eoa
e as de S s3o as propriedades correspondentes em
E:ﬁaw—-—r '.Rn

onde h=xo.F

a .
Mas, X =X o W e F o=nls F
, o o
e, portanto, ﬁ = (X o W) o (ﬂ_lo Fu) = X o Fa = h onde es

tiver definida.
Em vista disto, podemos sempre considerar a superfi-

cie simplesmente conexa, para estudar propriedades locais.

PROPOSICAO 10 - Se S & uma superficie ¢° em W" , definida

por X : M ——r =" » 85 4induz uma estrutura

Riemanniana sobre M .

prova: Temos h (u) x(F&(u))

Chamemos x(u) = h(u) e definamos, em cada ponto,

nh X IxX
Ga = (gij) onde gij = ( T“q v -53—3.- )
Para uma mudanga u = u(u) , temos
X, axi ou,
— ..__;- o=
B, j=1 ou, au,
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ax; . ax; du,
onde M = Fa| r M= |—=| e U= j=——
. i Ju. ou.
J j j
Logo, G, = MM
e Gg = MM = utmtmu = UtGaU

Além disso, v, r Gy é definida e positiva em cada

ponto regular de S .
Logo, {Ga = (gij(p)) , p € Oa} é uma  estrutura

. ! - S
Riemanniana sobre M ..

DEFINIGAO 9 - Uma superficie S , % : M — R, & completa

<«==s M & completa em relagao a métrica induzida

X ax
g (3 3x_ )
ij 3ui ! 3uj

2 - SUPERFICIES MINIMAS

DEFINICAO 10 - Uma superficie regular de classe c? , em R" ,

é uma superficie minima se seu vetor curvatura

média se anula em cada ponto.

PROPOSIGAO 11 - Seija 'g uma superficie minima reqular em IR",
definida por x : M ——s ], Entao, S = induz

uma estrutura conforme sobre M .

prova : Podemos considerar S como sendo orientavel pois, se
nao for, passamos para a superficie S de cobertura,

orientavel.
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Seja A o atlas que define a orientagao de M .

Para cada ponto (p , x(p)) de S , consideremos uma
carta F_ : R —— O/ tal que p € O . Temos, entao, a su-
perficie minima local,

h=x e Ea , de classe 02
e, portanto, existe uma reparametrizagao, h , em parametros i .
sotérmicos, dada por u = u(u). ' |

Considerefits a transformagao u = u(u) de tal modo
que o Jacobiano sejé poéit{vo.

.Seja ﬁa =X o h ﬁa C,Ra ——»-5a = ?a(ﬁa)

A existéncia de parametros isotérmicos em uma vizi-
nhang¢a dé cada ponﬁo regular, garante qge q Sa= M le o fato
de termos eséolhido as mudanc¢as- de carta comaJacobiano'positi—
vo, garante que o novo atlas, & = {(ﬁa ’aaﬁ’ﬁa)} , & uma es-
trutura»orientada de S . |

Além disso, Fa—l . §B é mudanca de parametros iso
térmicos e, portanto, & uma aplicagao conforme onde estiver de
finida.

Assim, A & uma estrutura conforme para a varieda-

de M .

3~ SUPERFICIES MINIMAS GENERALIZADAS

DEFINIGCAO 11 -~ Uma superficie minima generalizada S , em ®m",

€ uma aplicagao nao constante, x : M —s 1R ,



e

onde M & uma variedade de dimensdo 2 com es
trutura conforme definida por um atlias A==
= {(Ra'oa'Fa)} tal que as funcGes coordenadas

xk(p) sao harmdnicas sobre M e ainda mais,

sendo
hk(z) = xk(Fd(z)) P Z =, + iu2
ahk ahk
i 2
k; 2
temos 3 ¢k (z) =0
k=1

OBSERVACOES

1~ Se S8 & superficie minima regular, considerando

a estrutura conforme induzida sobre M ‘temos, pelo lema 5,

Cap.l, as funces

Bhk 3hk .
¢k(z) = 53; -i 53; sao analiticas

hk(z) ~sao harmdnicas

2
¢, “{z) = 0
4 k

1

Portanto, uma superficie minima reqular S , & tam-

bém uma superffcie minima generalizada.

n
Além disso, temos ) |¢k(z)|2 20 , ¥z , que ca-
k=1
racteriza o fato de S ser regular em todo ponto.
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2- Se § & uma superficie minima generalizada ,te

mos x(p) nao constante === Jk / xk(p) & nao constante ==
oh oh

ey ¢k(z) = Bu? -1i au: pode ter, no maximo, zeros isqlados
jé gque é analitica == § |¢k(z)|2 = 0 , no maximo, em pon-
tos isolados. S

Entdo, S menos oS pontos isolados em -que

n
’ |¢k(z)l2 = 0 , & uma superficie minima regular.
k=1

3- A diferenca entre superficies minimas generaliza
das e requlares & que naquelas, admitimos pontos singulares i
solados. |

Deste ponto em diante, quando dissermos superficie

minima, estaremos entendendo superficie minima generalizada.

PROPOSICAO 12 - Uma superficie minima (generalizada) nao pode

ser compacta.

prova: Seja S a superficie minima definida por x : M —s R
Cada funcao coordenada xk(p) é harmonica sobre
M == x, (F(u;,u,)) é harmbénica .

Se M for compacta, xk(p) atinge seu maximo em um
£

ponto de M . Logo, considerando a funcdo analitica e k  on-

de £, é a fungao analitica que tem x, ~como parte real,‘tg
x

mos que |e k| = e ¥ atinge seu maximo em M ==> x, € cong
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tante, ¥k ==> x & constante. | 0

Admitiremos, sem demonstra¢ao, o teorema da unifor-
mizagao para superficies, devido a Koebe e Poincaré. Para a

\

demonstragdo indicamos ([2] - 111 - 11 ©)

\

PROPOSICAO 13 -~ (Teoréma da Uniformizacac) - A superficie de

cobertura universal de gqualquer suverficie
Riemanniana & conformemente equivalente aoc disco, ao plano ou

a esfera.

PROPOSICAO 14 - Toda superficie minima simplesmente conexa ,
S , admite uma reparametrizagao na  forma
X:D-— R' onde D & ou o disco unitdrio |z|< 1, ou o

plano todo.

prova: Seja S definida por X t M o——s TR"

Pela proposicasc. 12 , M. ndo pode ser compacta. Entdo;
cdnsideraﬁdora proposigao=13; temos quer M & conformemente
equivalente ao disco |z|< 1 , ou ao plano todo. Isto &, exis

te uma fungao analitica e bijetora

f : D — M
onde D & o disco ou o plano todo.
A aplicagao composta, x o f

D-f-—-bM—)(—»]Rn
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é a reparametriza¢ao procurada para a superficie 5 . 0

Este resultado juntamente com a proposicao 9 deste
capitulo, permitem que se considere apenas superficies orien-
tiveis, simplesmente conexas, no estudo de muitas questoes 80

bre superficies minimas.



CAPITULO III

ESTUDO ANALITICO DAS SUPERFICIES MINIMAS EM 1R3

Este capitulo fornece conexao entre as  superficies

3

minimas em IR® e as fungdes analiticas: a proposigao 2 da

uma representacao analitica local para as superficies minimas
e a proposicdo 3 , uma representacao analitica global.

Partindo desses resultados, a aplicacao normal de
Gauss pode ser representada por uma funcao analftica g : D —
— € , D c Q e, desta forma, propriedades geométricas das
superficies minimas podem ser vistas como propriedades de uma
funcao analitica e estudadas como tais.

Resultado importante conseguido deste maneira é a
proposicaoc 7 qgue, de certa foima, & o analogo do "pegqueno
teorema de Picard™ para funcgOes definidas em € :"Se g : € —
— € & uma fungao meromorfa definida no plano todo, entao g
é constante ou g aseume todos os valores de € com excegdo
de, no mazimo, doie pontos.” ([1], pa.297)

Finalmente, definimos curvatura Gaussiana e Curvatu-
ra Total para uma superficie em R . A proposicdao 9 usa a
representacao analitica para mostrar que numa superficie mini-

ma, a curvatura Gaussiana, se nao for identicamente nula, =1)

_69_
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pode se anular em pontos isolados.

1- REPRESENTACAO DE WEIERSTRASS PARA SUPERFICIES MINIMAS EM R>

LEMA 1 - Seja D um dominio em € , f(z) fungéao analitica
em D e g(z) fungao meromorfa em D , tais que,se
z €D épolo de g(z) de ordem m , entao Z. é

zero de f(z) de ordem maior ou igdalAa 2m,

Neétas condigoes, as funcoes definidas em D por

0)(2) = 5= £(1-g%)
b, (2z) = —— £(l+g?)
¢, (z) = fg

sao analfticas em D e satisfazem

2 2 B o

Reciprocamente, dada uma tripla de fungGes analiti-
cas em um dominio D , satisfazendo ¢12 + ¢22 + ¢32 =0 ,te
mos ¢, =14, e ¢, =0 ou, existe um par (f,q) de

fungao nas condi¢Ges anteriores.

prova: Seja 2z, um polo de g(z) de ordem m . Entao, pelas

condigoes impostas a f e g , temos

R A R T ¢ M

(z-2,)"
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com k >2m e f(z).g(z) ndo tem polos em D .
Portanto, as funcoes

k-m

fg = (2—=2.) ?(z);&(z) ;, k=m=2m =20

2

£g2= (z-z.) kK 2M

f(z).g (z) , k=2m 2 0

sao analiticas em D . Logo 6, (2), ¢, (2)y b4(2) sao analiti

-

cas em D e, e imediato que

Reciprocamente, sejam ¢,,6,,04 funcdes analiti-
cas em D tais que ¢12 + ¢22 + ¢32 = . e suponhamos que,
nao ocorra O caso em que $q ='i¢2. e ¢, = 0

Definimos, entdo, as funcdes

¢3
£(z) = ¢, - 16, e g(z) = =2y
T ~ by = 19,
Temos,
6,7+ 0,0 = 0,7 == (0, - 16,) (4, + 16,) = -¢,° =
* é 2
3 2
== §, + ip, = = 32— = -fg
1 ) ¥, -16,
Logo, £ - fg’ = 2¢, == ¢, = —— £(l-g%)
2 i 2
f + fg =-2i¢2==»¢2--—2-—-f(1+q)
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Da definicao de f e g temos:
L by analfticas ==s f analitica em D
bys 9y ¢3 analiticas ==» g analitica em D , exceto

nos pontos que sao zeros de £«

Tais pontos sao polos de g , e, portanto, g & me-

romorfa em D .
Por outro lado, .
¢1,¢2 analiticas == ¢i + i¢2 = —fgz analitica em D=
== ge ¢ tem um polo de ordem m num ponto 2z, € D, en

tao 2z, tem que sSer um zero de ordem maior ou igual

a 2m de f . < 4 0

PROPOSICAO 2 - Toda superficie minima S , simplesmente conexa,

em Eﬁa , pode ser representada na forma

7 _
%) (z) = Re J ¢, (E)AE + c, 3 k=1,2,3
A

o
Cc

onde ¢, (z) sao funcbes definidas por

| 6, (2) = 5 £(1-9")
{ ¢,(z) = =5 £(1+g%)
b, (z) = fg

com f e g , fungées nas condigées do lema 1 , sendo O domi -
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nio D , o disco unitdrio [z| <1 ou o plano todo e sendo
C , um caminho arbitrario ligando um ponto fixado z € D , ao
ponto z .

‘ A superficie sera reqgular se

z. € polo de g(z) de ordem m <e=3z, & zero de f(z) de or

dem 2m .

prova: Pela proposigio 14 do capitulo anterior, a superfi-
cie S pode ser representada na forma |
x:D— R
onde D é o disco unitario ou o plano todo. Como § € .
superficie minima, as fungéeé coordenadas xk(zf , Sao

harménicas em D .

Considerando as funcoes

X X

, k
by (2) = w= =i su; , k= 1,2,3 , onde . z=uy + fu,

1
temos uma tripla de fungdes analiticas,
¢1,¢2*¢3 ’ satisfazendo ¢12 o+ ¢22 + ¢32 = 0 ,
Podemos admitir que nao ocorre o caso '¢1 ='1gz e e
¢, = 0 porque se nao, fézemos uma rotagao nos Indices.
Aplicando o lema 1 & tripla de fungdes analiticas,

¢1+6,,6, , temos um par de funcoes (f,g) tais que

[ o1 2

¢1 = 5 £(1-g7)

4 S 2

by = —5— £(l+g™)
=fg

| %3



-4~

com f e g nas condigoes do lema 1 .
As fungoes

Z .
xk(z) = Re _ ¢k(£)d5 o+ e, k=1,2,3

' rZo

estido bem definidas porque D €& simplesmente conexo e, porﬁag

to, as integrais nao dependem do caminho.

A supeérficie S & regular no ponto z e

3 . _ = By
<zmmd> kzl |¢k(z)|2 2 0 <= dk / cbk(z) 2 0

Suponhamos que S seja superficie minima regular e
seja z. € D , um ponto em que g & analitica.
. - : 3 T
Se £(z0) = 0 , temos ¢ (z0)=0 ,Vkmmo } 16, (z0)]% =
. : ' k=1
=0 == S ndo & regular no ponto 2z, , contra a hipStese de re
gularidade de S . Portanto, f s6 pode se anular em pontos

que sao polos de g .

Seja zle D , um polo ae ordem m de g . Pels lema
1.,z é zero de ordem maior ou igual a 2m , de £ . Suponha
mos qué 'zl seja um zero de ordem éstritamente ?aior gue - 2m.
Neste caso, temos, ndvamente, ¢, (z,)= 0, Vk s> Z|¢k(zl)|2 =0,
contrariando a regularidade de S .

Logo, se § e reguiar, temos: 2z & polo de ordem
m de g <m=o gz ‘é zero de ordem 2m de £ .

Reciprocamente, se os zeros de f e os polos de g

. satisfazem tal condigao, temos

¢k(z) 2 0 , ¥z ; k= 1,2 ==
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3 y
=} l¢k(z)|2= 0 ,Vze€D == S & regular O
k=1
DEFINICAO 1 - As equagles ¢1'= —%— f(l-gz)
. ! 2
d Qz e £(1+9°)
| ¢3 = f9
associadas a superficié S , sa@o chamadas representacao de

Weierstrass - da superficie minima, simplesmente conexa, S .

PROPOSIGAO 3 - Toda superficie minima S de classe ¢?  dada

por X M-——+IR3 , pode ser representada na
2 5
‘Pk + ck . k=1,2,3
1+

forma xk(z) = Re J
: z

: ‘e
onde wk(z) sdo formas diferenciais analiticas definidas por

g

by = 5 (1-ghw

o At I 2.
“pz o 2' (l+g )W

=3 [ ¥y = gw

sendo w uma forina diferencial analitica definida sobre M e
g uma fungao meromorfa definida em M tals que, se p, € M &
polo de g de ordem m entao  pe & zero de w de ordem mai

or ou igual a 2m . A integral & calculada sobre um caminho. ar

bitrdrio ligando um ponto z. fixado, a 2z .

prova: Consideremos um atlas A = {(Ra,oa,Fa)} de M , tal
: . o
que Ra é simplesmente conexo, qualguer que seja o .
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Consideremos as fungoes analiticas ¢ak(z), k=1,2,3,

definidas em Ra por

; " Bxk n axk
ok aul au2
onde Xeo Fa = (xl,xz,x3) e z = u + iu2

1

Consideremos uma mudanga de cartas, Fa- o F dada

B r
por 2z = z(z) com 2z = u, + iu2 e x QFB = (xl,xz,x3) . Como
M & variedade conforme, sabemos que "z = z(z) & funcdo anali-

tica e portanto,

du Ju Ju - ou Ju ou
dz Bu1 aul | aul 8u2 au2 Bul
Temos, entao,
. 9%, 9%, I -
bp, (2) = —— = 1 — com x (2) = x (2(2))=—
Bk 3G ~ k k
u au
1 2
f 3 4 9
- 0x, duy ox, du, Sxk Bul Bxk 3u2 -
™ 4 {2) %, o5, %8, on | Wy ay 9y a5 |
{ 1 1 L Y, 2
r 3 4 3
- X aul N X 3u2 i axk auz g axk aul _
I T ~ ou ou ~ ou
: 1 3u1 2 BulJ L 1 au1 2 'c)ulJ
- 3%, L ax, | [ou, s du,
I N P
! u, u,
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Podemos definir formas diferenciais analiticas em
vRa ; por wak(z) = ¢ak(z}dz ;, k=1,2,3
Temos ,

~ ~ ~ a ~
bai () = 0, (2)dZ = b,y ;% dz = ¢, (2)dz =y, (2)

0 que significa que estas formas estao definidas globalmente

sobre M . Escreveremos simplesmente vy (2) = ¢, (2) dz

Considerando cada superficie local definida por

h = x,gFa e aplicando a ela a proposicao 2, temos a repre-
' r

sentagao de Weierstrass ‘¢a1~ 5— £,(1-9,7)
o e 2
992" ~7 £, (119,")

*¢a3= faga

e fa(Z) = ¢a1'('2)"i ¢u2(z)

o (2z)
X a3 .
. ga (z) = ¢a1 (z) ..i(ba.z (z)

~ ~ Considerando a mudanca de cartas Fa'l, Fg . temos

fB(Z) = ¢Bl(z?--i¢62(z) =

s {¢al(z) 'i¢az‘25) 22 = £ (2) &2 ; ¥ a,B

dz dz
Portanto, podemos definir globalmente sobre M , a

forma diferencial analitiéa

w = £(z) dz
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Por outro lado,

dz
gﬁ(z) W e - = 85 =9, (2) i¥o,B
bgy (2 ~ibg, (2) [4g(2) -6y, (2)] =

e, portanto, temos uma fun¢ao meromorfa, g , definida global-
mente sobre M .
Assim, podemos associar & superficie S , uma forma

diferencial analftica w e uma fungao meromorfa g ,sobre M,

dadas por [w = ¥, - iy,
19 e ¥,
] vy ~ 1Y
tais que P@ - -1 (1~ 2)w
1 -5 g
d
by, = —%— (1+g2)w
Py = gw

que & a representacdo de Weierstrass para uma superficie mini

ma (ndo necessariamente, simplesmente conexa).

Aplicando o lema 1 as fungoes £, e 9 em cada

o ’
carta, concluimos que se g tem um pclo de ordem m em peM,
entac p & um zero de ordem maior ou igual a 2m de f& e,
portanto, de w .

Observamos que as formas diferenciais wk(z) sao e-

xatas.
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De fato, seja h uma funcao analitica cuja parte

k
real e Ky s definida sobre M .
ax oy ax oy
. ; k k k k
h, =x + 1y onde = = =
k k k aul auz 3u2 aul
Temos
e e A TR e
Bu1 au1 au1 u1 5u2 k
auz auz rauz auz au1 aul 8u2 k
== dh, (z) = 4 du, + i ¢, du, = ¢, dz = ¥, (z) ; k=1,2,3
Portanto, estio bem definidas as integrais
fz
xk(z) = Re J wk + Cp ¥ k= 1,2,3
cZo
onde C & um caminho qualquer ligando 2z, a 2 a
OBSERVACAO: Para estudo de problemas locais, podemos - sempre

considerar uma representagéo de Weierstrass local,
isto &, ¢;,0,,0, dadas pelas fungoes £ e g ,

em lugar de formas diferenciais.

PROPOSICAO 4 - Dados uma forma diferencial analitica w , defi

nida sobre uma variedade de dimensao 2, M , e
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ura funcdo meromorfa g , definida sobre M , tais que se
Po € M & polo de g de ordem m , entdo pe. & zero de W

de ordem maior ou igual a 2m ; entao, as formas diferenciais
{

definidas por wl = —%m (1—g2)w
et 2
d 1}12 T {(l+g”)w
L WB = gw

sao analiticas e, se as integrais

xk = Re J wk
[

sao independentes do caminho C que liga um ponto fixado =z.

a ) entao x : M — ]R3 ,r X = (xl,xz,x3) define uma su-

&

perficie minima.

prova: A afirmagao de que as formas W sio analiticas sobre
M , & imediata a partir das condi¢des sobre polos e ze

ros de w e g .

Suponhamos que as integrais nao dependem do caminho

e seja (Oa,z) r 2 =u, + iu2 , uma carta local para M : .

1

Uy analiticas == 4 ¢g(z) tal que y, (z) = ¢, (2) QZ

e, localmente, xk = Re J ¢k(z)dz onde a inte~

o]

‘gral independe do caminho==> 3 funcdo analitica h, (2) tal
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que dh (z) = ¢, (z)dz e cuja parte real é x, (z) == xk(z)
& harmOnica. |
Entao, pelo lema 1 (cap.I-15), a superficie defi-
nida por x it e minima.
Mas, se x o F, é superficie minima, ¥ 0, em M,

entao, x : M ey WO superficie mfnima. , 0

Como exemplos de superficies minimas dadas por suas

representagbes de Weierstrass , temos.as‘supefficies defini~

das por :

a) £f=1 e g(z) = 2z sendo M=¢

w = dz
ou seja,

g(z) = z

X : € — IR> definida a partirde £ e g & a su

perficie de Enneper , que € simplesmente conexa.

., sendo M = ¢ - {0}

A superficie x : M —s IR® assim definida & o ca

tendide e esta nao & simplesmente conexa.

c) £ = 22 e g(z) =z + —%— , sendo M = ¢

ou seja, w = z"dz
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A superficie k 3 O ~“+iR3 , definida por f e g

€ simplesmente conexa.

Acrescentamos, para uso posterior, que

em a) , g{M) C=¢ - {=}

em b) , g(M)

c - {0} =@ - {0,»}

G

]

em c¢) , g(M)

OBSERVAQEQ - Seja x : M a—+]R3 uma superficie minima, S .
Em uma vizinhanga de cada ponto temos
X ax

k k
¢k(z) ”'é-ﬁ-;"‘i-é-a‘; ’ k.= 1,2,3

e podemos escrever

X oX
Como . u,; e u, sdo parametros isotérmicos,te-
HEEL | L, X X
mos gij‘ A éij onde g:y = ( 55; ’ 53; )
- Portanto,
2 2 3 2

2 9x 9% i
R L e e A L

aul \ §h2 2 a1 k

- . 9 2
e 22 = | LEL (1+]g] )]
L 2

2 - A APLICACAO NORMAL DE GAUSS

Consideremos a representagao de Weierstrass (local)
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de uma superficie minima S , em uma vizinhanga de cada ponto,

e calculemos a expressao da normal N , em cada ponto regular

de S , em fungao de f e g .

Temos
-ax ) % 8x2 st y Bx3 8x2 6x3 Bxl ) axl 8x3 3x1 axz»_
= r r
Bul au2 aul 3u2 au1 Buz aul Buz Bul auz aul au2
e Y
aul 8u2

2 2,
2
5 gﬁ A %%:_ [ £1] (1‘*“.9[23
1 2 2
0X X
Entao, N

75u1 3“2,
X_ . 9x
5u1 Buz

2 Re{g} : 2 Im{q} ) lglz- 1
lg]?+ 1 " Jg|?+ 1 |g|*+ 1

é o vetor unitario, normal i superficie S , com a orientagao

canonica (induzida de R3 )y .

DEFINICAO0 2 - Dada uma superficie regular S , definida  por

x:M—R , a aplicag@o normal de Gauss & a
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aplicagao N : M — R

p = N(p)
onde N(p) & a normal a superficie S no ponto (p,x(p)) .

0 fato de N (p) ser vetor unitario diz que N (M) csz,

esfera unitiria de R° .

Se ‘a superficie S & uma superficie minima generar
lizada, embora o vetor normal N nao esteja definido em pon-
tos nao regulares, podemos estender a aplicaqéo normal | de
GCauss também aqueles pontos, ja que -gA estd definida  também.
para tais pontos. | '

Assim, para superficies mInimas definimos a aplica-

¢ao normal de Gauss, localmente, poqu N(z) =N o x o Fo

N(z) : D ——-—».R3

f 2
N(z) = |2 Rg{g} 2 Il;{g} ) lglsi=1 g glz)w =
Bt lg|“+1 lg]“+1 lg|“+1

lN(Z) = (0,0,1) , se g(z) = 0o




-85

PROPOSIGAO 5 - Se x : D —» R° define uma superficie minima,

entao a aplicagao normal de Gauss, N(z) , de-
fine uma aplicacdo analitica de D na esfera unitdria, consi

derada como a esfera de Riemann .

2
prova: Temos N(z) = 2 Rg{g} , 2 Ig{g} , lglz-l
lg|“+1 lg]“+1 lg|“+1

2

Considerando a projegao esterografica F de S° , em

1
relagao ao ponto (0,0,1) , temos

. x, + ix
a | 2
Fy o (¥yxy%X3) = —3— Xy

Entao,

_ ) | 2_
F.7l . N{z) F, 1 [2 Rg{g} 2 I?{g} ) lg[2 1) -
[l 1 . lg}tel lg|“+1

2Re2{g} 44 22 I?{g}
Jgl%+1 gl “+1
L - lgl’a

lg]2+1

= g(z)

" como g(z) é meromorfa de D em € , ela &€ analiti

cade D em € » donde se conclue que N(z) & analitica. O

OBSERVACAO - A proposicdo 5 mostra que g(z) & a expressao

analitica de N(z) , isto é, g(z) é a expressao

de N(z) em coordenadas locais de M e 82 . Assim, g carac

 teriza completamente a aplicagao normal de Gauss de modo que
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as propriedades da aplicac3do normal sao as propriedades corres
pondentes da aplicagao meromorfa ¢ .

Observamos ainda que, como vimos na proposigae 3, g
estid definida globalmente. Portanto, g € uma representagao
anélitica global da aplicagao normal de Gauss, desde que se

considere

dada pela composigao

Mot % (M)

PROPOSIGCAO 6 - Dados W e ¢ nas éondiqSes da proposicao 4

deste capitulo, existe uma superffcie  minima

x: M—>® onde M=M ou M =M , espago de recobrimen-

to universal de M , tal que se g é a expressao analitica

da aplicagao de Gauss dessa superficie, tem-se g(M) = g(M).

prova: Pela proposicao 4 , podemés definir as formas analiti-

cas Y, sobre M e, se x, = Re ¥y nao depen-

3

dem do caminho, x : M — IR" , x = (xl,xé,xs) , defi

ne uma superficie minima. Logo, temos M =M e g=g

e nao ha o que demonstrar.
Em outro caso, considero a aplicagao de cobertura
universal, 7 : M —s» M . Temos uma forma diferencial analigi-

ca wW=w , m e uma funcdo meromorfa g =g o m , definidas

| sobre M . Podemos definir as formas diferenciais analiticas
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$k(z) , como na proposicac 4 , e

nao dependem do caminho porque M & simplesmente conexa. Logo,

x : M —> B>  define uma superficie minima para a qual,

g(M) = g o w(M) = g(M)

Logo, M =M e = g o

Qi

PROPOSIGAO 7 - Seja S wuma superficie minima definida por

X : D —+R> onde D &o plano todo. Entao,ou
x(D) estd contido em um plano ou as noxrmaisa S tomam todas

as direces, com 2 excegdes, no maximo.

prova: Conslderemos as funq6es analiticas, ¢1,¢2,¢3, assocla~
. gas & superficie S . Se ¢, = i¢, e ¢, = 0, temos

Xy = cte e, portanto, x(D) esta contiéo no plano.
Se este ndo for o caso, estd definida a fungdo mero-

morfa g , no plano todo. Aplicando o pequeno teorema de Pi-

card & fungdo ¢ , concluimos que:

a) ou g(z) & constante, e neste caso, a aplicagao nor

mal N(z) & constante e, portanto, x(D) estd num plano;

b) ou g(z) assume todos os valores em & , com duas
excegoes, no maximo. Observando a expressao de N(z) em fun-
¢dao de g(z) , concluimos que O mesmO Ocorre com N(z), isto &,

todas as diregoes sao assumidas com, no maximo, duas excegdesl]
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Destacamos do item anterior os exemplos:
a) superficie de Enneper - g(D) = ¢ - {=}
b) a superficie de recobrimento universal do catinbide -

go) = ¢ ~ {0,»}

w = zzdz ~
c) a superficie definida por oo g(p) =€

o

3 - CURVATURA GAUSSIANA e CURVATURA TOTAL

Vimos no capitulo I, 9, a definicao de

normal de uma sﬁperficie S , em relagao a um vetor normal N,
segundo diregao T , em cada ponto de S ,

2

kawm = (&2, w)
ds .
onde x = x(s) & uma curva da superficie com velocidade L

no ponto, parainetrizada por comprimento de arco.

Chamamos ki(N) = mag’' k (N,T)
T

k2 (N) = min k (N,T)
ol .

as curvaturas principais de S em relagdao a N .

3 2

- ~Seja S uma superficie em IR™ , de classe (" . da

da por X : D-—-+1R3'.
Neste caso; ém cada ponto de S , temos um inico ve-

tor normal N , e podemos definir a curvatura normal , em ca~-

da ponto, como fungdo da diregao T .

2
km ={ 5, n)

ds

e as curvaturas principais, k. e k

1 , sao fungoes do ponto

2
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de S

E facil ver que k, e Kk,

da aplicagao de : Tps Ak -TpS , diferencial da aplicacgio

sao valores proprios
normal de Gauss no ponto (p,x(p)) . [4]

DEFINICIO 3 - Chama-se curvatura gaussiana de $ em um pon

to, o produto de suas curvaturas principais no
ponto 4

K = k1k2
k1+ k2
Se 8 & uma superficie minima, temos H = e

=0 ==k =-kj==wRs0 .

i " X26£j é uma métrica Riemanniana de
uma superficie S de classe c?

PROPOSICAO 8 - Se g

_ (isto é, se a
superficie S estd parametrizada por parSmetros isotdrmicos),
e K & sua curvatura gaussiana, . entdo -

B vzlo% .

A

Para provagzesta proposigdo, usa-se a.expressio de
K em fungdo dos simbolos de Kristoffel, dada pelo teorema e-
gregio de Gauss e impoe-se as condi¢gles sobre gii para qal-

cular esses simbolos. ([4] pg.121 - exercicios 1 e 2)
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PROPOSICAO 9 - A curvatura gaussiana de uma superficie minima

é identicamente nula (neste caso a superficie é

plana) ou se anula apenas em pontos isolados.

prova: Se a superficie for plana, temos N(z) = N -»k1=k2=0

em todo ponto === K

{1

0.
Se este nao for © caso, consideramos a representaqao

de Weierstrass da superficie e temos

.2 =[lfl (L + lglz)}
‘ 2

: Como a superficie é minima, ela é de classe 2 e
g, .= A26 , = K= ~ v2(1° A) _
ij ij , , : Az »

Calculando o laplaciano de log A , chegamos a ex~

pressas
v2
K = - 4lq |
1 =y
[£] (+]g]®)
Portanto,
K = () ceme lg" = (0 <smoe gt " 8]
Mas, g¢g' & uma fungdo analitica e, portanto, seus ze
ros sao isolados, o gue prova a proposigao. 1l

DEFINICAO 4 - Seja x : M —R®> uma superficie S. Definimos

a curvatura total de § por

e
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PROPOSICAO 10 - S8e K & a curvatura Gaussiana de uma superfi

cie x : D —+R e A & um dominio tal que

% ¢ D, entdo a drea da imagem de A sob a aplicagdo normal -
de Gauss & igual & curvatura total da superficie S definida

por x|,

prova: Considero uma parametrizagio da superficie em parame-
. : . i e 2
tros isotérmicos uu, isto &, tal que gij' X 6ij

-

Entao, a curvatura total de S e

"ﬂlKldA = ” x|A%du, au,

A A
Como N(z) @& a normal unitdria em cada ponto, temos
<N,N> = ] e <N,'§§— > = e <N, §§~ > = ) =
- aul auz
- N o W 35 paralelos ao plano‘ tangente
§u1 3u2 i _
em cada ponto.
P oN ox . %
Kssim, temos ﬁ; = au 3111 + élz "5“.&;
oN IX X
= a + a | m——
u, 21 5u1 22 auz
SN 4 ON 1 ... 211 %12 ax ax
° Fpf gy ot T T e
1 2 8,7 85, 1 2 .



A area da imagem de A sob a aplicagdo normal de

Gauss, N(z} , sobre  a esfera, é dada por

N oN

ou & Ju

duldu =
i 2

2

i

duldu2 =

X " ox
du; " 3w,

L
H 0 st = [[ 16l . ,E"

A

OBSERVAGQAO: Para superficies minimas temos K < 0 e g:M —€ ,

definida globalmente sobre M . Logo,-podemos es

| i
JI di - JJ:szdu}duz = - JI[I:zfiT%] du, du,
M

M M

crever,



CAPITULO IV

AS WORMAIS A UMA SUPERFICIE MINIMA COMPLETA

Neste capitulo procuramos analisar o comportamento

 global das normais a uma superficie minima completa em ®3 .

Todo o capftulo & resultado da aplicagdo dos dois
.teoremasvde Picard.:o “pequeno®, enunciado na introdugdo ao
capitulo III, traz ‘¢omo consequénclas, neste capitulé,‘ os
teoremas 1, 2 e 3. Eéses teoremas analisam o cbhjunto imagem

2

da aplica¢ao normal de Gauss, N(M), em 8° . O principal re

éultado, eﬁt&o, é dado pelo teorema 3, exibindo superficies

em gue © conjunto E = S2

- N(M) tem exatamente k elemen
tos, onde k - 0,1,2,3 ou 4.

| . 0 "grande" teorema de Picérd:"Dada uma fungao mero
morfa g , se um ?onto for singularidade easenaial'de gs en
tdo .g aasume'todoq'oe valores, infinitas vezes,‘em£§§§5t~
quer vizinhanga do ponto, com mo maximo duas excegoes” ([8],
pg.45) , traz como consequéncia imediata, o lema 4 e conse=
quentemente, o importante teorema 5 . N

Parece que a variedade M = M - {pl""'pk} dada

: pelo teorema 4 e a curvatura total |K|d& = 4wm , dada
’ M

-93-
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pelo teorema 5 , classificam as superficies minimas completas
com curvatura total finita. O teorema 7 exemplifica este fa-
to para o caso m = 1 .

O teorema 6 garante gue a superficie em que k = 4,
déda no teorema 3 , nao pode ter curvatura total finita, pois,

neste caso, k 3 .

IA

Temos exemplos de superficies minimas completas’ com
curvatura total finita para os casos k =0, k =1, k = 2, da-
dos no capiﬁulo : it | |

A superficie para k = 3, dada no.teorema 3, tem cu£
vatura total infimita. A existéncia de superficie minima &omf
pleta com curvatura total finita cuja aplicagao normal omite e

xatamente 3 pontos de g2

é problema aberto.

Para estudar estas superficies, na linha deste traba
lho, devemos empregar fungdes eliticas em lugar de fungbes an:
liticas pois, o coroldrio do teorema 6 mostra que, se k =3 ,
entdo M & um n-toro (n 2= 1)

O teorema 3 nao garante a nao existéncia de superfi-
cies minimas completas para k > 4 . Apenas, pelo feorema 6 ,

se essas superflcies. existirem, tém que ter curvatura total in

finita. Sua existéncia &€ também problema aberto.

1 - AS NORMAIS A UMA SUPERFICIE MINIMA COMPLETA

-

LEMA 1 - Seja £ : D — € uma fungdo analitica onde D & o

disco unitdrio com, no miximo, um numero finito de ze
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ros. Ent3o, existe um caminho divergente C , em D , tal que

JIf(z)l jaz| < =

c

prova: a) Suponhamos que £(z) = 0 , ¥z € D
pefinamog a fungao
Z
F(z) = J £(g)dag
[
onde.a integral & calculada sogre'qualquer caminho li-
~gando 0 a z , no disco D . -

Temos que Fiz) é analitica em D e F'(z)=£(z)=0,
¥z € D . Logo, o jacobiano de F , JF = F'(z) , & ndo nulo
em todo ponto de D e, portanto, F & um difeomorfismo lo-
cal ws J G = p! em uma vizinhanca de cada ponto 2z € D.

Como F(0) = 0 , seja 2 ='é(w) a inversa de F
Qs SAELBLRT (D) M 0] s '

,Tem&s |z| = |G(w)| < 1 == G & analitica, limita
da e ndo, & constante ==» G ndo pode estar definida em todo
plano, pelo teorema de Liouville. Portanto, existeAum maior
disco

lw] < R< =
no gqual G(w) estd definida.

Logo, existe um ponto w, , com |wo| = R tal que

G(w) nao pode ser esténdida a uma vizinhanga de Wo
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Seja L o segmento de reta definido por w = tWe ,
0 <stsl, eseja C a imagem de I por G‘.

Consideremos uma sequéncia {tﬁ} tal que ltn——+ 1,
e a sequéncia {wn} correspondente. femés W W -sobre
L e, pela aplicacac G , os pontos W sSohlevados em uma
sequéncia z em C.

Suponhamos que zﬁ —s Zo €  Zo € D . Entao, te-
MOS8 F(2o) = we e F'(z.) = £(zo) = 0 === a funcdo G(w) po
de ser estendida a uma vizinhanga de 4w, , 0 que & absurdo.

Assim, devemos ter z. € 3D e o caminho C & di-
vergente.

Temos agora, por céleculos,

4 1
J'rf(z)[ | dz| = } | £(z ()] g%ldt =
c ‘ © ’
1 i
- ] !-gg {F(z(t))}'dt= f‘g%‘dt =R <

b) Suponhamos que f£(z) tem um niamero finito de 'zeros

de ordem P, ¢ nos pontos %y
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Consideremos a fungdo

'fl(z) = f(z) s T [....__...___._
K .

Temos f£f(z) = (z—zk) k‘f;z) onde £(z) é analitiga

e nao se anula em D .

A1, ::.Ekzrk '
& RS s —

1o . P
f];(z) ”’,_g«,(z) :(Z"Zk) k | -"k ‘{z i Zk

y . . ) i pk
.= ftz) « (1-z z)
£ o A-E,
Temos, entao,

f/i(z),=0<—=’1-zz=0 para algum . kesso>

<mE> Z o=

k
z
~=—5 Ppara algum k
z

Lk
| 2|
: ' 1
Mas, neste caso, |z| = el * 1 ==z ¢D
- . ~ ZR =
Isto e, fl(z) nao se anula em D e, pela parte a .,

existe um caminho divergente C ; tal que

o J lfl(z)l jaz| < =

Por outro 1ado,lsabemos que se |zk| <1 e |zl <1 ,

2 - 2z

entao, —%l <1
i ;l - 2,2 | ; _ .
e, portanto,
] z = Z,
2@ ] = £, )] - x| =k < |g) ()| =
k|l -2 2

k
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. ’ [£(z) ] l|az]| < J[fl(z)l.]dzl < ® 0

>4 c

TEOREMA 1 - Seja S uma superficie minima, regular e comple-

ta em.IR3 , definida por x : M ~~+IR3 e seja

-

N(z) a aplicagéo normal de Gauss para S . Entao, ou N(M) &
constante (neste caso S é um plano) ou N(M) €& densa em

s? .

prova: Suponhamos que N(M) nao & densa em g2 . Entao, exis
te um aberto U , na esfera unitaria, tal que UaN (M) =§

Por rotagao do espacgo ]R3_, podemos assumir que o

ponto (0,0,1) estd nesse aberto. Entdo, pondo N = (NI'NZ’N3)

temos que 4n > 0 tal que N, £ n < 1.

3
Consideremos a superficie de cobertura universal de

~

5-1, S , definida por x : M ——»233 sendo- T : M —s M a

aplicacao de cobertura de M , correspondente.

Temos N =N , ™ , a aplicagdo normal de Gauss para
S, e
N(M) =N o n(M) = N(M)
donde ﬁB Lhne- <A
Por outro lado, S & simplesmente conexa e pode

ser representada na forma %:D-—IR° onde D 8o plano

todo ou o disco unitario.
Considerando a representagao de Weierstrass de 5,

temos as fungoes £(z) e g(z) , definidas em D e
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oy _ {2 Relg} 2 Im{g} [g]|%- 1)
N(Z) Sy 2 £ 2 f 2
lgl2+ 1 " Jgl2e 1 " (gl 1)
Entao,
2
N, € n € 1 <= -J-E-L—i—-— < == 'gl < l A K
3 1241 2

O fato de |g| < K < =« , implica que g nao tem po
los em D e, como S & regular, f ndo tem zeros em D .

Temos

G . Tt I onde X2 = [Jfl (1+[9|g)]2

ij ij 5

Seja € um caminho em S , dado por x(ul(t),uz(t)),

a <t <b . Entao, o mbdulo de sua velocidade sera

[vl? = g, ) ()2 + 29, ul(t) ul(t) + g,,myEN? =
= 2? [(u{(t))z * (u;(t))z] = a1y ]| =
== fv] =2 |u'(t)|
Logo, o comprimente da curva sera
b b '
L(C) = J [vliat = J Aut (v) |dt = ‘ Adz| ==

a a c

2

« & c

2
== I, (C) ~%— J |£] (1+|g|?) |az] « 1K l [£] |az|

Se D for um disco, como f n3do se anula em D ,



-100~-

podemos aplicar ¢ lema 1 , isto &, existe um caminho diver-

gente € tal que

2
L) « LK j j£] Jaz| < =
C
e, portanto, S n3o pode ser completa, isto &, M nio é

completa. Portanto, M nao & completa, contrariando a hip6-
tese de que S & completa. Portanto, D & o plano todo e,
aplicando a proposicao 7 do capitulo III, concluimos que
x (D) esta contido num plano.ou N (M) assume todas as dire
¢Oes com duas excegbes no maximo.

A Uultima hipotese, porém, estd eliminada  porgue,
por hipdtese, existe um aberto U tal que UnN (M) = 4 . Lo-
go, S estd contida em um plano, isto &, N(M) = N(M) = ct?,
e, portanto, S também estad contida em um plano. Como S &

completa, concluimos que S & o plano todo. 0

OBSERVAGAO: O teorema 1 ainda & verdadeiro se S nao é re-

gular em apenas um numero finito de pontos ja

que, ainda neste caso, podemos aplicar o lema 1.

Corolario (Teorema de Bernstein)

0 grafico de uma funcao definida em R , com valo

3

res em IR , &€ uma superficie minima em IR~ <== & um plano.

N

prova: O grafico de uma aplicagao de ®? em IR & uma super

ficie na forma n&o paramétrica, x., = £(x,,x,) , defi

3
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nida em todo plano IR2 , regular e completa. As normais a essa
superficie saoc tais que N(ERZ) esta contido em um unico he-
misfério de 5% Logo, N(IRz) nao & denso em g2 e, portan

to, a superficie é o plano.

DEFINICAO 1 - Seja D um diminio no plano complexo € . O com

plemento E de D , sobre a esfera de Riemann

(isto &, sobre &) tem capacidade logaritmica

zero 4=» a fungao lbg(l+{w}2) , definida em

D , ndac tem majorante harmbnica em D .

TEOREMA 2 - Seja x : M —~»¢m3 uma superficie minima, regulaf

e completa, S , e seja N{z) a aplicagao normal

de GCauss de S . Entdao, ou S§ €& um plano, ou o)
conjunto E = s? - NM) tem capacidade logaritmi-
ca zero.

prova: Suponhamos que S nio seja plano. Consideremos a apli-
cagdo meromorfa g : M == € , expressao analitica de
N(z), para a superficie § .
Seja m : ﬁ —> M , a aplicacao de cobertura de M
que define a superficie de cobertura universal, s , de S .
Temos ,
§=gom=> G =gm
3

Mas, S pode ser representada na forma X : D— IR

onde D & o disco unitario ou o plano todo, isto & M=D e
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gDy = g(M)
Assim, temos

PN @)y = FTNg) = N(D) = N =

o

w) E =5° - §(D)

Se E & vazio, nao ha o que demonstrar.
Suponhamos E = § . Podemos assumir que (0,0,1)€ E

(pelo menos- depois de uma rotagdo do espaco 1R3) .

a) Suponhamos que D & o plano todo.

Entdo, pela proposicao 7 do capitulo III, E pode
conter, no méximo, dois pontos.

Se E contém 86 o ponto (0,0,1), temos g(M)zg(D) =
= ¢ . Se existir uma fungdo harménica h(w), definida em g(M)
que majora log (1+]w|2) , temos

h(w) 2 log (1+{w[2) >0

Entac, hi{w) & harmdnica definida no plano todo e

limitada. Logo, h(w) & constante. Mas isto & absurdo porque
log (1+|w!2) s ®  quando |W| wes

e, portanto, nao pode ser majorada por constante.

Se E contém dois pontos, temos g(M) = €-{z,}

Considero a aplicacdo recobrimento de € - {z,} da-
da por w = w(z) = z, - e? . ey

Supondc que exista h{w) , harménica em g (M) que
majora log (1+ |w|2) , temos

h(w(z)) = log (1+|w(z)|%)> ©
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Mas, a fungdo H(z) = h(w(z)) & harménica como com
posta de funcao harmdénica e analitica, definida no plano todo
e limitada. Logo, recaimos no mesmo absurdo anterior.

Logo, E tem capacidade logaritmica zero.

b) Suponhamos que D & o disco |z| < 1 .

A fungdo g(z) & analftica em D porque estamos su
pondo que (0,0,1) ¢ N (D) = N (M). Portanto, como S & regu-
lar, temos gue E(z) 20 , ¥z €D .- |

Suponhamos que existe uma fungdo harménica  h(w) ,
definida em g(D) tal que log(l+!w|2) < h(w)

Entdo, h(§(z)) & harmbnica em D , como composta
de harménica com an#litica. Seja G(z) uma fungao analitica

em D cuja parte real é h(g(z)) , e seja F(z) = eS(2)

ShlE(ZYY

Temos |F(z)| =

log (1+]5(2) |3 sh(§(z)) = 1+|§(=)]|* < |F(2)|

Seja € um caminho divergente qualquer em D

‘L(C) = J raz| = —-;f-—{ H (1+151%) |dz] s
4

c ' ¢

< -%»J |£F (z)| |az|
&3

Mas a funcdo f£F(z) & analitica em D , como produ
to de funcdes analfticas e ndo se anula em D . Logo, pelo le

ma 1, existe um caminho divergente para o qual a integral
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converge. Logo, a superficie de cobertura universal g , nao
pode ser completa e, portanto, S nao é completa.

Assim, o conjunto E tem capacidadevlogaritmica ze
0. 0

TEOREMA 3 - Se E & um conjunto arbitrdrio de k pontos so

bre a esfera unitdria, com k< 4 . Entao existe

uma superficie minima regular e completa em ®r3
cuja imagem da aplicagao normal de Gauss omite
precisamente o conjunto E .

prova: Se k = 0 , temos a superficie definida por £(z) = 22'

e g({z) =z + w%— s 2 e

Suponhamos, entac, 0 < k g 4 . Por uma rotacao do
espago podemos assumir que (0,0,l1)€e E.

Se (0,0,1) ¢é o Unico ponto de E ,a superficie de
Enneper (f(z) = 1 e g(z) =2 , z € €) resolve o problema.

Suponhamos, portanto, 1 < k < 4 e sejam W
m = 1,;.,,k-l ; as imagens dos pontos de E , diferentes de
(0,0,1) , sob a projecdo esterografica.

Coﬁsiéeremas M= - {wm j m=1,,..,k=1} e consi
deremos sobre M , a forma diferencial analitica w = f(z) dz
onde f{z) = s 1 e a funcao meromorfa g(z) = 2 .

5

( m‘}
m=1

Como g nao tem polos e W n&o tem zeros em M , estamos

nas condigoes da proposicdo 6 do capitulo III, iste &, existe
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uma superficie minima % ¢ W eiy RO

, tal que g(M) = g(M)
se g & a expressao analftica de sua aplicagaoc normal.

Como g (M) omite {wm ;m=1,...,k=1} , segue que
N (M) omite E .

Que esta superficie & regular, é imediato, porque' £
nao a anula e g nao tem polos em M . Resta mostrar gue

ela &€ completa.

A proposicdo 6 do capitulo. III mostra que M =M
ou M=M onde M & variedade de recobrimento de M . Em
qualquer dos casos, a superficie é completa se M & completa.

Mostremos, pois, que M € éompleta em relagao & mé-‘

1 2
trica g;; = A6;. onde A= - [£] (L+]g]%)

Um caminho divergente C , em M , é um caminho que

‘contém uma sequéncia {zj} tal que zj —> @ Ou Z,— W
j

a) Suponhamos o primeiro caso, isto &, 4 {zj} tal que
3

&, w—3p ©

]

Temos )\ = % e 1 (1+]z]?)
T (z—wm)
m=1
: i f - | 1 o 2
Entdo, 2 L(C) = |2\ |dz|= ||§=% (1+]z]|°) |az]=
J | ““(z-wm) :
c clm=1
b .
_ 1 2
_zlﬂmJ Wl (l+|2' ) [dzl >
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lim 1+22
k;;'rl

ma=]
Z o

P.(2)
- 1
Mas, o limite € uma integral do tipo ﬁ;TET dz on

dz

(z ~ wm3

‘de Pl(z) e P2(z) sdao polindémios.
Esta integral diverge se, e somente se,
grau P1 - graua P2 2 =l wes 2-k+l 2 -1 =e> k <4
Logo, L(C) = o

b) Suponhamos que C contém {zj} tal que 2y — Wy

para algum m . Por exemplo,>seja m= 1 .

Entac, temos

=
2 L{C) = 2x|az| = k_%+z . |z~£ | |dz|
o {z-w_) 1
m=2 s
[+ { ¢4
l+22
Mas, 3§ K > 0 tal que = * K , ¥z eC
i T (z-wm)
me=2
e, portanto,
. Yq
; dz
2 L{C) =2 K _ ]dzi =z K L z_wl» = o
| z=w
c : 25

Logo, M & completa e, portanto, a superficie mini-

ma encontrada & regular e completa, © que demonstra o teoremall
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2 - AS NORMAS A UMA SUPERFICIE MINIMA COMPLETA COM CURVATURA

TOTAL FINITA

L?MA 2 - Seja D um dominioc no plano complexo e 9; 4= A i3
uma métrica Riemanniana em D tal que X = A(z) @&
de-classe 02 . Suponhamos que D seja completa em
relagao a essa métrica. Se existe uma fungao harﬁSni
ca hiz) , em D , tal que

| log A(z) < h{zy , ¥z € D

entdo, D & o plano todo ou o plano sem um ponto.

prova: Definimos em D uma nova métrica Riemanniana aij

= Xzéij p onde x(z) = eh(z)
memos, log A(z) < h(z) == A(z) < e’{®) =

=sms A (2) SX(Z) , ¥z € D

Seja Y gqualguer caminho divergente em D . Calcu

lando seu comprimentc na nova métrica, temos

J X(z) |dz]| = J A(z) |dz| = o
Y Y
e, portanto, D & completo em relagao & nova métrica.
Seja m : D — D a aplicagdo de recobrimento uni

versal de D . Entio, D & completo em relagdo & métrica im

duzida Y(n(z)) = N (™(2)) o Jh(z)
Considerando para D um atlas tal que Fa = Faon,
temos F_ o wo F ! =44 e , portanto, w & analitica

(o4 (]
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e hi(z) & harménica em D .
Seja £(z) uma funcao analitica, definida em D,

cuja parte real 8 h(z) e consideremos a aplicagao de D em

D , definida por

4
wiz) = I ef(g) aE-,. 'z € D
zo
onde z_ €& um ponto fixado em D . A fungac estd bem defi-
nida porque - D & simplesmente conexo.

Temos

dw
dz

_ lef(z)‘ = ef(®) o Tin(z)) = 0

Entdo, qualquer curva Yy em D tem comprimento

e L d
L(y) = Aw(z)) |dz| = { 3% ldz| = J [ aw |
; Y | w (Y)
isto &, o comprimento de qualquer curva em D & igual ao
comprimento euclidiano de sua imégem em D pela aplicagao

wiz) .

Por outro lado, como '%% 2 0 , ¥z € D , temos que

wi{z) & difeomorfismo local e, portanto, admite uma inversa
definida em uma vizinhanga de cada ponto de wiD) .

Temos w(zo) = {) e»podemos considerar a inversa
definida numa vizinhanga de zero em D com imagens numa vizi

~

nhanga de Z em D .

a

Repetindo o raciocinio do lema 1 deste capitulo con
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cluimos que Jdw @ D com |w,| =R e abola |w,| <R con
tida em w(ﬁ) tal que , considerando o caminho L definido
por w = tw, , 0 <t <1 , e sua imagem C = w“I(L) em D ,
esta tem gque ser um caminho divergente.

~

Mas, L(c) = [aw| = R e como D & comple

to, seque que R = o

Logo, existe uma inversa definida em todo plano, is-

to &, a aplicagao wi:D—C & difeomorfismo global.
como w & analitieca, D é conformemente equivalente ao
plano.

Considerando a fungdo analitica
Tew!'):€—DcC
temos, pelo pequeno teorema de Picard, que D & o plano todo

ou D=¢&€ - {p} para algum p € € ) 0

LEMA 3 - Seja D={ze e/ 0<zr < |zl <r, sw} e seja

1 2
955 = A‘ﬁij uma métrica Riemanniana em D tal que
A = A(z) & de classe 02 . Suponhamos gque exista u-

ma fungao harmSnica h{(z) , em D , tal gue
log A(z) < h(z) , ¥z € D

e gue A|dz| = » para todo caminho vy(t), 0Ost<l,

tal que lim |y(t)| = r
t =l

it
&

5 Entao, r



prova: Suponhamos r, < ®

Por uma mudanga conforme de variaveis, da forma z—cz,

c € R , podemos supor r, e r, tals que
1
r, < <1l <rx
1 r, 2 126

Seja A = {z / A<z <x }
rz 2

e consideremos em A a métrica

~ =2
9ij 7N %4y
onde i(z) = A(z) =+ A [—%—} ’

que esta bem definida porque

¥z € A , temos ~%— e A .

Temos 1og A(z) s h(z) para r, < |z] <r

1 2
e log.A{—%—} < h[—%—] para ~%; < |z| < —%q '
e, portanto, log A (z) = log )M(z) + log }{—%—J < h(z) + h(;%~l
para %; < |z < r, . isto é ; para z € A
Definindo H{z) = hiz) + h[—%—} Jtemos 169 X(z)sH(z),

¥z € A onde H{(z) é& harmonicaem A e X (z) de classe 02.

Vamos mostrar que A é completo em relagao a essa
métrica.
Os caminhos divergentes de A sao da forma y(t),0st<l,

tais que lim |y(t) ] = r, ou lim |y(t)| = %—
t —+1 t —1 2

Seija v,(8) , 0 s t<1, tal que 1lim |yl(t)l = r

t -1

2 7
em A .

N

¥ ™~
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Chamando 2z, = 1lim vy, (t) , temos |z |=r, ==
£ —=l
|1 1 1 -
==a|—— = . === existe vizinhang¢a V de <=— tal que VcD .
Z x, z,
Logo, A(»%—} esti definida e é limitada em V
Por outro lado, pondo = {— = / z Gyl(t)} - V,te
mos um compacto em A e, portanto, (—l—} esti definida e

€ limitada em U .

Portante, +HK > 0 / A{mém] 2 K ;, ¥z € Yl(t) .

Assim,

J x(z) |dz| = J A(z)k{-%—q‘ldzl 2 K

Yy LE

A(z)ldzl

R ey

1

Do mesmc medo, seja vy, (t) , 0 £ £t <1 , um cami~- '
e 2

nho tal que 1lim |Y2(t)| = %— - Logo, o caminho  y,(t) =
S 2
?;%ET é tal que tliﬁl lya(tYI = r, e, portanto,
J.i(t) laz| = { x(z) m[—%é] [dz] = © =
Y3 Y3 |

===> J{ X(z) iéz; z 1 5 ’ 3\'(2) 'le =
Y

Logo, J X(z) |az| =« para qualquer caminho di

vergente em A e, portanto, A & completo. Assim, pelo lé-

ma l, A =¢ ou A =€ - {p} , contra a hipbtese de que

B, <

9 : ]
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Enunciamos, no capitulo II , o teorema da uniformi-
zagao : "4 superficie de recobrimento universal de qualquer
superficie de Riemann é conformemente equivalente a um disco,
um plano ou a uma esfera.”

Este teorema leva & classificag@o das  superficies

de Riemann simplesmente conexas em eliticas, parabdlicas ou

hiperbdlicas .

As superficies eliticas sdo aquelas que sao confor
memente equivalentes a esfera S2 (loge, sao compactas). As
parabblicas sdo as equivalentes ao plano complexo (€) . As hi
perbblicas sao as equivalentes a uﬁ disco (D c €) .

Como uma superffcie minima ndo pode ser compacta
concluimos qué as superficies minimas simplesmente conexas
sdo parabdlicas ou hiperbdlicas. '

Daremos, a sequir, uma caracterizacao das superfi-
cies simplesmente conexas nao cdmpactas {inac necessariamente
minimas) como parabdlicas ou hiperbblicas, pela existéncia
ou ndo de funcdes de Green definidas sobre elas. Como tais su
perficies sao cobertas por uma sd carta, & suficiente estudar

a existéncia de fungdes de Green em regides do plano complexo.

pada uma regido T ¢ € e um ponto E eT , pode-
mos procurar uma fungao Hg(z) , definida em T , harmdnica,

tal que Hs(z) = log |z - £| , ¥z e 3T
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DEFINIGAO 2 - Se existir tal fungdo, definimos Gy (z) =Hg (2)
= loglz - E| em T - {E£} , que & chamada fun

cao de Green relativa a & ..

PROPOSICAO 1 - Se T & um dominio simplesmente conexo em €

conformemente equivalente ao disco unitdrio
DcC,ese F:T-—s D & uma fungdo analitica e bijeto
‘ra tal que f(z,) =0, 2z, €T , entdo, .a fungdo -log|f(2) |

& uma fungdo de Green para T , relativa ao ponto 2z, , isto

&, Gz,(Z) = - log|f(z)]

prova: Considerc o desenvolvimento em série de Taylor em uma
vizinhanga U de 2z, ,em T, f(z)h=~ai(z-z°) *
+ az(z'-'zo)2 + ... , Onde a, =0 porque sendo f bi

af
jetora, az (z,) = 0 .

Temos, e U ,

£(z) = (z - z,) (al + az(z - z;) + ....]

20

-1
@) ] = |z - z,] iél a;(z - z,) "
= log!f(z)l = log TE:%MT + log L
_ b i-1
; a; (z-2,)
is1 *

pefino, em T , a fungao H, (z) por

o

[ H (z) ~-log|f(z)| + log|z -z,| , para z = z,

. _
Hz {z} = log = 2 5 para z = 2z
. i-1
I a,(z-z,) -
i=1
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m »

que estd bem definida porque a série [ a-i(z--za)“1 converge
i=]

em z_ e & diferente de zero. Na verdade, em U - {z,} ,

gualguer uma das expressoes serve para calcular Hz {z) .

a

Vamos mostrar que H_(z) assim definida & harmd

o

1

Em U 5 'Hz {(z) = log

-]

€ harméni-

D) ai(z—zo)i'l
1wl
ca porque  log|z| & harménica e )Z a\i(z—z‘,)i-1 é anall
tica. o
Pela mesma razdo, =-log|f(z)| e loglz-z | sao
harménicas em T - {z,} .
Logo, H;o(z) = - loglf(z)i + log|z-z,| & harms-
nica em’ T -.{zo}
Assim, Hzo é harmbnica em T .
Resta provar que -log| £ (z) | ~se aproxima de zero
quando 2z se aproxima da fronteira de T .
Se z — 7, ¢ 2y e 3T , temos
|[£(z) | — |f(zl)[
Mas, £(z,) € 3D == |f(zl)[.= 1 mm=>
—E(2) | — 1 ==
==> - log|£(z)]| — 0
Temos, entao, Hzo(z) harménica em T e~Hz°(z)=
= loglz-z,] se z € 3T , istoué,-Gzc(z{éﬁé;(z)«loglz-z°1=

= -loglf(z)| & uma fungdo de Green em T - {z } 0
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OBSERVAGAO: Sabemos que, VE enp, existe uma aplicagao ana

iftica bijetora g : D —s» D tal que g(g) =0

Logo, vz, €T ,'existe f : T — D, analitica

e bijetora tal que f(z,) = 0 .

Portanto, ¥z, € T , existe uma fungao de Green

G, (z) em T - {z,}

Além disso, como |£(z)| <1, vzerT, temos

AGz (z) >0, wze T -{z,)

o

PROPOSIGAO 2 - Se T € um dominio simplesmente conexo  em
¢ , conformemente eqﬁivalente ac plano € ,en
tao, nao pode existir uma funcao de Green G, (z) para ne-

o

nhum 2, €T

' prova: Suponhamos que exista Gz (z) para algum z_ ¢ € T
Entao, G (z) = - log|z-z,| + H_ (z) onde H_ (2)
zO 2 zo zo
& harménica em T e lim H_ (2) = + =
z —0 Zo

Entio, existe um compacto K ¢ T e um nimero M >0

3

tal que Hz (z) 2M, ¥z€ T -K
Por outro'lado, 4N > 0 tal que

|Hz (z)| sN , ¥z €@K == H (z2)2-N, ¥z €K
o

o

Portanto, Hz (z) 2 -N , ¥z €T
o

considerando uma funcao analfitica F , cuja parte

H  (z) N
real & H_ (z) , temos IeFI =g Z° > eV
9
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L.ogo, F tem que ser constante, portanto, Hz (z)

o

& constante.

Mas , lim H (z) = o torna tal resultado ab-

Z —3® Zo

surdo. a

As proposigbes 1 e 2 mostram que a existéncia
ou nio de fungdo de Green em T - {z } , vz €T , caracteri
za completamente as superficies simplesmente conexas hiperbo~
licas ou parabélicas.

Este resultado sugere a seguinte definiqéo para su-

perficies abertas arbitrarias:

DEFINIGAO 3 - Uma superficie de Riemann (nao compacta) € hi-

‘perbdlica se existe fungdo de Green relativa a
cada um de seus pontos. E em caso contridrio, a

superficie é dita parabdlica.

LEMA 4 - O anel T = {z / r, < |z| <r, s =}cC é superfi-

cie hiperbdlica.

prova: Consideremos a superficie de recobrimento uhiversal de
T , que & o disco unitdrio D , |z| <1 .
Em D , consideramos o segmento aberto (A,B) onde
A= (0,~-1) e B = (0,1). Chamamos C a fronteira de ' D
e C, as circunferéncias de centro (0,y), -1 <y < 1 ,que
passam por B e por z € (A,B) .

Em T , chamamos Y a curva El =x.: ¥ a
1 1 2
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curva [E| =r, ; Y a curva gl =r , ry <x <rx

Uma aplicagao de recobrimento,

i
3
:

aplicagao analftica que leva cada curva C_ - {B} em uma-

circunferéncia, |[&] =1 , r,<r<r, , de tal modo que

i = 1 o h
Iczﬂ"{B} 1 1

onde m, & aplicagao de recobrimento universal da circunfe~-

réncia y_ e h, é um homeomorfismo de C, - {B} na re
ta.
B
c c. . JC%E
= —
D .
A A‘
Podemcs considerar o homeomorfismo
h o= &+ (A,B) —— (A',B")
(A,B)
onde At = (0,~r2) e B! = (0,-r1) tal que h(z) tende
a B' quando Z tende a B .({se nao for assin, _basta

fazer uma rotagao em ®?%) .
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£

Vamos construir a funcdo de Green G_ (&) em T-{f }
onde & = h(0) : )

Em cada circunferéncia c, existe um intervalo se
mi,~-fechado (a,b] , que podemos tomar simétrico em relagao
ao eixo dos y , tal que m((a,b)) =y  onde r = Ih(z)| e

ﬂ € bijetora sobre  Y_
(a,b]

considerando tais intervalos em todas as circunfe-
réncias C; , construimos um conjunto V ¢ D , simétrico em

relagao ao eixo dos y , tal que T é bijetora sobre T.
\%

Consideremos agora o aberto V , interior de V em

e d

D , e a aplicagao =T : V——s T ~ (A'*, B'') , onde

-~

v
A'* = (0,r;) e B''= (0,r,)) . Esta aplicagdo é analitieca
e bijetora.
A fungdo de Green relativa a zero no disco & Eo(z)=
= - log|z| ‘
befino G (E) = ~log|7i"t(E)] em T - (A'',B'")

Temos, entao,

. . |
= - lg = - T (&)} -
GE,(E) = log|g ~£_| - log ]E—:—Et‘
= - loglt ~£,| - log |T—{EL= T, (5-)}
como 7 '} & analfticaem T - (A'',B'') , E " @

etk | _—
singularidade removivel de = (£) ﬂk () e esta fungido
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é analitica em T - (A'',B'")
~-1 ~-1,
Logo, a fungio K, (£) = - log [I—t&} =% (5.)
£, &~ &,
é harmdnica em T - (A% ,BV %),
Por outro lado, VE, e(a' ,B'')
Lin|EE) - 'v?'lca.w‘ ity
£ —E&, E- & Bi~T
e, portanto, HE () pode ser estendid; de maneira -conti-

nua a todo T .

A fungao estendida, que ainda chamaremos HE (g) .

o

é harmbnica em T .
Temos , entao,

G (£) = = log |E - £ 1+ Hp (8) !
Calculemos o limite de Gg (£) quando £ tende a

um ponto da fronteira de T . ’
Temos , lim %_1(5) = A, !52‘ =.r1
£ —¢&, :
e um  THE) =z,ec (B} , g =1,

£ —E,
e, em qualquer dos casos,

1lim : G

£ () = - log 1 =0
& —£&, ou 53 °

oh e

Logo, VGE (£) = - log |m l(g)l é fungdo de Green
relativa a €.

Para obter fungao de Green relativa a gualguer ou-

tro ponto £ de T basta considerar 2z = 7 HE) e a apli-



~120=

cacao g : D ~—+‘D da observagao da proposigao 1, que le-
va z no ponto zero e considerar para aplicagao de recobri
mento de T , m o gt

Logo, existe a fungao de €@reen relativa a qualquer

ponto de T e, portanto, T & hiperbSlico. ' o

LEMA 5 - Seja D um dominio hiperbélico de € e .seja
95 = Azsij uma métrica Riemanniana , com A(z) de
classe o2 , em relagao a gqual D & completo.

2

Se aj)v® 1og A 2 0

{ Bk
b)”‘ |vllog A| axidy €  ; z =x + iy
. D : .
entdo, existe uma fungdo harmdénica hi{z) , em D , tal que

log A(z) < h(z)

prova: Como D & hiperb6lico, existe, para cada & € D,uma

funcao de Green GE(z) >'0 em p -{g} , tal que

Gp (z) + log|z-£| = H(2)
onde  Hy(z) é harménica em D .

pefinimos a fungao

u(g) = %F' ’j Gg{Z) VZ log A(z) dx dy
D
Temos GE(Z) = 0 sobre a fronteira de D . Logo,
existe um conjunto compacto KecbD e £ € X tal que

IGE(Z)I <g, ¥z eD-~-K
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Considerando uma bola B de centro & , contida

2

em K , temos gue 4M > 0 tal que

G (=) ] < M, VzeK- B,

porgue K - BE & compacto e Gg(z) é continua nesse -com-

pacto.
Assim, temos
J thz) V2 log A(z) dx dy| <
b
f [ '
< € |V2 logi(z)| dx 8y + M |V2 log A{z)| dx dy +
J /

D-K K~-B
. 3

+ [; ng(z)i !Vz log A(z)| dx dy

=

£
As duas primeiras integrais do segundo membro exis-

tem, finitas, porque ambas sao majoradas por

{ :
Jj 192 1og A| ax dy < =
D

Quanto a terceira integral, podemos escrever

J[ |Gg (2) | |v2 log A(2)| dx dy s

ﬁg.

s J[ [HF(Z)! |v2 log A(z)| dx dy + Jhloglz-ﬁulvzlog A (z) |ax dy

Be Be
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Mas, 4N > 0 / {H (z)| <N , wz e B, e, portanto,
a primeira dessas integrais existe, finita. uanto & segunda,

temos |v log A(z)| limitada em B log|z=-E|dx dy

existe .
Portanto, ul(é) ec , v&EED e, COmo VzlogAZO
pela hipdtese a) e Gg(z) >0, temos u(g) =20 em D.
Usando a férmula de Poisson, [10] , temos

92y = = y2

Log A ==

== Vz(u + log A) = 0 ==

==> u 4+ log A & fungao harménica em D .
Pondo h(z) = u(z) + log A(z)

temos log A(z) < h(z) em D . il

TEOREMA 4 - Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo 2,
completa, cuja curvatura Gaussiana satisfaz

a) XK < 0

b) jJ [k] dA <

M
Ent3o, existe uma variedade de dimensdo 2 , M , com

pacta, e um numero finito de pontos, PyreserP, €M M, tal

que M & conformemente equivalente a ﬁ - {pl,...pk}

prova: Usamos um teorema devido a Huber: "Se M é wvariedade

Riemanniana de dimensao 2 , infinitamente coneza e
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lJ[K]dA < ® , entdo M n&do pode ser completa.”([9], pg.61)

Assim, com nossas hipdteses, M & f£initamente cone
Xa. Logo, existe uma regiao-compacta, M, « M , limitada por i
um nimero finito de curvas de Jordan, regulares Yyreeo oYy s
tais que, cada componente conexa , Mj , de M - M, é& dupla-

mente conexa. [2]

Cada Mj pode ser
aplicada econforitemente sobre

um anei

. = < <‘.' “
D, {zec/ i |z ] ry (r,

onde Y, corresponde a curva |z| =1

A métrica sobre Mo o restricao da de M, é da for

ma ‘g;. =225, , e induz sobre D. uma’'métrica 6..8326
gl abd 3 ij

1

ij
onde K =X o £
Considerando a relagao da proposigdo 8 do capitulo

2 3
1 , , QR 102 A , temos K £ 0 <= v log A 20
A -,

{{ |K|aa = ]I!Zﬁl§g—éjdA = I{lvzlog Aldx dy < e
D D D .



-124-

Por outro lado, como M & comﬁleta, qualguer cami

nho y(t) , 0 < ¢t <1, tal que 1lim vy(t) = r em D. ,
t -1 2 ]
corresponde a um caminho divergente em M e, portanto, tem -

comprimento infinito,
Além disso, pelo Lema 4 , Dj é dominio hiperb&li-

CO.

Estamos, pois, nas condigdes do lema 5 e, _pqrﬁanto,
existe uma fungao harménica h(z) , en bj ,. tal gque

! 1og Alz) ¢ h(z) , vz @ D,

Aplicando, agora, ¢ lema 3 concluimos que ”rj = o
] o~ e ~ "‘1 -
Seja' D, = DJ.U{«»} » isto &, D, = F, (Dj’, € un

. 2 .
disco sobre a esfera de Riemann. F,r S —r by

Y,

Seja M a superflicie compacta obtida colando os

.

i pela aplicagdo con-
forme £ , isto & , M= | bl Bj}
5 'Y .

» i
e j
Ly \ { (}

Chamando {pj} = 55 - Dj' temos finalmente que

discos D. a M, ao longo de Y

M & conformemente equivalente a M - {pl,...,pk} B

LEMA 8 - Seja S uma supefficie minima regular e completa ,
definida por X : M ~u42R3 , cuja curvatura:.total &
finita. Entao, existe uma variedade compacta M kal
que M & conformemente equivalente a ﬁ-{pl,...,pk}

e a expressido analftica , g , da aplicagao normal de

Gauss da superficie S se estende a uma funga@o mero
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morfa sobre M .
prova: Se S -é superficie minima, temos XK < 0 e como a cur

{

vatura total & finita, isto é J[KIdA s « , podemos -
M
é

aplicar o teoremal} . Logo, M conformemente equiva
lente a = M —{pl,...,pk} onde M & variedade de &i
mensac 2 , compacta .

Logo, podemés considerar S , definida por umé apli

Considerando a'aplicagéo normal de Gauss de 5 , te
mos sua expressac énalitica
g: M= {p,eeaip ) — €
que & fungdo meromorfa em M -{pl,...,pk} .
ﬁosso problema consiste em estender esta aplicagdo
a toda a variedade M .

Os pontos pj, j o= 1,...,k . ééo’ sihgular;dadﬁs
de g . Sﬁponhamos que exista j tal que P; seja singula-
ridade.essencial de g . Entao, pelo grande teorema de Pi~
card, g assume todos os valores infinitas Vezes, com, no ma
- ximo duas excegdes. Isto implica que a drea esférica de
g (M r{pl,.;.,pk}) , isto &, a Area de Fl-l[g(ﬁ -{pi,..,pEJ)]
-em 82 , @ infinita e, portanto, a curvatura total tem gue
ser infinita, contra a hipbtese.

~

Logo, g tem, no maximo, um polo em cada Py isto

-

e, g & meromorfa em M ' 0
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TEOREMA 5 - Seja S wuma superficie_minimé completa em ®m3.

Entio, a curvatura total de § s6 pode  assumir
i valores da forma -4mm onde m € %, Ou a cur-

vatura total é infinita.

prova: Temos K < 0 e J}IK[ aa < o
| M

Supondo jleIdA < » , podemos aplicar o lema 6 e
) .

JJIK[dA é igual.3d imagem esférica de g(ﬁ—{pl,...,pk})
) )

Comb_ g & aplicagdo meromorfa em M , temos

a) g = ¢ == K = 0 e [K|aa = 0 5 [t

M

b) g # ¢*® . Neste caso, g & uma aplicagdo aberta

e, portanto, g{ﬁ) -éfgbg;tq e compacto em & . Logo, g (M) = €,

isto &, todo & & atingido por g e cada valor é assumido
um mesmo nlimero m de Vveszes.

. Portanto, a Area esférica de g(M) é m vezes a

. drea da esfera, isto é, 4mm. O mesmo acontece, portanto, com

a irea esférica de . g (M -{pl,...,pk}) 44 que apenas um nd

mero finito de pontos foi removido.

Logo,

J |K| dA = 4 , m€e B ou JJ'Kl da = | o

M
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LEMA 7 - Seja S uma superficie minima completa com curvatu-
ra total finita, definida por
XM — s RS , M=M —{pl,..,,pé}
. Considerando as formas analiticas em M

‘Pk = ¢k (Z)dz ’ k»z 1,2,3

ax, L
onde ¢k(z) = 53; - i gﬁg A z = u1 + iuz ’
temos que, para cada ponto .p&_,  J 1,..;Jif, exis
te k tal que ‘w# tem polo de ordem m 2 2 em
]

prova: Considero, para cada j , um sistema de coordenadas lé
cais para M , (Uj,z) , onde UJ.‘= {(zee / |z| <11}
e tal que o ponto zero corresponde ao ponto pj »
Tehho, entado, as fun¢5es ¢k(z), k=1,2,3 , defi-
¢
nidas em Uj -{0} ,-meromorfas em Uj porque g = EI:—%gz e

meromorfa em Uj =

Considerando o© désenvolvimento em série de Laurent

de cada ¢k em torno do ponto zero, temos
: c
k

onde m & inteiro e existe k/ ¢ = 0

Logo,

24 c 2 ¢ LIS 0.

3
2 {
) |¢k(z)| S — onde ¢ = ¢ 9 3

k=1 zzm

A superficie dada & completa e, portantq, devemos
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ter, sobre qualquer caminho divergente vy , indo para P: ¢

J Aldzl == @

Y
: 3
. 2 2 c
~ Mas, como A° = [ |¢ (z}]° =
p . k=l k ,Z‘Zm
temos J Illm ldz| = ® e esta integral diverge<sss m > 1
z l C .
¥ ,
Temos, pois,
% 'é (z)|% < = | cém c>0 e mz21
k=1 k -~z'2m :

Logo, existe k tal que-zero & polo de orxdem m > 1

para ¢, (z) .

Vamos mostrar que m nao pode ser 1 .Se m =1,
o ¢ _ ‘
temos ¢, (2) =2+ h (z) , k=1,2,3, onde as

constantes = nao sao todas nulas e onde h, (z) sdo anall
ticas.
Por outro lado, em Ui, estao bem d$finidas as fun-

goes ‘x& = Re { }¢k(z)dz ¥ e, portanto, Re J¢ (z)dz}= 0 so

bre,qﬁalquer curva fechada contida na vizinhaﬁqa coordenada.

Consideremos a curva definida por |z| = ¢ em PR
2w
| e c
¢, (2) dz = J 55 dz = { =5

z”ng izﬁue

<

ieeltdt = chﬂi

e Re{ichﬂi} =0 == € emRr , ¥k
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3
Mas, sabemos que ¢ L+ 8.2 5 & 2 .0 e Y ¢ 2 .
3 1 3 Ly

m e dr T & ums série de poténcias identica-

mente nula. Logo, | ¢ 2

., k=l
contra a hipdtese.

= () == cl=c2=c3= 0 ==> m ¥ 0 ,

Assim, temos m 2 2 il

3 ., posso sempre escolher coor

OBSERVACAO ~ Por rotagao de IR
" denadas locais de modo Que ¢1(2) ou ¢2(z)

tenham polo ‘de ordem m = 2 para z =0 .
Como £ = ¢, - i¢, . segue que f\ tera, sempre,

polo de ordem . m 22 em z = 0, correspondente a P,

TEOREMA ¢ - Seja S uma superficie minima regular, comple-
ta, cuja éurvatura total & finita, definida por

% ':"_M;-;RB.-
Entdo, se a aplicagao normal de Gauss omite mais

2

que 3 pontos de 8“ , isto &y se SZA— g (M) tem mais que

3 pontos, entdo x(M) €& um plano.

- prova: Sendo S superficie minima com curvatura total fini-
ta, pelo teorema 1, podemos assumir M= ﬁ—{pl,...,pk}
onde M aé‘superficie de Riemann compacta de genus RE

Sejam g(z) e w = fdz , a fungdo meromorfa e-:a
diferencial analftica, definidas em M , dadas pela represen

tagdo global de Weierstrass da superficie.
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Pelo lema 6 , g se estende a uﬁa aplicagao meromox
fa g ¢ M o € |
Depois de uma rotacao do espago w3 . podemos assu~
mir que
a) g(pj) #£ o, Vj = 1,...,k
(isto é.possivel porque 86 existe numero finito de pj)
b) g tem apenasdpolos éimples em M , isto é, se peM

€ polo de g, entado %% p) = 0 .

(isfo é possivel porque %% é meromorfa e seus zeros

sdo, pois, isolados).
Suponhamos que g tenha ordem m , isto e, g:§-+é
assume cada valor exatamente m vezes (contadas as multipli-

.

cidades). Logo, g tem m polos simples.

i) Seja E}o afimero ‘de zeros da - forma- diferencial
6 = [%%)dz , definida em M

Como g tem m polos simples, seque que € tem m

L

polos duplos em M pois, se g = —%- + .... numa vizinhanga

de cada polo, entdo %% = - Ef + .... nessa vizinhanca.
_ ‘ -

Entao, pela relacao de Riemann , o nimerc de zZeros

menos o nimero de polos da forma diferencial meromorfa 6 ,-sa

tisfaz n -2m= 2y - 2 onde Yy & o genus da variedade

M. [11]

Temos, pois, |n = 2(m + Y-l)
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ii) Consideremos, agora, a forma w = £(z) dz em M.
Sabemos que ela tem zeros duplos nos pontos que sao polos de
g e nao tem outros zeros, porque § é regular.

Por outro lado, escolhendo coordenadas locals para

\

uma vizinhanca de B em M , tal que z = 0 corresponda

a pj e gue ﬁéo inclua outros P; temos, pela observagio
que segue © lema 7 , que f & meromorfa e tem um polo.de ox

dem m, 22 em z=0 . Como £ é analftica em
M= M ~{pys.--sp,} £ ndo tem ouﬁros polos.

Logo, a forma diferenciall w = £f(z) dz se estende
a uma forma diferencial meromorfa eﬁ' M , tendo polos de or-
dem m§ > 2 em cada ponto Py 5 = 1,...,k , € nao ou-

tros polos.

Aplicando a relagdo de Riemann a esta forma, temos
I3
2m - § m, = 2y - 2 ==
jn]_ ] .

mee> 2m - 2k 2 2y -~ 2 ==

> |k + Yy -1 < m

4ii) Suponhamos, agora, que gt omite, pelo menos, 1
M

pontos, vqi,...ng , de € .

' Entdo, g} ({ql,...,qz}} c {pl,....pk} e cada

a; tem exatamente m pré-imagens, contadas as multiplici-

" dades.
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Se g assume seu valor g(pj) com multiplicidade
1+ a, temos
B k
1ms § (l+a,) =k + [ a,
, ' L Eo I je1d

Por outro lado, temos a série de Taylor

<0

g(z) - glpy) = [ b <z~pj)k

k=1%a, k
J
e, portanto, = J b k(z-p.) Tt o
dz k=l+a. K J
3
v k
- kz- b,y (k+1) (z-p;)
=g .
3§ J
Isto e, %% tem zero de ordem a; em p., j =

J=1l,....k

Como n & o nimero total de zeros da forma dife-

k
rencial 0 = {%QJ dz em M , temos [ a, s<n .
3 P

Entao, lém < k + n

Reunindo, agora, os resultados temos
1) e dii) == Im -k < 2(m + y - 1)]

ey

ii) kK +vy~-1<m

== Im 4+ Yy - 1 € 3m + 2y - 2 mm>

== | (3 - Zjm 2 1 - v (iv)
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De 1ii) temos l ~y2k-m e, portanto,

(3-*Z)m_2k-m ==

== | (4 - I)m 2 k (v)

como M nao pode ser compacta, temos k =2 1 , e,

portanto, A0 T 7 < 4 0

Corolario - Seja S uma superficie minima regular e completa
com curvatura total finita. Entao, se as normais
omitem exatamente 3 direcOes, o genus de M é& y=21 e a

ordem de g & m =z 3.

prova: Usamos a relagao (iv) do teorema para I = 3 , entao
1l -y s 0 == vy2>1 ’
Por outro lado, a relagdo (v) do teorema,para 1=3,

da m =k
Mas, como g - [{ql,...,qz}} c {pyseecsp} , temos
k21l ==k 23 ceo
==> m = 3
Isto 8§, g assume cada valor m vezes com m 2 3.
Portanto, a curvatura total da superficie é |klaa = 127 0O

M A
.

LEMA 8 -~ a) Seja £ : € — € , analitica com polo no infini

to. Entao £ (z) é um polindmio.
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o

b) Seja £f: € —> C com polos em 2 e ®

o

Entdo, f(z) & uma funcdo racional com polos em

z e o0 .
(]

prova: a) Considerc a extensao £ : € — ¢ pondo f(w)= «
f & analftica em & e, portanto, posso conside~
rar seu desenvolvimento em série de Taylor em uma  vizinhanga

do ponto 2z = (0 ;, com raio de convergéncia-infinitoW 
f(z) = | -az" , ¥z € ¢ (1)
n-Q .

sendo a = 2#1,} i:ii ag

¥

onde y & umé curva qualquer, fechada, simples e positiva em
torno do ponto 2z = 0 . Q

Por outro lado, posso considerar o desenvolvimento
em gérie de Laurent de £ , numa vizinhanga do infinito, ain-

da com raio de convergéncia infinito.

? y - @
f{Lé ) = c~¥ + e F Eﬁl + 'z:~ckwk'! Vw0
vwi k=0
onde J o v é analftica em ¢ e ndo tem polos e w=-“—
k=0

Como o raio de convergéncia & infinito, esta expres-

sdo de f(£) vale para pontos £ = —%r— da curva Y

Seja vy dada por z = rRe**® ;s 0 St < 2% e chame

- mos g(E)=§c-3-“—-
g e
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Entaoc, 49M > 0 tal que |g(g)| < M , ¥& tal que
lE] 2 R , isto &, |w| < R .
Usando a expressac (2) de f para calcular os

coeficientes de (1) temos

. ’ k
S R J i For gl LR R s

C_x c

v
a = L Famakibosk: o H ="t +
n Zmi Eék+n+1 -

Y

-1 1 T
et + oy j 2 e

Y
Considerando n > k 2 1 , temos a primeira integral

sempre nula.

Para a segunda integral temos

i , 2m -
() ag| _ R Mo
jgﬁiT % L 3K J Té;:%] -y 1 TS S

Y Y

Como podemos repetir o raciocinio para qualquer va-
lor de R , temos a = 4] (an —_ 0 guando R ——p )
Logo, para n > k , temos a =0 e, portanto,

f(z) é um polindmio.

Tﬁ

b) Seja .f :

polo de £ temos, numa vizinhan-

(01}

Como 2z,

¢ca de Z ’

k i
i g # % - L
M = Z cn(z z,)

£(z)
(z—z,)k ° n=0
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(=}

onde g(z) = } c (z-—zojn é analfitica em € com polo no

n
n=0
infinito.
Pela parte a) , g € um polinémio. Logo,
C_i c._
f(z) = s + ...+ ey~ + g(z)

(Z“Za) [

& uma fungao racional com polos em z e % ]

TEOREMA 7 - Uma superficie minima, regular e completa em IR3,

‘cuja curvatura total @ 4m &, ou a superficie

de Enneper ou o Catendide.

prova: Seja S uma superficie minima completa cuja curvatura
3

total é 4n , definida por x : M — IR , onde

M= M« {p1'°"'pk}

Sabemos que JJ |K] dA = 4mm = e, portanto, m =1,

M

~

isto e, g : M — ¢ € bijetora. Portanto, M & confor-.

memente equivalente a & = S2

Podemos, portanto, assumir que M = S2 , ou seja,

M= Sz = {Pl""'pk} o que significa assumir g(z) = 2 , ¥z

Como M = S? , temos y =0 e, aplicando a rela
cao (i) do teorema 3, temos
me k=1

= k < 2
m = 1 '
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Portanto, temos

M=s2-{p} ou M=s?- {p,/py}

10 eqso - Seja k = 1, isto &, M = g? {p,}
£2.0882

Por rotagao do espago podemos assumir M = s2-{=} =¢

Temos. glz) =2z , Vz €C e a forma diferencial
w = f(z) dz ndo pode ter zeros em € 38 que g nao tem
polos. -

Pelo lema 7 , .w =f (z) dz se estende a uma for-
ma diferencial meromorfa em M = Sz =8 .

Por outro lado, como M é'¢, f(z) estd definida’
globalmente e, éelo lema 8 , & um polindmio em 2z .

Mas £(z) nao tem zeros emn c e, portanto, f(z)
& constante. Logo, a superffcie & definida por

g(z) = z

£(z) = c%¢

isto &, a superficie & a superficie de Enneper.

20 caso - Seja k = 2, isto &, Mo g2 & {Po'p1}
| Por uma rotagdo do espago podemos assumir que
M=¢C -~ {=, z,} ‘
Temos, pois, g(z) = z definida em ¢ -{z} . e
w = £(z) dz , pela representag%o de Weierstrass da superficie.

Como € -{z,} & coberta por uma Unica carta, te-
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mos gf(z) =2z e £(z) definidas globalmente em €-{z_}
Pelo lema 7 , w se estende a uma forma diferen
cial meromorfa em €- {z_} com polos em z, e = , O mes
mq acontecendo com flz) cho, pelo lema 8 , £(z) & uma
fﬁnqio racional em 2z com eésses polos.
Por outro lado, g nao tem polos em €~ {z,} e

poiisso, £(z)

tem polos em € - {z_}

nioc. tem zeros e, por ser analitica,

nao

-Pelo lema 7 , f(z) tem polo de ordem m 2 2 em
z L]
o
Temos, portanto,
f(z) = = = onde (c*=0 e m=22
(z-2 ) \
Como M & completa, devemos ter, para todo cami
nho divergente vy ,
Jx |az| = ~%- | £] (1+]g]?) |az| =
4
Y Y
| , o
- l<2:i 1+]z] _ |dz| =
| lz-z |
Y
Mas, se vy €& um caminho que diverge para infini-
to, sabemos8 que .
Pl(z) 'Pl (Z)‘ -
mdz < 1—13-—2—(Z—TT |dz|

Y Y
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P, (z)
1 L )
e [ F;TET dz diverge <m== grau Pl grau P, 2= -1

2
Y
Logo, devemos ter 2 ~m= =1 == ms< 3
: Vamos provar que m = 2 e z, =0 :
3xk axk
Sejam- ¢k(z) = 33; - i 53; , Kk =.1,2,3
= u + iu
o i 2
numa vizinhanga de z_ . Sabemos que estao bem definidas as
fungoes X, = Re {J ¢k(z)dz }
e, porténto, Re { J ¢k(z) dz } = ( para qualquer curva

N
- fechada ¥ c¢ontida na vizinhanca considerada de z
Seja Y 2 2= 2 = eeit :

<

-]

Temos ¢1(z) = —%— £(1 -~ 92) e

o ) B 2‘
il - J ¢,(z) dz = — e= o dz =
‘ J (z=-2z )
Y - Y
P2“ it 2 \
o X - k=(z,+ce ) cieltae =
2 m_imt

J € e

[+]

~ 2micz, se m = 2
=iqic se . m-=:3

Para que se tenha Re { J ¢1(z) dz } = ( deve~-

Y
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nos ter | c e IR .

Considerando, agora, ¢2(z) = -%— f(1+q2) temos
- DR 7. 1+22
¢2(z)dz - T dz =
(z-2z )
' Y Y
2
= L& J 1+ (zo+ee’ %) eietfar =
2 . My imt ‘
.*JQMd z 6 se mo= 2
- e se m = 3

onde sabemos que c & IR e c # 0. .

Logo, para que  Re J @2(2) dz = ( devemos
. 4 .

ter m = 2 e z°'= 0

Considerando ¢4(2z) = fg , temos

m_ime
. E e

N Y o

en ‘e
{ ¢4(2z)dz = c J St — dz =c j Z_iiﬁm; cieltat =
(z=2z )

»c2hi se m= 2
¢ se m = 3

isto &, Re J ¢3(z)dz = e nao ha nenhuma cén-

Y
digdo a acrescentar.
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25

Temos, portanto, | f£(z) = 5 em € ~-{0}
Z
glz) = z

isto €, a superficie definida & o catendide.

\
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