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PREFÁCIO

Segundo Cur'tis-Reiner' 121, a teori.a de repr'esentaçÕes -
de gr'upos foi dcsenvol-vida, em fol.'ma suz.'pr'eendentemente Comple-

ta e Útil por' G. Frobeni.us nas ultimas duas decidas do século -

dezanove. O pr'imeir'o tratamento si.atem.;taco se encontra no ].iv}.'o

de W. Burnside :'The theory of Gx'oups of rinite OT'der''' Rubi-içado

peia Cambridge Univel'sity P!.'ess em 19]-1

Um segundo estagi.o de desenvolvimento da teor.'z+a teve

inzPcio em 1929 com os trabalhos de E. Noethe].', quando a teor.'ia

foi absorvida no estudo de módulos e álgebras. Tal coisa e pos-

sível- utilizando a noção de ane] ou a].Bebi.'a de gl.'upo, associan-

do a cada r'apresentação de um grupo G sobre um col-'po K um cel.'to

módulo soba'e a algebra KG. Damos algumas irai.cações a esse r'es-
perto na seção ]-.3.

Este fato, por' si sÓ, é suficiente par'a dal.' uma ideia -

da i.mportancia do estudo dos anais de gl.'upos. TI.'ata-sc de uma -

área da matemática em que a investiga.ção e particular'mente in

tensa - uma consulta ao Mathematical Reviews, pol.' exemplo, mos-
trara a frequ8nci.a com que aparecem ar'tidos sobre o assunto e a

bi.b].ioga.'afz+a inc]uzda em Cu]'tis-Rei,ner l2 l e ]-. Reinar' 30jda-
rã uma ideia da abundanci.a de tais trabalhos

':

Em relação aos anais de gr'upas existem varias dil.'eçÕes

em quc vem se desenvolvendo a pesquisa. O objeti.vo deste tr'aba

Iho e ap!.'isentar de for'ma metódica os l.'esu].todos ate agora co

nhecidos soba.'e os gl.'upas de unidades de tais ane'is . O intepes

se do assun-t:o foi cassinalado por' l.RalHeI.' em l3nl



Mesmo nesta área no$ impusemos cer'tas restrições par'a
manter o traba].ho dente'o de limites razoáveis. Trabalhamos sem-

pre com anel.s de gr'upas finitos e, na maior.'ia dos casos, ]-imita

mo-nos a consi.dedal.' coeficientes num col.'po.

0 primeiz-'o al.'tido soba'e unidades de aneis de gr'upas e

devido a G. Hi.íman 1221 quem utiliza a teorz+a de caracteres pa-

z'a obter' r'esultados no caso em que os coefi.cientes per'tendem a

um anel- de inteiz.'os algebr'ecos. Nossa intenção OI'iginal era co-
meçar' expondo estes r'esultados, mas os trabalhos mais recentes

nos levar'am a adotar' as limitações a que fizemos r'efer'8ncia no

par'agr'afo enter'iol.', e deixa!.' de lado o conteudo desse ar'tido.

O pr'esente trabalho pr'atende ser' acessÍve]. a um ].Citar

com os conhecimentos básicos de a]gebl.'a nol.'ma].mente conta.dos -

nos cur'sos básicos de Pos-Gi'aduação. Com esse objetivo em mente,

fizemos uso livremente dos fatos básicos da teo!.'ia de gz'upos} -

mas i.nc].uzmos no Capítul-o 0 um apanhado geral de !.'esuJ-todos so-

ar'e aneis e módulos, que ser'ão de uso constante no que segue

Existem mui.to poucos textos que tratam sistemati.comente

dos anéis de gl'upos) e nenhum deles em por'tugues. Por causa di.s

se no Capítulo l apl'esentamos v.;r'ios ).'esultados básicos que po-

dem.'ão ser uteis a eventuais inte]'assados, mesmo em r'e].ação a ou

tios pr'oblemas nca ar'ea. Alguns destes se encontram, at8 agor'a,

unicamente em artigos de pesquisa; outros são tratados em tex -

tos tai.s como Curta.s-Reine].' l21 e P. Ribemboim lii . Apenas as

definições ini-dais da seção 1.4 ser'ão uti].izados na exposição;
porém, sua inclusão se justifica pel-as aplicações em outra dir'e
ção, como br'evementc se indica nos resu].todos finais.
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No Capítulo 1.[ iniciamos o estudo do gr'upo das unidades
de um anel. de gz.'upo. iJa pr'imeir'a seção expomos os fatos básicos

e na segunda estudamos a estrutura deste grupo em uma si,tuação
par'ticu].ar. O resto do capítulo e dedicado ao estudo de certos

subir'upas do gl.'upo das uni.dados.

Fi.nalmente, no CapztuJ-c 111 estudamos condições pal-'a

que o gz:'upo das unidades de um anel de grupo s:ja ni].potente

Em toda a dissertação fizemos um especia]. esfoY'ço par'a
i.ndicar', em cada seção, as fontes uti].i.fadas visando oferecer
um guia à ].iteratura soba'e o assunto.

Ç Embor'a a maior pa!.'te do trabalho seja expositivo, a]. -

Bons r'esu].todos iso].idos sãc- nossas. O teores,z 11.1.3 foi o p].'i

mei!.'o resu].fado e o teorema 11.3.]- l.'epx'escrita uma ]evc genes.'a].i

cação de um teorema de D. B. Ccleman e foi. obtido adaptando li-

dei.r'agente a sua demonstração. A seçao 11.4 e' c~ z.'esu].todo de -

nosso i.atento pal-'a obter' infor'mações sobe'e a estrutura do gl.'upo

das uni.dados no caso não comutativo. Não obti.vemos l.'esu].fados -

fo!.'tes; por'em) foi. possa.ve]. dal' uma conde.ção necessa!.'i.a e sufi-

ciente para que cal'tos subgrupos, obtidos de forma natura]., se-
j am comandos diretos .

Finalmente, consegui.mos estendal.' um }.'esu].todo de J.T~{.

Bateman e D. B. Co].íman soba'e nilpotencia, a a.Reis de gl.'upo com

coeficientes num domínio de integridade. }Ja seç3o ]:11.2 tr'a.ns -

cr'evemos a demonstração or'iginal e a seção 1.[1.3 I'eúne o nosso
tr'atalho nesse sentido. ',

Recentemente J.}4. Bateman li21 e K. }Totose e f{. Tomina

ga l25 i obtiveram novos r'csu].todos sobre (a solubilidade do grupo



das uni.dados de um anel. de gr'upo, que não fo}.'am ine].uz+dos neste

tr'atalho par'a não estende-lo em demasia e z'epl.'esentam a sua
pl:'incipal cmi.ssão .

lv

Durante os nossos estudos de mestrado no Instituto de -

Matemática e Estatística de Uni.versidade de São Paulo foram tan

tas as pessoas que de uma for'ma ou de outl.'a colabor'ar'am na nos-

sa fo].'mação que agz.'adecimentos detalhados ser'Íam impossz+veis -

sem se cometer' injustas omi.ss8es . }tuito par'ticularmente quere-
mos agr'adecet' as segui.ntes pessoas ;

Aos Proas. Renzo Piccini.ni e Wa]dy].' b1. 0].iva, pe].a sua
orientação e está.mulo dur'ante os nossos estudos no l.f{.E.U.S.p

Ao PT'of. Car'los B. de Lyr'a, pela paciência e amabi].i.da

de com que nos ouviu falar sobre a nossa di.sse].'tição e pe].as
suas valiosas sugestões.

Ao PI'c>f. Alfredo danes, por' ter' sugerido o assunto des-

ta dissertação, pelo apoio e dedicação muito além dn que p('dl+a-

mos merecer e por' ].'azÕes ainda mais i.mportantes: a e].e devemos

ter nos interessado peJ-o estudo da .;lgebl.'a e, em boa medida, a
pr'ãpr'ia decisão de estudar' Matema-t:i.ca.

São Paulcn, dezembro de 1 9 7 2

c. P.}{

Dux'ante a reaIS.zação deste trabalho o autor teve o auxílio finan

cear'o do Progr'ama Mu].ti.nacional de 11atemáti.ca da O].'ga.nização de
Estados Americanos e da Fundação de ímpar'o ã Pesquisa do Estado-
de São Paul.o
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íbIDICE DE SÍMBOLOS
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considcr'ado como moduJ-o ã esquel.'da soar'e si mesmo

soma di.neta, quando usado x e y for'em anéis, mãdul-os,

ideal.s, álgebr'as e pl.'oduto di.Feto, quando x e y forem
g!'tipos escritos multipl i.cativamente

® = pl.'oduto tensorial

(D) = anel de mata.'izes de nxn com coeficientes em D.

GL(n,D) = gr'upo das matei.zes inver'szPveis de 14 (D)

Homo(B, C) = conjunto dos A-homomor'fismos de B em C

J(A) = 1'adical dc Jacobson dc A. (pãg. 6)

AG = anel de grupo dc G] com Coeficientes em A. (nãg. 8)

E: = função z+ndicc (pág. ]].)

dimKV = di.menção de V como espaço' vet

].(KG) = ccnjuntc, dos ideais de l<G

S(G) = conjunto dos subir'up')s do grupo G

L(H) = i-leal- associ.ad( ao saber'upo H (pãg. 3q)

U(A) = gr'upo ricas unidades do anel A

'Lpl = gl.'upo czelieo de 03.'dem pZ

K : K- {O}

U (Ki{), UI(KH) : vcr' pãg. 59

UI(KG) : subgl'upo das unidades ner'Dali.zadas de KG (pãg. 46)

U. (K, H) = ver nág. 62

anel. A

y

n
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&

A''

/ /



CAPÍTULO O

Reuniremos aqui vár'ios resultados clássicos soar'e a teo
ria de anéis e modulos a que far'emos refez.'encha muito fr'equen-
temente

A maiori.a de].as encontra-se demonstrada com certo cuida
do em nossas notas l3.01 com vários exemplos. Excelentes expos2.
ções destes r'esultados podem ser' achadas em Curtas-Reiner l21
ou em Ribemboim llil . Também poder-se-a consultar com pr'ovei'
to Bourbaki l].l

Apenas enunciar'erros - sem demonstração - os fatos bási-
cos) que serão usados li-veemente no resto da disser.'ração sem fã
zer' refez'ência exp].íci.ta.

Neste capítu].o, A inda.cara sempre um anel com üni.jade

O.l. MÓDULOS SEMISIMPLES

Defi.nação 0.1.]..- Seja }4 um A-módulo . Um submodul-o N

diz-se um somando dipeto de M se exi.s
te um submÕdu]o Nç:14 ta]. que I'! = N © N' i.e. M = N + N' e
N Í''\N' = {O}

Defi.nação 0.1.2 Um e].evento aeA diz-se um e].ementa
idempotente se a ' = a

PT'oposição 0.1.1.- i) Selim }{ um A-moduJ-o e p:F{ ' F{ um endomor'-
fi.smo de M taJ- que p' : p ( p díz-se uma p].'ojeção)

Então: f4 = ]:m(p) O Ker'(p) . Recipr'ocamente, se }{ = N © N' exiE.
te uma pr'ojeção p;F{ ..» ]-{ ta]. que Im(p) : N e Ker(p) : l-i'

i.i.) Se a é um elemento idempotente de A, en-
tão, A.a = {x.ajxeA} e um submodu].o de

consider'ado como modulo a esquer'da soba'e si mesmo)AA ( o ane.L

e

.A = A.a © A(l-a)



Recipr'ocamente se AA : A]. O A2} existe um idempotente aeA tal

que AI : A.a e A2 : A. (l-a)

2

Teorema 0.]..]. Seja M um A-módulo. As segui.ates afia'mações
são equivalentes:

i)

ii)

iii)

M e soma dir'eta de A-modulos simpl-es (i.e. de A-modelos
que não cone;m submc3dulos prt5pl'i.os)

M e gerado por' uma família de A-moduJ-os simpl-es.
Todo submo auto de }{ e somado direto

iv) Todo quociente de 1~{ é farol' direto

v) Toda sequência excita do tipo 0 +;'í -+M'>M/N '- 0 cinde

Definição 0.]..3.- Um A-modal-o M di-z-se semisimp].es se ver'ifica
al-gume(e, pol'tanto, todas) das condições equi

valentes do teor.'ema acima. Às vezes M diz-se lambem, completa -
mente redutz+vel

PT'oposição 0:].!2. - Seja {Nj.}i€1 uma famÍli.a de A-modal-os sim -
pies. Então, todo submodul-o de M = © N{ e

i.somorfo a um módulo da forma 0 i~í: , onde JCI
i€J

corolári.o.- Todo submodul-o simples de }l e isomorfo a al-gum N: ,
i€!

PT'ooosj.cão 0.1.3 i) Todo submodu].o de um A-módulo semisim
pl-es é semisimples .

ii) To(lo quociente de um A-m8dul-o semisim
pies é semisimples .

iii) Soma direta de semisi.mp].es é semisi-m
pl-es

PT'oposição 0.]..4.- Um A-modu].o semisimples }4 tem compl'imento
finito, se e somente se, ; finita.mente ge

Fado.
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0.2. ANÉIS SEMISIMPLES

Defina.ção 0.2.]..- Um anel com unidade A diz-se semisim
].es artiniano se o A-m;dulo .A e'

s emir i. mp le s

Teor'ema 0 . 2 . ]. As seguintes agir'mações são equivalentes

i)
ii)

Todo A-módulo e semi.simples

A e um anel- semisimp].es ar'tiniano

A e a soma dir'eta de uma famz+lia finita de i.déi.as à es
qual-'da minimais

NOTA : Um anel semisi.mples a].'fintado A, no senti.do da defina -
çao acima, sendo com unidade é finitamente gerado Como

A-m(5dulo e, pol'tanto, satisfaz a condição de cadeia descendente
O empa'ego do adjetivo ''artiniano;: fica a.ssim justificado. Um -
ane]. senisimples az.'tiniano também satisfaz a condição de cadeia
ascendente; por'ém ã o fato dele ser artiniano que per'mate obter'
as condições equiva].entes do teorema acima.

Note-se ainda que os submodulos simples do A-modulo AA
são, precisamente, os ideal.s ã esquel.'da mini.mais de A. Logo, a
condição i.ii.) do teorema 0.2.]-. e, em essência, uma decompor.L
ção de AA em soma di].'eta de submodu].os simples

PronosiSão 0.2.1. - Seja A ; © L{ uma decomposição de A em soma

di-r'eta de i.duais ã esquel'da minimais. Então,
existem elementos {e:} de A tai.s que

' ].<i<t

t

ll

i) ei' ; ei , l<i< t
ii) i # j implica e:. e

não pode ser' expl-'essa na fol'ma e: = e.l + elJ com e.l ,e!

mpotentes tai.s que e:..ejÍ = 0, l<i<t
iv) 1 : }1 e

iii)



Recipr'ocamente, se {eillgj.gt e uma famz+lia de elementos de A ve
rificando as condições i), ii.), iii.), i.v) acima, defi.nindo -

Li : A.ei) os Li são ideais a esquer'da minimal.s de A, ].$i<t e

A = © L. .

4

t

Zl

PT'oposição 0.2.2. - Sejam A = © L{ = © LJ duas decomposi -
i:]. ' :i:]. -

çÕes de um anel A em soma dir'eta de ideais
a esquer'da mini.mais. Então, t=s e existe uma per'mutação veSt -
tal que Li ; Lv(i)

Definição 0.2.2.- Um anel diz-se simpl-es se ele e semisimpl-es

ar'tiniano e contém exatamente dois ideais -
bilater'ai.s : (0) e o próprio anel

Dada uma decomposição de um anel semisimples ar'tiníano
em soma dir'eta de i.leais ã esquerda minimais A = & L{ , a fama

lia F = {L;} pode-se escr'ever' como r'eunião de subfamÍ -
' ]. (j.<t

lias F = FIU F9U. . .U F.F de modo tal que dois ideais pel'tendem ã
mesma família, se e somente se, são isomol'fos.

ll

Definimos, então, B: ; © L
] LeF

Os conjuntos BI não dependem da decomposição de A em sg
ma direta e são ideal.s bilateral.s minimais de A.

]

De:fjj:!!j:çq:Q Ql2.3.- Os ideais B4 , ].Íjg s , definidos aci-ma dizem-se
as componentes sj:mples de A

Teorema 0.2.2. - (Wedder'bur'n)- Seja A um anel semi.simples ar'ti-
niano. Então:

i) A e' soma dir'eta de suas componentes simples {B.i}
' ].<i<s

ii) Todo idea[ bi[atel'a]. de A e soma dir'eta de alguns membx'os

da famÍli.a {B; }
].Sins



ii.i) Cada componente simples B; ; isomorfa a um anel de mata'i-
ões Mn;(Di) com coefi.cientes num anel com divisão D.i. Se

A for uma a].gebr'a sob!.'e um col'po K então cada D{ estende
K e o isomorfismo

5

A (D
"«; u:';)

e um isomor'filmo de K-a].gebr'as
S S t

j.=1 Bi : j©]. B.i são duas decomposi.çÕes de A em sg

dir'eta dc ideais bi.].aterais minimais, então, s =

exi.ste uma per'mutação a É; Ss tal que Bj. = B'(i)
M /'l"V\ :l' h4' /'r"'xt\ ...,],. 'r-x . -n9 "- .'' ,sao anéis com divisão , $e e

S l e

j.v)

v)

se A

Mn(D) ; Mnt (D' ) ) onde

somente se) n = Rt C

e' um ideal mini-mal a esquer'da

contido em Bi ; Mn:(Di)) então, D:

HomBi(Li) Li), onde D: inda.ca o anel oposto do anel Dj.) i.e) o

anel defina-do no conjunto Di com a mesma soma e o pr'oduto defi
ni.do por' aOB = 13.a , a,BeD

Existe um único Bj-módulo simpl-es) a menos de isomorfis
mos, e este e' fiel (i.e. seu anu].odor e' (0) )

Pode-se demonstrar ainda que o numero n{ e i.qual ao nu-
mer'o de ideais à esquer'da minimaís que compor'Caem na famÍ].i.a F{ .

Ainda, Como Bi-nodulo si.mples (pode-se tomar a soma dir'eta de -
nj. copias de Di onde a multipl-ilação por' elementos de Bi defi.ne
se da seguinte for'ma:

Dados bebi) x : (xl). . . ) Xn{ ) eDi. ©. . .© Di' consider'amos

imagem de b pelo isomor'fismo, e definimos:aC M. (D ) , al

b.x = a.x
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1111:aposição 0J2.4: - ( Lema de Schur') Seja K um cor'po algebr'i-

camente fechado e A uma álgebra simples de
di.mansão finita soba'e K. Então, D = Romã(l-{, M) (onde M indica -
um A-modelo simples) é i.somorfo a K

Col'ovário .- Se A e uma l;lgebra semisimples ar'ti.dana soez.'e um

cor'po K algebr'icamente fechado, então:

M (K) ©n l
© M (K)n

S

PI'oposição 0.2.5.- Seja A = © B{ a decomposição de A em soma

direta de suas componentes simples. Então,
existem e].ementas {e{ } em A tai.s que

].Çi<.s

S

ll

l$i$s

ii)
iii)

iv)

ej.'ej : 0 se i # .i

ei per'tende ao cento'o de A, l$i<s

ej. não pode ser' expl'essa na for'ma ei ; e:. + cli com e{.,

ejl idempotentes do cento'o de A tais que e:..eji = 0,
l<i<s

i:} '

S
v)

vi)

PI'oposiç;ao 0.2.6 - Seja A um anel semisimples ar'tiniano.e

A = O L; uma decomposi.ção de A em soma de

ideais à esquer'da minimais. Todo A-módulo simples e' isomorfo a

aJ-gum L{ , l$i<t

t

l.1

0.3. RADICAL DE JACOBSON

Definição 0.3.]..- Seja M um A-modu].o. Chama-se radi.ca]. de Ja

cobson de M ao submodu].o enter'secção de todos
os submÕdul-os maxinais de M, que indicar'erros por J(M)
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Observação .- J(M) = H se e somente se M não contem submõdulos 

(o), M diz-se sem radicalmaximais. Se J(M)

J(H) pode-se

de M que pertencem , 
gum A-mõdulo simples.

caracterizar como o conjunto dos elementos 

ao núcleo de todo A-homomorfismo de M em al-

Definição 0.3.2.- Chama-se radical de Jacobson de um anel A ao
radical do A-modulo A .A

Proposição 0.3.1.- As seguintes afirmações sao equivalentes:

i) x 6 J(A)

'para todo A-modulo simples M vale x.M = 

1-ax admite inverso ã esquerda,

ii) (0)
iii) para todo aGA .

Definição 0.3.3.- Um elemento aGA diz-se um elemento nilpotente

se existe um inteiro n>l tal que an = 0 .

Um ideal L de A diz-se um nilideal se para cada elemen
to x G L existe um inteiro n(x)n(x)> 1 tal que x 0.

Um ideal N de A diz-se um ideal nilpoetente se existe

(0), onde Nn indica o conjunto
com

um inteiro n>l tal que Nn = 

todas as somas finitas de elementos da forma x^..
de

. xn
x. G N, l<i<n .
í

nilideal de A então NCJ(A) .Proposição 0.3.2.- Se N e um
Se A e artiniano, então, J(A) e um ideal nil

de todos os ideais ã esquerda nilideal somapotente, que e o 

potentes de A .

Então, A e sem radi-anel artiniano. 

somente se, A e semisimples .
- Seja A um 

cal, se e
MOTA.- 0 radical definido aqui deveria chamar-se radical 3 es - 

querda, pois temos trabalhado sempre com idears a esquer 

da de A. Porém, demonstra-se que 

o radical que obter-se-ia tra

Teorema 0.3.1.

J(A) ê bilateral e coincide com
ã direita.balhando com ideais a

li
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CAPÍTULO l

MinIS DE GRUPOS

1.1 DEFINIÇÃO E PRIMEIROS EXEMPLOS

Seja A um anel- com uni.jade l e G um gl:'upo notado multa
plicativamehte, cujo elemento neutro inda-car'emos por' lc ou tam
bém por' l quando não houver' perigo de confusão.

Notaremos por' AG o conjunto de todas as funções quase
nulas defina.das em G com valores em A. Se a eAG ã uma tal fun-
ção) e usual- indicar' a pela combinação linear for'mal
a= E a(g).g , o que faci].ita as notações. Às vozes, indexando

g€G
li.e{g l

aa
i€1

1} escrever'amos os elementos de AG na for'ma
com a i' a(gj.)É; A e (ai) i€1 quase-nula

Se G for um gl'upo finito, indexando G = {g].). .. ) gn}
entender'emos sempr'e que gn : in

Em AG pode-se defi.nir' uma soma, usando a noção usual de
soma de funções i..e. dados a,13CAG, a+B e a função definida por'
(a+B)(g) : a(g) + 13(g), ge G

Com a notação for'mal- i.ntroduzida, podemos escr'ever'

i€1 aigi+ iEll bigi:j.EI(ai+bi) gi

Pode-se defina.r tambem pl'oduto de elementos de AG
escalar'es de A da seguinte for'ma

Dado acA, acAG aa ser'a a função defina-da por'

por

(aa)(g) = a.cl(g) , ge G

Uma verificação tr'ivial mostra que AG com as open'açoes
definidas 8 um A-modelo a esquerda; mais precisamente, e o A-mg.

du[-o ]-ivr'e ger'ado Feios elementos de G.

Quer'erros introduzir' ainda um pr'oduto em AG, de for'ma
tal que, com a soma ja definida, se obtenha uma estrutura de



:;::.'l:'

©

anel. TT'abalhando apenas fol'mal-mente, sea = E aeg; e
i€1 ' '

B = E b: gú ser'ia natural defina.r':
.i e! ] ']

a. 13 : E (a{ .bà)(g{ .g.i )
x)J

onde aj..bj indica o pr'oduto no anel de ai e bj e gi'gj o pi'odg
no grupo G.

Associ.ando par'a levar a for'ma inicial, ter'-se-Ía

: kel k'gk

onde ck e uma soma do tipo .E. ai'bj onde os par'

doces são todos aquel-es par'a os quais gi'gj : gk

Adotar'emos então a seguinte definição para o pr'oduto:

oc. É3 : }1 c(g) .g
g€G

onde c(g) = E a(m) .b(n)
m.n:g

chamado o pr'oduto de çonvg+yçg:g das funções a e 13

Novamente, ; fácil verificar' que com a soma e o pr'oduto
definidos, AG é um anel- com unidade. (a unidade sendo o el-emen-

to E a(g).g onde a(IG) : l e a(g) = 0 pal'a todo outro eleme!!

to g eG, que ser'a denotado simplesmente por' l)

Se A e comutativa, ai.nda temos:

a.(a13) : (aa) B = a(aB) , aeA, a, B eAG

].ogo, se A e comutativa AG ê uma alaebr'a soar'e A . Tal 8 o cg

se quando se tomam os coefi.cientes num cor'po; situação esta a
que nos referir'amos muito fl'equentemente neste tr'aba].ho .

-+ 'i'ndees
9

g
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DglEinj:çq:g ]l!!.=1.r - Seja A um anel- com unidade e G um grupo . O
anel AG consta'uÍdo acima diz-se o anel de -

aruoo de G sobre A. Se A e comutativo, AG diz-se a Ê.}&Êêr'a de
gr'upo de G soba'e A.

Afunção i: A -> AG defi-ninfa por' i(a) = a.IG) aeA9
e um monomor'fismo de aneis ; por'tanto, identificaremos fr'equentÊ
mente A com a sua imagem em AG.

Da mesma for'ma, a função i:G -+ AG definida por' i(g)=1.g
e um nonomorfismo (de gr'upas multipl-icati.vos) e também podemos
identifi.car' G com a sua imagem em AG.
Note-se que, com esta i.dentifi.cação, G g uma base do A-módulo -
].ivre AG.

P=gposiçãg [:L:].: - i) Sejam G e G' gr'upas) f:G 'F G' um homomor'

fisco de gl'upas e A um anel (comutativa)
com uni.jade. Então a função f':AG -> AG' definida por'

?( = a(g).g) = }1 a(g).f(g) g um homomoz'filmo de anéis ( de
geG geG

álgebras) tal que rIG : f . Ainda, se f é epimor'fismo ou mo-
nomor'fismo f lambem o e

ii.) Sejam A, A' anéis (comutativos) com unidade, G um

gr'upo e f: A '» A' um homomorfismo de anéis com unidade. A fun -
ção f:AG -> A'G defina.da por' f(}i a(g).g) = E f(ct(g)).g ê um

geG g#
homomoz'cismo de anéis (de ál-febras). Ainda, se f 8 epimor'fismo

ou monomorfismo f também o e
A demonstração ê imediata

Al-gins homomor'fismos impor'tartes , que usaremos frequen-
temente na exposição podem obter'-se como exempl-os da pr'oposição
acirra.

Exemp ].o ! : ! : ]. Se H e um subir'upo nor'mal de um gr'upo G nota

I'erros por' g a Classe do elemento g no quocie2
te G/H . O homomor'filmo canónico G -+ G/H se extende a um homo-

mol'filmo f:KG -+ K(G/H) definido por':

E kiwil l



Exemplo 1.1.2.- O homomor'fisco tz.'i.viam. G -> {1} se extende à
função c:KG -> K defina.da por' e(EI bigi) :E ki chamada esili:ãa...i=.

doce. O fato da função índice ser' um homomor'fi-smo de anéis se -
traduz nas seguintes propr'iedades que ser'ão usadas fr'equentene2

l l

te

j.) c(a +13) : c(a) + c(Éi) ii) c(a. B) = c( B).c( B)

pr'oposi.ção 1.1.2.- Seja f:G 'r H um epimor'fisco de grupos) K
um cor'po tal que cara t lnl f:KG + K6Ç\o hg.

momor'cismo induzido e N = Ker'(f) . Indicando por' {cl'.. ) cz}
um conjunto completo de r'epz'esentantes de cl-esses módulo N, o

conjunto {cj.(aj- ]-) laj N, l<i<t} ; uma base de Ker'(F) soar'e
K

Demonstr'qçqo

Claramente, os elementos da for'ma c.i(al-l-) per'tendem a Ker'(f)
e o conjunto e linear'mente i.ndependente

Açor'a, um elemento cEe AG pertence ao nuca-eo de f, se e somen-
te se, escr'ito na fol'ma a = =. kl.l cja.l se ver'ifica E ki.l : 0)

{ 4 [] 1] q ]-]

par'a todo i, l<i< lml
)

Então a= 11

1 )]
a. - E(Ek

iE:jkj.jci(aj-l) []

Sejam G.H gr'upas) f:G '» H um epimor'cismo de

Dual-eo N, K um cor'po tal que carK t jal e
F: KG -+ KH o homomorfismo induzido. Então KG ; KH 0 Ker'(F)

Seja n : }l x
x€N

Um cá].cu].o dir'eto mostra que n e um el-ementa idempotente que
per'vence ao centro de KG

Chamando R = KG.n e S = KG.(].-n) = {a KGla.n=0} tem-se que R

e S são ideais bi].aterais de KG e KG = ROS



Provar'emos inicial.mente que R e i.somorfo a KH. Seja {cl)... )cz}
um conjunto eompl-eto de r'epresentantes de classes de G mÓdu].o N

e L = {cl'n,..., c n}

É fácil. pr'oval' que o produto de KG ê fechado em L e va-

le a pl'opriedade de cancelativa em L; poi'tanto, L e um subgr'upo
multipli.bati.vo de KG

12

Ainda, a ap].i.cação f:G -- L definida por'

g€ N t.....---

é um epimor'fismo de gr'upas cujo núcleo e, precisamente, N

Logo L ; G/N

Novamente um cá].cu].o dir'eto per'mito mostrar que L e base de
soba'e K; ]-ogo:

R

R ; KL

Finamente, pr'oval'emos que S = Ker(?)

Da pr'oposição 1.1.2. temos que Ker(F) tem base

{ci(aj-l) jaj € N, Z$i$t}

Agoz'a: ci(aj-J-) n = ciaj n'cin e F(ci(aj-l-)n) = 0 . Cada
elemento de uma base de Ker'(F) pertence a S e, por'tanto.
K.. r'F\ -'' q

Ainda: dim [Ker(f)] = t( ]W ] -l) e

dim [S[= dimEKG]- di-mIR]= tINa-t = dim]Ker(f)]

e r'esu].ta a igualdade []

Na seção 1.2 vel'amos teoremas mais ger'ais soar'e decomposições
de KG em somas diretas .

Par'a concluir' esta seção estudar'amos um caso muito simples em

que e fãci] deter'minar' a estrutura do ane]. de gr'upo.



g319111E.]=g..l .i.3. - Seja G um gr'upo czcl-i.co de or'dem m) a um ge-
r'odor de G(então G =ÍI, a, a2,..,am-l}) e

R um anel de i.ntegr'idade

Pode-se definir' um epimorfismo 4) : R[X] -+ RG pol.'

13

f € R [X] 1-----------9f(a) € RG

Do teor'ema do i.somorfi.smo par'a anéis temos
Ker( 4) )

onde Kel'($) é da for'ma Ker'($) = (fO) sendo fO o pol-in&mio mini
co, de gl'au mz'nimo, com ].'ax+z a

No i.somorfi.smo i:R[X]/Ker(q)) '- RG o elemento a col:'r'esponde a
classe X + (fn)

Mosto'cremos ini.cialmente que fn: Xm-l . De fato, como am.].:0

vem que f01 Xm-l mas, se fO for da fol'ma f0= }1 aiXz com n<m
ter-se-ía

fO(a) : aC) F ala+. .+c]na : 0 e os e].ementas de G se].'Íam
].i.Real'mente dependentes em RG, o que é uma contradição.

Se.3a então Xm.l: fctl ... fat a decomposição de Xm-l

em produto de pol-i-n8mi.os maricas irredutx+veis de K[X.]

Temos então

...l!.:, *Cn ..!,-:BÇ.a . . «[x]
(Xm-l) ' (ff' ) rjlto

onde V leva a classe X+(Xm-l) em (X+(f.l),..., X+(ftt)

Agora, se tomamos os coeficientes num eor'po K e se Xm-l se

decompõe num produto de polinÕmios i].'redutíveis monicos bife

!.'entes dois a dois em K[X], tomando (].)''.) €1t z'azzes de

fl'..., ft num fecho a].gebrico de K, temos que

Krx'
Q

( f{ l )

mento €1{ no isomor'filmo e z'esulta:

KG ; K(€1) ©.. O K(et)

a
; K(ei) onde a classe X + (f.iz) col'responde ao el-e
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que os cor'pos Ktl.i)) iSz$t) sao anel.s simples.

Da unicidade no teor'ema de Weddel'bur'n, vem que a decomposi.ção
obtida e' a decomposição de KG em soma di.neta de anéis si.mpl-es.

blo isomor'cismo final KG --------)K(€1l) ©. . .Q K(EI.r) o elemento a vai
na t-mpla (€1l'...9 €1t). Convl;m observar' que os Êl;, sendo ].'al+-
zes do polinomio Xm-l, são raízes da uni.dade

Um caso particularmente interessante 8 quando K = Q, o
eoz.'po dos nümez.'os z'aci.anais. Neste caso, os favores irredutz+veis

de Xm-]. são os poli.nÉ3mios ci.clot8micos ©,.l(X) onde d per'col.'l'e
os divisor.'es de m.O numero de componentes simples de QC, com
cíclico dc ordem m, é $ (m), onde $ i.ndica a função de Euler

Se K = C, o eor'po dos numez'os compJ-ecos, Xm.l se decom--

poe num pl.'oduto de fatal'es lineares em C[X] e CG e isomorfo a
uma soma dil.'eta de m copias de C

Conc].ui.remos estudando dois casos pa].'titulares.

Se G g o grupo Cíclico de ordem 7, a decomposi-çao de X7.]. em
QCx] é x7-l = (x-l)(x6+x5+xç+x3+x2+x+l)

Logo, chamando €1 a uma r'aÍz primitiva de or

QC ; Q © Q(o

Se G é o grupo cíclico de ordem 6, a decomposição de X6.l em

Qt){l e' X6.].:(X-J-)(X+l)(X2+X+l)(X2.X+l) e temos

Note se

dem 7 temos

QG = Q © Q © Q (-J-'ti'q) © Q( I'Fi"q')

onde :3:!#:g e [,ai.z de X2+X+]. e 1] zl/7 jazz de X2.X+].
=n » . N

Note-se que os dois ü].rimos somandos são iguais.

gzs!!!E.à.g.l.l.l+.- Vamos mostrar aquzr que, se (] é um gr'upo abelia-
no fmi.to e K um cor'po tal que carK T jal , então a a].gebr'a de
grupo é da fo}.'ma:

2

KG ; K((1) O...©K(€1t)

onde €1].}. . } et são I'azzes da unidade num fecho al-ge'brigo de K
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A demonstração elementar que dar'emos Õ devida a Gulliksen-Vista
nathan-Ribemboim 1201
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Sendo G comutativo, do teor'ema de estrutur'a pal.'a gl'upas abel-ía-
mos finitos sabemos que G pode-se escrever como um produto dir'e
10

H. x...x ]ll m

onde cada HI e um gl'upo cíclico. Fal-'emos a demonstração por' in
dução em m.

G e cz'cl-ico e, do exemplo anterior-', podemos

K[X] , onde n =IGI ~
( x' '- l )

como cara t n, Xn.l e um polinomio secar'aval- soba'e K

decomposição em pl.'oduto de fatores il.'redutíveis monieos em

K[X] e da fol'ma Xm-]. = f].) ''ft onde i#l] impl-ica fi # fiã

Se

escrever KG

a sua

ft onde i#l] imp].ica

A discussão do exemplo anterior mostra que, neste caso,
a tese é verificada

Seja agora G = H.x. . .x H. com m>1 e suponhamos o r'e
su[tado valido par'a todo pl.'oduto de m-] gr'upas czc].ices. Temos
então:

KG ; K((H[x . .x Hm-].) x fim) : (K(H]x...x Hm-].))(Hm)

Da hi-po'tese de indução podemos supor' K(H].x. . .xHm-l);Kl©. . .©Ks

onde cada K{ , ISi<s e uma extens:o eiclot8mica. de K Ao-orã

(Kl©'..©Ks)(Hm) K].(Hm) O. .© KI(Hm)

Finalmente, cada somando K{(H.) ; soma dil:'eta de extensões Ciclo
temi.cas F. de Ki e Ki uma extensão ciclotE3mica de K, então Fi e
uma extensão cic]ot8mi.ca de K, e r'esu].ta a tese

O recípl'oco deste r'esu].Lado também e valido, i.ê. se
KG e soma di.neta de extensões ciclot8micas de K, então G e abe-
liano (o que ; trivial pois a pr'opr'ia álgebra KG o ser'a) e

car K t ICI . Isto Último ].'esulta.pá trivialmente do teor'ema de
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}qaschke (Teorema i . 2 . ]. )

1. 2 ALGUNS TEORElqAS DE DECOtqPOSIÇÃO

Começaremos esta seçao com um r'esultado Clássico devido
a I'Íaschke cuja impor.'tareia será evidente nas aplicações

Teor'ema. 1.2.1.- Seja K um cor'po e G um gl.'upo finito.
Então KG g Remir.imn].es n-ptiniano. se e

se, car'K t lcl

Demonstração.-

Suponhamos que car' K t ICI
Par'a cada elemento clCKG definimos

:KG -» KG por Tct(x) = u.x, xeKG

Se consider'amos a matriz associada ;i função ]-i-near' Ta
G, e fácil verificar' que

i) Se g / ]., tr(Tg) = 0 onde T].'(Tç,) inda-ca o traço dca função

ii.) tr(TI) : CI

Seja então J = J(KG) o I'adical de Jacobson de Kcl. Quem.'erros pro
var que J =Í0}. Como G e finito, KG e de dimensão finita soar'e
K e, portanto, um anel artini.ano.

Logo J e um ideal nilpotente

Suponhamos que exista 0 # a J da for'ma a = Ekig

como k$ / 0 par'a algum j . MuJ-tipli.cardo por' g.I' temos:

'i. cl = k=. 1. + E k.l g: e J
j J - i#]. ' '

Açor'a, e fácil ver'ifical.' que Ta= kj'rl.+iEiki Tgi e

calculando os tr'aços r'esOectivos temos

somente)

].inearaplicação Kuma

basena

T
g

l
l
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tr' ( Tcl ' ) KJ' ICI / O

Mas, como OI'eJ, Ta' deve ser' uma função linear nilpotente e

tr'(Ta..) = 0 e obtemos assim uma contradi.ção

Par'a pr'oval o }-'ecípr'oco mostraremos que, se cal-' K l lcl

então KG não e semisi.mpl-es

Seja a = }1 g . Como os e].ementos de G são linearmen

te independentes em KG, cer'temente a / 0
gCG

Dado g eG tem-se g . oc=a. g :a Agol.'a

2a E g
geG

}l CE.g
aPG

Como car K l lcl temos assim cl' 0

O ideal KG.oc ger'ado pol' a é um ideal nilpotente, não
pois(KG.cl)z = 0 e 0 / aCKG.a logo KG.ocCJ(KCI) / 0E]nu].o

O r'esu]tado aci.ma foi gemer'a].azado por' l.G. Connell
i81 , que pr'ovou que o anel- RG e semisimples, se e somente se,

R e semisimp]-es e G e finito, ta] que ICI e inver'sÍve]. em R
( Ver' também P. Ribemboim lzll)

Traduzindo agor'a o teor'ema de Wedder'bul.'n no caso que
nos ocupa obtemos:

KG tem um nlimer'o finito de componentes simpJ-es ll ,.. . , . ;
cada ideal bilatera]. de KG é da forma 1. ©.. .©l. com

<itgm e) em par'ti.pular KG = llO...©l

Teorema l 2 2

1]. zt

ii.) Cada componente simples e soma de i.leais ã esquer'da minimal-s
de KG, todos isomor'fos entre si. Ideais minimais à esquel'da
cor'respondentes a componentes si.mples difer'entes são não iso
morfos.

iii.) Cada componente simpl-es tem unidade e, consi-gerada como algo
br'a e isomol'fa a uma âlgebra de matrizes Mn.(Di) onde Di ;

l
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um anel com azvzsao e ni e o numel'o de i.deais ã esquer'da mi.ni

mais que comparecem na decomposição de 1. . Ainda, do lema
Sehur, se K é algebr'icaJnente fechado, Dj = K par'a ]-<i<t

iv) A cada componente simpl-es .[z corresponde umãnico lj-mo-
du].o ir'redutível, fiel, }{.i ' Se L.i e' um idea]. à esquerda
mi.nimal na decomposição de l{ ,pode-se tomar D? =

Homlj.(Li) Li) . Ainda Li ; Di ©'..© Di(ni vezes) com a
multiplicação pox' um elemento aeKG defina.da da seguinte
for'ma

de

No isomorfismo KG ; I'lnl(DI) ©' . © Mnt(Dt) o elementoacorres
pondo a um elemento da for'ma (/\l,. . . , At). Defi.ne-se então

(dl' .. ) dn.) como sendo o pr'oduto de matrezes
l

A.
.1

Par'a calcular' o numero de componentes simples de KG no
caso semisi.mples pr'ecisamos pl'oval' o seguinte

Lema ]l.l.l - Seja A um ane]. comutativo com unidade e G um gr'u-

po fi.ni.to. O centro da A-ãlgebl'a AG, C(AG) =

{clCAG lax = xol , xeAG] e uma subalgebr'a de AG; consi.der'ada co

mo A-módulo e' li.vre e seu i)testo e i.gua] ao numer'o de c].
conjugadas de G

esses

;Es!:en9..1;:i:aggg. ' O fato de que C(AG) e' sub.i].Bebi.'a I'esu.Lta imedi.a

temente. Pal'a provar' que e livre com o posto in
picado vamos exibir' uma base de C(AG) sobre /\.

Sejam c.L3''') cz as c.Lassas conjugadas dc G. Pal'a cada i,
l<i<t, definimos:

'vj. : .}l g
' gecj.

Mostram'amos i.nicialmente que yiC C(AG) , l$i.$t

De fato, y.ie C(AG), se e somem c€G



CYic : !.cgc'l= E g:yj poisconljugaçaopor''
' aeC. nnr'' 'h' l E,-#''{

um elemento de G e um automo].'filmo que conse].'va as classes con-
jugadas

mas

Ve!.'ifi.daremos agir'a que o conjunto { y.] e linear -
+ ' l$i<t

mente independente. Suponhamos 1l k:y: = 0 com k;eA, l.<i.<t,
i.é. E ( }] k;g ) = 0 . Da independência ].ideal' de G em AG

j =] aeC. '' ' o''l

vem imediatamente que k{ = 0, 1$i-<t

Final.mente, dever'emos pr'oval' que o conjunto {yiJl<i<t e
gel'odor. Par'a isso, bastara pr'oval que um elemento aeÃG:

pertence a C(AG), se e somente se, esc!.'ito na forma ocde klg{ ,

e].ementas de G per'tencentes a uma mesma classe conjugada epal.'Ê
cem com i-quais coeficientes

Sejam gi) gi € Ci e h € G tal que h.g:ih"l ; gj ' Então

l

~: ;'::.;: * .::*j'j

cl : h cth ' = kig{ + }l k;(hg4 h ')
' ''' j / i J J

Da unicidade de expr'essas de a vem que os coeficientes de g
' E: são igu;j-s . []

l

IElililJzpzg:çga }:li:!: - Seja K um cor'po aJ-gebricamente fechado e G

um gr'upo fmi.to tal que earK l IGI . Então,

o nume].'o de componentes simples de KG 8 igua]. ao numer'o de clãs
ses conjugadas de G

gSngng..E=gS.ge...:.- Em presença do ]-ema , provar'erros que o nume],'o
de componentes simples de KG e igual à dimen

são de C(KG) sobre K.

Seja então, cantor'me aos teoremas .[.2.1 e 1.2.2

KG ; }{ (K) © © M (K)
nt
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l

l
:].

C(KG) ; C(}t..(K)) ©...© C(M(K))
111 n.F

Mostrar'erros que, se ]-n. indica a matriz identidade de ftn:(K)

então C(i~{. (K)) = {k 1. keK}n . '''''' ' n

Seja A : (ai.i) C C(14nj(K)) e considel.'erros as matrizes lhk:(eij)

tais que ei:l = 0 se i / h ou j / k e ehk

Notando A.lhk :(cil]) e lhk' A ;(cij) tem'se aue

cij 0 se j / k e cik aih' c'ij 0 se i / h, chj ;.jK

como deve ser A]-hk : ]-hkA tombem l-'exulta al.h : 0 se i/ h,

ajk osej /ke ahh:akkge AetklnxlkCK}

A inclusão de sentido conta'apto resulta trivialmente

Açor'a
C(KG) ; K © © K ( t vezes )

logo a dimensão de C(KG) sob!.'e K e p].'ecisamente t, o numero de

componentes si-mples de KG ]]

No caso em que KG e semisimples temos ainda bastante
i.nformação sobre os KG-m(5dulos

Ini.cialmente, obsel-vamos que se }t e um KG-modelo, M
admite uma estrutura natul'al de espaço vetou.'ial sobe'e K definia
do o pr'oduto por escalam.'es de K pol':

(k,m) -' (k. ]-G) . m

Dos r'esu].todos enunciados no capa-fulo 0 vem

Pl-'opas j:Çqo 1 . 2 . 2 i) KG 8 semisimpl-es ar'tiniano, se e somente

se, todo KG - módulo e comoletamente r'g.
dutÍve].

ii.) Se KG e semisimples al.'uni.ano, todo KG-
modulo si.mples e isomorfo a um ideal- ã
esquer'da minimal- de KG
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Fina].mente mosto'ar'emos que, no caso semisimpl-es, a estrutura de
ã[gebr'as de gl.'upas abe]-lados sobre cor'pos a].Bebi.'icamente fecha-
dos ê bem determinada.

P gpglLçg:o ]-.2.3. - Seja a] um gi.'upo abeliano de o!.'dem n e K um
col-'po algebricamente fechado tal que car K T

IGI . Então KG e isomo]'fo a uma soma di].'eta de n copias de K

Demonstração Como car K t IC , KG se decompõe numa soma di

neta de algebr'as simples KG

i:l K it

t
ll o...© :t

e n = dim., KG

Mas, da p].'oposição .[.2.1,t = n, ioga dimK]t : ]- para ]<i<t ;

1. ; K e KG ; K ©...© K IGI vezes . [l

col:,olál'io - Sejam G, H grupos abelianos de or'dem n e !< um cor-
po algebr'icamente fechado tal que car K T n

Então KG ; KH . A demonstração segue tri.via].mente da pr'oposi-çao

anterior

0 Corolário acima mostra que dados dois gr'tipos G e H e
um cor'po K, pode acontecer que KG ; KH embora G e H não sejam -
isomorfos. Exemplos deste tipo motivar'am o seguinte pr'oblema,
px'oposto por' R.M. Thr'all na Conferencia de Ãlgebl'a de I'lichi.gan
de 1947 e que tem dado origem a muitos traba].hos de pesquisa -
(pol' exempl-o Pez'lis-Wal-ker' 1261 , Deskins It-9-l, Col-eman liça , Ra&

gi Cardenas 1291 , Gulliksen-Viswanathan-Ribemboim 1201, etc.)

;'Dado um grupo G e um cox'po K] dote!.'mi.nar' todos os gr'g
pos fi tai-s que KG ; KH ''

Do col'ol-apto acima segue que, se K e algebl'icamente
fechado e G é abeli.ano, todo Quer'o grupo abeliano da mesma or'dem
õ uma so]ução do prob].ema de Thl'a].l

Estudaremos em continuação a possibilidade de decompor'
KG em somas di.r'etas quando K é um corpo de car'acterz+stica prima
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p que divide a OI.'dem de G. Pa3.'a isso, começar'emos obtendo infor
maçoes no caso em que G é pl.'eci.semente um p gz.'upo. fJeste caso -
KG di.z-se um an

O segui.nte resultado clássico, devido a b7edderburn se
r'a de utilidade

Teor'ema 1.2.3.- Seja A uma algebr'a de dimensão fi.Dita sobre -
um co!.'po K. Se existe uma base de A sobre K -

for'made por el-ementos nilpotentes, então a pr'Ópl'i.a A é uma álge
br'a ni.Lpotente

Pode-se ver' uma demonstração deste teorema em Herstein
l 3 l teorema 2 . 3 . 1

Teor'ema 1.2.4.- Seja K um cor'po de car'acterz+stiea p e G um gr'u
po de or'dem pm . Então o radica]. de KG g o con

junto

:éll;-

J(KG) = {x € KG E:(x) 0 }

Ainda mais, o conjunto {g-]l geG, g # ].} ; uma base de J(KG)
soba'e K e o r'adi.cal tem, por'tanto, dimensão pm-l sobre K

Demonstração

Seja U ; {xeKGlc:(x) : 0} : kel'(e)

Claramente U é um ideal bi]atera]. de KG (já que c:KG -+ K é
homol.'fi.smc de anéis )

um

Por' outro lado, o conjunto {gi-ll2$i$Pm U e
linearmente independente e dado x = Ek;g; eU, como

E:(x) = }lk{ = 0, podemos escrever
l

l

E ki.IGl E ki(gi-l)

e o conjunto também ã ger'odor'
in m

Açor'a (gi-l)P = gP" .- 1 : 0 ].ogo U é ni.lpotente, do teor'ema
anterior , e UC.J ( KG )
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Como a dimensão de U e pm - ]. e a dimensão de KG e pm , U e um
ideal- maximal e U = J(KG) n

Para deter'minam.' se o anel de gl'upo e ou nao decompont'
vel em soma direta de dois i.leais ã esquerda, dever'amos estudam-'

a existência de elementos idempotentes no anel de g[.'upo. O ].'e -
saltado que damos em continuação, devido a l).B. Coleman li61 da
uma I'esposta adequada

Teorema 1.2.5.- Seja R um domínio de integz'idade e G um gl'upo
finito de or'dem n. RG contém um idempotente

não trivial (i.é. , dife].'ente de 0,1), se e somente se, algum dj.
vi.sor primo de n é invel-'sz'vel em R

Demos str'aç ão

Seja p um divisor' primo de n inver'szPve.L e'n R.

G contem algum subgrupo de o!-'dem p, que notar'emos por' P
Indicar'amos pol.' p o inver'se de p em R e mosto.'ar'emos que

'J. .
e = p . L g;

aCP '

é; um idempotente não trivia]. de RG

De fato, dar'amante e;é0,1 e

l

ez = (p 't)z }l }l gjg:
giep sjep " '

Mas g.iãp gi j
e temos

2
e (P'l) E e

gieP
(p'l) .p.e : e

Par'a pl-'oval' o l.'ecíproco estudaremos sepax.'adamente dois casos

19 CASO - Caz:' R = 0

Tal como jã fizemos, inda.camas pox' T

ção ]-ideal:' definida por' Ta(x) = cl.x, xeRG

a RG -+ RG a fun
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Seja então e = }1 a;g{ um idempotente não trivial. Calculando -

como no teo!'ema 1.2.1 temos que : tr'(Te) : n.cll

]-ogo T. e uma função linear.' idempotente e os seus unidos val-or'es

pr'oprios são 0 e l (já que o seu po]in8mio minima]. é X'-X)

Agir'a) tl'(Te) ; na]. é a soma dos val-ares pl-'opr'ios; pol'tanto, um
inteir'o q tal- que l$q$n-l

l

Calculando d = mdc(n,q) e escr'evento n]. : n/d)

q[ : q/d : oc].n] existem a, b € Z tais que an]+b q]. : l .

Logo, em R podemos escr'ever nl(a+bal) ; l e nl ã inver'sS-vel em

R. Como q<n deve ser d / n e) consequentemente, nl / 1 . To-
do divisor pr'imo de nl seta um divisor' primo de n = ICI ) inve=
sÍve]. em R

2ç) CASO oa].' k = p # 0

Seja K o corpo de quocientes de R, então RG(:KG=

Escl.'evento n = pr.t com mdc(p) t) : l vem que deve ser' t # l.

De fato, se G for um p'gr'upo pr'ovaremos independentemente no -
próximo capitulo (teorema 11.]-.2.), que todo el-emento de KG que
não pertence ao r'adical é inver'sável . Portanto, todo divisor -
de zel'o pertence ao l.'adical e e nilpotente. KG não podem-'ia con-
ter elementos idempotentes não triviais.

PI'oval'amos então que t e inversÍvel em R. Como mdc

(p,t) : ]- existem a, b € Z tais que ap + bt : l e em R, temos

b.t = 1 . [l

Corolário . - Seja K um corpo de cax'acterl.ética p e G um gl-'u

po de or'dem IGl; pm.t com mdc(p)t) : l
Então KG e decomponxvel- em soma direta, se e somente se, t#l
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1.3. RELAÇÕES ENTRE o ANEL DE GRUPO KG E AS KKPKrsEnVAÇ6ES

LINEARES DE G SOBRE K

2;5

A impor'tância da teoria das l.'epr'esentaçÕes lineares p2
ra o estudo dos grupos e bem conhecidca. Nesta seçao mostrar'emos
que muitos dos r'esultados i.mportantes da teoria podem sel-' obti-
dos a partir de informações soba'e a algebl'a KG. Nosso obljetivo
é. não se dar uma ideia da impor'tangia da teor'ia dos anais de
gl-'upas) mas obter' também novos exemplos concreto de anéis de -
gr'upas culpa estrutura É; conhecida, a par'tir de informação soba'e
r'epr'esentaçÕes do gr'upo consider'ado .

Começaremos poz.' expor bl'evemente algumas noções e ]-'e
saltados básicos da teor.'ia de representações

Se K e um cor'po e V um espaço vetorial soar'e K que, no
que segue, ser'a sempr'e de dimensão finita n; indicar'erros pol-'

Homo(V, V) o conjunto das funções K-lineares de V em V. Mn(K)
indicara o conjunto das mata'izes de nxn elementos com coeficieE.
tes em K e GL(n,K) o conjunto das matrizes inver'sz'vais de Mn(K)

Definição 1.3.1 Seja G um gr'upo e K um col'po Uma renresenta-
ão de G soba'e K e um homomor'cismo T:G'»GL(V),

onde V e um espaço vetorial- de dimensão finita soba'e K

A dimensão de V diz-se o
r'amos por T{,-: V -+ V a função ]-i.mean col'l.'espondente ao el-ementa

geG pela representação T

Se T:G -> GL(V) e uma repr'esentação de G soba'e K de gl-'au

n, fixando uma base B de V e compondo com o isomor'fismc, -
f;: GL(V) -' GL(n)K) que a cada função linear' associa a sua ma -

triz na base B, obtém-se um hc>momorfismo T = fB o T:G'»GL(n,K)
Um tal homomor'filmo diz-se uma

gr'au n soar'e K

Obviamente, a cada ].'epl'esentação de G soba-'e K pode-se
associam.' mais de uma l.'epl'esentação mata'ici.al, dependendo da escg.



B
H

26

].ha de uma base em V

A uma dada r'ep].'esentação T:G -* GL(n,K) pode-se associ
ar, da for'ma Óbvia, uma r'epr'esentação de G Bebi.'e K, T:G->GL(Kn)
usando a base canónica de Kn

PSflJ:!!:;:çãp 1.3.2.- Duas ].'epr'esentaçães de um grupo G sobre um

mesmo cor'po K} T:G -'- GL(v) , T' :G -+ GL(yt) dj.

zem-se aqui.valentes se existe um isomor'filmo f : V ->V' ta]. que

, par'a todo geG .

Defina:ção ]..3.3.- Seja T:G -F GL(V) uma r'epr'esentação de G se

bl'e K. Um subespaço S de V di.z-se G-invari

ante sob T se Tç,(S) (l: S, par'a todo geG

Uma repr'esentação T:G '»GL(V) diz-se irl'edutz+vel se os

tónicos subespaços de V,G-inval'jantes sob T,são (0) e V. Em ca-
so contrário, a repr'esentação diz-se r'edutÍvel .

Definição 1.3.4.- Uma repr'esentação T:G -» GL(V) diz-se redutz+

vel se existem subespaços não nulos SI ) So
G-invariantes sob T, tais que V = S. © So

Se SI) S2 são subespaços G-invariantes sob T de dimen

sois nl)n.2 z-'espectivamente , podemos defi.nir' z.'epresentaçâes

Tz: G '-GL(Si) por Tg : TglS.i ) i: 1) 2 . Neste caso dis-
que T e soma di.neta das r'epresentaçé5es T] , T2

T = T' © T'

se

e se escr''eve



2sj.:i!!;Ç:ç.ãg..i. 3. 5. - Uma r'apresentação T:G -+GL(V) diz-se completa-

mente redutÍvc]. se par'a fado subespaço S e V
G-invariante sob T exi.ste um subespaço S' G-invar'tarte sob T
tal que V ; S © St
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A impor'tância destes conceitos será mais facilmente vi

sua].izada pr'ocur'ando a sua interpl'etaçãLo matricial. Tal enter -

pr'etação) assim como di.ver'sos exemp].os, pode:se ve].' em Curtia -

Rei.ner l21 , donas l71 ou em nossas RECtas l9Í

Seja A uma álgebr'a de dimensão finita sôbre

um corpo K. Uma ].'epr'esentação de A soba.'e K

é um homomor'fi,smo de algebl.'as T:A -> Homo(V) V) tal que T. = 1,
a função identidade de V, onde c indica a un:i.dado de A

Defina ! 3 6aó

Mais uma vez, a di.mansão de \r diz-se c* ar'au dg r'epr'e

ã.S!!igaSS: . De for'ma análoga define-se z.'enl'esentação matEI;cial
de A sobre K

É inte].'espante notar que a condição T. : l não e' su

pex'flua. De fato, selva T:A -' Mn(K) uma ]'epr'esentação mata'icial
de A, nas condições acima e indiquemos T, = (a;4) . aeA

A função f:/. -+ Mn+l(K) defi.ninfa por fa= (a!.j) onde aj.j=aj.j
se i,j # n+J- e a'+l,j : a',n+l ; 0) ilj =].,...,n, é; um

homomor'fisco de ál-gebr'as que não satisfaz a condição T. = l

As proposições seguintes dão z.'elaçõ;es entre as rede'e -
tentações de G sob!.'e K e as da á].geb].'a KG. Mais adiante mostra

remos como, das infol.'mações soba.'e a estrutura de KG, podem-se -

obter' l.'esultado relativos as r'epz.'esentações de G soba.'e K
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b' upu I' e um coz.'PO K, existe uma

co!.'z.'espondêncía bi.jetora entre as repr'esen-
taç(5es da álgebra KG e.as repr'esentaçÕes de G sobre K

]lSE9=BT'.
cada z'epr'esentação T:G -> GL(V) pode-se associ

a].' a função T:KG-+HomK(V)V) defi.ni.da por':

v( Xkl,gl. ) : xkl.rg , y xkl.gi eKG

sentido dazmedzato vel.'Zficar que F é uma rep].'esentação de KG no

Regi.proeamente, se ?:KG ..> Homo(V) V) e uma repr'esent=
ção de KG, pol.' I'estrição se optem uma repr'esentaçao :
T : F G : G "» GL(V)

*,; .:;::T: :=: :::: -.«"-::::"*«. ;;. :-:-- -' « -
.E=929E.]=S.Sg.....L=z.2.. 2 . n Existe uma correspondência bijetora entre as

de dimensão fmi,ta SobresKntações de G sobre K e os KG-mÕdu].os

2Sn9n.:iE=gS99.- A Cada ].'epr'esentação T:G '- GL(V) de G sobre K
pode-se associar o KG-mÓdu].o de dimensão finita

v) UJiQC a está'usura de KG-módulo e' dada por :

}l kiwi, x)l-------'+E kÍ Tf, (x) ,

;=::;.«::iii:il=;1:1;.illi:l: ii::=::':'.==.':r:==::.geG a
fi.ni.ta

Tg(x) : g.x , \Ç/ x e M



A segui.nte p].'oposição, de demonstração si.mples, estabe-
lece l.'elaçoes entre certas pr'opr'iedades de KG-mo'duros e propl'ie
aaaes Qas r'apresentações col.'l.'espondentes. '

2 9

!!i2291.i.g.gg...l.:..l1.3.- i) Duas repr'esentaç8es T, Tt de G sobre K
sao equivalentes se e somente se os KG-

modulos coz.'r'espondentes sãc i.somorfos

ii) Uma rep].'esentação T de G sobre K ; ir

!: --":"t ;: : ;..:.:" *::::;.=:==T:'';:::,:=.'="= =:: ::
decomponzvel em soma dir'eta ou semisimples, z.'espectivamente.

Sejam : G um grupo, K um corpo) T:G -+GL(y)
uma r'ep].'esentação de G sobre K e M o KG-mo'du

associ.ado a T. Se f{ admi.te uma decomposição em soma direta

M = ©l Mi e indicamos por' TZ a I'epr'esentação Col'respondente ao

m(5dulo M't, IÍi$t, tela-se que T = © TZ

Agora, usando as pr'oposições 1.3.3, 1.2.2 e Q teorema
de Maschke obtemos

ll

.E=929g.LS.gg.]:3.Ç

E=ezeg.a.Êa=...lt. 3. 5 - Todas as rep!.'esentaçÕes de um grupo G sobre

;.".-*. ;: «' ; ::.:=:::;=: :.=f';:'=':;*:=:=:: =:i't:T::; :: '
Neste caso, da pl'oposição 1.3.4 e o teor.'ema 0.]...L. temos

E=gEg.g.IS.g9..E: 3 . 6 Se car K T IGI toda repr'esentação de G sobre
K ê soma direta de pepl'esentaçães ir'r'edutl'v-vels

Da p].'oposição anterior resulta que par'a conhecer todas
as reDE'esentações de G sobre K - no caso em que ear Kt jal - ã
suficiente conhecer todas as peDI-'esentaçães il"'redutl+veis de G
soba'e K . De acordo com a pr'oposição 1.3.3 estas estarão em cor
r'espondencia bijetora com os KG-mo'aulas simpl-es de dimensão

=.
fi-

ni.ta soba'e K e estes, pela sua vez, com os ideais ã esquerda -
mxnxmai.s cie KG, como se segue do co].'olár'io da proposição 1.2.2
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Fina.].mente , do teor'ema de Wedder'bur'n e, particularmente
de sua aplicação a KG (vel' teorema 1.2.2. parte ii) ) resu].ta -
que o numero de !.'epresentaçÕes i.].'reduto.veia , não equi.valentes,
de G soar'e K é igual ao numero de componentes simples de KG. Ca
da I'epr'esentação irredutz+vel Ti col.'l'espc~ndente a um somando di-
r'eto da for'ma Mn.i(Di.) ; do teor'ema .[.2.2. par'te iv) segue que -
gl.'au (T: ) = n. (]i.m., D.l

Em pl.'esença da pr'oposição 1.2.1 podemos enunciar ainda

E=eZ9g.J=Sg;9. 1. 3. 7 . - O número de l.'epr'esentações ir'redutz+veis ,
naa aqui.valentes, de um gr'upo G sobre um

eor'po K algebl'i.comente fechado e ta]. que ca].' K'f ICI é igua]. ao
nume].'o de c].esses conjugadas (!e G.

Pal'a finaIS.zar esta seção dar'amos alguns exempl-os mos -
tl'ando como, do conhecimento da estrutura de KG, podem-se obter
as repr'esentações de G sobe'e K e, r'ecipr'ocamente, como o conhe-
cimento das repr'esentações de G sobre K ajuda a deter'minar a es
tr'utur'a de KG (sempl'e na caso semisi.moles) .

gl31EglÊlo 1.3.1 - Seja G o grupo cíclico de cnpdcm 7 . Qual.'emos de
ter'minar todas as rep].'esentaçães ir'reduta+veis

de G soba.'e o eol'po iQ dos nome!.'os r'aci.anais

No exempl-o 1.13 temos mosto'ado que QG ;l Q Q Q(ÊI)onde €1

e uma raiz do polinomio X6+x5+X4+X3+X2+X+.L

Cor'l-'espondentemente , exi.sairão duas rena.'esentaçães ir' -
r'edutiveis de G sobre Q, uma de OI.'dem l e outra de ordem 6
( jã que dimm Q(E) = 6)

Como todo gl'upo admite a r,epr'esentação trivi.al T:G -+
GL(l, K) que a cada geG associ.a a matriz 1, essa e a !.'epr'isenta
çao ir'r'edutz'vel de ordem l

Para dar uma r'epr'esentação T de um gl.'upo ezelico, basta
obviamente dar' a imagem do gerador' do gr'upo, a . Lembl.'amos ain-
da que, se M ; o módulo associado a T, temos que T.:M -+M é a -
função K-linear' definida por' Ta(x) = ax, V xCM
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Do teor'ema ]..2.2. pax'te iv) podemos tomar M ; (Q(e) e,
do exemplo 1.1.3, multipl-icaçao por' a cora.'esponde a mul-tipli.ca-
ção por' €1 . Agol'a, uma base de (Q(e) sobre (Q é

{ l,[l,€1, € ,( ,E } e a mata'iz associada a Ta nessa base e

Í' o
l
0

0

0

0

0

0

l
Q

0

Q

0

0

0

l
0

0

0

0

0

0

l
0

Exemplo 1. 3. 2.- Deter'minaremos agora todas as repl'esentações
i].'l'edutl+veis , não equi.valentes , do g!-'upo cícl-i

co de or'dem 7 soar'e o cox.'po CI dos números compl-exos .

Confol.'me a proposição ]..2.3 temos que

Existem então sete z.'epresentações ir'l.'edutzPveis , não
equivalentes, de G soba'e (C . Estas l-'epl'esentações podem-se obter-'
associando a um ger'ador a de G cada uma das mata'izes ].xl, €1i)
l$i$7) onde cada ei e uma das z'al'zes 7-esimas da unidade

Exemplo 1.3.3.- Indicar'emos por Q2 o gr'upo dos quaternios de o=
dem 2 i.e. o gr'upo ger'ado por dois elementos a,

'') o ll » i = :

b ver'ificando as r'eJ-ações a' = b', a' = 1, bab ' = a ' .

Explicitamente , pode-se escl-'evel-'

b2, ;3 b'a, b, ab=ba', a3b=ba}

Pode-se ver que N = {e, a, aZ} e um subir'upo nor'mal- de

Q9 e Q2/m, sendo de ordem +, é comutati-vo.

Para dat' repl'esentações de Qo bastar'a dar' as imagens
dos ger'odores de modo tal que ver'ifiquem as r'elações dadas.

Vamos determinar' a está'utur'a de Q Q2
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Defina.do a : Q Q2 -» Q Q2/N como extensão da p].'ojeção canónica
u : Qo/N temos, da pl'oposição .[.1.3, que

@ Q. Ker(B) © (Q(Q2/N)

Agor'a Q2/m ; Z2 © Zo admi.te quatro repr'esentações i].'
redutl+veis não aqui.valentes de or'dem l sobre q . De fato,

Z12 © Z12 pode-se definir' também como o gr'upo ger'ado por' doi.s e].E.
mentor a, b que vel'ificam as l.'e]açÕes a' = b' = ]-, ab = ba . e
8 fácil- ver que as seguintes, sao r'epl'esentaçoes:

T = .La.

Tb : l

Ti = ].a

T;, : -l

Tti = -1 Tttra a

Logo (Q . Q2/w

Final-mente , pode-se demonstrar, calculando, que Ker'(=) ã isomor'fo
ao ane]. com divisão D dos quater'dos racionais, de dimensão 4 -
sobre (Q (ve].' Jades 71 ) . Temos então:

q Q. o o (Q © (Q o @ Q (Q

Ainda, se quer'emos deter-'minar' a estrutu3.'a de CQo cc'mo
as quatr'o repr'esentaçÕes acima podem interpr'etar'-se também co-
mo r'epr'esentaçÕes complexas podemos escr'evel'

CQ2 Kel.' (a) © C © C: © C © C

de onde di.m Ker (a) 4

Do teor'ema 1.2.2 parte iii) Kex'(ii) s8 pode sex.' soma di-
reta de algebr'as de mata'izes com coeficientes em«: e levando em
consideração as respectivas dimensões, s(5 existem duas possibi-
].idades : Ker'(=) ;C©C ©C©CI ouKer(G) = 1'1o(CI)

No pr'imeiro caso, CQo resultará comutativa, o que nao
pode acontecer' pois Q2C.CiQ2 não é abeliano, logo

CQ2 M.(C) © C © C © C O C
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Exemplo -[.3.y.- indicar'amos por' Di. o grupo dihedl-'o de Ol-'dem 2,
i.;. o grupo ger'ado pol' dois elementos a, b

satisfazendo as I'elaçãas ã't = bz = 1 e baba = ]-, que expl-icitg.
mente pode-se escr'ever' na forma

D4 {e ,a,a2,a3 b, ab =ba3, a2b ba2 , a3b = ba].

É fácil achar quatr'o l.'epr'esentações nãc equival-entes de
gr'au ]- soba'e Q

T a

Tb

T !a

Tl:

Ttt
a, a

Tb : -l

Ainda, uma repr'esentação ir'redutível- de gl'au 2 soba'e
@ e dada pol'

':;r: '=] ,. :L: =]
A I'epr'esentação T corresponde a um somando direto da

for'ma Mn(D) e grau T = n. dimQD logo D = (Q e n = 2 ou

dimQD = 2 e n : l

Como dim(Q {QD4
8, no segundo caso ter-se-i:a

(QDLi ; D © D' © Q © Q 0 Q © Q
onde D e D' são de dimensão 2 soar'e Q . Mas toda extensão de

grau 2 é comutativa e (QDK ser'ia comutativa

Logo, T cora.'esponde a um somando da fol-'ma U2((Q) e temos

m;,((Q) © (Q © (Q Q (QI o (Q

Como as r'ell)l.'esentações acima também são irr'edutÍveis sobre C

(danes l 7 1 ) temos ainda

©D4 M.(C) © C © C © C © C
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Comparando com o exemplo 

mas (£Q2 “ ^^4 •
anterior resulta QQ2 ? (§d4

Estes exemplos ilustram 

blema de Thrall, agora no caso
mais uma vez 

não comutativo.
o interesse do pro

SUBGRUPOS DE G E IDEAIS DE KG1.4

Nesta seção estudaremos uma certa correspondência entre 
subgrupos de G e ideais de KG introduzida por W.E. Deskins|l9| 
para estender os primeiros resultados obtidos em relação ao pro
blema de Thrall por S. Perlis e G.L. Walker | 261

Os resultados que damos em continuação provem do traba
lho de Deskins e dos artigos de I.G. Connell | 181 e D.B. Cole -

I 14 | .man

Seja G um grupo finito de ordem n, K um corpo, 
conjunto dos subgrupos de G e I (KG) o conjunto dos ideais 

KG .

S (G) o
de

Definiremos uma função L: S(G) ^ICKG) da seguinte forma: 

a cada subgrupo H = (h. . . , h } de G associamos o ideal L(H) de 5 mi5 ’

KG gerado pelo conjunto (h^-l |2<i<m)

^1 = 15 * ‘ * 5^t * 

de classes lateriais, modu-
Dado um subgrupo H notaremos por -

conjunto completo de representantes 

lo H. Temos assim

um

G = qn H U. . . U Hqt
2fjim) e 

vetorial sobre
= {q. (h.-l) I1 3

de L(H) como espaço

l<i<t,Proposição I.4.I.- 0 conjunto BH

uma base

K .

g linearmente independente so -
0 fato de que BR

K resulta imediatamente .
^gmon st ração . -

bre
basta mostrar - 

kCK, gGG pode-se escre-

c)e B^ com coeficien

também e gerador 

-1) com

de elementos

Para provar que 

^Ue todo elemento da forma kg(hj

linearVer' como. uma combinação
em K .tes
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Mas g pode-se escr'ever na forma g qshr ]-ogo

kg ( hj - l ) k qshr (hlj-l-)
Chamando h h. P te"s,

kg(hj-l) kqs(hp-hr) kqs(hm-l) + kgs(hr-l-) n

Proposição llq.2.- Se S e um conjunto de gerador:'es do subgr'upo
fi, então {s-l jseS} e um ccjnjunto de geradclr'es de L(H)

Demonstr'anão.- De fato, heH pode-se escr'ever' na for'ma
h = sl's2' ' 'sr com pies

Como s]'s2'-') sr - 1 : s].(s2'. sr'l) + sl-l um ar'aumento de
i.ndução prova que h-.L per'vence ao i.dea]. gerado por s-l- seS

par'a todo heH, de onde r'esu].ta a tese ]]

Nossa intenção agora é definir' uma função ''em sentida
contrario" H: (KG) ->S(G) . Pal'a isso obsez.val-'amos que, se
J € .[ (KG) o conjunto Hl= {geG g-]- eJ} e um subgl'upo de G
De fato:

i) OeJ implica que l € HÚ

ii) Se g,g'g € H] temos gg'-l g(g'-])+ g-]. € J e gg' C H.l

-g'l(g-]) CJ e g'l'-].eJque g-leJ, logo

donde, tombem g'l e H.l

Podemos definir' então H por' H(J) = HS ,

iii)

J e l (KG)

Lema.- Seja q / l Então q-]. É L(n)

Demonstração De fato, se q-l € L(H) ter-se-ia

E
1]

1) : E ':"j ' : j:: qi

Como os elementos de G são linear'mente independentes soba-'e K
tem-se que

E
qi hj : O e E ( }l

l j /].
) qi
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natodo par 1] )par'a

S(G)ente.dado em

ou

da

aormaçao se einproposzçao a. a

0 por'

Como a primei.r'a zgualaade zmpizea Ki-l : u)
segunda r'asu].tar'ia q = l

px'oposição 1.4.3.- A composta Ho L e a id

Demonstração.-

Dado He S(G) mostra!.'emos que Hol(H) = f!

Da definição de H, se ge H(L(H)) temos que g-lel(H)

Se geH, pode-se esc].'eve].' na for'ma g = qh eom l/qeQn' heH

]-ogo g-]- = q(h-]-) + (q-].) e q-] e](H) o que contrari-a o ]-ema
acima

Temos provado então que H o L(Hy: H . A inclusão some'tl.'ica ã
i.mediada ]]

Corolário.- A função L: S(G) '»l(KG) é inljetora e H:l (KG)'-S(G)

soba.'ejetora

Desamor'tunadamente as funções L e H não são invex'sas uma da
tr'a

De fato, basta consider'al.' o pl-'oprio KG e calcular LoH(KG)

H(KG) : {geG g-i e KG} : G

L oH(KG) = L(G) é, então, o ideal de KG ger'ado pol' elemento

foi'ma g-l. É fácil ver' que, se cEe L(G) então c(oc) : 0 e
L(G) # KG

Porem, a seguinte
eomposzçao.

Proposição ]..4.4.- Par'a todo J €1 (KG) tem-se que LoH(J)4il=J

Demonstração.- Como h € H(J) se e somente se h-l € J e imedia-
to que L o H(J) que é o ideal geral

{h-l ] he }i(J)} ; contido em J []
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Seja agir'a H um subir'upo de G e HI ; H) H2}. . . ) Ht

todos os subir'upas de G que são conjugados de H. Sejam Li=L(Hi))
l<i.<t, os ideais associados a estes saber'upas.

Cada autclmorfismo interior de G induz um automor'cismo -
de KG (ver pr'oposição 1.1.1) e r'exulta imediatamente que se Hi)
H4 são subgrupos cor'respondentes em um dado ãutcnmQTfismo ante -
].'zor, os ideais Lj , LI se cor'respondem no automo].'fisco induzido

Proposiçag {:!b5.- Os ideal.s S(H) = L +...+ Lt e T(H)

L.ií"'l. . .n L.p são ideais bilate3.'ais de KG

Demonstração.- PT'ecisamos unicamente que são também ideais
direita.

Temos que g'x S(H) g = .E g 'L Lig : .}l.Li : S(H) . Logo:
l =.L l =.L

a.

S(H).g : g. S(H)CS(H) e S(H) é ideal ã dil.'Cita

Um argumento simil-ar pl'ova que T(H) g bilatel'al ]]

corolário.- Se H é um subgl-'upo nor'mal de G, L(H) e um ideal
bilatera]. de KG

Demonstração.- Basta obser'var' que, neste caso L(H) = S(H)
T(n) []

p].'oposição 1.4.6 Seja J um ideal bil-ateral de KG e H'=H(J)

Ent:ao

i) Ht4 G

ii) Se J = S(H) para algum subgrupo H de G) então H' ; o me-
nor' subir'upo norma.L de G que contêm H

iii) Se J = T(H) para algum subgr'upo Hde G) então H' é a inte=
secção de todos os conjugados de H.
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Demonstração

i) H' = {ncclh-i ei} Dados geG, heHt temos

g'ahg-l = g'X(h-.L) g € J; logo, g hgCH'

ii) Se J = S(H) é claro que H.i;H (J) : H' pal-'a cada i

Ainda, seja NgG tal- que H.iC:N par'a todo i. Então

L(N):.) L (H.i ) e L(N):) J

Então N =H o L(N):3 H(J) = H'

iii) Agora heH' se e somente se h-l C T i.é. h-l e L(H:i) par'a
cada i= 1,. . . , t ou, equivalentemente, heH.i par'a i=1,. . ,t
de onde resu]ta a tese []

PT'oposj.Ção ]..H.7 Se H e um subgl.'upo nol.'mal de G tem-se que

KG/L(Fi) ; K(G/FI)

Demonstração.- Seja 'F : KG -+!(l(nu,/H) o homomor'fismo induzido pe

la apJ-ilação canoni.ca f : G ->G/H . Clar'amante
por'tanto, será suficiente mostrar que Ker(f)amor limo ;f é ep

L(H)
f

Como f ; homomor'filmo de aneis, par'a pl-'oval.' que

L(}i)C. Ker'(f) , basta mostrar que ~l geG,w/ncn, f(g(h-3-)): o

Mas : 7(g(h-l ) ) ç,h -- g = 0

Para a inclusão contrári.a, seja CECKG tal que F(cl)=0

Tomando H = {h] '.., hmls Qn :Íq].}...) qt} comovo início

desta seção podemos escrever oc : }l Kijqihj

F(a) = 0 implica }l( kij) qi : o i.e. E kij = Q pal.'a l;jiSt

qi(hj-i) c (n) n

Uma adaptação da p].'oposição 1.1.3 da açor'a a segui-nte

Logo (x=
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Proposição 1.4.8 Se H e um subir'upo normal- de G, e K um co=
po tal que cara t jnl então KG ; K(G/n) © (H)

Finalmente, daremos algumas soluções par'dais do pr'oble
ma de Th}.'all que resultam quase imediatamente das considel.'açÕes
desta seção

Proposição ]-.R.g.- Seja .[ um ideal. bi]atera] de KG. A a]gebz.'a
quociente KG/l é Comutativa se e somente se

].3 1.(G'), onde G' inda.ca o subgl.'upo comutador' de KG

Demonstração.- Da pr'oposição l.q.2,L (G')C:l se e somente
g h''gh-]e]. par'a todos g,heG

Logo, L(G')çl se e sÕ se hg(g'lh'l-gh-.L) = gh-hgcl XVg,neG i.e

i.(C')IC:l- se e se' se gh = hg (mod l) []

se

Cor'olêrio 1- Sejam G, H gr'upas fmi.tos da mesma ordem e K um
co!.'po tal que car K T G então KG ; KH se e somem

te $e K(G/G') ; K(H/H') e L(G') ; L(H')

)

Psn9p:!!re:çq:q:- Da pr'oposi-ção 1.4.8 temos KG ;K(G/G')©l(G') e
KH ; K(H/H') © L(H'); pol.'tanto, a suficiência

g imedi.ata.

Seja f KG -*KH a função que l-'ea].i.za o isomol'cismo e l=f(L(G'))

então: KG/L(Gt) KH/l e como KG/L(GÍ) e comutativa, 1=5L(H')

De fol-'ma análoga se J = f'l(L (Ht)) vem que J3L(Gt) de onde

]. = L(H') , J :L(G') e fl(Gt) :L(G') -' L(H') e um isomol'
fi.smo

Uma passagem ao quociente prova que K(G/a, K(n/n' ) U

Per'lis e Walke].' j26lpr'oval'am que se Q 8 o corpo dos numer'os ].'Ê
cionais e G, H são grupos abelianos então (0G ; (Qn implica G;H

Usaremos este r'esultado par'a obter
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Corolário 2 Sejam G, H grupos finitos. Então (9G ; @H, se e
somente se, L(G') ;L(H') e G/a. ; H/H'

Demonstração

Como (Q ; de caracterl'sti.ca 0 podemos usam.' o r'esultado ante

par'a obter' que Qa ; Qn se e somente se Q(G/Gi) ; QI(n/H') e
L (G') ; L(H') . Como os quocientes G/G', H/H' são grupos abe-

].canos, o resultado de Per'].is e Wa]kel' imp].ica imediatamente a
tese ll

/ /
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CAPÍTULO ll

UNIDADES EM ANÉIS DE GRUPOS

l DEFINIÇÃO E PRIMEIROS RESULTADOS

Definição 11;1.1.- Seja A um anel com unidade. Um elemento aeA
diz-se i.nversÍvel ou uma unidade de A se -

:: : '+ 'n

existe outro elemento, que notaremos a ', em A tal que a.a "=
a '.a = ].

É fácil verificar' que o conjunto de todas as unidades
de A, que indicaremos por U(A) , é um grupo em l.'el-ação à mul-ti
plicação induzida pel-o anel

Nosso objetivo neste capa:tufo é estudar' as uni.dades de
anel- de gr'upo KG, onde K é um eor'po e G i.ndi.cara sempre um gru-
po finito.

Em var'ios dos l.'esultados, KG esta escrito como soma -
direta de ã].febras e ao consider'ar os gr'upas de unidades, temos
conservado o sÍmbol-o © . Usaremos então este sz+mbolo, sempr'e -
que queir'amos esc]'eve].' um pl'oduto direto de gr'upas ) embor'a uti-
].iremos par'a estes a notação multiplicativa

Lema il:.l.l Se A A. © A. então U(A) U(AI) © U(A2)

Demonstraç ão

Seja Q : (ot].,a2) € A com ode Ai, t:1',2 um el-ementa i.nversz+vel- e

a'J' : (ãi'a2) o seu invex'se. Então aa'l-= (a].ãl a2a2) : (1)1) e

alC U(A.i) , i = -L,2

Recipr'ocamente, dados aie U(Ai), i-=1,2 e cl= (a].)oc2) o elemento

a :(ull, a21) é o invel'se de cl e aCU(A) []
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O resultado se estende facilmente, por indução, a um
numero finito de comandos

Teorema 11.1.1.- Seja G um grupo finito e K um corpo tal que

car' K t ICI . Escrevendo KG ; Mn.(DI)©.''©
M. (D.), como no teorema 1.2.2. então '

t

U(KG) ; GL(n[' D].) ©. ..O GL(nt) Dt) onde GL(ni) Di)

indica o gr'upo das mata'izes inversa.vens de

Demonstr'anão

Basta obter'val.' que um elemento cleKG e uma unidade, se e somem.

te se, Q seu coi.'r'espondente no isomor'filmo n e, e aplicar' o IÊ
ma acima

Exemplo 11.1.1.- Vimos no exemp]o ]-.1.4 que, se G e um gl-'upo

cÍc].ico de ordem 7 , tem-se que

Q © Q( €1)

onde E e uma ralPz prima.t:iva 7-esima de ]- T,nnn

U({QG) ; tQü0 Q(( ) ü

onde (Q , (Q((i) inda.cam respectivos conjuntos, sem o elemento 0

Exempl(2 j;:l No exempl-o 1.3.4. ca]cu].amos

Q © Q © Q © Q o m2(Q)

onde Dti indica o grupc dihedro de ordem 2 . Logo

U(QDK) ; (Q © (Q O © (Q"O GL(2, (Q)

Lema 11.1.2.- Seja N um nil-ideal de um anel com unidade A.
Então, o conjunto l+N e um subir'uPO do grupo das

unidades U(A)
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Demonstr'anão.- PT'oval'emos inicialmente que, se x e N então

.L+x e invex'slve].. De fato, chamando
~ r\( x) -]. n(x) -].

+ \-.l; ' '' . '.x
2

.x + .x vem, computando, que

x = 1; logo, oc= x 'L . Claramente ae 1+N

SÕ falta pr'oval que, dados xl) x2 € N) ( l+xl)(l+x2)eN)
o que é imediato U

Teorema l]. Seja K um cor'po de car'actel'estica pr'ima p e
G um p-grupo. Então:

U(KG) {xeKG l c(x) # 0 }

Demonstração

Seja
c(x)

x € U(KG) . Então existe x'l eU(KG) ta]. que
E:(x'') ; 1 . Necessariamente, c(x) / 0

Reeipl'ocamente, se x = E k;g{ é tal- que c(x)=k # 0 te

k'lx = E (k'l'k:)g{ ; ta]. que c(k'lx) = ].

l

l

Então k'l : l+( 11(k'l.kz) gz -l) e 1 + J(KG) pois

c (E(k'i.ki) gi ' ]-)

l

Açor'a, J(KG) 8 um idea] ni]potente e, do ]-ema enter'iol',

k'l. x eU(KG) . Finalmente, se y é o inver'se de k'l'x,

então k'ly 8 o i.nvex'se de x e x CU(KG) Ü

corolário.- KG contem um {inico ideal maximal-, que e pr'ecisameB
te J(KG), o seu r'adi.cal de Jacobson

Demonstração.- Basta obser'var que, do teor'ema 1.2.4 e do teor'g.
ma acima vem que KG : U(KG) L.,; J(KG)

Se [ e um ideal. pr'oprio de KG, deve ser' ] r) U(KG) = g;

logo i(ll:J(KC) e este g o (único ideal- maximal- []

O teorema anterior' aã um cr'itgrio muito cómodo par'a de-
terminar unidades num ane]. de gl'upo. ]nfe].izmente a car'acter'iza



ção acima se e va].i.da no caso modular', como mosto'a o segui.nte
teor'ema I'ecipr'oco

Í' Teorema ]11.1.3.- Seja K um col'po e G um gr'upo finito.

Se U(KG) = {xeKGIE:(x)# 0} então K 8 de ca

I'acterl+stica pr'ima p e G e um p-gr'upo

Demonstr'ação

Suponhamos que exi.sta algum pl'imo q / cal' K que (divide
a ordem de G

Como q e invez'sÍve]- em K, do teorema ]-.2.5, KG contem algum
elemento idempotente e

Agora ez = e i-mpl-ica e(l-e) = CI e, sendo divisor'es de zero)
cer'temente, e,(l-e) não pertencem a U(KG). Mas, na equação ae2.
ma obtemos c(e) . c(l-e) = 0 de onde vem que a função índice,
Calculada num elemento i.dempotente, se' pode assumir' os va].or'es
0 l'e

Se c(e) : 1, temos que c(e) # 0 e e e U(KG) . Se c:(e) = 0
então c(].-e) = ]. e ].-e e U(KG) . Em ambos os casos obtém-se uma
conta.'adição U

Exemplo 11.1.3.- Se K = {0,1} e' o col.'po com dois elementos e

G = {e, g, g2, g3} e o grupo cíclico de or'dem
4, usando o teor'ema 11.1.2. pode-se computaz.' dir'etamente

U(KG) {e,g,g2,g3, e+g+g2, e+g+g3, e+g2+g3, g+g2+g3}

Exemplo ].1.1.4.- Se K = {0,1,2} e o cor'po com tr'ês e].ementas e

G = {e,g,g2} o grupo cíclico de ordem 3 um cal.
cujo dir'eto mosto'a que

U(KG) = {e,g,g2, 2e,2g,2g2, e+g, e+g2, g+g2, 2e+2g,2e+2g2,

2g+2g2, e+g+2g2,e+2g+g2,2e+g+g2, 2e+2g+g2, 2e+g+2g2, e+2g+2g2}

Pa!.'a o caso em que car K IG não se tem resultados gÊ
pais. Por'gm, pode-se ter' al-gume info).'mação no caso em que -
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ca].' K = p e G e um pl'oduto dir'eto G = P © N onde p t jml e P e
um p'gr'upo. Pal'a i-sso pl'oval'amos o seguir-t:e r'esultado

Proposição [1.]..1.- Seja G um gr'upo fmi.to que g pr'oduto di.Feto
de doi.s subgrupos H e N, e K um cor'po. Então

KG ; KH ® KN
K

Demonstração

Seja f:KH x KN'-K(H 9 N) a função definida por'

' li *:":, : *j -.'

f

j..i kj.kj(hi' nj)

É fácil ver' que f vel-'ifica

i) f(a[+ a2)B) : f(cl.L)B) + f(cl2)13) a].)a2 e KH) Í!e KN

ii) f(a, 131+132) : f(OI) BI) + f(ctlB2) aeKH) liJ.)B2 € KN

iii) f(ka, B) = f(cl, k13) cte KH, BeKH, keK

Logo, usando um r'esultado bem conhecido soba'e pr'odutos tenso
dai.s (vel' por exemplo Curtia-Reinar' l2 1 ) existe
?: KH8 Kb!-+K(H8 KN->K(H © lq) linear, tal que se

w: KHxKN -» KH 8 KN i.ndica a apli.cação canoniza, então

fo w : f
K

Em e].ementos da for'ma h®n € KH ® KN deve valem' então

f(h©n) = (h, n) e f leva assim uma base de KH ® KN em uma base

de K(H©N) e g, portanto, um isomor'cismo. [l

K

K

0 resultado acima pode ser' usado par'a Calcular' o gr'upo
de unidades de um anel de gr'upo en certos casos par'titular'es.
Em continuação damos um exempl-o nesse sentido.

Exçmp].o 11.]..5.- Seja TI o grupo cíclico de or'dem 3 e D4 o gr'u

po dihedr'o de ordem 2, como foi. defi.nado no
exemplo 1.3.4. Consider'amos então G = T3© D4 e C o cor'po dos
números eolnDlexos Deter'minaremos a está'utura de U(a;)
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Da $r'oposição acima cr3 ! cn4

Do exemp]-o ]1.1 4 CT3 e isomorfo a uma soma dir'eta de c(3pias de

Ce, como dim©CT3 : 3 temos que CT3.;C ©C©C

Logo: ©G ;(C© © © C) 8 (CD4) ; (C® C04)

CD. © cn. o CD.

(C®CD..) © (C®CD

Usando a está'utura de CIDra calculada no exemplo .[.3.4
e o teorema 11. 1 . obtemos

U(©D4) ;GL(2, Ci) © © ü© éiüo êi logo

u(CB) ; 12. Ci: © 3.GL(2,€1)

onde 12 C indica uma soma de ]-2 co'pias de Cü e 3.GL(2,CI) uma
soma de 3 c8pi-as de GL(2 ,C)

Voltaremos a usar' a pr'oposição .[l.].], como te única au
xi.].i.ar, na pr'õxima acção e no capztu].o lll

2ÊÊi!!i:29..lii.i.3 - Seja K um cor'po e G um gz.'upo finito. Chambre

mos ao -

subgr'upo de U(KG)

U].(KG) : {x e U(KG) lc(x) ; l}

condições da defina.ção acima, vale

U(KG) UI(KG)
Demonstra

É fãci]. ver' que K e UI(KG) são subir'upas nor'mais de U(KG),
tais que K"i'''lUI(KG) : {l} . Ai.nda, dado x e U(KG) sempr'e pode -

mos escr'ever' x = c:(x) . --;Í{)-- onde e(x) eK e E?ÍT- e UI(KG) H
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11. 2 UM EXEMPLO

Em gel'al se tem poucas infor'mações soba'e a estrutur'a do
gr'upo das uni.dados de um anel- de gr'upo. F.F. Rangi Cãr'denas es-
tudou em l27 1, 281 e 1291 a estrutura do grupo das uni.danes no
caso em que G e um gr'upo abeli-ano fi.nato e os coeficientes se -
tomam num cor'po finito, no anel dos intuir'os módulo p'' ou nos -
intuir'os p'ãdi.cos .

Nesta seção estudei'amos a estrutura de U(KG) quando G ê
abeliano finito e K um eor'po fi.nato de car'acteristica p) seguia
do 1291 .

Leda ;1. 2.1.- Seja A um anel com unidade, G um gl'upo abeliano
e G = © G; uma decomposição de G em soma dir'eta

i€1

Indicar'emos pol' aj : G.i ->G e B.i:G-> G.i a inclusão canónica e a

pr'ojeção no x-esimo somando, r'espectivamente. Então oc.i ,13.i inda.
zem homomorfismos ã.i : U(AG.i)'- U(AG) e B.i:U(AG)'» U(AG.i), iel)

tai.s que Bioai: IU(AGi) e Bj.oãj ; 0 se i# j

pçDonsÇT'ação:- Basta definir' ã. , 13; , iel, como na pr'oposição

[.]..]. erestringÍ-]os a U(AGj), U(AG) t'espeetí-
vamente; notando que imagem de uma unidade é uma unidade. 0 r'eã
to é de ver'ifieação trivial []

Lema 11.2.2:- Seja p e RÍ um numez:'o pr'imo) G um p-gr'upo) f:G">G

o automorfi.smo defi.nado por' f(x) = xP, xeg, e
Então G' ; © r: T.i , se e somente se,

indica o gl'upo czcl-i.co de or'dem pÍ e

ll
Gt = .[m(f)

n+l
G : 0 x'i-l onde T {

P'

r'. o nlimer'o de vezes que o somando T.j. comparece na decomposi
ção de G

Demonstr'ação.-
n+] n+]. n+].

Seja G ; ©l r'j.-]. Tpi ) então f(G);f( O r'i.l Tpj.); i©lr'i-lf(Tpi)
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Agir'a, ê fácil ver que f(Tpi) ; Tpi-l ' De fato, se
um ger'ador, f(a)=aP e' um ger'odor' de f(Tni) de or'dem pZ'l

Reenumerando, podemos escl'ever' G' = f(G) ; © I'{ T.i

Recipr'ocamente, seja G' ; © r'i Tpi e suponhamos1=.L '

G ; ©l ki Tpj. ' Da par'te anteri.or, Gt ; ©l ki+J- Tpi e) da uni.-

cidade do teor'ema de está'utul'a par'a gl'tipos abelianos fmi.tos

k;.. = 1'; , l$i$n . [l1+.L l ' ''"= ='' ' t-J

Teor'ema 11.2.1.- Seja G um p-gr'upo abeliano e K um cor'po fi

nato de car'acterÍstica p. Então G ; um se
mando dir'eto de U(KG)

j?eDopgçraçjjo.-

Seja G = © G;, onde os G; são gr'tipos czcl-idos . Mosto'arE.

mos inicia].mente que Gi e um somando dir'eto de UI(KGi) ) o sub
gr'upo das unidades nor'Balizadas de U(KG.i )

De fato, se x = kjgj € UI(KGi) e Gi ; de

xPX = ( Ekaga)PI = 21kpZ g=PZ = Ek:PZ:( Eka)PZ = l1] '] 5] 1]

Logo, Gi g um subir'upo cíclico de OI.'dem m;xima de UI(KGi) e)
portanto, um somando di.I'eto .

Ai.nda, da pr'oposição 1]..1.2. U(KGi) = K © UI(KGi) ;

]-ogo, G.i ; um somando di-r'eto de U(KG.i)

Final-mente, mostraremos que © U(KG:) é um somando dil'eto de

U(KG) . Consider'amos par'a isso o epimor'fisco }l É3: U(KG)'»© U(KG.i)
]. ]. ].=l

ll

}

temos

8

n

temos

ll n
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{l} -» \-7 -- U(KG) ----J;--.---- © U(KG:) -'* {l}
].= l

onde i indica a inc]usão, é excita e cinde lja que, do ]-ema ll
2.]-, o homomor'fismo Ecl: : ÉB U(KG;)------...> U(KG)

.L + q .L

e tal que Elí3; o Eoc; é a função i.dentidade de

A tese r'exulta agir'a imediatamente []

bglna 11-:2.3. - Seja G um p-gr'upo finito eK
com p e].ementas. Então

n n rtnl l \

IU(KC

Demonstx'açao.-

O numero de e]emntos de KG g o numer'o de combinações ]-ideal'es

lc l
do tipo .>1. kiwi eom ki e K ; por'tanto, igua]. ao nÚmer'o de -

arr'anjos com r'epetição de pn elementos tomando ICI de cada vez;

i.é , p lcl

Ainda, o nume].'o de elementos x e KG tais que e(x) assu-

me um valor k eK fixo é pnjGI,/ Pn : P(lcl-t-)
Como KG = J(KG){JU(KG) com J(KG) U(KG) 3 g.'r'exulta

U(KG) = pnjGI -pn(IGI' ]-) : (pn-l) pn(IGl-l) l

Corolário.- U.(KG) : pn(IGl- ]-)

Teorema 11.2.2t.- Sa.ja G ; © r'j T.i e K um col.'po finito comi =1 ' }''

m
p elementos . Então U.(KG) ; © s., T.k onde

{:. 'k 'P

( )E $ Então,Kel' sequencxae sela a
ll

n

.1 l

finitocor'POum

(P 1 ) P

U(KG.)l
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2p K + p K+l ) com ak ; .}l. (i-k) r'i e am+l: 0

Demonstração.- Um rabi.ocz'nio análogo ao emir'egado na or'imeir'a

paz'te da demonstração do teor.'ema 11.2.1. mostra
que, para todo x € UI(KG) tem-se que

xP = 1; portanto UI(KG) deve ser' da for'ma

U:(KG) ;*?: ;k 'P*

Faremos o calculo dos coefici-entes sk pol' indução soba'e
a ordem de G

Se IGl= 1 então UI(KG) : {l-} e o resul-todo é tr'ivial-

mente valido

Seja agor'a IGI l e suponhamos o resul-todo val-i.do para todo grB

po de or'dem menor

Consider'amos açor'a o subir'upo GP =tgPjgeG} . Do lema

m-].

1.[.2.2. temos que GP ; z©l r'i+l Tpi

Seja então f: U.(KG) -+U.(KGt') o homomor'cismo definido por':(KGP) ol

( KG) F---E--> x€

Pt'ovaremos que, efetivamente, xPe UI(KGP) . De fato,
xP e, claramente, uma unidade de KGP e, se x = E kiwi com

}l ki : l temos que xP = E kP. gP e E(xP) = }1 kiP = ]-

Para pode!-' uti]izar' novamente o ].ema 11.2.2. mosto'a!'e

mos que U] (KGP) = ]lm(f)

Dado y = EkigiP € U.L(KG)) como K e um cor'po pel'feito,

l



e a função @: K -> K definida pol.' @(k) = kP, keK, é um auto-

mor'cismo. (Vel', pol' exemplo) Jacy llontei.ro l61)

Logo, exi.stem elementos FieK tais que FiP = kj. e podemos es -
prever

y : E F:p g:p :
] ' '

Agir'a : (E Fi)P : Eki : ]- , lc'go E F.

.i Fiel. e U](KG) ; tal que f(x) : y

Usando então o lema 11.2.2. vem que UI (KGP) e da for'ma

sk.-l Tpk

do a hipotese de indução obtemos

sk+l = n( pa?k - 2pa'k+l + pa'k+2)

m-Z m

onde a'k+l j.Ek (i'k) ]'i+l : iEk+l(i'k) ]'i : ak+l

Falta pr'oval-' ainda que a fÓI'mula e vala.da napa s.

Para isso ca]cu].amos

]n. .'

IU3.(KG)l = n pk.sk = pn(IGl-l) ].ogo n ksk ;n(IGl-K=-L k=] '~

l e

Usar

]. <k <m

( E R'jg.i )P

(KGP) ©
} k:l

!

1)

com ICI = D ''' . Então

EI j.. r
i=1 ' m

sl : n.(p - 1 ) - EI k. SI.,.

Ca].culando três termos consecuti.vos da ultima soma temos
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sk-]. : (k-J-) n ,,;k-:- ,. ,;k ]

k sk : k n p'k-l- . 2pak + pak+l ]

sk (k+l) n Íp k ,,'**: * ,'**:

e os ter'mos em p " cancelam-se. É fáci.l ver então que

2Pal' - pa2 . (m+].) P m + m pam+l-

a.

': [2P;:' - P : ' :
]'ogo :

;: : - F :;: : : - ,,': * ,;: . ]: -b'' :,': * ,::] n
g=gmplo 11.2.5.- Se tomamos K = {0,1} , o corpo com dois ele

mentes e G = {e, g, g2, g3}, o grupo Cíclico

de or'dem 4, temos que U(KG) = u].(KG) : {e, g, g2, g3, e+g+g2,

e+g+g3, e+g2+g3, g+g2+g3}

Chamando G' = {e, g+ g2+g3} vem que U](KG) = G © G'

logo U].(KG) ; T2 0 T22

Usando o teor'ema acima poderíamos ter ca].colado

aO 2, a].: 1) a2 0, a.= 0 e

31(2 + 1)S ll

s 2 ].( 2't - 2+ 1 ) : ].

E3191112ig...11.2.6.- Tomando K = {Q, 1, 2} , o cor'po com tr'ês ele-

mentos e G = {e, g, gz} o grupo ezcli.co de or-
dem 4, consi.gerando em U(KG) calculado no exemplo 11. 2.4 unida
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mente as uni.dados de Índice l vem

UI(KG) :le,g,g2,2e+2g,2e+2g2,2g+2g2, e+g+2g2,e+2g+g2,2e+g+g2}

Chamando Gt {e, 2g+2g' , 2e+g+g'} temos que

UI(KG) G © G' logo UI(KG) T
3

Usando o teor'ema acima vem

aO : ]-} al = 0) a2

sl = 1(31 - 2 + 1) : 2

Em coREi.nuação, vamos estudar a estrutura de U.(KG)
quando K ê um col'po com p': elementos e G um gr'upo abeliano fmi
to qual-quer'. Par'a isso, utizar'emos o seguinte r'esultado, devido
a Pedis e Walker' 1261 que enunci.amos sem demonstr'ação.

Teor'ema i1.2.3 Seja K um cor'po e G um gr'upo abeliano finito

KG ; ©
d + «':.,

onde d per'cor're todos os divisores da or'dem de G, ÊI ,] indica
uma r'aÍz pr'imitava d-esima de 1, n,] indica o numer'o de elemen
tos de or'dem d em G e vd e a dimensão de K(ed) como espaço ve
tória]. sobre K

coJ='ovário - Nas eondiçoes do teor'ema aci.ma, e com as mesmas no

tições , tem-se que : U(KG) K( €1a )

onde
K(€1d) - {O}

A demonstr'ação segue imediatamente do tema ].].]..l

Teorema 1.[.2.4.- Seja K um cor'po com p elementos e G um gr'upo
abeliano finito. Escrevendo G = G © G onde

S P
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l Gsl e Gp e um p-gx'upo, então

U(KG) ; © -.ç!:L U(K(ed)

onde d percor'r'e todos os divã.sopas da OI'dem de G tai.s que pt d
e nd3 vd estão definidas como no teorema 11.2.3

Demonstração

(KG.) ® (KG )
' K P

- K( e, ) )@
K

..b
d vd

(KG )
P (K(ed)

Logo, Como no teor.'ema ]]..l.l. temos

U(KC) : © -i;=-- U(K(Eld) . Gp) []

n

SUBGRUPOS DE G C0}40 SUBGRUPOS DE U(KG)

Ja obser'vamos que G pode ser' considez.'ado como um sub
gr'upo de U(KG) . Desta for'ma, todo subgr'upo de G ; um subir'upo
de U(KG) . Nesta seção estudar'amos algumas pr'opriedades dos
subir'upos nol'mai.s de G como subir'tipos de U(KG)

Em primeir'o lugar, mostraremos com exemplos que a nor'ma
].idade de H em G não i.mp]ica norma].idade de H em U(KG)

IBxemplo 1l . 3 . 1 o gr'upo di.hed}.'o de or'dem 2, como foi

defi.Rido no exemplo 1.3. 4. Então

D4 = {e, a', b, ab ';3, ;2b ; b;2, -3b }. .. 'L

e seja R4 {e, a, a2, a3}

R4 e um subir'upo de índice 2 de D4; por'tanto normal

Agora, se 1< g um cor'po de car'acterística 2 temos que
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(].+a+b)'l a + a2 + b + ab + a3b

Açor'a

([+a+b).a.(].+a+b)'l : a3+ b+ ab + a2b + a3b g Ru

Exemp].o ].1 . 3 . 2 Sejam D4 e R4 como no exemplo enter'iol:' e R o
col.'po dos números r'cais

Ca].cu].ando dil'etamente , vem que

( ,a' + b)(./7 - b) : ]- logo

v''7+ b eU( R.Du) e(.O'+ b)'l' :«'7-

Agor'a: (t/7 + b)a(./2-b)'l- : 2a-./7 ab + ./7 a3b-a3 é RK

Voltar'emos a nos r'Crer'ir' a estes exemplos adiante

Em cer'tas condições, 8 possível deter'minar' o nor'maxi.zan

te de H em U(KG)

l T 3 leorema seja K um col'po ae carácter'zstzca p, G um

gr'upo finito e H um p-subir'upo nor'mal de G.

Se N(H, U) e c(n, u) inda.cam o nor'ma].i.zante e o centrali.zante

de H em U(KG) r'espectivamente, então

N(H,U) = G. C(H, U)

onde G.C(H,U) = {x.y xeG, yCC(H,U)}

Demonstr'ação

Mosto'ar'erros pr'imeir'o que G C(H,U)C:N(H,U) De fato , sejam

geG, z e C(H,U)

(gz) H(gz)'l'

Então

.. -l
gHg ' ; H

].oao nz C N(H,U)
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Para pr'oval a inclusão em sentido eontr'apto, consider'amos um -

elemento qualquer x = }lk;g; € N(H,U)

Par'a cada nj c fi existe um lírico hK € H tal que xhk : nj x(ü)

Sejam então a.l, Í3-ã)y-3 as per'mutações de G definidas por':

l

uj(g) : hj'g, iij(g) = g.hk'x
l

(g)Y hj]

, xygec

E clal'o nllc v. = a..o B.=13.o a.. . Alem disso, como
' j ''] ' ' ] ' ] ' ''J'

, o(Bj) = o(hk) são potências de p) a or'dem

de yà e um potência de p

s : {vs l hl e H}

Mosto'cremos que S e um p-gr'upo de per'mutações de G. De fato, se

h.,h são tais que xh = h.i x tem-se que

Seja

Yio Vj(g) = hihi g hklhml : (hihj) x(hmhk)

Dever'emos provar' então que (hihj) x : x(h hk)

l

Mas

hino x : hixhk ; x h.hk

Ai.nda, g cl-aro que y.I'Z(S)

De (ü) podemos escr'ever' x = hj..x hkz e tomando x =

? ki Vj(gi)

tem

Se g,, g. pertencem a uma mesma or'bi.ta das deter'minadas

pol' S em G, deve ser' kr = ks ' Como S e um p-gr'upo} toda orbi-
ta 1; de or'dem potência de p e, se toda orbita tivesse mais de
um elemento, resultaria E:(x) = 0, o que 8 absur'do, pois xGU(KG)

Existe, então, algum el-ementa geG taJ- que g = hjgnk')
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'\.rhje H , isto ê : g'l hjg = hk : x'l hjx ou, equival-entemen-

te, (x g'l')hj = hj(x g'l) ,\V/njcn ].ogo xg'l € c(n.u)
de onde se cone.Lui, facilmente, a tese [i

CorDIal'io l.- (Coleman) - Se G 8 um p-grupo) tem-se que

N(G,U) = G.Z , onde Z indica o cen

tro de U(KG)

Demonstração :- Basta obter'var que C(G,U)
anterior

Coleman li5f demonstrou que, indicando por U') G' o gr'upo comu

dador de U(KG) e G r'espectivamente, vale G' = GÕU' . Resulta
então o seguinte

usar' ó teorema

corolário 2 Se G e um p-grupos H um subgrupo de G) e K um col'

po de car'actor'estica p) vale : nrlu' = Hí"\G'

Demonstx'ação

HQG' : nficr'iu' : nHu' ]]

ota.- É f;cil ver' que C(H,U) ê uma subam-febra de KG . Pode
se exibir uma base de C(H,U) sobre K da seguinte for'ma

Defi.Rimos em G uma r'ilação de equivalência por

gl : g2 ' se e se se) exi.ste h e H taJ- que h'L.gl'h ; g2

Chamando {C.ill<j<t as classes deter'minadas por essa relação e

J: = >1 x ã fácil ver' que {J.i} e uma base de C(H,U) soba'eK
: xéc.

A demonstração ; ana]oga a dada no ]-ema ]1.2.1

N
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4. OUTROS SUBGRUPOS DE U(KG)

Nesta seçâo estudaremos cer'tos subir'upas de U(KG) que

podem ser' obtidos de for'ma natui'a.L a par'ti.r dos subgrupos de G.

Se H ; um subir'upo de um gr'upo finito G e K e um col'po)
o gr'upo U(KH) das unidades do anel do gr'upo KH pode ser identi-
ficado natur'aumente a um subir'upo de U(KG)

pr'oposj.ção 11.4.1 Nas condições acima U(KH) U(KC)flKn

Demonstr'ação

É fácil ver que U(KH)(:U(KG)r"\KH . PT'ovaremos a inca-u
são de sentido conta.'ãl'io

Seja oce U(KG)rQKH . Sendo duma unidade de U(KG) deve

existir' ã € D(KG) tal que aã=ãa : 1 . Sempre ê posstveJ- escl-'S

vel' a na fol:'ma a= ot]+a2' onde cl]. e KH e a2 e da forma

}l kag4 onde os elementos g.l que campal'ecem na expressão '
]

a2

de clo são elementos de G que não per'tendem aH

Agora: aã = a(al+ oc2) occll + act2

aa2 e da forma acl2 ; Ell kij hi gii) onde higj e H ;

0 e aa. = llogo

Da mesma forma vem que ala: l e al é o inver'se de ct em U(KH) ]]

É fácil ver' que, se U(KH) é um subir'upo nor'mal de U(KG),
então H deve ser' um subir'upo normal de G . A r'ecipl'oca nao e)
em geral, vel'dadeir'a . Ver os exemplos 11.3.1. e 11.3.2

Notaremos agora H =thl) h2)-'')hm} e sejaQ= {ql)q2)''Sqt}
um conjunto completo de I'epr'esentantes das classes laser'ais a es-
querda de G modul-o H . Todo elemento de KG pode então ser expr'essa
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na for'ma x = E kj.j qihj' kij € K ) e definimos

U''(KH) ; {x € KCI

UI(KH) = {x € U (K n) l c: (x) ]. }

k
#

Ek
1]j

0 , 2$i$t}

Proposição 11.4.2.- Seja K um cor'po de car'aeterxpstica p, G um

p'gr'upo e H um saber'upo nor'ma]. de G. Então

U (KH) e UI(KH) são subgrupos nor'mais de U(KG) e vale

i) USKC) ; u (KG/H)
U.(KH)

ii) U:( KG)
U (KH)

U.(KG/H)

Demonstração

Consider'erros a apJ-ilação @: U(KG) 'b U(KG/H) definida por'

l À gi eU(KG) -----g---> @(a)=E Atei eU(KG/H) onde gi=giH

É fácil ver que $ é um epimol'fismo e

aeKer'($), se e s.3 se, 0(CE) : ]., i.é

Logo UI(KH) é um subgrupo normal de U(KG) e vale i)

Pal.'a obter.' ii) basta definia.' @ :U(KG) -> U](KG/H) por

cl =EI À;g: € U(KG) -----g--> W(a) = --;!;........]-- € U(KG/H)

e concluir em fol.'ma análoga []

Qblgry4gão.- No caso particu].ar em que H = G, U. (KG) = U.(KG)

e, da pr'oposição acima, vem que --!!É-J$92.-- ; , o
U. (KG)

L

l l l

aeU.(KH)
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que e um I'esultado bem conhecido jã que provámos na pr'oposição
11.1.2 que U.(KG) (KG)

!

col'o].ãri.o - lias condições da proposição acima, U(KG)/ U (KH) é

comutativa, se e somente se, H contêm o subgrupo
comutador Gt de G

Demonstr'acho.- U(KG)/U (KH) ser'ã comutativa, se e somente se,

U(KG/H) o for

&

Este grupo e comum:ativo, se e se se, G/H é abe].cano, i
e., se e se se, H Contem G' IJ

Inda.cando por' L(H) o i.leal- a esquel.'da de KG associ-ado a
H como no início da seção 1-4, e por E(H) Q conjunto:

E(H) = {xeKH IE:(x) # 0} podemos dar a seguinte caracterização
de U (KH) como subconjunto de KG

Ê

Px'oposição i1.4.3
&

U (KH) (E(H) + L (H) ) rlU(KG) , onde

E(H)+L(H)=Íx+yjxCE(H), y€1.(H)}

Demonstl'acho.- Dado a = E k::qeh: e U (KH) podemos escl'evel'
l ã 'J ' J

Ê

i *:. ". * li::': i *:j"j
t

} *:.". * ?:,':'{ *:;":'{ *:.'
t

i *:' ": * à ":, ':'".-:'

? Kij hj € n(H) e E kij qi(hj-i) e (H)

É fácil ver'ifi.car, em for'ma anal-oga, que dados x € E(H), yel(H)

então x + y e U"(KH) []
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Corolári.o.- Selva K um cor'po de car'acter:sti.cas p e G um p-gl'u'

PO

Então:

U (KH) ; U(KH) + L (H)

Obter'vagão.- A decomposição de um elemento de U (KH) como soma

de um elemento de E(H) mais um del (H) não é, em
gel'al, unida . Basta tomar, por' exemplo) heH difer'ente de h]. e
temos [ = h - (h-].) com heE(n), (h-].) €1(n)

Ü

&

Lembr'amos açor'a os seguintes fatos, da teoria dos gr'u
pos.

Definição ]11.4.1.- Um grupo G diz-se um pl'oduto semidi-r'eto de

dois gr'upas H e N se H e nor'mal em G e se -
verifica:

i) HEIN : {l}

ii) G = H.N

Um subir'upo N de G diz-se um fatos' semi.direto de G se existe um

subgrupo H nor'mal em G tal que G e o pr'oduto semidir'eto de H e
N

Defina.ção 11.4.2.- Um gr'upo G diz-se uma extensão de um g!:}4.pg

N PQT' UD grupo H se existe um epimor'fismo

de G soba'e N cujo nucleo e, pr'ecisamente, H

A extensão diz-se uma extensão que cgpg:e se exi.ste um

homomorl'isco g de N em G tal que fog é a função identidade de N

Pode-se pr'oval que G e uma extensão que cinde de um grg
po N por' um gr'upo H) se e somente se, G é pr'oduto semidir'eto -
de subgrupos H' , N' i.somorfos a H e N r'espectivamente (Ver, por
exemplo, cur'ti.s-Rej-ner l2 l)
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Teorema II • 4.1. — Seja K um c°rpo de r 

P-grupo finitQ
Então

caracteristica prima p eS um
de dois subgrupos H 

de U(KN) por U“(KH) „
que e produto direto - 

extensão
e No U(KG) e uma que cinde

Demonstração. -

Podemos definir um 

morfismo <f> definido 

isomorfismo natural

epimorfismo f: U( KG) +
na demonstração da

d(K G/H) —*.U(KN)

U(KN) compondo 

proposição II.4.2 

• Assim

o epi-
com o

fI k. .x n.h. 1 D > E( E k..) n.
íí

*Claramente Ker(f) U,(KH) e 3 se g: U(KN) 

que f o g e a função identidade de U(KN) []

U( KG) indica a in
clusão, e fãcil ver

Corolário 1, - U(KN) e um fator semidireto de U(KG)

Corolário 2. - Se U(KN) e um subgrupo normal de U(KG), tem-se
que U(KG) = U(KN) © u“(KH)

Seja K um corpo de característica prima p e

. Então U^(KH) © U^(KN) e 

certo subgrupo, que notaremos

Teorema II.4.2.-

H © N um p-grupoG

uma extensão de U-, (KG) por um1
U-^H, N) .

Demonstração. -

canónicas, bastaindicam as projeçoes

% + h- VKG>
chamar

Se 6 ;G ->H,

definir o epimorfismo f 

demonstração do teorema

botamos ainda que :

: G —>N32 U1(KH) © U]_(KN) co- 

Ker(f) .U1(H, N) =II.2.1 emo

I k..= 0 >fu1, 1D£ kil£ k,- íVh,N) 13. n.h- X
i' D 3

| H I ), 26 352<i< |N|



coro[ár:io ]..- Fias condições do teor'ema aci-ma, se G e abeliano,
va].e

6 3

U(KG) K © u](n,N) © u].(KH) © u].(KN)

Corolário 2 Nas condições do teorema acima,

tensão de U].(KH) por' UI(H, N)

(KH) e uma ex

A demonstração e i.nteil'agente análoga a do teorema ll
4 l

Final-mente, dar'amos uma condição par'a que U].(KH) seja
um subgx'upo normal de U(KG)

Teorema 1]..4.3.- Seja K um cor'po de cai'actor'estica pr'ima p e
G ; fi © N um p-grupo) com H e N não tr'iviai.s

Então U.(KH) g um subgrupo nol'mal de U(KG), se e somente se)
H e abe].cano

Demonstração

Se H ; abeliano, está conES.do no centro de G; por'tanto, U(KG)
est; conta.do no centro de U(KG) e, consequentemente, é um sub
gr'upo nor'nal

Suponhamos asar'a U(KH) nor'mal em U(KG) . Então, U(KH)
tamb;m ; nor'mal em UI(KH) e, do corolário 2 acima! temos que

U. (KH) = U. (KH) © UI (H) N)

e todo elemento de U.(H, N) deve comuta!.' com todo el-ementa de
u.(KH) . Mostrar'amos então que se H não e abel-taro, tal coisa
não g verdadeira

Para isso estudar'amos dois casos

Se car K # 2, sejam h, h' C H tais que h.h' # h'.h e n € N,
n # ].
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eEntão OI : .L/2 + 1/2 h + 1/2n ]-/2 nh pertence a U(H, N)

ah'

h'a

]./2 ht+ 1/2 hht + 1/2 nhr

1/2 h'+ ]./2 hth + 1/2 nht

]. / 2 nhh t

]./2 nhth

T.nan h t Z h in

Se ca].' K = 2 1:omamos h, h' e n como acima

Então ae U(}i,N) e

h+n + nh

hta

och t

hlh + Dht + nhth

hh! + Rht + nhht

T.nan ah' # h'a []

J
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CAPITULO lii

NILPOTÊNCIA

Em 1131 J.M. Bateman e D.B. Coleman dez.'am uma condição
necessar'ia e suficiente para que o gr'upo das uni.dadas de um -
anel de gr'upo KG - onde K g um corpo e G um grupo finito - se-

~ ja ni.lpotente

A demonstração estava baseada no lema 1.[.[.1.2. que da-
mos neste capitulou mas este continha um pequeno e].'r'o na sua -
formulação ; que foi cor'l.'igi.do poster'dormente pelo pl-'opr'io Bate
man em li2i .

Independentemente, K. Motose e H. Tominaga der'am em
l2KI outl.'a cor'reção do lema - o .Lema 111.1.3. nesta exposição

que per'mina extender' os r'esul-todos a anéis de gr'upo SG, onde
o anel. de coeficiente é um anel semisi.mples ar'tiniano.

Finalmente, usando o ].ema de Motose-Tominaga, e outros
z.'esu].tacos , pudemos estendem.' o teorema par'a anel.s de grupo

com coeficientes num anel de integridade qualquer
{

Dar'amos aqui a demonstração origina]. de Bateman-Cole-
man par'a anéis de gr'upo com coeficientes num corpo) e usar'amos
o nosso r'esu].fado para obter uma demonstração mais simples do
teor'ema de Motose-comi.nanna

Neste capz+tulo usamos livremente vários resultados so-
ba'e grupos ni.].potentes. Uma refez'anciã stands!.'d ao l.'esperto ã
J.J. Rotman: The theor'y of g]'oups: can i.ntroduction A].].yn and
Bacon, Boston, 1965

iil.l ALGUNS LEMAS

Nesta seção usaremos as seguintes notações. Se R e' um
anel, dados x, y € R natal.'emos lx, yl = xy-yx e dados n e].e
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Bentos x].)'..) € R notar'amos x].)'''x l:llxl)''') xn-tlBxnl
Da mesma for'ma, dados x, y € U(R) total.'amos (x,y) = x'ly'lxy e

s xl''.., XneU(R) notar'erros(xl'..., x) =((xl'... ,xn-l),Xn)

66

Lema 1.[1.1.1.- Seja R um anel, n>1 um intei.ro e x. ,... ,x.eU(R)

Então, vale a fo r'mula

(xl' , n) : l + (xl' .x:l l(xt' *.1

Demonstração.-

(x[ ' ' '. ,xn-].)'l. xn'l- l(xt' . . . ,Xn.]),xn

(XI, .. -,Xn-l)'l.xnl((xl' . . .,Xn-.L)xn-xn(xl' .. .,Xn.l))

:(x]'...,Xn-].)' t.Xn'z(x]'... , Xn.])xn - l;(x].,...,xn)

Lema ].111.1.2.-(Bateman-Co]eman).- Seja N um ideal bi].ate!'al -
nilpotente de i-ndice a, de um

anel R . Então Q conjunto ].+N e um subgl.'upo nor'ma]. ni]potent

de U(R) de cl-asse c $ a . Se R e uma al-gebl'a soba.'e um cor'po

de característica p, então l+N é um p-g!.'upo que admite um expo-

ente(i..e. , existe um intei.ro nZI tal que, pal'a todo x € 1+N,
xn ; l)

Demon sti'anão

Do lema 11.1.2. vem que l+N e um subgl-'upo de U(R) . Dados

nCN e xeU(R) temos

x'l(]+n)x : ]+x'l.n.x e ].+N ]-ogo, l+N 1; nor'mal em U(R)

Pal.'a provar' a ni].potência mostraremos pl'eviamente que

dados x].}'.. )xk€1-+N então(xls. .. )xk)-l € Nk-l. Para isso far'e

mos indução em k
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x[) x2€ 1+N então(x].)x2) € 1+N e(x].)x2) -leN

Agora, supondo que (xl}... )xk-l) -l € NI'"'z e escr'evento xk na

fol'ma xk = 1 + n, com n € N temos

(x].,..', xk-t.),l-+nj;l(xl'.. . ,xk-l), nl

l(xl.,.. ' ,xk- l )-l-,nl € Nk-l

Como Nk-l e um idea]., usando o lema 111.1.1. temos

(x[ ' . . . )xk )-l; (x]. , .xkl'. (xl'... ,xk-t),xale Nk'l

Agol'a, tomando k=a+l temos que, par'a todos x].. . . )xk€1-+N

(XI ,..,Xk)-] € Na =(0), ].ogo l+N é nilpotente de clcasse c$a

Suponhamos ai-nda R uma F-algebra e seja e=minÍmjpm?a}

Dado n € N temos que (]+n)P = ].+nP = ].. Logo, l+N é um p-gr'upo)

com expoente . il

e

Na publicação original l1.31 o lema enunciava que, sob

as mesmas hipoteses, se ainda R/N é comutativa, então U(R) é um

gl:'upo ni]potente. Par'a mostrar que nessa generalidade o ].ema e

falso, Motose-Tominaga deram o segui.nte exemplo

Exemplo 111.1.1.- Seja n=Q+(2j.+lQli+Qk a al-gebra dos quaternios
Ta.Clama.IS) e

R :{ E :] l ':"' ;' Q'''Qs.}

N :{ [' '1 1 .]eD }
d o

Então é fácil verificar que
i) N é ideal bilatera]. de R

ii) Nz=0; logo, N e nilpotente
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iii.) R/N é comutativa

Ainda, se n e' um i.nteiro positivo arbi-trai.'io, g fácil ver que

i. ] ]i ] i:. ]': {i ]': :i::. ]
Portanto U(R) nãõ pode sel-' um gl'upo nilpotente

Lema 111.1.3.- (1~1otose - Tominaga) Seja N um ideal bílater'al

ni].potente de um anel com unidade R. Se R/N é

comutativa e in,KI =Íxy-yxjxeN, yeR} esta contido em N2, então
U(R) ê um gr'upo ni.lpotente

Demonstr'ação

Mosto'cremos inicia].mente que lmK, Rlc UK+i por indução em k

A pr'oposição e ver'darei.ra para k=1 por hipótese

Sejam então x. ,, . . ,x., € N e seR . Sel'a suficiente pr'oval que

lxl' '' )xk'sl Nk+J-

)

Açor'a lxt'..xk)s i : xt.'''xkls'slxt' ''')xkl
: xl' ' 'xk's'xkx]' ' 'xk-]'s'.s'x]'..xk+s'xkx].' ' 'xk-].

sx. = x. s+n
Como R/N é comutativo, existe neN tal que {''l ''l

sxk : xks+n'Temos ehtao:

jn[s''') nk'sl : x].(x2'''xks'sx2'''xk)+nx2''.xk' ...k
- xk(xl' . .xk-]s'sx].' ' .xk-])+n'x].' ' 'xk-leia

Usando a fÓT'mu]a do Lema ]]].]..]- vem agora que (xl). . . )xk)-
-l € Nk'l e podemos Concluir a demonstração como no lema ante
I'ior' l i

Motose e Tominaga lambem mostravam que o recíproco do ]-ema lll

1.3 e falso. Par'a i.sso, deram o seguinte exemplo.

E491Dplo 111.1.2:- Seja K =ÍO,l}, o cor'po com 2 eJ-eventos, e
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R:Íja o
b c

a,b,c e K}

Os ideais maxi.mais de R sao

K}
0

l b ,c,e }

Logo, o r'adica]. de Jacobson de R e

''«,: 't ] '''"'
Agol.'a e faci]. ver que R/J(R) ; K © K logo comutativo e que

, li ol utativo, ].ogo nilpotente. Mas:
U(R) :{ 0 1

1 0

J(R), KI # O : N'

11 - 2 Q TEOR=F{A D= BATEMN{ - COLEIWN

Propqsi:ção ].11.2.].- Seja K um cor'po de característica p e G um

p'grupo. Ent:ão o grupo das unidades do anel
de grupo KG é nilpotente .

Seja K um corpo de cal'acterÍstica prima p e G um p-gr'upo. Da
pl'oposição 11.1.2 temos que U(KG) = K © UI(KG)
Ainda, da demonstração do teor'ema 11.1.2. vem que

h

U. (KG) = 1 + J(KG)

Agol'a, do ]ema 111.]..2, U.(KG) é nilpotente e, por'tanto, U(KG)
também o 8 [l
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Teor'ema 1].1.2..L.- Seja K um eor'po e G um g).'upo finito. Então

U(KG) é nilpotente, se e somente se, alguma
das segui.ates Condições está.ver verificada

i) G ; abeliano

ii) K ; de caracterÍsti.ca pl'i.ma p e G e um g!.'upo nílpotente
tal que, para t:odo primo q # p o q-subir'upo de Sylow de
é abeliano

Demonstração

Se a hipotese i) está.ver ver'ificada, U(KG) ã abeliano; por'tan
to, ni].potente

Se a hipotese ii) estiver' vel.'ificada, podemos ese].'eve].' G na for
G = P © N, onde P e um p-grupo e N e um subir'upo aboli.ano tal
que p lml

Então:

KG ; KP ® KN ; KP ® (K,©...OK.)

onde KI)... ) Kt são extensões de K (confol'me ac} exemplo .[1.1.4)

K

1.0a0

'" $ K:)
.©(KP8K. )

L KIP 0...0KtP.L L

Então

U(KG) ; U(KIP) © © u(KtP)

Como cada anel. de grupo KJP, 3-$i<t, está nas condiç13es da pr'opg.

si.ção anterior', U(KG) ; soma di.neta de grupos nilpotentes; por'-
tanto, nilpotente.

. Par'a pr'oval' o recípr'oco) suponhamos ini.cialmente que
ca::' K 'r jGI

Então, do teorema ].[.1.]. temos que U(KG) é da forma

U(KG) GL(n[) D].) 0 e GL(nt' Dt)
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onde os D; são anéis eom divisão, l$i<t

Se U(KG) é nilpotente, cada GL(ni) Di) deve se].' ni.lpotente. Agg.
ra, e subi.do que, se n>1 e D Ó um anel- com divisão, GL(n,D) não
1; nilpotente (ve].' porexemplo, AI'tin E, Geometria Algebl.'a,Inter-
science , New York , 196 6 )

Ainda, L.K. Hua pr'ovos em 1231 que um anel CTJH divisão
D não ; solúvel se D não é comutativa (pode-se ve],' também Scott
l3il ); logo, Cada D.i e comutativa l$i<t e

G CKG ; D.© © D e abel:lado

Fina].mente, suponhamos que ca].' K t CI . Cano G e um
subgl'upo de U(KG), deve ser' niJ-potente. Ai.nda, se H é um q-
subgr'upo de Sylow de G, q # car K, U(KH) sendo um subir'upo de
U(KG) também e ni.].potente e, do caso anterior', H deve se].' aboli
ano l.l

f 111 - 3. ANÉIS DE GRUPO COM COEFICIENTES P{Ub{ DOMÍNIO DE

!NT=GRIDADE

Nesta seção vamos demonstr'ar' que vaJ-e um r'esul-fado in-
teiramente análogo ao teorema de Bateman-Coleman, quando os coS
fiel.entes se tomam num doma'ni.a de integrada.de

PT'oposição .[]..[.3.]..- Seja R um domínio de integz'idade e G um

gr'upo finito, ta]. que cal' R t ICI . Se a
grupo de uni-dados U(RG) é nilpctente, então c] e' comutativo

Demonstração.- Seja K o col.'po de quocientes de R. Então temos

RGCKG ; I'ln. (D].) @. ' .O Mn..(Dt)

U( RG) C U( KG) GL(nl)DI) © © GL(nt' Dt)

Notar'emos por' ph: KG --'> f'lnl.,(Dh) as compostas dc isomor
filmo aci.ma com as projeç8es naturais.



Mostrar'amos, inibi.a].mente, que dado ah € Mnt.(Dh) sempl'e

existem x € U(RG) e al-gum b TCK tais que ph(x) : bclh
De fato, sempre existe y = E kj.gi C U(KG) tal que ph(y):ah

Escrevendo ki : ai/bi com aibi eR l<iSIGI e b = nbi temos que

beR e x = by € RG e tal que ph(x) : bah

Açor'a mosto-'cremos que cada somando GL(nh) Dh) deve ser

nilpotente

7 2

l

De fato, como U(RG) ; nilpotente, existe um inteil-'o n>l

ta[ que, par'a todos x].,'..) e U(RG) vale(x].)''.x) =l

Dados ct:). . . , cí: e GL(nh) Dh), deter'minamos

x].,...x € U(RG) e b].,''', bne R tais que ph(xi):kiclh)
l$i$n.

Então:l- : Ph(xl'..., xn) :(k].club'..,kn an) :(al,...,a:)

Logo GL(nh9 Dh) e nilpotente

A demonstr'ação se conclui agora como no teor'ema 11.2.]- ]]

Para a nossa pl'oxida pl-'oposição vamos precisar do ].'e

multado que enunciámos a segui.r'

Lema 111.3.1.- (1. Her'atei-n, L. Smal1-, l2ZI) . Se.ja A uma al-

gebra soba.'e um anel R) que e finitamente ger'cada

como R-módulo . Se A tem um conjunto de gel-'adol.'es) cada um dos
qual-s e nilpotente, então A é nilpotente

Proposição ]-11:3.2.- Seja R um anel comutativa, de caracteres
tida prima p e G = P O N um gl-'upo finito

p t IUI e N e abeliano. Então U(RG) etal que P e um p-gru
um grupo nilpotente

Demon str'ação . -

O homomorfismo canónico u:G ''N induz um epimorfismo f:KG -'-KN



Escr'evendo H =thl). . . } h]..} e N=tnls' ' ' )ns} todo elemento de KG

é da for'ma x = >1 kiljnihj e temos
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f(x) = E ( .E.kj -l)ni

Como KG/Ker'(f) ; KN é anel-lado, bastar'á provam-' que Ker'(f) ; nil

potente e Kel-'(f), KGI(-Ker'(f)2 para obter a tese, a oartir do
].ema 111.]..3.

r'S

Dado x : E k. . n.h. C Ker(f) temos
l] ]- ]

1] ' '

E k.. n.h. - E( k..) n. = E
ij z] z] j.j :] : i.j

Logo o conjunto ni(hli'l) l$i<s) 2SJSl-' e um conjunto de ge!-'a

dores de Ker(f) sobre K.

Ainda, se pe=r ; a ordem de P:(ni(hj-l))p (hi3-i)l:'

e

Do lema 1].1.3.1, Ker(f) é nilpotente

Finalmente, seja x € Ker(f) e y = }1 kij nihl] um elemento de

KG . Chamando >1 kil :Ài l$i<s podemos escl'ever y = u+v, onde

}l X.n. € Centro(KG)

]

S

lll jE ki.inj.hj- E mini € Ker(f)

Ag'r.: x, yl : ix, u*«l xv-vx € Ker'(f)2 ]]

Estamos açor'a em condições de enunciar

Teorema 111.3.1.- Seja R um anel de integl'idade e G um gr'upo
finito. Ent:ão U(RG) é nilpotente, se e se

mente se, alguma das seguintes condições estiver vel-'ifieada

i) G ; abeliano



i) R e de car'acterlstica prima p e G e um gr'upo nilpotente -
tal que, para todo primo q # p o q'subgl'upo de Sylow de G
ã abe.piano
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Tlnmr-xn e t'rl= n n r-l-''t!-!:y y! =Y-'

A hipótese i) novamente implica que U(KG) e' abeliano; pol.'tanto

nilpotente

Se a hi.pótese ii) estiver' verificada, U(KG) é nilpotente, a

par'tir' da p].'oposição anterior.'
Para o recz+pl.'oco basta usar' a pl-'oposi-çao 111.3.1 no caso em que

.- * t .i . - ...:.,.:..:., -::''' - :",,';-.. '-', *.-:- :::
2.1, se car R l ]C []

Fina].mente, usando nosso x'esultado daremos uma demons
oração de um dos r'esultados de Motose- Tominaga

Teores\a .[ 1 ]. . 3 . 2 Seja S um ane]. semisimples al.'tiniano e G um

gl-'upo fmi-to. Então U(SG) ; ni.lpotente, se
e somente se, S e' comutativa e i) G é abeliano ou ii.) S ; de cg:
racter'l+stica prima p e G e um gl.'upo nilpotente tal que, pa)-'a
todo pr'imo q # p o q'subgl'upo de Sylc'w de G é abe.liano.

Demonstr'ação

Se S 1; comutativa e G ver'ifica as conde-ções i) nu ii) a demons-
tração se conduz como antes, usando a pr'oposiçac' 111.3.2

Suponhamos agol'a S scmisimples al'tiniano, tal- que U(SG)
é nilpotente

l.G Conne].l pl.'cvou em l18 que se S e scmisimples artiniano e

G e finitc>, então SG g semisimples Do teca!:'ema de Weddez.'bul'n

'y

SG
1-1n].(DI) ©'

(DM tn t

D: anais com divisãc , l$i$t
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Agir'a, o fato de U(SG) sel-' nilpotente pe].'mire concl-uil.'

como no teor'ema ]-1.2.1 quc cada Di e comutativa, l$i<t, e

SG ; DI © ..© Dt

Portantc S e G são comutativos []

//
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