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PREFACIO

Segundo Curtis-Reiner 121, a teoria de representagdes -
de grupos foi desenvolvida, em forma surpreendentemente comple-
ta e util por G. Frobenius nas Ultimas duas deécadas do século -
dezenove. O primeiro tratamento sistematico se encontra no livro
de W. Burnside "The theory of Groups of Finite Order™ publicado

pela Cambridge University Press em 1911,

Um segundo estégié de desenvolvimento da teoria teve -
inicio em 1929 com os trabalhos de E. Noether, quando a teoria -
foi absorvida no estudo de modulos e algebras. Tal coisa é pos-
sivel utilizando a nogao de anel ou algebra de grupo; associan-
do a cada representacao de um grupo G sobre um corpo K um certo
modulo sobre a algebra KG. Damos algumas indicacoes a esse res-

peito na secao I.3.

Este fato, por si s6, & suficiente para dar uma idéia -
da importancia do estudo dos anéis de grupos. Trata-se de uma -
area da matematica em que a investigacdo é particularmente in -
tensa - uma consulta ao Mathematical Reviews, por exemplo, mos-
trara a frequencia com que aparecem artigos sobre o assunto e a
bibliografia incluida em Curtis-Reiner [2] e I. Reiner |30]da~-

ra uma idéia da abundancia de tais trabalhos .

Em relacao aos anéis de grupos existem varias direcdes-
em que vem se desenvolvendo a pesquisa. 0 objetivo deste traba-
lho & apresentar de forma metodica os resultados até agora co -
nhecidos sobre os grupos de unidades de tais anéis . O interes-

se do assunto fol assinalado por I.Reiner em |30].




II

Mesmo nesta area nos impusemos certas restrigoes para
manter o trabalho dentro de limites razoaveis. Trabalhamos sem-
pre com anéis de grupos finitos e, na maioria dos casos, limita

mo-nos a considerar coeficientes num corpo.

0 primeiro artigo sobre unidades de aneis de grupos é
devido a G. Higman |22]| quem utiliza a teoria de caracteres pa-
ra obter resultados no caso em que os coeficientes pertencem a
um anel de inteiros algébricos. Nossa intencao original era co-
megar expondo estes resultados, mas os trabalhos mais recentes
nos levaram a adotar as limitagoes a que fizemos referéncia no

paragrafo anterior, e deixar de lado o conteddo desse artigo.

0 presente trabalho pretende ser acessivel a um leitor
com os conhecimentos basicos de algebra normalmente contidos -
nos cursos basicos de Pés—Graduagéo. Com esse objetivo em mente,
fizemos uso livremente dos fatos basicos da teoria de grupos, -
mas incluimos no Capitulo 0 um apanhado geral de resultados so-

bre anéis e médulos, que serao de uso constante no que segue.

Existem muito poucos textos que tratam sistematicamente
dos anéis de grupos, e nenhum deles em portugueés. Por causa dis
so no Capitulo I apresentamos varios resultados basicos que po-
derao ser Uteis a eventuais interessados, mesmo em relacao a ou
tros problemas na area. Alguns destes se encontram, atd agora,
unicamente em artigos de pesquisa; outros sdo tratados em tex -
tos tais como Curtis-Reiner |2| e P. Ribemboim |11|. Apenas as
definigoes iniciais da segdo I.4 serdo utilizados na exposicgdo;
porém, sua inclusdo se justifica pelas aplicagoes em outra dire

gao, como brevemente se indica nos resultados finais.
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No Capitulo ITI iniciamos o estudo do grupo das unidades
de um anel de grupo. Na primeira segio expomos os fatos basicos
¢ na segunda estudamos a estrutura deste grupo em uma situacao
particular. O resto do capitulc é dedicado ao estudo de certos

subgrupos do grupo das unidades.

Finalmente, no Capituloc III estudamos condig¢oes para -~

que © grupo das unidades de um anel de grupo seja nilpotente.

Em toda a dissertagao fizemos um especial esforgo para
indicar, em cada segao, as fontes utilizadas visando oferccer -

um guia a literatura sobre o assunto.

{ Embora a maior parte do trabalho seja expositivo, al -
guns resultados isolados sac nossos. 0 teorema II.1.3 foi o pri
meiro resultado e o teorems IT.3.1 representa uma leve generali
zagac de um teorema de D. B. Coleman e foi obtido adaptando 1li~
geiramente a sua demonstragao. A secdo II.4 & o resultado de -
nosso intento para obter informagoes sobre a esfrutura do grupo
das unidades no caso nao comutativo. Nao obtivemos resultados -
fortes; porém, foi possivel dar uma condig3o necessaria e sufi-
ciente para que certos subgrupos, obtidos de forma natural, se-

jam somandos diretos.

Finalmente, conseguimos estender um resultado de J.M. -
Bateman e D. B. Coleman sobre nilpoténcia, a anéis de grupo com
coeficientes num dominioc de integridade. Na segao III.2 trans -
crevemos a demonstragao original e a segio ITI.3 relne o nosso

trabalho nesse sentido. |

Recentemente J.M. Bateman {12] e K. Motose e M. Tomina

ga |25| obtiveram novos resultados sobre a solubilidade do grupo
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das unidades de um anel de grupo, que nao foram incluidos neste
trabalho para nac estendé-lo em demasia e representam a sua -

principal omissao.

Durante os nossos estudos de mestrado no Instituto de =~
Matematica e Estatistica de Universidade de S3ao Paulo foram tan
tas as pessoas que de uma forma ou de outra colaboraram na nos-
sa formagao que agradecimentos detalhados seriam impossiveis -
sem se cometer injustas omissoes . Muito particularmente quere-

mos agradecer as seguintes pessoas:

Aos Profs. Renzo Piccinini e Waldyr M. Oliva, pela sua

orientagao e estimulo durante os nossos estudos no I.M.E.U.S.P,.

Ao Prof. Carlos B. de Lyra, pela paciencia e amabilida-
de com que nos ouviu falar sobre a nossa dissertacdao e pelas -

suas valiosas sugestoes.

Ao Prof. Alfredo Jones, por ter sugerido o assunto des-
ta dissertagao, pelo apoio e dedicagao muito além do que podia-
MOS merecer e por razoes ainda mais importantes: a ele devemos
ter nos interessado pelo estudo da algebra e, em boa medida, a

propria decisdo de estudar Matematica.

Sao Paulo, dezembro de 1972

C.P.M.

Durante a realizagac deste trabalho o autor teve o auxilio finan

ceiro do Programa Multinacional de Matematica da Organizacao de
Estados Americanos e da Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado-
de Sao Paulo .



INDICE DE SIMBOLOS

AA = anel A considerado como modulo a esquerda sobre si mesmo.

x ® y = soma direta, quando usado x e y forem anéis, médulos, -

ideais, algebras e produto direto, quando x e y forem -

grupos escritos multiplicativamente
® = produto tensorial

Mn(D) = anel de matrizes de nxn com coeficientes em D.

GL(n,D) = grupo das matrizes inversiveis de Mn(D)

HomA(B, C) = conjunto dos A-homomcrfismos de B em C

J(A) = radical de Jacobson de A. (pag. 6)
AG = anel de grupo de G com coeficientes em A. (pag. 8)
€ = fungao indice (pag. 11)

dimKV = dimensao de V como espaco vetorial sobre K

I(KG) = conjunto dos ideais de KG

S(6) = conjunto dos subgrupos do grupo G

L(H) = ideal associado ao subgrupo H (pag. 34)
UCA) = grupo das unidades do anel A

pl = grupo ciclico de ordem pt

K = K - {0}

U (xH), UJ(KH) = ver pdg. 59

Ul(KG) = subgrupo das unidades normalizadas de KG (pag. 48)

U, (X, H) = ver pag. 62




CAPITULO O

Reuniremos aqui varios resultados classicos sobre a teo
ria de anéis e modulos a que faremos referéncia muito frequen-

. temente.

A maioria delas encontra-se demonstrada com certo cuida
do em nossas notas IlOI com varios exemplos. Excelentes exposi
goes destes resultados podem ser achadas em Curtis-Reiner |2|
ou em Ribemboim |11|. Também poder-se-a consultar com provei-
to Bourbaki |1].

Apenas enunciaremos - sem demonstracao - os fatos basi-
cos, que serao usados livremente no resto da dissertagao sem fa
zer referencia explicita.

Neste capitulo, A indicara sempre um anel com unidade.
0.1. MODULOS SEMISIMPLES

Definicdo 0.1.1.- Seja M um A-médulo . Um submodulo N

diz-se um somando direto de M se exis
te um submodulo N¥'M tal que M = N & N' i.e. M = N + N' ¢
NOIN' = {0}.

Definic3o 0.1.2.- Um elemento a€A diz-se um elemento

idempotente se azz a

Proposicao 0.1.1.~ i) Seja M um A-modulo e p:M = M um endomor-

fismo de M tal que p2 = p ( p diz-se uma projecao) .

Entao: M = Im(p) & Ker(p) . Reciprdcamente, se M = N & N' exis
te uma projegao p:M -+ M tal que Im(p) = N e Ker(p) = N' .

ii) Se a € um elemento idempotente de A, en-
tdo, A.a = {x.a|x€A} € um submodulo de
AA ( o anel considerado como modulo a esquerda sobre si mesmo)

e

AA = A.a ® A(l-a)
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Reciprocamente se LA = A, & A existe um idempotente a€A tal

A 1 2°
que A; = A.a e A, = A.(1-a)
Teorema 0.1.1. - Seja M um A-modulo. As seguintes afirmacdes

sao equivalentes:

i) M & soma direta de A-médulos simples (i.e. de A-médulos
que nao contém submodulos proprios)
ii) M & gerado por uma familia de A-modulos simples.
iii) Todo submodulo de M & somado direto

iv) Todo quociente de M & fator direto

v) Toda sequéncia exata do tipo 0 +N +M*M/N + 0 cinde

Definicdo 0.1.3.- Um A-modulo M diz-se semisimples se verifica

alguma(e, portanto, todas) das condig¢oes equi
valentes do teorema acima. As vezes M diz-se também, completa -

mente redutivel .

Proposicao 0.1.2. - Seja {N.}, oy uma familia de A-médulos sim -
ples. Entdao, todo submddulo de M = & N, &
iel

isomorfo a um modulo da forma @ N., onde JCI
ied

Corolario.~ Todo submdédulo simples de M & isomorfo a algum Ni’

ieTl .
Proposicdo 0.1.3. - i) Todo submédulo de um A-modulo semisim -
ples € semisimples.
ii) Todo quociente de um A-modulo semisim -
ples € semisimples.
iii) Soma direta de semisimples & semisim -
ples
Proposicdao 0.l.4.- Um A~modulo semisimples M tem comprimento

finito, se e somente se, ¢ finitamente ge -
rado.
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0.2. ANEIS SEMISIMPLES

Definigao 0.2.1.- Um anel com unidade A diz-se semisim-

-

A e

ples artiniano se o A-mAdulo A

semisimples .

Teorema 0.2.1.- As seguintes afirmagoes sao equivalentes .

i) Todo A-modulo é semisimples

ii) A e um anel semisimples artiniano

-~

iii) A é a soma direta de uma familia finita de idéias 3 es -

querda minimais

NOTA : Um anel semisimples artiniano A, no sentido da defini -
gao acima, sendo com unidade € finitamente gerado como
A-médulo e, portanto, satisfaz a condigdo de cadeia descendente.
O emprego do adjetivo "artiniano” fica assim justificado. Um -
anel semisimples artiniano também satisfaz a condicao de cadeia
ascendente; porém € o fato dele ser artiniano que permite obter

as condigoes equivalentes do teorema acima.

AA

sao, precisamente, os ideais a esquerda minimais de A. Logo, a

Note-se ainda que os submodulos simples do A-modulo

condigao iii) do teorema 0.2.1. &, em esséncia, uma decomposi

gao de AA em soma direta de submodulos simples .

t
Proposigaoc 0.2.1. - Seja A = @ Li uma decomposigao de A em soma
i=1
direta de ideais a esquerda minimais. Entao,
existem elementos {e.} de A tais que
i .
l<i<t
. 2 .
i) e.” = e., 1l<i< t
1 1 = =
ii) 1 # j implica e;- €3 = 0
iii) e. nao pode ser expresso na forma e, = e! + eV com e!,e!
i i i i i’7i

idempotentes tais que ei.el = 0, 1<i<t .

v) L.z A.e.
i
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Reciprocamente, se {e;} . . ¢ uma familia de elementos de A ve
rificando as condigoes i), ii), iii), iv) acima, definindo ~

L; = A.e;, os L, sdao ideais a esquerda minimais de A, 1gigt e

t s
Proposicao 0.2.2. - Sejam A = & L, = ® L! duas decomposi -
i=1 j=1

goes de um anel A em soma direta de ideais

a esquerda minimais. Entdo, t=s e existe uma permutacgio vGSt -
tal que L; = L

1
v(i)

Definigcao 0.2.2.- Um anel diz-se simples se ele ¢ semisimples

artiniano e contém exatamente dois ideais -
bilaterais : (0) e o proprio anel.

Dada uma decomposigdao de um anel semisimples artiniano

em soma direta de ideais a esquerda minimais A = 3 Lis a fami
i=1

{Li} pode-se escrever como reuniao de subfami -
1<igt

1

lia F

lias F FIU F,U...U Pt de modo tal que dois ideais pertencem a

-« - ~ .
mesma familia, se e somente se, sao isomorfos.

Definimos, entao, B. = & L
] LEF,

Os conjuntos Bj nao dependem da decomposigao de A em soO

ma direta e sao ideais bilaterais minimais de A.

Definicao 0.2.3.- Os ideais Bj’ 15js s . definidos acima dizem-se

as componentes simples de A .

Teorema 0.2.2. - (Wedderburn)- Seja A um anel semisimples arti-

niano. Entao:

i) A é soma direta de suas componentes simples {B.}
t1<ics

ii) Todo ideal bilateral de A € soma direta de alguns membros

da familia {Bi}
1<i<s
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1ii) Cada componente simples Bi ¢ isomorfa a um anel de matri-
zes M (Di) com coeficientes num anel com divisao D,. Se

i

A for wuma algebra sobre um corpo K entdo cada Di estende
K e o isomorfismo

1

A M (Dl) ®...86 M (DS)

n n
1 s
€ um isomorfismo de K-ilgebras .

s s
iv) Se A= 8 B. = @ B! s3o duas decomposicdes de A em so

!
1
direta de ideais bilaterais minimais, entdo, s = s' e -

Sy o 5 = t
eXiste uma permutacao ¢ € SS tal que Bi = Bc(i)

®

v) M_(D) = M +(D'), onde D e D' sdo anéis com divisdo, se

somente se, n = n' e D T D?
Proposicao 0.2.3. - Se Ly ¢ um ideal minimal 3 esquerda de A -
: = = 0 =
contido em Bi = Mni(Di)’ entao, Di =
HomB (Li, Li), onde Dg indica o anel oposto do anel Di’ i.é, o
i

anel definido no conjunto Di com a mesma soma e o produto defi-

nido por o0B8 = B.a , a,BED .

Existe um Unico Bi~m6dulo simples, a menos de isomorfis

mos, e este & fiel (i.e. seu anulador & (0) )

Pode-se demonstrar ainda que o numero n. e igual ao nu-

. . -~ . . . - -
mero de ideails a esquerda minimais que comparecem na familia Fi.

Ainda, como Bi—médulo simples (pode-se tomar a soma direta de -

n, copias de Di onde a multiplicacao por elementos de Bi define
se da seguinte forma:

Dados beBi, X = (xl,.,.,,3 xni) €Di ®...0 Di’ consideramos

o€ Mn (Di), a imagem de b pelo isomorfismo, e definimos:
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Proposicao 0.2.4. - ( Lema de Schur) Seja K um corpo algebri-

camente fechado e A uma algebra simples de
dimensao finita sobre K. Entdo, D = Hom, (M, M) (onde M indica -

um A-médulo simples) & isomorfo a K

Corolario .- Se A & uma algebra semisimples artiniana sobre um

corpo K algebricamente fechado, entao:

A = Mn (XK) ...9 Mn (x)
1 S

s
Proposigao 0.2.5.~ Seja A = @ B, a decomposicao de A em soma
i=1

direta de suas componentes simples. Entao,

existem elementos {ei} em A tais que
1<igs

i) ei = e., lgigs

1i) e.,.e. = 0 se i # 3
iii) e; pertence ao centro de A, 1g<igs

iv) e nao pode ser expresso na forma e; = ei + eg com ei,

eg idempotentes do centro de A tais que e{.eg = 0,

s
v) 1= % e

Proposicao 0.2.6.- Seja A um anel semisimples artinianoc.e
T
A=#® L; uma decomposicao de A em soma de
i=1

ideais a esquerda minimais. Todo A-médulo simples & isomorfo a

algum L. l<igt

0.3. RADICAL DE JACOBSON

Definigao 0.3.1.- Seja M um A-médulo. Chama-se radical de Ja-

cobson de M ao submddulo intersecgdo de todos

os submodulos maximais de M, que indicaremos por J(M)
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CAPITULO I

ANEIS DE GRUPOS
I.1. DEFINICAO E PRIMEIROS EXEMPLOS

Seja A um anel com unidade 1 e G um grupo notado multi-
plicativamente, cujo elemento neutro indicaremos por 1, ou tam-
bém por 1 quando ndao houver perigo de confusao.

Notaremos por AG o conjunto de todas as fungoes quase
nulas definidas em G com valores em A. Se o €AG & uma tal fun-
¢do, € usual indicar o pela combinagao linear formal

a= £ alg).g , o que facilita as notagoes. As vezes, indexando
ge6

G = {gi |ie I} escreveremos os elementos de AG na forma
a= I a;.g; com a, = u(gi)e A e (ai) ieI quase-nula .
iel
Se G for um grupo finito, indexando G = {gl,..,, gn}

entenderemos sempre que gy = lG .

Em AG pode-se definir uma soma, usando a nogao usual de
soma de funcdes i.&. dados a,B€AG, a+B € a funcao definida por
(a+B)(g) = alg) + B(g), get

Com a notagao formal introduzida, podemos escrever:

I a.,g. + I b.g.= I (a.,+b.) g.
jer i gop iTiggp 1T H

Pode-se definir tambeém produto de elementos de AG por
escalares de A da seguinte forma:

Dado aeA, agAG ao sera a funcgao definida por:

(ag)(g) = a.al(g) , ge G .

Uma verificacdo trivial mostra que AG com as operagoes
definidas é um A-mSdulo a esquerda; mals precisamente, e o A-mo

dulo livre gerado pelos elementos de G.

Queremos introduzir ainda um produto em AG, de forma -
tal que, com a soma ja definida, se obtenha uma estrutura de




anel. Trabalhando apenas formalmente, seq = h2 a.g; e
iel
B = L b. g. seria natural definir:
jer

a.f = I (ai°bj)(gi‘gj)

i,3

onde ai'bj indica o produto no anel de ai e bj e gi.gj o produ
no grupo G.

Associando para levar a forma inicial, ter-se-ia

a.B. = X C, .8
xer X K
onde Cy ¢ uma soma do tipo Y a..b. onde os pares i,j de in-
i3

dices sao todos aqueles para os quais gi.gj = 8y

Adotaremos entao a seguinte definigao para o produto:

0.8 = T cl(g).g
geG
onde c¢(g) = T a(m).b(n)
m.n=g

chamado o produto de convolucao das fungoes a e B .

Novamente, & facil verificar que com a soma e o produto
definidos, AG € um anel com unidade. (a unidade sendo o elemen-
to I al(g).g onde a(ly) = 1le a(g) = 0 para todo outro elemen

g
to ge6G, que sera denotado simplesmente por 1) .
Se A & comutativo, ainda temos:

a.(oB) = (aa) B = aaB) , acA, ao, B €AG

logo, se A & comutativo AG & uma dlgebra sobre A . Tal & o ca

so quando se tomam os coeficientes num corpo; situagao esta a

que nos referiremos muito frequentemente neste trabalho.
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Definicao I.1l.1. - Seja A um anel com unidade e G um grupo 0

anel AG construido acima diz-se o anel de -
grupo de G sobre A. Se A e comutativo, AG diz-se a algebra de

grupo de G sobre A.

A funcao 1i: A > AG definida por i(a) = a.ly, aegA,
¢ um monomorfismo de anéis; portanto, identificaremos frequente

mente A com a sua imagem em AG.

Da mesma forma, a fungao i:G + AG definida por i(g)=1l.g
& um monomorfismo (de grupos multiplicativos) e também podemos
identificar G com a sua imagem em AG.
Note-se que, com esta identificacdo, G & uma base do A-modulo -
livre AG.

Proposicao I.1l.1l. -~ i) Sejam G e G' grupos, f:G » G' um homomor

fismo de grupos e A um anel (comutativo)
com unidade. Entao a funcao f:AG + AG' definida por

FCz al(g).g) = ¢ alg).f(g) & um homomorfismo de anéis ( de
- geG geG
dlgebras) tal que f]G = f . Ainda, se f é epimorfismo ou mo-

nomorfismo ¥ também o & .
ii) Sejam A, A' anéis (comutativos) com unidade, G um

grupo e f: A > A’ um homomorfismo de anéis com unidade. A fun -

cdo T:AG + A'G definida por F(f a(g).g) = & flalg)).g & um
geG - get

homomorfismo de anéis (de algebras). Ainda, se f & epimorfismo

ou monomorfismo T também o & .

A demonstracao & imediata .

Alguns homomorfismos importantes, que usaremos frequen-

temente na exposicdo podem obter-se como exemplos da proposigao
acima.

Exemplo I.1l.l. - Se H & um subgrupo normal de um grupo G nota-

remos por g a classe do elemento g no quocien
te 6/H . O homomorfismo canonico G + G/H se extende a um homo-
morfismo f:KG + K(G/H) definido por:

£ -
PRiEy T gy



1

U o

Exemplo I.1.2.- O homomorfismo trivial G - {1} se extende

- ; ~
funcao €:KG + K definida por (X bigi) =3 §3 chamada fungdo In-
1 i -

dice. 0 fato da funcdo Indice ser um homomorfismo de anéis se -

traduz nas seguintes propriedades que serao usadas frequentemen
te:

i) ela +8) = e(a) + €(B) ii) e(a.B) = e(B).e(B) .

Proposicao I.1.2.- Seja f:6 - H um epimorfismo de grupos, K
um corpo tal que carK‘f |H] T:Ke -+ xe' o ho

momorfismo induzido e N = Ker(f) . Indicando por {Cl"" cZ}

um conjunto completo de representantes de classes modulo N, o
conjunto {ci(aj— 1) Iaj N, 1<i<t} & uma base de Ker(f) sobre

K

Demonstracao -

Claramente, os elementos da forma ci(aj-l) pertencem a Ker(F)
e o conjunto & linearmente independente .

Agora, um elemento ag AG pertence ao nicleo de T, se e somen-
te se, escrito na forma o = I k.. c.a. se verifica ¥ k;. = 0,
A & R S s 1]
1,3 J
para todo i, 1l<i< |N]

Entdo o= L kij c; as - Z(Zki.) c. = I kijci(aj—l) []
i,3 b1y 1,3

Proposicao I.1.3.~- Sejam GQH grupos, f:6 + H um epimorfismo de
nucleo N, K um corpo tal que carK + e} e
T: K6 +» KH o homomorfismo induzido. Entdo KG = KH & Ker(¥)
Seja n = I X
x€eN

Um calculo direto mostra que n & um elemento idempotente que =
pertence ao centro de KG .

Chamando R = K6.n e S = KG.(1-n) = {a KG|a.n=0} tem-se que R

e S sao ideais bilaterais de KG e KG = R@S .
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Provaremos inicialmente que R & isomorfo a KH. Seja {cl,...,cz}
um conjunto completo de representantes de classes de G mddulo N

e L = {cl.n,..., c, n}

£ facil provar que o produto de KG & fechado em L e va-
le a propriedade de cancelativa em Lj portanto, L & um subgrupo

multiplicativo de XG

Ainda, a aplicagao f:G » L definida por:

f
gecy N*__~__>ci,n

€ um epimorfismo de grupos cujo nlcleo &, precisamente, N.

Logo L = G/N = H .
Novamente um calculo direto permite mostrar que L & base de R
sobre Kj; logo:

R = KL = KH

Finalmente, provaremos que S = Ker(¥F)

Da proposigdo I.1.2. temos que Ker(F) tem base:
{ci(aj—l) laje N, 1lgigt}

Agora: ci(aj-l) n = ciaj n-c.n e f(ci(aj—l)n) = 0 . Cada
elemento de uma base de Ker(Ff) pertence a S e, portanto.

Ker(E)CS.
Ainda: dim [Ker(F)]= t(|N]-1) e
dim [S]= dim[KG]- dim [R]= t|N|-t = dim [Ker(®)]

e resulta a igualdade []

Na segao I.2 veremos teoremas mais gerais sobre decomposigdes -

de KG em somas diretas.

Para concluir esta segao estudaremos um caso muito simples em -
que é facil determinar a estrutura do anel de grupo.
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Exemplo T.1.3. - Seja G um grupo ciclico de ordem m, a um ge-
2 m-1
5o 5d b e

rador de G (entao G = {1, a, a

R um anel de integridade.

Pode~se definir um epimorfismo ¢ : R[X] > RG por

fe R[X] ———f(a) e RG

Do teorema do isomorfismo para aneéis temos: RG = R[XJ
Ker(4)
onde Ker(¢) € da forma Ker(d) = (f;) sendo f, o polindmio méni

co, de grau minimo, com raiz a

No isomorfismo ¢iR[X]/Ker(¢) + RG o elemento a corresponde  a
classe X + (f,)

Mostraremos inicialmente que f0= X"-1 . De fato, como a'=1=0
vem que fOIXm~l mas, se fO for da forma f0=‘?1aixi com n<m
ter-se-ia: .

fo(a) = ot ala+.,°+anan = 0 e os elementos de G seriam

linearmente dependentes em RG, o que & uma contradicio.
a o
Seja entdo X'-1= fll cee ftt a decomposicao de x™-1

em produto de polindmios ménicos irredutiveis de R[X] .
Temos entao:

¢ ]
- RLXD R RLX] .. .0 R[X]

5 (xX™-1) (£% )y (F%)
1 t

T m *1 *t
onde Y leva a classe X+(X ~1) em (X+(fl ) RN X+(ft )
Agora, se tomamos os coeficientes num corpo K e se x™-1  se

~ - - . . - o e 3 °
decompoe num produto de polinomios irredutiveis monicos dife -

rentes dois a dois em K[X], tomando gl,a.., gt raizes de

fys+-+> £, num fecho algébrico de K, temos que:
o.
——5£§1~ = K(Si) onde a classe X + (fil) corresponde ao ele-
i
(fi )

mento gi no isomorfismo e resulta:

KG = K(El) ®...9 K(gt)




Note~-se que os corpos K(Ei), lgigt, sao anéis simples.

Da unicidade no teorema de Wedderburn, vem que a decomposicao -

obtida € a decomposicao de KG em soma direta de andis simples.

No isomorfismo final KGA—->K(51) 6...0 K(Et) 0 elemento a vai

na t-upla (Elsa.., Et)n Convém observar que os £

-
E sendo rai-
A Nl

zes do polinomio X-1,

~ - -
sao raizes da unidade.

Un caso particularmente interessante o quando K = @, o

- . . » had 3
corpo dos numeros racionais. Neste caso, os fatores irredutiveis

de X™-1 s3o os polinomios ciclotomicos @d(X) onde d percorre -

os divisores de m, 0 numero de componentes simples de

QG, com @
ciclico de ordem m, & ¢ (m)

» onde ¢ indica a funcao de Euler.

Se K = €, o corpo dos numeros complexos, xM-1 se decom-

Poe num produto de fatores lineares em clx] e

CG é isomorfo a
uma soma direta de m copias de C

Concluiremos estudando dois casos particulares.

Dy

Se G o grupo ciclico de ordem 7, a decomposicao de X7—1

em
Qlx] & x'-1 = (x-1) (xOxSextexPexZexe1)

-

Logo, chamando £ a uma raiz primitiva de ordem 7 temos:

QG = Q& Q&)

Se G €& o grupo ciclico de ordem 6, a decomposicao de X6ml em

Q] & x®-1=(x-1) (t+ 1) (X24x+1) (X2-X41) e temos:

QI Qe Q6 Q¢ l+1/~) ® Q l+;/_)
2

-1+1v/3 - 1+iv3

onde — & raiz de X2+X+1 — raiz de X2_X+1.

Note~se que os dois Ultimos somandos sao iguais.

Exemplo I.l.4.- Vamos mostrar aqui que, se G & um grupo abelia-

no finito e K um corpo tal que carkK *'lGI, entao a algebra de
grupo & da forma:

~

KG = K(El) ®°"@K(€t)

onde & ..., £y sao raizes da unidade num fecho algébrico de X.
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A demonstragao elementar que daremos & devida a Gulliksen-Viswa

nathan-Ribemboim |20]|

Sendo G comutativo, do teorema de estrutura para grupos abelia-

nos finitos sabemos que G pode-se escrever como um produto dire
to:

G = H, x...x H
m

1 - - . ~ .
onde cada ﬂi e um grupo ciclico. Faremos a demonstragcao por in-

dugao em m.

1

- ~© . i3
Sem 1, G e ciclico e, do exemplo anterior, podemos -

escrever :  KG = —Elgl—— , onde n =|G|] ~
(X'-1)

n - . ~ . -
como carkK T n, X' ~1 e um polinomio separavel sobre K a sua

decomposicdo em produto de fatores irredutiveis monicos em -

K[x] é da forma X"-1 = f

15...ft onde i#j implica fi # fj .

A discussao do exemplo anterior mostra que, neste caso,

a tese é verificada

Seja agora G = Hlxge.x Hm com m>1 e suponhamos o re -
sultado valido para todo produto de m-1 grupos ciclicos. Temos

entao:

K6 = K((Hyx...x H ) x H ) = (K(Hjx...x Hm_l))(Hm)

Da hipdtese de indugao podemos supor K(Hyx...xH )=K 9...0K_

m-1 1

onde cada K. , 1<i<s & uma extensao ciclotomica de K. Agora:

1

KG (X ®‘°‘@Ks)(Hm) = Kl(Hm) ®...9 Kl(Hm)

1
Finalmente, cada somando Ki(Hm) é soma direta de extensoes ciclo-

tomicas F,de K; e K. uma extensdo ciclotomica de K, entao F. e
i

i
uma extensao ciclotomica de K, e resulta a tese.
0 reciproco deste resultado tambem & valido, i.&. se

KG € soma direta de extensdes ciclotomicas de K, entao G e abe-

liano (o que & trivial pois a prdpria algebra KG o serd) e -

car K f |G]. Isto Ultimo resultara trivialmente do teorema de



Maschke (Teorema I.2.1)

I.2 ALGUNS TEOREMAS DE DECOMPOSICAO

Comegaremos esta segao com um resultado classico devido

a Maschke cuja importancia sera evidente nas aplicacodes.

Teorema I.2.1.- Seja K um corpo e G um grupo finito.

Entao KG é semisimples artiniano, se e somente

se, carK T |G|

Demonstracao. -

Suponhamos que car X + |G|

Para cada elemento 0€KG definimos uma aplicagao K-linear
TQ:KG + K& por Tu(X) = a.X, X€EKG

Se consideramos a matriz associada a fungao linear Tu na base

G, & facil verificar que:

i) Se g # 1, tr(Tg) 0 onde Tr(Tg) indica o trago da fungao

T
g

ii) tr(Ty) = |6].

Seja entao J = J(KB) o radical de Jacobson de KG. Queremos pro-
var que J ={0}. Como G € finito, KG & de dimensac finita sobre

K e, portanto, um anel artiniano.

Logo J € um ideal nilpotente.

Suponhamos que exista 0 # o0€J da forma o = Ik
i
como kj # 0 para algum j. Multiplicando por gjl temos:

i85

-1
g . o= k.. 1.+ Z k! g.€ed
3 16 gt e
Agora, e facil verificar que Ta= k'°Tl+ L k! T e

if1 t 84

calculando os tragos respectivos temos:



tr(T ) = kj,[G! # 0

Mas, como o'€Jd, Ta' deve ser uma fungao linear nilpotente e
tr(Ta,) = 0 e obtemos assim uma contradicao
Para provar o reciproco mostraremos que, se car K | |G|

entao KG ndo é semisimples

Seja a = L g . Como os elementos de G sao linearmen
ge6

te independentes em KG, certamente o # 0 .

Dado ge€G tem~se g.aza.g =o . Agora:

o = 4. 3 g = I o.g = |G].a
get geG
Como car K | |G| +temos assim o’ =0

0 ideal KG.a gerado por o € um ideal nilpotente, nao
nulo pois (KG.a)2 = 0 e 0 # a€ KG.q logo KG.ac J(KG) # 0 []

0 resultado acima foi generalizado por I.G. Connell -
18], que provou que o anel RG & semisimples, se e somente se,
R & semisimples e G é finito, tal que |G| & inversivel em R
( Ver também P. Ribemboim |11])

Traduzindo agora o teorema de Wedderburn no caso que -

nos ocupa obtemos:

Teorema 1.2.2.~

i) Se G & um grupo finito e K um corpo tal que carkK + |G| entao

KG tem um nimero finito de componentes simples Il,.n., Im 5
cada ideal bilateral de KG & da forma I, 6...8I, com

1 t
1§11<...<1t§m e, em particular KG = Il®...®Im

ii) Cada componente simples € soma de ideais a esquerda minimais
de KG, todos isomorfos entre si. Ideais minimais a esquerda
correspondentes a componentes simples diferentes sao nao iso
morfos.

iii) Cada componente simples tem unidade e, considerada como alge

bra &€ isomorfa a uma algebra de matrizes M (D;) onde D; &
i
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um anel com divisao e n; € o numero de ideais a esquerda mini -

mais que comparecem na decomposicao de Ii. Ainda, do lema de
Schur, se K é algebricamente fechado, Di = K para 1<i<t .

iv) A cada componente simples Ii corresponde um unico Ii-m5—

dulo irredutivel, fiel, M, . Se L ¢ um ideal a esquerda
minimal na decomposigao de Ii,pode—se tomar Dg =

na =
HomIi(Li, Li) . Ainda Li = Di ®...9 Di (ni vezes) com a

multiplicagao por um elemento a€KG definida da seguinte

forma .
No isomorfismo K& > M_ (D.) &...9 M (D.) o elemento o corres -
n, 1 Ny T

ponde a um elemento da forma (Al"°°’ At)o Define-se entao:
11

(dl..., d, ) como sendo o produto de matrizes A, .|! .

n. i 3

n.j
i

Para calcular o nimerc de componentes simples de KG no

caso semisimples precisamos provar o seguinte:

Lema I.1.1. - Seja A um anel comutativo com unidade e¢ G um gru-

po finito. O centro da A-dlgebra AG, C(AG) =

{0€AG fox = xa , xE€AG} & uma subdlgebra de AG; considerada co

mo A-modulo é livre e seu posto & igual ao nimero de classes -
conjugadas de G.

Demonstragac.- 0 fato de que C(AG) & subdlgebra resulta imedia

tamente. Para provar que & livre com o posto in
dicado vamos exibir uma base de C(AG) sobre A.

Sejam Cys--+5 C, as classes conjugadas de G. Para cada i,
1<i<t, definimos:

Y; = Ig
1
geci

Mostraremos inicialmente que yie C(AG), lgigt

’

De fato, yie C(AG), se e somente se cy;e =y
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mas : cyicwl = z cgc_l = I g = Y pois conjugacao por -
gGCi g€Ci
um elemento de G & um automorfismo que conserva as classes con-
jugadas.
Verificaremos agora que o conjunto {y.] é linear -
+ tol<ict
mente independente. Suponhamos z kiyi = 0 com kieA, 1<i<t,
t i=1 - -
i.e. g (=2 k;g ) = 0 . Da independencia linear de G em AG
i=l g€cC.
i
vem imediatamente que k., =0, lgict

Finalmente, deveremos provar que o coﬁjunto {Yi}l<i<t é

gerador. Para isso, bastara provar que um elemento o€AG-

pertence a C(AG), se e somente se, escrito na forma =% kigi,
i
elementos de G pertencentes a uma mesma classe conjugada apare

cem com iguais coeficientes .

. - -1 = ~
Sejam g:5 8: € Ci e h € G tal que h.gih = g; - Entao
o= k.g. + I k.g.
171 3#i 3
o= hont sk E ¢ Ik (hg hTD)
J#i J J

\
Da unicidade de expressac de a vem que os coeficientes de g;

e g sao iguais . []

Proposigdo I.2.1.- Seja K um corpo algebricamente fechado e G

um grupo finito tal que carK ||G| . Entao,

o numero de componentes simples de KG & igual ao nimero de clas

ses conjugadas de G.

Demonstragao . - Em presenca do lema, provaremos que O numero

de componentes simples de KG & igual a dimen-
sao de C(KG) sobre K.

Seja entao, conforme aos teoremas I1.2.1 e I.2.2.

KG F M, (K) 8...8 M_ (K
1 Ny
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Entao : C(KG)  C(M_ (K)) ®...8 C(M_ (X)) .
ny Dy

Mostraremos que, se In indica a matriz identidade de Mn (x)
i i
entao C(M_ (K)) = {k I |kex}
i i

Seja A = (aij) e C(Mni(K)) e consideremos as matrizes Ihk:(eij)

tais que eij = 0sei#houl#ke ey F 1.

= = ! - :
Notando A.Ihk (Cij) e Ty A (Cij) tem~se que:
= 3 = a., ; v, o= i . T a.
Cij 0 se j #ke Ciy asys © i3 0 se 1 # h, h3 ajk
como deve ser AIhk = IhkA tambem resulta asy 0 se i # h, -
aj = 0sej#ke ay, =ag,e Ae{ kInil K€K}

A inclusdo de sentido contrario resulta trivialmente

Agora
C(KG) = X ® ... ® K ( t vezes )

logo a dimensao de C(XG) sobre K & precisamente t, o numero de

componentes simples de KG []

No caso em que KG & semisimples temos ainda bastante -

informagao sobre os KG-mbdulos .

Tnicialmente, observamos que se M & um KG-modulo, M -
admite uma estrutura natural de espago vetorial sobre K definin

do o produto por escalares de K por:

(k,m) = (k.lG) . m

Dos resultados enunciados no capitulo 0 vem:

Proposicao I1.2.2.- 1) KG ¢ semisimples artiniano, se e somente

se, todo KG - modulo & completamente re

dutivel

ii) Se K6 & semisimples artiniano, todo KG-
médulo simples & isomorfo a um ideal a

esquerda minimal de KG
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Finalmente mostraremos que, no caso semisimples, a estrutura de
algebras de grupos abelianos sobre corpos algebricamente fecha-
dos & bem determinada.

Proposigao I.2.3. - Seja G um grupo abeliano de ordem n e K um

corpo algebricamente fechado tal que car K

|6] . Entdo KG & isomorfo a uma soma direta de n copias de K .

Demonstracao Como car K f |G|, KG se decompde numa soma di

reta de algebras simples KXGC = I, 8...0 I,

t
en = dimK KG = ¥ dim, I

Mas, da proposigao I.2.1,t = n, logo dimKIt = 1 para 1l<i<t ;

ni

I.

; TKe K6 EFK6...8K |G| vezes . []

Coroclario.~ Sejam G, H grupos abelianos de ordem n e K um cor-

po algebricamente fechado tal que car K + n

LIRS

Entao KG = KH . A demonstragao segue trivialmente da proposicao

anterior .

0 corolario acima mostra que dados dois grupos G e H e
um corpo K, pode acontecer que KG = KH embora G e H nao sejam -
isomorfos. Exemplos deste tipo motivaram o seguinte problema,
proposto por R.M. Thrall na conferencia de Algebra de Michigan
de 1947 e que tem dado origem a muitos trabalhos de pesquisa -
(por exemplo Perlis-Walker |[26]|, Deskins }19}, Coleman |14|, Rag

gi Cardenas |29| , Gulliksen-Viswanathan-Ribemboim [20]|, etc.)

"Dado um grupo G e um corpo K, determinar todos os gru
pos H tais que KG = KH "

Do corolario acima segue que, se K & algebricamente
fechado e G & abeliano, todo outro grupo abeliano da mesma ordem

€ uma solucdo do problema de Thrall

Estudaremos em continuagao a possibilidade de decompor
KG em somas diretas quando K & um corpo de caracteristica prima
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P que divide a ordem de G. Para isso, comegaremos obtendo infor
magoes no caso em que G e precisamente um p grupo. Neste caso -
KG diz-se um anel de grupo modular .

0 seguinte resultado classico, devido a Wedderburn se-
ra de utilidade

Teorema I.2.3.- Seja A uma algebra de dimensio finita sobre -

um corpo K. Se existe uma base de A sobre K -
formada por elementos nilpotentes, entao a propria A é uma 5lgg
bra nilpotente.

Pode~se ver uma demonstracdo deste teorema em Herstein
|3] teorema 2.3.1

Teorema I.2.4.- Seja K um corpo de caracteristica p e G um gru-

po de ordem pm . Entao o radical de KG é o con-
junto

J(KG) = {x € KG| e(x) = 0}

Ainda mais, o conjunto {g-1| g€G, g # 1} & uma base de J(KG)
sobre K e o radical tem, portanto, dimensio pm—l sobre K .

Demonstracao .-

Seja U = {x€KG|e(x) = 0} = ker(e) .
Claramente U € um ideal bilateral de KG (3 que €:KG + K & um
homorfisme de anéis )

Por outro lado, o conjunto {gi—l}2 i<p™ U e

HOA

<
linearmente independente e dado X Zkigi €U, como
i
g(x) = Zki = 0, podemos escrever

1

e o conjunto também & gerador.
m m
Agora (gi~-1)p = g? -1 =0 logo U & nilpotente, do teorema -

anterior, e UCCJ(KG) .
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-

Como a dimensao de U e pm -~ 1 e a dimensao de KG e pm s, Ue um
ideal maximal e U = J(KG) []

Para determinar se o anel de grupo € ou nao decomponi—
vel em soma direta de dois ideais a esquerda, deveremos estudar
a existencia de elementos idempotentes no anel de grupo. 0 re -
sultado que damos em continuagao, devido a D.B. Coleman |16| da

uma resposta adequada .

Teorema 1.2.5.- Seja R um dominio de integridade e G um grupo

finito de ordem n. RG contém um idempotente
nao trivial (i.e., diferente de 0,1), se e somente se, algum di

. . - . -
V1SOY primo de n e inversivel em R .

Demonstragao-

Seja p um divisor primo de n inversivel em R.

G contém algum subgrupo de ordem p, que notaremos por P .

. -1 .
Indicaremos por D o inverso de p em R e mostraremos que

e = p . X g.
g€p T
i
é um idempotente nao trivial de RG

De fato, claramente e#0,1 e

e? = (p-l)z z X 885
giGP gjeP
I g.g. = LI g. = p.e e temos
Mas o, ep 3 g.ep I
3 J
e? = (p"l) . I e = (p“l) .p.e = e

Para provar o reciproco estudaremos separadamente dois casos:

1?2 CASO - Car R = 0
Tal como ja fizemos, indicamos por Tu: RG + RG a fun-

gao linear definida por Tu(X) = a.X, XERG



Seja entac e = I a.g; um idempotente nao trivial. Calculando -
i
como no teorema I.2.1 temos que : tr(Te) = N0y

logo Te ¢ uma fungao linear idempotente e os seus unicos valores
proprios sao 0 e 1 (ja que o seu polinomio minimal é XQ—X) .
Agora, tr(Te) = no, € a soma dos valores proprios; portanto, um

inteiro gq tal que 1lgqgn-1 .

Calculando d = mdc(n,q) e escrevendo n,y = n/d,

qq *© q/d = a7 existem a, b € Z tais que an1+b qq = 1.

Logo, em R podemos escrever nl(a+bul) = 1e n,y & inversivel em

R. Como q<n deve ser d # n e, consequentemente, nq #1 . To-

do divisor primo de ny serd um divisor primo de n = |G| , inver

sivel em R .

20 CASO car k = p # 0

Seja K o corpo de quocientes de R, entao RGT KG .
Escrevendo n = pr.t com mde(p, t) = 1 vem que deve ser t £ 1.

De fato, se G for um p-grupo provaremos independentemente no -
proximo capitulo (teorema II.1.2.), que todo elemento de KG que
nao pertence ao radical & inversivel . Portanto, todo divisor -
de zero pertence ao radical e & nilpotente. KG nao poderia con-

ter elementos idempotentes ndao triviais.

Provaremos entao que t & inversivel em R. Como mdc
(p,t) = 1 existem a, b € Z tais que ap + bt = 1 e em R, temos

b.t =1 . [J

Corolario . - Seja K um corpo de caracteristica p e G um gru-
po de ordem |G|= p.t com mde(p,t) = 1

Ent3o KG & decomponivel em soma direta, se e somente se, t#l



I.3. RELACOES ENTRE O ANEL DE GRUPO KG E AS REPRESENTACOES

LINEARES DE G SOBRE K

A importancia da teoria das representagoes lineares pa
ra o estudo dos grupos e bem conhecida. Nesta secao mostraremos
que muitos dos resultados importantes da teoria podem ser obti-
dos a partir de informagoes sobre a 3dlgebra KG. Nosso objetivo
&, nio s dar uma ideia da importancia da teoria dos anéis de
grupos, mas obter também novos exemplos concreto de anéis de -~
grupos cuja estrutura & conhecida, a partir de informagao sobre

representagoes do grupo considerado .

Comegaremos por expor brevemente algumas nogoes e re -

sultados basicos da teoria de representagoes

Se K @ um corpo e V um espago vetorial sobre K que, no
que segue, sera sempre de dimensdo finita n; indicaremos por -

HomK(V, V) o conjunto das fungoes K-lineares de V em V. Mn(K)

indicari o conjunto das matrizes de nxn elementos com coeficien

tes em K e GL(n,K) o conjunto das matrizes inversiveis de Mn(K).

Definicao I.3.1l.- Seja G um grupo e K um cCOrpo. Uma representa-

cao de G sobre K & um homomorfismo T:G+GL(V),

onde V € um espago vetorial de dimensao finita sobre K .

A dimensao de V diz-se o grau da representagéo . Nota-

remos por Tg: V¥ » V a fungdo linear correspondente ao elemento

g€G pela representagao T

Se T:G + GL(V) é uma representagao de G sobre K de grau
n, fixando uma base B de V e compondo com ©O isomorfismo -

fé‘ GL(V) + GL(n,K) que a cada fungao linear associa a sua ma -
triz na base B, obtém-se um homomorfismo T = fB o T:6+GL(n,K) .

Um tal homomorfismo diz-se uma representacao matricial de G de -

grau n sobre K .

Obviamente, a cada representacac de G sobre K pode-se

associar mais de uma representagao matricial, dependendo da esco
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lha de uma base em V.

A uma dada representagdo T:G » GL(n,K) pode-se associ-
ar, da forma obvia, uma representagao de G sobre K, T:G-+GL(K™)

~ . n
usando a base canonica de X .

Definigcao I.3.2.- Duas representagoes de um grupo G sobre um

mesmo corpo K, T:G =+ GL(V), T':G -+ GL(V'") di
zem-se equivalentes se existe um isomorfismo f : V =V' +tal que

Té = f o Tg o £t , Dbara todo g€G ,

Definicao I.3.3.~- Seja T:G » GL(V) uma representagao de G so -

bre K. Um subespago S de V diz-se G-invari-

ante sob T se Tg(S)C: S, para todo g€G .

Uma representagao T:6 »GL(V) diz-se irredutivel se os

Unicos subespagos de V,G-invariantes sob T,sdo (0) e V. Em ca-

so contrario, a representacao diz-se redutivel .

Definigcao I.3.4.- Uma representagao T:G =+ GL(V) diz-se reduti-
vel se existem subespagos nao nulos S1s S,

G-invariantes sob T, tais que V = S1 ® 82 .

Se Sl’ S2 sao subespagos G-invariantes sob T de dimen-
sSesnl,n2 respectivamente, podemos definir representacdes -
i

G +GL(Si) por T =T

l
g gSi

Tt s 1 =1, 2 . Neste caso diz-se -~

- . ~ 1 2
que T e soma direta das representacdes T , T° e se escreve -
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Definicao I.3.5.- Uma representagao T:G »GL(V) diz-se completa-

mente redutivel se para todo subespago S e V

G-invariante sob T existe um subespaco S' G-invariante sob T

tal que V = S & S

A importancia destes conceitos serad mais facilmente vi
sualizada procurando a sua interpretagao matricial. Tal inter -
pretagao, assim como diversos exemplos, poderse ver em Curtis -

Reiner [2| , Jones |7| ou em nossas notas |9| .

Definicaoc I.3.6. - Seja A uma algebra de dimens3o finita sdbre

um corpo K. Uma representagcac de A sobre K
¢ um homomorfismo de algebras T:A - Hom (V, V) tal que T_ = T,
K e

a fungao identidade de V, onde e indica a unidade de A.

Mais uma vez, a dimensao de V diz-se o grau da repre-

sentacao . De forma analoga define-se representacac matricial

de A sobre K.

E interessante notar que a condicao Te = I nao e su -

pérflua. De fato, seja T:A - Mn(K) uma representacao matricial

de A, nas condigoes acima e indiquemos Ta = (aij) . aeA
et . Jafins - (=1 e al.=a..
A fungao f:A - Mn+l(K) definida por fa“ (aij) onde aij alj
. ' —’ - ..- -
se 1,7 # n+l e an+l,j = ai,n+1 =0, 1,3 = 1,...,n, € um
homomorfismo de algebras que ndo satisfaz a condicgio T, =1

As proposigoes seguintes ddo relagdes entre as repre -
sentagoes de G sobre K e as da algebra KG. Mais adiante mostra
remos como, das informagoes sobre a estrutura de KG, podem-se =~

obter resultado relativos as representagdes de G sobre K .
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Proposigao I.3.1.- Dado um grupo G e um corpo K, existe uma -

correspondencia bijetora entre as .represen-

tagoes da algebra KG €.as representagoes de G sobre K

Demonstracdo.~- A cada representagao T:G -+ GL(V) pode-se associ
ar a funcao T:KG*HomK(V,V) definida por:

sentido da definic3o I.3.s5.

-

Reciprocamente, se T:KG = HomK(V, V) e uma representa
gao de @, Por restrigao se obtém uma representacao

T =T g ¢ G > GL(V),

Como as correspondéncias acima sdao inversas uma da ou-
tra resulta imediatamente a tese ]

Proposicao I.3.2.- Existe uma correspondencia bijetora entre ag

representagoes de G sobre K e os KG-médulos
de dimensdo finita sobre K

Demonstracao.~ A cada representagao T:6 + GL(V) de G sobre X

pode-se associar o KG-mbédulo de dimensao finita
V, onde a estrutura de KG-mSdulo € dada por

( ) kigi’ x)r-—>§ ki T .(x) ,
i i i

Reciprocamente, se M & unm KG-modulo de dimens3o finita
sobre K definimos T:GQ » GL(M) associando a cada elemento ge€G g
fungao linear Tg:M > M definida por

Tg(x) = g.x le e M

Novamente, é ficil verificar dque as correspondéncias acima s3o
inversas uma da outra [
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A seguinte proposicdo, de demonstracao simples, estabe-
lece relagoes entre certas propriedades de KG-médulos e proprie
dades das representacgoes correspondentes.

Proposigcao I.3.3.- i) Duas representagoes T, T' de G sobre K

sao equivalentes Se ¢ somente se os KG-
médulos correspondentes sac isomorfos

1i) Uma representagdo T de G sobre K & ir-
redutivel, decomponivel ou completamen-
te redutivel se e somente se o KG-modulo associado & simples,

decomponivel em soma direta ou semisimples, respectivamente.

Proposicaoc I.3.4,- Sejam : G um grupo, K um corpo, T:G -+ GL(V)
uma representagao de G sobre K e M 0 KG-médH

lo associado a T. Se M admite uma decomposicac em soma direta
t .
M= Mi e indicamos por Tt a representacao correspondente ao
i=1
modulo M*, lgig<t, tem-se que T = @ T
" i=1

r_f.

Agora, usando as pProposicdes I.3.3, I.2.2 e o teorema -
de Maschke obtemos

Proposicac I.3.5.- Todas as representacoes de um grupo G sobre

um corpo K sao completamente redutiveis se e
somente se KG & semisimples i.e. se e 54 se car K + K]

Neste caso, da proposig¢ao I.3.4 e o teorema 0.1.1. temos

! ~
Proposigao I.3.6.- Se car K T 16| toda representagao de G sobre

K & soma direta de representacgoes irredutiv-
veis, -

Da proposicac anterior resulta que para conhecer todas
as representagCes de G sobre K - no caso em que car Kf le] - &
suficiente conhecer todas as representagoes irredutiveis de G
sobre K . De acordo com a proposicao I.3.3 estas estarao em cor
respondencia bijetora com os KG-m3dulos simples de dimensiac fi-
nita sobre K e estes, pela sua vez, com os ideais a esquerda -

minimais de KG, como se segue do corolario da proposicaoc I.2.2.
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Finalmente, do teorema de Wedderburn e, particularmente
de sua aplicagao a KG (ver teorema I.2.2. parte 1ii) ) resulta -
que o numero de representacdes irredutiveis, ndo equivalentes,
de G sobre K & igual ao numero de componentes simples de KG. Ca
da representacao irredutivel Ti correspondente a um somando di-

reto da forma Mn (Di) ; do teorema I.2.2. parte iv) segue que -
i

grau (Ti) = n; dim, Di .

Em presenga da proposigdoc I.2.1. podemos enunciar ainda:

Proposicac I.3.7.- O numero de representagoes irredutiveis, -

nao equivalentes, de um grupo G sobre um -
corpo K algebricamente fechado e tal que car K |G] € igual ao

nimero de classes conjugadas de G.

Para finalizar esta segdao daremos alguns exemplos mos -
trando como, do conhecimento da estrutura de KG, podem-se obter
as representacoes de G sobre K e, reciprocamente, como o conhe-
cimento das representacoes de G sobre K ajuda a determinar a es

trutura de KG (sempre no caso semisimples) .

Exemplo I.3.1.- Seja G o grupo ciclico de ordem 7 . Queremos de

terminar todas as representacoes irredutiveis
de G sobre o corpo Q dos nUmeros racionais .

No exemplo I.13 temos mostrado que QG = Q & Q(&)onde £

¢ uma raiz do polindmio X6+X5+X4+X3+X2+X+l

Correspondentemente, existirio duas representagoes ir -
- .
redutiveis de G sobre Q, uma de ordem 1 e ocutra de ordem 6 -

( ja que dimQ Q(E) = 6)

Como todo grupo admite a representagao trivial T:G -
GL(1, K) que a cada g€G associa a matriz 1, essa é a representa

gao irredutivel de ordem 1 .

~ -~ .
Para dar uma representacaoc T de um grupo ciclico, basta
obviamente dar a imagem do gerador do grupo, a . Lembramos ain-
da que, se M € o modulo associado a T, temos que Ta:M M e a -

fungao K-linear definida por T (x) = ax, ¥ xeM .
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~

Do teorema I.2.2. parte iv) podemos tomar M = Q(&) e,
do exemplo I.1.3, multiplicacao por a corresponde a multiplica-
¢do por & . Agora, uma base de Q(&) sobre Q &

2 3 & S
{1,£,8, £ ,E ;&€ } e a matriz associada a Ta nessa base e:

"0 o o0 0 0 -1
1 0 0 0 0 -1
Ta =10 1 0 0 0 -1
0 0 1 0 0 -1
0 0 0 1 g -1
0 0 0 0 1 -1
Exemplo I.3.2.- Determinaremos agora todas as representagoes -

- « . ~ . .
irredutivels, nao equivalentes, do grupo cicli

co de ordem 7 sobre o corpo ¢ dos numeros complexos .

Conforme a proposicao I.2.3 temos que
CCzCoeCHCBCHCHC BCT

Existem entd3o sete representagdes irredutiveis, nao -
equivalentes, de G sobre € . Estas representagoes podem-se obter

associando a um gerador a de G cada uma das matrizes 1x1, &.

l’

1ig7, onde cada & & uma das ralzes 7-ésimas da unidade

Exemplo I.3.3.- Indicaremos por Q2 o grupo dos quatérnios de or

dem 2 i.e. o grupo gerado por dois elementos a,

b verificando as relagoes a2 = b7, a]1l =1, bab”l = a"l .
Explicitamente, pode-se escrever
2 2 3 2 3 2 3 3

Q, = {e, a, a” = b“, a° = b‘a, b, ab=ba”, a‘b=b”, a"b=ba}l

Pode-se ver que N = {e, a, 2’} & um subgrupo normal de

Q2 e Q2/N, sendo de ordem 4, & comutativo.

Para dar representagoes de Q2 bastara dar as imagens -

dos geradores de modo tal que verifiquem as relagoes dadas.

Vamos determinar a estrutura de Q Q2



Definido w : Q@ Q, ~ Q QQ/N como extensao da projegao canonica
w Qz/N temos, da proposigao I.1.3, que .

@ Q, = Ker(w) & Q(Q,/N)

Agora Q2/N = Z, ® Z, admite quatro representagoes ir -

redutiveis nao equivalentes de ordem 1 sobre @ . De fato,

%2 ® %2 pode-se definir também como o grupo gerado por dois ele
mentos a, b que verificam as relagoes a2 = b2 = 1, ab = ba . e

& facil ver que as seguintes, s3o representagoes:

T =1 T! =1 T = -1 T" = -1
a a

- f = - 1%
Tb = 1 Tb = -1 Tb

u
o
]
"

-1

153

Logo @ . QZ/N Qe Q& Qe Q .
Finalmente, pode-se demonstrar, calculando, que Ker(w) é isomorfo
ao anel com divis3o D dos quatérnios racionais, de dimensao 4 -

sobre @ (ver Jones |7| ) . Temos entao:

QQ,D® Qe Qe Qe Q .

Ainda, se queremos determinar a estrutura de CQ2 como
as quatro representagoes acima podem interpretar-se também co-
mo representagoes complexas podemos escrever :

@QQ ZKer () BCHC HC BC

de onde dim@ Ker (w) = 4 .
Do teorema I.2.2 parte iii) Ker(w) sO pode ser soma di-
reta de dlgebras de matrizes com coeficientes em € e levando em

consideragac as respectivas dimensdes, sO existem duas possibi-
lidades : Ker (W) 2C ®C & C & C ou Ker(w) = M, (C)

No primeiro caso, C resultara comutativa, o que nao -
b 2 bl

pode acontecer pois QQZZCQZ nao & abeliano, logo

CQ2 = MZ(C) P Ce8Co8CsC
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Exemplo I.3.4.- Indicaremos por Du o grupo dihedro de ordem 2,
i.é. o grupo gerado por dois elementos a, b
satisfazendo as relagoes au = b2 = 1 e baba = 1, que explicita

mente pode-se escrever na forma

D, = {e,a,az,a3,b, ab =ba3, a’p = ba2, a%b = ba}

Ff fiacil achar quatro representagoes nac equivalentes de
grau 1 sobre Q :

T =1 T! = 1 T! = -1 Ttz -1
a a a a
Y,
1 " b
T, =1 TV= -1 TP =l T, = -1

Ainda, uma representagao irredutivel de grau 2 sobre
@ e dada por

0 -17 [o 1%
T = ; T =
[ H
1 0. b L

J

A representagao T corresponde a um somando direto da

forma Mn(D) e grau T = n, dim,D logo D = Qe n = 2 ou

Q

dim,D = 2 e n = 1
Q

Como dim@ @, = |D,|= 8, no segundo caso ter-se-ia:

@, ED®D ©Q6 Qe Qo Q
onde D e D' sdo de dimensdo 2 sobre Q . Mas toda extensao de -

grau 2 & comutativa e QD,, seria comutativa

Logo, T corresponde a um somando da forma MZ(@) e temos:

qu = Mz(@) ® Qo Q6 Q& Q

~ . - ~ . - .
Como as representacoes acima tambem sao irredutivels sobre C

(Jones ]7] ) temos ainda:

~

@, =M2((C) e COHCOECH C






Mas g pode-se escrever na forma g = qshr logo:

kghy-1) = k qeh, (hy-1)

Chamando h_h. = h temos,
r ] P
kg(hj—l) = kqs(hp-hr) = kq (h -1) + kg_(h -1) []

Proposigao I.4.2.- Se S & um conjuntc de geradores do subgrupo

H, entao {s-1 [s€S} & um conjunto de geradores de L(H).

Demonstracao. - De fato, h€H pode-se escrever na forma
h = S1+8,5...5, COm siGS
Como S1+Syeees S, = 1= sl(sz...sr-l) + sy-1 um argumento de

indugao prova que h-1 pertence ao ideal gerado por s-1 s€S

para todo h€H, de onde resulta a tese []

Nossa intengao agora & definir uma funcgdo "em sentido
contrario"” H: (KG) »S(G) . Para isso observaremos que, se -
J €I (KG) o conjunto sz {g€G g-1 €J} & um subgrupo de G .

De fato:

1) 0€J implica que 1 € Hj
ii) Se g,g'g € Hj temos gg'-1 = g(g'-1)+ g~1 € J e gg' € Hj

1ii) Se gGHj temos que g-1€J, logo : -g_l(g-l) €J e g_l-leJ
donde, também g ' € Hj

Podemos definir entao H por H(J) = Hj . J € 1 (KG)

Lema.- Seja q€ Qy q # 1. Entao q-1 & L(H)
b

Demonstracao.- De fato, se g-1 € L(H) ter-se-ia

a-1 = I kys q;Chy - 1)

Ky T k.. q.h. - T ( I Xk.:) Q.
ij

iy Yot i o34 7
Como os elementos de G sao linearmente independentes sobre K
tem-se que

I k.. q.h. =0 e I

. . . k..
i3 ij i3 5 (j¢1 i3



Como a primeira igualdade implica kij = 0, para todo par ij, na
segunda resultaria q = 1
Proposicdo I.4.3.- A composta Ho L &€ a identidade em S(G)

Demonstragao. -

Dado H€ S(G) mostraremos que HoL(H) = H
Da definicdo de H, se g€ H(L(H)) temos que g-1€L(H)
Se g€H, pode-se escrever na forma g = gh com l#quH, heH
logo g~1 = q(h-1) + (g-1) e g~1 €L(H) o que contraria o lema
acima .

Temos provado entao que Ho L(HXZ H. A inclusdo simétrica € -
imediata [

Corolario.- A funcgao L: S(G) »I(XG) & injetora e H:I (KG)~>S(G)

sobrejetora .

Desafortunadamente as fungdes L e H nao sao inversas uma da ou
tra .

De fato, basta considerar o proprio KG e calcular LoH(KG)

H(KG) = {g€G |g-1 € KG} = G

L oH(KG) = L(G) &, entao, o ideal de KG gerado por elemento da
forma g-1. E facil ver que, se o€ L(G) entdo e(o) = 0 e
L(G) # KG

Porém, a seguinte proposigdo da alguma informagao sobre esta -

composigao.

Proposicao I.4.4.- Para todo J €I (KG) tem-se que LoH(JIMIJ .

Demonstracao.~- Como h € H(J) se e somente se h-1 € J & imedia-

to que LoH(J) que é o ideal gerado por

{n-1| he H(J)} & contido em J []



Seja agora H um subgrupo de G e Hl = H, HZ""’ Ht

todos os subgrupos de G que sao conjugados de H. Sejam LizL(Hi),
1<i<t, os ideais associados a estes subgrupos.

Cada automorfismo interior de G induz um automorfismo -
de KG (ver proposigao I.1.1l) e resulta imediatamente que se Hi,
Hj s3o subgrupos correspondentes em um dado automorfismo inte -

rior, os ideais Li’ Lj se correspondem no automorfismo induzido.

Proposigdo I.4.5.- Os ideais S(H) = L +...+ L e T(H) =

Lifk..flLt sao ideais bilaterais de KG

Demonstracio.- Precisamos unicamente que sdo também ideais a
direita.
-1 t -1 T
Temos que g S(H) g= I g Lig = I L, = S(H) . Logo:
i=1 i=1

S(H).g = g. S(H)C S(H) e S(H) & ideal a direita .

Um argumento similar prova que T(H) & bilateral []

Corolario.- Se H é um subgrupo normal de G, L(H) & um ideal
bilateral de KG

Demonstracdo.- Basta observar que, neste caso L(H) = S(H)=

T(H) [

Proposicdo I.4.6.- Seja J um ideal bilateral de KG e H'=H(J).

Entaoc:
i) HY4G

ii) Se J = S(H) para algum subgrupo H de G, entao H' & o me-

nor subgrupo normal de G que contém H

iii) Se J = T(H) para algum subgrupo Hde G, entao H' € a inter

secgao de todos os conjugados de H.



Demonstragao. -

i) H' = {heG|h-1 €J} Dados g€G, h€H' temos:
-1 S -1 ,
g “hg-1 = g “(h-1) g € J; logo, g “hgeH
ii) Se J = S(H) é claro que HfH (J) = H' para cada i

Ainda, seja N<G tal que HLZN para todo i. Entao

L(N);DL(Hi) e L(N)DJ

Entao N =H o L(N)D H(J) = H'

iii) Agora h€H' se e somente se h-1] € T i.&. h-1 € L (H,) para
cada i = 1,..., T ou, equivalentemente, heHi para i=l,..,t

de onde vresulta a tese E

Proposicao I.4.7.~ Se H € um subgrupo normal de G tem-se que:

KG/ = K(G/H)

L(H)

Demonstracao.- Seja f : KG »X{C/H) o homomorfismo induzido pe-

la aplicacao canonica f : G +G/H . Claramente

T & epimorfismo; portanto, sera suficiente mostrar que Ker(f) =
L(H) .

Como T & homomorfismo de anéis, para provar que

L(H) = Ker(F) , basta mostrar que Y g€G, Y hed, TF(g(h-1))= 0

Mas: f(g(h-1)) = gh - g = 0

Para a inclusao contraria, seja o€KG tal que f(a)=0

Tomando H = {hl,"" hm}, Q = {ql,..., qt} como no inicio ~

desta segao podemos escrever o = I k..q.h. .
i3 i37*173
f(a) = 0 implica E( kij) q; = 0 i.e. § kij = 0 para 1lgigt
Logo 0= L 3 g .(h.-1) € (H) i
1] 13 2 3

Uma adaptagao da proposigao I.1.3 da agora a seguinte:
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Proposicao I.4.8.- Se H & um subgrupo normal de G, e K um cor

po tal que carK + |[H| entao KG = K(G/H) & (H)

Finalmente, daremos algumas solugoes parciais do proble-
ma de Thrall que resultam quase imediatamente das consideragoes

desta secao .

Proposicdao I.4.9.- Seja I um ideal bilateral de KG. A algebra

quociente KG/I & comutativa se e somente se

ID 1(G'), onde G' indica o subgrupo comutador de KG

Demonstracao. - Da proposicao I.4.2,L (G'")CCI se e somente se

lh-lgh—leI para todos g,h€G

1

o
Logo, L(G'")C I se e sb se hg(g h—lgh-l) = gh-hgel\dg,heG i.e.

L(G")¢"T se e sG se gh = hg (mod I) []

Corolario 1- Sejam G, H grupos finitos da mesma ordem e K um -

corpo tal que car K | |G| entdo KG = KH se e somen

~ ~

te se K(G/G') = K(H/H') e [(G') = L(H"Y)

Demonstracao.~ Da proposicao I.4.8 temos KG ZK(G/G'")®L(G') e

~

KH = K(H/H') & L(H'"); portanto, a suficiencia

& imediata.

Seja f: K6 -+KH a fung¢ao que realiza o isomorfismo e I=f(L(G'))

> ao: = o 1 % 1
entao: KG/L(G') KH, ; e como KG/L(G') e comutativo, I (H').

De forma analoga se J = £l HYy) vem que J¥L(G'") de onde
I =1L(H"Y) ,J=p(@C") e £ L(gty * L(G') »L (H') & um isomor -

fismo

Uma passagem ao quociente prova que K(G/C,) = K(H/HY) ]

Perlis e Walker |26]|provaram que se @ & o corpo dos numeros ra

cionais e G, H sdo grupos abelianos entio @G = QH implica GEH.

Usaremos este resultado para obter:
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Corolario 2.- Sejam G, H grupos finitos. Entao QG = QH, se e

= H/H' .

somente se, [ (G') =L (H') e G g

Demonstracao. -

Como @ €& de caracteristica 0 podemos usar o resultado ante -

/G’) Q(H/H') e
L (G') = L(H') . Como os quocientes G/G', H/H' s3ao grupos abe-

e

para obter que QG = QH se e somente se Q(G

lianos, o resultado de Perlis e Walker implica imediatamente a
tese []



CAPITULO 1II

UNIDADES EM ANEIS DE GRUPOS

IT - 1 DEFINICAO E PRIMEIROS RESULTADOS

Definicao II:1.1l.- Seja A um anel com unidade. Um elemento a€A

- » = 3
diz=-se 1inversivel ou uma unidade de A se =~

. -1
existe outro elemento, que notaremos a =, em A tal que a.a ~=

E f3cil verificar que o conjunto de todas as unidades
de A, que indicaremos por U(A), € um grupo em relagdo a multi -
plicagao induzida pelo anel .

Nosso objetivo neste capitulo é estudar as unidades de
anel de grupo KG, onde K & um corpo e G indicara sempre um gru-
po finito.

Em varios dos resultados, KG estd escrito como soma -
direta de algebras e ao considerar os grupos de unidades, temos
conservado o simbolo ® . Usaremos entao este simbolo, sempre - -
que queiramos escrever um produto direto de grupos, embora uti-

lizemos para estes a notagao multiplicativa.

Lema II.l1.1l.- Se A = A. ® A_ entaoc U(A) = U(Al) ® U(Az)

1 2
Demonstracao .-
Seja o = (ul,a2) € A com uie Ai’ i=z1,2 um elemento inversivel e
ot = (51,52) o seu inverso. Entdo aa 1= (alai asa,) = (1,1) e

aie U(Ai) , 1= 1,2 .

Reciprocamente, dados aie U(Ai)’ i=1,2 e o= (al,az) o elemento
...l -

- 1, - .
o =(a;”, a,”) & o inverso de a e a€U(A) []
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0 resultado se estende facilmente, por indugao, a um
numero finito de somandos .

Teorema II.1l.1.- Seja G um grupo finito e K um corpo tal que -

car X + |6|. Escrevendo K6 = M_ (D;)®...8

M (Dt)’ como no teorema I.2.2. entao 1

t

U(KG) = GL(n Dl) ®...8 GL(n Dt) onde GL(ni, Di)

1’ t?

indica o grupo das matrizes inversiveis de M (Di)
i

Demonstracaoc. -

Basta observar que um elemento a€KG e uma unidade, se e somen

te se, 0 seu correspondente no isomorfismo o &, e aplicar o le
ma acima

Exemplo II.l.l.- Vimos no exemplo I.1.4 que, se G & um grupo

ciclico de ordem 7, tem-se que:

~

QG = Q & Q&)
onde £ & uma raiz primitiva 7-ésima de 1. Logo:

Uu(Qe) = Q*® Q(&)*

onde Q , @(E)‘ indicam respectivos conjuntos, sem O elemento O.

Exemplo II.1.2.- No exemplo T.3.4, calculamos:

Q, Q& Qe Qs Qe MI(Q

onde Du indica o grupc dihedro de ordem 2 . Logo:
u(eD,) = Q 6Q6 Q8 Q6 GL(2, @ .

Lema II.1.2.- Seja N um nilideal de um anel com unidade A.

Entao, o conjunto 1+N & um subgrupo do grupo das
unidades U(A) .



Demonstracao. - Provaremos inicialmente que, se x € N entao

1+x é inversivel. De fato, chamando

2

az 1 - x + xX° ~...4 (-1)n(x)—l. Xn(x)-l

vem, computando, que -

x.0 =0 .x = 1; logo, a= x"1 . Claramente a€ 1+N

S6 falta provar que, dados X1 X, € N, ( 14x;)(14x,)€N,
o que & imediato []
Teorema IT.1.2.- Seja K um corpo de caracteristica prima p e

G um p-grupo. Entao:

U(KG) = {x€KGle(x) # 0}

Demonstragao. -

Seja x € U(KG) . Entao existe >cml €U(KG) tal que x.x“l = 1le

1

e(x) . e(x 7) = 1 . Necessariamente, e(x) # 0

Reciprocamente, se x = I kg, é tal que e(x)=k # 0 te-
i

mos que Kix = 3 (k_lki)gi & tal que ek ix) = 1 .
i

Entdo k™0 = 1+ ( I T.ky) g; -1) € 1 + J(KG) pois
i

i
(o]
.

-1
€ (g(k ki) g - D

Agora, J(KG) & um ideal nilpotente e, do lema anterior,
vem que k"1, x €U(KG) . Finalmente, se y é o inverso de k-lx,

entao k'ly & o inverso de x e x €U(KG) []

Coroldrio.~ KG contém um uUnico ideal maximal, que & precisamen

te J(KG), o seu radical de Jacobson .

Demonstracao.~ Basta observar que, do teorema I.2.4 e do teore
ma acima vem que KG = U(KG) |/ J(KG) .

Se I & um ideal prdprio de KG, deve ser I /) U(KG) = #;

logo I¥X_J(KG) e este & o Unico ideal maximal []

3 - . - . . -~
0 teorema anterior da um criterio muito comodo para de-
terminar unidades num anel de grupo. Infelizmente a caracteriza




¢ao acima so e valida no caso modular, como mostra o seguinte -
teorema reciproco

rw}eorema IT1.1.3.~ Seja K um corpo e G um grupo finito.

Se U(KG) = {x€KG|e(x)# 0} entdo K & de ca-

- . . -
racteristica prima p € G e um p-grupo

Demonstracao. -

Suponhamos que exista algum primo q # car K que divide
a ordem de G .

Como q & inversivel em K, do teorema I.2.5, KG contém algum -
elemento idempotente e

Agora e2 = e implica e(l-e) = 0 e, sendo divisores de zero, -
certamente, e,(l-e) nio pertencem a U(KG). Mas, na equagao aci
ma obtemos e(e) . e(l-e) = 0 de onde vem que a fungdo indice,
calculada num elemento idempotente, sG pode assumir os valores
0el.

Se e(e) = 1, temos que e(e) # 0 ¢ e € U(KG) . Se e(e) =0

entdo e(l-e) = 1 e 1l-e € U(KG) . Em ambos os casos obtém-se uma

contradigdo []

Exemplo II.1.3.- Se K = {0,1} € o corpo com dois elementos e
2

G = {e, g, g7, g3} & o grupo ciclico de ordem

4, usando o teorema II.1l.2. pode-se computar diretamente:
UGKG) = {e,g,82,8°, ctgtg’, etgte’, etg’+g’, grg’+e’)

Exemplo II.l.4.- Se K = {0,1,2} & o corpo com trés elementos e

G = {e,g,gz} o grupo ciclico de ordem 3 um cal
culo direto mostra que:
_ 2 2 2 2 2
U(KG) = {e,g,g°, 2e,2g,2g", etg, e+g”, g+g , 2Ze+lg,2et2g ,
2g+2g2, e+g+2g2,e+2g+g2,2e+g+g2, 2e+2g+g2, 2e+g+2g2, e+2g+2g2}

Para o caso em que car K I |G| ndo se tem resultados ge

rais. Porém, pode-se ter alguma informagdo no caso em que -
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car K = p e G & um produto direto G = P @ N onde p f IN| e P &

um p-grupc. Para isso provaremos o seguinte resultado .

Proposicao IT.1l.1.- Seja G um grupo finito que é produto direto

de dois subgrupos H e N, e K um corpo. Entao

KG = KH 8 XN .
K

Demonstracao.-

Seja f:KH x KN+K(H & N) a fungao definida por

£
1 ]

i 3 i]

E facil ver que f verifica

1) f(al+ uz,B) = f(al,B) + f(az,ﬁ) aq 50, € KH, B€ KN

ii) f(a, Bl+82)

f(a, Bl) + f(a,Bz) 0.EKH, 81,82 € KN

iii) f(ka, B) = fla, kB) a€ KH, BEKH, keK

Logo, usando um resultado bem conhecido sobre produtos tenso-

riais (ver por exemplo Curtis-Reiner |2] ) existe
T: KH & KN > K(H & KN » K(H & N) 1linear, tal que se

w: KHXKN + KH 8 KN indica a aplicacdo candnica, entao
K

fow = f .

Fm elementos da forma h&n € KH B KN deve valer entao:
K
F(h&n) = (h, n) e T leva assim uma base de KH & KN em uma base
K
de K(H®N) e &, portanto, um isomorfismo. []

0 resultado acima pode ser usado para calcular o grupo
de unidades de um anel de grupo em certos casos particulares.

Em continuacdo damos um exemplo nesse sentido.

Exemplo II.1.5.- Seja T3 o grupo ciclico de ordem 3 e Du o gru-

po dihedro de ordem 2, como foi definido no -~

exemplo I.3.4. Consideramos entao G = T3® Dq e C o corpo dos

nimeros complexos . Determinaremos a estrutura de u(es) .



‘Da proposigdo acima : @ = CT, 8 €D,

Do exemplo I.1l.4 @Té € isomorfo a uma soma direta de copias de

¢ e, como dimQ CT, = 3 temos que CT34§ cCecCeocC

~ ~

Logo: €CC =(C6 C & C) 8 (CD,) = (€2 CD,) & (CR’CD,) & (CRACD, ) =
4 4 4
¢ c € c
= CD, ® D, & Cp,

Usando a estrutura de qu calculada no exemplo I.3.4,
e 0 teorema II.1. obtemos

vk % &
GL(2, © 6 €& €6 €6 € 1logo

i

U(CDQ)

12. € & 3.6L(2,€)

HR

U(es)

§

i * - o
onde 12 € indica uma soma de 12 copias de ¢ e 3.GL(2,€8) uma

soma de 3 cdpias de GL(2,C) .

Voltaremos a usar a proposigao II.i.l, como técnica au-

xiliar, na proxima segdo e no capitulo III

Definicao II.1.3.- Seja K um corpo e G um grupo finito. Chamare

mos subgrupo das unidades normalizadas ao -

subgrupo de U(KG)

U, (KG) = {x € U(KG)|e(x) = 1}»

Proposigao II.1.2.- Nas condigdes da definicao acima, vale:

UKE) = Ko U, (K6)

Demonstracao. -

-, % ~ .
E fdcil ver que K e Ul(KG) sac subgrupos normais de U(KG),

tais que Kn{3Ul(KG) = {1} . Ainda, dado x € U(KG) sempre pode -

mos escrever x = g(x) . -ET§T— onde e(x) €K e ET%T_ € Ul(KG) L]



IT. 2 UM EXEMPLO .

Em geral se tem poucas informagOes sobre a estrutura do
grupo das unidades de um anel de grupo. F.F. Raggi Cardenas es-
tudou em |27 ], |28] e |29] a estrutura do grupo das unidades no
caso em que G € um grupo abeliano finito e os coeficientes se -
tomam num corpo finito, no anel dos inteiros m6dulo.pn ou nos -
inteiros p-adicos .

Nesta secdo estudaremos a estrutura de U(KG) quando G &

abeliano finito e K um corpo finito de caracteristica p, seguin
do |29] .

Lema II. 2.1.- Seja A um anel com unidade, G um grupo abeliano

e G = ® G. uma decomposicao de G em soma direta.
iel

Indicaremos por a, ¢ Gi >G e Bi:G+ Gi a inclusdo canonica e a

projecdo no i-ésimo somando, respectivamente. Entao a.,B; indu

-

zem homomorfismos Ei : U(AGi)+ UCAG) e Bi:U(AG)+ U(AGi), i€elI,
tais que Bio a, = lU(AGi) e Bi‘)uj =0 se di# 3.

Demonstracao.- Basta definir Ei, Ei’ i€I, como na proposigao

I.1.1.erestringi-los a U(AG;), U(AG) respecti-

vamente; notando que imagem de uma unidade & uma unidade. O res
to & de verificagdo trivial []

Lema II.2.2.~- Seja p € N um nimero primo, G um p-grupo, f:G+G

o automorfismo definido por f(x) = xp, xeg, e

n
G' = Im(f) . Entao G' = @ r, Tpi , se e somente se,
i=1
_ n+l i
G= 6 r. , onde Tpi indica o grupo ciclico de ordem p~ e
i=1 '

r. O numero de vezes que o somando Tpi comparece na decomposi-

gdo de G .
Demonstracao. -
_ n+l ~ _ n+l _ n+l
Seja G = ifl r._4 TPi , entao f(G)=f(iG=91ri_l Tpi)= iflri_lf(Tpi)



Agora, € facil ver que f(Tpi) = Tpi—l . De fato, se a € Tpi e -
um gerador, f(a)=aP & um gerador de f(TPi) de ordem pl-l .
. n
Reenumerando, podemos escrever G' = f£(G) = & r. Tpi .
i=1
_n
Reciprocamente, seja G' = & r. Tpi e suponhamos
i=1
_m m-1
z . : vz . . .
G ifl ki Tpl . Da parte anterior, G ifl kl+l Tpl e, da uni

cidade do teorema de estrutura para grupos abelianos finitos,

temos
m-1l = n e k1+l = rl s 1.51§n . []
Teorema II.2.1.- Seja G um p-grupo abeliano e K um corpo fi-

nito de caracteristica p. Entdoc G & um so -

mando direto de U(KG) .

Demonstracao.-

H a3

Seja G =

Gi’ .onde ©s Gi sdo grupos ciclicos . Mostrare
i

1
mos inicialmente que Gi ¢ um somando direto de Ul(KGi), o sub -

grupo das unidades normalizadas de U(KGi) .

_ . : ,
De fato, se x = kjgj e Ul(KGi) e Gi e de ordem D temos:
i ‘ i i i i i
¥ = (zk.g )P =k g.P o= kP =( k)P =1
. 171 3 J ] i ] i ]
Logo, 6. € um subgrupo ciclico de ordem maxima de Ul(KGi) e, -

portanto, um somando direto .

Ainda, da proposigdo II.1.2. U(KG:) = K & U (KG;) ;

logo, G, €& um somando direto de U(KG;) .

n
Finalmente, mostraremos que @ U(KGi) e um scmando direto de
i=1
n

U(KG) . Consideramos para isso o epimorfismo I B: U(KG)->® U(KGi)
ii i=1



e seja W = Ker ( I B,) . Entao, a sequencia:
i

IB.

1
{1} > W - U(KG) ——=

n
> @ U(KGi) > {1}
i=1

onde i indica a inclusdo, € exata e cinde ja que, do lema II.

n
2.1, o homomorfismo Zui : B U(KGi)——~> U(KG)

i i=1
- - ~ n
e tal que IB, o Zo; e a fungao identidade de @ U(KGi) .

i i : i=1
A tese resulta agora imediatamente E

Lema II1.2.3., =~ Seja G um p-grupo finito e K um corpo finito

n ~
com p elementos. Entao

n pn(fG]— 1)

[UKG)Y ] = (p-1)

Demonstragao. -

0 nUmero de elemntos de KG é o numero de combinagées lineares -

do tipo Z kigi com ki € XK ; portanto, igual ao numero de -~
i=1

arranjos com repeticao de pn elementos tomando [G} de cada vez;

. - n|G|
i.e, p

Ainda, o nimero de elementos x € KG tais que e(x) assu-

me um valor k €K fixo & Pn]GIX/pn - pn(lGi— 1

Como KG = J(KG)JU(KE) com J(KG) U(KG) = # pesulta:

uke) = plel _pndlel= 1 ngy onddel-n
Corolario.- Ul(KG) = Pn(]G[- 1)
_m
Teorema 11.2.2.- Seja G = & r. Tpi e K um corpo finito com
i=1
n - m
p elementos . Entao Ul(KG) = @

s, T k onde
D
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e+l 4
s, = nCp - 2p T+ D ) com a, = izk (i-k) r; e a 4= 0

Demonstracdo.- Um raciocinio anadlogo ao empregado na primeira

parte da demonstracao do teorema II.2.1l. mostra
que, para todo x € Ul(KG) tem-se que

xP = 13 portanto Ul(KG) deve ser da forma :

m
U.(KG) =8 s, T k
1 k=1 k 'p

Faremos o calculo dos coeficientes s) por inducao sobre
a ordem de G .

Se |G|= 1 entdo U (XG) = {1} e o resultado é trivial -
mente valido .
Seja agora }Gl 1 e suponhamos o resultado valido para todo gru

po de ordem menor .

Consideramos agora O subgrupo cP ={gp|g€G} . Do lema

m-1

I1.2.2. temos que GY 2 & o,

T
iz i+

pi
Seja entao f: Ul(KG) +U1(KGP) o homomorfismo definido por:
X € Ul(KG) h—£~—> xP

Provaremos que, efetivamente, xPe Ul(KGp) . De fato,

xP &, claramente, uma unidade de KeP e, se x = 1 k;g; com
i

z - P . P P Py _ D .

; k; =1 temos que x° = I ks. gy e e(x¥) = L LN 1

i i
Para poder utilizar novamente o lema II1.2.2. mostrare -

mos que Ul(KGP) = Im(f)

Dado y = Zk.g.p € U.(XG), como K & um corpo perfeito, K =P
P 1



e a fungao Y: K » K definida por ¥(k) kP, k€K, & um auto-

1

morfismo. (Ver, por exemplo, Jacy Monteiro |6])

Logo, existem elementos FieK tais que Fip = ki e podemos es -

crever
- v P P © b
yo= 2kt gy = (2 kel
i i
. T yPoL - E
Agora : (; ki) z ;ki =1, logo z ki =1 e
i i i
x = I kigi e Ul(KG) e tal que f(x) =y .

i
Usando entao o lema II.2.2. vem que Ul(KGP) ¢ da forma

m-1
® S T x
k=1 k+1 P

e

p
Ul(KG )

Usando a hipGtese de inducao obtemos

at at

1
Sppp =0 (pP ko gp dl % ke,
m~1 m
onde a‘ Z (i-k) r. = I (i-k) r. = a 1<k<m-1
k+1 1=k 1+l iokel i k+1 ==

Falta provar ainda que a formula é valida para s, -

Para * isso calculamos:

m n
jupxeyf = m pF Sk = prUBI-D 0 ks, = n(|G|- 1)
k=1 k=1
m
I i.r
; i=1 1 ~
com Gl = .  Entao
m
I i.r.
i=1 = m
s, = n.(p - 1)~ I k. s
1 k=2 k

Calculando tres termos consecutivos da tltima soma temos



a a a.
(k+1) s, = (k+1) n [% KoLgp Rl k+2;]

a
k - - . ~
e o0s termos em p cancelam-se. E facil ver entao que

a a a
Z k.s, =n i?p L. P Z (m+1) p ™ + mp m+1i =
k=2
a a
= n [Zp . P 2 ;]
logo -
. i‘ri a a - a a a

S, = n [P =1 - 1-2p Ly P 2 %J: n{% 0 _ 2p 1y P ?] []

Exemplo II.2.5.~ Se tomamos K = {0,1} , o corpo com dois ele -

mentos e 6 = {e, g, gz, ga}, o grupo ciclico

de ordem 4, temos que U(KG) = Ul(KG) = {e, g, gz, ga, e+g+g2,

e+g+g3, e+g2+g3, g+g2+g3}

Chamando @'

1

{e, g+ g2+g3} vem que Ul(KG) = G @ G'

m

T, & T,2

logo Ul(KG) ) ”

Usando o teorema acima poderiamos ter calculado

aO = 2, a;= 1, a,= 0, ag= 0 e
s, = 1(2° - 4+ 1) = 1
- 1 -
s, = 1(27 =~ 241) = 1
Exemplo IT.2.6.~ Tomando K = {0, 1, 2} , O corpo com tres ele-

mentos e G = {e, g, g°} o grupo ciclico de or-
dem 4, considerando em U(KG) calculado no exemplo II. 2.4 unica



mente as unidades de indice 1 venm :
_ 2 2 2 2 2 2
Ul(KG) ={e,g,g",2e+2g,2e+2g" ,2g+2g°, etg+2g” ,e+2g+g” ,2e+g+g”}

Chamando G' = {e, 2g+2g2, 2e+g+g2} temos que

~

? -
Ul(KG) G & G logo Ul(KG) = 2 T3

H]

Usando o teorema acima vem :

1(3l -2+ 1) =2,

n
H

Em continuagdo, vamos estudar a estrutura de Ul(KG)
quando K & um corpo com pn elementos e G um grupo abeliano fini
to qualquer. Para isso, utizaremos o seguinte resultado, devido

a Perlis e Walker |[26]| que enunciamos sem demonstracio.

Teorema IT1.2.3.- Seja K um corpo e G um grupo abeliano finito

tal que car K + |G|, entdo:

e

KG = @ =
d d

K(Ed)

onde d percorre todos os divisores da ordem de G, & d indica

uma raiz primitiva d-&sima de 1, n; indica o numero de elemen-
tos de ordem d em G e vy € a dimensdo de K(Ed) como espago ve-

torial sobre K .

Corolario.~- Nas condigoes do teorema acima, e€ com as mesmas no

n
tagdes, tem-se que: U(KG) I ¢ —3
a Va

%*
K(Ed)

*
onde  K(£,) = K(gp) - {0}
A demonstragao segue imediatamente do lema ITI.1.1.

Teorema II.2.4.- Seja K um corpo com pn elementos e G um grupo

abeliano finito. Escrevendo G = GS ® GP onde




p f |6.] e 6_ & um p-grupo, entio:

n

e

U(KG)

d
® v

UCKC(E,) . G )
a V4 d P

onde d percorre todos os divisores da ordem de G tais que pi'd

e Ny, vy estao definidas como no teorema IT.2.3 .

Demonstracao. -
~ ~ q ~ 4
KG = (KGS) 8 (K6 ) = (@ K(Ed))ﬁ (KG_ ) = & — (K(Ed).G )
K P a Va K P aVg P
Logo, como no teorema II.1l.1. temos
g
U(KG) = g 7, UCK(E ) Gp) 0

IT - 3 SUBGRUPOS DE G COMO SUBGRUPOS DE U(KG) .

Ja observamos que G pode ser considerado como um sub -
grupo de U(KG) . Desta forma, todo subgrupo de G & um subgrupo
de U(KG) . Nesta segao estudaremos algumas propriedades dos -
subgrupos normais de G como subgrupos de U(KG) .

Em primeiro lugar, mostraremos com exemplos que a norma
lidade de H em G ndo implica normalidade de H em U(KG) .

Exemplo II.3.1.- Seja Dq © grupo dihedro de ordem 2, como foi

definido no exemplo I.3.4., Ent3o:

y = {e, a, a29 a3, b, ab = bag, a’p = baz, a%p = b al

o
!

2

e seja R, {e, a, a“, a3}.

R, € um subgrupo de indice 2 de D,; portanto normal .

Agora, se K e um corpo de caracteristica ? temos que



(3_+a+b)“l = a + a2 + b ; ab + a3b .
Agora
-1 _ 3 2 3
(1+a+b) .a.(l+a+b) = a’+b +ab + a‘b + a’b ¢ R,
Exemplo II.3.2.- Sejam D,+ e R,4 como no exemplo anterior e R o

corpo dos numeros reais .

Calculando diretamente, vem que:
(V2 + b)(VZ - b) =1 logo

/T+beu(RD) e (VT4 b)Y L =/7 - b .

Agora: (/2 + b)a(v2-b)"1 = 2a-/F ab + /7 a’b-a’ & Ry,

Voltaremos a nos referir a estes exemplos adiante .

Em certas condigdes, & possivel determinar o normalizan

te de H em U(KGE) .

F$Teorema IT.3.1.- Seja K um corpo de caracteristica p, G um

grupo finito e H um p-subgrupo normal de G.
Se N(H, U) e C(H, U) indicam o normalizante e o centralizante -

de H em U(KG) respectivamente, entao:
N(H,U) = G. C(H, U)

onde G.C(H,U) = {x.y |x€G, ye€C(H,U)}

Demonstracao. -

Mostraremos primeiro que G. C(H,U)CTN(H,U) . De fato, sejam

g€G, =z € C(H,U) . Entao

(gz) H(gz)_1 = ngz—l g L. gHg-l = H

logo gz € N(H,U) .



Para provar a inclusao em sentido contrario, consideramos um -

elemento qualquer x = Ekigi € N(H,U)
i
Para cada hj € H existe um Unico hK € H tal que xhk = hj x (%)

Sejam entao uj, Bj’Yj as permutagoes de G definidas por:

- ~ -1 _ -1
uj(g) = hj.g, Bj(g) = g.hy s Yj(g) = hj'g‘hk s V’geG

E claro que . = a.0 B.=B.0 a. . Além disso, como
Q Yj 3 Bj B] 3 s

o(aj) = o(hj) R o(Bj) o(hk) sdo potencias de p, a ordem

de Y € um potencia de p .

Seja S {v.| h. e H}
3 le 5

Mostraremos que S & um p-grupo de permutagoes de G. De fato, se

hi’h sdo tais que xh = hi x tem-se que :

-1, -1

- -1
. . = .h. = .h.
Y50 Yj(g) hlh3 g hk hm (h:L 3) x(hmhk)

Deveremos provar entao que (hihj) x = x(h hk) . Mas
m

h.h. x = h.xh, = x'hh
m

i) ik k °

Ainda, € claro que Yj-l(g) = hj_l g hy Yeg e 6

De (%) podemos escrever x = h..x h;l e tomando x = ingi tem -
+ i
se x = f_ kg vi8) s \;/hjeﬂ ,

Se g pertencem a uma mesma oOrbita das determinadas -

r® 8s

por S em G, deve ser k, = k_ . Como S & um p-grupo, toda Srbi-

ta & de ordem poténcia de p e, se toda orbita tivesse mais de
um elemento, resultaria e(x) = 0, o que & absurdo, pois x8U(KG).

Existe, entao, algum elemento g€G tal que g = hjgh;l,
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g-l hjg = hk = x_1 hjx ou, equivalentemen-

(02

\fhje H , isto

te, (x g-l)hj

h, Cx g™ b ,ﬁfhjeH logo xg L € C(H.U)

de onde se conclui, facilmente, a tese B

Corolario 1.~ (Coleman) - Se G & um p-grupo, tem-se que

N(G,U) = G.Z , onde Z indica o cen -

tro de U(KG)

Demonstracao .- Basta observar que C(G,U) = Z e usar o teorema

anterior .

Coleman |15} demonstrou que, indicando por U', G' o grupo comu-

tador de U(KG) e G respectivamente, vale G' = GfAU' . Resulta -

entdao o seguinte

Corolario 2 Se G & um p-grupo, H um subgrupo de G, e K um cor-

po de caracteristica p, vale : HNU' = H{G!'

Demonstragao

HNG' = #lieNur = ENU! 0

Nota.- £ facil ver que C(H,U) & uma subalgebra de KG . Pode -

se exibir uma base de C(H,U) sobre K da seguinte forma:

Definimos em G uma relagdo de equivalencia por

o~

g, - 8, » se e s6 se, existe h € H tal que h-l.gl.h = g,

Chamando {Ci} as classes determinadas por essa relagao e

lgigt

J, = ) x & facil ver que {J,} ¢ uma base de C(H,U) sobre K.
* x€C., .t
1 l<aigt

A demonstracgao & andloga a dada no lema I.2.1.



g
! II - 4. OUTROS SUBGRUPOS DE U(KG)

Nesta segao estudaremos certos subgrupos de U(KG) que

podem ser obtidos de forma natural a partir dos subgrupos de G.

Se H & um subgrupo de um grupo finito G e K & um corpo,
o grupo U(KH) das unidades do anel do grupo KH pode ser identi-

ficado naturalmente a um subgrupo de U(KG) .

Proposicao II.4.l.- Nas condigoes acima U(KH) = U(KG) (N KH

Demonstragcao.-

f ficil ver que U(KH)(CU(XG)MXKH . Provaremos a inclu -
sio de sentido contrario .

Seja a€ U(XG)(MKH . Sendo auma unidade de U(KG) deve -
existir & € U(KG) tal que oa=ga = 1 . Sempre & possivel escre
ver o na forma o= aito,s onde a, € KH e a, ¢ da forma

0, = z kﬁgj onde os elementos gj que comparecem na expressao -
j <

de 0y s3o elementos de G que ndo pertencem a H .

Agora: oo = u(ul+ uz) = ooy +oad, = 1

Mas aa, e da forma ao, = Ej kij h, gy onde higj g H

logo o, =0 e a0y =1

Da mesma forma vem que o, 0= 1 e oy & o inverso de o em U(KH) []

f facil ver que, se U(KH) & um subgrupo normal de U(KG),
entao H deve ser um subgrupo normal de G . A reciproca nao e,

em geral, verdadeira . Ver os exemplos I1.3.1. e II.3.2.

Notaremos agora H ={hl, h2""’hm} e sejaQ= {ql,qQ,..,qt}

um conjunto completo de representantes das classes laterais a es-

querda de G modulo H . Todo elemento de KG pode entao ser expresso




na forma X = ;% kij q; hj’ kij € K, e definimos
U'(KH) = {x € KG| £ k.. # 0, Tk,. = 0, 2<i<t}
j l] jl] ==

Ui(KH) (x € UM (k) le(x) = 1)

Proposigao II.4.2.- Seja K um corpo de caracteristica p, G um

p-grupo e H um subgrupo normal de G. Entao

UT(KH) e Uz(KH) sao subgrupos normais de U(KG) e vale:

iy JKS) = ke .

Ul(KH)

UKG) =y (ker/m)
u” ()

ii) 1

Demonstracao.-

Consideremos a aplicagao ¢: U(KG) = U(KG/H) definida por:

- ¢ - = e
a = § A5 eU(KG) > ¢(a)—§ A 85 €U(KG/H) onde g;7g;H

E facil ver que ¢ & um epimorfismo e

- - &%
o€Ker(¢), se e so se, o(a) =1, i.e., anl(KH)

Logo U;(KH) € um subgrupo normal de U(KG) e vale i) .

Para obter ii) basta definir ¢ :U(KG) ~» Ul(KG/H) por:

I \Xg.
. « 1
o =2 Ag; € UKE) —L—> y(o) = —AI—— € U(KE/H)
i TN
1 1

e concluir em forma analoga []

Observacao.- No caso particular em que H = G, U;(KG) = Ul(KG)

UCKE)  z

e, da proposicao acima, vem que K, o
Ul(KG)




que € um resultado bem conhecido j& que provamos na proposicao

II.1.2 que U.(KG) = U;(KG) @ K

Corolario.- Nas condigdes da proposigaoc acima, U(KG)/ U (KH) &

comutativo, se e somente se, H contém o subgrupo

comutador G' de G

()

Demonstracao.- U(KG)/U (KH) sera comutativo, se e somente se,

U(KG/H) o for .

Este grupo & comutativo, se e sG se, G/H & abeliano, i.

e., se e sG se, H contém G' ||

Indicando por L(H) o ideal a esquerda de KG associado a
H como no inicio da segdo I-4, e por E(H) o conjunto:

E(H) = {x€KH |e(x) # 0} podemos dar a seguinte caracterizagio

de U“(KH) como subconjunto de KG .

Proposicao II.4.3.- U (KH) = (E(H) + L (H))TU(XG), onde

E(H)+L(H) = {x+y|x€E(H), yeL(H)}

Demonstragao.- Dado ¢ = b kijqihj € U%(KH) podemos escrever:
ij
t t
a = k,. h. + L q. Ik = ¥ k,.h. + 2 q.(Z k..h.-% k..) =
I e ERE S e i Bt B T
= Z ky. h. + I k.. q.(h.-1)
3 13 773 i3 1 i

onde I k.. h. € E(H) e £ k.. q.(h.-1) € (H)
13 ] ss 1] 1]
J 1]

E f3cil verificar, em forma aniloga, que dados x € E(H), y€L(H)

entio x +y € U (kH) []



Corolario.- Seja K um corpo de caracteristicas p e G um p-gru-

po .

Entao:
U (KH) = UCKH) + L (H)

Observacao.- A decomposigao de um elemento de U (KH) como soma

de um elemento de E(H) mais um del (H) n3o &, em
geral, Gnica . Basta tomar, por exemplo, h€H diferente de hl e
temos 1 = h - (h-1) com he€E(H), (h-1) €L(H)

Lembramos agora os seguintes fatos, da teoria dos gru -

pos.

Definicao II.4.1.- Um grupo G diz-se um produto semidireto de
dois grupos H e N se H é normal em G e se -

verifica:

i) HAN = {1}

ii) G = H.N

Um subgrupo N de G diz-se um fator semidireto de G se existe um

subgrupo H normal em G tal que G & o produto semidireto de H e
N .

Definicdo IIL.4.2.~ Um grupo G diz-se uma extensao de um grupo

N por um grupo H se existe um epimorfismo

de G sobre N cujo nucleo e, precisamente, H .

A extensdo diz-se uma extensao que cinde se existe um

homomorrismo g de N em G tal que fog é a funcao identidade de N.

Pode~-se provar que G € uma extensdao que cinde de um gru
po N por um grupo H, se e somente se, G é¢ produto semidireto -
de subgrupos H', N' isomorfos a H e N respectivamente (Ver, por
exemplo, Curtis-Reiner |2])






Corolario 1.~ Nas condigdes do teorema acima, se G é abeliano,

vale:

UCKG) = K @ UL (H,N) 8 UJ(KH) ® Uy (KD

- . -~ . & -
Corolario 2.~ Nas condigoes do teorema acima, Ul(KH) e uma ex-

tensac de Ul(KH) por U, (H, N)

A demonstragao & inteiramente andloga a do teorema II.

Finalmente, daremos uma condigao para que Ul(KH) seja -
um subgrupo normal de U(KG) . '

Teorema II.4.3.- Seja K um corpo de caracteristica prima p e

G = H® N um p-grupo, com H e N nao triviais.
Entao Ul(KH) & um subgrupo normal de U(KG), se e somente se, -

H e abeliano

Demonstragao. -

Se H & abeliano, estd contido no centro de G; portanto, U(KG)
esti contido no centro de U(KG) e, consequentemente, & um sub-

grupo . normal.

Suponhamos agora U(KH) normal em U(KG) . Entao, U(KH)

- - & - .
tambem e normal em Ul(KH) e, do corolario 2 acima, temos que:

Ul(KH) = Ul(KH) ® Ul(H’ N)

e todo elemento de Ul(H’ N) deve comutar com todo elemento de -

Ul(KH) . Mostraremos entdo que se H n3o & abeliano, tal coisa -
nao é verdadeira .
Para isso estudaremos dois casos .

Se car K # 2, sejam h, h' € H tais que h.h' # h'.h en € N,

n # 1



Entao o = 1/2 + 1/2 h + 1/2n - 1/2 nh pertence a U(H, N)

oh'= 1/2 h'+ 1/2 hh' + 1/2 nh' - 1/2 nhh'

h'az 1/2 h'+ 1/2 h'h + 1/2 nh' - 1/2 nh'h

Logo oah' # h'a
Se car K = 2 tomamos h, h' e n como acima e o = h+n + nh

Entao o€ U(H,N) e

h'az h'h 4+ nh!' + nh'h

oh'= hh' + nh' + nhh'

Logo : oh' # h'a []



CAPITULO 1III

NILPOTENCIA

Em {13| J.M. Bateman e D.B. Coleman deram uma condicdo
necessaria e suficiente para que o grupo das unidades de um -
anel de grupo KG - onde K & um corpo e G um grupo finito - se-
ja nilpotente .

A demonstragao estava baseada no lema III.1.2. que da-
mos neste capitulo, mas este continha um pequeno erro na sua -

formulagao; que foi corrigido posteriormente pelo proprio Bate
man em {12] .

Independentementé, K. Motose e H. Tominaga deram em -
|24} outra correcdc do lema - o lema III.1.3. nesta exposigao
que permitia extender os resultados a anéis de grupo SG, onde

o anel de coeficiente € um anel semisimples artiniano.

Finalmente, usando o lema de Motose~-Tominaga, e outros
resultados, pudemos estender o teorema para aneis de grupo -~

com coeficientes num anel de integridade qualquer.

Daremos aqui a demonstragao original de Bateman-Cole-
man para anéis de grupo com coeficientes num corpo, e usaremos
© nosso resultado para obter uma demonstracao mais simples do

teorema de Motose-Tominaga

Neste capitulo usamos livremente varios resultados so-
bre grupos nilpotentes. Uma referencia standard ao respeito &

J.J. Rotman: The theory of groups: an introduction Allyn and
Bacon, Boston, 13965 |

ITT.1 ALGUNS LEMAS

Nesta segao usaremos as seguintes notagoes. Se R & um -
anel, dados X, y € R notaremos ]x, y| = xy-yx e dados n ele -
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——

mentos Xj;,..., X, € R notaremos ]xl,...xnizllxl,..., xn_ll,xnl
Da mesma forma, dados x, y € U(R) notaremos (x,y) = x-ly-lxy e
dados Xqseens xneU(R) notaremos (Xl’°"’ Xn) = ((Xl""’xn—l)’xn)
Lema IIT.1.1.~ Seja R um anel, n>1 um inteiro e xl,...,xneU(R)
Entao, vale a formula:

) -1 -1
(Xp50005% ) = 1+ (Xg5000, x 1) X .](xl,...,xn_l), xnl
Demonstracao. -

-1 -1 .
(Xy5eeenx 1) X l(xl,...,xn_l),xn]-
(x x_ )7h an((x x_ - )x_-x_(x X__.)) =

127" n~-1 "n 127" n=-1""n "n""1%" """ *n-1

y"L.x 71

:x e 5 8 x
( 1°? *n-1 n

(Xypeens X )% = 1 % (Xg5000,x ) -1 R

n-1

Lema III.l.2.-(Bateman-Coleman).- Seja N um ideal bilateral -

nilpotente de indice a, de um
anel R . Entaoc o conjunto 1+N & um subgrupo normal nilpotente -
de U(R) de classe ¢ ¢ a . Se R e uma algebra sobre um corpo F -
de caracteristica p, entdo 1+N € um p-grupo que admite um expo-
ente(i.e., existe um inteiro nzl tal que, para todo x € 1+N,

X = 1)

Demonstracao. ~

Do lema II.1.2. vem que 1+N & um subgrupo de U(R) . Dados
ne€N e x€U(R) temos:

x—l(l+n)x = 1+x—l.n.x € 1+N 1logo, 1+Nié normal em U(R) .

Para provar a nilpotencia mostraremos previamente que

dados Xqseee5%, € 14N entao (xl,...,xk)—l e N1, para isso fare

mos indugao em k .



Se Xy x2€ 1+N entao (Xl’XZ) € 14N e (Xl’XQ) -1€eN

Agora, supondo que (xl,...,xk_l) -1 € Nk“2 e escrevendo X, na
forma X = 1l +n, comn € N temos

| Cxqseees %) l+nl=](xl,...,xk_l), nl=

| (xy5+..5%,_1)-1,n]€ kL

Como N1 & um ideal, usandc o lema III.1.1. temos

-1 k-1

N -1
(XqseeesX )m1=(Xy 500X ) L X ‘](X1’°"’Xk~1)’xk|e N

Agora, tomando k=a+l temos que, para todos X, ...,X, €1+N

1 k

(Xy 500X, )~1 € N? =(0), logo 1+N é nilpotente de classe c<a .
1 X g z

Suponhamos ainda R uma F-algebra e seja e:min{m[pm;a}.

e e
Dado n € N temos que (1+m)? = 14nP = 1. Logo, 14N é um pP-grupo,

com expoente. N

Na publicagdo original |13| o lema enunciava que, sob -
as mesmas hipoteses, se ainda R/N & comutativo, entdao U(R) & um
grupo nilpotente. Para mostrar que nessa generalidade o lema é

falso, Motose-Tominaga deram o seguinte exemplo .

Exemplo III.1.1l.- Seja D=Q+Qi+@%+Qk a algebra dos quatérnios -

racionais, e

R ={ | ° | deD, a€ Q+Q;)
.d al
N ={|°°| | aep}

Entao € facil verificar que:
i) N & ideal bilateral de R

. 2 - .
ii) N°=0; logo, N e nilpotente



iii) R/N & comutativo

Ainda, se n € um inteiro positivo arbitrario, & facil ver que:

o) {1 ot {1 6] "+ :[ 10
n. 1} {0 i} in. 1 {0 it 2nj 1
] 3

Portanto U(R) ndc pode ser um grupo nilpotente

Lema IIT.1.3.- (Motose - Tominaga) Seja N um ideal bilateral

nilpotente de um anel com unidade R. Se R/N é
comutativo e |N,R| ={xy-yx|x€N, y€R} estd contido em N2, entao

U(R) é um grupo nilpotente.

Demonstragao

k

Mostraremos inicialmente que [N, R]Eka+l por indugao em k.

A proposicdao é verdadeira para k=1 por hipdtese.

Sejam entao x > Xy € N e s€R . Sera suficiente provar que

3% e
13

k+1
]xl...,xk,s} N<F

Agora |x1...xk,s | = ]xl....xk{s~sixl. ...,xkl =
T Xy e X STXEX e Xy 10878 Xy K S X Xy e Xy g

5X; = X 8+n
Como R/N & comutativo, existe n€N tal que {

sx, = X, s+n'

k k

Temos entao:
|nl,.,., nk,sl = xl(xz...xks-sxz...xk)+nx2...xk— y

- xk(xl...xk_ls—sxl...xk_l)+n'xl...xk_1€N

Usando a formula do lema III.1.1 vem agora gue (xl,...,xk)—
-1 € Nk_l e podemos concluir a demonstracao como no lema ante-

rior [] “

Motose e Tominaga também mostravam que o reciproco do lema III.

1.3 é falso. Para isso, deram o seguinte exemplo.

Exemplo III.1.2.- Seja K ={0,1}, o corpo com 2 elementos, e




a o0
b ¢

R={ a,b,c € K}

Os ideais maximais de R sao

T, ={ @ % yap e
b of
0 0

12:{ b o ' b,c,€ }

Logo, o radical de Jacobson de R é:
0 0
J(R)= { { beK}
b 0

-~

Agora é facil ver que R/J(R) ¥ K & K logo comutativo e que

1 0 1 0y _
: ' }}e comutativo, logo nilpotente. Mas:
0 1j, {1 1f

U(R) ={

|3(R), R| # 0 = N?

IT - 2 O TEOREMA DE BATEMAN -~ COLEMAN

Proposicdo III.2.1- Seja K um corpo de caracteristica p e G um

p- grupo. Entao o grupo das unidades do anel -
de grupo K6 € nilpotente .

Demonstracao. -

Seja K um corpo de caracteristica prima p e G um p-grupo. Da -
proposicao II.1.2 temos que U(KG) = X @ Ul(KG).

Ainda, da demonstragao do teorema II1.1.2. vem que
Ul(KG) = 1 + J(KG)

Agora, do lema IITI.1.2, Ul(KG) € nilpotente e, portanto, U(KG)
também o & []
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Teorema IIT.2.1.- Seja K um corpo e G um grupo finito. Entio -

U(KG) é nilpotente, se e somente se, alguma
das seguintes condigoes estiver verificada .

i) G € abeliano

ii) K é de caracteristica prima p e G é um grupo nilpotente -
tal que, para todo primo q # p o g-subgrupo de Sylow de G
& abeliano

Demonstracao. -

Se a hipotese i) estiver verificada, U(KG) & abeliano; portan-

to, nilpotente.

Se a hipétese ii) estiver verificada, podemos escrever G na for
G =P ® N, onde P & um p-grupoc e N é um subgrupo abeliano tal -
que p T[] |

Entao:
KG = KP & KN = KP & (Kl®...@K )
K t
onde Kl,..., Kt sao extensces de K (conforme ao exemplo ITI.1.4)
Logo:

KG = (KP & Kl) @e..@(KP@Kt) = KlP @...@KtP
K K
Entao:

~

U(KG) = U(KlP) B...0 U(KtP)

Como cada anel de grupo KiP, lgigt, esta nas condigdes da propo

sig¢ao anterior, U(KG) & soma direta de grupos nilpotentes; por-
tanto, nilpotente.

Para provar o reciproco, supcnhamos inicialmente que -
car X + |G|

Entao, do teorema II.1.1 temos que U(KG) é da forma:

~

U(KG) = GL(ny, D;) ®...8 GL(n,, D)

1 t



onde os D, sao aneis com divisao, 1<i<t

Se U(KG) €& nilpotente, cada GL(ni, Di) deve ser nilpotente. Ago
ra, e sabido que, se n»l e D € um anel com divisdo, GL(n,D) nao
é nilpotente (ver porexemplo, Artin E, Geometric Algebra,Inter-
science, New York, 1866) .

Ainda, L.K. Hua provou em |23] que um anel com divisao
D nao € soluvel se D ndo é comutativo (pode-se ver também Scott

|31l ); logo, cada D; & comutativo lﬁigt e

GTKG = D®...0 D € abeliano .
Finalmente, suponhamos que car K + |G{. Como G & um

subgrupo de U(KG), deve ser nilpotente. Ainda, se H & um q-

subgrupo de Sylow de G, g # car K, U(KH) sendo um subgrupo de

U(KG) também & nilpotente e, do caso anterior, H deve ser abeli

ano (]
[

III - 3. ANEIS DE GRUPO COM COEFICIENTES NUM DOMINIO DE

INTEGRIDADE

Nesta secao vamos demonstrar que vale um resultado in-
teiramente andlogo ao teorema de Bateman-Coleman, quando os coe

ficientes se tomam num dominio de integridade .

Proposigdao III.3.1.- Seja R um dominio de integridade e G um =

grupo finito, tal que car R + [G]. Se o

grupo de unidades U(RG) é nilpotente, ent3o G € comutativo

Demonstracao.- Seja K o corpo de quocientes de R. Entao temos:

1

RGC XG Mn (Dl) ®...8 Mn (D)

1 +

U(RG) € U(KG)

GL(nl’Dl) 8...8 GL(nt, Dt)

Notaremos por Py KG«—»Mn (Dh) as compostas do isomor -
h
fismo acima com as projegoes naturais.



Mostraremos, inicialmente, que dado 0y € Mn (Dh) sempre
h

existem x € U(RG) e algum b ? T tais que ph(x) = ba, .

De fato, sempre existe y = kigi € U(KG) tal que ph(y)=uh

G
z
i=

1

Escrevendo k. = a./b. com a.b. €R 1<i<|G|] e b = @b, temos que
i i’vi ivi =72 ;3

bER e x = by € RG & tal que py (x) = ba,.
Agora mostraremos que cada somando GL(nh, Dh) deve ser

nilpotente.

De fato, como U(RG) & nilpotente, existe um inteiro n>1

tal que, para todos Xy,...5 X, € U(RG) vale (Xl""xn) = 1.
1 n .
Dados  Qp ... Op e GL(nh, Dh), determinamos
ol - l -
Xqysee Xy € U(RG) e byseves bne R tais que ph(xi)-kiah, 1gign.
~ . - . 1 ny _ 1 n
Entao: 1 = Ph(xl""’ xn) = (kluhh""kn ah) = (ah,...,ah)

Logo GL(n, Dy) & nilpotente .

h5

A demonstracdo se conclui agora como no teorema I1.2.1 []

Para a nossa proxima proposigao vamos precisar do re

sultado que enunciamos a seguir .

Lema III.3.l1.- (I. Herstein, L. Small, |[21]) . Seja A uma al-

gebra sobre um anel R, que & finitamente gerado

como R-modulo . Se A tem um conjunto de geradores, cada um dos

quais & nilpotente, ent3o A & nilpotente

Proposicao III.3.2.- Seja R um anel comutativo, de caracteris-

tica prima p e G = P & N um grupo finito

tal que P & um p-grupo, P + IN| e N & abeliano. Entao U(RG) é -
um grupo nilpotente.

Demonstragao. -

0 homomorfismo candnico w:G =N induz um epimorfismo f:KG > KN.



Escrevendo H ={hl,..., hr} e N={n1,...,ns} todo elemento de KG

& da forma x = I k..n.h. e temos:
ijl]l:}

S r
f(x) = * ( I k,.)n.
521 3=1 3 °

Como KG/Ker(f) I KN & abeliano, bastara provar que Ker(f) € nil
potente e |Ker(f), KG]C:Ker(f)Q para obter a tese, a partir do

lema IIT.1.3.

Dado x = I k.. n.h. € Ker(f) temos
i3 iy i3

x = ¥ k.. n.h. - 2(C k..)n, = I k.. n.(h.-1)
i3 1 ]

7.4 3L j ;3. 43 i is

Logo o conjunto ni(hj—l) 1gigs, 2¢j<r & um conjunto de gera-
dores de Ker(f) sobre K.
o B e e
Ainda, se p =r & a ordem de P:(ni(hj~1))P (hj-l)p =
e e
=n.P (P - 1) =0
i J
Do lema IIT.3.1, Ker(f) & nilpotente.

Finalmente, seja x € Ker(f) ey = kij nihj um elemento de -~
1]
KG . Chamando 1 kij :Ai 1<i$s podemos escrever y = utv, onde
3

4 = I A.n. € Centro(KG) e v = ILk,.n.h.- I A.n. € Ker(f)
N i e T s O R

1t 1] J I

]

Agora: |x, y| = |x, utv] = xv-vx € Ker (£)2 [j

Estamos agora em condigoes de enunciar:

Teorema ITT.3.1.- Seja R um anel de integridade e G um grupo

finito. Entao U(RG) & nilpotente, se e so -
mente se, alguma das seguintes condigdes estiver verificada

i) G & abeliano
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i) R & de caracteristica prima p e G € um grupo nilpotente -

tal que, para todo primo q # p o g-subgrupo de Sylow de G
é abeliano

Demonstragao

A hipotese i) novamente implica que U(KG) & abeliano; portanto
nilpotente.

Se a hipdtese 1ii) estiver verificada, U(KG) & nilpotente, a -~
partir da proposicao anterior.

Para o reciproco basta usar a proposicao III,3.1 no caso em que
car R + |G| e um raciocinio analogo ao empregado no teorema IIT.

2.1, se car R ‘ |G| (]

Finalmente, usando nosso resultado daremos uma demons -

tracao de um dos resultados de Motose- Tominaga

Teorema III.3.2.- Seja S um anel semisimples artiniano e G um

grupo finito. Ent3o U(SG) & nilpotente, se
e somente se, S & comutativo e i) G & abeliano ou ii) S & de ca
racteristica prima p e G € um grupo nilpotente tal que, para -

todo primo q # p o q-subgrupo de Sylow de G & abeliano.

Demonstracao. -

Se S é comutativo e G verifica as condigodes i) ou ii) a demons-

tragio se conduz como antes, usando a propesicao II1I1.3.2 .
Suponhamos agora S semisimples artiniano, tal que U(SG)

& nilpotente.

I.G. Connell provou em |18| que se S & semisimples artinianc e

G é finito, entao SG e semisimples . Do teorema de Wedderburn:

= 0w
SG Anl(Dl) B...8 Mnt(Dt)

com D anéis com divisaoc, 1<i<t
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Agora, o fato de U(SG) ser nilpotente permite concluir

como no teorema 1I1.2.1 que cada Di & comutativo, 1l<i<t, e

SG = D, 8...8 D

Portanto S e G sao comutativos [

- /1l - 1
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