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Introducao

Este trabalho se divide em tres capitulos.

No capitulo 0 estudamos rapidamente a teoria isome-
trica de C(K) e também a teoria isomorfa de C(K), no caso K me
trico; a bibliografia basica € o mini-curso do 199 Seminario

Brasileiro de Analise (Junho de 1984).

No capitulo 1 estao as nossas contribuigoes origi-

nais:

1) Corrigimos um trabalho de C. Bessaga e A. Pelczynski, pro-
fessores da Academia de Ciencias da Polonia, qual seja:

em Studia Math 19, 1960 - pag 59 e em Oeuvres-Volume II -
Warszawa, 1979 pag. 267, eles dao duas classificacoes isomor-
fas dos C(K), onde K e compacto metrico enumeravel infinito.
Mostramos que as duas sao equivalentes e que estao €rradas;
para isto damos um contra-exemplo a uma delas; reenunciamos e
provamos uma nova classificacao isomorfa para esses espacos

(veja nota final do capitulo 1).

2) Corrigimos um trabalho de S. Kislyakov - publicado em
Siberiam Math. J. 16, 1975 n9 2 226-231 , que fechava um pro
blema (15 anos em aberto) deixado por C. Bessaga e A. Pe]czynski
em Studia Math 19, 1960 pag 61, qual seja: dar uma classifica-

cao isomorfa dos C[1,a] em termos dos ordinais a. Damos um con



ii.

tra exemplo a um argumento do autor acima e também damos uma

nova demonstracao para um dos seus teoremas, que utilizava

o argumento mencionado.

3) Com auxilio de uma classificacdo dos compactos K que

sao homeomorfos a algum [1,a],onde o & um ordinal (Baker-1972),

damos uma condig¢ao necessaria e suficiente em termos de o e

B para que C[1,a] seja isometrico a C[1,R].

No capitulo 2, mostramos a existéncia de
X
2 f compactos em [0,1], dois a dois nao homeomorfos

(Mostowshi - 1937), e respondemos a uma pergunta de

tador, isto e: temos exatamente 22 compactos de

XU B
de 2 , dois a dois nao homeomorfos entre si.

000

exatamente
entre si

nosso orien

cardina]idg
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ERRATA

0 enunciado corneto do teorema 1.1 da pag. 64 ¢ o seguinte:
Seja m = 7o , entdo existem 2" compactos de cardinalidade m, .dois
a dois nao homeomonfos entre si. 1sio porque o argumento apresenia

do na pag. 66, Linhas 14, 15 | 16 e 17 ndo se aplica.

Mas como observamos nessa mesma pag., temos construido ‘2"
compactos de cardinalidade m, dois a dois ndo homeomorngos entrne 44
(Note que temos, agora, isto como consequéncia da observacdo 2 pag
69. Mas aldl Lemos mostrado um pouco mais, uma vez que cada um da
queles compactos & conexo). |

Mostraremos que nao podemos aumentar essa cardinalidade. De
fato, o corolario 0.4 da pag. 69 pode ser melhorado para: Exisien
no maximo 2" compactos de candinalidade m, dois a dois ndo homeo -
morngos entre s4. |

Pois, pela preposdi¢ao 0.3 da pag. 64 € suficiente mostran -
mos que em [ 0,117 ndo existe mais do que 2™ subconjuntos fechados
¢ disiinzos dois a dois. Isto pode sen visto assim:

Uma base para a topologia de [0,1]m ¢ dada pelos conjuntos
da éo&ma'gMOL , onde M ¢ um confunto de cardinatidade de m e 05 04
500 AubcgnjunIOA abentos .de [ 0,1]tais que o conjunto {EM|0 70071}
& g§inito; Logo [0,11™ possue uma base de abentos de m elementos, e
portanto ele tend no maximo 2" subconjuntos abertos distintos dois
a dois e, por consegudinte, o mesmo vale para 0s subconjuntos ge
chados de [0,1 1™,

Connigimos ,tambem, as seguinites Linhas:

- pag.19 £.17: Por outro Lado, por (3) e sendo [Y,,Yy+7) ,k=0,1
.. .N-1, dois a dois disfuntos, fgixado t<d,1xk(i)]<%+l ,exceto, pos-
divelmente, para algum Indice k, k=0,1, ...N-1,

--pag.26 L.4: Sendo, agora, p um homeomorfismo estritamente crescen
e,

- pag.31. £.11: Agora, se y & um ordinal Limite de carndinalidade me-
non ou Lgual a o.

- pag.39 £.19: 1.Se L=¢ ou gzsupl<B, temos (pondo gonAe L=¢)

- pag.45 £.10: Talmente desconexo, isito €
nao vazios conexos de K 8do 04 conjuntos unitarios.

, 04 Undicos sudbconjuntos
- pag.48 £.19: E facil ver que, se Yy ¢ um ordinal ndo kimite, entao
£ e ponto isolado, e neste caso, o Lema e trivial., Podemos supon,en
tao, que vy & ordinal Limite,

- Pag 63 £.15: Mosinamos, assim, que o conjunto u, das Aintensece¢oesd
finitas de {VnyGK-{x}} forma um s4istema fundamental de vizinhancgas

~abentas parna x,



-pag.66 L.11: existe um ordinal ‘p< a, Ltal que aGVpcObo , onde
Vg ¢ uma vizinhanga gundamenztal de o;

-pag.67 £,.10: um subconfjunto homeomonfo a um abento do I& e um
subconfunto abento em Cy (resp C
IR

-pag.67 £.13: nhanga de p contem um suconjunito abento em C,

2) homeomongo a um intervalo de

(nesp C,), ao qual p perntence, e homeomorfo a um Lniervalo de
IR .

-pag.71 £.15 (pois a uniao de m confuntos f4initos, meX , tem
candinalidade menon que Xa).

Finalmente, acrescentamos em nossa bibliogragia o segudin
Le antigo: '
[ Ba] Baken-W.J, Compact spaces homeomorphic to a nray o4
ondinals. Fund. iath., 72 1972 n9 1 19-27.

0 auton.



CAPITULO 0

ISOMORFISMOS ENTRE C(K)

Introducao

Definicao: - Um espaco de Banach X & um espaco vetorial (sobre
R ou C), normado e completo na metrica induzida pela norma.

Exemplos:

a) C (N) = {{a } | a e R, ¥n e lima_ = 0}

0 n Pgon
b) C(N) = {{an}n€1N | a € R, ¥n e 3_;12 a }
c) #,(N) = {{a } l a ¢ R e 3K R, |an| < K, ¥n};
a norma em a), b) e c) e dada por:
| ta }opyll = suptla [: n €N}

onde 1 £ p < o,

e) Seja K um espaco topologico compacto (para nas)sempre T2); C(K)
sera o espaco das funcoes continuas definidas em K a valores

reais com a norma: || f|| = sup{|f(x)|: x € K}, f € C(K).



f) Se X e Y sao espacos de Banach, entao

X @Y = {(x,y) | x e X eyeY}Eum espaco de Banach com

a norma || G,y) || = sup ([ x[[ [] vP
Em particular, an = {(x1,.“,xn) | X € R, i=1,...,n}
com a norma || (x,,...%)|| = sup |x;| , e um espaco de Banach,
1 " qsis
denotado (R, Il .)-
Definicao: - Dois espacos de Banach X e Y sao isomorfos (X~Y)

se existe uma aplicacao linear T de X em Y, bijetora, continua,

com inversa continua. Lembramos que
Tl = supCl TGO = [ xI] s 13

Se alem disso, || 7(x)[| = || x|| , ¥x € X, dizemos que

X e Y sao isometricos (X=Y); escrevemos X

?

Y se existe um iso

morfismo U de X em Y tal que || U] IIU-1H

A

K.

XAY  (X}¥Y) significa que X e Y ndo sao isomorfos (iso-

metricos).

Definicao: - Dois espacos de Banach X e Y tem a mesma dimensdo

Tinear (X =VY) se cada um dos espacos X e Y e isomorfo a algum
dim

subespaco do outro. Dizemos que X tem dimensao linear menor que

Y (X < Y) se existe um subespaco de Y isomorfo a X e nenhum sub-
dim
espaco de X e isomorfo a Y.



Exemplos:

a) C (N) < ¢C[0,1] <(veja [SBA]l, pag. 411)
dim
(N) @ C[0,1] = C[0,1] (Veja [SBA]l, pag. 411);
N dim

mas £, (N) o C[0,1] # C[0,1] (Veja [P-1] pag. 221 - corola-

rio 2).

c) Facilmente ve-se que nao temos: £1(N) < zz(m) ou

dim
zz(m) < £1(N).

Definicao: - Dois espagos topologicos K1 e K2 sao homeomorfos,
K1~K2,se existe uma funcao f de K1 em K2, bijetora, continua

e com inversa continua.

Estamos interessados em estudar os C(K) quanto a iso-
morfismos, para isto e importante dividir a classe dos compac

tos em metricos e nao metricos.

Exemplos:

1) Compactos metricos

1a) Enumeraveis:

K1 = {p1,p2,.",pn}, onde cada Pso i=1,2,...,n e ponto

isolado em K,; neste caso e facil ver que C(K1) = (Rn, ||||m)
11 }, f1-1 _; 2-1),. (4l o,
Ky = { n} u{ﬁ i Ky '{ ﬁ}'p{tu { 'H}QLQ’ Kq "{ nt mf”ick
Ne e Ne fi

1 1 1 -
> 2 <
onde n 22 e me€ IN com =+ = =T tendo estes tres ultimos

compactos a topologia induzida pela reta.
De maneira geral, em 1920 Mazurkiewicz e Sierpinski
provaram que todo compacto métrico enumeravel e homeomorfo a

um seg mento de ordinal, [1,a] ={y| 1 sy £ a}, coma < w,,



onde Wy e o primeiro ordinal nao enumeravel (Veja corolario
3.9 - capitulo 1) e entdo e facil ver que K1~[1,n] . K2~[1,w];

K3~[1,m.2] e K4~[1,w2], onde w € o primeiro ordinal enumeravel.

1b) Nao enumeraveis

X
K, = [0,1]; K, = conjunto de Cantor em [0,1]; K3 = [0,1] e

1 2
com a topologia produto (XO e o primeiro cardinal infinito);

as bolas unitarias do Rn, n=1,2, ..

2) Compactos nao metricos
K1 = {0,1}m, K2 = [0,1]m, m > XO, com as respectivas topolo-

gias produto.

K3 = Y(I'), o compactificado de Alexandrov. de um conjunto T,

com card T > Xo e com a topologia discreta.

K4 = BI', o compactificado de Stone-Céch de um conjunto T com

card T 2 X, € com a topologia discreta.
Kg = [1,a], onde o e um ordinal maior ou igual a W)

Para entendermos melhor o que vem a seguir, faremos a

seguinte observacao:

Nao e dificil ver que co(m) ¥ C(N), mas co(m)~c(m); 15
to e: podemos ter espagos de Banach isomorfos, sem serem isome-
tricos. Surgem naturalmente duas perguntas: dados dois compac
tos K, e K,, quando e que C(KR e isometrico a C(Kz), e quando e

que C(K1) e isomorfo a C(Kz)?



I - Teoria Isometrica

i

C(K

> K,~K,.

Teorema 1.1. - C(K1) 2) 17K

Isto foi provado por Banach em 1932 sob a hipotese de metriza-
bilidade de K1, mas Stone em 1937 mostrou que essa hipotese e-

ra superflua.

Depois do teorema 1.1 e da observacao acima, torna-se
importante sabermos na teoria de C(K), quando e que isomorfis-

mo implica em isometria; nesta direcao temos:

Teorema 1.2. - C(K1)~C(K2) com isomorfismo T ,

-1 |
Tl Tl <2 = K=K,

Este resultado foi obtido independentemente por Amir em
1965 e Camberm em 1966 (Veja [SBA] pag. 358, para a demonstra-
cio de Camberm); notemos que o teorema 1.2 generaliza o teorema

1.1 (Se T & isometria entdao || T I]T'1||=1).

Um problema que permaneceu aberto durante 10 anos, e
que foi resolvido por Cohen (Veja [SBA], pag. 372) & que o nume

ro 2 neste teorema e o melhor possivel.

Com auxilio do teorema 1.1 provaremos:

X

Proposicao 1.3. - Existem exatamente 2 9

espacos C(K), com

K metrico, dois a dois nao isometricos entre si.

Demonstracao: - Pelo teorema 1.1 e suficiente mostrarmos a exis

X
~ « 0 - . . . ~
tencia de exatamente 2 compactos metricos K,dois a dois nao

homeomorfos entre si.



6.

.Como o cubo de Hilbert II [0,%] contem de maneira
nelN

homeomorfa todos os compactos metricos (Veja [ELL], pag. 230)

e tem base enumeravel de abertos, segue que ele tem no maximo

X
0 . o B ~
2 fechados e por conseguinte, os compactos metricos nao ho-
: X
. & . . . 0
meomorfos entre si sao de cardinalidade menor ou igual a 2 ~.
X

Exibiremos 2 ° compactos metricos nao homeomorfos en-

tre si; para isto, sejam Bn as bolas unitarias e fechadas dos

Rn’ n € N,
Para cada A € P(N) consideremos Y( U Bn), a compacti-
neA
ficacao de Alexandrov da soma topologica de (Bn)neA (isto e,
cada B. , n € A e aberto e fechado em U B ).
n
neA
Como U B tem base enumeravel de abertos, cada
neA
Y( UB_ ) e metrizavel (Veja [ELL], pag. 226).
nep "
Seja Y( UB_)~Y( U B_), com homeomorfismo f e com
n n
n€A1 neA2

A1,A2 € P(N). Lembrando que f leva componentes conexas em com-
ponentes conexas, seque que dado ny € A1, existe n, € A2 tal que

f(B_ ) = B e portanto B, ~B_ . Por um teorema de topologia
ny N, n, T,
algebrica temos que ny=ns, logo A1=A2. Conclusao: YA € P(N)

/

(U Bn)‘ tem cardinalidade 2 ° ,e esses compactos mé-
neA

tricos sao dois a dois nao homeomorfos entre si. A



ITI - Teoria Isomorfa

Esta teoria e mais dificil que a anterior. Durante
muito tempo pensou-se que o unico C(K), para K metrico enume-
ravel infinito, nesta teoria, fosse C[{1-%%V6H] e junto com

e

este, era tambem problema aberto deixado por Banach:

cro,11~c(r0,11 x [0,11)? (veja [B], pag. 185).

Dividiremos esta teoria em:
a) K metricos enumeraveis

Vimos que K~[1,a] para algum ordinal o < wy S logo, bas
ta estudarmos isomorfismos entre os C[1,al, a < w1; se o < W a
teoria & trivial, pois como vimos C[1,a] & um (R, Il 1l.); se
o 2w , temos:

feorema 2.1. - Se w £ a £ B < wy entao C[1,a] ~ C[1;B]<==>8 2o,

-/7 )
/// Este teorema foi provado em 1960 por C. Bessaga e A.

Pelczynski (Veja [SBA], pag. 375 para sua demonstrac¢ao).

Agora o leitor, atraves de calculos simples com ordinais
pode ver facilmente que C(KZ)’ C(K3) e C(K4) citados em 1a) sao
isomorfos entre si, apesar de ndao serem isometricos entre si (teo
rema 1.1) e vera tambem que C[1,w] # C[1,w"] (com este exemplo,
Pelczynski, em 1958, em sua tese de doutorado, resolveu o proble

ma citado acima para compactos metricos enumeraveis infinitos).

Proposicao 2.2. - Existem exatamente X1 espacos C(K), com K me-

trico enumeravel, dois a dois nao isomorfos entre si.



Demonstracao: - Pelo teorema de Mazurkiewicz e Sierpenski, bas

ta contarmos os C[1,a], com w £ a < Wy dois a dois nao isomor-
fos entre si. Como card[w,w1] = X1,é suficiente provarmos a e-

xisténcia de X1 espacos C[1,2] nas condicoes acima.

Suponha que a cardinalidade dos C[1,0] naoc isomorfos
entre si seja menor que X1. Tomando um representante em cada

uma dessas classes de isomorfismos, digamos que ficamos com:

A = {C[1’an]}n€m

IN

a £ B < w

n 1> ¥n. Mas

Seja B = sup{an,aﬁ} , logo ®
n

aﬁ £ B ¥n e portanto pelo teorema 2.1 C[1,B8] £ C[1,an], Vn;
absurdo pela escolha de A. A
b) K metricos nao enumeraveis

Teorema 2.3. - Se K e metrico nao enumeravel, entao C(K) ~ C[0,1].

Isto foi provado em 1952 por Milutin (Veja [SBAJ], pag.
390 para uma demonstracao) que ignorava o problema deixado por
Banach (C([0,1] X [0,1]) ~ C[O,]]?): por isso, este problema per-
maneceu 12 anos "aparentemente aberto"; por exemplo C. Bessaga e
A. Pelczynski so conheciam que C([0,1] X [0,1]) == C[0,1] (Ve-
ja [BP-I], pag. 61), g

Conclusao: Existem exatamente X1 compactos metricos enu
meraveis nao homeomorfos entre si (KA = [1,wx], 0 < A < 0 $.a0
dois a dois nao homeomorfos entre si, veja corolario 3.10 capitu
lo 1). E a proposicao 2.2 mostra a existencia de exatamente X,
espacos C(K), com K compacto metrico enumeravel dois a dois nao

- X o
isomorfos entre si% logo a existencia de 2 ° de tais espacos e

indecidivel na axiomatica de Zermelo-Fraenkel.



90

Ja para os compactos méetricos nao enumeraveis, apesar
X _
de existirem exatamente 2 o,dois a dois nao homeomorfos entre

si, a teoria isomorfa e unitaria.

c) K nao metricos

Conhece-se muito pouco desta teoria e ha pouca esperan
ca de se conseguir uma classificacao isomorfa, mesmo para com-
X —
pactos de cardinalidade 2 0 (veja [0], pag. 268), isto devido

a grande variedade topologica dos compactos nao metricos.

Alguns resultados para classes espetiais destes compac-
tos ja tem sido obtidos, por exemplo: C[OJ]nva{DJ}n ,Vn:>x0
(Veja [P-I1I], pag. 42).

No capitulo 1 daremos uma classificacao isomorfa dos
C(K), onde K e uma classe particular destes compactos, a saber:
K @ um segmento de ordinal qualquer, e tambem caracterizaremos

0os compactos que sao homeomorfos a tais espacos.

000
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CAPTTULO I

CLASSIFICACAO ISOMORFA E DIMENSIONAL DOS C(K), ONDE K E UM
INTERVALO DE ORDINAIS E CARACTERIZACAO DOS COMPACTOS
HOMEOMORFOS A ESSES INTERVALOS

Introducao
w

Como vimos no teorema f.1 do capitulo 0, C. Bessaca e A.
Pelczynski deram uma classificacao isomorfa.dos C(K), onde K e
um irntervalo de ordinais enumeraveis; como aplicacao, dao en
[B.P-I] uma classificacao isomorfa dos C(K), onde K e compacto
metrico enumeravel infinito, atraves da nocao de derivadobde um es
paco topologico. Neste capitulo daremos um contra-exemplo para
o resultado 1a enunciado, mostrando assim que ele estava errado

e tambem daremos uma classificacao correta para esses espacos.

No mesmo artigo deixam o seguinte problema: Daruméc]ag
sificacao isomorfa para os C(K), onde K e um intervalo de ordi-
nais quaisquer. Semadeni (veja [Se-I])classifica os C[0,a], on-
de ©, s o < .. Em 1975 Kislyakov (veja [Ki]) resolve o pro-

blema; mas ao estudarmos o seu artigo descobrimos um erro em suas

demonstracoes (veja lema 1.6) e, em errando,ele deixa de classifi

7
car certas classes de C[0,0]. Com auxilio do lema 1.4 e corola-
rio 1.5, apresentaremos aqui uma demonstracao para 0s seus enun-

ciados.

Notacao: - Seja T um conjunto qualquer. Por & _(T) denotaremos o
espaco de Banach de todas as fungoes reais limitadas e definidas

em T. Por Cb(r) denotaremos o subespaco de £.(T) constituido
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das funcoes f tais que para cada € > 0 o conjunto {y e FIf(YM|>e}
e finito. Por 21(F) denotaremos o espaco de Banach de todas as

funcoes reais definidas em I' e absolutamente somaveis.

b

Lembremos que sendo X = (XY)YEF
Se x € 2 (T) ou x « CO(FbentEO | x|| = sup{leI |Y€F}j
Se x € £,(T) entao X = X
() entio [[xl - 11l
E facil ver que a densidade de C4(T) e |r|, se T & infi-
nito (lembre-se que a densidade de um espago topologico X e o me

nor dos cardinais C tais que existem subconjuntos de cardinalida

de C densos em X!,

Se a & um numero ordinal; a e ordinal ndao limite se tem
antecessor (denotado a-1); caso contrario}a e ordinal limite. A
cardinalidade de o sera denotada por a; w denotara o primeiro or
dinal infinito e maseré ¢ primeiro ordinal de cardinalidade Xg
Cada cenjuntc de numeros ordinais sera considerado como  espaco

tonologico, com a topologia induzida pela ordem.

Lembremos algumas propriedades basicas dos numeros ordi-

nais (veja [K] e [S1).

- o €8 == aty S B+y , ¥y 3 ay By, ¥y e o' s BY , ¥y,
2- o < B == y+a < y+B , ¥y e ya<yB, ¥y 21
3-(1<B:>YOL<YB,V7>1

4- Vale a propriedade associativa para a soma e o produto de or
dinais
5- Yy .Y =Y e (a = a Vo,B,Y.

6- vy(a+B) = ya+yB , Va,B,Y
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7- As funcoes: f (&) = a.& (a > 0); QG(E) = a+f (Ya) e

ha(g) " (o > 1) sao continuas em qualquer intervalo de ordi-

nais.

o

8- «a B™ , ¥a 2 1 , ¥B > 1,

IA

9- Se o & um ordinal limite,entdo o' & um ordinal limite para

1‘

[\

todo ¥y
10- VYa > 0, ¥B8 > 0, existe um uUnico par de ordinais (6,8) tais
que o = BS+E e & < a.

11- ay = ay, Yo,y e Yy £ o => ay=a .

(A%

12- Todo ordinal o 2 w & da forma o = B+n , onde B e um ordinal 1i-"

mite e n < w.

Dado um conjunto A bem ordenado, ord A denotara o ordinal
de A. Se A e um conjunto qualquer, card A ou |A| indicarao a car

dinalidade de A.

0s simbolos [n,&l, [n,&), etc, onde £ e n sao numeros or-

dinais com n < £, tém significados obvios (por exemplo, [n,&] & o

N~

conjunto de todos os numeros ordinais y tais que n £ vy g),

Se o e um ordinal infinito, denotaremos por % o espacgo
de Banach das funcoes continuas definidas no compacto [1,a] com a
norma do supremo . C% e o subespaco de c% constituido das fungoes
x tais que x(a) = 0; se o« 2 w identificaremos, atraves de isomor

fismo, Cg com {f € C[O,a]lf(a) = 0} , pois neste caso [0,a] ~[1,a].

Definicdo: - Um ordinal o & inicial se e o primeiro ordinal de

cardinalidade & (logo existe Yy tal que a=wY).
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Definicdo: - Uma a-sequéencia de ordinais e uma familia de ordi-
nais (¢¢)gcq 3 se y < B <aimplicar ¢ < b s nos dizemos que es-

sa familia e uma a-sequencia estritamente crescente.

Definicao: - Dizemos que um ordinal limite o e cofinal em um or
dinal A, se A e o 1imite de uma oa-sequencia estritamente cres-

cente de ordinais menores que A
pefinicao: - Seja A um ordinal limite, dizemos que X & regular
se o menor ordinal cofinal em A e XA; caso contrario dizemos que

A e singular.

Observacoes:

a) 0 menor ordinal cofinal em um ordinal limite e um ordinal
inicial (veja [K] pag. 274)

b) Se w, e singular,ent3ao vy e ordinal limite (veja [K] pag.309)

/
c) Se X e ordinal limite,entdao lim w, = w, (veja [K] pag. 281)
) gx) G A
Se a <B , -a+B indicara o ordinal d tal que a+d=B (d e
a diferenca entre B e a).
Definicao: - Seja {Xt}tET uma familia de espacos de Banachy o

simbolo ) Xy denotara o espaco de Banach constituido de todas
teT

as familias x = {Xt}teT para 0sS quais Xy € Xt , ¥t ¢ T e o con-
junto {t e T ]let||> e} e finito ¥e¢ > 0. A norma neste espaco

e dada por: || x|| = sup {||xt|| |t e T).
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Se Xt = X para cada t € T e card T = m, usaremos O sim-

bolo m)X ao inves de ZTXt , tambem usaremos a notacao X @ Y,
te
X1 @ .. ©® Xn , etc., no caso de um conjunto finito T.

Lema 0.0. - Se o & um ordinal inicial, entao:

a) B+a6=a6 , ¥B, ¥8 , com B < a6.

b) _a€>+a€+1 - a€+1 VE.

c) -B+a = o , ¥B,B < o,

Demonstracio: - Para isto precisamos dos seguintes resultados:

R1) o & tal que O+p = o, p#0 => p =a (isto &, a & o Unico
resto de a) < B+a = a, ¥B, B <a(isto &, o & um ordinal primo)

(veja [S] pag. 279).

R2) A fim de que os uUnicos restos de um ordinal o sejam iguais
a o & necessario e suficiente que o ordinal o seja uma potencia

de w. (veja [K] pag. 259).

R3) Cada ordinal inicial e da forma o para algum X. (Veja [K]

pag. 281).

Agora, se a e inicial,por R3, existe X tal que o = wA§

J

R, e R, -
logo: 8+0L(S = B+(w}\)(S = B+m>\62:—_i w}‘6=a6
De aoxd = Tl segue que d £ g5t ; se d < a€+1 , entao
obrd < ag+a€+1 - (isto por a)){ absurdos logo,vale b). «¢)

seque de maneira analoga a b). ' A
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Lema 0.1: - c3~c“ , Yo 2 .

o} 1

Demonstracao: - Definimos T: C — C%-pondo: Tx = x' , onde

x'(1) = x(a)\egx'(1+t) = x(t)-x(a), 1 s t s a.

Notando que, se B e infinito, entao 1+8 = B, segue que
T esta bem definida (x' @ continua pois e "quase a transladada"
de x em [2,a] e x'(a) = x'(1+a) = x(a)-x(a) = 0 e T e claramen-

te Tinear e injetora.

| T(x)ll=||x[JI=iUP{IX'(1)l,IX'(1+t)l} - igp{lx(a)l,lx(t)-x(a)l} <2l x| 5
isto 8 (||T]| s 2.) -

N

Definindo T 1: Cg———+ c% por: T'1(x') = x, onde

Cx(t) = x'"(1+t)+x' (1) , t < a e x(a) = x'(1).

Vemos que -1 esta bem definida, e linear, injetora, e
v Nl | "o /

inversa de T e HT'1” < 2_)’{ e e M e 4. =

Lema 0.2. - Seja a,B 2 w , temos

a) COL+B~C6+O'

b) c%*Bucg o cg ,

Demonstracido: - Como [0,a+B] e [0,B+a] sao a unido disjunta de

[0,0] e [0,p] a) segue imediatamente.

Pelo lema anterior Ca~C8 e CB~C8 , logo CGQCB~C8®CS :

mas C%CP~-c®*P (defina f ¢ c**F — ) e C%CP,

b

(] f
[0,a] [0,8]
isto identificando [0,a+g] = [0,0] v [0,8]) e b) segue de

cotBocoth A
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Lema 0.3. - Seja o um ordinal infinito. Se para cada y <-a vale
p w
a relacio CY < C% entdo vale C* < c* .
dim dim
Demonstracdo: - Observacao 1. Se y < a entdo CY & isométrico a

um subespaco X de C%, a saber: X = {x e C%|x(g) = 0, Vy < &}.
Observacao 2. Para demonstrar este lema pode-se supor que o €
um ordinal limite; pois desde que cada ordinal "infinito o pode
ser representado na forma y+n, onde y @ um ordinal limite e n e
um ordinal finito, e [0,Y+n]~[0,n+y]1~[0,v], temos:

¢ 1ocrven 1oy,

Observacdo 3. Se Y > 0 entao o ordinal de (Y'€)€<aéigua1'a a
(¢ > Y*&). De acordo com o lema 0.1. e suficiente provar que

a hipotese do lema 0.3. implica que

w
Q

Cg < C
dim
Suponha que a tese e falsa, isto e, que exista um subespaco X
W
Q -
de C0 e uma constante k - 0 tal que XECa . Seja N um numero in-

. cp = . N~ . -
teiro arbitrario fixado. Desde que o espaco C% & isometrico a
w

um subespaco de c” , existe um subespaco XN do espaco X tal que

N . - : - ;
XNECG , isto e, existe uma transformacao linear U do espaco XN

N
sobre C* tal que

(1) Ixll < Juea ] < Kl xll s vee x,

Mostraremos que isto € impossivel para N > 4k e entao

seguira a tese do lema.
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N
Seja Yo € ¢ a funcio identicamente igual a 1;x0=lf1(y0%

; . 1
VA < -
Seja Y, com Y, @ escolhido de tal modo que |x0(t)| < 5T » Para
t >, (tal numero existe porque x; ¢ Cg e o e um numero ordinal
lTimite).

N-1 N—1(

Escrevemos Aé = (o Esa £+1)] para 0 < &£ < o . Logo,

[1:$ﬁ = \\__JA:; .
0<E<a
0LN . _ 1 .
Seja Y1 = (w{y e C : y(t) e constante em Ag}' Obviamente Y1 e
g<a '

um subespaco de C% e Y11c“(2) (pois, pela Observacao 3 ', o ordi-

N-1 =
nal de (a €)0§g<a e a).
Agora provaremos que existe um elemento x1 em XN e y1 em
-1 1
Y, tal que x;, = U (yq) |IX1|| s ||Y1|| =1e |X1(t)| < §3T Para
t <Y

1

Para cada x € C% seja Py (x) a restricao da funcdao x a

1
Y
[1,?1]; mais exatamente, PY (x) = z, onde z € C 1
1

e z(t) = x(t)

para t £ Y1
: -1 il
Consideramos o operador PY U do espago Y1 no espaco C

1

Por (2), e usando que

CY1 < cY
dim
- Yy -
este operador nao pode ser isomorfismo de Y1 em C ;3 logo, nao

pode existir M > 0 tal que M|| y|| = | %,U'1(y)||, Vy € Y; pois,
1

7

o

caso contrario, Py U'1 seria um isomorfismo de Y1 em C < C

1
Assim, deve existir y e Y1 tal que

Py VEPI < grll v -
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Em particular, podemos escolher Yy € Y1 tal que ||y1||=1
-1 1
e 17 0 <

Coloquemos x, = U"1(y1) e entao obtemos:

-1 1
sup|x,(t)]| = || P, (x,) = [P, Uy Ml < j7

e por (1) temos:

xgll s Tutepll = ool = Tyl = 1.

Seja £y um numero ordinal tal que |y1(t)[ 2 %% , Yt € Ag

1

(g4 existe pois I X‘” =1) e consideramos a nova familia de in-
tervalos
Ag = (aN-1£1+aN_ZE,aN-1£1+GN'2(€+1)] para 0 £ & < a,

Entao, claramente,

Seja Y, = {y e C%: y(t) @ constante em Ag e y(t) = 0,
0 &<

¥t, t ¢ Aé} . De maneira analoga ao que foi feito acima tem-se
1

Yzlca. Seja y, com y, <y, < a escolhido de tal modo que
1 o - . s .
|x1(t)| < WHT Vt, t > Yo o Desde que C~ e isomorfo a Y2, exis-

te y, ¢ Y, e X, ¢ Xy tal que x, = U-1(y2), ||X2|| 8 ||Y2||= 1

1 _
e |x2(t)l < §3T Para t < Yo (use um argumento analogo ao da ob-

tencao de y1).
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Agora escolhemos £2 com Iyz(t)lz - ¥t , t e AEZ, etc.

Repetindo este procedimento N vezes acharemos elementos

XgsXyseesXys ¥g = U(xo),...,yN = U(x,), ordinais

e intervalos

tais que
1
(3)  Ilxpll s 1 x ()] < qp s ¥t £ & DY qd 5y (t) =3y =
= constante para t €4, , onde |ak| 2 —%—, k=041 ooe s N

Coloquemos C,, = Sgn a, e

)
zZ = C. X H
k=0 k™k

desde que
N
AN = kQAk , existe tg e A, Yk, k=0,1,2,...,N.
Temos entao,
) 1ol =1 S cvool = 1 Lewdl = I Y el = 15 o
4 ulz)|| = c, U(x = c Y 2 c Yy, (t = C,a,| =
kzok k Lo Kk kzokk 0 (Lo Kk
N
N+1
= a 2 - -
Jolad =77

Por outro lado, por (3) e pelo fato de [Yk’Yk+1] serem
disjuntos para k=0,1,...,N-1,N, temos |x1(t)| < N%T’ para todo

t s a,exceto para um indice i, i=0,1,..,k.
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De || ka < 1, concluimos:

(5) Nzl s 1+ Negog <2 .

Portanto de (4) e (5) vem:

2]l

lull = | U[—z—]”g X5 ks absurdo. 0

w e
Lema 0.4. - Sejam a e R ordinais infinitos, B 2 o ., Entao

c% tem menor dimensdio que CB.

~ ; B
Demonstracao: - Sabemos que a £ B == ¢c* s ¢’
dim
Suponha que t® = CB , e consideremos d1 o menor ordinal tal que
dim
Q,
¢! =¢?
dim
Entao WY, Y < a1 , vale
1
¢v<c !,
dim

e usando o lema anterior, temos

a a?
dim
Logo, ) "
cB-c®:-c o , e devemos ter B <a?-, pois
dim dim dim
caso contrario,
a
C 1_§ ck , e entao cB < By
dim dim
w .

mas B < a? = B < ¢« absurdo, e o lema esta demonstrado. A
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Lema 0.5. - Sejam {xt}teT e {yt}tET duas familias de espa-~

¢os de Banach, se existe K tal que thyt , ¥t ¢ T, entao

(I x) S 01y

teT teT
Demonstracao: - Para cada t €T, seja Jt: Xt —_— Yt um isomOE
fismo tal que ||Jt|| I|J£1|| < k (que podemos supor sem perda

de generalidade que || J|[ =1 , ¥t € T), definimos:

J? X, — Y, , por
pirt dhrt

T({xg dep) = {ngt)}teT , segue o lema. A

Lema 0.6. - Seja (X uma familia de espacos de Banach enu

s,t}
merados por elementos do conjunto S X T. Entdo

1

(5%, )2 Xe o+ 303X L),
s\ lps ot (s,t)sz'T s.t 7k gbsTs ot
Demonstracao: - Provaremos o primeiro isomorfismo:o segundo e
analogo.
Para cada s € S, definimos = ¥ X , logo
Ys tZT s,t
P CIxo )= 1Y, , e colocamos:
seS tel 77 €S
g Iy — I X
sbsTs (s,t) sxT s>t
J({ys}ses) = {xs,t}(s,t) s x7 » isto se

Ve = {xs,t}tGT , S e S.

E facilmente se verifica que J e o isomorfismo

desejado | A
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Provaremos o0s seguintes teoremas:

Teorema 1. - Sejam & e n ordinais de mesma cardinalidade, & < n

e o o0 ordinal inicial dessa cardinalidade; assumiremos que

S ol

a=w, ou o e singular ou &,n 2 a”, Entao sao equivalentes:

10)  cbch

20) Cg e C" tém a mesma dimensio linear

30) n < g”

Teorema 2. - Seja o um ordinal regular nao enumeravel, e

E,n € [a,az]. Sejam &£',n',Y,8 ordinais tais que & = a<&'+Yy ;

n=on'+s ; £',n" £a; v,8§ < a. Entao sao equivalentes:

10)  ¢b.cn

29) CE e C" tém a mesma dimensio linear

30) E' e n' tem a mesma cardinalidade.

Observacoes: - a) o teorema 1 foi provado em [B.P-I] no caso
a=W.

b) Semadeni- ([Se-I]1) mostrou que 19 <= 30 do teorema 2 vale

para ordinais & e n no intervalo [w1,w1-w).

c) Se C[0,a] ~ C[O0,8], entao £,(r,) , onde Ity = a e 2,(T,),
onde IFZI = B sao isomorfos, isto por serem respectivamente

os duais topologicos de C[0,a] e C[0,B]. (veja [S.B.A] pag.
412); donde concluimos que a = B. (lembre-se que se I for um
conjunto infinito, entdo a menor cardinalidade dos conjuntos

que sao densos em £,(T) @ | r|).
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1 - Prova do teorema 1
Precisamos de varios lemas.

Lema 1.1. - Sejam a,Yy,8 ordinais, y ordinal limite, a < vy,
-0+Y = Y e A: [a,y]—> [0,8] wuma fung¢ao estritamente cres-
cente e continua (cuja notagao sera a indexada) tal que

e infinito Y&, £ ¢ [a,y). Vale:

A+A
B -cte § ¢, & EH
asg<y
Demonstracao: - Seja X o subespaco de C% constituido das fun

coes que sao constantes em cada intervalo () ,Aé+1], £ e Lasy)

€
e Y o subespag¢o de Cg constituido das fungoes que se anulam

nos pontos Ag,g e [a,y). Mostraremos que C% ~ X &Y.

De fato, seja z ¢ C% e x a funcao em [0,8] igual a

A€+1) em cada intervalo (xg,xg

E claro que x e continua e portanto x € X. Escrevemos:

z( 411, com x(8)=0 e x(0)=z(0).

= z-x. FE evidente que y & nula nos pontos xg+1 5

y
£ ¢ [a,y) e no ponto 0; se £ e um ordinal Timite no intervalo
(o

,Y], entao:

) = y(lim A 1) = 1im y(x

) = 0, 1disto e, y e Y.
n>g L n>& 1

n+

yllh = 2]l z]| e
| vl| } ;3 logo Cg ~ X oV.

E claro que max{[|x||,|

IA

Il 2|l

Il +1lyll = 2 max ] x]

Desde que a relacao cho'a+Y = Cg e obvia, completa

3

remos a prova mostrando que
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Para cada y ¢ Y e & ¢ [o,Y) denotaremos por Ve 2
funcao que coincide com y no intervalo (Ag,kg+1] e se anula

fora desse intervalo. E facil ver que || y]| = sup||yg||.
£

Afirmamos que (yg)d§€<Y pertence ao espaco da direita de (*);

caso contrario exisitima € > 0 tal que o conjunto

{£ e [a,Y)] llygl{f 2 e} seria infinito e portanto facilmente
conseguiriamos uma sequencia &1 < &5 < e MO intervalo
[o,y) tal que sup{|y(t)| | t e (\g »Ag )} 2 e e consequente
n n+1
mente y(A, ) # 0, onde £, = sup&_; absurdo; logo, (*) segue
€0 0 Csyn 7
imediatamente. A

Corolario 1.2. - Seja u um ordinal infinito e y um ordinal Ti

mite. Se Y=M ou Y+H=H, entao
ey oyl

Demonstracao: - Aplicando o lema 1.1 a y-sequencia Ag=u-£,

0= & < vy, obtemos: C%'Y ~ CB ® ?ZC% , logo o caso y=u &

obvio. No caso Yy+u = u, pelo lema 0.1 b) temos:

CE ® C% ~ CB+“ = C%, e portanto

CB ® ?EC% ~ CB ® C% ® iic% ~ C% ® ?ZC% = ?ZC% , 0 que completa

a prova do corolario. ‘ A
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Corolario 1.3. - Seja a um ordinal inicial e y um ordinal

limite de cardinalidade menor ou igual a a. Entao existe um
subconjunto M do intervalo [2,y) constituido de ordinais nao

lTimites, tal que

Y H
o a.
peM
Demonstracao: - Primeiramente obteremos um ordinal B £ o cofi

nal em y atraves de uma B-sequencia estritamente crescente e

continua em [0,R].

Seja B o menor ordinal cofinal em v (logo B e inici-
al, e portanto,de B <Yy <a, temos B £ o)y atraves da B-sequéﬂ

cia estritamente crescente A = (¢,) (podemos supor ¢, € ¢
O¢ 0 1

£<B
maiores que 2) em particular ¢: [0,g) — A < [2,y) & uma

funcao estritamente crescente e sobre A.

Seja B = {A+1]x € A} , logo f: A — B tal que f(x)=r+1
e estritamente crescente e sobrejetora. Se C e o fecho de B
na topologia da ordem em [2,y), entao a funcao
g: C-{y} —— B-{mim B} , que associa a cada ) ¢ C-{f} o ordi-

nal mim{& e B|X < £} satisfaz:

1) Esta bem definida, pois ¥A < vy, existe & € A tal que
A< E <yeentdo E+1 € B e XA < &+1.< y. Obviamente,
mim B < g({mim B}) e logo abaixo mostraremos que ela & estri:

tamente crescentes logo, mim B < g(Ar), ¥x € C-{y}

Ay € C-{y} com A1 <Xy s

2) E estritamente crescente. Se A1,
entdo existe £ e B tal que X, <& =3, , Togo g(x1) SES Ay g(AZ).
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3) F sobrejetora. Dado £+1 € B-{mim B}, com & ¢ A, seja
Ag = sup{r € C-{y}|mim A < X £ &£}; como C & fechado segue

que XAy € C-{y} e facilmente ve-se que g(ko) = £+1.

Sendo, agora, homeomorfismo estritamente crescente
de B em B-{mim B}, a funcao h=g'1 pfo: [0,B8) — C-{v} e
" estritamente crescente e sobrejetora , portanto a funcao
X: [0,B] — C, dada por: X(&) = h(E) se € < B e X(B) =¥

e estritamente crescente e sobrejetora.

Afirmacoes: 1) Se & < B e um ordinal limite, entao

X_ = lim X_.
2 n+&

Isto seque de: se n, <n, , entao X < X e de:
1 2 n

1 N2
1 7 10 ¢
dado §; < ., suponha que {n < £|60 < Xy < Xg} seja vazios

consideremos entao 6y = sup{xnln < E¥ , §, s 8 §, ¢ C

0 ¢
(C e fechado). Por conseguinte existe ny, < & tal que §, é‘Xno s

1ogo)forcosamente devemos ter 61 < X < Xg 3 absurdo.

n0+1
2) Se £ < B & um ordinal nao limite, entao X e um ordinal
nao limite. Isto e claro.
Finalmente, aplicando o lema 1.1 a sequencia
X
onde A,=0 e X _ =a 2 para £ > 0 e usando que

(Aegcecs 0 £

X X X _
o Cia E+l_y E+1(essencia]mente e 0o lema 0.0.b) ) obtemos:

CaY~ cB o ) CaX&+1 -ct e Cax1 o 7 Caxg+1
0 cLg 0 0® 0 O Ll
Xy X Y X Y
De g+a '=o | (lema 0.0 @) ) e do lema 0.2 temos C% ) C% E+l_ cg
£<B peM

A
onde M = {Xg+1|€ < B}; 0 que prova o wwlolic o A
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Lema 1.4. - Se a e um ordinal inicial singu]ar; entao existe
um ordinal B, cofinal em a, atraves de uma 80-sequéncia es-
. - . < -
tritamente crescente e continua (15)1<€<80 , onde BO 1€,

VE e ig e inicial , V&,

- Demonstracao: - Seja_BO o menor ordinal cofinal em a (portan-

to BO e inicial e BO < a) e suponhamos que isto se realize a-

traves da Bg-sequéncia estritamente crescente (Yu)1<u<80

Sendo a=w, nrara alaum ordinal limite 0, temos que lim w_= W,
0 n+0 n 0
logo existe ng < © tal que BO < wnO < a,
Seja Ho © menor ordinal tal que w <y <a . Como
"o Mo
BO e inicial, vale que BO = -u0+BO i.e u0+80 = BO , (veja lema

0.0 ¢) ). Definiremos uma By-sequencia (15)1<€<BO de ordinais
iniciais por inducao transfinita.

11 e o menor ordinal inicial pertencente a (Yu ,a].
0
Supondo definidos (1€)1<£<p > P <Bg-

Se p e um ordinal nao limite, definimos ip como sendo

o menor ordinal inicial pertencente a (max{ip_1, Ty

g+ (-1 1000

Se p e um ordinal limite, definimos i_ = sup ig
P 5<p

E entao claramente ( tem as propriedades:

Tedice<n,

a) 1'g <a, ¥ 1 <E<B

b) ig < i€+1 » ¥ 1 < g < By
< i

T ¥V 1 < & < BO e &£ ordinal nao limite
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d) se p & um ordinal limite, p < B, , entdo i_ = lim i
0 §<p S
e) lim ig =0
§<B
f) 50<wn0<1€,\l5,1<€<80
E portanto ela satisfaz as exigencias do lema. A

Corolario 1.5. - Sejam a,BO e (1€)1<€<80 como no lema 1.4.%

colocamos i,=0 e i = a. Entao vale:
0 BO
a i€;1
Co~ L S,
0<E<B
. 0 ]
Demonstracao: - Definindo xg = 15, 0 <€ <B,e usando os le-

mas 1.1 e 0.0 temos:

B -1, +1, B i
0§£<80 0§g<80
B 1 i Bn+i i
e U LTSN LY S S P
0 0<E<B 0<E<B
0 0
i i i
0<€<80 0<E<B
Lema 1.6. - Seja o um ordinal 1niciaj singular. Entao

cy ~aicy

Antes de demonstrarmos este lema, daremos um contra-
-exemplo para um argumento usado em [Ki] pag. 229, na demons-

tracao do mesmo.
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Nio & verdade que: se o=u_ e singular, entao Y o,

Exemplo: - Consideremos a sequencia X

I
€
™
>

w

n 1.

Seja A = sup x_ e considere a = wy. « e singular
n

pois Tim w, = w e w < w, ; mas ~A=w, pois
n-w h A A A

A=sup X _ = Sup X = sub w = Wy
n n n n+1 - X5 A

)

Demonstracao do lema: - Seja ( como no lema 1.4. e

e

1<E<B,

colocamos 10=0 e iB = o, E tomemos 0 £ B < BO’ Definamos
0
AE = 1841'E , 0 =& < a e observemos que 1B+1.a=a, pois
o <1 o o= 1im i 1. 0= Tim i Ji. S Tim i = 0
B+1 B B+1° & B4+1<E<B R+1° & B+1<§<B E+1
0 0 > 0
Pelo lema 1.1 temos:
_ -1 CE+ (g+1) i
¢ .c®e J c, Bt B+1 = ®aeayc Bt
0 0 0<E<a 0 : 0 0
Portanto (pelo lema 0.5)
.i
B+1
o o -
0s8<8,“0 L (Cpealty )

0§B<BO

Sendo m=B0 (logo m < a), temos pelo lema 0.6 e coro-

lario 1.5.

mjCg~micyeafcy=ajcy (1)
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Agora, sejam A = {BIO < B < BO} e B={B ¢ AIB'é1imité}u{0L

Entao

IA

i . V¥g € B el

Teego1Botiog = Teyy i< w,(po1s

"1g+j-180 = 1g+j-1‘80 = 15”._1 < 1g+j e entao

1g+j-180 < 1g+j ; a igualdade segue do Tema 0.0)

Pelo corolario 1.5. temos:

Re A AeB 1<i<w

_ P iy . g uBawiy

-y (C0X+1 o ) C0A+J—1 0 X+J)
AeB 25j<w

T . o Batiy: . i-:. i,

E coma COE+J-1. 0" &+ _ ) C0€+J-1 & COE+J ,

(isto pelo corolario 1.2, lema 0.9 e de BO+1g+j-1 =.ig+j-1)

temos

04
Co

t

R R S
) [COA+1 o J (m} COHJ""1 @ C,MY)]
Ae B 25j<w

t

R I iy
Ae B 25j<w

(n 3 ¢y

!

i
1

AeB Jz<w

IA

t

, S I
2 (mzz COA+J) . mZ( 2 z C0>\+J)

xeB  1<i<w AeB 1<J<w
-m Xcg‘ (11)

De (I) e (II) segue o lema. &
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Lema 1.7. - Seja a um ordinal inicial e Y um ordinal de cardina
lidade menor ou igual a a, Y 2 2. Entao:

~ . C . .
Demonstracao: - Seja g tal que B < ai aplicando o wwldinet.2. com

u = o e v=a (se B=1, u=y ; se B>1 entdo o < af o pelo Tema

0.0 -Y+u = M) temos:
Co ~ o ycd (se g 2 1),

Desde que (q)2 = a , pelo lema 0.6 temos:

B+1 - - B - B B+1

aYcy ~al(@ici)-alcy ~cy  (seBz 1) (%)

Com isto provamos o lema para o caso Yy ordinal nao limite.

Agora, se y e um ordinal Timite de cardinalidade igual a a
e M o subconjunto do intervalo [2,y] mencionado no corolario 1.3.,

seque de (**) e do lema 0.5 que

] _— - Mo L ¥ _
Cg . ) Cg ~ ) (a} Cg ) ~ al) Cg ~a ) Cg e o lema esta
pe ue ue M
completamente provado. A
Lema 1.8. - Seja o um ordinal inicial, £ € [a,a?],

E=af '+8 onde ¢' <o € B < a. Entao
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Demonstracao: - Notando que B+af' = of' ,(pois o £ af' e

entao a&' = a+r , logo: B+af' = B+o+r = o+r = a&' (lema 0.0)) e

portanto/pe]o lema 0.2 temos

g

CGE'+B B+ok "
0~

o0&’
c 0 ~ Cp ~ Cp e

Escrevendo &' = €6+n , onde n<w e &y =0 ou €6 & um or-

dinal Timite, vem:

Se &g = 0, entaon = 0 e C%n = Cg+'"+a =ny Cg
Se 56 =0 en = Ojentio o lema segue do corolario 1.2

Se gé 20 en=0 temos pelos casos anteriores que:

a(éé%n) G€6+an aié

ag'’ - Lan =T . S o -
,90 = C0 ~ C0 ~ C0 + C0 ~ EO ) C0 . CO isto e
ng . ig6+n) y Cg = g E'Cg ; 0 que prova o lema. A

Demonstracao do teorema 1.

Suponha que «a,&,n satisfazem as condigcoes do teoréma 1
E evidente que 10 = 20 ; a implicacao 290 == 30 & o lema 0.4.

Mostraremos que 39 = 19 .

a? . Seja

v

Primeiramente assumiremos que &,n

£ segue que Y S a e

[17aN

Y=sup{@|a® < g} ;3 Tembrando que. 0 < ae

=2

> 2. Dividindo £ por o' obtemos t=a'.A+8, onde A < o e

=2
IV

§ < a' . De ¢ <-aY+1 vem que n < gw < a(y+1)w = aY'wj pois

(Yy+ 1)+ (y+ 1) +eee = y+(14+y)+(1+y) +...

(v+1)w

]

Y+Y+ e = Y°W
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Seja i o maior ordinal (que @ necessariamente finito)

tal que o’V < n. Dividindo n por a¥?

obtemos:
n=0aluB com u<a'e B<all,
Afirmacao: - Para cada ordinal finito p e para cada v < o' temos:
Y.p : Y
O V. = ¢ O * % %k
€y a ) C (%)

De fato:
Se v=1. Por inducao sobre p.
§e p=1 (***) & o lema 1.7. Supondo a validade de (***)

"para p, temos, pelo corolario 1.2. que:

y.(p+1) Yoy = Y.p
o _ rall .o Y a

Pois,se p=1 entdo 0P = oY 5 se'p > 1

ol + aYp = aY(1+aY(p_1))= aY.aY(p-1) = oY? (1ema 0.0 a) ).

Usando a hipotese de

Ql

Como y < & , vem que &' =

inducao e lema 0.6 temos:

(ps1) . . - .
co’ ~af(ayed) - (a)e ped gy e

Se v e arbitrario entao v=9+q , onde q < y e 2=0 ou

g e um ordinal limite.
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Se 2=0 o resultado desejado segue imediatamente; caso

contrario pelos lemas 0.2 e 0.6 e corolario 1.2 (a nao ser que

q=0) e ainda pelo que foi feito acima

YP YP p

' : Y
o \' 5 Qo a
Co ~1)C oq L Cy

() §(E T )

L ¥ ' . ot
~ (Z+q)a } Cj = a ] Cy

0 que completa a. prova da afirmacao acima.

De g + oV 'p = oYl (pois sendo o' < oYy, existe d

tal que al Vid = aYTu . Logo B%aY1u = B%aY1+d = ol 4d = ay1u

(a pentultima igualdade devido ao lema 0.0 a) ).e da afirmagao aci
ma temos:
©yi yi

T - R O S R AT (111).

' Y
— 3 Q.
Analogamente C% ~a ) C (1V).

De (II1) e (IV) e o lema 0.1 segue que C" ~ C‘75 :

Agora seja o = w ou o um ordinal singular, & e [o,02];

provaremos que Cg ~ Cg o que completara a prova do teorema 1
2
(de fato, disto seguira que ¢ -~ c¢%, portanto, se n < £’ e

2
ot ¢ . ¢,

[\

n 2 a? seque pela primeira parte da prova que ¢"-¢

0 caso ¢ = w,

Se £ € [a,a?), entdo & = wn+m com n < w em < v, pelo

lema 0.2, temos:
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g m+wn wn W
Cg ~ C ~Cp ~n} Co ¢

Mas n § Cg;~ Cg': para isto defina:

e C¥ , onde b = aY¥ s

w
(Xi) n z C0 X = (bJ)0§J<w 0 nd+i i

0<i<n-1 €

0 <1 <n-1,0

IA

. o (ad
J<w,se (x5) = (ay)ggq, -

corolario 1.2 temos:

]
>
N

-
b=

0]

)

o]

Se %

Cw - me ~<5 z C'w

0 0

Mas y Cq ~ Cy , para isto defina:

0 0

gl

(xi)0§i<w € Wy ng——4 X € Cg ,  pondo

_,0 1 0.2 1.0 3 2 e
X = (ao,ao,a1,ao,a1,a2,a0,a1".) , onde Xs = (a1)0§j<w.
J

uma "matriz infinita" com auxilio dos éi , onde i e linha e j &€

("Desenhe"

coluna, para melhor entender essa aplicacao).

0 caso o AWL%QQLL-
l

Sem £a, pelo lema 1.6. temos:

4C3 ~a) Cg ~m ) &(Ec%) ~m Y Cg e entao a relagao Cg ~ C%‘se-

gue do lema 1.8. | | A

II - Prova do teorema 2

Definicao: - Seja X um espag¢o de Banach, o 'umordinal regular nao

enumeravel; por X, denotaremos o conjunto dos F « X** (bidual

de X) tendo a 'seguinte propriedade: para cada ordinal Timite
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R < o e para cada B-sequencia (f§)£<8 de funcionais Tineares
continuos em X que satisfaz a condicao sup||f€||< © e & con-
£

vergente para zero na X-topologia de X* (isto e, lim fg(x) = 0,

£+B
¥x € X), temos a relacao lim F(fg) = 0.
£>B
Observacao: - E claro que c¢cX < X, » onde cX e a imagem de X em

X**  atraves da imersao canonica c. Alem disso, Xo e subespaco

fechado (na norma) de X**, De fato: seja F \e Xa , Fn + F e
Nimen

(f£)£<8 lTimitada,com Tim f.(x) = 0, ¥x ¢ X, entdo o resultado

£>B
seque de:
HFCE I F CEI]+1] F=F I s%pH fell
Lema 2.1. - Seja X um subespag¢o fechado do espa¢o de Banach Y.

Entao X,/ cX e isomorfo a um subespac¢o de Y, /cY.

Demonstracao: - Denotando por i a imersao de X em Y, temos i**

(Xa) € Y, Comefeito, sejam F ¢ X ,B < a e (g€)€<5 uma
B-sequencia em Y* com (g,.) Timitado e 1im g,.(y) = 0 , Yy e Y3
£B

e uma B-sequencia em X* com (i*(gg))£<B Timita

Iele<p

))

entao (i*(g £<B

do e 1im i* gg)(x) = 0, ¥x ¢ X. Logo lim i**F(gg)=1im Fi*(gg)=0
E>B E+B - E>B

e portanto i**(F) < Y

g
(

o
E claro que i**(cX) < cY . Logo, podemos passar o

operador i**: Xa s Yu ao quociente, obtendo o operador linear

continuo T: X /cX » ¥ Jc¥.
G ol

Mostraremos,agora, que T e injetora, e que a sua in-

versa (definida sobre sua imagem)e continua.
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Para ver isto e suficiente provarmos que nao existe

Fe X, satisfazendo as relacoes: d(F,cX) > 1 e d(i**F,cY)<-%r.

Com efeito, dai segue, por um lado,que se F e Xa-cx, entao exis
te A > 0 tal que d(AF,cX) > 1, donde d(i**AF,cY) z-%-,
injetora. Por outro lado,

logo

i**F & cY e portanto T

e
F e Xa,||i**F + Y| <-%—==> || F + cXx|| = 1, donde -1 & conti-

nua.

Suponha que exista um tal funcional F. Tomando y e_Y
com || i**F - cyl| <-%—,ent50 d(y,iX) >—§-, pois lembrando que

i** g isometrica sobre a imagem, temos:

1 < d(F,cX) = inf|| F + cx]|| = inf|| i**(F + cx)]|
xeX Xe
= inf|| i%*F & ix*cex|] = d(i**F,i**cX)
xeX

IA

d(i**F,cy) + d(cy,i**cX)

2

De d(i**F,cy) < seque que d(cy,i**cX) >3, e entao

w|—

%% <|| ey + cix|] = llcly + ix)|| = ||y + ix|[, ¥x e X, isto

< d(y,iX).

(0}
(.A)Il'\)

Pelo teorema de Hahn-Banach,existe f e Y* tal que

|| £]] =1 , f(ix) =0, ¥x e X e [f(y)| = d(y,iX) >%% ; mas nes

F(i*(f)) = F(foi) = F(0) = 0 e portanto

(cy—i**F)(f) < cy - i**F|| < -i— ; absurdo.
3

te caso i** F(f)

[ F(y)| = |ecy(f)]

1

A
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Lembremos que: (veja SBA pag 412), se y e um ordinal,
todo funcional linear continuo em CY & da forma
x*(x) = J a x(&), ¥x e ¢ onde || x*|| = EZ ||a£||< o
<
<y

sy -
Logo, podemos identificar (CY)* com 21[0,Y], 0 espacgo

de Banach de todas y-sequencias em R absolutamente somaveis.

E todo funcional Tlinear continuo em 2400,7] e da forma:
x*(x) = ) bray ., onde x=(az)pre, e sup || bgll < = .

Egh £°¢ E7E2y £ 3

Logo, podemos identificar (GY)** com & _[0,y]l, o espaco

de Banach de todos Y-sequencias.reais e limitadas.

Definicao: - S%AY “ um ordinal qualquer e o um ordinal regular
nao enumeravel; por mQEO,Y] denotaremos o subespaco de 2_[0,v]

constituido das funcoes f com a propriedade: para cada ordinal

limite B < o e para cada B-sequencia (xg)g<B de pontos em [0,Y]
que converge para X ¢ [0,y], quando & — B , temos Tim fOZ)=f(A).
E>B

Nao e dificil ver que mu[Ogyj e o subconjunto de 2_[0,Y]
das funcoes f continuas em todos os pontos X de [0,y]stais que
existe um ordinal B < o , B cofinal em X . Logo,se a > vy , entao
ma[O,y] = CY ; se y=a , devido a regularidade de a,ma[O,Y] e o

subconjunto de g¢_[0,v] das funcoes f continuas em [0,y).

Defini¢ao: - Seja y um ordinal qualquer e o um ordinal regular .
nao enumeravel; por A? denotaremos o subconjunto de [0,y] consti
tuido de ordinais limites que nao sao limites de conjuntos de

cardinalidade estritamente menor que q.
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Lembremos que CO([O,Yl),(CO(Ai)) denotam o espac¢o de
Banach das funcoes reais f, (g) definidas em [0,v], (Ai) tais
que para todo € > 0 os conjuntos {& e [0,v] | [f(&)]| > €},

({g € A$ | 19(&)] > €}) sdao finitos.

Lema 2.2. - Seja g € m, [0,Y]. Entao para cada ordinal limite

A e [0,y], existe o limite g(X) = 1im g(&). Nos escrevemos
E~A

g(A) = g(») para ordinais X e [0,y] nao limites A funcao g e

continua e a fun¢ao h=g-g pertence a CO([O,Yj).

Demonstracao: - Se existe B e [0,y] ordinal limite tal que nao

exista 1im g(&) , entao (g(&)

ao & de : d
£+ gxp NG R de Cauchy; logo, podemos

obter uma w-sequéncia estritamente crescente de ordinais
£y < £y < tal que |g(£21) - 9(621_1)| 2 & 5, 1=1,2,.ny para

e w < w1 5

algum ¢ > 0. Seja B, = sup&. ; logo lim &, = B
0 ;00 i 0

irw

mas nao existe 1im 9(51)’ o que e absurdo, pois g e m, [0,v].
1w : 1

§ & continua em [0,Y], pois caso contrario existiriam
B e [0,Y], B ordinal limite e € > 0 , tal que para todo § < B ,
existe £,6 < £ < 8 com |g(g)-g(B)| > e.

Consideremos L = {& < g] &€ ordinal limite} , Temos:

1. Se L = § ou se go = sup L < B, temos

g(s) = 1im g(g) = 1im g(g) = 1im g(g) 3
50<é’—>8 E0<£"B £+

absurdo pela definicao de g.
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2. Se £ =sup L = B ; para cada & € L , existe Og e (&,8),

com lg(Og) - §(B8)| > € 3 pela definicdo de g, podemos supor sem

perda de generalidade que Og e ordinal nao limite, logo

g(B) = lim §(0€) = Tim g(Og) = 1lim g(©) ; absurdo
g8 E+B 0-+8
Eel Eel

pé]a definicao de g(B). Logo g & continua em [0,Y].

Suponha que AE o conjunto dos ordinais limites B de [0,Y],

tais que |1im g(&) - g(B)| 2 € fosse infinito para algum & > 0,
E-B

Entao A8 teria um ponto de acumulacdo e disto conseguiriamos uma

w-sequencia estritamente crescente 61 < 82 < ... , com 81 € A8 para

todo 1 < w. Definindo B = sup B, , terfamos 1lim g(Bi) = g(B),
i i<w | iw &
pois g € m, [0,Y]. Por outro Tado, como Bi € Ae, existiria

;e (B;_y»By), para 1 2 2 tal que |g(&1)-g(81)l > % (*) ,

Mas entao, terfamos 1lim £. = lim B, = B, € portanto
1= irw

Tim g(Ei) = g(SO). Passando (*) ao limite, teriamos
i+w

0 = lg(BO)-g(BO)I 2 % , 0 que & absurdo. Logo A_ & finito,
Ve >0 e he C (L0,v]). . A

Observacao: - Se o« for um ordinal regular, com a

v
>
™

g e mw[O,Y], entao valem as conclusoes do lema 2.2., pois
1

ma[O,Y] c mw1[0,y].

Lema 2.3. - Se « e um ordinal regular nao enumeravel, entao

Y sy A
(C,_)a =m [0,v] , ¥v .
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Demonstracao: - a) (CY)a < m,[0,Y]. Seja F e (CY)a e sejam
B < a ordinal limite, (J\g)g<B uma B-sequencia em [0,Y], tal que
Tim A, = X. Definamos Xx¥* e (CY)*'por: x*¥ (F) = f(A.), V¥f e Y.
g8 ° e Mg *
-Entao, X3 pode ser identificado com o elemento de 11[0,Y] que e
£
igual a 1 na coordenada de indice Ag e 0 nas demais. Portanto,
|lx; |l =1, ¥ e como lim Ag = A, segue que
E+B :
. , R _ Y Y
Tim(x¥ -x%¥)(f) = lim f(kg)rf(k) =0, ¥f eC'. ComoFe (C),,

€+ T E+B

seque que lim F(xi -xi) = 0, idstoe, T1im F(x} ) = F(x}).
E+B a E>B €

Sendo (CY)a c (CV)y*x - 2.[0,vY], seque que F pode ser
considerada como uma funcao limitada, definida em [0,Y] e que

) — F(x*) = F(X), portanto F ¢ m_[0,Y].
A o

b) m.L0,v] < (CY)Q. Seja g e m [0,v], B um ordinal
limite estritamente menor que o e (r£)£<8 uma B-sequéencia de
21[0,y], limitada na norma e convergente a zero na CY~topo1ogia.

Provaremos que lim g(r_) = 0.
E8

Sejam g e h fungcoes como no lema 2.2; uma vez que

[{a}}

e CY ¢ (CY)a , & suficiente mostrarmos que 1im h(r.) = 0
g8 ’

h]

Para isso, sejam A = {)x ¢ [0,v] I h(x) = 0}

(67}

[ox]

= {x e [0,y] l PE(A) # 0 para algum & < B}.

Entao card B < o (pois o suporte de cada re e enume-
ravel, g < ¢ @ a €& regular) e portanto nenhum ponto do conjun-
to A e ponto Timite para B (pois, se a ¢ A , @g e B e (b5)5<8

g )

converge para a, quando & =+ B , entao pela definicao de m,[0,Y],
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seque que lim g(bg) - g(a) = g(a) e portanto h(a) = 0; absurdo).
E+B
Logo, cada ponto em C = A n B e isolado no conjunto B e

entdao,se A € C, existe 8§ < X, & ordinal nao limite tal que

(6,01 n B = {2}, isto &r,(0) = 0, ¥0, 6 < 0 < . Seja fe cY
definida por: f(0) = 1 se 8 < & < A, f(0) = 0 caso contrario.
Légo

rg(f) = ) rg(G)f(O) = rg(x)

0Ly

E consequentemente 1im rg(k) = 1im rg(f) = 0.
g8 g8
Finalmente,seja ¢ > 0 e C1 = {x e C I |h(A)| 2 e},

Pelo lema 2.2., C1 e finito, portanto existe n < B tal que

E1|r€(k)|'< e, ¥¢» 1 e Xe C, . Neste caso temos:?

—
)

S~
IIA

W ()] S | T hOr
reC AeC1

< igalh(k)l'a-ye H rg|| 1 < €(|| hHm ¢ H rgll 1)

-

para & > n, o que prova b) e por conseguinte o lema.

[

Corolario 2.4. - Seja y um ordinal qualquer e o um ordinal reqular
nao enumeravel, Entao o espago (CY)a / ¢7 & isomorfo a CO(Az).
Demonstracao: - Sabemos que (CY)G = m, [0,v] (lema 2.3.), portanto

e suficiente provarmos que ma[O,Y] / cY - CO(Ai). Identificando

CO(Ai) como subespag¢o de COC{O,Y]) atraves de:
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f e CO(Ai) — f' € CU({O)Y]) , onde
o
flg) se & € AY
fr(g) =
o
0 se & ¢ AY

% s ‘ o
Definimos T: m [0,Y] — CO(AY)
g — h = g-g , onde

g e dada no lema 2.2.

1) T esta bem definida; pois se B ¢ A$ seque que g(B)=g(R)
(lema 2.2 e definicao de ma[O,Y]) e portanto h(B) = 0. Como
, o
h e CO(KO,YJ) (Tema 2.2.)/temos que h e CO(AY)'

IN
no

2) T e claramente linear e IITH

3) g e Ker T <= h , isto e, g e con-

[{a}]

0 , isto e, g =

1}

tinua em [0,v]y logo Ker T ccY,

4) T e sobrejetora; pois dado h e CO(Ag) tomemos
h' e CO(fD,Y]) pela identificacao acima,e entao claramente
h' e ma[O;Y] (pois h'=0 em pontos atingidos por sequencias de car-

dinalidade menor que a) e T(h') = h.

Logo)va1e o isomorfismo mencionado. A
Lema 2.5. - Cavrd An =n' , sen =an'+6 , com§ <o , n' £ a e

o ordinal regular nio enumeravel.
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" Q Q. .
Demonstracao: - E claro que An = Agpr » pois se 8% 0 e

£ = an' + 61 , com 0 < 61 <8 ,61 ordinal Timite, entao

£ = 1im (an' + B) e portanto & ¢ A%,
B~ ;
1
Seja & € [0,an']. Entao & = a&' + 61 , com &' £ n' e
0 < 61 < a
Se 8§, >0 , entdo £ = lim (af' + B) e portanto & & AY
1 on
B>,
Se 6, =0 e & e ordinal nao Timite, com &' > 0, entao
g = at' = a(g'-1)+a e portanto & « Agn'
Se 61 =0 e &' e ordinal limite, com &' < a , entao
€ = 1im a&' e portanto & ¢ Agn'

BE!

Finalmente, se 61 =0 e & =a , istoée n =oa® .

afirmamos que o? ¢ A% . De fato, se (¢,) & uma B-sequéncia,
o £ E<B

» a®> , quando & —— B , entdo facilmente (por in-

B < a , com ¢€

ducao transfinita) obtemos um B-sequencia (O estritamente

€)€<B

crescente de ordinais em [0,a) tal que a@g — o? , quando & —— B

e entao Og -——> a, quando & — B ; o que e absurdo,pois o e regular.

Logo, Card Agn. e igual a cardinalidade dos pontos nao

lTimite em [1,n'], isto e n . Logo o lema esta demonstrado. A

Demonstracao do Teorema 2. - Sejam o,£,n,&',n' como no enunciado

do Teorema 2. A implicacgao 19 —=> 20 & trivial; 30 == 10 segue
do Tema 1.8; provaremos que 20 ==> 30

Assumindo que £' < ®' , mas que C" & isomorfo a um sub-

espaco de C%, segue do Corolario 2.4 e do lema 2.1 que CO(Az)



isomorfo a um subespaco de CO(AZ). Mas pelo lema 2.5, teriamos

card Aﬁ =n' >E' = card Az; absurdo, pois a densidade de CO(AE)
e igual a card AZ = &' e entao ele nao pode ter subespaco iso-
morfo a CO(Aﬁ), uma vez que sua densidade e card Ag =n' . e

E' <! A
ITI. Compactos homeomorfos aos intervalos de ordinais [1,a]
Definicao: - Um compacto K @ O-dimensional se tem uma base forma-
da por conjuntos aberto-fechados.

Observacao: - Um compacto K & O-dimensional se, e somente se e to

talmente desconexo, isto e, 0s Unicos conjuntos conexos Sao 0sS

conjuntos unitarios (Veja [SBA] pag. 421).

Definicdo: - Um conjunto P = # , P X , X topoldgico, & perfeito

)
7
~

SO.

’“?/se e fechado e ndao tem pontos isolados. Um compacto K e disperso

se nio contem subconjunto perfeito; caso contrario K e nao disper-

Observacao: - Se K & um compacto disperso, entao K e O-dimensional

(veja [SBA] pag. 412).

Esta propriedade topologica de K, ser ou nao dispersa, e

determinante no estudo do  C(K) como espaco de Banach$ por

exemplo:
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Teorema 3.0. - Seja K um compacto, sao equivalentes

1. K e disperso

2. C(K) n3o contem isometricamente todos os espacos de Banach
separaveis

3. Todo subespaco fechado de dimensao infinita de C(K) contem
isomorficamente Cg(N)

4, -11(N) nao & isomorfo a nenhum subespaco de C(K)

)1/2

5. R, , com a norma | (x,y) ]| =(x2+y2 , ndo e isometrico a

nenhum subespaco de C(K)

(o))

0 dual topologico de C(K) & isometrico a algum 21(F).

Para demonstracao deste teorema, bem como mais 14 equi-
valencias, veja [SBA], pag 411 (trabalhos de Pelczynski e Semadeni

[P.S]; Lacev e Morris [L.M]).

Definicgbz -'Seja A um subconjunto de um espaco topologico X. 0
7 (1)

//;%?/derivado de A e o conjunto A de todos os pontos de acumulagao
de A 3 se o & um ordinal, definimos o a-ésimo derivado de A por
inducao transfinita, pondo:

N Y DY CO RN SO CORN (I PY 2 RS
o<A

ordinal Timite.

F facil ver (e usaremos isto implicitamente) que se A

e subconjunto aberto e fechado do espaco topologico X e x € A, en-

tao x e A(a) — X € X(a) , qualquer que seja a. E mais ainda, se

Ac Bc X, entao ale) ¢ gla) para todo a.
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Teorema 3.1. (Cantor-Bendixon) - Seja A um espaco topologico.
(oar1) _ o)

Entao existe um ordinal o tal que A ; mais ainda:

A=PUS ondeP = A(a) e S e disperso. A e disperso <= P=0.

Demonstracao: - Veja [SBA] pag. 416.

Logo, se K & disperso existe um menor ordinal B tal que

K(B) = @; B & um ordinal n3o Timite (pois caso contrario, K(B)
seria a interseccao de uma sequéencia decrescente de compactos nao
vazios K(Y) , Y < B 3 absurdo), entao B = a+l e K(a) e finito,

desde que nao tem ponto de acumulacao.

Definicao: - Se K & um compacto disperso, o sistema caracteristico

de K & o par (A,n) onde X e o maior ordinal tal que K(A) =)

(A)

e a cardinalidade de K .

en

Lema 3.2. - Seja p uma funcao continua de um compacto K1 sobre um

() (@)

compacto K. Entao a inclusao p( 1 5 e satisfeita para

todo ordinal a.

Demonstracao: - Veja [SBA] pag 416.

Apresentaremos uma caracterizacao devida a Baker (veja
[Ba]) dos compactos que sao homeomorfos a [0,a] para algum ordinal

Q.

Lema 3.3. - Para cada ordinal X, [l,mk](x) = {wx} . Em particular,

= _ - A A
se n e um numero natural, entao card [1,@]( ) 2 N =P o 2w . .n
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Demonstracao: - Isto e claro para A=1. Suponhamos que o lema

seja verdadeiro para todo A < Y.
Se Y nao e ordinal limite, entao

[wY"1(n TS n](Y (DRI CR P e
k%[wY 1 n-1) , wY—1.n] v {w'} lTogo

[1,0 (v-1) | kg){wY "l u () (1embre-se que
n=1

Tim wY~1.n = wY) e portanto [1,wY](Y) = {0}

Se vy e um ordinal limite e u < w! , entao u e [1’wu]

para algum o < y., Agora [1,wa] e aberto em [1,wY] e [1,ma](a+1)

=Q’
logo [1,wY](Y) ¢ {w'}. Desde que [1,wY1(a) # 0 , Yo <y , ;- se-

gue que (1,0 (v) # 0 e portanto [1,wY](Y) = (o'} . A

Lg@a 3.4. - Suponha que T e um compacto O-dimensional e te T %

se t possue um sistema fundamental de vizinhancas constituido de uma
y-sequencia decrescente (U€)£<Y ;(isto é/se 51 <&y <, entdo
U€1 > ng ) €ntao existem um ordinal A, sendo A ordinal limite se
v o for e nao limite se y.nao o for,e um sistema fundamental de
vizinhancas para t, constituido de uma X-sequencia decrescente

(6.);

£ e formado de conjuntos aberto-fechados.

Demonstracao: - Ve-se facilmente que y & um ordinal nao limite, se

e somente se t & um ponto isolado e neste caso o lema e trivial.
Podemos supor.entao que y e um ordinal limite e t ndo & ponto iso-

lado.
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Usando inducao transfinita construiremos uma familia

(w€)€<Y tal que se T < y temos:

(1) para cada a < T , ou W, UE para algum £ 2 a ou W = WT={t}.

(2) sea < B<Te W, # {t} , entao WB < dint W, .

It

De fato: seja N1 U1 . Suponha que T < y e wa tem

sido escolhido Yo < 1. Seja S = {€ < ¥y Ug < Wy o Vo < T} .

Se S = f, definimos wT = {t} . Se S # 0, seja u o seu
primeiro elemento. Entao Uu c wa , Ya < t. Seja agora 0 2 1 tal
que Ue c int Uu . Se wT e definido por wT = U, , e facil ver que

C]
(w£)€<T+i satisfaz (1) e (2).

Seja L = {a | a=y ou wa={t}} e A o seu primeiro elemen-

A

to. Entao A & um ordinal limite pois, se A=y isto & obvio; se X < vy

—

& facil ver que se a+!1 € L , entdo a ¢ L. Alem disso (W e

glea
um sistema fundamental de vizinhangas para t. Com efeito, dado

go < y; deve existir p com &0 < p e Up = wF para algum & < A; caso

contrario, sendo £y = sup{plup=wE para algum & < A} £ £p < v temos

U(51 c Wg , V& < X(se & < X entao w€=U£. para algum & £ &'

tanto £' < E1e Ug' > UE

e por-

S

) por conseguinte deveriamos te)~\4x = {t} ;

IN

1
absurdo.

Como W

., e dint W, Ya < A; para cada s em W_ exis
ol o } o+1 =

te um conjunto aberto e fechado VS c Int wq, contendo s. Sejam

VS ,VS "qu uma subcobertura finita desta cobertura. Definimob
1 2 n

—

n
Gy = kVJV ; de W c G < int W_, segue que (G ) e
.i=1 S]' o a

o+l o’ o<k
uma )-sequencia decrescente de conjuntos aberto-fechados que for-

mam um sistema fundamental de vizinhancas para t. A
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Teorema 3.5. - Seja T um compacto disperso com sistema carac-

teristico (A,n). Se cada ponto t em T possue um sistema funda

mental de vizinhancas constituido de uma T-sequencia decres -

cente (Ua)a<r , entao existe uma funcdao continua de T sobre
A
(1,07 .n].
Demonstracao: - Primeiramente notamos que se o enunciado do "«

teorema e verdadeiro paya(X,1), ele & tambem verdadeiro para
= = A
(X,n), onde n & um numero natural. De fato: suponha que T( )

tenha exatamente n pontos, digamos to,t1,.",t , € que o teo-

n-1
rema tenha sido estabelecido para (X,1); escrevendo T como a

uniao disjunta de aberto-fechados Ui , i=0,1,...,n-1, onde

ts e Ui para cada i, e definindo as f. de U. sobre (mki,wk(i+1)]

i
temos que f: T > [1,wl.n] tal que fIU = fi , 1=0,1,..,n-1
.i

satisfaz o desejado.

Se S e um subespa¢o fechado de T com sistema caracte-
ristico (0,1), entao S e homeomorfo ao intervalo (1,17 e neste

caso temos o teorema.

Suponha que o teorema tenha sido provado para cada sub
conjunto fechado de T com sistema caracteristico (v,1), onde
Yy < Ae A 21, Entao como notamos acima, podemos assumir que @
teorema tenha sido provado para cada subespago fechado de T com
sistema caracteristico (vy,m) onde ¥ < X e m < w.

Seja S um subespaco fechado de T com sistema caracter?g

(1)

tico (x,1) e g © unico ponto de S Existe uma “T-sequercia

decrescente de subconjuntos (Ua) de S formando um sistema funda

a<T
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mental de vizinhanga para Sg @ pelo lema 3.4 podemos supor que

cada U, & aberto e fechado. E conveniente escrevermos

Desde que A 2 1 , So nao e ponto isolado e portanto
T e um ordinal limite. Supondo que W = U -U_ tenha um sis-
a a o+l
tema caracteristico (A ,n,) (note que se W = § , entao

Ay = ng = 0), desde que sy ¢ W, , A < X3 por hipotese, exis

o
- . A
te uma funcao continua fa de wa sobre [1,w O‘nm]; logo existe
X : :
- - A
uma funcao continua g, de W, sobre (YoPf, ) w?®n1, (wxon»=1)
p<a pso, e °

— ) \
Definimos funcdes h ~de S-U  sobre [1, ] w ®n_ 1 para

p<o
cada @ < T, com a propriedade que a < B implica h =
Bls_u [0}
o
De fato:
Seja h1=gO . Suponha que ha tenha sido definida para

cada @ < B , onde B e um ordinal fixado, B £ t.

Se B nao e ordinal limite, entao hB—1 existe e defini-

mos hB por hB = hB-1 e hg = 93_1 . Claramente hg
S-UB_1 Wg_y f

—

e a funcao desejada, desde que S-UB = (S-UB_1) U Wg_y e estes

dois Gltimos conjuntos sdo aberto-fechados.

Agora, suponhamos que B e ordinal limite. Desde que
: 4 |- _ £ o . .
U <a < g implica ”dlS'UU = hu , a funcao g definida por
=h , V¥ , e b definida de S, = S-U sobre
9)5-Ug o o < B , e bem inida 8 gﬁ%( g ) :

A o} . s -
[1 ,E} w na). Pois se s e S5 , existe £ < B tal que s e S-Ug e
a<@

<A A
9(5) = hE(S)E [‘92‘ wa]}O)C [1:Ewana)'

o<E : a<p
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o Ay 3
Mais ainda, se § ¢ [1, §J w % ), entdo ¢ y ) oW Mo
a<B e oL

para algum ¢ < g e existe s € (S—Ug) c SB tal que g(s) = hg(s)=§ :

Seja hB definida por:

g(s) se s € SB = S-((‘}Ua)
o<B
h (s) =
B A
) w an se (A\U -

a<B a<B
{ dominio de hB e S-UB. hB e sobrejetora, pois se (ﬂlU%) Q z @
isto & claro; caso contrario pela compacidade de S , existe g5 < 8

A X
tal que U =U_. Logo Y w % = ¥ w% e S-U = S-Ug 3
£0 8 a<B - a<g w &0
portanto facilmente ve-se que hg = hB e por hipotese de inducao
0

h e sobrejetora.

e continua em cada ponto de S- (M\U

E obvio que hB a<B a -

Suponha que s € (ézgua)-ug e {Sp}peM e um net em S—UB tal que

Ao A

s —> s . Seja 8§ < ) w n, s existe £ < B tal que § < Yow %no o,
H a<B a<g
- LA
Aentao § < hB(t) < Y ow % )para t e U - i:gta . Mas para
a<p
) 3t s s s, et
€ (E;BUQ)-UB s hB(t) = uZBw Ny desde que Su s, existe

I

o tal que S € Ug'UB para u

A
) e 6, [ w % 1, vu
a<B

Mg portanto

v

e assim h (s )—— h_(s) ; isto

hB(S o alsy 8

u

mostra que hB & continua. Consequentemente ha pode ser definida
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A

~ - s - a
Entao h, e uma funcao continua de S sobre [1, X @ n,l.

a<T
Aa s A
mostraremos que 2 w n 2w |,
o
a<T

Agora)

Se X & um ordinal ndo limite, entao A =A-1 para infini-

" tos valores de a (caso contrario, devido a (QZan)-UTz {SO} , te-

o X A -
rfamos s 2 p) , Togo § 0 %ny = 1im( 1w %n,) 2 0 i,
a<T Y<T a<y
A A
¥n < w , e portanto ) ® ‘n_ Z w",

o<T

Se A 8 um ordinal limite e ¥ < X , existe P <AT tal

- . by A '
que A_ > ¥ (caso contrario S( ) . g): logo ) W ana 20 P20 :
P . a<T
. - Ao A
desde que isto e verdade para todo v < A , Y w n, #w em ambos
a<T
0S Casos.
A A A A
Se z w ana >w , existe vy < 1T tal que z w OLnu > w e
o<T - a<y

- " At - ()\) ,
desde que a func¢do h_: S-U_—> [1, } w. n_1 &sobre,(s-U,) = g
v y g o Y

(isto pelos lemas 3.3. e 3.2.), o que e impossivel (s0 ¢ (S'UY))'

A A - _ ~
Portanto 2 w Pn = 0" . Entdo hT e uma funcao de S
0<T @

A . - . =
sobre [1,0"]. Segue-se por inducao transfinita que se S e um sub-
espaco fechado de T com sistema caracteristico (X,n), existe uma

- - A
funcao continua de S sobre [1,w .n]; o que prova o teorema. A

Un ponto t em T satisfaz (D). se t admite um sistema
fundamental de vizinhancas constituido de uma t-sequencia decres-
cente (U ) de aberto-fechados com a propriedade adicional que

o a<T
Yy -

L<bla UB contem no maximo um ponto, para cada ordinal limite B.



Observacao: - E facil ver que cada intervalo de ordinais [1,a] e

cada compacto O-dimensional que admite em cada ponto um sistema
fundamental enumeravel de vizinhangas, satisfaz a propriedade (D)

em cada um dos seus pontos.

Teorema 3.6. - Seja T um compacto disperso, com sistema caracte-

ristico (A,n). Se T tem a propriedade (D) em cada um de seus

pontos, entdao T e homeomorfo a [1,wx.n].

Demonstracao: - A prova deste teorema e identica a do teorema an-

terior, exceto que "funcao continua" e substituida por "homeomor-
fismo" no andamento da prova. Notamos que em tal caso hB e inje

tora devido a (rw

| U = implic esse njunto e unita-
a<BUa) 8 ) plicar que conj a

rio, se # e um ordinal Timite. A

Corolario 3.7. Q?Edqsubespaco fechado F de [1,0] e homeomorfo a

~
w£7[1,€] para algum & £ «
el

Demonstracao: - Sejam (X,n) e (A1,n1) 0os sistemas caracteristicos
de [1,0] e F respectivamente, donde, pelo teorema 3.6.,

A
F~[1,w 1n1]. Como F ¢ [1,a0], temos: A1 < X ou A1=k e ny <n g,

A )

P

consequentmente w 1n1 £ wn <o , e portanto basta tomarmos
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Corolario 3.8. (Semadeni) - Um compacto K disperso que admite

em cada ponto um sistema fundamental enumeravel de vizinhancas
& metrizavel; de fato K & homeomorfo a [1,0%n], onde (a,n) & o

sistema caracteristicodeX e o < Wy -

Demonstracao: - Desde que K satisfaz (D), ele e homeomorfo a

[1,0%n]. Agora desde que Wy & [1,0%.0] , pois facilmente ve-
-se que w, nio admite um sistema fundamental enumeravel de vi-
zinhancas, segue-se do teorema de metrizacao de Uryshon (veja

[E.LL.] pag. 231) que K & metrizavel. A

Corolario 3.9. (Mazurkiewicz e Sierpinski) - Todo compacto metri

co enumeravel e homeomorfo a um intervalo de cordinais [1,a],

com g < LL)1

Demonstracao: - Desde que K & enumeravel, ele e disperso (veja

[S.B.A.] pag. 411) e como ele tambéem e metrico, podemos usar o

corolario 3.8, - ' A

Cada ordinal A > 0 tem uma Unica representacao na for

" 2 Ty de | N
ma A=uw ay +ow a2 + e oW ak , onde K e a1,a2,...,ak sao nu-

meros naturais e Y, > Y, > .. > ¥, (veja [S] pag 323). Essa e
chamada a forma normal de ) ;3 o0 ordinal Yy e 0 grau dessa forma

e e, e 0o coeficiente dominante.

Observacao: - Pelo lema 3.3, se y tiver por forma normal a ex-

pressao acima, entao o sistema caracteristico de [1,X] e (Y1,61)-
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Corolario 3.10. - Suponha que o e B sao ordinais. Sao equiva-

lentes:
1) [1,(1] -~ [138]
2) [1,a] e [1,8] tém o mesmo sistema caracteristico
(x,n)
3) whn g o < mA(n+1) e w'n < B < wx(n+1)
4) as formas normais de a e B tem grau X\ e coeficien
te dominante n.
Demonstracao: 1 <= 2 <= 4 segue do teorema 3.6. e da obsers-

vacao acima; 2 «=> 3 seqgue do seguinte fato, facil de ser pro-

vado: se A e um ordinal e n < w, entao o primeiro intervalo de

. P * s g A ,
ordinais com o sistema caracteristico (A,n) & [1,0"n] . A
Corolario 3.11. - Sejam o e B ordinais, com ¢« < B . Sao equiva-
lentes:

1) [1su] -~ [138]
2) (-o+B)w £ a

Cemonstracao: - E suficiente provarmos [1,a+&] ~ [1,a] == &Ew < o.

(onde &€ = -a+8).

Seja (p,m) o sistema caracteristico de [1,a] , logo
w?.m< o > como por hipotese [1,q] ~ [1,a+g] ~ [1,a] U [1,:]
N o o] o) s - p
seque  que £ < u® (pois, (1,03 001,607 < p1,0P) g gy, (P)s

L.

= {m pontos} U [1,&](0) e portanto [1,£]
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Y1 YZ Y
| Seja £ = w Tay + @ Ta, + . kW oAy, COM oAy < W,
i=1,2,... ,k e, > Yo e 2 Yy - Como & < wP , seqgue que
Y1 +1 £ p, logo
7y ¥y 11
E 2w a1 + W a2 + + W ak
K
= W (a1 tAp kot ak) e portanto
Y4 Y4 IEEL
Ew € w [(a, + a, + a,).w] = w .o = w < w
1 2 k
< wpm £ a

Reciprocamente, suponha que &w = o ; seja (H,k) o sis-

tema caracteristico de [1,&] e (p,m) o sistema caracteristico de

[1,a], entao o'k £ & e 0m 2 a < wp”m44' e como &w £ o , temos

Qu+1 wu+1 D(

< &.w £ a, portanto < w (m+1) ; consequentemente,

u+1 £ p , donde [1,&](0) c [1,g](“+1) - 0.

Observando que ([1,ca] U [1,g])(p) " [1,a](07 U [1’£](o)=
{m pontos} (ja que [1,6](9) = B), segue que [1,qa] ﬂ [1,€1 , ou
seja [1,0+&] tem sistema caracteristico (p,m) e pelo teorema 3.6,

concluimos que [1,a+&] ~ [1,0]. A

Corolario 3.12. - C[1,a] = C[1, 8] 'se, e somente se vale uma das

equivaléncias dos corolarios 3.10 ou 3.11.

Demonstracao: - Segue imediatamente do teorema 1.1. do capitulo

0 ' A



IV. Aplicacoes

1. Do teorema 2 segue que C[1,w1] + C[1,w1.2] , mas

obviamente

C[1,(U1.2] - C0[1aw -2] -~ C0[13(‘0 J @ C0[1 ,LL)1] - C[1,(J.) ] @ C[1sw ] 3

isto e, obtemos mais um espago de Banach X, tal que
X2 = X ® X £ X (problema deixado por Banach e resolvido em

[B.P-I11 } veja tambem [Se-IJ).

2. Em [B.P-I] pag 59, define-se,para cada compacto k me-
trico enumeravel infinito, x(K),como sendo o menor ordinal ¥ tal
que o Y-esimo derivado &né vazio e indicando X(K) = x(K)m enun- -

—

ciam (pag. 59).

E1) Sejam _K1 e KZ compactos métricoes enumeraveis infini

tos¢ entao C(K1) e isomorfo a C(Kz) se e somente se X§K1)=X(K2).

Em [0] também enunciam (pag. 267).

E2) Sejam k e k2 compactos metricos enumeraveis infi-

2) ¢ entao C(K1
mente se existe n < w tal que x(Kz) < x(K1)n

nitos, com x(K1) x (K

(D

Il

) & isomorfo a C(K,) se.e so

E facil ver que E, == Ess

IA

Pois, supondo x(K1) X(KZ) ; se existe n tal que

X(Ki) < x(K,L)n , entao x(K1)p g x(Kz)Pé x(K1)rlp , p < we fazendo

p »w , temos: x(K1)w = x(K,)"

2
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Por outro lado, se x(K1)w = x(Kz)m , deve existir
n < w tal que x(K2) < x(K1)n , pois caso contrario

x(K1)n < x(K2)' , ¥n e fazendo n — w , temos:
w
< x(K2) < x(Kz)
Daremos um contra exemplo para o E2 .
2
Seja K1 = [1,ww] e K2 =-[1,ww ] , entao pelo Tema 3.3.

do capitulo 1, x(K1) = w+l e X(KZ) = w2+1 e pelo teorema 2.1.
2

do capitulo O, C(K1) nao e isomorfo a C(KZ) , pois (@)% = ¥ ;

mas vale:

w2+1 < m2 + w2 = w2,2 < wz,w = w3 < (w+1)3 A

Seja K1 um compacto metrico enumeravel infinito;pelo

corolario 3.9, K1 e isomorfo a um intervalo de ordinais [1,a], :~

Qo

onde @ = W 1n , n < w, coma, = sup{B} K(B) # @} ene a cardi-

- (a,)
nalidade de K

Se K1 e K2 sao compactos metricos enumeraveis infini-

o 8
tos com K1 ~ [1,a] , onde o = w 1n e K2 ~ [1,8], onde B = w 1m =
e supondo o £ B,temos pelo teorema 2.1. do capitulo 0,que C(K1) e
isomorfo a C(K2) se e somente se B8 < a° , provaremos que isto

ocorre se e somente se 81 < a1.w .

Lema 4.1. - 1 sn<w e ‘azl=>n"=uw,
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Demonstracao: - Por inducao transfinita: se a = 1 e obvio; e o

lema segue de:

an+1 = (nt)w = 0P = wB+1 3 e
no’ = 1im ne® = Tim wf = WY , se vy e um ordinal
B<y B<y '
Timite. A
Oy W
Lema 4.2. - o’ = w 1
Demonstracao: - Seja 1 £ p < w , entao
o] o o. oy
(WP £ LP = Tote D atne N)im
01,1 U,,I (6}
= W W L0 M
“1
= W n
) aq.p oy u1(p+1)
S W w = W
fazendo p —> w, seqgue o lema 4.2. A
E finalmente
» B D, e
B <o <=2 w,M < w <= 81 < Gy W 3
%1
Se K1 ~ [1,w n1] como acima, denotaremos a, = S(K1) e
entao temos provado:
Teorema 4.3. - Sejam K1 e K2 compactos metricos enumeraveis infi

nitos;entao C(K1) e isomorfo a C(KZ) se, e somente se

max(S(K1),S(K2)) < min(S(K1).w . S(Kz).w),
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Nota final: - Quando esta dissertacdao ja estava terminada, des-

cobrimos que M.A. Labbefem Studia Math 52-3, Isomorphisms of
continuous function spaces - (1975) ja havia provado que a afir
macao (E1) estava errada’ ele dera o mesmo contra-exemplo que
nos, alem de provar o mesmo teorema 4.3. acima. E claro

que ele nada mencionara quanto a afirmacao (E2), posto que esta
so apareceu em 1979 (em [0]). Ficamos, contudo, com a impres-
sao de que Bessaga e Pelczynski nao se cientificaram do artigo
de Lahbe, posto que a afirmagao (E2) e evidentemente equivalen-
te a (E1), e eles a escreveram em 1979, portanto, 4 anos apos o

artigo de Lalbe.

000
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CAPITULO 2

ALGUNS TEOREMAS SOBRE COMPACTOS NAO HOMEOMORFOS

Introducao

Neste capitulo estamos interessados em responder as

seguintes perguntas:

X
1. Fixado um ordinal m 2 2 0 , quantos compactos, dois a dois
nao homeomorfos entre si, dessa cardinalidade, existem? Ou e-
quivalentemente (teorema 1.1 do capitulo 0), quantos C(K),dois

a dois nao isometricos entre si, existem, tal que |K| = m?

2. Vimos (proposigcao 1.3. do capitulo 0) que existem exatamen
te ZXO compactos metricos dois a dois nao homeomorfos entre si.
Sera que podemos achar tal quantidade de compactos,dois a dois
nao homeomorfos entre si, no intervalo [0,1] da reta real? E

no conjunto de Cantor?

Comecaremos lembrando: Se X e um espago topologico,
o peso de X, denotado w(X), e o menor cardinal para o qual e-

xiste uma base de abertos em X, com cardinalidade w(X).

Lema 0.1. - Se K & um espaco topologico compacto, entao

w(K) < [K.
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Demonstracao: - 0 resultado & imediato, se K for finito. Su-

ponhamos entao K infinito.

Seja x € K. Para cada y ¢ K-{x}, K-{y} e uma vizi-
nhanca de x, logo existe Vy uma vizinhanca aberta de x tal

que T, « K-{y}.

Consideramos o conjunto AX das interseccoes finitas

de elementos de {Vy | v e K-{x}}

Seja 0 um aberto ao qual x pertenga e suponhamos que
0 nao contem nenhuma intersec¢ao finita do tipo acima. En-
tio qualquer uma dessas interseccoes finitas tem pontos de K-0,
donde {Vy n (K-0) | vy ¢ K-{x}} tem a propriedade de que toda
interseccao finita de seus elementos & ndo vazia. Como K e

compacto, temos: (r\ V n (K-0) # ¢ ; absurdo, pois
yeK-{x} Y

V. = {x} e x ¢ K-0
yek-{x} 7

Mostramos, assim, que U = {(V. | ye K-{x}} forma

V
um sistema fundamental de vizinhancas abertas para x. Clara-
mente a cardinalidade de U, & menor ou igual a |K| , e entdo

B = ku)ux forma uma base de abertos de K, com cardinalidade
xe K ,

menor ou igual a |K| (pois |K| & infinito) e portanto w(K) <[k
A

Teorema 0.2. - Se K & um espaco topologico compacto, com

w(K) < m, entao K @ homeomorfo a um subconjunto de [0,11™ , com

a topologia produto.
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Demonstracao: - Veja [Se-I] pag. 105. A

Proposicao 0.3. - Se K & um espaco topologico compacto, com

|K[ = m, entao K & homeomorfo a um subconjunto de [0,1]m "

com a topologia produto.

Demonstracao: - Segue imediatamente do teorema anterior e do

lema 0.1 ' A
_ - om

Corolario 0.4. - Existem no maximo 2 compactos, de cardina-

lidade m, dois a dois nao homeomorfos entre si.

Demonstracao: - Pela proposicdo acima e suficiente mostrarmos

m
que em [0,1]m nao existem mais que 22 conjuntos fechados e

distintos dois a dois. Isto e claro, pois o conjunto de todas

m .
as partes de [0,1]m tem cardinalidade 22 . A
N X .
I. Compactos de cardinalidade m 2 2 , dois a dois nao
homeomorfos entre si
X0 m
Teorema 1.1. - Seja m 2 2 s existem exatamente 2 compactos

de cardinalidade m, dois a dois nao homeomorfos entre si.

Demonstraciao: - Seja o o primeiro ordinal de cardinalidade m e

Yy £ ¢. Indicaremos por LY a reta longa dada pelo ordinal v,
isto e: entre cada par de ordinais consecutivos a e a+l , com

o < Yy, interpolamos uma copia homeomorfa do intervalo [0,1]1,
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identificando o ponto 0 com o e o ponto 1 com o+l LY e en-
tao totalmente ordenada e sempre a suporemos com a topologia

induzida pela ordem.

Seja (1€)0§€§0 uma o-sequencia de numeros 0 e 1,
onde 18 =0 se B e um ordinal limite, iO =1 e se B nao for

ordinal limite (B # 0), iB pode ser escolhido igual a 0 ou 1.

Para cada ordinal & > 1 nao limite, tal que ig =0
(resp. ig=1), associamos uma copia homeomorfa da bola unita-
ria e fechada do R, (resp. R3), Bg . By sera uma copia homeo-
morfa da bola unitaria e fechada do Ry Tomamos um ponto
0 g <o (supomos:s1 # By == 361 n BB? =0 e
L. nB. =0 , % < o0),

Definiremos, agora, espacos topologicos

, Y £ C.

Identificando cada Pg com o ordinal & em LY' Defini-
mos como sistema fundamental de vizinhancas para os ordinais Ti-
mites n, n<y, os conjuntos da forma

V, = {x ¢ LYI p < x g ntu{ l Bg} , p <n. 0s sistemas
p+I<E<y

fundamentais de vizinhancas para os ordinais nao limites.n,

n <y, sao os conjuntos da forma: V u W , onde V e uma vizinhan
ca de n em LY e W e uma vizinhanga de Pn em Bn . As vizinhan
cas de pontos em LY, que nio sio ordinais, sao as suas vizinhan
cas nos intervalos homeomorfos a (0,1) a que pertencem. E fi-
nalmente, se x e Ky, com X € Bn~LY para algum 0 £ n sy , as vi

zinhancas de x sao dadas pelas vizinhancas de x em Bn'
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Provaremos que oS espagos topologicos KY assim
definidos (claramente eles sao Tz)sEo compactos; faremos is -

to por inducao transfinita.

Sey =1, isto & claro. Supondo que cada Ky »
Yy <o ,a < g e compacto, temos:
Se a e ordinal nao limite, entao claramente
Ky = Kgoq u tx el | a-1sxsaluvB, ,onde P, & idenfi-

ficado com @ e portanto facilmente se ve que Ky, e compacto.

Se a e ordinal limite, seja (0_) uma cobertura

s’seS

por abertos de K,- Logo o ¢ 0S para algum s0 € S , e entao
0

existe um ordinal o € L tal que Vp c OSO; por hipotese Kp+1
e compacto, consequentemente existem SqsSpseesSy € S tal que
n
1=

n
| r - 5. K. B
Koy © k»%osi e portanto K, € *fﬁosi , isto e, K, & compacto.

Afirmacao: Os KY’ Y £ 0 s3o conexos; novamente usaremos in-

ducao transfinita.

Se y=1, isto & claro. Supondo que cada K, Y <@,

Q
A

o e conexo, temos:

Se o ¢ ordinal nao limite, entao claramente

IA
A

K = K u Ix e L | a1 £ x
0

o Koot a} U B, onde P, e identifica-

do com o e portanto facilmente se ve que K e conexo.

Se o e ordinal limite; lembrando que a componente
conexa de um ponto P, denotada c(P),num espago topologico e

fechada e & a uniao dos conjuntos conexos que o contém e obser -
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vando que por hipotese, ¥y < a , K_ e um conexo em Ka, que

contem o ponto 0, temos: K = kquY c ¢(0) e portanto c(0)=KO;

em particular K, @ conexo.

Afirmamos que K(. )

- K
Telosgeso (

) se, & somen-

Jg 0zg<o0.

te se iE = Jg , ¥0 £ & £ 0. Para simplificar indicaremos o
primeiro compacto por C1 e o segundo por CZ' Seja f um homeo-

morfismo entre esses compactos. Observemos que:

1. 0 ponto 0 eo unico ponto p em Cy (resp C2) com
a propriedade: toda vizinhanca de P em C, (resp. C2) contem

um subconjunto homeomorfo a um aberto do R4

2. 0Os pontos de Ly, que nao sao ordinais, sao 0s u-
nicos pontos p em C1 (resp. C2) com a propriedade: toda vizi-

nhanca de p contem um subconjunto homeomorfo a um aberto de R,

Sendo estas propriedades conservadas por .homeomorfis
mos, temos f(0) = 0 e f(Ly—A) = LY-A , onde A e o conjunto
de ordinais em LY . E portanto f(A) = A. Provaremos (por in-

ducdo transfinita) que f(g) = &, Y& € A.

Sabemos que f(0) = 0. Supondo que f(g) = &,

VE <o, aa >0 , a <o

Se a e ordinal nao limite. Por hipotese f(a-1) = a-1
e ja vimos que f(a) = B para algum ordinal B

Como (a-1,a) c LY e homeomorfo a (0;1) da reta,

(a-1,0) nao contem pontos p com a propriedade: toda vizinhaga

de p contem um subconjunto homeomorfo a um aberto de R3 ou Ri;



68.

temos que f(a-1,a) esta contido num dos intervalos intercala-
dos em [0,0] para a obtencao de L, .. Mas a-le B e f(a-1,a),

com B 2 a, logo f(o-1,a) = (a-1,B) e B = a,

Tim f(&) =1im&=a,
gra &
<o E<al

Se a @ ordinal limite, entao f(a)

1)

Seja agora, 0 =B < o tal que iB 1. Logo B € Ly
em C1 satisfaz a propriedade: toda vizinhanca de B contem um
subconjunto homeomorfo a um aberto do R3. E portanto B € Lo em

C2 tambem a satisfazs 1ogq,necessariamente JB = 1. Concluimos

IIA

que ]B=\jB 3 VB EY 0§B (6]

Como existem i

o-sequencias (iB)OéBéo como acima,

pois a cardinalidade dos pontos isolados em [0,0] e igual am
(considere £ ¢ [0,0) — (&+1) e [0,0)); temos construido ate
o momento 2" compactos conexos de cardinalidade m, dois a dois

nio homecomorfos entre si. Um argumento analogo do usado na de-

monstracao da proposicdo 1.3 do capitulo 0 , mostra a existen-

m
cia de 22 compactos de cardinalidade m, dois a dois nao homeo

morfos entre si, e o teorema 1.1 segue do corolario 0.4.

Observacoes: - 1. Se K & compacto enumeravel infinito, entao

K @ metrizavel (veja [SBA] pag. 419). Logo pelo corolario 3.9
do capitulo 1, K & homeomorfo a um intervalo de ordinais
[1,wY,n] sy <wyp N <w € portanto existem exatamente X1
compactos de cardinalidade R dois a dois nao homeomorfos en-
tre si. (pois, pelo corolario 3.10 do capitulo 1, dois compac>

tos [1,0'n] e [1,0Y n'] sao homeomorfos se e somente se
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2. Se K e compacto nao disperso, entao existe uma

funcao continua de K sobre [0,1] da reta real (veja [S.B.A.]
- X
pag. 411) e consequentemente |K| 2 2 3

X
Mas existem pelo menos 2 ¢ compactos, de cardinali

dade Xa , dispersos dois a dois nao homeomorfos entre si,
se a 2 1 De fato:

S%yr ~um conjunto com a topologia discreta, tal que
IFI = Xy Sendo Y(I') o compactificado de Alexandrov de T,
1§€<wa , cada TE sendo uma copia homeomorfa

de Y(r), que suporemos duas a duas disjuntas entre si e tais

consideramos (Tg)

queTgn[O,ma]=¢,V1§£<wa.
Seja (1€)1§€<w uma w_-sequencia de numeros 0 ou 1.
Colocando i, = 03, definiremos por inducao transfinita espacos
o,
topo1og1c05Kg , 1 £ & < W,
Se 11 =0 K1 = [0,w] .
Se 11 = 1 K1 = [0,w] v T1 , onde identificamos w

com o ponto no infinito em T1 e definimos como sistema fundamen

tal de vizinhancas de w , 0os conjuntos da forma: (61,w) vy,

onde V e uma vizinhanca do ponto infinito em T, e & < w.
Supondo definidos compactos Kg , & < B, B = w,
definiremos agora KB .
Se B e ordinal nao limite, pomos:
Se iB =0, Kg= Ky v (uP-1, 4B
Se 18 = 1., KB = KB-I u (m8'1,w8] U TB ;
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onde identificamos o® com o ponto no infinito de T, e defi-

. . .. B
nimos como sistema fundamental de vizinhancas de w~ , 0s con

juntos da forma: (81,mB] u V, onde V e uma vizinhanca do pon

to infinito em TB e €1 < mB.

Se B e ordinal 1imite, pomos:
_ _ B
Se ig =0, Kg = é?éKg u {w"}
sistema fundamental de vizinhancas de wB, os conjuntos da for

, onde definimos como

. 3 B
ma: (g0, v (T, | Tpe Kg b £ <o <w’)

. B . .o
Se ig=1, Kg =é?% Kg U lw"}uTg, onde identificamos

B

o ponto w” com o ponto limite de TB e definimos como sistema

fundamental de vizinhancas de wB, 0s conjuntos da forma:
B, € B = .
(£1,w ] U {Tg | Tg < Kg e £1 <w’ <wl}UuyV , onde Ve uma vi-

zinhanca do ponto infinito em TB ‘

Nao & dificil ver (basta usar inducao transfinita)

que cada um desses espacos topologicos Kg e compacto e que Kwd

tem cardinalidade Xg.

Para toda wy-sequencia (ig)1<g<w como acima (que sao
= [0

X Y
em quantidade de 2 %) associamos o compacto L(. ) = K, -
g/ <E<w o
(¢}
Afirmacao: L. ~ L = i_=J,,¥12€<w
(et ceen, Vet Bk <
De fato.

Observemos que para & > 0, wg e o unico ponto x de L.
(.I 5)1 §g<wa

que satisfaz a propriedade: x pertence a todos os derivados de

ordem menor ou igual a ¢ e nao pertence ao derivado de ordem

£ + 1 (pelo lema 3.3 do capitulo 1 e lembrando que os pontos
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de (TY) que nao foram identificados com ordinais sao

<vy<
1sy<w,

isolados). Alem disso ig = 1, se e somente se em toda vizinhanca
de wg existe um conjunto de pontos isolados de cardinalidade X,
que contém w® como dnico ponto de acumulacao. De fato: se

ig - 1 , basta tomarmos a vizinhanca do ponto infinito de Tg

contida na vizinhanca dada. Se ig = 0 temos:

1. Se £ ndo e ordinal limite, entao a vizinhanca

€-~1 2

,ng de w

card(wgf1,w€] <Xy (aqui usamos a21).

(w nao tem a propriedade acima, pois

2. Se & & ordinal limite, & < v  , entao a vizinhan
ca [0,05] v {TY | iY =1 e v« £} de w® tambem nao tem a
propriedade acima, pois a cardinalidade dos pontos isolados em
[O,wg] e estritamente menor que Xa e entao qualquer: conjunto A
de pontos isolados, com cardinalidade Xa,dessa vizinhanc¢ca deve
ter infinitos pontos em algum dos TY (pois a uniao de XG conjun

tos finitos e de cardinalidade Xa) e portanto o ponto no in-

finito de TY ,isto e,w’ e de acumulagao de A.

3

Como essas duas propriedades de w” sao conservadas

por homeomorfismos, a afirmacao segue imediatamente.

II. Subespacos compactos de [0,1] e subespacos compactos do

conjunto de Cantor

Teorema 2.1. - Existem exatamente 2 0 subconjuntos compactos

dois a dois nio homeomorfos entre si no intervalo [0,1] da reta

real.
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Precisamos: de alguns lemas.

Seja K um compacto. Podemos escrever K=PUS ,'
onde P & perfeito e S e disperso (como no teorema 3.1 do capi-

tulo 1). Dizemos que um ponto x ¢ K @& de ordem a, Se X« P,

X ¢ S(a) , mas X € S(E) , VE < a.

Sejam K1 e K2 compactos e f: K1 e K2 um homeomor-

P ﬂ S e K2 = Q ﬂ R , como acima, temos:

i

fismo. Escrevendo K1

Lema 2.2. - a) Se X € K, , entao f(X(a)) = f(X)(u) , Yo .,

1

b) f(p) = Q

c) f(S) =R
Demonstracao: - a) segue facilmente por inducao transfinita.
b) Lembrando que P e definido como sendo K$B) , onde B e o me-
nor ordinal tal que KEB) = K§B+1) , de a) segue que "o menor or
dinai &, com Kég) = K£g+1) e B Togo, Q = Kgs) e portanto
f(p) = f(Kgﬁ)) = F(K1)(B) - KéB) = Q . c) seque imediatamente
de b). A
Lema 2.3. - x e ponto de ordem o de K1 se, e somente se f(x) e
ponto de ordem ¢ de K2.
Demonstracao: - Segue de (usando o Tema 2.2):

wepoar()s(s(0)y e £x) ¢ g 0 tMRE RN,

£<a E<a
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. . X "
Prova do teorema 2.1. - E suficiente exibirmos 2 0 de tais com-

pactos (veja proposicao 4.%. do capitulo 0). Definimos por in

ducao finita, u enci
ma sequencia de compactos (Kn)nem em [0,17.

- 1 i ; =
Ky = {0} v {7T}nem . Supondo definidos K_ 3 Km+1 e
definido colocando entre dois pontos consecutivos de Km’

. - . ~ 1
{a,b} com a < b , uma copia da sequencia {0} u {TT}nem H

isto e, uma sequéncia estritamente decrescente, contida em

[a,b] e convergindo para a.

Nao & dificil de ver que cada K. e homeomorfo ao in-
tervalo de ordinais [O,wn] , n=1,2,.., entao pelo Tema 3.3.

do capitulo 1 Kgn) = {0}

Seja, agora, (1'n)n€]N uma sequéncia arbitraria de nu-

meros 0 e 1 e n e N. Consideremos um compacto enumeravel Fn

contido no intervalo [ﬁﬁ%T s éL

=1 cujo 2n+1n~ésimo derivado & o

{éﬁ%T} (repita a construcao feita acima para a obtencao dos Kn)

] . 1 1 B e
e denotemos por In o intervalo [2n+2 , 2n+1]' £ facil ver que

0s pontos{§ﬁ%T} , n=1,2,... sao os unicos pontoé de ordem fi-
nita no compacto

F. . = {0} v [F.u I 7.,
11912a~'~ r&)l n n

onde o ponto {7F%T} tem ordem 2n+in+4

Do lema 2.3. segue que F, . -~ Fa..d.,. St @
1272 X 1°72

. . 0 = :
somente se By ® Jn , ¥n . Como existem 2 sequencias desse ti-

po, o teorema esta provado. , A
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Observacao: - Se ao inves de tomarmos os In’ como acima, toma-

1
2nf1

-mos um conjunto de Cantor Cn em [2;+2 " 1, com extremidades

1 L . B} ,
em 5o € oh , de maneira analoga ao teorema anterior,

ve-se que 0s Fi ; assim obtidos sao dois a dois nao homeo-
TAPERR

morfos entre si e sao homeomorfos a subespacos compactos do con-

junto de Cantor (lembremos que todo compacto O-dimensional me-

trico @ subespaco do conjunto de Cantor (Veja [Se-I] pag. 142”

e entao temos:

X
Teorema 2.4, - Existem exatamente 2 0 subconjuntos compactos,

dois a dois nao homeomorfos entre si, no conjunto de Cantor.

IIT - Compactos K de cardinalidade X, » com C(K) dois a dois

nao isomorfos entre si.

Teorema 3.1. - Existem pelo menos Xa a1 compactos K, de cardi-

nalidade X, » tais que C(K) sao dois a dois nao isomorfos en-

tre si.

Demonstracao: - Definiremos ordinais (Oy)1gy<m

cao transfinita.

0y = mg. Supondo definidos (OY)1§Y<€

Se £ e ordinal nao limite, definimos OE'= (0

e ordinal limite, colocamos i, = sup O e de-
£ y<o

(%2
D
ga
@

finimos Og = 1g .



E facil ver que £y < &, =0

<0 e 0) <0

I 1 &2
Logo, pelo Tema 0.4 do capitulo 1, C[O,OE 1 + C[O’Og ]J. Por

1 2

1\

inducao transfinita em y e usando que g um ordinal regular

OL+1

a!

e assim o teorema esta provado. A

e que Bw = B s Se R 2 W segue-se facilmente que . 6Y = X

¥V 1<y <uw

Observemos que os compactos utilizados na demonstra-
cao do teorema anterior sao dispersos. Pois bem, nao consegui-
mos mostrar a existéncia de infinitos compactos K, nao dispersos,

com |K| = 2 © ¢ c(K) dois a dois ndo isomorfos entre si.

0 nosso orientador nos sugeriu que comecassemos entao,
a estudar os C([0,1]U[0,a]), onde o 2 Wy mas nem sequer conse-
guimos decidir: C([O,1]U[0,m1]) &, ou nao e, isomorfo a

c([0,1]U[0,m1.2]).

Deixamos, portanto, dois problemas: .

1. Quantos C(X), dois a dois ndo isomorfos entre si, existem com

X
k| =279 2

2. Dar uma classificacao isomorfa dos C([O,1]U[O,a]), o 2wy o,

em termos dos ordinais a.

000
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