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Introdução

Este trabalho se divide em três capítulos

No capitulo 0 estudamos rapidamente a teoria isomé-
trjca de C(K) e também a teoria ísomot'fa de C(K), no caso K mé

troco; a bjbljografia bãsjca ê o mini-cur'se do 199 Seminário

Brasileiro de Analise(Junho de 1984)

No capitulo l estão as nossas contribuições or'ig i
na i s

1) Cora'agimos um trabalho de C. Bessaga e A. Pelczynsk{, pro
fessores da Academia de Ciências da Polonia, qual seja

em Studja Math 19, 1960 - pãg 59 e em Oeuvres-Volume 11

Içar'szawa, 1979 pãg. 267, eles dão duas classificações {somot'-

fas dos C(K), onde K é compacto métrico enumerãvel infinito
Mosto'amos que as duas são equivalentes e que estão erradas;

pat'a isto damos um contra-exemplo ã uma delas; reenuncjamos e
pt'ovamos uma nova classificação isomorfa para esses espaços
(veia nota final do cap:itulo l)

2) Coar'igjmos um trabalho de S. Kjs19akóv - publ icado em

Siberjam Math. J. 16, 1975 n9 2 226=231 b que fechava um prg

blema (1.5 anos em aberto) deixad(5 É$b C; Bessaga e A. Pelczynski
em Studia Math 19, 1960 pãg 61; qual seja: dar' uma classifica-
ção {somorfa dos CE[,a] em termos dos ordjnajs cl. Damos um con



tra exemplo a um argumento do autor acima e também damos uma

nova demonstt'ação para um dos seus teoremas, que utilizava
o a r'gumen to me nc i onado .

3) Com auxll io de uma classificação dos compactos K que

são homeomorfos a algumE],a],onde a õ um ot'djnal(Baker-1972),
damos uma condição necessária e suficiente em termos de a e

13 para que CE] ,a] seja isométrlco a CE1,13]

No capítulo 2, mostramos a existência de exatamente

2 ' compactos em[0,1], dois a dois não homeomor'fos entre si

(Mostowsh i - 1937), e respondemos a uma pergunta de nosso orien

tador, isto ê: temos exataillente 2z compactos de cardjnal ida
de 2 ' , dois a dois não homeomorfos ente'e si

X

X

o0o
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do na pãa. óg, .C,unha.b ].4, 1,5 , 76 e 77 Halo óe apZ,éca.

Alar como ob.6e,tuamoó nc66a mc6ma pag., Zemoó cona,t4u.Zdo '2m
compac.toó de ca d.éna.Cidade m, do,é.6 a do.éó não komeam046oó enZa.e óZ
INoZe que .{ení0.6, ag04a,Z.s.{o como conóeque.Reza da ob.se,tvaçaa 2 pag
óg. Maó aZ.C ,tcni06 nio.s,{xado uni pouco ma,t.6, anta vez que cada un] da
quere.ó compac.t0,6 ê conexo l
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}zo ltlãx,éttlo 2"' canlpac.{oó de caa.dZ.na.C.idade ni, do.éó a do,éó não homem -
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chamo.õ de [ 0, 7 ]m
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CAPÍTULO O

ISOllORFISMOS ENTRE C(K)

Introdução

Definição: - Um espaço de Banach X é um espaço vetori.al (sobre
R ou C), normado e completo na mêtr'ica Induzida pela not"ma

Exempl os

a) C.(]N): {Íanln.H l an' P, Vn ' lim an : o}

b) c(m) : {]an]n.H l an' P, Vn e] ljman}

c) !.(m) : {lanln.H l a.c IR e ;K €1R , janl $ K, Vnl;

a not.ma em a ), b ) e c ) õ da da po r

{ a n } n.U

.IP « «}
n

sup{ janl : n € ]N}

d) 2P(m) : {tanJn.U

onde l S p

e) Seja K um espaço topolõg ico compacto(para nõslsempre T2); C(K)
será o espaço das funções continuas definidas em K a valores
...-=. ----- - . llrll ....rl.r/.,\l. .,,u-l .r,í'fp\

<

)

, com jltanJn.mll :(n>ll I'njP)l/P
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f) Se X e Y são espaços de Banach, en tão

X Q Y= {(x,y) l x c X e y c Y} é um espaço de Banach com

a «o-«.a ll(x,v)ll: suplll xll , llvll}

Em pa rtic u

com a no r«a ll (xl '

denotado (]Rn'

: { ( xl '

!tl!. i*:
,Xn) l xi ' Ú, i:l ,... ,n}
, ê um empa ço de Banach,

Definição: - Dois espaços de Banach X e Y são {somorfos(X-Y)
se existe uma aplicação l inear T de X em Y, bijetora, continua,

com {nver'sa continua. Lembt'amos que

suP{ ll T(x) x ll $ 1 } .

Se além disso, ll T(x)
X e Y são isomé tr'ico s (X :Y ) ;

morfjsmo U de X em Y tal que

X /Y (X #Y ) sig ni fí c a

métricos)

11 = 11 x ll , \lx € X , d i z emos q u e

escrevemos X E Y se existe um {so

U ll ll U ' ' ll $ K .

q u e X e Y n ão são isomot"fos (iso

Definição: - Dois espaços de Banach X e Y têm a mesma dimensão

linear(X --':') se cada um dos espaços X e Y é {somorfo a algum
dim

subespaço do outro. Dizemos que X tem dimensão l inear menor' que

Y(X < Y) se existe um subespaço de Y isomorfo a X e nenhum sub-
dim

espaço de X é {somorfo a Y
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Exem p l o s

a) C.(m) < C[0,1] (Veja [SBA], pãg. 411)
' dlm

b) Ê.(m):©C[0,1] = C[0,1] (Veja [SBA], pãg. 411);
' .' d i m

mas Ê.(]q) © C[0,1] / C[0,1](VejaEP-]] pãg. 221 - corola
rjo 2 )

c) Facilmente vê-se que não temos: l1(1'1) .<..12(m) oudim

!2(m) < ÊI (m)

Defü ção: - Dois espaços topolõgicos KI e K2 são homeomot'fos
KI existe uma função f de KI em K2' bljetora, cone:inua
e com { nversa cont:ínua

g

Estamos interessados em estudar os C(K) quanto a iso-

morfismos, para isto ê impor'tente dividir a classe dos campas.

tos em nlêtricos e nao meu'ecos

Exempl os

1) Compactos métricos

l a ) En umerãvel s

KI : {PI'P2,''',Pn}, onde .cada pj' i=1,2,...,n ê ponto
isolado em Kl; neste caso é fãci] ver' que c(KI) :(]Rn, ll l

4
onde n 2 2 e m ( ]N com -i+ Ü < iÍ:l-l- tendo estes três iíltjmos
compactos a topologia induzida pela neta

De maneira geral, em 1920 Mazurkiewicz e Sierpinsk{

provaram que todo compacto mêtr'ico enumerãvel é homeomorfo a

um seg mento de ordina],[[,a] =ÍY l] $ y $ a}, com cí < ul

«: : {'-;lit'\; «; :Í'-;l,=iü« {:-;h ; K4 :
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onde ul é o primeit'o ordinal não enumerãvel (Veja corolário

3.9 - cap]tu]o ]) e então ê fãci] ver que Kl-E],n] ; K2-EI,ul;

K3'E],u.2] e K4-]],uz], onde u é o primeiro ordinal enuinerãvel

l b ) Não enumerãve{ s

KI :[0,11; K2 : conjunto de Cantor em[0,11; K3:[0,1] '
com a topologia produto(X. é o pr'jmeiro cardinal infinito);
as bolas unjtãrias do R., n=1 ,2,

X

2) Compa ctos não métricos

KI : {0,11m, K2:[0,11m, m > Xo' com as respectivas topo]o-
gi as p rodu to

K3 ; r(r),o compactjficado de Alexandrov. de um conjunto F
com card I' > Xn e com a topolog'ia d'isca'eta

Ka : í31', o compactjficado de Stone-Cõch de um conjunto I' com

cat'd 1' 2 xn e com a topolog ia discreta

K5 ;E],a], onde a é um ordinal major ou igual a col

Para entendermos melhor o que vem a seguir, faremos a
seg u{ n te obser'vação

Não õ djf:ic]] ver que Co(]N) + C(BI), mas Co(m)-C(m); is-
to é: podemos tet' espaços de Banach isomorfos, sem serem isomê-

trlcos. Sur'gem naturalmente duas perguntas: dados dois compac

tos KI e K2, quando ê que C(KI) ê isométrico a C(K2), e quando é
que C(KI ) é {somorfo a C(K2)?

)



1 - Teoria lsomêtrica

Teorema 1.1. - C(KI) : C(K2) '== Kl-K2

Isto foi provado por Banach em 1932 sob a hipótese de metriza

bilidade de KI , mas Stone em 1937 mostrou que essa hipótese e
ra s u pê rfl ua

Depois do teor'ema 1.1 e da observação acima, torna-se

impor'cante sabermos,na teoria de C(K), quando õ que isomorfis
mo implica em isometria; nesta djreção temos

Teorema 1.2. - C(K.)'-C(K.) com isomorflsmo T

Tll ll T'l ll < 2 ':= Kl-K2 '

Este resultado fo í obtido independentemente por Amar em

1965 e Camberm em 1966(Veja]SBA] pãg. 358, par'a a demonstra-

ção de Camber'm); notemos que o teorema 1.2 generaliza o teorema

1.1(Se T é isometria então llTll llT'lll:l)
Um problema que permaneceu aberto dur'ante 10 anos, e

que fo{ resolvido por Cohen(VejaESBA], pãg. 372) é que o nümg

ro 2 neste teorema ê o melhor" possível

Com aux:íl io do teorema l l p t'ova remos

proposição 1.3. - Existem exatamente 2 o espaços C(K), com

K métrico, dois a dois não isomêtrjcos entre sl

Demonstração: - Pelo teorema 1.1 e suficiente mostrarmos a exjs
tência de exatanlente 2 o compactos métricos K,dois a dois não

homeomo rfos en tr'e s{
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Como o cubo de Hjl bert contém de maneira

homeomorfa todos os compactos métricos(VejaEELL], pãg. 230)

e tem base enumerãvel de abertos, segue que ele tem no máximo

2 ' fechados e por consegu ante, os compactos métricos não ho-
meomorfos entre si são de car"djnalidade menor ou igual a 2 '

Exjbjremos 2 o compactos métricos não homeomorfos en-
tre si ; pat'a isto, sejam Bn as bolas unjtãrias e fechadas dos

R , n € m

X

X

Para cada A c P(]N) considet'emos Y( U B
n(A

ficação de Alexandt"ov da soma topolõgica de(B

cada Bn ' n € A ê abet'to e fechado em U B.)'' n c A ''

Como U B. tem base enumer'ãvel de abet'tos, cada
n( A ''

Y( U B.) é metrizãve](VejaIELL], pãg. 226)
nc A ''

Seja 'r( U B.)-Y( U B.), com homeomorflsmo f e com
ncA.'' ncA.''

AI,A2 ' P(m). Lembr'ando que f leva componentes conexas em com-

ponentes conexas,segue que dado nl ' AI' existe n2 € A2 tal que
f(Bn.) ; Bn. e portanto Bn.-Bn.. Por um teorema de topologia

algébrica temos que nl;n2' logo Al:A2'. Conclusão: VA ( P(H)
'4V( U B.)J tem cardinal idade 2 o,e.esses compactos mê-

n CA ''

trocos são dois a dois não homeomor'fos entre s{

compacta

({ s to ê

A
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11 - Teoria lsomot'fa

Esta teoria é mais diflcjl que a anterior. Durante
mu íto tempo pensou-se que o Ünjco C(K), para K mêtrjco enume

rãvel {nflníto, nesta teoria, fosse CEtl-.}Jv'lltl e junto com
'' berÜ

este, era também problema aberto deixado por Banach

C[0,1J-C([0,1] X[0,1])?(VejaEB], pãg. 185)

Djv-ídi remos esta teo ria em

a) K métricos enumerãveis

Vimos que K-E],a] para algum ordlnal a < ul ; logo7baj.
ta estudarmos isomorfismos entre os CE],a], a < u, ; se a < u a

teoria õ trjvia[, pois como vimos C]],a] é um(R., ll 11.); se
cl 2u , temos

Teorema 2.1. - Se u $ a $ í3 < u. , então CE] ,cl] - CElií31e»B<

' Este teorema fo i provado em 1960 por C. Bessaga e A.
Pelczynsk{(VejaESBA], pãg. 375 para sua demonstração)

Agora o leitor, através de cálculos simples com ordinais

pode ver facilmente que C(K2), C(K3) e C(K4) c atados em la) são
isomorfos entre s{, apesar de não serem {somãtricos entre s{(te9
rema [.]) e verá também que CE],to] / CE] ,uu](com este exemplo,

Pelcz)/nski, em 1958, em sua tese de doutorado, resolveu o probl.g
ma citado acima par'a compactos mêtrjcos enumerãveis infinitos)

PT'oposição 2.2. - Existem exatamente X, espaços C(K), com K mê

troco enumerãvel, dois a dois não {somorfos entre s{
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Demonstração: - Pelo teorema de hlazurkíewlcz e Sierpenski, bas

ta contarmos os CE] ,a], com u $ a < col, dois a dois não {somor-

fos entre s i. Como caldeu,ul] = XI,é suficiente provar"mos a e-

xistência de XI espaços CE],a] nas condições acima

Suponha que a cat'dina]jdade dos CE],a] não ísomorfos

entre s i seja menor que XI' Tomando um representante em cada
uma dessas classes de lsomorf ismos, d ígamos que ficamos com:

A = {CEI ,anlln.]N

Seja í3 ; supÍan'an} ' logo u $ cIR $ Í3 < ul

cl= $ 13 Vn e portanto pejo teorema 2.1 C]],í!] / Cll
a bs u rdo pel a escolha de A.

Mas

V n ;

A

b ) K métricos não enumerãvels

Teo rema 2 .3 Se K é métrico não enumerãvel , então C(K) c [ o , ] ]

l

a ra

h (c

e u l

lczy

P - ] ]

sto

uma

( [ o

2 a

n s k

fo{ provado em 1952 por f]j]utin(VejaESBA], pãg.

demonstração) que ignorava o problema deixado por

,l] X[0,1]) - C[0,11?)! por isso, este problema per
nos ''apor'entemente aberto''; por exemplo C. Bessaga e

{ sõ conheciam que C([0,1] X[0,1]) -- C[0,1](Ve-
dam

ãg . õl )

fusão: Existem exatamente XI compactos métricos enu
homeomorfos entre si(K. : [[,toA], 0 < À <ul s.ão

não homeomorfos entre s{, veja corolário 3.10 capTtu

proposição 2.2 mosto'a a existência de exatamente XI
, com K compacto métrico enumerãvel dois a do is não

tre si! logo a exjstêncja de 2 o de tais espaços ê

na axiomática de Zermelo-Fraenkel

3 90 P

Ba n a c

manec

A. Pe

j a [ B , P

C

e i s

a do

E

o s C

rfo s

onc

nao

l s

a

( K)

en

e l

merav

doj s

l o l )

es pa ç

isomo

{ ndec
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Jã para os compactos métricos não enumerãveis, apesar
de existirem exatamente 2 o,do.is a dois não homeomorfos entre

si , a teo rja isomorfa é unitãri a

c) K não métricos

Conhece-se multo pouco desta teor'la e hã pouca espera.B

ça de se conseguir uma classificação isomorfa, mesmo para com-

pactos de card]na]idade 2 o(veja[0], pãg. 268), isto devido

ã grande variedade topolõgica dos compactos não métricos.

Alguns resultados para classes especiais destes compac

tos jã têm sido obt idos, por exemplo: C[0,11n - C{0,11n , Vn > xn
( Vej a [P- ]] ] , pãg . 4 2 )

No capitulo l dar'emos uma class íficação ísomorfa dos

C(K) , onde K é uma classe par'ticular destes compactos, a saber''

K ê um segmento de ordinal qualquer, e talthêq.cal'acterizaremos

os compactos que são homeomo,rfos..a.,..ta.i.$... ç.spaços

o0o
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CAPITULO l

CLASSIFICAÇÃO ISOMORFA E DIMENSIONAL DOS C(K), ONDE K É UM

INTERVALO DE ORDINAIS E CARACTERIZAÇÃO DOS COMPACTOS
HOMEOMORFOS A ESSES INTERVALOS

Introdução

como vimos no teorema á..l:.do capitulo 0, C. cessa.ga e P.

Pelczynsk{ deram.uma classificação isomorfa.-dos C(K), onde K ê
um {ni:ervalo de ordjnais enumerãveis; como aplicação, dão erü

[B.P-]] uma classificação {somorfa dos C(K), onde K ê compacto

mêtrjco enumerãvel infinito,através da noção de der'ívado de umes

paço topolõgico. Neste cap:ítulo daremos um conta'a-exemplo para
o resultado lã enunciado, mostrando assim que ele estava errado
e também daremos uma classjflcação correra para esses espaços

No mesmo artigo deixam o seguinte problema: Dat'umaclas

sificação {somot'fa para os C(K) , onde K ê um intervalo de ordi-

najs quajsquet'. Semaden{(vejaESe-]])c]ass ifjca os C[0,a], on-

de ul $ c'l $u..u. Em 1975 Kis]yakov(vejaEK]]) resolve o pro-

blema; mas ao estudarmos o seu artigo descobrimos um erro em suas

demonstrações(veja lema 1.6) e/em errando/ele deixa de classjfi
car' certas classes de C[0,CE]. Com auxl]lo do lema 1.4 e corolá-

rio 1.5, apresentaremos aqui uma demonstração para os seus enun-

ci a do s .

Notação: - Seja r um conjunto qualquer. Por Ê.(1') denotaremos o

espaço de Banach de todas as funções reais ljmltadas e defjnldas

em I'. Por Cn(r) denotaremos o subespaço de l«(r) constjtuido



das funções f tais que para cada e > o o conjunto{ Y c rlf(Y)1l>e}

é finito. Por tl(1') denotaremos o espaço de Banach de todas as
funções reais definidas em I' e absolutamente somãveis

Lembremos que sendo x ; (xY).Y.r '

Se x € 1.(r) ou x ( cO(1')Jçntão ll xll : suPtlxl.l I'rcrJJ

Se x . tl(rb'"ti' ll xlll: Vjl,lx.VI.
E fãcjl ver que a densidade de Cn(1') ê li'l, se I' ê infi-

nito(lembre-se que a densidade de um espaço topolõgico X ê o mg.

nor dos cardinais C tais que existem subconjuntos de cardjnalida
de C d ensos em X).

Se a ê um nümer'o ordinalla é ordjnal não limite se tem

antecessor(denotado a-l); caso contrãrjo,a é ordlnal ljmjte. A
cat'djnaljdade de cl ser'ã denotado por ã; u denotarã o primeiro o!

dlnal infinito e u,.será (5 pt'íme'iro ordjnal cle cardinalidade Xc.r

Cada corjun5c de niimeros ordinais será convidei"ado coro espaço

xuopolõgico, com a tipologia induzida pela ordem

Lembremos algumas propr iedades básicas dos números ordi

naif (veja [K] e [S])

1- a $ 13 -:-> cx+Y $ í3+Y , VY ; cl"r $13y, Vy e aY $ í3"r , V"r

2- cl < Í3 --:+ Y+cl < 'r+13 , Vy e ycl < yÍ3, Vy Z l

3- a < B --> .yCE < yB, Vy > l

4- Vale a propriedade assocjat iva para a soma e o produto de o!

d i na i s

5- ya.yÍ3 : ycE+B e (aB)Y

6- y(a+Í3) ; yc-+y[3 , Va,B,y

Va, B,'r
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7- As funções: fa(€1) ; a.€1(a > 0); ga(E): a+ÊI(Va) e
h,.(€1) : ae (a > 1) são continuas em qualquer' intervalo de ordi
na i s

8- a $ 13u , Va Z 1 , V13 >1
9- Se a ê um ordinal limite,então ctY ê um ordinal l imite para

todo 'y à l

10- Va > 0, V13 > 0, ex êste um ünjco par de ordinais(6,€1) tais
que a = í3ó+€1 e €1 < ci.

11- ã7 : &?, Vcl, y e Y $ a-::>ã?:ã
12- Todo ot'djnalaàuéda for'maa = B+n , onde í3 ê um ordinal l i
mate e n < u.

Dado um conjunto A bem ordenado, ot'd A denotarã o ordinal

de A. Se A ê um conjunto qualquer, card A ou IAI indicar'ão a ca!
di nal i dade de A

Os s]mbo]osEn,€1],[n,€1), etc, onde E e n são números or-

dinais com n $ €1, têm significados óbvios(por exemR]o/[n,e] ê o
conjunto de todos os números ordjnais y ta ís que n É y $ e).

Se ct Õ um ordlnal infín ito, denotaremos por C" o espaço
de Banach das funções cone:Ínuas definidas no compactoE],a] com a

norma do supr'emo . Cn é o subespaço de Co! constituído das funções
x tais que x(a) ; 0; se cl Z u identiflcaremos, através de {somo!

fismo, Ca com {f c C[0,a]lf(a) = 0} ; pois neste caso[0,a]-E],a]

Definição: - Um ordjnal ci é injcjal se ê o primeiro ordinal de

cardjnaljdade ã(logo existe Y tal que CE:u.Y)
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Definição: - Uma cx-sequência de ordena is é uma famll ia de ordi

naus ('b€1)€1<a ; se y < 13 <a {mpl icat" 4,.V < (>Í3' n6s dizemos que es

sa família é uma a-sequência estritamente crescente

Defjn ição: - Dizemos que um ordinal l imite cl ê cofinal em um or

dinal À, se À é o l imite de uma cl.sequência estritamente cres-
cente de ord ina is menores que À

Definição: - Seja À um ordinal l ímjte, dizemos que À ê regular

se o menor ordjnal cofinal em À ê À; caso contrario dizemos que

X é s{ ng ula r

Observações

a) 0 menor ordina] cofina] em um ordina] ]jmite é um ordjnal

{ n{ cia] (vej a [K] pãg. 2 74)

b) Seu.Y é sjngu]ar/então"r ê ordina] ]jm]te(vejaEK] pãg.309)
c) Se À ê ordjna] ]imítelentão ] imüil ;uÀ(vejaEK] pãg. 281)

' €1''' x ' ''

Se cl $B , -a+13 indicara o ordinal d tal que cl+d=í3 (d ê

a di feren ça e nt re B e cl)

Defin ção: - Seja {Xtlt.T uma famllja de espaços de Banach: o
s:êmbolo >1.Xt denotarã o espaço de B.anach constjtuido de todasteT "

as fama lias x = {xtltcT para os quais xt ' Xt ' Vt € T e o con-

juntolt ( TI llxt.ll> E:} é fin íto vÉ: > o. A norma neste espaço

édadapor: llxll=suptllxtll ltcT}
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Se X+ = X para cada t ( T e card T = m, usaremos o sÍm

bolo m>jx ao invés de }.Xt ' também usaremos a notação x ® Y,
X, Q... o X. , etc., no caso de um conjunto finito T

€

Lema 0.0. - Se a õ um ordinal inicial, então

;) B+a6:a6 , VB, V6 , com

b) -aE+a€1+1 : cx€1+1 , Ve

6
Õ

(1 =

c) -13+ct = cl , V13,B < ct .

Demonstração: - Para isto pr'ec usamos dos seguintes resultados:

RI) aêtal queO+p=ct,p#0 :a(istoê,aéoünico
resto de a) 'se í3+cx = a, V13, í3 <a (isto é, a ê um ordjnal primo)

(vej a [S] pã g . 2 7 9 )

R2) A flm de que os únicos restos de um ordjnal cl sejam iguais

a a ê necessário e suficiente que o ordinal OI seja uma potência

de u. (veja [K] pãg. 259)

R3) Cada ordjna] inicial ê da forma wX para algum X.(VejaEK]

P ãg . 2 81 )

Agora, se cl ê inicial.apor.R3, exist
logo: B+a6 : 13+(uÀ)'S ; B+u R2 e RI

De a€1+d = ci€1+1 segue que d s a€1+1 ; se d < aE+l , então

a€1+d < ae+a€1+1 : a€1+1(isto por a)): absurdo; logolvale b). c)
segue de manei ra a nãl oga a b ). A

talX quee
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Lema 0.1: - C=-C" , Va Z w

Demonstr'açao: - Definimos T: Co -..-.-- cg pondo: Tx = x' , onde

'x'(1) : x(a))ejx'(l+t): x(t)-x(a),l l$ t $ Q

Notando que, se f3 ê infinito, então 1+13 = B, segue que

T esta bem definida(x' é continua pois é "quase a transladada"

de x em[2,c*] e x'(a) : x'(]+c*): x(a)-x(a) : 0 e T é c]aramen
te ] { nea r e i nj etora

l r(x)ll :ll x'll;suPtlx'(1)l,lx'(l+t)l} : suPílx(c*)l,lx(t)-x(a)l} É 2ll x
.tSoc t$a

l sto é l.llTll : 'Í'D 7

Definindo T'l: C0------- Ca por: T'l(x') : x, onde
x ' (l +t)+x ' (1 ) , t < a e x (a) : x '(1 )

Vemos que T'l esta bem definida, é linear, injetora, ê
i':'i""'""''""\- q n .i .. , \1l í:- .z...C . .f a

inversa de T e(l.l.T'lll $ 2.)l ;--;. ll ll,{.ll-''xllf-#.ç';7' '.A

x ( t )

Lema 0.2. - Seja a,13 z u , temos

b) Cg''"íi-C8 ® C E .
Demonstração: - Como [0,a+B] e[0,B+cí] são a união djsjunta de

[0,a] e[0,B] a) segue {medlatamente

Pelo lema anterior Ca.Ca e cB-cB , logo caocB-cgocÍI ,
mas CaQCB-Ca+B (defina f c Ca+B --.--, (fl , fÍ ) c CaQC13

1 [ 0 , cl] 1 [ 0 , Í3]

do[0,a+B] =[0,a] u[0,13]) e b) segue de

9

l fi c a ni s to { den t

cg''"B.c -''"'
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Lema 0.3. - Seja cl um ordinal {nfjn ito
a relação CY < C«, então vale Ccl < Ccl

djm dim

U
Se para cada y <-a vale

Demonstra çao: -

um subes pa ço X d

Obs ervação 2 . P

um o rdin al l ími t

s e r re pr'e s ente do

um ord{ na] fi n{ t

Ob$e ovação

e Cci, a s a b

ara demonst

e ; po{ s des

na forma Y

o, e [0,y+n

c' ! c

1. Sey <aentão CVê isométrjcoa
e r : X : { x . C'l x (€1) : 0 , Vy « €1}

ra r este l ema pode-se supor que a é

de que cada ordjnâl infinito cl pode

+n, onde y é um ordínal l imite e n é

] -[ 0 , n+y] -[ 0 , r] , temos

y+n 1. í.y

ão o ordínal de (Y'€1)e<aeigual a a
o lema 0.1. Õ suficiente provar que

1 1 ca que

aU
< c
im

{ sto é, que exista um subespaço X

tal que XkCa'. Seja N um número {n-
esde que o espaço CaN ê lsomêtrico a

um subespaço XN do espaço X tal que
transformação l ínear U do espaço XN

Ouse rvaç :0 3. S

([ - Y'E). De

a hl pote s e do l e

e Y > 0 ent

acordo com

ma 0.3. {mp

a

cO d

s e ê fal s a ,

tente k > 0

fi xado. D
U

Ca , existe
exi ste uma

e

Supo nha que a te
a

de CO e uma cona
te{ ro at.bi trãri o

um subespaço de

XNkcaN , -isto ê ,

sobre CaN tal qu

( 1 ) x ll s l U ( x ) l Ékllx Vx ( XN

flostraremos que isto é imposs:ível para N > 4k e então

seg ui rã a tese do l ema
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Seja yO c CaN a função identicamente igual a 1; x0=U-l(yO).

Seja YI com-YI 'aescolhjdo de tal modo que lx0(t)l < 1, pat'a

t >YI(tal numero existe porque xOc CO e aé um número ordjnal
l im{ te )

Escrevemos AI. : (aN-L

EI,d

(e+1)] pa ra 0 É €1 < a Logo,

Seja YI : €1<aly ' CaN: y(t) é constante em A!}. Obviamente YI ê
11 4

um subespaço de Ca'' e YllCa(2)(pois, pela Observação 3. , o ot'di-

nal de (uN-l€1)0É€1«a ê a)

Agora provaremos que existe um elemento xl em XN e yl em

YI tal que xl : u'l(yl), llxlll É llylll : le lxl(t)l < it.;l para
t $ Y.

Para cada x c Cct seja P:Y.(x) a resta'ição da função x ã

exatamente, P.(x): z, onde z € C ' e z(t) : x(t)
Y

l[ 1 , à'l

pa ra

Consideramos o operador; P. U'' do espaço YI no espaço C '

Po r ( 2 ), e u sa ndo que

Y

l

c"l « c" ,
dim

este operador não pode ser isomorfjsmo de YI em C '; logo, não
podeexistjrM>0tal queMljyjl É llPV.U''(y)ll, Vyc Y; pois,

caso conta'ãrjo, PY.U'l seria um isontorfjsmo de YI em CVI c Ca
Assim, d eve exlst{ r y ( YI tal que

i-*. -7q)l« N:hll vl
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ll : lEm particular, podemos escolher' yl c YI tal que ll yl

u-l(y, )ll « xh-

Coloquemos xl: U'l(yl) e então obtemos:

suPlxl(t)l : llPVI(xl)ll : llpl,iU'l(yl)ll < NI

e por (1 ) temos:

xÍll S llU(xl)il: llUU-l(yl)ll : llVi

Seja EI um numero ordinal tal que jyl(t)l Z 1 , Vt

(€1l existe pois ll y4 ll = 1 ) e consideramos a nova família de
te aval o s

A€1:(aN-lEl+aN'2E],aN-l€1l+aN-2(€1+1)] par'a 0 $ € < a.

Então , cl altamente ,

' «! ,

i n -

«!.

SejaY2=0$E<a Ca: y(t) éconstanteemAÍ ey(t) =0,
vt, t & aJ} . De mine ira análoga ao que fo{ fe ito acima tem-se

Seja y2 com "rl < y2 < ci escolhido de tal modo que

xl(t)l < 1, Vt, ti. V2 ' DesdequeCaê isomorfoãY2' exis

tey2 ( Y2 e x2 € xN tal que x2:u'l(y2), llx2ll $ 1ly2jj: l

e lx2(t)l <NI para t $ y2(use um argumento análogo ao da ob-

tenção de yl)

4
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Agora escolhemos ei2 com jy2(t)l Z 1 , vt , t € AgZ' etc

Repetindo este procedimento N vezes acharemos elementos

,xN; yO : U(xO),...,yN ; U(Xn), ordinais

Y 0 < YI < -.. < Y N '

x 0 ' xl

e i nterval os

':. , ': : «Í:... , "~A 0

ta{ s q ue

(3) llxkll É l ,lxk(t)l< N.i:l-, vt, têEvk,vk+l) , yk(t):ak

consta nte pa ra t ( A k ' onda ja kl Z -l k : O ,l , ,N

Coloquemos ck ; sgn a k e

CZ
k:O

desde q ue

N

AN: iÍ:'lAk ' existe to € Ak ' Vk, k:0,1,2,...,N

Temos en tao ,

N N N
lklockU(xk)ll : ll k>lockykll Z ll k>lockyk(tO)ll

.}.l..l ; ?a-
por outro lado, por(3) e peão fato deErk'Yk+l] serem

disjuntos para k=0,1,...,N-l,N, temos lxl(t)l < Íql, para todo
t á a.exceto para um lndjce i , i=0,1,...,k

N

.}.'-;*(4) ll u(z)



D e ll x kll $ 1 , c o nc lu amos

) ll Z ll S 1 * N .lr4:-í «

ortanto de (4) e (5) vem:

Lema 0.4. - Sejam a e lz ordinais infin"itos
Ca tem menor dimensão

D.elnaJls.:E:ra:.ção: - Sabemos que a $ B -::::> Ccl É C13
dim

Suponha que Ca.= CB , e consider'emos al o menor ordinal tal quedjm

c'l : c'
djm

, val e
a

CY < C ' ,
dim

an ter'{ o r' , temo
Q

c'l« c''
djm

CÍ3dimCccd.imCctld.ímCal ' e devemos ter í3 <aq

se co n traria ,

Cf3 . e e n tão C B < C13 !
dim d ím

u ,.,u. ahçlirdn p n l ema esta demon

u ll z ll u allz -} » k; absu

2

rdo

Ente)

< aYEntão
l

)

] emausando S0e

Lo

pol s)

ca

strado AB < amas
l

( 5 )

Po

A
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Lema 0.5. - Sejam {Xtlt.T e {ytJt.T duas fam:íl ias de espa

ços de Banach, se existe K tal que Xtkyt ' Vt ( T, então

(.>1.xt) 5 (.E.Yt)teT ' t(T '

Demonstração: - Para cada t ( T, seja Jt: Xt --'-- Yt um isomo!
fismo tal que llltll llltlll s k(que podemos supor sem perda

de generalidade que llltll =1 , Vt € T), definimos

YJ X t tt.;Ttc'T
P ot"

J( {xt {Jt( xt) }t . T
segue o l ema A

Lema 0.6. - Seja {Xs,t} uma famllja de espaços de Banach en.g

melados pot' elementos do conjunto S X T. Então

s>lS ( t !TXs ,t ) rx s ,t l t >lT(s >lsxs ,t)(s ,t; !S x

Demonstração

a nato go

Provar'emos o pr'imejro ísomot'fjsmo; o segundo é

Para cada s € s, definimos ys: tETXs,t

s.S(t>lTXs,t) : sllSVs ' e c'focamos

l ogo

J( {ys }s.s ) {xs ,t }(S , t ) S x T '
{ s to s e

ys : {Xs,tJtcT ' S c S.

E facilmente se verifica aue J ê o isomorfismo

desej ado A
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Provaremos os segu antes teoremas

Teorema 1. - Sejam €1 e n ordinais de mesma cat'dinalldade, € s n
e a o ot'dinal inicial dessa card ínalidade; assumiremos que
oc=u, ou a õ singular ou €1,n : ac. Então são equivalentes:

l Q) C€1-Cn

2Q) C€1 e Cn têmamesmadjmensão linear

3Q) n < eu

Teorema 2. - Seja ct um ot'dinal regular não enumerãvel, e

e[,n ([a,aa]. Sejam e',n',Y,6 ordinajs ta is que €1 = cl'('+Y ;

n= a.rl'+6 ; €1',n' $ci ; y,6 < a. Então são equivalentes:

1 9) C€1-C n

2Q) Ce e Crl têm a mesma dimensão linear

3Q) €1' e n' têm a mesma car'dinalidade

Obser'va çÕes a) o teorema ] foi provado em [B.P-]] no caso

b) Semâden'ip ([Se-]]) mostrou que ]Q 't-+:' 3ç) do teorema 2 vale

para or'dinais €1 e n no intervalo [ul'cül 'w)

c) Se C[0,a] -C[0,B], então tl(FI) , onde lrll ; ã e 21(r2)
onde ll'ol = B são isomorfos, isto por serem r'espectivamente

os duais topo[õgicos de C[0,a] e C[0,13].(vejaES.B.A] pãg

412); donde concluímos que ã= B.(lembre-se que se Ffor um

conjunto {nfinjto, então a menor cardinaljdade dos conjuntos

que são de nãos em !i ( r) é l i'l )



23

Prova do teorema l

Precisamos d e vãri os l emas

Lema 1.1. - Sejam ci,y,B ord ina is, y ordinal l imite, a < y,

-cx+y = v e X: [cl,y] -----' [0,B] uma função estritamente cl'es

cente e cone:ínua (cuja notação será a indexada) tal que

Xa:0 , À :B e -À€1+Xe+1 ê infinito VEI, € € [a,y). Vale

's - 'z «::«..I'*:**:*'

Demonstração: - Seja X o subespaço de cg constituído das fun

ções que são constantes em cada {nterva]o(À€1,À€1+l], €1 éEa,y)
e )' o subespaço de c8 constituído das funções que se anulam

nos pontos À€1'€1 c [a,y). Mostraremos que CÍ3 - X ®Y

De fato, seja z € C8 e x a função ein[0,Í3] igual a

z(ÀE.l) em cada {nterva]o(Àe,xÉl+l], com x(B):0 e x(0):z(0)
É claro que x é cont:ínua e pot'tanto x € X. Escrevemos

y = z-x. E evidente que y é nula nos pontos xÉ:+l '
E alce,y) e no ponto 0; se €1 ê um ordjnal l im-íte no intervalo

(a ,y ] , e ntão

y(À€1) ;y(ljmÀn+l) ; l imy(Àn+l) = 0, isto é, ye Y

E; claro que maxÍjlxll ,ljyjl}.s 2llzll e

zll S llxll+llyll $ 2 max {llxll,llyll } ; logo co

Desde que a relação X:.Cn'''' = CÁ ê óbvia, completa.

nova mostrando quePremos a

Yct+'Y
C

00
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Y «se«'vc.Àe'''Àe'''1 (*)

Para cada y € Y e €1 ( :1a,y) denotaremos por yE a
função que coincide com y no intervalo (Àe,À€1+1] e se anula

fora desse intervalo. E fácil ver que ljyjj= supjjy€1

Afia'mamoa que (y€1)aS€1<Y pertence ao espaço da direita de (+)
caso contrario exisitim E: > 0 tal que o conjunto

{ei c [cl,y)l ll yeill f Z e,} seria infinito e portanto facilmente

consegujrjamos uma sequência €1l < €2 < ''' no intervalo
[cl,Y) ta] que suplly(t)l it e(À.,À;)} z c: e consequente

''n ' n+l

mente y(À€10) # 0' onde €10 : Sulen : absurdos
l med i a temente . A

(+ ) s eque

Corolário 1.2. - Seja u um ord mal infinito e y um ordinal li
m{ te. Se Y ;u ou Y+p =p , então

'B'"

Demonstr'açao - Aplicando o lema 1.1 ã y-sequência Àe=p'€1,

0 $ €1 < y, obtemos: CP' V - CY0 O ?>lCIJ , logo o caso y:u ê

Óbvio. No caso v+u =u, pelo lema 0.â,.çb0 temos

CY0 ® CO - C0+u = CO. e portanto

cvo Q y>lco - cv ® Cu © r>lcuo - Cu Q y>lcu : v>lcu , o que completa

a p rov a do co rol aria. A
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Corolário 1.3. - Seja a um ordinal inicial e y um ordjnal

limite de card]na]idade menor ou igual a ã. Então existe um

subconjunto M do intervalo[2,y) constjtuido de ordjnais não

1 { mi tes tal que

cl}
Y

Demonstração: - Primeiramente obter'emos um ordinal B s a coa

nal em y através de uma 13-sequênc ía estritamente crescente e

contínua em [0 , B]

Seja 13 0 menor' ordinal cofinal em Y (logo B é inici-

al , e por'tanto.pde B $ 7 $ ã, temos B É ct): através da B-seque!

cla está'itamente crescente A:(+€1)€1<B(podemos supor 'b0 e 4'l
ma topes que 2) em particular Ó:[0,B) --------A'[2,Y) ê uma

função estritamente ct"escente e sobre A

Seja B = {X+llX € A}, logo f: A -----* B tal que f(À)=À+l

ê estritamente crescente e sobrejetora. Se C ê o fecho de B

na topologia da ordem em[2,Y), então a função

g: C-tY} ----» B-tmim B} , que associa a cada À c C-ty} o ot"di-

nal mjmÍ€1 c BIX < €1} satisfaz

1) Estãbemdefinida, pois VÀ <y, exjsteec Atam que
À < EI <Ye então ê;+l € B e À < (+1.< y. obviamente,

mim B < g({mim B}) e logo abaixo mostraremos que ela é estro

Lamente crescentes logo, mim B < g(À), VÀ € C-lY}

2) [ estritamente crescente. Se ÀI'À2 ' C-{ y} com ÀI < X2 '

então existe €1 € B tal que XI < 1 S À2 ' logo g(ÀI) $Él$À2« g(X2)
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3) É sobrejetora. Dado e+1 ( B-Ímim B}, com ÉI € A, seja

ÀO = suplÀ € C-tYljmjm A < X $ eJ; como C é fechado segue

que ÀO ' C-lY} e facilmente vê-se que g(ÀO) = e+1

Sendo, agora, homeomorfismo estritamente crescente

de B em B-lmjm B}, a função h=g'l pf$: [0,B) ------ C-]Y} ê
estritamente crescente e sobrejetora , portanto a funçã
X: [0,B] ------' C, dada por: X(€1) : h(E) se €1 < f3 e X(B)

ê estritamente crescente e sobrejetor'a

Afirmações: 1) Se €1 $ 13 ê um ordinal l imite, então

*: : Ê!! .*

Isto segue de: se ril < n2 ' então xn < Xr12 e de:

dado âO < X€1, suponha que {n < elõ0 < xn < Xe} seja vazios
consideremos então 61 = supÍXnln < €1} , (SI $ (50 e (51 c C

(C ê fechado). Por consegu ante existe nO < € tal que 61: Xrt. :

logolforçosamente devemos ter 61 < Xnn+l < X€1 ; absurdo.

2) Se E1 < 13 é um or'dinal não ljmlte, então xr é um ordinal
não l imi te . Isto ê cl a ro

Finalmente, apl icando o lema 1.1 ã sequência

(X€1)0S€1<ii onde À0:0 e À€1:ci 'Ç' para €1 > 0 e usando que

.clX€1+clX€1+1:aXEl+l (essencialmente é o lema 0.0.b) ) obtemos

.8"- '' . :}.4:*' ; .g . '8*' ' ..}...g*'.'

De í3+a l:olXI (lema 0.0 a) ) e do lema 0.2 temos CaY - €1<í3CaXe+1:u.MCaU

onde M = {X(i+llei < 13J; o que prova o 66''uáau,c'. ' A
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Lema 1.4. - Se a é um ordinal injclal singular', então existe

um ordjnal í30 cofinal em a, através de uma B0-sequência es-

tritamente crescente e continua(ie)1.e.B. , onde BO ' ie,
V€1 e ir. õ i n { c i a 1 , Ve

Demonstração: - Seja BO o menor ordinal cofinal em a (portan-

to BO é inicial e BO < a) e suponhamos que isto se realize a-
través da B0-sequência estreitamente crescente (VP)l<u<B

Sendo cl=uO 'ara algum ordinal l imite O, temos que l.!m mD= uO;

logo ex êste nO < O tal que BO < uTlo < a

Sejau0 omenor ordinal tal quecon0 < YU0 < a . Como

BO ê inicial, vale que B0: -po+íio {.e u0+B0: í30 '(veja lema

0.0 c)). Definjremos uma B0-sequência(l€1)1<€1<B. de ordena ís

{nicjals por {nduCão transfinita

{l ê o menor ordina] inicja] pertencente ã (]rU.,a]
Supondo definidos (i€1)1<€1<P ' p<B0

0

Se p ê um ordlnal não I'imite, def'in'amos 'in como sendo

o menor or'dina] injcja] pertencente ã(max]ip-l' Yun+(p-l)}'a]

Se p e um ordinal l imite, definimos {P: suP i6

E então dar'amente (i€1)1<€1<130 tem as propriedades

a ) i € < a , V l <Él<B0

b) 'i€1 < {€1+l ' V 1 < € < Í30

ylJ0+(e-l) ' ie' V 1< € < í30 e É; ordjnal não limite
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d) se p ê um ordinal l imite, p < BO ' então iP

e) l. {.q iÕ
' 0

f) BO < uno < 'i€1 ' , 1 < € < BO

E portanto ela satisfaz as exigências do lema A

Co rol ã ri o 1 . 5

êo] ocamos í0:0 e iB0

Sejam c*,BO ' ({e)1<€1<B0
Então vale

como no lema 1.4.;

-. .:ê« '..;:*'.
Pçmonstr;ação: - Definindo À€1

mas 1 .1 e 0.0 temos

.g . .'' ' .::!' 'i::*::*'

..:' * .:' ' .«:z'.

BO e usando os l e

.:' E+l

osE«Bo

130+'iEl+l . C
l

C 0
00 .«:ê'..;:*'

,.:' ' .«}«'.

j
! E c00

O$e<BQ

A

Lema 1.6. - Seja a um ordjnal inicial singular. Então
a

CÕ

Antes de demonstrarmos este lema, daremos um contra

-exemplo para um argumento usado em [K.i] pãg. 229, na demons

tração do mesmo
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Não é verdade que s e a:uY é singula r, então Y $.uY

Exempl o

n Z l

Co nsjderemos a sequência xl co e Xn+l : u- '
-'' ' " n

Seja À = suP Xn e considere a = uX' ct ê singular'

pois llm c-h = uX e u < uX ; mas X=uX pois

suP xn+l : suP cox : uXn ''' ' n ''n

Pglpqnstr'ação do lema: - Seja (i€1)1<€1<Bn como no lema 1.4. e

colocamos i0:0 e iBn = a. E tomemos 0 $ í3 < B0' Def inamos

À€1 : {B+l'€1 , 0 $ €1 < a e obter'vemos que iB+l'a:a, pois

« : '.*. '': !!E.'.*.'': :.*.':!T'. '.*.'': : ..,!'ÊT'. ::*'
Pelo l ema 1.1 temos

Cg - Cg e 0:e.aC0{B''"l' -'"lB...l(E+l) CO ©ã

Po rta n to (pel o l ema 0. 5)

.:.!'o 'g';iF. '00 $13<Í3 0

Sendo m:ê0(logo m < &), temos pelo lema 0.6 e coro
l ã rj o 1 . 5 .

« E 'il cg Q ã E cg cg (i)
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] imi te'l u { o }nEJviaS oçlaiii n -- LPjv = p " POJ ç; u'u p ' nlp çi

Então

B0+iç+j : iE+j V€1 ' B e l É j < co,(po is

IE+j-lBC : iii+j-l'B0 : ie+j-l « iE+j e então

le+j-lBo < ie+j ; a igualdade segue do lema 0.0)

Pelo cor'ol anjo 1 .5. temos

'% - .}..I'*'
xll (cox'''l Ó :sj«'»cox'.j-l 'Bo'lx.-j

.Bo+ie+j . m >1 cle+j-l

(isto pelo corolário 1 .2, lema 0.â, e de Íi0+ie+j-
temos

'8 - *..:.l**'

*}...:**'

*}...:**' ' ,:}..'
*.l,'".i;,« 'l**b - q*2:. .:,« '

E c 8: ( 1 1 )

l

m

( 1 1 )( 1 ) o l emaDe e se gu e

j =

ei +j - l

l 'B0 : IE+j <=

E como

l r\ /q f\ vn /\
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Lema ]:ZJ: - Seja ã um ordinal inic'ial e Y um ordinal de cardina
cidade menor ou igual a a, Y Z 2. Então:

'« . 'v

pG '' \'' F(I'
'0 ' " z. '0

Demonstração: - Seja íi tal que B $ a; apl icando OClzLallgliu'1.2. com

p : aB el':a(se B:l, u:v ; se B>1 então a<a13 e pelo lema

0.0 ' Y+p : u) temos:

B+'l B

'g ( s e 13 à l ) .

Desde que(&)z = a , pelo lema 0.6 temos:

(a E C8 ) - a E cg - cg (se B Z l) (**)a

Com isto provámos o lema para o caso y o rd{ n al não l emite

Agora, se Y é um o)"dinal l imite de cardinal idade igual a a
e M o subconjunto do enter'vago [2,y] mencionado no coro]ãrio 1.3.,

segue d e ('v*) e do l ema 0. 5 q ue

cgt
U

-iln c: :e;..." C: e o lema esta

completamente provado A

Lema 1.8. - Seja a um ord ina] in icia], E ([ct,az],

el=a€1'+13,ronde e' $ a e 13 < a. Então
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Oemop$Ç!!ção: - Notando que B+ae' : oce' ,(pois a S ae' e

então aE :a+r , logo: í3+aE' : B+a+r:a+r :c*€1'(lema 0.0)) e

portanto/pelo lema 0.2 temos

E

CÕ
ae '+B a€

CC C
000 f

r c r" v' Q v Q n rl n F'i

di n al l imi te , v em

onde n < to e eiA ou eÓ ê um or

Se eO ; o/ então n # o e cõ'n : C0+'''+a : il E Cg

Se €10 # 0 e n = 07então o lema segue do corolário 1.2

Se €1Ó # 0 e n # 0 temos pelos casos antes'fores que

EÓ E cg -- ã E c8 {;t. ê

c8 : t' }l c8 que prova o l ema A

Demonstt,ação do teorema l

Suponha que cl,€1,n satisfazem as condições do teor'ema l

É evidente que IQ -::> 2Q ; a impl icação 29 -:=' 3Q é o lema 0.4
Móstraremos que 39 -:> 1 Q

Prime ir'amente assumjremos que €1,n : a2 . Seja

y=suplolaO É l} ; lembrando que O $ aO $ €1 segue que Y É a e

Y 2 2. D ividindo E por aY obtemos €1=clY.À+õ, onde À < cle

õ < aY. De € <-aY+l vemque n < eu Éa( Y+l)u: aY'ulpois

(Y+l)u : (Y+l)+(Y+l)+ Y+ ( l +'Y ) + ( l +'Y )+

Y+'Y+ ... = ''í'to
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Seja i o maior' ordinal (que ê necessariamente finito)

tal que aY' i É n. Dividindo n por aY'l obtemos:

aYiP+B com u < aY e 13 < aYi

Afi rmação Para cada or'dinal finito p e para cada v < aYtemos

.;*''.« cg" (**')

De fato:

Se v=1 . Po r indução se bre p.

fe p=1(*'''*) é o lema 1.7. Supondo a val idade de(+++)
para p, temos, pelo corolário 1.2. que:

c8'"' p'''' ) 7 E cg"'p

Pois,se p=1 então clip : aY . se p > l

clr + clip : aY(l+aY(P-l)) : aY.aY(P-l) : c,cYP (lema 0.0 a) )

Como Y $ ã , vem que aY
indução e l ema 0.6 temos

Usando a h{ potes e de

G E cg'': la: >1 cg" c8"

Se v é al-bitrãrjo então v=Ê+q , onde q < u e t=0 ou

Ê é um ordjnal limite
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Se 1,=0 o resultado desejado segue imediatamente; caso

contrario pelos lemas 0.2 e 0.6 e cor'olãrio 1.2(a não ser que
q=0) e ainda pelo que fo í feito acima

YPYPa " - i E cilcõ ® q E

(i*q) } (a >1 cg )

(!+q)a }l c8 :' ã }l cg

0 que completa a. pt'ova da afirmação acima

De B + aY'ip : aVtt (pois sendo aYj É aYlp , existe d

tal que aYl+d = a'Ylp . Logo B+aYlp ; B+cxYÍ+d : clYl+d = agIU

(a penãltlma igualdade devido ao lema 0.0 a) ). e da afia'mação ac.!

ma temos

'B
Y{$''''. cC U

00 c8" (iii).

Analogamente Cç'

De(111) e(IV) e o lema 0.1 segue que Cn

Agora seja a = u ou a um ordinal singular, E cEa

provaremos que CO - CO o que completara a prova do teorema
(de fato, disto seguira que Ca' - Ca , portanto, se n < Eu

n Z Q2 segue pela primeira parte da prova que Cn - Ca' . Ca

c8 (l v )

0 caso

Se €1éEa,az), então E= unam com n < u e m < cü; pelo
l ema 0.2, temos
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cE . c""' - 'uo" - « E ''8 .
Mas n E cow - CW : para isto defina

(xi)Osi<n.l ' n >1 Cu ----'- x : (bJ)0SJ.co ' Cu , onde

o :ç { < n-l , o $ j « «, , se(x.i):(aq)0Sj«.ü

Se \ = coz, pelo corolário 1.2 temos

c8': - c8" - a; E c'8

Mas ã : c8) C 8) , pa ra is to d efi na

(x.i)0$.isco' u }l CO ---'-"- x € COu , pondo

x:(aO,al,aO,a2,al,aO,a3,al'..) , onde xj :(a.i)O$j<u'("Desenhe"
uma "matriz infinita" com aux:fito dos á'l , onde { é linha e j ê
coluna, para melhor entender essa apl ícação)

0 caso a 'ót''»qc,l,Sla,q.,

Se m $ ã, pel o lema 1 .6. temos

COa - ã >1 CO - m >1 a(}lc8) - m E C8' e então a relação CO

gue do l ema 1 .8.
Ca0 se

A

11 - Pt'ova do teorema 2

Definição: - Seja X um espaço de Banach, cl umordjnal regular não

enum.erãvel; por Xa denotar'emos .o conjunto dos F € X'ü:'' (b ídual
de X) tendo a seguinte propriedade: para cada ordinal l imite
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6 < oc e para cada B-sequência (f€1)€1<Í3 de funcionais lineares

cont:Ínuos em X que satisfaz a condição supllfetll< " e é con-
vergente para zero na X-topologia de X*(isto é, l im f€1(x) ; 0,

Vx ( X), temos a relação l im F(f.)
F -). t3 '

: 0

Observação: - E clara que cX c X. , onde cX é a imagem de X em

X+t, att'avos da imersão canónica c. Além d isso, X,* ê subespaço

fechado (na not'ma) de X**. De fato: seja IFn)neÀ/Xa ' F. ' F e
(f€1)€1.B ] imitada;com ljm f€1(x): 0, Vx € X, então o t"esultado

segu e de

11 F(fCI)ll Éll Fn(fC)il +ll F-Fnll . suPll feil

Lema 2.1. - Seja X um subespaço fechado do espaço de Banach Y

Então Xa/cX é isomorfo a un] subespaço de Ya/cY

Demonstração: - Denotando por i a imersão de X em y, temos i++

(Xa) ' Ya' Com efeito, sejam F € Xcl'13 < ct e (gê;)€1.B uma

B-sequência em y* com (g(1)€1<Í3 limitado e ljm gE(y) : 0 , Vy € Y;

então(i*(g€1))e.B é uma B-sequência em X" com({*(g€1))e.B ljmltâ
do e ljm i':(gE)(x) : 0, Vx ( X. Logo l im it*F(ge):1lm Fj*(g€1):0[-B ' e-B 'E,B '
e po rta nto i +t( F) c Y

É dar'o que j:e''(CX) c cy . Logo, podemos passar o

open'odor i:''+: X.. -----» Y.. ao quociente, obtendo o operador' linear
con tÍnu o T: X / c X ------ Y / c Ya' a

Mostraremos.Jagor'a,/que T é injetora,
versa(definida sobre sua imagem)ê cont:ínua

a

e q u e a s Lia i n
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Para ver isto ê suficiente provarmos que não existe

F ( Xct satisfazendo as relações: d(F,cX) > le d(i**F,cY)< '
Com efeito, dai segue, por um lado/que se F ( Xa-cX, então exi.!
te X > 0 tal que d(XF,cX) > 1, donde d(iJ'*ÀF,cY) 2-t-, logo
{t'vF & cY e portanto T ê injetora. Por outro lado,

F € Xa'll j't+F + cYll < 1 :=> ll F + cXll É 1, donde T'l é conta'-
riiJ d

Suponha que exista um tal funcional F. Tomando y € Y

com ll it*F - cyjl < i,então d(y,iX) >-T' po is lembrando que
i++ é isométrlca soba'e a imagem, temos

1< d(F,cX): infll F + cxll: infll i+"(F + cx)
xc X x( X

ínfll i"''F + i*''cxll = d({''*F,i**cX)
xc X

$ d (j ** F ,cy ) + d (cy ,'i'''''c X)

De d(i*''F,cy) < -;- segue que d(cy,i*+cX) > 2 , e então

c(y + l x ) llcy + cj x ll

d (y , j x )

y + jxll , Vx . X, isto

Pelo teorema de Hahn-Banach,ex êste f ( Y't tal que

lfll:l , f(ix) ; 0, Vx' X e lr(V)l : d(y,iX) >-} ; mas neâ

te caso i** F(f) : F(i';(f)) ; F(foi) : F(0) ; 0 e portanto

f(y)l: jcy(f)l ; l(cy-i*tF)(f)l s ljcy - i*+Fll< i; absurdo
A
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Lembremos que:(veja SBA pãg 412) , se y é um ordinal,
todo funcional linear continuo em CV é da forma

Ç.bY '': lx*(x) : .>1 a€1x(o, vx € ei, onde llx*ll: E;.,lja€1ll« "

Logo, podemos identif icar(C')J' com 1l[0, v], o espaço
de Banach de todas Y-sequências emIR absolutamente somãveis.

E todo funcjona[ linear cont:Ínuo em Êt[0,Y] ê da forma

x+(x) : .>1. b€1aEI ., onde x:(a€1)tlS.V e syp ll bela < "
E $'v ' ' ' ' ' ' €1

Logos podemos identificar' (Cv)+" com 2.[0,y], o espaço
de Banach de todos Y-sequências. rea.is e l imitadas

Defin ção: - Se2Ay # um ordinal qualquer e oc 1lm ordinal regular
não enumer'ãve] ; por ma[0,Y] denotaremos o subespaço de 2.[0,y]
constituído das funções f com a propriedade: para cada ordinal

[jmite B < ct e para cada í3-sequência(À€1)E<13 de pontos em[0,v]
que converge para À ( [0,y], quando €1 ----,- í3 , temos ] im fO..):f(X)

Não é djf[cj[ ver que mcl[0,y] ê o subconjunto de Ê.[0, Y]
das funções f contínuas em todos os pontos >. de[0,y],tais que

existe um ordjnal í3 < o! , Ílcofinal em À . Logo/se a > y , então

m,.[0,y] = CV ; se y=a , devido a regularidade de a,m,.[0, r] é o
subconjunto de 2.[0,1'] das funções f contínuas em [0,-y)

Definição: - Seja v um ordinal qualquer e a um ordena.l regular

não enumerave] ; por A:l denotaremos o subconjunto de[0,Y] consta
tu[do de ord]nais ]jmites que nao sao ]imjtes de conjuntos de

cardinaljdade estritaillente menor que ci.
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Lembremos que CO(CO,Y]),(CO(Act)) denotam o espaço de

Banach das funções reais f,(g) definidas em[0,Y],(A.,,) tais

que para todo c: > 0 os conjuntos {e c[0,Y] ] if(ei)l > c},

({e € Al; l Ig(ti)i > c})são fin itos

Lema 2.2. - Seja g € m...[0,y]. Então para cada ordjnal limite

Àe[0,y], existe o l imite Õ(X): llmg(€1). NÕs escrevemos

i(À): g(À) para ordjnajs Àe [0,y] não ] imitei A função i ê

contínua e a função h=g-i pertence a CO([0,y])

l

Demonstração: - Se ex êste B e[0,y] ordinal limite tal que não

exista €1lm g(EI) , então (g(€1»€1<Í3 não ê de Cauchy; logo/podemos

obter uma u-sequência está'itamente crescente de ordjnajs

el1 «(2 ' ''' tal que Ig(ti21) - g(€2.i.l)l 2 É:, {:1,2,..., para

algum É: > 0. Seja BO ; sup€1.i ;. logo ljm €1.i : íl0 e u < tol '

mas não existe ]im g(€1j), o que é absurdo, po ís g ( mu[0, Y]

[j ê contínua em[0,Y] , po ís caso contrai'io existir'jam
13 ordinal limite e E: > 0 , tal que para todo (5 < 13

< €1 < B com llj([i)-lj(ís) 1 > c

Consideremos L : {ÉI < iil €1é ordlnal limjte} . "remos:

13 ( [ 0

ex{ s te

1. Se L ; g ou se €1n = suP L < 13, temos

i(ii) * limo(€1): 1img(€1) : 1jmg(ÊI) ;

l$o«e-''ÍI €1o<il-''B É1 -13

a bs urdo pel a de fi ni ção d e g
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2. Se eo ; sup L : 13 ; para cada ec L , ex iate O€1((€1,B),
com li(oi-) - g(B)l > c: ! pela definição de g, podemos supor sem

perda de genes'aljdade que O€1 õ ordjnal não limite, logo

Õ(B) #!jU êl(Ot): !im g(0€) : 11Eg(O) ; absurdoEl-',Íi '' E'»Í3 ' 0'F13
Ec L Ec L

peça definição de ã(B). Logo Õ ê contínua em[0, Y]

Suponha que Aç: o conjunto dos ord mais ] im item í3 de [0,Y],
tais que lljm g(€1) - g(B)l Z c fosse infinito para algum E: > 0.

Então A, tet'ia um ponto de acumulação e disto conseguir:Íamos uma

u-sequência está'jtamente crescente í31 < B2 < ''' ' com í3{ € Ae para

todo 1 < u. l)eflnindo í3o : {up Bi ' teríamos ljm g(B{) : g(Bo),
pois g € m.. [0,Y]. Por' outt'o dado, como B{ € Ac' existiria

tl{ c(í3{.I'Bj), par'a lz 2 tal que Ig(eij)-g(B.i)l 2 ;(*) .

Mas/entãolter:Íamos l im €1j = ljm 13.i = í3o e portanto

ljm g(e:): g(B.). Passando(") ao limite, tet':Íamos
l v

l -» (D

0 = Ig({so)-g(Bo)l z2- , o que é absurdo. Logo Ac ê.finito,
VE: > 0 e h ( C.([0,'r]) À

Observação: - Se ct for' um ordinal regular, com cl Z ul e
g ( m...[0,Y], então vagem as conclusões do lema 2.2. , po is
m [0,y] c m [0,Y]

a' ' '' ul ' ' ''

4

Lema 2.3. - Se a ê um ord iRaI r'emular não enumerãvel, então

(C 'r)a = ma[0, y] , V 'r
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Demonstração: - a)(CY)a' ma[0,Y]. Seja Fc(CY )a e sejam

B < a ordina] ]jmjte,(À€1)e<B uma B-sequência em[0,Y], ta] que
lim À. = À. Definimos x; e(CY)* por: xÍ(f) : f(X€1), Vfe CYE-,Í3 ' "€1 ''e '
Então, x; pode ser identificado com o elemento de 1l[0,Y] que ê
igual a l na coot'denada de :Índice Xr e 0 nas demo is. Portanto,

lx, ll =1 ,V€1 ecomol imÀr.=À,segueque
" €1 €1-''Í3 '

llm(x{ -x{)(f) : llm f(X.)-f(À) : 0, Vf c CV. Como Fe(CY)ale-,íi "€1 " e-''B ', ''
segue que l im F(x{ -x{) : 0, isto é, l im

el-''' Í3 "€1 '' €1-'' Í3

Sendo(C'r)a ((C'r)*" : Ê.[0,y], segue que F pode ser
considet"ada como uma função ] imitada, defjnjda em[0,Y] e que

F(x{) : F(X.) -----* F(x{): F(À), por'tanto F € m,.[0, Y]
A ,.. C, A

r(xi)

b) ma[0, y] . (CY)a' Seja g c ma[0, Y], 13 um ot'dína]

llmjte estritamente menor' que a e (r€1)e<B uma B-sequência de
zl[0, y], ]imítada na norma e convergente a zero na C'-topo]ogía
Provar'amos que l im g(r.) ; 0

É1 -> (3 '

Sejam lj e h funções como no lema 2.2.; uma x/ez que
Õ( C Yc(CY) , 1; suficiente mostrarmos que llm h(r.) ;0

Para ôsso, sejam A : {À c[0,r] l h(À) ,' 0} e

{À ( [o,V] l rr.(x) # 0 para algum €1 < B}

Então card B < ã(pois o suporte de cada t'r Õ enume-

rãve], B < cte aê regular) e portanto nenhum ponto do conjun-

to A é ponto limite para B(pois, se a c A , l\à. c B e(bê;)e<B
~ ''!. o .. ' '

converge para a, quando € -' í3 , então peça definição de mci[0,Y]
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segue que l im g(b;) ; g(a) : Õ(a) e por'tanto h(a): 0; absurdo)

Logo, cada ponto emC = A n B ê isolado no conjuntoB

então,se À ( C, existe (5 < X, (S ordinal não l imite tal que

(6,Àln B: {X}, {stoé,rt(O) ; 0, VO, 6 <O<À. Sejafc C'

definida por: f(o) : l se 0 $. 'S < À, f(o) ; 0 caso contrario.
Logo

e

rE(f) : .E..rc(O)í(o) : re(4)' O$Y ' '

E consequentemente l im rC(X) ; l im r€1(f)e*6 ' e,B '

Finalmente,sejac>0eCI :lÀ(C jh(X)l àc}.

Pelo lema 2.2., C{ õ finito, portanto ex isto n < B tal que

êllre(x)l < E:, V€1) n e Àe CI ' Neste caso/temosf

h(ne)1 : 1* lc'(X)'e0)1 $ 1x>lc.h(X)'((X)l+l*Z.c.h(X)'e(X)l

suP lh(À)I'c+cllr€1lll É c(jlhll« + jjretjlt)

para ( > n, o que pt'ova b) e pot" conseguinte o lema À

Corolãr.{o 2.4. - Seja I' um ordlnal qualquer" e a um ordinal regular

não enumerãvel, Então o espaço (CY)a / C'r ê isomorfo a CO(/tcl)

Demonstração: - Sabemos que(Cr). = m.,[0,y](gema 2.3.), portanto

ê suficiente provarmos que ma[0,Y]/ C'r - CO(JNa). Identificando

CO(i\V) como subespaço de CO(CO,'r]) através de
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a
f . C . (A

Y f' ( CO ( [01 y]) , onde

se F € Aa
-' ' ' ''Yf'(E)

".[o,'v] --- c.(Al})
g - h : g-ü

Definimos T

, onde

g ê dada no lema 2.2

1) T esta bem definida; po is se B d Al: segue que g(B):Õ(í3)

(gema 2.2 e definição de m,.[0,Y]) e por'tanto h(B) : 0. Como

h c CO([0,y])(gema 2.2.)/temos que h € CO(AY)

2) T é cl av'ame n te 1 { ne a r e ll T $ 2

3) g c KeY' 'r e:» h = o , isto Õ,

tlnua em[0,,r]! Jogo Ker T = CCr
isto é , g ê con

4) T é soba'ejetor'a; po is dado h € CO(Aa) tomemos

( CO([0,Y]) peça identificação acima,e. então claramente
c m,,[0,y](pois h'=0 em pontos atingidos pol' sequênc;ias de car

nalldade menor que ã) e T(h') : h.

Logos'/ale o isomorfismo mencionado Á

Lema 2.5. - Card .'\T = n' , se n = ctR'+(5 , com .S < c] , n' $a

cx ordjnal regular não enumera'/el
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Demonstração: - É clat'o que A: = A:n.., po is se 6 # 0 e

el:: aR' + 61 ' com 0 < 61 É 6, 61 ordjnal limite, então
EI : ljm (ün' + B) e portanto e d Al:

Sej a [ c [0 ,an']. Então

0 .$ 61 < '*

a€1' + 64 , com €1' $ rl' e

lim (ae' + B) e portanto €1 4 Al;.
Í3-- 6 ''' - '

Se 6. = 0 e €1' ê or'dinal não l imite, com €1' > 0, então

ac': cl(e'-1)+a e portanto € c Al:n.

Se 61 = 0 e €1' é ord mal limite, com €1' < a , então
l im aêl' e por'tanto €1

Se 61 > 0 , en tão

Finalmente, se õ. = 0 e ÊI' : a , isto Õ n = a2 )

afirmamos que a2 € Acta' De fato, se (+€1)e<11 é uma 13-sequência,

13 < cl , com 4)€1 ------* a2 , quando €1 ----' 13 , então fac ílmente (por in-

dução tt'ansfjn ita) obtemos um B-sequência (O€1)e<B estro'amente
ct'escente de ordinajs em [0,a) ta] que ocos ------- az , quando €1 ----' B

e então Oe ----' oc, quando €1 ---- 13 ; o que ê absurdolpois a ê regular

LogoJCard A:n' é igual a cardinal idade dos pontos não

[[mite em [[,íl'], isto é ã . Logo o gema esta demonstrado. A

Denlonstl-anão do Teorema 2. - Sejam

do Teor'ema 2. A {mpl ícação IQ .::::>

do ]enla 1.8; provarenlos que 2Q .-:o

cl,e ,n ,ÉI' , n ' c anjo n o e n u n c { a do

2Q é trjvlal ; 39 -:o IQ segue

3Q

Assuma ndo q ue € ' < h ' ,

espa ço de CÉI, s egu e do Co rol ãri o 2

mas que C't e {somo rfo a um sub-

4 e do lema 2.1 que CO(Aa) é
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{somor'fo a um subespaço de CO(AE). Mas pelo lema 2.5, tentamos

card A: = n' > €1' ; card A!; absut'do, po is a densidade de CO(i\€1)

é igual a card Al: = €1' e então ele não pode ter subespaço íso-

morfo a CO(Aa), uma vez que sua densidade é card A: = n' . e

l l l Compactos homeomorfos aos intervalos de ordinais [[,a]

Definição: - Um compacto K ê 0-djmensional se tem uma base forma

da por c onj u nãos a be rto- fech ado s

Observação: - Uin compacto K é 0-djmensional se, e somente se é tg

talmente desconexo, isto ê, os Ün ecos conjuntos conexos são os

conjuntos unjtãY'ios(Veja]SBA] pãg. 421)

Defjnjção: - Um conjunto P # g , P c X , X topolõgico, Õ per'feito

ê fechado e não tem pontos isolados. Um compacto K ê disperso

não contêm subconjunto pet"feito; caso co.ntrãrjo K Õ não disper

Observação: - Se K é um compacto djsl)urso, então K é 0-dimensionar

[veja [S BA] pãg. 41 2 )

Esta propriedade topolõgica de K, ser ou não dispersa, ê
deter'minante no estudo do . -:.,. C(K) como espaço de Banach: por

exempl o
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Teorema 3.0 Seja K um compacto , são equi val en tes

l

2

3

4

5

6

K é dís penso
C(K) não contém isometricamente todos os espaços de Banach

se pa ravel s

Todo subespaço fechado de dimensão {nfin ita de C(K) contém

isornorflcamente CO(m)

-l,(]N) não é isomor'fo a nenhum subespaço de C(K)

]R2 , com a norma ll (x,y)ll :(xz+y:)1/2 , não é isolnêtr ico a

nenh um subespa ço de C( K)

0 dual topolõgico de C(K) é isométrico ã algum ÊI(r)

Par'a demonstração des te 'ceorelna, bem como mais 14 equj-

va[ências, vejaESBA], pãg 411(trabalhos de Pe]czynski e Semadeni

[P. S] ; Lacey e Mora' ís [L .M] )

Defjnlção: - Seja A um subconjunto de um

#der'ivado de A é o conjunto A(1) de todos

de A ; se cl ê um ordinal, definimos oa

{ nd u ç ão tl"a n sfin{ ta , po n do

A(0) : A , A(a'''l) ; (A(a))(1) ;

e s pa ço to po] õg ico X. 0

os pontos de acumul ação
êslmo derivado de A por

A( À) IA(c') se À e um

o rdi n al l i mi te

É fãcj] ver(e usaremos isto {mpllcitamente) que se A

é subconjunto aber'to e fechado do espaço topolõgico X e x ( A, en-

tão XC A(a) .e::>X. X(a) , qualquerque sejam. E rnajs ainda, se
A c B c X , então A(a) . B(a) pa ra todo a
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Teorema 3.1.(Cantor-Bendixon) - Seja A um espaço .topolõgico.

Então existe um ordjnal a tal que A(a+l) : A(a); mais ainda

A = P U S onde P = A(a) e S ê disperso. A é d isperso 'eo

Demonstração: - Veja [SBA] pãg. 416.

Logo, se K õ disperso ex êste um menor ordinal B tal que

K(B) : g; B ê .m ot"dinal não l imite(pois caso contrario, K(B)
seria a intersecção de uma sequência decrescente de compactos não

vazios K( r) , .Y< í3 ; .bsurdo), então B: a+l e K(a) éfjnito

desde que não tem ponto de acumulação.

Definição: - Se K é um compacto disperso, o s ístema característica

de K é o par.(À,n) onde À é o maior' ordina] ta] que K\'~/;' D e n
ê a ca rdi na ] { dade de K\ A /

Lema 3.2. - Seja p uma função continua de um compacto KI soba'e um

compacto K2' Então a inclusão p(KÍcx)) , K2c'c) é satisfeita pat"a

t od o ot'dl n a l cl.

D e m o n s t r' a ç ao Vej a [SBA] pãg 416

Apresentar'erros uma caractet'ização devida a Baker' (veja
[Ba]/ dos compactos que são homeanlorfos a[0,a] pa]"a algum ordjnal
a

Lema 3.3. - Pat"a cada ordina] À, [[,uÀ](X) : {uX} . Em part]cu]ar,

se n é um nüinero natural, então card [[,a.](À) z n .:-õ. c. Z .n
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Demonstração: - Isto Õ claro pat'a X=1. Suponhamos que o lema

seja verdadeiro para todo À < Y

Se 'r não õ o rdi n al l imi t e , então

n } ; e

{luY} l ogo

(l embre-se que

lim uY'l
íl -'>u

uY) e portanto [[ ,uY](Y)

Se vé um ol"djna] ] ]mjte e p < uY , então ucE],wu]

pal'a algum a < Y. AgoraE],ua] ê aber'to em]],uY] eE],coct](a+l):g,
[ogo[[,uY](Y) . {u)'}. DesdequeE],wV](a);*g , Vc]< y , ; s:e-

gue queE[ ,uY](Y) # ]a e pot"tantoE],u-r]("r) :ÍuY} . .\

Lema 3.4. - Suponha que T ê um compacto 0-djmensional e t ( T ;
se t possue um sistema fundamental de vizinhanças constituído de uma

y-sequência decrescente(U€1)E«Y ;(isto é/se C1 « (2 < r, então
Ur. :' Ur. l então existem um or'djnal X, sendo À or'dinal l imite se» 4 '? r)

y o for e não limite se y não o for,e um sistema fut\damental de

vizinhanças para t, constituído de uma À-sequência decrescente
(G.).,. for'medo de conjuntos aberto-fechados

q

Demonstração: - Vê-se facilmente que y ê un] ordinal não limo'ce, se

e somente se t é um ponto isolado e neste caso o lema é trivial

Podemos supor então que y é um ordjnal limite e t não é ponto iso-
l a d o .
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Usando indução transfinita construiremos uma famll ia

(We)(..Y tal que se r < y temos

(1) para cada cl < r, ou Wa : Ue para algum €1 Zctou Wa= WT:tt}

(2) sea< B< T e Hcl# {t} , então íBc {ntVJoc

Defato: sejaWI :UI ' SuponhaqueT<y eWatem
sido escolh ido Va< T. Seja S = {€1<y l UFc Ir!,* , Va < 't}

Se S= g, definimos l,l. = {t} . Se S;: g, seja uo seu

pY'lmelro elemento. Então Uu ' Wcl ' V < t. Seja agora O Z T tal

que'ÜOc intUp ' Se WT ê def'in'ido porá.r = UO ' ê fácil ver'que

(We)e.t+l satisfaz (1) e (2)

Seja L : {a l ct=y ou ll :ltl> e X o seu prime iro elemen

to. Então À é um ordinal limit;e pois, se À:l' isto é Õbv io; se À<

ê fãcjl ver que se a+l ( L , então clc L. Além disso(ble)e<À é
um sistema fundamental de vjzlnhanças para t. Com efei.to, dado

€10 < y, deve existir' p com É10 < p e UP : We para algum .€1 < À; caso

contrario, sendo tll = suplplUP=VJti para algum e < À} $ EO < y temos

UÊI. ' Ide ' V€1 < À(se [l < X então bfe:Ue' para algum € $ (' e por'-

tanto ÊI' $ e.1e UÊI. 3 Uel ) ; por conseguinte dever:Íamos teT' l-lÀ ;: {t}
absu rdo

Y

Como \la+l ' int I'lcl ' Va < X; para cada s em Wct+l ex{.!
te um conjunto abet"to e fechado V. c !nt W.., con tendo s. Sejam

V. ,V ...,V. uma subcobe)'tuna finita desta cobet'Lura. Defin mds
s l ' s 2 s n

Ga: UVs. ;de Wcx+l 'Ga' intWa' segue que(Ga)a<À.é
uma À-sequência decrescente de conjuntos aberto-fechados que for-
mam um sistema fundamental de vizinhanças par'a t A

\

n
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Teorema 3.5. - Seja T um compacto d isperso com sistema cat"ac-

terlstico(À,n). Se cada ponto t em Tpossue um sistema funda

mental de vizinhanças constituído de uma T-sequência decres -

cente (Uc,l)a.t ' então existe uma função cona:inua de T sobre
[[ ,u" . n]

Demonstração: - Primejr'amente notamos que se e enunciado do

teorema é ve)'dadeiro p«.Ta,(À,l) , ele ê tambén] verdadeiro para

(X,n), onde n õ un] niimero natural. De fato: suponha que Tt"J

tenha exatamente n pontos, digamos t0'tl'.-,tn.l ' e que o teo
r'ema tenha sido estabelecido para(À,l); esct'evetldo T como a

união dlsjunta de aberto-fechados U.i , i=0,1,...,n-l, onde

tj € Uj para cada i, e .definindo as fj de U.i sobre(u"i,u"({+1)]

temos que f: T »[[,u".n] ta] que flU.i ; fi ' i=0,1,...,n-l
s a t{ s faz o des ej ado

Se S ê um subespaço fechado de T coral sistema caracte

t.]st]co(0,1), então S é homeomorfo ao enter'/a]oE],]] e neste
caso temos o teor'ema

Suponha que o teorema tenha s ído pt'ovado pal"a cada sub

conjunto fechado de T com sistema caracterlstlcoo',1), onde

y < À c X Z 1. Então como notamos acima, podemos assumlt' que e

+.eorema tenha sido pr'ovado para cada subespaço fechado de T com

slstenia cat'acterlstlco (I',m) onde 'r < À e m < u

Seja S um subespaço fechado de T com sisa.eira càF8.ctesFÍs

taco(À,l) e sn o {inico ponto de S\"/. Existe ulíia :T-se(luêncla

decrescente de subconjuntos (Ucl)a<x de S formando um sistema funda
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mental de vizinhança para sO e pelo lema 3.4 podemos supor' que
cada U,. é aberto e fechado. 1; conveniente escoe-/er'mos

Un = S e U, = g

Desde que X : 1 , sO não õ ponto isolado e portanto
r Õ um ol'dinal limite. Supondo que \la = Ua-Ua+l tenha um sis-

tema caracterlstjco(Xa'na)(note que se Wc* : g, então

Xa : na ; 0), desde que sO & VJcx 'Xcl<x; porhipõtese, exiâ
te uma função contínua fa de Wa sobre [[.,u"ana].; fogo existe

A \ \

uma função continua ga de Wcl soba'e (p<au P,P$au" npl' (u"ono=1)

Definimos funções hc! de S-Uct sobre [[ ,p<auAPrlP] para

cadact<T, coma pr'opriedade quea< í3 {mpljca hBI U ha

De fato

Seja hl:90 ' Suponha que hcE tenha sido definida para
cada cl < 13 , onde 13 ê um ordlnal fixado, 13 $ r

Se B não é ordinal l imite, então hB.l existe e defini-

mos h6 por hBls.uíS.l ; hB-l e hBltl = gíS.l ' Clat'amente hÍI

Õ a função desejada, desde que S-U13 ;: (S-UÍ3.1) U WB-l e estes
dois ültjmos conjuntos são aberto-fechados.

Agora, suponhamos que B é ordjnal limite. Desde que

u < ci < ii {mpljca leais-U., : hlJ ' a função g definida por

[l,}lt:uÀan). Pois se sc si3 ' existeÉI < íi tal que sc S-U€1e

g(s) ; hE(s) eEI,}: .,,Àal' ) cEI
'' Cl< [ '



52

Mais ainda, se .s cEI, X ."an.), então .S .[l, i uÀan.)
ct<E '

n € < Í3 e existe s ((S-U€1) ' SB tal que g(s) : he(s):s
Sej a h . d efi nl da por

g(s) se s ' SB : S-([:\BU.)

««' n. se s' ((]U.)-UB.
© domínio de hB ê s-uB' hÍI ê sobrejetora, país se (a<àu6)-up# g
isto é claro; caso conta'brio pela compacjdade de S , existe €10 < 13

UÍi' Logo Eu"ana :a<E0 aR eS-U€10;S-U13;

portanto fac ílmente vê-se que hi. = hB e por hipótese de indução

h . 3 s obt"ej eto ra
EO

É óbvio que hB é continua em cada ponto de s-(l<àua)

Suponha que s c ((I':'àUa)-UB e {sU}U.M é uin net ein S-UB ta] que

s..--------' s . Seja 6 < >1.u"an,. ; existe €1 < í3 tal que

então 6 < hB(t) < IÍ3u anc.CJpara t € uÉi-((111)Bua). Mas par'a

c(a<í3Ua)-UÍ3 ' hB(t): a<BuÀ na ; desde que su »s, exí$i:e

pO tal que sU € U€1-UÍ3 para H Z pO e portanto

hB(slJ) ' ['S, ; ü,Àc'nc.] , Vu z PO e assim hÍ3(sP)-------' hB(s) ; isto

mostra que hB é contínua. Consequentemente ha pode ser definida
v,v <" a-

a l g uipa ra

h 13( s )
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. An

Então h. é uma função contínua de S sobre [[, Z u 'na]
' (l<T '

Ag ot"a.most ra remos q ue

Se À ê um ordinal não l imite, então Xa=X-l par'a ínfin{

tos valores de ci(caso conta'apto, devido a(oc.nUa)-U,r=Ís0} , te

rl.mos S(X) : g) , logo E u an,. : ljm( >1 co ana) à toX'l.n
cl<'t ' Y<'t a<Y

,x',',, : ÀVn < H , e po rtanto

Se À é um ordina] l imite eY < À , existe P < T tal

que À. > Y(caso contrario S(À) : g); logo >juanaZu P à.."r .

desdeque Isto é verdade para todos < À , EuÀanaZuX emartibosa<T

o s ca se s

Se >lu rlcE>uÀ,existe Y<Ttalque >lu na>u e

desde que a função h.r: S-U.Y-----'- [[ ,cl<YuÀc'nc,l] ê soar'e,(S-UY)(X)

(isto pelos lemas 3.3. e 3.2.), o que é impossível(sO &(S-U.r))

uA . ER'uão h. é uma função de SPot'ta nato

sobreE[,uÀ]. Segue-se por indução transfinjta que se S ê um sub

espac,o fechado de T com sis+ccmd caractet''estico (X,n), ex'êste uma

função cone:Ínua de S sobFell,uA.nl; o que pr'ova o teorema. A

Um ponto t ein r satisfaz(D), se t a(Imite um sistema
fundatnental de vizinhanças const itujdo de uma t-sequencja decres-

cente (U ) . de aberto=fechados cona a propl'ledade adicional que
r} ' N <-r

(a<BUa)-U13 contêm no mãxjmo um ponto, para cada ordjnal limite í3
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Obset'vação: - E. fãci] ver que cada intervalo de ot'dina]s [[ ,ct] e

cada compacto 0-dimensjonal que admite ern cada ponto um s istema
fundamental enumerãvel de vizinhanças, satisfaz a propl'jedade(D)

em cada um dos seus pontos.

Teorema 3.6. - Seja T um compacto disperso, com sistema caracte

r.lstjco(À,n). Se T tem a propriedade(D) em cada um de seus

pontos, então T é homeomorfo aE],uA.n]

Demonstração: - A pt'ova deste teorema 3 .identjca'a do teor'erra an-

terior, exceto que "função conta nua" ê substjtuida por "homeomor-

fisino" no andamento da prova. Notamos que em tal caso h13 õ inj.g

topa devido a (It<eucl)-Uii # g Impl icar que esse conjunto é unitã-
r'jo, se Í3 ê um or'djnal ljmjte. A

Coro[ãrio 3.7. -«Dd,o.subespaço fechado F de [[,CE] é homeornot'fo a

[[ ,É]] p a ra a] g um €1 $ a

.ggygnstração: - Sejam (X,n) e (XI'nl) os sistemas caY'acterlstlcos
de[[,a] e F r'espectivamente, donde, pejo teor'ema 3.6.,

F - [l C on-lo

consequentmente u lnl

x l

teRIas
ÀI ' * ou ÀI :À e nl $ n

, e po rt a nl;o bas ta tonal'mos

A
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Corolãrjo 3.8.(Semaden i) - Um compacto K dispet'se que admite

em cada ponto um sistema fundamental enumera\el de vizinhanças
é metrizãve] ; de fato K é homeomorfo ãE] ,cocln], onde(a,n) ê o

sistema carácter:Ístjco de K e a < ul

Demonstração: - Desde que K satisfaz(D), ele é homeomot'fo a

[[,uan]. AgoY'a desde que ul 4[1,ua.n], pois facilmente vê-
-se que ul não admite um sistema fundamental enumerãvel de vi
zjnhanças, segue-se do teorema de metrízação de Uryshon(veja

[E.LL.] pãg. 231) que K é metrizãvel A

Corolário 3.9.(Mazurklewicz e.Sierpinski) - Todo compacto mêtr'{

co enumerãve] ê homeomorfo a um enter'vago de ardina isE] ,a],

com cl < u4

Demonstração: - Desde que K é enumerãvel, ele ê d ispeY'se(veja

[S.B.A.] pãg. 411) e como ele também ê métrico, podemos usar o
co ro] ãr] o 3. 8 . À

Cada or'dinal X > 0 tem uma ünjca r'epr'esentação ha fo!

mel'os naturais e rl > Y2 > ''' > ]k (veja [S] pãg 323). Essa ê

chamada a forma normal de ). ; o ordinal vl é o gt'au dessa fo)"ma

e a. ê o coeficiente dominante

Observação: - Pelo lema 3.3, se y tiver por forma normal a ex-

pr'essão acima, então o sistema car'acterístico deE] ,X] ê (vl'al)
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C o ro l ãr.i o 3 . 1 0

l e n tes

S u p o n h a q u e ci e 13 são ot'dí na{ s São eq u{ va

1 )

2 )

3 )

[[ ,a] - [[ ,B]

[[,a] e [[ ,B] têm o mesmo sistema cat'acterlstico
(X , n )

.*n É a « uÀ(n+l) e .«Xn É B < .«X(n+l)

4 ) as formas norma is de a e 13 tem grau À e coeficjen
te doíni n a n te n

Demonstração: l .e:» 2 e=, 4 segue clo teor'CRIA 3.6. e da obscí'T

fiação acima; 2 e::» 3 segue do seguinte fato, fãc il de ser pt"o-

vado: se À õ um ordlnal e n < u, então o pt"jmeil"o intervalo de

ordinais com o sistema caractet-ístjco(À,n) õE],u"tl]. A

C o r.ol ã r{ o 3 . 1 1

l e n te s :

Sejam cl e 13 0rdlnais, com a $ í3 São equlva

[) [[ ,a] - [1 ,13]

2) (-a+B)«, $ a

Demonstração: - É sufjcjen+ue pr'ovarmos]],c!+e] -11,a] «> (u É a

( onde ÊI ; -cc+B)

Seja(p,m) o sistema cat'acterístico deE],a], logo

uP in$ a ; colílo por h]poteseE],a] -]],u+El] -]],a] UE],€1]

segue que e <uP(pois,([[,a] UE],É]])(P) :E],a](P)UE],(](P)

{m pontos} U][,€1](P) e portarttoE],É]]P : 0)
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Seja €1 = co lal + uY2a2 +

{ =1 ,2, . .. ,k e vl > 'r2 > ''' Yk
YI + l É P , logo

Yk
com a.i < u ,

Como € < uP , segue que

uYlal + {oYI a2 +

(oY\ (al + a2 +

É uYl[(al + a 2 +

+ ak) e portanto

YI : u''rl+l < uP
a k ) .co]

$ uPm $ a

Reciprocamente, suponha que eu $ a ; seja(p,k) o sis-
tema caracter]stjco deE],€1] e(p,m) o sistema caracterlstjco de

[[,a], então uUk S ( e uPin É cl < uP\-w.+4 e conho eu $ a , terias

mU+l $ EI.u $ a , por'tanto uP+l < uP(m+l) ; consequentemente

u+] $ p , dondeE],€1](P) .[[,e](P+l) ; g

Observando que([[,a] UE],€1])(P) :]],a](P') U [[,e](P)
{m pontos} (ja/ queE],€1](P) : g), segue que]],a] UE],€1] , ou

seja[[,cE+e] tem sistema carácter:estico(P,m) e pejo teorema 3.6,

conc[uimos que][,a+€1] -E] ,c]]. A

)

Coro[ãr[o 3.12. - CE],a.] :C]],í3] se, e somente se vale uma das

equivalências dos cot'olãrios 3.10 ou 3.11

Demonstração: - Segue imediatamente do teorema 1.1. do cap:ítulo
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IV. Aplicações

[. Do teor'ema 2 segue que CE],wl] f CE],ul'2] , mas

obviamente

CE[,ul'2] - C0[[,ul'2] - C0[[,ul] 0 C0[[,ul] - CE],Ül] 0 CE],ul] ;. c rl ..\ 21 . r.rl tJ.l ac.FI.u.l . CFI.d.l nCFI

Jç\lu\- 'lu'- VUi)"'lJ 'r 'L')'"l'uJ S

isto Õ, obtemos mais um espaço de Banach X, tal que

XZ = X çoX / X(problema deixado por Banach e resolvido em

[B.P-]]] : veja também [se-t])

2. EmEB.P-]] pãg 59, define-se/pai'a cada compacto k mé-

trico enumerãvel infinito, x(K),corno sendo o menor" ordina] Y ta]

que o 'í-ésimo de)'jvado l9nõ vazio e indicando X(K) = x(K)u enu.E

coam ( pãg . 5 9 )

EI) Sejam KI e K2 compactos métricos enumel''ãveis infin.!
tos! então C(KI) ê isoinot'fo a C(K2) se e somente se X(KI):X(K2)
EmE0] tambêrn enuncjam(pãg. 267)

E2) Sejam kl e k2 compactos métricos enumerãvejs infi-

nitos,com x(KI) $ x(K2) { então C(KI) ê ísoinorfo a C(K2) se e sg
mente se existe n < u tal que x(K2) $ x(KI)n

E fácil ver que EI 'e:e" E2'

Pois, supondo x(KI) $ x(K2) ; se existe n tal que

x(Kâ,) S x(K{)n , então x(KI)P É x(K2)P$ x(KI)np , P < cü e fazendo

p ' u , temas: x(KI)u ; x(K2)u
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Po r o u tr'o l a do , s

n < u tal que x( K2) $ x(KI)

x ( KI ) n < x ( K2 ) , V n e fa z el

x(KI)u $ x(K2) « x(K2)u
Daremos um contra

e x (KI y
n pois

: x(K2)u , deve existir
ca se co n triplo

u , temos

exemplo para o E2

,uu ] , então pelo lema 3.3

z+l e pelo teor'ema 2.1

a C(K2) , pois (wco)u : uu';

2

do c a pltu l

do ca pl tul
mas va] e

u2+l < u2 + u2 m2 u3 . (u+l)3 A

Sej a KI

co rol ãr{ o 3. 9 , KI

onde cl = u in , n

nalldade de K(al)

um compacto métrico enumerãvel {nfinitolpelo
é isomorfo a um {nterva]o c]e or'd]naisE] ,ct],

< u , COm a. {13: K( B) # g } e n é ã caí'd{

Se K. e K,, são compa caos

tos com K. - [[,ct] , onde a = u 'n

e supondo a É 13,temos pelo teorema

ísomorfo a C(Kp) se e somente se B
ocorre se e somente se í3. < al 'u

métricos enumer'ãvejs Inflnj-
P 4

e Kp - [[,B], onde B = u 'm

2 . 1 . do ca pltul o 0, qu e C ( KI )

< cl" , provaremos que isto

)

e

Lema 4 .1

Sej a KI : [[,uu] e K2 : [l

o l , x(KI ) : u+l e x( K2)
o 0 , C( KI ) não ê {somorfo
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l é õ b vio ; e oDemonstração

l ema segue de

Por { adução transfjn{ ta : se a

( nuÍ3 )u .B .. : .13--1 ; e

nuY l {m n.«B l {m «,Í3 se y ê um o rdinal
Alimo te

Lema 4. 2 al'u

Demonstr'a ça o Seja l $ p < u , então

( W$1)P É (.«C'l n) P al
U

alU

c'c l
U

al

Ü
) ... ( n «,( n«, ):'n

D
n

P al
U

ul ( p+l )
É

fa z e ndo seg ue

E fi nal me nte

o l ema 4.2 A

a
U

BI < cll 'w
+

Se KI

então temos pro vado

como acima , dono faremos cil S ( KI ) e

Teorema 4.3. - Sejam KI e K2 compactos mêtrjcos enuiiterãveis inf{

Ritos;então C(KI) é {somorfo a C(K2) se, e somente se
max(S(KI),S(K2)) $ min(S(KI).u, S(K2).m).
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Nota final: - Quando esta dissertação jã estava terminada, des-

cobt'amos que M.A. Labbbe' em Studia Math 52-3, lsomorphjsms of
continuous function spaces -(1975) jã havia pr'ovado que a afi!

mação(EI) estava errada! ele der'a o mesmo contra-exemplo que

nõs, além de provar o mesmo teorema 4.3. acima. É claro

que ele nada mencionar'a quanto ã aflr'mação(E2), posto que esta

sõ apareceu em 1979(em[0]). Ficamos, contudo, com a impres-

são de que Bessaga e Pelczynski não se cientifícaram do artigo

de Labbé, posto que a afirmação(E2) ê ev ídentemente equivalen-
te a(EI), e eles a escreveram em 1979, portanto, 4 anos apor o

a rt{ go de Lal bé

o0o



CAPÍTULO 2

ALGUFiS TEOREriAS SOBRE COMPACTOS NÃO uoMrotionros
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Introdução

Neste cap:Ítulo estamos interessados em responder' as

s eg u i n te s p e rg u n tas

1. Fixado umordjnal mZ 2 u , quantos compactos, dois a dois
não homeomorfos entre si, dessa cardjnalidade, existem? 0u e-

quivalentemente(teorema 1.1 do capitulo 0), quantos C(K),dois
a dois não isométrjcos entre si, existem, tal que IKI = in?

2. Vimos (proposição 1.3. do cap:itulo 0) que existem exatamep.

te 2 ' compactos lnêtricos dois a dois não homeomorfos entre s i

Será que podemos achar tal quantidade de compactos,dois a dois
não homeomorfos ente"e si, no interva]o[0,1] da r'eta real? E

no cona unto de Ca ntor?

X

Começaremos lembt'ando: Se X é um espaço topolõgico,

o peso de X, denotado u(X), é o menor cardjnal para o qual e-

xiste uma base de abertos em X, com cardinalidade m(X)

Lema 0.1. - Se K õ um espaço topolõgico compacto, então

« ( K) S IKI
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Demonstra ção: - 0 resul Lado

ponhamos en tão K i nfíni to

ê imedia to , se K fot' fi ni to Su

S ej a x € K. Pa ra

nhança d e x, l ogo existe Vy

que Vy c K-ly}
Consideramos o co

de elementos de {Vy l y € K

S ej a 0 um a ber'to

0 não contém nenhuma i nters

tão qual quem" uma dessas i nt

donde {Vy n (K-0) l y c K-

{nte rsecção fi ni ta de seus

compacto, temos: ÍI V,, n
yc K-Íx} 'r

e x é

cada y ( K-tx} , K-ly} ê uma vizi
uma vizinhança aberta de x tal

njunto A. das intersecções finitas
- { x } }

ao qual x pertença e suponhamos que
ecção finita do tipo acima. En-

ersecções finitas têm pontos de K-0
{xl} tem a pr'opriedade de que toda
elementos ê não vazia. Colmo Ké

( K-0) # g ; a bs u rdo , p ois

{ x } K-O

Mostramos, asslin, que Ux : {V., l y c K -txl} forma
um sistema fundamental de vizinhanças abertas pal"a x. Clara

mente a car'dinalidade de U. õ menor ou igual a IKI , e então

B = 1.J.ux forma uma base de abertos de K, com cardinaljdadex'ê K

menor' ou igual a IKI(pois IKI é infinito) e portanto u(K)ÉIKI
A

Teorema 0.2. - Se K é um espaço topolõgjco compacto, com

u(K) É m, então K é homeomor'fo a uin subconjunto de[0,11'" , com

a to ool oni a p rod u to
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AD e m o n s t r' a çã o V ej a [ Se - ]] pãg. 1 0 5

Proposição 0.3. - Se K é um espaço topolõgico compacto, com

IKl= m, então K é homeomorfo a um subconjunto de[0,11"' ,
com a topos ogia produto

Demonstração

l ema 0.1

Segue imediatamente do teorema anterior e do
A

Cor.olãrio 0:4. - Existem no máximo 2' compactos, de ca)"dana

]idade m, dois a dois não homeomorfos entre si

m

Demonstração: - Pela proposição acima é sufic lente mostram'mos

que em[0,11m não existem mais que 2z conjuntos fechados e
distintos dois a dois. lsi;o ê claro, po ís o conjunto de 'odes

as partes de[0,11m teia cardinalidade 2z. A

Compactos de cardinaljdade m à 2 0 , dois a dois não

homeomorfos entre si

!

Teorema 1.1. - Seja m à 2 ' S existem exdxcamcnte 2' compactos

de cardlnalldade m, dois a do is não homeoínorfos entre s i

m

Demonstração: - Seja a o prlmejro ordjnal de cardinaljdade me

y $ a. Indicaremos por Lv a neta longa dada pelo ord mal y,
isto ê: entre cada par de ord mais consecutivos ct e a+l , com

a < y, interpolamos uma cópia homeomot'fa do interva]o[0,1],
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identificando o ponto 0 com cx e o ponto l com a+l. L.V Õ en-
tão totalmente ot'denada e sempre a suporemos com a tipologia

induzida pela o idem.

Seja( ie)O$e$. uma o'sequência de niimeros 0 e l,

onde iB = 0 se Bé umordinal l imite, iO : l e se13 não for
ordinal limite(B;' 0), iR pode ser escolhido igual a 0 ou l

Para cada ordjnal € > 1 não limite, tal que i€1 = 0
(resp. ii-:l), associamos uma cõpja homeomorfa da bola unitá-

ria e fechada doR2(resp. iR3), Be. BO será uma cópia homeo-

morfa da bola un itãrla e fechada doRq' Tomamos um ponto

pe ( B€1, OS € < o(supomos:BI # B2-:=' BÍ31 n BB2:g e
E) , v€1 < o)

Deflnit'emos, agora, espaços topolõgicos

KY : K(ie ) O$eÉ.Y ' a

Identificando cada PF. com o ot'djna] € em L.v' Defini-
mos como sistema fundamental de vizinhanças para os ordlnajs li

mates n, n $ Y, os conjuntos da forma

vP ; {x ' LVI p ' x \< n} u {pl)Í<C'.VBe}

fundamentais de vizinhanças para os ordinals não limites,n,

n $ y, são os conjuntos da forma: V u H , onde V ê uma vizinha!

ça de n em LY e I'l ê uma vizinhança de Pn em Bn ' As vizinha!
ças de pontos em L., que não são ordinais, são as suas vjzjnhag
ças nos Intet'vagos homeomorfos a(0,1) a que pertencem. E fi-

nalmente, se x e KY' com x € Bn-LY para algum 0 $ n $ Y , as v.!
zinhanças de x são dadas pelas vizinhanças de x em Bn

P < n . Os s i s tema s
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Provaremos que os espaços topolõgjcos KY assim

definidos (clat'amente eles são T2) são compactos; faremos i.!
t o po r ind u ção t ra ns finita

1, isto é claro. Supondo que cada KY
compacto , temos

Se a é ordjnal não ljmlte, então claramente

Ka = Ka.l u {x € La l CE-l $ x É a} u Ba ' onde Pa ê idenfí-
ficado com cc e portanto facilmente se vê que KcE ê compacto

Se cl ê ord mal limite, seja(Os)s.S uma cobertura

porabet'tos de Ka' Logocl ( 0s0 para algum sO( S , e então

existe um or'djnal p € La tal que VP ' Osn; por hipótese Kp+l

ê compacto, consequentemente existem sl's2'''',Sn c S tal que

Se Y

Y < ct , (x $ a

Kp+l portanto Ka ' {:00s{ , isto é, Ka é compacto

n

Af ir'mação: Os K., Y É a são conexos; novamente usaremos {n
d u ção t ra nsfin{ ta

Se y=1, isto é claro. Supondo que cada KY' Y < a,
a $ o e conexo, temos

Se a ê ordina] não limite, então claramente

Ka: Ka.l u {x € Lc, l a-l $ x $ a} U BcE ' onde Pa ê identifica-
do com a e portanto facilmente se vê que Kcl é conexo

Se a é ordinal limite; lembrando que a componente

conexa de unl ponto P, denotado c(P),num espaço topolõgico é

fechada e ê a união dos conjuntos conexos que o contém e obse!
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vendo que por h ipõtese, Vy < a , K., ê um conexo em K., que

contém o ponto 0, temos: Ko : UK{ c c(0) e portanto c(0)=Ko
' I'<d ' '

em particul a r Ko é conexo

Af{)'mamos que K(.ie)OÉej$o ' K(J€1)O$e$o

te se ir. = Jr , VO $ ÊI s o. Para simplificar indicaremos o

pt'imeil''o compacto por CI e o segundo por C2' Seja f um homem

morfismo entre esses compactos. Obset'vemos que

se , e somen-

1. 0 ponto 0 êoün ico ponto p em CI(resp C2) com

a propr'jedade: toda vizinhança de P em CI (resp. C2) contêm

um subconjunto homeomorfo a um aber'to do ]R4

2. Os pontos de LY' que não são ordinais, são os ú-

nicos pontos p em CI (resp- C2) com a pt''opriedade: toda vizi-
nhança de p contam um subconjunto homeomorfo a um aberto de IR

Sendo estas propriedades conservadas pot' .homeomorfis

mos, temos f(0) : 0 e f(L.,-A) ; L.-A , onde A é o. conjunto
de ord inajs em L., . E portanto f(A) = A. Provar'emos (por in-
dução ty'ansfln ita) que f(e): €1, Ve € A.

Sabemos que f(0) = 0. Supondo que f(€1) : €1,

V€1 < c!, a > 0 , a < o

Se cl ê ordinal não limite. Por hipótese f(a-l) = a-l

e jã vimos que f(cl) = B para algum ordinal B

Como(a-l,a) c L. é honleomorfo a(0,1) da neta,
(cl-l ,a) não contém pontos p com a propriedade: toda vlzinhapa

de p contêm um subconjunto holtleomorfo a um aberto de li3 ou iRÂ;
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temos que f(a.l ,a) esta contido num dos intervalos .intercala

dos em[0,0] para a obtenção de Lo ' Mas a-4e í3c f(a.l,a),

com B Z a, logo f(a.l,a) :(a-l,B) e í3 : a.

Se ct é ordlnal limite, então f(cl) : ljm f(€1):1 ímÉl: d
E; --ci €1-'a
e<CI (<a

Seja agora, 0 $ í3 < o tal que iB = 1. Logo 13 ( Lo
em C. satisfaz a propriedade: toda viz inhança de 13 contém um

subconjunto homeomorfo a um aberto do ]R3' E portanto í3 € Lo em

CP também a satisfaz3 logoynecessariamente JB = 1. Conclujntos

q u e i Í3 = j 13 , Ví3 ., 0 $ 13 $o

Como existem 2m a-sequências(iB)0É13So como ac íma,

pois a card]na]]dade dos pontos isolados em[0,0] ê igual a m
(conslder'e € '[0,o) ----"'-(e+1) ' [0,o)); temos consta'lido atê

o momento 2m compactos conexos de cardinaljdade m, dois a dois
não homeomorfos entre s i. Um argumento análogo ào usado na de-

nlonstr'ação da proposição 1.3 do capitulo 0 , mosto"a a existên-

cia de 22'" compactos de cardinalldade m, dois a dois não homem.

mor'fos entre s{, e o teorema 1.1 segue do corolário 0.4

Obset"vações: - 1. Se K ê compacto enumerãvel infinito, então

K ê metrizãve](veja [SBA] pãg. 419). Logo pelo cor'olãrlo 3.9

do capitulo 1, K é homeomor'fo a um intervalo de ordínais

[[,u'r.n], Y <ul e n < co e portanto existem exatanlente XI
compactos de cardinal idade xn' dois a dois não homeomorfos en-
tre s i.(pois, pelo corolário 3.10 do cap:ítulo 1, dois compaS

tos [[,uYn] e [[,óY'n'] são homeomorfos se e somente se

y = y' e n = n '
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2. Se K ê compacto não disperso, então existe uma

função contínua de K sobre[0,1] da neta real(veja]S.B.A.]

pãg. 411 ) e conseq u entement

Mas exjsten} pelo menos 2 " compactos, de cardinal i

dade X,. , dispersos dois a dois não homeomot'fos entre s i
s e cl z 1 . De fa to

X

9

xo
e

Sebe' : um conjunto com a topologia discreta, tal que

Irl = x,.. Sendo v(i') o compactificado de Alexandrov de r,

consideramos(Te)IÉ€1<u,., cada Te sendo uma cópia homeomorfa
de 'r'(r) , que suporemos duas a duas disjuntas entre s i e tais

que T€1 n [0,ua] = g , V ] $ < u

Seja (i€1)1ÉÉI.u. uma ucl-sequência de niimeros 0 ou l
Colocando iu = 0 ;, defjn treinos por' indução tt'ansfinita espaços

topolõg'ico.sKe , 1 $ e < u

Se il = 0 , KI = [0,u].

Se il ; ], KI ;[0,u] uTI ' ondeidentificamos m

com o ponto no infinito em TI e defjnlmos como sistema fundamen

tal de vizinhanças de co, os conjuntos da forma:(Ell'u) u V,
onde V ê uma vizinhança do ponto infinito em TI e Ei < u.

Supondo definidos compactos Kr. ' E < í3, f3 $

d e fi nir'emo s a g o ra KÍ3

Se í3 é o rdinal não ljm{ te , pomos

0 , K13 : K13.1 u (uÍ3'1,uÍ3]

[ , Kí3 = KÍ3.1 u (uÍ3'1,uB] u Tí3

Se

Se
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onde identificamos u13 com o ponto no infjnlto de TB e def{
nimos como sistema fundamental de vizinhanças de u', os co.g

juntos da forma: (€1l,toÍ3] u V, onde V ê uma vizinhança do po.B

to infin{ to em T. e €1. < uP

Se í3 é o rdinal l iml te, pomos

Se iB = 0 , KÍI = 1.:zJK.ei u {up}., onde defjnjmos como
sistema fundamental de vizinhanças de w', os conjuntos da for

ma:([l'uÍ3]uÍTÊlIT€1cKe,El<u <uB}

Se iii= 1 , KB =iÇ::2 K€1u {uBJuT13, onde {dentifjcamos
o ponto u13 com o ponto limite de TB e definimos como sistema
fundamental cle vjzjnhanças de u'', os conjuntos da fot'ma

(É[l'u13] U {T€1 l TE ' K€1 e €1l < (oE < u13} u V , onde V ê uma vi-
zjn han ça do pon to i n fim to em TÍ3

Não õ difícil ver(basta usar indução transfinlta)

que cada um desses espaços topolõgicos Ke é compacto e que Kuct

tem cat'd{ nal { dade Xa.

Pat"a toda ua-sequência({€1)1S€1<ua como acima(que são

em quantidade de 2"a) associamos o compacto L(ie)1É€1<óa : Kua

Af{ rmação
L({e)1 Se<«a L(JE)l$E;<.oc.

- je : 'e , » 1 : € '".:.

De fato

Observemos que para € > 0, uC é o único ponto x de L(i€1)l ÉÉl<cüa

que satisfaz a propriedade: x pertence a todos os derivados de

or'dein menor ou igual a ÊI e não pertence ao derivado de ordem

[ + ](peão gema 3.3 do capítulo ]e lembrando que os pontos
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de (T.Y)Ih.<u. que não foram identificados com ordinais são
isolados). Além disso íl. = 1,see somentese em toda vizinhança
de u( existe um conjunto de pontos isolados de car'dinaljdade Xa

que contém ut' como ün ico ponto de acumulação. De fato: se
ir = 1 , basta tomarmos a v izinhança do ponto inf.ín ito de Te

contida na vizinhança dada. Se iE = 0 temos

1. Se €1 não ê ordinal l imite, então a vizinhança

(uE'l,u€1] de u€1 não tem a propriedade acima, pois

card(u€1:1,u€1] < Xa'(aqui usamos clZI)

2. Se E.é ordjnal l imite, €1 < u,., então a vizinhan

ça[0,ue] uÍT. l ív = le y < €1} deu€1 também não tema
propriedade acima, pois a card ínaljdade dos pontos isolados em

[0,coe] ê está itamen t;e menor que X.v e então qualquer'' conjunto A

de pontos isolados, cona cat'dinalldade Xa'dessa vjzjnhança deve

ter Infjnjtos pontos em algum dos Tv (pois a união d-e Xcl conju!
tos finitos ê de cardlnal idade X,.) e portanto o ponto no {n-
fjtlito de T .isto ê.uY ê de acumulação de A

Como essas duas pt'opl''iedades de ut' são conservadas

por homeomorfismos, a afirmação segue imediatamente

Y

[[. Stlbespaços compactos de [0,1] e subespaços compactos do

conjun'to de Cantor

Teorema 2.1. - Existem exatamente 2X0 subconjuntos compactos

dois a dois não holneomor'fos entre s{ no {nterva]o[0,1] da )'eta
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Prece somos. de al g uns l emas

Seja K um compacto. Podeillos escrever K = P U S ,

onde P ê pet'feito e S ê disperso (como no teorema 3.1 do capa
fulo 1). Dizemos que un] ponto xc K õ deordema, se xc P,

nia s V €1 < cí

Sejam KI e K2 compactos e f: KI -----' K2 um homeomot'-

Escr'evendo KI = P U S e Kp = Q U R , como acima, temosfilmo

Lema 2 a )

b )

c )

Se X

f ( P )

f( s )

KI

Q

R

então f(X(a)) f(X)(a) , Va

Demonstração: - a) segue facilmente pot" indução transflnita

b) Lembrando que P é definido como sendo KÍÍ3) , onde 13 ê o me-

nor ordinal tal que KÍÍ3) ; KIB+l) , de a) segue que o menor o!

djnal ÊI,con. KliÉI) : K2ei+l) Õ ÍS ç logo, Q = KliS) e portanto

f(p) ; f(KIB)) ; f(KI)(13) ; K(Íi) : Q. c) segue {medjatamente

Lema 2.3. - x ê ponto de ordem cl de K. se, e somente se f(x) ê

pon to de ordem cz de Kp

Demonstr'ação: - Segue de(usando o lema 2.2)

x . P nErlS(C)-S(")] -:, f(*) . Q n]Í'''lR(e).R(a)] .
ÉI < ct E < a
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uficjente ex ibid'mos 2 u de tais coili-

pactos (veja pr'oposição l...g. do capítulo 0). Definimos por {n

dução finita, uma sequência de compactos(Kn)n.]N em[0,1]

KI : {0} u n }n(»l ' Supondo definjdol Km ; Km+l Õ

definido colocando entre do is pontos consecutivos de Km'

{a,b} com a < b , uma cõp ia da sequência {0} u {-'iílncDI '

isto é, uma sequência estrjtainente decrescente, contida em

[a ,b] e con ve rg i ndo para a

Não ê djfTcil de ver que cada Kn ê homeomorfo ao {n-
terva[o de ordinais[0,un] , n ; 1,2,..., então pelo lema 3.3.

do ca pltul o l Kán) ; {o }

Seja, agora,(jn)nl:lfl uma sequência arbitrãrja de nú-
meros 0 e ] e n € ]N. Consideremos um compacto enumerãvel Fn

contido no {nterva]o tZ.hl;T , 1 ] cujo 2n+ln-êslmo der {vado éo

{-2Íil } (Y'epjta a construção feita acima para a obtenção dos Kn)

edenotemospor[nointerva[o[ 1, 1]. Éfãcilverque

os pontos{.Êí-iJ;:r} , n:1,2,... são os únicos pontos de ordem fl-
n{ ta no campa c to

F{ ,í2'''' {o} u S:,lErnu ]n] '

onde o ponto { 1 } tem ordem 2n+int4

Do l ema 2 .3 . seg u e q ue F
] 2 '1 '

xos tem 2

- FJ l 'J 2 '. ' ' s ee
s equên cla s de s s e t{ -

A

somente se i. = J. , Vn . Como exi
po , o teo rema esta pt'ovado .
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Observação: - Se ao invés de tomarmos os 1., conto acima, toma-

mos um conjunto de Cantor Cn em [7iii2 , 2íiiT], com extremidades

em ZiiliZ e .Zilln- ' de maneira análoga ao teorema anterior,
vê-se que os F: : assim obtidos são do is a dois não homeo

l 4 ) l -')

morfos entre s{ e são homeomorfos a subespaços compactos do con
junto de Cantor(lembremos que todo compacto 0-dimenslonal mé-

trico ê subespaço do conjunto de Cantor(Veja [se-]] pãg. 142)l
e então temos

Teorema 2.4. - Existem exatamente 2 ' subconjuntos compactos,

dois a dois não homeomor'fos entre si, no coíljunto de Cantor

X

l l l Compactos K de ca rdinal idade X
não isomorfos entre si

(z com C ( K) dois a dois

Teorema 3.1. - Existem pelo menos xcl+l compactos K, de car'd{
naljdade X,. , ta-ís que C(K) são dois a dois não {solnorfos en
tr'e s {

Demonstração: - Def ínlremos ot"dinais (0.Y)l$.Y<tocl+.+
ç ã o tr'a ns fi n i ta

po r { ndu

ol nl;. Supondo definidos (0V)ISV<€1 , Éi ua+l

ê ordinal não limite, definimos 0e =(O€1.1)u

é ordjnal limite, colocamos iE : sup 0.v e de€ v.::é. 'v

Se [

Se €1

fi n { mo s o€
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Éfãcilverque €1l <€12:'>0r <0r eOu ÉOt.'1 '2 '1 ''2

Logo, peão gema 0.4 do cap:itu]o ], C[0,0.] # C[0,0.]. Por
', 4 '? ')

Indução transfinita em y e usando que u .. i; um ordjnal regularcl+l

e que Bu = B , se 13 à u, segue-se fac ilmente que Civ = x,.,
V l Sy<u..:. eassim o teorema esta provado. Aa+l

Observemos que os compactos utilizados ná demonstra-

ção do teorema anterior são dispersos. Pois bem, não consegui-
mos mostrar a existência de infinitos compactos K, não dispersos

com IKI = 2"o e C(K) dois a dois não ísomorfos entre si

0 nosso orientador nos sugeriu que começássemos então,

a estudar' os C([0,11U[0,a]), onde cl Z ul ; mas nem sequer conse-

guimos decidir: C([0,11U[0,ul]) é, ou não é, isomorfo a

C([a,] ]U[0 ,uj '2] )

Deixamos, portanto, do ís pr'oblemas

1. Quantos C(K), dois a dois não isomot'fos entre s i, ex istem com

KI : 2 ' ?
X

2. Dar uma classificação isomoY'fa dos C([0,11U[0,a]), ct 2 ul
em termos dos ordlnals a

o0o
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