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INTRODUCÃO

Os conceitos de espaço modular e de modular apare
Geram, pela pr'jmeira vez na literatura,em ModuZarec Sc=C-or.

derem .EÍneaz' Spaces, de H. Nakano, em 1950 [N], onde o autor

defjnju modular num espaço vetorial parcialmente ordenado

Uma defjnjção generalizada de modular' num esp.aço

vetorlal X fo{ dada em 1959, por J. Musielak e W. Orljcz em

[M0]. Os autores, através de um modular, definiram uma quase

norma(ou F-norma) num subespaço de X. Também,nesse artigo
alguns exemplos de modulares são apresentados

Os mesmos autores emIM01], mostraram que é possa

vel defjn ir uma norma num subespaço de X, quando o modular for

convexo. Desta forma, espaços de Banach clãssjcos tornam-se

exemplos de espaços modulares, e também, obtém-se os espaços
se qile nc {a { s mod ul a res

Um tipo de espaço seqtlencial modular foi tratado,
pela primeira vez, por H. Nakano, em 1951,[Nl], onde o autor

caracterizou os que são espaços de Schur. Encontrou-se, as-

sim, exemplos de espaços de Schur que não são o espaço ii. Es

se espaço e semelhante ao espaço tn' que é espaço de Schur
se , e sémen te se , p : l

Fo{ através da leitura deEN] que nos interessa
mos pelos espaços seqtlenciais medulares. Em seguida, encon



e -i. woo LWJ de 19/3, que traz um estudo

abrangente destes espaços, dos quais os espaços seqtlenciaís
de Orljcz são casos par'ticulares. ElmEW], o autor generaliza
vários resultados referentes aos espaços seqtlencials de Orl icz
[LT-Cap.4], para os espaços seqilenclais medulares.

Dedicamos o cap:ítulo 111 do nosso trabalho ao es-
tudo dos espaços seqtlenciajs medulares baseado em]W]. Nos
parágrafos 5 e 6, tratamos das propriedades básicas destes es

paços e de outt'as, importantes para ó restante do trabalho

No parágrafo 7, estudamos os subespaços seqtlen

dais modulares separãve is, obtendo resultados através da ge-
neral ízação daqueles validos para espaços seq(lenciais de 0r -

licz, encontrados emIL]. Com isso obtemos a prova dos teore
mas(7.13) e(7.15), que estão apenas enunciados em]bJ]. In-

cluímos, também, uma caracterização dos espaços sequenciais
modula re s cepa rã vei s

tramas tra bal ho d0

0 parágrafo 8, é dedicado a caracterização do dual

de um espaço seqtlencial modular separãvel , e daqueles que são

reflexivos. Obtemos resultados que auxil iam a pr'ova de al
duns teoremas, mas que por s i sõ são interessantes

No par'ãgrafo 9, incluímos o estudo de uma classe

de espaços seqilenciais medulares baseado emEN]] eIHN], onde
damos uma caracterização dos elementos desta classe, que são



espaços de Schur, e dos que são {guajs ao espaço 2i, bem como

al guns exempl os

0 capítulo ié dedicado ao estudo dos espaços mo-

dulares em geral, visando organ azar os conteúdos deEM0] e

[M01]. No parágrafo 1, fazemos a teoria geral e no parágrafo
2, {ncl ulmos al guns exempl os

No capítulo 11, apresentamos resultados sobre ba-

ses em espaços de Banach e sobre funções de Orl icz, que julga
mos serem necessãrjos para o entendimento do restante do tra
bal ho

Desejo expressar minha gratidão a Profê Drê Irace
ma Marfins Bund, pela dedicada orientação,e pelo estimulo e

apoio que dela recebi desde meu ingresso no curso de põs-gra
duação, principalmente na elaboração deste trabalho

Agradeço a Srtê V ir'gania Gonçalves Fiança, pelo
traba[ h o de da ti] ogra fja

Agradeço, tombem, aos meus amigos, sem os quais
tudo teria sido muito mais difícil

E, especialmente, quero agradecer aos meus pais,
pelo incentivo, pela paciência e pelo carinho que me dedica
ram, nas varias fases difíceis que passei. A eles dedico es
te tra bal ho

CZ. t { ?Za ç'e 1. 2, :



CONVEF{COES

11; t reqUentemente, escreveremos ZÍm em lugar' de zÍm.

(2) Idem para õ:'P /2:zz/7 em lugar de ez4P /{zz.f7
n eV] n €0]

(3) Idem para rák) em lugar de r.4klkgí'/

(4) Idem para E em lugar de ?
k=]

(5) Indicaremos, por' rekJ a sequência tal que par

ek : r6kJ onde 6= = ] e 6nk = 0 se k # n.

(6) Indicaremos, por eo e 2o' respectivamente, o

7Z->oo

c a da ka

S e s pa ços

rl'/ J ,Z ondeee 0 /'] « 7aP jP

k nJ on de 6
n n



aPITULO l

$l . ESPAÇO S MEDULA RES

A menos de menção em contrario, indicar'emos por X
um espaço ve torjal sob re IR

(1.1) Definição. Uma função ;:x --[0,m] e ummo

durar' em X se satisfaz as seguintes condições

C'i) p( x ) : 0 < ; > x : 0;

( 'i{) p(-x) : p(x), Vx É: X;

({ ii) p(ax+(l-a)y) $ P(x)+:(y), yx,y € X

V a É1 [ 0 , 1 ]

e

P l . l )

; 0

(1.2) gefüiição. Uma função c:X-- [0,m] e um

feudo-modular" em X se satisfaz(i{) e(iii) de(1.1), e se
P( 0 )



(1.3) Exemolo. Seja X o espaço das seqtlências de

numeros reais. Para cada k e N tomemos uma função Mk:[0,"[ --

-''[0,m[ não-decrescente, com Mk(o) : 0. Seja o((xk)):EMk(lxkl)
para todo elemento(xk) de X. Então, p é um pseudo-modularem

X. Alémdjsso, se Mk(u) > 0 para todo u > 0 e todo k etN en.
tão P õ um modular em X

2

Com efeito, o item(iii) de(1.1) segue do fato de
qlie, como, para cada k € 1N, Mk é uma função não-decrescente,
en táo

Mk(au+(l-a)v)smaxIMk(au), Mk((l-a)v)

smaxÍMk(u), Mk(v)}
$Mk ( u) +Mk( v )

para todo u, v e[0,"í:, é para todo a e[0,1]

(1.4) PI'oposição. Se p é um pseudo-modular em X.
então as seguintes asserções são verdade Iras

(í) p(ax): p(jajx), vx € x, V a É: IR;

( í i ) p ( ax ) $ P( x ) , Vx € X , Va € [0,1J;

(iii) p(ax) $ p(bx), Vx € x, Va,b € 1R com lal<lbl;
(iv) se(a.i) l$isn é uma seqüãncia fjníta de nú-

meros reais não-negativos com E: a: = 1 e

se(x.i) tsisn é sequência finita de X, en
tão



n

p ( E a .x .
-i : l l l

3
n

i : l P(x { )

Prova. 0 item(i) segue imediatamente de(l.l.jÍ)

Se x C X e a e[0,1] então de(1.1.{{) tem-se que

p(a x ) o(a x +( 1 - a ) 0 ) $ a ( x )..c( o) P( x)

c q u e p ro va ( í í )

Ass ím(ííi) decorre de({i) e(i) pois se lal<lbl
então

p(ax) : o(-lt-llblx) $ p(lblx): p(bx)

A demonstração de({v) se faz por indução sobre
n. Observamos em pr'imeiro lugar que a afirmação é imediata

paran : 1, equepara n: 2õoTtem(il{) de(1.1). Então

consideremos n = 3 e suponhamos que a afirmação seja valida
para seqtlências com n - l elementos

l e a.í = 0 pa ra l $ i $ n - l e n tão se gue

i ) $ : E. P(x.i ) . Se n ão , sej a b : nEl;
1 = 1 ' ; .l l

a.i/ b = 1 tem-s e que

Se a n

trivialmente que

Dai como b + a
n



n n-l a .

iElajxj) : P(bjXI B-!*j + anxn)
n - l a

$ p(.2:l F-x:
n - l

s E p(x .
.i : l ' l

n

i : l p ( xi
D

(1.5) Defin ção. Seja P UM pseudo-modular em X
Denotamos por Xp o conjunto dos elementos x de X tais que
p(ax) < m par'a algum nümêt'ó real c. > o, isto é,

xp {x € X:P(ax) < m, para algum a > 0}

0 cona un to XP é chamado de e spa ço modula r

(1.6) Proposição. Se peXp são como em(1.5)
então x.. é um subespaço vetorial de X

Prova. Sejam x,y € Xp e a e B números reais po
s'it'avos ta'is que P(ax) < m e P(Bx) <m. Então de(l.l.jj'i)
segue que

.(}-:--éu--n ) P(iÍ-$-?(-x) '- ilÍ-t3(By))

$ P(aX) + p(By) ,
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e, portanto, x + y € XP

Para todo a € 1R, e a # 0, tem-se p(g-(ax)) : P(aX).
Portanto, ax € Xp para todo a € 1R, o que termina a demonstra-
ção. []

Veremos, a seguir', que por meio de um modular uma

métrica pode se r definida em X p.

(1.7) Definição. Sejamp e Xpcomoem(1.5). Pa
ra cada x € Xp definimos

1 1 i n f{ t > 0 : p(x/ t) $ t}

(1.8) !!gÊg.â.!.ç.!.g. Sejam p e Xp como em (1.5). En

todo x,y € XQ, as seguintes afirmações são verdadestão pa ra

ra s

(j) o É llxllp < m;
(jÍ) llxllp < a < « :> p(x/a) < a

( Í'i{ ) x : 0 : > ll x ll P ; 0;
( i v ) ll - x ll P : ll xll p;

( « ) ll x .. y ll p s ll x ll p .- ll vll.
( v { ) ll x ll p « 1 : > p ( x ) $ 1lxllp

(vii) jjaxljp s llbxllp , Va,b CIRcom jal < lbl;
(vijí) se a > 0 for tal que P(x/a): a, então,

l x ll p : a ;
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(ix) se llxllP # o, P(x/llXllP) < m, e se a fun-

ção Px:IR '[0,m] definida por P*(a):p(ax) é

contínua a esquerda em 1/11 xll p, então
p ( x / ll x ll p ) $ 1lxllp

Prova. SexeXpentão P(ax) ; b<mpara algum

a> 0. Assimp(ax) $ 1/ase b $ 1/a, ou p(x/b) $b se b>1/a
Portanto, ll xllps maxll/a, P(ax)}, o que pt'ova (

Suponhamos que llxllp < a <n. Da definição(1.7)
vem que ex iate 0 < t < a tal que P(x/t) $ t. Portanto, usan-

do(1.4.iji), temos que P(x/a) s P(x/t) < a, e segue({{)

Os Trens(iji), Cjv) e (ví{) são conseqüênclas
imediatas de(1.2) e(1.4.{ií)

Para provarmos (v) tomemos x,y e Xp e c: > 0. Se

a = ll xllP + c/2 e b : ll yjlp + c/2, então, de(l.l.ijl) e do

item (ii ) vem que

p'$g' .q-h { -- ià {)

$ p(;) + p(x) < a + b

Portanto, llx+Vllp $ a + b: llxllP + llVllp+ e, e como E é

arbitrário, temos que ljx+yllp $ 1lxllP + jjyllp

Se x € Xp e ll xllp <1, então para todo c > 0 tal

que ll xllP < ll xllP + € < 1, segue de(1.4.iií) e do:item(ii)

+

11 x--y ll.



que p(x) sP(x/(llxllP +e)) < 1lxllP +c. Logo, P(x)(llxllP
e e s tã p ro va d o ( ví)

7

Suponhamos que exista a > 0 tal que p(x/a)
Da definição(1.7) temos que llxllp sa. Não podemos ter

11 xllp <a, pois, nesse caso, de(i{), teríamos p(x/a) < a,
portanto, sõ pode ocorrer ll xllo ; a

Finalmente, Suponhamos válidas as hjpõteses de
({x). Seja(tn) uma sequência de números reais posjtjvos

tais que ll xllP < tn para todo n € 1N e ljm tn = ll xllp

0o item(ii) temos que P(x/tn) < tn para todo
n e IN e , d a:i

P(---L---) : l {m
11 x llp

Im tn = llxllP. []: ll * ll

(1.9) !!e.21.!:!.glg. Seja p um modular em X e, se
jamXpcomoem(1.5) ex CXp. Então, llxllp ; 0 se, e se
mente se, x = o

Prova. Se llxllp:o, entãopara todo o <

temos que llxllp < e. De(1.4.iii) e(1.8.íi) segue que

p(x) s P(X/e) < e. Portanto, p(x) ; 0 e, decorre de(l.l.i)
que x = o

A recíproca é ( 1 .8.i { i ) n



(l.lO) Propôs íção. Sejam p um pseudo-modular

[modular] em X e Xp, como pm (1.5). Se para x,y € Xpdefini

mos d(x,y) : ll x-yjlp, então d é uma pseudo-métrjca]métrica]
em Xp invariante por transia ção

8

Prova. 0 resultado segue claramente dos :itens
({i{),({v) e(v) de(1.8), e de(1.9). D

(1.11) Proposição. Sejam : e Xo como em(1.5)
(xn) uma seqtlêncja de elementos de Xp, e x ÉI Xp. Se

limjl )én-xll p : 0 então ljm p(xn-x) : 0

Prova. É imediata a partir de(1.8.iv).[]

A recíproca de(1.11) é falsa como mostra o se
guinte exempl o

( 1 .1 2) Exempl o

memos Mk(u) = uk pa ra ca da k

venção (5)) então, ljm p(Xn)

1 . 3 ) , e to

( ver con -

11 Xn ll P = i n f{ t il:- )n $ t 'l> 2t

- n

e, assim, lim ll Xn ll p 1 / 2

Sej am p e X como em

C IN Se x n : ( 1 / 2 )en
= 1 i m 1 /2 n : 0 , ma s
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Veremos em(1.19) que com certas condições sobre p
podemos obter a recíproca de(1.11)

Antes, porém, introduziremos um novo conceito de

convergencia em Xp, dado por Nakano emIN2], que proporciona
uma outra maneira, ãs vezes mais apropriada,de descrever a
topologia dada pela métrica d em Xp

(1.13) Defln ção. Sejam p e Xp como em(1.5)-.Uma

seqüêncja(Xn) de elementos de Xp é dita p-converaente para

x € Xp se l im p(cl(xn-x)) : 0 para todo a > o

(1.14) Proposição. Sejam p e Xp como em(1.5),
(xn) uma seqtlêncja de elementos de Xp e x € Xp. Então, são
equ{ val en te s

(i ) (x n) ê p-c on verge n te pa ra x ;

(ii) existe K > 0 tal que ljm p(a(xn-x)) ; 0 Pâ
ra todo a à K

Prova. Para provar que(ii) implica({) basta

lembrar (1.4.i ii). A outra impl icação é Õbvja. []

(1.15) Proposição. Sejam p e Xp como em(1.5),

(xn) uma sequência de elementos de Xp e x € Xp. Então;(x.)

e p-convergente para x se, e somente se, limjlxn-xjlo: 0

Prova. É claro que basta mostrar o resultado pa



1 0

ra x : 0

Suponhamos que(xn) seja p-convergente para 0. Da

do c > 0 então llm p(xn/c) : 0 e, daí, existe no € 1N, tal que
P(xn/e) < c para todo n z no' Portanto, llxnllp = c para tg
do n z no' isto é, ljmjjxnllp : 0.

Reciprocamente, se limjl xnllP = 0 e c( > 0 então,

dado 0 < c: < 1/aexjste no € 1N tal que llxnllp <cpara todo
n z no' Decorre de(1.8.{i) quem(xn/6) < c e, então

P(axn) É P(xR/c) < 8 para todo n : no' Portanto,
lim p(axn) = 0. [l

Usando a mesma técnica empregada na demonstração
de(1.15) podemos provar o seguinte resultado

(1.16) Proposição. Se p e Xp são como em(1.5),
e(xn) é uma seqüêncja de elementos de Xp, então

n,m--nll xn-XmllP: 0 se, e somente se,nllm. p(a(xn-Xm)l
ra todo a > 0

pa

A próxima proposição dã uma condição necessária
para que Xp seja um espaço métrico completo.

C1.17) Proposição. Sejam p um modular em X e Xp



como em(1.5). Suponha que exista B > 0 tal que para toda se
qUênc ía(xn) de elementos de xp com lim p(x.-x.): 0, exista

n ,m->w rl ín

y e Xp tal que lím p(B(xn-y)): 0. Então Xpé um espaço mé

tri co compl e to

1 1

Prova. Seja (Xn) uma seqüêncja de elementos de

Xp que satisfaz a condição de cauchy, Isto é, lim lIxE-xmll
0

6) temos que l im .P(xn-xm): 0, e pela hj-

poteseexistey € Xp tal que ljmp(B(x.-y)): 0. Vamos mos -

trai que l im p(B c''(xn-y)) = 0 para todo 0 < c $ 1e assim,

por(1.14) e(1.15), teremos l im ll Xn-yjlP: 0

Fixado 0 < c $ 1, por CI.16) sabemos que

n,m--w(e''(Xn-xm)) : 0 e, portanto, pela hjpõtese, ex'êste

yc C Xp tal que ljm p(B(xn c'' - yG)): 0

Temos quey : cye' De fato usando(l.l.{ii) e

( 1De

( 1 . 4.j { j )

p('g(y - :y.)) P({(y - x. . x. :y . ) )

$ p( Í3(y x n ) ) + p( B(x n

$ P(B(V Xn)) + p(Bc':(Xn

p( B(y x n) ) + P( B(x n c ' : y.))



] 2

o que implica que p(.g(y - cy.)) : 0 e, portanto, de(l.l.i),
J : t'y .

Então

lim y ) ) l {m p( B(XnE:': y :))

n que ter'mina a demons tra ç ão. []

Definiremos, agora, a condição A: para modulares

e mostraremos que vale a r'ecíproca de(1.11), quando o modu

l a r sa t{ sfa z tal con dição

(1.18) Defirição. Sejam p e Xp como um(1.5). Di

zemos que P sat isfaz a cond ção Az se existem números reais

positivos K e a ta ís que p(2x) $ K p(x), para todo x C Xp com
p(x) s a

(1.19) !r.9P.gE!.çlg. Sejam p e Xp como em (1.5), e

(Xn) uma seqtlência de elementos de Xp. Suponha que p satjsfa

ça a condição A:. Então, ljm llxnllP = 0 se, e somente se,
lim p(x . ) : o

Prova. Por(1.11) é sempre verdade que se

lim ll x .llp : 0, então l ím p(x .) : o

Segue de(1.15) que para obtermos a recíproca,

basta provar que se l im p(xn) : 0, então l im ?(c:x.) ; 0 para
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todo a > 0

Começamos por prova r que

l Im 0 , V k C iN ( 1 )

Para k: l é suficiente lembrar que P(2xn)=K P(Xn),
pa ra 'odo x n € XP c om P(X n ) $ a

llm p(2k-lxn) : 0. Então

pa ra todo n à no ' e da T

z no' Porta n to ,

l e c í d a a rel a ç ã o(1)

Para a > 0 arbitrãrjo escolhemos k ÉI IN tal que

a < 2k e, então

l im P(aX n ) $ 1 im D

Definiremos, agot'a, o subespaço X: de X.' onde a

função ll llP será uma quase-norma [Y-p.31]. Em conseqt]ên

cia teremos Xp um espaço vetorial topolõgico

(1.20) Defin ção. Seja p um pseudo-modular em X

Indicaremos por xp o conjunto dos elementos x de X tais que

lim p(anx) : 0 para toda seqClêncja(an) de números reais po-
sjtjvos com l im a. ; 0

  Supon ha qu e k > 1 e que
existe no € IN tal que P( 2 k -lx n ) É a

P( 2kx n ) $ K p(2k-lx n ) , pa ra todo n

l im P(2 kx . ) = 0. Assim fjc a estàbe
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(1.21) Proposição. Sejam p e Xp como em(1.20)

Então, Xp é um subespaço vetorial fechado de XP.

Prova. É clat'o que 0 C Xp e queXp € xP.

Sejam x,y C iP, cl É; iR e (an) uma seqüêncja de nú

meros reais posjtjvos com l im an : 0. Então, de(l.l.iii)

l im P(an(x+y) : l {m 9«,

$ 1 im [p(2anx) + p(2any)

e de (l .l.ií)

] {m p(a n(c*X) ) l {m p( ja najx)

Portanto, x+y € X p e x € xP.

Privemos, agora, que XP é fechado em XP. Seja
(xk) uma seqtlência de Xp que converge para x em XP. Para

mostrar que x € xp, consideremos uma sequência(a.) de núme-
ros reais positivos tal que l im a: 0

Seja c > 0. Como

ko € 1N tal qu e p(2(xk. - x)/c) < e/ 2

lím P(2anxko) ; 0 então existe no € 1N tal
quean < 1/cep(2anxk) < c/2 para todon= n.. Usando

0

1 { « 11 x x ll pkk-.-~
0 , e x { s te



( 1 . 1.1 i i ) e ( 1 .4.{ í i ) obtemos

p( an x) ( xk - x) + p(2an xk )"o o

$ P (2(Xk -x)/ c) +0

para todo n z no' Portanto, l im p(anx
demonstração . []

que te rmina a

Obteremos, a seguir, uma caracterização do con
junto xp, a partir de ll llp, que nos possjbílita estabele
c e r ( 1 . 23 )

(1.22) Proposição. Sejam p e XP como em(1.5)
Se x € Xp então as seguintes asserções são equivalentes

( 'i ) x € X p ;

(ii) l im ll anxllp: 0 para toda seqüêncja(a.)
de nome ros reais com lim an : 0

Prova. Mostraremos, primeiramente, que (i) {m
pl {ca (i {)

Sejam (a..) uma seqüêncja de números reais tal que

ljm an:0ec>o. Oe(i)vemquelimp(janlx/E:):0, e
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e n tão ex{ s te no c IN tal qu e p( ja.
Por ta n to , ll ja n lx ll p $ c pa ra todo

(1 .8.iv) , prova ( { { )

c pa ra todo n 2 n
0

o que , u sa n do

Decorre, facilmente, de(1.8.vi) que(ii) implica
D( { )

(1.23) Proposição. Sejam p e xp como em(1.20)

A função que cada x € xp associa o número real positivo llxll
dado em(1.7), õ uma pseudo-quase-norma em xp, isto é, as se
guintes condições estão satisfeitas

('i) x : o : > ll x ll p
(í{) ll -xll p : ll xll

(ijl) ll x,-vllp $ 1l xll
(iv) lim jja.x llP :

toda seqilênc ia

]jm an ; 0,

(v) l im ll axnllp: o, par'a todo a € 1R e para

toda sequência (Xn) de elementos de Xc com

]jm ll XnllP : 0

0 ,

V x € XP ,

''' ll y ll p , V x ,y € X.,

pa ra todo x € !ç e pa ra
nume ros reais (an) c om

Prova. Os itens({),(ií) e(ii{) são, respecti
lamente,(iji),(iv) e(v) de(1.8)

0 Item(iv) é conseqüêncja imediata de(1.22)
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Sejam (x.) uma sequência de elementos de XP com

lim ll XríllP = 0 e a € iR, a # 0

De(1.14) vemque(Xn) ê p-convergente para 0, e
então, limo(ajajxn) : 0 para todos > 0. Logo(axn) é c,-con

vergente para 0, e por(1.14) conclu:amos que llm ijaxntlp:0. 13

(1.24) Proposição. Sejam G um modular em X e XP

comoem(1.20). Entãoa funçãoquea cada xC X=assocía o
numero real positivo ll xllp é uma quase-norma

Prova. por(1.23) basta mostrar que se llxll
o que segue de (1 .9). 13

Como conseqtlência do que acabamos de ver, temos o
seguin te re s ul ta do

o = 0
x = 0então

(1.25) Proposição. Sejam p e XP como em(1.20)
Então Xp munido da pseudo-métrica definida em(l.lO), é um es
pa ço ve tor'jal topos Õgjco

Prova. Para estabelecermos a tese, é suficiente
mostra r que

(1) sex,yeipe(Xn) e(yn) são seqüênc ías de

elementos de X.p tais que l im ll xn-xllP = ljm ll yn-yllp= 0 e.B

tão l im ll Xn+yn-(x+y)llp : 0

(2) se x C XP, a €1R,(Xn) é uma sequência de XP
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tal que l im ll Xn-xllP : 0 e(an) é uma seqtlência de niímeros

reais com l im an : a, então, lim jl a.Xn - axjjp : o

A afirmação (1) é conseqt)ência da desigualdade
( 1 . 23.j j { )

Quanto a(2), seja K > 0 tal que janl s K para to

do n e IN. Então, de(1.22.{ii),(1.23.{i) ede(1.8.víi) segue que

janxn- axllp $ 1jan(Xn - x)llp + ll(an -a)xllp
$ 1l K( x n - x ) ll p + ll ( an - a )x llP

Portanto, por(1.23.{v) e(1.23.v) tem-se l ím il a.Xn-axjjp:o.]]

(1.26) .gê.!si.ny.!.çg.e. Segue, facilmente, de (1.22)
e(1.25) que um espaço modular Xp mudado da pseudo-métrica de

finada em(l.lO) é um espaço vetorial topolõgico se, e somen-
te se , X p : xP.

(1.27) gê.x!.cv.i.sg.g. E claro que se p é um modular

em X e Xp é completo, então ip é um espaço de Fréchet(ou F-
espa ço) [y- P. 52]

Estudaremos, agir'a, um tipo especial de modular

com o qual se pode definir uma norma no espaço XP.

(1.28) Definição. Seja p um pseudo-modularlmodu

lar] em X. Dizemos que P é um pseudo-modular convexo [modu -
lar con vexo] em X se
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p(ax + (l-a)y) $ ap(x) +(l-a)p(y)

para todo x,y € X e par'a todo a C[0,1]

(1.29) Exemplo. Seja X o espaço das seqüencias

de números reais. Para cada k € 1N tomemos uma função convexa

Mk:[0,"E-'''[0,w[(verEB-p.137]) com Mk(0) : 0. Se definimos

P((xk)) ; E Mk(lxkl) pat'a todo(xk) € X, então é fácil mostrar

que p ê um pseudo-modular' convexo em X. Além disso se

Mk(u) > 0 para todo u > 0 e todo k C IN, então p é um modular
convexo em X

(1.30) Obser'vagão. Se p é um pseudo-modular con

vexo em X então é imediata conseqüêncja de(1.28) que

p(a x ) $ a p( x ) V x € X , V a € [0 ,1 ]

(.1.31) Defirição. Sejam p um pseudo-modular con

vexoemX e Xpcomoem(1.5). Para cada x €1 Xpdefinjmos

ínftt > 0:p({) É l}

(1.32) PI'opas ção. Sejam p um pseudo-modular con

vexoemXeXpcomoem(1.5). Para todoxeXptemosque
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(j) 0 $ 1l Xll < m;
(ii) ll xll « a « m :» p(x/a) « l;

({jj) ll xll « 1 :,. p(x) $ 1l xll;
(jV) llXll : 0 ê P(X/llXll) « m :» p(x/llxll)ÉI

Como x € Xp,existe a > 0 tal que

b$ 1 éclaroque llxllS l/a. Sebe 1, en

30), que p(ax/b) $ b':p(ax): 1, e, portan-

Conclul-se que llxll $ a':maxll,p(ax)l., o

Se ll xll < a, segue da definição(1.31) que exis-
te 0<t<a tal que p(x/t) $ 1. Entãousando(1.30) obtêm-se

p(g) $ 'ip(í) s « l

Suponha, agora, que l xll < 1. Então para todo

e > 0 com ll xll < c: < 1 tem-se, de(1.30) e do item(i{) que

p(x) : (SI)
' Ê

e , p or ta n to , p( x ) s ll xll

Para provar({v) fixado x e Xp, considere a fun

ção P*:IR --[0,m] dada por qc(a): P(ax). Então Px é convexa

em[0,1/llxllJ[B-p.137]. De fato se a,b e[0,1/]]x]]] tem-se

de(1.4) que P(ax) < m e p(bx) < m e de(1.28) que

  Pro va

b : p(ax) < m. Se

ta o dec erre de (l

to , l x ll $ b/a.
q ue pr'o va ( { )
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px(sa+(l-s)b): p((sa+(l-s)b)x)
sp(ax) + ( l -s)p(bx)

s Px (a ) + ( 1 - s ) px(b)

para todo s € [0 ,1 ]

Pelo teorema(A.2) deIB] segue que p ê cone:ínua

ã esquerda em l/llxll . Seja(tn) uma sequência de números

reais positivos tal que llxll < tn e l im tn: llxll. Então,
pela continuidade ã esquerda de px e por( i i) obtém-se

p(IÍ}ÍÍ-) : l im
D

Com as proposições seguintes, concluímos que
(XP, ll 11) é um espaço not'made, quando p ê um modular conve
xo .

(1.33) Pr'opas ção. Se p é um pseudo-modular con-

vexo em X, e XP como em(1.5), então a f-.unção que a cada

x € XP assoc ía o niimero real positivo ll xll , definido em(1.31)

e uma gemi-norma em xr), isto é, vale o seguinte

( j ) x : 0 ; , ll xll:0;
li) ljaxll : jajllxll , V x € X , V a CIR

({j{) llx.yjl $ 11xll .- jjyjl , V x,y C xp.
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Prova 0 Item ( i ) é t ri v ia l

Para provar (i i) basta ver que se a # 0
Ct > 0: p(ax/t) $ 1} : {jajc: P(x/c) s l}

Tomemos, agora, x,ye Xpe c>0. Sejam

a= llxll + c:/2 e b = llyll + E:/2. Então de(1.28) e(1.32.i{)
vem que

.hà ; '- ih {)

: i$-p(Ê') ' ihp(g')

, a b
' ã'ib' + ãT

Portanto, ll x+vll $ a+b : ll xll + llVll + c. Como c é arbi
traria esta provado (iii). ]:]

(1.34) 11929.!.!.glg. Se p é um modular convexo em

X e se Xp é como em(1.5) então,a função que a cada x C xp as
soda o número real positivo ll xll , e uma norma em Xp

Prova. Por(1.33) basta mostrar que se llxll
Mas isso segue, facilmente, de(1.32.11{)então x

( 1 . 1 . i )

0 próximo resultado nos possibilita comparar llxll
com ll xll p, sendo x um elemento de Xp.
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(1.35) .l:.[gp.g.!.!.çao. Se p é um pseudo-modular con

vexo em X e x € XP então tem-se

( { ) ll x ll P « 1 : » 11 x ll $ 1l x llP;
( j { ) ll x ll p z 1 : » 11 x ll $ 1lxllã;

( { j { ) ll x ll : 1 : » 11 x llP S ll x ll;
( { v ) ll x ll « 1 : » 11 x ll ; s ll xll

S

É

X=

2
0

Prova. Para mostrar ({) suponha que llxllp< 1.Se
ja c > 0 tal que llxllP< € < 1. Então de (1.8.{{), P(x/E:)<c

eda:íp(x/E:)<1. Portanto, llxll $ e,paratodoc>o, o

q u e impl {ca q ue ll x ll $ 1l x ll P

Suponha, agora, que ll x.llpzl e seja E: > 0 tal que

lxllp < /ê'. Então de(1.8.ii) tem-se que p(x/-''ê') < /?e,por
( 1 . 3 0 ) ,

p(4-) s J p(--1) « l
:' ? ''v'?

Logo llxll s e e, como c é arbitrário, llxll $ 1lxllP

Para provar(iii) sejamx € Xpe E: > 0 tais que

$ 1lxll < c. Então, de(1.32.ií) tem-se que p(x/E:) < 1 < c

e dal llxllP $ e. E isto implica que llxllP $ 1lxll

Considere, agora, ll xll < 1. Tome c > 0 tal que

xll< c<1. Então decora'e de(1.32.ii) que p(x/c) < 1 e por
( 1 . 3 0 )
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P(.[- ) &' p(4)L

e portanto ll xllp $ -e'. Tem-se, então, que ll xllP lxll. o

Com o resultado (1.35) poderemos facilmente mos

trai que em xp as métricas provenientes de ll ll e de ll ll
sa o equ{ va] e n te s

(1.36) PT'oposição. Sejam p um pseudo-modular con

mexo em X,(xn) uma sequência de elementos de XpexCXo.
Então

({) ljm llxn-xll : 0 «:» 1ím llxn-xllp : o;

({i) lim llxn-xll : 0 <:>(Xn) é p-convergente
p a r'a X

Prova. 0 Trem (i) é conseqtlênc ía imediata de

(1.35.i) e(1.35.ij{), e o item(ii) segue de({) e de(1.15).]]

(1.37) Cor'Diário. Seja o um pseudo-modular conve
xo em X. En tão X p = x p.

Prova. Pot'(1.36) vemos que as métricas prove
njentes da norma ll ll e de ll llp são equivalentes em Xp

Portanto o resultado segue de(1.26).[]



(1.38) Observação. Seja p ê um pseudo-modular

[pseudo-modular convexo] em X. Como vimos em(l.lO)[(1.33)]
obtemos uma pseudo-métrica [semi-norma] em XP. Então, é fã

cil ver que, tomando Xo ;Íx € xP: ll xllP: o},

[Xo:Íx € Xo: llxll = 0}],o espaço quociente xP/X. será
troco [n orma do]
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.EXEUPÇQ$ .gE [SPACOÇ MODULARES

Estudaremos, resumidamente, alguns tipos de empa
ços modula re s

É interessante notar que através de modular.es con

vexos novos espaços de Banach podem sel' definidos, como vere-
mos neste pa rãgrafo

Em todo este parágrafo o espaço Xp estafa sempre

munido da métrica definida em(l.lO)

EXEMPLO 1. Medulares no Espaço das Seqtlências de
NiÍme r os Rea is .

Até(2.16) X {ndicarã o conjunto espaço das se
qtlê n cia s de mime r o s re a i s .



X.!.Z. rar a t,daa K c IN seja

Mk:[0,«[--[0,®[ uma função Cont:ínua não-decrescente, e tal que
Mk(u) : 0 se,e somente se,u . 0. Definimos P: x -.-[0,m] peça
í gual da de

(2 1 ) De fí n i

=

P ( (xk ) ) Mk( l x k l )

( 2.2) Propo sjção Se (Mk) e p são como em ( 2.1 )
então

(Í) p é um medula r em X;

({j) xp : ip;

(iii) Xp é um espaço métrico completo

Prova. Éfãcíl verquep(Cxk)):0 see sãse

0, e que p((xk)) : p((lxkl)). Como Mk é não-descrescen(xk )
te

Mk(au+(l-a)v) $ Mk(u) +Mk(v), Va € [0,1]

V u,v C [0,m[

Segue então que p satisfaz({),(íi) e(iji) de
(1.1), isto é, p é um mo d ul a r em X

Para provar (íi) basta verificar que XP C iP. Se
jam(xk) € Xp e c' » 0 tais que P(ü(x,)) < m
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Dado c > 0 existe ko CI IN tal que k:k. Mk(',ixk a:/2.
Seja (an)n € 1N uma sequência de números reais po

sítívos tal que liman :0. Entãodado c >0 existen.CIN
k . - l

tal que janl $ a e kzl Uk(janxkl) < c/2 para todo n z no Po!tan to

ko-l

k:l Mk (janxkl)
p(an(xk))

''" *:* Mk(I'«xkl) « '
0

para todo n Z no ' Logo (x k ) C XP.

Seja (xn) uma seqtlência de XP com lim p(xn.xm):0.

Mostraremos que existe y : (yk) e X tal que lnmm(xn.y)
assim o item(ii) seguira de(1.17)

Se xn ;(xn)kCIN para todo n CIN, então,

' '"- *:.Mk( lxl-xjjl )
d o k C IN

d.í, lj:,.Mk(lxE-*j:l) par'a to

Como Mk é continua, e Mk(u) : 0 se e sõ

então llm,.lxn.xml = 0. Seja yk= nlm xn para cada
seja y = (yk) . '''"

Da do c > 0 exi s te no C IN tal qu e

se u = 0

k € 1N e

lx [-xi1]) $ P(x n.xm) « .
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par a Logo n,m : nn e p € 1N. Então

P

.:. Mk( lx [-v. ] ) :
P

l,!= .:,".(
mn

./X X Ck k

para todo n : no' isto ê, l im p(xn.y)

Temos, também, que y :(yk) € XP pois se ct > 0 é
tal que p(ax''o) < m e B : minÍI,a} então

P(gV) $ p(B(xno-y)) ,. p(Bxno)

$ p(xnQ-y) + p(aXno) < «. []

(2.3) Proposição. Sejam(Mk) e P

Se (x k) € X p e ll (x k ) ll p # 0 e n tão

conto em (2. 1)

p''RI':ÍÊ' : k:'M.('iÍl:j'B): ll uk' ii''

Prova. Se(tn) ê uma seqtlência de reais posjti

vos tal que ll(xk)llp < tn para todo n € 1N, e llm tn: ll(xk)llo,R-+cn '' '

então,como as funções Mk são contínuas, e p((xk)/tn) < tn pa-
ra tod o n C iN ,

.:,"k(IÍJ:lyÍ'Í;) : .'«
(xk ) ll P$ 1 im t
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para todo P ÉI IN, o que termina a prova D

(2.4) Proposição. Sejam (Mk) e p como em (2.1)
Suponha que existam números reais positivos K e a tais que

Mk(2u) $ K Mk(u), para todo u z 0 com Mk(u) = a, e para todo
k €1N. Nestas condições,se (xn)n €1N ê uma sequência de ele-
mentos de Xp então lim llxnllp : 0 se.e somente se,lím p(xn):0

Prova. Decorre de (1.19) visto que,com estas hi

poteses,p satisfaz a condição Â:(ver' (1.18)). []

Defínjremos, agora, espaços seqtlencjais modulares

Antes, porém, algumas considerações sobre funções de Orlícz
sao necessárias

(2.5) Definição. Uma função não-nula

M:[0,mE-'»[o,m[ é d'ita função .gS. Orlícz se M(0) : o, M(u) > 0
para todo u > 0, e M ê convexa em[0,m[, iStO é,

M(au +(l-a)v) $ a M(u) +(l-a)M(v)

para todo a e[0,1] e todo u,V C[0,m[

( 2.6 ) Propôs'leão

Tem-se que
Seja M uma função de Orl icz
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( i ) se 0 $ u 1 < u: « u, en tão

M(u:) -M(ul) ,M(u,) -M(ul) M(u,) -M(u:)
UZ - Ui U3 :Ui :; '"' U3 - Uz '

(ii) M ê uma função continua e crescente;
({ji) M(u)/u é uma função cone:inua e não.decres

cente em ]0 ,m[ ;

( ív) l im M(u)
U -» ag

Prova Se 0 $ u 1 < u: < u. e n tão

-: : (=;-.-:-:;)-: ''" (=;-'
e pela convexidade de M temos que

M(u:) s =:-:--ÜT M(u:) '. =;-:-: Nt(u;)

e da l o b temo s (i)

Sejamu,be[0,m[ comu<b. Sev: étal que
0 S u < v: < b e n tão de (i ) temos qu e

M(v: )
Vt

.Tf..!.! . [4(b)
U

M( u )

de onde segue que 1.1 é continua ã direita em u. Analogamente,
prova-se a continuidade ã esquerda em u



Tomemos, agora, números reais u,v onde 0 < u < v
Assim, como M é convexa temos que

3 1

M(u) : M(: v -- (l

$ 'g M(v)

Dessa desigualdade segue que M é crescente e o item({ii)

Suponhamos que I'im M(u) ; K < m. Então

lim--Ü---: 0, o que é um absurdo por causa do Trem(ií) e do
U-'>oo '

fato de M ser não-nula. []

(2.7) Definição. Se(Mk) é uma sequência de fun
ções de Orl'icz então defin'amos o a função P: X--[0,m] por

P((xk)) : E: Mk( lxk l )

e o conjunto Ê(Mk) pela igualdade
l x , l

Ê(Mk): {(xk) € X: EMk(''k) < «, para algum t>0}.

Segue, imediatamente, da definição anterior o se
gu { n te re sul ta do
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(2.8) Proposição. Sendo(Mk), pe 2(Mk) como em

(2.7) temos que p é um modular convexo em X e que Ê(Mk): xP.

Em conseq Uêncja temos o se gujn te

(2.9) Proposição. Seja (Mk) uma sequência de fun

ções de Orlicz. Se para todo (xk) C Ê(Mk) definimos

ínfÍt > 0: E Mk( l-t---) $ 1}1 ( x k ) l =

t

E

então (l(Mk), ll 11) é um espaço de Banach, chamado de espaço
seqtle n cia l m o dul ar'

Prova. Devido a(2.6.ii) vale(2.2.lii). Assim

o resultado segue de(1.34) e de(1.36). [1

(2.10) Proposição. Se(Mk) e p são como em(2.9)
então pa ra todo (xk ) c Ê(Mk)

.'Hh, : : «-'.#' :

Prova. É fácil usando o mesmo racioc:Ínlo da pro
va de (2.3). []
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(2.11) Prooosição. Sejam(Mk) e p como em(2.9)

e(x'') uma seqtlêncja de elementos de l(Mk) onde xn :(xn) pa-
ra todo n CIN. Então (xn) converge para x:(xi.,) se, e sémen

te se, para todo a > 0

Z.l= *:.Mkhlxt ' x.l )

Pro va É c o n se q U ên cia d e (1 .36 .{{ ) 0

0 espaço vetorial que definiremos a seguir jã fo{

estudado por vários autores e õ conhecido como espaço seqUen-
cia l d e 0 rl { c z

(2.12) Definição. SeMk : M para todo k e;N en-
tão l(Mk) é indicado por 2(M), e é chamado de g.lpaço seqüencjal
d e 0 rl { c z

Outros medulares podem ser defjnjdos no espaço X
das seqtlêncjas de niimeros reais

(2.13) Definição. Para cada k e IN seja

Mk:[0,«[--[0,n[ uma função continua, não-decrescente, tal
que M(u) : 0 se,e somente se,u : 0. Definimos as funções =z
e Pz em X pel as igual dade s
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(j) p:((x.)) : sup é' Mk ( l xkl ) ,

e

(il) P:((xk)) - kCIN Uk(lxkl)

(2.14) Pt'oposição. Sejam(Mk), =: e oz como em

( 2 . 1 3 ) . E n tã o,

( i) Pi e f)2 são medulares em X;

(Íi) XPi e XPz são espaços métricos completos;
(jii) X.i e X.: sao espaços de Fréchet

Prova. 0 Trem( i) segue, facilmente, da deflni

ção(2.13) e,(iii) é decorrência imediata de(ii) e(1.26)

Vamos provar(i{)somente para o modular P:,pois
a pro va ê a nãl oga n o caso de P:

Seja(xn)n C iN uma seqüêncja de Xo: com

n,m-.-m(Xn.Xm) : 0. Mostraremos que existe y:(yk) € xo:

tal que l im p:(xn.y) ; 0 e o resultado segu irã de(1.17)

Sendo xn:(xn) então lim p:(Xn.xm) ; 0 implica
n , H->m

n,m-.*mMk(lxn.xml) = 0 para todo k € 1N. Das propriedades

da função Mk segue que nllm.lxn-xml ; 0. Seja yk : lim xk p!
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ra ca da k e IN

Dado c > 0 existe no € iN tal que p:(xn.xm) < c pa
ra todo n ,m z n

Então se n Z no e p C IN

0

. P P

p j:tMk(lxk-ykl) - :'h Õ- .E.Mk(lxk-xkl) $ :.

P

Portantosuptj Mk(lxk-ykl) sc paratodonzno' istoé,

l im pi(Xn.y) : 0
n -+oo

E se a > 0 é tal que pl(aXno) <« e 13: mjnÍI,a}
então P:((B/2)y)$ p(B(xno-y)) + p(Bxno) « -, e, portanto,

(yk) c xp:. []

)

C2.15) Observação. Ê fácil ver que se(x,) ex
então p:((xk)) $ P:((xk)) $ p((xk)) e, consequentemente,
XP C XPz C XPi

(2.16) Proposição. Se(Mk) é uma seqtlência de
funções de Orl icz, então os medulares pi e p:,dados em(2.13)

sao convexos e Xpi e XPz são espaços de Banach. Tem-se que
X p: ê isomé trio o a 2

Pt'o va Devido a(2.6.i{) estão verificadas as hi
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põteses de(2.14). Então é fãcjl ver que p: e p: são medula-

res convexos, e que por (2.14.ii) e(1.36.1) temos que Xpl e
Xpz são espaços de Banach. Resta provar que Xpz e 2. são {SO
métr{ cos

Segue de(2.6.ii) que para cada k € 1N existe a.,>0

tal que Mk(ak): 1. Definimos +: 1.- Z(Mk) por $((xk)):(ctkxk)

É fãcjl verjfjcar que @,é uma função linear bjje
tara. Se (xk) e 1. é claro que p:(:rl.:11111!--) $ 1. e da í

11 ( x k ) ll «

ll+((xk))lllj,lll(xk)ll«. Por outro lado, se(yk):$((xk))'Ê(Mk)

entãoMk(l Jkl) s l para todo k€1N, edaí jykl $akll(yk)ll

o que impl ica que lxkl $ 11(vk)ll pat'a todo k €1 iN

4'((xk)) ll : ll (Xk) ll . []

Porta nto

Em(2.17) e(2.18) daremos cond íções necessárias

e suf icjentes para que XPi ; Xpi e Xpz = Xpz quando ML, = M pa
ra todo k €1N. Isto nos garante que existem espaços medula -
res que nao sao espaços vetoriais topolõgjcos

(2.17) Proposição. Seja M:[0,m1-*[0,m[ uma fun
ção continua, não-decrescente e tal que M(u) ; 0 se,e somente

se.u : 0. Se P: é como em(2.13.ii) comMk ; M para todo
k C IN.então as seguintes asserções são equ ívalentes
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({) xp: : xp:;

(ii) l {m M(u) ;m
U -+w

Prova. Suponhamos que lim M(u) : m. Sejam
U -'> oo

l-xk) € Xp: e a > 0 tais que P:(a(xk)) < m. Como

kCtN M(alxkl) < « então para algum 8 > 0 tem-se alxkl < B para

todo k € 1N. Portanto se (an) é uma seqtlêncja de niimer'os reais

post tjvos com l {m a. : 0 en tão

llm p:(a.alxkl ) $ 1im M(anB)

o qu e impl ica q u e ( x k ) É; X p :

Por ou tro l a do , s e l {m M(u )
U->o.

Assim, sendo xk : k para todo k ÉI !N, a seqtlên

en tão

s u P M( k )
k €1N

cia(xk) ÉI Xp: e(xk) g XP:, pois para cada n € 1N

p: (':(xk)) ; sup M(})
k CIN

e da T l im p: (ii(x k ) ) : L > o . []

( 2.1 8 ) Propo lição

ção cone:ínua , não dec desce n te,
se,u : 0. Se PI é como em (2

Sej a M: [0 ,m1-.*[0 ,m[ uma fun-
e tal que M(u) : 0 se,e somente

1 3 . { ) c om Mk : M pa ra tod o kEI IN,
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então as seguintes asserções são equivalentes

({) XP: : XP:,

(ii) para todo € > 0 existem números reais post

tlvos ac e uc tais que M(a:u) $ E M(u) P!
ra todo u É: [u:,mt

Prova. Suponhamos que ({]) seja verdadeiro. Se.

jam(xk) € XP: e a> 0 com pi(a(xk)) < m,e(bn) uma seqüêncja
de niimeros reais positivos com llm b. : 0. Tomemos

tal que bn < a ac e M(bnuc/a) < 6 para todo n à no' Assim,pl
ra todo n Z no e p C IN temos

p k:l M(bn lxk ' *:. "''.l**l,* ;: *:.
~lxkl'u:

: ; *;.«.'. >' . {

M(bnlxkl)

.cM(alxklk:l

b

M(Ju +a C E P : ( c' ( xk ) )

e , porta n to

p :(bn (x k )

b

$ M(--2u ) +a C E: P : ( a( xk ) )
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c + CP:(c'(Xk)) ,

o que {mpl ica que (xk) C XP:

Privemos, agot'a, que ({) {mpl ica (ii). Para ôsso

suponhamos que(ii)seja falso. Então existem c: > 0 e seqtlên-

cias de números reais posltjvos(an) e (Un) tais que(an) é

decrescente,(Un) acrescente, liman : 0, 1jmun ;m, e
M(anu n) > c M(un ) par'a todo n € 1N

Vamos exibir uma sequência (xk) C Xp: mas

(xk) g Xp:.. Para isso defjn iremos duas sequências de índices

(n.i) e (n.i) e uma sequência de números rea ís (xk) por indução,
sa ti sfa zendo

n

n k:IM(xk) « 2 , V n $ n{ , ( 1 )

( 2 )
l

7 É ( l ) « lU.J)M
n j j

Podemos supor, sem perda de generalidade,que
M(u :) > 1 . Sejam

n i minÍn C IN: 2M(ui) < n}

n 1 = maxÍn € 1N
n l

CI - .ã-:)M(u:) < l
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É fãcjl ve rifjca r que n; que
n

( 1 - -:)M( u :
n l

Temos, também, que (l

fa to se M( u 1 ) 2M(u: )

l tão [;i;7iiTjSn: , «n:] r'rJ: n:

e daT, como an: > l

( 1
n

..J)M(u:) > (1 -
n l

( 2M( u i) - l ) .

2M(u:) )M(':) : ;

Definimos

*. : (=,: .: : : : =;
n

e, assim, se n $ nl. então l kEIM(xk) < 2

Suponhamos que jã estejam determinados n.i.l '
n.i.l e xk para k $ n.l.l satisfazendo(1) e(2). Então sejam

"i-l

< n e kEI M(*k)«n}l
n i m{ n {n € 1N : n ; .l < n ,2M(u

ÍI) [B] 'indica o ma'tor {.ntetro contido em $
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nl = ma x{ n €1 IN

Novame n te temos que nl : n{

;' « (l - iJ')M(u{) « l

e ( 2 )

Sen do

pa ra n.i < n $ n l

é. E M(x,) g .} E: ' M(x.,)

xk
u í ' n {

0 , n; .

l

on de s e gu

n

k ; l

n
l

M( u ) < l
n l

l

n
l

M( u+
n

don de dec erre (1 )

Temos q u e (xk ) e Xp:. De fa to de ( 1 )

n

p :((xk) ) : su P l k E l M(xk) $ 2

En tre tan to pa ra todo { € 1N
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n

(xk)) : suP i- kEIM(ajxk)
«;

ni k:n2:.-IM(ajxk)l

)M(aju{ )

)M(u{) » ;- :

e , por'ta n to ( xk ) Ê X p : n

EXEMPLO ll Modul ares em e spa ços de funções

(2.19) Definição. Seja(E,.\l,u) um espaço de meda

da a-finito, onde E é um espaço topolõgico completo. Denota-

remos por X o espaço das funções de E em IR, .tt-mensurãvejs, fi
ni tas U-quase-sempre

Seja M: E x [o,mE-*[0,m[ uma função tal que

( 'i) M(u,v) : 0 <:> v:o;

(li) para cada u € E, a função Mu' definida por'
M.(v): M(u,v) para todo v : 0, é contínua
e não-decre scente ;
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(iii) para cada v e[0,«,[, a função Mv definida

pot' MV(u) . M(u,v) para todo u e E, é uma

função .\l -meus urãve l

Para cada x ÉI X definimos

P(x ) / M( t , l x ( t ) l)du

( 2. 20 ) Pt'opor j ção Se X e p são como em ( 2.1 9)
en tão

(í) p é um pseudo-modular em X;

( j'i ) X p ; X p

PT'ova. Em primeiro lugar é preciso mostrar que Q
esta bem definida

Então pt'ovemos que a função f: E -'' [0,w[ dada

por f(t) : M(t,lx(t)l)é .\Í-mensurável, par'a cada x € X

Primeiramente, suponhamos que x seja uma função

simples não-negativa, ou melhor, x: j111aj XA{ ' onde
U A

j : l '
E

e al # aj se i : j

Se a ÉI IR então

f' :( ]a ,m[ ) {t € E: f(t)>a}
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{t € E
n

M( t , E
j : l

( t) )

n

u {t É:
{ : l

n

:E.u.

A{ : f'l(t,aj )

ln M ]a,wta Í

e este co nj u n to é , porta n to , A{ - m e n s u r' ã vel

Seja agora x € X uma função tÍ-mensurável,e

(+n) uma seqüêncja de funções simples não-negativas tais que

lim $n(t) : lx(t)l para todo t eEO,m[

Pela propriedade(2.19.1{) tem-se

f(t ) rl(t, lx(t) l )
M( t, l im $n ( t))

l Im M( t, $n (t))

para todo t C[0,n[, e como por(2.19.'ij{) t'l(t,q).(t)) é
M-mensurável para todo n CI IN, então f é uma função M-mensu

rãvel

Decorre, facilmente, de(2.19.i) e(2.19.i i) que
p ê um pneu do-modular em X

Para mostrarmos que XP = xp, tomemos uma seqtlên

números reais positivos(an) tal que llm a. : 0
ci a d e
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Sejam x É; X p e a > 0 tais que

P( aX ) .r M(t,alx(t) l )du

E. seja no € ÍN tal que an C a para todo n z n

De(2.19.{i) vem que l im M(t,janx(t)l): 0 paraR+m ''

todo t € EI, e dal , pelo Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, temos quelim ./ M(t,jarlx(t) IdU) : 0

Portanto, x € Xp o que ter.mina a demonstração. []

Também é v.erdade que XP é um espaço pseudo-métri.
co completo, e para pt'ovarmos isso precisamos dos seguintes
re s u] ta do s

0

(2.21) Lema. Seja(E, .Lt ,u) um espaço de medida

finita e f uma função M-mensut'ãvel. Então dado c > 0 exís
te {S > 0 ta l q u e

A € .\l e .f f(t)du < :> U(A) < c:
H

Prova. Para cada A € .\.{ defjnjmos a medida

v(A) = ./ f(t)du. Então ver.ifica-se que ./ hdv = -' hfdu para
toda h: E -.- [0,m[ J,{-mensurável

Seja g(t) : l/f(t) para todo t É: E. Então
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g C.Zi(E,-U,v) po'ís / f(t)g(t)du
E

< 00H ( E )

Dado c > 0 decorre deEHS-(12.34)] que existe
6.> 0 tal que, se A e ÀI e v(A) < ó, então .r g(t)dv < c

A

Como v(A) : .f f( t ) du ê
A

/ g(t) dv
A

.f g( t) f( t)du
A

p( r ) ,

o tema esta pr'ovado. EI

0 próximo.resultado fácil itarã a demonstração de
( 2 . 2 3 )

(2.22) Lema. Sejam X e pcomo em(2.18) e u(E)<m

Se(Xn) é uma sequência de elementos de Xp, com

n,m-.-m P(Xn-xm) : 0, então (Xn) é de Cauchy em medida

PI''oval Sejam c e c' números rea is positivos arbi

trãr'ios. Cona'ideremos f:E -* [0,m[ definida por f(t)=f4(t,c').
Por(2.19.iii) e(2.19.i) temos que f é -\l-mensurável e que
fCt) > 0 para todo t € E

Seja .S > 0 como em (2.21) En tão e x i s te n . € 1N
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tal que

p(Xm-xm) M( t , l x . ( t ) xm(t) l )dU < S

para todo n ,m : no

mean,m : {te E: lxn(t)-xm(t)l ; e'} então

An,m f(t)du : .f f(t,c')du É .fn,m(t,lxn(t)-xm(t)

De(2.21) segue que H(An,m) < c o que prova que
(Xn) é de Cauchy em medida. EI

C2.23) Teorema. Se Xep são como em(2.19) en
tão XP é um espaço pseudo-métrico completo

Prova. Seja(Xn) uma sequência de elementos de

XP ta] que l imp(Xn-xm) : 0. Mostraremos que existe x e xo

tal que l im p(Xn-X) : 0,e dal por(1.17) seguira que XP é com

pl eto.

Como E ê a-finito existe uma sequência (E:) de .l{

tal que E= jUIEJ' Ej C Ej+l eli(Ej) <m para todo j elN

Por(2.22) eIBa-p.70] temos que, para cada j € !N

a sequência (xn) converge em medida para uma função y

M -mensurável em Ej' Então existe uma subseqüêncja(xi.)
J
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que converge u-quase-sempr'e para y.i em E J Da í p o r ( 2 .1 9 .i{)

ljm u(t,lxn(t)-xlk(t)ll'U(t,lx.(t)-Vj(t) l) ( 1 )

H-qua se- sempre

Dado c > 0 ex i s te nó € 1N tal qu e

p(Xn-xm) .f M( t , l x n ( t ) Xm ( t ) l )d u < É:

para todo n,m Z no' Então por(1) e pelo Lema de Falou temos
que

.r M(t, lxn(t)-Vj(t) l )©
J

)dp

ljm
k- lxn(t)-xJ. (t)l)dP$s: (2)

k

pa ra todo n à no ' e todo j € 1N

Definimos x: E -+ IR por indução da seguinte forma

Seja x(t):y:(t) se tC Ez. Se x esta definida em E: . com

j > 1 então tomamos x(t) : yj(t) para todo t e Ej ''' cj-l

Como (Xn) converge em medida par'a yj-l e para yj
em Ej-l' então yj-l : yj U-quase-sempre em Ej-l e, portanto,

y{ U-quase-sempre em EJ
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Usando o Teorema da Convergência Monótona e a re

loção (2) temos que

.rM( t , l xn ( t) -x( t) 1 ) dP

l {m .r M(t, lx.(t)-x(t) l )dU
j -,w E .i

J!" EJM(t, lxn(t)-yj(t) l)du $ e

para todo n à n.

claro que x (l Xp pois, se a > 0 for' tal que

13 ; mjntl,a),então, por(l.l. íjl) e(1.4.ii),P(clX
n

0

P(x X +

n
0

p('gx) P(aXn ) . []
0

(2.24) Col'olaria. Sejam X e p como em(2.19) e

{x € X: x = 0 u-quase-sempre}. Então o espaço quociente

Xp/Xo é um espaço métrico completo

Prova. É fãc il mostrar, usando(2.19.i) que
U-quase-sempreJ:ÍX € Xo: P(x): o}

{ x € X P : ll x ll :0}

Xo

Y

{x

Então o resul Lado segue de (1 .38) D
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(2.25) Corolãrjo. Sejam X e p como em(2.19) e

Xo = {x ÉI X: x = 0 p-quase-sempre}. Se para cada u.C E a fun

ção M. é uma função de Orljcz(2.5), então Y : Xp/X. é um es-
pa ço de Ba nac h

Prova. Como o é um pseudo-modular convexo em X,

podemos definir a semj-norma ll ll em Xp como em (1.33). Daí

por(2.23) e(1.38), Xo é completo. Sendo

{x u-q u ase-semp re} = {x (l x 11 xll :: o}

então o resultado segue de (1.38) D

(2.26) Observação. Se E =IN eu éa medida de
contagem então podemos escrever p(x): JM(t,x(t))dp:XM.,(lx..

onde Mk(u): M(k,u) e x(k) = xk' Logo o modular definido ern

(2.1) ê um caso paY'ticular de(2.19)

27) Observação. Sejam N uma função de Orljcz

uma função mensurável. Se defjnjrmose P: E

p(x) : .r(N(lx(t)l)P(t)du

en tão por ( 2.2 5 ) Xp/Xo é um espaço de Banach
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Se, em particular, p(t) : l então Y é chamado de
espaço de Orl ícz e denotado por L...

=

( 'i

{ ] )

Veremos a seguir um outro exemplo de pseudo-modu

l a r

(2.28) Defjn'irão. Seja E ;[0,m[ e X como em

(2.19). Seja M:[0,m[ -*[0,m[ uma função não-decrescente com

M(0) = 0. Definimos a função pi em X pela igualdade

p:(x) ; ÍTI J .fc' m(lx(t) l)duÜ-'>m 0

( 2 .29) Pro posição Se M e p: são c omo em (2.28 )

então

pi e um pseudo-mo dul a r em X ;

(ii) Xpi é um espaço pseudo-métrico completo

Prova. Decorre, facilmente, das propriedades da
função M que pi é um pseudo-modular em X

Seja(Xn) uma sequência de Xpital que
lim (Xn-xm) : 0. Mostraremos que existe y eX0: tal que
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ljm p((xn-y)/4): 0 e, assim,(ii) decorrera de(1.17)

Se k € iN então existe nk € 1N tal que p(Xn-xn..)<1/k

para todo n à nk' Defín iremos uma sequência de númer'os reais
positivos (aj ) por indução

Seja ai = 1 e suponha definido a.i satisfazendo

(a) se a 2 a. en tão

l.raM(Xnk(t) - xn{(t))dlJ <; , k eÍ1,2,...,j-l}

e

Zo M(Xn{(t) - Xnj+l(t))du < .} ;
(b) aj > 2a.i.l ;

e vamos mostrar que existe a.i+l satisfazendo condições anglo
ga s a ( a ) e ( b )

Como P(Xnk-xn.i+l) < 1/k para todo k C {1,2,...,i},
existe ao > 0 tal que

: }a M(Xnk(t) - Xnl+l(t))du < .}

para todo a > ao' Do mesmo modo tendo que p(Xn.i+l-xnj+2)<1/({+1),

t ) -M(x
n k
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existe ai > 0 ta] que

; o M(xnj+l(t) - xnj+2(t))du < iit---
para todo a > ai. Basta, então, tomai- clj+l

Defjnlmos a função y:[0,u[ -»[o,m[ pOr

se t e [aj.l 'aj[

Seja k CIN. Para todomz k e a>cIH temos que

J f «.:".--'.- : ; :..

1*. ill.«.:"!3=,«- * ; :: «.rUÇa,..

Segue de .(a) e do fato de M ser não-decrescente que

' ::-'' ''..«.:"

am Í:m l oaifq(xnk(t) - Xn{(t))du

m

: t ,:Ê..'..; « :{,

> max {ct ,czi , 2 a0

( t ) ,y(t):x
n l

x. (t)-x. (t
n na

k/ ' M( dp +a í -l

( 1 )

a
/ IM(x ta n k1 0
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e que

:! '' "
'm

M( x . ( t) - x . ( t ) ) du--n nk m

l ..a

nm+ 1 ( t) ) dlJ

1 1

./al M(--------7--)dp então de (1)
~j-l '

Sendo

e das desigualdades acima vem que

l
a

( t) -y( t )X
n

k/" M

Portar to y)/2 ) < 3/ k

Assim para todo n à n.

X XX yn n nk k$ P( ) + P( ) <
2

o que impl ica que ljm p((x.-y)/4) o . []

Introduziremos, agora, um modular no espaço das
funções definidas num intervalo fechado]a,b]
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(2.30) Defjnjção. Seja f4:[0,m[ -- [0,n[ uma fun-

ção contínua, não-decrescente, e tal que M(u): 0 se, e se -
mente se,. u = 0. Denotamos por Z o conjunto das funçõe.s r.eais

definidas no intervaloEa,b] e que se anulam no ponto a. Pa
ra cada x e Z defjnlmos

k

p:(x): sup .z u(lx(t{)-x(t{.l)l)

onde T é o conjunto das div isões dela,b]

( 2 . 3 1 ) P ro P o s'ição Se Z e pz são como em ( 2.30 )
então

({) pz ê um medula r em Z;

(i{) Zp: é um espaço métrico completo

Prova. Decorre, facilmente, das propriedades de
M que pa ê um medula r em Z

Para mostrar que ZPz e completo, tomemos uma se

qtlência (xn) de zP: tal que nlmm.llxn-xmllP: : 0

Então para todo a > 0 1im p(a(Xn-xm)
n , H-'>m ''

para todo n € 1N,então llm.M(lxn(t)-xm(t)

Como

Xn (a ) 0, e
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definimos a função x:]a,b] -, ÍR por x(t):ljm x.(t) para todo
t C [a ,b]

Mostraremos que l im llxn-xll p: 0 e que x € z =z

Dados .a > 0 e c > 0 existe no € iN tal que,se
n,m z n. então

P:(a(xn-xm)):sup .2:IM( lxn(ti)-xn(tj-l)-xm(tí)+xm(tí-t)l) <

k

En tão se { to 'ti ,

n à no ' temos qu e

tn} .ê uma d{ visão de [a ,b] e

K

i: M(alxn(t.i)-x.(tj.l)-x(tj) + x(tj.l)l)

K

H-,m j:l M(alxn(t.i)-xn(tj-l)-xm(ti)+xm(ti-l)

e daÍ p: (a(Xn-X)) $ E: Po r ta n to l {mjl Xn -xll p: 0

E x € ZPz pois para todo cl > 0 temos que
P:(2c*X) $ p(a(x. -x)) + P(ax.). []P(a(X ,- P(aX- x

n n0 0

(2.32) Observação. Se M(u) : u então P:(x) é a va

Fiação da função x empa,b]. Por ôsso, no caso de uma função
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M qualquer chamamos de p:(x) a M-var.cação da função x em

[a ,b]

(2.33) Observação. É claro que se M é uma função
de Orl icz então por(2.6.1i) podemos defjn ir o modular pz em

Z(2.30). Portanto segue de(2.31) e(1.36.i) que ZPz é um

espa ço de Ba na c h



CAPITULO ll

$3 DOSES EM ESPAÇOS OE BANACH

Neste parágrafo reunimos os resultados sobre bases

em espaços de Banach, que set'ão necessários no restante do
trabalho, princjpalmerlte no parágrafo 7

Em consequência da finalidade deste parágrafo, não

apresentaremos., aqu i, as.demonstrações de alguns teoremas,que

tornariam este trabalho desnecessariamente longo. Tais de-

monstrações, bem como um estudo detalhado sobre bases em espa
ços de Banach, podem ser encontradas emELT -Cap.]]

A menos que haja menção em contrario, os espaços
de Banach considerados serão de dimensão infinita, e X indica
r'a um espaço de B a na c h q ual qu e r

(3.1) Def inição. Seja(Xn) uma sequência de ele
mentes de X. Dizemos que(Xn) é uma base de Schauder de X,ou
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simplesmente uma b.!.!g de X, se para cada x C X existe uma ü

nuca sequência de números reais(an) tal que x : nEI anxn

C3.2) Prpposjção. Seja (x.) uma base de X. En

tão as seguintes asserções são verdadeiras

({ ) se pa ra tod o x É: X , de flnjmo s

x 111 = s u P lln }il a n x nll

entãoa funçãoqueacada xeXassocja o
númer'o real lllxlll é u«a norma em X;

( X , 111 111 ) é u m e sp a ç o d e B a nach;

existe L > o tal que llxll : lllxlll $ L llxll

pa ra todo x e X ;

se para cada k eIN definimos Pk: X- X por

Pk(nEI anxn) : nEI anxn'então Pk é uma fun-
ção I'ínear conta'nua, e supllPkll <m. 0 n!

mero K = supll Pkll é chamado de constante
da ba se (Xn )

C 'i { { )

( 'i v )

Pro va . É fácil mos tra r ({)

Para mostrar(ii), seja(yl).i€1N uma sequência de
x tal que l ím lljyl -yJ 111 : o

l 9 .]''>o'

Dado c: > 0, seja io € iN tal que lljyl-yljll < c: pa-
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ra todo i,i z ío' Seyj : EaÀxnentão

k

s u P ll n E 1 ( a n - a n ) x nll ::E:

e da T

k k-l

ll(a' - aJ)xkll $ 1l nEt(a'-an)Xnll +ll nEI(an-an)*nll

pa ra todo i ,j Z io e to d o k € 1N .

Como(Xn) é base então xk # 0 para todo

tanto(aÉ)j € 1N é uma seqüencia de Cauchy, e existe

Mostraremos que E anxn converge

Se i z io e k e IN e n tão

a n ) x n ll l {m
J'-m aji ) x . ll

$ ' '" 111v j
J*~ y j 111 s : ( 1 )

Da Í pa ra todo k ,p e IN temos que

H .!.,.*«
k l

0
11 $11 i: (a n

n=p ;.)*.ll
k

0F
+ n n

n=p
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0:l (a$
nn=l an)*nll 'll .g (ano

a X +

n n

k í
Z a o x

n:p n n
k {

$ 2c + ll nEpano xnll

e en tão é fãc il ve r q ue c o n v et''g e

Se y = Eanxn temos que

llv { - y lll
k

n : 1 ( a n a . ) x . ll $ ;

para todo i z {o' e portanto limjljyl
1-»oo

Temos, então, que(X,lll 111) é um espaço de Banach

e, éclaro que llxll s lllxlll para todo x € X. Lagoa função
identidade de(X,ll 11) em(X,lll 111) é cone:Ínua. Pelo Teore

ma da Apl icação Aberta, a função identidade é bicontínua, e,

então, existe K: > 0 tal que ljxl $ 111xlll $ K:ljxjl para todo
x C X , o q u e p ro va ( ii{)

1 1

Se k €1 iN e Pk é como em(iv), então é claro que

Pk ã uma função l inear'. Para todo x ; Eanxn €1 X temos

k

P k ( x ) ll : ll n E lanxnl

k

$ s E P ll n E l a nxn
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111 x 111 $ K : ll x

Porta nto Pk é cone:ín ua e ll p k $ Ki de o n d e concl u:Ímo s (ív).[]

C3.3) Proposição. -Seja (Xn) uma seqüêncja de ele

mentes dex. Então,(Xn) é uma base de X se, e somente se,
valem

( { ) x n # 0 , V n€1N;
Cii) ex êste K > 0 tal que, para toda sequência de

números reais (a.i)i€1N e, para quaisquer in
tenros n,m c om 0 < n < m, temos

n m
1 ,:, ; { x. ll : K ll .! . ;, *. ll ;

(iji) o subespaço vetorial fechado gerado por(x.),
que indicaremos por[(Xn)], é igual a X

Pt'ova. Suponha que (Xn) seja base de X

0 Item(i) é fácil obter da definição(3.1)

Sejam (aí).iÉlIN uma sequência de números reais e
n,m C IN com n < m.

De (3.2. {v) tem-se que
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11 : E . . { x , ll
m

11 Pn(jElalxÍ) ll
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s ll Pnll ll jmtajx.ill
m

K ll l E l a .i x { ll

o q u e p ro va ( i i )

É fãc il ver que ({ íl) é verdadeiro pois se x € x

n:lanxn: l.!m nElanxn' e daí x C[(Xn)]

Vamos most!"ar, agora, que se valem(i),(j{)
ii {) en tão (Xn )é uma base de X

Seja o cona unto

l

então

e

{x
Eanxn' par'a alguma seqüênc ia (a.)}

Com um calculo análogo ao que fc i feito na demonstração de
(3.2.il), prova-se que(F,lll 111) é um espaço de Banach. Mos

tremor que [(x.)] c F

Seja y e[(Xn)]. Então existe uma sepüência(yn)
de[(xn)] tal que l im llVn - Vll: o. Seja y.= Enbnx:, para
todo n € 1N

l

Como yn € F e ll yn - Vmll = lllVn

n,m € 1N, então existe x c F tal queljm jljyn
ym lli pa ra tod o

111 : 0 . L e m
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brando que ljyn-xll : lljyn-xlll, temos que llmljyn-xll : 0,po!
ta n to y : x , isto ê , yeF

Então, se x €1 X, existe uma sequência de niimeros

reais(an) tal que x: Eanxn' Resta provar que(an) é ünjca.

Suponha que x : l:anxn : Ebnxn' Então 2:(an-bn)Xn:0

Seja k CiN. Ligando( i{) temos que para todo m :k

k k-l

jak-bkl ll xkll s llnXI(an-bn)Xnll +ll nEI(an-bn)Xnll

m m

s Kll .EI(an-bn)xnll +Kli n l(an-bn)Xn

m

2Kll nZI (an-bn)xnll

Como llxkll : 0 e mllmjl nEI(an-bn)Xnll : 0 então
0, isto é, ak : bk' o que termina a demonstação. []

m

ak bk

(3.4) Definição. Se(x.) é uma sequência de ele
mentes de X que satisfaz(i) e({i) de(3.3) então dizemos

que (x.) ê uma sequência bãsíc a de X

(3.5) ProDosjção. Se(Xn)n CIN é uma sequência
básica de X então é base do subespaço[(x.)]



65

Prova E consequência {me dja ta de (3.3) D

(3.6) Definição. Se(Xn) é uma baselseqtlêncja

bãsjca] de X e llxnll = 1 para +.odo n e IN, então dizemos que
(Xn) é uma base]seqüêncla bãsjca] normalizada de X

(3.7) Prooosição. Se(Xn) é uma baselseqüêncja

bãslca] de X então(x./jl xnll) é uma baseEseqüência bãsica]
normal izada de X

P ro va . De c or'r'e de (.3 . 3 ) . []

Os exemplos de espaço de Banach são numerosos. Os

espaços co' 2P' C([0,1]) e Lp([0,1]) têm base. Veremos, a
seguir, que todo espaço seqüêncial modular, deflnjdo em(2.9)
a dmite uma seqüêncja básica

(3.8) Exemplo. Seja l(M,) um espaço seqüencjal

modular(2.9). A seqüêncja(ek) é uma seqtlêncja básica de

Ê(Mk). De fatoeK #O para todo k eFF! e vale(3.3.ii) pois

se(ak) é uma sequência de números reais e n < m, então

n

k:l
" ja. l

ínfÍt > 0:kZI Mk(=--t-) $ 1}

m

s {nfÍt > e: Ek:l
a mk k

M
k\''r J $ e:l a Dkk:l

1}
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C3.9) Propg111ção. Todo espaço de Banach com base
ê se pa rãvel

Prova. Se(xn) é base de x, espaço de Banach, e11

tão , ve rifica-se qu e o cona u n to

. n
U { E r .x .

n : l i : l l l
{ r: , ,rn} C Q }

é enumerãvel e denso em X D

C3.10) Observação. É conseqüêncla imediata de(3.9)
que todo espaço de Banach não separãvel não tem base. Em

particular, Ê. não tem base, pois ele não é separãvel

Decorre do pt'õximo resultado que todo espaço de
Banach contém um subespaço vetorial fechado de dimensão Infi
n{ ta com base

(3.11) Teorema. Todo espaço de Banach contém uma

se q U ên cia b ã sic a

Prova Ver teorema ( l .a.5) de [LT] a

( 3 . 1 2 ) C or.ol ã rlo Todo espaço de Ba nach contém
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um subespaço de dimensão infinita com base

(3.13) Definição. Sejam X e Y espaços de Banach,

(xn) uma baseEseqtlêncja bãsica] de X e(y.) uma baselse -

qtlêncla bãsica] de Y. Dizemos que (xn) é equivalente a(yn)
se para toda seqUênc ía (an) de nümet'os reais tem-se

ã:a x
n n

=

converge <=> :la nyn con ve rge

C3.14) Proposição. Sejam (x.) uma base de X e
(yn) uma seq(lência de Y. Então são equivalentes as seguintes
afi rma ções

(j)(yn) é uma base de Y equivalente a(x.)
(i i) existe um isomorfismo T: X -- Y tal que

T(Xn) = yn ' para todo n € 1N

Prova Su pon ha q u e vale (i) e sej a T X -- Y da da

por

T(x) : T(Eanxn) Eanyn

Como(xn) e(yn) são bases equivalentes T es+-ã bem definida,
e e uma função l inear, sobrejetora e ínje+.ora

Para mostrar que T é contínua, usaremos o Teorema
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o Gráfico Fechado. Seja, então, uma seqtlêncja de elementos

de X,(uk), onde uk : Eanxn' e ta] que ] im uk:0 e ljm T(uk):y
k-«k-

Logo, para cada k € 1N e n e IN, usando(3.2.iv) te

d

mos

ka. x
n 11 p. ( u k ) P n - 1 ( u k ) ll

$ 1l Pn ( u k ) ll + Pn ( u k ) l

$ 2 K ll u k ll

E da:í, como Xn # 0, 1.im ak ; 0, para todo n e IN
k-+m ''

Po r ou tro l a do , se Ebnyn e k,n € 1N então de
( 3 . 2 . 'i v ) ,

ankyn-bnyn Pn( T( u k) -y ) Pn.l (T( uk ) -y) ll

$ 1l Pnll ll T(uk)-Vll+llp..tll lIT(uk)-vli

ZKll T(uk)-vll

Logo, lim an : bn' para todo n € 1N pois yn # 0

Portanto, bn = 0 para todo n € 1N, isto é, y : 0,o
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que prova que T é con tínua

Sendo T sobreje+-or'a, então, T é bjcont:inua, e,por
tanto , um { somorf{ smo

m Privemos que(i{){mpljca (i). Se T(Xn) ;yn en

tão T(nEkanxn): n:kanyn para todo k,m eiN. Pelo fato de

ser bicontTnua, Eanxn convem'ge se, e somente se, Eanyn con

verge. Como T é sobrejetora, (yn) é base de Y e, portanto,
(y.) é equivalente a (Xn) . []

(3.15) Proposição. Sejam(Xn) uma seqüêncja bãs{

ca de X e(yn) uma seqüêncja de Y. Então são equivalen+.es
as segu { n te s afi t'ma ções

(i)(yn) é uma seqtlêncja básica equivalente a

C x . )

(ií) existe um isomorfismo T:[(xn)] --[(yn)]
ta] que T(Xn ) = yn pa ra todo n C IN

Prova. É. análoga ã demonstração feita em(3.14),

lembrando que(xn) é base de[(Xn)] e(yn) é base de[(yn)]
(3. 5) . []

(3.16) Definição. Seja (x.) uma base de X. Con

sider'e uma seqtlêncja crescente de inteiros não-negativos
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(Pj), e uma sequência pde+nümeros reais não nulos(c'n). Se,

para cada j eIN, uj : {:E.i+lajx i' então dizemos que(uj) é

uma .Eâ.!g .gS blocos de (xn)

(3.17) Proposição. Seja(x.) uma base de X.Toda

base de blocos(uj) de(Xn) é uma sequência básica de X

Prova. Como(Xn) é base de X,por(3.3) existe
K > 0 tal q u e

n

21 b . x
m

$ Kll . E l b { x j ll

para toda seqllêncja de niimeros reais (bj) e todo n,m C IN com
m > n

pj +l

Logo, se para cada j € 1N, uj = 1l .cl.ixi então
' 1 = P {+l '

para toda seqüêncja de niimeros reais (a.i) e para todo n,m € UN

com n < m temos que

n

j :l aj uj ll

. n Pj +l

l j : l a j j :tj+l xl ll

. ;. :!::.. '...*,
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m Pj +l

j-l {:pj' lajalxjll

m

l j ' l a j uj l

E como u.j # 0 para todo j € 1N,(u.i) satisfaz(i)

e({i) de(3.3) e, então,(u..Í) é sequência básica. ]]

(3.18) Teorema. Sejam (Xn) uma base de X, e Y um

subespaço vetorial fechado de dimensão {nfjnita de X. Então

existe um subespaço Z de Y que tem uma base normalizada que

ê equivalente a uma base de blocos(uk) de(Xn), tal que
0 < s $ 1l u k ll $ r . p a ra to d o k€1N.

Prova V e r ( 1 . a . { { ) deELT] a

(3.19) Proposição. Seja(x.) uma base de X e se-

ja yk: nElanxn para todo k € 1N. Suponha que lim supjjykll>o,

e que llm an = 0 para todo n € 1N. Então existe uma subseqtlên

(yk.i).i € 1N de(yk) que é uma seqüêncía bãsjca equivalen-

te a uma base de blocos(uk) de(Xn), tal que 0 < s $ 1luklls r,
pa ra todo k e IN .

Prova Ve r ( 1 . a .1 2 ) de [L T] D



72

(3.20) Proposição. Seja (Xn) uma base de X. Pa

ra cada n eiN definimos xi: X -*IR pot'xn(:E.ajxj): an' En
tao

(i) Xn ê um funcional linear continuo e

llxnll $ 2k/llxnll, onde K é a constante

da base (xn) (3.2.jv) ;

(ii) a sequência(x.) é caracterizada pela igual

dade Xn+(Xm) ; '5n onde 6m' se n : m e im : l,
pal''a todos n ,m ÉI IN .

Prova . Se x E:a .i x j e n tão d e ( 3 . 2 . i v )

a xn n 11 P n (x ) - Pn . l (x)

$ 2 K ll x l

para todo n CIN. Logo lxi(x)l = janl $ 2Kllxll/llxn
tão llxnll s ZK/llxnll para todo n eN.

Portanto, xi é um funcional linear contínuo
então, o :item(ii) segue fac ilmente.[l

e e n

E

(3.21) Definição. A sequência (x:) definida em

(3.20) é chamada de seqtlêncja de funclonajs biortogonais
soda d g a (x . )
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(3.22) Proposição. Sejam (x.) uma base de X e

(x:) a seqüêncja de funciona is biortogonais associada a(x.)
Então(Xn) ê uma sequência básica de X*

Prova. É clat'o que xl: # 0 para todo n € !N. Res
ta , e n tão , p nova r ( { 1 ) d e ( 3 .3)

Para cada n €1N, sejamPn comoem (3.2.{v) e

P:: X+ -.- Xt definido por Pn(yt) : y+ o Pn' Então para todo
y+ C x.', llPn(V+)ll $ 1lV+ll llPnll , e como

Pi(il Pnll xn) = ll Pnll Xn o Pn = ll Pnll xn' temos que
p: ll : ll Pn ll pa ra to d o n C IN

Portar to , se K s u P ll P .

n

11 : : . . 1 x {

l l l

Pi ( .x l a{ x { ) l

m

S ll P n ll .i E l a i xjll
m

É K ll E
i : l

par'a toda seqtjência de niimeros reais (a.i) e todos n,m € 1N

c om n < m . I''l

0 caso em que(x:) é base de X* tem particular in
temesse , como veremos a se gui r
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(3.23) Defjnjção. Seja(Xn)n e tl.l uma base de X

Dizemos que(xn)n É: iN é dual izãvel se(xn)n € 1N' defínjda em
( 3.20 ) , é ba se de X *

Outra importante noção é a de base ljmitadamente
completa

(3.24) Defjnjção. Uma base(xn)n €1N de X é dita
limitadamerte completa se para toda seqtlência de números

rea'is (an)n € 1N tal que supll Elanxnll < u, a série n:llanxn
converge

k

0 próximo resultado Õ um importante teorema na
teoria de bases em espaços de Banach

(3.25) Teorema. Seja(xn)n €1N uma base de X. En

tão X é reflexivo se, e somente se,(Xn)n C IN é dualízãvel e
ljmi tadamente compõe to.

Prova Ve r teo rema (l .b.5) de [LT] n
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base limitada de X converge fracamente para zero.
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Prova. Seja (Xn) uma base ljmjtada de X e que não

converge fracamente a zero. Então existe yt C Xt, e existem

E > 0 e uma subseqüência(Xnt,)k e IN de(Xn)n € 1N tais que
> E

Como X ê reflex ivo e(Xn.,)k € 1N ã limitada em X,

subseqUêncla de(xn.)k € iN' fracamente

convergenteIDS-(11.3.28)], isto é, existe z € X tal que

ljmx*(x.):x*(Z) para todo x''; C x"
í-« ''k

Daí e de(3.20) segue que xi(z) = 1=,Xm(Xnk:)

para todo m É:IN . E, portanto, também por(3.2e) tem-se lue
z : 0. Consequentemente l imy'''(x.):y''(z):0, oque é

l -+m '' k

l

l

exi s te (x j € 1N 'n k

uma contrad i çá o . []

Trataremos, agora, de outro tipo de base chamada

de i nc onda c io nal

(3.27) Definição. Dizemos que uma baseEseqüên

cia bãsica] (Xn) de X é incondicional , se para toda seqtlên

cia(On) com On : l ou On : -l, EOnanxn converge, sempre que

Ea nxn converge
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A noção de base {ncondjcjonal esta ligada ã de
convergência {ncondjclonal de séries em espaços de Banach

[LT-Cap ]- $6], donde segue o seguinte resultado

C3.28) Proposição. Seja(xn)n € tN uma seqüêncja
básica de X. São equivalentes as seguintes afirmações

(i) ( x n ) n € 1N é { n c o n d{ c { o nal;

({i) para toda permutação T de IN, a sequência

(xTr(n))nCIN é sequência básica de X;

(ii í) para toda seqtlêncla (n.i) de IN, a converge!

cia de Eanxn implica a convem'gêncja de }llanjxnj'

(ív) se E:anxn converge e se lbnl $ janl para tg

do n e IN e n tão }lbnxn con ve rge ;

P ro va . Ve r (l . c . 6 ) de [ LT] , n

(3.29) .EZ:Ê1lplo. A sequência bãsjca(ek) de l(M.,)

definida em (3.8) é 'incondicional. De fato se Eakek converge e

se(0k)keiN é uma sequência com 0k : l ou Ok: -l, então

mk k
0 a e E a ek kk=n kk=n

pa ra todo m,n e IN. Porta n to , co nve rge . []
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(3.30) Proposição. Se(x.)n € iN é uma base incon
dicjonal de X e(nl)j € 1N ê uma sequência crescente de intei
ros posjt avos, então, Y =[(Xn.)] é um subespaço complemen-

tado de X, isto é, existe uma projeção P: X '- Y, contínua
l

Prova. Para cada x = }la.x. e X defjnjmos

P(Eanxn): Ean.xn:. Como (Xn) é {ncondjcional por(3.28) p
ê uma apl icação de X em Y. É claro que P ê projeção. Para
a contjnujdade, usaremos o Teorema do Gráfico Fechado

Seja(yK) uma seqüênc.ia de elementos de X com

limyk: 0 e yk : Eanxn pat'a todo k €11q. Suponhamos que

lim P(y') =ye Ye quey ; bixn:. Então por(3.2.{v) para
todo n,k e IN temos que

. : l ll * . ll Pn (yk ) Pn.l (yk) ll

$ ( 1l P n ll -F ll P n . l ll ) ljyk

$ :"11 vk

e q u e pa ra to do i CIN

jan.i - b.il ll xn.ill = ll Pn.i(P(yk)-y)-Pn.l(P(yk)-y)ll

$ 2Kll p(yk) - vll
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Porta n to pa ra todo { € 1N

11= 1;:, - ': l {m
k-«

ne , e n tão , b : 0 , j s to é ,

0 resul+.,ado seguinte será útil na prova de alguns
re sul +-a dos do pa rãg ra fo 7

(3.31) Pr'oposição. Sejam (x.) uma base {nccndlcio

nal de X e(uk) uma base de Y equivalente a(x.). Se existem

constantes K e L tais que 0 < s $ 1l ukll $ r' para todo k € 1N

então(uk/llukll) ê uma base normalizada de Y equivalente a
( x . )

Prova. ÉI fãc il ver que como(uk) é equivalente a
(Xn) e n tão (uk ) é incon dlcion al

Segue de(3.7) que(uk/ll ukll) é uma base normaljzg.

da deY. Ecomo s $ 1l ukll $ r, por(3.28. iv) temos que Eakuk
converge se, e somente se, 2:akuk/ll ukll converge. Portanto

(uk/ll ukll) é equivalente a(uk) e, daÍ, equivalente a(Xn).[]

0 próximo teorema une dois importantes resulta
do s da teoria de base s
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(3.32) Teorema. Seja(x.) uma base {ncondjcjonal
de X . En tão

(i)(xn) é dualizãvel se, e somente se, X não
contém sube sp a ço {somo rfo a Zi ;

é llm i+.adamente completa se, somente

X não contém subespaço isomorfo a cn

( x
n

se

( j j )

PT'ova. Segue dos teoremas(l.c.9) e(l.c.lO) de
0[LT]

Um enter'espante corolário do teorema acima pode

ser obtido utjl izando as proposições(C.6) e(C.7) deIBP]
q ue e nuncla remos a segue r

(3.33) Proposição. Se X tembase e se Y é um sub

espaço de X isomorfo a coE2z] então existe um subespaço Yi
de Y, complementado em X, isomorfo a co]Êi]

(3.34) Corolário. Seja(x.) uma base incondicio
na] de X . En tão

(i)(Xn) é dualizãvel se, e somente se, X não

contem subespaço complementado isomorfo a !i;

(jj)(xn) é limjtadamente completa se, e somen-

te se, X não contém subespaço complementado iso
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morfo a c
0

Sobre bases simétricas e subslmé+..ricas são os prÕ
x i mos resul todos

(3.35) Deflnjção. Uma base(x.) deXe dita si-

métrica se para toda permutação ll de IN a seqüêncla (xlr(n)) ê
uma sequência bãsjca equ ivalente a(Xn)

(3.36) Observação. EI consequência imediata de

(3.28.ii) que se(Xn) é uma base simétrica de X então(xn) é
{ nc o n di c { anal

(3.37) Definição. Uma base(x.) de X é dita sub-
simêtrica se ê incondlcjonal e se toda subseqélência(x.) de
(Xn) é uma sequência básica equivalente a(x.)

l

(3.38) Proposição. Se(x.) é uma base subsimétri
ca, ou simétrica de X então existem constantes s e r tais

q u e 0 < s $ 1l xn ll < r , p a ra todo n € 1N.

Prova Tomemos, primeiramente,(x.) subsimêtrica
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Suponhamos por absurdo que SUPllxnll: m. Então

existe uma sequência crescente de {ntejros posjtjvos(nk)

tal que ll Xni.,ll > 2Kjl xkll para todo k e iN

Da:í s e a k : 1 / 11 x ni.,ll e n tão

l * .. l
k

e a série }lakxk converge. Mas xakxn, diverge, pois

para todo k CiN. Como(Xn) é base subsimétrjca,isto
a b s u rdo

l

11 a kx k l 11 x . il « 7
a Xk k

Suponhamos, agora, que infll xnll = 0. Então exi}
te uma sequência crescente de inteiros positivos(nk) tal

q u e ll Xn, ll < 1 / k pa ra todo k € 1N

Então,para todo i € 1N,existe xn. tal que
k .i

Po r ta n to , se a j = 1 / ll xj ll , e n tã o,
x n k j ll 2 1 « 11 x {

co nve rge. M a s d { v e r g e , p o i s li ajx.ill pa ra

todo { C IN e temos novamente uma contradição

Portanto, infllxnll > o e supll Xnll<

Com os mesmos argumentos prova-se que se(x.)

s'imétrica então infllxnll > 0 e SUPllXnll <m.[]

e
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0 resultado acima é r'elevante para a demonstração

do segu l n te

13.39) Proposição. Toda base sjmêtrica é subsjmé

tr'i c a

Prova. Ver (3a.3) de [LT]. [l

$4. FUNGO ES D E O RL IC Z

0 objetivo deste parágrafo é estabelecer defina

ções, notações e r'esultados conhecidos sobre funções de

Orl icz, que ser'ão usados posteriormente

(4.1) Definição. Uma função não-nula

M:[0,m[ --]o,w[ é dita função de Orlicz se M(0) = 0,

M(u) > 0 para todo u > 0, e M é convexa em[0,m[, 'isto é,

M(au+(l-a)v) É aM(u) r(l-a)M(v)

para todo a € [0,1] e u,v e [0,m[

(4 .2) ProPO sl ção Seja M uma função de Orl {cz.As
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seguintes afirmações são verdadeiras

({) se : u 1 < u 2 < u : ,então

M(u: )-M(u :) M(u. ) -M(u :)

Uz - U l U 3

M(u; ) -M(u: )

i{) M Õ uma função cont:Ínua e ct'escente;
(ii{) !(l!.! é uma função cone:ínua e não-decrescenU

te em ]0 ,ml;

(iv) l im l-l(u) :
U->oo

Prova . Vet' (2.6) . [1

(4.3) Proposição. Se M é uma função de Orljcz e
a > 0, então a função N definida por N(u): M(au) é uma fun-

ção de Or'ljcz. Em particular, existe oc > 0 tal que M(a) : l
e, então, M+(u) : M(au) é uma função de Orl icz com M+(u)

: M'''( 1 ) : 1

Prova. É fácil mostrar que N é uma função de
Orlicz. Como M ê continua e crescente(4.2.ii)então existe

a > 0 ta] que M(a) : ], donde segue que M+(1) : 1.[]

0 teorema seguinte estabelece uma importante ca

racterização das funções de Orlicz, e é consequência de

resultado geral sobre funções convexas.
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(4.4) Teorema. Seja M:[0,m[ -- [0,u[ com M(0):0
seguintes asse)'cães são equivalentes

(i) M ê uma fun ção de Orl {cz ;

('íi) para cada u e[0,m[, existe e é fin'ita a de

eivada à direita MI(u) e M+(u) > 0 se u » 0;
a função M+ é não-decrescente e contínua ã
dize'ita; também existe M' em[0,m[, a menos

de um conjunto enumerãvel, e 1.1- é não decres

cen te no se u domínio

('ij{) existe uma função p:EO,m[ -»[0,m[ não-de

crescente, cont:Ínua ã d íreita, com p(t) >
pa ra todo t > 0 e tal q u e

)

En tão a s

0

=

u à 0

M( u ) /up(t)d t
0

pa ra todo

Prova. Ver(A2),(A3) e (A4) deEB]. []

(4.5) Observação. Seja M uma função de Orl icz

(i) tendo em vista (4.4.i{) indicaremos por M

a deriva da ã di rei ta de M.

(ii) É fãc íl mostrar que se p é a função dada em

(4.4.'ii'i) então M' : p em[0,m[, e, portan-
to, M(u) : .fu M-(t)dt para todo u C [o,m[

0
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(4 .6) Proposi ção Sej a M un:a fu n ção de 0 rl icz. En
tão

('i) !!il'g'} : M'(u) < ---ã--, para todo u e ]o,m[

({i) se Nt'(0): 0 , a função M(u)/u é crescente
em ]0 ,mt

Prova Seja u e ]0,m[ 0e ( 4 . 2 .i) te m-s e

M(u) - M;(!} . !.(Wh )
u '

M( u )

pa ra todo h > 0 . Po rta n to

gá'U- : Z.!:. .!a:u]0.-Ê..-!U : M ' (-)

E de (4.5.i{) e (4.4.ií) tem-se

M( 2u) J'2u M' ( t) d t >
0

M' (t)dt : u M'(u

Para provar(i{) lembremos que de(4.2.iji) temos

que M(u)/u é não-decrescente. Suponhamos que existam

u:,u; e]0,m[ comu: < u, e tais que M(u:)/u: : M(u;)/u:

Como M'(0) ; 0 ex êste 6 > 0 tal que

!!á.©- < a , v u c ]o,ó[
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Seja u: e ] 0 , 6 [ e u 1 < u: Po r ( 4 . 2 . j )

M(u2) - M(u:) M(u;) - M(u:)
Uz - ul ' U3

í4a s

M(u2) - M(ui) c'u: - aui
Uz - U l U 2 - U l

o que é um absurdo. ]]

A seguir defjn iremos a função complementar- de uma

fu n ç ã o d e 0r.l ic z

(4.7) Definição. Seja M uma função de Orljcz com

M'(0): 0e I'imM'(t) ;m. Elntão para cada s à 0 definimos a
1,-» oo

inversa ã direita de M' pela igualdade

q ( s ) suPÍt C [0,m]: M'(t) s s}

e M*(v) por

M*( v) ./.v q ( s ) d s
0

para todo v : 0. A função M'v é chamada de funçãocomplementar
de M.
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(4 .8) e ro posição Se M e M* são como em (4 .7) ,en
tão

({) M* é uma função de Orljcz
[o ,«[

(i{) se M é derivãvel e M' é contínua e crescen-
te, então f4* é derivável e(M*)':(M')'l

l

e q = ( M * ) ' em

Prova. Não hã dificuldade em provar que a função
q definida em(4.7) é não-decrescente, contínua ã djrejta e

comq(t) > 0, para todo t > 0. Portantode(4.4.{il) temos

que Mt é uma função de Or] icz. E como q é contínua ã direita
em [0 ,w[, segue ({)

Para provar(i:i) basta ver que pela hjpõtese M' é
{nversTvel e da:í(M')'' é continua, crescente e q(t):(M')'l(t)

para todo t Z 0. Portanto M* ê derivãvel e(M*)'(t):(M')'l(t)
para todo t : 0. []

0 prõxjmo teorema estabelece outras relações entre
uma função de Orl icz e sua complementar

(4.9) Teorema. Sejam M e M+ como em (4.7). En

tão as seguintes asser'ções são verdadeiras

('i) UV $ M(u)+M*(v), V u,v cEO,mE;

({j) v(M*)'(v):M((M*)'(v))+M*(v), V v e[0,w[

('i'l'i) uM'(u):M(u)+M*(M'(u)), V u e[0,m[
({v) M*(v):maxÍuv - M(u): u e[0,mE}
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Prova. Os itens({),(i{)e(ij{) seguem do teore

ma(2.18) de]B]. 0 :item(iv) é consequência de(i) e (i{) []

1 )

As segu antes propriedades serão ütejs nos prõx{
mos parágrafos

(4 .1 0 ) P ro p o s{ ção Se M e N são fu nções de Orlicz
tem-se

( 'i) M**(u) : M(u), V u € [0,m[

(ii) M'''(1) $ 1, quando M(1) : 1;

(iji) se M(u) $ N(u) para todo u e[0,1] e

M(1) ; N(1) ; 1 então M':(1) Z N'';(1);

({v) se bl(u) $ N(u) para todo u e[0,m[, então

M*(v) à N'';(v) para todo v G[0,m];

(v) se a > 0 é tal que fl(u) : ar.l(u) para todo
u É;[0,w[, então N';(\) : aM"(v/a) para to
do v € [0,m[

Prova. Sejam p a função dada em(4.4.{ii) e q a
inversa ã direita de p como em(4.7). Privemos que p éa in-
versa ã direita de q, isto é, que para todo s e[0,m[

P ( s ) suPtt C [0,m]: q(t) S s}

Se s € [0,m[ e r € [0 ,p( s) [ e n tão
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{t C[0,m]: p(t) > r}, e daíq(r) s s o que imp]jca que
SUP(t e[0,m]: q(t) $ s}. Portanto

P(s) $ suPlt e [o,aE: q(t) s s}

Mas se t C[0,m[ e q(t) $ s então p(q(t)):;P(s),

pois p é não-decrescente. [ como t . p(q(t))(ver por exem -

plo o teorema(1.8) deEB]) então t ; p(s) donde segue que

suP {t e[0,m]:q(t) $ s} $ p(s), e(1) esta pt'ovado

C omo de (4.8 .{{ ) tem-se ( M * ) ' , e n tã o p or(1)

P(s) ; {t C [0,m]: (M*)'(t) $ s)}

e da T p o r (4 . 7 ) e (4 .4 .ii{ )

M * *( u ) ./'u p ( s ) d s ; M( u)
0

para todo u €1[0,m[, e(i) esta provado

S e M( 1 ) : 1 , e ntão

suplu-M(u) : u É: [0 ,nE} suptu-M(u) : u ÉI [0,1J} (2)

De fato, como M(v)/v ê não decrescente, então u $ M(u) para
todo u e [l ,m[
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E como para todo u e[0,1], M(u) S u temos

0 SU -. M(u) S 1 - M(u) = 1. Logode(2) e de(4.9.{v) tentos

q u e M'''( l

Se f4 e N são como em(ill) então por(4.9.iv) e

( 2 )

M*( 1 ) : suptu-M(u)

Z s u P{ u - N ( u )

u € [ 0 , 1 ] }

u É; [ 0 , 1 ] } N ''; ( 1 )

Tomando M e N como em ({v) e u sa n do ( 4 . 9 . j v )

M+(v ) = su Plvu

z su P{ vu

M( u )

N ( u )

U C [0,m]}

u É; [0,m]} N * ( v )

para todo v € [0 ,m[

E se a, M e N são como em (v) então também de

( 4 . 9 . { v )

F! ''; ( v ) su Plv u

su Ptvu

«supÍg

N(u): u C [0,m[)

cxM(u): u e [0 ,mE}

M(u): u É1 [0,m]} -M*(:)

para todo v € [0 ,a[. []
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(4.11) Exemplos.(1) Se p 2 1 então a função

M(u) :uPê uma funçãode Orllczcomll(1) : 1. E temospara

p > 1 q u e

( s ) P - l d sM ': ( v )

l

.l,,':'
P

vP-

P P

(p-l)(i)'Fa' $ víq'

para todo v € [0 ,m[

(2) Se a, B C IR e cl : 2 então a função

0 , s e

N(u) ; <e'e ' , se u € ]0,B[

u'x, se u € [6,m[

ê uma função de Orl icz. [)e fato

N'( u ) se u C ] 0 ,í3[

[B,~[



J g

92

e não-decrescente, pois par'a todo u e]0,Í3[

lq'(u) S 2Í3cl'l b c.Ba-l : Ft'(13)

e o re sul ta do sega e de (4 .4 )



CAPITULO lll

$5 ESPAÇOS SEQUENC IAls MO DULA RES

Seja(Mk) uma seqtlência de funções de Orljcz. Se
X é o espaço das sequências de números reais consjderentos

z (Mk ) : {( xk
X

) € X: E Mk(-!'k l < ", para algum t>0}

Como vimos em(2.9), se para cada(xk) € z(Mp) dg.

f i n i mos

(x k ) ll {nfÍt > 0: E Mk(--T--) $ 1}

então(2(Mk), ll 11), ou simplesmente 2(Mk), ê um espaço de
Banach. Este ê o chamado espaço seq(lencial modular que passa
remos a estuda r
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Tendo enl vista que os espaços seqtienclajs de Ot'

licz são um caso particular de espaços seqUencIaIs modulares,

como mostramos em(2.12), as defjnjções e os resultados aqui

{nclu:idos são análogos aos jã estabelecidos pat"a espaços se
qtle n c { a i s de Orl i cz

0 primeit'o conce íto importante que veremos é o de
equivalência ente'e seqelãncias de funções de Orlicz

(5.1) Definição. Sejam(Mk) e(Nk) seqüêncjas de

funções de Ot"ljcz. Dizemos que(Mk) e(Nk) são eauivalentes,
ou que(Mk) é equivalente a(Nk),se l(Mk) ; Ê(Nk)

(5.2) PT'oposição. Se(Mk) e(Nk) são seqüênclas
de funções de Orl icz equivalentes então a função identidade é

um isomorfismo de 2(Mk) em z(Nk)

Prova. Seja l;Ê(Mk) -' z(Nk) a função identidade
É claro que l é uma função l inear, {njetora e sobrejetoí'a. Pa
ra provarmos que l é continua usaremos o Teorema GT'ãfico Fe -
chado

Seja(xn) uma sequência de elementos de z(Mk) tal
que

(1 ) (xn) con ver'ge pa ra zero em Ê(M k
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( 2) (x'') c o n ve rg e pa ra x (xk) em Ê( Nk)

Sendo xn:(xn) para cada n € iN, segue de(1)

de(2.11) que lim.X.Mk(lxnl):0. Então,paracada.. R--m k=1 " "
k CIN, limMk(lxnl) : 0. Como Mk é contínua(4.2.i{)eM(u)

n -» cx}

se, e somente se, u : 0(4.1), então lim .xDI ; 0 para cada
n -> o'

k € iN

e

0

Usando os mesmos argumentos, segue de(2) que

xkl : 0 para cada k CIN. Portanto, xk : 0 para tol {« lxÍI
n ->m ''

do k € 1N

Logo l ê cont:inua, e como é soba"ejetcjra, l ã bl
Dcontinua

Para o restante do trabalho será fundamental o

conceito de sequência de funções de Orllcz normalizada que de

f i ni remos a segu i r

(5.3) Definição. Seja(M.,) uma sequência de fun

ções de Orlicz. Dizemos que(Mk) é normalizada se Mk(1): 1
p ar'a to do k € 1N

Como observamos em 14 .3), se M é uma função de 0r



96

licz e se a > 0 é tal que i'l(a) = 1, então a função defínjda por
M+(u) : M(au) é uma função de Or'licz comM+(1) : 1. É canse
q(lência disto o prõx ímo resultado

(5.4) Prooosjção. Seja (Mk) uma seqüêncja de fun

ções de Orl icz. Então (Mk) ê uma seqtlêncja de funções de 0r

licz normal izada,e os espaços l(Mk) e Ê(M+) são isométrjcos

Prova. Para cada k €1N sejaak >0 tal que

Mk(ak) ; 1, eM+(u) :Mk(aku). Seguede(4.3) que(Mk) duma
seqilêncja de funções de Ot'l icz normal izada

Se, par'a todo (xk) € 1(M+), definimos

+((xk)) :(akxk), então + é uma isometria de z(Mk) em z(Mk)

De fato se(xk) € Ê(M+) temos que

E M (ak lxkl/t) E M+( l xk 1 / t)

para algum t > 0, istoê, 4;((xk)) e 2(Mk). Efãcil ver' que

+ ê l inear, {njetora e scbrejetora. E para todo(xk) €2(Mk)
temos que

ll(xk)ll = inflt > o: E m;(lxkl/t) $ 1}

Inftt > o: E Mk(aklxkl/t)Sl1:ll 0((xk))li

D
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(5.5) Observação. Decot're do resultado enter'ior

que não hã perda dc generalidades em supor(Mk) normalizada,

quando se estuda propriedades topolõgjcas de 2(Mk)

Os prõx amos resultados são iate is par'a garantir.mos

a equivalência entre duas seqilências de funções de Orllcz, e

serão multo usados nos outros parãgt'afãs

(5.6) Lema. Se(M.) ê uma sequência de funções

de 0Y'l icz normalizada e se(xl,) e z(Mk) então

x . l $ 1l ( x k ) ll V n € 1N

Prova Ba s ta ve r q u e pa ra to d o n e IN

.!.«*'H, n

(5.7) Proposição. Sejam(Mk) e(Nk) sequências
de funções de Orljcz normalizadas. Se existirem números reais

positivos K, L, a, b e u., e um número natural k., tais que
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KMk(au) $ Nk(u) LMk(bu ) V k zk V u € [ 0 , u . ],0

então(Mk) e(Nk) são equivalentes

Prova. Primeiramente, mostraremos que

[(Mk) C Ê(Nk)

Se ( x k ) € !( Mk ) e n tão p o r ( 2 .1 0),

E Mk(lxkl/ll(xk)ll) $ 1. Decorre de(5.6) que

para todo k É;IN. Seja to : maxÍll(xk)ll , ll(xk
tão lxkl s touob pat'a todo k € 1N e assim,

( x k ) ll
Enb}/u 0

.!".~...l#, «.'Jt': -
Po rta n to (xk ) € Ê(Nk)

Analogamente mosto'a-se que l,(Nk) C 2(Mk) 0

(5.8) Proposição. Sejam(Mk) e(Nk) seqüêncjas
de funções de Orl icz normal izadas. Se existirem nEime!'os reais

positivos K, L e uo' umnatural ko' e uma sequência(uk) de
[0 ,u o] , ta i s q u e

(j) K Mk(u) $ Nk(u) $ L Mk(u

V u € [u k 'uo] ,

ko '

e
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onverge€ [ 0 u k [ } C)

ente o

0

Para

k=1 suPt lmk(u)-Nk(u)l: u

(Mk) e (Nk) são equi val entes

Prova. Se(xk) G l(Mk), então por(2.10)

E M k ( l x k l / ll(xk)l

E de(5.6) temos que lxk $ 11(xk)ll para todo k CilN. Se

to : maxÍjl(xk)ll, ll(xk)ll/uo} então lxkl s uoto' pat'a tod

k € 1N .

C onsjde remos os c onj untos

{ k € 1N : k z k o e lx k l <ukto}

{ k É: IN : k : k o e lx k l z ukto}

ca da k C IN s ej a

Bk ; supÍIMk(u) - Nk(u)l: u C[0,uk]}

Então

El, l,
0

.}; Nk(''t=)-'" .ã. Nk(l;i'b
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.Ê:t«*' y,.'*l*.ê.'«*'#,

.!..'* * "*'-,'':!..«*'#'

o que implica que k2:l Nk(lxkl/to) converge. Portanto
2(Mk ) C 2( N k )

De forma análoga prova-se que P,(Nk) C Ê(Mk) H

(5.9) Observação. E importante notar que para ob

termos os resultados(5.7) e(5.8) sõ analisamos o comporta -

mento das funções em vizinhanças do zero. Em ger'al, vet'erros

que para o estudo dos espaços seqtlencjais modular'es, fejtones

te trabalho, este compor'Lamento ê um dos mais importantes.

C)bservemos que o resultado seguinte é vãljdo tam

bêm para seqtlências não-normalizadas.

(5.10) Proposição. Sejam(Mk) e(Nk) seqüêncjas
de funções de Orlicz. Suponha que exjstanl números reais post

uivos L e K, um número natural ko' e uma seqtlência (uk) de ny.

meros reais não-negativos, tais que
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) K Flk(u) : Nk(u) : L 14k(u), V k;:k

V u : u..
0

)

(i{ ) E Mk( uk) c o n v e rg e

Mk ) e (Nk ) são eq ujval en tes.

Prova . Sejam (x, ) C 2(M

E Mk( lxkl/a) «: m

r' '* lq f' n ,

Então

k

cona u n tosel'e o s

{k : k.: lxkl < auk}

{ k : k o : l X klZcEuk}

En tão

k:k. k('; N*(J;d-) -. kcr k(';

$ kCE Nk('k) ' kCF LMk(--i--)

"*'--' * .!.. «*'JP'lO J

o que impl ica que(xk) e 2(Nk). Portanto Ê(Mk) C Ê(Nk)

<
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Prova-se de forma análoga que t(Nk) C 2(Mkl o que
termo na a demonstração . []

(5.11) Corolãt-jo. Sejam(Mk) e(Nk) sequências
de funções de Orlicz, e seja ko € 1N tal que Nk : Mk para todo
k z ko' Então(Mk) e(Nk) são equivalentes

0 conceito de quase-igualdade, que veremos a seguir

será ímpot'tarte par'a obtermos uma recíproca de (5.7)

(5.12) Definição. Dizemos que duas sequências de

funções de Orlicz(Mk) e(f4k) são Quase-jauais se, para cada

k € 1N,existe uk à 0 tal que Mk(u) ; Nk(u), para todo u 2; uk'
e E Mk(uk) < m.

(5.13) PT'oposição. Se(Mk) e(Nk) são sequências

de função de Orl icz quase-iguais então(Mk) e(Nk) são equivg.
l entes

Prova 0 t'esultado segue imediatamente de. (5.10). []

Os prõxjmos resultados e definições serão muito

importantes para o estudo dos espaços sequenciais modulares



1 0 3

(5.14) Definição. Seja(Mk) uma seqüêncla de fun

ções de Orljcz. Dizemos que (xk) € c(Mk) se z:tak(lxkl/t) <m
pa ra todo t > 0 , i s to é,

c (Mk) {(xk) € 1(Mk): EMk(--f--) < m, 0 }

(5.15) ProDosjÇão. Seja (14k) uma sequência de funções

de 0l"l icz.Então c(Mk) é um subespaço vetorjal fechado de 2(Mk),e
a seqüêncja(e') ê uma base incondicional de c(M..). Além dis

se,(e') é uma base normalizada de c(Mk) se, e somente se,
(MI,) ê n o rmal lza da

Prova. E fácil ver que c(Mk) é um subespaço veto
real de Ê (Mk)

Para pr'oval que c(Mk) é fechado, seja(Xn) uma se

qüência de c(14k) que converge para x :(xk). Então sexo:(xn)
e t > 0 tem-s e d e ( 2.1 1 ) q ue

ã:= *!, «*.f-k*--F:L

Da:í e da convexidade de Mk segue que para algum n € 1N,

.!, «*'.ç'u' :;.!. «* .f.etü'* ;.{. «. .f.qu-'
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e então (xk) É: c (Mk)

Em(3.8) e(3.29) provámos que(ek) é uma sequên-

cia básica {ncondjcional de Ê(Mk). Para garantirmos que

c(Mk):[(ek)] basta mostrar que se(xk) € c(Mk) então
(x k ) : Exke k

Seja(xk) € c(Mk) e para cada n € 1r{ consideren l,
Sn ; kElxke"' Dado c > 0, temos EMk(lxkl/c) < «, e entãoexi.!

te no eIN tal que kEnMk(lxkl/c) s l pat'a todo n : no' Assim

ll(xk)-Snll $ epal'a todo nono' o que impl ica que(xk):n.=knlxkek.

Como ljekll : nftt > 0: Mk(1) S 1} e Mk é conta

nua e crescente(4.2.ii), ll ekll : 1/14kl(1), para todo k € 1N

Portanto, jjekll ; l se, e somente se, Mk(1): 1 para todo
k € 1N. n

Da demonstração do resultado anterior segue o se
g u í n te co rol ãr {o

(5.16) Corolário. Seja(Mk) uma seqtlência de fun

ções de Orljcz. Então(xk) € c(Mk) se, e somente se,
(xk ) : Ex ke'

(5.17) Proposição. Se(Mk) e(Nk) são seqüênclas
de funções de Grl icz equivalentes então c(M.) : c(N,)



1 0 5

Prova. Decorre de (5.2) que a função {dentjdacle

ê um isofor'mesmo de l(Mk) em 2(Nk). Logo, se(xk) EI c(f4k),e!

tão existe ljm kEI xke' em !(Nk) e, portanto(xk) c c(Nk). E
reciprocamente c(Nk) C c(Mk). Portanto c(Mk) : c(Nk). []

(5.18) Pt'oposição. Se (Mk) é uma sequência de
funções de Orl icz então as seguintes afirmações são equlvalen
te s

( 'i) 2(Mk) ; c(Mk) ;

(jj) EMk(lxkl) <m, V(Xk) CÊ(Mk);

({ii) a sequência (ek) é uma base de Ê(Mk)

Pr'ova. E evidente que (i) {mpl ica (ii). Suponha

que vale({{). Se(xk) € Ê(Mk) então(Àxk) e 2(Mk) para todo
À > 0 e da:í EMk(Àlxkl) <m. Portanto(xk).Cc(Mk), e então
( { ) ê ve rda d e i ro

Decorre que(5.15) que(i{) e(i) são equivalen
tes. []

(5.19) Proposição. Se (Mk) é uma seqtlêncla de
funções de Orl icz então são equivalentes

Ê(Mk) : c(Mk) ;

a sequência(ek) ê uma base l imitadamente

compl e ta de c (M,)
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Prova. Suponha que vale(i). Por(3.24) provar

({i) ê mostrar que se(ak) é uma seqüêncja de números reais

com sup ll kntakekll < n,então Eakek converge
n kSe E B ,ea :;kk : l

/ B ) e d a:Í Ma Eb

k : l

a
k

pa ra to do n C IN e n tão

n

k:tMk(jakl/f3) $ 1, e daí E Mk(jakl/B) $ 1. Portanto

(ak) É; z(Mk). Como(ak) ec(Mk) então de(5.16),(ak
e ( { { ) e s tã pr'o v a do

Para provar' que(ii) implica(i) sela(xk) e 2(Mk)

Então EMk(lxkl/a) $ 1 para algum oc > o, e daí kEll'lk(lxkl/cc)$1

pa ra to d o n C lr{

Por'anta suP ll n xkekll s a e de({i)temos que
k . n CIN k = 1 . "

Exke'' converge. Por(5.16)(xk) C (i(Mk), e assim(i) esta
pro va do. []

(5.20) Lema. Seja(Mk) uma sequência de funções

de Orl icz normal izada, e suponha que Ê(M,) não contenha subes

paços isomorfos a 1.. Então pat'a toda seqüêncja (xl.,) € Ê(M.)

com EMk(lxkl) < m,tem-se I'im xk : 0

Prova. Suponha que exista uma seq(lência

(yk) C l(Mk) tal que EMk(jykl) < m,e que não tenhamos

lim y k : 0
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Então existem uma

que , 0 < í3 < jyk .l pai''a todo

então tomando a : 13mln{ l ,A' :}

l

subseqUêncja (yk.) e B
.o l

€ 1N. C omo E Mk .( B)'Í = 1 l

temos que E Mk.(a) $'i : l l

def

> 0 ta i s

)

l

P at'a c a d a ( a j por

se

se

pa ra al g um i e IN ,

p a ra t o d o i C tN
xk

Desta fol'ma temos uma função T:2. -* 2(Mk), que evidentemente

ê linear e injetora. Também é continua, pois para a=supja.il>o,

a a
lM.. (-!k a

e temos

11 T(a{) ll 1 ( x k ) $ â : 1ll (a.í)ll

Além disso por(5.6), para todo i € 1N, vale a relação

jajl s inftt»o:.;l Mk.(JtJ- É l } : ll T(a {

e e n tã o ll ( a j ) s ll T ( a { ) ll

Pot"tanto T õ um {sofórmismo de num su bespa ço
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ae ZLmk/ o que contraria a hlpotese.[]

Temos, agot"a, condjcões de estabelecer uma espé
cie de recíproca de(5.7), que é análoga ao resultado(4.a.5)
de [LT]

Lembramos que, conforme(4.5), se M é uma função
de Orl icz, M' {ndlca a derivada ã direita de M.

(5.21) Teor'ema. Sejam (Mk) e (Nk) seqüêncjas de

funções de Orljcz not'balizadas e suponha que a seqtiên

cia(e') seja base de R,(Mk) e de Ê(Nk). Então sãoequjvg.
l e n te s:

( j )

( { { )
Ê(Mk) : Ê( N k)

ex ístem seqüêncjas normal izadas(M?) e

(NE) quase-iguais, respectivamente a(Mk)
e(Nk), tais que, existem reais positivos

K, L, e uo' e um natul'al ko par'a os quais
va] e

KM Uk

pa ra todo k ko e todo u e [0 ,uo]

Prova. Segue de(5.7) e de(5.13) que(ii) impl

Observamos que não fo i usado que(ek) é base decà ({)
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l(Mk ) e Z(Nk )

Suponhamos que({) seja verdadeiro

Pa ra ca da n , k € 1N se j a

u k ,n : su P{ u € [0 ,n ': ] :n Mk ( u ) ( 1 )

Afirmamos que existe p € 1N tal que kEI Mk(uk,p)

Para provar isso suponhamos que E
verga para todo n C IN. Podemos então tomar uma

crescente de ante iras posjtÍvos (jn)nCiN tal que

k

c on vet'ge

Mk( u k ,n)

se qü ênc{ a

h- « l:;l*. «*'-*,.'
V n € if]

De fato tomemos ji : 0 e suponhamos escolhido j. É; IN

.,E: Mk(uk, n ) d íve rg e e x is te
b ' J n , 4

Como

Jn+l

jn+l : min{ i € iN: kEj.+l Mk(uk,n) » n':}' n

Da:Í segue que rlitl.]IMk(uk,n) $ n':. Como Mk(u)/u é uma fun
l t

ção não-decrescente, Mk(uk,n) É uk,n s n':, para todo k e IN,

e em pa rtlcul a r pa ra k : j n+l ' então
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k « liil.. «*'-*,., : É,

Seja (xk) uma seqüêncja dada por

xk:uk,n'sejn <kSjn+l para algum n CIN

En tão (xk) C 2(Mk) pois

k:l Mk(lxkl) ; nEI kZjn+IMk(uk,n) $ nEI 2/n:

segue que(xk) e 2(Nk) e então, como(ek) é base de

de (5.18) vem que XNk( lxkl) < m

Decorre de(1) e da continuidade das funções Mk

n Mk(uk,n) $ Nk(uk,n). DaT

D e ( i

2 ( N k )

e

Nk que

. Jn+l

k:l Nk( lx k 1) : nE l kZj n+l N k ( u k ,n)

. 'n..l

n : l k:jn +l n Mk (u k ,n )

' H . ='9
n = 1 n '

o que é uma contradição

Seja p €1N tal que E Mk(uk,p) < «. Vamos definir
uma sequência de funções(Mk) quase-igual a(Mk)

Por hipótese Ê(Mk) tem base e então,por(3.10) ,sa
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bemos que Ê(t.lk) não contém subespaço isomorfo a !.. Da:í de

(5.20) temos que limuk,p : 0' Seja kt €1Ntal queuk,p< p':'
para todo k z k l

Se k 2 ki en tão de (1 ) vem que

Nk(u) < pMk(u) , V u É] ] u k , p ' P ':

e, usando a contjnuldade das funções Nt., e Mp, temos que

Nk(uk ,p) S pMk(u k ,P)

Portar to Nk (u k ,P) : pMk(u k ,P )

Se l $ k < ki definimos Uil = Mk' e para k z ki sg
Ja

MEm
l

( u )P k

M u )k

se u e
se u €

[ 0 , u k ,P [ '
«[U

, P

Êclat'oque para cada kz ki UEõconttnua, e

UE(1) = 1. Para mostrar que ME ê de Orl icz, basta verificar

que p''NÜ(uk,p) $ Mk(uk,p) e usar(4.4)

Se k z k:, temos que ,pa ra
2

u €1 ] u k , P
P

Nk (u ) F * Ç- - ,. ?
lk L u k , p
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e en tão

(-.b)'(u) - lim Nk(u)/Mk(u) ' Nk(uk,p)/Mk(uk,p)
'Ujl' '"k,P' '..;Úil,p

o que implica que

= 0

P

Nk( uk , p ) Mk(uk , p ) N k( u k ,p) Mk( u k ,p ) $ 0

Da í [Nl!(u k,p) Mk( u k ,P)

p' NÊ(uk ,p) $ Mk(u k ,p)

Assim(ME) é uma seqtlência de funções de Orljcz
not"mal izada quase-igual a (!qk). E é fácil verificar que se
k z k: então UE(u) z p':Nk(u) par'a todo u e]o,p':]

Agora obteremos a partir' de (Uil), uma seqüêncja

de funções(N?), quase.igual a(Nk)

Pa ra ca da k , n € 1N sej a

Mk(uk,p)Mk(uk,p)] $ 0, e portanto,

tk ,n su p{ u € [0 , n ': ] : n N k( u ) $ Mk( u )}

Lembrando que,de(5.14) e(5.2),temos que

Ê(Mk) : l(Mk) e(ek) é uma base de Ê(Mk), usando os mesmos

argumentos da parte anterior pode-se mostrar que existe q € 1N

com kEI Nk(tk,q) convergente, e que existe k: € 1N tal que
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tk,q < q ': pa ra todo k z k:

Se l $ k < k: tomemos NE : Nk' e se k : k: seja

N$(u) :lq M?(u), seue[0,tk,q[,
''"' l~Kn), ;' - ' [t.,.,«[.

De fot'ma análoga ao que jã foi feito mostra-se que

(N:) é uma seqüêncja de funções de Orljcz normalizada quase-

igual a(Nk). E também temos que NE(u) Z q':UE(u), par'a todo
k à k: e to do u c [ 0 ,q':]

Por'tanto, se ko : maxÍki,k:}, uo = mjnlp'
; p en tão

2

KMÊ(-)
$$ N Uk

pa ra todo u € [0 ,uo] e k z ko n

:8} CON01CÜES :à: jlWEOKUE E Â! UNIFORME

As condições Â:-uniforme e À!-un íforme terão um

papel importante na caracterização dos espaços seqtlenciajs

medulares separáveis, e no estudo dos duais destes espaços
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Lembramos que, como em(4.5), se M é uma função

de Orljcz, indicaremos por M' a derivada ã direita de M.

(6.1) Defilljção. Uma seqüêncla de funções de 0r

licz(Mk) satisfaz a existen} constan
te s K Z l e k o C IN ta {s q ue

para todo k Z ko'e todo u > 0 com Mk(u) < l

(6.2) Defipjção. Uma sequência de funções de 0r

licz(Mk) satisfaz a existem constan

te s L > 1 e k o C IN tais q ue

para todo k à kn'e todo u > 0 com M.(u) < l

(6.3) Proposição. Seja (Mk) uma seqtlência de fun

iões de Orl icz normalizada. Então(Mk) satisfaz a condição
Az-uniforme se,e somente se, existem constantes K 2 1

ko € 1N ta i s q u e

e
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uME ( u )

-i.:.i-- É K, V k Z ko' V u e ]0,1

E também (Mk) satisfaz a condição Az+-uniforme se, e somente

se, existem constantes L > le ko € 1N tais que

uM: ( u )

-iil-Í.ll..iz L, V k z ko' V u e ]0,1[

Prova. E decorrõncia {medlata das definições (6.1)
e(6.2),e do fato de que uma função de Orllcz é cr.escente
(4.2. j{) . []

(6.4) Proposição. Uma sequência de funções de 0r

I'icz(Mk) sat'isfaz a condição A:-uniforme]Â2+-uniforme] se, e

somente se,(Mk) satisfaz a mesma condição

Prova. Se (Mk) satisfaz a condição A:-uniforme,
então existem constantes KZ lek CIN tais quen '

Mk(u )
v k > k

' 0 V u > 0 com M(u) < l

Para cada k ÉI fN seja ak > 0 tal que Mk(ak)
Como Mk ê crescente, tem-se 0 < Mk(aku) < 1 para todo

u e]0,1[. E lembrando que Mj:(u): Mk(aku), obtém-se
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u ( Mjl ) ' ( u )

uil( u )

[ ':\MklY{P. : .
Mk ( aku)

pa ra todo k z kn e u C ] 0 , 1 [

A outra asserção prova-se de forma análoga n

(6.5) Exemolos. Seja(pk) uma sequência de núme-

ros reajscompk z 1. SeMk(u) ;uPkpara u C[0,m[,então
(Mk) ê uma sequência de funções de Orljcz normalizada, e

uMÜ(u)

'i';'iã' : pk'
V u É; ]0,m[, V k É] IN

Se existem K à le ko ÉI IN ta is que pk $ K para to-
do k z ko'então(Mk) satisfaz a condição A:-uniforme

Se existem L > le ki € 1N tais que pk z L para tg
do k à ki,então(Mk) satisfaz a condição Â!-uniforme

Dessa forma podemos obter exemplos de seqilências
de funções que satisfazem a condição Â:-uniforme e não satis-

fazem Ââ-uniforme e, reciprocamente, que satisfazem A!-unifor
me e nao sat isfazem Âz-uniforme

Os resultados(6.6) e(6.7) mostram a semelhança

da condição A:-uniforme com a condição Â:, definida em(1.18),
e com a condição A: para uma função de Or] icz, definida em

(4 .a . 3 ) de [L T]
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(6.6) Proposição. Seja (Mk) uma sequência de fun
ções de Orl icz normalizada, que satisfaz a condição A:-unjfor
me. Então as seguintes assar'cães são verdadeiras

(i) existem constantes a z le ko € 1N tais que

Mk(2u) SaMk(u), V u e[0,1/2], y k zk.;
(ii) existe ko C N tal que para todo Y > 1 exis-

tem constantes a(y) : l e u( y) > 0 tais que

Mk(YU) $a('y) Mk(u), V u C[0,u(Y)],
v k à k

Prova. Se(Mk) satisfaz a condição A:-uniforme,

então existem constantes ko € iN e K z l tais que

uM:(u)

-iil-i-- $ K, V u € [0,1], V k z ko

Para todo u É1 [0, 1/2] e todo k 2 ko temos que

á:'H '* : - ::' { .'
então

In(y:;7i3-) $ K tn(-T)
2n2

e daí
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Mk(2u) $ 2K Mk(u)

o q ue pro va ( i )

Para demonstrarmos o Item( i i) seja Y > 1, e tome

mos koCINcomo em(1). Seja n CIN tal queys 2n, e
u(Y) ; 2'n. Então, usando o Item({), temos que para todo

u C [0 ,2' n] e k z k.

Mk(VU) $ Mk(2nu)
n

$ K Uk

o que termo na a demonstração D

(6.7) Proposição. Seja (Mk) uma sequência de fun
Orl icz not'maljzada. Então são equivalentes

(i)(Mk) satisfaz a condição À:-uniforme;

(ii) existe ko € 1N tal que para todo Y > 1, ex i.!
tem constantes c.(Y) 2 l e u(Y) > 0 tais que

çoe s de

(a) Mk( yu) $ a(Y)Mk(u), v u cEO,u(y)], v k2ko'
( b ) l im . u ( y ) zl,

Y-'»l +

(c) llm a(Y)-l < .
Y-»l+ Y-l

Pro va . S u p o n ha q u e val e (i)

K z l e ko C IN ta i s q ue

{s to é , que exís tem



u MÊ ( u ) ,

Ú=.ii5- $ K, V u € ]0,1[, V k z ko

Considere L > K z l e seja 1 < Yo < L(L-l)':

Se 1 < Y É yo então y < L(L-l)'i e daí L-YL + Y > 0

( 1 )

De finjmos

~(d ; t-::7r:R e u(V) ; l
' Y

Seja k Zkoeu C[0,a(y)]. ComoYu< 1 eK<L
de co rre de (4 . 2 .i) e de ( 1 ) q u e

Wl9JÚg : .,.
}l.li'+ h

M.!(VU) .:: -.Tb.f.!u)
YU

Então (L - yl + Y)Mk( yu) < YMk(u), e daÍ Mk( yu) < a( Y)Mk(u

Para y > vo seja n( y) ; minln eIN: r $ y:. Nesse

caso deflnjmos a(y) ;Ea( Y.)]n( Y) e u(y): u( Y.) Y.n( y):Y-n(y)-l

Então,se k z ko e u C[0,u(Y)] temos que

Mk(YU) S Mk(Y.(Y) u) $ [a('Y.)]n(y) M,(u):a(Y) Mi.,(u) )
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o que pro va o Item (a)

Para provar(b) e(c) basta observar que

.l-lT,. '''n : {.!". ;
e q ue

{lv. 'Lg?- : ;!v* ]'-ü - . , ,b]

1{. ...L
Y''»l + L -YL+),

Suponhamos, agora, que({{) seja ver'dadeiro

Decor't'e de(c) que existem números reais K z l

yo > 1 ta i s q ue

{«. lü!h-

e

g:(.Ll:l $ K, V 'y € ]1 ,'ro[Y-l

E de(b) temos que existe yi eJI,yo[ tal que
a(Y:) > l

Sejakzk.eue]0,11C]0,a( yi)[. Segue de
( 4 . 2 . i ) q u e
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"-/..- .:.. Mk(u+h)-Mk(u) , Mk(Yxu)-Mk(ü)
'''k'"' : A.:8'+ '""''tÍ

e da:í, u sa n do (a ), temos que

!UP. .
Mk ( u ) Mk(u )

Mk( Y:u ) -Mk( u )

Yiu-u

. Mk('Y:u)-Mk(u)
Mk(u ) (Yl- l )

.3gJ.JJ.yldP
Mk( u) ( Yi -l )

a(Y: ) -l
$ $ K

Yi-l

Portanto(Mk) satisfaz a condição A:-uniforme.[]

Em(6.9), temos uma propriedade do espaço Ê(Mt.,)

quando(Mk) sat isfaz a condição Â:-uniforme, ou Az+-uniforme

(6.8) Proposição. .Seja (Mk) uma seqtlência de fun

ções de Orl icz not'mal ízada. Se(Mk) satisfaz a condição
Az-uniformeEÂ:-uniforme], então existem constantes K z l

[L > 1] e ko € 1N tais que Mk(u) z uK[Mk(u) $ uL],para todo
u € [ 0 ,1 ] e k : k.

Prova. Se(Mk) satisfaz a condição Â:-uniforme,
então existetít constantes K à l e kn G iN tais que
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uM .! ( u )

:iil.?-- = K, V k z k., V u C ]0,1[

Sendo assim, se t C[0,1] temos que

.fl MÊ(u du s .rl .k du.
t Mk(u) t u

e então Ên(Mk(t)) z Ênt. Portanto Mk(t) z tK para todo
t C [0 ,1 ] e todo k z k

Analogamente prova-se a outra asserção.[]

0

(6.9) Corolário. Seja(Mk) uma seqüêncla de fun
ções de Orl icz normalizada. Se(Mk) satisfaz a condição

A:.unjformeEÂ+-unjforme],então existe p 2 11q > 1] tal que

Z(Mk) C Z P [2(Mk) ) !q ]

Prova. Suponha que (Mk) satisfaça a condição

A:-uniforme. Sejam(xk) € Ê(Mk) e t > 0 tais que

E Mk( lxkl/t) s 1. Então por (6.8), existem constantes K21 e ko C IN

tais que

.!: .JP'' :*i.r*.+,
e porta nto , sendo p = K, (xk) € 1 P'

Analogamente prova-se a outra asserção.[]

E como conseqüênc ia imediata de(6.9) temos o se
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se gu i n te c or'ol ã rio

(6.10) Corolãr.io. Seja(Mk) uma sequência de fun
ções de Orlicz que sat isfaz a condição A:-uniforme. frestas

cond íções, se(xk) € 1(Mk) então llm xk : 0

Não é verdade que se (Mk) e(Nk) são seqüênclas
de funções de Orlicz equivalentes, e se(Mb) satisfaz a conde

ção A:-uniforme]A:-uniforme], então(Ni.,) satisfaz a mesma

condição, como mostra o pt'õximo exemplo

(6.11) .E3:Ê!!plo. (1) Seja 2 $ pk $ 3 para todo

k CIN e Mk(u) : ut'k. E dar.o que(Mk) satisfaz a condição
Â, -uni forme ( 6.5)

Para cada k € 11q seja Bk > 0 tal que Mk(Bk):1/2k
De f { n i m o s

0

( B k ) P k e 2( 1
uPk

se u ; 0

se u € ]0 ,Bk [

se u € [Bk'm[

Nk(u )

Segue de(4.11) que(Nk) ê uma sequência de fun
ções de Orl { c z

Como E Mk(Bk): l decorre de(5.13) que(Mk)
(Nk) são equivalentes. Entretanto

e
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u N Ê ( u )

N k ( u )

2Bk
U V u G ] 0 ,13k [

o que impl ica que(Nk) não satisfaz a condição. A:-uniforme

(2) Seja (Mk) uma sequência de funções de Orlicz

normal izada que satisfaz a condição A:-uniforme. Como M. é

continua e crescente (4.2.{i) existe Bk É; ]0,1[ tal que

Mk(Bk) ; 1/2K. Logo, XMk(Bk) ; 1. Defjnjmos

Mk( Bk)u
Bk

Mk(u )

s e u e [ 0 , B,,[ ,
K

N k ( u )

9

se u € [13k'"[

De(4.6.{) segue que NÜ ê não-decrescente e, portanto, usan

do(4.4) temos que(Nk) é uma seq(lêncja de funções de Orlicz
normal izada. Por(5.13) temos que(Nk) e(I'tk) são equivalen
tes. Entretanto(Nk) não satisfaz a cond leão z\!-uniforme,
po i s pa ra tod o k € iN

u NÉ ( u )

Nk ( u )
1 , V u € ] 0 , Bk[

Os pt'õximos resultados mostram que em alguns ca
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sos, Úteis no restante do trabalho, as cond íções A:-uniforme
e A2+-uniforme são mant idas pela t"elacão de equivalência(5.1)

(6.12) Proposição. Seja (Mk) uma seqüênc.ia de

funções de Orlicz normalizada. Então existe uma seqtlêncja de

funções de Orl icz normalizada INk) equivalente a(Mk), tal que

NÊ(0):0para todo k€1N. Alémdisso, se(Mk) satisfaz a
condição Â:-unjforme]Âz+-uniforme] então(Ni,.) satisfaz a mes-
ma co ndjção

Prova. Se k É; IN, como MI., ê continua e cr'escente

ini;ii': ii';ii.i*.l i'lSp i".i:'i;i.:. il:l:.::i;ili.
Vamos cons i dera r' do{ s casos

.!.g .gg..!!: Suponhamos que pk > 1, para todo k € 1N

Definimos

uPkMk( Bk )

( Bk ) Pk

Mk(u ) ,

se u e [ o-, Bk [

N k( u )

se u € [13k'm[

Ê fácil ver que Nll é uma função não-decrescente e então, por

(4.4.ii), Nk é uma função de Orlicz. Logo(Nk) é uma seqüên

cla de funções de Orl icz normal izada com NÜ(0) = 0 para todo



1 2 6

kGiN. E por(5.13), as sequências(Mk) e(Nk) são equivale!
te s

Além d{ sso , pa ra todo k C iN

u N É ( u )

Nk ( u )

P k ,

uMÉ ( u ) )
Mk(u )

s e u € [0 , Bk [

se u e [í3k'"[

o que implica que(Nk) satisfaz a condição Â:-unjformelA!-un.!
forme], se(Mk) satisfaz a mesma condição

g.g .gÂ.!g: Suponhamos que pk : l par'a algum k €1 IN.
Neste caso, vamos definir uma sequência de funções

de Orllcz normalizada(UiÍ), equivalente a(Mk) pat"a a qual tem-se

Bk(MÊ) ' (Bk) .

mil(B k )

e é tal que satisfaz a condição A:-un íformeEA:-unjforme], se

(Mk) satisfaz a mesma condição

) lV k € 1N

Feito isso, apl ica-se o resultado do 19 caso ã se
qü ênc.ia (M?)

Seja o c onjunto

bIBe:',
E : {k € iN: Mk(íik)



k Ê E, tomemos blk : I'lk' e se k € E def{

M k ([3k ) u

3k(2-Mk(Bk)) ' se u € [0,Í3k[,

:!i;!:lS1:ll1}2 , s' u € [Bk'"t

não-dec resc e n te . Dois de

1 2 7

nimos

Temos q u e .«E'
decor're qu e

Mk Bk . MÉ(Bk)

Bk(2-Mk(Í3k)) 2-Mk(Bk)

então (ME) ê uma sequência

S e k €1 E e u €1 [0 ,Éik ] , e n tão ,

M k( B k ) , e da:í

Mk( u ) :
Bk( 2-Mk( Bk) )

Mk( Bk) u

. BkMk(u)

Bk ( 2-Mk( Bk )

(J
2-Mk(Bk)

Como uE(1)
n orma] { za da

BkMk(u) S u

de fu n ções de Orljcz

P o r ( 4 . 2 . j 'il),

Mk( u )

Mk(u )

Mk(u )
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Mk(u) $ Mk(Bk)

Porta n to

xsuptIME(u)-Mk(u)l: u cEO,Bkl} $ EMk(Bk) < l ( 1 )

o q ue dã ( 5. 8 .ii )

Se k € E e u cEBk']], então da deflnjção de ME
tento s

Como 0 $ ------J-- É l e -----Z--- z 1, então para todo k e IN

2-Mk(Bk) 2-Mk( Bk)

Mi.,(u) $ M (u) $$
k2-M Bk k -d".'«, ( 2 )

p a ra to d o u É: [ BI, ,]]

Como vale(1) e(2) segue de(5.8) que(Mk)
são e qu{ valer te s .

Temos, também, que
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BkMÉ( Bk )
)

Mk( Bk )

2B kMk( Bk)
}

Mk( Bk )

Bk( }aE) ' ( Bk )

se k g E,

k s e k €1 E

Bk(mE)'(Bki

M:( B, )
L ogo 1, pa ra to do k C E

Resta mostrar que se(Mk) sat isfaz a condição
A:-unifor'meça:-uniforme],então(Mk) satisfaz a mesma conde

ça o.

Se k C E e n tão

$

u ( t4k

Uk

se u €1 ] 0 ,B k [

2 uMÜ(u )

2Mk ( u ) -Mk ( 13 k )
se u € [Íik'][

Mas como

2uMÉ( u )

2Mk( u ) -Mk ( Bk )

M,( u )uM U

BM (u )Im ( u ) -2 ' : Mk k k ' ' k

e par'a u C [B k '] ]

l s $ 2 ,
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Pot'ta n to s e k € 1N

!u : üÉw : :ga
Mk(u) Mv(u) t4k(u)

para todo u É1]0,1[, o que termina a demonstração D

(6.13) Plç?posição. Seja (M.,) urna sequência de
funções de Orllcz normalizada. Então existe uma seqtlêncja de

funções de Orljcz normalizada(Nk),equivalente a(Mk), tal que

I'imNÜ(u) :me Nl1(0) : 0 para todo k eIN. E se(Mk) satis
faz a condição Â:-unjforme]Â!-uniforme] então(Nt,) satisfaz
a me sma condição

Prova. Devido a(6.12) podemos supor, sem perda

de general idade, que Ml1(0) : 0, para todo k C IN

Pa ra ca da k e IN de fi Rimos

Mk(u) , se u € [0,1[,

u Mk(u) , se u € [1,m[

ComoMtl(1) $ Mk(1) + IMÜ(1) : Nl!(1), entãoNÉ é

não-decrescente. De (4.4) temos que Nk é uma função de Orljcz

Além disso, NÊ(0) ; Mk(0) : 0, e por(4.2.iv)

:j" NÊ(u) : Zj" (Mk(u) ' uul:("))

)

Nk ( u )
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Sendo Nk(u) : Mk(u) pat'a todo u e[0,1] e todo
k C ll'l temos que se (Mk) satisfaz a condição A:-unjfot"me

[A!-uniforme] então(Nk) também satisfaz; e de(5.7) concluí
mos que(Nk) e(Mk) são equivalentes. []

(6.14) ProDosjÇão. Seja (Mk) uma seqtlêncja de
funções de Orlicz normalizada que satisfaz a condição A:-uni-
forme. Então existe uma sequência de funções de Orljcz norma

gizada(Nk),equivalente a(Mk), que satisfaz a condição

A:.uniforme, epal quepara todo keN, NÊ(0) ; 0, Nké uma

função cona:ínua, crescente, e I'im N:(u) : m. Além disso, se
U -> oo

(Mk) satisfaz a condição Â!-unjfor'me então(Nk) satisfaz a
mesma c on diçã o.

Prova. Decorre de(6.13) que podemos supor
] 'im MÜ(u) : m par.a todo k € 1N
U-»m ''

Para cad

MÊ ( O) ; 0 e

a K b IN cle t l n l mos

í« qp..
Nk(u )

para todo u É; [0 ,m[

E claro que(Nk) é uma seqtlêncía de funções de

Orljcz normal'izada. Como Nl!(u): Mk(u)/u, para todoue]0,m[,
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e M'(0) : 0 então por(4.6.ii) temos que NÉ é crescente em

]0,m[. Corno Mk(u)/u ê não-decrescente(4.2.1jl), é fãcjl ver
que Nk(u) $ Mk(u) e, portanto,

NÊ(') : Z.!8..'!g : Z18... !\r : MÜ(0) :0

e de(4.6.i), .lm Nk(u) : .lm Mk(u) : «

Por hipótese (Mk) satisfaz a condição A:.uniforme,ep.
tão existem constantes K Z l e ko € 1N tais que

Mk(u)
V u É1 ] 0 , 1 [ , V k à k

0

Dec o rre da:í e de ( 4 . 6 .i ) q u e

5K.:t-- s MÊ(t) É K
Mk ( t )
'''t ' v t € ] o , V ko'

e ass im, se u €1 [0,1] e k z k.,

.fu ----t.--dt s Mk(u) $ K .fu ---T ( 1 )

Portanto de(5.7) segue que(Mk) e(Nk) são equivalentes

Decorre de(1) que(Nk) satisfaz a condição

A:-uniforme, e que se (Mk) sat ísfaz a condição A:.unifor'me,en
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(NI., ) também bati sfaz H

(6.15) Proposição. Seja (Mk) uma seqüêncla de
funções de Orl icz normalizada. Suponha que existam constar

te s K z 1 , ko e IN e 13 € ] 0 ,1 [ ta { sque

( ) il i Mk(B) » o

({{)!:l7iilsK, Vue]0,B[

(A)
V k 2 k

0

N e s ta s c o n d iç õe s,

normal i za da ( Nk) ,

Az -uniforme

existe uma sequência de funções de Orlicz

equivalente a(Mk), que satisfaz a condição

Prova Para cada k € 1N , tomemos pk
BMÜ( B)

Mk ( B)
Te

mos de (A) que pk

Defi n{

É K pa ra todo k à k
' 0

nlo s

.'K.kh)
9

Mk( B)

Pk
U

s e u € [ 0 ,li[ ,

Nk ( u )

se u € [B,m[

É fácil ver que Nl! é uma função não-decrescente,
para todo k € 1N. Então (Nk) é uma sequência dee Nk (



Também temos que

l -=lS-:..!, se u C ]0 ,B[
uNj:(u) l Mk(')

Nk(u) Pk' s. . C [B,m[

e assim de (A) vem que --:JS-7-..-; $..K,para todo k 2 ko e para todo

u e]0,m[, o que 'implica que(Nk) satisfaz a cond'ição A:-un'i-
forme

Se k à ko então pk $ K e daí,sendo c : inf Mk(B)
temos que

'« : .f:, : {
nto

BKMk(u) $ Nk(u) $ 1 Mk(u)

para todo u €1[0,B], o que ,lembrando(5.7) ,implica que(N,) e
equ i val en tes . []

(6.16) Proposição. Seja(M,) uma seqüêncja

de Orl {c zfu n çõe s no rmal i za da

portae

(Mk; sao

de

u N .'. ( u )
É pa ra

N k ( u )
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funções de Orlicz nor'matizada que satisfaz a condição A:.uni-

forme. Suponha que existam constantes L > 1, k. € irl e
a C ]0,lt tais que

(1) inf Mk(a) > 0
( B )

ljj) !i-;i't-tÕ- ' L, V u € ]0,-], V k z k.

Nestas condições,existe uma seqelência de funções de Orl ícz

normal izada(Nk),equivalente a(Mk), que satisfaz as condições
A!.u tifo rme e Â: -unif o ante

P t'o v a

k l É: IN t a i s q u e

Por hipótese existem constantes K z l e

uM: ( u )
----s-- s K, V u € [0,1], k : ( l

P a ra c a d a k €1 1rl seja
aM (-)k

qk M,(a
de fi nlmos

aq kMk( u )
)

Mk(a)

qk
u ,

s e u € [ 0 ,a [ ,

[ü,m[

Nk(u )

se u e

É fácil ver que Nl! é uma função não-decrescente,e
da:í segue que (Nk) é uma seqtlência de funções de Orlicz norma
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l i za d a

Segue de (1 ) que q k $ K pa ra todo k z k l

inf Mk(a) temos que

.K $ .g:.!. s -!

Mk(a) c

e se n do

e , porta n to

aKMk(u) $ Nk(u) $ 1 Mk(u)

pat'a todo u C[0,a] e todo k Z ki. Decorre então de(5.7) que

(Mk) e (Nk) são equivalentes

E pat"a tod o k € 1N temos q u e

uM ( uk

uNÊ( u ) Mk( u )

N k ( u )
q k ,

se u C ]0,a[

se u É: [a ,m[

DaT por(1) e(B) segue que L < }1-!il:-- $ K, para todo u e]0,m[
N , ( u )

e todo k Z maxlko'k:}. Portanto(Nk) satisfaz as condições
dz-uniforme e Â2+-un'iforme. [l
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$7 ALGUNS RESULTADOS }glg! .E$PACOS SEQUElqCIAIS MODULARES SE

PARÃVEI S

0 primeiro t'esultado importante deste parágrafo é

o(7.2), que traz a carácter.ização dos espaços seqtlenclals mo

dulares separáveis. E interessante notar a semelhança de(7.2)
com a p ro p o sição (4 .a .4 ) de [ L T]

0 t'estante deste parágrafo ê dedicado ao estudo

dos subespaços dos espaços seqtlenciajs modular'es separ'ãveis

onde destacamos as proposições (7.5),(7.9),(7.10) e(7.12)

Em todo esse parãgt~afo (Mk) ]ndlcar'ã uma seqüên

cia de funções de Orljcz normalizada

)

Em conseqüênc ía de(5.4), os resultados(7.5),

(7.9),(7.10),(7.12),(7.14) e(7.15), são vãl idos também pa
ra seqU8ncjas de funções de Orljcz não-normalizadas

(7.1) .LSIU.. Se(Mk) satisfaz a condição A:-uni
forme, então 2(Mk) ; c(Mk)

Pt'ova. Sejam(xk) € t(Mk) e s > 0 tais que

EMk(IXkl/s) <«. Se tz séclaroqueEMk(lxkl/t) <m

Considere, agora, t < s. Decorre de(6.6.ii) que

s/t existem constantes a( Y) : 1 , u(y) > 0 e k: € 1N
para
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ta { s qu e

Mk(j-t) $ a('y) Mk(u), V u É; [ 0 ,u ( y) ] , V k zk:

E de (6.10) tem-se que ljm lxk

que lxk 1 < u(y)s pa ra todo k z k:

Assim, se ko = maxÍki ,k:} então

Eln t ão ex { s te k: e IN tal

E

k;k
0

l x k l
~(Y)

Portanto xMk( lxkl/ t)

(xk) C c(Mk). []

pa ra todo t > 0 , is to Õ 3

( 7. 2 ) Te or'ema As seguintes asse)'Cães são equjva
] ente s

(i)(Mk) é quase-igual a uma seqilência de fun
ções de Orl icz normal içada que satisfaz
c ondição (A ) de ( 6 . 1 5 ) ;

({i)(Mk) é equivalente a uma sequência de fun
ções de.Orl icz normal izada que satisfaz
conde ção Â: - uní forme

( 'ij'i) t(Mk) : c(Mk) ;

(iv) a seqüêncja(ek) é uma base de z(M,)

l
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isomorfo ã 2 ;

{somorfo ã c

Prova. É fácil mostrar a partir de(6.15) e(5.13)

que(i) impl íca(1{). Por outt'o lado, se existe uma seqüên

cia de funções de Orlicz normalizada (Nk),equivalente ã(Mk)
que satisfaz a condição A:-uniforme, então de(7.1), c(N,)

: Ê(Nk), de(5.1) ,2,(Nk) ; Ê(Mk) e de(5.17),Ê(Mk) : c(Mk).po!
tanto, c(Mk) ; Ê(Mk)

E. consequência {medjata de(5.18) que({j{) e(iv)
são equivalentes. Decor't'e de(3.9) que(iv) implica(v), e

como Ê. não é separãvel, ê clat'o que(v) implica(v{)

Em(3.29) nlostt'amos que(ek) é uma base incondi

cjona] de c(Mk). Então por(3.32.ii) e por(5.19) temos que
( v{ { ) ê e q u i val e n te a (lli)

0

/

Portanto pat'a terminar basta pr'oval que(vi) Im
pl i c a ( i )

Par'a c a da k ,n e IN s e j a

uk,n suPtu e[0,2'nJ: uMk(u) z 2nMk(u)}

Como de(4.2. i i),Mk é contínua, e de(4.4),Mk é não-deck'esce!
te, ê fácil ver q ue

( v ) Z( Mk ) ã se D a rã vele se p a rã vel ;

(v{ )
Ê( Mk ) nao c obtêm subespa ço

( vj ] ) c ( Mk ) na o c on tem s u be s pa ço
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uk,nMk(uk,n) Z 2nMk(uk,n)

e e n tã o p or (4 . 6.{)

Mk(2uk,n) à 2nMk(uk,n)

pa ra to do k , n e IN

Afirmamos que ex êste p C IN ta] que E l-l.,(u
k : l ~

Suponhamos que isto seja falso, isto é, que para

todo n €1N, kXIMk(uk,n) djvjrja. Com os mesmos argumentos
usados na demonstração de(5.21), podemos mostrar que existe

uma sequência crescente de inteiros posjtjVOS(jn) tal que p!
ra to do n € 1N

« l:ll*. «*'- * ,. ,

Para ca da ( an ) €

< 1 ( 2 )

definimos (xk) T(an ) por

xk : anu k ,n ' se j n < k $ j n+l ' pa ra al g u m n € 1N

Então T é uma função com valores em 2(Mk), que é um {somorfis
mo na imagem.

De fato, T(an) € z(Mk) pois, lembrando que Mk

convexa e (2) temos que

e
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.!. l:il..«*'Rh' .!. *;ll*.{«*'"*,.
. ; L
' n=1 2n

Desta des igualdade segue, também, que lIT(an)ll $ 2 ll(an
É fácil ver que T é ljneat' e injetor'a. Portanto, para gar'an-

tirmos que T ê um {somor'fismo na imagem, basta provar que T'i
ê c o n t:ín ua

Tomemos (an) € 1. com ll T(an)

(an)ll« : supjanl $ 2. com efeito, se ja.i

í e IN, então lembt'ando(2) e(1),

Então

pa ra al gum) l l

. Jn+l jj+l

n=1 k:j n +IMk ( jan l u k ,n ) = kEj a 1 1 u k , j )

J j +l

> *:l''....2'Mk('k,i) ' '
Po rta n to , T' l é con tle d a:í

nua e
T(a n ) ll > 1 , o q u e é a b surdo

l T ' : ll s 2

Portanto, l(Mk) contém um subespaço isomorfo a !.,
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o que c on tra dl z a h { põtese de ( v{ )

Concluímos que existe p e IN tal que kEIMk(uk,p)<"
Como Mk é continua e cr'escente, podemos tomar

yk >uk,p tal queMk(yk) :Mk(uk,p) +2'P. Temosqueyk $ 1
De fato, como uk.o $ 2'P e M(u)/u é não-decrescente,

Mk(uk,p) É uk,p $ 2'P e então Mk(yk) $ 1
Pat'a c a da k C IN , d e f{ n imãs

$ 2'P e M(
, P

uMk(yk )

yk

M k ( u ) ,

se u e [0,yk[
N k ( u )

se u € [yk'"[

Vamos mostrar que(Nk) tem as propriedades desejadas

ComoykSI tem-sequeNk(1) :Mk(1):1. De

(4.6.i) segue que Mk(yk) $ ykM'(yk), e dal NÜ é uma função
não-decrescente. Logo, por (4.4), (Nk) é uma seqtlência de

funções de Orlicz nor'maljzada. E como EMk(yk):E(Mk(uk,p)+2'P)< m
segue de(5.12) que(Nk) õ quase-igual a(Mk)

Vamos verificar que(Nk) satisfaz a condição(A)
de (6. 1 5) . Comecemos por ( { i )

Se 2'P < yk então

!!É.--: ], V ue]0,2'P],
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e quando yk $ 2'P

uN Ü ( u )

N k ( u )

se u É; ]0,yk[

uM .: ( u )

M (uk
se u € [yk '2'P]

Como yk > uk,p:suPtu € [0,2'P]
então para todo u e [yk'2'P]

uMÜ(u Z 2PM k ( u )}

u NÊ ( u )

N k ( u )

uMÜ( u ) <
Mk( u )

2P

E também(Nk) sat isfaz(i) de(A) de(6.15), pois

lnlf Mk(2'P) > 0. Com efeito, supondo que {nfMk(2'P) ; 0, e!

tão ex iate uma subseqüêncja(Mk.(2'P)) tal que .E.Mk.(2'P)<
'' j j : l ' i

É fácil ver que !(Mk.) é isomorfo a um subespaço de z(Mk), e
então de(ví) temos que Ê(Mk.) não contém subespaço isomorfo
a Ê.. Logo por(5.20) 1im2'P: 0 oque é, evidentemente, um

absurdo

Como

'MkU'' ) '
2'PM(yk)

yk '

se yk $ 2'P

Nk( 2'P)

se 2'P < yk
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então (2'P) para todo k € 1N,e daT inf N.,(2'P) > 0
k É;IN '

Portanto(Nk) satisfaz a condição(A) de(6.15). []

Para um estudo dos subespaços de Z(Mk) que faremos

a seguir, pt"ecisamos dos seguintes resultados

2' P ) z MN
k k

(7.3) .l:.glB-. Em z(Mk) seja (uk) uma bas$kde blo -

cos normalizada de(eK). Se paracada k CIN, uk : .E .ajej

e Nk(u) ; .iEPk+l M{( laj lu), então(Nk) é uma seqüêncja de fu!
cães de Or'licz normalizada. Se(Mk) satisfaz a condição
Az -un l for'me , então tem- se

(i)(Nk) satisfaz a condição À:-uniforme;

(ii) Exkuk converge em Ê(Mk) se, e somente se,

Exke" converge em Ê(Nk), isto é,(uk) é equ!
va len te ã ba se (e ') de 2( Nk )

PT'ova. Se Nk é como na hipótese, então é claro
que é uma função de Orl icz, para cada k €1 IN

Pk+l

ukll =inftt > 0:.ixpk+IM{( la.i l/t) $ 1},

l e da:Í N k(1 ) : 1 , pa ra todo k € 1N

Como l

pk+l
então E M;( la:

l:Pk +l

Como(Mk) satisfaz a condição Â:-uniforme, exjs

tem constantes ko € 1N e K z l tais que,vMÉ(v) $ KMk(v) para
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to do v É; ] 0 , 1 [ e to do k :k' ''o

Seja u C]0,1[ e k z ko' Como Mj(lclll) $ 1, en
a.ilul S 1. Além disso, lembrando que(pk) é crescente

temos pkZ k Z ko' Da:í

!U : '5*'
N k ( u ) 'i: P k +l P k+IM

P k '''l '

: 'E*'

':-k*' !'''' ,",(l-,lü
KM l

E isto prova que(Nk) satisfaz a condição A: uniforme

Para provar'(ii) suponhamos, em prlmejro lugar,

que Exke" converge em Ê(Nk). De(7.2) tem-se que(ek) é base

de 2(Nk) e, então de(5.18) segue que ENk(lxkl) <m. Como

. Pk+l

k:l j:pk+IMj(lajxkk : l k ( l x k

e c(Mk) Ê(Mk)(7.2), então segue de(5.16) que

k:l xk' k
. Pk+l

k=1 j=Pk+l
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converge em !(14t., )

Analogamente prova-se que,se Exkuk converge em

Ê(Mk), então ExkeK converge em p,(Nk). Portanto(uk) é equiv{
lente a (e") . []

(7.4) Lema. Suponha que(Mk) satisfaça a conde

çao Az-uniforme. Em z(Mk) seja(uk) uma base de blocos norma

]izada de (e'). Então,existe uma subseq(lência de (uk),que é

uma sequência básica,equivalente ã base(ek) de algum espaço
se qele nc { al d e 0 rl { c z t( N )

pk+l

Nk ( u ) :{ EPk-. IMj(la{ lu )

então,decor're de(7.3.i),que(Nk) é uma seq(lência de funções

de Orlicz normalizada,que satisfaz a condição A:-uniforme, is

to ê, existem constantes ko € 1N e K z 1, tais que

Pk+l
E eÜ e=

i:Pk+l
P ro va . Se u.

k

u N.l ( u )

---!--- $ K, V k à k., V u € ]0,1[. ( 1 )

Além d isso, de(6.14) e(5.2) podemos supor", sem

perda de general idade, que Nk é contínua para cada k € 1N

Em[0,1] a seqt]ência(Nk)kZk. é equjlimitada,pois
ê normal içada. Além disso, é eqtlicontÍnua. De fato, se
u,t e[0,1], então peão Teorema do Valor Méd ío,existe
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s k C ] 0 ,1 [ ta l que

Nk (u ) - Nk ( t) N k ( s k ) l u - t l

Usando(1) e o fato de que a função Nk(u)/u é não-decrescente
temos

N k ( u ) - N k ( t )l $ Nkskl..t
s k

$ k' l li . +

pa ra todo k 2 k

Portanto, segue do Teorema de Ascolí-ArzelaEE-p

329] que existe uma subseqtlência(Nk:) que converge uniforme-
menteem[0,1] para NCC([o,]]). Podemos tomar(N.) tal

que, supÍINk:(u) - N(u)l : u C[0,11} s 1/21,par'a todo i € 1N,e
en tão

i :l s u p { l Nk j ( u ) -N(u) u € [ 0 , 1 ] } b ] ( 2 )

Comopara todou€10,1], N(u) ;limNk.(u), ê
l ->oo l

claroqueN(0) :0, N(1): lequeNéumafunçãoconvexaem
[ o , ] ]
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Quer'erros definir N em[0,'n[, conservando a conve

xjdade. Para tal, observamos que se 0 LU <t < 1 então

N(t)-N(u) 2 INk.(t)-N(t)l+lNk.(t)-Nk.(u)l+INk.(u)-N(u)l1 1 1 ''1

$ 1Nk.(t)-N(t)l+K(t-u)+lNk.(u)-FI(u)l

pa ra tod o { ÉI IN , e a ss i m fa z e n d ok
l

obtém-se

N(t)-N(u) $ K(t-u)

Da:Í, sendo N'(u) a det" ivada ã direita de N em t, temos que

N'(u) $ K. Portanto, def'inundo N(u): uKpara u Cll,m[, se
gue de(4.4) que N ê convexa elll[0,m[

Como Z(N) é um par'tjcular espaço seqüenclal nlodu

lar(2.12), então por(2) e(5.8) temos que !(N) : Z(N,). E
usando(5.2), temos que a função identidade é um isoinorfismo

de Ê(N) em 2(N., )

Como(Nk.) satisfaz a condição A:-uniforme, por

(7.2) temos que Ê(Nk:) é separãvel. Portanto l(N) também é
separãvel,e por(7.2) a seqüêncja(el) é base de Ê(N)

Segue, fac ilmente, de(2) que .E N(lx.l) conver-

l

l
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P k .+lco l

Í:l j:pkj'IMj(ajlxjl)
ge se , e somem te se , Í N., ( l x.: 4 K . ' l

: l '* {

converge. DaT de(5.18) e(5.16) temos que Exjel converge

em t(N) se, e somente se, 31 Pk.Í+l x.a.ej : Ex.u. convem
1=1 j:p., +l 'i 'j' 'l:j" 'i'kl

l

ge em 2(Mk)

Portanto a seqtlêncja(uk:) é uma seqtlêncja bãsl

ca de l(Mk), equivalente ã base(el) de Ê(N). ]]

Estamos, agora, em condições de obter os segujn
tes resul ta dos

( 7. 5) P ro P os{ ção

c ial modul ar separãvel e Y um

tão

Sejam 2(Mk) um espaço seqüen-
)espaço fechado de Ê(Mt., ) . E!

(i) existe um subespaço de Y isomorfo a un] es

pa ç o se qUe n cia l mo d ul a r 1( Nk ) ;
(i{) existe um subespaço de Y isomorfo a um es

pa ço s eqtle n c i a l d e 0 rl i c z z( N )

Prova. Em conseqtlêncja de(7.2) e(5.2) podemos

supor, sem perda de generalidade, que(Mç) satisfaz a conde

ça o Az- unl forme
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Po r ( 7 . 2 ) a

( 3 . 1 8 ) q u e ex

ue ê eq u i val e

$ 1l u k ll É r ,

n d i c l o n a 1 , s e

cos n orma] { za

seqü ên cja (e k) é uma ba se de

{s te um sube spa ço Z de Y, q u e

n te ã uma base de bl ocos (uk)
pa ra todo k € 1N . Como de (3

g u e d e ( 3 . 31 ) q u e ( u k / llukll)

da de (e k) , eq u { val en te ã ( z k

temos que (uk/ ll ukll ) é equl

seqtle n ci al mo dul a r 2( Nk) . E

), e u sa n do (3.1 4 ) temo s qu e Z

Z( Mk )

te m u rna

de (ek),

29 )

e uma

Decorre de

ba se ( z k ) q

onde 0 < s

(e k) é { nc o

ba se de bl o

P o r ( 7 . 3 . { { )

de um espaço
val en te ã (ek

k )

Usando os me

n

val e n te

n ta o

e ] s o -

ã ba se (ek )

( z k ) é equ {

morfo a !( N

senos argumentos obtém-se(il) , a p l l

c a n d o ( 7 . 4 )

(7.6) Çglg.!.Í!..!.g. Sejam z(14) um espaço seqüen

cial de Orl icz separ'ãvel e Y um subespaço fechado de z(1-1).En

tão existe um subespaço de Y isomorfo a um espaço seqelencial

modular Ê(Nk). E existe um subespaço de Y {sonlorfoa um es-
p a ç o s e q ü e n c l al d e 0 rl i czP,(N)

Prova. E conseq(lência imediata de(7.5) lembran

do que um espaço sequencial de Orljcz ê um particular espaço
sequencial modular ( 2. 1 2) . [l

( 7 . 7 ) P r o p os íção Seja l(Mk) um empa ço seqüen
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cial modular separãvel. Então existe um subespaço complemen

tado de 2(Mk),isomorfo a uin espaço sequencial modular 2(N,)

E também ex êste um subespaço complementado de Ê(Mb) {sonlorfo

a um espaço seqüenclal de Orlicz 2(N)

Prova. Por(7.2) e(5.2) podemos supo)" que l,(M,)
sa tisfa z a condiça o az -unifo rme

Seja(eK{) uma subseqüência de(ek). Como(ekj)

ê uma base de blocos de(ek),segue de(7.3.il) que(ekj) ê

equivalente ã base(e') de um espaço t(Nk)(na verdade g(Nk):
Z(M., ) )

l

Como(eK) é base incondicional de 2(M.,)(3.29),
segue de(3.30) que[(e"l)] é um subespaço complementado de

Z(Mk). E de(3.15) temos que[(e'j)] é isomor'fo a Ê(Nk)

Com os mesmos argumentos usados acima e de(7.4)

prova-se que existe uma subseqüêncla(ekj) d.(ek i) q.e é
equivalente a base(e') de algum !(N). Portanto,de(3.30) e
de(3.15),segue que[(e'J)] é um subespaço complementado de

[(Mk) i somos'fo a Ê(N) . []

Os próximos resultados são consequências de(7.6)
e do teorema(1) deELTl], que anunciaremos a seguir

(7.8) Teorema. Todo espaço sequencial de Orljcz

separãvel contêm um subespaço isomorfo a algum Ê., para
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p e [i,«[

(7.9) Cor'olãrio. Sejam 2(Mk) um espaço sequen-

cial modular separãvel ,e Y um subespaço .fechado de Ê(Mi,,). Ep

tão Y contêm um subespaço isomorfo a algum Ê. para p ell,m[

(7.10) Cor'olãrio. Se 2(I'lk) é um espaço seq(Jen-

clal modular então ele contém um subespaço isomorfo a algum

ZD para p € [1 ,m]

Prova. Se Ê(Mk) não é cepa)'ãvel então por(7.2),
ele contêm um subespaço {somorfo a z

Se l(lqk) é separãvel o resultado decorre de

r/ q] r'i

Nessa linha ainda temos a proposição(7.12),

para prova-la precisamos do seguinte lema

e

(7.11) Lema. Suponha que(M.,) satisfaça a conde

ção A:-uniforme. Seja (y{) uma sequência bãsjca de Ê(1'1,)

tal que ljy.ill z a > 0, para todo i C IN, e l ím eÊ(yj) ; 0 p!
l ->oo

ra todo k € 1N, onde(ek) é a sequência de funcionais bjorto-
gonais assoc lados ã base(eK). Então existe uma subseqüência

de(y.i),que é seqtlêncja bãs íca equivalente ã base(ek) de al
gum espaço sequencial de Orlicz R,(N)



1 5 3

Prova. Como ljy.ill Za> 0 para todo
lim eÊ(yj) ; 0 para todo k e IN, por(3.19) tem-se

(y.i) subseqüêncja de(yj) ,que é sequência bãsjca

te ã uma base de blocos(uk) de(ek), e que 0 < s

Daí, por(3.29) e(3.31),(uk/ll ukll )
blocos nol"matizada de(e'), equivalente a(uk)

Logo,de(7.4),temos que existe uma sub

de(uk/ll ukll),que é sequência bãsjca equivalente ã
de algum espaço seqüenclal Ê(N). Portanto, existe

qüência de(yj) que é equivalente ã base(ek) de

j C IN e

q ue exi s te

e q u l va l e n -

lu *ll ': -
ê ba s e de

se q(Jê n c { a

b a s e ( e k )

uma sub se

z(N). 0

(7.12) Pr'oposição. Sejam t(Mk) um espaço seque!
cial modular separãvel ,e X um subespaço fechado de z(M.). Se

(z{) ê uma base incondicional de X com 0 < s S il zlll $ r,P.!
ra todo i € 1N, então X contém um subespaço complementado {so
mor'fo a algum espaço seqilencial de Orljcz Z(N)

Prova. Podemos supor, seno pet'da de generalidade
que(Mk) satisfaz a condição A:.uniforme

Primeir'amente, suponhamos que X seja r'eflexivo

De(3.26) temos que(z.i) converge fracamente a zero. Logo

lim el:(.z.i) = 0,para todo k C IN. Então o resultado segue del -+oo '' '

( 7 . 1 1 ) , d e ( 3 . 3 0 ) e de(3.14)

)

Observemos que por (7.2), X não contém subespaço
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i somorfo a c
0

compl e ta

po r ta n to , p or ( 3 . 3 2 .{1) (z { ) é l iml tadamente

Assim, se X não é r'eflex ívo de(3.25) segue que

(z.i) não é dual izãvel ,e daí, por(3.34.{) temos que X contêm

um subespaço complementado lsomorfo a p,.. []

Em(7.15) daremos uma caracterização dos espaços

sequenciais n)odulares,que são {somorfos a um espaço seqOen

cial de Orlicz, usando os conceitos de bases sjmêtY'ocas

(7.13) Lema. Suponha que(M.,) satisfaça a conde

ção Ã:-uniforme. Seja Y um subespaço fechado de Ê(MI.,) com

uma base subsÍmêtr'ica(zi). Então(zl) é equivalente ã base
(e') de algum espaço sequencial de Orljcz 2(N)

Prova. Como(zj) é base subsimétrjca, de(3.38)

segue que existem constantes r e s tais que 0 < s s ll zjll $r
p a ra to d o i É: }N

Logo, por(3.20), jek(zi)l S 2Kr, para quaisquer
k, í e IN. Vamos mosto'ar que existe uma subseqüência (w.) de

(zj) tal que,a sequência(ek(Wn))nC IN converge para todo kCIN

Como(e:(z.i)) ê limitada,(zl) tem uma subseqüê!

cía(z}) tal que(e:(z{)) converge. E como(e!(z{)) é ljmi

tada existe uma subseqüêncja(z.i) de(z+) tal que(e!(z.l))
converge. Suponhamos que para k € 1N, k > 2 temos uma seq(lên
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cja(zj'l) onde ej(zk-l){€1N converge,para todo j e {1,2,...,k-l}.
Então como(ek(zj'l)){CIN ê limitada, existe unia subseqüêncla

(zÇ){CIN de(zk-l)hein tal que(eÊ(zT)) converge, e daí,
(el;(z;)jCttq converge para todo j C {1,2,...,k}

Definimos Wn: zn para todo n eIN. Então(Wn) é
subseqüência de(z{) e de(z.i) para todo k € 1N e, por'tanto,

(ek(Wn))nÉ:IN.convem'ge para todo k € in

Assim, tem-se que l im eÊ(W2n+l - w2n) ; 0 par'a
todo k €1N. E decorre de(7.11),que existe uma subseqUência

de(W2n+l - W2n)n€1N que ê equivalente ã base(ek) de algum

espaço sequencial de Orlicz P,(N). Seja (W2nj+l ' w2nj)jCIN
e s ta tal su b se qelê n cia

Como(zi) é base incondlcjonal, então(W2n:) é

seqtlência básica incondicional e daT, Eaj(w2n:+l - w2n.) co!
verge, se, e somente se Eajw2n: e Eajx'/2n:+l convergem. E pg
lo fato de(z{) ser subsjmétri;a, concluímos que Ea:z.í con -

verge, se, e somente se Eaj(W2n:+l ' w2n:) convem'ge, isto é,
(z.i)é equivalente ã(W2n:+l - W2n:)j€1N' "Portanto(zj) é

equivalente ã base canónica de t(ii). l:l

(7.14) Proposição. Se um espaço sequencial modu

lar t(Mk) tem base subs:imétrica, então R,(Mk) é isomorfo a al
gum espaço sequencja] de Orl icz separãvel R,(N)
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Prova. Por (3.9), t(Mk) é separãvel. Devido ã

(7.2) e(5.2) podemos supor' que(Mk) satisfaz a condição
A:-unifornte. E daT, o r'esultado ê, conseqtlência {medjata de
(7. 13). []

(7.15) Corolário. Um espaço sequencial modular

Ê(Mk) tem base sjmêtrica se, e somente se, 2(Mk) ê isomor.fo

a um espaço seqelencjal de Orl icz separ'ãvel 2(N)

Pt'ova. Como toda base simétrica é subslmõtrica

(3.39), então segue de(7.14) que,se Ê(Mk) tem base simétri
ca,então é {somorfo a um espaço seqtlenclal de Orljcz 2(N)

A outra afjrinação segue do fato de(ek) ser base

simétrica de Ê(N)(ver(4.a.2) e(4.a.4) deELT]).[]

$8 g PI:L4:t IIE ESPACOS SEQUENCIAIS MEDULARES

Neste par'ãgrafo, mais prec isamente em(8.3), ob-

teremos a caFacter ização do dual de um espaço seqilencial ilio-

dular separãvel. E em(8.6) estabelecemos condições necessã

rias e suficientes para que um espaço seqtlencjal modular se
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j a re fl e x { vo

Estes t'esultados são análogos, respectivamente,

a(4.b.l) e(4.b.2) deILT], que se referemaos espaços se
qtle n c i a { s d e Ot'l { cz

Em

c {a de fu nções

lim MÉ(u) : m,
U'»m ''

trai'ã pe rda de

e m (4 . 7)

todo este pat'ãgrafo,(Mt.,) {ndicarã uma

de Ot'l icz not'maljzada coill MJ(0) : 0 e

par'a todo k € 1N, o que devido a(6.14)
gemer'alidade e nos pet'mito definir Ui:,

se qtlê n

na o

como

( 8 . 1 ) De finiç ão

me ros rea is definimos
Pat'a toda sequência (xi.,) de ng

11 ( x k ) lll suP{XI xkyk l EMÊ( jyk 1 }

(8.2) lllrlposjçlq. Tem-se que

Ê(Mk) : {(xk): lll(xk)lll < m},e que em t(Mk) a função l
uma norma equivalente ã 11.11 . Mais precisamente

11 é

(xk)lls lll(xk)lll $ 2ll(xk)ll, v(xk) € 1(Mk)

E então(Ê(Mk), 111 111) ê um espaço de Banach

Pro va . Se 0
(xk) € Ê(Mk) e (yk) ê tal que
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EMÊ(jykl) .$ 1 então,pela desigualdade de Young(4.9.i)

xkyk l

( x k ) ll
Porta nto E .l.llkyk

11( x k ) ll

$ Mk( xk ) .. MÊ(IVkl), V k €11

$ 2 , e e n t ã o 111 ( x k ) 111 $ 2 11( xk)

Por outro,lado se(xk) ê tal que o < lll(xk)ll
então Elxkykl $ 111(xk)lll sempre que ZM*(jykl) $ 1. Como

l(xk)lll l.Olentão xk #O,para algum k €1N. Vamos mostrar

--' "*(-üÜ-tl-í'ü' :
Seja zk: lxkl/lll(xk)lll. Supondo que

EM*(MÉ(zk)) $ 1, então ElxkMk(zk)l $ 111(xk)lll, isto é
EzkMk(zk) $ 1. Como, por'(4.9.iji) temos que

zkMÊ ( z k ) Mk(zk) + Mk(Mk(zk)) ( 1 )

Dal (xk) e 2(Mk) e ll(xk)ll $ 111(xk)

Resta, então, provar que EM*(MÉ(zk)) $
nha que isto seja falso. Então existe n. eIN tal

k=IMk(Mk(zk)) > 1, e tal que zk# 0,para algum k $ no

vexidade de MÊ temos que

1 . S u P o

que

Pel a con
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no

[MÜ(zkl/'k l Mk(Mk(zk))]

Porta nto

" . ".
k:l]:kMk(zkà/'k:ll Mk(Mk(:k))] $ 111(zk)lll

0

n n
0 0

k:lzkMk(zk) $ kEIMk(Mk(zk))

Disto e de (1) temos que

n n
0 0

k:IMk(Mk(zk)) Z kEl:kMk(zk)
n n

0 0

k:l Mk(:k) -'- kEIMk(Mk(zk))
no

ê um absurdo , pois kEIMk(zk) > o

E fã c il mos tra r que 111 111 é uma

r'mina a demonstt'ação. []

A seguir caracterizaremos o dual de c(Mk)

0 que

Z(Mnorma em

teque

0



1 6 0

(8.3) Teorema. 0 espaço c(M.,)* é isotllorfo

Ê(MÊ). E se(Mk) satisfaz a condjcão A:-uniforme então

Ê(Mk)* é isomor'fo a Ê(Mk)

a

Pt'ova. Se(Mk) satisfaz a condição A:-uniforme
decorre de(7.2) que c(Mk) : l(Mk), e se c(llk)* é lsomorfo a

P,(MÊ), então Ê(Mk)* ê lsomorfo a Ê(ÜÊ)

Resta pt'oval que c(Mk)* é isomorfo a t(MÊ). Inda
daremos por ll 11..; a norma de Ê(Mk)

Seja(yk) e Ê(Mk). Definimos a aplicação T(yk)
em c(Mk) po r

T(yk)( (xk)) ; Exkyk ( 1 )

Como EMÊ(li Vk)ll+) É I' segue de(8.1) e(8.2) que

y

zlxkvkl $ 111(xk)lll ll(yk)ll*

$ 2 ll (xk) ll ll(vk) ll*

par'a todo (xk) € c(Mk)

Logo é cl a ro que T(yk) Ê c(Mk)" e que
IT(yk) ll $ 2 ll(}'k) ll*

Portanto é fãc il veF que a aplicação



(MÊ) -' c(Mk)* definida por(1) é linear', injetora, cont:í-
n ua , e q u e lITll $ 2

Para terminar basta mostrar que T é soft'ejetora

Sejam f € c(Mk)", e yk ; f(ek) para todo k e IN

Como,por(4.10.i), Mk* : Mk, temos

(Vk)lll* : suptElzkykl:EMk*(lzkl) $ 1}

suPõE lzkykl :EMk( lzkl ) $ 1}

Vamos provar que (yk) É; 2(Mk)

suP{(xk): lll (Xk) lll* « "}

Se ( zk ) ê tal q u e EMk( lzk 1 ) É l en
se

n n

k:l zkykl ; kElsg(zkyk)zkyk

n

k=lsg ( zkyk ) zke K )

n .

$ 1lfll ll kEtsg(zkyk)zkeKll

n .

llí ll ll k E l z k e K ll s llí ll

1 6 1

T: t

2 )

todotão ,pa ra

n € IN , tem
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Portanto xlzkykl $ 1lfll , e então lll(yk)lllt = llf

E, finalmente, por(5.16) e pór f ser contínua te

mos que,pa ra todo (x k ) C z(Mk)

T(yk)( (xk)) : Exkyk

Exkf(ek)

f(Exkek) f( (Xk ) ) ,

isto é, f : T(yk). []

E importante notar que mesmo quando (Mi.,) e norma-

lizada, a seqüêncla(Mk) pode não ser nor'mallzada. Mosto'are

mos que,em cet'tos casos,ôsso pode ser remediado

(8.4) Lema. Seja(Mk) de ta] modo que existam

a> 0 e ko €1N tais que MÊ(1) z a,par'a todo kz ko' Se,para
ca da k C IN , de finim os

M{(u)
MÊ(u)

MÊ( 1 )

par'a todo u €1 [0,m[, então

(i)(Mtk) e(Mk) são equivalentes;
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({i)(Mt) e(Mk) são equivalentes

Pt"ova. É dar.o que (t4tk) é uma sequência de fun
ções de Orl icz normal i zada

De(4.10.{i) temos que Mjl(1) $ 1 e e n tão

MÊ(u) $ Mtk(u) $ ~':MÊ(u),

e d e ( 4 . 1 0 . i v ) e ( 4 . 1 0 .v)que

Mk(u) z Mt*(u) z c.':Mk(au)

para todo k z kO e u e [0,m[

Pot"tanto, o resultado decorre diretamente de
(5. 10). ]]

(8.5) Lema. Suponha que(M,) satisfaça a conde

ção Â!.uniforme e que Mll seja contínua e crescente,pat'a todo

k É:IN. Se(Mk) é como em(8.4), então

({)(MVk) e(Mk) são equivalentes;
({i)(MI(') e(Mk) são equivalentes;

Ci i i)(Mk) satisfaz a condição Â:-uniforme

Prova Sej am L > 1 e k. € 1N tais que
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u M:(u)
-------L--z], Vue]0,1[ e Vkzko

Para provar(i) e(ii) basta mostrar que existem

a > 0 e ko e IN ta ís que MÊ(1) z a,pat'a todo k 3 ko' e usar
( 8. 4 )

Decorre de(6.8) que Mk(u) $ ul : rq(u) para todo
u e[0,1] e k 2 kn' POr(4.10.ii{) e(4.11) temos que

MÊ(1) Z NÊ(1) :(L-l)(})L(L-l)''. Portanto, MÊ(1) z a > 0 PI
ra todo a > 0

Pat'a provarmos que (Mtk) satisfaz a condição
Aa- uniforme tomemos u € ]0 ,1 [

Como Ml! ê continua e crescente, para cada k É; IN

existe tk>0tal queMÉ(tk) :u. Ecomopor(4.6.i)
MÜ(1) Z 1, temos que tk e ]0,1[

Portanto se k z kn' usando(4.8.{{) e(4.9
c oncl ulmos que

l l l

u (Mil) (u)

Mtk(u )

MÜ(tk)(Mk) ' (Mk ( tk ) )

MÊ(MÉ(tk))

MÊ( tk) tk

tkMk(tk ) - Mk(tk )

!dlü,-:
tkMk( tk )
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$ ( 1
Ti)': ; :h. o

Uma caracterização de espaços sequenciais modula

res reflexivos pode ser agora obtida

(8.6) Teorema. 0 espaço Ê(14.,) é reflexivo se, e

somente se, ex êste uma sequência(Rk) equivalente a(Mk),que
satisfaz as condições Ã:-unifor'me e A!-uniforme

Prova . Su p on h

(Mk), que satisfaz as cond

vi d o a ( 5 . 2 ) p o d ein o s s upo

E s e g u e de ( 6 . 1 4 ) ouenão

que MÜ é cone:inua e cresc

amos que exista(Rk),equivalente a
leões A:-uniforme e A!-uniforme. De

r que(Mk) satisfaz essas condições
hã pe rda de ge neral { da de em supor'

e n te , p a ra to do k É:IN

Devemos mostra

ein l(M., )*" é uma i sometrl
K

sempr'e l i near cont:inua , i

ba sta mosto'a r que el a é s

E conse q(}ên c ia

1,(Mtg') : Ê(Mk), que as fu

e também que (Mt) satisfa
e n tão , de (8.3) que Ê(Mk)

é isomorfo a l(Mt * ). De v

mo s são defi nados ( ve r (8

r que a aplicação canónica de Ê(Mk)
a . N a ve idade , e s ta apl íc a ção é

nje tara e mantém a norma. Então
obrejetora

de(8.5) e(5.2) que z(Mtk):t(Mk),
nções identidades são isomorfismos

z a condição Â:-uniforme. Decor're

* é isomorfo a l(Mk), e que z(Mt)*
{do ã forma com que estes isomorfjs

3)) pode-se prova r, sem dlfjcul da
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de, que a aplicação canónica de !(Mk) em Ê(Mk)** é soba'ejetg
ra

Recipt'ocamente suponhamos que 2(Mk) seja reflexa
vo

Então Ê(Mk) não contém subespaco isomor'fo a 2., e
daT, por(7.2),existe uma seqüêncja de funções de Orl icz nor

matizada(Nk),equivalente a(Mk),que satisfaz a condição
Az - u n i fo r' nle

Queremos obter uma sequência de funções de Orljcz

nor'matizada ,equivalente a(Nk),que satisfaz a condição Az+-

unjfot'nte ,e também a condição A:-uniforme. Para isso, cona

tru:ir'emos seqelências de funções de Orlicz auxil iar'es

Par'a simplificar a leitura destacamos as asser

ções mais importantes contidas nesta demonstração que nos
possib i l i tam concl u i r a tese

.Basserção. Se(N:) é como ein(8.4), então(NÜ)
e ( Nk ) são equ{ val entes

2ê asserção. Existe uma seqüêncja(Pk),quase
igual a(Nk),que satisfaz a cond i

çã o (A ) d e ( 6 . 15)

3ê asserção. Existe uma seqtlêncja(Sk),quase
água l a (Nk) ,que sa ti sfa z a cond i

ção A:-unifot'me, e satisfaz a condição(B) de(6.16)
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Obtida (Sk) como acima, decor)'e de(6.16) que

existe uma sequência de funções de Ot'l icz normalizada(Rt,)

equivalente a(Sk),que satisfaz as condições A:.uniforme e

A!.uniforme. Como por(5.13),(Sk) é equivalente a(Nk), e!

tão(Rk) é equivalente a(Nk), ó que termina a prova do teo-
rema

Resta, por'tanto, provar as asserções acima

Prova da lê asset'ção. Decorre de(8.4) que basta

provar que inf NÊ(1) > 0. Suponhamos por absurdo que

inf NÊ(1) : 0. Então podemos obter uma subseqüência(NÊl:(1))

ta l q u e E Ni5 ( 1 )<
{ : 1 " i

Segue de(4.9. iv) que,para todo i C IN

N Ê ( 1 ) z u - N k.(U)

e da:í por (4. 2. i íi )

V u € [ 0 , 1 ],

N Ê ( 1 ) $ N k .( u)$u, V u e [ 0 , 1 ]

Usando esta Última desigualdade é fácil mostrar

que l: : l,(Nk:) e,portanto,de(5.2) segue que a função iden-
tidade é um isomorfismo de tz em 2(N,.). Também ê fãcjl ver

que l(Nk:) é isomor'fo a um subespaço de Ê(Nk) que é reflexa
l
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vo, pois t(Nk) e !(Mk) são isomorfos(5.2)
conta'adição pois ti não é t.eflexivo.

E isto é uma

Prova da 2ê asserção. Como vimos acima Ê(N..) é

reflexivo, e então l(Nk)" também é reflex ívo. De(8.3) te

mos que Z(Njll é isomorfo ã Z(Nk)* e,portanto,Ê(NÊ) não con -
têm subespaço lsomorfo a Ê.. Decorre da lê asserção e de

(5.2) que Ê(N;) não contém subespaço {somorfo a z.. Apllcap.
do(7.2) tem-se que ex êste uma sequência de funções de Orllcz

normalizada(Pk),quase-igual a (Nk),que satisfaz a condição
( A ) d e ( 6 . 1 5 )

Prova da 3ê asserção. Seja(P..) como na 2ê asser

ção. Então existem constantes Kz 1, kn €1IN e Í3 É1]0,1[,
ta í s q u e

ínf P k(B ) > 0

e

t PÊ( t)
-------::--- $ K, V t É1 ]0,Í3] e V k à k

Pk ( t) ' '' ' ' o

Como(Pk) é quase-igual a(Út), então existe uma

seqtlência de números reais positivos(tk) tal que,para todo
k C IN

Pk( t) ; Nt (t) V t z tk ( 1 )

e
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ENk(tk) < m

Como vimos na prova da 2ê asserção z(N:) não con

bespaço {somor'fo a Ê., então,segue de(5.20),que
k

têm su

]jm tk

Lembrando que, por(6.14), podemos supor que NÜ é

ua e crescente para cada k € 1N, seja uk > 0 tal que

tk' Temos que ENk(uk) < «

De fato,se ki € 1N é ta] que tk C]0,B],para todo
então,pat'a k 2 k: = maxlkó'ki} temos que

*;-oPIV ; 3Jked : .
Nt( tk) pk(tk)

con tTn

Nk( u k )

k Z ki

e d a T , p o r ( 4.6.i) (4.8. ii) e (4. 10

Nk( uk) $ u ktk ( N Ê ) ' ( N É ( uk))tk

( Ntk ) ' ( tk ) tk N k (1)

s K.Ntk ( tk) N k( 1 )

$ K.Ntk(tk)

Então ENk(u k)
t

( t.. )KEN <
k k
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Além disso, calDO 2(Nk) é reflexivo, segue de(5.20)

que llmuk : 0. Seja k, GIN tal queuk $ 1 para todok zk,
Pat'a to d o k € 1N de f{ n amos

Nk ( u k s ê u € [ 0 ,u k [

Sk ( u )

Nk(u), se u C [uk,"[

u kNÉ (u k )

Nk( u k )
onde p k

E fãcjl ver' que(Sk) é uma seqüêncla de funções

de Orl icz not'matizada,quase-igual a(Nk). Como(Nk) satis
faz a condição A:-uniforme, um calculo simples mostra que

(Sk) também sati.sfaz a mesma condição

Resta pr'oval que(Sk) satisfaz a condição(B) de
( 6 . 1 6 )

Seja a : inf(Nk)'(13). Temos que cl > 0

Com efeito, para todo k z ki,tk €10,B] e por(1)
N J( B) . Da lPk ( B)

(NÊ) l (B) : (Njl) l (B) NÊ(1 )

, Nl:(Õ) NÊ(1)
' B
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~ pk(B) NE(1)

Mosto'emos que existe no € 1N tal que

inf Sk(a) > 0 ( 2 )

( 3 )

e

11il.-- Z --5--, V u € ]0,a], V k z no

Temos de(8.3) que g(Sk)* é lsomorfo ã Ê(Sk), e cg
mo z(Nk) é reflexivo então Ê(Nk)* õ reflexivo,e dal por(5.13)
e(5.2), 2(Sk) ê t"eflexjvo. Lembrando que de(4.9.i),
(4. 2. { il) e (4. 10. i i) tem-se

au
Sk( u ) $ S k (u ) $ S k(1 )u $ u

para todo u e[0,1], então prova-se sem djficu]dade(2), usar
do os mesmos argumentos da prova da lê asserção

Vamos mostrar que vale(3). Como lim u, : 0,ex i}

. € 1N tal que uk $ a pat'a todo k Z k.. DaÍ para todo

[uk'a] temos que t: NÊ(u) €1tk'B], e por(4.8.ii)
NÊ(t). Portanto para k à no = maxtk:,k;,k.} obtemos
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u SÜ ( u )

S k ( u )

u N Ü ( u )

N k ( u )

t ( N Ê ) ' ( t )

Nk( (Nk) ' ( t) )

t Nil( t )

t(NÊ) ' (t) - NÊI(t)

t( NÊI ) ' ( t )

NI,( t )
) ' :

t ( t )k

donde segue(3),pois pk: ukNÉ(uk) à K .[]

$9. EXEMPLOS OE ESPAÇOS SEQt)ENCIAIS MODULARES QUE SAO ESPAÇOS

DE SCHUR

Sejam(pk) e(wk) seqtlências de números reais com

pkz l ewk > 0 para todo k CIN. Considereentão
pat'a todo k C IN e u z 0

Pk
UM.,(u):wk
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Assim temos que(Mp) é uma sequência de funções
de Orljcz e Ê(Mk) é um espaço seqüenclal modular

Estudaremos estes particulares espaços, e estabe-
leceremos condições necessárias e suficientes para que eles

sejam espaços de Schur. Em consequência, teremos, facilmen-

te, que Êp é espaço de Schur se, e somente se, p ; l

Devido ã(5.4) e(5.5) estudaremos apenas os empa

ços com wk : l,para todo k € 1N e, neste parágrafo, indicare-

mos estes espaços seqüencla is medulares por z(pk), isto é,fg.
remos l(Mk) : t(pk), e também c(Mk): c(pk)

(9.1) Definição. Seja X um espaço de Banach. Di

zelos que X é um espaço de Schur se toda sequência que con

verde fracamente pat'a zel"o, convem'ge em norma para zero

(9.2) Lema. Sejampkz l,par'a todo k€1N, e
E =lk ÉlIN: pk;' 1}. Para cada k G E tomemos qk tal que

l/pk + l/qk: 1. Seja(yk) uma sequência de niimeros reais
com .;l.IVklqk $a< «. Se para todo(xk) e Ê(pk) definimoske E

+( (Xk) ) ; Eykxk

e n tão .} € 1,( p k )" e ll $ < + a
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(xk) € Ê(pk) então, usando(13.3) de

[HS] , temos

«*«* :V*+: *. '** «. '*

k € E . Porta n to

:, l«k*k l : .Ê .l«k * kt ' kê.jyk* kl

keE(lxklpk .- lyklqk)-.. kxElxk

.Ê:l*. l 'k . KÊ:l*' pk * kÊ:l«kl '

: .IÍ. i* . l '* , «

o que {mpljca que 4) € t(pk)t,e que ll4)ll $ 1+a.[]

(9.3) Teorema. Sejapk: l paratodok€1N. 0
espaço Ê(pk) é um espaço de Schur se, e somente se, l im pk:l

PT'ova. Suponhamos, primeiramente, que não tenha-

Pk : l

Então existe 8 C]0,1[,e uma subseqüêncja(pk.)

de(pk) tal que,pk.i > 1+ 6 para todo i C IN.

Sea

todopa r'a

k

l immos

Pt'o v
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Seja(e 1) subseqüência da sequência(ek). C.m.

e lll ; l,para todo i.C IN, então(e i) não converge em nor
ma. Mostraremos que(e 1) converge fracamente a zero

Sejam f € Ê(pk)* e al : f(e ]). Tomemos uma se-

q(lência de niimeros r'edis positivos(bj) tal que E(bj)l+Ó $ 1

o pk.Í > ] + (5 e bo < 1 para todo i € 1N, então

P l,

E(b{) "{ S E(bj)1+8 $ 1

k

k

Com

( 1 )

Vamosbmoskrat' que(bj) e c(pk), isto é, que para
tOdO € > 0, E(Í!) ''' < m(ver(5.14)).

Dado c > 0, como lim bj = 0, existe no € 1N

que b.i < E par'a todo i z no' Então

ta l

E
i : n

0

e -(1+6) ;l(b:)l+'S $ E:'(1+6)
i : n '

Porta nto , se gue de ( 5.16) que (b:)
( 1 ) q u e ll E b.ie 'j ll $ 1

Então lzb.ia.ÍI = if(Eb.ie"i)l $ 1l f
Pela desigualdade de HolderIHS-pag.191] temos que

de
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E

{:1

8 / ( 1 ,.6 )

6/(1+6)
a

l
(l+.s)/ól . -.sl -l/ó .

.ixl lb{ l s jjEtajbj l É ll fll

e d a:i E l a.i < ", o que impl ica que
k

l {m a{ : lim f(e l)
l -+oa l-+m

Portanto l(pk) não é espaço de Schur

Suponhamos, agora, que ljm pk:l e que exista uma

(xn) de elementos de t(pk),tal que(xn) converge

para zero, e para a qual não temos lim llxnll : 0
n -» ')

Seja xn:(xn) para todo n €1N. Se(eÊ) éa se
funcionais b íortogonais associada a(ek) então,

seq üê nc ia

fracamente

q U ê n c ia de

à.!= .Ê(x") ( 2 )

p ar'a to do k C IN

Podemos supor que,para todo n c IN,6 S llxnll $
pat'a algum ó > 0. Então,para todo n ÉliN,

* :. 1 * : 1 ' ' : ' e E
k ; l

e se ndo
sup pk ' temos que 6 r É kEI xnlPk É

Seja a = 6'. Por indução sobre { € 1N,defjniremos

sequências de inteiros (nj),(k.i) e(k.i) tais que(kj) e(kl)
sao cr'escentes com ki < k.l e se J.i = {k.i,...,k;},então par'a
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to d o i C IN va l e

(a) pk < T:T, se k € JI e { > l

(b) keü.l*kllPk » a/2,
l

(c) kZüjl*kilPk « (./16)r.

Como kXI lxklPk converge, existe k:l e IN tal que

k:+l lxklPk < (a/16) r, e en tão

*Í. l*:i'* : *lÍ. irei'' - *:*:., i*üi'*
(a/16)r > a/2

Então(b) e(c) satisfeitos par'a ni : k:
do

k:l e sc o] h ]

Suponhamos que para i € 1N ex istam inteiros n

kj que satisfazem(a),(b) e(c). Vamos encontrar nj+l
satisfazendo as mesmas condições

Como l im pk:l, ex iate k:+l e IN tal que pk < j+l ,

pa ra todo k : k:+l

Seja k.i+l ; maxtk.i'k.i+l}. Então devido a (2) e-
xi s te n.i l e IN tal q u e

l

)
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k.í+l
E

k ; l

n
{ +1

X <
k

Pk

Pel o fa to c o n vet'g i r , e xiste

kj+l > k.i+l tal q u e

E

k : k .l +l + l

( ct/ 1 6 ) r
2

e da T ,se J.i+l ,k.l+l } e n tão

E

kgJ .i+ l : k:...l-ll*.{*llPk ... *E*+,lxkj'llpk«(~/.N'

q ue ê exa temente (c ) E em conseqtlência temos(b), pois

E

keJ .i + l
I'*: ;

k:l
1 1 pk.kEJj+l lxnj+l l pk:a...(a/16) '>a/2.

Assim determinamos as seqüêncjas(n.),(J:) e con

seqüentemente uma subseqüência (x'' i) de (xn). Seja (y,) uma

seqtlência definida da segu ante forma

ésg(xkl)lxnilpk'l, se keJ{ exki #o para i € 1N

yk
n .

0, se k € U J.i ou xkl
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E tome

{/i-l e

Sej a E ; {k € 1N : p k > 1 } e pa ra to do k

que 1 / pk + l /qk : l

Se i € 1N e k € J.i n E, então de (a) pk
Temos que

-:...:i«.i'* : *Ê.:.. Ài*l:i'*

' -Ê.:.. bi*:'i'*

«b *!, i*:'l'* « h.

e

<

mos qk tal

da í, q k > l

Portanto

-::i,*i'*: ,!. *Ê.,..i«.i'* : .!. b
Para cada (xk) € t(pk) def

+((xk)) : kEI xkyk

2 ) q ue $ € Ê(p.)* e

i Rimos

$ 2+queSegue de (9
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Como(xn) converge fracamente par'a zero l im 4,(xn):0

Pa ra c a da i C IN sej a ( z kl) da da por

n

n

xkl

0 ,

n

z k l

se k g JI ,

c n b c' l
l

Temos que $ a/16, po ís de (c)
n

; ..Ed,-«
k=1 a/1 6

n

: (J.!K.].)pk
kgJ.i a/1 6

: : J.4--« .
kgü.i (a/16)r

Ass im pa ra todo i e IN temos

n

+(x '
n

lE y.,xk"kk : l

*Ê'j'**:'l - i*à.j"**''
n

lE y Z
k kk : l4 *ã' i*='i'*

n

ll + ll ll(zk') l
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2

: 0

1 }

o que ê uma contradição. [l

Lembrando a t'elação de equivalência entre sequên-

cias de funções de Orljcz, definida em(5.1), é interessante

obter um espaço modular' Ê(pk) que não é igual a Êi,e que tem

a pr'oprjedade de Schur. Par'a isso dat'emos em(9.6) uma conde

ção necessária e suficiente par'a que 2(pk) ; Ê(qk)

(9.4) .l:gng.. Sejam (pk) e (qk) seqüõncjal>(de.4ums.
ros realscompk>qkz l par'a todo k€1N. Se EO "" " "
diverge par'a todo o C]0,1[,então existem sequências de niime-

ros rea'is(xk) e(t'k) taisque I'imrk:o, ElxklPk<m e
}il r kx k l 'K di ve rge

Prova. Para cada i € 1N escolhemos 0: € ]0,1/2l[

Seja n.
tomemos

rl l minta ÉI IN 9 .pkqk/hk'qP ,
k ; l

Então
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1< ni Pkqk/Pk-qk . nli-iopkqk/(pk-qk)+ IÉ 2
k : l k ; l

Escolhido 0 ; nÓ < ni < nz <... < nj seja

nj+l : mjnÍn € 1N: knnj+l(ei+l)Pkqk/(Pk-qk) >

ando que 0j < 1 temos nj+l

n.i+l (0.i)Pkqk/(Pk-qk)< 2k= n:+l '

Para todo k € 1N, se nj < k $ nj+l definimos

xk : }l- Oik/(Pk-qk) e ,k : 2i0

Então temos

! . *: :l* . '{., ' *. :--* ' ' -*--.'
: .; ' ':-''' ..pk'k'hk''P

l

k

l

É claro que l {m rk Além) disso, para todo j e IN
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ll, * *:":.,.:*-*"-*-'*'».

o que {mpl ica que kEllaxklqk diverge. 13

(9.5) ProDosjcão. Sejam(pk) e(qk) seqüêncjas
de números reais com pk > qk z l par'a todo k e IN. Então são
eq u i val e n te s

i) ElxklPk < «:> existe a C]0,1[ tal que
=laxkl k < n;

CSI) existe 0 e]0,1[ tal que EOPkqk/(Pk-qk) <

Prova. Suponha que ({{) seja ver'dade íro. Como

para todo k € 1N, pk/qk > 1, usando(13.3) deIHS] temos

oqklxklqk $(oqk)Pk/(Pk-qk) +(lxklqk)Pk/qk

oPkqk/ (Pk-qk) l x. l P kk

Oxk
qk

Portanto se zlxklPk < «, então Elexklqk

Par'a provar'mos que(i) implica({{) suponhamos

que ( i i) seja falso. Então EoPkqk/(Pk-qk) d.iver.ge para todo
o € ] o , l [

Decora'e de(9.4) que existem sequências(x,) e

(rk) tais que l im rk : 0 ElxklPk < «,e Elrkxklqk diverge
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Então, para todo a Ci]0,1[, existe k. € 1N

que lrkl < a para todo k' z ko' e da:i

ta l

«!*.l.**l'* : *!*.l,***l''
« q.

o que impl ica que kllllaxkl'k diverge

Portanto({) é falso, o que termina a demonstra

ção. 13

(9.6) Cot'alar'jo. Sejam(pk) e(qk) seqtlências de
numeros t"edis compk z le qk : l para todo k CIN. Então as
seguintes afia"mações são equivalentes

('i) XlxklPk < m :> ex'iate a e]0,1[ tal que

Elaxklqk < «,

(i'i) ex'êste o C ]0,1[ tal que E oPkqk/(Pk-qk) <m
kCJ

on de J = { k C IN : pk > q k}

Prova. Suponha que ( íi) seja verdadeiro, e que

xlx.lpk « «.
q.

Segue de (9.5) que keJ laxkl K pa ra al gum

a € ]0,lt

como }llxklPk < ., o conjunto F =Ík e IN: lxkl>1}

õfinito. DaT se kE Fe k ÊJ, então laxklqk s laxklPk



.:, l«**l'* : *Ê.l«*l'* * *Ê.l.**l'"

.Ê;l«kl'' ' kã.l"'l'' ' k'. ' '
kÊO kgü

: k'' "kl k * kê.l«*kl k . .Ê l.*kl k
kg0

.à.l«klqk . kê.l*'t'' * *Ê.l«**l''
kgJ

Decor're facilmente de(9.5) que(i) implica(i{).]]

(9.7) Cor'olaria. Sejam(pk) e(qk) sequências de
numet'os reais com pk Z le qk à 1, para t?do k ÇIN. Então

t(pk): 2(qk) se, e somente se, keEOPkqk/IPk-qkl < . para al

gum 0 < e < 1 , on de E = { k € 1N: p k ;' qk}

Prova. Supon ha qu e t ( pk ) : 2(qk)

Se Elxkl " <« então(xk) e 2(qk) o que {mpljca
. \l l,

axkl " < m para algum a > 0

Decot"r'e de (9.6) que E o:kqk/(Pk-qk) < . p.ra al
1. P l --

Porta nto

qk

<

que E

l

PkE l x < m então
k
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gum 0: Ci]0,1[, onde Ji =Ík € 1N: pk > qk}

Se Xjyklqk <«então(yk) € z(pk) : 2(qk) e daí
EjByklt'k <n,para algum B > 0. Segue de(9.6) que

E 0Pkqk/(qk-Pk) < .,para algum 0, e]0,1[, onde
kCJ:
Jz : { k ÉI IN : q k >Pk}

Po rta n to , s e

. pkq k/ l pk -q k l
kGE

mi

al gumm, para

6 ) temos que

rl t U l 9 U2 J

E oPkqk/ Pk -qk + E oPkqk/qk-Pk
kGJ l kCJ:

$ E õikq k/ P k-q k + E oPkqk/qk-Pk <
k eJi keJ:

Reciprocamente, suponhamos que E oPkqk/IPk-qkl < .,
ke E

para algum 0 € ]0,1[

Se (x k ) € t(pk) en tão E IBxk l Pk <

B> 0. Como E 0Pkqk/(Pk-qk)<., por (9

Ela13xklqk < .,para algum a e]0,1[, isto ê,(xk) € 1(qk)

Analogamente mostra-se que Ê(qk) C Ê(pk). []

A .segu ír' damos do is exemplos de espaços seqüen

dais medulares que são espaços de Schur, e são diferentes

d e R,:
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Segue de(9.3) e(9.7) que Ê(pk), com pk ' l para
todo k,eIN,. tem as propriedades desejadas se llm p., : l e
- .Pk/(Pk-l) . . k--m ' '

0 " " d{ verge par'a todo o € ]0 ,1 [
k

(9 . 8)

Pa ra

tomar

.Exemplo. Seja pk = 1 + ck com E:k > 0, para

que Ê(pk) seja um espaço de Schur diferente

(E:k) com as seguintes propriedades

lim ci., = 0

todo k € 1N

de Z : ba s ta

( { )

e

( { { )
k: 1 ( 1 ) P k/ P k ' l k :l (1 ) l +ek d.i.e rge pa ra

l

todo m € 1N

Seja j: e para cada m e IN tome jm+l:jm+(m)l+m

por' ck ; l/m par'a todo k tal que, jm < k $ jm+l
Então para todo m e IN

De fi n a (E:k )

*:ll,,(g,,'*'*:
Jm+l

E=

m+1k:j
m

+m

e portan to

*{.'â' E

k=jü+l

l

(i) k

{:m k:jl+l(H) à .Em k:jj,-l(T) j
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(9.9)Exemplo. Sejapk'l+ l paratg

e n tã o p o r ( 9 . 2 ) . z(p..)ék 'do k C IN. É cl a ro q ue l im pk
k,« "

um espaço de Schu r

Resta provar" que Ê(pk);' 2x, o que devido a(9.7)
ê equivalente a mostrar que EO(Ên(k+l))tn0 diverge para todo
o e ] o ,i [

Como zn0 < 0, basta mosto.âr que E(Ênk)'P dlver-k: 2
ge , pa ra to do p > 0

Isto ê dar'o para 0 < p $ 1 pois(Ênk)': < k': pa
ra todo k €1N. Para p > 1 basta verque l im-

k-*m ( Ênk)P

que nos per'mate afirmar que i-;t;il"iÜ > t para k 2 ko

(9.iO) Observação. Decorre fac ílmente dos teor'e-

mas([V.1.6) e(V]1.4.2) deES], que se um espaço de Banach X

é t'eflexivo e espaço de Schur,então X tem dimensão finita
Portanto os espaços medulares dos exemplos(9.8) e(9.9) aci
ma , nao sao re fl exi vos
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