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INTRODUCAOQ

Os conceitos de espaco modular e de modular apare
ceram, pela primeira vez na literatura,em Modulares Semi-op-
dered Linear Spaees; de H. Nakano, em 1950 [N], onde o autor

definiu modular num espaco vetorial parcialmente ordenado.

Uma definicao generalizada de modular num espaco
vetorial X foi dada em 1959, por J. Musielak e W. Orlicz em
[MOJ. Os autores, atraves de um modular, definiram uma quase-
norma (ou F-norma) num subespaco de X. Também,nesse artigo,

alguns exemplos de modulares sio apresentados.

Os mesmos autores em [MO1], mostraram que & possi
vel definir uma norma num subespaco de X,_quando 0 modular for
convexo. Desta forma, espacos de Banach classicos tornam-se
exemplos de espagos modulares, e tambem, obtem-se os espacos

seqtlenciais modulares.

Um tipo de espaco seqtlencial modular foi tratado,
pela primeira vez, por H. Nakano, em 1951, [N1], onde o autor
caracterizou os que sao espacos de Schur. Encontrou-se, as-
sim, exemplos de espagos de Schur que nao sao 0 espaco ;. Es

se espagco e semelhante ao espaco ﬁp, que € espac¢o de Schur

se, e somente se, p = 1.

Foi atraves da leitura de [N] que nos interessa -

mos pelos espa¢os seqllenciais modulares. Em sequida, encon -



ii.

tramos o trabalho de J. Woo [W] de 1973, que traz um estudo
abrangente destes espacos, dos quais os espacos seqllenciais
de Orlicz sao casos particulares. Em (W], o autor generaliza
varios resultados referentes aos espacos seqllenciais de Orlicz

[(LT-Cap.4], para os espa¢os seqllenciais modulares.

Dedicamos o capitulo III do nosso trabalho ao es-
tudo dos espagos seqllenciais modulares baseado em [W]l. - Nos
paragrafos 5 e 6, tratamos das propriedades basicas destes es

pacos e de outras, importantes para o restante do trabalho.

No paragrafo 7, estudamos os subespacos seqtlen -
ciais modulares separaveis, obtendo resultados atravées da ge-
nera]izacao daqueles validos para espacos seqlenciais de Or -
licz, encontrados em [L]. Com isso obtemos a prova dos teore
mas (7.13) e (7.15), que estdao apenas enunciados em [W]. 1In-
cluimos, tambem, uma caracterizacéo dos espac¢os seqllenciais

modulares separaveis.

0 paragrafo 8, e dedicado a caracterizacio do dual
de um espago seqflencial modular separavel, e daqueles que sao
reflexivos. Obtemos resultados que auxiliam a prova de al -

guns teoremas, mas que por si so0 sao interessantes.

No paragrafo 9, incluimos o estudo de uma classe
de espac¢os seqflenciais modulares baseado em [N1] e [HN], onde

damos uma caracterizacio dos elementos desta classe, que sao



espag¢os de Schur, e dos que sao iguais ao espaco 2,;, bem como

alguns exemplos.

0 capitulo I & dedicado ao estudo dos espacos mo-
dulares em geral, visando organizar os conteudos de [MO] e
[MO11. No paragrafo 1, fazemos a teoria geral e no paragrafo

2, incluimos alguns exemplos.

No capitulo II, apresentamos resultados sobre ba-
seés em espac¢os de Banach e sobre funcoes de Orlicz, que julga
mos serem necessarios para o entendimento do restante do tra-

balho.

Desejo expressar minha gratidao a Profa Dra Irace
ma Martins Bund, pela dedicada orientacao,e pelo estimulo e
apoio que dela recebi desde meuy ingresso no curso de pos-gra-

duacao, principalmente na elaboracao deste trabalho.

Agradeco a Srta Virginia Goncalves Franca, pelo

trabalho de datilografia.

Agradegco, tambem, aos meus amigos, sem 0s quais

tudo teria sido muito mais difici].

E, especialmente, quero agradecer aos meus pais,
pelo incentivo, pela paciéncia e pelo carinho que me dedica -
ram, nas varias fases dificeis que passei. A eles dedico es-
te trabalho.

Cristina Cerri



CONVENCOES

(1) Freqllentemente, escreverenos Z<m em lugar de Zim
n+00

(2) Idem para sup [inf] em lugar de cup [inf].
nell  new

(3) Idem para (4,) em lugar de (4200 o

1l ™8

(4) Idem para £ em lugar de
k

(5) Indicaremos, por (k) a seqliencia tal que para cada k € IN,

ek £ (6k) onde 6" = 7 e &% - J se k # n.
n n n

(6) Indicaremos, por ¢, € , respectivamente, os espacos

cO(W) e lp(W), onde p ¢ [1,

©],



CAPITULO I

§1. ESPACOS MODULARES

A menos de menc¢do em contririo, indicaremos por X

um espac¢o vetorial sobre R.

™\
c
3

S

(1.1) Definigao. Uma funcio 2:X > [0,«]

dular em X se satisfaz as seguintes condicoes:

(i) o(x) = 0 <=> x = 0;
(i) o(-x) = olX), ¥x € X;
(i11) olax+(1-a)y) < op(x)+-(y), ¥x,y € X e
Ya € [0,1].

(1.2) Definicdo. Uma funcao c:X + [0,=] e um
pseudo-modular em X se satisfaz (ii) e (iii) de (1.1), e se

p(0) = 0.




2.
(1.3) Exemplo. Seja X o espaco das seqflencias de

numeros reais. Para cada k € N tomemos uma funcao Mk:[O,m[ -
>[0,=[ ndo-decrescente, com M (0) = 0. Seja o((xk))zsz(kaD
para todo elemento (xk) de X. Entdo, p & um pseudo-modular em
X. Alem disso, se Mk(u) >0 para todo u > 0 e todo k € I en-

tao p e um modular em X,

Com efeito, ¢ Ttem (iii) de (1.1) seque dc fato de
que, como, para cada k € N, Mk e uma funcio néo-decrescente,

entao
Mk(au+(1-a)v)§max{Mk(au), Mk((1-a)v)}
gmax{Mk(u), M (v)}

§Mk(u)+Mk(V)

para todo u, v € [0,»[, & para todo a € [0,1].

(1.4) Proposicao. Se p e um pseudo-modular em %,

entao as sequintes assercoes sio verdadeiras

(i) olax) = o(]alx), ¥x € X, va ¢ R;

IN

(i1) p(ax) p(x), V¥x € X, Va € [0,17;

IA

(111) p(ax) s o(bx), Vx € X, Va,b € R con [a|<|b];

;) 1sisn @ uma seqtiancia finita de na-
‘ n

meros reais nao-negativos com = a; = 1 e

' i=1

se (xi) T<i<n e seqliencia finita de X, en -

(iv) se (a

IA

tao



Prova. 0 item (i) seque imediatamente de (1.1.44).

Se X € X ea € [0,1] entio de (1.1.71) tem-se que
plax) = p(ax+(1-a)0) < o(x)+p(0) = p(x)

G que prova (ii).

Assim (i11) decorre de (ii) e (i) pois se la|<|b]

entao

A demonstracaé de (iv) se faz por inducéo sobre
n. Observamos em primeiro lugar que a afirmacSO e imediata
para n = 1, e que para n = 2 & o Jtenm (iii) de (1.1). Entao
consideremos n 2 3 e suponhamos que a afirmacéo seja valida

para seqllencias com n - 1 elementos.

Sea =1lea.=0wpara 1 <4sn-1 entao segue
n n 1 n ) n-1
trivialmente que z( : a.xi) s T p(xi). Senao, sejab = ¥ a,.
i=1 i= ' i=1
n-1

1
Dai como b + a, = 1e 1 a,/b =1 tem-se que



n n-1 a
o(]i1a x;) = p(bii FoXi ot agx,)
n-1 ai
< po( 2 FXg) + p(x )
1=1
n-1 n
< l21p(x1) +o(x,) = _Z1o(x1-) O
1= 1=

(1.5) Definicao. Seja p um pseudo-modular em X.
Denotamos por Xp o conjunto dos elementos x de X tais que

plax) < = para algum nimero real o > 0, isto e,

Kp = {x € X:p(ax) < o, para algum a > 0}.

chamado de espaco modular.

M\

0 conjunto Xp

(1.6) Proposicao. Se p e Xp sao como em (1.5)

entao X. & um subespaco vetorial de X.

Prova. Sejam X,y € Xp e o e g numeros reais po-
sitivos tais que p(ax) < » e p(Bx) < . Entao de (1.1.771)

segue que

o °* R _
a+6(x+y))_p(a+6 a + B

p(



e, portanto, x + y € Xp.

Para todo a € R, e a = 0, tem-se p(%(ax)) = o(ax),
Portanto, ax € Xp para todo a ¢ R, o que termina a demonstra-

cao. [

Veremos, a seguir, que por meio de um modular uma

metrica pode ser definida em Xp.

(1.7) Definicao. Sejam o e Xp como em (1.5). Ppa

ra cada x € Xp definimos.
Ix (le = inf{t > 0: o(x/t) < t}.

(1.8) Proposicao. Sejam p e Xp como em (1.5). En

tEo para todo x,y € Xo, as seguintes afirmacoes sao verdadei-
ras:
(i) 0 < |x]|p < =;
(1) [[x]lo < a <= => p(x/a) < a;
(i11) x = 0 => || x||p = 0;
Gv) [l -x1le = || x|] o5
(D Px + ylle s [xllo + [[y]lo:

1 => p(x) < || x||o;

N

(vi) [ x|lo

IA

(Vi) Faxllo < [l bxll . va.b € R com [a] < [b];

(viii) se a > 0 for ta] que po(x/a) = a, entao,

x|l o = a;
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(ix) se |[x|[p = 0, p(x/|] x]]e) < », e se a fun-
cao py R + [0,»] definida por px(a)=p(ax) e
| cdnt?nua a esquerda em 1/|| x|| o, entdo
p(x/[x [ o) < || x]o.

Prova. Se x € Xp entao o(ax) = b < w para algum

IN

o > 0. Assim p(ax) < 1/a se b < 1/a, ou p(x/b) b se b>1/a.

Portanto, || x|los max{1/a, o(ax)}, o que prova (1i).

Suponhamos que || x||p < a <«

8

Da definigao (1.7)
vem que existe 0 < t < a tal que e(x/t) < t. Portanto, usan-

do (1.4111), temos que p(x/a) < o(x/t) < a, e seque (ii).

Os Ttens (iii), (iv) e (vii) s3o conseqllencias

imediatas de (1.2) e (1.4441).

Para provarmos (v) tomemos X,y € Xp e ¢ > 0. Se
a = | x|le +e/2eb = | ylle + e/2, entao, de (1.1iii) e do

item (ii) vem que

X+y

a_ X b x
P(335) = 2G5 3 * 335 )
X X
s p(a) + p(B) < a + b.
Portanto, || x+ylp < a + b = Il xlle + || yllo+ e e como ¢ &
arbitrario, temos que || x+yl|p < I xllo + [l ylle.

Se x € Xp e || x||p <1, entao para todo e > 0 tal

que [[ x]lp < || x]lo + ¢ < 1, segue de (1.4iii) e do Ttem (ii)



7
que p(x) = o(x/([[ x[lp + €)) < || x||o + e. Logo, o(x)~|| x[|p

e esta provado (vi).

Suponhamos que exista a > 0 tal que p(x/a) = a.
Da defini¢ao (1.7) temos que | xlle <a. Nio podemos ter
I x|]lo <a, pois, nesse caso, de (ii), terTamos p(x/a) < a,

portanto, so pode ocorrer || x|lo = a.

Finalmente, suponhamos vilidas as hipoteses de
(ix). Seja (t,) uma seqténcia de nimeros reais positivos

tais que || x|lp <ty para todo n €N e 1ip th = || x|,

Do Ttem (ii) temos que o(x/ty) < t, para todo

n €IN e, dai:

o(lij-) - 1im’p(%;) = 1imty = [[x[le. O
0

(1.9) Proposigdo. Seja o um modular em X e, se -
jam Xo como em (1.5) e x € Xp. Entao, || x[[p = 0 se, e so -

mente se, x = 0.

Prova. Se || x|/p = 0, entdo para todo 0 « z & 1
temos que |[ x|[p < e. De (1.4iii) e (1.8i1) segue que

o(x) £ o(x/e) < «¢. Portanto, o(x) = 0 e, decorre de (1.1.4)

A reciproca e (1.8ii1). O



(1.10) Proposicao. Sejam ¢  um pseudo-modular

[modular] em X e Xp, como em (1.5). Se para X,y € Xp defini-
mos d(x,y) = || x-y||c, ent3o d & uma pseudo-métrica [metrica]
em Xp invariante por translacao.

Prova. 0 resultado segue claramente dos. Jtens

(iii), (iv) e (v) de (1.8), e de (1.9). O

(1.11) Proposicdao. Sejam z e X5 como em (1.5),

(xy) uma seqdencia de elementos de Xz, e x € Xo. Se

Tim|| x,-x||p = 0 entao lim p(x,-x) = 0.
Prova. E imediata a partir de (1.8iv). O

A reciproca de (1.11) & falsa como mostra o se -

guinte exemplo:

(1.12) Exemplo. Sejam p e X como em (1.3), e to
memos Mk(u) = uk para cada k € IN. Se Xp = (1/2)en, (ver con-

vengao (5)) entao, Tlim p(xn) = 1im 172" = 0, mas

[N

| xqlle = inf{t > 0: ()< tr = 2N

t

g%

e, assim, lim ||xn||o = 1/2.
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Veremos em (1.19) que com certas condicdes sobre P

podemos obter a reciproca de (1.11).

Antes, porem, introduziremos um novo conceito de
convergencia em Xp, dado por Nakano em [N2], que proporciona
uma outra maneira, as vezes mais apropriada,de descrever a

topologia dada pela metrica d em Xp.

(1.13) Definicdo. Sejam p e Xo como em (1.5).Uma

seqllencia (xn) de elementos de Xp & dita p-convergente para

x € Xp se lim p(a(xn-x)) = 0 para todo o > 0.

(1.14) Proposicao. Sejam o e Xo como em (1.5),
(xn) uma seqtlencia de elementos de Xp e x € Xo. Entao, sao
equivalentes
(i) (xn) e p-convergente para x;
(i) existe K > 0 tal que lim elalx,-x)) = 0 pa

ra todo o = K.

Prova. Para provar que (ii) implica (i) basta

lembrar (1.4ii1). A outra implicacio & obvia. O

(1.15) Proposicao. Sejam o e Xo como em (1.5),

(x,,) uma seqdéncia de elementos de Xp e x € Xp. Entdo, (x,)

-

e p-convergente para x se, e somente se, 11ml|xn-x lo = 0.

Prova. E claro que basta mostrar o resultado pa-
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ra x = 0.

Suponhamos que (Xn) seja p-convergente para 0. Da

do ¢ > 0 entao 1im p(xn/e) = 0 e, dai, existe n, E N, tal que

A

p(x,/e) < ¢ para todon = n_. Portanto, I xplle < ¢ para to

(o]
donzn, isto g, Vim|[x, [lo = 0.

"

Reciprocamente, se lim||x [[p = 0 e a > 0 entdo,

dado 0 < € < 1/a existe n, € N tal que ||xn||p < epara todo

v

nzn . Decorre de (1.8ii) que p(x,/€) < e e, entao,
p(axn) < p(x,/e) < ¢ para todo n 2 h,. Portanto,

Tim p(axn) =0. O

Usando a mesma tecnica empregada na demonstracao

de (1.15) podemos provar o seguinte resultado:

(1.16) Proposicao. Se p e Xp sao como em (1.5),

e (xn) e uma seqtlencia de elementos de Xp, entao

Tim ||xn-xm||p = 0 se, e somente se, 1im p(a(xn-xm)) =0 pa
n,m-oe n,m-co

ra todo o > 0.

A proxima proposicao da uma condicao necessiria

para que Xp seja um espac¢o métrico completo.

(1.17) Proposicao. Sejam p um modular em X e Xo
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como em (1.5). Suponha que exista B > 0 tal que para toda se

gllencia (x,) de elementos de Xp com 1im o(xn-xm = 0, exista
- . n ,m+w m

y € Xp tal que lim p(a(xn-y)) = 0. Entao Xo e um espaco mé -

trico completo.

Prova. Seja (xn) uma seqllencia de elementos  de

Xp que satisfaz a condicao de Cauchy, isto &, 1im l[xr

-X =
n,m-eo ' mH

=0.

De (1.16) temos que 1lim p(xn-x )

0, e pela hi-
m
n s M=

potese existe y € Xp tal que 1lim p(B(x,-y)) = 0. Vamos mos -
trar que 1im p(B e—l(xn-y)) = 0 para todo 0 < e <1 e assim,

por (1.14) e (1.15), teremos lim ||xn-y||p = 0.

Fixado 0 < € < 1, por (1.16) sabemos que

Tim p(s'l(xn—xm)) = 0 e, portanto, pela hipotese, existe
n ’m+oo

Yo € Xp tal que lim p(B(xn € -y)) =0.

Temos que y = €y De fato usando (1.1dii) e

(1.44i14)
o(%(y - ey )) = o(g(y - Xp o+ Xp - ey ))
< o(Bly - x,)) + o(B(x, - ey ))
< p(B(y - x.)) + p(S:'l(xn -ey))

n
©
—~
™
—~
<

]

>

>
S
S

&
O
-~
(o5}
—~

x

=

(]

]
—

]
<
~—
S~
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0 que implica que p(s(y - ey )) =0 e, portanto, de (1.14),
2 €

y = ey _.

Entao

Tim p(Be'l(xn - y)) i

"
—_—
—
=

©
Loy
™
—~
>
>
™
1
<
S—
N
1l
o

0 que termina a demonstracao. [

Definiremos, agora, a condicio A, para modulares
e mostraremos que vale a reciproca de (1.11), quando o modu-

lar satisfaz tal condicdo.

(1.18) Definicdo. Sejam p e Xp como um (1.5). Di
Zeémos que p satisfaz a condicao L, se existem numeros reais
positivos K e a tais que p(2x) < K p(x), para todo x € Xo com

o(x) < a.

(1.19) Proposicio. Sejam p e Xp como em (1.5), e

(xa) uma seqtlencia de elementos de Xp. Suponha que o satisfa

¢a a condigao A,. Entdo, Tlim I x, lle = 0 se, e somente se,

Tim p(xn) = 0.

Prova. Por (1.11) & sempre verdade que se

Tim |[x [le = o0, entdo Tim p(x ) = 0.

Segue de (1.15) que para obtermos a reciproca,

basta provar que se 1im p(Xn) = 0, entao 1im ;(axn) = 0 para
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todo o > 0.

Comecamos por provar que

Tim p(2k

N->co

X)) =0, Y kEN. (1)

Para k = 1 e suficiente lembrar que p(2xn):K olx )

para “odo x, € Xp com p(xn) < a.

Suponha que k > 1 e que Tim p(zk-1xn) = 0. Entao
N-+co
existe no € IN tal que p(2k"1xn) < a para todon 2 n

k-1
X

02 © dai

p(zkxn) < K p(2 n)> para todo n 2 n_. Portanto,

0
Tim p(2kxn) = 0. Assim fica estabelecida a relacao (1).
Para o > 0 arbitrario escolhemos k € N tal que

a < 2k e, entao
. . k
Tim p(oo(n) < 1im p(2 xn) = 0. D

Definiremos, agora, o subespaco X: de X2 onde a
fun¢dao || |[p sera uma quase-norma [Y-p.31]. Em consequén -

cia teremos ip um espa¢o vetorial topologico.

(1.20) Defini¢dao. Seja p um pseudo-modular em X.
Indicaremos por ip 0 conjunto dos elementos x de X tais que
lim p(a,x) = 0 para toda seqtiencia (a,) de numeros reais po-

sitivos com 1lim a, = 0.

9



14.

(1.21) Proposicio. Sejam p e ip como em (1.20).

Entdo, Xp & um subespaco vetorial fechado de Xo.

Prova. E claro que 0 € Xp e que Xp € Xp.

Sejam x,y € Xp, o« € R e (a,) uma seqliéncia de nu

meros reais positivos com lim ap = 0. Entao, de (1.1d41)
N —=>-co

2a 2a
Tim (—?ﬂ X + —73 y)

T1im p(an(x+y)

IA

Tim [o(2apx) + p(2apy)] = 0,

e de (1.1.419)

Tim o(ap(ax)) Tim o(|apa|x) = 0.

Portanto, x+y € ip e X € Xp.

Provemos, agora, que Xp & fechado em Xp. Seja
(xk) uma seqtlencia de Xp que converge para x em Xp. Para
mostrar que x € Xc, consideremos uma seqllencia (ar) de nume-
- ]

ros reais positivos tal que T1im a = 0.

Seja ¢ > 0. Como 1im lek-xllp = 0, existe

oo

ko, €N tal que p(2(xk - X)/e) < ¢g/2.
0

Como 1im p(Zanxk ) = 0 ent3o existe n. € N tal
N> 0 ) 0

que a_ < 1/¢ e p(2anxk ) < ¢/2 para todo n > n,. Usando
0
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(1.14ii) e (1.441i1) obtemos

p(anx) < p(2an(xko - X)) + p(Zanxko)

A

(2(x, -x)/€e) + o(2a,x, )
0 xko X)/€) o n ko

A
Nl m
+
N[ m
|
™
w

v

para todo n z n_ . Portanto, 1im p(asx) = 0 o que termina a

0 N->oo
demonstracao. O

Obteremos, a seguir, uma caracterizacio do con -
junto Xp, a partir de || || p, que nos possibilita estabele -

cer (1.23).

(1.22) Proposigao. Sejam o e Xp como em (1.5).

Se x € Xp entao as seguintes assercoes sao equivalentes:

(1) x € Xp;
(i) Vim || a x||p = 0 para toda seqtiencia (a )

de numeros reais com lim an = 0.
Prova. Mostraremos, primeiramente, que (i) im -
plica (ii).

Sejam (a;) uma sequéncia de nimeros reais tal que

lim ap = 0e e > 0. De (i) vem que 1lim ollap|x/e) = 0, e
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entao existe n, € N tal que o(laqlx/e) < € para todo n : n,-
Portanto, lllanlxllp = e para todon = n_, o que, usando

(1.8iv), prova (ii).

Decorre, facilmente, de (1.8vi) que (ii) implica

(i). O

(1.23) Proposig¢ao. Sejam o e ip como em (1.20).

A funcao que cada x € Xp associa o nimero real positivo |[x|:z
dado em (1.7), & uma pseudo-quase-norma em Kp, isto e, as se

guintes condicbes estio satisfeitas:

(i) x =0 => || x]|o = 0,
G Al -xlle = I xllos v x € %o,
Git) Al xeyllo = [l xllo + [[yllo . ¥ x,y € Xs,
(iv) 1im llanxllp = 0, para todo x € Xc e para
toda seqUéncia de numeros reais (ay) com
Tim a, = 0,
(v) Tim [[ax |lo = 0, para todo a € R e para
toda seqtlencia (xn) de elementos de X- com

Tim [[ x |[e = 0.

Prova. 0Os Ttens (i), (ii) e (iii) sao, respecti

vamente, (iii), (iv) e (v) de (1.8).

0 Ttem (iv) e conseqtiéencia imediata de (1.22).
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Sejam (xn) uma seqtlencia de elementos de Xo  com

lim [ x |lo =0ea€Rr, a=o.

De (1.14) vem que (x,) & p-convergente para 0, e
entao, lim p(ala|xn) = 0 para todo o > 0. Logo (axp) e o-con

vergente para 0, e por (1.14) concluimos que 1im il ax,llo=0. O

(1.24) Proposicao. Sejam ¢ um modular em X e Xp

como em (1.20). Entao a funcao que a cada x € X: associa o

numero real positivo || x|[p & uma quase-norma.

Prova. Por (1.23) basta mostrar que se | xl]o=0

entao x = 0 o que segue de (1.9). O

Como conseqtiencia do que acabamos de ver, temos o

seguinte resultado.

(1.25) Proposicao. Sejam o e io como em (1.20).

Entao ip munido da pseudo-métrica definida em (1.10), € um es

paco vetorial topologico.

Prova. Para estabelecermos a tese, e suficiente

mostrar que

(1) se x,y € ip e (xn) e (yn) sao seqlléncias de

elementos de ip tais que lim || xn-pr

0.

Vin [l y,-vlle = 0 en

tao lim || X+ = (x+y) ||

uma seqllencia de Xo

M\

(2) se x € ip, a € R, (xn)
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tal que 1im llxn-xllp =0e (a ) e uma seqliéncia de nimeros
reais com lim a_ = a, entdo, lim | a,x, - ax|[o = 0.

A afirmacdo (1) & conseqliencia da desigualdade

(1.23441).

Quanto a (2), seja K > 0 tal que |an| £ K para to

don € IN. Ent3do, de (1 L22371), (1.2341) e de (1.8.vii) seque que

A

laney = axlle s llate, = 0o + || (o - a)xf

IA

I K(x, - x)[[p + | (a, - a)x]| p.

Portanto, por (1.234v) e (1.23v) tem-se 1inp ]]awxn-ax||p=0.[]

(1.26) Observacao. Segue, facilmente, de (1.22)
e (1.25) que um espaco modular Xp mudido da pseudo-metrica de
finida em (1.10) & um €spaco vetorial topologico se, e somen-

te se, Xp = Xp.

(1.27) Observagcio. E claro que se o e um modular

em X e Xp e completo, entio Xo & um espaco de Frechet (ou F-

espago) [Y-p.52].

Estudaremos, agora, um tipo especial de modular
com o qual se pode definir uma norma no espago Xp.

(1.28) Definicio. Seja p um pseudo-modular (modu
lar] em X. Dizemos que p € um pseudo-modular convexo [modu -

Tar convexo] em X se
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plax + (1-a)y) < ap(x) + (1-a)p(y)
para todo x,y € X e para todo a € [0,1].

(1.29) Exemplo. Seja X o espaco das seqllencias
de numeros reais. Para cada k € N tomemos uma funcio convexa
M s [0,[~[0,[ (verA[B—p.137]) com Mk(O) = 0. Se definimos
P((x,)) =1 Mk(|xkl) para todo (x, ) € X, entdo & facil mostrar
que p e um pseudo-modular convexo em X. Além disso se
Mk(u) > 0 para todo u > 0 e todo k € N, entao p & um modular

convexo em X.

(1.30) Observacao. Se p & um pseudo-modular con-

vexo em X entao e imediata conseqliencia de (1.28) que
p(ax) < ap(x) Y x €X, Ya€T([0,1].

(1.31) Definicao. Sejam o um pseudo-modular con-

vexo em X e Xp como em (1.5). Para cada x € Xp definimos

|| x|| = inf{t > 0:0(%) < 1}.

| X<

(1.32) Proposicao. Sejam p um pseudo-modular con

vexo em X e Xp como em (1.5). Para todo x € Xp temos que
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(1) 0 < [ x]] < e
(i1) [ x| < a <o =>p(x/a) < 1;
(111) || x]| < 1 | x]| ;
Giv) [l x]] =0 e p(x/|l x]| ) < @ => olx/|| x]] )<1.

A

> p(x)

Prova. Como x € Xp,existe a > 0 tal que

IN

b = p(ax) < «. Se b < 1 & claro que || x|| £ 1/a. Se b > 1, en

tao decorre de (1.30), que p(ax/b) < b'lp(ax) =1, e, portan-

IA

to, || x|| b/a. Conclui-se que || x|| < o max{1,0(ax):, o
que prova (i).

Se || x|| < a, segue da definicdo (1.31) que exis-

te 0 <t < a tal que p(x/t) < 1. Entao usando (1.30) obtém-se

o

ol et
o+ x
S
IA
Q|+

| x
SN
IA

ol e+

() = ol

Suponha, agora, que || x|| < 1. Entdao para todo

e > 0com |[[x]] <e < 1 tem-se, de (1.30) e do Ttem (ii) que

e, portanto, o(x) < || x]||.

Para provar (iv) fixado x € Xp, considere a fun -
cao py iR [0,=] dada por oy (@) = p(ax). Entao oy € convexa
em [0,1/] x|| 1 [B-p.137]. De fato se a,b € [0,1/] x| 1 tem-se

de (1.4) que p(ax) < = e p(bx) < » e de (1.28) que
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n

pyisa + (1-s)b) p((sa + (1-s)b)x)

IA

sp(lax) + (1-s)p(bx)

= pr(a) + (1—S)Ox(b)

para todo s € [0,1].

Pelo teorema (A.2) de [B] seque que p € continua

a esquerda em 1/]| x|[ . Seja (tp) uma seqUéncia de nimeros
reais positivos tal que || x|| < t, e Tim t. = |l x||. Entao,
pela continuidade a esquerda de p, e por (ii) obtém-se

p(i X_) = 1im p(%H) <1. 0O

| x]]

Com as proposigoes seguintes, concluimos que
(Xe, || || ) & um espaco normado, quando o & um modular conve-

X0.

(1.33) Proposicao. Se p & um pseudo-modular con-
vexo em X, e Xp como em (1.5), entao a funcdo que a cada
x € Xp associa o numero real positivo || x|| , definido em (1.31)

e uma semi-norma em Xp, isto e, vale o sequinte:

(i) x =0 => || x|| = 0;
(ii) || ax|| = |a|l[x]|, ¥Yx€X, VaceR;

(ii1) [ x+y|| < (I x|| + |yl ¥ x,y € Xo.
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Prova. 0 7tem (i) € trivial.

Para provar (ii) basta ver que se a = 0

{(t > 0: plax/t) < 1} = {lae: p(x/e) = 1}.

Tomemos, agora, X,y € Xp e e > 0. Sejam

a = |[x]l +e/2eb=|y| +es2. Entdo de (1.28) e (1.32.i1)
vem que
X+yy a X b y
o336 = 35 3 * 795 1)

A

a X b y
aTED(*a') + mp(b—)

s .
a
<% * 335 = |

IA

Portanto, || x+y]| a+b = [[ x| + || y|]| + €. Como e & arbi -

trario esta provado (iii). O

(1.34) Proposicao. Se o & um modular convexo em

X e se Xp e como em (1.5) entao,a funcdo que a cada x € Xo as

socia o numero real positivo || x|/, & uma norma em Xp.

Prova. Por (1.33) basta mostrar que se || x|| =0
entao x = 0. Mas isso segue,'faci1mente, de (1.32.711) e

(1.1.1)

0 proximo resultado nos possibilita comparar [ x ||

com || x|[ p, sendo x um elemento de Xp.
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(1.35) Proposicﬁd. Se p e um pseudo-modular con-

vexo em X e x € Xp entao tem-se

() [ xlle< 1 => || x|l < || x]lo;
Gii) Ixlloz 1 = fIx]l < |Ix]lo;
Gii) [ xll =21 = [ xlle < [ x|

1= | xlles || x| .

Civ) || x|

A

Prova. Para mostrar (i) suponha que || x||o< 1.Se
ja € >0 tal que || x|lp< e < 1. Entdo de (1.8.11), p(x/e) <e
e dai o(x/e) < 1. Portanto, || x|l < ¢, para todo e > 0, 0

que implica que || x|| < || x||p.

Suponha, agora, que || x|lpz1 e seja e > 0 tal que
[| x|]]e < ve. Entao de (1.8.11) tem-se que p(x//E) < /2 e, por
(1.30),

p(=) <

o lx

IV

- - 2
Logo |[ x|| s e e, como ¢ & arbitririo, | x| Il x|| o.
Para provar (iii) sejam x € Xp e € > 0 tais que
1 < || x|l <e. Entdo, de (1.32.71) tem-se que o(x/e) < 1 < ¢

e da7 [ x|lp s e. E isto implica que Il x|le < | x]|.

Considere, agora, || x|| < 1. Tome e > 0 tal que
| x| < e<1. Entao decorre de (1.32.ii) que p(x/e) < 1 e por

(1.30)
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o(X) - /7 p(é) < Ve

/e
e portanto || x|l ¢ /2. Tem-se, entdo, que lelﬁ sl x|l . O

Com o resultado (1.35) poderemos facilmente mos -
trar que em Xp as métricas provenientes de || | e de || |2

sao equivalentes.

(1.36) Proposicio. Sejam p um pseudo-modular con

vexo em X, (xn) uma seqliencia de elementos de Xpe x € Xo.

Entao

(i) 1im || xn-xH

n

0 <=> lim len-xllo = 0;

-

0 <=> (xn) e p-convergente

(1) Tim || x -x]|

para x.

Prova. 0 7tem (i) € conseqtiéncia imediata de

(1.35.1) e (1.35.ii1), e o Ttem (1) seqgue de (i) e de (1.15). [

(1.37) Corolario. Seja o um pseudo-modular conve

X0 em X. Entao ip = Xp.

Prova. Por (1.36) vemos que as metricas prove -
nientes da norma || || e de || ||o sio equivalentes enm Xo.

Portanto o resultado seque de (1.26). O
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(1.38) Observacdo. Seja p & um pseudo-modular

[(pseudo-modular convexo] em X. Como vimos em (1.10) [(1.33)]
obtemos uma pseudo-métrica [semi-norma] em Xp. Entao, & fa -
cil ver que, tomando X = {x € Xp: || x|lo= 0},

[X, = {x € X, || x|l = 0}1,0 espaco quociente Xo/X, serd mé-

trico [normado].

§2. EXEMPLOS DE ESPACOS MODULARES

Estudaremos, resumidamente, alguns tipos de espa-

¢os modulares.

E interessante notar que atraves de modulares con
Vexos novos espa¢os de Banach podem ser definidos, como vere-

mos neste paragrafo.

Em todo este paragrafo o espaco Xp estara sempre

munido da metrica definida em (1.10).

EXEMPLO 1. Modulares no Espaco das Seqliencias de

Numeros Reais.

Ate (2.16) X indicara o conjunto espaco das se -

qencias de numeros reais.
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(2.1) Definicdo. Para cada k €N seja
Mk:EO,w[+[0,m[ uma funcao continua nao-decrescente, e tal que
M (u) = 0 se,e somente SéyUu = 0. Definimos p: X + [0,=] pela

igualdade
o((x)) =3 M Clxp 1)

(2.2) ProposicSo. Se (Mk) e p sao como em (2.1)

entao

(i) p & um modular em X;
(1) Xo = Xp;

(ii11) Xp € um espaco métrico completo.

Prova. E facil ver que p((xk)) = 0 se e so0 se
(x, ) =0, e que p((x.)) = p((lxkl)). Como M, @ nao-descrescen

te.

Mk(au + (1-a)v) < Mk(u) + Mk(v), YV a€ [0,1]7,

Y u,v € [Os“[.

Segue entao que p satisfaz (i)y(ii) e (iii) de

(1.1), isto e, p & um modular em X.

Para provar (ii) basta verificar que Xp C Xpo. Se

Jjam (xk) € Xpea >0 tais que p(a(xk)) < o,
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Dado e > 0 existe k_ € N tal que : M (=%, . <e/2.
0 kY 7k
k=ko

Seja (an)n ¢ N Uma seqllencia de numeros reais po

sitivos tal que Tim a, = 0. Entao dado ¢ > 0 existe n, €N
ko-1
tal que [anl Sae k§1 Mk(lanxk[) < €/2 para todo n : n,- Por
tanto
ko-1
p(an(xk)) = k‘:‘1 Mk (Ianxk,) + kzk Mk(lanxkl) < g

0
para todo n > n,- Logo (xk) € Xo.

Seja (xn) uma seqtlencia de Xp com 1im p(ﬂt«m)=0.
) n,m-o
Mostraremos que existe y = (yk) € X tal que Tim (x"-y) = 0 e

assim o Ttem (ii) sequira de (1.17).

Se x" - (xE) para todo n € IN, entao,

KEIN

Tim T M ([xp-x7|) = 0 e daf, 1im M (Ixp-xT']) = 0 para to
n,mee k=1 k k "k - k k "k -

do k € IN.

Como My e continua, e Mk(u) = 0 see soseu-=0,
entdo Tim |x7-x| = 0. Seja y, = 1im x" para cada k €N e
k "k k k
Nn,Ms>w N>

seja y = (yk).

Dado ¢ > 0 existe n, €IN tal que

') s e (x"ax™ < e

My Cxg-x

n Mo

k=1
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para todo n,m > n, e p €IN. Entdo

para todo n =z Nys isto e, 1im p(xn-y) = 0.

Temos, tambem, que y = (yk) € Xp pois se a > 0 e

n -
tal que p(ax 9) <« e B = min{1,u} entdo

S p(x"%y) + olax ©) < o J
(2.3) Proposicao. Sejam (Mk) e p  como em (2.1).
Se (x,) € Xpe || (x,)]|p =0 entdo
k k ;
(x) o | x|
<) = F oM K< |[(x) o,
I (x, ) [lo k=1 " [[(x, ) | e

Prova. Se (tn) e uma seqllencia de reais positi -

vos tal que [[(x, )]lo < ty Para todon €N, e Tim t = [[(x)]5

n->ce

'S

entao,como as funcgoes M, sao continuas, e p((xk)/tn) <t pa-

ra todon €N,

P x| P x|
I M () < Tin oz M =)
k=1 S [ (x ) ] o k=1 n

IA
pa—
-
3
c¥
I
—
x
~
~
©
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para todo p € N, o que termina a prova. [J

(2.4) Proposicao. Sejam (Mk) e o como em (2.1).

Suponha que existam numeros reais positivos K e a taijs que

I

M (2u) = K M (u), para todo u = 0 com M (u) < a, e para todo

k €IN. Nestas condicoes, se (xn)n e N & uma seqliéncia de ele-

mentos de Xo entao lim [[x"||p = 0 se,e somente se, 1im o(x")=0.

Prova. Decorre de (1.19) visto ques,com estas hi-

poteses,p satisfaz a condicao 4, (ver (1.18)). O

Definiremos, agora, e€spacos seqllenciais modulares.
Antes, porem, algumas consideracoes sobre func¢oes de Orlicz

$ao necessarias.

(2.5) Definicao. Uma fun¢ao nao-nula

M:[0,°[>[0,=[ & dita funcao de Orlicz se M(0O) = 0, M(u) > 0

para todo u > 0, e M & convexa em [0,=[, isto e,

M(au + (1-a)v)

IA

a M(u) + (1-a)M(v)

para todo a € [0,1] e todo u,v € [0,[,

(2.6) Proposicao. Seja M uma fun¢do de Orlicz.

Tem-se que
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S Uy < u, <u,; entao

(i) se 0 <
M(uy,) - M(u,)

- M(Ul)
Uus - U,

IA

M(Uz) - M(U1)
- Uy . U,

u,
(ii) M & uma funcdo continua e crescente;

(ii1) M(u)/u & uma funcio continua e nao-decres -

cente em J0,»[;

= <o

(iv) Tim M(u)
u+co
Prova. Se 0 < u; < u, < u, entao

U3 = u2 uz - Uz
(‘_“ul)ul * (m‘)u;;,

e pela convexidade de M temos que
- ul

us - u,
M(u,) +
Us

M(u,) < TP

Se v, e tal que

e dai obtemos (i)
Sejam u,b € [0,o[ com u < b.

U< vy < b entao de (i) temos que

o
i/

“ MO w) - omw)
- b - u i

u

M(v,)
Vy -

de onde segue que M & contTnua 3 direita em u. Analogamente,

prova-se a continuidade a esquerda em u.
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Tomemos, agora, numeros reais u,v onde 0 < u < v,

Assim, como M & convexa temos que

M(u) = M(% v o+ (1 - E’v-)O)

A

% M(v).

Dessa desigualdade segue que M & crescente e o Ttem (ii1).

Suponhamos que Tim M(u) = K < ». Entdo
U ’

MGu) 0, o que e um absurdo por causa do Ttem (ii) e do

lTim ¥
y->oo

fato de M ser nao-nula. [J

(2.7) Definicao. Se (Mk) e uma seqtléencia de fun-

¢oes de Orlicz entdao definimos o a funcao o: X>[0,=) por
p((x)) = M (]x,|)

e o conjunto R(Mk) pela igualdade

L(M ) = t(x, ) € X: IM (-—=) < =, para algum t>0},

Segue, imediatamente, da definicao anterior o se-

guinte resultado.
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(2.8) Proposicao. Sendo (Mk), p e z(Mk) como em

(2.7) temos que p & um modular convexo em X e que z(Mk) = Xp.
Em conseqliencia temos o seguinte.

(2.9) Proposicao. Seja (Mk) uma seqtlencia de fun

¢oes de Orlicz. Se para todo (xk) € Q(Mk) definimos

: ) kal .
| (x )l = inflt > 0: ¢ M (=) < 1)
entao (&(M ), || ||) & um espaco de Banach, chamado de espaco

seqllencial modular.

Prova. Devido a (2.6.11) vale (2.2.iii). Assim

0 resultado segue de (1.34) e de (1.36). I

(2.10) Proposicao. Se (Mk) e p sao como em (2.9

entao para todo (xk) € Q(Mk)

Prova. E facil usando o mesmo raciocinio da pro-

va de (2.3). O
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(2.11) Proposicao. Sejam (Mk) e p como em (2.9)
e (x") uma seqllencia de elementos de 2(Mk) onde x" = (xE) pa-
ra todo n € N. Entdao (x") converge para x = (xk) se, e somen

te se, para todo o > 0

Tim T M (af|x" - x,|) = 0.
nom o Mt x

Prova. E conseqtiencia de (1.36.ii). [J

0 espaco vetorial que definiremos a sequir ja foj
estudado por varios autores e & conhecido como espac¢o seqllen-

cial de Orlicz.

(2.12) Definicdo. Se M = M para todo k € N en-

tao l(Mk) e indicado por 2(M),e & chamado de espac¢o seqlencial

de Orlicz.

Outros modulares podem ser definidos no espaco X

das seqtlencias de numeros reais.

(2.13) Definicao. Para cada k € N seja
Mk: [0,[+[0,~[ wuma funcao continua, nao-decrescente, tal

que M(u) = 0 se, e somente se,u = 0. Definimos as fungoes -

e p? em X pelas igualdades
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p
(1) ol((xk)) = sup L Mk(lxkl),
pEIN k=1

(i1) p2((x,)) = M, ( ).
HemLOad) e U

(2.14) Proposicao. Sejam (Mk), ct e 22 como em

(2.13). Entao,

(i) o' e p? sdo modulares em X;

(i1) Xpl e sz Sa0 espacos meétricos completos;

(ii1) ipl e sz sao espacos de Frechet.

Prova. 0 item (i) segue, facilmente, da defini -

~¢ao (2.13) e, (iii) €& decorréncia imediata de (ii) e (1.26).

Vamos provar (ii) somente para o modular pl,pois

a prova e analoga no caso de p2.

Seja (xn)n c N uma seqlencia de X-! com
Tim ot (x"-x™)

= 0. Mostraremos que existe y = (yk) € Xo!
n 4 M->co

tal que Tim o2 (x"-y) 0 e o resultado seguira de (1.17).

1]

Sendo x" = (xE) entao Tim p2(x"-x™) = 0 implica
) n,Mm>w
que lim Mk(le-xE ) = 0 para todo k € N. Das propriedades
N ,M>eo
da funcao M, segue que Tim IXE-XEI = 0. Sejay, = lim xE pa

n, Mmoo
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ra cada k € N,

Dado € > 0 existe n, €N tal que ol(xn-xm) < € pa

ra todo n,m 2 no

Entao se n = n,epe€N
1 v 1 F
— =M |x-y|)=:11'm—2 LIxp-xi]) < e,
P =1 k Msco P k-1 k™ k
1 p
Portanto sup - (IXE - ykl) s e para todon zn_, isto g,

peN 1=

Tim o2 (x"-y) = 0.

N—>c

n
Esea>0 e tal que pX(ax %) <o e g = min{1,a},
- v n n
entao p'((B/2)y) s o(8(x -y)) + p(gx ©) < =, e, portanto,
(y ) € Xpt. O

(2.15) Observagao. E facil ver que se (xk) € X

I

entao pl((Xk)) 2((xk)) < p((xk)) e, conseqlentemente,

Xp C Xp2 C Xpl

(2.16) Proposicao. Se (Mk) e uma seqlléncia de

funcoes de Orlicz, entdo os modulares o' e p?,dados em (2.13),
sao convexos e Xp! e Xp? sao espacos de Banach. Tem-se que

Xp? e isometrico a L

Prova. Devido a (2.6.ii) estao verificadas as hi



36.

poteses de (2.14). Entdo & facil ver que p' e p? sao modula-
res convexos, e que por (2.14.ii) e (1.36.1) temos que Xp! e
Xp? sao espagos de Banach. Resta provar que Xp? e ¢_ sao iso

metricos.

Segue de (2.6.1i1) que para cada k € IN existe oy >0
tal que Mk(ak) = 1. Definimos ¢: o _ - Q(Mk) por ¢((xk))=kme.

E facil verificar que ¢ & uma fun¢ao linear bije

B (akxk) 3
tora. Se (xk) €2, e claro que p2(-—=% ) < 1, ¢ daj

IRIP

I (x )]
) £ 1 para todo k €N, e daf kal < akH(yk)H

Por outro lado, se (yk)=¢((xk))€2(Mk)

.
cc

ot

vyl
entao Mk(———ﬁ———
' (

| Yk)“
0 que implica que [x, | s Il(yk)|| para todo k € IN. Portanto
FeCODT = [ (x)]l . O

Em (2.17) e (2.18) daremos condicdes necessarias
e suficientes para que ipl = Xp! e ipz = Xp? quando Mk = M pa
ra todo k € IN. Isto nos garante que existem espacgos modula -

res que nao sao espacos vetoriais topologicos.

(2.17) Proposicao. Seja M:[0,[+[0,o[ wuma fun -

¢ao continua, nao-decrescente e tal que M(u) = 0 se,e somente
se,u = 0. Se p? e como em (2.13.ii) com Mk = M para todo

k € N,entao as seguintes assercoes sao equivalentes:
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(1) Xp? = Xp2;
(ii) 1im M(u) =o.

U->co

Prova. Suponhamos que lim M(u) = «. Sejam
ka) € Xp2 e o > 0 tais que pz(a(xk37w< ©, Como
sup M(a|x, |) < = entdo para algum & > 0 tem-se alx | < 2 para
t?go k €IN. Portanto se (an) e uma seqlléncia de nameros reais

positivos com 1lim a, =0 entao

Tim o2 (a a|x, |) < Tim M(a 8) = 0,

0 que implica que (x,) € Xpl.
k

Por outro Tado, se 1im M(u) = L < « entio
U= .

sup M(k) = L. Assim, sendo x, = k para todo k € IN, a seqtlen-
k _

cia (xk) € Xp2 e (xk) ¢ Xp2, pois para cada n € N

O

n
—~
S| —
—~
x
o~
e
S—
1]

wn
=
o
=
—
S| =
S
1]
—

(2.18) Proposicao. Seja M: [0,w[+[0,[ uma fun-

¢ao continua, n3o decrescente,e tal que M(u) = 0 se,e somente

se,u = 0. Se p! e como em (2.13.1i) com M, = M para todo kE W,
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entao as seguintes assercdes sio equivalentes:

(1) Xe! = Xp?,
(ii) para todo € > 0 existem numeros reais 0si
p pos1

tivos a_ e u tais que M(a_u) = e M(u) pa

€

ra todo u € [u_,>[.

Prova. Suponhamos que (ii) seja verdadeiro. Se-

jam (x, ) € Xpo! e o> 0 com pl(a(xk)) < =,e (b ) uma seqléncia

de numeros reais positivos com 1im bn = 0. Tomemos n, €M

s .
tal que b < g a_e M(bnue/a) < & para todon zn . Assim,pa

ra todo n 2 n,ep €N temos

1 p
5 k§1M(bnlxk|)

IA

T|—
=

IA
=
—
=
~—

+
m
©
—
—
Q
—
<
s
~—
~
-

e, portanto
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0 que implica que (xk) C Xpt.

Provemos, agora, que (i) implica (ii). Para isso
suponhamos que (ii)seja falso. Entdo existem e > 0 e seqlien-
) e

cias de numeros reais positivos (an) e (un) tais que (an

decrescente, (un) e crescente, lim a, = 0, 1im u, = =, e

M(anun) > € M(un) para todo n € NN.

Vamos exibir uma seqﬂéncia (xk) € Xo! mas
(xk) 4 §p1, Para isso definiremos duas seqﬂéncias de Tndices
4(ni) e m%) e uma seqﬂéncia de numeros reais (xk) por inducao,

satisfazendo

n

T OIMx) <2, Vonsonl, (1)
k=1

1 "

5 < (1 - n—%)M(ug < 1. (2)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

M(u,) > 1. Sejam

n, = min{n € N: 2M(u,) < n}

n
max{n € IN: (1 - Fi)M(ul) < 1}

=
-
(]
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- . . [
E facil verificar que n,zn, +2>n, e que

(1 - —IM(uy) < 1. Temos, também, que (1 - ~TI)M(ul) > %, De
n, n
M(ul) _ ZM(Ul) (
fato se a = - entao [————n, +an,] 4t ne
. (M(uy)-1 J(2M(uy)-1) 2M(uy)-1 !

e dai, como an, > 1

nl (ZM(UI) = 1) 1
(1 - _T)M(ul) > (1 - IM(uy) = 5
n, ZM(Ul)
Definimos

0, 1 <k <n,
X =
k (m, n, £ k < ny
-
e, assim, se n < ni entao 1 L M(x,) < 2.
n K=1 k

Suponhamos que ja estejam determinados N s
n%_1 e X, para k < n%_1 satisfazendo (1) e (2). Entao sejam

a1

1

LU o B

n. = min{n € IN: n%_1 < n,2M(u1) < n e M(xk%m}

k=1

(1) [B] indica o mator inteiro contido em B.



41.

=

n% = max{n € N: (1 - ﬁl)M(u.) < 1}

Novamente temos que n; =N+ 2 2 n; e que
1 n;
7’< (1 - —‘)M(u].) < 1
"
de onde segue (2).
Sendo
) {0, n:_y < k < n.
k —~ |
U]-, n_i < k < ni
entao para N, < n g n%
;g T 1 ni_y n-on,
7 I Mx) s moE Mx) o+ )M(ui)
k=1 k=1 S
<1 + 1 =2

donde decorre (1).

Temos que (xk) € Xpo'. De fato de (1)

IN
no
.

Entretanto para todo i € IN
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Ql(ai)(xk))

1

7

c

o

I
- ™M S

=

N

o

x

o>

S—

I
|
I

e, portanto (xk) ¢ ipl. O

EXEMPLO II. Modulares em espag¢os de fungoes.

(2.19) Definicao. Seja (E,M,u) um espaco de medi
da o-finito, onde E & um espaco topologico completo. Denota-
remos por X o espag¢o das funcoes de E em @, \[-mensuraveis, fi

nitas p-quase-sempre.

Seja M: E x [0,0[+[0,o[ uma funcao tal que

(i) M(U’V) =0 <=> v=0;

(ii1) para cada u € E, a funcao M , definida por

=

Mu(v) = M(u,v) para todo v > 0, & continua

e nao-decrescente;
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(iii) para cada v € [0,«[, a funcdo MY definida

por MY(u) = M(u,v) para .todo u € E, & uma

funcao g-mensuravel.

Para cada x € X definimos
p(x) = é M(t, |x(t)])du.

(2.20) Proposicdo. Se X e p sio como em (2.19)

entao
(1) p & um pseudo-modular em X;
(ii) Xp = Xp.
Prova. Em primeiro lugar e preciso mostrar que o
esta bem definida.

Entao provemos que a funcio f: E - [0,°[ dada

por f(t) = M(t,[x(t)])& u-mensuravel, para cada x € ¥.

Primeiramente, suponhamos que x seja uma funcao
n

simples nao-negativa, ou melhor, x = = a; Xy 2 onde
i=1 i

n

1~E1A1 = E e a; *# aJ se i #

Se o € R entao

£ (Jo,=[) = {t € E: f(t)>a)
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n

= {t € E: M(t, I aiX (t)) > o}
i=1 i

{t € A'l M(t,a1) > o}

(]
n s

i=1

n -1
‘U1(Ai N M. (Ja,=l))
1= 1

e este conjunto e, portanto, M-mensuravel.

Seja agora x € X uma funcdo  M-mensuravel, e
(¢n) uma seqtlencia de funcGes simples ndo-negativas tais que

Tim ¢ (t) = |[x(t)| para todo t € [0,«[.

Pela propriedade (2.19.1i) tem-se

] 1
— =
— N
= o+
-
=
N —
+ =
- =
- ©-
S
— —~
+ T
N ~—
S —

para todo t € [0,=[, e como por (2.19.iii) M(t,¢n(t)) e
M-mensuravel para todo n € N, entdo f & uma funcio M-mensu-

ravel.

Decorre, facilmente, de (2.19.1i) e (2.19.ii) que

p e um pseudo-modular em X.

Para mostrarmos que Xp = X,, tomemos uma seqlén-

cia de numeros reais positivos (an) tal que 1im a = 0.
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Sejam x € Xp e a > 0 tais que
plaX) = / M(t,a]x(t)]|)dy < =,
E

E seja n, €N tal que a, = a para todo n : n,

De (2.19.11) vem que 1im M(t,lanx(t)l) = 0 para
Nn->c
todo t € E, e da7, pelo Teorema da Convergencia Dominada de

Lebesgue, temos que T1im /s M(t,]anx(t)ldu) = 0.
n->ew E

Portanto, x € ip 0 que termina a demonstracao. O]

Tambem & verdade que Xp & um espa¢o pseudo-metri-
co completo, e para provarmos isso precisamos dos sequintes

resultados.

(2.21) Lema. Seja (E, M ,u) um espaco de medida

finita e f uma funcao M-mensuravel. Ent3o dado ¢ > 0 exis-

te 6§ > 0 tal que
A€M e f(t)dy < § => u(A) < ¢
A

Prova. Para cada A € definimos a medida
v(A) = s f(t)du. Entdo verifica-se que s hdy = J hfdu para
A ’ ' E E
toda h: E » [0,wf M-mensuravel.

Seja g(t) = 1/f(t) para todo t € E. Entao
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g EJil(E,M,v) pois é f(t)g(t)dp = u(E) < =,

Dado € > 0 decorre de [HS-(12.34)] que existe

6.> 0 tal que, se A €M e v(A) < &, entdo / g(t)dv < e.
A

Como v(a) = f(t)dy e

s
A

o tema esta provado. [J

0 proximo resultado facilitara a demonstracio de

(2.23).

(2.22) Lema. Sejam X e p como em (2.18) e u(E)<w.
Se (xn) e uma seqliencia de elementos de Xp, com

Tim p(x -x_) = 0, entdo (x_) & de Cauchy em medida.
i 50 n""m . n

Prova, Sejam € e €' numeros reais positivos arbi
trarios. Consideremos f:E - [0,o[ definida por f(t)=M(t,e").
Por (2.19.1i1) e (2.19.1) temos que f & M-mensurdvel e que

f(t) > 0 para todo t € E.

Seja § > 0 como em (2.21). Entdao existe n, € IN
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tal que
D(Xm-Xm) = é M(t,lxn(t) - X (t)l)du < 6

para todo n,m = N,

De (2.21) segue que u(An m) < £ 0 que prova que
(xn) e de Cauchy em medida. [J
(2.23) Teorema. Se X e o sao como em (2.19) en -

tao Xy € um espaco pseudo-metrico completo.

Prova. Seja (xn) uma seqtiencia de elementos de
Xp tal que 1im p(xn—xm) = 0. Mostraremos que existe x € X
tal que 1im p(xn—x) = 0,e dai por (1.17) sequira que Xo e com

pleto.

Como E & g-finito existe uma seqllencia (Ej) de M

tal que E = ‘ﬁ1Ej, Ej C Ej+1 e U(Ej) < « para todo j € NN.
J:

Por (2.22) e [Ba-p.70] temos que, para cada j € W,
a seqllencia (xn) converge em medida para uma funcao Y;
I

M -mensuravel em Ej‘ Entao existe uma subseqtiéncia (xn
‘ ' k
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que converge u-quase-sempre para yj em E.. Dai por (2.19.i1)

J

i M(t,|xn<t>-xgk<t>|):M(t,|xn<t)-yj<t>|) (1)

_ M-quase-sempre,

Dado € > 0 existe n, € IN tal que

) = £ MCE, [ (8] = g (8) D < e

m

para todo n,m 2z n Entao por (1) e pelo Lema. de Fatou temos

0"
que

s M(t,]xn(t)-yj(t)l)du < Tim S M(t,]x
E. o [,
N N

[I7AN
—
-
3
—
—
-~
‘—'-
L
>
=
—~
‘—*-
S~—
!
>
.
—~
‘—f-
S~
~
[mN
=
IA
)
—~
~nNo
e

para todo n 2 n,» e todo j € NN.

Definimos x: E -~ IR por inducao da seguinte forma.
Seja x(t) = y;(t) se t € E;. Se x esta definida em Ej-1 com

J > 1 entao tomamos x(t) = yj(t) para todo t € Ej " Ej-1’

Como (xn) converge em medida para yJ._1 e para yj

em Ej-1’ entao yj_1 = yj u-quase-sempre em EJ._1 e, portanto,

X = yj u-quase-sempre em Ej'
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Usando o Teorema da Convergencia Monotona e a re-

lagdao (2) temos que

para todo

plax, ) <
lrlO

p(x,-x) = éM(t,Ixn(t)-x(t)I)du

= 1im £ M(t, [x (t)-x(t)])dy
j—»oo E.
J
= 1im s M(t,|xn(t)-y.(t)l)du < e
‘j—->oo E. J
J
2 n

o
E claro que x € Xp pois, se o > 0 for tal que

e B = min{1,m4ent§o,por (1.1.441) e (1.4.1i1),

p(gx) s olx,
(2.24) Corolario. Sejam X e p como em (2.19) e
X = 0 y-quase-semprel}. Entao 0 espago quociente

um espa¢o metrico completo.

Prova. E facil mostrar, usando (2.19.i) que

0 y-quase-sempre} {x € Xo: p(x) = 0}

(]

{x € Xo: | xI| = 0}

Entao 0 resultado segue de (1.38). ]
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(2.25) Corolario. Sejam X e p como em (2.19) e
Xo = {x € X: x = 0 p-quase-sempre}. Se para cada u € E a fun
cao M e uma funcdo de Orlicz (2.5), entio Y = Xe/X, & um es-

paco de Banach.

Prova. Como ¢ e um pseudo-modular convexo em X,
podemos definir a semi-norma || || em Xo como em (1.33). Daj

por (2.23) e (1.38), Xo & completo. Sendo

[

{x € X: x = 0 u-quase-sempre} = {x € Xs: x| =0

entao o resultado segue de (1.38). 0

(2.26) Observacao. Se E = IN e u e a medida de

contagem entao podemos escrever p(x) = fM(t,x(t))du=sz(!ka
E

onde Mk(u) = M(k,u) e x(k) = X+ Logo o modular definido em

(2.1) & um caso particular de (2.19).

(2.27) Observacdao. Sejam N uma funcao de Orlicz

e p:E > [1,»[, uma funcao mensuravel. Se definirmos
o(x) = (NCIx(0)])P P,

entao por (2.25) Y = Xo/X, e um espaco de Banach.
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Se, em particular, p(t) = 1 entao Y e chamado de

espaco de Orlicz e denotado por Ly

Veremos a seguir um outro exemplo de pseudo-modu-

lar.

(2.28) Definicdo. Seja E = [0,o[ e X como em
(2.19). Seja M: [0,o[ - [0,=[ uma funcao nao-decrescente com
M(0) = 0. Definimos a funcao p* em X pela igualdade

pr(x) = Tim

Q>

%g“ MC|x(t)])du.

(2.29) Proposicao. Se M e p! sao como em (2.28)

entao

(i) p* € um pseudo-modular em X;

(ii) Xp' & um espago pseudo-métrico completo.

Prova. Decorre, facilmente, das propriedades da

fung¢ao M que p! e um pseudo-modular em X.

Seja (xn) uma seqtlencia de X 1tal que

lim  (x_-x_) = 0. Mostraremos que existe y € X_, tal que
Nymre 0 P
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tim  o((x -y)/4) = 0 e, assim, (ii) decorrera de (1.17).

Se k € IN entao existe n, €N tal que p(&fxn)<1ﬂ<
k

para todo n 2 N Definiremos uma seqliéncia de nimeros reais

positivos (ai) por inducido.

Seja a; = 1 e suponha definido a, satisfazendo

1 .o v 1 ]
5 7/ M(“n (t) - xn.(t))du <Spoe kE{1,2,0..,0-1)
0 k i
e
1 e MOx, (£) = x,  (E)dp < 45
%0 i 1+1
(b) a, > 2a1_1;

oy
—
|o

€ vamos mostrar que existe %yt satisfazendo condicoes an

gas a (a) e (b).
Como p(xn X ) < 1/k para todo k € {1,2,...,1},
K .

existe oy > 0 tal que

MG (8) = x, o (8))du < L
f .

para todo a > a,- Do mesmo modo tendo que p(xn X )<1/(i+1),

i+l 42
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existe a; > 0 tal que

" (t))dy < —1
1+2 (i+1)

para todo o > a;. Basta, entao, tomar i1 > max{ao,al,Zai}.

Definimos a fungao y:[0,o[ - [0, por y(t)=x_(t),

n
se t € [a1_1,ai[.

Seja k € IN. Para todom =k e a > o, temos que

X, (t)-y(t) K o Xn (B)-x (1)
lf°‘M( k )du=1ZIiM( S ! )du +
o - ® a1 @iy ‘
: x_ (t)-x_ (t) %, .(t)-x. (t)
m (0 n n
T —)du + ¥k Ml yde (1)
& ok a1_1 & c 2

m Q. n n
I T L s R 'Y
izk+1 a.
1+1
1 m LT
. I a..— [ "M(x_. (t) - x (t))dp
“moizk+1 %4 4 i nj
1 " 1 1
< a_' Z (1] ’*E < Z-E,
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e que.

&IQM( K 2m+1 )dl.I=
“m
1 L 1 .«
s — /7 Mix, (t)-x_ (t))du+ = /7 M(x,_ (t)-x (t))du
"% Ny " “ o0 T M1
<p+ i
k. %, (t)-x (t)
Sendo K = ¢ [ ' M( k 5 L Jdu entao de (1)
i=1 a.
i-1
e das desigualdades acima vem que

1 xnk(t)-y(t) 1 D

a

Portanto p((xn - y)/2) < 3/k.

k

Assim para todo n 2 ny
X =X X_ =y
X -y n n n

n 2 kK k . a2l

(=) £ p(-——) + o(- > ) < 4p

0 que implica que lim o((x, -y)/4) = 0. []

Introduziremos, agora, um modular no espaco das

funcoes definidas num intervalo fechado [a,b].
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(2.30) Definicdo. Seja M:[0,o[ - [0,=[ uma fun-
¢ao continua, ndo-decrescente, e tal que M(u) = 0 se, e so -
mente se, u = 0. Denotamos por Z o conjunto das funcoes reais
definidas no intervale (a,b] e que se anulam no ponte a. Pa

ra cada x € Z definimos

MCIx(t ) =x (e D)

n ™ x

p2(x) = sup
T oi=1

onde m™ e o conjunto das divisoes de [a,b].

(2.31) Propoéicéo. Se Z e p? sSo como em (2.30)

entao

(i) 02 € um modular em Z;

(ii1) Zp? & _um espaco métrico completo.
Prova. Decorre, facilmente, das propriedades de
M que p2 e um modular em Z.

Para mostrar que Zp2 & completo, tomemos uma se -

qlencia (xn) de Zp2 tal que 1lim Hxn~xml|p2 = 0,

n,Ms
Entao para todo & > 0 1lim o(a(x -x ) = 0. Como
; n"m
n ,m—>oo
xn(a) = 0 para todo n €|N,ent50 Tim M(lxn(t)-xm(t)l) =0, e

n ,m—b-oo
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dai 1im|x
n,m>ow .
definimos a fungao x:[a,b] -» R por x(t)=Tim xn(t)

n(t)-x (t)| = 0 para todo t € [a,b]. Sendo assim,

para todo

t € [a,b].
Mostraremos que 1im ||xn-:<||p2 = 0 e que x € Z:2,

Dados @ > 0 e € > 0 existe n, €N tal que,se

n,m 2 . entao

k
pz(a(xn-xm))zsup .§

M(Ixn<ti)"xn(ti-1)-xm(ti)+x (t; 1) < e
T =1

m 1=

Entao se {to,tl,...tn},é uma divisao de [a,b] - e

temos que

n ™M x

M(alxn(t_i)-xn(t,i_,:)—X(t,;) + X(t.l_1)|) =
lim g M(alxn(ti)-xn(t1_1)-xm(t.

e dai p?(a(x -x)) < e. Portanto Tim|| x, -x[|p2 = 0.

E x € Zp2 pois para todo o > 0 temos que

p2(2ax) < plalx, -x)) + p(axn ). 0O
: 0 (]

(2.32) Observacdo. Se M(u) = u entio p2(x) & a va

riacao da funcao x em [a,b]. Por isso, no caso de uma funcao
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M qualquer chamamos de p2(x) a M-variacio da funcao x em

[a,b].

(2.33) Observacio. FE claro que se M e uma funcao

de Orlicz entdo por (2.6.i1) podemos definir o modular pZ em
Z (2.30). Portanto seque de (2.31) e (1.36.1) que Zo2 & um

espaco de Banach.



CAPITULO 11

§3. BASES EM ESPACOS DE BANACH

Neste paragrafo reunimos os resultados sobre bases
em espac¢os de Banach, que serdo necessarios no restante do

trabalho, principalmente no paragrafo 7.

Em conseqdéncia da finalidade deste paragrafo, nio
apresentaremos, aqui, as demonstracoes de alguns teoremas,que
tornariam este trabalho desnecessariamente lTongo. Tais de-
monstracoes, bem como um estudo detalhado sobre bases em espa

¢os de Banach, podem ser encontradas em [LT -Cap.1].

A menos que haja mencao em contrario, os espacos
de Banach considerados serao de dimensao infinita, e X indica

ra um espaco de Banach qualquer.

(3.1) Definicao. Seja (xn) uma seqtlencia de ele -

mentos de X. Dizemos que (x ) & uma base de Schauder de X,ou




simplesmente uma

nica seqliencia de nuameros reais (a

(3.2)

tao as sequintes

(1)

Prova.

59.

base de X, se para cada x C X existe uma G-

) tal que x = 5 ax

n1nn

Proposicao. Seja (xn) uma base de X. En-

asserc¢oes sao verdadeiras:

se para todo x = La X € X, definimos

n

Il = sup ||

a_x_||
" n“n

n ™M x
—_—

entéo a funcao que a cada x € X associa 0
numero real [||x]|| @ uma norma em X;

(X, ]Il |l|) & um espaco de Banach;

existe L > 0 tal que [jx|| = [[x]|| =L [|x].
para todo x € X;

se para cada k € [N definimos Pk: X > X por
o k

a x ) = I a_x_,entdao P, € uma fun-
_ n=1 n=1 NN ' K
¢ao linear continua, e sup|l P, ||

©, 0 nu

AN

mero K = sup|| P, || & chamado de constante

da base (xn).

E facil mostrar (i).

Para mostrar (ii), seja (y1)iew uma seqtiencia de

X tal que Tim [[ly'-y3||| = o.

1 ’J-)'w

Dado e > 0, seja i € N tal que IHyi-yjlﬂ < e pa-
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ra todo i,j z io. Se yi = Za;xn entéo
kL

sup || = (a)-ad)x || < e

kEN | n=t 0N nl
e dai

. . v o k-1 .
I (ay - a)x < | 21(a;-aﬂ)xn||+|| 21(a;-ag)xn[]< 2%
n= N=

(A

i e todo k € IN.

para todo i,j o

Como (x. ) & base entdo X, # 0 para todo k € IN,por
;

i - . . .
tanto (ak)i g N & uma seqllencia de Cauchy, e existe ak=1m1ar

J-0
Mostraremos que DENE converge.

Se i > io ek €N entao

k , k . .

1 . J

| AR ;_;gll nz=1(a; - al)x ||
s Timllly' - 3 s e (1)

J=e

Dai para todo k,p € IN temos que

a x|+l

In -1 x
—
o
1
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II ~ox

a ‘o X H

Il
n o=
—

i P i
(a0 - a x| +||q51(an ||+H

n

| : ) I
< 2¢ + £ aoyx
n=pn n

e entao e facil ver que La x_ converge.

Se y = Zanxn temos que

Ko
ylll = Supll I (ay - a)x |l s e

Iy =

para todo i z i, e portanto ]1m|Hyi .

j oo

Temos, entao, que (X||| |||]) & um espaco de Banach
e, & claro que ||x| < [[[x]|| para todo x € X. Logo a funcio
identidade de (X,|| || ) em (X,||| |||) & continua. Pelo Teore
ma da Aplicacao Aberta, a func3ao identidade & bicontinua, e,
entao, existe K, > 0 tal que [[x]| < [||x]|]] < k.|| x| para todo

x € X, o que prova (iii).
Se k €N e Py e como em (iv), ent3ao & claro que

Pk e uma funcao linear. Para todo x = A X, € X temos

k
[ENCT RN PN

IA
([72]
=

o

™M
faV)
x
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= Il < &y [ x|l
Portanto P, & continua e || P || < K, de onde concluimos (iv).O]

(3.3) Proposicao. -Seja (xn) uma seqliencia de ele

mentos de x. Entido, (xn) e uma base de X se, e somente se,

valem

(1) x

(i1) existe K > 0 tal que, para toda seqliencia de

n® 0, YV n €IN;
numeros reais (ai)iaN e, para quaisquer in-
teiros n,m com 0 < n < m, temos

n

'lii1aixi“

IA

Kl T ax, || s
i=1

(i11) o subespaco vetorial fechado gerado por (x_),

n
que indicaremos por [(xn)], e igual a X.
Prova. Suponha que (xn) seja base de X.
0 Ttem (i) €& facil obter da definicao (3.1).
Sejam (ai)].€|N uma seqtlencia de numeros reais e

n,m €IN comn < m.

De (3.2.iv) tem-se que
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n m
I E 2l = Doy E
m
Rl I E g
= K| : asx. |,

0 que prova (1ii).

E facil ver que (iii) & verdadeiro pois se x € X,
o k
entao x = I a x = lim f a x > e dail x € [(x.)].
n=1 "N jow gy NN "
Vamos mostrar, agora, que se valem (i), (ii) e

(iii) entao (xn)é uma base de X.

Seja 0 conjunto
F={x € X: x = ragX ., para alguma seqtléncia (an)}

Com um calculo analogo ao que fci feito na demonstracao  de

(3.2.41), prova-se que (F, ||| [|) & um espaco de Banach. Mos

tremos que [(xn)] CF.

Seja y € [(xn)]. Entao existe uma seqdéncia (yn)
’ n
de [(x.)] tal que lim ||y - vl = 0. sejay -7z b, para
n n noLoy it

P

todo n € NN.

Como y_ € F e || Yo = Yol = Iy, - yolll para todo

n,m €N, entao existe x € F tal que 1lim My, - xlll = 0. Lem



64.
brando que || y -l = H|yn-xH|, temos que Timl[ y -x[| = 0,por
tanto y = x, isto e, y € F.

Entao, se x € X, existe uma seqtlencia de numeros

reais (a,.) tal que «x

"

fa_X_ . Resta provar que (an) € unica.

n n"n
Suponha que x = La %, = Ib x . Entao z(an-bn)xn=0.
Seja k € N. Usando (ii) temos que para todo m =z k

k .
3l Il 12 Gyt =l 2 Gy, |
m m |
<K ni1(an'bn)xnll+K|!ni1(an'bn)xnh
| £ (ayebye, |
= 2K|| £ (a_-b )x
neq Nonn
. m -~
Como [| x, [ = 0 e $lﬂl|n§1(an'?n)xnl| = 0 entao
|ak - bkl =0, isto e, a, = b, o que termina a demonstacdo. ]

(3.4) Definicao. Se (xn) e uma seqtlencia de ele-

mentos de X que satisfaz (i) e (ii) de (3.3) entao dizemos

que (x,) e uma seqllencia basica de X.

(3.5) Proposicao. Se (x

‘n)n e v & uma seqllencia

basica de X entao e base do subespacgo [(xn)].
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Prova. E conseqtiencia imediata de (3.3). [

(3.6) Definicdo. Se (x,) & uma basc [seqtiéncia

basical de X e [ x || = 1 para todo n € N, entdo dizemos que

(xn) e uma base [seqllencia basica] normalizada de X.

(3.7) Proposigcao. Se (xn) e uma base [seqllencia

basical de X entdo (x,/[| x || ) & uma base [segiencia basica]

normalizada de X.

Prova. Decorre de (3.3). [

Os exemplos de espaco de Banach sao numerosos. Os
espagos ¢, Qp, c ([0,1]) e Lp([0,1]) tém base. Veremos, a
segquir, que todc espagc segllencial modular, definido em (2.9);

admite uma seqtlencia basica.

(3.8) Exemplo. Seja Q(Mk) um espac¢o seqllencial
modular (2.9). A seqtlencia (ek) e uma seqflencia basica de
g(Mk). De fato ef = 0 para todo k € IN e vale (3.3.ii) pois,

se (ak) e uma seqtiencia de nimeros reais e n < m, entao

I £ 2 L2,
¥ a,e = inf{t » 0: g -——) £ 1}
k=1 K k=t K E
m |a, | mo
sinf{t > 0:x M=) <= zae’l. O

k=1 k=1
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(3.9) ProposicSo. Todo espaco de Banach com base

e separavel.

Prova. Se (xr) e base de X, espaco de Banach, en

tao, verifica-se que o conjunto

w N
A= U {_Z o {rl,...,rn} C 01}

e enumeravel e denso em X. [J

(3.10) Observacdo. E conseqliencia imediata de (3.9)
que todo espaco de Banach nao separavel nao tem base. Em

particular, £ nao tem base, pois ele nao & separavel.

Decorre do proximo resultado gue todo espac¢e de
Banach contem um subespago vetorial fechado de dimensio infi

nita com base.

(3.11) Teorema. Todo espaco de Banach contéem uma

seqllencia basica.

Prova. Ver teorema (1.a.5) de [LT]. [J

(3.12) Corolario. Todo espaco de Banach contém
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um subespaco de dimensao infinita com base.

(3.13) Definicdo. Sejam X e Y espacos de Banach,

(xn) uma base [seqliencia basica] de X e (yn) uma base [se -

qllencia basica] de Y. Dizemos que (xn) e equivalente a (yn)

se para toda seqlencia (an) de numeros reais tem-se

<=> Y a,
Zanxn Conver‘ge Zanjn Conver‘g

(3.14) Proposigdo. Sejam (xn) uma base de X e

(yn) uma seqtlencia de Y. Entd3o sio equivalentes as seguintes

afirmacoes

(i) (yn) e uma base de Y equivalente a (xn);
(ii) existe um isomorfismo T: X - Y tal que

T(xn) =y , para todo n € IN.

n’
Prova. Suponha que vale (i) e seja T: X - Y dada
por

T(x) = T(Zanx ) = Za

n nyn

Como (xn) e (yn) sao bases equivalentes T estd bem definida,

e e uma funcgao linear, sobrejetora e injetora.

Para mostrar que T e continua, usaremos o Teorema
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Seja, entao, uma seqtlencia de elementos
s € tal que 1im u =0 e Tim Thﬁ)zy.
k -+ Koo

do Grafico Fechado.
k
= ra x,

de X, (uk), onde u" = k
Logo, para cada k € IN e n € IN, usando (3.2.iv) te

mos
k k Kk
” anxn” = “ Pn(u ) - Pn_1(u )”
S EACL N N ST
s 2k || u¥|]
E dai, como Xp ® 0, Tim ak = 0, para todo n € N.
k->co n
= anyn e k,n €N entao de

Por outro lado, se y
(3.2.1v),
k k k
|l apy by Il = | Pp(T(u)-y) = P (T(u")-y)||
s eall Ty -ylllp I 1705~y

2k ] T(u®)-y ]| .

i/

bn’ para todo n € IN pois Yy # 0

Logo, Tim a,

koo
0 para todo n €N, isto &, y = 0,0

Portanto, bn
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que prova que T e continua.

Sendo T sobrejetora, entdo, T e bicontinua, e,por

tanto, um isomorfismo.

Provemos que (ii) implica (i). Se T(x_ ) = y_ en -
m it n n
tao T( £ a x ) = £ a_y_ para todo k,m € N. Pelo fato de T
nop non nek nin '
ser bicontinua, La x o converge se, e somente se, Lay, con -
verge. Como T e sobrejetora, (yn) e base de Y e, portanto,

(yn) e equivalente a (xn). O

(3.15) Proposigdao. Sejam (xn) uma seqllencia basi

ca de X e (yn) uma seqlencia de Y. Entdo sdao equivalentes

as seguintes afirmacoes

(1) (yn) e uma seqtléencia basica equivalente a

(x )

n

(ii1) existe um isomorfismo T: [(xn)] - [(yn)]

tal que T(xn) = y_ para todo n € N.

n

Prova. E analoga a demonstracio feita em (3.14),

) e base de [(y )]

lembrando que (x_) e base de [(xn)] e (yn .

n
(3.5). O

(3.16) Definigcdo. Seja (xn) uma base de X. Con-

sidere uma seqtlencia crescente de inteiros nac-negativos
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(Pj), e uma seqtiencia de niumeros reais nio nulos (o ). Se,

p'+1 "
para cada j €N, u, = Jz Xy entac dizemos que (u.) e
J -i.__p ‘+1 J
J
uma base de blocos de (x ).

(3.17) Proposicao. Seja (xn) uma base de X.,Toda

base de blocos (uj) de (xn) e uma seqllencia basica de X.

Prova. Como (xn) e base de X,por (3.3) existe

K >0 tal que

para toda seqlléncia de numeros reais (bi) e todo n,m € IN com

m > n .
pj+1 _

Logo, se para cada j € N, u. = L a;x; entao
i=p .+1 ‘
7 J
para toda seqtlencia de nimeros reais (a.) e para todo n,m € N
. J

com n < m temos que

Iz aguill =0 2a 5wl
L a.u = r a z . X
j=1 3 j=1 9 i=p 1 1
n pj+1
= || z I asax|l
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Il

=~
n~Mm=

[\/

o

Q

=

E como Uy @ 0 para todo j €N, (uj) satisfaz (i)

e (ii) de (3.3) e, entdo, (uj) e seqllencia basica. [0

(3.18) Teorema. Sejam (xn) uma base de X, e Y um
subespaco vetorial fechado de dimensio infinita de X. Entao
existe um subespaco Z de Y que tem uma base normalizada que

e equivalente a uma base de blocos (u,) de (x_ ), tal que
k n

0 <s s [luldl <r para todo k € W,

Prova. Ver (1.a.ii) de [LT]. ]

(3.19) Proposicao. Seja (xn) uma base de X e se-
jay, = 2 a';xn para todo k € IN. Suponha que lim sup ||y, [| >0,

n=1

e que lim aﬁ = 0 para todo n € IN. Entdao existe uma subseqtlen
k> -

cia (yki)i €N de (yk) que e uma seqencia basica equivalen-

te a uma base de blocos (u,) de (x_ ), tal que 0<s < lull s,

n

para todo k € IN.

Prova. Ver (1.a.12) de [LT]. [J
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(3.20) Proposicao. Seja (xn) uma base de X. Pa-

i ] . -> * I . x = -
ra cada n € IN definimos xji X > R por xn(i§1a1x]) a . En

tao
(i) x* @ um funcional Tinear continuo e

n

I x*|| = 2k/ || x|l » onde kK & a constante

da base (x_) (3.2.iv);

n

(ii) a seqliéncia (x}) @ caracterizada pela igual
n n n

dade x*(x ) = & onde 6, sen=me =" = 1,
n'"m m m m

para todos n,m € IN.

Prova. Se x = Zaixi entao de (3.2.1iv)

Fapxg Il = 1l p (x) - p, L (x)]]
s 2k || ||
para todo n € N. Logo [x*(x)| = la | = k]| x[| 71l x, Il e en
tao [| xx|| < 2k/[l x|l para todo n € I.
Portanto, x; e um funcional linear continuo. E

entao, o Ttem (ii) segue facilmente. O

(3.21) Definicao. A seqliéncia (x;) definida em

M\

(3.20) e chamada de seqliéncia de funcionais biortogonais as-

).

sociada a (xn
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(3.22) Proposigdo. Sejam (xn) uma base de X e

(x;) a seqllencia de funcionais biortogonais associada a (an

Entao (x;) e uma seqléncia basica de X*.

Prova. E claro que Xy # 0 para todo n € N. Res-

ta, entao, provar (ii) de (3.3).

Para cada n € IN, sejam P, como em (3.2.1iv) e
PR: X* » X* definido por P;(y*) =y* o P.. Entao para todo
ve e sl < lysll fl eyl e cone
PrCll Ppll xx) = [l P i xpoo Poo= | Pl x*, temos que
I Pell = Il P Il para todo n € I,

Portanto, se K

1]
w
=

©
-
p
L

n m
Iz apxll = 1PgC 2 app|

i=1 i=1

IIA

m
* *
| Pn||1§1aix1”

IN

I 5 et

K roa.x¥|l ,

joq 101

para toda seqtiencia de numeros reais (ai) e todos n,m € IN

comn <m. []

0 caso em que (x}*) & base de X* tem particular in

teresse, como veremos a seguir.
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(3.23) Definicao. Seja (xn)n g |y Uma base de X.

Dizemos que (xn)n e e dualizavel se (x;)n ¢ e definida em

(3.20), e base de X*.

Outra importante no¢ao € a de base limitadamente

completa.

(3.24) Definicio. Uma base (xn)n eI de X e dita

limitadamente completa se para toda seqtllencia de numeros
p p qlé

k

. —
=

reais (a ) . N tal que sEpH z anxnll < @, a serie T a_x

n=1 n=1 e

converge.

0 proximo resultado e um importante teorema na

teoria de bases em espa¢os de Banach.

(3.25) Teorema. Seja (xn)n ¢ Iy Uma base de X. En

tao X e reflexivo se, e somente se, (xn)n e N e dualizavel e

Timitadamente completo.

Prova. Ver teorema (1.b.5) de [LT]. (|
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(3.26) Proposicao. Seja X reflexivo. Entio toda

base limitada de X converge fracamente para zero.

Prova. Seja (xn) uma base limitada de X e que nao
converge fracamente a zero. Entao existe y* € X*, e existem

€ > 0 e uma subseqgliencia (Xnk)k ey de (x )n ey tais que

n
ly*(x_ )] > e,
"k
Como X e reflexivo e (xnk)k ¢y & limitada em X,
existe (xnk.)1 L subseqUenc1a de (xnk)k L fracamente

i
convergente [DS-(I1.3.28)], isto e, existe z € X tal que

Tim x*(x ) = x*(Z) para todo x* € X*.
. n
1> k.
i
Da7 e de (3.20) segue que x*(z) = Tlim x*(x_ ) = 0
m o MM
;

para todo m € N . E, portanto, também por (3.20) tem-se que

z = 0. Conseqllentemente 1im y*(x ) = y*(z) = 0, o que &

p n
j->o0 .
k1

uma contradicao. [J

Trataremos, agora, de outro tipo de base chamada

de incondicional.

(3.27) Definic3o. Dizemos que uma base [seqllen -

cia basica] (xn) de X e incondicional, se para toda seqtén -

cia (en) come =1 oug = -1, L6p,a X converge, sempre que

n

X .
£a X, converge
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A nocao de base incondicional esta ligada a de
convergencia incondicional de séries em espacos de Banach

[LT-Cap 1 -§6], donde segue o seqguinte resultado.

(3.28) Proposicao. Seja (xn)n c N uma seqlencia

basica de X. Sao equivalentes as sequintes afirmacdes.

(i) (xn)n €N e incondicional;

(ii) para toda permutacdo = de N, a seqllencia

(x

_—

(n))nEW e seqllencia basica de X;

(iii) para toda seqtlencia (ni) de N, a convergen

cia de Zanx

i implica a convergencia de I a g X

(iv) se ra x_  converge e se b | s [a,| para to
do n € IN entao anxn converge;
Prova.Ver (1.c.6) de [LT], O
(3.29) Exemplo. A segtiencia basica (ek) de Q(Mk)
definida em (3.8) e dncondicional. De fato se Zakek converge e
se (ek)k(_:IN e uma seqllencia com 6, = 1 ou 6, = -1, entao
m m
k k
|z oae™|l = || z ae’
= Ok ok

para todo m,n € IN. Portanto, zekakek converge. [
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(3.30) Proposicao. Se (xn)n € e uma base incon

dicional de X e ("i)i €N e uma seqlléncia crescente de intei

ros positivos, entao, Y = [(xn )] € um subespaco complemen-
1
tado de X, isto e, existe uma projecdo P: X » Y, continua.

ra_ x_ € X definimos

Prova. Para cada x nXn

i}

P(za x ) = Zanixni. Como (xn) e incondicional por (3.28) P

e uma aplicacao de X em Y. E claro que P @ projecao. Para

a continuidade, usaremos o Teorema do Grafico Fechado.

Seja (yk) uma seqtlencia de elementos de X com

Tim yk =0 e yk = Zaﬁxn para todo k € IN. Suponhamos que

Tim P(yk) =y €Y equey = bixn . Entao por (3.2.iv) para
1‘

todo n,k € IN temos que

k

k k
lagl Il = TP ) - (v )]

IA

(el = de I yX

< 2k v
e que para todo i € N
" - k
|an1. - bl X"i” = || P (PLYD)-y) =Py 4 (P(YS) -9
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Portanto para todo i € IN

O

e, entao, bi =0, isto e, y

0 resultado seguinte sera Gtil na prova de alguns

resultados dc paragrafo 7.

(3.31) Proposicdo. Sejam (x,) uma base incendicio

nal de X e (uk) uma base de Y equivalente a (xp). Se existem
constantes K e L tais que 0 < s < ]lukH S r para todo k € IN
entdo (u /[ u || ) & uma base normalizada de Y equivalente a

(x,).

Prova. E facil ver que como (uk) e equivalente a

(xn) entao (uk) e incondicional.

Segue de (3.7) que (uk/||ukH ) € uma base normaliza
da de Y. E como s £ || ukH S r, por (3.28.iv) temos que La,u,
converge se, e somente se, Zakuk/||uk|[ converge. Portanto

). O

(uk/llukl|) e equivalente a (uk) e, dai, equivalente a (xn

0 proximo teorema une dois importantes resulta -

dos da teoria de bases.
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(3.32) Teorema. Seja (xn) uma base incondicional

de X. Entao

(i) (xn) e dualizavel se, e somente se, X nao

contem subespaco isomorfo a £,

(ii) (xn) e limitadamente completa se, somente

se, X nao contem subespaco isomorfo a Cq-

Prova. Segue dos teoremas (1.c.9) e (1.c.10) de

(LTy. 0O

Um interessante corolario do teorema acima pode
ser obtido utilizando as proposicées (C.6) e (C.7) de [BP],

que enunciaremos a seguir,

(3.33) Proposicao. Se X tem base e se Y & um sub

espa¢o de X isomorfo a < [21] entao existe um subespaco Y,

de Y, complementado em X, isomorfo a ¢y [2.].

(3.34) Corclario. Seja (xn) uma base incondicio-

nal de X. Entao

(i) (xn) e dualizavel se, e somente se, X nao

contem subespaco complementado isomorfo a 2i;

(ii) (xn) e limitadamente completa se, e somen-

te se, X nao contem subespaco complementado iso
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morfo a ¢ .
0

Sobre bases simetricas e subsimetricas sao os pro

ximos resultados.

(3.35) Definigcao. Uma base (xn) de X e dita si-
metrica se para toda permutacao m de N a seqllencia (Xn(n)) e

).

uma seqllencia basica equivalente a (xn

(3.36) Observacao. E conseqgtlencia imediata de

(3.28.11) que se (xn) e uma base simetrica de X entao (xn) e

incondicional.

(3.37) Definicao. Uma base (xn) de X e dita sub-

simetrica se e incondicional e se toda subseqflencia (xn ) de
1‘

(xn) e uma seqllencia basica equivalente a (xn).

(3.38) Proposicao. Se (x,) & uma base subsimetri
ca, ou simetrica de X entao existem constantes s e r tais

que 0 < s < |[x || < r, para todo n € IN.

Prova. Tomemos, primeiramente, (xn) subsimetrica.
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Suponhamos por absurdo que sup||xn|| = «, Entdo
existe uma seqllencia crescente de inteiros positivos (nk)

k
> 2

tal que || x x, || para todo k €N

|
Ny

Dai se a, = 1/||xnk[| entdo

i 1
lagx Il = ——  lIx < L
Rk, ] K 2

e a série Ia x, converge. Mas ra,x ~ diverge, pois HakxnkH=1

k

para todo k € N. Como (xn) e base subsimetrica,isto e, um

absurdo.

Suponhamos, agora, que inf|[ x || = 0. Entdo exis
te uma seqtlencia crescente de inteiros positivos (nk) tal
que |[ x, || < 1/k para todo k € IN.

k

Entao,para todo i € N,existe Xn tal que

ks

||Xnk‘H 2t ¢ ||X1” . Portanto, se a; = 1/||x1||, entio,
i

La,x converge. Mas ra,x. diverge, pois |!aixi|| = 1 para

n
ks

todo i € IN e temos novamente uma contradicao.

Portanto, infl[x [[ > 0e supll x [l < =.

Com os mesmos argumentcs prova-se que se (xn) e

simetrica entdo inf|| x [[ > 0 e supfl x Il <. O
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0 resultado acima e relevante para a demonstracao

do seguinte.

(3.39) Proposicdo. Toda base simetrica & subsime

trica.

Prova. Ver (3a.3) de [LT]. O

§4. FUNGCOES DE ORLICZ

0 objetivo deste paragrafo e estabelecer defini -
¢oes, notacoes e resultados conhecidos sobre funcoes de

Orlicz, que serac usados posteriormente.

(4.1) Definicao. Uma funcao nao-nula
M: [0,o[ -~ [0,o[ e dita funcao de Orlicz se M(0) = 0,

M(u) > 0 para todo u > 0, e M & convexa em [0,o[, istc e,

IN

M(au + (1-a)v) < aM(u) + (1-a)M(v)

para todo a € [0,1] e u,v € [0,[.

(4.2) Proposicao. Seja M uma funcao de Orlicz.As
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seguintes afirmacoes sao verdadeiras.

(i) se 0 < u; < u, < us, entao

M(u, )-M{uy)  M(uy)-M(u,)  M(uy)-M(u,)

Uu, = U U - U Us - U, ?

(ii)
(iii)

e uma funcao continua e crescente;
u

M
M(u)

e uma funcdo continua e nao-decrescen

=

te em ]0,«[;
(iv) Tim M(u) = =,

U->roo

Prova. Ver (2.6). [

(4.3) Proposi¢ao. Se M e uma funcao de Orlicz e

a > 0, entao a funcio N definida por N(u) = M(ou) e uma fun-

cao de Orlicz. Em particular, existe o > 0 tal que M(a) = 1

e, entao, M (u) = M(ay) € uma funcao de Orlicz com MT(u)

Prova. E facil mostrar que N e uma funcao de
Orlicz. Como M e continua e crescente (4.2.ii) entao existe

a > 0 tal que M(a) = 1, donde segue que M'(1) = 1. [

0 tecrema seguinte estabelece uma importante ca -
racterizagao das funcces de Orlicz, e e conseqtiencia de um

resultado geral sobre funcoes convexas.
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(4.4) Teorema. Seja M:i[0,=[ » [0,o[ com M(0)=0.

Entao as seguintes assercdes sio equivalentes

(i) M & uma funcdo de Orlicz;
(ii) para cada u € [0,»[, existe e € finita a de
rivada a direita M;(u) e Mi(u) >0 se u > 0;
a funcdo M, e nao-decrescente e continua 3
direita; tambem existe M' em [0,=[, a menos
de um conjunto enumeravel, e M' & nio detrq3
cente no seu dominio;
(i1i) existe uma funcdo p:[0,=[ - [0,o[ nao-de -
crescente, continua a direita, com p(t) >0

para todo t > 0 e tal que

I/
o

para todo u

Prova. Ver (A2), (A3) e (A4) de [B]. 0

(4.5) Observacdc. Seja M uma funcio de Orlicz.

(i) tendo em vista (4.4.ii) indicaremos por M'
a derivada a direita de M.
(ii1) E facil mostrar que se p € a funcao dada em
(4.4.4941) entao M'" = p em [0,~[, e, portan-

to, M(u) = 7Y M'(t)dt para todo u € [0,«[.
0



para todo h

que M(u)/u

a

-
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(4.6) Proposicao. Seja M uma funcio de Orlicz.En

(i) MG gy o M(2u)

u u

— —» Para todc u € ]0,[;

(ii) se M'(0) = 9, a funcido M(u)/u e crescente

em J0,e«[.

Prova. Seja u € J0,=[. De (4.2.1i) tem-se

M(u) - M(0) _ M(u+h) - M(u)
u B h

> 0. Portanto

< lim MCu+h) - M(u) = M'(u)

u hs0* h

E de (4.5.71) e (4.4.1i) tem-se

22U Mi()dt > s2u MU(t)dt

M(2u) =
0 u

Para provar (ii) lembremos que de

nao-decrescente. Suponhamos que

UzsUy € JO0,o[ comu, < u, e tais que M(u,)/u,

2 u M'(u).

(4.2.7111) temos
existam

= M(u;) /v, = a.

Como M'(0) = 0 existe 6 > 0 tal que

M(u)

u <o, Yu€ J0,8[.
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Seja u, € 10,8[ e u; < u,. Por (4.2.1)

M(uz) = M(Ul) ) M(u3) - M(uz)
U, - u; - Uy - U,

Mas

M(u2) - M(uy) AU, - oU,

n
©

>
u, - U, u, - u,

0 que e um absurdo. []

A seguir definiremos a funcao complementar de uma

funcao de Orlicz.

(4.7) Definicao. Seja M uma funcic de Orlicz com

M'(0) = 0 e 1im M'(t) = w. Entdo para cada s > 0 definimos a
ts>oo ’
inversa a direita de M' pela igualdade

q(s) = sup{t C [0,w[: M'(t) s}

117

e M*(v) por

para todo v > 0. A fung¢dao M* & chamada de fung¢ao complementar

de M,
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(4.8) Proposicdao. Se M e M* sio como em (4.7),en

(i) M* & uma funcdo de Orlicz e q = (M*)" -
[0 ,oo[;
(ii1) se M & derivavel e M' & continua e crescen.

te, entdo M* & derivavel e (M*)' = (M')"!.

Prova. Nao ha dificuldade em provar que a funcao
q definida em (4.7) & nao-decrescente, continua 3 direita e
com q(t) > 0, para todo t > 0. Portanto de (4.4.9i1) temos
que M* e uma funcao de Orlicz. E como q & continua 3 direita
em [0,~[, segue {i).

Para provar (ii) basta ver que pela hipotese M' &
Tt)
para todo t z 0. Portanto M* & derivave] e (M*)'(t):(MW'I(t)

0. O

inversivel e dai (M‘)_1 e continua, crescente e q(t)=(M")

v

para todo t

0 proximo teorema estabelece outras relacoes entre

uma func¢ao de Orlicz e sua complementar.

(4.9) Teorema. Sejam M e M* como em (4.7). En -

tao as seguintes assercGes sio verdadeiras.

(1) uv S M(u)+M*(v), Y u,v € [0,[;
(1) v(M*) ' (v)=M((M*)"(v))+M*(v), ¥ v € [0,=[;
(iii) uM' (u)=M(u)+M*(M'(u)), VY u € [0,[;

(iv) M*(v)=max{uv - M(u): u € [0,=[}.
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Prova. 0s itens (i), (ii)e (iii) sequem do teore
ma (2.18) de [B]. O Ttem (iv) & conseqliéncia de (i) e (ii) O
As seguintes propriedades serdo Gteis nos proxi -

mos paragrafos.

(4.10) Proposicdo. Se M e N siao funcoes de Orlicz

tem-se

(i) M**(u) = M(u), ¥ u € [0,0[;
(ii) M*(1) < 1, quando M(1) = 1;
(ii1i) se M(u) < N(u) para todo u € [0,1] e

M(1) = N(1) = 1 ent3o M*(1) = N*(1);

(iv) se M(u) < N(u) para todo u € [0,w[, entao
M*(v) = N*(v) para todo v € [0,w[;

(v) se o > 0 & tal que N(u) = oM(u) para todo
u € [0,0f, entao N*(v) = aM*(v/a) para to-

do v € [0,00[.

Prova. Sejam p a funcao dada em (4.4.iii) e q a
inversa a direita de p como em (4.7). Provemos que p € a in-

versa a direita de g, isto &, que para todo s € [0,=[

\/
(72
—
-
—
S

p(s) = sup{t C [0,w[: q(t)

Se s € [0,0o[ e r € [0,p(s)[ entao
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s € {t € [0,o[: p(t) > r}, e daf q(r) s s o que implica que
r - sup{t € [0,o[: q(t) < s}. Portanto

p(s) < sup{t € [0,o[: q(t) < s}.

A

Mas se t € [0,=[ e q(t) < s entao p(q(t))=p(s),
pois p e nao-decrescente. E como t - p(q(t)) (ver por exem -
plc o teorema (1.8) de [B]) entao t = p(s) donde segue que

sup {t € [0,=[:q(t) < s} < p(s), e (1) estda provado.

Comc de (4.8.1ii) tem-se q = (M*)f, entao por (1)
p(s) = {t € [0,=[: (M*)'(t) £ s)}

e dai por (4.7) e (4.4.1i1)

para todo u € [0,=[, e (i) esta provado.

Se M(1) =1, entao
sup{u-M(u): u € [0,=[} = sup{u-M(u): u € [0,1]} (2)

De fato, como M(v)/v e nao decrescente, ent3o u = M(u) para

todo u € [1,«[.



0 = u - M(u) = 1

E como para todo u € [0,1], M{u) £ u temos

que M*(1) < 1.

(2)

para

(4.9.

para

Se M e N sao como em (iii) entdo por (4.9.iv)

1AV

Tomando

M*(v)

n

v

todo v € [0,«[.

E se a,

iv)

N*(v)

todo v € [0,af.

- M(u) = 1.

sup{u-M(u): u € [0,17}
sup{u-N(u): v € [0,17} = N*(1).

M e N como em (iv) e usando (4.9.iv)

sup{vu - M(u): u € [0,»[}
sup{vu - N(u): u € [0,of} = N*(v)

M e N sao como em (v) entao tambem

sup{vu - N(u): u € [0,=[]
sup{vu - aM(u): u € [0,=[}
asup{%ﬂ - M(u): u € [0,o[} = aM*(

Qi<

O

90.

Logo de (2) e de (4.9.iv) temos

e
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(4.11) Exemplos. (1) Se p = 1 entao a funcao

M(u) = uP & uma funcao de Orlicz com M(1) = 1. E temos para

M*(v) = fv(l)(p-”-(s)p'1 ds

n
—
e}

1
—_
~
—

para todo v € [0,=[.

(2) Sea, 8 ER e o

"/

2, entao a funcao

0, se u =0
L 201- 8

N(u) =\ B e , se u € ]0,8[
u®, se u € [B,x[

e uma funcao de Orlicz. De fato

N(u) = | 2 2Be ., se u € 10,8[

qu® ™, se u € [g,w[



e nao-decrescente, pois para todo u € 70,p[
N (u) s 2p% T L et - ()

e o resultado seque de (4.4).

92.



CAPITULO III

§5. ESPACOS SEQUENCIAIS MODULARES

Seja (M,) uma seqtencia de funcoes de Orlicz. Se

X e o espago das seqllencias de numeros reais consideremos
| %k |
Q(Mk)={(xk) € X: = M (-—=) < », para algum t>0}

Como vimos em (2.9), se para cada (xk) € Q(Mk) de

finimos
: | %k |
[ = infet > 00z M (50 s 1)
entao (&(M ), | || ), ou simplesmente 2(M ), & um espaco  de

Banach. Este e o chamado espaco seqtiencial modular que passa

remos a estudar.
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Tendo em vista que os espagos seqllenciais de Or -
Ticz 550 um caso particular de espacos seqllenciais modulares,
como mostramos em (2.12), as definicoes e os resultados aqui
incluidos sac analogos aos ja estabelecides para espacos se -

qllenciais de Orlicz.

0 primeiro conceito importante que veremos e ¢ de

equivalencia entre seqtlencias de funcoes de Orlicz.

(5.1) Definicao. Sejam (Mk) e (Nk) seqllencias de

fung¢oes de Orlicz. Dizemos que (Mk) e (Nk) sac equivalentes,

ou que (Mk) e equivalente a (Nk),se Q(Mk) = Q(Nk).

(5.2) Proposicao. Se (Mk) e (Nk) sao seqllencias

de funcoes de Orlicz equivalentes entao a funcao identidade e

um isomorfismo de R(Mk) em R(Nk).

Prova. Seja I:Q(Mk) > Q(Nk) a funcao identidade.
E clarc que I e uma fun¢ao linear, injetora e sobrejetora. Pa
ra provarmos que I e continua usaremos o Teorema Grafico Fe -

chado.

Seja (x") uma seqléncia de elementos de R(Mk) tal

que

(1) (x") converge para zero em Q(Mk),
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(2) (x") converge para x - (xk) en Q(NP).

Sendo x" = (xE) para cada n € N, seque de (1) e
de (2.11) que lim T Mk(lxﬂi) = 0. Entdao, para cada
k €N, 1im Mk(|x2|) gég.kzéomo My e continua (4.2.i1)e M(u)=10
se, e SQ;Znte se, U =0 (4.1), entao 1lim Ile = 0 para cada
k € IN. "

Usando os mesmos argumentos, segue de (2) que
Aig Ixﬁ - xk| = 0 para cada k € N. Portanto, x, = 0 para to-
do k € IN.

Logo I e continua, e como ¢ sobrejetora, I & bi -

continua. [

Para o restante do trabalho sera fundamental 0
conceito de seqtiencia de funcgoes de Orlicz normalizada que de

finiremos a seguir.

(5.3) Definigao. Seja (Mk) uma seqtlencia de fun-

¢oes de Orlicz. Dizemos que (Mk) e normalizada se Mk(1) =1

para todo k € IN.

Como observamos em (4.3),se M e uma fungao de Or-



0% .

licz e se a > 0 ¢ tal que M(u) = 1, entao a funcao definida por
MY (u) = M(au) € uma funcao de Orlicy com MY¥(1) = 1. E conse-

qllencia disto o proximo resultado.

(5.4) Proposicao. Seja (Mk) uma seqlencia de fun
¢oes de Orlicz. Entao (M;) e uma seqtlencia de funcoes de Or

licz normalizada,e os espacos Q(Mk) e Q(ME) sao isometricos.

Prova. Para cada k € N seja a, > 0 tal que
Mk(ak) =1, e Mz(u) = Mk(aku). Seque de (4.3) que (Mk) e uma

seqllencia de funcoes de Orlicz normalizada.

+

Se, para todo (xk) € Q(Mk), definimos
¢((xk)) = (akxk), entio ¢ e uma isometria de Q(MZ) em Q(MP).

.

(
De fato se (xk) € Q\Mk

temos que
IM (o xy [7) = 2 M ([x [/t) < =

para algum t > 0, isto e, ¢((xk)) € Q(Mk). E facil ver que
¢ € linear, injetora e scbrejetora. E para todo (xk)E Q(ME)

temos que

| (x )1l = inf{t > 0: 3 MeClx 178) = 1)
= inf{t > 0: g Mk(aklxkl/t);1}4|¢“xk)HL

O
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(5.5) Observacao. Decorre do resultado anterior

que nao ha perda dc generalidades em supor (Mk) normalizada,

quando se estuda propriedades topologicas de Z(Mk).

Os proximos resultados sao uteis para garantirmos
a equivalencia entre duas seqtlencias de funcoes de Orlicz, e

serao muito usados nos outros paragrafos.

(5.6) Lema. Se (Mk) e uma seqtlencia de fungoes
de Orlicz normalizada e se (xk) € Q(Mk) entao
< (x|l Y n €N,

| x

Prova. Basta ver que para todo n € N

(5.7) Proposicao. Sejam (Mk) e (Nk) seqtiencias

de funcoes de Orlicz normalizadas. Se existirem numeros reais

positivos K, L, a, b e u e um numero natural ko’ tais que

0’
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KMk(au) < Nk(u) i LMk(bu), ' kgko, Y u € [O,UOL

entao (Mk) ¢ (NP) sao equivalentes.

Primeiramente, mostraremos que

Prova.
2(M ) Coa(N, ).
Se (xk) € Q(Mk) entao por (2.10),
L Mk(lxk]/||(xk)|b £ 1. Decorre de (5.6) que |x, | = | (x, )|l
Seja t, = max{ll(xk)ll, ||(xk)||/u0b}. En-

para todo k € IN.
tao [x, | = t,u,b para todo k € IN e assim,

T N (,IM) < 5 LM (—lfk—l)s L

Portanto (xk) € Q(Nk).
O

Analogamente mostra-se que Q(Nk) C &(Mk)

Sejam (Mk) e (Nk) seqtlencias

(5.8) Proposicao.
Se existirem numeros reais
de

de funcoes de Orlicz normalizadas.
positivos K, L e Uys um natural k_, e uma seqtllencia (uk)

[0,uo], tais que
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(i4) sup[IMan_Nk(u)|; u € [0,u [} converge,

[{ I woli!

k=1

entao (Mk) e (NP) sao equivalentes.

Prova. Se (xk) € Q(Mk), entao por (2,10)

¥ Mk(lxkl/H(xk)H <1,

E de (5.6) temos que [x,| = ||(xk)|| para todo k € N. Se
to = max{ || (x [ o | (x )] 7ugy entdo |x | = u,t,, para todo
k € IN.

Consideremos o0s conjuntos

E o= (k €IN: k2 k, e [x | <uct],

I\

Vv
<
+

Foe gk €N ko kg oo [x | 2uty.

[1\74

Para cada k € IN seja

B = sup{|M (u) - Nk(u)|: u € [0,u,[}.
Entao

o | % | | ¥k | |®

s N, ( ) = £ N ( )+ N (=29

kek . Kt kee K Yo 1 ker Kt
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X | X, |
. {Mk(—l—tk')+8k}+ ; LMk(ItkW
k€EE 0 kEF 0
(o0 0 x
< ¥ Bk + max{L,1} ¢ Nk(ltkl),
k:k k:k 0
0 0

0 que implica que N (|x,|/t_ ) converge. Portanto
k k )

n 8
—

z(Mk) C z(Nk).

De forma analoga prova-se que Q(Nk) C R(Mk). O

(5.9) Observacao. E importante notar que para ob

termos os resultados (5.7) e (5.8) s0 analisamos o comporta -
mento das fun¢oes em vizinhancas do zero. Em geral, veremos
que para o estudo dos espagos seqllenciais modulares, feitonnes

te trabalho, este comportamento e um dos mais importantes.

Cbservemos que o resultado sequinte e valido tam-

bem para seqllencias nao-normalizadas.

(5.10) Proposicdao. Sejam (Mk) e (Nk) seqtlencias

de funcoes de Orlicz. Suponha que existam ndmeros reais posi
tivos L e K, um numero natural kos € uma seqtencia (uk) de nu

meros reais nao-negativos, tais que
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(i) K Mk(u) 2 Nk(u) s L Mk(u), Y k;ko,

Vuz Uy,

(ii) = Mk(uk)'converge.
Entao (Mk) e (Nk) sao equivalentes.

Prova. Sejam (xk) € z(Mk) e o >0 tal que

LM (]x [/7a) < o,

Considere os conjuntos

E = {k 2 kg : |xk| < au, }
Fre (k2 ks x| 2 aud.
Entao
oo X X X
oy L n Lkl oy (e
k=k, & KEE o KCF &
< v N, (u,) + 15 LM (}Xkl)
Tkep KK T g T ka
M © X
< L[ T Mk(uk) + S Mk(JakI) <
k=k, k=k,

o que implica que (x,) € 2(N, ). Portanto 1M C 2(N ).
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Prova-se de forma analoga que Q(Nk) C Z(MP) 0 que

termina a demonstracao. J
(5.11) Corolario. Sejam (Mk) e (Nk) seqllencias

de funcoes de Orlicz, e seja k0 €IN tal que Nk = Mk para todo

k 2 K- Entao (Mk) e (Nk) sao equivalentes.

0 conceito de quase-igualdade, que veremos a sequir

sera importante para obtermcs uma reciproca de (5.7).

(6.12) Definicao. Dizemos que duas seqliéncias de

fung¢oes de Orlicz (Mk) e (Nk) sao quase-iguais se, para cada
k € INsexiste u = 0 tal que Mk(u) = Nk(u), para todo u : Uy s

e 5 Mk(uk) < .

(5.13) Proposigao. Se (Mk) e (Nk) sao seqtlencias

de funcao de Orlicz quase-iguais entao (Mk) e (Nk) sao equiva

lentes.
Prova. O resultado segue imediatamente de- (5.10). [

0s proximos resultados e definicdes serao muito

importantes para o estudo dos espacos seqenciais modulares.
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(5.14) Definicao. Seja (Mk) uma seqliencia de fun
coes de Orlicz. Dizemos que (x,) € c(M ) se zM, ([x, |/t) < =

para todo t > 0, isto e,

C(Mk) = {(xk) € Q(Mk): ZMk( T ) <=, ¥V t > 0}.

(5.15) Proposicao. Seja (Mk) uma seqllencia de funcoes

de mﬂicz.ﬁwﬁoc(Mk) e um subespaco vetorial fechado de Q(Mk),e
a seqllencia (ek) e uma base incondicional de c(Mk). Alem dis
so, (ek) e uma base normalizada de C(MP) se, e somente se,

(Mk) e normalizada.

Prova. E facil ver que c(Mk) e um subespaco veto

rial de Q(Mk).

Para provar que C(Mk) e fechado, seja (xn) uma se
qllencia de C(Mk) que converge para X = (xk). Entao se xmﬁxﬂ)

et >0 tem-se de (2.11) que

- n
e 2]x - x|
o Kot ) - 0

Dai e da convexidade de Mk segue que para algum n € IN,

2|XE'XkI
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e entao (xk) € c(Mk).

Em (3.8) e (3.29) provamos que (ek) e uma seqUén—
cia basica incondicional de Q(Mk). Para garantirmos que
c(Mk) = [(ek)] basta mostrar que se (xk) € C(Mk) entao
k.

Seja (xk) € C(Mk) e para cada n € IN considere
X e'. Dado e > 0, temos M (|x,|/e) < «, e entdo exis

N tal que 3 M Clx [/€) < 1 para todo n = n_. Assim
k=n :

(o]

n||§ epara todo nzn_, 0 que implica que (x, )=Tim

como || eX|| = infl{t > 0: Mk(%) =1} e M, e cont?

nua e crescente (4.2.i1), |]ek|| =1/MQ1(1), para todo k € IN.

k
I

Portanto, H e = 1 se, e somente se, Mk(1) = 1 para todo

k €eN. O

Da demonstracao do resultado anterior seqgue 0 se-

guinte corolario.

(5.16) Corolario. Seja(Mk) uma seqgllencia de fun -
coes de Orlicz. Entio (xk) € c(Mk) se, e somente se,

(xk) = Zxke

(5.17) Proposicdao. Se (Mk) e (Nk) sao seqllencias

de funcoes de Orlicz equivaientes entao c(Mk) = (N ).
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Prova, Decorre de (5.2) que a funcao identidade

e um isoformismo de z(Mk) em Q(Nk). Logo, se (Xk) € C(Mk),en

n
tao existe 1im ¢ xkek em Q(Nk) e, portanto (Xk) € C(Nk). E
n-+o k=1
reciprocamente c(Nk) C C(Mk). Portanto C(Mk) = c(Nk). O
(5.18) Proposicao. Se (Mk) e uma seqtlencia de

funcoes de Orlicz entao as seguintes afirmacoes sao equivalen

tes:

(1) 2(M) = c(M )3
(1) M (I [) <e ¥ (x ) € a(my);

(i1i) a seqléencia (ek) e uma base de Q(Mk).

Prova. E evidente que (i) implica (ii). Suponha
que vale (§i). Se (xk) € Q(Mk) entao (Axk) € z(Mk) para todo
A >0 e dai ZMk(Alxkl) < . Portanto (x, ) € c(M), e entao

(i) e verdadeiro.

Decorre que (5.15) que (ii) e (i) sao equivalen -

tes. O

(5.19) Proposicao. Se (Mk) e uma seqtencia de

funcoes de Orlicz entdo sioc equivalentes

k) € uma base limitadamente

(ii) a seqllencia (e

completa de c (M),
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Prova. Suponha que vale (i). Por (3.24) provar
(ii) e mostrar que se (ak) e uma seqlléncia de numeros reais

n -
com sup || akeki| < w, entao Zakek converge.
n€N k=1

oo
Se || = = B, para todo n € IN entao

|/

M (la |/8) = 1. Portanto

n ™~M>3

) 1Mk(|ak|/6) = 1, e daf E

(ak) € Q(Mk). Como (ak) € c(Mk) entao de (5.16),(ak) = Zage

e (ii) esta provado.

Para provar que (ii) implica (i) seja (xk) € Z(MQ.

' n
Entao xM, (|x [/a) < 1 para algum 4 > 0, e daf ki Mk(lxkl/a>é1

1
para todo n € |N.

n
Portanto sup || = xkek]{ < a e de (ii) temos que
n€EiN k=1
Zxkek converge, Por (5.16) (xk) € c(Mk), e assim (i) esta
provado. [

(5.20) Lema. Seja (Mk) uma seqtlencia de funcoes
de Crlicz normalizada, e suponha que Q(Mk) nao contenha subes
pacos isomorfos a g_. Entao para toda seqlléncia (xk) € 2(M )
com sz(lku) < e,tem-se lim x, = 0.

Prova. Suponha que exista uma seqtiéncia
(y,) € 2(M ) tal que ZMk(kaI) < @,e que ndo tenhamos

Tim Yy = 0.
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.

;
M, (8)

(2o}

A < o,

Entao existem uma subseqllencia (yk ) e 8 >0 tais
X

que, 0 < 8 < |yk | para todo i € IN. Como
i f=f i

entao tomando o = Bmin{1,A'1} temos que ¢ Mk (a)

i=1 i

A
—_—

Para cada (ai) € ¢, definimos T(a,) = (x, ) por

;s se k = ki paira algum i € IN,

0, se k # k, para todo i € IN.

Desta forma temos uma fungao T:0 - R(Mk), que evidentemente

o0

€ linear e injetora. Tambem e continua, pois para a:amla“>0,

oo a L4
) = M ,(—| 1|0L) < 1

e temos

Tl = [Tl = 2= Laaoy.

Alem dissc por (5.6), para todo i € IN, vale a relacao

- la. |
la;[ s inf{t>0: z M <l$l—) s 1y = [ TG,
i=1 i
e entdo ||(ai)|| < [|T(ai)||-

Portantc T & um isoformismo de £ num subespago
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de Q(Mk) 0 que contraria a hipotese. [J

Temos, agora, condicoes de estabelecer uma espée -
cie de reciproca de (5.7), que & analoga ao resultado (4.a.5)

de [LT].

Lembramos que, conforme (4.5), se M & uma funcio

de Orlicz, M' indica a derivada a direita de M.

(5.21) Teorema. Sejam (Mk) e (Nk) seqllencias de
fungoes de Orlicz normalizadas e suponha que a seqlien
K

cia (e seja base de z(Mk) e de z(Nk). Entao sao equiva

lentes:
(1) 2(M) = 2(N)s
(i1) existem seqdéncias normalizadas (ME)
(NE) quase-iguais, respectivamente a (Mk)
e (Nk), tais que, existem reais positivos
K, L, e Uys € um natural kO para ©s quais

vale

para todo k > k_e todo u € [O,uo].

Prova. Segue de (5.7) e de (5.13) que (ii) impli-

ca (i). Observamos que nio foi usado que (ek) e base de
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Suponhamos que (i) seja verdadeiro.

Para cada n,k € IN seja
Uy p=suplu € [0,n"*7:n M (u) < N (u)3. (1)

Afirmamos que existe p € IN tal que T Mk(uk ) converge.
k=1 ?

Para provar isso suponhanos que I Mk(uk n) di-
k=1 :
verge para todo n € IN. Podemos entao tomar uma seqllencia
. . 3 . N ( .
crescente de inteiros positivos ‘Jn)nCW tal que
1 Inii

1. < 2 \
e <L +1Mk(“k,n) S5, ¥onenw.
In

Le fato tomemos ji = 0 e suponhamos escolhido jn € IN. Como

k§' Mk(uk,n) diverge existe
“Ine1
In+1 : ) ,
Jj = min{i € N: g M, (u >n °}
n
- jn+1'1 -2 -
Dail segue que 1Mk(uk n) < n . Como M (u)/u e uma fun -
k:j + . ~
n

n 2, para todo k € IN,

IA

cac nao-decrescente, Mk(uk,n) < uk,n

e em particular para k = jn+1’ entao
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Jn+1 2
< Z.l Mk(uk,n) = ?{E—.
k=Jn+1

1
n?

Seja (xk) uma seqllencia dada por
Xk:ukJP se J <k < N para algum n € IN,

Entao (xk) € Q(Mk) pois

(Ix.]) = § ot (u, )
M X = ¥ ¥ M, (u
k* 17k n=1 k=j +1 k*7k,n®

n ™8

2/n2 .

1A
n ™8

k=1

De (i) segque que (xk) € Q(Nk) e entao, como (ek) e base de

2(N ), de (5.18) vem que ZNk(lxk]) < w,

Decorre de (1) e da continuidade das funcoes M

K e
N, que n Mk(uk,n) < Nk(uk,n)' Daj
o N(I |) o) jn+1 ( )
p) X = I z N, (u
k=1 K Tk n=t k=g +1 KoK
o J-n+1 ( )
2 I ) n M (u
n=1 k=j +1 K koD
n
S |
n=1 n’

0 que e uma contradigao.

Seja p €N tal que ¢ Mk(uk p) < o, Vamos definir

uma seqliencia de funcoes (ME) quase-igual a (Mk).

Por hipotese z(Mk) tem base e entao,por (3.10) sa-
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bemos que Q(Mk) nao contem subespaco isomorfo a 2_. Dai de

(5.20) temos que lim u, = 0. Seja ky €N tal que u, < p2,
com Yk, P

para todo k 2 k;.

Se k 2 ky entao de (1) vem que
N (u) < pMp(u), ¥ ou € Jup wp77 0,
e, usando a continuidade das funcoes Nk e Mk’ temos que

Nk(u ) < pMk(uk,p)

Portanto Nk(u ) = pMk(uk,p)'

k,p
Se 1 < k < k, definimos ME = M, e para k 2 k; se

Jja
=1
§ _ p Nk(u)s se u € [O’UK,p[’
M (u) =
Mk(u), se u € [Uk’p,m[.
E claro que para cada k 2 k; ME e continua, e
ME(1) = 1. Para mostrar que ME e de Orlicz, basta verificar

que P—INQ(Uk p) < MI'((uk p) e usar (4.4),

Se k 2 k,, temos que,péra u € ]uk p,p'z],
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e entao

Ny .
(ME)(“k ) = lim -0

0 que implica que

k(uk,p) s Mé(uk,p)'

Assim (ME) e uma seqllencia de funcoes de Orlicz
normalizada quase-iqual a (Mk). E e facil verificar que se

].

2

k > k, entao ME(U) 2 P-lNk(u) para todo u € [0,p~
§

Agora obteremos a partir de (Mk), uma seqtlencia

de funcgoes (NE), quase-igual a (Nk).

Para cada k, n € N seja

t = sup{u € [0,n"%]: n Nk(u) < ME(u)}.

Lembrando que,de (5.14) e (5.2),temos que
Q(ME) = Q(Mk) e (ek) e uma base de g(ME), usando 0s mesmos
argumentos da parte anterior pode-se mostrar que existe q € IN

com % Nk(t ) convergente, e que existe k, € IN tal que

k 1 k)q
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< q % para todo k z k,.

k,q
§

Se 1 < k < k, tomemos Nk = Nk’ e se k > k, seja

o108
Q" Mp(u), sewu € 0.ty 05
Nk(u), se u € [tk,q,w[.

De forma analoga a0 que ja foi feito mostra-se que

(NE) e uma seqlencia de funcoes de Orlicz normalizada quase-

igual a (N, ). E tambem temos que N§(u) > q'1M§(u), para todo
k k k

k > k, e todo u € [0,q7%7.

v

-2

Portanto, se k, = max{k,,k,}, u_ = min{p ®,q" %},

0
K=q el = p entao

para todo u € [0,uo] e k >

O

§6. AS CONDICOES A, UNIFORME E 4% UNIFORME

As condigoes A,-uniforme e Af-uniforme terao um
papel importante na caracterizacao dos espacos seqtlenciais

modulares separaveis, e no estudo dos duais destes espacos.
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Lembramos que, como em (4.5), se M & uma funcio

de Orlicz, indicaremos por M' a derivada a direita de M.

(6.1) Definicdo. Uma seqléncia de funcoes de Or-

licz (Mk) satisfaz a condicao A,-uniforme, se existem constan-

tes Kz 1 e k0 €N tais que
uMé(u)
< K
Mk(u)

para todo k 2 k_,e todo u > 0 com Mk(u) < 1.

(6.2) Definigdo. Uma seqtiéencia de funcoes de Or-

licz (Mk) satisfaz a condigao p%-uniforme, se existem constan-

tes L > 1 e k0 € IN tais que

=
=~
<
v
—

e todo u > 0 com Mk(u) < 1.

(6.3) Proposicao. Seja (M, ) uma seqlencia de fun

coes de Orlicz normalizada. Entao (M) satisfaz a condicdo
A, -uniforme se,e somente se, existem constantes K = 1 e

ko €IN tais que
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Y u € 10,1[.

E tambem (Mk) satisfaz a condicao AX-uniforme se, e somente

se, existem constantes L > 1 e kO €N tais que

uM&(u)
M (u)

v

L, Y k 2 k Y u € J0,1[.
Prova. E decorréencia imediata das definicoes (6.1)
e (6.2),e do fato de que uma funcao de Orlicz e crescente

(4.2.4ii). 0O

(6.4) Proposicao. Uma seqiéncia de funcoes de or
licz (Mk) satisfaz a condicao ap,-uniforme [A¥-uniforme] se, e

+ . . =~
somente se, (Mk) satisfaz a mesma condicao.

Prova. Se (Mk) satisfaz a condigao A,-uniforme,

\

entao existem constantes K > 1 eko €N tais que

uMé(u)

— e YV us>20 com M(u) < 1.
Mk(u)

IA

K, Y k 2 k

Para cada k € N seja @y > 0 tal que Mk(ak) = 1.

Como M, e crescente, tem-se 0 <« Mk(aku) < 1 para todo

u€ J]0,1[. E Tembrando que M:(u) = Mk(aku), obtem-se
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u akMk(uku)
My (o u)

A
~<

para todo k 2 k0 e ue€ J0,1[.
]

A outra asserc¢ao prova-se de forma analoga.

Seja (pk) uma seqllencia de nume-

(6.5) Exemplos.
Pk para u € [0,~[, entao

> 1. Se Mk(u) = u

ros reais com P
(MP) e uma seqllencia de funcoes de Orlicz normalizada,

uMQ(u)
_ Y ue€ ]0,o[, Y k € IN.

= pk’
My (u)
e k. €N tais que P S K para to-

Se existem K > 1 "

k,>entao (Mk) satisfaz a condicao A,-uniforme.
2 L para to

do k 2
Se existem L > 1 e k, €N tais que Py

do k 2 ky,entao (Mk) satisfaz a condicao AX-uniforme.
Dessa forma podemos obter exemplos de seqléncias

de funcoes que satisfazem a condicao A,-uniforme e nio satis-

uniforme e, reciprocamente, que satisfazem Az-unifor

fazem A§-
me e nao satisfazem A,-uniforme.

Os resultados (6.6) e (6.7) mostram a semelhanca

da condigao A,-uniforme com a condicao 4,, definida em (1.18),
em

e com a condigao A, para uma funcao de Orlicz, definida

(4.a.3) de [LT].
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(6.6) Proposi¢do. Seja (Mk) uma seqiencia de fun

¢oes de Orlicz normalizada, que satisfaz a condicao Ay-unifor

me. Entao as seguintes assercdes sao verdadeiras:

(i) existem constantes o« = 1 e k, €N tais que

M (2u) <a Mk(u), Vue€T [0,1/27, V¥ k

I\

k ko;

(i1) existe ko € N tal que para todo y > 1 exis-
tem constantes a(y) 2 1 e u(y) > 0 tais que
McCyu) < aly) M (u), ¥ ou € [0,u(y)],

V k 2 ko.

Prova. Se (Mk) satisfaz a condi¢do A,-uniforme,

entao existem constantes ko ENeKz21 tais que

uMi(u)
— = K, Y u € [0,1], Y k 0"
Mk(“)

v
=~

IV

Para todo u € [0, 1/2] e todo k 2 k_ temos que

0
2u M!'(t)
k dthfZ”%dt,
u Mk(t) u
entao
M (2u)
an( k ) < K gn(zu) = K . gn2

e dai
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o que prova (i).

Para demonstrarmos o item (ii) seja vy > 1, e tome
mos kO €N como em (i). Seja n € N tal que y < 2N e
u(y) = 27", Ent3o, usando o Ttem (i), temos que para todo

u€[0,27 "1 e k 2 K,

=
=~
_
=2
<
S—
IN
=
s
-~
no
<
S
A

n
K™M (u)
0 que termina a demonstracao. [J

(6.7) Proposicao. Seja (Mk) uma seqtlencia de fun

¢oes de Orlicz normalizada. Entao sao equivalentes:

(i) (Mk) satisfaz a condicao p,-uniforme;
(ii) existe k € IN tal que para todo y > 1, exis

tem constantes o(y) 2 1 e u(y) > 0 tais que

(a) M (yu) < a(y)M (u), ¥ ue [0,u(v)], ¥ kk,
(b) Tim u(y) z 1,

17
(¢) 1im «ly)-=1 . .
y+1+  y-1

Prova. Suponha que vale (i), isto e, que existem

K> 1e Ko € IN tais que
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< K, YV ue€e 30,1, V k = k (1)

Considere L > K 2 1 e seja 1 < Yo < L(L-1)""

Se 1 <y sy entdo y < L(L-1)"" e daT Loyl + v > o0,

0

I 1
G(Y) = L_,YL+Y e U(Y) = Y'

Seja k 2 k e u € [0,a(y)]. Como yu < 1 e K<L,

decorre de (4.2.1) e de (1) que

Mk(yu+h)—Mk(Yu)

< 1i
YU - u hl?* h
| LMk(YU)
= Mk(yu) $ s

Entao (L - yL + y)Mk(yu) < yMk(u),e dai Mk(yu) < a(y)Mk(u).

n

Para y > Yo seja n(y) = min{n € N:y < Yo - Nesse
caso definimos a(y) = [a(yo)]"(Y) e uly) = u(y,) Y;n(Y)=Y_20”'1

Entao,se k 2 kO e u € [0,u(y)] temos que

M) < M 00 1) 5 aly)3"0) W () -at) (),
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0 que prova o item (a).

Para provar (b) e (c) basta observar que

(4
-—

Tim u(y) = 1im =
y>1+ Y1

e que
. aly)-1 Y. [ X 1
A L ) S =T 7]

< vin |t
Y17 | (L-yLy) (y-1)

= lim L = L.

y>1+ L-yL+y

Suponhamos, agora, que (ii) seja verdadeiro.

Decorre de (c) que existem numeros reais K =2 1 e

Yo > 1 tais que

alv)-1 vy € 11,v,L.
v-1

E de (b) temos que existe y, € ]1,y0[ tal que
Q(Yl) > 1.

Seja k 2 k_ewue€ 10,10 C 10,a(y,)[. Segue de

0
(4.2.1) que
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M, (u+h)-M (u) M (y,u)-M, (u)
i = i KoK gk K
h-+0+ Tal-u

e dai, usando (a), temos que

uMy (u) " yk(Y1U)-Mk(U)

Mk(u) Mk(u) . Yiu-u

I

Mk(Y1U)ka(U)
Mk(u)(Y1-1)

Il

aly1) M (u)-M, (u)
Mk(u)(Y1“1)

IA

G(Yl)—1

IA
=<

IIA

Yi-1

Portanto (Mk) satisfaz a condicao Ay-uniforme. [

Em (6.9), temos uma propriedade do espaco Q(Mk),

quando (Mk) satisfaz a condigcao A,-uniforme, ou A*-uniforme.

(6.8) Proposicdao. .Seja (Mk) uma seqllencia de fun

¢oes de Orlicz normalizada. Se (Mk) satisfaz a condicao
Ar-uniforme [AX-uniforme], entao existem constantes K 2 1
[L > 1] e ko €N tais que Mk(u) > uk [Mk(u) < uL],para todo

u € [0,1] e k 2 ko‘

Prova. Se (Mk) satisfaz a condi¢ao A,-uniforme,

entao existem constantes K > 1 ek, €IN tais que
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< K, Y k = ko, Vu€ J0,1[.

Sendo assim, se t € [0,1] temos que

ML (u)
f1 k d 1 k
t Mk(u)

e entao Qn(Mk(t)) z ¢nt. Portanto Mk(t) > K para todo
t € [0,1] e todo k 2 ko'

Analogamente prova-se a outra assercao. []

(6.9) Corolario. Seja (Mk) uma seqliencia de fun-
coes de Orlicz normalizada. Se (Mk) satisfaz a condicao
A, -uniforme [A}-uniforme],entao existe p 2 1 [qg > 1] tal que

R(Mk) C 2y [Q(Mk) B) ij.

Prova. Suponha que (Mk) satisfaca a condigao
A,-uniforme. Sejam (xk) € Q(Mk) et >0 tais que
LM ( |xk|/1:) < 1. Entdo por (6.8), existem constantes K21 e ko €N
tais que |

@ lxkl)K ® kal

< n M ( )
K=k, kek KT

0
e portanto, sendo p = K, (xk) € Lp.
Analogamente prova-se a outra assercao. [J

E como conseqllencia imediata de (6.9) temos o se
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seguinte corolario.

(6.10) Corolario. Seja (Mk) uma seqllencia de fun
¢oes de Orlicz que satisfaz a condicao A,-uniforme. Nestas

condigoes, se (xk) € Q(Mk) entao 1im Xp = 0.

Nao e verdade que se (Mk) e (Nk) sao seqllencias
de funcoes de Orlicz equivalentes, e se (Mk) satisfaz a condi
¢ao A, -uniforme [A)-uniforme], entao (N ) satisfaz a mesma

condicao, como mostra o proximo exemplo.

(6.11) Exemplo. (1) Seja 2 < P, € 3 para todo
p
k €EN e Mk(u) -u K. claro que (Mk) satisfaz a condicdo

Ad,-uniforme (6.5).

Para cada k € N seja 8, > 0 tal que M, (8,)-1/2%.

Definimos

0 Bk s se u =0
P 2(1- K
Nk(U) =4(g ) " e , se u € 10,p,(
upk . se u € [Bk,w[.

Segue de (4.11) que (Nk) e uma seqllencia de fun -

coes de Orlicz.

Como g Mk(sk) = 1 decorre de (5.13) que (Mk) e

(Nk) sao equivalentes. Entretanto



124.

uNé(u) ZBk
= Y u € ]O,Bk[
N, (u)

u

0 que implica que (Nk) nao satisfaz a condic¢do.a,-uniforne.

(2) Seja (Mk) uma seqllencia de funcoes de Orlicz
normalizada que satisfaz a condicao A¥-uniforme. Como MP e
continua e crescente (4.2.7i) existe B, € 10,1[ tal que

M (B ) = 1/25. Logo, s (8,) = 1. Definimos

(M, (8, )u
'k*‘k—_ s se u 6 [038 [s
Bk k
N (u) =4 |
My (u) , se u € [B ,=[.

De (4.6.1) segue que Nk e nao-decrescente e, portanto, usan-
do (4.4) temos que (Nk) e uma seqﬂéncia de funcoes de Orlicz
normalizada. Por (5.13) temos que (Nk) e (Mk) sao equivalen-
tes. Entretanto (Nk) nao satisfaz a condicao A*-uniforme,

pois para todo k € IN

uNQ(u)

= 1, You € 10,80
Ny (u)

Os proximos resultados mostram que em alguns ca -
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sos, uteis no restante do trabalho, as condicdes A,-uniforme

e Ay-uniforme sao mantidas pela relacido de equivaléncia (5.1).

(6.12) Proposicad. Seja (Mk) uma seqllencia de

funcoes de Orlicz normalizada. Entdo existe uma seqliencia de
fun¢oes de Orlicz normalizada (Nk) equivalente a (Mk)’ tal que
NQ(O) = 0 para todo k € IN. Alem disso, se (Mk) satisfaz  a
condigao A,-uniforme [A¥-uniforme] entao (Nk) satisfaz a mes-

ma condicao.

Prova. Se k € IN, como Mk e continua e crescente

(4.2.41), existe g, € 10,17 tal que M (g,) = 1/2%, e assin
B M (8 )

M (B,) = 1. Seja p, =

Por (4.6.1), tem-se P 2t.

Vamos considerar dois casos.

19 caso: Suponhamos que Py > 1, para todo k € IN.

Definimos
upkMk(Bk)
‘p s se u e [O,Bk[
k
_ (8,)
Nk(U) = k
Mk(u) > Se u € [By,ol.

E facil ver que Ny e uma funcao nao-decrescente e entao, por
(4.4.44), N, & uma funcdo de Orlicz. Logo (Nk) e uma seqtlen-

cia de fun¢oes de Orlicz normalizada com NQ(O) = 0 para todo
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k € N. E por (5.13), as seqllencias (Mk) e (Nk) $ao0 equiva]eﬁ

tes.

Alem disso, para todo k € IN

uNll((u) pk s se u e [Oask[a
1 uM/!(u)

Ny (u) k , se u € [g .ol
J Mk(U)

o que implica que (Nk) satisfaz a condicao A,-uniforme [Af-uni

forme], se (Mk) satisfaz a mesma condicao.

29 caso: Suponhamos que P = 1 para algum k € IN.

Neste caso, vamos definir uma seqllencia de funcoes

de Orlicz normalizada (ME), equivalente a (Mk) para a qual tem-se

> 1, Y kK €N,

e e tal que satisfaz a condicao A,-uniforme [A¥-uniforme], se

(Mk) satisfaz a mesma condicao.

Feito isso, aplica-se o resultado do 19 caso a se
qllencia (ME).

Seja o conjunto

B M (8 )
M (B,)

E={k€IN: :1}.
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Se k ¢ E, tomemos ME = Mk’ e se k € E definimos

( Mk(Bk)u

, Se u € [O,Bk[,

S (2-m (8,))

§

Mk(u) =9

2Mk(u)-Mk(Bk)
2-M (8,)

s, Se u € [Bk,w[.

L
§

Temos que (Mk)' e nao-decrescente, pois de (4.6.1)

decorre que

M (B ) My (8})

<

B(2-M (2,))  2-M (B,)

Como ME(1) = 1 entao (ME) e uma seqllencia de funcoes de Orlicz
normalizada,
Se k € Eeuc€ [0,8,1, entao, por (4.2.1i1),

skMk(u) < u Mk(sk), e dai

M, (B, )u
ME(U) - Mk(“) = kK - Mk(U)
Bk(Z'Mk(Bk))
g, M, (u)
< k_k - Mk(u)
By (2-M, (8,))
= 1 - 1) Mk(U)
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Portanto
Zsup{|ME(u)-Mk(u)]: u € [O,Bk[} < ZMk(Bk) <1 (1)

o que da (5.8.i1i).

Se k € E e u € [Bk,1], ent§o da definicao de M§

k
temos
M, (u 2 M, (u)

———k( ) < ME(u) < —————k( ' .

2-Mk(6k) z-Mk(Bk)
Como 0 < 1 <1 e 2 2 1, entao para todo k € IN

2-Mk(6k) 2-Mk(6k)
[-—’_}Mk(u) < ME(U) < [zm}mk(u) (2)

para todo u € [Bk,1].

Como vale (1) e (2) segue de (5.8) que (Mk) e (ME)

sao equivalentes.

Temos, tambem, que
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~

B M (B,)
_k_i.(_k)’ se k E E,
&y, M (8,
§ B "y
MP(B,) 28, M) (B,)
k™ "k ——5—5——3—, se k € E,
L

5,
B, ()" (8,)

Logo —5 > 1,para todo k € E.
M (B )

Resta mostrar que se (Mk) satisfaz a condicao

A, -uniforme [Af-uniforme],entao (ME) satisfaz a mesma condi -

¢ao
Se k € E entao
1 s se u € J]0,g,[,
u(H$)* (u) .
ME(u) 2uMé(u)
5 se u € [Bk,1[.
LZMk(u)'Mk(Bk)
Mas como
2uMy (u) ] qu((u)r My (u)
2M, (u)-m, (8, ) Mk(u){Mk(u)—Z'le(Bk)

e para u € [sk,1]
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Portanto se k € IN

aM (o) (M) () uMy ()
M (W) M () M, (u)

A
no

para todo u € J0,1[, o que termina a demonstracdo. [J

(6.13) Proposic¢ao. Seja (Mk) uma seqflencia de

funcoes de Orlicz normalizada. Entao existe uma seqllencia de
fungoes de Orlicz normalizada (Nk),equivalente a (M ), tal que
Tim N/

u-> k
faz a condicao A,-uniforme [A¥-uniforme] entao (Nk) satisfaz

(u) = = e NQ(O) = 0 para todo k € N. E se (Mk) satis -

a mesma condicao.

Prova. Devido a (6.12) podemos supor, sem perda
de generalidade, que ML(O) = 0, para todo k € N,

Para cada k € IN definimos

M (u) , se u € [0,1[,
Nk(u) =

u Mk(u) . se u € [1,o[.

Nk(i), entao Ny e

nao-decrescente. De (4.4) temos que Nk e uma fungao de Orlicz.

Como M&(1) < Mk(1) + 1Mé(1)

Alem disso, NQ(O) = MQ(O) = 0, e por (4.2.1v),
Tim Ny (u) = Tim (M (u) + uMé(u))= w,

U->c U->co
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Sendo Nk(u) o Mk(u) para todo u € [0,1] e todo
k € IN temos que se (Mk) satisfaz a condicdo A,-uniforme
[Af-uniforme] entao (Nk) tambem satisfaz; e de (5.7) conclui-

mos que (N,) e (M ) sao equivalentes. [J
k k

(6.14) Proposicao. Seja (Mk) uma seqtencia de

funcoes de Orlicz normalizada que satisfaz a condicao Ap,-uni-
forme. Entao existe uma seqlencia de funcdes de Orlicz norma
lTizada (Nk),equiva]ente a (Mk), que satisfaz a condicao

b, -uniforme, e tal que para todo k € N, N'(0) = 0, N' & uma
k k

funcao continua, crescente, e 1im Nk(u) = o, Alem disso, se
Y->co

(Mk) satisfaz a condicao AZ¥-uniforme entao (Nk) satisfaz a

mesma condicao.

Prova. Decorre de (6.13) que podemos supor

0) =0 e lim M/

k(u) = « para todo k € IN.
U->e

Para cada k € IN definimos
Mk(t)
t
1 Mk(t)

t

dt

dt

para todo u € [0,=[.

E claro que (Nk) e uma seqléencia de funcoes de

Orlicz normalizada. Como Nﬁ(u) = Mk(u)/u, para todou € ]0,=[,
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e M'(0) = 0 entao por (4.6.i1) temos que Ny e crescente em
10,»[. Como Mk(u)/u e nao-decrescente (4.2.i1i), & facil ver

que Nk(u) < MP(u) e, portanto,

e de (4.6.1), 1im Né(u) = 1im Mé(u) = o,

y-—>oo U-co

Por hipotese (Mk) satisfaz a condicao A, -uniforme,en

v

tao existem constantes K2 1 e k0 €N tais que

uMé(u)
< K, Y u € J0,1[, Y k 2 k

- .
My (u) .

Decorre dai e de (4.6.1) que

M (t) M (t)
¥ < Mé(t) < K T Y t € ]J0,1[, ¥ k 2 ko’
e assim, se u € [0,1] e k 2 ko,
M, (t) M (t)
I ST M (u) s ks kt dt. (1)
0 0

Portanto de (5.7) segue que (Mk) e (Nk) sao equivalentes.

Decorre de (1) que (Nk) satisfaz a condicao

A,-uniforme, e que se (Mk) satisfaz a condigao Azy-uniforme,en
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(N,) tambem satisfaz. [J

(6.15) Proposicao. Seja (M, ) uma seqléncia de

funcoes de Orlicz normalizada. Suponha que existam constan -

tes K 2 1, k, €N e g € ]0,1[ tais que

(ii) - < K, Youe€e J0,g[, VY k 2k

Nestas condigoes, existe uma seqtlencia de funcoes de Orlicz
normalizada (Nk), equivalente a (Mk), que satisfaz a condicao

A, -uniforme.

BM, (8)
Prova. Para cada k € IN, tomemos Pp = Te
M, (8)
mos de (A) que P < K para todo k 2 k-
Definimos
P
B kMk(U)
(5) s se u € [0,8[,
M (B
N (u) =S ¥
P
u k 5 se u € [B,[.

E facil ver que N& e uma funcao nao-decrescente,

e Nk(1) = 1 para todo k € N. Entao (Nk) e uma seqllencia  de
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funcoes de Orlicz normalizada.

Tambem temos que

(uM; (u)
T s SeUEJO,B[,
uly (u) Mk(u)
= {
Ny (u) ,
Py s se u € [B,=f,
uN&(u)
e assim de (A) vem que _N—?—Y < K,para todo k z ko e para todo
 (u

u€ 10,o[, o que implica que (Nk) satisfaz a condicao A, -uni-

forme.
Se k 2 kg entao P, < Ke dai,sendo ¢ = inf MP(B)
temos que
Pk
gk < B < %
M, (8)
e, portanto
K

para todo u € [0,8], o que ,lembrando (5.7),implica que (Nk) &

(Mk) sao equivalentes. [J]

(6.16) Proposicao. Seja (Mk) uma seqllencia de



funcoes de Orlicz normalizada que satisfa
forme. Suponha que existam constantes L

o € J0,1[ tais que

Nestas condigoes ,existe uma seqtlencia de
normalizada (Nk),equiva]ente a (Mk), que

A¥-uniforme e A,-uniforme.
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z a condicao A,-uni-

> 1, kO €N e

€ J0,x], V k 2 kO

fungoes de Orlicz

satisfaz as condicoes

Prova. Por hipotese existem constantes K > 1 e
ky € IN tais que
uMQ(u)
— < K, Y u€ [0,1], Y k 2 k, (1)
M (u)
aMé(a)
Para cada k € IN seja 9 = ,€ definimos
My ()
[ q
a kMk(u)
= s se u € [0,al,
M, (a
Nk(u) =4 k
9
u s Seé U € [a,~[.

' E facil ver que N

k e uma funcdo nao-decrescente,e

dai segue que (Nk) e uma seqllencia de funcoes de Orlicz norma
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lizada.

Segue de (1) que q, = K para todo k z k,, e sendo

¢ = inf Mk(a) temos que

e, portanto

para todo u € [0,a] e todo k = k;. Decorre entao de (5.7) que

(MP) e (Nk) sao equivalentes.

E para todo k € IN temos que

puMé(u)
—_— se u € ]0,a[
uNk(u) ] Mk(u)
N, (u)
qk’ se u € [a,[,
!
uNé(u)
Dai por (1) e (B) segue que L < , < K, para todo u € ]0,=[
N, (u)
k

e todo k 2 max{ko,kl}. Portanto (Nk) satisfaz as condigoes

A,-uniforme e A¥-uniforme. 1
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§7. ALGUNS RESULTADOS SOBRE ESPACOS SEQUENCIAIS MODULARES SE-

PARAVEIS

O primeiro resultado importante deste paragrafo o
o (7.2), que traz a caracterizacao dos espacos seqlenciais mo
dulares separaveis. E interessante notar a semelhanca de (7.2)

com a proposigcao (4.a.4) de [LT].

0 restante deste paragrafo e dedicado ao estudo
dos subespagos dos espacos seqllenciais modulares separaveis,

onde destacamos as proposi¢oes (7.5), (7.9), (7.10) e (7.12).

Em todo esse paragrafo (Mk) indicara uma seqllen -

cia de funcgoes de Orlicz normalizada.

Em conseqtlencia de (5.4), os resultados (7.5),
(7.9), (7.10), (7.12), (7.14) e (7.15), sao validos tambéem pa

ra seqléncias de funcoes de Orlicz nio-normalizadas.

(7.1) Lema. Se (Mk) satisfaz a condi¢ao A,-uni -

forme, entao Q(Mk) = c(Mk).
Prova. Sejam (xk) € Q(Mk) e s >0 tais que
sz(lxkl/s) < w, Setzxz2séclaro que IM (x| /t) < o,

Considere, agora, t < s. Decorre de (6.6.i1) que

para y = s/t existem constantes a(y) 2 1, u(y) > 0 e k, € IN
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tais que
Uy < aly) My (u), You € [0,u(y)], ¥ k 2 ky.

E de (6.10) tem-se que 1im [x, | = 0. Entdo existe k, € N tal

k+oo

que lxkl < u(y)s para todo k = k,.

Assim, se k, = max{k,,k,} entao

|Xk| 'Xk|
My [~—) &

0 ' 0

) < o

N ™8
I
Q

<

N ™8
=
-~

k=k

Portanto sM, ([x,|/t) < « para todo t > 0, isto &,
(x,) € c(M). O

(7.2) Teorema. As seguintes assercoes sao equiva

lentes.

(1) (Mk) e quase-igual a uma seqllencia de fun
¢oes de Orlicz normalizada que satisfaz a
condicao (A) de (6.15);

(i1) (M) e equivalente a uma seqliéncia de fun
k 4

¢oes de Orlicz normalizada que satisfaz a
condicao A,-uniforme;
(111) oM ) = c(M);

(iv) a seqllencia (ek) e uma base de Q(Mk);
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(v) Z(Mk) e separavel;

(vi) Q(Mk) nao contem subespaco isomorfo a

ob}
>
-

(vii) c(Mk) nao contem subespaco isomorfo a

o
O

Prova. E facil mostrar a partir de (6.15) e (5.13)
que (i) implica (ii). Por outro lado, se existe uma seqllén -
cia de fungoes de Orlicz normalizada (Nk),equiva]ente a (Mk),
que satisfaz a condicao A,-uniforme, entao de (7.1), C(Nk) =
= Q(Nk), de (5.1),2(Nk) = Q(Mk) e de (5.17),2(Mk) = C(Mk).POE

= 2(M

tanto, c(Mk) =

k)'
E conseqliencia imediata de (5.18) que (iii) e (iv)
sao equivalentes. Decorre de (3.9) que (iv) implica (v), e

como £ nao e separavel, & claro que (v) implica (vi).

Em (3.29) mostramos que (ek) e uma base incondi -
cional de c(Mk). Entao por (3.32.11) e por (5.19) temos que

(vii) e equivalente a (iii).

Portanto para terminar basta provar que (vi) im -

plica (i).

Para cada k,n €N seja

U p = Sup{u € [0,2-"y. uMy (u)

0%

2an(u)}.

Como de (4.2.1‘1‘),Mk e continua, e de (4.4),M£ e nao-decrescen

te, e facil ver que
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] S n
yk,an(uk,n) & 2 Mk(uk,n)
e entao por (4.6.1)
n
Mk(2uk,n) > 2 Mk(uk,n) (1)

para todo k,n € IN.

Afirmamos que existe p € N tal que v Mk(uk )< o
k= »P

1
Suponhamos que isto seja falso, isto e, que para
fodo n €N, kaMk(uk,n) divirja. Com os mesmos argumentos
usados na dem;nstracéo de (5.21), podemos mostrar que existe
uma seqdéncia crescente de inteiros positivos (jn) tal que pa

ra todo n € N

E M, (u < 2
on ke +1 k*“k,n 2n-1
n
Para cada (a,) € &_ definimos (x)) = T(an) por
Xi = anuk,n’ se jn < k < jn+1’ para algum n € IN,

Entao T e uma funcao com valores em z(Mk), que e um isomorfi§
mo na imagem,

De fato, T(an) € Q(Mk) pois, lembrando que M

convexa e (2) temos que
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o n+1 |a lu o n+1
n=1 k=j _+1 2|](an)||m n=1 k=j +1 .
-
€ I — =1
n=1 2"

Desta desigualdade segue, também, que ITCa )l = 2 @ ),
E facil ver que T & linear e injetora. Portanto, para garan-

. - . . 7 -
tirmos que T e um isomorfismo na imagem, basta provar que T

e continua.

Tomemos (a ) € 2_ com [[T(a )|l = 1. Entao

n
|{(an)Hoo = supla | < 2. Com efeito, se la,| > 2 para algum

i €N, entao lembrando (2) e (1),

J

o n+1 | , ) i+1 (| |
z z M, (la_]|u > z M a.lu, .)
n=1 k=j +1 k n'“k,n k=3 .41 k 17k,
n i
T ( |
> X M, (2u

k=g o1 KK
J

v

i+1 i
5 2°M, (u, .) > 1,
k=ji+1 k' 7k,

e dai “T(an)H > 1, o que & absurdo. Portanto, T~ & conti -

nua e || T < 2.

Portanto, z(Mk) contem um subespaco isomorfo a £ s
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0 que contradiz a hipotese de (vi).

Concluimos que existe p € IN tal que I Mk(u
' k=1

Como M, e continua e crescente, podemos tomar

k,pl <

k(uk,p) + 2°P. Temos que Y € 1.

Y > U, p tal que Mk(yk)
< 27P e M(u)/u @ nao-decrescente,

De fato, como uk b

-p ~
Mk(uk,p) < U p < 27" e entdo Mk(yk) < 1.

Para cada k € IN, definimos

(uM, (y, )
—f,——k— , se u € [0,y [,
k N
Nk(u) = 1
LMk(u)’ se u € [y, ,=[.

Vamos mostrar que (Nk) tem as propriedades desejadas.

Como Y S 1 tem-se que Nk(1) = Mk(1) = 1. De
(4.6.1) segue que Mk(yk) < ykM'(yk), e dai Ny e uma fungao
nao-decrescente. Logo, por (4.4), (Nk) e uma seqllencia de
fungoes de Orlicz normalizada. E como ZMk(ykﬁi(Mkhm p)+2"p)< o

segue de (5.12) que (N, ) e quase-igual a (M, ).
k k

Vamos verificar que (Nk) satisfaz a condicao (A)

de (6.15). Comecemos por (ii).

se 27P < y, entdo

uNé(u)

S Y u € 30,27Pq,
Nk(U)
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e quando y, < 27P

1, se u € ]0,yk[
uNL(u)
T T TuM! (u)
Nk(u) k — se u € [yP,Z'p].
Mk(u) '

Como Yy > uk’p=sup{u € [O,Z’p]: uML(u)gZpMk(u)},

entao para todo u € [yk,Z'p]

uNy (u) uM, (u)

= < 2p

E tambem (Nk) satisfaz (i) de (A) de (6.15), pois

inf Mk(2'p) > 0. Com efeito, supondo que inf Mk(Z'p) = 0, en

k€N k EIN N

tao existe uma subseqllencia (Mk (27P)) tal que = My (27P)< o,
‘ ' i i=1 i

E facil ver que 5L(Mk ) e isomorfo a um subespaco de Q(Mk), e
]'
entao de (vi) temos que (M, ) ndo contém subespaco isomorfo
i

a g_. Logo por (5.20) 1im 2°P - 0 o que e, evidentemente, um

i
absurdo.
Como
[ -p -p
_ Mk(2 ), se y, < 2 F,
N, (27P) = ¢
k 2"PM(y,) ]
s se 27P < Yy o
Lk
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entdo N, (27P) = M (27P) para todo k € N,e daf inf N (27P) > o,

KEN
Portanto (Nk) satisfaz a condicao (A) de (6.15). []

k

Para um estudo dos subespacos de Q(Mk) que faremos

a seqguir, precisamos dos seguintes resultados.

(7.3) Lema. Em 2(M,) seja (u,) uma base de blo -
k k pk+1

cos normalizada de (ek). Se para cada k € N, U = I Gl
D izpk+1 !
k+1 _ ~

e N (u) = = Mi(|ai|u)’ entao (N ) e uma seqliencia de fun
i=pk+1 '

coes de Orlicz normalizada. Se (Mk) satisfaz a condicao

A,-uniforme, entao tem-se

(i) (Nk) satisfaz a condicio A,-uniforme;

(i4) LX) U, converge em Q(Mk) se, e somente se,

Zxkek converge em (N ), isto e, (u ) e equi

valente a base (ek) de 2(N

k).

Prova. Se N, e como na hipotese, entao e claro

que e uma fung¢ao de Orlicz, para cada k € IN.

Prst
Como 1 = || u |l =inf(t > 0: z MyCla,/7t) < 13,
D 1=pk+1
k+1
entdo I Mo(las]) = 1 e daf N (1) = 1, para todo k € IN.
1=Pp +1

Como (M, ) satisfaz a condi¢ao 4,-uniforme, exis -

tem constantes k € IN e K = 1 tais que,vMé(v) < KMk(v) para
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todo v € J0,1[ e todo k 2 ko

Seja u € J0O,1[ e k = koo Como Mo(las|) <1, en -

tao o.|ul < 1. Além disso, lembrando que (p,) & crescente

> -

temos p, = k z k . Dai

uN; (u) PRt ulos [Mi(|a,|u)

b 5 P17 i )
N, (u) i=p +1 Prat
k l\ z M.(ICL
'i:pk+1

Pr+1 KM. (o u) ;
z = .
i=p, +1 Pk
z Mj(lajlu)

i:pk+1

IA

E isto prova que (Nk) satisfaz a condicao 4, uniforme.

Para provar (ii) suponhamos, em primeiro lTugar,
que Zxkek converge em z(Nk). De (7.2) tem-se que (ek) e base

de 2(N, ) e, entao de (5.18) segue que ZNk(kaI) < =, Como

< x

N (I ) = g I M (fagx )

o P+
z z Xp0.:€
=1 i=pk+1 k !

.i
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converge em R(Mk).

Analogamente prova-se que,se LX U, converge em
ek converge en Q(Nk). Portanto (“k) e equiva

]

Q(Mk), entao Ix
k).

=~

lente a (e

(7.4) Lema. Suponha que (Mk) satisfaca a condi -
¢ao A,-uniforme. Em Q(MP) seja (uk) uma base de blocos norma

lizada de (ek).

Entao,existe uma subseqlléncia de (uk),que e
uma seqllencia basica,equivalente a base (ek) de algum espaco
seqllencial de Orlicz 2(N).

P : Pt

Prova. Se u, = = ae e N (u)=2  M(|a|u)
. i k . it
i=p+1 i=p, +1

entao,decorre de (7.3.1i),que (N ) e uma seqiiencia de funcoes
de Orlicz normalizada,que satisfaz a condicao A,-uniforme, is

to e, existem constantes ko €N e K 21, tais que

uNé(u)
N, (u)

YV ue€ J0,1[. (1)

IA
~
<<
=~
v
o

Alem disso, de (6.14) e (5.2) podemos supor, sem

perda de generalidade, que Nk e continua para cada k € IN.
Em [0,1] a seqtencia (Nk)k>k e equilimitada,pois
o o
e normalizada. Aléem disso, & eqllicontinua. De fato, se

u,t € [0,1], ent3ao pelo Teorema do Valor Médio,existe
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S € 10,1[ tal que
[N (u) - N (8] = Ng (s ) fu-t].

Usando (1) e o fato de que a funcio Nk(u)/u e nao-decrescente

temos

[N (u) - N ()] s 22 |u-t|

para todo k 2 ko.

Portanto, seque do Teorema de Ascoli-Arzela [E-p.

329] que existe uma subseqtlencia (Nk ) que converge uniforme-
i

mente em [0,1] para N € C ([0,1]). Podemos tomar (N tal

k.

- i

que, sup{|Nk'(u) - N{u)|: u € [0,1]} ¢ 1/21,para todo i € IN,e
i ,

entao

(2)

\/
—_—

.§1sup{|Nk.(u)-N(u)|: u € [0,1])
i= i

Como para todo u € [0,1], N(u) = 1im Nk'(u), e

1

claro que N(0) = 0, N(1) =1 e que N & uma funcao convexa em

(0,11.
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Queremos definir N em [0,[, conservando a conve

xidade. Para tal, observamos que se 0 = u < t < 1 entio

N(t)-N(u) - ]Nk_(t)—N(t)|+|Nk.(t)-Nk_(u)|+|Nk.(u)-N(u)|
1 1 1 1

IA

|Nk_(t)-N(t)|+K(t-u)+|Nk_(u)-N(u)|
1 1

para todo i €IN, e assim fazendo ki ~ o obtem-se

Dai, sendo N'(u) a derivada a direita de N em t, temos que
N'(u) £ K. Portanto, definindo N(u) = uK para u € [1,°[, se

gue de (4.4) que N e convexa em [0,[.

Como &(N) e um particular espaco seqliencial modu

lar (2.12), entao por (2) e (5.8) temos que 2(N) = Q(Nk ). E
» i
usando (5.2), temos que a funcao identidade & um isomorfismo
de ¢(N) em 2(N_ ).
i
Como (Nk.) satisfaz a condicao A,-uniformes por
i
(7.2) temos que Q,(Nk ) e separavel. Portanto 2(N) tambem &
.i

separavel,e por (7.2) a seqlléncia (ei) e base de 2(N).

Segue, facilmente, de (2) que T N(|X1|) conver-
i=1
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P . +1
1

ge se, e somente se, 1 N (Ix:]) = T = M.(a.|x.])

converge. Dai de (5.18) e (5.16) temos que ine] converge
& pk-+1 2 m‘
em 2(N) se, e somente se, L ! x.a.ed = LX .U conver-
. - 1] ioq 1 k.
1= J=py +1 1 i
.i
ge em Q(Mk).
Portanto a seqliencia (uk ) e uma seqflencia basi-
. ; o
ca de g(Mk), equivalente a base (e') de o(N). [J

Estamos, agora, em condicoes de obter os sequin-

tes resultados.

(7.5) Proposigao. Sejam z(Mk) um espaco seqtlen-

cial modular separavel e Y um  -oespaco fechado de Q(Mk). En
tao
(i) existe um subespaco de Y isomorfo a um es-
paco seqllencial modular g(N,);
(ii) existe um subespaco de Y isomorfo a um es-

paco seqllencial de Orlicz g2(N).

Prova. Em conseqtiencia de (7.2) e (5.2) podemos
supor, sem perda de generalidade, que (Mk) satisfaz a condi-

¢ao A,-uniforme.
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Por (7.2) a seqlléncia (ek) e uma base de R(Mk).

Decorre de (3.18) que existe um subespaco Z de Y,que tem uma
“)

3

base (zk) que e equivalente a uma base de blocos (uy) de (e
onde 0 <s < |l u | = r,para todo k € N. Como de (3.29)
“)

(e”) e incondicional, segue de (3.31) que (u /[ u D e uma

Ky

base de blocos normalizada de (e"), equivalente a (zk).

Por (7.3.i1) temos que (u,/|| u |l ) e equivalente
a base (ek) de um espaco seqtiencial modular Z(Nk). Entao
(zk) e equivalente a (ek),e usando (3.14) temos que Z e iso-

morfo a Q(Nk).

Usando os mesmos argumentos obtem-se (ii), apli-

cando (7.4). [0

(7.6) Corolario. Sejam &£(M) um espaco seqilen -
cial de Orlicz separavel e Y um subespaco fechado de 2(M).En

tao existe um subespaco de Y isomorfo a um espaco seqllencial

modular R(Nk). E existe um subespaco de Y isomorfo a um es-

paco seqllencial de Orlicz 2(N).

Prova. E conseqllencia imediata de (7.5) lembran
do que um espaco seqllencial de Orlicz e um particular espaco

seqlencial modular (2.12). [

(7.7) Proposicao. Seja Q(Mk) um espaco seqllen -
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cial modular separavel. Entdo existe um subespaco complemen
tado de Z(MP),isomorfo a um espaco seqllencial modular Z(Nk).
E tambem existe um subespaco complementado de R(Mk) isomorfo

a um espaco seqllencial de Orlicz 2(N).

Prova. Por (7.2) e (5.2) podemos supor que z(Mk)

satisfaz a condi¢ao 4,-uniforme.

k]')

) e

Seja (e 1.) uma subseqllencia de (ek). Como (e
A s
e uma base de blocos de (ek),segue de (7.3.11) que (e !

equivalente a base (ek) de um espaco R(Nk) (na verdade Q(Nk)z

Como (ek) e base incondicional de Q(Mk) (3.29),
K 4 _
segue de (3.30) que [(e ')] & um subespaco complementado de

.k _
Q(Mk). E de (3.15) temos que [(e ')] & isomorfo a Q(Nk).

Com os mesmos argumentos usados acima e de (7.4)
prova-se que existe uma subseqdéncia (ekj) de (eki) que e
equivalente a base (ek) de algum p(N). Portanto,de (3.30) e
de (3.15),segue que [(ekj)] e um subespaco cdmp]ementado de

g(Mk) isomorfo a g(N). [J

Os proximos resultados sdo conseqléncias de (7.6)

e do teorema (1) de [LT1], que enunciaremos a seguir,

(7.8) Teorema. Todo espaco seqllencial de Orlicz

separavel contem um subespaco isomorfo a algum zp, para
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p € [1s°°[-

- (7.9) Corolario. Sejam 2(M.) um espaco seqtlen-
cial modular separavel,e Y um subespaco fechado de Q(Mk). En

tao Y contem um subespaco isomorfo a algum gp para p € [1,»[.

(7.10) Corolario. Se z(Mk) e um espaco seqllen-

cial modular entao ele contem um subespaco isomorfo a algum

zp para p € [1,«=].

Prova. Se Q(Mk) nao e separavel entao por (7.2),
ele contem um subespaco isomorfo a L -
Se Q(Mk) e separavel o resultado decorre de

(7.9). O

Nessa linha ainda temos a proposicao (7.12), e

para prova-la precisamos do sequinte lema.

(7.11) Lema. Suponha que (Mk) satisfaca a condi
¢ao p,-uniforme. Seja (yi) uma seqtlencia basica de Q(Mk)

tal que || y. ||

v

a > 0, para todo i € IN, e Tim eE(yi) = 0 pa
ra todo k € IN, onde (eE) e a seqUéncia de fagiionais biorto-
gonais associados 5 base (ek). Entao existe uma subseqtlencia

de (yi),que e seqﬂéncia basica equivalente a base (ek) de al

gum espag¢o seqllencial de Orlicz 2(N).
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Prova. Como || yill = a > 0 para todo i € N e

Tim eﬁ(yi) = 0 para todo k € IN, por (3.19) tem-se que existe

1->c0

(yi ) subseqliencia de (yi),que e seqtlencia basica equivalen-
n

te a uma base de blocos (up) de (eX), o que 0 < s _ Hudl <.

(4]
o
o
%]
(¢]
o
)

Dai, por (3.29) e (3.31), (u, /] uk||)

blocos normalizada de (ek), equivalente a (uk).

Logo,de (7.4),temos que existe uma subseqléencia
de (u /|l uplly,que & seqllencia basica equivalente 3 base (ef)
de algum espa¢o seqflencial R(N). Portanto, existe uma subse
qllencia de (yi ) que e equivalente 5 base (ek) de 2(N). O

n

(7.12) Proposicao. Sejam z(Mk) um espaco seqllen

cial modular separavel,e X um subespaco fechado de Q(Mk). Se
(z,) e uma base incondicional de X com 0 < s < |zl s r.pa
ra todo i € N, entao X contem um subespaco complementado iso

morfo a algum espaco seqllencial de Orlicz 2 (N).

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que (Mk) satisfaz a condicao A,-uniforme.

Primeiramente, suponhamos que X seja reflexivo.
De (3.26) temos que (Zi) converge fracamente a zero. Logo
Tim e*(zi) = O,para todo k € IN. Entdo o resultado segue de

i >

(7.11), de (3.30) e de (3.14).

Observemos que por (7.2), X nao contem subespaco
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isomorfo a c¢_, portanto, por (3.32.ii), (z.) e 1imitadamente
que

completa.
Assim, se X nao e reflexivo de (3.25) segue

O

nao e dualizavel,e dai, por (3.34.i) temos que X contém

(z,)
um subespaco complementado isomorfo a 2.

Em (7.15) daremos uma caracterizacdo dos espacos

seqllenciais modulares, que sao isomorfos a um espaco seqllen -

de Orlicz, usando os conceitos de bases simetricas.

cial
Suponha que (Mk) satisfaca a condi
k) com

(7.13) Lema.
Seja Y um subespago fechado de 2(M

¢cao A,-uniforme.
Entao (z.,) e equivalente a base

uma base subsimetrica (Zi)'

(ek) de algum espac¢o seqtlencial de Orlicz 2(N).
Prova. Como (Zi) e base subsimetrica, de (3.38)

segue que existem constantes r e s tais que 0 < s = [| z.|| sr

i €N.
Logo, por (3.20), IeE(zi)l = 2Kr, para quaisquer
de

para todo
Vamos mostrar que existe uma subseqtlencia (w_)

k,i € IN.
tal que,a seqtlencia (eE(wn))n€ N converge para todo kEIN.

(z.)

i
X(z1)) e 1imi-

Como (e¥(z4)) e limitada, (Zi) tem uma subseqtien
E como (e} :
2

cia (z}) tal que (e;(z%)) converge.
(22) de (z%) tal que (e;(zi))

tada existe uma subseqlliencia
Suponhamos que para k € N, k > 2 temos uma seqtlen

converge.
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k-
; ) onde e§(;.

k-1

cia (z 1)iUN converge, para todo j € {1,2,...,k-1.

;

Entao como (el’(‘(zl].<’1))1.€IN e limitada, existe uma subseqtléncia
k k"'1 k >

(21.)1.€|N de (Zi )iEIN tal que (eﬁ(zi)) converge, e dafi,

(e*(zk). converge para todo j € {1,2,...,k}.
J 7171€IN

Definimos W, o= zg para todo n € IN. Entao (Wn) e

subseqgtiencia de (Zi) e de (z?) para todo k € N e, portanto,

(e*(w_)) converge para todo k € IN.
k" 'n’’ n€N .

Assim, tem-se que l;: eﬁ(w2n+1 - w2n) = 0 para
todo k € IN. E decorre de (7.11),que existe uma subseqlléncia

de ( - w2n)nGIN que e equivalente a base (ek) de algum

w2n+1

espaco seqlencial de Orlicz 2(N). Seja (wy, 4 - W,
J J

)jEW
esta tal subseqtlencia.

Como (Zi) e base incondicional, entao (W2n-) e
' J
seqtlencia basica incondicional e da7, Zaj(w2nj+1 - w2nj) con

e Za.w convergem. E pe

verge, se, e somente se Zajw 3 2nj+1

2nj
lo fato de (z,) ser subsimetrica, concluimos que Zajzj con -
verge, se, e somente se Zaj(w2n.+1 - w2n_) converge, isto e,

J =

(;i)e equivalente a ( - w2nj)de’ Portanto (z,) e

w2nj+1
equivalente a base canonica de £(N). [J

(7.14) Proposicdao. Se um espaco seqllencial modu

lar 2(M, ) tem base subsimetrica, entdo 2(M.) & isomorfo a al

gum espaco sequencial de Orlicz separavel 2(N).



156.

Prova. Por (3.9), Q(Mk) e separavel. Devido 3
(7.2) e (5.2) podemos supor que (Mk) satisfaz a condicao
bp-uniforme. E dai, o resultado ¢ conseqténcia imediata de

(7.13). O

(7.15) Corolario. Um espaco seqllencial modular
Q(Mk) tem base simetrica se, e somente se, z(Mk) e isomorfo

a um espaco seqllencial de Orlicz separavel 2(N).

Prova. Como toda base simetrica e subsimetrica
(3.39), entao segue de (7.14) que,se £(Mk) tem base simetri-

ca,entao e isomorfo a um espaco seqilencial de Orlicz 2(N).

A outra afirmacao segue do fato de (ek) ser base

simetrica de &(N) (ver(4.a.2) e (4.a.4) de [LT]). T[]

§8. 0 DUAL DE ESPACOS SEQUENCIAIS MODULARES

Neste paragrafo, mais precisamente em (8.3), ob-
teremos a caracterizacao do dual de um espaco seqtlencial mo-
dular separavel. E em (8.6) estabelecemos condicdes necessa

rias e suficientes para que um espa¢o seqllencial modular se
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Ja reflexivo.

Estes resultados sao analogos, respectivamente,
a (4.b.1) e (4.b.2) de [LT], que se referem aos espacos se-

qlenciais de Orlicz.

Em todo este paragrafo, (Mk) indicara uma seqtlén
cia de funcoes de Orlicz normalizada com MQ(O) =0 e
Tim Mk(u) = «, para todo k € IN, o que devido a (6.14) nio
U->oo

trara perda de generalidade e nos permite definir M*, como

em (4.7).

(8.1) Definicdo. Para toda seqliéncia (x)) de nu

meros reais definimos

I = suptxxy, |+ smeCly, ) < 13,

(8.2) Proposicao. Tem-se que .
2(M) = {(xp): Hl(xk)HI < w},e que em ¢(M.) a funcdo |||-]]| &
uma norma equivalente a |[+|| . Mais precisamente

I (Xk)” = ”I(Xk)”l S le(xk)” . (Xk) € 2(M ).

E entao (a(M ), ||| [l]) & um espaco de Banach.

Prova. Se 0 = (xk) € t(M) e (y ) e tal que
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ZME(|yk|).§ | entao,pela desigualdade de Young (4.9.1)

kaykl < M |Xk|

S M (——) + M*(|y,|), ¥ k emN.
‘ k k k

lkxk)” Ikk”

E
Portanto & —5 E. < 2, o entdo IO = 2l ) ]

O ) I

Por outro,lado se (x,) & tal que 0 < x| < =,
entao z|x,y, | < IH(xk)IH sempre que ZM*(lykl) < 1. Como

Hl(xk)Hl # 0 entao x, = O,para algum k € N. Vamos mostrar

*k
que Mk(—_ —) < 1,
G 1]
Seja z, = IXkI/HI(xk)HI. Supondo que
EM(My(2)) < 1, entdo ZIXkME(Zk)I < ITGx IS dsto e,

szMé(zk) s 1. Como, por (4.9.iii) temos que

Dai (x,) € 2(M,) e Cx DI < |H(xk)|H.

Resta, entao, provar que ZM*(M&(zk)) £ 1. Supo -

nha que isto seja falso. Entao existe N, €N tal que
§1ME(Mé(zk)) > 1,e.t¢]quezk¢ 0,para algum k < n,. Pela con

vexidade de ME temos que



0 0
' * 1
k>;~1M§[Mk(zk)/k/;1 ME(My (2,)0) 1
Portanto
no no
1 - * ! < | -
k§1[ZkMk(Zk)/k;1 ME(M (2, ) < {1z )] =1
e entao
izl g e )
y oz, M'(z < v M*(M!(z
o kK K koq KKk

Disto e de (1) temos que

0 0
p MEM (z,)) 2 5 z, M (z,)
£ P e i ik 2
RPN
= £ M (z + ¥ M¥(M'(z
o kIR R TR E
n
_ 0
0 que e um absurdo, pois ¥ Mk(zk) > 0.
k=1
E facil mostrar que ||| ||| @ uma norma em a(M)s o

que termina a demonstracao. [J]

A sequir caracterizaremos o dual de c(Mk).
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(8.3) Teorema. 0 espaco c(Mk)* e isomorfo a
2(Mf). E se (Mk) satisfaz a condicdao A,-uniforme entio

Q(Mk)* e isomorfo a z(ME).

Prova. Se (My) satisfaz a condi¢ao A,-uniforme
decorre de (7.2) que c(Mk) = Q(Mk); e se c(Mk)*.é isomorfo a

Q(ME), entao z(Mk)* e isomorfo a Q(ME).

Resta provar que c(Mk)* e isomorfo a Q(ME). Indi

caremos por || |k a norma de 5 (ME).

Seja (yk) € Q(ME). Definimos a aplicagao T(yP)
em c(Mk) por

Como ZM*

IA

1, segue de (8.1) e (8.2) que

[ II*

|“(Xk)|” IKyk)”*

A

2%y, |

A

2 1O 1y ) T

para todo (xk) € c(Mk).

ngo e claro que T(yk) € c(Mk)* e que
T < 20y ) [l

Portanto e facil ver que a aplicacgao
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T:l(ME) - c(Mk)* definida por (1) e linear, injetora, conti-

nua,e que ||| < 2.

Para terminar basta mostrar que T e sobrejetora.

n

Sejam f € c(Mk)*, ey, f(ek) para todo k € IN.

Como,por (4.10.1), Mg* = ME, temos

Iy Il = suptzlzy, |ompx(lz, ) < 1)

sup{z|z,y, [:2M, (2, ]) = 1} (2)

1]

Vamos provar que (yk) € Q(ME)
= supl(x, ) I[(x )]« < =}
Se (z,) e tal que IM ([z, |) < 1 entdo,para todo

n € IN,tem-se

n n
s lzyy, | = 5 osglzyy,)z,y
poy KR T kYk’ 2Kk
n k
= f( 2 sg(z,y, )z e”)
k=1
. k
< ifll I = sglzpy )zet|
k=1
n
= el 1 =

K
zpe' || s |If|
k=1 K



Portanto 2|z y, | < |If|l , e entdo [|[(y ) ]Il

E, finalmente, por (5.16) e por f

mos que,para todo (xk)

isto e, f = T(yk). 0

€

1

n

“Mk)
Zxkyk

-k
Zxkf(e )

162.

lIF 1l

ser continua te

E importante notar que mesmo quando (Mk) e norma-

lizada, a seqllencia (ME) pode nao ser normalizada.

Mostrarg

mos que,em certos casos,isso pode ser remediado.

(8.4) Lema.

a >0 e ko, € IN tais que M§(1) >

cada k € IN,definimos

Seja (M

K

para todo u € [0,~[, entao

(i) (T

de tal

a,para todo k 2 Ko

modo que existam

Se,para

) oe (M§) sao equivalentes;
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(i1) (Mi ) e (M) sao equivalentes,

Prova. E claro que (Mi) e uma seqllencia de fun -

¢oes de Orlicz normalizada.

De (4.10.1i1) temos que ME(1) < 1, e entao

para todo k > ko e u € [0,wf.

Portanto, o resultado decorre diretamente de

(5.10). O

(8.5) Lema. Suponha que (Mk) satisfaca a condi -
¢ao A¥-uniforme e que Mé seja continua e crescente, para todo

1) e como em (8.4), entao

k € IN. Se (M
(i) (Mz) e (Mﬁ) sao equivalentes;
(i) (Mi*) e (Mk) sao equivalentes;

(iid) (Mi) satisfaz a condicao a,-uniforme.

Prova. Sejam L > 1 e ko €EIN tais que
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n
A4

L, Y ue€ Jo,1[ e Y k k
)
u)

Para provar (i) e (i1) basta mostrar que existem
a >0 e kO €N tais que ME(1) > a,para todo k 2 k,» e usar

(8.4).

Decorre de (6.8) que Mk(u) 2 gyt = N(u) para todo

u € [0,1] e k 2k . Por (4.10.i11) e (4.11) temos que

-1
(L-1)(1)L(L_1) . Portanto, M¥(1) 2 a > 0 pa

M¥(1) 2 Nx(1) [ K

k k
ra todo a > 0.

Para provarmos que (Mi) satisfaz a condigao

A,-uniforme tomemos u € JO,1[.

Como M e continua e crescente, para cada k € IN
existe t, > 0 tal que Mé(tk) = u. E como por (4.6.1)

M 1

(1) 2 1, temos que t, € J0,1[.
k k

Portanto se k 2 k_, usando (4.8.i1) e (4.9.ii1)

concluimos que

w0 (u) Mg e ) (ME) (M ()
M (u) ME(M (t,))
_ Me(t ) £,
teMe (e )~ M (t)
Mk(tk) =1
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)7t = E%T. O

A
—
J—
1]
| —

Uma caracterizacao de espacos seqllenciais modula-

res reflexivos pode ser agora obtida.

(8.6) Teorema. 0 espaco Q(Mk) e reflexivo se, e
somente se, existe uma seqllencia (Rk) equivalente a (Mk),que

satisfaz as condigoes A,-uniforme e AZX-uniforme.

Prova. Suponhamos que exista (Rk),equiva1ente a
(Mk),que satisfaz as condicaes b,-uniforme e Aj-uniforme. De
vido a (5.2) podemos supor que (Mk) satisfaz essas condicaes.
E seqgue de (6.14) que néo ha perda de generalidade em supor

que My e continua e crescente, para todo k € IN.

Devemos mostrar que a aplicacao canonica de Q(Mk)
em z(Mk)** e uma isometria. Na verdade, esta aplicacao e
sempre linear continua, injetora e mantem a norma. Entao

basta mostrar que ela e sobrejetora.

E conseqéncia de (8.5) e (5.2) que 2(ME)=£(ME),
Q(Mi*) = Q(Mk), que as funcﬁes identidades sao isomorfismos,
e tambem que (Mi) satisfaz a condicao A,-uniforme. Decorre,
entao, de (8.3) que Q(Mk)* e isomorfo a L(MF), e que Q(Mz)*
e isomorfo a z(Mi*). Devido a forma com que estes isomorfis

mos sao definidos (ver (8.3)) pode-se provar, sem dificulda-
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de, que a aplicac¢ao canonica de Q(MP) em z(Mk)** e sobrejeto

ra.

Reciprocamente suponhamos que Q(Mk) seja reflexi-

VO.

Entao Q(Mk) nao contem subespac¢o isomorfo a §.o B
dai, por (7.2),existe uma seqllencia de funcoes de Orlicz nor
malizada (N, ),equivalente a (Mk),que satisfaz a condicao

A, -uniforme.

Queremos obter uma seqllencia de func¢des de Orlicz
normalizada ,equivalente a (Nk),que satisfaz a condicao A%-
uniforme ,e tambem a condi¢ao A,-uniforme. Para isso, cons -

truiremos seqllencias de funcoes de Orlicz auxiliares.

Para simplificar a leitura destacamos as asser -
¢oes mais importantes contidas nesta demonstragcao que nos

possibilitam concluir a tese.

13 assercgao. Se (N:) e como em (8.4), entao (NE)
e (NE) sao equivalentes.
24 assercéo. Existe uma seqUéncia (Pk),quase -
igual a (NZ),que satisfaz a condi -
cao (A) de (6.15).
33 assercao. Existe uma seqﬂéncia (Sk),quase

igual a (N,),que satisfaz a condi -
k

¢ao A,-uniforme, e satisfaz a condicao (B) de (6.16).
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Obtida (S como acima, decorre de (6.16) que

n,
existe uma seqllencia de funcoes de Orlicz normalizada (RP)

equivalente a (Sk),que satisfaz as condi¢boes A,-uniforme e
A¥_uniforme. Como por (5.13), (S,) & equivalente a (N), en

tao (Rk) e equivalente a (Nk), 0o que termina a prova do teo-

rema.
Resta, portanto, provar as asserc¢oes acima.

Prova da 12 asser¢ao. Decorre de (8.4) que basta

provar que inf NE(1) > 0. Suponhamos por absurdo que

inf N§(1) = 0. Entao podemos obter uma subseqllencia (Nk (1))
~ | i

N
1

tal que (1) < o,

n ™8

k
i=1 %4

Segue de (4.9.iv) que,para todo i € IN

Ng (1) 2z u - N (u), Vu € [0,1],

Y u € [0,1].

<
i
=
*
—
—_
SN
IA
=
=~
-
<
S—
IA
=

Usando esta ultima desigualdade e facil mostrar

que ¢, = g(Nk_) e,portanto,de (5.2) segue que a funcao iden-
i
tidade e um isomorfismo de g, em ¢(N, ). Tambem e facil ver
i
que Q(Nk ) € isomorfo a um subespaco de Q(Nk) que e reflexi-
i
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vo, pois Z(Nk) e Q(MP) sao isomorfos (5.2). E isto e uma

N

contradicao pois %, nao e reflexivo.

Prova da 23 assercao. Como vimos acima Z(Nk) e
reflexivo, e entao Q(Nk)* tambem e reflexivo. De (8.3) te
mos que 2(NE) e isomorfo a Q(Nk)* e,portanto,z(NE) nao con -
tem subespac¢o isomorfo a .. Decorre da 12 assercao e de
(5.2) que R(NE) nao contem subespaco isomorfo a 2.. Aplican
do (7.2) tem-se que existe uma seqﬂéncia de funcgoes de Orlicz
normalizada (Pk),quase-igual a (NZ),que satisfaz a condicao

(A) de (6.15).

Prova da 32 asserc¢ao. Seja (Pk) como na 22 asser

¢ao. Entao existem constantes K 1, k., ENeg € J0,1[,

1AV

o)
tais que
inf Pk(B) > 0
e
t Pé(t)
-—— < K, Y te€ ]J0,g] eV k2 ko'
P (t)

Como (Pk) e quase-igual a (NL), entao existe wuma
seqllencia de numeros reais positivos (tk) tal que,para todo

k € N
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Como vimos na prova da 2@ assercao Z(NI) nao con-
tem subespaco isomorfo a &_, entdo,segue de (5.20),que
Tim tk = 0

Lembrando que, por (6.14), podemos supor que Ny e
continua e crescente para cada k € IN, seja u, > 0 tal que
Ne(u) = t, . Temos que ZNk(uk) < w,

De fato,se ki € IN e tal que t, € 10,8],para todo

k 2 ky, entao,para k 2 k, = max{ko,kl} temos que

)t Pr(t)
NE(t,) P (t,)

IIA
~

e dai, por (4.6.i), (4.8.i1) e (4.10.1)

Nk(uk) S upty = (NE)'(Né(uk))tk

IA f
~ —~
=
==
~ —+
—~
(d
~
S~
=
%
~~
—
N

IN

~

=
—+

Entdo N, (u,) s KzNi(tk) ¢ =,
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Alem disso, como Q(Nk) e reflexivo, seqgue de (5.20)

que 1im u, = 0. Seja ky € IN tal que u

A

K 1 para todo k 2z k,.

Para todo k € N definimos

p
u k
Nk(uk)(UE) s se u E [Oauk[)

Sk(u) =

Nk(u), se u € [uk,w[
onde p ukNé(uk)
K s
N, (u
k' 7k

E facil ver que (Sk) e uma seqtlencia de funcdes
de Orlicz normalizada,quase-igual a (Nk). Como (Nk) satis -
faz a condig¢ao A,-uniforme, um calculo simples mostra que

(Sk) tambem satisfaz a mesma condicao.

Resta provar que (Sk) satisfaz a condicao (B) de

(6.16).
Seja o = inf(NE)'(B). Temos que o > 0.

Com efeito, para todo k 2 kyis>t, € 10,8] e por (1)
.'“ -
P (B) = N (B). Dai

[\
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P (B) N¥(1)
B

[AV4

infpk(s)-ian;(1)

B

{1AV4

>0

Mostremos que existe n, € IN tal que

inf Sk(a) > 0 (2)

uS&(u) K

Sk(u) K-1

v

1\
>
—
w
~—

, Y u€ J0,0], VY k

Temos de (8.3) que Q(Sk)* e isomorfo a Q(SE), e co
mo Q(Nk) e reflexivo entao Q(Nk)* e reflexivo,e dai por (5.13)
e (5.2), Q(SE) e reflexivo. Lembrando que de (4.9.4),
(4.2.171) e (4.10.i1) tem-se

au - Sk(u) < Sﬁ(u) < SE(1)u <u

para todo u € [0,1], entao prova-se sem dificuldade (2), usan

do os mesmos argumentos da prova da 12 assercao.

Vamos mostrar que vale (3). Como lim u, = 0,exis
te k, € IN tal qué U < a para todo k 2 k,. Dai para todo
u € [u,al temos que t = Ni(u) € [t,»8], e por (4.8.1i1)

u = NE(t). Portanto para k 2 n, = max{k,,k;,ky} obtemos
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t(NF) ()
N CONE) ()
] t NE(t)
EONE) ' (t) - NE(t)
NE(E)
R
tONE) ' (t)
1..
= 1 - Nkit? )"
t(Ng) " (t)
ST
N (u)
donde segue (3),pois P = KTk y B J

Nk(uk) K-1

§9. EXEMPLOS DE ESPACOS SEQUENCIAIS MODULARES QUE SAO ESPACOS

DE SCHUR

Sejam (pk) e (wk) seqllencias de numeros reais com
' p
Py 2 1 e W o> 0 para todo k € IN. Considere entao Mkhn=w“1k

para todo k €EIN e u 2 0.
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Assim temos que (Mk) e uma seqllencia de funcoes

de Orlicz e 2(M,) e um espaco seqllencial modular.

i)
Estudaremos estes particulares espagos, e estabe-
leceremos condi¢oes necessarias e suficientes para que eles

sejam espacos de Schur. Em conseqgtiencia, teremos, facilmen-

te, que 2p e espa¢o de Schur se, e somente se, p = 1.

Devido a (5.4) e (5.5) estudaremos apenas 0S espa
¢os com w = 1,para todo k € N e, neste paragrafo, indicare-
mos estes espacos seqlenciais modulares por Q(pk), isto e,fa

remos Q(Mk) = z(pk), e tambem C(Mk) = c(pk).

(9.1) Definicao. Seja X um espa¢o de Banach. Di

zemos que X €& um espaco de Schur se toda segllencia que con -

verge fracamente para zero, converge em norma para zero.

(9.2) Lema. Sejam P z 1spara todo k €N, e
E = {k € N: P > 1}. Para cada k € E tomemos qy tal que

1/p + /9 = 1. Seja (yk) uma seqUéncia de numeros reais

IA

com zEka|qk a < ». Se para todo (xk) € 2(pk) definimos

k€

d)((xk)) = Z‘ykxk

A
+
Q

entdo ¢ € ¢(p )* e || ¢f
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Prova. Se (xk) € R(py) entao, usando (13.3) de
[HS], temos

p q
|9, 1 | lxk] k lyk| K
= +
k™ k Py qy

IN

P\ qk
s x| E ey, |

para todo k € E. Portanto

Eolyux, | =t lyuxol o+ £ |y, |
k=1|kk| kee  KKT T pgp KTk
Py q,
s oz (x| + dy,l 9+ oz x|
kEElk k kge K
p p qy
R L B P R
kEE KEE KEE

IA

o0 P
L |xk| K + O
k=1

o que implica que ¢ € &(p )*,e que [[¢ ][ <1 +a. O

(9.3) Teorema. Seja P, 2 1 para todo k € IN. 0

espaco z(pk) e um espaco de Schur se, e somente se, lim pk=1.

Prova. Suponhamos, primeiramente, que nao tenha-

mos 1im P = 1.
Entao existe ¢ € J0,1[,e uma subseqliencia (pk )
' o i

de (pk) tal que,p, > 1 + & para todo i € IN.
i
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k.

Seja (e ') subseqléncia da seqllencia (ek). Como
. k. '
Ile "]l = 1,para todo i € N, entio (e ') nio converge em nor
o s
ma. Mostraremos que (e ') converge fracamente a zero.
k.

Sejam f € z(pk)* e a; = f(e '). Tomemos uma se-

qlencia de numeros reais positivos (bi) tal que Z(bi)“(S < 1.

Como P, > 1 +8e bO < 1 para todo i € IN, entao
i

Z(b,) L z(b].)“G <1 (1)

Vamos mostrar que (bi) € c(pk), isto e, que para

o b_i pki
todo ¢ > 0, =% (E—) < o (ver (5.14)).
i=1
Dado € > 0, como 1lim bi = 0, existe nO € NN tal
que b1 < g para todo i 2 N, Entao
p
- k o b. 1+6
o) T« ¥
j=n_ € j=n_ ¢
0 0

_ E;_(1+6) % (b.)1+6 ¢ 6-_-(1+c‘.§)

Portanto, segue de (5.16) que (bi) = Ib.e 1 e de
k. :
(1) que ]lzbie os 1.
_ k.
o i ; 1
Entdo |Zb1ai| = [f(zboe V)| < || £l .

Pela desigualdade de Holder [HS-pag.191] temos que
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8/ (1+8) [(148) /¢

A

Cflb.]

I, [ Eabyl < 0l

i

§/(1+6) | k;
e dai za, < @, 0 que implica que 0 = Tima, = Tim f(e V).
10 120

Portanto z(pk) hao e espac¢o de Schur.

Suponhamos, agora, que lim pk=1 e que exista uma

seqiencia (x") de elementos de z(pk),tal que (x") converge

fracamente para zero, e para a qual nido temos lim k"] = o.
n->co
Seja x" = (XE) para todo n € IN. Se (eE) e a se -

qllencia de funcionais biortogonais associada a (ek) entao,

1im eE(xn) = Tim xE =0 (2)

N-reo n-eo

para todo k € IN.

Podemos supor que,para todo n € IN,s < [x"|| < 1

para algum § > 0. Entao,para todo n € N,

np
- p o |X k
z |XE| < e g -%% > 1
k=1 k=1
r o n Pk
e sendo r = sup p,, temos que § < % |xk| < 1.
k=1

Seja o = 5r. Por inducao sobre i € IN,definiremos

seqllencias de inteiros (ni)’(ki) e (ki) tais que (ki) e (k3)

sao crescentes com ki < k% e se J. = {ki,...,k;},entéo para
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todo i €N vale

i .
(a) Py < o7 se k € J, e i > 1,

niy P
(b) = |xk1| k 5 a/2,
kE€J .
i
n: p
(c) = |xk]| k o (a/16)".
kgJ .
j
® 1, Py .
Como £ |x, | converge, existe k; € IN tal que
k
k=1
p -
Lo [xpl K < (a/16)", e entio
k)+T '
: p o P & p
Il = TR - F 0 ) K za - (@16)" > as2,
k=1 k=1 k=k,+1
Entao (b) e (c) satisfeitos para n, = k, = 1 e o ki escolhi-
do.
Suponhamos que para i € IN existam inteiros nis

k% e ki que satisfazem (a), (b) e (c). Vamos encontrar Nir

l . - -
. e Z satisfazend S mesmas condi .

k1+1 k1+1, fazendo as mesmas condicoes

i+1
]' 5

Como 1lim pk=1, existe k¥+1 € IN tal que Py <

para todo k > k$+1.

Seja ki+1 = max{ki,k;+1}. Entao devido a (2) e-

xiste L € IN tal que
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k. ,-1
i | n1‘+1|pk . Laz16)"
Xy g 5
k=1
Pelo fato de & |xki+1| convergir, existe
k=k.
1+1
k%+1 > k1.+1 tal que
=) n. ; r
5 | lxk1+1| < (&/;6)
e dai,se J].+1 = {ki+1,...,k;+1} entao
et P Kt Mg P e "1 Pk "
R R ET B " *<(ar16)
kEd. k=1 =k}, 4 +1

que e exatamente (c¢). E em conseqllencia temos (b), pois

o N,

n. , p n. ., p
N PRl I %, T Reosa (a/16) e,

k€J: g

Assim determinamos as seqlliéncias (ni), (Ji) e con
n. '
seqllentemente uma subseqliencia (x ') de (x"). Seja (yk) uma
seqlencia definida da seguinte forma
1 n.

7 sg(x, )ka1| » sek€J.ex =0parai €N

'yk =4

n.
0, sekgUJ., ou x ! =0,
L 1 k
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Seja E = {k € IN: Py > 1} e para todo k € E tome -

mos q, tal que 1/pk + 1/qk = 1.

Se i EIN e k € Ji N E, entao de (a) P < i/i-1 e
dai, q, > 1. Temos que
q p
) ¥, | k 2 %ka‘l k
ke€Jd.NE k€J.NE k
1 i 2
n, p
1 117k
< 2 —Tlxk |
kEJiOE 2
w . M P
R PR
2" k=1 2
Portanto
q o q o
z|yk|k=z L lyklkg 2-1—1.=1
kEE i=1 kGJiﬂE i=1 2

Para cada (x,) € 2(p,) definimos

o((x)) = £ x,

k=1

Segue de (9.2) que ¢ € Q(Pk)* e que ||¢ |

IA
~no
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Como (x") converge fracamente para zero lim ¢(x")=0.

n.
Para cada i € IN seja (zk1) dada por

n.
i
- X s se k ¢ Ji’
Zk] =
0, se k € J..

i

IA

n.
Temos que [|(z, ') || a/16, pois de (c)

7 |
o |2 Py X p
T LR (—k K
k=1 a/16 kEJ. /16
n, p
|Xk1| k
<z K<,
kgJ: (a/16)"
Assim para todo i € IN temos
o ] = 1 5 yxy
(X = Ly, X
o
IR
2 L y X - L y,X
ked, Kk kgo, Kk
1 1
1 i Pk ® "
= ox, ] Y -] oy, 2
2 key, K k=1 Kk |

Vv

1 a ;i
77 - el Iz, ")l
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oc]pe:

o
16 ~
0 que e uma contradicao. [J]

Lembrando a relacao de equivalencia -entre seqllen-
cias de fungoes de Orlicz, definida em (5.1), € interessante
obter um espac¢o modular l(pk) que nao e igual a 2,,e que tem
a propriedade de Schur. Para isso-daremos em (9.6) uma condi

cao necessaria e suficiente para que z(pk) = z(qk).

(9.4) Lema. Sejam (pk) e (qk) seqlencias de nume
. ) pqu/(pk—qk)
ros reais com p, > q 2 1 para todo k € IN. Se 16

diverge para todo 6 € ]0,1[,entao existem seqllencias de nume-
. . o Pk
ros reais (x, ) e (r. ) tais que lim re = 0, lekl < @ e

q
Llr x| K giverge.

Prova. Para cada i € IN escolhemos 61 € J0,1/2'[.

. pqu/(pk_qk) )
Seja B, = 0. Lembrando que 16, diverge,

tomemos

n p.a,/(p,-q,)
n, = min{n € N: elk Kk kT 11}.

k=1

Entao
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n. = min{n € N: I (6.
1+ 1 k=n1+1 i+

Lembrando que ei < 1 temos Ny >Ny o+ 1 e

n.
i+1 (p.-q,)
{ < 3 (e.)quk/ P9k <
k=n.+1
j

Para todo k € IN, se n, < k < n].+1 definimos

1 qk/(pk—qk) 3
xk = ET 61 e Py = 2 91.
Entao temos
L kal = E E (-5) e,
k=1 i=1 k=n1+1 2

oo 1 n'i+1 pqu/(pk-qk)
i=1 2 k=ni+1

IN

(s}

1 2
P e

IA
™

i=1

E claro que 1im re = 0. Alem disso, para todo j € IN
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n. . n.
J 1'*'1 pqu/(pk"qk)
Z z ei

]"‘—-1 k=ni+1

J q
E1lrkxk| “ - >

k

© q
o que implica que = [ox| K diverge. [
k=1

(9.5) Proposicdao. Sejam (pk) e (qk) seqllencias
de numeros reais com Py > 4 2 1 para todo k € N. Entao sao

equivalentes

p .
(i) Z|xk| K« @ > existe a € 10,1[ tal que

qQ
| < wy

Zlaxk
P A/ (py-a,)
(ii) existe 6 € J0O,1[ tal que 6 < o,

Prova. Suponha que (ii) seja verdadeiro. Como

para todo k € IN, pk/qk > 1, usando (13.3) de [HS] temos

q q q q, p,/(p.-q;) q, P,/q
x| 6 =0 K x| K s (o ) TR TR L TRy KK
p,q,/(p,-9q,) p
= ekk k k+ Xklk
P, q
Portanto se x| K ¢ =, entido Llex,| K < w,

Para provarmos que (i) implica (ii) suponhamos

- q,/(p,-q,) :
que (ii) seja falso. Entdo 5o KK Tk 7k diverge para todo

e € J0,1[.

Decorre de (9.4) que existem seqllencias (x, ) e

9

. : P ,
(re) tais que Tim r, = 0 z|x| K ¢ w6 Lleex | ¢ diverge.



184 .

Entao, para todo o € J0,1[, existe ko €N tal

que |r, | < o para todo k' z k., e dai
k 0

ay .

q
l”kxk| ‘
k=k
0 (o)

N ™8
n ™8

Iaxkl

k=k

w a
0 que implica que I laxk| K diverge.
k=1

Portanto (i) e falso, o que termina a demonstra -

(9.6) Corolario. Sejam (py) e (qk) seqllencias de
numeros reais com P, 2 1 eq =1 para todo k € IN. Entdo as

seguintes afirmagoes sao equivalentes.

p
(i) x| © < ® => existe o € 10,1 tal que
q
tlax ] € < o,
P/ Py

< o,

(ii) existe ¢ € J0,1[ tal que g
k€J
onde J = {k € IN: P > 9}
Prova. Suponha que (ii) seja verdadeiro, e que
Pk
9K
Segue de (9.5) que g quk| < o para algum
k€J
o € J0,1[.
Py .
Como z|x, | © < «, 0 conjunto F = {k € I: |x, |> 1)
_ . o q p
e finito. Dai se k £ Fe k ¢ J, entdo [ax,]| k lax, | k.
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Portanto
q q q
2 lax, | K=z Jax, | K a3 ax, | ¥
k=1 kgJ ked
a q qQ,
= I laxkl k + Lz Iaxkl k +  Z laxk| K
kEF k€
kgJ kgJ
q a q
s Iz laxkl K + X |axk| k + 2 Iaxkl ‘
kEF tgg ked
q p a
s 2 fax | v n xR e 1 fax | Ko<,
kEF kgF ked
kgJ

Decorre facilmente de (9.,5) que (i) implica (ii).[]

(9.7) Corolario. Sejam (pk) e (qk) seqtlencias de

numeros reais com Pp 2 1 eq 21, para todo k € IN. Entao
pqu/|pk—qkl '
R(pk) = z(qk) se, e somente se, ¥ 6 < o para al-
kEE

gum 0 < ©<1, onde E ={k € IN: P # qk}.

Prova. Suponha que z(pk) = z(qk).

p
Se Z|xk| K <= entio (xk) € Q(qk) 0 que implica

que zlaxk| k < « para algum o > 0.

pqu/(pk-qk)
Decorre de (9.6) que 3 o, < » para al
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gum 6, € 10,1[, onde J; = {k € IN: P > qk}.

q
se 2|y, | K <@ entdo (y) € 2(p,) = tlq) e daf

p
Z|Byk| k < w,para algum B > 0. Segue de (9.6) que
Pa,/(aq -p, )
ook kP
kEJ,

< eo,para algum 6, € ]J0,1[, onde

Portanto, se 6 = min{6,,6,}

P A/ lp -al P Ay /Py -q P, 4,/G,-P
5 kk k Tk - v o k k" "k Tk .5 o8 k'k "k Tk
kGE k€J, kEJ,

Py /Py-ay P/ Py
< %6, + 1 0, < o
k€J,y k€J,

) pqu/lpk'q],l

Reciprocamente, suponhamos que % 8 <o
KEE

para algum 6 € JO,1[.
- Py
Se (x,) € 2(p,) entao z|ex, | " < =, para algum

p.9,/(p,-q,)
B > 0. Como % © k7k k 7k <
k€Jd,

o, por (9.6) temos que

q -
zlasxkl k < «w,para algum o € JO0,1[, isto e, (xk) € Q(qk).
Analogamente mostra-se que z(qk) C z(pk). O

A seguir damos dois exemplos de espacos seqlien -
ciais modulares que sao espa¢os de Schur, e sao diferentes

de 2,.



todo k € N,
epk/(pk—”

)
=1

k

todo k € IN.

de %2, basta

todo m € IN.

Defina (ek)

e portanto

187.

Segue de (9.3) e (9.7) que z(pk), com p, > 1 para
tem as propriedades desejadas se 1lim Py = 1 e

k>eo

diverge para tedo 6 € J0,1[.

(9.8) Exemplo. Seja Py = 1 + g, com e, > 0, para
Para que z(pk) seja um espaco de Schur diferente

tomar (ek) com as seguintes propriedades

('l) Tim ek =0

p,/p,-1 1+€
. 1,Pk/Pk k
g ) K

n ™8
|
n ™8

Seja j, = 1 e para cada m € IN tome jmﬂzjm+MH1+m.

por e, = 1/m para todo k tal que, jm < k £

Entao para todo m € IN

j -1

m+1 1 1+€k m+1 i 1+m
ro ) = Eo W =
k=Jm+1 k=3m+1
1ve 1 h
% + ) + k
N R N
k=1 k=Jm+1
o Vit p i w it RS
= £ I (H) 2 £ I [ s = o
i=m k=g, +1 f=m k=j o+t
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(9.9) Exemplo. Seja P = 1+ 1 para to
en(an(k+1))

do k €EIN. E claro que 1lim Py = 1 e entdao por (9.2),1(pk) e

k-—)-oo
um espaco de Schur.

Resta provar que z(pk) # %,, 0 que devido a (9.7)
e equivalente a mostrar que Ze(zn(k+1))zne diverge para todo

6 € J0,1[.

Como &2n6 < 0, basta mostrar que 3 (2nk) P diver-
k=2
ge, para todo p > 0.

Isto e claro para 0 < p £ 1 pois (enk)™ ' < k71 pa

ra todo k € IN. Para p > 1 basta ver que lim K - o, 0

k+o (ank)P
1

que nos permite afirmar que ——— > % para k 2 k

(enk)P 0

(9.10) Observacao. Decorre facilmente dos teore-

mas (IV.1.6) e (VII.4.2) de [S], que se um espa¢o de Banach X
e reflexivo e espago de Schur,entao X tem dimensao finita.
Portanto os espagos modulares dos exemplos (9.8) e (9.9) aci-

ma, nao sao reflexivos.
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