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l NTRODUÇ.M

As funções de variação l.imitada de uma variável

real tem diferentes aspetos

IQ) Integrais de Ri.emann-Stieltjes e Teorema de Riesz.

2ç) Curvas Retificãveis segundo Jordan.

3Q) Relações com funções absolutamente contínuas.

Quando se procura generalizar esta noção para duas
ou mais variáveis reais, por exemplo, segundo Vi.rali,não se

consegue preservar todos os aspectos. (por exemplo é possz+-

ve[ haver f: ]Rz -----...> iR de variação ]imitada segundo Vitali.,
que após uma rotação de 45q ap]icada a ]Rz deixe de sê-la)
Mas sob o ponto de vi.sta dos Teoremas de Representação, as

funções de variação limitada segundo Vitali, e segundo Fre-

chet, são os entes perfeitos para representarem certos espg.

ços funci.onais; ver os teoremas 2.15 e 2.28, de representa-
ção do capítulo 2

Morse e Transue, abordaram as funções de varia-
ção limo.tapa segundo Frechet e os teoremas de representação
a elas relacionados, para espaços de funções contínuas, es-
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tendendo as integrais usuais de Riemann-Stieltjes para di-

stensão doi.s, isto ê, para retângulos. No presente texto uti

lizamo-nos de integral.s interiores ampliando a classe de fun

ções integrãveis para as funções reguadas. Veja os resulta-

dos 2.13 e 2.22 do capítulo 2.

O fato de usarmos integrais interiores, e funções

reguadas, facilita muito o manejo da integral e a demonstra

ção de suas propriedades. Na .realidade a dificuldade fica

transferida para a demonstração do fato que, para funções

contt'nuas. a integral interior e a integral usual coinci.dem

Para o .caso de uma variãve] veja [VSIE] pg. 9 theorem 1.2;
para a integra]. usando núcleos de variação li.mitada de Veta

li, a demonstração uti.li.za as mesmas idéi.as da prova desta

referência e, para integrais com núcleos de vara.ação limita
da de Frechet, segue do theorem 1.2 com o teorema 2.29 do ca

pxtulo 2. Alias o teorema 2.29 dã ao teorema 2.27 a feição

do resultado de M. Frechet. Convém notar que o limite comre

finamentos da integral i.nterior permite demonstrações mais

simples, enquanto o limite com ampla..tudes, para a integral
usual, vantagens computacionais evidentes .

Morse e Trahsue, nos seus artigos, que datam do
fim da década de 40 e i.nÍcio da de 50, além de estudarem as

funções de variação limo.tada de Frechet, aplicam os teore-

mas lã obtidos ãs séries múltiplas de Fourier e ao calculo
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das variações. Nosso enfoque permitiu demonstrações dos seus

resultados de modo mai.s simples e de forma mais geral, veja

o capa-fulo 3.
Outros resultados também mantém-se neste contexto;

por exemp]o, se K:Ec,d]xEa,b] ------* L(X;Y) é tal que para to-

da função f regrada existe

b

'd* .K(t,s) f(t,s)
[ c , d] x [ a ,b ]

então K é de semi-variação limitada segundo Vitali; veja as

definições pertinentes no texto que se segue
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NOTAÇÃO

Dados conjuntos A e B, o conjunto das funções de A em B ê indica

do por B"

Dada K:TxS -----.- R definimos KEl:T ----...- Rs por I'D(t) (s) = K(t,s) , e

dado ta' (sGS) colocaains Kt:S ------'" R (Kq:T -----* R) onde K'(s)

K(t , s) (K. (t) :K(t ,s) )

Dado lm conj\mto N, lma parte A de N, lm espaço métrico M e lma

função f:N -----'- M a oscilação de f em A é uA(f) : supldF(x) ;f(y)) :x,yeA}
As letras X,Y, e Z indicarão, salvo menção em contrario, espaços

de Banach complexos ou reais e o conjunto das aplicações lineares (bi-

lineares) contínuas de X em Y (de YxX em Z) , seta denotado por L(X,Y)

(B (YxX; Z) )

/

NOTAÇÃO 

Dados conjl.Illtos A e B, o conjunto das flillçÕes de A em B é indica 

do por 0. 
Dada K:TxS --. R definimos ~:T --+- Rs por ~(t) (s) = K(t,s), e 

. t t 
dado tGT (sES) colocamos K :S--+ R (Ks:T - R) onde K (s) = 

= K(t,s)(Ks(t)=K(t,s)). 

Dado tnn conjl.Illto N, tnna parte A de N, tnn espaço métrico Me tnna 

função f:N -- Ma oscilação de f em A ê ~A(f) = sup{atf(x) ;f(y)) :x,y€A} 

As letras X,Y, e Z indicarão, salvo menção em contrário, espaços 

de Banach complexos ou reais e o conjunto das aplicações lineares (bi

lineares) contínuas de X em Y (de YxX em Z), será denotado por L(X,Y) 

(B(YxX;Z)). 
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CAPÍTULO l

FUNÇÕES REGRADAS DE R2

Apresentaremos a definição e algumas propriedades

de funções .tegxadaó, definidas num retângu]o [c,d]xEa,b] de ]Rz

tomando valores num espaço de Banach. Faremos eventualmente

uso de propriedades de funções degradas de uma vara.aTeI, e.!

tas propriedades encontram-se em [VSIE]

[.]. Definições: Dado um interva]o [a,b] de ]R, uma dZv.üão d

dela,b] é uma sequência finita d:t0 : a<... < tn:b. Escre-

vemos jdl :n e Ad:supÍtj-tj-l: lsjg jdj}, chamamos Ad de
mpZ,é;ülde de d. 0 conjunto das divisões de [a,b] é simbo]iza-

do porIDEa,b]'Dada deJDEa,b] d:t0:a< ..' <tldl :b, os .én-

,texvaZo,ó bãó.éco,ó de d são os subconjuntos {t.i} para 0 $ j g Idl

e ]t.i.l ,t.i[ para l g j É ]d]

Seja agora o retângu]o [c,dJx]a,b]. Uma (Zév.üão d de

[c,d]xEa,b] é um produto d=d'' xd'; onde d''GDE:C,d] e d'€1)[a,b]'
Colocamos Idl = Id''l Id' l e a ampZ&Cude de d é Ad :Ad''Ad'. In-

)
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dicamos o conjunto das divisões de [c,d]x]a,b] porID[C,dJx]a,b]

Um .étüe/tvaZ]o bã.s.éca de d= d''xd'G]DEc,d]xEa,b] e um produto de
intervalo básico de d'', por um de d'

1.2. Defi.nações: Dada f:Ec,d]xEa,b] ----+.F(f:Ea,b] ---'- F),on-

de F é um espaço normado, diremos que f é uma ácmçãoelnpa;Cmtlax

láunção uti acadal se existir d€1)[c,d]x]a,b](dG]DEa,b])tal que
f seja constante sobre seus intervalos básicos. Indicamos o

conjunto das função em patamar (escada) poTE([c,d]x]a,b];F)

(E ([ a ,b] ; F) )

1.3. Definições: Uma função f:Ec,d]xEa,b] ---,- X(f:Ea,b] -» X)

diz-seA.eg/fada se f é limite uniforme, na norma do sup , de fup:

ções em patamar (em escada). O conjunto das funções degra-

das é simbolizado por G([c,d]xEa,b];X)(G([a,b];X))

Se B([c,dJx]a,b'];X)(B([a,bJ;X)) é o espaço de Banach com a

norma do sup, das funções ]imitadas de [c,d]xEa,b] ([a,b])

em X, então G([c,d]xEa,bJ;X) =E([c,d]xEa,b];X)(G([a,b];X):

= E([a,b];X)) em B([c,d]xEa,b];X)(em BEa,b];X)). Portanto

o conjunto das funções degradas é um espaço de Banach

1 . 4 . Teorepq:: A aplicação
feG([c,d]xEa,b] ;X) ----+ flleG([d,d] ;G([a,b]))

é uma isometria do primeiro espaço de Banach sobre o segun-
do.

Demonstração: Dado um espaço normado F, seja F o seu compl.g

tado. Então iÍ" ) =G([c,d];F). Seja então a ap]icação

- 2 -
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feE([c,dJx]a,b];X) ----* f'JÉ;E([c,dj;E([a,b];X))

Esta aplicação e' sobrejetora: dada fu em E([c,d];

E([a,b];X)) obtemos uma fÉ;E([c,d]xEa,b];X) fazendo eventua]
mente refinamentos das divisões em [c,d] e em [a,b]. Obte-

mos uma extensão desta aplicação linear para os completados
i.e. de G([c,d]x]a,b];X) em G([c,d];G([a,b];X)). E]a era u-

ma i.sometria de E([c,d]xEa,b];X) sobre E([c,d];E([a,b];X) ]g

go também o seta de G([c,d]xEa,b];X) sobre G([c,d];G([a,bJ;X))

1.5. Proposição: Dada f:]c,dJxEa,b] -----..+ X são equivalentes

as propriedades abaixo:

a) Ve>0 ]dc:dcxdeGa)[c,dJxEa,b] tal que uà Cf)<c OZ

de uã(f) : supÍul(f): l é intervalo básico de d}
b) feG([ c , d] x [a,b] ;X)

c) Dado (t,s)€1c,d]xEa,b], existe, sempre que estiver dg
finado, cada limite

lim f(t+T,s+a): f(t+,s+); lim f(t+T,s-a) :f(t+,s-)
T+ 0 .'t+ 0
a+0 a+0

lim f(t-T,s+a) : f(t-,s+); li.m f(t-T,s-a) : f(t-,s-)
,t+ 0 .t+ 0
a+0 a+0

lim f(t,s+a) = f(t,s+); lim f(t,s-a)
a+0 a+0

lim f(t+T,s) = f(t+,s); lim f(t-T,s)
't+0 T+0

Demonstração: a) -::» b): Dado c > 0; seja de€1)[c,d]xEa,b] c9

mo em a). Para cada intervalo básico l de de' seja pl€1 e a

f(t,s-)

f(t- ,s)
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= f ( t - , s +) ; 1 im f ( t - T , s -a) = f ( t - , s-) ; 
T+0 

a+O a+O 

• 1im f(t,s+a) = f(t,s+); lim f(t,s-a) = f(t,s-); 
cr+0 a+O 

lim f(t+'T,S) = f(t+,s); lim f(t-T,S) = f(t-,s). 
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função g = }lxt f(pl) ; g é uma função em patamar e jjf-gjl < 2e,
fogo fe([c ,dJxEa ,b] ;X)

b) -» c) segue trivialmente de 1.4
c) --> a) Dado um ponto (t,s)€1c,dlxla,b[ é possl+ve] então

obter uma vizinhança V de (t,s) da forma ]t-6,t+6[xls-6,s+.5[,

de modo que se
V:: Vn(]t,t+6[x[s,s*.S[); V:: Vn(]t,t'' -S]x]s-6,st);

V; = Vn(]t-6,tEx]s,s+6[); V': Vn(]t-ó,t]x]s-6,s[);
Vs : Vn({tJxls,s+.St); V': Vn({tlxls-6,st)
V' = Vn(]t,t+.S]xÍs}); V' : Vn(]t-ó,tExts})

teremos uVi(f) < " para l É iK 8. Para um ponto de fronteira
de [c,d]xEa,b] façamos mesma coisa. Considerando a cobertu-

ra do compacto [c,d]xEa,b] formada por tais vizinhanças to-
memos uma subcobertura finita de]as para [c,d]xEa,b] e pro-

jetamos sobre os eixos de coordenadas os s.eus vértices e os

seus centros. Com os pontos assim obtidos temos uma divisão

djl de [c,d] e uma d; de [a,b], cujo produto de: d;jxdé: é a
divisão para a qual ud.(f) < e. De fato,. se l é um intervalo
básico de d.; l é uma parte de algum Vz para algum (t,s) o2

de jã ti'nhamos c ouvi(f) zul(f) . Portanto vale (a)

1.6. De 1..4, fica estabelecido que fGG([c,d]xEa,b];X) enLacE

a) f(t+,s) = fE](t+)(s) b) f(t-,s) : fn(t-)(s)

c) f(t+,s+) ; fÜ(t+)(s+) d) f(t+,s-) : fO(t+)Cs-)
e) f(t-,s+) = fD(t-)(s+) f) f(t-,s-) : fE](t-)(s-)

- 4 -

função g = Ix f (p 1) ; g é uma função em patamar e li f-g ll < 2e:, 
I I 

logo fE([c,d]x[a,b];X). 
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y7 = Vn(Jt,t+ó[ x{s}); vª = Vn(Jt-ó,t[ _x{s}). 

teremos wvi (f) < 00 para 1 ~ i ~ 8. Para um ponto de · fronteira 
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divisão para a qual wd (f) <e:. De fato, se I é um intervalo 
e: 

básico de d ; I é uma parte de algum V~ para algum (t,s) on 
e: 

de já ~Ínhamos e:> Wyi (f) -~ w1 (f). Portanto vale (a) 

1.6. De 1~4, fica estabelecido que fEG([c,d] x[a,bJ;X) entãa 

a) f(t+,s) = f□ ( t +) ( s) b) f(t-,s) = f□ ( t-) ( s) 

e) f(t+,s+) = f□ (t+) (s+) d) f(t+,s-) = f□ ( t+) (s-) 

e) f(t-,s+) = f□ (t-) (s+) f) f(t-,s-) = o f (t-) (s-) 
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g) f(t,s+) = fE](t)(s+) h) f(t,s-) = fE](t)(s-)

o que os limites (a) e (b) são uni-formes em s e os (g) e (h)
em t

1.7. Ploposi.ção: Dada fÉ;G([c,d]xEa,b];X) as suas desconti-

nuidades estão num conjunto enulnerãvel de Tetas paralelas
aos e].xos.

Demonstração: Designemos por 12(f) o conjunto das desconti-

nuidades de f. Para uma função gÉ;E([c,d]x]a,b];X) o resu]tZ

do é valido e 12(g) esta contido num número finito de Tetas

paralelas aos eixos. Escrevendo

t)n(f) = {(t,s)eEc,dJxEa,bJ: u(t,S)(f)>1/n}

temos l)(f) = U Dn(f). Portanto é suficiente provar que
n=l

t)n(f) esta contido num número finito de Tetas paralelas aos

eixos. Tomemos geE([c,d]xEa,b];X) de modo que jí-gjl < 1/3n.

Então l)n(f)cD3n(g) pois se (t,s)BD3n(g) hã uma vi.zinhança V

de(t,s) tal que se(y,x);(v,u)GV tem-se jjg(y,x)-g(v,u)llK'
DaÍ

llf(y,x)-f(v,uJil g ll f(y,x)-g(y,x)ll + l g(y,x)-g(v,u)ll + llg(v,u)-:f(v,u)ll < l

isto é, (t,s)ÉDn(f)

n 2 l,

Faremos agora uma decomposição de G([c,dJxEa,b] ny.

ma soma direta de espaços de Banach, onde uma das finalida-
des esta nos teoremas de representação que obteremos.

- 5 -

g) f ( t , s + ) = f □ ( t) ( s + ) h) f ( t , s - ) = f □ ( t) ( s - ) 

o que os lirni tes (a) e (b) são uniformes em s e os (g) e (h) 

em t. 

1.7. Proposição: Dada f6G([c,d]x[a,b];X) as suas desconti

nuidades estão num conjunto enumerável de retas paralelas 

aos eixos. 

Demonstração: Designemos por V(f) o conjunto das desconti 

nuidades de f. Para urna função gEE([c,d]x[a,bJ;X) o resulta 

do é válido e V(g) está contido num número finito de retas 

paralelas aos eixos. Escrevendo 

Vn(f) = {(t,s)E[c,d]x[a,b]: w(t,s)(f)>l/n} n ~ 1, 

00 

temos V (f) LJ Vn(f). Portanto - suficiente = e· provar que 
n=l 

vn (f) está contido num - finito de retas parale_las numero aos 

eixos. Tornemos g6E([c,d]x[a,b];X) de modo que llf-gll < l/3n. 

Então Vn(f)cV 3n(g) pois se (t,s)~V 3n(g) há uma vizinhança V 

1 de (t,s) tal que se (y,x); (v,u)EV tem-se llg(y,x)-g(v,u)ll$ 3n. 

Daí 

1 
l~f(y,x)-f(v,u}II $ llf(y,-x)-g(y,x)II + llg(y,x)-g(v,u)il + llg(v,u)-f(v,u)II <n 

isto é, (t,s)~Vn(f). 

Faremos agora uma decomposição de G([c,d]x[a,b] nu 

ma sorna direta de espaços de Banach, onde uma das finalida

des está nos teoremas de representação que obteremos. 
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1.8. Definição Dada fÉ;G ([c ,d] x[ a ,b] ; X) c o l o c amo s

a) feG...([c,d]xEa,b];X), se e somente se,f(c,s):f(t,a) : 0
Vt€1c,dJ; VseEa,b] e fCt-,s) ,s-) = f(t-,s-) =
= f(t,s) se t # c e s # a

b.) fCQ0([c,d]xEa,bJ;X) , se e.somente se V c > 0

]deÉ;JDEc,d]xEa,b] tal que se

nÉ: : {(t,s)cEc,dlxEa,bJ:llr(t,s)llzc:}

então ç2f:. esta conta.do nas Tetas paralelas aos eixos,
definidas pelos pontos de d

c) Dado feG([c,d]x]a,bJ;X) , ]..f:]c,d]xEa,b].------ X por

(l..f)(c,s) : (l..f)(t,a) ; 0 e se t # c e s pa

(l..f)(t,s) ; f(t-,s-). Denotaremos l..f por f
1 . 9 . Teorema : Temos

a) [.. é uma projeção contz+nua de G([c,dJxEa,b] sobre

G.. ( [ c , d] x [ a ,b]

b) O kernel de 1.. é QO([c,d]xEa,bJ;X)

c) G([c,d]x]a,b]: G..([c,d]x]a,bJ;X)oQOCEc,d]x]a,b];X)
Demonstração: a) Dada fGG([c,d]x]a,b];X) ; ]..feG([c,d]xEa,b];X) ,

por exemplo (l..f) (t+,s+) = f(t+,s+) , pois se para 0<T<.5

0<a<õ temos jlf(t+,s+) = f(t+tls+a)ll.< c; então temos

llf(t+,s+) -f[(t+t)-;(s+a)-1l < 2c; e(]..f)(t-,s)=(1..f)(t,s-)
= f(t-,s-) : (l..f)(t,s) de modo análogo. Logo

1..fÉ;G..([c,d]xEa,b];x). Obviamente lli..fjl g jjf e

1.. (1.. f)

C

l

l f
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1.8. Definição: Dada f8G([c,d] x[a,b] ;X) colocamos: 

a) f8G ([c,d]x[a,b] ;X), se e somente se, f(c,s)=f(t, _a) = O 

Vt8[c,d]; Vs8[a,b] e f(t-,s) = f(t,s-) = f(t-,s-) = 

= f (t, s) se t ~ c e s ~ a. 

b) f8íl
0

([c,d] x[a,b];X), se e . somente se V E:> O 

:ldE:8ID[c,d]x[a,bJ tal que se 

íl = {(t,s)S[c,d]x[a,bJ:ílf(t,s)l!~E:} E: 

então íl está contido nas retas paralelas aos eixos, E: 

definidas pelos pontos de d . E: 

e) Dado fEG([c,d]x[a,b];X), I __ f:[c,d]x[a,b] .--+ X por 

(I __ f) (c,s) = (I __ f) (t,a) = O e se t ~ c e s ~ a 

(I __ f) (t,s) = f(t-,s-). Denotaremos I f por f 

1.9. Teorema: Temos: 

a) I é uma projeção contínua de G([c,d]x[a,b] sobre 

G __ ([c,d]x[a,b] 
f,1 

b) O kernel de I 

e) G([c,d]x[a,b] = G __ ([c,d]x[a,b];X)IDíl
0

([c,d]x[a,bJ;X) 

Demonstração: a) Dada fSG([c,d]x[a,b];X); I __ f8G([c,d]x[a,b];X), 

por exemplo (I __ f)(t+,s+) =f(t+,s+), pois se para 0<-r<cS, 

0<cr<cS ternos llf(t+,s+) = f(t+-r;s+cr)I! -< e; então temos 

llf(t+,s+) - -f[(t+-r)-;(s+cr)-JII < 2E:; e (I __ f)(t-,s)=(I __ f)(t,s-)= 

= f(t-,s-) = (I __ f)(t,s) de modo análogo. Logo 

I __ fEG __ ([c,d]x[a,bJ;X). Obviamente III fll ~ llfll e 

I __ (I __ f) = I f. 



b) Dado fÉ;Q0([c,d]xEa,b];X) e E: > 0 seja dc como em 1.8
(b). Dado(t,s)eEc,d]x]a,b] cola t # c e s # a temos

ll(l..f)(t,s)l < 2c e portanto l..f = 0.
) Se fGG..([c,dJxEa,b];X) é imediato que

tanto vale (c)

1.10. Corolário: G ([c,dJxEa,bJ;X) e Q.([c,d]xEa,b];X) são

subespaços de Banach de G([c,dJxEa,b];X)
1.11. Poderíamos também obter 1.9 e l.lO

trio de 1.4, a saber, escrevendo

G([c,d]xEa,b];X)) : G([c,dJ;G.([a,b];X))oG([c,d];C0([a,b];X)):

= G.([c,d];G.([a,b];X))oC0[c,dJ;G.([a,b];X))oG.([c,d] ;C0([a,b] ;X))o

oC0([c,d];C0([a,bJ;X)). Ver.[\rSIE] pg. 16-20. Neste caso

G..([c,d]x]a,b];X) ; G.([c,d];G.([a,b];X)) e QO([c,dJx]a,b];X)

= $- ([c,d] ; CO([a,b] ;X) oC0([c,d] ; G. ([a,b] ;X)) oC0([c,d] ; CO([a,b] i X) )

1.12. Proposição: Dados xGX; t€1c,d] e aGIa,b] a função

Xlc,TJxJa,alx esta em G..([c,d]xEa.b];X). Tais funções for-
mam uma parte total deste espaço
Demonstração: Lembremos que em G.([a,B]) ;X) os e]ementos

XJa,ulx formam um subconjunto tota] de G.([a,B]X) , ver

[VSIE] pag. 39, Theorem 5.1. Mas a função X]c,.t]x]a,a] cor-
responde pela isometria de 1.4 ã Xlc,.tJoXla,alx; estas últ.l
mas funções, contudo, formam uma parte total deG.([c,d];G.[a,b];X))
1.13. Uma consequência imediata de 1.12 é que se

+,W€1(G..([c,d]xEa,b];X);Y) então + =© se e some.nte se $ e Q

f flC por

dameio isomepor

- 7 -

b) Dado f8íl 0 ([c,d]x[a,b] ;X) e E> O seja dE como em 1. 8 

(b). Dado (t,s)8[c,dJ x[a,bJ com t ~ c e s ~atemos 

li (I __ f) (t ,s ) li< 2E e portanto I __ f = O. 

c) Se f8G __ ([c,d] x[a,b];X) é imediato que I f = f por

tanto val e (e). 

1.10. Corolário: G ([c,d] x[a,b];X) e íl 0 ([c,d]x[a,bJ;X) -sao 

subespaços de Banach de G([c,d] x[a,b];X). 

1.11. Poderíamos também obter 1.9 e 1.10 por meio da isome

tria de 1.4, a saber, escrevendo 

G([c,dJ x[a ,bJ;X)) = G([c,d_J;G _ ([a,bJ;X))<i>G([c,dJ;C0([a,bJ;X))= 

= G_ ([c ,"d]; G_ ([a ,b] ;X) )@Co[c,d] ;G_ ([a, b] ;X)) EBG_ ([c ,d] ;Co ([a ,b] ;X)) ID 

@C0([c,dJ;C0([a,bJ;X)). Ver _[VSIEJ pg. 16 -2 0. Neste caso 

G __ ([c,dJ x[a,bJ;X) ; G_([c,dJ;G_([a,bJ;X)) e íl0([c,dJ x[a,bJ;X) -

= ,G_([c,dJ;C0([a,bJ;X)@C0([c,dJ;G_([a,bJ;X))eC0([c,dJ;C0([a,bJ;X)). 

1.12. Proposição: Dados x8X; T8]c,dJ e cr8Ja,b] a função 

XJc,T] x Ja,crJx está em G __ ([c,dJ x[a,bJ;X). Tais funções for

mam uma parte total deste espaço. 

Demonstração: Lembremos que em G_([a,Bj) ;X) os elementos 

X] Jx formam um subconjunto total de G ([a,B~X), ver a,u -

[VSIEJ pag. 39, Theorem 5.1. Mas a função ~c,T]~ a,cr] cor-

responde pela isometria de 1.4 i x] J~XJ Jx; estas Ülti c,T a,a 

mas funções, contudo, formam uma parte total de G_ ([c ,d] ;G_[a, bJ ;X)) 

1.13. Uma consequência imediata de 1.12 é que se 

<j>,1jJ8L(G __ ([c,dJx[a,bJ;X);Y) então cf>=ljl se e some.nte se cf> e ljJ 
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D

coincidem nos elementos da forma Xlc,TlxJa,alx
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coincidem nos elementos da forma X] Jx] Jx. c,T a,o 

- o -



CAPÍTULO 2

FUNÇÕES DE gemi.yA:fiAÇÃo LIMITADA

Aqui será feito um estudo das funções defi.nadas num

retângu[o [c,d]xEa,b] de ]R2, com valores em L(X,Y) ou em

B(YxX;Z) , que possuem a propriedade de serem de semi.-varia-

ção limo.tapa. Estas noções serão aqui apresentadas e genera

lizam as defina.ções clássicas de Vitali e Frechet. Os espa-

ços de funções de semi-variação limitada tem importância p.g
ra os teoremas de representação que obteremos

A) Funções de Semi.-vara.ação limitada segundo Vitali
2.1. 2sglii=!!.t.çe9â: Dada K:Ec,d]x]a,b] ------» X e

d=d''xd'€1Dlc,dlxEa,bl; d'':to<~... < tld-. l e d' :s0<
coloquemos

K;; = K(t: ,s:) - K(t
j i ' J ' z' ' 'J

l g j g Id''l , l É i g Id'l e

(tj -]. , si). + K(tj -].

:?!',: : :: 31'':
a) Consideremos, então K:Ec,d]xEa,b] ------* L(X,Y

d€1D]c,d]xEa,b] definimos:
-q

CAPITULO 2 

FUNÇÕES DE SEMI -VARIAÇÃO LIMITADA 

Aqui será feito um estudo das funções definidas num 

retângulo [c,dJ x[a,bJ de m. 2
, com valores em L(X,Y) ou em 

B(YxX;Z), que possuem a propriedade de serem de semi - varia

ção limitada. Estas noções serão aqui apresentadas e gener~ 

lizam as definições clássicas de Vitali e Frechet. Os espa

ços de.funções de semi-variação limitada tem importincia p~ 

ra os teoremas de representação que obteremos . 
• A) Funções de Semi -: variação- 1 imitada segundo Vi tal i 

2.1. Definições: Dada K:[c,d] x[a,b]-+ X e 

d= d" xd'E:ID · d":t < [c,d] x[a,b]' o 
coloquemos 

K . . = K ( t . , s . ) - K ( t . , s . l) - K ( t . l , s . ) + K (.t . l , s . l) ; Jl J 1 J 1- J- . 1 - J- 1-

ldl ld" 1 ld' 1 
1 $ j $ 1 d" 1 , 1 $ i $ 1 d' 1 e I K .. = I l K • • 

j ,i Jl j=l i=l Jl 

a) Consideremos, então K:[c,d]x[a,b]-+ L(X,Y) e 

dE:ID[c,d]x[a,bJ definimos: 

-9-
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St/dEK] : supÍH ld:Kjixjil:xjieX, lxjiH:l} e

S[/[K] = supÍSt/d]K]:d€1DEc,d]x]a,b] }

Chamamos SU[K] de gemi-variação de Vi.ta]i de K, e

o conjunto das funções de [c,d]xEa,b] em L(.X,Y) de semi-va-

riação de Vitali finita é denotado por Sb'([c,d]xEa,b].;L(X;Y))
ele é um espaço vetorial e SI/ é uma semi-norma.

b) Dada K:]c,dJx]a,b] ----» Z e dC]DEc,d]xEa,b] escrevemos
l g 1.. .. r l

j,i Kjill e ]/[K] : sup'tuEK]: dG])[c,d,]xEa,b].ludlK]

Chamamos t/[K] de vara.ação de Vita]i de K, e o con-

junto das funções de [c,d]xEa,b] em Z de variação ]i.mitada

de Vita[i é denotado por Bt/([c,d]xEa,b],Z)

2..2.: Quando Y = C temos, dada d€1)[c,dJxEa,bJ' S]/d]K]:]/dEK]

e portanto S[/[K] ; t/[K], escrevemos então B]/([c,d]x.[a,b];X')

no lugar de Sy([c,dJxEa,bJ;L(X;Ç)), se X:Y: C, pomos siinp]eâ

mente Bi/ ([ c , d] x [ a ,b ])

2.3. Dadas d; d€1DEc,d]x]a,b] dizemos que d é mai.s fi.na que
d se d'':,d'' e d'Dd' (a=ã''xa' e d=d''xd') e escreve-se ;izd.

temos SUã.tKJ z SUd]K]. Se R é um subretângu]o de [c,d]xEa,b]

e KCS y([c,d]xEa,b];L(X;Y)) então KIRCSU(R;L(X;Y))
2.4. : É possível ter

KeSU([c,d]xEa,b];L(X;Y)) semque Kt ou K. sejam de semi-va-

4
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= s u p { li I I I K .. x .. li : x .. EX , li x • · • li ~ 1} e .. Jl Jl Jl Jl 
J '1 

S V [ K J = s u p { S V d [ K J : d E TI\ c , d J x [ a_ , b J } 

Chamamos SV[KJ de semi-variação de Vitali de K, e 

o conjunto das funções de [c,d]x[a,bJ em L(X,Y) de semi-va

riação de Vitali finita é denotado por SV([c,d]x[a,b] ;L(X;Y)), 

ele é um espaço vetorial e SV é uma semi-norma. 

b) Dada K:[c,d]x[a,b] - Z e dEID[c,d]x[a,b] escrevemos 

1 d 1 { } V d [ K J = . í . li K j i li e V [ K J = s u p V [ K J : d E ID [ c , d J x [ a , b J 
J 'l 

Chamamos V[KJ de variação de Vitali de K, e o con

junto das funç~es de [c,d]x[a,b] em Z de variação limitada 

de Vitali é denotado por BV([c,d]x[a,bJ,Z). 

2.. 7.... Quando Y = Ç temos, dada d8ID[ c, d]~ [a, b J, SV iKJ=ViKJ 

e portanto SV[KJ = V[KJ, escrevemos então BV([c,d]x[a,b];X') 

no lugar de SV([c,dJx[a,bJ;L(X;Q::)j, se X= Y = Ç, pomos simple~ 

mente BV([c,d]x[a,bJ). 
- -2.3. Dadas d; dEID[c,dJx[a,bJ dizemos que d e mais fina que 

d se d"=>d" e d' =>d' (d= d"xd' e d= dllxd') e escreve-se d<'. d. 

temos SVa[KJ <'. SVd[KJ. Se Ré um subretângulo de [c,dJx[a,bJ 

e KES ~[c,dJ~a,bJ;L(X;Y)) então KIRESV(R;L(X;Y)). 

2.4. Normalização de SV([c,d]x[a,b];L(X;Y)): f possível ter 

KESV([c,d]x[a,bJ;L(X;Y)) sem que Kt ou K
5 

sejam de semi-va-
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Fiação limitada

a) Exemplo: Y=X=IR [c,dJ=Ea,b]=[0,11;
K:[0,11x[0,1] -----* ]R definida por: Se tÉ;Q, K(t,s) =1; se

tÉQ, K(t,s) :0. Dada dCI)[c,dJxEa,b] qualquer, temos Kjj.:0
donde SV[K] ; 0. Contudo nenhuma secção Kç é de variação ]i.-
mn tn d n

Para contornar este inconveniente, procede uma nor

malização deste espaço. Alguns autores impõe que hajam duas

restrições, KL e Ks que sejam de gemi-variação limitada e

designam este sub-espaço por St/*([c,d]x]a,b];L(X;Y)). Post.g
dormente imporetnos que K(t,a) =K(c,s) = 0 e ?denotaremos o

este sub-espaçopor st/. .([c,d]xEa,bJ;dada bZ-

S t/ ( [ c , d] x [ a , b ] ; L(X;Y))

obtemos KeSt/c,a([c,dJxEa,bJ;L(X;Y)) podido K(t, s); : K(t,s)
- K(c,s) -K(t,a) +K(c,a) ambas funções definirão a mesma in

tegral definida em 2.12, veja 2.14

b) Se KeSI/*([c,d]xEa,b];L(X;Y)) ou KGSt/c,a([c,dJxEa,b];L(X;Y)) os
cortes K' e Ks são de semi-variação ]-imitada
Demonstração: Suponhamos que KÉ;SI/*([c,d]xEa,b];L(X;Y)) e que

K OesV([a,b];L(X;Y)) e K. GSV([c,d];L(X;Y)). bT
0 s ..l

Seja teEc,d].qualquer e d'GIDEa,b] d':s0: s:..+

= a < ... < sld'l : b. Então dados âl

xieX llxill g 1; 1 g i g Id' l temos

l

l

c tO t d
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riação limitada. 

a) Exemplo: Y = X = lR [ c, d] = [a, b J = [O, lJ; 

K:[0,l] x[O,l] --+ lR definida por: Se t6~, K(t,s) = l; se 

t~Q, K(t,s) = O. Dada dEID[c,dJ x[a,bJ qualquer, temos Kji = O 

donde SV[KJ = O. Contudo nenhuma secção Ks é de variação li

mitada. 

Para contornar este inconveni~nte, procede uma nor 

malização deste espaço. Alguns autores impõe que hajam duas 

restrições, Kt e Ks que sejam de semi-variação limitada e 

designam este sub-espaço por SV*([c,d]x[a,b];L.(X;Y)). Post~ 

riormente imporemos que K(t,a) = K(c,s) = O e I denotaremos o 

este sub-espaçopor SV ([c,d]x[a,b];dada lz. y.,,-v--,-c,a 

SV([c,dJ x[a,bJ;L(X;Y)) 
- . 

obtemos KESV ([c,dJ x[~,bJ;L(X;Y)) pohdo K(t,~) : = K(t,s) -c,a 

- K(c,s) - K(t,a) + K(c,a) ambas funções definirão a mesma in 

tegral definida em 2.12, veja 2.14. 

b) Se KESV * ([c ,d]x[a, bJ ;L(X;Y)) ou KESV ([c,d]x[a, bJ ;L (X;Y)) os c,a 
cortes Kt e Ks são de semi-variação limitada. 

Demonstração: Suponhamos que KESV*([c,d]x[a,b];L(X;Y)) e que 
tO b 

K ESV([a,bJ;L(X;Y)) e Ks ESV([c,dJ;L(X;Y)). · 
O s. · 

Seja t8[c,d] qualquer e d'SID[a,b] 

= a < , • • < s I d, 1 = b. Então dados 

xi EX llxill ~ 1; 1 ~ i ~ ld' 1 temos 

1 

a 
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llld'].[Kt(si)-Kt(si.l)]'xill = lljd'tEKt(si)-Kt(si.l) -Kt0(si)+Kt0(si.l) ]'xi +

jd' lEKt0(si)-Kt0(si.t)]'xi. 1.1 g S]/[K[+SV[K 0].

Analogamente para os outros casos. É imediato que em

SI/. .([c,d]xEa,b];L(X;Y)), Sy é uma norma

2.5. Lembremos que se (O'',R'') e (D',R') são conjuntos diri-

gidos então podemos tornar D ; Z)"xl)' um conjunto di.rígido cg
locando (q,p)R(v,u), sse qR''v e .pR'u. Vale ainda que se

f: D -------- X é uma função tal que existe lim f(q,p) =oc e se

existe pOGZ)' tal que se pR'p0 impli.ca que existe laia f(p,q) =
= gCp) , então existe lim g(p) = lim lim f(p,q) = lim f(p,q)=ct.

Um exemp]o é o conjunto ]DEc,d],.[a,b] : ])[c,d] x ]DEa,b]

Lembremos ainda que dada K-:Ec,d]xEa,b] -----+ Z, vale

Id1 141
suP suP '>1'lK:ill : suP 'E'ÜK-ijl,

d''eD]c,d] d'eD]a,b] j,i '' d''xd'€1DEc,dJxEa,b] j,i ''

)

0

sej am eles finitos ou não .

2.6. !!Êng: Seja 1) um conjunto dirig.ido e. jGN''; e f.i:O -----''" R+
crescentes. Então temos

dCO j=ifj(d) : jEi st4) fj(d)' Mais ainda ãEB j>llfj(d) : j>ll sup fj(d)

Demonstração: Caso haja jCW* com sup f:(d) =m, tudo é ime-úcb J
diato. Senão a primeira igua]dade é uma forma particu].ar de

se afirmar que o limo.te dasoma Õ a soma dos li.mitos. Para a

- 12 -

1 d, 1 t t I d, 1 t t to to 
11 I [K (s.) - K (s . _

1
)J •x.11=11 I [K (s.) -K (s. _

1
)-K (s

1
.)+K (s

1
. _

1
)J •x

1
. + 

.
1 

l l l . 1 1 l 
1= 1= 

1 d 1 1 to to li SV[l\r]+SV[Ktº J. + l [K (s .) - K (s. 
1
)J •x_. ~ 

i=l l 1 - l · . 

Analogamente para os outros casos. e imediato que em 

SV ([c,dJx[a,bJ ;L(X;Y)), SV 
c,a 

-e uma norma. 

2.5. Lembremos que se (V",R") e (V' ,R') são conjuntos diri

gidos ent ã o podemos tornar V = V " xV' um conjunto dirigido co 

locando (q,p)R(v,u), sse qR"v e ·pR'u. Vale ainda que se 

f: V - X é uma função tal que existe lim f(q,p) = a e se 
V 

existe p
0

8V' tal que se pR' p
0 

implica que existe lim f(p,q) = 
V" 

= g(p), então existe lim g(p) = lim lim f(p,q) = lim f(p,q)=a. 
V 1 V' V" V 

Um exemplo é o conjunto ID[c,d]x[a,bJ = ID[c,d] x ID[a,b]' 

Lembremos ainda que dada K:[c,d]x[a,b]--+ Z, vale 

sup 
d''8D[c,dJ 

1 d 1 

sup L IIK -· li = 
d'6D[a,b] j ,i JI 

sejam eles finitos ou nao. 

sup 
d"xd' 8D[c ,dJx[a, b J 

ldl 
I IIK-. li' . . Jl 

J ,1 

2.6. Lema: Seja V um conjunto dir±gido e.'j8:N * e fj :V--+ R+ 

crescentes. Então temos 

n n oo oo 

sup l f. (d) = I sup f. (d). Mais ainda sup I f. (d) = I sup f. (d) 
d6V j = 1 J j = l dE:V J dE:V j = 1 J j = 1 dE:V J . 

Demonstração: Caso haja j6lN * com sup f.(d) = 00 , tudo é ime
d8V J 

diato. Senão a primeira igualdade é uma forma particular de 

se afirmar que o limite dasoma é a soma dos limites. Para a 
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segunda igualdade, é sufici.ente observar que, se algum mem-

bro é infinito, o outro também seta. Quando algum membro é
finito estamos no caso dos comentário 2.5.

2 . 7 . Teorema: A aplicação

KGBI/c,a([c,d]x]a,bJ;Z) -'---'- KueBVc([c,d];BVa([a,b];Z))

é uma isometria do privei.ro espaço de Banach sobre o segun-
do.

Demonstração: Observe-se que dado t€1c,d] e d'€1D]a.b] temos

ld' l llK]](t)(si) - K]](t)(si.l) l$ t/[K]

e que, portanto, VtÉ;Ec,d] temos Ku(t)GBVa([a,b];Z).Mais aip.

VEd[t = sup jd''l [Kt](tj)-KE](tj-l)]

d''DEc d] ldll d'esuP ,b] jd'lllKjj.ll : d'.*d'eD]c d]*]a,b] Jdj.llKjill : t/[K]

de acordo com 2.5 e 2.6

2.8. Podemos ainda generalizar 2.7, do seguinte modo: Se

KÉ;BUc,a([c,d]xEa,b];Z) e tOjteEc,d], com tO < t então

VETO'tJ[Ku] : ]/[t0't]xEa,b]]K]; a demonstração é anã]oga à
de 2.7

2.9. ?!p.Elg.!.içêg: Dada KÉ;BI/. .([c,d]xEa,b];Z) , co]oquemos

vK:Ec,d]xEa,b] -----» ]R+ definindo vK(t,s): l/[c,t]xEa,s]lKl;eB
tão a função vr é aditiva sobre intervalos, isto é dados

l
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segunda igualdade, é suficiente observar que, se algum mem

bro~ infinito, o outro tamb~m será. Quando algum membro 

finito estamos no caso dos comentário 2.5. 

2.7. Teorema: A aplicação 

K6B V · ( [ c, d J x [a, b J ; Z) -+ Ko6BVC ( [ c, d J ; BVª ( [a, b J ; Z)) c,a 
~ 

e urna isometria do primeiro espaço de Banach sobre o segun-

do. 

Demonstração: Observe-se que dado tE[c,dJ e d'EID[a,b] temos 

1 d' 1 

I li Ko e t) e s . ) - K0 e t) e s . 1 ) li ~ v e K J 
i=l 1 i-

e que, portanto, VtE[c,dJ temos KO(t)SBVa([a,bJ;Z) .Mais a1n 

da 

1 d" 1 

sup l V[KO(t.)-KO(t. 
1
)J = 

d"E]) . j=l J J-
[c ,dJ 

= 
. 1 d" 1 ld' 1 

sup l .sup I IIK- -li = 
d"D · j=l d'ED i=l Jl [c,d] [a,bJ 

ldl 

d
" d' rnsup . L li Kj ill = 
x e; [c,d]x[a,b] J ' 1 

de acordo com 2.S e 2.6. 

2.8. Podemos ainda generalizar 2.7, do seguinte modo: Se 

KEBVc,a([c,dJx[a,bJ;Z) e t 0tE[c,dJ, com t 0 <t então 

o 
V[tO,tJ[K J = V[tO~tJx[a,bJ[KJ; a demonstração é análoga 

de 2.7 . . 

2.9. Proposição: Dada KEBV ([c,d]x[a,b];Z), coloquemos c,a 

V[KJ 

a 

vK:[c,d]x[a,bJ--+ lR+ definindo vK(t,s) = V[c,t]x[a,s][KJ;e~ 

tão à função vK é aditiva sobre intervalos, isto é dados 
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t0'tGEc,d]; s0'sÉ;Ea,b] e tO $t; sO É s vale

VK(t, s) -VK(tO 'S0):t/[t0 'tJxEa,s0]EK]+UEc,t0]xEs0 's]EK]+ ]/ [t0 't]xEs0 's]EK]

Demonstração: Supondo, i.ni.ciallnente, que s = sn tem

VK(t,SO) - vK(tO 'S0) : t/[c,t]xEa,[K] - UEc,t0]x]aEKJ]

: VEc,tJ[KEl] - VEc,t0]]KlJ] = Veto'tl]KtJ] =

: t/[t0't]x]a,s0]EK]' por 2.8. Quando t = t0'o

mesmo acontece com a função K(s,t) = K(t,s) e como ]/[K[=t/[K],

temos o resultado. No caso geral em que tO <t. e s0< s, es-
c revemo s

os

dt tC
0

vK(t,s) - vK(t0's0) : vK(t,s) - vK(t0's) +vK(t0's) - vK(t0's0) ;

: t/[t0't]x]a,s]EKl+ t/[c,t0]xES0'S]EKJ; mas

[/[t0'tJxEa,s]]KJ: t/[t0't]xEa,s0]EK]+ UEt0'tJxEs0's]EK].

2.10. }?!gpçlgxçao: Dada KeBI/. .([c,dJÜ]a,b];Z) , são equiva]entes
\ 'a - .-de

a) vK ê contínua
b) K é contínua

PSnp!!ZI.lp:Sp:g: a) :-:» b). Vamos mostrar que dado sOGra,b] a

função teEc,d] -----,- K(t,sO)eZ é conta'nua. Dado tOGEc,d] e t > t0'

temos llK(t,sO) - K(t0's0)ll g t/[t0'tJxEa,s0]EK] ;vK(t,sO) -
' vK(t0's0) . Logo esta função é contz'nua. Analogamente a fun-
ção sela,b] ------ K(t.,s)eZ, o é

l
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t
0

,tG[c,dJ; s 0 ,sG[a,bJ e t
0

:::; t; s
0

:::; s vale 

Demonstração: Supondo, inicialmente, que s = s
0 

temos 

[KJ [KJ v (t s ) - v (t s ) = V · - V K 'O K O' O [c,t]x[a,s0J [c,t0Jx[a ,s
0

J 

a 

d 

V V 

mesmo acontece com a função K(s,t)=K(t,s) e como V[KJ=V[KJ, 

temos o resultado. No caso geral em que t
0 

< t e s
0 

< s, es

crevemos: 

vK(t,s) - vK(t0 ,s0) = vK(t,s) - vK(t0 ,s) + vK(t0 , s) - vK(t0 ,s0) = 

= V [KJ + V [KJ; mas [ta,t]x[a,s] [c,to] x[so,s] 

V [KJ = V [KJ + V [KJ. [ta,t]x[a,s] [ta,t]x[a,so] [ta,t]x[so,s] 

2.10. Proposição: Dada KEBV ([c,dJ x[a,bJ;Z), são equivalentes: c,a 

a) vK é contínua. 

b) K é contínua. 

Demonstração: a) ;, b). Vamos mostrar que dado s0E[ a, bJ a 

função tG[c,dJ--. K(t,s
0

)EZ é contínua. Dado t
0
G[c,dJ e t > t

0
, 

temos IIK(t,so) - K(to,so)II:;; v[to,t]x[a,so][KJ = \!K(t,so) -

- vK(t 0 ,s 0). Logo esta função é contínua. Analogamente a fun-

çao sG[a,bJ - K(t 0 ,s)GZ, o é. 
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Consideremos (t0's0);(t,s)eEc,dlxla,bJ; t<t0;

s<s0' Então, llK(t,s)-K(t,sO)-K(t0's)+KCt0's0)ll É

É UEt0'tJx]s0'g] É vK(t,s) -vKCt0's0) por 2.9. CoIRo vK é co3
tinua existe 6 > 0 tal que tO < t < tO + (5; sO < s < sO + (S ::'>
:':> vK(t,s) - vK(t0's0) < c/3. Sabemos que K u é conti'nua em

sO logo existe (5 ' > 0 tal que sO < s < s0+6' :-> llK(t0's)-K(t0's0)ll <

< e/3. Como Ks. é contínua em tO ]6'' > 0 tal que tO < t < t0+õ''
,sO)-K(t,sO) <e/3. Ena.m se 0<6<minl6,6',6''} segue-

se que:

llK(t,s)-K(t0's0)ll É liK(t,s)-K(t,sO)li. + llK(t,gO)-K(t0's0)ll <-T+3 : c

b) :-+" a). Vamos provar que a função tG]c,d] ----+ vK(t,sO) é
contz+nua; sOÉ;Ea,b]. Se, por absurdo, dado tOG]c,d],vK(t,sO)

não fosse contínua (à direi.ta) em t0' existiria r> 0 tal que

existe 'tl> 10 e vK('r,sO)-vK(t0's0) > r. Seja d=d''xd'eDEt0'T]x]a,s0]
tal que .i>1 '.11Kji ll > r. Tomemos 0GEc,d] com tO < 0 <.r e tal que

llK(0,si)-K(t0'si)ll < r para lsi.K Id'l. Então se ã=d''uÍolxd
temos

t

111««.:«: '::-.,11 :««,:«»;. "-
lata llKiill gr. Logo jl#d,liilKjill >r e portanto t/[0,T]xEa,s0]EK] >

> $.. Recomeçando o mesmo raciocx+nio em tto;!!i:l9 e levando-o

ad i.nfi.nitum obtemos l/[.t0'd]xEa,jK] = n, uma contradição. Ana-
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Consideremos (t
0

,s
0
); (t, s)8[c,dJ x[a,bJ; t < t

0
; 

s < s 
O 

• Então , li K ( t , s ) - K ( t , s O ) - K (.t O , s ) + K ( t O , s O ) li s 

[KJ ~ 
S V[tO,t]x[sO,~J s vK(t,s) - vK(t 0 ,s 0 ) por 2.9. Como vK e con 

tínua existe 8 > O tal que t 0 < t < t
0 

+ 6; s 0 < s < s 0 + 6 > 
to 

> vK(t,s) - vK(t
0 

,s 0) < E/ 3. Sabemos que K é contínua em 

so logo existe Ô I > o tal que so < S < so+ó I - ~ IIK(to,s)-K(to,so) II < 

< E/3. Como KsO ê contínua em t 0 :16" > O tal que t 0 < t < t 0+o" 

> IIK(t,s
0

) - K(t,s
0

) li< E/ 3. Enfim se O< ó< min{ó ,ó' ,ó"} segue

se que: 

b) > a). Vamos provar que a função t8[c,d] --4'" vK(t,s 0) é 

contínua; s 08[a,bJ. Se, _ por absurdo, dado t 08[c,dJ,vK(t,s 0) 

não fosse contínua (à direi ta) em t
0

, existiria r > O tal que 

existe '(rd~~ e vK(T,So)-vKCta,so) >r. Seja d=d"xd'8D[to,1Jx[a,so] 

tal que l / 11· K . . li > l.
2

. Tomemos 08[ c, d] com t
0

. < e < 1 e tal que . . ' J 1 . . 
J '1 

IIK(0,si)-K(t 0 ,si)II < 81 ~, I para 1 si s ld' 1. Então se d =d"u{e}xd' 

temos 

l<l 1 
I li K .. li = 

j 'i J 1 

1 d' 1 1 d I r 
l li K 1 · li + l li K · · li > -2 • . 1 1 . 1 . Jl 

Mas 
1= J~ · ,1 

ld' 1 1 <l 1 
· l IIK1-II s¾. Logo l IIK--11 >¾ e portanto 
i=l l .j~l,i Jl 

V [ KJ > [8,-r]x[a,so] 

> J. Recomeçando o mesmo raciocínio l t +8] · 
em t 0 ;-ºz- e levando-o 

ad infinitum obtemos V [KJ = 00 uma contradição. Ana-
[t0,dJx[a,s0J 
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[ogamente é contz'nua a função sela,b] -----'" vK(t0's)

No caso geral, dados t > tn; s > sn temos

VK(t,S)-VK(t0'S0): FETO'tJxEa,s0]EK]+t/[c,t0]xEs0'sJ[K[+t/[t0'tJx]a,s0]EK]'

[VK(t ,SO) -vKCt0 'S0)]tEVK(tO 'S) -VK(tO 'S0)]tt/[t0 't]xEs0's]]K]

e observando que se t ----* tO (ou s ---- sO) temos

FETO'tlxls0'sJ[K] -----+ 0 como foi fei.to acima, decorre a tese
2.11. Teorema: A. aplicação

KeBUCc,a([c,d]xEa,b];Z) -"----.. KUeBVCc([c,d];BVCa([a,bJ;X))

é uma isometria do pri.mei.ro espaço de Banach sobre o segundo

Demonstração: Consoante 2.7 e o fato da aplicação K ------» K]]

ser uma isometria de C([c,d]xEa,b];X) sobre C([c,d];C([a,b];X))

segue-se que KEleBV.([c,d]); BVC.([a,bJ;X)). De acordo com 2.8
L . CL

VEc,tlEKu] : t/[c,t]xEa,b]EK] : vK(t,b) é contl'nua por 2.10. En
tão Kl] também é contínua (Conf. [ARSl] pg. 25-30). Portanto a
associ.ação é bem definida

Ela é sobrejetora: pois dado

KueBVC.([c ,d] ; BVC.([a ,b] ;X))
\.- cl.

temos VEc,tJ[K]]] é contínua e dado teEC,d], VEa,sJ[K]](t)] é
contínua. Logo Kt e Ks são contz+nuas e como se t ----.-+ t0'

s ----» sO t/[t0't]xEa,s0]]K] --'--.-.> 0 temos como em 2.10, parte
a) -+ b) que K é contx+nua

2 . 1 2 Definicão Sejam K:Ec,d]xEa,b] -----,- L(X;Y) e
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lagamente é contínua a função sG[a,bJ -► vK(t 0 ,s). 

No caso geral, dados t > t
0

; s > s 0 temos 

e observando que se t-+ t 0 (ou s-+ s 0) temos 

V[t tJ [ J[KJ - O como foi feito acima , decorre a tese. 
O' X so,s 

2 .11. Teorema: A. aplicação 

K6BVC ([c,dJ x[a,bJ;Z) - K06BVC ([c,dJ;BVC ([a,bJ;X)) c, a c a 

é uma isometria do primeiro espaço de Banach sobre o segundo. 

Demonstração: Consoante 2.7 e o fato da aplicação K --- KO 

ser uma isometria de C(tc,d]x[a,bJ;X) sobre C([c,dJ;C([a,bJ;X)) 

segue-se que K06BV ([c,dJ); BVC ([a,bJ;X)). De acordo com 2.8 c . a 

V[c,tJ[KOJ = V[c,tJx[a,bJ[KJ ·= vK(t,b) é contínua por 2.10. En

tão KO também é contínua (Conf. [ARSIJ pg. 25-30). Portanto a 

associação é bem definida. 

-Ela e sobrejetora: pois dado 

K08BVC ([c,dJ;BVC ([a,bJ;X)) c a 

ternos V[c,tJ[KOJ é contínua e dado t6[c,dJ, V[a,s][KO(t)J -e 

.. t .. continua. Logo K e Ks sao continuas e corno se t - t 0 , 

s - s · V [KJ-+ O temos corno em 2.10, parte o [ta,t]x[a,so] 
a) > b) que K é contínua. 

2.12 .. Definição: Sejam K:[c,d]x[a,b]--+- L(X;Y) e 
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f:Ec,d]xEa,b] -----..- X. Dada d= d''#d'G]Dlc,dJxla,bl'd'':lto'...,tjd'-ll'

d' =ls0'...,sjd'l} e pontos rlj€1tj-t'tj[, ]sj É jd''l e

eliClsi-l'si[, ]g is jd'l escreveifl:T n'= (ít31.y..',njd''l);

C'=(eii'''''eld'l) e ad,n',€1':ad : ;>1.iKjif(nj,€1i)' Diremos que

e,x,ü,(e. a ,érüeg/taC de f co]t] a.aFaZia ã K ou f ê K-.{li'üegpLãve/ se exista.r
]

1)[c,d]xEa b]ad,n',€1' 'd. .K(t,s) f(t,s) para qual)
dJxEa , b]

quer escol-ha de n',

2.13. Pronosicão. Sejam feG([c,d]xEa,bJ;X) e

KCBU([c,d]xEa,b];L(X;Y)) então

a) Existe ll 'dt,sK(t,s)f(t,s)
[c , d] x [ a ,b ]

b) Se rK(í) : ll . ' dtsK(t,s)fCt,s) então
[c , d ] x [ a , b ]

11 F.(f) ll g st/rKt'll íll

C) Se fCS20([c,d]x]a,b];X) então FK(f) : 0

d) FK(f) : FK(f.-) e llrK(r)ll ssvEKt'llí..l
e) Se d€1DEc,d]*Ea,b] então lIFK(f)-ad,R',€1'll g sulKluã(f)

Demonstração: a) e e) Vamos provar que vale o Critério de

Cauchy. Dado c > 0 ]dcG]Dlc,dJxEa,bl:tod,(f) <'2S7ÍT'7; de acor-
do com 1.5(a). (Se St/[K] = 0 tudo é automático). Suponha]nos

dz dc: e que haja t*É;d''-d;; s*ed'-d;; com t*CJtj-l'tjE;

tj-].,tjGdc; s*€1si-l'siE; si-l'siedc' Consi.durando a divisão

{tj-l't*,tj]*]si-l's*,si} deEtj-l'tjJxEsi-l'si], temos
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f : [ c , d J x [ a , b J --+- X . D a d a d = d " "1l d ' 6 ID [ c , d J x [ a , b J ,d"= { t 0 , ••. , t I d" 1 }, 

d' ={s 0 , ... ,sld'I} e pontos njEJtj-l'tj[' l$j $ l<l"I e 

E,:'.E]s. 1 ,s.[, 1 $ i $ ld' 1 escrevemos n'= (n~
1
: •.• ,n·ld"I); 

l 1- l I d 1 '<:) 

(= ([;'., · · · .~·ld' 1) e ªd • i:-·= ªd= I K .. f(n'. . ~ :). Diremos que 
l ,n,._, · · Jl J l 

. J '1 
ew:te a in.:te.gll.a.l de. f c.om JU!/2pu:to ã. K ou f ê K-ht-tegMve.1 se existi r 

ID[c,d]x~i~bJªd,ri,~ = II •dt ,sK(t,s)f(t,s) para qual-
[c , d J x [ a , b J 

quer escolha de n·, ~·. 

2.13. Proposição. Sejam fGG([c,d]x[a,b] ;X) e 

KSBV([c ,dJ x[a,bJ;L(X;Y)) então 

a) Existe II •dt,sK(t,s )f(t,s) 

[c , d J x [a ·, b J 

b) Se FK(f) = f f • dtsK(t,s)f(t,s) então 

[c , d J x [ a , b J 

li F K ( f) li $ s V [ K J • li f li 
e) Se f6íl 0 ([c,dJx[a,bJ;X) então FK(f) = O 

d) FK(f) = FK(f __ ) e IIFK(f)II $ SV[KJ·lif __ ll 

e) Se d 6 ID [ e , d J x [ a , b J então li F K ( f) - a d , n., fll $ S V [ K J w d ( f) . 

Demonstração: a) e e) Vamos provar que vale o Cr itério de 

Cauchy. Dado s > O :ldE:EID[c,dJx[a,bJ:wd (f) < zsv\I<J; de acor
E: 

do com 1. 5 (a). (Se SV[KJ = O tudo é automático). Suponhamos 

d2>:d e·que haJ·a t*Ed"-d"· s*Ed' - d'· com t*EJt. t.[· 
E E:' · E:' J-1' J ' 

t. 1 ,t.Ed"; s*GJs. 1 ,s.[; s. 1 ,s.Sd'. Considerando a divisão 
J- J E: l- l 1- l E 

{t. J ,t * ,t.} x{s. 1 ,s*,s.} de [t. 
1

,t.Jx[s. 
1

,s.J, temos 
J- .. J 1- l J- J 1- l 
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K(tj 'si)-K(tj 'si-]) - K(tj .]'si) + K(tj-]'si-]) :.K]]+K12+K2].+K22;

logo se njcltj-l'tjE;Eiclsi-l'si[, temos Kjif(nj,€1i) :

Kllf(n=j ,e:i) '" KIZí(n:l,e:i) ' K2ií(n:l,ei.) ' KZZf(n=1,e:i)

Deste modo podemos escrever
l d l

llad'aaell ; ll j>liKjiEf(nj ,ei.)-f(nli ,tii.)tll ,

onde r)ii, e:i eram pontos de de que foram desdobrados para d

na forma acima explicitada. Enfim ljad-ad.ll g surKt21;i;ÍR.T:7
Daí se .d,d z dc temos lIGa-ad ll < c

Note-se que fi.cou provado tan\bérn que. se a à d temos

aã-adll <St/[Kluà(f); ]evando a ao ]imite obtemos e)

b) Quando f = 0 o resultado é i.medi.ato. Senão dado c > 0

lideG]OEc,d]xEa,b] -tal que jIFK(f)-ad.l < c ou seja

llrK(í)ll g ladll ' E ; llad'TÍjfl lrll * esSyEKJlfl +c

c) Se feno([c,d]xEa,b];X), .dado SirirT existe

d€1)[c,dJxEa,b] tal que {pGEc,dJxEa,bl:jjf(p)ll 2 e } está
contido nas Tetas definidas por d.. Logo

FK(f) ll É Sí7'íTT St/[K] : c

d) É imediato por 1.10 e l.ll

2.14. Convém observar que dada KGSI/([c,d]xEa,b];L(X;Y)) a

função KeSt/. ,.([c,d]x]a,b];L(X;Y)) onde K(t,s) = K(t,s)

- K(t,a) -K(c,s) +K(c,a) é tal que Vd€1DEc,d]-Ea,b] temos
K.il =K.il' Por isto SC/[K[: S]/[K] e dada fGG([c,d]x]a,b];X)

l

- 18 -

K(tj , s i) -K ( tj ,si-1) - K(tj ~l ,s i) + K(t j -l'si-1) =_Kl l +Kl2+K2l+K22; 

logo se 17'. E]t . 
1

,t.[;t,;'.G]s. 
1
,s.[, ternos K .. f(n'.,~'.) = 

J J - J l l- l Jl J l 

K
11

f(n'. ,~'.) + K12 f(17'. ,l;'.) + K21 f(17'. ,~'.) + K22 f(n: ,ç'. ) 
J l J l J l J l 

Deste modo poderncis- escrever 

1 d 1 _ _ 
li crd-ad li == li I K • • [ f ( n : , ç: ) -f ( n : , ç: ) J li , .. Jl J l J l 

E J , l 

onde n'., ç;: eram pont o s de d que foram desdobrados para d 
J l E 

na forma acima explicitada. Enfim ll cr d -ad li :::; SV[ KJ 25 v\KJ = ~ • 
E 

Daí se d,d ~ dE temos llcra-ªd li < E. 

Note-se que fic ou provado também que se d~ c1 temos 

llcra -aa. 11 < SV[K]wci(f); l evando a ao limi te obt emos e ). 

b) Quando f = O o resultado é imediato . Senão dado E > O 

:ldEGil\c,d] x [ a, bJ _tàl que IIFK(f) -ad li< E ou seja 
E 

li F K ( f) li :::; i cr d li + E = li a d • TI11 li li f li + E :,; SV [ K J li f j + E 

e) Se fEíl 0 ([c,d]x[a,bJ;X), . dado SV~KJ existe 

d E II\ e , d J x [ a , b J ta 1 que { p E [ e , d J x [ a , b J : li f ( p) 11 ~ S V~ tJ-} e s t á 

contido nas retas definid a s por d . Logo 
E . 

li F K ( f) li :::; s V~ K J s V [ K J = E • 

d)~ imediato por 1.10 e 1 .1 1 . 

2.14. Convém observar que dada KESV([c,d]x[a,b];L(X;Y)) a 

fun ção KESV ([c,dJ x [ a ,bJ;L(X;Y)) onde K(t,s) = K(t,s) -c, a 

- K(t,a) - K(c,s) + K(c,a) é tal que VdEID[c,dJ+[a,bJ temos 
- -

K .. =K ..• Por isto SV[KJ = SV[KJ e dada fEG([c,dJ-x-[a,bJ;X) 
J l J l 



19

temos

11 'dtsK(t,s)f(t ,s) : JJ 'dtsil(t,s)f..(t,s)
[c,d]x]a,bJEc,dJxEa,b]

A função K chama-se normalizada de K

2 . 15 . Teorema : A aplicação

KeSUc,a([c,d]x]a,b] ;L(X;Y))'------'" FKGL(G.-([c,d]xEa,b] ;X) ;Y)

onde FK(f):lnec,dlxta,bt dtsK(t,s)f(t,s) é uma isometria
do primeiro espaço de Banach sobre o segundo.

Demonstração: Por 2.13 b) FKGL(G..([c,d]xEa,b.];X);Y) e
FKI É St/[K]. A ap.]icação é ]inear e injetora. Dado

KeSt/c,a([c,d]xEa,b];L(X;Y)); K # 0, existem (T,a)eJC,dJxJa,b]

xGX e K(T,a) xp 0. Porém se f= Xlc,.tlxla,alx temos FK(f)
= K(T,a) x # 0.

Ela é sobrejetora. Dado fGL(G..([c,d]xEa,bJ;X);Y)

defi.nilnos K:Ec,d]TEa,b] -----+ L(X;Y) ,K(t,s) : F(Xlc,tlÊJa,slx)
K (t , s) €1 (X;Y) e dada

l g l

de-DEc,dlxEa,bJ'll jEIKjixjj.ll: lj>lir xltj-l'tjJxJsi-l'sj.

llrll >1 lxltj-l'tjlxJsi-sj.-llxj i) ll g ljrll

H
X 'F(x= ]tJ , l j -i

Daz+ SV[K] É lIFll e como F e Fv. coi.nadem nos e]ementos da for

- 19 -

temos: 

II •dtsK(t,s) f (t,s) = II •dt
5
K(t,s)f __ (t,s) . 

[c,d]x[a,b] [c,d]x[a,b] 

A função K chama- se normali zad a de K. 

2.15. Teorema: A aplic ação 

KESV ([c,dJ x[a,bJ;L(X;Y)) -->- FKGL(G __ ([c,dJ x[a,bJ;X);Y) c,a 

onde FK(f) =II ·dtsK(t,s)f(t,s) é uma isometria 
[c,d] x[a,b] 

do primeiro e spaço de Banach sob re o segundo. 

Demonstração: Por 2.13 b) FKGL(G __ ([c,d] x[a,~J;X) ;Y) e 

11 FKII s SV[KJ. A ap_licação é line a r e injetora. Dado 

KESV ([c,dJx[a,bJ;L(X;Y)); K ;r O, ex·istem (T,o)EJc,d]xJa,bJ c,a 
xGX e K(T,o) X ;z'. O. Porém se f= x x temos FK(f) = Jc,T]x]a,o] 
= K ( T, o) x ;r O. 

Ela é sobrejetora. Dado fEL(G __ ([c,dJ x[a,bJ;X);Y) 

definimos K:[c,dJ ~[a,bJ 

K(t,s)EL(X;Y) e dada 

L(X;Y) ,K(t,s) = F(xJc,tJ xJa,sJx) 

1 <li I d 1 

dEID[ dJ [ bJ'II I K .. x .. 11= li I F(xJ t J J Jx .. )11= c, x a, J. __ 1 J 1 J 1 . · . t . 1 , . x s. 1 , s. J 1 J ,l J- J 1- 1 

Daf SV[KJ s ílFíl e como F e FK coincidem nos elementos da for-
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ma X]C,tlxla,slx segue-se que F = FK por 1.12 e 1.13

Uln colãrio imediato de 2.15 é que

St/. .([c,dJxEa,b];L(X;Y)) é um espaço de Banach

2.16. Teorema (Helly): Sejam K.eSU([c,d]xEa,b];L(X;Y)) e su

pon[[amos que exista K:]c,d]xEa,b] -----+ L(X;Y) tal que VxÉ;X,

V(t,s)eEc,dJxEa,b], Kn(t,s)X'---," K(t,s)x e que ]M > 0 tal que
S t/[ K. ] $ b{. Então

a) KeS[/([c,d]x]a,b];L(X;Y)) e St/[K] É b{

b) VfeG([c,dJx]a,bJ;X) ll 'dts n(t,S) f(t,s) ---'+
[c,d]x]a,b]

---''" IJ 'dtsK(t ,s)f(t,s)
[c,d]xEa,b]

Demonstração: a) Seja dÉ;ID]c,d],.[a,b] e
e > 0

«lll«,:*,:«:,lll:\:«j?'*«!:':*,:- : «lll:«,:-«!:':*::" *
+ l dlK;n)X:: 1 < e+M; para hz nO com nO conveniente. Logo

'j , i J l J l

KeSt/([c,dJx]a,b];L(X;Y)) e St/[K] KM.

com

b) Dada feG([c,d]xEa,bJ;X) exista.rã conforme 2.13 a)

a integral JIEc,dJxEa,b3 dt,sK(t,s)f(t,s). DaÍ

- 20 -

ma X]c,t]x]a, s ]x segue-se que F = FK por 1.12 e 1.1 3. 

Um colário imediato de 2. 15 ~ que 

SV ([c,d] x[a, bJ;L(X;Y)) ~ um espaço de Banach. c,a 

2.16. Teorema (Helly): Sejam K .GSV ([c,d] x[a,b];L(X;Y)) e s u -n 

ponhamos que exista K:[c,d] x[a,b] --+- L( X;Y ) tal que VxEX, 

V(t,s)E[c,d] x[a,b], Kn(t,s)x->- K(t,s)x e que :IM > O tal qu e 

SV[ K J ~ M. Então: n 

a) KESV([c,dJx[a,bJ;L(X;Y)) e SV[KJ ~M . 

b) VfEG([c,dJx[a,bJ;X) ff •dtsKn(t,s) f(t,s)--+ 
[c,d] x[a,b] 

-.. II •dtsK(t,s)f(t,s) . 
[c,d] x[a,b] 

Demonstração: a) Seja dEID[c,d]x[a,bJ e xjiEX com llx jill ~ l e 

E > Ü. 

jdj _ !d! , · r ( n) (n) !d! (n) 
li I K . · x · . 11 -11 I e K .. -K . . + K . . J x . . li -~ li I e K . . - K . . J x . . li + 

j , i J 1 J 1 j , i J 1 J 1 J 1 J 1 j 'i J 1 J 1 J 1 

+ lllf1K~1:)X __ II < E+M; para ·n~ú0 com ~O convenient e. Logo 
. · J 1 J 1 
J '1 

KESV([c,dJ x [ a ,bJ;L(X;Y)) e SV[KJ ~ M. 

b) Dada fEG([c,d] x[a,bJ;X) existirá conforme 2.1 3 a), 

a integral If d K(t )f(t ) Dai~ . t s ,s ,s . 
[c,d]x[a,b] ' 
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illl 'dtsK(t,s)f(t,s) - ll 'dtsKn(t,s)f(t,s)ll É
[ c ,d]x[ a ,b] [ c ,dJx[ a ,b]

dtsK(t,s)f(t,s) - .E .Kjif(rlj,ei)ll +ll jdiKjií(n=1 ,e;)

dlK=jn)f(nii,E;)l +llllEc,d]xEa,b] dtsKn(t,s)f(t,s) - .>1.Kjil)f(nj ,e;.) 1l g

$ zmüã(í) + HjdiEKji-Kjn)]f(nli ,t;)ll conforme 2.13 e)

Tomando deDEc,dJx]a,b] de sorte que uà(f) < C de acordo com
1.5 a) e, para esta d, nÉ;IN tal que

illEl[Kji-'=jl: ]í j,e;)U«.} )
l

[c ,d]x[ a ,b ]

decorre a tese

2.17. Definicão: Sejam K:Ec,dJxEa,b] -----* L(Y;Z) e

L:Ec,d]x]a,b] -----+ L(X;Y). Dados pontos (t,s);(v,u)€1c,d]x]a,b]

temos K(t,s)'L(v,u)CL(X;Y) ; logo, dada d€1Dlc,dl*Ea,bl'
lúl
>l:Kji'L(nj,ej.)CL(x;z) , quando existir o li.mate

DEc,dJxra,b] J 'J'Kji'L(n=1 ,tii) : JIEc,dlxra,b3 dtsK(t,s)'L(t,s)

diremos que L ê K .éyiíeg,ptãveZ

E valido para a definição acima que se

LeG([c,dJxEa,bJ;L(X;Y)) e KÉ;St/([c,dJx]a,b];L(Y;Z))

então L é K integrãvel. A demonstração é análoga à de 2.13 a)
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li fJ •dtsK(t,s) f (t, s) - fJ •dtsKn(t,s)f(t,s)II $ 

[c,cl]x[a,b] [c,d]x[a,b] 

ff 
ldl ldl 

$ li ·dt K(t,s)f(t,s) - l K . . f(n: ,ç'.)11+11 I K .. f(n: ,ç'.) -
S .. Jl J 1 .. Jl J 1 

[c,d] x[a,b] J •1 J , 1 

1c11 II I d 1 - l K~1:1)f(n'.,C)ll+II ·dt K (t,s)f(t,s)- I K~1:1)f(n:,ç'.)II $ .. Jl J 1 S Il .. Jl J 1 
J ' 1 [c,d] x[a,b] J ' 1 

1 d 1 

$ 2:tvbJd'(f) + li L [K---K~1:1)Jf(n'.,~'.)II conforme 2.13 e). 
j ,i Jl Jl J 1 

Tomando d8ID[c,d]x[a,b] de sorte que u>ci(f) < 2EM de acordo com 

1. 5 a) e, para esta d, n.6W tal que 

1 d 1 (n) · . . E 
li I [ K . . - K . . J f C n . , ç . )li < z , 
j,i Jl Jl J 1 

decorre a tese. 

2.17. Definição: Sejam K:[c,d]x[a,b] -- L(Y;Z) e 

L:[c,d]x[a,b] -- L(X;Y). Dados pontos (t,s); (v,u)8[c,d]x[a,b] 

temos K(t,s) 0 L(v,u)8L(X;Y); logo, dada dEID[c,dJx[a,b]' 

ld 1 

l K .. 0 L(n'. ,ç'.)SL(X;Z), quando existir o limite 
j,iJl J 1 

1 d 1 

lim l K .. 0 L(n: ,C) = 
ID[c,d]x[a,b] j ,i Jl J 

1 
f f •dtsK(t,s) 0 L(t,s) 

[e ,d]x[a, b] 

diremos que L ê K inte,g!r.áve.J:... 

~ válido para a definição acima que se 

LSG([c,dJx[a,bJ;L(X;Y)) e K8SV([c,dJx[a,bJ;L(Y;Z)) 

então L é K integrável. A demonstração é análoga à de 2.13 a). 
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2.18. Teorema(Bray). Sejam J =]c,d]x]a,b]; ]=Ea,13]

KGSI/([c,d]x]a,b];L(Y;Z)) , h:Jx] ----,- L(X;Y) ta] que Vu€1

h,.eG([c,d]xEa,b];L(X;Y)) e V(t,s)GJ, h(t,s)GSV([cl,B]L(X;Y))

e supc.{SV]h(t,syJl<m e gGGCEa,í3];X). Então( t , s) eJ L J

, l .'.IJI
a

'dtsK(t , s) 'h(t , s ,u)] g(u)
[ c ,d] x [ a ,b]

[ ' dtsK( t , s)[ J B duh ( t , s, u) g(u)]
[ c , d] x [ a , b ] a

b) lill' .dtsK(t,s)
[c, d]xEa ,b]

'g(«)l ii :

É S[/[K](t,s)eEc,dlxla,blÍSVEh(t,s)]Jllgll

A demonstração será precedida por dois lemas

2 .19 Lema: A ful)ção $:Ea,13] -----+ L(X;Y);

4, (u) l 'dtsK(t,s)'h(t,s,u)
[c,d]xEa,b]

é de gemi-variação limitada e

SVE+[ÉSt/[K] sun {SVEh(t,s)]}
(t , s) eEc ,d]x [a ,b]

Demonstração: Consoante 2.17 é bem definida a função 4). Noto
mos também, que , dado xÉ;X

- 22 -

2.18. Teorema (Bray). Sej am J = [c,d]x[a,b]; I = [a,SJ 

KE:SV([c,d] x[a,b];L(Y;Z)), h:JxI - L(X;Y) tal que VuE:I 

huE:G([c,dJ x[a,bJ;L(X;Y)) e V(t,s)E:J, h(t,s)ESV([a,S~L(X;Y)) 

e s u p { S V [ h ( t ' s )' J } < 00 e g E G ( [ a , S J ; X) ; Então : 
(t,s)GJ 

a) Jª 0 c1u[f J 0 dtsK(t,s)oh(t,s,u)]g(u) = 

a [c,d]x[a,b] 

b) liff •dtsK(t,s) 1 Jª·duh(t,s,u)•g(u)]II::; 
[c,d]x[a,b] - a 

::; s V [ K] ( t , s ) li li 
· (t,s)E:[c,dJ x[a,bJ{SV[h J} g 

A demonstração será precedida por dois lemas. 

2.19. Lema: A função cp:[a,SJ->- L(X;Y); 

</>(u) = II ~dtsK(t,s)oh(t,s,u) 
[c,d]x[a,b] 

~ de semi-variação limitada e 

SV[cj>J::; SV[KJ sun {SV[h(t,s)J} 
(t,s)E:[c,d]x[a,b] 

Demonstração: Consoante 2.17 ~ bem definida a função cj>. Note 

mos tamb~m, que, dado xEX 
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[[[Ec,d3xEa,bt dtsK(t,s) 'h(t,s ,u)]x:J]Ec,dlxEa,bl dtsK(t,s)[h(t ,s ,u)x]

Para demonstrar esta afi.rmação observe que a função

(t,s)G]c,d]xEa,b] ------ h(t,s,u)x é regrada e o resto

das definições. Portanto dado dG]DEa,B] temos
Eêl

11 ' >11Í (+ (Uk) -'b('k-i)) *kll

lal ..
ll.' >1. ll 'dtsK'(t,s) ([h(t,s ,uk) - h(t,s ,uk-l)]xk) l
K'J' ' ' [c,d]xEa,b]

[c,dJxEa,b] dtsK(t,s) lkdlrh(t,s,uk-l)txk) ll g

É S[/[K] suP {SV]h(t,s).]}
(t , s) G[ c ,dJx]a ,b]

segue

2.20. Lema. A função Q:Ec,d]xEa,b] -----..- Y

@(t,s) : l 'duh(t,s,u)g(u) é regrada

Demonstração: A função Ü é bem definida; conferir [VSIE]

Theorem 4.12 pg. 26. Tomemos (t,s)eEc,d]xEa,b] e, por exem-

P[o, tn'ft e Sn'fS; (tn'Sn)'€1C,d]xEa,b]

Como huÉ;G([c,d]x]a,b];L(X;Y)) temos h(tn'sn'u) -'--'' hCt-,s-,u)
e dado xeX hCtn'sn'u)x ------ h(t-,.s-,u)x pelo Teorema de llelly
para uma variãve] conf [VSIE] Theorem 5.6, pg.46 temos

'duh(tn'sn'u)g(u) -----'" l 'duh(t-,s-,u)g(u) ,

B

a

- 2 3 -

[JJ •dtsK(t ,s) 0 h(t ,s ,u)]x= J I •dtsK(t ,s) [h(t ,s ,u) x]. 
[c,d] x[a,b] [c,d] x[a ,bl · 

Para demonstrar esta afirmação observe que a função 

( t,s )E[ c,d]x[a,b]-+- h(t,s,u) x é regrada e o resto segue 

das defini ções. Portanto dado dGJb[ a, 8 J temos: 

1é11 
li L (<l>(uk) - cp(uk- l))xkll = 

k==l 

f f •dtsK(t,s) ([h(t,s,uk) - h(t,s ,uk_1)Jxk)II = 

[c,d]x[a,b] 

" li Jf • dt5K( t, s ) [~t [h( t ,s, l\-l) lxk) li s 
[c ,d]x[a ,bJ. 

$ SV[KJ sup {SV[h (t ,s)]} . 
(t,s) G[c ,d]x[a ,b] 

2.20. Lema. A função 

lJ>(t,s) = 

~:[c,d] x[a, b] -- Y 

J
8
•duh(t,s,u)g(u) -e regrada. 

a 

Demonstração: A função~ é bem definida; conferir [VSIEJ 

Theorem 4.12 pg. 26. Tomemos (t,s)E[c,d] x[a,bJ e, por exem

plo, tntt e snts; (tn,sn)'G[c,dJ x[a,bJ. 

Como h GG([c,d]x[a,bJ;L(X;Y)) temos h( t ,s ,u) - h(t-,s-,u) u _ n n 

e dado x6X h(tn,sn 1 u)x - h(t - ,.s- ,u)x pelo Teorema de Helly 

para uma variivel conf [VSIEJ Theorem 5.6, pg.46 temos: 

Jª •duh(tn,s
11

,u)g(u) 
CI, 

--+- Jª·duh(t - ,s - ,u)g(u), 
a · 
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i.ê. Q(tn'sn) ---- l .duh(t-,s-,u)g(u)

Demonstração do Teorema de Bray: Devemos, de acordo com as

notações de 2.19 e 2;20, provar que

a

B

. du'b ( u) g(u)
Q [ c , d] x [ a , b ] dtOK(t , S) +( t , S)

Consideremos então S,T:G([a,B];X) -----,- Z definidos por

s (g) du4' ( u) g( u) r'.'.
a [ 'dtsK(t,s) .h(t,s,u)]g(u) e

U

dtsK(t,s)@(t,s) 'dtsK(t , s) 1.1 'duh(t,s,u)g(u)l

S,TGL(G.([a,í3];X);Z) , de fato:

IS(g)ll ÉS]/[K] sup {SVEh(t,s)]}.jjgl e llT(g)ll É
Ct,s) GJ

g S[/[K](tsupGJ{SVEh(t,s)]}.jjgjl , e se g=XJa,0]x; xGX, temos

s(g) : @(0)x :[/T.dtsK(t,s)'h(t,g,dix, i.e. S(g)
J

dtsK(t,s)[h(t,s,o).x] e T(g) : jj;atsK(t,s)Eh(t,s,o)x3
J

donde S=T em G.([a,B];X) e portanto em G([cl,í3];X) ,(conf
[VSIE] pg 26 Theorem 4 . 12)

2.21. Esta versão do Teorema de Bray, com o teorema de reprÊ
sentação de L(G.([cl,B];X) ;Z) diz que se S:G.([ct,í3];X) -----+ Z
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f3 . 
i. ê. ,,, ( t , s ) --+ f • d h ( t - , s - , u) g ( u) . 

'I' n n u 
a 

Demonstração do Teorema de Bray: Devemos, de acordo com as 

notações de 2.19 e 2;20, provar que 

I$ •du~(u) g(u) a II . dtºK(t,s)w(t,s) 
a [c,d] x[a,b] 

Consideremos então S,T:G([a,SJ;X) --- Z definidos por: 

S(g) = f8
•ducp(u)g(u) = J8

•du /}f •dtsK(t,s)ah(t,s,u)] g(u) e 

T (g) 

a a J 

= II •dtsK(t,s)l/J(t,s) = 
J 

S,TEL(G_([a, SJ ;X) ;Z), de fato: 

IIS(g)II ~ SV[KJ sup {SV[h(t,s)J}·llgll e IIT(g)II ~ 
(t,s) BJ 

~ SV[KJ sup {SV[h(t,s)J}•llgll, e se g=xJa,eJx; xEX, temos 
(t,s)EJ 

S ( g) = (j) ( e ~ x = [ f J • d t s K ( t , s ) º h ( t , s , ~1 x ·, i. e . s ( g) = 
J 

= IJ •dt
5
K(t,s)[h(t,s,8)°_x] e T(g) 

J 

= f f ;dtsK(t ,s)[h(t ,s ,e)xJ 
J . 

donde S =Tem G_([o,,SJ;X) e portanto em G([a,SJ;X), (conf. 

[VSIEJ pg 26 Theorem 4.12). 

2.21. Esta versão do Teorema de Bray, com o teorema de repr~ 

sentação de L(G_([a,SJ;X) ;Z) diz que se S:G_([a,SJ;X) --+ Z 
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ê o operador

S(g) = iÍI .dtsK(t,s)[ IB.d h(t,s,u)g(u) então S(g)
B

du'b ( u) g( u)

onde $(u)
IJ 'dtsK(t,s) .h(t,s ,u)

J

2.22. Outra versão do Teorema de Bray, usando os resultados

deste traba[ho ê a seguinte: Sejam J =Ec,dJx]a,b], R =

=Ey,6]xra,B] , KCSI/([c,d]xEa,b];L(Y;Z)) ; L:JxR ----'- L(X;Y)

tal que V(v,u)eR temos l,(V,U)G([c,d]x]a,bJ;L(X;Y)) e V(t,s)GJ

s L(t,s)GS]/([y,6]xEa,B];L(X;Y)) de modo que

supÍS[/[L(t,S)]J<« e geG([y,6]xEa,B];X). Então
(t , s) GJ

vui liÍ 'dtsK(t ,s) .L(t ,s ,v,u)lg(v,u)

ÍÍ 'útsK(t,s)[ll.dvul(t,s,v,u)g(v,u)]
J R

b) ii]] 'úvur]] 'dtsK(t,s).L(t,s,v,w)]g(v,u)llgR J

g St/[K] suP {SUEt.(t,s)]]jjgjl
(t ,s)GJ

A demonstração imita em todos os pontos a anteri.or, substituin

do-se os resultados de uma variável pelos de duas . À luz de
2.15 se S:G..([(5,y]xEct,B];X) -----,- Z;
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ê o operador 

S(g) = fJ •dtsK(t,s) [ f3
· duh(t,s,u) g(u)] então S(g) = f8·ducjl(u) g(u) 

J a a 

onde cp(u) = JJ •dtsK(t,s)ah(t,s,u) 
J . 

2 . 22 . Outra versao do Teorema de Bray, usando os resultados 

de ste trabalho~ a se gu inte: Sejam J = [c,d] x[a,bJ, R = 

= [y,ó] x[a, SJ, KESV([c,dJ x[a,bJ;L(Y;Z)); L:J xR -+ L(X;Y) 

tal que V(v,u)GR temos L(v,u)G([c,dJ x[a,bJ;L(X;Y)) e V(t,s)GJ 

temos L(t,s) GS V([y,ô] x[a,SJ;L(X ; Y)) de modo que 

sup {SV[L(t,s)J} < 00 e gEG([y,ó] x[-a,SJ;X). Então: 
(t,s)GJ 

a) ff ·dvuIJf · dtsK(t,s) 0 L(t,s,v,u)] g(v,u) = 

R J 

= f f · dt s K ( t , s) [ f f · dvuL ( t, s , v ,· u) g (v, u)] 
J R 

. $ s V [ K J s u p { s V [ L ( t ' s) J } li g li . 
(t , s)GJ 

A demonstraçüo imita em todos os pontos a anterior, substitui~ 

do-se os resultados de uma variável pelos de duas. À luz de 

2.15 se S:G __ ([ó,y] x[a,SJ;X)--+- Z; 
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S(g): ÍI 'dtsK(t,s)[rÍ .d L(t,s,v,u)g(v,u)
[ c , d] x [ a , b] [ (5 , 'y ] x[ a , 18]

' l e lly É lj

existe uma Única função bí:[6,yJx]cl,B] -----» L(Z;X) ta] que

s(g) : l l
1 }

[ 6 , Y] x [ a , 13 ]

[ c , d] x[ a ,b ]

de Bray afirma que l-{(v,u) =
IÍ ' dtsK(t ,s) .L(t , s ,v ,u)

d..,b{(v,u)g(v,u) ; esta versão do teorema

B Funções de Semi-Variação LiJnitada no sentido de Frechet

2.2.3. 111ggj:l!;l:.çãg. Seja K:]c,d]xEa,b] ------,- B(YxX;Z) e
d = d''xd'G.ID. .. . . . defina.mos

[c , d] x [ a ,b ]

r l d ..

srdEKl: supÍlll>llKji(yj'xi)jjxjex, yieY;llxj
7

SF[K] ; suP{SFdrKJ: deJDlc,dlxEa,bl}

Chamamos SF[K] de óe»ú-va,4Zaçãa de F4echeZ de K e deno

teremos por SF([c,d]x]a,bJ;B(YxX;Z))o conjunto das funções

de [c,d]xEa,b] em B(YxX;Z) que tem semi.-variação de Frechet

finita SF([c,dJxEa,b];B(YxX;Z)) é um espaço vetoria] e ne]e

a ap]icação KeSF([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) -----'- SF[K]G]R+ é uma
sem i -norma

O conjunto SF, .([c,d]xEa,b];B(YxX;Z) :
=ÍKeSF([c,d]xEa,b];B(YxX;Z»:K(t,a) = K(c,s) = 0} é um espa

ço vetorial onde SF é uma norma

l
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S(g) = f j •dtsK(t,s) [f f •dVllL(t,s,v,u)g(v,u)-j 
[c,d]x[a,b] [ó,y]x[a,BJ 

existe urna Ünica função M:[ó,y]x[a,BJ -► L(Z;X) tal que 

S(g) = f f •dvuM(v,u)g(v,u); esta versão do teorema 
[ó,y]x[a,BJ 

de Bray afirma que M(v,u) = fJ 'dtsK(t,s) 0 L(t,s,v,u). 
[c ,d]x[a, b] 

B. Funções de Semi-Variação Limitada no sentido de Frechet 

2.2.3. Definição . Seja K:[c,d]x[a,b] --+- B(YxX;Z) e 

d= d" xd'GID[c,d] x[a,b] definimos: 

1 dl · 
SFa[KJ = sup{II I K .. (y·. ,x .)\~ x.EX, yiGY;llxill ::; l e IIYjll::; 1} 

j ,i Jl J 1 { J 

S F [ K J = s u p { S F d [ K J : dE ID [ c , d J x [ a , b J } • 

Chamamos SF[KJ de 1.>e.m-i..-vaJ1.,laç.ão de. F//.,e.c.he;t de. K e deno

taremos por SF([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z))o conjunto das funções 

de [c,d]x[a,b] em B(YxX;Z) que tem semi-variação de Frechet 

finita SF([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z)) é um espaço vetorial e nele 

a aplicação KESF([c,d] x[a,b] ;B(YxX;Z)) ~ SF[KJEJR+ é uma 

semi-norma . 

. O conjunto SF ([c,d]x[a,b];B(YxX;Z) = c,a 
~ 

= {KESF([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z]:K(t,a) = K(c,s) = O} e um espa-

ço vetorial onde SF ~ uma norma. 
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Quando X = Y = Z : C escrevemos SF([c,d]xEa,b])e
,d]xEa,b]) , no lugar de SF([c,dJx]a,b];B(CxC;C))
,dlxla,bl;B(CxC;C)) , respectivamente

Quando KeSF([c,dJxra,b]) , temos dada

dG]D [c,dJx]a,b]' que existem Bj'aj.GG tais que SFdEK]

*«t, .b;""'" «« l,E:'ji',,:l .ij:::ll2 Kji'il , "' ,'
d' IKjizi: ll(r l jizije:0(j) ; coloquemos então Bj :e':0(j) . Temos:

lól la''lla'l la''lla'l ldl

lj>liKjiajzil : lj>ll j.=tKjizil l:lj>ll i=1 Kjizil . Contudo 1 >1 KjiBjzil

ld'lld"l Id''l id''l .

i: lj>1: KjiBjl ' j:i 'j j : lj ] Kjj.Bjl e

'.«.; :ei-,,«.«'. il>ilKJ i'j'it : ,>1:'ji'j"i

l

SFc
SF

C

e

: li;'.:'''*

«

iO(i) sela a.:e (]-)

Definimos ainda SF*([c,d]xEa,b]) como sendo o sub-

espaço de SF([c,dJx]a,b]) formados pe]as funções K para as

quais existem tOÉ;Ec,d], sOCEa,b] onde K ' e Ks. são de va-
riação li.noitada

2.24. A ap]icação BÉ;B(YxX;Z) ------+ BI'il€1(Y;],(X;Z)) onde

BCI) (y)(x) = B(y,x) é uma isometria do primeiro espaço de Ba-

nach sobre o segundo, bem como a aplicação BGB(YxX;Z) -------*

(2)GL(X;L(Y;Z)) onde B(2)(x)(y) = B(y,x)

t
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Quando X= Y = Z = C escrevemos SF([c ,d] x [a ,bJ) e 

SFc,a([c,d] x [ a ,bJ), no lugar de SF([c,d] x[a,bJ;B(fxC; O:.:)) e 

SF a([c,d] x [a,bJ;B(C xC;C)), respectivamente. c, 

Quando K6SF([c,d]x[a,b]), ternos dada 
ldl 

d8ID [ dJ [ bJ, · que existem 8- ,a .G(C t ai s que SFd[KJ = I K .. 8.a. C, . x_ a, J l · • Jl)l 
1c11 ld"lld'I J,l 

Basta observar que I I K .. z . z . 1 5 I I I K .. z. 1, mas 
. · Jl J l . l . 1- Jl l J,l J = 1= 

1 d' 1 1 d' 1 i0 . - ie . 
l K .. z. = 1 I K .. z. le (J); coloquemos então 8- = e (J). Temos: 

i=l)ll i=l)ll J 

1 d 1 1 d" 1 1 d' 1 1 d" 1 1 d' 1 1 d 1 
1 I K • •a• z • 1 = 1 I I I K. _. z . 11 = ; I I I K . . z . 1 . Contudo I I K .. 8. z. 1 $ 

· · Jl J l · l · l Jl l . l . l Jl l .. Jl J l J,l J= 1= J = 1= J,l 

1 c1 ' 11 d'" 1 1 d" 1 1 d" 1 · 

~ í I I K .. 8~ 1 e I K .. 8. = 
i=l j =l Jl J j=l Jl J 

1 I K .. 8- I 
j =l J l J 

-ie . 
seja a . = e (l) 

l 

temos finalmente 
1 dl 

1 I K .. z . z.l ~ . . J l J l J, l 

1dr 
l K .. B.a .. . . J l J l 

J 'l 

Definimos ainda SF*([c,d] x[a,b]) como sendo o sub

espaço de SF([c,d] x [a,bJ) formados pelas funç6es K para as 
to 

quais existem t
0
6[c,dJ, s 06[a,bJ onde K e Ks

0 
são deva-

riação limitada. 

2.24. A aplicação B8B(YxX;Z)--+- B(l)eL(Y;L(X;Z)) onde 

B(l) (y)(x) = B(y,x) é uma isometria do primeiro espaço de Ba-

nach sobre o segundo, bem como a aplicação BGB(Y xX ;Z) --

-+ B(Z)EL(X;L(Y;Z)) onde B(Z) (x) (y) = B(y,x). 
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2.25. !!gpgâj:Ê.ão.: Se KGSFC,&([c,d]xEa,b];BCYxX;Z)) então,
dados tG]c , d] , sCEa ,b] , temos

KS])Csyc([c,d];LCY;L(x;z)) e Kt(2)eSVa([a,bJ;L(X;L(Y;Z))

Demonstração: Seja sCra,b] e d''É:l)[c,d] e yj'CY, jjyjll g I'

l >llEKs(tj) (1) -K (tj-l){ãlàll = 1 sHpl 11111'ilEK(t,sj)-K(t,sj-l) ](yj'x) jsSF[K]

DaÍ SV[K1l)] ÉSF[K]. Ana]ogamente SV[Kt(2)] É SF[K]

2.26. :lllg.iej:.!!j:.ç.ãg: Sejam g:Ec,d] ------» Y; f:]a,b] ----> X e

K:Ec,d]xEa,b] -------- B(YxX;Z) . Diremos que a pa4. (g;f) êl K-Zrüeg,ÜveZ

se existir o limite

DEc,d]xEa,b] J 'l'Kji(g(n=1) ,ÍCtij)) : lltc,dtxra,bt sK(t,s)(g(t) ;f(s))

onde njcltj-l'tj[, €1i€1si-l'si[
2.27. Prooosicão: Sejam KCSF([c,dJx]a,bJ;B(YxX;Z))

gÉ;G([c,d];Y), fGG([a,bJ;X). Então

a) Existe BK(g,f) d. .K(t , s) (g(t) ; f(s) )ts
[c,d]xEa,b]

b) llBK(g, í) É srEK3ll silo rl

c) Se geC0([c,dJ;Y) ou fCC0([a,b];X) então BKCg,f) 0

d) Dada d d''xd'e 1) [c,dJxEa,b] temos
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2.25. Proposição.: Se KGSF ([c,d ] x[a,b] ;B(YxX;Z)) então, 
- - c,a · 

dados tG [c,dJ , sE[a,bJ, temos 

Demonstração: Seja s6[a,bJ e d"EID[c,d] e Yj -6 Y, li yj li :,; 1. 

ld"I ~-"\ ld"I 
li I [Ks(t.)(l)_Ks(t._1

)Ql;fy.ll = sup li I [K(t,s.)-K(t,s . _1)J(y. ,x) l:,;SF[KJ 
j =1 J J J I xll :,;1 j =l J J J 

Daí SV[K~l) J :,; SF[KJ. Analogamente SV[Kt(Z) J:,; SF[KJ. 

2.26. Definição: Sejam g:[c ,d] -->- Y; f:[a,b]----+- X e 

K: [e ,d] x[a,b] --+- B(YxX;Z). Diremos que o paA (g;f) ê K-úite.911,êi.ve.l 

se existir o limite 

ldl JJ lim I K .. ( g ( n : ) , f ( F,: : )) = • dt sK ( t , s) ( g ( t) ; f ( s) ) 
ID .. Jl J l 

[ d] [ b] J ' 1 [c ,d]x[a,b] e, _x a, 

onde n: E J t . l , t. [, C 6 J s . l , s . [ . 
J J- J l 1- l 

2.27. Proposição: Sejam KESF([c,d] x[a,b];B(YxX;Z)), 

gGG([c,dJ;Y), fEG([a,bJ;X). Então: 

a) Existe BK(g,f) = J f •~tsK(t,s) (g(t) ;f(s)) 

[c,d] x[a,b ] 

e) Se gEC 0
([c,dJ;Y) ou f6C

0
([a,bJ;X) então BK(g,f) = O. 

d) Dada d= d" xd'EID [c,d]x[a,b] temos 
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, , l al
1111 'dtsK(t,s)(g(t),f(s)) (=,):>1.Kji(g(rl=1) ;r(ei{))ll g
' ' [c ,d]xEa,b] Xyj 'i 'J 'L 'J -L

g SF[K](llglluã..(f) ''" l íi.«ã.(g))
Demonstração: a) Suporemos g# 0; f#0 e K#0; senão tudo é

verá.fi.cada. Vamos mostrar que se cumpre o Critério de Cauchy

Seja c > 0 e tomemos d:€1DEc,d] e dÉ:€1D]a,b] tais que

"à«(Ú ';sru ]l:d ' "ãl:U) ';;;iiJU ' Se d:d.:d=*d;
ldl lq:l

11 j >liKji(g(rlj) ,f(ej) ) - nE:. nRI(g(nÃ) ,f(tii)) ll

dl Idl

11 j>li.Kji(g(nj)-g(n,..(j)) ,í(e;)) ' j >liKji(g(n:l),r(ejl) -í(ç.l:(i))) ll '

«IÍI«;:i:: i,-:'".,,,: "p", ID" ül= '
* ill lbiGI'']fa:i)-í(qm )] glJá.Êeuqll7sgl.n- « ..

temos

<

onde n;(j) e en(i) são como na demonstração de 2.13 a)

Da igualdade acima tomando-se .o limo.te vem a parte

1 41
b) Dado d€1DLc,dlxEa,bl' ll.i>1:Kji(g(n.i) ,f(eii))ll

: ll>ilKjijl-l-' ;i-ir-lH llglllíll :srEKtllgll llíl , l.g.

l

d)

IB.cg, r)ll ' s rEK] ll gll l rll
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1 dl 
li J { · d t s K ( t , s ) ( g ( t) , f ( s) ) <:J j ~ i K j i ( g ( n j ) ; f ( ( i ) ) li ~ 

[c,d]x[a,b] · 

Demonstração: a) Suporemos g ;,! O; f ;,! O e K ;,! O; senão tudo é 

verificado. Vamos mostrar que se cumpre o Crit~rio de Cauchy. 

Seja E>O e tomemos d~EID[c,d]e d~EID[a,b]tais que 

wd"(g) < E e wd' (f) < E • Se 
E 2SF[KJllfll E 2SF[KJllgll 

d~ d =d"xd' temos: E E E 

ldl ldEI 
li l K .. ( g ( n : ) ' f (e) ) - l K ( g ( n . ) , f (e) ) li = .. Jl J J nn1 n m J ,1 n,m 

ldl ldl 
= li l K .. ( g ( n : ) - g ( n . ( . ) ) ' f ( ( : ) ) + I K .. ( g ( n : ) , f (e) -f ( ç' ( . ) ) ) li ~ .. Jl J n J 1 . . Jl J 1 rn 1 

J ,1 J ,1 

ldl f f(C)) ~ li I K .. [ (n'.) - ( .. )J ZllfllSHKJ, 1 li _E_+ 
j , i J l l g J g T\1 (J) E: li fll 2SF[KJ 

onde n~(j) e ~~(i) são como na demonstração de 2.13 a). 

Da igualdade acima tomando-se o limite vem a parte 4). 
1 <li . 

b) D a d o d E ID [ d J [ b J , li l K . . ( g ( n : ) , f ( e ) ) li = c, x a, .. Jl J 1 
J , l 

ldl fg(n:) f((:·)) 
= 1 l Kj i J , 

1 li li gíl li fll ~ SF[KJII gll li fll, logo 
j , i l li g li íl f li 

li B K ( g , f) li ~ s F [ K J li g li li f li . 
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c) Suponhamos que BECO([c,d];Y) . Dado c: >0 existe

Cd''É;lnec,d] tal que {tGlc,dl:jjg(t)ll 2 E: }cdC' Logo se

d'' z d= e d = d''xd' onde d'C]])[a,b] é qualquer vem:

«l<«,:'''-j' ,'':;,," :«lll«::l;.:j, 'p "'« ; tP" ,h :
g SF[K] SiiÊiRt : c e por i.sto BK(g,f) : 0.

Os resultados sobre funções reguadas de uma. pari.ável

que aqui usamos, bem como os que usaremos até o fim deste ca-

pa-tu]o estão ein [VSIE] pg. 16-20

2.27. Lembremos que em G.([a,B];Z) os e]ementos da forma

xJa,tlz tela,Bl; zeZ formam um subconjunto total deste es
Notemos ainda que dada KGSF([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) e

g = XJc,Tly f : Xla,aJx, temos BK(g,D : K(T,a)(y,x)

2.28. Teorema: A aplicação KeSF. .([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) ------.-

----"'- BKCB(G.([c,d] ;Y)xG.([a,b];X) ;Z) onde

paço

)

BK(g,f) : dtsK(t,s) Cg(t),f(s)) é uma isometria
[ c , d] x[ a ,b ]

do primeiro espaço de Banach sobre o segundo

Demonstração: A associação é bem definida; lIBKll çSF[K] con
forme 2..26 b) ; linea.r e i.njetora, pois se K # 0 existem
TÉ;lc,d[ , agia,b[, yeY, xeX com

0 PK('r,a)(y,x) =BK(XJc,TJy,XJa,aJk) conforme 2.27. Dado
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e) Suponhamos que gEC
0

([c,dJ;Y). Dado E:> O existe 

d~GID[c,d] tal que {tE[c,dJ:llg(t)II 2: SF[KE:Jllfrr}cd~. Logo se 

cl":?.d" e d=d"xd' onde d'GID ê qualquer vem: E: [a,bJ 
j d j . . j dj ( . SF[KJ f(~i)) E: 11 I K .. (g(n_.) ,f( ~_-))11 =li I K . . g(n.) -- llfll ; -- li SF[KJ 5 
j,iJl J l j,iJl J E: ~fll 

s SF[KJ SF~KJ = E e por isto Blg,f) =O. 

Os resultados sobre funções regradas de uma. variável 

que aqui usamos, b em como os que usaremos atf o fim deste ca

pitulo estão em [VSIEJ pg. 16 -20. 

2.27. Lembremos que em G_([a,BJ;Z) os elementos da · forma 

X]a,t]z tE[a,BJ; zE:Z formam um subconjunto total deste espaço. 

Notemos ainda que dada KGSF([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z)) e 

g = X]c,T]y f = XJa,crJx, temos BK(g,f) = K(T,cr)(y,x). 

2.28. Teorema: A aplicação KESF ([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z)) --4--c,a 

·-..-- BKEB(G_([c,dJ;Y)xG_([a,bJ;X);Z) onde 

BK(g,f) = f f •dtsK(t,s) (g(t),f(s)) é urna isometria 
[c,d]x[a,b] 

do primeiro espaço de Banach sobre o segundo. 

Demonst ração: A associação é bem definida; IIBKII sSF[K J con-

forme 2.26 b); linear e injetora, pois se K -;t. O existem 

TG]c,d[, cr6J a ,b[, yEY, x6X com 

Q -;t.K(T,cr)(y,x) =I3K(x]~ T]Y•XJ Jx) conforme 2.27 . Dado \..., a, a 
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BCB(G.([c,d];Y)xG.([a,b];X) ;Z) definimos K:Ec,d]x]a,b] -----,..

-----,- B(YxX;Z) por .K(t,s)(y,x) = BK(Xlc,tJy;Xla,slx) ' É claro

que K(t,s)É;B(YxX;Z) Vt Vs. Dada d''xd'GI)[c,d]xEa,b] e yjCY,

xieX, ljyj is l, llxill É 1, temos

11 jdiKji(yj'xi)l : ll jdiB(xltj-]'tjlyj;Xlsi.].,silxi)ll

:iIBltjd'ilx3tj.]'tj tyj ;l d']lxlsi.].,silxil ll llBI

LogoKÉ;SFc,a([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) e SF[K] É lIBI. Como BK e B

coincidem nos elementos da forma Xlc,TJye XJa,alx, por
2.27, elas coincidem eln G.([c,d];Y)xG.([a,b];X)

2.29. Teorema: Sejam gÇI([c,d];Y); fGG([a,b];X)

KCSF([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) , então

Íltc,dtxEa,bl tsK(t,s) (g(t) ,f(s)) : f'dsEc ' dtK(t,s) (i)g(t)llí(s)

Íd atljb. úsK(t,s)(z)í(s)ll g(t)c a

Demonstração: Como foi estabelecido em 2.25 é bem definida a

função 4):Ea,b] ------ L(X;Z) ,

(1)g(t). Dada d'C]DEà,b] temosq; \. D J

lll.d'.t i) -4'(s i.t)ixilli:] Íd dtLK(t,si) (1) -K(t ,si-].)(1) ]g(t)]xiH g
C
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BER(G ([c,dJ;Y) xG ([a,bJ;X) ;Z) de finimos K:[c,dJx[a,bJ--+ 

->- B(YxX;Z) por .K(t ,s) (y,x) =·BK(xJc,tJy;xJa,s]x). E claro 

que K(t,s)EB(YxX;Z) Vt Vs. Dada d" xd 'Eil\c,dJ x[a,bJe Y/;Y, 

x . ex , li y . li $ 1 , li x . li 
l J l 

$ 1, temos 

1 dl 
li I K . . ( y . , X . ) li = 

. · J 1 J 1 J , 1 

Lo go KESFc,a([c,d]x[a,bJ;B(YxX;Z)) e SHKJ ~ IIBi. Como BK e B 

coincidem nos elementos da forma x] Jy ex] Jx, por 
c,T a,a 

2.27, elas coincidem em G_([c,dJ;Y)xG_([a,bJ;X). 

,,:.-
2.29. Teorema: Sejam g~_J[c,d];Y); fEG([a,bJ;X) 

K6SF([c,dJx[a,bJ;B(YxX;Z)), então 

(( ·d -sK(t ,s) (g( t) , f(s) .) = Jb • ds ,-_Jd • dtK(t ,s) (1) g( t)] f(s) = 
Jj[c,d]x[a,b] t 

•. a c 

= (•dt[t· dsK(t,s)(
2
)f(s)} g(t). · 

c a 

Demonstração: Corno foi estabelecido em 2.25 é bem definida a 

função cp: [a ,bJ - L(X;Z), 

cp(s) = fd ·dtK(t,s)(l)g(t). Dada d'EID[à,bJ temos 

c 
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i: 1[ c ' dt]KCt,si) (1) -K(t,si.].)(1)]g(t)]xi jd':Lj] d'llKj i(i)g(nj)]xill' +

+ llj,iKji(g(nj),xi)ll' É possível tomar d''G]D]c,d] tal que

j=lKji(1)g(nj) - .r'dtEK(t,si) (1) -K(t,si.l) (1)tg(t)ll <- d'

l d' l
em consequência temos ll .>1. [+(s-i) - +(s.i.l)]xill É c+SF[Kljjgjl

i . e . SV[ +] g SFtK3ll gjl

Assim é tambéll

l

Os open

) ) )

igual
dado

ii MEDI aerl-nzaa a l-ntegral

[Íb. .s[ [datK( t , s) ( 1) g(t)] f(s)

odores S,T:G.([c,d];Y)xG.([a,bJ;X) -----» Z;

S(g,f) = ÍI .dtsK(t ,s) (g(t) ,f(s
Lc ,d] xL& , b]

T(g,f) = ]b.ds]]d. dtK(t,s)(1)g(t)]f(s) são bilineares e cona c

tínuas e se g = XJc,Tly e f: Xla,aJx temos S(g,f)= K(r,a)(y,x)

T(g,f)=Íb.ds ']ddtK(t,s)g(t)]í(s) = Jb;dsEK(v,s)(1)rtxJa,atx

= K( r,a)(1)(y)(s) =K(T,a)(y,x) .Então S =T e por 2.26 c)

[c,dJxEa,b] sK(t,s)(g(t) ,f(s) : .fb'dslc 'dtK(t,s) (1)g(t)lí(s) ,
VgÉ;G([c,dJ;Y) ; VfGG([a,b];X). Ana]ogamente para a outra

+ (s) f(s)Sa

e
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ld' 11-fd (1) . (1) - ] , ld' lld''I (1) • ] . ~ li I · dt[K(t,s.) -K(t,s._l) Jg(t) x . - I Í_,.K.. g(n.-) x.r1 + · l l l 1 . l . l Jl J 1 1= - 1 = J = e . 

ldl 
+ li í_, K .. (g(n'.) ,x.-)11, E possível tomar d"GID[ d] tal que · · Jl J 1 C, J ,1 

i d" 1 d 
· 11 I K .. ( 1 ) g ( n:) - ( · d t [ K ( t , s . ) ( 1) - K ( t , s. 

1
) ( 1) J g ( t) li <-E:-

j ~l J 1 J J . 1 l- i d' i 
e 

1 d' 1 

em consequência temos li I [cp(s.) - cp(s. 
1

)Jx.11 ~ E:+SF[KJjlgll . 1 1 1- 1 1= 

i. e. SV[ cpJ ~ SF[KJII gll. 

Assim ê também bem definida a integral 

f
b b d · 

a ·dscp(s)f(s) = f •ds[[ ·d tK(t,s)(l)g(t)]f(s). 
a e 

Os operadores S,T:G _ ([c,d.J;Y) xG_([a,bJ;X) --+ Z; 

S ( g, f) = j f · dt 
5 

K ( t , s) ( g ( t) , f ( s) ) , 
[c,d]x[a,b] 

T(g,f) = t•d
5
[t· dtK(t,s) (l)g(t)]f(s) são bilineares e con 

a e 

tínuas e se g - x )' e f - x x - Jc,T] - Ja,cr] temos S(g,f)= K(T,o)(y,x) e 

T(g,f) = fb •ds[f~dtK(t,s)g{t)]f(s) = 

a e e 
= K ( T , cr) ( l) ( y) ( s) = K ( T , cr) ( y , x) . Então S = T e por 2 • 2 6 e) 

II •dtsK(t,s)(g(t) ,f(s) = t·ds[( ·dtK(t,s)(l)g(t)]f(s), 
[c,d]x[a,b] a e 

VgGG([c,dJ;Y); VfGG([a,bJ;X). Analogamente para a outra igual-

dade. 



CAPTTUL0 3

APLICAÇOES

Faremos algumas aplicações dos resultados obtidos

nos capítulos anteri.odes. Lançaremos mão, também, de alguns
resultados que não se encontram aqui, são eles.

3.1. A apli.cação clÉ;SVa([a,b];L(X,Y)) ----"* Fcj€1(G.([a,b];X) ;Y)

onde Fa(f) : l 'dc!(t)f(t) ê uma isometria do pri.melro espa

de Banach sobre o segundo

Escrevemos SVa([a,bJ;L(X;Y)) :L(G.([a,b];X) ;Y). Qual

do Y:C escrevemos BVn([a,bJ;X' ); quando X=Ç escrevemos

BIVa([a,b];Y). Ver [VSIE] pg. 22, 38, 39; também olhar eln

[ARSl] Pg. 13, 14, 25, 35, 43.

3.2. Seja X um espaço normado e Y um espaço de Banacla reflexa

vo ou, mais geralmente, um espaço de Banaêh fracamente sequei:
cialmente completo. Se aÉ;SV([a,bJ;L(X;Y)) então VtC]a,b[

(t€1a,b]) temos lim SV]t,t....]EaJ: 0 (1iT SVEt-c.tEEa1: 0)E:.} 0 J - ' ' ' ' e.} 0

b
ço

a

C) resu]tado 3.2 é o principa] de [SVC]. Do mesmo ]oca],
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CAPTTULO 3 

APLICAÇÕES 

Faremos algumas aplicaçõ es dos resultados obtidos 

nos capitulas anteriores. Lançaremos mão, tamb~m, de alguns 

resultados qu e não se encontram aqui, são eles. 

3.1. A aplicação aESV
3

([a.,bJ;L(X,Y))---. F;GL(G_([a,b];X) ;Y) 

onde Fc/f) = fb •da(t)f(t) ê uma isometria do primeiro espaço 
a 

de Banach sobre o segundo. 

Escrevemos SV ([a,b];L(X;Y)) = L(G ([ a,b];X) ;Y). Qua_n a -

do Y = C escrevemos BVa([a,bJ;X' ·); quando X={: escrevemos 

BWa([a,bJ;Y). Ver [VSIEJ pg. 22, 38, 39; também olhar em 

[ARSIJ pg. 13, 14, 25, 35, 43. 

3.2. Seja X um espaço normado e Y um espaço de Banach reflexi 

voou, mais geralmente, um espaço de Banath fracamente seque~ 

cialmente completo. Se aESV([a,bJ;L(X;Y)) então VtS[a,b[ 

O resultado 3.2 ê o principal de [SVCJ. Do mesmo locaL 

-33-
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outro resultado que nos é importante é:

3.3. Sob as hip13teses de 3.2, toda funçã

e regrada

3.4. O espaço BVa([a,b]) ê fracamente sequenci-a]mente comp]E.
to

clGSV( [ a b] L(X Y))0 ) } )

O resu]tado 3.4 acha-se em [LO] pg. 337 S12 cap. 4
Theorem l

3.5 Dado um espaço de Banach X, temos BV([a,b];X)
= BIV([a,bJ;X) se e somente se X Õ de dimensão finita

A) Aplicações das Isometrias
3.6. Teorema: São isométricos os segui.ntes espaços de Banach

pelas isometrias canónicas definidas anteriormente

a) SFc,a([c,d]x]a,b];B(YxX;Z)) ; SVc([c,dJ;L(Y;SVa([a,b];L(X;Z))))
b) SF. .([c,d]x]a,b];B(CxX;Z)) = BW.([c,d];SV.([a,b];L(X;Z)))

Lp 9cl. ' \... d

C) SFc,a([c,d]xra,b]) = B]c([c,d];BVa([a,b]))

d) SFc,a([c,d]xEa,b];B(YxX;Z)) ; L(G.([c,dJ;Y) , a([a,b];L(X;Z)))
e) SFc,a([c,d]x]a,bJ;B(YxX;C)) = L(G.([c,dJ;Y);B a([a,bJ;X'))

f) SFc,a([c,dJxEa,b];B(YxC;Z)) ; L(G.([c,dJ;Y) ;B]Va([a,bJ;Z))

g) SFc,a([c,d]xEa,b]) ; L(G.([c,d]) ;BVa([a,b]))

Demonstração: a) e d). Por 2.28 temos

SFc,a([c,d]xEa,bJ;B(YxX;Z)) ; B(G.([c,d];Y)xG.([a,b];X) ;Z) . Porém, por
2.24 B(G.([c,d];Y)xG.([a,b];X) ;Z) ; L(G.([c,d];Y);L(G.([a,b];X);Z)) ê de

acordo com 3.1, temos enfim que

L(G.([c,d] ;Y) ;L(G.([a,bJ;x)z)) = L(G.([c,d];Y) ;avara,b];L(x;z)))é)
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outro resultado que nos é importante é: 

3 . 3 . Sob as hipóteses de 3.2, toda função aGSV([a,bJ;L(X;Y)) 

é re grada. 

-3.4. O espaço BVa([a,bJ) e fracamente sequencialmente compl~ 

to. 

O resultado 3.4 acha-se em [LO] pg . 337 §12 cap. 4 

Theo rem 1. 

3.5 Da do um es paço de Banach X, temos BV([a,b];X) = 

= BW([ a ,bJ;X) se e somente se X é de dimensão finita . 

A) Aplicações das Isometrias 

3.6 . Teorema: São isométricos os seguintes espaços de Banach 

pelas isometrias can6nicas definidas anteriormente . 

a) SFc,a([c,dJx[a,bJ;B(YxX;Z)) = SVc([c,dJ;L(Y;SVa([a,bJ;L(X;Z)))) 

b) SF c ,a ([e ,d] x[a, bJ ;B(CxX; Z)) = BWc ([e ,d] ;SVa ([a, bJ ;L(X; Z))) 

c) SF ([c,dJx[a,bJ) = BW ([c,dJ;BV ([a,bJ)) c,a e a . . 

d) SF ([c,dJx[a,bJ;B(YxX;Z)) = L(G_([c,dJ;Y),SVa([a,bJ;L(X;Z))) c,a 

e) SF ([c,dJx[a,bJ;B(YxX;t)) = L(G ([c,dJ;Y);BV ([a,bJ;X')) c,a - a 

f) SF ([c,d] x[a,bJ;B(YxC.::;Z)) = L(G ([c,d];Y);BW ([a,bJ;Z)) c,a - a 

g) SF ([c,dJ x[a,bJ) = L(G ([c,dJ);BV ([a,bJ)) c,a - a 

Demons tração: a) e d). Por 2.28 temos . 

SF ([c ,dJ x[a,bJ;B(YxX;Z)) = B(G ([c,dJ;Y)xG ([a,bJ;X) ;Z). Porém, por c,a - -

2.24 B(G_([c,dJ;Y) xG_([a,bJ;X);Z) = L(G_([c,dJ;Y);L(G_([a,bJ;X);Z)) e de 

acordo com 3.1, temos enfim que: 

L(G_([c,dJ;Y);L(G_([a,bJ;X)Z)) = L(G_([c,dJ;Y);SVa[a,bJ;L(X;Z))) 0 
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= SVc([c,d];L(Y;SVa([a,b];L(X;Z)))), provaltdo a) e d).

As demais isometrias são instâncias de a) e d) de a-
cordo com 3.1

3.7. TeorepÉ!. O espaço BU

paio de SF. .([c,d]xra,b])

Demonstração: Por 2.7 temos B]/c,a([c,d]xEa,b]) ; BVc([c,dJ;BVa([a,b])
este últi.mo é uma parte própria de BIVc([c,dJ;BV.([a,b])) , de
acordo com 3.5. Por 3.6 c) segue-se a tese.

A demonstração para 3.7 existe.na literatura, é muito

ad ]loc e mais complicada; veja [DBVFTV] em especia] na pg. 841

3.8. Teorema: O espaço SFc,a([c,d]xEa,b]) ê um subespaço de
G( [c , d]x [a ,b])

Demonstração: Usando 3.6 c); 3.3 e 3.4 é imed.lata a tese

Novamente a demonstração deste resultado existe na li.-

teratura, para o caso real, de modo mais complicado, veja
[FBFV]

3.9. Por 3.6 b) telhas SFc,a([c,dJxEa,b];B(q=xY;Z)=B c([C,d];SVa([a,b];L(X;Z)))

Quando X:C e Z=G.([a,b]) e ct:Ea,b] ---'" Z é ct(s) :X]a,s], temos
que a }mo regrada . Logo a função

K:Ec,d]xEa,b] -----* B(CxC;G.([.a,b])) ; G.([a,.b])

definida por K(t,s) = (t-c)c!(s) não poderá ser regrada por 1.4.

Contudo KCBIVcCEc,dJ;Bica([a,bJ;Z)) = SFC,&([c,d]x]a,b];B(CxG;Z)) posto que

dada d''G]D]c,d] ' temos

C

}

, d] x [ a , bJJ e um subespaço prõ-
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= SVc([c,dJ;L(Y;SVa([a,bJ;L(X;Z)))), provando a) e d)_. 

As demais isometrias são instâncias de a) e d) de a

cordo com 3.1. 

3.7. Teoremã . O espaço BV ([c,d] x[ a,b~ 6 um subespaço pr6 -c,a 
prio de SP ([c,d] x[ a ,b]). c,a 

Demonstração: Por 2 . 7 tem os B V ( [ c , d J x [ a , b J) = BV ( [ c , d J ; BV ( [ a , b J) , c,a c a 

este Ültimo ~ uma parte pr6pria de BW ([c,dJ;BV ([a,bJ)) , de c a 
acordo com 3.5. Por 3.6 c) segue-se a tese. 

A demonstração para 3.7 existe .na literatura, ~ muito 

ad hoc e mais complicada ; veja [DBVFTVJ em especial na pg. 841. 

3.8. Teor ema: O espaço SF ([c,d] x[a,b]) ê um subespaço de c,a 
G([c,d] x[a,b]). 

Demonstração: Usando 3.6 c); 3.3 e 3.4 6 imediata a tese . 

· Nov8mente a demonstração deste resultado existe na li

teratura, para o caso real, de modo mais complicado, veja 

[ FBFVJ. 

3.9. Por 3.6 b) ternos SF ([c,dJx[a,bJ;B((CxY;Z)=BW ([c,dJ;SV ([a,bJ;L(X;Z))). c,a c a 
Quando X= (C e Z = G_([a,bJ) e a : [a,bJ -+ Z ê a(s) = X] J, ternos a,s 
que a não regrada. Logo a função 

K: [ C, d J X [a' b] ---- B ( e X e; G - ( [a, b J)) = . G - ( [ a ,.b J) 

definida por K(t,s) = (t-c)a(s) não poderá ser regrada por 1.4. 

Contudo KEBW ([c,dJ;BW ([ a,b J;Z)) = SF ([c ,d]x [a ,bJ;B((Cx(C;Z)) posto que c a c,a 

dada d"EID[c,d], ternos 
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ll'tl [[,Ü tj)-K0(tj-l)]zjll : ll j:ll (tj-tj-l)"(s)zjl

a(s)Id't(tj.I'tj)zjll: la(s) l ll'tll(tj.l-tj)zj l ÉI'tiltj-l-tj l

IV[KtJ] $ d - cl e

d-c,

B) Séries Duplas de Fourier

3.10. :EZgJ2g.!.j:.ç.4g.: Se @. e @.. são si.stemas ortogonais (orto-

norinais) completos de L2(X'';U'') e de L2(X' ;U') então os pro'

s enm : 4'n@m formam um si.stema ortogonal (ortonormal) coD
pleto de L2(X''xX' ;u''ou'). Confere.r em [EAFTF] pg.440. Teore-
ma 1

Portanto, dados os sistemas A=jelntlnCZ de L2([-v,v]
obtemos o sistema S = {el-nt eimsln,meZ de L2([-]r,lixe-lr,T])
Doravante adotareinos a notação: enm(t,S) : eint eims: ei(nt+ms)

3.11. !!s.iE].n3:s.g:e: Dada feL2([-.T,'nJxE-lT,lr]) , periódica em R2,o
seu !W. caeáZc,éepúe de Fou/ü é

CnmEf] ; -J.2 1 1 f(t,s) i;1111(:í'::T dtds. A ''nm soma'' da série
n m

de Fourier de f é SnmEf] : . >1 . >1 cZklfJel,k(t,s) e a sé)'ie
R,= -n k= -m

de Fourier de f é, caso exi.sta, o lirni.te

)

T

T

n,m-*m SnmEf](t,s) ; }l k>lmclk]fJe2k(t,s) : S]f](t,s)

3.12. Pronosicão: Dada fÉ;L2([-n',IT]xE-T,lr]), periódica em ]Rz
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ld''I 
= íl I (t . -t . _1)a(s) z.j = 

j =l J J J 

1 d" 1 

= 11 ac s) I e t . _ 1 -t .. ) z . 11 
j =l J J J 

1 d" 1 1 d" 1 
= li a ( s) 1 1 I ( t. _ 1-t.) z • 1 ~ I I t • _ 1 -t . 1 = d-c, 

j =l J J J j=l J J 

1. e., 

B) Séries Dupl as de Fourier 

3.10. Proposição: Se~ e~ são sistemas ortogonais (orto-n m 

normais) completos de 1 2 (X";µ") e de L2 (x' ; µ') então os pro-

dutos e = ~ ~ formam um sistema ortogonal (ortonormal) co~ nm n m 

pleto de L2 (X"xX' ;µ 11 ®µ 1
). Conferir em [EAFTFJ pg.440. Teore -

ma 1. 

Í int} . Port anto, dados os s~stemas A=\ e nG:-2 de L2([ -n ,TT]) 

obtemos o sistema S = {eint e 1ms} G"ll de 1
2

([ - n,1rJ x [-1r,1rJ). n ,m-u.. 
- int ims i(nt+ms) Doravante adotaremos a notaçao: e ( t, s) = e e = e . nm 

3.11. Definição: Dada fGL 2 ([~1r,nJx[-n,1rJ), periódica em m2,o 

seu nm c..oe.-&iúe.n,t:e. de. Fou.JÚVL ê 

1 ITT {1T ~ - . C [f] = -- f(t,s) e (t,s) dtds. A "nm soma" da serie nm 4 2 nrn 
TI 

-TT -n 

de Fourier de f ê S [f] = nrn 

de Fourier de f ê, caso exista, o limite 
CX) CX) 

- . e a serie 

( ) . -d. m 2 3.12. Proposição: Dada fGL 2 [-n,n]x[-TT,TT] , perio 1ca em= 
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temos: Snm]f](t,s): ll f(t-v,s-u)Dn,m(
-T -T

Dn,m(v,u) :Dn(v)Dm(u) : z.üsen v/z ' zlsen u/z e

l Í Dnm(v,u)dvdu : l
-T -T

Demonstração: SnmEf]

*}.(ó r" /"
-T -T

]. llr in f(y,x)ezER'(t-y)+k(s-x)]dydx
-T -T

1,-n k-.m 4r2 l Í f(t-v,s-ujex(Êv+ku)dvdu
-T -T

n m
f(t-v,s-u) >1 }1 --l!:.. ellv eikudvdu.

1,;1-n k:-m '4R2 ' '

ondev,u)dvdu

m

k: -mc l,k[ f] e Êk( t , s )

f(y,x)
'dXdxl eÊk(t,s) :

Como n.(«) :: ãh- m ej.ku temos
k=-ln

Dn(v)'Dn(u) : l l,nn kmmeilv eiku = Dnm(v,u)

Lembrando que r Dn(v)dv : Jv Dm(u)du
-T -T

llr IÍ Dnm(v,u)dvdu : 1 [ ív nn(v)úvjnm(u)úu
-T 'T -T -T

temos
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TI TI . 

temos: S [fJ(t,s) = f f f(t - v,s - u)D (v,u)dvdu onde nrn n, m 
-TI -TI 

D (v,u) =D (v)D (u) n,rn n rn 
= sen(n+l / 2)v sen(rn+l / 2)u 

2Tisen v/2 · 2Tisen u/2 e 

JTI JTI Dnrn(v,u)dvdu = 1. 
-TI - TI 

Demonstraç ão: s [f] = nm 

n 
m ( 1 ITI = I I -

1=-n k=-m 41r 2 
-TI 

ITI 

-TT 
n m 

1 f TI .f TI = I I 
1=-n k=-m 4TI 2 

-TT - TI 

f(y,x)e 1k(y,x)dydx)e 1k(t,s) 

f( ) i[l(t-y)+k(s -x)Jd d y,x e y x 

= 
n m 
I 1· 

t=-n k=-m 4TT 2 

1 ITI fTI · i(lv+ku) f(t - v,s - u)e dvdu = 

D (v) 
m 

m 
1 li' e iku = - -~ l temos 2TT k=-m 

= 

= 

iku 
e = D (v,u). nrn 

Lembrando que fTT Dn(v)dv = fTI Dm(u)du = 1 temos: 
- TT -TI 

JTT fTT Dnm(v,u)dvdu = 
-TI -TI 
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Fazendo uma conveniente mudança de variáveis, podemos

escrever a expressão 3.12 sob outra fornta, isto ê

3.13. Nas condições de 3.12, ternos: SnmEf](t,s) :

l "Í"[ f(t+v, s+u) +f(t-v ,s+u) +f(t+v ,s-u) +f(t-v , s-u)]D;un(v , u) dvdu.0 0

3.14. Para todos cl,13É;[0,v]; kG]IN+, tem-se

10 gen(n õ7Z dal g v2 (Kilsterman)a '

Seja a = 2u; 2k+l erros

s eJ'i ]ilu .
?l:à-'f '",

daí

a

13 sen(k+1/2)ada
'''Xêía72 sw .« . l"'" ü

0

u/m
2

mTrdudus T

'0

3.15. Se KÉ;SFc,a([C,d]xra,b]),gCLI([c,d]) ,fÉ;LI([a,b]),Então

.r.r)K(t,s)g(t) f(s)dtds É SF[KltGEcpd] t g(T)dTlsCEupbt lbí(a)aa

Demonstração: Como K ê ]imitada eln [c,d]x]a,b] a forma bi.]i-
near

rd rb
1 1 K(t ,s) g(t) f(s)dtds

ê contínua em LI([c,d])xLI([a,b]). Basta provar a desigua]dg:
de acima para c]uando termos geC([c,d]) e fGC([a,b]) . Neste

(g f))
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Fazendo uma conveniente mudança de variiveis, podemos 
; escrever a expressão 3 . 12 sob outra forma, isto e 

3.13. Nas condições de 3.12, temos: S [fJ(t,s) = nm 

= f TT f TT [ f( t+v, s+u) +f( t-v, s-1-u) +f( t+v ,s-u) +f(t-v, s-u) ]Dnm (v, u) dvdu. 
o o 

3.14. Para todos a,f36[O,,rJ; kEJN * , tem-se· 

IIB sen(k+l/2)0 1 
sen 072 da :::; TT

2 (Küsterman) 
a 

Demonstração: Seja 0 = 2u; 2k+l = m, temos 

IB sen(k+l/2)0 da = · 2 ( 612 
sen 0/ 2 J 

a a/2 
daí 

sen mu du, sen u 

1 If3 sen(k+l/2) rrc101 · :::; zf,r/m f1r/m fn/m _ v sen mu du :::; mu du:::; mTT du = 1T2 
sen cr/2 sen u sen u 

a, o o o . 

3.15. Se KESF ([c,dJ x[a,bJ),gEL 1 ([c,dJ) ,fEL
1
([a,bJ),Então: c,a . 

Demonstração: Como K ~ limitada em [c,d] x[a,bJ a forma bili-

near 

(g,f) -~ fdibK(t,s)g(t)f(s)dtds 

e a 

~ contínua em L1 ([c,dJ) xL1 ([a,b]) . Basta provar a desigualda 

de acima para quando termos gEC([c,dJ) e fEC([a,bJ). Neste 
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caso sej am + ( t)

:-gCt) , Q' (s) = -f(s) . DaÍ

d rd
K(t ,s)d@(t) : -l K(t ,s)g(t)dt

g('r) dT e

t

rD
Q(s) = 1 f(v)d'r , temos $' (t)

S

ldK (t , s) d$ (t)
C

d
4'(t) dtK(t ,s) : : 0+

CC

K@

temos

,s) g(t) dt
d d

gCT)dxldtK(t,s) : l dtK(t,s)
tC

Í g(')d't

Logo

laÍbK(t , s) g(t) f( s) dtdsc a

lb[ ldatK(t,s) ]dg(T)a.t] f(s)ds.
a c t

Porêln

Ib[ I dtK(t ,S) ]dg(T)dT]f(S)dS : -]bt ÍddtK(t ,S) ]dg(T)d]dSÜ(S)a c t a c t

e como

Íb [ [d tK(t ,s)Íag(T)d.t]ds@(s) + rbds [ Íddt. :, (t ,s) Ídg(T) d] f(a)daa c t a c t

dtK(t,s)Í g(T)d'r r''.''.::.,tC

b d
K(t,s) g(t) dt

Ca
f(s)ds

- 39 -

d 
caso s e j am <t>(t) = J g(T)dT e ~(s) 

b 
= f f ( T) d T , te mos </> ' ( t) = 

t s 

=-g(t), l/J' (s) = - f(s). Daí 

d f K(t,s)d<t>(t) = 
d 

-J K(t,s)g(t)dt 
e e 

e como 

e e 

temos 

d I dtK(t,s)g(t)dt 
e 

Logo 

d b 
J f K(t,s)g(t)f(s)dtds = 

e a a e 

Porém 

e como 

t [f\K(t,s) J\c,)d,hW(s) + J\ [f\ (t,s) J\c,)d,] f(o)do = 

a e t a e t 
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vem que

f(s)dtds f(a)da

dtsK(t

devido ao resultado 2.29. A tese é então imediata

3-16. Teorema: SejafGSF*([-x,'n]xE-v,v]),

(t0's0)eE-lT,T]xE-T,IT] e f periódica em ]R'; então S]f](t0's0)

= 'iEf(to+,so+)+f(to''',se-)'''f(to-,se')'''f(to-,se-)]: l a

Demonstração: Consoante 3.12 e 3.13 temos que

slf](t0's0) : Í a ':- :m l Í [f(tÕ+v,s0+u)-fCt0' ,s0+)+''''0 0

+ f(t0-v,s0-u) -f(t0-, s0-)l Dnm(v,u) dvdu

Mos trarelnos que

n,m'-m 1) 'Ç f(t0'v,s0-u)-f(t0-,s0-)]Dnm(v,u)dvdu : o,

apelando para 1.11 os outros limites são demonstrados de for-
ma análoga à daqui, com adaptações convenientes.

Temos SF.([-T,T]xE-T,n'])cG([-lr,IT]xE-'R,T]) , portanto

por 1.11 f: f..+r e por 1.7 f: f.. quase sempre; da'z basta
Tq -y+ f] ] r f] 'rq fl 1 1 Íb

l illt
H.H'>'a

KÍv.u)D (v,u)dvdunm
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vem que 

fdfb~(t,s)g(t)f(s)dtds = Ibds[ fddtK(t,s) Jdg(T)dT]f(a)da = 

c a a e t 

de vido ao resultado 2.29. A tese~ então imediata. 

3-16. Teor ema: Seja fESF* ([ - TT ,TT]x [-1T, 1r ]), 

(to,so)E[-TT,TT] x[-TT ,TT ] e f periódica em JR
2 ; então S[f](to,so)= 

= ¼cf(to+,so+)+f(to + ,so-)+f(to-,so+)+f(to - so-)J= ¼ a. 

Demonstração: Consoante 3.12 e j.13 t emos que 

Mostraremo s que 

apelando para 1.11 os outros limites sao demonstrados de for

ma anilo ga i daqui, com adaptaç6es convenientes. 

Ternos SF ([ - TT,TT] x [-TT,TT])cG([-TT,TT] x[-TT,TT]), portanto 
* 

por 1.11 f = f +r e por 1. 7 f = f __ quase sempre ; daí basta 

provar que 

lim 
n , rn➔ co fTTjTTK(v,u)D (v,u)dvdu = O 

nm 
o o 
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onde K(v,u) ; f..(t0-v,s0-u) - f(t0-s0-) Não é difícil ver
que se fGSF*([-v, ]TJxt -T,T]) então f..GSF*;([-T,T]xE-:T,IT]) ;

portanto KCSF([0,T]x[0,'n]) . Norlna]izamos K da forma. K(v,u)

K(v,u)-K(v,0)-K(0,u)+K(0,0) . Então kGF0,0([o,lrJxEO,lr])
Notemos que K(0,0) = 0 e que portanto

o o o o
f''F f'K

+ l K(v,0)Dnm(v,u)dvdu
0 0

Vamos provar que cada ullla das parcelas acima é nula no li-
mite para n,m ---+ m. Por exemplo

.r.rKm ,") Dm(« , -) d«d« : l.rK m ,") Dn(') '"l .rq..(«) d" : }
Porém, conforme 2.25, K(0,u)CBV([0,n-]) e ]im K(0,u) = 0, logo

u-t0

'lT f 'n f 'F

K(v,u)Dntn(v,u)dvdu : 1 1 Í(v,u)D.:m(v,u)dvdu +

T

K(O
'0

,u)Dnm(v,u)dvdu

K(O u)l).(u)dun

lim
H-'>oo

,u)Dm(u)du :0

O mesmo argumento aplica-se para provar que

0 0

Para a parcela restante temos

n->oo
lim

T

K(v,0)Dnm(v,u)dvdu
T

.r.r*(",")Dm(«,«)d«d« : r.rk(",-)Dm:(«,-)d«d« . .rr*(",-)Dm(",")d"d"
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onde K(v , u) = f (t -v,s - u) - f (t 0-s 0 - ) . Nã.o ê difícil ver -- o o 
que se fGSF* ([ -1r, 1r]x [ -1r, 1r]) então f GSF* ([ -1r ,1r] x[-1r,1r]); 

portanto KSSF([0,1r]x[0,1rJ). Normalizamos K da forma K(v,u) = 

= K(v,u) - K(v,0) - K( O,u) +K (O,O) . Então iSF0 ,0 ([0,1rJ x[0, 1rJ ). 

No temos que K(O , O) = O e qu e portanto, 

J TI JTTK(v,u)Dnm(v,u)dvdu = JTTJTT R(v,u)Dnm(v,u)dvdu + 

o o o o 

+ JTTJTTK(v , O)Dnm(v ,u)dvdu + fTTJTIK(O,u)Dnm(v,u) dvdu 
o o o o 

Vamos provar que cada um a das parcelas aci ma é nul a no li 

mit e para n,m -~ 00 • Por exemplo: 

r r K(O, u)Dnm(v , u) dvdu = (In K(O, u)Dn ( u) au) fTT Drn(v) dv = ½ r K(O, u)Dn (u) du . 
o o o o o 
Porém , e o n f o rm e 2 • 2 5 , K ( O , u) E B V ([ O , 1T J ) e 1 i m K ( O , u) = O , 1 o g o 

u->- 0 

O mesmo argumento aplica-se para provar que 

lim f1Tj1T K(v,O)D (v,u)dvdu = O. 
n➔oo nm o o 

Pira a parcela restante temos: 
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l"Í"ÍC",u)Dm(«,«)d«d« - l Í k(",u)Dm(",u)d"du.6 6 0 0

Portanto, de acordo com 3.14 e 3.15 temos

f'n f'n

l"Í- Í(v ,u) Dm(v,u) dvdu
0 0

]

Agora como KllGB[V0([0,v]; BV0([0,v]) [3.6,c)] e Kl} é conta'nua
no 0 (o limite ê uni.forme sobre u consoante 1.6) e eln vista

de 3.2 temos que existe (S > 0 tal que

lrz SF[0,6]x[0,6]ERl] + SF[0,6]x[0,x]EK] + SF[0 ,Ttxt0,Ó]EÊll < 7;

dado E: > 0 (para SF[0,T]x[0,6]EK], basta repetir o argumento
invertendo a ordem das vara.ãveis) , pelo lema de Riemann-Le-

besaue temos

+ SF[0,6]x[0,IT]EK] + SF[0,lrJx[0,i5]]K] + KCv,u)D (v,u)dvdu
n ' ' ' llJn' ' '

T

SFE0,6]xEO ,(5]EK] +

n,m'-n.l)'l) (v'u)Dnm(v,u)dvdu

- 42 -

Portanto, de acordo com 3.14 e 3.15 temos 

+ SF [KJ + SF [K]l I f TTI1T - 1 [O,ó]x[O,TT] [0,TT]x[O,ó] J + K(v,u)D (v,u)dvdu 
ó ó nm 

Agora Como R0sBW
0

([0,TT]; BV
0

([0,TT]) [3.6,c)J _e Rº f contínua 

no O (o limite~ uniforme sobre u consoante 1.6) e em vista 

de 3. 2 ternos que existe ó > O tal que 

E: < -- . 
2' 

dado E> O (para SF[O,TT]x[O,óJ[KJ, basta repetir o argumento 

invertendo a ordem das vari~veis), pelo lema de Riemann-Le 

besgue ternos 

71" 1T 

lirn ( f K(v,u)D (v,u)dvdu = O. j nm 
n 'm+oo o o 

- o -
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