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INTRODUCAO

As funcoes de variacao limitada de uma variavel
real tem diferentes aspetos:
1) Integrais de Riemann-Stieltjes e Teorema de Riesz.
2°) Curvas Retificaveis segundo Jordan.
3°) Relagoes com funcOes absolutamente continuas.
Quando se procura generalizar esta nogao para duas
" ou mais variaveis reais, por exemplo, segundo Vitali,ndo se
consegue preservar todos os aspeétos. (por exemplo e possi-
vel haver f: R®> — R de variacdo limitada segundo Vitali,
que apos uma rotacao de 45°¢ a%licada a R? deixe de se-la).
Mas sob o ponto de vista dos Teoremas de Representacgdo, as
fungoes de variagdo limitada segundo Vitali, e segundo Fre-
chet, 550 os entes perfeitos para representarem certos espa
cos funcionais; ver os teoremas 2.15Ae 2.28, de representa-
¢do do capitulo 2.
Morse e Transue, abordaram as funcoes de varia-
cao limitada segundo Frechet e os teoremas de representagao
a elas relacionados, para espacos de fungoes continuas, es-
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tendendo as integrais usuais de Riemann-Stieltjes para di-
mensao dois, isto e, para retangulos. No presente texto uti
lizamo-nos de integrais interiores ampliando a classe de fun
¢Oes integraveis para as funcoes regradas. Veja os resulta-
dos 2.13 e 2.22 do capitulo 2.

YO fato de usarmos integrais interiores, e funcoes
regradas, facilita muito o manejo da integral e a demonstra
cao de suas propriedades. Na .realidade a dificuldade fica
transferida para a dembnstragﬁo do fato que, para funcoes
continuas, a integral interior e a integral usual coincidem.
Para o .caso de uma variavel Vefa [VSIE] pg. 9 theorem 1.2;
para a integral usando nucleos de vafiagéd limitada de Vita
.1i, a demonstracao utiliza as mesmas ideias da prova desta
referéncia e, para infegrais com niicleos de variagdo limita
~da de Frechet, segue do theorem 1.2 com o teorema 2.29 do ca
~pitulo 2. Alias o teorema 2.29 da ao teorema 2.27 a feigao
do resultado de M. Frechet. Convém notar que o limite com re
finamentos da integral interior permite demonstragoes mais
simples, enquanto o limite com amplitudes, para a integral
usual, vantagens computacionais evidentes.

Morse e Transue, nos seus artigos, que datam do-
fim da década de 40 e inicio da de 50, além de estudarem as
fungoes de variacdo limitada de Frechet, aplitam 0os teore-

mas la obtidos as series multiplas de Fourier e ao calculo
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das variacgoes. Nosso enfoque permitiu demonstragoes dos seus
resultados de modo mais simples e de forma mais geral, veja
o capitulo 3. ‘

Outros resultados tambem mantém-se neste contexto;

por exemplo, se K:[c,dlx[a,b] — L(X;Y) & tal que para to-

da funcao f regrada existe

J[ -dtSK(t,s)f(t,s)
[c,d]x[a,b]
entdao K € de semi-variacao limitada segundo Vitali; veja as

definicoes pertinentes no texto que se segue.

Agradeco pela'sﬁgestéo do tema e do seu enfoque,
bem como pelo magnifico trabalho de orientagao, ao Prof.Dr.
Chaim Samuel Honig. | |

Agradeco tambem ao Sr. Jodo Baptista Esteves de

-

Oliveira pela datilografia deste trabalho

Sao Paulo, maio de 1978
Joao Carlos Prandini



NOTACAO

Dados conjuntos A e B, o conjunto das fungGés de A em B e indica
do por BA

Dada K:TxS — R definimos KD:T 5 B por KD(t) (s) =K(t,s), e
dado t€T (s€S) colocamos Kt:s — R (KS:T — R) onde Kt(s) =
= K(t,s)(Ks(t)=K(t,s)).

Dado um conjunto N, uma parte A de N, um espaco metrico M e uma
funcao f:N — M a oscilagao de f em A & A)A(f) = sup{dif(x) ; £(y)) : x,y€A}

As letras X,Y, e Z indicarao, salvo mencao em contrario, espacos
de Banach complexos ou reais e o conjunto das aplica§6es lineares (bi-
lineares) continuas de X em Y (de YxX em Z), sera denotado por L(X,Y)

(B(YxX;Z)).



CAPITULO 1

FUNCOES REGRADAS DE R?

Apresentaremos a definicao e algumas propriedades
de funcoes hegradas, definidas num retangulo [c,dlx[a,blde R?,
tomando valores num espaco de Banach. Faremos eventualmente
. uso de propriedades de fungoes regradas de uma variavel, es

tas propriedades encontram-se em [VSIE].

1.1. Definicoes: Dado um intervalo [a,b] de IR, uma divisao d

de [a,b] € uma sequéencia finita dity=a<...<t =b. Escre-
vemos |d| =n e Ad=sup{tj-tj_1: 1<j<|d|}, chamamos Ad de
amplitude de d. O conjunto das divisoes de [a,b] € simboliza-

do por lD[a,b].Dada deD d:t,=a<... <t|d'I =b, os 4in-

(a,b] 0
tervalos basicos de d sao os subconjuntos {tj} para 0<j < |d]

e ]tj_l,tj[ para 1<j < |d]|.

Seja agora o retangulo [c,d]lx[a,b]l. Uma divisao d de

[c,d]x[a,b] € um produto d=d" xd'; onde d"€D e d'€D

[c,d] [a,bT
Colocamos |d| = |d"||d'| e a amplitude de d &€ Ad =Ad"Ad'. In-
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dicamos o conjunto das divisoes de [CJHX[aJilporH%c dIx[a.b1"
Um Antervalo basico de d = d”xd'em[c,d]x[a,b] e um produto de

intervalo basico de d'", por um de d'.

1.2. Definicoes: Dada f:[c,dlx[a,b]l] — F(f:[a,b]l] — F),on-

de F é um espaco normado, diremos que f € uma funcao em patamar
(funcao em escada) se existir dem[c,d]x[a,b](dem[a,b])tal que
f seja constante sobre seus intervalos basicos. Indicamos o
conjunto das funcgao em patamar (escada) por E([c,dlx[a,b];F)

(E(La,b1;F)).

1.3. Definicoes: Uma funcao f:[c,dIlx[a,b] — X(f:[a,b] =~ X)

diz-se regrada se f ¢ limite uniforme, na norma do sup, de fun
goes em patamar (em eséada). O conjunto das fungoes regra-
das €& simbolizado por G([c,d]x[a,bl;X)(G([a,bl;X)).

Se B([c,dJXEa,b'];X)'(B([a,b];)()) € o espaco de Banach com a

norma do sup, das fungoes limitadas de [c,dlx[a,b] ([a,b])

em X, entdo G([c,dlx[a,bl;X) =E([c,dlx[a,b];X) (G([a,bl;X)=
E(fa,b];X)) em B([c,dlx[a,bl;X) (em BlLa,bl;X)). Portanto

o conjunto das funcbes regradas & um espago de Banach.

1.4, Teorema: A aplicacao
£6G([c,dIxCa,b1;X) —» £€G([c,d1;6(la,b1))
€ uma isometria do primeiro espaco de Banach sobre o segun-

do.

~

Demonstracao: Dado um espago normado F, seja F o seu comple

_ ///\ ~ . _ . ~
tado. Entao E([c,d];F) =G([c,d];F). Seja entao a aplicacgao



feR(lc,dIxla,bl;X) — £U€E(Lc,d];E([a,b13X)) .

Esta aplicacao €& sobrejetora: dada fl:l em 'é([c,d];
E([a,b]l;X)) obtemos uma f€E([c,dlx[a,bl;X) fazendo eventual
mente refinamentos das divisoes em [c,d] e em [a,b]. Obte-
mos uma extensao desta aplicacao linear para os completados
i.e. de G([c,dIx[a,b];X) em G([c,d];G(La,bl;X)). Ela era u-
ma isometria de E([c,dIx[a,bl;X) sobre E([c,d];E(la,b];X) lo

go tambem o sera de G([c,dlx[a,bl;X) sobre G([c,d;G([a,bl;X)).

1.5. Proposicao: Dada f:[c,dJx[a,b] — X sdo equivalentes

as propriedades abaixo:

a) Ye >0 Eld€=d:€'><d€'€]D tal que wde(f)«: on

[c,dIx[a,b]
de wé(f)==sup{m1(f): I é intervalo basico de d}

b) f€G([c,dIxla,bl;X).

c) Dado (t,s)€[c,dIx[a,b]l, existe, sempre que estiver de

finido, cada limite

lim f(t+t,s+0) f(t+,s+); lim f(t+t,s-0) = £(t+,s-);

40 - 140

o¥0 o¥0

lim f(t-1,s+0) = f(t-,s+); lim f(t-t,s-0) = £(t-,s-);
40 40 -

ov0 o¥0

“1lim f(t,s+0o) f(t,s+); lim f(t,s-o) = £(t,s-);
0{0 o+0

lim f(t+t,s) f(t+,s); 1im f(t-1,s) = £(t-,s).
40 40

Demonstracao: a) == b): Dado € >0; seja dsenkc,dJXEa,b]CQ

mo em a). Para cada intervalo basico I de d_, seja pi€l e a



funcgao g==2XI f(py)s g é uma fungdo em patamar e | £-¢ll < 2¢,
logo fe([cfdJXEa,b];X).

b) == c¢) segue trivialmente de 1.4.

c) == a) Dado um ponto (t,s)Elc,d[xJa,bl ¢ possivel entao
obter uma vizinhanca V de (t,s) da forma Jt-§,t+6[x1s-6,s+d[,

de modo que se

V! = Va(Jt,t+8[x]s,s+8[); V? = Va(lt,t+8[x]s-6,s[);
V3 = Vn(Jt-8,tlxJs,s+80); V* = Vn(Jt-8,tlx]s-6,s[);
VS = Va({t}x1s,s+8[); Ve = Vn({t}x1s-8,s[):
V7 = Vn(Jt,t+8[x{s}); . V8 = Va(1t-8,tlx{s}).

teremos wvi(f)‘<“ para 1 <i=<8. Para um ponto de fronteira
de [c,dlx[a,b] facamos mesma coisa. Considerando a cobertu-
ra do compacto [c,dlx[a,bl forméda por tais»vizinhangas to-
memos uma subcobertura finita delas para [c,d]lx[a,b] e pro-
jetamos sobre os eixos de coordenadas os seus vertices e os
seus centros. Com os pontos assim obtidos temos uma divisao
dg de [c,d] e uma dé de [a,bl, cujo produto de== dEXdé € a
divisao para a qual mé (f) <e. De fato, se I & um intervalo
basico de de; I € uma garte de algum Vi para algum (t,s) on

de ja tinhamos ¢ >wVi(f);:wI(f). Portanto vale (a)

1.6. De 1.4, fica estabelecido que f€G([c,dlx[a,bl;X) entac:

a) £(t+,s) = £3(t+)(s) b) £(t-,s) = £1(t-)(s)
c) £(t+,s+) = £O(t+) (s+) d) £(t+,s-) = £9(t+) (s-)
e) £(t-,s+) = £(t-)(s+)  £) £(t-,s-) = £2(t-)(s-)



g) £(t,s+) = £3(t)(s+) h) £(t,s-) = £9(t) (s-)

o que os limites (a) e (b) sao uniformes em s e os (g) e (h)

em t.

1.7. Proposicao: Dada f€G([c,dlx[a,b];X) as suas desconti-

nuidades estao num conjunto enumeravel de retas paralelas
aos eixos.

Demonstracao: Designemos por D(f) o conjunto das desconti-
nuidades de f. Para uma fungao g€E([c,dlx[a,bl;X) o resulta
do € valido e D(g) esta contido num numero finito de retas

paralelas aos eixos. Escrevendo
0™ (£) = {(t,s)€lc,dIx[a,bl: 0y, sy (£)>1/n) nx1,

temos D(f) = U Dn(f).APortanto e suficiente provar que
P (f) esta cogzido num numero finito de retas paralelas aos
eixos. Tomemos g€E([c,dIx[a,b];X) de modo que [f-g| < 1/3n.
Entao Dn(f)cvsn(g) pois se (t,s)ﬁvsn(g) ha uma vizinhancga V
de (t,s) tal que se (y,x);(v,u)€EV tem-se Hg(y,x)-g(v,u)"sgﬁ

Dai
. x)-£(v, 0 <[ £, 0-gl. 0l + gy, -gv.w] + [glv,w)-£(v,u)] <-,1;
isto &, (t,s)gp™(f).

Faremos agora uma decomposigao de G([c,dlx[a,b] nu
ma soma direta de espagos de Banach, onde uma das finalida-

des esta nos teoremas de representacao que obteremos.



1.8. Definicao: Dada f€G([c,dlx[a,bl;X) colocamos:

a) f€G_ _([c,d1x[a,bl;X), se e somente se, £(c,s)=£f(t,a) =0
VteElc,d]; V¥s€la,b]l e f(t-,s) = f(t,s-) = f(t-,s-) =
= f(t,s) se t#zc e s=#a. “

b) fGQO([C,dJXEa,b];X), se e.somente se ¥ € > 0

Hdeeﬂ) tal que se

[c,dIx[a,b]

Q. = {(t,s)€lc,dIxla,bl:[£(t,s)]=¢e}

entao QE esta contido nas retas paralelas aos eixos,
definidas pelos pontos de de‘

c) Dado f€G([c,dIx[a,bl;X), I__f:[c,dJXEq,b]-——+ X por
(I__£)(c,s)=(I__f)(t,a)=0 e se t#zc e s=a
(I__f)(t,s) = f(t-,s-). Denotaremos I__f por f _

1.9. Teorema: Temos:

a) I__ €& uma projecdao continua de G([c,d]x[a,b] sobre
G__([c,dlx[a,b]

b) 0 kernel de T__ & 2,(lc,dlx[a,bl;X)

c) G([c,dlx[a,b] = G__([c,d]xta,b];X)eQO([c,d]xta,b];X)
Demonstragio: a) Dada £€G([c,dlx[a,bl;X); I__f€G(Tc,dIxla,b};X),
por exemplo (I__f) (t+,s+) = £f(t+,s+), pois se para 0<t<§,
0<o<§ temos | f(t+,s+) = f(t+t,s+0)|-<e; entao temos
[ £(t+,s+) = £[ (t+1)-; (s+0)-1] < 2e; e (I__f)(t-,s)=(I__£)(t,s-)=

= f(t-,s-) = (I__f)(t,s) de modo analogo. Logo
I__f€G__(fc,dIx[a,bl;X). Obviamente |[I__f|| <[ f] e
I (I_f) =1 f.



b) Dado fEQO([c,dJXEa,b];X) e €¢>0 seja dE como em 1.8
(b). Dado (t,s)€lc,dlx[a,b] com t=#c e s=#a temos
| (I__£)(t,s)| <2e e portanto I__f= 0.
c) Se f€G_ _(Lc,d1xl[a,bl;X) €& imediato que I__f=f por-
tanto vale (c).
1.10. Corolario: G__([c,dlx[a,bl;X) e Qo(ic,d]X[a,b];X) sao
subespacos de Banach de G([c,dJx[a,bl;X).
1.11. Poderiamos também obter 1.9 e 1.10 por meio da isome-

tria de 1.4, a saber, escrevendo

G(Lc,dIxla,b1;X)) = G([c,d];G_(La,bI;X))eG(Lc,dl;Cq(la,bl;X))=
= G_([c;d];G_([a,b];X))@COEC,d];G_([a,b];X))eG_([c,d];CO([a,b];X))@

~ eaCO([c,d];CO([a,b];X)). Ver [VSIE] pg. 16-20. Neste caso
G__(Cc,dIx(a,b1;X) = G_([c,d];6_([a,b1;X)) e y(lc,dIxla,bl;X) =

= G_([c,d1;Cy(Ca,bl;X)eCy(Lc,dl;G_(L[a,bl;X))eCy(Cc,d1;Cy(Ca,blsX)).

1.12. Proposicao: Dados x€EX; t€]c,d] e o€la,b] a funcao

‘ X1c,t1x]a,01% esta em G__([c,dlx[a,bl;X). Tais funcoes for-
mam uma parte total deste espaco. |
Demonstracao: Lembremos que em G_([c,B]);X) os elementos
X1, u1¥ formam um subconjunto total de G_([a,BJIX), ver
[VSIE] pag. 39, Theorem 5.1. Mas a funcao Xc.t1a,0] cor-
responde pela isometria de 1.4 a X9c, 10X1a, g1X5 estas alti
mas fungoes, contudo, formam uma parte total deG_([c,d];G [a,bl;X))
1.13. Uma consequencia imediata de 1.12 € que se

¢,peEL(G__(Lc,dIx[a,bl;X);Y) entao ¢ =y se e somente se ¢ e Y



coincidem nos elementos da forma Xic tIxJa,o1%"
b 2



CAPTITULO 2

FUNCOES DE SEMI-VARIACRO LIMITADA

Aqui sera feito um estudo das fungGesdefinidasnum
retangulo [c,d]x[a,b] de R?, com valores em L(X,Y) ou em
B(YxX;Z), que possuem a propriedade de serem de semi-varia-
¢cao limitada. Estas nocoes serdo aqui apresentadas e genera
" lizam as definicoes classicas de Vitali e Frechet. Os espa-
¢os de funcoes de semi-variacdo limitada tem importancia pa
ra os teoremas de representacao que obteremos.

A) Funcoes de Semi—variagéo limitada segundo Vitali

2.1. Definicoes: Dada K:[c,dIx[a,b] — X e

d=d"Xd'€]D[C,d]X[a,b]; d“:t0< e e <t|d”-| e d :SO<... <S|d,|

coloquemos
KJ]. = K(tjasi) _K(tj,si_l) - K(tj'l,si)~+ K(tj-l’si—l);
o o lal - larila
l<js<|d"l, I<i<|d'| e J K. = 7] ZKji

J a3 ji j=1 i=1
a) Consideremos, entdao K:[c,dIx[a,b] — L(X,Y) e

delkc,d]xta,b] definimos:
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[d] ,
SV4IKD = sup{"jzinixjiH:xjiGX, "inHSI} e

SVLK] = sup{SVdEKJ=d€m[c,d1x[a_,b3}

Chamamos SV[K] de semi-variacao de Vitali de K, e
0 cénjunto das funcoes de [c,d]x[a,b] em L(X,Y) de semi-va-
riagcao de Vitali finita & denotado por SV([c,dIx[a,bl;L(X;Y)),
ele € um espacgo vetorial e SV & uma semi-norma.
b) Dada K:[c,dlx[a,b] — Z e dem[c,d]x[a,b]escrevemos

d|

Iqlkd = TKG] e VIR = suplVIKI: 6D g,y |

|
j,1

Chamamos V[K] de variacao de Vitali de K, e o con-

4

junto das fungoes de [c,d]x[a,b] em Z de variagao limitada

de Vitali & denotado por BV([c,dlx[a,bl,Z).

v Quando Y =€ temos, dada deD SVd[K]=Vd[K]

[c,d)x[a,b]’
e portanto SV[K] = V[K], escrevemos entao BV([c,dIx[a,bl;X")
no lugar de SV([c,dIx[a,b];L(X;€)),se X=Y=¢C, pomos simples
mente BV([c,dIx[a,bl]).

2.3. Dadas d; dem[c’d]x[a,b]dizemos que d & mais fina que
d se d'">d" e d'>d" (d=d"xd' e d=4d"xd') e escreve-se d=d.
temos SV5[K] =SV, [K]. Se R & um subretangulo de [c,dlx[a,b]
e KES [c,dlxCa,bl;L(X;Y)) entao K|R€SV(R;L(X;Y)).

2.4. Normalizacao de SV([c,dlx[a,bl;L(X;Y)): E possivel ter

KESV([c,dIx[a,bl;L(X;Y)) sem que Kt ou Ks sejam de semi-va-



= 1] =

riacao limitada.

a) Exemplo: Y=X=R [c,d]="[a,b]l=[0,1];
K:[0,11x[0,1] — IR definida por: Se t€Q, K(t,s) =1; se
t€Q, K(t,s) =0. Dada den)[c,d]xta,b] qualquer, temos ij‘=0
- donde SV[K]=0. Contudo nenhuma seccao K ¢ de variacao li-

mitada.

Para contornar este inconveniente, procede uma nor
malizacao deste espaco. Alguns autores impoe que hajam duas
restricoes, Kt e K, que sejam de semi-variacao limitada e
designam este sub-espaco por SV*([c,dJXEa,b];L(XgY)). Poste
riormente imporemos que K(t,a) =K(c,s) =0 e . denotarenos o
este sub-espacopor SVC’a([c,d]xta,b];dada e s

SV([c,dlx[a,bl;L(X;Y))
obtemos KGSVC’a([c,dJXEa,b];LCX;Y)) pondo K(t,s) = K(t,s) -
- K(c,s) -K(t,a) +K(c,a) ambas funcoes definirao a mesma in
tegral definida em 2.12, veja 2.14.
b) Se KeSV,([c,dIx[a,b];L(X;Y)) ou'KGSUC,a(tc,dJXEa,b];L(X;Y)) 0s
cortes K' e K sao de semi-variacao limitada.

Demonstracao: Suponhamos que KGSV*([c,d]xta,b];L(X;Y)) e que
t

K %esv(ra,bl;L(X:Y)) e K, €SV([c,dl;L(X:Y)). ™ |
0 8.
_ i T 7
Seja t€lc,d] qualquer e d GID[a,bj d 'sg= 5.1
= a<... <s|d.|=b. Entao dados a
x; €X "Xi" <1; 1<is<|d'| temos ]
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jar| . ar . t, s
Ill§1EK (s3)K"(s59) 1o =l A [KE (50K (55 ) =K O (554K ©(s5_1)1ex; +
d'| t t t
) Y Ik O(s)K O(s;_)Iex, | = svrkaesvek 0o,
i=1

Analogamente para os outros casos. E imediato que em

a([c,dJXEa,b];L(X;Y)), SV & uma norma.

2.5. Lembremos que se (D",R") e (D',R') sao conjuntos diri-
gidos entao podemos tornar D = D"xD' um conjunto dirigido co
locando (q,p)R(v,u), sse qR"v e -pR'u. Vale ainda que se
f: D — X & uma funcao tal que existe 1lim f(q,p) =a e se
existe pOGD' tal que se pR'p0 implica que existe %wlfﬁxq) =
= g(p), entao existe %}p g(p)==%}y %;P f(p,q)==1%m f(p,q)=o

* Un exemplo € o conjunto m[c,dJXEa,b]= I%C’d]x m[a,b].

Lembremos ainda que dada K:[c,d]x[a,b] —> Z, vale

|d| |d|
TN S S 51Kl
Dre,ay $'€Papy Jo1 77 dAED gpapapy T02

sejam eles finitos ou nao.
2.6. Lema: Seja D um conjunto dirigido'efjem* & fj:D — R,

crescentes. Entéo temos

n
sup z f.(d) = ) sup f (d). Mais ainda sup Z £.(d) = X sup f (d)
dep j=1 J j=1 dep dep j=1 7 j=1 dep

Demonstracao: Caso haJa JEN* com sup f (d) ==, tudo & ime-
dev
diato. Senao a primeira igualdade € uma forma particular de

se afirmar que o limite dasoma & a soma dos limites. Para a
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segunda igualdade, € suficiente observar que, se algum mem-
bro € infinito, o outro também sera. Quando algum membro &

finito estamos no caso dos comentario 2.5.

2.7. Teorema: A aplicagao

KEBV_ , ([c,dIx[a,bl;2) — KDGBVC([c,d];BVa([a,b];Z))

2

€ uma isometria do primeiro espaco de Banach sobre o segun-
do.

Demonstracao: Observe-se que dado t€[c,d] e d'Gm[a b]'cemos

R n
121 IR0 (550 = K0 (2D (55D | = VEK]

e que, portanto, VtE€[c,d] temos KD(t)GBVa([a,b];Z).Mais ain

- da
LS -
vikd] = sup DAGSCHESCHREE
d eD[C,d] j=1
|| ']

| a|
= sp ) oswo Tkl s 1l = v

1" = ' = Jl " 1 ;
d"Dpe q7371 d'€Dp, 31171 d"xd'€D . q1¢ra, b7+t

de acordo com 2.5 e 2.6.

2.8. Podemos ainda generalizar 2.7, do seguinte modo: Se

KGBVC a([C,d]xta,b];Z) e tO;EEC,d], com t, <t entao

H] 2 0
D = . —~ - - -
V[to,t][K ] = V[to,tJXEa,b][K]’ a demonstracao e analoga a
de 2.7..
2.9. Proposicao: Dada KGBVC a([c,dJXEa,bJ;Z), coloquemos
[(K]1;en

vK:[C,d]X[a,bJ — R _definindo vK(t,s)= V[c,t]x[a,s]

tao a funcao Vg ¢ aditiva sobre intervalos, isto e dados
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to,te[c,d]; so,se[a,b] e tO <t S <s vale

[K1+V (K]

v (t,8) v (t ’So)="£t0 ,tJXEa,sO][K]+U[c,t0]><[50,s] [ty tIxs,,s]

Demonstracao: Supondo, inicialmente, que s =5, temos

[K1_, [K]

Vg (t.50) = v (ty.sq) = V[c,t]x[a,soj [c,tyIxla,s,]

n
(o]
1
]
—
1

52 - 1 0, _
. Vee, ¢qtk ] Ve, e M = Ve M
e
c t t d _ =
0 = V[to,tJXEa,soj[K]’ por 2.8. Quando t = ty,0
v v :
mesmo acontece com a funcao K(s,t) =K(t,s) e como V[K]= V[K],

temos o resultado. No caso geral em que t0<‘t e SO< Sy €sS=

crevemos:
vK(t,s)-vK(tO,so) = vK(t,s)-vK(tO,s)-+vK(t0,s)-vK(t0,so) =

[K] [K]; mas

- U[to,t]X[a,s] * V[c,tOJXEso,s]

v (K] =V ][K]4-V [X1J.
0

O,tJXEa,s] [to,tJXEa,s [tO,thtsO,s]

2.10. Proposicao: Dada KGBVC’a([c,d]xta,b];Z), sao equivalentes:
a) vy € continua.

b) K & continua.

Demonstracao: a) == b). Vamos mostrar que dado soe[a,b] a

funcao t€[c,d] ——+-K(t,so)€Z e continua. Dado toe[c,d]e‘t> to

temos HK(t,sO)-K(tO,sO)Hs Vit [K1 = v, (t,s,)

O,tJXEa,SOJ
- vK(tO,so). Logo esta funcao € continua. Analogamente a fun-

¢ao s€la,b] — K(to,s)GZ, o ¢e.
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Consideremos (to,so); (t,s)E€lc,dIx[a,bl; t< tO;
s <s,. Entao, HK(t,s)—K(t,so)-K(to,s)+K(tO,sO)” <

0.
[K] -
< V[to,tJXEso,S] < vK(t,s)-vK(to,so) por 2.9. Como Vg € con

0-+6; 50: s < 504-6 ==
= vK(t,s)-vK(tO,sO) <eg/3. Sabemos que K 0 ¢ continua em

tinua existe & >0 tal que typ<t<t

s, logo existe &' >0 tal que s;<s<s +6'.=> ”K(toﬁﬂ“K(to’50”!<

0 0

< €/3. Como K ¢ continua em ty 38" >0 tal que tj<t<ty+s"

0
meschy HK(t,sO)*K(t,sO)H <eg/3. Enfim se 0< 6§ <min{8,8',8"} segue-

se que:

[KCt,s)-K(ty,sp)]l < [K(t,s)-K(t,sp)l| + [K(t,55)-K(ty.s0)]l <%+§ = e.

b) == a). Vamos provar que a funcao t€[c,d] —s vK(t,sO) e

. continua; s,€Ca,bl. Se, por absurdo, dado tOG[c,d],vK(t,sO)

nao fosse continua (a direita) em ty, existiria r>0 tal que

existe T |>d‘lcq e vK(T,sO)—\)K(tO,sO) >r. Seja d=d"xd eD[tb,T]X[a,SO]

tal que Z;“K
. i\

Jo

ji” >§w Tomemos 6€[c,d] com t

"K(e,si)—K(tO,si)“ <§T§TT para 1<i< |d'|. Entao se d=d"u{o}xd"

0‘<6V§T e tal que

temos

S =" e s

o= o+ .. . Mas

LI S L 5 TS T U R
ld'an | <F. L "f'uK | > tanto V [K] >
. .| £+. Logo .. > e portanto
joq 1t T4 jel,i Ji 4 [6,t]x[a,s,]

T - t0+e A

> T Recomecando o mesmo raciocinio em [tO;_TT_] e levando-o

LK1

ad infinitum obtemos V[to,d]xta,so] = o, uma contradicao. Ana-
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logamente é continua a funcao s€la,b] >~ vK(tO,s).

No caso geral, dados t:>t0; s > s, temos

[K1+V LK1+V (K]=

v (t:8) v (t,50) = V[to,tjx[a,soj e, tydxEsg,sI Ve, tixta, s )

- [vK(t’SO)_VK(tO’SO)]+[vK(tO’$)-vK(tO’SO)]+V[t0,t]X[SO,S][K]

e observando que se t — t0 (ou s — 50) temos

V[to,t]x[SO,S][K] — 0 como foi feito acima, decorre a tese.

2.11. Teorema: A aplicacgao

KEBVC_ ,([c,dlx[a,bl;2) — KDGBVCC([c,d];BVCa([a,b];X))

€ uma isometria do primeiro espaco de Banach sobre o segundo.

Demonstracao: Consoante 2.7 e o fato da aplicacdo K — -

ser uma isometria de C([c,dIx[a,bl;X) sobre C([c,d];C(l[a,bl;X))

segue~-se que KDGBVC([c,dJ); BVCa([a,b];X)). De acordo com 2.8

0

[K-] = V[c,t]xta,b][K] = ve(t,b) ¢ continua por 2.10. En-

V[c,t]
_tdo kU também & continua (Conf. [ARSI] pg. 25-30). Portanto a

associacao € bem definida.

Ela & sobrejetora: pois dado
kUeBve _(Lc,dl;BVC (Ta,b1;X))

temos V (kY7 & contTnua e dado t€[rc,d7, Via S][KD(t)] e

[c,t]
continua. Logo Kkt e K, sao continuas e como se t — ty,

S — sd t]X[a,SOJEK]-——--»— 0 temos como em 2.10, parte

i,
a) == b) que K é continua.

2.12. Definicao: Sejam K:[c,dlx[a,b] — L(X;Y) e
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f:[C,dJX[a,b] ey X' Dada d=d”ﬁd'em[c,djx[a’b]9d”={t0’-.o,t|dnl}s

(- : . . 1

d {s ,...,sld.l} e pontos nje]tj-l’tj[’ 1<j<|d"| e

£3 €ls, 1,550, 1 <is<|d'| escrevemos n = (n%»...,n' w1)s
-1 d \ |d I

£= (&}, "’gld |) ¢ Og L pTOg" 321Kjlf(n ,£;)+ Diremos que

existe a integhal de £ com nespeito a X ou £ e K- uuegnaud se existir

D «d K(t,s)f(t,s) para qual-~

1im ol =
[c,dIx[a,b]l d,n,¢& t,s
[c,dIx[a,b]

quer escolha de n, &.

2.13. Proposicao. Sejam fEG([c,dlx[a,bl;X) e

KEBV([c,dlx[a,bl;L(X;Y)) entdo

a) Existe J t sK(t s)f(t,s)
[c,d]Ix[a,b]
b) Se FK(f) = JJ : . dtSKO;s)f(t¢ﬂ entao
[c,d1x[a,b]

c) Se fGQO([c,dJXEa,b];X) entao FK(f) = 0

d) Fp(f) = Fp(£_ ) e [[Fe(£)|| <svikI-[£__|

e) Se dED entao "FK(f)—o | sSV[K]wé(f).

[c,dlx[a,b] d,n‘,«i’|
Demonstragao: a) e e) Vamos provar que vale o Criterio de

. £ . _
Cauchy. Dado € >0 adeem[c,dJXEa,wade(f)4<7§7T§j’ de acor

do com 1.5(a). (Se SV[K]=0 tudo € automatico). Suponhamos

' 3 * "_ g, * LI I * - .
d> de e que haja t*€d d ; s*€Ed de’ com t G]tj_l,tj[,
". * i ” . e
tj_l,tjed , C]s ~1°S; [; s._l,s.ed'. Considerando a divisao
{tJ 10t t }X{s l,s 'S4 } de [tJ 1,t Ix[ss 1555 1, temos
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K(tj ,si)-4<(tj 1S5 1) - K(t:.;]_,si) + h(tj_l,si_l) Ky 4K 5K K

logo se njejtj_l,t L i G]s 1,si[, temos KJlf(n ,Ei) =

Kllf(nj ’51) + Klz-[(nj ’gl) + Kz]_f(nj ’gl) * Kzzf(nj ’E"'L)
Deste modo podemos escrever

|d]
||od-0d€|| = | z Ky3LE(n3.85)- f(n £,

onde ﬁj, Ei eram pontos de d8 que foram desdobrados para d
. T . B € - €
na forma acima explicitada. Enfim o, Gdgn SSU[K]7§VTKT o

Dai se d,dzd_ temos [oz-0, | <e.

Note~se que ficou provado também-que se-d>d temos
"oa—cdﬂ <SV[KJwj(f); levando d ao limite obtemos e).
b) Quando f=0 o resultado & imediato. Senao dado € >0

gdeem[c,dJXEa,b] tal que HFK(f)—cdeﬂ <e ou seja

1 .
[E (O] < Togl + e = Jogopipl 1£] +essvrKaf£] + c

c) Se fGQO([c,d]xta,b];X), dado existe

.

- SVLK]

€ -

]D[C,d]x[a,b] tal que {PGEC,d]x[a,b]:”f(p)" 2 5y K___} esta
contido nas retas definidas por ds, Logo

€ . —
[Fg (D) < <ppgT SVIKD = e.

d) E imediato por 1.10 e 1.11.

2.14. Convem observar que dada KESV([c,dlx[a,bl;L(X;Y)) a
funcao }ZesuC ,([c,d1xla,bI;L(X;Y)) onde K(t,s) = K(t,s)

- K(t,a) -K(c,s) +K(c,a) & tal que VdED temos

[c,d]«[a,b]

ij_=kji. Por isto SVLK]=SV[(K] e dada f€G([c,dlx[a,bl;X)
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temos:

+d, K(t,8)£(t,s) = “ -d, K(t,s)E__(t,s).
[c,d1x[a,b] [c,d]x[a,b]

A funcdo K chama-se normalizada de K.
2.15. Teorema: A aplicacgao
Kesy_ ,([c,dIxla,bI;L(X;Y))— FrEL(G__(Lc,dIx[a,b]1;X);Y)
9

onde FK(f)zj{ -d, K(t,s)f(t,s) € uma isometria
[c,dlx[a,b]

do primeiro espago de Banach sobre o segundo.

Demonstracao: Por 2.13 b) FKGL(G__([c,dJXEa,b];X);Y) e
HFK":sSV[K]. A aplicagao € linear e injetora. Dado

KGSVC a([c,dJXEa,b];L(X;Y)); K=0, existem (t,0)€])c,dIxJa,bl
x€EX e K(t,0) x=0. Porem se fz:X]c,r]X]a,o]X temos FK(f) =

= K(t,0) x=0.

Ela é sobrejetora. Dado fEL(G__([c,dIx[a,bl;X);Y)
definimos K:[c,d1x[a,b] — L(X;Y),K(t,s)==F(XJC tI%ya s]x)
K(t,s)EL(X;Y) e dada

|d] | d]
dem AL Kegxasl=1 2 Fx ;3=
[c,d]x[a,b] j=1 31731 o4 ]tj_l,thXJsi_l,si] ji
I ¥ ICXH | )= [ Fl
= X ~ x..)| = .
j,i ]tJ-l,tj]X]Si Si"l:] J1

Dai SV[K] < |F| e como F e Fy coincidem nos elementos da for-
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ma X]c,t]X]a,s]X segue-se que F==FK por 1.12‘e 1.13.

Un colario imediato de 2.15 & que

a([c,dJXEa,b];L(X;Y)) € um espaco de Banach.

2.16. Teorema (Helly): Sejam KDGSU([C,d]X[a,b];L(X;Y)) e su-
ponhamos que exista K:[c,dIx[a,b] — L(X;Y) tal que V¥x€X,
V(t,s)€Elc,dIxla,b], Kn(t,s)x-—+ K(t,s)x e que dM > 0 tal que

SU[KnjsbL Entao:

a) KeESV([c,dIx[a,bl;L(X;Y)) e SVLK] <M.

(t,s) f(t s) —

b) VfEG(Lc,dlx[a,bl;X) desKn

[c,dIx[a,b]

— ' «d, K(t,s)f(t,s).
[c,dIx[a,b]

Demonstracao: a) Seja dem[C’dJX[a,b]e xjiGX com Ixji" <1l e

e>0.
4] o 4l
~ n) (n) _x(n)
njginixjin-ujgi;Kﬂ1\31 K3 sl s YOG K g )
. "|§| (H)X " < g+ M; para h;zho com nO conveniente. Logo
. ji ji '
j,1

KeSV([c,dIxla,bl;L(X; Y)) e SVLK] <M.

b) Dada f€G(Lc,dIxla,bl;X) existira conforme 2.13 a),

& integral JJ d. K(t,s)f(t,s). Dai
(c,dIx(a,bl
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1] 4, K(E,)E(E,5) -
[c,dIx[a,bl [c,dIx[a,b]

|d| |d]
< “J[ «d K(t,S)f(t,S) - z (ﬂ ,E )"+“ Z K f(n sg ) -
ts jii j ivi
[c,d]x[a,b] ’

d, K (t,s)£(t,s)]| <

|d|
zxm%m,amw” K () ECe,9) - ] KD <
[c,dIx[a,b]l . . 3.

|d|
< Mo(£) + | Z [K. —I\(n)]f(n £ conforme 2.13 e).
e Ea

Tomando dem[c,d]x[a,b] de sorte que wé(f)<<7%T de acordo com

1.5 a) e, para esta d, nEN tal que

|d|
|3 cx, 1—K§2)Jf(n £l <%,
j,i

" decorre a tese.

2.17. Definicao: Sejam K:[c,dIx[a,b]l — L(Y;Z) e
L:[c,d])x[a,b] — L(X;Y). Dados pontos (t,s);(v,u)€lc,dIx[a,b]
~ temos K(t,s)oL(v,u)GL(X;Y); logo, dada dGD[C dIx[a.b]’

X K. .oL(nj,gi)GL(X;Z), quando existir o limite
j,i

o Kj3oL(n5HE5) = «d K(t,8)oL(t,s)
Dic.dixfa,by I°1 [c,dIx[a,b]

diremos que L e K .integravel.
E valido para a definicdo acima que se

LEG([c,dIx[a,b];L(X;Y)) e KESV([c,dlxlLa,bl;L(Y;Z))

entao L € K integravel. A demonstracao e analoga a de 2.13 a).
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2.18. Teorema (Bray). Sejam J = [c,d]x[a,bl; I = [a,B]
KeESV([c,dIx[a,bl;L(Y;Z2)), h:JxI — L(X;Y) tal que Vu€l
h €G([c,dIx[a,bl;L(X;Y)) e V(t,s)ed, h{®%)esv(ra,BIL(X;Y))
e sup {SV[h(t’S)j} <w e gEG(La,B];X). Entao:

(t,s)€EJd

a) Jsodu[JJ odtsK(t,s)oh(t,s,u)]g(u) =
a : [c,dJXEa,b]

B
= J -dtSK(t,s)[J -duh(t,s,u)g(u)
[c,dIx[a,b] o ;

IA

b) HJ d, K(t,s) [Js-duh(t,s,u)-g(u):

[c,dlx[a,b] o

< SV[K] ' t,
(t,S)G[C,d]x[a,b]{SV[h( )11 gl

A demonstracao sera precedida por dois lemas.

2.19. Lema: A funcao ¢:[a,B] — L(X;Y);

SORN| 1y K(t,5) oh(t,s,u)
[c,dIx[a,b]

de semi-variacao limitada e

D\

SV[¢] < SVLK] sup . {SV[h(t’S)]}-
(t,s)€ElLc,dIx[a,b]

Demonstracao: Consoante 2.17 ¢ bem definida a fungao ¢. Note

mos também, que, dado x€EX
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[[f 'dtsK(t,s)oh(t,s,u)]x=JJ -dtsK(t,s)[h(t,s,u)x].
Le,dxta,bl [c,dIx[a,b] |

Para demonstrar esta afirmacao observe que a fungao
(t,s)€lc,dlx[a,b] — h(t,s,u)x € regrada e o resto segue

das definicoes. Portanto dado aen)[a 81 temos:

H|§|(¢( )=¢ (v, _))x |
u g U X =

=Mé1” 4, K(t,5) (th(t,s,u) - h(t,s,u_;) x| =
[c,d)x[a,b]
~ d 4l
= MJJ «d, K(t,s) kzlth(t,s,uk_l)lxk)n <
[c,dIxla,b]
< SVIK] sup tsvrn(t:5) 93,

(t,s)€Elc,dIx[a,b]

2.20, Lema. A funcao y:[c,dlx[a,b] — Y

B

Y(t,s) = J «d,h(t,s,u)g(u) ¢ regrada.

o
Demonstracao: A funcdo y € bem definida; conferir [VSIE]
Theorem 4.12 pg. 26. Tomemos (t,s)Elc,dlx[a,b]l e, por exem-
plo, tn+t e snfs; (tn,sn)etc,dJXEa,b].
Como hUGG([c,dJXEa,b];L(X;Y)) temos h(tn,sn,u) — h(t-,s-,u)
e dado XGX h(tn,sn,u)x — h(t-,s-,u)x pelo Teorema de Helly

para uma variavel conf [VSIE] Theorem 5.6, pg.46 temos:

B (B
[rate, s, e — [Tance-,s-we),
O o



- 24 -

8 4
i.e. w(tn,sn) e [ =duh(t—,s-,u)g(u).
o

Demonstracao do Teorema de Bray: Devemos, de acordo com as

\notag6es de 2.19 e 2.20, provar que

B
[Mragem - | 4, K(£.5)y(e,s)
o [c,dIx[a,b]

Consideremos entao S,T:G([a,Bl;X) — Z definidos por:

JOR fB-du¢(u)g(u) - [B-du[]f +dy K(t,s) oh(,s.u) [g(w) e
o, o J

1w - [ extones [ agreen ] apesino]
J J i

S,TEL(G_([w,B1;X);Z), de fato:

Is(g)| <svik1 sup {svih (&S 13e)gl e IT(0)] <
(t,s)€eJ .

< SVLK] sup {SV[h(t’S)]}-”g", e se g=Xy, g1%; X€X, temos
(t,s)€J o> ,

S(g)==¢(6)x = [J] -dtsK(t,s)oh(t,s,GixQ i.e. S(g) =
J A

= f[ -dtSK(t,s)[h(t,s,ejx] e T(g) = f[idtsKﬁ;s)ﬁﬂt,siﬂx]
J J ’

donde S=T em G_([a,B];X) e portanto em G([a,B]l;X), (conf.

[VSIE] pg 26 Theorem 4.12).

2.21. Esta versao do Teorema de Bray, com o teorema de repre

sentagcao de L(G_([a,B];X);Z) diz que se S:G_([a,Bl;X) — Z



- 25 -

e o operador
B

S(g) = ” -dtSK(t,s)[JB-duh(t,s,u) g(u)] entao S(g) =( -dué(tl)g(u)

J o o

onde ¢(u) = ff -dtsK(t,s)oh(t,s,u)
5 ,
2.22. Outra versao do Teorema de Bray, usando os resultados
deste trabalho e a seguinte: Sejam J = [c,dIx[a,b], R =
= [vy,81x[a,B], KESV([c,dIx[a,b];L(Y;Z)); L:IJxR — L(X;Y)

tal que V¥(v,u)ER temos L( G(l[c,dIx[a,bl;L(X;Y)) e ¥(t,s)EJ

v,u)

temos L(t’S)GSU([Y,é]XEa,BJ;L(X;Y)) de modo que

sup {SV[L(t’S)]}<oo e gGG([Y,éjxta,B];X). Entao:
(t,s)EJd

a) [[ -dvul‘(f-dtSK(t,s)oL(t,s,V,u)]g(v,u) =
R J :

) J( .dtsK(t’S)[IJ..dvuL(t’s’V;u)gcv’u)}
J R ~

0) 1] ~ayu ] [[ apexceisrence,svan]stviui s
R J '

< SVULK] sup {SV[L(t’S)]}”g”.
(t,s)EJ
A demonstragao imita em todos os pontos a anterior, substituin
do-se os resultados de uma variavel pelos de duas. A luz de

2,15 se S:G__([8,yIx[a,B];X) — Z;
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S(g) = -dtSK(t,s)[—fI 'dvUL(t,s,v,u)g(v,u)
[c,d]x[a,b] TS, yIx[a,B] i

existe uma unica fungao M:[8,yIx[a,B] — L(Z:X) tal que

S(g) = «d  M(v,u)g(v,u); esta versdo do teorema
[S,yIx[a,B]
de Bray afirma que M(v,u) = JJ | "d, K(t,s)oL(t,s,v,u).
[c,d]x[a,b]

B. Funcoes de Semi-Variacao Limitada no sentido de Frechet

2.2.3. Definicao. Seja K:[c,dIx[a,b] — B(YXX;Z) e

d==d”xd'GE[C,d]x[a’b] definimos:

sy € viexsxgl <1 e lysl <1)

|d
SF4[K] = sup{” X-Kj j

i

SFLK] = sup{SFd[K]: deD }.

[c,dlx[a,b]

Chamamos SF[K] de semi-variacao de Frechet de K e deno-
taremos por SF([c,d]x[a,b];B(YxX;Z))o conjunto das fungoes
de [c,dlx[a,b] em B(YxX;Z) que tem semi-variacdo de Frechet
finita SF([c,d]x[a,b];B(YxX;Z)) € um espaco vetorial e nele
a aplicagao KESF([c,d]x[a,b1;B(YxX;Z)) — SF[KIER, & uma
semi-norma.

.0 conjunto SPC a([c,dJXEa,b];B(YXX;Z) =

= {KESF([c,dIx[a,bl;B(YxX;Z):K(t,a) = K(c,s) = 0} € um espa-

co vetorial onde SF e uma norma.
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Quando X =Y =7 ={ escrevemos SF([c,d]x[a,b])e
a([c,d]xta,b]), no lugar de SF([c,dIx[a,b];B(CxC;C)) e
,([c,dIxla,b];B(€xC;C)), respcctivamente.

Quando KESF([c,dJx[a,b]), temos dada

|d|
deD [c.dix[a,b]> due existem B.,aiG(E tais que SFd[K] = .E.Kjisjai
d] arilal 2t
Basta observar que | ) K..z.z.|< } | } 2; |, mas
i jivjri 1 5=] J
j=1 i=
ldll Id | ie(-) —19( )
ilejizi= I_Z Kjizile J ; coloquemos entao Bj==e 1), Temos:
lz'K il 1T kg 10 T 5 2 contudo |15 x
= i e t <
e 551 §ei ji 1 §21 351 1 ontudo J21 3183 1I
ldQHdH' Id”I |dn| . i0 .. .
< 111 K i e ) X i = | X i B e (1)' seja ==e_le(i)
i=] =1 J 3 =], J J 97 J » ja a, >
o i 4|
temos finalmente | ) KJl 3 z; 1 < .Z.KjiBjai'

j.i Js1

Definimos ainda SF,([c,dlx[a,b]) como sendo o sub-

espago de SF([c,dlx[a,b]) formados pelas funcoes K para as
t A

quais existem tOG[c,d], soe[a,b] onde K 0 e KS sao de va-

0
riacao limitada.

2.24. A aplicacao BEB(YxX;Z) —~4-B(1)6L(Y;L(X;Z)) onde
B(l)(Y)DO = B(y,x) © uma isometria do primeiro espaco de Ba-
nach sobre o segundo, bem como a aplicacao BEB(YxX;Z) —

— B ern(x;L(Y:2)) onde BXH) (x)(y) = B(y.x).
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2.25. Proposigao.: Se K(—ISFC a([c,dJXEa,b];B(YXX;Z)) entao,

dados t€[c,d], se[a,bj, temos
Kgl)GSVC([C,d];L(Y;L(X;Z)) e k*(Pesy_(ra,bIiL(X;L(Y32))

Demonstracao: Seja s€la,b] e d”eﬂ)[c,d] e )3~€'Y,||Yj”
dnl

|d']
|1 0K S A 1)(?), I = sup 11 (KCe.s)KCes5 30750 | <SFLK)
Ixl<t j=

Dal SV[Kgl)] < SF[K]. Analogamente SV[Kt(Z)] < SFLK]J.

2.26. Definicao: Sejam g:[c,d] —- Y; f:[a,b] — X e
K:[c,dlx[a,b] — B(YxX;Z). Diremos que o par (g:;f) e K-integravel

se existir o limite

||
1im ) Ky (g(n ),E(E) = [f -d, K(t,s) (g(t) ;£(s)
Dic,dixra,b1 301 [c,dIx[a,b]

onde nje]tj t.[, E €]s 1,5 L.

...1’]

2.27. Proposicao: Sejam KESF([c,dlx[a,bl;B(YxX;Z)),

g6G(lc,d];Y), fE€G(La,bl;X). Entao:

a) Existe By (g,f) = If -thK(t,s)(g(t);f(s))
[c,d]x[a,b]

b) 1B, (g, 0] <SFTKI|ell €]
c) Se gGCO([c,d];Y) ou fGCO([a,b];X) entao BK(g,f) =0

d) Dada d=d"xd'€D temos

[c,d]x[a,b]
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|d|
"J[ +d, K(t,s) (g(t),£(s)) ggjgini(g(nj);f(gi))n
[c,dlx[a,b]

< SFIKI(lglogn () + [ floj. ().

Demonstracao: a) Suporemos g=0; £=0 e K=0; senao tudo &
verificado. Vamos mostrar que se cumpre o Critério de Cauchy.

Seja € >0 e tomemos dja'GID[C,d] e dee]D[a,b] tais que

€ . £
{—-—-—¢e 0y (f) <————— Se d>d_=d'"'xd! temos:
2SFLKI| €]  Ye 2SFLKI| g e e €

Bl |
H Z K5 (@(n3)£(&5)) - Z K (&) £EN] =

’

wén(g)
€

|d] |d|
= LK (B -850 £ED) + ) 1G5 6, 5 -5 5y

n(j i

-

'd| : : afisrrxy FED e
< "j%ini[[g(nj)—g(nn(j))] e ]|

I £l 2SF[K]
. HIZ B et 2AISEKN e .
o Ha S NEY) e 2SFIK]

onde nlﬁ(j) e gl.l(i) sao como na demonstr.agéo de 2.13 a).

Da igualdade acima tomando-se o limite vem a parte é\) .

b) Dado dem[c’d]x[a,b],ﬂ z Ky5(g(n) €650 =
i

2

ldl - (en)  £(g))

- K.. , £l <s , logo
|2l ] Lt sswxalal el o

IBx (g, £)| < SFIKT [gf |£].
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c) Suponhamos que gGCO([C,d];Y). Dado € >0 existe

" & . £ 1"
dseﬂkc,d] tal que {te[c,d].ﬂg(t)ﬂ > SFEFTWTW}Cde' Logo se
d" 2&2 e d=d"xd' onde d'eﬂkaqb] € qualquer vem:

dl al £(E)
12 %53 e =1 g5 et S g )

< SFLK] §F%KT = g e por isto BK(g,f)==0.

Os resultados sobre funcoes regradas de uma variavel
que aqui usamos, bem como os que usaremos ate o fim deste ca-

pitulo estdo em [VSIE] pg. 16-20.

2.27. Lembremos que em G_([a,ej;Z) 0s elementos da forma
Xqq . £12 t€la,BJ; z€Z formam um subconjunto total deste espaco.
"Notemos ainda que dada KESF([c,dIx[a,bl;B(YxX;Z)) e

g = X]c,'r]y f = X]a,o]X , temos BK(g,f) = K(t1,0) (v,%) .

2.28. Teorema: A aplicacao KGSFC a([C,dJXEa,b];B(YxX;Z)) —

2

" —- BKGB(G_([C,d];Y)XG_([a,b];X);Z) onde

B (g,f) = !f d. K(t,s) (g(t),£(s)) € uma isometria
[c,dIx[a,b] |

do primeiro espago de Banach sobre o segundo.

Demonstracao: A associacdo & bem definida; HBKH < SF[K] con-

forme 2.26 b); linear e injetora, pois se K # 0 existem

T€lc,dl, o€la,bl, y€EY, xEX com

0«K(t,0)(y,x) =BK(X]c,T]Y’X]a,o]k) conforme 2.27. Dado
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BER(G ([c,d1;Y)xG_(La,bl;X);Z) definimos K:[c,dIx[a,b] —
— B(YxX;Z) por K(t,s)(y,x) =BK(X]c,t]y;X]a,s]x)' E claro
que K(t,s)EB(YxX;Z) ¥t Vs. Dada d'xd €D dix[a,b]® YjeY,

x; €X, "Yﬂlﬂ 1, Hxi"s 1, temos

|d |d]

IV Ko (ysax)l = 1 Bix YiiX- x| =

R IR TR R M e Ll

sl 1§ | <13l

= X Y. X X. < .
(21385210 8517374217085 008370

Logo KESF_ a([c,d]x[a,b];B(YxX;Z)) e SFIK1<|[B]. Como By e B
coincidem nos elementos da forma X]c,T]ytaxja,ojx’ por

2.27, elas coincidem em G_([c,dl;Y)xG_(La,bl;X).

2.29. Teorema: Sejam g€([c,d);Y); f€G([a,bl;X)
KESF([c,dIx[a,b]1;B(YxX;Z)), entao

”[C P (g(t) . £(s)) = [b-ds’:[d. ax(t,9) Py |£6s) -

a c
Tall (2 :
= f ~dt'( . dSK(t,s) f(s)] g(t).
c a
Demonstracao: Como foil estabelecido em 2.25 ¢ bem definida a

funcao ¢:La,b]l — L(X;Z),

d <
¢(s) = f 'dtK(t,S)(l)g(t). Dada d'€D temos

Cc

La,b]

d'| [d' - .d
ngl[cb(sl)_q)(sl"l)]xln = "121 _J 'dt[K(t,Sl) (1) -K(t,Sl_l) (1) jg(t)]xllfg
o}
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|a" |- d ' |d" [fa']
< n_zlj ( 8 1K(t,s) Dke,s, PP g0 ;- zl[ zlle(”g(n )] e
=L= J

|d]
*'”_z;%i(gﬁﬁ),xiﬂL E possivel tomar d"€D . 44 tal que

Js
SIS < (1) (1) :
”jZlKji g(nj) "[ -dt[K(t,Si) : —K(t,si_l) ]g(t)”<Tg__
c
em consequéncia temos | Co(sy) - ¢(s; 1) Ix; | <e+SFLKI gl

i=1

i.e.

Assim & também bem definida a integral

Lb'dsus)f(s) - [b-dsﬁd«itx(t,s)(”g(‘t)]f(s).
a C

Os operadores S, T:G_(Lc,d1;Y)xG_([a,bl;X) — Z;

s(g.9) = || rd, K(t,5)(g(£) ,£(s)),
[c,dIlx[a,b]

b d :
T(g,f) = J °ds[[ . dtK(t,s)(l)g(t)]f(s) sao bilineares e con

4 _
tinuas e se 8= Xqc. 7Y © f==x]a 51X temos S(g,f)= K(t,0)(y,x) e

b b
1(g.9) = [ - If a3kt g | £0s) = [ ragxins) Dy, ox -
a C C
= K(1,0) P () () = K(1,0) (y.x) .Entdo S=T e por 2.26 c)

+d, K(t,5) (g(t) ,£(s) = J -dSH - K(t,5) g(t)]f(s),
[c,dlx[a,b] a c
¥g€G(Lc,d1;Y); ¥f€G([a,bl;X). Analogamente para a outra igual-

dade.



CAPTITULO 3
APLICAGOES

Faremos algumas aplicacgoes dos resultados obtidos
nos capitulos anteriores. Langaremos mdo, também, de alguns
resultados que nao se encontram aqui, sao eles.

3.1. A aplicacao aGSVa([a,bJ;L(X,Y)) — F&GL(G_([a,b];X);Y)

b
onde F_(f) = J «do(t) £(t) & uma isometria do primeiro espaco

. a
de Banach sobre o segundo.

Escrevemos SVa([a,b];L(X;Y)) =L(G_(lfa,b];X);Y). Quan
do Y= escrevemos BVa([a,b];X'); quando X =€ escrevemos
BW_([a,bl;Y). Ver [VSIE] pg. 22, 38, 39; tambéem olhar em
[ARSI] pg. 13, 14, 25, 35, 43. |
3.2. Seja X um espago normado e Y um espago de Banach reflexi
vo ou, mais geralmente, um espaco de Banach fracamente sequen

cialmente completo. Se a€SV([a,b]l;L(X;Y)) entdao Vt€[a,b[

= 0 (lim SV [a] = 0)

e+0

(t€la,b]) temos 1lim SV

c10 [t-e,tl

It ,t+ello]

0 resultado 3.2 & o principal de [SVC]. Do mesmo local,

-3
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outro resultado que nos & importante é: ‘
3.3. Sob as hipoteses de 3.2, toda funcao a€SV([a,b];L(X;Y))
e regrada.
3.4. 0 espaco BVa([a,b]) e fracamente sequencialmente comple
to.

O resultado 3.4 acha-se em [LO] pg. 337 §12 cap. 4
Theorem 1.
3.5 Dado um espaco de Banach X, temos BV([a,b];X) =
= BW([a,b];X) se e somente se X e de dimensao finita.

A) Aplicacoes das Isometrias
3.6. Teorema: Sao isométricos os seguintes espacos de Banach

pelas isometrias canonicas definidas anteriormente.

a) SFC a([c,dJXEa,b];B(YxX;Z)) SVC([c,d];L(Y;SVa([a,b];L(X;Z))))

b) SF. ,([c,d]x[a,bl;B(ExX;2)) = BW_([c,d;8V, ([a,b1;L(X;2)))
c) SFC,a([c,d]X[a,b]) = BWC([c,d];BVé([a,b]))

i

d) SF,_ ,([c,dlx[a,b};B(YxX;Z)) = L(G_(lc,dlsY),8V, ((a,bI;L(X;2)))

¢) SF_ ([c,d1x[a,bl;B(YxX;€)) = L(G_([c,d1;Y);BV, ([a,b]:X"))

f) SFC a([c,d]x[a,b];B(Yxﬁj;Z)) = L(G_([C,d];Y);BWa([a,b];Z))
g SF_ ,([c,dlx[a,b]) = L(G_(Tc,d1);BV,(fa,b])

Demonstracao: a) e d). Por 2.28 temos

SFc,a([c,d]X[a,b];B(YXX;Z)) = B(G_([c,d);Y)=G_([a,bl;X);Z). Porém, por
2.24 B(G_([c,d1;Y)xG ([a,b];X);Z) = L(G_([c,d1;Y);L(G_([a,b];X);Z)) é de
acordo com 3.1, temos enfim que:

L(G_(Lc,d1;Y);L(G_([a,b1;X)2)) = L(G_(Lc,d1;Y);SV, [a,b]L(X;2))) (=)
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= S\/C([c,d];L(Y;SVa([a,b];L(X;Z)))), provando a) e d) .

As demais isometrias sdo instancias de a) e d) de a-
cordo com 3.1.
3.7. Teoremd. O espago BV_  ([c,dIx[a,b]) & um subespago pré-
prio de SFC,a([c,dJXEa,b]).
Demonstracao: Por 2.7 temos BVC’a([c,dJXEa,b]) = BVC([C,d];BVa([a,b]),
este ultimo & uma parte propria de BW_([c,d1;BV, ([a,b])), de
acordo com 3.5. Por 3.6 c) segue-se a tese.

A demonstragao para 3.7 existe na literatura, € muito
ad hoc e mais complicada; veja [DBVETV] en eépecial na pg. 841.
3.8. Teorema: O espaco SFC’a([c,d]xta,b]) e um subespaco de
G([c,dIx[a,b]).
Demonstragao: Usando 3.6 c); 3.3 e 3.4 € imediata a tese.

Novamente a demonstracao deste resulfado existe na li-
teratura, para o caso real, de modo mais complicade, veja
[FBFV].

3.9. Por 3.6 b) temos SFC a([c,deEa,b];B(GXY;Z)EBWE([C,d];SVé([a,b];L(X;Z))).

3

Quando X=C e Z=G_([a,b]) e a:[a,b] — Z & a(s)==x]a 57> temos

que o nao regrada. Logo a fungao
K:[c,dIx[a,b] — B(€CxC;G _(La,b]l)) = G _(La,b])

definida por K(t,s) = (t-c)a(s) nao podera ser regrada por 1.4.
Contudo KGBWC([c,d];BWa([a,b];Z)) = SFC a([c,dJXEa,b];B(@xm;Z)) posto que

dada d"€D temos

[c,d]’
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Idnl } Idu'

A COE S CARIEN L1 ety ezl =

i |l I - |d| |d"| )

= la(s)jzl(Ljﬂ_tj)Zjl = [a(s)] ljzl(tj—l—tj)zjl 5j§1|tj~1‘tj| = deg,

ice., WiKkP)<d-c.

B) Series Duplas de Fourier

3.10. Proposicao: Se ¢n e wm sao sistemas ortogonais (orto-

normais) completos de LZ(X”;U") e de LZ(X';u') entao os pro-

dutos enm==¢nwm formam um sistema ortogonal (ortonormal) com

pleto de LZ(X”XX';u”ﬁu'). Conferir em [EAFTF] pg.440. Teore-

ma 1.

| : _{ int [
Portanto, dados os sistemas A-\e nez del?([vnﬂ])
int ims}

obtemos o sistema S = {e de L, (L-m,mIx[-m,m]).

n,mez
- int _ims i(nt+ms
Doravante adotaremos a notacao: enm(t,s) = e e =e ( 1

3.11. Definicao: Dada feLz([ﬂﬂfﬂ]X[-ﬂ,ﬂ]), periodica em RZA)

seu nm coeficlente de Fourien e

T o
C__[f] = A ( [ f(t,s) e. (t,s) dtds. A "nm soma'" da série
nm L2 nm
- -
. - 1L L - .
de Fourier de f & S [£] = zgln kj;mcﬁk[f]egk(t,s) e a serie

de Fourier de f &, caso exista, o limite

lim S__[f1(t,s) = c,,.[fle . (t,s) = S[f](t,s).
N mee DM glm kglm 2k 2k

3.12. Proposicdo: Dada f€L,([-m,mIx[-,11), periédica em R%,
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T T
temos: Snm[f](t,s) = f f f(t-v,s-u)d

=m =T

(v,u)dvdu onde
n,m

- sen(n+1/2)v _sen(m+1/2)u
2msen v/2 2msen u/?2

m(v,u)==Dn(v)Dm(u)

T T
f [ Dnm(v,u)dvdu = 1.

- =
B n m
Demonstracao: Snm[f] = 2_2 _; Cgk[f]ezk(t’s) =
=~n k=-m

n T o
= ) ( [ f(y,x)E}iT?Tdeydx]elk(t,s)

L==n k—~m 4r?
- =T
n m T T .
- < i0e(t-y)+k(s-x) 0, . _
Z:Z-n ](:Z—m 772 [—‘ﬁ f'_’" FOraxe dydx

L fﬂ fﬂ f(t—v,s—ujei(2V+ku)dvdu =
2=-n k=-m 41?2

]
0

~T =T

T n m . :
=( ( f(t-v,s-u) ) D 1 M (ikugiay,
2=-n k=-m 4n?

_.'"'-'n'
1§ iwv 1. % _iku
Como D (v) = 5= j e”""; D (V) = g kj: e temos
= =-m
' n m . .
D(v)-D (w) = = ) ] MWLy (v,

4m?% =-n k=-m

m m
Lembrando que [ Dn(v)dv = f Dm(u)du = 1 temos:

- -7

[ﬂ fﬂ D . (v,u)dvdu = I"[ fﬂ Dn(v)dV}Dm(u)du = L.

=T =7 = =T



Fazendo uma conveniente mudanga de variaveis, podemos
escrever a expressao 3.12 sob outra forma, isto e

3.13. Nas condigoes de 3.12, temos: Snm[f](t,s) =

T
= [ f [f(t+v,s+u)+f(t-v,s+u)+f(t+v,s—u)+f(t-v,s-u)]Dnm(v,u)dvdu.
00

3.14. Para todos a,RE[0,m]; kEIN*, tem-se

B
’[ sen(k+1/2)o
sen o/2

2

doj| <m (Ktiisterman)

Demonstragao: Seja o =2u; 2k+1 =m, temos

. sen(kt1/2)o 4 =-2{8/2 sen_mu 4.
sen 0/2 2 J sen u ?
: o o/2
dai
B sen(k+1/2)odao| /M sen mu m/m - /m
2E AT 4 U sen _ 2
'f sen o/2 SZJ sen u duj;f sen u dus-( mrdu =
“ 0

3.15. Se KESF_ a([c,d]#[a,b]),gGLl([c,d]),fGLl([a,bJ),Entéo:

< SF[K] sup
telc,d]

sup
s€la,b]

fdg(T)dT [?f(o)dc

t

d/b
f K(t,s)g(t) £f(s)dtds

c a

Demonstragao: Como K e limitada em [c,d]x[a,b] a forma bili-
near
d¢b
(g, f) — ( [ K(t,s)g(t)f(s)dtds
c a
e continua em L,(fc,d))xL,(Ca,b]). Basta provar a desigualda

de acima para quando termos gE€C([c,d]) e f€C([a,b]). Neste
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d b
caso sejam ¢(t) = f g(t)dt e Y(s) = f f(t)dr, temos ¢'(t)=

t s
=-g(t), ¥'(s) =~-f(s). Dai

d d
[ K(t,s)do(t) = -j K(t,s)g(t)dt
C C

€ Ccomo

d d
[Ket.sra00e) + [ o(erd Ke,s) = xo

C Cc

d _

Cc

temos

fddtK(t,s)g(t)dt . fd[ fdg(T)df]dtK(t,s) =IddtK(t,S)Idg(T)dT.

(&

- C C t t

' Logo

JdeK(t,s)g(t)f(s)dtds = Ib[ [dK(t,S)g(t)dt}f(s)ds -
c a g =

= fb[ JddtK(t,S)Jdg(T)dT]f(S)dS.
a ¢ t
Porem
!b[:JddtK(t,s)Jdg(T)dT}f(s)ds = —!b[ fddtK(t,S)Jdg(T)dIstw(s)
a ¢ t M A
e como

: [dd;‘tt,S]fdg(T)d{}f(c)dO -

[T [fapceo[‘soaape  [a
t a c t

S

d b

g(T)dT]J f(o)do P
s

=0,
a

= [(ddtK(t,s)‘

C t
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vem que

fd(bg(t,s)g(t)f(s)dtds==fbds[ [ddtK(t,s)Idg(r)dr}f(a)do =

c a , a C t
d b

= IJ -dth(t,s)[J g(T)dT,J f(o)do]
[c,dlx[a,b] t S

devido ao resultado 2.29. A tese € entdao imediata.
3-16. Teorema:SejafGSF*([—ﬂ,HJXE—ﬂ,ﬁ]),

(tO,SO)G[“ﬂ,ﬂ]x[—ﬂ,ﬂ] e f periododica em Rz;entﬁo S[f](t0,50)=
I PP - - s 1= L
= Z[£(10+,so+)+f(t0+,so )+f(t0 ,50+)+f(t0 +S() ) 1= T o

Demonstracao: Consoante 3.12 e 3.13 temos que

1

1 N LILI
S[f](to,so) To s 1im [ [ [%(t0+v,so+u)—f(t0+,SO+)+...+
LI % 0

-+

f(to—v,so—u)—f(to—,SO-J}Dnm(V,u)dvdu = 0.

Mostraremos que

' mem
L f f [f(to—v’so—u)'f(to"aso")}Dnm(V,u)dVdu = i},
n,m>

apelando para 1.11 os outros limites sﬁo demonstrados de for-
ma analoga a daqui, com adaptagoes convenientes.

Temos SF*([—ﬂ,ﬂ]X[—ﬂ,ﬂ])CG([—H,HJX[—W,WJ), portanto
por 1.11 f=f__+r e por 1.7 f=f__ quase sempre; dai basta

provar que

mem
lim [ f K(V,u)Dnm(v,u)dvdu =0
LM% g 7o
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onde K(v,u) = f_ (t —v,so—u)-f(t0~so~). Nao e dificil ver

0
que se fE€SF,([-m, nlx[ -w,m]) entao £ ESF,([-m,mIx[~m,n]);
portanto KESF([0,nw]1x[0,7]). Normalizamos K da forma K(v,u)=
= K(v,u)-K(v,0)-K(0,u)+K(0,0). Entédo KeFO o ([0, mIx[0,m]).

Notemos que K(0,0) =0 e que portanto,

T ™
I f K(V,u)Dnm(v,u)dvdu = I f k(v,u)Dnm(v,u)dvdu +

T (mm
+ I I K(V,O)Dnm(v,u)dvdu + ] J K(O,u)Dnm(V,u)dvdu
00 00

Vamos provar que cada uma das parcelas acima € nula no 1i-
mite para n,m — «. Por exemplo:

F(“K(o,u)nnm(v,u)dvam [ INK(O,u)Dn(u) du] J " (=1 [ﬂx(o,u)nn(u) au.

0

—

Porém, conforme 2.25, K(0,u)€BV([0,7]) e lim K(0,u) =0, logo
u->0

T
1im { K(0,u)D_(u)du =0.
m->co O m-,

O mesmo argumento aplica-se para provar que

T
lim f f K(V,O)Dnm(v,u)dvdu = 0.
nre Jo

Para a parcela restante temos:
S

em Spm_ Mo _
I f K(v,u)Dnm(v,u)dVdu==[ [ K(V,u)Dnm(v,u)dVdu+-[ [ K(v,u)Dnm(v,u)dvdu+
00 00 00
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) 00

e S¢S
+ ( ( K(V,u)Dnm(V,u)dVdu - f f K(V,U)Dnm(v,u)dvdu.

Portanto, de acordo com 3.14 e 3.15 temos

SFro,61x00,67

e ,”2
f f K(V,u)Dnm(v,u)dvdu ST (K] +

[K]+SF

™
* SFEO,SJX[O,HJ [O,WJX[O,SJEKiJ+‘ [ [ R(V,U)D (v,u) dvdu

0

Agora ¢omo KDGBWO([O,HJ; BVO([O,ﬂ]) [3.6,c)] e K & continua

no 0 (o limite @ uniforme sobre u consoante 1.6) e em vista

de 3.2 temos que existe § >0 tal que

2
m
7| S

[K]+ SF

LR

"r0,61x10, 87 [0,63x0,m1 53" SPfo,wa[o,ch[K]] <2

dado € >0 (para SF [K], basta repetir o argumento

(0,mIx[0,6]
invertendo a ordem das variaveis), pelo lema de Riemann-Le-
besgue temos

™o
lim [ J K(v,u)D__(v,u)dvdu = 0.
n,moe) nm
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