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INTRODUCAO

O propésito deste trabalho é estender aos varios modélos da Geometria Hiperbodlica
( 0 modélo de Lorentz H"t!(c), o modélo de Klein D"*1(1), o médelo de Poincaré B"+1(2) e
o médelo de Poincaré IR"!, ), o conceito de superficies de rotagao de um 3-espaco euclidiano
IR®.

O presente texto tem seu fundamento no artigo de M. do Carmo e M. Dajczer (1983),
denominado Rotation hypersurfaces in spaces of constant curvature [5).

Nos Capitulos 1 e 2, desenvolvemos as preliminares que nos permitirio tratar da proposta
deste trabalho. O Capitulo 1 compreende uma caracterizagdo do espago de Lorentz L™. O
Capitulo 2 consiste no estudo dos espagos de curvatura seccional constante ¢, e, em particular,
no caso ¢ < 0, aparecem como espago de curvatura seccional constante ¢, o hiperboldide
H"(c) e os outros modélos da Geometria Hiperbélica, o modélo de Klein D™(1), o modelo de
Poincaré B™(2) e o médelo de Poincaré IR™ ;. Ainda, no Capitulo 2, estendemos ao espago
hiperbélico H3(c), o conceito de superficies conjugadas que aparece entre o catendide e o
helicéide, no espago euclidiano IR>.

No Capitulo 3 apresentamos a defini¢io de hipersuperficie de rotagdo em espagos de

=5n+1 , -
M """ (c), e fornecemos uma parametrizagao. Veremos que escolhendo

curvatura constante,
uma curva conveniente C, obtemos tal hipersuperficie, movendo uma (n — 1)-subvariedade
umbilica ¥, com curvatura varidvel, ao longo de C. Entdo, ¥ descreve o que chamamos
de paralelos da hipersuperficie de rotagdo. Desse modo, de acordo com a natureza dos
paralelos, classificamos as hipersuperficies de rotagao em esféricas, se os paralelos sdo esferas
geodésicas; hiperbdlicas, se os paralelos sao superficies equidistantes; e parabdlicas, se os
paralelos sdo horoesferas. O Capitulo contém a parte essencial desta dissertagdo: o estudo das
hipersuperficies de rotagao de FH(C),C < 0, nos vérios modélos da Geometria Hiperbdlica.

No Capitulo 4 sao computadas as curvaturas principais e a curvatura média de uma
hipersuperficie de rotagdo, estabelecendo-se uma equacdo diferencial ordindria de segunda
ordem associada a hipersuperficies de rotacdo de curvatura média constante. Este Capitulo
encerra com a descrigao de uma familia a um pardmetro A > 0, de superficies minimas
geodesicamente-regradas em H3(—1), tal que cada superficie é conjugada a uma superficie
de rotagio minima de H3(—1), que no caso parabdlico é tnica, a menos de isometrias de
H3(-1).

Finalmente, o Capitulo 5, é dedicado a descricdao de algumas condicoes suficientes para
que uma hipersuperficie de ! (c), n > 3, seja de rotagdo. Um resultado importante é que
se as curvaturas principais ky, ..., k, de uma hipersuperficie f : M" — Fﬂ(c),n > 3, sa-
tizfazem ky = ky = -+ = k1 = =X #0e k, = —p(A), A # p, entdo [ é uma hipersuperficie
de rotagao ( teorema 5.2.1 ). O resultado é falso para n = 2 ( observagdo 5.2.2 ). Ou-
tra condigio suficiente estd relacionada com a questdo de determinar quais hipersuperficies
de Hnﬂ(c) sao invariantes por um subgrupo a l-parametros de isometrias de M (¢), e
possuem uma propriedade especifica. Mostramos que, excluindo-se as hipersuperficies com
curvaturas principais constantes e assumindo-se que ! é o maior valor admissivel, f(M™) esta
contida numa hipersuperficie de rotagao. :



Capitulo 1

O ESPACO DE LORENTZ L

1.1 Generalidades sobre L".
Consideremos sobre R"™ = {(z1,...,%,) | i € R}, a métrica Lorentziana
g-1(2,y) = —z1y1 + T2y2 + -+ TnYn

que é uma forma bilinear simétrica, ndo-degenerada de indice 1, sobre IR".

Denotaremos por L"o par (IR", g—1) que chamaremos espago de Lorentz.

O indice v de uma forma bilinear simétrica B sobre um IR-espago vetorial V, é a maior
dimensio de qualquer subespago WC V no qual se w € W, w # 0 entdo B(w,w) < 0, isto é,
B é negativa-definida em W.

Mostremos que o indice v da forma bilinear simétrica g_; é igual a 1.

Seja z = (21,0,...,0) € R™ \ {0}.

Temos

g-1(z,z)=-22 < 0=
= g-1 |yy_ € negativa-definida =

=

onde W_ = {(z1,0,...,0) € R"}.
Por outro lado,
y=(0,29,...,z,) € R™\ {0} =
= g-1(yp,y) =23+ +2z2>0=
= g1 IW+ é positiva-definida

sendo Wy = {(0,z3,...,2,) € R"}.
Suponhamos que exista um subconjunto W C V, com dimW > 2 tal que g— Iy ¢é

negativa-definida. Temos
dmW>2=3weWnWi,w# 0= g1(w,w) <0< g_1(w,w)

o que é absurdo.
Logo, nio existe tal subespago W. Portanto v = 1.
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Além disso, a forma é ndo-degenerada, pois, se existisse z = (24,...,2,) € IR" tal que
g-1(a,y) = 0, Yy € R™, tomando y = (0,22,...,2,), terfamos 0 = g_,(z,(0,z2,...,2,)) =
2>0=zi4+--4+zlz2;=...=22, =0= g_j(z,2) = —z2.

Mas g_i(z,2) = 0, logo z = 0.
Usaremos a seguinte notacao:

Se x : U — L™ é uma parametrizagio de L™ em um aberto U C IR", denotamos as
componentes de g_j, em U, por

95(0) = 91 (Z(9), 52 (@) 1, 7=1,...,n
onde %(q) = dzy(e,),q €U, 2=1,...,n e {e1,...,e,} é a base candnica de T,R".
Se V e W sao campos de vetores tangentes a L™definidos em U, podemos escrever

n n n
V=) o, W=) ws, ga(V,W)= Y gyuw,
1=1 =1

1,7=1

Sendo g_j nao degenerada, a matriz (g,,(p)), de ordem n, possui inversa, a qual denota-

remos por (g(p)).
De g_1 ser simétrica, obtemos

95(q) = gu(q)
g(q) = ¢(q), 9€U, 2, 3=1,...,n

Definigao 1.1.1 Seja v € L™, definimos a norma de v por

ol = /1 g-1(v, v)]

Desse modo, é natural falarmos em vetores ortogonais e vetores unitarios.
Dado um subespaco vetorial k-dimensional, W, de L", existem trés possibilidades mutu-
amente exclusivas para W:

g_1 IW é positiva-definida,
g-1 IW é nao-degenerada de indice 1, (1.1)

(

g-1 |)'V é degenerada

Proposigao 1.1.2 Se W¢é um k-subespago de L™, entdo n = dim W 4 dim We wit = Ww,.
onde Wt = {v € L™ | g_1(v,w) = 0, Yw € W}.

Demonstragdo. Seja {e1,...,en} base de L™, tal que {e1,...,er} é base de W. Seja a
aplicagdo f: L™ — W dada por

f(’U) = Zf:l g—l(v, 6;)8,

Observemos que

f0)=0¢& g_1(v,e,)=0,2=1,...,k & ker f = Wt
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Agora, dado w = Y-F jw,e, € W, tome o = S Yk w.gter.
Entao

f(ﬁ)) = Z_l;::l g-1 (Z?:lzf:lwtgdefaej) e] = f(ﬁ}) = Zf,]:lwiétjej =w

o que nos mostra que f é sobrejetora.

Portanto,

dim Wt = dimker f = n — dim Im f=n—dim W
isto é,
n = dim W 4 dim W+

Para todo v E W, temos g l(v,w) =0, Yw € W,

Logove)/\)l e WcC Wt

Analogamente, obtemos a inclusao Wit cw.

Portanto, segue que W = wLt,

- Proposigdo 1.1.3 Se z € L™ € tal que g_1(z,z) < 0, entdo
(1) g-1 |z) € ndo-degenerada de indice 1 e L™ = [z] & [2)*.
(2) g-1|;z)x € positiva-definida.
Demonstracao. E imediato que se g_1(z,2)< 0, entdo o subespago [z] é nao-degenerado

de indice 1.
Temos

n = dim[2] + dim[z)* = dim([z] + [2]*) 4 dim([2] N [2]*)
Mostremos que [2] N [2]* = {0}, dai L™ = [2] & [2]*
we[zln[z]lt Cclz)] = JaeR|w=az
we[)N[tClzt = 0= g_1(w,2) =ag-1(22)
mas g_;(z,2) < 0 e portanto a = 0, isto é, w = 0, e isto prova (1).
Para provar (2) observamos que g |jjo € positiva-semidefinida, isto é, suponhamos
que existe = € [z]* tal que g_i(z,z) < 0. Como g_i(z,z) = 0, segue que g_; lfz,2] €
negativa-definida e dim[z,2] = 2 < 1 (indice de L") que é absurdo.

Portanto,
g_l(z,m) >0,Vze€ [z]l

Observamos, ainda, que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz
9-1%(2,9) < g-1(w,x) g-1(y,9), Y,y € [2]*
De fato, sejam z,y € [z]*, temos

m+Aye[z]i VAER = 0<g_ 1(:1:+Ay,:z:+)\y)
= g-1(z,2) + 22 g-1(2,y) + A g-1(v,9), VA€ R
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Se g_1(y,y) = 0 temos

g-1(z,x) + 2 g-1(z,y) > 0, VA € R =
= g-1(z,y)=0=>
= 0= g—lz(z)y) S g—l(zaz)g—l(yay) =0

Se g-1(y,y) # 0 temos

49.1%(z,y) —49-1(%,9) 9-1(2,2) <0 =
= g_12(-'1?,y) S g—l(zaz)g-l(yay)

Finalmente, mostremos ﬁue
9-1|[z)1 € positiva-definida
Como ja vimos que g_; |[z]¢ é positiva-semidefinida, basta verificarmos a implicagio
z €[22 #£0= gi(z,2)#0
Suponhamos z € [z]* e g_1(z,2) = 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz

g.—12(1},y) S g—l(x,a:)g_l(y, y) = O, Vy c [Z]—L =
=> g-1(z,y) =0, Vy €[]t 2z €z]=>2=0

Portanto,
v e[t 2 #0= gi(a,a) £ 0
0O

Proposigao 1.1.4 Se W € um subespago de L™, entdo g_; ]W € ndo-degenerada de indi-
ce 1, se e somente se, g_q I_)L/v € positiva-definida.

Demonstra¢do. Suponhamos que g_; IW seja nao-degenerada de indice 1.

Entéo, 3w € W, w # 0 tal que g_¢(w,w) < 0.

Tomemos qualquer z € WL, 2 # 0. Entao g-1(z,@) = 0. Pela proposicao (1.1.3),
9-1 ljgjr € positiva-definida e como z € [w]* temos g_i(z,z) > 0, isto é, g_; lwl é
positiva-definida. .

Agora, suponhamos que g_; le é positiva-definida.

Se w € W é tal que g_y(w,w) =0, Yw € W, entio w € Wt e g_;(w,w) = 0. Mas como
g_1 IW‘L é positiva-definida, devemos ter w = 0 e g_; IW é nao-degenerada.

A fim de mostrarmos que g_; IW possui indice 1, observemos que pela proposigao (1.1.2)
n=dimW+dimWt = L" = W 4+ Wi,

- Como o indice de g_; em L"é 1, existe v € L, v # 0, tal que g_1(v,v) < 0 e desta
formave Weov g Wt

Logo, g1 IW possui indice maior ou igual a 1.
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Da definicio de indice, segue que o indice de ¢_ é menor ou igual ao indice de
’ Uiw

gjl |Ln7 que é 1.
Portanto, ¢g_; |W possui indice 1.

Observagao 1.1.5 Uma vez que wit = W, os termos “ndo-degenerada de indice 17 e
“positiva-definida” podem ser trocadas e segue que g_y IW é degenerada, se e somente se,
g-1 | | € degenerada.

Nos subespagos W, onde g_ IW ¢ positiva-definida, vale a desigualdade de Cauchy-
Schwarz
|g-1(v,w)| < [[o]| ||w]| YVo,w € W

verificando-se a igualdade, se e somente se, v e w sdo linearmente dependentes.

A préxima proposigio fornece critérios para um subespago W ser néo-degenerado de
indice 1.

Proposigao 1.1.6 Seja W um subespago k-dimensional de L™, sendo k > 2. Sdo equiva-
lentes.

(1) g1 |W é ndo-degenerada de indice 1.

(2) Weontém dois vetores nulos, linearmente independentes (w € um vetor nulo & w #0
e g-1(w,w) =0).

(8) ezxiste w € W, w # 0, tal que g_1(w,w) < 0.

Demonstragao.

1) =(2)

Se g_1|,,, é ndo-degenerada de indice 1, deduz-se da proposicao (1.1 .3) que existe uma
base ortonormal {eq, .. e,,} de W, tal que g_i(e1,e1) = —1le g_1(e,€;) = by, ¢ # 1. Entado,
€1+ ey e eg — ey sa0 vetores nulos linearmente mdependentes pois, g_1(e1 + ez, e1 +e2) =0
= g-1(e1 — e2,€1 — €2) e se a,b € IR sao tais que a(e; + e2) + b(er — e2) = 0, temos
a+b=b—-a=0,ouseja,a=>b=0.

(2) = (3)

Sejam u e v vetores nulos, linearmente independentes de W.

Afirmamos que g_1(u,v) # 0.

Suponhamos, por absurdo, que g_j(u,v) = g-1(u,u) = g-1(v,v) = 0. Como e; ¢
vetor unit4rio em L™ tal que g_;(ej,e;) < 0, entdo, pela proposigdo (1.1.3) existem reais,
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Unicos u; e vy, que podemos supor, sem perda de generalidade, ambos positivos (trocando,

se necessario, u por —u ou v por —v), tais que

U= uye; + u
v="vi1€1 4+

onde 7 # 0 e ¥ # 0 pertencem ao subespago [e;]*.
Observamos que
g-1(v,u) = 0= g_q(u,u) = u?
g-1(v,v) =0 = g_1(9,0) = v?

Além disso, pela observagdo (1.1.5)

g-1(2,v) =0 = wv = g-1(2,9) < |u|vi| =
= JAeR|ua=2Av
= A=
0
= u=Avie; + A= Qv

o que ¢ absurdo.
Logo,
g-1(u,v) = —uyvy + g_1(2,9) #0

Temos entéo,

g-1(u+v,utv) = —(u+01)*+ g-1(%,8) + g-1(2,2) + 2 9-1(2,) =
= 2(-uiv1 + 9-1(%,2)) = 29-1(u,v) # 0
g-i(u—vu—v) = —(ur—v)*+ g1(8,) + g-1(9,9) — 29-1(,9) =

= 2(uwvy — g-1(%,9)) = =29_1(u,v) #0
sendo pois, um deles menor que zero.
(3)=(1)

Seja z € W tal que g_1(z,2) < 0, entao W C [2]* e sendo g_; |jz+ positiva-definida,
g-1 IWJ' também o é. :

Entio W = Wi e, g_; IW é nao-degenerada de indice 1.

1.1.1 A conexao de Levi-Civita de L™.

Definigao 1.1.1.1 Sejam V,W € x(L™) (conjunto dos campos de vetores de classe C™ em
L") e f € F(L™) (anel das fungées reais de classe C™ definidas em L™ ), definimos o colchete
[V, W] € x(L™) pela expressio

[V, WI(£) = V(IW[f]) - W(V[S])

sendo V[f] = :’zlv,%f, a derivada de f na diregdo de V = Z:;lv,gi—'.
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Teorema 1.1.1.2 Eziste uma tinica aplicacio ¥V : x(L™) x x(L™) — x(L") tal que

(1) VyW € F(L")-linear em V.

(2) VyW € IR-linear em W.

{3) Vv(fW) = VIfIW + [VyW, para f € F(L™).

(4) [V, W] = Sy W — Vi V.

(8) X g-1(V,W) = g1(VxV, W) + g1 (V, Vx W), VX, V,W € x(L").

V ¢ denominada conexé@o de Levi-Civita de L.
Inicialmente, vamos provar o seguinte lema

Lema 1.1.1.3 Se V € x(L"), seja V* a 1-forma em L™tal que V*(X) = g_1(V,X),
VX € x(L™). Entdo, a aplicagio V +— V* € um isomorfismo F(L™)-linear de x(L")
em (x(L"))”.

Demonstracgao. Observamos que, dado V € x(L"), a aplicagao V* : x(L") — F(L") é
F(L™)-linear e, portanto, uma 1-forma em L™. Além disso,

g-1(fV. X) =
| = fVXX), VX € x(L"), Vf € F(L")
(V+WX) = ga(V+W,X)=V(X)+W'(X)=
= (V*+W*)(X), VX € x(L")

(fV)y(X)

isto é, a aplicagdo V — V* é F(L")-linear.

Suponha que V* = W*, isto é, ¢g_1(V,X) = ¢g1(W,X),VX € x(L"), entao,
9-1Vp, X,) = g-1(Wp, X,), Vp € L™, VX, € T,L", onde V, = V(p). Sendo g_; métrica
nio-degenerada obtemos V, = W, Vp € L™, isto é,V = W. Logo, V +— V* é uma aplicagao
injetiva.

Tome 8 € (x(L™))* e seja § = Y1 ,0,dz,, sua expressdo num sistema de coordenadas
(U (21,50 5 Ta))s

SeV=>3" lg”ﬂ.a%’, temos

L=

v (&)

9.1 (Vi) = Trab 5719700 = iy 0160 = 60 =
= o(i),zz 1,...,n

Az,

Donde concluimos, pela F(L")-linearidade, que § = V*. Assim, mostramos que a
aplicagdo V —— V™ é sobrejetiva.
O

Demonstragao do teorema (1.1.1.2)
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Suponhamos que exista uma tal V. Usando (5)

(@) Wga(V,X) = g1(VwV,X)+ g_1(V,Viw X)
(b)) Vg_1(X,W) = g_1(VvX,W)+ g_1(X,VyW)
() Xg1(V,W) = g1(VxV, W)+ g_1(V,VxW)

Fazendo (a) + (b) — (c) e a aplicando (4), obtemos

290-1(VyW,X) = Vg (W,X)+Wg_1(X,V)= X g_1(V,W)—

_g—l(Va [VV’X]) + g—l(Wa [X’ V]) + g—l(X’ [Va W])

O que nos leva a definir a 1-forma Oy w : (L") — F(L"), V,W € x(L"), dada por

Oyw(X) = Vg (W, X)+Wg_y(X,V)= X g_1(V,W) -
=g (Vi [W, X]) + g1(W,[X, V]) + g1(X, [V, W])

| (1.2)

Sendo fyw € (x(L"))*, V,W € x(L"), pelo lema (1.1.1.3), existe um tnico campo de

vetores, que denotaremos por Vy W, tal que

1

20‘,”,()() = g-1(VvW, X), VX € x(L")

Verifica-se imediatamente que valem (1) a (5), e a existéncia de uma tal aplicagio V est4

garantida.

A expressdo (1.2) mostra que V estd univocamente determinada pela métrica g_;, o que

prova o teorema.

Tomemos o sistema de coordenadas canoénicas (z1,...,z,) de L™.

As funcoes a valores reais I‘fJ definidas em L"por

v 0 _ v pf 8
Vi dzx; — Et:lr']&r[

Ty

sao os simbolos de Christoffel da conexio.
Pelo teorema (1.1.1.2), (4) temos,

Y 8 % 8 18 981—-9808 _ 8 8 _
N —‘_Via_z.—[ax.’az,]—axax, ax,az.—o

o que equivale a I‘fJ = Fﬁ,.

D

Fazendo V = 537, W=332,X = 3% em (1.2) e observando que [W,X] = [X,V] =

~ Oz,
[V, W] =0, temos

2] 3 0
E;ngh + a_xjgfu T 3Ihgi_7

no
s
4,
/N
<t
I
-
7
8 (@
>
N—
Il

£ _ 2] 2] 2]
QZLIP.Jgeh = 3z, 9 + 3—%915; = Bz, 91
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Mas,
-6 s=1
= a a _ T8
grs = -1 (8.’Er’3-’l?a)—{ brsy 8=2,...,0
Entao, .
22?:111{]901 =0, Z,],ﬁ =1,...,n
Fazendo h=1,
0=257_ lI‘,]ga = =23 71 I‘,J6[1 = 21‘,], 3= Loy
e para h = 2o

0= 22?:1 Ff]glﬁ = 2Z?=1Pe 6th = ZFZa L3=1,...,n

logo, os simbolos de Christoffe] de L"sao todos nulos, ou seja,

Ff](m) =0, x € L*, 1,3, = 1;; (1.3)
Logo, se V,W € x(L"), com V = 370, v]ar « W = E,_lw,ar , por (1), (2) e (3) do
teorema (1.1.1.2)
VW = Vv (Swad) = S Viw) + SV =
Zn lv[wl] Er + Z =1 ’U).'U_,Et IF:JB;Q

Assim,
& = 8
VyW = 30 Vw5 (1.4)
Usando o resultado do teorema (1.1.1.2) podemos definir os vérios conceitos da Geometria
Riemanniana, como geodésicas e subvariedades totalmente geodésicas, dos quais trataremos
a seguir.

1.1.2 Geodésicas de L™.

Definigao 1.1.2.1 Sejay : I C R — L™ uma curva de L. Dizemos que 7y € uma geodésica
de L™, se e somente se, V47 = 0.

Seja (z1,...,%,) o sistema de coordenadas usual de L™.
Fazendo a identificagdo L™ ~ T;)L", 1 € I, temos

Y1) = (z107(1),-- s 20 07(t) = (n(1)s- - Mm(t)), L ET
1) = (£51090ss 20 07(0)) = (iDL €T
Por (1.4) )
Vi = i (31) & = gm0 =
Portanto v é geodésica, se e somente se, %(7,(0) = 0,1 = 1.4, i8t0 & 3¢ 7 €
geodésica tal que v(0) = p e %(0) = v, entdao y(t) = p+tv, t € I.

Concluimos portanto, que as geodésicas de L™sao retas y(t) = p + tv, t € IR, e portanto
L™é variedade geodesicamente completa.
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1.1.3 Subvariedades totalmente geodésicas de L™.

Dizemos que um k-subespago afim (k > 1) de L™é um conjunto P =z + P*, onde z € L"
e Pk é um subespaco k-dimensional (nao-degenerado) de L™.

Mostremos que, em L", as subvariedades totalmente geodésicas, completas e co- (1.5)
nexas sao os k-planos nao-degenerados. )
Seja 5k um k-subespaco afim e p € P*. Tome um vetor v € Tp,L™ tal que v € Tpfk,

entdo a geodésica v tal que 7(0) = p, 7(0) = v é
(@) =p+tv,tel

que é uma reta por p € P e portanto, estd totalmente contida em P Logo, todo k-
subespago afim é uma subvaridade totalmente geodésica de L".

Agora, considere M* subvariedade totalmente geodésica de L™. Pela hipdtese, toda
geodésica de M é geodésica de L™ e, portanto, toda geodésica de M é uma reta. Entéo,
dado p € M, existe um disco Dﬁ C T, M tal que Ds C M. Sendo p arbitrério, concluimos
que M estd contida num k-subespago afim.

1.2 Isometrias de L".

Definimos por Oy(n), o conjunto dos operadores lineares inversiveis O : L™ — L™ tais
que g_1(Ou, Ov) = g_1(u,v), u,v € L".

Um elemento O € Oj(n) serd chamado de transformagio ortogonal de L™. O;(n)
assim definido é um grupo relativamente & composicao dos operadores.

Agora, identificando os elementos de O;(n) com as matrizes (a,;) relativamente a uma
base fixada {e,}, onde a,;, = g_1(Oe,,O¢,), podemos concluir que O1(n) é um grupo relati-
vamente a multiplicacdo de matrizes e admite estrutura de variedade diferencidvel de modo
que O1(n) é grupo de Lie com dimensdo n(n — 1)/2.

Teorema 1.2.1 As condigées sequintes sdo equivalentes:

(1) O € 04(n).

(2) O leva base ortonormal {e,} em base ortonormal {Oe,} onde g_1(e,,€,) = —1 €
9-1(0e,,, 0e,y) = =1 para algum 1p € {1,...,n}.

(8) Se O ¢ identificado com sua matriz na base canénica de L™, as colunas (linhas) de O
Jormam uma base ortonormal de L™, onde o primeiro vetor vy satizfaz g—1(vy,v1) < 0.

(4) Se O € identificado com sua matriz na base canénica de L™, O = ZO~1Z, onde

=1 0

(1
Il

nxn
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Demonstragao. Observemos, primeiramente, que se z,y € L™ entao,
9-1(2,y) = —zoYo + €191 + - + Zn¥Yn = (E2,7)

onde ( , ) representa o produto interno usual de JR".

(1)=(2)
Sejam O € O1(n) e {e1,...,€,} base ortonormal de L", tal que
_ 6[_7 ,e 96 L0
g—l(el,eJ) N { -—6(] ,£ =10

para algum 19 € {1,...,n}.
Entio g_1(Oer, Oe,) = g-1(er, e,) implica em que {Oey, .. .,Oe,} é base ortonormal de
L7 g_1((9€,0,0€,0) = g—l(cto’elo) = -1

(2)=()
Se {e1,...,en} é base ortonormal de L™, por hipétese {Oey,...,Oc,} também o ¢, e
. 1) L#
g—l(Oef’OeJ):{ ;J ,ﬂ# "= g-1(ee,€y)
—0¢ St = 20
Portanto,
g-1(v,w) = g-1 (EE‘:WK&E?:M%) = 20 ,=10eW, g-1(ee,€5) =

= 2?,3:1”8“’19—1(035’061) = g (0(2?=1”£€£)70(21;:1“’361)) =
= ¢-1(0v,0w), Yv,w € L"

(1) & (4)

0 € 01(n) & 9-1(0v,0w) = g_1(v,w), Yo,w € L™ &
& (E0v,0w) = (Ev,w), Yo,w € L™ &
& (O'E0v,w) = (Ev,w), Yo,w € L &
& (O'EOv — Ev,w) =0, Wo,w € L" &
SO E0-EHO0E=20"¢&
& Ol =E07'E

(2) = (3)
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Basta observar que as colunas de O sao os vetores OUy,...,0OU,, onde {Uy,...,U,} é
a base canonica de L™, que é ortonormal relativamente & ¢g_;. E para linhas, basta no-
tar que por (4), se O € O1(n), g-1(0O',0'w) = (EO0,0'w) = (O~1Ev,O'w). Entio,
g-1(O'v, O'w) = (00~1Zv,w) = (Ev,w) = g_1(v,w) e, portanto, O € O1(n). E, analoga-
mente, O € O1(n) implica O € O1(n).

3)=(2)

Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal de L™ com g_;(e,,e,) = —1, para algum
0 € {1,...,77.}.

As colunas de O relativamente a base canénica {Uy,...,U,} de L"sdo {OU,...,0U,}
onde

g-1(0U,,0U,) = é,;, 1 #£1 e g_1(0OU1,0U,) = =by;, 3,7 =1,...,n

Temos
€, = z( mlel
Oe, = Y, m,,OU;
e
g_l(e,,ej) = El,h MMk 9-1(Ue, Up) = Z[;&] MMy — M1 1
para ;] = ly. o5l
Entao,

9-1(0e,, Oe;) = Zm,lmﬁ,g_l(OUg,(’)Uh):
£,h

= E M5 60n — E mymypbip =
,h h
£#1

= stlmﬂ — MMy =
1
g-1(es €;)

para ) =1,...,n. .
Em particular, g_1(Oe,,,0€,,) = g-1(€15,€15) = —1.

As isometrias de L"sao aplicagoes F' : L™ — L™ tais que, para cada p € L™
g-1(dFpv,dFw) = g_q1(v,w), Yv,w € T,L"

ou seja, dF, € O1(n). Logo, as isometrias de L™ sdo, precisamente, as aplicages da forma
F: L™ — L™ dadas por F(p) = Op+ ¢q onde O € O1(n) e ¢ € L". Obsevamos que Oy(n) é
o conjunto das isometrias lineares de L", isto é, F(0) = 0.
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Se Pk é um k-subespago de L™, dizemos que Pk é Lorentziano se a restrigdo g |
Pk

é nio-degenerada de indice 1 (métrica Lorentziana); Pk ¢ Riemanniano se g1 |_, ¢

positiva-definida (métrica Riemanniana) e P* é Degenerado se g_ |_, ¢é degenerada.

Usaremos [vy,...,v;] para denotar o subespago de L" erado pelos vetores vy,..., V.
pag g p

Denotaremos por O(P?) o conjunto das transformagdes ortogonais de L™com determinante /7
(F

V4

positivo que deixam P?, um 2-subespago de L™, fixo, ponto a ponto.

Sejam P? um subespago de L"(n > 3), de dimensdo 2, e {e1,...,€,} uma base ortonormal | =%

de L™tal que P? = [en-1,€n)-
0 operador @ € O(P?), identificado & sua matriz relativamente a esta base

ail R 3 W | A1n
O =
ap-11 " Gp-1n-1 Gn-1,n
Gnl e Opnn—1 Unn
satisfaz
Oep_1=€n1 & Gla1='"=02n-1=0on-1=0,8n-1,n-1=1
06-,,, = en <:> aln = = arn—l‘n = 0, ann = 1
isto é,
aii sre Q12
0
0= an-21 - Qn-2,n-2
apn-1,1 **° Gn—-1,n-2 1 0
| Gn1 i | An,n—2 0 1

Podemos escolher uma base especial {ej,...,en} de L™, conforme cada uma das trés
possibilidades para P2, a fim de simplificarmos a forma de O.

No caso em que P? é Lorentziano, pela proposigao(1.1.6), existe w € P2, w # 0 tal que
g-1(w,w) < 0 e pela proposicao(1.1.4) [w]* é positiva-definida. Portantoydexﬁsupor,
sem perda de generalidade, que a base escolhida inicialmente é tal que

g-1(en,en) =—1le g-1(en-1,6x) =10
Temos entao
' L™ = [e1,..-s€n—1,€n] P? = [en-1,6n)
g-1(en,€a) = -1 (1.6)
g-1(es,€;) = by L,y =1,...,n,t#n
Portanto nessa base

0o 0

O:O

S =
- O

/y = (va v

-//L-, Ay (L ) !':'-

4

(
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onde O é matriz de ordem (n — 2), ortogonal, do espaco euclidiano [e;,...,e,_2] com a
métrica g-1 l[e;,...,en_g]-

No caso em que P? é Riemanniano, pela proposigao (1.1.4) e pela observagio (1.1.5),
g-1 I[P2] . € nao-degenerada de indice 1 e pela proposigao (1.1.6), existe w € [P?]*, w # 0

tal que g_;(w,w) < 0, além disso, existe uma base {e,_1,e,} ortonormal de P2.

Sendo g_i(w,w) < 0 e w € [P?]! segue que o conjunto “—t‘f,T,en_l,en} é ortonormal em
L™.

Pela proposigao (1.1.3), podemos completar o conjunto {e,—1,€,} & uma base ortonormal
de [w]* e obteremos

L™ = [61, cen aen—laen] P? = [en—laen]
g-1(e1,e1) = -1 (1.7)
g-1(e,€)) = 6, 5= Reos onBis 835 1
onde e; = ﬁ
Logo, nessa base
0 0
O =

0 10

0 1

onde O é matriz de ordem (n — 2), ortogonal, do espago Lorentziano [eg,...,e,_2] com a
métrica g1 |e;,....en_s]-

No caso em que P? é degenerado, existe v € P2, v # 0 tal que g_;(v,w) = 0, para
qualquer w € P?.

Podemos escolher e,_; tal que g_j(en,—1,w) = 0, Vw € P?, basta tomarmos e,_; = "%”

Em particular g_i(ep—1,€,) = 0= g_1(€n—1,€n-1)-

Como g_; |_, é degenerada e g_y(en—1,€,—1) = 0, pela proposigdo (1.1.6), devemos ter
g-1(en,en) # 0eaindamais g_;(e,,e,) > 0, (caso contrario, g_; l’P seria ndo-degenerada).

Suponhamos que g_y(en,e,) =1, logo g_; I[e ] € Riemanniana, e pela proposigio (1.1.4)

e pela observagao (1.1.5), segue que g_p |; o é Lorentziana. Como e,_; € [en]*, existe

e; € [en] e1 # 0 tal que g_1(e1,e1) = 0; o conjunto {e1,e,-1} é linearmente mdependente
em L" e g 1(e1,en-1) # 0, Podemos supor g_;(e1,€n-1) = 1.
Observamos que se aey + be,_1 + ce, = 0, entao

09—1(61,61) =k bg—l(en—lael) + Cg-—l(emel) =0=+b=0

0= g_1(aer,ae;) = g_1(—cen,—cen) = c*g_1(en,€,) > ¢c=0

logo, a =0 e {e1,€e,-1,€,} é linearmente independente.
Ainda pela proposi¢do (1.1.6), g-1 |[e;,en_y,en] € LoTentziana e pela proposigao (1.1.4)
g-1 |[e1,en-1,en]* é Riemanniana. Podemos entdo, completar, o conjunto {ej,en_1,€,} a
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uma base especial {e1,€z,...,€n—2,€n-1,6n} de L"tal que le2, ... €n—2] = [e1, en—1,€n]t, €
satisfazendo as condigoes

g—l(eﬂe.?) = 613) ] = Lyosiymy ]74 il J # n—1

g_i(er,e1) =0 = g_1(en-1,€n-1), g-1(€1,€n-1) =1

Construimos portanto, uma base {ej,...,e,} de L", satisfazendo

L = [ela' .. aen—laen] P2 = [en—lsen]
g-1(e1,e1) =0 = g_1(en-1,€n-1) g-1(e1,en1) =1 (1.8)
g-1(€:,€5) = by t,0=1,00.,m, ¥#1, tFn-1

Temos, entao

1 = g_1(er,en—1) = 9-1(0e1,0en_1) =

g-1(arer + -+ + @ni€n,€n_1) = a11 g-1(€1,€n-1) =

a

0 = g-1(esen-1)= 9-1(0e;, Oen_1) =

= g_1(aner + -+ anen,€n1) = a1, g-1(€1,€n-1) =

a3, t=2,...,0 — 2

0 = g-1(ess€n) = 9-1(0e,, Oey) =
g-1(aner + -+ + @nen,€n) = any g-1(€n,€n) =

= Gy 3= 15,00, —2

e portanto, nesta base

[ 1 0 - 0 o]
as axpp Q-2 0
0= :
Gp-11 Gn-12 **° Gn-1,n-2 1
0 0 -0 0o 1 |

sendo

0 = g-i(e1,e1) = g-1(Oey,0ey) =

= g_1(e;1 +anez+ -+ an_116n-1,€ +anez+---+ Qi—11€n—1) =

Il

2an-1,1 g-1(er, €én—1)+ 031 g-1(ez, e2) 4+ -+ ai—m g-1(en—2, €n—2)

. 7 \ \
isto é, 2an—1,1 +ay + -+ + a?‘_m =0, sen>4 ou 2a,-11 =0, se;rn = 3. \



Capitulo 2

ESPACOS DE CURVATURA CONSTANTE

2.1 Introducao.

Um espago de curvatura constante é uma variedade Riemanniana (M (c),g) de
curvatura seccional constante K = ¢, ou seja, o valor de K nao depende do ponto z € M,
nem da secgao plana p C T, M™ onde é computado.

Aparecem como exemplos classicos de espagos de curvatura constante ¢ = 0 e ¢ > 0, de
dimensao n, respectivamente, o espago euclidiano ]t_ln(O) = IR™ com a métrica Riemanniana
usual e a n-esfera M (c) = S"(1/+/c) de raio 1/4/c do espago euclidiano R™!, com a
métrica induzida. O exemplo cldssico para um espago de curvatura constante ¢ < 0 é o
espago hiperbdlico n-dimensional H"(c) ( veja secdo 2.3 ). As variedades IR, S"(c) e H"(c)
sao completas e simplesmente conexas. Observamos no final deste capitulo ( veja segdo 2.5 )
que estas sao essencialmente as inicas variedades Riemannianas completas, simplesmente
conexas, com curvatura seccional constante.

2.2 Consideragoes sobre isometrias em espacos de curvatura cons-
tante.

A propriedade importante dos espagos de curvatura constante estd no fato deles pos-
suirem um nimero suficientemente grande de isometrias locais. E o que nos mostram as
Proposigoes que enunciamos a seguir.

Proposicio 2.2.1 Sejam M e M espagos de mesma curvatura constante e de mesma di-
mensdo n. Sejam p € M e p € M. Dadas bases ortonormais {e,} de T,M e {&,} de
TM 7=1,...,n, existem vizinhangas V. C M de p, e V. C M de p, e uma isometria
f:V—V tal que dfp(e,) = €,.

Proposigdo 2.2.2 Seja M um espago de curvatura constante e sejam p e q dois pontos
quaisquer de M. Sejam {e,} e {f,} bases ortonormais arbitrdrias de T,M e T,M, res-
pectivamente. Entdo ezistem U vizinhanca de p e V vizinhanca de q, e uma isometria
g:U — YV, tal que dgp(ej)': Iy
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Uma demonstracio desses resultados, pode ser encontrada em [7].

2.3 Generalidades sobre H"(c).

Tomemos a hipersuperficie de L™t
H™(c) = {& = (20, 21,...,%n) € L™ | g-1(z,2) = 1/, 20 > 0}

para c real negativo. H"(c) é uma subvariedade de L™*!, denominada espago hiperbélico
de dimenséao n.

2.3.1 O espago tangente T, H"(c).

\

Para cada vetor v € T, H"(c), consideremos uma curva
a:ICc R — H"(c), tal que a(0) =z, &(0) = v
Entéo, para todo t €
g-1(a(t),a(t)) = 1/c => g-1(&(t),a(t)) =0

e, em particular, g_1(v,z) = 0.
Seja F : Ty L™t — IR dada por

F(v) = g-1(v,2), v E o

Temos

T,H"(c) C ker F = {v € TL™*! | g-1(v,z) = 0}

dim T, H"(c) = dimker F = n

Logo,
T,H"(c) = {v € T,L™! | g-a(v,2) =0} = [2)*

onde consideramos ¢ € T L™*1.
. A métrica em H"(c) induzida por g, é positiva-definida , isto €, g1 lHn(c) é Rieman-
niana.
De fato, g_i(z,z) = 1/c < 0, implica que g1 |iz) € nio-degenerada de indice 1 e
L™ = [z] ® [z]* e pela proposigdo (1.1.4) g-1 |+ € positiva-definida.
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2.3.2 A curvatura de H"(c).
Tomemos a parametrizacio de H"(c) dada pela projecao
Y )a

z: H(c) — R"

(0yT15.0.52n) +— (T1y...,Zp)

Sua inversa, 27!, é uma carta (globa.l) ‘para H"(c)

Y e 51 DD
7
gr: R® — H"(c)
(Z1,..y2n) +— (Z0,Z1,...,20)
onde
zo = /=2l — 1/c
Temos

d:c;IU, = 8%.’ 1=1,...,n, Vp€ H"(c)
sendo {Ux,...,Un} base candnica de R"e {%, iuiy 52—"} base de T,H"(c) tal que

5%= (""— 0,...,0,1,0,...,0) € "

[son o2 1
Z:l=lzl_z

T,T
(g—l)l] = g—] (‘5%,%) = —ﬁ +61], 1,]: 1,...,n
0

eé(p)= ITEH = /—c p é a normal unitdria a T, H"(c) no ponto p, ou melhor,
6(1‘0)3:1,-- '71:71) =V —C(ZO)zl)' '°7x11.)

com z2 = " 122 — 1/c.
O operador de Weingarten associado a £ é A X = —(Vx&)T, onde V é a conexio Levi-
Civita de L™ e X € x(H"™(c)).
Temos

o)
.Aggz—‘

T
_(éi\/—‘—é(zo,x],...,zn)) =

Il
|
|

o

-~ ,o,...,o,1,0,...,o) =

Logo,
(Af)p = —\/—-—C ldT Hn(c) (21)

Pela equagio (1.3) os simbolos de Christoffel de L™t! sio todos nulos e por isso o tensor
de curvatura de L™*1 ¢ identicamente nulo.
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Chamando de R o tensor de curvatura de H"(c), a equagdo de Gauss fica:

g A(RX,Y)EW) = g-1(AY, 2) g-1(AX, W) = g-1(AX, Z) g-1(AY, W) =
= ga(—v=eY,Z2)g-1(-v=cX,W)-
= g—l('\/_—CX’ Z) g—l(_\/——CY’W) 5
= —c(g-1(Y,2) g-1(X, W) = g-1(X, 2) g1 (Y, W)
Vp € H(c), VX, Y, Z, W € T,H"(c)

Entao,

1l

g-1(R(X,Y)X,Y) (- g-1(Y, X) g-1(X,Y) + g-1(X, X) g1 (Y, Y))

cg_1(X AY,X AY), Vp € H*(c), VX,Y € T,H"(c)

A curvatura seccional do plano gerado pelos vetores X e Y, tangentes a H™(c) em p, é
entao dada por

g—l(—R(va)X,Y) -
(X AY,X AY)

ou seja, H"(c) é variedade Riemanniana de curvatura constante negativa c.

2.3.3 Isometrias de ’H"(c).

Lema 2.3.3.1 Sejam f,h : M — N isomelrias da variedade Riemanniana coneza M na
- pariedade Riemanniana N. Se eziste um ponto p € Mtal que f(p) = h(p) e (df), = (dh)p,
entio f = h.

Demonstragao. Considere a isometria ¢ = floh: M — M e observe que

d(p) =p e (), = (df () © (dh), = idT,m

Seja V uma vizinhanga totalmente normal de p em M e seja ¢ € V. Entédo, existe um
tinico v € T, M tal quey(t) = exp, tv é a geodésica minimizante ligando p a ¢.

Seja r = ¢(g). Como ¢ é isometria, ¢ oy é geodésica minimizante ligando ¢(p) = p a
#(q) = rer € V; entdo, novamente pelo fato de V ser totalmente normal, (¢o7y)(t) = exp, tw,
onde w é o tnico vetor tal que exp, w = 7. '

Entao,

Lo =
e, por outro lado,

£ (gom®) o= (d4)p¥(0) = (d)pw = v

portanto w = v e segue que T = ¢, isto é,¢(q) = g e, como ¢ é arbitrario, ¢ lvr=idy.

Como M é conexa, qualquer ponto 7 € M pode ser ligado a p por um conjunto finito
de tais vizinhancas com a propriedade de que o centro de cada uma delas estd contido na
anterior. Segue que ¢(r) = r, para todo r € M. Logo ¢ =idpr e f = h.

O
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Proposicao 2.3.3.2 As isometrias de H"(c) sdo as aplicagées O € O1(n + 1) que deizam
invariante o conjunto

Hn(c) = {P= (PO,P],...,Pn) € Ln+l lp() >0 e g_l(p,p) = l/c}

Demonstragao. Seja O € O1(n + 1) isometria de L™+ que deixa invariante o conjunto -
H"™(c), isto é, O(p) € H"(c) paratodo p € H™(c). Entao O é isometria do espago hiperbdlico,
pela definicao de isometria.

Reciprocamente, consideremos uma isometria O de H"(¢). Seja {vy,...,v,} base ortonor-
mal de T,H"(c), p € H"(c) fixado, e sejam w, = (dO),(v,), ¢ = 1,...,n. Entio {wy,...,w,}
é base ortonormal de T, H"(c) e, além disso, g_1(p,v.) =0e 9-1(O(p), w,) = 0, para todo
= 1. 0.5

Assim {y/=cp,v1,...,v,} é base ortonormal de T,L"*! e {\/—c O(p),ws,...,w,} é base
ortonormal de T@(p)L"'H. ‘

Consideremos a aplicagio linear O : L™ — L"*! definida por

O(v)=w, t=1,...,n
O(p) = O(p)

Pelo teorema (1.2.1), O € O1(n + 1).
Se g € L™ & tal queg_1(g,9) = 1/¢, entdo, g-1(0(g),0(q)) = g-1(g,9) = 1/c.
Portanto, O deixa o hiperboldide {q | g-1(¢q,¢) = 1/c} invariante. Por outro lado, sendo
O continua e p, O(p) € H"(c), temos que O(H"(c)) = H"(c). Logo, O é isometria de H"(c)
e, pelo lema (2.3.3.1), O = O.
(m]

Indicaremos por OF (n.+ 1) o conjunto das isometrias de H"(c).

2.3.4 A geometria do espago hiperbélico.
2.3.4.1 Geodésicas

Seja a : I — H™(c) geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em H"(c).
Denotando por V a conexio Riemanniana de H"(c), segue por (1.3)
(Vd(,)d(t))T =0,Viel &
& a(t) € L™t é normal a ToyH™(c) &
& 3A: T — R|a(t) = A)a(t)

Entao,

9-1(a(1),a()) =0 = g-1(&(1),a(t)) = - g-1(&(1),&(1)) =
= At)g-1(a(t),a(t)) = -1= A(t) = —¢

Segue que uma curva a, parametrizada pelo comprimento de arco, é geodésica em H"(¢),

se e somente se,
’ a(t)+ca(t) =0
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ou seja,
1
a(t) = (coshv/—ct)Cy + \/_c(sinh V—ct)Cy t € R, C1,C2 € L+l
Impondo condigdes iniciais a(0) = p e @(0) = v, v € TyH"(c), |lv|| = 1, a geodésica de
H™(c) que passa por p com velocidade inicial v , isto é,

1
Vv-c
est4 inteiramente contida no plano que passa pela origem, gerado por p e v.

Desse modo, as geodésicas a : I — H"(c), s@o as intesecgOes H"(c)N1I, onde II é o
plano de L™ gerado por a(0) e &(0) e que passa pela origem.
Como uma subvariedade é totalmente geodésica, se toda geodésica da variedade, tangente

a(t) = (cosh/—ct)p + (sinh/=ct)v,t € R

a essa subvariedade em um ponto, estd totalmente contida nessa subvariedade, segue também
que as k-subvariedades totalmente geodésicas de H"(c) sdo intersecgdes H™(¢) N yk+1 onde
Vk+1 & subespaco vetorial de L™, '

2.3.4.2 Esferas geodésicas.
Definicao 2.3.4.2.1 Dados um ponto p € H"(c), um nimero real 1 > 0 e um conjunto

{v1,...,0k41} de vetores ortonormais em T,H"(c), k=1,...,n— 1, o conjunto
7 \

Sh(r,V)= {x(t) — cosh(y/eryp + DI D b = (1, thi) € Rk+1\{0}}

" \‘ L . . ~
onde V = [v1,...,0k41] € |t| = k+1(1,)% € uma subvariedade de H"(c), de dimensdo k,
chamada k-esfera geodésica de raio r e centro p.

X
Observe que, para cada vetor unitdrio v= Zf:ll f—t*lv, em TpH"(c), o ponto z(t) corres-
pondente estd na geodésica parametrizada pelo comprimento de arco
§
5 * *  sinh(y/—ct)
t) = cosh(v/—ct —_—
. 7(t) = cosh( )p + e (t)
onde 7(0) = p e 7(r) = (1), isto &, z(t) = exp,(rv), v = Y L
Logo,
Sk, V) C lpyvry. - vkl NH(€)

Além disso, podemos escrever, para cada t = (1,... s Tkt1).

3 - sinh(y/=cr) sinh(v—cr) ((t1 35 1’—1})
g(t) = (cosh(\/_zr)p-i- Y =~ i 'vl) 3 = ((|t| - 1) v+ ; T

e S¥(r,V) estd inteiramente contida no (k + 1)-hiperplano afim de [

= inh(4/—cr
Pty o cosh(v/—cr)p + §L—\(/—??—)vl + [v1y .-y k1]
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Como P! n H"(c) D SS(r, V)e PN H"(c) é subvariedade k-dimensional, segue que

Sk(r,v) =P nHr(e) (2.2)

k+1 .
80 Intercepta uma

e observando que o (k + 1)-hiperplano afim Pl ¢ ortogonal a p, P
componente conexa do hiperboléide {(zo,z1,...,2,) € L™ | g_1(z,2) = 1/c e zo > 0}.

Notemos, ainda, que
S;’f(r’ V) Cc [pa V1yeee vvk-{-l] A ’Hn(c)

significa que S:,‘(T,V) estd contida na (k + 1)-subvariedade totalmente geodésica,
[pavl" ,vk+l] n Hn(c)‘

2.3.4.3 Horoesferas.

Definicéo 2.3.4.3.1 Tomemos uma geodésica de H"(c) com ponto inicial ¢ € H"(c). Para
cada ponto p dessa geodésica, consideremos a (n — 1)-esfera geodésica com centro p e que
passa por q. Quando seu centro p tende a infinito, esta esfera tende a um conjunto-limite,
denominado hiper-horoesfera de H"(c).

Seja a : [0,4+00[ — H"(c) a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco com
a(0) = g, escolhida para fazer variar os centros das (n — 1)-esferas geodésicas e consideremos
campos ortonormais vy,...,,, diferencidveis ao longo de a, satisfazendo para todo t > 0,

v1(t) = a(t), g-1(v(1),v,(1)) = by, g-1(a(t),2(1)) =0, 2,7=1,...,n

Para cada ¢ > 0, tomemos o niimero real positivo 7(t) tal que exp,(y)(—7(t)v1(1)) = g e
consideremos a (n — 1)-esfera geodésica de centro a(t) e raio 7(t), dada por

St (1), [ (1), .., oa(®)]) = P"(5,2) N H(c)

onde
P (5,1) = p+ [v2(1), - .-, va(1)], P = cosh(v/=cr(1))a(t) € L™H!

Assim, fazendo t tender a infinito, temos que &(t) tende a uma dire¢do paralela a uma
geratriz do cone z3 = Y"" ;22 e portanto P (,t) tende a um n-hiperplano afim " paralelo
a um n-hiperplano tangente ao cone. :

Concluimos, entdo, que as hiper-horoesferas de H"(c), sio da forma II" N H"(c), onde,
T . . . 2 n 2 .

IT" é um n-hiperplano afim, paralelo a uma geratriz do cone z§ = Y ;- z;, e reciprocamente,

.. todo conjunto deste tipo é uma hiper-horoesfera de H"+(c).

Neste momento, passemos a definicdo de k-horoesfera de H"(c) para k = 1,...,n—1e
n > 3, que coincidird com a defini¢do de hiper- horoesfera quando k = n — 1.
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Definigdo 2.3.4.3.2 Seja N¥*1 uma (k + 1)-subvariedade totalmente geodésica de H"(c).
Como na definicio anterior, tomemos uma geodésica de N¥+! com ponto inicial g € Nkt ¢
para cada ponto p dessa geodésica, a k-esfera geodésica com centro p, que passa por q(da de-
finigdo de totalmente geodésica essa k-esfera geodésica estd inteiramente contida em N¥+1).-
Fazendo p tender a infinito, o conjunto limite serd denominado k-ﬁomesfem de H™(c).

Como no caso de hiper-horoesfera, uma k-horoesfera de H"(c) é da forma

T nHn(e) (2.3)

onde,ﬁk+1 é um (k + 1)-hiperplano afim de L™*!, paralelo a uma geratriz do cone #g =

n_ 22, e, dessa maneira, obtemos todas as k-horoesferas de 1" (c).
2.3.4.4 Superficies equidistantes.

Definigéio 2.3.4.4.1 Seja N"~! uma hipersuperficie totalmente geodésica de H™(c). Vimos
no item (2.3.4.1) que podemos escrever N™1 = V*"NH"(c), onde V" € um subespago vetorial '
“de L™+, Tomemos € = (£o,&1,---,&n) € L™ ndo nulo, tal que

g—l(g,p) = _fOPO e en e +€npnv: 0, Vp = (PO,PI,-- -,pn) € Nn—l <

isto €, £ € T,H"(c), Vp € N™" 1.
Para cada real d > 0 consideremos o conjunto

HE(N,d) = {f,(d),p € N}

onde Bp(s) = (cosh /—cs)p + “i—“h\/—N:—:@ﬁ, s € R é a geodésica em H™(c) parametrizada pelo
comprimento de arco, que passa por p com velocidade §.

E claro que esta geodésica é ortogonal a N, portanto fy(IR) = [p,€) N H"(c) e HE(N,d)
€ o conjunto de pontos de H"(c) a uma distdncia intrinseca fiza d de N.

Notemos que HE(N,d) Cc V" = @\/3_—:@6 + V". Vamos mostrar que

HE(N,d) = V" nH"(c).
Basta verificarmos que se ¢ € V' N'H"(c), entdo

quf" . q:-—L"i“}\‘/:.ZCd§+w,w€V"

ge H (c) = 1/e= g-1(g,9) = —“‘%E—d + g1 (w,w) =

sinh? V—cd+1 cosh? V/—cd
= g_l(w,w) = = = =

Podemos escrever T ’
sinh y/—c w
s e, TS .
g V—c § + cos ¢ dcosh V—cd
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onde

w w 1
91 (cosh v/—cd’ cosh/—c d) = cosh? \/:—cdg_](w’w) ==
Logo, coshw;;—cd € 7{"(0) ny* = Nn—l’e, portanto, g€ HE(N, d)

Concluimos, entdo, que HE(N,d) é uma subvariedade de codimensdo 1 de H™(c), deno-
minada hipersuperficie equidistante.

. Observemos que V" sempre intercepta as duas componentes conexas de H"(c).

ek Rec1procamente uma subvariedade do tipo V" N H"*(c), onde V" é um hiperplano afim

de L™*! que intercepta as duas componentes conexas de H"(c), é uma hipersuperficie equi-
distante, pois existe V" N H"(¢) hipersuperficie totalmente geodésica da qual os pontos de
V" N H"(c), distam um mesmo valor fixo d > 0.

Vamos, agora, definir k-superficie equidistante de H"(¢) parak=1,...,n—-1,n>3. A
definigao sera dada de modo que, quando k = n — 1, a (n — 1)-superficie equidistante é a
hipersuperficie equidistante.

Definigdo 2.3.4.4.2 Consideremos N**! uma (k+ 1)-subvariedade totalmente geodésica de
H"(c) e o (k+2)-subespago vetorial VF+2 C L™t que a define , isto é, N¥+1 = Vy¥2nn(c).
Tomemos ,ainda, uma k-subvariedade totalmente geodésica N*¥ = VF*+1 n H™(c), de modo
que V*1 € subespaco vetorial de V¥t2, ou seja, N* € subvariedade de codimensdo 1 de
N¥t1. Como foi feito para hipersuperficie equidistante, para cada real d > 0, consideramos
a subvariedade de codimensdo 1 de N*+1

HE*(N*,d) = {B,(d),p € N*}

onde

Bi(s) = (cosh v e s)p + h/__ S, s €

e &, normal a N¥ e tangente a N¥t1, sdo encontrados como antes. Chamaremos HEX(N¥, d)

de k-superficie equidistante de H"(c).

Notemos que, neste caso, também obtemos a equivaléncia: M* é k-superficie equidistante
de H™(c) , se e somente se, existe VHI, (k + 1)-subespaco afim de L™!, que intercepta as
duas componentes conexas do hiperboldide {z € V¥*3: g_i(z,z) = 1/c} e

MY =V n () (2.4)

2.3.4.5 Subvariedades umbilicas.

- Seja M uma k-subvariedade de H"(c), k = 1,...,n. Denotemos por Ve V as conexoes
de Levi-Civita de H"(c) e M, respectivamente, e por R o tensor de curvatura de H"(c).
Vamos usar a notagdo que segue:
A segunda forma fundamental a de M é dada pela férmula de Gauss

VxY = VxY +a(X,Y); X,Y € x(M) (2.5)
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o operador de Weingarten de M, associado a § € T,M*,p € M por
AX = —(Vx6)T, X € x(M) (2.6)
e portanto vale a relagao , 2 Vi P
g (AX,Y) = gaa(X,Y),0, Y €x(M) ¢ (27)

O vetor curvatura média h(p) de M em p € M ¢é

h(p) = T Thsa(X,, X)) (29)

onde Xq,..., Xk € T,M e g_1(X,, X;) = by, 1,0 = 1,005k
Denotaremos por V" a conexdo normal de M , isto é,

Vi€ = (Vx€)", £ € (x(M)*, X € x(M)

A equagao de Codazzi é

REYIZ = (VD) - (XD KV Zexan
Por outro lado, _ \
R(X,Y)Z = (X AY)Z = cg_1(¥, 2)X - cg1(X, 2)Y, VX, Y, Z € X(M) na
pois, H" ('c‘)_xtem éﬁrvatura seccional constante c. ~ | /)T:A ’. { i
;ogc‘i,' (R(X,Y)Z): =0 = N /.y
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z), VX,Y,Z € x(M). (2.9)

Definigéo 2.3.4.5.1 Dizemos que M ¢é subvariedade umbilica de H"(c) se para todo
peEM .
AS = N id,nm

para todo £ € (T,M)*, com ¢ real

De (2.5), (2-6), (2.7) e (2.8) obtemos as relagdes equivalentes: 74 ‘

(i) M é subvariedade umbilica de H"(c). :
(ii) Para todo p € M, A¢ = g_1(h(p),€)idr,m, V¢ € (T,M)*. (2.10)
(iii) Para todo p € M,a(X,Y) = g-1(X,Y) h(p), VX,Y € T,M

Definicao 2.3.4.5.2 Dizemos que uma subvariedade M de H"(c) tem vetor curvatura

média h paralelo se
V;h =0, para todo X € x(M)

Néste caso, temos que ||h|| ¢ constante ao longo de M, ou seja, ||h(p)|| = A, Vp € M. VN
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Proposigéo 2.3.4.5.3 Se M*(k > 2) € subvariedade umbilica de H"(c), entdo, o vetor
curvatura média h € paralelo.

Demonstragao. Sejam X,Y,Z € x(M), quaisquer. Pelas trés equivaléncias em (2.10)
e por (2.9), temos:

\

(Vxa)(V,2) = Vya(¥,Z)-a(VxY,Z)-o(Y,VxZ) =
Vx(9-1(Y, Z)k) = g_1(VxY,Z)h — g_1(Y,VxZ)h =
9-1(Y,Z)Vxh =

= g.1(X,Z)Vyh, VX,Y,Z € x(M)

Tomando, agora, Y = Z tal que g_1(Y,X) = 0 (note que aqui é essencial que k > 2)
vem, V}h =0, VX € x(M), isto é, h é paralelo.
(]
Observemos que se A = 0, por (2.10), a = 0 e M é totalmente geodésica.
Determinaremos a seguir as subvariedades umbilicas conexas M* de H™(c). Observemos
primeiro que existe um mergulho natural de L"*! em L™*'*" dado por

(ag,ay,...,an) — (ao,...,an,0,...,0)

Este mergulho, além de ser isométrico, é totalmente geodésico (leva geodésicas em geo-
désicas) e deste se deduz um mergulho natural, totalmente geodésico de H"(c) em H™*"(c).
Notemos, ainda, que a imagem natural de H"(c) em H"*"(c) é a intersecgio de H"*"(c) com
a imagem natural de L™*! em L"t1+7,

Fixemos um ponto p € M.

Pela proposicao (2.2.2), existe uma isometria local ¢ : U C H*(¢) = V C H™(c) onde U
é vizinhanga de p em H"(c) tal que

1
o(p) = ﬁU(;:qEV, Uo=(1,0,...,0) ELn'H, (2.11)
¢.T,Mé a imagem natural de R* em R™ ~ T,H"(c), (2.12)

h(¢(p)) = AUk+1, (2.13)

onde Upy4q = (0,...,1,0,...,0) € T,H"(c), com 1 na (k + 1)-ésima posigdo e h(p(p)) é o
vetor curvatura média de ¢(M) em gq.

Assim . T, M é o complemento ortogonal de {Up, Ur41,-..,Un} em L™H1,

Observemos que toda isometria ¢ de H"(c) leva subvariedades umbilicas M em subvari-
edades umbilicas ¢(M), pois, para cada p € M

vw.x ‘P*g = <P*(—V—X§))

VX € T,M,para todo campo ¢ definido numa vizinhanca de p, ortogonal a M em H"(¢)
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Entao,
(V. x 06T = Ty 91V, x P65 02 X)X,

onde {X,: j=1,...,n} é base ortonormal de T, M.
Temos

01(T, b0 Xy) = 91(po(VxE), 0. X)) = 91(VxE,X,) =

= (VWX‘P*QT =Y o=1 9-1(Vx€,X,)p. X, = ‘P*(E?:l 9-1(Vx§&, X,)X;) = (V)T =
o AP, X = —(V, 4 0u8)T = —0u(VxE)T = 0u(-VxE)T = pu(AX) = Aeipa X
VX € T,M, VE € (T,M)*

E, além disso, se h(z) é vetor curvatura média de ¢(M) em z

1
h(z) = % Z;c:la(‘P*XJ’ P« X;)

sendo {@.X,, 1=1,...,n} uma base ortonormal de T p-1(zyH"(c), de maneira que
{p. X\, =1,...,k} é base ortonormal de @, Tp-1()M .
Por (2.7) podemos escrever para cada j =1,..., k,

n
a(p.X;, 0 X,) = Z g—l(a(‘PvXJaS"*XJ)a‘P*Xl)‘P-le:
=k+1

n
= Z 9-1(=V,, x,xXt, PaX ;)P Xe
{=k+1

e, obtemos

h(z) = %Zf:l E?:k-}-l g—l(_‘v(p.X)(P*X(’ QD*XJ)(P*Xf =
= o (} 5k Tien 91(-Vx, X X,)Xe) = (2.14)
\ = @uh(p7(2))
onde h(p~!(z)) é o vetor curvatura média de M em o 1(z).

Seja ¢ : I C R — M uma curva diferencidvel tal que o(0) = p e seja Z um campo
tangente a H"(c), ao longo de @ o0 g, isto é, Z(1) € TpooyH"(¢),t € I, satisfazendo

ViZ = V%z = 0(Z é V-paralelo) (2.15)
2(0) € (p.TyM)* = [Ukgs-., Us) (2.16)
9-1(2(0),hep(p)) = 0 (2.17)

isto é, Z é o transporte paralelo de Z(0) satisfazendo (2.16) e (2.17) ao longo de poo.

1
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Entdo, podemos escrever

Z(1) = g X (1) + f() k(g0 o(1)) + (1), Vi € 1
onde, para todo t € I

X(t) € T,)M, ((t) € (so.Ta(t)M)l, 9-1(¢(t),h(po0o(?))) =0

(2.18)
Em particular parat =10

2(0) = X (0) + £(0)h(2(p)) + ((0) € (T M)* = u(X(0)) = 0 = X(0) = 0
Temos ainda por (2.17) e (2.18)

9-1(Z(0),he(p)) = g-1(f(0)he(p) + ((0),he(p)) =

= f(0)X + g-1(he(p),((0)) =

= f(0))* = g-1(2(0),hp(p)) — g-1(he(p),{(0)) = 0
Se A = 0, definimos f(0) = 0.

De qualquer forma, temos

X(0)=0e f(0)=0 (2.19)

Calculando a derivada do campo Z(t) ao longo da curva oo : I — ¢(M), por (2.15),
temos

0=ViZ(t) = Vo0 2(t) =

0= Vi.o0)p=X (1) + f(W)R(w 0 a(1)) + f(t)V p.50)h(w 0 0(1) + Vi, 5(¢(2) (2-20)

Passemos a desenvolver separadamente cada parcela de (2.20). Pela terceira relagao
de (2.10) e por (2.14)

Vs X(1) = 0. VanX (1) + 0.a(6(1), X (1)) = 0.V X(1) + paa(6(1), X (1)) =

= @ ViX(1) + g-1(a(1), X(2))h(p 0 a(1))

Usando a férmula de Weingarten, a proposicao (2.3.4.5.3) e a terceira relagao de (2.10)

Vpshlpoo(t) = —AoOp.6()) + V2, h(p o a(t)) =
= A O (,6(1)) = — g_1(( 0 0(1)), h( 0 0 (2)))pu(t) =
= -2%p,0(t)

Pela segunda relagio de (2.10), por (2.18) e, novamente, pela formula de Weingarten,

Vos@l(t) = —AW(p.6(t) +V,, 50((1) =

= —g_1(h(poa(1)),C(1))e.o(t) + Vi ((t) =
= V(1)
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Derivando a tltima relagio de (2.18) na diregéo de ¢,d(t), pela proposigao (2.3.4.5.3) e
por (2.14), obtemos

0

Il

$9-1(h(poa(1)),((1)) =
= g4 V%a(,)h(cpoa(t)) C(t) + g-1 h(lpOO'(t)) V«p.a(t)C(t)
9-1 (Va0 a(0),¢(1)) + g1 (h(poo(t)),V or)S(D) =

g-1(h(p 0 0(1)), Vipsn((1) = 0, VL €T (2:21)

Retomando (2.20), temos agora,

0=V,2(t) =
VX () = A2F()pui(2) + (F(8) + 9-1((t), X (1)) (g 0 o()) + V7 C(1) =
= 0= g1 (Vi (1), ViZ()) = g-1(V; C(2), Vi (1), VL €T =
= Voo () = Vi () =0, VL €T

Mas, por (2.15) e (2.19)
¢(0) = Z(0) — f(0)he(p) = Z(0) = ViZ(t) = V,, Vouo2(t)=0,Viel =

= Z(t) = ((1), Vte I

ou seja, o campo Z é V-paralelo, ortogonal a h e a <p(M) ao longo de po o (2.22) |
Temos em L™,
ViZ(t) = ViZ(t) + ¢ 9-1(V14(t), p 0 (1)) 0 o (1)
Mas, para todo t € T

Z(t) € Tyoo(yH"(c) = g-1(Z(1),p00(1)) = 0=
= 0 = Lg.4(Z(),p00(t) = g-1(ViZ(1),p00(1)) + 9-1(Z(1), Vipoa(t)) =
g-1(ViZ(1), 90 0(1)) + 9-1(Z(2), =0 (1)) =
= 0 = g-1(ViZ(l),po00(l))

onde, a iltima igualdade é consequéncia de (2.22).
Logo,
ViZ(t) = ViZ(t) =0, Vtel

e Z é um vetor constante em L™t | isto &, Z(0) = Z(t), Vi € I, em particular

Z(0) € (@sToyM)*:, VL €T (2.23)
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Sendo M conexa, dado y € M, diferente de p, existe um caminho diferencidvel o com
imagem contida em M tal que 0(0) = p e o(lp) = y, para algum o real. Por (2.23)
Z(0) € (p.TyM)*.

Segue que, para todo y € M,p,T, M é ortogonal ao vetor constante Z(0).

Tomando Ugys,. .., Uy, sucessivamente como valores iniciais de Z, finalmente concluimos
que ¢, Ty M é ortogonal a cada um dos vetores Ug42,...,U,, para todo y € M.

Vamos denotar por Ziy,, ) = 2,...,n—k, os vetores tangentes a H"(c) ao longo de poo
que satisfazem (2.15), (2.16), (2.17) com Zi4,(0) = Uk4,, 3 = 2,...,n — k.

Consideremos o caso em que A # 0 e mostremos que o (k+ 1)-subespago de Tyo,(;)H" (),
gerado por

[#rote 5 (@B)s -1 Pr 52 (@), Blp 0 0(1))] L € T

é constante e igual a [U,...,Ux,Ur41] C L™*2, onde (U,z = (zo,...,2x)) é uma parame-
trizagdo de uma vizinhanga U de p em M, supondo o(I) C U.

Basta, entéo, verificarmos que, para cada t € I, existe uma matriz M (¢) de ordem (k+1)
a coeficientes reais, tal que

(p,d,)%(a(t)) Us
M(1 : = : 2.24
( ) Sota(g)a_aagk(a(t)) Uk ( )
h(p o a(t)) Ukt

onde, os colchetes representam as matrizes de (k+ 1)-linhas por (n + 2)-colunas, cujas linhas
sdo compostas pelas coordenadas dos vetores de L™*!, af indicados.

Supondo (2.24) satisfeita, e que podemos derivd-la com relagio a t, encontramos para
todote I '

‘P*,(,)%(a(t)) V1‘10*.,(,)’3‘1‘9;(0'(0)
M(t : + M(t)| _ :
O o2 O T pry (o)
h(poo(t)) Vih(poo(t))

Mostremos que h é ortogonal a Z4,,7 = 2,...,n — k. Pela proposi¢io (2.3.4.5.3) e por
(2.14), (2.15), (2.22)

f9-1(h(po0(1)), Zky (1) = g-1(Vih(poa(1)), Zry,(1))+
+9-1(h(p o a(1),ViZiy,(1) =
= 9-1(Ve.syh(eo U(t))lzkﬂ(i)) =
9-1(Vih(p o 0(t)) + Vi h(p 0 0()), Zi4,(1)) =
9-1(Vih(p 0 0(1)), Zr4,(1)) = 0

(2.25)

para todo t € 1.
Logo, por (2.13)

9-1(h(p o a(t)), Zry,(1)) = g-1(he(p), Zk4,(0)) = g-1(h(q), Ur4,) =0



Generalidades sobre H™(c) 31

paratodot€e Uej=2,...,n— k.
Dai segue que T,0,(1yH"(c) é gerado por

[Progey 25 (00 s Pay 52 (1)), Zkgz(8), -, Za(8), B0 0 0 (1))]

para todo t € I, ja que os Zj,,(t) sdo constantes e linearmente independentes.
Podemos entdo escrever, para todo t € I, (k(n — 1) + 1) fungbes reais z¢, (1), 2, (1), a(t)
convenientes, fixado £ = 1,...,k,

Ve 27 (0(1) = Tiiae, (1)Pugiy 3 (0(1) + Z 24,(1) Z+,(t) + a(t)h(p 0 o(1))

Paracada £=1,...,ke )=2,...,n — k, usando (2.15) e (2.22),
—l(vt‘/’*a(z)'zﬁ—l(”(t))’ Zkt4(1)) =
d 5 3 —
= 01 (Prog B2 (01 Zis (1)) = 9-1 (oo B (0(1)), Vi Zias (1)) = O

Como h é ortogonal a Zyy,, 3= 2,...,n — k e vale (2.22) para cada Zj,, obtemos que
2,(8) =0, VEEL, £ =100k, J = 25000 0=k,
Portanto, como
v h(w oo(t)) = =\ ?p.a(t)

Vibesty 52 (O1)) € [Prry 35 (0(0)s -+ s Py 2 (0(1)), B0 0 0(2))]

existe uma matriz B(t), de ordem (k + 1), com coeficientes diferencidveis tal que

V,tp*q(')a;gl(a(t)) w*d,)éi—!(a(t)) :

— = B(1 : , I

Vis 0y 505 (0(1) “ Prary azk(a(t)) €
V. h(poa(t)) h(po a(t))

Substituindo em (2.25) e observando que o conjunto

{Gratey 350Dy 3 Pagy 52 (0(2)), A 0 0(1)) }

é linearmente independente, encontrar M(t) satisfazendo (2.24) é equivalente a resolver a
equacao diferencial matricial

M(t)+ M(@)B(t) =0

com condigao inicial M (0) = Ij; 1, matriz identidade de ordem (k + 1).

Como as fungdes em B sio diferencidveis, existe uma tnica solugdo M(t), tal que
M(0) = Ij41, inversivel numa vizinhanca de t = 0, pois det M(0) = 1.

Segue-se que (M) estd contida no (k + 1)-hiperplano afim de L™*! dado por

=k
[ 24 i = SP(P) + [Ula ey Uk’ Uk+1]
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pois, existe M(t) satisfazendo (2.24) e ¢.Ty,M é ortogonal a Uy4o,...,Un para todo y € M.
Logo,
e(M) C PN H™(c)

ou seja, ¢(M) esté contida em uma k-subvariedade obtida da intersecgao de um (k + 1)-
hiperplano afim e o espago hiperbdlico H™(c).

Para o caso em que A = 0 ja foi observado que @(M) é totalmente geodésica, entao
podemos adicionar o vetor Uk a lista dos possiveis valores iniciais de Z e analogamente ao
caso anterior, concluir que (M) estd contida no (k + 1)-hiperplano [Us,..., Uk, Uk41], ou
seja, (M) esta contida na imagem natural de Z*+! em L™,

Podemos entdo enunciar a

Proposicio 2.3.4.5.4 As subvariedades umbilicas de H"(c) sdo obtidas tomando-se inter-
sec¢oes de H™(c) com subespagos afins de L™ portanto sdo esferas geodésicas, horoesferas
ou superficies equidistantes, além das superficies totalmente geodésica ( veja figura 2.1 ).

2.4 Outros modélos da Geometria Hiperbolica.

Neste item, consideraremos apenas ¢ = —1, a fim de facilitar os célculos. Entao o par
(H™(~1), g—1) é uma variedade Riemanniana, onde g_; é a métrica de Lorentz sobre o es-
paco hiperbélico n-dimensional H"(—1) = {z = (z0,%1,...,%n) € L't | g_4(z,z)=-1e
zo > 0}. Descreveremos variedades diferencidveis

D™(1) = {(po,p1s---,pn) € R™ | po=1,p1 + - +p} <1},

B™2) = {(p,~*+,pn) € R™ | p}+ - +ph < 4},
R" {(pr,...,pn) € R" | p1 > 0}

difeomorfas a H"(—1), e os difeomorfismos correspondentes
¢1: H*(-1) — D"(1)

¢11 : H*(-1) — B"(2)

¢4+ : H"(-1) — R4
Estas aplicagoes ¢1, @11 € ¢+ induzem métricas Riemannianas g7, grr e g+ em D"(1),
B"(2) e R",, respectivamente, de forma que a variedade Riemanniana (H™(-1), g-1) fica
isométrica a cada uma das variedades Riemannianas (D"(1),g1),(B™(2),911) e (R"4,9+)-
Consequentemente, junto com (H"(—1), g-1), estas serao variedades Riemannianas de cur-
vatura seccional constante ¢ = —1. Nesse caso, diremos que tais variedades sdo modélos

da geometria hiperbdlica.
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Outros modélos da Geometria Hiperbdlica

k-esfera geodésica k-horoesfera | A

k-superficie equidistante k-subvariedade totalmente geodésica

Figura 2.1: Subvariedades umbilicas

33
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2.4.1 O modélo de Klein D"(1).

Seja z = (20, Z1,...,%5) € H*(—1) e considere a reta r,, pela origem de IR"*!, que passa
por .

A projegao central ¢y : H*(—=1) — D™(1), é a aplicagdo que a cada z, associa ¢r(z),
intersecgao de r, com D"(1)(veja figura 2.2). Dai, se ¢1(z) = (yo, ¥1,.--,¥n) € D"(1), entédo
¢1(z) =tz para algum t € R e yo = 1, logo

= - - 1
l=y=tzg = t_'-‘to
npn=ir; = yp=732

P (DeDl:
Yn =12y = yn=§;‘

e fazendo a identificacao

61(20, 21, -+ 1 Tn) = (1,ﬂ,...,“’—"> ~ (x—’ fﬁ) (2.26)
Determinemos sua inversa
¢r': DM(1) — H%—1)
(U1s-+5¥n) — 7 (Y15-+->Yn)
Sejam y = (y1,...,¥a) € D"(1) e [lylI” = Ty 07
#7 (15> ¥n) = (20, T15-. ., 25) € HY(-1) =

= ¢](CL‘0,IE1,...,£E”) = (%9"',%) = (yla""yn) = h= _,%;s 7': la"',n

Mas
—:I:(Z) + zzl:lmtz = _1 = zg = ]‘ + E?:lztz = 1 + x% ”y“2 =
1
S a1 -yl =1 = z0= o
Logo, '

1
¢]_1(yla"'ay )= _‘—“—“(1,!/1,---,1/71) (227)
RV
Vamos agora, através da projegao central, encontrar a expressio da métrica gy em D"(1)
induzida por ¢I_1.
Para cada par de vetores v,w € T, D"(1), y € D"(1), definimos
(91)y(vw) = g1 ((877)ey 2 (677)e )

desse modo, ¢y é isometria entre (H"(-1), g-1) e (D™(1),91).
A matriz Jacobiana de ¢7' calculada em y € D™(1) é

[ U Y2 S Yn 1
1- Y9l Y192 Y1Yn
-1 _ 1 = 2 ..
[(¢1 )*y] R o 1 2:#2 Y a4
Yn Y1 Yny2 o 1= 92 |
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Fazendo a identificagao T, D" (1) ~ IR", y € D"(1), segue para 1,7 =1,...,n

91 (6712, U (¢71):,U5) =

_ (l—||]y|| ) -yl + 21;61 vyl + (1 - Z(;&; y?)2> =]
T (—98 + e V209 + 0852 — T 7 — Tegy 93)) 22 #7

Desenvolvendo as expressoes para 2,7 = 1,...,n, ficamos com

1 2
1((871)s, Uis (870, Uy) = (a-TIP)? (1 = Lt 3!;) 1=17
9-1((¢1 )+, Uss (87 ")s, Us) { i) .

Observemos que para v,w € IR" e y = (y1,...,yn) € D*(1) temos, por definicéo,

d d
dye ® dyg(v,w) = 22()(w) : Gelw)dye(0) 4 g 1,..0m
> (vedy — yrdye)® = > (vidyr ® dyx + yidye ® dye — 2yeypdye ® dy), L,k =1,...,n
<k <k :

Entio
(Z?:l dye ® dye — Y (vedyx — yedye)® | (U, U,) =
e<k
:{ 1= ¥f =1
2 S pek Yoy AT o
K 1= Yen ¥ »2=17
RE2A7 st F ]
para 2,7=1,...,n.
Portanto, podemos escrever
1 n
(91)y = 55 | Dte1dye ® dye — > (vedyr — yidye)? (2.28)
(1= vl e

2.4.2 O modeélo de Poincaré B"(2).

Consideremos a n-esfera S(Up,1) = {z = (z0,21,...,25) € R™! : (2o~ 1)24+ Y1 a2 =
1} de centro Up = (1,0,...,0) e raio unitdrio, e a projecao estereogrifica o pelo pélo norte
PN = (2,0,...,0) da esfera S(Up,1):

o: 58U, )\ {pn} — {0} xR~ R"

2
a(zo,zl,...,zn) = 5‘_—2:'(—)'({61,...,3)”) (229)
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Determinemos uma expressao para a inversa de o

ol: R" —  S(Uo, )\ {pn} C R™
(yl,"',yn) — a—l(yla'-'ayn)

Tomemos y = (y1,...,Yn) C IR"

O'_l(yl,...,yn) = (zo,zl,...,zn) € S(Uo, 1)\{pN} =

= (ylv“"yn) =U($0,$],...,$n) =

2z
=>y,=2_;0, 1=1,...,n

2 —

De (zo — 1)? + 1,22 = 1, segue que

lyll> = Tyl = - zo)zz Li2) = ﬁn‘ =

= (2= zo)|lyll® = 420 = (4 4+ ||yl*)zo = 2lly]|* =

2l

z
0 4+|l4ll?

— 2—z _ 2 —_ 4y, _
Ty = ( 2°'1y1—ﬁn°7ya—_y_f4+”y”’ 1=1,...,n

Logo,

o Y,y Yn) = |2(||y||2,2y1,...,2yn)

_Z
4+ lyl

Seja a semi-esfera unitaria
S(Uo,1)- = {z = (2z0,%1,...,2Zn) € S(Uo,1): 0 < 29 < 1}

centrada em Up.
Vamos agora, introduzir uma aplicagao

7:8(Up,1)- — D"(1)
bijetora, tal que a composta
oot~ ':D"(1) — B"(2)

seja um difeomorfismo.
Definimos 7 como sendo a restri¢do a S(Up,1)— da projecao canonica

r: IR™! — R"

(il?o,(l?],...,:vn) — (121,...,:En)

ou seja, 7(z) = m(z) para cada z € §(Up, 1)- (veja figura 2.2).

2
xo(zl,...,zn)=>

(2.30)

(2.31)
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Mostremos que 7 é inversivel, exibindo sua inversa

r=1: D"(1) —  8§(Uo,1)- Cc R™!

(a1,...,a,) +— 17 Yay,...,a,)

a1, ...,an) = (20,21,...,2n) € S(Uo,1)- =
T(Z0yT1yee ey Tn) = (A1,...480) > T, =@y, 1=1,...,0 e |z| = |
= e

go—1=-/1-|z]2<0=>20=1-/1-|z|?

7 Yay,...,a,) = (1= /1 - |la||% a1, ...,an) (2.32)

Seja a = (ay,...,a,) € D*(1), entdo,

Segue que

oot Hay,...,a,) = —2———(a1,...,an)
1+ /1 —le?

4|all” N '

(V=TT |

lloor=(a)]” =

Como

05||a||<1)=>0§||a||2<1=>0<1—||a||2§1

Entao

loor(a)|—4 =

4 (llall2 —(1+V1- llall2)2) _
(1+V1-[a|?)?

v U= (1 2/ lalP 41— o) ) -

_ Ol VTR
i Py

=
= oo (a) € B"(2)
Temos, pois, a aplicagdo

oot ' :(ay,...,a,) € D*(1) - le—_Ta'”—z(alw-,an) € B"(2) (2.33)

Analogamente

v=(1,. ) EB"2)20<|lyl<2=0<|lgl><4=|ly|*-4<0
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4
-1 - ie—————
TOO (y)"‘4+“y“2(y1aay‘n)¢

—10= 16]y|”
> oo @)= 1= it — 1=
I=1= @y
_ 16[lyl — (16 + 8l + lll*) _
4+ 1l1*)?
8 2 _ 4 _ 16 _ 2 _ 4 2
T s G 1 PN
(4+lvll*) 4+ 1l911*)
= ro07l(y) € D"(1)
e a inversa de (2.33) estd bem definida
4
700l (y1,...,Yn) € B*(2) » ———=(¥15-- - € D"(1 2.34
(1130-0100) € B"D) = g oot €0°1) (234)
Consideremos, entao
o1 H'(-1) — B™(2)
(zO,zla s ,zn) = ¢Il(x09zl': oo ,zn)
~dada por
¢11(z03z1, e $mn) =00 T_l o ¢I(107z1a v azn)
Por (2.26) e (2.33)
z T, 2
(]511(1‘0,:1)1,...,1:”) =cgor} (I—Z)’ ’.’1:—0> = i zo(xl,... ,(En) (235) %
e a sua inversa
¢11 + B(2) — H"(-1)
(W1s--5¥n) > O77 (U5-- )
De (2.27) e (2.34)
O (Y151 Yn) =
4
=¢7lor007! yoseyln) = 7 (—— s 5.0 ) =
¢I o (yl Y ) ¢I 4+ ”y”2 (yl Y )
_ 1 2
= o 4+ ol JAyr, .2 4n) (2.36)

Por (2.35) e (2.36) vemos que ¢ e sua inversa ¢7; sao aplicagdes diferencidveis e a

matriz Jacobiana de ¢7; calculada em y € B"(2), ¢

[ 4yl 4y2 v 4yn T
4- “?/”2 + 23/% 21192 b 211Yn
=1 = 4 _ 2 2 v
[(¢II )*y] = @Sm Qy?yl‘ 4 “y” + 293 . 2y?yn
| 2uam 2yny2 e A= lyl® + 295 |
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Vamos identificar T, B"(2) ~ IR™, y € B"(2) e considerar a métrica em B™(2)
(9r)y(0,0) = g1 (877 )2y 25 (@7] )y w) , v, 0 € T,D™(1)

induzida por ¢77. Deste modo, ¢;s é isometria entre (H"(—1), g-1) e (B"(2),911).
Temos, para 2 = )

9-1 ((B11)ey Vs ($77)0,Us) =

16
= ———0 | 1692 + 4y > 2+ (4 |y||> +202)?%) =
(4_ ”yng)q ( 1 ; {4 ( ” ” l)

- @_—TEM (16 + lloll* - 8llylI?) =
16
@y

e, parat #J
0-1 ((871)s,Uir (97100, U;) =

16
= (4 _ ” ”2)4 (—163},:!/] ¥ 43/;3/] Z y? 7+ 2yt3/] (4 - ”y”2 + 2?},2) +
' y t#’y]

+2y,3 (4= ll? + 207)) =

16
= (4 _ ”y]|2)4 (4y1yJHy”2 - 4y1y.7”y”2) =0

Obtemos entao i
5 2.0=14Ye © dye (2.37)

(1-%hw?)

2.4.3 O modélo de Poincaré Ri.

(911)y =

A seguir vamos construir um difeomorfismo ¢, entre H*(—1) e JR™, e a métrica induzida
sobre R", .

Daremos os seguintes passos:

Primeiramente levaremos (H"(—1), g—1) isometricamente sobre (D"(1),gs) através da
aplicagio ¢; (definido por 2.26); em seguida, pelo difeomorfismo 7! (definido por 2.32)
passaremos para o conjunto S(Up, 1)—, fazendo a seguir uma rotagao p desse conjunto, para
finalmente através da projegio estereogréfica o (definida por 2.29) atingirmos R", (veja
figura 2.2).

Seja

p: R — JRnt

(ao,a1,...,a,) +— p(ag,ay,...,a,)



40 , Espagos de curvatura constante

transformagao ortogonal de IR™ que da uma rotagao de Z no plano [Up, U1] e fixa [Uo, )t

ponto a ponto.
Para determinarmos p, basta olharmos para o que acontece com as coordenadas ao e as,

pois, os pontos (ag, . ..,a,) de IR"*! sdo levados por p em pontos do tipo
(f(ao,a1),9(ao,a1),az2,...,an) € R™*!

ou seja, pertencem ao mesmo plano paralelo a [Up, U1], passando por (0,0, az,...,ax).
Em coordenadas polares, no plano [Up, U;], com polo (0,1)

(ag,a;) = (rcos8,1+ rsinf) = (0,1) + re'

Logo,
P o, (@1,a0) =
= (0,1) + re'@*+7/2) = (0,1) + r(cos(8 + 7 /2),sin(8 + 7/2)) =
=(0,1) + r(—sin @, cos@) = (—rsinf,1 + rcosf) =
=(1-ag, 14 a1)
e
p(ao,a1,...,a,) = (14 a1,1 - ag,a,...,a,) (2.38)
Seja
br: HM(-1) — B .
(20, Z1y+++,Tn) > 4(Z0,Z1,--+,%n)

definida por ¢, =0 opo 7o ¢y, ou seja,
2
Zo—T1

Pug (Bgy By o 09 T ) = (1,22,...,Zn) (2.39)

onde usamos (2.26), (2.29), (2.32) e (2.38).
Vamos exibir sua inversa

¢7 : Ry — H"(-1)
(yl,...,yn) — ¢;1(yl""’yn)
Sey:(yli"'vyﬂ)eﬂz’n‘l“

¢;1(y1’-",yn):(zO’zls""zr_l) = ¢+(m0)z1>-°'7mn):(yla--'ayn) =
2

_ 2 — — <
o= Z-g To—%1 = 4
= — 2z -9 = — ¥ -9
b = Zg—zr PE S B Ty = oy PSSR
Mas

p 2
g+ + Y, a2 =-1 = (z1-zo)(T1+20)=-1-Ti, %=
Yi

_g2_N" 2 2
= Yy —2 %
= y_lz(zl“i-mo):—]—z;‘:L‘ = 931+3?0=12my“1—:>

Y3

— 1 (I«
Ty = i -1
= at(n+g) =4t :'{ y11§“ﬂL42+1;

o = -



Outros modélos da Geometria Hiperbdlica

Portanto

- 1 “y“2 “y“2
1
e dn) = 1 L, y2,. s ¥Un
¢3 (v Yn) " ( 4 +1, 4 Y2 Y

Observemos que

(yla"'ayn) € Rn"r =
9-1 (65" W1y ¥n), 83 (W15 0m)) =

2 2 " y?
- (1+I|y||)+ (1+||y||) E’Aéz
yl yl £=2 1

[ D D S
- 7 -

ou seja, qﬁf estd bem definida.
A métrica g4 induzida por ¢_T_1 em IR", é

(g+)y(v, w) = g-1 ((‘ﬁ;l)*yv,((ﬁ;l)*yw) , U, W E Tan+, (RS iZ",L

e a matriz Jacobiana

[ (2u = lvll® -4) % o

(20— lWl> +4) % 5

[(651] = & w Lo 0
“Yn 0o --- 1

= Y1

Podemos identificar Ty JR"; com IR"™, para todo y € IR" ., e obtermos

-1 ((831)e, Uiy (65714, Us) =

(12

9
v \ 164}
2 2
_ ) F(EE ), =000
. 1 U y2] "“y I2 —4 t 21/2, _‘”y”?‘*"'1 ] —
vf((_%)( 4y )+(y2")( 4y, )—gj)al'r“],]—
g (He ) tat Lol
(1 = 5=
g *=d= ' )
_ g =il
0 ’274]32:1
\0 ’2/¢])2#1,]#1

De onde, segue que

1
(94)y = ?Z?_—:l dze @ dz,
l.

(28 — I0ll® - 4)* + 7 o - Il +4)* + Zr—;—c)

1

41

(2.40)

(2.41)
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~ R ’
P :
Figura 2.2: Modélos da Geometria Hiperbdlica
2.4.4 Isometrias entre os modélos.

Nos itens (2.4.1), (2.4.2) e (2.4.3), estudamos trés modélos da Geometria Hiperbdlica,

(D™(1),91),(B"(2),911) e (R"4,9+)

e cada um deles é isométrico a (H"(—1), g—1) através das isometrias

¢r: H"(-1) — D*(1)
(20,T1y--y2Zpn) +— (%,,f{;‘) - ,por (2.26)
érr: H™(-1) — B"(2)
(20, %1501 %) — Toms(T15--+2%n) ,por (2.35)
¢r: M (1) — R
((L‘o,(El,...,iEn) = Iole(l,zZ""aIﬂ) » POT (2‘39)’
respectivamente.

Consequentemente, obtemos as seguintes isometrias entre os modélos

grrodr' s D(1) —  B™(2)
(yl,---,yn) — ¢II°¢7](?/1,---,yn)

2
o11 od)l‘l(yl,.,.,yn) =0 oT‘l(yl,...,yn) = ——————(Y1y--++Yn) (2.42)
1+ /1 - [|y]|?
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progr': Dr(1)  — R,
(yl"",yn) — ¢+°¢;l(yla-",yn)
iy _ 2 |
¢+ 047 (Y1,---,Un) =00 por l(yl,--.,yn)=m( l—llyll"’,yz,---,yn> (2.43)
rodit: B2)  — B

(yl’-'-vyn) = ¢+°¢;}(y1""7yﬂ)

‘ | 3
; -1 e | -1 P R S s R— = 2
¢+°¢11(y1,---,yn)i- ¢; oTo (yl""’y")_4+||y||2—4y1 (4 llyll ’43/2a---a43/n)
(2.44)

2.5 Espacos de recobrimento dos espagos de curvatura constante.

Definigdo 2.5.1 Se M e M_sdo duas variedades de dimensio m, a aplicagio m : M — M
" € uma aplicagdo de recobrimento se:
(1) 7 é continua e 7(M) = M,

(2) todo pontop € M admite uma vizinhanga U, em M, tal que 7=(U) = Ua(Va), onde os
V, sdo abertos de M, disjuntos dois a dois, tais que a restricio de © a cada V, é um
homeomorfismo de V,, sobre U.

Os abertos U sio chamados abertos admissiveis do recobrimento e M é a chamada vari-
edade de recobrimento de M ou espago de recobrimento de M.

Proposicao 2.5.2 Uma variedade coneza M, de dimensdo n, admite um espago de recobri-
mento M, simplesmente conezo.

O espago M, de que fala esta proposigio, “contém” todos os outros espagos de reco-
brimento, a menos de difeomorfismo, e é, por isso, chamado espago de recobrimento
universal de M.

Teorema 2.5.3 Seja M" uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional
constante ¢. Entdo o recobrimento universal M, de M, com a métrica induzida pela aplicagdo
de recobrimento, é, a menos de isometria:

(1) H™(c), sec< 0
(2) R™, sec=0
(38) S™(c), sec>0
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Demonstragao. O recobrimento universal M, de M, é uma variedade completa, sim-
plesmente conexa, de curvatura seccional constante c.
Consideremos ¢ < Qouc=0e 1nd1quemos tanto o H"(c) quanto o JR™, por conveniéncia,
pelo simbolo A. Fixemos pontos p € AA,p € M e uma isometria linear ¢ : TpA — Tj M.
Seja f: A — M dada por
f =expzoLo e)(p;‘;1

A e M sao ambas completas com curvaturas seccionais nao positivas, o que implica em
todlope Aepe M, exp, : T,A — A e exp; : T;,M — M siao difeomorfismos locais;
portanto, f estd bem definida.

Nessas condicdes, como A e M tém a mesma curvatura seccional, pela proposigao (2.2.1)
segue que f é uma isometria local que preserva comprimentos. Isso implica que f é uma
aplicacao de recobrimento. Como M é simplesmente conexo, f é um difeomorfismo e, por-
tanto uma isometria.

Tomemos, agora, ¢ > 0. Fixemos pontos p € S™(c) e p € M e seja ¢ : TpS™(c) — T,;M
uma isometria linear.

Seja g € S™(c) o ponto antipoda de p e definamos

f= exp,;woexp,’;1 : ")\ {¢g} - M

Novamente pela proposicdo (2.2.1), segue que f é uma isometria local, j& que as curva-
turas de S™(c) e M sio iguais.
Seja € S™(c), p # P, g e sefam = f() e ' = dfs.
Definamos
f= exp;ot o exp]g1 : 5" () \ {§} = M,
onde § é o antipoda de p.
Temos $™(c) \ {g,§} = W conexo, p € W, f(h) = p = f(p), dfs = V' = df,, e como f &,
pelo mesmo motivo anterior, uma isometria local, segue do lema (2.3.3.1) que f = fem W.
Entéo, podemos definir R : §*(c) — M por:

i) = {f_(:c), ez € 57(¢) \ {a)
J(z), sex€5M\{d}

E claro que X é isometria local e, portanto, um difeomorfismo local. Pela compacidade
de S™(c), X é uma aplicagio de recobrimento e como M é simplesmente conexo, R é um
difeomorfismo.

Logo, X é uma isometria.

O

Nos capitulos que seguem, trabalharemos com variedades de curvatura seccional cons-
tante e, em particular, com as variedades de curvatura seccional constante negativa. Sendo
assim, poderemos pensar apenas em H"(c), $™(c) ou JR™, segundo a curvatura c seja nega-
tiva, positiva ou nula, uma vez que estes serdo os respectivos espagos de recobrimento da
variedade.
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S . . . .
Vamos denotar por M (¢), uma variedade Riemanniana, completa, simplesmente conexa,
com curvatura seccional constante ¢, onde ¢ é um ntmero real.

2.6 Uma familia de superficies minimas geodesicamente-regradas de

M’ ().
2.6.1 Introducao.

No capitulo 3, definiremos hipersuperficies de rotagao de Hs(c), que serao classificadas
em trés tipos: esférica, hiperbélica ou parabélica, de acordo com a natureza da subvariedade
umbilica, (n — 1)-dimensional, que gera tal hipersuperficie. Na verdade, como veremos na
secao (4.3), chegamos aos dois iltimos tipos, ao considerarmos uma familia a 1-pardmetro
de superficies minimas geodesicamente-regradas em Hs(c), que sera apresentada, a seguir,
nesta segao.

A proposicao (2.6.2. 1) fornece uma parametrizagio de uma familia de superficies geode-
sicamente- regradas de M (c) que sdo minimas.

2.6.2 Parametrlza,gao de uma familia de superficies minimas geodesicamente- regra-
das de M°(c).

Proposigdo 2.6.2.1 A superficie M? em Ms(c) dada por
f(t,8) = (F(9t)F(s),G(9t)F(s),(cos st)G(s), (sinst)G(s)), (1,5) € R?

na base canénica do espago ambiente, onde 9,5 sdo constantes reais, ambas nao nulas, e

cosh(uy/—c) ,e<0 —\/1_——6 sinh(uy/—¢) ,¢<0
Fu) = cos(uy/c) , >0 e G(u) = ﬁ sin(u/c) ,c>0
1 ,C = 0 U ,C = 0

é minima, geodesicamente-regrada e tem como primeira e segunda formas fundamentais,

respectivamente
Iy = ds*+ (9°F%(s) + *G*(s)) dt?
II; = 2tyc(s)dsdt
i
onde hye(s) = (192F2(s)4|-:2IG2(5))1ﬁ'

- o =73\ 2
Além disso, uma normal unitdria a M? em M (c) € dada por

N(t,s) = N(t,s)

c()

_ 2 () F(8)4+<2G() (s
sendo N(t,s)—asat(t s) — 6132};1:;23;::2%&?”_‘[(1 s)
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Demonstragio. Para facilitar os célculos, podemos supor sem perda de generalidade
que se ¢ # 0,entaoc=—-1ouc=1.
Denotaremos o espago de curvatura constante respectivamente por

(Ha(_l), g—l)’ (53(1)’91) ou (Rs,go), R3 ~ R3 X {0} C R4

conforme ¢ = —1,¢=1ou ¢ = 0.
Vamos dividir a prova em 5 partes.
- Parte 1 - M? = {f(t,s) : (t,8) € R?} é hipersuperficie de M(c).

No espago ambiente, temos

%(t,5) = (F(1)F(s),G(9)F(s),G(s)cos(st), G(s)sin(st))
U (t,5) = (19F(19t)F(s),19G’(19t)F(s),—cG(s)sin(ct),cG’(s)cos(ct))
Na métrica de _MB(C), sec=—1,
9-1(f,f) = —FXO)F(s) + G*(9)F*(s) + cos?(t)G2(s) + sin’(c1)G*(s) =
= (sinhz(ﬂt) - coshz(ﬂt)) cosh? s + sinh? s = —1
g-1(8L, %) = —F¥91)F*(s) + G*(91)F?(s) + G*(s) = —sinh® s + cosh®s = 1
g-1(%, 8Ly = 9RO F(W)F(s)F(s) + 9G(9)G(9)F(s)F(s) = 0

9-1(55.%) = -9 E(S)F*(s) + 9GP (I)F(s) + " G(s) =
= 92cosh?s+¢%sinh®s # 0
Sec=1, _
_ g2 2 2 2 20y —
o1(f,f) = FX(I)F(s) + G () F(s) + G*(s) =
= cos?(9t)cos? s + sin’(9t) cos® s + sin’ s = 1
%{- %E) = FX91)F%(s) + G*(91)F?(s) + G*(s) = sin® s + cos’ s = 1
o (4.%) = OF)F@)F(s)E(s) + IG(9)G(9)F(s)F(s) = 0
8,9) = PEXI)F(s) + BGAI)F(s) +<*GP(s) =

= 92cos’s+¢?sin®s#0

(t,s) = (dt,scos(st),ssin(st),0) € R
) = FXO0)F(s) + G*(9)F(s) + G¥(s) = 1

f
of af
9s? Os
w0 (%, %) = AF@)FOL)+CENGHN)F(s)E(s) = 0
UYL) = PCIFs) +6°Gs) = 9+ %7 # 0
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Temos, entdo, em todos os casos, {%}(t,s), %ti(t, )} linearmente independente em ﬁa(c),

s . . =3
e, portanto M? é uma hipersuperficie imersa em M (c).

- Parte 2 - Determinagio de uma normal unitdria a M? em Hs(c).

85, &L(t,s) = (F(I)F(s),G(I)F(s),G(s)cos(st),G(s)sin(st))
gé%(t s) = (IF(I)F(s),9G(I)F(s), —¢G(8)sin(st),sG(s) cos(st))
atg 2L(t,s) = (92F(9t)F(s),9?G(I)F(s),—c>G(8)cos(st), —c>G(s)sin(st))
Se ¢ = —1,
Z—Zé(t s) = (cosh(dt)coshs,sinh(Jt)cosh s, cos(st)sinh s,sin(st) sinh s) = f(1,5)
asat 8L (t,s) = (?sinh(dt)sinh s, cosh(dt)sinh s, —¢ sin(ct) cosh s, cos(st) cosh s)
812 9 1(t,s) = (9?cosh(dt)coshs,d?sinh(dt) cosh s, —¢? cos(st)sinh s, —¢* sin(st)sinh s)
Temos
g—1 ((—%28% , f) = —dsinh(¥t) cosh(9t) sinh s cosh s + ¥ cosh(9¢) sinh(19¢) sinh s cosh s —
—¢ cos(st) sin(st) cosh s sinh s + ¢ cos(st) sin(st) cosh s sinh s = 0
(ﬂg‘t)-—ﬂ'h'ﬂ s 12 . e
9-1 (5805 ) = sinh(?t) cosh(9t) sinh® s + 9 cosh(1) sinh(Jt) sinh® s
—¢ sin(st) cos(st) cosh? s + ¢ cos(st) sin(st) cosh? s = 0
g-1 (g—:é%, %ti) = —92sinh?(9t)sinh s cosh s + 92 cosh?(9¢) sinh s cosh s +

+¢2 sinh?(st) sinh s cosh s + ¢2 cosh?(¢t) sinh s cosh s =
= (9% 4 ¢?)sinhscoshs

— 2 9-1 (%’ %{-) 8
N(t,s)= | &L - — 77 L8] (1.6)

Dai o vetor

é tangente a H3(—1) em f(1,s), normal a M? e o quadrado de sua norma é

2
) (-2 (0 5))" |, (o (B4 %))
g9-1 (%ti’ %ti) 91 (—31[1 %tL)
(92 4 ¢%)? cosh? s sinh®s
92 cosh? s + ¢2sinh? s
9%¢%(sinh? s + cosh? s — 2 cosh? s sinh?s) P¥¢?
92cosh?s + ¢? sinh? s "~ 92cosh?s + ¢2sinh? s

2

== e, 2
g-1(N,N) = g4 (56;5%,

o5}

sot

= 9%sinh? s + ¢%cosh®s —
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Seec=1,
2y _ . P e ooN
25(t,s) = (—cos(¥t)coss,— sin(It)cos s, — cos(st) sin s, — sin(ct) sin s) = f(t,s)
g—:é%(t, s) = (YUsin(dt)sin s, —1 cos(d¥t)sin s, —¢ sin(st) cos s, ¢ cos(st) cos s)

Zh(t,s)
(asat’ f)

)
)

(—92 cos(t) cos s, —9? sin(Dt) cos s, —% cos(st) sin s, —¢? sin(st) sin s)

Jsin(91) cos(Jt) sin s cos s — ¥ cos(¥t) sin(Jt) sin s cos s —
—¢ sin(ct) cos(st) cos s sin 8 + ¢ cos(st)sin(st) cos ssins = 0

i — 9 sin(9t) cos(dt) sin® s + 9 cos(It) sin(dt) sin® s —

el
o (244

—¢sin(st) cos(st) cos? s + ¢ cos(st) sin(st) cos? s = 0

(—92 4+ ¢?)cos ssin s
%{) (t,5)

é tangente a §3(1) em f(¢,s), normal a M? e sua norma é a raiz positiva de

92 )
o (24,4

O vetor

2

2 902 rnc? ool
NN — 922 2 2 (¢ — 9%)? cos® ssin’s
gi(N,N) = 9°sin“s+¢“cos”s — oot s £ <Toints
_ 9%2(sin®s + cos?)?
T 92cos?s+¢2sin’s
922
T 92cos?s + ¢Zsin’s
Se ¢ =0,
Z{(t,s) = (0,0,0,0)
%@Lt(t,s) = (0,0, —¢sin(st),s cos(st))
gg(t s) = (0,0,—(28 COS(ct),—c25 sin(st))
(Eéf?’ 55) = —¢cos(st)sin(st) + ¢ cos(st) sin(st) = 0
(%é%, %tt) = s¢? (sinz(ct) + cosQ(ct)) = s¢?
O vetor

N(t,s) = (

2%y 9f
8% _ (636!’ Bt) ) (i S)
dsot % (%tﬁ,%tt) )

é normal a M? e tangente a R3 e o quadrado de sua norma é

gO(YV—’W) = §2 -

,02§2
L ¥ 252

52(4
92 + 3'2€2

2s¢%(sc?)
92 + 522
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Portanto, um vetor unitrio normal a M2 C M°(c) é dado, para cada (1,s) € R?, por

1 —
N(i,S) == [9¢] N(t,S) =

/92 F2(s)+c2G2(s)

_ 1 21 ) - 192F2(3)F(8)+<2G(3)G(3)_L(t ))
Poc(s) o 92F2(8) + ¢>G*(3)

- Parte 3 - M? é geodesicamente-regrada.

Mostremos que para cada ¢ real, a curva ay(s) = f(1,s) é uma geodésica de Ha(c).
Vamos denotar por V a conexéo afim de Ha(c).
Fixemos ¢ real.

Seja o campo de vetores tangentes a M2, ao longo de oy, dado por
V(s)=%(t,5) = cu(s), s€ R

Em M (c , podemos escréver a derivada covariante de V, ao longo de a, na forma
g
af
&s (s) = d as 81(1,s) = V%E(t,s) 55 (2, 8)

que representa a parte tangente a H3(c), do vetor %%‘}(t,s) tangente ao espago ambiente.
Sec= -1,

Shite) = vi(, g2 (t,5) = 9o (5E(t,9), (1,9)) f(2,9) =
= Vo2 ts) = FHL9)+ 9 (5£(t.9), £(1,9)) f(t,9) =
= f(t,8)+ g-1(f(2,5), f(t,9))f(t,8) = (0,0,0,0)
Sec=1,

2ht,s) = Vs 8 (h9) + 0 (Z(t,5), £(2,9)) f(t,8) =
= Vor o 35t9) = 549 - 01 (5(1,9).1(t.9)) F(t,s) =
= —f(t,8) = q1(=f(t,9), [(t,8))f(t,8) = (0,0,0,0)
Sec=0
Vs g 5ts) = &1(t,s) = (0,0,0,0)
Logo,

DV(s) =
T =Voe (“)a(ts) 0,se R

e ay(s) é uma geodésica em M°(c), para cada  real.

- Parte 4 - Computacio das primeira e segunda formas fundamentais de M?2.
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Como %f(t,s) é unitdrio, %f(t,s) e %E(t,s) 8ao ortogonais e a norma de %it(t,.s) é dada

por (92F2%(s)+ c2G2(3))%, segue que a primeira forma fundamental de M? é

If(t,8) = ds® + (192F2(s) + c2G2(s)) dt?

Calculemos os coeficietes da segunda forma fundamental de M?2.

Sec=-1,

g-1 (%,N) =

See=1,

g—l(faN)ZO

82
o-1 (B )1 (917, 1))* = tac(s), pois
(9 1(W )2
9.1 (2£.N) =

25 a1))?
o (2.28) - (gg‘fggg;)” )
1?0t

-
I (# N)l =0, pois
(92(F, )"
g (;,fi 2Ly =

3

sinh(9t) cosh(t) 4 sinh scosh s +
492 cosh(9t) sinh(dt) sinh s cosh s +
+¢%sin(ct) cos(st) sinh s coshs —
—¢3 cos(st) sin(st) cosh s sinhs = 0

2%f 8
9 (54, %) =
1d 1d
_1le af afy\ _ L1 a o 2 212 ) _
5 77 9-1 azvat) 2dt(19 cosh® s 4+ ¢“sinh*s) = 0
= gl(_faN)—O
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o (5. 54) =

= —19%sin(Vt) cos(It)sin scos s +
+19° sin(9t) cos(It) sin s cos s +
+¢3sin(st) cos(st) cos ssins —
—¢3 cos(st) sin(st) sin s cos s = 0

g1 (%2,1{, %t[) =

(192 cos? s + ¢2sin? s) =0

N | =
&=~

Se c=0,

90 (50 7)
9o (%,N) = 9501 —————4 = ty¢(8), como no caso ¢ = —1
(9o(F, 1))
8¢
g0 (5. N) = iqo—(:%—_N)—l = 0, pois
(90(W, W)
90-(%2,51, g;é%) =

= s¢® sin(st) cos(st) — s¢> cos(st) sin(st) = 0

Zrory 14 202 .
go(at ,at)— 5 (0 +87¢) =0
Entio a segunda forma fundamental de M? é

IIs(t,8) = 0ds? + 2epy.(s) dsdt + 0 dt?

- Parte 5 - M? é minima.

A curvatura média H de M?, é identicamente nula, poisse c = -1, c=1ouc=10
af a
1 0g. (5{'3 3,) - 2¢0<(3)gc (a, ’ 511) + 0gc ('55, (_9'5)

0o (3, %) 00 (%,%) - (5 (8. %))}

H(t,8) =

2.7 Superficies minimas conjugadas.

O resultado a seguir serd utilizado na se¢do (4.3), mais especificamente na demonstragao
do teorema (4.3.3).
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Proposigao 2.7.1 Seja f: M? — Hs(c) uma superficie minima em par\'émetros isotérmicos
(0,1), onde M? € coneza. Denote por I = E(da*+dt?) e por II = (y1do? +212dodt+ fr2di?
as primeira e segunda formas quadrdticas de f, respectivamente. Seja v = 11— 1112 e defina
uma familia de formas quadraticas dependentes de um parametro 6, 0 < 6 < 27, por

f11 cos @ - P128iné
—p11cos @ + Biasin b
P11sin 6 + P12 cos b

ﬂ]](g) = ERe(e':et/))
Bn(0) = —Re(e’y)
Pr2(0) = f(0) Sm(ey)

Entado
Ig = [ 6»[[9 = ﬂ]](g)ddz + 2ﬁ12(0)d0dt + ﬂzz(o)dt2

satisfazem as equac¢ées de Gauss e Codazzi, fornecendo assim, uma familia isométrica
0 =53 . ~ v » ¥ , 4 ;

fo : M? — M (c) de imersées minimas, onde M?* é o recobrimento universal de M?. A

imersdo fz € chamada imersao conjugada de fo = f.

Para demonstrar a proposigdao, vamos precisar do

Teorema 2.7.2 (Teorema Fundamental das Imersées) Sejam EP - M™ um fibrado
vetorial p-dimensional, com métrica Riemanniana ( , ) e uma conezdo VE compativel
com a métrica. Dada uma secgdo diferencidvel & : M — hom(TM @ TM, E) do fibrado
hom(TM Q@ TM, E) com a(X,Y) = a(Y, X) que satisfaz para algum real ¢, todos X,Y,Z, W
tangentes a M e todos 1n,& € E, as equagdes

(G)
c (g(Y’ Z)g(xv, VV) - g(X» Z)g(Ya VV)) - g(R(Xa }/)Z, W) =
=(a(X,2),a(Y,W)) — (X, W), (Y, Z))
(©)

0= (Vxa)y,Z) - (Vya)(X,2)
onde (Vxa)(Y,Z) = V% (a(Y, 2)) - a(VxY, Z) — a(Y,Vx Z)
(R)
—(REX,Y)Em) = g ([47,4) x,Y)
onde RP(X,Y)E = VPVEE - VEVEE+ Vg y€
e [A"Af] = A0 A€~ Afo A7

sendo que a aplicagio A" € definida para cada n € E, por (a(X,Y),n) = g(A"(X),Y)
para todos X e Y tangentes a M,
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onde V,R e g representam, respectivamenle, a conexdo afim, o tensor de curvatura e a
w w © . : o W i - —n+t
métrica de M. Entdo, eziste uma imersdo isométrica local f : M™ — M" '*(c) tal que
T s ’ . ’ r ’
EP — M ¢ isométrico ao fibrado normal e o € a segunda forma fundamental de f. Além
disso, se M é simplesmente conezo, entdo [ estd globalmente definida. A imersdo f € inica
. . S n+p
a menos de isometrias do espagco M """ (c).

Demonstragéo. (veja [15]).
]

. o . r =N+ .5
Supondo que existe uma isometria f : M® — M7 (¢) nas condigdes do Teorema Fun-
damental das Imersoes; se R e g sao respectivamente o tensor de curvatura e a métrica
. . = n+p ~ .
Riemanniana de M~ "(c), entdo podemos reescrever as equagdes que aparecem no teorema,

como segue.
Como f é uma isometria, 7 : EP — M é isométrico ao fibrado normal e H"'H’(c) é um
espago de curvatura constante. Para todos X,Y,Z, W € TM e 1,¢ € E, temos

equagao (QG)

¢ (g(Y’ Z)g(X’ W) - g(X7 Z)g(Ya W)) -9 (R(X,Y)Z’ W) :
= (a(X, 2),a(Y,W)) - (X, W), (Y, 7)) =
= c(G(LY, L 2)g(f. X, W) = §(1.X, [.2)§(}.Y, W) — 9(R(X,Y)Z, W) =
= g(a(X, Z),a(Y, W) = g(a( X, W), (Y, Z)) =
= §(R(FX, f.Y) 2, W) - g(R(X,Y)2,W) =
=g(a(X,2),a(Y,W)) - gla(X,W),a(Y, Z))

que é a equagao de Gauss.

equagdo (C)

ﬁ(ﬂX, f_*Y)f—*Z =

| c@LY, 21X - 3L X, L2) 1Y) =
= 0= (R(LX,L.Y).2)" = (Vxa)(Y,Z)-(Vyra)(X,2)
que é a equagao de Codazzi.

equacio (R)

~(RP(X,Y ) n) = g (|47, A6 X,Y) =

= c(G(LY, O)F(f X, 1) — 3(J. X, 6)5(f.Y, 1)) — (RE(X,Y)é, n) =
=g ([Am, 48| X,Y) =

=7 (R(Y)6m) = (RP(X,Y)om) = g ([47, 46 X, Y)

que é a equagio de Ricci.
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Demonstragdo da proposigao (2.7.1).

Verifiquemos se as hip6teses do Teorema Fundamental das Imersoes sao satisfeitas.

Temos n = 2,p = 1 no caso da proposigao (2.7.1).

Definimos para cada ¢ € M, a fibra E, = R, ou seja, 77 (¢) = E, = R, e assim
7w : F — M é um fibrado vetorial 1-dimensional sobre M.

Seja a secgdo diferencidvel, para cada @ € [0, 27), ap : M — hom(TM ® TM, E) do
fibrado hom(TM ® TM, E), dada pelo homomorfismo

agy : TeM @TyM — Eq~ R, q = f(o,t) €M

onde
agg ((,J%(U,t), 3 (a,t)) = pu(@)e R
Qgq ((,;ia(a,t), 2 (a,t)) = f12(0) €ER
Qg (%(a,t), 8%(0’0) = pu(d) e R
- (%(o,t), %(a,t)) Ba(0) € R

é claro que op(X,Y) = (Y, X), VX, Y € TM.
Falta verificarmos que valem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci.
Como p =1, a fibra E, sobre ¢ € M é IR e quaisquer que sejam &,7 € E,, temos

J(R(X,Y)en) = 0
(RE(X,Y)¢,n) 0
g([A",Af]X,Y) = g

e a equacdo de Ricci (R) é obviamente satisfeita para todo 6 € [0,27].

Tomemos os seguintes elementos béasicos de TM

Yo

a
6128—0 €y =

vale
g(e, €)= E b1y, 1,7 =1,2

entao, basta mostrarmos que, para cada 6 € [0,27], valem (G) e (C) computadas em e; e e;.
Observemos que

— 1
f b Al2 — Ms(c) é minima & H=0¢& E(ﬂu - ﬂzz) =0<& ﬂll = —,322

Sendo f: M? — M_B(c) uma superficie, valem para fo = f as duas equagoes seguintes:
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- de Gauss -
g(ﬁ(f*el,f*e2)ftela f,62) - g(R(€1,€2)€1,€2) =

= ao(e1, e1)ap(ez, e2) — ag(er, e2)ap(ez, 1) =
= c(g(e2,e1)g(e1,e2) — g(e1,e1)9(e2,€2)) — g(R(er,ez)er, ) =

= —ﬂfl - ﬂfz
- de Codazzi -

0= (Vxao)(¥,2) - (Vyao)(X,Z) =
= VE(ao(Y, 2)) — ao(VxY, Z) - ao(Y,Vx Z) —
~VE(ao(X,2)) + ao(Vy X, Z) + ao(X,Vy Z)

para todos campos X,Y, Z tangentes a M.

Temos
~B3(8) — BH(6) = —(B? cos® 0+ B2 sin? 0 — 211 P12 sin 0 cos f) —
~ (%1 5in” 6 + BT, cos” 0 + 2811812 sin 0 cos ) =
= —ph - B

para 0 < @ < 27.
Logo, pela equagao de Gauss acima

c(g(ez,e1)g(e1,e2) — g(e, e1)g(ez2,e2)) — g(R(e1,ex)er, e) = _ﬁfl(o) - ,332(0)

que é a equagao (G) para 0 € [0,2x].
Escolhendo X = €;,Y = e3,Z = ¢, (2 = 1,2) na equagdo de Codazzi acima e usando

0= [ek,eJ] = Vc_,ek = Veke_ya ka] =1,2
vem

0 = VEE; (00(62, 6,)) — ao(Vel 82,6,) — a0(€2,vel e,)—

_.sz (ao(e1,€)) + ag(Veye1,€,) + do(el, Ve,e) =

— E 2 9(Ve ea,e)) 2 9(Ve enne)
= Vel(ﬂm)—ao( =1 E €7,€) — Qo €252 ;= E €) —

Ve ’ ve 1
~VE(Br) + a0 (T2 L¥325) e, e,) + ag (e, 52, L0 ) =

= VE (IB%) - Vg(ﬂn) - ?:1 g(velenej)[%l + E?:] g(vezene_y)%

Substituindo as relagoes

g(ekveJ) =0= g(vekek’ej) = —g(ek,VekeJ) = —'g(ek’ve,ek)v k)] = 1)21 k ';é J
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Q(Ve,e2,€2) = g(VEQelaEZ)
9(Vee1,€1) = g(Ve €2,€1)

g(ve, €1, 61)
g(vez €2, 62)

gler,e1) = g(ez, €3) = E = {

e P11 = —Pa.

Para ¢+ = 1, temos

o
I

VE(Ba1) — VE(B11) — 9(Ve, e1,e1)2 -
—g(Veser,e2)22 + 9(Ve,er,e1) 8 + 9(Vese1,€2)82 =
= VE(Bnu)-VE(Bn) - —g(Veyer,e2)82+
+g(e1, Vere1)22 + g(Veyen, 1) 3 + 9(Veer,e2) 82 =
= VE(Ba)- VE(Bn)
Para 1 = 2, temos
0 = _VE (B22) — VE (B12) — 9(Ve, 62,81)%‘1—
—g(Ve1€2,62)%";1 + g(veze%el)%l T Q(Veze%eZ)g}l«Jl =
= VE(Bn) - VE(S12) - 9(Vee2,62)2+
+9(e1, Ver€2) B2 + g(Veyea,01) 88 + g(Veye2,€2) 82 =
= VE(B2) - VE(Br2)
Logo, para todo 6 € [0, 27],
Ve, ap(e2,6) — Ve,ap(e1,€,) =
— VE(Bu(0)) - VE(Bu(0)) - Zg(vel er e P20 Z (Verenres)

= VE(Bul6)) - VE(Bu(9)) - g(vele.,el)ﬁ“(") ul0)
ﬁ11(9) ﬂ12(9)

ﬂzl( ) ﬁ22(0)
E

ﬂlJ(e)

g(vel €y 62)

(ﬂ2l(0)) V (ﬂli(g))_
ﬂu( )

+g(vegenel) + (V62 1,62)

ﬂ12(0)

—Q(Ve2€:,€2) +g(el,V626,) +9(Ve2€nel) +g(vea 15 € 2)

= VI (Bx(9)) - V > (B1(9))
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Fazendo 1 =1

Ve, ap(ez,€1) — Ve,ap(er, er) = VE(821(0)) — VE (B11(6))

sinOVE 11 + cos 0VE B1y — cosOVE B11 + sin0VE B, =

sin ¢ (Vgﬂu + Vf,ﬂm) + cos 6 (Vf‘:ﬂlz - Vf;ﬂu) =

= sin 6 (—Vf‘] ﬂ22 + Vgﬁlz) + cos @ (Vﬁﬂlz = VCE?ﬂu) = 0
eser =2

Ve, a6(ez,€2) — Ve,ap(er, e2) = VE(B22(0)) — VE (B12(0)) =
= —cos ngﬂu + sin 0V£ﬂ12 — sin HVgﬁu — cos 0Vf2,312 =
= sin 0 (VeEl,Blz s V8E2ﬂ11) -+ cos 0 (—Vfl ﬂ]] - Vgﬂn) =
= sin @ (Vfiﬂm = Vf’;ﬂu) + cos 8 (Vgﬁn - VCE,ﬁm) =0

Resumindo
Ve; a0(62ae;) - V62a9(€1)et) = 0) 1=1,2 A

que é a equagdo (C) para 6 € [0,2x).
Podemos entao, aplicar o Teorema Fundamental das Imersoes, que garante a existéncia
de uma familia isométrica fp : M? — —Ma(c) de imers6es minimas.
Usando a aplicagido 7 : M2 — M? do recobrimento universal M de M2, para cada
6 € [0,27], podemos definir de modo tnico, a partir de fp, a aplicagio fs pelo diagrama a
seguir:
2 Jo 573
M* == M (c)
To
™ |/
M2

.. (o ~ ~ 3 . . .

Obtemos, portanto, uma famflia isométrica fg : M? — M (c) de imersées minimas, como
queriamos.

O



Capitulo 3

HIPERSUPERFICIES DE ROTACAO EM ESPACOS DE
CURVATURA CONSTANTE

3.1 Introducao.

Neste capitulo estenderemos a nocao classica de superficies de rotagao do espago 3-espago
euclidiano, IR®, a hipersuperficies de um (n + 1)-espago FH(C), de curvatura constante c.

Na se¢do (3.2) definiremos hipersuperficie de rotagdo de ! (¢) e forneceremos
sua parametrizagao. Tal hipersuperficie é gerada por uma subvariedade umbilica, (n — 1)-
dimensional, ¥ C 1\7!““(0), com curvatura varidvel, que se move ao longo de uma curva
convenientemente escolhida. No caso particular em que ¢ < 0, as varias posi¢oes que ¥ ocupa,
descrevem o que chamamos de paralelos da hipersuperficie de rotacdo, a qual serd, entao,
classificada de acordo com a natureza dos paralelos: esférica, se os paralelos sdo esferas,
hiperbdlica, se os paralelos sido superficies equidistantes, e parabdlica, se os paralelos sao
horoesferas.

Em seguida, na segdo (3.3) nos ateremos ao caso particular em que o espago ambiente
Mt (¢) tem curvatura seccional constante ¢ < 0, a fim de relacionarmos as hipersuperficies

de rotagdo nos vdrios modélos da Geometria Hiperbdlica.

3.2 Caracterizagao das hipersuperficies de rotagao em um espaco de
curvatura constante FH(C).
Definigdo 3.2.1 Consideremos os subesbagos
P2eP3 D P?
do espago ambiente (L”+2, no caso ¢ < 0 ou R"*? no casoc > 0), n > 2, tais que,

PPAM )= M (c) #0

e seja C uma curva regular contida em 7&1—2(6) que ndo intercepta P%. A drbita de C sob a
agio de O(P?)(conjunto das transformagées ortogonais do espago ambiente, com determi-
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nante positivo, que deizam P? fizo, ponto a ponto) é chamada hipersuperficie de rotagao
M™ contida em FH(C), gerada pela curva C em torno de P2.

Chamamos de meridiano de M™, a curva O(C) onde O € O(P?) e de paralelo de M",
a orbita de um ponto da curva C sob O(P?).

Agora, verificaremos que M™, dada pela definigao (3.2.1), é realmente uma hipersuperficie
de Mn+1(c). Mostraremos isso, fornecendo uma parametrizacio de M™ através de uma
descrigdo de O(P?).

No caso em que ¢ < 0, o espago ambiente é L™? e temos trés possibilidades para o
espago P?: P? é Lorentziano, P? é Riemanniano ou P? é Degenerado e em cada caso,
escolhemos uma base especial {e1,...,en42} de L2,

Para o caso P? Lorentziano, por (1.6), podemos escolher a base {ey, ...,e,12} de modo
que

L = le1,-- s €nsents enga], P2 = [ent1s€n42), PP = [e1, €nt1s€ny2)
g—l(en+2aen+2) =-1
g-i1(e,e;) =61 #n+2,4,5=1,...,n+2

ficando a matriz O, de um operador de O(P?), na forma

- -

apy - Qin
0
O = ani ter Opn (3'1)
10
0
L. 0 1 -

onde

a1 -t Q1n

an1 *** Qpn
€ matriz de ordem n, ortogonal no espago euclidiano ([e1,...,€n], 9-1 |[ey,....en])-

No caso P? Riemanniano, por (1.7), escolhemos a base de modo que

Rt [61,. e ,en,‘en+l,6n+2]’ Pr= [en+17€n+2]1 PP= [el,en+1’eﬂ+2]
g—l(el)el) =-1 ’
g-1(ewe)) =it # 1 4,9=15...,n+ 2

ficando a matriz @ na forma:

a;ix -+ Qin

I (3.2)

Qn1 *t Qnpn

[T
—_— O
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onde
a QA1n
Any "+ Qpp
é matriz de ordem n, ortogonal no espago lorentziano ([e1,...,en), 9-1 l[es,....en])-

Quando P? é Degenerado, por (1.8), podemos escolher a base de modo que

Ln+2 = [61,. .. ,6n+2], p2 = [eﬂ+l,en+2]1 P3 = [61,€n+1,6n+2]
g—l(el’el) =0= g-l(eﬂ+l,en+1)’ g—l(ela en+1) =1
g-1(en, ) =6yt #1L,n+1,0,3=1,...,n4+2

e a matriz O, nessa base é da forma

i 1 0 --- 0
a1 az2 -+ azn
] .. . 0
0= : : P (3.3)
dn1 Qp2 - GQpn
Gnt1,1 Gng12 *°° Gniln 10
0 0 0 0 1 |
onde ]
U411 = —5(031 +e0-+ak))

Podemos obter uma parametrizagao de M™, parametrizando a érbita U(p) por cada ponto
p da curva e em seguida, fazendo o parametro da curva C variar dentro do seu intervalo de

definigao.
Tomemos a base especial {ey,...,enq2} de L2, adequada a cada caso, e consideremos
uma parametrizagio da curva C C P3N H"*!(¢) na base {e1,...,ent2}

7(s) = z1(s)e1 + Tny1(S)ent1 + Tni2(s)eny2, s €I C R (3.4)

sendo s o comprimento de arco de 7.
Como a curva C ndo deve interceptar P? = [ep41, €nt2] vamos supor z1(s) > 0, Vs € I.
Fixemos s = so € I e encontremos a érbita U(sp) do ponto y(so) da curva C, sob a agao
de O(P?).

Daqui em diante, usaremos a notacio (ai,...,an42) = Y10 a6, a; € R.

Caso (L) - P? é Lorentziano Usando (3.1), um ponto O((so)) de U(so) é dado por

[ g - @ 2 [ zi(s0) T [ anzi(so) ]
5 " 0 021931(30)
0 .
= - (3.5)
. o 0 an121(50)
1 0
0 0 1 zn+l(30) 1?,1.{.1(60)
] * L @n42(50) | | Zny2(s0) |
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onde a;y € R,v=1,...,n, O(e;) = (a11,...,an1,0,0) e a}; + -+ + a2, =
Seja P"(s0) o m-subespaco afim de L"*2, paralelo a [e1,...,€nt1] € que passa pelo ponto
(07 AL )Oaxn-}-l (50)> xn+2(80)) _

Tﬁn(so) = {(Pl,---,Pn,$n+1(80),¢0n+2(80)) € L2}

Se
P = (Pl, e 7pn’zn+l(30)’zn+2(30)) € 5"(30) N HH (C),

segue por (1.6) e por (3.5), que

1/e=g-1(p,p) = pi+---+pi+22,(s0) —22,5(s0) =
Yrap? + 1/c—zi(s0) =

= Yiip = 23(s0) =

= P"(s0) N H"*(c) é uma (n — 1)-esfera de centro (0,. e 030, Zn41(80), Tnt2(80)) e raio
z1(s0) contida em P"(sp).

Como O(7(s0)) € P"(s0) N H™1(c), para todo O € O(P?), segue que a érbita

3.
U(so) € uma (n — 1)-esfera. (3.6)

Consideremos uma parametrizagao ortogonal da esfera unitaria (n — 1)-dimensional con-
tida em [eq,...,e,]:

(P(t) = (Sol(t)a- g ,(Pn(t))’ t= (tla- . '»tn—l) € U C Rn—l

com iy @7(t) = 1.
Entao, a esfera de raio z;(so) de centro (0,...,0,2n41(S0), Zny2(S0)) serd parametrizada
por

f(t’ SO) = (wl(t)xl(so)a cee ,Qon(t)zl(SO)’ Tn41 (80), zn+2(30))
Assim,
1(1,8) = (1(D21(5)s -, ou()21(5)s 21 (5), 2ngals))s (1r8) €U X T CRY (3.1)

descreve o conjunto M™, érbita de C sob agio de O(P?).
A fim de mostrarmos que M™ ¢ hipersuperficie imersa em L"*2, basta verificarmos que
o conjunto

8L(1,5), 8L (t,5), (t,8) €U x I, a=1,...,n 1} b = i)

é linearmente independente em L"+2,
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Temos, para (t,8) € U x I

2(ts) = (21932, 21()52(1),0,0) , 1= 1,...,n — 1

Hto) = (er®)1(s),-- -, @a()81(8), Ent1(8), Ens2(s))

ZLt,s) = (@a)E1(8)s- -, @n(1)E1(8), Ensr(8), Enpa(s)) (3.8)
k(1) = (5EWh(s),..., 3 0i(s),0,0),1=1,...,n ~ 1
= (15) = (21() B (D)., 21(0) 2 (1),0,0), 1,9 = 1,...,n — 1

Como ¢ = (¢1,...,¢n) é uma parametrizagao ortogonal de uma esfera unitdria, tiramos
paras,)=1,...,n—1,%t € U, as relagoes: '

Pt +-+ent) = 1

201(8) G (1) + -+ + 20a(t) G2 (1) = 0

3.9
PG (W) + o+ on(DBgE (D) = -Ti, 2o (3.9)
% Ove(t) dee(t) _ Z?zl(%(ﬂ)z #0 ,i=7
=1 6tl at, 0 1 # ]
Usando (1.6), (3.4) e (3.9) para 2,7 =1,...,n—1,(t,8) €U X I
o (B9), B s) = 2i(e)Th (2502 =
22(s) i (22)° #0 ser=
0 ser#
(3.10)

-1 (39,8 19) = m©)a() e 25 =0

-1 (%{'(t’s)> %f(t,s)) 23(8) i1 0e (1) + 2541 (8) — 2 ya(s) =

~1(3(8),7(s)) = 1

Portanto (3.7) é uma parametrizagdo da hipersuperficie de rotagdo M™, gerada pela curva
C em torno de P? = [e,41,€n42) € por serem os paralelos de M™ esferas, chamaremos M™
de hipersuperficie de rotagio esférica de H"*!(c).

Caso (R) - P? é Riemanniano
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Por (3.2), um ponto O(7(s0)) € U(sp) é dado por

- z1(8 T - a
[ ay; -+ Qin 1(00) 01111(80)
0 . :
dn1 *** Qpp 0 = (n1Ty (30) (311)
1 0 x 38
0 01 Tnt1(0) z“:gszg
. Tl zpga(s0) ] T .

onde a; € R,1=1,...,n, O(e1) = (a11,...,0n1,0,0) e —a?, +a}, + -+ a2, =
Seja P"(s0) como no caso (L), e

P=(P1y-+»PnsZns1(50); Tny2(80)), p € P (80) N H*H1(c).

Por (1.7), (3.4)

l/e=g-1(p,p) = —pi+p3+...+p2+22,1(50)+22,,(s0) =
= —pi+ Y, pl+1/c+a3(s0) =
= —P% + > = P? = —x%’(so) =

= P"(s0) N H"*(c) é uma (n — 1)-superficie equidistante contida no n-subespago afim
F(So) de L"+2.

Como O(7(s0)) € P"(s0) N H**1(¢), para todo O € O(P?), segue que a 6rbita

3.12
U(so) é uma (n — 1)-superficie equidistante. @12

Tomando uma parametrizagao ortogonal da (n — 1)- superficie equidistante unitdria con-
tida em [ey,...,€,]:

So(t) = (Sol(t)a- e "pn(t))a = (tl" . "tn—l) €U C R

com — (1) + Y4y ¢3(1) = —1.
Segue que,

f(t,9) = (p1(D)21(8); - @n(t)71(8)s g1 (8), Tnya(s)), (1, s) €U X IC R (3.13)

descreve o conjunto M™, érbita de C sob agdo.de O(P?).
Como no caso (L), verifiquemos que o conjunto

{gti'(t,s),%f(t,s), (t,)eUXT,1=1,...,n— 1},1: (t1,- - tuc1)

é linearmente independente em L™12,
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Temos
8its) = (21()52(D),..,21(8)52(1),0,0), 1= 1,...,n — 1
8t,s) = (p1()1(s); - »Pa()31(8), Ent1(8)s Enta(s))
ZL(t,s) = (pr(t)Er(),- -, @a()E1(5), Ens1(5), Ensa(s)) (3.14)
ZLts) = (LW0ns),..., B2 (D1(),0,0),1=1,...n 1
o (ts) = (01(8) 2L (), 21() B8 (1),0,0), 1,7 =1, m— 1

onde (t,s) € U X Ie ¢ = (p1,...,pn) satisfaz para todot € U, 2,3 =1,...,n -1

AW+ D) =1

—2¢1 ()52 L(1) + Xoi=2 200(0) 52 5-() = 0

‘Pl(t) az L9t () + 2= ‘Pl(t) mJat, (1) = a%fﬂ%{ﬂ — Db %ﬁﬂa—ﬁifﬂ (3.15)
_ 9vi(t) kplff! zn (1) Opu(t) — ( 4 t) +Z£ 2 ( ‘g‘t,t) 7501 1=
o, ot (=2 "5t, o, 0, 1 g

Por (1.7), (3.14), (3.15) e (3.4), temos para (t,s) € U x I, 2,7 =1,...,n — 1, as seguintes
relagoes

e (t et 2 —
g-1 (& (t,9), 8L (1,9) = {g”( () 45 (5)") # 0 ”;J
’1' ]

g1 (B9, %19) = w1()i1(s) o125+ Ti, e =0 (316)

0-1 (L4, 8(1,9) = #3(s) CRlO+ Ty R0) +241(5)~242(5) =
9-1 (3(s),3(s)) = 1

Logo (3.13), parametriza M™, hipersuperficie de rotagdo gerada por C em torno de
P? = [eny1,€nt2] € como os paralelos de M™ sio superficies equidistantes, diremos que M™"
é uma hipersuperficie de rotagio hiperbélica de H"+1(c).

Caso (D) - P? é Degencrado
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Se O(v(s0)) € U(s0), entdo por (3.3) esse ponto tem a forma

I 1 0 - 0 11 zis0) 1 [ z1(s0) ]
a1 Gz2 -+ QGgq . 0 a1%1(80)
= ; (3.17)
Ap1 Qn2 ' Qpp 0 an121(S0)
Ont1,1 Gn41,2 *°° Gnilpm 10 Tn41(80) @nt1,121(80) + Zn+1(S0)
0 0 0 0 1 Jlznt2(s9) L Tn+2(S0) .

sendoa,; €ER,1=2,...,n+1.
Observando que ¢g—1(O(e1),0(e1)) = g-1(e1,e1) = 0 e O(er) = (1,a21,...,8n41,0)
temos : 1

An+1,1 = —5(5‘31 +-o-+apy)

Tomemos P (so) definido como no caso (L) e
p=(P1,-+>Pny Tnt1(50), Tnt2(50)) € P" (50) N H 1 (c).
Usando (1.8) e (3.4) obtemos

1/e= g-1(p,p) = 2p12Znt1(S0) +P3+...+ P2+ 22 5(s0) =
= 2p1Zn41(50) + ey PP — 221(50)Zn41(s0) + 1/c =
2m1(30)xn+1(30) =

= 2p1Zn41(50) + Lo P}
= P"(s0)N'H"*t(c) é uma (n—1)-horoesfera contida no n-subespago afim P"(sq) de L"+2.

Como O(v(s0)) € P"(s0) N H*t1(c), para todo O € O(P?), segue que a érbita

3.18
U(so) é uma (n — 1)-horoesfera. (3.18)

Fazendo a substituicao de varidveis
a1 =%,2=2,...,n+1
com O € O(P?) variando em (3.17), ficamos com a aplicagao
f(tay. - ytn, 8) = (z1(8), 1221(8),. . . 0 21(8), tng121(8) + Tnp1(8), Znga(s)) (3.19)
para (l2,...,tn,8) € R™! x I C IR", onde
lpg1 = —%(t% + -+ +12) paran > 2

que descreve M™, érbita de C sob a agdo de O(P?).
Analogamente ao caso (L), mostremos que os vetores

%‘é(t,s), gé(t,s), 1=2,...,n, (1,8)=(l2,...,tn,8) € R"1 x I C RR"
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sao linearmente independentes em L2,
Segue por (1.8) e (3.4), para (1,8) € R""! x I,1,7=2,.

%(t,s) = (0,...,2,(8),...,0,—1,21(8),0), (1(s) na -ésima posicao)

aL(1,s)

(:ifl(s),j.'l(S)f-z, vy i‘](S)tn,inJ,.](S) + tn+l Ci)](s), :i:,,+2(s))

(3.20)

I

8681‘ 2L (1,5) 0,...,21(8),...,0,—t,21(8),0), (£1(8) na t-ésima posi¢ao)

ETR 8t_,( )

{ (0,...,0,-21(s),0) ,2=
(0,...,0) it

onde, por (3.4) e (1.8)
in+1(8) + thy121(s) =

1/c—a2i5(s) e
= s <_2zEs+)2—) Fhshis) =

 —22ay2(8)nsa(s)ea(s) = B 4 d4(s)a2(s) — d1(8)ad(s) Thy 12
- 22(s)

A partir de (1.8) e (3.20) conseguimos as relagoes

91 (2t9), 8L (1,s)) = <X(s)8,,

g-1 (8(t,9), 8 (9)) = —za(&)ar(o)ts + ma(s)ir(s)t = O

(3.21)

1 (89,8 (4,9)) = 281(8) (En41(8) + tarada(s)) +

+a2(s) (13 + -+ +12) + 32 ,,(s) =

= @(s)znsa(8)=z1(8)Ens2(s))? _ Ei(s) _ 4
7 5

z3(s) cri(s

sendo a tltima vélida por (3.22) a seguir, onde (t,s) € R" ' x I, ¢, =2,...,n.
Mostremos que vale a relagao

52
TS
1(),8
c

(61(8)enta(s) = 21()Ensa(s))? = £3(s) + €1 (3.22)

De (3.4) e (1.8), vem

/e = g-1(v(s),7(s)) 221(8)Zn41(8) + €2 12(s)
1 9-1(3(8),4(8)) = 2&1(8)Eny1(s) + £2,5(s)

(3.23)

Il

Logo,

(F1(8)Tny2(s) - zl(s):i;n+2(3))2 =
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= #1(8)an42(5) + 21(8)n42() = 221(8)21(8)Znsa(8)Ensa(s) =

#1(s)

= =% z3(s) = z1(8)1(8) (281(8)2n+1(8) + 221(8)En41(8) + 22n42(8)En42(s)) =
= B 4 226) — ar(o)ins) o ga(x(s),2(8)) =
= 0 )

Finalmente concluimos que (3.19) é uma parametrizagao da hipersuperficie de rotagao
M™ gerada pela curva C em torno de P? = [en41, €n42] € 05 paralelos de M™ sio horoesferas.
Por esse motivo denominamos M™ de hipersuperficie de rotagio parabélica de H"*1(c).

Em cada caso em que o plano P? se classifica, vamos exibir os coeficientes z,11(s) e
Tn4+2(8), que surgem nas parametrizagoes f de M™, como funcdo de z;(s) para s € I.

Caso (L)

Como 7(s) € H"1(c), Vs € I e s representa o comprimento de arco dessa curva, segue
de (3.4) e (1.6) que:

2}(s) +2711(8) — 2h1a(s) = g-1(2s),7(s)) = 1/e
B() + ()~ i24a(9) = 9a(is)i() = 1 b=
Portanto, existe uma fungdo ¢(s) tal que
Tap1(8) = /23(s) — 1/c sinh ¢(s) (3.25)
Tnp2(8) = /22(s) — 1/c cosh ¢(s)
© De (3.25) segue que

eh(s) — Tni1($) Znt2(9)

Val(s) = 1/c  \Jx2(s) - 1/c

logo, ¢(s) é diferencidvel.
Derivando (3.25) com relagdo a s e substituindo &,41(s) e £,42(s) na segunda equagao
de (3.24) obtém-se
2 s
~Laf(s) + A
2
CHORE)
Considerando a solugao ¢(s) que satisfaz ¢(0) = 0 definimos
D S W #1(0)
#s)= [ V-1 +3(0) e o (3.27)
N CGORS)

Para uso posterior calculemos as derivadas de primeira e segunda ordem de (3.25)

Gnp1(s) = —mﬁ\/—s(—)jf—:(—fksinhﬂs)Jr\/mf(s)—l/c cosh ¢(s)d(s)

Enp2(s) = % cosh ¢(s) + /22(s) — 1/c sinh ¢(s)d(s)

#(s) =

(3.26)

(3.28)
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Derivando novamente e substituindo (3.26)

s _ s - z1(s) cos s)(Z1(s)+czi(s
buia(s) = o (smh¢(s)(a:1(s)zl(.s)+1)+_(_lc)_I?Ctb+(z)%((51)(+x).-;(s)1/(c)))

(3.29)
Fuaa() = ot (cosh B(s)(aa(9)ia() + 1) + ELLEEAIE LN )
Caso (R)
Analogamente ao caso (L), obtemos das relagoes
—a2(8) 4 221 (5) + 22ya(8) = 0a(r()2(s) = 1/e -

Il

-2}(s) + xn+1(3) + $n+2(3) g-1(7(8),%(s)) = 1

Top1(8) = Jz(8) + 1/c cos¢(s) (3.31)
Tny2(8) = 1/z2(s)+ 1/c sin ¢(s)

sendo ¢(s) a funcdo que satisfaz

os resultados

V1 + (o) + 50

= 3.32
o) = S T e 0 =0 (3.32)
definida portanto por
\/ + z%(0) + —1@
/ T (3.33)

As derivadas primeira e segunda de (3.30), sao

Tnt1 (s) = —rl{,\/—s(—sx)———)—‘fli)— cos ¢(s) — y/z%(s) + 1/c sin qS(s)qu(s)

(3.34)
Tnt2(s) = —’”—\/%% sin ¢(s) + 1/22(s) + 1/c cos qb(s)c])(s)
En1(s) = ——’W— (cos ¢(s)(z1(s)E1(s) — 1) — I](Cs)\/slu;ii)(zlgjgl/%n)
(3.35)

. _ _ 2 (s) cos ¢(s)(Z1(s)+cza(s))
raa(e) = o (s da)mte) 1) + 2L )

Caso (D)
Observamos que, por (3.22),

(d (mn+2(8))>2  (Zng2(8)71(8) — #1(8)Tnp2(s))? _

ds \ z1(s) z1(s)
z3(s
(zf(s) + lc )> z;(s), sel
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Escolhendo a raiz positiva da igualdade

. . 2 &3(s)
bnya(8)ea(8) — 1 ()amia(s) = | (#3(6) + H) (3.36)
temos a equagao diferencial
2
d (zaale)) _ YH) e
- = ,8€1
ds \ zy(s) z3(s)
e tomando a solugao tal que x—;—f%)gl = 0, definimos
2 1 (o)
s zi(o) +
b = € —d .
Tnt2(8) zl(s)/o Bl o (3.37)
Pela primeira relagao de (3.23)
1

zua(s) = (1/e = 2h4(9)) (3.38)

2z41(s)
que, junto com (3.37) define z,,(s) a partir de z;(s).

No caso em que ¢ > 0, o espago ambiente é o espago euclidiano (IR"*?%,g;) sendo g; a
métrica euclidiana.

Analogamente ao caso em que ¢ < 0, vamos escolher uma base ortonormal do espago
euclidiano, tal que

R™? = [ey,...,ens2], P? = [ent1,€nt2], P = [e1,€n41,€n42]

3.39
g1(€,,€J)=6U, 1‘a.7:1)'-')n+2 ( )

. 1
e parametrizar a curva C C P3N mt (¢), nessa base por

v(s) = (21(8),0,...,0,2n41(8), Znt2(s)), s € I C R

onde s representa o comprimento de arco de C.
Novamente escolhemos C' tal que C N P? seja vazio, isto é, z1(s) > 0, Vs € I.

Assim, cada ponto O(7(s)) da érbita, U(s), de um ponto 7(s) da curva C sob a agao de
O(P?) é da forma

i - z(8) T 2 =
Gy v Gyn I(E ) a;1z1(s)
0
Qp1 **° Qpn O 5 Qni 271(3)
1 0 T s
0 01 Tni1(8) ;:ES;
B “ L znya(s) | o B -
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onde @, € R,1=1,...,n, O(e1) = (a11,...,a01,0,0) e a?; +--- + a2, = 1.

Suponhamos ¢ > 0.

Como antes, verifica-se que a érbita U(s) é uma (n — 1)-esfera contida no n-subespago
afim de R"?

F(S) = {(pl') <3 Pny zn+l(3)’xn+2(3)) € Rn+2}
dada pela equacio
Y] = wi(s)
e uma descricio de M™ C M"t'(c) = S™*! ¢ fornecida por
f(t?s) = (‘Pl(t)zl (3)’ s@e "Pn(t)xl(s), zn+l(3)’ xn+2(3)) (3'40)
para (t,8) = (t1,...,tn—1,8) € U X I C IR", onde
(1) = (p1(t), .- -, en(t))s t = (t1,- .. ytn—1) €U C R™!

é uma parametrizagio ortogonal da esfera unitéria (n—1)-dimensional contida em [e1,...,exn].
Temos, para (t,s) € U x [

9(1,5) = (zl(s)%%}(t),...,:rl(.s)%%h(t),0,0),z:l,...,n—l

Lts) = (pr®)dr(s),-. ., on(t)E1(8), En41(8), Enta(s))

ZL(t,5) = (P1(DE1(8);- s Pn(DE1(5)yEnt1(8), Ensa(s) (3.41)
Thts) = (BO(s), ., 5 1)#1(5),0,0), 1= 1,...,n— 1
- ts) = () ZL W), .., 21()582(1),0,0), 1,3,...,n — 1

Como a base {ej,...,e,42} é ortonormal, usando relagoes andlogas a (3.9), temos

2
g (£(t9),8E(1,9) = bed)Ti, (331)", 45, m -1

0 (8 (t9), 8(1,9)) (3.42)

Il
=)
s
-
Il
—
=
|
i

o1 (21,9, 8(9) = a(i(s)i(s) =1

Logo (3.40) é parametrizacao da hipersuperficie M" gerada por C, em torno de
P? = [eny1,€ns2] cujos paralelos sdo esferas.

Novamente, obtemos relagdes entre os coeficientes z1(s), Zn+1(S) € Zn42(8) que surgem
em (3.40), para cada s € I.

Tnp1(8) = /—22(s)+ 1/csin¢(s) (3.43)
Tny2(s) = /—22(s)+ 1/c cos¢(s)
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e a funcgao ¢(s), escolhida como no caso ¢ < 0, é

\/‘ — a3(0) - Ea)
(s) = / o T (3.44)

As derivadas de primeira e segunda ordem de (3.43), sdo

inp1(s) = W%T—l/ —21(8)é1(s) sin ¢(e) + \/~1/c — 22(s) — ) cos ¢(9)

(3.45)
Tnt2(s) = \/—_x?—(——s)“— —z1(8)z1(s)cos ¢(s) — \/—l/c—a:2(s) —L—smqﬁ(s)
z1(s) cos P(s) i-‘éﬂ+.‘z:1(.s)
Entile) = \/ﬁ(—ﬂw@)(ml(s)il(sH1)- x/l/c—x%((s)—x'f(s)/c ))
(3.46)

. 3 . 21 (s) sin ¢(s) (i“—(ﬂ+xl (s))
Ento(d) = _—,—__z?(s)ﬂ/c — cos Pp(s)(z1(s)Z1(s) + 1) + N = TO TR

Suponhamos agora, ¢ = 0. Para o caso R"t!, por analogia com os outros casos,
consideramos IR™*1 C IR™*2 com 2,49 = 0.

Uma hipersuperficie de rotagdo M™ C IR**!, do mesmo modo, pode ser descrita por

f(t,s) = (p1(t)z1(8), .-, Bn(t)21(8),2n41(8),0) (3.47)

para (t,8) = (t1,...,tn—1,8) € U X I C R", sendo

(P(t) = (301(1),. o 1‘10ﬂ(t))) t= (tl,- --,tn—l) eUC Rn—l

definida como no caso ¢ > 0.
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Para (t,s) € U x I, obtemos relagoes andlogas ao caso ¢ > 0

81 (1) (xl(s)%%k(t),. . ,zl(s)%‘%‘(t),o,o) ce=1,...,n—1

Lts) = (pr(1)31(8),--»9a(t)21(8)sEnt1(s), 0)
332 (t S) = (‘Pl(t)il(s)v--,‘Pn(t)fil(s)"in+l(‘s)a0)
ZLt,s) = (B2W(s), ., 52 (1)#1(5),0,0), 1= 1,...,n— 1

2 (3.48)
h () = (21(s) 2L (1), -, 21(8) B2 (1),0,0) , 1,3, ym = 1

(_L(t 5)a (t 5)) = 6,2}(s) i (&glt't )2, N N |
m(%@&%#ﬁ&» = =0,2=1,...,n-1
g (Zt9),8(69) = a1(3(s),4(s)) =
e, portanto, (3.47) parametriza a hipersuperficie de rotacdo M", gerada por C, em torno de

PQ = [en+1;en+2]-
De g1(7(8),7(8)) = 23(s) + 32,4(s) = 1, Vs € I, obtém-se £2,,(s) = 1 — i2(s), Vsele

fazendo-se a escolha
Eny1(8) = /1 —23(s),s €1 . (3.49)

tiramos os resultados

Ene1(s) = M—i/_; _s:;(s;

Ta1(s) = J§ /1 - 23(0)do( solugio de (3.49) tal que z,41(0) = 0)

(3.50)

Usaremos a notagao M para designar uma hipersuperficie de rotagdo de Hnﬂ(c),

conforme o caso:

6 = 1, significa que M[; é hipersuperficie de rotagao esférica;
sec<0 6 = 0, significa que M5 é hipersuperficie de rotgao parabdlica;

6 = -1, significa que M é hipersuperficie de rotgao hiperbdlica;
se ¢ > 0, sempre adotaremosé = 1
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3.3 Hipersuperficies de rotagdo nos vérios modélos da Geometria

Hiperbdlica.
Neste momento, passemos a estudar as hipersuperficies de rotagao M™ C H"™t1(c) nos outros
modélos da Geometria Hiperbélica, facgamos ¢ = —1 e H"t1(—1) é o espago hiperbélico em
L*+2,

3.3.1 As hipersuperficies de rotagao no modélo (R"*', g, ).

Caso (L) - P? é Lorentziano.
Uma hipersuperficie de rotagio esférica, a menos de isometria de H"+!(—1), é a hiper-
superficie de rotagao em que
P? = [(0,1,0,...,0),(1,0,...,0)] e P* = [(0,0,1,0,...,0),(0,1,0,...,0),(1,0,...,0)]
Tomemos a base canénica de L2, denotando segundo (1.6)
es = (0,0,1,0,...,0)
e, = (0,...,0,1,0,...,0), (1 na (2+ 2)-ésima posigao) ,2=2,...,n
ent1 = (0,1,0,...,0)
€nt2 = (1,0,. - ,0)

A curva C C P2nH"*+1(-1), que néo intercepta o plano P?, parametrizada nesta base,
como em (3.4), por

7(8) = (zn+2(8); Tnt1(8), €1(8),0,...,0), s € I
gera a hipersuperficie de rotagio M™ C H"t1(—1) em torno de P?, a qual tem a parame-
trizagao
f(t,8) = (Tns2(8), Tnr1(8), p1(1)z1(8), . . - , n(t)z1(8)), (1,8) € U x I C R" (3.51)

como em (3.7).
Passemos ao modélo (IR"t!,,g,) através da isometria ¢ definida em (2.39).
Usando (3.51) obtemos uma parametrizagio de ¢4 (M™) C R™!

E:z: (3)(1’901(t)$1(3)a---,(Pn(t)iﬂl(s)) (3.52)
n+1

fE(t,s) = ¢y 0 f(t,s) =

Tnt2(s)

para (1,s) €e U x I C IR".
O paralelo s = 5 (3 constante) de (3.52), é

¢+ o) fsf(t) =
2 —((1,0,...,0) + ¢1(1)(0,21(5),0,...,0) + - - +
Tny2(8) — Tny1(3)

+¢a(1)(0,...,21(5),0)),t € U C R"!
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e estd inteiramente contido no hiperplano de R"*!

2
(zn+z(§) = Zn+l(§),o,...,0) +(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0)] (3.53)

que é uma n-horoesfera de R"*1,.
Observamos que

f(t,3) € H*1(-1) >

s 2 2=
n 2¢4 (t)z1(3) _ 4z3(3)
= Li=1 (z,,+2 5)—zn41(3 ) = G2 -znr1 7

= (¢4 0 f50) = (mmiammr 0 -10) 84 0 i)~ (smmemm O 20)) =

_ 423 (s)
T (zn+2(8)—zn+1(5))?

onde (, ) é a métrica euclidiana de IR"*!, nos mostra que o paralelo s = 5 (5 constante), é

uma (n—1)-esfera de JR™*! de raio m%% e centro (m, 0,545 0) contida
no hiperplano (3.53).

O meridiano t =t (1 constante) de (3.52) é uma curva
¢4 0 fi(s) =
1 z1(s z1(s
:2( ,01(7) 1(s) oy on(t) 1(s) ),SEI

Tnt2(8) — Tny1(s) Tnt2(8) — Tay1(s)’ Tnt2(8) — Tnta(s)

contida no 2-plano de IR"*!, passando pela origem,

[(1,0’ R ’0)7(0, (Pl(t_)’ . ',(Pn(t_))]

ortogonal ao hiperplano p; = 0 de IR"t!, que é superficie totalmente geodésica 2-dimensional
de (R™'4,94).
Concluimos entdo que

ff(t,s) = (ea(8), p1(t)aa(s),- - ., pn(t)az(s)), (t,8) € U x I C R™ (3.54)

parametriza a hipersuperficie de rotagio da curva em (R"*1;,g4)
a(s) = (ay(s),az(s),0,...,0)s € I

com a;(s) > 0,az(s)> 0, em torno da geodésica {(X1,0,...,0) € R, X; > 0}, que ndo
intercepta a curva a, estando esta inteiramente contida no 2-plano [1,0,...,0),(0,1,0,...,0)
de R™*!,

Por exemplo, fazendo n = 2, temos

ff(t,s) = ¢y o0 f(t,8) = m(l,zl(s) cost, z1(s)sint), (t,8) € U x I C IR?

2
a(s) = m(lszl(s),o),SEI
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Isto é, a menos de isometrias do espago hiperbdlico, as superficies de rotagao esféricas
no modélo (IR3;,g,) sdo as superficies de R3, obtidas por rotagio de uma curva a(s) =
(a1(s), @2(s),0) com aq(s) > 0 e ay(s) > 0, em torno do eixo dos z (ver figura 3.3.1).

Caso (R) - P? é Riemanniano.
A menos de isometrias, podemos supor que
P? =(0,1,0,...,0),(0,...,0,1)] e P* = [(0,...,0,1),(0,1,0,...,0),(1,0,...,0)]

Fazendo

e1n = (1,0,...,0)

e, = (0,...,0,1,0,...,0), (1 na (¢4 2)-ésima posi¢ao) ,2=2,...,n
ent1 = (0,1,0,...,0)
enyz = (0,...,0,1)

o conjunto {ej,...,ens1,6ns2} € uma base de L™*? e estd nas condigoes de (1.7).
Com a mesma notagio do caso (L), a curva parametrizada, como em (3.4), por

7(8) = (21(8), Zn4+1(8),0,...,0,2p42(8)), s € I

é geratriz da hipersuperficie de rotagio M™ C H"*+!(—1) parametrizada por

£(t,8) = (£1(D21(5), 241(8), @2(D21(6), . a2 (), Tnsa(s))  (3.55)

para (t,8) € U x I C IR", como em (3.13).
As hipersuperficies de rotagio no modélo (R"t! g, ) sdo parametrizadas por
2

fre) = deof () = ()

(1,22(D)21(8), -, @a(D)as(s), Tasals)) (3.56)

para (t,s) € U x I C IR™.
O paralelo s = 5 (§ constante) de (3.56), é

¢+ 0 f5(t) =

®Y1 (t).’l:l(g)z— zﬂ+l(§) ((1,0, ce ,0, $n+2(§)) + ‘,02(t)(0,$](§),0, Cas ,0) 4+ 4

+n (1)(0,. . .,21(8),0)), t € U C R™!

Usando a notagao

24/ 1422 45(5)

Yi(t,8) = @1 (t)71(5)—zn41(5) (3.57)
= _ 2z1(3) e (1) _
Y3 = Gn@-san@)r P = 2ee00®
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podemos escrever para cada t € U C R™!

¢4 0 fs(t) =
- yl(t,g)(l’o""’O’Z””(s)) + Yo(t,3)(0,1,0,...,0) 4 -+ - + Y5 (2,3)(0,...,0,1,0)

V1+ah,(3)

concluindo, portanto, que o paralelo s = 3 estd contido no hiperplano de R"™*!, pela origem

[(1,0,. a5 ,0,$n+2(§))’(0, 1,0’_ .. ,0)’. . _,(0, e ,O, 1,0)] (358)

V1t z2,,(3)

Somando as expressoes em (3.57) para 2 = 2,...,n, temos

SY(5) = i)

1=2 (Sol(t)xl(g) = $n+1(.§

))2(%@) -1) (3.59)

Da primeira relagdo de (3.57), tiramos

1 2y/1+ “’%+2(5))

ei(t) = e ($n+1(§) + Yi@t,5)

Substituindo em (3.59)

= o 422(3)Y2(, ) /14 27,5(5) ’ . N
D I G O 6 (x"“(s” Ny ) 00) =
Y{(1,3) 4z,,1(3)Y1(t,3)

(@) (1 Phea®) = FEE 4

Completando quadrados temos, finalmente,

2
—(Yla,s)— 22n41(8) )+ 5108) S y(e,s) (3.60)

Vy1it 27 12(3) 14 2744(5) =2

Logo, o paralelo s = 3, é a intersec¢io de JR™!, com a (n — 1)-esfera de IR™*! de centro

fffﬁ% (1,0,...,0,z,42(3)) € R™*! e raio \/—1%—?2(_3)’ contida no hiperplano (3.58).

Da relagao (3.59) tiramos, para cada s € I fixado, a equagao da (n — 1)-esfera do espago

euclidiano R"t1 \
__2%a(8) SR O
Y +)Y,

V14 22,5(s) S Ttalp(s)

onde (Yi,...,Y,) representa coordenadas relativamente ao hiperplano (3.58) e cuja inter-
sec¢io com o (n—1)-plano ¥; = 0 de R™!, para todo s € I, satisfaz a equagio Y |-, V> = 4.
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No caso n = 2, a interseccio com o hiperplano (3.58) degenera em dois pontos, que sao
(0,2,0) e (0,-2,0).
O meridiano t = { ({ constante) de (3.56) é uma curva

¢4 0 f(t,8) =
= 2 (
p1()z1(s) — Tn41(8)
+2,42(8)(0,...,0,1))

(1,0,...,0) + 21()(0, 02(D), - - - » (D), 0)+

contida no 3-plano de R™*! [(1,0,...,0),(0,p2(?),...,¢n(1),0),(0,...,0,1)].
Consideremos a curva plana

2
a(s) = () = xn+1(3)(1’0’ .

. 30,zp42(8)), s € 1

que é o meridiano t = , tal que ¢,(1) = é11,2=2,...,n.
Observamos que, denotando

_ 2zp4a(8) # s
C(S) = 1+$721+2(3) (1’0,--"07 n+2( ))
R(s) = 2z1(8)

Vy1t 22 19(8)

(1,0,...,0,2,42(8))
\V 1+ "’31+2(3)

temos C(s) = a(s) — R(s)V(s), Vs € I isto é, essa equagdo descreve o lugar geométrico
ocupado pelos centros C(s) das (n — 1)-esferas de JR™*!, cujas intersecgoes com R sio
os paralelos de (3.56).

Em particular, quando n = 2 (ver figura 3.3.1), temos

V(s) =

2
fR(t,s) =¢po0f(t,s) = r(s) b zg(s)(l’ml(s) cosht,z4(s)), (t,8) € U x I C IR?
2
a(s) = m(lamu(s)), sel

Consideremos, agora, a seguinte transformacio de R3, em R®
» ag g < + +

T: R3+ — R3+
(1,92,8) —  Frmaere o+ +us —44%) n >0

Essa aplicagdo possui as seguintes propriedades:
(1) T é uma isometria de (R3},g4),

(2) T leva o plano y; = 0 na superficie totalmente geodésica y§ + 5 + 93 = 1,
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(8) T leva cada circunferéncia passando por trés pontos dados: § = (0,2,0),-% = (0,-2,0),
a = (a1, az,a3) e contida no plano —y,a3 + yza; = 0, na reta que passa pela origem
e pelo ponto T'(a) = T(a1,az,3),

(4) T leva uma superficie de rotagao hiperbélica da forma encontrada em (3.56), numa
superficie que é o cone de vértice na origem sobre uma curva (yi(s),y2(s),y3(s)) =
T(a(s)) da superficie totalmente geodésica y? + y2 + y2 = 1.

Assim, a menos de uma isometria de (R3,, g, ), toda superficie de rotagio hiperbélica é
um cone com vértice na origem, construido sdbre uma curva na superficie y? + y2 + y2.

Caso (D) - P? é Degenerado.

Suponhamos que
2
P2 — [(_.‘g_—,_g,o,...,0> ,(0,---,0’1)]

(V2 V2 Vi 3
P = [(7,—?,0,...,()),(0,...,0,1), (—7,—7,0,...,0)]

e consideremos os seguintes elementos bésicos de L™*2,

V2
e = (i,—i,o,...,O)
2 2
e, (0,...,0,1,0,...,0), (1 na (2 4 1)-ésima posi¢ao), 2 = 2,...,n

2
€nt1 = (—ﬁ,—\/?_,o,...,(])

2
€n42 = (0,,0,1)
nas condigdes de (1.8).

Usando a notagdo do caso (L), a hipersuperficie de rotagago M™ C H™*+1(—1), parametri-
zada, como em (3.19), por

fts) = (La(s) = B (<31P22(3) + 2aga(s)) , — s (5)-

3.61
—y2 (_%Htllzm(S) + zn+1(3)) y1221(8), - ,tnzl(s)’”’””(s)) .

onde (1,8) = (l3,...,1s,8) € R"! x I C R", ||t||*> = 11, t2, é gerada pela curva

7(s) = (-\—/—-xl( )— \/_a:nﬂ(s), \/—a:l( s) — \/-xn_i_](s) 0,. 0,mn+2(s)) ,s€el

dada por (3.4).
Levando (3.61) até o modélo (RR"*1,, g, ) obtemos

ff(t,s) = ¢y 0 f(t,8) = (l 121(8), .y taz1(8), Tny2(8)) (3.62)

z1(s)
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para (t,8) € R™ ! x I C R".
O paralelo s = 5 (3 constante) de (3.62)

¢+ 0 f§(t) = %(i—)((l,oi .. aOazn+2(§)) + x1(§)(0,t2,. .. atn’o)), te Rn—l

estd contido no (n — 1)-hiperplano de R™*!

V2 _
m(l,ﬂ,...,o,xnﬂ(s)) +1((0,1,0,...,0,),...,(0,...,0,1,0)] (3.63)
que é uma (n — 1)-horoesfera de IR"*!,. Na verdade, o paralelo s = § (3 constante)é a
horoesfera (3.63).
O meridiano ¢ = 1 ({ constante) de (3.62)

b4 0 fi(s) = V2 (ﬁ,o, .o,0, ”’:ES)) +/2(0,1, ... ,1n, 0)

é uma curva plana contida no 2-plano de R"™*!
[(1,0,...,0),(0,...,0,1)] + v2(0,3,...,%,,0)

ortogonal ao hiperplano [(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0)] de R"*! uma 2-superficie total-
mente geodésica de R™! .
Em particular, o meridiano ¢ = 0, é a curva plana

a(s) = ¢4 0 fo(s) = %(.28)(1,0,...,0,1:“”(3)), sel

Entédo, se escrevermos
a(s) = (a1(s),0,...,0,an41(8)), s € I

com a;(s) > 0, a hipersuperficie de rotagao em .(R"*!,,g,), gerada por a, pode ser para-
metrizada por

ff(t,s) = (@1(8),t2y- -y tnyant1(9)), (t,8) € R x I C IR™ (3.64)

No caso n = 2 (ver figura 3.3.1)

(a1(s),t, aa(s)), (t,8) = (t2,8) € R x I C IR?
(a1(s),0,a3(s)), a1(s) > 0,s€ [

ff(t,S) = ¢+ o f(t,S)
a(s)
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Ys

Figura 3.1: Hipersuperficie de rotagio esférica

Z9=(0,-2,0)| , 7=(0,2,0)

e

Figura 3.2: Hipersuperficie de rotagao hiperbdlica
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v | a0 |

Figura 3.3: Hipersuperficie de rotagao parabdlica.
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3.3.2 As hipersuperficies de rotagao nos outros modélos.

Descreveremos as hipersuperficies de rotagao através de suas parametrizagdes, também ca-
racterizando os paralelos e meridianos de tais hipersuperficies. Os célculos siao analogos
aqueles da subsegio anterior.

No caso em que o plano P? é Lorentziano, as hipersuperficies de rotagao podem ser
parametrizadas como segue.

No modélo (D"*!(1), g1), podemos parametrizar ¢;(M™) C D"+1(1) por

o f(1.s) = [Zn+1(3) ¢1(D)21(8) pn(t)zs(s) s n
brof(te) = (zn+2(3)’ Tnt2(8) * Tnya(s) )’(t’ JeUxIcR 2

O paralelo s = 5 (5 constante) de (3.65) é uma (n — 1)-esfera de JR"**! com centro em
(E—'Lﬂ(—sl 0, 0) e raio I_(z_()s_)l’ contida no hiperplano

Tn42(5)?

(xn-l—l(‘f),(),”_,o) + [(0,1’0,.__,0),...,(O,...,O,l)]

Tny2(3)

cuja intersecgdo com D™*1(1) é uma n-horoesfera de (D"t1(1),gy).
O meridiano t = 1 (Z constante) de (3.65) é uma curva contida no 2-plano de R™+1, pela
origem,

[(1.0,...,0),(0,01(2), ..., ¢a(®))]

cuja intersecgdo com D"*1(1) é uma 2-superficie totalmente geodésica de (D"t1(1),g;7).
Reescrevendo (3.65) na forma

fE(t:9) = (aa(s), p1(t)aa(s), -, pn(t)az(s)), (t,5) € U x I C RR” (3.66)
obtemos uma parametriza,g:éo da hipersuperficie de rotagio da curva plana
a(s) = (ai(s), az(s),0,...,0) € D"t(1),s €T
com ay(s) # 0, para todo s € I, em torno da geodésica de (D"*1(1),g7)
{(X,0,...,00)e R**1 : -1 < X < 1}

que nao intercepta a curva a.
No modélo (B™1(2),g;r), uma parametrlzagao de ¢r;(M™) C B™t1(2) é

d)]] of(t,s) = ﬁ(zwﬂ(s),w](t)z](s),. o ,(,Dn(t)Il(S)), (t,S) € U X I C R" (367)

O paralelo s = 5 (5 constante) de (3.67) é uma (n — 1)-esfera de JR™*! com centro

(M 0 0) e raio —A—l—, contida na n-horoesfera de (B"*t1(2),9;s)

T+zni2(5)7 77" [1+zn42(3)]

((l—i”“%%oo) +[(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)]) N B™1(2).



Hipersuperficies de rotagao nos vérios modélos da Geometria Hiperbdlica 83

O meridiano ¢t = 1 (7 constante) de (3.67) é uma curva plana, contida na 2-superficie
totalmente geodésica de (B"*1(2),g11)

[(10,..,0), (0,@1(D) - -, a(D)] N B+ (2).
Podemos reescrever (3.67) e obtermos
fii(t,8) = (aa(s), pr(t)ea(s), . .., pn(t)r(s)), (t,8) €U X I C IR™ (3.68)
parametrizagao da hipersuperficie de rotagao da curva plana
a(s) ='(a1(8), az(s),0,...,0) € B*(2),s €I
com ay(s) # 0, para todo s € I, em torno da geodésica de (B™+1(2), 911)
{(X,0,...,0) e R™! : -2< X < 2}

cuja intersecgdo com a curva o é vazia.

No caso em que o plano P? é Riemanniano, as hipersuperficies de rotagao sao dadas a
seguir.

No modélo (D™(1),g;) a hipersuperficie de rotagao ¢;(M™) C D™+1(1) é

o f1.g) = (Ent1(8) @2(t)  en(l)  Znia(s) . .
dro f(t,e) (‘Pl(t)ICl(S), e1(1) 7 (1)’ <P1(t)z1(3)) (Le)eUx Tl (3:69)

O paralelo s = 5 (5 constante) de (3.69) tal que z2,,(5) + z2,,(5) # 0, estd contido no
(n — 1)-elipséide

(Tn+l (5),0,...,0,1:":{.2(5)_) e n+l
Y \/53,+,(§)+x3.+2(§)2 +Y5(0,1,0,...,0) + --- + Y,(0,...,0,1,0) € R

e ba¥2=1
:31+1(3)+z?1+2(3) +E::2 1
z1(3) :

Observemos que os paralelos s = 3, estio contidos em (n — 1)-elipsdides, todos com a
intersecgao comum

{(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0),(0,-1,0,...,0),...,(0,...,0,—-1,0)} C R™*".

O paralelo s = 5 (3 constante) de (3.69) tal que z2,,(5) + z2,,(3) = 0, ¢ a intersecgao
de D"*+(1) com o (n — 1)-plano [(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0)] de R"*'.
O meridiano ¢ = 7 (Z constante) de (3.69) é uma curva contida no 2-plano de R™!
(0 (,02({) . (pn(t_) 0
o) (D)’
Outra forma de (3.69) é

R _ a1(s) p2(t) @n(t) ant1(s) y. n
fR(L,s) = ((Pl(t),%(t),...,(pl(t), B ) (t,s)€UXICR (3.70)

) +1(1,0,...,0),(0,...,0,1)]
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onde a curva plana
a(s) = (a1(8),0,...,0,an41(s)) € D"Y(1), s €1

¢ a geratriz da hipersuperficie de rotagao.
No modélo (B"*1(2),g¢/;), parametrizamos ¢;;(M™) C B™+1(2) por

2
= W(%H(S),W(i)zl(s),---,<Pn(t)z1(5)azn+2(3)) (3.71)

para (t,s) e U x I C R™.
O paralelo s = 5 (3 constante) de (3.71), que satisfaz 22, (3) + 22 ,(3) # 0, ¢ parte da
(n — 1)-esfera

¢II o f(t,S)

Yy (En21(G)0:00n423)) 1y, (0, 1,0,...,0) + -+ - + Y,(0,...,0,1,0) € R™H!

(o)) £ ()
Notemos que tais (n — 1)-esferas, todas contém o conjunto de 2(n — 1) elementos
{(0,2,0,...,0),...,(0,...,0,2,0),(0,-2,0,...,0),...,(0,...,0,—2,0)} C R"+!
e possuem intersecgdao nao vazia com
R\ B*1(2) = {pe R™ | ||p||* > 4}

O paralelo s = 5 (3 constante) de (3.71), tal quez2;(5)+22,,(3) = 0, é, como no modélo
anterior, a intersecc¢ao

[(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0)] n B™*1(2).
O meridiano ¢ =t (# constante) de (3.71), é uma curva contida no 3-plano de R"t!

[(1,0,...,0),(0,...,0,1),(0,@5(D), . .., n(T), 0)]

No caso em que o plano P? é Degenerado, podemos parametrizar as hipersuperficies
de rotagdo, como segue. )
No modélo (D"*!(1),g;), obtemos ¢;(M™) C D"*1(1) através da parametrizacao

(14 M2 - znld oty Vo1, V222
: =L, (t,s) e Ux IC R (3.72)

(4155 =27

O paralelo s = § (5 constante) de (3.72) é o (n — 1)-elipsdide, exceto o ponto (1,0,...,0),

¢ro f(t,s) =

com centro

V2026) + 22,508
Vi@ = zann(@) O

(1,0,...,0) +
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e semi-eixos

V203(3) + 224,(3)
V2(21(8) = Tn41(3))

T z1(3) - 5
bt(s) - \/;1(3)_17714—1(5)’ "25'--’

inteiramente contido no hiperplano de R"t!

bi(s) =

— In (5) = G
r(s):(O,...,O,E'Z—@> [%1(3), (), - Vn(3)]

onde

he - (—1,0,...,0,%)

4 (3)
n 2
1+ 27%(3)

17,(3) = (0,...,0,1,0,...,0), (1 na ¢-ésima posigao)z = 2,...,n.

0 ponto do (n — 1)-elipséide oposto a (1,0,...,0), é o ponto ¢; o f(0, ).

Observemos que, tal (n—1)-elipséide estd totalmente contido em D™*1(1), exceto o ponto
(1,0,...,0), e, portanto é uma (n — 1)-horoesfera de (D™*1(1),91).

O meridiano ¢t = t ({ constante) de (3.72) é uma curva contida em

[(1,0,...,0),(0,...,0,1),(0,3,...,7,,0)] C R

No modélo (B"t1(2),g1r), as hipersuperficies ¢;7(M™) C B™*(2) podem ser parame-
trizadas por

brro f(t,s) =

- V241 (s) (l-ij"-z"z) —Tnt1(s)

vy \/ﬁzl(s)tn, \/522.,1.1,2(8))

para (t,s) € U x I C IR".
Conclui-se, como no modélo anterior, que o paralelo s = 5 (5 constante), exceto o ponto

(xl(s)( 1+ 14 )—zn+1(8),\/5$1(8)t2v~-’ (3.73)

(2,0,...,0), é um (n — 1)-elipséide cujo centro é

\/ (V2 +221(3))" + 20245(5) _
21(8) — zn41(8) + V2

(2,0,...,0) + W (3)

e semi-eixos

b(s) = %

bi(3) = b3),1=2,....m
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onde

(-v2 - V22:(5),0, .. +,0,V22042(3))
(V24 2m(9)" + 222,69
421(5) (21(5) ~ 2n2(5) + v2)
(V2 +22:(3))" +222,,(5)
4221(5)
21(3) = 2n41(3) + V2

O ponto ¢17 o f(0,3) da hipersuperficie de rotagdo é o ponto do elipséide oposto a
(2,0,...,0).

Novamente, esse (n — 1)-elipséide é uma (n — 1)-horoesfera de (B"*1(2), g71).

O meridiano ¢ = 1 (f constante) de (3.73) é uma curva no subespaco de JR™*!

W(s) =

a*(3) =

b2(§) =

[(1,0,...,0),(0,...,0,1),(0,22,...,%,,0)]



Capitulo 4

HIPERSUPERFICIES DE ROTACAO MINIMAS EM ESPACOS
DE CURVATURA CONSTANTE

4.1 Curvaturas principais e curvatura média.

Nesta se¢io vamos computar as curvaturas principais e a curvatura média de uma hipersu-
perficie de rotagio. Isto nos permite estabelecer um equagéao diferencial ordindria de segunda
ordem para hipersuperficies de rotagao de curvatura média constante.

Em geral, para cada tipo M; existe uma familia a 1-pardmetro de solucoes distintas da
equagio. Vamos provar, entretanto, que no caso parabélico, a solugdo é inica a menos de
isometrias.

Proposigao 4.1.1 Seja M5 C If"“(c) uma hipersuperficie de rotagdo parametrizada por
f(t,8) (veja (8.7),(3.13), (3.19), (8.40) ou (8.47), conforme o caso). Entio as diregoes
dadas por %5 € B sdo diregdes principais; as curvaturas principais ao longo das curvas
coordenadas 1, = 1, (1, constante) sdo todas iguais e dadas por.

—\/6 — ca? — i?
A= Sl (4.1)

I3

e a curvatura principal ao longo das curvas coordenadas s = 3(3 constante) é

Ty + cxq
o e (4.2)
6 — ca? —i?

Logo, A tem multiplicidade pelo menos igual a (n — 1).
Demonstragao. Vamos dividir a prova em cinco casos:
(1) e<0,6=1;
(2) e< 0,6 =-1;

(3) ¢<0,6=0;
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(4) e>0,6=1;
(5) ¢e=0,6=1.

Caso (1) e< 0,6 =1.
Temos
f(t,8) = (p1(D)21(8), - -, n(t)21(8), Znt1(8), Tnta(s))
Procuremos um vetor unitdrio N, normal a M™ o\ e tangente a H"+1(c), isto é, para cada
(t,s)eU xICR"
N(t,s) € (Tf(,,‘,)Mc’j&)l C Ty(1,9H™(c)

ou seja,

I
o

g9-1(N(,3), %‘f(t,s))
9 N(t,S), -gti.(t,s)) 0, 1= 1,...,77,— 1 (43)
g9-1 (N(tvs)a f(t’s)) ’

Definimos, primeiramente

N(t,s) = N1(t,s)e1 + -+ + Nuya(ty8)ensa, V(t,8) €U x I C R"

onde {ey,...,eny2} é uma base de L™*? satisfazendo as condigoes de (1.6) e as fungoes reais
N.(t,s), 1=1,...,n+ 2, sio dadas por

Ni(tys) = g1 (Zo)AEL(Es) A A 52(1,8) A f(1,5), e =
21(s)pr(t) - E1(S)@(t) - Ea(s)en(l) Ent1(5)  Znya(s)
zl(s)%ff(t) v a(28) o m(le@) 0 0
T a0 - n@2@) - m@2em 0 o
Bl o n@e() o oOenl)  zan(s) zas(s)
0 1 0 0 0

paraz=1,...,n+1,e

Nuva(tys) = g1 (SN ZLH A A 2 (1) A f(t,5)s—ent2) =
21(s)pr(t) o+ 21(8)en(t)  Enya(s) Enga(s)
z1(s)52-(1) - zl(s)%‘fl—"(t) 0 0
T | a2 () - zl(s)at 1) 0 0
z1(s)pr(t) - 1'1(3)%(0 Tn41(5)  Tnia(s)
0 0 0 -1
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Usaremos a seguinte notagao matricial, para indicar a supressao de uma coluna:

ayp  crr G1p-1 Q@1a41 o Q1r a1,
. . . = 1=1, , T
Cm1 " OQma-1 Cmat1l " Omr mx(r=1) Qmy

Para:=1,...,n, temos, entao,
go %. (1)
N(t,8) = (1) (n42(8)2n41(8) = Zn42(8)Ens1(8)) (21(s))™"
i (t)

e, parar=n+1,
xl(s)w(t) o g1(s)en(t)  Enya(s)

z1(s) 52 an @ - xl(s)%tzn(t) 0
Nopi(t,s) = (-1)"*° : =
zl(S)atn s-(t) - xl(s)atn_ (1) 0
zi(s)pa(t) - $1(3)4Pn(t) Tny2(s)
%tm-(t) e 8!1 (t)
= (=1)""&,49(8) (z1(8))"
(-1) +2(8) (z1(s)) az,,l() . 8t,.1()
ei(t) o+ ea(l)
ei(t) e gDn(t)
o991 (4 ._‘;m 1
H(=1)zng2(s)é1(s) (21(s))" ¥ o (1)
az,,,() at,,,(t)
Logo,
@i1(t) -+ en(t)
%%L(t) %%"(t)

N1 (t:5) = (#n42(8)21(8) = Tnsa(8)E1())(22(s))"

o0, ase,,'
Olp— 1( ) T Otn—1 (t)

Analogamente, para 1 = n + 2, obtemos

a:l(s)<p1(t) o 21(S)en(t)  Enga(s)
3«'1(8) Lty o zl(s)%f“(t) 0
Npya(tys) = —(=1)+ 3 =
wl(S)at,, () - xl(s)at a5 0
z1(s)pr(t) - za(s)en(t) L)



Hipersuperficies de rotagiao minimas em espagos de curvatura constante

90
(Pl(t) (;Pn(t)
: , L] 52 (1)
= (nt1(8)21(8) = Tay1(s)d1(5)) (za(s))" | 2,
—‘e‘—a?,,_, (1) k(1)
Mostremos que valem as relagoes:
a6 () (1)
: = (—1)'+]<p,(t)’ é’; yit=1,...,n (4.4)
ac (1)
22 (1)
onde
‘r”l(t) ‘Pn(t)
2(1) |
2o (1) —La"f,,g ()
Consideremos o sistema linear em y = (yy,...,¥,)
6901(t)y1 + awz(t)yz + + ason(t)yn = 1
Wy + gfl—’(t)yz + + My = 0 a8
2am + 2w + o+ (g = 0
Por (3.9) ¢(1) = (¢1(1),...,¢n(t)), t € U é solugio de (4.5).
Sendo ¢(t) parametrizagdo de uma (n — 1)-esfera, o determinante é;((tt)) é nao nulo
at
paratodot € U.
Portanto ¢(t) é solugdo inica de (4.5), que pode ser escrita na forma :
gol(t) P (1) 1 <P:+1(t) ;Pn(t)
_ﬂ(t) azll (1) 0 ‘%;;L(t) 'ajte]ﬂ(t) (1)
Yo =@(t) = 8¢
ac (1)
dp B, [l ©n
at,,il (t) afn :(t) 0 a:‘:, ,(t) a?n_, (t)
= 2. (1)
= (-1)# : #(?) syt=1...,n,teU
ser (1)
Substituindo-se em N,(t,s),2=1,...,n, temos
~]V.(t,s) =
=(=1) n—1,. _ . -1 141 1 QO(t)
= (=1 (21()™ (Ent2(8)Tns1(5) = Tnpa(8)En1(s)) (—1)Feoy(2) 50 (1)
ot
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Portanto,
N(t,s) =
= ()| 0 | (AW 4+ pulOen)+ Blshenss = Cledensa) O
onde
A(s) = &n42(8)Tnt1(8) — Tn42(8)En41(8)
B(s) = @n42(8)z1(8) — Zni2(8)21(s)
C(s) = @1(s)zns1(s) — z1(8)Ent1(s)

para todo s € I.
Calculemos o produto

g-1 (—A(s) E(p,(t)e. + B(s)ent1 — C(s)enta, —A(s) Z‘Pl(t)et + B(s)en41 — C(S)en+2) =

= AX ()L ¢l(t) + B*(s) — C*(s) = A%(s) + B%(s) — C*(s)
Substituindo (3.24), (3.26) e (3.28) em cada uma das parcelas, segue que

AXs) = (Enya(s)onsa(s) - Znt2(8)En11(8))” = (23(s) — 1/ef*¢?(s) =
~1 4 oj(s) + 402

B(s) = (Bngal(s)r(s) = snsals)is(s))” =
—23(s) + #3(s)23(s) + 24 ()2 3(s) -
~EO) 4 32(s)a3(s) + 83(8) 241 (s)
—2931(3)21(3) (21(8)z1(8) + Zny1(8)Tns1(s)) = (4.7)
2 41(s)ad(s) + 83 (s)alya (s) — 23(s)-
— 88 901(8)2n41(5)81()En 41 (s)

C?(s) (21(8)Tn41(8) — 21(8)Eng1(s))? =
HOMOREHOL MO

—221(8)21(8)Tn41(8)En41(8) -

I

Logo,

A%(s) + B%(s) — C*(s) =

1( ) ‘”1(5) _

- _% +z3(s) + + &5 11(s)23(s) + £1(s)zh 41 (s) — “"1(8)

—2x1(s)mn+1(s)az1(s)zn+1(s) - zl(s)xn«{-l(s) - 3’1(3)$n+1(3)

+221(8)21(8)Tn+1(8)En+1(8) =
1
= e >0
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Definimos entdo o campo normal unitdrio,

N(,s) = . N(t,s), V(t,s) € U x I C R" (4.8)
ae1] P
(z1(s)) oA
3 (1)

onde N(t,s) é dado por (4.6).
As curvas coordenadas sao linhas de curvatura, isto é,

N(&s) = nto)3ts)
AN (gf(t,s)) = /\,(t,s)gti(t,s), 1=1,...,n-1

onde AN é operador de Weingarten de M s associado a normal unitdria N, jé que
por (3.8), (3.9) e (4.8), se verificam as seguintes identidades para ¢,3,£ =1,...,n —1, £ # )

1 (AN (£t9) . 8 0,9) ((v o U )(t s), N(t, s))
=glumaﬂmw»=
= —ca1(s)A(s)roy or(t) 22 (1) = 0
L (AN (89) Bt s) = ((v o7 o )(t s), N(t, 3))
=94@%UQMHD=

= —cz1(8)A(s) Cr=1 k(1) 3 at,(t) =0

Passemos ao calculo das curvaturas principais A,(,s) ao longo das curvas coordenadas

t, = 1,({, constante), 1=1,...,n— 1
-1 (N, 9), 54 (1,9))
1 (8, 8L s))

g
At(tas) =

De (3.8) e (4.8), temos:
9-1 (N(t,9), 5(1,8)) = —V=car(s)A()Dimapr() 55 () =
‘ —Cl‘l(S)A(s)( 2ok 1( i, (1)) )

Logo,

) - ﬁammwmﬂuﬁnz

22(s) ke (B25(0)°
—v=ey/-L+al(s) + HE
z1(8) N
1= aal(s) - #(s)
xl(s)
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nos mostra que as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas ¢, = ,(Z, constante),
1=1,...,n— 1, sao todas iguais a

V1 - cad(s) - #3(s)
a:l(s)

A,(t,s) = )‘(s) ==

Calculemos
9.1 (N(t,9), 54 (1,5))
p(t, ) = m a7
g-1 (a, (t,9), 35 (1 3))
Por (3.8) e (4.8), temos
9-1 (N(1,6), 24(0,9)) = V¢ (~A©)81(5) + B)nta(s) = C(6)~Entals))
Substituindo as expressoes de B(s) e C(s):
g1 (N(t,8), 54 (,9)) =
= V=c (ZA(s)i1(s) + £1(5) (Ens2(8)Znt1(8) = Zni2(8)En41(s)) +
+21(8) (Ent2(8)En41(8) = Eny2(8)Ensa(9))) =
= vV=c (- A(9)ir(s) + E1(s)A(s)+

+zl(3) (:i:n+2(.s):'én+1 (S) = in+2(3)in+l (5)))

= g-1 (N(t’s)’ %{-(t,s))

Derivando relativamente ao pardmetro s, a primeira relagao de (4.7), obtemos
(5) )
i < 2 (21() + BL) =t (s) (ma(s) + 2L)
S) = =
2A &2
) V-1 ei(e+ 52

Entao

g-1 (N(t,), 54 (2,9)) = Ve (51(3)\/_% +23(s) + %‘ﬂ +

P &) (1(s) + B22)
V-1 +al(s) + 2O
Mas por (3.26), (3.28) e (3.29)

+ 21(8) (Zny2(8)Eny1(8) — flfn+2(5)in+1(3)))

Enp2(8)Ens1(8) — Eny2(8)Ensa(s) =
z1(8)32(s) (£1(8) 4 cz1(s #2(s
z1(s)21 () sfl 2 g3(s)ir(s) + L — a(s) - 2?0(_3) + 22(s)23(s) _
(23(s) ~ D/~ 1 + a3(s) + L
1

= oo (—e1(s)ia(s) - 1+ #3(s))
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Logo,

g-1 (N(t,s),g—i%(t,s)) =+v-c (:'61(3) (—-i— + z3(s) + ilc(s)) — 2(8)z1(8)
1
\/—— +z3(s) + —li—l

~82(9)2) 210 - a1(6) + m(5)51(6)

N
V1 - el(s) — 2(s) (~c)

(Z1(8) + cz1(3))

Z1(8) + cz1(s)
V1 = ezd(s) - #3(s)

u(t,s) = p(s) =

Caso (2) ¢< 0,6 = —1.
Temos
f(t,8) = (p1(t)21(8), - -, (D) z1(8), Tny1(8), Tni2(s))
Procedendo da mesma forma como no caso (1) obtemos um campo N normal a M, aE
tangente a H™*1(c), isto é,
— L
N(t,) € (Ty(eoMis) " C TyeaH™+(c), ¥(t,s) €U x I C R™
dado por
N(t,s) = SMH2N, (1, 8)e,
onde
R L(t,s) A BL(L ) A A g2t 8) A f(t8),e) 1]
o g-1 33 (t,s) A 3“ BL(t,s)A... A a—tn'_Ll(t,s) A f(t,s),—el> gy=1

parat=1,...,n+2, e {e1,...,ent2} Tepresenta uma base de L"*? que satisfaz as condi-

¢oes (1.7).
Encontramos expressoes analogas aquelas do caso (1), dadas por:
Nts)=
f c20
(21()" (En2(8)2n11(8) = Enpa(onsa())| =1
s (1 )
5 8. 1)
@) Gaa(ona () — Tsa(Dimir ()| | s1=2m
secs (1)
(@16 Ensale)o1() = ansa(ein (D) | ) p=ntl
3t
@)™ (Fn1(5)21(5) — g (8)31(5)) “j((‘j) PR
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e valem relagoes do tipo de (4.4)

O || Coeo) £ | =2
N ¢(t) s
22 (1) 1(1) 8¢ (1) 1 =1
Substituindo (4.9) em N,(t,s) paraz = 1,...,n, temos
No(t,6) = (@) Ensa(nn(e) — snsa(inn (D er(d)| g
at
Donde segue que
N(t,s) = (a1(s)"™" %’%(ff) (AT put)es + B(s)ents + Cls)enrs)  (4.10)
sendo
A(s) = Zn42(8)Tn1(8) — Tnya(8)Enta(s)

B(s) = &nta(s)zi(s) — zni2(s)d1(s)
C(s) = @1(s)zns1(s) — z1(8)En41(s)

para todo s € I.
Como no caso (1), mostra-se que

g-1 (A(s> S eu(t)es + Bs)enss + Cs)enta As) Y wi(t)es + Bls)enss + C(s)en+2) -

2 -2
= %) 4 B()+ C*(s) = —; — 23(s) - 2y a3y 4 B = L5
Definimos, portanto, o campo normal e unitério
N(t,s) = v < N(i,s), V(t,s) € U I C R" (4.11)
()t | £
3 (1)

sendo N(t,s) dado por (4.10).
Usando a mesma notagdo do caso (1), vamos mostrar que as curvas coordenadas sdo
linhas de curvatura, isto é,

AN (BH(t,9)) = m(t,9)5E9)
AV (G 19) = Mn9FEe) =1, n -1
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Para 1,7,£ = ln — 1,0+ 3, por (3.14), (3.15) e (4.8) temos
g1 (AV (8 (1,9)) . 8L (1,5) = 9o1 (Eh(t9), N (L)) =
= \/_czl(S)A(S)( Ve (t)+Z<Pk 1)55% (t)>=
9-1 (A (1,5), N (1,5)) =

= \/:le(s)A(s)( P15 at,(t)+2‘f’k(i)auau(t))

g1 (A" (8(t.9)) 8 ,9)

As curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas #, = 1,(¢, constante), para

g-1 (N(t,s), 8—2I-§(t, s))
(8 9), 5 1,9))

1=1,...,n—1, sao

Aty s) =

De fato, por (3.14), (3.15) e (4.11)

9.1 (N(t,9), 54 (t,9))

Il

\/—_cxl(S)A(S)( OL atz SEL(1) + Zcpk(t) ik (t)) =

“ez1(s)A(s) (— (%f-}(t)) E ( a1, (1‘)) )

e por (3.16)
o L oYTEnls)A(s) _ —vmey/t+ad(s) + B
MBS TR 21()
_ \fl—cms) #(s)
- IE](S)
E portanto

—1—cz - :1;%
it = o)=Y z:((s) (s)

A curvatura principal ao longo da curva coordenada s = 3(3 constante), é
2

a1 (N(t,5), 54 (1,9))
g a

g1 (5‘5(1, 3)7 é‘si(tv S))

w(t,s) = = g1 (N(t s), 2 527 (t,s))

De fato,
91 (N(t,5), G(1,9)) = V= (= A(s)#1(s) + B(8)&n41(8) + C(8)in4a(s)) =
= V=c (—A(s)i1(5) + 1(8) (Fnt2(8)Zn41(8) = Tny2(8)En41(s)) +
+21(8) (En42(8)En41(8) — Fng2(8)2n41(8))) =
= V=c (= A(s)ir(s) + d1(s)A(s)+

+21(8) (Ent2(8)En41(8) — Fnt2(8)2n41(s)))
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E, como no caso anterior, obtemos:
d1(s) (w1 (s) + 21L22)

A(s) = -
Vitai(o+80

z1(8)#1(s) — 1 — &%(s)
Vi +ad(s) + HO

Ent2(8)Ent1(8) — Ent2(8)Ens1(8) =
Voltando na expressao
g-1 (N (t,9), 5h(t,9)) = \/——_c(—:'tl(s)( + 23(s) + HE ))+i§(s)( () m(s))

.. . 1
t21(s) (w1(s)d1(s) = 1 - #3())) N SEERED

Donde segue que
Z1(8) + cz1(s)

V=1 = ead(s) - #3(s)

ut, s) = u(s) =

Caso (3) ¢ < 0,6 =0.
Temos
f(t,8) = (21(8),1221(8), . - -y tn®1(8), tn121(8) + Tn41(8), Tny2(s))

onde (t,8) = (t2,...,1n,8).
Tomemos uma base {ej,...,en42} de L™*? nas condigoes de (1.8). Um campo tangente
a H™*!(c), normal a M2 dado por

N(t,s) = Na(t,8)e1 + - -+ + Npya(t, 8)ent2, V(t,8) € R*! x I

satisfaz
g-1(N(t,s), f(t,5)) = {0
91 (N(t:9), 5 (t,9)) = 0 (412)

g-1

N(t,9),55(t9) = 0, 1=2,..,n
Por (1.8) e (3.20), para ¢ = 2,...,n temos

0= g_1 (N(t,5), 8 (1,9)) = Na(t, 8)(~t,21(5)) + Nu(t,8)z1(s) = No(L,8) = t. N (t,s)

Portanto,

o
Il

9-1(N(t,5), f(1,9))
Nl(t,s)( zl(s) (

=I|

Il

) + -"?n+1(s)) + Nuta(t, s)zi(s) +
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+z1(s) (2": t,ﬁ,(t,s)) 4 Npgo(1,8)Tnq2(8) =
1=2
= Ni(t,s) (_z;(s) (Zt?) + Zny1(8) + 21(s) (Zn:t?)) +

+Wn+1 (t, 8)121(3) + Nn_*.g(i, 8)$n+2(3)

Logo
Nuya(tys) = %(s) (—Wl(t ( =ils) (Etz) + xn+1(8)) n+2(t,8)$n+2(8)) (4.13)

Consideremos o campo

n(t,s) = z1(s)e1 + taz1(s)ea + -+ - + thz1(s)en + a(t, 8)ent1 + Tnt2(8)ent2 (4.14)

definido para todo (¢,s) € IR™! x I, onde a(t,s) é obtido a partir de (4.13), fazendo

Noy1(t,8) = a(t,s), Ni(t,s) = z1(s) € Npya(l,8) = znqa(s).
Logo, da definigao de 7(t, s) segue que

~1(n(t,5), £(,5)) = 0
e 7(t,s) é tangente a H"*1(c), e ainda mais
g-1 (n(t,s), gt{-(t,s)) =0,1=2,...,n (4.15)
Usando (1.8), (3.20) e (4.14) calculamos
-1 (n(t,s), 5= (2, s))

_ .'L‘](.S) —2In+2(5)-in+2(5)$1(3)— 5&-1{—92-:;(18()3)1?3”2(3)—:1'?1( z?(s) ZL—? Ly

+a1(s)a(t, s) + 21(8)21(8) Tieg 17 + Tnya(8)Ensa(s) =

gl inls)  mlslials) v
& | V) = —I"+2( )'L‘n+2(8) 201‘5(1) + l 211(:)7 = - o )2]( : Z[:Q 1?-’-
r1(s) :1:2] s n
+r;(s) (— 2( ) D=2 t% — z1(8)Tng1(s) - $31+2(5)) : (4.16)

+21(8)21(8) Yofeg 17 + Ty2(8)inga(s) =

(s 1“(313, (5) r1(s)zi(s n z1(s)Ti(s
_ 1())+ 1(8)274, 1()1()2 1()1()2[ 21£

2cry (s 2z (s)

. 1/c—22 (s T 2 (s . n
—ar(e) (Lot ) - 2Ll 4 o)) Tha 6 =

_Eils) Ea(s) . Fa(s)

2cxi(s) 2czy(s) —  cxi(s)
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Por (1.8), (3.4) e (4.14) temos

g-1(nt, 8),n(t,8)) = 2z1(s)alt,s) +23(8) Tiza 17 + @7 49(8) =

= 2007 (2T - m@enn® ~shn@)t 4
+23() iz 17 + 2242 = =221 (92n41(8) — 274209 =

= L>0

Podemos entéo, escrever para (t,s) € R™™! x I,
N(t,s) = n(t,s) + w(t,s) ~(t,s) + 20 (t, s) -(,3)
1=2
onde
w(t,s) =
9-1(W(t) 3 (09) - 91 (ntee) B 00)) -0, e g () B e9)
g-1 (&5 ws)

— #i(s)
~ czi(s)
por (3.21), (4.12) e (4.16), e para cada 2 = 2,...,n

g1 (N(t,5), BL(1,9) = g1 (n(t.5), 8 (2, )) = @(t,9) 91 (321, ), BE(1,9))

0.,t,9) = =0
1 (B t9), B (19))
por (3.21), (4.12) e (4.15).
Entio, um campo tangente a H"*!(c) e normal a Ml é
N(t,s) = n(t,s) + x—l(flgl(t,s), V(t,s) € R™ ! x I (4.18)

czi(s) 9s

onde 7(t,s) é definido por (4.14).
Calculemos sua norma

Ga (V) W) = g-a(att, ) to) + ) 0o (109, B(19) +

+C::1gi)) (%.é(t?s), Bs (t,s)) =

1, 2i(s) (—ia(e) | () _

_c czi(s) cxi(s) = c2ai(s)

_ 1 (z2 z%’(s))
— —cz}(s) c

por (3.21), (4.16) e (4.17).
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Finalmente, definimos o campo unitdrio e normal a M[s por

N(t,s) V=cz1(s) 1(5) o
N - X s 4.19
RRRE R \/z%<s)+’—'”i£—ﬂ(( o) @

sendo 7(t, s) dado por (4.14).

Com a mesma notagao do caso (1), vamos mostrar que as curvas coordenadas sao linhas
de curvatura, e a seguir calcular as curvaturas principais A,(%,s), ¢t = 2,...,n e pu(t,s),
(t,s) € R™1x I

Temos por (1.8), (3.20), (4.14) e (4.19), para 1,7,k = 2,...,n, 3£ k

1 (AY (B(4,9)  BE(18)) = 9o (25t 9), N(t,9)) =

= 2l (S )i + 25 09) =
I](s)+

c

- %( tid1(s)21(s) + d1(s)taa(s) + 220 (—1d3(s) + #3(s)t)) =0
91 (AN (BE(t,9)) 8L (1,5)) = 9o1 (A (1.9), N (1,5)) = 0
Para:=2,...,n
1 (AN (8L(t9)) . 81, s) _ 9 (Z5(t,9),N(t,9)) _
01 (5 (t.9), 8L (4.9)) 7i(e)
Veem(s) (Lo )
2(8) 21(5))m( 1( ) e ( ) 1( ))
3

"
s)

(2, 8)

por (1.8), (3.20), (3.21) e (4.19).
Logo,

\/—czz(s) — 23(s)

z1(s)

At,8) = A(s) =
Temos por (3.21), (4.12) e (4.19)
1 (AN (Bt9) 8 9) (v
g-1 (%E(t’s)a 3s (tss)) -

= ! /(1,s) B s
B \/g_l(ﬁ(z,s),ﬁ(t,s)) 1 (M40 3H(19) =

), 54 (1.9) =

1t s)
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£ 9-1 (39, N(1,9) = g-1 (H(9), F (1))
\/g_lm t,5), N(1,9))
—g-1 (8L(t,9), 21, 9))
V91 (N (1,), N (1,5))
De (4.14) e (4.18) vem

i) = $i0.0+ 2OTBETH G0+ DO
9(t,8) = (1(8)61+tz"61(5)ez+ +tnil(3)en+’6%a(t73)en+l+in+2(3)en+2)
oits) = 1<l 24 #1(8)  2@n42(8)inta(s) $i+2(5)5«'1(3)>

d (1) 2( i )Zt czi(s) z1(s) + z%(8)

Entao, por (3.21)

9-1 (34,9, N(t,9)) = — g1 (3Lt 9), 2(1,9)) -

Z1(s)zi1(s)—22(s (s
_ )C;(l()s) i(s) » (%é(t,s),‘g'g(t s)) _ Za(s)

cz1(a) 91 (%(i,s),%(t,SD _
= - g1 (31,9, 320, 9)) — 2R g (B10), 50 9) -

22,?5) ds 9-1 \as (t S)a 5e (15 5))

0 (2005 200) - 2+ 9

czs(s)
sendo

L (%é(t,s), Z—Z(t, .s)) =

$1(5)—sa(t 8) + &1(8) (Ens1(8) + tng11(8)) + +21(5) (Zi?) + &% 45(8)
HONESW: 3 (s) Tpy2(8)Ent2(s) .
5 (S) ek - ==

ol ‘7'3%(_3)17721+2(5) _
2cz(s) z1(8) () + 2z(s)
_ @nga(8)Enta(s)Ta(s)da(s) _d3(s) L CHOLON
z?(s) 2cz?(s)

2z2(s)
—%S—) (Et?) +21(s) (Z i?) +dn4a(s) =
1=2 1=2
SIS PO O 2(2)(3” +32,5(s) =
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= % (—2xn+2(S)in+2(3)$1(8)531(3) +@3(s)2h42(s) + 1‘3(8)53,21“(3)) -
_ (#(9)zasa(s) = 21(8)Ensa(s))”
z3(s)

Temos, finalmente

g-1 (%(tis))ﬁ(tis)) =
_ _(B1(9)zasa(s) = z1(8)Ens2(s)®  Ea(s) | #3(s) _
z3(s) czi(s) = ex?(s)

—c(#1(8)znt2(5) = 21(8)En42(8))? — z1(8)E1(s) + £2(s)
cz?(s)

Portanto, por (3.22), temos

g-1 (5 (t,9), N (t,9)) =
Voeai(s)  —e(#1(8)ena(s) = 21(8)ins2(s))? = za(s)Ea(s) + 3(s)
z3(s) + H0) cai(s)
—c(21(8)Tnra(s) = 21(8)En42(5))” — 21(8)E1(8) + #3(s) V=ev/=¢ _
21(s)y/—cz?(s) - d%(s) ¢
—c (23(s) + B — ay(s)in(s) + 83(s)
—~21(s)y/=cz3(s) - #3(s)
czl(s) + 21(s)1(s)
21(s)y/ —cad(s) - #3(s)

£1(s) + cz1(s)
V-ead(s) - #3(s)

p(t, s) = p(s) =

Caso (4) ¢> 0,6 = 1.
Temos

f(t,S) = (901(1')371 (‘s)v e sﬂgn(t)xl(‘s)’ $n+1(s)azn+2(5))

Fazendo da mesma maneira que no caso (1), definimos

N(t,s) = Ve(=A(s)(@r(t)er + -+ + n(t)en) + B(s)ent1 + C(8)ens2) (4.20)
onde {ey,...,en42} é uma base ortonormal do espago euclidiano (IR"1?2, g;) e para todo s € I
A(s) = @nt2(8)Tny1(s) — Tny2(s)Enia(s)

B(s) = ant2(s)z1(s) — zny2(s)ti(s)
- C(s) = @1(8)znta(s) — 21(8)Ent1(s)
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Por (3.43), (3.44) e (3.45), a norma de N(t,s) é

g1(N(t,s),N(t,s)) = C (A2(S) + Bz(s) + 02(8)) =
= ¢ (% — z3(s) - iis)) +e (a:%(s) + :L‘%(s)) =1

¢
Temos por (3.40), (3.41) e (4.20)

a(N(t,8), f(1,8)) = Ve(=A(s)z1(8) + B(8)zn41(8) + C(8)2n+2(s)) =
= Ve(—21(8)Tnt1(8)Ent2(s) + 21(8)Tnt2(8)Enta(8)+
+2nt1(8)21(8) Ent2(8) = Tns1(8)Tnt2(s)21(s) +
+2n42(8)Zn41(8)E1(8) = Tny2(8)Ens1(s)21(s)) = 0

g (N(t,8),Z(1,9) = Ve(=A(s)ir(s) + B()insa(s) + Cls)insals)) =
= Ve (—=&1(8)En42(8)Tn41(8) + £1(8)Tnt2(8)Ent1(8)+
+ént1(8)Ent2(8)T1(8) = Ent1(8)E1(8)Tnt2(s) +

+n42(5)21(8)Tnt1(8) = Ent2(8)Ens1(s)21(s)) = 0

o (N(t,9), 8 (1,9)) = Ve(=A()a1(s) (T 52 Oeu0) =

= —VRA(®) g (Tharh0) =

= 0,1=1,...,n -1

Logo, N(t,s) definido por (4.20) é um campo unitdrio, tangente a Sm+1 e normal a M.
De forma andloga ao caso (1), as curvas coordenadas sao linhas de curvatura, pois, para
,,0=1,....,n=1,3#¢(

o (AY (8Lt9) 3 (1,9))
g1 (AN (1,9, 5 (1.9)

Ve(=A(s))i1(s) (Thoapr (1) = 0
Ve (=A(8)) 21(s) (Sieapr (1) 55(1) = 0

e as curvaturas principais, sao

"o (N(9), 5E(9) Ve (9)A(s) | VEA(s)

Aty s) = # (%(t,s),%(t,s)) - z3(s) T z4(s)
_ \/1_z NE Ol
 xy(s) Ve i) c

/1 - eal(s) - 83(s)
wl(s)

= X(s)
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por (3.41), (3.42), (4.20), paraz=1,...,n—1e

)
g (N(t,9), Z4(1,9))
a1 (8£(t,9), 8 (1,9))
= Ve(=A(8)ir(s) + B(8)inga(s) + C(8)insa(s)) =
Ve (= A(s)ir(s) + 1(s) A(s)+
+21(8) (Zn41(8)Ent2(8) — Fny1(8)En42(8))) =

.. . ; —33(9)+z1(9)F1(s)+1
c|—A(8)Z1(8)+21(s8)A(s) + z1(s =
( Dar (A + )2 2(8)_“5))

- ve (m(s)(—~ 23(s) - (s))

Vi-ai(s) - 40
+43(6) (zl(s) + 20) 4219 (1- 829 4 2a(9a(9)) ) =
Ve (Czl(s) + () _

Vi-ai(e-H2
Z1(8) 4 cz1(s)
= u(s)
V1 - ezi(s) - 3(s)
por (3.41), (3.42), (3.44), (3.45), (3.46) e (4.20).
Caso (5) ¢=0,6 = 1.

Temos

=0 (N(t’S)»'aa‘g(t’s)) -

u(t,s) =

f(tys) = (pr(t)za(s), - -, Pn(t)z1(8), Tny1(s),0)
Seja o campo
N(t,s) = Ny(t,s)er + -+ + Npgo(t,s)enyo, V(t,s) € U x I C R"
onde {ej,...,e,42} é uma base ortonormal de (RR"*?,g,) e

- I (%{(t,s)/\%’;—(t,s)/\.../\3—3'%(1,,3),6,) yve=1,...,n+1
Nibs) =g +2
JI=T

Assim definido no espago euclidiano (R"*2,g;), o campo N(t,s) é tangente ao espago
ambiente JR™*? e normal a M ~ R
Com a mesma notagao do caso (1), facamos os cdlculos andlogos

Br(s)er(t) e a1(Set) e E1(8)pa(t)  Enga(s)
-’61(8)%?(1) ml(s)%;ﬂm zl(s)%—“:y(t) 0

N.(t,s) = : ; D=
z1(s )8tn ](t) Tl(s)atn l(t) eoza(s )31,, ]() 0
0 1 0 0
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-
ar(1)

(—1)'@ng1(s)(21(s))" !

el
ain (1)

. Y w(f)
= —En (@) TR0 | seyy |
(1)

%)

g1(s)(z1(s))"

Nn+1(t’3)

Logo, um campo unitario normal a M7 ~ IR™*! é definido como antes por
1

(o) = ey ) :( |
- | t . n .
s ()),,_11 @O | sey | @ @R e~ i) = (4
e

Linpa(8)(er(ter + -+ + @nlt)en) + E1(s)ens

para (t,s) € U x I C IR".
As relacdes que seguem, mostram que as curvas coordenadas sao linhas de curvatura

01 (ZL (15 N(1s)) = d1(s)inta(s) (Tiaape® (1)) = 0
g1 (0N (8) = 21()nia () (Tiee s (1) =

por (3.48) e (4.21), onde 1,5,k = 1,...,n =1, k # j e p(t) = (p1(1), ..., ¢n(t)) é parametri-
zacgdo ortogonal de uma (n — 1)-esfera unitdria.
Entdo os auto-valores associados as dire¢des principais sao

01 (N(t,9), 24(1,5) 1) (s) (Thaa e FHF®)

A(t,8) = =
g o (2(t,9), 2 (1,9)) 22(s) (T (32(1))?)
_ (in+1(5)> ~Li=1 (%%L(t))2 _ —En41(8) _
wls) /osn () 0l
= :—il_(—si)‘%ﬁz—/\(c)z—l | yn—1
1 N(t, s ,8—2{ )8
s = DNEIEHD) L 0 (Tet0) - 5195 -

91 (%‘E(L ‘S)v %é(t’ 3))

= \/1—_;?(_3)3:1(3) - 331(3)

2 )
V- 86)

S| a

1- i‘%(s) =
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onde usamos (3.48), (3.49) e (4.21).

O
Corolario 4.1.2 As primeira e sequnda formas fundamentais de M7 sao dadas por
I =ds® + z}(s)X0 e (1) dt? (4.22)
IT = p(s)ds® + M(s)z2(s) e, (1)dt? (4.23)
onde
i=1 (3;, (t)) ,se6=1
_ 2
alt) = 3~ (220) + o5, (20)" | ses= -1
1 ,se6=0

para v = 1,...,n — 1. (Observamos que no caso § = 0 fizemos em (8.19) a mudanca
fl2, ... tn,8) = f(t,8), ondet,=1,_1,7=2,...,n).

Demonstragao. Tomemos p € M5 e v = 377 v, (z‘ s) + ’l)() (t,s) € T,Ms.
Por definigao
Ip(v) = ge(v,v)

IIN(U) = gc(-ANp(v)’ 1))

onde g. = g_ lsec<0egc—glsec>0
Logo,

Ip(v) = zn]_] U1V Ge (gt (t S)a 3%1(75,5)) + 21’02“:_1”: ge (gf(t,s), Qf(t,s)) +
+0 g (3(1,9), & (1,9)) = 23(s) Do (1) + o =
= o) S (D3 (v) + ds*(o)

IL(v) = g(AVp(v),0) = Titio ge (5t 9), AN, (8E(t,5))) +
+05535 0, 9c (AN, (8E(1,9)) 2 (t,5)) +
+0 205 v g (AN, (8E(4,9)) 82, 5)) +
+95 ge (AN (3s(t 8)) » 3 (4 5))
= 215 (v2aX)A(9)E(1) + vdu(s) =
= p(8)ds’(v) + 2} ()A(s) DI (1) diE (v)

onde usamos (3.10), (3.16), (3.21), (3.42), (3.48), (4.1) e (4.2).
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Observagao 4.1.3 Poderiamos questionar se j estd bem definido em ponlos onde N = 0.
Para verificarmos que este € o caso, consideremos, por ezemplo, a hipersuperficie de rotagao

esférica (6 = 1) de H"*(c).
De (3.27) obtemos que

¢

(/)(3) ==
P < .
= hi(s)e(s) + 2 —:+2i9+ ﬁc(i)2x ©)z1(9) =
. (m%(s) - %) —142i9+ -”-gsl ' (:cf(s)— %)2 18)z1(8) =
18 z3(s)i1(s)V/—c
= a0y T (z(z()s)(_);z_ \s)

Mas,
_ | 2y _
Mso) =0 = g-1 (N(t50), 24 (t,50)) = 0=
= A(s0)=0= ¢(s0) =0 = —32,,(s0) + i2,2(s0) =1=
= 32(s0) =1 — 241(80) + &542(50) = 2= £1(s0) # 0
Entao,
&1(s0)

He0) = ) = 176

e u(s) estd bem definida por (4.2).
Da mesma forma se verifica para os outros casos.

4.2 Hipersuperficies de rotagdo com curvatura média constante.
Consideremos, agora, uma hipersuperficie de rotagdo M[; com uma dada curvatura média

H(tl,.. . ,tn_l,S).
Observemos que, pela proposi¢ao (4.1.1) H(ty,...,ta—1,8) = H(s) com

L((n = DAG) + (s)) =

H(s) =
—(n — 1) (6 — ca}(s) — 1(s)) + z1(s)i1(s) + cai(s)
nH(s) = =
JONEEHORETD

z1(s)E1(8) + (n — 1)d2(s) + neai(s) — §(n— 1) = nH(s)ml(s)\ﬁ— cad(s) — 2%(s) (4.24)

: 5 g . o n
que é uma equagao diferencial satisfeita por M.
Se a curvatura média H de M7, é constante, entdo a proposigao seguinte fornece uma
’

integral primeira de (4.24).
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Proposicao 4.2.1 Se H é constante, entdo uma integral primeira de ({.24) é dada por

$3(s) = 6 — cz?(s) — (Hzl(s) - —_(zl(sa))"—l) (4.25)
onde a € uma constante ndo-negativa.
Demonstragao. Seja y(s) = \/6 — cz}(s) — 23(s).
Temos por (4.24)
y(s) = % (6 — czi(s) - i‘%(s)) —1/2(‘2”1(3)531(8) — 2&1(s)&1(s)) =
= —21(s) (za(s)e + &1(s)) =
= y(8)y9(s) = —21(s) (car(s) + &1(s)) =

= —iy(s) (ca:l(s) —(n- 1):23 — nezq(s) + 5(:1:711(_5)1) + nHy(s)) =

(s) — —z1($) Cz%(s)_ . :i:%(s)_nczf(s) é(n—1) nHe s):
=96 = ( O R v Y P i)
= —il(s) Ln— -5 (s —cz?(s nHzi(s
= oS (- EE +6-ct) + nin(s) =
i(9) = 22 ((n - D) + nir(4) (4.26)

Seja f(s) = y(s)+ Hzy(s), s € 1.
Como H é constante, (4.26) implica que

fs)ar(s) = (is) + Hir(s)) ar(s) =
= _;:ES) ((n—=1)y(s) + nHz1(8)) z1(s) + Hi1(s)z1(s) =

= —ai(s)nHz1(s) — z1(s)(n — 1)y(s) + Hii(s)z1(s) =
= —&(s)(nHz:(s) + (n— Dy(s) ~ Haa(s)) =

= —&1(s) ((n— 1)Haa(s) + y(s)) =

= —2i(s)(n = 1)f(s)

Entao, supondo f(s) # 0 para algum s
FIONET O P
J(s) — I1](-5) (n-1)
d%ln f(s)=—(n- l)fgln z1(s)
In f(s) = —(n—1)Inzy(s)+ k
f(S) — e—(n—l)]nrl(s)ek

“ 4 U

=
=
=
=5

k1 k1
f(s)=e ()T = € (2 (s))"3
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Logo
a

T (m(s))m

com a uma constante ndo-negativa

f(s)
Portanto

y(s) J(s) = Hay(s) = —— =55 — Ha(s) =

(22(s))" !

= yi(s) = ((93_1(;1))? - H:z:l(s))2 =

(W——l - Hzl(s))2 =

= #2(s) = 6—cai(s)— ((:1:_1#)"5 - Hl‘l(s))z

= § — czi(s) — 2%(s)

Usaremos (4.24) para provar o seguinte fato

Teorema 4.2.2 A menos de isometrias de H"1t'(c), eziste uma tnica hipersuperficie de
rotagdo parabdlica completa com uma dada curvatura média constante H. Tal hipersuperficie
é simplesmente coneza e se H =0, ela é mergulhada.

Demonstragao. Ponhamos § = 0 em (4.24)

21(8)81(5) + (n — 1)i2(s) + neal(s) = nH (s)a1(s)y/ —ea?(s) - 33(s)

Pela proposigao (4.2.1), sendo H constante, temos

(1) 3(s) = —ead(e) — (Har(5) ~ rlyr)

onde @ é uma constante nao-negativa.
Suponhamos a # 0.
Fagamos em (1) a substituigao

z7(s) = az(s), s €1

sendo n inteiro positivo.

Como em (3.4), escolhemos z1(s) > 0, s € I, devemos ter também z(s) > 0, Vs € I, para
todo inteiro positivo n.

Derivando (1),

ne 1 (8)i1(s) = az(s) =
= (:(9)"aa(s) = 3E(s) =

= (21(s))2243(s) = & 2%(s)
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Por outro lado, por (1)

(21(5))2"22(s)

—e(z1(8))*" — zls—#zmsz”“z:
@) = (Har(e) - 5r) (@a()
—c(aa(s) - (H}(s) - o) =

_a?#(s)

= —ca’2®(s) - (Haz(s) —a)? = n?

= %(s)=n? (—czz(s) — (Hz(s) - 1)2) =
n? (—czz(s) — H?2*(s) 4 2Hz(s) - 1) =

(2) 2%(s)=n*(—(c+ H?)2*(s) + 2H2(s) — 1)

expressao que nao depende de a.
Sejam z1(s, a) e 2(s) solugdes gerais de (1) e (2), respectivamente, que vamos supor, sem
perda de generalidade, definidas para s € I. Para todo a positivo, temos

z1(s,a) = az(s) = a ((z(s))l/")n = z1(s,a) = a/"(2(s))V/", s € 1

Substituindo esta expressdo e tomando § = 0 em (4.1) e (4.2) vem

el — SRR -/ —erting - L
)\(3) = 1/"21/"(8) Z]/”(S)

e s 22(s) + (2(8)) = 2(s)) + cal/mz 1/"(.5
s = LR+ ()T x0) )

\/—ca2/"~2/"< ) — 222 (2(5)) 2 4(s)
152 (x(5)) 5 5%(s) + L(2(s)) 5" 5(s) 4 e21/7(s)
V-ez?/n(s) = (a(s) 5 4(s)

expressoes que nao dependem de a.

Nesse caso, as formas fundamentais (4.22) e (4.23)

I = ds® +a*"(z(s))Ymyrs] di?
II = p(s)ds® + Ms)a*"(2(s)) /"y rs di?

com a mudanga de varidveis f, = a!/™,,1=1,....n—1e (di,)? = a?/"(d1,)?, nos dao
(3)
I(a,8,81,...,80-1) = ds? + (2(s))?/"y ") di?

p(8)ds? + A(s)(z(s)) "y 2

~
~
—
)
»
i
i
-
S
ok
p—
1]
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para todo a positivo, ou seja, as expressdes das primeira e segunda formas fundamentais nos

parametros (8,11,...,1,—1) nao dependem de a.
Observemos que no caso a = 0, (1) fica na forma

@1(s) = —ezi(s) — H?23(s) = —(c + H?)zi(s)

dai

I
17

Como uma hipersuperficie

ds® + o3(s) L0 dt]
p(s)ds® + Ms)a(s) ) di?

simplesmente conexa de H"*!(c) é determinada, a menos

de isometrias de H"*1(c), pelas duas formas fundamentais (3), isto prova a existéncia e

unicidade da hipersuperficie de rotagao parabdlica M de H™+1(¢), com curvatura média

constante H.

Para provar que M s é completa, mostremos que se v(I) é fechado em H™*!(c), Mc’j

também o é.

Seja (pk)rcv uma sequéncia de pontos de M tal que

lim p, = p € H"t1(c)
k—oo

Para cada k € IN, se escrevermos numa base de L"*?, nas condi¢oes de (1.8)

Pk :(pkla"'ipkn+2)ep:(pla'-'

’pn+2)

entdo existem s € I, {x, € IR, 2 =1,...,n — 1, tais que, por (3.19)

Pe, = T1(Sk)
Pk, = trx1(sk)
pkn = t'kn—l xl(sk)
—((te, )2+ + ko 2
Pk,,+1 — (( l) 5 ( 1) )171(8/:) 4 xn-{-l(sk)
pk"+2 = xn-}-?(’sk)

lim py, =py,r=1,...,n4+2
e .

Segue entdo, em particular, que

lim z1(sk)
k—o0

lim 2,41(sk)
k—co

lim z,42(sk)
k—o0

lim pg, = p1
k— o0

. (thy )24+ (thyy )?
Y e
2 2 n 2
p] p2 pn 21:21)1
£ 2 vt S ] = g 52
Pn41 2 (p% pf) Pn+41 2,

kl—]-»n;o Pkny2 = Pn+2
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Logo
Jim y(sk) = lim (21(sk), 0,0, Zn41(8k), Tni2(sk)) =
_ =2 Pr n+1
- P170a---70,1’n+1 + 2 yPn42 € H (C)
P1

Mas, por hipétese y(I) é fechado, logo existe s € I tal que

Lim y(s) = 7(s)

ou seja,
n = z1(s)
pi+---+pn
Pn+1+T = Zp41(s)
Ptz = Tnt2(8)
Portanto

2
p = (PI,P2,---aPn’Pn+laPn+2) = f (p_""’%’s) = f(t,S) € Al:&

4
t= (&,,&> € R™?
P1 P1

Assim, M[s é um subespago fechado do espago métrico completo H™*1(c) e portanto
também é um espaco métrico completo com a métrica induzida de H™+!(c).
Para provar a segunda parte, vamos substituir # = 0 em (2),

32(s) = n® (—(c + 0)z%(s) + 02(s) — 1) =

= (i(s )2 = (V=ex(s) - 1=

n

& (ves) - () =

n

Procuremos uma solugao do tipo
vV —cz(8) = ky cosh(kys)
onde k; e ko sdo constantes reais.
Pela exisiéncia e unicidade da primeira parte, basta tomar uma solugao particular de (2)
k 2 J2 |2
(\/—i—c‘) ]\"% Sil]hz(kgs) = (:2 (COSh2(k25) = 1)
n? (—czz(s) - 1) = 7’ (kf cosh?(kzs) — 1)

N
L~
—~

v2)
p—

Il
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o que nos da para todo s € IR

27.2
e (coshz(kgs) - 1) = n? (kf cosh?(kys) — 1) =
B _ g9
.J__CZ = n kl k2 = 1
7 7 k; = —cn?
HE - n? oo HE 2 L

Entao vamos escolher k; = 1 e ky = \/—cn.
Nesse caso

1 o a

2(s) = T cosh (\/—_cns) = z7(9) ﬁcosh (n —cs) =

1
(4) z1(s) = (\/"_—é) e cosh!/™ (n\/=cs), s € R
Observemos que z1(s) é fungao ilimitada, logo pela definigio dada em (3.19)
(5) f(t,s) é funcdo ilimitada.

Derivando (4), temos

)l/n nF coshl—Tn (n _cs) sinh (n\/—_cs> -

)1/"\/_—0 sinlh_Sn. —cs) ,

cosh™@ (ny/—cs)

81(s) = (

-

Dﬁ@
Ko

s€ER

3

1(s) =0<=s=0

Entdo z;(s) ¢ estritamente mondtona em ] — co0,0[ e em 0, +o0| e, portanto

51,82 €] — 00,0 = z1(51)7€zl(82)}:>
81,82 €]0,400[ = x1(s1) # 21(82)

(6) f(s1,1) # [(s,0), Vi, T € R™™!
Temos
z1(s1) = z1(s2) < cosh (71\/—c51) = cosh (n —c 32) & 81 = tsy

Suponhamos que existe so # 0 tal que z,42(So) = Tpt2(—S0).
Logo, o conjunto

D={s€R,s>0:2,45(5) = Tny2(—5)}

é nao-vazio.

113
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Substituindo (4) no segundo membro de (3.22), temos

(#1(8)2n42(s) — 21(8)Ent2(5))” =

a \¥n a \*™ sinh? (ny/=cs)
= cosh?/™ (ny/=¢s) — ( > - =
(\/—c) ( ) v=c cosh™ 5 (ny/—c s)

a ¥ sinh? (ny/—cs)
= W™ (ny/= 1-
<\/—C) o (n cs)( cosh? (ny/=c ) 7
1

a 1/n
N im(s)zl(s)-:al(s)zm(s)=(\/—_—;) cosh!/"(ny/¢ §) —————— =

cosh (ny/—cs)

| a \/* 1=n
= (\/—_c> cosh = (n =C s) =
(7) Fn42(s)cosh (ny/=cs) — y/—c sinh (ny/—cs) Zny2(s) =1

Consideremos a solugao de (7) tal que z,42(0) = 0.
Nesse caso a fungdo z,42(s) é impar, como verificaremos a seguir.
Temos

I
—

Tn42(8) cosh (n —c s) — y/—c sinh (n —c s) Tnta(8)

Eny2(—s)cosh (n\/—_c s) —+/=c sinh (n\/—_c .s) Tppa(—s) = 1

para todo s € IR.
Subtraindo-se a primeira da segunda equacdo, obtemos

0 = (Zn42(—8) — Znt2(8))cosh (n —c s) +
+(2ny2(—58) + Tny2(s))V/—c sinh (n —c s) =

.—%(In-ﬂ(—s) + 2nt2(s)) cosh (n\/—_c s) *

+(2nt2(—8) + Tny2(s))v/—csinh (n\/——c s)

=0 =

para todo s € IR. )
Suponha que existe s; € IR, s; # 0 tal que z,42(—51) 4+ Zn42(s1) # 0, entdo numa
vizinhanga de s; podemos escrever

L (@n42(—8) + Tng2(s))  v/=c sinh (ny/=cs)
Tnypo(—8) + Taga(s) — cosh (ny/—cs)

Integrando

Il

In|z,42(—8) + Tny2(s)] 1 In (cosh (n —c s)) + k=

n
e* cosh!/™ (n —c s) >0

Il

= |Zny2(—$) + Tni2(s)|
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para todo s € IR, sendo k uma constante real.
Mas isto é absurdo, ja que

|Zn42(=0) + Tn42(0)] = 2|2n42(0)| = 0
Portanto
Tnt2(—8) + Zn42(s) =0, Vs € R
E o conjunto
D ={s€ R :z,42(8) =0}

é nao-vazio, e além disso, por (7),

$n+2(0) =0= Iiln+2(0) =1

#1(9)
Como Zp42(8) = % (zl(s) k @da) é uma fungdo continua em IR, segue que

existe § > 0 tal que ,42(s) > 0 para —§ < 8 < § e T,49(s) é estritamente crescente em
[—6,6], donde

(8) nt2(6) > 2n42(0) =0

Sendo D néo-vazio e limitado inferiormente, existe § = inf D, que por (8) é tal que § > 6.
Como § = inf D, existe uma sequéncia (s, )md\r tal que s, € D e limy— 400 Sm = 8.
Sendo zn42(s) continua em IR, por (7) segue que

Tni2(8) = ml_if_{‘oo Tny2(sm) =0 =
1

=> Tp42(8) = ———F——=>0
n+2(8) cosh (ny/—c3)
Portanto, como § > 0 e z,42(3) =0, 5§ é minimo de D e 2,42(s) #0,0 < s < &.
Novamente por #,42(s) ser continua em IR e &,49(3) > 0, existe § > 0 tal que

(9) Zny2(8 —6) < Tpya(8) =0

De (8) e (9), observando que z,42(s) é continua e derivdvel em IR, segue que existe § entre
6 e (5—6) tal que ,42(5) = 0, o que é absurdo, pois, contradiz o fato de que z,42(s) # 0
para 0 < s < &.
Portanto D é vazio e &n42(8) # &ny2(—s), Vs € IR.
Entao, concluimos que

(10) f(s,1) # f(—s,1), para todo s,1,1 reais.

Por (5), (6) e (10) segue que M!s ndo possui auto-intersecgao, f(t,s) ¢ ilimitada em
R x I e Ml's é completa, donde concluimos que a inclusdo ¢ : M5 — H™*t1(c) é uma

aplicagdo aberta e portanto M5 é uma subvariedade mergulhada em H"*1(c).
O
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4.3 Equagao das hipersuperficies minimas de rotagao.

Nesta secio vamos mostrar que em analogia com a situagdo do IR>, onde helicSides sao
conjugados a catendides, é natural esperar-se que exista uma familia a um pardmetro A >
0, de superficies minimas geodesicamente-regradas em H3(—1), tal que cada superficie é
conjugada, no sentido da proposi¢ao (2.7.1), a uma superficie de rotagdo minima M, C

H3(-1).

Comecemos analisando o caso em que H =0, ¢ = 0 e n = 2. Da equacao (4.24) temos

z1(8)%1(s) + 23(s) —1=0=

= %zl(s)dzl(s) =1= zy(s)&1(s) = s+ k1, ki constante real =

d
= Ezf(s) =25+ 2k; = 22(s) = 82 + 2k18 + k2, k2 constante real =
= z1(s) = V2 +2kis+ kg, s€J

onde J = {s € R: s? + 2kys + ko > 0}.
Temos, por (3.49), que 1 — ¢%(s) > 0, s € J. Entao,

5 s+ ky 2 82+2k18+k2—(3+k1)2
1-2zi(s) = 1- = 5 =
V82 4+ 2kys + ko 82 4+ 2kys + ko
ko — k2

S Frtketk 00€T7
= k%—k2<02>52+2k18+k2>0,VSER#JZ.R

Fazendo a mudanga de varidvel § = s + ki,
z1(3) = \/82 + ky — kZ = V3 + k2 (4.27)

onde k é uma constante nao-nula.
Entdo, uma solugao de (4.24) é z1(s) = V14 s%, s € IR. Neste caso, a curva 7 é uma
catendria parametrizada pelo comprimento de arco s. De fato, por (3.50) temos

/svl_i¥(a)d0;/s 1———02 da:/s—da -
0 oV 1402 0 V1402

= arcsinh s, s € IR

z3(s)

Entao

#s) = (\/1 + s2,0,arcsinh 3,0) ,SE IR

que é uma catenaria parametrizada pelo comprimento de arco s.
No caso H = 0 e para qualquer ¢, chamaremos de catendides as solugdes de (4.24).
Para ¢ < 0 os classificaremos em catendides esféricos (§ = 1), parabdlicos (6 = 0) e
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hiperbdlicos (6§ = —1). Para ¢ > 0, as hipersuperficies de rotagdo minimas sao determinadas
em [14].
Fazendo H = 0,¢ = 1,6 = 1 em (4.24) obtemos

z1(s)&1(s) + (n = 1)#1(s) + nai(s) = (n = 1) =0

Uma solugdo trivial é z2(s) = 2=1. Nesse caso obtemos a hipersuperficie minima de
Clifford
M7, =571 xS s (1) =M (1)

cuja parametrizagao pode ser dada por (3.40)

f(t,8) = (wl(t) 1= %,...,son(t>\/1—'§,\/% ¢<s),\/% sin ¢<s))

onde ¢(s) = [y @da = /ns, s € R por (3.44).

1/n
Logo,

f(tys) = (mo L L1 o ot Jx sin(\/ﬁs))

para (1,8) € U X IR C IR™, sendo (¢1(t),...,pn(t)) parametrizagao ortogonal de uma esfera
unitdria, (n — 1)-dimensional.

Paraocason = 2, H = 0e ¢ # 0, (4.24) pode ser facilmente integrada em termos de
fungdes elementares. A fim de podermos usar algumas das expressoes assim obtidas, para
provar os teoremas (4.3.1) e (4.3.3) que seguem, forneceremos alguns detalhes.

Temos

z1(8)&1(s) 4 £3(s) + 2¢zi(s) -6 = 0=
= 21(8)%1(s) + 2(s) = 6 - 2cai(s)

Fagamos a substituicio y(s) = 6 — 2czi(s),

Logo,
y(s) = —dezi(s)ia(s)
i(s) = —de (#1() +2a()Ea(s) =
= —4cy(s
A equagao § = —4cy tem solugao geral
_ ‘ble""/‘_“ + bze—Q\/__“ sec<0
#= by cos(2+/cs) + by sin(2/cs) sec >0
Encontremos as solugoes de
y= —dcy
com y(0) = § — 2cz?(0) (4.28)

e 9(0)=—4cz1(0)z,(0) =0
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onde tomamos #1(0) = 0.

Caso ¢ < 0.

Temos

— — 5 _ 2
{ y(0) = bi+by=6-2cz}(0) _ by = by = 2O

2\/—_C(b1 = bg) = 0
= y(s) = (6 — 2¢z}(0)) cosh (2¢/—cs) =

¥(0)

= 6§ — 2cz?(s) = (6 — 2c2?(0)) cosh (2¢/—c s) =

= 23(s) = M) cosh (2¢/—cs) — 2( 3=

6 — 2cz$(0 1) :
z1(s) = (—(—)— sh(2\/_cs) 2(—c))

De (3.25) e (3.27) obtemos o catendide esférico (6 = 1)

z3(s) = y[ad(s) - %sinh &(s)
z4(s) = y/zi(s) - %cosh #(s)

22(o
I V-1 +3}() + 22
2 1 do
0 11(0) — %
De (3.31) e (3.33) obtemos o catendide hiperbdlico (6 = —1)

z3(s) = y[=i(s)+ —COS¢()

Vzi(s) + %sin ¢>(s)
¢(s) = /0 \/H?(U + d

23(0) + ¢
De (3.37) e (3.38) obtemos o catendide parabdlico (6 =0)

e o
r4(s) = 5)/ z}(0)
z3(s) = (l/C - 3?4(3)) 2111(5)

z4(s)

Vamos computar ¢(s) no caso 6% = 1. Para isso, escreveremos
1
—cé
6 — 2¢z%(0)
2

ko=

(4.29)
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Em ambos os casos temos,

\/k+:z:2(o)+§¥—)
)_/ (o) + k

*2
k+z§(s)+flc(—8):

§ b b*  sinh? (2y/=cs)
= k4~ — 2 cosh (2v/=¢s) — = -
t 2% ¢ ( ¢ 8) c? % - % cosh (24/—c s)

=kt % + f:—: cosh? (2y/=c s) — ﬁ—g cosh (2¢/—cs) — ';—;— sinh? (24/=cs) 3

B - %cosh (2¢/=c3) B

ks — % cosh (2v/~ CS) 6:2 + ‘;—Z — % cosh (2y/—cs)
% — 2 cosh (2v/—c3s)

=1 + 55 cosh (2y/= cs) + 2+ —7 8 cosh (2y/=c5s)
N % — bcosh (2y/— cs)

-1
— 4c2 +
£ — b cosh (2\/ cs)
4% — 1

2¢ (6 — 2bcosh (2¢/~cs)) 20

Observemos que se b = +1/2 entdo ¢ = 0 e obtemos uma superficie totalmente geodésica.
Vamos escolher as solugoes de (4.28) tais que b > 1/2 (notemos que —3 < b < 1 nao pode
ser escolhido, pois, neste caso terfamos 2¢ (6§ — 2bcosh (2¢/—cs)) > 0 para § = —1 ou para
§=1).

zi(s)+k = (_bc) cosh (ZJ?cs) + —26—6 - cié =
s §
= =) cosh (2_\/—_68) + 5(——c)

R 2(-c) _
$(s) = \/2_(0‘/ \/_6+2bcosh (2y/=co) (6+2bcosh (2/—c ))
_ m“—”?——l/ \/b2 ,b>1/2
4

cosh? (2¢/—c o) — 1/2bcosh (2¢/—c o)+ 6

Caso ¢ > 0.
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Temos

{ y(0) by = 1 — 2cz?(0) N { by = 1-2c2%0)
9(0) = 2/cby=0 Be

= y(s) = (1 — 2c2%(0)) cos (2\/cs) =

11
o

=1 - 2czi(s) = (1 — 2cz?(0)) cos (24/cs) =

1
z1(s) = (210 22051(0) cos (2\/_.9)) (4.30)

De (3.43) e (3.44) obtemos

z3(s) = \/%—x%(s)sinqb(s)

2als) = 3 - #3(s) cos (s)
) = [ Ve ‘_"_2(;)(0;?)(10
onde
1) 0 _
et g OVE) g ) -
1-b’;’

2¢(1 = by cos (2+/ca))

Vamos tomar |by| < 1.
Como

1 4 by cos (2+/cs
e HOE 1 26( \/_)

segue que

é(s) = \/2¢(1 — b?/\/l_b2 do L —l<b <1

cos? (2y/co) \/1 + by cos (2\/_0)

No caso ¢ < 0, usaremos na demonstracao do teorema (4.3.1), os fatos que seguem

¢ € uma fungdo impar de s (4.31)

pois, se s > 0

#-5) = f2ar 1) [ do

\/4b2 cosh? (2y/=co) — 1 \/211 cosh (2v/—co) + 6
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e fazendo a mudanca de varidvel u = —o na integral, vem

s —du
—38) = 1/2(4b% — 1)(—-c
(-2 = 2 = 1(=e) [ 18? cosh? (2u/=) ~ 14/2b cosh (2u/=0) + 6

Além disso, observamos que

¢(s) > 0, para todo s real

Se 6§ = —1 entdo
#(s) < m, para todo s > 0

pois, consideremos s > 0

#(s) = / V/—e(db? — 1)2 do <
\/4b2 cosh? (2v/=co) — 1/2bcosh (2y/—co) =1
[ e T .
0 \/2b cosh (2y/=co) — 1 \/Zb cosh (2¢/=co) — 1
s /—c(db?—1)2

= d
o 2bcosh (2¢/—co) — 1 g

Usando a férmula de Taylor, o cosseno hiperbdlico pode ser escrito na forma

2
coshH:l-}-%—kR(O),BER

2

0
cosh0>1+2',se0>0

Entdo, como b > 1/2, temos
s —c(4b? - 1)2
0 2b4b(2y/-co)? -1
(467 — 1)2

_ / 2b-1)(1+ (%)2)

V2b+1 \/-—QC/
2b — 0 1+

do =

A

$(s)

do =

!—c4
V2b-1

\V2b 41 \/2b — /—cdbs
\/Q_bTv — arctan( )
B V2b+1 ; (\/—c4bs)
T v TY\Va—1

b>%:>6b>1:>8b>1+2b:>8>2b:1:>\/2b;£1<2

Do

<o
[

—
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—¢(s)

(4.32)

(4.33)
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Logo
V—cdb
¢ S),Vs>0

¢(s) < 2 arctan | —
() vV2b-1
Observemos que arctan (%) ¢ uma fungdo estritamente crescente de s, e, como
lim,_, 4o arctan (%) = 7, segue que para todo s positivo
P(s)<m

Estamos, agora, prontos para provar o seguinte resultado :

Teorema 4.3.1 Seja f : M? — H3(c),c < 0, um catendide completo. Entio f € um
mergulho.

Demonstragao. O caso § = 0 estd contido no teorema (4.2.2), entdao podemos assumir
que 6 = +1.
Das parametrizagoes definidas por (3.13) e (3.7), temos que

(1) f(t,s) é uma fungao ilimitada,

pois, por (4.29) a fungdo z,(s) € ilimitada.
Temos, ainda que

(2) MZ nao possui auto-interseccio,

pois, quando & = 1, se existissem (1,s),(,5) € R"~! x I tais que f(t,s) = f(f,5) terfamos

p1()z(s) = e1(t)z1(3)

pa()z1(s) = wa(l)z1(3) = o}t)z2(s) + 3(t)zd(s) + z3(s) — z2(s) =

.’1)3(8) = .’133(3‘)
234(8) = IL‘4(.§)
P1(D)21(3) + p3(1)23(3) + 23(3) — 23(3) =
P1(Dz1(3) + p3(D)23(3) + 25(s) — 2§(s) =
= i(s) (P1(1) + #3(1) = 23(5) (P1(D) + £3(0) =
= zi(s) =2}(5) =
= cosh (2y/=cs) = cosh (24/=¢3) =
= s=435
Suponhamos § = —s, entao,
$3(§) = 113(8) =
= \/z3(3) - % sinh@(3) = y[ai(s)- % sinh ¢(s) =
= sing(s) = sing¢(s) =

= ¢(5) = ¢(s)
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Logo, por (4.31) segue que ¢(s) = 0, e, como o integrando de ¢(s) é uma fungao positiva,
obtemos que s = 0. Entdo s = 5, e nesse caso ¢1(t) = ¢i1(1), p2(t) = @2(1), portanto t =1, e
f é injetora.

No caso 6 = —1, se f(t,8) = f(I,3) para (t,s),({,8) € R"* x I, como no caso § = 1
obtemos z?(s) = z3(3) e § = %s.

Suponhamos 3= —se s> 0

{ z3(3) = =z3(9) " { cosp(8) = cos ¢(s)
z4(3) = z4(s) sin@(3) = sindg(s)
= ¢(8) = ¢(s) — 2kn, k€ Z

De (4.31) e (4.33)
H(3) = ¢p(s) = P(s) =km, ke Z,k <1

#s) = -

Por (4.32), ¢ é fungao estritamente crescente de s e
>0 —s=3<s=2>¢B)<P(s)<m=>-kr<r=>-k<1l=>k>-1

Logo '
keZ,-1<k<l=>k=0=¢(s)=¢()=0

E, como no caso é = 1, concluimos que s = 3 =0et =1, e f é uma fungao injetora.
Sendo M5 completa, usando os mesmos argumentos da segunda parte da demonstragao
do teorema (4.2.2), por (1) e (2) concluimos que M estd mergulhada em H3(c), ¢ < 0, isto
é, a aplicagdo f: Ms — H3(c), ¢ < 0 é um mergulho.
D

Observagao 4.3.2 E conveniente notar que catendides que ndo sdo tolalmente geodésicos
ndo possuem pontos umbilicos. Isto seque da proposigao (4.2.1). De fato, substituindo-se
H =0 em (4.25) obtemos

a 2

2
i2(s) = 6 — cal(s) — — ca(s S ——
l( ) 5 1( ) (:E;L 1(8)) :>6 1( ) ( ) (:13 3))2" -2

e por (4.1)

a?

$1(3))2n -2

Como 1 > 0 podemos assumir a # 0, caso contrdrio A =0 e como H =0 temos p =0

Maf(s) = § — cai(s) — 41(s) =

e o catendide € lotalmente geodésico. Logo, se o catendide ndo € totalmente geodésico, A
numeca se anula. Entdo

OZH:("»_—QA_L#

>p#A

e, nao existem pontos umbilicos.
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Agora, vamos usar as expressoes explicitadas anteriormente para z;(s) e ¢(s), s € I, a fim
de provarmos que as superfmes conjugadas, no sentido da proposigao (2.7.1), aos catenmdes
2-dimensionais em M° (¢), sao as superficies minimas geodesicamente-regradas em M (c)
estudadas na segao (2.6).

Teorema 4.3.3 Seja f : M? — Ha(c) um catendide dado no caso ¢ = —1 por (4.29), no
caso ¢ = 1 por (4.80) e no caso ¢ = 0 por (4.27). Sua superficie minima conjugada é a
superficie geodesicamente-regrada minima f definida na proposi¢ao (2.6.2.1), onde

see=-1, 9=(0-HF e c=(rph, b= HEO Sy
see=1, I=(-%+1F e c=(G+DE b=1-230) <l (439)
SCC:O ﬂ:ll € C:I, k#O

Demonstragao. Pelo coroldrio (4.1.2) a primeira e a segunda formas fundamentais do
catendide f sio dadas pelas relagdes (4.22) e (4.23). Substituindo-se (4.29), (4.30) e (4.27),
temos

Caso ¢ = —1.
6\ 3
z1(s) = (bcosh 2s — 5)
#(s) = bsinh 2s i
(b cosh 2s — g) z
. b2 cosh? 2s + b2 — b6 cosh 2s
zl(s) = 1
(b cosh 2s — %) ?
. 62 1
£1(5) ~ 1(s) = (b"’ - ;) ;
(b cosh 2s — g) ?
§+a(s)—aXs) = (pP-0) L
1 1 4 J bcosh2s — g
Logo, )
-2
<
1(s) = =A(s) = =—
beosh2s — & z3(s)
Casoc=1.
1
1 b 2
zi(s) = (5 - 51 cos 25)
V/2b; sin 2s
1131(8) =

2(1 — by cos 2.‘3);2L



Equagao das hipersuperficies minimas de rotagao 125

2b; cos 28 — b? — b? cosh? 2s
2(—by cos 2s + 1)’?L

V2 (1-b])

2 (=bycos2s+ 1):3'!
(1-0b7)

2(—bycos2s+ 1)

&1(s)

i1(s) + z1(s)

6 —zi(s) - 3i(s) =

Entao,
1
A _ (1—b%)2 U
#(8) = =X(s) = —bycos2s+1 z3(s)

Caso ¢ = 0.

z1(8) = Vs?+k?

. S
¢1(s) = N 2
k2

(s + k?)
2 k2

£1(s) =

S
1—32+k2_32+k2

§ —&(s)

E portanto,
B I L L
'LL(S) - ’\(3) - 82 +k2 - (L‘%(S)

Entao, em todos os casos, ¢ = —1,1, ou 0, temos

I(t,s) = ds*+23(s)dt®

_ ivls
- II(t,s ds? — Ycdt?
9 = 29

A fungéo definida para todo s real, por

o(s) = /Os Tji(ﬁ;)

é uma mudancga de parametros, pois

do 1 , .
= >0 = o éestritamente crescente em IR

PSS

e, portanto, inversivel.
Fazendo a mudanga de pardmetros o, nas formas fundamentais de f:

I(t,0) = a3(s(0)) (d02 + dtz)
Ti(t,0) = o5 (do® - di?)
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onde s = s(0) é a inversa de o.
Nos parametros isotérmicos (t,0), vamos fazer f = f na proposigio (2.7.1).
Para f temos os coeficientes da segunda forma fundamental

P11 = —Pn=19, P12 =0
Para f%, imersdo conjugada de f, fornecida pela proposi¢io (2.7.1) temos

Pi1(r/2) = Pricost/2+ PrzsinT/2 =0
Paa(7/2) = —Pu(x/2)=0
Bi2(7/2) = Pusinm/2— PracosT/2 = s
Iz(t,0) = I(t,0)
I1z(t,0) = 29cdodt
Por outro lado, substituindo ¥ e ¢ definidos por (4.34) em ¥2F? + ¢2G?, onde F e G sio

as funcoes definidas na proposicao (2.6.2.1), temos
No caso ¢ = —1,

PEs(0) +°Cs(0)) = (b= ) cosh®(s(o)) + (84 5 ) sinh(s(0)) =

= b (cosh2(s(a)) + sinh2(s(a))) - g =
= bcosh(2s(0)) — g =
= zi(s(0))
No caso ¢ =1,
PF(s(0) + G (s(0) = 5t cost(s(o)) + P sin?(s(e) =

by 1
= -3 cos(2s(0)) + 5=
= zi(s(0))
E, no caso ¢ =0,

P FY(s(0)) +*G*(s(0)) = K1+41%%(0) =
= 21(s(0))

Portanto, observando que Js > 0, e que 92(s) = ;1(7), temos:

Iz(t,0) = z2(s(0)) (d02 + dt2) = Iz(t,s) = ds? + 22(s)dt?
2|Ys|

x = 2|d¢|d x(1 = ===
1Iz(t,0) = 2[Js|dodt = IIx(1,s) zl(s)dsdt
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onde s = s(o) é a inversa de o, obtendo assim, respectivamente, a prlmexra e a segunda
formas fundamentais da superficie minima f geodesicamente-regrada de M (c), definida na
proposigao (2.6.2.1).

Como as superficies sio univocamente determinadas, a menos de isometrias de M (c),
por suas, primeira e segunda, formas fundamentais, concluimos que f, superficie minima
geodesicamente-regrada, € a conjugada do catendide f, completando a prova.

0

A seguir, descreveremos a familia a um pardmetro A > 0, de superficies minimas geode-
sicamente-regradas de H3(—1), mencionadas no inicio desta segéo.

Consideremos um catendide M, de H3(—1), tal que, z2(0) > 0 se § = 1, z}(0) > 1 se
§ = —1 ou 23(0) > 1 se 6 = 0, onde

N EEO

——=_— >0
6+ z%(0)

Pelo teorema (4.3.3), uma parametrizagao da superficie minima conjugada de My, é

f(t,s) = (cosh (Mt) cosh s, sinh (\/zf_(()—)t‘) cosh s,
cos <\/6 + z%(O)t) sinh s,sin <\/6 + z%(0) t) sinh s) , (1,8) € IR?

que, com a mudanca de parametro ¢ = /6 + 22(0)1, fornece a familia a um parametro A > 0
fr(t, 8) = (cosh AT cosh s,sinh At cosh s, cos Zsinh s, sin sinh s), (1,s) € IR?

Como A>0e

_ 2 _ _=3(0)
f=1 = A_]—:m<l = A<

_ 2 _ _ 73(0)
f=-1 = A -—’_T:_E(—O‘)>1 = A>1

_ 2 _ _z1(0) _ _
6=0 = /\—m—l = =1

vemos que, se M) é superficie de rotagdo minima esférica, entdo 0 < A < 15 se M), ¢ superficie
de rotacio minima hiperbdlica, entio A > 1; e se M) é a tnica (veja teorema (4.2.2))
superficie de rotagdo minima parabdlica, entao A = 1.

Como exemplo de superficie auto-conjugada, temos o toro de Clifford minimo

M = §'(r) x §}(7) c §%(1) c R*
parametrizado por
f(t,s) = (rcos s, sins, 7 cost, Tsint) € $3(1), (t,s) € IR

onde 7% 4+ 72 = 1, e 7,7 sdo constantes reais positivas.
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De fato,
%{(t,s) = (-rsins,rcoss,0,0)
%{(t,s) = (0,0,—7sint,7 cost)

21(t,s) = (0,0,0,0)
%(t,s) = (-rcoss,—rsins,0,0)
%%(t,s) = (0,0,—7cost,—7sint)
a1 ( (t,s),%{(t,s)) = 7l
o ( s(t,s),%{(t,s)) =0
a1 (at (t,s),%t[(t,s)) = 2

2 e

‘S:QJ

Uma normal a M, tangente a S3(1) é dada por

N(t,s) = Z(t,s)n5(t,8)A f(t,s) =

= (—7'72 Cos S, —r7tsin S, 727 cos i, 727 sin t)

sendo ¢, (W(t,s),ﬁ(t,s)) = r2F 47 = 27 (1’"2 + 'r2) =

— 7‘2 FZ

Definimos o vetor unitdrio
N(t,s) = (—7coss,—Tsins,rcost,rsint)

que é normal a M e tangente a $3(1).
Os coeficientes da segunda forma fundamental de f sdo

Pu = gl(g—ié,N)ﬂ‘f
Pra = 0 (%,N):O

32 -
B2 = ¢ ('a—ii’i’N) S
Para f ser minima, devemos ter

H=0 = pun (%l[’%t[) = 21201 (%}[,%,L) + B2201 (%f,%f) =0=
= i) -ri(r) =0=> ri(Ff4+r)(F-r)=0=>7=1

Logo

2
(1, 8) = —g(cos s,sin s,cost,sint)

pois 72 + 72 = 1.
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A primeira e a segunda formas fundamentais de f ficam entéo, respectivamente

It,s) = %(d32+dt2)

II(t,s) = %(dsz—dtz)

Podemos encontrar a superficie minima fz conjugada a f, através da proposigio (2.7.1),
j4 que (t,s) sdo pardmetros isotérmicos para f minima.
Temos
Ig(t,s) = I(t,9)
IIz(t,s) = (An cos(1/2) — Pizsin(n/2)) ds® + 2 (By1sin(n/2) + P12 cos(m/2)) dsdt —
— (B cos(7/2) — Przsin(m/2)) dt? = 2r’dsdt
= dsdt

Fazendo a mudanga de parametros

s = %(u-{-v)
i = %(u—v)

ficamos com

Ie(uv) = 1 2du? + 2dudv + 2dv? — 2dudv)
LY = 2 -
1 2 2
- 5(azu +dv)
Iz (u,0) = du + dv du—dv:
2

V22
1 2 2
= 5(a!u —dv)

Logo fg(u,v) e f(t,s) sdo isométricas, e a conjugada de f é a prépria f.



Capitulo 5

CONDICOES SUFICIENTES PARA QUE UMA
HIPERSUPERFICIE DE M"*'(c), n > 3, SEJA DE ROTACAO

5.1 Fatos utilizados.

Para demonstrar os resultados deste capitulo, vamos precisar dos seguintes fatos

Proposigao 5.1.1 Seja f : M"* — M"(c) uma hipersuperficie. Se em cada ponto de M
existem ezatamente duas curvaturas principais distintas A e u. Entdo a distribuicdo defi-
nida por Dy = {X € x(M) : AX = —=AX}, onde A é o operador de Weingarten de f, €
diferencidvel e involutiva. Além disto, se a dimensdo de D) for maior do que um, entdo
X[A] =0, para todo X € D, ou seja, A € constante ao longo das folhas de Dy.

Demonstracgao. Fixemos zg € M.

Seja N um campo de vetores normais a M", em Fﬂ(c) definido numa vizinhanca V,
em M, de xzo.

Sabemos que A # pem M, que A e p sdo diferencidveis e possuem multiplicidade cons-

tante.
Escolhamos campos de vetores diferencidveis X, Xo,..., X, em volta de zg, os quais po-
demos supor, sem perda de generalidade, definidos em V, de modo que {X;(z0),...,X,(z0)}

e {Xp41(20),...,Xn(z0)} sdo bases de D(2o) © Dy(s,) Tespectivamente.
Sejam ]
v - { (A+p)X, 1=1,...,p
! (A+M)X, 1=p+1,...,n

campos definidos em V.

Entao, sendo X, campos de vetores diferencidveis em V, os campos de vetores Y, sio
diferencidveis em V, para:1=1,...,n.

Em z(, os vetores sio linearmente independentes e

Y - { (1(zo) — AM(z0)) Xi(20), 2=1,...,p
! —(1(2zo) — Mz0))Xi(20), r=p+1,...,n
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Logo, pela continuidade dos campos Y}, 1 = 1,...,n, existe uma vizinhanga de zg em M,
que podemos supor, sem perda de generalidade, igual a V, onde o conjunto {Y, 12 =1,... ,n}
é linearmente independente.

Além disso, {Y1,...,Yp} e {Ypt1,...,Yn} sdo bases, respectivamente de Dy e D, em
volta de zq. Isto segue do fato de 1% + (A + p)t + Ap = 0 ser a equagao caracteristica de A.
Entao,

(A+N\)Y, (A+N)(A+p)X, =

(A2 4+ A+ A+ 20X, =0, 1=1,...,p=
= Y,€Dy,1=1,...,p

(A+ WA+ N)X, =

(A24+ A+ p)A+Ap)X, =0, 2=p+1,...,n=

= Y,€D,r=p+1,...,n

(A+p)Y,

Mostramos, portanto, que Dy e D, sao diferencidvies, faltando verificar que Dy e D, sao
involutivas.

Em hipersuperficies, se N é normal unitaria, a conexao normal satisfaz V¥ N = 0, para
todo X tangente, dai a equagdo de Codazzi se escreve:

0= (VxANY — (VyA)nX
para X,Y tangentes a M, onde
(VxANY = Vx(ANY) — AV%NY — AN(VxY) = Vx(AY) — A(VxY)
Entao, para todos X e Y em D)

AX,Y] = A(VxY)-A(VyX)= Vx(AY) - Vy(AX) =
= Vx(=AY) = Vy(=-AX)=-X[A)Y + Y[AX - M\X,Y] =
= (A+N)[X,Y]=Y[AJX — X[A)Y € D)

Mas
(A+ ) A+ NX,Y] = (A2 + (A + A+ M) X, Y] = 0= (A+ N)[X,Y] € D,

Logo,
(A+ N[X,Y]e DynD, = {0} = [X,Y] € Dx

e, D, é involutivo. Analogamente, mostra-se que D, € involutivo.
Se a dimensdo de D, for maior do que um, isto é, se existem X,Y € D, linearmente
independentes, entao

(A+ D)X, Y] = YAIX - X\)Y = 0= Y[A] = X[A] = 0= W[A] =0, VW € Dy

Admitiremos os seguintes resultados gerais:
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Teorema 5.1.2 Sejam n > 3 fizado e f : M™ — WH(C) uma hipersuperficie invariante
por um subgrupo S; (WH (c)), a l-parametros de isometrias de F+1(C). Para cadap € M™
se ¥, € a orbita de p sob a agdo do subgrupo a l-pardmetros, entdo todas as curvaturas
normais da imersdo f nas diregées contidas em Ty(2,) sdo iguais.

Demonstragao. Sejam p € M, N a normal unitdria da imersio f e AN o operador de
Weingarten de f associado a N.

Denotemos por V e g, respectivamente, a conexao e a métrica Riemanniana de Mt ().

Inicialmente, observemos que, para toda isometria O € S (ﬁ"“(c))

X € Tp(Ep) = 0.X € Tow)(Zyp)
e, para cada X € T, M
OoN=NoO=Vo,xN=0,(VxN)

pois, tomando-se uma curva « : (—¢,€) — M, € > 0, onde a(0) = pe &0) = X, e

definindo-se f(t) = O(a(t))

_ d d d
Vo, xN = EN 0 B(1) |t=0= EN 0 O(a(t)) |i=o= EO o N(a(1)) |i=0=
= 0, (VXN)

Vamos mostrar que se X € T, M ¢é uma diregdo principal, isto &,
AN(X)= kX e g(X,X) =1

entao,

ANO(0,X) = kO.X, YO € § (I (c))

ou seja, O, X é também uma dire¢do principal e a curvatura correspondente é a mesma.
Basta vermos que

g (AN9(0.X),0.X) = gc(VoxN,0.X) = g. (0. (VxN),0.X) =

= Gc (VXN, X) = —9Gc (-AN(X)’X) = _kgc(*X"X) =
= —k

D

Teorema 5.1.3 Sejam M™ uma variedade Riemanniana coneza e G(M) o grupo de isome-
trias de M. Entio dim G(M) < n(n+1)/2 e se dimG(M) = n(n +1)/2, entdo M é espago
de curvatura constante.

Demonstragdo. Veja [9]."
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Teorema 5.1.4 (Método dos multiplicadores de Lagrange) Se f : U C R" — R,
U aberto, f de classe C*(k > 1) e p~1(c),'(d) sdo hiperficies contidas em U, imagens
inversas dos valores requlares reais c¢,d das fungées ¢ : U — IR, : U — IR de classe Ck,
com Ve |p e Vo |p ndo paralelos, onde B = ¢~} (c)N1~'(d) e V() denota o gradiente da
fungdo. Entdo p € B € ponto crilico de f |p, se e somenle se, ezistem A1, Ag reais, tais que

Vi(p) = MVe(p) + 22V(p).

Demonstragao. Veja [11]

5.2 Descricao das condigoes suficientes.

O principal teorema deste paragrafo é o

Teorema 5.2.1 Seja f: M™ — FH(C), n > 3, uma hipersuperficie arbitrdria, com M™
coneza. Suponha que as curvaturas principais ki, ..., k, de f satisfazem ky = kg = --- =
knoi = =X # 0 ek, = —p=—p(X), e \—p #0. Entdo f(M") estd contida numa
hipersuperficie de rotagao.

Demonstragdo. Sejam N a normal unitaria da imersao f, A" o operador de Wein-
garten de f associado a N e as distribuigoes

Dy = {XeTM:ANX = -)X}
D, = {XeTM:AVX = —pX}

Pela proposi¢io (5.1.1) M é folheada pelas folhas, ¥ e L, variedades integrais das distri-
buigdes diferencidvies e involutivas Dy e D, respectivamente; além disson > 3 = dim Dy =
n — 1> 1. Portanto,

(1) X é constante ao longo de X.

Fixemos p € M. Tomemos uma parametrizagao (uy,...,u,,1) de uma vizinhanga U
p ) ki 3
de p em M, tal que (uy,...,u,—1) sdo coordenadas locais em ¥; ¢ é uma coordenada em

l,...,n=1ce 3% sao auto-vetores (ortogonais) do operador
é

L; os campos V, = gz—l,z
de Weingarten AN e T =

comprimento de arco).

lo ||

unitario (basta parametrizar as curvas u = constante pelo

Vamos mostrar que, numa vizinhanga de p, f é superficie de rotagio.

Primeiramente mostremos que X, é umbilica em F+1(C), para todo g € U.

Denotemos por V, g e R, respectivamente, a conexao de Levi-Civita, a métrica Rieman-
niana e o tensor de curvatura de M"" (c). ’

ge(N,N)=1= g.(Vy,N,N)=0=g(VrN,N) =
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vv,N = —.AN(V,) = AV,, z:l,...,n—l
@)Y w8 = _angm
VeN = —-AN(T) = uT

Por (1), Vi[A] = 0. Como g = p(A), temos também V,[u] = 0.
Por (1) e (2)
3) VeVyN = Vr(AV) = TPV, +AVrV, = M)V, + AV,
VvVIN = Vy(uT) = V[UT+pVyT = uVv,T

Do fato de M—nH(C) ter curvatura seccional constante, por [V;,T] = [aiu.’ %] = 0 e por
(3) concluimos que

0 = c(ge(T, N)Vi~ ge(Vi, N)T) = R(V;,, T)N =
= ﬁTVV,N - VV,VTN = /\(t)V, + ,\VTV, — ,uvv.T =
= AtVi+ (A —p)VyT

Portanto,
AvZ - =i
ORI T
VvN = AV, 1=1,...,n-1

sendo 7" e N as normais a X,.
Entao ¥, é umbilica em FH(C), qualquer g em U.
Vamos considerar dois casos:

Caso ¢ # 0.

Pela proposigao (2.3.4.5.4) no caso ¢ < 0, e por resultado andlogo no caso ¢ > 0 (veja [15]),
paratodo g€ U, &, C 571(, ﬂﬁ"“(c), onde 5",, ¢ um n-subespaco afim do espaco ambiente.
Observamos que

,JEUeGES, =8 =S;=2P =P ;=

= P" é constante ao longo de cada diregao V;,2=1,...,n — 1.

Queremos mostrar que os espagos P, correspondentes a folhas ¥, distintas, sio paralelos
. no espago ambiente, ao longo das curvas integrais de 7.

Denotemos por V, geex, respectivaﬁente, a conexao de Levi Civita, a métrica Rieman-
niana e o vetor posigao do espago ambiente de FH(C) (L"t% ou R™*2).

Consideremos a distribui¢do no espago ambiente, definida para cada ¢ € U, por

D(q) = [Vi(g),---, Va-1(9)) ® H(q)

onde H(g) é o vetor curvatura média de I, considerado como variedade no espaco ambiente,
no ponto g € U.

Como £ C P" e o espago Hnﬂ(c) é a (n + 1)-esfera unitdria ou o (n + 1)-espago
hiperbélico, segue que f)(q) € ,}—an, Yge U.
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Mostremos que H nunca se anula em U.
Por (2) e (4), a segunda forma fundamental da folha ¥ no espago ambiente é, para X e
Y tangentes a X:

B(X,Y)

9e(B(X,Y),T)T + go(B(X,Y),N)N + cg(B(X,Y),z)z =
= g(~VxT,Y)T + go(~VxN,Y)N + cge(-Vxa,Y)z =

A
= (A_———;I,T — AN — C£B> gc(X, Y)

Logo, se {e,, 7= 1,...,n—1} é uma base ortonormal do plano tangente a folha %, entao

H(g) = ——(Blev,er) 4+ Bles,en)) =

o (A—f—#T(q) — AN () - cz(q)) (-1 =

(5) H(g) = y25T(g) - AN(q) — ca(9)

que é um vetor nao nulo (A # 0).
Portanto, a distribui¢io D(g) é n-dimensional e coincide com Py, Vg eU.
Os campos definidos em U,

W = x A N + AT tangente a FH(C)

—p
1 ;
eZ=-z+ XN’ no espago ambiente
sao ambos ndo nulos e satisfazem as seguintes propriedades:

(6) W e Z sao linearmente independentes

pois, se existem fungoes a,b: U — IR tais que aWW + b7 :'0, entdo

A b
)" b CL'X—_—IJ+X 0
a)\_”-kx N+4+aT -bz=0=> al = 0 Sa=b=10
b = 0

(7) W e Z sao ortogonais a P = D, e ortogonais entre si,
pois
A
9.(W, Vi) = mgc(N» Vi) + Age(T, Vi) =0

1
9.(Z, V) = —gc(z, Vi) + ch(N,V,) =0,2=1,...,n—1
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ge(W, H)

Il

A A
(rN+/\T A_“]1—/\]\7—6112> =

A\ A
= mgc(N,N) + mgc(T, T)=0

1 A
gc(Z7 H) = 9 (-—(E +—N

3 ,/\_ —7T - )\N—cx):

= cgc(z,z)— :\—gc(N,N) =0

(8) W e Z sio constantes ao longo de ¥,

ou seja, W = W(t), Z = Z(t), pois temos para 2= 1,...,n — 1

(9) { 0 = g(N.V) = 9:(N,Vvz) = —g(Vy,N,z) = VyN = VyN
9.(T,V,) = 9.(T,Vy,z) = -9.(VvT,z) = VV'T = VyN,

Logo, por (1), (2) e (9)

0 - ~ 1 1_- 1
= - = — /= — = — = !
au,Z Vv.Z2 VV'IL‘+‘3[/\]N+/\V\/.N V,-{-A/\V, 0
o -
= / =
au‘VV | Vv '
A A =
= W N + Vv N + V,[x\]T + /\VV,T =
A—p A—p .
A
=, /\V,-i-/\( /\)V—O 1=1,...,n-1
A—p N

Consideremos o 2-plano 7 = [W, Z]. = é um subespaco ortogonal a P", e é constante ao
longo das folhas ¥. Portanto para mostrarmos que os subespagos P sio paralelos no espago
ambiente, ao longo da diregao T, é suficiente provar que os 2-planos 7 sao paralelos ao longo
de L, isto é, que existe um 2-plano mo contendo a origem, no espago amblente tal que 7 é
paralelo a 7.

Isto ocorre, se e somente se, existem duas diregbes constantes, nao nulas, Wy e Zg no
espago ambiente que geram todos os 2-planos 7, ou seja, para cada t, existe M (1) matriz de
ordem 2 e coeficientes reais, tal que

oo o 2]

Wi(t) |, . : o ;
onde [ Z((f)) J € a matriz 2 X (n + 2) dos coeficientes dos vetores indicados, relativamente

a uma base qualque do espago ambiente e 7o = [Wp, Zg] = (o) para algum to.
Nesse caso,
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(11) M(1) [ 1;/((;)) ] + M(1) [ EZVZV } =0

Suponhamos por um instante que VW e VpZ sio constantes ao longo das folhas ¥ e
ambos pertencem a 7 = [W, Z].
Logo, existe B(t) matriz de ordem 2 e coeficientes reais, tal que

VW (t) | _ w(t) |,
[ 2t ] = B(t)l 2(t) ]

e consequentemente, podemos reescrever (11) na forma

(M (1) + M(1)B()) [ V;((t‘)) } =0

e por (6), M (1) + M(1)B(t) = 0.
Consideremos ento, o sistema de equagdes diferenciais ordindrias

{ M(t) + M(t)B(t) 0

M) = I

Sendo seus coeficientes de classe C®, esse sistema possui uma tnica solugao M(1) que
satisfaz (10), onde Wy = W (lo) e Zo = Z(lo).
Portanito, o paralelismo de 7 ocorre sob as condigoes

VW = VeW(t), VrZ = VZ(1), e

VTVV,@TZ ambos ortogonais a P'=D.

Vamos verificar tais condigdes a seguir.

Tomando uma parametrizagio do espaco ambiente, tal que, restrita a U coincida com
(u1y...,Up-1,t), teremos paraz=1,...,n—1

[T,Vi]=0 = RV, T)W = VpVyW —Vy VW
R(V,,T)Z Vv, Z - VyVrZ

Il

De (8) e de R(V,, T)W =0 = R(V;,T)Z = 0, temos

RV,T)W = -Vy. VoW = VoW = VoW(2)
RV, T)Z =-VvW~rZ = VrZ=VrZ(t)

0
0

Por (4) , por g.(W,V,) =0e [T,V,] = 0, temos
ge(VTW, V) = —go(W,V1V,) = —go(W,Vy,T) =
) - A
= — / e 7 V) =
9.(W,Vvy,T) . ugC(” W) =0
= g(VTW,V,) =0
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Logo, existem funcoes reais h, w, z tais que

VW = hH + wW + 22

Vy,VeW =0,1=1,...,n—1e(8) = 0=VJh|H +hVy H +V,][z]Z +
+2Vv,Z + Vj[w]W + wVy W =
= V[h|H + hVy,H + Vi[2]Z + V,[w]W

Por (1), (4), (5) e (9),

VvH = W,(———’\ T—AN—cz):

] A—IL
A - . .
= Vv, T — AVy,N — cVy,z =
A=p
A A
= _— —_— —_ J o
o (/\—N)V' ANV, — ¢V,
A\,
= - — | + X +ec| Vi, =1,...,n -1
A—p
Sendo os vetores V,, 1 =1,...,n—1;H,Z, e W linearmente independentes, segue que

Vilh] =0 = h=nh(1)
VilzZl=0 = z=2z(1)
Vilw]=0 = w=w(t)

() ) -o

Observemos que o vetor curvatura média HdeX C P", é nao nulo (A # 0) e normal
a ¥ em _’_ﬁn, e, consequentemente, nao é constante ao longo de ¥, ou seja, para algum
w0 € {1,...,n—1}, Vv.OH # 0.

Entéo, (ﬁ)2 4 A2 + ¢ nunca se anula e portanto
h()=0,Vie VoW = wW 4+ 2Z €7
Por (4) e por gc(z’ ‘/1) =0,e [T, ‘/x] =0,

9:(V1Z,V) = —9.(2,V1V,) = —g:(2,Vv,T) =

Il

= A
~9:(Z, Vv, T) = Afﬂgc(Z,V.) = =3

= 9.(V12,V,) 0
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De (5) e das ré]a(;f)es

@TN = VTN + cgc(vTN,z)z =
= uT — cg(N,Vrz)z = pT — cg(N,T)z =

VrZ = -V —iN+lv N =
T - Tx A2 A T =
A 1-
= —T-X;N+XVTN_
N P
= (A )T v

obtemos

9:(VZ,H) = gc<(ﬁ— )T——’\—N,—’\—T—,\N—cz):

A A2 A—p
_ A 5 A_
- _’\(‘VN)“L(/\" )/\—u—
R R R
AR

Portanto V1Z € .
Lembramos que, como estamos supondo ¢ # 0, —Mnﬂ(c) nao é R™+1.

Agora, escolhamos uma base do espago ambiente {e1,...,ent2}, tal que P" seja paralelo
aP" = [e1,...,e,) € de modo que tenhamos:

No caso ¢ < 0,

e se P" é Riemanniano gelentz,enta) = —1
ge(ee)) = byny=1,...,n+2,1#n+2

e se P é Lorentziano, ge(er,e1) = -1 ‘
gc(enej) = 6:] L, = 1,...,'n,+2, 2 ;é 1

gc(el,el) = 0= gc(en-{-laen-}-l))
o se P" é Degenerado, ¢ gc.(€1,€n41) = 1

gc(e,e) = by ,7=1,...,n+2,2# 1,0 #n+1

Denotando P? = [ent1, €ni2), se tomarmos uma folha Lg, ¢ € U, a 6rbita de § € Lg sob
a agao de O(P?)
{0(q): 0 € O(P?)} = P s nH"(¢)
contém a folha Y;, em outras palavras, quando P" move-se ao longo da folha Lg, sua

intersecgao com ! (¢) = H™*(c) descreve uma hipersuperficie de rotagdo em volta de
P?, na qual f(U) estd contida.
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No casoc > 0, g.(e.e;) = 6,5, 2,7 =1,...,n+2. Concluimos de forma anéloga que quando
P" se move ao longo de uma folha da distribuigio D,, sua intersecgio com M "+’ (e} = §ntd
descreve uma hipersuperficie de rotagido em volta de P?%, que contém f(U).

Caso ¢ = 0.

Como A # 0 e &,y é umbilica em R"*!, Yq € U, X, é parte de uma (n — 1)-esfera S, de
R™t1,

Agora FH(C) = R™*! e o argumento do caso anterior néo funciona. Devemos mostrar
que as (n — 1)-esferas Sy, ¢ € U estdo em n-hiperplanos paralelos P e tém seus centros
sobre uma reta ortogonal a P".

Seja a distribuicao em U

D(q) = [Vi(g),-- -, Va-r(9)] @ H(g),

onde H(q) é o vetor curvatura média de ¥, em R™! no ponto g.
Para todos X e Y tangentes a folha ¥, a segunda forma fundamental de ¥ em R"*! &

F(X’ Y)= gO(F(Xa Y),T)T + gO(E(X’ Y),N)N
onde por (4)

go(F(X,Y),T)\T\ = go(-VxT,Y) =
A

= X,Y
go(E(X, ),), N)\\( = gg(—v—){N,),) =
= —/\go(X,Y)
Analogamente ao primeiro caso, obtemos
— A
H=—-T-AN
A—p N

que é um vetor ndo nulo (A # 0).
Logo, para todo g € U, P", = D(q) € um n-hiperplano que contém a (n — 1)-esfera S,,.
Seja W = AT + ﬁN, campo de vetores tangentes a JR**! definido em U.

Observamos que W é nao nulo (A # 0) e W é ortogonal a P", pois

go(W, V) = Ago(T,V,) + 3 —ﬂgO(N’ V)=0,2=1,...,n—1
9o(W,H) = go|AT + LN LT—,\N =
’ A—p TA-p
X .

A—p A—p
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O campo W é constante ao longo de ¥, pois

VyW = V,[,\]T+WV,T+V,[ ]N+ A Vv,N =
A—p A—p
= A(_’\)V,+ A AV, =0,1=1,...,n—1
A—p A= L

Como no caso ¢ # 0, vamos mostrar que os subespacos P" sio paralelos em R, ao
longo da diregdo T', verificando que existe uma dirego constante Wo, nao nula, tal que para
cada t existe um funcdo real M (1), satisfazendo

M(t)VV(t) =Wy
Primeiramente mostremos que VoW = VrW(t) e VoW € [W].

[T,V)) =0, R(V,, YW =0 = VyVeW =V7rVyW=0,2=1,...,n—1
= VTW = _V_TW(t)
[T,V)) =0, go(W, Vi) =0 = go(VeW,V,) = —go(W,VrV,) = —go(W, Vv, T) =

A
v LUAOE

= go(VIW, V) =0,0=1,...,n—1

Logo, podemos escrever
VTW = hH + wW

onde h e w sao fungOes reais

0=Vy VW = 0=V][hH+hVyH+ Vw]W +wVyW =

Vi[h) = 0 = h=h(1)
= h(—(ﬁ)2 -A%) =0
‘ Vi[w] =0 = w=uw()

Analogamente ao caso anterior, obtemos que

)" 2
VyH = - ((——) +A2) Vioir=1,...,n—1
A= p

nao é identicamente nulo, ja que ¥ estd contida numa (n — 1)-esfera, o que vai implicar na
condigio h(t) = 0, Vi, e consequentemente VW € [W].
Como no caso anterior, ao considerarmos o sistema de equagdes diferenciais ordindrias

{M(t)+w(t)M(t) =0 -4,

W\ \\w . 0, L
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que tem solugao tnica M (t) satisfazendo M(T)W (t) = W(tp) # 0, concluimos que os su-
bespagos P" sdo paralelos a um subespaco vetorial P* de R™*!.

Falta verificarmos que as (n — 1)-esferas Sy, ¢ € U que contém cada folha ,, e estiao em
n-hiperplanos paralelos P", tém seus centros sobre uma mesma reta ortogonal a P™.

Seja Y : M™ — IR™*! definida por

Y(u,0) = f(u,t) ﬁN(u,t), weT, tel

Temos

V¥ = Vif VHN Suv=v-Lw =
Vi = Vi 1 ) 2 Vi = ¥y by 1
= V\/,Yzo,zzl,...,n—l

= Y=Y()

Para cada t, a n-esfera em IR™*! de centro Y(t) e raio ]/\ET) é tangente a f(M) ao longo

de X, pois
) =Y (1) = 55 N (), Vi

‘e contém a (n — 1)-esfera Sy, ).
Resta, portanto, provar que Y (?) é uma reta ortogonal ao n-subespago vetorial P".
Primeiramente, mostraremos que VrY e V7V7Y € [W]

= = -~ I A 1
Y = - | — - — = —_— - = =
Vr VoS (X_,)N VN =T+ 5N — ST
A—p A
= % Ttw?
e A—p A
go(VT) ,‘/,) = b\ go(T, V',) + Fgo(]\r, V,) = 0, 1= ].,. sy — 1
- A—p A A
V7Y = ————— —(—= =
gO( T}v.H) A )\—[L+A2( ’\) 0

Portanto VrY € [W].

9o(VTY, V) = 0, [T, V] =0 = go(VrVrY,V)) = —go(V7Y,V7V,) =

= —-go(VrY,Vy,T) = 90(VrY, V) =

A—p
= gg(VTVTY,V,) =0,2=1,...,n-1

9go(H,W)=0,VoW € [W] = go(VoH,W)=—go(H,VTW)=0=
= go(VTH,V7rY) =0, pois VTY € [W]
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gO(vT),,I_{) =0 = gO(vTvTY,F) = —go(vTY,VTH) =
= go(V7VrY,H) =0

Logo, VY e VrV7Y sdao ambos ortogonais a P" e portanto paralelos a W.
Entdo, Vo V7Y é um vetor nulo ou é paralelo a vrY.
No primeiro caso,

d*y

VrVrY =0= 'E{-‘:O:}'Y(i):yl(t)-{—yz

onde yy,y, € R™1,

No segundo caso, VoVerY é paralelo a V7Y, ou seja, i;t—);- é paralelo a %% e novamente
Y (1) é uma reta.

Em ambos os casos, a reta Y (1) é ortogonal a P™, e isto mostra que, f(U) estd contida
numa hipersuperficie de rotagao.

Tome p € M \ {p}, arbitrdrio, sendo M conexa, existe um caminho inteiramente contido
em M, ligando p a g. Podemos cobrir esse caminho por um nimero finito de vizinhancas Uy
tais que f(Uj) é parte de uma hipersuperficie de rotagéao.

Pelo coroldrio (4.1.2), vemos que uma hipersuperficie de rotagao estd localmente deter-
minada pelas funcdes A(s) e u(s). Logo, pelo argumento de conexdo concluimos que f(p)
estd contida em uma hipersuperficie de rotagao, como queriamos provar.

O

Observagio 5.2.2 O teorema (5.2.1) € falso para n = 2, pois, qualquer superficie minima
no IR3, diferente do catendide ou do plano, satisfaz as demais hipéleses do teorema mas nao
é de rotagao.

No caso ¢ > 0, o resultado que segue foi obtido por Otsuki, veja [14].

Coroldrio 5.2.3 Seja f : M™ — _n+l(c), n > 3, uma hipersuperficie minima que possut
duas curvaturas principais X e p, onde uma delas, digamos X, tem multiplicidade pelo menos
n— 1. Entdo f(M) estd contida em um catendide.

Demonstragao. f é analitica, pois é minima. Em M—"H(c), ¢ > 0, devemos ter A # 0

e se existe uma vizinhanca U formada somente de pontos umbilicos, f(U) é totalmente
geodésica, e portanto, f(U) est4 contida numa hipersuperficie de rotagao minima. Por outro
lado, se existe uma vizinhanga U de pontos ndo umbilicos, o Teorema (5.2.1) se aplica em
U. De qualquer modo, por analiticidade f(M) estd contida em um catenoide.
: O

Definigdo 5.2.4 Uma variedade Riemanniana é chamada conformemente plana se lo-
calmente ela é conformemente equivalente a um espago euclidiano, isto é, se cada ponto da
variedade possui uma vizinhanga onde eziste um difeomorfismo conforme sobre um subcon-
junto aberto de um espago euclidiano.
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Claramente, toda variedade Riemanniana de curvatura seccional constante é conforme-
mente plana.

Teorema 5.2.5 Seja M™ uma hipersuperficie de uma (n + 1)-variedade Riemanniana con-
formemente plana M™t'(c),n > 4 ( veja [12]). Entio M™ é conformemente plana, se e
somente se, em cada ponto de M™, o operador de Weingarten A de M™ € de um dos seguin-
tes tipos

(I) A = M, I transformagdo identidade;

(II) A possui dois auto-valores distintos com multiplicidades (n — 1) e 1 respectivamente.

Usando esse resultado, podemos concluir que uma hipersuperficie f : M™ — ! (¢),
para n > 4, é conformemente plana, se e somente se, pelo menos (n — 1) de suas curvaturas
principais sdo iguais, digamos, a —A. Denotemos a outra curvatura principal por —p.

O que segue é uma consequéncia imediata do teorema (5.2.1).

Corolario 5.2.6 Seja f: M™ — I,_f"‘“(c), n >4, ‘uma hipersuperficie conformemente plana
e assuma que A # 0, p = p(A) e A — pu # 0. Entdo f(M) estd contida numa hipersuperficie

de rotagao.

"
LIPS o

Para o caso ¢ = 0, o corolério seguinte foi obtido por Blair, veja [2]. .~
%
Corolério 5.2.7 Seja f : M" — FH(C), n > 4, uma hipersuperficie conformemente
plana. Entdo f(M) estd contida num catendide.

Demonstragéo. Aniloga ao do coroldrio (5.2.3).
O
O préximo teorema estd relacionado com a questdo de determinar quais hipersuperficie
.de FH(C) sao invariantes por um subgrupo a f-parametros de isometrias de m (¢)
-e possuem uma propriedade especifica. Rigorosamente falando, nés mostraremos que se
excluirmos as hipersuperficies que possuem curvaturas principais constantes e assumimos
que £ é o maximo valor admissivel, entdo f(M) estd contida numa hipersuperficie de rotagio.
Serad conveniente denotar por C(m,c) o conjunto das hipersuperficies de FH(C) que
possuem curvaturas principais constantes.

Teorema 5.2.8 Sejam n > 3 fizado e f : M™ — F+I(C) uma hipersuperficie invariante
por um subgrupo a £-parametros de isometrias de FH(C). Suponha que f ¢ C(n,c). Entdo
£ € no mdzimo n(n — 1)/2. E se £ = n(n —1)/2, f(M) possui duas curvaturas principais
A, 1, onde, uma delas, digamos A, tem multiplicidade maior ou igual a n — 1. Se além disso,
A#0, u=p(A) eX—pu#0, entdo f(M) estd contida numa hipersuperficie de rotagdo.

Demonstragao. A iltima frase é uma consequéncia imediata do teorema (5.2.1).
Para provar a primeira parte do teorema (5.2.8), comegaremos por mostrar que £ é no
maximo n(n — 1)/2.
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No capitulo 3 ( secdo (3.2) ), definimos hipersuperficie de rotagio de M™ C FH(C),
por intermédio do subgrupo O(P?) de isometrias de F+1(C), formado pelas transformacoes
ortogonais do espaco ambiente [eg, ..., €n42], com determinante positivo, que deixam o plano
P? = [ent1,€nt2] fixo, ponto a ponto. '

Como O(P?) é o grupo de isometrias da (n — 1)-variedade H"H(c) NP", onde P" é um
n-hiperplano afim do espago ambiente, paralelo a [ej,...,€y,], sua dimensdo é n(n — 1)/2.
Desse modo, M™ é invariante pelo subgrupo, O(P?), de isometrias de Mt (¢),an(n—-1)/2-
parametros, e a existéncia de hipersuperficies de rotagio garante que £ pode assumir o valor
n(n —1)/2.

Sejam p € M e %, a érbita de p sob a agio de um subgrupo a £ pardmetros de isometrias
de M (¢). E claro que a dimensio do grupo G(E,) de isometrias da 6rbita Ty, é igual a £.

Assuma que £ > n(n - 1)/2.

Nesse caso, dim %, = n, caso contrdrio se dim ¥, < n—1, pelo teorema (5.1.3) deverfamos
ter £ < n(n—-1)/2.

Como dim¥, = n, £, C M e £, é uma 6rbita, segue que X, = M" e f € C, o que
contradiz a hipStese e mostra que £ < n(n — 1)/2.

Agora tomemos £ = n(n — 1)/2. Queremos mostrar que f possui duas curvaturas prin-
cipais e uma delas tem pelo menos multiplicidade (n — 1).

Sejam novamente p € M"™ e ¥, a 6rbita de p sob a agdo do subgrupo a {-parametros.
Suponha dim £, < n — 1, novamente pelo teorema (5.1.3), £ < (n — 2)(n — 1)/2, o que é
impossivel. Logo, como f ¢ C, dim¥, = n — 1.

Se p é umbilico, —A(p) = ki(p) = -+ = kn(p), a curvatura principal A tem multiplicidade
n, e o teorema segue. Podemos, pois, assumir que p nao é umbilico.

Sejam ej,..., e, vetores principais unitdrios em p, com curvaturas principais k; = + -+
) b} )
kn, respectivamente.
Observemos que v = viey + ++- + vpe, € T M, é um vetor unitdrio e tangente a ¥, em
n P ’ P
p, se e somente se, g.(v,v) = 1 e g.(v,w) = 0, onde w = Y _;w,e, é um vetor unitario-e
normal a ¥, C M em p, ou seja,

(1) Z?:lv? = 1’ E:—Lzlwz2 = 1, € Z?:]wtvi =0

Primeiramente mostraremos que o espago tangente T,(X,) de ¥, em p contém n — 1
vetores principais. Isto se reduz a provar que se v = Y ., v,e, satisfaz (1), entdo algum
v, = 0. (

Sejam N a normal unitaria e AN o operador de Weingarten da imersao f.

O teorema (5.1.2), neste contexto, significa. que a fungao

F(vy 03 00) kn(v) = go(ANv,v) =
gc(Z?:]vt-ANen Z?=1 ‘U_,e_,) =

Z?:l kl vtz

Il
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que representa a curvatura normal em p € M C FH(C), na dire¢ao de v, segundo N,
restrita ao subconjunto de T, M definido por

G(v1y...yvn) = Yrvi-1 = 0
H(vy,...,v5) = Yrwy = 0

é constante.
Como v e w sao unitdrios e ortogonais, segue que os vetores gradiente das funcoes G e
H, s3o tais que

VG = 2v1y...,05) #£0
VH = (wiy...,wp)#0

e VG e VH sio ortogonais.
Logo, pelo teorema (5.1.4) existem reais A e u tais que

V(F +AG+ pH) =0

Entao
- 20,(ki + AN+ pw,=0,2=1,...,n

para todo v, real.

Se p#0,entdo w, =0,2=1,...,n e w =0, o que é impossivel.

Logo, p=0e v(k,+A)=0,2=1,...,n. Se todos v, # 0, entdo todos os k, sdo iguais e
" isto contradiz a hipétese de que p e nao-umbilico. Entdo algum v, = 0 e isto prova a nossa

afirmacao.

" Notemos que a segunda parte da prova nao funciona no caso n = 2, pois, no teo-
rema (5.1.2) usamos n > 2.

Mas se n = 2, f tem no maximo duas curvaturas principais distintas.

Segue que n—1 das curvaturas principais sao iguais, digamos, k1 (p),. . ., kn—1(p) = —=A(p),
e isto completa a prova. A O

~Observacgao 5.2.9 A classe C(n,c) € a classe de familias isoparamétricas de A_4n+l(c) no
sentido de Elie Cartan. Para o caso ¢ < 0 elas foram classificadas (veja [6]) e ndo existem
muitas delas. Entdo a restrigio f ¢ C(n,c), ¢ <0, ndo € realmente grave.

Em qualquer caso (¢ < 0 ou ¢ > 0), para hipersuperficies minimas podemos ser mais
Precisos.

Corolario 5.2.0.1 Seja f : M™ — Hnﬂ(c),c < 0,n > 3, uma hipersuperficie, nao to-
..talmente geodésica, invariante por um subgrupo a £-pardimetros de isometrias de F+](C).
Entdo, £ < n(n—1)/2 ese L =n(n—1)/2, f(M) é um catendide, isté €, uma hipersuperficie
minima de rotagao.
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Demonstragao. Como a tnica hipersuperficie minima em C(n,c), ¢ < 0, é totalmente
geodésica, f ¢ C. Logo, pelo teorema (5.2.8) £ < n(n—1)/2ese =n(n—1)/2, f tem duas
curvaturas principais A, u, uma delas, digamos A, possui multiplicidade pelo menos n — 1.
Segue pelo coroldrio (5.2.3) que f(M) esta contido num catendide.

O

Observagéo 5.2.0.2 Para o caso em que o espago de curvatura constante é S"+1(c), n > 3,
o resultado do coroldrio (5.2.0.1) € falso, como mostram os dois ezemplos que seguem.
Ezemplo 1.
As hipersuperficies minimas de Clifford S*~! x §' € §™*1(1) sdo catendides invariantes
por um subgrupo a £-parametros de isometrias de S™*1(1), onde £ = n(n —1)/2+ 1.
Tomemos a solugdo trivial z3(s) = (n — 1)/n de (4.24); obtemos a hipersuperficie de
rotagdo minima M™, parametrizada por

f(t,8) = (1= 1/nr(0),. ., \/1 = 1npa(t),y/1/n cos(v/ns), —/1/n sin(v/ns))

ondet = (t1,...,tn—1) € (1(1),...,pn(t)) € uma parametrizagio ortogonal da esfera unitdria

5™t (1)N R™. Observemos que M™ = S"~1(1/1 = 1/n) x §1(y/1/n) C 5™ (1) e por (3.43)
e (3.44) a curva geralriz de M™ é dada por

\/1-1/n
T st
Y V-

Uma isometria de M™ é uma isometria de S"*1(1) que deiza M™ invariante, ou seja,

T1

Tn41

uma aplicagdo ortogonal de R™"t? que deiza M™ invariante.
Consideremos o subgrupo SG(M™) de isometrias de M™ gerado pelas matrizes de ordem
(n+2)

Qn 0
0

S =

0 Q2
onde Qn € Q2 sdo matrizes ortogonais de ordem, respectivamente, n e 2. E claro que SG(M™)

¢ subgrupo de isometrias de S"*1(1) que deiza M™ invariante.
Como dim O(m) = m(m — 1)/2,

L=dim SG(M™) =n(n—-1)/2+2(2-1)/2=n(n—-1)/2+1

Ezemplo 2.
As hipersuperficies minimas de Clifford 5% x §? C §%(1) sdo invariantes por um subgrupo
a £-pardmetros de isometrias de $°(1) onde £ = n(n — 1)/2 = 6, mas ndo € um catendide:
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Suponhamos que M* = §%(ry) x §2(ry) C 8°(1) € hipersuperficie de rotagio de §5(1).
Pela proposi¢io (4.1.1), M* possui uma curvatura principal X de multiplicidade pelo menos
3. -

Logo, A = rl—] = %, M* é umbilica em 5°(1) e portanto M* é uma esfera S* C §5(1), o
que € impossivel. Portanto M* ndo pode ser hipersuperficie de rotacio de S%(1). Da mesma
forma como verificamos para M™ = S™~1 x §1 € §"*1(1), M* € invariante por um subgrupo
a £-parametros de isometrias de §°(1), sendo £ = 3(3 —1)/2 4 3(3 —1)2 = 6.
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