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INTRODUÇÃO
O propósito deste trabalho é estender a.os vários modêlos da. Geometria Hiperbólica

( o modêlo de Lorentz H"+l (c), o modêlo de Klein J)"+i(1), o modelo de Poincaré -B"+'(2) e
o modelo de Poincaré Z?"+l +), o conceito de superfícies de rotação de um 3-espaço euclidiano

O presente texto tem seu fundamento no a.rtigo de M. do Calmo e M. Dajczer (1983),
denominado Rotaíion âypersur/ages {n spaces o/ conszanf curuature l51.

Nos Clapítulos l e 2, desenvolvemos as preliminares que nos permitirão tratar da proposta
deste trabalho. O Capítulo l compreende uma caracterização do espaço de Lorentz Z". O
Capítulo 2 consiste no estudo dos espaços de curvatura seccionar constante c, e, em particular,
no caso c < 0, aparecem como espaço de curvatura seccional constante c, o hiperbolóide
H"(c) e os outros modêlos da Geometria Hiperbólica, o modêlo de Klein Z)"(1), o modelo de
Poincaré .B"(2) e o modelo de Poincaré #?"+. Ainda, no Capítulo 2, estendemos ao espaço
hiperbólico H3(c), o conceito de superfícies conjugadas que aparece entre o catenóide e o
helicóide, no espaço euclidiano -Ra

No Capítulo 3 apresentamos a definição de hipersuperfície de rotação em espaços de
curvatura constante, IÃ7"+i(c), e fornecemos uma. parametrização. Veremos que escolhendo
uma curva conveniente C, obtemos tal hipersuperfície, movendo uma (n -- l)-subvariedade
umbílica E, com curvatura Variável, ao longo de C. Então, E descreve o que chamamos
de paralelos da. hipersuperfície de rotação. Desse modo, de acordo com a. natureza dos
paralelos, classificamos as hipersuperfícies de rotação em esféricas, se os paralelos são esferas
geodésicos; hiperbólicas, se os paralelos são superfícies equidistantes; e parabólicas, se os
paralelos são horoesíeras. O Capítulo contém a parte essencial desta dissertação: o estudo das

hipersuperfícies de rotaçã.o de -Àlí"''(c), c < 0, nos vá.rios modêlos da Geometria Hiperbólica.
No Capítulo 4 são computa.das as curvaturas principais e a curvatura média de uma

hipersuperfície de rotação, estabelecendo-se uma equação diferencial ordinária de segunda
ordem associada a hipersuperfícies de rota.ção de curvatura média constante. Este Capítulo
encerra com a. descrição de uma família a um pa-râmetro À > 0, de superfícies mínimas
geodesicamente-degradas em H3(--1), td que cada superfície é conjuga.da a. uma superfície
de rotação mínima de H3(--1), que no caso pa.rabólico é única, a menos de isometrias de

Finalmente, o Capítulo 5, é dedicado a. descrição de algumas condições suficientes para
que uma hipersuperfície de ãi"t'(c), n 2 3, seja. de rotação. Um resultado importante é que
se as curvaturas principais ki, . . . , k. de uma hipersuperfície / : M" ----, .A/"T-(c),n ? 3, sa-
tizfazem kl = k2 = - - - = k.-l = --À 7é 0 e k« = --p(À),À 7é p, então / é uma. hipersupern'cie
de rotação ( teorema. 5.2.1 ). O resultado é falso para n : 2 ( observação 5.2.2 ). Ou-
tra condiçã.o suficiente está Feia.cionada com a. questão de determinar quais hipersuperíícies
de lli/"+i(c) são invariantes por um subgrupo a. l-para.metros de isometrias de IÃ7"+l(c), e
possuem uma propriedade específica. Mostramos que, excluindo-se as hipersuperfícies com
curvaturas principais constantes e assumindo-se que lé o maior valor admissível,/(.À/') está
contida numa hipersuperfície de rotaçã.o.

ZZ3
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(:apítulo l

O ESPAÇO DELORENTZL"

1.1 Gei-Legalidades sobre .["

Consideremos sobre R" = {(zi, , z.) l a;i C J?}, a métrica Lorentziana

g-:(, , 3/) Zlyi + Z2y2 + - . + ÍCnyn

que é uma forma bilineai simétrica, não-degenerada! de índice 1, sobre -R"
Denotaremos por -L"o par (Z?", g-i) que.chamaremos espaço de Lorentz.
O índice u de uma forma bilinear simétrica B sobre um .R-espaço vetorial y, é a maior

dimensão de qualquer subespaço )'VC y no qual se to C }', w # 0 então B(w, to) < 0, isto é,
Zg é negativa-definida em )'v

Mostremos que o índice p da forma bilinear simétrica g-i é igual a. l.
Seja - = (al , 0, . . . , 0) C a" \ {0}.
Temos

g.:(,,«)
+' g.i l)y. é negativa-definida +
::+ z/ > l

onde )V- = {(zi, 0, . . . ,0) C R"}.
Por outrolado,

y '2,. . . ,«.) C -m" \ {0} +
:> g.-(v, 3/) = ,g + . . + .: > o :>
:> g-i l)V+ é positiva-definida

se«do »'+ ,:,. . . ,««) C n"}.
Suponhamos que exista uin subconjunto )'V C y, cona dim)'V 2 2 tal que g

negativa-definida. Temos

dimW ? 2:+ 3«« c )v nw+,«« # o:+ g.l(lo,w) < 0 < g-l(to,.«)

o que é absurdo.
Logo, não existe tal subespaço )'v. Portallto p = l
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Além disso, a forma é não-degenerada., pois, s( existisse : = (=i, . . . ,z.) C -m" tal quc

g-l(«,y) = 0, V# C #i",to«.a«doy =(0,'2,...,,«), t«ía«.os 0 = g-:(z,(0,,Z,...,««)):+
:> 0 = a:3+ ...+ z::+ z2 = ... = ,« = 0::> g..(z,z) = -z{.

h4«s g--(,,,) = 0, logo , = 0.

l.usaremos a. seguint.e notação:
Se a : t/ ---.. .L' é uma parametrizaçã.o de Z," ein ljn) aberto ü C a'", denota.mos as

component.es de g-l , em t/, por

.,,w ; .-- (âu,ÊU) ., . : :,...,«
onde ãii(ç) = dzç(e.),qc U, t= 1,...,ne {ei,...,e.} é a base canónica de Tçn"

Se y e H/ sã.o campos de vetores tangentes a -L"definidos em t/, podemos escrever

}' - E«,á, u' : E«,,â, s..o',uo : E g.,«,«,,
t =1 .7=1 t ,.7= l

Sendo g.i não degenerada, a matriz (g,,(p)), de ordem n, possui inversa, a qual denota-
remos p'' (g''(p)).

De g-l ser simétrica, obtemos

g,,(q) = g,,(q)

g''(q) = g''(q), q C t/, ., .7 = :,...,n

Definição 1.1.1 Sela u C Z", de.#rlímos a morDIa de D ;)or

11«11 g..(«,«)

Desse modo, é natural falarmos em vetores ortogonais e vetores unitários.
Dado um subespaço vetoria] k-dimensional, )', de -L' , existem três possibilidades mutu

amente exclusivas para )V:

g-l l)V é positiva-definida,

g-i l)V é não-degenerada de índice l,
g-i l)V é degenerada

(1.1)

Proposição 1.1.2 Se )Vé um É-szrbes;mço de Z;", então n

o«d.W' ={« C Z," l g--(«,.«) V«,C W}.
dim )'V + dim )VI e )'Vll )v,

Demonstração. Seja {e],. . . ,e.} base de -L", tal que {ei, . . . ,ek} é base de )'v. Seja a

aplicação / : Z," ---.» )' dada por

/(«) g-:(«, ..)e.

Observemos que

/(«) =0« g-l(«,.,) = 0, ,= 1,...,k$ ker/= WX
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Agora, dado lo = >:Llw,e, c )V, tome ú = )1:2:;l )l,l:.lo.g're/.
Então

.f(ü) = XL- g-- (EL.EE:.'",p''«,.,) e. + /(õ) : Efl,::w.'.,'.
o que nos mostra que / é sobrejetora.

Portanto,
dim }'\;a = dim ker/ = n -- dim Im / = n -- dim yV

isto é,
n = dim yy + dim )'l

Para todo u C )V, temos g.l(D,w) = 0, Vlo C }Va
Logo u C }'Val e )V C )Vll
Analogamente, obtemos a inclusão )VI' C )V
Portanto, segue que )V = yyl'

a

Proposição 1.1.3 Se z C .L" é ta/ que g-l(z,z) < 0, então

(1) g-l lt,] é "ã'-degen.«d« de hdÍce -r e .Z;" = 1,1 © l:l'
(2) g-i lt,]-- é p"ü{«-dejnÍd..

Demonstração. É imediato que se g-l(z,z) < 0, então o subespaço lzl é
de índice l.

Temos

não-degenerado

n = dimjz] + dimjz]X = dím(]z] + lzlJ.) + dim(lzl n lzlx)

Mostremos (lue lzl n lzll = {0}, daí Z," = lzl © lzll

wclzjnlzjacjzj::+ ]ae-RI,«=a,
«,c j;jnl,I' c l;l' + 0 = g.:(«,,,)=ag--(,,,)

mas g-l(z,z) < 0 e porta.nto a = 0, isto é, w = 0, e isto prova (1).
Para provar (2) observamos que g.i llzll é positiva-semidefinida, isto

que existe a: € tala tal que g.l(z,z) < 0. Como g.l(z,z) = 0, segue
negativa-definida e dimjz,zl = 2 $ 1 (índice de -L'), que é absurdo.

Portanto,

é, suponhamos
que g-i lt,,,] é

g-l(Z,Z) 2 0, V, C lzl-t

Observamos, ainda, que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz

g--'(,,y) $ g-i(«,,)g-:(3/,y), V«,y C ],]'

De fato, sejam z, y C lzll, temos

z+ÀgClzla,VÀC1? + 0$ g-i(z+À3/,z+Ày)=
g-:(,,,)+ 2.Xg--(,,y)+ À' g-:(y, 3/), V.X C a

!
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Se g--(y, 3/) = 0 temos

g-i(z,z)+ 2Àg-i(z,3/) 2 0, VÀ C a +
:> g--(,, y) = o +

+ 0 = g-l'(,,y) $ g-i(.,z)g-i(g/,y) = 0

Se g-:(3/, y) # 0 temos

4g--'(,,y) - 4g-i(y, y) g-l(,,,) $ 0:>
+ g-t'(,,y) $ g-l(,,,)g-i(3/,y)

Finalmente, mostremos que

g-i 1[,]1 é positiva-definida

Como já vimos que g.l l[,].L é positiva-semideÊnida, basta verificarmos a implicação

, C lzlz,z # 0 :» g..(z,z) # 0

Suponhamos a; C lzll e g.l(z,z) 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz

g ]'(,,y) $ g-i(,,,)g-l(y,g) = 0, Vy C l;la:>
:> g-l(z,y) = 0, Vg C lzll :> # C lzl :> z = 0

Portanto,
, C l;l', « # 0 :> g.:(z,z) # 0

D

Proposição 1.1.4 Se }V é tlm su&spaço de Z,", então g-i l.A, é não-degenerada de irai
ce 1, se e somente se, g.X \+., é positiva-de$nida.

Demonstração. Supollhamos que g.i Im, sda não-degenerada de índice l.
Então, ]ü C )V, ü # 0 tal que g.i(ú, ú) k 0.
Tomemos qualquer z € )+'x, z # 0. Então g..(z,ü) = 0. Pela proposição (1.1.3),

g.l l]ü.]a é positiva-definida e como z c lülJ. temos g.l(z,z) > 0, isto é, g.i l),yX é
positiva-definida

Agora, suponhamos que g-l lu,a é positiva-definida.
Se üe Wé td que g-i(ú,w) = 0, V,« C W, e«tão ®e Wa e g-i(ú,ü) = 0. À4as como

g-i l},yl é positiva-definida, devemos ter ú = 0 e g.l l)V é não-degenerada.
A fim de mostrarmos que g.l IU, possui índice 1, observemos que pela proposição (1.1.2)

zi = dim )'V + dim )VI ::+ .Z)" = )V + )VI
Como o índice de g.l em .L"é 1, existe u € .L', D # 0, tal que g.l(ü, t;) < 0 e desta

forma. D C )V e ü g )'l
Logo, g-i l\A, possui índice maior ou igua] a.l
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Da definição de índice, segue que o índice de g-i llV é menor ou igual ao índice de
g-i IZ,", que é l.

Pi;rtanto, g-] l),V possui índice l. D

Observação 1.1.5 t/n2a t;ez que )Vll = )', os ermos "não-degenerada de {hdíce 7" e
"posÍtíua-de$nida" ;)(Mem ser trompas e segue que g-i l),V é degelzemda, se e somente se,
g-l 1.., 1 é degenemda.

Nos subespaços )V, onde g-i l\A, é ;)osítftJa-de$nída, vale a desigualdade de (;azlcãy-
Sch\oarz

l g.](«, ««)l $ 11«11 11.«11 v«,«, € w

ueri$cando-se a igualdade, se e somente se, u e to são linearmente depeTLdentes

A próxima. proposição fornece critérios para um subespaço )'v ser não-degenerado de
índice l.

Proposição 1.1.6 Seja )V um suZPes;mço k-dímensiona/ de Z,", sendo k 2 2. São equipa
/entes

(1) g--i IVV é não-degenerada de índice /.

(2) Wconlém dois uetores nu/os, Zánearmenfe n eWn entes (w é unz vetou nulo « «, # 0
e g.:(«,,.«)

(3) ezísíe w C W, .« # 0, ta/ que g.l(«,,w) < O.

Demonstração

(1) + (2)

Se g.i 1.,, é não-degenerada de índice 1, deduz-se da proposição (1.1.3) que existe uma

base ortonolrÚal {el,...,ç,Ü de yy, tal que g.l(el,el) : --l e g.i(e.,eJ), - ó.J, z # 1. Então
ei + e2 e el -- e2 são vetores nulos linearmente independentes, pois, g-l(el + e2, ei + e2) = 0

= g i(el - e2,ei - e2) e se «,b € n são tais q« '(ei + e2) + Z'(el - ez) = 0, temos
a + b = b -- a = 0, ou seja, a = b = 0.

(2) :> (3)

Sejam u e u vetores nulos, linearmente independentes de )V.
Afirmamos que g-l(u,u) # 0.
Suponhamos, por absurdo, que g.l(H,u) = g-l(u,u) = g-l(u,D) = 0. Como ei é

vetor unitário em É" tal que g.:(el,el) < 0, então, pela proposição (1.1.3) existem reais,
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únicos ul e z;i, que podemos supor, sem perda de generalidade, ambos positivos (trocando,
se necessá.rio, u por --u ou u por --u), tais que

u :: uie] + iZ
o = ulel + ü

onde iz ?é 0 e D 7É 0 pertencem ao subespa.ço leira
Observamos que

g-l(u, u) = 0 :> g-i(ã, Ü)

g-l(u, u) = 0 :+ g-i(Ü, 0)

Além disso, pela observação (1.1.5)

g-l(«,D) = 0 :> uiui = g.l({Z, Ü)

:> aÀ c z? l iz = ÀÕ
. t l

:+ À = --: :+
DI

u = Adiei + ÀÜ =

«?

«?

$ 1«-11«:

o que é absurdo
Logo,

g-l(«,«) "- "- + g-l({Z,D) # 0
Temos então,

g--(« + «, « + «) -(«.+ «:y+ g-i(ã,ã)+ g--(ü,õ) + eg--(ü,o)
2(-«l«l + g-l(iZ,Õ)) = 2g-i(«, «) # 0

-(«: - «:):+ g-:({Z,iZ)+ g -(0,0) - 2g--(ã,Ü)
2(«-«l - g--(ã,D)) = 2g-i(«,«) #O

g.-(H «,« - «)

sendo pois, um deles menor que zero.

(3) :> (1)

Seja. z C }' tal que g.l(z, z) < 0, então )VI C lula e sendo g-l 1[,]1 positiva-definida,

g-] l)Va também o é.

Então )'V = )VI', e, g-l l)V é não-degenerada de índice l.
n

l.l.l A conexão de Leva-Civita de .L"

Definição 1.1.1.1 Sdar7z }'', H/ C X(-L") rcony'unia dos canzpos de uetores de c/asse C'" ellz
L" ) e J € FÇL" ) (anel das junções mais de classe C- de$nidas em L" ), de$nimos o colchete

[V. 14'] C X(.[") ;«/« e,p,'«sâ.

[v. w](./') = }''(w]/]) - w(}''[/])

sendo V]/] = EL:u,ãÊ/, a derivada de / na df'eção de I'' = ELit',ã=
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Teorema 1.1.1.2 E,isto «m. .ín{« ap/í«çâo Ü : X(L") x X(Z") ---, X(Z") ía/ q«'

(1) VvW é .F(-L")-/ínear em V

(2) VvW é M-/i«a, 'm W

(3) 'Üv(/H/) = }''1/IW + /'9yH', ;«ra / C .F(.L").

(4) ll', t4/l = VvW - Vwl'''

(5) Xg-t(y,TV) = g-l(Vxy.W') + g-i(y,VxW), VX,y,W C X(Z")

9 é denonzinada conexão de Leva-Civita de .["

Inicialmente, vamos provar o seguinte lema

Lema 1.1.1.3 Se y C X(-L"), sda y* a .7-.»rma em -L"Ía/ que y*(X) = g-i(V.X),
VX C X(.Zl"). Então, a aplic«ção }' --.-., V'''' é um iso«.or$smo f(.L")-linear de X(.Z;")
el?z rXr.L")'l*

Demonstração. Observamos que, dado }'' C X(.L"), a aplicação y* : X(-L")

.F(-L")-linear e, portanto, uma l-forma em Z;". Além disso,

(/T')*(X) g-i(/V. X) =

/}''*(X), V.X C X(.L"), V/ C /'(Z")
g.:(}''' + w. x) = }''*(x) + w*(x)
(v* + w')(x), VX € x(.z;")

(}' + w)'(x)

isto é, a aplicação y é .F(-L")-linear.
Suponha que V* = W', isto é, g.i(y.X) = g-i(W,X),VX c X(.L"), então,

g.:(yP,X,) = g-i(WP,X,), Vp C .L", VX, C TP.L", o«de VP = y(p). Se«do g-l métrica
não-degenerada obtemos VP = 1'1Ç, Vp C .L", isto é, y = 1'1/. Logo, y h-'--, V' é uma aplicação
injetiva.

Tome 0 C (k(-L"))* e seja. 0 = E::.0,dz,, sua expressão num sistema. de coordenadas
(u, (.- , . . . , ,«)).

Se }' = E:,-.g'JO,ãt, temos

"* (Ê) .-- (v, â) : EL.'.E;:..''.,. : EL:'.'.. - '.
, (ã) , / : :,. . . ,«

Donde concluímos, pela .f(L")-linearidade, que 0
aplicação V r--+ y* é sobrejetiva,.

Assim, mostrmnos que a

D

Demonstração do teorema(1.1.1.2)
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Suponhamos que exista uma ta] 9. Usando(5)

(«) wg -(y.x)
(b) }' g--(x, w)

(') x g--(y, w)

g-i(Vwy,X) + g-i(V, VwX)
g.i(VvX, IV) + g-i(X, VvH')
g.l('PX}', 14''')+ g-i(V. Ç'xW)

Fazendo (a) + (b) (c) e a aplicando (4), obtemos

2 g- ]( $'vW, X ) }'' g.-(W:, X)+ W g-i(X, }'') - X g-i(V. W)-
- p--(v. ]w,x]) + p--(w,lx,}'''l)+ g-:(x, lv. wl) (1.2)

O que nos leva a definir a l-forma Oyw : X(.L") ----, /'(Z"), y, H/ C X(.L"), dada por

#vu,(X) }'' g.](W:, X)+ W g-l(X, }'') - X g-i(V. W) -

- g-:(V. IW,XI) + g-i(t4', IX, }''l)+ g--(X, IV. WI)

Sendo Op'w € (X(Z'))*, y. W C X(.L'), pelo lema (1.1.1.3), existe um único campo de
vetores, que denotaremos por VvW, tal que

1;0vw(X) = g-l('ÜvW,X), VX C X(Z,")

Verifica-se imediatamente que valem (1) a (5), e a existência de uma tal aplicaçã.o Ç' está
garantida.

A expressão (1.2) mostra que V está univocamente determinada pela métrica g-i, o que
prova. o teor'ema.

0

Tomemos o sistema de coordenadas canónicas (zl , . . . , z.) de -L"

As funções a valores reais I'S definidas em Z,"por

são os símbolos de ChristoHel da conexã.o

Pelo teorema(1.1.1.2),(4) temos,

[á', ;t]

o que equivale a ]'/, = 1'{.

Fazendo V = ã::, I'l'
IV. t4/l = 0, temos

em (1.2) e observa.ndo que IWI,XI [x,}'']

,.-- I';;ã, l
2EZ;l I'Í,gfh

â.,«*â''. a
ãã.g.J

a
+ itp
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Mas,

'« - .-: (ú,Ê) -l 'liii s = l
s= 2

vr8) o ' x

Ó,,, s = 2,

Então,
2>:Z:;:l'l;grh = 0, &,J,h = 1,... , n

Fazendo h = 1,

0 2EZ:: :rLgri -2EZ:;il'f,Ó/: = -21'l., z,.7 : 1,

1,.

.}n

e para- h = 2, . . . , n

0 = 2EZ::il'Lg/h = 2EZ::il'f,ÓZh = 21'lb, t,.7
ChristofTe] de .L'são todos nulos, ou sqa,logo, os símbolos de

FÍ,(,) = 0, , C -L", .,J,Z = :,...,«(1.3)
Logo, se V',W C X(Z,"), com }' = EL:t',at, W = EIL:to.ã}, por (1), (2) e (3) doLogo, se V',W c X(Z"), com I'' = ELit'Jã,,,

teorema (1.1.1.2)

ç'. (EL.«,á-) : XL."I«.t;t + EL.«.'ü«;} -

EL: }''l««,l it + E:,:: «,..,EZ::: rLãt

$vw = XL.}''i.«,iá-- (i.4)
Usando o resultado do teorema(1.1.1.2) podemos definir os vários conceitos da Geometria

Riemanniana, como geodésicas e subvariedades totalmente geodésicos, dos quais trataremos
a seguir.

Assim,

1 . 1.2 Geodésicos de Z,"

Definição 1.1.2.1 S(ga ,y : J C J? ----» .[" uma cura;a de -Z;". ])ize17zos qzze ' é
de -L", se e sonzente se, V,t+ = 0.

Seja. (zl, . . . ,a«) o sistema de coordenadas usual de -Z."

Fazendo a identiÊca.çã.o Z" " TI(t)Z", t C /, temos

7(t) =(,- o'y(t),...,.«o7(t))=(71(t),...,7«(t)),{ C .r

,.:, - (á, .,'',,...,á,«.,.',) :',-'',,...,,«'*',, :'

uma geodésica

/

Por (1.4)

*~, : n:á (á,,) á- - *.$',.,â : ,
Portanto 7 é geodésica, se e somente se, =$p(7,(t)) = 0, z = 1,...,n,ForLanto ' e geoaesica, se e somente se, iF{'yi(IIJ = u, z

geodésica tal que '(0) = p e +(0) = u, então 7(t) = p + tt,, { C /.
Concluímos portanto, qué as geodésicos de Z"são regas I'(t) = p + {u, t €

Z,né variedade geodesicamente completa

isto é, se ' é

Z?, e portanto
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1.1.3 Subvariedades totalmente geodésicos de .L"

Dizemos que um k-subespaço afim (k > 1) de Z,"é um conjunto Ft = a + Pk, onde z C -L"
e p'k é um subespaço k-dimensionar (não-degenerado) de .L"

Mostremos que, em .L", as subvariedades totalmente geodésicos, completas e co-
nexas são os k-planos não-degenerados.

Seja Fk um k-subespaço afim e p c Fk. Tome um vetar u € TP-L" tal que D C TpPk,
então a geodésica I' tal q«e 7(0) = p, 't(0) = u é

'y(t) = P + f«, t c .r

que é uma rega por p C P" e portanto, está totalmente contida em p'". Logo, todo k-
subespaço afim é uma subvaridade totalmente geodésica de -L"

Agora, considere .A4k subvariedade totalmente geodésica de .[". Pe]a hipótese, toda
geodésica de M é geodésica. de -L" e, portanto, toda geodésica de M é uma reta. Então,
dado p € M, existe um disco .DPk C TPJ]/ ta] que Z)É C .A/. Sendo p arbitrário, concluímos
que .A/ está contida num X;-subespaço aÊm.

(1.5)

1.2 Isometrias de .["

Definimos por OI(n), o conjunto dos operadores lineares inversíveis O : .[" ---...* .L' ta.is
'lue g-i(Ou,Ou) = g-l(u,u), u,u c Z"

Um elemento O C OI(n) será chama.do de transformação ortogonal de -Z.". OI(n)
assim definido é um grupo relativamente à. composição dos operadores.

Agora, identificando os elementos de OI(n) com as matrizes (a.,) relativamente a uma
base âxada {e,}, onde a., = g-i((2e.,Oe,), podemos concluir que OI(n) é un] grupo relati-
vamente à multiplicaçã.o de matrizes e admite estrutura de variedade diferenciável de modo
que OI(n) é grupo de Lie com dimensão n(n -- 1)/2.

Teorema 1.2.1 .4s condições seg?llnles são equipa/elzZes;

(1) 0 C 0i(«).
(2) O /eoa base orfon.r«za/ {e.} em base orZonor«.a/ {Oc,} onde g-l(e,.,e,.)

g-:(O',., Oe..) = -1 p«« a/g««, .o C {l,...,n}.
(.3) Se O é {denti$cado comi sua ntatriz na hse canónica de L", as colunas (tinhas) de O

/ormanz u«za hse orZo,zo«zaZ de .L", or?de o primeiro uefor ui saíiz/az g i(ul,ui) < 0.

(4) Se O é íderzíiPcado comi sua 77?alríz na hse canónica de .L", O' = =O-i:, onde

l 0

0

l nXn

l e

l

0

0
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Demonstração. Observemos, primeiramente, que se a;,y C -L" então,

g.-(,,y) zoZ/o + ziyi + + z«3/. = <:z, 3/>

onde < , > representa o produto interno usual de #?"

(1) :+ (2)

Sejam O C OI(n) e {ei,..., e.} base ortonormal de .L", tal(lue

.-:''.,'J : 1 . ii ií:i=
para ãgum to C {l,. . . ,n}.

Então g-l(Oe/,Oe.) = g-l(eZ,e.) implica em que voei,
L"e g.:(O':.,O.,.) = g-l('..,e,.) = --1.

, Oe«} é base ortonormal de

(2) :> (1)

Se {ei,..., e.} é base ortonomlal de Z,", por hipótese voei,,.., Oe.} também o é, e

:('«,o.,,- l .'ll 11111 - '-:(«,.J
r # 'o

Portanto,

g-l(«,:«) g.: (EL. ««., E;;;: '",',) = E;l,:- «'.«, g.: (e., '.) :

XZ,;: "'«, .-: W.., ''.J - ,-- (o EL. «..a , ''E;:::«,.D)
g.-(o«,o.«), v«,:« c .z,"

(1) + (4)

0 € 01(n) + g-i(0u,0«,) = g-i(u,to), Vt,, «' C .L" +

$<:0«,0.«> =<:«, ,«>, V«,.« C .L" «'

« <0':0«,.«> .«>, V«, .« c .L" é

+ <0':0u -- :ü,w> = 0, Vu,w €1 .L" $
+ 0t:0 : : .» Ot: : :0-i «.

1=

(2) ::+ (3)
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Basta observar que as colunas de O são os vetores OUi,. . . ,OU., onde {Ui,. . . ,t/.l} é
a base canónica de .L", que é ortonorma] relativamente à g.l. E para linhas, basta no-
tar que por (4), se O C Oi(n), g-i(O'u,alto) = <:O'u,O'w> = <O-::t,,O't«>. Então,
g-i(O't,,O'w) = <OO'::u,w> = <:t,,to> = g-l(ü,t«) e, portanto, O' € Oi(n). E, analoga-
mente, O' C OI(n) implica O € Oi(n).

(3) :> (2)

Seja {ei,...,e«} uma base ortonormal de .[" com g.l(e,.,e..) = --1, para algum

,o C {l, . . . ,n}.
As colunas de O relativamente à base canónica {Ui, . . . , U.} de Z"são {OUi , . . . , OU«}

onde

g-:(OU. , OP,) ó.,, z # l e g-l(OUi,OUJ) .ÓiJ, &,.7 = 1, . . . ,n

Temos

e. = Ez m,/Uz
Oe, = E/ m./OUz

g-l(e.,eJ) = E(h m.em,h g-i(Uz, Uh)

e

E:z#i m./m./ m.imli

para t,.7 = 1, . . . ,n
Então,

g--(o.,, o.,) >l, m.H'}.h g.i (OUz , OUX ) =
z,h

>. m./m.hÓü -- >. m,im.hÓiÃ

E ".'",' - ".:".: -
g--(..,',)

para z).7 = 1, . . . ,n.

Em particular, g.i(Oe,. , Oe,.) = g-l(e,.,e,.) l
D

As isometrias de L"sã.o aplicações /' : Z," ----+ .[' tais que, para cada p C Z"

g.i(dXp" , drp «,) g.l(«,w), V«, «« C %,.L"

ou seja, dFp C Oi(n). Logo, as isometrias de Z" são, precisamente, as aplicações da forma
/' : .Z;" ----, .[" dadas por .F(p) = Op + g onde O C OI(n) e q C -L". Obsevamos que OI(n) é
o conjunto das isometrias lineares de 1", isto é, /'(0) = 0.
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Se p't é um k-subespaço de Z", dizemos que p'i é Lorentzíano se a restrição g-i IP,i;

é não-degenerada de índice l (métrica Lorentziana); Pk é Riemanniano se g-i IP.k é
positiva-definida (métrica Riemanniana) e Pi é Degenerado se g-i l,Pi; é degenerada.

Usaremos lui, . . . ,ukl para denotar o subespaço de .Z)"gerado pelos vetores ul, . . . 9uk'

Denotaremos por O(p'2) o conjunto das transformações Ortogonais de Z,"com determinante(:lÇ) (8
positivo que deixam p'2, um 2-subespaço de Z", fixo, ponto a ponto.

Sejam P2 um subespaço de .L"(n Z 3), de dimensão 2, e {ei,...,e.} uma base ortonormal 'L 3't
de Z,"ta] que 7)2 = [en-l,en]. J

O operador O C O(?2), identificado à sua matriz relativamente a esta base
á -« : tt}... L .!.o. l.o'

\(',',9]all

;i;;. .;..]
al.n--l

0-
an--l,l

(Z,n,l

satisfaz

oen-l = en-l 4+ al,n--l

Oe. = e« + aln =

= (ln--2,n--l = an,n-l = 0, an-l,n--l = l
an-l,. = 0, a.. = l

isto é,
all (Z l ,n -- 2

0

an--2,1 ' ' ' (Zn--2,n.--2

(Zn--l,l ' ' ' (Zn--l,n-2 l

anl '' ' (Zn,n--2 0

Podemos escolher uma base especial {ei,. . . ,e«} de .L", conforme cada uma das três

possibilidades para ?2, a fim de simplificarmos a forma de O.
No caso em que p'2 é Lorentziano, pela proposição(1.1.6), existe w C P2, w # 0,.!gl,que

g.l(w, w) < 0 e peia proposição(1.1.4) [wll é positiva-definida. Portanto, ]]!glieúít;s supor,
sem perda de generalidade, que a base escolhida inicialmente é tal que

0

l

g-:(.«,'«) = -1 e g::(e.--,'«) = 0 /'

Temos então
z" jel,...,e.-í,e«l

g.l('«, e.) = -l
g.l('., ',) = Ó,.

7': = 1..-:,e.l
(1.6)

t,.7 = 1,...,n,t # n

Portanto nessa base
0

1 0
0 1

0
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onde O é matriz de ordem (n -- 2), ortogonal] do espaço euclidiano ]ei, . . .,en-2] com a

métrica g.l l]ei,-.,en-2].

No caso em que P2 é Riemanniano, pela proposição (1.1.4) e pela observação (1.1.5),

g-i l r :l l é não-degenerada de índice l e pela proposição (1.1 6), existe w € 17'2ja , to ?é 0

tal que g.l(w,to) < 0, além disso, existe uma base {e.-i,e.} ortonormal de ?2

Sendo g-l(to, w) < 0 e w € 1P'2ll segue que o conjunto {TliHÍ,en-l, en} é ortonormal em

Pela proposição (1.1.3), podemos completar o conjunto {e«-i , e«} à uma base ortonomlal
de [wl't e obteremos

z"

z" = jei, . . . ,e.-i,e.l
g.:(e-,.-) = -l

g.l(.,, ',) = Ó,,

7:'' = je«-- ,e.]
(1.7)

t,J = 1, . . . ,n, t ?é

onde ei = ÍÍ:lh
Logo,nessa base

onde O é matriz de ordem (n -- 2), ortogonal, do espaço Lorentziano jei, . . . ,e«-2] com a

métrica g.i lle, ,...e.-2l-
No caso em que P2 é degenerado, existe D € p'2, u # 0 tal que g.l(t;,w) = 0, para

qualquer 10 C P:

Podemos escolher e«-i tal que g.l(e.-l,to) = 0, Vto C P2, basta tomarmos e.-i = lla'
Em particular g.l(e«-l,e«) = 0 = g-i(e«-i,e«-i).
Como g-i 1.: é degenerada e g.l(e.-l,e.-l) = 0, pela proposição (1.1.6), devemos ter

g-l(e., e.) # 0e ainda mais g.l(e., e.) > 0, (caso contrário, g.i 1., seria não-degenerada).
h Suponhamos que g.l(e«,en) = 1, lOgO g.i 1[..] é Riemanniana, e pela proposição (1.1.4)

e pela observação (1.1.5), segue que g.i lt..]i é Lorentziana. Como e.-i C [e.]X, existe
ei C je.]l, e] # 0 ta] que g.l(el,el) = 0; o conjunto {ei,e«-i} é linearmente independente
em -Z;" e»-l(ei,e.-i) # o,r Podemos supc'r g-l(el,e«-l) = 1.

Observamos que:Êê'ailj' + be..i + ce. = 0, então

J J,Ú.
B

r.,9rJ]J'~C,.-Ca0 (k.

s$ c;.L L .G

a g.-(.1, ':)+ Z, g-l(.«--,.-) + cg--(.«, .i) O :> b = O

0 = g-:(ael,ael) = g-l(-ce.,--c..) = c'g-i(.«,e.):> c = 0

logo, a = 0 e {el,e.-i,e«l} é linearmente independente.

Ainda pela proposição (1.1.6), g-i l]e:,...i...] é Lorentziana e pela proposição (1.1.4)
g-i lt.,...i,..]x é Riemanniana. Podemos então, completar, o conjunto {ei,e«-l,e.} à

e
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uma base especial {el,e2,...)en-2)en-l)en} de Zntal que le2,...)en-21 :: jel, en-l)enll, e
satisfazendo as condições

g-t(',,',)= Ó,,, ',.7 = :,...,n, .7 # 1, JPn- l

g--(e-,e-) = 0 = g-:('«-:,'«-:), g-:('-,'«-.) = l

Construímos portanto, uma base {ei, . . . , e.} de Z", satisfazendo

l,n = lel,.. . )en--llenl 7>2 =len-l,enl
g.l(el,el) = 0 = g-l(e«-l,e«-l) g-l(el,e.-l) =l

g.i(..,.,)=Ó.. ',.7=:,...,n, .#l, .#n-l
(1.8)

Temos, então

g.-(e.,'«-:) = g--(Oe:,O'«--)
g.-(«::e-+...+ ".-'.,.«-:) = a-- g--(':,'«-:)
all

g-:(..;e«-l) = g-l(Oe., O'«-:) =

g.:(.-, : + - .+"..'«,e«--) = «-,g-:(.:,e«-:)
aÍ., t = 2, . . . , n --2

g-l(e.,e.) = g-:(O'.,O'.) =

g.:(a:.e:+...+ ".,..,e«) = a«, g--('«,'«)

an., Z := 1, . . . ,n -- 2

e portanto,nesta base

1 0
a21 a22

0

(Z 2 ,n -- 2 0

0
(Zn--l,l (Zn--1,2

0 0
a«-i...2 l

0 0
0

l

sendo

g -(e:,'-) = g-i(Oe:,O'l)
g.l(e:+«2-'2+ ''.+ "..:,:'«-i , ':+":-', + ..+ ««-i,:.«-:)

'"--:,- g.:(.:, '«-:)+ ':: g-:(',, ',) + ' ''+ ":-,,: g.:(.«-,,'.-,)
0, se n 2: 4 ou 2an-l,l ; 0,isto é, 2a..i,t

'L.:t



C)apítulo 2

ESPAÇOSDE CUliVATURA CONSTANTE

9 1 Tn+rr.Hll r';,l
H e .H- -iaxvx v \x x b »v

Um espaço de curvatura constante é uma variedade Riemanniana (M"(c),g) de
curvatura seccional constante .K = c, ou seja, o valor de -K não depende do ponto a C .M,
nem da secção plana p C T=JI/" onde é computado.

Aparecem como exemplos clássicos de espaços de curvatura constante c = 0 e c > 0, de
dimensão n, respectivamente, o espaço euclidiano IÃT'(0) = Z?" com a métrica Riemanniana
usual e a n-esfera IÃ7"(c) = S"(l/\4) de raio l/l4 do espaço euclidiano a'+', com a
métrica induzida. O exemplo clássico para um espaço de curvatura constante c < 0 é o
espaço hiperbólico n-dimensionar H'(c) ( vda seção 2.3 ). As variedades a", S"(c) e H"(c)
são completas e simplesmente conexas. Observamos no final deste capítulo ( ve:ja seção 2.5 )
que estas são essencialmente as únicas variedades Riemannianas completas, simplesmente
conexas, com curvatura seccionar constante.

2.2 Considerações sobre isometrias em espaços de curvatura cona
tente.

A propriedade importante dos espaços de curvatura constante está no fato deles pos-
suírem um número suficientemente grande de isometrias locais. E o que nos mostram as
proposiçoes que enunciámos a seguir.

Proposição 2.2.1 Síyam .À/ e M espaços de mesma curuafura consíanZe e de mesma di-
mensão n. Soam p C ]l/ e ê C .A/. Dadas fases oríonormais {e.} de TP.À/ e {ê,} de

7}.M, .7 = 1,...,n, existem uzÍn/lanças y C .À/ de p, e y C M de P, e uma isometria
/ : }' --. }' ía/ g«. dyp(',) = ê,.

Proposição 2.2.2 Sqa .A/ tzm es;mço de curoafura consoante e soam p e g dais l)cintos
quaisquer de M. Soam {eJ} e {/j} fases orZonormaís arbÍírárÍas de TPÀ/ e TçJI/, ws-
;zcliuamenfe. -FnZão ezisíem t/ t;ízinÃança de p e }'' t;izÍn/zanga de q, e uma isomeíMa
g : U ---, V. fa/ q«e dg,(e.) = /1'
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Uma demonstração desses resultados, pode ser encontrada em l71

2.3 Generalidades sobre H"(c).
Tomemos a hipersuperfície de -L"+l

H"(c) = {z =(zo,zi,...,z.) C Z,'+: l g-l(z,z) = 1/c,zo > 0}

para c reall negativo. H"(c) é uma subvariedade de .L"+i , denominada espaço hiperbólico
de dimensão n.

2.3.1 0 espaço tangente T='H"(c).

Para cada vetar t, € T=H"(c), consideremos uma curva

a : / C .R ---, H"(c), td que a(0) = z, d(0) = ü

todo t c.r

g.i(a(t),a(t)) = 1/c :::+ g-i(á(t),a(t)) = 0

e, em particular, g-l(t,, z) = 0.

Seja F : T=-Ln+l -----, Z? dada por

.F(u) = g-l(t,,i), u C T=.L"+

Então, paraT

l

Temos

T=H"(c) C ker.F = {u € T=-Zl"+: l g-l(D,Z) = 0}

dim T=H"(c) = dim ker F = n

T=H"(C) = {Ü C TzZ,"+: l g..(D,Z) = 0} = [Zjl

onde consideramos z C T=.L"+i

A métrica em H"(c) induzida por g-i é positiva-definida , isto é, g.i IHn(c) é Rieman-
niana.

De fato, g.l(z,z) = 1/c < 0, implica que g-t lt,] é não-degenerada de índice l e
l.n+l : [nl m [açlX e ne]a oroposicão (1.1.4) g.l Ir,ix é positiva-definida

Logo,
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2.3.2 A curvatura de H'(c).
Tomemos a paramêtiÜação de H"(c) dada pela projeção

n"
(-:,...,'«)

Sua inversa, z-' , é uma cafla4gli)bal) para H"(c)

,-' : n" ' ----, H"(c)
(,1,...,.«) --,(,o,,:,...,,n)

onde

Temos

,;:U.= ãt, '= :,...,n, VPCH"(c)

sendo {Ui, . . . , U.} base canónica de -R"e {ã:;, . . . , a:=} base de TPH"(c) tal que

(

ü-o.,: .--(á:,Ê): -%' ' '.., ',. : :,...,«

e ((p) = Íth = /:ip é a normal unitária a TPH'(c) no ponto p, ou melhor,

(('.,,-,. .. ,,.) ; v=(..,.-,.. . ,««)

EL:,? - l/c.
O operador de Weingarten associado a ( é H(X = --('Üx€1)T, onde 9 é a conexão Leva

Civita de Z;"+: e X C X(H"(c)). --
Temos

iEã!?Ei .:i , o, . . . , o, l, o, . . . ,o

c r.n+l

3

)'.Q

H"(.)
(zo,zl,

,0

..,/:i;il . - l n,

Logo,

(aDp : -'/:i'd4,X"(.) (2 1)

Pela equação (1.3) os símbolos de Christo6el de Z"+i são todos nulos e por isso o censor
de curvatura de Z"+i é identicamente nulo.
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Chamando de IR o tensor de curvatura de H"(c), a equação de Gauss fica

g-:('ã(x,v)z, w) g-i(Ày, Z) g-l(.4X, W) - g-i(.ÁX, Z) g-t(.4y, W)
g.-( - ?=v, z) g-,( -J=x, w)-
- g.- (-V':ix, z) g-- (-~''=1'', w) =
-c(g--(y, Z)g--(X,W) - g--(X, Z)g-:(y,W))
VP € H"(c), VX, y, Z, W € %,H'(c)

Então,

g-i(Í(X,y)X, y) c(- g--(y,X)g-:(X, }'')+ g-t(X,X)g-t(y, }''))
cg.l(X A y, X A y), VP C H"('), VX, y C %,H"(')

A curvatura seccional do plano gerado pelos vetores X e y, tangentes a H"(c) em. p, é
então dada por

g.i('ã(X,y)X, }'' )
g--(X A y,X A y)

ou seja, H"(c) é variedade Riemanniana de curvatura constante negativa c

2.3.3 Isometrias de H"(c).
Lema 2.3.3.1 Sejam ./',h : JI/ ---+ .N isomeZrÍas da oadedade Riemanniana coneza .A/ na
«,{.dad. Ri.ma-ia- .V. S. «í;te «m ;««t. p € .Miai g«e /(p) = h(p) ' (aF), = (dh)P,
então f = h.

Demonstração. Considere a isometria é /-l o h : .A/ ---.} .A4 e observe que

@(p) = p e (dÓ), (dy'i)h(p) o (dh)p = idTpM

Seja V' uma vizinhança totalmente normal de p em .A/ e seja q C y. Então, existe um
único D C TPM tal que '(t) = expp tt; é a geodésica minimizante ligando p a q.

Seja r = é(ç). Como é é isometria, d' o ' é geodésica minimizante ligando é(p) - p a
@(q) = r e r C T''; então, novamente pelo fato (le }' ser totalmente normal, («'''y)(t) - expp tw,

onde w é o único vetar tal que expp 10 " r.
Então,

É(é ' 'v)(o) : "
e, por outrolado,

é(ó ' 7)(t) l.:o= ('Íé)p't(0) : (d#')p" : "
portanto w = u e segue que t = q, isto é,Ó(q) = q e, como g é arbitrário, Ó lv= id..

Como ]l/ é conexo, qualquer ponto r C M pode ser ligado a p por um conjunto finito
de tais vizinhanças com a propriedade de que o centro de cada uma delas está contido na
anterior. Segue que @(r) = r, para todo r C M. Logo é = idÀ/ e / = h.

D
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Proposição 2.3.3.2 .As {sometHas de H"(c) são as ap/{cações C) C OI(n + 1) gue deitam
inuaríaníe o corÜunZo

H"(c) = {P = (m, P:, ,p.) € Z"+i l po > 0 e g-i(p, p) l/c}

Demonstração. Sda O € õi(n + 1) isometria de .["+i que deixa invariante o conjunto
H"(c) , isto é, O(p) C H"(c) para todo p C H"(c). Então O é isometria do espaço hiperbólico,
pela definição de isometria.

Reciprocamente, consideremos uma isometria O de 7í"(c). Seja {ui , . . . , u.} base ortonor-
md de TPH"(c), p € H"(c) fixado, e soam w. = (dÕ),(t,.), ' = 1, . . . ,n. Então {,«i, . . . ,,«.}

é base ortonormal de TÓ(,)H (c) e, além disso, g-l(p, t, ) = 0 e g-i(O(p), '".) = 0, para todo

Assim {«:ip,t;:,... , u.} é base ortonormal de TPZ"+i e{.d:i(5(p), loi,. .. , to.} é base
ortonormal de 7h,...Z)n+l

Consideremos a aplicação linear O : Z"+i ---, Zn+l deÊnida por

1,&

0(,.) = ««,, , = :,.. . ,n
o(P) = o(P)

Peão teorema(1.2.1), O € OI(n+ ]).

Se g C .["+: é td q«eg.i(q,q) = 1/c, e«tM, g.i(O(q),O(g)) = g-i(g,q) = 1/c.
Portanto, O deixa o hiperbolóide {q l g-i(q,g) = 1/c} invariante. Por outro lado, sendo

O contínua e p, O(p) C H"(c), temos que O(H"(c)) = H"(c). l,ogo, O é isometria de H"(c)
e, pelo lema (2.3.3.1), O = O.

D

Indicaremos por Ot(n,+ 1) o conjunto das isometrias de H"(c).

2.3.4 A geometria do espaço hiperbólico

2.3.4.1 Geodésicos

Seja a : .r geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em H"(c)
Denotando por V a conexão Riemanniana. de H"(c), segue por (1.3)

(Vó(t)à(t))T = 0, Vt € .r $
+ ã(t) € -Z)"+! é normal a Ta(t)H"(C) +

«. ]À : .r l à(t) = À(t)a(Z)

Então,

g.i(à(t),a(t)) = 0:+ g-i(à(t),a(t» = -g-i(à(t),à(t)):>
+ À(t)g-:(a(t),a(t)) = -1 + À(t) = -c

Segue que uma curva a, parametrizada pelo comprimento de arco, é geodésica em X"(c),
se e somente se,

â(t) + .a(t) = 0
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ou seja,

a(t) = (cosh V':it)CI + #:(sinh '/::it)Oz, t € n, Ct, C, € .L"+l

Impondo condições iniciais a(0) = p e à(0) = ü, t' C TPH"(c), llüll = 1, a geodésica de
H"(c) que passa por p com velocidade inicial u , isto é,

a(t) = (";h V':it)p + :'7yi(;i"h '/=t)",t C n

está inteiramente contida no plano que passa pela origem, gerado por p e u'
Desse modo, as geodésicas a : / ----» H"(c), são as intesecções 7í"(c) n 11, onde ll é o

plano de Z"+i gerado por a(0) e à(0) e que passa pela origem.
Como uma subvariedade é totalmente geodésica, se toda geodésica da variedade, tangente

a essa subvariedade em um ponto, está totalmente contida nessa subvariedade, segue também
que as k-subvariedades totalmente geodésicos de H'(c) são intersecções H"(c) n yk+: , onde
yk+i é subespaço vetorialle -Z;"+i

2.3.4.2 Esferas geodésicos.

Deânição 2.3.4.2.1 Z)aços um ; nto p C H"(c), um nlímero wa/ r > 0 e um coíÜunto
{«i,...,ui+l} d' «to«s o,'-«maÍ' 'm %H"('), k : l,...,n -- 1, o ««/-t.

Sfk,q- {.M - ..;h(«=0P + XU $!!!../:io h.., . : «-, . . . ,t.+J C .R'+:\1011

onde }' = [ui,. ..,ut+i] e ]t] =(E:#(t.)ã"z um' subuarÍedade de H"(c), de dimensão k,

chamada k-esfera geodésica de raio r e centro p.

Observe que, para cada vetor unitário ; = }i:E? Êiu. em TPH"(c), o ponto z(t) corres-
pondente está na geodésica parametrizada pelo comprimento de arco

5. . , ,-- 3. ' . sinh(«=ilt)
'y(t) = ''sh(«:it)P + ==i»i

S

onde 'r(0) = p e 7(r) = z(t), isto é, z(t) = exp,(ru) .

Logo,

ç = u' t.q.)

sf(,, }'') C b,':,.. . ; «t+:l n H'(é)
Além disso, podemos escrever, para cada t = (tl, . . . ,tt+l)

..', : l«;»' ,,; * :"gü'«l * "ÉÜ' l(h o «tlâ«.lC

e Sk(r,y) está inteiramente contida no (k + l)-hiperplano afim de Z"+l

,)p+ eylK;CÊ.a«-+ ]«-,. . . ,«*.:]J cPk+' = cosh( -c rlp t
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Como 7'"'' n H"(c) D sf(,, 1') e 7''Como Fk+' n 7í"(c) D S:(7', y) e Ft+' n H"(c) é subvariedade k-dimensionar, segue que

sf(,, }') = F't: n H"(c) (2.2)

e observando que o (k + l)-hiperplano afim Fl+l é ortogonal a p, Fk+l só intercepta uma
componente conexo do hiperbolóide {(zo,zl,...,z.) C -L"+l l g-l(z,z) = 1/c e zo > 0}.

Notemos, ainda, que

Sph(,, }''') c b,.-, , .k+-] n H"(c)

significa que SPA(r,y) está contida na (k + l)-subvariedade totalmente geodésica,
b,«i, . . . , «A;+:l n H"(.).

2.3.4.3 Horoesferas

Definição 2.3.4.3.1 Tomemos uma geodésica de H"(c) com ;)onfo fRÍGIa/ q C H"(c). Pam
m'ía ;««Z. p d"s. g é {m, co«{'í',«mos a (n -- l)-.saem ge«íésim "m ""'"' p ' g«
passa par q. Quando seu centro p tende a in$nito, esta eslferu tende a um conjunto limite,
denominado hiper-horoesfera de H"(c).

Seja a : lO,+ool ---, H"(c) a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco com
a(0) = g, escolhida para fazer variar os centros das (n -- l)-esferas geodésicas e consideremos
campos ortonormais üi, . . . , u., diferenciáveis ao longo de a, satisfazendo para todo t 2: 0,

«:(t) à(t), g--(«.(t), «,(t)) ó.,, g.:(a(t),«.(t)) = 0, .,.7 1,

Para cada t > 0, tomemos o número real positivo 7(f) tal que exp-(t)(-r(í)ui(f))
consideremos a (n -- l)-esfera. geodésica de centro a(t) e raio r(t), dada por

g e

sl:i;l ('(t), ["i(t), , «.(t)l) = F"(p,t) n H"(c)

onde

F"(ê,{) = P + lui(t), , «.({)l, P = cosa( ;,(t))a(t) € -L"+:

&,=
\

$

Assim, fazendo í tender a infinito, temos que à(t) tende a uma direção paralela a uma
geratriz do cone zã = 1:Liz? e portanto P"(P,t) tende a um n-hiperplano afim ÍÍ" pa.ralelo
a um n-hiperplano t.angente ao cone.

Concluímos, então, que as hiper-horoesferas de H"(c), são da. forma ii" n H"(c), onde,
iÍ" é um n-hiperplano a$m, paralelo a uma geratriz do.ç99e zã : >:E:tz?, e reciprocamente,
todo conjunto deste tipo é uma hiper-horoesfera de 7t!!:D2(c).

Neste momento, passemos a definição de k-horoesíera de H"(c) para k = 1, . . . , n -- l e

n 2 3, que coincidirá com a definição de hiper- horoesfera quando k = n -- l.
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Deânição 2.3.4.3.2 Seja .Nk+l uma (k + l)-subuaNedade tola/mente ge(MésÍca de 7í"(c).
Como na dejniçâo antepor, !amenos uma ge(Mésíca de .Nh+.i com ;)cinto inicia/ q C .Ni+i c

para cada ponto p dessa geodésica, a k-esjem geodésica com centro p, que passa por q(da de-
$nição de totalmente geodésica essa k-esfera geodésim está inteiramente contida em Nktl).
Fa««do p t.«de, . íná«ito, o c.«/-t. /{mÍZ. «,á de-m{«do k-ho«.s/em de H"(').

Como no caso de hiper-horoesfera, uma k-horoesfera de H"(c) é da forma

ií'': n H"(c) (2.3)

onde,ííi+l é um (k -F l)-hiperplano afim de .Z;"+t, paralelo a uma geratriz do cone a;g
EILlz?, e, dessa maneira, obtemos todas as k-horoesferas de H"(c).

2 .3.4.4 Superfícies equidistantes.

Definição 2.3.4.4.1 Sda N"-i uma hiílKrsuperl/üie fofalmente ge(Médica de H"(c). Vimos
- üem r2.8.{..í) q«e p.dem« «cm«, .N"-i = y"nH"(c), -d' y" é «m s«Z'"p'ço «t.'"{«'
de .L"+:. Tomemos ( = ((o,(i,. . . ,(.) c Z"+: não nulo, ta/ que

g.i(C,P) = -(oPo+ ..+(.P« = 0, VP =(PO,Pi,...,P.) C .N"': '-./

"\ o //'

'

./J

isto é, € C %,H"(c), VP € N"-:
Para cada mal d > 0 corzsídemmos o colÜunZo

.a-e(.w,a) = {P,(d),p c .N}

-de /3,(') sh «:i')p + :!'lliÉi"(, . € a é « g.«Íésim .m H"(') ;"""'''t'i«d« Wi.
comprimento de arco, que passa por p com tielocidade (

.é c/a« q« esta geMési.« é o,togonal a .N, l«,t«nto p,(n) = b',(l n H"(c) e -#.E(.N, d)
é o c07Üunfo de ;)cintos de H"(c) a uma dís.ladeia intrínseca .Pza d de .N

.V.*'mo. q« .F.E(.N, 'i) C :iP : !ÜÜ:âêae + y". Uam« m«tm' q«

n-E(.x, a) = V" n x"(')
Basta «,@ca,«.o. q« « q c V" n H"(c), e«fã.

q C y" + g= !!!1:2gde+w, w € y"

q C H"(c) :> 1/c g.-(q,q) :ÜÚe.?É=4 + g..(,«, '") +'
cosh2 v:i d

C

Podemos escmuer

g = !Ui:ig;yC + «;h
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onde
/' to to \ l l

g-- l...;" .'-c.' "sh Ma) : cosa- ./..' g.:(w,.«) : i

Z''g., ;;;É3=? € H"(c) n y" = .N"'',', ;«,t'"to, q c .H.E(.N,d).
C-cZ«z'm«, .«fão, q« .#E(.N,d) é «ma «b«,íedad. de .«/ím.«âo l d. H"(.), d.--

minada hipersuperfície equidistante. , , l,3 J

:t,> ,:b9+servemos que y" sempre intercepta as duas componentes conexas de H'(c). )
',x-. \.-5ol r"'Reciprocamente, uma subvariedade do tiPO 9" n 7í'(c), onde y" é um hiperplano afim

de .L"+i que intercepta as duas componentes conexas de H'(c), é uma hipersuperfície equi-
distante, pois existe y" n H"(c) hipersuperfície totalmente geodésica da qual os pontos de
y" n H"(c), distam um mesmo valor Êxo d > 0.

Vamos, agora, definir k-supera'cie equidistante de H"(c) para k = 1, . . . , n -- 1, n 2 3. A
definição será dada de modo que, quando k = n -- 1, a (n -- l)-superfície equidistante é a
hi persup erfície equidistante .

i.OP\v,,..'

Definição 2.3.4.4.2 ConsideKmos .Nt+i uma (k+ l)-subuaHedade fatalmente geodésica de
H"(c) ' o (k+2)-s«&s;«ço «tonal y*+' C .['+l g« a de$ne , í.to é, .Nk+i : yk+'nH«(c).
Zom.mo' ,«í«'a, «ma k-«b«,{.dad. {.!a/m.«í. ge«lésim .Nt : Vt+: n H"(.), de mM.
gue ) k+i é s?zZPes;mço retorta/ de )/k+2 ou sqa, .Art e subuartcdade de cod:mensal l de

NK'+t . Como joi jeito pam hipersuperfície equidistante, pam cada t'ml d > 0, cortsidemmos
a subuariedade de c(dimensão l de .Nk+l

HEK (.Nk ,d] {P.(ó),p c -w*}

onde

P,(.) = (cosa v''::l.)p + :!111 '/:-i'(., . € .R

e ek normal Q Nk e tangente a Nh+t , são encontrados como antes. Chamaremos HEK (.Nk ,d)
de k-superfície equidistante de H"(c).

C

Notemos que, neste caso, também obtemos a equivalência: Mt é k-super$cie equidistante
de H"(c) , se e somente se, existe y*+:, (k + l)-subespaço afim de -L"+' , que intercepta as

duas componentes conexas do hiperbolóide {z C yk+3 : g.l(z,z) = 1/cl} e

Mk é 9'+: n H"(c) (2.4)

2.3.4.5 Subvaríedades umbílicas

Seja .A/ uma k-subvariedade de H"(c), k = 1,. . . ,n. Denotemos por Ve V as conexões

de Leva-Civita de H"(c) e ]l/, respectivamente, e por IR o tensos de curvatura de H"(c).
Vamos usar a notaçã.o que segue:
A segunda foi'ma fundamental a de .À/ é dada pela. fómlula. de Gauss

Vxy Vxl'' + a(X, }''); X, }'' € X(M) (2.5)
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o operador de Weingarten de ]W, associado a ( C TPÀ/'t,p C M por

.4(X = -(VxOT, X C X(M)

e portanto vale a relação i9.
t'a,,lz."

g--(.4(X,}') = g-:(a(X,y),O, y € X(M) ' 6

O vedor curvatura média h(p) de .A/ em p € ]@ é

h(p) ; :lEL-'-(x,,x,)
onde Xi,...,Xi C TPM e g.i(X.,X,) = ó.J, t,J = 1,...,k
Denotaremos por V a conexão normal de M , isto é,

V$.e =(Vx0', ( e(X(M))a, X C X(.M)

A equação de Codazzi é

(lz(x,}'')z)l = (vi')(v, z) - (vilÇ4i,zy-v'X,v, z € ;É(.w)

Por outrolado,

R(X,}'')Z = c(;X-A y)Z = cg.i(y, Z)X - cg.i(X, Z)y, VX,y, Z € X(M)

pois, H"(c),,Lení curvatura seccionar constante c.
IEpgÕRR(X,}'')Z)a = 0 -:>

(Vla)(y, Z) =(Via)(X, Z), VX,y, Z € X(.M)(2.9)

Definição 2.3.4.5.1 Z)iremos qzíe M é subvariedade umbílica de H"(c) se ;)am todo

(2.6)

".. vG '

(2.7)

.sl- '

(2.8)

o. OII'/j'clip'

~..9 à. t

.C.Q.D Olq

(a

')''Ç

n M
).J cL'

Ry3. r-Jr alr.
C

p«a t«io ( € (TPM)', c.m À( «'«l

De (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) obtemos as relações e(luivalentês:

(i) À/ é subvariedade umbílica de H"(c).
(i{) Para todo p € .M,.Á( = g-i(h(P),Oid m, Ve C (%.M)l
(ii{) Para todo p € M,a(X,y) = g-i(X,y) h(P), VX,}' C TPM

Definição 2.3.4.5.2 Dizemos que uma suboar idade .A/ de H"(c) íem vetou curvatura
média h paralelo se

vi:h :: o, ;««. tM. x € x(w)

;vé.fe ««, t'«:« q« llAll é co«t-te « /-g. de w, - 'da, llh(p)ll : À, vp c M. r\ÇI

. é
\''('
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P-oposição 2.3.4.5.3 Se M'(k 2 2) é «b«idade «mZ,#Ím d. H"(c), e«fã., o «lo,
curvatura média h é paralelo.

f

/ Demonstração. Sejam X,y, Z C X(.A/), (quaisquer. Pelas três e(luivalências em (2.10)
e por (2.9), temos:

(Vx a)(y, Z) Vila(y, Z) - a(Vxl'', Z) - a(y, VxZ) =
V;(g-i(y, Z)A) - g-i(Vxy, Z)h - g-l(}'',VxZ)A
g.:(v, z)vl;h =
g.-(X, Z)V;A, VX,y, Z € X(M)

Tomando, agora, y = Z tal que g-i(y,X) = 0 (note que aqui é essencial que k 2 2)
vem, V;.h = 0, VX C X(.A/), isto é, A é paralelo.

D

Observemos que se À = 0, por (2.10), a = 0 e .A/ é totalmente geodésica.
Determinaremos a. seguir as subvariedades umbílicas conexas Mk de H"(c). Observemos

primeiro que existe um mergulho natural de .["+i em ]"+l+' dado por

(ao,ai, , ««) ---,(«o, . . . ,«.,0,. . . ,0)

Este mergulho, além de ser isométrico, é totalmente geodésico (leva geodésicos em geo-
désicos) e deste se deduz um mergulho natural, totalmente geodésico de H"(c) em H"+'(c).
Notemos, ainda, que a imagem natural de H"(c) em H"+'(c) é a intersecção de H"+'(c) com
a imagem natural de -L"+i em Z"+l+'

Fixemos um ponto p C M
Pela proposição (2.2.2), existe uma isometria local p : U C H"(c) --, y C H"(c) onde tr

é vizinhança de p em H"(c) tal que

P(P) 7l;=Ho = q C y. Ho =(1,0,...,0) C Z;"+', (2.11)

p.TpMé a imagem natural de -Rt em n" N TçH"(c), (2.12)

h(ç,(p)) = .XUk+l, (2.13)

onde Uk+l =(0,...,1,0,...,0) C TçH"(c), com l «a(k+ l)-ésima posição e h(p(p)) é o
vetar curvatura média de g(Ã/) em g.

Assim g*TP.A/ é o complemento ortogonal de {Uo, ük+i, . . . , t/.} em -Z.'+i

Observemos que toda. isometria g de H'(c) ceva subvariedades umbí]icas ]l/ em subvari-
edades umbílicas g(.A/), pois, para- ca.da p € M

e

p.(Vx0

VX C TpM,para todo campo ( definido numa vizinhança de p, ortogonal a Â/ em H'(c)
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Então,
(V..*9,OT = ELI g-i(V,.xP.(,P.X,)9.XJ

J = 1, . . . , n} é base ortonorma] de TP]Wonde {X;
Temos

g.i(V.. * 9.e , 9.X, ) g. :(P.(Vx 0 , 9.XJ) g.i(Vx€1, X,) :>

:> (V,.,.V'.C)T = E;:I g.I(VX(, XJ)9.XJ : V'.(E;a g-I(VX(, XJ)XJ) : Ç'.(VXOT :>

:+ .AP'€9.X = --(V..,,P.e)T = -9.(VXOT = 9-(-VXe)T = V'.(Á(X) - À€9.X
VX C %,M, V(l C (%M)l

E, além disso, se A(z) é vetar curvatura média de ç'(.A/) ém z

h(') :{ EL-'(p.x.,v',x,)
sendo {g.X,, & = 1,...,n} uma base ortonormal de g.Tv-í(z)H"(c),
{9*X,, t = 1, . . . , k} é base ortonormal de g.TP-i(r)Ã/

Por(2.7) podemos escrever para cada .7 = 1,..., k,

de maneira que

a(P*X, , 9.X,)
7}

>l: g.i(a(P.XJ, P.X,), Ç'*Xz)P.X/
/=k+i

>l: g-l(--V,.x,P.Xz, 9*X,)P.Xz
z:k+l

e, obtemos

:l EE:l ELk+l g-l(-V,.x,ÇP.X/, P.X,)9.X/ -

p. (i EF:: EZ:k.... g.,(' - fx,x/, x,)x/) = (2.i4)
P.À(9':(.) )

onde Ã(g''(z)) é o vetor curvatura média de .A4 em g':(z).
Sda a : .r C -R --» .M uma curva diferenciáve] ta] que a(0) - p e seja Z um campo

tangente a H"(c), ao longo de p o a, isto é, Z(t) C Tp-(t)H"(c),t c ], satisfazendo

h(,)

V.Z = V.LZ = 0 (Z é V-paralelo) (2.15)

(2.16)Z(0) C (P.TpM)x IUk+i , . . . , t/.l

g.-(Z(0), hP(P)) = 0 (2 17)

isto é, Z é o transporte pa.rateio de Z(0) satisfazendo (2.16) e (2.17) a-o longo de p o a.
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escrever

Z(t) = ç,,X(t)+/(t)h(p o a(t)) + ((t), VÍ C .r

onde,paratodo t C /

X(t) C Ta(t).M, (({) € (9,Ta(t)M)l, g-i(((t),h(g o a(t)))

Em particular para { = 0

Z(0) = ÇP.X(0) + /(0)ã(P(P)) + ((0) € (P.Tp.M)l :> 9,(X(0)) = 0

Temos ainda por (2.17) e (2.18)

g-:(Z(0),À9(P)) = g-i(/(0)À9(P)+ ((0),ã9(P))
= /(0)À' + g-l(h9(P),((0)) +

:> .f(0)À' = g-:(Z(0),à9(p)) - g-l(A9(p),((0))

Se À = 0, definimos /(0) = 0.
De qualquer forma, temos

Então podemos)

- 0

+ x(o)

(2.18)

0

0

X(0) = 0 e /(0) = 0 (2.19)

Calculando a derivada do campo Z(t) ao longo da curva g o a : J' g(M), por (2.15),
temos

0 = VtZ(t) = V.,,.a(t)Z(t) :::+

0 = v«.áWÇ'.x(t)+/({)A(y o a({))+/(í)V«.aM/z(g ' a(t)) + V,.ÓH((t)(2.20)
Passemos a. desenvolver separadamente cada parcela de (2.20). Pela terceira relação

de (2.10) e por (2.14)

V.p.a(t)V'*X(Í) = .Và(t)x(t) + Ç'.a(à(t),X(t)) = V'.VtX(t) + Ç'-a(á(t),X({)) =

= .V X(t)+ g-:(ã(t),X(t))A(q,. a(t))

Usando a Brmula de Weingarten, a proposição (2.3.4.5.3) e a terceira relação de (2.10)

VP.ó(t)h(ç' ' a(t)) = -.4h(""(t))(g.à(t)) + V,.ó(t)h(ç' ' a({)) =

.4Ü@-m(p*à(t)) = - g-l(h(g o a(t)),h(g
À'P.à(f)

Pela segunda relação de (2.10), por (2.18) e, novamente, pe

V,.a(t)((t) = --.4((')(P.à(t)) + V:l.ó(t)((t) =

= - g.l(A(g . a(t)),((t))p*ó(t)+ V;((t)
= v;((t)

. a(t)))p.ó(t)f

la fórmula de Weingarten,r
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Derivando a última relação de (2.18) na direção de g.á(t), pela proposição (2.3.4.5.3) e
por (2.14), obtemos

:$1:1111illll:lí: 1 : :: i:i:: : :: :::::::: ::i.-. (~':.,.,,"@ . «n),«o)+ .-:("@ . 'w),«:....,«o)::

g-i(h(p ' a(t)), V:.Õ(t)((t» = 0, Vt € .r

Retomando(2.20), temos agora,

(2.21)

0 V'.Z(t) =

= P,y.X(t) - À'/(t)P.Õ(t)+(.f(t)+ g--(Ó(t),X(t))) h(p' a(t))+ V;((t):>
:> 0 = g-i(Vf((t),V.Z(t)) = g-](V;((t),V;((t)), Vt C .r +
:> V.p.a(t)((t) = V;((t) = 0, Vt € .r

Mas, por (2.15) e (2.19)

((0) = Z(0) - /(0)AP(P) = Z(0) :> VtZ(t) = Ç'«.áHZ(t) o, Vt c .r :>

:> z(t) = ((t), vt c /

ou seja, o campo Z é V-paralelo, ortogonal a h e a p(M) ao longo de g o a (2.22)

Temos em .Z;"+l,

ÜtZ(t) = VtZ(t)+ cg-i('ütZ(t),g ' a(t))y' ' a(t)

Mas, para todo t C ]

Z({) C Tv-HH"(c):> g-i(Z(t),y''a(t)) : 0 +
áp.:(Z(t),ç' ' a(t)) = p-:(9.Z(t),P' '({))+ g
g-i(t.Z(t),p . a(t)) + g-:(Z(t),q'.Õ(t)):>
g--('Ü.Z(t), p . a(t))

-(Z(í), $. y, . a(t))

onde, a última igualdade é consequência de (2.22)
Logo,

+.z(t) = V.z(t) = o, vt € .r

e Z é «« «tor consta«te em .L"+- , isto é, Z(0) Z(t), Vt C /, em particular

Z(0) C (9*TaUÃ')', Vt € / (2.23)
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Sendo .M conexo, dado y C .M, diferente de p, existe um caminho diferenciáve] a com
imagem contida. em -M ta] que a(0) = p e a(tO) = g, para algum ío real. Por (2.23)

Z(0) C (P.TpM)l
Segue que, para todo y € .A/,p.TP.A/ é ortogonal ao vedor constante Z(0).
Tomando Uh+29 . . . , Un, sucessivamente como valores iniciais de Z, finallmente concluímos

que p*TpM é ortogonal a cada um dos vetores t/i+2, . . . , t/n} para todo Z/ € M.

Vamos denotar por Zt+J, .7 = 2, . . . , lz -- t, os vetores tangentes a H"(c) ao longo de p o a

que satisfazem (2.15), (2.16), (2.17) com Zi+,(0) = üi+,, .7 = 2, . . . , n -- k.

Consideremos o caso em que À ?É 0 e mostremos que o (t+ l)-subespaço de TP-(t)H"(c),
gerado por

lçP-.«, at('(t)),. .., P..o, at(a(t)), A(p ' "(t»l , t C .r

é constante e igual a it/i,. . . ,t/t,Ut+i] C Z"+2, onde (U,3 = (zo,
trização de uma vizinhança P de p em M, supondo a(.r) C U.

Basta, então, verificarmos que, para cada í C /, existe uma matriz M(t) de ordem (k + l)
a coeficientes reais, tal que

, ak)) é uma parame-

P*.,. ,, ã%' ('(t) )

M(t)
ç',.O, ã% (a(t) )

h(p . a(t))

(2.24)

onde, os colchetes representam as matrizes de (k + l)-linhas por (n + 2)-colunas, cujas linhas
são compostas pelas coordenadas dos vetores de .L'+] , aí indicados.

Supondo (2.24) satisfeita, e que podemos deriva-la com relação a t, encontramos para
todo { € .r

ç'..o, õl' ('(t)) V. ç',.,o, it(a(1) )

M(t)
ç'*.,o , ã% ('(t) )

h(g . a(t))

+ M({)
V.ç',«., ã% (a(t))

V.à(g . a(f))

(2.Z)

R4ost.remos que A é ortogonal a Zt+J,J = 2, . . . , n -- k. Pela proposição (2.3.4.5.3) e por

(2.14), (2.15), (2.22)

á g-i (h(g o a(t)), Zk+,(t)) g.i(Vth(g o a(t)), Zi+,(t))+
+ g-l(A(g o a(Z)), V,Zt+,(t)) =

g.l(Vv.Ó(t)/z(g ' a(t)), Zt+,(í)) =

g-i(V.h(p o a({))+ V;à(p o a(t)), Zk+,({)) =
g-l(V.à(g o a(t)), Zk+,(t)) = 0

para todo í C /.

Logo, p'r (2.13)

g.i(h(p o a(t», Zt+,(t)) g-i(A9(P), Zk+,(0)) g.i(à(g), t/i+,) = 0
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para todo { C t/ e .7 = 2, . . . , n -- k.

Daí segue que Tv.,(t)H"(c) é gerado por

lp-«., Ê-(a(t)), .. - , q'..,o, ãt(a(t)), zt+2(t),. -., z«(t), h(v' ' a({))l

para todo Z C /, já que os Zk+j(t) são constantes e linearmente independentes.
Podemos então escrever, para todo { C .r, (k(n -- 1) + 1) funções reais zz.(t), zz.(t), a(í)

convenientes, fixado / = 1, . . . , k,

$'. g..,o, at (a(t) ) E:l:::zz. (t)g..U ãÊ(a(t)) + }l: zz,(f)Zt+J(f) + '(t)h(g ' a(f))
2J

Paracada r = 1, ,k e J = 2, , n - k, «s-do (2.15) e (2.22),

g.i(V. p.«., at(a(t)), Zk+,(í)) =

: É.-: (,.«.,ã(' ), '.-.,u) - .-: («....,g:(.m,v'.'*--,U) :'
Como /z é ortogonã a Zi+J, .7 = 2, . . . , n -- k e vale (2.22) para cada Zk+J, obtemos que

zf,(t) = 0, VÍ c .r, r = 1,.. .,k, .7 = 2,. ..,n -- k.

Portanto, como
V:h(p o a(t)) = -À'g,á(t)

V'v'*.U aaz(a(t)) c lv'.«., at-(a(t)), . . ., 9*.o, at(a(t)), h(g ' a(t))l
existe uma matriz -B(t), de ordem (k + 1), com coeficientes diferenciáveis tal que

e

V. q'*.o, ã% (a(t )) P*.u '" («(f))

V'v'*.,o, at (a(t))
V. ã(g . a(t))

k+lF

-B(t)
P-. ., ã% ('(t))

h(P . «(í))

t € /

Substituindo em (2.25) e observando que o conjunto

{y'*«., at-(a(t)), - - . , y'..o, 3%(a(t)), h(q' ' a({))}

é linearmente independente, encontrar M(t) satisfazendo (2.24) é equivalente a resolver a
equação diferencial matricial

M(t) + .A/(t)-B(t) = o

com condição inicial M(0) = .rk+l, matriz identidade de ordem (k + l).

Como as funções em -B são diferenciáveis, existe uma única solução .M(t), tal que
À/(0) = /i+i , inversível numa vizinhança de t = 0, pois det .A4'(0) = 1.

Segue-se que p(JI/) está contida. no (Ã + l)-hiperplano afim de .b"+l dado por

P(P)flui,...,Ui,Uk+il
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pois, existe .A/(t) satisfazendo (2.24) e g.TvM é ortogonal a t/k+2,
Logo,

, t/« para todo 3/ € -M.

ç,(.M) c F'+' n H"(c)

ou seja, g(M) está contida em uma k-subvariedade obtida da intersecção de um (t + l)-
hiperplano afim e o espaço hiperbólico H"(c).

Para o caso em que À = 0 já foi observado que g(M) é totalmente geodésica, então
podemos adicionar o Vetor Uk+i a lista dos possíveis valores iniciais de Z e analogamente ao
caso anterior, concluir (lue p(.W) está contida no (k + ])-hiperp]ano ]Ui, . . . ,Uk, t/i+i], ou

seja, g(.M) esta contida. na imagem natural de .Li+: em .Z;"+:
Podemos então enunciar a

Proposição 2.3.4.5.4 .4s subuariedades zimbz#fcas de H"(c) são obtidas tomando-se inter-
secções de 'H" (.c) com subespaços a$ns de L"+t , portcLnto são eslfems geodésicos, horoeslems
ou superfícies equidistantes, além das superfícies totalmente geodésica ( veja $gum 2.1 ).

2.4 Outros modêlos da Geometria Hiperbólica

Neste item, consideraremos apenas c - --l, a fim de facilitar os cálculos. Então o par
(H"(--1), g-i) é uma variedade Riemanniana, onde g-i é a métrica de Lorentz sobre o es-
paço hiperbólico n-dimensional 7í"(--1) = {z = (zo,zi,. . . ,z.) C -L"+' l g-l(z,z) = --1 e
zo > 0}. Descreveremos variedades diferenciáveis

D"(1)
B"(2)

{(Po,Pi, ..,P.) C n"+' IPo = i,P?+--.+Pi < 1},
{(Pi,...,P.)e -R" IP?+..+P: <4},
{(P-, . . . ,P«) C -R' l Pi > 0}

difeomorfas a H"(--1), e os difeomorfismos correspondentes

ÓI : H"(-1) --, -0"(1)

ón : H"(-1) ----, B'(2)
ó+ : H'(--1) --, -R"+

Estas aplicações é/, é// e é+ induzam métricas Riemannianas g/, g// e g+ em -D"(1),
B"(2) e -R"+, respectivamente, de forma que a variedade Riemanniana (H"(--1), g-l) fica
isométrica a cada uma das variedades Riemannianas (-Z)"(1),g/),(-B"(2),g//) e (Z"+,g+).
Conse(luentenlente, junto com (H"(--1), g-l), estas será.o variedades Riemannianas de cur-
vatura seccionar constante c = --1. .Nesse caso, diremos que tais variedades são modêlos
da geometria hiperbólica.
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2.4.1 O modêlo de Klein -D"(1)

Seja z =(zo, zl,-..,z«) C H"(--1) e considere
por a;.

A projeção central Ó/ : H"(--1) --. .O"(1), é
intersecção de r, com .D"(1)(veja figura 2.2). Daí,
'#/(=) = tz para algum t € a e yo = 1, logo

Í 1 = g/o = tzo +'

l v-

a reta r,, pela origem de -#?"+] , que passa

a aplicação que a cada z, associa é/(z),
« é/(,) =(yo, y-,. . . , 3/,J € D"(1), ente

zo

©. ( -Ê cD( 0
y. = tz.

e fazendo aidentificação

@/(a;o , zi, ,,«, ; (:,=,...,=) - (:=,...,=) (2.26)

Determinemos sua inversa

é-: .0"(1) ----, H"(-1)
(v-,...,v.) ---» éÍ:(v-,...,v«)

Sejam g =(y:,..., y.) C -O"(1) e llZ/ll' = EL:y?
éi:(p:,..., y.) =(,o,,:,...,««) C H"(-1):>
+é..('o,':,-..,'«):(%,...,2) =(y-,...,y.) d" Z/.-t, ,=:,

Mas
-,ã + EIL:.? = -i
:+ .g(l - llvll') = l

+ ,g = 1 + EL:.? = 1 + ,g llvll: :>

: '': 7;fim
Logo,

é7'(3/i, . . . , y.) = ràm;o , «- , . ,y«) (2.27)

Vamos agora, através da projeção central, encontrar a expressão da métrica g/ em -Z)"(1)
induzida. por Ór '

Para ca.da. par de vetores u,to € TP.Z)"(1), g/ C -D"(1), definimos

ÜD,@, «) - ã-: (WÍD,,.,WíD.,«)
desse modo, é/ é isometria entre (H'(--1), g-i) e (.D"(1),g.r).

A matriz Jacobiana de @Fi calculada em y C -D"(1) é

l -- >'.#i 3f? yig/2

Z/2yi l -- )I',#2 yt

g/,.

y2 g/il(óí:),,l
l

(l-llyll2);/'

g/n g/i yn y2 1 - E,;.:. v?
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Fazendo a identificação Tv.D"(1) ,- -R", y C -D"(1), segue para t,.7 1,

.-: (@FD.,"., @ÍD.,uj) -

aabw (-«? -- E.*. «}«? -' o - x.*. «n') , . ; ,
Ü:ÊW (-«,,, + E.#.,, «}«.". + «,«,0 - E.*. «? - E.#, ,?)) , , #.

Desenvolvendo as expressões para % .7 1, ) l&) fica,mos com

g.i((éF:)*, t/. , (éÍ:).,UJ )
n::lhlv (: - E.*. ,?)
ü:ll;W(v. y,) ,. # .7

Observemos que para % to € #?" e Z/ (3/- , , y«) € -D"(1) temos, por definição,

dgz ® 'Zg/A(«, ««)

>l:(vzóz/A - g/tdy/)'
Z<A

dy((u)dyk(w)+ dy((t")dyk(u), z,k : l,.. .,n

>l:(Üaz/t e) dg/k + vZa /z e) d z - 23/zg/j;d // d k), /,k = 1,
z<k

Então

EZ::.dg/z ® dg// - }:( //d k - ykdg/z)' l (CI., Uj)
t<k )

Í 1 - E/#. v? ,& = .z
: 1. 2 E«i g/rz/A!:!!z!:;!ab' ,t #;

.r 1 - E/#. 3/? ,t = .7

1. y.g, ,t # ;
para zlJ = 1, . . . ,n.

Portanto, podemos escrever

'.,,, - -h (::.',. « '«'
}:(yrdZ/k
z<k ,.'«.,')

(2.28)

2.4.2 0 modêlo de Poincaré -B"(2).

Convide«mos a «-esfera S(Uo,l) = {z =(zo,zi, ...,z.) € n"+: :(zo -- iy+ E:::iz? =

1} de centro Uo = (1,0,. . . ,0) e raio unitário, e a projeção estereográfica a pelo pólo norte

pw =(2,0,...,0) da esfera S(Uo,l):

a : S([Ão,])\ {pW} -----, {0} x a" «., E"

.k.,.-,...,,«) : í:?;@-,...,.«) (2.29)



36 Espaços de curvatura const.ante

Tom

Determinemos

1) \ {PW} C a"+:

ly+De (zo

2

,n}

Logo,

a.nonica

ou sq

v/LI/xvuvufv J/UAW w aAK B vxvw uv v

.-- : .R" ----, S(Uo,
(y-,...,3/.) ---» a':(g-,...,y.)

memos g/ = (3/: , . . . , y«) C -R"

a''(gi,...,g.) =(,o,zi,...,.«) € S(Uo, l)\ {px}

:>(g:,...,y.) = '('o,':,...,,.) = ;'!-=(':,...,,«) q''

:> y. = }i:!h, . = :,. . . ,n
)l,l:iz? = 1, segue que

llvll' = EL.v? = Íi:t7EL:,?
:>(2 -- zo)llyll2 = 4zo +(4 + llPll2)zo = 2llyll2

+<
.l ,. : ee«, : #«. - ulh, . - :

a

.-:(p:,. .. ,v«) - ã-ÍiÍiF(llvll',2y-,.. ,2y«)
Seja a gemi-esfera unitária

S(Uo,l)- = {' =(,o,,i,...,,.) C S(Ho,1): 0 $ ,o < 1}

centrada em Uo.
Vamos agora, introduzir uma aplicação

, : S(Uo, 1)- --- D"(1)

bijetora, tal que a composta

a . ,-: : D'(1) ---, B'(2)

sda um difeomorfismo.
Definimos r como sendo a restrição a S(Uo, 1)- da projeção c

r : .#Z"+i ---, Rn

(..,.-, . .. ,,«) - (,:,. . . ,,«)

a, r(z) = n(z) para cada z C S(t/o, l)- (vda $gura 2.2).

(2.30)

(2.31)
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Mostremos que I'- é inversível, exibindo sua inversa

,-' : D"(1) ----, S(Uo,l)- c R"'t:
(«:,...,..) --, ,''(«-,...,««)

,-:(«i,...,«.) =(,o,,i,...,z«) € S(Uo,l)- +
,..)=(.i,...,a.):> ,. =«., ,= .1,...,ne ll,ll = ll«ll

'l -- llzll2 < o :> zo = 1 --

Segue que

,':(«1,...,.«) =(1 - '/i - llall2,«i,...,.«)(2.32)
Sej, ' =(.:,... , ..) C .O"(1), entã.,

« . ,-:(«:,...,««): Í;-'7íf::i=F@:,..., ..)
n

li..,':(«)ll'; ã 4"p Í

' '''''''\---J . .. - - --r0 5;l.llall <1:> 0 $ 11«11: < i:> 0 < i- ll.ll' $ 1
Então

Ú-)âFiiq'(". r (: -' 'ú":'w -'- : - ".«') )

.: .-ú!-w,, (]''-««r'=
(-8) (1+./1-11«11:)2

) < o :>

:> a . ,':(«) C -B"(2) '''''

Temos, pois, a aplicação

« .,-: :("-,-..,««) c D"(i) - Í.i-af::ÍÉP(":,...,««) c -a"(2)(2.33)
Anallogamente

3/ =(3/i,...,3/«) C B'(2):» 0É llVll < 2:+ 0 $ 11Vll' < 4:> ll3/ll' -4 < 0

ligo r''rà)ll-::::.{ = 4 }ll«ll' - (i + x/Í':'iÍiP)'
(i + «i - ll«play

r(zo , aç l ,

,«.)) (zl

!
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70a

:+

4

'(v) ; ii:iÍiPÜ:,

11, . a-'(v)ll 1 : iiilHlyipp - :=
iõllvll' -(16 + 8llvll' + llvll')

(4 + llvll')'
sll3/ll: - llz/ll' - iõ

(4 + llvll')'

,y«) :>

:> ,' . a':(y) € D"(1)

e a inversa de (2.33) está bem deânida

,. .-':(v:,..., v.) c -B"(2) - il:jiiP'(v-,...,g«) c D"(i)
(2.%)

Consideremos, então

é// : x"(-i) ------ .a"(2)
(,o,.i,...,,«) ---» é//(,o,©,...,..)

dada por
Ón('o, zi,

Por (2.26) e (2.33)

, ,«) = a o ,': o @l(,o,,l, . .. ,,.)

@//(.o, ': , . . . , .«) a o'r-: . ,:) : :h',:, ,,«) (2.35)

e a suainversa
.B"(2)
(3/1, . . . , y.)

---, H"(-1)
---. +'il'(,', ,y«)

De (2.27) e (2.34)

ÓÀ' (z/- , . . . , y«) =

=éÍ'o,oa':(yi,-..,y«)=éi:( 4(yi,.

,4y«)

,««')

r.-iw (' -'- ii«u', -"-,
(2.36)

Por (2.35) e (2.36) vemos que ÓI/ e sua inversa é;/] são aplicações diferencia.vens e a
matriz Jacobiana de é# calculada em g € B"(2), é

4yi
4 - llsrll' + 2v?

2 g/2 yi. 4 - llvll' + 2ü

4y.
2yiy.
2g/2yn@#).,l 4

2y«yi 21fny2 4 - llvll' + 2v:
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Vamos identificar TP.B"(2) N a", Z/ C .B"(2) e considerar a métrica em .B"(2)

(g/.r),(«,w) = g-i ((éL').,",(é#).,w) , «,«, € TvD"(1)

induzida por éi; . Deste modo, é.r/ é isometria entre (H"(--1), g-i) e (.B"(2),g//)
Temos, para & = .7

.-- (@ãD.,u., @hD.,q.)

.b (-:',;
ü-:-hhq (" -'- li«

16

(4 - llvll'y

+ 4g;'E: y? + (4 - pll' + 23/?)'

l4 - 8llyll2

e, para z ?é .7

.-: (@LD*,ü.,@LD.,uj)

- -h« 1-««.« * '",,, :«; * ,«.«, ''
+:,,«. (' - 11,11' -- ,«?)) -

: ü-::-hq ('«.«,n«ii' - '«.«,n«it') : '

ll«l!' + 2v?) +

Obtemos então

(g//), = {;..-lili;iÍ;fEz::avz ® a«'

(2.37)

2.4.3 0 modêlo de Poincaré ZZI

A seguir vamos construir um difeomorfismo é+ entre H"(--1) e n"+ e a métrica induzida
sobre -R"+

Daremos os seguintes passos:
Primeiramente levaremos (H"(--1), g-l) isometricamente sobre (D"(1),gl) através da

aplicação é/ (definido por 2.26); em seguida, pelo difeomorfismo r'i (definido por 2.32)
passaremos para o conjunto S(Uo, 1)-, fazendo a seguir uma rotação p desse conjunto, para
ânalmente através da projeção estereográ.fica a (definida por 2.29) atingirmos -R"+ (veja
figura 2.2).

Seja
.IZn+l : .R«+l

--, p(.o, ai,. . . ,««)(ao,ai ,««)
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;'.J)a-c.o-) J4.P '-- . ')íl3' z.. /./ 3
r

)Z,/.& 'J. ,a ,,..,} ;. , : .

transformação ortogonal de -R" que dá uma rotação de } no plano IUo, t/il e fixa IUo,t/ll
ponto a ponto.

Para determinarmos p, basta olharmos para o que acontece com as coordenadas ao e ai,
pois, os pontos (ao, . . . ,a.) de -R"+i são levados por p em pontos do tipo

(/(ao,.i),g(ao, ai),a,,..., ««) C -R"+'

ou seja, pertencem ao mesmo plano paralelo a ]Uo, Ut], passando por (0,0,a2, . . . ,a.).
Em coordenadas po]ares, no plano ]Uo, Ui], com polo (0, 1)

(ao,.:) =(, co;0,1+r si«P) =(0,1)+ «''

Logo,

p l[Uo,U.] (al, ao) =

=(0,1) + rei(0+"/') =(0,1)+ 7'(cos(0 + r/2),sin(0 + n/2))
=(0,1) + ,(-- si« 0, coso) =(--, si« 0, 1+ , coso) =

= (1 - 'o, l + «:)

e

p(ao,al, , «.) = (1 + «i, l - "o, "2, ,a«) (2.38)

Seja
é+ : x"(-i)

(,.,,-,.. . ,,«) -
a o p . r-' o '#/, ou seja,

@+(zo. )

definida por é+

D @+(,o,,l,...,.«) (2.39)

onde usamos(2.26),(2.29),(2.32) e(2.38).
Vamos exibir sua inversa

l

(y:,
H"(-1)

,y«) éi:(p-

Se g/ = (y:, . . . ,y«) C n"+
é.;:(y:,...,y«)=(,o,,-,...,,,):+ Ó+('o,'-,...,,.)=(3/-,.. ,y.):>

:' 1;: : ii:, ,-:, ,. : {"':: - í, ,;,,
Alas

-,Êé+.?+E::,,?=-i +('.-'o)(':+'o)=-1-EL,$+
2 \l'''xn ..2

:+ 7('-+'o): =!!:'5Í-a :> ,-+,o
:» .-+(.:+ú-) ;w : l =l 11$i:l
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Portanto

é;'(yi,
,««, ::(w * :,w - :,«,, . . . ,,«)

(2.40)

Observemos que

(Z/: , . . . , 3/.)
(z/: , . . . , v«), é; ü- , . . . , y. ))

l llvll:
+

/

t
llz/ll'

-llvll' E:Z::, z/?
2 l

ou seja, é;i está bem definida.
A métrica. g+ induzida por #'+l em .R"+ é

Ü-0,«, «) : .-: (@:;D.,.,@:;D.,«) , «,« . Tv""--, " ' '':"--

e a matriz Jacobiana

Ü(2v? - llz/ll' - 4)
:h(2y? - llvil' + 4)

2

2

l

2

2

0l(ó;').,l
l

3/i

3/1
0 l

Podemos identiâcar TP-#Z"+ com -R", para todo 3/ C .R"+, e obtermos

«-: (@l-D*,n., @;:D.,UJ)

l
gll

2

:)a'uyll
llvll'

#

\
(f) F) l

l
ã
a

4 J # l

l
ã
l
g
0

0

J l

,, # ;,, l

,L# ;,,# l,J # l
De onde, segue que

(g+),
l

ãEZ:.d,r ® d'z (2.41)
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/

s(uo . l )

0"(1

H"(-1)

+

Geometria HiperbólicaModêlos da

2.4.4 Isometrias entre oé modêlos.

Nos itens (2.4.1.), (2..4.2) e (2.4.3), estudamos três modelos da Geometria Hiperbólica,

(D'(1),g/),(-B"(2),g//) e(n"+,g+)

deles é isométrico a (H"(--1), g-i) através das isometrias

é/ : x'(-i) ---- .z)"(1)

(,.,,:,...,,«) ---*(:,...,2) p.«P.:
é// : w"(-i) ---, -e"(2)

('o,,:,...,,.) ---' nk('-,...,,«),p''(23S)

ó+ : H"(--1)
(«.,.-, . . . ,,«) -

e cada um

,i«) ,por (2.39),

respectivamente.
Consequentemente, obtemos as seguintes isometrias ent

Ó// oéi' : D"(1) -----, B"(2)
(yi,...,y«) ---. é// oéi'(g/i,...,y«)

re os modêlos

é//o@i'(yi,-..,y.)-a'r''(yi,..-,y.)- :z(yi,.--,y.) (2.42)
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é+ oéi' D"(1) ----,
(3/1,. . . ,3/.) --, Ó+ oéÍ'(yi, , 3/. )

é+ o éÍ'(z/i, , «,, : ' ', . ,'''«:,...,««): :h(ú':w:«:, (2.43)

é+oéh' B"(2)
(y:,...,y«) +.} . $ttu.. , ,y«)

+'4-. +'il(u", ,«.): ": . --:'«- ,..., ««) : rmÚlb©(' - u«n','«:, ,''«)

(2.44)

2.5 Espaços de recobrimento dos espa'ços de curvatura constante

Definição 2.5.1 Se .A4 e M são duas tlarÍedades de dimensão m, a ap/ícação n' : M --» .A4'

é uma aplicação de recobrimento se;

(1) « é ««tí-a e «(.M) = .M,

(2) todo ponto P € .A/ admite uma uiziMança U, em M, íaZ que r-'(U) = U.(ya), onde os
ya são akrtos de ]l/, diduntos dois a dois, país que a mstrição de a' a cada ya é Um
homeomor$smo de V.. sobre U

Os abertos U são chamados abertos admissíveis do wcobrimento e À4 é a chamada uad

idade de mcoórimeízfo de M ou espaço de recobrimento de M

Proposição 2.5.2 Uma uaNedade coneza ]l/, de d mansão n, admííe um es;nço de recobr -
mento M, simp/esmente conexo.

O espaço ..A/, de que fala esta proposiçã.o, "contém" todos os outros espaços de reco-
brimento, a menos de difeomorfismo, e é, por isso, chamado espaço de recobrimento
universal de M

Teorema 2.5.3 Se/a M" tznza variedade Riemanniana como/eta e de cura;atura seccionar
consíanfe c. Então o recobriínelzto unÍuersal .A4, de .M, cona a métrica ndzlzida IRIA ap/{cação
de recobrínzenfo, é, a nzenos de {sonzelria;

(1) H"(c), s' c < 0
(2) a", s. c = '

(3) S"(c), « c > 0
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Demonstração. O recobrimento universal M, de M, é uma variedade completa, sim-
p[esmente conexo, de curvatura seccionar constante c.

Consideremos c < 0 ou c = 0 e indiquemos tanto o H"(c) quanto o -R" , por conveniência,
peão símbo]o ó-. Fixemos pontos p C .6.,P C ]]/ e uma isometria ]inear & : TPa. --l 7bM

Seja / : A --, M dada por

.f : exp$ o & o expp l

.6. e .M são ambas completas com curvaturas seccionais não positivas, o que implica em
todo p € A. e P C .ZI/, expp : TPA ''l a' e expp : 7f-il/ -...> .A/ são difeomorfismos locais;

portanto, / está bem definida.
Nessas condições, como A e ]Ü' têm a mesma curvatura seccionar, pela proposição (2.2.1)

segue que / é uma isometria local que preserva comprimentos. Isso implica que / é uma
aplicação de recobrimento. Como .A/ é simplesmente conexo, / é um difeomorÊsmo e, por'
tanto uma. isometria.

Tomemos, agora, c > 0. Fixemos pontos p C S"(c) e P C .ü e seja & : TPS"(c) --» ZbW
uma isometria linear.

Seja g C S'(c) o ponto antípoda de p e definimos

/ exp$ o & o exp;' : S"(c) \ {q} --* ]Ü

Novamente pela proposição (2.2.1), segue que .f é uma isometria
luras de S'(c) e .A/ são iguais.

Seja P c S"(c), ê # p, g e sejam P = .f(P) e &' = ayÉ.
Deânamos

local,já que as curva-

/ = expp OI' ' expÉi : S"(c) \ {#} - M,

onde ç? é o antípoda de f.
Temos S"(c) \ {q, ê} = W co-xo, P C W. /(ê) = P = /(P), ayp :

pelo mesmo motivo anterior, uma. isometria local, segue do lema (2.3
Então, podemos definir N : S"(c) --, .À/ por:

N(,) =
/('), se , € S"(c) \ {g}
/(,), se , C S"(c)\ {ê}

J e como j ê.
3.1) q« / = / em W

E claro que N é isometria local e, portanto, um difeomorfismo local. Pela compacidade
de S"(c), R é uma aplicação de recobrimento e como .M é simplesmente conexo, N é um
difeomorfismo.

Logo, R é uma isometria.

Nos ca.pítulos que seguem, trabalha.remos com variedades de curvatura seccionar cons-
tante e, em pa-rticular, com as variedades de curvatura seccionar constante negativa. Sendo
assim, poderemos pensar apenas em H"(c), S"(c) ou a", segundo a curvatura c seja nega-
tiva, positiva ou nula, uma vez que estes serão os respectivos espaços de recobrimento da
variedade.

D
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Vamos denotar por IÃ7 (c), uma variedade Riemanniana, completa, simplesmente conexo,
com curvatura seccionar constante c, onde c é um número real.

2.6 Uma família de superfícies mínimas geodesicamente-reguadas de
.A4'"(c) .

2.6.1 Introdução.

No capítulo 3, definiremos hipersuperfícies de rotação de .A/'(c), que serão classificadas
em três tipos: esférica, hiperbólica ou parabólica, de acordo com a natureza da subvariedade
umbílica, (n -- l)-dimensionar, que gera tal hipersuperíície. Na verdade, como veremos na
seção (4.3), chegamos aos dois últimos tipos, ao considerarmos uma família a l-parâmetro
de superfícies mínimas geodesicamente-degradas em ]/"(c), que será apresentada, a seguir,
n aa+ n Cnr'; nY--'

A proposição (2.6.2.1) fornece uma parametrização de uma família de superfícies geode-
sicamente-regradas de M"(c), que são mínimas.

2.6.2 Parametrização de uma família de superfícies mínimas geodesicamente-regra-
das de M'(c).

Proposição 2.6.2.1 .A szz;Kty]'cie À/2 em ]l/3(c) dada ;mr

/(t, .) (.F(Ot)F(.), G(Ot).F(.),(cos çZ)G(,),(si« çt)G(')),(t,,) c E'

na Zmse canónica do es;mço ambiente, Olzde i9,ç são consoantes í'mis, ambas não nu/as, e

cosh(«v'':i)
..;(«a)
l

,c < 0
,c> 0 e G(«)
,c = 0

7Ç= .i«h("
;% sin(uv/Z)
&

-i) ,c < 0
,c > 0
,c = 0

-F(«)

é mínima, geodesicamente-agrada e tem carita primeira e segunda formas fundamentais,
res;zcíiuamente

.r/ = ds'+ (0:.F'Gs)+ Ç'G:(8» dt'
llj = 2+o.Çsàdsdt

.l . ./. / . \ 1l9ç

onde @,O.(s) =(.g2/.2(,)+çaG'(,»'/'
.4Jéln disso, uma n07maZ un faria a .A/2 em IÃ?:3(c) é dada por

.V«,q ii;liXO,q

««a. T«, 4 ; g%0, 4 - '''3:gÍ:l :gllÍm g0,4
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Demonstração. .Para facilitar os cálculos, podemos supor sem perda de generalidade
que se c # 0, então c = --1 ou c = 1.

Denotaremos o espaço de curvatura constante respectivamente por

(H'(-1), g-l), (S'(1),gi) ou (.R;,go), -R' {0} C -m'

conforme c = --1, c = 1 ou c = 0.

Vamos dividir a prova- em 5 partes.

EatleJ - M' = {/(t,8) : (t,s) C -lZ'} é hipersuperíície de IÃ7'(c).
No espaço ambiente, temos

g0,4:(-''wo';N,'wo.':M,'H..;«o,'w;:««o)
Z(Í,'):(o.F(oz).P('), 'Pé('p{)p('), --çG(') si"(ç{), çG(;) "s(çt))

Na métrica de Ã4'(c), se c 1,

g.xÇf,f) --/''(O{)/''(s)+ G'(O{).F'(s)+ cos'(çt)G'(s) + sin'(çt)G'(s)
(;:«"'wo wo) «;"'. + ;:«"'. : -:
---P'(t9t)}''(s) + G'(l9t)}''(s) + é'(s) = -- sinh' s + cosh' s

-0.P(Ot)-F(Ot)-P(')}'(.) + 0G(Ot)Õ(Ot)/'(s)-P(') = 0
-o'É'(oz).F'(.) + o'ê'(ot)r'($) + ç'a'(')
t92 cosh2 s + ç2 sinh2 s # 0

p..(g,%)
g.:(g,g )
g--(%,%)

Se c = 1,

gi(/, /) /''(0Z)/''(s)+ G'(Ot)F'(s)+ G'(s) =

cosa(i9t) cos2 s + sina(t9í) cosa s + sina s

/''(Ot).P'(')+ G'(Ot)}''(')+ à'(') = si«' ' + cos' '

o.p(ot)-P(ot)/'(.).F(') + OC(OI)Õ(oz)-r(').P(') = o
t9'-F'(0Z)/''(s)+ o'é:(ot)F'(s)+ Ç'G'(s)
t92 cos2 s + ç2 sln2 6 ?É 0

.: (ã ,g)

.: (g,ã )

.- (ã ,g )

Se 0,

/(t, s)

,.(g,g)
,.(g,g)
,. (% , #)

(Ot, 6 cos(çt),s sin(çt), 0) € Z:
/''(Ot).F'(s) + G'(Ot)-É'(Õ) + é'($) = 1
o(.p(ot)-P(ot) + a(ot)é(ot)).p(,)-P(') = o
0'Ó'(0{)F'(s) + ç'G'(s) = t9' + ç'ó' # 0
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Temos, então, em todos os casos, { g(t, 3), gli(t, õ)} linearmente independente em M'(c),
e, portanto .A/2 é uma. hipersuperü'cie imersa em .A/'(c).

11:aJ.!e.2 - Determinação de uma normal unitária a .A/2 em IÃi:;(c).

gí ({ , ')
gá (t , ')
g(t,.)

(/'(Ot)}'(.) , a(.Pt).P(.), é(8) cos(Çt), é(s) 'i«(Çt))

(o.F(ot)/'('), od(ot)/'('), -çé(s) 'i«(çt), çõ(,) cos(çt))

(t9'.F(Ot).F(a), o'é(ot).F(a), --ç'G(8) cos(çt), --ç'G(s) sin(çt))

Se c = --1,

g3 (t, ')

gz ({, ')
g({, .)

(cosa(Ot) cosh s, sinh(t9í) cosa s, cos(çt) sinh s, sin(çt) sinh õ) =/(t, s)

(l9 sinh(t9t) sinh s, 0 cosh(t9t) sinh s, --ç sin(çl) cosh s, ç cos(çt) cosh 8)

(t9' cosh(t9t) cosa s, l9' sinh(Ot) cosh s, --ç2 cos(çt) sinh s, --ç2 sin(çt) sinh $)

Temos

«-: (H,.f) -- l9 sinh(i9f) cosh(t9Z) sinh s cosh s + t9 cosh(t9t) sinh(t9f) sinh s cosh s

--ç cos(ç{) sin(çt) cosh s sinh s + ç cos(ç{) sin(ç{) cosh s sina s = 0
-- l9 sinh(t9t) cosh(l9t) sinh2 s + 29 cosh(t9t) sinh(l9t) sinh2 s --

--ç sin(çt) cos(çt) cosh' s+ ç cos(ç{) sin(çt) cosh2 s= 0

-t92 sinh2(t91) sinh s cosh s + 02 cosh2(l9t) sina s cosh s +

+ç2 sinh2(çt) sinh s cosh s + ç2 cosh2(çt) sinh s cosh s

(l92 + ç2) sina s cosh s

.-: (H, g)

.-: (Ü, #)

Daí o vetar

*'*,;, ; (* - =##;) '',',
1) em /(t,s), normal a. À/2 e o quadrado de sua norma. éé ta.ngente a H3(

,(.-: (n,#)y . (.-- (n,g)y
,-- (g,#) ' .-. (g,g)

.9';i«h''+ ''".A'. ' 0 8+ ça;inca ,

i9Zç2(sinh4 6 + cosh4 s -- 2 cosh2 s sinh2 s)
{92cosA2s + ç2 sanha $

g- \çN ,N ) ,-: (H,H)

t92ç2

l92cosh2s + ç2 sinh2 $
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Se c = 1,

ã{ (t , ')
;z ({ , ')
g(t, .)

.: (n,/)

(-- cos(OZ) cos s, -- sin(.91) cosa, -- cos(ç{) sin 8, -- si«(çZ) si« s) = --/(t, ')

(0 si«(OÍ) si« ., -- O cos(Of) .in ó, --ç .i«(çt) cos ', ç cos(çl) cos ')

( --O' cos(.9t) cos $, -- 19' .in(t9t) cos s, --ç' cos(ç{) sin s, --ç' si«(çt) sin ')

0 sin(Ot) cos(.9t) sin ' cos ' -- .9 cos(.9t) 'in(.9t) sin ' cos ' --
--ç .in(çt) cos(çt) cos 8 'in 8 + ç cos(çt) sin(çf) cos ' sin ' = 0
--t9 sin(t9t) cos(dt) sina 8 + t9 cos(l9t) 6in(t9t) sina s --

--Ç .i«(Çt) cos(ç{) cos' , + Ç cos(Çt) si«(Ç{) co;' , = 0
(--l9' + ç') cos s sin $

.: (n, g)

.- (ã, #)
O vetar

é tangente a S;(1) em /(f, s), normal a .A/2 e sua norma é a raiz positiva de

(ç' -- l9')' cos' s sin' s
gi(.N,.N) = 19'sin's+ç'cos's 't92cos2s+ç2sin2ó

t9'ç:(sin: s + cos'y
t92 cos2 s + ç2 sln2 s

l92 cosa s + ç2 sina s

.N (t, .) ,. .- (H,g) ,, (t, .)

Se c :: U

ã{ (t , ')
#21({ , ')
gl/ ({ , ')

.. (H, g)

.. (ã, #)

(o,o,o,o)
(0,0, -ç sin(ç{), ç cos(çt))

(0, 0, --ç'$ cos(çt) , --ç'8 sin(çt))

--ç cos(çl) sin(çt) + ç cos(çt) sin(çt)

sç' (.i«'(Çt) + "s'(Çt)) = «'

é normal a M2 e tangente a .l?3 e o qua.doado de sua. norma é

2sÇ'(SÇ') . s'ç' 02Ç2

t92 + 62ç2 ' t92 + s2ç2 292 + ç2s2

(t, .).N ({ , .) ,. «. (H,ã),,
O vetar

goÇN .N )
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Portanto, um vetou unitário norma] a ]l/2 C IÃi:3(c) é dado, para cada (t,8) C J?2, por

.N (t , .) 1.%l N(t,')
'0 2 /'2 (B)+ç2G2 (8 )

«hln.',., %.,,.,l;Z(t, ') -

- !:aZ]S.3 - ]b/2 é geodesicamente-regrada.

Mostremos que para cada t real, a curva at(s)
Vamos denotar por V a conexão afim de .W'(c).
Fixemos t real.

Seja o campo de vetores tangentes a JI/2, ao longo de at, dado por

/(t,s) é uma geodésica de M'(c)

v''(.) g(t,') = ó.(,), ' c .R

Em IM:3(c), podemos escrever a derivada covariante de y, ao longo de a, na forma

g;(') - :g(t,') ; Vg ,4g(t,')

que representa a parte tangente a IM:S(c), do vetor êy(t, s) tangente ao espaço ambiente
Se c 1,

g3 (t , ')
+' Vg«,4 '' (t, ')

vg0.4g(t,') - p-l(g3(t, '):.f(t,'))/(t,'):>
g'lt,.) + g.:(g(t,,),/(t, .)) /(t, ,)
.f(t,s) + g-i(/(t,s),/(t,s))/(t,8) =(0,0,0,0)

Se c = 1,

gy (t, ')

:> vg«,4g(t, ')
Vgo,Ü%(t,')+P(g(t,.):/(t,'))/(t,'):>
g'lt,.) (t,.),/(t,')) /(t,')
-/(t,s) - gi(-.f(t,ó),/(t,')).f(t,') =(0,0, 0,0)

Se c = 0

vg0,0Z(t,') ã4(t,') o,o)

!:Íâ Vg0.4Z(t,'):o,'C-n
e at(s) é uma geodésica em M'(c), para cada. Z real.

Parte 4 - Computação da.s primeira. e segunda. formas fundamentais de À/2

Logo,
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Como 8a (l,õ) é unitário, 8s (t,8) e #(t,8) são ortogonais e a norma de g(t,3) é dada
por (t92-F2(s) + ç2G2(s» }, segue que a primeira forma fundamental de .A/' é

'.Q, 4 : '.' -- ("'.'''W + .'''@) '''
Ca[cu[emos os coeficietes da segunda forma fundamental de .A/2
Se c = --1,

.-: (g,")
.-: (n,")

g.i(/, .N) = 0

i:ll'lÍliilr = (g-l(R,#)) } : 'põç(8), p'i$

.-: (Ü,N) -

.-: (n, H) - (t!@4]W.-: (â ,g) '
!zGÇ! - ', ,.,.
( .- - ®', R)) ;

g-:(g, gZ) -
: nh(l9Z) cosh(i9t)+ sinh scosh s+
+t93 cosh(l9t) sinh(l9f) sinh s cosh s +

+ç3 sin(çí) cos(çZ) sinh s cosh s

--ç; cos(ç{) sin(ç{) cosh s sinh s

g-:(.v , .v )

,-: (g,")

.-, (g, %) :
ã ãip.:(a, aí) = i ã(0'cosh's + ç: sinh's)

Se c 1,

.: (g,") g:(-/, .N) = 0

Ü{L} : '«-"':,";»;

g- (gZ,X) (X,®)

UH - ., ,.:;

.(ã,")

g- (gZ,@) (X,R)
: t6(D-.. -.:.

: 'l;:l;lÇlji:ks-\","JJ :
V'oç(s), pois

.- (g,")
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.: (g, ã)
; --l9' sin(l9Z) cos(t91) sin 8 cos 8 +

+l9:3 sin(t9í) cos(dt) sin 8 cos s +

+ç; sin(çt) cos(çt) cos 8 8in s --

--ç; cos(çt) sin(çt) sin B cos 8 = 0

.-(g,%): ;á(''«'''+ .'.'«' ,) : '
Se c 0,

..(g,") 0

..(n,") g!($é.?} - V,..@, «m. «. 'm. ' :
(..(R,R)) ;

e$çl - ', ,.:;
1.( , )y
.. (9, ã) -
; .ç' sin(çt) cos(çt) -- õç; cos(çt) sin(çt)

l

..(g,")

0

.. (9, g) :;áW' +.'çD ; o

Então a segunda forma fundamental de À/2 é

.r-Ü(t, s) = o ds' + 2'üoç(s) dsdí + o dt2

Parte 5 - ]142 é mínima.

A curvatura média # de .A/2, é identicamente nula, pois se c = --1, c = 1 ou c

n'(t ;) - !
.. (g, %) .. (%, %) - (.. (g, g))}

0

D

2.7 Superfícies mínimas conjugadas.

O resulta.do a seguir será utilizado na. seção (4.3), mais especificamente na demonstração
do teorema (4.3.3).
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Proposição 2.7.1 Sd« / : M' --. IÃi'(c) «m« «;«,ylâ:Íe mí«{ma e«. ;«;anel,«' {«Zé,mic.'
(a, t), onde .A/2 é colze=a. .DenoZe ;mr / = .E(da2 +dt2) e ;mr .r/ = Piida2+2Pi2dadí+P22dt2
as primeira e segunda formas quadráticas de .f, respectivamente. Seja + -- il3\a e de$na
uma /amÍZÍa de /armas quadráticas de ndentes de um ; rómefro 0, 0 $ 0 $ 2r, ;Dr

Pii(0)
P2,(0)

PI,(0) = P,:(0)

#e(.''V,)
-#e(e''Ü)
3m(e:'@)

Pii cos 0 -- /3i2 sin 0

Pií cos 0 + Pi2 sin 0

Pii sin 0 + Pi2 cos 0

Então

le = 1 e.llo Pii(0)da2+ 2/3i2(0)dadl+ P22(0)dZ'

satis.fazem as equações de Gauss e Codazzi, fornecendo assim, uma faminta isamétrica
/o : .Ú' + l©'(c) de {m«sõ« mí«{ma., -de .Ú' é . «Z,,{«-«f. -{««a/ de M'. .4
imersão /{ é chamada imersão conjugada de jo = /.

Para demonstrar a proposição, vamos precisar do

Teorema 2.7.2 (Teorema Fundamental das Imersões) Soam .EP --!-, JI/" zzm ./ibmdo
ueloria/ p-dímensionaZ, com métrica l?iemanniana < , > e uma conexão VZ compatz'ueZ

com a méfrim. Z)ada u«.a secção dize«nc áuel a : M --, hom(T.M 6) TM, E) do ./iZ,«do
hom(TM ® TM, -E) c'm a(X,y) = a(y, X) q« «üsÍa; W« aZg«m ,m/ c, t«ío. X, y, Z,W
tangentes Q M e todos TI,e C E, as equações

(G)

c (g(}'', Z)g(X, W) - g(X, Z)g(y, W)) - g(.R(X, y)Z, W)

<a(X, Z), a(y, W)> - <a(X, W), a(y, Z)>

(c)

0 = (Va'a)(y, Z) (Vya)(X,Z)
onde(VXa)(}', Z) = \Z1l(a(y, Z)) - a(Vxy, Z) - a(y, VxZ)

(R)

<"'p'', '')c «> - . ( 1'',''1 .*, »'')

o«d. R'(X,}''')( = \zvxV{( - V VP + V&,r](
. l.4",.4'l - .4'o.,4"

sendo que a aplicação .An é definida para cada vl € E, por {.cx(.X, Y),vj}
pam todos X e Y tangetttes a À4,

Ç(a'(X),y)
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onde V,.R e g apresentam, nspecZÍuamenZe, a conexão a$m, o tensos de curvatura e a
mél,ica de .M. E«fã., e,{.t. «m« {me«ã. f«mét,i.« l««/ / : .M" -..., M"''"'(c) ta/ g«

EP -.l-. M é isométrico ao Jibmdo normal e a é a segunda forma fundamenta! de j. Além
disso, se M é simplesmente cancro, então j está globalmente de$nida. A imersão J é única
' me«« de ísomeí,{a. d. e.paç. ãZ"+'(c).

Demonst-ção. (vda ltSI).

Supondo que existe uma isometria / : M" --- IÃ7"+P(c) nas condições do Teorema Fun-
damental das Imersões; se .R e g são respectivamente o tensor de curvatura e a métrica
Riemanniana de IÃi"+P(c), então podemos reescrever as equações que aparecem no teorema,
como segue.

Como / é uma isometria. r : .EP --, JW é isométrico ao vibrado normal e IÃ7"+P(c) é um
espaço de curvatura constante. Para todos X, yl Z, W C TM e q,( C .E, temos

D

eq-çã. (G)

c (g(y, Z)g(X, W) - g(X, Z)g(y, W')) - g (.R(X, }'')Z, W) =

Z),a(y, W)> - <a(X, W),a(y, Z)>'+
:> c(g(.Êy, /. Z)g(/.X, /.W) - g(/.X, /.Z)j(/.V, /.W'))
= g(a(X, Z),a(y, W)) - j(a(X, W), a(y, Z)):>
:> g(R(/.X, /,}'')/. Z, /.W) - g(.R(X, y)Z, W) =

= ©(a(X, Z),a(y, W)) - g(a(X, W), a(y, Z))

g( .R(X, y)Z, W)

que é a equação de Gauss

equação (C)

KÇf*x. j+v )j.z
c GÇÍ.V. Í.Z)Í.X - ©Çli.X. Í.Z)Í.Y) :+
(VXa)(y, Z) - (Vya)(X, Z)+ 0 = (lã(.Êx, .Êy)./:Z)z

que é a equação de Codazzi

equ,ção (R)

W'(x,HC «> - «(1'",''1 x,,''):,
+ c(g(/.y,0g(/,X, q) - ã(/.X,e)ã(/.V, q))

: .(['',''] *,*) :
: g (R(x, ,')â «)

<RZ(X, }'')(, ,7>

<"'(x, -')c«> : .(1'',''1 .*, -'')
que é a equação de Rica
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Demonstração da proposição(2.7.1).
Verifiquemos se as hipóteses do Teorema Fundamental das Imersões são satisfeitas.
Temos n = 2,p = 1 no caso da proposição (2.7.1).
Definimos para cada q € À/, a fibra .Eç = E, ou sda, r'l(q) = Eq = -R, e assim

7r : .E ----, .M é um vibrado vetorial l-dinlensional sobre M.

Seja a secção diferenciável, para cada 0 C ]O, 2r], aP : .A/ ---, hom(TM ® 7'M,.E) do
fibrado hom(TM e) 7'M, .E), dada pelo homomorâsmo

aQq : TqM ® TqM ---+ Eq N R, q /(a,t) C .M

onde

..,(á..,',,í..,',)
«.. (â'.,',,á'.,',)
«.. (;..,',,é..,',)
-., (i..,',,á..,',)

Pil(0) C -n

P-:(o) c -n

P2-(0) C .R

P«(o) c n

é cl.ro que aO(X, y) = ao(y,X), VX,y C TM
Falta verificarmos que valem as equações de Gauss, Codazzi e Rica.
Cromo p = 1, a fibra -Eç sobre g C M é Z? e quaisquer que sejam (, 77 C -Eç, temos

g(-R(X, }'' )(, q)
<RE(X, y)(, l7>

.(['',''1*,*)

0
0
0

e a equação de Rica(R) é obviamente satisfeita para todo 0 c l0,2al
Tomemos os seguintes elementos básicos de TÀ/

vale

g(e.,eJ) = -E ótJ, t,.7 = 1,2

então, basta mostrarmos que, pa-ra- cada 0 C l0,2rl, valem (G) e (C) computadas em ei e e2
Observemos que

/ : ]l/2 .., M3(c) é mínima + .# = 0 « Í(Pii + P22) - 0 + Pii

Sendo / : M2 ----, .V'(c) uma superfície, valem para /o / as duas equações seguintes
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Hn (''. an cq

g(.E(/.e:, /.'2)/.':,/..2) - g(.R(.i, .2)ei,.2) =

= ao('-,e:)ao(',,e,) - ao(.:, .,)ao(e,,e:):>
+ c(g(e2, el)g(el , e2) -- g(el, ei)g(e2, e2)) -- g(R(ei , e2)el, e2)

-P?:- Pí:

de Codazzi

0 = (Vxao)(y, Z) - (Vvao)(X, Z)

= V#(ao(y, Z)) - ao(Vxy, Z) - ao(y, VxZ)
-Vf(ao(X, Z)) + ao(VTX, Z)+ ao(X,VTZ)

para todos campos X, y, Z tangentes a M.
lemos

-P?.(o) - P?,(o) --(Pll cosa 0 + /i2, sina 0 -- 2Pii/3i2 sin 0 cos 0)

-(/321 sina 0 + /3?2 cosa 0 + 2/3ii/3i2 sin 0 cos 0)

para 0 $ 0 $ 2r.

Logo, pela equação de Gauss acima

c(g(.,,.-)g(e:,.,) - g(e:,':)g(.:,.,)) - g(R(.-,e2)':,',) = -Pf:(o) - P?:(0)

que é a equação (G) para 0 C l0,2nl.
Escolhendo X = el , y = e2, .Z = e. (t = 1,2) na equação de Codazzi acima e usando

0 = [ek,eJ] = V.,et -- VekeJ, AI.7 = 1,2

vem

V11 (ao(e,, '.)) ao( \7. .: , .. ) ao(e, , V.: .,)

Vã(ao(e:, '.))+ ao(V.':, '.)+ ao(.-, V...)

»â ,J - «. (Ej:. «zç"ü.,,.,) (.,, Ej;. dlç"ü.,)

'E @:J -' «. (Ej:- dyç"o.,, ..) + «. (.: , Eí:: dlS'a.,)

v11(P,.) - vã(P-.) - Ej:- g(v., .,, ',)# + Xl: g(v.,.,, ',)%''
qnh t;t..;nH,\ ,. ..In,Ã..wyv--u

g(ek,eJ) = 0 +' g(V.*ek,eJ) = --g(eJ;, V.eJ) = --g(ei,V.,ek), A,.7 = 1,2, k ?É J
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.'.-,.o:.k,,.D: "' l Í:iii:ii:i1 : 31:iii:ii:il :
g(V. e- , '2 )

g(V., e:, e: )

e /3ii :: --/322-

Para t = 1, temos

v11(P«) - vã(P--) - g(v.:'-,.:)#-

-g(V.,':,e,)# + g(V.':, ':)%' + g(V.e

V11 (P21) - Vg(Pii) - -g(V«'i, '2)%''+

+g(':, v.'-)# + g(v..:,':)#+ g(v..:, ',)#'

v: (P«) - v:(P:-)

l 9 2 E

Para 2 = 2, temos

VÍI(P22) - V:(/3iZ) - g(V.:'2, ei)%'-

-g(V.':, e,)#- + g(V.e,, ':)%' + g(V.

Vâ(P2,) - Vã(p:2) - g(V.e2, '2)W-+

+g(':, v.':)%- + g(v«',, '-)#-+ g(v.',, ',)#-

v: (P«) - vã(P-,)

0 € 10,2rl,

.,,.a#-E

Logo,para t'

V. aO(e2, e.) -- V«aO('l, e.) =

v: ,.m)- vEW:.W)-EpN.:.., eq +Eg(v.,..,.JélP -

v11 (/3,.(o)) - v: (p:.(o)) - g(v.: ',, .- )êzÉ© - g(v.: e., ',)êz;lO +
+g(v.,.,, e:)ê!:l©+ g(v.'., ',)aliso: V11(P,,(0)) - V:(P:.(0))

-.(v..., .Deq0 + .k:, v..Jê%P+ .(v..., .oelé0+ .(v..., .agir
v: (P:.(o)) - v:(P:,(o))

JJ



Superfícies mínimas conjugada 57

Fazendo z = l

V., aO(e2, ei) - V.aO(el, el) = V:(P2i(0)) - V:(Pii(0))

sin 0V:/3ii + cos 0V11/3]2 cos 0V:P-- + ;i« 0V:P:,

;:«o(,ãp:- -- ,:p:,)+ ...'(v:p-, - vãp--)

.:« o(-v11p«+ vãp-,)+ «.o(v:p-, - vãp::)
e se z = 2

V.ao(.,,.,) V. ao(ei, .2 ) vâ (P::(o) ) vã (P: ,(o))

cos 0V:P:- + ;i« 0V:P:, sin 0V:Pli

;:«o(v11p:: - ,:p«) + «; o(-»11p:- - vgp-,)

.:«'(,11p« p«)+-;'(v:p« vgp«)
Resumindo

Veias(e2,e,) -- Ve,c10(el,e.) = 0, z = 1,2

que é a equação (C) para 0 C ]0,2r].
Podemos então, aplicar o Teorema Fundamental das Imersões, que garante a existência

de uma família isométrica /o : .A/2 --, IH'(c) de imersões mínimas.
Usando a aplicação a : .A/2 ---) .M2 do recobrimento universal .À/ de M2, para cada

0 C ]0,2r], podemos definir de modo único, a partir de /o, a aplicação /o pelo diagrama a
segar:

.Ú2 ©'(.)
T

+

/0

/

Obtemos, portanto, uma família isométrica /Ó : JÜ'2 -., IM3(c) de imersões mínimas, como
queriamos

n



Capítulo 3

HIPERSUPERFÍCIES DE ROTAÇÃO EM ESPAÇOS DE
CUliVATURACONSTANTE

3.1 Introdução

Neste capítulo estenderemos a noção clássica de supera'cães de rotação do espaço 3-espaço
euclidiano, -R3, a hipersuperíícies de um (n + l)-espaço IÃ7 +i(c), de curvatura constante c.

Na seção (3.2) deíiniremos hipersuperfície de rotação de liiÍ'''(c) e forneceremos
sua parametrização. Tal hipersuperfície é gerada por uma subvaríedade umbílica, (n -- l)-
dimensional, E C IÃ7"+'(c), com curvatura variável, que se move ao longo de uma curva
convenientemente escolhida. No caso particular em que c < 0, as várias posições que E ocupa,
descrevem o que chamamos de paralelos da. hipersuperíície de rotação, a qual será, então,
classificada de acordo com a natureza. dos paralelos: esférica, se os paralelos são esferas,
hiperbólica, se os pa-rabelos são superfícies equidistantes, e parabólica, se os paralelos são
horoesíeras .

Em seguida, na seção (3.3) nos ateremos ao caso particular em que o espa-ço ambiente
IÃZ"+i(c) tem curvatura seccionar constante c < 0, a fim de relacionarmos as hipersuperfícies
de rotação nos vários modêlos da. Geometria Hiperbólica.

3.2 Caracterização das hipersuperfícies de rotação em um espaço de
c«r-t«:a co«sta«te Ã7"'':(c) .

Definição 3.2. 1 (;'onsíderemos os subespaços

7)2 e 7)3 D 7)2

do espaço anzbienZe (Zn+2, lzo caso c < 0 OU .IZn+2 no caso c 2: 0,), n > 2, cais gaze,

P3 n IÃi"t:(c) M''(c) # Q

e sda C uma cura;a mguZar coltíida el?l IÃ/'(c) que não {nfercepía p''. ,4 órbita de C' sob a
ação de OI.'Pz )(conjunto das translorTnações ortogottais do espaço ambiente, com determi-
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nanfe ;)osítÍuo, gue deitam p'2 .Pa;o ;poDIa a pomo,) é chamada hipersuperfície de rotação
.A/" conZÍda em IÃ7"+l(c), gerada ;zla cura;a C' em corno de P2

Chamamos de meridiano de .A/", a cur'ua O(C') onde O C 0(7)') e de paralelo de .A/",
« ó,Z,{t« d' "m W«t. '' c««a C' s.ó 0(7'':).

Ago.ra, verificaremos que JW" , dada. pela deâni ção (3.2.1), é realmente uma hipersuper$cie
de -M''''(c). Mostraremos isso, íotnecendo uma parametrização de .A/" através de uma
descrição de O(P').

No caso em que c < 0, o espaço ambiente é Z"+2 e temos três possibilidades para o
espaço 7)2: 7)2 é Lorentziano, 7)2 é Riemanniano ou 7)2 é Degenerado e em cada caso,
esco[hemos uma base especial {el, . . . , e«+2} de .Z;n+2

Para o caso P2 Lorentziano, por (1.6), podemos escolher a base {ei,

all
C

(Znl

} e«+2} de modo
que

l,n+2 := jei,. . . ,en).en+t,en+21) 7) := jen+tlen+21) 7> = lel)en+l)en+21
g-i(e«+2,e.+2) = --l

g-l(e,,eJ) = ó.J,t # n+ 2, t,.7 = 1,...,n+2
ficando a matriz O, de um operador de O(P2), na forma

all ''' (Zln

0

1 0
0 1

0
(Znl ' '' (Znn

0

(3.1)

onde

é matriz de ordem n, ortogonal no espaço euclidiano (jel, . . . ,e.], g-i l[.,....,.«])
No caso P2 Riemanniano, por (1.7), escolhemos a base de modo que

Z;n+2 = lel,. . - )en)'en+lgen+21) 7):: jen+t,en+21) 7)3

g--(':,.-) = -l
g-l(e.,eJ) = ó.;,t # 1, t,.7 = 1,...,n+ 2

lel } en+l ) en+21

ficando a matriz O na forma

all ''' aln
0

1 0
0 1

0
(Znl ' '' (Znn

0

(3.2)
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onde

a«.i ''' an«, J

é matriz de ordem n, ortogonal no espaço lorentziano (lel, . . . ,e.l

Quando p'2 é Degenerado, por (1.8), podemos escolher a base

.Z/n+2 = [el, . . . )en+2], 7)2 = [en+l,en+2], 7)3 = jet,
g.l(el,el) = 0 = g-i(e«+l,e.+l), g-l(el,e.+l) =

g-l(e., eJ) = ó.J,t ?É l,n+ 1, i,.7 = 1,... ,n+ 2

e a matriz O, nessa base é da forma

all «-« l

, g.- lt..,...,..])
de modo que

en+l , en+21
l

1 0
a21 a22

0
a2n,

0

1 0
0 1

0 (3.3)
ÍZnl (Zn2

anal,l an+1,2
0 0

an.+l,.
0

onde

'«---,: '3:+ '' +.:.)
Podemos obter uma parametrização de .A/", parametrizando a órbita U(p) por cada ponto

p da curva e em seguida, fazendo o parâmetro da curva (; variar dentro do seu intervalo de
definição.

Tomemos a base especial {el, . . . ,e«+2} de .Z)"+2, adequada a cada caso, e consideremos
uma. para-metrização da curva C' C T'3 n H'+l(c) na base {el, . . . , e«+2}

'y(.) zi(s)ei + z«+i(s)e.+l + z«+2($)e«+2, s € -r c n (3.4)

sendo s o comprimento de arco de '.
Como a curva C' não deve interceptar P2 = [e.+i , e«+21 vamos supor içi(s) > 0, Vs C /.
Fixemos s = se € / e encontremos a órbita U(se) do ponto '(se) da curva C, sob a. ação

de 0(7''').
Daqui em diante, usaremos a notação (ai, . . . ,a«+2) = El:lSea.e., a. C n.

Caso (L) - P: é Lorentziano Usando (3.1), um ponto O('7(se)) de U(se) é dado por

all ''' aln
,-(..)

0

«: :.:(.. )

.,:,-(.. )
0

1 0
0 1

(Znl ' ' ' (Znn

0

0

,«+-(.o)
,.+,(.o)

««:,:(..)

,.+- (.o)
, «+:('o)

(3.5)
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ond' '.i C a, ,= 1,...,n, O(ei)=(all,...,a«l,0,0) e a?. +

Seja p'"(se) o n-subespaço afim de -L"+2, paralelo a lei, . . . ,e.+l l e que passa pelo ponto
(0,. . .,0,z«+i(se), ,«+2(se))

F"(8o) = {(Pi,... ,P«,z«+i(se),z«+2(se)) € Z"+'}

Se

p =(p:,. . .,p«,,«+-('o),,«+,('o)) c F"('o) n H"+:(c),

egue por (1.6) e por (3.5), que

l/c= g--(P,P) = P?+'. +P:+':.+:('o)-,:.t,('o)
+ l/. - ,?(.o) :>

+ EL::P? = ,?(.o)

::+ F"('o) n H"+:(c) é «ma (n -- l)-este:. de ce«tro (0,. . . ,0,,«+i(s
,i(se) co«tida em F"(se).

Como O(7(.o)) C F"(.o)
U(se)éuma(n--l)-esfera. ' ' ' (36)

Consideremos uma parametrização ortogonal da esfera unitária (n -- l)-dimensional con
da em jei, . . . ,e.]:

P(t) =(9i(t),...,9.(Í)), { =(ti,...,t.-l) € U C -R"-:

com EIL: p?(t)
Então, a este,a de raio zi(se) de centro(0,.. .,0, =«+i(se),z«+2(se)) s

/(f, 'o) =(9:(t)'-('o), . . ., P«(t)':('o), ,.+-('o), '«+,(;o))

Assim,

/(t,s) =(Ç'i(t)'l('),.. . ,V'«(t),i($),,«+i('),««+2($)),(f,$) C U x / C a"(3.7)

descreve o conjunto M", órbita de C' sob ação de O(P2).
A fim de mostrarmos que .M" é hipersuperfície imersa em .Z,"+2, basta verificarmos que

{#(t,'),g(t,'),(t,') c ux r,'= :,-..,"- i},t=({-,..,t.-:)

S

.) z«+2(se)) e raio0)

nH"+l ara todo o (: Or7)2 lle a.órbC r segue

tj

erá parametrizadar r

por

o conjuntoJ

é linearmente independente em Z)n+2
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Temos, para (t, $) C U x /

ã'0,<:(, n%m,...,,-H#M,o,o),,: :,...,« l

%(Í, ') (9:({)ê-(.), , p«(t)ài(3), à«+i(s), ã.+2(8))

g3 (t, ;) (9-(t)ã:(.) , , y.(t)ãi(B), ã«+i(a),8«+2(ó)) (3.8)

4á (t , ') %P(t)ã-('), ,#U;-®,o,o) , . : :, . . . ,« - :

J%«,4:(,-Ná%U,...,,:mg#M,o,o), .,.- :,...,«-:
Como g = (gl, . . . , g.) é uma parametrização ortogonal de uma esfera unitária, tiramos

para b.7 = 1,...,n -- 1, t C t/, as relações:

p?(í) + . + pã({)

29:(t)%'(t) -F ' ' '+ 2P«(t)%'(t)

p-(t)á;%-(t)+ ' ' '+ p«(t)g:R'(t) a,
(3.9)

\-n a9Z(t) a9Z({
z-z=i êi; ãC

EZ::.(e%#)' # o
,. #.7

Usando(1.6),(3.4) e(3.9) para t,J = 1,...,n -- l,(t,s) C ü x /

.-:(#-0,4,g0,4) - .?wEz:,(%u%f') ;

,?(.)EL: %Frio ;.,-.

.-- (g«,4, Zo,q) ,-(')ê-(')EL- q'z (Í) %ÍU
(3.10)

.-: (g«,4, g0,4) Í?(')EZ;- P?(1) + i:.t:(') iã...,(')

g-i(+(.),+(.)) = l

Porta.nto (3.7) é uma parametrização da hipersuperü'cie de rotação M", gerada pela curva
C' em torno de P2 = [e.+l,e«+21 e por serem os paralelos de Mn esferas, chamaremos .A/"
de hipersuperfície de rotação esférica de H"+l(c).

Ca.se (R) - ?2 é R.iemanniano
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For (3.2), um ponto O('y(se)) C t/(se) é dado por

,l(,o)
0

equidistante contida no n-subS

'- - , -(,. )

: '" ã?ll:::lí:3l:l=E
ond' ',i € -m, ,= 1,...,n, O(el) =(ati,...,'«l,0,0) e -- a?.+ ag: +

Sda F"('0) como - c;se (L), e

p =(p:,. . .,p«,,«+-('o), ««+,('o)), P € F"('o) n H"+'(.).

Por (1.7), (3.4)

l/c = g-:(7',P) -P? +P:+... +P:+ ,:+:('o)+«:.p,('o) =

-P? + EL, P? + l/c + z?(óo) :>

::> -P? + EZ::, P? = -.?(.o) :>

::+ F"('o) n H"+:(c) é uma (n -- l)-superfí'i'
?5nr.ç.\ dn r.n+2

all aln
0

1 0
0 ]

(3.11)

2+a nl

espaço afim

Como O(7(se)) € F"(se) n H"+'(c), para to(lo O € O(p''), segue que a órbita .. ..~
U(se) é uma (n -- l)-superfície equidistante. \''"'J

Tomando uma parametrização ortogonal da (n
tida em jel,. . . ,e.]:

P(t) =(Pi(t),. ..,P«(t)), Í =(ti,...,{«-i) C U C .R

m -g?({) + EZ:;, g}(í)
Segue que,

/(t,s) =(9i({),i(s),...,9«(Í)zi(s),,«+l(s),z«+2(s)),(t,s) C U x -r C -R"(3.13)

descreve o conjunto M", órbita de C sob ação.de O(P2).
Como no caso (L), verifiquemos que o conjunto

{#(t,'),g(t,'),(t,;) c u x .r, ' = :,-..," - i}, z =(t-,...,t.-:)
ó linpn.rrnpntp i.nHnn nH nto n,v... r.n+2

1) superfície equidistante unitária conr S

l

co
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Temos

#' (Í, ') .:(') %' (Í) , , ,-N%U,o,o) , , - :,. ,n -- l

g(t, ') (P-({)á:('), , 9«(t)át(.), á«+:(.), á«+,(.))

g(t,,) (9:(t)à:(.), , 9.(t)ãi(s), #«+i(8), ã«+2(s)) (3.14)

g% (t, ') (%-n':m,..., #n'-@,o,o), ,: :,.. .,« - :

(,:Ng&w,...,,: á,o,o),.,,-:,...,«-:al!% 0 , d

o«de (í,.) C U x / e p = (gl, , g.) satisfaz para todo { € U, t,.7 1, ,n -- l

p?(t) + . . - + pi(t)

2p- G)#-(t) + EZ:, 2pzG)gf'(í)

p:0 g:&(t) + EZ:, v''0g;%(t)
aPI (t) a91 (t
at.J at.

\---n aPZ(t) aPZ(t
z-./=2 âi; ât; (3.15)

aPi(t) é)pi(t) . \---n a9z(f) aÇ>f(t

3Z;' 'ãi:' 'r z,Z=2 'ãi; 'ÕÜ
EL, (2%g'#0, ,

0,. #.7
J

Por(1.7),(3.14),(3.15) e(3.4), temos para(t,s) € U x /, t,.7 = 1,...,n -- 1, as seguintes
relações

.-: (#0,4,#0,4) ,?.., G- B:!o'--*, h:í9') * .,.-,
.-: (g0,4, g«,4) ,-(')á-(;) Gç':({)e%#+ EL, P.(t)e%Íla) (3.16)

.-- (go,q,Z0,4) á?(') G-p?({)+EL:(t»+iã.t.(') -ãi+2(')
g.l (+(.),+(.)) = l

Logo (3.13), parametriza À/", hipersuperfície de rotação gerada por C' em torno de
Pa = le.+l,e.+21 e como os paralelos de .A/" são superfícies equidistantes, diremos que .A4"
é uma hipersupei'fície de rotação hiperbólica de H'+i(c).

Caso (D) - p'' é Degenerado
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Se O('y(se)) C ü(se), então por (3.3) esse ponto tem a forma

0

a21 a22
0 «:@.)

0
0

1 0
0 1

«2- ,1(.0)

0

,«+- (se)

,«+,(80Ü

(3.17)
««:,:@.) l ' '

'«+i.]z] (soà + z«+i (se)

,«+,(se)

(Zn,l an2

an+l,l (Zn+1,2

0 0
anal,n

0

sendo a,i C .R, & = 2, . . . , n + l.

Obser««do que g--i(O(.i),O(.i)) = g-l(el,el) = 0 e O(el)
temos

(l,««, ,a.+i,0)

"«.-:,:

Tomemos F"(se) definido como no caso (L) e

+ «:: )

P = (P:, ,P«, ,.+-(.o), ,«+2('o)) c F"(.o) n H"+:(c)

Usando (1.8) e (3.4) obtemos

l/c = g-:(P,P) 'p:,«+-('o)+ p:+. . .+ pã+ .ã.F,('o) =
2Pi««+t(se) + EIL2 P? - 2,i('o)z«+i(se) + l/c :+

2,-(.o),«+:(.o) :>::+ 'P:«.+- (.o) + EZ:, P?

::> P"(se) nH"+:(c) é uma (n -- l)-horoesíera contida no n-subespaço afim F"(se) de Z"+:

Como O(I'(se)) c F"(se) n H"+:(c), para todo O C O(P'), segue que a órbita
U(se) é «ma (n -- l)-horoesfera.

(3.18)

Fazendo a substituição de variáveis

a.l :: f,, z = 2, . . . , n + l

com O C O(p':) variando em (3.17), ficamos com a aplicação

/({2 , , t«,.) = (.-(.),t,,:(.), , t.,i(s), t«+i«i(.)+ ,«+i('),,«+2(;)) (3.19)

para (t2, , t.,s) € -W"': x .r C n", onde

á(t2 + ' ' + zã) para lz ? 2
que descreve M", órbita de C' sob a anão de O(P2).

Análoga.mente a.o caso (L), mostremos que os vetores

%(t,s), gÍ(t,s), t = 2, ,«, (t,.) = (t,, , t.,õ) C -R'': x / C a"
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são linearmente independentes em Zn+2
Segue por(1.8) e(3.4), para(t,s) C -R''' x .r, t,J = 2,...,n.

#-(t,') =(0,...,z.('),...,0,-t.,-('),0),('-(') n' '-ésima p'siçã')

(.) + Í.+lá:(') =

: .g rlZ!:!â:JüJldl ,.. í. . . á. r .- :

4) e (].8)

. : ll:ltttl:l'''U,U ,,:

.) =(o,...,á-(.),...,o,-t.à:(;),

s) =(á,(.),á-(.)f,,...,à,(.){«,á,

$J = LUI'..)ZiL8JI'-.)U)--ltZlt J

g(t, ') (á-(.),á-(.)z,, , ãi(8){«,â«+i(s)+ t.+iái(s), á.+2(s))

zllZ ({ , . ) (0, , à:(.), , 0, -t.á-(,),0),(á:(,) «, ,-é;im, pos:çã')
(3.20)

4%«,4 : l l:11111'l'''u,n
onde, por (3.4) e (1.8)

i«+i(s) + t«+lãi(s) =

l I'':=h"l * '«-*-'.'

-2.«+2(')á«+2(s),i(') - É;!d + á:(')z:+2(')
2.?(')

A partir de (1.8) e (3.20) conseguimos as relações

g.- (#O,q,%O,.))

à-(.),?(,) EZ::2 t}

.-- (g0,4, ã'o,q) ,-(.)á-(.)t. + ,-(.)à:(.)t,

,-, (%«,q, g«,Q) 2ái(s) (á«+l(s) + t«+lái(s)) +

+á?(') (t3 + . . - + ti) + áã.p:(')

(3.21)

.ál (S)Bn+ ?l.SO :.ZI
z{ { s )

sendo a última válida por(3.22) a seguir, onde(t,s) C H"'i x /, z,.7 = 2,
hlostremos que vale a relação

2s)r S l

, 7Z

(il(.),«+,(.) ,i(.)ã«+2(.)y ,?(s) +
à?(.)

(3.22)

De (3.4) e (1.8), vem

g-:(7(.) , 'y(.) )
g.i(á'(s) , +(.) )

2,-('),«+- (s) + ':+2(')
2ài(s)á«+l(s) + à:+2(s)

(3.m)

Logo,

(ál(.),«+,(.) ,l(.)á«+2(s»'
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á?(')«:+2(,) + ,?(;)ái+2(,) - 2«1(')á1(,),«+2(,)á«+2(ó) =

i!(d+ z?(s) -- zi(8)ái(s)(2ái(a)z«+i(a)+ 2,i(ó)á«+i(s)+ 2z«+2(s)à«+2(s)) =

il0+ ,?(') - ':(')á:(')É g-:('v(.), '(')) :
.bll D l

;::' + ,Í(.)
Finalmente concluímos que (3.19) é uma parametrização da hipersuperfície de rota.ção

.A/" gerada pela curva C' em torno de 7>2 = ]e.+i , e.+2] e 08 paralelos de .A/n são horoesferas.
Por esse motivo denominamos .A/" de hipersuperfície de rotação parabólica de H"+i(c).

Em cada caso em que o plano p'2 se classifica, vamos exibir os coeficientes z.+i(3) e
a;n+2(s), que surgem nas parametrizações / de .À/", como função de zl(s) para $ C /.

Caso rl)

Como '(s) C H"+'(c), Vs C -r e s representa o comprimento de arco dessa curva, segue
de (3.4) e (1.6) que:

z?(s)+zi+i(s)--zã+2($) - g-i(7(s),'7(s)) - l/c r324\
á?(s)+ài+i(s)--â:+2(s) = g-i(+(3),+(s)) = 1 '"'"'

Portanto, existe uma função @(B) tal que

2

g-i('y(.) , 7(.) )
g-i('t($) ,+(,) )

,«+-(.) r,?(.) - l/c si«h é(.)
r,?(.) - l/c cosh é('),«+:(.)

(3.25)

De (3.25) segue que

eó(') - ,«+-(') +

f,?(.) - l/c

,.+2(.)
r,?(,) - l/c

logo, é(s) é diíerenciável.
Derivando (3.25) com relação a s e substituindo ã«+l(s) e á«+2(s) na segunda equação

de (3.24) obtém-se

} + «?(') + Éíld

Considerando a solução é(s) que satisfaz @((1) = 0 definimos

' v-l: + ,?(') + ÊÍP .í.
(.?(.)

Para uso posterior calculemos as derivadas de primeira e segunda ordem de (3.25)

Ó'(.) : (3.26)

é(.) - (3.27)

i«+:(.) Jltilii.IÍk sinh d'(s) + '/z?(õ) - l/c "sh é(s)'À(s)
(3.28)

ã«+,(') Ji;l1llii.IÊ «;h ó(') + '«'?(' - i/' ;i«h ó(;)ü'(')
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Derivando novamente e substituindo (3.26)

:«*-.., : a#m (.:«« ''.".-',,:-'., -- :' -'- :'!y$98#k:i#»)

ã«+2(') : ;G?Í:J=i7;(coshé(')('i(s)ãl(')+ 1)+

Caso (R

Analogamente ao caso (L), obtemos das relações

-r?(s) + z:+i(s) + zã+a(s) = g-i('y(s),'y(8))
-ã?(s)+ ái+i(s)+ áã+2(s) = g-i(+(s),+(s))

..+-(') = J,?(,)+ l/c coso(')
,.+,(,) = «'?(,)+ 1/' si« é(')

que satisfaz

ÓN - é:;ãyl;-L . éO

As derivadas primeira e segunda de (3.30), são

á«+-(') - Oi;Çlliilà coso(') - '/'?(') + i/' ;i« ó(')a'(')

à«+,(s) : .,/;i?t;j-i-i% si" Ó(s) + '/;i:(;j + l/' cos é(')'À(')

'«*-.., - õdm («;*'.«,:'.,;-'.' - :' - ;'!«-''*,«,'"«,,,. )

:«*,'., : aãm (;:««''«,.';,':'., - :, -- )
Caso (D)

Observamos que, por (3.22),

(á (:#))' : ã.+2('),i(') -- ái('),!rt}(!)y
,{(.)'

(,:.., *y)ú, . ' '

os reslilt.idosS

sendo @(s) a funçãoe

) 0

definida portanto porenn] r

(3.29)
ál(,} .i«h é(,)(ãi(,)+.zi(,))

l/c+r?(,)+áÍ ( ,)/cC

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.M)

(3.35)
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Escolhendo a raiz positiva da igualdade

á«+,(.),:(.) á- (.).«+,(.) ,«,,*q'l{ (3.36)

temos a equação diferencial

á (?f) ü$F,,',
e tomando a solução tal que ,l(O) 0, definimos

,«--,w:.:w.Z'Úílâ;É '. (3.37)

Pela primeira relação de (3.23)

,«---@ : (:/' - ':..,u) %h (3.38)

que, junto com (3.37) define z«+i(s) a partir de zi(8).
No caso em que c ? 0, o espaço ambiente é o espaço euclidiano (.R"+2,gi) sendo gi a

métrica euclidiana.
Analogamente ao caso em que c < 0, vamos escolher uma base ortonomial do espaço

euclidiano,tal que

Z?n+2 = je], . ..len+21) 7) = len+] en+21) 7)3 = let,en+t)en+21
gl(e.,ej) = ó.J, t,.7 = 1,...,n + 2

(3.39)

e parametrizar a curva C; c P3 n liÜ"+i(c), nessa base por

7(.) = (,i(.),0, ,0, z.+i(s), z«+2($)), s C -r C .R

onde 6 representa o comprimento de arco de C'.
Novamente escolhemos C' tal que C' n P' seja vazio, isto é, zi(s) > 0, Vs C .r.
Assim, cada ponto O('y(s)) da órbita, t/(s), de um ponto '(s) da curva C' sob a ação de

O(T':) é da forma

all ''' aln,
,:(.)

0
«: - ,:(,)

0

1 0
0 1

(Znl ' ' ' (Znn,

0

0

,«+:(.)

,«+,(.)

««- ,:(.)
««+l(.)
,«+2(.)
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onde '.l C -m, , = 1,...,n, O(el) =(ali,..-,a.i,0,0) e a?: +
Suponhamos c > 0.

Como antes, verifica-se que a órbita U(s) é uma. (n -- l)-esfera contida no n-subespaço
afim de .#Zn+2

P(.) {(Pi, . . .,P«,z.+i(s),,«+2(s)) € n'+:}
da.da.pela equação

EZ:::p? = ,?(.)
e uma descrição de M" C IÃ?"+'(c) = S"+i é fornecida por

/(t,') =(P:(t),:(,),.. . ,9«(t),-(.), ,«+:(,), ««+,(.))

para(t,8) =(ti,...,t.-i,s) C P x .r C n", onde

P(t) =(P:(t),...,9«(t», t =(ti,...,t.-i) C U C .R"':

(3.40)

é uma parametrização ortogonal da. esfera unitária (n-- l)-dimensionar contida em lei , . . . , e.l

Temos, para (t, s) C t/ x .r

#«,q :(,-N©-n,...,,: #m,o,o),,::,...,«

%(z, ') (Ç,i(t)ál(.) , , 9«(t)á:(.), á«+:(.), á«+2(.))

;3 (t , ' ) (9i(t)ãi(.) , , p«(t)ãi(s), à«+i(s), ã«+2(s)) (3.41)

g% (t , ' ) #U'-m,. . . ,#H':N, o,o) , ,

g%0,q : (,-M#%m,...,,: â%U,o,o), ,,,,...,«-,

Como a base {e], . . . ,e«+2} é ortonorma], usando relações análogas a (3.9), temos

.-(#0,4,Xo,q) - '.,,?wEL.(%#y, ,,,,...,«-:

.- (%«,<, g«,4) 0, z = 1, . . . , n --l (3.42)

p:(g(t,.), g(z,'))(.),'}('))
Logo (3.40) é parametrização da. hipersuperfície .A/" gerada por C, em torno de

P2 = ]e.+t)en+2] cujos paralelos são esferas.

Novamente, obtemos relações entre os coeficientes zi(s), z«+i(s) e z«+2(s) (lue surgem
em (3.40), para cada .s C -r.

.«+- (.)
,.+2(;)

.?(') + l/c ;i« é(')
-,?(.) + l/c cos é(.)

(3.43)
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e a função Ó(s), escolhida como no caso c < 0, é

+(,) (3.44)

As derivadas de primeira e segunda ordem de (3.43), são

à«+l(s): : (-zi(s)ái(ó)sino(4+

à«--,(;) : v:;?ãFm Ç-,:(')á:(;) "; d'(s)

*«.-«, : ;n ( ;'« *'',',:'.'':'., * :, - ;''=Üi:U'''l
(3.46)

:«:~ : ;ú«(«;""'«';»:'.'*:,* *'=U==''l
Suponhamos agora, c = 0. Para o caso ]?"+l, por analogia com os outros casos,

consideramos #?n+l C Z?'l+2 com a;n+2 = 0.

Uma. hipersuperíície de rotação À/" C Z?"+l , do mesmo modo, pode ser descrita por

.f(t,s) =(Pi(t)zi(s), . .. , P«(t)=i(s),,«+l(s),0)(3.47)

para(t,s) =(tl,...,t.-i,s) C ü x / C -R", sendo

P(t) =(Pi(t),..., V,«(t)), Í =(t-,...,t.-i) C U C -R"''

definida como no caso c > 0.
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Para (t, s) C U x /, obtemos relações análogas ao caso c > 0

#(t,') 1,: #-m,...,,- #W,o,o),,::,...,«-:

(9i(t)á-('),... , 9«(t)á:('),á«+i('), 0)g(t, ')

g4 (t , ') (9-(Í)ã:(.), , 9«(t)ãi(8),#«+i (s) , 0)

é% (t , ') (kU':N,...,%M':H,o,o), ,: :,...,«
(3.48)

(.-U4%U,...,.: g m,o,o),.,.,...,«-:aÉe«,4

,: (g«,4, #-«,4) '.,,?nEL. (%P)' , ,,., . . . ,« - :
.- (g0,4, ã'«,4) 0, z = 1, . . . , n --l

.: (g«,q, g0,4) p:(+('),á'(.)) = l

e, portanto, (3.47) parametriza a. hipersuperfície de rotação M", gerada por C', em torno de
7)2 :: le.+i ,en+21.

De pi(j'(s),5'(s)) = á?(s) + á:+i(s) = 1, v' € .r, obtém-se á:+.(s) = 1 -- à?(s), V' C / '
fazendo-se a escolha

á«+l(.) 'l - á?('), ' € -r (3.49)

tiramos os resultados

ã.+-(.)
(3.50)

,.+- (.) # '1 á?(a) da( solução de (3.49) tal que z.+i(0) 0)

Usa.remos a notação À/..Ó para designar uma hipersuperfície de rotação de IÃi"+i(c),
conforme o caso:

r ó = 1, significa que .A/;lÓ é hípersuperfície de rotação esférica;
se c < 0 l ó = 0, significa que .a/:ló é hipersuperfície de rotção parabólica;

1. ó = --1, significa que.]W11Ó é hipersuperíície de rotção hiperbólica;
se c ? 0, sempre a.dotaremosó = l



Hipersuperfícies de rotação nos vários modêlos da Geometria lliperbólica 73

3.3 Hipersuperfícies de rotação nos vários modêlos da Geometria
Hiperbólica.

Neste momento, passemos a estudar as hipersuperfícies de rotação M" C Hn+l(c) nos outros
modêlos da Geometria Hiperbólica. façamos c = --1 e H"+i(--1) é o espaço hiperbólico em
Z,"+2

3.3.1 As hipersuperfícies de rotação no modêlo (.IZ"+i+,g+)

Caso (L) - p'' é Lorentziano
Uma hipersuperfície de rotação esférica, a menos de isometria de H"+i(--1), é a hiper

supera'cie de rotação em que

7'' 0,i,0,...,0),(i,0,...,0)l e 7''; = 1(0,0,i,0,...,0),(0,i,0,...,0),(i,0, ,o)l

Tomemos a base canâníca de .Z;"+2, denotando segundo (1.6)

el

en+2

(o,o,l,o,...,o)
(0,...,0,1,0,...,0),(1 na(t+ 2)-ésima posição),t
(o,l,o,...,o)
(l,o,...,o)

2,

A curva C' C 7'3 n 7{"+i(--1), que não intercepta o plano p'2, parametrizada. nesta base,
como em (3.4), por

7(s) =(z«+2(s),'«+l(s),zi(s),0,. . . ,0), ' C -r

gera a hipersuperfície de rotação Â/" C Hn+l(--1) em torno de P2, a qual tem a parame
triza.ção

/({, s) (««+2(.), '«+1(.), 9i(t),i(,), , 9«(t)zi(s)),({,s) C U x .r C .m" (3.51)

'omo em (3.7).

Passemos ao modêlo (E"+:+,g+) através da isometria é+ definida em (2.39)
Usando (3.51) obtemos uma parametrização de é+(M") C -R"+:

,.! , .(l,9:(t)'.(.),. . . ,9«(t),i('))
.«+,(.) -- ,«+-(.)

/+l(í,') = é+ . /(t,') (3.52)

para (t, s) C U x / C n"
O paralelo s = ã (ã constante) de (3.52), é

é+ o ./;(t) =

(g) - z«+l(j)((1,0,...,0)+ Ç'l(t)(0,zi(Ã),0,...,0)+ '''+
+9«(Z)(0,.. . ,,i(ã),0)), Í € t/ C n"-'
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e está inteiramente contido no hiperplano de .l?"+l

que é uma n-horoesfera de

Observamos que

/(t, g) c H"+:(-1) :>

+ l(o, i,o,,«+,(ã) - ,«+-(g) ' 0, ' ' ' , 0 ,o),...,(o,...,o,l,o)l (3.53)

.R"+:+

n
t=l

+ <é.. . .&M - (,.*,.;':,«...;''o,. ,o) ,é-. . ÁM - (,.,,.;':,.*..;, ,o, ,.)>
4r? (g\

' (z«+2(í)--r«+l (í»2

onde < , > é a métrica euclidiana de R"+], nos mostra que o paralelo s = ã (g constante), é

«m,("--1)-esferade Z?"+: d'"io ,....,P)-,«.,(;) ' ""tr'( ',0,...,0) contida
no hiperplano (3.53).

O meridiano t = í (í constante) de (3.52) é uma curva

é+ o .6(.) =

: ,(,....:.,, - ,.*.N, '-©,.*,.:l - ,.*-w '
contida no 2-plano de -R'+l , passando pela origem,

, ««'.ãã=.*:.,) , ' ' ,
l(i,o, . . . , o), (o, p-(íO, , p«(i))l

ortogonalao hiperplano pi
de (-R"+:+,g+).

Concluímos então que

0 de ZZ"+l , que é superfície totalmeitte geodésica 2-dimensionar

/+L(t,') =(ai('), pi(Z)a2('),. . .,ç,.({)a2(')),(f,') € U x -r C a"
parametriza a. hipersuperfície de rotação da curva em (Z?'+i+,g+)

(3.M)

a(.) = (a:(.),a2(.), 0, ,o). c .r

com al(s) > 0,a2(s) > 0, em torno da geodésica {(Xi,0,. . . ,0) C a"+',XI > 0}, que não

intercepta. a curva a, estando esta. inteiramente contida no 2-plano ÉI 1,0, . .. ,0),(0, 1,0,. . . ,01
de .W'+l

Por exemplo, fazendo n = 2, temos

;l;(;Í;;;ilã([,=i(') '';í, =i($) sin t),(t,s) C U x ] C .R'

rl. a;.(s). 0). s € .r'.(.) - ,.(.)~
2

.a(í , ') é+ o /({, s)

«(.)
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Isto é, a menos de isometrias do espaço hiperbólico, as supera'cães de rotação esféricas
no modêlo (-R3+,g+) são as superfícies de -l?3, obtidas por rotação de uma curva a(s)
(a[(s),a2(s),0) com a](B) > 0 e a2(s) > 0, em torno do eixo dos z(ver $gura 3.3.1).

Caso (R) - p'2 é Riemanniano.
A menos de isometrias, podemos supor que

z'' = 1(o, i,o, , 0),(0,. . . ,0, 1)] e 7''; = 1(0, ,o,l),(o,l,o,...,o),(l,o, ,0)]

Fazendo

ei (l,o,...,o)
(o,...,o,l,o,
(o,l,o,...,o)
(o,...,o,l)

, 0),(1 na(&+ 2)-ésima posição) ,t 2, , 7Z

o conjunto {el, . . . ,en+l,e.+2} é uma base de .["+2 e está nas condições de (1.7).
Com a mesma notação do caso (L), a curva parametrizada, como em (3.4), por

'y(.) = (.i(.), ,«+i (.), 0, , ',,.+2(.)), . C .r

é geratriz da. hipersuperrície de rotação .A/" C 7{"+i(--1) parametrizada por

/(t,ó) (P:(t).i(.), ««+i(.), 92(t)zi(.), , 9«({),:(.) , .«+,(') ) (3.55)

para({,s) C U x / C n", como em(3.13).
As hipersuperfícies de rota.ção no modelo (.IZ"+i+,g+) são parametrizadas por

/+R(t,s) = é+o/(t,s) ; 9:L.Jzit31 -- z«+:(,J(l,y2(t)zl(s),. .,9«(t)zi(s),J'«+2(s))(3.56)

para (t, s) C U x / C Z?"
O paralelo s = ã (g constante) de (3.56), é

é+ o ./;(t) =

Pi(t)zi(g) -- z«+l(g)((1,0,.. . ,0,z.+2(g)) + P2(t)(0,z3(3),0,- - - ,0)+ ' ' ' +

+9«(t)(0,. .. ,,-(g),0)) , t C U C a"-:
Usando a nota-ção

yl (t, g) v,l (t)ri( í) --r«+l (31

p, 0»-W'=n+-(3) ' t - 2, . . . , n

(3.57)

X(t, g)
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podemos escrever para cada í € U C -l?n-l

é+ o ./;(t) =

= yl(t,ã)(1'0'' '',0,'«--'(3))+ y2(t,g)(0,1,0,. ..,0) + + yn({, g)(0, . . . ,0, 1,0)

concluindo, portanto, que o paralelo 8 g está contido no hiperplano de -#Z"+l , pela origem

e$f.?:11:iP, o, :,', .. . , n, .. . , o, . .. , ', :, nl
(3.58)

Somando as expressões em (3.57) para z = 2, . . . ,n, temos

(9:(Z),-(© - ,«+:(g))'(P?(:) - 1)>l:X'(t, g) =
=2

(3.59)

Da primeira relação de (3.57), tiramos

«:'', :Ú (,«.-';'

Substituindo em (3.59)

+
y] (t, g)

Ex'o,o
t=2

4,?(ã)y.2 ({, g)
4(1 + ,:+2(j))'?(j)

2

««+-(g) +
y] (t, g)

õ-:lth (-: - ,:.,';o -- $#:lÍB -- '
Completando quadrados temos, finalmente,

\ 2

yi(t, 3

n

(z, g)
;2

(3.60)

Logo, o paralelo s = ã, é a int.ersecçã.à de a"+i+ com a (n -- l)-esfera de -R"+i de centro

jZ::gl;jià (l,o, - . ,0,z.+2(g)) C a"+' e raio :iZif:Ílti;, contida no hiperplano (3.58)

Da relação (3.59) tiramos, para cada. s C -r $xado, a. equação da. (n -- l)-esfera do espaço
euclidiano Z?"+i

2

Z:gÜ-l --Éx:
l + ,i...,(')/ ;3

onde (yl,. . . ,yn) representa coordenadas relativamente ao hiperplano (3.58) e cuja inter-

secção com o (n -- l)-plano y] = 0 de W"+l , para todo s C -r, satisfaz a equação >1'" , X2 - 4.

(«
4,?(.)

1 + ':.F,(s)
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No caso n = 2, a intersecção com o hiperplano (3.58) degenera em dois pontos, que são
(0,2,0) e (0, -2,0).

O meridiano í = i(i constante) de (3.56) é uma curva

é+ o /(t, $) =
n

: ê;;(Í «i(s) -:z«+l(s) ((1,0,
+,.+,(.)(o, . . . , o, l))

, o) + ,:(,)(o, p,(íD, , 9,(i) ,0)+

contida no 3-plano de -R"+: l(1,0, ... ,0),(0,p2(íÕ,...,p.(i),0),(0,. ..,0,1)l
Consideremos a curva plana

a(ó): ,:(.) -- z«+i(s)(1,0,' .,0,z.+2(õ)), 3 € ]'

que é o meridiano t = i, tal que g,(tÕ = ózl, z = 2, . . . ,n
Observamos que, denotando

c(.)

R(.)

}'(.)

i:?:âiSlb o,o, . . . ,o, ...-,w)
2.:(.)

'i + «ã.t:(')
(1,0, . . . ,0, z«+2(s))

'l + ,:+,(')

temos C(s) = c-(s) -- -R(s)V(s), Vs € -r isto é, essa equação descreve o lugar geométrico
ocupado pelos centros C'(8) das (n -- l)-esferas de a'+', cujas intersecções com .R"+:+ são
os paralelos de (3.56).

Em particular, quando n = 2 (ver figura 3.3.1), temos

/f(t,s) = #'+ ' .f(t, $)

: «*'':::: :

2 ,(s)(1,':(')"sht,'.(')),(t,') c U xJ'C .R'

;;(;y: z3(':1(1,0, ''(')), ' € J'
«(.)

Consideremos, agora, a seguinte transformação de -PZ3+ em .IZ3+

, --G"U'+«g(óv:,v?+v$ + 3/g v- >o

Essa. aplicação possui as seguintes propriedades:

(y: , y, , y3)

(1) T é uma isometria de(JZ'+,g+),

(2) T leva o plano 3/2 = 0 na superfície totalmente geodésica 3/? + y! + 3/g = 1,
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(3) 7' leva cada. circunferência passando por três pontos dados: g =(0,2,0), --g =(0, --2, 0),
a = (ai, a2, a3) e contida no plano --yia3 + y3ai = 0, na rega que passa pela origem

e pelo ponto T(a) = T(al,a2,a3),

(4) T leva uma supera'cie de rotação hiperbólica da forma encontrada em (3.56), Duma
superfície que é o cone de vértice na origem sôbre uma curva (yl(s),y2(s),g3(s)) =
T(a(s)) da superfície totalmente geodésica Ü + pj + 3/g = 1.

Assim, a menos de uma isometria de (-lZ3+,g+), toda superfície de rotação hiperbólica é
um cone com vértice na origem, construído sabre uma curva na superfície 3/? + pj + gg.

Caso (D) - p'2 é Degenerado
Suponhamos que

,' -[(-f,-#,.,...,.) ,'.,...,.,:,]l \
e

,;:[(f,-f,.,...,.),'.,...,.,:,,(-f,-f,.,...,.)]
e consideremos os seguintes elementos básicos de .L'+2

(f, -f,., . . . , .)
(0,...,0,1,0,...,0),(1 na(t+ l)-ésima posição), z = 2,...,n

(-f, -f, ., . . . ,.)
(o,...,o,l)

el

en+2

nas condições de (1.8).

Usando a notação do caso (L), a hipersuperü'cie de rotação M" C Hn+l(--1), parametri
fada, como em (3.19), por

(#,-(.) 'f(-$flt11'.-0)+ ,«--:0)),-#,-(.)
'g(-111'11:, N -'- ,«..:u),*,,-m,. .. ,:«,:u,,«--:u)

onde(t,s) =({2,...,t.,s) C -R"'' x ,r C a", llíll: = E::, {?, é gerada pela curva

,.., - lç«.., - #,«-..,,-f«'.,
dada por (3.4).

Levando (3.61) até o modêlo (Z"+'+, g+) obtemos

/+o(t,') = é+ o/(t,') = :lC\(l,t2zi('),. . .,t.,i(s),,.+2(;)),-(.)

/(t, s)
(3.61)

X / C #t", llZll' :: >:1:2 tt ) é gerada pela curva

f,.*-';',., ,.,,«,..,l,.

(3.62)
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para (t,s) € -n"'' X / C Z?"

O paralelo s = ã (ã constante) de (3.62)

é+ o .G(t) : l;:l:.j((i,o,...,o,z.+2(ã))+ zt(g)(o,t2,.. . ,{«,o)), t € a"':
está contido no (n -- l)-hiperplano de Z?"+i

;?glÍ(i,o,...,o,z.+2(g))+ ](o,i,o,...,o,),...,(o,...,o,i,o)](3.õ3)
que é uma (n -- l)-horoesfera de E"+l+. Na verdade, o paralelo s = g (3 constante)é a
horoesfera (3.63).

O meridiano Z = í (í constante) de (3.62)

** . ".;, : "(Ú,.,...,., :#) * "'.,',. ..,*,',
é uma curva plana contida no 2-plano de Z?"+i

1(1,0,. . . ,o),(o,. .. ,o, 1)1+ '«ã(o,Ü, ... , &.,o)

ortogonal ao hiperplano 1(0,1,0,... , 0),.. .,(0,. . . ,0,1,0)1 de -R"+', uma 2-superfície total-

mente geodésica de R"+l+
Em particular, o meridiano { = 0, é a curva plana

a('): é+ ' /o(') : ;tlZ5(i,o,. .,o,,.+2(')), ' € ]'

Então, se escrevermos

a(.) =(ai(.),0,. . . ,0,a.+i($)), ' C /

com ai(s) > 0, a hipersuper$cie de rotaçã.o em.(E"+i+,g+), gerada por a, pode ser para-
nletrizada por

/+o(t,s) =(al(õ),t2,...,'«,a.+i(ó)),(t,8) C -R''' x .r C .R"

,,se « = 2 («r fig«r* 3.3.1)

/+n(t,s) = é+ o/(t,s) =(ai(s),t,a3(s)),(t,s) =(t2,s) C Ex .rC a'
a(.) =(ai(.),0,a;(s)),ai(.) > 0, ' € J

Noc

(3.64)
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Figura 3.1: Hipersuperfície de rotação esférica

g=(o , -- 2 , o g=(0,2,0)

Figura. ]Tipersuperfície de rotação hiperbólica
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Figura 3.3: Hipersuperfície de rotação parabólica
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3.3.2 As hipersuperfícies de rotação nos outros modêlos

Descreveremos as hipersuperfícies de rotação através de suas parametrizações, também ca-
racterizando os paralelos e meridianos de tais hipersuperíícies. Os cálculos são análogos
àqueles da subseção anterior.

No caso em que o plano p'2 é Lorentziano, as hipersuperfícies de rotação podem ser
parametrizadas como segue.

No modêlo (D"+'(1),g/), podemos parametrizar @/(M") C -D"+'(1) por

+i . fÇt.q = ,«+:(') 9:(t),:(,) P.(t).-(.)
,«+,(')' '«+2(,) ' ,«+,(,) , (t,8) € Ü x .r C Z?" (3.65)

O pardel0 6.= ã (3 constante) de (3.65) é uma (n .
(gM,., . . . , .) . -". p=Ç , ..-*'', «. ":,.,,-'-.

1)-esfera de -R"+' com centro em

(:Ü,.,..., .) * ''.,:,.,...,',,...,'.,...,',:,-
c«ja ante«ecção com -O"+'(1) é «ma n-hormsfera de (.O"+'(1),g/).

O meridiano í = i(i constante) de (3.65) é uma curva contida no 2-plano de @"+l , pela
cingem,

o), (o,p-(íõ, . . . , p«(zÕ)l

cuja intersecção com Zy+:(1) é uma 2-superfície totalmente geodésica de (-D"+:(1),g/).
Reescrevendo (3.65) na forma

)1(1.0

.#(f, .) (ai(.), ç,l (t)a,(;) , , 9«(t)a2(s», (t,s) C U x / C -R" (3.66)

obtemos uma parametrização da hipersuperfície de rotação da curva plana

a(') = (a:(.), a:(.),0, , 0) C .0"+'(1), s C /

com a2(s) # 0, para todo s € /, em torno da geodésica de (.Zy+:(1),g/)

{(X,0, . . . ,0) C R"+' .l < x < 1}

que não intercepta. a curva a.
No modêlo (-B"+:(2),g//), uma parametrização de @//(.A4") C 1?"+:(2) é

Óll . j(t .s) = Í:+. ,,+2(s)(z«+t(s),9i(f)zi(s),...,P.({)zi(s)),(t,s) C U X -r C B"(3.67)

O paralelo s = g (3 constante) de (3.67) é uma (n l)-esfera de a'+' com centro

(.+,..m,0,. ..,0) e rão R+,.,,m, co«tida «a «-h''õesíera de(.B"t:(2),g//)

((J:Ü,.,...,.) * ''.,.,.,...,',,...,'.,...,.,:,,) . ««*''''.
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O meridiano t = í (i constante) de (3.67) é uma curva plana, contida na 2-superfície
totalmente geodésica de(-B"+i(2),g//)

l(i.o, ... ,o),(o,91(íQ, .. . , P.(zÕ)l n B"t:(2).

Podemos reescrever (3.67) e obtermos

//l/ (t, ') (a:(.), y,:(t)a,(') , , ç,«(t)a2(õ)), (t,s) C U x .r C .R" (3.68)

parametrização da hipersuper$cie de rotação da curva plana

,0) C.B"+'(2),s C /

com a2(s) # 0, para todo s € /, em torno da geodésica de (.B"+l(2),gn)

a(.) = (a:('),a2(,), 0,

{(X,0,. ..,0) € Z?"+i : --2 < X < 2}

cuja intersecção com a curva a é vazia.
No caso em que o plano P2 é Riemanniano, as hipersuperfícies de rotação são dadas a

seguir.
No modêlo (-D"+:(1),g/) a hipersuperfície de rotação éJ(M") C .D"+:(1) é

O paralelo s = ã (3 constante) de (3.69) taJ que z:+i(g) + z:+2(g) # 0, está contido no

(n -- l)-elipsóide

l v] +v(o,l,o,...,o)+

l l l -.:::,'':'-:
t.\ nO) /

Observemos que os paralelos s = 3, estão contidos em (n -- l)-elipsóides, todos com a
intersecção comum

, (t,8) C U x .r C .R" (3.69)ÓI. ftt,sà =
z«+l(s) 92(t) P«(t) a:«+2(8)

p-(t),:(.y p:(ty' ' ' ' p-(t) ' p-(t),-(')

+ Yn(0, . . . ,0, 1,0) C -R"+'

{(o,l,o,...,o),...,(o,...,o,l,o),(o,-l,o,...,o),...,(o,...,o,-l,o)} c a"+:

O para[e[o s = g (3 constante) de (3.69) ta] que zã+t(3) + zã+2(g) = 0, é a intersecção
de -D"+:(1) com o(n -- ])-p]a- ](0,1,0,...,0),...,(0,...,0,i,0)] de -R"+:

O meridiano t = i(i constante) de (3.69) é uma curva contida no 2-plano de E"+t

(.,H,...,H,.) * '':,.,...,'','.,...,',:,:
Outra forma de (3.69) é

';'',., ;(H,W,...,H, l#) , ':,', ' " * ' ' «"
(3.70)



84 }lipersuperfícies de rotação em espaços de curvar.ura constante

onde a curva plana

a(õ) =(al(s),0,. . . ,0,a.+i(3)) € D"+'(1), $ € -r

é a geratriz da hipersuperfície de rotação.
No modêlo (.B"+:(2),g//), parametrizamos é/l(.M") C .B"+'(2) por

é/i o/(t,a) - i.}.. q,:o,i(s)('«+i('), P2(t)'i('),.. .,ÇP«(t)'-('), z«+2('))

para (t,8) C U x -r C .R'

O paralelo s = g (3 constante) de (3.71), que satisfaz z:+l(g) + z:+2(g) # 0, é parte da
(n -- l)-esfera

(3.71)

+ y2(0, 1,0: + yn(0 0, 1, 0) € -R"+:

citemos que tãs (n -- l)-esferas, todas contêm o conjunto de 2(n -- 1) elementos

{(0,2,0,. . . ,0),. ..,(0,. .. ,0,2,0),(0,-2,0,...,0),. . .,(0,. . . ,0,-2,0)} C a"+'

e possuem intersecção não vazia com

@"+i \ -B"+l(2) = {P € JZ'+: l llPll2 2: 4}

O paralelo s = ã (g constante) de (3.71), tal quezj+i(g)+z:+2(g) = 0, é, como no modêlo
anterior, a intersecção

N

l(o,i,o,. . . ,o),.. . ,(o,. .. ,o,l,o)) n -o"+:(2).

O meridiano t = i(í constante) de (3.71), é uma. curva contida no 3-plano de a'+'
l(i,0,. . . ,0),(0,. .. ,0,1),(0, 92(ÍO,. . . , V,«(ÍO,0)l

No caso em que o plano P2 é Degenerado, podemos pa-rametrizar as hipersuperfícies
de rotação, como segue.

No modêlo (D"+'(1),g/), obtemos @/(M') C .Z)"+'(1) através da parametrização

é/ o/(t,s) = ,(t,s) € U X -r C .1?"(3.72)

O paralelo s = g(g constante) de(3.72) é o(n -- ])-e]ipsóide, exceto o ponto(],0,. . .,0)
com centro

o, o, . . . , Q + Jé;il:-:-;ii:l:ü-n
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e seml-eixos

b:(g)

b.(g)

/iãGI -} ;ii;lÕ
v'ã (,-(j) - ,«+-(i))

2,

inteiramente contido no hiperplano de -R"+l

,.;, : 1.,.. .,., 2BI * [';.;,,*';,,,É.@l

onde

-:,., . . . , ., $:B)Ü(g)

Ü(j) (o,...,o,l,o, ,0), (1 «a ,-é;ima posiçã') , 2,

O ponto do(n -- l)-elipsóide oposto a.(1,0,...,0), é o ponto é/ o/(0, #).
Observemos que, tal (n -- l)-elipsóide está totalmente contido em -D"+t(1), excito o ponto

(1,0,. . . ,0), e, portanto é uma(n -- l)-horoesfera de(O"+:(1),g/).
O meridiano t = Í (Í constante) de (3.72) é uma. curva contida em

l(i,o,...,o),(o, , 0, 1), (0, i2 , , t.,o)l c a"+'

No modêlo (.B"+t(2),g/i), as hipersuperfícies én(.IW") C -B"+i(2) podem ser parame
trizadas por

+ll . fÇt,sà =

.*,,.,, 6..Í#.}.;Ú(':u(-: -'-
, a,: d).. ,ú.«--,H)

,.+i(,), vã,i(s){2 , . . . , (3.73)

para (t, $) C U X / C n"
Conclui-se, como no modêlo anterior, que o paralelo

(2,0,...,0), é um(n -- l)-elipsóide cujo centro é

g (g constante), exceto o ponto

'',., ,.,*aYI.;T:=1 Ü «;,
e seini-eixos

b:(g)

b,(ã)

b(g)
«(3)
b(g), t = 2, . . . ,n
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onde

-a - ~/ã,-@,o, . . . , o,a,«+,m)
r(vã + 2.l(3)y + 2,:+2(3)

?f m (,:© - ,«-.:® + w)
(.,õ + 2,:(g)y + 2.:+-,(3)

4,-(3)
,l(g) - .«+l(3) + V!

{w(ã)

a'(j)

b'(j)

O ponto é// o /(O,g) da hipersuperíície de rotação é o ponto do elipsóide oposto a
(2,0,...,0)

Novamente, esse (n -- l)-elipsóide é uma (n -- l)-horoesfera de (-B"+:(2),g//).
O meridiano t = í (i constante) de (3.73) é uma curva no subespaço de R"+t

l(i,o, ,o),(o, , o, i),(o,ü, . . . , t. , o)]



Capítulo 4

HIPERSUPERFÍCIES DE ROTAÇÃO MÍNIMAS EM ESPAÇOS
DECURVATURACONSTANTE

4.1 Curvaturas principais e curvatura média

Nesta seção vamos computar as curvaturas principais e a curvatura média de uma hipersu-
per$cie de rotação. Isto nos permite estabelecer um equação diferencial ordinária de segunda
ordem para hipersuperíícies de rotação de curvatura média constante.

Em geral, para cada tipo Jt4:ló existe uma família a l-parâmetro de soluções distintas da
equação. Vamos provar, entretanto, que no caso parabólico, a solução é única a menos de
isometrias.

Proposição 4.1.1 Sda ]W.. C IÃ7"+l(c) uma ã Wrsu;Kr:/kíe de rotação ;mrametrázada por
jÇt,sÕ (veja (3.1),(3.13), (3.19), (3.40) o« (3.41), conto'me o c«se). Então 's di«ções
dadas por g{ e ;É, são d{ ções princiWis; as ctzrz;aítiras prínciílnis ao longo das curdas
coordelzadas t. = t. (íi constalzte,) sâo todas iguais e dadas por

À
ró - .,? - i?

zl
(4.1)

(4.2)

e a czzrt;atum prínci»a/ ao /orago das cura;as c(x:ordenadas s í6 colzstaníe.) é

P
êi + czi

ró - ..? - á?

Logo, X tem ntltttiplicidade pelo menos igual a (.n 1)

Demonstração. Vamos dividir a prova em cinco casos

(1) c < 0, Ó = 1;

(2) c < 0, Ó = -1;

(3) c < 0, Ó = 0;
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(4)

(5)

Caso (1) c < 0, ó
Temos

/(t,') =(9-(t),-('),.. .,P«(t),:('), ,.+:(,),..+,(,))
Procuremos um vetar unitário N, normal a M;À e tangente a H"+i(c), isto é, para cada

(t,s) € U x / C a"
.v(t, ') € (r/a,ü.w:lõ)' c p/a,4x"''(')

ou seja,

p-- (.x(t, ,), g(t, '))
.-- ("Q,4,#0,4)
g.: (.N(f, .), /(t, .))

0

0, z = 1,...,n -- l
0

(4.3)

Definimos, primeiramente

.N({, s) = .Ni(t, s)ei + + .N«+2(t,s)e«+2, V(t, $) c U x / C a"
onde {el,

.N.(t, .), .
, e«+2} é uma base de .L"+2 satisfazendo as condições de (1.6) e as funções reais
1 , . . . , n + 2, são dadas por

.N,(t , .) .-:(ã«,4 « g0,4 ".. . " ;L«,4 " /o,d, ..)
á:(')9:(1) ''- é:(')9.(t) .. á:(.)P.(t)
,:(')gF({) ''' '-(')g}(t) ''' ,:(')%:'(f)

á«+l(s) ã«+2(s)
0 0

,:(') a#k (t )
,-(.)9:(f)

0

,:(') a8k (t )
,-(.)9. (t )

l

,:(')á:!-(f) o o
,:(')P«(t) '«+: (.) ,«+,(.)

o o o

para z = 1, . . . , n + l,e

«-:(g«,Q " :g0,4 ".. . " ;L«,© " /0,4,
à:(s)p-(1) -.- ál(')Ç,«(t) à«+:(.) à.+,(.)
,:(')g2-(t) ''' ':(')gÍ:L(t) 0 0

,-(') aglk (t )
,:(')P:(t)

0

«-(')árb(t) o o
,i(s)P«(Z) ,«+:(s) ««+2(.)

o o l
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Usaremos a seguinte notação matricial, para. indicar a supressão de uma coluna:

all al,t. al,t+l alt
& -- J-9 ' )T

am,t- am,t+l (Zmr

Para z = 1, , n, temos, então,

N.(t, .) (--ly(á«+2(')z«+i(s) -- ««+2(8)i«+i(a»(,i(a))"''

e, para z : n + l,

ái(.)9-(t )

,:(') g2- (t )

ã:(s)p«(t )

,:(') gE'- (t )

á.+,(.)
0

Ã.+t(t, .) ( -- iy"+'
,:(') ãg=- ({ )
,i(')9:(t)

,-(') g=; (t )
,-(.)q,«(t ) «.+,(.)

(-1)"'+:á«+,(')(':('))" ãêz..(t)
P-(t) P«(t)

P-(t)
#-u

P«(t)

+( -- 1),«+2(')ái(s)('i(s))"' :

Logo,

9:(t)
g-n

P«(t)

N.+l(t , s) (á«+2(s)'i(') ,.+2(.)ã-('))(,-('))"':

Analogamente, para t n + 2, obtemos

é:(.)9:(t)
,:(') ge' (t )

á:(.)P«(t)
,-(,)ÇÊ'' (t )

á«+:(.)

N'«+2(t , $) .( -- iy"'p'
«:(') é=.;(t )
.:(.)9-(t)

,:(')á=;(t)
,:(.)9«(t ) ..+:(.)
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P-(í) P«(t)

(á«+i('),i(') -- ,«+i(,)ài(,))(,i(.))"':
//

Mostremos que valem as relações:

g-m
( ly+:9.(t) P(t)

z = 1,...,n) (4.4)

onde

v,:(t) P«(f)
P(t) ,te P

Consideremos o sistema linear em y = (y1, . . . , 3/.)

ç,:(t)y:
g8(t)v:

P,(t)y,
%#(t)y,

+ + P«(1)y« l
%?(t)y« 0+ +

(4.5)

gl:L' (t)p, + atn--l (t)y, -b á=-(t)v«
Por(3.9) p(t) =(gi(t), . .. , ç,«(1)), Í C ü é solução de (4.5).

Sendo g(t) parametrização de uma (n -- l)-esfera, o determinantenn=wwnn y v uv
P(t) é não nulo

para todo { C ü

Portanto p(Z) é solução única de (4.5), que pode ser escrita na forma

P-({)
2-u

P,-i(t) l P.+i(t)
e$E::(1) o egr-(t)

P«(f)

= 9,(t) P(f)
l

-iy': 9(t)
l

t = 1,. . . ,n, { C t/

Substituindo-se em Ã.({,s), t =z = 1, . . . ,71, temos

.v.(í, .) =

(-ly ('i(.))"': (á(á«+2(s)z«+i(s) - ,«+2(s)á«+i(õ))(--ly+'9.(t) P(z)
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Portanto,

.N(z, ,) =

: (,:(.))"': ;lll) (-"w@-u :+ + g«(t)e.) + -B(ó)e«+l C(.)e.+,) (4.6)

onde

A(,)
B(.)
c'(.)

á«+2(.),«+i(,) -- ,«+2(,)á«+i(.)

á«+2(.),i(.) -- .«+2(a)ái(8)
il(.),«+1(8) -- ,1(,)i«+l (.)

para todo s C /.

Calculemos o produto

g.i l-.,4(') >1: p.(í)'.+ -B(')'«+l - C(')'«+2, -Á(') }: p.(t)'.+ -B(')e.+-

= .Á'(.)EL:p?(t) + .o:(') - c'(') = .A'(,) + -a'(') - c'(.)
Substituindo (3.24), (3.26) e (3.28) em cada uma das parcelas, segue que

Á'(.) =(á«+2(.),«+i(.) - -«+2(.)i«+i(ó))' =(z?(s) - l/cyÓ'(.)
-! + ,?(') + ÊÍP

'n..--,l

B'(.) (á«+2(ó),i(3) - ,«+2(.)ái(.))' =

-,?(')+ á?('),?(')+ ái...:(')'?(')-
- ÉÍP+ á?(;)'?(')+ á?('),:.t.(')-
-2,i(.)ái(.)(ái(õ),t(s)+ á.+l(')=.+i('))
i:.F:('),?(') + i?('),:+.(') -- ,?(')--
- ÉÍP - 2,i(õ),-+i(')ái(')á«+i(,)

(4.7)

c''(.) (ái(s),«+i(s) - ,i(.)i«+i(.)y
à?('),:+-(;)+ ,?(')ili+-(')-
-2«:(.)á-(.),.+i(.)á«+l(.)

Logo,

.4'(.) + B'(s) - C'(.) =

l(') + il9 + ã:...:(')'?(') + à?(')':+,(') - '?(') - ílSd
-2,i(s),«+i(')ãi(s)á«+l(ó) - à?(;)z:+i(s) - '?(')á:+i(') +

+2,:(.)ái(.),«+1(.)é«+i(.)
: > o
C
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Definimos então o campo normal unitário,

.v(t, ,) = .N (t , .),
P(t)(,:(.))'-'

V(f, 3) C U x .r C n" (4.8)

onde JV(t,s) é dado por (4.6).
As curvas coordenadas são linhas de curvatura. isto é,

.Á''' (g«,,)) g(t, ')
.A'''(g«,4): À,0,.)#Q,.),. i,...,«

onde ,4/v é operador de Weingarten de M:lÕ associado a normal unitária N, já que
por (3.8), (3.9) e (4.8), se verificam as seguintes identidades para t,.7,/ = 1, . . . , n -- 1, Z # .7

(gg«,4,"«,q) -
:iái(õ).A(s)EE:l9k(t)gp-(Í) = 0

.-- (JZ0,4,"0,4) ;
-x/:t;zi(s)'l(s)EEnç'k(t)ggt(t) - 0

Passemos ao cálculo das curvaturas principais À.(t, s) ao longo das curvas coordenadas
t. = t(& co«st«te), . = 1,...,« - :

.-- (H''' (g0,4),â'0,4) - .-: at.

(t, .), .N(t, ;)

(t , .), .v(t, ,)

.-: ("''' (g«,q) , #«, q)

.-- ("o,q, g«,q)

.-- (g«,Q, ã'0,4)
À.(t,.) =

De (3.8) e (4.8), temos:

,-- ("o,q,go,Q) /:i , -(') '1(') EF: : Ç'k(t) 1l;:;!t({ )

';.-N"N (-EF::( %'Uy)
Logo,

'-i,-u"Nxr:: (#ny
,? XE:. (%my

À.(t, ')

,-(.)

,:(.)
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nos mostra que as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas t. = í.(& constante),
z = 1,...,n -- 1, são todas iguais a

À.(t,.) = À(.) = -
c.?(,) - á?(,)
,-(,)

Calculemos

««,4 : : .-: ("«,4,gQ,4)
Por (3.8) e (4.8), temos

g.-(.v(t,.), gy({,')) = «:i(-'1(')ã:(')+ B('):«+,(') - c'(')(-ã«+,(')))
Substituindo as expressões de -B(s) e C(s):

.-: ("Q,4,g0,4)
:--;i(-.4(.)ãi(.)+ ii(,)(ã«+2(.)z«+i(3) - ,«+2(.)ã«+i(.)) +

+zi(s)(i«+2(s)ã«+i(s) -- ã«+2(s)i«+i(8)))

':;(-.4(.)ã:(') + á-(')'i(')+
+zt(s)(i«+2(s)ã«+l(s) -- ã«+2(s)á«+i(s)))

Derivando relativamente ao parâmetro s, a primeir!.relação de (4.7), obtemos

,u ; "-''' (:12,-'- q') -! + ,?(') + ÍP
Então

.-: ("Q,4,g«,4)

+ + ,i($) (á«+2(,)ã«+l(.) -

Mas por (3.26), (3.28) e (3.29)

á«+2(s)ã«+i(õ) - ã«+2(s)á«+i(s) =

g;UldÍ4 . ,Í(.)ã:(,) + } - ,?(.) - +ÍU + .?(.)ã{(.)

«?(') ! - ü:m::u -'- o«-; + ,?u + aPI

I': ,,A=.,, . 4' *
ã«+,(.)i«+i(.))

'7r
/

(,?(') - !)' '- ! + ,?(s) + ÉÍP
-,:(.)ã:(.) + á?N)
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Logo,

.-- '"'.,,,,*'',,0: M I':.,, l-; * ,«., *

-á?(')$!o - '?(')ã-(') - '-(') + '-(')á?(')Õ l

i?(.) i?(.),1(.)

!+,{(')+ Éqü
-- c .../-- c

(ãi(s) + czi(õ))
'l -- c,?(,) -- á?(.)(--c) '

e
ãl(.) + c,:(.)

'l - «?(.) - á?(.)
P(t,.) = P(.) =

Caso (2) c < 0, ó = --1.
Temos

/({, ') =(9-(t)a-(;), . . . ,9«(t),:(.), ,«+-(.),z«+2(.))

Procedendo da mesma forma como no caso (1) obtemos um campo .N normal a
tangente a H"+:(c), isto é,

R({,s) € (T/«,4M:lõ)a C T/G,4H"+:(c), V(t, s) € P x -r C a"
dado por

.N (t , .) Xi:S'X. (t , ')e,
onde

.N .({ , .) .--(g0,4«:g«,4"...«;L«,q"/0,4,..) ,.#:
.-:(g0,4 « g0,4 « . .. « ,L0,4 " /«,4,

n + 2, e {el, . . . ,e.+2} representa uma base de .["+2 que satisfaz as condepara z = 1, . . . ,n + 2, e {el,

ções (1.7).

Encontramos expressões análogas àquelas do caso (1), dadas por:

.N .({, .)

(':('»"'' (á«+2('),«+:(') ,«+,(.)á«+:(.))

( ly(,:(.))"''(à«+2(.),«+i(;) .«+2(.)á«+l(.)) ,t = 2,...,n

(':('))"': (à«+,(')'-(') - '«--:(')i:('» $ill)
-(,-(.))"':(á.+:(.),-(.) - ,«+:(.)ãi(.)) P({)

,&= n + l

,t= n +2
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e valem relações do tipo de (4.4)

( -iyçp. (t )
y,(t) 2,

(4.9)

agb(t)

Substituindo (4.9) em N.(t, $) para z 1, , n, temos

.N.(t, ') (,i(õ))"': (á«+2(ó),.+i(õ)
,«+,(')á«+:('))p:(t) $i71)

Donde segue que

N(t, ') : (':(')y'' ;lÍI) (''4(')E:lL:ç'.(t)', + p(')'-+- + c'(')'«+,)
sendo

(4.10)

.A(.)
B(,)
c'(.)

á«+2(;)z«+i(.) -- ,«+2(.)á«+-(.)

á«+2(ó),l(s) -- ,«+2(.)á:(;)
ãi(')z«+l(s) -- ai(õ)à«+i (.)

paratodo s € /

Como no caso (1), mostra-se que

g.i l .,4(.) >1:p.(t)', + B(')'«+: + C'(')'«+2, .Á(') }:p.(t)'.+ .B(,)'«+i+ C'(')e«+2 l
t l

Á'(.) + .B'(.) + a'(.)
l á?(.),?(.)C C + ,?(.) + á?(.) --= > o

C

Definimos, portanto, o campo normal e unitário

.N(t,s) = X(Í,s), V(t,s) € U X / C -R" (4.11)

sendo .V(t, s) dado por (4.10).

Usando a mesma notação do caso (1), va.mos mostrar que as curvas coordenadas são
linhas de curvatura, isto é,

H''' (g«, 4)
Á'''(â'Q,4)

p(t, ')g(t, ')

À.(t,')#(t,'),, ..,«- ,
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Para t,.7,Z= 1,..., n. -- l,r# J, por(3.14),(3.15) e(4.8) temos

,-:(Á~(Z«,4) ,ã'«,4) ; .-:(y%«,©,'''0,4)
/ n \

':iá-(') 4(') l-ç'-(t)%ã'-(z)+ )l: y'k(t)%flt(Í)l = 0
\ k:2 /

,-- (g%«,4,"0,4) -
/ n \

,n"nl-«-Uá>;u+E u4 Ul:'
\ A-2 /

As curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas t. = í.(i. constante), para
z = 1, . . . , n -- l,são

.-- ('''' (g«,4) , #-0,4)

À.(z, .) =
.-- ("o,q, ©0,4)
.-: (#-«,q, ã'«, 4)

De fato, por(3.14),(3.15) e(4.11)

.-- ("«,4, B«,d) ':i ,:(;) .4(. )
n \

E«.u:l>ul

'-:,-@"n 1- (%-uy -'" E (#'my

-p:(t)q>-(t) +

e p'" (3.16)

-V'= .-(') .4 (. )
,?(.)

-l - c,?(') - à?(')
.-(.)

«-(.)
À.(Í, .)

E portanto

À,0, :À --'7-i--, -á?H
A curvatura principa] ao longo da curva coordenada s = Ã(g constante), é

P({,.) =
.-- (."'0,4,g«, 4)
.-- lg0,4,g«,q) .-- ('"o,d,g0,4)

De fato,

g.-(.v(t, .), g({,.)) = v'-:l(-'{(')ã-(') + p(')ã-+-(')+ c(')ã«+,('))
c(-.4(.)ã-(.) + ál(.)(ã.+2(')'«+-(') - ,«+2(.)ã.+-(')) +

+zi(s)(á.+2(s)ã«+i(s) ã«+2(s)á.+i(s)))

--i(-,4(.)ã-(')+ i-(')'i(')+
+zi(s)(i«+2(s)ã.+i(s) - ã.+2(s)á«+i(s)))
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or, obtemos:

.4(.) =

é.+2(s)ã.+i(s) -- ã«+2(a)á.+i(s) =
,:(')ã-(') - 1 - á?(')

/. . ., . . á?(a\

Voltando na expressão

--,-H (.:@::N - : - '?@))

ue

««,4 : "N ' ../.:''»@ - '?N
Caso (3) c < 0, ó
Temos

/(t,.) =(zi('),t2«i('),. . . ,t.,i(.),t«+i,i(')+ ««+:('),',+2('))

onde (t, s) = (t2, . . . ,t«,$).
Tomemos uma base {ei, . . . ,e.+2} de Z"+2 nas condições de (1.8). Um campo tangente

a H"+i(c), normal a .W11Õ dado por

R'(f,s) = NI(t,$)ei+...+X«+2(t,s)e.+2, V(t,s) C -R"': x /

g.:(.N(t, .) , /({, .))

Por(1.8) e(3.20), para z: 2,.. . ,n temos

o(N(t,.),#'(t,')) ')(-t,':('))+R.(t,')'-('):> N.(t,') - t.X':(t,')

Portanto,

g-:(.V(t , s) , /(t , '))

":'', , ll" IÊ':l * ,«-..,l * *«:.',;,«'., *

.-- '"':,.,,g.*,,D : ml-': ,l;--,:..,*q'+ ;;@ (,:N

x«,4,g«,4)
Ã«,4, #-«,4) - o, ,- 2, ..,"

E, como no caso anterin

Donde segue qe

satisfaz

ã:(,) (,:(,) + ÊP

(4.12)



98 llipersuperfícies de rotação mínimas em espaços de curvatura const.ant.e

/ n \

+'-(') l >:t,N.({,') 1 + N«+:(í,')'«+,(')
\t=2/

+.N«+:(t,.).-(.)+ .N«+2(t, ,),.+2(.)

.N -(t, .) 2 t=2
+ .«+-(.) + ,-(;)

i=2
+

Logo

,:(.)
Consideremos o campo

q(í,s) = zi(s)e] +Z2zi(s)e2+ ..+ t.zi(s)e«+a(t,s)e.+i+ a.+2(s)e.+2(4.14)

deÊnido para todo (Z,s) C R"'l x .r, onde a(Z,3) é obtido a partir de (4.13), fazendo
.N«+i(t,') = «(Z,.), .VI({, .) = ,:(.) e -N«+2(Z,') = ,.+2(.).

Logo, da definição de 77(t, s) segue que

g.i(q(f, .), /(t, s))

e 77(t, s) é tangente a H"+'(c), e ainda mais

.-- («0,4, g0,4) - o, . : ,,. . . ,«
Usando(1.8),(3.20) e(4.14), calculamos

.-- («0,4,gQ,4) -

l zl(s)
- .N-(t, .) 2 $':) * ,«.:'.,)

- .N«+2(t, .),«+2(.) (4.13)

(4.15)

,.(s) ''''''Uá«+,U,-U-â:Íq-á-U,â*,N-á- m ?H E::, '} +

+á:(')«(t,.)+ ,:(.)i-(') EZ::, tÍ+ ,«+2(;)ã«+2(.)

-'«--,(')i-+:(') - ãl:l:l& + llSl31mm EZ:;: í} +

+:H (-:PEL,'? ,: ,«---n (4.16)

+,i(')á-(') EZ:2 Zi+ '«+2(')á«+2(.)

Ji% + +u;l;ligo E:::, z}

' ("=h'') --,-u; *,:}ã, (.)r:
rl (;)

ã] (s) ài (s.
2c=1(.) 2cri (,)

ã] (s
-:(,)
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Por (1.8), (3.4) e (4.14) temos

g.:(,7(t, .), q({, ')) 2.t(ó)a({,') + ,?(,) EZ:;2 ti+ 'ã+2(,)

2,-Q);;ibG-' !qàxz:, t?
+,Í(0EZ::, t} + ,ã.t,(') =

,:(o,.+:@)
2,: «) , .+- (s)

«ã...,®) +
- ,i+,(') :

(4.17)

Podemos então, escrever para (f,s) C -R"'i x .r,

.N(t , ,) q(t,,) + w(t,')g(t,') + :0,(t,,)#(t,')
2l

onde

w(t, .)

«-- (;'«,4,go,ol g.l (q(t.'),g(t,')'l -EL, 8.(t,') g-i (g(t,').ggl(t,')

'á-; (gi::;i,g ,ol
ál(s

por(3.21),(4.12) e(4.16), e para cada z = 2,...,n

o.G, 'Ü =

p'" (3.21), (4.12) e (4.15).

Então, um campo tangente a H"+l(c) e normal a .A/:ló é

N(t,') ; b({,') + ::l$11g(t,'), v(t,') € n"': x .r
(4.18)

onde ?7({,s) é definido por (4
Calculemos sua norma

14)

g--(N(t, .) , .N(t, ')) .--ü«,d, «o,w+ :$ .-:(««,4, g0,4) +

--gla .-- (g«,4, g0,4)
1 . 2i-(,) (-á:(')) . i?(')

-i -'" =iU h;i?;' ''' ?ãã

;h (,:.., * #)
por (3.21), (4.16) e (4.17)
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Finalmente, definimos o campo unitário e normal a M:lÓ por

.N (t , .)
.v (z , ')

g-- (N({, .),R(t, .)) ã:iib («':,'' -- :Sz.:,.,) '' "'
sendo 77(í,s) dado por (4.14).

Com a mesma notação do caso (1), vamos mostrar que as curvas coordenadas são linhas
de curvatura, e a seguir calcular as curvaturas principais À.(t,$), z = 2,. ..,n e p(t,s),
(f,s) c -R"': x .r.

Temos por(1.8),(3.20),(4.14) e(4.19), para t,J,k = 2,...,n, J # k

.-: ('''' (Zo, 4) , go, q) .-- (á%«, q, "«,q)

g-i g%«,4, «o,q -- â© go, q)

-t.á-(.),:(;) + á-(')t.':(.) + (-:,á?N + iÍ@*D)

.-:(''''(ÜO,q) ,#0,4) - .--(J%«,4,"0,4) - o
Para z = 2, . . . ,n

.--(J'''(#0,4),#o,q) .--(80,4,"o,q)
g.- (#0,4,g0,4) '?H

ü'-. ' ,,á:Tb ('-''' * n' .;,)
À,(t, s)

- J-- c

,-(.)
por(1.8),(3.20),(3.21) e(4.19)

Logo,

À,(í,s) = À(s)
c«?(') - á?(.)

,-(.)
Temos por(3.21),(4.]2) e(4.19)

.-- (a''' (g0,4) ,%0,4)
.-- (go,q, g0,4)

'..:àÚ«iki:l:jj '--(x0,4, go,q)

P(í, .) .-- ("0,4, g0,4)
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ds lg0,4,x0,4) -1 (z W(t d
g. . (X(z , .),N(t, ,))

n (go, go,©)
g.-(.N (t, .), .N (t, '))

De (4.14) e (4.18) «m

g(t, ') g(t,. {Koe3g,:{«@g'., #làg0,4.',{(
g(t, ') il@ l +t2ái(sÜe2+ +{«ã- (.)e. + --a(í , sÜe«+l +án+2 (s)en+2ds 'u n,+ Z \'?/ ç' n, -t Z

i:(.)
i:(') >1= t? +

=2

2,.+2(s)à«+2(s) ,ã...,(')á:(') \
.l(,) «?(')

Então, por (3.21)

g l (g0,4 ,x« , d) l g«,4,g«,q)
ãi (,)z!(!)-áf (,) .) go,d)cr{ ( s ) g«,4,g0,4) g l

n
-1 (g«,4,g«,d) :] u11.5)=+íu p..«Í(,) g(t, '),g(t, ))

2cr i(.) â g-: .)
/ n r

8s
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ab(-,'«-.,u;«--, , u'-w+'; ,:.,n--,: ':-..,u)
(á?(.),«+,(.) - '-(.)i«+,(.»'

,?(.)
Temos, finalmente

.-: (g«, 4,vo, 4)
(ii(s)z«+2(s) -- «i(s)i«+2(s))' ãl(.)

,?(.).,:(.)
--c(ái(s)z«+2(s) -- ,i(s)á«+2(8)y - ,i(s)ãi(s)+ á?(s)

..?(')
Portanto, por (3.22), temos

.-- (g«,4, '''0,4) -
':i«l(s) --c(ii(s)z«+2(s) -- zi(s)á«+a(s))' -- ,i(s)ãl(s) + á?(s)

'«?(') + ÊÍP "?(')
c(ái(.)z«+2(') - «1(s)á«+2($))' - «:(s)ã:(s) -F á?(s) «:iV':i

,-(')«--c-?(') -- á?(s) '

-. (.?(.)+ÉÍP) :(')+ã?(')
--,-(')«--c«?(') -- á?(')

c.?(') + ,-(')ã-(.)
,-(.)

P(t, .) = P(.)
ãl(.) + c,i(.)
'-c.?(.) - á?(.)

Caso (4) c > 0, ó = 1.
Temos

/(Í,') =(P,(t),-(.), ... . ,9«({),,(.), -«+-(.),,«+,(.))

Fazendo da mesma maneira que no caso (1), definimos

.A'(í,.) = ../i(-..4(s)(gi({).l+ . . + g.(í)e«) + -B(s)e«+l+ C'(s)e.+2)(4.20)

onde {ei,. .., e.+2} é uma base ortonorma] do espaço euclidiano(#?"+2,gi) e para. todo s C /

.4(.) = á«+2(.),.+i(.) - ,«+2(.)ã«+-(.)

-B(') = á«+2(.),i(s) - ,«+2(.)á-(.)

c'(.) = á-(.),«+-(.) - ,-(.)á.+:(.)
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Por(3.43),(3.44) e(3.45), a norma de .N(t,s) é

.-U'«,4,"«,©: .("'M+"'@-'-''@)

. 1; - ,«,, - q'l * . l,«',
Temos po-(3.40),(3.41) e(4.20)

g-( .V (t, .) , /(t , ')) x/i(-.A('),i(') + -B('),«+-(') + C('),«+2(')) =

vi(--,i(')z«+l(a)á«+2(8)+ ,i(')z«+2(s)á«+i(s)+
+,«+i(õ)zi(s)á«+2(s) -- ,«+l(s)z«+2(s)át(s) +

+-.+2(s)z«+l(8)ái(s) - ,«+2(s)à«+i(8)zi(5)) = 0

.:("«,4,g'o,q) vZ1(-..4(s)ái(s)+ -B(8)á«+l(s)+ C;(s)á«+2(')) =

vi(--ái(')â«+2(s)z«+i(s)+ áí(')z«+2(s)á«+i(s)+
+á«+t(s)á«+2(s)zi(8) - i«+i(s)ãl(s),.+2(') +

+á«+2(s)il(s)z«+i(s) - á«+2(s)á«+i(ó)zi(')) = 0

.: («,0,4,go,d) a(-"H) ,:N (EE:.#M«,.m)

â (Ep;:«zm)
0, z = 1, . . . ,n -- l

Logo, .V(t, s) definido por (4.20) é um campo unitário, ta.ngente a S"+i e normal
De forma análoga ao caso (1), as curvas coordenadas são linhas de curvatura, pois, para

&,.7,/ = ] , . . . , n -- l, .7 # r

.:(.''''(go, l,g0,4) - a(-"N)'-m(EE:-«*Mkm) -
.-(''''(go,w,%0,4): a(-"n),-n(xí;:«,*ug#n)

e as curvaturas principais,sã.o

.: ("0,4,ü0,4)

.- (ão,<, X«,4)

- :h-l\ - .{u -
'l - c«?(.) - á?(')

,-(.)

À,({, ') ,?(')
../Z.4(.)
,-(.)

i?(;)

À(')
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por(3.41),(3.42),(4.20), para. ? ] , , zl. -- l e

.- (."'0,4, go,<)

. (go,©,%«,©)
x/i(-..4(s)ãi(s)+ B(s)ã.+l(s)+ C'(8)ã«+2(s))

~4 (-.,4(,)ã-(') + á-(')À(')+
+=1(s)(ã«+i(s)â«+2(s) - á.+i(s)ã«+2(.))) =

P(z, .) .- (."'«,4, go,q)

tZI LSJ anal tSIZn+2 8)

~/i l-..4(')ã:(.)+á-(.).À(.) + ,:(.) {:('9+':(')ã-(')+ i'l

rá.v l;-.., l; - ,«., -\c

-.'?m(,:N -- âP) -- ,-.4(: - '?u -'- , u'-u))
(c,-(s) + ã-(.))

C
't

ã-(.) + c,-(.)
'l - c.?(.) i?(.)

P(.)

p''(3.41),(3.42),(3.a),(3.45),(3.46) e(4.20)
Caso (5) . = 0, ó = 1.
Temos

./'( 1, .) (9i(Z), -(.) , , 9.(Í)'l(.), «.+1 ('), 0)

Seja o campo

.N(Z,s) = .Ni(í,s)el + + .N.+2(t,s)e.+2, V(t,s) C U x / C -R"

onde {el, , c«+2} é uma. base ortonormal de (-R"+2,gl) e

w',o,<: 1 ã-(g0,4«#-«,q«...«JE;0,4,..) , z

],...,n +

n+2

Assim definido no espaço euc]idiano (]?"+2,gi), o campo .N(t,s) é tangente ao empa-ço

ambiente #?'z+2 e normal a. .À/ctlÓ -, ]?li+]

Com a :mesma notação do caso (1), façamos os cálc-nos análogos

ái(.)pi(1)
,- (') gP- (t)

i-(.)P,(t )

, -(') g} (z )
ál(.)p.(f)

, :(') !Ê'- (t )

ã«+-(;)

.N.(t , .)
- -(') gr.; (t ) ,- (s) õgk ({) ,:(;) zllb- (t ) 0

0
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(-lyá«+i(')(,1(8))"':

-á«--- :N)"-: . ;lll),'::''..,«
i-(.)(,-('))"' :

v,(t)

Logo, um campo unitário normal a Wljó «' -R"+l é definido como antes por

.N «+- ({ , . )

.V (t , ') N(t, ,) =

('-('))"'' ;lÍI) (á«+'(')EL-ç',(t)', - á:(')'«--:):
, ~ l l.ul\õ.JJ

(n(s))'-'
9({)

. 1 8t\'/l .

=á.+i(')(gi(t)et+ -. + g«(t)e.)+ ãi(s)e.+i

para (t,s) C t/ x -r C n"
As relações que seguem, mostram que as curvas coordenadas são linhas de curvatura

.:(:l&«,4,'''«,4) - ':N*«--:n(XL: wkm) -'
,:(#k«,d,"0,4) - «-N'«---m(EL:«.mg%m)

l
(4.21)

por(3.48) e(4.21), onde t,J,k = 1,...,n -- 1, k # J e g(t) =(ç'i({),
zação ortogonal de uma. (it -- l)-esfera unitária.

Então os auto-valores associados as direções principais são

P:(a'0,4, €4«,4) á:«+Hn-pd e$f«D
,: (#«,q, g«,4) ' ;#lb(x::::(#n)')
r'.---w\ -EL. (g'©)
,:u xz:. (%"Hy

2

, ç,«({)) é parametri

À.(Í, ')

:v;bife : 'm, , ; ", . . . ,«
,: ("«, 4,go, 4)
,- (Z«,4, go,<)

P(t, .) '.--- ®*-© (EL: -?@) ál (s)ã «+i (s)

'i-;iãã-M - á:Wá ./Í-;iã
-,:!!eL:
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onde usamos(3.48),(3.49) e(4.21)
D

Corolário 4.1.2 .4s primeÍz'a e segunda /armas /undamenfa s de -W:ló são dadas ;»r

.r = ú.' + ,?(')Eb''.(t)az? (ó.22)

.r-r = p(')ó'' + À('),?(')E::5'..(t)atl'

ZL. (kny , « ' - :
-- EL, (Rwy , «': -,

1 , seó=0
;mra z = 1,...,n -- 1. rOóseruamos que lzo caso ó = 0 ./i
/(i2,...,&.,s) =/({,s), onde t. = {,-i, .7 = 2,..., n2.

D'monst-ção. Tomemos p C Mctl6 ' « = El=' «.#(z,s) + «O%(z,s) c TpM:ló'
Pnr d Pf; n ; '';.

/,(«) = g.(«, «)

a

(4.m)

',({)

hze'fetos em (3. 19 ) H

e

-r4'(«) = g.(]J".(«), «)

onde g. = g.l se c < 0 e g. = gi se c ? 0.

Logo,

4(«) x:#-",«, ..(X«,4, #0,4)+ ,«.nã'«, ..(g«,q, g«,q) +
+«gp.(g(f, .), %(í,')) ?(.)E1:3'"3Z.(z)+ "g +
,?(')El=.:.,(t)aí?(!«) + d.'(«}

",,M: ,.(,-".M,0: E:?.«.«,..(g0,4,H'''.(%O,q)) +

+«.x=:«, ..('''',(g0,4) , Z0,4) +
-'-«.x=:«, ..(H'''.(g0,4) , l-o, 4) +
--«g.. ('''', (g0,4) ,g«,4) -
Eb'(«?.?(.)À(')Ó,({))+ ,gp(.)
p(')a''(«)+ ,?(')À(.)EIL'.,(t)aí?(«)

onde usamos(3.10),(3.16),(3.21),(3.42),(3.48),(4.1) e(4.2).
D
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Observação 4.1.3 P(daríamos quesZÍonar se p esld Z)em de$n do em ; fetos onde
Para. ueriPcarmos que este é o caso, considewmos, por exemplo, a hipersuperjície de rotação
es$é,{ca ró = i2 d. H"+'(c).

De (3.21) obtemos que

é(.)
'r'f J

: Oéêi:Í?ly,-2':@á:©

Éh «''' : l:F *'.'

d

Mas,

À(.o) o + .-: ("0, a,gO,.a) -'::
+ .A(se) = 0 + Ó(se) = 0 + -á:+i(se) + ã:+2(se) = 1 +'

:> á?(se) = 1- i:+i(se)+á:+2(se) = 2:> ii(se) #O

7

Então,

8 :;?l:l::l p
e F($) está bem de$nida por (4 2).

Da mesma forma se ueri$ca para os outros casos.

4.2 Hipersuperfícies de rotação com curvatura média constante

Consideremos, agora, uma hipersuper$cie de rotação À/..ó com uma dada curvatura média
#({: , . . . , :.-- , .).

Observemos que, pela proposição(4.1.1) -#(ti,. . . , t.-t,s) = -#(s) com

-a(s)

«-# (.)

;((" - 1)À(;) + P(')) q''

:>

.-(')«ó - "?(') - à?(')

-:(')ã-(') + (n l)ã?(') + «c«?(') Ó(n 1) «-F(')'-(')«Ó - "?(') i?(') (4.24)

que é uma. equação diferellcial satisfeita por .À/crlÓ.

Se a. curvatura média. .H de -W;ló é consta.nte, então a. proposição seguinte fornece uma
integral primeira de (4.24).
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Proposição 4.2.1 Se -# é corzsíaníe, então uma íntegra/ prímeím de r4.e4) é dada por

á?(') (')- (.F,-(.)

orzde a é uma consfanfe não-negalioa.

(,:(.))"-- (4.25)

Demonstração. Seja y(s)
Temos por (4.24)

/Ó - c,?(,) - á?(.)

; 0-
-á-(.)
-á-(;)

c.?(') - é?(')) ''/'(-2"-(;)ã:(') - 2á,(')ã-('))
('l(s)c + ãi(ó)) +

(c'-(.) + à-(.)) =

(..-'., - .« - :,n - «.,:'', * qB * «««..,) :
(.ü - .« - ,,s - =# * q? * «",: .,)
(Ú(« - 0 (;:N -- ' - «Í'4) -'- «"' N) :,

+ g/(.)ú(.)

i-(.)

+ Ú(.)
-i-(;)
,:(.)
-i-(.)
«-(.)

ú(') - =:li;9 ((« - i)z'(') + "-#'-('))
Seja /(.) = g/(.) + #,](.), ; C /
Como ]7 é constante, (4.26) implica que

(4.26)

/(.),-(.)

(')(«#--(') +,(« - 1)g/(') ]7*:('))
-á:(')((« - i)W,-(')+ z/(')jl-

. )rn ff.ç) '

l)g(') + "#*:(')) '-(') + #á:(')--(') -

= -á:(')«#*-(') - á:(')(n - ])y(.)+ -Há-(')*:(.) =

l '' "' l\.'// " l \'/ '(ú(') + -Há-(')) '-(.)

::ll!?((" - i)s'(') + "#'-('))'-(')+ xá:(')':(')
-ál(')«-H,-(.) - á-(')(n l)y(.)+ -Há:(')z:(.)
-á-(.)(«-#.-(.) +(n - l)3/(.) -H,:(.))
-á:(') ((« - 1)W,l(.) + Z/(.))

-ái(')(« - i).f(')

Ente.o, supondo /(s) # 0 para. a.lgum s

.18 : ül#(«
É ]« /(') 1« ':(')
]n /(.) = -(n - 1)1« ,1(.) + k

/(S) = C'("-1)In',(')eA

/(') : ''..«.,.&»"' ' ' G.b )n-]

:>

:+

:+

=+

:+

:+

:>



llipcrsuperfícies dc rot.ação com curvar.ura média coiist.a))t.e
109

Logo
/(.) a,

(,-(.))"-' '
com a uma. constante não-negativa

Portanto

y(.) .r(') - -#':(') ; (;;(:lí5==- - -#,:(') H'

:> y'(.)

+. Ó - «?(') - á?(s)

+. á?(.)

D

Usaremos (4.24) para provar o seguinte fato

Teorema 4.2.2 .4 plenos de isometrias de H"+i(c), ea;êste uma Única /zlpersupelfz'cie de
rotação parabólica completa. com uma dada curvatura média constante H. Tal. hipersuperjície
é simplesmente cone=a e se H = Q, ela é ntergulhada.

Demonstração. Ponhamos ó 0 e«. (4.24)

.:(')ãi(.) + (n l)á?(') + nc«?(') n -# (')«-( s )

Pela proposição (4.2.1), sendo -# constante, temos

(1) i?(s) -«?u - (",-w - pa5í-y
onde a é uma constante nã.o-negativa

Suponhamos a # 0.
Façamos em (1) a substituição

,r(.) a;('), ' C /

sendo n inteiro positivo.
Como em (3.4), escolhemos ai(s) > 0, s C /, devetllos ter também z(s) > 0, Vs c /, pa"

todo inteiro positivo n.
Derivando (1),

«.T''(')i-(s) = «2($) :>

:> (,i(s))"''á:(') = :,i(') +

:+ («-(')y"''á?(')



110 Hipersupcrfícies dc rotação mínimas em espaços de curvar.ura const.ante

Por outro ]ado, por (1)

(«-(.)):" ''ã?(.) -.('-('))'" (.#,.(,)
--c(,-('))'" -- (#,;(.) -- «y =

--c«','(') -- (-H-(,) -- «y =
«'2'(.)

;'N - «' (-«'N - (",® - 0')
«' (-«'H - "','@ -'- :",N - :)

(,-(.))"-' (.:(.)y"':

;+

(2) 2'(.) n'(-(c + X')z'(,) + 2-#;(.) 1)

expressão que não depende de a.
Sejam zi(s, a) e z(s) soluções gerais de (1) e (2), respectivamente, que vamos supor, sem

perda de generalidade, deânidas para s C /. Para todo a positivo, temos

,?(',') ; -(;) = '((,(.))'/")" + ,-(s,«) = «'/"(;(')y/", ; C .r

Substituindo esta expressão e tomando ó 0 em (4.1) e (4.2) «m

À(.)

P(.)

-

:/",-/"(.) ,-/"(.)

'P(1=(,(.))::?'É'(')+('('));ã' 2('))+ ca'/«,-/"(')

r-ca'/",'/"(') - ';9(z(.)) ':',i(')
l#('(')):::''.i'(')+ !(,(.))h'Z(.)+ c,'/"(.)

'-c;'/"(') - $-(,('))'F}(')
expressões que não dependem de a..

Nesse caso, as formas fundamentais (4.22) e (4.23)

/ 'Z.' + a'/"(,(')):/"E=.' azf
p(')a': + À(')«'/"(:('))'/"Eb' aí?

cona a.n]udança de varia.vens â = a:/'í,, t = ],...,n le(dÕ): = a'/"(dt.y, nos dã.o

(3)

-r(a, s,à , . . . , i.-i ) ú.' + (;(')):/"El::Jai?

]-r(a,s,ii,...,i,.-l) /.(')a':+ À(')(;(.))'/" E:5' ai?
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para todo a positivo, ou seja, as expressões das primeira e segunda formas fundamentais nos
parâmetros(s,i'i ,. .. ,Õ..i) não dependem de a.

Observemos que no caso a = 0, (1) fica na forma

á?(.) = -«?(.) - -#',?(.) = -(.+ -#'),?(s)
daí

a,' + «?(.)EL' at?

P(s)d,' + .X(8)z?(Õ)E:=:dt?

Como uma hipersuperü'cie simplesmente conexo de H"+l(c) é determinada, a menos
de isometrias de H'+i(c), pelas duas formas fundamentais (3), isto prova a existência e
unicidade da hipersuperfície de rotação parabólica .A/:lÓ de H"+i(c), com curvatura. média
constante .#

Para provar que ,a/:lÕ é completa, mostremos que se '(/) é fechado em H"+'(c), M=Õ
também o é.

Seja (pk)kc.W uma sequência de pontos de W11ó tal que

.lim pt = p € H"+'(c)
K--+oo

/

Para ca.da # C #V, se escrevermos numa. base de -L"+2, nas condições de (1.8)

PÀ; =(pk.,.. .,pk..,) e p =(pl,.. . ,p«+2)

então existem sk C -r, {l;. € m, 2 = 1,...,n - 1, tais que, por(3.19)

,-(*)
ík. «:(.k )

PA. 'k... «:('k )

-«zk- y + '.'+({k«-- y) ,.(.k)+ ,«+i('k)

Z«+2(*)

.lim pi;. = p,, z = 1, . . . , n + 2
k +oo

Segue então, em particular, que

JU - -('* )
.lim ,«+-(«)kdoo n l,*.*. -- ,....,üou

,«*-*çl:l* * ll:
iJl11LPk.+2 :: Pn+2

P«+i +
E::;, p?

.linl a:«+2(sk)k --., «)
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Logo

Ji« '('k) .lim(,i(.t),0,.. . , 0,.«+1(«),««+2(*)) =k--..oo

(,-,.,... ,',,«.. * q#,,.*,) ' ««'''.'

Mas, por hipótese '(/) é fechado, logo existe s € .r tal que

.lim 7(sk) = 7(s)k---oo

ou sejam

p3 + . . . + p:

«l(.)

,«+- (.)
««+,(.)

Portanto

',-,,,,...,,«,'«.-,««*:, - '(:',...,:,.) - '':,'' ' ";;
' : (:,...,:) ' ««-'

Assim, M:Õ é um subespaço fechado do espaço métrico completo 7{"+l(c) e porta.nto
também é um espaço métrico completo com a métrica. induzida de H'+l(c).

Para provar a segunda parte, vamos substituir # = 0 em (2),

;:N - «' (-k + Q,'N + ';N
:: (V)* - (M,Ny - : :'
: P-:;'.o'

Procuremos uma. soluça.o do tipo

t ;(.) k- cosa(k:')

onde ki e k2 são constantes reais.
Pela existência e ullicidade da. primeira. parte, basta. toma.r uma solução particular de (2)

á:(.) h): *í ;:«"'a,4 : W («;-'a:4 - ')
«' (*? «;"'@,4 :)«' (-«'N
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o que nos dá para todo s C m

4llf («;"'a,4 - :) - «' (*? «;"'a,4 - ,) :,

Então vamos escolher ki = 1 e A2 :: V/-c n.
Nesse caso

:+ =: 1= : .;:., -1z!

=«.) :' ,rN : $i«;" («M') ::

(4) ':(') - (Ê;):/"«;h'/" («'/=') , ' € -W

Observemos que zi(s) é função ilimitada, logo pela definição dada em (3.19)

(5) /({, s) é função ilimitada.

Derivando (4), ten)os

'-u -(;%):'""F«;"u'(«M') ;:«"(«m')

: =#::à, . ' «
C

ii(s) = 0 -e:::+ s = 0

Então zi(s) é estritamente monótona em 1 -- o.,01 e em jO,+ml e, portanto

(6)/(si,{) X/(s2,íÕ, VÍ,{C a"-:
lemos

'i,.,cl «,,ol:» .:('1)Í,:(.2)
':,.2 clo,+.:«l + z](.-)#,-(.2)

, 00:, 0 ',..;:-(«M.-) -«;*:(«M.,) + .:::'.:
Suponhamos que existe se # 0 tal (lue a;«+2($o) = z.+2(--se)
Logo, o conjunto

D = {' c n, . > o : ,«+2(') = ,«+:(-.)}
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Substituindo (4) no segundo membro de (3.22), temos

(ái(s)'«+2(') -- ,i(s)á«+2(s))' =

(ÜF'"«;«:'' («'::4 - (áy'" .i«h' («~/'=.)

cosh'T' («~CI.)

(áy'"«;«''" («MO l: - =H$31 ::
s:' '«*,'.',-'., - ;:'.',..,',,:(áy'"«;«''"'«';',--dhN:,

(Ü)''''=Rq:b,.*,'.,: ;.--:w(;LF'"«;«:'"(«m')

(à):'" «;«:' («m') :'
(7) á«+2(.) cosh (nv'':i.) - v::i si«t, (n. :i.) ,«+2(.)

Consideremos a solução de (7) tal que z.+2(0) = 0.
Nesse caso a função z«+2(s) é empa.r, como verificaremos a seguir.
Temos

i.+:N «.h («~''a.) ;i«h («~''=.) ,«--:H

ã«--2( '';h(«J=.) ;i«h(««=.) ,«--,(

para.todo s C Z?.
Subtraindo-se a primeira da segunda equação, obtemos

@.--:(-q «+:M)«;h l"'/=') +
q-('«+,(--') + '«+:('»'/:i si"h («~/=.) +

-Í('«--,(-4 -- ,«--:N) «;"(«M') --

+(=«+2(--s)+ ':«+2(s))V''--c sina ("'/--c s)

+0

para todo s C #?.
Suponha que existe s] € -R, si # 0 tal que z.+2(--si) + a.+2(sl) #

vizinhança de sl podemos escrever

É(,.+,(-') + ,«+,(')) V':i si«h («v'-i')
,«+:(-.)+ ,«+,(s) cosa(««-i.)

0, ente,o numa

Integrando

In lz.+2(--s) + 3«+2(s)l ; :« («;-: («M')) + ' ::
.' ..;"''" («M.) » o::+ lz«+2(-.) + ««+,(')l
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pa.ra todo s C .P?, sendo A uma constante real
Mas isto é absurdo, já que

lz«+2(-0) + a:«+2(0)l 2lz.+2(0) 0

Portanto

s) + a;.+2(s) = 0, Vs € .W

E o conjunto
{s C a' : z«+2(s) = 0}

é não-vazio, e além disso, por (7),

z«+2(0) = 0 :> i«+2(0) = 1

'.«. '«*,.., - * (, ., « aP'.) ' -«, '«"';. ''«''««* .« ", ;''". .«'
existe ó > 0 tal que :i.+2(s) > 0 para --ó < s < ó e z«+2(s) é estritamente crescente em

1--ó,ól, donde

(8) z«+2(ó) > z«+2(0) = 0

Sendo Z) não-vazio e limitado inferiormente, existe g = inf Z), que por (8) é tal que g 2 ó

Como i = infZ), existe uma sequência (Sm).e.N tal que s« C -D e lim«-.-.+m s... = ã.
Sendo z«+2(s) contínua em m, por (7) segue que

z«+2 (i) = lim z«+2(s«) = 0 +
m --,+oo

+ á«+:(g) : ..;h(««=g) >0
Portanto, como g > 0 e z«+2(i) = 0, i é mínimo de Z) e a;«+2($) # 0, 0 < s < ã
Novamente por i«+2(s) ser contínua em n e ã«+2(ã) > 0, existe ó > 0 td que

(9) ««+,(3 - ó) < -«+,(ã) 0

De(8) e(9), observando que z.+2(s) é contínua e deriváve] em #Z, segue que existe g entre
ó e (Ã -- i) tal que z.+2(g) = 0, o que é absurdo, pois, contradiz o fato de que z.+2(s) 7É 0
para. 0 < s < ã.

Portanto D é vazio e z«+2(s) / :««+2(-s), Vs C R.
Então, concluímos que

(IO)/(s,Z) #/(--s,íÕ, para todo s,t,í reais

Por (5), (6) e (lO) segue que .A/;lÕ nã.o possui auto-int.ersecção, /(t,s) é ilimitada. em

H"-i x / e -A/;lÕ é completa, donde coltc]uímos que a inclusão & : ]WcTI. --, H"+l(c) é uma

aplicaçã.o aberta e portanto .À/.,Ó é uma subvariedade mergulhada. em H"+l(c).
n
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4.3 Equação das hipersuperfícies mínimas de rotação

Nesta seção vamos mostrar que em analogia com a situação do Z?3, onde helicóides são
conjugados a catenóides, é natural esperar-se que exista uma família a um parâmetro À >
0, de super$cies mínimas geodesicamente-degradas em 7{3(--1), tal que cada superfície é
conjugada, no sentido da. proposição (2.7.1), a uma superfície de rotação mínima .A4À C

Comecemos analisando o caso em que # = 0, c = 0 e n = 2. Da equação (4.24) temos
H3( 1)

,:(.)ã-(.) + á?(.) - l = o :>

:> á,i(')ái(') : 1 :» 't(;)ál(') : ' + ki, ki ""sta«te real +

#' ãs :(s) - 2s + 2ki :+ z?(s) = s2 + 2ki$ + k2, Ê2 constante real

+ zi(s) = '«rs2 + 2kis + k2, 5 c J

=>

onde J :: {s C .#? : s2+ 2kls+ k2 > 0}.

Temos, por (3.49), que 1 -- á?(s) > 0, s C J. Então,

l á?(.) . / .+h: V .'+2k:.+k2-(.+kly

k2 -- k?

s2 + 2kis + k2

k? -- k2 < 0 :+ s2 + 2kis + k2 > 0, Vs c #? :+ J = Z?

/

s2 + 2kls + k2

> 0, s C J ::i,

:+

Fazendo a mudança de variável i s + ki,

,:(ã) = vã' + k2 - k? (4.27)

onde k é uma. constante não-nula.
Então, uma solução de (4.24) é zi(s) = «i i- s2, s C .R. Neste caso, a curva. 7 é uma

catenária parametrizada pelo comprimento de arco s. De fato, por (3.50) temos

,3(.)
S

'l - á?(a)da
'0

arcsinh s, s C #?

: da

ro y/l + a2

Então

,N : («Ín',o,,«;:«h .,o) , . ' "*
que é uma cat.enária parallletrizada pelo comprimento de arco s.

No caso .# = 0 e para qualquer c, chamaremos de catenóídes as soluções de (4.24).
Para. c < 0 os classibcaremos em catenóides esHricos (ó = 1), parabólicas (ó = 0) e
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hiperbólicas(ó = --1). Pai'a c > 0, as hipersuperfícies de rotação mínimas são determinadas
em [141.

Fazendo # = 0,c = 1,ó = 1 em(4.24) obtemos

«-(.)ã-(.)+(« - 1)á?(.) + -?(') -(« - 1) = o

Uma solução trivial é z?(s) = z!? . Nesse caso obtemos a hipersuperfície mínima de
Cli#ord

Mr. : S"-' x S c S"+'(1) = ljÜ"+'(i)
cuja parametrização pode ser dada por (3.40)

/({,') = 1 ç'-(t)

(1)

onde #'(s) = X i/« da : vis, s C n por (3.44).
Logo,

/(t,') lç'-(t)

para (t,s) C U x a C a", sendo (pi(1),. . . ,p«(t)) parametrização ortogonal de uma esfera

unitária,(n -- l)-dimensionar.
Para. o caso n = 2, -# = 0 e c # 0, (4.24) pode ser facilmente integrada em termos de

funções elementares. A flm de podermos usar algumas das expressões assim obtidas, para
provar os teoremas (4.3.1) e (4.3.3) que seguem, íorneceremos alguns detalhes.

Temos

,-(')ã-(s) + á?(.) + 2c,Í(') - Ó
:> «-(.)ã-(.) + á?(.)

0+
Ó - 2',?(')

Façamos a substituição 3/(s) = ó -- 2cz?(s),
Logo,

4c,l(.)i-(.)
-'. ('?M -' ,. :-N)
4cy(.)

A equaçã.o & = -4c3/ tem solução geral

Í -ble2x/:is + ó2e'2-/:cs se c <0
y : 1. bi cos(2..4s) + b2sin(2v/is) se c >0

En contremos as soluções de

1; = --4cg/

co:n g/(0) = ó -- 2c,?(0)
e Ú(0) = --4c«-(0)ài(0) = 0

(4.28)
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onde tomamos ii(0) = 0.

Caso c < 0.
Temos

l l:l : :=i;i!;,i=ií'' :,'.:.,: 'v" :
:> g/(.) = (ó - 2«?(0)) cosh (2«:i.) :>

ó - 2c.?(.) = (ó - 2c,?(0» cosh (2~''=s) :>

::, ,?(') (qi;i;lU ..;h (2J=') - }Í$ :'

,:.., ; I'Ü8r' «;« pm0 -Ül;
De (3.25) e (3.27) obtemos o catenóide esférico (ó = 1)

z3(s) - vz?(s)-- 'sinhé(s)

,.(') ; v'?(')-:'';h4'(')

«'.,:/'ngge..
De(3.31) e(3.33) obtemos o cat.enóide hiperbólico(ó = --1)

,,(') ?(.) + :' cosa(')Ç

.4(') - V'?(')+:sino(')

*'., : /'aH:F..
De (3.37) e (3.38) obtemos o ca.tenóide parabólico (ó = 0)

,w : ,m.Z'Óíl2;ê '«
,,w ; ('/'-'3N)hh

s) no caso ó2 = 1. Para isso, escrev

--cÓ

Ó - 2c.?(0)
Q

=>

Vamos comptltar #'( eremosa

l

(4.29)
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Em ambos os casos temos,

ów : .Z'

k + .?(.) + ê31(4
C

- * -- i - ! «;" (:m') b2 sính2 (2«:i$)
'' g; - ! ..;h (2«=')

= xl- $- + g «;h' (2V'=') - $ «;h (2«=') : $ :1Pl!: l?Z34.

tg; - # «;h (2v'=') + á + $ - $ «;h (2«=')
á; h (2«=')

Ü + & cosh (2«=') + à' + $' - $ cosh (2«34
á; h (2v'q')

B'+>'
4; h (2«=')

4b2 -- l

- 2Z, cosh (2«= s))

Observemos que se b = ü1/2 ente.o é = 0 e obtemos uma superfície totalmente geodésica.
Vamos escolher as soluções de (4.28) tais que b > 1/2 (notemos que --{ < b < { não pode

ser escolhido, pois, neste caso teríamos 2c (ó -- 2bcosh (2V'::is)) > 0 para ó =
ó : l).

2

> 0

,?(.) + k Ü..;"('.
Ü..;"('.

:9 -- â - i

Logo,

é(.)
'4b2 -- l

2(-c) Jo -ii;i=h e«:-'ià @i2b ";h P'/:i'» "'
S

2( -- c)(4b2 1)
da

:ia) - 1 «2bcosh (2.
, b > '1 l2

'0 r4b2 cosh2 (2

Caso c > 0
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Temos

J y(0) : b: - 1 -2c'?(0) :> J b:
1. Ú(0) = 2«Eb2 = 0 ' 'l. b2

:+ g/(.) = (1 - 2c,?(0» cos (2v'E.) :>

:> 1 - 2c.?(,) = (1 - 2«?(0» cos(2..,'E.) :>

«.., : lz - :v" «; ',* ,l;
De (3.43) e (3.44) obtemos

,;(.)

,4(.)4

1 - 2c-?(0) =+
0

(4.30)

/; -,?(8 sino(s)

/; - ,?W «; éN

é(.)

de

1: - .?(.) - íla :
li - á; + : «; e«'.) - S -l:lgXly

2c (l - Z,: cos (2y'Ea))

2c

Vamos tomar lbil < l
Como

1 + b- co; (2\4.)
2c

segue que

é(') l -z'?) )
da

V'l - z,? «;' (2W') '«i + ó- "; (2~4')
No caso c < 0, usaremos na denlonst.ração do teorema (4.3.1), os fatos que seguem

@ é uma função ímpar de s

1 < bi < l

(4.31)

pois, se s > 0

+(--s)- \ló\.'w'--x)\.--c) i . . .
' «4ó' .;i :(2~/-i') 1 «2ó'.;h(2~''q') +ó
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fazendo a mudança de varia.vel u = --a na. integral, vem

ó( 'L'''' 'Jt-' .Z'

lém disso, observamos que

é(s) > 0, para todo 8 real

Se ó = --1 então

é(8) < z, para todo 8 > 0

pois, consideremos s > 0

Ór.$\ = / da <
J' v4ó'..;h' (2«=') - 1 v2ó«;h (2V'q') - l '

. /' ', -
' J' «2Z'";h (2«=«) - 1 «2b'.;h (2«=') -1

Á' «:á7= 7. . «.
Usando a fórmula de Taylor, o cosseno hiperbólico pode s

..;h O - ' + {l + -'ZW, O ' "':

cosh 0 > 1 + 21 , se 0 >0
Então, como b > 1/2, temos

óu '': .Z'anil' '.:
4'rali;h''

'2êl -f í V'-:lb /; . da

'ãí-l 'h : -. ($#y
n - 9= ., ',« ($g)
T ,.,.'.« ($g)

e

A

er escrito na. formacri

e

e

il +. 6b > 1 + 8ó > 1 + 2ó + 8>b>

é(.)

(4.32)

(4.33)

2b+l
< 2

b
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(-
Ob""'m'; q- .«t« ($g!) é «m; f-çã. «t.it,m«t. «««t. d. ., ., .'m.

"",-.-. «.'- ('$8) : $, «;« '" -«, '"-. . p"":"
é(,) < r

Estamos, agora, prontos para provar o seguinte resultado

Teorema 4.3.1 Seja / : .A/2 --, 7í3(c), c < 0, um caZerzóide

met'quILo.

Demonstração. O caso ó = 0 está contido no teorema (4.2.2), então podemos assumir
que ó = ül.

Das parametrizações definidas por (3.13) e (3.7), temos que

(1) /({,s) é uma função ilimitada,

pois, por (4.29) a função zi(s) é ilim

Temos, ainda que

(2) W.â não possui auto-intersecção,

pois, quando ó = 1, se existissem(Z,s),(i, ã) C a"'' x / tais que/({,s) =/(i,g) teríamos

P-(t),:(')
ç,2(í),-(.) (íõ,:(g) l

;;(') : ,;(g) 1 :, pÍ(t)'f(')+ç'!(t)'f(')+'!(') '3('):
,-(') = '.(g) J

Ó(3) < 2 arctan '2b - l , Vs > 0

completo Então J€ e

irada

Logo

çp?(íD,?(3) + p3(í0'?(g) + ,:(B) - ,3(g)
p?(í0'?(3) + p:(íQ,?(ã) + ,g(.) - ,3(.) :>
,?(')(p?(t)+ p3(t» = «?(x)(p?(í0+ p!(zO):>
.?(.) = ,?(g) :>

cosh(2v':i.) = cosh(2v'-iÃ):>
S

Suponhamos ã = --s, ente.o,

,;(j) «;(.) +

si« é(.) :+

é(.)

sinh @(s) :>

:> si« @(g)

+ @(ã)
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Logo, por (4.31) segue que @(s) = 0, e, como o integrando de @(s) é uma. função positiva,
obtemos que s : 0. Então s = g, e nesse caso gi(t) = pi(i),92({) = 92(íQ, portanto t = i, e
/ é injetora.

No caso ó = --1, se /({,a) = /(i,ã) p;ra (t,'),(í,i) € n"': x /, como «o c;se ó = l

obte:nos z?(s) = z?(3) e ã = :L'

Suponhamos ã = --s e s > 0

Í ,3(3) = ,3(.)
1. ,.(3) = ,.(')

:+ é(ã) = @(8) - 2kr, k € Z
: {co. Ó(g)

.i«é(g)
..; é(,) .
sin é(f)

De (4.31) e (4.33)

@(ã) = @(8) :> @(8) = Ar, k C 2Z, k < l

e

@(g) = -kr

Por (4.32), é é função estritamente crescente de s e

s>0:> s=ã<s:>é(g)<é(s)<a':>-kn-<n':>-k<1:+k> l

Logo
k c z, -l < k < 1:+ k = o:+ ó(.) = @(ã) =o

E, como no caso ó = 1, concluímos que s = g = 0 e 1 = i, e / é uma função injetora.
Sendo MTÕ completa, usando os mesmos argumentos da segunda parte da demonstração

do teorema (4.2.2), por (1) e (2) concluímos que .a4;ló está mergulhada em H3(c), c < 0, isto
é, a aplicação / : .A/.,Õ --, H3(c), c < 0 é um mergulho.

D

Observação 4.3.2 .B corzoerziente molar que catenóídes qtze não

não possuem pontos umbíticos. Isto segue da proposição (4.e.í).
n = Q em (,1.25) opte«:os

são totalmente geodésicos
De fato, substituindo-se

i?(.) Ó - «?(') úl' - ' - ««., - '«.,
a2

(«-(.))'"-'

. p" (4.1)
2

À:,?(') - ó - "?(') - á?(') : (;l;i:.jjn:
C077z.o a;l > 0 poderias ass?llnír a # 0, caso coízírário À = 0 e

e o ca.toxóide é totalmente geodésico. Logo, se o catenóide não
nu.nuca se alt?z/a. Então

2

collzo # = 0 tei7tos p = 0
é totalmente geodésico, X

(n - l)À + /z :> P # Ào- #
n

e, não e=istent pontos UTnbtHicos
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Agora, vamos usar as expressões explicitadas anteriormente para zi (s) e é(s), s C /, a fim
de provarmos que as superfícies conjuga.das, no sentido da. proposição (2.7.1), aos ca.tenóides
2-dimensionais em l©3(c), são as superfícies mínimas geodesicamente-degradas em IÃi:3(c),
estudadas na seção (2.6).

Teorema 4.3.3 Sega / : .A/2 -., .A/3(c) um calenóíde dado no caso c = --1 por Íy.ZP9, no
caso c = 1 por (4.30) e no caso c = 0 por (4.e7). Sua superfície mínima conjugada é a
superfície geodesicamente-regrada mínima J de$nida na proposição (2.6.2.1), onde

-l, o
1, 0
0, 0

(Ó - {)!
(- %' + {)}
IÉI

e ç

e ç
e ç

(b+ {)!, b = !:t2;íU > {;
(g'+{)!, ó- =i -2'?(o),lz,:l < i; (4.34)

Demonstração. Pelo corolário (4.1.2) a primeira e a segunda formas fundamentais do
catenóide/ são dadas pelas relações(4.22) e(4.23). Substituindo-se(4.29),(4.30) e(4.27),
temos

Caso c = --l

«-(.)

á-(.)

'..;«,. - ;);
bsinh 2s

Ó ..;h 2. - {) }

b2 cosh2 2s + b2 -- bó cosa 2s

(' «;" ,. - {) }

I'' -çl @=LT
I' -çl -ú.{

ã-(.)

#-(.) - ,:(.)

Ó + ,?(') - i?(.)

Logo,

.' - Ç)}
b cosh 2s -- {

/.(.) À(.)
t9ç

.?(.)

,l(.)

á-(.)

; - 9 ..; ,.) ;
«ãó. sin 2s

2(1 - Ó- cos 2.)}
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ãl(,) =

:-(.) + ,-(') = }e (i -ó?)
2 (-bl cosa.+ 1)8

ó - ,?(.) - á?(') =
(l - b?)

2(-b- co; 2. + 1)

Então,

«m : -*N : :é\:g;n - ;?m

«:(,)

':N - v?t:p
b2

'-'?N ; :-a-l'P-7T
E portanto,

«H - -ÀN - J?P' : ;?ã
Então, em todos os casos, c = --1, 1, ou 0, temos

7(t,.) = a'' + ,?(')dt'

n({,') - ;iba''-oçat'
A função definida para todo s real, por

....-eâ
é uma. mudança de parâmetros, pois

:l:($) : ;fila > 0 :> a é estritamente crescente em #

e, portanto,inversíve].
lça de parâmetros a, nas formas fundamentais de /:

;«,.) : ,?o(«» ('«' -- ''')
H(í,a) = Oç (da' - at''l

Caso c = 0

k2

Fazendo a mudam
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onde s = s(a) é a inversa de a.

Nos parâmetros isotérmicas (í, a), vamos fazer / = / na proposição (2.7.1)
Para / temos os coeficientes da segunda forma fundamental

Pii = --P22 = 19ç, Pi2 = 0

Para /{ , imersão conjugada de /, fornecida pela proposição (2.7.1) temos

P:i (r/2)

P-2 (r/2)
,r{ (t, a)

/-r{ (Z , a)

l3w cos l2 +- Ollsln rl'Z

-P:í (,'/2) = 0

O\-l ün T I'Z -- Í3ta cos XI'Z

/({, a)
'ZOçdaãi

0

t9ç

Por outro lado, substituindo l9 e ç definidos por (4.34) em l92-F2 + ç2G2, onde -F e G são
as funções definidas na proposição (2.6.2.1), temos

No caso c = --1,

0'/''(s(a)) + ç'G'(s(a)) ' - ;) ..;«'' '',, * (' * ;) ;:««''.'.,,

'(«;"'o( »--;:«"'o(.») ;-
b cosh(2'(a)) - i =
,?(.(.))

No caso c = 1,

0'/''('(a)) + ç'G'(.(a)) =!bJU cos'(s(a)) + b' 'H sin'('(a))

- ! «;p.(.» + lí -
,?(;(.))

E, no caso c = 0,

0'-F'('(a)) -F ç'G:(.(a)) k21 + 1'.'(a)
,?(.(.))

Porta.nto, observa.ndo que t9ç > 0, e que 3Í(s) = 1 , temos:

.r{(l,a): '?('(a))(da'+dl') + /{(t,') d':+ '?(')'íZ:

.r-r{(t,a) - 2l'9çjdadt :+ /.r{(z,s) ; 17:1 t
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onde s = s(a) é a inversa de a, obtendo assim, respectivamente, a primeira e a. segunda
formas fundamentais da. superfície mínima / geodesicamente-regrada de .A/'(c), deânida na
proposiçã.o (2.6.2.1).

Como as supere'cães são univocamente determinadas, a menos de isometrias de A4'(c),
por suas, primeira e segunda, formas fundamentais, concluímos que /, superfície mínima
geodesicamente-regrada, é a conjugada do catenóide /, completando a prova.

A seguir, descreveremos a família a um parâmetro À > 0, de superfícies mínimas geode-
sicamente-regradas de H3(--1), mencionadas no início desta seção.

Consideremos um catenóide .MÀ de H3(--1), tal que, z?(0) > 0 se ó = 1, 3:(0) > 1 se
ó = --1 ou z?(0) > { se ó = 0, onde

D

Pelo teorema (4.3.3), uma parametrização da superfície mínima conjugada de .A/À, é

(«.« ($M:) «;« ., ',«« (

«; (@=M:) ':«« ',;,« (

.f(t , .)
!

!

Ó 1 :>

',?(o) t) «;h ',

=m') ;'«« .) , '', ', ' «'
que, com a mudança de parâmetro { rõ + z?(0) t, fornece a família a um parâmetro À > 0

/x(i,s) (cosh Ài cosa s, sinh À{ cosh s, cos ísinh s, sin ísinh s),(i, s) C n'

Como À > 0 e

Ó;l + À2= i.},?(o) <1 +' À<l

X2- :iÍl;(o) >1 :> À>l

Ó-0 + À2= i)-t,Í(o) ;l +' À-l
vemos que, se .A/À é superfície de rotação n)mima esférica, então 0 < À < 1; se .A/À é superfície
de rotação mínima hiperbólica, então À > 1; e se ]aÀ é a única. (veja teorema (4.2.2))
supera'cie de rotação mínima .pa.rabójica, ente.o À = 1.

Como exemplo de superfície auto-conjugada, temos o toro de ClifTord mínimo

S'(r) x S'(f) C S;(1) C a'

para-metriza.do por

/({,.) =(, cos',, si"',f"st,fsi«t) C S;(1),({,') C -m:

onde r2 + F2 1, e r,F são constantes reais positivas
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De fato,

g(t,') = (-,si« ','"s.,0,0)
%(t,s) = (0, 0,--F;i« Í,FcosZ)

g%(t,') = (o,o,o,o)
ã{(t,a) =(--tcoss,--rsi«s,o,o)
g4(t,') =(0,0,-Fcost,-fsi«t)

.: (g«,4, g«,4)
g: (g0,4, g0,4)
.- (#«,4, %«,4)

Uma normal a .M, tangente a S3(1) é dada por

N(t,,) = g(t,')A #(t,')A/(t,')

(--rF2 cos s, - rF2 sins, r2f cos {, r2 i; sin t)

;«...:(N0,4,@0,4) - ,'''+,';' : ,:''(,'+,')

Definimos o vetou unitário

.V({,s) =(--F cos ., --F si«',, cos t, , si« t)

que é normal a M e tangente a S'(1).
Os coeficientes da segunda forma. fundamental de / são

,:- : .- (g,") - ,;
"-: - «- (ã,"') -o
,« - .- (g,."')

Para. / ser mínima, devemos ter

P: :(%,%) :P: :(%,g)+P::.-(g,g)-o::
,F(F') - ,f(,') = 0:+ ,f(f+ r)(F - ,) = 0:>

Logo

/(í,s) = )f(cos ',sin.,cos í,sin í)

pois F2 + r2
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A primeira e a. segunda formas fundamentais de / ficam então, respectivamente

.r(í , ') ; ('''* ''')
; ('': - ''')

ds2 +

.r.r(t , .)

Podemos encontrar a superfície mínima /: conjugada a /, através da proposição (2.7.1),
já que (t, s) são parâmetros isotérmicos para / mínima.

Temos

/f(t,3)
i.r?(í , s )

/(t, .)

(/3li cos(r/2) -- P12 sin(r/2)) ds' + 2(/3ii sin(x/2)+/312 cos("/2)) dsdZ

-- (/ili cos(r/2) -- /ii2 sin(n/2)) dt2 = 2r2dsdt
dsdt

Fazendo a mudança de parâmetros

+«)

«)

Êcamos com

.r{(",") ;(""' * ""'"
+ 2du2
2

; ('«' * '«')
du + d dK -- du

; ('«'- '«')

-)
/-r{(«,")

Logo /{(u,u) e /(t, s) são isométricas, e a. conjugada de / é a própria /



Capítulo 5

CONDIÇOES SUFICIENTES PARA QUE UMA
HIPERSUPERFICIE DE IÃ7"+i(c), n 2: 3, SEJA DE ROTIAÇÃ0

5.]. Fatos utilizados

Para demonstrar os resultados deste capítulo, vamos precisar dos seguintes fatos

Proposição 5.1.1 S©a / : M" --, M"(c) uma àíWrsuWrfz'cje. Se em cada ponto de M
ea:istem e=atamente duas curvaturas principais distintas X e p. Então a distribuição de$-
nÍda po, DÀ = {X C X(-M) : JX = -ÀX}, -de J é o ope« o, e We{«ga,Zen de /, é

diferenciáueí e inuolutiua. Aléns disto, se a dimensão de Dx .for maior do que um, então
XIÀ] = 0, para !odo X C DÀ, ou sega, À é colzsfanfe ao longo das /o//zas de -DÀ.

Demonstração. Fixemos zo C M
Seja .N um ca.mpo de vetores normais a .A/", em IÃ7"+:(c) defi

em M, de zo.
Sabemos que À # p em M, que À e p são diferenciáveis e possuem multiplicidade cons-

tante

Escolha.mos campos de vetores diferenciáveis Xi,X2, . . . , X. em volta de zo, os quais po-
demos supor, sem perda de generalidade, definidos em y, de modo que {Xi(aço), . . . , X.(=o)}
e {X.+i(zo),. . . ,X.(a:o)} são bases de Z)À(«) e DP(=o) respectivamente.

Sejam

(c) definido numa vizinhança y,

« - l i:ini : t = 1,...,P
t = P + l,...,n

campos definidos em y
Então, sendo X. campos de vetores diferenciáveis em y, os campos de vetores X são

diferenciáveis em y, para z = 1,. ..,n.
Em a;o, os vetores são linearmente independentes e

}( . J' (p(zo) - À(zo))x,(zo), t : i, - . . ,p
1. -(P(,o)- À(,o))X.('o), . =P+ l,...,«
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Logo, pela. continuidade dos campos y., z = 1, . . . , n, existe uma vizinhança de zo em JW,

que podemos supor, sem perda de generalida.de, igual ay, onde o conjunto {l'. : t = 1,. .. ,n}
é linearmente independente.

Além disso, {y],. .. ,yP} e {yP+l,. ..,yn} são bases, respectivamente de .DÀ e -DP em

volta de zo. Isto segue do fato de t2 + (À + p)t + Àp = 0 ser a equação característica de .4.
Então,

(H+À)X (.4 + À)(Á + P)X, =

(H'+(À+P).4+ÀP)X.=0, '= 1,...,p:>
:> X C .DX,t = 1,.. .,P

(.Á + P)(.4 + À)X, =

(Á' + (À + P).4 + ÀP)X, = 0,
:> X C -Dp,t = P+ l,. . .,n

(Á+P)X
z = P + l, . . . ,n::>p

Mostramos, portanto, que .DÀ e .DP são diferenciávies, faltando verificar que -DÀ e Z)P são
involutivas.

Em hipersuperfícies, se .N é normal unitária, a conexão normal satisfaz 'çZ}.N = 0, para
todo X tangente, daí a equação de Codazzi se escreve:

0 = (Vx.4)Xy - (Vr.4)}vX

para. X, y tangentes a .A4, onde

(VX.Á)Ny = VX(.4N}'') - .4V+Ny - .ÁN(VX}'') = VX(.4}'') - Á(VXy)
Então, para todos X e y em .DÀ

.,4lx,vl .Á(Vxy) - .4(VvX) = Vx(.4y) - Vv(.4X)
Vx(-Ày) - V},(-ÀX) = -XJX]]'' + rjÀ]X

:> (À + À)]X, V] - X[Àjr c Dx
xlx,rl :+

Mas

(a+ p)(Á+ .x)lx,yl =(H'+(À + /'),4+ Àp)lx,}''l = o +(a+ À)IX,yl c D.

(.4 + x)]x,v] c Dx n D. = {o} :> ]x,r] c Dx
e, -DÀ é involutivo. Analogamente, mostra-se que -DP é involutivo.

Se a dimensão de Z)À for maior do que um, isto é, se existem X,y C l)À linearmente
independentes, então

Logo,

(.4 + À)]x, }''] = v]À]x - x]À]r = o + r]À] = x]x] = o :> WI.XI = O, VW c Dx
D

Admitiremos os seguintes resultados gerais:
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Teorema 5.1.2 Sda«. n 2: 3 .Prado e / : M" --, IÃ7"+'(c) uma #íWrsziperyüÍe ínuaría,zíe

Wr um subrupo SI (M"+' (c)), a /-Wrámeíros de iso«.eZdas de M"+:(c). Para cada p C Ã/"
se EP é a órbita de p sob a ardo do suZyru; a l-parámeíros, elzZão todas as cura;aíuras
-,mai; d' í"..«â. / -. diKçõ« ««fÍd« em TP(E,) .ã. ig-{..

Demonstração. Sejam p C Â/, .N a normal unitária da imersão ./ e .4W o operador de
Weingarten de / associado a .N

Denotemos por V e gc, respectivamente, a conexão e a métrica Riemanniana de IÃi"+i (c).

l«icidme«te, ob"'"m's q«, p''' tod, isomet-ia O C .$ (M"+:(c))
X € Tp(Ep) :> 0.X C To(,)(Ep)

e, para cada X C TPM

. . " - " . . :» v".*" - ., (v.*."')
pois, tomando-se uma curva a : (--c,c) ---, M, c > 0, onde a(0) = p e à(0)
defi«indo-se /3(t) = O(a(t))

X,e

yo.xN é.v . /l({) I':o: á.v . o('(t)) I':o: i'o . .N(a(t)) I';.:
0*(Vx.NI

Vamos mostrar que se X € TP.A/ é uma direção principal, isto é,

]/''(X) kX e g.(X,X) l

então,

"'''''('*x) : *'.x, v. . '. (M"''''m)
ou seja, O.X é também uma direção principal e a curvatura correspondente é a mesma

Basta vermos que

.. (''''''P.'''), .*-*) ..(V..*"', ..x): ..(..(V.*."'), ',.x)
g. ($'x.V,X) = -g. (J/v(X),X) = -kg.(X,X)

k

D

Teorema 5.1.3 Sda«. M" uma variedade RiemannÍam colzeza e G(M) o grupo de {some-
fNas de M. .Fnfão dim G(M) $ 1z(n + 1)/2 e se dim G(M) = n(n + 1)/2, então M é es;«ço
de ctzruaíura consfanZe.

Demonstração. Vela l91
D
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Teorema 5.1.4 (Método dos multiplicadores de Lagrange) Se / : t/ C -R" --, J?,
t/ «be,t., / d. c/as« C'k(k 2 1) e p':(c),Ú':(d) ;ão Aip.r/íci« co«{ída' em U, {mag'"'
inversas dos ua]oi'es regulares mais c,d das junções (p : U .-, ]lt, 0 : U --, li de classe CK,
c.m Vg la . V@ IB «ã. p««/elos, o«de B = p''(c) n '@''(d) ' V( ) 'Z"'t' ' g«díe«{' d'

.furzçao. .lbnfao p € /i e ;)Dizia críftco de / la, se e somente se, ezistern Ài, À2 reais) Zats que

V/(P) À V (P) + À2VÚ(P).

Demonstração. Veja jll]
D

5.2 Descrição das condições suficientes

O principal teorema. deste parágrafo é o

Te.,rema 5.2.1 Seja .f : ]l/« - liii"+'(c), n 2 3, uma AiWrsupe77kie arZ,itrária, com ]l/"

coneza. Stipo ãa gue as curda raras prZ7 CtPatS AI) . . . )kn de / s(zZtislfazeí7z kl = k2 = '' ' =

k..i = -À # 0 . k. = -p = -p(.X), e À - p # 0. FRIA. /(M") e'tá ""tida n«ma

hipersuperjÍcie de rotação.

Demonstração. Sejam .N a. normal unitária da imersão /, .,4W o opera.dor de Wein-
garten de / associado a .V e as distribuições

.z)À

Z)p

{X C 7'.A/ : .4WX
{X c T.A4' : .4wX

Àx}

Pela proposição (5.1.1) -M é folheada pelas folhas, E e Z, variedades integrais das distri
buições diferenciávies e involutivas .DÀ e -DP, respectivamente; além disso n ? 3 :> dim -DÀ =
n - 1 > 1. Portanto,

(1) À é constante ao longo de E

Fixemos p C .A/. Tomemos uma. parametrização (&l,...,u.,t) de uma vizinhança t/
de p em M, tal que (ui, .. . ,u..l) são coordenadas locais em E; í é uma coordenada em
.L; os campos H ' ã%,t = 1,...,n -- l e a são auto-vetores (ortogonais) do operador
de Weingarten .4X e T = a é unitário (basta parametrizar as curvas u = consta.nte pelo
comprimento de arco).

Vamos mostrar (lue, numa vizinhança de p, / é superfície de rotação.
Primeiramente mostremos que Eç é umbílica em IÃi"+l(c), para. todo q C U
Denotemos por V,gc e .R, respectivamente, a conexão de Leva-Civita, a métrica Rieman-

niana e o tensos de curvatura de IÀi"+'(c).

g.ÇN,N ) 1 + g.(Vv..N, .A') 0 = g.(Vr-N, .N) :>
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(2) 'qTN
-.4w(%)
-Áw( 7')

À%, 2 = 1,...,n -- l

Por (1), KIWI
Por (1) e (2)

0. Como p p(À), temos também %lpl 0

VTVv..N =
qvNxN

Vr(À%)
v v. (Pr)

TIÀl%+ÀVTK
Klplr + pVKr

À(í)K + ÀV %

Do fato de l@"+i(c) ter curvatura seccionar constante, por 1%, rl
(3) co-l«amos q«e

8u.} atJ 0 e por

c(g.(r, N)% - g.(%,.N)7') = R(K,7').p =
VTVv..N - V'v.VTN = .i({)% + ÀVTK - pVv.T
À(t)% + (À - P)Vv.T

Portanto,

(4)
1 , ,n. -- l

sendo T e .V as normais a E..

Então Eç é umbílica em llii"+i(c), qualquer q em ü
Vamos considerar dois casos:

Pela proposição(2.3.4.5.4) no caso c < 0, e por resultado análogo no caso c > 0(veja jlõ]),
para todo g C U, Eç c p'ç nlÃi" (c), onde F"ç é um n-subespaço afim do espaço ambiente

Observamos que

g,ÍC Ue Í C Eq Eq sí <. F", = F"í +

::+ F" é constante ao longo de cada direçã.o K, t = 1, . . . , n -- l.
Queremos mostrar que os espaços p'", correspondentes a. folhas E, distintas, são paralelos

no espaço ambiente, ao longo das curvas integrais de 7'
Denotemos por V,gc e =, respectivamente, a conexão de Leva Civita, a métrica R.ieman-

niana e o vedor posição do espaço a.mbiente de ã7"+i(c) (Z,"+2 ou a"+2).
Consideremos a. distribuição no espaço ambiente, definida. para ca.da g C t/, por

o(g) = ll'l(Ç), , yn-t(q)l © .#(q)

onda -#(q) é o vetar curvatura média. de Eç considerado como variedade no espaço a-mbiente,
no ponto q C U

Como E C F' e o espaço ã/"+'(c) é a (n + l)-esfera unitária ou o (n + l)-espaço
hiperbólico, segue que .Õ(q) C F"ç, Vq c U.
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Mostremos que .17 nunca. se anula em U
Por (2) e (4), a segunda. forma fundamental da folha E no espaço ambiente é, para X e

y tangentes a E:

.B (X, y ) g.(-B(x,y),T)r+ g.(-B(x,y), .N).N+ cg.(.B(x,y),")' =

g.(-VxT,y)T + g.(-Vx.N,y).N + cg.(--Vxa;,y)z =

r--à-r - x.v - «'l g.(x,U
...\ - »' ' l

Logo, se {eJ, .7 1, . . . , n -- 1} é uma base ortonormal do plano tangente a folha Eç, então

#(q) ;';T (.Bk- , .0 + + -B(.: , .:)) =

*~'«, - .,.«,) '« - :, :
(5) -H(q) À.N(q) - c,(q)

que é um vetor não nulo (À # 0).
Portanto, a distribuição .Õ(g) é n-dimensional e coincide com F"ç, Vq C P
Os campos definidos em U,

W = --À---.N + ÀTtangente a IÃi"+:(c)
À - P

e Z = --z + {-.N, no espaço ambiente

são ambos não nulos e satisfazem as seguintes propriedades:

(6) W e Z são linearmente independentes

pois, se existem funções a,b : U --} Z? tais que aT'r + bZ = 0, ente.o

(.a* )«*.« ',:..I'';**0

0

0b

:::> a b- O

(7) T4/ e Z são ortogonais a F" .Z), e ortogonais entre si,

pois

g.(I'r,H )

g.(z, %)

Í-liP.(/'', K) + Àg.(r, %) - o

-g.(,,K) + ';g.(.v, v.) = o, ./\ ,n. -- l
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g.(w, -# ) À« * ,,, a, - *« - ..)
i+\..P", 'o + i+\..a, n - '

.. l-, * ;«, :L, - ,«' - «l :

.g.(,,.) - +g.(.N, .N) = 0
/\

g.(Z, -H)

(8) W e Z são constantes ao longo de E,

ou seja, W = W(t), Z = Z(Z), pois temos para z = 1,...,n -

J' O = g.(.N,%) = g.(.N,'ÜK,) ('Ü%.N,,)
'l. o = g.(T,%) = g.(T,'üv.,) = -g.(ç'v.r,P)

Logo, por (1), (2) e (9)

l

:+ VKT
Vv..V

a
.ã" ' ''«" : -''«, -- « l;l .~ -.- .!e.« -'': + .iÀ''l 0

% li-À''l " -'" i-hv'«" + '''l*i' + *v«'

,i-à*K + {:D'q - o, , : ,, . . . , « - :
Consideremos o 2-plano n- = IW, ZI. a' é um subespaço ortogonal a P", e é constante ao

longo das folhas E. Portanto para mostrarmos que os subespaços F são paralelos no espaço
ambiente, ao longo da. direção T, é suficiente provar que os 2-planos a' são paralelos ao longo
de .L, isto é, que existe um 2-plano to contendo a origem, no espaço ambiente tal que r é
paralelo a a'o.

Isto ocorre, se e somente se, existem duas direções constantes, não nulas, IVo e Zo no
espaço ambiente que geram todos os 2-planos r, ou seja, para cada f, existe -À/({) matriz de
ordem 2 e coeficientes reais, ta] que

on «'alta l

onde l lz(í) l é a matriz 2 x (n + 2) dos coeficientes dos velares indicados, relativamente
a. uma base qualque do empa.ço ambiente e zo = ]W'o, Zo] = n(ío) para. algum ío.

Nesse caso.
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oo 'üm l TIÂ' 1 + WM 1 ;= 1 : '
Suponhamos por um instante que VTW e 'V'rZ são constantes ao longo das folhas E e

ambos pertencem a r = IW, ZI.
Logo, existe -B(t) matriz de ordem 2 e coeficientes reais, tal que

VTW({)
VTZ(t) «.', [w ]'

e consequentemente, podemos reescrever (11) na forma

@M+A'w m) l T8 10

e p'r (6), M(t) + M(t)-B(t) = 0.

Consideremos então, o sistema. de equações diferenciais ordinárias

M(t) + -À/(t)-a(t) = o
M({o) = -r

Sendo seus coeficientes de classe C', esse sistema possui uma única so]ução ]W(t) que
satisfm (lO), onde Wo = W(to) e Zo = Z(to).

Portanto, o paralelismo de r ocorre sob as condições

VTW = VTW(f), VTZ VTZ({), e

VfW,ÜTZ ambos ortogonais a F" = .D.
Vamos verificar tais condições a. seguir.
Tomando uma parametrização do espaço ambiente, ta] que, restrita a t/ coincida com

, u.-l,t), teremos para z : l,. ..,n -- l(ul,.

IZ', KI = o + P(H,r)t'r
x(H,r)z

VTVv.H/ -- Vv. VrlV
\7rVv. Z - Vv.VTZ

De (8) e de -R(l/t,T)W o = R(v.,r).z 0, temos

o = R(H,r)w = --vv.VTW :+ VTT4/
0 = R(%,T)Z = -Vv,VTZ + VTZ

Por (4) , por g.(W, K) = 0 e lr,KI = 0, temos

VTW(t)
VTZ({)

g.(VTU/,H) -g.(I'r, VTH ) = -g.(T4', Vv.7')

-g.(w,vv.r) = =--=--g.(w,14)

g.(Vrl'r,H) = 0

0

:+
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Logo, existem funções reais h, w, z tais que

VTW' = h# + wW + zZ

Üv.ÜTW=0,t=1,...,n--le(8):+ 0=%lÀl-#+/z'üv.-#+%lzJZ+
+zVv. Z + %jwlW' + loVv. W =

Zlhl-a + hVv..H + %l,IZ + Z[«,]W

Por (1), (4), (5) e (9),

Vv..#
'« (À, - *~ - .,)

À - - -

Í':-iVv.Z' - .XVv..N - cVK, =

À (Â) « - **« - ." -
((À)' * *' * ') «, , : :, ,n -- l

Sendo os vetores %, z 1, . . . , n -- l;.#, Z, e W linearmente independentes, segue que

%lhl = 0 :> /z = A(t)
KI,l = o :> , = z({)
KI,«l = o :> «,

Observemos que o vetou.curvatura média. # de E C F", é não nulo (À # 0) e normal
a E em p'', e, consequentemente, não é constante a.o longo de E, ou sda, para algum
,o C {l, . . . , « - 1}, Vv..# # 0.

Então, (jÍêiiy + À' + c nunca. se anula. e porta-nto

-0Á
+ À2 + C

e

h

h(t) 0, VÍ e \zr14/ = mT'l/ + zZ C n

Por (4) e por g.(Z, K) o,ejr,HI 0,

g.(VTZ, %) g.(Z, VTH) -g.(z, \zv.r) =

Í::ip.(z,.z) : o #"g.(z, vv.r)

+ g.(VTZ, K) 0
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De (5) e das relações

yTN Vr,V + cg.(tr.V, z)z =

HT -- cgc(N,'VT= )= = HT

-.,, -ê" * ;.,« :

-« - ê" * ;.,~ :
(f - :) «' -à«

cg.( .N ,r),

VTZ

obtemos

.,)g.(VTZ, .# ) .. l(f - :) ' -ê", :L,
-* l-:à«l * ({ - :) à :

Portanto VTZ C z.
Lembramos que, como estamos supondo c # 0, IÃ/"+i(c) não é .R"+l
Agora, escolhamos urna base do espaço ambiente {el , . . . , e.+219 tal que ?'' seja paralelo

a P" = jei,...,e.l e de modo que tenhamos:
No caso c < 0,

e se p" é Riemanniano l
g.(.«+,,e.+,)

g.(e.,',)
l

Ó., t,.7 = l n + 2, z # n + 2

e se P" é Lorentziato, g.(.: , .- ) l
ó,J t,J = 1, . . . , n + 2, z ?é lg.(e,, e.l

Í g.(e-,.:)
. se P" é Degenerado, -l g.(el,e.+l)

l g.(.,,e.)

0.= g.(..+1,'«+- ),

Ó,J t,J = 1,...,n+2, ?. # l,t 7é n+l
l

Denotando p'2 = je«+i , en-É21, se tomarmos uma folha Zq, q € U, a órbita de Í C -Lq sob
a ação de 0(7'')

{o(í) : o € o(1:'':)} = p"í n x"+:(õ)

contém a folha. EÍ, em outras palavras, qua.ndo F" move-se ao longo da folha. -Lq, sua
intersecção com IÃi"+i(c) = H"+l(c) descreve unia hipersuperfície de rotação enl volta de
7)2, na qual /(t/) está contida.
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No caso c > 0, g.(e.eJ) = ó.J, z,J = 1,...,n+2. Concluímos de forma análoga.que quando
F se move ao longo de uma. folha da distribuição .Z)., sua intersecção com IÃ7"+i(c) = S'+l
descreve uma hipersuperíície de rota.ção em volta de p'2, que contém /(t/).

Caso c = 0.

Como À ?é 0 e Eç é umbílica. em Z?"+' , Vq C U, Eç é parte de uma (n -- l)-esfera S, de

Agora .Ã7"+i(c) = E"+l e o argumento do caso anterior não funciona. Devemos mostrar
que as (n -- l)-esferas Sç, g C U estão em 7z-hiperplanos paralelos F" e têm seus centros
sobre uma Teta ortogonal a p'"

Seja a distribuição em ü

n(g) = lvl(ç), , Vn--(q)l © #(g),

onde #(g) é o vedor curvatura média de Eç em E"+i no ponto q.
Para todos X e y tangentes a fo]ha E, a segunda forma fundamental de E em .R"+i é

.B(X, y ) go(.B(x, y), r)r+ go(.D(x, y), .N).N

onde por (4)

go( -B (x, y) ,r): go( -VxT, }'' )

i-+i'.(x,")
go( -Vx -N, }'' )

-Àgo(X, }'' )
go( -B(X, y), .N )

Analogamente ao primeiro caso, obtemos

í--r
que é um vedor não nulo (À # 0).

Logo, para todo g C U, 7y'ç : .D(q) é um n-hiperplano que contém a. (n l)-esfera Sç
Seja 14/ = ÀT + jÍ4i;.V, campo de velares tangentes a Z?"+i definido eln U
Observamos que 14/ é não nulo (À # 0) e W é ortogonal a F', pois

go(T4q K) Àg.(T, %) + Íligo(.N, H)

.. (», *Ú«,Á,
*à-ü*:';

: 0, 2

,~)go(T4', # )
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O campo W é constante ao longo de E, pois

"'*,, * *,«, * « [Ú] « * À:««
* .Ç:&K + Tl-*'': - ', , - :, . . . ,« - :

Como no caso c # 0, vamos mostrar que os subespaços F são paralelos em Z?"+i, ao
longo da direção T, verificando que existe uma direção constante Wo, não nula, tal que para
cada t existe um função real .A/(t), satisfazendo

M(t)W(t) = Wo

Primeiramente mostremos que VTW VTW(z) e VTW C ]W]

lr, KI = o, x(v.,r)w 0

0

:+

:+

:+

VKVTW' = VTVv.W = 0, z
VTW = VTW(t)
go(VTW,K) = -go(W,Vr%)

go(VTW,K) = 0, z = 1, . . . , n

1,...,n -- l

lr, %l = o, go(w, H) go(W,Vv. T)

l

Logo, podemos escrever
VTW = h.17 + mW

onde h e to são funções reais

0 Vv. \zrW :+

:+

0 = %lhlZ + hVv.T + %lwlt4' + loVv.W +

Í HI 1= o :> h= h(t)

< A(-(là)'- À:) - o
l KIWI = 0 + .« = ««(t)

À')

Analogamente ao caso anterior, obtemos que

(À) ' * *') «
, t = 1, . . . ,n -- l

não é identicamente nulo, já que E está contida numa (n -- l)-esfera, o que vai implicar na
condição h(t) = 0, V{, e consequentemente VTW C IWI.

Como no ca.se anterior, ao considerarmos o sistema de equações diferenciais ordinárias

&(t) + ««(t).À/({)
M(Ío)

0

l
L
H Ca à,x-

'Ç.
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que tem solução única M({) satisfazendo M(T)W(t) = W(to) # 0, concluímos que os su-
bespaços P ' são para]e]os a. um subespaço vetoria] P" de #?"+]

Falta verificarmos que as (n -- ])-esferas Sç, g € U que contêm cada fo]ha Eq, e estão em
n-hiperplanos paralelos P", têm seus centros sobre uma mesma neta ortogonal a P"

Seja y : M" --» R"+l definida por

}''(",t):/(",t) - .ihx(",t), " € x, t € .L

Temos

v«" : v«/ -:v«"-'':-{.*"+
+ Vv.y = 0, z = 1,...,n -- l

:> }'' = }''(t)

Para cada t, a n-esfera em a"+' de centro y(t) e raio Iria é tangente a /(.A/) ao longo
de E, pois

/(", í) - }''({) : .ihx(",t), vt
e contém a (n -- l)-esfera S/(«,t)'

Resta, portanto, provar que }'(t) é uma reta ortogonal ao n-subespaço vetorial P'
Primeiramente, mostraremos que Vry e VTVry C IU/l

vfy ',. - lgl « - ;*,« - , * :à'"

À-íeg.a, q + êp.(.v, w - o, . - i,

vü *ê'-*' - .

i.'

go(Vry, K ) ,n -- l

go(Vry, .# )

Portanto Vry C lt'rl

go(Vry, % ) o, lr, KI = o + go(VTVrl', %) = -go(Vrl', VTK) =

= -go(Vry,Vv.r) = .jÍ:;go(Vry, H) :>
go(VTVry, %) = 0, z = 1, . . . , n -- l

go(Vr#,W) = -go(# , VTW) = 0 :>
go(Vr-#, Vr1') = 0, pois Vry C ltVI

go(#, W) = 0,VTT4/ C ltVI :>
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go(V'ry,P') = 0 :> go(VTVrl',B) = --Po(Vry,Vr#) +

:+ go(VTVry, #) = 0

Logo, Vry e VTVry são ambos ortogonais a F" e portanto paralelos a W
Então, VTVry é um vedor nulo ou é paralelo a Vry
No primeiro caso,

VTVr1'' = 0 :> d2y : O :> y(t) = 3/i(t) + Z/2

onde 3/i , y2 C #Z"+i

No segundo caso, VpVry é paralelo a Vry, ou seja, !$Ç é parallelo a dz e novamente
y(t) é uma reta.

Em ambos os casos, a reta y(t) é ortogonal a P", e isto mostra. que, /(U) está contida
numa hipersuperfície de rotação.

Tome P C M \ {p}, arbitrário, sendo M conexo, existe um caminho inteiramente contido
em M, ligando p a q. Podemos cobrir esse caminho por um número anito de vizinhanças t/k
tais que /(t/k) é parte de uma hipersuperfície de rotação.

Pelo corolário (4.1.2), vemos que uma hipersuperfície de rotação está localmente deter-
minada pelas funções X(s) e p(s). Logo, pelo argumento de conexão concluímos que /(#)
está contida.em uma hipersuperfície de rotação, como queríamos provar. '' '

D

Observação 5.2.2 0 teorema ('5.2./,) é /aZso ;mra n = 2, ;)oís, qualquer superyz'cíe mínima
no ]Ra, dãjerente do catenóide ou do piano, satis.faz as demais hipóteses do teorema mas não
é de ralação.

No caso c > 0, o resultado que segue foi obtido por Otsuki, veja j141.

Corolário 5.2.3 Sda / : .A/« --, IÃ7"+i(c), n 2 3, uma à@ersu;Kr/z'cíe mínima gue possui

duas curvaturas principais X e F, onde uma delas, digamos X, temi ntuttiplicidüde pelo menos
n -- l. .Então .f(M) está corzfÍda em tln? ca/enóÍde

Demonstração. / é analítica, pois é mínima. Em IÃi"+i(c), c > 0, devemos ter À # 0
e se existe uma vizinhança ü formada. somente de pontos umbílicos, /(ü) é totalmente
geodésica, e portanto, /(t/) está. contida. numa. hipersuperfície de rotação mínima. Por outro
lado, se existe uma. vizinhança U de pontos não umbílicos, o Teorema (5.2.1) se aplica em
t/. De qualquer modo, por analiticidade /(.A/) está. contida em um catenóide

D

Definição 5.2.4 t/ma variedade Rie171anzliana é chamada coníormelnente plana se lo-
calmet-tte ela é conformemente equioaleTtt.e a um espaço euclidiano, isto é, se cada ponto da
variedade possui unia vizinhança onde existe um dileomorlismo conforme soba unt subcon-
junto aberto de um espaço euclidiano.
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Claramente, toda variedade Riemanniana de curvatura seccionar constante é conforme
mente plana.

Teorema õ.2.5 Sda .M" uma AiWrsuW,fz'cÍe de uma (n + l)-uar{.dado RÍemanníana con-

formemente plana M"+t Çcà, n Z 4 ( veja [12]). Então M" é con]ormemente plana, se e
somente se, em cada ;)aDIo de .M", o operador de We ngarfen .4 de .A/" é de um dos seguin-
tes tipos

(1) .4 = À.r, .r f«.ns/o,«.açã. íde«íídade;

(11) .Á possui dois aula-ua/ares dísf latos com mu/ttp/icidades (n -- 1) e .í respectfzJamelzte

Usando esse resultado, podemos concluir que uma hipersuperfície / : M" --, l?H'n+l(C),
para n Z 4, é conformemente plana, se e somente se, pelo menos (n -- 1) de suas curvaturas
principais são iguais, digamos, a --À. Denotemos a outra curvatura principal por --p-

O que segue é uma consequência imediata do teorema (5.2.1).

Corolário 5.2.6 Sda / : M« --» IÃZ"+i(c), n Z 4, uma A Wrszipel:fz'cÍe colgormemenfe p/ana
' ""m' q« À # 0, p = p(À) ' À -- p # 0. .E«lã. /(M) «lá co«tida -ma ãiW««;«,JIG:''
de ralação.

Para o caso c = 0, o corolário seguinte foi obtido por Blair, veja l21. ,./ '''

Corolái.io 5.2.7 Sda / : M" --, IÃ/"+i(c), n 2: 4, uma Àzpersuperyi'cÍe eDIl/ormemenfe
plana. Então j(.M) está contida num catenóide.

Demonstração. Análoga ao do corolário (5.2.3).

O próximo teorema está relacionado com a questão de determinar quais hipersuperfície
de IÃ7"+i(c) são invariantes por um subgrupo a /-parâmetros de isometrias de IÃ7"+i(c)
e possuem uma propriedade específica. Rigorosamente falando, nós mostraremos que se
excluirmos as hipersuperü'cães que possuem curvaturas principais constantes e assumimos
que / é o máMmo valor admissível, então /(JI/) está contida numa hipersuperíície de rotação.

Será conveniente .denotar por C(n,c) o conjunto das hipersuperíícies de IÃi"+l(c) que
possuem curvaturas principais constantes.

D

Teorema 5.2.8 Soam n ? 3 ./içado e / : .À/« --, .Ãi"+i(c) uma À l rsupel:f:'cfe {nt;adiante
p", ««. s«@«.;« « /-;«,á,«ef«.. d. í"met,{as d. M"'F'(c). S«W«Aa q« / g C(n, c). .E«Zão
/ é - má,{mo n(n - 1)/2. E « r = «(« - 1)/2, /(M) ;«««{ d«' c«««:"«s p,{«cÜai.
)k,p, onde, uma delas, digamos X, tem multiplicidade maior ou igual a n -- 1. Se além disso,
À # 0, p = p(À) e À - p # 0, então .f(M) está confída numa íWrsupeí:/i'c e de rotação.

Demonstração. A última frase é uma consequência imediata do teorema (5.2.1).
Para provar a primeira parte do teorema (5.2.8), começaremos por mostrar que / é no

máximo n(n -- 1)/2.
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No capítulo 3 ( seção (3.2) ), definimos hipersuperfície de rotação de .A/" C IÃ7"+i(c),
por intermédio do subgrupo O(p'2) de isometrias de IÃi"+i(c), formado pelas transformações
ortogonais do espaço ambiente jei , . . . , en+21, com determinante positivo, que deixa.m o plano
7>2 = jen+l )en+21 $xo) ponto a ponto.

Como O(P2) é o grupo de isometrias da (n -- l)-variedade M"+l(c) n F", onde F" é um
n-hiperplano afim do espaço ambiente, paralelo a jel,. . . ,e.l, sua dimensão é n(n -- 1)/2.
Desse modo, M" é invariante pelo subgrupo, O(p'a), de isometrias de IÃ7"+l (c), a n(n -- 1)/2-
parâmetros, e a existência de hipersuperü'cães de rotação garante que r pode assumir o valor
n(n - 1)/2.

Sejam p C M e EP a órbita de p sob a ação de um subgrupo a / parâmetros de isometrias
de IÃ7"+l(c). E claro que a dimensão do grupo G(EP) de isometrias da órbita EP, é igual a Z.

Assuma. que / > lz(n -- ] )/2.
Nesse caso, dim EP = n, caso contrário se dim EP $ n-- 1, pelo teorema (5.1.3) deveríamos

ter Z $ n(n - 1)/2.

Como dimEp = n, EP C .A/ e EP é uma órbita, segue que EP = .A4" e / C C, o que

contradiz a hipótese e mostra que r $1 n(n -- 1)/2.

Agora tomemos r = n(n - 1)/2. Queremos mostrar que / possui duas curvaturas prin-
cipais e uma delas tem pelo menos multiplicidade (n -- l).

Sejam novamente p C .A/" e EP a órbita de p sob a ação do subgrupo a Z-parâmetros.
Suponha dim E, < n -- 1, novamente pelo teorema (5.1.3), / $ (n -- 2)(n -- 1)/2, o que é

impossível. Logo, como / g C, dim EP = 1} - l.

Se p é umbílico, --À(p) = ki(p) = . - = k.(p), a curvatura. principal À tem multiplicidade
n, e o teorema segue. Podemos, pois, assumir que p não é umbílico.

Sejam ei, . . . , e. vetores principais unitários em p, com curvaturas principais ki =
k«, respectivamente.

Observemos que z; = usei + + u.e. C Zb.A/, é um vetor unitário e tangente a EP em
p, se e somente se, g.(t,,u) = 1 e g.(u,to) = 0, onde t« = ELiw,e. é um vedor unitário e
normal a E, C M em p, ou seja,

(i) EL::«? i, EL:.«? 1, e >'" ilo.u. = 0

Primeiramente mostraremos que o espaço tá.ngente TP(EP) de EP em p contém n -- l
vetores principais. Isto se reduz a provar que se u = )1:1Liu,e. satisfaz (1), então algum

Sejam .N a normal unitária e ÁW o operador de Weingarten da. imersão /.
O teorema (5.1.2), neste contexto, significa. que a função

0

/'(«: , . . . , ««) X;/«(«) = g.(HN«, «) =

g.( E::a «,.4 Ne, , E;::: «,', )

EIL. t.«F
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que representa a curvatura normal em p C M C IÃ7"+i(c), na díreção de u, segundo .N,
restrita ao subconjunto de TPÀ/ definido por

G(DI,
#(ul,

««)

««)
L.«? - l

EL:".",
E 0

0

é constante.
Como u e 10 são unitários e ortogonais, segue que os vetores gradiente das funções G e

-ü, são tais que

2(«:, . . . , ««) # 0

(w-, . . . , ,««) # 0

e VG e V# são ortogonais.
Logo, pelo teorema (5.1.4) existem reais À e p tais que

V(.F + ÀG + P#) = 0

Então

2«,(k. + À) + PW, 0,z = 1, , 72.

para todo u. real
Se p ?É 0, então w. = 0, & = ] , . . . , n e 10 = 0, 0 que é impossível.
Logo, p = 0e t;,(k,+ À) = 0, z = 1,...,n. Se todos u, # 0, então todos os k. são iguais e

isto contradiz a hipótese de que p e não-umbílico. Então algum u. = 0 e isto prova a nossa
afirmação.

Notemos que a segunda parte da prova não funciona no caso n = 2, pois, no teo-
rema (5.1.2) usamos n > 2.

Mas se n = 2, / tem no máximo duas curvatura.s principais distintas
Segue que n-- l das curvaturas principais são iguais, digamos, ki(p),... , A«-i(p) = --À(p),

e isto completa a prova. A []

Observação 5.2.9 .4 c/asse C(7z,c) é a c/asse de /amz'/ias {soWranzéfric.. de .Ã/"+'(c) no

sentido de Etie Cortar. Para o caso c $ q elas jomm classi$cadas (uejQ ]6]) e não existem
m«{Zas d'/as. E«Zão ã «sZ,{ção / g C(n,c), c $ 0, «â. é «a/«:.«te g««

Z;m qua/quer caso 6c $ 0 ou c > 0), ;mn\ Ãtl rsupeff2'cães ml'Rimas ;podemos ser nlaÍs
precisos.

Corolário 5.2.0.1 Sda / : .A/" -., IÃi'+'(c), c $ 0, n Z 3, Mina hípersuperl/üfe, não ta-

ça/me«te g.«/ésíc., {««,í'"'' W, «m «@«.;« a Z-;«,á«:.f«. de f««:.!,;.. de M"'F'(c).
E«íão, / É n(n - 1)/2 e s' / = n(« - 1)/2, /(M) é ««: cale«pide, í.ló é, ««,a ÀÜ'««p.r/t'ci'
míízfma de ralação.
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Demonstração. Como a única. hipersuperfície mínima em C(n,c), c $ 0, é totalmente
geodésica, / « C. Logo, pelo teorema (5.2.8) / $ n(n -- 1)/2 e se r = n(n -- 1)/2 , / tem duas
curvaturas principais À,p, uma delas, digamos À, possui multiplicidade pelo menos n -- l.
Segue pelo corolário (5.2.3) que /(.A/) está contido num catenóide.

D

Observação 5.2.0.2 Para o caso em que o es;mço de curuaÍzira mnsíante é S"+i(c), n 2 3,
o resultado do corolário (5.2.0.1) é jotso, como mostram os dois exemplos que seguem.

Exemplo í.
.4. ÀÜ«;«,:/:ú:ies «.í«ima. d. C'ligam S"-: x S: C S"+'(1) .ão «fe«pide. i-a,{a«te'

p" «m s«óg«p. /-pa,ámefr« de isomet,ías de S"+'(1), onde / = n(n -- 1)/2 + 1.
Tomem« a «l«çã. t,{«i./ «?(.) = (« -- 1)/« de Íy.2#); ob*em« a ÀiW««p..ylí.:í. de

rotação mínima .A/" , parametrízada }mr

jçt. q = t~J\ - \ln.p*Qtà, ,«1 i. i« .p. W, \li. i« «.ÇÕns], rl/n si«(vis))

onde { =(tl, . . . ,t«-i) '(gi(t),... ,g«(t)) é ««.« ;««metal«ção ort.g-a/ da es/e« -iZória
s"+:(1) n -R". Ob««.m« g«e .M" = S"-'(X/i':'i7i) x S:(v''Í7i) C S"+'(1) e p., rg.43)
e (3.44) a curda geratriz de M" é dada por

zl 'l -- l/n
'l/n sin(«is)

'l/« cos(«ã.)

P«.« {«m.t,{a de -M" é ««.. i«m.t,í« S'+:(1) q« d.i« M" í««,í'":e, - 'da,
uma ap/zcaçao ortogonal de ]Zn+2 que detza ]14'n tnt;adiante.

Consideramos o subgrupo SG(.M" ) de isometrias de M" gerado pelas matrizes de Ordem
(n + 2)

l 0

0

0 l
0

ande C2« e Q2 são matrizes ortogonais de o«/em, ,«s;«cliuamente, n e 2. É c/aro q«e SG(.M")
é subgrupo de isometrias de S"+i(1) q7íe deita M" {nuarÍanfe.

Como dim O(m) = m(m -- 1)/2,

Z = dim SG(M") «(« 1)/2 + 2(2 - 1)/2 n(n - 1)/2 + 1

E=entplo 2.

.4s A@ersupelyRies mz'Rimas de (J/zoom S2 x S2 C SS(1) são {nt;aríantes ;mr um subrtipo
a /-param eiras de sonlelrias de SS(1) orzde / = n(n -- 1)/2 = 6, «.as "ãa é um catenóide;
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SuWrz/lamas que .A/' = S'(rl) x S'(f2) C õS(1) é àiWrszzWr/t'cÍe de rotação de SS(1).
Pela proposição (4.í.l), M4 possui uma curvatura principal X de multiplicidade pelo menos

Z;W., À = ã. = Ê, M' é u«.Z,í/i.« .m S'(1) ' ;«,f'«t. M' é «ma es/e«. S4 C S'(1), .
que é impossível. Portanto M4 não pode ser hipersuperfície de rotação de SS(.1). Da mesma
/o,«.a com. «M»"m« ;«« M" = S"-i x Si C S"+'(1), M' é {n«,{a«le W, «m .«®"p.
a /-parâmetros de isometrias de Ss(1), sendo / = 3(3 -- 1)/2 + 3(3 -- 1)2 = 6.

g
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