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ABSTRACT

In this thesis we treat two problema concerning deformations of a continuous residual

Galois representation

(*), p : cú(©/Q) --» c.L,(k)

which are unrami6ed outside some ânite set S of primes containing the characteristic p

of the rinite field k.

Essentially, a deformation of P is a lift p of P, p : Gal(Q/Q) --' G.Z;2(.A), where

.4 is a complete Noetherian local rins with residue âeld k. Mazur, IMalj, showed that

the set of such liftings of P can be parametrized by a rins R(P) in the game category

as .4 (provided P be absolutely irreducible). If we fix a certain behavior of an inertia
subgroup .r at p in a representation

p : Gal(©/(2) ---, G.L2(.A),

namely, the set of invariant elements in .A x .A âxed by -Z is a Á--submodule free
of rank l and a direct sommand, we say that p is an ordinary representation. For an

ordinary representation ('p) Mazur, IMall, showed that all ordinary liftings are likewise

parametrized by a rins Ro(p).

The ârst problem we treat is to ând ordinary deíormations of a residual representation

(+), which is unramiBed at p. In this case, the rins R'(P) no longer exista, although

there are ordinary liftings of ?. Wê do this in case P is a special dihedral representation

(cf. Chapter 11) and the set S of primes is S = {Z,p,oo} and considering deíormation

to the rins of l)--adie integers ZP' This is done in Chapter ll.

The second problem is to consider an ordinary residual representation P an

analyse the natural map

d to

R(p) --, n'(p).

We prove that tais map is surjective and under mim hypothesis that its kemel can be

uerated by two generators, thus generalizing a similar result of Mazur, IMa21.
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INTRODUÇÃO

Em IMall, Mazur introduziu o estudo das deformações de uma representação Ga
loisiana residual

P : G -.-, GZ,(k),

onde G é o grupo de Galois absoluto de um corpo local de característica zero ou o grupo

de Galois da maior extensão de um corpo de números, não ramificado fora de um conjunto

finito S de primos, e k é um corpo finito de característica p. Uma deformação de P é

um levantamento p : G --, G.LZ(.A), onde .A é um anel local Noetheriano completo cujo

corpo de restos é k, tal que o diagrama óbvio comuta:

G.L,( .A)

P/
G

P\
l

G.L,(k )

Na verdade, vamos identificar duas tais p's que forem conjugadas por um elemento

do kemel da redução canâníca G.L2(.A) --, GZ2(k), chamando de deformação de P a

toda a classe de equivalência de p.

No airtigo citado, Mazur provou que o functor

F : C(k) -- Conjuntos

onde C(k) é a categoria dos anéis locais Noetherianos completos com corpo de restos

k, e .F(.A) = {deformações de P para GZ2(.A)} é representável, desde que P seja
absolutamente irredutível. Ou sda, nesse cmo existe um anel R(P) em C'(k) e uma

deformação pu : G --} G.L2(R(F)) tal que qualquer deformação de P para qualquer anel

.A de (7(k) é obtida de um único mor6smo R(?) --' .A
l



Se ? não for absolutamente irredutível, ainda assim existem R(P) e p" como

acima, porém o morfismo R(P) --, .A não é necessariamente único. Podemos pensar em

X = Spec(R(P)) como o espaço das deformações de P, pois seus pontos são justamente

os moramos R(?) --, .A. Mazur obteve vários resultados sobre a estrutura de R(F)

e sobre interessantes propriedades geométricas de X em casos particulares. Uma das

questões importantes colocadas por Mazur é saber se as deformações de uma representação

P associada a uma forma modular são também associadas a formas modulares. Para

clarificar esse ponto, recordamos que Designe mostrou Idem como associar a uma forma

modular parabólica / em I'l(.V), que seja autofunção dos operadores de Hecke, uma

representação Galoisiana

p/ : Gal(©/Q) --- GZ,(k)

com certas propriedades especiais. (Veja adiante, em 1-4, um enunciado preciso). Serre

ISerrel conjecturou a recíproca desse teorema. Assim, nesse contexto, se ? for uma

representação residual que está associada a uma forma modular via o teorema de Deligne,

faz sentido perguntar se todas as deformações de P são também associadas a formas

modulares. Nesta situação, necessariamente entram em cena as formas modelares ;r--

ádicas. Para essas e para o problema em questão, consultar especialmente IGoull e as

referências ali citadas. Entre outras coisas, o capítulo 111 de IGoull destina-se à construção

de representações Galoisianas associadas a formas modulares lr-ádicas e a mostrar que

uma boa parte das deformações de F está de fato associada a formas modulares p--ádicas.

lida, jiill, IH21, foi o primeiro a observar que é possível associar representações p"-ádicas

a formas modulares lr-ádicas. No caso das representações associadas a formas medulares

1}.--ádicas ordinárias (veja as referências acima para definições, e também 1-4 adiante),

Mazur e Wiles, IM-Wj, estudaram a construção de Hida do ponto de vista geométrico e

construíram uma família de deformações de uma representação (suposta absolutamente

irredutível e associada a uma forma modular ordinária) que parametriza todas as possíveis

deformações associadas a formas modulares ]}.-ádicas ordinárias. Nesse mesmo artigo, eles
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mostram (lue se p : G --, G.L2(.A) é um elemento dessa família (.A um anel de C'(k),

b corpo anito de característica p), então o conjunto dos elementos de .A x .A fixos

pelo subgrupo de inércia em p, é um ..4--submódulo livre de posto l e somando direto

de ..'i x .A. Portanto, na procura de associar formas modulares e representações, surge a

necessidade de se considerar representações Galoisianas ordinárias -- aquelas que possuem

a propriedade enunciada acima de modo independente, como faz Mazur em IMa 11. Se

começamos com uma representação residual

P : G --, c.z;,(k)

que seja ordinária, faz sentido procurarmos deformações de ? que também sejam or-

dinárias. Mazur provou que o functor

F' : a(k) --. Conjuntos

que a cada anel A de (7(k) associa o conjunto das deformações ordinárias de P para

G.LZ(Á) é representável por um anel R'(P) em C(k). A conjectura é que esse anel

(no caso de P estar associada a uma forma modular) é o anel que parametriza todas as

representações associadas a formas nodulares 2}..-ádicas ordinárias anteriormente citado.

Esse parallelismo (em parte conjecturar) entre os anéis univers'is R(P), R'(F) e

os anéis associados a representações oriundas de formas ]F-ádicas e formas ]»ádicas

ordinárias nos leva a esperar certas propriedades especiais do morfismo natural (que vem

da universalidade de R(P)):

(*) R(?) --. K'(P).

(a) O morhmo (+) é sobrejetor.

(b) O kemel de (+) pode ser gerado por dois elementos.

Em IMa 11, Mazur provou (a) e (b) para uma classe bastante particular de repre'

sentações residuais e em IMa 21, Mazur provou (a) e (b) para rep'esentações residuais

F : G --l G.L2(k) tais que detP # 1, u, w-i, w(p--i)/2, onde w é o carácter ciclotõnico.
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No Capítulo 111 nós provámos (a) em completa generalidade e (b) no caso em que o

rpo recortado por P não possui inércia selvagem. Mais precisamente, provámos o

Teorema. Seja P : GaZ(©/Q) --, G.LZ(k) uma representação contínua, absolut'menu'

irredutível, ordinária, não ramificado fora de S = {p, oo}, então o morâsmo natural

R --} Ro é sobrejetor. Se ? for moderadamente ramiâcada, seu kemel pode ser gerado

por dois elementos.

co

hJCl&llvl&UCb&XIL/D L4Ll\# CD XXA}/vvvvv uv r# vv+ nnnv-w«'"" A A

detP #: 1, mas os demais casos podem ocorrer. Salientamos também que nossas técnicas

são absolutamente diferentes das de Mazur, no sentido de que a utilização da teoria dos

corpos de classe nos permitiu uma abordagem mais conceituall e intrínseca do problema.

No Capítulo ll tratamos de um problema ligeiramente diferente. Consideramos uma

presentação Galoisiana residual

.fica;fica.da ueim

re

p : a«z(Q/c?) --- az,(k)

(onde como sempre k é um corpo finito de característica p) que não ramifica em p

- e portanto não pode ser ordinária. Tais representações surgem naturalmente de formas

modulares de peso l (via o teorema de Deligne-Serre). É claro que P vai ramiâcar

em outros primos e portanto as deformações de ? serão não ramiâcadas fora de S =

{,e:, . . . ,Zn,p,oo}. Neste caso, o anel universal Ro(p) das deformações ordinárias não

oxrqa+Q T'maia Tir\ia rx tllTlrntrlln
)

.F' : C(k) --, Conjuntos

não é representável.

Porém, existem deformações ordinárias em X = Spec(R(P)),

«r...,) and t wouZd be uery intere3ting to wnder8tand tÀi3 situatíon better. For

ezampZe, ««{ZZ tàe Zocu3 0/ ord nar/ de/armar oni n X = Spec(R) be a 3t'6-

scAeme?" IGou21.
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Guiados por essa pergunta, procuramos respondê-la para uma certa classe de repre'

sensações residuais P.

Em IMa 11, Mazur introduziu uma classe de representações (speciall--dhedral SS--

representations) obtidas essencialmente de uma extensão de Galois .L/C? cujo grupo de

Galois é S3 (o grupo simétrico em 3 letras) e que é corpo de decomposição de um polinõmio

deforma /(X)=Xa+aX+l parainteiros a taisque 27+aa sejaumprimo Z. E

Mazur estudou deformações das representações residuais associadas

F : C«J(©/Q) --, GZ,(Fz)

onde S = {Z, oo}.

Nós consideramos as representações associadas a essas extensões .L/Q, mas num

corpo anito de característica p # Z,

P : a«/(©/Q) --, c.L,(p,)

com S = {p,Z,oo}. Neste caso, P é não ramificado em p, e a determinação do anel

universal das deformações já não é tão simples (sobretudo no caso em que z3 + az + l é

irredutível mod p), e provámos o seguinte teorema:

Teorema 1. Seja P : GQ,{P,z,-} --, G.L2(Fp) uma representação especial e .L/Q o seu

corpo de decomposição. Então se l)}(Z-- 1) e p não dividir o número de classes de .L((P)

onde (p é uma raiz p-ésima da unidade, o grupo de Galois P da maior pro-lJ'extensão

de .L não ramiâcada fora de {p,Z,oo} é livre em 4 geradores.

Com esse teorema, por um simples argumento de cohomologia podemos mostrar que

R(P) 3 Z,llTI,T2, rajl

e usando as técnicas desenvolvidas por Boston, IBol, e Mazur, IBo-Mal, achamos a de-

formação universal explicitamente, e passamos a procurar deformações ordinárias em
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X = Spec(R(P)). Na verdade, restringimos o problema, procurando deformações or

dinárias em ZP, o anel de inteiros lF--ádicos, pois nesse caso

X, = Hom(R(?), ZP)

é naturalmente uma variedade analítica Zr-ádica tridimensional, e podemos dar uma de

scrição razoável do subconjunto XPo Ç XP dos pontos ordinários:

Lá.

Lz.

xg = (.z;i\(.Li n .L2)) u (.L2\(.Li n z2)). Ond' zi n z2 é o co-junto dos pontos não

ramificados de XP (i.e., correspondem a deformações para GL2(ZP) que não ramiâcam

nem em p nem em Z). Assim, Xg não é um subesquema--fechado de XP'



CAPÍTULOI

DEFORMAÇÕES DE REPRESENTAÇÕES GALOISIANAS

1-1 -- Deformações Universais

Seja k um corpo finito de características p e (7(k) a categoria cujos objetos

são anéis locais Noetherianos completos cujo corpo de restos é k e cujos morfismos são

homomorÊsmos de anéis locais induzindo a identidade nos corpos de restos. Se R é um

anel local em C'(k) e ma é o seu ideal maximal, definimos o espaço cotangente de R

tl x/(m2R +p.R).

E bem conhecido que um tal R será um quociente do anel W(k)llTI, . . . , Zi,ll, onde

r = dimkfh e W(k) é o anel de vetores de Watt de k (cf. por exemplo IBourl, IX.27,

Teor.3).

Se G for um grupo proíinito, diremos que G satisfaz a condição de finitude ('õp)

e para todo subgrupo aberto .H de G, valerem M seguintes condições equivallentes:

(a) O maior pro-p"-quociente abeliano de .H é íinitamente gerado.

(b) O maior quociente lF--abeliano elementair de .H é 6nitamente gerado.

A classe dos grupos profinitos que satisfazem a condição de finitude (@p)

pomo p será denotado @. @ contém os seguintes grupos:

(1) O grupo de Gallois absoluto Gal(IR/.K) de um corpo local de característica zero

(cf. IKochl, g10).

(2) O grupo de Galois Gal(.L/.K) da maior extensão .Z) de um corpo dl

.K não ramiÊcada fora de um dado conjunto finito S de primos de .K (cf.

IKochl, $11).

S

para todo

numems
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(3) Mais geralmente, o grupo fundamental algébrico ni'''(X,=), onde X é um

esquema de tipo finito sobre Z, geometricamente conexo e liso, e E é um ponto

geométrico de X (cf. IK-LI).

Como estamos interessados nos grupos do tipo (1) e (2) acima, vamos escrever GK

para um grupo profinito como em (1) e GK,s para um grupo como em (2).

Seja n um inteiro positivo. Se G for um grupo pro6nito satisfazendo a condição

de finitude (@,) e .A for um -el local em C'(k), dois homomo-âsmos contínuos de G

em GZ«(.A) são ditos estritamente eqwiuaZente3 se um puder ser levado no outro através

da conjugação por um elemento no kernel da redução canónica G.L«(Á) --' G.L«(k).

Por uma representação de G em G.Z;«(Á) entenderemos uma classe de equivallência

est.ita de um homomoríismo contínuo de G em G.L«(A). Assim, se .A = k, uma

representação nada mais é que um homomoríismo contínuo. Por abuso de linguagem

escreveremos "p : G --, G.Z).(.A)", onde p é uma representação.

Se ..4i --, .A2 for um morfbmo na categoria (7(k) e se pi e í)2 forem representações

de G em G.L.(.Ai) e em G.L«(Á2) respectivamente, diremos (lue pi é uma de/armação

de p2 se qualquer homomorâsmo de G em G.Ln(AI) na classe de equivalência estrita

pi, quando composto com o homomorfismo induzido G.Ln(.AI) --' G.L«(A2), fornecer um

homomoríismo na classe de equivalência estrita p2 .

Por uma representação re3iduaJ de dimensão n (num contexto em que G e k

stiverem claros) entenderemos um homomorÊsmo contínuoe

P : G -- G.L.(k)

i.e., uma representação de G em G.L«(k).

Fixemos G e k como acima. O teorema que enunciaremos a seguir estabelece a

existência de uma deformação universal de qualquer representação residual n--dimensionar

absolutamente irredutível P. Mais precisamente, existe um anel local Noetheriano com-
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pleno R = R(G,k,P) cujo corpo de restos é k, e uma deformação de P

P" : G -. GZ.(R),

que é universal no sentido de que para todo .A C C(k) e toda deformação p de F

para .'4, existe um único homomorâsmo R --' .A em (7(k) tal (lue o homomorâsmo

induzido G.L«(R) --, GZ«(.A) leva p" em p. O par (R,p") é determinado a menos

de isomor6smo canónico. O anel local R = R(G, k,P) será chamado o anel wniuer3aZ dai

de/armações de P e Spec R será chamado o espaço wnitier3aZ da8 de/ormaçõe8 de P.

Teorema l (Mazur). Ezi tareia e gnícidade. (a) se ? for absolutamente irredutível

existem o anel universal R = R(G,k,P) e a deformação universal p" de P. O par

(R, p") é univocamente determinado a menos de isomoríismo canónico. (b) Se P não for

absolutamente irredutível, então existe uma deformação "versam" de P, i.e., existe uma

envolvente (hull) no sentido de Schlessinger, ISchl, o que significa que podemos encontrar

um objeto R de C'(k) e uma deformação p de P para R tal que qualquer deformação

po de P para qualquer anel .4 em O(k) é induzida por um moríismo R --' .A não
necessariamente único.

A prova desse teorema pode ser encontrada em IMa 11, bem como várias propriedades

fundamentais de R = R(G, k, P). Para uso posterior citaremos apenas duas propriedades:

(a) Fixemos G e k, e seja

Ó/W(k) : G'Ln/W(k) '''} G'Lm/W(i)

um homomorfismo de esquemas--grupo. Consideremos a representação residual

P : G --» GZ.(k)

e seja P' a composta de P com ó/W(k). Essa composição leva deformações

de P em deformações de ?. Se P e # forem absolutamente irredutíveis e

9



R = R(G, k,F), R' = R'(G, t,P) forem os «:éis u"iv"s'is, ente' ter'mos um
homomorfismo induzido

zró) : R' -.+ R

na categori, C'(k). Em particular, se

õg : GI'n/W(k) '''» G'Ln/W(k)

for dado pela conjugação por um elemento fixo g C G.Z;.(W(k)) obtemos um

isomorMmo em a(k):

,(ó,) : R(a, k, #) -g' a(c, k, p)

onde 7i' é a representação residual equivalente a P (mas não no sentido estrito)

obtida por conjugação via a redução de g, Í C GZ«(k).

(b) Seja ? uma representação absolutamente irredutível e

ó = det : G.L./w(t) ''l GLi/w(t)

o homomorfismo determinante. Temos então um mor6smo

R(G, k, detP) --, R(G, k, P)

e o anel R(G,k,detP) pode ser descrito como segue: pomos I' = G'Ó,P, onde

G'Ó'P é o lt-completamento abealianizado de G (veja 1-3 para as definições) e

A = lim W(k)ll'/I''l

onde ]'' é subgrupo aberto normal de I'

Tem-se A 3 R(G, k, detP), e portanto o morfismo acima dá ao anel R = R(G, k,P)

uma estrutura de A-álgebra.

10



1-2 - Representações Ordinárias

Fixemos G e k e um subgrupo fechado .r de G. Uma representação bidimen3ionaZ

P : G --, GZ,(A) (.A C C(k))

é dita ordinária em .r se para .M ' Á x .A com a estrutura de G--módulo dada por um

homomorfismo na classe de equivalência estrita de p composto com a ação canónica de

G.Z;2 em .M, o sub--.A--módu]o .Mi C ]W dos elementos âxos por Z íor um somando

direto de M, livre e de posto l sobre Á.

Se o subgrupo J de G ficar subentendido (como por exemplo no caso em que G

é o grupo de Galois da maior extensão de um corpo de números K, não ramiâcada fora

de um conjunto anito de primos contendo p como sempre p é a característica de ke

/ é o subgrupo de inércia em p) diremos simplesmente que p é ordinária. Suponhamos

que a nossa representação residual

P : G -.. az,(Ê)

seja ordinária e que procuremos deformações de P que também sejam ordinárias. Temos

o análogo do teorema l:

Teorema 2. Se ? for uma representação residual ordinária, absolutamente irredutível,

então existe uma deformação ordinária universal de P, isto é, existe um anel local em

C'(k), Ro = Ro(G, k,P) e uma deformação ordinária po de P para R' tal que quallquer

,i.{..,.,,;. ..H;.4.;, .1p '= n-ra n-.a.]nll''r a.nel local ..4 de C'(k'l é induzida de po viadeformação ordinária de P para

um único morfismo Ro -.-} .,4.

Como no caso do teorema 1, a prova desse teorema é uma aplicação quase imediata

do critério de representabilidade de Schlessinger (cf. ISchl). O anel Ro = Ro(G, t,P) é

chamado o anel wniuersaZ da3 de/ormaçãe3 0rd náda3 de P e po é chamada a de/07'mação

Aa+//4Q] áq'+/l qr+)8alP?+qfT l

1 1



E claro que existe um morâsmo natural

R(a, k,F) -- R'(C, k, P)

que se obtém pela universalidade de R. Uma das razões principais para o estudo do anel

R' vem da sua relação (em sua maior parte conjecturar) com formas modulares, tema que

será abordado em 1-4.

1-3 - Deformações Explícitas

Este parágrafo destina-se à apresentação de um método que possibilita, em alguns

casos, calcular explicitamente a deformação universal de certas representações residuais.

Todos os resultados aqui apresentados serão utilizados na demonstração do teorema prin-

cipal do Capítulo 111, e podem ser vistos com mais detalhes na tese de N. Boston, IBol.

Se ..4 íor um anel de C'(k), denotaremos por I'«(.A) o kemel da redução canónica

G.L.(.A) --, G.L«(k). Se m.4 é o ideal maximal de .A é simples verificar que a multiplicação

em lÇer(GZ«(.A/mT':) --, G.L«(.A/mh)) resulta n«na adição compo""te a "mpo"'"te,

e portanto esse kernel é isomorfo ao produto de n2 cópias do grupo aditivo de m;/m.4 i,

um k--empa'ço vetorial de dimensão finita, ou seja, é um p--grupo finito. Esse fato implica

imediatamente que I'.(.A/mâ) é um p--grupo finito (r = 1,2,...). Como I'«(.A)

limo.(.A/ml), temos a

Proposição 1. Para cada .A em C(k), 1'«(.4) é um pro-p'grup

Essa proposição tem uma conseqiiência importante: se F : G --l G.L.(k) for uma

representação residual (G e k âxados como sempre) e p : G --' GZ.(.A) íor um

homomorâsmo que "levanta" ? (.A em a(A)), então p fatora-se p'r G/.# onde -H

é o subgrupo de KerP tal que Ker?/.H é o maior pro-Zl"-quociente de Ker?. De fato

não é difícil ver que .H é um subgrupo normal de G e que temos a seguinte situação:

0

12



I'.(.A)

G.L«(A)

GZ«(k)

Como .H é normal em G e .H Ç l<erF é tal que a restrição de p para I'=erP

fatora-se por l<er?/.H, .H Ç Kerp e portanto p fatora-se por G/.H.

Dizemos que esse quociente G/-H é o Z>--compZetamento de G relativo à P.

Relembrados que o s ógrupo de FraZZ ni ©(G) de um grupo pro6nito G é a inter-

secção de todos os subgrupos abertos maximais de G. O qwocíente de D'attiní de G é

G/$(G). É útil definir também o quociente de p-.n'atZiní de G como o maior (quociente

p-abeliano elementar de G. Um grupo proânito G é dito (topologicamente) finitamente

do se íor o fecho de um subgrupo finitamente gerado

0

L

l

L

gera

K.ex$jU
p/KerF

1 ---+ KerP ---+

Proposição 2 (Burnside). Seja G um pro'p'grupo (topologicamente) finitaanente

gerado. Então G/@(G) é o maior quociente lr-abeliano elementar de G e sua dimensão

como Z/pZ-espaço vetorial é igual a d(G), o número mínimo de elementos que geram

G topologicamente. Além disso, se zi, . . . ,aa C G vão em geradores de G/@(G), então

eles geram G.

Uma prova desse teorema pode ser vista em IBol. Veja também IKochJ. Daqui p

te. se G é um pro-p"'grupo, o seu quociente de l»-n'attini será denotado por G.

ara

fren

Teorema 3 (Scltur-Zassenltaus). Seja G um grupo profinito com um pr(»p'subgrupo

de Sylow P, normal em G, de índice finito e (topologicamente) finitamente gerado.

Então G contém um subgrupo .A proletando-se isomorficamente em G/P (e portanto

13



..'! tem ordem prima com p) e dois quaisquer sub

conjugados por um e]emento de P (cf. IRo]).

Assim, G é o produto semidireto de A e P o conhecimento de .A, P e da

ação é : ..4 --, Aut(P) nos permite dar uma apresentação de G. Recordamos que, se

P é um pro-p-grupo, Aut(P) denota o grupo dos isomoríismos bicontínuos de P e

vale o teorema de P. Hall (cf. IBol) que afirma ser um pro'l>'grupo o kemel da aplicação

Aut(P) --, Aut(P).

Usando esse resultado, não é difícil mostrar que para uma dada é : .A --' Aut(P),

só existe um produto semidireto (a menos de isomorfismo) de .A e P. Tudo isso pode

ser encontrado -- com mais detalhes - na tese citada de N. Boston, assim como o seguinte

teorema, que usaremos adiante:

com essa propriedade sãoGgrupos de lS r

Teorema 4. Na mesma situação do teorema 3 acima, se y for um subgrupo de P

invariante sob a ação de .A, existe um subgrupo fechado .B de P, invariant sob a ação

de .A, gerado por d(y) = dimr,y elementos, e projetando-se em }'' sob P --+ P (Fp

é o corpo anito com p-elementos).

Como exemplos significativos de aplicação desse teorema, daremos dois casos (cf. IBoj)

que aparecerão adiante:

(1) Suponhamos que a anão de .A em V seja pela representação regular, isto é,

existe um E C y tal que

y=<g.F; gC..4> e d(}')=#(.A). Entãos' aCP v.iem ECP, p'ss'
tomar .B -< gz; g C .A >

(2) Suponhamos que y seja unidimensional gerado por = com a ação de .A dada

por '# : '4 '-, Aut(y) 3 F;. Pelo teorema acima, existe z C P projetando-se

em E tal que .B =< z > é ..4-invariante. A ação é : .A --, Aut(B) é dada

pela composição de é com o levantamento de Teichmilller F; '-+ Z;, ou seja

14



z está em

.E(X) = {u C P : g.u = ux(g).V g C .A},

onde X : .A --> ZP é o carácter correspondente a é, e a exponenciação acima é

a operação usuall de elevar um elemento de um pro'll'grupo a uma potência que

é uma unidade p-ádica

1-4 - Formas Modulares Ordinárias e Representações Ordinárias

Seja / = }:a.q" uma forma modular parabólica, de peso o 2: 1 em I'i(N), com

carácter c : (Z/.VZ)* --, C* e que seja autoforma para os operadores de Hecke Tz, com

r ]VP (p um primo). Sem perda de generalidade, podemos supor que / seja normalizada

e portanto Tz/ = a// e UP/ = ap/. E bem conhecido que o corpo K/ gerado sobre Q

pelos autovalores dos operadores de Hecke Tz e UP é uma extensão finita dos racionais,

e o seu anel de inteiros O/ contém os coe6cientes de Fourier de /.

Se À forumprimode OJ', denotamos por O/,À o completamentode O/ em À e

por .K/,À o completamento de K/ em À. Se r for um primo) denotamos por Frobr o

automoríismo de Frobenius em r no grupo Gal(Q/Q). Temos o resultado fundamental:

Teorema 5. Para cada primo À de O/ existe uma representação contínua semisimples:

P.f,À : G'l(©/C?) -'-» G.L,(O/,À)

não ramMcada fora de À e dos primos que dividem N, e tal que se r for um primo que

não divide .N e À íl Z, então:

trp.f,X(n'ob,) = a,

detp/,À(n'ob,) = c(r)r

Esse teorema é devido a Eichler e Shimura (para o =

a Deligne-Serre (para u = 1) (cf. jschil, mel, IDe-Sel).

Se tomarmos .N = p", À um primo sobre p e se denotarmos por k o corpo de

estou de O/,À, reduzindo a representação acima, p/,À, módulo o ideal maximal, obtemos

l

«, 2: 2)e Deligne (para2) el

r
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uma representação residual

P.r,x : GQ,s --, G.L2(k),

onde S = {p, oo}. Salvo menção contrária, no que se segue permaneceremos nessa situação

particular que acabamos de descrever.

Seguindo Mazur, IMa21, vamos considerar pares (/,À) como acima, e fixar uma

representação residual absolutamente irredutível e ordinária (para .Z - subgrupo de

inércia em p)

F : GQ,s --, GL2(k),

onde S = {p,oo}. Diremos que .f é ordinária (ou que o par (/,À) é ordinário) se

aP for inversível em (9/,À ou, equivalentemente, se ap for não nulo em k. Diremos

taanbém que o par (/,À) pertence a P se para todo primo Z # p tivermos:

det(X -- p(Frobz)) = X' -- ãzX + ;l(Õ.Z"-:

açao

pj,x = GQ,s -'-+ GLaÇKf,x]

cuja existência nos garante o teorema 5 acima, e no caso particular que nos interessa, isto

é, .N=p" e À sobre p. Entãosabemos que

det(X -- p/,x(Frobz)) = X' -- «zX + c(Z)Z"':

Consideremos agora a represent]

e vale o seguinte teorema:

6. Se (/, .X) é um par ordinário, então existe uma rep'esentação ordinária

Ã/,À : GÜ(©/Q) --, GZz(0/,x)

não ramificado em nenhum primo (anito) diferente de p, equivalente sobre .K.f a p/,À

e tal que a restrição a um grupo de decomposição em p, .Z)P é:

. 1 / ci 'k

r'/,*l,, ' k o .,

lb

Teorema

l



onde ci é um carácter não ramificado.

Não é supérfluo observar que escolhemos trabalhar com Frobenius geométHco em vez

do Frobenius aritmtítíco, e portanto nossa representações não são as mesmas como por

exemplo em Idem. O Frobenius aritmético é o usuall, como no teorema 5 atrás, e o Frobenius

'-:.- X -.- :,..,... N.4. . ...{p.;mn- nn-. ma.nt..r as mesmas notações de Mazurgeométrico

e de Wiles.

A prova pode ser encontrada em IM-WI ou, numa formulação mais gerall, em IWI.

Assim, 8e (/,À) /or um par ordínádo e pertencer a P, então existirá uma rep'esentação

ordinária ;ilÍ,X não ramificado fora de p, e que "levanta" p, e portanto a classe de

equivalência estrita (cf. 1-1) de Ã/,À é univocamente determinada por um morâsmo

h/,À : R'(GQ,s, k,?) --' 0/,À

Fazemos de agora em diante a hipótese de que efetivamente ezi3te um par ordinário

pertencendo a P. E vamos procurar construir um anel que "fatore" todos os h/,À, isto

é, queremos um anel T'(?) e um moMsmo (em C(k))

R'(?) --, T'(P)

tal que se (/, À) for um par ordinário pertencendo a P então existirá l7J',À : To(?) --' (2/,À

tal que o diagrama comute: . hl&/,ÀRo

\
o/,À

/' qf,x
To

Se existir um tal anel To(?), ele será então universal para representações ordinárias

provenientes de formas modulares ordinárias. Vamos agora esboçar a construção de To(p).

Seja 7{ a álgebra polinomial comutativa sobre A (cf. 1-1) gerada pelos símbolos Tz, Z #: P,

Ue P

H ...,Tz,... (Z #P)l.
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Para cada par (/, À) pertencendo a P, consideremos o homomorfismo de A--álgebras

P(/, À) : H --, 0/,À

que leva Tz em az e UP em ap- Consideremos o ideal

/. = Í'lKerp(.f, À)

onde a intersecção é tomada sobre todos os pares (/, À) ordinários que pertencem a P,

tais que / tem peso w

Teorema 7 (Hida). Se zo 2 2 o ideal .rw independe de to

A álgebra quociente 7{/1« será chamada álgebra de Hecke de lida, e denotado

T'(P). Por construção obtivemos um homomor6smo R'(P) --' T'(P) que "fatora" todos

os h/,À, onde (.f,À) éumparordináriopertencendo à 7i e / tempeso w 22.

Essa teoria é devida a lida e pode ser vista em IHll, IH21, ou no artigo expositório

ITI. Veja também IGoull. Podemos agora enunciar' a seguinte conjectura de Mazur:

c07zjectura: O homomorÊsmo Ro --, To é um isomorfismo.

Em IMa 11, Mazur provou essa conjectura para uma classe muito particular de repre'

sensações, as "representações diedrais especiais". Um pouco mais a respeito pode ser en-

contrado em IM-TI. A conjectura implica que toda representação ordinária de Gal(Q/Q)

em GZ2(O), não ramificado fora de p, onde (9 é um anel de valorização discreta de

posto anito sobre ZP, que íor um levantamento de P, de fato está associada a uma forma

modular (F--ádica) ordinária cujos coeâcientes de Fourier estão em O.

Conjectura-se também que o anel universal das deformações de P, R(P) seja isomoMo

a uma álgebra de Hecke mais geral T (vqa IGoul para deÊnições e propriedades). Espera-

se que T seja uma álgebra de séries formais em três variáveis sobre W(k) e sabe-se que

To é uma extensão ânita e plana de uma álgebra de séries formais em uma variável sobre

n'(k) (cf. lula, ln21).

18



Assim, combinando tais conjecturas - bem como os casos particulares conhecidos,

obtemos uma rel«ão (conjecturar) entre R e R', a saber; o morâsmo canónico R --' R'

teria que ser sobrejetor e dim Krull R = dim Krull Ro + 2.

No capítulo 111, provaremos a sobrejeção acima, e se P íor moderadamente ramificado,

ostraremos que

dim l<rull R 2 dim Krull R" + 2.
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CAPÍTULOll

DEFORMAÇÕES ORDINÁRIAS DE REPRESENTAÇÕES
NÁO RAMIFICADASEM P

Neste capítulo consideramos deformações de representações residuais P que não são

ramificadas em p. Ou seja, pensamos em

F : Gd(©/C?) --, GZ,(k),

onde k é um corpo finito de característica p, que não ramifica em p. Naturalmente,

P vai ramiâcar nalgum outro primo Z, e podemos então considerar deformações que nâo

rami6cam fora de S = {p, /, oo}. Tais representações residuais aparecem, por exemplo)

associadas a formas modulares de peso w - l em I'i(.M), onde .N é um primo distinto

de p, via o teorema de Deligne (Deligne-Serre, para to ' 1), que enunciámos como o

teorema 5 de 1-4. Nesse caso, se considerarmos o functor /'o : C'(k) --, Conjuntos, dado

por

.P(.A) = {deformações ordinárias de P para '4}

Teremos que Fo(k) = 0, pois P não ramifica em p, e portanto não pode ser ordinária

em p. Vamos analisar essa situação em alguns casos especiais em que ?(Gal(Q/C?)) = Sa,

o grupo diedral de ordem 6, na direção da pergunta mais geral:

«r...,) and t woaZd be tie7' intere8t ng to %nder3tand tÀÍ.s 8íttiation óetter. For

ezampZe, .«iZZ tÀe Zocu$ o/ ordínaW de.»rmation3 {n X = Spec(R) be a 8%6-

scÀeme?" IGou21)
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11-1 - A Situação Geral

Consideremos um número primo p e um fecho algébrico QP dos racionais l»--ádicos

QP' Denotemos por C? o fecho algébrico de (2 contido em QP, que nos dá um morâsmo

injetor

(*) GQ,--,GQ

(recordamos que se .F é um corpo, GP denota Gal(.F//'))

Se tivermos uma representação residual

? : GQ -.-, G.L,(F,)

denotaremos por ?p a composta de P com (+) acima, ou seja, obtemos uma representação

local:

P, : Gç, --, GZ2(Fp).

Denotaremos por .V e Arp os kernéis de P e ?p respectivamente e por Z e

LP os corpos fixos por N e ATP, ou seja, os corpos de decomposição de p e PP

respectivamente. Seja S um conjunto finito de primos de .L, contendo os primos sobre

p, e indiquemos por Zu o completamento de .L num o C S. Pela nossa escolha inicial,

temos que .L«: = .Z;P para certo oi.

Já vimos em 1-3 (e recordamos aqui) que se .H C N é o subgrupo característico

fechado tal que P := .N/.H é o grupo de Galois da maior prü-lt'extensão de .Z; em

C? que é não ramiâcada fora de S (ramificação no infinito sendo permitida), então .H

é normal em Gç e G := GQ/.27 é chamado o l)--completamento de Ge relativo a

F. Analogamente consideramos o subgrupo .H'P C Arp tal que PP = .Arp/Xp é o maior

prcr-lF-quociente de .7VP e o p-completainento (;P = GQ,/.Hp de (;QP relativo a ?P

Em 1-3 observamos que se Á é um anel locall Noetheriano completo cujo corpo de

restos é Fp, então todo levantamento p : Gç --, G.L2(A) de P se fatora po' G, pois

Ker(G.L2(.A) --. G.L2(F,)) é um pra"l'"grupo.
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Assim, por construção temos o seguinte diagrama de grupos profinitos, cujas linhas

horizontais são exatas:

1 ---..} P ---.+ G --.--> ..4 --.-+ 1
,b 4tb 't

1 ----, Pp ---, G,

Aqui .A a Im(P) e .AP = Im(?.) em G.L2(Fp)

Da teoria local e global de Corpos de Classes, sabemos que os quocientes de }r-Frattini,

IF, e IF são finitos, e portanto, pela proposição 2 de 1-3, PP e P são (topologlcamente)

finitamente gerados.

Em todo este capítulo suporemos que .AP tem ordem prima com p. Já sal

teoria local dos corpos de classes que temos um isomorâsmo de Fpl.Apj-módulos

''4p l

emos da

z;/(.c;y B p,

e que

F, = F,l.Apl © p,(.Lp) © Fp

onde FpjÁpl © pP(.[P) é a imagem do subgrupo de inércia de PP em PP e a ação de

AP na componente Fp é a ação trivial (veja o lema l do Capítulo lll)

Seja .E o grupo das unidades (globais) do anel de inteiros de .L e se o for um primo

não arquimediano, pomos -E« para o grupo das unidades (locais) do anel de .L«. Como

podemos ver no Capítulo 111, a transformação de Artin global d,t : .Zz, --p Gal(Z'Ó/.L)

induz um morfismo .4--equivariante nos ;l--FYattínis

0.cs E, --> P,

cujo kernel contém a imagem de .E, o p-Frattini do grupo das unidades globais.

Definição: (?'Ã/aí/). O par (.L,S) é chamado neat+ para p se

# Preferimos manter aqui a terminologia original de Mazur.



(a) A aplicação IE --, q),Cale, for injetora, isto é, se uma unidade global íor local-

mente uma potência ll--ésima (para todo u C S) então ela será (globalmente)

uma potência p-ésima.

(b) O morfismo ©,cale. --, IF é sobrejetor, ou seja, o número de classes de .L é

primo com l).

(c) A aplicação p,(.L) --' ©«Csp,(.L«) é sobrejetora.

É clamo que se (.Z;,S) for neat para p, temos a seqÍiência exala:

o ----- IE ----, ©,.slE, ---.» IF ---., o

Proposição 1. Se ..4P for primo com p e (.L,S) for Real para p então

(a) Se .L for totalmente red F = F, (.A-ação trivial).

(b) Se .L for totalmente complexo, teremos F a IndêFp © Fp

onde C' C .A é o subgrupo gerado pela imagem de uma conjugação complexa e

representação unidimensional de FpjCI com ação não trivial de C

F, e a

Prova. Veja IBo-Mal.

Se .a for um pro-p'grupo, o posto de geradores será denotado d(.H) e o posto de

rel.iões será denotado r(n) (veja IKochl, g6). Se .F for um corpo, seja ó(F) - l se

F contiver uma raiz ;J--ésima não trivial de l e ó(f') = 0 caso contrário.

Proposição 2 ([Koch], Satz l0.3, Satz 11.8).

(a) ,(PP)

(b) d(Pp) + 1 + Ó(L,)

(c) ,(p) = (E..s Ó(.L«)) -- õ(.L) + dim-Bs

(d) d(P) = ,, + 1 + ,(P)

onde .Bs = {z C .L" : (a) = .Z' e :« C (.L;y V " C S}/(Z'y
Capítulo 111 e r2 é o número de imersões complexas de .L.
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Observação. Da deânição, sai que se (.L,S) for neat para p, então .Bs = (0). Decorre

da proposição acima que P é um pro-lr"grupo livre se e só se .Bs = (0) e o morâsmo

p,(.L) --, ©,Csp,(Z«) for soba'jetor. Assim, s' (.L,S) for "eat p"' 2', ''tã. P será

um prcP-p-grupo livre.

11-2 - 1.Jma Classe Especial de Representações

Neste parágrafo, introduziremos uma classe especial de representações residuais F

GQ,s --, G.Z;2(k), onde S = {Z,2),oo}, k tem característica p, que é não ramificado em

p, onde po
ordinárias.

Seja .Ki/Q uma extensão cúbica não Galoisiana com discrimante --Z,

primo Z 5 veriâcando a congruência --Z = 1 mod 4. Consideremos a extensão .t/Q,

onde .L é o fecho Galloisiano de /{i. Então .Z; contém o corpo quadrático Q(v::i;) e
Gal(.L/Q) 3 Sa (o grupo simétrico em 3 letras). Para construirmos a nossa classe especial

de representações, tomamos o conjunto de primos S = {Z,p,oo}, com / # p, e

e rderemos dizer alguma coisa sobre as deformações universais e as deformaçõesSlr Çer]

Zonde eum

P : GQ,s --, GZ2(k)

uma representação obtida da composição da projeção canónica GQ,s -.+ Gal(.L/Q) com

uma inclusão Gal(L/Q) --, G.L2(k), para um corpo X; anito, de característica p.

Vamos analisar as condições sob as quais o par (.L, S) é Real para p' Mantendo as

notações de 11-1, precisaxnos considerar os seguintes grupos:

(1) Ker(.E/.E' --, ©,cs.E,/EÍI)

(2) Coker(©,CS.E,/E5 --, P)

(3) Coke«p,(.L) -. ©,csP,(.L«))

onde os primos de S acima são somente os não arquimedianos. Precisamos veriâcar

quando esses três grupos são triviais. A terceira condição é simples: se u C S, não
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arquimediano, então .L. conterá uma raiz ;x-ésima primitiva de l só se QP ou Qz (no

caso de D estar sobre p ou sobre Z) a contiver; assim, no caso em que u está sobre p,

temos p,(.L-) = 0, e no caso em que t' está sobre Z, isso só será possível se p}(Z -- l).

Temos então a conclusão que se p+(Z -- 1), então o grupo em (3) é trivial. Para que o

grupo em (2) seja trivial, já vimos que p não pode dividir o número de classes de .L,

portanto essa condição será assumida como hipótese.

Resta considerar a seqilência

1] .---.+ EJEP ----+ ®.\pEujEP Q«\t EwjEP ,

que queremos que seja exala. Observamos inicialmente (cf. INeul, prop.1.5, Chip.lll, $2),

que se w l C

(z= : z=') - p.(-E« : zã) - Íâ #pp(z«)

onde lplz denota a valorização Z--ádica do primo p. Como #p]

(.E« : .a5) = 1, ou seja, basta considerarmos a exatidão de

t) ---+ EJEP ----+ ©.\pE.IEP

Vamos exibir seguindo Mazur uma família de extensões .t/Q, com grupo de Galois

S3, discriminante-r, uma família de primos p tais que a seqilência acima seja exala.

Inicialmente, observe-se que como o discriminante é negativo, Z é um corpo totalmente

complexo e consequentemente a representação de G no Q-espaço vetorial E ® Q é

a representação bidimensional irredutível (cf. IMall). Portanto, se a imersão natural

.D --} a),IP.E« não tiver a propriedade de que toda a imagem esteja contida no subgrupo

das potências ;J--ésimas, então o grupo em (1) se anulara, e a sequência anterior será exala.

Consideremos os polinõmios /(X) = Xa + aX + l para inteiros a tais que 27+4aa

seja um número primo Zl-

Definição. Um corpo cúbico especial (de discriminante --Z) é um corpo Xi ' C?(z),

onde z é uma raiz de /(X) = 0.
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De fato, .KI tem discriminante --Z, e pode-se mostrar (veja-se referência em IMall)

que o grupo de unidades de .Ki é gerado por i:a. Seguem-se allguns exemplos de Z

tais que --Z é o discriminante de uma cúbica especial: 23, 31, 59, 283, 1399, 4027, 5351,

11003, 16411, 32027, 97583, 119191, 157243, 202639.

Seja .Ki uma cúbica especial de discriminante --p e .L o fecho galoisiano de .Ki

sobre Q, isto é, um corpo de decomposição de /(X) sobre Q, contendo a. E claro

que z é uma unidade em Oi, o anel de inteiros de /{i.

Para um primo p # Z, temos as seguintes possibilidades:

(1) --Z é resíduo quadrático mod p. Há dois casos:

(1.1)
L F.P f

Q

P

(P)

l.Lp : c?,l = 3
p inerte na cúbica Xs + aX + l irredutível mod p.

(1.2)
L 'Po.P\.Pa.Ps.P4.P.

Ki 7)i .7)2 .Ps

Q (P)

lz:p. : c?,l = l
(p) se decompõe tot,Imente.
X3 + aX + l fatora-se totalmente
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.v
(11) --Z não é resíduo (quadrático mod p

L p'P\'P2

'P'P\

Q (P)

l.tí : c?,l = 2
Xa+aX+l=(X--a)(X2 +bX+c) modo

Trataremos esses casos separadamente. /nfciam03 com o capo 1-1, isto é, p inerte na

cúbica. Precisaremos do

Lema 1. Seja .K umaextensãofinitade Q e a C .K'. Seja p umnúmeroprimoe (

uma raiz 2J-ésima primitiva de 1. Se cv = PP para certo P C .K(O, então a = óp para

certo ó C .K*

Prova. C.«., P C .K(O e l.K(O : .KI divide (p -- 1), se pus""'s «. = IK(P) : .KI,

teremos que m l (p -- 1), ou seja, m e p serão relativamente primos. Podemos então

conseguir a e y em Z taisque l =ma+py. Seja .N =.MK(P)/K anorma,da

extensão .K(P) para .K. Pondo 7 = N(@) e salientando que a C .K*, a = P', vem

Qm . Nça] = NÇj3p ) = NÇ$)P = 'YP

E portanto

. - .m'+'' - (7'.a'y

Pondo .5 = 'y'.aV, temos que ó C K

c.Q.o
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Utilizando o lema na seguinte situação .K = .Ki = Q(z), uma cúbica especiall, vemos

que z será uma potência ]J--ésima em .K se e só se for uma potência 2)"-ésima em .K(O

No diagrama abaixo,

.K(0
K

Q(o

como p é inerte em .K e ramifica totalmente em Q(O, o único primo de .K(O sobre

p é (l -- O. Além disso, é claro (lue Ã(O é totalmente complexo. Seja P' o grupo de

Galois da maior pro-Z)"-.extensão de .K(O = /(' não ramiâcada fora de S' = {p}. Temos

e

0

Teorema (Brumer, IBru]). Na situação acima, são equivallentes:

(1) P' é livre pro-p

(2) K' é totalmente imaginário, existe um único primo P de .K' sobre p, eo

subgrupo gerado pela classe de P contém a componente ;»-primária do grupo

de classes de ideais de /T'

No nosso caso, P = {(1 -- O} é um ideal principal, donde P' será um pro--p'grupo

livre se e só se p não dividir o número de classes de /(' = .K(O. Então, supondo que

p À(.K'), como K' e .Kb contêm as raízes 2J-ésimas de 1, e S' = {p}, temos que

.Bs, = (0), donde (0) = -Bs, a Ker(E'/.E'' --, EP/.E}), onde -E' é o grupo de unidades

de .E' e .Ep é o grupo de unidades locais de K>.
Como z não é potência lr-ésima /T, pelo lema 1, não é potência p-ésima em .K',

e portanto, pela injetividade de .E'/.EP --+ -EP/.E}, não é potência ll-ésima em .Eh.

Como .L7= (Ki)? C K' , a não pode ser potência ;)"-ésimaem E,, para o/p. Pelo

comentário que fizemos no fim da página l2õl, como encontramos um elemento z nas
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ü --+ EJEP --+ ©.\pE-jEP

tem que ser exala. Assim, neste caso em que --Z é resíduo quadrático módulo p e p é

inerte na cúbica, provámos que se p não dividir o número de classes de .K(O, então a

seqiiência exala acima tem que ser exala.

Consideremos agora o caso 1-2, isto é, p se decompõe totalmente. Neste caso,

X' + aX + l = (X -- rl)(X -- r2)(X -- rS)modo. Seja m C Z t,l que sua redução modo

seja ri. Então .NK:/Q(z--m)=m'--am--l=ap", onde ''21 e pta. Se z'=1,
defino a = 3 -- m. Vamos mostrar que no localizado a imagem de r é um uniformizante

local

NnlQQn'') - NK: IQQn'f = aa Pa

i= 0,1,.. . as valorizações associadas aos primos P{ sobre p,Se denotarmos por

tPTPTnnq'

«?&(.NH/Q(«)) = }: «?á(a")

e como p não ramifica, a restrição de t;Pâ a C? é UQ, a valorização ;x-ádica usual de

e e portanto:
5

: («).
i-o

Da Teoria de Kummer, sabemos que p'i (na cúbica /{i) é gerado por (p, a), donde,

:omo Pá e p'{ são os únicos ideais acima de p'i,

2 = «?á(«') + «?Í (")

Como « C .K: = Q(,), «pá(r) = «PÍ("), dond' "p;(") - l.

Se p Z 2, .MK:/Q(z--(m+p)) =(m+py --a(m+p)--l -

= m3 + 3m2p + 3mp2 + Pa -- am -- ap -- l

- (3m2 -- a)p + 3mp2 + p3 mod p"
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+.{n'-:ln

Como (3m' -- a) = .f'(m) e /(m) = U mod p, peia separaoulaaae ao p

/(X) (mod p), segue que p}(3m2 --a). Pondo n = z --(m+p), a mesma conta anterior

mostra que a imagem de n no localizado tem que ser um uniformizante, e portanto a

seqilência da página j2SI é excita.

Pma o caso 11, onde /(X) = (X -- ,)(X' + bX + c) mod p, o mesmo truque acima

mostra que posso tomar n = z--m (ou n = z --m--p se necessário), onde m = r mod p,

de modo que uF(n) = 1.

Denotando por ll a imagem de n' no completado, vamos mostrar agora ql

imagem de z nos completados, dada por z = (inteiro) + ll não pode ser uma potência

;)..-ésima. De fato, mostrarmos que nenhuma potência 2J-ésima pode ser escrita como

(inteira) + ll(unidade):

Se y=ao +alll, ao C ZP", y unidade, então

«' - .i + l, .e':': -- (:'1 .g''.?" +

e portanto, como ll l p, ll divide a expressão entre colchetes, donde 3/P -- ag = 0 (mod

ll2). Se Z/P = n+ull, com n inteiro e u umaunidade, então n = ai (mod 11) e

portanto yP -- ag = ull (mod 11), donde u11 = 0 (mod ll2), o que é impossível, pois u

é unidade.

Ou seja, encontramos um elemento inversível z que não é potênci

ompletado de .L (que é igual ao completado de /Ti) nos casos 1-2 e ll.

olinâmio

.e a

a ]J--ésima no

C

Definição. Uma representação P : GC?,{z,P,'o} ''} G.L2(Fp) é dita uma representação

especial se for uma representação residual construída como no início de 11-2, a partir de

umacúbicaespecial .KÍ/Q, onde .Ki =Q(a) e z3+a +1=0 com Z=27+4aa

Sumarizamos agora tudo o que fizemos com o

Teorema 1. Seja P : GQ,{Z,P,«} --, G.L2(Fp) uma representação especial e .L/Q o seu

corpo de decomposição Então se p+(Z -- 1) e p não dividir o número de classes de .L(O
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onde ( é uma raiz Zx-ésima primitiva da unidade, então o grupo de Galois P da maior

pro-lJ"-extensão de .L não ramificado fora de {Z,p, oo} é livre em 4 geradores.

Prova: A única coisa que falta é mostrar que a condição p'fh(z(O) implica p+ h(Z) e

4h(Ki(O), que er«n M condições que obti"mos. Como p+ IZ(O : ZI e p+lt(O : Ki(OI,
isso é imediato (cf. IWal).

C.Q.D.

111-3 - Deformação Universal de Representações Especiais

Neste parágrafo, vamos calcular explicitamente o espaço universal das deformações

de P (onde P é uma representação especiall, do $2) e a deformação universal p", e

preparar o caminho para uma análise mais detalhada do espaço universal X = Spec(R(P)).

Começamos com um fato absolutamente geral: se P : GQ,s --, G.Lz(Fp) for uma repõe'

sensação residual com corpo de decomposição .L e P for o grupo de Galois da maior

pro-2)"-extensão de .L não ramiÊcada fora de S, com A = Im(P) de ordem prima com

p, então temos a

Proposição 1. Se P for livre pro-p, então o anel vemal (veja o Teorema l do Capítulo l,

$l) de deformações de ? é R(P) = ZpjjTi, ' . . ,Zi,ll, onde r = dimF,Hom.4(IF,I'2(Fpjel))

e Hom,l(F,I'2(Fpjcl)) é o grupo dos morâsmos .A-equivariantes do Frattini P em

I'2(PPlcl), onde Fpjcl é o anel dos números duais de Fp (cf. Capítulo 111, no 6m do

lema 2).

Prova: Se .B for um anel de C(Fp) com ideal maximal m, a obstrução ao levantamento

de uma representação p : GQ,s --, G.L2(.B/m') para .B/m'+: está em .#'(GQ,sM),

onde M = Ker(G.L2(B/m'+:) --, G.L2(.B/m')). Isso pode ser visto se considerarmos o

produto vibrado de p e a, como abaixo:
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----> M ---.}

id

GQ,s

GZ,(B/m') --- l

:} 1

7r

GZ2(.B/m'+' )

Assim, se esse nosso elemento de .H2(GQ,s,M) for trivial, isto é, se a seqilência

excita de cima cindir, isso me dará um morâsmo p' : GQ,s --, GZ2(B/m'+i) levantando

p. Já sabemos que M é um grupo abeliano anito p--elementar (cf. 1-3, antes da

prop.l). Com as nossas hipóteses, é fácil ver que .a2(GQ,s,.M) = 0. De fato, como P

é livre pro-p, .H2(P,M) = 0 e como GQ,s/P tem ordem prima com p, a restrição

res: .a2(GQ,s,M) --, .H2(P,M) é injetora. Ou seja, qualquer .B em C(F,) tem a

propriedade de que existe pelo menos um morfiszno de R(?) para .B.

Como vimos no $1 do Capítulo 1, todo anel .B de C;(Fp) é um quociente de

Zpjjh,'..,Z.ll onde r = dimp,tb, e portanto R(?) tem que ser um anel de séries

formais de potências R(?) = Z,]]Pi, . . . , Tr]].

c.Q.D.

Observações: (1) O grupo GQ,s do teorema anterior na verdade deve ser substituído

pelo seu l}..-completamento relativo a P, e a prova é a mesma.

(2) O fato de que o número de variáveis r é o do enunciado pode ser visto em IBol. Esse

número é o produto interno das representações é : .A --, Aut(IF) e Ad(P), a representação

adjunta de F.

(3) No caso das nossas representações especiais, veremos adiante que R(F) - ZPllri , T2 ' Z3ll

A menos de equivalência, temos 3 representações irredutíveis de .A = Sa sobre Fp:

1 = a representação trivial

c = a representação sinal

X = a representação bidimensional irredutível

Proposição 2. Se .Z;/Q for o corpo de decomposição d res]e uma represee e
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associada ao corpo cúbico especial .Ki , então:

(a) Se p for inerte em .Ki (isto é, o caso 1-1), então existe uma Fp

consistindode e, q, @, @ tal que (, q, P geram aimagem da inérciaem

P, e a ação de a'', o gerador de .AP - Im(Pp), é dada por

r.e=(, rq = 7, 'rtp --- -- n -- {p,

(b) Se p se decompor totalmente em .L, (o caso 1-2), então existe uma F,-base

de IFP consistindo de (, iÍ, onde ( é aimagem da inércia em .FP' (Neste

cmo, ..4,

(c) Se --Z não for resíduo quadrático mod p (o caso 11), então existe uma Fp-base

de l)P consistindo de (, q, Ç, onde ( e q geramaimagem dainérciaem

PP e a anão de a, o gerador de AP - Im(Pp) é dada por aC ' e, aiÍ = --iÍ,

Ç

Im(F,)

Prova: (a) Neste caso, .AP ' {l,'r,7-2} e já vimos no início do $1 deste Capítulo que a

imagem da inércia em PP é isomorfa à Fp].Ap] (pois .LP não contém as raízes l)"-ésimas

da unidade). Assim, usando a forma racional de r,

/ l o
r H 1 0 0

\ o l

escolho, por exem.plo: (l = 1 +r + r2, 77 = 'r -- r2, p = 'r2 -- l. (nom.o PP = 1'pj'Apl a)Fpl

com ação trivial de .AP em Fp, escolho P um gerador de Fp, e temos aí a parte (a)

(b) Neste caso, .AP ' {l}, PP = Fp © Fp e Fp - FpjÁpj é a imagem da inércia. O

resultado é claro.

(c) Agora, .AP = {1,a}, onde a2 = 1, IFP - Fpjapl a)Fp, tomo (l = 1 +a, iÍ= 1 --a,

P um gerador de Fp'
L ; . (J . IJ .
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3

Pl

Proposição 3. O quociente de Frattini P é 4-dimensional e a ação natural de .A = Sa

em P é equivalente à

l©c©X

Prova: Já sabemos que ptl..4pl e no teorema l acima provámos que (.L, S) é Real para

p, donde, pela parte (b) da proposição l do g2 deste capítulo,

IF=lndêF,©Fp=l©c®x

c.Q.n

Proposição 4. Seja 11, o pro-p'grupo livre eh 4 geradores u, r(u), a"2(u), u. Defino

uma .A--ação em ll assim;

(a) ,'(u) = « e r permut'

(b) a(«) = «':
Se ..4 c.( ll for o produto semidireto de ll por .A com a ação acima, então existem

omorâsmos fazendo o diagrama abaixo comutar:

,'(«) de maneira óbvia,(«)ciclicamente eir] ] ))

IS

----.} ..4o(11 -----.} .,4 ---.+ 1

/T . d l

onde G é o lr-completamento de Ge,s relativo a ?.

Prova: (IBo-Mal) É fácil ver que as prescrições (a) e (b) acima deânem uma ação de A

em 11, que induz no Frattini ll uma estrutura de Á-módulo que é a mesma de P. Já

vimos no $3 do Capítulo l (antes do teorema 4) que para uma dada ação de .A em ll

só existe um produto semidireto (a menos de isomorâsmo) entre .A e ll. Isso prova a

proposição.
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Para a próxima proposição, vamos obter o análogo da proposição anterior, só que no

caso local. Por isso, distinguimos duas situações: quando o grupo de decomposição em p,

.AP, é cíclico de ordem 3, e cíclico de ordem 2.

Usaremos o mesmo símbolo, llP, pala ambas as situações, para enfatizar o papel

estrutural que ele vai desempenhar, dependendo de p.

Proposição 5. (a) Seja 11, o pro--lr"g'upo livre em 4 geradores (l, l7, p,

açãode .AP = {1,a'',r2} dadapor: r âxa (l, @ e rv7=p, rg=77'ig--i

(b) Seja llP o pro-p"'grupo livre em 3 geradores (, T7, p com uma ação de 4P = {1,a},
dada por: a fixa ( e g e a77 = ?7'i

Então existe um diagrama comutativo (pma cada caso)

@ com uma
9

---..} .A. ----.> l

onde GP é olx-completamento de GQ, relativo à ?p e e, 77, g ((, 77 no caso (b» vão

lla mel'clãs vla t.

Prova: A ação de .AP em llP induz um estrutura de Fpl.Apj--módulo no Frattini llP que

é (por construção) equivalente à estrutura de Áp-módulo de PP' Novamente, como só

há um produto semidireto originando a ação no nattini, temos os isomoríismos indicados.

A segunda parte do enunciado é uma consequência do teorema 4 do $3 do Capítulo l.

c.Q.n

id

l'4p

Através dessas duas proposições acima, identiâcamos G com .A c( ll e GP com

.AP c( llP' O morfbmo canónico GP --' G ($1 deste Capítulo) se restringe a um morüsmo

ll. --+ ll

Proposição 6. Se o primo p for inerte na cúbica admissível Ãi/Q (portanto, vale o



SzX

caso (a) da proposição 5) e denotarmos por r, s, t as imagens de (, l7, g C llP sob

llP --, 11, teremos:
F = 8 + Z + ,'(T) + .'-'(Z)

g= a.(Z-,T)+ P(,'(Z)-,(E)

i= a.(,'(Z) - .'-'(Z)) + P.(Z - ,''(Z))

Para certos a, P, em Fp onde a barra indica a redução no Frattini. Além disso, s.

R denotar ..4--módulo gerado por F e S denotar o .A--módulo gerado por 3 então

R = l©c,

Prova: Das proposições 3 e 4 sabemos que

n <T> © <Z> (D < Íi> (D < 2u>

como Fp-espaço vetorial, onde

< T >gí c e < z > © < ;il > © <r'(T)> a lox

como .A--módulos. Como llP --} ll é .Ap-equivariante e r âxa e, é claro que a'' fixa F

e porá'nto F= z.T+y(T+.-(u)+r'(u)), onde z, 3/ C Fp' Assim, R Ç l©c

Como r3 = ie I'{ = --3 -- t uma conta simples mostra que

3 = a.(ã - .''(Z)) + P.(,''Z - ,'-(Z))

{ = a.(.-Z - r'T) + P.(,-Z - .'-'Z)

Pondo k: = (Z--,(Z», A2 = (,-'(Z)--,(Z», k, = (,(Z)--''(Z)) ' k, - ('(Z) --''''(T»,
podemos facilmente determinar a ação de .A:

rkt = --k2

rka = kt -- k2

ael = ki -- e2

ak2 = --k2
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E claro que os valores ki e k2 são linearmente independentes e geram um subespaço

..4--invariante W bidimensional, com W n {l ©e} = (0), donde W 3 X. Como S 3 W,

RÇ l©c e R+S=ll, issosóépossívelse R=l©c, S=X
c.Q.n.

Observação: (1) Como estamos trabalhando com as nossas representações iniciais, temos

um moríismo .A-equivariante

©,lp'D"/.EP -"} P

que é sobrejetor, donde o .A--módulo gerado pela imagem da inércia em P é todo o P

Por isso R + S = ll.

(2) Mostramos que ã = 1 ©e, e em particular é bidimensional, de modo que na expressão

de F, F = a.T+y.(Z+,''(ii)+.-(T)), z e 3/ sã' ambos nã' nulos. Assim, p'r ""'
modiâcação apropriada de u e u, posso supor que a = 1, y = l

Retornando à sequência excita de Fpl.Aj--módulos

o --, IE --, 0«i,IE« --, IF --, o

que obtivemos pelo fato de (.L,S) ser Real para p, e eliminando o Frattini dos primos

sobre Z -- que já observamos ser trivial --, consideremos os morâsmos canónicos:

Como esses morâsmos canónicos são permutados transitívamente sob a ação de .A,

se denotarmos por d. a dimensão da imagem de 11,, vemos que d. = d, independe de

tp (sobre p), e portanto só podemos ter dois casos;

(1) Caso genérico para p: d = 2

(11) Caso degenerado para p: d = 1.
A justificativa para essa terminologia provém do fato de que no caso tratado por

Mazur IBo-Mal, isto é, em que Z = p, e portanto S = {Z,oo}, ele deu uma condição
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necessária e suficiente para a ocorrência do caso degenerado, a saber

l - (a/3y': 4/3S moda

onde a é o coeâciente do termo em X do polinõmio Xa + aX + 1. Não se conhece

nenhum par, (a, Z), para o qual se veri6que a congruência acima.

Proposição 7. Se a cúbica admissível .Ki/Q tiver fecho Galoisiano L/Q genérico para

p e --Z não for resíduo (quadrático mod p (isto é, o caso (ll», podemos tomar um

sistema local e global de geradores hall que sob o moríismo llP ---} ll a imagem de € é u

e no nattini, q = T + 2.(,'(T) -- r'(Z)).

Prova: (Ver Bo-Mal.) A única coisa a observa é que se --Z não for resíduo quadrático

mod p, Xp = {1, a2l} e a prova do Mazur é a mesma, desde que .L/Q sqa genérico paa'a

P

Até aqui, usando os resultados que obtivemos em 11-2, caracterizamos ll e llP para

todos os primos p (esses grupos encarnam os grupos de Gallois relevantes, no caso global

e local), bem como a sua ligação, através do mapa canónico llP -' ll.

Vamos agora calcular o anel universal das deformações e a deformação universal ex-

plicitamente. Como sempre (neste capítulo), seja .Ki/Q uma cúbica admissível cujo fecho

Galoisiano .Z;/Q é o corpo de decomposição da representação residual

P : G --, aZ, (F,)

construída como no li2

Proposição 8. O anel universal R de P pode ser identificado com ZpjjT],T2lTajl

podemos dar a seguinte descrição da deformação universal p:

,..,-(i !:) ,',,-(::í: :Í%)
38
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P(«) 0 - 3®:''
(1 - 3Ts2):/'

Prova: Ver IBo-Mal, pg.23.

Novamente observamos que Mazur faz as coisas para Z ' p. Porém a prova éa

mesma, decorrendo dos métodos desenvolvidos em IBol, e utilizando apenas a descrição de

11 como ..4--módulo.

11-4 - Em Busca de Detormaçoes urainarias

No $2 do Capítulo l definimos a noção geral de deformação ordinária relativa a um

subgrupo fechado l C G. No Capítulo 111 passamos a chamar de deformações ordinárias

aquelas em que o subgrupo fechado .Z era o subgrupo de inércia (selvagem) em p. Ali,

as representações residuais são ordinárias, o que já não ocorre na nossa situação, pois p

não ramifica em .L, e portanto o subgrupo de inércia em p, na extensão .L, é trivial.

Se quisermos encontrar deformações de F que sejam ordinárias, inicialmente pre-

cisamos achar sub módulos livres de posto l que fiquem fixos pela inércia. Antes de

passarmos a isso, é conveniente interpretar o espaço universal das deformações de P (para

ZP) como uma variedade analítica p-ádica de dimensão 3 por meio da identi6cação:

X = Hom(Z,llTI,T2, Z3ll, ZP) -el' PZP X PZ, x PZ,

(,(n), ,(Z), «(z ))

ita.cão o. : G ---.} G.[,(Z.) induzida por a e pelama represeA cada z C X temos u

deformação univemal de P.

Ham03 começar com o caso em gwe p é inerte na clZbíca Ki/CJ. Neste caso,

.4P ' {l,I'',r2l} e a proposição 5 garante a existência de 4 geradores CI l7, g, @ de llP

'om.açude .A,: , 6xa ( e V,, ,'(q) = P, '(p) ='7':g':, e (, '7, g "tã'n'
inércia. Se r, s, t são as imagens de (l 77, g em 11, via llP --Fll) a proposição 6 nos

dá uma descrição das projeções i;, 3 e i no Frattini de ll.
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Se p denota a deformação universal, vamos denotar por

. . í .. b
p© - Ç : l;

a imagem de ,. Como r(r) = r, p(r(r)) = p(r) e "mo p é .A--.quivmi'"te,

P(7-(r)) = p(r)p(r)p(r)': . Utilizando a prop'sição 8 e fazendo uma conta simples, vemos

que

«.,, -( '].Í 1+/
g

onde /,g c .A,4, o ideal maximal de ZpjlTI,T2,T3ll'

Para termos um conhecimento melhor de / e g, vamos calcular suas imagens módulo

M2. É fácil ver que o kernel da projeção natural

G.t,(z,llri , T2, r3ll/M') --' GZ,(Fp)

é um grupo abeliano ])...-elementar, e portanto o homomorâsmo

p : p ---, Gz2(z,llTi, T2,T3ll)

induz um morfismo no Frattini

ê: F --, Gz2(z,llTI, T2, T3ll/M')

Pela proposição 6,

ê(F) = ê(«) + Iê(Z) + M,(E» + ê(''(T))I,

ou seja,

.;:. I')-- l(:'i" :-f«)--;('#n? .nã-'-«ê(F)

. 1 /4+3Z +Z
+ã t -3T }3Ta
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e portanto

«',-(:'''tH"' :... {.2 ...«,) «.' '«''

Observação: As contas de fato fazem sentido, pois no kernel acima citado a operação

de grupo é facilmente calculada em termos dessa "soma" especial de matrizes que fizemos

acima.

Assimss] )
\J ,

.f = IÍ(rl + T2) mod '\4'

g = T3 mod ./L4a

M, é claro que suas projeções em .A4/./U2 são linearmenteestão emSe como ./;, g

independentes.

Vamos agora considerar deformações de P para ZP, isto é, pontos de

Hom(ZpjlTI,T2,T3ll,Zp). É claro que se a C X, pensamos na representação p,

G --» GZ2(ZP) induzida por z e pela deformação universal de P. Assim, em termos

matriciais, p, é obtida por especificação das variáveis Ti, T2, T3, nas entradas das

matrizes da deformação universal de P. Recordo também que X a pZP x pZP x pZP via

« - (,(n),«(Z), «(7 )).

O polinâmio característico de p,(r) é

X2 -- 2(1 + /)À + (1 + /)2 + 3g2

(onde já estou usando / e g para a 'specíficação correspondente a a) e suas raízes são

À:,, + /) :L p.~/:3).

Suponhamos que l seja autovalor de p,(r). Neste cas0

l

e portanto ou / = g !
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Temos portanto duas possibilidades: para o vetar fixo (no caso de g # 0): se /-
pode fixar y. = (1,--«:ã) e se / = --v:3g, p,(r) pode fixar

y. = (t,v:3). Se g = 0 (e consequentemente / = 0), p,(r) é identid'de.

Tomemos agora as matrizes dos outros elementos da inércia; em G.L2(ZpjjTi , Z2, Z3ll)

,..,-(=: 3:)-« ,'',-(=: 2)-«
Como ,,s - t e p(r(s)) = p(.'')p(s)p(,")': = p(t), utiliz'ndo a prop'sição 8 e f"endo a

conta acima, concluímos que

a2 =(ai --3bi --ci +3di)/4 b2 =(ai +bi --ci --di)/4
c2 =(3al --9bi +ci --3dl)/4 d2 =(3al +3bi +ci +di)/4

Observe que ai = di = 1 mod .A4 e bi = ci = 0 mod JU.

Como rt = s'it-i, r.B.r--i = .A--i.B--i e como 'rA'r'i := .B, ,r--i.Ar . .A--i.B--i

Essa equação matricial fica:

onde a. = det .A = (det.A)':.det(.B)': = det .B (note que A' = 1).

Desenvolvendo e utilizando (+) acima, obtemos:

(': + 3z': + ': + 3'í:)a' - l(ó: + a:)(3': + '-) + (a: + 3z'')('i: - 3z':)j

(--«i + bi -- ci+ di)A' - l(ói + di)(ci -- ai) -- 4z'id: +d+ 3bÍj

(--3al -- 9z'i + ci + 3di)A' - l(ai + 3bl)(3ai - ci) -- al(4cl + 3ai) -- c'l

(3'i -- 3bl -- ci + di)A' - l(ci -- 3ai)(bi -- di) + (ai - ci)(ai + cl)l

-C2 a2
-'tl2 -'tl'Z''\ (al b\'''\ (-'LI'Z 'tla
3/2 -1/27 kcl di7 \.-3/2 -1/2

di --bi
-cl al

, P,(,) v/:ã) e se / P,(,)

(*)

Lema 1. No sistema acima, se ai = 1 então di = 1 e bi = cl = 0.

Prova: Já sabemos que ai = di = 1 mod .A4, bi = ci = 0 mod .A4. Suponhamos

inicialmente que bi = 0. A primeira equação do sistema nos dá:

(l +c: +3d:)d? +c:) +d?l,
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ou seja, cil#+3dÍ = 3di+dici. Como di = 1 mod .M, di # 0, donde cidi+3ci{ = 3+ci,

ou seja, 3(«--1) = ci(l--di). Porém ci € .A,'{ e (l--di) C M, donde 3(«--1) € M',
ou,inda(d--l) cM'. Pondo di =di--l, di cM e('«--1)-(1+ãy--l-
1 +2di + (# -- 1 = 2dl + («. Portanto 2di C .A,4a, ou sqa, di C -A42. Na proposição

seguinte, daremos uma caracterização explícita para dl(mod A'(2) e veremos que isso só

é possível se dl :: 0, e conseqilentemente, se bi = 0, então dt = 1.

comemos agora a la. e a 4a. equações do nosso sistema:

4(1 + di)(d? -- 2dibtci + Z,?c?) = 16di + 2bici + d? -- 9b{ + 1 -- c?l

Reduzindo módulo ./U2 , obtemos

4(1 + di)d? = (6di + d2 + l)mod M2,

ou, em função de di (que pertence a .M):

4(2+ di)(l + dly =(6(1+ di)+(l+ dly + 1) mod A''('

4(2 + di)(1+ 2di) =(8 + 8di)mod .M'

8 + 20di = 8 + 8di mod ./U2

ou seja, 12di C .A42, istoé, di C .A42. Assim, ai = 1 implica di C ./U2 eisso sóé

possível se di := 1.

Reescrevamos o nosso sistema com al = 1, di = 1, e reduzimos mod .A42:

Í(4+3bi +ci) =(3Z)i +4) mod .A42

l (4 -- 3bi -- ci) = (--ci -- 3bi + 4) mod .A42

Da primeira equação vimos que ci = 0 mod .A42 e da segunda equação sai que

6bt = 2ci = 0 mod À42

Pela próxima proposição, isso só é possível se ci = bi :: 0.

(bl -- ci) = ( 5bi + ci) mod .A42
(--gbi + ci) = (9bi -- 5ci) mod ./UZ

( : (.) 1 )
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Proposição 1. Pondo di = 1 +di, ai = 1 + (ã, então

'ã = {.a.(Ti -- T2).mod .A''t2

bi = (a + 2/7)(Ta -- T])/4 mod .A4'

ci = 3(a + 2P)(T2 -- Ti)/4 mod .M'

di = }.a.(T2 -- Ti) mod ./L'(2

:âcientes que aparecem nas expressões de ie i da proposição 6P sao os coeonde a

do $3.

Prova: Assim como fizemos para o cálculo de F(í;), onde ê : IF --, G.L2(ZpjlTI , T2' hall/uU2),

pela proposição 6 do g3, sabemos que

3 = a(z -- rT) + P(r'(Z) -- r(Z)), a, P C F,,

donde

«;,--[(:\'' ::.)

4 + n + 3n

3(Ti - T2)

z-n4 + n + 3Z

4 + 3Z + 73(T2 - Ti)
l

+#
3(T2 - Ti)/2

. =;T.ll *

«;,-. ll::.=;:' :==1:,11
(T2 - Ti)/2

/' l +a.}(TI -T2) (a+2P)(T2

ê(3) - 1.:(« + 2P)(T2 - T )/4 1 + }a.(Tz

o que implica a proposição.

Ti )/4

z)
mod .A42

c.Q.o

Feito esse trabalho preliminar, procuremos agora um vedor # 0 que seja âxado por

.4 e .B (nas correspondentes especiâcações para ZP). Sqa t; tal vedor. Assim, se
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..4o = D e .Bu = u, como r..4l'': = -B (estamos abreviando p(1'') para 'r) segue que

r.AT'iu = t;, donde AT'it; = r-it;, e portanto o e r'iu são vetores fixos pela matriz

..4. Conseqilentemente, se l"'io ?é Ào para todo À C ZP, À ?é 0, então a matriz .A é

necessariamente a identidade (e portanto B também reduz-se à identidade).

Se, por outro lado, u for um autovetor para p(r), como r3 = 1, os possíveis

autovalores para p(r) são as raízes cúbicas não triviais da unidade, w, w2. Portanto,

se w gFp (eportanto w «ZP), .A e -B não âxam nadaalém daorigem. Se w € Fp,

os únicos possíveis candidatos a serem fixos são ul e o2, onde p.('r)ui - woi e

p,(1'')u2 = w2u2. Da proposição 8,

-'\l'z '\l'l
p,(,'-) - 1.. .;1,; :;72

e portanto ul =(1 +2w,--3), t;2 =(1 +2w,+3).
Se

i+ã z,: \ r1+2«\ . ri+2«
c: l+di7 \~ -3 7 ' \. -3

então Õ(1 +2w) = +3bl e cl(1 +2w) = +3d]. Analogamente, usando agora t;2 em

vez de oi, obtemos

.-r1 1 0, .\l cl(1 + 2o) = --3di

Assim, sendo l autovalor de .A, substituindo À por l no seu ponnomio caractensuco,

nhtPmnq

/

l - (a: + d:) + (a:d: - b:c:)

e portanto, se ã(1 + 2u) = --3bi (ou, multiplicando ambos os membros por (1 + 2w) e

lembrando que l +co +o2 = 0, a 1 = (1 + 2u)bi), substituindo vem:

l (1+(1+ 2«)Z,: + d:) +(1 +(1 + 2«)b:)d: - b:':

ou sqa)

(1 + 2«,)d:b: - b:c: + 2«')b:;
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se ói #: U, ficamos com

(1 + 2«,)d: - c: = (1 + 2«'),

.u,(1+2«)(1+ã)-c: =(1+2«), que ;'«e-«mo

(1 + 2«,)d: = ':

s por (1 + 2w), vem

cl(1 + 2o) = --3di.

Observação: Se utilizarmos a relação proveniente de t;í, obteremos o resultado análogo

correspondente.

Vamos fazer um resumo geral da situação neste caso de p inerte na cúbica:

1) p,(r) tem as seguintes possibilidades:

a) V':3 = (1 + 2o) g Fp' Neste caso, p,(r) não pode ter vetou fixo diferente do

trivial.

mas g = 0. Neste caso, para ter um vetor fixo não trivial, / =0

e p,(r) é aidentidade.

Temos dois casos:

c.1) / = (1 + 2w)g. Aqui o único vedor # 0 que pode ser fixo p

1''' (1 + 2«.,)),

c.2) --/ = (1 +2w)g. Aqui o único vedor # 0 que pode ser âxo por r é

}'' (1 + 2o)).

2) p,(s) = .A e p,(t) = .B têm as seguintes possibilidades:

a) «:3= (1+2u) gFp' Neste caso, A e .B nãofixam nadaalém daorigem, a

menos que .A = .B = identidade.

b) v'':3 = (1 + 2o) C Fp' Neste caso, os candidatos a vetou âxo não trivial são

(1 + 2«.,, -3) e «, = (1 + 2',, +3)

multiplicando ambos os lado['n]]

r eor

DI =
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f=g=ç

.Podemos agora

Teorema 1. Suponhamos que p seja inerte na cúbica admissível e p, uma deformação

de P para ZP induzida por z € X

a) Se Fp não contiver uma raiz cúbica não trivial da unidade, então não existem

deformações p, tais que a inércia em p âxe um vetou não trivial de ZP x ZP'

b) Se Fp contiver um raiz cúbica a.' não trivial da unidade temos as seguintes

possibilidades:

b.l)g=0 e /=0 e ã(1+2u.') =3bi e ci(1+2u')-3di dãodeformações

ordinárias fixando ui = (1 + 2o, --3).

b.2) g = 0 e / = 0 e &(1+2a.') = --3b

ordinárias fixando o2 = (1 + 2w, 3).

b.3) g # 0 e /

6x«:do « (1 + 2«,)).

b.4) g # 0 e --/ = (1 + 2co

6xa«do « = (1, (1 + 2«,)).

Observação: 1) Nos itens b.l) e b.2), se bi # 0, temos apenas duas condições: g = 0 e

ã(1+2w) = 3bi parab.l) e g = 0 e ã(1+2u') - --3bi para b.2), comojáobservamos
antes.

2) Para obtermos deformações p, não ramiWcada8 em p, precisamos que

«: = 1, («da-se o lem' l 'trá;).

3) O lugar geométrico dado em b.l) e o lugar dado em b.2) se encontram no lugar das

não ramificadas, que por sua vez está no fecho de b.3) e de b.4).

enunciar ol

el

então temos deformações ordinárias1, ]rrealg e

então temos deformações ordinárias)g - 1, ee re al

e

cl(1 + 2w) = --3di dão deformações
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A figura que isso daria é semelhante a
/ = -(1 + 2«.,)g e a- = 0

(g # o)

(1 + 2«)g e ai =0
(g # o)

u2 autovetor

-. j= g t;i autovetor

Assim, na situação do teorema 1, vemos que o lugar das deformações ordinárias não

é um subesquema fechado.

Procuremos agora analisar o caso em que --Z não é resíduo quadrático módulo p.

Agora .AP = {1,a}, e estamos também supondo que .t/Q é genérico para p, ou
sela, na situação da proposição 7 do $3, e portanto a imagem de ( é u e no R'attini

# = T + 2(."(Z) -- r'(Z)). Neste -se, já sonhe"mos p(u), e é fácil ver qu'

,@ - ( o + {d:/'

De fato, como aq = ,7-: , p(a,7) = p(a)p(,7)p(a)':. Pondo

,.«,-(: :)',,'-,,
vemos que detp(77) = 1, pois a? = 77'i, e sua redução pala GLz(Fp) é a identidade.

Assim,

(l + }'g):/'

1 0 \ / « y \ r 1 0 À
0 -il\; w7\0 -1./ \. -, '

Isso nos dá imediatamente 3 = w, e o determinante fica a2 -- zy = 1, donde

(l+zy):/', o que quere«nos. Os auto«dores de p('7) são Ài,2 = (1+/g):/':L(/g):/'
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e portanto l será autovalorse

1+/g):/'+(/g):/' ou l(l+/g):/'-(/g):/'

Em ambos os casos isso acarreta ou / = 0 ou g = 0.

Se / - 0, a única possibilidade é fixar (0,1) e portanto, se p(u) fix'r (0,1),

T2 ' 0. Se g = 0, então Ti = 0, e temos o lugar dos moríismo ordinários:

/ = 0 e T2 = 0 ou (exclusivo) g=0 e Ti =0

Além disso, as imagens de / e T2 (resp. g e Ti) em .A''í/.A42 são linearmente

independentes. Isso sai diretainente da proposição 7, que diz que iÍ = + 2.(7'(ii) -- 'r2(ii)),

ou sqa) 2

/ = Ti -- T2 + T3 mod .A4

g = 3TI -- 3Ta -- 3Ta mod ./t42

.l:t,esunundo:

Teorema 2. Se .Z;/Q for genérica para p e 'Z não for resíduo quadrático mod p,

entãoumadeformação p de 7i para ZP é ordináriase / =0 e Ti =0 ou (exclusivo)

g=0 e T2 =0

Teorema 3. Se .L/Q for degenerada para p e 'Z não for resíduo quadrático mod p,

então se p íor uma deformação ordinária de F para Zp, temos (exclusivamente), ou

z=0 e/=0 ou n=0 e g=0 ou Tl=0 e T3-0 ou T2-0 e T3-0

Prova: Da proposição 5, (b) ($3), sabemos que llP é um pro--p'grupo livre em 3 geradores

(, 77, p comaaçãode .AP = {1,a}. Assim: a(l=(, a77=77--t. Denotemospor r e s

asimagens de (, 77 em ll epor R o ''l'módulogeradopor F, epor S o Á-módulo

geradopor g, noFrattini 11. Como ai;=i;, i;C l©X donde .RÇ l©X. Do
mesmo modo, a3 = --3 implica 1? Ç e© X. Como já vimos na observação que se segue à
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prova da proposição 6, R + S = 11, donde, se .L/C? for degenerada para p, temos duas

possibilidades:

Ou R-l e lg=c©x ou lg=e e R= 1(0x
No primeiro caso, o teorema 4 do $3 do Capítulo l me garante que .A age trivialmente

em reli: arar, I'r=r enocasode s, temos 3=T+2(a''E--r'Z), comona

proposição 7 do $3. Por ser invariante sob a, p(r) tem que ser uma matriz diagonal, e

por ser fixa por 'r
l+z 0

Quanto a p(s), já fizemos o cálculo «iteriorment':

,u - ( o + :lü:/'

E portanto temos duas únicas formas da inércia 6xar um vedor (sem ser trivial):

ou z =0 e .f=0, ou # = 0 e g= 0.

No segundo caso, 3 = 8 e posso escolher u = s, de modo que

0 -2T3D:/'
(1 - 3T32):/'

e .R = 1 G)X, de modo que F, rF, 'r2f são linearmente independentes e ai: = F. Pelo

Adendo da proposição 7 em $2.2 de IBo-Mal, posso escolher u como a imagem de C, isto

é, r = u, ou seja

1+/g

l+Ti 0

p(') - L ' 'o'' l+T2

e portanto a inércia âxará um (e um só vedor) se

Ti=0 e T3=0 ou(exclusi-) se T2=0
( : (.) 1 )
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Assim, as possíveis figuras nesses casos seriam

1) Caso genérico:
0, Tt

0,

o lugar não ramHcado

2) Caso degenerado

2.1)
3 =0, Ti =0

0, Ta

2.2)
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CAPÍTULOlll

DEFORMAÇÕES DE REPRESENTAÇÕES ORDINÁRIAS
NÁO RAMIFICADAS FORA DE P

Neste capítulo nosso objetivo é provar o

Teorema Principal. Seja P : Gal(Q/C?) --, G.L2(k) uma representação contínua absolu-

tamente irredutível, ordinária, não ramiâcada fora de S = {p, oo}. Então o homomorâsmo

natural

R(P, S) --, R'(P, S)

é sobrejetor e se P for moderadamente ramificado, o seu kemel pode ser gerado por dois

elementos

Será útil recordar aqui que GQ,s denota o grupo de Galois do maior subcorpo de Q

que é não ramificado fora de S e k é um corpo finito de característica p. Ê conveniente

que denotemos por GT' o grupo de Galois da maior extensão algébrica separável de um

corpo F. Poremos também G := Gal(.L/Q) onde Z é o corpo de decomposição de

P, isto é, o corpo âxo de I';er P, e denotaremos por ll o p--completamento de GQ,s

relativo a P (cf. deânição em 1-3).

Temos a seaüência excita curta:

1 --- P --.- ll --e.+ G .---» l

onde P é um pro--p'subgrupo normal de 11, que é grupo de Galois da maior pra--p'

extensão de Z, não ramificado fora de S. Já vimos em 1-3 que todas as deformações

de P se "fatoram" por 11. Fixemos uma imersão Q --+ QP entre o fecho algébrico dos

racionais e o fecho algébrico dos racionais p"-ádicos, e consideremos os grupos de inércia e

decomposição correspondentes, .r C .D C 11, de modo que .r é a imagem do subgrupo de
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inérciade GQ, em ll e .D é aimagem de todo GQ, (viaomorfismo u : GQ, -, GQ
induzido pela imersão âxada acima).

Sejam .[o C .r e .Do C .D as pro-p'subgrupos de Sylowde .Z e D. Como P é

ordinária, pela propriedade (a) de 1-1, posso supor sem perda de generalidade que

/ l *\
p(.r) ç l l

\. o */

e portanto ?(.Z)) está contido num subgrupo de Borel

de GZ2(k). Esse subgrupo de Borel se escreve como o produto semidireto do grupo das

matrizes diagonais pelo grupo das unipotentes,

1 " y \

Assim, se restringirmos a sequência exala acima, obteremos

P(.o) ç

a; 0
0 z

'l ul«
0 1

1 ---, F(.0) ----, 1

onde observamos que como -Di Ç P, então .Di Ç .Do e assim

l ----, .o: --......, .o' ---. P(.0') ----. 1

é também exala. Conseqilentemente, como P(.D') = p(.o)n (unipotentes), temos que

P(D') aP(.D) e portanto D' < .D. Analogamente, temos que .P q .r. Se pusermos

.4 :- .Z/.P e .B = .D/.Do, então .,4 e .B são grupos abelianos deordem prima com p e

.4 é cíclico.

A inclusão natural / C .D induz uma injeção .A '-} .B. Usando o teorema de

Schur--Zassenhaus (o teorema 3 de 1-3) podemos encontrar um levantamento .A '-» .r
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e um levantamento compatível .B -} .D. Fixemos de uma vez tais levantamentos e

identifiquemos Á com sua imagem em .r e .B com sua imagem em .D. Obtemos então

os produtos semidiretos: .Z = ..4 (x /o e .D = .B oc .Do

Seja .K, o corpo intermediário na extensão C?p/Qp que é o corpo fixo do morfismo

natural Ge, --, .B, de modo que Gal(.K«/C2p) = B, e seja, Z/.L, a extensão Galoisiana

correspondente ao grupo de decomposição P(.D). Nesta última subextensão tomo K/Z.,
onde .K é o corpo fixo pelo kernel da sobrejeção P(.Z)) --' .B. Assim, Gal(K/Z.) aB
e .L/.K tem grau I'K. Denotando por .LP o completamente de .L (relativo à escolha

inicial que âzemos, Q '-' Q,), temos que .K, é o completamento de .K.

Seja .Z%,S/.L a maior pr(plt"'extensão de .L não ramiâcada fora de S e M/K'u a

maior pro-lJ"-.extensão de .K, . Utilizaremos a seguinte notação adicional:

n, ú(m/Q,)
Pp

P(.K) = Gd(Mp,s/K'),

n = Gd(Mp,s/Q)

P = Gd(Mp,s/Z)

Toda a informação dada acima, bem como as notações empregadas para os grupos de

Galois podem ser visualizadas de uma vez no diagrama abaixo:

+ De fato, com a hipótese de que P é moderadamente raini6cada, .L = .K. Manteremos

a notação distinta, pois no caso geral .L = .K ou l.L : .KI = p e nossos resultados são um

pouco mais gerals-
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{1} Q

Pp (L, )

P(K)

K
B

I'z
.Q .J...J.. - Gç,

-Q

No diagrama acima, as linhas pontilhadas indicam a correspondência de Galois nos

casos local e global, e as linhas cheias inclinadas indicam o processo de completamento.

A injeção u : Ge, --, Ge induz naturalmente

8 : 11, --., 11

e portanto .D = 8(11P). Novamente pelo teorema de Schur-Zasenhaus llP - -B c( PP,

onde 8 = (PP) = .D' e analogamente 8(.Z"i) - /o, onde .r'i é a pro-lF'parte da inércia

na extensão .M/C?. Vamos precisar aqui do seguinte lema, que se encontra em IMa2j e

prova incluiremos aqui por ser essencial à compreensão do que segue:cuja

Lema 1. Existem elementos r,s C .[o e t C .Do com as seguintes propriedades:

(1) O subgrupo .B C .D está no centralizador de t
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(2) Se K. não contiver as raízes ll-ésimas da unidade, o elemento s é trivial. Caso

contrário, ele satisfaz a seguinte relação:

para g C .B

gs g''

onde e : -B --l Z* é o levantamento de Teichmiiller do carácter ciclotõmico

X : B --} F; que deâne a anão natural de .B no subgrupo das raízes l)-ésimas

da unidade em K,.

(3) Os elementos {rg - grg-i (g C -B), seta geram .D' como p'o'p"grupo'

(4) O subgrupo normal fechado gerado pelos elementos {rg (g C .B) es} é igual a
ro

Prova: Clamo é bem conhecido, o quociente de l»-Frattini de GK. é isomorío, como

Fpl.Bj--módulo, a /{;/(.K;)P e a imagem da inércia é o subgrupo U«/ü.P, onde U, éo

grupo de unidades locais de .K«, e temos a seqilência exala de FpjBj-módulos:

U.IUt ----* l<+ul(.K+u3P ----. ZlpZ ----, Q

onde a ação de .B em Z/pZ é a ação trivial. Essa sequência cinde, e o Fpl.Bl--módulo

U,/UuP é isomoúo à soma direta da representação regular FpjBI e de pP(X'«), o grupo

das rezes 2J--ésimas da unidade em /(,. Se .K. não contiver raízes lF-ésimas da unidade,

então U./UP a Fpl.BI.

Assim, podemos encontrar três elementos =, Í e 7 no quociente de ;»-J''rattini de

GK. com as seguintes propriedades:

(i) O elemento 2 é âxo sob a ação de -B (i.e., 2 C Z/pZ).

(ii) Os elementos = e g estão em U./U? e esse subespaço é gerado por {g'Z (g C .B)

(iii) O elemento Í é trivial se .K« não contiver raízes ;)-ésimas não triviais da

unidade; caso contrário é um autovetor da ação de .B, que age como o carácter

ciclotõmico
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(iv) O quociente de ]J-Frattini de GK. , .K;/(.K;)P, pode ser gerado pelos elementos

{g '?, (g C B), g e Z}.

Pelo teorema 4 de 1-3 podemos encontrar levantamentos 3/, z em PP, de g, Z

respectivamente, que satisfazem a propriedade (1) e a relação de comutação da propriedade

(2) do lema l. (Veja especialmente os exemplos que se seguem ao teorema 4, em 1-3). Para

completar a prova da propriedade (2) do lema, precisamos mostrar que Z/ C .F'i. De fato,

como PP/.p'i é fixo pela ação de .B9 a proleção de y em PP/.p'i é ao mesmo tempo

6xa por .B e veriâca a, relação de comutação de (2). Ora, como detP # 1, decorre que

Tomemos agora um levantamento z em .F'i, de =. Pelo teorema de Burnside (veja

a proposição 2 em 1-3), o conjunto formado pelos elementos {zg (g c .B), y e z} geram

PP, donde a propriedade (3). Seja agora J o subgrupo normal fechado de PP gerado

por {zg, (gC .B), e y}. Então JÇ.r"i e PP/J égeradoporumúnicoelemento,a

imagem de z. Assim, PP/J --+ PP/.r"i = ZP é um isomorâsmo, e portanto J = .p'i

Pondo r =8(z), s =8(y) e t = 8(z), obtemos o lema l

c.Q.n.

O próximo teorema é crucial na demonstração do teorema principal.

Teorema 1. 0 elemento s C lo , quando restrito a maior extensão l>-abeliana elementar

de .L, é aidentidade.

Prova: Se .K. não contiver as raízes ;r-ésimas da unidade isso é claro, pois podemos

tomar o próprio s como a identidade, segundo (2) do lema 1. Vamos portanto supor que

K. contém uma raiz ]l-ésima (p, não trivial, da unidade. A prova consistirá de vários

passos, que ao se desenvolverem darão a estrutura da demonstração.

Antes de iniciarmos a prova) fixemos algumas notações. Se .F for um corpo) Fab,p/.F

denotará a maior pro'lJ"'extensão abeliana de F. Se F for um corpo de números, fs 'P/.F
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0

0

d'K

denotará a maior pro-l)"-.extensão abeliana de F que é não ramiâcada fora de S = {p, oo}.

Poremos também .H = C?((.), .H, = C2p((,) (isto é, o completado de .H relativo a nossa

escolha © '-' Q,) CP = Gal(.H;Ó''/Hp) e Z - Gal(n&Ó''/.#). Observe-se (lu' 'm se

tratando da pro-ZJ"'extensão ciclotõmica, .H'Õ'P = .HIÓ'P). Se Q for um grupo proíinito,

escreveremos Q'Ó para o seu abelianizado, isto é, o quociente de Q pelo subgrupo dos

seus comutadores.

Passo 1: 0 seguinte diagrama é comutativo

p(Ã'y' .F"'

T«.,.

LP

onde Ver. é o homomoríismo de transferência, ou "transfer map", ou ainda "Verlagerung" ,

como é usualmente chamado.

Z

Prova do Passo 1: Da teoria global dos corpos de classes temos a comutatividade do

seguinte diagrama:

Gd(.#''/n')

1«er

aK -!5 Gd(.K''/.K)

onde (17W e OK são os grupos de classes de idéles de .H e .K respectivamente, e d,H e ÚK

são os homomorâsmos de Artin globais - ver ITal. Como estamos interessados em extensões

que não ramiâcam fora de S, posso substituir os grupos de Galois no diagrama acima pelos
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seus respectivos (quocientes: Gal(.Hgb/X) e Gal(.KgÕ/.K) e considerar o homomodsmo
Hn +.,..{n.an,;, ;nH .Tido rcnnt.inllaremos a chama-lo de Ver.). cuja descrição explícitade transferência ind

daremos a seguir.

Como Gal(.agÕ/.H) = lim'c Gal(Fs/.#), onde f é o conjunto das extensões abelianas

finitas Fs/.H não ramMcadas fora de S, posso substituir /' por qualquer parte co6nal

a .F, como por exemplo {.Hm}«2:0, onde .H'm é o corpo de raio módulo p"+lOK (aqui

Om denota o anel de inteiros de .H). Se pusermos Gm(.H) = G'l(.Hm/.H), então

CÚ(n'g'/.a) = tiP Gm(.a)

Se J(.H) denota o grupo de classes de ideais primos com p e .I'm(n') o raio módulo

p"+:OH temos (ver INeul):

G.Çn) B içn)ip«(n)

Se a C Gal(.HgÕ/.a), a é representado pela família de suas restrições

Utilizando o símbolo de Artin, podemos escrever:

H.ln\
a',. = 1 19

n«\ .f

onde ?7« € J(.H) e vale a relação de compatibilidade:

am a .#.

q«+: C ,7«P«(.H) (m 2 0)

(eF)).
e o homomorfismo de transferência Ver.: ,C --, P(.KrÓ pode ser dado explicitamente:

«..((qr)). - ((H)).
I' ' l J J o seguinte diagramaos corpos de classe ]comureoria

Podemos então põr:

temos a
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.H; Güçn9'1n:p')

L:«.-. 1«er

.K; Gd(K':'/.K«)

onde os 0's são os homomorâsmos de reciprocidade local -- cf. ISel.

Para provar o passo 1, precisamos reunh' os dois diagramas anteriores, isto é, pre-

cisamos da compatibilidade entre a teoria local e a teoria global dos corpos de classes, e

para tanto, consideraremos a injeção canónica

l l : .K= --* c'K

que a cada a. C /(J associa a classe do idéle

[..] - (. 1,1,a., l,l,...)

A compatibilidade aludida acima reílete-se na comutatividade do diagrama abaixo

(ver INeul):

K';
0K. Gd(.K:'/K',)

L' -

Gd(.K''/.K)

Observemos que temos um outro diagrama comutativo análogo a esse, com .H no

lugar de .K e .Z?P no lugar de Ã.. A junção de todos esses diagramas nos fornece:
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#'H

C'K Gd(.a''/.#)

.H; !b Gd(.H$'/.Hp)

l:«.- . l«.-.
.K; !!; Gd(.K:'/.K«).

Con Ver

Gd(K''/.K)
V'K

Como os 0's são epimorfismos, o trapézio da direita comuta. Projetando os gru-

pos de Galois globais nos seus quocientes e tomando os p-Sylows, obtemos o diagrama

comutativo:

Gd(#;'''/.#) Gd(H'fó'p/.ü)

l«.-. 1«er

G al(K:' 'P/K, ) Gd(.K3'''p/.K)

l aaix r\T'flxrn rl vxn ears l

Passo 2. O elemento y C .["i (veja a prova do lema 1) pode ser escolhido de tal modo

que a sua projeção y' em .l:FÓ seja imagem através do "Verlagerung", de um elemento

y" em ,CP Esse elemento y" quando projetado no H'attini ,CP gera a componente l$.

Prova do Passo 2. Tomando o quociente de p-Frattini dos grupos

diagrama da teoria local de corpos de classe, da página 1601, obtemos:
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K';/( .K; y
0Kv

inclT

0x,

Não é difícil ver que o homomorâsmo induzido pela inclusão, i;iÍ : .#;/(HP)P -"}

.K;/(.K;)P é injetor. De fato, se algum elemento a de .H; for uma potência ;r-ésima

em /fP', a = PP para certo P C .K., então como .27P contém as raízes lr-ésimas da

unidade, o grau de #P(P) sobre XP seria p se a não fosse umapotência l)"-ésimaem

.llr;, mas p não divide o grau da extensão K./.H'P, donde íncl é injetor. Como os 0's

são isomorâsmos, o moríismo de transferência induzido, Ver : .ZP -+ .l3'Ó é injetor.

Se pusermos G = Gal(.27p/C?p) então, como na prova do lema 1, podemos escrever:

rp -- FpjGj © pp a) Fp

PPab B PPI.al © pP (D Fp

Tomo !/H C ZP um elemento que vai em g C PP = .jlyaõ (o que é possível, pois Ver é
,]..+. à i=;:Í\ . ...hn ?/l :: Ver.rl,"). Então t/' C p.ab e #' ::#, o que provaoequivalente

passo 2.

Passo 3. Denotando por © a aplicação

filmo 8 : .C, --, ,C temos que '}(Í") = 1.

Prova do Passo 3. Clonsideremos a transformação de Artin global

$n : in ---., maXI..H'9jH'')

onde IH é o grupo de idéles de .H. O kernel de V'H é o menor subgrupo fechado

contendo H' e U]P] ' ]", onde

U[P] = ]]z#P]]P/zU? e ]' = ll?/...H7'

a

induzida nos Frattinis pelo homomorLp --* [ l er ]]
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e relembrados que Up é o grupo de unidades no completado .17P de .H em

portanto a sequência excita:

?. Temos

1 ---, Crbt : 'r- ' H'* ---, .Z'a ----» Gd(n'gÕ/.H) ----' l

onde a barra acima indica o fecho na topologia dos idéles.

Como .# = Q((P), só existe um primo 'P em .a que divide p,

escrevermos UP em vez de ll?/PUp.

Temos as inclusões:

/H 2 .Z'b . .H'' - t/P ' ZI/[P] - /m . Xi 2 U]P] ' l ' 'H''':

O primeiro quociente é isomorfo ao grupo de classes de ideais de .H e

igual a:

e portanto

o segundo é

up/(q n íl% : .[m . .H*)

Podemos dispor essas informações num diagrama comutativo:

l l

l
c.açn'flÊ)

L
çiüçn'Üln)

l
G çnln)

L
l

l

V'x
l

a

---, Ui;i.7'Z' ----, Up'U'','.rm..H*
l

lai;i.B.n'' ----' 'H
L

Injll.H"

l

onde .H/n é a maior extensão abeliana não ramiÊcada de .H (o corpo de classes de

Hilbert de .H) e Gal(.#/H) é isomodo ao grupo de classes de ideais de .H, denotado

CI(.H).



Como uP n (zl/[P] ' .r' . X') = .E, o fecho das unidades globais de .# diagonalmente

imersas em UP, o seguinte diagrama comuta:

Up 'U]p] ./' . .# *

.,,- [ ]

1«-
y l l

1 ----, UP/IE ---, Gal(.Hg'/.#) ---'

Adicionando a esse diagrama a informação local, obtemos

CI(.H) --, l

Up .. .#; !b Gd(.H;'/.Hp)
li. l]] l;

J, + v

uP ey .rH J15 GÚ(.ag'/.a)
1:. 1id

l ----, IE ---, up GÜ(.ag'/.a) --'-'' CI(.H) -- l

Observe-se que como só existe um ideal primo P' que divide p em .H, o grupo

das unidades locais em .HP coincide com UP e isso é absolutamente crucial, pois na

sequência excita de baixo, E se inclui diagonalmente em UP - llp/p'üP, que no nosso

caso reduz-se a UP, e portanto a inclusão diagonal torna-se uma inclusão simples. Se

tomarmos os p-Frattinis obteremos:

u»lu{ ---, n l(H )p

B ----'+ UpjU{'

(,) }/(.H*)' e

.B, c .a' : (,) (.a;y}/(a''y
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Preferimos, na seqiiência exala dos l»-nattinis, utilizar a interpretação (e a notação)

usual do pedaço que aparece à esquerda de ZI/P/ZI/P ---} .C -..+ C/C'P --} 0, que pode ser vista

mais detalhadamente em IKochl (Satz.11.7).

Se olharmos para esse diagrama como um diagrama de FpjGj--módulos (recordo que

G = Gd(Xp/C?,», -remos:

FpjGI © pp ---} 'Cp

o ----» .Bs --.--- .B ----, FpjGja)pp ----' .C ---.+ C'/CP

Como :/n C pP está na imagem de .B --} FpjGI ©pP (pois .B contém .E/.EP e

(p C E), e não está na imagem de .B, --' .23 (pois (p não é potência 2t-ésima em .H;),
da comutatividade do diagrama segue que 'õ(Z/") = l

Consideremos o diagrama abaixo:Prova do teorema l

P(.K)

L
P(.K)''

T«.-.
Z

U

p;l' :

T«.,.

P(Ã') P(.K)''
U

U

$

q'
T-

'Cp

Relembrados queos elementos r, s, t em P(.K) são imagensde z, y, z em PP e

denotemos por r', s', t' e z', y', z' suas imagens nos abelianizados respectivos, P(.K)'Ó

e .f:'Õ. Já vimos no passo 2 que Z/' = Ver.(y") para certo y" C ,CP' Pelo passo 3 vemos

que a imagem de 8(y") em .E é trivial. Pelo passo 1, o quadrado central comuta e

portanto s' = Ver(8(y"». Como o quadrado da esquerda é evidentemente comutativa, a

projeção de s' no Frattini é trivial. Mas essa projeção é a mesma que a projeção de s em
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P(K), donde s, restrito à maior extensão l)--abeliana elementar de .K é trivial. Como

o grau de .L/.K é l ou p, .L está contido nessa maior extensão 2>-abeliana elementar

de .K, e portanto s quando restrito a .L é trivial. Em nosso caso, como supomos p
moderadamente ramiÊcada, .L = /{, e isso prova o teorema.

C.Q.D.

Prova do teorema principal. Vamos inicialmente provar a segunda pente do teorema,

isto é, se ? for moderadamente ramificado, então o kernel de R --} Ro pode ser gerado

por dois elementos (sairá também a sobrejetividade nesse caso!). E depois provaremos a

sobrejetividade sem hipótese alguma.

Podemos supor (depois de realizar uma conjugação em F, se necessário) q-

imagem de .B '-' .D sob P é um subgrupo das matrizes diagonais em G.Z;2(k) e que

.,4 C .B vai nas matrizes da forma

.e a

( = :)
A deformação universal de ? pode ser vista como um homomorâsmo

P : n --, GZ,(R)

onde R é o anel universal das deformações de P e p é determinado a menos

de equivalência estrita. Escolheremos um homomorâsmo p, dentro da sua classe de

equivalência estrita, de tal modo que a imagem de .B esteja contida na imagem em GZ2(R)

do subgrupo das matrizes diagonais de GL2(W(k» - onde o marasmo G.L2(W(k» -

G.L2(R) é induzido pelo moríismo natural W(k) --' R. E podemos ainda arruma-lo

de modo que a imagem de .A esteja na imagem do subgrupo das matrizes diagonais de

G.L2(W(k)) da forma

: :)
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Sejam r, s, t os elementos de .Do com as propriedades estipuladas no lema 1, e

consideremos suas imagens sob p.

Lema 2. p(s) = l

Prova. Seja u = p(s) e Z C G.L2(k) a sua redução módulo o homomoMsmo induzido

por R --} k. Como p é um levantamento de ?, isto é, o segunte diagrama é comutativo;

G.L2(R)

P/

F\
H l

GZ,(k)

então Z = P(.s). Pelo teorema l acima, s quando restrito a .L é triviall. Mas

corpo âxo por KerP, donde ii = l

Para deduzir que u = 1, faremos um processo de indução: sejam la C it ideais

em R e coloquemos Rj =R/IJ, .j =1,2. Seja uj CRj aprojeçãode u para Rj.

Supomos também que mn..Zi C l2, onde mR é o ideal maximal de R. Assim, o kemel

da projeção R2 ---} Rt possui naturalmente a estrutura de um k-espaço vetorial, que

suporemos de dimensão 1, e portanto gerado por um único elemento, chamemc-lo c', tal

que mR'cl = 0. Supondo que ui = 1, provaremosque u2 tambémél

Escrevemos u2 := 1+c'.M onde .M é uma matriz 2 x 2 (

ua C I'2(R2/Ri), onde I'2(Ra/Rt) = ker(G.L2(R2) --' GZ2(Ri)).

kom entradas emr

Temos o seguinte diagrama comutativa:
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I',(R, /R: )

G.L,(R, )

r,(kl.l)

G .L,(k lcl )

/

l l1 1

\
G.L,(R:) ----, GL,(k)

onde os levantamentos ll --, G.L2(Ri) { = 1,2 são induzidos das projeções R - Ri e

o mor6smo G.Z;2(R2) --} G.L2(klcl) é induzido por R2 --' klcl, e tlcl = {a +cb l a,bC
k, c2 = 0}. Observe-se que de fato I'2(R2/Ri) é isomorfo a I'2(klcl), via

1 + c'M n 1 + cM

No diagrama acima, obtivemos uma representação de ll em GZ2(klcl), que levanta

P e tal que o elemento s C .[o vai em ] + cM C ]'2(klcl). É muito fácil ver que

a multiplicação em I'2(klcl) resulta na adição componente a componente e portanto,

I'z(klcl) é um grupo abeliano anito ;)"-.elementar. Isso significa que o corpo fixo do kemel

de ll --, G.L2(klcl) me fornece uma extensão de .L ;J-abeliana elementar. Ora, como

s é trivial no P(Z), então M = 0 e portanto u2 = 1. Como R C (l;(k), épossível

construir uma sequência de ideais nrzR = 77i D l72 D ... tal que 77j D 77j+i possui as

propriedadesrequeridas para l2

Isso termina a prova do Lema 2.

Continuando a prova do teorema principal, escreveremos p(r) C G.L2(R) como uma

matriz

concluímos quee tal que «}

malizamos as coisas de modo que a imagem da inércia sob
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F esteja contida no subgrupo da forma

temos que (a -- 1) e c pertencem ao ideal maximal de

R' = R/(a - 1, c) e seja

P' : n --, Gzz(R')

: :
R. Formemos o quociente

o homomorfismo induzido de p pela projeção R --} R'. Por construção, r vai numa

matriz da forma

em G.L2(R') sob p'. Qualquer um dos conjugados de r por elementos g € .B terá a

mesma forma da matriz de r acima, pois g vai numa matriz diagonal. Assim, pelo lema

2

l +

p'(.P) Ç
0 +

Como P é moderadamente ramiâcada, e portanto det P # 1, segue que det P é não

trivial quando restrito a Á. Segue da propriedade (1) do lema l que p(t) é uma matriz

diagonal em G.Lz(R) (e portanto em G.L2(R')). Da propriedade (3) segue que Do vai

no subgrupo de Batel

de onde temos a consequência que p' é ordinária. Existe

de anéis locais Ro -.-} R' tal que o diagrama comuta:

R } R'

\ /
Ro
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Se po : ll --., G.L2(Ro) denota o homomorfismo induzido por p, i'e., p" é um

representante da deformação ordinária universall de P, então p' é induzido de po via

Ro --> R'. A segunda parte do teorema estaria provada mostrássemos que a vai em l e c

vai em 0 sob R --, Ro, pois nesse caso teríamos um mapa R' --' R' (injetor, por sinal!)
=. .' ..,. ;g ";m.. -r n-H;pária. inltlziria oO. Pela universalidade dee a representação p', q

R, Ro = R' e p' = po

Seja Mo = Ro x Ro considerado com a estrutura natural de ll--módulo via po ea

ação usual de GZ2. Observe-se que o sub-módulo em Mo consistindo dos velares fixos

sob a ação de .A é o Ro--módulo livre de posto 1, Ro x 0 C Mo. Como po é ordinária,

segue que Ro x 0 tem que ser âxo por todo ]o e, em particular, por r} ou seja, a --l

e c vão em zero sob R -..-} Ro

Resta provar a primeira parte do teorema, ou seja, que R --+ Ro é sobrqetor (note

que obtivemos já a sobrejetividade supondo P moderadaanente ramiâcada). Pelas nossas

normahzações, podemos supor que o vetou fixo pela inércia em k x k é o vetou (1,0).

Seja (a, y) C Ro x Ro um gerador do Ro--submódulo livre de posto l e somando direto

de R' x R', que é fixo pela inércia via po. É claro que (z,3/) projeta-se em (1,0) e

portanto z =1+a e y=/3, onde cv e /3 pertencem aoideallmaximalde Ro

Afirmamos que podemos encontrar um homomorfismo po. na classe de equivalência

estrita de po , e tal que o sub Ro--m(5dulo dos invariantes por inércia seja (1, 0) C Ro x Ro

De fato, se M for a matriz

então M C I'2(Ro) e M leva o R'--módulo gerado por (1,0) no R'--módulo gerado

por (z, y). Se pusermos

'>

então po é da mesma classe de equivalência de po e a inércia fixa (1,0) via p'. Como

po é ordinária, o submódulo Ro x 0 é o fixo pela inércia e portanto, se R' denotar a



lambem de R --+ Ro, e p' a imagem da deformação universal induzida por R "+ R',

basta provar que p' é ordinária para termos o resultado. Porém, (1,0) C R' x R' é âxo

pela inércia e portanto R' x 0 é lvire de posto 1, fixo pela inércia e somando direto de

R' x R'. Se algo mais fosse âxo pela inércia, teria que ser da forma r . (1, 0), para certo

r C Ro. Como estamos em R' x R', esse r tem que estar em R' e isso tenninaa

prova da primeira parte do teorema, e o teorema principal está provado.
C.Q.D.

Corolário (cf. [Ma2]). Seja P uma representação residual ordinária moderadamente

ramificado que não seja totalmente real. Então a dimensão de Krull de Ro/pRo é Z l.

Se a dimensão de Zanski de Ro/pRo for $ 1, então Ro é um anel de séries de potência

l sobre Z, e R é um anel de séries de potências em dois parâmetrosem uma varlave

Asobre

Prova. O conjunto das deformações de P para klcl que sejam ordinárias é natural-

mente munido de uma estrutura de k-espaço vetoriall (cf. ISchl), que como tall é dual de

mR./(mh.o,p) (cf. IMall ou IBol) e sua dimensão sobre k é chamada a dimensão de

Zariski de Ro/pRo. Como o corpo fixo de kerP não é uma extensão totalmente real,

R/pR tem dimensão de Krul1 2 3 (cf. IMall) e pelo teorema principall, Ro/pRo é um

quociente de R/pR por um ideal gerado por dois elementos, donde a dimensão de Krull

de Ro/pRo é 2 1. Suponhamos que a dimensão de Zariski de Ro/pRo sqa $ 1. O

nosso teorema principal implica que a dimensão de Zariski de R/pR é $ 3. Por (IMall,

Cor.3 à Prop.5, Chip.l, $10) segue que R é um anel local regular de dimensão de Krull

igual a 4, e mais precisamente, um anel de séries formais de potências em dois parâmetros

sobre A. Pelo teorema principal e pela hipótese na dimensão de Zariski de Ro/pRo

segue que Ro é um anel local regular com dimensão de I'=rull igual a 2 e p € Ro é um

elemento regular, o que termina a prova do corolário.
( ;.LJ.IJ.
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