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ABSTRACT

In this thesis we treat two problems concerning deformations of a continuous residual

Galois representation
(%), p: Gal(Q/Q) — GLa(k)

which are unramified outside some finite set S of primes containing the characteristic p
of the finite field k.

Essentially, a deformation of p isalift p of p, p: Gal(Q/Q) — GLy(A), where
A is a complete Noetherian local ring with residue field k. Mazur, [Mal], showed that
the set of such liftings of » can be parametrized by a ring R(p) in the same category
as A (provided 7 be absolutely irreducible). If we fix a certain behavior of an inertia

subgroup I at p in a representation

p: Gal(Q/Q) — GLy(4),

namely, the set of invariant elements in A x A fixed by I is a A-submodule free
of rank 1 and a direct sommand, we say that p is an ordinary representation. For an
ordinary representation (*) Mazur, [Mal], showed that all ordinary liftings are likewise
parametrized by a ring R°(p).

The first problem we treat is to find ordinary deformations of a residual representation
(*), which is unramified at p. In this case, the ring R%(p) no longer exists, although
there are ordinary liftings of p. We do this in case p is a special dihedral representation
(cf. Chapter IT) and the set S of primesis S = {¢,p, oo} and considering deformation
to the ring of p-adic integers Z,. This is done in Chapter II

The second problem is to consider an ordinary residual representation p and to

analyse the natural map

R(p) = R%(p).

We prove that this map is surjective and under mild hypothesis that its kernel can be

generated by two generators, thus generalizing a similar result of Mazur, [Ma2].
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INTRODUGCAO

Em [Mal], Mazur introduziu o estudo das deformacdes de uma representagdo Ga-
loisiana residual

5:G — GLy(k),

onde G é o grupo de Galois absoluto de um corpo local de caracteristica zero ou o grupo
de Galois da maior extensio de um corpo de niimeros, nio ramificada fora de um conjunto
finito S de primos, e k é um corpo finito de caracteristica p. Uma deformagao de p €
um levantamento p: G — GLz(A), onde A ¢ um anel local Noetheriano completo cujo

corpo de restos é k, tal que o diagrama Sébvio comuta:

GLy(A)
p/
G |
P\
GL,(k)

Na verdade, vamos identificar duas tais p’s que forem conjugadas por um elemento
do kernel da reducio candnica GLy(A) — GLy(k), chamando de deformacgio de p a
toda a classe de equivaléncia de p.

No artigo citado, Mazur provou que o functor

F : C(k) — Conjuntos

onde C(k) é a categoria dos anéis locais Noetherianos completos com corpo de restos
k, e F(A) = {deformagdes de p para GLy(A)} ¢é representavel, desde que p seja
absolutamente irredutivel. Ou seja, nesse caso existe um anel R(p) em C(k) e uma
deformacio p*: G — GLy(R(p)) tal que qualquer deformagao de p para qualquer anel
A de C(k) é obtida de um tnico morfismo R(p) — 4.
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Se P néo for absolutamente irredutivel, ainda assim existem R(p) e p* como
acima, porém o morfismo R(p) — A néo é necessariamente dnico. Podemos pensar em
X = Spec(R(p)) como o espago das deformagdes de p, pois seus pontos sdo justamente
os morfismos R(p) — A. Mazur obteve vérios resultados sobre a estrutura de R(p)
e sobre interessantes propriedades geométricas de X em casos particulares. Uma das
questdes importantes colocadas por Mazur é saber se as deformacoes de uma representagao
7 associada a uma forma modular sdo também associadas a formas modulares. Para
clarificar esse ponto, recordamos que Deligne mostrou [De| como associar a uma forma
modular parabdlica f em TI'1(N), que seja autofungdo dos operadores de Hecke, uma

representagao Galoisiana
oy Gal(@/Q) — GL(k)

com certas propriedades especiais. (Veja adiante, em I-4, um enunciado preciso). Serre
[Serre] conjecturou a reciproca desse teorema. Assim, nesse contexto, se p for uma
representacio residual que estd associada a uma forma modular via o teorema de Deligne,
faz sentido perguntar se todas as deformagbes de p sao também associadas a formas
modulares. Nesta situacio, necessariamente entram em cena as formas modulares p-
4dicas. Para essas e para o problema em questdo, consultar especialmente [Goul] e as
referéncias ali citadas. Entre outras coisas, o capitulo III de [Goul] destina-se a construgao
de representacdes Galoisianas associadas a formas modulares p-adicas e a mostrar que
uma boa parte das deformacdes de p estd de fato associada a formas modulares p-adicas.
Hida, [H1], [H2], foi o primeiro a observar que é possivel associar representacoes p-adicas
a formas modulares p-ddicas. No caso das representagdes associadas a formas modulares
p—ddicas ordindrias (veja as referéncias acima para definicdes, e também I-4 adiante),
Mazur e Wiles, [M-W], estudaram a construgao de Hida do ponto de vista geométrico e
construiram uma familia de deformacdes de uma representagéo (suposta absolutamente
irredutivel e associada a uma forma modular ordindria) que parametriza todas as possiveis

deformacoes associadas a formas modulares p-adicas ordindrias. Nesse mesmo artigo, eles
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mostram que se p: G — GLy(A) é um elemento dessa familia (A um anel de C(k),
k corpo finito de caracteristica p), entdo o conjunto dos elementos de A x A fixos
pelo subgrupo de inércia em p, é um A-submédulo livre de posto 1 e somando direto
de A x A. Portanto, na procura de associar formas modulares e representagGes, surge a
necessidade de se considerar representacoes Galoisianas ordindrias — aquelas que possuem
a propriedade enunciada acima — de modo independente, como faz Mazur em [Ma 1]. Se

comegamos com uma representagéo residual

que seja ordindria, faz sentido procurarmos deformagoes de p que também sejam or-

dindrias. Mazur provou que o functor
F° : C(k) — Conjuntos

que a cada anel A de C(k) associa o conjunto das deformagoes ordindrias de p para
GLy(A) é representavel por um anel R%(p) em C(k). A conjectura é que esse anel
(no caso de p estar associada a uma forma modular) é o anel que parametriza todas as
representacoes associadas a formas modulares p-adicas ordinarias anteriormente citado.
Esse paralelismo (em parte conjectural) entre os anéis universais R(p), R%p) e
os anéis associados a representacdes oriundas de formas p-ddicas e formas p-adicas

ordindrias nos leva a esperar certas propriedades especiais do morfismo natural (que vem

da universalidade de R(p)):

(*) R(p) — R’()-

(a) O morfismo (%) é sobrejetor.

(b) O kernel de () pode ser gerado por dois elementos.

Em [Ma 1], Mazur provou (a) e (b) para uma classe bastante particular de repre-
sentacoes residuais e em [Ma 2], Mazur provou (a) e (b) para representagoes residuais

5:G — GLy(k) tais que detp #1, w, w™', w®=1/2  onde w é o caracter ciclotonico.
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No Capitulo III nés provamos (a) em completa generalidade e (b) no caso em que o

corpo recortado por 7 n#o possui inércia selvagem. Mais precisamente, provamos o

Teorema. Seja 7 : Gal(Q/Q) — GLy(k) uma representacao continua, absolutamente
irredutivel, ordinaria, ndo ramificada fora de $ = {p,c0}, entdo o morfismo natural
R — R ¢ sobrejetor. Se p for moderadamente ramificada, seu kernel pode ser gerado

por dois elementos.

Salientamos que a hipétese de p ser moderadamente ramificada implica que
detp # 1, mas os demais casos podem ocorrer. Salientamos também que nossas técnicas
sio absolutamente diferentes das de Mazur, no sentido de que a utilizagdo da teoria dos
corpos de classe nos permitiu uma abordagem mais conceitual e intrinseca do problema.

No Capitulo II tratamos de um problema, ligeiramente diferente. Consideramos uma

representagao Galoisiana residual

7: Gal(Q/Q) — GLa(k)

(onde como sempre k é um corpo finito de caracteristica p) que ndo ramifica em p
— e portanto nio pode ser ordindria. Tais representagoes surgem naturalmente de formas
modulares de peso 1 (via o teorema de Deligne-Serre). E claro que p vai ramificar
em outros primos e portanto as deformagbes de p serao nao ramificadas fora de S =
{€1,...,0,,p,00}. Neste caso, o anel universal R(p) das deformagdes ordindrias nao

existe mais, pois o functor

F° : C(k) — Conjuntos

nao é representavel.

Porém, existem deformagdes ordinarias em X = Spec(R(p)),

“...) and it would be very interesting to understand this situation better. For
ezample, will the locus of ordinary deformations in X = Spec(R) be a sub-

scheme?” [Gou2].



Guiados por essa pergunta, procuramos respondé-la para uma certa classe de repre-
sentagoes residuails p.

Em [Ma 1], Mazur introduziu uma classe de representagoes (special-dihedral S3-
representations) obtidas essencialmente de uma extensdo de Galois L/Q@ cujo grupo de
Galois é S3 (o grupo simétrico em 3 letras) e que € corpo de decomposigao de um polinémio
da forma f(X)= X3 +aX +1 parainteiros a tais que 27+ a® seja um primo 4. E

Mazur estudou deformacoes das representagdes residuais associadas
p:Gal(Q/Q) — GLa(Fy)

onde S = {¢,0}.
Nés consideramos as representacoes associadas a essas extensoes L/Q, mas num

corpo finito de caracteristica p # £,

p:Gal(Q/Q) — GLy(Fy)

com S = {p,¢,00}. Neste caso, p ¢é ndo ramificada em p, ea determinagao do anel
universal das deformacdes ja nio é tao simples (sobretudo no caso em que 2 +ar+1 é

irredutivel mod p), e provamos o seguinte teorema:

Teorema 1. Seja 5 : Go,(p,t,00) — GL2(Fp) uma representagao especial e L/Q o seu
corpo de decomposi¢ao. Entao se p\f (£—1) e p ndo dividir o nimero de classes de L(¢p)
onde (, éuma raiz p-ésima da unidade, o grupo de Galois P da maior pro—p—extensao

de L nao ramificada fora de {p,¢,co0} é livre em 4 geradores.

Com esse teorema, por um simples argumento de cohomologia podemos mostrar que
R(.ﬁ) = ZP[[TI ) T2 ) T3]]

e usando as técnicas desenvolvidas por Boston, [Bo], e Mazur, [Bo-Ma], achamos a de-

formacdo universal explicitamente, e passamos a procurar deformagoes ordindrias em
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X = Spec(R(p)). Na verdade, restringimos o problema, procurando deformacdes or-

dindrias em Z,, o anel de inteiros p-adicos, pois nesse caso
X, = Hom(R(p), Zy)

¢ naturalmente uma variedade analitica p-adica tridimensional, e podemos dar uma de-

scricio razodvel do subconjunto X g C X, dos pontos ordindrios:

Ly

Lz

Xg = (Ly;\(L1 N L3)) U (L2\(L1 N Lg)). Onde L, N L, é o conjunto dos pontos nao
ramificados de X, (i.e., correspondem a deformagées para GL4(Z,) que ndo ramificam

nem em p nem em £). Assim, X) ndoéum subesquema—fechado de X,.



CAPITULO I

DEFORMAGCOES DE REPRESENTACOES GALOISIANAS

I-1 — Deformacoes Universais

Seja k um corpo finito de caracteristicas p e C(k) a categoria cujos objetos
sio anéis locais Noetherianos completos cujo corpo de restos é k e cujos morfismos sao
homomorfismos de anéis locais induzindo a identidade nos corpos de restos. Se R éum
anel local em C(k) e mp é o seu ideal maximal, definimos o espago cotangente de R
por:

th = mg/(mg +pR).

£ bem conhecido que um tal R serd um quociente do anel W(k)([T,--.,Ty]], onde
r = dimgth e W(k) é o anel de vetores de Witt de k (cf. por exemplo [Bour], IX.27,
Teor.3).
Se G for um grupo profinito, diremos que G satisfaz a condicéo de finitude (@,)
se para todo subgrupo aberto H de G, valerem as seguintes condigdes equivalentes:
(a) O maior pro—p-quociente abeliano de H é finitamente gerado.
(b) O maior quociente p-abeliano elementar de H é finitamente gerado.
A classe dos grupos profinitos que satisfazem a condicdo de finitude (®,) para todo
primo p serd denotada ®. @ contém os seguintes grupos:
(1) O grupo de Galois absoluto Gal(K/K) deum corpo local de caracteristica zero
(cf. [Koch], §10).
(2) O grupo de Galois Gal(L/K) da maior extensio L de um corpo de nimeros
K nio ramificada fora de um dado conjunto finito S de primos de K (cf.

[Koch], §11).



(3) Mais geralmente, o grupo fundamental algébrico 7'8(X,Z), onde X ¢ um
esquema de tipo finito sobre Z, geometricamente conexo e liso, e T € um ponto

geométrico de X (cf. [K-LJ).

Como estamos interessados nos grupos do tipo (1) e (2) acima, vamos escrever Gg
para um grupo profinito como em (1) e Gk,s para um grupo como em (2).

Seja n um inteiro positivo. Se G for um grupo profinito satisfazendo a condigao
de finitude (®,) e A for um anel local em C(k), dois homomorfismos continuos de G
em GLn(A) sdo ditos estritamente equivalentes se um puder ser levado no outro através
da conjugacéo por um elemento no kernel da redugéo canénica GLn(A) = GLy(k).

Por uma representacio de G em GL,(A) entenderemos uma classe de equivaléncia
estrita de um homomorfismo continuo de G em GL,(A). Assim, se A = k, uma
representacio nada mais é que um homomorfismo continuo. Por abuso de linguagem
escreveremos “p: G — GL,(A)”, onde p é uma representacao.

Se A; — A, for um morfismo na categoria C(k) ese p; e pp forem representagoes
de G em GLn(A;) eem GL,(A;) respectivamente, diremos que p; é uma deformagao
de p, se qualquer homomorfismo de G em GL,(A;) na classe de equivaléncia estrita
p1, quando composto com o homomorfismo induzido GL,.(A1) = GLn(A2), fornecer um
homomorfismo na classe de equivaléncia estrita pz.

Por uma representacdo residual de dimensio n (num contexto em que G e k

estiverem claros) entenderemos um homomorfismo continuo
7:G — GLy(k)

i.e., uma representacio de G em GLy(k).
Fixemos G e k como acima. O teorema que enunciaremos a seguir estabelece a
existéncia de uma deformacdo universal de qualquer representagéo residual n—dimensional

absolutamente irredutivel p. Mais precisamente, existe um anel local Noetheriano com-
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pleto R = R(G,k,p) cujo corpo de restos é k, e uma deformacgdo de p
p* : G — GL,(R),

que é universal no sentido de que para todo A € C(k) e toda deformagao p de p
para A, existe um tnico homomorfismo R — A em C(k) tal que o homomorfismo
induzido GLn(R) — GLn(A) leva p* em p. O par (R, p*) é determinado a menos
de isomorfismo canénico. O anel local R = R(G, k,p) serd chamado o anel universal das

deformagies de p e Spec R serd chamado o espago universal das deformacées de p.

Teorema 1 (Mazur). Egzisténcia e Unicidade. (a) se p for absolutamente irredutivel
existem o anel universal R = R(G,k,p) e a deformagdo universal p* de p. O par
(R, p*) é univocamente determinado a menos de isomorfismo candnico. (b) Se p néo for
absolutamente irredutivel, entdo existe uma deformagéo “versal” de p, ie., existe uma
envolvente (hull) no sentido de Schlessinger, [Sch], o que significa que podemos encontrar
um objeto R de C(k) e uma deformagéao p de p para R tal que qualquer deformagao
po de 7 para qualquer anel A em C(k) é induzida por um morfismo R — A nao
necessariamente unico.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [Ma 1], bem como varias propriedades

fundamentais de R = R(G,k,p). Para uso posterior citaremos apenas duas propriedades:
(a) Fixemos G e k, eseja
§ywky : GLnyw(r) = GLmjw )
um homomorfismo de esquemas—grupo. Consideremos a representagao residual
7:G — GL,(k)

e seja p' a composta de p com &/W(k). Essa composicio leva deformagoes

de 7 em deformagdes de p'. Se p e 7' forem absolutamente irredutiveis e
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R = R(G,k,p), R' = R/(G,k,p') forem os anéis universais, entao teremos um
homomorfismo induzido

©(§): R' = R
na categoria C(k). Em particular, se
8g: GLnjw(r) = GLnjw

for dado pela conjugagio por um elemento fixo g € GL,(W(k)) obtemos um

isomorfismo em C(k):
r(6,) : R(G, k,7') — R(G, k, )

onde 7' é a representagdo residual equivalente a p (mas nao no sentido estrito)

obtida por conjugacéo via a redugéo de g, g € GLn(k).

(b) Seja p uma representacao absolutamente irredutivel e
§ =det : GL, wx) — GL1jw(k)
0 homomorfismo determinante. Temos entdo um morfismo
R(G, k, detp) — R(G, k, p)

e o anel R(G,k,detp) pode ser descrito como segue: pomos [ = G*®?  onde

GebP & o p-completamento abealianizado de G (veja I-3 para as definigoes) e
A = W(k)[[T] = Lm W (k)[T/T"],

onde I" é subgrupo aberto normal de I'.
Tem-se A = R(G,k, detp), e portanto o morfismo acima d4 ao anel R = R(G,k,p)

uma estrutura de A-algebra.
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I-2 - Representagdes Ordindrias

Fixemos G e k e um subgrupo fechado I de G. Uma representagao bidimensional
p:G — GLy(A) (A€ C(k))

é dita ordindria em I se para M = A x A com a estrutura de G-médulo dada por um
homomorfismo na classe de equivaléncia estrita de p composto com a agdo candnica de
GL, em M, o sub—A-médulo M I « M dos elementos fixos por I for um somando
direto de M, livre e de posto 1 sobre A.

Se o subgrupo I de G ficar subentendido (como por exemplo no caso em que G
é o grupo de Galois da maior extensdo de um corpo de ntimeros JK, nao ramificada fora
de um conjunto finito de primos contendo p — como sempre p € a caracteristica de k e
I é o subgrupo de inércia em p) diremos simplesmente que p € ordindria. Suponhamos

que a nossa representacio residual
p:G — GLy(k)

; y # — , . . 2
seja ordinaria e que procuremos deformagées de p que também sejam ordinarias. Temos

o analogo do teorema 1:

Teorema 2. Se 7 for uma representacdo residual ordinaria, absolutamente irredutivel,
entdo existe uma deformacio ordindria universal de p, isto é, existe um anel local em
C(k), R® = R(G, k,7) e uma deformagéio ordindria p° de p para R? tal que qualquer
deformacéo ordindria de p para qualquer anel local A de C(k) ¢ induzida de p° via

um tnico morfismo R° — A.

Como no caso do teorema 1, a prova desse teorema é uma aplicagdo quase imediata
do critério de representabilidade de Schlessinger (cf. [Sch]). O anel R® = R%(G,k,p) é
chamado o anel universal das deformagées ordindrias de p e p° é chamada a deformagdo

ordindria universal.
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E claro que existe um morfismo natural
R(G,k,p) = R*(G,k,D)

que se obtém pela universalidade de R. Uma das razdes principais para o estudo do anel
R° vem da sua relagdo (em sua maior parte conjectural) com formas modulares, tema que

sera abordado em I-4.

I-3 - Deformagoes Explicitas

Este paragrafo destina-se & apresentagio de um método que possibilita, em alguns
casos, calcular explicitamente a deformagao universal de certas representagoes residuais.
Todos os resultados aqui apresentados serdo utilizados na demonstragao do teorema prin-
cipal do Capitulo III, e podem ser vistos com mais detalhes na tese de N. Boston, [Bo].

Se A for um anel de C(k), denotaremos por I'y(A) o kernel da redugdo canénica
GL,(A) = GL,(k). Se m4 éoideal maximal de A ésimples verificar que a multiplicacao
em Ker(GL,(A/m’}') = GL,(A/m",)) resulta numa adigdo componente a componente,
e portanto esse kernel é isomorfo ao produto de n? cépias do grupo aditivo de m’/ mi,
um k—espaco vetorial de dimenséo finita, ou seja, é um p-grupo finito. Esse fato implica
imediatamente que I'n(A/m7) é um p-grupo finito (r =1,2,.. .). Como T',(4) =

limI',(A/m’), temos a
Proposicio 1. Para cada A em C(k), I'n(A) é um pro—p-grupo.

Essa proposi¢io tem uma conseqiiéncia importante: se p : G — GLu(k) for uma
representacio residual (G e k fixados como sempre) e p : G — GL,(A) for um
homomorfismo que “levanta” 5 (A em C(k)), entdo p fatora-se por G/H onde H
é o subgrupo de Kerp tal que Kerp/H ¢é o maior pro—p—quociente de Kerp. De fato,

néo é dificil ver que H é um subgrupo normal de G e que temos a seguinte situagdo:
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0

!

Kerp/H ) —= I',(4)
1 p/Kerp ‘l’
/ e
1 — Kerp — £, GLa(

Como H énormalem G e H C Kerp é tal que a restrigio de p para Kerp
fatora-se por Kerp/H, H C Kerp e portanto p fatora-se por G/H.

Dizemos que esse quociente G/H éo p-completamento de G relativo d@ p.

Relembramos que o subgrupo de Frattini ®(G) de um grupo profinito G é a inter-
seccio de todos os subgrupos abertos maximais de G. O quociente de Frattini de G €
G/®(G). E til definir também o quociente de p—Frattini de G como o maior quociente
p-abeliano elementar de G. Um grupo profinito G é dito (topologicamente) finitamente

gerado se for o fecho de um subgrupo finitamente gerado.

Proposigio 2 (Burnside). Seja G um pro—p-grupo (topologicamente) finitamente
gerado. Entio G/®(G) é o maior quociente p-abeliano elementar de G e sua dimensao
como Z/pZ-espaco vetorial é igual a d(G), o nimero minimo de elementos que geram
G topologicamente. Além disso, se zi,...,24 € G vdo em geradores de G/®(G), entdo
eles geram G.

Uma prova desse teorema pode ser vista em [Bo]. Veja também [Koch]. Daqui para

frente, se G & um pro—p-grupo, o seu quociente de p-Frattini sera denotado por G.

Teorema 3 (Schur-Zassenhaus). Seja G um grupo profinito com um pro-p-subgrupo
de Sylow P, normal em G, de indice finito e (topologicamente) finitamente gerado.

Entio G contém um subgrupo A projetando-se isomorficamente em G/P (e portanto
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A tem ordem prima com p) e dois quaisquer subgrupos de G com essa propriedade sao

conjugados por um elemento de P (cf. [Ro]).

Assim, G é o produto semidireto de A e P o conhecimento de A, P e da
acdo ¢ : A — Aut(P) nos permite dar uma apresentagao de G. Recordamos que, se
P é um pro-p-grupo, Aut(P) denota o grupo dos isomorfismos bicontinuos de P e
vale o teorema de P. Hall (cf. [Bo]) que afirma ser um pro—'p—grupo o kernel da aplicagao
Aut(P) — Aut(P).

Usando esse resultado, ndo é dificil mostrar que para uma dada ¢ : A — Aut(P),
s6 existe um produto semidireto (a menos de isomorfismo) de A e P. Tudo isso pode
ser encontrado — com mais detalhes — na tese citada de N. Boston, assim como o seguinte

teorema, que usaremos adiante:

Teorema 4. Na mesma situacio do teorema 3 acima, se V for um subgrupo de P
invariante sob a acio de A, existe um subgrupo fechado B de P, invariant sob a agao
de A, gerado por d(V)=dimp,V elementos, e projetando-se em V sob P — P (F,

é o corpo finito com p-elementos).

Como exemplos significativos de aplicagdo desse teorema, daremos dois casos (cf. [Bo))

que aparecerdo adiante:

(1) Suponhamos que a agio de A em V seja pela representacdo regular, isto é,
existe um 7 € V' tal que
V =<g3 geA> e dV)=#(A). Entdose z € P vaiem T € P, posso
tomar B =<gz; g € A >.

(2) Suponhamos que V seja unidimensional gerado por = com a acao de A dada
por ¢: A — Aut(V) = F;. Pelo teorema acima, existe z € P projetando-se
em T tal que B =<z > é A-invariante. A agdo ¢: A — Aut(B) é dada

pela composicio de ¢ com o levantamento de Teichmiiller Fj — Z7, ou seja,
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z estd em

E(x)={ueP:gu= uXW VY g € A},

onde x:A—Z; éo caracter correspondente a ¢, e a exponenciagéo acima €
a operacéo usual de elevar um elemento de um pro—p-grupo a uma poténcia que

é uma unidade p-adica.

I-4 - Formas Modulares Ordindrias e Representagoes Ordindrias

Seja f = an¢"® uma forma modular parabdlica, de peso w 21 em I'y(N), com
cardcter ¢ :(Z/NZ)* — C* e que seja autoforma para os operadores de Hecke Ty, com
¢ N, (p um primo). Sem perda de generalidade, podemos supor que f seja normalizada
e portanto Tpf = arf e Upf =a,f. E bem conhecido que o corpo Ky gerado sobre Q
pelos autovalores dos operadores de Hecke T; e Up é uma extensao finita dos racionais,
e o seu anel de inteiros Of contém os coeficientes de Fourier de f.

Se A for um primo de Oy, denotamos por Oy o completamento de Oy em A e
por Ky ocompletamento de Ky em A. Se r for um primo, denotamos por Frob, o

automorfismo de Frobenius em r no grupo Gal(Q/Q). Temos o resultado fundamental:

Teorema 5. Para cada primo A de O existe uma representagao continua semisimples:

pia: Gal(Q/Q) — GL2(Of,2)

néo ramificada fora de A\ e dos primos que dividem N, e tal que se r for um primo que
nao divide N e ANZ, entdo:
trpsA(Frob,) = a,
detp s A(Frob,) = e(r)r™".
Esse teorema é devido a Eichler e Shimura (para w =2) e Deligne (para w > 2) e
a Deligne-Serre (para w =1) (cf. [Schi], [De], [De-Se]).
Se tomarmos N = p®, A um primo sobre p e se denotarmos por k o corpo de

restos de Oy, reduzindo a representagao acima, pf,x, médulo o ideal maximal, obtemos
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uma representagio residual

P Go,s — GLa(k),

onde S = {p,0}. Salvomencao contréria, no que se segue permaneceremos nessa situacao
particular que acabamos de descrever.

Seguindo Mazur, [Ma2], vamos considerar pares (f,A) como acima, e fixar uma
representacao residual absolutamente irredutivel e ordiniria (para I = subgrupo de
inércia em p)

p: GQ’S — GLg(k),

onde § = {p,00}. Diremos que f ¢ ordindria (ou que o par (f,A) é ordindrio) se
ap for inversivel em Oy ou, equivalentemente, se @, for ndo nulo em k. Diremos

também que o par (f,\) perience ¢ p se para todo primo ¢ # p tivermos:
det(X — p(Frobe)) = X2 —a@X +e(0).£7".
Consideremos agora a representacao
pra: Gos = GLa(Kyp)

cuja existéncia nos garante o teorema 5 acima, € no caso particular que nos interessa, isto

é, N =p™ e )\ sobre p. Entdo sabemos que
det(X — psa(Froby)) = X% —a X + e(0)ew—1
e vale o seguinte teorema:
Teorema 6. Se (f,)\) é um par ordinario, entao existe uma representagao ordinaria
Pia: Gal(Q/Q) — GLy(Of,0)

n&o ramificada em nenhum primo (finito) diferente de p, equivalente sobre K¢ a psa,

e tal que a restrigio a um grupo de decomposigdo em p, D, é:

_ €1 *
D, 0 €9
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onde €; ¢ um cardcter nao ramificado.

N#o é supérfluo observar que escolhemos trabalhar com Frobenius geomélrico em vez
do Frobenius aritmético, e portanto nossas representagoes nao sao as mesmas COmo por
exemplo em [De]. O Frobenius aritmético é o usual, como no teorema 5 atras, e o Frobenius
geométrico é o seu inverso. Nés o preferimos para manter as mesmas notagoes de Mazur
e de Wiles. ‘

A prova pode ser encontrada em [M-W] ou, numa formulagdo mais geral, em [W].
Assim, se (f,\) for um par ordindrio e pertencer a p, entao existird uma representagao
ordindria pf nao ramificada fora de p, e que “levanta” P, e portanto a classe de

equivaléncia estrita (cf. I-1) de py, ¢ univocamente determinada por um morfismo
hyax: RO(GQ,s, k,p) = Oja.

Fazemos de agora em diante a hipétese de que efetivamente eziste um par ordinario
pertencendo a p. E vamos procurar construir um anel que “fatore” todos os hy,, isto

é, queremos um anel T°(p) e um morfismo (em C(k))
R°(p) — T°(p)

tal que se (f,)) for um par ordindrio pertencendo a p entao existird 1y : T°(p) = Ofa

tal que o diagrama comute:

RO M3 0
N / NEA
TO

Se existir um tal anel T°(7), ele serd entdo universal para representagoes ordinarias
provenientes de formas modulares ordinarias. Vamos agora esbocar a construcio de T°(p).
Seja ‘H a &lgebra polinomial comutativa sobre A (cf. I-1) gerada pelos simbolos T, £ £ P,
e U,

H=AUp,...,Te,... (£#Dp)]
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Para cada par (f,)) pertencendoa p, consideremos o homomorfismo de A-dlgebras

o(fLA): H — O

que leva Ty em a; e U, em a,. Consideremos o ideal

I, = [ | Kerg(f,A)

onde a interseccio é tomada sobre todos os pares (f,A) ordindrios que pertencem a Py

tais que f tem peso w.
Teorema 7 (Hida). Se w >2 oideal I, independede w.

A 4lgebra quociente H/I, serd chamada élgebra de Hecke de Hida, e denotada
T°(5). Por construgéo obtivemos um homomorfismo R°(p) — T°(p) que “fatora” todos
os hy, onde (f,A) éum par ordindrio pertencendo & p e f tem peso w > 2.

Essa teoria ¢ devida a Hida e pode ser vista em [H1], [H2], ou no artigo expositério

[T]. Veja também [Goul]. Podemos agora enunciar a seguinte conjectura de Mazur:
conjectura: O homomorfismo R — T° ¢ um isomorfismo.

Em [Ma 1], Mazur provou essa conjectura para uma classe muito particular de repre-
sentagdes, as “representacdes diedrais especiais”. Um pouco mais a respeito pode ser en-
contrado em [M-T]. A conjectura implica que toda representagao ordindria de Gal(Q/Q)
em GL3(0), nao ramificada fora de p, onde @ ¢é um anel de valorizagao discreta de
posto finito sobre Z,, que for um levantamento de p, de fato estd associada a uma forma
modular (p-4dica) ordinéria cujos coeficientes de Fourier estao em O.

Conjectura-se também que o anel universal das deformagoes de p, R(p) seja isomorfo
a uma algebra de Hecke mais geral T (veja [Gou] para definicoes e propriedades). Espera-
se que T seja uma algebra de séries formais em trés variaveis sobre W (k) e sabe-se que
TO & uma extensao finita e plana de uma élgebra de séries formais em uma variavel sobre

W(k) (cf. [H1], [H2).

18



Assim, combinando tais conjecturas — bem como os casos particulares conhecidos,
obtemos uma relacio (conjectural) entre R e R, asaber: o morfismo canénico R —R°
teria que ser sobrejetor e dim Krull R = dim Krull R? + 2.

No capitulo III, provaremos a sobrejecéo acima, e se p for moderadamente ramificada,

mostraremos que

dim Krull R > dim Krull R? + 2.
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CAPITULO II

DEFORMACOES ORDINARIAS DE REPRESENTACOES
NAO RAMIFICADAS EM »p

Neste capitulo consideramos deformagoes de representagoes residuais p que nado sao

ramificadas em p. Ou seja, pensamos em

p: Gal(Q/Q) — GLa(k),

onde k éum corpo finito de caracteristica p, que ndo ramifica em p. Naturalmente,
p vai ramificar nalgum outro primo ¢, e podemos entao considerar deformagGes que nao
ramificam fora de S = {p,£,c0}. Tais representagoes residuais aparecem, por exemplo,
associadas a formas modulares de peso w =1 em I';(N), onde N & um primo distinto
de p, via o teorema de Deligne (Deligne-Serre, para w = 1), que enunciamos como o
teorema 5 de I-4. Nesse caso, se considerarmos o functor F° : C(k) — Conjuntos, dado
por

F°(A) = {deformagdes ordindrias de p para A}

Teremos que F°(k) = 0, pois p néoramificaem p, e portanto nao pode ser ordindria
em p. Vamos analisar essa situagéo em alguns casos especiais em que 7(Gal(Q/Q)) = S,

o grupo diedral de ordem 6, na diregéo da pergunta mais geral:

“(...) and it would be very interesting to understand this situation better. For
ezample, will the locus of ordinary deformations i X = Spec(R) be a sub-

scheme?” [Gou2|)
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II-1 - A Situagao Geral
Consideremos um nimero primo p e um fecho algébrico Gp dos racionais p-adicos
@p. Denotemos por Q o fecho algébrico de @ contido em Z)},, que nos d4 um morfismo

injetor
(*) Gg, = Gq

(recordamos que se F' é um corpo, Gr denota Gal(F/F)).

Se tivermos uma representagao residual
p:Gq — GLy(Fy)

denotaremos por p, acomposta de P com (*) acima, ou seja, obtemos uma representacao
local:

Denotaremos por N e N, os kernéis de p e p, respectivamente e por L e
L, os corpos fixos por N e N,, ou seja, os corpos de decomposicdo de p e P,
respectivamente. Seja S um conjunto finito de primos de L, contendo os primos sobre
p, e indiquemos por L, o completamento de L num v € 5. Pela nossa escolha inicial,
temos que L,, = L, para certo v;.

J4 vimos em I-3 (e recordamos aqui) que se H C N ¢ o subgrupo caracteristico
fechado tal que P := N/H é o grupo de Galois da maior pro-p-extensao de L em
Q que é ndo ramificada fora de S (ramificagdo no infinito sendo permitida), entdo H
é normal em Gg e G := Gg/H é chamado o p-completamento de Gg relativo a
7. Analogamente consideramos o subgrupo H, C N, tal que P, = N,/H, é o maior
pro—p—quociente de N, e o p-completamento G, = G, /H, de Gq, relativoa p,.

Em I-3 observamos que se A é um anel local Noetheriano completo cujo corpo de
restos é F,, entdo todo levantamento p: Gg — GL,(A) de p se fatora por G, pois

Ker(GLqy(A) — GLy(Fp)) € um pro—p-grupo.
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Assim, por construcio temos o seguinte diagrama de grupos profinitos, cujas linhas

horizontais sao exatas:

1 —- P — G@ — A — 1
[ B
1 — P, — G, — 4, — 1
Aqui A=Im(p) e A, =Im(p,) em GLo(F)).
Da teoria local e global de Corpos de Classes, sabemos que os quocientes de p-Frattini,
P, e P sao finitos, e portanto, pela proposigao 2 de I-3, P, e P sao (topologicamente)
finitamente gerados.
Em todo este capitulo suporemos que A, tem ordem prima com p. J4 sabemos da

teoria local dos corpos de classes que temos um isomorfismo de F, [A,]-médulos
Ly/(Ly)" = Py
e que
P, =Fy[4,] ® pyp(Lp) OF,

onde F,[4,] ® p,(L,) é aimagem do subgrupo de inércia de P, em P, e a agio de
A, na componente F, ¢éa acdo trivial (veja o lema 1 do Capitulo III).

Seja E o grupo das unidades (globais) do anel de inteiros de L e se v for um primo
nio arquimediano, pomos E, para o grupo das unidades (locais) do anel de L,. Como
podemos ver no Capitulo III, a transformagdo de Artin global v : I — Gal(L*t/L)

induz um morfismo A-equivariante nos p-Frattinis
Does E'v — P-’
cujo kernel contém a imagem de E, o p-Frattini do grupo das unidades globais.

Definicdo: ([Mal]). O par (L,S) é chamado neat* para p se

* Preferimos manter aqui a terminologia original de Mazur.

22



(a) A aplicagao E — ®pesE, for injetora, isto é, se uma unidade global for local-
mente uma poténcia p—ésima (para todo v € S) entdo ela serd (globalmente)
uma poténcia p—ésima.

(b) O morfismo @vesE, — P & sobrejetor, ou seja, é nimero de classes de L ¢é
primo com p.

(c) A aplicagdo p,(L) — @vespy(Lv) € sobrejetora.

E claro que se (L,S) for neat para p, temosa seqliéncia exata:

0——»@——»69,,631-7_,,—»?—)0

Proposigdo 1. Se A, for primo com p e (L,S) for neat para p entao
(a) Se L for totalmente real P~F, (A-agdo trivial).
(b) Se L for totalmente complexo, teremos P Indéf‘,, e F,
onde C C A é o subgrupo gerado pela imagem de uma conjugagao complexa e fp é a

representagéo unidimensional de F,[C] com agdo nao trivial de C.

Prova. Veja [Bo-Ma).
Se H for um pro-p—grupo, o posto de geradores serd denotado d(H) e o posto de
relacdes seré denotado 7(H) (veja [Koch], §6). Se F for um corpo, seja 6(F) =1 se

F contiver uma raiz p-ésima néo trivial de 1 e §(F) =0 caso contrario.

Proposicio 2 ([Koch], Satz 10.3, Satz 11.8).
(a) (Pp) = 6(Lyp)
(b) d(Pp) = [Lp-Qp] + 1+ 6(Ly)
(¢) r(P) = (X,es8(Lv)) — 6(L) + dimBs
(d) d(P) =rs+1+r(P)
onde Bg={ceL*:(z)=1I" e a€ (L) VveS}(L*) &o grupo que aparece no

Capitulo IIle 7, é o nimero de imersoes complexas de L.
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Observacio. Da definicéo, sai que se (L,S) for neat para p, entio Bs = (0). ‘Decorre
da proposi¢ao acima que P é um pro-p-grupo livre se e s6 se Bs = (0) e o morfismo
p,(L) — ®vespp(Ly) for sobrejetor. Assim, se (L,S) for neat para p, entdo P serd

um pro—p-grupo livre.

II-2 - Uma Classe Especial de Representacoes

Neste paragrafo, introduziremos uma classe especial de representacoes residuais p :
Gq,s — GLo(k), onde S ={{p,c0}, k tem caracteristica p, que é ndo ramificada em
p, onde poderemos dizer alguma coisa sobre as deformacoes universais e as deformagoes
ordindrias.

Seja K;/Q uma extensédo cibica ndo Galoisiana com discrimante —¢, onde £ é um
primo > 5 verificando a congruéncia —¢ = 1 mod 4. Consideremos a extensao L/Q,
onde L & o fecho Galoisiano de K;. Entdo L contém o corpo quadratico Q(/-p) e
Gal(L/Q) = S5 (o grupo simétrico em 3 letras). Para construirmos a nossa classe especial

de representacdes, tomamos o conjunto de primos S = {¢, p, oo}, com L#p, e
p:Gq,s — GLy(k)

uma representagio obtida da composigéo da projegdo candnica Gg,s — Gal(L/Q) com
uma inclusio Gal(L/Q) < GLy(k), para um corpo k finito, de caracteristica p.
Vamos analisar as condicdes sob as quais o par (L,S) é neat para p. Mantendo as

notagdes de II-1, precisamos considerar os seguintes grupos:
(1) Ker(E/E? — ®vesEv/EY)
(2) Coker(@vesEv/E} — P)
(3) Coker(p,(L) — @vestp(Ly))

onde os primos de S acima sdo somente os nao arquimedianos. Precisamos verificar

quando esses trés grupos sdo triviais. A terceira condigdo é simples: se v € S, nao
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arquimediano, entdo L, conterd uma raiz p—ésima primitiva de 1 sése Qp ou Q¢ (no
caso de v estar sobre p ou sobre ¢) a contiver; assim, no caso em que v esta sobre p,
temos p,(L,) =0, e no casoem que v estd sobre £, isso s sera possivel se pT (£-1).
Temos entao a conclusdo que se p\l* (¢ — 1), entdao o grupo em (3) é trivial. Para que o
grupo em (2) seja trivial, j& vimos que p ndo pode dividir o niimero de classes de L, e
portanto essa condigio serd assumida como hipdtese.

Resta considerar a seqiiéncia
0— E/Ep B ®v|pEv/Eg ®w|£ Ew/Eﬁn

que queremos que seja exata. Observamos inicialmente (cf. [Neu], prop.1.5, Chap.III, §2),

quese w|¢

(L% : L) = p.(Ey : EB) = ﬁ.#up@w)

onde |p|¢ denota a valorizagdo (—é4dica do primo p. Como #p,(Lw) = 1, segue que

(Ey : EP) =1, ou seja, basta considerarmos a exatiddo de
0 — E/E? — @,,E./E}

Vamos exibir seguindo Mazur uma familia de extensdes L/Q, com grupo de Galois
S3, discriminante—¢, uma familia de primos p tais que a seqiiéncia acima seja exata.
Inicialmente, observe-se que como o discriminante é negativo, L ¢ um corpo totalmente
complexo e conseqilentemente a representagdo de G no @Q-espago vetorial EQ Q ¢é
a representacio bidimensional irredutivel (cf. [Mal]). Portanto, se a imersdo natural
E — @,pE, nio tiver a propriedade de que toda a imagem esteja contida no subgrupo
das poténcias p—ésimas, entdo o grupo em (1) se anulard, e a sequéncia anterior sera exata.

Consideremos os polinémios f(X) = X3+ aX +1 para inteiros a tais que 27 +4ad®

seja um numero primo £.

Definicdo. Um corpo ctibico especial (de discriminante —£) é um corpo K; = Q(z),

onde z é uma raiz de f(X)=0.
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De fato, K; tem discriminante —¢, e pode-se mostrar (veja-se referéncia em [Mal])
que o grupo de unidades de K; é gerado por =z. Seguem-se alguns exemplos de £
tais que —£ é o discriminante de uma cibica especial: 23, 31, 59, 283, 1399, 4027, 5351,
11003, 16411, 32027, 97583, 119191, 157243, 202639.

Seja K; uma ciibica especial de discriminante —p e L o fecho ga]oisia.no de K,
sobre @Q, isto é, um corpo de decomposi¢io de f(X) sobre Q, contendo z. E claro
que z é uma unidade em O;, o anel de inteiros de Kj.

Para um primo p # £, temos as seguintes possibilidades:

(I) —¢ é residuo quadréatico mod p. Ha dois casos:

(L1)

L "75\.[5’ f=1
K, P

-
Q (p)

[L:f; : Qp] =3
p inerte na cibica X® +aX 4+ 1 irredutivel mod p.

2y
L Po.P1.P2.P3.P4.Ps
K, P1.P>.P3
Q (p)

[L;l_ Qe =1

(p) se decompde totalmente.
X3 4+aX +1 fatora-se totalmente.
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(II) —¢ nao é residuo quadratico mod p:

T PP1Ps
K, PP,

=1 =2
Q (p)

(L5 : @p] =2
X3 4+aX +1=(X—a)(X?+bX +¢) mod p.

Trataremos esses casos separadamente. Iniciamos com o caso I-1, isto é, p inerte na
cibica. Precisaremos do
Lema 1. Seja K uma extensio finitade @ e a € K*. Seja p um nimero primo e (
uma raiz p—ésima primitiva de 1. Se « = P para certo B € K(¢), entdo a = 6P para

certo § € K*.

Prova. Como f € K(¢) e [K(¢): K] divide (p—1), se pusermos m = [K(f): K],
teremos que m | (p — 1), ouseja, m e p serdo relativamente primos. Podemos entao
conseguir z e y em Z tais que 1= mz+py. Seja N = Nk(p)/x @ norma, da

extensio K(B) para K. Pondo v =N(pB) e salientando que « € K*, a = f?, vem
o™ = N(a) = N(8?) = N(BY ="

E portanto

a = a™ PV = (y%.a¥)P,

Pondo § =~v%.a¥, temos que § € K e a = 6.
C.Q.D.
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Utilizando o lema na seguinte situagio K = K; = Q(z), uma clbica especial, vemos
que = serd uma poténcia p-ésimaem K se e sé se for uma poténcia p—ésima em K(().

No diagrama abaixo,

K(¢) =K'

o

Tyl e S
Q

como p éinerte em K e ramifica totalmente em Q((), o tdnico primo de K (¢) sobre
p é (1—¢). Além disso, é claro que K(() é totalmente complexo. Seja P' o grupo de
Galois da maior pro—p—extensio de K({) = K' ndo ramificada fora de S' = {p}. Temos

o

Teorema (Brumer, [Bru]). Na situagio acima, sdo equivalentes:
(1) P" é livre pro—p
(2) K' é totalmente imagindrio, existe um tdnico primo P de K' sobre p, eo
subgrupo gerado pela classe de P contém a componente p-primaria do grupo
de classes de ideais de K'.

No nosso caso, P = {(1—¢)} éum ideal principal, donde P' serd um pro—p-grupo
livre se e s6 se p nao dividir o ntimero de classes de K' = K((). Entéo, supondo que
p MK'), como K' e Kjp contém as raizes p—ésimas del, e S' = {p}, temos que
Bs: = (0), donde (0) = Bgr & Ker(E’/E"’ e E'P/E‘I’,), onde E' é o grupo de unidades
de E' e Ep é o grupo de unidades locais de K 'P

Como z néo é poténcia p—ésima K, pelo lema 1, ndo é poténcia p—ésimaem K',
e portanto, pela injetividade de E'/EP — Ep/E", ndo é poténcia p—€sima em E'P
Como Lz = (Ki)p C Kp, ¢ néo pode ser poténcia p—ésima em FE,, para v/p. Pelo

comentério que fizemos no fim da pdgina [25], como encontramos um elemento = nas
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condig¢oes acima, segue que

0 — E/E? — @, pEv/E}

tem que ser exata. Assim, neste caso em que —¢ §é residuo quadratico médulo p e p €
inerte na ciibica, provamos que se p ndo dividir o ntimero de classes de K((), entdo a
seqiiéncia exata acima tem que ser exata.

Consideremos agora o caso I-2, isto é, p se decompde totalmente. Neste caso,
X3 4aX +1= (X —r)(X —r2)(X —r3)modp. Seja m € Z tal que sua redugdo mod p
seja r1. Entdo Nk, q(z —m)= m3 —am —1=ap”’, onde v2>1 e p‘l*a. Se v=1,

defino 7 = & —m. Vamos mostrar que no localizado a imagem de 7 é um uniformizante

local

Nijq(m) = Ni, jq(n)? = o®p.
Se denotarmos por vp!, i =0,1,... as valorizagdes associadas aos primos P! sobre p,
teremos:

vpr (Npjq(m)) = Z vp: (0 )
oES3

e como p ndo ramifica, a restrigdo de vp; a Q@ é vg, a valorizagio p-ddica usual de

@ e portanto:
5

2= Z vpi (7).

1=0
Da Teoria de Kummer, sabemos que P; (na ctbica K;) é gerado por (p,), donde,

como P! e P! sdo os Unicos ideais acima de P,
0 1 )
2 = vpy () + vpy ()

Como 7 € Ky = Q(z), vpy(7) = vp;(m), donde vpr () = 1.
Se v>2, Ng, (e —(m+p)=(m+p)’—am+p)-1=
=m? +3m?p+3mp*+p* —am—ap—1

= (3m? — a)p + 3mp® + p* mod p”.
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Como (3m? —a) = f'(m) e f(m)=0 mod p, pela separabilidade do polinémio
f(X) (mod p), segue que p\l~(3m2 —a). Pondo 7 =z —(m+p), amesma conta anterior
mostra que a imagem de 7 no localizado tem que ser um uniformizante, e portanto a
seqiiéncia da pagina [25] é exata.

Para o caso II, onde f(X)= (X —r)(X?+bX 4c) mod p, o mesmo truque acima
mostra que posso tomar 7 = z—m (ou m =z —m—p senecessirio), onde m =r mod p,
de modo que vp(7) = 1.

Denotando por II a imagem de 7w no completado, vamos mostrar agora que a
imagem de z nos completados, dada por z = (inteiro) + II nao pode ser uma poténcia
p-ésima. De fato, mostrarmos que nenhuma poténcia p-ésima pode ser escrita como
(inteira) + II(unidade):

Se y=ao+aIl, ao €Zy;, y unidade, entdo

y? =ab + [p a?tay + (g) a2 + ...+ afIIP7H | 11

e portanto, como II | p, II divide a expressdo entre colchetes, donde y” — ab =0 (mod
12). Se y? = n+ull, com n inteiro e u uma unidade, entao n = ah (mod II) e
portanto y? — af = ull (mod II), donde ull =0 (mod I1%), o que é impossivel, pois u
é unidade.

Ou seja, encontramos um elemento inversivel z que ndo é poténcia p—€sima no

completado de L (que é igual ao completado de K;) nos casos [-2 e IL.

Definicdo. Uma representagdo p : G (¢,p,00} — GLy(F,) ¢é dita uma representagao
especial se for uma representagao residual construida como no inicio de II-2, a partir de
uma ctibica especial K;/Q, onde K; = Q(z) e z® +az+1=0 com £=27+ 4a3.

Sumarizamos agora tudo o que fizemos com o

Teorema 1. Seja p: Gq,(¢,p,00} = GL2(Fp) uma representagao especial e L/Q o seu

corpo de decomposi¢ao. Entdo se p‘t\(e —1) e p ndo dividir o niimero de classes de L(¢),
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onde ( é uma raiz p—ésima primitiva da unidade, entao o grupo de Galois P da maior

pro—p—extensio de L ndo ramificada fora de {{,p,c0} ¢ livre em 4 geradores.

Prova: A tnica coisa que falta é mostrar que a condigao pTh(L(C )) implica p\|~ h(L) e
pTh(KI(C)), que eram as condigdes que obtivemos. Como pT [L(¢): L] e pT[L(C) : K1(¢)),

isso é imediato (cf. [Wa)).

C.Q.D.

III-3 - Deformagao Universal de Representagoes Especiais

Neste paragrafo, vamos calcular explicitamente o espago universal das deformagoes
de 7 (onde p é uma representagio especial, do §2) e a deformagdo universal p", e
preparar o caminho para uma andlise mais detalhada do espago universal X = Spec(R(p)).
Comegamos com um fato absolutamente geral: se p : Gq,s — GLy(Fp) for uma repre-
sentacio residual com corpo de decomposi¢gio L e P for o grupo de Galois da maior
pro—p-extensio de L n#o ramificada fora de S, com A = Im(p) de ordem prima com

p, entao temos a

Proposigio 1. Se P for livre pro—p, entéo o anel versal (veja o Teorema 1 do Capitulo I,
§1) de deformacdes de p é R(p) = Z,[[Th,...,Tr]], onde r = dimp, Hom 4(P, T'2(Fy[e]))
e Homu(P,T'2(Fple])) é o grupo dos morfismos A-equivariantes do Frattini P em
Ty(F,le]), onde F,le] é o anel dos nimeros duais de Fp (cf. Capitulo III, no fim do

lema 2).

Prova: Se B for um anel de C(F,) com ideal maximal m, a obstrugéo ao levantamento
de uma representacio p : Go,s — GLy(B/m®) para B/m*T! esti em H*(Gq,sM),
onde M = Ker(GLy(B/m*t!) — GLy(B/m*)). Isso pode ser visto se considerarmos o

produto fibrado de p e m, como abaixo:
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1 — M — X — Go,s — 1

b L

1 — M — GLyB/m*t)) = GLy(B/m*) — 1

Assim, se esse nosso elemento de H?(Gq,s,M) for trivial, isto é, se a seqiiéncia
exata de cima cindir, isso me dard um morfismo p': Gq,s — GL2(B /m**1) levantando
p. Jé sabemos que M é um grupo abeliano finito p—elementar (cf. I-3, antes da
prop.1). Com as nossas hipéteses, é facil ver que H %(Gg,s,M) = 0. De fato, como P
é livre pro—p, H2(P,M) =0 e como Ggq,s/P tem ordem prima com p, a restrigdo
res: H%(Gg,s,M) — H?%*(P,M) é injetora. Ou seja, qualquer B em C'(Fp) tem a
propriedade de que existe pelo menos um morfismo de R(p) para B.

Como vimos no §1 do Capitulo I, todo anel B de C(F,) é um quociente de
Z,(Ty,...,T;]] onde r = dimr,t, e portanto R(p) tem que ser um anel de séries
formais de poténcias R(p) = Z,[[Th, ..., Ty]].

C.Q.D.

Observacoes: (1) O grupo Gg,s do teorema anterior na verdade deve ser substituido
pelo seu p—completamento relativo a p, e a prova é a mesma.
(2) O fato de que o ntimero de varidveis r é o do enunciado pode ser visto em [Bo]. Esse
ntmero é o produto interno das representagoes é: A — Aut(P) e Ad(p), arepresentagio
adjunta de p.
(3) No caso das nossas representagées especiais, veremos adiante que R(p) = Z,[[T1, T3, T3]]-
A menos de equivaléncia, temos 3 representagdes irredutiveis de A= S; sobre F,:
1 = a representagao trivial
¢ = a representagdo sinal

x = a representacio bidimensional irredutivel.

Proposicio 2. Se L/Q for o corpo de decomposigao de uma representagéo residual p
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associada ao corpo cibico especial Kj, entao:
(a) Se p for inerte em K; (isto ¢, o caso I-1), entdo existe uma Fp,-base de P,
consistindo de ¢, 7, @, % tal que &, 7, P geram a imagem da inércia em

P, eaagiode 7, ogeradorde A4, = Im(p,), ¢ dada por
rf=% m™=p, TP=-T1-9 T=4.

(b) Se p se decompor totalmente em L, (o casoI-2), entdo existe uma F,-base
de P, consistindo de £, 7, onde £ ¢ aimagem da inércia em ﬁp. (Neste
caso, A, = {1}).

(c) Se —¢ no for residuo quadratico mod p (o caso IT), entdo existe uma Fp—base
de ﬁp consistindo de €, 7, ®, onde € e 7 geram a imagem da inércia em

P, eaagiode o, ogerador de A, = Im(P,) ¢ dada por o =€, of = -7,

op = 1.

Prova: (a) Neste caso, A4, = {1,7,72} e j& vimos no inicio do §1 deste Capitulo que a
imagem da inércia em P, éisomorfa & F,[A,] (pois L, ndo contém as raizes p—€simas

da unidade). Assim, usando a forma racional de T,

1 0 0
T R 0 0 -1
0 1 -1

escolho, por exemplo: € =14+7+7%, f=7—7%, = r2—1. Como P, =F,[4,]®F,,
com acdo trivial de A, em F,, escolho % um gerador de F,, e temos ai a parte (a).
(b) Neste caso, 4, = {1}, P, =F,®F, e F, = F,[(4,] ¢ a imagem da inércia. O
resultado é claro.

(c) Agora, A, = {1,0}, onde 02=1, P,=F,[4,]®F,, tomo =140, T=1—o0,
» um gerador de F,.

C.Q.D.
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Proposicao 3. O quociente de Frattini P & 4-dimensional e a agdo natural de A = 53

em P é equivalente a

1®ed )

Prova: J4 sabemos que p‘NAP| e no teorema 1 acima provamos que (L,S) é neat para

p, donde, pela parte (b) da proposigéo 1 do §2 deste capitulo,
?zlndéf‘pEBFp =1®edx.

C.Q.D.

Proposicio 4. Seja II, o pro-p-grupo livre em 4 geradores u, 7(u), 72(u), v. Defino
uma A-acdo em II assim:

(a) 7(v) =v e 7T permuta ciclicamente u, T(u), 72(u), de maneira 6bvia.

(b) o(u) =u, o(v)=v"".

Se A I for o produto semidireto de II por A com a agdo acima, entao existem

isomorfismos fazendo o diagrama abaixo comutar:

Ibp — A — 1

T

— A — 1

1 — I — A

|

1 — P —

IR

onde G é o p-completamento de Gg,s relativo a p.

Prova: ([Bo-Mal) I facil ver que as prescricdes (a) e (b) acima definem uma agéo de A
em II, que induz no Frattini I uma estrutura de A-médulo que é a mesma de P. Ja
vimos no §3 do Capitulo 1 (antes do teorema 4) que para uma dada agdo de A em TI
s6 existe um produto semidireto (a menos de isomorfismo) entre A e II. Isso prova a

proposicao.
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Para a préxima proposicio, vamos obter o analogo da proposicao anterior, s6 que no
caso local. Por isso, distinguimos duas situagdes: quando o grupo de decomposi¢ao em p,
Ap, é ciclico de ordem 3, e ciclico de ordem 2.

Usaremos o mesmo simbolo, II,, para ambas as situagoes, para enfatizar o papel

estrutural que ele vai desempenhar, dependendo de p.

Proposigio 5. (a) Seja II, o pro—p-grupo livre em 4 geradores £, n, ¢, ¥, com uma
agio de A, = {1,7,7%} dadapor: 7 fixa {, P e TN=¢, TP =n"1p1,

(b) Seja II, o pro—p-grupo livre em 3 geradores &, 7, ¢ com uma acdo de A, = {1,0},
dada por: o fixa £ e ¢ e op=7n"".

Ent3o existe um diagrama comutativo (para cada caso)

1——>HP—>A,,0<HP—->AP—>1

gl.- "‘V‘l‘ “id
Gp

1 — P, — — 4, — 1

onde G, éo p-completamento de Ggq, relativoa p, e &, 7, ¢ (¢, n no caso (b)) vio

na inércia, via 1.

Prova: A agiode A, em II, induz um estrutura de F,[A,]-médulo no Frattini II, que
é (por construgio) equivalente & estrutura de A,—-mddulo de P,. Novamente, como s6
ha um produto semidireto originando a agio no Frattini, temos os isomorfismos indicados.

A segunda parte do enunciado é uma conseqiiéncia do teorema 4 do §3 do Capitulo L.

C.Q.D.

Através dessas duas proposicdes acima, identificamos G com A oIl e Gp com
A, < II,. O morfismo canénico G, — G (§1 deste Capitulo) se restringe a um morfismo

I, — IL

Proposigdo 6. Se o primo p for inerte na cibica admissivel K;/Q (portanto, vale o
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caso (a) da proposigio 5) e denotarmos por 1, s, t as imagens de & n, p € II, sob

II, — II, teremos:
F=v4u+ @)+ (1)

I

s

a.(@—73) + B(r%(7) — (%)

a.(r(@) — (@) + B.(u — (@)

Para certos «, 3, em F, onde a barra indica a redugao no Frattini. Além disso, se

t

R denotar A-médulo gerado por 7 e S denotar o A-médulo gerado por 3 entéo

BE21de, S~y

Prova: Das proposigdes 3 e 4 sabemos que
T=<5>® <u> @ <13> & <712u>
como F,—espaco vetorial, onde
<T>Ne e <uU> @O <7m(u)> @ <T(W) > 1®x

como A-médulos. Como II, — Il é A,-equivariante e 7 fixa &, é claro que 7 fixa T
e portanto 7 = z.v+ y(u + m+m), onde z, y € F,. Assim, RCl@e
Como 7s=1% e 7t = —5 —t uma conta simples mostra que
5=a.(@—7(7)) + B.(T*u — (1))
t = a.(ru — 727) + B.(r7 — 77u)
Pondo ky = (T — (@), kz = (r2(W)—7(%)), ks = (r(@)—7*(@) e ks = (7(@) — (),
podemos facilmente determinar a agdo de A:
Tk = —ko oky = ki1 — ks
Thy = k1 — ko oky = —kg
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E claro que os valores k; e kg sdo linearmente independentes e geram um subespaco

A—invariante W bidimensional, com WN{l@®e} = (0), donde W = x. Como S=W,

RC1®e e R+ S =TI, issosé é possivel se R=10¢ S=x.
C.Q.D.

Observagio: (1) Como estamos trabalhando com as nossas representagdes iniciais, temos

um morfismo A-equivariante

®v|pEv/E£ =¥ ?

que é sobrejetor, donde o A-médulo gerado pela imagem da inércia em P étodoo P.
Por isso R+ S5 =11,

(2) Mostramos que R = 1@¢€, eem particular é bidimensional, de modo que na expressao
de 7, ¥ =20 +y.(u+7%(w)+ (")), = e y sao ambos ndo nulos. Assim, por uma
modificacio apropriada de v e u, posso supor que z =1, y=1.

Retornando & seqiiéncia exata de F,[A]-mddulos

0——)E—+€Bu|p—Ev—>P—>0

que obtivemos pelo fato de (L,S) ser neat para p, e eliminando o Frattini dos primos

sobre ¢ — que j4 observamos ser trivial —, consideremos os morfismos canonicos:
— H —t
E— E,.

Como esses morfismos candnicos sdo permutados transitivamente sob a agdo de A4,
se denotarmos por d, a dimensio da imagem de II,, vemos que d, = d, independe de
v (sobre p), e portanto sé6 podemos ter dois casos:

(I) Caso genérico para p: d =2

(II) Caso degenerado para p: d=1.

A justificativa para essa terminologia provém do fato de que no caso tratado por

Mazur [Bo-Mal, isto é, em que £ = p, e portanto S5 = {¢,00}, ele deu uma condigéo
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necesséria e suficiente para a ocorréncia do caso degenerado, a saber:

1—(a/3)*?

/ = 4/3° mod?

onde a é o coeficiente do termo em X do polinémio X3 4 aX + 1. Néo se conhece

nenhum par, (a,£), parao qual se verifique a congruéncia acima.

Proposigdo 7. Se a ciibica admissivel K;/Q tiver fecho Galoisiano L/@Q genérico para
p e —{ nao for residuo quadritico mod p (isto é, o caso (II)), podemos tomar um
sistema local e global de geradores tal que sob o morfismo II, = II a imagem de £ é u

e no Frattini, 7 =70+ 2.(7(7) — 7%(v)).

Prova: (Ver Bo-Ma).) A tnica coisa a observar é que se —¢ nao for residuo quadratico
mod p, A, ={1,0%} ea prova do Mazur é a mesma, desde que L/Q seja genérico para
p-

Até aqui, usando os resultados que obtivemos em II-2, caracterizamos II e II, para
todos os primos p (esses grupos encarnam os grupos de Galois relevantes, no caso global
e local), bem como a sua ligagdo, através do mapa candnico I, — IL

Vamos agora calcular o anel universal das deformagGes e a deformagdo universal ex-
plicitamente. Como sempre (neste capitulo), seja K;/Q uma cibica admissivel cujo fecho

Galoisiano L/Q ¢é o corpo de decomposicdo da representacao residual
p:G — GLy(Fp)
construida como no §2.

Proposigao 8. O anel universal R de p pode ser identificado com Z,[[T1,T»,T3]] e

podemos dar a seguinte descrigdo da deformagao universal p:

w=(} %) w0 = 3 ) oty = (14 oy
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_( (1—3TRpr T,
p(v) = ( 3T, (1 3TE)/2
Prova: Ver [Bo-Ma), pg.23.
Novamente observamos que Mazur faz as coisas para £ = p. Porém a prova é a

mesma, decorrendo dos métodos desenvolvidos em [Bo], e utilizando apenas a descrigao de

II como A-mddulo.

II-4 - Em Busca de Deformagdes Ordindrias

No §2 do Capitulo I definimos a nogdo geral de deformagéo ordinaria relativa a um
subgrupo fechado I C G. No Capitulo III passamos a chamar de deformacoes ordinarias
aquelas em que o subgrupo fechado I era o subgrupo de inércia (selvagem) em p. Ali,
as representagoes residuais sdo ordindrias, o que j4 nao ocorre na nossa situacéo, pois p
néio ramifica em L, e portanto o subgrupo de inércia em p, na extensdo L, é trivial.

Se quisermos encontrar deformagdes de p que sejam ordindrias, inicialmente pre-
cisamos achar sub médulos livres de posto 1 que fiquem fixos pela inércia. Antes de
passarmos a isso, é conveniente interpretar o espago universal das deformacoes de p (para

Z,) como uma variedade analitica p-ddica de dimensdo 3 por meio da identificagao:
X = Hom(Z,([T1, T2, T}, Zyp) =5 pZyp % pZp X pZy

T ((L'(Tl), $(T2), CL'(T3))

A cada z € X temos uma representacdo pz : G — GL3(Zp) induzida por z e pela

deformagao universal de p.

Vamos comecar com o caso em que p ¢ inerte na ctibica K,/Q. Neste caso,
A, ={1,7,7%} e a proposi¢do 5 garante a existéncia de 4 geradores &, 1, ¢, ¥ de II,
com aagio de A,: 7 fixa £ e ¥, 7(n) = ¢, () =n"lo7!, e & 10, ¢ estdona

inércia. Se r, s, t sao as imagens de &, 7, ¢ em II, via II, — I, a proposicao 6 nos

d4 uma descrigao das projegoes T, S € t no Frattini de IL.
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Se p denota a deformagdo universal, vamos denotar por

=2 4)

a imagem de r. Como 7(r) = r, p(r(r)) = p(r) e como p é A-equivariante,

p(r(r)) = p(r)p(r)p(r)~". Utilizando a proposicéo 8 e fazendo uma conta simples, vemos

p(r) = ( 1_;; 1if>

onde f,g € M, o ideal maximal de Z,[[T:, T2, T3]].

que

Para termos um conhecimento melhor de f e g, vamos calcular suas imagens médulo

M?2. E fécil ver que o kernel da projegio natural

GLy(Z,([T1, Tz, T3]}/ M?) = GLy(Fy)
é um grupo abeliano p-elementar, e portanto o homomorfismo

p: P — GLy(Z,[[Th, T2, T3]))
induz um morfismo no Frattini
7: P — GLa(Zy[[Th, T2, Ts]l/ M?).
Pela proposicao 6,
A7) = pv) + [3(z) + p(r(@)) + p(r* (@),

ou seja,

e 1 T 14T, 0 1(4+T+3T, Ti-T
o= (i 1)+ [ (00 1 2n) i (e o ntn)

0 147 )1\ 3T -3, 4430 +T

+l 4437, +Th T,-T
4\ =371 +3T, 4+3N1+ 12
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e portanto

o (14 3T+ T2) T 9
or) = ( 2—3T3 1+ 3T + T2)> mod (M7)

Observacao: As contas de fato fazem sentido, pois no kernel acima citado a operacao
de grupo é facilmente calculada em termos dessa “soma” especial de matrizes que fizemos
acima.

Assim,

f= g(TI + T>) mod M?

g =T mod M?
e como f, g estdao em M, ¢é claro que suas projecoes em M /M? séo linearmente
independentes.

Vamos agora considerar deformagdes de p para Z, isto é, pontos de X =
Hom(Z,([T1, T2, T5)), Zy)- E claro que se z € X, pensamos na representacao pz :
G — GLy(Z,) induzida por z e pela deformagao universal de p. Assim, em termos
matriciais, p, é obtida por especificagdo das varidgveis Ty, Ty, T3, nas entradas das
matrizes da deformacao universal de p. Recordo também que X = pZy x pZy X pZy via
z — (z(Th),z(T2), x(T3)).

O polinémio caracteristico de pz(r) €
A2 —2(14 A+ (1 + f)* + 3¢

(onde ja estou usando f e g paraa especificacdio correspondente a ) e suas raizes sao

A2 = 1+ )+ g\/—_3)

Suponhamos que 1 seja autovalor de pz(r). Neste caso
=1+ f)+gv-3

e portanto ou f =gy/—3 ou f= —gv/3.
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Temos portanto duas possibilidades: para o vetor fixo (no caso de ¢ #0): se f=
V=39, ps(r) pode fixar V, = (1,—-v/-3) ese f = —V=3g, pz(r) pode fixar
V., =(1,v/=3). Se g=0 (e conseqiientemente f = 0), pz(r) é identidade.

Tomemos agora as matrizes dos outros elementos da inércia; em GLa(Zp[[Th, T2, Ts]])

wo-(a g)=a w0=(s )-2

Como 1s=1t e p(r(s)) = p(T)p(s)p(r)™" = p(t), utilizando a proposigao & e fazendo a

conta acima, concluimos que

(al —3b1 — C1 +3d1)/4 b2=(a1+b1—cl-—d1)/4

ag =
(+) = (3ay — 9by +¢1 — 3d1)/4 dy = (3a; + 3by +¢1 +d1)/4

ca
Observe que a; =d; =1 mod M e by =¢; =0 mod M.
Como 7t = s~1t~!, 7Br~! = A'B~! ecomo 7Ar™! =B, 1T'AT = A=1B~L,

Essa equagao matricial fica:

(3 3R (2 D) )-8 D D)

onde A =det A =(det A)~'.det(B)~! =det B (note que A®=1).

Desenvolvendo e utilizando (*) acima, obtemos:

( (a1 +3by + 1 +3d1)A% = [(by + i )(Bar + 1) + (dr + 3b1)(ds — 3y )]
(a1 + b1 — c1 +d)A? = (b +dy)(er = ar) = 4bydy + & + 35|

(=3a; — 9by + 1 + 3dy)A? = [(d1 +3b1)(3a1 — ¢1) — a1 (4c; + 3a1) — cf]
| (301 — 30— c1 + d)A? = [(e1 = 3a1)(br — i) + (a1 — ex)(as + )

Lema 1. No sistema acima, se a; =1 entdo d; =1 e by =¢; =0.

Prova: J4 sabemos que a; = d; =1 mod M, by =¢; =0 mod M. Suponhamos

inicialmente que b; = 0. A primeira equagdo do sistema nos da:

(1 +c1 + 3d1)d¥ = [d1(3 + Cl) + d?],
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ou seja, ¢;d?43d3 = 3d;+dici. Como dy =1 mod M, dy # 0, donde c1d;+3d} = 3+ci,
ou seja, 3(d? —1)=ci(1—d;). Porém ¢ € M e (1—dy) € M, donde 3(d?—1) € M?,
ou ainda (d? — 1) € M?. Pondo di=di—1, deM e (d%—1)=(1+(ﬁ)2—1=
1+ 2d; + gf —1=2d; + (7% Portanto 2d; € M2, ou seja, d, € M2%. Na proposicio
seguinte, daremos uma caracterizacio explicita para c?l(rnod M?) e veremos que isso s6
é possivel se dy = 0, e conseqilentemente, se by =0, entdo dy =1.

Somemos agora a la. e a 4a. equagdes do nosso sistema:
4(1 + dy)(d? — 2dybycy + b3c) = [6dy + 2brcr +df —9b] +1 — ).
Reduzindo mdédulo M?, obtemos
4(1 +dy)d? = (6dy + d2 + 1)mod M?,

ou, em funcdo de dy (que pertence a M):
42+ d)(1 +db)? = (6(1 + d1) + (1 +d1)* + 1) mod M?
42+ dy)(1 + 2d;) = (8 + 8d1 )mod M? :
8 + 20d; = 8 + 8d; mod M?
ou seja, 12d; € M?, isto é, dy € M2%. Assim, a; =1 implica dy € M? eissosé é
possivel se d; = 1.
Reescrevamos o nosso sistema com a; = 1, d; =1, e reduzamos mod M?2:

(4 + 3by + ¢1) = (3by + 4) mod M?

(by —c1) = (—5b1 + ¢1) mod M?

(—gbl + Cl) = (9b1 — 561) mod M2

(4 — 3b1 = Cl) = (—Cl — 3b1 +4) mod M2

Da primeira equagao vimos que c¢; = 0 mod M? e da segunda equagao sai que
6b1 = 261 =0 mod M2.
Pela préxima proposigio, isso s6 é possivel se ¢ = b, =0.

C.Q.D.
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Proposigao 1. Pondo d; =1+ 62'1, a; =1+ a, entdao

ﬁ:%ﬂﬂ—%hm&Mz
b = (a + 28)(Tz — T1)/4 mod M?
¢1 = 3(a + 2B)(Ty — Ty)/4 mod M?
&E%M%—ﬂﬁm¢M2

onde a e B sao os coeficientes que aparecem nas expressoes de 5 e t da proposicdo 6

do §3.

Prova: Assim como fizemos para o calculode p(7), onde p: P — GLy(Zp[[Ty, Ty, T3]}/ M?),

pela proposigdo 6 do §3, sabemos que

5=o(@— 1)+ B(r* @) — (7)), «B€F,,

1+ T, 0 4+ T, + 315 T, — T,
=] )|
0 1+ T, 3(T1 —-Tz) 44+ 3Ty + 15

4 4+ Ty + 315 T, — T 1

+ﬂ Z-—T(ﬂ-)
3Ty —~T)) 4+3T1 + T
1+3(T -T) (Ta—Th)/4 1 (T; —Th)/2

el e

ST -T) 1+3(T2—-T) 3(Ty —Th)/2 1

( 1+a%(T1 —Tz) (a+2ﬂ)(T2 —Tl)/4)
mod M?

3(0[ + 2ﬁ)(T2 - Tl)/4 1+ %CY.(Tg - Tl)

donde

e

3) =

o que implica a proposigao.

C.Q.D.

Feito esse trabalho preliminar, procuremos agora um vetor # 0 que seja fixado por

A e B (nas correspondentes especificagoes para Z,). Seja v tal vetor. Assim, se
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Av=1v e Bv=v, como TAr~! = B (estamos abreviando p(7) para T) segue que
rAr~1v = v, donde AT"'v =71"'v, e portanto v e r~1v sdo vetores fixos pela matriz
A. Conseqiientemente, se 7~ 'v # Av para todo A € Zp, A # 0, entdo a matriz A é
necessariamente a identidade (e portanto B também reduz-se a identidade).

Se, por outro lado, v for um autovetor para p(t), como 7% =1, os possiveis
autovalores para p(T) sio as raizes clbicas ndo triviais da unidade, w, w?. Portanto,
se w¢F, (eportanto w ¢ Z,), A e B ndo fixam nada além da origem. Se w € F),
os tnicos possiveis candidatos a serem fixos sdao vy e v, onde pg(T)v; = wvy e

2p. Da proposigao 8,

pu(T) = ( :;g _}1/72)

e portanto v; = (1 + 2w, —3), vy = (1 + 2w, +3).

1+a b \[(1l+2w) _ (1+2w
C1 1+d1 -3 - —3 ’

entdo aj(1+2w) = +3b; e ¢i(1 +2w) = -{—3(:21. Analogamente, usando agora v, em

pz(TIvz = w

Se

vez de v;, obtemos
G(l+2w)=—3b; e ci(l+2w)=—3ds .

Assim, sendo 1 autovalor de A, substituindo A por 1 no seu polinémio caracteristico,

obtemos

1—(ay +di)+ (ardy —bic1) =0

e portanto, se a;(14 2w) = —3b; (ou, multiplicando ambos os membros por (1+4+2w) e

lembrando que 14w 4+ w? =0, a3 = (1 + 2w)by), substituindo vem:
1—(14(142w)by +di)+ (1 + (14 2w)by)dy — biey =0,

ou seja,

(1 + QW)dlbl = b]Cl = (1 + 2w)b1,
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se by #0, ficamos com

(14 2w)dy — 1 = (1 +2w),
ou, (1+2w)(1+ d~1) —¢; = (14 2w), que se escreve como
1+ w)dy = ¢y
multiplicando ambos os lados por (1 + 2w), vem

01(1 + 2&)) = —3671

Observagio: Se utilizarmos a relagdo proveniente de vy, obteremos o resultado analogo

correspondente.
Vamos fazer um resumo geral da situagdo neste caso de p inerte na cubica:

1) pz(r) tem as seguintes possibilidades:
a) V=3 = (1+2w) ¢ F,. Neste caso, p;(r) néo pode ter vetor fixo diferente do
trivial.
b) V=3 € F,, mas g =0. Neste caso, para ter um vetor fixo nao trivial, f =0
e pz(r) é aidentidade.
¢) V-3€F, e g#0. Temos dois casos:

O~

cl) f = (14 2w)g. Aqui o tdnico vetor # 0 que pode ser fixo por 7
V =(-1,(1 + 2w)),
c.2) —f = (1 +2w)g. Aqui o unico vetor # 0 que pode ser fixo por r

D~

V = (1,1 + 2w)).

2) p(s)=A e py(t)= B tém as seguintes possibilidades:
a) V=3 =(1+2w) ¢ F,. Neste caso, A e B ndo fixam nada além da origem, a
menos que A = B = identidade.
b) v/=3 = (14 2w) € F,. Neste caso, os candidatos a vetor fixo ndo trivial sdo

vy =(142w,-3) e vy =(1+ 2w,+3).
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Podemos agora enunciar o

Teorema 1. Suponhamos que p seja inerte na ctbica admissivel e p, uma deformacao

de p para Z, induzidapor z € X.

a)

b)

Se F, nao contiver uma raiz ctibica nao trivial da unidade, entdo ndo existem
deformacdes p; tais que a inércia em p fixe um vetor nao trivial de Z, x Z,.
Se F, contiver um raiz cibica w nao trivial da unidade temos as seguintes
possibilidades:

bl)g=0e f=0¢e a1(142w) =3b e el + 2w) = 3[[1 dio deformagoes
ordingrias fixando v; = (1 + 2w, —=3).

b2)g=0e f=0 e ai(1+2w)=—3b e ci(l+2w) = _3d, déo deformacdes
ordindrias fixando vz = (1 + 2w, 3).

b3)g#0 e f=(1+2w)g e ap =1, entao temos deformacoes ordinarias
fixando v = (-1,(1 + 2w)).

b4)g#0 e —f=(14+2w)g e a1 =1, entao temos deformacoes ordindrias

fixando v = (1,(1 + 2w)).

Observagao: 1) Nos itens b.1) e b.2),se by # 0, temos apenas duas condigoes: ¢ =0 e

a1(142w) = 3b; parab.l)e g=0 e @1(1+ 2w) = —3b; para b.2), como ja observamos

antes.

2) Para obtermos deformagdes pz nao ramificadas em p, precisamos que f =g =0

e a; =1, (veja-se o lema 1 atrds).

3) O lugar geométrico dado em b.1) e o lugar dado em b.2) se encontram no lugar das

néo ramificadas, que por sua vez estd no fecho de b.3) e de b.4).
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A figura que isso daria é semelhante a:

f=—-(1+2w)g e a; =0
(g #0)

f=(14+2w)g e a1 =0
(9 #0)

f=g=0 ‘s f=g¢g=0 wv; autovetor

vo autovetor.

Assim, na situagio do teorema 1, vemos que o lugar das deformacoes ordinarias nao
é um subesquema fechado.

Procuremos agora analisar o caso em que —{ nao é residuo quadratico médulo p.
Agora A, = {1,0}, e estamos também supondo que L/Q ¢é genérico para p, ou
seja, na situacio da proposi¢do 7 do §3, e portanto a imagem de ¢ é u eno Frattini

7 =71+ 2(r(7) — 7%(u)). Neste caso, jd conhecemos p(u), e é facil ver que

1+ fg)!/? f
el) = ( ( gg) (1+f9)1/2) '

De fato, como on =n"%, p(on) = p(a)p(n)p(e)~!. Pondo

p(n) = ( i f{,) € I2(R),

vemos que detp(n) =1, pois on=n""', e sua redugdo para GLy(F,) é aidentidade.

(3 00 D )-(% )

Isso nos dé imediatamente z = w, e o determinante fica 2?2 — zy = 1, donde

Assim,

z = (1+2y)'/?, o que queriamos. Os autovalores de p(n) sdo A1z = (1+fg)1/2 +(fg)!/?
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e portanto 1 sera autovalor se
1= (14 f)'/? + (f9)'/? ou 1=(1+f9)'/* = (f9)'/".

Em ambos os casos isso acarretaou f=0 ou g=0.
Se f =0, a tnica possibilidade é fixar (0,1) e portanto, se p(u) fixar (0,1),

T, =0. Se g =0, entdo T; =0, e temos o lugar dos morfismo ordinarios:
f=0 e T,=0 ou(exclusivo) ¢g=0 e Ty =0.

Além disso, as imagens de f e Tp (resp. g e Ti) em M /M? s@o linearmente
independentes. Isso sai diretamente da proposigao 7, que diz que 7 =9+2.(7(") —7%(¥)),

ou seja,

fETl—T2+T3 modM2

g = 3T, — 3T, — 3T; mod M?

Resumindo:

Teorema 2. Se L/Q for genérica para p e —{ nao for residuo quadrdtico mod p,
entdo uma deformagio p de p para Z, éordiniriase f=0 e T3 =0 ou (exclusivo)

g=0¢e Tp =0.

Teorema 3. Se L/Q for degenerada para p e —¢ nio for residuo quadrédtico mod p,
entio se p for uma deformagio ordiniria de p para Zp, temos (exclusivamente), ou
z=0e f=0ouz=0e g=0ou T3 =0ce T3=0 ou T, =0 e T3 =0.

Prova: Da proposigio 5, (b) (§3), sabemos que II, éum pro—p-grupo livre em 3 geradores

¢, n, ¢ com aagiode A, ={l,0}. Assim: of=¢, on= n~ L.

Denotemos por r e s
as imagens de £, n em II e por R o A-médulo gerado por 7, e por S o A-médulo
gerado por S, no Frattini II. Como oF =7, 7 € 1® x donde RC1®x. Do

mesmo modo, ¢3 = —3 implica S C e®y. Como ja vimos na observagdo que se segue a
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prova da proposicao 6, R+ S =T, donde,se L/Q for degenerada para p, temos duas
possibilidades:

Ou R=1¢e S=e®x ou S=¢e R=1®x.

No primeiro caso, o teorema 4 do §3 do Capitulo I me garante que A age trivialmente
em r€ll: or=7r, T7r =71 enocasode s, temos § =70+ 2(74 — 7%%), como na

proposicao 7 do §3. Por ser invariante sob o, p(r) tem que ser uma matriz diagonal, e

"(r)=(“5m 12:,,-) '

Quanto a p(s), ja fizemos o calculo anteriormente:

por ser fixa por T,

_ [ L+ 9t f
p(s) = ( g (1+fg)1/2) .

E portanto temos duas tnicas formas da inércia fixar um vetor (sem ser trivial):
ouz=0¢e f=0, ou 2=0 e g=0.

No segundo caso, $ =70 e posso escolher v =s, de modo que

_ [ (1=2T)? Ty
ple) = ( ~3T3 (1-3T§)1/2)

e R=1@yx, de modo que 7, 7T, 27 séo linearmente independentes e oF = 7. Pelo

Adendo da proposicéo 7 em §2.2 de [Bo-Ma), posso escolher u como a imagem de ¢, isto

([ 1+T 0
p(r)—( 0 1+T2>

e portanto a inércia fixard um (e um sé vetor) se

é, r =u, ou seja,

Ty =0 e T3 =0 ou (exclusivo) se T, =0 e T3 =0.
C.Q.D.

50



Assim, as possiveis figuras nesses casos seriam:

1) Caso genérico:

o lugar ndo ramificado

2) Caso degenerado:

2.1)
2.2)
Ty=T;=0
Ty=T;=0
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CAPITULO 111

DEFORMACOES DE REPRESENTAGOES ORDINARIAS
NAO RAMIFICADAS FORA DE p

Neste capitulo nosso objetivo é provar o

Teorema Principal. Seja 7: Gal(Q/Q) — GLy(k) uma representacao continua absolu-
tamente irredutivel, ordinaria, nio ramificada fora de S = {p,0}. Entdo o homomorfismo

natural

R(p,5) — R°(p,5)

é sobrejetor e se p for moderadamente ramificada, o seu kernel pode ser gerado por dois

elementos.

Sera 1til recordar aqui que Gg,s denota o grupo de Galois do maior subcorpo de Q@
que é nio ramificado fora de S e k ¢é um corpo finito de caracteristica p. E conveniente
que denotemos por Gr o grupo de Galois da maior extensio algébrica separavel de um
corpo F. Poremos também G := Gal(L/Q) onde L é o corpo de decomposigio de
7, isto é, o corpo fixo de Ker p, e denotaremos por II o p-completamento de Ggq,s
relativoa p (cf. definicdo em I-3).

Temos a sequiéncia exata curta:
1—»P —>I 5 G—1

onde P é um pro—p-subgrupo normal de II, que é grupo de Galois da maior pro—p—
extensdo de L, néo ramificada fora de S. Ja vimos em I-3 que todas as deformagoes
de 7 se “fatoram” por II. Fixemos uma imersao Q— Qp entre o fecho algébrico dos
racionais e o fecho algébrico dos racionais p—adicos, e consideremos os grupos de inércia e

decomposicéo correspondentes, I C D CII, de modo que I é a imagem do subgrupo de
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inércia de Gg, em II e D ¢ aimagem de todo Gg, (via o morfismo v:Gq, < Gq
induzido pela imersao fixada acima).
Sejam I° c I e D° C D as pro-p—subgrupos de Sylowde I e D. Como p ¢

ordindria, pela propriedade (a) de I-1, posso supor sem perda de generalidade que
1 *
A(I) <
0 *
e portanto p(D) estd contido num subgrupo de Borel
* *
p(D) <
0 *

de GL,(k). Esse subgrupo de Borel se escreve como o produto semidireto do grupo das

matrizes diagonais pelo grupo das unipotentes,

¢ y _ ( z 0) ( 1 y/:v)
0 p 0 z 0 1
Assim, se restringirmos a seqiiéncia exata acima, obteremos
1— D — D — p(D) — 1
onde observamos que como D; C P, entdo D; C D° e assim
1—>D1——>D°——>ﬁ(D0)—>1

é também exata. Conseqgilentemente, como p(D°) = p(D)N (unipotentes), temos que
p(D°) <« p(D) e portanto D° 4« D. Analogamente, temos que I 9 I. Se pusermos
A:=I/I° e B=D/D°, entio A e B sao grupos abelianos de ordem prima com p e
A é ciclico.

A inclusio natural I € D induz uma injecio A — B. Usando o teorema de

Schur-Zassenhaus (o teorema 3 de I-3) podemos encontrar um levantamento A — I

53



e um levantamento compativel B <« D. Fixemos de uma vez tais levantamentos e
identifiquemos A com sua imagemem I e B com sua imagem em D. Obtemos entao

os produtos semidiretos: I = A oc ] © ¢ D= B x D°.

Seja K, o corpo intermediario na extensao Z)—p /Q, que é o corpo fixo do morfismo
natural Gq, — B, de modo que Gal(K,/Q,) = B, eseja L/L, a extensdo Galoisiana
correspondente ao grupo de decomposigéo p(D). Nesta tiltima subextensdo tomo K/L.,
onde K é o corpo fixo pelo kernel da sobrejecio p(D) — B. Assim, Gal(K/L,)= B
e L/K tem grau 1*. Denotando por L, o completamento de L (relativo a escolha

inicial que fizemos, Q — @p), temos que K, ¢é o completamento de K.

Seja M, s/L a maior pro-p-extensio de L nao ramificada fora de S ¢ M/K, a

maior pro—p-extensdo de K,. Utilizaremos a seguinte notagéo adicional:

I, = Gal(M/Qp) II = Gal(M,,s/Q)
P, = Gal(M/K,) P = Gal(M, s/L)
P(K) = Gal(M, s/ K),

Toda a informacio dada acima, bem como as notagoes empregadas para os grupos de

Galois podem ser visualizadas de uma vez no diagrama abaixo:

* De fato, com a hipétese de que p é moderadamente ramificada, L = K. Manteremos
a notagao distinta, pois no caso geral L = K ou [L:K]=p enossos resultados sdao um

pouco mais gerais.
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~M-y--y-—-Hp
H---—p===r=-1M,s
Py(Lp)
P ! Py
P(K) < ?Hp
L o
m <
. - K K,
B ? B
Lz
\ J
/Qp““““‘GQ,
Go=-=-=====m Q

No diagrama acima, as linhas pontilhadas indicam a correspondéncia de Galois nos

casos local e global, e as linhas cheias inclinadas indicam o processo de completamento.

A injecio v: Gq, — Gq induz naturalmente
v:1, —»1II

e portanto D = 9(II,). Novamente pelo teorema de Schur-Zasenhaus II, = B « Pp,
onde ¥ = (P,) = D° e analogamente v(I sel) — [0 onde I*®! éa pro-p-parte da inércia
na extensdo M/Q. Vamos precisar aqui do seguinte lema, que se encontra em [Ma2] e

cuja prova incluiremos aqui por ser essencial a compreensao do que segue:

Lema 1. Existem elementos r,s € I° e t € D° com as seguintes propriedades:

(1) O subgrupo B C D esta no centralizador de 2.
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(2) Se K, néo contiver as raizes p—ésimas da unidade, o elemento s é trivial. Caso
contrario, ele satisfaz a seguinte relagao:
para g € B,

gsg™t = 59,

onde e : B — Zj ¢ o levantamento de Teichmiiller do cardcter ciclotomico
x : B = F, que define a acdo natural de B no subgrupo das raizes p—€simas
da unidade em K,.

(3) Os elementos {r! =grg~' (g € B), set} geram D° como pro—p-grupo.

(4) O subgrupo normal fechado gerado pelos elementos {r9 (g € B) es} éiguala
v

Prova: Como é bem conhecido, o quociente de p-Frattini de Gk, ¢é isomorfo, como
F,[B]-médulo, a K}/(K})? e aimagem da inércia é o subgrupo U,/U?, onde U, éo

grupo de unidades locais de I, e temos a seqiiéncia exata de F,[B]-mddulos:
0— U,/UP — K}/(K})P — Z[pZ — 0,

onde a acio de B em Z/pZ é a acdo trivial. Essa seqiiéncia cinde, e o F,[B]-médulo
U,/UP é isomorfo & soma direta da representacéo regular Fp [B] e de p,(Ky), o grupo
das raizes p—ésimas da unidade em K,. Se K, nao contiver raizes p—ésimas da unidade,
entdo U,/UP = F,[B].
Assim, podemos encontrar trés elementos z, y e z no quociente de p-Frattini de
Gk, com as seguintes propriedades:
(i) O elemento z é fixo sob a agio de B (i.e., Z € Z/pZ).

(ii) Oselementos T e § estdoem U,/UJ eesse subespago é gerado por {¢g-Z (g € B)

e J}-
(iii) O elemento ¥y ¢é trivial se K, ndo contiver raizes p-ésimas ndo triviais da
unidade; caso contrario é um autovetor da agdo de B, que age como o caracter

ciclotomico.
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(iv) O quociente de p-Frattini de Gk, , K*/(K%)?, pode ser gerado pelos elementos
{9-7, (9€B), ¥ e z}.

Pelo teorema 4 de I-3 podemos encontrar levantamentos y, z em P,, de Yy, Z
respectivamente, que satisfazem a propriedade (1) e arelagéo de comutagao da propriedade
(2) do lema 1. (Veja especialmente os exemplos que se seguem ao teorema 4, em I-3). Para
completar a prova da propriedade (2) do lema, precisamos mostrar que y € I sel - De fato,
como P,/I*® ¢ fixo pela agio de B, a projeao de y em P,/I*® é ao mesmo tempo
fixa por B e verifica a relagdo de comutacio de (2). Ora, como detp # 1, decorre que

y € I*,

Tomemos agora um levantamento z em I°¢, de Z. Pelo teorema de Burnside (veja
a proposigao 2 em I-3), o conjunto formado pelos elementos {z9 (9 € B), y e z} geram
P,, donde a propriedade (3). Seja agora J o subgrupo normal fechado de P, gerado
por {z9, (g€ B), e y}. Entao JC Is¢! e P,/J é gerado por um unico elemento, a
imagem de z. Assim, P,/J — Pp/fsel & Z, éum isomorfismo, e portanto J = I,

Pondo r =7%(z), s=3(y) e t=71(z), obtemos olema 1.

C.Q.D.

O préximo teorema é crucial na demonstragao do teorema principal.

Teorema 1. O elemento s € I°, quando restrito a maior extensao p-abeliana elementar

de L, é aidentidade.

Prova: Se K, nio contiver as raizes p—ésimas da unidade isso é claro, pois podemos
tomar o préprio s como a identidade, segundo (2) do lema 1. Vamos portanto supor que
K, contém uma raiz p-ésima (,, ndo trivial, da unidade. A prova consistird de varios

passos, que ao se desenvolverem dardo a estrutura da demonstracao.

Antes de iniciarmos a prova, fixemos algumas notagoes. Se F for um corpo, F2PP/F

denotaré a maior pro-p—extensédo abeliana de F'. Se F' for um corpo de niimeros, F ;b’p /F
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denotara a maior pro-p—extensdo abeliana de F' que é ndo ramificada fora de S = {p, oo}.
Poremos também H = Q({,), Hp = Q,((p) (isto &, 0 completado de H relativo a nossa
escolha Q — @p) Ly = Gal(H;,’b"’/Hp) e L= Gal(Hgb‘p/H). Observe-se que em se
tratando da pro—p—extensdo ciclotémica, H abp = H g-b’p ). Se Q for um grupo profinito,
escreveremos %® para o seu abelianizado, isto é, o quociente de © pelo subgrupo dos

seus comutadores.

Passo 1: O seguinte diagrama é comutativo:

P(K)*® &  Pg

Tver. /‘\Ver.
c & e

onde Ver. é o homomorfismo de transferéncia, ou “transfer map”, ou ainda “Verlagerung”,

como é usualmente chamado.

Prova do Passo 1: Da teoria global dos corpos de classes temos a comutatividade do

seguinte diagrama:

cy Y5 Gal(H®/H)

lCon. lVer.

Cr 25 Gal(K°/K)

onde Cg e Ck sao os grupos de classes de idélesde H e K respectivamente, e ¥y € Yk
s50 os homomorfismos de Artin globais — ver [Ta]. Como estamos interessados em extensoes

que n#o ramificam fora de S, posso substituir os grupos de Galois no diagrama acima pelos
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seus respectivos quocientes: Gal(HE'/H) e Gal(K 2 /K) e considerar o homomorfismo
de transferéncia induzido (continuaremos a chamd-lo de Ver.), cuja descrigio explicita
daremos a seguir.

Como Gal(HE/H) = limj-—'__ Gal(Fs/H), onde F éo conjunto das extensdes abelianas
finitas Fs/H nao ramificadas fora de S, posso substituir F por qualquer parte cofinal
a F, como por exemplo {Hm}m>0, onde Hp é o corpo de raio médulo p" 10y (aqui

Op denota o anel de inteiros de H). Se pusermos Gn(H) = Gal(Hn,/H), entao
Gal(HE/H) = im G (H).

Se J(H) denota o grupo de classes de ideais primos com p e P,,(H) o raio médulo

p™ 1Oy temos (ver [Neu)):
Gm(H) 2 J(H)/Pn(H).

Se o € Gal(HE/H), o é representado pela familia de suas restricoes o, a Hp.

Utilizando o simbolo de Artin, podemos escrever:

== ()

onde 7, € J(H) e vale a relagio de compatibilidade:

NMm4+1 € T]um(H) (m > 0)

o= (%),

e 0 homomorfismo de transferéncia Ver.: £ — P(K)?® pode ser dado explicitamente:

e ((527)), - (Gee))..

Da teoria local dos corpos de classe temos a comutatividade do seguinte diagrama:

Podemos entao por:
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Hy Gal(Hp®/Hy)
lincl. lVer.
K X Gal(K®/K,)

onde os @’s sio os homomorfismos de reciprocidade local — cf. [Se].

Para provar o passo 1, precisamos reunir os dois diagramas anteriores, isto é, pre-
cisamos da compatibilidade entre a teoria local e a teoria global dos corpos de classes, €

para tanto, consideraremos a injegao candnica

[]: K; — Ck

que a cada a, € K} associa a classe do idéle

[av] = (... 1,1,a0,1,1,...) .

A compatibilidade aludida acima reflete-se na comutatividade do diagrama abaixo

(ver [Neu]):

D
=
<

<
K

Gal(K3'/Ky)

Jo !

Cre & Gal(K*/K)

<

Observemos que temos um outro diagrama comutativo analogo a esse, com H no

lugar de K e Hp, nolugarde K,. A jungao de todos esses diagramas nos fornece:
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Yy

Cx > Gal(H%/H)

\ /
g 2 Gal(HS/H,)

Con. J'incl. j'Ver. Ver.

Kk X Gal(Ke/K,)

&
] Y
Cx > Gal(K°/K)

YK

Como os @’s sdo epimorfismos, o trapézio da direita comuta. Projetando os gru-
pos de Galois globais nos seus quocientes e tomando os p-Sylows, obtemos o diagrama

comutativo:

Gal(Hab»/H) - Gal(HE*?/H)

lVer. ‘{'Ver.

Gal(Keb?/K,) -  Gal(K*?/K)

l

Isso prova o passo 1.

Passo 2. O elemento y € I*®' (veja a prova do lema 1) pode ser escolhido de tal modo
que a sua projecdo y' em P;b seja imagem através do “Verlagerung”, de um elemento

y" em L,. Esse elemento y" quando projetado no Frattini £, gera a componente p,.

Prova do Passo 2. Tomando o quociente de p-Frattini dos grupos que aparecem no

diagrama da teoria local de corpos de classe, da pagina [60], obtemos:
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o
&

K3 [(K3)P —

Tincl. TVer. J

o J—

Hy[(H,)P —

o
~

On,

Nio é dificil ver que o homomorfismo induzido pela incluséo, incl : Hy[(Hp)? —
K*/(K*)? & injetor. De fato, se algum elemento o de H » for uma poténcia p—€ésima
em Kj, a= (P para certo B € K* entdo como H, contém as raizes p—€simas da
unidade, o grau de H,(f) sobre H, seria p se a nao fosse uma poténcia p—ésima em
Hj, mas p néo divide o grau da extensao K,/H,, donde incl é injetor. Como os 8’s
sdo isomorfismos, o morfismo de transferéncia induzido, Ver. : Zp — ﬁ é injetor.

Se pusermos G = Gal(H,/Q,) entdo, como na prova do lema 1, podemos escrever:

L,=F)Glop oF,

YDpr- = Fy(B]®n, ®F,
Tomo y" € E um elemento que vai em Y € E = P_,‘,"’- (o que é possivel, pois Ver. é
equivalente & incl.) e ponho y' = Ver.(y"). Entéo y € P;l’ e ¥ =79, oque provao

passo 2.

Passo 3. Denotando por @ a aplicagio L, — £ induzida nos Frattinis pelo homomor-
fismo ¥:L, — L temos que &(y")=1.
Prova do Passo 3. Consideremos a transformagéo de Artin global

i : Iy — Gal(HE/H)

onde Iy ¢é o grupo de idéles de H. O kernel de ¥p é o menor subgrupo fechado

contendo H* e Up) - I, onde
Up = Mexzpllp/eUp € I*® = H'p/ooH';;
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e relembramos que Up é o grupo de unidades no completado Hrp de H em P. Temos

portanto a seqiiéncia exata:
1 — Ty - I° - H* — Iy — Gal(H'/H) — 1

onde a barra acima indica o fecho na topologia dos idéles.
Como H = Q((p), s6 existe um primo P em H que divide p, e portanto
escrevermos U, em vez de IIp,,Up.

Temos as inclusoes:

IH:_)I}I'H*=UP'U[11]'I°°'H*QU[P]'Ioo'H*'

O primeiro quociente é isomorfo ao grupo de classes de ideais de H e o segundo é
igual a:
Up/(Up N Upp) - I° - H*) .

Podemos dispor essas informagdes num diagrama comutativo:

1 1

! !

1 — TpIoH — U0 =0 — Gal(Hg/H) — 1

! !

1 — Oy I=H* — Iy Y5, Gal(HE/H) — 1

| |

Iy/Ih.H* = Gal(H/H)

! !

1 1

onde H /H é a maior extenséo abeliana ndo ramificada de H (o corpo de classes de
Hilbert de H) e Gal(FI /H) é isomorfo ao grupo de classes de ideais de H, denotado
CI(H).
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Como U, N (Upy - I*® - H*) = E, o fecho das unidades globais de H diagonalmente

imersas em U,, o seguinte diagrama comuta:

UP.U[p].Iw.H* LN Iy
.
UP l l’/’ﬂ
No(]
1 — Up/_E_ - Gal(Hgb/H) — ClI(H) — 1

Adicionando a esse diagrama a informagéao local, obtemos:

U — H;y — Ga.l(HI‘,‘b/Hp)

[ | [0 |z

Iy Y5  Gal(HE/H)

[ s

1 — E — U, » Gal(H$/H) — ClH) — 1

Observe-se que como s6 existe um ideal primo P que divide p em H, o grupo
das unidades locais em H, coincide com U, e isso é absolutamente crucial, pois na
seqiiéncia exata de baixo, E se inclui diagonalmente em U, = Ilp /p-UP, que no nosso
caso reduz-se a Up, e portanto a inclusdo diagonal torna-se uma inclusao simples. Se

tomarmos os p—Frattinis obteremos:

U,/U? — Hy[(H;) =,

Yo
lid Jfb
, T

0 — Bs — B — U,/U}

— CIH)/CI(H)}Y —O
onde B={z€ H*:(z)=1IP}/(H*)? e
By={z e H*:(z)=1I?, z € (H,)P}/(H")" .
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Preferimos, na seqiiéncia exata dos p-Frattinis, utilizar a interpretagio (e a notagéo)
usual do pedago que aparece a esquerda de U,/U} — L — C/CP — 0, que pode ser vista
mais detalhadamente em [Koch] (Satz.11.7).

Se olharmos para esse diagrama como um diagrama de F,[G]-médulos (recordo que

G = Gal(H,/Qp)), veremos:

F,[Glopm, — ZP

bl

0 — Bs — B — F,[Glep, — L — C/CP — 0

Como y" € p, estd naimagem de B — F,[G]®p, (pois B contém E/EP e
(p € E), enao estd naimagem de B, — B (pois (, nao é poténcia p—¢sima em Hy),

da comutatividade do diagrama segue que d(y") = 1.

Prova do teorema 1. Consideremos o diagrama abaixo:

~

P(K) < P,
| | >\

v

P(K) = P(K)® «— P(K)*® < P — P
Tver. TVer. TVer. T%
I - £ &, — L

|

Relembramos que os elementos r, s, t em P(K ) sdo imagens de z, y, z em Pp e
denotemos por ', s', t' e z', y', 2’ suasimagens nos abelianizados res ectivos, P(K)2b
p b} ) y ) g p
e P2 J3 vimos no passo 2 que y' = Ver.(y"") para certo y" € L. Pelo passo 3 vemos
) 9 P
que a imagem de v(y") em L & trivial. Pelo passo 1, o quadrado central comuta e
portanto s’ = Ver(v(y")). Como o quadrado da esquerda é evidentemente comutativo, a

projecio de s' no Frattini é trivial. Mas essa projeciio é a mesma que a projegao de s em
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P(K), donde s, restrito a maior extensao p—abeliana elementar de K & trivial. Como
ograude L/K é1oup, L estd contido nessa maior extensiao p-abeliana elementar
de K, e portanto s quando restrito a L ¢é trivial. Em nosso caso, como supomos p

moderadamente ramificada, L = K, e isso prova o teorema.

C.Q.D.

Prova do teorema principal. Vamos inicialmente provar a segunda parte do teorema,
isto é, se p for moderadamente ramificada, entao o kernel de R — R? pode ser gerado
por dois elementos (saird também a sobrejetividade nesse caso!). E depois provaremos a
sobrejetividade sem hipétese alguma.

Podemos supor (depois de realizar uma conjugagao em D, sSe necessario) que a
imagem de B «» D sob p é um subgrupo das matrizes diagonais em GLy(k) e que

A C B vai nas matrizes da forma

0 *

A deformacio universal de p pode ser vista como um homomorfismo
p:1I - GLy(R)

onde R é o anel universal das deformagdes de p e p ¢é determinado a menos
de equivaléncia estrita. Escolheremos um homomorfismo p, dentro da sua classe de
equivaléncia estrita, de tal modo que a imagem de B esteja contida na imagem em Gly(R)
do subgrupo das matrizes diagonais de GLo(W(k)) - onde o morfismo GLy(W(k)) —
GL,(R) ¢ induzido pelo morfismo natural W(k) - R. E podemos ainda arruma-lo
de modo que a imagem de A esteja na imagem do subgrupo das matrizes diagonais de

GLy(W(k)) da forma
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Sejam r, s, t os elementos de D° com as propriedades estipuladas no lema 1, e

consideremos suas imagens sob p.

Lema 2. p(s)=1.

Prova. Seja u = p(s) e @€ GLy(k) a sua redugdo médulo o homomorfismo induzido

por R — k. Como p éum levantamento de p, isto é, o seguinte diagrama é comutativo;

GL,(R)
p/
II |
P\
GL,(k)

entio U= p(s). Pelo teorema 1 acima, s quando restrito a L é trivial. Mas L éo

corpo fixo por Kerp, donde u=1.

Para deduzir que u = 1, faremos um processo de indugéo: sejam I, C I; ideais
em R e coloquemos R; =R/I;, j =1,2. Seja u; € R; a projecio de u para R;.
Supomos também que mg.l; C I3, onde mp é o ideal maximal de R. Assim, o0 kernel
da projecio Ry, — Ry possui naturalmente a estrutura de um k—espaco vetorial, que
suporemos de dimensdo 1, e portanto gerado por um {nico elemento, chamemo-lo ¢’, tal

que mg €' =0. Supondo que u; =1, provaremos que U também é 1.

Escrevemos us = 1+4+¢'M onde M ¢é uma matriz 2 X 2 com entradas em k e

Ug € P2(R2/R1), onde Fg(Rg/R]) = ker(GLg(Rg) — GLz(Rl))

Temos o seguinte diagrama comutativo:
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[(R2/Ry) — Ty (k[e])

l !

GLZ(R‘Z) I GLz(k[éZ])

GLg(Rl) e GLg(k)

onde os levantamentos II — GL,y(R;) 7 =1,2 sdo induzidos das projecoes R — R; e
o morfismo GLs(Rs) — GLy(k[e]) é induzido por Rg — kle], e kle] = {a+¢€b|a,beE
k, €2 =0}. Observe-se que de fato I'z(R/R;) ¢ isomorfo a Iy (kle]), via

14+eMm—1+eM.

No diagrama acima, obtivemos uma representagao de II em GLy(k[e]), que levanta
7 e tal que o elemento s € I° vaiem 1+eM € L2 (ke)). E muito facil ver que
a multiplicacio em T'p(k[e]) resulta na adigdo componente a componente e portanto,
I',(k[e]) éum grupo abeliano finito p-elementar. Isso significa que o corpo fixo do kernel
de II — GLy(k[e]) me fornece uma extensdo de L p-abeliana elementar. Ora, como
s é trivial no m, entio M =0 e portanto uy =1. Como R € C(k), ¢é possivel
construir uma seqiiéncia de ideais mr =m1 D 72 O ... tal que n; D 7j41 possul as
propriedades requeridas para Iy D I; e tal que Nn; = 0, concluimos que u = p(s) = 1.
Isso termina a prova do Lema 2.

Continuando a prova do teorema principal, escreveremos p(r) € GLz(R) como uma

a b
c d

Como 7 é ordiniria e normalizamos as coisas de modo que a imagem da inércia sob

matriz
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7 esteja contida no subgrupo da forma

0 *

temos que (a — 1) e c¢ pertencem ao ideal maximal de R. Formemos o quociente
R'=R/(a—1,c) eseja

p I — GLy(R')

o homomorfismo induzido de p pela projecio R — R'. Por construgao, r val numa

matriz da forma

0 *
em GL,(R') sob p'. Qualquer um dos conjugados de r por elementos g € B terd a
mesma forma da matriz de r acima, pois ¢ vai numa matriz diagonal. Assim, pelo lema

2,

pI%) <
0 *

Como p é moderadamente ramificada, e portanto det p # 1, segue que det p € nao
trivial quando restrito a A. Segue da propriedade (1) do lema 1 que p(t) é uma matriz
diagonal em GLo(R) (e portanto em GLo(R')). Da propriedade (3) segue que D° vai

no subgrupo de Barel

0 *
de onde temos a conseqiiéncia que p' é ordinaria. Existe portanto um tinico homomorfismo

de anéis locais R? — R’ tal que o diagrama comuta:

R — R
N /
RO
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Se p°:II — GLy(R®) denota o homomorfismo induzido pbr p, ie, p° éum
representante da deformagao ordinria universal de p, entdo p' é induzido de p° via
R? - R'. A segunda parte do teorema estaria provada mostrassemos que @ vaiemle ¢
vai em 0 sob R — R?, pois nesse caso teriamos um mapa R' — R? (injetor, por sinal!)
e a representagio p', que j& vimos ser ordindria, induziria p°. Pela universalidade de
R, RO~R' e p' =p".

Seja M° = R% x R® considerado com a estrutura natural de II-mdédulo via p° ea
acao usual de GL,. Observe-se que o sub-médulo em M? consistindo dos vetores fixos
sob a agio de A é o R%-mddulo livre de posto 1, R° x0C M° Como p° éordinaria,
segue que R? x 0 tem que ser fixo por todo I 0 ¢, em particular, por r, ouseja, a—1
e ¢ vao em zero sob R — RY.

Resta provar a primeira parte do teorema, ou seja, que R — R ¢ sobrejetor (note
que obtivemos j4 a sobrejetividade supondo p moderadamente ramificada). Pelas nossas
normalizacdes, podemos supor que o vetor fixo pela inércia em kx k éo vetor (1,0).
Seja (z,y) € R x R? um gerador do R%—submédulo livre de posto 1 e somando direto
de R x RY, que é fixo pela inércia via p°. E claro que (z,y) projeta-se em (1,0) e
portanto t=1+a e y=f, onde a e B pertencem ao ideal maximal de R°.

Afirmamos que podemos encontrar um homomorfismo ;;6. na classe de equivaléncia

estrita de p°, e tal que o sub R°-mddulo dos invariantes por inércia seja (1,0) € ROx RO,

De fato, se M for a matriz

1+« 0
M = ,
B 1

entdio M € T,(R%) e M levao R’-mddulo gerado por (1,0) no R°-médulo gerado
por (z,y). Se pusermos

/;6 =M’ M
entdo 56 ¢ da mesma classe de equivaléncia de p° e a inércia fixa (1,0) via /F’. Como

~

p & ordinéria, o submédulo R? x 0 ¢ o fixo pela inércia e portanto, se R' denotar a
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jamgem de R — R, e p' a imagem da deformagao universal induzida por R — R/,
basta provar que p' é ordindria para termos o resultado. Porém, (1,0) € R’ xR’ éfixo
pela inércia e portanto R’ x 0 & lvire de posto 1, fixo pela inércia e somando direto de
R' x R'. Se algo mais fosse fixo pela inércia, teria que ser da forma r - (1,0), para certo
r € R°. Como estamos em R' x R/, esse r tem que estar em R' e isso termina a

prova da primeira parte do teorema, e o teorema principal esta provado.

C.Q.D.

Coroldrio (cf. [Ma2]). Seja p uma representagdo residual ordindria moderadamente
ramificada que nio seja totalmente real. Entdo a dimensao de Krull de R°/pR? é > 1.
Se a dimensio de Zanski de R°/pR® for <1, entdo R? é um anel de séries de poténcia
em uma varidvel sobre Z, e R ¢ um anel de séries de poténcias em dois pardmetros

sobre A.

Prova. O conjunto das deformagdes de p para k[e] que sejam ordindrias é natural-
mente munido de uma estrutura de k-espago vetorial (cf. [Sch]), que como tal é dual de
mpo/(m%o,p) (cf. [Mal] ou [Bo]) e sua dimensdo sobre k ¢é chamada a dimensao de
Zariski de R°/pR’. Como o corpo fixo de kerp ndo é uma extensao totalmente real,
R/pR tem dimensio de Krull > 3 (cf. [Mal]) e pelo teorema principal, R?/pR® é um
quociente de R/pR por um ideal gerado por dois elementos, donde a dimenséo de Krull
de R°/pR® é > 1. Suponhamos que a dimensao de Zariski de R?/pR® seja <1. O
nosso teorema principal implica que a dimenséo de Zariski de R/pR é < 3. Por ([Mal],
Cor.3 & Prop.5, Chap.I, §10) segue que R é um anel local regular de dimensdo de Krull
igual a 4, e mais precisamente, um anel de séries formais de poténcias em dois parametros
sobre A. Pelo teorema principal e pela hipdtese na dimenséo de Zariski de R°/pR°
segue que R® é um anel local regular com dimensao de Krull iguala 2 e p€ R® éum

elemento regular, o que termina a prova do corolario.

C.Q.D.
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