


ABSTRACT

We deal with surfaces £* C IR® which are complete, properly embedded, homeomor-
phic to a sphere with a finite number of punctures (finite topological type) and have
constant mean curvature Hy # 0. In chapter I1 we prove the theorem of the cylindrical
boundeness (due to W. Meeks I1I) which asserts that any end of such surfaces is contained
in a solid cylinder. and has an imediate consequence that no such ¥ can exist with only
one end, that all those & having two ends are globally contained in cylinders, and those
having three ends lie in slabs (theorems I1-1 and corallary 11-2, see also [8] and [10]).

Chapter III is partitioned into three sections. All results in this chapter are due to N.
Korevaar, R. Kusner and B. Solomon. In §1, we prove two theorems (as in [8]), the first
of which asserts that the only surfaces £ (as above) which can be contained in a solid
cvlinder are the spheres and the Delaunay surfaces.

In §2 we construct (following [8]) the background to §3 and prove that the curvature
|A| of £ is uniformly bounded. Among other results of this section we have that the area
and the total curvature of an end of & grow linearly with the lenght (or height) function
associated to the end.

In §3 we give the proof of the main result of this work, the theorem of strong conver-

gence, which is the following

Theorem: (Theorem I11-3.1) For any end E of a complete. properly embedded surface
£% C IR® of finite type and constant mean curvature # 0. there exists a Delaunay
surface D to which it converges exponentially, Near infinity, £ and D can be
expressed as cylindrical graphs of functions pg and pp. respectively, with lpe—pp| <

ce=* (A, ¢ constants > 0), as * — oc.

Initially we define slide back sequence (definition [11-3.5) and prove that any slide back
sequence to an end £ of ¥ has a subsequence that converges in a locally C'? manner to a
Delaunay surface D. defined up to translations along its axis Lp.

Next we show that, for a suitable norm || || (see 111-3.9). and still using slide backs the
normalized u of the difference w = pr — pp tends to a solution of the Jacobi’s equation, as
r — oo. And then. annalytical techniques ol elliptic equations and a study of the Jacobi

fields yield the tools for demonstrating the main theorem, I11-3.1.



RESUMO

Neste trabalho estudamos o artigo [8] de N. Korevaar, R. Kusner e B. Solomon, onde
se prova que todo fim E de uma superficie £¥? C H:{S,vcompleta, propriamente mergulhada,
de tipo topoldgico finito e curvatura média Hy constante e # 0 é assintoticamente uma
superficie de Delaunay D, para a qual converge exponencialmente (teorema 5.18 de [8]).
Prova-se também (teorema 2.10) que se ¥ tem dois fins, entdo ¥ = D e se ¥ estd contida
em um cilindro sélido, entao ¥ é uma esfera ou uma superficie de Delaunay.

Os dois grandes resultados que possibilitaram esse trabalho sao o teorema de W.
Meeks I11 da limitagao cilindrica (teorema 1.10; ver também [10]) e a técnica de reflexao
de Aleksandrov. No §3 de [8] deduz-se uma férmula do fluxo que permite associar um
peso (vetorial) a cada fim ([8], definicao 3.8) e mostrar, no §4, que a curvatura |A| de ©
é uniformemente limitada (teorema 4.6).

No §5 as técnicas de equagoes diferenciais eliticas e um estudo de campos de Jacobi

permitem chegar ao teorema principal.



CAPITULO I

Introducao

Vamos neste capitulo fixar a notagdo e estabelecer as convengoes que fazemos ao
longo de todo este trabalho. Nosso objetivo é o estudo detalhado de alguns resultados
recentes no contexto da teoria das superficies do IR® cuja curvatura média é constante
e niao nula. Denotaremos sempre por & uma tal superficie. Supomos que L2 C R3¢
completa (sem bordo) ¢ propriamente iergulhada. O Teorema da Convergéncia Forte
de Korevaar. Kusner e Solomon. resultado principal deste trabalho. afirma que, se &
tem tipo finito, cada fim de £ é assintoticamente uma superficie de Delaunay, para a
qual converge uniforme e exponencialmente (dizemos que T tem tipo (topoldgico) finito
quando T é homeomorfa a uma esfera com um numero finito de “furos™). De importancia
vital para a obtencao desse resultado € o Teorema da Limitacao Cilindrica. de Meeks. que
demonstraremos no proximo capitulo.

Os dois grandes resultados que permitem chegar ao Teorema da Convergéncia Forte
sao o principio de reflexao de Alexandrov (hoje bem conhecido) e a limitagao cilindrica.
Este ultimo afirma que cada fim de T esta contido em um cilindro sdlido (de raio < 00).
se a curvatura média H de £ nao se aproxima de zero. O principio de reflexao empregado
em um caso nao compacto (porém cilindricamente limitado) permite concluir simetria
rotacional. Com esses dois resultados ¢ a 1éenica de “Slide Back™ (ver capitulo 111. §3)
obtém-se o teorema. a menos do modo de convergéncia (exponeincial). o que se consegue
com o auxilio de campos de Jacobi.

Segue-se do teorema de Alexandrov que T éilimitada (e tem um lago essencial) ou é
uma esfera redonda. Em qualquer caso. £ separa o IR? em duas componentes conexas e

podemos falar em infcriore extcrior relativamente a . Fica definido (globalmente) um



campo normal unitario “exterior”, que chamaremos v. Se h é o vetor curvatura média de
Y, temos h = —Hv.

Seja £2 C IR3 hipersuperficie como acima. Indicaremos com Hy a fungio curvatura
média de . Quando Hy = H for constante, chamaremos ¥ uma H-superficie.

E denotara um fim anular de ¥, ou seja, um subconjunto propriamente mergulhado
tal que existe um homeomorfismo F': D\ 0 & E, com F(y) — oo quando y — 0 (D\0 ¢é
o disco D? C IR? (raio 1 e centro (0,0)) menos a origem). Diremos que o fim £ C ¥ é
cilindricamente limitado se E esta contido em um semi-cilindro sdlido.

=>(X) é o conjunto {X : £ — TS/ X € ("™} dos campos ("> tangentes a T.

Indicaremos com A a segunda forma fundamental de ©. Assim. se A\; e A\, sao auto-
valores associados a normal “exterior” v (definida acima). tem-se |A|> = A? + A2, Se
{fi, 2} C==(L) é um referencial (movel) ortonormal em TS, o velor curvatura média

h satisfaz

h = —HSI/ = (Z ‘—L/,)'L = AT .

onde T € o vetor posicao.
Fixemos. de uma vez por todas. a notacao para subconjuntos do IR® que serao fre-

quentemente utilizados.

Br(q) = {y € R3/|]y — ¢| < R} é a bola (aberta) de raio R e centro ¢ € IR3.

Sr(q) = O0Bg(q) é a esfera de raio I e centro q.

D.r(q) = W ={y€eR¥|y—q|<R. <y—q.v >=0} é o disco de raio
R e centro ¢, normal a v.

Curlq) ={y+Av/y € D.r(q). A € IR} é o cilindro sélido de raio R cujo eixo
passa por ¢ e € paralelo a v.

Crrlq) = {y+ Av/y € D.r(q), A > 0} é o semi-cilindro sélido de raio R e eixo
paralelo a v passando por g.

Se ¢ = 0 ou R = 1. nao serd necessario explicita-los. Assim. Bp = Bg(0), B = B,(0),

o



etc.

Seja § a componente de R®\ ¥ para a qual aponta o vetor k (Q é o “interior”
de ¥ = 09). Indicamos com W qualquer parte de Q contida em algum semi-cilindro
solido CIR(q) (entao W C QNCFx(q)). Nesse contexto, E C T é um fim cilindricamente
limitado se £ = W \ D, r(¢). para alguma tripla (v, R, q).

S denotara (quando nao S;(0)) um aberto em .

L1
Il
n

U C IR3, aberto, sera (sc existir) tal que 917 é (" por partes e QU N
Q@ =0U \ T é chamado um chapéu para (S. 7).

n sera o vetor conormal, definido em 9.5 = JQ.

Indicaremos com Div a divergéncia em IR®, e com div a divergéncia relativa a T.

Observagao

Quando. em um capitulo qualquer. quisermos referir-nos a um resultado ou definicao do
mesmo capitulo. indicaremos simplesmente o niimero com que tal resultado ou definigao
aparece no capitulo (o numero do § sempre lica a esquerda). Quando no referirmos a
um resultado ou defini¢do de outro capitulo. indicaremos obrigatoriamente o nimero do

capitulo referido em romanos. Por exemplo, I11-2.1 indica o teorema 2.1 do capitulo III.

O teorema de Delaunay afirma (ver [1]) ¢ue as tinicas superficies de revolugao £? C IR®



com curvatura média constante # 0 sido as superficies que hoje tém seu nome. Sabe-se
hoje que se £ é H-superficie (H # 0) completa. propriamente mergulhada, contida em
um cilindro sélido, entdao ¥ é uma superficie de Delaunay ou uma esfera (ver Teorema
I1I-1.1). Em particular. se ¥ tem dois fins. entao £ é uma superflicie de Delaunay (ver
corolario II-2). Se ¥ é compacta, o teorema de Alexandrov afirma que ¥ é uma esfera. Se
¥ tem bordo, o artigo [2] de F. Brito e R. S& Earp estuda a dependéncia da geometria de
L em relagao a do bordo e prova, em particular, que se L é um circulo e £ esta contida
localmente ao longo do bordo em um dos dois semi-espagos determinados pelo plano que
contém 0%, entdo ¥ é uma capa esférica.

Tudo leva a crer que a hipotese propriamcnic mergulhada é bastante restritiva, mesmo
no caso nao-compacto. no sentido de que existem poucas H-superficies completas (de tipo
finito) satisfazendo essa hipotese.

A teoria das varifolds. necessaria para o capitulo 111 (§2 e §3) encontra-se em [14]. O
simbolo V = »(M,#) denotara uma varifold V'. com spt} = A e multiplicidade 8, ou
seja, a classe de equivaléncia dos pares (1. 0) tais que ;1(.\7A.\/) =0ef=20 q.t.p. em
M N M, (onde M (e Al) sao conjuntos 2-retificaveis e g = H% a medida de Hausdorff
em dimensao 2). Dizemos que uma sequéncia (1 )gen de varifolds converge para uma
varifold V' (e escrevemos 1, — 17) se a sequéncia (py, Jren satisfaz py, — py-, onde (para

uma varifold V') pyv é a medida definida por

e (A) :/ Odye .
AN



CAPITULO II
A Limitacao Cilindrica

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte teorema (devido a W. Meeks

1):

Teorema 1 (limitagao cilindrica)
Seja A = S x [0,1) um anel propriamente mergulhado em IR® com curvatura média
H = 1. Existem R > 0 e go € IR® tais que A C CJz(qo), onde a é vetor axial (ver

definicao 7).
Segue-se o corolario abaixo:

Coroldrio 2

Se X2 C IR3 é superficie completa, propriamente mergulhada, de tipo topoldgico finito
e curvatura média H = 1, entao cada fim de ¥ é cilindricamente limitado. Se E;,..., E}
sao todos os fins de T e aj 0s vetores axiais correspondentes, entao ay, ..., ax ndo

.....

estdo todos em um mesmo hemisfério aberto de S%. Em particular.

k=1 éimpossivel:
se k=2, entao ¥ esta contida em um cilindro sélido;
ese k=3, entao T esta contida em um plano espesso.

Precisaremos de dois lemas. O lema chave é o Lema 5. O Lema 3 (abaixo) é o lema

da altura maxima para graficos.

Lema 3

Seja M? C IR® um grafico conexo sobre um dominio 2 C IR? tal que dM C IR? e cuja

curvatura média Hy satisfaz Hy, = 1. Entao



() MNRR?=0M e
(ii) se M é o graficode f : Q1 — IR, entao m‘?xf <1.

Observagao

A condigao (i) diz que M fica totalmente de um lado do plano que contém M.

Note-se também que M NIR? C O (em verdade A NIR? = 9N). pois M é um grafico.

Corolario 4

Se M? C IR3, superficie conexa. compacta. de curvatura média Hyy = 1 é tal que

OM C IR?, entao a distancia maxima de M a IR? é 2.

Observagao

O Corolario 4 é valido (com demonstragao analoga) supondo A/™ C IR™*! tal que
OM C {z,41 = 0} e Hjs constante # 0 (nao necessariamente = 1). Se fizéssemos
H = T); (a soma das curvaturas principais) e substituissemos a distancia maxima 2 por
Qﬁ", entdo, para H =1 e n = 2, teriamos dy,,ax = 4. Dai 0 nome “height-4" nos artigos em

inglés.

Lema 5 (lema da separagao dos planos)

Scja A = S?'x[0.1) um anel completo. propriamente mergulhado em IR® cuja curvatura
média H 4 satisfaz H,4 > |. ¢ sejam 7y ¢ m_ planos paralelos a distancia > 4 um do outro.
Sejam [], o semi-espaco disjunto de w_ cujo bordo é 74 e []_ o semi-espaco disjunto
de 74 cujo bordo é n_. Entao ANJ],; ou ANJ[_ tem todas as componentes conexas

compactas.

Passemos as demonstragoes.



Demonstragao de 3

Sejam A; e Az as fungées curvaturas principais de M. Pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz,

2 3 2 2

(2H)? = (Z ,\;) = (Z],\,-) <3 1PY AT =242
=1 =1

Logo |[A|? = 2H? > 0. No nosso caso. |A]? > 2.

Sendo M um grafico. o campo normal (de Gauss) v = (v,.v,.13) satisfaz vz > 0.

Lembrando, da geometria riemanniana. que
Af=-2Hvs= =213 e Avz=—|A|%vs.
temos
Af=v3) =A== (A =2)13>0:
e segue-se do principio do maximo (para lung¢oes subharmonicas) que a funcao w = f — v

nao pode ter um maximo em int {. a menos que seja constante.

E como

wlan = —vslag <0,

temos que

w<0emQ.

Ou seja, f < vz <1 em N e (ii) estda demonstrado.
Se OMEM N IR?, entao o principio do maximo acarreta que v muda de sinal, em

contradi¢ao com a hipdtese de M ser um grafico conexo.

T
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Demonstracgao de 4
Considerando as componentes conexas de M\IR?, basta mostrar o resultado no caso
em que M esta contida em um dos semi-espagos determinados em IR3 pelo “plano” IR2.
Seja M como no enunciado e seja d a distancia maxima de A/ a IR2. Indicando com
7 o plano nao disjunto de M cuja distancia a IR? é %, e com [] o semi-espaco disjunto de

IR? cujo bordo é =, afirmamos que M N[] é um grafico, cujo bordo estd em .

Realmente, se supomos o contrario. a técnica de reflexao de Alexandrov vai fornecer
uma superficie fechada acima de = (que teria que ser uma esfera).

Logo a distancia maxima (= %) de M a wé 1 (pelo Lema 3). ¢ segue-se que d < 2. O

A fim de demonstrar 5, fazemos a seguinte definicao:

Definigao 6
Sejam + e é lagos simples orientados em IR® tais que y N § = 0, e seja A? C IR3,
Atransversal ay um disco (topolégico) orientado tal que N = 6. O niimero de link entre

yedé

onde i(y,A) € ZN[-#(yNA),#(yN A)] é o nlmero de pontos em ¥ N A, contados de

acordo com a orientagdo de 4. Em palavras, é o nimero de vezes que vy “fura” A com

[94]



uma escolha de sinal.

Observemos que + — lx(7,8) é um cociclo em IR3\§ pois, se existe I' € IR?\é tal que
OT = ~, entdo lx(v,6) = 0. Logo li(-, §) representa uma classe em H'(IR°\8, 7).

Se 7 ~ v em IR3\§, fazendo 7 — v = 97 temos
(3,6) = (7, 6) = k(7 — 7,6) = k(97,6) = 0.

Em verdade [Ii(+, 6)] gera H'(IR’\§, Z) = H,(IR\6, Z) = ZL.
Recordemos que, dados um paralelo A e um meridiano y em um toro 7, para todo lago

simples essencial v em 7 existem £,m € 7, relativamente primos, tais que
yRLIN+ mpu .

Se £ =0, segue-se que m = *£1.

Demonstragao de 5

Suponhamos por absurdo que ANy e ANTM_ contém ambos componentes nao
compactas. Seja R > z = 1d(wy,7_) tal que Br 2 9A. Seja O um toro solido (fechado)
de raio 2, cujo eixo é o circulo ¢, bordo do disco flat DRy.||7+ e seja T = 00.

Sejam 6, e 6_ arcos préprios nao-compactos em ANMy e ANM_, partindo de Sp = 0Br

(se R é suficientemente grande, isso é possivel).

8



Sendo A conexo por caminhos, existe um arco & : [0,1] — A, tal que 80(0) = 64(0)
e 8o(1) = 6_(0). E sendo 6 compacto, podemos supor (aumentando R, se necessario, e
mudando os pontos de partida de §) que § C Br.

Além disso, como &4 nao sao limitados, existe um arco compacto 6 : [0,1] — A\Bsr
tal que 6(0) = 8-(t), 6o(1) = 64(t), t suficientemente grande, o que decorre do fato que
A\ Bsg tem uma tnica componente nao-compacta.

Realmente, se ' : D\0 = A é parametrizagio, existe r € (0,1] tal que F(z) ¢ Bsr
sempre que |z| < r, pois, caso contrdrio, terfamos uma seqiiéncia z, — 0 tal que F'(z,) €
Bar, Vn € IN, em contradicao com a hipétese de que F' é propria.

Seja As a componente nao-compacta de A\Bsg, € construimos o arco és : [0,1] —
Aco, “comecando” em §_ e “terminando” em é4 (sendo arcos proprios e nao-compactos,

64 e 6_ intersetam Ac).

- Tse

\

1 /\_\ '*1_ \

\{ e & /) F
\ / s
°<O

\ Fa)

‘\%& ‘:—/‘ /
Sl

e

Fazendo 6, = 5:t|[0,t] a curva fechada § = 6 U é_ U o U E é bordo de um disco
A C A, compacto, homotopicamente trivial (isso pode ser visto considerando os arcos
ao = F1(60), @eo = F 1 (bc0) € ax = F71(64). E sempre possivel escolher au,, € 10go doo,
de modo que apUa_ Uas Udy seja trivial em D\0). Observemos que [x(6,¢c) = i(c,A) =
+1.

Se S’ é uma esfera de raio 2 e centro sobre ¢, entao, movendo o centro de S’ ao longo

10



de ¢, é intuitivamente ébvio que S’ “atravessa” A e que o primeiro contato se da em um
ponto interior de A N O.

Usando o Teorema de Sard, se necessario, podemos supor que A N 7 é unido finita de _

lagos simples disjuntos 74,, s =1,...,N.

Seja ANT = 3" ,v,,n < N, esejam A e g um paralelo e um meridiano em 7. Entao,
para s = 1,...,n, v, = €\ + mp, Ls,m, € Z, ({s,m;) = 1, ou v, & 0. E logo, se
¥s % 0, lk(7s,8) = £Ls, pois A = ¢ (em O) e p é bordo de um disco K C O (e portanto
i(6, K) = 0). Além disso, qualquer que seja s, tem-se 7, = 0 em A, e logo ly(7s,6) = 0.

Logo £, = 0 e segue-se que m; = 1. Entao v, &~ £p ou v, = 0.

Sendo ¥, = AN T = §, ndo se pode ter v, = 0, Vs. Logo, existe s tal que v, = £p.

11



F-1(ANO) é entio uma unido finita de dominios K,, 0 = 1,...,n4, e 9(ANO) = Uy,.
Seja s tal que 4, ~ +pu. Seja o tal que F~(y,) C K, e seja 7 o mais interno dos 7, C K,
tais que v, &~ *u, 7, = F(7,). Seja v = F (7).

Seja A° a regido fechada em A N O limitada por 7. A tem uma tnica componente
fronteira essencial y &~ p em ANT.

Seja O o recobrimento universal de ©. Obviamente, i,71(A°%) = 0 em m;(O).

Seja entao A® um levantamento compacto de A°. Se & é um arco em O propriamente

homotdpico ao levantamento ¢ de c, entao
i(&, A%) = i(ra, A%) = i(c, A®) = I(c,) = li(c, £p) = %1,

logo &N A0 # 0. Vemos entdo que AO separa os dois fins de O. Sendo O isometricamente

imerso em IR3, A0 é localmente congruente a A°.

_ 4 %4
-~ - \ — -

—_ = Y = —_—
~
\\

—

-
]
=
—
(-

Entdo Hy; = Hao. Seja entdo S uma esfera de raio 2 e centro sobre ¢, na componente
conexa de O\AO° para a qual aponta o vetor hrs = —Hpovzg. Deslocando S na diregao
de A°, o primeiro contato tem que ser em um ponto interior de A°. E comparando as

curvaturas H, = 1 e Hyg 21 chegamos a uma contradigao.

~

\

!

‘v

i

.j_ - "
/ 1

VY

/
/
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Definigao 7
Seja A = S' x [0,1) como no Lema 5. Um vetor a € S? ¢ um vetor azial para A se

existe uma seqiiéncia (¢n)newn € A tal que ¢, — co e {4 — a.

Observagao

A existéncia de a decorre da compacidade de S2. A unicidade decorre do Lema 5 e do
corolario 4.

Realmente, se a’ # a é vetor axial, fazendo w = "; Z’I’ temos, por defini¢dao, que,

qualquer que seja N € IN, existem ¢,, ¢, € A tais que
< @now >> N | <g,w><—N.

Fazendo 74 = wt + 3w e m_ = w* — 3w, e definindo My e MN_ como antes, vemos que
ou ANTy e ANTI_ tem ambos componentes conexas nao-compactas, o que contradiz
o Lema 5, ou existem componentes conexas compactas de altura arbitrariamente grande

sobre 7, ou 7_, o que contradiz o Coroldrio 4.

Py /7 /

< U U \

Seja a vetor axial para A, e seja R* > 0 tal que A C Bg.. Suponhamos que R* > 2,

-~

Demonstragao de 1

de modo que a distancia entre dois planos disjuntos TySr+ € T_;Sg+, ¢ € Sg-, tangentes

aSR.,é>4.

13



Se T,Sge. interseta o semi-eixo [a]* = {ta|t > 0}, entdo ANT,S%. tem uma componente
conexa nio-compacta, onde indicamos com 7,5%. o semi-espago fechado em IR? cujo bordo
é TqSg+ e que ndo contém Sgs. Realmente, para todo N € IN, existe g € AN 7,5%. tal
que d(§, T,Sr+) > N (se todas as componentes fossem compactas, § estaria em uma delas

e, pelo Corolario 4, terfamos d(g, T, Sr+) < 2).

Sendo R* > 2, segue-se do Lema 5 que A7_,5%. tem todas as componentes conexas

compactas e, pelo Coroldrio 4, todas tém altura < 2 sobre 7_,Sg.. Se T;Sg- ¢é paralelo
a a, observemos que a “altura 2” é preservada na passagem al limite (considere-se uma
seqiiéncia convergente de planos que nao intersetam [a]*).

Entéo, para todo v € S? tal que v L a, A ndo “ultrapassa” o plano mgey, = v +
(R*+2)v. Elogo A C C, g, R = R*+2. Também se tem A “a direita” do plano z = — R,

e segue-se que

Il

|
oy
8
O

A €. C::R(qO) y 9o

14



Demonstragao de 2
Sendo ¥ completa e mergulhada, cada fim de X é anular e a primeira afirmacao segue

do Teorema 1.

/
//
>y
Se Ei,...,E) estao em um mesmo hemisfério aberto de S?, é imediato a partir do
Coroldrio 4, da unicidade dos vetores ai,...,ar e do Teorema 1 que obteremos uma

contradigao.

Se k = 1, entdo a; = a; tem que estar em um tnico hemisfério aberto de S2. Logo tal
¥ nao existe.

Se k = 2 e ¥ nao estd em um cilindro sélido, entdo a; e a; = a; estao em um mesmo
hemisfério aberto de S? (pois sdo independentes).

Se k = 3 e ¥ nao estd em um slab, entdo a1, a, e az = a) sdo independentes, e logo

a3 aponta para fora de um semi-espago fechado cujo bordo ¢ o plano gerado por a; e as.



Em consequéncia, a1, a; € a3 estdo em um mesmo hemisfério aberto de S2.

—~_

=< .

Observemos que nio existe funcio “altura” prépria positiva em uma superficie ¥ C IR?
completa, ndo-compacta, propriamente mergulhada e de curvatura média constante . Caso

existisse, terfamos uma contradigdo com o coroldrio acima.

16



CAPITULO III
A Convergéncia Forte

Neste capitulo os principais resultados de [8] sao demonstrados e topicos recentes da
teoria das H-superficies sao abordados.

Suponhamos que £? C IR® é completa, propriamente mergulhada (sem bordo), de
tipo topolégico finito e curvatura média Hy constante # 0. No §1 apresentamos a prova
(devida a N. Korevaar, R. Kusner e B. Solomon) de que as nicas tais Y. com dois fins sao
as superficies de Delaunay (ver [4] ou [5]). O método na demonstragao ¢ um emprego da
técnica de reflexdo (de Alexandrov) definindo a fungao de Alexandrov. Segue-se também
uma restricdo para as ¥ que estao contidas em um semi-espago.

No §2 constréi-se o aparato para os resultados do §3 e prova-se o teorema da limitacao
uniforme da curvatura.

No tltimo paragrafo (§3) constréi-se a técnica de “slide back” e prova-se o teorema
principal de [8]. Todo fim E C ¥ ¢ assintoticamente uma superficie de Delaunay, para
a qual converge exponencialmente uma subsequéncia de qualquer “slide back sequence”

partindo de E.

§1

Vamos provar neste § os dois teoremas seguintes.

Teorema 1.1
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Se 2 € IR3 é H-superficie completa, propriamente mergulhada, contida em um cilin-
dro sélido, entio ¥ é rotacionalmente simétrica em relagao a uma reta paralela ao eixo

do cilindro. Em verdade, ¥ é uma esfera ou uma superficie de Delaunay.

Observagao
Segue-se do teorema da limitagdo cilindrica (ver Corolério I1-2) e do Teorema 1.1 que

se ¥ tem dois fins, entdo ¥ é uma superficie de Delaunay.

Teorema 1.2

Se ¥ é H-superficie completa, propriamente mergulhada em IR3, de tipo finito e esta
contida em um semi-espaco de IR?, entdo ¥ tem um plano de simetria paralelo ao bordo
do semi-espaco. Mais que isso: X é a uniao de um grafico (de altura maxima HLE sobre o

plano de simetria) e sua reflexdo (em particular, ¥ estd em um slab).

As demonstragdes desses dois teoremas siao quase imediatas a partir dos dois lemas

abaixo, que utilizam as funcbes de Alexandrov.

Lema 1.3

Seja E C ¥ N C:R,R > 0, a vetor axial. Se a fungao auxiliar a; de Alexandrov

L

(ver defini¢do 1.5) tem um valor maximo local interior z em um ponto ¢ € 7 (7 = v,

v € 5?2 Nat), entdo 7, = m + zv é um plano de simetria para Y.

Lema 1.4
Seja E como no Lema 1.3. Entdo, qualquer que seja 7 | @, ou bem a fungdo o de
Alexandrov (ver Definigdo 1.7) é estritamente decrescente, ou % tem um plano de simetria

paralelo a .

Passamos a contrucao das funcgoes a; e a.
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Sejam W = QN Clp e S =0W NZX, como no capitulo I. Seja w = vi,ve S Nat, e
indiquemos com 7; € []; o plano 7 + v e o semi-espago U T, Se ¢ € w, L, é a reta q+.

s>t
Se G C IR3, (; denota a reflexdo de G N[J, através de m.

Definigao 1.5

Seja ¢1 = q1(q) = ¢ + t1v, onde t; = t1(g) é o maior valor de ¢ para o qual ¢ +tv € w
(q1 é o ponto onde L, “entra” em W pela “primeira vez”, “vindo de cima”, e existe se
L,NW # 0, pela limitacdo cilindrica). Se existe t, = t5(g) < ?1 tal que ¢ +tv € w
Vit € [tg, 1], ¢ +tv ¢ W para todo t < t, suficientemente préximo de i e ¢ +tv € S,
seja g2 = q2(q) = ¢ + t2v (o ponto onde L, “sai” de W pela “primeira vez”). Se Lg é
tangente a S em ¢i, seja g2 = ¢1. Em qualquer desses casos estd definida (na intersegao

dos dominios de ¢; e ¢2) a fungdo auziliar de Alezandrov oy, por

ty+t
al(q): 12 : .

Observemos que, no caso em que L, é transversal a S em ¢;, a;(g) é o valor de t para

o qual a reflexdo de ¢; através de m; tem o primeiro contato com S, para t < 1y.

Demonstragao de 1.3

Seja ¢ um ponto de maximo local interior para a;. Diremos que g € do tipo I se existir

U, 5 g, aberto em 7, tal que existe a1(¢') V¢’ € U,. Diremos que g ¢ do tipo 2 se, qualquer
q q q
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que seja U, D ¢ aberta em =, existir ¢’ € U, tal que Lg'N W = 0.

Se ¢ é do tipo 1, existe uma vizinhanca G de ¢i(¢), aberta em X, tal que G, CW,e
o principio do maximo no interior se aplica. Por conexidade e pela continuagdo analitica,
7, é plano de simetria.

Se ¢ é do tipo 2, ¥ tem um plano tangente vertical em ¢1(¢) = ¢2(¢), e o principio
do méaximo no bordo se aplica. E novamente a analiticidade fornece que 7, é plano de

simetria. 0

Observacao
A funcio oy é, por construgio, semi-continua superiormente, e logo atinge o supremo

em qualquer dominio compacto.

Definigao 1.7
Sejam E C ¥ um fim cilindricamente limitado, a vetor axial e 7 = vt || @, como antes.
Seja z : IR® - IR dada por ¢ —< g,a >. A fung¢io de Alezandrov a : [0,00) = IR é

definida por

a(z) = max oi(q), z2>0.

L

qE™
<g,a>=x

Demonstracao de 1.4
Seja ay ¢ : T — IR a funcdo auxiliar para E relativa a 7. = (v —ea)t,0<e< % Como

OE C Dy r (e E C Cfp), temos que se ¢ € E e z(q) > 2Re, entao a projegao normal de
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q sobre 7, esta no dominio de aq,..

-go

Além disso, a projecio normal sobre 7, da reflexao g, através de w,, de um ponto
g€ ENTl, (t € R) “cai” no dominio de . se, e somente se, tal se d4 com a projegao
normal sobre 7, do préprio g (pois 7, || 7), € logo a1, esta definida na projecao sobre 7
de q,, se ¢ > 2Re.

Nao é verdade, em geral, que E,, C W, ou mesmo que E., N{z > 2Re} C W; mas se

t é suficientemente grande, isso acontece.

=
™

Observemos entdo que oy (q) — —oo, quando z(g) — o0 (para € > 0). Logo, se a1,
tem um méximo em {e ((¢q) > 0}, entdo oy . tem um maximo (global). Mas {a,(q) > 0}
é compacto, e aj, ¢ semi-continua superiormente, logo esse maximo existe.

Além disso, pela limitagao cilindrica, £ nao tem plano de simetria paralelo a 7, e
segue-se do Lema 1.3 que nao tem maximo local interior.

Assim, ay, tem um valor maximo (global) z. = o1.(qc), que é atingido na projegao ¢

(sobre 7,) de um ponto de 0F.
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Entéo, se t > z¢, E,, N {z > 2Re} CW.
Realmente, z. é a maior das “alturas de ponto médio” de segmentos normais a 7e que
tem intersegio # @ com OF e que estdo contidos em W. Se t' = a1,(¢') é uma dessas

“alturas”, entao

G1e(@)v < G2,6(q), s€ a1,(q) > t' € qre(Q)e 2> g2,6(9), se cre(q) <.

Sendo z, mixima entre essas “alturas”, se > z, entao a1(q) < t, Vg € m; e logo

E, CW.

E e € (0,1) era qualquer. Entédo, para todo ¢ € 0,3),
E;ﬂ{mZQRe} CW, Vt>z.

Fazendo ¢ — 0F, temos 7, — 7 e, como z. < 2R para todo ¢, existe lim sup z.. Seja
e—0t

(8e)eso C (2e)e>0 tal que se — HI& sup z.. Entao, por passagem ao limite,

E, N {z >0} C W, para todo t > limsup z .

e—0+

Fazendo s, = oy ¢(q.) (e passando a uma subsequéncia, se necessario), temos g — q €
z71(0), e logo (usando a semi-continuidade),
limsup z. < a1(q) < (0) .

e—0t

Logo, se t > a(0), necessariamente E,n{z >0} CW.
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Afirmamos entao que
a(z) < a(0) Vz > 0 se, e somente se, ;N {z > 0} €W Vt > «(0) .

Realmente, se o(z) < a(0) Vz > 0, seja t > a(0). Entdo ¢t > o(z), Yz > 0, e logo
t > ay(q) Vg € w tal que z(q) > 0.

Mas entdo, para todo ¢ € = tal que z(q) > 0, ql@t estd “acima” de (ou sobre)
01(Qene) = 02(4), 0 s€fa, < q1(q),v € [t2(g), ta(9)). E logo E, N {z >0} CW.

Reciprocamente, suponhamos que E,n{z >0} CW Vt> a(0), e seja z > 0.

Entio, se Eq N {z > 0} € W, temos a(z) < «(0). E se Eoz N {z >0} C W,
seja ¢ € m tal que a1(¢) = az). Entao ql(E)T,(I) = ¢2(q) e, pelo principio do maximo,
E:z) = E \ [la(z) © Ta(z) ¢ plano de simetria para I, e logo a(z) = a(0).

Em qualquer caso, a(z) < a(0).

Ficou provado que a(0) > a(z) Vz > 0. Entao, substituindo 0 por zo > 0, teremos

a(z) < a(zo) para todo z > zo. Em consequéncia
a(z) < a(ze) Yz > o, para todo o € [0,00) .

Ou seja, a é nao-crescente.
Segue-se que ou « ¢ estritamente decrescente, ou existem a < b € [0,00) tais que a|(s,y
é constante. Nesse caso, a; tem um méximo local interior (= a(a)) em z7'([a,b]) N7, e

pelo Lema 1.3, & tem um plano de simetria paralelo a 7.

= ""—4“\%\\
~. - — —~—
,,//"’—R-‘ﬁ/—/
_—— q"(«w)
o mimem R
/ " ///L'
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Demonstragao de 1.1

Seja & C Cor. Se & C Cfp(ta) para algum t € IR, segue-se do Corolério II-2 que X é
compacta (pois a fungio z|5 : ¢ =< ¢,a > é prépria) e do teorema de Alexandrov que ¥
é uma esfera.

Suponhamos portanto que & tem dois fins, Eo e Ey, tais que 9Eg = 0Ey, € seja 7 || a.
Pelo Lema 1.4, ou ¥ tem um plano de simetria paralelo a 7 ou a|g, € |, sdo ambas
estritamente decrescentes, e logo atingem o maximo em 9E,, que é um maximo interior
para o em X, e logo ¥ tem plano de simetria paralelo a 7. Como 7 || a era qualquer, ¥

tem plano de simetria paralelo a todo plano que contenha o eixo de Cj g.

Em seguida, seja v = X N B, B || at, uma segao normal de ¥. Entdo v € simétrica
em relagio a todas as diregdes, que sio dadas pelas intersegdes de 3 com os planos de
simetria de ¥, e logo todas essas intersegdes concorrem no centro de massa mg de 7.

Em consequéncia, y é um circulo, de centro mg. E como # L a era qualquer, todas
as secoes normais de % sdo circulos cujos centros estao na mesma reta, e segue-se que Y

é rotacionalmente simétrica com relagao a essa reta. 0O

Observagao
Se ¥ C C, r tem mais que dois fins, existem dois fins com o mesmo vetor axial, a.

Entdo, para pelo menos um deles, e para algum plano 7 || a, a funcio a nao € nao-
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crescente. Absurdo.

~

. \/_\ /\/Il) .\.
! @/\9,

\_/

~

e \/

Demonstracao de 1.2

Sejam Ej, ..., Ei os fins de ¥ e seja a; : dHs — IR definida no bordo do semi-espago
Hs que contém X. Se ¥ nao tem plano de simetria paralelo a Hg, entdo « é estritamente
decrescente sobre E; (atingindo o maximo em 9Ej), j = 1,..., k.

Além disso, como K = X\ LLJ E; é compacto, a; tem um maximo local interior (rela-
tivo a K). E segue-se que exi;f(: um plano de simetria paralelo a dHs. Se o vetor axial
a; de E; ndo é paralelo a 0Hs, entdo a|p; — —o0, ¢ a simetria acarreta que tal E; nao
existe. Em verdade, ¥ estd em um slab.

A técnica de reflexdo de Alexandrov fornece entio que ¥ é um grafico G acima do

plano de simetria, e os pontos de ¥ “abaixo” desse plano sdo as reflexdes dos pontos

“acima”. Logo & = GUG. A estimativa de altura é consequéncia imediata de II-3. O

Observagao

Esses resultados sio validos em um contexto mais geral, a saber, o caso em que Yé
fracamente mergulhada (¥ é imersa e a imersao deixa de ser mergulho devido a pontos
isolados com auto-tangéncia entre folhas cujo vetor curvatura média aponta em sentidos
contrarios. Um exemplo é dado pela superficie limite da familia a um parametro das
superficies de Delaunay (com H = -, fixo).

Se ¥ é fracamente mergulhada e (S, W) C (X, ), define-se a fungao a; como antes,



sendo que, em um ponto de auto-tangéncia, faz-se ¢ = qi.

/

Segue-se do Teorema 1.2 que néo existe & com trés fins e dois vetores axiais antipodas,
pois ¥ estaria na intersecao de dois semi-espagos Hg e H, tais que 0Hs 1L 0H,, e teria

que ser simétrica em relagao a cada bordo.

Corolario 1.8

Se os vetores axiais a,...,ar de ¥ estio em um mesmo hemisfério fechado de 52,

entdo Y estd em um slab.

A demonstracdo é 6bvia.
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§2

O resultado principal deste § é o teorema abaixo:

Teorema 2.1 (limitacdo uniforme da curvatura)
A curvatura de uma H-superficie (completa, propriamente mergulhada, de tipo finito)
©2 C IR3 é uniformemente limitada. Ou seja, existe K > 0 tal que |As(q)| < I,Vq € X.
A demonstracao de 2.1 depende de vérios resultados, que enunciamos a seguir. As
demonstracoes serao dadas na mesma ordem.

Teorema 2.2 (féormula balancing)

/ 77—H/1/:O.
as Q

Mais que isso: existe uma classe w € H' (I;IR?) definida por

Se Hs = H. entao

w: [l e Hy(Y)— /1;77 - H e

onde I' € Z1(X), grupo dos l-ciclos em ¥ e I\ € Cy(IR3) é tal que O = I' (com as

escolhas consistentes de orientagao).

Observagao:

A classe w permite definir o peso w(E) (ver definigao 2.10) de £ C L e a formula
acima fornece que a soma dos pesos dos fins de ¥ ¢ = 0. A demonstracao do teorema
9.1 decorre de um absurdo que se obtém comparando os pesos de um fim de ¥ e de um
catendide M cuja construcao é possivel em virtude do comportamento linear da area e da

curvatura total nos fins de ©. O passo de absurdo é garantido pelo lema 2.3 (abaixo).

Lema 2.3

O peso de um fim de um catendide é # 0.

o
=1



Teorema 2.4 (crescimento linear de area)
Seja E C Cfp um fim cilindricamente limitado de uma 1-superficie 2 C IR? e seja

w = w(E) o peso de E. Entao existe uma constante ¢ = ¢(R, < a,w >) tal que
|[ENCL| < cL,
onde Cf, C C, r é um cilindro (compacto) de raio R e altura L — 2R.

Proposicao 2.5 (férmula de monotonicidade)
Seja ¥ = 00 C IR® H-superficie completa e propriamente mergulhada, e seja Sy(r) =
¥ N B,(q),q € IR®. Entao

4 (M) > —4rH ,

dr 72
ese 0 <r <1,

I—S}TT)I <|s(r)|+4rH(1 —71) .

Teorema 2.6 (crescimento linear de [ |A|?)
Seja E C ¥ N Cfy um fim cilindricamente limitado. Existe uma constante d = d(E)

tal que, para todo L > d,

[ lars<dr,
E(L21)

onde A = Ay, é a segunda forma e Eqp = E N z7Y([a,b]), (q) =< ¢,a >.

Observagio: A demonstragio de 2.6 utiliza o teorema de Gauss-Bonnet, o teorema 2.4

(acima) e lema seguinte, que sera, portanto, demonstrado antes de 2.6.

Lema 2.7 (lema da componente critica)
Se b — a > 4, existe uma tnica componente critica (ver definigao 2.12) O C E).

Existe um anel compacto Z tal que E(,q235-2) €O C Z C E(u_2542)-
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Vamos ainda utilizar os dois lemas abaixo.

Lema 2.8 (lema do grafico uniforme)

Seja M? C B3p(qo) fechada, mergulhada e com curvatura uniformemente limitada
|A| < C, esejav: M — 5% a normal (exterior) de Gauss. Entdo existe r > 0 tal que,
para todo ¢ € M N Br(g), A componente que contém ¢ de M N Cy(q),r(q) é um gréfico

sobre D,(q),-(¢) de uma fungao u que satisfaz

lu] < Cr?, |Vu|<2Cr, |Vu|<2C.

Lema 2.9 (lema das folhas paralelas)
Seja M como no lema 2.8. Entao existe K = K(R,C) tal que, quaisquer que sejam

¢1,92 € M N Br(qo), tem-se

[v(q1) — v(g2)] < Ky[lg1 — g2 -

Isso feito, define-se a transformagéo scaling (ver definigao 2.14) e prova-se a afirmagao

2.15 que dé o passo crucial na demonstragao de 2.1.
Passemos as demonstragoes dos resultados.

Observagao
Se X € Z(IR%) e S,Q,U, v e 1 séo como no capitulo I, a taxa de variagao de |U| sob
acao de X ¢é
6X|U|=/DivX:/ <X,V>=/ <X,1/>+/ < X,v> .
U aU S Q

A taxa de variagao de |S| é
5x|9] =/SdivY.
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Fazendo X = X7 4+ X (relativamente a ) e usando a compatibilidade da conexao e o

teorema de Stokes, chegamos a
divXt=Hg<X,v> e /divXT:/ <X,n> .
s as

Logo
6X|S|=/ <X,n>+/Hz<X,u> .
as S

Se H é uma constante, temos a formula de primeira variagao
5X(|5|—H|U|)=/65<X,n>—H/Q<X,u>+/S(HE—H)<X,u>,

e 3 satisfaz Hy = H sse, para todo (S,U) C (Z,1R?) tal que U = SUQ e 85 = 9Q; e

para todo X € =°°(IR?) tal que X|g =0,

8x(IS| — H|U|) =0 .

Demonstragao de 2.2
Os campos definidos por X; = e;, j = 1,2,3, determinam trés isometrias de IR3. E
logo
ox;|S| =6x,lU| =0, j=1,23.

Sendo Hy = H, tem-se

0=6Xj(|S|—H|U|)=/aS<Xj,n>—H/Q<X]-,V>, i=1,2,3;
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e logo

3 3
/E,S,,_quu;(/asqj,w ~H [ <ejv>) es = 3 6%, (151~ HIUDe; = 0.

A partir dessa férmula, e como na cohomologia de De Rham, é facil provar que w €

H'(Z,1R?), etc. (observe-se que a escolha de K ¢ sempre possivel, pois H.(R%) =0). O

Definigao 2.10
Sejam E C ¥ N Cyr(g) um fim cilindricamente limitado, e seja = || v+ um plano tal

que 7 é transversal aE e # N E é compacto, com < v,a >> 0. O peso w(E) de E é o

vetor w(E) = w([r N E]). Ou seja,

W)= [

onde n NW = 7 N QN CJy tem orientagdo consistente com a de 7 N E.

Observagao

Segue-se da férmla balancing que a soma dos pesos dos fins de X é zero. Segue-se
também que w(F) estd bem definido.

Se Ei,...,Ey sao os fins de X, entao

k k
;w@):jzzl(/wjn_ﬂ/mwju) = [ n—t[v=0.

Se m; = le transversal aF é tal que 7; N E é compacta e < vj,a >> 0, 7 = 1,2; seja
T3 = vy, transversal aE, < v3,a >> 0, tal que 73N E é compacta e disjunta de 7; N E,

j =1,2 (escolha-se 73 préximo do infinito, se necessario). Entao

—H[ v H
-/mnE 77 T NW woNE 7] + TaNW v

= (/ n—H v — n+ H 1/)
ﬂjﬂE wjnW maNE raNW

J:

z(/asn i ov)=o.

J=1

—

H
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Demonstracao de 2.3

Se M é um catendide e 1(z,t) = (Az, \p(z) cost, A\p(z)sen t) é parametrizacio, fazendo
a=e en=at,temos < a,n >= (1+p2)"%.
O peso w+ de M+ = M N {z > 0} é paralelo a e; (por simetria) e ndo depende de z

(pois estd bem definido). Entdo wt = me; e m (a massa de M*) satisfaz

m=<wt, e >=< / 2xho(e) Yz >0.

1
1, €1 >:/ = )
TNM+ TNM+ 1/1 + p’(:l:)7 /1 + p’(:v)2

Fazendo r = p(z) = coshz, ¢ > 0, e usando o teorema da funcéo inversa, temos

.Tl

= = z =m(r}) .

1
oQmAr \/1 +p2 V14 z'?’

Integrando e observando que z’(r) — 0 quando r — oo, obtemos

m
(2.11) x(r)~€+27r—/\logr .

Seja £+ = inf{z| < ¢g,e1 ><z Vg€ M*}. Entdo m > 0 sse £t = co. E, obviamente,

it = . )

Demonstragao de 2.4
Fixemos L > 2R e seja Cp = {za+ D,r|R < z < L — R}. Sejaa = %3’ e, para
i=1,2,3,sejaC; = CorN{0 < ; < La;}, a; =< a,€; >. Sejam U; = WNCi. Si = ENC;
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e Q; = W N OC; (observe-se que U\Q; = S;).

Seja X; = ziei, © = 1,2,3. Entdo div X; = |Vz;|? (seja {f,} um referencial ortonormal

em ¥ e observe-se que V;, X; =< f,,€; > €;). E, como |Vz;|* + v} = |e;]* = 1, tem-se
div X,' =1- Vi2 .

Obviamente, DivX; = 1. Sejam entao m; o plano {z; = La;} e mio o plano {z; = 0}.

Podemos supor que 7; N E é transversa e compacta, e logo

E:/ —H
w( ) ‘lr,-f']E”7 mNW Vo

qualquer que seja i € {1,2,3}.
Por construgao,

Xil"ri = Laie,- e Xilﬂ’i,o =0.

Fazendo Hy = H na férmula de variagio, obtemos a seguinte férmula de divergéncia

dupla:

/dWX—H/DWX:/ <Xm>—H/<XW>
[ U as Q

e fazendo X = X;, chegamos a

/1—u,-2—|U,~| :/ <X,-,n>—/ < Xi,v>
S a8; Q;

T

= / La;<e,~,n>—/ La; < ej,v >
mNE

mNW

= La; < e;,w(E) > .
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b

Observando que L [ v? = [ns, |[¥|* = | N Si], e somando de 1 a 3 (lembremos que
ENCL CNS;), temos

ZIEHCLI§2|05i|=3|r15,-|—|ns,-|=3/ 1—[ m2=%
nsS; nS;

1= <
[ (-d)<
E/S(l - I/?) = ElU,l + LYa; < ei,w(E) >= ElU,I + L < (I.,'LU(E) >

Sendo U; C C;, existem k; = R); > 0 tal que |U;] < L, © = 1,2,3; e logo X|U;| < L,
k= Ek, > 0.

Segue-se que |[ENCy| < 3L(k+ < a,w(E) >) =cL, onde ¢ < 00

Demonstragao de 2.5:

Seja ¢ = 0 e seja X = Bz;e;. Sejam U(r) = QN B, e Q(r) = U(r)\S(r) = 2N S..

Observemos que

=1

2 3
divX = Z <VuX,fi>=2,equeDivX = Z <V, X,e; >=3,
1=1
onde {fi, f2} é referencial ortonormal para ¥.

s

Observemos também que X = rv sobre Q(r) (pois Q(r) € S;), e logo

<X,v>=r

em Q(r) .
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Segue-se da formula de divergéncia dupla (ver demonstragao de 2.4) que

215(r)| = 3HW ()| = [ < X1 > —HriQW |

e da férmula de co-drea (ver [14]) que

d
a < . .
/E}S(T) < X,n < rd7_|.5'(r)|

Entdo r&|S(r)| —2[S(r)| = —3H|U(r)| + Hr|Q(r)| > —4xHr?, pois U(r) C B..
Logo
2
1S() = 18] > ~anH

1 d
2 dr

T
e segue-se a primeira afirmagao.

A tltima desigualdade é imediata por integragao. O

Observagao
Segue-se de 2.5 que, dentro de limites bem definidos, |.5(r)| cresce com r?, a menos de
um fator linear (pois a taxa de crescimento da razao é minorada por uma constante).

Integrando entre r e R (0 < r < R), temos

> — — > — —
R? 2 47IH(R 7), ou 1 2 Ay H(R 7) .

Em palavras, a “concentragao de volume” nao aumenta arbitrariamente (qualquer

aumento de “concentracao de volume” esta sob controle).

—— s

Q/

No caso em que ¥ é minima, a fungdo “concentragao” é monétona. Ser =1e H=0,
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tem-se |S(R)| > |S(1)|R?.

Definigao 2.12
Seja E C N CJ um fim (anular) cilindricamente limitado com vetor axial a = e, e
seja Eqp = ENz7([a,0]),0<a < b, z:qg—<q,eg>. Se O C E) € aberto e conexo,

dizemos que O ¢€ critico se z(O) = (a,b).

Demonstragao de 2.7
Sem perda de generalidade, E,3 U Ey é uma uniao finita e disjunta de lagos simples.
Chamaremos v um a-lago ou b-lago conforme F () C Efqy ou F'(y) C Ew). v € essencial

se 0 € inty (caso contrario, ¥ ~ * em D\0 é trivial).

Observemos que existem necessariamente um a-lago essencial e um b-lago essencial

(pois z(E) = [0,00)). Segue-se do lema “height-4” (coroldrio 1I-4) que se R € D\0 é uma
regiao limitada inteiramente por a-lagos (nao contendo b-lagos), entao F'(R) C E(a-2,0+2)
(a mesma afirmagao trocando a e b), e logo F'(R) nao é critico. Em particular, se R é
limitada por um lago trivial, F'(R) nao é critico. Consideremos, portanto, apenas os lagos

essenciais.
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essenciais.

Necessariamente, o laco mais interno é um b-lago, e o mais externo um a-laco. Se v é
o a-laco mais interno, entdo todo b-lago est4 em inty. Seja Z a imagem por F' da regiao
anular entre v e o b-lago mais externo. Entao qualquer componente critica de E(,p) tem
que estar contida em Z.

Seja @ C Z N B, conexo, tal que 90 2 07. Entao 00 contém a imagem de um
a-laco e a imagem de um lago, e logo O é critico. Além disso, E425-2)N O + § para uma
Ginica componente @ de Z N E(qp), € logo Z N E(,p) tem uma, tinica componente critica.

Obviamente, Z C E_25+2)-

Demonstragao de 2.6
Segue-se de 2.3 que, quaisquer que sejam a < b € [0, 00), tem-se |E )| < K(b— a),

para uma constante /' conveniente. Existe, portanto, uma constante ¢ € (0, oo) tal que
Eein) < ¢, Yz €[0,00).
Seja ¢ > mR e sejam a < b tais que
a4+4+c<L<a+54+c e b—5—c<2L<b—-4-c.
Entdo |Eq|, |Epy| < 2R < 2¢

e (a+5—|—c,b—5—c)§(L,2L)C_Z(a+4+c,b—4—c).

37



—

\ ;
\
|
| ]
! !
VR S—

—_— ’_'d/y__

Seja Z C E(g_2p42) cOMo em 2.7, e sejam G, e G} lagos geodésicos de comprimento
minimo entre os lagos essenciais em E que passam por ¢, € 0Z N E(q) e ¢y € 0Z N Eyy.
Obviamente, |G,|, |Gs| < 2c. Seja S C E o anel limitado por G, e Gs.

Entao

ZN E(L,QL) - Zn E(a+4+c,b—4—c) C S - E(a—d—c,b+4+c) .

Segue-se do teorema de Gauss-Bonnet que
z/ kg+/K+)39,-:27rX(S)=0
i S

e como |0;| < 7,2 = 1,2, temos

S

Entéao, se Hy =1,
[o1ar < [1ar= [ -2 =1si-2 [ K <
E(L21) S S S
S Ea-d-chate) T 2/5K < E(a—a—cprare) T4T .

Sendo | E(g—y—cptate)| < c(b—a+8+2¢) e (por construgdo) L =2L—L 2 b—a—10-2c,

temos b—a < L 4 10 + 2c e 1ogo |E(a—a—cptate)| < (L + 18+ 4c).
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Entao

/ |A]? < (L + 18 + 4c) + 4~ .
E(L21)

Seja d > max (c, chveotar "c;“’\), onde \ = ¢(18 + 4c) + 4. 0

Demonstragao de 2.8

Sendo M localmente um grafico, e compacta, existe r > 0 tal que, se ¢ € M, a
componente que contém g de M N C,,)(¢g) é um grafico sobre D, .(¢) de uma fungao
u € C* (recubra-se M com abertos (conexos) Uy € M N Cuian)m(@r), A € A, tais que
Uy é grafico de uy @ Dygy)ra(92) = IR, uy € C°, X € A, e seja r > 0 um nimero de
Lebesgue).

Fixemos ¢ € M, e seja u : Dy(g),(g) — IR, u € C*, tal que Graf (v) € M N Cyq),-(q)

contém gq.

/\
~ \),‘/

Sendo a matriz [V?u] da forma bilinear u”(¢) a matriz Jacobiana de v em ¢, temos
A = V2u (por construgao, u(q) = 0 e Vu(gq) = 0). Entao |V?u| < 2C.
Seja uy, a restrigio de u ao segmento [g, g+rw] C D,y (q), onde w € S*(¢)ND,(g),1(9)-

Entao, para 0 <t < r,
t t
! (1)] = |/ u" (s)ds| < 20/ ds < 20 ;
0 o
e, analogamente, |u,(t)| < 2C [5 sds < Cr?, e w era qualquer. O

Demonstragao de 2.9
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Sendo M N B(qo) compacta, e v € C®, seja {Ua},e4 cobertura tal que diamUs < 1

e [v(q) — v(g2)| < Kaltr — @2l 01,92 € Uay, @ € A. Extraia-se subcobertura finita

MNB(gp)CU1U...UU, , eseja
K = max (Kl,---,Kn,—> ,

onde A € (0,3) é um nimero de Lebesgue para {U1, - - JURY
Entao, fazendo k = F?? :

Se |‘I1 - ‘12| Z ka

wlar) — vla)| < 2 < (%) Ji—al = K\lo— ol

e se Iql —'(I2| < k,

lgn — 2] < A, elogo |v(q1) — v(g2)| < Klg1 — ¢2| £ Kv/|g1 — o] -

o e

A demonstragao de 2.1 comega com o lema abaixo.

Lema 2.13
Se |A| ndo ¢ limitada em E, existe (gk, px)ren € E X (0, 1] tal que pr|A(qx)| — oo e

|A(q)| < 2|A(gx)| qualquer que seja ¢ € EN B, (qx) , k € IN.

Demonstragao de 2.13
Seja

1 ,0<z <k
nk(az)z{k—}-l—x Jk<z<k+1
0 ,z>k+1



e definamos ¢, k € IN, por
m(zk)|A(qe)] = maxme(@)|A(Q)l, = =2(g)=<ga> zx=2(g) .
Se M € IR, existe (por hipétese) ¢ € E tal que |A(q)| > M. Tomando k > z(g),

mk(ze)|A(gr)] = ne(2)|A()] = |A(g)| > M .

Fazendo pr = ”—*‘;ﬁl, temos pr|A(gx)| — oo.
Se z, € [0, k], entdo px = 1 e, quando | —gk| < pi , temos |z —zk| < },logoz < k+3,

e logo nx(z) > 3; e segue-se de ni(z)|A(g)| < mi(zk)|A(gr)| que

|Alg)] < % < 2JA(ge)] -

Se zx € (k,k+ 1) temos (|Vni| < 1) que , quando |g — gx| < px,

< mez) _ m(r) =0 ne(@x) —me(k+ D] _ Jex—(k+ 1] _ k+1—a
2 2 2 - 2 B 2

|z — k|

elogo & < zj + H1=mk = 2L < k4 1. Entdo nx(z) > 0 e segue-se de

T
Ink(z) — mi(zk)|] < |z — 2] < pr que  mi(z) > Mi(zk) — pr = nk(z :

e logo que |A(q)] < &8 A(qr)| < 2|A(gr)]-

Definigao 2.14
Seja M? C IR3 superficie C*® e seja (qk,Tk)kew C M X (0,00) tal que (rk)ren €

estritamente mondtona. Seja hi : M — IR3, k € IN, definida por ¢ — k(g — gk).
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A sequéncia (hr)rew é a sequéncia scaling associada a (gr,Tr)ken. A sequéncia

(My)ken, My = hi(M), é a scaling sequence de M relativa a (qk,Ti)ren-

/ J' ‘\_‘_‘/;\
\ / ~— W
| -

Afirmacgao 2.15

Seja (Ex)rew a scaling sequence de um fim cilindricamente limitado £ C %, Hy, =
1, relativa a (gk,7x)ken; € E x (0,00)tal que rx — oo, e suponhamos que existem
K, Ky, K3 > 0 tais que

|Ak(9)| < K1 , Vge ExNB,, ,
|Ek N B(q)l < 1{2 3 Vq S B%k-—l )
€ fEknBrk |Ak|2 S 1{3 9 k E ]N .

Entéo, se Vi = v(Ej, 1) é a varifold retificavel (ver [14]) com suporte E} e multiplici-

dade 0 = 1, k € IN, a sequéncia (Vi)renw tem uma subsequéncia que converge para uma

varifold inteira V = v(M, m) onde M é um plano ou tem fins catendides.

Demonstracao de 2.15

Se k € IN é fixo, seja g € B,,—2. Entao By(qx) C B,,, e logo |Ak(q)| < K1, Vq €
Ex N Ba(gx).

Segue-se de 2.8 (com R = 1, K = K,), que existe 7 > 0 tal que, para todo g €

E;NB(q), a componente que contém § de ExNC,5,(q) é o graficode @ : D, .(7) — IR
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tal que |i| < Kir?, |Vi| < 2Ky7r e |V2T| < 2K;.

Entdo existe r > 0 tal que V§ € Ej N B(q) a -componente de Ey N C, . () € grafico
de @ : D, () — IR como acima, Vq € By, _a.

Logo, qualquer que seja § € ExNB,,_;, a componente que contém § de ExNC, g .(q) €
o grafico de uma fungdo u : D, (§) — IR tal que [u| < Kir?, |[Vu| < 2K;r e [V] < 2K3,
e isso é verdade para todo k tal que ry > 2. Supondo entdo que 7o > 2 (o que é verdade
a menos de homotetia), teremos r independente de k.

Seja IR® = U;en@®;, onde Q; sao cubos tais que diam@; = I, e seja 39 € IN tal que
Ui<io@i € By,—1. Entdo qualquer componente conexa de Ej N Q;, 1 < 19, é grafico de uma
fungao u; ) como acima.

Se k' > k, entdo B,, . 2 B.,—1 2 |J @i, e logo qualquer componente de Ex N Q; é

i<io
também o grafico de uma fungao u; como acima , com o mesmo r, Vi < 1o.

Seja entao u;x,; a funcdo cujo grafico é a [—ésima componente de Ej N Qi, k>0,
i < 1p; e escolhamos , para cada o = (7, k, ), ¢ < ip, um ponto (¢a, %) no fibrado normal
unitério de Ex N Q;, go € Graf (uy), Vo = v(qa)-

Se o indice | aumentar com k, entdo, para k suficientemente grande, teremos (I €
IN) |Ex N Q;| > K>, em contradi¢gdo com a hipdtese.

Logo | é uniformemente limitado em relagdo a k, e podemos supor que [ € [1,I(7)],
Vk e N, 1 < 2.

Tomando a diagonal (de Cantor), temos uma sequéncia (ga, ¥o) em um compacto, e



logo (Heine-Borel) existe (¢, ») = lim(gg, v), limite de uma subsequéncia de (¢a; ¥a), com
a topologia da convergéncia localmente C2.

A compacidade elitica fornece entio que ug — Uy, definida em um disco de raio
Z; e as “folhas limite” estio bem definidas pela equagao limite e pela convergéncia das
normais v — 7. A unido dessas folhas limite é, obviamente, um conjunto 2-retificavel,
satisfazendo a equacdo de superficie minima (pois Hy = ;1: — 0), e a varifold limite
V= leIEO Vi tem que ser da forma V = Q(H,m), onde 0 < m € 7 é finito, pois |M N
B(q)| £ K; (e p(Graf(uy)) > 0, Ya), e M é uma uniao enumeravel de superficies minimas.
Escolhemos M C M , conexa.

Segue-se de 2.9, por passagem ao limite, que |[v(¢g) — v(g)| < K\/m, Vg, € M.

A convergéncia vz — T e o principio do maximo acarretam que M é mergulhada. E
/EknBrklAkI? < K3, qualquer que seja k , logo /M |Am|? < oo.

Finalmente, como cada Ej tinha dois fins, temos que M tem tipo finito.

Segue-se (ver [11]), que M é um plano ou cada fim de M é assintoticamente um

catendide. 0O

Demonstragao de 2.1
Seja ax = |A(qx)|, onde (gx, p)ken é como em 2.13, e seja (Ek)ren, Ex = hi(E) a
scaling sequence de E relativa a (qx, ax)ken (entdo 0 € Ej,Vk). Denotando com Ay a

segunda forma de Ey, k € IN, segue-se de e 2.13 que
|Ak(0)] =1 e [|Ak(q)] <2, Vg€ Bpa, Vk.

Sejam

Sk(T‘)q =FE.N B,—(q) e Cak = (g

(notacao de 2.4), com L = aj.
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As férmulas de 2.5 e 2.4 fornecem (observando que Sy (1), C Sk(%))

415 (%) | a ME,NC.| 4 (a
ISk(l)Q| < ‘—(i'{"l?l'Hk (é—l)(L%_kl+:(Ek)
k k

4k’ 4k’
2ak +27r = — 4 27,
ajy ak

<

onde k' = aap + Pwy, o, B € R, wy = w(FEy); e como k' = k'(ak, < a,w; >), temos que

K = %’i—' + 27 nao depende de k.
Analogamente,

/ |Ax]? = ai/ |Ak|* 0 by = / |A? < / |A[? < 2d,Vk |
ExNBa, ENB(qx) ENB(gx) E(

zTj—1,25+1)

onde d é como em 2.6 .

Segue-se entdo de 2.15, com K; = 2, K, = K e K3 = 2d, que a sequéncia de
varifolds (Vi)ken, Vi = v(FEj,1) tem uma subsequéncia convergente para uma vari-
fold V = »(M,m), m < oo, cujo suporte é um plano ou tem fins Catedides: Sendo
|Ak(0)] =1 Vk, M nao é flat, logo M tem fins catendides:

Seja Mt o fim “de cima”de M. A menos de uma rotagao, a normal vps de M “tende”

ao vetor es. Por 2.3, o peso wt = me3 de M+ é # 0.



Seja v & S' a curva M N {z = t}, t suficientemente grande, e sejam R o “raio”
aproximado de v e 73 o angulo de inclinagao aproximado da conormal ) em 4. Entao
(ver equagao 2.11)

. m
T]3RE§; :
e como Vi — V, cada E} estd (préximo do infinito) em uma unido de folhas anulares que
convergem C* para uma folha “catendide”, quando k — co. Logo Ex N {z =t} é uma

unido de curvas [yx], 75 — 7. Escolhamos, para cada k, uma componente -y, de [7x)-

Temos que 7 — 7, suavemente. Seja € = al—k Entdo I'y = qi + exvk = hy'(7x) é uma

curva fechada em E, qualquer que seja k. E seja Kj um disco flat tal que 0K; = T'%.
Necessariamente (ver definigio 2.10) wx = w([['x]) = £w(E), ou wy = 0 (caso I'y trivial),

qualquer que seja k. E

wg = ~/Fk n— /,k V=€ (w+ + o(ek)) —0(€}) = w4+ 5(e3) .

Sendo wt # 0 e e — 0 (o termo &(e?) é diferenga entre €xo(ex) e o termo O(e}),

relacionado com |K}|), temos que o conjunto
{exw™ + 6(e2)/k € IN}

é necessariamente infinito. Absurdo. m]
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§3

Neste § provamos provamos o resultado principal deste trabalho.

Teorema 3.1 (Teorema Principal)

Qualquer que seja o fim E da H-superficie X, existe uma superficie de Delaunay
D C IR3 para a qual E converge exponencialmente. Préximo do infinito, £ e D podem ser
expressos como graficos cilindricos de fungdes pg e pp tais que |pp—pp| < Ce™* (C,A >0

constantes), quando = — oo.

O primeiro passo da demonstragio é o teorema 3.2 abaixo, que prova a existéncia de
D e a convergéncia localmente C2. A idéia central na demonstracao de 3.2 é a de “sliding
back” o fim E até que se possam aplicar os resultados do §1, devido a limitagao cilindrica

(ver defini¢ao 3.5).

Teorema 3.2

Seja £ C ¥ um fim cilindricamente limitado. Toda slide back sequence (definigao 3.5)
para E tem uma subsequéncia que converge para uma superficie de Delaunay D cujo peso
é w(D) = w(E). Se Lp é o eixo de D, toda slide back sequence convergente (Ej)ren
converge para uma translagao de D ao longo de Lp. Além disso, olhando Ej como um

grafico normal sobre D, a convergéncia ¢ C? nos compactos de D.

Ej é, portanto, o grafico cilindrico (definicdo 3.6) de uma fungdo “bem comportada”
pk = pPE, , s¢ k é suficientemente grande. Comparando as equagoes de curvatura média (na
forma cilindrica-equacoes 3.7) vemos que a diferenga wx = pix — pp satisfaz uma E.D.P.

cuja parte linear define a equagao de Jacobi

2 3 2
(3.3) = (%) Uzpr + Ugy + (pvp; 2P p:cpm) u+u=0 |,

v4
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e a sequéncia (ux)ken das normalizadas up = ﬁm, (para uma norma || ||; conveniente
3.9) tem uma subsequéncia que converge localmente C* para um campo de Jacobi (Lema
3.10), que pode ser suposto definido em uma semi-reta [a,00) (em virtude do lema 3.11,

adiante). Precisamente:

Lema 3.4
Se a € IR,a sequéncia (ux)ren tem uma subsequéncia que converge localmente C? para

um campo de Jacobi u definido em [a, 00).

Em seguida, o método de separagao de variaveis fornece uma base L? para as solucoes
de 3.3 e permite que u seja expresso por uma série de Fourier cujos termos, com excegao do

primeiro, sao exponencialmente decrescentes, completando o aparato para a demonstragao

de 3.1.

Definicao 3.5
Seja (tr)ren C IR tal que ¢ — oo. Se E C ZF‘IC’::R é um fim cilindricamente limitado,

a slide back sequence para E relativa a (tx)ken € a sequéncia (E)ren dada por

E,.=FE—twa ,kelN.

-

Demonstragao de 3.2
O raciocinio na demonstracio da afirmagao 2.15 pode ser feito aqui. Existe (pelo

Teorema 2.1) K > 0 tal que |Ax(q)| < K, Vq € Ei, k € IN. Podemos escrever IR? =
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UienQi, onde Q;, ¢ € IN, sio cubos de diametro suficientemente pequeno e tais que
intQ; NintQ; = 0, ¢ # j; e construir graficos de fungdes v, de altura uniformemente
limitada que “remendam” Ej, k € IN. Cada um desses “remendos coordenados” é C* e
satisfaz a equacio de curvatura média H = 1. Em torno de cada q € Ej temos h = %v.
A compacidade elitica novamente vai fornecer uma subsequéncia de (Ex)ken (também
indicada com k) tal que a sequéncia (3(Ejx, 1))ren converge para uma varifold inteira V/,
tal que sptV é a unido de graficos C* sobre discos, e todo ¢ € spt V estd no interior
de pelo menos um desses graficos. O nimero de folhas em cada Q; é controlado pelo
crescimento linear de area, e as cotas superiores sao preservadas na passagem ao limite.
Além disso, em cada ¢ € sptV estd definida (a menos de sinal) uma normal exterior
(unitéria) ve(g) (o que decorre do Lema 2.9), e o principio do méaximo acarreta que,
se ¢ estéd em dois graficos, entdo os vetores curvatura média em ¢ apontam em sentidos

contrarios.

<
[

""T e

—_

Observemos que a limitacio cilindrica e o fato que toda se¢ao normal Ej N {z = N}

de Ey, k € IN, N > 0 é ndo-vazia acarretam que spt V # 0.

Seja g € spt V. A limitagao uniforme da curvatura e os resultados acima permitem

afirmar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que, para todo k suficientemente grande,

toda componente Fy; de Ex N C, ., () tal que Ei; N Beg) #0
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é o gréfico sobre D, ,,(¢) de uma funcdo uy; que satisfaz [Vuy ;| <e.

Seja W, a regido limitada por Ei. Entre duas folhas sucessivas Ej,; e Ej ;41 de Ex N

Croniay2s () @ normal v, muda de orientagao, pois v (q) aponta para fora da componente

de Wi N Copy 25 (9) que contém g.
Fixemos k e sejam uy ; como acima, j = 1,2,..., N (obviamente j é limitado em cada
compacto de C, . ,,(¢)). Seja o conjunto {uk,;/1 < j < N} ordenado de tal forma que

(fazendo veo(q) = €3) u,; < ukjose j <J'.

Temos, para cada j,

(l)oaaluk,j) X (Oa ]-a 82uk,j) — (’_aluk,j) _a2uk,j, 1)
VI Vil V1+ [Vujuf?

Vg =

e logo

1 = H = £trVig; = £Div (—l’”—) .
191+ |Vuj,k|2

Entdo, para todo (k,j) com k suficientemente grande,




Suponhamos que u,; € uy, j—1 satisfazem a equagao acima com lado direito igual a —1

e 1, respectivamente. Entao, fazendo ug; = u(z,y) € u,j-1 = w(z,y), temos

—2 = Div (_Y_u_) — Div (-—Vlv—) =
V14 Vup V1+Vup
Au B Aw UlUgs + Uty + 2UgUylUsy
1+ u+ul V1 + w2 + w? (1 +u2 +u2)?
W2Wez + WiWyy + 2We Wy Way

(1 4 w? + w2)3.
Sendo |Ax(¢q)| < K Vg € Ei e |Vu|,|[Vw|[ < €

1< y/14|Vul, /1 +|Vw)2<Vite

e
[zl [tay ], [yl ol [way, [wyy| < 2K 5 fus, luyl, [wel, [wy] < min(e, 4K8).
Logo
uium -+ uzuyy + 2UpUyUgy < 16Ke* e wgwxz + wzwyy + 2w Wy Wey < 16ke? |

E logo

—2=A(u—w)—0(e) ,
ou seja,

A(ug; — ugj—1) = =2+ 0(¢) -
Se € > 0 é suficientemente pequeno, temos

Aug; — uk,j—1) < —1.

Seja
o(z,y) = 267 mg:yz  (@9) € Dy et -
Entao
Av=—-1,0(0)=26 e v = 6.

8DV°°( q),26 (q)
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Logo
A((ug; — ukj-1) —v) <0 e ug;—Upj1 20 em Dy 0525(9) 5

e, pelo principio do minimo (para fung6es superharmoénicas),
upj — ug,j-1 > 62 em D, ., (q) (k suficientemente grande) .

Seja entdo k — oco. Temos ur; — Uoo,j, solugio da mesma equagdo H = 1 (e, pelo
Lema 2.8 a convergéncia é C? sobre D, .,(q) ). Seja jo € [1,IN) N Z tal que q €
Graf(te,j, ), € suponhamos que Div (71—_'_%) — —1. Entdo, se ¢ € Graf(ue,;),J #
jo, tem-se necessariamente j = jo+ 1 (pois |Uoo,jo — Uco,jo—1| = 67), € 08 vetores curvatura
média de Graf(ueo,j,) € Graf(teo,jo+1) €m ¢ apontam em sentidos contrarios.

E g € spt V era qualquer. Segue-se que spt V é uma uniao enumeravel de subvariedades
O fracamente mergulhadas, pois em uma vizinhanga uniforme de cada g € spt V temos
um ou (no méaximo) dois “remendos coordenados” distintos, imagens de uma ou (no
méximo) duas imersoes C*°.

Lembrando os resultados do §1, e notando que Eyx C Car, Vk, concluimos que cada

uma dessas subvariedades é necessariamente uma esfera ou uma superficie de Delaunay .

Em vista de tudo isso, conclui-se que, em todo compacto de IR3 e para k suficientemente
grande, spt V é um gréfico normal sobre Ej, com norma C? pequena, de modo que, quando
k — 0o, tem-se |t — Ueo | — 0, |uf; — ube ;| — 0 € Juy ; — u?, ;| = 0. Sendo um grafico
normal sobre Ej = S x [0,1), spt V nao contém esferas. E, pelo Lema 2.7, spt V nao

contém mais que uma superficie de Delaunay.

52



Segue-se que spt V é uma superficie de Delaunay D, cada Ej (k suficientemente grande)
é um grafico normal sobre D, e a convergéncia Fy — D é C? nos compactos de D. Em
consequéncia w(D) = w(E).

Fica determinado o limite D, a menos de translacdo. No entanto, se o eixo Lp de D
néo fosse o eixo gerado por a (observe-se que a é vetor axial para todo Ej), entao uma
das fun¢des de Alexandrov relativas a planos paralelos a Lp nao seria nao-crescente, em
contradigio com os resultados do §1 (as fungdes de Alexandrov sao todas nao-crescentes

e assintéticas ao eixo gerado por a). Logo os dois eixos coincidem.

Definicao 3.6
Se a é um vetor axial, {b,c} é uma base ortonormal de at e p: R? — IR é uma funcio
periédica (de periodo 27) na segunda variavel, entdo a imagem da aplicagao F': R? — IR?
definida por
F(z,0) = za+ p(z,0)w(0), w(f) = bcosf + sen b

é chamada o grdfico cilindrico de p. Se {a, b, c} = {e1, €2, es) temos F(z,0) = (z,pcosd, psen 0).

O steepness de p é definido por

1

2
v ——— = \jl + p2 + (p_o) . onde v é a normal exterior (de Gauss).
<Vv,w > p
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Observe-se que

F, x Fy (—pz, %ﬂsen 0 + cosb, ﬂpﬁ cos f — sen 0)

V:|FIXF0| \/17+p3:+(3’?->2 ’

e logo

< V,w >=

1
=
Jueo+ (=)

Vamos provar o lema 3.4. As consideragoes abaixo serao necessarias.

Seja (Ej)ren uma Slide Back Sequence tal que Ex — D, D uma superficie de Delaunay
fixa, com vetor axial a, e seja £ = Eo C C :’ R 0 grafico cilindrico de uma funcao pg sobre
o eixo Lp de D. Sejam r_ e ry os raios minimo e maximo de D.

A convergéncia localmente C? dada por 3.2 permite supor que ir_ < pp < 2, que
o steepness vg de E satisfaz vg < 2Upmax € que a curvatura |Ag| de E satisfaz |Ag| <
2| Ap|max, onde vpmax € | Ap|max sdo o steepness méximo e a curvatura maxima de D.
Realmente, em torno de cada ¢ € D temos que E e D sao graficos de fungoes ug e
up, com |ug — up| — 0, |up —up| — O e |ut — ul| — 0, quando z — o0, 0 que
acarreta pg — pp, VE — UD € Ag — Ap, quando z — oo. Logo, se E nao satisfaz essas
estimativas, existira necessariamente k € IN tal que Ej satisfaz.

Junto com essas hipéteses, as estimativas de ordem superior para equagoes eliticas

([6]) acarretam a limitagao uniforme de todas as derivadas de p.



Usando ainda a parametrizacio F'(z,0) = (z,pcosd, psen ), temos

E=1+/p? g = —L2=

v
F = p.pe f=%ﬂ VEG — F? = pv
2 _ 2 2
G=p2+p§ g=p PPes + 2pg
pv
Logo
E—-2
| = g=%+t 92 L
prv?
_ (Pt ppi)ee (A pP2)Po0 | 20Psps P’ + 205 + 0P}
- P33 PEE 33 Pt 33
ou seja,
2
+ (%)Q) 1402 2pzpo

1 1 2
- ~ o \e) _ _ 2 Po -
(3.71() 5 Pet e Peo Pz6 pv3(1 +pi +2 ( p) )+1=0.

No caso de D, p = pp é independente de 0, e satisfaz (note-se que 1 + ph, = vh)

(3.7)(id) P== 1 1y,

v3  pv
Seja w = p — pp, com p = pg (solugao de 3.7(i)). Observando que, a menos possivel-

mente de termos quadraticos em (w, Vw, VZw), temos

1
p? = p% + 2ppw vt =vh + 2p,w, e v—s——:—ZprI
v

conclufmos (no que segue, @;,7 € IN, sao somas de termos que dependem quadraticamente
de (w, Vw, VZw)), que

2
Pzz Weo 1

Sendo pDS“ - = —1, temos
) PDVD




ou seja,

2
v
> PzWzPzx + 3 = QB
PDVD

2 2 2
P 2 vp + v° 4+ vvp
—Wge +Weg — P+ PV —

o2 Uee 66 —pPTP ( w303 (v + vp)

(pois WzpD,, = Wepzz + Q4)-

Entao
2 2 2 2
p P"PzPzx v p-v
W +Wweg — p— 2 wg |1 =
p& e kW v ( T vp(v + 'UD)) + pPDVD s,
ou
2 2 2 2
p P PxPzz P PzPza 2vp ) p-v
— Wz - 3 for P - - - = .
vzwz-i-wee > Wy +w + ” w (1 o+ 0D +PD'UD 2w — pp = Qs

Notando que

p*v 2vp

v+ vp

2
—2w—pD+M’”fﬁwx(1— )=(2w+PD)l—QU’—
v UD

PDVD

2 zzx '02 _02 v 2 z Wz
—pp+ZE=E wz( D >+Q7= (2w+pp)(g—1)+Q8= (w+p)#w—+Qg:

v (v+vp)? v+ vp)
2ppzwsz
= — + R
'UD(’U +vD) QIO
e que
2 2
2'02—'0'0 —U2:2rwr+w+ :21(1 v )
D—Yp p ey Q1 p +v+vD wyz + Q12,
e logo
Qppl'wr PPz Wy . PPxWer v
vup + v% v vz(va+U%)2p” <1+ v+vD> wy + Q13 = Q14
temos que

2

2
r le‘
ﬁw” + wey — 3'0 Pvfmwm +w+ %2— = Qs

e segue-se que w = pg — pp satisfaz

v? v2

2 2
(3.8) L wew + woo + (”p“” §f p:f”) we + w = Q(w, Vo, V?w)
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onde Q, além de depender pelo menos quadraticamente de (w, Vw, V*w), é tal que cada
termo com V2w tem um fator w ou Vw.

Sejam © C IR™ uma regido, e o € (0,1). Uma fungao f : 0 — IR é a-Holder em §) se

k
M < oo. OFf é a-Holder se todas as derivadas —ﬁ—aj—-—,zﬁ; =
:!;‘Eﬂ |$—y| amll ...a:l:n"
k, sio a-Holder. Com a notagdo de [6], consideramos no espago cke(@Q) = {u €

C*())|0%u é o -Hélder}, a norma

3 o 2 (2) — s g (¥)

1 Bn Bn
”u” k’a(n) Sup Sup —T—u_—(m) + Sllp Sup az] "'azn 821 ...31,'" )
C j=0 z€Q EBi=3 61:11 - a L0i=k =, :;‘Eﬂ |.’L' = yla

Em particular, se IccICRR,

CH(T) = 0O (T) = {u € CO(T)] sup B 20 o

e
|u(z) — u(y)| ‘
llullooqry = sup |u(e)] 5 |lullgg ;) = sup s ulleaqr = Siosup [ ()]
zel x’;:‘eyl T — y| z€l

Fazendo € = ||wl|co(r), € tomando k' > 0 tal que |V?w| < k' (sabemos que |Ag| <
2| Ap|max) temos |Vw| < k'r e |w| < k'r?, onde r = |7].

Se € > 0, seja A € (0, 3@} Entdo |[Vw|? < k?r? < -’;—Ze = k2e (para algum ko > 0).
Logo |Vw| < ky/e em T (para algum k > 0). Analogamente, |w| < ki€ (para algum
ky > 0).

Entao

||Q(w, Vw, V w)llc0 < K+/e, e segue-se que||Q(w, Vw, V’w) <K.

”C%(T) =
A teoria de regularidade ([6]) e as estimativas acima fornecem ||w||02(7) < Kyfee,a
fortiori (voltando a 3.8 e comegando com um subintervalo intermedidrio) ||w|gs(7 < Ke.

Seja a norma || ||7, definida por

27
(3.9) ||lw||r = sup \/] w(z, 0)2d0.
z€el 0




A limitacio de V2w acarreta que ||w||(z) é uniformemente equivalente a || ||co({z}) €
logo

Hwncs('f) < K“’U)HI .

O Lema 3.4 é entio consequéncia dos dois resultados abaixo.

Lema 3.10

loc ¢?
—

Sejam I CC I CC IR, (Ex)rew uma slide-back sequence, Ej D. Sejam pi =

pE, : (2,0) = pg(z + t,0) e wp = px — pp, k € IN. Fazendo l[wllr = ek, seja up = Z&.

Entdo (ur)ken tem um subsequéncia que converge em C2(T ) para uma solugao de 3.3 .

Demonstragao de 3.10

Sendo limitada em C3(I), (u)ken é sequencialmente compacta em C?*(1), e logo existe
(ur,)sen C (uk)ren convergente. Além disso, sendo Q(w, Vw, V?w) uma soma de termos

sy 2
quedrdticos em w, Vwe V2w, e como ||wk||02(7) — 0, temos que Q(“"V::—g—‘"l —0.

Lema 3.11

Existe K < oo tal que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a hipdtese sup |po| < € em

z = b acarreta |pg| < K¢, qualquer que seja z > b.
Demostracao de 3.11

Seja 7 //a identificado com o plano zy e « a fungao de Alexandrov (§1) para E relativa

a . Seja F(z,0) = (z,pcosl,psenf) (como em 3.6). Fazendo z = b, temos Fy(0) =
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(b, pcos b, psend) e F}(0) = (0, ppcosd — psend, pgsen 6 + pcos ).
Seja ¢ = (< ¢,e1 >,< q,€2 >,0) € w, e sejam 0, e 0 tais que (com a notagao do §1)
Qi(z) = g+ tjes = F(z,0;) = (z,pcosbj, psend;), j = 1,2. Entao t; =< Q; —q,e3 >=

psenb;, 7 =1,2, e logo
max_z(p(az, 601)sen 0y + p(z,05)sen 0;) .

Seja 45 = F3([0,27]) a intersecio (quase circular) de E com o plano z = b.

Entdo existem Qi, Q2 € 7 tais que a(b) = 3(pisend; + pysendy), e pjsenf; =<
Q;,e3 >, 7 = 1,2. A reflexdo de v N [la@) através de m,(;) (ver § 1) é tangente a
4, em Q. Logo, se v1 e vy sdo vetores unitdrios tangentes a -y, em Q1 e @, entao

< vy,e3 >= — < Uy, €3 >, OU S€ja,

pisen Oy — pg, cos@;  pg, cos 0y — posen 0

Lembrando que p < 2r; e v < 2vp max, € observando que cos 0, = cos 0, temos

pisen 0; — pg, cos Oy = My/pl + p3, e pasenly — pp, cosfy = Xa\/p3 + Po, »

onde fizemos \; = — < vj,e2 >, 7 = 1,2 (entdo A\; + Ay = 0), e logo

prsen 0y + pasen 0y — (po, + po,) cos 01 = My/pt + pj, + Aay/p3 + P, -

0
Se sup, |ps| < €, entao |p1 — pao| < |/ pedl| < ke, e segue-se que
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P2+ ph, < pE+ph, + (1 + pake+ €% e |po, + pa,| < 26,

a(b) = =(pisen 0, + paseny) < 2ecos by + (A1 + A2)\/p3 + pj, + Mke = kqe.




Sendo a nao-crescente, |a(z)| < ki, Yz > b, e 7//a e a qualquer. Logo, se ¢ > 0 ¢
suficientemente pequeno, |a,(z)| < ki€, Yz > b, V7 //a.

Suponhamos que a,(z) < €, qualquer que seja 7//a, e seja Q € E tal que < Q,e1 >==z
(fixando um plano = e fazendo 7 = 271(0)) e tal que ToE L m. Se ¢ = ze;+ < Q,e2 > ez,
entio a;(¢) =< Q,es >, pois Ex — D localmente C? (Teorema 3.2 ) e logo, para
suficientemente grande, 7, é convexa, e tem no méximo um ponto de tangéncia com cada
plano paralelo a a.

Seja 0, tal que a1(q) = p(z,0,)sen f,. Entéo 6, é um ponto de maximo para a fungao

0 — pcos, e logo (pcosf)s = 0. Ou seja,
0=04

p(z,0,)sen b, = po(z,0,) cos b, .

Mo

Sendo v, préxima de um circulo, os pontos () € 7, em que ToE L 7 estao proximos
de 7o (o plano “horizontal” que separa D em duas metades com a mesma area), e logo
cosf, ~ 1. Seja entdo p > 0 tal que cos b, > p, e segue-se que

p(z,0,)sen b,

lpo(z,0q)| = <plen(q) < pla(z) < ple.

cos 0,
A afirmagao é entio imediata a partir da monotonicidadede a (observe-se que 3K/ lpe| <

Kesse AK,/|a| < Kie). 0

Demonstragao de 3.4
Seja ' < a < b tal que [a/,b) CC I. Vamos provar que, qualquer que seja M < oo,

existe kpr = k(M) tal que ||uk||co(ar,my) < km-
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Segue-se de ||ukl|03(7) < K que |Vuwy| = o(ex) em o’. Em particular, |pr,| = |wk,| =
o(ex) (em a') e, por 3.11, |wy,| = o(ex) em =, Vz > d'.
Fazendo u = pp em 3.7, multiplicando por p?v* e derivando em relagao a 6, vemos

que py é solugdo da equagao quasilinear

('U,2 + PQ)u:M: + (1 + pi)uoe - 2Pruu1:0 -

4
—2uu’ — 4pprus — %ue + 2pazutsy 4 3v(p? prus + uug) +

2 2 3 3
+(2ppzr T pi)u - Eua + 2puv(1 + Pi + % - %) =0,

que ¢ uniformemente elitica (com A(z,0) = 1+ p2 e A(z,0) = v’ + p?).

A estimativa interior de Schauder ([6], ch.6) fornece entao

|12k llct (far,00)) = O(€k) -

Além disso, |pi(a’,0) — pp(a’,0)| = o(ex), para todo @ fixo (pois a’ € 1), e logo, pelo
teorema de dependéncia diferencidvel para equagoes diferenciais ordindrias, temos |px —
pp| = o(ex) em [a/, M], se M < co. Esta provada a afirmagdo do inicio. Sendo (uk)keN
limitada em C°([a’, M]), tem uma subsequéncia (uy, )iew convergente para um campo de
Jacobi em [a’, M], por 3.10 e pela unicidade de solugoes maximas (de E.D.O.).

Se M, — oo, escolhendo uma subsequéncia convergente (uk,)sen tal que uy, esta
definida em [a’, M,], a diagonalizacdo de Cantor vai fornecer uma sequéncia convergente
para um campo de Jacobi definido em [a,00). A convergéncia é C?-local, pois, se = €

[a,00), existe T 3 z tal que ||uk||03(7) < Ky 0

Observagao

Fazendo u(z,0) = X (z)©(0), obtemos

(3.12)(2) Op +k*©0=0 ,kelN

o9 7 v3 s U2 7
(3.12)(22) Xz — (log (7)>I/\$ +(1— k2);5)g =0
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3 3
(observe-se que (log %) = ooy _ P_z)

v? p
Se k = 0, seja (Ds)sc(0,), @ familia a um pardmetro das superficies de Delaunay
(com H = 1) de raio minimo sem z = 0,0 < s <1, e seja D, = D (a Delaunay

limite da nossa slide back sequence). A funcio G : (s,z,0) — ps(z,0) = ps(z) € tal que
Gp = Gap = Gos = 0 e, fazendo w, = p, — po, € = ||ws||1 = V21 sup,eq |ps(z) — po(2)],

vemos que (a menos de uma constante multiplicativa)

—aa—sp,(:v) = G,(0,2) = lim ps(e) = pol2) _ lim u,(z) = u(z)

" s S—0 s—0
é um campo de Jacobi independente de 8. Entio u = Xo,p, solugao de 3.12 (ii) (com
k=0).

Se D, é um cilindro, entdao D, estd na familia a um parametro das 1-superficies de
Delaunay com raio maximo em z = 0, e o mesmo argumento fornece uma solugao (com
k = 0) linearmente independente de Xo,p.

Se D néo é um cilindro, considere-se a familia a um parametro definida pelas trans-
lagoes de D ao longo Lp, D, = D + se;, e, analogamente, obteremos que pp, € solugao

linearmente independente de Xo p.

p
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Logo, para g(z) = [§ %, a equagao fica

1 — k?
v4

(3.12) X & X=0.

A limitacio de p e a de v permitem estudar as propriedades de crescimento através

de X(t) ou de X(z), pois a razao

_g(=) _ g(z) — ¢(0) =g'(¢§) = — <K ,sez€][ab], a€(0,b).

z z z—0 P le=¢

03

Se k = 1, temos X;; = 0, e logo X (t) = ko + kit = ko + k1g(z). S6 existe uma solucao
limitada (X = 1, a menos de muiltiplo escalar). As outras solugoes crescem linearmente
com ¢ (ou com z, pois ¢g'(z) > 0).

Se k > 2, existe exatamente uma solugao nao-nula que decai exponencialmente quando
2 — 0o. Todas as outras sio minoradas por e** para algum A > 0, quando = — oo (pois
nesse caso 3.12 é da forma Xy = fX, f(t) >0 V¢, elogo X = )\efo"‘l’, com ¥’ + % = f).

O net das solucdes que satisfazem X(0) = 1, X(M) = 0, M > 0, é estritamente
crescente, quando M — oo, e o limite é uma solugdo > 0 com decaimento exponencial,
o que se pode mostrar com fungdes barreira exponenciais Ep, M > 0, Ev(0)=1lea
taxa de decaimento de £y € menor que inf 5@ As solucdes que satisfazem X (0) = 1,

X'(0) > 0, crescem exponencialmente, quando z — oo.

Feita essa observacao, temos o seguinte lema:

Lema 3.13

Se o campo de Jacobi u provem de slide-back sequence, entdo u tem a expansao

u(z,0) = aopp, + D _ sen (k0 + ¢x) Xi(z)
k>2

onde, para k > 2, ¢ = constante e X} ¢ uma fungao com decaimento exponencial (ou

=0). A menos do termo pp,, u decai a uma taxa exponencial uniforme, quando z — 0.
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Demonstracao de 3.13

O método de espaco de Hilbert fornece

u = i sen (k0 + ¢x) Xk(z) ,

k=0

sendo a convergéncia uniforme e C* nos compactos.
Sendo 1y uniformemente limitado em [a,00), a integral L? de u relativa a 6 sobre a

secao normal I'y(z = b) é também uniformemente limitada. Entao existe K tal que
o0 (o0} 2n —~—
w3 X (B = /0 K cos? (k0 + ¢i)d0Xx(b)? = /F 2do < K
k=1 k=1 b

e segue-se que Xj é limitado, para todo k > 1. Em consequéncia (em vista da observagao
anterior), X; é constante e X} é exponencialmente decrescente, k > 2.
Se X; # 0, uma rotagao em torno do eixo fornece ¢; = 0 e X; < 0. Entao existe T

tal que | Xx(z)| < —X1, V2 > T, se k > 2. Além disso,
pi = pi(z +15,0) = pp + €ju + o(¢;) ,

e pp+¢;X, é axialmente simétrica. Logo, se L € suficientemente grande, a func¢do auxiliar
a; (de Alexandrov) satisfaz oy ((; + L)e1) < 0. Como o valor de a em z > 1; + L esta
préximo do valor de a; sobre o eixo z (¢ > t; + L), teremos que a(t; + L) < 0, absurdo,
pois a é estritamente decrescente (ou @ = 0) e a(z) — 0, quando = — co. Segue-se que
X;=0.

A aproximagio de p; (acima) fornece que w(E;) = [p, n— [k, v & mpp(2—pp)+e€;(1—

op) JE" udf + o(¢;) e w(D) = mpp(2 — pp). Temos (por 3.2),

2

0 =w(E;)—w(D) =¢;(1— pD)A udf + o(€j) ;

e, sendo foz"udﬁ = —27sen ¢,X,, temos que (se D nao é um cilindro), fazendo X, =
aopp, + boXo0,n, € observando que Xo.p € pp, sao linearmente independentes, necessari-

amente b, = 0. O
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Demonstragao de 3.1
Seja D a Delaunay limite de uma slide-back sequence (E;)jen para E, como em 3.2
(D é tnica a menos de translagdo ao longo de Lp), e sejam py(z,0) = pe(z +t,0) e

wy = py — pp, t > 0. O passo crucial é a observagao abaixo:

Existem 7, um mdltiplo (> 0) do periodo de D, e N > 0 tais que, para todo t

suficientemente grande, tem-se

(3.14) et+T+s)< @, para algum s = s(t) tal que |s| < Ne(t) ,

onde €(t) = ||wt||[0,T] = maXgze(o,T) \/fo27r |wt($,0)|2d9 .

Suponhamos que isso nao é verdade. Entao, quaisquer que sejam T' e N, existe uma

sequéncia (t;)jen tal que t; — co e
e(t;j+T+s)> %, Vs/|s| < Ne;  (onde € = €(t;)) -

Seja u; = %’— Segue-se de 3.4 e 3.13 que u; loc_()ﬂ u, v um campo de Jacobi definido
em [1,00) cuja expansao €
u(z,0) = aopp, + »_ sen (k0 + ¢i) Xi(2) -
k=2

||we; ||i,2m) > 1

Entdo (por hipétese), ||ul|iz,2r) = lim 5 © logo u # 0. Se D nao é um

j—oo €
cilindro, necessariamente existe uma cota superior K para todos os valores possiveis de
|a,|, pois ||u|lpr) < 1. Se N > K, entdo —ac€; < Nej, Vj, e fazemos s; = —a.€;, j € IN.

E a convergéncia uniforme e C* em [1, 27'] vai fornecer
Wi, 445 (2,0) = pE(z + 1 — 60€5,0) — pp(2) =
= pp(z +t; — ao€j,0) — p(z +15,0) + pp(z +1;,0) — pp(z) =
= wy,(,0) — ao€ipr.(2,0) + 0(€;) = €;(u; — aopr, +0(e;) =

= ¢ (i sen (k6 + ¢k)Xk(-T)) +o(¢;) )

i=2



e como limg_,o 3555 8en (k6 + ¢1)Xk(z) = 0 (sendo a convergéncia exponencial e com

taxa uniforme), temos que, para T suficientemente grande,

w4547 lli0.11 = Wi, llir2m = € max fx 3 - Xi(2)? + o(e;) <
z€[T,2T] k>2
€; 1
<G oS Xuw) +oles) < zllwglloiy + oles)
3 k>2 3

Entio %’ <elti+T+s;) < %’ + o(¢j), Vj, absurdo. E segue-se a observagéo.

Suponhamos, portanto, que ', N e s = s(t) € C*(IR) sdo como acima, para t > 0.

Seja €(0) < % e definamos (recursivamente), para j € IN, com ¢, = 0 e so = 3(0),
j-1
tj=o0;+3T , 0’j=ES,' ,1=12,...
e

Entdo t; = t;-1 + T + s(tj—1) e segue-se que

T T T .
E(tj)<5<m e ISJ'|<% i J =12, .s

NMewryd

-~

¢() ta)

=5 gl |
= I

\

- £ i " . N p— =y —
t t4T= Ngct) t+ T & E+TeNgiyy - r -
S +7- / +
No.i& e . ST
~INE (1) b
T f/(</

~)\/tlt)J

Observemos que o; < |oj| < g 557 — T, e logo existe 0 = limj_, 0;. Logo

wﬂ(x,g) = pE(m + o, 9) - pD(m) =
= pe(z + 0;,0) — pp(z) + pe(z + 0,0) — pp(z + 0;,0) =

= wy;(z —jT,0) + pe(z + 0,0) — pe(x + 05,0)
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e entao

. €(0
(2 )] < by (& — 5T,0)| + o (6, Ol o — 03] < K52 + K| il
i>j
em consequéncia da limitagido do steepness e da equivaléncia entre || ||7, € || ||co- Ou seja,

3K/

|lws(z,0)| < —, qualquer que seja j.

W=

Segue-se que |w(z,0)| < Ce 2. 0

Corolario 2.14
Toda 1-superficie £2 C IR?® completa, propriamente mergulhada, de tipo finito é con-
formemente difeomorfa a uma superficie de Riemann compacta com um nimero finito de

“furos”.

A demonstragdo estd em [8].
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