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ABSTRACT

We deal with surfaces E2 C IR.3 whicll

phic to a sphere with a rinite number of punctuies (rinite topological type) and cave
constant mean curva.fure .HS # 0. In cha.pter ll we prove the theoiem of the cylindrical
boundeness (due t.o W'. l\4eeks 111) which a.sselts that a.ny end of such suifaces is contained

in a solid cylindei. and has an iinedia.te conseclueilce tha.t. no suco E can exist with only
one end, that a]] those = having two ei)cls aie glol)a.lly contained in cylinders, and those

having three ends lie in slabs (t-jleolems 11-1 and coiallary 11-2, see also ISI and j101).
Chapter 111 is partitioned into three sections. All results in this chapter are due to N

l<orevaai, R. l<usner and B. Solomon. In $1, we prove two theorems (as in ISI), the ârst
of which asseios that the only surfaces E (as above) u,hich can be contained in a solid
cylindei a.le the splleres and the Dela.ullay surja.ces.

In $2 we construct. (follow:il)g ISI) t,he backgiou]]d t,o S3 ai](] prove t.hat tule curvatul.e

l,41 of E is unifoiml} boundecl. .Ainong ot.fiel lesults of t.his section we cave tlla.t the aiea

a.nd the tot.a.l cul\.ature of an CrIeI of = giow ]inea]]y wit]] tule ]enght (oi height) function
associated to tule end.

In $3 we tive the pioof of the lalain iesult. oí t.his woil{, t.he theorenl of stiong conver-
gence: w hicli is the following

Theorem: (Tlleorem 111-:3.1 ) Foi an) ellcl E ol a coniplet.e. pior)erly embedded surface

E2 Ç IR:3. of fiilite tape and mlistant il)eaii ctiivat.tire # 0. t,dele exists a Delaunav
turfa.ce Z) to which it cotlveiges f'x])file'iitiall)-. Neai inhnitl: E' and /) can be
ex])iessed as c]lindiical gi a])lls oí funct.itens pr aild po. ies])ect-ix.ely. with lpr--pnl <
ce'*' (À, c co«stands > 0), as .t --' «:.

Initially we define slide back sequence (deíinition 111-3.5) alld piore that any slide back
sequence to an end .E of E has a subsequeiice tllat coJ)verões in a lo(ally C'2 nlannei to a.
Delaunay suiface Z). clehned u]) t.o t.ianslat.tons aloi)g its axis .Lo.

Next. we show that, foi a suite.b]e iiolm ll(see ]11-3.9). and still using slide baclçs the

noinla[ized u of t])e diírerel)ce tr = pr -- pp t-ends to a solutioi] of tule .Jacobi's e(lua.tion, as
.r --} oo. And t.hen. aniialytical t.eclll)iqties í)I' elliptic ecluations and a study of the Jacobi
fields yield tule tools foi demoiist.iat.illg t.llc i]]aiia theoren]. 111-3.]

ale complete properly embedded homeomorr>



RESUMO

Neste trabalho estudamos o antigo ISI de N. ]ioievaar, R. ]<usner e B. Solomon, onde

se prova que todo fim .E de uma superfície E2 Ç ]R3, completa, propriamente mergulhada,

de tipo topológico finito e curvatura média JI/S constante e # 0 é assintoticamente uma

superfície de De[aunay .D, para a. qual converge exponencialmente (teorema 5.18 de ISI).

Prova-se tambén] (teorema. 2.10) que se E tem dois fins, então E = 1) e se E está contida

em um cilindro sólido, eiltâo E é uma esfera ou uma superfície de Delaunay.

Os dois gra.ides resultados ({ue possibilitará.m esse t.ra.galho sã.o o teorema de W

l\4eeks 111 da. limitação cilíndrica (teorema 1 .10; vei ta.nlbém j101) e a técnica de reflexa.o

de Aleksandlov. No S3 de ISI deduz-se uma fórmula. do fluxo que permite associar um

peso (vetolial) a cada fim (ISI, definição 3.8) e nlostia.I', ilo 54, que a cuivat.uia l.AI de E

é uniformemente linlit.ada jteorellaa 4.6).

No 1iS as t.écnicas de equa.ções difeiellciais eli'ricas e um est.udo de campos de Jacobi

permitem chegam a.o teorema ptinci])al.



CAPÍTULOI

Introdução

Va.mos neste capítulo fixar a notação e estabelecer as convenções que fazemos ao

longo de todo este trabalho. Nosso objetivo é o estudo detalhado de alguns resultados

recentes no contexto da teoria das superfícies do RS cuja curvatura média é constante

e não nula. Denotarcillos sempre poi S uma tal superfície. Supomos que EZ Ç R3 é

complel,a (sem l)ardo) c piopiiaii)oit-o ii)cigtillia(la. O T(-oiema da Convergência Forte

de Korevaar. Kusner e Solomon. resultado piiiit'iRaI deste trai)alho. afirma que, se E

tem tipo finito, cada fim de = é assintoticamente uma superfície de Delaunay, para a

qual converge uniforme e exponencialmei)te (dizemos que E tem tipo (tipológico) anito

quando E é homeomorfa a uma esfera coill uin númno finito de 'fumos' ). De importância

vital para a obtenção desse i'esulta(lo é o I'«Jt'cttlâ da Liniitaçào ('ilítldi'ica. de ltleeks. que

demonstiaieinos iio próximo m pi't tifo.

Os dois grandes resliltados (luc l)eii)litcii) cliegai ao Teoienla da (l:onveigência Forte

são o princípio de reflexão de .Alexancliov (hoje bem conhecido) e a limitação cilíndrica.

Este último aârnla que cada fim de = está contido em um cilindi-o sólido (de talo < oo).

se a curvatura media// dc E não se al)ioxiii)a de zelo. O piinci'piu de reflexão enlpiegado

em un) caso não ('olllpa('lo (poiólli (.iliii(lii(-allt('iii(- limita(lo) l)t'lillilp coitcluii sin)etnia

rot.acional. ('om esses (bois ies\ira(los r a ió(iiira (l(. -Sli(Ir liarli' (va capot-ulo 111, $3)

obtém-se o t.eoi'ema. a lnpllos cla D)CJ(lo (l(- ('oiivc'i'gõil('ia (c\l)onciicial). o que se consegue

com o auxílio de cama)os de Jacobi.

Segue-se do teoicma de Alcxaiiclrov qti(. = é ilimita(la (e tem liin laço essencial) ou é

uma esfera redonda. En) qualquer caso. : soFRia o IR3 eil) duas componentes conexas e

podemos falar em fnf(I';07'c t.rf( /';oll i'elalivailleiito íâ =. Fica definido (globalmentel um

]



campo normal unitário 'exterior", que chamaremos p. Se h é o vetar curvatura, média de

E, temos À = --Hi/.

Seja E2 ç IR.a hipersupeifície ('omo acima. Indicaremos com #= a função cur

édia de =. Quando //= = // foi (anst,ant.e. cliaiitaicmos = limo H-supel$tfe.

.E denotará um fim anular de S, ou seja, um subconjullt.o propriamente mergulhado

tal que existe um homeomorfismo F : .D \ 0 3 E, com F(y) --, oo quando 3/ --. 0 (D\0 é

o disco .D2 Ç ]R2 (raio l e centro (0,0)) menos a otigenl). Diremos que o fim E Ç E é

c{/{7zddcamc-7tfe /f7nífado se E está cona.ido ein un] semí-cilitlclio sólido.

:-(E) é o conjunt.o {.\ : = --.-, 7'=/.\ C (I''':} (los mnlpos (''': tangent.es a E.

Indicaremos com .4 a segunda falida Itill(lainc'vital de =. .Assim. se Ài e À2 sã.o auto-

valores associados à noinla.l ''exterior" p (dehnicla acima). telll-se l,4l2 = À? + À:. Se

{/i,/2} Ç -'(E) é um iefeiencia] (móvel) oitonoimal em T=, o \'elos curvatura média

/z satisfaz

vatura.

/z = --H=z, = ( :: V

de ]; e o vetor])osiçao.

Fixenlos. de uma vez poi to(las. a iiotaçao pata slll)(OI).lul)los (lo IR3 (lue serão fre-

quentemente utilizados.

.Bn(q) = {y C IR'/IZ/ -- çl < #} é a l)ola (al)efta

S'a(q) = aBn(q) é a esfera de caio /? e gentio q.

D...n(g) = BR(q) n t't = {J/ c iR'/lw - ql $ # . <

ntro q. normal a tp

C.'«.n(q) = {g + .Xt'/W C Z)...n((7) . À C IR} ó o cilindro sólido de raio R cujo eixo

passa por q e é pai'apelo a LF

CJn(q) = {y + .Xt,/y €

paralelo a t. passando pot q

Se q = 0 ou R = 1. não sela necessário explicita-los. ,\ssinl. Bn = /3n(0), B = .Bi(0),

on

l de caio R e centro q € 1R3

0} é o disco de raio># q t

R e ce

> 0} é o sen)i-cilindro sólido de talo R e eixoD R(q) À/U

')



etc.

qa ll a componente ae n' \ L para a qual aponta o vetar a {sz e o 'mtenor

de E = aQ). Indicamos com H/ qualquer parte de Q contida em algum semi-cilindro

sólido C'Jn(q) (então ll'' Ç Q n c:.n(q)). Nesse context.o, E Ç = é um fim cilindricamente

limitado se E = all/ \ D..n(q). pala alguma tripla(t,, B.q).

S denotará (quando não Si(0)) uni aceito en] =

n

[/ Ç IR3. abert.o, será (sc exisLii ) ta] (luc a]: é (''': por pait.cs e (/ n E =s
Q = aZf \ = é cllamaclo uill cllap.;u l)ata(.S'. (').
i7 será o vetou conoinlal. (leíiili(lo ('iji a.5' = ?J(?

Indicaremos com Div a divergência eni Ht3. e cona div a diveigêitcia. relativa a E

Observação

Qllando. em um caril talo (leal(lliei. (luas('iittos iefciii-lhos a uni icstlltado ou dehnição do

nlesnlo capitulo. lndi(atcinos sinlpl('sincllt(' o l iinicro (oiii (ltic tal tcsttlt.ado ou definição

aparece no capot.ulo (o núnleio (lo li sct]]l)rc li('a à c's(l]ierda). (2]ia]]do ]lo referirmos a

um resultado ou definição de outro capít.ulo. Indicaienlos obiigatoiiamente o número do

capítulo referido em romanos. Poi exen)plo, 111-2.1 indica o teoieina 2.1 clo capítulo lll

O t,eoreina de Delauna} afirma (vei l-tl ) (lttc as úl)ices sliperfícies de revolução E2 C IR3



com curvatura média constante # 0 são as superfícies que hoje têm seu nome. Sabe-se

hoje que se E é #.superfície (H # 0) completa. propriamente mergulhada, contida em

um cilindro sólido, ent.ão E é unia superfície de Delaunay ou uma esfera (vel Teorema

111-1.1 ). Em partifulai. se = t.em dois fins. eiltâo = é ullla superfície de Delaunay (ver

corolário 11-2). Se = é compacta, o teores la de Alexandiov afim a quc E é uma esfera. Se

E tem bordo, o artigo l2j de F. Brita e R. Sá Eaip estuda a dependência da geometria de

E em relação à do bordo e prova, em partícula.r, que se aE é um círculo e E está contida

localmente ao longo do bordo em um dos dois semi-espaços determinados pelo plano que

contém aE, ente.o = é unia. capa esfóiica..

Tudo leva a (rei que a hipótese /}/opl;fl/n( /?/í nlr /gu//ladra é l)astailte restiit.iva, mesmo

no caso nã.o-campa.(to. i)o spnt.ido (le qit(' ('xisl oiii poli(t\s //-sul)eifícies completas (de tipo

finito) satisfazendo essa hipótese

A teoria das va.iifolds, ne(essa.tia pala o capítulo lll ($2 e $3) encont.ia-se em li41. O

símbolo l,' = Z(À/.0) denotaiá ullla \.aiifold \. . ('om spt. I' = ,v e multiplicidade 0, ou

seja, a classe de equivalõn(ia dos paios(.v.01 tais (Jue/í(.l/A-1/) = 0 e a = é? q.t.p. em

À/ n JA.f, (onde .t/ (e .4/) sào conjtiiltos 2-iptificávcis e // = H'. a il)e'dada (le Hausdorff

em dimensão 2). Dizemos (lue liiila seqttõilcia (\l.)A.CN de varifolds (onx.eige pata uma

varifold V' (e escrevemos i'l --, \ ) se a se(luêllcia l/lt-.)ACK satisfaz /.tl --' /tv, onde (para

uma varifo]d V) pt, é a medi(]a dehilida poi

}l\.t.A) :; l adlt



CAPÍTULOll
A Limitação Cilíndrica

Nosso objetivo nest.e capítulo é demonsti'ai o seguinte teorema (devido a W. Meeks

lll):

Teorema l(limitação cilíndrica)

Seja 4 = SI x 10, 1) um anel propriamente mergulhado em IR3 com curvatura média

}7 = 1. Existem R > 0 e qo € 1R' tais que .4 Ç C'.lln(qo), onde a é vetou axial (ver

definição 7).

Segue-se o corolário abaixo

Corolário 2

Se E2 C IR3 é superfície completa, prol)piamente mergulha.da, de tipo topológico finito

e cuivatula média. H = 1, ent.ào cada fin) de E é(ilindricanlente limitado. Se Ei, . . ., Et

sã.o todos os fins de = e. ai. . .. . ak os vetou('s axiais coiiespoii(lelltes. ent.âo ai.. . . , ax; não

estão todos em uni mesmo liemisróiio al)rito (le .'i'Z. Eilt l)aiti(lilai.

A = 1 e inlpossivcl
se 1 = 2, então = est,á ('o]]tida en] uii] cilindro sólido;

e se X' = :3. então = está contida en] un] plano espesso.

Precisaienlos de dois leiras. O lenda chave ó o Lema 5. O Lema 3 (aba.ixo) é o lema

da altura máxima. para giá.focos.

Lema 3

Seja À/: Ç IR; um gráfico conexo sol)l.e tina

curvatura média. J/À/ satisfaz H.v = 1. Ent.â.o

)



(i) M n R' = a.&:f e

(íi) 3e .A/ é o gi'áfico de / : Q --' R, então lnnax / É l

Observação

A condição (i) diz que M fica totalmente de un) lado do plano que contém ÕÀ/

Note-se também que .M n IRZ Ç n (em verdade A/ n ]R2 = aQ). pois À/ é um gráfico

Corolário 4

Se .Adro C IR3, superfície conexo. compacta. de ('tii'vatut'a média /IA.Í = 1 é tal que

aÀ/ C IR2, então a distância máxima de ,\J' a IR2 é 2.

Observação

O Corolário 4 é válido (com delnonstiação análoga) supondo .4/' Ç IR"+i tal que

aM Ç {a.+i = 0} e H,\f constante # 0 Indo Doce«aiiaillente = 1). Se fizéssemos

H = EÀi(a soma das (ttivat.umas piin(ipais) e sul)stitliíssenlos a (lisa.anciã naáxima 2 por

$, então, para H = 1 e i? = 2, t.eti'áRIas (/...* = 4. Daí o i)onde 'heigllt-4" nos antigos em

inglês.

Lema 5 (lema. da separação dos planos)

Sc.ia H = .qi x 10. 1) tiM anel (oinl)Irão. pool)iiaíticiite mcigtilhado cm IR3 ('uja(uivatura

média H..i sat.isfaz H..\ Z 1 . c se.ialti n+ (- =- 1)laicos l)ai'alelos a (listâil('ia > 4 linl do outro.

Sejam n+ o semi-espaço disjunto de n- cujo l)oi(lo é x+ e [l. o seilli-espaço disjunto

de r+ cujo bordo é n-. Então .4 n rJ+ ou ,4 í'l rl. tem todas as cotnponentes conexas

compactas

Passemos às denlonstiações

6



Demonstração de 3

Sejam Ài e À2 as lunçoes curvaturas principais de ]l/. Pela desigualdade de Cauchy
h r hwa rçr

':«,':(Ê*)'-(É *:)'.::':*:-:",
Logo l/4l2 -- ).f/2 > 0. No nosso (aso. l.,llZ > 2.

Sendo À/ um gráHlco. o campo normal (de Gauss) l/ = (pi.p2.p3) sat.isfaz p3 ? 0

Lembrando, da geonletiia riema.nula.na. (ltif'

ÜJ = --o.Hvs 21/3 e iXp3 = --1.4l2p3

temos

.X(/ -- pl) = -X.r -- -XI,3 = 1 1.4l' -- 2)l,3 ? 0

e segue-se do princi'pio do iiláxitlio(1)aia ftiliçàcs siibliai il ólii(as) (late

não pode t.e] un] máximo elli iilt.ç}. a illolios (ltif' seja (oiistailtr

FI rnmln

a função to = ./ P3

u'lõn :: --p3lan $ 0

t[' < 0 en] Q

Ou seja,/ < z/3 $ ] edil Q e(ii) está denloilst.ia(lo.

Se d].=fc .A/ n Di?, então o piinci'pio do ináxin)o acarreta (lue p3

contradição com a hipótese de .A4' sei' um gráfico conexo

muda de sinal, em

/



0

çl&&\fll if l aqu u\f %li ç; '=

Considerando as componentes conexas de A/\IR2. base.a mostra.i o resultado no caso

em que ]W está contida em um dos gemi-espaços dc].eiminados em ]R3 pelo "plano' IR2

Seja .A/ como no enun(lado e seja d a dist.âii('ia máxima de .4/ a IR2. Indicando com

r o plano não disjunto de À/ cuja distância a IRZ é {, e com n o semi-espaço disjunto de

IR2 cujo bordo é r, afirmamos que .4/ n n é um gráfico, cujo bordo está em T

D

/

/'

/
/

fornecer

d < 2. o

A fim de demonstiai 5, fazemos a scgllint.e definição

Definição 6

Sejam l e ó laços simples orientados eil] IR3 tais que l n ó = 0, e seja Z\2 Ç R,3,

a. trens\-ei'sal a'l' \lm disco ltOPOIÓgiCCJ) oi'icilt a(lo tal (rio a-X := õ. O lllÍn?f/-o (/e /f/z#entre

"Y e õ e

/k(l. Ó) = ;(1. 3)

onde {(l,A) € zn l--#(7n A),#(l n A)j é o núnleio de pontos em 7 n zl, contados de

acordo com a orientação de 1. Em palavras, é o número de vezes que ' "fura" A com

S



uma escolha de sinal

,rp rr, .Í ; ,4 u.J)

Observemos que ' -} /k('f, ó) é um cocic]o em ]R'\ó pois, se existe I' C IR3\ó tal que

al' = 7, então /i;('y, ó) = 0. Logo /k(., ó) repres-ta uma c]asse em H:(]R'\ó, Z).
Se 7 H ' em IR3\ó, fazendo 7 -- 7 = a7 temos

/k(?, Ó) - /k("F, Ó) /k(? - ', Ó) = /k(a7, Ó) = 0

Em verdade IZk(-, -5)l gera H:(IR;\ó, Z) a -H2(]R;\-5, Z) Çg Z.
Recordemos que, dados um paralelo À e um meridiano p em um toro 'r, para todo laço

simples essencial 7 em a'' existem Z?, m C Z:, relativamente primos, tais que

7 H l?À + mp

Se g 0, segue-se que m = ül

Demonstração de 5

Suponhamos por absurdo que .A n n+ e .A n n- contêm ambos componentes não

compactas. Seja R > z = {d(a+,r-) tal que -Bn a a.4. Seja O um toro sólido (fecha(io)

de raio zÇ2, cujo eixo é o círculo c, bordo do disco flat Z)n+;lln+ e seja 'r = é?(2.

Sejam ó+ e ó- arcos próprios não-compactos em ,4nfj+ e 4nn , partindo de SR = a-BR

(se R é suficientemente grande, isso é possível).

9



Sendo ,4 conexo por caminhos, existe um arco .5o : 10, 11 --, Á, tal que .5o(0) = 5+(0)

e óo(1) = ó-(0). E sendo óo compacto, podemos supor (aumentando R, se necessário, e

mudando os pontos de partida de ó:l) que óo Ç IBR.

Além disso, como .5:t não são limitados, existe um arco compacto ó- : lO, ll --} ,4\-B3n

tal que ó.(0) = -5-(t), 5«(1) = ó+(í), t suficientemente grande, o q«e decorre do fato que

,4\.B3R tem uma única componente não-compacta.

Realmente, se f' : -D\0 a .4 é parametrização, existe r C (0, ll tal (lue F(3) gl .B3n

sempre que l#l < r, pois, caso contrário, teríamos uma sequência z« --} 0 tal que .F(#«) C

li?l;=, Vn C IN, em contradição com a hipótese de que /' é própria.

Seja .A- a componente não-compacta de .A\-B3n, e construímos o arco ó.. : lO, ll -.-}

Ám, "começando" em ó e "terminando" em ó+ (sendo arcos próprios e não-compactos,

ó+ e ó. intersetam .A-).

F ''6a;

F

'''Í.o

Fazendo óÜ = -5ül]o,t] a curva fechada ó = óo U 6. U ó- U ó+ é bordo de um disco

zS Ç .4, compacto, homotopicamente trivial (isso pode ser visto considerando os arcos

ao = -F':(óo), a. = f'''(-5«) e a:L = /'':(óÜ). É sempre p'ssí«l escolher am, e logo -5.,

de modo(lue croUa. Ua.Ua+ seja trivial em D\0). Observemos quc /k(ó,c) = {(c,zX) =

Se S/ é uma. esfera de raio 2 e centro sobre c, então, movendo o centro de S' a.o longo

ÉI
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de c, é intuitivamente óbvio que S' "atravessa" A e que o primeiro cantata se dá em um

ponto interior de A n o.

Usando o Teorema de Sard, se necessário, podemos supor que 4 n T é união finita de

laços simples disjuntor ',, s - l, . .

//

/

Seja A n T = E:::i '7,, n $ .V, e sejam À e /z um paralelo e um meridiano em 1-. Então,

para s - l,...,n, 7, = /,À + m,p, g,,m, C Z, (Z,,m,) = 1, ou '7, H 0. E logo, se

1, # 0, /k('y,,ó) = :L/,, pois À H c (em O) e p é bordo de um disco -K Ç O (e portanto

i(ó,-/{) = 0). Além disso, (qualquer que seja s, tem-se 'r, H 0 em A, e logo /i('y,,6) = 0.

Logo /, = 0 e segue-se que m, = ül. Então '7, H üp ou 7, = 0.

A'

Sendo E7, = A n T H i5, não se pode ter 'y, H 0, Vs. Logo, existe s tal que 1, H J:p

1 1



r'''(Z\f1(2) é então uma união nnlta (le aolnlnlos .Ka} a = 1) .. . ) nA) e atL31 ivJ = u7a.

Seja 3 tal que 1. H 4:p. Seja a tal que .F-'(7.) Ç Ã'. e seja 7 o mais interno dos 7. Ç .K.

tais que 7. H üp, '. = .F(7.). Seja 7 = /'(1').

Seja 6.o a região fechada em A n c) limitada

fronteira essencial 'r H 4:p em A n T

Sda Õ o recobrimento universal de O. Obviamente, í.rt(A') = 0 em rt(O).

Seja então 6.o um levantamento compacto de AO. Se â é um arco em C) propr

homotópico ao levantamento ê de c, então

A. tem uma única componentepor '

lamente

i(ã,A') í(«'ã, a.') i(c, A') 1.(c, 7) (c, j:P)

logo ãíl .ÂO # 0. Vemos então que A.o separa os dois fins de C)

imerso em ]R3, .6o é localmente congruente a AO

,4-e-. . .&
' --. - -- -- )''-- --,F C ' :&-' ... / ''i -+ C..

Z

Sendo O isometricamente

Então .Hii = .#6.o . Seja então S uma esfera de raio 2 e centro sobre ê, na componente

conexo de O\AO para a qual aponta o vedor Aii = --Haopii. Deslocando S na direção

de AO, o primeiro contato tem que ser em um ponto {7zZedor de AO. E comparando as

curvaturas .H, = { e .Hii Z l chegamos a uma contradição.

i
\Í

\

'-x

Q
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Definição 7

Seja .4 = S: x 10, 1) como no Lema 5. Um vedor a € S' é um vetar azia/ para 4 se

existe uma sequência (q«)«Cn Ç .A tal (lue q. --, oo e t3h -- a.

Observação

A existência de a decorre da compacidade de S2. A unicidade decorre do Lema 5 e do

orolário 4.

Realmente, se a' # a é vetar axial, fazendo w = i::'' , temos, por definição, que,

qualquer que seja .N C F'l, existem q., çl C 4 tais que

< q«.'w >'> N . < (f.,u '>< --N

C

Fazendo a+ = ma + 3w e n- = tox -- 3zo, e definindo rl+ e rl- como antes, vemos que

ou ,4 n n+ e Á n I'l- tem ambos componentes conexas não-compactas, o que contradiz

o Lema 5, ou existem componentes conexas compactas de altura arbitrariamente grande

sobre a+ ou a-, o que contradiz o Corolário 4.

Demonstração de l

Seja a vetor axial para Á, e seja R* > 0 tal que a..'l Ç .Bn.. Suponhamos que R* > 2,

de modo que a distância entre dois planos disjuntos TçSn. e T.çSn., q C Sn., tangentes

. ç'. .b '-\ /l
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Se TçSR. interseta o gemi-eixo jaj+ = {talt > 0}, então ÁnrçS%. tem uma componente

conexo não-compacta, onde indicamos com rçSn. o gemi-espaço fechado em IR3 cujo bordo

é TqSn. e que não contém SR.. Realmente, para todo .N C IN, existe ê' c ,4 n rçsÊ. tal

que d(ê, TçSn.) > .N (se todas as componentes fossem compactas, ê estaria em uma delas

e, pelo Corolário 4, teríamos d(d, TçSn.) $ 2).

Sendo .R* > 2, segue-se do Lema 5 que ,4r.çSn. tem todas as componentes conexas

compactas e, pelo Corolário 4, todas têm altura $ 2 sobre T-çSn.. Se TçSn. é paralelo

a a, observemos que a "altura 2" é preservada na passagem al limite (considere-se uma

sequência convergente de planos que não intersetam jaj+).

Então, para todo u C S2 tal que u .L a, .4 não "ultrapassa" o plano an.+2 :: ux +

(R*+2)U. E lOgO .A Ç Oa.B, R = R* -+2. Também se tem 4 "à direita" do plano # = ---R,

e segue-se que

,4 Ç 0Jln(qo) , qo = -E« D

14



Demonstração de 2

Sendo E completa e mergulhada, cada fim de E é anular e a primeira afirmação segue

do Teorema l .

Se ,Ei, . . . , .EÀ; estão em um mesmo hemisfério aberto de S2, é imediato a partir do

Corolário 4, da unicidade dos vetores ai,. . . ,aÀ; e do Teorema l que obteremos uma

contradição.

Se k = 1, ente

E não existe.

Se k = 2 e E não está em um cilindro sólido, ente(

hemisfério aberto de S2 (pois são independentes).

Se k = 3 e E não está em um slab, então al,a2 e a3 - ak são independentes, e logo

a3 aponta para fora de um gemi-espaço fechado cujo bordo é o plano gerado por al e a2

ai; tem que estar em um únicoSo al

al e a2 = ak estão em um mesmoS

hemisfério aberto de S2. Logo tal

15



Em consequência, ai, a2 e a3 estão em um mesmo hemisfério aberto de S2

D

Observemos que não existe função "altura" própria positiva em uma superfície E Ç IR3

completa, não-compacta, propriamente mergulhada e de curvatura média constante . Caso

existisse, teríamos uma contradição com o corolário acima.

16



CAPÍTULOlll
A Convergência Forte

Neste capítulo os principais resultados de l8j são demonstrados e tópicos recentes da

teoria das .H-superfícies são abordados.

Suponhamos que E2 Ç IR3 é completa, propriamente mergulhada (sem bordo), de

tiPO tipológico finito e curvatura média .f/Z constante # 0. No $1 apresentamos a prova

(devida a N. Korevaar, R. Kusner e B. Solomon) de que as únicas tais E com dois fins são

as superfícies de Delaunay (ver l41 ou lõl). O método na demonstração é um emprego da

técnica de reflexão (de Alexandrov) definindo a função de Alexandrov. Segue-se também

uma restrição para as E que estão contidas em um gemi-espaço.

No $2 constrói-se o aparato para os resultados do $3 e prova-se

iforme da curvatura.

No último parágrafo ($3) constrói-se a técnica de "slide back" e prova'se o teorem

principal de l81. Todo fim -E Ç E é assintoticamente uma superfície de Delaunay, para

a qual converge exponencialmente uma subsequência de qualquer "slide back sequence"

partindo de -E.

o teorema da limitação]r

un

a

Vamos provar neste g os dois teoremas seguintes

Teorema l.l

17



Se E2 C ]R3 é .H-superfície completa, propriamente mergulhada, contida em um cilin-

dro sólido, então E é rotacionalmente simétrica em relação a uma reta paralela ao eixo

do cilindro. Em verdade, E é uma esfera ou uma superfície de Delaunay.

Observação

Segue-se do teorema da limitação cilíndrica (ver Corolário 11-2) e do Teorema 1.1 que

se E tem dois fins, então E é uma superfície de Delaunay.

Teorem.a 1.2

Se E é .#-superfície completa, propriamente mergulhada em IR3, de tipo finito e está

contida em um semi-espaço de ]R3, então E tem um plano de simetria paralelo ao bordo

do gemi-espaço Mais que isso: E é a união de um gráfico (de altura máxima l sobre o

plano de simetria) e sua reflexão (em particular, E está em um slab)-

As demonstrações desses dois teoremas são quase imediatas a partir dos dois lemas

abaixo, que utilizam as funções de Alexandrov.

Lema 1.3

Seja -E Ç E n OaljR,R > 0, a vedor axial. Se a função auxiliar al de Alexandrov

(ver definição 1.5) tem um valor máximo local interior z em um ponto q C r (a - uz,

u c s2 n a-L), então r, = n + zo é um plano de simetria para E

Lema 1.4

Seja .E como no Lema 1.3. Então, qualquer que seja n ll a, ou bem a função a de

Alexandrov (ver Definição 1 .7) é estritamente decrescente, ou E tem um plano de simetria

paralelo a n.

Passamos à contrução das funções ai e a
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Sejam W = Q n (JJIR e S = aw n E, como no capítulo 1. Seja a = ul, t; c sz n aa, e

indiquemos com nl e llt o plano r + to e o semi-espaço U r,. Se q C r, .Lç é a reta q+

Se G C IR3, Gt denota a reflexão de G n ]lt através de at.

DeRnição 1.5

Seja q: = q:(q) = q + tiu, onde ti = ti(q) é o maior valor de t para o qual q + tu C W

(ql é o ponto onde -Lç "entra" em :ÍV: pela "primeira vez", "vindo de cima", e existe se

.Lç n :W: # 0, pela limitação cilíndrica). Se existe t2 = t2(q) < ti tal que q + tu C W

VZ C lt2,til) q + to g I'V para todo t < t2 suficientemente proxima de t2 e q + t2o C S,

seja q2 = q2(q) = q + t2u (o ponto onde -Lç "sai" de W pela "primeira vez"). Se Zç é

tangente a S em qi, seja q2 = qi. Em qualquer desses casos está definida (na interseção

dos domínios de qi e q2) a /unção aaz / ar de Á/eza7zdpot; ai, por

, . tl +t2
a:(q) - -i

Observemos que, no caso em que -Lç é transversal a S em qi, al(q) é o valor de t para

o qual a reflexão de ql através de rt tem o primeiro contato com S, para t < ti.

Demonstração de 1.3

Seja q um ponto de máximo local interior para al. Diremos que q é do tipo .r se existir

Uç 3 q, aberto em n, tal que existe al(q') Vq' C U,. Diremos que q é do tipo 2 se, qualquer
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que sela Uç 3 q aberta em n, existir q' € Uç tal que .Lq' n w = 0.

Se q é do tipo 1, existe uma vizinhança G de qt(q), aberta em E, tal que G; Ç W, e

o princípio do máximo no interior se aplica. Por conexidade e pela continuação analítica,

r, é plano de simetria.

Se q é do tipo 2, E tem um plano tangente vertical em qt(q) = q2(q), e o princípio

do máximo no bordo se aplica. E novamente a analiticidade fornece que r, é plano de

al nl pt.rt a LJ

Observação

A função ai é, por construção, semi-contínua superiormente, e logo atinge o supremo

em qualquer domínio compacto.

Definição 1.7

Sejam -E Ç E um fim cilindricamente limitado, a vetar axial e n = uz ll a, como antes.

Seja r : IR3 --} IR dada por q n< q,a >. A /Mação de .Á/ezandrou cr : lO,m) ---p ]Ré

definida por

m- a:(q) , « ? 0qeir
<q,a>=i

l

0

Demonstração de 1.4

Seja ai,. : a. --, IR a função auxiliar para -E relativa a ,. = (u -- ca)l, 0 < c < {. Como

a.E Ç l).,n (e .E Ç OaljR), temos que se q C -E e #(q) ? 2Rc, então a projeção normal de
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q sobre n. está no domínio de ai,.

Além disso, a projeção normal sobre n. da reflexão q . através de a.. de um ponto

q c -E n ]].. (t C ]R) "cai" no domínio de al,. se, e somente se, tal se dá com a projeção

normal sobre r. do próprio q (pois r.. ll r.), e logo ai,. está definida na projeção sobre n.

de Í.., se z 2 2Rc.
Não é verdade, em geral, que E.t Ç W', ou mesmo que E.. n 'ÍJÇ z 2Rc} Ç :ÍiiZ; mas se

t é suficientemente grande, isso acontece.

Observemos então que a:..(q) ---» --oo, (quando =(q) --, oo (para c > 0). Logo, se ai,.

tem um máximo em {ai,.(q) ? 0}, então ai,. tem um máximo (global). Mas {ai..(q) 2 0}

é compacto, e ai,. é semi-contínua superiormente, logo esse máximo existe.

Além disso, pela limitação cilíndrica, -E não tem plano de simetria paralelo a r., e

segue-se do Lema 1.3 que ai,. não tem máximo local interior.

Assim, ai,. tem um valor máximo (global) z. = ai,.(q.), que é atingido na projeção q.

(sobre n.) de um ponto de a.E.
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Então, se t Z z., E... n {a 2 2Rc} g :W

Realmente, z. é a maior das "alturas de ponto médio" de segmentos normais a r. que

tem interseção # 0 com a-E e que estão contidos em i7. Se t' = al,.(q') é uma dessas

"alturas",então

q-..(q)., < q,..(q), se a:..(q) > t' e q:..(q)., 2 q,,.(q), se a:,.(q) $ t'

Sendo z. máxima entre essas "alturas", se í 2 z., então al..(q) $ t, Vq C n.; e logo

E.. çlV

E c C (0, !) era qualquer. Então, para todo c C (0, !),

.zlz, n {a; ? 2Rc} Ç :i;r, Vt ã z.

Fazendo c --} 0+, temos r. --l a' e, como z. $ 2-R para todo c, existe 111a. supzc' Seja

(s.).>o Ç (z.).>o tal que s. --, .liq! sup z'. Então, por passagem ao limite,c--+0+

Et n {z ? o} Ç W, para todo t ? limsupz.
c--»0+

Fazendo s. = al,.(q.) (e passando a uma subsequência, se necessário), temos q. --, q C

z-'(0), e logo (usando a semi-continuidade),

lim s«p ;. $ '-- (q) $ a(0)
c--.}0+

Logo, se t 2: a(0), necessariamente Ê, n {a 1? o} ç W
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Afirmamos então que

a(,) $ a(0) V« ? 0 se, e somente se, Ê. n {« ? o} ç :iV' Vt ? a(0)

Realmente, se a(a) $ a(0) V« ? 0, seja t > '-(0). Então t > a(a), Vz 2 0, e I'g'

t > a:(q) Vq C r tal que #(q) 2 0.

Mas então, para todo q C n tal que 3ç(q) ? 0, qt(q), está "acima" de (ou sobre)

qi(q).. = q2(q), ou seja, < qi(q)t,t' >C lt2(q), ti(q)l. E logo Ê, n {z > o} ç W.

Reciprocamente, suponhamos que Ít n {n ? o} ç :í;P: Vt 2 a(0), e seja 3 ? 0.

Então, se .ê.(,) n {g > o} ÇI W, temos a(a) < a(0). E se -Ea(=) n {3 > o} ç :iii7:,

seja q C n tal que a.(q) = a(z). Então qi(q).(,) = q2(q) e, pelo princípio do máximo,

.Ea(=) ' -E \ ]'].(,) e n'a(,) é plano de simetria para E, e logo a(z) = a(0)

Em qual(luar caso, a(z) $ cr(0).

Ficou provado que a(0) 2 a(z) Vz 2. 0. Então, substituindo 0 por aço > 0, teremos

a(a) $ a(=o) para todo :« ? ao. Em consequência

a(z) 5; a(zo) V:« 2 ao, pára t'do ao C lO,.o)

Ou seja, a é não-cresce«te.

Segue-se que ou a é estritamente decrescente, ou existem a < b C 10, oo) tais que al[.,ó]

é co«st-te. Nesse cas., a. tem «m máximo local i«tenor (= a(«)) em z':(l«, ól) n «, e

pelo Lema 1.3, E tem um plano de simetria paralelo a n.

Ü
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1./E;lll\JAIDUZ CRq««A\# q+V .b +x

Seja E Ç O.,n. Se E Ç O.,n(ta) para a]gum t C ]R, segue-se do Corolário 11-2 que E é

compacta (pois a função zl : q --l< q, a > é própria) e do teorema de Alexandrov que E

é uma esfera.

Suponhamos portanto que E tem dois fins, .Eo e -Ei, tais que 0.Eo = a-Ei, e seja a ll a.

Pelo Lema 1.4, ou E tem um plano de simetria paralelo a a' ou cllZo e alz, são ambas

estritamente decrescentes, e logo atingem o máximo em ÕEo, que é um máximo interior

para cr em E, e logo E tem plano de simetria paralelo a r. Como n ll a era qualquer, E

tem plano de simetria paralelo a todo plano que contenha o eixo de O.,n.

Em seguida, seja "r = E n /3, /J ll ax, uma seção normal de E. Então 'y é simétrica

em relação a todas as direções, que são dadas pelas iiiterseções de /3 com os planos de

simetria de E, e logo todas essas interseções concorrem no centro de massa mp de '.

Em consequência, "r é um círculo, de centro mp. E como /3 1 a era qualquer, todas

as seções normais de E são círculos cujos centros estão na mesma neta, e segue-se que E

é rotacionalmente simétrica com relação a essa rega. O

Observação

Se E Ç C.,n tem mais que dois fins, existem dois fins com o mesmo vedor axial, a

Então, para pelo menos um deles, e para algum plano n a, a função cr não é não-
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crescente. Absurdo

Demonstração de 1.2

Sejam -Ei, . . . , .Ek os fins de E e seja ai : ÕHs .--} ]R definida no bordo do semi-espaço

.17s que contém E. Se E não tem plano de simetria paralelo a a.Hs, então a é estritamente

decrescente sobre -Ej (atingindo o máximo em a.Ej), .j = 1, . . . , k.

Além disso, como /( = E\ U -Ej é compacto, al tem um máximo local interior (rela-

tivo a /{). E segue-se que existe um plano de simetria paralelo a â-#s. Se o vedor axial

aj de -Ej não é paralelo a a-Hs, então alzj --'-} --oo, e a simetria acarreta que tal .Ej não

existe. Em verdade, E está em um slab.

A técnica de reflexão de Alexandrov fornece então que E é um gráfico G acima do

plano de simetria, e os pontos de E "abaixo" desse plano são as reflexões dos pontos

"acima". Logo E = G U G. A estimativa de altura é consequência imediata de 11-3. O

k

Observação

Esses resultados são válidos em um contexto mais geral, a saber, o caso em que 2i e

/raramente meryu/dada (E é imersa e a imersão deixa de ser mergulho devido a pontos

isolados com auto-tangência entre folhas cujo vedor curvatura média aponta em sentidos

contrários. Um exemplo é dado pela superfície limite da família a um parâmetro das

superfícies de Delaunay (com # = â, fixo).

Se E é fracamente mergulhad« e (S, W) Ç (E, ç2), define-se a função '-i como antes,
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sendo que, em um ponto de auto-tangência, faz-se q2

Segue-se do Teorema 1.2 que não existe E com três fins e dois vetores axiais antípodas,

pois E estaria na interseção de dois semi-espaços Xs e Ht tais que a.Hs J. a-ll/t, e teria

que ser simétrica em relação a cada bordo.

Corolário 1.8

Se os vetores axiais ai, . . . ,ak de E estão em um mesmo hemisfério fechado de S2,

então E está em um slab.

A demonstração é óbvia
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O resulta.do principal deste g é o teorema abaixo

Teorema 2.1 (limitação uniforme da curvatura)

A curvatura de uma #-superfície (completa, propriamente mergulhada, de tipo finito)

E2 C IR3 é uniformemente limitada. Ou seja, existe /\' > 0 tal que IÁS(ç)l < /{,Vq C E

A demonstração de 2.1 depende de vários resultados, que enunciámos a seguir. As

demonstrações serão dadas na mesma ordem

Teorema 2.2(fórmula balancing)

Se HS = ./7, então

,l- n 1 « - o
}S JQ

Mais que isso: existe uma. c]asse w C H' (E; ]R3) definida. pol

w : W\ C Hx(E)-' l.n H l..u ,

onde I' C Zt(E), grupo dos l-ciclos em E e A' C O2(IR;) é tal que a/\ = 1' jconl as
escolhas consistentes de orientação).

\

Observação:

A classe w ])einlitc definia o peso tu(-E) (vei definiçã.o 2.10) de E Ç E e a fórmula

a.cima. fornece quc a. soma. dos l)ecos dos fins cle = é = 0. A denlonstla.çào do tcoiema

2.1 decora'e de um a.bsui'do (]ue se obtém coln])a.bando os pesos de um flUI cle E e de unl

catenóide .A/ cuja. construção é possível en] virtude do comportamento linear da. área. e da

curvatura. total nos filas de =. O passo de absurdo é garantido pelo lema 2.3 (abaixo)

Lema 2.3

O peso de un] filll cle una catenóide é :# 0
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Teorema 2.4 (crescimento linear de área)

Seja .E g OJln um fim cilindricamente limitado de uma l-superfície Ea C IR3 e seja

.o = m(.E) o peso de .E. Então existe uma constante c = c(R, < a, to >) tal que

l.E n cl < cz,

onde OL Ç O..n é um cilindro (compacto) de raio R e altura Z 2R

Proposição 2.5 (fórmula de monotonicidade)

Seja E = õn ç ]R3 H-superfície completa e propriamente mergulhada, e seja Sq(r)

E n .B,(q), q c m,'. Então

í (w) : -'«« ,

11;;1. $ 1.(')1 + 4"x(i - ')

Teorema 2.6 (crescimento linear de ./ l.4l2)

Seja -E Ç E OJIX um fim cilindricamente limitado. Existe uma constante d = d(E)

tal que, para todo L ? d,

l.AI' $ a.L ,
E( L .21)

onde Á = .4E é a segunda forma e -E.,Ó = -E n z-:(la, Z,l), 3(q) =< q, a >

Observação: A demonstração de 2.6 utiliza o teorema de Gauss-Bonnet, o teorema 2.4

(acima) e lema seguinte, que será, portanto, demonstrado antes de 2.6.

Lema 2.7 (lema da componente crítica)

Se Z} -- a > 4, existe uma única componente crítica (ver definição 2.12) O ç .E(.,ó)

Existe um anel compacto Z tal que -E(.+2,Ó-2) Ç o C Z C -E(a-2,b+2)'
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Vamos ainda utilizar os dois lemas abaixo

Lema 2.8 (lema do gráfico uniforme)

Seja M2 Ç .B3n(qo) fechada, mergulhada e com curvatura uniformemente limitada

.41 < O, e seja z' ; M ---} S2 a normal (exterior) de Gauss. Então existe r > 0 tal que,

para todo q c M n -Bn(qo), A componente que contém q de M n o,(ç),,(q) é um gráfico

sobre -D,(ç),,(q) de uma função u que satisfaz

lul $ C'r', IVul $ 2C'r, IV'ul $1 2c'

Lema 2.9 (lema das folhas paralelas)

Seja M como no lema 2.8. Então existe Ã = X(R, (7) tal (lue, quais(quer que sejam

qi, q2 c M n -BR(qo), tem-se

ll/ín.\ . z/í,7.}l < IT./la. -- a.l

Isso feito, define-se a transformação scaling (ver deânição 2.14) e prova'se a afirmação

2.15 que dá o passo crucial na demonstração de 2.1.

Passemos às demonstrações dos resultados

Observação

Se X C :m(]R;) e S, Q, U, z, e 77 são como no capítulo 1, a taxa de variação de IUI sob

ação de X é

'*\"\ - ll,'":«x - 1,. '' x, « '»- 1;« x,« »' -* 1. « x

A taxa de variação de ISI é

,z/ >

óxlSI = /.divã''
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Fazendo X = Xr + XI (relativamente a E) e usando a compatibilidade da conexão e o

teorema de Stokes, chegamos a

div XI = .HE < X, p > divXre < x, q >'as

Logo

]

6x\s\ - .l,. < x,n > -+J H» < x,« >

Se .# é uma constante, temos a fórmula de primeira variação

< X,u > -+ 1 (HE -- H) < X,u >Q is

e E satisfaz .HE = H sse, para todo (S, U) Ç (E, R;) tal que aU = S U Q e Z?S = ÕQ; e

para todo X C :'(]R') tal que Xje = 0,

Óx(ISI - -flUI)

óx(is - -alul)

Demonstração de 2.2

Os campos definidos por Xj = ej, .7 = 1,2,3, determinam três isometrias de IRa.

logo

E

Óx.IÓ'l = ÕxilU i = U, .7 = 1,2, 3

Sendo .Hx = n, tem-se

o (lsl -xlul) - /n. < xj' > -.# j - 1,2,3 ;
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elogo

z.«-«Á«- Ê(z. « '',« » -"Á « ..,« ») '' -Ê'*,' ' -"" ,'. -'
A partir dessa fórmula, e como na cohomologia de De Rham, é fácil provar que w C

H:(E, ]R;), etc. (observe-se (lue a escolha de K é sempre possíve], pois .H-(]R;) - 0). O

Definição 2.10

Sejam E ç E n o.,R(q) um fim cilindricamente limitado, e seja n ll z,l um plano tal

que n é transversal a-E e a n -E é compacto, com < u,a >> 0. O peso w(.E) de .E é o

«tor .«(.E) = w(lr n .EI). O« sej.,

«.(z) n- H l ...« ,' ' ./rQE ../TQ}V

onde n n w = n n OJln tem orientação consistente com a de a n .E

Observação

Segue-se da fórmla balancing que a soma dos pesos dos fins de E é zero. Segue-se

também que to(-E) está bem definido.

Se .Ei, . . . , .Ek são os fins de E, então
k k / . . \

Se rj = z/l transversal aE é tal que rj n .E é compacta e < uj,a >> 0, j = 1,2; seja

n3 = z/3a) transversal a.E, < z/3, a >> 0, tal que r3 n -E é compacta e disjunta de zj n .E,

.j = 1, 2 (escolha-se m3 próximo do infinito, se necessário). Então

q-n l .v- l .n-+H l ...u
rime ' ./rlnl,V ../n2nE Jn2nT'r

- $-~.'-' ÇJ,,..« « J.,..«- J.,..-*«
EÇ/;;, « - «J.,Õ - '

1,;« "J.«-'E -« (-Ej )
.j=1 .j=t nEj J.,nw,v
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Demonstração de 2.3

Se M é «m cite«pide e @(,,t) =(À-, Àp(z) co

" = ': e T = «', temos < «,q >=(1 + p'')'}.
O peso to+ de M+ = M n {z 2 0} é paralelo a ei (por simetria) e não

(pois está bem definido). Então to+ = mel e m (a massa de M+) satisfaz

" -« "*,.: »-« l...*",.* »- l...* ITEM- ]a? à,~, :'
Fazendo r = p(3) = cosh a, z 2 0, e usando o teorema da função inversa, temos

m l z'= == . 3=a;tT)
2«'À,

Integrando e observando que z'(1') --, 0 quando r --} oo, obtemos

fazendos t, Àp(a)sen t) é p'rametriz%ãoS }

depende de a

(2.11)

n

,n r+:l i.g,

Seja g+ = inflzl < q, ei >$ Vq C .A/+}. Então m > 0 sse Z+ = oo. E, obviamente,

Demonstração de 2.4

Fixemos -L ? 2R e seja Oz, = {za + -D.,nl.R $ z $ .L -- .R}. Seja a = it e, para

i= 1, 2, 3, seja C'i = (i.,nnÍO $ ai $ 1,ai}, a{ =< a, ei >. Sejam Ui = wnoi. sf = .Enc{
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e Q{ = W n aOi(observe-se que ÕH\(2i = Si)

/

/

Seja X{ = ziei, á = 1, 2, 3. Então divXi = IVzil2 (sqa {/s} um referencial ortonormal

E e observe-se que \Z'/,Xi =< /s, e{ > ei). E, como I'V'zil2 + z/2 = jeÍj2 = 1, tem-se

div Xi = 1 -- p?

em

Obviamente, DivX{ = 1. Sejam então n{ o plano {ai = 1,ai} e ai,o o plano {zi = 0}.

Podemos supor que n{ n -E é transversa e compacta, e logo

«,(.E)
/....« « J. «'ín I'v'

qualquer que seja á C {1,2,3}.

Por construção,

Xil«. = -Lavei e Xil..,. = 0

Fazendo HE = .H na fórmula de variação, obtemos a seguinte /3rmu/a de dÍueryência

d p/a:

dlvX--H l D\vX- i <X,vl>--H l <X,u>s Ju JaS JQ
e fazendo X = Xi, chegamos a

C;. l - «? - lu.l
< Xi,q > -- 1 < Xi,u >aSi JQi

Laí < e{, p >
rins/«...'«:« '.,« » J,

Lai < .{, .«(-E) >
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Observando que EJí

E n cl ç ns.), temos

21.EnOLj$2lnSÍj=3lnsil-lnsíl=3.Á l-.Á EP?=E.Ás. :)s;
E/(1-«?) Uij+LEai<ei,w(E)> SIHl+L<«,«,(Z)>

Sendo t/i Ç C'i, existem k{ = RÀí > 0 tal que l(AI $ L, i= 1,2,31 e logo Slt41 5; Z,,

k = Eki> 0.

Segue-se que lz n aLI 5; {L(k+ < «, .«(.E) >) = cl, o«de c < '':'

(lembremos quep2 1«1
2 n si e somando de a 3A. lS t l l

D

Demonstração de 2.5:

Sd. q = 0 ' seja X = E«:e.. Sejam U(«) = Q n B, e Q(,) = aU(,)\S(,)
Observemos que

div X = >1: < V/.X, /. >= 2, e que Div X = >1: < V.,X, e.j >= 3,

onde {.ri , ./2} é referem)cial ortonormal para E.

32

Q n s,

Observemos também que X = 7'i, sobre Q(r) (pois Q(7') Ç S',), e logo

< X, ,, >= ,' e:n (2(,')
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Segue-se da fórmula de divergência dupla (ver demonstração de 2.4) que

2ls(')l - 3xlp(')l - .Á..,, < x, ,z > -x,IQ(')l
e da fórmula de co-área (ver j141) que

< x, . .$ ,-Íls(,)d7'

E«tão ,ÍIS(,)l - 2lS(,)l ? -3HIU('') + X'lQ(«)l > -4'''H,', p'is U(') Ç B,

Logo

as(,)

Anis(')i - á'is(')i 2 -4"H

e segue-se a primeira afirmação.

A última desigualdade é imediata por integração. D

Observação

Segue-se de 2.5 que, dentro de limites bem definidos, IS(r)l cresce com r2, a menos de

im falar linear (pois a taxa de crescimento da razão é minorada por uma constante)

Integrando entre r e R (0 < r < R), temos

ugl-? EP-'«xw-o, .« 5S??1llg-Hw-o
Enl palavras, a "concentração de volume" não aumenta arbitrariamente (qualquer

aumento de "concentração de volume" está sob controle).

l

'\

/

:/

./

'"-.... ..,/
No caso eill que E é

.........--..---'

a função "concentração" é n)onótolla. Se I' = 1 e H = 0I'l'llllllna,
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'em-se IS(a)1 2. 1S(i)l.R'

Definição 2.12

Seja -E ç E n O+n um fim (anular) cilindricamente limitado com vetar axial a = ei, e

seja E.,b = .E n #-:(la, bl), 0 $ a $ b, a : q -,< q, ei >. Se O Ç E(.,Õ) é aberto e conexo,

dizemos que O é cr'bico se z(O) = (a, b).

Demonstração de 2.7

Sem perda de generalidade, E{.} U .E{Ó} é ullla união finita e disjunta de laços simples.

Chamaremos l um a-laço ou Z,-laço conforme F'("y) Ç É;{.} ou F'(7) Ç E(Ó). "y é essencial

se 0 C int'y (caso contrário, 'y -, + en] D\0 é trivial).

Observemos que existem necessariamente um a-laço essencial e um b-laço essencial

(pois 3(E) = 10, oo)). Segue-se do lema "heígllt-4" (corolário 11-4) que se R Ç D\0 é uma

região limitada inteiramente por a-laços (não contendo b-laços), então /?(R) Ç E(.-2,'+2)

ja mesma afirmação trocando a e Z)), e logo f'(R) não é crítico. Em particular, se R é

limitada por un] laço trivial, F'(R) não é crítico. Consideremos, portanto, apenas os laços

essenciais.
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essenciais.

Necessariamente, o laço mais interno é um b-laço, e o mais externo um a-laço. Se ' é

o a-laço mais interno, então todo b-laço está em int'y. Seja Z a imagem por -F da região

anular entre 7 e o b-laço mais externo. Então qualquer componente crítica de .E(.,Ó) tem

que estar contida em Z.

Seja O Ç Z n .E(a,b) conexo, tal que ÕC) 2 aZ. Então aO contém a imagem de um

a-laço e a imagem de um laço, e logo O é crítico. Além disso, -E(.+2,õ-2) n o # 0 para uma

única componente O de z n .E(.,b), e logo z n -E(a.b) tem uma Única componente crítica.

Obviamente, Z C -E(.-2,b+2)

D

Demonstração de 2.6

Segue-se de 2.3 que, quaisquer que sejam a < b C 10, oo), tem-se l-E(.,Ó)l < /{(b - a),

para uma constante /{ conveniente. Existe, portanto, uma constante c C (0, oo) tal que

E(,,.+i)l < c, V, C 10, w)

Seja c > aR e sejam a < Z) tais que

a+4+c< L <a+5+c e b 5 -- c < 21, < b -- 4 --c

Então j-Etall, l-Elóll 5; 2n'R < 2C

e (« + 5 + ', b - 5 c) Ç (L, 2L) Ç (a + 4 + c, b -- 4 .)
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Sqa Z C -E(.-2,Õ+2) como em 2.7, e sejam G. e GÓ laços geodesicos (le comp

mínimo entre os laços essenciais em .E que passam por q. € az n .E{.} e qÓ c az n .Elõ}.

Obviamente, la.l, IGbl < 2c. Seja S Ç -E o anel limitado por Ga e GÓ-

Entao

rimento

z n .E(t,2z,) ç z n -E(a+4+c,b-4-.) Ç S Ç E(a-4-',b+4+c)

Segue-se do teorema de Gauss-Bonnet que

E 1. k,-F l.K -+ 10: - a«XH

e como l0il $ «, i 1, 2, temos

/. -KI = lo: + o,l $ 2«'

Então, se .üS = 1,

EW.'' \A\a $ .1s\A\' - .Is(H' '2K)= \S\--zlsK $

5; E('-4-'-b+4+c) + 2./. Ã' $ -E(a-4-',b+4+.) + 4n'

Sendo l.E(.-4-c,ó+4+.) 1 < c(b -- a + 8 + 2c) e (por construção) .L - 2-L -- .L 2 b
temos b - a $ L + 10 + 2c e logo l-E(.-4-c,b+4+c)l < c(L + 18 + 4C).

a 10 -- 2c.
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Então

/zW,«) (-L+18+4c)+4z'

Seja d > max (c, CtZ!?l;©) , onde .X = c(18 + 4c) + 4".
n

Demonstração de 2.8

Sendo M localmente um gráfico, e compacta, existe r > 0 tal que, se q C M, a

componente que contém q de M n o.,(ç),,(q) é um gráfico sobre D,(ç),,(q) de uma função

u € C'~ (recubra-se M com abertos (conexos) UÀ ç M n O.,(ç*),«(qX), À C A, tais que

UÀ é gráfico de uÀ : Z).,(ç*),«(qx) --, ]R, ux C C', À C A, e seja r > 0 um número de

Lebesgue).

Fixemos q C M, e seja u : -D,(ç),,(q) --, ]R, u C (7', tal que Grau(u) ç .A/ n c',(ç),,(q)

contém q.

Sendo a matriz IV'ul da forma bilinear u"(q) a matriz Jacobiana

,4 = V'u (por construção, u(q) = 0 e Vu(q) = 0). Então IV'ul < 2C.
Seja u. a restrição de u ao segmento lç, q+rtol Ç l),(ç),,(q), onde to C s:(q)n-D,(ç),i(q).

Então, para 0 $ t < r,

de z, em q temos

luÍ.,({)l = 1 / u=,(s)dsl < 2a / ds < 2C'r
0 ../o

e, analogamente, lu.(t)l < 2C Jot sds < (7r2, e to era qualquer.

tt

D

Demonstração de 2.9
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Sendo M n .B(qo) compacta, e z, C C'', seja {Ua}.e,4 cobertura tal que diàmUa < !

e ip(qi) -- p(q2)l < -K.lç: -- q,l, q:,q: C Ua, a C '4. Extraía-se subcobertura finita

M n .B(qo) Ç u- U . . . U Un , e s'ja

3
K = maxi.Ki,...,Kn,

onde À C (0, !) é um número de Lebesgue para {Z'/i, ' ' . , Un}

Então, fazendo k = 1%

Se lç: - ç,1 2 k,

«'«-' - «'«,, . , « IÜI óm - «
ç,l

e se lqi -- ç,l < k,

lç- - ç,l < À, e logo l«(ç:) - «(q,)l $ -Klç: ç,l $ -KV'lç: - ç,l

0

A demonstração de 2.1 começa com o lema abaixo

Lema 2.13

Se l.41 não é limitada em -E, existe (qk, pk)ken ç -E x (0, {l tal q«e pkl.4(qk)l --, " e

l,4(ç)l < 2lÁ(qk) q«alq«er que seja q C .E n -B,.(qk) , k C N.

Demonstração de 2.13

Sej.

,7*(,) r
0

. o < a; $ k
,k $ 3 $ k+l
,z 2 k+l
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e definimos qk , k C IN, por

?.('')lx(ç.)1 =%tg'7.(')I'4(ç)l, « '(q) q,«>, ,.=,(q.)

Se M C ]R, existe (por hipótese) q C -E tal que l.4(ç)l > M. Tomando k > a(q),

,Zk(,k)IÁ(Çt)1 2 qk(a)IÁ(q)l = 1.'i(Ç)l > M

Fazendo pk = !UÇd, temos pkl.4(qk)l --, oo.

Se zk C ]O, k], então pk = { e, quando lq--qkl < pi; , temos lz--zil < !, logo iç < k+ {,

e logo qk(a) > {; e seg«-se de '7k(z)l.A(q)l $ qk(zk) Á(qh)l que

.4(Ç)IS !4<11i) <21,4(Ç.)lqk(z)

Se aj; C(k,k+ 1) temos(IVqkl $ 1) que , quando lç- qkl < pi,

, - ,. « "P - w#J -
e logo 3 < ak + !:tl::u = !:L:ylJ:l: < k + 1. Então 77k(=) > 0 e segue-se de

q.(') - '7*('*)l $ 1" - ".1 < P. q- ,7*(") > '7'('*) - P* - !h(ak)

e logo q- l.4(ç)l $ 1llijÍ#l.'l(ç*)l < 2 .4(q*)l

n

Definição 2.14

Seja M' Ç ]R; superfície C' e seja (qk,7'k)kCW Ç M x (0,oo) tal que (rk)kcn é

estritamente monótona. Seja Àk : .A/ -» ]R:3, k C ]N, definida por q -» rk(q -- qk).
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A sequência (hk)hCn é a sequência sca/ing associada a (qk,rt)icn. A sequência

(.Mk)«n, MA = Àk(M), é ' ««/i«g ''q«e«ce de M «JatÍ- « (q*,,.)«n.

l li ia\< a.\J a B .i u

Seja (-Ek)hCn a scaling sequence de um fim cilindricamente limitado -E Ç E,.Hx =

1, relativa a (qt,rt)hcW Ç -E x (0,oo)tal que I'k --, oo, e suponhamos que existem

/Ti, X2, /{3 > 0 tais que

Aâ

l.4k(q) $ x: , vq c Ek n .B,.
E. n .B(q)l $ Ã, , vq € nq..:

e /E.-B,. l.Atl' $ -K; , k € N

Então, se Vk = 2(-Ek, 1) é a varifold retificável (ver j141) com suporte -Ek e multiplici-

dade Ox; = 1, k C ]N, a sequência (Vk)tCW tem uma subsequência que converge para uma

variíold inteira y = Z(.114', m) onde M é um plano ou tem fins catenóides

l)emonstraçao de 2.15

Se k C IN é fixo, seja qk C .B..2. Então -B2(qk) Ç .B., e logo l.Ai;(q)l $ Ki, Vq C

E. n B,(qi).

Segue-se de 2.8 (com R = 1, -K = /{i), que existe r > 0 tal que, para todo ê €

Ek n -B(q), a componente que contém ê de .Ek n o,(a,,(Í) é o gráfico de ã : Z),(ã,,(ê) --' IR
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tal que lül < .Kir2, IVül < 2/{ir e IV2ãl < 2.Kí.

Então existe r > 0 tal que Vê C -Et n -B(q) a êcomponente de .Ek n c,(D,,(çO é gráfico

de ã : .D,(i),,(Í) --} ]R como acima, Vç C .B,..2.

Logo, qualquer que seja @ C .Ek n.B.-i , a componente que contém q de -Ekn(-;,(i).,(q) é

o gráfico de uma função u : -D,(i),,(Í) --} ]R tal que lul < .Ktr2, IVul < 2Ãlr e IVI < 2-Kt,

e isso é verdade para todo k tal que rÀ; > 2. Supondo então que ro > 2 (o que é verdade

a menos de homotetia), teremos r independente de k.

Seja ]R3 = UicnQi, onde Qi são cubos tais que diamQi = ã, e seja áo C ]f'l tal que

Ui${.Qi Ç .B..l. Então qualquer componente conexo de -Ek n Qi, i 5; {o, é gráfico de uma

função ui.k como acima.

Se #' > k, então .B,.,.: 2 .B..i a U Qi, e logo qualquer componente de .E;;, n Qf é
isto

também o gráfico de uma função u{,j;, como acima , com o mesmo r, Vá $ áo.

Seja então ui.k,l a função cujo gráfico é a /--ésima componente de -Ek n Qi, k ? o,

i$ {o; e escolhemos , para cada a = (í, k, /), { $ áo, um ponto (q., z,.) no vibrado normal

unitário de .Ek n Qi, q. C Grau (u«), p« = p(q«).

Se o índice J aumentar com k, então, para k suficientemente grande, teremos (/ €

IN) l.Ek n Qil > /{2, em contradição com a hipótese.

Logo / é uniformemente limitado em relação a k, e podemos supor que l € jl,/({)l

VÊ c IN, { 5; ào.

Tomando a diagonal (de Cantor), temos uma sequência (q., p«) em um compacto, e

4:3



logo (Heine-Borel) existe (q, z,) = lim(qp, pP), limite de uma subsequência de (q., v.), com

a topologia da convergência localmente O2

A compacidade elítica fornece então que up ---} U;, definida em um disco de raio

{l e as "folhas limite"estão bem definidas pela equação limite e pela convergência das

normais up --' D;. A união dessas folhas limite é, obviamente, um conjunto 2-retiâcável,

satisfazendo a equação de superfície mínima (pois -Hk - i --} 0), e a varifold limite

y = .lim VA tem que ser da forma y = z(.Ai,m), onde 0 < m C Z é finito, pois lw nk--.oo

B(q)l $ Ka (e p(Grau(u.)) > 0, Va), e .© é uma união enumerável d' sup"fí'i's mínimas.

Escolhemos M Ç M, conexo.

Segue-se de 2.9, por passagem ao limite, que ip(q) -- p(Í)l $ /T vlç -- al, Vq,Í C M

A convergência pP --} Pl; e o princípio do máximo acarretam que M é mergulhada. E

l,4kl2 < /{3, qualquer que seja k , logo /.. l.4wl2 < oo.
EknB. um

Finalmente, como cada .Ek tinha dois âns, temos que M tem tipo finito.

Segue-se (ver jlll), que M é um plano ou cada fim de M é assintoticamente um

catenóide.u

Demonstração de 2.1

Seja ak = 1,4(çt)l, o«de (qk,pk)kcn é como em 2.13, ' seja (.Ei)kcn, -Et = hk(-E) '

scaling sequence de -E relativa a (qk,ak)kcW (então 0 C .Ek,Vk). Denotando com Ák a

segunda forma de -Ek, k C ]N, segue-se de e 2.13 que

,4*(o)l l e l.4k(q) < 2, Nq c BpK,ük. Nk

Sejam

s*(,), = Ek n .B,(q) e O.

(notação de 2.4), com -L = ak.
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As brmulas de 2.5 e 2.4 fornecem (observando que Si;(1)ç Ç S&(?))

$ !4i:e! + 2,.. = !g + 2r ,

onde k' = a«i; + P««t, a,P C IR,, .«k = ,«(-Eh); e como k' = k'(ak, < «, «,k >), temos que

/T = =lf + 2n não depende de k.

Analogamente,

?)s*(1),l $ #$1$21»+4r.Hk
%-]
2 '

/z.nB..I'4kl'-a'./Z (q.)l I'oÀt-.Á B(q.)l l2$.Á l.4l's2a,vk,
onde d é como em 2.6

2.a.

Segue-se então de 2.15, com .Ki ;: 2, /(2 = /{ e /{3 :: 2d, que a sequência de

varifolds (VA)kcw, Vk = Z(-Ek,l) tem uma subsequência convergente para uma vari-

fold y = 2(M,m), m < oo, cujo suporte é um plano ou tem fins êateóides: Sendo

.4k(0)l = 1 Vk, M não é ílat, logo M tem fins êatenóides:

Seja M+ o fim "de cima"de M. A menos de uma rotação, a norma] pm de ]W "tende"

ao vedor e3. Por 2.3, o peso to+ - me3 de ./M+ é # 0.

45



Seja ' = Si a curva M n {z = t}, t suficientemente grande, e sejam .R o "raio"

aproximado de 7 e ?73 o ângulo de inclinação aproximado da conormal l7m em '. Então

(-r eq«.ção 2.11)

e como UA --, V, cada -Ek está (próximo do infinito) em uma união de folhas anulares que

convergem a" para uma folha "catenóide", quando k --+ oo. Logo .Ek n {z = t} é uma

união de curvas l;?il , ;?i --} ,y. Escolhemos, para cada k, uma componente '7h de l;:RI.

Temos que "yt --, ', suavemente. Seja ck = t. Então I'k = qÀ; + ck7k = Ai'('yk) é uma

curva fechada em .E, qualquer que seja Ê. E seja /(k um disco fiar tal que ÕÃk = 1't.

Necess.riamente (ver defi«ição 2.10) .«k = «,(jl'kl) = :1:«,(-E), ou .«k = 0 (caso I'k trivial),

qualquer que seja A. E

'tl)k = .L.« -«h'''-*.«' *)) - o(.Z) = '.'-' + õ('Z)

Sendo «,t # 0 e ci; --» 0 (o termo õ(cÍ) é diferença entre cko(ck) e o termo O(cZ),

relacionado com l-Kkl), temos (lue o conjunto

{««,''' + õ(.Z)/k c }

é necessariamente infinito. Absurdo D
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Neste g provámos provámos o resultado principal deste trabalho

Teorema 3.1(Teorema Principal)

Qualquer que seja o fim E da -H-superfície E, existe uma superfície de Delaunay

Z) C ]R3 para a qual .E converge exponencialmente. Próximo do infinito, -E e .D podem ser

expressos como gráficos cilíndricos de funções PZ e po tais que lpZ --pol < Ge'X' (a, À > 0

constantes), quando # --, oo.

O primeiro passo da demonstração é o teorema 3.2 abaixo, que prova a existência de

.D e a convergência localmente C'2. A idéia central na demonstração de 3.2 é a de "sliding

back" o fim .E até que se possam aplicar os resultados do $1 , devido à limitação cilíndrica

(ver definição 3.5).

Teorema 3.2

Seja -E Ç E um fim cilindricamente limitado. Toda slide back sequence (definição 3.5)

para .E tem uma subsequência que converge para uma superfície de Delaunay -D cujo peso

é to(.D) = zo(.E). Se Lo é o eixo de -D, toda slide back sequence convergente (-Ek)icw

converge para uma translação de -D ao longo de Lo. Além disso, olhando Ek como um

gráfico normal sobre Z), a convergência é (;'2 nos compactos de .D.

Ek é, portanto, o gráfico cilíndrico (definição 3.6) de uma função "bem comportada'

pt = PZ. , se k é suficientemente grande. Comparando as equações de curvatura média (na

forma cilíndrica-equações 3.7) vemos que a diferença wk = pk -- PP satisfaz uma E.D.P.

cuja parte linear define a equação de Jacobi

151 «- * «. * 1% - 'gpl «, * « - .(3.3)
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e a sequência (uh)kCN das normalizadas uk = Í-ZC, (para uma norma ll 11/ conveniente

3.9) tem uma subsequência que converge localmente O2 para um campo de Jacobi(Lema

3.10), que pode ser suposto definido em uma semi-neta ja, oo) (em virtude do lema 3.11,

adiante). Precisamente:

Lema 3.4

Se a C IR,a sequência (uh)kcw tem uma subsequência que converge localmente C'2 para

um campo de Jacobi u definido em ja, oo).

Em seguida, o método de separação de variáveis fornece uma base Z,2 para as soluções

de 3.3 e permite que u seja expresso por uma série de Fourier cujos termos, com exceção do

primeiro, são exponencialmente decrescentes, completando o aparato para a demonstração

de 3.1

Definição 3.5

Seja (tk)kCn Ç IR tal que tk --. oo. Se -E ç Enc+R é um fim cilindricamente limitado,

a s/{de bac# sequente para -E re/atiça a (tk)kcW é a sequência (-Ek)kCn dada por

.Ek = .E -- ZJ;a , k C ]N

Demonstração de 3.2

O raciocínio na demonstração da afirmação 2.15 pode ser feito aqui. Existe (pelo

Teorema 2.1) .K > 0 ta] que l,4k(q)l < /t', Vq C .EÀ;, k C ]N. Podemos escrever IR'
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UfCnQ{, onde Q{, á C IN, são cubos de diâmetro suâcientemente pequeno e tais que

int(2i n int(2j = 0 , { # .j; e construir gráficos de funções ui,i,l de altura uniformemente

limitada que "remendam" .Et , k C ]N. Cada um desses "remendos coordenados" é (-7' e

satisfaz a equação de curvatura média .# = 1. Em torno de cada q C .Ek temos A = üp.

A compacidade elítica novamente vai fornecer uma subsequência de (.Ek)hCW (também

indicada com k) tal (lue a sequência (F(-Ek, l))kCW converge para uma varifold inteira y,

tal que spty é a união de gráficos O'" sobre discos, e todo q C spt V está no interior

de pelo menos um desses gráficos. O número de folhas em cada Q{ é controlado pelo

crescimento linear de área, e as cotas superiores são preservadas na passagem ao limite.

Além disso, em cada q C sptV está definida (a menos de sinal) uma normal exterior

(unitária) p-(q) (o que decorre do Lema 2.9), e o princípio do máximo acarreta que,

se q está em dois gráficos, então os vetores curvatura média em q apontam em sentidos

contrários.

Observemos que a limitação cilíndrica e o fato que toda seção normal -EA; n {aç = Ar}

de .Ek, k C ]rq, .N > 0 é não-vazia acarretam que spt V # 0-

Seja q C spt y. A limitação uniforme da curvatura e os resultados acima permitem

afirmar que para todo c > 0 existe ó > 0 tal que, para todo k suficientemente grande,

toda componente .Ei;,j de Ek n o,.h),2ó(q) tal que EJ;,j n -Bõ(ç) # 0

49



é o gráfico sobre -D,.h),2õ(q) de uma função ut,j que satisfaz I'V'uh,jl < c

Seja Wi a região limitada por .EA Entre duas folhas sucessivas .Eh.j e .Ek,j+i de -Et n

O"m«),2ó(q) a normal z/- muda de orientação, pois z/m(q) aponta para fora da componente

de Wi n O,.h),2ó (q) que contém q.

Fixemos k e sejam uk,j como acima, .j = 1, 2, . . . , .N (obviamente .j é limitado em cada

compacto de O,.«),«(q)). Seja o conjunto {uk,j/l $ .j $ .N} ordenado de tal forma que

(f«e«do ««(q) = e3) uk.j $ «k,j' se J $ j'

Temos, para cada j,

(1, 0, a.uk,j) X(0, 1, a:uk,j) .(-a:uk,j, -a,!t:i!.D
'i+lv.,jl' «t+lv«j,*l'

z/k,.j

: - " - :"'«. - «:« la:2:--l
Então, para todo (k,.j) com k suficientemente grande,

.:« (r3h) - ::

elogo
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Suponhamos que ut.j e uk,J-t satisfazem a equação acima com lado direito igual a --l

e 1, respectivamente. Então, fazendo uk,j = u(a, y) e "k,j-l = .o(z, y), temos

Div 1 1 -- Div
\li+lv«I'/
6.u Aw .

'i +«3+«Í ./i +.«3+ «,3

w3zo,,; + w:to,, + 2t",wvw,v
(i + «,3 + .«:)} .

Sendo l.4k(q)l < -K Vq C .Et e IVul, IV.«l $ c

l i+lv«I' )

2

u:u,,:; + u:u,, + 2u,uvu,,
(l + «í + "Í)}

e

lu-l, lu,,l, lu,,l, lto-l, lto,,l, lto,,l $ 2K ; lu,l, lu,l, lto,l, lw,l $ min(c,4KÓ)-

Logo

u:u,, + u2uv/ + 2u,uvu,, < 16-Kc2 e w:to,, + boato,, + 2to,tonto,i/ < 16kca

E logo

2 «,) - 0(') ,

ou sejam

a.(uk,j - uk,j.:) = -2 + 0(')

Se c > 0 é suâcientemente pequeno, temos

A(«*,j - u*,j-:) < -l

Sej.

«(,, d - 2ó' - !!;-C , («, Ü c D=1=S;G

Então

Au = --1 , t;(0) = 2Ó2 e o
lao.,.( q),2ó (q)
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a.((uk,j -- "k,J-i) --ü) $ 0 e "k,j --"k,j.: 2 D em õ-O,.,Ü,,,,(q) ;

e, pelo princípio do mínimo (para funções superharmõnicas),

ut,j -- uk,j.: > ó2 em -D,.h).2ó (q) (k suficientemente grande) .

Seja então k --, oo. Temos uk.j --} um,J, solução da mesma equação .ü = 1 (e, pelo

Lema 2.8 a convergência é C'2 sobre .D,.h),2ó(q) ). Seja .jo C jl,iNI n z; tal que q C

Grau(«-,j.), e s"p-h'm's q- Di« (:7-!==ga''.) = --1. Então, se q C Grau("m,j),j #

Jo, tem-se necessariamente J = jo + l (pois lu-,j. - um,j..: 1 2 ó'), e os vetores curvatura

média de arar(u-,j.) e arar(u«.jo+l) em q apontam em sentidos contrários.

E q C spt y era qualquer. Segue-se que spt V é uma união enumerável de subvariedades

Om fracamente mergulhadas, pois em uma vizinhança uniforme de cada q C spt V' temos

um ou (no máximo) dois "re]

máximo) duas imersões C'"

Lembrando os resultados do $1, e notando que -Ek Ç (;.,x, Vk, concluímos que cada

uma dessas subvariedades é necessariamente uma esfera ou uma superfície de Delaunay

(-.decoordenados" distintos,.endos uma ouImagensS

Em vista de tudo isso, conclui-se que, em todo compacto de IRS e para k suficientemente

grande, spt y é um gráfico normal sobre .Ek , com norma O2 pequena, de modo que, quando

k --} oo, tem-se luj;,j -- u«,jl --+ 0, lul.j ' u' ,.ÍI ---} 0 e luk,j -- u" ,jl -.-l 0. Sendo um gráfico

normal sobre .Ej; = SI x 10, 1) , spt V não contém esferas. E, pelo Lema 2.7, spt V não

contém mais que uma superfície de Delaunay.
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Segue-se que spt y é uma superfície de Delaunay .D, cada .Ek (k suficientemente grande)

é um gráâco normal sobre .D, e a convergência .Ek ---} .D é C'2 nos compactos de .D. Em

"«seq«ê«cia «,(O) = .«(-E).
Fica determinado o limite .D, a menos de translação. No entanto, se o eixo .Lo de .D

não fosse o eixo gerado por a (observe-se que a é vetar axial para todo -Eh), então uma

das funções de Alexandrov relativas a planos paralelos a Z,o não seria não-crescente, em

contradição com os resultados do $1 (as funções de Alexandrov são todas não-crescentes

e assintóticas ao eixo gerado por a). Logo os dois eixos coincidem.

0

Definição 3.6

Se a é um vetor axial, {b, c} é uma base ortonorma] de ax e p : ]R2 --} ]R é uma função

periódica (de período 2a) na segunda variável, então a imagem da ap]ica'ção -F : ]]t,2 --} ]R3

definida por

F'(,,0) 0)«,(0), w(0) "s0+se«a

échamadao gr(@co ciZúdrico dep. Se {a, b,c} =Íei, e2, e3} temos F'(z,0) -(a,pcos0,psen0)

O steep7zess de p é definido por

« -. ,3 + (e')'
2

, onde z, é a normal exterior (de Gauss).
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Observe-se que

F= * Fo (-,,, 7«- " -'- "; «, '? «y.:.!!.$
' lr= * '%l l/': + ,3 + ('?y

9

elogo

': + «3 + ('?)
Vamos provar o lema 3.4. As considerações abaixo serão necessárias.

Seja (-Ek)kCn uma Slide Back Sequence tal que .Ek --» .D, 1) uma superfície de Delaunay

Êxa, com vetor axial a, e seja E = -EO Ç Calar o gráfico cilíndrico de uma função PZ sobre

o eixo .Lo de -D. Sejam r. e r+ os raios mínimo e máximo de Z).

A convergência localmente C'a dada por 3.2 permite supor que {r- $ PZ $ 2, que

o steepness oE; de -E satisfaz UE $ 2UOmax e que a curvatura IÁZI de .E satisfaz l.Azl 5;

21 4ol«-, onde UOm- e l 401«ax são o steepness máximo e a curvatura máxima de -D.

Realmente, em torno de cada q C -D temos que -E e -D são gráficos de funções UE e

UO, com luz -- unl --} 0, lub -- uol --} 0 e lur -- uol --} 0, quando = --1 00, o que

acarreta pz --} po, uz -+ oo e Ár --} 4o, quando # --} oo. Logo, se -E não satisfaz essas

estimativas, existirá necessariamente k C IN tal que .Ek satisfaz.

Junto com essas hipóteses, as estimativas de ordem superior para equações elíticas

(161) acarretam a limitação uniforme de todas as derivadas de p.

l< 1,'.u >=
2

54



ando ainda a parametriza'$o -F(a, 0) = (a, ocos

.E= 1 +p: .- :11=
F

G =p'+p3 P2 -- 'PPOP + 2pã
g :: PU

x- -
p'u'

-@##-ü$#*W«,,*üHáW,

'; ,«:, ug«-* ':ig«. - H,« - ;L': *,:*, I':l',*:
No caso de 1), p = po é independente de 0, e satisfaz (note-se que l -t pb, = u2 )

(3.7)(Ü)

Seja to = p -- po, com p = PE (solução de 3.7({». Observando que, a menos possível

mente de termos quadráticos em (to, Vto, V'w), temos

P2 =Pa +2Pnto , u2 =u2 +2p,to, e ;ã-- i;a ;: --2P,w,1111'+..t;2+uun

concluímos (no que segue, Qj,.j C ]N, são somas de termos que dependem quadraticam

de (t«, V.«, V'«,)), que

T--Z -e:, .-':. '«,,--"«-,+,'«-.,

. . PO,; l . .

(Ê -ç) ,«,, *á - '

0,PSpse« 0), temosUs

Logo

ou seja,

ente

-- = -- 1 , temos
Podo

e
«$
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ou seja)

:«,, * « - , * «'« l-,ãth=1 «,«,,- * á - .,
(pois «,,P',,, = '',,P,, + Q,)

Então

5«,,*"«-, 1:*ag l*á-..,
ou

Ê«,, -- « - ;qr«, -- « -- '33"«, (, - /h) -- á - :« - « - ''
Notando que

á-'.« '33'«,(' #h) - ''«-'-«,;=-'"

.«,*úp«,(ã3) *.. - ',«*««,(: - :) *', - '«*,,\D0

a2S"lb -'' o-' ,
e que

,"' ' «« - «; - ',,«, -- lã::P -- .-- - ,,, (: -- ;-=) «, -- ''« ,

e logo

ZPP-'m-

odo + ub

PREto-
U2 ,d=T@:«, (: * 1«,, + Q:. = Q:',

z; + oO ,/

U

temos que

Ê«,,*«., ;4P«,*«*qg-~:.,
e segue-se que to = pz -- po satisfaz

(3.8) T - ;'':/' l «, -'- « - ~(«, ««, ''«,
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onde Q, além de depender pelo menos quadraticamente de (w, Vto, V2w), é tal que cada

termo com \72to tem um fator to ou Vto.

Sejam n Ç ]R" uma região, e a C (0, 1). Uma função / : n --, ]R é a-Hõlder em Q se

suP liCl;'.. 3rl. < oo. ak/ é a-Hõlder se todas as derivadas iãi;P1ll:ii;©., EPi
, são a-Hõ]der. Com a notação de ]6], consideramos no espaço C'i''(n) - {u C

O'(n)la'u é a -Hõlder}, a norma

.k l âj« , .l . lã;F..ã©(')-ã?gl3B(Z')
ll«ll.',''', ' E::i;#:j ã;fr?.'l:ã;F'(') + :=11. sup ' h - #.

Em particu]ar, se / CC / ç ]R,

c'{(F) = oo'}(/) = {u € c''(F)l sup t!!(1ll:::=Üa. < .o} ,
,éí JI. - vl= y

e

ll«ll.'m - :? l«(')l ; ll"ll.}m - :=3 'plSliíiif$P. ; ll«ll.,m - s?;.:p l"m(')l-

Fazendo c = lltollao(/), e tomando k' > 0 tal que I'SZ2tol

21 4ol«-) temos IVtol 5; k'r e lwl $ k'r', onde r = 1/1.

Se.>0, sej.A C(0,al. E«tão IV.«I' $ k'',' $ $ = kg(p'r''lg«mko > 0)-

Logo IVtol $ ky':l em 7 (para algum k > 0). Analogamente, lzol 5; kic (para algum

ki > 0).

Então

(sabemos que l.4zl $

IQ(to,Vzo,V'to)llc.(ã 5; /{«', e segue-se quejlQ(to,Vto,V:w)lla}(ã '

A teoria de regu]aridade (16]) e as estimativas acima fornecem lltollc:(ã $ /T'«c e, a

fortiori(voltando a 3.8 e começando com um subintervalo intermediário) llwllo3(ã $ Kc'

Seja a norma ll 11/, definida por

(3.9) ll.«llr = supr€1
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A limitação de V'2w acarreta que llzoll{,} é uniformemente equivalente a ll lIGo({z})) e

logo

ltollc,(h $ x'llwllr

O Lema 3.4 é então consequência dos dois resultados abaixo.

Lema 3.10

Sejam 7 CC .Z CC ]R, (.Ek)tcn uma slide-back sequence, .Ek l----, .D. Sejam pt

PZ. : (a,0) n PE(3 + tA,0) e «,k = pt -- po, k C IN. Faz-do ll'«lll = ck, seja uk = T

Então (uk)kcn tem um subsequência que converge em a2(7) para uma solução de 3.3

Demonstração de 3.10

Sendo limitada em O;(i), (uk)kcw é sequencialmente compacta em O'(/), e logo existe

(uk,),cn Ç (uk)kcN convergente. Além disso, sendo Q(«', V'", V'«,) uma soma de termos

quedráticos em to, 'V'to e V'2w, e como lltotl lo2(/) --} 0, temos que g(!!:-!Zly:=J --.} 0

D

Lema 3.11

Existe .K < oo tal que, para c > 0 suficientemente pequeno, a hipótese sup lpol < c em

z = b acarreta lpol < /Tc, qualquer que seja z 2 b.

Demostração de 3.11

Seja a//a identificado com o plano íry e cv a função de Alexandrov ($1) para -E relativa

. T. Seja F'(z,0) = (',pcos0,pse«0) (como em 3.6). F"-d' " - Z', tem's Fb(0)
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(b,pcos0,pse«0) e -q(0) p. coso - pse«0,p.seno + pcos0)

Sdaq=(<q,ei >,< q,.2 >,0) C r, e «jamOi e02 tais que('oman't,.çãodo $1)

Qj(z) = q + tje3 = -F(a,0j) = (z,pcosOj,psenOj) , j = 1,2. Então tj =< Qj -- q,e3 >=
psen 0Í , j = 1, 2, e logo

a(,) ,Hqx..(p(,, 0:);e« 0: + p(', 0,)«« 0,) .2 <q,et>=z~'

Seja 7ó = Fb(]o, 2a]) a interseção (quase circular) de .E com o plano a = b.

Então existem C?i, C?2 C ló tais que a(b) = {(pisen01 + p2sen02), e plsenOj =<
C?j,c3 >, J ' 1,2. A reflexão de 'ó n ]].(b) através de a.(ó) (ver li 1) é tangente a

'yÓ em (l?2. Logo, se oi e u2 são vetores unitários tangentes a lb em (ll?l e C?2, então

< ui, e2 >= ' < t;2, e2 >, ou seja,

cosOtplsen 0i -- pól l

Lembrando que p $ 2r+ e D $ 2uo max, e observando que cos 0i = cos 02, temos

ptsen 0i -- po. cos Ot :: ÀI e p2sen02 P02 COS 02 = À2

onde fizemos Àj :: -- < t;j, e2 > ) .j 1, 2 (então ,X: + À, 0), e logo

pisen0l+ p2sen02+ po,)cos01 = ÀtvPi + P2:+ À2

Se supo lpol < c, então lpi -- p21 < 1 /. pod01 < kc, e segue-se que

p?+pã. 5;p:+pã,+(pi+Jo2)kc+c2, e lpo:+po,l<2c. ,

l

e

a(Z') - !(p:s" 0: + p,se« 02) < 2' -s 0- + (À: + Àz)'J/ : -t" /$;: + À:il. = ki'
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Sendo a não-crescente, la(z)l < kic, V= Z b, e r//«

suficientemente pe(lueno, la.(a) < kic, Vaç 2: b, Vr/7a.

Suponhamos que cr.(z) $ c, qualquer que mja r//a, e seja Q C .E tal que < (2, el >= g

(fixando um plano n e fazendo n = z':(0)) e tal (lue TO-E l r. Se q = aei+ < Q, e2 > e2,

então al(q) =< C?,ea >, pois .Ek --, l) localmente a' (Teorema 3.2 ) e logo, para a;

suficientemente grande, 7, é convexa, e tem no máximo um ponto de tangência com cada

plano paralelo a a.

Seja 0ç tal que al(q) = p(a, 0q)sen 0ç. Então 0ç é um ponto de máximo para a função

a-,pcos0,elogo (pcos0)o . . =0. Ousda,

p(.,0,)se« 0, 0,)coso,.

se c > 0 ée a qualquer Logo}

q

Sendo ', próxima de um círculo, os pontos Q C 1, em que 7}a.E -L n estão próximos

de no (o plano "horizontal" que separa -D em duas metades com a mesma área), e logo

cosOç H 1. Seja então p > 0 tal que cosOç 2 p, e segue-se que

IP.(',0,)l - eÇ!:l0 )seno $ ,.-..(q) $ P':a(') $ P':'
A afirmação é então imediata a partir da monotonicidade de a (observe-se que ]/{/ lpo l <

/{. sse ].K:/lal < -K-.). O

Demonstração de 3.4

Seja a' < a < b tal que la', b) CÇ; .r. Vamos provar que, qualquer que seja M < oo,

existe kw = k(M) tal que l ukllao([a',M]) $ kw.
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Segue-se de lluklla3(ã $ 'K que IVtokl = o(ch) em a'. Em particular, lpk.l = lwk.l =

.(ck)(em «') e, por 3.11, I'"k.l= o(ck) em #, V" ? a'
Fazendo u = po em 3.7, multiplicando por p2o3 e derivando em relação a 0, vemos

que po é solução da equação quasilinear

(u'+ P')u- +(l+ P:)uoo -- 2P,uu,o

-2-: - 4PP,«, - !!«o + 2P,,««. + 3«(P'P,u, + ««o) +

+p«--: ,n«-j;«'-'',-o-'«:+;-y)-',
q« é uniformemente elítica(com A(a,0) = 1+ p3 ' À(z,0) = "' + P')

A estimativa interior de Schauder (l61, ch.6) fornece então

Pk, 11.: U.,,-»

Além disso, lpk(a',0) -- po(a',0)l = o(ck), para todo é) fixo (pois a' C 7), e logo, pelo

teorema de dependência diferenciável para equações diferenciais ordinárias, temos lpk --

pol = o(ck) em la', WI, se M < oo. Está provada a afirmação do início. Sendo (uk)kcw

limitada em C'(la', WI), tem uma subsequência (uk.)zcn convergente para um campo de

Jacobi em la', ml, por 3.10 e pela unicidade de soluções máximas (de E.D.O.)

Se .A/, --, oo, escolhendo uma subsequência convergente (uk,),cw tal que UÉ, está

definida em ja', JW,l, a diagonalização de Cantor vai fornecer uma sequência convergente

para um campo de Jacobi definido em la,oo). A convergência é a2-local, pois, se # C

ja, oo), existe f 3 # tal que llukllc,(ã $ -KÍ'

Observação

Fazendo u(]ç, 0) X(,)0(0), obtemos

Ooo + k20 :: 0 , k c IF{

*- l:lll,*,*':-*'';*-.
(3 .12)(i)

(3 .12)({{ )
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/'. u;X 3P,P- P,.

(observe-se que l.log =i-.l = ::' -- -p ).
Se k = 0, seja (-D,),C(o,i], a família a um parâmetro das superfícies de Delaunay

(com .# = 1) de raio mínimo s em # = O, 0 < s $ 1, e seja Z). = .D (a Delaunay

limite da nossa slide back sequence). A função G : (s,z,0) -, P,(z,0) = p,(z) é tal que

Go = G,o = Go, = 0 e, fazendo to, = p, -- p., c, = llw,lll = 1,/2;suP,ci IP.(z) -- P.(z)l,

vemos que (a menos de uma constante multiplicativa)

âp,(,) .:. - a,b, ') - !Ü edil:f4© - !Ü «,(,) - «(')

de Jacobi independente de 0. Então u = Xo,o, solução de 3.12 (ii) (comPOé um cam

k - o).

Se .D. é um cilindro, então .D. está na família a um parâmetro das l-superfícies de

Delaunay com raio máximo em a; = 0, e o mesmo argumento fornece uma solução (com

k = 0) linearmente independente de Xo,o.

Se .D não é um cilindro, considere-se a família a um parâmetro definida pelas trens

lapões de -D ao longo .Lo, -D, = Z) + sei, e, analogamente, obteremos que po, é solução

linearmente independente de Xo,o

Se k > 0, fazendo t = g(z), temos

*...'.-,' *(."..,*(t-9)«'',,)* *':-*:';* -
,*- * I'} - ;TI *, * .: - *'';* - '
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Logo, para g(z) = áo= -;, a equação fica

(3.12y x« + :-;f--x - o
A limitação de p e a de o permitem estudar as propriedades de crescimento através

de X(t) ou de X(z), pois a razão

!.g(d.g(1l::g(Q g'(o € 5;-K ,;.,cl.,ól,«c(o,ó)
Z Z # -- 0 " ~'' P Ir=(

Se k - 1, temos X« = 0, e logo X(t) = ko + k.t = ko + k:g(z). SÓ existe uma solução

limitada (X = 1, a menos de múltiplo escalar). As outras soluções crescem linearmente

com t (ou com a, p'is g'(3) > 0).

Se k 2 2, existe exatamente uma solução não-nula que decai exponencialmente quando

# -..} oo. Todas as outras são minoradas por ex' para algum À > 0, quando # --} oo (pois

nesse caso 3.12 é da forma Xt, -/X ,/(t) > 0 Vt, e logo X - Àer'P, com Ú'+l/'' = .f).

O net das soluções que satisfazem X(0) = 1, X(M) = 0, M > 0, é estritamente

crescente, quando M --} oo, e o limite é uma solução > 0 com decaimento exponencial,

o que se pode mostrar com funções barreira exponenciais é:w, ]W > 0, eW(0) - 1 e a

taxa de decaimento de eW é menor que inf ]Zi2-l . As soluções que satisfazem X(0) - 1,

X'(0) > 0, crescem exponencialmente, quando a --, oo.

2

Feita essa observação, temos o seguinte lema

Lema 3. 13

Se o campo de Jacobi u provem de slide-back sequence, então u tem a expansão

«(«, 0) )l: se« (kO + é*)X.(«) ,

onde, para k 2. 2, ét = constante e Xt é uma função com decaimento exponencial (ou

= 0). A menos do termo po,, u decai a uma taxa exponencial uniforme, quando # --' oo.

k>2
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Demonstração de 3.13

O método de espaço de Hilbert fornece

« (ko+ é.)x.(,)
k=O

sendo a convergência uniforme e C'2 nos compactos.

Sendo uo uniformemente limitado em ja, oo), a integral .L2 de u relativa a 0 sobre a

seção normal I'b(r = b) é também uniformemente limitada. Então existe .K tal que

E,k'Xk(bà' J." k' c.g'(k0-+ $*)dOX.(bÜ' Jr.dd0<-'R

e segue-se que Xk é limitado, para todo k 2: 1. Em consequência (em vista da observação

anterior), Xi é constante e Xt é exponencialmente decrescente, k 2 2.

Se Xi # 0, uma rota,ção em torno do eixo # fornece éi = 0 e Xi < 0. Então existe =

tal que IXk(=)1 < --Xi, V# 2 T, se k 2 2. Além disso,

Pj = Pj(n + tj, 0) = P + 'ju + o('j) ,

e po + cjX. é axialmente simétrica. Logo, se L é suficientemente grande, a função auxiliar

ai (de Alexandrov) satisfaz al ((tj + -L)el) < 0. Como o valor de '* em " 2 tj + 1, está

próximo do valor de ai sobre o eixo z (# ? tj + -L), teremos que a(tj + -L) < 0, absurdo,

tritamente decrescente (ou a = 0) e a(z) --, 0, (quando z --, oo. Segue-se quepois a e

Xi=0.

A aproximação de pj (acima) fornece que to(-Ej) = ./r, 77 -- /K, p H rpo(2 -- po) + cj(

PO) .C" ud0 + o(cj) e «,(D) = «PD(2 -- po). Temos (por 3.2),

0=.«(Ej)-'"(D) - 'j(l-PO) /n "'Í0+('j)

e, sendo Jo2"ud0 = --2nsen#'.X., temos que (se -D não é um cilindro), fazendo X.

a.po, + ó.Xo,o, e observando que Xo,o e po, são linearmente independentes, necessari-

amente b. = 0. u

T

es

l

2n'
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Demonstração de 3.1

Seja .D a Delaunay limite de uma slide-back sequence (Ej)jcn para E, como em 3.2

(.D é única a menos de translação ao longo de Lo), e soam p'(z,0) - PE(z + t,0) e

wt = Pt -- po, t > 0. O passo crucial é a observação abaixo:

Existem T, um múltiplo (> 0) do período de -D, e .N > 0 tais que, para todo t

suficientemente grande, tem-se

(3.14) c(t+T+s) < -Í-, paraalgums-s(

o«de '(t) = llw.lllo,n = max,.to,q vJI.2' t«.(,, 0)I'd0

Suponhamos que isso não é verdade. Então, q

se(luência (tj)jcn tal que tj --, oo e

.(tj+T+') 2: ;, Vs/l.l $N'j(-d' 'j - '(tj))

Seja uj :: :;?ip. Segue-se de 3.4 e 3.13 que uj l ---)2 u, campo de Jacobi definido

em jl, oo) cuja expansão é

)

uaisquer que sejam T e JV, existe uma.]S

(t) tal que lsl < .Vc(t)

«(«, 0) + >1: se« (kO + d'*)X*(,) .

Então (por hipótese), llullir,2r] = .Jlm 111ilZli-. ? 1, e logo u # 0. Se .D não é um

cilindro, necessariamente existe uma cota superior -K para todos os valores possíveis de

ja.l, pois llull]o,r] $ 1. Se Ar > K, então --a.cj < .Ncj, V.j, e fazemos sj :: --a.cj, .j C ]N.

E a convergência uniforme e C" em j1, 2rl vai fornecer

".,+,,(z,0) = PE(z + tj -- «..j, 0) - PO(')

PE(.+ tj - '..j,O) - PE(a + tj,O)+ PE(' + tj,O) - PO(')

= w.,(«,0) - «.'jPZ,(z,0)+ '(cj) = 'j("j - ".PZ, + o('j)
/ oo \

- .j l E «« (ko + ó.)x*(,) 1 + '('j)
\.j=2 /

k 2
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e como lim,-« EJZ, sen (AO + éA)Xi(a) = 0 (sendo a convergência exponencial e com

taxa uniforme), temos que, para T suficientemente grande,

llw.,...,«lllo,n .«.,..., lll,.,n : 'J ,êlHX #i;5; X:(;); + '('j) $

1« E x.(')' + '('J) $ {11'"',11lo,n + o('j) .
k>2 '

Então g < c(tj + T + sJ) $ ; + o(cj) , Vy, absurdo. E segue-se a observação.

Suponhamos, portanto, (lue T,.N e s = 8(t) C O"(]R) são como acima, para t

S.ja c(0) < 4 e defin,mos (rec«rsivamente), para .j C IN, com t. = 0 e se = s(0),

tj= aj+.jr ,j - 1,2,

Então tj = tJ.i + T + s(tJ-l) e segue-se que

.«J'': ;l '': s:x ' i..i '« i::- ,j - 1,2,

À/Í rt,

2
tai
'1'

t f + T- /VC Ü) ttT d'i Z.T+A/Íiu
'r..>

'4&

.l,'r
t+ T+Nt (Ê')

b/ t rt )

Observemos que aj $ jajl $ },i:o 2l;í --} T, e logo existe a = limo.. aj. Logo

«,.(z,0) (, + a, 0) - po(,)

PE(g + aj,0) - po(a)+ PE(3 + a,0) - PE(a+ aj,0)

= «,.,(, -jr, 0) + PE(a+ a,0) - PE(a + aj,0)
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e entaD

1.«,(',o)l $ 1w..(' - jr,o)l + llPZ,((,0)ll I' - a l $ X'.c(0)+ .K.l }:..l ,

em consequência da limitei;ão do steepness e da equivalência entre ll 11/, e ll ll«. Ou mja,

]K/
1«,.(,,o)l

Segue-se que lto(a, 0)l $ O'e::#'Z,.

qualquer que seja.j

D

Corolário 2.14

Toda l-superfície E2 Ç IR3 completa, propriamente mergulhada, de tipo anito é con-

formemente difeomorfa a uma superfície de Riemann compacta com um número finito de

"furos"

A demonstração está em l81
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