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RESUMO

Neste trabalho estudamos as algebras de Bernstein que satisfazem
uma identidade polinomial. No primeiro capitulo, damos uma ca-

racterizacao de alguns tipos de algebras de Bernstein e estudamos
algebras de Bernstein que satisfazem uma identidade de grau qua-
tro que nao é consequéncia da comutatividade. Finalmente damos
uma caracterizacao das dlgebras de Bernstein de ordem n que sao
algebras de Jordan. No segundo capitulo, construimos as identi-
dades minimais para as algebras de Bernstein nos casos normal,
excepcional, nuclear e arbitrario. Usamos a técnica de processar
identidades via representagoes do grupo simétrico. Finalmente, no
terceiro capitulo, estudamos as algebras comutativas que satisfazem
uma das duas identidades de grau seis que foram obtidas no capitulo
dois.

ABSTRACT

In this work we study Bernstein algebras that satisfy an identity.
In the first chapter we give a characterization of some types of Bern-
stein algebras and study Bernstein algebras that satisfy an identity
of degree four that is not consequence of the commutativity. Finally
we give a characterization of nth-order Bernstein algebras that are
Jordan algebras. In the second chapter, we construct the minimal
identities for Bernstein algebras in the normal, exceptional. nuclear
and arbitrary case. We use the technique of processing identities via
the representations of the symmetric group. Finally, in the third
chapter, we study the commutative algebras satisfying one of the
two identities of degree six that were found in the second chapter.
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INTRODUCAO

Em1923 Bernstein [B=1] propos o problema da descrigaoexplicita
de todos os operadores evolugao que atingem o equilibrio na segunda
geragao. Este problema foi parcialmente resolvido por Lyubich [L-1,
2,3]. Em 1975 Holgate em [H-8] forneceu uma formulagao algébrica
para o problema de Bernstein introduzindo o conceito de algebra de
Bernstein. O estudo e classificagao destas algebras tem-se mostrado
um problema dificil. Apenas classificagoes parciais de alguns tipos
de algebras de Bernstein tem sido obtidas (ver por exemplo Holgate
[H-2], Lyubich [L-3], Costa [C-9], Hentzel-Peresi [H-5]).

Na area das algebras nao-associativas o estudo das identidades
tem-se mostrado uma importante ferramenta de trabalho. Nos arti-
gos [0-2, 3, 4] de 1965-68, Osborn estudou as algebras comutativas
com elemento unidade que satisfazem alguma identidade de grau
< 4 que nao é consequéncia da lei comutativa. Hentzel-Piacentini
Cattaneo-Carini [H-6], usando uma técnica dada por Hentzel em [H-
1], estenderam o resultado de Osborn encontrando todas as identi-
dades que nao sao consequéncia da comutatividade em uma algebra
que nao tem necessariamente unidade. Quando as algebras tem
unidade, estas identidades ficam reduzidas a lei associativa ou as
identidades obtidas por Osborn.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, o primeiro dos



quais (capitulo 0) contém elementos bésicos que serao utilizados nos
capitulos seguintes.

No capitulo I estudamos as identidades que sao satisfeitas por
alguns tipos de 4lgebras de Bernstein. No teorema 3 damos a clas-
sificacao salvo isomorfismo das algebras de Bernstein reais de di-
mensio 5 que também sao dlgebras de Jordan. Damos caracter-
izacoes para os casos normal e excepcional (teoremas 6 e 7). Usando
o resultado de Hentzel-Piacentini Cattaneo-Carini (teorema 10) car-
acterizamos as algebras de Bernstein que satisfazem uma identidade
de grau < 4 que nao é consequéncia da lei comutativa (teorema 15).
Finalmente damos uma generalizagao de um teorema de Walcher
(teorema 2) que caracteriza aquelas dlgebras ce Bernstein de ordem
n que sao associativas nas poténcias (teorema 16).

Toda algebra de Bernstein satisfaz a identidade de grau sete
(z222,y,2?%) = 0. Assim, um problema natural ¢ encontrar as iden-
tidades minimais, isto é, as identidades de menor grau, satisfeitas
pelas 4lgebras de Bernstein. No capitulo II encontramos as identi-
dades minimais satisfeitas por uma algebra de Bernstein nos casos
normal. excepcional e nuclear. e finalmente encontramos as identi-
dades minimais satisfeitas por uma algebra de Bernstein arbitraria
(teoremas 5-8). Para este fim. utilizamos a técnica para processar
identidades introduzida por Hentzel no artigo [H-1].

No Capitulo III estudamos as dlgebras comutativas que satis-
fazem alguma das duas identidades minimais satisfeitas pelas algebras

de Bernstein (teoremas 5 e 11) e encontramos as condigoes necessarias



e suficientes para que uma algebra satisfazendo uma destas identi-
dades seja de Bernstein (teoremas 8 e 12).

Agradego ao professor Luiz Antonio Peresi, que orientou este tra-
balho com muita dedicagao. Agradeco também pela sua paciéncia e

~ amizade. Agradeco ao professor Roberto Costa pelos seminarios e

sugestoes que me foram muito tteis e ao professor Irvin Roy Hentzel
(da lowa State University) pela grande ajuda que me deu com seus
programas computacionais. Finalmente, agradego a minha compan-
heira Cecilia por seu apoio e a meus grandes amigos Pilar, Juan,

Joao e Hugo.






NOTACAO

Usaremos a palavra algebra para indicar uma algebra nao-
associativa e comutativa. A menos de indicacao explicita, va-

mos supor sempre as algebras sobre corpos com caracteristica
diferente de dois no capitulo I e igual a zero nos capitulos II e

I11.

Escreveremos o produto de trés elementos (ab)c como ab-c e
denotaremos por (a,b,¢) (operador associagao) a expressao
ab-c— a-be.

Alguns simbolos utilizados sao:

8%(y) ¢ o operador linearizagao.
L, ¢ o operador multiplicagao a esque:da por a.

T; ¢é a funcao que leva uma n-upla de elementos na multi-
plicacao deles associados de maneira T;.

[ denota uma identidade baseada na funcao f com os
argumentos ordenados segundo a permutagao .

2"} denota a n-ésima poténcia plena de um elemento x
definida por 2!l = 2 e 2l = 2l*=1al=1 paran > 1.

2™ denota a n-ésima poténcia principal de um elemento 2
definida por 2! =2 e 2™ = 2" 'a paran > 1.



CAPITULO 0

PRELIMINARES

1. Identidades

Sejam A uma algebra sobre um corpo F, S, o grupo simétrico
sobre n elementose m € S, uma permutagao. Se (a1, dsa,...,d,) €
[T, A denotaremos por (ai,@z,...,¢n)x @ n—upla obtida ao per-
mutarmos as posicoes dos argumentos «a; segundo 7. Porexemplo,
se 7 = (123) entdo (a;,as, a3)x = (a3, a1,az). Observamos que
(a1, a2, a3)x # (CLW(I)ﬁaﬂ('Z)-(LTr(ZZ»)) = (aq,a3,ay).

Dada uma funcao f: [[., A — A definimos a fungao

n
- £ 3 H A— A
=1
como [r(ay.as,...,a,) = flai,az,...;an)z. V'ma identidade em A

baseada em fé uma soma

> agfa,

TESn

onde os «a; sao escalaresem F'e

> arfrlar,az, ... a,) =0

TESH



para todo (ay,as,...,a,) € [I, A.
Observamos que existe uma correspondéncia natural entre as
identidades em A baseadas em [ e os elementos da &lgebra

de grupo F'S,. O elemento

¢= > apr

mESn
de F'S, édito uma identidade de A baseada na fungdo f se
Fo= ) ol
mESn
€ uma identidade em A. Este conceito pode ser generalizado a
identidades que envolvem mais de uma funcio. Consideremos as
funcoes

i JJA—= A, (Q<i<r).

i=1
Um elemento ¢ = (¢1, ¢, ..., ¢,) € [1I-; F'S, é dito uma identidade
de A baseada em fy, fa,..., [, se Y7_,(fi)y, é uma identidade em
A.

Observamos que [[/_, F'S, é um FS,-médulo a esquerda, e o
conjunto de todas as identidades baseadas em fi, fs,..., f, é um
FS,-submodulo. Uma identidade ¢ ¢é consequéncia das identidades
¢1, ¢2,...,¢s se e somente se ¢ pertence ao submédulo gerado por
91,02, ... P

Um tipo importante de identidades sao as chamadas identidades
polinomiais. Seja  F[X] a &lgebra livre nao-associativa sobre
F dos polinémios nas indeterminadas do conjunto enumerdvel

X = {z1,23,23,...}. Um polinémio de grau [ f(z,...,z,) € F[X]



é dito uma identidade de grau | de A se f(ai,aq,...,a,) = 0 para
toda n-upla (ay,az,...,a,) € []i=; A.

Seja f(z1,%3,...,%,) um polinémio homogéneo de grau n, isto €,

o grau da cada indeterminada z; em cada um dos monomios que

_1_(271-—2

compéem o polinémio € um. Existem ¢ = (3

) maneiras difer-
entes T: de associar o produto das n indeterminadas z;, 2, ..., Tn.
Assim podemos escrever o polinémio como

¢ .o~

Fl 21y emenn) = Z z al Ti(x1, Tay ooy Tn)m,

i=17€Sn
onde as T: sao funcoes que levam a n-upla (z1,22,...,%n) no
produto z;;...x, associado de maneira T;.

Seja I' um subconjunto de F[X]. A familia de todas as algebras

sobre F, para as quais cada elemento de I' é uma identidade, é

dita a variedade de dlgebras determinada por T'.

2. Linearizagao

O processo de linearizagao é uma das ferramentas mais impor-
tantes no estudo das identidades em uma éalgebra. Seja f(z1, ..., Zn)
uma identidade e seja y uma indeterminada diferente das x;. Se

substituimos z; por z; +y, obtemos que

f(l‘l- ey g + Y. ----,‘Tn) = Z fik(x]: ey Ty "'71"nsy)7

k>0
onde [ix é a soma de todos os termos que tem grau k na indeter-

minada y. Definimos o operador 6'(y) agindo sobre a identidade



f como

f(mlw ooy Ty am'n)‘sak('l/) = fik(m])“-’ml'a"')xn’y)'

Observamos que 62 = 1. Se k > 0, o operador 8f agesubstituindo

cada monomio pela soma dos monoémios que podem ser obtidos dele
substituindo k& dos z; por y. Observamos, além disto, que este

operador satisfaz

(af + Bg)6i(y) = alf6: (y)] + Blgbi (v)),
para todo par de identidades f,g e a,pf € F.

Se f ¢é uma identidade, y ¢ uma indeterminada diferente
de zy,29,...,2,, k 2 1, eo graude z; > k em pelo menos
um mondémio de f, entio f(z,z2,...,7,)05(y) é dita uma li-
nearizagao simples de f. Uma identidade que pode ser obtida de f
como uma sequéncia de uma ou mais linearizagoes simples de f
é dita uma linearizagio de f. Uma linearizacao na qual em cada
monomio nao aparecem variaveis com grau > 1 é denominada uma
linearizagao completa.

A propriedade mais importante do processe de linearizacao é que
dada uma identidade, cada linearizacao dela é uma nova identidade.

Quando fazemos linearizagoes estamos sempre assumindo que o

corpo tem um numero suficiente de elementos.

Referéncia: [O-4].



CAPITULO 1

IDENTIDADES

EM ALGEBRAS DE BERNSTEIN

1. Algebras de Bernstein

Uma dlgebra ponderada é um par (A, w), onde A é uma algebra
sobre um corpo F'e w: A — F é um homomorfismo nao-nulo de
algebras.

Uma dlgebra de Bernstein é uma algebra ponderada que satisfaz
a 1dentidade

ziz? = w(z)’2’. (1)

Seja (A,w) uma algebra de Bernstein. Todo elemento de A da

forma w(a)~22? com w(z) # 0 é um elemento idempotente em A.

8



Seja € € A um elemento idempotente e seja N = Ker(w). Entao
A=Fe@d N.
O homomorfismo w é tnico. De fato, se w' é um outro

homomorfismo nao-nulo de A em F e y € Ker(w), entao

/

w'(y)! = w'(y*y?) = w'(w(y)*y?) = 0.

Assim w'(y) =0 e y € Ker(w'), de onde Ker(w) C Ker(w').
Como w' é nao nulo , necessariamente w'(e) =1 eentio w' = w.
Assumindo este fato, no que segue escreveremos simplesmente A
para indicarmos uma algebra de Bernstein.

Seja L. : N — N o operador definido por = — ez (multi-

plicagao a esquerda por e€). Entao L. satisfaz
L(2L.—-1)=0
e logo temos que N = U @ Z, onde U = Ker(2L. —1) e
Z = Ker(L.). Obtemos assim a decomposicao de Peirce de A
A=FeaU®Z. (2)

Se I denota o conjunto dos elementos idempotentes em A,
entao

I={etu+u®:uel}.

Sejam f=e+u,+u? €I, Uy e Z; ossubespacos de A na

decomposigao (2) correspondentes ao idempotente f. Entao
Uy={u+2uug: ve U}, Zy = {—2(zuo+zul)+z: z€ Z} (3).

As dimensoes dos espacos U e Z sao invariantes da algebra. O

par (dim U + 1,dim Z) é dito o tipo da dlgebra. Lyubich [L-6, 7]



classificou as algebras de Bernstein de dimensao arbitraria n sobre
o corpo dos nimeros complexos de tipos (n,0), (n—1,1), (1,n—1)
e (2,n—2) easdetipo (3,7n—3) taisque U? # 0. Observamos que
de (3) é facil ver que U? = 0 independe da escolha do idempotente.
Um outro invariante conhecido é dim(UZ & Z?).

O teorema a seguir caracteriza as algebras ponderadas que sao

de Bernstein.

Teorema 1 (Lyubich [L-1]). Seja (.A,w) uma algebra ponde-
rada. Suponhamos que A = Fe®U®Z, onde e é um idempotente
e Ker(w)=U & Z. Entao, (A,w) é uma élgebra de Bernstein se

e somente se, para todo u € U, z € Z e y € Ker(w), temos que:

a)ez =0 fluz?2=0
b) eu = lu g) ut -z =10
c)yly?=0 h)uz-22=0
d)u?=0 i) (uz)2=0
e)uz-u=0 jlulz?=10

e os subespacos U e Z satisfazem as relagoes

U’cz 7°cU, UZcU. (4)

Vamos terminar esta se¢cao com algumas identidades que serao

usadas nos calculos que seguem.

Linearizando a identidade (1) obtemos

10



22% - zy — w(zy)2? — w(z)?2y =0 (5)

e
day - az + 227 - yz — w(yz)a? — 2w(xy)rz
—2w(zz)zy — w(z)*yz = 0. (6)
Fazendo y = 2 e y = 2% em (5) obtemos respectivamente
22%2% = w(z)2? + iu(a:)%" (7)
e
2272 = w(z)*2? 4+ w(z)’2® (8)

Referéncias: [B-1], [H-8], [L-1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], [W-1, 2].

2. A propriedade de Jordan

Uma algebra A é dita uma dlgebra de Jordan se ela satisfaz a

identidade

a2ty -z =2’ -yx (Vz,y € A).

Dizemos que uma éalgebra nao-associativa A é uma dalgebra com
poléncia quarta associaliva quando verifica a22? = 232 para todo

T € A.

11



Em Walcher [W-1] encontramos a seguinte caracterizagao das

algebras de Bernstein que sao de Jordan.

Teorema 2 (Walcher [W-1]). Seja (A, w) uma algebra ponde-
rada e de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica # 2, 3.

Entao sao equivalentes as seguintes afirmacoes:
a) A é uma algebra de Bernstein-Jordan.
b) A é uma algebra de Bernstein com poténcia quarta associativa.

c) A satisfaz a identidade

2% —w(a)2? = 0. (9)

Também é conhecido o fato de que uma algebra de Bernstein é de
Jordan se e somentese Z2=0 e uz-z2=0 (Yue U, z€ Z) ([A-
2]). Esta ultima caracterizagao resulta também como consequéncia

do teorema 1 do capitulo I11.

Usando um teorema de Gerstenhaber-Myung [G-1] vamos classi-
ficar todas as dlgebras de Bernstein-Jordan reais que tem dimensao
5. Esta classificacao foi essencialmente obtida por Costa em [C-4,

5] por outro método.

Teorema 3. Existem 20 algebras de Bernstein-Jordan de di-
mensao 5 nao isomorfas sobre o corpo dos numeros reais. As tabuas

de multiplicagao sao as seguintes:

12



I. N2=0, N =<u;, z; >, tipo: (1 +n,4 —n).

(¢}

*=e, eu; = ju; onden € {0,1,2,3,4} e1 <1 < n quando

n>1.

1. dim(N?) =1, N =<u;,z > N?=Rec

1

sui,uf = ajc (1 =1,2,3).

[Il1e?2=¢€, eu; =

onde ¢ € Z e (a;,ay,a3) € um elemento do conjunto:
{(I»an)a (1,1,0), (li_lio), (lalal)a (lala_l)}

11.2. 2 =€, eu;=1tu;, u?=aic (1=1,2),

2
onde c € Z e (ay,az) € {(1,0), (1,1), (1,-1)}.
I13. e =€, euy=3iuy, uj=c
114. €2 = ¢, eu; = %u.,., (1=1,2,3), w21 = ua.
11.5. e2 =€, eu; = %ui, (1 =1,2), wuiz = us.

II. dim(N?) =2, N =<a,y,2%, 2y >.

[Il.l.e?=e, ez=32, e xy=3zy, z-z=2% 2z -y=ay.
I11.2. e2=¢, ex=

y? = Az? onde ) € {0,1,—1}.

. — 1 PR . . A
T, €Yy=3y, T-rx =2, T Yy=2zY,

Prova. Consideremos uma éalgebra de Bernstein-Jordan A de
dimensao cinco sobre um corpo arbitrario K. Entao pelo teorema
2 temos que N = Ner(w) ¢é uma algebra com poténcia quarta
associativa de dimensao quatro que satisfaz a identidade z* = 0.

Se N? =0 entao existem 5 algebras nao isomorfas, uma para

cada tipo. As tdbuas de multiplicagdo sao dadas pela tabua I.

13,



Se N? # 0 entao de Gerstenhaber-Myung [G-1] N ¢é uma
4lgebra associativa, nilpotente de indice trés, com dim(N?)=1 ou 2.

As élgebras de Bernstein-Jordan de dimensao arbitraria que sa-
tisfazem a condigao dim(N?) =1 foram classificadas por Hentzel-
Peresi em [H-5]. Neste caso, se a dimensao é 5, existem 11 algebras
nao isomorfas e as tabuas de multiplicagao sao as dadas pela tabua
IL.

Suponhamos entao dim(N?) = 2. Separamos este caso em duas
partes:

Se existem 2 € U e y € Z taisque 22 #0 e 2y # 0 entdo
de (4) segue que 22 € Z e zy € U. Assim {2 2y} é uma base
de N2. Se az + fy € N? entao az?+ fay € N* =0 e, como
22 e 2y sao linearmente independentes, temos que a = f = 0.
Logo = e y sao linearmente independentes médulo N2, Entao se
az + By +yzy + 622 =0 temos que ar +fy € N2 e a==0.
Como {a% zy} é linearmente independente, temos que vy = 6 =0
e assim {x,y,xy,x?} é base de N. Como A é de Jordan temos
que Z%? =0, de onde y? = 0. A tabua de multiplicagao neste caso
estd em II1.1.

Vejamos agora a parte complementar, isto &€ , suponhamos que
uZ =0 para todo u € U tal que u? # 0, e que se existe z € Z tal

que uz # 0 entao u? = 0. Temos trés casos pcssiveis, a saber:

1. U?=0.

Se U2 = 0 entdao N? = UZ e, como dim(N?) = 2, existem

14



uy, ups € U e z;, zo € Z tais que o conjunto {u;z;, uszy} € uma
base de N?. Se 2z, e z; sao linearmente independentes entao

dim(Z) > 2. Suponhamos que u; = au;z; + fuyz;. Entao

U121 = QUizy * 2 + UpZ2p + 27 = 0’

o que é absurdo. Logo wuj,u;z1,u222 sao linearmente independentes
e dim(U) > 3. Neste caso dim(N) > 5, o que também é absurdo.
Se z; = az; entao wuj,us,uyz1,uzz; sao linearmente indepen-

dentes. Com efeito, se
auy + fug + yuyzy + duqgz; =0

entao

auy zy + fugzy = 0,

de onde a = = 0. Assim dim(U) > 4 e Z = 0 o que é absurdo.

Entao o caso U? =0 nao pode acontecer.

2.UZ=0.

Suponhamos agora que UZ = 0. Como Z? = ( temos que N? =
U?. Sejam x1,y; € N tais que y? = Aa? (A € K) e {a1,y1,2%, 2101}
é uma base de N (ver Gerstenhaber-Myung [G-1]).

Como N = U@ Z existem z,y € U e 2,z € Z tais que
=24z e yy=y+2. Como UZ=0 e Z>=0, temos que
2? = 2}, 2y = ayy1 e y? = Aa?. Logo {a2?,xzy} é uma base de N?.
Como {z,y} ¢é linearmente independente modulo N? | obtemos

que {z,y,z% 2y} é uma base de N . A tabua de multiplicacao é

dada por:

15



e?=¢, er=1ir, ey=13y, zz=z’, z-y=uzy, y =y

Outra escolha do par (2;,y;) troca a constante A por Aa? , onde
a € K e a # 0 (Gerstenhaber-Myung [G-1]). Assim neste caso as
algebras de Bernstein-Jordan estao parametrizadas por 0 e os ele-
mentos do quociente " /(/~)?, onde K~ representa o grupo multi-
plicativo do corpo K. Em particular,se k' = R, o corpo dos nimeros
reais, entao os valores de A sao 0,1 e -1. Obtemos assim a tabua de

multiplicacao 111.2.

3.U?#0,UZ #0.

Assumamos agora que U? # 0 e UZ # 0. Existem entao
U, ug EU e z3 € Z taisque u? #0 e uyzy #0. Se u? # —2uqu,
fazemos = = u; +uy; e y = z. Se ul = —2uyuy; fazemos
T =1u +2u; e y = z,. Em qualquer caso z2 € U? C Z. Segue
que {2?,zy} é uma base de N? e assim {z,y,z? 2y} é uma base
de N . A tabua de multiplicagao é dada pela tabua III.1.

Observamos agora que uma algebra com tabua de multiplicagao
I11.1 nao pode ser isomorfa a uma algebra com tdabua de multi-
plicagao I11.2. Se A # 0 isto é claro. Assumamos entao que A = 0.
Seja € um outro elemento idempotente da algebra 111.2, e seja
N =U@&Z a correspondente decomposicio de N . Seja u; € U
tal que ¢ = e+ u; +u?. Entdo, como U = {u+2uju: u€ U},
Z' = {2uz4+ul)+z2: z2€Z} e UZ = 2% =0, temos
que Z = 7. Segueque U'Z =U'Z C (U+ Z)Z = 0. Assim,

a propriedade UZ = 0 independe da escolha do idempotente. A
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algebra dada pela tabua II1.2 nao pode ser isomorfa a algebra com
tabua I11.1, porque esta algebra tem subespagos com UZ # 0,

concluindo-se com isto a prova do teorema.

Referéncias: [A-2], [C-4, 5], [G-1], [H-5], [W-1], [Z]-

3. Nilpoténcia do nicleo

Uma algebra nao-associativa A é denominada nilpotente se existe
um inteiro n > 0 tal que o produto de quaisquer n elementos de A,
com qualquer distribuicao de parénteses, é igual a zero.

Uma &lgebra nao-associativa A é denominada solivel se existe
um inteiro n > 0 tal que A(™ = 0, onde as poténcias plenas de A
sao definidas por A® = A, A+ = A1) AD,

Uma algebra é chamada associativa nas poténciasse toda subalgebra
gerada por um tnico elemento é associativa.

Seja A uma algebra associativa nas poténcias. Um elemento a €
A é denominado nilpotente se existe um inteiro n > 0 tal que 2" =
0. A algebra A é denominada nilalgebra se todo elemento de A é
nilpotente.

Uma élgebra ponderada (A,w) é chamada t-dlgebra especial se
N = Ker(w) é nilpotente e as poténcias principais N¥ k=1,2,...
sao ideais da algebra (ver Worz-Busekros [W-2, p.55]). As poténcias

principais N* sao definidas por N! = N, N'*! = N!N,
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Se A=Ke®N éuma algebra de Bernstein, entao as poténcias
Nk k=1,2,... saoideais. Assim, A é uma t-algebra especial se
e somente se N ¢é nilpotente (ver Walcher [W-1]). A é dita uma
dlgebra de Bernstein nuclear se satisfaz a condigao A? = A. G-
ishkov [G-2] e Odoni-Stratton [O-1] provaram que se A € nuclear de
dimensao finita entao N é nilpotente. Este resultado foi melhorado
por Peresi [P-2], trocando a hipétese dimensao finita por finitamente
gerada. Se A éuma algebra de Bernstein-Jordan, entao do teorema
2 temos que N é nilalgebra de indice 3. Uma nilalgebra de Jor-
dan de indice finito e dimensao finita é nilpotente (Z, p.22]. Usando
a mesma argumentagao que aparece em [P-2], é possivel substituir

neste caso a hipdtese dimensao finita por finitamente gerada.

Proposicao 4. Se A= Ke@® N é uma algebra de Bernstein-

Jordan finitamente gerada, entao N é nilpotente.

Prova. Seja E a algebra associativa dos endomorfismos de N.
Definindo em E a operagao * dada por f*g = fg+ ¢gf (onde
fg ¢ a composicao das fungoes f e g¢), obtemos a algebra de
Jordan E7* associada a E. Do teorema 2 temos que 2° =0 para

todo € N eentao [2%]61(y)éi(z) =0, istoé
—TY-z=Yy-rz+ T Yz

para todo x,y,z € N. Disto segue que, se L, denota o operador
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multiplicagao a esquerda por um elemento 2 € N, entao
Lry = (_LI)(’"Ly) + (_Ly)(-Lr) =L, Ly-

Logo. a aplicacaio 2 € N — L, € E ¢ um homomorfismo. O

nucleo deste homomorfismo é o conjunto An(N)={n € N: nN =

0}, chamado o anulador de N. Assim temos que N/An(N) é
isomorfo a uma subdlgebra de FE*. Além disso N/An(N) é
finitamente gerado e nil de indice 3. Nestas condigoes N/An(N)
é nilpotente (ver Zevlakov [Z, p.114]). Existe entio um inteiro r
tal que (N/An(N))" = 0. Logo N™ C An(N) e temos N™! C
An(N)N = 0. Portanto N é nilpotente.

A seguir vamos construir duas algebras, a primeira das quais
mostra a necessidade da hipdtese finitamente gerada. A construgao
é feita a partir de um exemplo dado por Zhevlakov de uma algebra

N que é nil de indice 3 e satisfaz N?N? = (0 mas nao é nilpotente

([Z, p.82)).

Exemplo 1. Consideremos o conjunto enumeravel de indeter-
minadas X = {21,%2,...,%pm,...}. Definimos uma palavra regular

como uma expressao formal do tipo
U= T Ti,... Ty,

onde s >1 e 13 <13 <..< 1, Sejam P o conjunto das palavras
regulares e /' o espago vetorial gerado por P sobre um corpo I

de caracteristica # 2,3. Para definir uma multiplicagao comutativa
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em N consideramos z;,z; em X e u,v em P e fazemos:

1. z; * z; = x;z; para 1 <.

S\

.u*v =0 seambas u e v tem pelo menos duas letras.
J.uxx; =0 se s>2 e 1 <12, ou z; aparece em u.

4. ukxz; = (—1)2;2,...25...25, s€ $2>2 € 1> 1y,
onde o é a permutacao nos subindices que frz com que wuz; seja
uma palavra regular. '

A algebra N tem dimensao infinita, satisfaz a identidade de
Jacobi

(uxv)*w+ (v*w)*u+ (wru)*v =0

e a condicio N?N? = (0. Mas nao é nilpotente, pois para todo

n > 1 temos

(...((zy *22) *23) * ...) * 2, = T129...2, # 0.

Construimos duas algebras de Bernstein nao isomorfas a partir
desta algebra N. Para fazé-lo introduzimos uma nova letra e
que sera um elemento idempotente da algebra. Seja I'e o espago
vetorial gerado por e sobre K e consideremos o conjunto A =
Ke& N. Decompomos N como a soma direla de espagos vetoriais

N =U & Z e estendemos a multiplicacao * ao conjunto A pondo

1
exe=¢, €xu=u (Vuel), exz=0 (Vz€ Z).

Fazemos a decomposicao N = U @ Z definindo U e Z de duas

maneiras:

20



1. U =< {u € P:u tem comprimento impar } >,

Z =< {u € P:u tem comprimento par } >y .

2. U =<{u € P:u temcomprimento > 2} >y, Z =< X >y .

Se definimos em ambos os casos o operador w: A — K fazendo

w(Ae +n) = A obtemos que w é um homomorfismo de &lgebras.
Vamos indicar a multiplicagaio em A usando simplesmente
justaposigao.
Por construgao é claro que U e Z satisfazem as relagoes (4).

Sejam y € NyuelU e z€ Z. Como N2N? =0 temos

vy’ =0, v* uz =0, uz-22 =0, (uz)? =0, u?22=0.

Para a primeira algebra Z? = 0 e para a segunda U? = 0. Em

qualquer caso segue entao que

Portanto, todas as condigoes do teorema 1 estao preenchidas e pode-
mos concluir que as algebras construidas sao de Bernstein.

A primeira dlgebra é de Jordan (pois Z? =0 e uz-z = —Juz’ =
0 para todo u € U, z € Z), nao é finitamente gerada e o seu ntcleo
nao é nilpotente.

Para a primeira dlgebra temos U? # 0 e paraasegunda U? = 0.

Como foi observado na secao 1, o fato de que U? = 0 independe
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da escolha do idempotente. Portanto, estas duas algebras nao sao

1somorfas.

Observacao. Hentzel-Peresi [H-3] observaram que em geral o
nucleo de uma algebra de Bernstein nao é nilpotente mas € sem-
pre solivel quando a algebra é finitamente gerada. Recentemente
Hentzel-Jacobs-Peresi-Sverchkov [H-7] mostraram que para qual-
quer algebra de Bernstein o nicleo é solivel de indice <5 e N?

é nilpotente de indice < 9.

Referéncias: [G-2], [H-3, 7], [O-1], [P-2], [Z].

4. Algebras de Bernstein normais

Uma élgebra de Bernstein A= Fe@® U & Z é dita normal se
satisfaz a identidade

2y = w(x)y. (10)

Esta condicao é equivalente a ter Z2 = UZ = 0 (ver por exemplo

(W-2]).

Proposigao 5. Seja A uma algebra de Bernstein normal sobre
um corpo de caracteristica # 2,3. Entao A satisfaz as seguintes
1dentidades:

2%r = 2%2?  (poténcia quaria associativa), (11)
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2’y -2 =2 -ya (identidade de Jordan), (12)

2(yx - a)z +ya® — 3ya? -2 =0 (quase — Jordan ), (13)
)

[u—
5=

H(z,y) = 2(xy)* —a’y -y —y’z 2 =0, (

P(a,y) = (zy)’ =2y’ +(2y-2)y+(zy-y)a—y’z-a—a’y-y = 0, (15)

(z,yz,1) + (2,91, 2) + ({,2y,2) = 0. (16)

Prova. Da hipétese temos que A satisfaz (10). Fazendo z =y
em (10) obtemos que A satisfaz (9) e entao A satisfaz (12) pelo
teorema 2. Fazendo x =y em (12) obtemos (11). A identidade
(13) é consequéncia de uma linearizagao de (12). Expandindo (16)
podemos ver que esta identidade é uma consequéncia direta da forma
linearizada da identidade (10). Provaremos (14) e (15) no préximo

teorema.

Observagao. Quando a caracteristica do corpo é zero, as iden-
tidades (13), (14) e (16) geram (veja a segao 2 do capitulo IT) todas
as identidades de grau minimal satisfeitas por uma algebra de Bern-
stein normal que nao envolvem o homomorfismo w e que nao sao
consequéncia da comutatividade. Provaremos este fato na secao 3

do capitulo 11.

Teorema 6. Seja A uma algebra de Bernstein sobre um corpo
de caracteristica # 2,3. Entao sao equivalentes:
a) A é normal.

b) A satisfaz a identidade

2?y? = w(zy)zy. (17)
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c) A satisfaz a identidade
(w(z)y + w(y)z)? = (2zy)”. (18)
d) A satisfaz a identidade (14).
e) A satisfaz a identidade (15).
Prova. a) = b): Pela definicao A satisfaz (10). Se fazemos
y = y?> em (10) obtemos 2%y% = w(x)zy?. Como zy? = w(y)zry

obtemos entao (17).

b) <c¢): Fazendo z =y em (6) obtemos
4(zy)? + 22%y% — w(y)?2? — dw(zy)zy — w(a)’y* = 0. (19)

Desta identidade b) <c¢) é imediato.
b)=ra): Fazemos y =z € Z e z = e em (17) para obter que
Z? = 0. Linearizando agora (17) em z obtemos

2z - y? = w(yz)ay + w(ay)yz.

Fazendo 2 = u € U, y = ¢ e assumindo z € Z obtemos desta
ultima identidade que UZ = 0. Assim temos que A ¢é normal.

a)= d): Linearizando a equagao (9) temos

22 -2y + 2%y — w(y)a? — 2w(z)zy = 0.
Agora trocamos z e y para obter

2y - yz + ylz — w(z)y® — 2w(y)zy = 0.
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2

Fazemos agora y = y? na primeirae z = 2? na segunda identidade

e somamos as duas identidades para obter
20 - ay® + 2y - ya? — 22%y% = w(x)y? + w(y)?2?  (20)

De (17) e (19) temos

w(z)?y? + w(y)?a? = 4(zy)? — 22292

Desta identidade e (20) obtemos (14).

Pelo mesmo argumento usado em b)#a) podemos ver que d) e
e) separadamente implicam UZ = Z? = 0. Assim, s6 falta provar
que d)= e).

Uma algebra de Bernstein que é normal satisfaz a identidade (11).

Linearizando esta identidade obtemos
G(z,y) = .T-:zty2—|-2:1:(y~3;y)+y'm2y+2y(m-my)—4(:1:y)2—22:2y2 =0.

Como G = 2P — 3H temos finalmente que d)< e).

Referéncias: [W-1], [W-2].

5. Algebras de Bernstein excepcionais

Uma algebra de Bernstein A = Fe& U & Z é dita eacepcional
se satisfaz a condicao U? = 0.

Temos a seguinte caracterizacao destas algebras:

25



Teorema 7. Para uma algebra de Bernstein A sao equivalentes

as seguintes afirmagoes:

a) A é excepcional.

b) A satisfaz a identidade
(zy)? — w(zy)zy = 0. (21)

c) A satisfaz a identidade
yly? 2?2? = 2%y? . yls?, (22)

d) A satisfaz a identidade

22z -yl = w(yl)az + w(zz)yt. (23)

Prova. a) = b): Se A=Ke@dU@Zerx=aet+u +2z, y=
e+ uz + z; sao elementos de A com u; € U e z; € Z, temos

que
a
—1

1y = af3e
Ty a/c+2

7]
2+ I;)_ul + wyz2 + uzz + 2122

. ‘ a? af?
(xy)? = (af)%e + Tﬂu; + _'Tul + afuyzy + afuzz; + affz122.

Disto obtemos que w(zy)zy = afzy = (zy)>

b)= ¢): Como sabemos que A satisfaz (21) segue de (19) que
222y% = w(y)?2? + w(z)?y® (Va,y € A). (24)
Por outro lado, linearizando a identidade (21) em z obtemos
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w(zy)zy + w(ay)zy = 2zy - zy.

2

Se fazemos agora @ = 22,y = y? e z = z? nesta identidade obtemos

w(y)?y?(w(z)’2? + w(x)?2?) = 2% - y?2:2

Segue agora das identidades (1) e (24) que (22) é satisfeita por A.
b)= d): Linearizando (24) em @ e y obtemos (23).

d)= a): Se fazemos z =z =u € U e y=1=¢€¢ em

(23) obtemos que u? = 0 (V u € U). Como assumimos que a
caracteristica de A ¢ diferente de 2, segue que U? = 0 e A é
excepcional.

c)=ra): Linearizando a identidade (22) em y obtemos
(day -ty +2y* - ta)-2%2% = (2% al)- 2%y + 2(2? - yt)(2? - ay)

+2(2? - ay) (2% yt) + 2%? - (2% - at).

Fazendo a =t =u € U, 2 = y = z = e e usando (4) obtemos

u? =0 (VY ueU). Logo U?=0 e A é excepcional.

Corolario. Se A ¢é uma algebra de Bernstein excepcional entao
N2N? = 0.

Prova. O corolario é uma consequéncia imediata de (23).

Exemplo 2. Consideremos um corpo K e um conjunto enu-
meravel de indeterminadas X = {@1,22,....;&m,...}. Seja N[X] o
espago vetorial gerado sobre K pelo conjunto dos monémios co-

mutativos e associativos nas variaveis x;, 7 > 1.
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Definimos a forma linear w : K[X] — K pondo w(z;, x4,...x;,) =
1 para todo monoémio a;,T;,...¢;,. Construinos uma estrutura de

algebra comutativa em I'[X] definindo a multiplicagao como segue:
1. zi % x; = 225

2. z; *x m = maz; para todo monémio m com pelo menos duas

letras,

3. m*n = I(m + n) para dois monémios m e n com duas ou

mais letras cada um.

Entiao w é um homomorfismo de dlgebras com respeito a * . Com
efeito, se Y ajzi+p e Y Bz, + ¢ sao dois elementos em K[X],

onde p e ¢ sao polinémios de grau > 2, entao
w([d ez +pl * [ Biz; +dl)
= w()_ aifjria; +)_aiwig+ Y fix;p+p*g)
=3 aifli+ Y aiw(q) + Y Biw(p) +w(p)wlq)
=[S it w8 + w(@)] = (Y o + pho(Y B + )
Se x =Y a;z;+p € K[X] e 22 = ¢,onde p e ¢ sado polinémios
de grau > 2, entdo 2?*2? = ¢ = w(¢)q = w(a)?2?. Assim K[X]

é uma algebra de Bernstein. Além disso, se z,y € K[X] entao

r*y=s, onde s éum polinomio de grau > 2. Logo, temos

(r*xy)*(x*y)=s" =w(s)s=wlx*xy)r*y

e portanto I[X] é excepcional pelo teorema 7.
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Proposigao 8. Seja A wuma algebra de Bernstein. Se A é

excepcional entao satisfaz a identidade
(za,yb,z) + (ya.zb,x) + (za,xb,y)

+(x,yb,za) + (y, zb,xa) + (z,2b,ya)

+(z,a,y) - 2b+ (y,a,2z) - &b+ (z,a,2) - yb = 0. (25)
Prova. Usando (23) obtemos
2(za,yb,z) = w(yb)za - - w(ybz)za,
2(x,a,y) - zb=w(zb)ra -y — w(zb)ay - z.

Agora , expandimos cada um dos termos de (25) usando estas duas

identidades e somamos para verificar que (25) é uma identidade de

A.

Observagao. Na secao 4 do capitulo I mostraremos que a iden-
tidade (25) gera (veja a segao 2 do capitulo II) todas as identidades
de grau minimal (que nao envolvem o homomorfismo w e nao
sao consequéncia da lei comutativa) satisfeitas por toda algebra de

Bernstein excepcional, quando a caracteristica do corpo é zero.

Referéncia: [L-6].
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6. Algebras de Bernstein nucleares

Como ja mencionamos na segao 3 deste capitulo, uma algebra de

Bernstein A é chamada nuclear se A%? = A. Micali-Oualtara

[M] demonstraram que toda algebra nuclear satisfaz a identidade

22! — 3w(z)2® 4+ w(z)?2? = 0.

(26)

Teorema 9. Seja A uma algebra de Bernstein nuclear. Entao

A satisfaz a identidade

22% + 3222°% — 52%2% -2 = 0.

Prova. De (1) e (26) temos que A satisfaz

22 + 2%2? = 3w(z)2®,

logo satisfaz

22° + 22?2 = 3w(x)a’.

De (1) e (8) obtemos .

22223 — 2%2? - 2 = w(x)a2?

Multiplicando (28) por w(a) e usando (1) e (30) obtemos

22%2% - 1 — 2%2° = w(2)2*.

Desta identidade e (29) o resultado segue.
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Observagao. Obteremos mais informacoes sobre a identidade

(27) na segao 5 do capitulo II.

Referéncias: [G-2], [M].

7. Identidades de grau quatro

Nesta secao estudamos as algebras de Bernstein que satisfazem
uma identidade de grau quatro que nao é consequéncia da comuta-

tividade. Nosso estudo é baseado no seguinte resultado:

Teorema 10 (Hentzel-Piacentini Cattaneo-Carini [H-6]). Seja
A uma algebra comutativa sobre um corpo de caracteristica # 2, 3,
e suponhamos que A satisfaz uma identidade de grau quatro nao
implicada pela lei comutativa. Entao A satisfaz pelo menos uma
identidade de uma das seguintes familias de identidades onde a, 3 e

6 sao escalares:

azla? + fadr =0, (31)
Blyat o — (yz-z)e} + 6{ya® — (ya-2)2) =0,  (32)
af(zy)’ -2y} + B{(zy - 2)y +(ay-y)a—y’e-2 —a’y-y} = 0, (33)

(xy-z)t—(ay-t)z+(yl-a)z—(yl-z)z+(yz-1)a—(yz-2)t = 0. (34)
Observamos que a identidade (34) é aidentidade (16) da proposigao
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O seguinte lema permite que os resultados estabelecidos nos pré-
ximos teoremas independam da dimensao da algebra podendo esta

dimensao ser eventualmente infinita.

Lema 11. Sejam A uma algebra sobre um corpo K, m,n
inteiros nao-negativos,n > 1, € K e T: A — K uma forma

linear nao-nula. Se T'(2)™(a™ 4+ T (z)2" ') =0 (Vz € A) entao

2"+ BT(z)a" =0 (Va € A).

Prova. Suponhamos que existe b€ A tal que b"+ BT (b)b"! #
0. Assim T(b)=0 e 0" #0. Como T # 0 existe a« € A tal que
T(a) #0. Se A€ K temos

T(il‘ + )\y)m((;'l? + /\y)n + ,BT(’I + /\y)(a + /\y)n—l) -0

para todo a2,y € A. Expandindo esta expressao vemos que o coefi-

ciente de A™ ¢é
T(y)™{a" + BT(2)a" "'} + T(x){um fator eventualmente zero}.

Se fazemos x = b e y = a obtemos T(a)™b" = 0. Como

T(a)# 0 e b" #0 isto leva a uma contradigao.

Seja A uma algebra de Bernstein que satisfaz as condigoes
do teorema 10. Entdo A satisfaz pelo menos uma identidade de

uma das familias de identidades (31) - (34). Em cada caso obtemos
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primeiro condigoes sobre os coeficientes da identidade. No que segue,
A=Fe® U@ Z como em (2).

Se A satisfaz (31) fazendo 2 = e e aplicando o homomorfismo
w a identidade obtida vemos que a = —3 # 0. Assim a identidade

é equivalente a identidade 222? = a®2. Neste caso, a algebra A é

de Jordan pelo teorema 2.

Suponhamos agora que A satisfaz (32). Fazemos z = e e
y = u € U para obter (f+ 38)u = 0. Quando S+ 36 # 0
temos U = 0 e entdo por (4) A tem ﬁmltiplica&;é.o trivial, isto é,
N?2=0. Se B+36=0 obtemos a identidade (13). E conhecido o
fato de que toda algebra de Jordan sobre um corpo de caracteristica
# 2,3 satisfaz (13) mas a reciproca é falsa em geral (veja Osborn
[O-3], Hentzel-Peresi [H-2]). Para algebras de Bernstein a reciproca

vale:

Teorema 12. Seja A uma algebra de Bernstein. Entao A ¢é

uma algebra de Jordan se e somente se A satisfaz

2yx - x)r +ya® — 3ya? -2 =0. (13)

Prova. Linearizando a identidade (13) em z obtemos
2ya-a)z4+2(ya-z)a4+2(yz-2)a42(zz-a )y+alzy—6(xzy)r—3a%y-z = 0.
Pondo z = y = 22 obtemos

22%2? — 22%2% . 2 — 2%2% - 22 + (2%2? - 2)x = 0.
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Agora usamos as identidades (1), (7) e (8) para obter
w(z)?(2* — w(z)z®) = 0.
Pelo lema 11 segue que A satisfaz a identidade

z! —w(x)2® = 0. (35)

2

Fazemos agora y = 2* em (13) para obter

22°% + 2223 — 32%2% .2 = 0.

Usando esta iltima identidade, as identidades (1), (8), (35) e o lema
11 obtemos 2* — w(z)z? =0 (Va € A), o que prova que A é uma

algebra de Jordan pelo teorema 2.

Suponhamos agora que A satisfaz uma identidade da familia
(33). Fazemos primeiro = = e e assumimos que y € U em (33)
para obter (a — #)y? = 0, isto é, a # [ implica U? = 0. Se
fazemos x = e e assumimos y € Z, obtemos (2a+ f)y? =0, isto
é, 2a + f # 0 implica Z? = 0. Finalmente, linearizando (33) em

x temos

2a{ay 2y — a2 y*} 4 B{(zy - 2)y + (2y - 2)y + (2y - y)a

2

+ay-y)z—y?z -2 —ylr -z — 2z y)y} = 0.

Se fazemos aqui y = € e assumimos que z € U e z € Z obtemos
(204 f)xz =0, istoé, 2a+#0 implica UZ =0. Assimse A
satisfaz (33) com 2a+ 3 #0 e a# fentio U?=22=UZ =0

e A ¢é uma algebra de Bernstein com multiplicagao trivial. Se
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a = [ obtemos que P(z,y)=0 e A é normal pelo teorema 6. Se
20+ f =0 a identidade (33) é a identidade (36) abaixo e temos o

seguinte resultado:

Teorema 13. Para uma algebra de Bernstein A as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
a)U? =0, uzy- 2z =uzy-zyezn’z=2,-2129 (VueU, z € 2).
b) A satisfaz a identidade

2ya-a+22%y -y + (zy)?—2%y* —2(zy-2)y—2(zy-y)z = 0. (36)

Prova. a)=b): Tomando elementos = = ae + u; + z;, y =
fe+u; +z em A com w; € U, =z € Z e usando as hipdteses
vemos que estes elementos satisfazem (36).

b)=-a): Linearizando (36) em y obtemos
2yz-2)r+a2tz-y+2%y-z4ay-zz— 2% y2

—(zz-2)y—(ay-2)z— (vz-y)z— (ay-2)a =0 (37)

2z w)r +2(yz - 2)we 42w 2)y+ 2(ew - y)z + 2y - wzr —wy -2z
—2qw-yz— (wz-a)y— (2z-w)y — (2y - w)z — (wy - 2)z — (wz - y)x
—(zz-y)w—(wy - z)r — (zy - 2z)w = 0. (38)

Fazendo agorax =z € Z,z = 2, € Z e y = € em (37) obtemos

2izy = z1 - 2129 (V21,29 € Z). Como a # B temos que U? = 0.
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Entao se fazemosy =e, s =21 € Z ,z2=20€ Zew=u€ U em

(38) obtemos uzy - z; = uz; -z (Vu€e Uez € Z).

Finalmente. para algebras de Bernstein satisfazendo a identidade

(34) temos:

Teorema 14. Para uma algebra de Bernstein A as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:
a) K{er(w) é nilpotente de indice <3 e U7 =0.
b) A satisfaz a identidade (34).

Prova. a)= b): E suficiente tomar elementos z, y, 2, t€ A
e ver diretamente que com as hipoteses estes elementos satisfazem
(34).

b)= a): Se agora supomos que = € U,z € Z e y=1=c¢
obtemos de (34) que UUZ = 0. Se agoratomamos y=te€ U,z € Z
e = = ¢ obtemos de (34) que U?Z = 0. Disto e das relagoes (4)

temos

(U4 22 =U? 4 22,
U+ ZP=U+2Z)U+2)=U3+UZ+UZ*+ Z3 =0.

Assim, KNer(w)=U & Z é nilpotente com indice < 3.

E facil ver que uma algebra de Bernstein tal que /' # 0 nao

satisfaz nenhuma identidade homogénea de grau 3. De fato, con-
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sideremos a identidade
ary-z+ Pyz-z+yzz -y =0.

Fazendo @ = y = = = ¢ ¢ aplicando o homomorfismo w a

identidade (34) obtemos que a + 7+ v = 0. Se agora fazemos

r=y=¢€¢ e z=u€ U obtemos 2a+f+~ = 0. Logo
a = 0. Analogamente obtemos que # = v = 0. Como nao existem
identidades de grau < 2 nao implicadas pela comutatividade exceto
a propria comutatividade, podemos reéumir nossos resultados no

seguinte

Teorema 15. Seja A uma algebra de Bernstein sobre um corpo
de caracteristica # 2,3. Entao A satisfaz urna identidade de grau
< 4 que nao é implicada pela comutatividade se e somente se A

satisfaz pelo menos uma das seguintes afirmacoes:

a) A é uma algebra de Jordan.

b) Ker(w) é nilpotente de indice < 3e UZ = 0.

) U? =0, uzy 29 = uzg -2y, 21229 = 212129, VYu € U e

Z1. 29 € Z.

Exemplo 3.(Lyubich [ L-7]). Seja Az, uma algebra de Bern-
stein definida da seguinte maneira. Seja V' um espaco vetorial sobre
um corpo I eseja T :V — V' um operador linear que satisfaz

a condicao T = T? e uma funcao linear nao-nula ¢ : V — K
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que verifica a condigao goT = ¢g. Definimos a multiplicacao em V
por

oy = 3 {9)T() + 9(2)T ().
Esta algebra satisfaz a identidade (14). Assim Ar, é uma algebra
de Bernstein normal pelo teorema 6. Além disso podemos observar
que a normalidade implica a) e b) do teorema 15, como segue da

proposigao 5 e do teorema 14.

Exemplo 4. Consideremos a é.lgebx'é. de Bernstein A com base

€,U1, Uz, z € multiplicacao dada por e?

=e,eu; = 1/2u;,u1z = ug,
demais produtos iguais a zero. Esta algebra satisfaz a identidade
(13). Assim é uma algebra de Jordan pelo teorema 12, mas nao é
normal ja que UZ # 0. Além disso, A satisfaz c¢) e nao satisfaz

b) do teorema 15.

Exemplo 5. Seja A a dlgebra de Bernstein com base c¢g, ¢y, ¢z
e multiplicagao dada por 2 = ¢y, cocr = 1/2¢1, 2 = c1, cocy =
¢} = ¢jey = 0, demais produtos iguais a zero. Podemos ver que A
satisfaz b) e ¢) do teorema 15, mas nao é uma algebra de Jordan ja

que (co + 61)2C2 “(co+ ¢2) — (co + 61)2 ca(co + ) = —]/ch # 0.

Referéncias: [H-2, 6], [L-7], [O-3].



8. Algebras de Bernstein de ordem n

Uma algebra ponderada (A,w) é uma dalgebra de Bernstein de

orden n se ela satisfaz

2 — (2)2" ) (Vz € A), (39)

onde a poténcia z[" é a n-ésima poténcia plena de = definida por
2l = 2 e 2 = zl-Uzl-1 para n>1. Ocaso n=1 cor-
responde as algebras de Bernstein ja déﬁnida.s. Esta generalizagao
do conceito de algebra de Bernstein foi dada por Abraham em [A-1].

Se A ¢é uma algebra de Bernstein de ordem n entao todo
elemento da forma e = w(x) 22"+ com w(z) # 0 é um ele-
mento idempotente da algebra. O homomorfismo w ¢é unicamente
determinado e se N = Ker(w) entaor N = U@ Z, onde
U= Ker(2l — L) e Z, = Ker(L?). Além disso, temos que
U? C Z, eooperador L. satisfaz 2L = L?. Toda algebra de

Bernstein de ordem n satisfaz a identidade
(2l g 21y =

de grau 3-2" 4+ 1.

O seguinte teorema é uma generalizacao dv teorema 2.

Teorema 16. Seja (A,w) uma algebra ponderada associa-
tiva nas poténcias (nao necessariamente de dimensao finita) sobre
um corpo de caracteristica # 2. As seguintes afirmagoes sdo equiv-

alentes:
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a) A é uma élgebra de Bernstein de ordem n.
b) 22"t —w(2)a?" =0 (Vz € A).
¢) a2 = w(a) 2=k (VE, 1< k< 2M).

Prova. a)= b): Como A ¢ associativa nas poténcias, de (39)

temos

2" = w(2)?"2¥ (Vz € A). (40)

Linearizando parcialmente (40) obtemos

#2182 (w) = [w(2)™)6,(y)e™ + w(2)*"[27"]8}(y),
le.
[=*162(y) = 2"w0(2)”" T w(y)e® + w(z)? (26, (y).

Se fazemos y = 2% obtemos

Qutlg 2l — gnay(2) 2 122" 4 Onp(2)? 2. (41)

Multiplicando (40) por 2"*'z obtemos

‘2"“372"““ = 2n+1w(,l)2"$2"+1_ (42)

Subtraindo (41) de (42) e dividindo por 2" obtemos

w(@)? (2"~ w(z)?") = 0.

Assim, pelo lema 11, obtemos "' —w(z)2?" =0 (Va € A).
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b)= ¢): Temos que

n+1l n n_
2 _ LRl

e entao

‘2n+l ‘2”1'1_1

Vn n_ n+l_
LR S R LB 2,2 2

= w(x)a = w(z) = w(z)

Se continuamos este processo obtemos que

:1?211-#1 — w(a-')kflf2"+]_k (Vk’ ] S k S 271).

¢)=> a): Para k =2" na identidade anterior obtemos (39).

Observagao. E conhecido o fato de que para caracteristica
# 2,3,5 a identidade (11) é equivalente a associatividade nas
poténcias S, p.130]. E claro que a identidade de Jordan implica
esta identidade. Assim, para caracteristica # 2,3,5 toda algebra
de Jordan é associativa nas poténcias. Neste caso, o teorema ante-

rior pode ser aplicado as algebras ponderadas que sao de Jordan.

Referéncias: [A-1], [H-4], [S], [W-1].
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CAPITULO 1II

IDENTIDADES MINIMAIS

EM ALGEBRAS DE BERNSTEIN

A classe das algebras de Bernstein nao € uma variedade de algebras,
pois nem toda subalgebra de uma algebra de Bernstein é uma algebra
de Bernstein. Um problema natural é, portanto, encontrar a menor
variedade que contém as algebras de Bernstein. Em outras palavras,
o problema consiste em determinar as identidades minimais, isto €,
as identidades de menor grau que sao satisfeitas por toda algebra
de Bernstein mas nao sao consequéncia da lei comutativa e nao
envolvem o homomorfismo w. Este problema foi proposto pelo
professor Roberto Costa. Dedicamos este capitulo a obtencao de
identidades minimais nos casos das algebras de Bernstein normais,
excepcionais, nucleares e finalmente em uma &algebra de Bernstein
arbitraria. As ferramentas fundamentais para este trabalho sao a
construgao explicita de uma representagao do grupo simétrico S,

dada por Boerner em [B-2] e melhorada por Clifton em [C-1], e
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um método computacional introduzido por Hentzel em [H-1], que
permite representar identidades por meio de matrizes.

Os resultados deste capitulo, com excecao daqueles apresentados
na segao 4, foram obtidos em colaboracao com os professores Irvin

Roy Hentzel e Luiz Antonio Peresi conforme [C-3].

1. A representagao do grupo simétrico

Um diagrama de Youngé um diagrama composto por n quadra-
dos ordenados de cima para baixo de maneira decrescente por linhas
e colunas. Um tableau é um ordenamento arbitrario dos niumeros
de 1 a n nos quadrados de um diagrama de Young. Um tableau é
dito tableau standard quando a ordem dos numeros é crescente por
linhas e colunas. Para n = 4 os diagramas de Young com seus

tableaux standard respectivos sao os seguintes:

000 1234

(1 (] (] 123 124 134

(] 1

N
—
(%]
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(]
[]

e W

A cada diagrama de Young corresponde uma representagao
S, — L(F), onde L,(F) é o grupo linear das matrizes inversiveis
it xt sobre F' eonumero ¢t é dado pelo numero total de tableaux
standard que possue o respectivo diagrama. Obtemos assim uma
representagao natural de S, em uma soma de grupos lineares, onde
a quantidade de somandos € igual ao nimero total de diagramas de
Young para n. Por exemplo, no caso n =4, temos um total de
cinco representagoes de graus 1, 3, 2, 3 e 1 respectivamente, e um
homomorfismo que leva S; em uma soma de 5 grupos lineares, a

saber
Sy — Li(F)& L3(F) & Lo(F) @ La(F) & Ly (F).

Fixado um diagrama de Young, a construcao do homomorfismo
respectivo é feita como segue. Sejam 7;,7s, ..., Ts 0scorrespondentes
tableaux standard e seja # uma permutagao em S,. Definimos o
tableau #7; como o tableau obtido ao aplicarmos a permutagao =«

aos numeros em 7;. Por exemplo, se 7= = (12)(34) entao

1 2 3 2 1 4
s ==
4 3
Construimos a matriz A, = (a;;) da seguinte maneira: Se
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existem dois numeros (distintos) na intersecio como conjuntos de
uma coluna de 7; e uma linha de 77; entao a;; = 0. Em caso
contrario a;; = sgn(o), onde o €é a permutagio que deixa fixas
as colunas de 7, como conjuntos, mas leva os numeros de 7; nas

linhas em que eles aparecem em #7,. A matriz associada a 7 ¢

a matriz A7'A,, onde I é a permutacio identidade. Devemos
observar que A; é a matriz identidade quando n <4 e é diferente /
da matriz identidade para n > 5 como veremos na secao 5. Do
exemplo anterior temos que a imagem dos geradores (12) e (1234)

de 54 é:

1 0 -1 _ 1 -1 1
12)—[1]& |0 1 —1| & 0 &0 -1 0]a&-1],
0 0 -1 0 0 -1
-1 10 1 -1 1
-1 0
(1234) — [1]& | -1 0 1| @& . i @1 0 0]a-1).
-1 0 0 0 10

Toda representacao ¢ de F'S, induz uma representacao ¢ =
ols, de S, ereciprocamente. Esta correspondéncia é inicamente
determinada. Assim podemos usar uma representagao natural de
S, para obter uma representacao de F'S,. Obtemos que FS, é
1somorfo a uma soma direta de algebras de matrizes. Do exemplo

anterior temos que

FSy = My(F) & Ms(F) & My(F) @ Ma(F) & M,(F).



Observagao. No que segue vamos usar a aplicagao 7 — A,
que nao é uma representagao pois Ay, = A,rA;IAa, mas estabelece
uma correspondéncia entre permutagdes e matrizes suficiente para
0s nossos propositos. Cometeremos o abuso de chamar a aplicagao

m — A, de representagao (irredutivel).

Para nosso propdsito de encontrar novas identidades em uma
algebra, é necessario conhecer a aplicagao inversa de uma repre-
sentagao. Paraisto fixemos um diagramade Younge sejam 7y, ..., 7;
os tableaux standard determinados por este diagrama. Seja S;; a
permutacao definida por S;;7; = 7; e sejar1 P o conjunto das
permutagoes que deixam fixas as linhas de 7, e () o conjunto
de todas as permutagoes que deixam fixas as colunas de 7; (como
conjuntos). Definimos o elemento ¢; de F'S; como

S
€, = —

— 2 son(g)pg

" peEP, q€Q

Os elementos €,5;; sao ditos as unidades de F'S;,.

Teorema 1. Em F'S, o produto

(O ai;Sie) (D bijSize;)

pode ser escrito na forma
> ciiSije;
onde os coeficientes ¢;; sao dados pelo produto de matrizes
(cij) = (aij)Ar(bi;)-
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Prova. Veja [R, p. 22].

Teorema 2. A representagao m — A, leva S;je; em AjE;;A;.

Prova. Clifton [C-1., p. 249] mostrou que se A, = (p;;) entao

Aplicando este resultado a 7 = S;je; temos
ex(Sijej)er = prSer.
Por outro lado, usando o teorema 1, obtemos
ex(Sije;)er = (Skrer)(Sije;)(Suer) = cuSne,

onde ¢y = EpAjEijAEy. Portanto, (pn) = ArE;jA; e o resul-

tado segue.
Como consequéncia imediata do teorema 2 temos o

Teorema 3. Se B = (b;;) entdo a matrizassociada a 3 0;;5;;€;

é a matriz A;BAj.
Do teorema 3 segue o

Teorema 4. Seja M uma matriz t X {, onde ¢ é o grau da

representacao. Seja
C =(c;)=A7"MAT.

Entao a representagao leva o elemento ) ¢;;Sije; em M.
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A aplicacao inversa de uma representagao é dada pelo teorema 4.

Referéncias: [B-2], [C-1], [C-3], [H-1], [P-1], [R].

2. Processamento de identidades

Seja A uma algebra sobre um corpo F' e
P:FS, — M][F]

uma representacao de grau r. Se ¢ € [[i_; F'S,, ¢ > 1, é uma
identidade de A entao ela pode ser representada como soma de ¢

madtrizes de ordem r pelo homomorfismo

P T FS. — P M. [F]
1=1 1=1

induzido por P.

Sejam &1, ¢, ..., ¢, € [1_; F'S,, identidades de A e considere-
mos o F'S,-médulo L gerado por elas. Entao uma identidade ¢4,
é consequéncia de @, @, ..., P, se e somente se ¢,41 € L. Neste
caso. dizemos também que as identidades ¢1,¢9,...,0, geram a
identidade ¢,4;. Isto é equivalente a ter que P(¢ny1) € P(L)
para todos os homomorfismos P induzidos por todas as repre-
sentagoes irredutiveis P de FS,. Entao para que a identidade

$n41 Nao seja uma consequéncia das outras identidades, é suficiente
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que exista uma representagao para a qual isto nao ocorre. Fixada
uma representacao P, podemos formar uma matriz de blocos com
as matrizes P(é1), P(¢2), ..., P(¢n41). Calculamos o posto desta
matriz com e sem as linhas provenientes da identidade  ¢,4,. Se

o posto ¢ o mesmo, entao ¢,y € L. Se o posto aumenta, entao

¢n+1 nao pertence a L e nao é consequéncia de ¢y, Pa, ..., ¢, NO
que diz respeito a esta representagao.

O professor Irvin Roy Hentzel escreveu um programa de-
nominado CRUNCH que calcula a matriz de blocos e a reduz a sua
forma candnica de linhas (isto é, forma escalcnada). O input é um
conjunto de identidades e o output é uma matriz escalonada para
cada aplicacago 7 — A,. O input é obtido linearizando a ou as
identidades a estudar e fazendo um arquivo em forma de coluna, e
o output é obtido em forma de blocos de matrizes separados por
tipos de associagao (ver secao 3). Devemos observar finalmente que
faremos os calculos no processo de escalonamento moédulo 103, para

facilitar as contas.

Observagao. O programa CRUNCH utiliza a aplicagaio n —
(A;)'. Logo, para aplicarmos o teorema 4 a uma matriz que aparece

no output temos que considerar a transposta desta matriz.

Referéncias: [B-2], [C-1], [C-3], [P-1].
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3. Identidades minimais em algebras de Bernstein

normais

Nosso primeiro proposito ¢ encontrar todas as identidades mi-
nimais satisfeitas por uma algebra de Bernstein normal. Na segao
7 do capitulo I vimos que se uma identidade é satisfeita por uma
algebra de Bernstein entao tem grau > 4. Pela definicio uma

algebra de Bernstein normal A satisfaz a identidade

a*c —w(a)ac =0 (Va,b,c€ A).
Linearizando esta identidade obtemos
fla,b,¢) = 2ab- ¢ — w(a)be — w(b)ac = 0.

Esta identidade fornece quatro identidades de grau quatro, a saber

fla,b.c)d =0, flad,b,c) =0, 1)
fla,b,ed) =0, fla,b,c)w(d) = 0.

Estas identidades envolvem quatro funcoes Tt : [, A— A que

sao

Ti(a,b,c,d) = w(a)be-d,  Ts(a,b,c,d) = (ab- c)d,
Ty(a.b.c.d) = w(ab)ed, T4(a, b.c,d) = ab- cd.

A funcao T; corresponde ao tipo de associacao T;, onde

Ty = W(A)AA- A, Ts=(AA-A)A,
T, = W(AA)AA, T, = AA - AA.
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A lei comutativa induz seis identidades a partir dos tipos de as-

sociagao, que sao:

1 T3

(2)

T'z T4
w(ab)ed — w(ba)ed = 0, ab-cd —ba-cd =0,
w(ab)ed — w(ab)de = 0, ab-cd —cd - ab= 0.

Temos assim um total de dez identidades de grau quatro que sao
satisfeitas por uma &algebra de Bernstein normal. Observamos do
teorema 2 do capitulo I, que toda dlgebra ponderada que satisfaz a
identidade (9) do capitulo I é de Bernstein. Assim, nao é necessario
considerar aqui a identidade (1) do capitulo I, que define as dlgebras
ponderadas que sao de Bernstein. Escrevemos cada uma das dez
identidades como uma soma de elementos em F.S;, separando
os termos por tipos de associacao. Para este processo escrevemos
as identidades na tabua I. A primeira coluna indica o numero da
identidade, a segunda indica o tipo de associacao, a terceira indica
a ordem em que aparecem os elementos na identidade assumindo
que a ordem inicial é abed e, por ultimo, a quarta coluna indica
o coeficiente que leva cada termo da identidade. Na tabua I, as
identidades 1 a 6 correspondem as identidades (2) provenientes da

comutatividade e as identidades 7 a 10 correspondem as identidades

(1).
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tabua 1

11 abcd 1
1 1 acbd -1
abcd 1
bacd -1
abcd 1
abdc -1
abcd 1
bacd -1
abcd 1
bacd -1
abcd 1
cdab -1

W DD DWW NN

abcd 2

—

abcd -1

(I

bacd -1
adbc 2

N W

adbc -1
1 badc -1
4 abcd 2
1 acdb -1

© W W W W 0 N NN o O oo W W NN

1 bcda -1
10 1 dabc 2
10 2 adbc -1
10 2 bdac -1
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Para cada representagao P de S; obtemos as formas escalo-
nadas das matrizes de blocos. Fazemos isto primeiro s6 para as
identidades (2), provenientes da comutatividade, e depois para as
identidades (1) ¢ (2) juntas.  Para a primeira representacao. cor-

respondente ao diagrama [ ][ ][ ][ ]. a matriz escalonada das iden-

tidades (2) é a matriz nula, e quando consideramos as identidades

(1) e (2) a matriz correspondente é

T T T T
1 0 0 =1
0 1 0 -1
0 0 1 -1

Estamos procurando identidades que envolvem os tipos de as-
sociagao sem o homomorfismo w. Do teorema 4 vemos que a ultima

linha representa a identidade

(AA- A)A AA - AA
€7 —€
com

&= sgn(q)pg.

reP.geQ

onde P ¢é o conjunto de permutacoes que deixam fixas as linhas e

@ é o conjunto de permutacoes que fixam as colunas do tableau

que é unico para este diagrama. Assim P =S5, e @ = {I}. Desta
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forma a identidade é dada por

(AA-A)A AA-AA
Z:ES} u - EﬁES4 T

A forma polinomial desta identidade ¢

ST (Ts)a(a,be,d) = > (Ty)(a, b, c,d)

nES, mESy

= 2(bc-a)d + 2(bc - d)a + 2(bd - ¢)a + 2(ab- c)d + 2(bd - a)c
+2(ab-d)c+ 2(cd - b)a + 2(ac- b)d + 2(ad - b)c + 2(cd - a)b
+2(ac-d)b+ 2(ad - ¢)b — 8bc - ad — 8bd - ac — 8ab - cd
= [a% — a2a?]6}(B)81(c)61(d).
Assim temos que A satisfaz a identidade

a®a — a*d®* = 0.

Note agora que esta identidade pode ser lida diretamente de

T3 T,
1 =1

Estudamos agora a representagao associada ao segundo diagrama:

1 72 73

(11 1]
)

A matriz escalonada considerando s6 as identidades (2) é



T,

0

0

0

0

T3

A matriz escalonada quando consideramos as identidades (1) e

) &

2) é:

(

Ty

0

0 0

0

T3

2

(]

0

0

0

0




Observamos que um novo degrau aparece para o tipo 713 na

linha
010
A matriz correspondente ¢
T3
0 0 0
0 0 O
0 1 0

Pelo teorema 4, a identidade é dada por

(AA- A)A
52363

onde Sy3(73) = 73. Aqui, S;; € a permutacao (23). Os conjuntos

P e @ sao
P ={1,(13), (14), (34), (134), (143)}, @ = {I,(12)}.
Assim temos que a identidade como elemento de F'S; é
6= (23){1 + (13)+ (14) + (34) + (134) + (143)}{] — (12)}.
A forma polinomial da identidade é dada por

(T3)¢’(a-, b- c, d)
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= 2(ac-b)d —2(bc-a)d + 2(ad - b)c— 2(bd - a)c+ 2(cd - b)a — 2(cd - a)b
que ¢ equivalente a identidade

2(ba—a)a—-3a"b

Estudamos agora a representacao correspondente ao terceiro di-

agrama:

T T2

Consideramos primeiro somente as identidades correspondentes

a comutatividade obtendo a matriz escalonada

T, T T3 75

1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 12 0 0
0 0 0 0 0 0 1 2

Consideramos agora todas as identidades obtendo a matriz



T) % T3 T4

0 0 0 1 0 0 0 2
0 0 0 0 1 0 0 -1
0 0 0 0] 0 1 0 52
0 0 0 0] 0 O 1 2

Observamos que aqui aparece um novo degrau (envolvendo os
tipos T3 e T, ) na sexta linha. Lembramos que esta linha esta

escrita modulo 103. Temos entao que considerar a matriz

T3 Ty
0 0 0 0
0 2 0 1

A identidade correspondente é

(AA- A)A AA - AA
255,69 + S22€7

onde Sy, = 1. Os conjuntos P e () correspondentes sao
P=1{71.(13).(24).(13)(24)},Q = {1,(12).(34),(12)(34)}.
Assim, a parte correspondente ao tipo de associacao T3 €
¢a = 21 + (13)+ (24) + (13)(24)}{] — (12) — (34) + (12)(34)}
e a correspondente a Ty é dada por
s = {1+ (13)+ (24) + (13)(24)}{I — (12) — (34) + (12)(34)}.
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Obtemos assim gue a forma polinomial da identidade é:
I(a,b,c,d) = (Ta )¢(a,b,c,d) + (T4 )s.(a, b, c,d)

= 2ch-a)d =2(ca-b)yd = 2(db-a)e 4 2(da-b)c+4 2(ad-c)b=2(bd - ¢)a

—2(ac-d)b+2(bc-d)a + 2(cd - a)b—2(cd - b)a — 2(dc - a)b+ 2(dc - b)a

+4ad - bc — 4ac - bd.

A identidade
H(z,y) = 2(zy)’ —a’y -y —y’z-2 =0

implica a identidade I(a,b,c,d) = 0. Por outro lado, a identidade
I(a,b,c,d) =0 implica

P(z,y) = (zy)’ — 2*y* + (vy-a)y+ (zy-y)r —y’a -2 — 2’y -y = 0.

Como vimos na prova do teorema 6 do capitulo 1, as identidades
H(2.y) =0 e P(2.y) = 0 sao equivalentes médulo 222? = a32.
Portanto. as identidades J(a.b.c,d) = 0 e H(z,y) = 0 sao

equivalentes médulo 222? = 23z,

Estudamos agora a representacao dada pelo diagrama

Do "

N 1 3 1 4
¥ 3 2 2
[ ° -

4 4 3

Considerando s6 comutatividade obtemos a nwatriz escalonada
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7,

0
0

0

0

0

0

T3

T

0

0

0

Considerando agora todas as identidades obtemos

T3

T3

0

0

0 0

0

0
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O unico novo degrau (que nao envolve o homomorfismo w ) cor-

responde ao tipo de associacao T3 na linha

0 0 1.

Consideramos entao a matriz

o O O
o O O
o O

A identidade é dada por

(AA- A)A

5336'3

onde S33 = 1. Os conjuntos P e  sao aqui

P={1.(14)}. Q ={1.(12), (13), (23), (123), (132)}.
A identidade é dada entao por
¢ = {1+ (14)}{] — (12) — (13) — (23) + (123) + (132)}.

A forma polinomial da identidade é

(13)¢(a, b, c,d)

= (bd-c)a = (ad-c)b— (db-a)e — (cd - b)a + (ad - b)c + (cd - a)b
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= (a,cd,b) + (¢, bd,a) + (b,ad,c) = 0.

A representacao correspondente ao ultimo diagrama (ver segao

1) nao fornece novos degraus. Obtemos assim o seguinte teorema:

Teorema 5. Asidentidades minimais satisfeitas por uma algebra

de Bernstein normal tem grau quatro e sao:

rlr? = 24, (3)

3yx? - x = 2yx - x)r + ya’, (4)
2ay)? = 'y g+, )
(z,yz,1) + (2,yt,z) + (t,yz,z) = 0. (6)

Observagao. A identidade (3) é uma consequéncia imediata de
(5). As identidades (4), (5) e (6) sao independentes no sentido de
que duas delas nao implicam a terceira. Qualquer outra identidade
de grau quatro satisfeita por todas as algebras de Bernstein normais

pode ser obtida a partir de (4). (5) e (6).

Referéncias: [C-3], [H-1], [W-2].
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4. Identidades minimais em algebras de Bernstein

excepcionais

Na secao b do capitulo I provamos que uma algebra de Bernstein

A ¢é excepcional se e somente se satisfaz a identidade

(ab)® = w(ab)ab (Ya,be A).

Observamos aqui que fazendo a = b nesta identidade obtemos a
identidade (1) do capitulo I, que define as algebras ponderadas que

sao de Bernstein. Linearizando totalmente esta identidade obtemos
h(a.b,c,d) = 2ab- cd + 2ad - cb — w(ab)cd — w(ad)ch
—w(cb)ad — w(cd)ab = 0. (7)

Os tipos de associagao envolvidos nesta identidade sao dois, a saber:

Ty =W(AA)AA. T,= AA- AA.

Usando a lei comutativa estes tipos induzem quatro identidades que

sao:

T] T?
w(ab)ed — w(ba)ed = 0, ab-ed —ba-cd =0, (8)
w(ab)ed — w(ab)de = 0, ab-cd —cd-ab=0.

Temos assim um total de cinco identidades de grau quatro satis-
feitas por qualquer algebra de Bernstein excepcional. As identidades

(7) e (8) correspondem as identidades 5 e 1 a 4 da tabua II.
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tabua 11

1 1 abcd 1
1 1 bacd -1

2 1 abcd 1
2 1 abdc -1
3 2 abcd 1
3 2 bacd -1
4 2 abcd 1
4 2 cdab -1
5 2 abcd 2
5 2 adcb 2
5 1 abcd -1
5 1 adcb -1
5 1 bcad -1
5 1 cdab -1

Quando consideramos somente as identidades (8) provenientes da
comutatividade e em seguida todas as identidades. isto é, (7) e (8),
nenhuma representagao apresenta novos degraus nas colunas cor-
respondentes aos tipos de associacao que nao envolvem w (tabua
5 do apéndice). Logo, nao existem identidades de grau quatro. Es-
tudamos agora as identidades de grau cinco. A partir da identidade

(7) obtemos trés identidades de grau cinco:

h(ae,b,c,d) = 0. h(a,b,c,d)e =0,
h(a,b,c,d)w(e) = 0.
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Os tipos de associagao envolvidos nestas identidades sao cinco:
T, =W(A)AA - AA, Ty=(AA-AA)A,

Ty = W(AA)AA-A.  Ti=(AA-A)- AA.
Ty = W(AAA)AA.

Encontramos agora as identidades implicadas pela comutatividade

para cada um destes tipos de associacdo. Temos:

T3 Ty
w(a)bc - de — w(a)ch - de = 0, (ab- cd)e — (ba - cd)e = 0,
w(a)bc - de — w(a)de - be = 0, (ab-cd)e — (cd - ab)e = 0,

T, T

w(ab)ed - € — w(ba)ed - € =0, (ab-c)-de— (ba-c)-de=0,

w(ab)ed - € — w(ab)de-€ =0, (ab-c)-de—(ab-c)-ed =0,

T3

w(ab - c)de — w(ba - c)de = 0,

w(ab - c)de — w(ab- c)ed = 0,

w(abe)de — w(acb)de.

(10)

Usando a representagao de S; (segio 1 do apéndice), para cada
representagao encontramos a matriz escalonada considerando sé as
identidades (10) e em seguida. todas as identidades, isto ¢, (9) e

(10). A dnica representacio que fornece novos degraus é a dada



pelo diagrama

[] [] 12 13 12 13 14
(] [] 34 24 35 25 25
I] H h 4 4 3

O novo degran ¢ dado pela matriz

T, T,

00000 000 00O
00000 000 00
00000 000 00O
00000 000 00O
00001 000 60

De acordo com o teorema 4, para escrever a identidade temos que

encontrar as matrizes A,”EE,SA]’] e A,’]E45Aj]. Temos que

(100 0 -1 ]
0100 0
Af'=1001 0 0
0001 0
0000 1
Logo
i . 00000 |
000 0 -1
0000 0
0000 0
e i » 00 0 0 0
Al'EssAT'=10 0 0 0 0 |. A EssAj = .
0000 0
0 00 0 0
00 0 0 1
00 0 0 1
. - 00 000

Assim temos que a identidade é dada por
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(AA- AA)A (AA-A)- AA
—Sy5€5 + €5 6Sa5€s
Se H = {7+ (14)}{1+(25)}{1 = (I2){7+(123)4 (132)}{] — (45)}

entao a identidade ¢ dada por

(AA- AA)A (AA-A)- AA
{I - (2354)}H 6(34)H

Portanto, se

¢ ={I - (2354)}H

¢2 = 6(34)H,
entao a forma polinomial da identidade é dada por
(Ta),(a,b,¢,d,€) + (T5)g,(a, b,c,d, ) = 0.
A forma simplificada desta identidade é
(ac,bd, €) + (ad, be, c) + (ae, be, d)
+(c, bd,ac) + (d, be, ac) + (¢, lc,ad)
+(c.a,d)-bc+ (d,a,¢) - be+ (e.a.c) - bd = 0.

Temos assim o seguinte

Teorema 6. A identidade minimal satisfeita pelas algebras de

Bernstein excepcionais é
(ac,bd,€) + (ad, be, c) + (ae, be,d)
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+(c,bd,ac) + (d, be, ac) + (¢, be, ad)

+(c,a,d) - be + (d,a,€) - be+ (e,a,¢) - bd = 0.

Observagao. Qualquer outra identidade de grau 5 satisfeita
pelas algebras de Bernstein excepcionais pode ser obtida a partir

desta identidade.

Referéncias: [C-3], [H-1], [W-2].

5. Identidades minimais em algebras de Bernstein

nucleares

No capitulo 1 vimos que toda algebra de Bernstein nuclear satis-
faz a identidade (26). Linearizando completamente esta identidade

obtemos
h(a,b,c,d) = 4(bc- d)a+ 4(bc- a)d + 4(bd - c)a + 4(ab - ¢)d
+4(bd - a)c + 4(ab- d)c+ 4(cd - b)a+ 4(ac- b)d + 4(ad - b)c
+4(de - a)b+ 4(ac- d)b+ 4(ad - ¢)b — 6w(b)ed - a — 6w(b)ac - d
—6w(b)ad - ¢ — 6w(c)bd - « — 6w(c)ab- d — 6w(d)be - a — 6w(a)be - d
—6w(d)ab - ¢ — 6w(a)bd - ¢ — 6w(a)ed - b — 6w(d)ac - b — 6w(a)ed - b

+4w(bc)ad+4w(bd)ac+4w(ab)ed+4w(ed)ab+4w(ac)bd+4w(ad)be = 0.
(11)
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Devemos considerar agora a identidade (1) do capitulo I, que
define as algebras ponderadas que sao de Bernstein. A linearizagao

desta identidade é

gla,bye,d) = 2ab- ed + 2ac - bd + 2ad - be — w(ab)ed

——w(cd)ab=wlac)bd =w(bd)ac =wlad)bc =wlbcjad =0 (12)

Os tipos de associagao envolvidos nas identidades (11) e (12) sao os
seguintes:

T, =W(A)AA - A, T3 = (AA- A)A,

T, =W(AA)AA, Ty = AA - AA.
As identidades induzidas pela comutatividade para estes tipos de
associagao sao as identidades 1 a 6 da tabua 7-a) do apéndice. As
identidades (11) e (12) correspondem as identidades 7 e 8 dessa
tabua. Se consideramos somente estas seis identidades e em seguida
as oito identidades, para cada representagao, as matrizes nao apre-
sentam novos degraus que nao envolvam o homomorfismo w (tabua
7-b) do apéndice). Portanto nao existem identidades de grau quatro
para a classe de algebras definida por (26) e pela identidade (1) do
capitulo I. Vejamos entédo as identidades de grau cinco. A identidade

(11) fornece trés identidades de grau cinco, a saber
h(a,b,c.d) ¢ =0, h(a,b,c.d) - w(e)=0, h(a,b,c,de)=0. (13)

Estas identidades correspondem as identidades 15, 16 e 17 da tabua
8-a) do apéndice. Por outro lado a identidade (12) induz trés iden-

tidades de grau cinco que sao:
gla,b,c,d)e =0, g(a,b,c,de)=0, g(a,b,c,d)w(e)=0. (14)
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Estas identidades correspondem as identidades 18 a 20 da tabua 8-
a) do apéndice. As identidades (13) e (14) envolvem sete tipos de

associagao:

Ty = W(A)(AA- A)A,  Ty= ((AA- A)A)A,
Ty = W(AA)AA - A, To= (A4 A)(AA),
Ty = W(A)AA- AA, T; = (AA - AA)A.
T.= W(AAA)AA,

(15)

Da lei comutativa, estes tipos de associagao induzem as identidades
1 a 14 da tabua 8-a) do apéndice. Se consideramos primeiro as iden-
tidades 1 a 14 e depois todas as identidades (vinte no total), vemos
da tdbua 8-b) do apéndice que o unico degrau novo é dado pela
representacao correspondente ao diagrama [][][][][]. A matriz
correspondente as identidades provenientes da comutatividade é a
matriz nula. No entanto, quando consideramos todas as identidades

a matriz escalonada é

T] le T3 T4 T5 TG T7

1 0 0 0 0 1 -2
01 00 0 0 -1
00 0 1 0 —2 1

00 0 0 1 & =

O unico degrau novo que nao contém os tipos que envolvem o ho-
momorfismo w corresponde a ultima linha. A identidade fornecida

por esta linha é
2a® + 3a’a® — 5a%a* - a = 0.
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Usando o teorema 9 do capitulo 1 podemos entao enunciar o

Teorema 7. A variedade definida pela identidade

5 .
22° + 32203 — 52222 . 2 = 0

-~ é a-menor-variedade-de-algebras-que contem-a classe-das-4lgebras—

de Bernstein que satisfazem
22 — 3w(z)2® + w(z)?z? = 0.

A classe das algebras de Bernstein nucleares esta contida nesta var-

ledade.

Referéncias: [C-3], [G-2], [H-1], [M], [P-1].
6. Identidades minimais em algebras de Bernstein

Seja A uma algebra de Bernstein arbitraria. A identidade
minimal das algebras de Bernstein no caso excepcional tem grau
5. Por outro lado, toda édlgebra de Bernstein satisfaz a identidade
(z?z?,y,2%) = 0. Logo o grau das identidades minimais de A
deve ser 5, 6 ou 7. Para uma algebra de Bernstein arbitraria as
identidades de grau 5 devem ser consequéncia da comutatividade e
as identidades (14). Os tipos de associacao envolvidos nestas iden-
tidades sio T35,T5,74,T7 e T de (15). As identidades induzidas

pela comutatividade para estes tipos correspondem as identidades
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4 a 14 da tabua 9-a) do apéndice. As matrizes correspondentes a
estas identidades e a todas as identidades estao na tabua 9-b) do
apéndice. Observamos que o posto dos dois blocos de matrizes é o
mesmo para todas as representacoes no que diz respeito aos tipos
de associacao que nao envolvem w. Portanto nao existem identi-
dades de grau 5 satisfeitas por todas as algebras de Bernstein. As

identidades de grau seis induzidas pela identidade (12) sao:

gla,bye,d)e- f =0, g(a,b,ce,df) =0,
gla,b,e,d)-ef =0, g(a,b,c,de)f =0,
gla,b,c,de- [) = 0. w(f)g(a,b,c,de) =
w(f)g(a,b,c,d)e =0, w(ef)g(a,b,c,d) = 0.

Estas identidades correspondem as identidades 27 a 34 da tdbua

10-a) do apéndice. Os tipos de associagao envolvidos sao:

= W(A)(AA- AA)A, T, = W(A)(AA - A)(AA),

Ty = W(AA)(A4- A)A. T, = W(AA)AA - AA,
W(AAA)AA- A, To = W(AAAA)AA,

T, = (AA- AA)A- A, Ty = (AA- AA)- AA,

To=(AA-A)A- AA, Tio = (AA- A)(AA- A),

T =((AA-A4)- AA)A.
As identidades induzidas pela comutatividade para estes tipos
correspondem as identidades 1 a 26 da tdbua 10-a) do apéndice.
Temos assim um total de 34 identidades. Se consideramos somente
as identidades fornecidas pela comutatividade, para a primeira rep-
resentagao correspondente ao diagrama [ ][ ][ ][ ][ ][] obtemos a

matriz nula. Considerando agora todas as identidades e somente as
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colunas correspondentes aos tipos que nao envolvem w temos a

matriz

T7 TS TS TlO Tll
10 0 1 -2
0 1 -2 -1 2

Como nos casos antleriores, estas identidades podem ser escritas di-

retamente da matriz. Obtemos entao as identidades

(a%2? - 2)a + 2323 — 22822 . 2 = 0

2222 22 — 22%2? — 2323 4 22322 . 2 = 0.

Podemos escrever a primeira identidade de maneira mais abreviada
como

(22,22, 2)r — (23,22, 2) = 0. (16)

Somando as duas identidades temos
(2222 2)r + (22,23, 2) — (2?,2,2)2? = 0. (17)

Além da primeira. a unica representagao que fornece novas identi-
dades ¢ a segunda como pode ser visto nas tabuas 10-b) do apéndice.

A segunda representagao corresponde ao diagrama

IR O
] '

A matniz escalonada correspondente a esta representacao tem quatro
degraus novos. Usando o teorema 4 podemos obter uma identidade

a partir de sua representagao matricial. Aqui, no entanto, vamos
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usar um argumento mais eficiente. O numero de variaveis que tem
cada identidade corresponde ao nimero de linhas que tem o tableau
correspondente. Assim as identidades que estamos procurando sao
do tipo [5.1]. Estas identidades devem ser consequéncia do conjunto
de todas asidentidades de gran seis que contém cinco variaveis iguais
e uma diferente, e que podem ser obtidas a partir da comutatividade

e da identidade (1) do capitulo 1, isto €, a identidade

B(z) = 2%2? — w(z)?2? = 0.
Multiplicando por z,y,w(z),w(y),2y e w(ay) obtemos seis iden-
tidades, a saber
B(x)z -y =0, B(z)y-x =0,
B(z)-zy=0,  Blzu(y)r =0, (18)
B(z)u(z)y =0,  B(z)w(z)u(y) = 0.

Usando agora linearizagoes obtemos mais quatorze identidades:

B(x)é)(2?)y = 0, B(x)8;(a*)w(y) = 0
B(2))y)r -7 = 0 B(2)6}y)a? = 0
B(x)6;(y)w(a)a = 0. B(a)63(y)w(x)? =0
Bla)8(y 61(1 Je=0,  Bla)i(y)6a)u(z) = 0, o)
B(x)é6}(y)é2(a?) = 0. B(x)é3(y)6i(a%) = 0
B(x )5;(1 r =0, B(x)6;(zy)w(x) =0
B(a)é)(y)ér(a?)8,(wy) = 0. Bla)él(ya-x) =0
B(z)é1(y: ) 0.



Usando a comutatividade quando necessario, podemos verificar

que estas identidades envolvem termos dos seguintes tipos:

{1 = w(y)ria?-a l, = w(x)(yx - 2%),
(3 = wle)ae? -y 1y = w(y)az?,

ls = w(a)(yz - 2)2?, 1 = w(zx)2?y - 22,
l; = w(z)ad - ya, lsg = w(ya)at,

log = w(x)*(yz - a)x, 110 =w(x)?2%y -1,
i1 = w(x)?a3y, 112 = w(yz)z?a?,
tis = w(z)?yx - 22, 14 = w(yz?)ad,

his = w(a)yz - x, 116 = w(z)32?y,

17 = w(ya3)a?, t1s = w(a)lya,

g = (yx 2% -2, 1= (2%2? y)z,
lo; = (2%2? - 2)y, 192 = (yz - 2?)2?,
3 = 222% - ya, log = (yo - )2 - 22,
trs = (2% - 2)a?, 126 = 23y - 22,

ly; = 2t - ya, los = (ya - x)ad,
g = 2%y - 23, 130 = (ya - 2)a?- 2,
31 = (2%y - 2%)a t3p = (2% - ya)a,

Agora, consideramos as identidades (18) e (19) como um sistema
de equacoes lineares nas indeterminadas 7;.....135. Escalonando a

matriz deste sistema obtemos:



tio 120 12y 1go faz log 125 1ug 127 las 120 130 131 132 a3

o o0 o0 0 -2 0 1 1 2 2 -1 0 -1 -2 -1
o 0o o o0 2 -2 -1 -1 -2 -2 -1 2 1 2 1
0o 0 0 0 9 2 1 1 2 2 1 =2 -1 =2 -1
1 0 0 0 0 51 52 0 O 1 0 51 51 -1 0
o 1 0 0 -2 2 -1 1 2 2 1 -2 -1 -2 -1
o o 1 o0 2 0 -1 -1 -2 -2 1 0 1 2 -1
0 0 0 1 52 -1 51 51 -1 -1 5l 1 562 1 52

(consideramos somente as colunas correspondentes aos tipos que nao
envolvem o homomorfismo w e as ultimas dez linhas da matriz).
Observamos que aparecem quatro degraus. Estes degraus sao deter-

minados pelas identidades

1 1 1
(22 -yz)a-a— 3(3,/:1'-.13).7'~:1f2 + s(y:r? . a‘):r2 +(yz- 2)ad— 3(y;r-a:);l-2 T
1
—(ya? 2% — (yr - 2¥)r =0, (20)



1 1
—ya-2t—(yz-7)2d - ;yrr"’-1?3+(y:r-m)x2-:z:+ ;(yaf2~12)a~+ (yr-2*)x
1 .
522ty =0, (23)

Se fazemos a soma das identidades (21) e (22) obtemos a identidade

Hiasy) =tysatatio)2yatieat)H2y@hat o) P2 yeaa?)y =00
(24)
Se multiplicamos (23) por 2 e somamos isto com a identidade (21)

obtemos a identidade
(m212,y’m)_ 2(1‘2,y,$)$2 = 0. (25)
Multiplicando a identidade (20) por 2 obtemos a identidade

G(l‘,y) = (ilT, yl‘z,.‘7:2)—(:1‘,yﬂ‘-l‘,$2)—2(273,y1?,.’l‘)+2(.’172, ym,:lt)l‘ =0.
(26)
Se fazemos = = y em (26) obtemos a identidade (16). Por outro

lado linearizando (17) obtemos
2(yz, 2%, 2)r + 2a’,yx, 2) + (24,7, y)a + (a2, 2%, 2)y

+2(y1‘,a*3, :l‘) + 2(3:23 yx - ‘T"T) + ($27 y1.2,x) + (125353’ y)

2 2

=2yz.a.a)a? — (2% y.2)a?t = (2% ay)a? — 2(2%, 2,2) yx = 0.

Esta identidade é igual a soma das identidades (21), (22), (23) e
(24). Assim as identidades (16) e (17) sao consequéncia das outras
identidades encontradas. Veremos agora que as identidades (24) e

(26) sao equivalentes. Linearizando (24) obtemos
H(z,y)b8,(2)8,(x)
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= 4(x,za - 2%, 2) + (2, 2%22,2) — 4(22 - 7,2,2%) — 2(23, z, 2%)

—4(a3,z,22) + dzx(az,2%,2) + 4z(x%,zz,2) + 2z(x?, 2%, 2)
42>z, 2% a?) 4 2(a s 2 4 2(a 2z, 2?) + 4 (2 2% 22) = 0. (27)
e segue entao que
H(z,y)6}(z)6,(x) — H(z,2) = 4G(x,2) (Vz,z € A).
Analogamente obtemos que
G(z,y)6)(2)6}(x) — 3G(a,z) = 2H(z,2) (Vz,z € A).

Assim as identidades (24) e (26) sao equivalentes. Temos portanto

o seguinte teorema:

Teorema 8. As identidades minimais satisfeitas por todas as

algebras de Bernstein sao:

(I2123y31) - 2($2,y,1‘)1'2 = 01

(z,ya?, 2?) — (z,yz - 2,22) — 2(23, yz, z) + 2(2?,y2,2)r = 0.

Observacdo. Qualquer outra identidade de grau seis satisfeita
por todas as algebras de Bernstein pode ser obtida a partir destas
duas identidades. Outra prova de que toda algebra de Bernstein sa-
tisfaz as identidades do teorema 8 pode ser obtida usando a féormula
generalizada das identidades (7) e (8) do capitulo 1, a saber. que

para todo 7,5 > 2 temos

227 = w(a)a? 4+ w(z) 2"

Referéncias: [C-3], [H-1].



CAPITULO 1II

ALGEBRAS COMUTATIVAS
QUE SATISFAZEM
UMA IDENTIDADE DE GRAU 6

Neste capitulo estudaremos as algebras comutativas que satis-
fazem uma das identidades (25) ou (26) do capitulo I1. Vamos su-
por sempre as algebras sobre um corpo F de caracteristica zero.
Vamos assumir ainda que as algebras contem um elemento idempo-
tente nao-trivial e¢. Denotaremos por L. o operador multiplicagao

a esquerda por e.
1. A Identidade (x2x%,y,x)— 2(x2,y,x)x2 = 0

Seja A uma algebra comutativa (nao necessariamente de di-

mensao finita) sobre um corpo F de caracteristica zero, que satisfaz
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a identidade
(2%,y,2) - 2(a%,y,2)a? = 0. (1)
Linearizando esta identidade obtemos

a2y )+ (022 y. 2) — 4(az,y. 1)l

—2(1'2,3/,2)132—4(12,:(/,13)'$Z =0 (2)

4(wz - 2%,y,2) + 8(zz - Tw,y, z) + 4(zz - 2%, y, W)
+4(zw - 2%y, 2) — 4(wz,y,7)2? — 4(22,y,w)2® — 8(zz,y,2) - Tw

—4(zw,y, z)2? — 4(2?,y,2) - 2w — 8(aw,y,2) - TZ — 4(z%,y,w) - xz2

—4(2%,y,2) - wz. (3)
Suponhamos que A contem um idempotente nao-trivial e. Fazendo
z =y =€ em (2) obtemos

4(e-€z,¢e,€)+ (e,€,2) —4(ez,e,€)e — 2(e,€,2)e = 0.
Logo o operador L, : A — A, satisfaz
202 —3L2+ L. =0
e portanto
L(L.—1T1)Le— %]) =10.

Assim, temos a decomposicao de Peirce de A relativa ao idempotente

€:
A=A @A% @ Ao,
onde Ay = {z € A: L(a) = Az}.
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Lema 1. Os subespacos A, verificam as seguintes relagoes:

A} C Ay, AL CA® A, AGC A S A,
A]A%CA%, AAp =0, A%AoCA}i.

Prova. Fazendo = ¢ em (2) obtemos

4(LZ(Z),y,€) + (C,y,Z) - 4(L€(Z)’ y,e)e - 2(6,y,2)6 = 0.

Suponhamos que z € Ay, e y € A,,. Entdo podemos escrever a

expressao anterior como
1
{20 = 2X)L2 4+ 220, = 1)(A\. + X\, + §)Le + XA, (1 —4X2)}(y2) = 0.

Fazendo A, e ), igualal, 1 e 0 de todas as formas possiveis e

usando a comutatividadede A, temos o resultado para A,, A, # %

Para obter que A% C A; @ Ap fazemos = = y = e e supomos que
2

w,z € A% em (3) para obter que
L(l—L)(wz)=0

de onde o resultado segue.

O seguinte lema fornece relagdes envolvendo produtos de ele-
mentos dos diferentes subespacos A,. Denotaremos o produto de
dois elementos k.1t € A como ki = [kt], + [I.'f]% + [kt]o. onde
[kt]» € a componente em A, do produto kt e denotaremos por

h(y;x, z,u,v,w) a linearizacao completa da identidade (1).
Lema 2. Se a,b€ Ay, h,i,7 € A%, z,y € Ap entao:
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h-ab=ha-b+hb-a, (4)

a-ij = [i-ajh +[j-ais, (5)
[v-1j]o = [27+ j)o + [a7 - 1]o. (6)
[ izl = [i- 5zh, (7)

[i - ajlo = [j - ailo, (8)
a-ha =ah-z, 9)

hlizlo + i[h3)o + j[hi)o = hligh + i[hjl + j[hth, (10)
a*-ba = a*b-a, (11)

hlzy]: = 0. (12)

1
2
Prova. Usando o lema 1 obtemos que

h(ia,j.e.e,€) = —alijh+[i-aj)i+[j-ai)i—2[i-ajlo+3[j-ailo = 0.

Usando agora o fato de que a soma dos subespagos A, € direta,

obtemos
[i-ajlo—1i-ato=0, [i-ajh+[j-ai)i— afij) = 0.

Como ij = [ijh + [ij]o e AoAr = 0, temos que a-ij = afij.

Assim,
Temos entao as identidades (5) e (8). Por outro lado,

h(a;h,b,e,e,e)=h-ab—ha-b—hb-a =0,
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de onde obtemos (4). Paraobter (6) e (7) calculamos h(i;z, €, €, €)

obtendo que
[i - 2a]y = [+ ixJo + [w[if)o)o = [+ jz)y = [ ja)o = 0.

Como a-ij = wlijly + xlijlo e Agd; = 0. temos que

z - 1j = z[ij]o
e o resultado segue. Para obter (10) calculamos
hle; hyivjyere) = —h-ij — i+ hj— j - hi — 2e(h - i) — 2 - hj)
—~2€(j - hi) + 4h(e - if) + di(e - hj) + 4j(c - hi) + de(e(h - i7))
Faee(i- hj)) +4e(e(s - i) — de(he i5)) — de(i(e- h)) - de(j(e - hi))
= —hlizlo - liih — ilhi}s ~ ilhslo — ilhdly — i[hilo — Alis)
~Hiflo — i[h}s — ilhjlo — hils — jlhilo + 4h[i7]s + [hs];
+4j[ha)y + 4[ij] + hliglo + ilhj + ilRg)o + j[ht)y + j[hi)o
—2k[ij); = 2ilhg]y = 2j[ha);
= —lijlo+ hlijhs + ilhils — (k7)o + 5[hils — j[hilo = O,

de onde segue (10). Para obter (12) calculamos h(h:z.y.e.c.¢)

para obter
e(h-ay) — h(e- zy) — 2e(e(h - xy)) + 2(e(h(e - zy))
= €(hlzylo) + e([h[ay]y) - lg”lry]g = 2¢(e - hfayo)

~2e(e - hlayly) + e(hfzy),)
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= %h[ry]o + [h[:r.y]%]] - %[h[my]%]l - %lh[zylglo
~shlevlo = 2hlaylh + [hley)y)
= ‘]z[h[;ry]%]] — %[/l[.’l‘}/]%]o =1{.
Da relacao A%A% C Ay & Ap, como
[hleslyh =0, [hlaylylo=0

temos que h[zy] 1=0e obtemos a identidade (12).
As relagoes (9) e (11) sao obtidas respectivamente ao calcularmos

h(h;a,z,e,e,€)=0 e h(b;a,a,a,¢,¢e)=0.

Proposicao 3. Seja A uma algebra comutativa (nao neces-
sariamente de dimensao finita) sobre um corpo F' de caracteristica
zero, que satisfaz a identidade (1) e contem um idempotente nao-
triviale. Seja A = A, @A% @& Ao a decomposigao de Peirce relativa
ae. Entdoo conjunto L ={u€ A;:ud; = 0} € um ideal de A.

Prova. Sejam u € L, a € Ay, ) € A%, x € Ag. Usando as

identidades (5)-(8) temos

ua-j = [ua-j) + [ua-jlo=uj-a—[u-aj)y+ [u- ajlo=0

ua - j = [uz- gl 4 [uz - jlo = [u-ajh + [uj - 2o — [u -jz)o = 0.
Logo ua, uz € L e L é um ideal de A.
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Uma algebra é dita semiprima se o unico ideal I que satisfaz

I? =0 é oideal nulo.

Corolério. Seja A uma algebra comutativa (ndo necessaria-

mente de dimensao finita) sobre um corpo F' de caracteristica zero.

Se A ¢é semiprima e satisfaz a identidade (1) entao A3 C Ao.

Prova. De (12) temos que [Ag]% C L. Por outro lado, como A
é semiprima e L?=0, temos que L =0. O resultado segue agora

do lema 1.

Referéncias: [C-3], [O-3].

2. Algebras de Jordan

Proposicao 4. Seja A uma algebra comutativa com unidade
(nao necessariamente de dimensao finita) sobre um corpo F de
caracteristica zero e que satisfaz a identidade (1). Entao A ¢é de

Jordan.

Prova. Fazendo w = z =1 em (3) obtemos a identidade de

Jordan.
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Definamos as fungoes:

H(z;y,z,w) = (7 -y2)w+ (2 yw)z + (x - wz)y

Nry.z,w)=xy-zw+xz-yw+ arw-yz.
Linearizando completamente a identidade de Jordan obtemos a igual-
dade

H(z;y,z,w) = K(z,y,z,w) (Vz,y,z,w € A). (13)

Assim, A é uma algebra de Jordan se e somente se A satisfaz
(13). Em nosso caso A = A; & A% @ Ao, logo, A é de Jordan
se e somente se A satisfaz (13) para todas as possiveis escolhas de
elementos r,y,z,w € A, A%, Aop.

Para as algebras satisfazendo a identidade (1) temos o seguinte

resultado:

Teorema 5. Seja A uma algebra comutativa (nao necessari-
amente de dimensao finita) sobre um corpo F' de caracteristica
zero, que satisfaz a identidade (1) e contem um elemento idempo-
tente nao-trivial e. Seja A= A; & A% @ Ao a decomposicao de
Peirce relativa a €. Entao A é uma algebra de Jordan se e somente

se Ap € uma subélgebra de Jordan e

jray=ja-y+iy-r (Vg€ Anje€Ay).  (14)
Prova. Se A ¢é uma algebra de Jordan entao Ay € uma
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subalgebra. Da linearizagdo da identidade de Jordan temos que
(z-yz)wt(z-yw)z+(z-wz)y = 2y zwtzz-ywtzwyz (Vz,y,z,w € A).

Fazendo aqui 2 = ¢, supondo que .y € Ay, w € A, ¢ usando as
2

relacoes do lema 1. obtemos (1),

Reciprocamente, seja A uma &lgebra tal que A, ¢é uma
subdlgebra de Jordan e A satisfaz a condigio (14). A idéia é
provar que com as hipdteses do teorema a igualdade (13) é satisfeita
por A. Vamos supor os elementos a.,.b,c € Ay, h,,g,l € A;_ e
T,y € Ao.

Da identidade (11) do lema 2 segue que A; é uma algebra de

Jordan. Assim, vamos analizar quatro casos:

I. O caso em que os elementos pertencem todos ao subespago

A
De (5), (10) e (7) temos que:

N

hi- (1) + hj - [il)y + k1 - [i5);
= (AL 4 il - W+ (il - 5+ 3 - By =+ [Blig)s - 1+ 1) - B
= [l -+ ilifdo- By + [Rlil)s - + jlillo - By + [Rlijh - 1+ 1iglo - A,
= (3l -+ ljllo- il + [hlills -+ Aillo - 7l + [k{i7)s -1+ hlilo - ]
= [(h-jD)i+ (h-il)j + (k- i),

Analogamente pela simetria das igualdades (7) e (8) temos que

hi- [3lo+ hy - [il]lo+ hl-[15)o = [(h - j1)i+ (h-2l)j + (k- ij))o
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de onde

H(h;1,3,1) = K(h,2,5,1), (V h,i,5,1 € A%).

I1. O caso que envolve somente elementos de A, e A,.
2

Usando (4) temos que
K(h,a,b,c) = ha-bc+ hb-ac+ hc-ab
= (b- ha)c+ (c- ah)b+ (a- hb)c+ (c- hb)a + (a-he)b+ (b- he)a
= (c-hb+b-he)a+ (c-ha+a-hc)b+ (b-ha+a-hb)c
= (h-bc)a+ (h-ac)b+ (h-ab)e= H(h;a,b,c).

Pela simetria do operador &N nas quatro variaveis e a simetria de
H nas dltimas trés variaveis, sé falta estudar o caso H(a;h, b, c).

Usando (4) novamente temos que
H(a;h,b,c) = (a- hb)e+ (a-bc)h + (a-ch)b
= (h-ab—b-ah)c+ (a-bc)h+ (h-ac)b—(c-ah)b
= (h-ab)c+ (h-ac)b— (b- ha)c— (c-ah)b+ (a-bc)h
= (h-ab)e+ (h-ac)b—cb-ha+ ah-bc+a(h-bc) = H(h;a,b,c)
e agora € claro que
H(a;h,b,c)= N(a,h,b,c).

Vejamos agora o caso que envolve dois elementos de A; e dois
2

elementos em A;. Temos
K(i,j,a,b) =1j -ab+1a-jb+1b-aj
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= {17 - ab—[(b-aj)i)y — [(a~ bj)ils + [ib- aj + ai - jblo}
Hib-jaly + (6~ ag)is} + {[ia- jbly + [(a - bj)i]s).

Usando (8), (4) e (5) temos que

{ij-ab— [(1)~(lj)i], — [((/ . hj)i]l + [ih cajy 4+ ai - jbh,}

=ij-ab—[(b-aj)i + (a-bj)i}s + [(b- aj)i + (a- bj)io
=1j-ab+[(5- ab)ily +[(5 - ab)ilo
= [(i-ab)jli + (5 - ab)ils + [(7 - ab)ily + [(i - ab)j)o = (- ab)j.

Usando (4) temos

{l2b- aghi + [(b- aj)ila} = (i - aj)b

{[ra-bj)y + [(a - bj)ili} = (i - bj)a.
Assim,

K(2,7,a,b) = H(2;7,a,b).

Usando agora (4), (5) e (8) mais o fato de que AgA; = 0 temos

que
H(i:joa.b) = (i - ja)b+ (i - jb)a+ (a - ib)j + [(b- ia)j)s + [(b-ia)j)o
= (i ja)b+ (i - jb)a+ (a - ib)j + [(a- jb)ilo + (j - ia)b— [b) - ia]s
= (i-aj+j-ai)b+ (i jb)a+ (a-bi)j + [(a- jb)ilo— [bj - iay
= [i-aj+j-ailob+[i-aj+3-ailyb+(i-jb)a+(a-bi)j+[(a-5b)io— [bj-id],
= (a-ij)b+ (a-ib)j + (i - jb)a + [(a - 5b)ilo — [b5 - ia);
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= (a-ij)b+ (a-ib)j + [ai - bl + [(a - )il + [(a- b)io — [b - ialy
= (a-ij)b+ (a-ib)j + (a- jb)i = H(a;i,5,b),

e logo

H(a:i,5.0) = N(a.1,3.0).

Para terminar este caso devemos ver o que sucede se temos um

elemento em A; e trés elementos em A 1 Temos que
K(a,i,j,h)=ai-jh+aj-hi+ah-1)
= ai - [jh)y + ai - [jh)o + aj - [hi): + aj - [hi)o + ah - [ij]: + ah - [27]o-
Usando (9) temos que isto é igual a
ai- [jh]; + [jh)oi - @ + aj - [hi)y + [R1)oj - @ + ah - [i5]y + [i7]oh - @

De (10), (4) e usando AgA; = 0 temos entao que K(a,1,j,h) €

igual a
ai- [7h)y + [7h)hi- a+ aj - [hi)y + [hi)ij - a + ah - [igh + [i7)h - a
= a[jh), - + alhi)y - § + alij); - A
= (a-jh)i+ (a-ih)i+ (a-1j)h = H(a;2,3,h).

Portanto

K(a,i,j,h) = H(a;z,).h).
Por outro lado vemos que
H(i;a,j,h) = (i-aj)h + (i-jh)a+ (i - ah);
= [i- aj)yh + [i - ajloh + i[jh)s - a + i[jhlo-a + [i - ah)aj + [z ahloj

90



por (5), (8) e (9), isto &,
= (a-1j)h—[j-ailyh 4 [j - ailoh + ai - [jh)o + i - [jh),a

—[ih)y - ai 4 (a-hi)j = (b ai)yj 4+ [h- atlo).

De (10) temos que

[7 - atloh — [5 - ailsh + [jh]o - ai — [jh)y - ai + [k - ai)oj — [k - ai)yj = 0,
e logo
H(#;a,5,h) = (a-i7)h + [jhlia- i+ (a - hi)j
=(a-ij)h + (a-jh)i + (a- hi)j = H(a;1,j,h).

Logo
H(ia,j,h) = K(i,a,j.h).

Com isto completamos este caso.

ITI. O caso que envolve elementos de A; e Ao.
Como ApA; = 0, da hipotese A? C Ay todos os produtos

envolvendo elementos de Ay e A; sao nulos.

IV. O caso que envolve elementos de A, e A;.
2
Para este caso observamos que [Ag]% =0 implica [z-7j], =0
2

e portanto 7 -1j = [z - ij]o. Obtemos assim de (6) que
-1 = [21- 7)o+ (27 - o (15)

Assim, todas as identidades que envolvem elementos de A, e A,
2
sao semelhantes as identidades que envolvem elementos de A; e

A;. Portanto, este caso é analogo ao caso II.
2
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V. Caso que envolve elementos de A;,A; e Ap.
2
Para isto consideremos primeiramente o caso em que dois ele-
mentos estao em A;, um elemento esta em A% e um elemento

esta em Ay, Usando Agd; =0 ¢ (9) temos que
K(h,z,a,b) = ha - ab+ ha - bz + hb - ax = ha - ab
= (h-ab)z = H(h;z,a,b).
Usando (9) novamente temos que
K(h,z,a,b) = H(a;z,h,b) = H(z;h,a,b).

Vejamos agora o caso em que dois elementos pertencem a Ay,

um a A; eoutroa A%. Por um lado,
K(x,y,a,h) =2y -ah+za-yh+ay-zh=zy-ah.

Por outro lado, usando (9) temos que

H(z;y,a,h) = (x-yh)a+ (z-ya)h + (- ah)y

= (a-yh)x+ (x-ah)y = (y-ah)z + (2 - ah)y
Disto, usando (14), temos que

H(z;y,a,h) =2y -ah = K(z,y,a,h).

Sabemos também que

(a-ay)h =alryly - h = [a[zy]s - )y + [a[zy]

1 1
2 2

s+ [ah - [zy)3)o.

1 P
2 2

=g h[.ry]% — [ah - [zy]
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De (12) e (14) temos que

h[:ry]§ = ah - [my]% = 0.
Assim. de (9)

(a-2y)h =0

e portanto
H(a;h,z,y) = (a-zh)y + (a - yh)z.
Assim, de (9) e (14) obtemos que
H(a;h,z,y) = (z-ah)y + (y - ah)x
=y -ah = H(z;y,a,h).
Finalmente como ah - zy = ah - [2y]o, temos que
H(h;a,z,y) = (h-2y)a = hlaylo-a = ah - [zy)o = ah - zy.
Logo,

H(hja,2,y) = H(x;y,a,h) = H(a; h,2,y).

Vejamos por ultimo o caso em que dois elementos estaio em A,
2

um elemento esta em Ay e o outro em A;. Temos
K(t,5.a,2)=1j ax+ai-jor+ia-aj
= [ta - j)o+ [ta- ja)y + [ix - aj)o + [iz - aj);

= [(a-gx)ilo+ [tz jalo + [fa - j2), + [(2 - aj)i).
Segue de (9), (15) e (5) que

K(i,5,a,2) = [(z - a)ilo + iz - ajlo + [ia- jals + [(a - 27)i]y
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# A. Da simplicidade de A, segue entao que - H(i:j.a,2)
Ao é isomorfa a uma subalgebra de E*. Assim,

Do teorema 5 segue que A é de Jordan.

Seja A uma algebra de Jordan (nao necessari-
sao finita) sobre um corpo de caracteristica zero.
A satisfaz a identidade (1) e que contem um el-
nte nao-trivial e tal que dim(A;) = 1. Entao o
H={a€A: a(A, & Ao) = 0} ek

;a,1, 7).

n = ae + jo + xo € H. S6 devemos provar que

0, sejam 1 € A%, r € Ag. Entao: z - ai)y + [(a- z7)i)x

1.. 1. ) sz )
) = (ae + Sjo)i + 1) = Si+ Zijo+ 3jor. il + [(a-25)ia

11,0, ).
nr = 0, temos que

Q. i F
5 +150+120=0
B t)e = H(a;a,1,7).

- . S casos possivels exce-
JoT + xzox = 0.

pertecem ao subespaco
A%AO C A% e A3 C A1 & Ao, temos que
2

y=0, 22g=0 e 30v =0 (ViEA%. T € Ap).
de Jordan que satisfaz
. o . .
en-(141z2)= 52. suficiente considerar o

li-nensao finita que é de
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Se a = 0 o resultado é imediato. Suponhamos entao que a # 0.

Como i+ 129 =0 temos que

Q. .
31.170+ 1T 1o = 0.

Como 22 =0. de (14) segue que

210 19 = —txl = 0.

Logo iz9 = 0 e portanto $i = 0. Segue que en € H, como

queriamos provar.

3. Algebras de Bernstein

No capitulo I mostramos que toda algebra de Bernstein satisfaz
a identidade (1). O seguinte teorema fornece condicoes necessarias
e suficientes para que uma algebra que satisfaz a identidade (1) seja

de Bernstein. Para isto usaremos o teorema 1 do capitulo 1.

Teorema 8. Seja A uma éalgebra comutativa (nao necessari-
amente de dimensao finita) sobre um corpo F de caracterfstica
zero. que satisfaz a identidade (1) e contem um elemento idem-
potente nao-trivial e. Seja A = A, & A% & Ap a decomposigao
de Peirce relativa a ¢. Entao A4 é de Bernstein se e somente se

dimA; =1, A3 C Ay e AlC A%.
2

Prova. E claro que as condigoes sao necessarias para que A

seja uma algebra de Bernstein. Para verificar que as condigoes sao
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suficientes a idéia € provar que A satisfaz as hipoteses do teorema
1 do capitulo 1.

Como a dimensao de A; = 1, entao A, = Fe. Definimos a
forma lincar w: A = I como w(Ae+1)=A paratodo A€ F e
l € A% & Ag. Entao w é um homomorfismo de algebras e portanto
(A,w) é uma algebra ponderada.

Das hipdteses e do lema 1 temos que A satisfaz as relagoes (4)

do capitulo I.
Sejam h, 2, j € A% e x,y € Ap. Como zi-j+zj-i€ Ao €
T-1] € A%, da identidade (6) temos que

zi-jtaj-i=[zi-j+aj-ilo=[r-ijlo=0,
assim
#1-1 =10, (16)
Como z? € A%, de (12) obtemos que
iz? = 0. (17)
Como 42% C Ap. uma consequéncia de (10) é
h-ij4+1-hj+j-hi=0. (18)

logo
2 =0. - (19)

De (17), (18) e a hipdtese A2 C A%, segue também que
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Como ? € Ay, usando (16) e (19) temos que
h(e;a,1,1,1,€) = —i(i - iz) + 2iz - e1® — 2e(¢? - ix)

F20(c (i) = i) 4o =200 (- P

Logo

Agora vemos que
h(e;i,1,1,1,€) = 21% - e1? — e - 1242 + 2i - €1°

—2i(i- e1?) — 2i%(e - e1?) + e(e - 1%%) = —Zz222,

1sto é,

Também temos que

1sto €,

Usando agora (16). (17) e (20) temos que
h(i;1,2,0,€,€) = —2(12)? + 22(7 - ia) — 2% - ex?

+2¢ - 1%2% + de(in)? — de(x(i - 1)) — 20 - ex® + 2i(7 - ex?)

= —2(iz)?,
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logo

(iz)? = 0. (24)
Assim,se { =1+a entaode (17), (20), (21), (22), (23) e (24) temos
1% = % + 4(i2)? + 2% + 4% iz + 20%2% + diz - 2? = 0,

isto é,

%2 =0 (Vte A1 @ Ao). (25)
As relagoes (16) a (25) preenchem as condigées do teorema 1 do

capitulo I, e portanto A é uma algebra de Bernstein.

Exemplo 2. Consideremos a algebra comutativa A com base

lu, 22 =2, ez =

{e,u,z} e multiplicagio dada por €* =e, eu = ;

uz = u? = 0. Esta algebra satisfaz as identidades (z22%,y,2) =0
e (z%,y,2) =0, logo, satisfaz a identidade (1). Assim, é de Jordan

mas nao é de Bernstein pois 0 # A2 C A,.

4. A identidade

(xﬂyxzaxz) - (x,yx : xvxz) - 2(X3,XY,X) + 2(X2,Xy,X)X =0

Seja A uma algebra comutativa (ndo necessariamente de di-
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mensao finita) sobre um corpo F de caracteristica zero e que

satisfaz a identidade

(v.y2?.a?) = (eoyr - 2.2 = 2028 2y ) + 2(2% 2y ) = 0. (26)

Lincarizando esta identidade obtemos

(Z, y$2$ x?) 4 2(13,.‘1:2 ) yvmz) + 2(13, y$2,$z) - (z,ya: ' :L’,:B?)

—(z,yz-z,2%) — (2,2y - 2,2%) — 2(z,yz - z,z2) — 4(2z - ¢, TY, T)
—2(3:22,:l?y,:l‘) - 2(333a Yz, 37) - 2(3313'.‘/,2) + 4(332,333/,.’17)33
+2(2%, yz,2)a + 2(22, 2y, 2)x + 2(2?, 2y, 2)z = 0. (27)

Suponhamos que A contem um elemento idempotente nao-trivial e.

Se fazemos y = 2 = ¢ em (27) obtemos que o operador L. satisfaz

a equagao
Lo(Lo~ (L.~ 31) = 0.

Temos entao que A decompoe-se em subespagos como

Lema 9. Os espacos A, verificam as seguintes relagoes:

AJC A, AlCcA®A, AA
2
4]40‘—‘0 A%AOC A%

CA

k]

N|=-
=

Prova. A prova deste lema é analoga & prova do lema 1.
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Observagao. O seguinte exemplo mostra que existem algebras
que satisfazem a identidade (26) e tais que 0 # A2 C A;. Além
disso, o exemplo mostra que as identidades (1) e (26) nao sdo equi-

valentes.

Exemplo 3. Consideremos a algebra com base {e,z} e multi-

2 2

plicagdo dada por e?=¢e, 22 = ¢, ez = 0. Fsta dlgebra satisfaz a

identidade (26) mas nao satisfaz a identidade (1).

Observagao. As relagoes envolvendo produtos de elementos dos
subespagos A, sdo as mesmas que obtivemos no lema 2 para a
identidade 1, e a técnica para obter estas relagdes € a mesma em-
pregada na prova do lema 2. Portanto, a prova do lema que segue

sera apresentada de maneira resumida.

Denotaremos por g¢(y;x,z,u,w,v) a linearizagao completa da

identidade (26).

Lema 10. Se a,b€ Ay, h,2,j € A%, z,y,z € Ao entao:

h-ab=ha-b+hb-a, (28)
a-ij = [i-ajh +[j - aily, (29)
[2 - 45)o = [x2- jlo + [27 - t]o, (30)
- iah = [i- 52, (31)

[i - ajlo = [j - ailo, (32)
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a-hr =ah -z, (33)
hlijlo + i[h7lo + jlhilo = hligh +i[hj]y + jlRh,  (34)
a?-ba = a®b - a. (35)

i[.r.r/]% =0, (36)

Prova. Usando as relagoes obtidas no lema 9 temos que
g(a;h,b,e,e,e) = 18bh - a + 18ah - b — 18h - ab,

de onde obtemos (28). Paraobter (29) e (32) calculamos g(j; a,1,e,€,€)

para obter

12—5a-ij—175i-a]—75]-a7+27a(e-2])—33e(a~z])+66(z-a])

—33e(y-a1)—6a(e(e-1y))—6e(a(e17))+12e(e(a-17))+12e(e(j-az)) = 0.
Das relagoes do lema 9 obtemos que isto € igual a

15 .15, ) 15.. . 15,.. . - e ..
s iJ— 7[7 ajgly — —9—[1. ~ajlo + 7[] - at)y + 27alig)y — 33a[ij);

+6[ - ay)y —33[j - a1y — 12[a - 75); + 12[a - i5]; + 12[j - @z]; = 0.
Disto seguem as relagoes

9 .. 9. . 9. .
50-13—5[7-(1]]0—5[]-(12]0:0

15, . 15,.. .
7[7'01]0 = 3[] "17]0-

Para obter (30) e (31) calculamos
glesh,z i, e,e) =3h 12+ 37 - ha — 32 - hi + e(h-iz) + e(i - ha)
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+10¢e(z - ht) — 14z(e - hi) — de(e(h -ix)) — 4de(e(2- ha)) — Be(e(z - h))
+12¢(a(e - hi)) — da(e(e- hi)) +3h -tz + 32 - hz — 3z - e
+[h -1x)y + [i - ha)y + 10e(x - h?) — 4[h - ix]; — 4[7 - ha)y
—8e(c(a hi)) + 3[h - ixlo + 3[i - hal — 3[r - halo — 3[x - hi],
=3[z - hi]; + 10[z - i)y + 5z - hi]% —2[z - hi]% —8[z - ht); = 0.
Disto segue [h-iz]; =0 e obtemos assim as igualdades (30) e (31).
Da mesma maneira obtemos (33) calculando g(h;,a,z,e,e€,€),

(34) calculando g(e;1,7,k,e,¢€), (35) calculando g¢(b;a,a,a,e,e) e
(36) calculando g(e;x,y,h,€,€).

Para terminar esta se¢ao enunciaremos dois teoremas:

Teorema 11. Seja A uma algebra comutativa (nao necessaria-
mente de dimensao finita) sobre um corpo F' de caracteristica zero,
que satisfaz a identidade (26) e contem um elemento idempotente
nao-trivial €. Seja A = A; & A;_ @ Ag a decomposicao de Peirce
relativa a e. Entdao A ¢é uma algebra de Jordan se e somente se

Al C A;_ @ Ag, Ao é uma subalgebra de Jordan e
jray=j)r-y+jy-x (VIB,yEAo,jEA%). (14)
Teorema 12. Seja A uma algebra comutativa (nao necessari-
amente de dimensao finita) sobre um corpo F de caracteristica

zero que satisfaz a identidade (26) e contem um elemento idem-

potente nao trivial e. Seja’' A = A; @ A% @ Ao a decomposigao
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de Peirce relativa a e. Entao A é de Bernstein se e somente se

dimA, =1, Ai C Ag e ASC A%.
2

Observagao. A prova destes dois teoremas é essencialmente a

mesma dos teoremas b e 8.

As algebras dos exemplos 1, 2 e 3 satisfazem a identidade (26)

mas nao sao algebras de Bernstein.

Referéncias: [C-3], [O-3].
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APENDICE

1. Diagramas de Young e tableaux standard. n=5

ogonoonon 12345

DnDomng 1234 1235 1245 1345
(] 5 4 3 p)
(DmoMmng 123 124 134 125 135
(1 0 4 5 35 2 5 3 4 2 4
nmong 123 124 134 125 1365
(] 4 3 2 3 2
(] 5 5 5 4 4

1 4 5

2

3
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1. Diagramas de Young e tableaux standard. n=5 (continuagio)

()1 1 3 1
() 1) 2 4 3
[) 5 4
[T t—b ]
0 3 2 2 2
0 4 4 3 3
0 5 5 | 5 4
[] 1
[1] 2
(] 3
(] 4
[] 5
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2. Diagramas de Young e tableaux standard. n=6

pooooogn 123456

noopoon 12345 12346 12356

(] 6 5 4
1 2 45 6 1 345 6
3 2
nnoon 1234 1235 124535 134
[0 5 6 4 6 3 6 2 6
1 23 6 1 2 46 1346 12536 13356
4 5 35 2 5 3 4 2 4
1 3 4 1 2 3 5
nonian ; )
(] 6 ;
(]
1245 1345 1236 124€6
3 2 4 3
6 6 5 5
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2. Diagramas de Young e tableaux standard. n=6 (continuacio)

1346 1256 1356 1456

4]
=
-—
(%]

(1 (] [] 1 2 3 1 2 4 1 3 4

(0 (0[] 456 356 256
1 2 5 1 3 5
3 4 6 2 4 6
(bgogmn 123 124 134 1 3
(] (] 4 5 3 5 25 3 4
(] 6 6 6 6
135 12 3 1 2 4 1 3 4
2 4 4 6 3 6 2 6
6 5 5 5
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2. Diagramas de Young e tableaux standard. n=6 (continuagio)

(0010
(]
(]
(]

1) —
[N
LW &

(<0

(1 0
(10
[]
(]

3

2 6

() 1]

(1 (]

(3 (]
1
3
6

Cd e

o

N A

[41]

I

v B N e

—

1)
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2. Diagramas de Young e tableaux standard. n=6 (continuaciao)

(1 (1 1 13 1 1 1
(] 3 2 2 2 2
(] 4 4 3 3 3
(] 5 5 5 4 4
(] 6 6 6 6 5

(1 1

(] 2

(1 3

(1 4

(J 5

(] 6
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3. Representagao de Ss

(12) =

o (=] -~ O -
|
— (=] - - O
[
o o - o0
— -
| | @ oo
= © © oo
- o © oo
L )
L — L]
o [=] — L
[
o o =~ O
- 10 =
[ I
o o o o
— o o o
L E——
——
L v~ - -t
[ R I
o © =~ o
o = o O
- o o o
[ E———
D
—
o
—

0
1
0 0

LO

0|

o © = o ©
o - o o o o
- o o o o o
— —
—
| o o — — o
— — - [=] o (=}
L —
— ]
o - o o
— o © =
o o — —
o © o ~—
|
— - — o
) ,
| ——
o o = O
o = O o
-0 (=} o

1
1
-1

-1

TR
L)
10_0
[ B |
(== =]
[
e ———
==
o o O ™
o 9~ o o
1100
1
L N o |
°© 4 1 °
P T e e B |
p—
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4. Representagao de S;

(12) —

0
0
0
0

-1 0 O
-1 0 O

-1
-1

0 0

0 0

0 o

0 0 O

-1

0O 0 o

0

-1

0 o0

&

=1

0 0 O

-1

0 0

0

0

=1

0O 0 0 O

e

0

-1

0 0

-1 0 0 O

0O 0 0

-1

0O 0 O

0
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4. Representagio de Sg¢ (continuagio)

0

0 O

=1

0 0 -1

0

-1

LO

@ [-1]

-1

0 0

0

-1

-1

| O
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4. Representacio de Ss (continuagio)

(234561) —

00 0 0]

1

0 0 o

1

0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

1

0

-1
-1

=¥
=1

1

0 0 O

0 0 0 O

-1

[E% WPSN

1w

0 0 0 0 0

1

1

0 0 0 O

0 0 0 0 0 O
0 0 o

0

0
-1

0
-1

0

0

1

-1

0 0 0 O

0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O

0 0 0 O

1

0
0 0 O

0 0 O

0 0 0 00 0O
0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O

1

0
0
0
0

0

0

1

0 0 0 0 1

0
0

0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 O

1

0

0 0 0 0 O
0 0 0 00 0 O

1

0
-1

0 0 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 0 O
0 0 00 0O 0 O

-1

0

1 0 0 0 0 O
0 0 00O 0O

0

0
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4. Representagio de Sg (continuagio)

-1

0o 0 O

1

-1

0 o0

0

0 0 0 O
0 O

0
-1
0

0
-1

0 0 0 O

0 0 0 O
0 0 O

-1

0 0 0 O

0

-1

0

®[-1]

0

0 00

=1

0

0

0
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5. Forma escalonada das matrizes para o caso excep-

cional, grau quatro

Rep. 1, excepcional, comutativa, grau 4

Rep. 2, excepcional, comutativa, grau 4

l101looo
011/, 000
000l 100
000 010
000l 0001

Rep. 3, excepcional, comutativa, grau 4
12|00
00| 12

Rep. 4, excepcional, comutativa, grau 4

1 00| 000
010, 000
001 00O
000 100
000 010
000 0001

Rep. 5, excepcional, comutativa, grau 4

Rep. 1, excepcional, todas as identidades, grau 4

Rep. 2, excepcional, todas as identidades, grau 4

[= NN g
cooo+o
oo+ KH
cor OO0
O OO0OC
~OOOO

Rep. 3, excepcional, todas as identidades, grau 4

10f 02
01| 0-1
00| 12

Rep. 4, excepcional, todas as identidades, grau 4

100, 000
010/ 000
001 00O
000f 100
000 O10
000f 001

Rep. 5, excepcional, todas as identidades, grau 4

o =
- O
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6-a) Identidades de grau cinco no caso excepcional

abcde 1
acbde -1
abcde 1
adebc -1
abcde 1
bacde -1
abcde 1
abdce -1
abcde 1
bacde -1
abcde 1
acbde -1
abcde 1
abced -1
abcde 1
bacde -1
abcde 1
cdabe -1
10 5 abcde 1
10 5 bacde -1

VWWOVWOORONINOAAUdHWWNN
B AP WWWWRWWWNNNNRFERERPRE
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11
11
12
12
12
12
12
12
13
13
13
13
13
13
14
14
14
14
14
14

NV WWUMWWWWERERERNDNNDNDNDSESOO

abcde
abced
abcde
adcbe
abcde
adcbe
cbade
cdabe
eabcd
eadcb
eabcd
eadcb
ecbad
ecdab
aebcd
aedcb
aebcd
aedcb
cbaed
cdaeb

1



6-b) Forma escalonada das matrizes para o caso excep-

, grau cinco

1

ciona

grau 5

excepcional comutativa,

2,

Rep.

O000DO0O0CO0O0O0O0O0O -~
CO0OO0OO0OO00ODO ooozw
"3}

O0O0O0O0OO0O0ODO0OOO0O0OO0O

C0O0OO0OO0O0O0OCOO0OO0Om™MO

0000000044.100
]

0000000000 ~0OO
OC00O0O0OO0O0O0OO~ROOO

oO0oO0OO0OO0OO0OOO0O~000O0C

[=N=elele] ~O0O0O00CO0C
|

m o
n n
[ NeNeNeNoNoNoN ool e
o~
~ O

coooo0oo
nwooooo

oocoocoo
oo0oocoo

ocooNnOOO 4 cooocoo

0002100400000
1

0000100M00000

oOoo~00O0O [=NeNoNoNe]

d.lloooonooooo
[
0OO0O~00000O0OO0O0O0OOQ
oO~0O0O0OO0CQO0OOCOOOOCOC
[

~O0OO0OOOOO coooo

0000000000000 O0OONOHA
'

000000000000000.%“.1

0O00OO0OO0OO0OO0OOOO0OOOOOOOOH

0000000000000 O0O0OAO
0000000000000 O0O~0O0

00000000000 OO0OONOOO
0000000000000 OMO0OO
0000000000000 ~MOO00CO
0O00000O0O0OO0O0O0O0OHOOOOO
00000000000 HOOOOOO

000000 OONNNOOOOOOO
nununun
0000000000 HOOOO0OOO
0C0D0O0DO0OO0OO0OO0OO0OHOOOOOOCOCO
00000000 HOOOO0OOOO0OO

000000000000 QOOO0O0O

cCoo0OONNNOOOOOOODOOOOO
L]

000O0OAAHAOO00000O0O000O0OO
[

0OC0000OO0OHOO0O0O0O0OO0OO0OO0OO

C0O00O0OHMOOOOO0OOO0OO0OO0OO0QCO
OC0o0OO0O~HA0000OO0OO0OOO0OOCOOOO

excepcional comutativa,

Rep. 3, excepcional comutativa, grau 5

NHAHO0O00O00O00O0COO0OOO0OO
MVOOIOOOOOOOOOOOOOO
0O0OHOOO0OODODO0OO0O0OOO0OO0OOOO0OO
OO0 000O0O0000O0O0OOOO0O
HOOOO0OQOOOO0OOOOOOOOOO

grau 5

4,

Rep.

C0000000O0O0O00O0O0O0D0O0OO0OOOOOOO NN

000000000000000Ooooooooom%mw
0000000000000 0O0DDO0O0C0O0O0O0ODOOCOO~O
0000000000000 0O0O0O0OO0DO0OO0OO0O0OOO0OOH0OO
0000000000000 O0O0OO0OO0O0O0OOO0O0OO~00O0
0000000000000 OCOO0O0OOO0O0O0OHOOOO
C0O0000O0O00O0DO0OO0O0OO0O0O0OO0OO0O0OD0O0OO0ON0O0OO0OO
000000000000 O0OCO0O0OO0O0DOO0O~N0O0OO0COO
0000000000000 O0O00O0O0O0OO0O<NO0OOO0OO0OO
0000000000000 O0O0O0OO0OO0O0OHNOO0O0O0ODO0OOO
0OO0O0OO0OO0O0O0O0O0OO0DO0O0O0O0OO000O0O0O0O0O0OOOOO
C000D00000O0O0O0OO0O0OO00O0O~N0O00O0O0O0OOO0OOOO
0000000000000 O0O0NO0O00O0O0O00OO0O0O0OO
0000000000000 HMOOO0O0O0O0O0O0O0OO0OOO
0000000000000 O0OHODODO0O0OO0O0OOOOOO0OO
0000000000000 HO0O0O0O0OO0OOO0OO0O0OO0OO
000000000000 HOOO0O0OODODO0OO0OO0OCOOOO
00000000000 HO0OO0O0O0O0OO0O0O0ODOO0OO0OOCOQO0CO
00000 ONANNOHOOOOO0OODOO0OO0OO0O0O0O0O0O0O0OO
0000OOWWOOPOOOOOOOOOODOOOOOO
000000000 HO0DOO0OO0OO00O0O0OO0OO0OO0O0OOOO0OOO
00000000 HOO0O00O0O00O0O0O0OO0OOO0OO0OOO
0000000 HOOO0OO0OO0OODOOO0OO0OODOOOO0O0OO
Q000000000000 O0O00O00O0O0O0OO0OOO0OOO
00000 HOO0OO0OO0OOCO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0O0ODO0OOOOCOOOO
0000000000000 O000OO0OOO0OO0OOOOOO
0000000000000 O000O00ODO0OO0OO0OO0OO0OO00OO
0000000000000 0O0O0O0OD0O0OO0O0O0OOOOO
OHOO0OO0DO0O0O0OO0O0OO0O0O0O0O0O0O0O0O0OO0OO0O0OOOODOOO

~OOOOODOOOCOO

OC0OO0O00O0OO0O0O0OO0O0OO0OO0O0OCO0OO
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6.b) Forma escalonada das matrizes para o caso excepcional, grau cinco (continuagio)

Rep. 5, excepcional comutativa, grau 5

[=N=N=N=}oNeloNeNo)
000000000
O0oO0OO0OO0OO0OOO0OO
O 00OO0OO0OO0OO0CO
coo0oo0oO0o0o00O

OCO0O0O0OO0OO0OO0OO0COOO~
OCO0O00O0OO0OON~MNO
000000000%10
O0000O0OO0O0O~00O0

coo0oO0O0COO0O~<MOOO

oOo0oo0O0OO0OO0COOOO
(= =l=-NeleNeleNol
o000 O0OO0OO0OO0OO
O0O0OO0OO0OO0OOOOO
0000000000

CO0O0O0CO0OWMODNOOOO
~VYVY
000000 O~000O0O

O0O0O0O0O~0000OO
ococooOoO~NO0O0OO0QOO
O0OO0O~0000OO0COO

ocoo0oO0OO0O0OO0OO0OO
O00O0OO0O0OO0OO0OO0O
[eNeNoNeleNeNeNeNa]
cooocooooo
OCo0OO0OO0OO0OOOO~

01000

co~000O0O0QOQOO
O<000OO0O00OOOCO
~000O0OO0OO0OOOOO
[=N=N= Nl Ne el
coooco0oocoO0oO0O0OO0

OO0OO0OO0O0C®WOWMOO
~ WV VY
o000 O0OO0O~O
cooo00o0ooO0~0O0
Ooooo~0O0O0O

oOo0o0oO0O~00O0O0C

00O0O0O

[=N=NeN=NoleloReNeie o)
co0oo0O0O0COO0CQCOCO
cocooco0oo0oo0o0o0O0
(=N N-N- NN NN
o000 O0O0OO0OO0O0QOCO

OCO0OO0O~00O0CO0OOO
410000000
n.vmhsooooooo
O~000O00O00CO

~O0OO0OOOOOOOO

cocooooocoo0oo0o0co
O0cO0OO0OO0OO0OO0OOOOO
ocoococooco0o0o00O0
cocoooco0oo0O00O0OO0OO0
cocoocooococo0oo0oo0o0

grau 5

excepcional comutativa,

6,

Rep.

oOo0oo0oO0OO0OO0OO0OOO0O
coooo0oo0oo0o0ooo
Ooocoocoo0oo0o
Ooo0oOO0OO0OO0O0O0OC

Oo0O0O0OO0OO0ODOOOOH
OC0O0OO0OO0OO0DO0OO0OO~HO
O0Oo0O0O0COO0OO~0O0
o000 O0OO0O~00O0C
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6.b) Forma escalonada das matrizes para o caso excepcional, grau cinco (continuagio)

Rep. 2, excepcional todas as identidades
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6.b) Forma escalonada das matrizes para o caso excepcional, grau cinco (continuagio)

5, excepcional todas as identidades
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7-a) Identidades de grau quatro no caso nuclear

123

1 1 abcd 1 7 3 cbda 2
1 1 achd -1 7 3 cbad 2
2 3 abcd 1 7 3 dbca 2
2 3 bacd -1 7 3 abcd 2
3 4 abcd 1 7 3 dbac 2
3 4 bacd -1 7 3 abdec 2
4 4—abecd 1 F—3—dcba 2
4 4 cdab -1 7 3 achd 2
5 2 abcd 1 7 3 adbc 2
5 2 bacd -1 7 3 dcab 2
6 2 abcd 1 7 3 acdb 2
6 2 abdc -1 7 3 adcb 2
7 1 adcb -3 7 4 dcab 4
7 1 dacb -3 7 4 acdb 4
7 1 cadb -3 7 4 adcb 4
7 1 adbc -3 8 4 cbad 2
7 1 dabc -3 8 4 dbac 2
7 1 achbd -3 8 4 abdc 2
7 1 dcba -3 8 2 cbad -1
7 1 cabd -3 8 2 dbac -1
7 1 cdba -3 8 2 abdc -1
7 1 bdac -3 8 2 dcab -1
7 1 bacd -3 8 2 acdb -1
7 1 bdca -3 8 2 adcb -1



7-b) Forma escalonada das matrizes para o caso nuclear,

grau quatro

nuclear, comutativa, grau 4

2,

Rep.
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7-b). Forma escalonada das matrizes para o caso nuclear, grau quatro (continuagio)

grau 4

todas as identidades,

nuclear,

1,

Rep.

grau 4

todas as identidades,

nuclear,

2,

Rep.
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8-a) Identidades de grau cinco
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8-b) Forma escalonada das matrizes para o caso nuclear,

grau cinco
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8. b) Forma escalonada das matnzes para o caso nuclear, grau cinco (continuagao)
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9-a) Identidades de grau cinco em algebras de Bernstein
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9.b) Forma escalonada das matrizes para as algebras de Bernstein, grau cinco (continuagao)

grau 5

Bernsteln comutativa,

5,

Rep.
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Rep. 6, Bernstein comutativa, grau 5
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grau 5

Bernstein comutativa,

7,

Rep.
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Rep. 2, Bernstein todas as identidades, grau 5
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¥.D) rorma esctajonaaa aas matrizes para as aigebras de pernstein, grau CInco (contnuasav)

grau 5

Bernstein todas as identidades,

3,

Rep.
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grau 5

Bernstein todas as identidades,

6,

Rep.
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10-a) Identidades de grau seis em dlgebras de Bernstein

1 1 abcdef 1 22 9 abcdef 1
1 1 acbdef -1 22 9 abcdfe -1
2 1 abcdef 1 23 10 abcdef 1
2 1 adebcf -1 23 10 bacdef -1
3 2 abcdef 1 24 10 abcdef 1
3 2 acbdef -1 24 10 defabc -1
4 2 abcdef 1 25 11 abcdef 1
4 2 abcdfe -1 25 11 bacdef -1
5 3 abcdef 1 26 11 abcdef 1
5—3  baedef—1———26—11-abecedf—1
6 3 abcdef 1 27 7 abcdef 2
6 3 abdcef -1 27 7 acbdef 2
7 4 abcdef 1 27 7 adbcef 2
7 4 Dbacdef -1 27 3 abcdef -1
8 4 abcdef 1 27 3 cdabef -1
8 4 abdcef -1 27 3 acbdef -1
9 4 abcdef 1 27 3 bdacef -1
9 4 abefcd -1 27 3 adbcef -1
10 5 abcdef 1 27 3 bcadef -1
10 5 bacdef -1 28 8 abcdef 2
11 5 abcdef 1 28 8 acbhdef 2
11 5 acbdef -1 28 8 adbcef 2
12 5 abcdef 1 28 4 abcdef -1
12 5 abcedf -1 28 4 cdabef -1
13 6 abcdef 1 28 4 acbdef -1
13 6 bacdef -1 28 4 bdacef -1
14 6 abcdef 1 28 4 adbcef -1
14 6 bcdaef -1 28 4 bcadef -1
15 6 abcdef 1 29 9 defcab 2
15 6 abcdfe -1 29 9 defbac 2
16 7 abcdef 1 29 9 defabc 2
16 7 bacdef -1 29 3 abdefc -1
17 7 abcdef 1 29 6 cdefab -1
17 7 cdabef -1 29 3 acdefb -1
18 8 abcdef 1 29 6 bdefac -1
18 8 bacdef -1 29 6 adefbc -1
19 8 abcdef 1 29 3 bcdefa -1
19 8 cdabef -1 30 8 cedfab 2
20 8 abcdef 1 30 10 ceadfb 2
20 8 abcdfe -1 30 10 dfaceb 2
21 9 abcdef 1 30 4 abcedf -1
21 9 Dbacdef -1 30 6 cedfab -1
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313 aedebf -1 ——

30 5 acedfb -1
30 5 bdfcea -1
30 5 adfceb -1
30 5 bcedfa -1
31 11 decabf 2
31 11 debacf 2
31 11 deabcf 2
31 3 abdecf -1
31 5 cdeabf -1
31 5 bdeacf -1
31 5 adebcf -1
31 3 bcdeaf -1
32 4 efabcd 2
32 4 efachd 2
32 4 efadbc 2
32 6 abefcd -1
32 6 cdefab -1
32 6 acefbd -1
32 6 bdefac -1
32 6 adefbc -1
32 6 bcefad -1
33 1 fabcde 2
33 1 facbde 2
33 1 fadbce 2
33 5 abfcde -1
33 5 cdfabe -1
33 5 acfbde -1
33 5 bdface -1
33 5 adfbce -1
33 5 bcfade -1
34 2 fdecab 2
34 2 fdebac 2
34 2 fdeabc 2
34 5 abfdec -1
34 6 cdefab -1
34 5 acfdeb -1
34 6 bdefac -1
34 6 adefbc -1
34 5 bcfdea -1



10-b) Forma escalonada das matrizes para as ilgebras de

Bernstein, grau seis

Bernstein, comutativa, grau 6

2,

Rep.
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grau 6

Bernstein comutativa, g

3

Rep.
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10.b) Forma escalonada das matrizes para as aigebras de Dernsiein. grau seis (Continuagao)

Bernstein comutativa,

grau 6

4 ’

Rep.
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