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RESUMO

Neste trabalho estudamos as álgebias de Bernstein que satisfazem
uma identidade polinomial. No primeiro capítulo, damos uma ca-
racterização de alguns tipos de álgebras de Bernstein e estudamos
álgebras de Bernstein que satisfazem uma identidade de grau qua-
tro que não é consequência da comutatividade. Finalmente damos
uma caracterização das álgebras de Bernstein de lidem n que são
álgebras de Joidan. No segundo capítulo, construímos as identi-
dades minimais para as álgebras de Bernstein nos casos normal,
excepciolaal, nuclear e aibitráiio. Usamos a técnica de plocessai
identidades via representações do grupo simétrico. Finalmente, no
terceiro capítulo, estudamos as álgebras coinutativas que satisfazen]
uma das duas idelltidades de grau seis que foram obtidas no capítulo
dois

ABSTRACT

In tllis wolk we study Beinstein algebras that satisfy an identity.
In the fiist chaptel we tive a chaiacterization of some types of Bern-
steill a.lgebla.s alld study Bernstein algebla.s teia.t satisfy a.n identity
of degiee tour tllal is not consequence of the conlllauta.tivity. Finally
we tive a. cllaiacteiization of nth-ordem Bernstein algebias that aie
Joidan algebias. In the second chaptei, we constiuct the minimal
identities foi Beinstein algebias in the normal, excepcional. nuclear
and aibiti'a.iy ca.se. We use the teclinique of piocessing iclentities via
the replesentations of the symmetric gtoup. Finally, in the third
chapter, we study the commutative algebias satisfying one of the
tv/o identities of deglee six that were found in the seconcl chaptei
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INTRODUÇÃO

Em 1-923 Bei;nsteiii IB-il piupus ü pi:obleüia da descrição expiicil

de todos os operadores evolução que atingem o equihbiio na segunda

geração. Este problema foi parcialmente resolvido por Lyubich IL-l,

2, 31. Enl 1975 Holgate em IH-8j forneceu uma formulação algébrica

para o ploblenla. de Belnstein introduzindo o collceito de álgebra de

Bernstein. O estudo e classificação destas álgebras rena-se mostrado

um problema difícil. Apenas classificações parciais de alguns tipos

de álgebias de Bernstein tem sido obtidas (vel pol exemplo Holgate

IH-21, Lyubich IL-31, Costa IC-91, Hentzel-Peresi IH-51).

Na área. das álgebl'a.s não-associativas o estudo da.s identidades

tem-se lnosti ado lmla importante ferramenta. de trabalho. Nos anti-

gos l0-2, 3, 41 de 1965-68, Osboril estudou a.s álgebl'as comutativas

com elemento unidade que satisfazem alguma. identidade de grau

$ 4 que não é consequência da. lei collautativa. Hentzel-Piacentini

Cattaneo-Ca.rim IH-61, usando unia técnica. dada. poi Hentzel eni IH

11, estenderam o resultado de Osboin encontrando todas as identi-

dades que nã.o sà.o consequência da. comutativida.de eln uma. álgebla

que não telas necessa.piamente unidade. Qua.ndo a.s álgebra.s tem
unidade, estas idelltidades ficam reduzidas a. lei associativa ou as

identidades obtida.s pol Osboin.

Este tiaballlo está dividido em quatro capítulos, o piimeiio dos
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quais (capítulo 0) contém elementos básicos que seixo utilizados rios

capítulos seguintes.

No capítulo l estudamos as identidades que são satisfeitas por

alguns tipos de álgebras de Bernstein. No teorema 3 damos a. clas-

sificação salvo isomorfisino das álgebras de Bernstein leais de di-
inensào 5 que também são álgebras de Jordan. Damos calactei-

izações para os ca.sos normal e excepcional (teoremas 6 e 7). Usando

o resultado de Hentzel-Piacentini Cattaneo-Carini(teorema. 101 car-

acteiizamos as álgebras de Bernstein que satisfazem uma. identidade

de grau $ 4 que não é consequência da lei comutativa. (teolenla 15).

Finalmente damos uma generalização de um teorema de Walcher

(teorema. 2) que caracteriza. aquelas álgebra.s (:e Belnstein de ordem

n que sào a.ssociativas nas potências (teolenla 16).

Toda. álgebra de Beinstein satisfaz a. identida.de de grau sete

(z'z',y, z') :: 0. Assina, un] pioblenaa natural é encontrar as iden-

tidades ininilnais, isto é, as identidades de nienol grau, satisfeitas

pelas álgebras de Bernstein. No capítulo ll encolltranaos as identi-
dades minam.àis satisfeitas pot unia. álgebia. de Beinstein nos casos

noiina], excepcional e nuclea.t. e hnalmente encontramos as identi-

dades niininla.is satisfeitas poi uma. álgebia. de Beinstein arbitiáiia.

jteorenla.s .3-t;). Pala este fim. utiliza.Rios a técnica para. })locessai

identidades illtiocluzida. por Hentzel no antigo IH-ll.

No Capítulo 111 estudamos as álgebras comutativas que satis-

fazem algum;â. das duas identidades nainima.is satisfeitas pelas álgebras

de Bei'nstein(teorema.s 5 e 11) e ellcontramos as condições necessái'ias
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e suficientes para que unia álgebra. satisfazendo uma desta.s identi

dades seja de Bernstein (teoremas 8 e 12).

Agradeço a.o pi'ofessor Luiz Antonio Pcresi, que orientou este tra.

balho com muita dedicação. Agradeço também pela sua paciência e

.minada. Agradeço ao pi'ofessoi-Jiobel:t.cu(post.a. pelos seminá.!'ios l

sugestões que me foram muito úteis e ao professor ]rvin Roy Hentze]

jda lowa. Skate University) pela grande ajuda que me deu com seus

plogiamas computacionais. Finalmente, abra.deço a minha compan

heila. Cecilia pot seu apoio e a meus grandes amigos Pala.r, Juan
Jogo e Huno





Arar,4Ç.40

Usaremos a palavra álgebia pa.ra indicam uma álgebia não-
associativa e comutativa. A menos de indicaçã.o explícita, va
mos supor sempre as álgebias sobre cola)os com caia.cterística
diferente de dois no capítulo l e igual a zero nos capítulos ll e
111

Esctevelelnos o produto de tios elementos (ab)c como ctó c e
denotarenlos poi (a, b, c) (opeiadoi associação) a expressão
ab, c -- a . bc.

Alguns símbolos utilizados sào

óf(y) é o operador lineaiizaçào.
-t. é o opera.dot multiplicação à esqtte: da poi a
71 é a função que leva. uma n-upla de elementos na nlulti-

plicaçào deles associados de ma.negra. 7}.

./. denota ui]]a identicla.cle baseada. na. função ./ co]]] os
n[n13t[[o ntne AT'r]a,in/]/\o ]:z)rr]]B'i/]n n na .n]].+nnnn n
LblE)Ulll\,loUvO vl\x llCb\xv ) ü l$Llll\ v cb IJvllllUUCl-\ía,LJ /l

#["] denota a. 7z-ésima potência. ])leda. de un] elemento :z:

definida por =z']i] :: # e Z]n] :: ÍZ:]'t-l]=z't" 1] para. 77. > 1.

=zn denota. a. vz-ésima. ])otência. ])i'inci])a.l de um elemento :

definida poi :z'i :: r e a'" :: :z"'l:z' pa.ia z? > l



CAPITULO
/

0

PRELIMINARES

1. Identidades

Sejam Á uma álgebia. sobre um corpo F', S« o grupo simétrico
sobre n elementos e «- C S. uma permut«ão. Se (a-,a2,...,a«) C

]'lZ;. ,4 denotam'einos poi' (al,a2, ...,a.)r a. 72--upla. obtida. ao pei''

mutalmos as ])osições dos aigumelltos a. segundo a-. Poi exemplo,

se n = (123) então (ai,a2,a3)« = (a3,al,a2). OI)seivamos que

(«., «,,«3)« #(««(-),"«m, ".m) =(«:, ",,«,).

Dada. unia tunçâo ./ : ]lL;: ,4 --, ,4 definidos a função

.r. : ll .4 --, .'1

como .f.(a,,«2,...,«.) = .f(a:,a2,.
baseada c/l? /é unia soda

n

l

.a«)« l IRIA. áde7zÍidüde elrz ,4

E ...ü,
reS.

onde os o-i sà.o escala.i'es eni Fe

-.Â(«- , «,, ..., «.)
7rCS,.

4



para todo(al,a2, ...,a«) € rlE;. .4.
Obselvanlos que existe uma correspondência. natural entre as

identida.des em .4 baseadas em ./ e os elementos da álgebra

de grupo .FS.. O elemento

ó- E «.«
rCS.

de F'S. é dito uma {de7zt dado de .4 baseada zza/unção /se

/ó - E ../x
reS.

é uma identidade em .4. Este conceito pode ser generalizado a

ide)ltidades que envolvem mais de uma. função. Consideremos as
fun,Ãe.

(l 5; á 5; r).

Um elemento é = (Ó-, é2, ..., é«) C ]l;:. .FS. é dito uma denZãdade

de J baseada em /l,J:Z,...,/, se E::.(/.)Ó. é uma identidadeem
Á

Obse[van[os que IT;:. -FS. é u]]] /'S.-módulo à esquerda, eo

conjunto de todas as identidades baseadas enl ./i,/2,-..,/. é um

/'.S.-subnlódulo. Uma. identida.de @ é consequência das identida.des

d'l, é2, -.., é, se e somente se @ pertence ao submódulo gela.do por

$\.. #'..... Ó..

t.Im tipo inlpoltante de identidades sã.o as chama.das idem.cidades

po/{710ni.país. Seja PI.XI a. álgebra livre não-associativa sobre

r' dos polinõlllios nas indeternainadas do conjunto enumerável

X = {ri,a2,a3,...}. Um polinõmiodegrau //(ai,...,z.) c -PJXI

5



é dito unha identidade de g7'aK / de .4 se /(a],a2,...,a«) = 0 para

toda n-upla(ai,a2,...,a.) C llE:, .A.
Seja .r(=i, z2, ..., =.) um polinõmio homogêneo de grau n, isto é,

o gia.u da ca.da. indeteilnina.da. #f em cada. um dos mollõnaios que

compõem o polinõmio é um. Existem c = ' (::;:) maneiras difer-

entes ZI. de associaro produto das n indeterminadas 31,r2, ...,Zn-

Assim podemos escrever o polinõmio como

/('-,...,,«) - E E «iÊ(':,*',...,,«).,
i=lm'CS.

onde as Zt são fu[[ções que levam a. n-upla (a],z2,...,z«) no

produto =i=2...a;« associado de maneira lr..

Seja. I' um subconjunto de -rjXI. A fanulia. de toda.s a.s á.lgebras

sobre .F, pala as quais cada elemento de I' é uma. identidade, é

dita a. variedade de áZgeZ)ms determinada por I'

C

2. Linearização

O processo de [illeaiizaçã.o é uma. da.s feilament.as mais im])Ol-

tantes no estudo das identida.des eni uma álgebra. Seja ./'(zi , ..., #.)

uma identidade e seja y uma indetel'minada. diferente das zf. Se

substituímos zí por #f + y, obtemos que

.f(:--:...,.:. + y,...,-'«) = }: .ffk(«-, ..,";, ...,«.,y),
k>o

onde /.k é a soma de todos os teiinos que tem gia.u k na indeter-

minada y. Definimos o operador ól;(p) agindo sobre a. identidade

6



.f(--, ...,"', -.., «.)ól;(v) = .Êk(.-, ..., -', . -, ««, z/).

Obseivamosque ól) = .r. Se k > 0, o operador óf a-gesubstituindo

cada nionomlo peia soma aos monomlos que podem ser ootlaos aeie

substituindo X- dos ai poi y. Observamos, além disto, que este

operador satisfaz

(a/ + Pg)óf(V) (y)l + PIPÓf(V)l,

para todo par de identidades /,g e cl,P C .F.

Se .f é uma identidade, g/ é uma indeterminada diferente

de içi,z2,-..,:., k ? 1, e o gra.u de a;{ 2 À- en] pelo menos

um monâmio de /, então /(al,z2,...,z.)óf(y) é dita uma /{-
zzearização s mp/es de ./: Uma identidade que pode sel obtida de /

como uma sequência de uma ou mais lineaiizações simples de ./'

é dita. ullla /i?learízação de /. Unam linearização na qual em cada.

nloi)õmio i)ão aparecena variáveis com grau > 1 é denominada uma

lin.earização completa.

A propriedade mais importante do processo de linearização é que

dada uma. identidade, cada liilearização dela é uma nova identidade.

Quando fazemos linea.iizações est.a.mos sempre a.ssunlindo que o

corpo tem um número suficierlte de elementos.

Referência: ]0-4]
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CAPITULO l
/

IDENTIDADES

EM ÁLGEBRAS DE BERNSTEIN

1. Algebras de Bernstein

Uma á/geó7u 7yovzde?'ada é um pai (,4,w), onde 4 é uma álgebla.

sol)ie ull] cora)o /? e m : .4 --+ .F é um homonlorfisllao não-nulo de

á.lgebia.s

Unia á/geZ) 11] de Bt?7'7zsící-rz. é uma á.lgebia. pondera.da que sa.t.isfaz

a.identidade

«'«' - «(«)'«'. (1 )

Seja (,4,to) ullla. álgebla de Bernstein. Todo elemento de 4 da
fo[n[a «,(a:)''a' cona -«(a) # 0 é um elemento idempotente em .A.

8



Seja e C ,4 um elelllento idelnpotelate e seja .N = /íer(to). Então
.4 = .Fc © /V

O homomoifismo u) é único. De fato, se w' é um outro

llomomoifismo «ão-n«lo de 4 e«. .F e y C /{c,(t.'), então

to'(#y = w'(y2y') = u)'(to(VFV') = 0.

Assim .«'(3/) = 0 e C /{e,(«,'), de onde /{er(«,) C Ã'.,(.«').

Con.o .«' é não nulo , necessária:Dente .«'(e) = 1 e então «,' = .«.

Assumindo este fato, no que segue escreveremos simplesmente .4

para indica.rmos uma álgebra de Bernstein.

Seja .L. : .Af --, -Ar o opera.dol definido poi l -' ez (multi-

plicaçã.o à. esquel'da. pol c). Ente.o Z,. satisfaz

L.(2L. - -r)

elogotenlos que .Ar = Uq)Z, onde t/ = .Ker(2L.--/) e

Z = /t'er(L.). Obtemos assim a decomposição de Peirce de .4

,'l L/©Z. (2)

Se / deJlota o conjullto dos elementos idenlpotentes em .4,
ente.o

/ = {c + tl + u' : tz C ZI/}.

Sejam .f = e+u.+u: C /, t/.Í e Z.Í os subespa.çosde .A na

deconaposiçâo (2) conespondentes a.o idenlpoteilte ./. Elltã.o

U.Í = {«+2«««: « C U}, Z.Í = {-2(;uo+;«ã)+;: ; € Z}(3).

As dimensões dos espa.ços U e Z sào invariantes da álgebia.. O

pai (dàz72 U + l,dÍm Z) é dito o tipo da á/gebm. Lyubich IL-6, 71

9



classificou as á.lgebras de Berllstein de dimensão arbitrária. ??. sobre

o corpo dos núineios col-nplexos de tipos(n,0),(n-- l, l),(l,n-- l)

e (2,7t--2) e a.s de tipo (3,7z--3) ta.is que U' # 0. Observa.]llosque

de (3) é fa.cil vei que (/2 = 0 inclepellde da escoll)a do idena])otente

Unl outro inç'diante conhecido é dinz(UZ © Z').
O teorema a seguir caracteriza. as álgeblas ponderadas que sã.o

de.Belnstein

Teoreilla l (Lyubich IL-ll). Seja (.4,to) uma álgebra ponde

rada. Suponhamos que .4 = .Fe©UQ)Z, onde e é uln idempotente

e Xcr(t«) = U © Z. Então, (.A,u,) é uma álgebla de Belnstein se

e solllente se, pala todo u € U, z C Z e y C /{cr(to), temos que:

a) .; = 0 /) «;' = 0

b) '« g) «' «;

c) y'Z/' «; . ;'

d) «; = 0 {) (u;)'

.) «;.«

e os subes])a.ços Z-/ e Z satisfazen] as ielaçoes

tiz C Z, Zz C tr, UZ C U. (4 )

Vanaos termi[[ai esta seçã.o c.o]]] a.lgun]as identida.des que sela.o

usa.das nos cá.óculos que seguem.

Linealizando a idem)cidade (1) obtenaos

10



2a2 zy .«(,y)«' - «,(,)'«3/ 0 (5)

(6)

e

y. - «,(g/:)-:' - 2-.(=y),';

-2'«(*;)'y - .«(,):y; = 0.

Fazendo y = z3 e y = a;2 en] (5) obtemos respectivas-nente

4 a'g/

2.:.' = «,(,)',' + w(,)'«' (7)

(8)

e

2z2z3 .«(«);-' + «,(,):«'.

Referências: [B-l], IH-8], IL-1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], ]W-1, 2]

2 A propriedade de Jordan

Unia á.lgebia .4 é dita uma á/gcZ)7u de J07'da.n se ela. satisfaz a
identida.cle

y.' (v«,y c .'l).

Dizemos que uma á.lgebla. llã.o-a.ssoc.cativa .4 é unia á/gebvu com

poíé7 cía qu.a7'Za assocáaíáua qua.ndo x/eliflca a2z2 :: ?3:z ])ara todo

a; C ,4.

1 1



Enl \Va.]chel IW-ll encontramos a- seguinte caiactelização das

álgebras de Bei'nstein que sào de Joidan.

Teorellla 2 (Wa.lchel IXX/-ll). Se.ia. (.4,u,) uma. álgebra. pende

fada e de dinlensào finita sobre un] corpo de ca.iactelística. :# 2, 3.

Ente.o sã.o equivalentes as seguintes afirma.ções:

a) .4 é ullla álgebra de Beinstein-JoJdan

b) .4 é unha álgebia de Beit]stein cona potência quarta a.ssociativa

c) .4 sa.tisfaz a identida.de

«3 - :«(«)«' = 0. (9)

Talalbélaa é com)ecido o fato de que uma. á.lgebia. de Beinstein é de

Joidan seesomentese Z' = 0 e uz.z= 0( Vu c U, z c Z)(IA-
2j). Est.a última calactelizaçà.o insulta t.anlbém colho collsequêllcia

do t,eol'ellla. l do capítulo lll

Usalldo um teorema de Geistenllaber-À'í},ung IG-lj vamos classi-

Scar toda.s as á.lgebras de Beinstei]]-Joida.]] leais que t.elll dimeilsâ.o

5. Esta classifica.çã.a foi essencialmente obtida por Costa ein IC-4,

SI por out.io método.

Teorema 3. Exist.ena 20 á.lgeblas de Beinst.eill-Joldan de di-
mellsâ.o 5 nà.o isolllol.fas sobre o corpo dos núlnelos iea.is. As tábua.s

de multiplicaçâ.o sã.o as seguintes:

12



1. .A'' «i, :j >, tipo:(1 +«,4 -«).

e2 =e, euf= liuf, onde?? C {0,1,2,3,4} e l$ { $ n. quando
?l. > 1.

1]. di7?7.(.Ar2) = 1, Ar =< uf,z. >, Ar2 . Rc

1].1 .' {«:,«? 1,2,3).
onde c C Z e(ai, a2,o3) é un] elemento do conjunto

{(l,o,o), (l,l,o), (l, l,o), (1, 1, 1), (1, 1, -1)}

11.2. e' !«:, «? 1,2),
o«de cC Ze(a-,a,) C {(1,0),(1,1),(1, --1)}.

11.3. e2 :: e, eul :: {ui,
11.4. .' ., .«. ],2,3), «-;-

1].5..: ., '«; {«., (i 1,2), «,;-

]ll. di77z(.Ar2) = 2, Ar =< :z:,3/,a2,zy >

111.1. e2::e, ea;::ia, c cy= {zg/
111.2. e2 = e, ea :: {z, ey = {g/, =

y2 :: Àz2 onde À C {0, 1, -- 1}.

=''y
y -- ay,

Prova. Consideremos uma álgebla de Beinstein-Joidatl .4 de

dinaensão cinco sobre um corpo arbitrário /\'. Então pelo teorema

2 temos que .N = /1'e?'(u) é uma álgebla com potêllcia. quarta.

associativa. de dimensâ.o qua.tlo que sa.tisfaz a ident.ida.de z3 = 0.

Se Ar2 = 0 ente.o existe]]] 5 á.lgebras leão isoinoifa.s, uma. pa.la

ca.da. tipo. As tá.boas de lllultiplicaçã.o sã.o dadas pela. tá.bua. l.
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Se N' # U ente.o de Gelstenha.l)er-h'lyung IU-iJ A' e uma
álgebia associativa, nilpotente de índice três, com dim(.N2)=1 ou 2.

As álgeblas de Bernstein-Jorda.n de dimensão arbitlá.iia que sa-

tisfa.zet]) a. coiidiçâ.o di77?.(A/2) = ] colam classificada.s ])or Hentzel-

Peiesi ell] IH-õl. Nest.e caso, se a dimensã.o é 5, existem ll á.lgebra.s

não isomorfas e as tábuas de multiplicação são as dada.s pela- tábua

11

Suponhamos ente.o dã?7t(.N') = 2. Separamos este caso em duas

partes:

Se existem =z: C t/ e g C Z tais que z2 # 0 e zy # 0 ente,o

de (4) segueque 2 C Z e zy € U. Assim {a:',=y} é uma base
de Ar2. Se az+/Jy C Ar2 ente.o a-z2+#zy C Ar3 = 0 e, como

z2 e :g/ sã.o lillealillente independentes, temos que o :: # :: 0.

Logo : e y são lineallnente independentes módulo Ar2. Então se
az+P +'r:y+ó=: :nosq-.e oz+#yC.N: e a=#=0.
Como {z2,zy} é linea.inlent.e independente, temos que ' :: ó :: 0

e assitn {a;,y,zg/,a2} é ba.se de Ar. Como Á é de Jordan temos

que Z2 = 0, de onde g/2 = 0. A tábua. de multiplicaçâ.o neste caso

está. em lll.l .

vejalllos abala a pa-lte coma)lellaenta.r, isto é , supollllamos que

uZ :: 0 ])ara. todo t/. C (,r t.a] que u2 7é 0, e que se existe z C Z ta.l

que uz # 0 ei)t.à.o u2 = 0. Temos três casos p('ssíveis, a. saber:

1. (/2 = 0.

Se U2 :: 0 ente.o Ar2 UZ e, como .Zá«,(.A'') 2. existem
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u[, u2 C t/ e z], z2 C Z tais que o conjunto {u]z], u2z2} é uma
base de .N2. Se zl e z2 sào linda.imente independentes então

dÍ7n(Z) ? 2. Suponha.mos que ul = crulzi + /7u2z2. Ente.o

tz[z[ = ci'tiiz] ' z] + u2z2 ' z] = 0

o que é absurdo. Logo ui , uizi, u2z2 são linearmente independentes

e dãm(U) ? 3. Neste caso di7n(Ar) ? 5, o (lue também é absurdo.

Se zi :: az2 elltâ.o u],u2,tzizl,u2zi são linearnlellte indepen-

dentes. Com efeito, se

o«tz] + Pu2 + "yul:l + (5u2zl = 0

então

a'uiz] + Pu2zi = 0,

de onde ci = # = 0. Assim dinz(U) 2 4 e Z = 0 o que é absurdo

Então o caso U2 = 0 nã.o pode acontecer.

2. UZ - 0.

Suponhamos a.gola. que (/Z :: 0. Como Z2 :: 0 temos que Ar2 =

U:. Sejainzi,y. C .A/ taisque y? = À:z:?(À C /\') eÍai,g/i,=?,alyl}

é uma base de .Ar (ve] Gerstenhabei-Myullg IG-ll).

Como J\r = U©Z existelll a:,g/ C U e z,z' C Z tais que

z[ :: a + z e y] :: y+;'. Como (,/Z = 0 e Z2 :: 0, temos que

z2 = r2 ay = aiyl eya := À=2. Logo {:z:2, y} eunaa.ba.sede Ar2

Colmo {a,g/} é linealmel)te indepelldente módulo Ar2 , obtemos

que {=,3/,=2,ag/} é ullla base de Ar . A tábua de lnultiplicaçào é

da.da. poi:
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e2;:c, e:z ;:$a', eg/=$y, z.r::a;2, z.3/:::y, 3/2::Ày2
Outra escolha. do pa.l (=i, 3/i) ti'oca a. constante À por Àa2 , onde

o C Ã e o # 0 (Geistenhabel-Myung IG-ll). Assim neste caso as

á.]gcl)las de Beinstein-Joidail estão ])aiallletl'iza.das pol 0 e os ele

nlelltos do quociente /\''/( /\''y, onde /\'' re])lesem)ta o grupo multi-

plicativo do corpo /\'. Edil particular, se /í' = .R, o corpo dos números

reais, então os valores de À são 0, 1 e -l. Obtemos assim a. tábua. de

multiplicação ]11.2.

3. U: :# 0, t/Z # 0.
Assunlalllos atola que [/2 # 0 e t/Z # 0. Existem eJltâ.o

u],tz2 C [/ e z2 C Z tais que ui 7é 0 e u2z2 7é 0. Se u2 7é --2u.iu2

fazemos a :: u.i +u2 e g/ :: z2. Se ui :: --2ulu2 fazemos

z :: ui + 2u2 e y := z2. Enl qualquer caso z2 C (/2 C: Z. Segue

que {=2,zy} é uma base de .N2 e assim {#,y,z2 zy} é uma base

de Ar . A tá.bua. de multiplicação é dada pela. tábua. lll.l.

Observa.mos a.go]'a que unia á.]geb]a. co]]] tábua. de multiplicaçã.o

111.1 nâ.o pode se] ison)OI,fa a uma álgebla com tá.bua de multi-
p[ica.ção ]11.2. Se À # 0 isto é c]a.lo. Assuma.lhos ente.o que À = 0.

Seja e' um out.ro elemento idempot.ent.e da á.]gebi'a. 11].2, e seja
Ar = U' © Z' a conespondente decomposição de .N . Seja. u] C U

tal que c' = e + u] + u{. Ente.o, como l./' = {u + 2lziu. : u C U},

Z' 2(u-;+«?;)+;: ;CZ} eUZ Z' temos

que Z' = Z. Segue que Z./'Z' = t/'Z C ((/ + Z)Z = 0. Assim,

a. ptopiieda.de UZ = 0 index)ende da escolha do idenlpotente. A
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álgebla. dada pela. tá.bua. 111.2 leão pode sei isonlorfa. à. álgebla. com

tábua. 111.1, porque esta. álgebia tens subespaços cona t/Z # 0,

concluindo-se cona isto a piava. do teoielna.

li;efei:êllci=s: ]A-21 , 1C-4, S]r [G--lJíF1+5]r [W:l+í [Z]

3. Nilpotência do núcleo

Uma á.lgebia não-associa.uva 4 é del)onainada 7z{/Fole?7.íe se existe

uln inteiro lz ? 0 ta] que o produto de quaisquer ?l. elementos de ,4

com qualquer distiibuiçâ.o de pa.iênteses, é igual a. zelo.

Uma á.lgebia não-associativa. ,4 é denominada. se/lide/ se existe

um inteiro ?z > 0 tal que ,4(") = 0, onde as potências plenas de ,4

são definidas poi H(o) - ,4, ,4(1+1) = .4(1),4(1)

t.Jma. álgebia é cha.made. assocílaíiua nas post?z? clãs se toda. subálgebla

gerada. poi um único elemento é a.ssocia.uva..

Seja. .4 unia á.igebla a.ssocia.uva na.s pot.ências. Um elemellto = C

,4 é denominado 7zi/poíe7zie se existe um inteiro lz > 0 ta] que z" =

0. A álgebla. .4 é denomina.da z?.í/á/geb7xz se todo elemento de ,4 é

nilpotent.e

Unha álgebla. ])ondulada (.4, m) é clla.made. í-á/geó7xz especáa/ sc

/\r = /1'e7'(to) é nil])ot.elite e as potêllcias principais Ark, X' = 1, 2,

sã.o idea.is da á.lgebra (ver \A/oiz Buseklos IX4/-2, p.õõl). As potências

piillcipais Art são definida.s poi Arl = .N, A/l+i - AFIAR
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Se .4 = /1'e © Ar é ullla. álgebia. de Bernstein, então as potências

.Nt,k = 1,2,... sào ideais. Assina, Á é uma t-álgebra.especial se

e somellte se .N é nilpotente (ver Walchei IW-1l). .4 é dita unia

á/geb?v df Bf7'nsíeá71 ?].?ic/ca.I' se sa.tisfa.z a. co)ldiçã.o H2 = ,4. Gl-

ishkov IG-21 e Odoi]i-St]atto]] 10-11 plovala.lll que se .4 é l)ucleai de

dimensão finita então Ar é nilpotente. Este resultado foi melhorado

por Pelesi IP-21, trocando a hipótese dimensão finita pol finitamente

gerada. Se Á é unia. álgebra de Beinstein-Joidan, então do teoielna

2 temos que .N é nilá.lgebra. de índice 3. Uma nilálgebra. de Joi-

da.n de índice finit.o e dimensão finita. é nilpotente IZ, p.221. Usa.ndo

a n[esma. a]gumentaçâ.o que aparece en] IP-21, é possível substituir

neste caso a ]lipótese dimensão finita por finitamente gelada.

Proposição 4. Se .4 = -lx'e a) .N é uma álgebra. de Bernstein

Jordan finitameilte gelada., elltâ.o Ar é nilpotente.

Prova. Seja -E a álgebra. associativa. dos endolllolfislnos de .N.

Definindo em -E a. apelação + da.da pol ./'+g = ./g+g./ (onde

./'g é a colllposição das funções .f e g), obtemos a á.lgebla. de

Jo[dan E+ a.ssociada a. .E. Do t.eo]eina. 2 temos que z3 = 0 ])ala

todo a: C Ar e e«t.âo la:'ló:l(g/)ói(;) = 0, isto é

a:g ' z = y ' =z': + :z' ' 3/

pala todo =z,y,z C Ar Dist.o segue que, se L, denota. o opeiadol
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mulLiplicaçã.o à. esquerda po] un] eleil)unto z C .N, ente.o

(-Z ,)(-.L,) + (-Z,,)(--L,.) 1,,+ z,

Logo, a a.])liça.çã.o z: C Ar n Z, C E é um holllolllorfislllo. O

llúcleo deste llollloi)loifisnao é o conjunto .4«(Ar) = {?1 C Ar : atar =

0}, cha.içado o anu/ado?' de Ar. Assim temos que ]V/,4vz(.Ar) é

isomorfo a unia subálgebla de -E+. Além disso A'/.An(.Ar) é

finitanlente gelado e ni] de índice 3. Nestas condições .N/,477.(.N)

é nilpotente (ver Zevlakov IZ, p.1141). Existe então u]]] inteiro r

tal que (.N/.47z(/V))' = 0. Logo .N' C .4«(.N) e temos .N'+' C

Á72.(Af)Ar = 0. Portanto .Ar é llilpotente

A seguia va.nãos const]ui] dua.s álgebias, a. primeira da.s qua.is

mostra. a i)ecessidade da. hi])ótese finitainente gela.da- A collstruçã.o

é feita. a partir de uni exenaplo da.do pol Zhevlakov de uma. álgebla

.Ar que é ni] de índice 3 e satisfaz Ar2-/\r2 = 0 mas não é nilpotente

llz, p.8211.

Exemplo 1. Consideienaos o conjunto ellumerá.vel de indetei

minadas X :: {=1,#2, ...,am) ...} Definimos unia. pa/auv'a 7'egu/a7'

como uma. expressão foinlal do ti])o

't/ == af] :Z:f2 '' ':Z'ts)

onde s ? ] e {] < {2 < ... < {,. Sejam Poconjuntodas palavras

i'egulares e A/ o es])a.ço \ret.OI'iâl gei'ado pol' P soba'e unl corpo /\'

de característica # 2, 3. Pal'a. defitlil' uma. multiplicação comutativa
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en] .N consideramos af,3j em X e u,u em P efazelllos

ziiçj pala. 2 < J

2. tí + t ([ se anlba.s u e t' telll ])e]o menos dua.s ]et.I'a.s

3. u + zí 0 se s ? 2 e ã < ãi ou =Í a.padece em u

4. u*ai=(--1)'zi,={,... .-=i, se s?2 e i>ii,
onde a é a peimutaçã.o ]]os subíndices que fp.z cona que uzf seja

uma. pala.vra regular.

A álgebra. Ar tem dimensão infinita, sa.tisfaz a identlda.de de
Ja.c.ol)l

(«* u)* .«+(«* .«)* u +(.«* u)* « =0
e a. condição Ar2Ar2 :: 0. Alas ilã.o é llil])atente, pois ])aia todo
n > 1 temos

(...((-- * «,) * «;) * .) + =« z1=2...=rl # 0

Consta'uilllos duas álgebias de Bei'nstein nã.o isomorfas a pa.I'tir

desta. á.]gebia Ar. Pala faze-lo introduzimos uma nova leria. c

que será un] elemento idempotente da. álgebla. Seja /\'e o espaço

vetolial gelado pol e sol)le /\' e collsideiemos o c.olljunt.o ,4 =

]('e © Ar. Decom])onlos .N como a. soma direi,a de espa.ços vetoriais

Ar = U©Z e estendemos a n)ultiplica.çâ.o + ao colljunto .A pondo

e*e=e, c*«=;«(V«Ct/), e*;=0(V;CZ).

Fazemos a. decolnposíçào Ar = U ® Z definindo U e Z de duas

m a.neir a.s :

20



1. Z./ =< {u C P : u tem conl])lamento empa.r } >/\

Z =< {u € P : u tem comprimento par } >À

2. ZI/ ::< {t/ C P : t/ tem canil)linlellt.o > 2} >/~ , Z =< .X >/*

Se definimos em a.mãos os casos o opeiadol w : .4 --} /\' fazendo

w(Àe + it) = À obtemos que u, é ul-n homomorfismo de álgebras.

Vamos indicar a nlultiplicaçã.o eln .4 usando simplesmente

justaposição.

Poi construção é cla.lo que t/ e Z satisfazem as relações (4).

Seja:n y C .N, « C U e ; C Z. Como .N'Ar: = 0 te-nos

y2g/2 = 0, u2 . uz 0, «; . ;: (u,)' 0, tz2z2 := 0

Pa.la. a plitlaeila. á.lgebia Z2 :: 0 e pala a segurlda U2 :: 0. Em

qualquer caso segue então que

u2z = 0, uz2 = 0

poi (4). Usa.ndo a idem)cidade de Jacobi obtenaos agora

3 zl.2z - 00, uz . u
2

Poltant.o, t.oda.s a.s condiç.ões do teorema l esta.o pleerlcllidas e pode-

mos concluir que a.s álgebla.s collstruidas sã.o de Beinstein.

A piimeiia álgebra é deJolda.n (pois Z2 = 0 e uz z = uz: =

0 para t.odo u C U, z € Z), nã.o é finita.mente gela.da e o seu núcleo

ilã.o é nil])otente

Pala.a piinleira.á.lgebla temos U2 # 0 e pata. a segunda. U2 :: 0.

Como foi observado na seção 1, o fato de que t/2 = 0 independe
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da escolha do idenlpotente. Polia.nto, esta.s duas álgebias não sã.o
isomorfas.

Obsei'vação. He]]tze]-Peresi ln-31 obseivaia.m blue en] geia] o

núcleo de unia. álgebia de Beinstein não é nilpotente Dias é sem-

pre solúvel qualldo a. álgebia. é fillitamente gelada. Recentemente

Helltzel-Jacobs-Pelesi-Svel'chkov IH-7j mostraram que pala qual-
quer álgebra. de Beinstein o núcleo é solúvel de índice $ 5 e .N2

é nilpotente de índice $ 9.

Referências:IG-2],[H-3, 7],[O-l], ]P-2],[ZI

4 Algebras de Bernstein normais

t.Jma á.lgebla. de Beinstein ,4 = -Fe © t/ a) Z é dita ?zor???.a/ se

satisfaz a.idelltidade

1-: )«z/ . l lo )

Esta condiçã.o é equivalente a. tel Z' = UZ = 0 (vei por exelll])lo

lw-21).

Proposição 5. Seja .A unia álgebl'a de Bernstein llormal sobre

uln coi'])o de ca.la.cteiística. # 2,3. Ente.o Á sa.tisfaz as seguintes
identidades:

a:3= . #2=2 (poÍê?l.cáa quarta associaZÍoa), ( 1 1 )
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({d'«{ád«d. d. Jo,da«), (12)

2(y. z)a+y«3-3y,'.,=0(qu«'e-Jo,d«n),(13)

#(=,y))'-«:y'3/-y:z.==0,(14)

P(*,y) -.''g/'+(.'y'-:)g/+(zy'y)«-y'«.'':-"'y'Z/ = 0,(]5)

Prova. Da hipót.ese tenros que Á satisfaz (lO). Fazendo a; = y

en] (lO) obtenaos que .4 satisfaz (9) e então ,4 satisfaz (12) pelo

teorema. 2. Fazendo 1 = y em (12) obtemos (11). A identidade

(13) é consequência de uma linearizaçâo de (12). Expa.ndindo (16)

podemos ver que esta idelatidade é unia consequência dileta. da folllla

linearizada da identidade (lO). Piovaremos (14) e (15) no plóxinlo
teolenla..

Observação. Qua.ndo a. característica do corpo é zelo, as iden-

tida.des(13),( 14) e(16) gelam(veja a seção 2 do ca])ítulo 11) todas

a.s idem)cidades de gla.u llaillima.l sa.tisfeita.s poi uma á.lgebia de Belll-

steil] normal que nà.o ei]volven] o homonlolfismo to e que nã.o são

consequência. da. comutativida.de. Prova.lemos este fato na seçâ.o 3

do ca])ltu]o ]].

Teorenaa 6. Seja .4 unia á.lgebia de Bela)stein sobre uin cola)o

de ca.iact.en'st.i(a # 2, 3. Eiltâ.o sào equivalentes:

a) H é «o:---al.

b) .4 sa.tisfaz a.identidade

"'y' ,y),z/. (17)
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c) ,4 sa.tisfaz a identida.de

(.«(,)g/ + «,(3/)«)' (18)

d) .4 sat.isfaz a. identida.de (]4)

e) ,4 satisfaz a idelltidade (15)

Prova. a) + b): Pela definição Á satisfaz (lO). Se fazemos

y (lO) obte«,os =:y' r)3y'. Como «y: = '«(y)ag/

obtemos então (17).

b) «c): Fazendo z = y en] (6) obtemos

4(,y)' + 2.''g/' - .«(y)'.'' 4.«(«y),y - «,(«):y: = 0. (19)

Desta idellt.ida.de b) «,c) é imediato.

b)+a): Fazemos y = z € Z e # = e eni (17) pala obter que

Z2 = 0. Lineaiizando atola (17) elll a obtemos

23z .3/2 «(y;)«y + «,(,y)3/

Fazendo =z: = u C U. y = c e a.ssuillindo z C Z obtelllos desta.

últillla identida.de que (/Z = 0. Assim temos que .4 é lloiinal.

a)::> d): Linealizando a equaçã.o (9) tellios

02?

0

«y + .:'z/ «,(y)«' 2«,(«)-y

Atola. t.iocanaos a e y ])a.la. obter

2y ' g:z' + y2# «,(«)g/' 2«,(3/)«g/
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Fazemos apoia. y = y2 na. prlnleiia e = = iç2 na. segunda identidade

e soma.mos as duas identidades pala obter

ry2 + 2y yr2 -- 2:z:2y2 «,(«yv' + .«(v):,: (20)

De (] 7) e (19) t.enlos

«,('):3/' + «,(v):-: (,g/y 2z2y2

Desta identidade e (20) obtenaos (14).

Pelo n[es[no argumento usa.do en] b):>a) podemos vei que d) e

e) separadamente implica.m UZ = Z2 = 0. Assim, só falta pl'ovar

q--e d)+ e).

Uma. álgebta de Belnsteill que é nolllaal satisfaz a. identidade( 11).
Linealiza.ndo esta identidade obtemos

G( , , g/ ) r y2+2z(g/ ag)+y =2y+2g/(a.zy)--4(=y)2--2z23/2 :: 0

Como G 2P 3# temos fillalmente que d)o e)

Referências: ]W-l], IW-21

5. Algebras de Bernstein excepcionais

tema álgebla de Belnstein .4 = F'c © U© Z é dita ea:ce/)ci07?.a/

se sa.tisfaz a. condiçâ.o U2 = 0.

Temos a seguinte caia.ctelização destas álgebras:
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a.s seguint,es a.filma.ções:

a) .4 é e*«p.i'"'].

b) .4 sa.tisfaz a. identida.de

(«g/)' - .«(,g/),y = o.

c) ,4 satisfaz a identida.de

ya Na . ?'?

d) .4 satisfa.z a identida.de

#{ = .«(yí)r; + «,(z;)y{. (23)

Prova. a)::» b): Se .A= /{e©U@Z ez= cre+ui+zi, y =

Pc+u2+ ;2 são elementos de ,4 cona u{ C [/ e zf C Z, temos

ó ã-tii + tziz2 + u2z] + :lz2"« -'*,'+ }":+ "

Pà.ra unia. álgebra. de Belnstein .A sã.o equivalentesTeorema 7 l\; ]]ini ]

que

(21)

("i/): -(aõ)''+ =f-«,+ :t-«,+ .#",;, +.#",; + .#; ;:
Disto obt.el)los que .«(a:g/)zy = o#.«y = (zg):

b)::> c): Como sabemos que H satisfaz (21) segue de (19) que

2..2y' . .,(y)'«' + :.(-:):y'(V;:',y C ,'i).(24)

Por Duelo lado, linearizando a. identida.de (21) em a; obtemos

e
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w(zy)ag/ + zo(zg/)zy = 2#y ' z3/.

Se fazemos agora # = r2, y :: y2 e z :: z2 nesta identida.de obtemos

«,(yyy'(u,(;)',:' + «.(;-)';' ) 2a'2y2 . y2z2

Segue apoia das identidades (1) e (24) que (22) é satisfeita poi 4

b)::> d): Linearizando (24) em a' e g obtemos (23).

d)::>a): Sefazemos =z=uCU e y=Z=e em
(23) obtemos que u: = 0 (V u C U). Colmo assunaimos que a

ca.lacten'stica de ,4 é diferente de 2, segue que U2 = 0 e .4 é
excepcional.

c)+a): Lineaiizalldo a identidade (22) em y obtellaos

j4ay íy +2y' Za) . #:z: =(=:. a{) . z'y' + 2(=: . yí)(z'. a3/)

+2(=' ay)(;'.yZ)+z:y' .(;' .«{).

Fazelldo a = í = u C U, :z' = 3/ = z = e e usa.ndo (4) obtemos

u2 = 0 (V u C U). Logo U2 = 0 e .Á é excepcional.

Corolário. Se ,4 é uma á]gebia. de Bernstein exce])ciolla] ente.o

N':N'z = q.

Prova. O corola.rio é uma consequência imediata. de (23).

Exemplo 2. Coi)sideieJ-nos um col'po /\' e um conjunto enu-

melá.vel de indeteimina.das -X' = {#l,a2, ...,=..,...}. Seja /\'l.iVI o
espaço vetoiia] gelado sobre /\' pelo conjunto dos monõmios co-

mutativos e associa.tivos nas valia.vens a;í, à 2 1.
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Definimos a. coima linear zo : /ílXI --, .K pondo tu(zí.zi,-..zf.) =

l pala todo monõnlio zi,a:i,...=i,. Construilnos uma estrutura de

á.lgebra. comuta.uva. em /\' IXI definindo a multiplicaçâ.o como segue:

l . ='.' + ='.j :: a'ta J,

2. ai + m = ?1?.z{ para todo monõlllio nz com pelo menos duas

]etl'a s ,

3. m + l? = li(m +n) pala dois lnonâmios nl e lz com duas ou
mais leal as cada un].

Então u} é ull] hon[onao[íis[no de á.lgebias coii] despeito a + . Goni

efeito, se Eofzí + p e >:/3j=j + q sã.o dois elementos en] /t'lXI,
onde p e q sã.o polia õ]] ios de grau 2 2, elltâ.o

«,(1)11: a:-: + pl * IE Pi-j + çl)

-:.*, + }l: ':*.q + )l: pj,',p + p* q)

+ }: .,«,(q) + 1: pi«,(p) + "'(p)«'(q)

IE. + u,(Plll>1:#, + .«(Ç)l(>:'':-; + P)'-(}:P,"j+ q).

Se 7 :: >.ofzf+p C J\'l.XI e a2 :: q,onde p e q sã.opolinõmios

de grau 2 2, então a: *z: = q' = to(q)q = m(a)'a'. Assin) /x'l-XI

é uma. álgebia de Berllstein. Além disso, se :z,y C Jx'l.VI ente.o

:z: 'k g = s, onde s é u]]] polinõinio de gla.u ? 2. Logo, temos

(-' * y) * (-: * g) = '' «,(.)s «,(-: * y).' * g/

e portanto Jt'l..XI é excepcional pelo teolenla 7
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Proposição 8. Seja. .4 uma álgebia. de Beinstein. Se .4 é

excepcional então satisfaz a. identida.de

(-:., yZ,, ;) + (y« :b, . ) + (;a, .:Z,: y)

+(., yZ,, ;«)+(y, ;b, -'a) +(;, -Z,, g/«)

+(,,«,y)-;b+(y,a,,)-rb+(,,a,.) yb

Prova. Usa.ndo (23) obtemos

(25)

2(««,3/b,;) .«(yb).a. , - «,(yb;).a,

2(«,«,y) . ,Z, ;Z,)-«. 3/ - «,(;Z,)«y '«

Agora , ex])andin]os cada u]]] dos teimou de (25) usa.ndo estas duas

idelltidades e solnanlos pala verifica.i que (25) é unia. identida.de de
Á

Observação. Na. seçâ.o 4 do capítu]o ]] ilaostla.lemos que a. iden-

tidade (25) gela (veja. a seçào 2 do capítulo 11) todas as identidades

de grau minimal (que não envolvem o hon)onlorfísnao to e nào

sã.o consequência. da lei comutativa) sa.tisfeitas ])oi toda. álgebia de

Beinstein excepcional, qua.lido a. caiactelística. do corpo é zelo.

Referência: IL-6]
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6. Algebras de Bernstein nucleares

Colho já mencionamos na. seção 3 deste capítulo, unia. álgebia. de

Beiilsteill .4 é cha.nla.da 17?/c/eav se ,42 = ,4. 1\bica.li-Otiat.t.ala

liK41 demonst.ia.]an] que t.oda á.leal)la. iluclea.r satisfa.z a identida.de

2z4 3u,(,),' + .«(,)'«' (26)

Teorema 9. Seja. ,4 uma á.lgebra. de Bernstein nuclear. Então
Á satisfaz a identidade

2:z:' + 3a2?3 -- 5z2z2 . z - 0 (27)

Prova. De (1) e (26) teRIas que .4 satisfaz

2«' + «',' (28)

(29)

logo sa.tisfaz

2zs + z2z2 3«,(*)*'

De (1 ) e (8) obt.enlos

2a,2n.3 a.2].2 . l- «( «)«' .'' . (30)

b4ultiplicando (28) pol u,(z) e usalldo (1) e (30) obtemos

2-.',: . , - «'«;

Desta ideilticla.de e (29) o I'esulLado segue
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Observação. Obteienlos nla.is informações sobre a. identidade

(27) na seção 5 do capítulo ]].

Refez'ências: IG-21, IMI

7. Identidades de grau quatro

Nesta seçã.o est.udamos as á.lgebias de Bernstein que satisfazelal

uma idelltidade de grau quatro que nà.o é consequência da comuta-

tivida.de. Nosso estudo é baseado ]lo seguinte resultado:

Teorema IO (Hentzel-Piacentini Cattaneo-Caiini IH-61). Seja

.4 unia. álgebra. comutativa sobre um corpo de característica # 2, 3,
e suponllai-nos que .4 satisfaz unia identidade de grau quatro não

implicada. pela. lei con]utativa.. Então ,4 sa.tisfaz pelo ]nenos unia

idem)tida.cle de uma das seguintes família.s de identida.des onde a, /J e
õ sa.o esca.la.ies:

'-.,'«' + #..;.'

#lg/«'.*-(3/« ')«}+ól3/#;-(y«.«)«}

.{l :)'-.:'3/'l+a{(«p'«)p+(,'y'p)«-g/:*.':-«'z/'p} = o,(33)

1;::w';)í-(-:y't),+(vz..');(g/z-;),'+(p;.z),'-(v;.,:)z = o.(34)

Obseivainos que a. identidade(34) é a. identidade(16) da. proposição
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O seguinte leria. peilalite que os resultados estabelecidos nos pró-

ximos teorema.s independaln da dinlensâ.o da. álgebia podendo esta
dillleilsâo se] event.Hall)aent.e iilíii)ita..

5

Lenda ]]. Seja]]] .4 unha á.]gebia sobre um corpo /\', m,71

iilteiios llã.o-negativos, vz > 1, # € ]{ e T : ,4 ---} J{ unia forma

[inea: não-n«]a. Se T(.:)"(«" + /J7'(«)a''') = 0 (V- € .A) então

-' + pr(,),"'' (v« c .4)

Prova. Su])onhanlos que existe b € .A ta] que b"-+/3T(b)Zl"'l #

0. Assilll T(bl = 0 e b" / 0. Como T # 0 existe a C .4 ta.] que

r(a) # 0. Se ,X C J{' ten.os

r(« + Ày)"((.:+ Àg/)"+ #r(.;+ .xy)(, + .x#)"'') = o

pal'a todo #,y C .4. Expa.lldindo esta expi'essa.o vellaos que o coefi

ciente de À": é

r(y)': {#" + #r(,:)-:"'' } + r(:«){«,« fato: e«e«t«al-ne-:t.e ze-o}

Se fazemos = = b e y = a obtemos T(a)"Z,"
T(a) # 0 e b" # 0 isto leva a unia co«t.ladiçâo.

0. Como

Seja. .4 mina. álgebia de Beinstein que sa.tisna.z a.s condições

do teoiellla ]0. Ente.o .A sa.tisna.z pelo menos uma identidade de

uma da.s fa.n-filia.s de identidades (31) - (34). Em cada. caso obtenaos
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primeiro c.ondições sobre os coeficientes da. identidade. No que segue,

.4 = .Fe © U © Z como eln (2).

Se ,4 satisfaz (31) fazendo = = e e aplicalldo o honaomoiflsmo

tr, à ideiit.i(la(leobtida vemos (lue a = --/3 7É 0. Assim) a identidade

e e(ruiva.lente a idem,idade :t2:2 :: ]:3a:. Nest.e ca.se, a a.lgelna .4 é

de Jorda.i) pelo teorema. 2.

Suponha.nãos apoia que ,4 sa.tisfaz (32). Fazemos 7 = e e

= u C U pala obter (/3+35)u = 0. Quando #+3ó # 0
temos t/ = 0 e ente.o poi (4) ,4 tem naultiplicação trivial, isto é,

Ar2 = 0. Se /3 + 3.5 = 0 obtemos a identidade (13). E conhecidoo

fa.to de que toda álgebia de doida.n sobre um corpo de ca.iacteiística

# 2,3 satisfaz (13) mas a iecípioca é falsa elll gelam (veja Osbotn

l0-31, Hentzel-Peiesi IH-21). Pa.ia. á.lgebias de Bernstein a recíproca

vale:

Teorema 12. Seja. .4 ullla álgebia. de Beinstein. Então ,4 é

unia. á.lgebia. de Joida.n se e solnetlte se .4 satisfaz

2(ya' . a')a + y=3 -- 3y=t:e 0=

- 0

(13)

Prova. Linea.ilzando a ident.ida.de (13) en] :z obtemos

2(y .' . ,);+2(y -' )íz+2(g/:.a l:z:+2(zz-a)y+=z2z.g/--(5(rz y)a 3a:2y z

Pondo : := y = a2 obt.enlos

2*'-,' - 2-.;«' . -. - -,'«' . #: + (*:-' . ,)-
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Agora usa.mos as identida.des(]),(7) e(8) pala obter

«,(,)'(,' - .«(,).')

Pelo [et)la ] ] segue (iue ,4 sa.t]sfaz a. ic]ent.ida.de

«' - .«(,:)«3 (35)

Fazemos agora. y a:2 en] (13) pala obter

2zs + a2z3 -- 3a:2a2 : 3 :: 0

Usa.ndo esta. última identidade, as identida.des(1),(8),(35) e o lema.

11 obtemos a' -- tp(a:)=2 = 0 (V3 C ,4), o que prova. que ,4 é uma

álgebra. de Jordan pelo teorema. 2.

Suponhamos abala. que .4 satisfaz. unia identidade da íalmíjia

(33). Fazemos piinlelio a: = e e assumimos que g C t/ em (33)
pala-obter (a--P)y2 = 0, istoé, Q # /3 implica U2 = 0. Se

fazemos z = e e assumimos y € Z, obtemos (2o +/7)g/' = 0, isto

é, 2a + P # 0 implica Z2 = 0. Finalmente, linearizando (33) em
: temos

2o {a'.y - ZV 2' y'} + #{(,y ' -:)y + (-# )v + (;w ' id-'

+(;:'g'y): y';.--#'«-:-2(.,;-y)y}

Se fazelllos a.qui y = e e assumimos que # C ZI/ e z C Z ol)t.enaos

(2o +P)az = 0, istoé, 2ci +P :# 0 implica t/Z = 0. Assilla se ,4

satisfaz (33) cona 2o + /i # 0 e o # # eiltâ.o U: = Z2 = t/Z - 0

e 4 é ullla. álgebra. de Beinstein com multiplicaçã.o trivial. Se

34



c} = P obtemos que P(#,3/) = 0 e ,4 é noilllal pelo teorema 6. Se

2a + P = 0 a identida.de (33) é a idelltidade (36) abaixo e temos o

seguinte resultado:

Teorema 13. Pa.la unia á.lgebia de Betnsteiil ,4 a.s seguintes

afirmações sâ.o equiva.lentes:

;)U' ;, ;.e;-'.:.,-,:(V«CU,,.CZ)

b) .4 satisfaz a. identidade

2g/'«.«+2*:y'y+(«y)'--:3/'-2(,y -)y-2(=y'y).

Prova. a)::>b): Tomando elementos 3 = ae + ui + zi, y =

Pe+u2 +:2 en] d colll ui C Z./, zi C Z eusa.ndo as hipóteses

vemos que estes eleniellt.os sa.tisfazelll (36).

b):»a): Lineaiizando (36) en] y obtemos

2(yz . a)r + iz2z - g/ + a2y + y z a:''yz

-)g/ - (-y ' .); (« y)* - («y - ;)« 0 (37)

e

2(g u')- + 2(y -')«'+ 2(,«, . ,l + 2(z«, . g/), + ,'g/ ' '',; toy'a

2-:«, ; l«,;.-')V-(=; u')y-(:«g/'«,);-(«,y'«);-(««;.y)z

(-'; .y)u,(«,g ' ;)«' -(«y ';)..,
Fazei)do apoia ] = z-l € Z, z = z2 C Z e y = e em (37) obtemos

Í'z2 = ;-.;;,(V;-,:2 C Z). Con,oo # ptemosqueU:&1';2
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Então se fazemos y = e, # = zl C Z , z = z2 C Z e to = tl € t/ em

(38) obtenaos uz2 ' z] = uz] . z2 (Vu C t/ e zi C Z).

Fina.lilleilt.e. plt.ia álgcl)ias dc Bclilst,ein sat.isfazeildo a identidade

l3a) te«.os:

Teorema 14. Pata. uma. á.]gebia de Bernstein .4 as seguintes

afirnaações são equivalentes:

a) /I'el'(m) é nilpotente de índice $ 3 e t/.Z 0

b) .4 sa.tisfaz a identida.de (34)

Prova. a)+ b): É suficiente tomar elementos #, y, z, { C .4
e ver diieta.lilellt.e que colll a.s hipóteses estes elementos sa.tisna.zel-n

b)::> a): Se atola supomos que = € U,z C Z e g/ = Z = e
obtemosde(34)que t/Z = 0. Seagolatoma.mos y = { C U,z C Z

e 7 = f obtelllos de (34) cine [/'Z = 0. Disto e das relações (4)

temos

It/ + z): = {i/' + z:

IZ./+Z); Z:)(U+Z)=U;+U'Z+UZ'+Z3.0

Assi[[[, 7\ e7'(z].,) = C/ © Z é ]]ilpotente cona índice $ 3.

E fá.ci] vei que ullla á.]gebla. de Beinstein ta.] que [/ # 0 nà.o

satisfaz nenhunaa identidade lloi)logênea de grau 3. De fato, con-
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sidel emos a identida.de

o'zy ' z + /jyz - # + 'za

Fa.zendo ] = g = .' - ( e tl)liga.lido o lioilloilloifistllo {o à

idem)tidtl.de (34) obt,enlos que Q + /g + I' = 0. Se agora fazelllos

a = g/ = c e z = u C U obtemos 2o +/J+l = 0. Logo

cr = 0. Analogamente obtemos que /3 = 1 = 0. Como não existem

identidades de grau $ 2 nã.o implicadas pela. col lutatividade exceto

a própria. comuta.Lívida.de, ])odelnos lesulnii nossos resultados no

seguinte

Teorema 15. Seja. ,4 unia álgebra de Belnstein sobre um corpo

de cala.cteiística # 2,3. Ente.o ,4 satisfaz urna identida.de de grau

5; 4 que ilào é ilal])bica.da ])ela. collluta.tividade se e somente se ,4

satisfa.z pelo menos uma. das seguintes afirmações:

a) .4 é unia álgebia de Joida.n

b) -/{er(to) é nilpotente de índice $ 3 e UZ 0

c) U' «;- ;, «;, ' ,., ;.';:
:i, :2 C Z

ZI.Z2} Vtt C U e

Exenaplo 3.(Lyubicll l L-71). Seja. ,4r.p unia álgebia de Beln-

st.ein dehnida da seguinte ma.]]ei]a.. Se.ia I' un] espaço vetoiia.l sol)le

un] corpo /\' e seja T : \'' --, \,' ui]] o])eia.doi ]ineai que sa.tisfaz

a. condiçâ.o T = T2 e unia. funçã.o linear não-nula g : v ---) /í'
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que verifica. a. coi]diçã.o goT = g. Defii]imos a multiplicação en] v

pol

, ;lg(y)7'(")+g(,)7'(y)}.

Esta á.]gebla sa.t.isfaz a ic]eiltida.de (]4). Assill) ,4r,s é ullla á.lgel)la

de Belnstein llollllal ])elo teolenla 6. Além disso podemos observa.l

que a. normalidade implica a.) e b) do teorema. 15, como segue da

pioposiçâo 5 e do teorellia 14.

Exemplo 4. Consideremos a. á.lgebra de Bernstein Á com base

e,ui,u2,z e multiplicação da.da. pol e2 :: e, eu{ :: 1/2u{,ulz :: u2,
del-na.is produtos iguais a zelo. Esta. á.]gebia satisfaz a. identidade

(13). Assim é ullla álgebia de Joida.n pelo teorema. 12, ma.s nã.o é

i)oinlal já. que Z./Z # 0. Aléill disso, ,4 sa.tisfaz c) e nà.o sa.tisfaz

b) do teoieJlla 15.

Exemplo 5. Seja ,4 a álgel)ra de Belnstein com ba.se co,ci,c2

e multiplicaçà.o dada poi cã = co, coca = 1/2cl, c2 = ci, coca ::

cÍ = clc2 = 0, densa.Is produtos iguais a. zelo. Poden]os ve] que Á
satisfaz b) e c) do teoienaa 15, mas nào é unia álgebia de Joidan já

que(co+c])'c2(co+c2)(co+cil'.c2(co+c2)= --]/2cl #O.

-3]
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8. Álgebras de Bernstein de ordem n

Uma álgebia pondera.da (.4,u;) é uma á/geb?u de Be7'7zsleÍ?z de
íl?.(/( rz 17 sc cla sat isfaz

.[«-'-'] -«(-):"«["+:](V- C .'1),(39)
onde a. potência a]"] é a. n-ésÍma Falência p/ena de z definida por

?ll] - z e 3]n] =#]n-l]#]"-l] pai'a. 7z > 1. Ocaso 7z = 1 cor-

res])onde às áigebias de Belnsteín já. definidas. Esta generalização

do conceito de álgebia de Bei[[stein foi da.da. por Abiaha.m en] IA-ll.

Se .4 é ul-na á.lgebia de Bernstein de Oldenl ?? então todo

ele:mento da fo:«,a . = «,(#)''"=1"+:] co«, ««(a) # 0 é --:n ele

mento idem])otente da. álgebla.. O hoinomolfismo to é única.mente

determinado e se Ar = -/fer(w) então .N = U©Z. onde

U = .Kel'(2/ - -t.l e Z« = Ãer(-L:). Além disso, temos que

U2 C Z,. e o operador Z,. satisfaz 2L::+] = 1,:1. Toda á.lgebla de
Beiilst.eill de Ordena v? sa.tisfaz a identidade

(=1"+'}, y, ..[«+1]) = o

de gla.u 3 . 2" + ]

O seguinte teorema é ulila getleta.lização do teorema 2

Teoreilla 16. Seja (H,tol uma. á.]gebia polldeia.da associa.-

t.iva idas potência.s (nã.o necessa]ia.]llente de dilllensã.o finita.) sobre

un] corpo de caiactelística # 2. As seguintes afirmações sã.o equiv-

alentes:
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a.) .4 é linfa álgebla. de Belnstein de Oldenl n.

b) a'"+: -- t«(a')=:" = o (V3 c .4).

c) .;'"*' = «,(.:')*-''"''-' (V]. ] $ À' 5; 2").

Prova. a.)+ b): Como .4 é associa.uva na.s ])otêiicias, de (39)
ten)os

«'" (V« € ,4). (40)

Linearizando pal'cialmente(40) obtemos

l-'"*'lój;(p) I'«(«):"ló!(v)-'" + «,(,):" l«:"ló!(v),

i.e.

l-'"*'ló!(y) y'''.«(v),:" + ««(,):"l-:"ló!(y).

Se fazemos y :: 32 obtetilos

2"+-.'"''''+- - 2"«,(-:)'"'t''::' + 2'.«(#):"#'"''''. (41)

l\multiplica.ndo(40)])OI 2"+l:z: obtemos

2"+:,,:"''+- - 2"'' '«,(«y"«'"''':.(42)

Subtraindo(4]) de(42) e dividindo ])oi 2" obtemos

..,(.:)'"(-''"'' : - «,(.:)«'')

Assi[[a, pe]o ]en]a. ] ], obte]]]os ].2"+1 -- to(:z:)=2" = 0 (V=t: € .4).
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«'

b)+ c): Tenros que

Z2"+' -''*-*:"'' - «(.)«'"''''
e eJlt,â.o

Í
«,(,)-:"'''' - ,:"-' = «,(3)'«:"'

2

Se continuamos este processo obtemos que

,':"''-' (Vk, l $ k $ 2").

c)+ a): Pala À- = 2" na idem)tidade allteriol obtemos (39)

Observação. E conhecido o fato de que para. ca.ractelística

# 2,3,5 a. identidade (]1) é eqitiva.lente a associativida.de nas

potências IS, p.1301. E clamo que a idelltidade de Joldan implica

esta. identidade. Assim, para ca.lactelística # 2,3,5 toda álgebra
de Jolda.n é associativa nas potência.s. Neste ca.se, o teorema ante-

rior pode se] a.plicado às á.lgebia.s ponderadas que são de Joidan.

Refez ên clãs [A-l], ]m-41, ]s], ]w-i]
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CAPITULO ll
/

IDENTIDADES MINIMAIS

EM ALGEBRAS DE 'BERNSTEIN

A c]a.sse das á.]gebia.s de Belnstein nã.o é ullla variedade de á.]gebia.s,

pois Hein toda suba.lgebia. de unia. álgebia. de Beinstein é uma á.lgebia

de Beinstein. Un] piob]en]a. ]]atu]a] é, portanto, encontra.] a menor

valieda.de CJue conténa a.s á.lgeblas de Bernsteill. Em outras ])alivia.s,

o piobletlla collsiste em cletelmina.l as identida.des mininla.is, isto é,

as identlda.des de menor grau que sào satisfeita.s ])OI toda á.!Bebia

de Belnstein lilás nà.o sã.o conde(luência. da lei comuta.t.iva e nà.o

envolvelu o homomorhstl)o tp. Est.e problema foi proposto pelo

piofessol R.obeito Costa. Dedicamos este capítulo à obteilçào de

identida.des lllinimais nos ca.sos da.s álgebia.s de Beillstein nol-mais,

exce])dona.is, i)ucleaies e finalment.e em uma álgebla de Belllstein

aibit.rá.i ia. As feilamenta.s fullda.lllentals pala este tlaba.Iho sã.o a
constluçã.o ex])ll'cita de uma ie])lesentaçã.o do grupo sinlétiico S'.

da.da por Boert]er em IB-21 e melhorada. por Clifton en] IC-ll, e
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um ilaétodo conlputaciona.l introduzido por Hentzel em IH-il, que

permite ie])resental identidades por lileio de matrizes.

Os resulta.dos deste ca.pítulo, com exceçã.o da.queres a.plesentados

na meça-o 4, 1oian] obtidos e]]] colabora.ça-o cona os J)iofessoles li\.ltl

Roy Hentzel e Luiz Ant.adio Pelesi collfoinle IC-31.

l A representação do grupo simétrico

Un[ díag7'arma de }'bun.gé un] diagia.ma. coti]posto po1 7z quadra-

dos ordena.dos de cima. pala. baixo de maneira. decrescente poi linhas

e colunas. Un] Zab/ea.u. é un] Oldenall)ento arbitrário dos números

de l a [?. nos qua.doados de un] diagi'ama. de Young. Um tableau é

dito ZaZ)/eaT/ sZa7zdazd quando a Ordem dos números é crescente por

linllas e coluna.s. Pala. ?z = 4 os diagramas de Young com seus

ta.bleaux sta.lldard respectivos sã.o os seguintes:

[ ] [ ] [ ] [ ] 1 2 3 4

[ ] [ ] [ ]

[ ]

1 2 3
4

1 2 4
3

1 3 4
9

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 2 1
3 4 2

[ ] [ ]
[ ]
[ ]

] 2 ] 3 1 4
23 2

34
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A ca.da. dia.grama. de Young coliesponde uma. lepresentaçã.o

S. --, -Lt(f'), onde Lt(F) é o grupo linear das matrizes inveisíveis

í x Z sobre F e o número { é dado pel.o número total de tableaux

sta.ndaid que possue o respectivo diagrama. Obtemos assim uma

ieplesentaçâ.o natuia] de S. em uma. soma de grupos lineares, onde

a. qua.l)tidade de solila.lidos é igual a.o número total de diagia.Dias de

Young pa-ia 1?.. Pol exemplo, no caso ?l. = 4, temos um total de

cinco lepiesentações de gia.us 1, 3, 2, 3 e l respectivalllente, e um

homonaolfismo que ceva. S4 ein unia soma. de 5 grupos ]iileares, a
sabei.

S'- ---, Z,- (/') © Z.;(/') © L:(F') © L;(/') © L- (f')

Fixa.do un] diagla.l-na de \'outlg, a coilst.ruça.o do honlonlol.fislno

ies])ectivo é feita. coi]]o segue. Seja.]la ri , 'r2, ..., r, os coiiespondentes

ta.blea.ux standard e seja n- unha pern]uta.çã.o e]]] S'.. Dehninlos o

ta.blea.u nrf como o ta.bleau obt.ido ao a.])licarmos a ])elnlutaçã.o a-

a.os números elll ri. Pol exelllplo, se r = (12)(34) eiltâo

Constiuinlos a nlatliz .4, da. seguinte naa.neiia. Se
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existelll dois llúllleios (distint.os) na interseção como conjuntos de

uma coluna cle rí e un a. lilllla de rTj ei)tã.o aij = 0. Em ca.se

contláiio af.i = sg??(a), onde o é a permutação que deixa fixas
as colui[as (le r. c.on]o con.itii]t.os, n]a.s leva os nún]e]os de ]-, ]ia.s

linl)as en] (]ue eles a])a.]ecen] eJ]] n-rj. A nlatiiz a.ssociada a n- é
a. matriz .4il,4., onde / é a peimutaçã.o identidade. Devemos

obselval que 4/ é a. matriz identidade quando 71 5; 4 e é diferente 2

da matriz identidade pa.ia 1? ? 5 como veremos na seção 5. Do

exelaaplo antelioi temos que a ilnagenl dos gela.dotes (12) e (1234)

de S4 é:

l

l

0

l l o

(ip34) -: fila, l -i o 1 1 ©
-l o o :].li l il.--

Toda ieplesentaçâo o- de .FS. induz unia iepiesentação ã ::

cfls,, de .S',. e ieclpiocalllel t.e. Esta coiiespondencla e unlcalllente

detelnlina.da.. Assim podemos usam uma le])iesenta.çâ.o na.tuia] de

S. para. optei unia repiesentaçã.o de ]?5'.. OI)temos que /?b',. é

isolllolfo a unia soma d]iet,a de á.]geblas de matrizes. Do exelll])]o

anterior temos que

r'S4 = Jt/t(F') © .a/3(/') © .M2(/') © .A43(/') © .Mi (-F)
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Observação. No que segue vaDIos usa.i' a a])licaçã.o a' f"--} Á,,

que não é unha representação pois .4- = .4.,4/.4., idas estabelece

uma cones])tendência. elltie pel'mutações e naatrizes suficiente pala

os nossos pior)ósit,os. Colllet.falemos o a.bufo de cala.mal a a.plicaçào

a- --} ,4. (1c i'e])resellt.açà.o (iiredutl'vel).

Pala nosso propósito de encontra.r novas identidades eln uma
álgebla., é necessá.rio collllecel a. aplica.ção inversa. de uma. repie-

sentaçâ.o. Pa.]a isto fixemos un] diagra.nla.de Young e sejam r] , ..., r,

os tableaux sta.ndard determinados poi este diagrama. Seja Sij a

pernautaçã.o definida. poi SijTj = r. e sejarl P o conjunto das

peimutações que deixam fixas as linhas de ri e Q o conjunto

de toda.s as pelnlutações que deixa.lll fixa.s as coluna.s de rí (col-no

conjunt.osl. Defillinaos o elemento e. de -FS« como

.:- â E .g«(q)pq

Os elelnelltos eiSí, sã.o ditos as 217zi:Jades de -FS«.

Teorema l Enl r'S'. o produto

11: «. jSij. ,)(>: bfj,$fj e, )E
pode se] escrito na folllla

}l: ..,s.j.j

onde os coeficientes c.J sà.o da.dos pelo produto de nla.tiizes

lcij) = («i,).4/(bÍj)
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Prova. Veja IR, p. 221.

Teoren[a 2. A iepiesentaçâ.o r --+ .A. leva Sijej en] .4/.EÍj,4/

PI'ova. C:lift.on IC-l, p. 2.t01 n)ost.iou que se H« = (p.,) ent.ã.o

d.uu a. n -- i.){.j c.j t,clllub

ek(Sij ej)el = pklSi;rel.

Poi outro lado, usando o teorema 1, obtemos

et(Sijej)el = (SkkeÉ)(Sljej)(Sllel) = ctlSklel,

onde ckl = .Ekk.4/.Efj.4/.EI/. Portanto, (pkf) = ,4/-Efj.4
Lado see:ue

Como consequência. imediata. do teorema 2 temos o

Teores)a 3. Se B = (bij) então a matrizassociada a E

é a nla.triz ,4/B,4/.

Do teorema. 3 segue o

Teorema 4. Seja .a4 unia. nla.triz Z x {, onde Z éo
eDiesent.açà.o. Sela

Aplicando este iesultS l

e/ o iesul

bijSijej

gl'a.u da

(' = (cij) = .ai' .A/,4Í'

.o leva. o elemento E cíJ Síje
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A apli(a.çà-o il)versa de unia ieplesentaçã.o é dada. ])elo teoieiila. 4

Refez'êllcias:LB-2],[C-l], ]C-3], IH-l],[P-l], IR]

2. Processamento de identidades

Seja ,4 unia álgebla. sobre uln corpo .F e

p : .ps« ---, .õ4,l.pl

uma ieplesentação de gla.u r. Se é C ]T:;i-FS,:, c 2 ], é uma

idem)tida.de de ,4 etltâo ela ])ode sei lepiesenta.da. como soma de c

matrizes cle oidenl r pelo llolnotlloifismo

p : ll r's« --, (D w,lf'l
{ :: ] {= l

induzido por P.

C C

Sejam ÓI,'#:,...,Ó,: C ]l;:, /'S. identidades de 4 e considere

nãos o /',Ç.-módulo -L gela.do ])o] ela.s. Ente.o u]]]a identidade Ó.+]

e conse(luencia de @i,Ó2....,Ó. se e sollaente se @.+] C .L. Neste

ca.se, dizemos t.anal#nl (lue a.s ident.idades ó],Ó2: .. :'#« gela.m a

identidade é,:+l. Isto é equivalente a. tel que P(@.+l) C P(-L)

])a.ra todos os ]lonlomolhslllos P induzidos ])OI t.oda.s a.s iepie-

sentações irredutíveis /' de .FS'«. Então ])aia. que a identidade

é.+i nã.o seja uma consequência. das outra.s identidades, é suficiellte
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que exista uma repieseiltaçâ.o pa.ra- a. qual isto nã.o ícone. Fixada

unia I'epreselltaçã.o P, podemos formal unia ma.triz de blocos com

as matrizes P(éi),P(é2),...,P(é,.+l). Calculamos o posto desta

i[[at.iiz (oii] e s('i]i í\s li]]lias l)]ov('i]]('i)t.es (la ](leiit.i(la(le @,.+i. S(.

o posto é o lllcsnlo, então Ó,:...: C L. Se o post,o a.umeJ)ti\., elltão

é.+l nãopertence a L e nâ.oé consequênciade éi,é2,-..,é. no

que diz despeito a. esta iepiesenta.çâ.o.

O piofessot Irvin Roy Heiltzel escreveu um programa de.

nomina.do CRUNCH que calcula a. naatiiz de blocos e a reduz a sua

forma. ca.nõnica de linhas (isto é, forma esca.l(na.da). O input é um

colljunto de identida.des e o output é ullla matriz escalona.da pala

ca.da. aplicaçã.o a' n ,4.. O in])ut é obtido lineariza.lido a ou a.s

identida.des a estudei e fa.zendo u]]] arquivo en] forliia de coluna., e

o output é obtido ena foinla de blocos de matrizes separados poi

tipos de a.ssociaçã.o (vel' seçã.o 3). Devemos observa.i' fina.Imente que

fa.lemos os cá.óculos no processo de escalonamento módulo 103, para

facilitar a.s coi)ta.s.

Observação. O ploglanla CRl-íNCiH utiliza a a])licaçã.o a- --->

(,4.)t. Logo, pala. a.])]icalillos o teoienla. 4 a. unia matriz c]ue a])aiece

rJO output. t.amos que cotlsideta.l a tia.ns])osga desta ma.triz.

Referências:IB-21,[C-l], ]C-31, ]P-l]
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3. Identidades nlinimais em álgebras de Bernstein
i] or ili ai s

Nosso pi[i))caio ])iopos[t.o ó c1]coiil,]a! t.o(las a.s ideiiticla(les ]]]i-

nillla.is sa.tisfeita.s poi ullla á.lgel)ia de Beinsteill nolnla.l. Na. seçà.o

7 do capítu]o ] vimos que se uma identidade é satisfeita. poi uma.

álgebta de Beinstein então tem grau 2 4. Pela definição uma

á[gebla. de Bernstein nollna] Á satisfaz a. identida.de

a'c - «,(«)«c ,ó,c C .A)

Linearizando esta. identida.de obtellaos

/(a, Z,, c) = 2aZ, . c «.,(')Z,c - .«(Z,)a.

Esta identida.de fornece quatro identidades de gla.u quatro, a sabei

f(",ó,')'z .r(«a,z',')

f(«, z,, 'a) .fl«, z,, .).«(a)
Estas identida.des envolvem quatro funções 7} : n?;] .4 --} .4 que
sa.o

rl(a,Z,,.,d)(«)Z,c.d, T3(«,Z,,c,d)

b(«.b:c,d)(a/,)cd, T4(a,b,c,d)=«b.cd

A funçà.o r. coliesponde a.o tipo de associa.ção 7}, Ollde

ri ,'{).A.4..A, T3'(.'1.'1-,4),4,
T2 ' t4'(.4.4).4Á, T4 = .4'4 . .4.4.
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A lei conlutatlva induz seis identidades a partia dos tipos de as

soclaça.o, que sao:

n &

; ; ')a (b': : d

]2 J4

.«(aó)cd - .«(Z,«)cd «Z, . cd - Z,« . cd

«,(«ó)cd- .«(.Z,)dc 0, «b.cd-cd.aZ,

Temos assim um total de dez identidades de gra.u quatro que sã.o

satisfeitas por uma. álgebia. de Beinstein 310rmal. Observamos do

teorema 2 do ca])ítu]o ], que toda á.lgebia. polldeiada que satisfaz a.

idelltida.de l9) do ca.pílula l é de Beillstein. Assina, nã.o é necessá.rio

considera.l a.qui a. identida.de (1 ) do ca.pílula 1, que define as álgebias

ponderadas que sã.o de Beinstein. Escrevemos cada uma das dez

ident.ida.des como unia saDIa. de elementos em .FS4, sepa.lande

os teimou ])oi tipos de associaçã.o. Pala. este processo escrevemos

a.s ident.leia.eles na. tá.bua 1. A piiineila coluna indica o ilúlllelo da

identida.cle, a segttl)da indica o t.ipo de a.ssociaçã.o, a teiceila. indica

a. oidelll em que a.pa.lecenl os elelilentos na. idem)cidade a.ssumindo

que a Ordem inicial é abcc7 e, poi último, a qua.rta. coluna. indica

o coeficiente que leva ca.da termo da. identidade. Na tábua. 1, as

identida.des l a 6 coilespoi)della à.s identida.des (2) provellient.es da

conautatividade e a.s identidades 7 a ] 0 colres])ordem às identidades

( 1 )

(2)
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{,ábza. l

1 1 abcd l
1 1 acbd -l

2 2 abcd l
2 2 bacd -l

3 2 abcd l
3 2 abdc -l

4 3 abcd l
4 3 band -l

5 4 abcd l
5 4 bacd -l

6 4 abcd l
6 4 cdab -l

7 3 abcd 2

7 1 abcd -l

7 1 band -l

8 3 adbc 2
8 2 adbc -l
8 1 badc -l
9 4 abcd 2
9 1 acdb -l

9 ]. boda -l

10 1 dabc 2
10 2 adbc -l

10 2 bdac -l
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Pala cada re})ieseilt.anão .P de S4 obt,eillos as fole)as escalo-

nadas das ]llat.dizes de blocos. Fazeillos ist.o plinleiio só })aia as

identidades (2), piovenient.es da colnutativldade, e depois pala as

ldcill.ida(lí's (1 1 (' ('9) .ltilil-as. Pala a piitnPlla leplcsci)t.açào. ('ol-

lcsl)Olidci)t.c f.o cliaglal)la l ll IÍ ll 1. a ll)atiiz es('alolla.da das iden-

(1) e (2) a matriz correspondente é

1 0 0 '1
o ] o -l
o o ] -}

Esta[[aos piocu[.ando ide]]tida.des que envolven] os tipos de as-

sociaçã.o seda o hollaomorhsmo to. Do teorema 4 vemos que a última

linha.representa a identidade

(,'i.4 . H),4
el

com

c] = 1> , sg??(q)Pg,
}, eP: 9CC?

onde P é o conjunto de peimutações que deixam fixas a.s linhas e

(l? é o c.on.]unt.o de ])ermut.anões que fixam a.s colunas do tableau

] 2 3 4

que é único pa.ra este diaglallla. Assim -P S. e Q = {/}. Desta
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foinla a idem)t.ida.de é da.da pol

(.4Á . .A).4

E,CS. r

A foill)a l)olil)Olllial (lcslil idclil.i(la(ip ó

}:(À).(a,b,c,d) - }:(Ã),.(a,b,',d)
xC S4 7r eS+

2(bc . a)d+ 2(Z,c. d)a + 2(bd . c)a + 2(.Z,. ')d + 2(bd

+2(.Z,. d)c + 2(cd. Z,)« + 2(«. b)d + 2('d . b)c + 2(cd

+2(ac.d)b+ 2(ad.c)b-- 8bc.ad-- 8Z,d.ac-- 8ab cd

ja;a - a:a'jó:(b)ó:(c)ó:(d).

Assim t.amos que .4 sat.isfaz a identidade

a3a -- (r2a2 = 0

E«CS. r

.).

a)b

Note atola que esta identidade pode sei lida diretanlellte de

1 1

Est.uda.}llos a.gola a repj'esCUta.çâ.o associa.da ao segundo diagtanla

r] r2 7b

1 2 3 ] 2 4 ] 3 4
4 3 2

A nlat.liz isca.lonada collsidera.ndo só a.s ident.ida.des (2) é:

[ ] [ ] [ ]
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n
0 1
0 0

n
0 0
] 0

&
0

0

0

0

0

a
0

0

t)

0

l

0

l

0

U

()

0

0

0

0

]

0

0

0

0

0

( )

]

0

0

0

0

0

0

2

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

()

()

0

0
l

o o

0 0
0 0
0 0

o o
0 0
0 0
0 0

A ma.triz escalonada qualldo considera.mos as identidades (1) e
Í2) é:

n
0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

n
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

&
0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

a
0

D

0

0

0

0

()

0

0

]

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

]

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

]

0

0

0

()

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

2

0

0

2

2

-2

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

D

0

0

]

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

55



Obscl\ráDIos (lue un] novo degi'au aparece pai'a o t)po 73 na
linl)a

o l o
A ]])atroz colics])oi)(lc])t.c ó

o o o
o o o
o l o

Pelo teorema 4, a identidade é da.da poi

(,4.4 ..4),4

S23e3

pelJllut.aÇâo (23).S'2s e aonde S23(T2)

P e Q são

P(]3),(14),(34),(134):(]43)}, C?(]2)}.

Assim telllos que a idelltidacle colllo falei)lento de F'.Ç4 é

@){/+(]3)+(]4)+(34)+(]34)+(14:3)}{.r-(]2)}.

A forma ])olil)Olllial da idellt.idade é dada pol

( T3 )Ó(a , b, c, d)

Os co«j-:«t.osAqui- h
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2(« - Z,)d 2(óc . a)d + 2(ad . Z,)c 2(bd a)c+ 2(cd b)a 2(cd a)Z,

(ltic ó('(lllivajclilc à id(.llti(la(l(

32

Estuda.mos a.gola a iepiesent.açã.o coirespondeilte a.o terceiro di

agrama:

[ ] [ ]

[ ] [ ]
1 2
3 4

1 3
2 4

Consideramos piimeil'o somente as identidades coilespondentes

à comutar.ividade obtendo a nlatliz escalonada

r] b IT3 T4

] -ll o ol o ol o o
0 0 ] 2 0 0 0 0
o o l o o 1 ] 2 l o Q

o o l o o l o o 1 1 2
(:onsideiai[[os agora t.odes as ideJitidades obt.e]]do a ]]]at.]iz



T in IT3 IZ4
l ol o ol o ol o -l
o ]l o ol o ol o -]
i) o 1 1 0 l o o l oç)!)
o t) l o 1 1 0 0 1 0 2
o ol o ol ] ol o -i
o o l o o l o 1 1 0 õ2

o ' o l o o l o o 1 1 2
Observamos que aqui aparece um novo degrau (envolvendo os

tipos Ta e T4 ) na sexta linha. Lembramos que esta linha. está

escrita nlódu]o ]03. Tenros então que considerei a matriz

o o o o
0 2 0 1

respondente é

1.4.a - ,'1),'{ .4,4 - ,4.4
2.q22c2 + 5'22c2

onde S22 = /. Os conjunt.os P' e Q cojiespondentes são

p(j3).(24):(i3)(2a)},Q 2):(34),(]2)(34)}.

Assim: a ])alt.e corles])ondente ao t.i])o de associaçã.o T3 é

é: = 2{/+(]3) +(21) +(]3)(24)}{,r -(]2) -(34l+(le)(34)}

a colles])Olldent.e a T4 é dada ])oi

ó. = {.r +(]3)+(24) +(13)(24)}l-r -(12) -(34)+(12)(34)}.

A identida.de co]
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OI)t.el os assim q\iP a folnla polui)Olllial da identidade é

.r(a,b,c,d) (r3)Ó,(a, b,c, d) +(T4)ó.(a, b, c,d)

2('/,'«1./- 2((«'/')'/- pi'//, .,]. -{ 3(d" '/,)' ] 2(«./-(l/,- p(/«/'o«

2(ac dlZi+2(bc.d)a + 2(cd.a)/i-- 2ícd. b)a -- 2(dc.a)Z,+ 2(c/c .ó)a

+4ad bc -- 4ac bd

A ident.idade

#(a,y) = 2(,y)' - .:y 3 =0

implica a identidade /(a,b,c,d)
/(a, b, c, d) = 0 implica

Por outro ]a.do, a ident.ida.de

P(,' , y ) (,'y)' ,.'y' + (9'y - ,')3/ + (=y ' y)a'

Como x;inlos na prova do teorema 6 do capít.ulo 1, as identidades

.f/(]':3/) = 0 e P(]'.3/) :: 0 são equi\valentes n]óduj0 9'2].2 :: 333.

Portanto: as idem)tidades /(a,b,c:d) = 0 e #(],y) = 0 sào

equivajent.es n]ódulo ir292 = ].3a.

Est.udaillos apoia a lepleseiltaçã.o da.da pelo diaglatna

[ ] [ ]
[ ]
[ ]

72

] 3

2

4

T3

] 4

9

:3

] 2

3

4

Considerando só comutatividade obte[nos a n-.at].iz isca.lonada

59



n
] -]

0 0

h
o o o
o o o

0 0

0 0

n
0

0

( 1

0

0

0

0

0

l

0

0

l

0

l

0

0

0

0

0

0

()

0

2

l

0

0

0

0

0

( )

( }

0

0

0

l

0

0

0

0

( }

0

0

0

0

0

0

l

( t ( l

( )

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 ]

0 0
0 0
0 0

0 0

0 0

0 0
1 0
0 1
0 0

0 0

0 0

Collsidela.ndo agora todas as ident.idades obt.emos

n
0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

r,
0

0

0

0

]

0

0

0

0

0

0

0

&
0

0

0

0

0

0

0

]

0

0

0

0

L
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

]
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O úllico llovo degrau(que nào envolve o lionloinoiíismo u,) coi

res})O[[de ao t.]])o de associação T3 ]]a ]it]ha

o o ]

(.loiisldc'l.alllos c'jit.âo a liiat.llz

h
o o o
o o o
o o ]

l,'1.4 . .4).,'1

Ss3c 3

onde S33 :: /. Os conjuntos P e C? são aqui

r' = {.r,(]a)}. Q = {/,(le),(13),(231.(123),(132)}

A ideiltida.de é dada então poi

@ {J+(]4)}{/-(]2)-(13)-(23)+(123)+(132)}

A folnla ])olinomial da identidade é

l73 )Ó( a , Z,, c, d)

IZ,(/. c)a --(a(/-c)/) 1(//,. a)( --(cd- b)a +(a(/. b)( +(c(/

6]



ja, cd, Z,)+(c, bd,«) +(b, ad, c) 0

.A ippar'sí'iit.açào (oi]csl)oi](Irlllp }io últ.imo diagrama (vel s('ção

1) nào fornece novos degraus. Obt.elllos assim o seguinte teorema:

Teorema 5. As identidades minimais sa.tisfeitas pol uma. álgebra

de Berllstein normal tem grau quatro e bã.o:

#2r2 = a', (3)

3y.' . ,' = 2(g. . ,). + y- ',

2(a'V)' = ,''g . y + #'= - ,',

(-, y;, t)+(,, 3/t, ,) +(t, y., ;) = 0.

(4)

(5)

(6)

Observação. A identidade (3) é uma. consequêi)cia imediata de

l5). As ident.idades(4),(5) e(6) sà.o independellt.es no sentido de

que duas delas Jlã.o inl])ficam a tejceila. Qualquer out.ra idem)cidade

de gia.u quatro satisfeit.a por todas a.s á.lgebias de Belnstein nol'111ais

pode se] obtida a ])alti] de(4):(3) e(6).

Referências: [C-3], IH-i], ]W-21
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4. Identidades minimais em álgebras de Bernstein
excepcionais

[\a s(,çao -r) (]o ('a})it.tido ] l)i t)vallios (iu(' Ll]])a a]g('1)i'a (](' 13(,]'jlstc'jll

,4 é ex((,t)cioiial sc e som(:lil.r s(' sal.isl'a7. a irlPitt.irlnílP

('Z,)' = .«(ab)aZ, (V',b C .4).

Observa.mos aqui que fa.zendo a = b nesta identidade obtemos a

identidade (1) do capítulo 1, que define as álgebras pondera.das que

são de Beillstein. Lineaiizando totalmente esta identidade obtemos

/z(a, Z', q d) = 2«Z, cd + 2ad cb -- «,(ab)cd -- .«(ad)cZ,

-«,(c/')ad - «'(cd)aZ, = 0. (7)

Os t.ipos de a.ssociaçã.o envolvidos nesta identidade sã.o dois, a sa.ber:

h = 14/(,4H).4.4. T2 = .4.4 . .4.4.

Usa.ndo a ]ei colllutatix:a. estes ti])os in(]uzenl quatro ident.idades que
sa.o:

-1 ]

«,(ab)cd - «,(Z,« )cd

.«(«Z,)cd - «,(.b)dc = 0,

L
ab . cd -- ba . cd = 0,

ab . cd -- cd . ab = Q.

(8)

Temos assill) ujll t.ot.al de (ill(o iclel)cidades de grau qual.io sa.tis-

feita.s poi qualquer á.lgebra de Belilstein excepcional. As idelltidades

(7) e (8) coliespondenl às identidades 5 e l a 4 da tá.bua ll.
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tábua ]l

l
l

2

2

3

3

4

4

5

5

5

5

5

5

l

l

l

l

2

2

2

2

2

2

l
l

l

l

abcd

bacd

abcd

abdc

abcd

bacd

abcd

cdab

abcd

adcb

abcd

adcb

bcad

cdab

l

l

l

l
l
-1

l
-1

2

2

l

l
l
l

Qualldo considera.lhos soJlleilte a.s identidades(8) piovenielltes da

comuta.tividade e em seguida t.odes a.s identidades, isto é,(7) e(8),

neillluma lepiesellt.açã.o a])iesenta novos degraus nas colunas coi-

ies])olldellt.es aos tipos de associação (]ue não envolx:em u? (t.ábua

5 do apê[adice). Logo, não existen] ide]]tidades de gia.u qua.t]o. Es-

tudan[os a.gola a.s ide]]tidades de grau ci]]co. A ])ait,i] da ide]]t.ida.de

l7) obt.emos três idellt.ida.des de grau cinco:

/,(«., Z,, c, d) = 0:

/,(a, b, c, d)..(.) = 0.
/,(a, Z,, ', d). = 0,

(9)
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Os tipos de associa.çâ.o envolvicjos i)estas identidades são cinco

7] = H/(.4).4.4 . Á.4,

F2 ' 14'(,4,4).4 .4 - .4

7i, = ll '( .'{ ,'i ,a l,'l,a:

EncontraJiTanlgora as identidades inipiicadas pela comutatividade

pala cada uln destes tipos de associação. Ternos:

h
('Z, - cd). - (ba
(aZ, . .:d). - (cd

T4 = (.4.4 . .Á,4).4,

n = (,4 ,'! . .4) . .4.4

«,(a)Z,c . d. - «,(a)cZ, - d. = 0,

«,(a)b' d. - w(a)d. b. = 0,

h
«,(a/,)cd . .: - ..(Z,«)cd - e = 0:

«,(ab)'d . . - «,(«Z,)dc . .

&

«,(ab c)d. - «,(ó« - c)d.
«,(aZ, . ')d. - «,(ab . c).d
t«(«b.)d( - «,laca,)dc

&

(aó . ') . d. - (b« c) . d.
l«ó . c) d. - (aó . c) ed

0,

0,

(10)
cada

se as

l9) e
da.da

l.usando a lepleselltaçào de .S's (seçào ] do apêl)doce), pa.ia

repiesent.açào enco]]tian]os a ]llat.liz escalollada considei ai)do

ident[da.des (]0) e em seguida, t.oda.s as ideiltldades, ist.o é,

(lO). A única iepiesent.açâ.o que fornece novos degraus é a
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pelo diagrama

1 1 1 1 1 2 1 3
1 1 1 1 3 4 2 4
l l ;' ;'

O l ovo (lcgtait ó (la(lo ])cla lllal i-iz

1 2
3 5

1 3 ]

2 5 2
4 3

h
o o o o o

&
o o o o o

0 0
0 0
0 0
0 0

0

0

0

0

0 0

0 0
0 0
0 1

0 0
0 0
0 0
0 0

0

0

0

0

0 0
0 0
0 0
6 0

De a.cordo cona o teoJe]i]a 4, pa.ia esc]eve] a identidade t.enlos que

encontra.l as naa.trazes .4/ ].Zl;ss.4/ ] e .,4ÍI.E4s 4/ 1. Tenros que

l

()

0

0

0

0

l

0

0

0

0 0
0 0
] 0

0 1
0 0

l

0

0

0

l

AJ''

Logo

0

0

0

0

0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0

0

0

0

0

l

0

0

0

]

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0

0

0

0

0

0

0

0 0

0 0
0 0
0 0

0 1
0 0

Aj''Essas'' AJ'iE4sAii

Assim ten)os que a. identidade é dada pol
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(.'{.4 - .4.'1),4 (,4.4 . .4) - H,4

--pises + e5 6S,scs

s. # = {/ -r(t4ll{/ +(e.s)}{/ - ]]p)}{/ +(]:z])+(]s2
clit.ão a i(]cnt.idade ó da(]a])o}

(.A.A . A.A).4 (ÁÁ . .4) . .4,4

{.r - (2354)}.H 6(34).H

l4 5)}

é- = {/ - (23s4)}.#

é, = 6(34 ).#,

elltão a folnla ])o]iilonlia.] da identida.de é dada poi

(À)ó.(a, ó, c, d, e)+(À)Ó,(a, Z,, c, d, e)

lll])lihca.da desta identidade é

(«c, Ód, .) +(«d, b', c)+(a., bc, d)

+(c, Z,d, ae) +(d, Z,', -)+(', /c, ad)

+(c.«,d) ' Z,' +(d,«,c) ' Z,( +(c:a, (') . Z,d

Temos assim o seguiilt.e

Teorenaa 6. A identidade m]llinaa] sat.isfeita pelas

Bernstein excepciona.Is é

(", Z,d, ') +(«d, b', c)+(.., bc, d)

A fol.ma. si]

0
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+(c, Z,d, «c) +(d, Z,' , ac) +(., Z,c, ad)

+(c,«,d) . b. +(d,a,') - Z,c +(e,a,.) . Z,d = 0

Observação. Q\ial(]iiol ottt.la idellt.ida(Ir dc gia\l 5 satisfcil.a

pc[tts á[gc[)ias (]e ]3a.i)st.eiii c\(c])(.ioi]ais ])odr sci o])ti(]a a l)a]ti]

desta idelltida.de

Referências:]C-3], IH-l],['W-2]

5. Identidades minimais em álgebras de Bernstein
nucleares

No ca.pít.u]o ] villlos que toda á.lgebra de Bernstein nuclear satis-

faz a identidade (2(i). Linfa.a.rezando con)pletanlente esta identidade
obtemos

ó(a, b, c, d) 4(Z,c . d)a + 4(Z,' . a)d+ 4(bd . c)a+ 4(«Z, . c)d

+4(Z,./ a)c+4(«Z, d)c+4(cd.b)a+4(ac Z,)d+4(ad b)'

+4(dc a)Z,+4(«c.d)b+4(«d c)b-6w(b)cd a - 6«,(b)ac d

-(i«,(l,l«(/ . c - 6t«(c)bd « (il.'(oaZ, d - 6t«(d)Z,( . a - 6tp(«IZ,( .d

-6«,(./)«/, (- 6«,(«)bd-( - 6«,(«)ca b- 6u,(d)«. Z,- 6t.,(a)cd Z,

+41.'(bc)ad+41.,( /,d)ar+4«,(«b)cd+4z',(cd)«b+'.?.,(«c)Z,d+4t.,(ad)bc = 0
( ] ] )
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Devemos consldeial agora a identidade (1) do capítulo 1, que

define as álgeblas pondera.das que são de Belnstein. A linea)ização
desta ideiltida.de é

g(«, Z,, c', d) = 2«{, ' c./ + 2«. . Z,./ + 2« / . Z,. - :.,(«1,)c./

Os tipos de associação envo]vidos nas identidades (1 1) e (]2) são os

seguintes:

F] = U/(.4),4,4 . .4, T3 b (,4.4 . .4).4,

T2 ' 14'(,4.4),4,4, T4 = .4.4 . .4.4.

As identidades induzida.s pela conlutativida.de para estes tipos de

associaçâ.o são as ident.idades l a 6 da tábua 7-a) do apêndice. As

identida.des (11) e (]2) coriespolldenl às identidades 7 e 8 dessa

tá.bua« Se consideramos somente estas seis identidades e em seguida

as oito identida.des, para cada representação, as matrizes não apre-

sel)talll nox.os degraus que não eilvolx;am o hon)onloifismo to (tá.bua

7-b) do a.])índice). Poltant.o llà.o existem identida.des de gia.u qua.tro

pala a cla.sse de álgebras definida por (26) e pela identida.de (1) do

capítulo 1. Vejalllos ente.o as identidades de gra.u cinco. A identidade

(1 1 ) foiilece t.iês identidades de grau cillco, a sa.bel

/z(a,Z,,c,d).c = 0: /z(a,b,c,d).u,(c) = 0,/l(a,b,c,de) =0.(13)

Estas identidades cones])ordem a.s ident]dades]5, 16 e 17 da tá.bua

8-a) do a])êlldi(e. Poi otitio lado a idelltidade(12) induz três id

tida.des de grau cinco que sà.o:

g(a,Z,,c,d)' 0, g(«,Z,,c,d')=0, g(a,õ,c,d).«(.)=0. (14)

ei]
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Est.as idelltidades coiiespondenl à.s identidades ]8 a 20 da tábua 8-

a) do a])êl)doce. As identidades (13) e (]4) envolvem sete ti])os de

associaça-o:

71 - 1't''(H)(HH . H)J

h - ll'(JÁ)Á,4 . H,

T3 ' W(A),4.4 . J.4,

T4'' 14''(,4.4.4).'1,4,

Da. lei comutativa, estes tipos de associação induzem as identidades

] a 14 da tábua 8-a) do apêndice. Se consideramos primeiro as iden-

tidades l a. 14 e depois toda.s as ident.idades (vinte no total), vemos

da tábua 8-b) do apêndice que o único degrau novo é dado pela

iepiesent.anão coliespondellt.e ao diagrama 1 11 11 11 11 1. A matriz

colles])ondellte às idelltidades plox'enientes da comuta.tividade é a

matriz nula. No entanto, qua.ndo consideramos todas as identidades

a lllat.i'iz isca.lollada é

h, = ((.4 ,4 . .a),'1).4,

Zõ ' (.'] 4 . .A)(ÁÁ),

F7 .4.4),4.
(15)

1 0000 1 -2

o l ooo o -l
0 o 0 ] 0 2 ]
oo001 $?

O úllico degrau ]lovo que não contén] os tipos que eilvojven] o llo-

naonlolfisnlo tl' collespollde à última linha.. .4 ideilt.idade folilecida

poi est.a ]inlla é

2as + 3a2a3 -- 5a2a2
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Usando o teorema 9 do capítulo ] podemos então enunciar o

Teorema 7. A variedade definida pela identidade

2zs + :3z2=3 -- 5z2a2

é a-menor-w:aír:iedade dele álgebías quc coi tem a classe da:nílgehas
de Bernstein que satisfazem

2,' - 3.«(.),' + «,(,)'.' 0

A classe das álgebras de Bernstein nucleares está contida nesta var.
iedade.

Referências: ]c-a], [G-2], [Hl-l], [M], [p-]]

6. Identidades minimais em álgebras de Bernstein

Seja .4 ullla álgebla de Bernstein arbitrária. A identidade

mininla] das á[gebras de Bernstein no caso excepciona] tem grau

5. Por outro lado, toda álgebra de Bernstein satisfaz a identidade

(32z2,y,#2) = 0. Logo o grau das identidades minis)ais de ,4

deve ser 5, 6 ou 7. Para un)a álgebra de Bernstein arbitrária as

identidades de grau 5 devem ser consequência da con)utatividade e

as idelltidades (]4). Os tipos de associação envolvidos nestas iden-

tidades são T3,T2,T4,T7 e ZC de (]5). As identidades induzidas

pela con)utatívidade para estes tipos corresponder) às identidades
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4 a ]4 da tábua 9-a) do apêndice. As matrizes correspondentes a

est.as identidades e a todas as identidades estão na tábua 9-b) do

apêndice. Observa.mos que o posto dos dois blocos de matrizes é o

inesillo pala todas as )cl)lcsrl)laçõcs llo (luc (liz lesp('ito aos t.ipos

(lc asse(iaçào (ltic [)ào eiivolvr[[[ {['. Poeta)ilo iiào cxistc])] i(lciiti-

dades de gla.u 5 sa.tisfeita.s pol todas as álgebras de Bernstein. As

identidades de grau seis induzidas pela identidade (12) sã,o:

g(a,Z,,c,d).../ = 0, g(a,b,c.,dy)= 0,

g(a,b,c,d) . e./ = 0, g(a,b,c,d')./ = 0,

g(«,b,',d.. .fl = 0, «,(.f)g(a,b,c,d.) =0
.«(./)g(a, b,c,d). = 0, «,('.f)g(«, Z,,c,d) = 0.

Estas identidades coliespondem às identida.des 27 a 34 da tábua

] 0-a) do apêndice. Os tipos de a.ssociaçã.o ellvolvidos são:

T](.A)(.4.A..A.A).A, T2)(.A.4-.A)(-4.4),
T3 ' 14' (,4.4)(.4.4 . ,4),4. T4 = 14' (.4.4).4.4 . .4.4,

Ts = 14''(,4.4Á).4.4 . .A, Tó = 1'1'(,4.4.4,4).4,4,

L = (,4.4 - .'1.'i).4 . .'!, Z8 ' (.A.4 . .AÁ) . .4.A,

Tg =(,4.4 - .'{).4 . .4,4, Tio =(.4Á . .'!)(.4.4 - .4),

rl- (,4 ,4 - .4) . .A.4).4

As identidades induzidas pela conlut.atividade ])aia estes tipos

coi[espondenl às idelltidades ] a 26 da tábua ]0-a) do a])índice

Temos assim ull] t.ot.al de 34 ident.idades. Se consideramos somente

as irei)t.idades foineciclas pela ('omut.ati\-idade, ])ala a ])I'inleila ie])-

iesentaçã.o coiies])ardente ao diagrama l ll ll IÍ ll ll l obtemos a

matriz nula- Gonsideia.lido a.gola todas as identidades e somente as
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nlatiiz
colunas colies])oildeilt.es

F7 Z8 Zs 7io Tl-
] 0 0 ] -2

0 ] 2 ] 2

retamente da ma.triz. Obtemos ente.o as identida.des

i

r=0

(a'2a:2 . r)a' + a:3a:3 . 9a332 . 3 = 0

e

T2a:2 . a'2 . 2Z4a'2 -- :i'3:Z.3 + 2:Z:3a2

Podelllos esclevei a ])linleiia ideilt.idade de maneira ma.is abreviada

(a', a'', .:),' --(,'', =', ,') = 0.

Son)a.ndo a.s duas identida.des t.eJ)aos

(16)

l[', .1-', =1] +(a''. a-', a') ( «' , .: , .),': (]7)

Além da ])lillleiia . a única re])ieselltaçã.o que folllece nova.s idem)ti-

dades é a segullda colllo pode sei visto na.s tá.bua.s 1 0-bl do apêndice

A segullda ie])resent.açào coltes])Ollde a.o dia.gianaa

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

A laaal ]JZ es(aloila(la (Oliespoll(l('i)te a est.a ie])leselltaça.o t.ei)l (Jtiatio

degraus ]lovos. l.}saildo o t.eoletlla 4 podelllos obt.ei ullla identidade

a ])a.útil de sua representação nla.tiicial. Aqui, no entanto, valllos

[ ]
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usam un] a.lgumento i)cais eficiente. O número de variáveis que temi

cada identidade colles])onde ao núnleio de ]in})as que t.enl o t.ableau

correspolldente. Assim as identidades que estamos procurando são

(lo t.}po lri.ll. l:st.as ](l('iit](la(lps (lí-vc]]] sí'i' foiisr(]i]e]i(']a do('o]].lli)it.o

(Ir to(l;\s as i(lciil i(lajes dc gt lil s('is (rir(onl-óin fii)(-o vai iávris iguais

e unia difeiel)te, e que podem sei o])tidas a ])al'tir da comutatividade

e da identida.de (1) do capítulo 1, isto é, a identidade

.B(r) = ,''r' - «,(z)'a' = 0.

]t4ultiplicai)do po) a',3/,to(a),to(y),a'y e u,(Ty) obtemos seis iden-

tida.des, a sa.bel

.B('), . y = 0, .B(r)y . = 0,

B(,') - ,'y B(,:)«,(y)=
.B(.)«,(,:)y .B(=)«,(a).«(3/)

Usa.ndo agora linealizações obt.enlos mais quatoi'ze identidades:

(18)

.B(a')Ó:.(.'')y = 0,

.B(a:)ó!(y)a - a = 0,

B(a'lÓ!(y)t',(1 ).,' = 0.

.B («)Ó} (g)Ó}( ,') ,'

B(.')ó: (v)ój(-'' ) = o:

B(a:)Ó!(-'y).' = 0.

.e( .:')ÕJ(y)ÓJ.( .:'')õ!( .''J/ l

B(a')Ój.(3/'':) = 0.

B(«)Ó:(,':)«,(3/) = 0

.B(.')Ó!(y)=' = 0,
B(.')Ó:l(y)u,(a')' = 0.

B( ,: )ó}( g/ )ó} ( , ') «, ( r )

Bla' IÓj. (y)Ój ( ..'; )

B(r)ó:(,y)«,(,') = 0

.B(-' )ó: (y-' . .: )

(19)
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Usando a collluta.Lívida.de qua.lido necessário, })odemos verificar

que esta.s idem)t.ida.des envolvem)l t.eliuos dos seguintes ti])os:

/ = : '(}/).]''J'' ' .-

t. = :«(,)(g/, . ,:)«'',

t, = «,(,'),'3 . 3/,..

t, = t.(.,)'(ya' . a'),:,

'-- = u,(,)','3y,
f-3 : '"(,)'y.' . , ,

'-. = u,(-);y« . ,,
'-, = .«(3/-').'',
f-, = (y.' . ,''),' . a':

Í2- = (a:a'' . 3)3/,

/23 = a'2T2 . y:i'.
l2' ' (r'y - ,'),::.

{2T = :z'4 . ya:

f2p = :z'2y ' :i'3.

l3- ' (3''y ' a':)a'.

/33 = .?'3.z.2 . y

', = «,(, 1(i/.'
3 ..2

]:2 )a',

tlo

tlõ

Z20

f2õ

í30

t32

«,(3),'y 'r',
«,(ya)r',

.«(,')','y ' r,
«,(3/«)''.',

w( 3/ '')l; ,

«, (a)',: 3/ ,

«, (,yp ,: ,

(,','' . y).',
IV« .a').',
lv« . ,'),'. ,'',
z'y ' ,. ,

(g/« . .).'
(y.' . .'),'' . ,'
(,3.y«).

Apoia: conside]a]]]os a.s idei]t.idades( ]8) e(191 como un] sist.ellla

de ecluações lilleates nas itldctelllli)lados /l: .... 733. Escalonaildo a

nJa.triz dest.e sisa.ellla obt.enlos:
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tip
0

()

()

0

0

0

l

0

0

0

t20

0

( )

( )

0

0

0

0

l

0

0

t21

0
t21

0

0

0

0

0

0

0

]

f2a

l

2

2

2

2

99

0

2

2

52

0

()

()

0

2

2

51

2

0

]

t2s

0

]

]

]

l

52

l

l

5]

0

-]

l

l

l

0

l

l

51

0

-2
2

2

2

2

0

2

2
l

0

2

()

2

2

2

l

2

2

]

t2p

0

]

]

l

l

0

l

l

5]

t30

0

()

(]

0

2

2

51

2

0

l

!31

0

]

-]
l

l

l

51

l

l

52

0

2

2

2

2

2

]

2

2

l

0

l

-1

l

l

l
0

l

l

52

()

0

0

0

0

0

l

0

(consideianlos somente as coluna.s coiiespondentes a.os tipos que nà.o

ellvolvem o hollloillolfismo tr e a.s últ.incas dez linllas da nla.triz).

Observa.lllos que a])alecem quat.lo della.us. Est.es degraus sã.o deter-

minados pelas identida.des

(-'.v,'),:.,'- !h« ,:),'-.'+ ]!h,'' ,')''+h' «)«;- ;k,-,],''.,'

- l;(y''' ' '')'' - (y'' ' '';),' = o,

(.'',::ly - . -- 2;:.',:' y.: + 2(ya a ).' . a'' -- (y.' a)r' + y=; . r'

l20)

+:2,'' ' g.:' + 2(#a' .:- ).:'; + y...: . .,.; :2(g/.' . .')«:' (y. ' . ] '),

2(y,' . ;. '),' - .'3,.' (21)

a')a'2 -- yr3 . a'2(a2a2 . a')y + 9:t2a'2 . yr

2(y;? -.r).t;+y 2.a:'+(g.I' .I').l +2(ya -.';)a -- ;7-;=:.3/ = 0,(22)

ü-' - ,-ü.'' + ];,.',' . p,' - b,' . ,')« . ,:' - ;ü,'' . ,],'' - liv«; . ,'
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-y,'.,' -(y''')''- ;3/''.,'+(3/''')''

+{,',' . y = 0. (23)

Se fazcll)os a sollla das i(]cilt.ida(les(21) e(22) obt.Cílios a idem)tida(lc

a'),+(y,' . z').

(24)

Se multiplicamos (23) pol 2 e somamos isto com a identidade (21)
obtemos a identidade

2'F

(,'a2, g/, ,) - 2(,', y, a),' (25)

N4ultiplicando a identida.de (20) poi 2 obtemos a identidade

G(,, y) =(#, y,', =')-(,', y,'.,', .')-2(,;,y,,a)+2(=', y-,,),
(26)

Se fazenaos a = y em (26) obtemos a identidade (16). Por outro

lado lineaiizando(17) obt.enlos

2(y-:, ,'',,),' + 2(,', y.',,)« +(,'', ,:, y),' +('', «', «)y

+2(y-, ,';, ,) + 2(z:, g.' - -,,) +(,',y-',a) +(,', ,;,y)

-2(g/.. .. . )-: -(.''.y, ].)a' --(a': .,y)r' -- 2(,:. ., .) . y« = 0.

Esta ídelltidade é água.] à soma das identida.des (2]), (22), (23) e

(24). Assilll a.s identidades (16) e (17) sào consequência. das outras

ident.Idades e]]co] l.l.idas. \''eienlos apoia. que a.s ideilt.idades (24) e

(26) sã.o equivalentes. Linearizando (24) obtemos

.H (', 3/ )Ó!(,)Ó: (= )
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4(.', ;.' . ,.', .')+(,', r''',;) -- 4(;' . r,=,r') -- 2(r',z, '-')

-4(,:', ',.:) + 4,(';,'', -) + 4,('',,,,r) + 2'('', '', ;)
+2(:,=''. a.2)+2(I'. :a a', I':)+2(a'.a''z,a'')+ 4(a',3'',3=) = 0.(27)

c segue ciltão (lttc

N(,',y)Ó!(,)Ó:(') - .H(,,') = 4G(',;)(V',: C '4)

Análoga.mente obtemos que

G(,',y)ó!(,)ó:(r) - 3G(r,')(a,')(V3,' € '4)-

Assim ãs identidades (24) e (26) são equivalentes. Temos porta.nto

o seguinte teorema:

Teorema 8. As identidades llainima.is satisfeita.s pol todas as

á.]aebias de Beinstein sã.o:

(r'r', y, =) - 2('', 3/, r)z' = 0,
(=,y''', a') -(,,y-' ' a, -') - 2(,';, 3/",.) + 2(":, y',=)= = 0.

Observação. Qualquer outra identida.de de grau seis sa.tisfeita

pol toda.s a.s á.]gebias de Beinst.ein pode sei obtida. a partia destas

dua.s idei]tidades. Outi a ])cova de que t.oda álgebl'a. de Bernst.ein sa-

tisfaz as identidades do teorelala 8 pode sei obtida usando a fóinlula

generalizada das ide[[t.idades (T) e (S) do ca])ít.u]o ], a sabei: que

para todo i,.j ? 2 tenros

2-.fa.j = -.,(.:')'«'' + «,(,')j,''

Referências: ]C-3], jli-l]
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CAPITULO
/

111

ALGEBRAS
P

COMUTATIVAS

QUE SATISFAZEM
UMA IDENTIDADE DE GRAU 6

Neste capítulo estudaremos as álgebras comutativas que satis-

fazem ullla das ident.idades (25) ou (26) do capítulo ]]. Vamos su-

por sem])]e as álgebia.s sobre un] coi])o .l? de ca.]a.c.terística zelo.

Vamos assun[i[ ai[[da que as á.lgebra.s conten] un] elen]ento idempo-

tente nâ.o-tiivia.] c. Denota.lemos pol L. o opeiadoi multiplicação

à esquerda ])OI c

1. A Identidade (x2x2,y,xl 2(x2,y,x)x2 = 0

Seja ,4 unia á.]gebia collautatíva (llã.o necessária.ment.e de di-

mensão finita) sobre um corpo F' de característica zelo, que satisfaz
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a Ident,jQacle

(,:,', y, .) - 2(,'', 3/, ,),'
Linealizalldo est.a identidade obtemos

](..': . .,'.!/..,) +(.,''.-'.J/.:) 4(3':,?/:..')-

-2(z',3/,,),' - 4('',3/,,) . ,, = 0(2)

4(w;. r',y,=) + 8(=; . a.«, y,,) + 4(3z. =:, 3/,w)

+4(.u,. r',y, ;) - 4(«,:,y,r)=' - 4(r;,y, .«)=' - 8(r:,y,r) ' a«,

-4(-,, y, ,).' - 4(,'', y, ,) . ,u, - 8('.«, 3/, ,) ' =; - 4(':, y, ",) ' ,;

--4(=', y, a) . u,z. (3)

Suponhamos que .4 contem un] idempotente não-trivial e. Fazend

a = y = c en] (2) obtemos

4(c . .:, c, e) +(c, . , ;) -- 4(c;, e, e)c -- 2(c:, c, z)c

Logo o opera.doi .L. : '4 --, .4, sa.tisfaz

2L:- 3L:+ Z.- 0

e poltallt.o

Z,.(.L. - .r)(Z.. - ;.r)

Assim: t.enlos a deconlposiçào de Peiice de ,4 rel

,4 = .Ai © .Ai G) '4o,

onde AÀ = {= C ,4 : .L.(a) = À=}.

2

e

0

a.uva ao idempotente

é

2
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LeRIa l. Os subespaços .4.\ vaifica.m as seguint.es relações

ÁgC A#©.4o,
'4#Áo C A}.

,4? C .4-,

'4-Á} C A},

,4} C .4i a, .Ao,
,41.Ao = 0

Pi.ova. ]?a z('ll(lo :?' ' cil] (2) .1,1clllos

4(.LÍ(,), g/, .) + (., y, ,) 4(L.( :), y, e). 2(.,y, ,)e = 0

Suponhamos que ; C .4À, e y C .4.\.. Então podemos escrevem a

explessâ.o anterior como

{2(] - 2À;).L: + 2(2À: - l)(À: + À, + ;)L. + À-(1 -4À:)}(3/;) = 0.

Fazendo À, e À. igual a 1, 1 e 0 de todas as formas possíveise

usando a comutativida.de de .A, teRIas o resultado para Àv, À; ?é {

Pala obter que ,43. C ,41 © 4o fazelllos = = y - e e supomos que

u',z C 44 em (3) pala. obter que

2

L.(.r - .L.)(.«:)

de onde o resulta.do segue

O seguint.e leiloa fornece leia.ções envolvendo piodut.os de ele-

nlent.os dos difelent.es subes])aços .4.\. Denot.arenlos o piodut.o de

dois elelllellt.os X-,í C .4 como X-f = IX-tl. + IX'tli + IX'tl.. onde
lttlÀ é a comi)oneilte en] 4À do produto kt e denotalenaos por
ó.ly; =, .-,t/, t-,tp) a lillealização comi)let.a da ident.idade (1).

Lema 2. Se a,bC ,41, /i,{,.j C '4}, a:,y C .Ao então
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/i . aZ) = /icr . b + hb . a,

a . í.j = li . a.jj- + l.j - aij-,

l-' . ..jlo = 1-', . .7lo + l,:.j - flo.

b .{-l-

1{ . ajlo anjo,

a . h= = ah . =.

hl{.jlo+ {là.jlo+.júbilo l + lh.jl- +.jlÀil-,

a2 . ba ;: a2b . a,

hla'yl4 = 0.

(4)

(5)

16)

(7)

(8)

(9)

(10)

( 1 1 )

(12)

Prova. Usa.ndo o lema l obtemos que

h(i;a,j,c,c,c) = --ajf.jll+l a.jll+l.j.aijl -3l{.a.jlo+3b

Usando agora o fat.o de que a soma dos subespaços '4À é d
obt.emos

li.a.jlo- l.j anjo.«.jl,+ l.j -«íl- -ajijj-

Como {.j = if.jll + li.jlo e .Aoz41 - 0, temos que cr ' {J = aji.jll
A ssi131

neta

« - {.j a.jl, + l.j . aÍI,

Temos ellt.ào as ideilt.idades(5) e(8). Pol out.lo lado.

h(a;h,b,c,e,e)= A ab--ãa.b--bZ,'a=0,
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deondeobtenlos(4). Pala optei ((i)e(7) calculamos /l(i;=,.j, e,e,e)

obt.endo que

l.j - {.'l- - l.j . {,'lo + l.'lf.jlolo - if . .j«l. - l{ . .j.'lo = o.

Como .I' . i.j = «'1;.Íll + .i'l;.;lu o .4o.41 = o. tcillos (lllc

, . {.j = .1{.jlo

e o resultado segue. Para obter (lO) calculamos

b(e;À,{,.j,e,e)= -Ã -ij -{.Àj-.j.àá-2e(À.l.j)-2e({ àj)

-2e(j ' A{) + 4A(e ' {.j) + 4i(' ' Ãj) + 4j(. . ài)+ 4.(e(Ã. {.j))

+4.(e(i ' à.j))+ 4e(e(.j ' hi)) -- 4e(Ã(e ' {.j)) -- 4e({(e . à.j)) -- 4c(.j(c . Ài))

lijlo - Àli.jl- - {l/,Jl- - ilÀ.jlo - Jlàil- - .jlÀilo - àli.jl-

-Àl{.jlo - {lb.jll - álã.jlo - .jlàÍll - .jlhilo + 4bl{.jll + 4lhjli

+4JIÀÍll + 4li.jll+ blfjlo + ilA.jll + {lÀ.jlo+.jl fll +.jl/silo

-2/ilflll - 2álÃI'll - 2jlhili

lo+ Al}.jl- + jl JI - flãjlo+jlÃfl- -jlàilo

de onde segue (]O). Pala obra (]2) calculamos b(Ã;a::y.c,e,c)
pala obter

.(à'"3/)- à(''z3/)-2'l'(A''y))+2(.(Ã(. ry))

I':ylo) + '(l/'l''Vl{) - ;ÕI'Pl{ - 2.:(' ' ÀI''glo)

-2.(' ' AI'yl{) + '(ÀI'3/l} )
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IÍhl,VI. + l I'Vlil- - 1lÀI'Vl$1- - lilhl'Vl$1.

-$h]zy]o - 2]h]ry] ]l + [hlayl#ll

- ;l/,l,'plll- - il/,l.'ylllo

l)a lelaçào H{Á4, C ,4i Ü ,4o, con)o

[h[,Z/]#]- = 0, ]h],y]i]o

temos que /zlaZ/l4 = 0 e obtemos a identidade (12).

As relações (9) e (1 1) são obtidas respectivamente ao calcularmos

h(h;a,r,e,c,e)= 0 e A(b;a,a,a,e,e)= 0.

Proposição 3. Seja ,4 uma álgebra comutativa. (nã.o neces-

sariamente de dimensão finita) sobre um corpo F de característica

zero, que satisfaz a identidade (1) e contem um idempotente não-

trivial e. Seja .4 = .4i G).A4@,4o a decomposição de Peirce relativa

a.e. Entâoo conjunto Z = {zl C .4} : u.Ai = 0} é um ideal de .A.

Prova. Seja.n] u € .L, a C .Ai, .j € .44, r C .4o. Usando as

identidades (5)-(8) t.enlos

«a . .j = 1«« - .jl- + l..a . .jlo = '..j 1« . a.jl, + 1« . a.jlo

e

«.' ..j = 1-..jl-+ l«,'..jlo = 1« ,'.jl- + l«.j ..'lo -- l« ..j-lo

Logo ua, u] C Z, e L é un] ideal de .4.
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Uma álgebia é dita sc?7zá;)7'ima se o único ideal / que satisfaz
.[2 :: 0 é o idea] nulo.

Corolário. Se.ia .4 lama álgebla colntitativa (não necessa.ria

mcnt.e dc dimriisâo fi]iit.al sobic iii]] corpo r' dc ca].act.eiíst.ica zelo

Prova. De (12) temos que l.Ágil C Z,. Por outro lado, como '4

é semiprima. e .L2 :: 0, temos que .L = 0. O resultado segue agora

do lema l .

Referêl)clãs: ]C-3], [0-31

2. Algebras de Jordan

Proposição 4. Seja .4 uma á.lgebra. comutativa com unidade

(nã,o necessaiianlente de dinlensã.o finita) sobre um corpo .F de

c.alact.eiíst.ica zelo e que sat.isfaz a identidade (]). Ent.ão .4 é (]e
Jordan.

P nova. Fazendo u,

Joidail.
em (3) obtemos a identida.de de
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Defina.Dias a.s funções

#('; 3/,',«,) =(,'. 3/:)«, +(,. y«,)z +(,. .«')y

e

/\'l i'. ?/. :: t{,) = .1'.t/ ' :''' + ;l': ' ?/ll' + ;?'ll-

Linearizaildo completamente a identidade de Jordan obtemos a igual-
dade

H(z;y,,,.«) = .K(,,3/,;,.«)(V.,y,;,«, C Á).(13)

Assim, .4 é uma á.lgebra de Jordan se e somente se .A satisfaz

(13). Enl nosso caso Á ' '41 © .4} a) .Ao, logo, .A é de Jordan

se e somente se ,4 satisfa.z (13) para. todas as passíveis escolhas de

elementos a,y,:,u) C 41, .4+, .4o.

Pa.la a.s á.]gebias satisfazendo a identidade (]) temos o seguinte
resultado:

Teorema 5. Seja .4 unia álgebra comutativa (não necessari-

anaente de dimensâ.o finita) sobre um corpo /' de cara.cten'ética

ze['o, que satisfaz a identidade (1) e contem u]]] elemento iden]po-

tente nâo-tiix:ia.] e. Seja Á = ,4i © Á+ © .Ao a decomposição de
Peirce leia.t.iva a c. Ent.ão .4 é linfa álgebla de Joidail se e sonael)t.e

se ,4o é unia suba.]gebia de Jordai) e

.j.ay=.ja-y+.jy =(V.',yC ,4o,.j € .44). (14)

Prova Se Á é unia á.lgebra de Jorda.n ente.o ,4. é uma
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subá[gebla« Da ]ineatizaçã.o da identidade de Jordan temos que

(,'3r;).«+(, 3rw),+(r..«:)3r = 'y',."+','yw+,w.3/z (V,, 3r, ;, w C .4)

]:ítz(.il(lo a(Jtil .' = (. sti])OI)(lo (Jti(' .t',y C .4u. llt C ,4a (- lisa))(lo as

ic[açi)cs (]u ](.iria ]. o])t.(.il)os li.t l.

Reciprocamente, seja Á unia á]gebra ta] que ,4o é uma

subálgebra de Jorda.n e .4 satisfa.z a condição (14). A idéia é

provar que com as hipóteses do teorema a igualdade (13) é sa.tisfeita

por '4. Vamos supor os elementos a,b,c € .,41, h,{,.j,Z € .4ã; e
z,Z/ C .4o.

Da identidade (11) do lema 2 segue que .41 é uma álgebra de

Joldan. Assim, vamos analizal qua.tio ca.sos:

2

1. 0 caso en] que os elementos pertencen) todos ao subespaço

2

De (5), (10) e (7) temos que:

hf. IJ/l- + Ã.j . 1{/1-+ À/ . lí.jl-

= làl.j/l .f+jl.j/l,.Al-+l/,li/l-..j+.jli/l . l, +l lill:.z+/l{.jl:.Àl-

1/,1J/l-. ;+ }lJ/l.:,. /,l, + l/,lí/l- ..J -t.jl;/lo õl- + l/,li.jl-./+ /l{.jlo /,l-

-.f+ÃI.j/lo fl,+l li/l,..j+õli/lo'.jl-+lÀl{.jl ./+ lijlo'/l-

/)i + (Ã . {/).j + (A . i.j)/l-.

Ailalogajllent.e pela sii)let.iia da.s igualdades (7) e (8) temos que

h{.l.j/lo+Ãj-l{/lo+ / l jlo -.j/)á+(A.{l)j+(A.{J)llo
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de onde

#(h;i,j,l) = À'(h,{,j,z),(v h,{,.j,/ c A})

ll. O ('aso (lue cll\rolvc son)eilt.e elenlent.os de .41 e .4t

Usa«do (4) temos qu'

Ã'(h,a, b,c) = ha. Z,c+ ÀZ, . ac+ hc' ab

=(b ha)c+(' 'b)b+('' hb)'+('' I'Z')«+(''h')t'+(Ó'h')'

=(c.hZ,+b.Ac)a+(' haja.hc)b+(Z,'h'+a.hb)c

(b.Z,c)a+(à ac)Z,+(b ' ab)c= -H(h;a,Z,,c).

Pela simetria do operador /\' na-s quatro variáveis e a simetria. de

N nas últimas três variáveis, só falta estudam o caso -H(a; À,b,c).

Usando (4) novamente temos que

H(a;à,b,c) =(a - Ab)c+(a . Z,c)b +(a cb)b

b . ah)c +(a. Z,c)/: +(h . ac)b -(c ah)Z'

Z,)c+(b ac)Z,-(Z,- ha)c-(c'ab)Z,+(a 'bc)b

Z,).+(b . .c)Z, - cb ba + ah ' Z,'+ a(À ' Z'') = ,H(h;a, b,')

e atola é clamo que

H(a; /i. Z,, c) = /»'(a, /i, Z', c).

\,'ejall)os agora o ca.se que ellvolve dois elelllei)t.os de .4{ e dois
elementos en] ,41. Temos

Ã' ({ , .j, a, b) i.j . ab+ {a . jó+ áb aj



{l.j .ab- l(Z,'a.j)ál- - l(a óy){l- + liZ,.aj +a{ .jZ,l.}

+ilib. .jal, + l(z, aj){l-} + {jia . .jZ,l-+ l(a - óU)fl-}.

Usando (8), (4) e (5) temos quf'

{;.j «/,- li/,.«j);l- - 1(« ' /,.j);l- + IÍ/,.«./ + «; -J/,l.}

= f.j . ab - l(Z, ' aj)i +(a . ÓJ){l-+ l(ó. «.j)í +(a . »){lo

l(J ab)il- + l(.j . aZ,){lo

z,).jl- + l(.j ' aZ,){l- + l(.j «ó){l; + 1({ - ab)jlo = ({ . aZ,).j.

Usando (4) temos

{lfZ, . ajj:+ l(Z, ' aj){l-} =({ - aj)Z,

e

{jia . bl-+ l(a . ó.j)íl-} =(i . by)a.
Assim

Ã({,.j, a, ó) = #({;.j, a, b).

Usando agora (4), (5) e (8) mais o fato de que .4o.AI = 0 temos

que

#(f;.j:a. Z,) =(; ' .ja)I' +(í jb)a +(a ib)j + l(Z, . ía).jli + lló. ia).jlo

=(í .j«)ó+(f .jZ,)a+(« 'iZ,).j + l(« ..jZ,)ilo+(.j - i«)b IZ,.j .{aj-

. «íló +(f .jb)a +(a . óí).j + l(a - .jb)flo - ló.j - ial,

= 1{.aJ+.j.aíjoZ'+ji.a.j+.j.«il-Z,+(f..jb)«+(a'Z,í).j+l(a jb)ilo- IZ,J {aj-

)Z' + (« ' {Z,)j + ({ . .jZ,)a + l(« - .jb){lo - IZ,.j . {.l,
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=(a {.j)Z,+(a -ib).j+ jai-.jZ,l, + 1(« '.jõ)il, + l(a '.jb)ilo- lb {aj-

=(a . i.j)b+(a . {b)j +(« . .jZ,){ = .H(.;i,j, b),

g

JJtall.].l)\:= l\ \.a,t.J.!)).

Para teiminai este caso devemos ver o que sucede se temos um

elemento en] .AI e três elementos em ,4}. Temos que

Ã'(a,{,.j, h) = a{ . .jh+ aj. h{ + 'h. i.j

1+ i.bAjo+aj-jãil:+aj lhilo+«À.li.jj-+aÀ.li.jlo.

Usando (9) temos que isto é igual a

.{ . l.jbl, + l.jAloi . a + a.j lõil, + lhilo.j a + ah . l{.jl- + l{.jloh «.

De (lO), (4) e usando .Ao.41 = 0 temos então que /í(a,{,.j,À) é

igual a

«i.l.jõl- +l.j/,l,{ a+a.j l/: l, + IAãl-.j.a+aÀ 'lijl- + lí.jl-b.«

/,l- í + «l íl, - .j + ajf.jl- - Ã

=(a. .jb)f +(a . i/,)i +(a - {.j)b = H(a;{,.j,ã).

Po].tanto

]{ (a: i,j: 1- ) = n(a\ i.j. }.'l

Poi out,lo lado vemos que

N(á;a,.j,Ã) =(i. aj)b +(i ' .jA)a+(i ab).j

= 1{ . ajjlÃ + 1. anjo/z + {l.jÀli 'a+ {bhjo'a + 1{ ' aàjl.j+ 1{ . anjo.j
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poi (5), (8) e (9), isto é,

=(a ' {.j)h - l.j. .fl-à+ l.j - .iloA + ai. bhlo+ {. l.jàj-a

-l;/,l, . «; + (« ' /,;).; - l/' . «;l,j -} l/, . «;l../.

D. (] 0) t.'lno- 'J--'.

l.j . aíjoh - l.j . aij-à+ belo ' a{ - IIÃj-. .{ + IÀ . anjo.j - IÀ

e logo

aÍj-.j = 0,

#({;a,j,À) =(a. {j)À + b/ij-a .{ +(a . hi).j

=(a' {.j)b +(a . .jõ)f +(a . hi)j = .H(.;{,.j,A)

Logo

#(i; a,.j, h) = .K({, a,.j.h).

Com isto conlpletalnos este caso.

111. 0 ca.se que envolve elementos de ,4] e .4o.

Como .4o43 = 0, da. hipótese 4ã C Áo todos os produtos
envolvendo elementos de .4o e .4i sã.o nulos.

IV. O caso que envolve elementos de .Ao e ,41

Pala este caso observamos que l.4gl4 = 0 implica la'

e portal)t.o =z . j = la - {Jlo. Obtemos assim de (6) que

2

- 0

;« . {.j = 1-'i . Jlo + l,j . {lo. (15)

Assim. toda.s as ident.idades (Jue ei)volvera elelllellt.os de ,4. e .4x

sã.o senlelllant.es às ident.idades que eiavolvenl elementos de .,'li e

.AI. Portanto, este ca.se é aná.logo ao caso ll.

2
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V. Caso que envolve elenlelltos de .41,.44 e .Ao.

Pala isto consideremos primeiramente o caso em que dois ele-

mentos estão em A], um elemento está em Á} e um elemento

está cil] ,l.. I'saia(lo .4.,..1i = 0 c lç)) t.Cílios qtic

/-' ( /. , ,: , « , /,) h=. ab-+ h.a .b= -+ hb. al It: . ab

= (h . aZ,). = X(h; z, a, b)

Usalado (9) novamente temos que

Ã(h,a,a, b) = .H(a;z, h, Z,) = .H(3; h,a, Z,)

Vejalllos atola o ca.se eni que dois elementos pertencem a. .Ao,

un] a Á] eoutroa 4}. Pol umlado,

/x'(a,y,a, A) = ]'y ab + =a . yA + ay ' =Ã = =g/ ' ah

Por outro la.do, usando (9) temos que

#(,;:r,a,Ã) .3/A)a+(..3/a)Ã+(..aA)y

ja - y/z )= + (a' «/,)3/ b)- + (,' . a/,)y

Disto, usando (14), t.elmos que

H(3; y,a, À) = rg/ ab .K (= , y , a , Á )

Sabemos também que

(a 'y)/' - ''l'yl{ /, = jaj'yl{ Àl- + gaja'yj{ . àlo

l,yl{ - jab . 1,: /1 1 + ja/: . lzZ/lllo.
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os que

hl'yl+ = a/, . la3/l} = 0.

Assim. (lc lç))

lr, . .i'.,/l/, = 0

e portanto

H(a; h,a, 3/) =(a. 3h)y +(« . yÀ)a

Assim, de (9) e (14) obtemos que

H(a; À,a, 3/) =(= . .À)y +(y ' aà)#

aZ/ . a/, = .H(3; 3/, a, À).

Finalmente como ab - ay = cr/i . l ylo, temos que

X(Ã;a,,,y))a j-yjo'a=«h l,g/lo

Logo,

HI.h.\a. a:.y\ :: H {J\ u.a, h):: H(a\ }l. a.ul

vejamos pot último o ca.se em que dois element.os esta.o e]]] ,41.

um elemento está em ,4o e o outro e]]] ,4i. Temos

/- (i,.j, a, a ) = f.j . a, + ai . .j, + áa: . «.j

l;a . .j;zlo + lía - .j;tll + lfa: . ajlo t lí:z

= 1(« ' .j..')}lo + li;.' . .j«lo + li« . .j.'l- + l(-'

Segue de (9), (]5) e (5) que

Ã(i,.j,',=) 'aj){lo+ 1{,. ajjo+ l{«..j,l- + l(a. ,.j){l-
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?é .,4. Da simplicidade de .A, segue então que

Ao é isbn)alfa a uma subálgebra de .E+. Assim,

Do teorema 5 segue que Á é de Jordan.

H({; .j, a, , )

Sc.ia .4 ullla álgel)ia de .}oidan (não nPcpssati-

sã.o finita.) sobre un] corpo de característica zero.

,4 satisfaz a identidade (1) e que contem um el-

nte não-trivial e tal que dÍm(.41) = 1. Então o

X = {a C .4 : a(.A} Q .Ao) = 0}
.j,){

; ., {, .j )

n = cie + .jo + #o € .1/. SÓ devemos provam que

o, sejam iC .A4, a' C ,4o. Ente-o:

) : (a' + IÍjo)({ + ') - ;{ + ;ij. + ;.j.'.

, . ail, + l(a . a.j)ál-

jl- + 1(« . '.j){l:

; {,.j, ,').
lza = 0, tetalos que

i-f + f.j. + i,:. - . :)í = .H(,; a, i,.j)

.joa + a:oa = 0.

.4..4o C Á{ e ,4=1 C .41 © Áo, t.enlos que

)=0, aao=0 e .jor=0(Vie 4;: , C,4o)

s casos possíveis exce-

pertecem ao subespa.ço

cle Jolda.ll que sa.tisna.z

suficiente considerei o

li-nensãofinita.que é de
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Se o = 0 o Jesuíta.do é imediato. Suponhalllos ente.o que

Como }f + i=o = 0 temos que

0'
;fno + ia'o ' no = 0.

Co«.. .'ã = 0. d.(]4) «g-.. .I'-''

. # o

Logo {a:o = 0 e portanto ?í

queimamos provar.

Segue que el? C .f/, como

3. Algebras de Bernstein

No capot.u]o ]] nlostia.lllos que toda á.]gebla de Beinstein satisfaz

a identida.de ( 1). O seguint.e teoiellla fornece condições necessárias

e su$cientes para que ullla á.]gebla que sa.tisfaz a identida.de (1 ) seja

de Bernstein. Para isto usaienlos o teorema ] do capítulo ].

Teorema 8. Seja .4 unia álgebia con)utativa (nã,o necessaii-

a.naent.e de dimensão fli]ita) sobre un] corpo .F de ca.lacteiística

zelo. (lue satisfaz a identic]ade (] ) e collt.enl ulll elemento idem-

potente nâ.o-trivial e. Seja .4 = .41 @ Á4 © .4o a decomposição
de Peiice ielat.iva a e. Ellt.ào .4 é de Beinstein se e soillent.e se

ai«,.4- c .4. . .4g c .A!/

Prova. E clamo que a.s condições sào necessárias pala que ,4

seja unia á.lgebra de Bernstein. Pala velificai que a.s condições sã.o
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suficientes a idéia é provar que .4 satisfaz as hipóteses do teoiel-na

l do capítulo l.
Como a. dimensão de ,4i = 1, então ,4] = .Fe. Definimos a

foinla. liilca.r tl, : .4 --.» f' como tp(Àc + t) = À pa.ia todo À C r' e
í C ,4} © .4o. E]]tão tL' é un] holl)oinorfismo de álgebras e poisa.i)t.o

(.4, w) é uma álgebra ponderada.

Das hipóteses e do lema l temos que Á satisfaz as relações (4)

do capítulo l.

Sej.m Ã, {, .j C '4{ ' z,3/ C ,4.. Como ,i'.j +,.j . { C .4. e

z {.j C .44, da. identidade (6) temos que

,{..j+-'.j. =1.j+.j.ilo=1=.Í.jlo=0,

assim

a;{ . { = 0 (16)

(17)

Como a2 € .4#, de (12) obtemos que

ía2 ;: 0

Como .4{ C Áo, unia consequência de (lO) é

h . ij -+ i . hj -+ j . hi = o.

l

(18)

(19)

logo

De (17), (18) e a. hipótese Ág C Á4, segue ta.mbém que

i2a2 = --2Í . {=2 :: 0. (20)
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e: no, Usando tlt)) e {JUJ temos que

b(e;r,i,{,i,e) = --{(i . {=) + 2{3. eá' -- 2e({:. ia;)

+2;l((/' . ;.1')l -- /'l.i' .( ;zl+ .i' .( í3 -- 2(;.1')l( .( ;'l

+2. ('(,: ' f.:')) = -ij' ' f..-

Logo

i2 . {3 :: 0. (21)

b.(e; {,{,{,{,e) = 2i2 - ei2 -- e. í212+ 2i . eia

-2{(i . ei') - 2{'(e . eá') + '(e . {:i:)

Apoia. velllos que

Isto e,

i2á2 :: 0. (22)

Tanlbélli temos que

/z-(c; 3, a, a, r, e) = 2a'2 . ea:2 -- e . =2z2 -- 2r2(e - er2)

+.(c r'r')

isto é

]:2 ?,2 = 0.

Usando agora(16).(]7) e(20) t.en)os que

õ(í;{, a ,r,c,c) = --2(f:z )2 + 2:z(í . ia) -- 2f2 . eT2

+2c'i'a:'+4e({;z:)' --4e(a(í {=)) -- 2á .ea:+2{(i ea:)

2({ay,
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logo

(j.)' = 0. (24)

Assim, se í = i+:z' então de(17),(20),(21),(22),(2:3) e(24) temos

t2t2 = izÍz+4({=)2+=2a2+4iz .{=+2i2z2 +4{= z2 ;: 0,

isto é,

t't' = 0 (Vt C 44 © Áo) (25)

As relações (16) a (25) preenchem as condições do teorema l do

capítulo 1, e portanto Á é unia álgebia de Bernstein.

Exemplo 2. Consideremos a álgebia. comutativa .4 cona base

{e,u,z} e multiplicação dada por e2 :: e, eu :: {u, z2 :: z, ez :=

uz = u2 - 0. Est.a álgebia. sa.tisfaz as identida.des (z232, y, a) = 0

e (a',y,=) = 0, logo, satisfaz a identidade (1). Assim, é de Joidan

mas não é de Bernstein pois 0 ?é Áã C 4o.

4. A identidade

(x,yxz,x2) (x,yx.x,x2) 2(x',xy,x)+ 2(x2,xy,x)x 0

Seja .4 uma. álgebra comutativa (não necessariamente de di
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menção finita) sobre uln corpo /' de característica zero e que
satisfaz a identidade

(a'. y.''. .-') ( ['. 3/]' ' a'. a'z) 2(33. rl/: r) + 2(r2, a?/. r)= 0. (26)

Lili(,allzail(lo(.si tt l(lciil.i(l t(l(. ol)tcilios

(;, y,', ,') + 2(,, ,; - y, ,') + 2(z, y.:, ,,) (:,y,

-(3,y, . a,,:) -(',,g/ ' ', r') - 2(r,y,. ,,z.) - 4(,,. z,zy,a)

-2(,';, ,3/,a) - 2(a3, y:,.) - 2(,', z3/, ;) + 4(,;,a3/,=),

+2(,'',y;,,')-'+ 2(.''. «y,;)=+ 2(,',,3/,,), = 0.(27)
Suponhan[os que .4 contem un] elemento idempotente não-trivial e.

Se fazemos y = a = c en] (27) obtelllos que o opeladol .L. satisfa.z

a.equação

z,.(z. - r)(z. - {.r)
Temos então que .4 decon]])õe-se en] subespaços como

,4 = .4i © .4 J. G) '4o
2

Lema 9. Os es])aços '4.\ velifical-n as seguintes relações

.4í C ,'l- ,

,4] .4o = 0

C .41 © ,4o, Ái.41
2

Prova. A prova deste lema é análoga. à. prova do lema l
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Observação. O seguinte exemplo mostra que existem álgebras

que satisfazem a. identidade (26) e tais que 0 # ,4g C 4i. Além

disso, o exemplo mostra que as identidades(1) e(26) não são equi-
valent.es.

Exemplo 3. Consideremos a álgebra com base {e,z} e multi-

plicam;ão dada por ez - e, z2 = e, ez = 0. Esta álgebra satisfaz a
identidade(26) ma.s nào satisfaz a identidade(1).

Observação. As relações envolvendo produtos de elementos dos

subespaços ÁÀ sã.o as mesmas que obtivemos no lema. 2 para a
identidade 1, e a técnica para obter estas relações é a mesma em-

pregada. na prova- do lema. 2. Porta.nto, a prova do lema. que segue

sela apresentada de maneira resumida.

Denotaiemos poi g(y;r, z,u,u),o) a linearização completa da

identidade (26).

Lema 10. Se a,be .4i, A,{,.j C Á}, a;,y,z C ,4o então

h. ab = Ita . b-+ h.b . a.

« - {.j - a.jl- + l.j - aij:,

1* . {.jlo - .jlo + l..j . {lo,

l.j . i-:l, li ..j ,:l-,

li algo = b ail.,

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

102



a . h.:r = ah ' l,

hl{.jl. + {lA.jlo + .jlÀflo = /.lijl + {lh.jl, + .jlhil-,

f12 . l)(t = ítzl) . (l

;l..'J/l4 = o.

(33)

(34)

(35)

l :](; )

Prova. Usando as relações obtida.s no lema 9 temos que

g(a;à,b,e,c,e) = 18bÃ.a + l$aÀ. b -- 18À - aZ,,

de onde obtemos(28). Para obter (29) e(32) calculamos g(.j; a, {, e, e,e)

pala obter

IÇa. {.j -- 15{. «.j - ISj . ai + 27a(e ' {.j) -- 33e(a ' {j) + 6e({ aj)

-33'(j.«i)-6«(.('.i.j))-6.(«('.{.j))+12.(e(«-{.j))+12.(.(.j ai)) = 0

Das relações do lema 9 obtemos que isto é igual a

ljjla - {.j -- lll1li ' ajjl -- :l;i{ . algo + iSI.j . ail. + 27aji.jll -- 33alilll

+6li. a.jl] -- 33b . afj] -- 12ja . {.jlJ+ 12ja. {jl] + 12b. aáj] = o.

Disto seguem as leia.Cães

9 .. 9 .. .. 9
á«.ij $1 «JI.- IÍI.j..il.-o

ç[í - «.j]. - g]J . .i]..
Pala o])tei (30) e (3] ) calcula.mos

g(e;A,a,{,.,e) = 3/, - {a: + 3.j. Aa: - 3a:. À{ + .(À . {a) + e({. A.:)
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+10e(a. Ài) -- 14a(e . h{) -- 4.(e(à. {z)) -- 4e(e(í. Àz)) -- 8e(e(z . h{))

+12c(r(e. h{)) -- 4a;(e(e . à{))+ 3h. i=r + 3i. Àz -- 3z. Ai

+l/l i;l:ll+ lí- à.a'li+ ]0e(a' . A.i) -- 4lA.{rli -- 4li ' Ã.all

--8c(('(;l' '/i.f))+ 3lÃ ' il'lo+ :3li '/}:t'lo -- 31.i' '/l.ilo -- 31.I' ' /iil .

-3l= ' Aili + lolz . h li + 5lz ' híl} -- 2lz ' hil} -- 8la ' hili = o.
Disto segue IA . {=1. = 0 e obtemos assim as igualdades (30) e (31).

Da mesma maneira obtemos(33) calculando g(h; ,a,z,e, e,e),

(34) calculando g(e;{,.j,k,e,e), (35) calculando g(b;a,a,a,e,e) e

(36) calculando g(e;a',y,A,c,e)

Para. teiinina.i esta seçã.o enunciaiemos dois teorema.s

Teorema 11. Seja Á uma álgebia comutativa (não necessaria-

mente de dimensão finita) sobre um corpo /' de característica zero,

que satisfaz a identidade (26) e contem um elemento idempotente

não-trivial e. Seja ,4 = Ái © Á © ,4o a decomposiçã.o de Peilce

relativa. a e. Então ,4 é uma álgebra de Jordan se e somente se

42 C Á4 © .4o, .Ao é uma subálgebia de Jordan e

.j.=y =.j-'-y+jg';t(V':,yC .'lo,j C Á4;).

Teorema 12. Seja. Á uma. á.lgebra. comutativa. (não necessari-

amente de dimensão finita.) sobre um corpo F de característica

zero que satisfaz a. identidade (26) e contem um elenaento idem-

potente não trivial e. Seja. 4 = .4i © .A4 © .4o a decomposição
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de Pei[ce relativa a e. Ei)tão ,4 é de Be].i]sLein se e son]ente se

d{«,,4- - 1, 4Í C .4. e 4g C 4}

Obsel vagão. .A piava destes dois t.colcillas é cssci)ciallnclit.c a

il]('$111a (los t.(.ot('ii)as .) c' S.

As álgebras dos exemplos 1, 2 e 3 satisfazem a identidade (26)

mas não sã.o álgebras de Bernstein.

Referências: ]C-3], ]0-3]
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APÊNDICE

1. Diagramas de Young e tableaux standard. n=5

[] [] [] [] [] 1 2 3 45

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

1 2 3 5 1 2 4 5 1 3 4 51 2 3 4
3 25 4

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 3 51 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 5
3 5 2 5 2 43 44 5

[ ] [ ] [ ]
[ ]
[] 5

1 2 4 1 3 4 1 2 51 2 3 1 3 5
3 2 3 24

45 5 4

1 4 5
2

3
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[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]

2

4

1 3

2 4

a

1 2

3 5
4

1 3
2 5
4

1 4
2 5
3

[ ]

[ ]

3 2
4 4
5 5

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

l

2

3

4
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2. Diagramas de Young e tableaux standard. n=6

1] [] [] [] [] [] 1 2 3 4 sõ

[ ] [ ] [ ] [ ] t ]
[ ]

1 2 3 5 61 2 3 4 61 2 3 4 5
456

[ ] [ ] [ ] [ ] 1 3 4 51 2 4 51 2 3 31 2 3 4
2 63 64 65 6

63632 D643642632

423 4233 Õ54

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
1 ]

2 4 3 1 3 4 5
2

6

1 2 3 6
4

a

l

3

Õ
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2. Diagramas dc Young e tableaux standard. n=6(continuação)

1 3 4 6 1 2 5 6 1 3 5 6 1 4 5 6
2 2 2

S 4 34

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 2 3 1 2 4 1 3 4
4 5 6 2 5 63 5 6

1 2 5 1 3 5
3 4 6 2 4 6

[ ]
[ ]
[ ]

[ ] [ ]

[ ]

1 2 :3 1 3 41 2 4 1 2 3
4 5 3 5 2 5 3 4
6 6 6 6

1 3 5 1 2 3 1 2 4 1 3 4
2 4 4 6 3 6 2 6
6 3 5 3

1 2 5 1 3 5 1 4 5 1 2 6
3 6 2 6 2 6 3 4
4 3 54

1 3 6 1 2 6 1 3 6 1 4 6
2 4 3 5 2 5 2 5
5 4 4 3
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2. DiaBrunu de YoulB ! !!11:!!x st!!!y!: 1=6;(conta;1151?)

[ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 3 1 3 5 1 4 5
2 3 2 2

4 3D 4

6 6 6 6

1 2 6 1 3 6 1 5 61 4 6

3 2 2 2

4 3 34

5 435

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]

3 2 32 4

53 2 5 224 4

6 6 6 3 646 4Õ D

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ }

23 32 42

6323 3 22 34 4 ÕD

3 43 4 4Õ

6 6 666 D

1 51 3 1 4
2 6 2 6 2 6

334

45 3

1 0



[ ]
[ ]
[ ]

U
[ ]

[ ] 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6
3 2 2 2 2

4 3 334

D

6 66 6 5

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1 1



3. Representação de Ss

(12) n

---.[! ! !
o -] o o

':l l. - -: . .

o o o o -l

olo o -i o olo
o o o l -l

l

l

l

o l -l o

o -l o

o o l
o o o o
o o o o

0

0

l

l
0

l

0

l

0
l

l -l o o o

, ; '! : :: : . ll il -lo o o o -l

l
0

© [- ]]
0

l

(23451) n
o l o o

-l o l o

o o o o
-l o o l

o o o o
l o o o

li 1 1 1 il ll ! il'
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4 Representação de S6

00 0 0 0l 0 0

0 0 0 00l 0 0
0 0 00 0 0 0 0l 0 0

00 0 0l 0 00 0l 0 0 0

0 00 0 0l 00 0 00 0

0 00 l 0 00 0 0 0 D

0 0 00 l 0 0 00 0 00 0

00 0 0 0 0 0 l
0 0 00 00 0 0 l

00 0 0 00 0

00 0 0 0 0 0

00 0 0 0l 0 0
0 0l 0

0 00 0 00l 0 0 0
0 0 0

0 00 0 0 0 0
© © 00 00l

0 0 0 00 0l 0
0 0 0 l

0 00 00 0 0 0 0
00 0 0 l

00 00 0 0 0 l
0 000 0 0 0 0 0l
00 00 00 0 00 l

t13



+. RcpruentKio dc & (continuaçio)

l o -l o o o o o o

0 0 0 l0

0 00 00 l

000 000 0

000 0 l0

0 0 00 0 l00
©

0 00 0 00 0

000 0 00

0 0 l0 000 0

00 000 0 D0

000 0 00 0 0

0l -l o o
0o -l o o

© l o o l
1 0o o o

o o o o

00000 0l
0 00 0 00 0

0 000 l0

0 00 00 0 l0

00 0© 00 l0 0

0

0

0

0

l
0

0

0

0

-1

-1

0

0

0

l

0

-1
0

0

l
0

0

l
0

l

0

0
0

l
o o o o l -l l -l
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4. RepreKntação dc SB (conta!!!ç$?)
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4. Representação dc SB (continuaçio)
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5 Forma escalonada das matrizes para o caso excep
cional, grau quatro
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6-a) Identidades de grau cinco no caso excepcional
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Rep 5 excepcional comutativa, grau 5
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6.b) Forma escalonada du matrizes para g 11uço e:ccncionalL$!!u cinco (conti111lação)
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6.b) Forma escalonada du matrizes para o caso excepcional. grau cinco (continuação)

Rep. S. excepcional todas as identidades
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
o l
o l

:
0
0
0
0
0
0
0
0
l
Q l
ol
0}
o l

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
09S
0 4
0 4
0-2
0 6
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
095
0 4
0 4
0-2
0 6
0 2
0-1
1 2
0 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l

Rep 6. excepcional todas as identidades
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0



7-a) Identidades de grau quatro no caso nuclear
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7-b) Forma escalonada das matrizes para o caso nuclear,
grau quatro
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7-b) . Forma escalonada du matriza para o caso nuclear, grau quatro (continuação)
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8-a) Identidades de grau cinco no caso nuclear
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:=!! Forma cscuonada du matrizu para o cuco nuclear. grau cinco tconunuaçaoJ
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Rep. 6, nuclear todas as identidades, grau 5
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9-a) Identidades de grau cinco em álgebras de Bernstein
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Rep. 5 Bernstein comutativa. grau 5
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Rep 6. Berns'tem conDE,atava grau 5
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Rep. 6 Bernstein todas as identidades grau 5
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10-a) Identidades de grau seis em álgebras de Bernstein
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IO-b) Forma escalonada das matrizes para as álgebras de
Bernstein, grau seis

2. Bernatein. colüut,atiça
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Rep. 6. Bernstein comutativa. grau 6
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lO.b) Forma escalonada du matrizes para u álgebras de Bernstein. grau nis (continuação)
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lO.b) Forma escalonada das matriza para u ílgebru de Bernstein. grau seis (continuação)

Rep. 7. Bernsteín comutativa. grau 6
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lO.b) Forma escalonada da.s matrizes para a.s álRebru dc Bernstein. grau seis (continuação)
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iu.OJ forma escaionaaa. aas matrizes para. as a.JReoras ae oeinsteln. Rta,u seis tcollunuóx,avi
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]0 b) Forma escalonada du matrizes paro u ílRcbru de Bernstein, grau sàs (continl1511}

Rep. 8, Bernstein. comutar.iva, grau 6
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lO.b) Forma escalonada du matrizes para as álgebras de Bernstein. grau nis (conti11yação)
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liüco pata b' D-
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lO.b) Forma escaJonüda du matrizn para
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iO.b) Forma escalonada das matrizes para u álgebru dc Bernstein. grau seis (continuação)
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Rep. S Bet'nstein, todas as identidades. grau 6
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U.b) volt K. l a u ns-õo X--v
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Rep 6 Bernstein todas as identidades grau 6
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0.b) Forma escalonada das matrizes para as álgcbras de Bernstcin, grau wis (continuação)
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iO.b) Forma escalonada das matrizes para u álgebras dc Bcrnstcin, g!!u !Sis (continuai;ão)

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

)

)

)

)

)
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

)

a
)

)

)

)

U

0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0



]0.b) Forma escalonada du matrizes para u áJgebru de Bcrnstein, grau seis (continuação)

Rep 7 Bernstein todas as identidades grau 6
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iO.b) Forma escalonada das matrizes para as ájgcbras de Bcrnstein, grau seis (cg!!!!unção)
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lO.b) Forma escalonada das matrizes para as álgebru de Bernstein! g!!! seis (continuai$o)
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lO.b) Forma escalonada das matrizes para as álgcbras de Bernstcin, grau seis (continua.ção)
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