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Resumo

Estudamos o problema de equivaléncia entre duas variedades sub-riemannianas nao

degeneradas de codimensao 1, e algumas técnicas usadas para tal estudo, que siao as

formas de conexao no fibrado de referenciais ¢ o método do referencial mével de Cartan
na geometria sub-riemanniana. Provamos um teorema de classificacio para variedades
sub-riemannianas com curvatura seccional constante e torgao nu.];x. Apresentamos treés
modelos nos quais a curvatura seccional é, no primeiro caso, positiva. no segundo, negativa

e, no terceiro, nula.

Abstract

We study the equivalence problem between two non-degenerate sub-riemannian man-
ifolds of codimension 1, and some techniques used for such study, namely the connection
forms in the bundle of frames and the Cartan’s method of moving frame in sub-riemannian
geometry. We prove a classification theorem for sub-riemannian manifolds with constant
sectional curvature and null torsion. We present three models in which the sectional

curvature is positive in the first one, negative in the second and null in the third.
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Introducao

Estudamos—aqui-as-variedades sub-riemannianas-de-codimensao—|-nao-degeneradas
(M, D,g). O nosso principal objetivo ¢ estabelecer invariantes que nos permitam dizer quando
existe um difeomorfismo f entre (M, D,g) e (M', D', ¢'), tal que [.D = D" e f~¢' = ¢g. O difeo-
morfismo [ é chamado de equivaléncia entre as variedades, e estas sao ditas equivalentes. Neste
sentido, provamos um teorema de classificacao para variedades sub-riemanninas de codimensao

1, nao degenerada com curvatura seccional constante e tor¢ao nula.

Desenvolvemos a teoria necessaria para este estudo, constituida da nogao de conexao em

fibrado de referenciais e da construcao de uma derivada covariante em (M, D, g).

No Capitulo 1, apresentamos o conceito de fibrado de referenciais I3 de uma variedade M ¢
definimos uma conexao H neste fibrado; esta é uma distribuigao em B com duas propriedades
especiais. Introduzimos duas l-formas § ew em B a valores em R" e gl(n, IR), respectivamente.
A forma 0 é definida de uma maneira intrinseca e w é determinada por H de forma tnica;
mostramos também que uma tal w determina H. As componentes de 0 na base canonica do
IR" sao chamadas de formas tautolégicas e w é chamada de forma de conexao. Expressamos
a diferencial covariante de 0 e w em funcao das proprias formas 0 e w, através de duas equacoes

chamadas de equagoes de estrutura.

Mostramos que esta associada a conexao H uma derivada covariante em M. Portanto para
introduzir em M os conceitos de transporte paralelo, geodésica, tor¢ao e curvatura basta estar
definida uma conexao no fibrado de referenciais de M. Em seguida calculamos a torgao ¢ a

curvatura da derivada covariante de M determinada por H.

Apos isto, é dada uma maneira de construir uma conexao em B a partir de uma dada

derivada covariante sobre M.

No final do capitulo, apresentamos o conceito de G-estrutura.



No Capitulo 2, introduzimos a nocio de variedades sub-riemannianas (M, D, g) e passamos

. ~ -~ ~ 1 4 1
a estudar aquelas de codimensao | que sao nao degeneradas. Construimos a G-estrutura dos
referenciais que contém uma base ortonormal de D, segundo g, e apos algumas reducoes desta
G-estrutura, conseguimos fixar uma l-forma que pertence ao anulador de D e ¢ tal que uma
das formas tautologicas ¢ o pull back, pela projecao canénica, desta 1-forma, motivo pelo qual

estas formas sao denotadas pela mesma letra ¢. Com a utilizagao de ¢, provamos a existéncia

de um campo £ sobre M e nao pertencente a ), chamado de campo transversal, que satisfaz
0(€) = 1 e 1¢d0 = 0. Utilizando £ e a forma de conexao definimos uma derivada covariante
em (M,D,g) por VE=0e VX; = w;i,\'j onde (&, X;) é um referencial pertencente a dltima
redugao da G-estrutura mencionada acima. A derivada covariante ¥V ¢ chamada de derivada
covariante sub-riemanniana e satisfaz Vg = 0 ¢ Vi : (D) — &(D) para todo U € (M)
e, ao contrario da derivada covariante de Levi-Civita, sua torcao nao ¢ nula. Estabelecemos.,
entao, a relacao entre derivada covariante sub-riemanniana e a derivada covariante de Levi-
Civita. A partir dai é possivel dar a nogao de curvatura seccional de (M, D, g) e provar o
teorema de classificagao. Por fim, apresentamos exemplos que satisfazem as hipdteses deste
teorema. Sao eles: a esfera S?*!(r), que possui curvatura seccional positiva, a quadrica
Q***!(r), que possui curvatura seccional negativa, e o grupo de Heisenberg H?**'| que tem

curvatura seccional nula.

Expressoes que aparecem com um indice repetido indicam uma soma correspondente a este
indice, onde o simbolo de somatdrio ¢ omitido e o indice varia de acordo com a conveniéncia.

Assim,

indica

R

i

para cada r fixo.

Sempre que nao for feita a demonstragio de que uma funcao, uma aplicacio, uma curva

ou um campo de vetores é de classe ('™ é porque isto esta sendo subentendido.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos a definicio de derivada covariante em uma variedade
diferencial M e as defini¢oes decorrentes desta, que sao as nogoes de transporte paralelo,
geodésica, torgao e curvatura. E também feito um pequeno eshogo do método do referen-
cial mével de Cartan, onde sao demonstradas as primeira e segunda equagoes de estrutura.
Entretanto, concentramos nossa atenc¢io na nocao de fibrado de referenciais e obtemos os

resultados sobre este assunto que utilizaremos no Capitulo 2.

1.1 Derivada Covariante

Em todo este capitulo M denotara uma variedade diferencial n-dimensional, C*(M) o anel
das funcgoes de classe C'™ definidas em M, C°°(A) o anel das fungoes de classe C definida
em um subconjunto aberto A de M, Z(M) o C*°(M )-médulo dos campos de vetores de M,
Z(A) o C®(A)-mddulo dos campos de vetores de M restritos a um subconjunto A de M.
E(T"M @TM) o conjunto das secoes de T"M @ T'M e E(AN*T"M ¢ T"M ¢ TM) o conjunto
das secoes de A?T"M @ T"M & T M.



Definicao 1.1.1 Uma derivada covariante em M ¢ um opcrador NV quc a cada par (X,Y) dc
campos de vetores com dominio em wm conjunto A C M associa wm campo NV x Y com dominio

em A, salisfazendo, para cada [ € (" (A) ¢ cada campo Z definido cin A, as condigoes:

(1) V(Y +Z)=VyY +VxZ :

(9) V,\'+)"Z = V\Z + VYZ y
(3) VixY = [VxY

(1) Vx(JY) = (XY + [Vx) .

Se M = IR", entao VyY = XY, onde X, Y € £(R"), é¢ um exemplo de derivada covariante.,
]

Proposigao 1.1.1 Seja m € M. Para calcular (VxY'),, basta conhecer X,, ¢ o valor dc Y’

sobre o trago de wma curva tangente a X,,.

Demonstragao:

Sejam A uma vizinhanga aberta de m e {e;,...,¢,} uma base de campos sobre A. Dados
X,Y € &£(A), escrevemos
b k)

G B o ad
A=zx'es e Y=re;.

Segue da definicao de V, que

ViV = @'V.(ye)
= 2'(eqy?)e; + 'y Vo€
= (ij)ej +2'y' Ve, .

Portanto,

(v/\' )vi’)m = (‘\,my'i)(c]‘)m At il‘i(7n)yj(7”’)(ve,ej)m .



Para conhecer X,,y’, basta tomar uma curva o : (—z,¢) — M tal que

<y

Temos,
Xy’ = (y700)'(0)

isto-é, basta conhecery’; e portanto-Y-ao-longo-do-traco-de o- m]

Definigao 1.1.2 Scja o uma curva cm M. Um campo Y sobre M ¢ paralelo ao longo dc o

se VoY =0. A curva o € uma geodésica se Vo' = 0.

Teorema 1.1.1 Seja o : [a,b] = M wma curva. Para cada vetor v € T, yM existe um unico
campo Y (t) ao longo de o tal que Y(a) = v ¢ Y(t) ¢ paralelo ao longo de 0. Para cadat € [a,].
a fungio Pay : ToyM — ToyM dada por Py (Y') = Y (1) ¢ um isomorfismo linear chamado

de transporte paralelo ao longo de o de o(0) para o(t).

Demonstracgao:

Sejam (z',...,2") um sistema de coordenadas em torno de o(a) com dominio em um

aberto conexo U,

_9
Ozt

os campos coordenados, e w;k : U — IR dadas por

X; 1<i<n

bl

v/\'k,\,,' = w}k/\’j i

Seja Y'(¢) um campo ao longo de 0. Escrevamos

Y (t) = ai(t)(Xi)o() -

Seja ¢; = z'o0.

(87}



Se Y (t) é paralelo ao longo de o, entao

0 = (Vo)) =o' ()(arl))(Xi)oq) + gD, (0 () (Xi)aqn
= (ak(1) + giwh; (o(0)a; (1)) (Xi)ago) -

Logo, para cada k = 1,...,n, temos

ai(t) + ghwi; (o(1))a;(t) = 0. (1.1)

Obtemos assim um sistema linear de equacoes diferenciais ordinarias. Um tal sistema tem
uma tnica solucao (ay, ..., a,) com valores iniciais @;(0),...,«,(0) fixados. Desta forma existe

um tnico campo paralelo Y (t) ao longo de ol para algum ¢ € (a,b] tal que o(c) € U.

Como o([a,b]) é compacto, existe um namero finito de sistema de coordenadas com

dominios em abertos conexos Uy, ..., U, que cobrem o([a,b]) com U = U/; e existe uma particao
a=c << <y =Db
tal que

U(C]) 6 {]1
o(¢;) €elUjioyNU; paral <j<r
o(cr) €U, .

Suponhamos que o campo paralelo Y(2) ja foi construido ao longo de o[ ¢, para l <k <.
Procedendo como acima e observando que o(cgy1) € UpNUjyq, construimos um campo paralelo

Z(t) ao longo de 0|, cxy0) tal que Z(cry1) = Y (crq1). Segue da unicidade destes campos que

5 — Ve
Z[l/k.ﬁuk+] _} lUank-}-l :

Concluimos que podemos construir um tunico campo paralelo ao longo de o.

A linearidade de P, ; segue da linearidade do sistema (1.1), e o fato de P, ; ser um isomor-

fismo é consequéncia da unicidade das solucoes de (1.1). O

6



Com a mesma notagao da demonstragao do teorema acima, observemos que se ¢ é uma

geodésica, entao
7 l ! /
9 (1) + wi;(o())gi(t)g; (1) = 0
que é um sistema de equacoes diferenciais ordindrias de segunda ordem que tem uma tinica

solugao com valores iniciais o(0) e o'(0). Isto demonstra o seguinte:

Teorema 1.1.2 Dadom e M ¢ X € T,,M, criste ¢ > 0 ¢ wmna inica curva o : [—e,e] — M

tal que

a(0) =m,
a0) =X

¢ o € uma geodesica.

Definicao 1.1.3 Chama-sc torgao 1" dc wma derivada covariante o lensor definido por
T(X,Y)=VxY —=VyX —[X,Y]

onde XY € &E(A) com A C M.
A torgao T satisfaz as seguintes propriedades:

(1) T(X,Y) = =T(Y, X) ;

(2) T(fX,Y)=JT(X,Y) (V[ eC™(A));

(3) T é bilinear sobre o C"*°(A)-mddulo E(A) .
De fato,

(1) T(X,Y) =-VyX+VxV+[V,X]=-T(Y,X).

(2) T(fX,Y) =V xY =Vy([X)=[[X,Y]
=fVxY = (YN = [Vy X — [[X, Y]+ (Y )X
= [T(X,Y) .

=I



(3) Segue das propriedades anteriores que para provar (3), basta mostrar que 7(X + Y, 7) =

T(X,Z)+ T(Y, 7).

T(X +Y,2) = VyyyZ —Vz(X+Y)=[X +).Z]
= T(X,2)+T(Y,Z).

Definicao 1.1.4 A curvatura R-dewma -derivada covariante NV—¢-o-tensor-definidopor———
R(X, ))Z =VyVyZ —VyVyZ - V[\)]Z

onde X,Y,7Z € Z(A) com A C M.

A curvatura satisfaz as seguintes propriedades:

(1) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z ;
(2) R([X,Y)Z = [R(X,Y)Z (V] € C=(A))
(3) RIX,\Y)/Z) = [R(X,Y)Z ;

(4) R é 3-linear sobre o C*°(A)-médulo &(A).
De fato,

(1) R(X,Y)Z  =-VyVxZ+VxVyZ+Vyx2
——R(Y,X)Z .

(2) RUX,Y)Z =[VxVyZ-Ny([DxZ)=V xyynx?
=fVxVyZ—(Y[)VxZ—[VyVxZ—fVixyiZ+(Y [)VxZ
— [R(X,Y)Z .

(3) RIX,Y)NSZ) =Vx(YN)Z+IVyZ)=Ny (X[)Z4+[VxZ)=[X.Y]([)Z—fVixy1Z
=X(YNZ+(Y IV ZAH(X[)Vy Z+ [VxNy Z-Y(X[)Z—-(X[)VyZ
YNV Z=[NyNxZ-=XY[)Z+Y(X[)Z+ [V ixy1Z
=[R(X,Y)Z .



(4) Resta mostrar que

RIX + Y, Z2)W = RIX.Z)W + R(Y, Z)W
e RIX,Y)Z+W)=RN,Y)Z+RX, V)N

Temos que

R()\' + )", Z)”' = v_,\'le’i/ + V)-'VZ"1" — VZV,\' W — VZV)/ W — Vl/\,u W — V[)i‘z]Ui

= R(X,Z)W + R(Y,Z)W .

RIX,YNZ+W) = VxVyZ 4+ VxVyW = VyVyZ —Vy DxW = Vixy)Z — Vix )W
= R(X,Y)Z+ R(X,Y)W .

SeM =R'eVyY=XY, entao T =0e R=0.

1.2 O Método do Referencial Movel de Cartan

Sejam {ey,...,e,} um referencial moével em um aberto de M e {0',...,0"} o seu corefer-
encial dual. Temos que

Vxej = w,']-(X)e,- (V)\/ € %’(1\’1))
onde w;; sao 1-formas chamadas de formas de conexao.
Quaisquer que sejam X, Y € E(M), temos
T(X,Y)=Ti(X,Y)e;
R(,\,, Y)Cj = R,‘j(X, Y)E,‘

onde T; e R;; sao 2-formas.

Proposigao 1.2.1
71, = (lOi + Wiy N gj
R

i = dw,j + wip A wy,



Demonstracgao:

T(XY)ei = Vx(0'(Y)e;) = Vy(0/(X)e;) = 0 ([X.Y])e,

= X(0°(Y))e; + V0! (X)e, — 0/([X,Y])e,

= X(0'(V))e; + 0/ (Y) Ve, = Y(0(X))e, — 07 (X)Vye, — 0/ ([N V])e,
A0 (XY )e; + 0/ 0V Ywig (X )i — 07(X )wy (Y)e,
= (dO0" + wi; AOYN, Y )e;

Portanto,

T: = d0'+w;; A0

Ri;j(X,Y)e; = Vywij(Y)e) — Vywi;((X)e:) —wi([X, Y])e:
= ,X’(w,-j()"))e,» + ‘ll),'J'(Y)v‘\'C,' = )“(‘ll),‘j(.\/))t'i - w,j(.X')\—/).-ci- — ll),‘j([,\,, Y])Ci

= (dwi; + wiy A w; )(X,Y)e; .

Portanto,

Rij(X,Y) = dwy; + wi Awy .

O

As equagoes da proposicao anterior sao chamadas, respectivamente, de primeira e segunda

equacoes de estrutura.

1.3 Conexao em Fibrados de Referenciais

Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional, m € M e b = (m,eq...,€,) um
referencial em 7, M, isto é, {ey,...,¢,} € uma base ordenada de T,,M. A cada referencial b
em T, M esta associada uma unica transformacao linear inversivel L, : IR" — 1T, M definida
por Ly(fi) = e;, onde {/f;} é a base candnica do IR". Reciprocamente a cada aplicacao linear
inversivel T': R" — T,, M esta associado um tinico referencial b = (m, ¢y, ..., ¢,) de T, M. tal

que L, = T; basta tomar e; =T'[; .



Denotaremos por B, o conjunto de todos os referenciais em T,, M. Segue do que foi dito
acima, que existe uma correspondéncia biunivoca entre B,, e o conjunto das transformacoes
lineares inversiveis de [#" em T, M. (Chamamos de fibrado de referenciais ao conjunto

B = U Bm

men!

e B,, é chamado de fibra de B sobre 1. -

Construamos agora uma estrutura diferenciavel para B. Seja m : B — M definida por
m(m,ey...,e,) = m; © é chamada de projecao de B em M. Seja ¢, : U, — IR", ¢, =
Bl a . -
Sy 5o determinam uma segao

em 7~ (U,) dada por o(m) = (m, (—') ,...,( b ) ) Existem [un¢oes aj- s WU, — It
m m

dat drn

(', ..., 2™), um sistema de coordenadas de M. Os campos

tais que, se b = (w(b),vy,...,v,) € 7~ 1(U,), entao

J

vy = (L;([)) Py

m(b)

Considerando G/'L(n, IR) como sendo um aberto de R*", definamos v, : 77 1(l/,) — K" x
GL(n, R) por

1 1
Py = (2 oy oy & 0T, gy 2eny al

o 5 Gy 505 Gy )

Y n
Tomando em B a topologia gerada pelas imagens inversas de abertos de IR" x G'L(n, IR) pelas
aplicagoes 1, temos que (77'(U,),1,) é uma estrutura diferencivel de B. Desta forma B ¢

uma variedade diferenciavel de dimensao n + n?.

Dados b € B e g € G'L(n, R) fixos e denotando a transformagao linear de IR em R" cuja
matriz em relagao a base canonica ¢ g pela mesma letra ¢, temos que estd associado a Lyg um
tinico ponto de B que indicaremos por bg. Logo Ly, = Lyg. Escrevendo b = (7(b), ey, ... ¢,,),

g = (g;) e sendo {[;} a base canonica do IR", temos
Lg([;) = Lo(gi i) = giei .

Sendo bg = (7(b), Lyg(f1), ..., Lsg([»)), segue que bg é o refencial obtido de b fazendo-se com-
binagoes lineares dos elementos de b tomando-se como coeficientes os niumeros das colunas de
g. Temos também que, fixados m € M e b € B,,, bg percorre todos os elementos de B,), quando

g percorre G'L(n, IR). Além disso, (bgy)g2 = b(g192) pois (Legi)g2 = Li(g192).

11



Para cada g € GL(n, R), a aplicagao R, : B — B definida por R,(b) = bg ¢ um

1

difeomorfismo. Com efeito, seja ¢ = (x',...,2") uma carta de M e v = (a', .....'1'“‘(1;-) a carta

de B induzida por . Seja (p,a}) na imagem de v,

— ] = J ()
0 I(])’”_;’) -- (t,i‘ 1(])).(1.,- (%) ) ;
T e(p)

- i ik (9
Ryotp I(P, “j) = (‘P(I’)v ,,,,a.kgf (F) )
. w(p)

F = oR,op~! é dada por F(p, a}) = (]),(a;)g). Portanto /7 ¢ C'. Aléem disso, F~!(q, c;) =

(q, (c}-g_l)). Portanto, ' ¢ um difeomorfismo. De onde segue que R, é um difeomorfismo.

Se g1,92 € GL(n,IR), entao R, ,,(b) = bg1g2 = R,,0R,, (b). Logo, a aplicacao R, é uma
acao a direita do grupo G'L(n, IR) em B.

O subespago V, = ker(Il.), de 17,8 é chamado espago dos vetores verticais de 7}, 5.

)b\ H 7 = . r )
dxt A ozt (0)

Jd
reh (aT;-)f“ |

De onde segue que V, é gerado pelos vetores (%,—) . Logo, V : b € B — V, é uma distribuigio
1/

Temo que,

de dimensao n? em B.

Sejam b € B fixoe H : GL(n,R) — B definida por H(Y) = bY. Escrevendo b =
(w(b),a; <%)”(b)> e A= ((L;), obtemos (Yo H)(Y') = ¥(bY) = (¢(n (b)), AY). Logo H é C*.
Para cada X' € gl(n, R), seja a curva a : (—¢,e) — B definida por «(t) = be'*. Temos que
a = Hoo onde o : (—¢,e) — GL(n, IR) é curva de classe C* definida por o(t) = e*¥. Logo,

a é de classe C*°. Usamos a notagao X, = o’(0).

Procedendo como antes observemos que 1 (a(t)) = (¢(n(d)), Ae*Y). Logo %1/)(0‘(1,)) =

(0, AX). De onde segue X; = (AX);- (%) . Concluimos que cada X' € gl(n, R) determina
1/ b

um campo de vetores verticais X* : b € B +—— X, € T'B de classe C*. Tais campos sio

chamados de campos fundamentais.



Temos que (AN +1Y)" = AX™ + Y quaisquer que sejam A € R ¢ XY € gl(n, IR). Com

efeito,

(AX 4+ ¥)" = [AAX + )]} <i> = A(AX)! (i> +(AY)! <i> = AN+ Y,
h b b

o o P
da i ()aj- da;

Dada uma base de {X;;} de gl(n, IR), {(X7;)s} ¢ uma base de Vi. De fato, se A(X5)s = 0

entao

0= %:Z)\kl(fl)\,kl); (i> =Y <%: /\u(f\«\'u)j) (i)
T b : b

o o
da; = daj
Logo, > . /\kl(AX“); = 0 para todo ¢,7, isto é, a matriz 3 A(ANy) é nula. Portanto,

A AX = 0. Sendo A inversivel, temos que Ay = 0. Portanto os n? vetores (X7), sio

.
1y

linearmente independentes e portanto formam uma base de V7.

1.4 Formas de Conexao

Vamos tratar aqui de dois tipos de p-formas em B a valores vetoriais: as que tomam valores

|
em gl(n, IR) e as que tomam valores em R". Se o e 8 sao p-formas em B que tomam valores,
respectivamente, em gl(n, R) e IR" ¢ se {Xj;} ¢ uma base de gl(n, R) e {e;} ¢ uma base de

IR", entao existem p-formas o} e 7 a valores em IR tais que

Q’b(vh"-al’p) = (a})b(v],...,vl,),\’,—j 3

— .
Bu(viy..v,) = Bi(vr, .y 0,)€;
quaisquer que sejam b € B e vy,...,v, € T, B. Escrevemos de forma simplificada

— ot Y.
a = a;X; ,

— A,
B = Ple;.
O produto exterior de uma p-forma «a a valores em gl(n, IR) por uma ¢-forma 8 a valores
em [R" é definido como sendo a (p + ¢)-forma a valores em " dada por
a_ b
aAf=a] A3 Xe .
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Sejam agora a uma p-forma em B e 4 uma ¢-forma em B, ambas tomando valores em gl(n, IR).

O produto exterior de a por v é a (p + ¢)-forma a valores em gl(n, IR) definida por
aNy = (); AN ‘,,k ,\",'.,' X

Em particular, se estivermos usando as bases canonicas {E;} e {f;} de gl(n, IR) ¢ R", respec-

tivamente, isto é, se @ = o' L, v = 1L, e B = B f; entao

alNfp = nj/\ﬂjf,-,

ahNy = oi.A')'_;-"E,-j.

Em virtude das formulas £ Ey = 6,150 e Eij [ = 6.[; .

Definigao 1.4.1 Uma conexao cm 3 ¢ wma distribuigaio H em B lal quc

(Z) Hyad Vi, =T1T,B ;
(it) (Ry)«(Hy) = Hpy .

Os vetores de H, sao chamados de vetores horizontais de 7,5.

Proposicao 1.4.1 Para cada concxao H em B cziste uma iinica [-forma w em B a valores

em gl(n, R) que satisfaz

(i) w(A*) = A ;
(i) wy(Hy) = {0}

A forma w é chamada de forma de conexao.

Para todo b € B e todo g € G'L(n, IR), temos

(Ry)-(X5) = (97" Xg);, -



De fato,

Proposigao 1.4.2 R;w = g~'wg para todo g € G'L(n, R) .

Demonstragao:

Como w(H,) = {0} e (Rg).H, = H,, basta mostrar que ([;w)(X]) = (97 wrg)(X}) para
todo b € B.

(Row)(X}) = wee((97' Xg)i,) =97 Xg = g7 w(X])g = (97 weg)(X) -

a

Vimos acima que dada uma conexao H em B existe uma 1-forma w em B a valores em

gl(n, R) que satisfaz w(A”) = A e Rg™w = ¢ 'wyg.

A proposigao abaixo diz que a reciproca disto ¢é verdadeira.

Proposigao 1.4.3 Seja w uma I-forma em B a valores em gl(n, R) satisfazendo w(A™) = A
e Rg"'w = g 'wg. Se H € uma distribui¢ao em B definida por Hy = Ker(wy), entao H ¢ uma

conexao em B.

Demonstragao:

Tomemos uma base {Xj;} de gl(n, R). Como w((X};),)=Xij, temos que dim(Imw,)=n?.
Logo dimH, = n. Agora, seja v € H, N V,. Segue que wy(v) = 0 e v = A;(X[), para certos
Ai; € IR. Portanto,

0= wy(v) = Ajjwi((X])e) = A Xy

1.5



Concluimos que A;; =0, logo, v =0 ¢ H, NV, = {0}. Isto implica que
dim(H, 4+ V) =n+n’=dim1,B
de onde segue que H, & V), = T,B.

Seja v € (1,).(H,). Logo v = (R,).u para algum u € H,. Portanto,

Whe (V) = wr, ) ((11y)u) = (h’;wb) u= g 'wy(u)g =0

o que implica que v € Ner(wy,) = H,,. Logo, (R,).(Hy,) C Hy,. Como dimH. = n para
todo ¢ € B e como (Rg). ¢ um isomorfismo, temos dim(Rg).(H,) = dimH,,. Portanto,
(Rg)-(Hy) = Hy, - 0

Seja a l-forma 0 em B a valores em [R™ definida por
-1
Op(v) = Ly (7 v)
Observemos que

(R0)u(v) = Oby ((Ry). v)
- Lb‘g‘ (Tebg ()t v)
= g7'Li" ((moRy)u v)
= ¢ L7 (7w v)
= g '0(v) .

Portanto ;0 = g7'0 .

As l-formas 0" definidas por 0 = 0' f;, onde {f;} é a base candnica do IR", sio chamadas

de formas tautoldgicas .

Proposigao 1.4.4 Seja (Xy,..., X,)) um referencial mével de M definido em wm aberto U ¢

seja (a',...,a™) o seu coreferencial dual. Eziste [ : 77" (U) — GL(n, R) tal que

s 0 = f;jﬂ'al‘ onde [ = (ff);
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o f(bg) =g "[(D) .

Demonstragao:

O referencial movel (Xy,...,X,) determina uma secao o : U — B em 7~ ({7) dada por
1

a(m) = (m, (X)) ooy (X0 ) -

Seja [ : w(U) — GL(n, R) definida como segue: dado b € 7#7'({7) existe um dnico /€
GL(n, R) tal que bh € o(l/) N Byy); definimos [(b) = h. Portanto, bf(b) ¢ o ponto da fibra

B que esta na secao o(M), isto ¢,
bf(b) = (m, Xy,..., X,) .
Logo, se g € G L(n, IR) entao bf(b) = by [(bg). De onde segue que
[(bg) = g7" (D) .
Além disso, se b = (7(b), vy, ...,vy), entao (X;)rp) = fzrj(b)vj onde [ = (_/:,"). Se u € TyM, entao

O,(w)fi = 0Oy(u)
= Ly'(muu)
= L (o iy () (X))
= (r"a)y(w) Ly (fi(b):)
= [ib)(r a?)u(w)f; -

Portanto ' = ‘[]'-'7r“a'j . O

Corolario 1 Se b = (n(b),€y,...,¢,) € B ev € T, B entio

TupV = OZ(v)ei )

Demonstracgao:

Seja (Xi,...,. X, ) um referencial mével de A definido em wm aberto U/ que contém b tal

b= (m(b). (Xl)rr(b)s cees (Xn)n(b)) ,

17



isto é,

(A3 )nisy = & 5
Usando a mesma notagao da proposigao anterior temos que [i(b) = 6; e

Tl = O:T(b)(7-',[,‘0)(‘\,,‘);,((,)

= (%'ﬁ;)n(b) ( U)f‘i
= f;(b)(ﬁnﬂ‘j)zr(b)ci
= 0j(v)e

Proposigao 1.4.5 Scja (Xy,...,X,) wm referencial movel de M definido em um aberto U,

Se o0:U — B € a segio definida por

a(m) = (m,(X1)mye ooy (X)) o

entao (o™0',...,070") ¢ o coreferencial dual de (X,,..... X..), onde 0" sao as formas lau-
tologicas.
Demonstragao:

Observemos que
Oa(m) (O'*m(‘xrj )m ) = fj )

para todo m € U. De fato,

Oo () (Tum (X)) [i = Ly (7)) (T (X))
= L7y (100) (X))
= LG ((X5)n)
= fi.

Logo, segue de

0,.(v) =0 (v)e; (Voe T, M)

m
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que

0 ()0 (X)) ],
- (O'xoi)7ll((‘\,j)711)./i .

Portanto,

(o~ ai)?if( (A )w) = 5}

A(€) em B tal que O(A(E)) = €.

Proposigao 1.4.6 Para cada vetor £ € IR", crisle wm nico campo de velores horizontais

Demonstracao:

Para b € B temos L, € TryM. Sendo 7 uma submersio, existe v € TWB tal ¢ue
(r.)ev = L€, Observemos que todos os vetores T)B que satisfazem esta igualdade tém a
mesma componente horizontal. Com eleito, sejam u,v € T, B tais que Tgu = Tuv = L&
escrevamos

u = uy +uy ,
v = vy +tuy ,

onde uy,vy € Hy e uy,vy € V,. Segue que 7.(uy — vy) = m.(u—v) = 0. Logo. uy — vy €
Hy N V4. De onde segue que uy = vy. Definimos A(€) como sendo a componente horizontal

de todos os vetores v € T),B tais que w0 = L,€.

Logo, A(£) é o tinico campo horizontal que satisfaz 0,A(€), = € .

Observemos que 7, A(€), = Ly .

Se {&} ¢ uma base do IR", entio {A(&),} ¢ uma base de H,. De fato. se MA(E) =0
entao

0= 0, (MiA(&)) = Ni&
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Logo A; = 0. De onde segue que {A(&),} é linearmente independente e, portanto, ¢ base de

Hy .

Do que foi visto acima temos que, escolhendo uma base {&} do " ¢ uma base {X;;} de

gl(n, R), obtemos uma base de 17,8 dada por { A(&)s, (X5)e}

Proposigao 1.4.7 Os campos A(€) salisfazem as propriedades

(1) (Rg)A(E)s = Alg™"€)uy +
(ii) [X=, A(€)) = A(XE) .

Demonstragao:
(1) Observemos que (R,).(Hy) = H,, implica que (R,).A(€), € H,, .

Oy (A(9™"g) = 97" = 47" 0 (A(E)s) = (R30)s (A(E)s) = Ouy ((Ry)-A(E))
Logo,
0= Ouy (Alg™" )ty — (By)-A(E)s) = L' ((m)ay (Alg™ €Dy — (Ry)-AE))
de onde segue
(72)og (A9 by — (12,).A(€)s) = 0 .

Logo, A(g7"€)sy — (Ry)-A(€)s € Hy NV, . Portanto, A7)y = (R,).A(E)y .

(i) Para cada X € gl(n, IR), temos Rax = exp(tX~). Com efeito, seja X € gl(n, R). Para
cadat € IR, R.x é um difeomorfismo de B. Se s,t € IR entao R,cx o Rax = Rox,x = R..+0x.

A aplicagdo (¢,0) € IR x B — R.x(b) = be'* € B é diferencidvel, e além disso, para toda

f e C*(B), temos
d

— d X .
Xif =5 (Je™) = = (J(Rex(b) o -
Notemos também que a aplicacao A : € € R" —— A(€) € TM ¢é linear

- o1
(X7 AOh = Tim - {4 = (Reax ). AE)r_ox 00}
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= iy {0 - Ao}
_ =X

ol

= —A((=X)E)

= ‘(.\zé)b

Sejam P, Q) € gl(n, IR), definimos

(Ql=PQ-QP .
Mostremos que [P*, Q"] = [P, Q] .
1

[P, @] = !L”(}? {Q7 = (Rar). Q) —ir})
_ Jin L Py P
= {!1_1.](} i(Q — ¢ Qe )}
— {i(_(—ll’CJCLP) |(=U}

dt

= {PQ-QPY;
= [P.Qli -

*

b

b

Seja o uma p-forma diferenciavel a valores reais sobre 3. Definimos Da, a diferencial

covariante de a, por

Da(vy, ...,v,) = da((v1)y.....(v)y) com v; €TB .

Chama-se forma de torgao a 2-forma O definida por

©=D0.

Mostremos a equagao
O=dl+wAd

chamada de primeira equagao de estrutura.
Basta mostrar que a equacao ¢ verdadeira nos seguinte casos:

2]



() X = AEr), V= A(&) :
(i) X = P, Y = A(€) ;
(i) N =P, Y =0 .

(i) Como w((A(&)) = w((A(&)) = 0 temos que w A O(A(&), A(E;)) = 0. Logo,
(dO+w N0 (A A(E2)) = dO(A(G), A(&)) = O(A(&). A(&)) -

(i) (df4+w A0) (P, A(E)) =
Pr(0(A(€)) = ALO(P™)) = 0([P7, AE)]) + w( PT)I(A(E)) — w(A(€))0(P7)
= — Pt + P¢
0=0(P"A()) .

(ii)) (dO0+w AO)(P7,Q7) = 0[P, Q"] = 0([P,Q]") = 0 = O(P*, (") .

Chama-se curvatura da conexao a 2-forma (2 sobre 5 definida por

Q= Dw .

Mostremos a equagao

N=dw+wAw,

chamada de segunda equagao de estrutura .

Novamente basta mostrar que a equacao ¢ verdadeira nos tres casos da demonstracao

anterior.

[8V]
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(i) Como wAw(A(&), A(&)) = 0. temos
I(A(&). A(&2)) = dw (A(&). A(&)) = (dw +w Aw) (A(&), A(&))

(i) (dw+wAw)(PAE)) = —AE)(w(P7)) — w([P. A(€)))
=0 =11(P, A(E)) .

(i) (dw +wAw)(P,Q7) =w([/, Q7)) + (w( P )w(Q) — w(Q ()
=[AQ]-(PQ-QP)
=0=1II(P,Q") .

Proposicao 1.4.8 (identidade de Bianchi)
dO=1TA0—-wAO :

dll =lTAw —wAIl .

Demonstracao:
Segue das equagoes de estrutura que

dO = dwA0—wAdl
= (M-wAW)AO0-wA(O-wAb) .

dll = dwAw—wA dw

= (I-wAw)Aw—-wA (Il —wAw)
= [MAw—-wAIl .

Corolario 2 DO =11A0 ¢ DIl =0 .



Demonstracgao:
Quaisquer que sejam X, Y. Z € Z(B). temos
DO(N Y, Z)=dO(Xy Yy Zy) =TIAO(X,Y.Z)

pois 0(X) = 0(X ) e TI(Xpy, Vi) = II(X,¥) . Também

DINX. Y, Z) = dI(Xy, Yy, Zy)
= (I’l/\w—w/\ﬂ)(XH.)',,,Z”):U.

1.5 Definigao de uma Derivada Covariante em M a par-

tir da Conexao no Fibrado de Referenciais

Seja uma curva 7 : [0,1] — M. Definimos um campo horizontal v sobre 7-! (7([0, 1]))
por

vy = A(Ly! oo Para todo b e x~"' (7([0,1])) .

Temos que m,v, = T:r(b) . Segue de sua definigao que v é o tnico campo horizontal solyre

7~ 1(7([0,1])) com esta propriedade.
Para cada ponto b, da fibra B, existe uma tinica curva Ty, 1 [0, 1] — B que satifaz

(7, (1)) = 7(1) ;

Th (0) = by ;

T(1) = Vrelt)

Estas curvas sao precisamente as curvas integrais do campo v .

Temos que



Com efeito, se o : [0,1] — B é a curva definida por

U(’) = 7Tbo(l).(f = H!I(‘Fb(,(i)) .

entao,

o(0) = 7,00)g=10byg e

7 . / i / o
o(t) = (R,)- ("(’J?,,Um Tﬂ(rb,,(t))>~ )
o, (1)

= / =171 /
= A (g L?bo(l) Tﬁ(7bo(l)))~

Tho(1)y

— / =1 r
= 4 (L;l:o(l)!l TW(%J‘)!I))—T]WU)H

L|~
b, (t)g

= U(’(l) 5
Logo o é a curva integral de v que passa por b,g. Portanto,

Thoy = O = Thff -

Como 7y, (1) = (7(1),(€1)r(t)s - (€n) () € B, cada curva 7, pode ser pensada como uma
escolha de um referencial em cada ponto do trago de 7. Isto nos permite definir o transporte
paralelo ao longo de 7 de um vetor u € Tr oM para Ty )M, da seguinte maneira: escollie-se

b, € Br(0) e considera-se a curva 7.

7’:b‘:,(o) = bu:(T(O)a(el)r(o)"-'s(ﬁn)T(O)) )
7o, (1) = (7(1),(e1)r(ys s (€n)r(r) -

Se u = ci(¢ei)r(0), entao o transporte paralelo ao longo de 7 do vetor u para To(yM, que

denotaremos provisoriamente por 'u.g’zl). ¢ dado por

bo

Uy = eiler)rigy



Observemos que,
b =
Wiy =1L L, (u) .

Tlr,.“) ‘o

De fato, se {f;} ¢ a base canonica do 7" entdo

-1 L7 =1
L;bo(l) IJ’J“ = L;b,,(l) ((A"[Jbo ((,1)7(0))

(6H [4 ‘:l:,,( { )_/,

cilei) e

by

= ‘“r(l) ‘

O transporte paralelo de u nao depende da escolha do ponto by, isto ¢,

bog
: o e g 03
Urn = ()

para todo g € G L(n,IR). Com efeito,

bog -1 _ —17 -1y, b
Ur(t}) = L?,,Og(z) Ly, (u) = L?,,O(l)gg Ly, (u) = Uriyy -

De agora em diante pode-se denotar o transporte paralelo de u € T )M para T,y
apenas por u,() .
Sejam X,Y € (M), m € M e 7 :[0,1] — M uma curva integral de ¥ pelo ponto m,
isto é,
() =Yy e 7(0)=m .

Definimos

d .
(V)’)\ )m = Lbo [(J{L;&L(t)lx T(‘))t_o]

onde b, é algum elemento de B,, .

A definigao de (Vy X), nao depende da escolha de b,. Com efeito,

d 1 , . (l -1 .
L;bog(o) [(d_{ L;:bog(l)AT(l)>l_U} = L3, 0y [(d_/ L?,,O(t)g/\f(l))l_UJ
d /s _, _ i
b (3 (7 32r5)) ]
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ofd
L9 {9 (d_, b r(”) }
24
' (P
L3, (o) [(J L;bou)'\ru)>(_“}

Temos que (Vy X):m e M — (VyX), € T,,M é um campo sobre M.

m

Dado um campo Y € &(M) o tinico campo horizontal Y que satisfaz
/s ~/
)x(b) = m.(}3)
¢ chamado de levantamento horizontal de Y.

Segue de
que

Temos que
Iy = (for)Y para toda feC™(M)

pois

JY =A (Lb—l(./.y)w(b)>

b

Como (Rg)*f’}, € Hyy e (7., (([{J,).YL) = Y:u) , temos (Rg),,ﬁ = Y},y :
A funcao 0(Y) de B em R" é dada por
0(Y)(b) = L' (m.Y3) = L7 (V)

e satifaz
0(Y)(bg) = g~ 0(Y)(b) .
De fato,
0(Y)(bg) = 97" Ly (Vi) = g7 0(Y)(D) .

o
=1



Inversamente, se ¢ dada uma funcao [ : B — R" tal que f(bg) = ¢=' f(b) , podemos

definir um campo Y sobre Al pela {Grmula

("'j)m = Ll)(/(b))

onde b é algum elemento da fibra B,,. O campo Y} estd bem definido pois

- Ly (b)) = Luglg™ F0)) = Ls( 1 (b))

Além disso, 0(Y}) = [, pois, para todo b € B3, tem-se

O(Y7)(b) = L ((Y7)wy) = L7 (Lo(£ (D)) = [(b) .

Denotamos por F(B) o conjunto de todas as funcoes [ : B — IR" com a propriedade
[(bg) = g7 [(b). Segue do que foi dito acima que existe uma correspondéncia biunivoca entre

E(M) e F(B) .
Proposicao 1.5.1 Se f € F(B) ¢ Y € M), cnlio Y[ € F.

Demonstragao:

(Y1)(bg) = (Yig)/
= ([oRy)uY,
= (97" f)aVi
= g ' [aYs
= g (Y)0) .

Teorema 1.5.1 Se X,Y € £(M) entio
(VyX),, = L (Vi(0(X)))

onde b € B € tal que w(b) = m.



Demonstragao:
Se 7 ¢ uma curva integral de Y por 7(b), entao
T(t) = ).A?z.(l) e 7(0)=x(b) =m .

Segue da unicidade do levantamento horizontal, que

Portanto,

(VyX), = L (—0(5\7)(%(1))>

O

Segue imediatamente do teorema acima que quaisquer que scjam N, Y, Z € (M) e | €

C=(M),

Vy(X+2)=Vy X +VyZ
VxiyZ2 =VxZ +VyZ
Vi X = [P X .

Temos também

(Vy(FX))ewy = Lu(Vi(0((for) X))
= [(x(0) Ly(Ye(0(X))) + Vi( for) La(04( X))
= [(x(0)(Vy X )agsy + Yoy ([) Xo -

Portanto, V é uma derivada covariante em M.
Se A€ gl(n,IR) e [ € F(B), entao

A f = —Af
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De fato,

d 1
LS = T (b N imo = (A L(0) = = AS(b)
di d?
Em particular ATO(Y) = —AO(Y).
Uma p-forma a sobre B a valores vetoriais ¢ dita horizontal se ay]y, = 0 para todo b € B.

Proposigao 1.5.2 Existc uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das I-formas hor-

izontais a sobre B com valores em I" satisfazendo Rya = g7'a ¢ o conjunto (1M & TM).

Demonstragao:

A condigao (I;a), = g~ ay ¢ equivalente a ay,(Yi,) = 97 ay(Yy) (VY € E(B)). De falo,
se X € & (M), entao

(R2a)s(N3) = (1) w0Xs) = iy ( Xoy)

e, como « é uma forma horizontal, segue que

(Rga)e(Y3) = g (Vi) (VY € E(B)) .

Dado um tensor K € Z(T"M ) T'M), definamos uma I-forma a sobre B com valores em
IR" por
ay(Yy) = Ly Ny (ma(Y5)) -

Se Y é um campo vertical, tem-se 7.(Y) = 0, logo a(}") = 0, de onde segue que a é uma

forma horizontal; além disso,

apg(Xsy) = Li,) Koy (m-(Xsy))

= g7 Ly Koy (7.Xy)
— g']cu,(:\jb).

Logo,
ang(Yig) = 97 ap(Yy) (VY € #(B)) .
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Suponhamos agora que seja dada uma l-forma horizontal a com valores em I satisfazendo
1 g | ]

any(Yae) = ¢ (V1) Definamos KN € TM ¢ T'M por
/\.,-,([,)(_\-) = Lb(“b(:fb)) :

K esta bem definido, pois

Liy (s, (Xo)) = Loglg™ ou(N3)) = Lu(an(Ny))

0
Observemos que se X € E(M), entao X ¢ X sio m-relacionados. Logo,
X V] = [m.X, 7Y ] = [X, Y]
quaisquer que sejam X,Y € Z(M). Segue que [\T)] = [X,Y]u.
Teorema 1.5.2 A lor¢ao da derivada covariante ¥V ¢ dada por
Ty (X, Y) = Ly(04(X, V) .
Demonstragao:
O,(X,Y) = (dO)(X,V)(b) = Xy(0(Y)) = Y3 (0(X)) = 0,([X, V]y)
= Ly'(VaY)e@) = Lo (Vv X)ay — Ly 'm[X, V],
= L7 (VoY )ey = (V9 X)) = [X, Yoy
= Ly Tau X, YY) -
O

Proposigao 1.5.3 Eziste uma correspondéncia biuntvoca entre as 2-formas horizontais a com
valores em gl(n, IR) tais que

SN
Ria =g ag

€ os tensores N € E(A*TM & T=M ¢ TM).
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Demonstragao:

Dado i € &(A*T"M 2 T"M ¢ T'M ). definamos uma 2-forma a sobre B tomando valores
em gl(n, R) por
a(X, V) (0) = Ly (Ko (m X 7Y ) (Lor)

onde be B, X,Y € ZB)eve R".

Pela sua definicao « ¢ horizontal. Portanto,
(150),(X,Y) = ap,(X,Y) .
Temos que

(X, V)(0) = L' (K (m.X, 7Y ) (Ligv)
= g7 Ly (W (m X, 7Y ) (Li(gv))
= g7 w(X,Y)(gv)
= (g7 (X, ))g)(v) .

Logo,
=1
R,a =g ag.

Agora, seja a uma 2-forma horizontal sobre 3 a valores em gl(n, I?) satisfazendo
apy (X, V) = g7 (X, Y)g
definimos K € E(A?*T*M & T*M & T'M) por
Ko@) (X,Y)Z = Li(a( X, Y)(L; (Zaw)))
onde X,Y,Z € £(M). I\ esta bem definida pois

Lug (s (X, V)L (Zep)) = Loglag™ au(X,V)gg™" L Zesy))
= Li(ao(X, V)L (Zewy) -
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Seja X € Z(M), definimos uma fungao g : B — IR" por

Usaremos a notacao g = L7'X.

Cfom isto temos

g(b) =

L' (Nrw) -

L'y X = Y (0(X)) .

Proposigao 1.5.4 O tensor de curvalura R da derivada covariante N ¢ dado por

If,,(l,

onde XY, 7 € E(M).

Demonstragao:

Seja {X;;} uma base de gl(n, R). Dados N.Y € &(M), existem luncoes «a;,

que

(X V)Z = Lo(S0(X, Y )L Zewy)

Seja A : B — gl(n, IR) definida por

Logo,

[\ )]v = Z(\,J

X[

tj

A = Z (l.,'.,',\,,‘j .

B — IR, tais

(X, YIv)e = @i (XD = (ai(b)Xi)i = (A(b)); -

Usamos a notacao A; = (A(b));.

Para todo b € B e quaisquer que sejam X, Y, Z € (M), temos

Ly (WX V)L Zey)

Portanto,

(X, V]v) = 4; .

Ly (dw(T )(b

L

Ly

(-
(-

“)b

[

Y
X,

ve

)(0
]

( )))

b

)

7))



K= (X Ym0 2)))

(XL (Ve Z) = T (LY x Z)) — [N ](002))
= Ly (Nu(0(Vy2)) = Vi(0(Vx Z)) = L7 (Vixw) ) ey
= (VsWZ=NWVZ -V Zew
= Ryu(X,Y)Z .

1.6 Definicao de Conexao no Fibrado de Referenciais

a Partir de uma Derivada Covariante em M

Vimos acima que dada uma conexao em B obtemos uma derivada covariante em M. Ver-
emos agora a reciproca disto. Suponhamos que seja dada uma derivada covariante D em M,

e desejamos, a partir dai, definir uma conexao H em B.

Seja U um aberto coordenado de M e sejam (X,,...,.X,) um referencial mével de M
definido em U, [ a fungao de 77'({/) em G L(n, IR) definida na demonstragiao da Proposicio
1.5.4, w; as l-formas definidas em 7 por DX; = w;—i ®Xjew= (w;) Definimos w em 7= ({/)
por

w=fdfT" + [7wf

onde 7! é a funcao de 77 '(U) em (i L(n, R) definida por [~'(b) = (/(b))~". A forma w nao
depende das escolhas de U e de (Xy,...,X,). Com efeito, seja V outro aberto coordenado de
M e sejam (Yi,...,Y,) um referencial movel de M definido em V, f7, w;-i e w' definidas como

antes. Se U NV # 0, entao existem [ungoes a;- :UNV — IR tais que Y, = a;/\",-.
Seja A = ((1;) e A7l = (b;) Logo,

Xy = bLY; .

34



Temos que

w! @Y, = DY = D(a*Xy)
= dal & X+ afw{, X

— (B s kY ey
= (bjda; + bjwyai) o0 )y .
' ) &
Portanto, w; = 1),’~(,l(1',7,+,l1§ wiat. De onde segue que

5

w = AT'dA + A7 wA |

Para todo b € 7= (/)N w=1(V), temos

bfl(b) = (W(b)’():l)rr(b))"'s()"n)n'(b))
= (@(0), (7 (D)) (X )auys -+ @ (7(D))(Xi)nry)
= bf(b)A(r(D)) .

Logo, [" = [(Aon).
Se w' é a lI-forma em B, a valores em gl(n, IR), que restrita a 7' (V') é definida por
W= LA ()T

entao, em 7' (U) N7~ 1(V), ' é dada por

I

W’ F(Aom)d(f(Aom))™" + [(Aom)r™ (A7 A + A" wA)([( Aorr))™!
= [ ((Aem)d(A™Vom) + d(Aor)(A™Vem)) [7" + fd[™" + fw /™!

= w

pois

(Aom)d(A™ om) 4+ d(Aom) (A7 o) = d((Aom)(A Vo)) = dl =0 .

Desta forma w estd bem definida globalmente sobre B.

Mostremos que

w(X7) =X para todo X € gl(n, IR)

S . :
Riw =g  wg paratodog € GL(n,R).
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Com efeito, temos que [~ (bg) = [~1(b)g. Logo,

w(X7) = JO)AST(XE) + (0) (7 w)(X7) (D)

— [)dS M), (sz\) 1 () wngey (7 X))
= O (ke )z
dt
777777727[(1))7(—!7(_7/':'(())(’)‘) I
di

Para todo v € T, B, temos

(Ryw)o(v) = (JdS ™)y ((Ry)ws0) + ([T w0 S ™ )iy (1) w0)
= g7 [T o R )u(v) + g7 [(B)wa(uy(Targ (12,)-00) [ (b)g
= g7 [OdSTu(v)g + g7 T(b) (7" w)y(v) [ (b)g
= [¢7 wgli(v) .

Portanto, Riw = g wyg.

Portanto, pelo Proposicao 1.5.3 a distribuicao H = kerw ¢ uma conexao em B.

1.7 (G-estrutura

Seja G um subgrupo de Lie de (/L(n, IR). Uma G-estrutura P sobre M é uma subvariedade

regular de B tal que:

(1) 7: P — M é uma submersao;

(ii) para todo ¢ € G tem-se que R,|p: P — P;

(iii) para todo @ € M, existe um aberto coordenado U, de M com x € U, tal que o sistema

de coordenadas

Yo 1 (Uy) CB — U, x GL(n, R), & tal que

Yalpar-1wa : POT"H(Ua) — Uy x G
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Todos os conceitos e resultados desenvolvidos para o fibrado de referenciais B pode ser
adaptados para uma G-estrutura devendo-se ter o cuidado de tomar ¢ € (' e observar que w

toma valores na algebra de Lie do grupo G



Capitulo 2

O Problema de Equivaléncia na

Geometria Sub-Riemanniana

Neste capitulo iniciamos o estudo das variedades sub-riemannianas de codimensao 1 nao-
degeneradas. Construimos uma G-estrutura sobre tais variedades, fazemos algumas redugoes
desta G-estrutura e, apos complexificarmos o fibrado tangente, mostramos a existéncia de
uma especial derivada covariante sobre tais variedades. Utilizando invariantes fornecidos pelas
redugoes da G-estrutura, a curvatura e a torgao da referida derivada covariante, provamos um

teorema de classificagao para uma classe de variedades sub-riemannianas.

2.1 Reducgao da G-estrutura

Definigao 2.1.1 Uma variedade sub-riemanniana ¢ uma terna (M, D,g) onde M ¢é uma
variedade, D € uma distribuicao C™ sobre M e g € uma métrica sobre D. Se D € de codimensao

k, diremos que M ¢ uma variedade sub-riemanniana de codimensao k.



Aqui vamos somente considerar variedades sub-riemannianas de codimensao 1. Seja M
uma variedade de dimensao m + 1 e (M. D, ¢g) uma variedade sub-riemanniana de codimensao
1. Consideremos o subfibrado P de B formado por todos os referenciais (XN, X.....X,,)
onde {X,,...,X,,} é base ortonormal de D. Denotaremos por P~ o conjunto de todos os

coreferenciais (0,0',...,0™) que sao duais de algum elemento de P. Portanto,

- (X)) =0

01‘(‘_\-'_) = 5; , para | <1, )y <,

para alguma base ortonormal {X,,..... \,.} de D.

Dados (0,0") e (0',0") em P~, temos
0" =\ com A #0 ‘
{Oli = a0 +v'0 onde (a}) € O(m) (2.1)
A primeira equagao decorre do fato de 0 e 0’ pertencerem ao anulador de D. Agora, se X; ¢
X! sao as bases ortonormais de D tais que

0(X;) = 09(X]) = &

com X; = chg, entao
¢ = 07(X;) = a0"(X;) +v'0(X;) = .

i) = (c;)". De onde segue que (a}) € O(m).

Logo, (a

Portanto P é uma G-estrutura onde GG é o grupo das (m+1) x (m + 1) matrizes da forma

A0

1
) L
2 (IJ

com ((1;) ceO(m), v=@Q)ER™ ¢ N£0.

Para cada secgao (0,0') de P~, sejam a matriz anti-simétrica (h;;) e as funcoes h; tais que

d0 = hi;0' AO" + hi0' AO .
Definigao 2.1.2 Dizemos que (M, D,g) € nao-degenerada se det(h,;) # 0.

39



Esta definicao nao depende de uma particular escolha de secao em P*. De fato. sejam

(0,0) e (0',07) secoes em P~. Segue de (2.1) que

|
40 = l\do' 4 d (—) AO

A
Escrevendo
d0' = hi;0" AO7 + b0 A Y
@
dX = MO0+ B0
temos

de onde segue que

4 (x) =’

hig0F A0+ by 08 A O = do

1 o 9 o _
- Xh,:»ja'ka{()k A0+ <X/1.fjai,v] + hiaj, —
Lor i
hy = X/I,,-J-aka,
| : - A
hy, = 3 (QILijJ + /\h:-) aj — 7" .

/

/\k L
0
£) it no

[§V]
(8]
—

A primeira equacao é equivalente a H = }TA’H’A onde H = (hi;), H' = (hi;) e A = (u;-).

Logo,

det H' = det(\AH A') = \™ det H .

Segue que det H # 0 se, e somente se, det H' # 0.

De agora em diante iremos somente considerar o caso em que (M, D, g) é nao-degenerada.

Como H é anti-simétrica, temos que

det H = det H' = det(—H) = (—=1)"det H ;

sendo det H # 0. segue que m é par. Escrevamos m = 2n.
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Proposicao 2.1.1 A G-estrutura P pode ser reduzida, no caso nao-degenerado, a wma Z, x

O(2n)-estrutura.

Demonstragao:

Seja Py o subconjunto P* formado por todas as secoes tais que det(hy;) = 1. Em ] a

’ + . N . o N Y, L T S T S -
forma 0 esta fixada a menos de sinal. Com efeito, se (0,0") ¢ (0',0") sao duas seqoes em /7],

entao A" = 1. Como m = 2n, seguc que A = +1.
) |

Segue de A = £1 que A\, = 0 e a segunda equagao de (2.2) torna-se
hy = £2h}; a0 + hia, .

Segue desta equacao que existem v’ tais que hy = 0. Dados (0/,0'%) em P7 e (a') € O(2n),
g | S q q 1 7

utilizando v’ adequados em (2.1) obtemos uma secao (0, 0°) para a qual hy = 0.

Seja P; o conjunto de todas as segoes de P tais que hy = 0. Se (0,0') e (0',0") sao duas

secoes de P, entao a segunda equagao de (2.2) se reduz a
Y R I R
2h;ap0" =0 .

Logo v? = 0. Portanto P,, o conjunto dos referenciais que sao duais dos elementos de P}, ¢
2y | 2

uma G-estrutura onde (G é o grupo das matrizes
+1 0 <
, onde (a}) € O(2n) .
0 a

Tal grupo é isomorfo a Z, x O(2n).
O

De agora em diante iremos supor que M é orientavel e que a distribuigao D também ¢
orientada. Desta forma é possivel fazer uma escolha de referenciais (X, Xi,..., Xy,) em P, tal
que A = 1 e o determinante da matriz acima é igual a 1. Denotamos por P3 o conjunto destes
referenciais e por PJ o conjunto dos coreferenciais duais. Assim, P; é uma G-estrutura onde

G é o grupo das matrizes abaixo,

1 0

_ onde (u;-) € SO(2n) ,
0 d
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isto é, P3 é uma SO(2n)-estrutura, onde SO(2n) é o grupo das 2n X 2n matrizes ortogonais

com determinante igual a 1.

Se (0,0'), (0'.0') sio secoes de 5. entao
¢ =4
0 = (1;-0"' onde ((1’,) € SO(2n)
o LdO =1 ;0" A7 com (hy; = —hj; e det(hi;) = 1)

2.2 Formas de Conexao Sub-Riemanniana

Consideremos a G-estrutura Py definida sobre a variedade sub-riemanniana (M, D, g). Con-
struiremos formas de conexao e formas de torcao que resolvem o problema de equivaléncia.
Comecaremos considerando as formas tautologicas definidas intrinsecamente sobre Py que serio
denotadas pelas mesmas letras 0 e 0.

Teorema 2.2.1 [Luwistem inicas formas wj e 7° sobre Py salisfazendo a equagao
d0f =0 ANl +ONT (2.3)
e as condigoes

(i) W) = —w]

(ii) Zri AO' =0

Demonstragao:
Mostremos inicialmente que existe um par de formas w} e 7' que satisfazem (2.3).

Seja (X, Xy,...,Xy,) um referencial mével de M pertencente a Py e seja (a,a',... a*")

o seu coreferencial dual. Segue da Proposicao 1.4.4 que existem funcoes [J’ : Ps — R tais que

(Xi)my = S (D)(Y7)rr
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onde 0 < 2,5 <2ne X, =Y, =X, qualquer que seja (Y, Y|...., Y5, ) referencial movel de A/

pertencente a Pz ¢ b= (m(0). (Y )zp). (V1)x)e - (You)r(s)). Logo,
o=

fr=fe=0, 1<s<2u

/

= ([ €SO +1).

Entao, fi [} = &:.

J

As formas tautoldgicas sao dadas por 0 = ‘/',{.ﬂ*o"‘, onde 0 = 0 e a® = a. Assim,

7r.0' = ‘/‘ljo‘].
Existem formas 9} e t* sobre M, com

da' = o’ A ‘l/“i]- +ant.

Logo,
do' = d(fiz"a")

= dfi ASL0) + fim (@' Agf + a ALF)

= O AN=[AS) + [0 AT pf + 0 A (firtF)

= O N (=[S + LT 0f) + 0 A (fimt)
isto é,

d0i::0jAcu;+-0/\Ti

onde

€
Il

L= —fldfi+ fi iy
T,i = fiﬁr"tk.

Os termos fifi7*f e fir*t* sio combinagdes lineares de pull-backs por 7 de formas sobre M.
logo podem ser escritas como combinagoes lineares das formas 6' e 0 com coeficientes funcoes
sobre P;. Logo,

u,J' = —f,jclff + in_k()k +w 0.

jo
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De forma andloga,
m=10" + 0.

Podemos considerar ¢ = 0 pois a forma 7' = 70% também. juntamente com wi.osatisfaz (2.3).

Sejam agora ! ¢ 7' duas formas genéricas satisfazendo (2.3). Segue do lema de Cartan

i ik g
o= 4 00F + b0
com a}, = aj; e novamente podemos supor b = 0.
Mostramos entao que todo par de formas que satisfazem (2.3) siao dadas pelas equacoes

acima. Vamos agora determinar as fungoes a'y ¢ 0% de forma tnica de modo que (i) e (ii)

fiquem também satisfeitas.
Da equacao (i) vem

0 = & +&
= —(fldff + [idf]) + (why + wh + aby + @l )0k
+(w!, + wi, + b+ b?)0
e da equacao (ii)
0=F A0 = (74 + b )0" AV
Como 0 = (1(6;-) = d(fif}) = fidfi + [idf}, segue destas equagoes que
aj-k + afk -+ w;k + "“'{k =
b+ b+ wh, +wl, =0

b;—bl+7i—1=0.

Da segunda e da terceira equagoes obtemos
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; & P s gl = gl ve
Da primeira equagio e de a}) = aj; vem

1 - J R
U = —Wq — W T Wy
_ 1 R

= T — Wy T Wi

ko P J
= it Wyt wi ey — Wi

0 que prova a proposigao.

Escrevendo ©' = (0',...,0%), 7' = (7',....7"") e w = (w!), temos
dO=—-wAO—-7A0.
Se O = ¢gO é um outro coreferencial, entao

W' o= gdgT! + gwgT!,

!
T = gT.

2.3 Reducgao da SO(2n)-estrutura

Observemos que toda 2n x 2n matriz que comuta com a 2n X 2n matriz

0 -1
J = ,
I 0
onde [ é a n x n matriz unidade, é da forma
A] '—,4-2
AQ A]

onde A; e A, sao blocos de ordem n x n.



Usaremos a notacao
Lp(n) = {A€02n): AJ =4}
ug(n) = {A€o(2n): AJ=JA}.

Agora vamos reduzir a (-estrutura 3 para uma Upg-estrutura. Para isto, mostremos antes

o lema seguinte.

Lema 2.3.1 Scja V' wm espago velovial veal de dimensao 2n com produlo inlerno g ¢ scju

H 'V — V um opcrador anti-simélrico sobre V. Eriste uma basc ortonormal B de V' tal qus

=X

— Ay
[H]B =

A

com Ay < Ay < -0 <A, Além disso, se B' ¢ wna base ortonormal de Vo tal que [H]pd =
J[H)g e [H]gJ definida negativa, entio A\, > 0 ¢ a malriz mudanca de base de B para B’

pertence a Ug(n).

Demonstracgao:

Seja Vg o complexificado de V' e estendamos ¢ para Vg por bilincalidade. Seja o produto
hermitiano sobre V¢ definido por
(v,w) = g(v, W)
com relagao a este novo produto H é ainda anti-simétrico. Com efeito.
(Hv,w) = g(Hv,@w) = —g(v, HW) = —g(v, Hw) = — (v, Hw) .

Os autovalores de H sao da forma 7\ com A € IR, pois se Hv = jv, entao

plv,v) = (pe.v) = (Ho, v) = —(v, Hv) = —(v. pv)

= —j(v.v) .
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Logo, ju + 31 = 0.

Se pt = 1A ¢ autovalor de [ associado ao autovetor v, entao 7 = —/\ ¢ antovalor associado
ao autovetor T. De fato.
He=He=pr =uv .

~Se W é um subespaco de Voinvariante por //. entao W't também o ¢ pois dado w, € 11

e w, € WL, temos

0= (Hw, wy) = —(wy, Hw,) |

logo. Hw, € W, Desta forma podemos obter uma base ortonormal B tal que [H]s ¢ a matriz

desejada.
Escrevamos B' = {uy,... uy,}. Delinimos o operador lincar J sobre 1 por
Juy = Uggn « Jllagn = —u, .

Logo, [J]pr ¢ a matriz J acimae H.J = JH. Os autovalores de .J sio i ¢ —i, pois sen polindmio

caracteristico é dado por P(a) = [(x —i)(x + )]*". Assim,
\(} = Vl,U dy "/O‘l

onde

VIO = {veVp: Ju=iv)

VOl = {welp; Ju=—iw}={vel;; vel)

e, portanto, dim V10 = dim VO =y,

Sev € V' entao
J(Hv) = H(Jv) = H(iv) = iHv
isto é, Hv € V10 Portanto, V10 é invariante por H. Desta forma, podemos obter uma base

ortonormal {wy,...,w,} de V' formada por autovetores de H,

Hw, = i\ w,

/\IS/\2S"'S/\

no-
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Segue dal que {w;...., w, } ¢ base ortonormal de V70!

coln
1w, = —i\T; .

Portanto, B = {w....,w,.w..... w, } ¢ base de g formada por autovalores de /.

Mostremos que A, > 0 para todo a. Com efeito, como 11.J ¢ definida negativa. temos

(HJw,w) = g(H.Jw,w) = g(HJ(Rew), Rew) + g( H.J(Im w), Imw) <0
pois H.J é simétrico. Assim
— Ao, w,) = (=Aw,. w,) = (HJuw,, ws) <0 .
Portanto, A, > 0.

Sejam vy, ... vy, € V' dados por

w,, + W,
1w, — W, )
‘)

<

"n+u

Temos que

LAqW, — 1A, 0,
l]'l.‘(, = \/—) = /\o Untn

AW, + 1A w,
j _

\/; = _’\O‘l‘(\ .

l/ U(r+n =

Mostremos agora que {v;.... vy, } ¢ ortogonal segundo ¢. De fato.

1
J(va,v3) = 5 ((wa. Ws) + (wa.wg) + (W, wa) + (W, . wg))
]
- ;(((-’m'i + bas)
= 5011
!
9(VayVen) = -3 ((wa Ws) = (o, wg) + (w5, wa ) + (Wa, wp))
!
= —;(_bLIA,1+6{l.7.)
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I(CagnsVppn) = —3 ({100 W) — (o wz) — (W, wy) + (W, . wy))

Portanto, B = {¢y...., vy} ¢ uma base ortonormal de V' tal que

[ — X ]

- /\\

1t

[H]s =

0

A

com 0 < A <A, < -0 <AL

Temos que,

M0, — 110,
Jvg = > = Vatn

P

LW, + W,

Jv, = f———=
. +n f
2
Seja A o operador linear sobre V" definido por Au; = v,. Logo,

JAu, = Jo, = vapy = Atgyn, = AJu,

JAUtn = JVagn = —Va = —Aug = Adugy,, .
Portanto, JA = AJ. Segue dai que a matriz mudanca de base de B para B’ pertence a [/y(n).

O

Consideremos o subfibrado P77 de todos os coreferenciais de P tal que (h;;) € ug(n). isto

[

hag = hagnsign © logng = —lhaprn oude | <a.d<n.
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e (hy,)J ¢ definida negativa.

0" = (/;U"

41 € i’ = _u‘/?'+n s

isto ¢, (a}) € Ug(n). Portanto Py o conjunto dos referenciais dos quais os elementos de /]

sao duais, ¢ uma (/g(n)-estrutura.

Seja JJ : D — D o operador lincar definido como segue: seja (c.oy. ..., ¢,.) um referencial
de Py, definimos

Je

a = (n+n ¢ '/('n+n = =,

Logo, a matriz de ./ em relacao a qualquer referencial de P4 ¢ sempre a mesma.

0 -/
I 0

De fato, se (e, €], ...,¢)) ¢ outro referencial de 2y com e; = (Ll)-(l,,', onde (a}) € Ug(n), entao

JE. = .]((zj»c,-)

— &) Btn
- ']((10 €+ @, 6}3+n)

o [4-n f5l
- (LO+71(13+H + (ln—{-n(if
_ 7/
- (’n+n
Je! = J(d . )
“ Ta+n = & a—4n

. 3 B+
- J((Ln +n€p + AagnCitn )

_— N5 S TR i3, )
- a, Cppn — Q€65

!

«Q

Observemos que J? = — 1.

H0



Lema 2.3.2 Considcrando (A, B) = —te(AB) como scndo o produto inlcrno cuo(2n). tcmos

up(n)t = {Beo2n): JB+ BJ=0}.

Demonstragao:

Notemos que ug(n) = {A € o(2n): AJ = .JA}.

O subespaco W = {B € o(2n): JIB + BJ = 0} estd contido em wgy(n)t poisse B € 117 ¢

A é um elemento genérico de ug(n). temos
(A B) = w(AJ*B) = —tr(JABJ) = —(A,B) .
logo (A, B) = 0.

o X —JXJ N+ JXNJ )
Se X €eo2n), A= — e 3 = +—)— entao N\ = A+ B, A€ un)e Bell.
1

9
Segue que o(2n) = ug(n) 4 W. Portanto, W = ug(n)*.

Observemos que se H € ug(n)* entao
—III l/z
M =
I’I-z 11]
onde H, e H, sao n x n matrizes.

Teorema 2.3.1 Ewislem iinicas I-formas wy;. 7}; ¢ 7, satisfazendo a cquagao
d0' =0' ANwy; + 0/ AT+ 0 AT,

e as condigoes

T _ J a+n — [e] ‘U+H _ ,Q
& Wy = Wy Wiy, T Wi Wiy T WY g4,
v 7 a+n o a4 o
® Ty, T T Tig4n = " Tig s Ty = —T1 34
i i
o T,AN0 =
Demonstracgao:



A ¥ PR B [ T 29 . O N o 1 . o .

Sejam wi e 7, como no Teorema 770 A decomposicao wi = wy, + 71 com (wy;) € u(n)
i L ; fornece as formas o N v satisfaze N Ve licoes aciin
(7;) € u(n)=. nos fornece as formas wp, e 71 que satisfazem a equacao ¢ as condigoes acima.

A uniadade de w'i, o 7, segne da unicidade de &

Introduziremos agora as formas complexas

¢ o= 00 4 i

o = wiy el
Wa = T i
S IECIE S S A
Usamos a notacao
C=C NS ER s =S ¢ W=

Seja igaﬁ = hap + tha g, Temos que g 5 =755 ©
d0 = ig =C* A CP
= 19,736 ¢ -
De fato,
d0 = hj ;00 A0
3 3 3 :
= Dap0® AO” 4 hapyn0® ANOPT b D g0 AO7 - D sgn 0T A 0P
_ ca A B o A
= hosRe(C"AC7) = hg g IM(CC A CT)
. . -3
= 29,7C"ANC" .
. e 2 /o -/'_3 4 s ‘)_[' e o .),I i
uma vez que ¢, (% A (7 ¢ uma Z-lorma real, pois
o B i ;0o A
I»(/ndau /\ C‘ - I'g(n'i(, /\Q ¢
Procedendo de forma analoga. vemos que podemos escrever o Teorema 7?7 da seguinte
maneira:

Teorema 2.3.2 Lristem iinicas formas ngy, 7%

g ¢ Yo tais que

dC® = AN+ A F O A

i

satisfazendo



(e}
® Thp = "hs
a a‘.j
® 5= Thn

* WACTHAGAC =0,

Observemos agora que (g, 5) ¢ wma matriz hermitiana. logo ela pode ser diagonalizada
usando o grupo (/(n). Estes autovalores sao invariantes da estrutura sub-riemanniana ¢ sio
fungoes a valores reais definidas na variedade.  Suponhamos que a diagonalizacao de (v.3)
produz precisamente r autovalores distintos A; com multiplicidade constante d,. Esta hipotese

sera suficiente para reduzir o fibrado (7(n) para o librado 7(d)) x -+ x (/(d,).
Diagonalizando ¢_5 obtemos corelerenciais ¢, ..., " tais que
«/()A] |

1
Yo = ba s

o
/\{l,+-v-+,1k_,+1 == /\,,,+...+,1k =y, para | <k <r
comdy +--+d, =newv << - <y, onde vy sao funcoes a valores reais definidas em

M.

Denotamos por P; o conjunto dos coreferenciais 0,¢", ..., " onde (9,7) € diagonal. Nas
segoes de P77 temos

d0 = iA,CO A (.

1 ~ - o <! ~ ~ -
Se (0,¢",...,¢") e (0,¢", ..., ") sao duas secoes de P2 com

!

- -3
¢ = agc”

entao

(a3) € U(dy) x -+ x U(d,) .

Com efeito,
INCONC = o

n3



= IACOACT

IAL(aSCT) A (a2
= iu;\{.,u};(” AC
de onde segue que ) = A'DAonde A = (a%) ¢ D= (87X;). Logo. Al = DA isto é.

b
-— (l—:;é,’—:—/\ﬁ ':fé};v\;f([%f; —

Portanto,

ou seja, af =0 se A\, # As. Concluimos que

(ay) € U(dy) x - x U(d,) .

Portanto o subfibrado 5. dos referenciais dos quais os elementos de P27 sio duais. ¢ uma

U(dy) x -+ x U(d,)-estrutura.

Usaremos a notacao h = u(dy) x -+ x u(d,). O produto interno de o(2n), restrito a u(n)

pode ser escrito na forma complexa como
e—
(A, B) =2Retr(AB) .

Denotaremos por h* o espaco perpendicular a h com respeito a este produto interno. Se
A € u(n), podemos escrever A = (A;j),x, onde Aij € uma d; x d; matriz com Zf) = =A;.
Analogamente, podemos escrever 9aii = (Gij)exr com Gy =0se i # j o Gy = vily,. Com esta
notagao A € h se, e somente se, Aj; =0, para i # j, e Ai; € u(d;). O lema seguinte caracteriza

os elementos de h*.
Lema 2.3.3 A matriz B € h* se, ¢ somente se, By =0 para | < i< r.

Demonstragao:

Se A € I, entao
(*l b’) = —'.ZHPU'(A,‘,'BI',‘) .



Como Ay pode ser qualquer elemento de w(d;) ¢ By € u(d,). temos que (A.B) = 0 se. e

somente se, B; = 0.1 <7 < p.

O
Fazendo a decomposicao de iy = (7). obtida no Teorema 7. por iy = 5 + 5, onde 1
toma valores em /¢ 5, em ht, obtemos o seguinte resultado. -
Teorema 2.3.3 [Sristem winicas formas U ').;',;}, g do com I <aj<rodi+--4din+1 <
o, i <dy 4 -+ 4 d; Lal que
0y~ an ~i1 A O -,'—1 Oy Oy
d¢™ = ¢ Ay + ¢ va, T A+ O A,
satisfazendo
OI == Til (8 . O : ", ‘m
o 7'_/3, = o, » I/[)’J - St I#J ’
Py 7 — ,\HJ 5 3 3 Qo “
. 126, — 7 I2a, S 1 ;é J s ’)').[j, -
o B
7]5 - _718 )
© WA HFATAC =0,
2.4 Curvatura
As formas de curvatura sao definidas por
M = dwj, + w! Awj .
Teorema 2.4.1 As formas de curvalura sio dadas por
7 | i r s s1pns { { { k
n;\. = ;[fkrSO AN+ W ksO ANO+ hy0 AN7°— hyt' AT
e — k _ ] ] _ y _ ke
com as COII.({IQO(.\ [{';;rs - —[{irs‘ ]{;\75 - _H;csr' R;;sr + /{:k.s + [{Islk = 0. ”}:s — —”m'

W, + W3+ Wh =0,

It
|



Demonstragao:

Sejam
Q;\ = (]w‘,{. - w"//‘. /\u,‘j - /’kl()[ AT + /I,‘[{)I A Tlf F

N = drf =7t A,

Diferenciando d0* = 0* Awjp +0A 7" temos
0 = ('Aw+O0AT)Aw)— 05 A (Q + wi Aw! + hyl! A= iyt A7)
Fh O NOCAT —OA (D 4 71 A w)
= —(0"AQL+OAQY) + (hyt") A (0% A T5)
= —(0"AQL+0AQY).
Portanto, vale a igualdade
O"AQL+0AQ =0,

conhecida como identidade de Bianchi.
Temos que 0, = —QF. De fato.
Qf‘ = dwf — u,';" A wf — b0t AT hg0' A T
= —(lwi. + u.‘{. A w'l + h0' AT — b0t A T
= -0 .

Segue do lema de Cartan que

4 1 A
Qf = SR, 00 A0+ W07 A0

onde Ry, = —R,, . Segue de Q = —0F que
R;;.“_ = —h{f\.rs e ” lf.s = _”'l/\s :

Segue da identidade de Bianchi que

1 S |
0 = (}‘/\(SR' 0’/\0°+W;505/\0>+0/\Q'

krs

= RO AN+ W 0FA0° AO+0AQ

S| —ts | —

DRy + Ry + RO AOT A0+ 0 A (W05 A0+ Q)

k<r<s

6



Portanto,
Ripy + Ry + R, =0 o
WLONA0 + Q= 0/ A D

para certos c'.

Diferenciando 0° A 7° = 0, temos S S

0 = (AW +OAT)AT =0 A+ 77 AW
= OAGAT =0 AT AQ— 0" A (W08 A0 4 0 A 0)

= > (Wi + W5+ WEHO A0 A0~ 0 A0 A0

i<k<s
Logo,
Wi+ Wa+ Wk =g

Segue da defini¢ao de Q. que
1, = Q4 hig0' A 75 4 hyt' A T
= GRG0 N0 WE0SAO+ b0 AT — g0 A TF

O

Temos que [} = —I1*. Portanto. seeue do Lema 2.4.1. que existem unicas formas 11, ¢
K 1 S | 1k

T\, tais que T1i = [}, + T}, com

Iy = (I},) € ug(n), Ty =(T:,) € up(n)* .

Segue da demonstracao do Lema 2.4.1 que

nl ==

¢

_ I
(1= JILJ) Ty = 5(114 J11J) .

S| —

Escrevendo

]’l = n;; lrl;‘;*—n
it ng



temos
_“u+u “q+n

JIL] = g
I

i1

T3

Portanto,

N N RN U RS A Th A
=0
< 1 A G 1 b Al L A
pooo | WS TESD I+ gt
Lzt g, ngt o g

Consideremos as formas complexas

1} _ o T+
Wiy o= 1, +dl

O _ W m-}-n
bTy = TV + 007
vamos escrever Wi, e @75 como funcoes de R WS 4% ¢ ¢°. Temos que

l’ (] -

13

la} a4n > a+4n O
[n/3+ﬂ/i+u 1(“;3 - fj+n)]

N — o] —

[ ([{[ira + I{(L;i:ll TS + []{:;l-t” - 2[{:;+n 15) (}7‘ N 0
(u W W —iwe, )00 A0

+ (hpt = thpad) O AT+ (hggns + ihg) 00 A 70
- (hal + il’n+n.1) 01 A Tﬂ + (_ho-{-n.l + I:h'c\l) 01 A T‘H‘“} .

Calculando cada termo separadamente (observar que 1 < 6.0 < 1), oblemos para o primeiro:

1 T (€ wi} T S
2( St R RS =R, ) 07 A6

Brs

(RSs, + RS 5, +iRGE — iR, AN

o+n s Dot
Rﬁ &n, ot D—Hz,é—i-n,n +iR

. . I T+t
(R/B 8 o T R;ﬁrn Satn T2 Rngnw ¢ Rt(';m.é-"%) 0" A8

o Dot S a+ai
[] o4 + R/j+n o4 + I'Rfit‘—fu.ﬂﬁn IR/H‘“ 4, ”'Hl) o A b

— iR e ) 07 N O

W0

1
2
+
o
+



= %[( o+ RS o+ 150 = TR0 ) (CACTHC ACTHCT ACTHC AT
(R s = R et RS 0= R ) (C AT+ AT A =T ACT)
(R = B i+ B = B ) (¢ ACT=C AT HCT AT = ACT)
(R st = R st = i F T R b st ) (€ AT = AT = A+ A )]

= RsoC AT+ R A CTH R A C R AT

fales

onde
~ 1
o — a ot o o _ ot _poa _ o _ Jpurtn
R[}‘én - ] [] Béa + li/ﬂ-n.ﬁn + I{’fj‘(S—}-n‘ﬂ / e, Hn,o + 1{/1.\_n+n 1 a0 a4t R‘,'f.x‘»—#—u.n—{m /{I“_“‘M_”'n*_“
- e} a s 0 a o o o
+ (Rﬁhn - R}H—u..‘m - R‘H.b—{—u,ﬂ - HtH—u.f»}vn,ﬂ - I"na,nw - I‘)D+u,h.n+u - I{‘i.H—n.n+n = H.)—f—u.éf}dt.ﬂ%—u)] :
~ 1
o _ 2 o ot o o ) _ portn o 0 e
R(ﬁ&_f - 8 [R'ﬁﬁ(" + Rl'i-l-—n.tin + [iﬁ,b-\‘-n.n I{lf-l-n.H-nﬁ H/'ib,n-{m + Rli‘-Ht.(‘r.ﬂ-’m + H;i.‘\-{-ll,n-{—u + Hn—f—n S, o4
s ot o « ot O o o O
+ (R'/}b'n - Rﬁ-*-n.éa - [{'ﬁ.&i-n.ﬂ - H;H—n,&{-n.n * H’[M.ﬂ—}-n + R_Aﬂ-}—u,b,a+n + H/J’,M—n,n-}—n + /{AH"H.MH.(T'*'IL)] s
~ 1 )
[} _ e} ot ol o o ) 4] faault
R,ﬁn - g [1 Béa + R[Hﬂ,ﬁa - ‘)‘13,6+n.n +1 P SHn o + I{[M.n—}-n - R/H-'u.h,n+u + R’Ai.H—“.ﬂ + ]{l}*‘ll.l\'Fll,a+7l
o on « o a4n _ pa _ portn o oo -
+ (R’Bén - R’f}f-nﬁn + [-;l("{-'n.ﬂ + R/'%Hz.&m,n I 36,04n H/H-u,&.m{-n + 1{11.1‘4-11.(1-{-71 HO"‘”"”""’“”"‘”)} ,
e 1 )
o _ o ot o4 8 otn a o yorki
Béa § [Rﬁ&r F R’ﬁ+n,50 - ]{’[3,6+n,n - I{;Hﬂl.&ﬁz,n - R’/‘jb,n—*ﬂ + R{H—u.b’.(&n =1 Bun,o4n T Ii .S o4

: ot Qa a o o ot o o
+ (Rﬁén - R’fﬂ‘nﬁa T Rﬁ‘ﬂ-’n.n + Ii/'}{-n.&{-n.n +1 [38,04n + R;'}hl.é,a-{-n - [{11.(‘»}-”,0—}-71 + I{.,H-n.&{-«n,aﬁx)] .
Para o segundo temos:

(Woo+ W W —iwg,, ) & A6
= (W54 W s+ WS —iW g ) 05 A0+ (W H WS it — WS o) 0% A0

- %[(WE‘H' W s HiWgs" i "f;m‘(s) (C6 NG+ A 9)

(W = W AW = Wh ) (T A 0= 1))

= Wet Ao+t A Y .



onde

A_:('\ ] rQ pd 3 1 Tt Te SO H P Te 221 T & T
e = Eptm+wygd+nngJ_nM%Hm+,@ug'—HﬁMf—nmwh_n;;MJ].
ﬁ'rn _ l ‘ 70 ”.'(H-n ”:(H-u ”n . H;o—{-—n ”'n ”- Hur—}-n

gy } [ 38 + s T T T T M +1 ( T S = S 7 + R T + A#I-u,&-}-n)] 3

Para o terceiro obtemos:

(st ilsp ) 0 A T4 (I g+ ihg) B A 7

= (hﬁ(\' - ih‘[ﬁ-{-n.h‘ ) Hl\ A TO +( /"H,M-u - Ith‘l'ﬂ-n.?-l—u ) HM_” AT

+( llr;.*_n.x\ + ]‘/Im\ ) ()l‘ A T“—i—n +( /’IH-H.(H’” + il’.i..‘..}.“ ) (_}H—u A _’_n+n
= 1(/”;_ 05 A (T“ + I'T(H»'ll) _ ,'H«‘;-HL (T() + I'T(H-u )]

p— > = 'g [e]
= 19500 A
Analogamente para o quarto:

—~(hatFihopnd) 0" A 77 4 (<hgpua+ilg) 61 A 7
v -

= — (/).al—l— ‘i/l(,+,,‘[ ) Ol A TP +(—/I.0,+,,1_[ + I'/IL.I ) O' A 7

T )
igsaC” N, -

Portanto,

CAC+ P ACT

1ha

T = R5CAC + Ry AT +R

(’l_
Béa
s . L
FiggC° Ay +1gsaCt ACT
Deteminemos agora ¢f,.
/

fe} Ie] a4 > a+n (¢}
o7, g — G+ <Hn + nﬁ+n)]

o | —

60



1ol . | -
= 515 (Bos = B+ iR 4+ i05,,,,) 07 A0
(W, = W s i, ) 0° A
(hist + ihispnd) O°A T 4 (ihy — hyggni) OF A 700

— (hat 4 thaprd) O A T7 4 (=thar 4 hogg) 0° A T”+"]-

Calculando cada termo separadamente, obtemos para o primeiro:

1 a ot s Do C DO T
:j (1 Brs {’H-i-;z.rs+ I'R;'Jr: +1h I}I'-mrs) 0" NG°

l n C I * DO ¢ a
p [( '35n - R:;}-—n.bﬂ + Rl;r'l‘: +il ‘H'““s") ()S A

ot s pport e O a
RG cpnn = BT o IR i I{fm,‘”“‘ﬂ) PN

2
+
ot s ok ;o & +

+ (Rg.6.0+n - Rl’H—nl.é,m;»n + R‘[Jd.:r-h. +il 'lH-n.b'.ﬂ-Hl) AN
o s ot c 0 O T+

+ (Rg.r‘-l-'ll.ﬂ+” - 1{'/}.}4:‘&{41,0%1 +1 H‘/i.&-}—u.n-}—n + I”‘H{—ﬂ.x‘&n.n—}m) o A ]

(R0 + R g0 + iR+ iR a0) (C° A CTHCEACTHCT A CHCT A CT)

(—iRgﬁ,ohl s I.'R“%:,S‘nhz + R(ﬁk;,](‘vﬁt + Ii;}+71‘5.a+n) <C5 A ca - CO A C;+€5 A Ca - C(s A C;)

1

8

+ (—7712;}_54,” o +i1?,g+,,“i‘5_m‘” + R;ﬂ;ﬂ‘a + R?A—n,&{-u,n> (Cé ACTHCENCT—CEACT=CF A CF)

+

+ (_RS.?;-HI.G-HI + 11)’/(’;-}—*_7’:.6-{-11.0—4-11 -—I ]{;;t:-‘{-ll.ﬂ-f-’ll - il‘/(;-i—u,(\—Hz‘U-Hl) (gﬁ' A (ﬂ - Ch A CF_ C‘; A (ﬁ + C‘ A ‘SF)]

= B A CTH RGO A TR A CHREEC AT

onde
~ 1
la _ a otn o Y ot Y o
Rﬁ&a - g [RB&Y - Rﬁhl.éa + R[},&-{-n,n + [':'H-n,b'—}ﬂ,ﬂ + R’[jd.n—}ﬂ + R/’?—Hl.&.ﬂ—!-n - Rfj.ﬁ—{—n.n{-n + I{LH'::.LH-‘]L.U-FN

3 o o la} ot « ot ot o)
+ (Rﬁ&v + RB—Ht,ﬁa - Rﬁ.&-’ll.a + R;’mz,fml.a - ]')'/35.0441 4 R;H—u.b’,a—fﬂ - R;'J.a:—n.aﬁl - Rlﬁhl.6+n.ﬂ+u>} )

~ |
La - a _ pofn ofn o A _ portn a a ot
RE&T ) [RB&T Rﬁ-pn,&r + Rﬁ,&-m.n +1 Hn,Sn,o [€l35.0+11 -1 HauS a4 + R‘ﬁ.b-l-n.a-Hl - R/}+n.6+ﬂ,a+r.

: o o ad i ot
H (REE A R0 = B a0+ B s+ Wit = B RS g+ B syt ] -

~ 1
Lla — a _ poin _ potn _ o0 ) ot o a otn
Rﬁéa TR [Rﬂﬁﬂ R/3+n,5n RD,(’S—Q—R.U ]{'/H—n.t‘>+nﬂ + R[J&.o+n + R/ﬁhn.d,nﬁz * R;'J.n‘%n‘aﬁm - ]i{}-l—11.5-+—n.a+n

Gl



: o o O e ) e 0 ) |
+ (R{i.\'n + R.H—n.?m + R,'i,(\f—n.ﬂ - H.H—n.M—n,n - I{m\.n-l-u + H‘H—u_h.n—yn + ]').1.:\{—n.n+n + H.H—n.r‘—{-n.n+n

ortre o
l{d;\.n—{-u - l{.H—u.h.ﬂ+u

=t

~ 1
Lo _ o o ot 0
R[)’ZF - ; [[1)”,\,, - Rl"f-h-r*" - Rd.(‘bf-u.n - I{n'-f-u.-‘r-l-—n.n -

o
RN STNGE T + I{n'.(\-l-n.n+n

£ ot 0 . 4] _ o ) o o o
+I (Rm‘m + Rn—i—n.(\ﬂ + R’ii.;‘-}-u.ﬁ I{,H_H‘M.u_n + H»M,mf-n - H,H»“,o,n«i—u - H:“.(\-f-u.n-HA - I{;H-U.M—-u,n-{—n)J .

Para o segundo:

(W= i i, ) e A

= (Wgs— Wb i i s ) 00 N0

7O o Crson LSO e
(W s = W IS i ) 07 A0

% (Wi =Wt i+ Wi ) (¢ A0+ A 0)
WG W AW W) (Ao =¢ )]

WH O Ao+ lT';E“ Al

onde
17 (e} l FOy 7 7O [a] - 4 7
Wi = S [Wh Wkt Wt Wi ki (Wt W= Wt gk )]
—~ |
TR _ T Fro4n Jro x70 2 o a SOy 7ot
7 E[um—wﬁw_ul,ﬁ Wit i (W W s+ 1 s-wgk)]

Para o terceiro:

(/Im-}— Ij/l,/;_HlJ) H[ ATE —{—(i/l.,/;( — /L‘_';_}.n‘]) 9[ A TD+”

= (/1/35-}-i/lL-'H_,,,_g)()‘g ATS -|-(/I.,3_5+“+7?/1/;+n‘&_” ) 95—"" ATY

+(”1-)36 _h[}-i-n.{i ) Hb A Fot® +1 (h[j,&-}-n - h[}-f-u.(‘i-l—n ) 064—71 A Tt
= Qg |00 AT IO A TO 4067 A TR g A perb

= ’..{/5{_1@.(\ N 7: ;



Por iltimo:

—(/:“/+I'/I“.+_“_()('){ AT -{‘(—IAIIL,[—}-/IWH“/)H[ g
= —|(hor+ il ) 0N 77 (ihgi= i) 8 A 77

e T L e L
= sal A9, -
Portanto,

Ol = RERCACHRESCACTHREE A+ RE AT

pBoa

HVECT A+ A0 —igsC Ayl +igsaC Ay

Lembremos que se w = (W] Jkxr € uma p-forma e 3 = (74 )kxx ¢ uma g-forma entao [w. 4] ¢

a (p+ q)-forma definida por
W] =w Ay = (=1)""yAw.

Logo,
dlw,v] = [dw, ] + (=1)"[w,dn] . -

Com efeito,

dw,7] = dw Ay — (=D Adw + (=1)Pw A dy — (=1 Py Aw
= dwAqy— (=D Adw + (=D (w A dy = (= 1)) A A w)

[dw, 7] + (=1)"[w, dy] .

Se w, v sao l-formas, temos
W] =wAy+yAw.
Portanto,

Al =[] e wAw= sl

63



e se A e B sao O-formas, isto ¢, k x & matrizes de funcoes. entao
[A.B] = AL - BA.
Observemos que se A.B € o(2n). entao [A. B] € o(2n). De fato. segue de A = — | ¢

B' = —B que
o ABEBAN = AB =B - AR = =B

Lema 2.4.1 Scjam A, B.(" € o(2n) ¢ (. ) o produto intcrno usual dc o(2n). Enldo

([A.B).CY = (A [B.C)) .

Demonstragao:

([A,B].C) = —ur([4,B]C)
= —(BCA = (CBA)
= —u([B,C]A)
= —tr(A[B,C))
= (A.[B.C)) .

Sejam Wy e 1, subespacos de o(2n). usamos a notacao

(Wi, Wy = {[A. B] € o(20); A€W, ¢ BeEW,) .

Lema 2.4.2 (a) [ug(n),ur(n)] C up(n)
(b) [ur(n),ur(n)t] C ug(n)*

(c) ['u,R('n)l\'uR(n)l] C ug(n)

Demonstragao:

0-1



(a) Seja [A. B] wm elemento genérico de [ug(n). ug(n)]. Portanto.
(A B = ABJ = BAJ = JAB— JBA = J[A. 53] |

Logo,

(A B] € up(n) .

(b) Seja C“um-elemento genérico deug(n) e A Bl um-elemento genérico de-fug()owg(n)*].

Temos

([A.B),C) = —([B.A].CY = —(B.[A.C]) = 0 .

Logo,

[-\,B] € wpe(n)?t

(c) Seja [A. B] um elemento genérico de [ug(n)* up(n)*]. Temos,
(A.B]] = ABJ — BAJ = JAB - JBA = J[A.B)] .

Portanto.

(A, B] € up(n) .

Lema 2.4.3 Scja w wma p-forma.

(a) Sew € u(n), entao dw € u(n);

(b) Sew € u(n)t, entao dw € u(n)*.

Demonstragao:
(a) Se w € u(n), entao [w,.J] = 0. Portanto,
0=dlw.J]=[de,J] = dwt - Jdw .

Logo.

(lu),] = ./(lw‘ .
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¢ mos
‘oncluimos que

dw € u(n) .

(b) Se w € u(n)*t. entao w./ + Jwo = 0. Portanto.
de +Jdwe =0 .

O que impheca que S . S

dw € u(n)*

Segue de
1}, = dwj, 4+ wi Awj
que
|
Il = (lu.‘ +wAw = dew + ;[w‘.w‘] i

onde w = (W} )anxan-
Segue do Teorema 2.4.1 que se w; = (wip) Eu(n)en = (T{,\.) € u(n)t. entao w = w; + 7.
Temos que

i 1
“ = (1(w,+r,)+;[w]+rl.w,+n}

Il

]
dw, + 3 ([wywi] + [71.7]) +dry + [wi.Ti] .
Z —_—

Eu(n)+

Eu(n)

Como Il =11, + 7. com 1} € u(n) e Ty € u(n)*, obtemos

1
”1 = (lu.‘|+§([u)|,u)|]+['/'].7'l]) s
T] = ([T] + [UJ], T]] .

De onde segue que

v NI t N t J
”]k == (lu,”k. + w'l_/- A Wk _+‘ Tl‘)' N T”‘,

Te i N J ! o
[”\' = (llll\‘ +u—11 /\ TI/\'+ T]J /\Uw”\. i
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Proposigao 2.4.1 Wy . &), sdo dados ¢ funcio de Y )5 por

Wi, = diyys+ o /\’/11+ /;«A'xl
Pl = dajz+u A '1'+’1‘A’/;1'
Demonstragao:
o Wi, = Iy, 417

. Q a 0 O & o O+ fe) _0+n
= dwj + Wis Awyg + T AT+ o AwlT + Tyogn N T3

3 4 a4 O+ o4 S4-1¢ _o+n S
i (dwf ™ Wit AW T T T AWt ok A o )
_ u—{-n K . '(‘i+u ¢ a1 8 5
= dnfs + (Wi +iwp™) A (w,,, + it H) + (i i) A (- in)
= A+ s A ’/m + 5 A 7111
d)(‘) = ']‘()

Ny Al =T
13 13 [

t 1/3
= d (TIOB + iT]nl‘;I’”) +wiy AT+ T A ""m + s A T+ Thagn A “'(1\:“
1 (W A b T Al it A T T A )
= dyz+ (u,”, 4 w“‘L“) ATyt (—u;',"f“ + iwg') AT
= (TM + 7T"+") Awyy + (Tﬂf" — in'a) A w';;"
= i (b i) A (i) + (s i) A (ol +ieis)
g (17;’7} + s A 7“3 + A l)m .

Escrevendo »nt', = < Soonde
/ld, ,/)’, + Alzuj

(71:;') €h, (*,2;)) e ht e
dy+--+di_1+1<aq,, ,'3j§(/,+...+(1“

temos
O, _
= dyg 4+ /\'/u +1 /za A% u,} +’7 A 71,3
ar Sy a, §
Wiy, = dagy gt A . 5+, A ’/n + 928, A vah, R A 71uj
OL == n, O, Aty a‘\‘k Oy g) LUy .\"L
O, = g R AN P A R A e At
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2.5 Interpretacoes Geométricas

Mostremos gue existe mm unico campo & em A tal que

0(¢) =1
I‘E(l{) = 0 5

Com efeito, seja (N, Xy ) um referencial na G-estrutura 5 ¢ (0.0%) o seu corelerencial dual.

Sabemos que X estd fixado em Py Tomemos

Temos que

ed0(€) = dOEE) =0,

1ed0(Ny) = dO(E, Xy)
= s (07(E)0°(Ny) — 07 ( XNy )07 (€))
= 0,

logo, 2:d0 = 0.
Se existe outro campo & tal que

0(¢') =1
ied0 =0,

entao

0 = I{I(l()(‘\/;\)
= D (07(E)0° (X)) — 07 (X)0° (1))
= zllrkor(fl) :

Segue de det(h,) = 1 que



Portanto. (. X;) também ¢ base dual de (0.0Y). Logo. & = €.
O campo £ ¢ chamado de campo transversal de (M. D, g).

Para cada X' € Z(D) lixo definimos a forma [y : D — I por
Ix(Y)=do(NY) .
Existe um unico campo h(X') € (D) tal que
Jx(Y) = g(h(XN),Y) .
Portanto,
dO(N,Y) = g(h(X),Y).
O operador h 2 1) — D) que associa a cada X € &(1) o campo h(.X) ¢ uma forma antisimétrica.
De fato, h é linear ¢
g(h(X).Y) = do(X,Y)
= —dO(Y, X)
= —y(h(Y), X)
= (X, =h(Y)) |

logo, h* = —h.

Seja (£..X,.... X)) um referencial fixo que define uma secao o : M — [%. Definimos
uma derivada covariante em M por
VéE=0
VX =uwlX;
1 « 3] l tach e - ’-"l*"‘jE"l""l“""" indeveile
onde, por abuso de notagao, escrevemos w; em vez de o*w;. Esta derivada covariante independ

da particular escolha do referencial em .
Para todo campo U/ € &(M), Vi toma valores em D, isto é, Vi : &(D) — ZE(D). De
fato, seja X' € &(D), escrevamos X = ;. X}.
VX = Vi(apXy)
= Ulap) Xy + axVu Xy
= ) Xy + apuw ()X, € D .
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Chamaremos ¥V de derivada covariante sub-riemanniana.

Mostremos agora que Ng = 0. Como

(Nxa)OY. Z) = NV Z) — (VY Z) — gV N /)

quaisquer que sejam XY, Z € D, entao

(Va (N NG) = N(o) = gl NN Ni) = glegwpn (N X)
= —wH(X)E — wi (X))
= ).

Portanto, Vg = 0.
Segue do Teorema 2.3.1 ¢ da Proposicao 1.2.1 que o tensor torcio de ¥V é dado por
T =0A1+d0 ¢ X,
onde 7 = 1 () X;.
Segue desta [ormula que se X, Y. € D, entao

T(X,Y) = dO(N.Y)E
TEXN) = 0(E)T(N) = 0(N)T(&) + (hy0' AO')(EN)E
= 7(X).

Observemos que 7 ¢ um tensor simétrico que satisfaz (g7 = 0. De lato,
S ) "
0= (r"AO)E Xi) =77(E) .
Logo,

et =7() =T (EXi=0.

A mesma formula nos diz que

=T A0(NL X)) = TN — (N6
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Logo, 7'(X}) = 7%(\)). e

N T(NY) = (N (NN = 7N
g(r( X)) N = (7 (NN N ) = 7N

Portanto, g(N. 7(Ny)) = g(7(X}). Nt). Logo. 7 ¢ simétrico.

A proposicao abaixo reune os principais resultados demonstrados nesta secaio.

Proposigao 2.5.1 [Eristc uma unica derivada covariantc N sobrc M com as scquinlcs pro-

priedades:
e Vy:D—D
e VE=10
e Vg=0:
o I'=0ATH+dOOE

o T(XN,Y) =dO(X,Y)E = g(h(X).Y)E ;

T X)=71(X), onde 7 ¢ wm lensor simélrico que salisfaz e =0,

onde T' ¢ a torgio de NV, X e Y sdo campos em D ¢ U wn campo qualquer cm M ¢ € ¢ o

campo transversal.

Sejam X, Y € E(M). Substituindo a fdrmula
(Vyxw)(¥) = X(w(}))) —w(Vi))

el

dew( X, Y) = N(w(Y)) = V(w(X)) — w([X.Y])

Tl



obtemos

de (V) = (Vw) (V) = (Vyw)(X) + (TN ) .

Observemos que 0([£..X]) = 0. pois

0=hi0' AO(EX)=dO(E.X) = —0([¢. X]) .

para X € &(D). Portanto.

Logo, L¢ toma valores em E(D), isto ¢ Le : E(D) — E(D).
No que segue XY € Z(1).

Temos que
LeN =V X —7(X)
pois

T(X)=T(E X)=V X = L X

Observemos que
s | o
g(T(X).Y) = S(Leg)(X,))

pois

(Leg)(X,Y) = &(g(X,Y)) —g(LeX,Y) = g(X, LeY)
= L(g(XY)) = g(VeXoY) + g(r (X)) = g(X. V) ) + g(N.7(Y))
= 29(7(X),Y) + (Veg) (X))
= 2g(7(X),Y).

Segue de Lg = 1gd 4 dig que
Led0 = 1¢d(df) 4 d(zed0) = 0
e segue de dO(X.Y) = g(h(N).Y) que

0 = Le(dO(N.Y) = g(h(X).Y))
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= (LedO)(N.Y) 4+ dO(Le XY ) + d0(N. LY ) — (Leg)(h(X). Y)
—g(Lelh(X))Y) = glh(X). L))
= dO(LeN DY)+ dO(N. LeY) = 20(7(h(X)).Y)
—g((Leh) (XY + h(Le X )Y ) — dO(N. L))
= dO(Le XYY = 2g(m(h(N))Y) = g((Leh) (X )Y ) = dO0(Le X))
= RO+ (X))

Como esta ignaldade vale para todo Y € &(D). temos
2r(h(N)) + Leh(X) =0 (VN € D) .

Portanto,

/,{/I e —-_)I_O/I .

Mostremos agora que

Vih = —(To/l + lloT) .

Com efeito,

(Veh)(X) = Ve(h(X)) = h(VeX)
= Le(h(X)) + 7(h(X)) = h(LeX + 7(X))
= 7(h(X)) = h(7(N)) + (Lh)(X)
= 7(h(X)) = L(7(X)) = 27(h(X))
= —7(h(X)) = h(r(X)) .

A proposigao abaixo resume os tltimos resultados que demonstramos nesta secao.

Proposicao 2.5.2 A concrao V lcm as sequintes propriedades

o g(T(X).Y) = J(Leg)(XN,Y) ;
o Lech =27l ;
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[ ] V£/I = —(/loT + To/l)
onde XY € (D) ¢ £ o campo lransversal.

Mostraremos agora que uma varicdade psendo-hermitiana nao-degenerada e integraivel
(M, 0) descrita no Teorema 1.1 de [2] corresponde a uma variedade sub-riemanniana de codi-

mensao | nao-degenerada (M. D.g) tal que [D"0,. D] ¢ DI vi_(/o’—,' = 0.

Seja ¢°. (* o correlerencial dual de X, . N5, Segue de [D'0. D] ¢ DY que

ACHNFNL) = Na(CT(NL) = N (CT(N)) = ¢TI, XL))
= —("([Ns. X)) =0.
Por outro lado,
ACT (X5 N2) = (AR + C AL +0AT)(N,. N

Ali{(‘\"‘.) - ‘/]L.(Xn) .

Portanto,

Al N2) =L (X) =0

Assim, escrevendo 775 = A%, obtemos
& AW
Az, = Ay,
> segue de A7, = —~P que
e segue de 77y = —9), quc
AT . AB
“lﬁ'y — T lany
o AP !
Assim, A,)ﬁ = —A}. . Logo,
AT AR 4 o
A"nf - _"‘n') - ‘kllfn - —‘4'.;)' :

Portanto, AS; = 0 ¢, segue que, 47, = 0. Assim. obtemos a cquagao 1.15 de [2]:
dC" =P A+ 0 NS

onde

N+ s =0
A,‘,_' ANC"=0.
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A primeira destas equagoes corresponde a equacao (1.24) de [2] quando 9.5 = 0. Da segunda

equagao obtemos que 45 = ¢3¢ com A% = A7 o que corresponde a condicao (1.18) de [2].
Diferenciando df = ¢ A ¢ que corresponde a equacao (1.7) de [2]. obtemos

0 = d¢®ACT = AdCT
= (A + 0N ACT = C AT AT+ 045
= AT AR = CACT AT HOA G ACT ¢ AST)
= 0A (27 ACT).

De onde segue que 297 A (" = 0. isto ¢, 7 AC® = 0 que corresponde a equacao (1.23) de [2].

Portanto, nossa construgao, supondo [D" DY) ¢ [D' corvesponde & construcio do

Teorema 1.1 de [2].

Sabemos que se V¢ wma derivada covariante qualquer. entao vale a identidade de Bianchi:
PRINY)Z = PT(T(X,Y). Z)+ P(NxT)Y. Z)

onde P ¢ a soma ciclica, R ¢ a curvatura de V e X, Y. Z € &(M).

Para o caso particular da derivada covariante sub-riemanniana. ohtemos as formulas da

proposicao abaixo.

Proposigao 2.5.3 Se X, Y. Z € (D) ¢ £ € o campo transversal, enlio
o PR(X,Y)Z = Pg(h(X).Y)1(Z) :
o Pg((Vxh)Y).Z)=0 ;
o R(EY)Z = R(E.Z)(Y) = (Vzr)(Y) = (Vy7)(Z) .

Demonstragao:

PT(T(N,Y). Z) = T(g(h(X)V)EZ) 4+ T(g(h(Y). Z)E. X )+ T(g(h(Z). X)E. V)
= g(h(X),Y)(Z) + g(h(Y). Z)r(X) + g(h(Z). X)7(Y) .

=]
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Logo,
PT(T(NY).Z)= Pyg(l(X)Y)7(Z) .

Segue de T(N.Y) = dO(N.Y)E que

(VxT)Y. Z) = (VxdD)(Y. Z)€ .

P()rtianl,o,i
P(NxT)Y, Z) = P(NVxdO(Y.Z))E .

Temos que

P(Vxd0) (Y, Z) = (Vyd0)(Y.Z) + (Vyd0)(Z, X) + (V2d0)(X,Y)
= N(O(Y,Z2)) = dO(V Y, Z) — dO(Y. Ny Z)
FV(AO(Z. X)) = d0(Vy Z, X ) — dO(Z. Yy X)
FZ(AO(X.Y)) = dO(V 2 X V) — dO(N. V) |

Observemos que se a ¢ uma 2-forma sobre A | entao

da(X,¥,Z) = X(a(V.Z)) = Y(a(X,Z)) + Z(a(X.}))
—a([N. Y], Z) + a([X, Z),Y) — a([). 2], X) .

Fazendo o = d0, obtemos
X(dO(Y,Z)) = Y(dO(X,Z)) + Z(dO(X.Y)) = dO([.X, Y, Z)—=do([N. Z].Y) + dO(Y. Z]. X)) .
Portanto,

P(Vxd0)(Y,Z) = dO([X.V].Z) = dO([X, Z),Y) + do([Y, Z]. N)
—dO(Vx Y. Z) + dO(Vy X, Z) + d0(Vy Z.Y')
—dO(V X Y) = dO(Vy Z, X) + dO(V Y. X)
= —dO(T(N.Y). Z) + dO(T(X,2).Y) — dO(T' (Y, Z), X)
= —dO(dO(NY)E Z) + dO(dO(X . Z)E. Y ) — d0(dO(Y, Z)E.Y)
= 0.



Concluimos que

PRINY)Z = Pyg(h(X)Y)r(Z) .

Mostremos que Pg((Nyh)(Y). Z) = 0.

N Z) = (Nyg) YV Z)+a(VxY. Z)+ gV NV v 7)
. =g 2 Fg(Y Vi 2y

Portanto,

(VxT)(Y,2) = Vx(T(V.2)) = T(VxY,2) = T(V,Vy Z)

= Vx(g(h(Y). 2)€) = g(h(VxY'). Z)€ — g(h(Y'). Vx Z)¢

= g(Vxh)(Y) Z)E + g(h(VxY ) Z)E + g(h(V), Vx Z)E — g(h(V ) ). Z)E — g(h(Y). ¥ x Z)¢
= g((Vxh)(Y), Z)¢E .

Logo,
Pa((Vxh)(Y), 2)E = P(VxT)()V.Z) =0 .

Mostremos agora que

R(EY)Z = R(E.Z)Y = (Var)(Y) = (Vy7)(Z) .

Observemos inicialmente que R(.X,Y)¢ = 0 pois
R(X,Y)E =Ny Nzl =V V€= Vg6 =0.
Logo,
PR(EY)Z = R(ENY)Z — R(E.Z)Y .

Por outro lado,

PT(T(E.Y). Z) + P((NVeT)(Y. Z)) = T(T(EY), Z) + T(T(Y. Z).€) + T(T(Z.€),Y)
HVeT)Y, Z)+ (Vy TYZ,E) + (VT (E.Y)
=T(r(Y). Z) + T(d0(Y, Z)E,€) = T(1(Z).Y) + Ve(T(Y. 2))
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—T(NY Z)=T(Y.NeZ)+ Ny (T(Z2.6)) = T(Vy Z.6) = T(Z.¥€)

+Z(T(E.Y)) =T (V26 Y) = T(E.V2Y)
=T(r(Y).Z) = T((Z)Y )+ 7(T(V.Z)) + L(T(Y. Z)) = T(7() ). Z)

—T(LY Z) =TV r(Z) = TO LeZ) = Ny (7(Z2) + 7(Ny Z) + Z(7(Y ) = 7(V ) )
= (Vzr)(Y) = (Vym ) (Z2) + (LY. Z)

Portanto,

PT(T(EN ). Z2) + PUN TV Z)) = (Vzr) (V) = (Vy7)(Z)

pois (LeT)(Y,Z) = 0. Com eleito, segue de T(Y, Z) = dO(), Z)¢ que

0 = Le(T(Y,Z) —do(Y. Z)€)
= (LeD)Y Z) + T(Le) Z) + TV Le Z) — (Led0)(Y, Z)E — dO{ LY. Z)E — d0(Y, L 7)€
= (LeTYOY Z) + d0(LeY Z) 4+ d0(Y, LeZ) — dO( LY. Z) — d0(Y. Lo Z)¢
= LT(Y, Z) .

Logo, segue da identidade de Bianchi que

REN)Z = REZ)Y = (Vzr)(Y) = (VyT)(Z) .

Definigao 2.5.1 Duas varicdades subricmannianas de codimensio [, (M., D.g) c (M, D' ¢").
sao equivalenles sc cxiste um difeomorfismo [+ M — M’ tal que [.1) = 1) JLX DY) =
9(X,Y) quaisquer que scjam X,Y € (D). O difcomorfismo [ ¢ dita umna equivaléncia cnire

M e M'.

Um campo sobre M é chamado de equivaléncia infinitesimal se cada elemento do seu grupo
a um-parametro ¢ uma equivaléncia de M.

A proposigao abaixo fornece uma interpretacao geométrica para o caso em que (M. D, )

tem torgao 7 nula.

Proposigao 2.5.4 O campo transecrsal € ¢ wina cquivaléncia infinidcsimal se. ¢ somenlc s,

¥ =0.



Demonstragao:

Seja {@} o grupo a um-parametro de . Segue de (Prg)(NVY) = gl(20)- N

¢ uma equivalencia infinitesimal se, ¢ somente se.

=4 .

Logo.,
1
Leg=lTm—(27g—g)=0.
L A Cl )
isto implica gue

gr(N).Y) = 5(Leg) (X)) =0

quaisquer que sejam X, Y € 1. De onde segue que 7 = 0.

~

[

Portanto, & ¢ uma equivaléncia infinitesimal se. e somente se.

No caso em que € é uma equivaléneia infinitesimal obtemos

O =dri =7/ A w'] =) .

Logo,

~WLOTAO 4+ AO=0 .
Portanto,

SWL —WINT A0 =0,
r<s
de onde W/, = W

Segue de Wi = —W/[ e Wi +Ws + W =0 que

Wi — Wi = —Wwr |

e implica que W7 = 0.
Assim, obtemos que a curvatura ¢ dada por

7t l ¢ T S
1} = 51,07 A0

Jrs

9

t= (.

D

()-Y) que

C
<



Definimos uma métrica em M da seguinte mancira

(E.X)=0 (VNeD).

Consideremos a conexao de Levi-Clivita whowt ey satislazendo-a-equacao-de-estrutura
Aot = 0" NS+ O0NG!
d0 =0" A&

com as condigoes &' = —ol et =~
Seja
w = (k5 + a;)0
onde
/I; = —hy
De
40 = hi0' A = 0 A (=D — at)o?
obtemos
(1;10'. AV =0,
ou
a =al
De
do' = 0'AG + 0D

= 0 A(@ = 10)+ 0Nt

Como W} — 0 é antisimétrico e i ¢ j. ¢ aj é simétrico, obtemos que:

Proposigao 2.5.5 A concrao sub-ricmanniana ¢ as formas de torcio sio dadas por

S I N
“w = wJ hJ()

ro= (1_2()".
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2.6 Modelos de Curvatura Constante

Consideraremos a {/(dy) x - x U'(d,) -~ redugao do Teorema 213 para estabelecer a
equivalencia entre duas variedades subricmannianas de codimensao 1. com A, constantes o
tor¢ao ').;"-’,J =17,% =7 = 0. Usando a notacao do Teorema 2.3 vemos que as equacoes de

estrutura, neste caso. ficam reduzidas a

d0 = i\, (" ACY

d¢™ = ¢ Ay

i

coml <) <r.di+--F+d+1<a,. 4, <d + -+ d; e 1/3}’ = — o).
A curvatura na forma complexa fica reduzida a

\ o, o Li) "] ",J
I}m, = (ll}/}) +os Ay

Definicao 2.6.1 (/ma varicdade sub-ricmanniana tem curoalura seccional constanle s
&y _ v e -3 Ry & -5
Wig, = C; (( PACT 4 by 2 (AL ’)

onde C'; € constante para cada 1 < j <.
Provemos agora o teorema de classificacao local.

Teorema 2.6.1 Scjam (M, D,g) ¢ (M'. D', ¢') duas variedades sub-ricmannianas satisfazcndo

as condigoes
(i) r=1",di=d e, = Ay, conslantes;

(ii) (M,D,g) e (M',D',¢') tém tor¢io nula ¢ a mesma curvalura scccional constante, Cy =

cl.

Entao existc wna cquivaléncia local cntre (M. D.g) ¢ (M'.D'".q").



Demonstragao:

. ’ . : L
Seja I’s x P7 o produto das [1-estruturas construidas acima.  Consideremos sobre esta

+ . - %) L B N
variedade o pull-back das formas 0. 0’ ¢, . yloeont sobre e PLopelas projecoes
/
I

canonicas 7 ¢ 7 ¢ denotemos este pull-back pelas mesmas letras

Consideremos as formas

W‘ll’ — Cl'l . (‘"l'))
w = = {)I
‘UJ _ ] I()J
“a, = g, — Uy, -
Mostremos, usando (i) ¢ (ii), que o ideal 7 gerado por {u,"‘l,u:‘_".w‘.w‘,‘;j‘w%’} ¢ diferencial.
Bl
De fato,
dw® = I AyY =A™
- (. lﬁj ( ’/ﬁ]

— CH) A 7]/(3!]1 _ Cl/)'] A 7};; + C'H} A 7};]; _ c’n’, A 7];;))}
-3 13 « 173 QO ‘a
= (7 =CP) Al +CP A (g =)

— 5 o 7, ey
= W N 7//3] +( A""‘ﬁ} '

dw = X, (ALY = i) (A
= iAo, ((V ALY = (VAT A = A
= ida, (€7 = VAT 4+ ¢ A (T = (™))
— 2?/\0)(%,0) /\C(T) +Clo] /\u)E)) :
doj) = W2 =05y Ay — W 4l Ay

= Ci(¢VA +67 3¢ A Ch) = Ay
—C'j (CIOJ A cu'j] + (ng ZCIA,J A C”y‘l) + 71_’)(;, A 7/‘1'}'1

el 1

= Ci[¢ ACH = AT 483 Y A = AT
=157 A n;}j o 7/;‘;’ A 7],3(;1

!

= Ci[¢ AP = ¢ AP 4 ¢ AT = o AT
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85, 2 (AT = (AT AT = AT
=17 A 7/3j + 5 A 7);;’ = A r/,’,:’ - 1/;‘1" A z/::'l’
= e A =Y 4 (¢ =) AT
+o5 2 (A =)+ (7 = YA
= NG =) = () = g Y Ay
= e A F e A 85 (T AW + AT

’
0, ) O s
0 AW — W A
].7_’ W/)'J "“")} ,/})

Fixando referenciais b, € Ps e b, € P, pelo Teorema 2.31 de [4]. existe uma vizinhanca (7
de b, e uma aplicacao 71 (" — P! tal que F(b,) = 0. O grifico de [ ¢ uma subvariedade
integral do ideal diferencial 7 passando por (b,.0) ¢

[0y =0
F*(('n,) — (:o,

s G o
F=(ng,") = g -

Como antes, denotemos por 7 e 7 as projecoes de Ps e P4 sobre M ¢ M'| respectivamente.
Sejam b = (m(b),e,cq,) € Ps e [7(b) = (7{([’—‘(1)))‘6’,6;)).

Mostremos que 7'of’ ¢ constante sobre as fibras de F5. Para isto. basta mostrar que

(7' F ) (v) = 0 para todo v € V.

(7ol )u(v) = Tlpuy(Fu(v))
= ’F(b)(F,,b('U))CI + CFS};,)(F*ID(U))(:U
= (F0)(0)c" + (F¢ ) (v)el,

= Oy(v)e' + Cl?’(v)enl
= 0.

Definimos [ : 7({7) — M’ por f(x(b)) = #'(F(b)). Do que foi dito acima. segue que [ estii

bem definida e



Para todo u € 7, 5. temos

./‘-:(lr)(ﬁ”'(“)) = 4/.-:77([:)(()"(”)( + (/(.'J(“)(u,)
= O(u) [z () 4+ 7 () fer RE

Por outro lado.

W:,,-(,,)( Fau) = IF([:)( [ ) f‘{” CF“(}I»)( 1) :x,
= (F70(u) + (FC)u)d,
= Oy(u)d + (,(,"(u)('_

UJ

Portanto, segue de
,/'.;(/,)(Tf,l,( w)) = 771/"((,)(/'1/»”)
que
Ou()([onr(€) = ') + G (1) Sary(€a)) = ¢y ) = U

Substituindo, sucessivamente, nesta equacio, u por w, e Uy, . pertencentes a base de 7,5, da

qual a base {0, (:"'1‘7/;’} ¢ dual, isto ¢, vetores satislazendo
]

()[.(l/()) = l (G (::J(UU) = U
G (ta,) = 85

O,

obtemos
. . I3
Jery(€) = ¢
p !
,/:rr(b)(((»J) — e(,J .
Portanto, f.D = D', como a imagem de uma base ortonomal de 1) por (1 € uma basc
). g | J=7(b)

ortonormal de D' segue que [. preserva métrica. Assim, [ é uma cquivaléncia local entre
| ’ J |

(M,D,g)e (M, D, g).

Exemplos. Darcmos abairo alguns cremplos de modelos que sc adequam a sttuacao descrila

pelo Teorema 2.7.1. Em tais cxemplos r =1, d, = n ¢ Ao, = A constanlc.

&



(1) Considercmos ("' com o produto hermitiano

h
(z.w) = Z EMETI

=]

Scja a esfera ST () C ("TY dada por

Sy = {20 (z.2) = ry .
Seja (b, by, ... by) os rcferenciais ortonormais de (" scgundo o produto hermiliano
acima. islo ¢,

(o bs) =67 . 0O< a6 <n.

Portanto, = = rby € S**t'(r). Assim, podemos tdentificar ib,. b, ¢ ib, com vclores tangenlcs
a ST emorb,. Os campos b, « ib, geram wina distribui¢ao de codimensao | em S*H ().
A parte real de () restrita a D produz wuma wdtrica g cm D na qual {bo. b} € wma bas
ortonormal. Desta forma, (S* (). D, g) ¢ wma varicdadc sub-ricmanniana de codimensio |

€ (rby.1b,, bs.1b,) sao sc¢ocs do fibrado de referenciais de Skl (),

Definimos as formas wi por dby = w{b,. Scquc de (bs,b,) = of que

0 = (dbs,bs) + (bs.db,)

, :
= ws tw

J

Portanto, w§ = —w}. Seguc dai que w8 ¢ wuma forma real, que designarcimos por 50, multipli-

cada por 1.

.

Seja z 2 S (1) — ST definida por =(x) = ondc & = rb,. Temos quc

wd = dz = rdb, = rwlb, + 1w,
Logo.
. 1
w, = ,—20
PR
o 7
I
dz = =0ib, 4+ ¢,
7
D=Kerl .
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A concrao sub-ricmanniana ¢ definida por

V(b)) =0

Vb, =by . 1 <ad<n.

Q

Diferenciando dz = %()i()‘, + (%, . oblcmos
0 = Zd0b, — S0 A db, + dcb, — Codc®
r r

! l ] i
= -—(l()()U — =0 A u,'::{)” — LU A u.‘:: [)“ -+ (ICOI)‘, — C(} A u.‘::/lu — (“w‘:j()‘;
7' ]- ,. N

1. . — ] , ,
= —(d0+ " Arw)b, + ((l(" /N wg — (7 A w;‘,'.) b,
N

~

(id0 + ¢ A COH, + <dc" — 5;;420 ALY — 8 A w;;) b,
"

| = = | =

= 04+ AT+ (A¢ = A G — 50 ) b,
-

~

Portanto,

d0 = iC*ACT
0 -3 QO o !
(l@ = (_/ A (""/3 — 6/1770)

Segue da primeira cquagao que (S*'(r), D, g) ¢ nao-degenerada, que o coreferencial (0,¢".

ooy (M) pertence a P; ¢ que
r=1. di=n ¢ X, =1.

Da sequnda equagdao seque que

A0 o o
lo = N = Tp = 0
Q g 4} (S(» LO
Ny = Wz =04 72
a B
COm 1z = —Na, POIS
. — B _ 5(‘L0
lo = Ya /3 2
a 50 I
= —|wj — U,_‘ZO
= o
= s -
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Da diferenciacao de db, = «2b, + < by vemn

0 e

_ I . == | -
0 = —=db, 4+ =" Adb, +dwby — w7db.
r I
Iz By wa ! b o= o p g
= — A —w, -+ (e —)0 {),_, -+ —( A w‘,,{),, -} (lu.‘o ])‘-, — A .-/)n
I8 gos r v
_ ! 3 i1 o ! I -0 o l -0 i3 154
= ']‘( A o —I— (S“. _‘() [)(, + —( A \.b‘l.‘ (1(», + —Q A o 1),,' + (lw'“ (l,';
. 72 p B
—W A CGh, — WA - )
l P~y Ny 0
= (—2'(“ A (li + (Iu.“‘j — w‘;z N w‘if) 1)‘-{
-
Portanto,

| —_
N - -i? -0 9 i1
(lu'n - 7'2 Q /\ ( + W‘O’ /\ u"”y

Determincmos agora a crpressao de W,
o - o (€]} ’.
w];i - (l’/,'i + 7]')- A Il
— l (8] o / 2} 3 ] O
= dwy — 3—.‘—,(”}#'(.«),\'/\»& p—z 0—6—(}/\u)

= g /\g“+w,,/\w“+<s ,Zg ACT 4wt AW

Portanto,
= (AT 50 AC)
Logo,
ool

(2) Este cxemplo ¢ o sequinte sio construidos de forma andloga ao primeiro. Scja ("' com

o produto hermitiano
(zyw) = —z,70, + Z we .

Definimos
QM (r)={se " (z.z) = —r* ¢ Re(:) > 0} .

A condicao Re (2°) nos diz que Q* (1) € concea.
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Observemos que scq : (—=2,2) — QN (r) Cuma curva. entao scque de (y(1).~(t)) = —r.

quc Re ((7/(0).4(0))) = 0.

Seja (bo. by by) os rcferenciais ortonormais com respeito ao produlo hermiliano acima.

1sto ¢,

(1{(,. b,) =—1

(bo, b.,)
(by.by) =65 .

0

Considerarcmos = = rb, € Q*"*'(r). Logo, b,. b, ¢ ib, podem ser identificados com velores
tangentes a Q¥ (r) o rb,. Os campos b, « ib, geram uma distribuicio 1D de codimensio
[em Q¥ (r). A parte veal de () vestrita a D produz wima mdlvica g cm D na qual
{ba,20,} € uma base ortonormal. Assim, (Q**'(r). D,q)  wma varicdade sub-riemanniana

de codimensao |« (rby,ih,. b, iby) sao sceocs de fibrado de rcferenciais de Q2 (r).

Definimos as formas wi, 0 < 0,6 < n, pordby = wib,. Scque da difcrenciacio de (by. b,) =

=1 que wg = 50, para alguma I-forma real O ¢ diferenciando (b, b,) = 0 ¢ {by, bs) = 6.
obtemos

o = @

‘H 0

“a Ys

Segue de wd = d= = rdb, = rw?b, + rwb, que

0o

1
dz = =0ib, + (b,
"

Difercnciando csta tiltima equagio obtemos

0 = Zdob, — 20 AwTb, + dcob, — COdb,
r r

! ! l , . B ,
=dOb, — =0 Awlb, — -0 A w;jb,f +dC*Ab, — T ARIL, = (A w':fb/-,
r r r

B

] ) — / ; )
= ~(id0 = " A CT)b, + (‘lc" — SOAC =" A w»:;) ba
7= J

i



Logo,
o
d¢”

Scgque da scgunda cquagao que

) ;
com NG = —.

Da equacao db, = w’b, + w’by

o

| | —
0 = —d¢"b, — =C" Adb, +
a r

I 5 : I =
= =" AnGb, — =" A
r r

| = = I = !
= | =C AN == A=
r r r

v

| [ .
= ((lw‘(ﬁ — 7'_2(” A CH —

— _,'Cu /\ L-w

A ( La"()>
( wa ]'2 i1

L
o _ a0 go
W =W — 65 ) 0.

oo
’H 18] @
(lw“ l){; — A w3 [)n

I - . )
) -0 Ni b ‘11 R b al
’,Il, — 7—( A W', 11,1 -+ (lu):.{)‘f — W, AN wAf[).. — UJ:, N w'ﬁ])q

C”

’ , | [ » .
) — w:: A T) b, + (dw:" — 77('“ ACT=w) A \.c,':> b

5]
w2 AWy

Logo,
. 1 . _
dw’ = ——_ZC” AT +w) Al
r ’
Determinemos W{,.
Wiy = dupg 495 Ayg
r [e] I oy [' o (8} I‘
= dwj — ,37_—2(”) +wi Awy — 5;7'—2% A0 — & 0 A w3
l -0 -F B o O l ‘ i -5 ) il
= —GCAC A -6 YOAC+l Aw] .
Portanto,
Uy = = (AT +ETCOAD)

(3) Neste cxemplo temos | < a, /3

produto hermiliano

(z.w) =

<n el < o8 <2n Considercinos no ("2 o sequinte
T
Z 2w A (e — £t

=]

3y



O 1 ~n+l)

onde 3 = (%2, - s cw=(w w.. ..,

w42

Seja o grupo dc Heiscnberg e ( definido por

H¥ ' ={:e 0™ (z.5)=0 ¢ ="=1)}

a2

¢ scja (boobyo..obyyy) os referenciais do ( ortonormais scqundo o produlo hermitiano

acima, islo ¢,

([)u‘bu> = (/)(,. ()_\,) - (I)(v'[)11+l) = ({)7(+|* 1)1l+l> =10
([)(-,. 1)”_]_1) = —/
<1)“, 1)/3) = (S:;

tais que = = b, € 1+

Se v i (—e,g) — H*™ ¢ wma curva, entao Re ((77(0),~4(0))) = 0. Assim, b

bupr podem ser identificados com vclores tangenles a H* 4 em b, Com esta identificacio

e th, o

(bos bavy 1heyy byyy) sao scgocs do fibrado de refercnciais de H* ' Os campos b, ¢ ib, qgeram
uma distribuigao ) dc codimensao | e H* ¢ a parte veal de () restrita a D produ= wma
méltrica em D na qual {b,.ib,} ¢ wma basc ovtonormal. Assim, (H**' D, ¢) ¢ wma varicdad

subriemanniana de codimensao 1.

Definimos as formas (7 por db, = (7b,. Sequc de (b,,b,) = 0 quc

O = (Cobo 5 Cabn + C“_an—{-]abu) + <bmcoba + (_,-Obo + C“+lbu+l>

— I'Cn+1 _.I'Cn+l )
Logo, ("' =0 onde 0 ¢ wma [-forma real.
De id = =z = db, concluimos que (. ¢, 0 ¢ o coreferencial dual dc b, b, byyr.

Definimos as formas w? ¢ w!*' por
(”)“ = u.)gl),, + w:—’_]l)n.{,]
Segue de (b,,b,) =0 quc

0 = {d¢°b, 4+ by + Oby1,00) + (by,w?b, + wf()ﬁ + @t )
“a 'Iu,'(“+l

= £
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Logo, w™t! = i(".

Além disso, b,y  constantc. Logo. db,yy = 0. Assin. difercnciando (b, b, yy) = 0

(bo b)) = 0. oblcmos

("“‘::{)u + (0 (’0 =+ ()()u—{—] 3 bn-H) =0
(“"‘(: ('w + “"‘:('i'i + icl_‘bn+l s [)u+l> =40

Seque dalque W = w! = ().

Portanto,

db, = by 4 Obyy,
db, = Wby +iC®b,y,
(”)”+| = () .

Seque da diferenciacao da primeira cquagao que

0 = d¢%, — A (W bs + 2% 00 ) + d0b, 4,
= (d¢* = " Aw§)ba + (A0 = iC® A CTVbpyy

Logo,

d0 = " ACT
d¢® = ("Auwj.
Logo, ng = wj, com wj = —wh.

Da diferenciagio de db, = w”by + i(gb,,H. oblemos

0 = (lwfbg -- wf A (wgbn, + 1'.(:‘7}1),14_1) — ig'ﬁ A u)gb,,H

_ B , P
= (dwf — ) AwP)by .

Logo,
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de onde seqgue que Wiy = 0. pois

Ly
\[lh’

(luJ;; + w‘: A u.‘:;

dw? — duw?

0.
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Indice de Simbolos

M

C=(M), C>(A)

Z(A)

K(T"MTM), BA*TM T=MTM)

VY
T(X,Y)
R(X,Y)Z

b= (m,eq,....

Ly

B, B
GL(n, R)
gl(n, R)
R,

Vi

X

Hy Hy

w

0
A(¢)
0.Da
Q, Dw
1

94

F

5

7

F(B)

(M, D,q)

PPy, Py, Py, P, P}
SO(2n)

o

Up(n), wg(n)

Py, Py

B 9575 9af
U(dy)X - XU(d,)
u(dy) x -+ x u(d,)
Ps, P

U5 Vag,
I, Ri.,s, Wi,

\jlg’ q;g

[w,7]
S"2n+1 (7)

Q'Zn+] (7)
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