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Resumo

Estudaillos o l)toblc'ilha. de e(lillvaleiicia t'ilttc altas varie(lados sul)-rieillaiitiialias tiàu

degeneradas de codiiileilsào 1, e algumas técnicas usadas pala tal estudo, (lue são iis

fonnas de coiicxão ]lo fil)lado (le ieíeieiiciais e o illetodo (lo iefeteiicial iiióvel (le Claitaii

na geoilletiia. sub-tieinatitiiaila. Piovanlos uni teoreilla dc' classiíictt(;âo l)ai-a vaiieda(les

sub-riem)aniiiai]as cona curvatura seccional coiistailte e toiçào nula. Apiesciitailios tios

modelos idos quais a curvatut'a seccio]]al é, ]io p]'inteiro caso, l)ositivil, iio segundo, negativa

e, no terceiro, nula

Abstract

We study tule equivaleilce probleitl l)etween two ilon-degenerate sul)-iieillatlniati nlail-

ifolds of codinleiisioil 1, aild some teclilliques usei for sucli study, liainely tlle coiiiiect,ioii

fotnls in tl)e bunclle of fiail)es al)d tlle Cartas)'s illetllod of inoviilg Irai)ie in sub-i ienlatliiia.ii

geometry. We prove a classificatioii tlieorem for sub-rieillailniaii n)íuiilolcls witl) coilstant

sectíonal culvature and ilull torsion. We pieseilt three nlodels in wllich tlle sectioiial

curvature is positive in the fiist one, iiegative in the secoiid aiid nula ii} tlie third.
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Introdução

111st:udamos aqtttas vai'iedades sub-Hemaiiilianas de codhlunúa l ilãu degenewaíhs

l.AÍ, D,g). O i]osso ])rii]cipal objetivo é estai)elevei invariantes que idos peiinitaii] (lizei (lliaii(lo

existe um difeo-no-.fis-lto ./ e--tre(.A/, .O,g) e(À/', D',g'), t«l q«. ./.O = O' e /'g' = g. O .lil..u-

iiloi'ílsillo ./' é cl)aDIado de e(luivalêtlciit ciitie as víu iedades, c' estas são ditiLS e(luiviLleiltes. Ntsl(

sentido, provindos um teotenla cle classificação l)aia variedades sub-rieiiia.iliiinas de coclin)etlsâo

1, não degenerada com curvatura secciollal coiistailte e torção nula.

Desenvolvelllos a teoria necessáiiit para. este estudo, constituída da noção de coitexão elli

vibrado de referenciais e da coiistttição de villa derivada covariante eill (Ad, D,g).

No Capítulo 1 , apresentamos o collceito de vibrado de ieíeienciais B de uilla vai ie(la(le /\.7 e

definimos uilla conexão .f/ neste fobia(lo; esta é villa distribuição enl B coill (luas proprie(la(les

especiais. Intl'oduzimos duas l-foiil)as 0 e u enl B a valores eii} n" e g/(7}, Z?), iespectivailleiite.
A forma 0 é definida de unia nlaileirtt illtiínseca e w é determinada por /] de foiilla úniczt;

mostramos também quc uilla tal co deteilnina. H. As componentes de a na base canónica do

#?" são chamadas de formas tautológicas e o é cllamada de forma de conexão. Expressamos

a diferencial covariante de 0 e w eni fita)ção das piópiias formas é) e w, através de duas equações
chamadas de equações de estrutura.

fK4ostraiilos que está associada à collexão H villa clerivadit covaiiailte ein A/ . Portanto l)aia
introduzir en} A4 os conceitos de transporte paralelo, geodésica, toiçào e cuivatuia basta estar

definida uma conexão ilo filiado dc tefeieiiciais de A4. Eill seguida cztlculaillos a torção c a

curvatura da derivada covatiante de /v dcteriniiiada poi .f/

Após isto, é dada uma maneira de constiuii uma conexão em B a partir de uma cla(la

derivada.covariante sobre A4

No final clo capítulo, apiesentaillos o conceito de G'-estrutura



No Capítulo 2, introduzimos a noção de variedades sub-iielllanniaiias(A/, l),g) e passaillos

a estuclai aquelas (le codiiileitsao l (clip sao ilao degeneradas. C'oilsLilliiilos a (p -estiutuia (los

iefetenciais que colltéiil llil a base oituiiorillal cle D, segttti(lu g, c al)ós alguillas i('cauções desLil

(;-estrutura, cotisegtiitnos fixar unia l-fottlla (lti(' 1)erteilce ao diluía(lot (le /,) e e tal (ltie ulllzt

clãs formas tautólogicas é o pull l)ack, l)t]a. piojeçào caiiõilictt, desta ]-loinlzt, iiiotivo l)elo (leal

estas formas são (letiotadas l)ela iilesiiia letra 0. (;oill a utilização (le a, piovall)os a existem)cia

de uill caill])o € sobre A/ e iiao ])eiteiic('iate a /,), cllailtado (le caiill)o trai)sveisa.l, (lue sal,isfaz

0(o = 1 e i(da = 0. Utilizam(io ( e a. forma de conexão definimos uma deiivitda covarialitc

em (A/, D,g) por V{ = 0 e VXf = uÍ.V.i Ollde ((, À'f) é ulil iefeteiiciz-l pertencente à últiitla

i'edução cla G'-estiutui'a nlellciolla(la ztciitla. A (lerivacla covil iaiite V é cliailladít de derivada

covariante sub-rieinanniana e si-ti:íi'z \7g = 0 . Vu : =(D) --, =(/)) pai« to.lo U € =(/\7)
e, ao contrai'io da dei'ivada. covas'iailte (le Le\ri-Civita, sua torção não ó l)ula. Estai)eleceliios,
então, a. relação eiitie deriva(la coviuiaiite sul)-iieillailniaiia. e a. (letivacla covtu-itulte de L(.\,i-

Civita. A ])artii daí é possível dai a ilação de curvatura seccionar (le (J\d, D,g) c piovai u
teorema de classificação. Por fim, al)icsentaitlos exemplos (lue satisfazem as hipóteses (lesa(,

teoienla. São eles: a esfera S2"+i(z'), (lue possui curvatui'a secciotlitl positiva, a cluádrica

Q2"+1(r), que ])ossui curvatura seccioilal negativa, e o grupo de Heiseilbeig //2"+1, que teitl
curvatura seccionar nula.

Expressões que aparecem com un] íliclice iepeticlo indicam uma soilla coilespoi)dente il este
índice, onde o símbolo cle somatório é omitido e o índice vénia de acoi(lo coill a coilveitiência

Assina,

indica

E«i''
pala cada I' fixo

Sen)pie que não foi feita a dellloiistração de (lue uma função, ulila aplicação, unia cuivil
ou um campo de vetores é de classe C'- é porque isto está. sendo sul)entendido.

)



Capítulo l

Preliminares

Neste ca])ítulo, introduzimos a definição cle derivada covariailte eill uma vaiieda(l(
diferencial A/ e as definições decoiieiites desta, (lue são as noções cle transporte paralelo,
geodésica, torção e curvatura. E taml)ém feito ui]] pequeito esboç.o (lo naétodo do i'efereit-

cial móvel de Clartan, onde são deilloiistradas as primeira e segunda e(luações cle estrutura..
Entretanto, coiiceilttamos nossa atcilção ila noção de vibrado de referenciais e ol)teillos os
resultados sobre este assunto que utilizaremos iio Cal)ítulo 2.

1.1 Derivada Covariante

Em todo este capítulo A/ dellotaiá unia variedade diferencial 7t-diliiellsional, (:-(A/) o anel
das funções cle classe C'' definidas elll A4, C'-(.4) o anel das funções de classe C'- defina(la

'nl um subconjunto aberto ,4 d. A/, =(M) o C''(M)-«ló.l--lo dos c«-lIDos 'le ".tomes de A/

=(.A) o C''(.4)-nló(fulo dos campos d. «to-es (l. A4 rest:idos a uill ;ubconju«to .4 (1. A/

3ç(r'M ® r.A4) o co«ju«to clãs seçõ« .le r'M ® rA/ e =(A'r'A/ G; -7''/\ rJ\4) o coi-j- t,
das seções de A27"A/ G) 7*J\.7 CÕ 7'Jv

3



Definição l.l.l {/lna derivada covas'jante c//z /v é ?lll} o7;rindo/' V qrlr- a cada /)az' (.\', }'') (/(

caTltpos de uetorcs com dotilí}.io cill tllll conjlulto /\ C À'l associa lnll rali l)o Xzxl co n dn lítt-io

cllt A, watts.fazeíldo, pni'a cada .r (i (''J''l.A) c. {:n(ttl culltpo Z d(.jlludo (lil .A, as coi (!tçocs:

r/) V.x(}'' -F Z) = VÀ'l'' + Vx-Z

r2) Vx+},Z = VÀ'Z + V}.Z

(3) '7jx\' xX''

r.ÍJ \7A'(./'1') = (.V/)}'' + ./'Vx}

Se A/ = H". então VA' }' = À' } oii(l(. .X', y C ÍZ;( .f?"), e ui)l exenll)lo de deriva(lit covaiituil(

Proposição 1.1.1 Sd« «. C A/. /'"'« c«/c«/«, (VÀ}')«. b«.í« ««/...c, X,,. . . «/o, d. }

sobre o traço de lura clu'ua l.angeTtt.c a X,...

Demonstração

Sejam ,4 uma. vizinhança amei'ta de li} c {el,

X, }'' C g(.'1), esc-.«"''s
e,.} unlíl l)ase de czultpos sol)te .4. Dít(los

,)í' :: :t:'ei e y = y;ej

Segue da definição de X7, que

«' $'.. ( y' 'j )

z'(eiy')ej + z'y'V..'j

(À'y' )'j + :«'y' v.. 'j

Portanto,

(Vxl')«: ,V«.y')(ej)«. + ;-:(«,)y'(,«)(V..'j)«

+



Para conllecei .V,,.yJ, l)acta tolllat ullla curva o :, c) --, A.í tal (lti(

.(0) e a'(0) = .\',,

Temos,

.\',,.y' = (y' .ay(0)

isbn éibast,trcoiüeea-yÇ+ poi:t:a;illo yí anlollgu d-;F tm;ç(nk + 0

Definição 1.1.2 .S'cla o- lznza c?/I'uü c//z A4. Um. cít/itpo }' sobre J\7 c paralelo ao /07}go d( o-
se V.,y = 0. ,4 clzl'oa a é l ziza geodésica sc V..a' = 0.

Teorema 1.1.1 Seja o- : la,bl --) A./ ?tln.a cwl'ua. Pa7-a cada ucíor u € iC,.(.)A/ c=z;ísic l m líll;cr/

«mpo y(t) «. /o«go d. a Z«/ q«. y(«) = « ' y(Z) .í /,«,'a/'/. «. /o«go d. a. /'«,.a c«d' t C 1«, Z,l.

« /««Çã. Pa.. : Ta(«)A/ --, LUAR d«'/« /,.,' Pa.'(}'') Ó ««' {S'~..,yi.«.O /I".«,. C/,««.«./«

de traltsporle paralelo ao poli-go de a ([e a1.0) pai'a a].t).

Demonstração

Seja«. («',

aberto conexo U,
unl sistemíl de coordenadas ein totilo de a(a) cona domínio eill llill

1 < i < zt.

os campos coordet)idos, e mjt : (/ --} #? dadas poi

v**À'. - :«}*x,

Seja y(t) uill cama)o ao longo de a. Escrevamos

y(t) = a{(Z)(À'{).(t)

Sej. gí = z'.a
a'(Z) = gl(1)(.Vi).U
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Se y(t) é pat'alelo ao longo de a, ctlLão

0 IV.,} ) = a'(f)(ak(/)l(,Vk).(1)+ gl(Zlaj(Z)mk.j(o(/))(.Vk),(f)

lal;(z)+ pl(í)'''l.J la(é))ajli))(.Vk).U

Logo, })ara ca.(la. l( :: l it, temos

«Í;(/) + gíwlj (a( í)l«j(íl 0 l l . l )

Obtemos assim un] sisa,eiila lit)eai (le e(iuaçõ(-s difeteticiais oidiná.i-ia.s. Uill tal sistema t(.itt

un)a únicasolução lai, . . . ,a«) comi) valores iniciais üi(0),. . . ,a,.(0) fixa.(lus. Desta foillla c'xisl(

uin único caitl])o paralelo y(í) ao longo de al]«,.] para algum c C (a,Z,l tal que o(c) C {/

Conho a(la,bl) é coi])pacto, exist.. un] iiúiiieio finito de sistei]]i de cootdetiadas c.i]]
domínios eil] abertos conexos Ui , . . . , {/, que cobrem a(la, Z)l) com U = (/. e existe unia paitiçã.o

([ = CI < C2 < < c,+l = b

tal que

.'(c- ) C {/-

a(cj) c {&-- n {/j pa-' ' < J $ ,

a(c,+i ) C U,

Suponhamos qite o canil)o paralelo }'(f) já foi construído ao longo (le o-lt.,.] pala l $ Ã: < z-
Procedendo como acima e observando (lue o(cA+l ) c uknut+i, constiuíiilos um cítmpo pala-leio

Z(t) ao longo de oll..t-,«*,l tal que Z(ck+l) = y(ct+i). Segue cla unia(jade destes campos (lut

flua.nt/k+i = yjuknl/*+i

Concluímos que podemos constiuii un] único campo paralelo ao longo cie a

A linearidade de Pa.i segue da lítica.cidade do sistema (1.1 ), e o fato cle Pa,l ser uill isomoi-

f[snlo é consequência da unicidade das soluções de( 1.1).[]

6



Coill a illesnla notação da deinoiistiação (lo teorema acima, obseiveillos (lue se o é villa

geodésica, então

gr(Í) + :«IJ(a(Z))gÍ(Í)g;(Z)

que e uill sisa,eiJla (lc e(luaçõcs d)f(-it'iiciais oi(liiiátias de segunda OI(It-itl (lue Leill villa uiiica
solução com valores iniciais o-(0) e o-'(0). Isto (leilionstia o seguinte:

Teorema 1.1.2 /)ado zli c /v c .V c ./,,.A.f, c:c;s/c -r > 0 ( rz/ilíz lz7i.zlcrl c?zr"ua o : l -r,cl --} /v
[a/ q zf

a(0)

a'l0)

e a é tinta gcodési.ca

Definição 1.1.3 (1;/}rzilza-sc torção -/' dc t/rllr/ (/c7'ít;aduz cot;rzr';a7iZc a /rnsor' (/f=./t/lido /)oi

T(À',}') = VA'\'' V}'À' -- IX,VI

.«d. X, }'' c =(H) c.,n ,'l C M

A torção 7' satisfaz as seguintes propriedades

li) r(x, })

(2) r(./'À', y) .v, }'') lv./' c c'(,a))

(3) T é biliileai sobre o C'(.4)-mód«lo =(,4)

De fato,

(i) r(x. y) = --Xz},À' + XzA' y + IV, .V -7'(y,Ã')

l2) r(./À', }') = v.rÀ}' - v},(./À') l./x,}'l
- (}''./').\' - ./v},À' - ./'lx, rl + (}''./').v

.rr( À' , }'' )

Í



(3) Segue das })iopriedades aiiterioies (]ue ])aia provar (3), basta illostiai (lue T(,V + }'. Z)
r(.v, z) + 7'( }', z).

r(A' + }',Z) V.*...},Z - Vz(X + }'') - l.V + } '. ZI

7'(.V, Z) + 7'(y, Z)

De finição'l i1;4 [ cttl-uahn( ] l(nmlf,d ha(h xou(nültR-V é ü t(üsoi- dejiilidú p(n

/?(X, y).Z = VxV},Z -- V},VÀ' Z -- V]À'.},]Z

o«de X, }'', Z C =(Á) co«: d C A4

A curvatui'a satisfaz as seguintes piopt'ieditdes

li) x(À', r)z }'', .v)z

l2) x(/x,r)z ./'R(.x',}')z (v.r c ('''(H))

l3) x(x, }')(./'z) .v, }')z

(4) R é 3-linea- sobre o C'(Á)-mócl--lo g(Á)

De fato

(1) R(X, }')Z .V },V .x Z+VxV }, Z+ VZ [},,x' ] Z
R(}',X)Z

(2) R(.fÀ', }'')z /XzA' Vr .Z -- V},( ./' Z).x Z) -- V( .ílxJ'F-(},/)A') Z

/\7À' VrZ --( }''.r)VÀ' Z -- ./'V}. VA' Z --/V[.X,},]Z +( y./') \7 A' Z

./'E(À', }'')Z

(3) R(X, y)(./'Z) VÀ'((y/)Z+/V},Z)-V},((À'/)Z+/VxZ)- l.V, VI(./')Z - ./vlx.}'lZ
À'(y'./')Z+(}''.r)VA' Z+(.V/)V},Z+./'Vx\7},Z }''(X./')Z-(À'./')V},.Z
-(y/)VÀ' Z .rV},VÀ'Z -- .V(y/)Z+ y(À'/)Z+.rV[.x,},]Z
/R(X,y)Z

8



(4) Resta nlostiai qu'

H(À'+ }', Z)I't'' = /{(.V,Z)}t/+ /e(} ', Z)I'l

R(À', y)(Z + I'Í') }'')Z+ /?(À', }')I'te

Temos (ltic

R(À' + }', Z)I't' Vx v z I'r :t Vt'ç7zt'l/ :v z\7A H/ :V.zV\lt : Vnnt't'
R(A', Z)14' + /?( y, Z)14'

R(X, }'')(Z + I't')

a':

r
R J

VÀ V},Z + V.vVrLI/ -- V},VÀ'Z V},Dx 14/ -- V]x,},]Z -- V]x,},]l'l

a(.x', }'')z + /tl.v, r) i't/

Se A/ = #?" e Vxy À'y. então T = 0 e R = 0

1.2 O Método do Referencial Móvel de Cartan

Sejam {ei, . . . , e«} um tefereiicial it]óvel ei]] uill aberto de A/ e {a'

encial dual. Temos que

o seu coiefei

Vxej fj(X)e{ (VX C =( Jv))

onde mf.j são l-foiitlas chamadas de foi'Rias de conexão.

Q«aisq«e- q--e seja«. .X, }' C =(A4), te«,o:

r(A', y) y)ef

/?(À', }'')ej = 1?.:f(X, }'')e

onde T e RÍI são 2-foiinas

Proposição 1.2.1

d0: + tt'.', /\ l?;

dtofj + wík /\ wl;,

9



Demonstração

r. ( À' , }'' ) .. VÀ'(0'(}')cj) -- V) la'(.Vlc,) 0'(l.V, }'l)c,

.V(0'(} ))c.j + V} a'(.V)e. - 0'(l.V, }''l)..

.V(0'(}''))c.j+ a'l\'')V.vc, -- }''(0'(.V))c, 0'(.V)V}.'c,

d0'(.\', }')ej+ 0'( }')tl;fj(.V)c.i 0'(,Vital.i( }')e.

1(10' + tz,.j A 0' )(.V: }')e.

o' ll.v , }'l)',

Poltailto,

lr. :: (10' + uf, /\ 0;

Rfj(X, y)ef VA'tofj(}')eí) V}, tofjl(À')eí) -- toij(l,V, }''l)ei

,V(zo{.f(}'1)ei + TI,.,ll'lVÀ'ei }'ltu{.i(.\'))eí -- :«{,(.V)V},eí -- to,j(l.V, }'l)e.

jdlofj+ toÍk A wkj)l.V. }'')ei

Portanto,

Rij(,V, }') = d'toij + toík A tol.j

D

As equações da proposição ítntetiot são cllatlla.(las) iespectivaitleiitc, de piiineita e seguia(la

equações de estrutui'a.

1.3 Conexão em Fibrados de Referenciais

Sejan] .A/ unia variedade difeieiiciável zz-dinletlsiollal, 71i. C A./ e b = (?li,ei...,e,.) ulil
referencial em T,«A4, isto é, {el, ...,e,.} é unia base Ordenada de T,,.iv. A ca(la iefeiei)cial /)
em Tn:.M está associada uilla única tiailsformação linear inversível LÓ : #?" - definida

por LÓ(./}) = ef, Oll(le {/i} é a base cailõilica do #t". Recipiocanleiite a cada aplicação liilea.i

inversível T : n" ----, T,,:A/ está associa(lo uin único iefei'eiicial Z, = (zll., ci , ..., c,.) (le T,,.A/. tal

que LÓ :: 7'; basta tomai e. :: T./i

10



Denotarenlos poi B«. o conjunto (le todos os referenciais enl lr,,.A/. Segue (lo (lue foi dito

aciilla, (lue existe iiilia colipsl)oti(lêti(.ia l)iuiiívo(,a ('iltle B«. e o colljuiiLo (las Llansfolli)a(;õ('s

li[!erres invetsíveis (le #?" c]]] 7;,.]v. (lliai]]ai]]os (lc fibrado de iefei'eitciais ao coi]juiitu

B
nle J\ /

e B,,.é cllaillada.de fibrall(L.ll? sol)io m

Consta'uaillos apoia uma. estrutura (lifeieiiciável l)aia B. Seja n- : /i ---, A./ deíiiii(la l)oi

n(n},el...,e«) = ?l&; a é chamada de projeção de B eill A4. Seja g, : (/, ---, #?", y, -

'«- «''(U,) d-'i" p.- .("') - («', (Ü-),,. ,..., (sh),,.). E*i;t.«- ,"--.;'" "; : «''(U,)
tais que, s. Z, =(r(Z,),u-,..., «,,) C «''({/,), e--tão

l a \
«j - "loo l ã l./ n'(b)

Coilsideraildo GL(7z, #?) colho sela(lo uill aberto (le a2", (lefitianlos V,, : n--i((/,) ---, #?" x
GL(?l, a) por

ü, -(«'.«, ..., :-,"'",': , ..., ..j-, ...,«I', ..., ..;:)

Tomando eill B a topologia gerada pelíts imagens inversas cle al)eixos (le #?" x (,'L(7}, #t) l)elas
aplicações @.,, ternos que (a'''(U.,),@,) é uma estititura difeieiicivel cle B. Desta foi'ilha B é
uma variedade cliferenciável de diitleilsão ll + ll.'

Dados Z, C B e g C GL(?t, R) fixos e denotam)do a transformação linear de m" em ®" cu.ja
matriz em relação a base canónica. é g pela meslila letra g, temos (lue está associado a LÓg ulll

único ponto de B«(Õ) (lue indicaleinos poi bg. Logo Z,Óg = LÓg. Escreveiiclo /) =(a(b), el, ..., e,.).
g - (g}) e sendo {/. } a base canõtiica do m", temos

Lbg(.fj) = Lbl.gl}.fiel

Sendo Z,g = (r(Z,), LÓg(/i), ..., Lóg(./1.)), segue que bg é o refencial obtido de Z, fazendo-se colll-

binações lineares dos elementos de ó tomando-se como coeficientes os liúineios das colunas d.

g. Temos tambéit] que, fixados 71} € ]v e b € B,,: . Z)g percorre todos os elementos (le .Éi,,. quais(lo

g percorre GL(7}, M). Além disso, (bgi )g2 = Z,(gtgz) ])ois (LÓgi )g2 = Z,Ó(gig2).

1 1



Pala cada g C GL(n., #?), a. ítl)locação Xs : B ''-""' /3 dehilida l)or Rs(/)) = Z,g é iliii
difeomor6sn)o.(loi]] efeito, seja p =(z',...,:z'") uma carta (le A'/ e V, =(]:'
de B induzida poi p. Seja(/),a.) iia iitlagen) de V

:''''«,«;, - l,-'.«, «; lil..,,l

f' = @.R,.@-- é .l.d« p'' r'(p,"}) = (/,,(«})g). Porá.--to F' é C'-. Alé lisa., f'''(q,c})
(q, (cjg'l)). Portanto, r' é uill clifeoiiloifisillo. De onde segue (lue /?g é um difeonlorfisillo.

-'". «}) a c«-t«

Se gi,g2 C 6'L(7z,a), então RP.P,(b) = Z,gig2 = Rs,'RP.(Z)). Logo, a a])licítçào RP é ullia
ação à direita do grua)o 6'1,(z}, #?) elll /3.

O subespaço \'l ' kcl(11.)ó de iüa é chainztdo espaço dos vetou'es vei'ticais de i/l,B
lélno (lue

.«.,. (i). - (1),..,
'«.,. (Ü). - .

De -d' s'g- q- t4, é g.-«.lo p'l's "Lo-es (ãB-) .. Logo, L'' : Z, € B --.- UÓ é ««.-, dist'ib«içã.
de dimensão ?}2 ein B.

Sejan] Z, C B fixo e H : G'L(71,a) inda pot H(y) = by. Escieveildo Z,

l«w, «} lü)...,) . « - («o, .»'.«..; w,.mo') - "ün - ü,(«w),'n. '.:. " ' .-.
Pala cada À' C g/(?}, a), seja a cui- o : ( c,c) ---, B definida po: o({) = Z,e'A'. Temos qu'
a = #.o onde o : (--c,c) -- GL(?}, #?) é cuida de classe C'' definida por o(Z) = e'À. Logo,

a é de classe C''. Usa«)os a notação À'; = a'(0).

PI'ocede"'lo co-«o a:-tes ouse:'"e«-os que Ü(a(í)) = (g(«'(Z')),Áe'A'). Logo ÊÜ(a(ZI) =

(0,ÁX). De o«d' s'g- À'; = (Á.V)l l ã:- 1.. Co«cl«ímos q«e cada .\' C g/(,:, n) dele:«-i--«

un] campo de vetotes verticais .X'' : b C Z? F-.--""} .X'Ó C 7'.Éli de classe C'". Tais campos são
chainaclos de caiiipos fundamentais.
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'l'eixos (lue (À.X+ }')' = ÀX'+ } ' (ltiais(luet (ltie sejam ,\ C A? (. .\',}' C g/(7i,A?).(lotii
efeito,

'*.* * '',' - '"'".* * ' «} lál.. - *.«.*,i IÜI.* .«» ,} IÚl:. - ».*; * *..'
Dada villa l)ase de {.Xij} de g/(zt, #?), {(Xã)Ó} é uilla l)as(- d( \'l,. De fato, s(, Àkl(.\';ll)Ó = 1)

então

Logo, }:X;lÀX;Í(Á.À't/)j = 0 para to(lo ;,j, isto é, il matriz >1:tl Àkl(.;l.Vx;/) é iiulit. PoitzuiLo,

.4>1:x;l ÀtlXX;l = 0. Sendo .4 inversível, temos (ltie Àk/ = 0. 1'oitaiit,o us 712 vetoies (X{Í)Ó sàu

lineaimeilte iil(lel)eildeiltes (. 1)ortaiito foiiilan) uma base (le l.-l.

o - EE À*,(Áx*.)} Ú .-; }: Àkl( 'l .V./ )) & b

1.4 F'armas de Conexão

VaiTlos tratam aqui de dois tipos (le /)-formas eill B a valores vetoiiais: as (lue toillan) valutes

e-« g/(«, n) e «s q«e to«.a-:- «lo-e- .--- a". Se Q e # são /,-to-.-:-as .--- B 'lue t.----,:« «I',-'':,
rcspectivainei[te, eii] g/(z]., Z?) e m" e se {Xfj} é ui]]a base (le g/(l&, Ã{) e {ef} é uma base (l.
#?", então existeill p-forlllas a} e #' a. valores eili #? tais (lue

.«b(«: , .. . , «.)

/3õ(«- , . . . , «.)
la} )ó( ui, . . ., u. ) .x'i.f

/3il («- , . . ., «.)'j

quaisquer (lue sejam 1) C B e ul, )ul' C lróZi- lsscieveillos d( forma. silo)pliflca(la

0'

# p''j

O produto exterior de ui[[a p-foi']]ia a a valores ei]] g/(lz, m) pot unia q-fotiiia /3 a valores
eill #?" é definido como sendo a. (p + q)-forma a valores eill #?" dada l)oi

Q l3 = at N 13' XÜeK
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Sejam agora Q unia /)-foiina (,il} B c l liiila q-foritia eill B, ailibas toillaii(lo valores enl g/l7z. /V?l

O ])roduto exterior (le a })oi ' é a (/) + q)-foiitta a \.,ztloies edil g/(zl, .í?l (lefiili(l

. A 1 = '.; A if .V., .Vx;,

Em particu[at, se estiveiillos usando as bases caiiâiiicas {E., } e {./)} c](. g/(7i, ]y?) e n"

tivan)ente.ist.o é. se a = alíEiJl: l:E.ÜEi; e /3 = /?{./}então

c- b. l3 = c-'i n. l3' Ji

. ,~l - .i; A"*fz-.

Ei)l viitudc das fórillulas EfjEkl = ÓÍE.-l e Z.j./1 = (5X;/.-

Definição 1.4.1 (/rzlíz conexão crli. /3 é alta (/l.ç/l-ÍÓ

r{) //ó © Ub = b,B

(ii) l.Ra'l.l.Hb) = Hbs

Os vetores de HÓ sã,o cllainados de vetores llorizontais de TÓB.

Proposição 1.4.1 Paz-a cada c07}czâo H enz /3 czÍsíe arJla zíl&Íca /

em gtÇn. R] que satisfaz

Í{) «.,(.'i*)

r iJ w (H.)

A forma w é chamada de forma de conexão.

Para todo Z, C B e todo g € GL(71, n), temos

(R,).(X;) = (g''Xg);,

ii l)oi

i'esl)e(

// B [a/ qü(C '/J 2.

fo'i"itt(t co B Bato'i'csC '/ / 2, a,
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De fato,

( /?. ) . ( .Vi: l
d

'l,.t.x
dí (=0

b.'x g =0
d

e
cl / =0

blié''''n =0

g''.vg);,

Proposição 1.4.2 R;w g- \ wg l)OI'a lodo g c (-;LQl\. R)

Demonstração

Co«-o «,(Hb) = {0} e (Rg).HÕ = A/Ó. ba:ta -.-o:t-'.- q--.. (/?;«,)(.\';)
todo b c B

(g '«.,óg)(À';) l,«-';-

(R;«.')(X;) = «,õ,((g''Xg);p) = g'' .Vg = g''«,b(À';)g = (g''"'óg)(.V;)
1 1

Vimos acima que dada uma coiiexào /í em B existe villa l-foiilla. (o eili B a valores eijl

g/(n, a) q«. satisfaz «,(.4') = Á e Rg'«, = g-:"g.

A proposição a))eixo diz que a iecípioca disto é verdadciia

Proposição 1.4.3 S.J« «., «n,« /-/o,«.« .«: B " «/''" .«. g/(,., m) .«íás/a..:«d. «,(H')
e Rg*uo = g'\uog. Sc H é u,n\a disl,I'ibuição cu\ B de$1tidu l)or Hb = 1'iel'Çwb], elttão H é TÍlIa
coTte=ão ellt B

Demonstração

To:ne«.os ««-« base {À'i.í} de g/(,', #?). Co--.o w((XÕ)ÓI =Xij, te---os q«e '/ã«'(/m«,b) =,''
Logo dámHó = n. Agora, seja t; c Hó n l/b. Segue que wó(u) = 0 e u = Àí.í(À'ã)ó })ara coitos

Àfj € m. Portanto,
0 = «.,ó(t') = Àij«Jó((.VI))ó) = À.,,V..Í
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Concluímos (lue À.. 0, logo, t, = 0 e//ó n u = {o}. Isto iiliplica (lu(

r/}771( ///, + \$.) ll -t ll'z = (i7}tl [t.13

de onde segue (ltie //b (-f) \4, :: TÓB

Seja« C(R,l.(HÕ). Log. ,, =(Â?,).I' para "lg . u C //.. Portanto

«,b,(u) - "R,w ((1?,)-") = 1/i;«.'ó) « = g-'«.,ó(ulg = o

o que inlp]ica que t, C /\'e7'(ubp) = /7Ós' Logo, (/]s).IHÓ) C //bP' Gongo (/271iH - ll l)iutt

to(lo c € B ' "---o (Rg). é «--. i«,---o:.ns,"o, ''illos /j,,,IRg),(Hó) = di,«Hó.. Po:'t«-.t',,

l R,).(Hó) = Hó, . o

Seja a l-foitiia 0 eill B a valores eii #?" definida })oi

ab(«,)

Observemos (luc

l R;a)ó( « ) 0ó. (( R,l. «)

LÜ,' («'*.,(R,).ó «)

g'' Z,í' ((«.R,).. «)

g ' LÍ' ((«'.ó .,l

g-'0ó('«)

Portanto R;0 = g 'a

As l-formas 0i definidas poi 0 :: a'/i, onde {./..} é a base canõiiiczt do #?", sào cllailiadas
de formas tautológicas

Proposição 1.4.4 .S'da (X], ..., À'«) ü1/1 7'(i/krcrtcla/ llióue/ dc A/ dc/i/lido e?ll ll/n aZ)e7io (/ f

seja (.al , ...,an ) o sete core.fei'eTtctat dua!. E=tste .f : T-l l.U) ----} GLI.It, 1{) tal (lü(

. 0: = .fiv'aj . o.-d. .f = 1..f})
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. J(bg)

Demonstração

O refeicilcií-l illóvel (,VI, ..., ,V,.) 'l''t.inliiia uill« seçào a : L' ---, B .in «'''((/) dada l)u-

1,,.,(.x-),,. , ...,( .v,.),,. )a( 77Z.

Sej« / : «-((,r) - G'L(,',#?) 'leh-:i'l« co,--' s'g--.,: d«.lo /, C «'':(//) .xi,t, -:- Ú:-ic., /, C
GI,(7}, n) tal qu.. /,/l C a((/) n B«m; (I''hilimo: /(1,) = /1. Poitailto, Z,./(Z,) ó o l,o--to cla íil,

B«(Ó) que está na. seção a(A./), isto é,

b/(z,l («', À'- , ..., À'«)

Logo, se g € GL(71., #?) então b/(b) = /)g./'(bg). L)(- Ollde sebito (lu(

.fi.bu'l = u' ' J(b'l

Além disso, se Z) ( «'(z,) , «- u«), ('latão (Xi)«(Ó) ./y(Z,)«j o:-.l. IJ]). S'' « C TóA/, l tã ,

ai(u)/. a.(«)

ti'( «'.ó'« )

Li' («i..,(«.. (XJ...,)
(«*«D.(«)tÍ' (.dUO« )
.C (Z, )( «'' a'' ).(«) /.

Portanto 0i = /ja-"oj

Corolário l S'. /, =(«(Z,),.:,...,.,.) C B . « C Ti,B e«Zà.

«*ó« = 0}(«)eÍ

Demonstração

Sej« (X-

que
,V,.) un) iefeici]cial ii]óvel de A/ definido ei]] uln al)eito {/ (lue coiiténl b tal

1) = (n'l/)),(.Vi l«m (X« ) .m )
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isto é,

l .Vfl«m = c-'

Usando a illesilla notação da l)tol)osição ailteliui teltlos (lue .rli(/)l :: ó; e

7Í .Z,'t) a.(ó)( n-.ó tJI(À'i) .(ü )

(í''a );iÜJ{»)(

./; l Z, )( «-' o ') .We .

oi(«).;

Proposição 1.4.5 S'c.ja (.VI, . . . ,À',.) üri} I'c/c/'citcÍa/ 7ilóuc/ dc À4 dc/i/ll(/o c/n -r zli abcl'/o (/

)e a \ U --+ B e H seç.ão (tc$iuda })oi

a(«.) ,(X-)«.,...,(X,.),,:) ,

CTttüo (~a+01 ... . ,a'0n'l é o col'e.fcl'cite'i.at dita! dc l.:X\,.'' })tu'l, Oltftt 0' sao as .foT'Tt a$ tau

tológicas.

Demonstração

Observemos (lu(

0.(«0(a.«:(À'j)«.) = ./)

pala todo nz C U De fato,

0.(«0 (a.«.( .,Yj )«.) ./} L; '«o( "-).(«o( '''.«:( X.f)«. )

L; ',,0(( «.a) .«: (À'j )«. )

;/«o ( ( xj ) «. )

A

Logo, segue de

o,,,(«) IVu € T,. ]v )
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qu(

.c al,. (( a.) «. ( ,Vj )«: ).r.

la' a' ) «. (( ,\'j )«. )/.

Portanto,

kwl«l (.Yj )«. ) = ó;

0

Proposição 1.4.6 Paz'a cada uc/o-r' ( C #?", c.r;i.ç/c r/in ?í/ligo carlz7)íi dc uc/Olcs /}07'Í3r9rl/.all.s

d(0 '«; B z«/ q«. a(,'l(Q)

Demonstração

Pala b C /l? teillos Ló( C 7r(ó)A/. Seio(l0 7r uma sul)illei'são, (.xisto p C TÓfi tal (litc

ln'.)bu - Lb€1. OI)seivemos que to(los os vetoies TÓ/i (lue satisfazem esta igualdade tê.:. a
illesnla coinpoileilte lloi'izoiltal. Cotli efeito, sejais u,o € =G,B tais (ltie a-.btz - n'*óu = LÓ ;
esci'evanlos

u// + ut,

onde uH,o C HÓ e uv,t,v C UÓ Segu. (lue «--(u// -- uH) = n.(tl u) = 0. Logo. u// -- z'// C

Hó n ub. De onde segue (lue uH = UN. Definiitlos d({) coiiio sendo a coilll)oiieitte lioiizot)tal
de todos os vetoies u C TóB tais que n-.p = LÓe

Logo, ,4(o é o único caillpo hoiiz.total que satisfaz 0Ó,4(OÓ = {l D

Observeillos (lue a.,4(OÓ = LÓ(

Se {ei} é uiilil base do A?", elitào {.4({i)ó} é uma base (le HÓ. [)e fat(

então

0 = aó (À.,'l(<1. )) = À.(f

l ÇJ



Logo À. = 0. De onde segue que {/l(e.)b} é lin(.aiilleilte iii(lel)eil(letit(. (,, 1)ortaiito. é l)as(. (l.

Do que foi visa.o a(villa tentos (lut'. ('scoll)eil(lu uil)a l)as(. {Ci} (lo #?" (, llilla l)itse {.V., } (l{

g/(7t, #?), obteillo: llllla l)as'' de Tb/i (la.la poi {,4({i)Ó, (À'ã)Ó}

Proposição 1.4.7 0s cair/)os .4(o sa/;s/azelli. as /)7'0priedíi(/cs

r{) (R,)*H(oü = .'1(g''oó,

ÍiiJ IÀ'', .a({)l ,a(.\'C)

Demonstração

Í{) OI)seivelllos (lll(' (/t«)*(#ó) = //1.., iilll)liga. (lide (Rs).,4(oÓ C //ó.

0Ó,(.4(g-'€1)Ó,) = g-'( = g''aÓ(H(0Ó) =(/?;0)Õ(.4(0ó) = aÓ,((/?,).Á(Qó)

Logo,

o- o.,(."h-'0., J."m.) - 'Ü,'((«*).,("b-'0., J."m.))
de onde segue

(«*)., (,'h-'0., WJ."m.) -o
(R,)*H(Qó c Hó n \4. po-t«to, ,4(g''Qó, =(R,).,'l(e)üLogo, .'l(g''0b, (/?,)*H(Oó c Hó n \4

ríiJ Pala cada À' C g/(7}, #?), teitlos /?..* = e;cp(ZX'). Cona efeito, seja À' C g/(7}, a). Pai«
cada t C #?, R..x é um diíeoitlorfisil)o de B. Se s, Z C .F? então /{.,x . /?..À = R.'À.-À = R.(,+.)À
A aplicação (í,b) € .f? x B ---, R..x(/)) = be'x € B é difeieiiciável, e além disso, para to(lii
/ C C''(B), te--.os

À';.r - Ê (J'U,''")).:. - ã7 CTW.., mD.:.

Notemos taml)éi l que a aplicação ,4 : ( C #?" ---, ,4(e) C TA'/ é liiieai

H(olü IÜ.-.i -l {H(0õ -(R.'*). H((1)n..-., ,m}
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Ih 'l {'lm,. - ,4k-'*a.}

.l(( ,v l(l,.
1( .V{) b

ja--- / . Q € g/(,., .f?), 1. i .

1/'. (21 .r'(? - Q/

Most-'e«-os q«., IP', C?'l = IP, QI'

l/'',c?'l - IÜ'i{(?' (R.',). (2i.-.,}

liü-lw '-'''p.'')}

{ PQ (?/'l;

IP, c21;

Seja a villa /)-foitlla difeienciável a. valores leais sol)le /l?. Defiiiiiiic

covariante de a, l)ot

Da(ul,...,o.) = (/a((t,i)//,...,(u«)H) covil u.j c T/?

Chama-se forma de torção a 2-foritla. O deGltlida poi

O - DQ

Mostremos a e(luaçào
0 = dO + w /\ 0

cala.made de primeira equação de está'utura.

Basta n)ostra.i que a equação é vei(ladeira lias seguiilt(

Ê(--'''''Qe'') I':.

/ (-zÀ'
€

s(

)

ca.sos

a diferencial



(i) x

(ii) ,v

(iii) À'

HIC- l, }''

/'', }'' ,'l(o

P

(i) Como «,((Á((i)) = «'((H((2)) = 0 ten)os .l--': «,A 0(H(e-),H(e,)) = 0. 1,og.

(dt# +-aV)(Á(â X,:t((ã» -lld{,+(fÍ);;4((}»s 0 (7{((Í)i:4({}»

(dO + w A 01( r'' , ,'t(Q)
r'*(o(H(e)1 - d(Q(a(p'))
- F'( + P(
o p', .a((1))

o(l/:'', ,a(e)1) + «.,(p')ol .a(C)) «, ( .l (Q)a( /' ' )

(iii) (da + «, ''\ O)(P*, Q'l o1/'',(2'1 1/'. QI') o = 0(r'*,Q'l

D

Cllama-se curvatura da conexão a 2-foii)la. í2 sobre B defiilidzt poi

NTostrenlos a equação

11= dco+ u Au

cllanlada de segunda equação de está'utura

Novas)elite ba.sta tnostiat que a. e(luação é verdadeira nos tios cilsus da deiilolistiaçà.o
anterior.



(i) Co«-o «, A«,(.4((:),,4((,)) = 0, t.-.-os

1]('4(ei), .4(€2)l = (1«, l,4((li).H({z)) =((1«, + «, A «,) Id({i),Hlez)l

(ii)('i«.' +«,A«;)(r''.H(ol(él)(«,(/'')) -«,(lp'./t(01)
0 P', H({))

(iii)('i«, + «, A «..,)(/-'', Q') «,(l/''. c?'l) +(«,( /'')«,(Q') - «,(Q')«,( /''))

l/',Ql-(p(2 - QP)
o p',Q')

D

Proposição 1.4.8 r'idcii/idade dc //Irai/c/}./J

(lO = [1 /\ o -- «J /\ o

dl l = ll /\ u -- u /\ n

Demonstração:

Segue das e(luações cle estrutura (lu('

dO = clw A Í9 -- co A da

In - «., A «.,) A o - «, A (o - «, A o)

du A w -- w /\ dw

(n - «, A«.,) A «., «,A (n - «, A«,)

[[A w --w A]]

Corolário 2 DO = ll /\ 0 f Z)ll = [)
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Demonstração:

Quais(lliel (lti(' s:SC.Ji-t,ill .'\ . } . .Zlr (: i:b( .[ij J. t,C']])OS

DO(.V, }', Z) = (/0(.V//, }'}/, Zm) = [] A 0(.V, }'', Z)

pois 0(X) = a(,V//) c ]](À'f/, }'h) = ll(.V, }'') . 'Faitil)ém

on(À',} ,z) = .In(xn,}l/,zF/)
( r[ A w -- w A [] )(À'n . } H , ZH ) =0

0

1.5 Definição de uma Derivada Covariante em M a par.
tir da Conexão no Fibrado de Referenciais

Seja un)a curva r : 10, 11 ---» Jv. Definitllos uill campo llorizoiital t, soar'? n'' (7-(lO, il))
poi'

ub = .4(Li' r;W)ó para todo Z, c r-' l7-(lO, ll))

Teillos (lue a'*'ub :: T7r(b) ' Sega(. (l( sua dehliição (lue t' e o ÚHICU ciunl)o hui'izontal sul)r(
:(,(lO, il)) co:-. est. p-'l'-.ie.l«d.

Pari\. cada. ])oi)to Z). da. líbia B 7

T

(o) existe ui la. única curva íó. : 10, 11 --+ B (late satifaz

«( à. ({) )

?b.(0)

q.(z) = «= ,,.0

Temos

Estas cui'vas são piecisaineilt(

qu(

:g PO u

%.,lz) = h.(z)p = X,(%.(í)l



Com efeito, se o lO, ]l ----} /i e a cilixa de6iili(la. l)OI

a(/) = à.(í)g = /{.,(íb.([)l

então

«(a(Z)) «(fb.(í)) = ,(/)

a(0) fb.(0)g = Z,.Í/ .

a'lZ) ' «,,- 1« ("::.., ':'-...«),...,1

' («-' 'ã:.., ,''*...»)....,.

,' ('i:..,., ,'',...,,,),.,..,,
uã..( t )g

ta(t)

Logo a é a curva integral de u que l)essa poi b.g. Portanto

rb.g -- a Tb.g

Co«-o h.(Í)(,(Z),('-),m,...,('«),u) c B, c«'1" '"-'« %. p''l'' "-' p':-*«.I" "---' ----."

escollla de unl i'efet'encial enl cada. l)oiro clo ti'aço de l-. Isto nos })erllllte defiiiii o tratlspott(
paralelo ao longo (le r (le ul]) \retot [[ C 7',-(O)A'/ pai'a T,(i)]\7, cla seglliiit(. maileii'a: esc.olhe-s(

b. € B,(o) e considera-se a curva. fb.

h.(0)
ã.(z )

b. (0), (e-),W, ..., ('«),m)
1,( í), ('-),m, . ..,('«),m)

Se u = cf(e{).-(o), então o ttailsl)oito paralelo ao longo de r do vetar lz pala L(!)A/, (lu(

denotarenlos piovisotlaitlente })oi Tlb(f)' e dado l)oi

tl:7O = cÍ(eÍ),U
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'l "'

":io - L;.,.u) Z.[,'(?')

l base cailoilica (lo Zr?" então

'«..., "t,' - ";...., l.."E,'kJ, .,)
cil 1...,{ t}.r,
cl( ( .' ) ,( 1)

":7',

O ti'anspot'te l)at'a.leio dc' u não (lel)ciidc (la (.s(.ol

b. b.ç
zz.{t) ' ",tÍ)

pata todo g C G'L(7t, #?). (lolll efeito,

t'b(t) ' L;b«(!) LÓa!/(U) - Lã,.(1)gg I't,., (tl) = Ub(.)

De agora en] diante pode-se dciiotai o tiatisl)opte paralelo de tz C 7',-(o)A'/ l)ala 7,(1)iv
apenas poi' Ur(f)

Sejan] X',y C =(A/), 1?! C A/ e r : 10, 11 uilla cui'va integra.l de y pelo palItO 711.,

isto é,

,'(ZI = E-U e ,(0) = «,
Definiu)os

onde b. é algum elemento de B..

ição de (V},X),,. não depende da escola)a de Z).. Com efeito,

'"...,« lli(«-'"ã:..,.*,..,)l .;.l
2(j

(V},À'),,. = Z,ó.

Lã,.,m

ã7z'i,Inx'm [=0

:- 'ã:,..,.*,'', Lã. (o)g É-Z'nl,U,X'm

{.r. } éDe fato, se { r

lia do l)omito b., ist,u (

A defil)



IÊ '::.., *,..,l.
'«..., llÊ «::..,.*,..,l.:.l

Te:«os q-:. (V}, .V) : «, C /v ---, (V}, X),.. C 7;,.A/ é « .a --PO s.l, . A/

Dado un] callll)o }' € g(A/l o úiii(o canil)o l)otizontal } (lue siLtislaz

}';m ' n'-(}'i)

tal de }lorizoi)

.]

liaillado de levantamento l

Segue de

(«.)-.("('í'»';..,).) - yT..,

fi - ,' l";-' »';..,),

./'l' = (.f.«')}' p«-a to.la ./' C C'(A/)
'lemos que

n' - " ("i'uu«..,).

Co:no(R,)-Ü C H., e("-).,((f?«)*Ü) m, te:«os(R,)*Ü

A função a(y) cle B ein n" é dada por

a(P')(z,) («-.Ü) = ti'(}'l,m)

a( f')(z,p) = g'' o(P)(z,)

De fato.

a(P')(óg) = w''z.i'(}';m) = g''o(f')(z,)
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Inveisaiileiite, se é dada uma função ./' : B ----., m" tal (lue ./'(Z,g) = g''/(b) , po(leilius
defillii lii]) caill})o }/ sol)ie A/ pela íoii)lula

l }'lí)«. = Lz,(.r(Ó))

onde Z) é algum eleiilelito cla líbia B,,. o caiill)o }/ está l)eill defiiltdo l)ois

Z,Ói(J:(&y))- Z,ig(g=E&))

Além) disso 0( }lr) = ./' , pois, pi'ta todo Z, C B teill-s(

a(y/)(Z,) = Z.i''((}))«m) = ti'' ILõ(/(Ó))) = .r(b)

DeliotaiTlos l)ot /'(B) o coiljui)to (le todas as funções ./ : B ---, /f?" coill tl piopti(-(la(l(
/(Z)g) = g''/(b). Segue do (lue foi dito aciilta (lttc ('xisto ull)a. comi('sl)oti(lêi)cia l)iuiiívoca .:liti(
=(M) e J''(B)

Proposição 1.5.1 S'e ./ C 7:'(B) c } C Z(A4), .:«Z.Zo f'./ € .F

Demonstração

( }'/)(z,g ) ( } 'i. ) /

l .r.R, ) .ó yb

lw ' '/) *óÜ.

g - ' /..Ü
g - '(F/)(z,)

Teore".a 1.5.1 .S. A', }' C g(M) .:«lã.

- ". (fica'D)
onde b C B é t.al que T(b'l -- ?lt.



Demonstração

Se r é unia. ruiva integral de } l)oi n-(b), eiitào

,;(z ) } 'õ,m '' ''-(ol = «-(z,) = ,,,

Segue da. uniclclade do levailLaiileliLu lioiizontitl, (luc

Portanto,

(v}, À' l.(f ) «. (Ê«'*,''..',,) .:.
". (Wú'D..HW))
L. (WÚ'D..Ü)l
". (fiPú'D)

0

Segue imc(liataillelite (lo teoielna a.ciilla (ltt(' (luttis(luet (lue sejaiii .V, } , Z c =(Ad) (- ./ C
C''(M) ,

X7},(À' + Z) = V},À' + \z},Z

VÀ'+},'z = 'ÇZÀ'Z + V'}.Z

'7J\, x = f'w\, x

Temos também

(v }, ( ./'x)) «w Z,b( }'1 (0(( ./'.«' ) ,V )) )

.r(«(Z,))Z.ó(yi(a(À')))+ }'l(./'.«)Z,ólaü(À'ó))

/l«'(Z,))(V},X).m + yxW(/)À'b

Portanto, V é unia dei'ivada cova.i-iaiite eill A'/

Se .4 C g/(«, #?) . / C /'(B) ente.o

l './'



De fato,
.a;.f .r(/''''')l.;. '''".f(z')) = -H./'(/')

Eill paiticttlai ,'1*0(}') - /la(}'' l

Unia ;;-fotltli n sobre B a valor(.s \.(,toiiais ó (lied horizontal se (}l,Itü = 0 l)aia todo /) C /y

Proposição 1.5.2 EzÍs/r unha c07'/'cç/;oi dérl.fila. bl?z/zz'Doca (ll/I'c o coillltrl.Za da.- /-/07'17 as /i.íl/

izolttais c] sobre. B c.onl. paiol'cs c.n\ Hq" sn,t,isfazt.li.(to R;(\ = g'\ a e o coiljullt,o =kT' N'l Qa TNI)

Demonstração

A coilclição (/?;o)ó = g''aÓ é ..luivi.lente i- nÓ.(yi,) = g 'aÓ(}'i) (V}' C Z(B)). Oe fz-t.

s. X C =( A/), e--tào

(f?;a)õ(.Vb) = aó,(( /?.).óÀ'ó) = ab,(À'b,l

e, como cr é uma rotina horizontal, sc:gue quc

IR;alb(}'1) = aó,(}'1«) lvr c =(B))

Dado uill teiisoi /( C =(T*A/ H 7'Jv), deht:iuttos unia l-lotma o s.l)i-e B c.iil valor.: edil

,p?n ])OI'

ob(}'i) = z.i' /\'.m(«'.(vó))

Se y é uli] caillpo vertical, teill-sc n-*(y) = 0, logo o(}'l = 0, de onde segue que o é uma
forma }lorizontal; alétn disso,

ti;' /(.@d (,'.IX'b, ) )

g 'Z,i:/(«(ó)(n'-.Võ)

Logo,

ob,(Hb,) = g 'o'Ó(}'i,) (V}'' C =(B))
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Suponhaillos apoia (lue seja(la(la \tília l-foitila lloiizoiital Q coill \.aloi('s (.ill #?" satisfaz(,ti(lu

aÓP(}'iP) = g''az,(}i). Dcfiiiail)os /\' C T'Jv CI) TÂ'/ l)oi

/\'.UO(.V ) = Z,ÕlnÓl-VÜ))

/\' está. l)eili de6liii(lo, l)ois

/,Üãó,(,xb,)) = Lóg(g'"àó(X)}= Ü(. b ,Vd)

D

Obscrveillos (late sc .V C g( ]v), ctitào .V c .V sà.o n- ielacioiiaclos l,ogo

«.l,v,}''l n-. }''l

(luaisquei' (lue sejatll À', }'' C =(A.7) Segue (lu(' l.V, }'l '1~

Teorema 1 .5.2 \ toT'ção (ta dr.ri.ua(lu coral'iaitl.( 'W é da(!a l)ot

TTQ) ( .V }'') o.(x, }'))

Demonstração

0b(,V,y) ('la)(À', }'')IZ,) = .Vb(a(}')) }'l(0(X)) aó(IÀ', }'ló)

ti'(vÀ'l'').m -- Lí'(vrx).w Lí'n-.IT, F'lb

'í'(o'',,»'')«.., (v,,*)«.., .*, "]«..,l
ti'r.m ( .\' , y )

D

Proposição 1.5.3 Ea;isíc Hirta col'rr /;aridé7 cáa bíl iúoca erlíl'e as 2-/or'nuas /}or'izozifa s a cor/
untores eln (ll(.l\, IK.l tais que

e os teltsol'es 1< Ç: =ÇNa T' NI ® T' N,l t.'} TN,l ]
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liemonstraçao:

Dado /\' € 3;( /\'T'

e«. g/(,., #?) po:

7 /v ), (t('hi)ztl'l'ios l-lllla Z-loi'l't'iÍt n sol.)I'(-

«.(.*, 'lm - "i' I'-'«...,(«.,*', «.»lü .ol

onde b C B, X, }'' € =1 /3) e 1, C r?"

Pela sua deíliiiçào o é l)orizoiitttl. I'oitailto,

l R;alü(X, y) = ob,(X, y)

B tomando valui-c's

reinos que

..,(.*, ''lM - 'ã,'(','....,,(«.,*',«.''lÜ.,.0)
«-'".('*'...,(«,*, «.''la ha)
g 'a.(À', }')(g«)

Ig 'ab(.X', }')g)(o)

Logo,

E,'- - g'' ag

ARDia, seja a villa 2-foiiilit hotizoiitítl sobre B il valores eill g/(zi, #{) satisfazendo

..,(.X', y) 'ab(À', y)g

defl,-amos K C =(A'T*M ® 7''M © TJv) poi

/\'«m(x, y)z = Ló(oó(.\', r)(ti'(z«m)))

onde X, y. Z C g(A./). /\' está bem (lehiiicla pois

Z,ó,(aó,IX', t' )Lt,' ( Z«Hd ) ) Lóg(g 'aó(À' F' )gg ' ' Lü(Z«W ) )
Ló( Q ó( .Í, t' )LÍ'( Z«m) )

D



]la Ittilçao g : /-í -+ ZK'' poi

o(/,) = z,;'' l.v.m)

l.Tsaieillos a llotação g =/,-t,V.(:oilt isto teilios

L 'V,-.V 0(,V))

deíl ini)}os uiSeja X =( ]\Í )C J }

Proposição 1.5.4 0 /cnsol' dc c?lz iiíz/.lira R da (/cl'il;adro couariünZr X7 í (/a(/o /ia7

/?«mlÀ', }'')Z = Ló({21,(.V, }'')(ti' Z«m))

o«dc À', }', Z C =( ]v)

Demonstração:

Seja {À'.j} ---.-« l,as. .l..Í//(,., .F?). D«dos .V. }' € =(Ad), .*ist. l :õ" "

IX, Ç'l« }:«.jxl)

t./ B -- 11{. Lt\ \s

Seja ,4 : B --, g/(zl, m) definida poi

.4 :: > . ai{,\l íi

Logo

ll,v, }'lv)ó = «fJ(/,)(x'l))!. =(«.j(z,)À':,)i =(,'1(z,))i

, ,'l; = (,'1(Z,));. Poi't«i-to,

(IX, }'l\,)ó = .4;

Para todo b C 1? e quais(luei (lue sejam .\', }', Z C g(A#), temos

'. (-.a,nüi''«. ol - ".(.-«a', ,lww.c2ü)
'.( «[.r, ,']dd".Cedi
". (-«.Hn".G21)
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'. l "m".üiJ)
"., l.';wGh)
'.. lux', i'],, ''lü.JPLh)
L. l.qu,-'o', a - ti(L-'(v*-.nl WLh))

IX WN; ÜW&Í ) ti'(vl.*,..-l4.m)
(V.ii\ZiZ -- VI,VxZ -- VIÀ',},}Zl;m

/?«m( À' , }'') z

0

1.6 Definição de Conexão no Fibrado de Referenciais
a Partir de uma Derivada Covariante em ]U

Vimos acima (lue dada uma coiiexà.o en] B ol)teillos villa (lesiva(lít covaiiaiiLe eill A/. Vei
emos ágata. a recíproca disto. Supoi]lta.lhos que scjzt dada un)a derivada covaiizu]te /) en] A/

e desejamos) a partir daí, definir iii la. coilexào H eni B.

Seja (,r un] ab.ito coord.«a(l« .l., J\4 . seja ill (XI, . . . , ,V,.) -..í.ie-lcial --ló«l (l. A4

definido en} U, ./' a função de n''((/) edil 6'L(7t, #{) definida. ila denluiistração cla. Proposição

1.5.4, w} as l-foiinas definidas eill (/ 1)oi DÀ'i = toÍ ® À'j e to = (to}). Definimos w em n- '((/)
por

«, = .f(\f'' -} .fT' -«.f-'

o«de /'' é a f«:-ção cl. «- '((/) e-]] (.'L(«, m) d.h--ida po: /''(Z,) = IJ(Z,))''. A for::la «, «ã.,

depende das escolhas de U e de (À'l , . . . , A',.). Com efeito, seja \'' outro al)eito coordena(lo (l.-

.4/ e sejam) (h, . . . , yn) ulll referencial lllóvel de A7 definido em \'', ./''. tola e to' dehnidas como

antes. Se u n v # 0, então existem funções a.f : (/ n \./ --} #? tais que }'j = alÀ'i.

Seja .4 = (a}) . H'' = (Z,}). Log.

X'l = /,i;l'l
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Tetllos (luc

t.,I' M }l Dll = /)(al;.Vx;)

cla, GO .V, + al;to{. H .V.i

IZ,Ç(la + Z,!total;) U }l

Poi'tanto: tour . /,!.la? -b /,}«,{«+. D'' ',-«k s egim il] l{

ti;' - ,4''d,4 + ,4''tl;,4

Para to'lo b c T '((/)n«'''(v), t.---o:

z,./' '(b ) («'(z,),(}'i)«m, . . .,(}';.)«m)

(a'( Z,) , aÍ( a'(Z,))( .Vf) «m ,

b./'( /, )H( «' (Z, ) )

al. ( «'(b))( .V.) «m )

Logo, ./'' = ./'(,4.«')

Se «,' é a l-fotnla en- B, a velo-.: .i g/(«, A?), q«e :estrita a «''(v) é defi--ida po-

w' c\l..f')'' -F J'«'-«'(f')-'

e-tã., e«- «''(u) n «''(v), «,' é .l«.l« p'-

./'(H.«')'l(./'(Á.«'))''+ ./'(H.«')«''(.4''d + ''.«J)(./'(.'1.«'))''

.r(H.«).-M''.«) -- 'U.dH-'.«)) .r-' -- /'/'' -' .f«.r-'

pois

(H.«)d(.4 '.«)+ d(H.«)(H''.«') .«')(H''.«'))

Desta forma (o está bem definida glol)aumente sobre B.

h4ostreinos que

«,(À'') = ,\' pai'a. todo À' C g/(?&, a)
Rsu 'g og pala to(lo g € G'Z,(n,#?)
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eito, teRIas (lue ./ '(Dg) := ./ 'tülg. Logo,

«,(,V;) = .f(Z,)(d./''')ó(.V;)+ .r(/,)l«''to)b(.V;).r''(/,l

''','.-'-' ,.(1'.''*) ..., * .''' ''''-««..,'«..*.:'''',

.r(Z')Ê' (.r' '( /'''")l.-o

.raa :l-u' ' ' uo .'" )
V

Para todo u C TÓB, teillos

(R;«.,)õ(u) =(/'1.r'')ó,((/?,).óu) +(.r«-*w./''')ó,,l(J?,).ó',)

= g''./'(Z,)d(/''' ./t,)ó(u)+ g''./'(Z,)to«M(«'.üp(/?.,)-óu).r''(Z,)g

= g './'(Z,)('l.f'')õ(u)g+ g''./'(Z,)(«''to)ó(o)/ '(Z,)g

= Ig''«.,glb(,,)

Portanto, RPw = g wg-

Poitanto, pelo Pior osiçao ) LI i c a.o el'o e t i ili a. coi i (-:xao ei i i1.5.i3 a. distiil H -k n

1.7 G-estrutura

Seja (; un] surgi'upo cle Lie de 6'Z,(7i., #?). Unia G-estrutura P sol)t(, /\7 é ullia sul)vai'leda(l(

regulam' de B tal que

li) a : P ---, i\4 é uilla slll)nlelsão;

(ii) para todo g € G tem-se que Rslp : P "-.» P;

liii) para todo # C M, existe um al).lto cooicleiia(lo (''. (le A4 coi :z: C U. tal que o sisteini-
de coordelladas

Ü. : T '(U..) C B («, m) , é t«l q«.

d'ojPn.-- W.) : F' n n'' '((/..)
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Todos os col)cotos e resultados (desenvolvidos l)ara o fil)lado de iefeieilciais B pode sel
ada])Lados pala ulila. (l,'-está'utuia (l('vendo-se tei o cuida(lo (le toitlai J/ C C,' e o))servil (lide

toii)a. x'dores ila álgel)ra dc Lie do glttl)o (;.
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Capot«ü'« 2

O Problema de Equivalência na
Geometria Sub-]3,iemanniana

Neste capítulo iniciamos o estudo das variedades sub-riemannianas de cocliillensão l ilão-

degeneradas. Coilstruínlos uma G'-estrutura sobre tais variedades, fazemos algumas reduções
desta G-estrutura e, a])ós complexiflcarnlos o fibrado tangente, mostramos a existência de
uma especial derivada covariailte sobre tais variedades. Utilizando invariantes foi'tecidos ])elas

reduções da G-estrutura, a curvatura e a torção da referida derivada covatiante, provaillos uii}

teorema de classificação para uma classe de variedades sub-rienlannianas.

2.1 Redução da G-estrutura

Definição 2.1.1 Urlza variedade sub-riemanniana é ?lll a terá a (.A/, D,g) oz de A/ é üzilü

variedade, 1) é uma distribltição C' sobre M e g é Kma métT'ica sobre D. Se D é de codinteltsão

k, direTltos que A'l é uma variedade sllb-riemaT tialta dc codiltteltsão k.
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Aqui van[os soi[[ei[te coi[sideiat variedades sttb-riemai)i)iatias de (o(lin]ensão 1. Seja ]v

uma variedade de diilleiisão ?ll + l e (A/. Z),g) villa vaiiedad(- sub-iieillaiiiiiai)a (le codiiiletisão

1. Cotlsidereilios o sul)fil)lado P (le B foiiila(lu 1)01 todos os iefeieiiciais (.V..VI,...,.V,,.)
onde {.À'l, - . )À'l,.} e base ot'toilot'itlal de /). Deilotareiilos por /)' {) coiljiinto de l,odes us

corefei'enciais (0, 0' , . . . , 0"') (lue são (duais (le alguill eleilleiiLo (le /'. I'oitailto,

0(,kl - o

a'(.v.) = ó; , ],'-'« l $ í, J $ «'

pala alguma. base ortoiioin)a.l {XI, .V,,. } (le D

Dados(0,0i) e(0',0'') eili P', teia .

Í a' = Àa covil À # 0

l 0': 0' + «'0 o--'l. («}) C 0(«;)

A ])rimeira equação decorre do fato de 0 e 0' perteiicereiti ao aiiuladoi de D
.X'Í são as bases orLoilorillais de /) tília (late

Agora, se À'f (

aj(.\'{) = é?''(À';) = óí

com Xí = clíX;, então

.} (À'.) o"(À';) +«'o(x.)

Logo,(a}) =(cly. De o«de segue que(a}) C O(?,}).

Portanto P é uilla G'-estilituia oii(]e G é o grupo das(771+ 1) x 1171 + ]) matrizes da fotillz

À o

« «t
co«, («}) C O(m) , « C #"' . À # 0

Pala cada secção(a, 0') de P'. sejam a illatiiz anel-sii)léu'ica(/t., je as funções/}{ tais qu.

àO ijQ' h 0] -} t\i0' r.. 0

Definição 2.1.2 Díze7rtos qüe(A7. D,g) é 7}ão-dcgerlerada se det(/z.,l# 0
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Esta. defin

(0, a') e (a', 0''
lçao nao depen(le d(' uma particular'

l senões en] F''. Senti( (1(. (2.1) (ltit'

.,« - {.-«' * - (:) « «'

escolha(:( ) cprân pll) P De fato. sejaili

Escrevendo

dal

e

clÀ x*o* -v BO

temos

(;) - -b«'' -Ê'
e

l KtOK b. Ot -} ttKOk f.. 0

- {"',«i«,"* « «' -- l{,.',«i' -- ,.'«: +l «*««

de onde seguequc

(2.2)

«* - { (''':.«' -.*";) 'l

A primeira. e(luaçâo é e(luivaleiite a. H = 1 .4'H',4 Ollde H = (/ti,), //' =

Logo,
det H' = det(À.4H,4') = À"' det H

Segue que det H # 0 se, e somente se, clet #' # 0.

De agoi'a em diante iremos soilleiite collsiclerar o caso edil que (.A4, Z),g) é

Como // é atiti-sinléti'ica, temos (ltie

det// = (teLA/' =det( /7l=(--lj"'detH

sendo det H # 0. segue que 111 é pat. Escrevalllos llz = 2zz.

{0

l/';j) ' d

não-degeneiacla



Proposição 2.1.1 H 6'-es/7'rzí?17'a P /iodo se7' zc(/íl;;da, 110 caso n(io-(/(gcrifr'a(/o, a lz na ;Z:z x

0(2«) - «1«t«''"

Demonstração

Seja P.* o sul)conjunto /')' fotitia(lo por todas as seções tais (lu(' (let(/i.,) = 1. Eilt /'Í il

foi'ma, d está fixada a tllenordesiiiat Goinntfeit;ü;s(' (e a') (-(0\ 0''Fsàa dtiasl(-çõêralll 7\',
então À"' = 1. Cotilo 111. = 271., segtl(' (ltt(' À = :LI.

Segue de À = ül (lue Àk = 0 e a segunda e(luação (le l2.2) totila-se

/&,. = :L2/iljal;?,J + /t;al;

Segue desta equação que existem uj tais que /[J; = 0. Dados (0',0'i) en] P; e (a})
utilizando «' «deq-:a'lo: eil] (2.1) obt.--los u"la senão (a, 0') pata a q«al /.J; = 0

C 0(2,.)

Seja /%' o coiijullto cle todas as s.iões de Pf tais que /}x = 0. Se (a, 0') . (a',0'') sào .lu«:
seções de /T, el)tã.o a seguia(la e(luação de (2.2) se induz a

2/iljal;u' = 0

Logo oJ = 0. Poi'tanto P2, o conjunto dos i'efeienciais (lue' são duais dos eles)eiitos de /T, ó
uma (l;-estrutura onde G é o grupo clãs matrizes

Tal grupo é isoinorfo a Z2 x 0(27i )

o:-.l. («;) C 0(2,')

n

De agora en} diante ii'Cílios supor' (lue A/ é oiientável e (lue a distribuição Z) tanlbéni é

orientada. Desta folha é possível fazei unia escolha de referenciais (X, Xi , . . . , À'2.) enl Pe t:-l

que À = 1 e o determinante da matriz acima é igual a 1. Denotamos por P3 o conjunto destes
referenciais e ])or /= o conjunto dos coieferetlciais duais. Assim, Pa é villa G-estrutura ottde
G é o grupo das itlatrizes abaixo,

1 1 0 1
o«.l. (";) C SC;(2'') ,l o a! l

+ 1



isto é, P3 é uilla .g0(271.)-estiutuia, onde S0(27z) é o grupo das 27i x 27t inatiizes ortogonais

coiii deteiiniilailt(' igual a l

Se(a, a'),(0', 0'') sào s.çõ« d. /:, .--tão

( o' - o

l 0'' 0' o:-.le («}) C S0(2'')
[ ii10 = Zi;P' ÃOj' com(7i;;= =7tjÍ ê]](' \rtiJJ - iJ

2.2 ]i'ormas de Conexão Sub-Riemanniana

Considereii[os a. G'-estiutuia Ps (l('fiiiida soba(' a variada(l(, siib-i'iettiatitiituia(]\4, D, g).(Jui
sl,ruirenlos formas de cot)exmo e foiilias de toiçào (ltie resulveni o prol)leiloa (le e(luiva.lêii(ia

Conleçat'erros coiisicleiando as foilllas tíuitológicíLS (lcfinidas iiitiillseciulleilte sobre Pa que sciàu

decotadas pelas illesinas letras 0 e 0'

Teorenaa 2.2.1 ErÍsZenl. lízl.lIGas /OI'Filas u} e r' soZ)rc P3 süZzlólÁazert(/r9 íl cquaçâo

da' = a; /\ «;: + 0 /\ r' (2.:3)

e as coztdzçocs

riJ «,}

ri!) }: ,' A 0:

Demonstração

Mostrerllos inicialmente (lue existe uin pat (le foiinas w; e r' (luc siLtisfazenl (2.3)

Seja (X, Xi, . . . ,X2,.) uin l.eferencial illóvel cle Jv perteilceilte a /)3 e seja (o,o' ,

o seu coi'efetencial dual. Segue da Proposição 1.4.4 (lue existem funções /]' : Pa '' 'f? tais (lut

(.Vi).W = ./'/(Z,)(}'j)«m

+2



onde 0 $ i,J $ 2zi. e À'. = }1, = À'. (liial(suei (llle seja lr, }l . . . . , }lz,.) lefeiencial rilóvel de iv

l)erteliceilte a P3 e/) =(r(b).(} ).(!,),(} t).(Ó). . - -,(}lz«)«(Ó)). l,ogo,

1 < s < 21

/ .S'0(2« + 1)

E«tà.. .ÍiÍI

As foiltlas tautologlcas sao dadas por 0' := /kr o ) onde 0'

«- a' = jl0j
a e o a'. Assilll

Existem formas l/'l e í' sobre /v, caiu

(In': = o'' /\ V,: + Q A Z'

Logo,

dO' .l ( ./1« ' . * )
ü.rl: r.. ç.fio' ) -t .f««' l.a' A. $f -+ . A t* )

0j A l.- .fia.fi:) -F .fi:.fíoj A. v' +'i -+ 0 A. l..fl:«' t" )

0j A (- .fi:.\.rl: -t Jl:.flv' +l:'i -F 0 A l.fi:v' t~ )

isto é.

(la' :: 01 /\ w: + 0 A r'

onde

«j - .fl:a.fi. + .ri:íl«* 4-F

.fl,'t*

Os termos /l!/IJn''Ül; e /in''ík são coiill)dilações lineares de pull-backs l)oi a' de foililas sobre i\'/

logo podem ser escritas coillo coitll)mações lilieaies das foiiilas 0i e a coiii coeficientes funções
sol)re ./"h. Logo

«j - -.#.t.A; + «}*a* + «}."

4;3



,i o" -F ..:o

Podemos coilsidciat c' :: 0 })ois a forilli. rf = rll.ak tailll)éill: .julitaili( lltP (oill ü.l, satisfaz liZ.:{)

Sejan] apoia. õ; c ?' duas forlllas genérica.s satisfazem(lu (2.3). Segue do lema de (lar

De forma aitálogal l ] l l ;

él l l

(lue

ü; - «.,} + «3*a* + z,}"

f' - rf + bi;0X + Z)iO

ll (z'k = (zkJ (' tiovatlleilt(- 1)o(l('trios stipot' b' := 0.

h.]ostranlos então (llle todo pai- (le forma.s qu(' satisfaz(.iii (2.31 s;tu (la(líts l)elas e(lua.(:ã(,s

acima. Vaillos ágata. (let('iilliila.i as Itiilções «jX; c b; cl(- lorít)a úi)i(}t (IP illo(lo (lu(- (i) (' (ii)

fiquem taillbén} sa.tisfeitas.

Da equa.çà.o (i) veill

c01

- i..fla.íi -F fldf{) + (wli. -F wlk -F «'j. -t «:l..:l0"

-p «,j+(«, + z,: + z,{)oJ

e da.equação (11)

Da segunda e da teiceiia er

o - f; A o; + ói)o* A a'

Co:llo 0 = d(ój) = d(./T./7) = .//'1/i; + ./7.l/l;, segue destas eq-açõ-

«}* + ":* + «.,;. + «,Í*

b; + z,í + «.,;. + «.,?. - o

b} z,{ + '< ,/

(luações obtemos

ü; -"j.-'.,L-d+'/)
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;i - ai;.j velll

"l;; + -,-i. + «,.l. - '.,;. - "'.
-«l;, - «.;l; - ui., + «,Í. + ul;. «,}. - «'/.

«i* - :l ( -- ..,z. -'- «j;

o que prova a proposição.

Escreve:-clo O' =(0',..., 0'"), ,' =('',.. . , .-'") e «' =(w;), te-.«,

dO = --o /\ O r A a

Se O' = gO é uni oittio coiefereilcia.l, (-iltào

co' = gdg'i + gog'' ,
/r

2.3 Redução da SOj2?zj-estrutura

Obsetveil)os que toda 2zz x 27t ilha.triz (lue comuta coill il 27} x 2

onde / é a n x zz ilha.triz unidade, é da forma

onde ,4i e ,42 sao blocos de otdenl lz x zl..

J-
/ 0

0 -/

.42 ,41

,4i --,42

Da. l)riineiia e(luaçao ( d(luaÇi

Logo

S

1} nlatiiz
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Usar-CÍlIos a iiotaçâo

r '/{ ( 71 )

« /.(,,l

{ ,;l C 0(2111 : H./ = ./ .'1 }

{H C o(21/l : /l./ = ./n}

Agoi'a validos i'('(Itizit' il ('x -('sti'tttiii'it /) l)ai'tt lllliii (//{-está'ttl,tii'ii. Pzti';t isto, iliosti'eiitos iiiit('s

o lema seguinte

lucll\R 2.3.1 Sr.){t v' ttiil {spaçn t'rtpi'lftl l(:(ll (l( (ItTllí'ttsan 'Zlt foili l)todttto titl( t'rto !J ( -s(.Jtl

}{ l v --} v ILlll oprT'adoi ailll-sÍliiéf)ito soba'c \./. E:tts!.c l lll.a bus( oifot OI'nl(L1 13 (1c v l(tl (ftlt

0

À,

l / / l.:
À.

()

con! Ài 5= À2 5; ' ' ' S: À,:. /í/érit dis.se, sc Z]' f 'ízrlza base ÍJ//Ollr97'111a/ (/c v ía/ qü( l//Iti'.,/ ::

./IHIB, e IHlt],J dc/i7tÍda 7}cgrzZíua, citZão À. > 0 c a z? a/r i: 71ilzdarlçu (/e Z,asf dc 6 /)a/'a B'

P.,'''«c' « UR(n)

À

T)nn.f.n.+.,,n.

Seja \á o coitl])lexificit(lo de v e estendaiilos g ])aia \Ó l)oi biliil(,ini(la.de
hernlitiailo sobre \á deíli)ido poi

Seja o l,:..l--t.,

l«,«>

cona i'elação a este novo pro(luto /J é alHeIa. anel-siinétiico. (lolll efeito,

l.Flu, tu) = gtHu.u) = -- gÇu.Hn) = -- gÇu.'Í:Í'G) = -- Çu,H\u\

Os autovaloies de H são cla forma í,X coill À C .F?, pois se //u :: pu, eiitào

1/.t,,o>=< o,u> =-<t,, ,> = <.'./..,>

--/l ('l;: I'}

/.<«, :,>



Logo. /z + 7í = 0

Se /z::: zÀ e auto\.'aloi (l(,// asse(-ia(lo ao atitov('t.oi t}. eiitao/i:= --/,\ tl iiiltuvzlloi associatl.
ao autovetor F. l)c fa.to.

li {' :: ll \' '== }ti.' :: l.t. \}

Se 11/ iiilLslil]ç:$paço (lc\' i]!xuiai)t:epo] //.nll.àoJ+'-t t.ailll)óili u ó- l).)is (larl(u12re
zo2 C T't/-t, l,Cílios

0::<//tl;i, to2>:: <zo], //toz>

logo, //u 2 C it/a. Desta. foral)a po(lcltlos ol)tei iiiila base Oltuiioilllal [l' til] (lue l//Iti ó a iiiati iz
([es(' ] a(] a

Escievain.,: 25' = {1.l i'z,.}. l)(-íiztittlos o ol)('ta.(loi liticat ./ sol)i(- \ l)oi

J?tn = t/n+7t ./'lZ.l+n = --tl

Logo, IJlaí e a, alia.triz J aciilla. e f7./ :: .///. Os ti.iltovalores (l(. ./ sa0 7 e z, l)ois s('ii l)oliiióiilt{)
caiacteiístico é da(lo l)oi r (:z:) = 1(ít: í)(:l: + i)I'". Assim,

\f} - \./l.o Ü \,/o,l

ond(

l/''' = {u C \Ó ;

l,'o-' = {tuC\Ó; ,Jto= Í'tol={ C\Ó; t,C\'','}

e, portanto, clip) l/i,o - dill l/o,i - lz

Se t) C l/i o ei)ta,o

]ÇHu) = HÇJu) = FI tiu) = iHt

isto é, //u € 1/] o. Poi-l,ailto, l/],o e iii\rtuiat]te l)oi //. Desta. foi]]]a., l)o(lei ]os ol)tet uillzt bits(

ortonormal {?oi , . . . , to,.} de v''' fotilla(la pot a.titovetoi'es de H,

11'tu. = i.>..'tu.

À. $ À, $



ll'n, = i\.i'Ü.

I'l,alho, Z):= {ll.'l, . . . , If'n. tf'l. . . . . ií,.} (' 1)aS(. tl(, \rf fol iiilt(lét l)ot tiliLoviilt)i-(.s cl(//

fVlosl,i'eit]os (lu(' Àa > 0 l)ai'a t,o(lu n. ('o]]] (,I'eito, cola)o //./ Ó (lelitil(la negativa.

<//./to, tl,> = g( //./to,m) = .'/(//J(R.' 1.. 1, R(' tl,) + .q(//./(1111 i{,l,lill u,) $ o

Q -; ...Á+ ''; ,. . A ....; ,' .

SCattC d a.í a t]( {m. o. ll)as( oi toiioiillal (1 (ío,.} ( ) 1 1 ( J co11)Jf

Po

l)ois H./()]

tela)os

> = {//../ 'tl;., 'to.*> $ 0n

itanto, À. > 0.

Seiaii] Z)l,.. .,t'2n C \'(lit(IOS l)OI

..+ m.

,(..'.. - m.)

Temos qlle

üaüJ?&® - *.'"«*''

fÀ.?o. + IÀ.to. .

agora (ltie {ui. . . . ,i)2,.} (; orl,ogoiial segulidu g.[)e fato,

g("«,"a) - {(<"'.,nP> + <«,...«#> + <«,/.,«,.,> + <i0..,wP>l

;l(ó-., + ó..a)
8..,

/11 u..*r --+- /

Ht'.

g( .,., «n+,. ) ;(<"'., n#> - <«.., :«a> + < ««, .«..> +<n. .«#>)



gl«....,.,:,a.-,.l = -i(<..'..n,3> -<...,.«a> - <...,,. ..'..> + <l

;('''.... + ó.,íl
Õ.-,,

a.alto. B = {lll. . .., I'z,.} ó llilli\ l,itsc Olt.oiiuil)ial (l(. \,' t.al (lti(

()

À,.

l //l.:
X

P ol. t

t{,,j > )

À,.

Z 't0o Z't0

?T -"'
.'".--,. - :-

Seja ,4 o ol)eta(loi litleai soba-(. \.'' (lefinido l)oi Áiz, = u,. Logo,

/Hrf.:= ./1)c.:: Ua+.,:: Á?Z.+,.:: d./?l.

./.4u.+,: :: ./'t;.+,- = --t}. :: --,4u. :: ,4J'ti.+«

Poitaiito, J.4 = /(1.,/. Segue (lal (lue a iliiLtiiz illu(lança. de l)ase de Zi l)ai l ZJ/

C'otlslcleielnos o subhbiado /4 (l(' todos os coiefetericiats (le /l tal (ltic
e

//..{3 :=/la+,..,f+n (' //..+,:./y:: /l..,d+,l Oti(l(- l <a.,j< ll

( )

Àc0111 0 < Ài $ À2 $

Temos (lue

Ju.

pelLcitce a (//{l7/ l.

n

l /t. ) C izR(n). i:t.,



Se(0. 0'. . . . . Í7:") c IÍ9. a''.. . . .a':"l sào col'(.i'ctl'

0't =: (li 0.i

iitao, l)elo l('iria alitci'iot'. t('illos

«l; = ''.;ini .:' ..i.i''' = --«ii.+,.

isto é, (aj) C L//{(71.). ['uitaiito /l. o coiljliilt,o (]os ie]eteitc:iais dos (lit tis os e](-iil('fitos (](- /
;ão .l«ais, ó a //n(,.)-«t-.-t:--«

Seja ./ : /,) --}/) o ol)(.ia(loi lii}(.itl (l(.hiiido ('oillu sega(': sojit((.( i.. . .,(,.) llili terei(.ii(-i;
de Pa, dehiiinlos

-./Cn = (..)+li C' ./Ca+?z = (

Logo, a. nlatiiz de ./ eill telaçao a (lllal(liiel rezei('ii('ial d(, 1).1 ó st

1.) é outro lef('rt:lic-ial de r'+ ('oill e; = ala;

J'l. («}';)
J(aÍlfa + aÍl+"eo+,. )

«:tii.,,...,. + «ÍI...,.'
/

J(al.+,.'.)
J(«Íl--,. 'n + «Íllii.P+,. )

--.z:+''e,3+,. -- ":e//

/ 0

0 /

!J

/'ilills elll (o]] ]

(

1 1 1 1 ) i'( l l l l(?sll l }l

De (. Oli(l( l«';l C (//?(vz.), etltàofato, s( ( {l j

J

/



Lenta 2.3.2 (''o/l.s/aria/zr/o <.'1. /?> = \ \l..A[3'l (Ollin s(tlt]o í, pio(]llto iii]( silo ( nl o('2tt'l. 1{ irtn

« /.( ,, )" {/ c .l2, l ,/B + B./ - 0}

Denlonstl'ação:

Noteillos (lilc íl/t(z}) = { 1 C ol2li); .-lJ = ./,;1}

O sttbesl)aço lt' = {B C o(21111 .//i + /B./ = 0} está (oiiti(lo cii} r//,(lzli l)ois sc B C ll .

,4 é unl (-leillc'alto gciiéii(o (lc 11/{(711. L(-altos

<d , /?> ti</1./''/3> = ti'(./.4/yll ( ,4 , B>

logo (.4, B> = 0

'- ', ,.. . ,V--./.V./ .. À'+./.VJ .
be .\ C o(Z7i), H :: -----:;-- e /J := -----:T--. então

Segue (lue o(27zl = tz/?(li.) + ll'. Pois;-fito, l,t'' = 11/?l7ilX

'l + n, H c «(,,l . c it

0

OI)serveilios (lue s(' // C t//?(11.)l eiit.ão

« - l líi' z:l
otl(le .f/l e //2 sao 1? x ll tala.Ltizcs

Teorenaa 2.3.1 E.z:llsZcn7. 1írl.liras /-.fo/.//ias wl;' rf, ( r: sa/;:-/a.-credo í! r.qüaçào

.io' A «,lj + a' A ,f, + a A ,;

e as cozldzçocs

' «,{, «.':lÇI,. = «'D, , «,l:f" «.,«

' ,'{.j = .'Í. , ',ÍIE« = --',& , ',fP'" ' --':a.....'.
e r! /\ 0: = 0

Demonstração



e r.l coill', ii., 'l'e.,ieilti??. A .l..r.,iltl)osiçâo «,'.l = ü'i, + rl, colei lü'l,l C t'll,)'
lr;.,) C ?l(li.)i. l os foiitc(c as foiitias .''i.? c rl, (ltic satisfazciii ii eqtiaçi\u c as cota(lições a( ini;t

.\ iiiiici(laje (lc ..'i, (' rl, s('gll(' (l?t iijtititla(lc (l(. ..l

S.ja--- «,;

0

Inti-oduzireillos apoia as loltllas ('ullll)leias

('' = 0'' + ;(J'+"

,/i'.. «.,?,}"

llh ,c, + ;,#"
'-,' = r.I' + ;,"+

IJsaillos a t\otaçao

)i'l'3 = TI';fj

Sej« íW.B = /..# + ;/..,n.p,.. T. ,:-': 'l--'' !/..B = #n '-

.lO = ig.n(' A (/'

De fato,

Itij0' r.. 01

ll.n0' r.. 0Íj -\- l\.,0.+..0" b. 00'V" -\- ll..-}..n0"-t" r.. {lí3

/}./jRe((' A ('Í31 -- /i..,j+,. lilil(' A ('")

tg.-ÕCI' N (o

tlllla. vez que ig.B(,o A (,/3 e llllla 2-fot'fila i'eal, l)uis

ilJ.BC." b. (B = iU.ÕCI' N ([:

dO

+ /z.+.,/J+. Í9

Piocedelido de foiiila. análoga. v('ilios (lue l)o(leitlos escievei o Teotetl)a ?'? da. segiiiiil(
illaileii'a:

Teorema 2.3.2 ErísZc/n iíil.ica.s /Olnla' r/ÍO, '7:b ( I'o /ais qlt(

(l(' = ('' A l/l\., + (''' A 7h + 0 A I'5'

sa 1. isca :c tida



. I'l; A (' + l# A (" 0

Observei))os ágata (ltic (g.P) ó iiilla itlatiiz li( iinitiaiia. logo ela l)u(lc s(.l (llagollê\liziit

usei)do o gtul)u r/(zz). Est,('s a.iltovalui-( s sào iiivaiiiuil,es (la (,sttutttii\ siil)-i-ieitiztiiilia.iiit (' sii{)

luiiçàes a valores iea.is (lcliiii(las ini \zti-ie(la(l(,. Siil)oilliaiilus (lii(' a (liagoiiitlizit(:ào (l(' (y..:i)

produz ptecisail edil,(- z aliLovaloies (lisa.iiltos À.- (oill iiiilll,ipli( l(lad(, coiisl.anil,(' (/.. l:sLít llil)ol('s(

será sufl('ieilte l)ala te(luzia o fil)ta(lo /''lvl.l l)ala o lil)ia(lo ('1./. ) x . . x r/l(/,)

Diagoilallzai)(lo go ol)l.(.il)os cot'('f('i'('i)dais (. l ('" tais (lti(

ÇI.-Õ = ÕÍI.Xi3

À(/i+..-+(/J;..+l :: ' ' ' :: Àr/i+...+.lk " l/A- l)aiit 1 < /.. < 7-

COll] C/l + ' ' ' + (/, = 7? (' 1/1 < 1./2 < . ' ' < 1,/r, Oti(IC l,/A. são fitei(:ões a valui-es I'Cais defiili(las ('lll

Deiiotatllos ])oi /:' o c.Olljullto (ios coiefeieilciais 0,(''

secõcs de /:'; t,eiilos

(la = llÀ,*('' A ('

('" on(l(' (g.lj) ó (liagoiial. Nas

s. (o, ('. (") . (o, ('' (''"l sào duas se(:ões de /'; colll

('' = «1;(' ,

ente.o

1«1;) C U('/i ) x x [/(./,l

Con) efeito

iól;x«('' A ( (10



;,\.,('' A ('''

,À..(«:('') A l«;(vl

;«;À., «ll('' A (

(le onde segtic (hiP D .I'/).-l oii(l.' ,'l =(al;l c/) = iÓCÀ,,i 1.og(J /) ,/\. isto (

«;õ:l À.,

Poli,ailto

«:llÀ., À.)

ou seja., a:l = 0 sc À.. # À.-J. (:oiicltiíitios (lti(

1«11) C //'((/i ) x x (/((/. )

Poli,aill,oo sul)hl)lado /'5. (los i(-í(']('i]riais (los (ltiais os ('leia)eiltos(1(,/)s silo (fila.is, (: lilil l

{/((/i l x . . . x {/((/,)-estiututa..

Usaieinos a ]lotação /i. = zz((/1 ) x ' ' x tl((/,). O produto inteiiio (l(- o(272.), 1cstiito a l((lll
po(le sel' esci'ito ila foiiila (oitlplexa (-oillo

IH,n> 21{ .' t-( d#')

Denotareinos l)oi- /l.z o esl)aço peia)('ii(liculai a. /l coill tesa)eito a está' pio(leito niteiiio. S(

H C zz(7}), pocletltos escl'evel' H :: (,/l;.i),x, oit(l(' /IÍ.f é ull)a (/f x (/j fila.ti'iz colll Hlj :: /l.,.
Allaloganleilte, po(lellios csciever g.B :: ((l,'ÍJ),x« ('oill C-'f.Í = 0 se i # J ( ('{, :: //f/./,. Coili (.sta

llotação d C /l. se, e sonlellte se, ,4{, = 0. pala zl # J, e ÁÜ C rz((/{). O lctlla. seguinte caiacLeiiz&l
os elelllentos de /ll

Lenda 2.3.3 ,4 lnaí7'íz B C /ll sc, r' .se//&c/?/f .s(, B.i 0 /}ar'a ] $1 í $ 7

D eDa O n a+ '" :' '' ; n

Se d C /z, eiitào

21{ e Lt'( .4{. B{. )

5-]



(.:olho HfÍ l)o(le sci (llial(lil( l (.l(.iii('iilt) (l(- i/(í/:) c BÍ. C tz((/.). tctl)l)s (ltie </:1. /?> :: 0
soilleilte se, B.-.- = 0. 1 $ ; $ r-

Fazei)(lo a (l('(oti)l)osi(: lo (l(, l/i := (i/i al, ol)Li(la iio 'l'(,oi-('illii ??. l){)t //i := // + IZ oii(l(' //

Loitla xraloies cm/z (' l2 eijl/li. ol)t(.illos o scgiiii)t(' iesiilLa(lo.

D

Teorema 2.3.3 /ç:rzls/c7n iín lcri.ç /o///lrr.- i//3.'

c'li, l3i < dt -+ . - - -F (ti lal (lu(

Q co })lI'à l $ Í.J $ z'. í/. + +(/...+l $

(l('' = (/'' A //ll.' + ("Ali) + "A
saLislazc. ltd o

B
7/a

' 'ã, ' vâ. sf Í #J . Im. =0

' 7lb- -7L

. 7oa A (' + '; A (' = 0

2.4 Curvatura

As forillas de ctitx/etnia sào d('fmi(las poi

iil i«,l. + «,; A ui

Teorenaa 2.4.1 /is /oz'lilás df c?ll'iia/iz/.a sào (7rzdí/.s /)07'

ni = :/?i,,o' ,A a' + t'tl,o' A o + /}*,o' A ,' - /..,ol A ,*

[q.;. ii:.I'sco'm. as coitdiç.õts R'K.;
il/É. + I't'';l. + t't'ji = o

/?Í;,,. Xl;,, + /?l.t, + /?:,.x. 0 I'i '.e

)j.)



Demonsti'ação

S.ja:ll

Ç }'

It klt)! r.. vi -} Iti.Ot F. Tk

l)ihinKianda da' - {21A«;t [: ÜA'!.i,'- D.u

0 = (0' A«'l; -FaATX) A«'i. 0* A (ç21. +u(,'\«;.) + /z.x;,a'

+/,,,0* ,'\ a' ,A r' -- a A ln;+ r' A -l)
--(0k A nl. + 0 A Q;) +(/l../al l ,«.( 0X ». rl)

(ak A 01. + Í7 A Q' )

Poitailto, x/al(' i\ igual(la(l(-

It:lí)t b. rk )

Íyx' A fZ!. + /y A Í2' = [)

coillleclda coillo i(l(,tlti(la(le (1(. 13iaii(,lii.

Teltlos (ltie ol. .nl;. De fato.

ç\T - ü«T l,:.o' r..,~ -FI..:o- õ.,:

-} UOl: /'\ UO'j -+ it.K.Ot r.. Ti -- Iti.Ot h Tk

k

Segue do leitla de('ail,aii(lu(

i"l,,"'k A a' + I't/É.O' ,'\ O

ok (lue

t't'l. - -i'tC*l

oii(le al;,. RA.s,. Senti(- d(. {2i; ::

R*'.

Segue da identi(lado (le 13iaiicl)i (ltie

«' « (i«i,.«' " "' -'- .'''.«' « «) -- , « -'

: /?l;,,Ox' A 0' A a' + I'l/;;at A 0' A 0 + 0 ,A (2''

; :: ( /?l... -t /?:x.,. + R:.*)0'' A 0' ,A a' + 0 ,A (I't'';.a'' ,'\ a' + Ç2')}: (/?l.. -t /?:x,
k<v<s

3(j



Poi'tais to

/?l.,.., + /?:x.. + /?l..,. = 0 (

1 1 'l..,Í7x' A a' + Ç2' = c;. J A /9

l)ata certos c:

Diferencia.ndo /9' /\ r' := 0 t (' 11)os

0 lo' A «.,j+ OA ,') A '' - a' A({2'+ ,' ,'\ «,i)

l)' r..uoi,hTi N rj b.ui.} r..Ç--\\'.;0K n.0; \-ci..0' KO)

E (I't'i. + I't'.i + it':)o' A o* A a' - .ia' p. o' ,'\ a
i<k<s

Logo

ll'JI, + it/.} + t'tC = 0

Segue cla dcfiilição (le QX; quc

íll; = nl;+/ikr0/ATÍ+/li/(JIA k

ii?i;,.0' A a' + t'tq,a' A a + /t.,0' A r' - /&;,a A r*

0

Temos (lue HI :: --rlf. Porta.fito. s('gue do Leiloa. 2.4.1, (lue exist(,ili útiicits foriitas [l... (

7'i'X; tais que rli; = rlik + rfX. com

ll- = (ni.) C «n(«) . r. = (Hx:) c «R(,.)"

Segue da deiiloiistraçã.o (lo Lellia 2.4.1 qu(

,rnJ) 7

Escrevendo

n;'''

) /



tettlos

/ll./ - iit;llt iil;''"

Poitailto

H.

7'i

1 1 iill + iillllt nl;+,. iil;+"
L]. ulit! iil;...,. ilEjljj:rrç
l ill} - [i]]]]l nl;...,. + iil;'" ]

, ] ii]]'" + ii;l+,, n:]]t lil; ]

Coiisidei(-illos as fottllas('oilll)lonas

q'',,

q'i/'

] l i'/j + l:ilj',}"
7'll, + ''7'G''"

valllos escrevem' @T/3 e q)T/3 ('olllo fuil(:õ('s (le /?/jrs, I't Drs, 'Tn (' (,". Teilios (lue

:l l-;+-;r;:+;(-;-'" -H-.«)l

ii;l (";« -- "s';:,,, -'- '"z:" - '"'*.,,.) "' « «'

+ (I't'X + i't'Hll. + {t't'X'" - ii'l ....,.,.) a' A
-t l.ILBt il'íJ-l..,i'l a{ /\ v" -F l.l:o+«,t -F lho: ) Ot

--(/].r+ ;/&..+,..,) o' A r/'+( --/l.+,:,l + i/l.,) ol A r'j+«l

'P'#

Ca.lculati(lo ca(la t(.iillo sel)aiadail)(,iit(. (observa-l (cite l $ ó. a $ 71.l. ol)L( lilás l)ara

1l(";-+ "a:.,, -'-:"n -'«a«.,,.) " « ,

o pi'ill)('il'u

il l("S..+ "ww:...+'"= -:«B«....) ,' « «'

+ ("S.«,... -'- "a;...., -'- '"aZÜ.,. - ;"ã".,.«... ) ""' « ,'

+ ("ã....... + "nw:.;,..,. + ' 'a:..,. - ' "ã«.,...-.,.) "'' « "'''"
-- ("ã,...,..,. -'- "a;.'',.....,. ''' ' ""..,'.... .'"....,:) """ « «''"



il("S;. -- ";#w:,..+'"U -'«;;«....)((' « (' -'.d « r--J « ('+J « fl
+ 1-;";;.,..,..« - '"=;.-,..,:.. + "n,, . ....«..) l(' « (' +c' « (; r « (' - f « fl
-- l-'xS.,....,. 'p=:......+ xR;...,. "a«-,'...-«l (r « (' c~ « f'+( N (' (' b. (

\

/

+l ...,. a:.'',.....,. ";'.'*«...,.-'''";u« -'*.,.-..«l l(' N J 'J b. ( -'- é « ('ll

ãl;õ.(' A (' + ÃFlõi,(' A (a'+ ã.i.(' A (ó + ÊI.li;;:(" A (a'

oi] (l(

XB'. li l xl;ó. + xEI... + /?l;lh,.,. - /?lh.,n,.,. + /rl;;.b. - /?lh«..,,.+,. - /{':'..'"....H. - /?=ll.H,.,..u.

--;("B..-"B..... ":,..«. ";;«-,.:.. };--,...,. ,'..-.-,. - ";n«..-.,.+ ":-,..'-...«.)l

li l xl;ó. + xl=1.ó. + /iXl;L:,. - /?lh.,n,.,. - /ilZI,.b. + Rh.,.,ó..-H. + /il;..u.,..,-H. + /?l#+ll.H,.,..p.

+í(RH ... ..... "a:,..,. -' "D.,.«.+R=:,....+ ";n,......+ /';;..,..'',......l

/?l;;. li l/zanó. + /?wwl,ó. - Rl;lh=... + /ih,.,õ+,,,. + /?l=1,.b. - .rz/».....-H. + /il;..v.,... + /?l:=1..w.,.-h.

+ (RH - ':ã«.,.. + R;,..,. + xE:,..,.,. "B',.-«. "a:,.,.,.,. '- ";J.M....,. - "B".,'',.,.«.)j

li IR#aó. + Xl=1.ó. - /?l;lEI..,. - /i&,.,H,.,. - /il=1,.b. + Rl;+,..ó..-b. - /?D.'».,.-b. - /?ó.w:,.-H.

+' (R= xâ.,,.. + "B,.:.. + "a:...,. -'' "B.....«+ ':=:....-". ,..,. -'' "h-«,'".,...,.l

Para o seguindo temos

IWOa. -- '''n:, + ''«F' - '''''h.,,) "' « "

'''8 + WX..... + ''''T" - '''''h..,) "' « "+ ( -''Ó:-... + "'U,'... -* '''''Á.U. - ;''''h......:l ,"" « «

; l('"Ã;+ '''ul.+'''u" ''''h...) (r « "+d « ")

+(-*'''x...-:"ul..+ ''n. - ',,'h..;..)(r « "-r « ")l

iihr A o+ i:ihJ A o

5Ç)



l-t
/3Õ :1 1 ' ,',% -- '' '.:a'., + ' ' '.',=;. - - '',:;«..«« -- ' (''',=''" .'',.... - ' , '.'' ....-,. ' ''',=:'....,.ll

il I'''x. -- ''',n'., - '''.n,. ',h..«. -* ' (''''a'" ' .;.,. , + '' .','.., -'- ''',=:',«.)l
o})teitlos

LILÍjt-\- 1111'l+..,..I \ OI A r' -b(IL..F,..I-E'1111)t\ OI A 'Í

( /i/iõ -- í/&/4.,.,Õ ) p's /\ r' + ( /l.a,H.,. -- í/&Í%..H.,. ) 0S+" /\ r
+(/i/N.,.,õ+ í/ld.,) ép'~ A r'+"+(/l,/»..&h.+ ;/í,í..H..,.) a'+" A

fp/,i lo'S A(r" + fr"H') - ;a'»"(r'+ ír''P"ll

ig,,i(' A ''i=

a.tto:

--( /l.*l+ i/l..P,../ ) éll /\ ra + (--/i,..H..l + i/l../ ) 01 A r/4'

-- l(/lar + i/l....h.,l ) ol A rÍ3 +(--/}«H-,f +i/l...t ) o/ A r'4"l

})a['í] o (l ]]

t, (' A (' + Ãl;.;(' ,A (:' + Àl;i.(' A (' + /?l;i;(' A (;

+ig,i(' A I'; + jg.a(' ,A (=

- 'bq'p.

:l 1"; z!;: --'(-;'''"+-;*«)l

Detelllilteilios aaoii



tl il; (";,, l;:,,. -* , "z:" '''" '";;....,..,.) "' ««
+(I'\%'., tt'.\'l:'..+ fii',=''"+ ;i'''';,.« ,) o; «a
-.F (ll.-jl -+ ilt.j+,..t'l Ot f. r" -F (iltíjt -- it.}.+,..I'l 0i õ.

-( /'..r + i/,.,.. ,..,) a' A ,'' +( --i/,..r + /...+,.,,) 0'

C'alcttlatl(lo ca(la l,cl-lho separa(laili('iate, ol)L(,ílios l)aia o l)tiitleiiu

il("s« - "a:.,. -'-:"n'+'*;«..-l "' « ''

il l("B.. ... --'"n -'-'";...«l "' « ""

+ lx$.«... /rU:..... + ; xl;h. . -'- ' /?F t)H'" N Q'

+ lx8,...«. "Z:.....,. -- ; "a:...,. + ' "B.,.,...-..«) "' « .''''
+("B.«..,.--« - "Mw:,'-.,..,.+ ' "H.,......+ ' ";;«..'',.,.«.) A f?a-H:

'/}kt , &bt ,a
L

Ó.a.H. + i t/}ht,ó.a-hl:RI,...,. + /eE J k

+l-Xl; ' '/}hl,&ht,a++t ã /il;,n +?«f'll

Ãáâ(' A (' + ãjl;Ê;(' A (;'+ ji;E,(i A (' + Ê;h.(i A (;

onde

ã#. : l Raaó. - RwWI.ó. + Xl;lZ,... + /?h,.,w.,. + Rl=1,.h, + R/h..ó,..b. - /Z.','+..,-h. + /?mWI.H,..,..

--;(RR+ xã«.,.. - XB,.... -'- "a:,.... ....+ x=:.;,.-". ,...,- "a"..'".,.«.)

li l Rl;õ. - Rwwl.ó. + /?;EL.,. + /ih,.,H,.,., /?XI,.h. - RB".,ó,.-b. + /?ll..N.,.,.-n. - Rw.,w'.',..."

+' ("n + "a«.... - "s,..,. + "u,.. . -- ":;...,. - "n:.;... -'- "m.,..,: + "a«..-....-.«) l

Ê#, IÍ lxBó. - xn,l... - x;ll;l,... - /?h,.,H,... + /?KI,.h. + R/h..ó..-h. + /?;l,ü-,.,.-h. - R/w..w....p"

(j l



+z l./(ljÉ; t /Ílh,..ó. + /ÍB.H,... - /ÍI l.M,... - /rl;.\..l.,. + /rl:.ll..S..+,. + /rll...+,....P. + /rlh,..H.,.."+«,l

li l /?l;Á. - /?==1.... - /?;n.,... - /?ll.,.h... - /?l=1,.n. - /?l}.,. ..~..+,. - /?ll.....,. ..+,, + /?l;l=....,.

--; IX8+ x:.«.*. -'- /?B,.... =:..... -- ";;.'..... /?::::.'...,. ....-«..-«. ,'-"...-«)l

Para. o segtiii(lo:

1-,',;. '.* -'-'''''#"+ '-'l:...,) "'' ««

I'''';. ''',=:'..+ ;''w'' -- ;' '',:....) .'' ««

+ (''',;,.... 'l'w+:'....,. + ' ' 'lU'h. -- :''';h.....«) ""' ««

;l ll'.';.. ,=::, +''''n" -' ''''ü...) lr « "--? « ")

+ (-; ''''& -- ; '''',=:1, + '''',1:''" -'' '''',ü..;) l(' « "

i:iÜ''F A # + Ü,#é A #

ü;#' : il I','& - '-'a:. -'- ''''p' + '"x..... +' ("'p' -- '''#.,.,. 's. + '''u'..)j

ü# : ill'''ã-'''u:. ',r" '',b.,.+'('''F'+'''',h...-'-''',?.. ',=:',.)l
Para o terceiro

tll01-} i.It(»,.,! ) Ot õ. r' -F t{.ILÍji -- ILH.,.,t) Ot F. l-"h'

( /la6 + {/l/}+.,..6 ) #Õ /\ r' + ( /l.#./i.ft. + {/i./N,.,H.,. ) #H" A r''

+(á/l#õ -- /}a+.,.,ó l #Ó A r'+" +i( /l#.M. -- /l/w.,H,. ) 0H'' A

iã= loó A r' + fo"H' A r' +fo' A r"b' - oW" A r""H'l

lgã(Õ b. l:l



Por últitiio

l //..r+ ///..p,../ ) f?/ /\ +(--l/l../+/l..F,..r ) 0/ A r'H"

1(/1..r+///..F,..r) 0/ A r ' +l ;/l.//i..p,../) f?r A r'H"

l gÕ-aÇ" h n.l

Poitailto

.P«. ÊIÂI,('' ,\ (' + Ãl+F,('ç A (a+ ÃMI,(i A (' + /?~il;:(i A (z'

+Ü,h'(' /. p+ ÍÍl#'(' A ÍP - ;g.ã(' A lil' + ,:gm('' A li'

Lenlbreitlos (ltic sc u = (uj)txl ó villa /)-fotitla e ' ' (1,)kxl é uilla q-foiljla (.iltã.o luü-. al

a (p+ qj-foiiiia (l(.fii)i(la l)ot

1«.,, 1'l l )"'y A ...-

Logo,

.il«.,, 71 l.i«.,, ll + ( - l l~l«,, .ill

Com efeito

.il«,,'xl dw /\ 7

(lco /\ l

A .l.,+(-ll''«., A .il' -(-i y"'.il' A «;

A .l..- +(-1)'(w A 'l'Y(-1)"0'+').ll A«,l

l.i«,, 'l + ( - l y'l.,', .i'yl

l (1'+1)'/,y

l7,+ 1 ) q7

Se u,'y são l-forillas, tentos

1«,, 11 = «, p. 1 + 1 A «;

Poi'tanto

1«;,'vl I''}.«,l . r''.Q



e se H e B sàu 0-forillas. isto é, A. x A- illtltiiz('s (l(' lliilções. eittào

[.l. B] - ,'t /j /j..t

OI)seiveliios (lti(' sc .'l./i C o(21/l. ciitâo l,,t. /?l C o(2zll. D(' lat ,. stgti(' .l. /lz

/jr = --.ÉJ (lti('

[;t:q"=U?']' ]'B'=1?.-i - .'i/J = -ÍA a

Lema 2.4.1 S'r./íziil ,4. /-?,(' c o(2zll r < . > o /l/r,í/t//o f/l/ri/lo l/süa/ í/. .,(27i.). /?l//(ia

<l,t, /jl,('> . IB, ("'l>

Deiiionstração:

<l,a,/:rl,('> = ti(l/l, BI(.')

ti'( B('H ( '/J,'l)

- t -'(l/3 , C'lH l

- t-'( .4 IB, C'l )

l,a,la,c'l>

Sejalll I'l/. . l,t,', subesl,«ço: .1. .l2,,), -:salll.,: « :-otaçã.,

ll't/i, l,L'21 = {1..'l, /?l C o(2vl): d c I't''. .- B € 1'í6}

Lema 2.4.2 raJ ltzP(71),il/?(zlll C lz/{(71)

ÍZ,) lup(,.),«n(«.)'l C «/.(,.)'

Í.; l«pl,, )", «R(«)'j c «/.(« )

Demonstração:

(j-l



taJ Seja I':l. zíl iiili cl('iiiellto geiteri(o 'lc ltl/?(}/). r//f(}ill. I'oltaiito.

[..l./j]./ - .'l/j.//j..l./ - ./..]/j .//?..] - ./[.-]./j]

1..t. /31 c ../.(,,l

(l=+ Seja (l=tttl l elcl l lci)lu gciJÓ[lc:udluzl?(}1.) pt/l.l4nJ] (; iil( :l+:k)#''i ré+:K:u(k

<l/t, /jl, (,'> = -<ln, ,'tl,('> = -<B. l.'i, cl> = o

Logo

Fe 1 1 ios
[« «(«L«mq

Logo,

l.t, nl C «/.l, ll

lc) Seja l/t. nl uni ..l.iil.,i-t" ge iéti'', 'l'. It./{lli)Z. «/{(7,)ll. 'l'.-íl)''s,

IH, nl./ = H/?./ /?d.,r = .//1/i .//?.'l = ./1,a. /?l

Post a. i] to .

l/\, /jl c «/.(,,)

Lema 2.4.3 .S'(Ja, «; r//iza ?)-./b/'iria)

r«; S'. «, c «(«), .«/ã. .l«, c «(,,)

ÍÓJ .s'. «, c ..(«)', .«/à. .i«,- c «l,,I"

Den ionst i'anão :

la) Se «., C il(11.), então 1«,. ./1 = 0. Poitéuito,

o = djw, ./l = lato, ./l = du./

Logo,
(lcó ./ = ./d.-

./(in



.iw' c ..(,,l

li)l Se u C ?l(?/)-L. (-i.tào «../ + ./..; = o. 1'oitalito.

(l« ./ + ./t1«- = 0

0 (luuimlJu:zt (FU

.l«; c ..(,,)"

Segtic (le

iil lwi + «;.l A «,Í

ii + ., A «, l«;.«,l

o-id' «, = («,ll2,.*z,.

Segue (lo Teoicliia 2.4.1 (ltie s(' «a =(ulk) C iíl7/) (' ri =(rlX;) C lzlll)l. eiltã.o .i

FeItIos (ILlc'

.l(«,. + ,. + ;l«,, + ,- ,«- + ,-l

.i«,- + i (l«,,«,-l + l,- , l) + .i,- + l«,-, ,

C -( 1. )
É«(«)l

Coitlo rl = Hi + 7i coili ]lt C i/(1}) c Ti C zz(?i.)l, obteiii.s

n. -«'- +i(i".,"-i+i,-,,-i)
r. ,. + l«,- , ,-l

De oil(le sc-guie (ILI(

[lix = .1«,lx + «.,l, ,'\ «,íx + rl, A ,Í*

T.', = (ITÍ + b.,'l. A rÍ. + rÍ, ,A «,-Íx

(j (i



Pi'oposição 2.4.1 @i/J. d)'i',í .ÇHO f/í/f/o.s r/iz ./u//çrlrJ (/( l/i.J r llL? /;a/

.t'/I'., + ,/I'. A ,/i,, + oR A ll',,

'illb + ,/I':- ''~ l:3 + 1R ''~ '/:a1/3

Demonstração:

@l',j = ll'.'., + z'llT.T"

ü«,;l + «,Íõ A «'li/j + r;l. A rf« + «,'l'..~.F,. A «,?lÇ" + ,Íõ+,. A rl'.I"

-p; ('l«H-'-" + «:;''" " «'t,, + ,Í:.'' " " ,f., + «';'.:'r,. " «t;Ç" + ,Í.=',. " ,f,T")

'i,,f,, + («;'., -- ;«?.J-") « («f« -- '..,t;"l + l,í:. -- i,í:-''"l « (,;',, ;,f.}")
1,/1'n + ,/tõ A '/f/j + I'lb A if,3

rD, + ;rB;'"
.i (.'-h + í,E;'-") + «:'. ,'~ ,L + ,f:, " «l. + «;'*, ,. « ,fl'" + ,R...,. « .,f;Ç"

+; («.,n'-" A ,f, + ,;].' " ,\ .,f,, + «'l'.=,: ,'~ ,f;" + ,Í#',. A «.f;Ç")

'i,;b + («f. + ,«:'-") « ,h + ( «T,:" + ;«Ê'l « ,fJ-"
-- (,3 -- :,n-'-") « «t., + (,R'-" « «f;Ç"

.i,h --(«n+ '«s'") "(,& -- ',f2-"l+(,R+ :,-K'-"l «(«f, -- '«?;")

'l'yh+,/I'.A 7fB+ hA,/f

D

lssci'e \rc]] (lo ?/B; + I'a, ot}.l.,

1,/1;;) c /' . (lb,) € /,'

(/i +.. +(/...+l$n.,/3,$(/i+-.-+(/.
temos

.-'/l;,' + ,/;l' ». ,/i3i + l3, A llb,+ 7l: A I'L.

.t'';l;, + ,/il' A 11;,, + 1;.:, ''~ '/31 + I'a. ,''~ I'jâ, + 1: A IÍ,;,

+ ,/l;.' " llb, + li':!. '* llâ, + 111, '~ '/! + ll:.
(jT



2.5 Interpretações Geométricas

i\,lostieilios (lttr cxist.r iliii úlli(o ( }ittil)o ZI cill .v t.al (lii(

olzl ) =
ÍalÍ9 = 0

(lolll efeito, seja\ (.V, ,Vt) iiill i(-fet('it(-ial iia (,'-(-sLttituia /'3 r (0.0X) u sal colei(-i-cti(ial (lllél

Sabeíllos (lttc V (.st.a flxi\(lo ciii /)l. 'l'oiil('talos

reinos qut

a((l

falo( .\'k )

.ia(( , Q

.la({,.Vt

/,,.(a'(o0'(-Vt) -- 0'( .Vt)a;(e) 1
()

logo, {.dO = 0

Se existe otttto canil)o (' tal qii(

ole')

i(,dÍ9 = O

então

0 Íe. .1a( Xt )

/l,,(o' l(')o'l.vJ;) a'(À'.)o'({1'))
2/. ,A 0'((' )

Segue de det(/l,x;)

a'(('l

(j8



Portanto,(('. .V.) talnbéiil é bas.- (l-tt-1 .1.-(6}.0'). L.,go. {' r
\

O cailll)o ( c rliailia(lo (l( caindo traiisvei'sal (lc(iv. /.),g)

l)aia (-a(la .V C írl/)) íixo (IPliiiiiiit)s }l fotilii\ ./.\. : /) --o /7f ))OI

.r.\.( }'') = (lí9( ,v. }''l
lilxistêruttt 1111('o ('ztilll)o /i(X) C ÍTXZ.0 tãt(lti(

./'.v ( }''l = .í/(/,( .V ), }'')

Portanto,

.la( .v, }'' ) = í/(/,( .v ), }'')

O ol)eia(loi /l : r) --)/) (lll(' a.ssocia. a(a(la .\' C =(/)) o cailll)o/l(.Vlé iiiila foiit)a itiitisiinóti-i(a
De fato. /l ó liiieai e

g( /, ( .v 1, } ' ) .la( .v , }'' )

(la( }', .v l
-J/( /.(}'' ) , .v )
v(,\', -/.(}')l ,

logo, /I' = /z

Seja ((,.VI,. . .,.V2,.) iiil) t-efeteilcial fixo (ltt(- (lefii)e unia seção a : /\.7 --+ /Z3. l)eílitililos

uma. deriva(la covas-iai]te ei]i ]\'/ })oi-

\7.V.

oi)de, pot a.l)Liso de i)ol,açao, escievenios (oÍ exTI vez (l(- a'uf . Esta (lesiva(la cova.tialite iildel)ciitl(.
da. partícula.l escolha (lo lefetencial (.lli /v

Pa-a todo ca-lIDo {/ € =(i\'/), Vr, to«la ~,«lo-.« e--. D, isto é, V.,
fato, seja .V € Z(O), «c-eva-«o: .\' = «x;.Vx..

Vt/.X' = Vt/(aX;À't)

( ,'lax.),VA. + «x. \z{,Xt

f''(ax.).Vx. + «x.«;Í.((/).Vj C D

zln) -+ =(o). i)



N'lostieilios águia (lii(' V;.r/ := o. (lot)lo

IV.VJ/l(}'..Z) = .VI.r/(}'..ZI) J/IV.\.}'..ZI gll'.\''vZ'l

(ltiais(ltiet (ltt(' se.lititt .V. } . .Z C /). (.fita i

IV.\.g)l.\'...Vx) = .VIÕÍ) -- g(«'l(.Vil.VI..Vxl g(c,.-,'ÍI.V.).V/)

..l(.Vi)ÓI «;ÍI.V. )ÕI'

11 a lula I'('illos 'ç7 (l(: derivada covas'jante sul)( ] ri e n] an i} i ai] ê\r r

Poi'tanto, \7g :: t).

Senti(- (lo Teor-('fita 2.:}.1 (. (1a l)i-ul)osiçao 1.').1 (ltt( o l('tts(it l,OI(:au (l(- X7 (i (la(lo

7' = (J /\ r + (lr9 (;) .V

l)o l

lde 1- = r' C) ,Ví.

Segue (leal,a fotiiitila. qii(' s(' .V, } , C /), ei

z'(.x', }') al.\ . } )e
7'l(..vl = o(o,l.v) -o(.vl,(zl)+l/,.,o' AO')lél..V)(

,(.v)

01

It.À or

OI)seivetlios (lttt' T (' tilil t.eilsoi siil)eLiico (lll(' satisfaz i(r := 0. D(. lal,u

0 = lr' A 0')l(. .V.l = r*l€1

Logo

(llZ (l ll('

0 = r' A a'(,Vx..Vll = r'(.Vklõl r'(.VI)ói

T()



Logo, r'(.VX ) = ,*1.Vi). .'

.ql.Vr. rl.Vx;)l = gl.V/.l-'(.VX;l.V.l = r/l.VX.l

glr(.VI)..Vx.l = !/(r'(.Vll.V...VX.l= r'l.VX.)

I'oitailto, g(.V/. r(.Vkll= .qlr(.\'i)..VX.). l.ogo. r .l siilló ri('o.

Â l)iol)osiçãó }iliaixo l.('llii(' os lil lll( 11)als l( }illlt.a(los (l('iiiuiistia(los ii(«..it&t s('ç;l(J

Prados\ção '2.5.1 E.riso( uma líltlcu dctiuada rnt,at'iatttí V soba'( .\l cotim ns s(gltinl(s l)in-
pl'icdadcs:

e Vt/ : D

. v.S

e Vg = 0

B T :: 0 /\ r + (l(i (i) (

. r(x,}'') o(.v,}')( /,(.v).}'')(

B 'FÇoX) ::: vl.:X), oitdí r ó i }ii l(tisoi si.l)l.cfrtco (]tl( salas.fa: l.(r ::: U

OIL(le T c. n toi'çtto d( 'q. :{ e. \ s(lo c.atill)os titl [) c Li um cínltpo (lnü]que.i' t ill N/] e ( t' o

calttpo t-l'aTtsucl's(il.

Sejam X, }' C Z( A4)

/)

bttl)stituiil(lo a. lórilltila

l\7À'«,-)(}') = .Vlü(}'ll -- «,(V.\. } )

(l«.,(.v, }') = .vl«.,(}''1) }'1«.,(.v)) -,-(l.v. }'li

71



obtemos

(iw-l .V. } 'l = (V.v... )( }' l v\'ü-)l .v ) + «'1 7'( .v. } ' l l

Obsetveillos (ltt(- 0(l(. .Vli= 0. l)uis

( ) /,.'ja' A o'l(. .v) = .lí7(él. .v l = all(..vli

l)ata ,V C =(D). I'oltalito.

/,c.v = o'll(. .vl).v.

Logo, L( toil)a valores cm =(/)), isl.u ó, 1,( : g(/)) --, =(/)l

No (1ue segtic .V, } C =1 /))

Tetllos (lti(

LC.V = V( .V r(.V)

l)ois

r(.V) = 7'((, .V 1 = V(.V -- Lc .\

Observeillos (bit

g(r(.V), y ) = ç(Ld)(X, } )

1)01s

(z.d)(x', }'' ) ((g(.V, }')) W(L(À', }'') - g(X,L(}'')

e(g(.V.}')) !/IVe.V,}'')+g(r(.V),}'l g(.\'.VC}')+g(.V,r(}''))
2g(r( .V), }')+(Veg)( ,V. } )

2g( ,( .V ), }'' )

Segue de Z,( := zC(/ + cll( (lu(

z,eda = ;ed(dO) + d(cedo)

e segue de dO(.V. } ) = g(/i(.V), }') (lli.

o = Lc((loi.v.}'') gl//(.v),}'')l



l L((lO)( .V, }'') + (i/91 L{.\'. }'') + (lr9(.V. Z,(}

g(/-€1/z(.V)),}'') g(/l(.V).Z,(}'l
adIE( .v. } l+ (]r](.V. L(}' 1 -- 2glr(/i(.\ ll. } l

glll(/ll(.V)+//(/-{.V),}') 'l/?l.V./,(}'l

'i0lt{.V. } ) 21/lrl/l(.Vll. }') .'/l(tC//l(.VI.}
--d 1},( H ,\í)) -H t( /. ) ( .v ) , }')

l ll/,(.v).

'l/y( /,( .v

Cloino esta agita.l(la(le val(' 1)i\la to(lo } C =(D), t('trios

2r(/il,V)l + Z,e/l(.V) = 0(V.V C/D)

Portanto

l,El\ 'Z v.It

lç/losl,feitios agol'a qtl(

vd, (,./, + /,.,)
Coill efeito,

( ve /1 )( .v ) Ve(/1(À')) /z(Vd')
/-.{(/,(.\')) + r(/,(,V)) /,(L(À'+ ,l.V))
,(/,(.v)l /,(,l.vl) +(t{/,)(.vl
,(/.(.\')l - /,(,(.v)) 2,(/.(.v)l

,l/,(.v)) - /,(,(.\'))

A pioposiçã.o al)Hino lesuille os últiillos resulta(los (lue (l(-i)ioi)stiaiiios nesta seção

Proposição 2.5.2 ,4 coar;i:íir) V /c/// a seg?tírt/í 1) i'o p-l i. f.da (tcs

. g('(.v), }') {(z.eg)(.v, }')

b L(h = --'2T.ll

7:]



. v(/l = ( /l.r + r./l l

oito( :\. \ C :E(1)) ( íl (' o (nllipo tf(lltsl'íísal

N'losti'ateillos ágata (lii(' Lillla vt\ii('(la(1(. 1)s('li(lo-li(.illlltiaiiil iia{)-(l(,ii(ii('ia(lii (. lllt('gl;\v('l

IJ\,/,0) descrita llo 'l'coi-Filia l.l (lc l21 (ortespoii(l(, a llilla v tt-inda(l(. sul)-t-ielliaiiiiiatla (l(- (-o(li

illeiisão l não dt'g('ii(-ia(la(/v. /).gl tal (liic l/)i.o. /P''l C/y'' (' !/.3 = õll

('

S.ja ('. ( o ('oitcf(.i-(,ll( ial(liii\l (l( .v. .\' s('gtt('(1(- 1/)l o./)i til(./)}'o (lti(

.l("(.v,...v.l .v..l(''(.v.)) .v-«(("(.v.,ll ('(l.v;,. .v.l)
(i''il,v,j, .v.l) = o

Poi otitio la.(lo

(l(I'' ( .V,3 , .\'. l l('' A ,/:; + (': A lb + a A l:')i.v.,. .v-,)

l ll,(.v. ) li\l.\',,)

l-' oi't i:t,i] to ,

al',.,( .V..) -- al\( .V,3) = rl

Assiii), esctevett(lo 7Ía = /1/3õ(,ó. obteillos

.4l;,

e segue de 'h = --1':. (luc

4ã,

Assim, Hh = /tÍI.. Logo

,a:l. - "ÍI. - .tli.. -
0'f,, = 0. Assiitt. ol)t,eillos a e(ltiaçào 1.15 cl(

.l(' = (P A 7/I',, + 0 A I';

Poi'ta,LIED, ,4a/3 = 0 (', S(.gtt(' (lti('

ond(

l/í'a + ,/lb = o

l:' A (''

7-1



l l .' ' ' ' ''l' "''''' '' ''l'''''',''''' \ '''' '/ '''' L''J '"l"''''''''' .ya/.j /II' l/(l ot..F$1iii\'i(

r'(liiaçao obtcit)os (lti(' lo = cH(,/3 (-oi]] ,/l$ = /rlJJ. (l (l i(' (oir('sl)Oll(l(. a (.oii(li(:ao l 1.18) d(- l ;l

[)ifeieliciaii(]o (]í]:= 1(''/\ (." (lii(' (ott('sl)oii(](' a ('(lllilça(i jl.í l (1(- l21. ol)l,elll{)s

o = (1(" A (I' -- ('' A (l('

((''' A 7/f,3 + a A 11: ) A (a -- (-' ,A ((R A 1/:., + 0 A l=)

--('/'' ,'\ ('a' A z/I',, -- (' ,A ('3 A z/[, + a A ( 11: A ('a' + ('' A I']:)

0 A (21= A (' )

oiid. s.-g-t'' q--'' 21l: A (" = 0, i:t., .l, 7oo A (" = o qu., .',l i''-p'll'l', ;- .-'lua':à., ( 1.2:3) .1.' l21.

Poi't,ailto, iiossil coilsl,i'itÇ'ao. sita)oii(lo l/)i.{) /,)i.ol (- 1/,)i.t) coi't'('sl)uii(le il c-ollstl'llÇà{) (l

Temi'ellla. l.l (lc lel

Sabeis)os (ltic sc X7

A )i inleit'a. d(,st.its ('( il i.rÕf s ( ) ) Q( f

D(

t J

(la(l( dt 13ia.iiclii(' iiilia (lcriva(la (o\'iuiaiil.(- (liial(ltic-t. ('fita.o val(, a i(lejiti

/'/?(.v, } )z = /'7(r(.\, } ).zl + /'lvÀr)(}. .z

onde P é a soilia cíclica., /? ó a cuix.'a.tul- \. de V c .V, }'. Z C ;l/v).

Pata o caso paitictilai da. deiix/a(la cox/a.iia.iil,(' sttb-iicittatitliaila., ul)tei los as fóriiiul}
l)tol)osiçã.o al)eixo.

Pro € ('(i.}li.i)o t,i'(} lisa\Í' }'sul.( 0oposição 2.5.3 .S'r .V, }'', Z C Z(/)l (

. r'R(.V,}'')Z = Pg(/'(.V), }')r(Z)

. Pg(IVx/, l(}'), Z)

. R({,}')Z - /?((,Z)(}') =(Vzr)(}'') -(\7},rl(ZI

Demonstração:

pr(r( .v, } '), z) 7'(g(/i(.V ). }')(, Z) + 7'(g(/z( }''). Zle, .V 1+ 7'(g(/t(ZI, .V)(, }''l

g(/l(.V). } )r(Z)+ g(/i(}'). Z)rl .V l+ O(/?lZ), ,V)r(} l

f ; )



l.oao

r'T(T(.V. } l. .Z) =/'J/(/,(.V). } lrlZI

Segue dc T(.V. } ) = (lal .V. }')( (lti

(V.v7'll\''. ZI =(V.v(lO)(}', ZI(

Portanto,

Temos (ltt(

/'(VÀ'7'll\', Z) =/'(VÀ'dOjl''. Z))(

/'(V.v (la)l }''. Z ) IV.\-(iO)(}'. Z) +(V},dO)(.Z. .V)+(V;r(lr9)(.V, }''l

.vl.to(}'',z)l (lív(vÀ-\'',z) (la(}''.v.\zl

+l'l.iolz,.v)) (lo(v}.-z,.v) (lo(z,v},.v)
-Falda(.V, }')) (lO(Vz.\', }'') -- dal.V. X7zl'')

OI)seiveillos (lu(' se c} e liina 2-fotilla sol)i(' /\'/. eiitao

.la( ,V, }'', Z l .V(nl\'. Z)l -- } (a(À', Z)) + Z(a(.V. }')l

-«ll.v. }''l,z) + a(IÀ',zl,}') .(ll'.zl,,vl

Fazendo o :: dO, ol)temos

,v (da( }', z) ) }'('ia(À', z)) + z('lal .v, }'')) .ia(l,\', }''l,zl aa(l.v. zl. }''l+ (io(ll'. zl,.vl

Portanto

/'(VA' c10)( } '. Z) ao(l.X', }'l.zl - ÜO(l,\', zl, }') + .io(ll'', zl. .\' l
c10(V.v }''. Z) + cla(V),'.\', Z)+ dO(\7À' Z. }'' )

dé?(Vz.V. }') -- (lO(V}' Z, À')+ dO(Vzl''. .V )

-do(r(.v. }'),z) + .ia(r(À', z). }') - da17'(} ', z)

dO(dal.V. }'')(, Z)+ (lajda(.V. z)(. }'l .ia((lo(}
t)

À')

Z'l{, }'l

7(j



("ollclullllos (lti(

P'/?(.V. } IZ =/'J/l/z(.VI. }')rl.Z)

l\'lostiel)los (liic /'g((V.X-//)(} 1. /1= [)

v(g( } '. z) ) IV.\-J/l( }''. Z) + .q(V.v }''. .Z 1+ g(}''. V.v .Z)

g(Vx } ', Z ) + g0'T'ÇZÍH

Poi'ta.fito

(VÀ'T)(}'',Z) = VÀ'(T(}''. Z)) -- 7'(V.vl'', Z) 7'(}',V.v.ZI

= VÀ'(g(/i(}''), .Z)e) -- g(/l(VÀ y). Zje -- g(/1(}'), V.v Z)él

= g((\7À'/zl(}''), Z)(+ g(/i(VÀ'l''), Z)e+ g(/ill''),\7À'Z)( gl/llV.x.)''), Z)e gl/l.(}'').\7.v/)(
= g((vÀ' /l)( rl, z)(

Logo

/'Í/l(VÀ'/l.)(}''),Z){ = /'(VÀ-7')(}''. Z) = 0

Mostieii)os apoia. (lu(

R((, }')Z - /?(él. Z)}' IVzr)(}') - (V} r)(.Z)

Observeillos inicialilleilte (lue A?(.V. }')e = 0 l)ois

/?(.V, }')( = V}''Vze -- VzV},( -- Vll''.zje = 0

l,oao

PR(C, ) 'lz = /?(e, }'1z - R((, z)}

Pol outro lado

pr(r((, }'l, z) + r'((VJ)(}, zl) = r(r((, }),z)+ r(r(}', z).c)+ r(r(z, (1), }')
+(V(T)(}', Z)+(V}'T)(Z, o+(VzT)(él, }'')

= T(r(}'l,Z) + T(da(}'. Z){,( 1 -- T(r(Z). }') + V((Tl} . Z))



--T(V(}''.Z) T(}''.V(Z)+ V}.'(T(Z.o) -- T(V}.'Z.éll T(Z.V)-o
+z(r({.}))--7'(vz(,} ) rl(.vz} )

r(r(} ).z) r(,(.z).} )+,(7'(} .zl)+ /,{('r(} ./ll rl,(} )..zl

--T(L(} ./) -- 7'l} .rlZI) 7'l} .Z,e/1 V) lr(ZI)+ r(V} 2'l+ /lr(} ll

(Vzr)(} )(V} r)(Z)+(/,('/'ll} .ZI
r(VZ } l

Poli,anito,

/'7'(r((,} ).z)+ /'l(v(r)l}.z)l ll} ) -(v) ,)(zl

l)ois(L(7')(} ,Z) = 0.(:oi ) (.feito, s('gtt.. (l(' rl} . z) = do(}'. z)e qti.

() L((T( }'', Z )

l lcT)( } ', Z )

( L(T)( } '. Z )

L{T( }''. Z )

.lO( } '. z)( )
7'(/-€1'',Z) + 7'll', tc.ZI --(L(da)(}''. .Z)( (ií91/,(}'. .Z)e

(lo(/.(}''.z) + 'i/7l\'',t(.z) (lí9(/-.(}''.zl (la(}'./,{z)(
(lO( }'', Z,e .Z l.r

Logo, segue da i(leíitida.(1(. (1(. [3iailclil (ltt(

/t((1, } )Z - /?(él,Z)} (Vzr)(} ) IV }, rl(Z )

[)ef\niçao 2.5.1 [)i rl$ uat'leda({cs su])i'i(i)iaittttait.{ts (t( coí]iriit i sao f. l.J\l, 1), g'l l (A'l , [)r. !/f'l

são cqltiuale.tt.l.cs s( t=-isl.c uitl (LiJ(Olliot'jts 110 .1 -. i\,l --, f\,I' lal (l\t( .f.i) = ly t !i'çJ.X.J.X ) -

gl.X, Y) quaisqltci qwe sejatl} X,'l' (i =([)\. O (!i.lco n.or.Hsiito .f é {iilu unia eqttiualêltc{.a. (itli{
\'l e A4'

Unl canil)o sol)te Ad é cha,filado (l(- e(lltivalênria iilfinitesiitla.l se ca(la. eleilleiito (lo seu gatil)o
a um-patâitletio é unia e(ruiva.lência. (l(- /v

A proposição a.baixo foiiiece villa iiiterl)ietaçãu geoiiléttica paiol u (asu eiii (lue (7v, r),Í/l
reli) torção r iitila

Prados\ção 2.5.4 0 catttl)o It'atist(lsd (l í tillia ({lüi.u€1lêitcia i.iliíiilt-.:liilal s(. t se licl l.t st
Tt
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IJenlonstraçao:

Seja {y.} . g--tl'u " um-l,aiãill.,t.-., .le (. S .g i.' .le(p;J/ll.V: } l

ó iliba e(ltii\'alõti('ia ilihilitcsiiilal sc, ( solllcllt(' s('

ptg - !,

/,..'/ - iy.l -l(\';J/ - p) = o

./(iÇ.l-.V. l.,p.)-l') .ltt.' él

isto itlll)li('i\ (lii(

g(,(.v ). }

(ltiats(ltiei (lii(' sc.litiil .V, }' C /). D( ott(l( segit(' (lit(' r = 0

Poli,a.isto. ZI (; iii)]a e(liiiva.lel)( ia ilifiiiit(.siillal s(., e soill

/-eJ/)(.v. }'') = o')

t )

No caso ('il) (lti(' ZI c unia e(ltiivali.ii(.ia iníliiit.(-siil)al ol)t(,lilás

f2' :: (1T' -- rJ A ol. :: 0

Logo,

I'l<1,(J' /\ 0' + /z: /\ Í9 = 0

Poi'tanto,

Ei t't'J, - i't'!,.)a' A o'
r<s

de onde U/l = 1.t.''

Segue de t'tC; = --1.1 :: e lt'',l. + it/.} + t,t/JI. = 0 (lue

I'í'',:. t'tC,. - i'tC ,

e implica. que t't''s'l :: 0.

Assim, ol)teillos (lu( a ( titval,tti-a (' (la(la pot

n; = i/?;,,o' ,'\ o;



lv (l;t s(,gtiltll(' illaii('iia

l ' > [, - .'/
lói. (> = l
<(. .v> = o IV.V € /)1

u!.{'vl ( llx'íLa C,.l. ;''. ;'.. satisfaz(:li

(IÍI' = o-/ A ÜI + O /\ Ü'
(1/7 = 0' /\ õj

Ü';

:l i:i{ l:Ç

col]] a.s cola(11(oes cat
' J

Sej«

oi)(le

De

obtendo

otl

De

da /1

S

LI(

Propo OI'ç(lo

+ «l)o;

:.0' r.. 0' = t)' f\ t--l', -- a'j)01

a1.0' /\ 01 = 0

«f. - ,.J
J ''i

c10' = 01 /\ ã; + (J Aã'

a' A (ü; /,;al + a A «;o'

/i.}0 é antisiil)étnico e i e J, (' a} é siiltéttico, obtemos (l

sição 2.5.5 ,4 cr9/1c.i:íio s?ió-r'í( //lallll.íal/rl í' a.ç /OI'/JI.a.s df í

«;; - .:-; /,;o

r' = u':0-'

80
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2.6 Modelos de Curvatura Constante

(loiisi(lciatciltos a /,'l(/il x - .. x / ]í/,.] i(.(]iiçào (]o ']corciila .].:] l)atit cstal)(.lc(.(.i

f'(ltiivalêt)cla ciitt(- (Irias vai-ic(la(l(-s siil)i-ici))attiiiaiilts (lc (u(liitl(,iisà(J l. (-oii) À.. (otlsLaiil('s (

Lotçao la , :: al: = 11:- := 0. Llsai)(lo \ llotaçíiu (lo Temi('tllit 2.4.ii v( ii (is (lti(' as e(ria(:o('s (it

estttttuia. ilestc (-aso, [i(alia i-P(]iizi(]as ti

.la ,('' A (''
.l(''' = (''' A '/ü.Í

caiu l $ J $ z', (/. + ...+ (/,.i + l$ n,. /J, $ (/. +

A ctiivatuia. ila. fottlla coiill)lixa li(a ie(Itizl(la êt

"-'', i,/2; + '/:1/ A ,/:l

Def\tlição 2.6.1 1Jiitü uat'i.(dad( sul)-t-ittllílt }iiílti {.cItE ctlt t,alttt'a stfriottal coltslQ-tt{.[ s(

ü'l'Á, - c. (("' « ?, + õ;; E C' « P,)
OILde CI é COILStQIIt.f I}UI'Q Cada \ $: j $ 1'

Provetllos agora o teor(-lula de (-lassiíicação laca

Teorema 2.6.1 Sfjai l l.ÀI, D,g\ f l.ÀI'. ry.g'~l duu- l,aT'leda(l(s sltb-ii. .,.«rtttinr}..t- sat s.fa:.i.(l ,
as cota,d{.cães

ÍiJ z' = 1'', (/.. = (/1 c À... = À:. cona/zrlzcs,'

(ü) tK'i,n.o) . tK'i'. D'.g') tê«- {o-çi-' ««l« ' « ---'s""" '". ««t,«." ;. .i..-«l c.,-;t«t., C': -
c'/

EILt.ItO C.:t.ISt,{ I I.U (q\L'I'UQt(IICI.n IOCUt { 1111'( tRI. [). 11\ ( ÇN']'. Ly. g')



T) o n ) n ll ct r n r ;n

Seja /'s x /'{ o pio(lÍtIo (las //-(.slttttttias ' .,iist.rlií(las ztriilla. ('-,itsi(IPiciil ,s sol)i( csti

va.riecla(le o l)iill-l)ack (las loiilias /7. /y'. (,'''. (. '''- ?//J.' c //rí.'' sol)i(. /'.. (' /'s ])(.las ])tuj('(:(\('s

caliõllicas n-i c n-l (. (lciioLeillos cst.c l)iill-l)ack l)(,las ili('silvas l(-ti-as

(;onsideieitlos as foiiilas

{) {)'

7/,j r//j,

It/losl,ieit)os, llsi\ll(lo(1) ('(11), (lit(' o i(leal .7 g(.ia(lo l)OI {u,-''J,(on/.... K''d

De fato.
e dotei('tl('ia

dw', ('' b. -G;', ", ~. .ini
:'' b. -R, - (l"' b. .fl,'. -\ ("' b. .R, - (I'', b. -l;l
1(", ('p') A '/;; + ('o, A (,/,,J - v;'l
'''' A ,/Z + ('"' A «,ã'

clu ;À..,(', A (a' - ;À..,(''' ,A ('a,

ÍÀ..,(('' A ('a, -- ('', A ('a, + (''', A (a. -- (''', P. ('a,)

:»«, (K«' 'o"f' -* r', «K', r'nl
áÀ.,(«.,'' A (::, + ('', ,A «;a, )

Ü'T4, ?;' A ,/l;l - q'l'Á, + ,/I' A ,/2'

Q ((''AP' +ól;; E('' AF,) «,/;l
'' « r:, + ól;; E r', « r',) + ,,:, « ,,:l'

cj 1(«, p. (l, - ('', A ('a, + óã' }:(('' A (v' - ('', A (v' )l
- -t.\ r. Ü.-\ -i:,, b. -iill

cj l('. A (a' - (', A (a' + (', A ('a, - (''' A ('',



+ól;; >:(('' A (T' - (', A (':' + (', A ('$' - ('', A (':' )l
-l'=.IK'l'l{,-l'i':\ .t;l 'i:,lb.-l:l-}.i'.:,'

('.,l(''. ,«.((n' ('''') + l(''' ('',l r.('3,

+Óll; >..1(('' A ((:' - (''' ) + ((1'' (''' ) A ('T' )l

i:l Ç.Ü,- -iRI) t't:l- .il;:)n.-l';l
( 'j lc', A «,õ, + «,", A ('''' + ól;; }:(r' A "', + «''' A (;q

IT,IK 4, ü:l .il

Fixam(lo iefeieiiciais /)., C Ps e /)l, € /5, pelo 'l'(-ot-eiiia 2.i3:1 de l41, cxisLe unia viziilliali(;a r

de b. e uma. al)liga(:âo r' : / --, /Z Lal (ltle /?(/).) = ó'. o gráfico (l(' /.' ó unia sul)vai-i(,(la(it

integral do i(leal (lil('toticitt1 .'7 l)assati.l., l)OI (/)«, /)Í,l c

r' (o' ) - o
r''((''')
r''(,/i' ) - ,/;;

Colllo dites, (leiloteillos l)ot n' (- n'' as l)ioj(-çõ(-s (le Ps e /'5 sol)t(- J\./ c /v', iesl)ectivaill(-nt(

Sej«--. Z, = 1,(Z'l,'.'..,) C /'; . r'(/')(«(f'(/,)),'',el.,)

h/lostreillos qu(' ã'oF' ó consta.itt.e sol)le as lil)las de /5. Pata. isto, l)ZLsta ll)ostras (lllt
(«'.f')*ó(«) = 0 },a-a to.l. -, C Uó.

l ,-' .r' ) .ó( «l ":pW( /Có( t,) l

a;m( Faó( o))'' + (ãi)( F-Ó(u))'l.,

l r''0'ló( ")c' +( f''("'' ló(u)el, ,

a.(")'' + (Í''(«)ej*,
0

Defiilinlos / : zr'((/) --' iv' l)oi .r(n'(/))l = n''( /?(ó)). Do (lue foi dito aciilla, segue (ltie ./ estio
bem dehnicla e

f.'K = v'.F



Pala todo i/ C 71./',. t.(.itlos

r : 0(n-.[.(r/)l ./'..ml/y/,("I( + (l,''lr')(.,)
Í71,(11)./'- U0lcl+ (É''lrÍ)./'..U,)l( :., l

I'oi otttlo la(lo

n'- FH.)( F-õtf l o}..1111 }';;l; ; -i ãRill ;:-tll 1111 ill
l/''0')r.l '')('+(/?'('"')!.( 1')( Í.

0b(«1' ' + (:''( «).1 J

['oitanto, segue (](

./'.:UO('í.b(it)) = n-!rW(F./.i/)

(ltie

aó( lz)(./.«W(rl -- (') + (b''l í/)(./.«m(e., l

Silo)stltull)(lo, stt('('ssivztili(-tit('. ttesLiç (-(lti?i-Çao, r/ l)oi' lz., c' ?/c-,. l)cl'tela('('ill,('s

(dual a l)as(- {0, ("',z//3;} c (Itial, ist.o c, vt'tomes sa.tislazeii(lo

t )

l)its(. (l(- ./ r, /j. (l;t

o,.l «.) (r' ( uo )

(Ã''( -'.

obtemos

.r.«ü)(f) = c'

.r..m('.,) - el.,

Portanto, ./'./) = /)'. colllo a. iltlageitl (le ulllél l)ase oi'toiioilial de /,) l)Ui' ./'.7r(1.) e ullla. lias(

ortonornla.l de D'. segiie qit(' ./- 1)]('sr]\a í]]($ti-ica. Assitn, ./ é UHlêt ('(ltiivalêii(-ia local (.iiti(
ÇM. D.g) e tK't' . D' . g' ).

D

lüxet'np\os. Dni(i)los nbai.to nlgutls r.í'Flui)los d( iitadclos (lu( sf tiíl((fltant à silo aç'ão dí'scl'ilíi

})clo Teorctti.a 2.'1.1. Eni. t.aib c:i:amplo' l ' \. (l\ = ll c X.. = \ colistttitlt

s.l



(1) Coitsid(i'fritos q"-+t (oiit o plodllto it(t'lttitiutií,

n

.S'Q,Ía a f.ç/c/-a .q''"+'(1') C Ú"'+' (/Q(/rl //í,/

.ç'' "'' ' l,') , ' }

Seja l.b.,l,. .

[i(. ] in. {sfo é

b,.~l os t'c.fc't'cit('i(tis nt'l.OTtot'lii(iis dr Q"''+t s(:gtlll(lo o 'pl'o([ttfo ll('i'lilili(iiio

IZ,., /,..> = Ólr . 0 $1 a,Ó

F)OT'I.(IIItO, = = T'bO C: S'ZII+\ I.I''I. /\SSIIII, I)OdCITI.OS I(It'II.LT.H(:aI' I.b.,. bQ t I.I}.. ('0111 I-(IOI'(S I.(IIt(J('IIIIS

U S'Z l+\ tT') Clll T't).,. o$ C( titl)OS t).. ( i.l).. !Jt')'n.iit llllta (Itstl'i.btttç'(lo (i(' ('OtlÍiitt'rtSnO l Clll S'2n-t\ (1')

\ })al't( I'c.al d(' ( . } I'fst.)'il(l a [) l)t'o(]tt= unl(l tiiffi'i.('u (J c lll [) ll.a (lll(t] ]l])n.It)..'l (' 11.111(1 1)(tst

ot'l.oitos'ili.(t!. D(sl(i. .foi'til(t, (,S'zTl-F\ l.T )' l),g*l (( tliiiÍI t'(ti'tc.(l(i(i( s]tb-t't(:tii( i]i t([[[(! (it ('o(Ittt](]ts(t(. l

f (.T'b.. i.l)., b.. i.l).} são s(çõfs do /ibt'a(lo d( i'e.fc]ri](.;íris dc SZ"+t l.r'l

,/,.. } r

[)cllu.lhos n$ .fo'l'illüs t.on6 l)OI' c]])t, «;l;Ó. S(1lut (l( kbt,,t).\l := bõ tlut

laz'', z',,> + <z,.. .ió.,>

«,; + «,Ê

POI't.aUtO, ÜOn6 - -LOL. S(.gIL( dqÍ qILt .:J

cada poi' i
( l la .lot'ill.a I'e.ut. (l\Lf dcsi.1111ílit fitos })oi l tll'il)li

Sda .S''"+'(7') --' .S':"+'(7') (/(l/[/l.í](/rz por' .-(.z') = ;z: or1(/( -' = 7'Z,.. 7k'rJ os qu(

j(/ = (1: = 7'dZ). = 1'b-:/). + Z'UI,'/).

Logo

('z,.
1) el'0

8.5



/\ coito ão sul)-í'irttiítitniíilla ó (l(.jiliida pnt

v(./,.,) = o
V/J.. = .il:/).3 . l $ a. /i $ //

l)i.fcrc tclalldo (\ 1-0it). -F ç't)o. obf( silo.ç

!(iah -'a ,A d/,. -Ü'l('-o. -- (-(l(
7' 7'

/ /
. a A u'lll)., -- -:a /\ u=/).. + d(''/),
[' ' ]

;''.-" -. '" " ,'a,',. -- (.,.'

!(;'10 + (" A (a)/,., + (d('

1 .
-:(Í(]0 + ('' A (' )b. +?'

(''' A .-'' // 'ol?'',.

:aA«.,8 (' AoHI ',.

. Óll-LaA ('' ('3 A«,ll7''

/]

:«; Ú-ml'.(

Po I' ta lato ,

d/9

d('

; f'a /\ /'f

« « l«s ';A«)
é -irão-dcgcilt i'uda, (ltt{S'.gwc 'Í« /,,,{«}cÍI'" 'q««Çà« q«c (.S''"*'(,'), 0,g)

, (1" ) Feri,ettce a P; c qtt(

o coi'e.fei'cTLcia1 (0, (\

(/l =71 ( Àoi

Da scgl dn e.qaação scqltc (lll(

. (} 0

com TINO = --llZ, l)o-is

Í
1/..

8(j



[ )

dllrl'ci ci(tt;un tl( (it/t) -- U/'( t/t') 'T \J-"'(}t//3 l,'r ///

-!(l(a/,., + !(a' A .l/,., + (l«.,:/,., -- «.'J(l/,.,
]' ]

l.'« 1 «-: -* ',A«) '., -- J.;" .,;',. ' .-«I''.' " «;''.

;': « («.'r -- ': É-«) ',. -- J.' " -:',. -- }'' " «;r'',,, -- .-«''',,

-«,l: A «,ll/,., - Ú"X:4h

(A''«'"-'-.-«.'' )',,,

lr

Pol' t,a li. t. o ,

Ç'/' A (i' +.i...T h.wl

Dí l.cl'llt.t)t(t)i.{)s (tgo)'(t {i (:i'pr'(ssli{) ílt \D tfi

ü'T,, ,/l; + ,/ A ,/Z

.i«,;; ól; S-.ia + «,:l A «'; - 4F«.,:l A o - ó:l

3-(' p. P + «,l} A «.,:l + ól; A E C A F + «,X' A «;B

Pol.tala,to

"n -À l(' «? + ";; EC « F)

C'i ' -;
7''

Logo,

(O~) ESt,e CICULPIO C O SC.gUI.I\tC. SàO COIISII«ILÍdOS df fOI'IItQ aII.átOgQ QO pIIIIIC-I.-I'O. St'=IQ Ç"'t' COI'-

o })rodltto ItcT'nt.i.t.iait.o

<;, «,>

De$1tin\os

Q'"+'(7'l = {: C Ú:"+' Re (:') > 0}

,4 c07i.d;ç(io [ie ( ) «os (/i:: qrz( (l?:"+'(z') (' c.«'';c-



OZ,scr'í'c/no qrz' --r l : (--:,e) --' (?'"+'(7 ) (' i/li/a rali'l'a. .-/i/ào sc.r/«. í/. <1'(/).'y(í)>
qi/r Re (<1'(01. 110)>1 = 0.

s.j« {b.. !':

i.sto (
1,..) ": -'..F.-'. i«i- .,-'-'--'-'-.-«i- '''.- ''.-l,. i-' «' }'-.«i.-t., }.'.. ..lti"''. «. i',-'-

<z,. . /,.,>

(/,. . /,.. >

<z,. . /,,.)

(nOllStdc.I'ar('fitos = = T'bo C (l2Z"+\ tl'). l.ogo, Tbo. b.. c l.bn l)o(t(:ltl scl' t(it lilllt('a(los colll l}(lol'ts

t.attgc t.t.cs u (?Z"+ttT'l íiil t'l).,. Os ffiiltl)os b. ( il).. ÍJcialn ttllla (li.sllibiíiq(}o l) (ii co(titritíis(lí)

l c-)ll QZ"t\(.r'l. /\ pnt'fí )({tl dc l\ . 'l i'(-sf.tala H [) pioritt ltill.a iti('fl'i(u !J {iii ]) ii« (lti(t]

{b.,.it).*l f lllila l)rtsr nilotlortnnl. ,\-.-iitt. tQ'"+' tl'). r),g'l t' lliila flui Itflud{ sul)-i'irttlaiiítiati

de comi.»l.c)tsào ] ].T'b.. i]).,.])..,i]).'l s(] , s(çà(õ (l( .lil)lado ({( l(.fcicrlriul ([{ (2z"+\ tr~l.

Dc$itjl tos as .fol'itt.as w;. 0 := a.b <. 7i. })ot' (\bi, :: Lomba. .StlJn( (ta (!i.It'i'('lie'1aç'(lo dr (b.

--\ qlte tol; = -k0, pata algttntn l-Jot'iiiíi real 0 ( {1i.fet't:lLciali.do l.b.,l)..} = U ( Çi).,,b,-3}
obícz7 0s

«=' - q
/3 ''=

L4''a --

SegtLC dr 1.(! ::: ([= := T'(\b., := T'wo,])o

(1: = -:0i/),, + ('ZI.
7'

+ 7'«,l: /).. qü(

Di..fercit.ci.ando cs{.a últi.-itta cqt irão ol)t.Cílios

-!.ioó. Í:a A «,l;z,. + .i('z,. - ('.i/,.
; lO/,., "«:'.

-1l;.lo (' A (')l,. +

-a A «,:Ó.. + .l(' A Z,.. (' A ü'.''Ó

(l(' -- -=Í7 A (' -- (''' A2



Logo

(1(

iÇ' N (.

(' " l«;:}

t')
1/,j

ro/ii z/;l

Da cqitaçao (\l)( := Lor.l).. -F wEI)li ['( ]]]

-!.l('b. /,., + .l«':b., - «= " «,;',.

1: P " ©{,. ''~ «):',., l,,, + .l«:'',, «.,ÍI A --ll/,., «.,: A «.,Z/'.

liD'.

.-«,l: A (' + «.,l: A «ÍI

Z)eíc7'ri ncnzos @q'/j

i,/Z + ,/ A ,/l;

.i"; p''" 't";"«.l} F";"a
+ "l; A «;:l - ó$ A' Er A P + «': A .,l;

ü'T, - ((' «?+Ó P «P)

R B

Po I' t. a it t. o

c'.

l3) Nest.( c.Tens.l)lo tciilos \ <. (.\.l+ <. ii c Q <. a.8 $: '2ll.. (:olt.st.dali illos lio q"t'z o sc(gtuitt(

pi'od\tt.o l c.-i'lltitiÇtiln

1:,:«> }: :'n'+ .(:"''m ,::";i;in)



Olt(tç z = :"+' ) . -., = (..,". .,.'

)e.jn {) gi'u})n d( ltíls(itl)(i'g clli q''t't d(j\lii€1o })nl

//z"+i:: {: c (l"'+2 ; <--.--1::r)

1)...[\) os i'(.fci'ciiciuis ({o q'.'''t'' oi'lonoi'tttuis s(g{ l(l , o l)i'o(It]lo it(tu itiutt ,' .d« (z,.. ó-.
a ci. itl {!..Jsl. oi

(t,..{,.) ... !,.*}

</).,. /)«+1> ' --;

</,,., bP> = Õ;l

1/,., . ó. -- - > l/',.+i , /)«+i> = o

lai.s que //2"+1

.$e ' : (--E,cl --p //z"+i í ?í//la í l/I'ua. cil/íin Re(<1''(0),'y(0)>1 :: 0. /1.s.vt/H. /J... zl//.

b,.+\ podetli s(I' it{(llttli(íiÍi{)s (:o it i.( loi(s f.(lll!}(ll!(x a llZ" }t (iil llo (11{)iii (si(t id(it.t.tJlr(lq(lo

l.bo,bct,tbc.,l},.+\ ) sãn srçõcs do .flui'íl({o dr I'clcl'(.il.dai.s dr JI'Z't+\ . 0.s c(tiii.l)os 1).. c lba !JCt'(ttlt

ullla dista'i.bu{.ç.ão r) d( codintrnsào l t lli lJZ"+t ( a pal'lc l.cal d( ( . 'l i(-slí'i.la a D pi'odu: tlllia

t)tc.t.I'tca cl)l. D li.a (llLal \l)n.'ll)a\ c ILlllu b(tsc o-l'loiloi'ttlal. Asse.t I' (F{'2Tl-+ ' [),g) c ttll a l)(tl'tt'(]a(it

sltbriema?l) {a} {i dc cedi.}ti,cn.sào l.

De.filLimos a$ .foT'fitas <' })OI' (\b. -- ('b.. SclJU( dc l.b.,b.~l :: 0 {llt(

(('Z,.+ ('b.+ ("+' 6,.+i, /,.> + <Ó., ('b.+ ("Z,. + ("+' b«+i >

;f«+i
'\ '\

Logo, ("'b' = 0 onde 0 é \ lla l-Íol'iltu t'cul.

0

De ã,d, = = (\l). poli c1llÍlllos qu( ( (c\ , 0 (- {) c:oT'e.feT'(:ti.(:'l(ll dlt(ll ([( bo, bct, b,.-tx

[)e$nl.lll.os n$ !onl\.as to(l. c l.o'l+\ l)OI

(1/).. = «,:Z,. + ..'=+'Z, +l

Segue dc Çb..b.} = Q qtl(

() l.i(I'z,., + ( 'b,:, + a/,,.+t , Z,. > + </,.,«.,:b. + «'l?bn + .Jl+ ' ó,.-. . >

!) o



Logo. ü-;l+' = f(

ll('ili disso. l)l.+\ l ('oi)st(tltl(. l,olho.

IÓ., /)«+l> = 0. ob/í //lo.-

[) 4S.Sitrt. ({i.f('i'l iif'lUii(IO {l).... I'«-t\) [ )

hall/,., + ('/,. + a/'.+i , ü«+i> = 0
<«,:1 /,.; -L -.,l:/,# -b ;(õ'b..H-Zh,,+r.) = 0

Sc.g\t( dníqu( -.o': ü'1? = 0

Pol' t. a. }l. t, o

(l/J., = ('' /).. + 0Z)«+t

.l/'.. = «,ll/,,, + i(laZ,«+-

t[/),.+i = {]

Segue du di.fcl'citei.anito (tu ))I'in\e.ilü t(lttaç.ão qu{

0 =(1('Z,.. -- (' A lw:/)o+ ;(ab,.+i) + dOb,.+i

(d('' -- (/' A «;po ló« + ((lO -- j(' ,«. ('õ')b«+i

Z'ogo

.la

.l(' = ('' A'''p

Logo. 7/Ja = «'1;, ro"', u;l -

Da dÍfcl'cltc{.nçào dc (\l). = t,oant),3 -F -i(at).+\ . obl( mos

0 = d«.,aaZ,p -- wC A («,;&-, + ;('ãZ,«+. ) -- ;('B' A «,:/'«+i

('i«,ÍI «.,: A«,g)z,a

.l..;a
Q .-? A oa



dc Oltdc scg\t( qu( QTp = 0. /)OI's

\l/ ' (1 + «,:l

.i«.,l; (lu

()

92
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