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Resumo

Seja /\' um corpo de números algébrico, oK seu anel de inteiros, 'HK o grupo de classes

e hK sua ordem. é conhecido que hK = 1 se, e somente se, oK é fatoriai. Nesta dissertação

nos estudamos a relaçâ,o entre a estrutura do grupo abeliano finito HK (e sua ordem hK)

e as propriedades aritméticas do anel de inteiros Oi.i, concentrando nossa atenção na

fatoração neste anel. O resultado principal ( Teor'ema 3.9 , página 22 ) caracteriza os

anéis oK nos quais 7{K é cíclico com ordem potência de um número primo.

.z\bstract

Let ]t' be a Numbei field, (9i< its rins of integers, 7íK the class Group and hK its

arder. We know that hK = 1 if, and only if, oK is factoiial. In tais dissertation we

study the relathionship of hK and the structure of the rinite abelian group 7{K and the

arithmetical properties of the rins oK, concerning the factorization in it. The main result

( Theorem 3.9. pane 22 ) caracterizes the rins oK for which HK is cyclic with arder a

prime power.
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Introdução

Nesta dissertação investigamos alguns aspectos da fatoração no anel de inteiros oK de

corpos de números algébricos /\'. Para isto, utilizaremos com fieqüência dois resultados

de teoria dos números. O primeiro é a fatoração única em ideais primos dos ideais de

um domínio de Dedekind. O segundo é o que diz que cada classe do grupo de classes

7íl< de um corpo de números contém, pelo menos, um ideal primo. No primeira capítulo

apresentamos estes resultados, sem demonstra-los, e aproveitamos para fixar a notação que

será utilizada neste trabalho. Uma referência que traz uma abordagem mais abrangente

e inclui as demostiações deste capítulo é li21.

Cabe observar que a maioria das conclusões a que chegaremos nesta dissertação pode

ser estendida a domínios de Dedekind que tenham a propriedade de que cada classe de

seu grupo de classes contém um ideal primo. Existem domínios de Dedekind que não

satisfazem esta propriedades temos um exemplo dado por Claborn em l61 de domínio de

Dedekind com grupo de classes cl'clico, de ordem n # 1 , no qual todos os ideais primos

estão concentrados em uma única classe.

No segundo capítulo apresentamos a primeira caracterização aritmética do anel de

inteiros (9K com grupo de c]asses 7{K não trivial. Esta caracterização, devida a Carlitz

l31, nos assegura que o grupo de classes 'HK tem ordem hK menor ou igual a dois se, e

somente se, quaisquer duas fatorações de um elemento de oK em elementos irredutíveis
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têm o mesmo número de favores. ou seja, têm o mesmo comprimento. Somando-se esta

caracterização ao resultado clássico. que diz que um corpo de números tem 7{K trivial

se, e somente se, seu anel de inteiros Oi< tem fatoração única, obtemos a caracterização

aritmética dos corpos de números com grupo de classes de ordem igual a dois.

No capítulo seguinte vamos expor os resultados obtidos por I':cause jlll, que estuda

corpos de números cujo grupo de classes HK é cíclico com ordem hK potência de um primo.

Utilizamos o conceito de elemento primário, um resultado combinatário envolvendo a

ordem dos elementos de 'HK e, como Carlitz, recorremos à unicidade de fatoração dos

ideais de oK em ideais primos. A caracterização obtida por Krause generaliza o resultado

de Clariitz.

No quarto e último capa'tuta temos os resultados obtidos por Czogala, que caracteriza

corpos de núl-nel'os que têm grupo de classe com ordem menor' ou igual a quatro e também

corpos que têm grupo de classes de ordem oito, quando este é isomorfo a soma direta de

grupos cíclicos de ordem prima. Este trabalho caracteriza a fatoração em oK através

de duas propriedades: uma que limita o comprimento das possíveis fatorações de um

elemento que tem, pelo menos, uma fatoração de comprimento doisl outra que determina

que o quadrado de elementos irredutíveis têm todas as possíveis fatorações de comprimento

dois. Usamos para isto, essencialmente, a técnica de Carlitz e propriedades aritméticas

bastante específicas dos grupos de classes destes corpos.

Para finalizar observamos que o assunto abordado por esta dissertação, bem como,

a generalização dos resultados apresentados continuam sendo estudados por diversos

matemáticos. Podemos citei poi exemplo: em li01 e li91 encontramos outras caracte-
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rizações da fatoração no anel de inteiros oK de corpos de números /\' , com grupo de classes

7fK conhecidosl algumas desigualdades sobre o número de Cross de grupos abelianos fini-

tos são estabelecidas em l9li temos o interessante trabalho l41 que avalia o comprimento

de fatorações no anel de inteiros de corpos de números através da constante de Davenportl

e ainda ISI, j211 e 1221 onde são estudadas as propriedades aritméticas das fatorações em

domínios que não são, em geral, anéis de inteiros de corpos de números.



Capítulo l

Conceitos Gerais.

Neste capítulo, com o intuito de fixar a notação, apresentaremos alguns conceitos gerais

que serão utilizados nos capítulos posteriores. Daremos ênfase aos aspectos que serão

necessários neste trabalho.

Seja .[ uma extensão finita do corpo /T. A dimensão de tl/í' será denotado por n

Supondo ai, . . . a. uma base de J., /f, se a C -L temos

"m ..j C Ã. /V(.«) d.t(«{,) e r(a)

onde JV(a) e T(a) são respecti-mente a norma e o traço de a.

Verifica-se que a norma e o traço de um elemento independem da escolha da base e

que

.N(aP) NÇ®NÇB), NÇa13b «".v(#), r(a-t#) r(a) + r(#), e r(«#) «r(#)

onde a, # C .L e a C /{

Se Z, /\' é separáve] e se al . . . o-. são os ]í-isomorfismos distintos de L em um fecho

algébrico fixado de /\' , então vale:



Para (ai,

a:, . . . , an) por

uma n--upla de elementos de Z,, definimos o discriminante de

A(a:, . . . , a«) = d.z(r(a:a.)l.

Um subcorpo /\' de (l; é cllamado corpo de números algébricos, se J{ é uma extensão

ânita do corpo dos números racionais(12 ou, equivalentemente, se -/( = Q(a) com a um

número algébrico.

Todo corpo de números algébricos /\' tem

anel distinguido oK que é chamado anel de inteiros

de /T e é constituído pelos elementos de J{ que

são inteiros sobre ZI. Ou seja, oK éo conjunto

dos a C Â' taisque F(a) = 0 comFpolinómio

lonlco de Z'lal

Estamos interessados na fatoração em oK

um
K

Z

Um elemento u C oK é uma unidade se existe u C oK tal que uu = 1. Dois elementos

a, b de oK são associados se existe uma unidade u C oK tal que a = ub. Dizemos que

a C (1)K e irredutível se não pode ser fatorado em oK, ou seja se a = bc com b, c C oK

então a ou c é unidade de oK

Seja a = ai. . . . .a, uma fatolação de a C oK em elementos irredutíveisl r é chamado

comprimento desta fatoraçào. Diremos que (PK tem fatoração única quando para todo

a C (9K, a seescrevede maneiraúnica, a menos de ordem, como a = uai.....a, coma

unidade em oK e a{ C oK irredutíveis.
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Como veremos, em geral, não existe unicidade de fatoração em (?K, ou seja, existem

corpos cujos anéis de inteiros contêm elementos que podem ser fatorados de mais de uma

maneira. inclusive com fatorações de comprimentos distintos.

Uma forma de contornar este problema. desenvolvida poi l<ummer e Dedekind, foi

estudar a fatoração dos ideais de oK. A seguir,daremos um breve relato de como isto

pode ser feito, pois os resultados obtidos serão uma ferramenta importante nos próximos

capítulos.

Sabemos que oK é anel Noetheriano, isto é, toda cadeia ascendente de ideais

/l C /2 C . . . é estacionária ou, em outras palavras, existe A/ > 0, tal que /. = /.+i

para todo m > Ar. Temos também que todo ideal primo. não nulo, de oK é maximal, e

que oK é integralmente fechado, ou seja, se cl C /\' satisfaz um polinõmio mõnico com

coeficientes em oK então a C (9K.

Um domínio de Dedekind é um domínio Noetheriano, integralmente fechado onde todo

ideal primo, não nulo, é maxímal. Pelas considerações antes fores, o anel oK é um domínio

de Dedekind.

Vamos estudar a fatoração de ideais em ideais primos nos domínios de Dedekind. Salvo

menção explicita em contrário, todos os ideais considerados serão ideais não nulos.

Sejam Z,) um domínio, /\' seu corpo de orações e vamos considerar os submódulos do

,D-módulo ]f com as operações de intersecção, soma e produto.

Um submódulo A/ de /\' será chamado um ideal fracionário de Z) se existir d C -D {0}

ta[ que dM Ç -D. Neste caso, d.A4 é um idea] J de .D e ]W = d'iJ. Os ideais de Z)

6



ão exatamente os ideais fracionários que estão contidos em Z).

É claro que todo subnlódulo finitamente gerado de/f é um ideal fracionário e que, por

outro lado num domínio noetheriano todo ideal fracionário é finitanlente gerado. Verifica-

se facilmente que a intersecção, a soma e o produto de dois ideais flacionários é um ideal

ilracionário

Um submódulo .]W de D é invertíve] se existir um submódu]o JV de -D ta] que -N]W = J.)

Neste caso, o inverso é univocamente determinado e será denotado por M'i

Denotaremos por / o conjunto dos ideais flacionários , por Ç os ideais , 7'. os ideais

principais e ainda por P os ideais primos de D.

Os submódulos invertíveis de /\' são necessariamente ideais fracionários, porém ob-

servemos ainda que o inverso de un] ideal / não é, em geral, un] ideal mas apenas um

idealfracionário.

S

'J.'eorema ]..l Seja .l..} «m .LI)omihão. São equ ua/entes:

ü) D é Hm domÍn,io de Dedekind.

b) O conjunto / é um grua)o, ou seja todo ideal jraciondrio de D é inuertíuel

c) Para todo idem,t l de D eTist,em idectis primos P\,. . . .PK em D tais que:

&

e os ideais primos da Jatoração acima são uniuocamente determinados (a menos de or.

dem).

Em D o conjunto dos ideais flacionários principais T'P formam um subgrupo do grupo

.F. Chamamos o grupo quociente 'Ho :: .rl'P, de grupo de classes de ideais de D e sua

ordem, que é denotado por h/*-, de número de classes.

7



No caso do anel Ol< de um corpo de números /\', denotamos a ordem do grupo de

classes por h/t- ao invés de hoK, e neste caso é verdade que h/*, é finito. Assim para todo

ideal Á de oK, ,4hh é ideal principal.

Outro fato importante do grupo de classes 7-í, de corpos de números, que não ocorre

em domínios de Dedekind em geral, é que todas classes possuem ideais primos A dem({$:,)

stração deste fato é mais elaborada e utiliza métodos analíticos. Ela baseia-se no com-

nnrf a rnpnt.n d a q / ,-s:prl PR '

z,(',xl !: aiÉd, x.(')>i=3 'z'

onde X é um caractel de Dirichlet e Re(s) é a pare real de s.

Esta função também é útil na determinação do números de classes /}Ã de 'l{.

]

Para um estudo dos métodos analíticos e a demostração das propriedades das corpos

de números citadas acima podemos collsultar jlel da bibliografia.



Capítulo 2

Carlitz e a Primeira Caracterização.

Iniciamos este capítulo con-l algumas considerações sobre certos subconjuntos de um grupo

abeliano finito que denotaremos por G.

Definição 2.1 Um sistema, S = (gl, . . . ,g.>, é uma sequência finita não ordenada de

elementosde G. Dado g C G e um sistema S = (g],...,g.> de G chamaremosde

grau de g no s sfema S, que indicaremos por (g)s, o número de vezes que g aparece

no sistema S. Adotaremos grau zero, (g)s = 0, para os elementos de G que não

aparecem no sistema. Um sistema Si será chamado de SKb-sistema do sistema S se,

paracadaelemento g C G, mordem de g em Si for menorou igual mordem de g

em S. Usaremos a notação: St $ S. Um sub-sistema S: será chamado sub-sistema

próprio de S se existir um elemento g C G, tal que sua ordem em St seja estritamente

menor que sua ordem em S, neste caso usaremos a notação: SI < S. Dado um sistema

S = Igi,...,g.l em (.;, n será chamadode comprimento do sísíema S.

Definição 2.2 Um sistema S será chamado de b/oco se o produto de todos seus

elementosfor unitário, isto é, gl ..g. = 1. Paraum bloco -B = <gi,...,g.l podemos

ta\at em sub-bloco, sub-bloco próprio, comprilneuto do bloco e grau de g no bloco B,

lembrando apenas que todo bloco é um sistema.
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O comprimento de um sistema é igual a soma das graus de seus elementos, ou seja,

n = EPCa(g)s. Denotaremos por B(G) ao conjunto de todos blocos de G. Note que

o conjunto dos blocos .B(G) tem estrutura natural de gemi-grupo com a operação de

justaposição.

Definição 2.3 Um bloco será chamado de ó/oco mínima/ se não puder ser escrito como

produto de dois sub-blocos. Denotaremos por M(B) o conjunto de todos blocos minimais

de -B(G).

Unl bloco é minimal se, e somente se, não admite sub-blocos próprios. Temos também

que o elemento g c G tem ordem m se, e somente se, o bloco B = <!Z,...,g,l é
m - vezes

mínima!.

Exemplo 2.4 No grupo (Zl6,+) temos:

.B: = <T,r,r,r,í,2,7,31 éblocopois: T+T+T+T+í+1+2+3=ü

.B: não é minimal pois BI = lí,í,r,í,í,2,2,3> =<í,í,1,7><í,í,í,li>.

.B2 = <í,í,T,T,í,í> é bloco nlinlmal,já que: ord(T) = 6 em (Zõ,+).

e

A seguir relacionamos o conceito de elemento irredutível em um domínio de Dedekind

e de bloco minimal no grupo de classes deste domínio.

Proposição 2.5 Se.jam -D um doma'nio de Z)edekÍnd, 7'ÍO seu grupo de c/esses e PI, . . . , Pn

ideaisprimosemD. O bloco B l.Pt,. ..,P«) éminimalno grupode classes 'Hn se, e

somente se, existe um elemento a C D, {rredut?luel e nào unidade, tal que l~a'l = P\ . . . P«.

Demonstração: Suponhamos que B = <lPi, . . . , P.> é bloco minimal em 7ío. Então

Pi'-- P. = 1 em 'HO, ouseja,o ideal PI...Pn éprincipal. Assim,existe a C Z,),

nãounidade, tal que(a) =P] ...Pn.



Fa[ta mostrar que a é irredutível. Para isto, sejam b e c C D, ta] que a = bc, então b\a.

Como(a) = /:'i J:\ temosque(b) = /:'i: -.Pt.: cona BI = <Pi.,...,Pi.> sub-bloco

de -B. Mas -B é minimal, assim f?i = B. Portanto (al = /:'i - . . a: = /:'i: . . . &. = (ó)

Ou seja c é unidade e a é irredutl'vel.

Reciprocamente, seja a irredutível e (a) = Pi . - /3.. Temos: T = (a) = IPi - . P«

em 7{o, e portanto B = <lPi,...,F.> é bloco. Tomemos Bi = <r'i.,...,Pi.> sub-

bloca de B. Como Pi: -.-P:.. = T, existe b (nã,o urlidade) com (b) = P]. -P].
Assim b\a. Poitallto,existe c C D tal que a = bc. Como a éirredutível, c é

unidade, e /:'l. . .PI. = (b) = (a) = PI .-Pn epela unicidadede fatoração de umideal

em ideaisprimos, <lPi.,...,P:.> = liP:,...,P.>, ou seja, B é minimal.

Agora mostraremos o Teorema de Carlitz, que caracteriza os corpos de números

algébricos /\' que têm o grupo de classes 7{À com ordem igual a dois, como sendo

os corpos que, apesar de não terem unicidade de fatoração em elementos irredutíveis nos

seus anéis de inteiros, têm unicidade no comprimento de tais fatorações.

Teorema 2.6 (Teorema de Carlitz) Seja K um corpo de ntímeros, OK seu ane/ de

inteiros e hK a. ordem do grupo de c\esses'l"LK. Então hi< $; '2 se, e somente se, todas

as .fatorações de qualquer' elemeltto a € OI.i têm o mesmo coínprãmento.

Demonstração: Como hA = 1 se, e somente se, OK é um domínio fatorial, o teoremaé

válido neste caso. Suponhamos /z/\ = 2. Seja a = ai . a. uma fatoração em irredutíveis

de a . Em termos de ideais temos:

(«) - (.-) . . . (.«) ( 1 )

1 1



Reordenando (1) de forma que os primeiros ideais da fatoraçã.o sejam os ideais primos

que eventualmente apareçam nesta fatoração jdigainos que apareçam s deles), temos:

(") - {«-) ' ' '('.),(«.*.) ' ' '(««)
ideais primos

onde (a{) é não primo para á maior que s. Fatorando (ai) em ideais primos obtemos:

(af) = Pl: -..Pí.. Pela Proposição 2.5, B = <lPi:,...,IFi.> é bloco minimal. Logo

(Pí,) # T, .j = 1,...m. Como A/\ = 2 devemostei' IP,: = F',: - ... = P{. e

.rd (r'Z]) = 2. Assim T = ( P::l' = ( P.,)(P.,l ' p'-'t-to ,n = 2 e («:) = P.. P».

Substituindo em (2) obtemos:

(2)

ideais pl'amos

(«) -1«:)'''(".)..a*:, &*:, - .&. &::
principa,is não principais

Em (3) temos o ideal (a) fatorado em ideais primos. Como esta fatoração em (2K é

única, determinamos s e tl s é o número de ideais primos principais e { = 2(n -- s) éo

número de ideais primos não principais. Logo lz = s + IÍ independe da fatoração

(3)

Reciprocamente vamos mostrar que para AA > 2 existem fatorações com compri-

mentos distintos. Vamos dividir a prova em dois casos:

la Caso: Existe pelo menos uma classe, que chamaremos de À, em 7{Ã com ordem

maior que 2.

Digamos ord(À) = m ; nz > 2 logo X # ]'' . Sejam PI e P2 ideais primos de OA com

PI C Ã e P2 C ]' Como oid(Pi] = ord (Ã) = «z = ord (]':) = ord(F2), os blocos

-BI ;:</)i,...,/)i) e .B2 ;:</)2,...,/)2) sao mlnlmais. Sabemos que /)IP2:: Á,4'i:: l,
m -- vezes ?n + vezes

Pi # l , -P2 :# l eportantoo bloco .B3 ;: <.Pi,P21 éminimal. Assimexistem ai,a2,a3

irredutl'veistais que(J-:':)" =(a:) ,(P2)" =(a2) , PIP2 =(a31. Como(P-P2)" = 8"/:r
12



temos que (a3)"' = (ai)(a2). Assim. a menos de unidade temos b = aias = ar (com

m ? 31. Logo b admite duas fatorações com compl'imensos distintos.

2a Caso: Todas as classes de 7:í/ têm ordem menor ou igual a 2.

Como ÀA > 2 existem pelo menos duas classes distintas com ordem 2 em 7{/t , digamos,

][e[B. Temos :ãB :/ T, pois se :411B = í então (]):B = ] e portanto B=X
Sejam r'l.P2,P3 :deais primosem O/:- com PI € Ã, P2 C -B e P3 C ÁB. Observamos

que: ord (ã) = ord (IB) = Old (:ãllB) = 2 . Pol'tanto, os blocos B. = <Pi,Pi> = la,Ã>,

B2 = <P2,IP2> - <ã':,X'i> e B3 = <lP3, P3> = <ll;ílB, 1411BI são mirlimais. Como P3 C Á-B

e PI.r)2 C Á-B, o bloco .Éi4 :: <P3,/ 1/ 2> = <H/3,/4B> é minimal. Portanto existem

ai, a2, a3 ea4 irredutl'veisde O/ tais que(al) = Pipa,(a2) = P2P2 ,(aa) = P3Ps

e («.) = Pa/':P2 Como (/:':P:Ps): = F'fP22.r?, 'emos, l«-)' = (.:)(«:)(a31. Assim,

a menos de unidade temos ó = aji = aia2a3 . Logo b admite duas fatorações com

comprimentos distintos. B

«3)V

~'':í)(i - v':31

A seguir ilustramos o resultado anterior através de alguns exemplos

Exemplos 2.7

2.7.1

Vamos observar o anel de inteiros ZI(v''::5) do corpo (Q(

o número 6 de duas maneiras:

onde podemos fatorar

6 ( 1 )

Calculandoanormaobtemos: N(2) =4, Ar(3) = 9 e N(l+v/:5) =6 . O (luenos

mostra que eles são irredutíveis, pois um divisei próprio, não unidade de qualquer um

13



destes elementos deveria tei noiva 2 ou 3, o que é impossível já que

x(« + óv':ã) = .' -+ só' ? 5

Assim, (1) nos dá duas fatorações em irredutíveis distintas e de mesmo comprimento

2.7.2

Agora vamos observar o anel de inteiros Z (' -+ '

podemos fatorar o número 4 de duas maneiras:

* - ,., - (i * {.
E, de forma análoga ao exemplo anterior, podemos concluir que (2) nos dá duas fatorações

distintas em irredutíveis de mesmo comprimento

do corpo (Q(y':'Í5). Aqui

(2)

Como nos dois exemplos acima temos A/ = 2, já poderíamos esperar que existissem

elementos com fatorações distintas e de mesmo comprimento. A seguir apresentamos dois

anéis onde ocorrem fatorações distintas de um elemento cóm comprimentos distintos.

2.7.3

Observemos o número 18 no anel de inteiros Z(V':Í71 do corpo

18 3.3 = (1 + 17)(1 - 17) (3)

Novamente através do cálculo da norma dos elementos 2, 3 e (l i: V'--'í7) concluímos

que são irredutíveis. Assim, (3) nos dá duas fatorações em irredutíveis distintas de com-

primentos distintos. Nesse caso h/ = 4.
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2.?.4

Te:mi«.:nos obs':-ndo o ;::e] Z (! -t liv'::n) do co:p' Q(~''--n). N'ste -el
podemos fatorar o número 8 em elementos irredutíveis de duas maneiras:

Assim, (4) nos dá duas fatorações em irredutíveis de comprimentos distintos.

Ainda neste anel telhas duas únicas fatorações do número 6 em elementos irredutíveis:

. r!* !
\2 ' 2

Neste caso /z/~ = 3 e (5) nos dá duas fa

comprimento.

Ou seja, se um corpo /\' tem b/* ? 2 isto significa que temos fatorações distintas de

um mesmo elemento com comprimentos distintos em OA, mas não que todos elementos

terão fatorações distintas com comprimentos distintos nem mesmo que todos elementos

terão fatorações distintas

8 - 2.2.2 - ; -- {':n

}

toracões em irt,edlltíveis distinta.s e de mesmor Ç l S

(4)



Capítulo 3

Irredutíveis, Primos, Primários e o
Teorema de Krause.

(1) m p :::» m = :Lp ou m é unidade

(2) p 7n.n + pm ou pln.

Podemos usar qualquer das duas propriedades como definição de número primo em

Z pois uma decorre da outra. Em um domínio de Dedekind arbitrário, e em especial

em anéis de inteiros, a propriedade (2), que é requerida para unicidade da fatoração, em

geral, não decorre de (ll.

A propriedade ( 1 ) é simplesmente a definição de número irredutível em D. A definição

de número primo em D vem da propriedade (2) para um número p não nulo e não

unidade. É fácil ver que um elemento primo é sempre irredutíve!, mas podemos ter

elementos irredutíveis que não são primos como veremos no exemplo abaixo.

Em ZI um número primo p tem duas propriedades básicas]

Exemplo 3.1 Em Z(v::5), 6 = 2.3 = jl + v:5)(1 -- v':5) com 2, 3, (1 + v'::S)

irredutl'veis. Portanto 2 divide (l + \,'':5)(1 -- V'::3) e nào divide (l + v:::ã) nem

(l -- v:5) pois: N(2) = 4 não divide 6 = Xjl É V'::5). Ou seja, 2 é irredutível e não

e primo
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A seguir damos outra noção que se mostrou útil na fatoração em irreduti'vens que é a

de inteiro primário.

Definição 3.2 Sela z um e/emenío {rz'edutz'ue/, nã0 7 u/o e nâo uzzãdade, de um dorna'náo l)

Dizemos que l é prilbário se dados y e z € D temos:

«ip.; + zg/ ou : z" , para a/gume natura/.

Voltando ao Exemplo 2.1 em Zi(V::3), 21(l + v'':::5)(1 -- y'::5) e 2,r(l :i: v:5). Mas,

21(l + v:ãy pois (1 + ],/:5): = (--4 + 2v:5) = 2(--2 + V'':5). Assim neste anel, 2

não é primo, porém podemos ter 2 primário.

O próximo lema caracteriza números primários em corpos de números, e usaremos

este para mostrar que 2 é primário em Z:(1/:5).

Lema 3.3 Sela / um idem/ de um ane/ de nteáros oK, e n(/) a ordem da c/asse 7 em

'HK. Então = C OK é primário se, e somente se, existe um ideal primo P em oK tat

que (z) = p"P)

Demonstração: Supondo que z C (9K é primário. Vamos observar a fataração em ideais

primos do ideal gerado por z em oK, (z) = P] . . - Pr. Como n(P.) divide o número de

classes h temos que m{ = ;;(}5 C ]fq. Elevando-se z a /z obtemos:

(zh)=Pf ..J:Y'==(zil"'.-.lz,)"', onde :ícoK e (zi)=JT(P;)

Portanto zla]": . zr', e como z é primário segue que # #l" para algum { e m C ]N.

Mas, (z{) = 8"(P'). Assim (=) = P,* com k C IN. Pela definição de n(P,), temos

k ? n(&). Como z é irredutível, # = n(ã).
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Inversamente, suponhamos que (z) = P"(P) para P um ideal primo em oK Como

n(P) é mínimo, temos que 2 é iri'edutível. Sejam g/ e z em (9K tais que zly.z e supo-

nhamos que #/y. Então a fatolação do ideal lz) contém o fatal' Pk, para algum k ? l.

Como n(P) divide Ã, a fatoração do ideal (z") contém o favor P"(P) k = (z)k. Assim,

zlzh, mostrando que z é primário. H

Finalmente, retornando ao Exemplo 2.1, como:

(2) = (1 +v:5,l --y':5)' e (l +y':5,l -- y'-5) éideal primo,

podemos concluir que 2 não é primo em ZI(v''::5), mas é primário.

A seguia vamos estudar outras propriedades interessantes de elementos primários

Lema 3.4 Se z é í7'7'eduZz'ue/ ezn um ane/ de í7zíeáros Ol<, e7zião.

(1) «"" tem j«to-ção únic«, « m.-«os de -id«des . o«dem d« f«to«., em i«-tei«s

pTtTnaTtOS.

(11) Seja l.='1 = PxK: .Pl:' com Pi ideais primos distint,os e seja m C \N tal que

=" tem Jat07'ação única em elementos primários. Então o úlnero de falares desta

/a*.«ç'. é d.*.m'«.'''''. « . «. . éd«'' "-,'. « - IX:-: (;h)ml
Demonstração: Seja (z) = PI . /t a fatoraçãoem ideais primos do ideal (z). Sabemos

pelo lema anterior que Pi"(P.) . (zí), l $ i$ r, com z{ primário. Portanto, para

m{ = ;;i$n temos #" = (=1)": (z,)"'. Assim, ="" tem fatoração em primários. Seja

m C IN tal que z" tem fatoração em primários, e seja z" = uql' . . . q!' essa fatoração

em primários não associados e u unidade. Pelo lema anterior (q.l = Q:(Qi) com QI ideal

primo, para l $ i $ s. Como, para ã # j, qi é não associado a q,, temos Qi # Q,- se { # .j.

.Assim.

(z)" = (2T(Ç:)l: . . . Q"('P,)l, ( 1 )



Por outro lado. olhando a fatoraçà.o em ideais primos do ideal gerado por z, temos

(=)=Pf:...P.''.como: #J:', se #J. Assim,

(«)" (2)

Pela unicidade da fatoração em ideais primos em domínios de Dedekind, (1 ) e (2) nos leva

a s = t e reordenando os ideais, Q, = Pi e n(Q,)/, = vnk: , l S; í $ s

Como o nomeio de favores pl'imáiios em :" é >'i;: /. temos:

($ h) ,,,. -$ú«'
B

Vamos agora dar a definição de número de Ciosa de um grupo G abeliano e finito

Definição 3.5 Sela 6' um grupo abe/cano ./iniZo. O vzúme?'o.

"«a - -.«lx alm *«' ,«. «'-,...,«.> ' ''«. «:«'««' '. 'l
é chamado de número de Cross d,o grupo G.

Observe que o númel'o de Cross de um grupo é um númel'o racional, maior ou igual a

um e menor que a ordem do grupo. (ver exemplo 3.6.2).

A seguir vamos estudar como se comporta o número de Cross de alguns grupos

Exemplos 3.6
3.6.1

Consideremos o grupo Zl6. Temos que o bloco .B = j1, 3,4,4, > é minimal. Para este

bloco: EücB ;;;i© = il > 1 . Portanto, /x'(Z6) > 1. Na verdade, /{(Zlõ) = il.



3.6.2

Seja (.; um grupo qualquer não trivial e a C G, a / l e n = ord(a), então <'"' >

é bloco minimal, e 11:L:. ;;;:lia = B = 1. Assim, pala qualquer grupo G temos /t'(G) ? l.

vezes

Estudaremos agora algumas propriedades do número de Cross de um grupo abeliano

finito. Sabemos que todo grupo abeliano finito G é soma direta de grupos cíclicos com

ordens potência de primos, G = C'«. © . . . © C',,. com s 2 1 e lz: ? 2, onde C'.. é grupo

cíclico de ordem n.l n{ potência de un] primo

Lema 3.7 Com a 7zotação azzíeríol', se G é um grupo abe/ ano ./ináío eníáo.

onde mmclni,. ..,n.} ó o mz'Ramo mÚ/fáp/o coMzzmz dos ntZmeros n:,...,I',

Ã'(G)? ÉL--! l
+ mmc {n:, . . . , n.}

l

Demonstração: Seja gl um geradorde C'«. . Podemos escrever 1 = gr:

com <g[,...,gi ,-. , g',.. ,g;,g] ..g,> blocominimal. Assim,-------X,------/
(n.l -- l) --t.,fazes (n. -- } }--l.'fazes

l .(a] . . a,)

o:'d (g- - . . g,)

Comoord(gÍ) = n{ eord(g- .-g,) = mmcln,,...,n,}, temos:

"«a ? E u;lf- -'- m«.{«., . . a

O teorema seguinte caracteriza os grupos com número de Cross igual a l

Teorema 3.8 C/m grupo aóe/cano ./i7zito tem número de Cross um se, e some7zZe se, á
/T+ } / A 4 T

cíclico e sua ordem é potência de um número primo.
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Demonstração: Seja G = C'.. 8 - . . © C'«;, com s ? l e ,z. ? 2. Se /í(G') = 1, então

l = /T(G') ? E;:- !!tr- + ««...., ,..* > E;:: 111r- e 1 > E;.: ztr- ;. { . Portanto,

Reciprocamente, seja G' = C.«, onde p é primo e vz 2 1 . h'lostraremos que >1: ;l::i-(;3 $ 1
para qualquer bloco minimal <g] , . . . , gk> de 6' poi indução em lz e em k.

Para n = 1 e É = 1, o fato é trivial. Para k > 1, seja <gi,...,gk> um bloco minimal

e seja:

k

h-L -- ga ' ' ' gk
l\'z '' gi,
l\K-x = gK

Temos h.#A, se i#.7 e /tí#l palatodos l$.J.i$É--l.Então,É$pe

temos: }:E;:i i;;aJ?;J = ÍI $ 1 . Assumindo agoraque }:L:i l;ã: $ 1 para <gi,. . .,gk>

bloco minimalem CP"-i' Provaremos que }:E;i ;;ãi < 1 para <gi,...,gk> bloco

minimal em C',«.

Para k = 1 é trivial. Vamos assumia que a asserção é válida para todo k' < A. Seja

<gi,...,gk> umblocominimalem C'.«. Se gfCC'.«-- paratodo i, l $i$k, então

<gi, - . - ,gk> é bloco minimal em (-;.«-i e a asserção é válida pela hipótese de indução

com respeito a lz. Suponhamos então que: J = {{ g{ g C'.«.:} # 0. Cromo 1 = gi . .gt,

temos:

11. - 1 11« 1 . c.«--
tl \$a l

Como J # 0, seja / um subconjunto minimal de ./ tal que ]],./g{ C G.«-:. Vamos

estudar acardinalidadede /: Primeiramente / ? 2. Sejam Af = g:"'' , Vã C/

Então Àf C C'.«-- , pois /zf= 1 evaleque f].c/Ai =(]líC/píy"': =l

Para qualquer subconjunto próprio /' de /, ITÍe/, gi « C.«-: . Logo [líe/ hí #]
Pela hipótese de indução aplicada ao bloco minimal composto por hi, iC /, temos

l
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que .!::l $ 1, pois ord(/&i) = p. Assim, 2 $ 1/ $ p e temos

xaaln - 'l? -$ F $ ã:lM '"''"' - n... n
Por outro lado, considere o sistema. <gi>, z C Z, onde L = {.jl] $ .j $ t,J g /} U {0}.

Como 2$ /, segueque IZI = t--l/l+i < É. Temosaindaque:

H g. - llg..p. - l
icz ie.r

Para qualquer subconjunto próprio L' de L, H,CL,gi # 1. Portanto, o sistema

i C L é minimal e pol indução:

<g.>,

l2)

Combinando (1) e (2), obtemos:

$ -h -: -h *;Jm : -h *; -h : «

Assim, a asserção vale para b

Concluiremos este capítulo com o seguinte teorema devido a l<rause, que caracteriza

a fatoração em anéis de inteiros com número de Cross l.

Teorema 3.9 (Teorema de Krause) O grupo de c/asse de um corpo de nzímeros a/gébricos

é cz'c/ico com ordem poté7zcàa de rn primo se, e somelzfe se, ezÍsfe um número m C ]N

tai que a m-ésilna potê7tcia de todo iltteiro irredutíuet é produto de no máximo m in-

teiros primários. Neste caso o Rímel'o de classes é o vníni.mo entre os Ti"L que satisfazem

a condição anterior.

Demonstração: Suponhamos que o grupo de classes 7íK é cíclico e tem ordem potência

de primo Tomemos z um inteiro irredutível, e seja (z) = PI . Pr sua fatoração em
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ideais primos. Como z é irredutível, o bloco -B = <r'i,...,P,> é minimal em 7íK.

Então, pela definição de número de Cross, e pelo Teorema 3.8, )l:l ;;Íl5 $ /x'(HK) = 1.{=1 ''\.' t /

p'i' L'"» 3 4, «" t.m f»t.,.çã. .m, «. má*im., « - l. ;-iiül i t.i-.;
primários.

r

Reciprocamente, suponha que existe um número m C lq, tal que, para todo # inteiro

irredutJ've], z" é produto de no máximo m inteiros primários e seja B = <gi, . . . ,g,>,

r ? 2, um bloco nlininial em 7íK. Tomemos idem.is primos Pf C g:. Segue que existe =,

inteiro irredutível, tal que (z) = Pi . . P.. Por hipótese z" é produto de no máximo

Assim, E::;: i;aJii3 = E;:: ;;LIED 5; 1 . Logo /T(HK) = 1. Pelo Teorema 3.8, HK é cíclico

de ordem potência de um primo.

Agora, supondo que existe m tal que, para todo 3 inteiro inedutível =" é produto

de no máximo nz inteiros primários vamos observar que /z é o mínimo entre est,es m.

Vamos chamar o míllimo de 7ã. Pelo início da demonstração temos que, m $ A. Como

7{K é cíc]ico, existe um ideal primo P tal que n(P) = /z.

Afirmamos que existe z C Ol< irredutível tal que

(=) =P.Ple:.../T' com E#P, l 5;Í$,ea#/', self.j. Defato,como

P :) P2, existe y # 0 tal que y C P, y g P2. Fatorando y = zl - . :. em irredutíveis

temos que existe zj tal que zj € r', z,. gl P2

Como a í%-ésima potência de qualquer elemento irredutível tem fatoração em no

máximo 7a inteiros primários, temos: am = uqÍ' ..-q!' com qf primários e para

i#j qi eqj nãoassociados, /Í C ]N para l ${,.j $s e u unidade. PeloLema3.4

m inteiros primários. Do Lema 3.4 temos que o número de fatoles é n = }.
l

7n.
r

{=1

9

(zm') = Qr(0:)Z: ( l l
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com Qf ideais primos distintos.

Por outro lado,

(-:)" -

Pela unicidade de fatoiaçà.o de ideais ])limos en] domínios de Dedekind,

/'=Qi e m=rz(Qi)/. , paraalgumí.

Assim, /t = 7z(P) = 7z(Q:) divide m. Em paiticulai, /z .$ m. Portanto. m = /t

(21
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(capítulo 4

O Teorema de Czogala.

Neste capítulo apresentaremos unia caracterização aritmética de corpos de números com

número de classes ht pequeno. Inicialmente vamos formular propriedades aritméticas de

anéis de Dedelçind que são importantes nos casos considerados.

Definição 4.1 Z)ziernos q?le zzrn a7ze/ de DedeÃi7zd D íellz a /)7'0práedade }4.,

para quaisquer ele nen os il'l'edutÍue{.s a\,az, b\,... , bk C D: a igualdade:

a' = b. . bK

2, se

ai.a2 = bi . . bk

implica que k $ n.

Dizemos qKe UTn anel de Dedekind D tem G T)ropriedüde XÀr., n Z o.. se tem a plo

priedade V« e se alara quaisquer elemeTttos irredutíveis a. b\. . . . ,bK C D a igualdade:

implica qve k

Assim 14. garante que em D o produto de dois ii'redutíveis não pode ser representado

como o produto de mais que 7z ill'eduti'vens, e U/. garante adicionalmente que o quadrado

de qualquer elemento irreduti'vel tem apenas decomposições de comprimento 2.

23



Observamos que temos algumas relações triviais entre as piopiieda.des r e l,I'', tais

como: \'L ::> 1{,+i, H/« ::> H/.+l e T'l/« ::> \'L-

Proposição 4.2 Se.7a D urra ane/ de Z)edeAi7zd com a 7)zo/)ríedade gaze, pa7'a qua/qtzer

elemento irredKtÍuel a C D o ideal prol\cipal Ça) é pl'oduto de n,o nazi?no n ideais primos,

n > ão D tem a, propriedade V..

Demonstração: Sej«,« «-, «,, Z'-, , be elerlaentos iiie(tuta'fieis de D tais que

aias :: bi.....be

Vamos considerar dois casos

la Caso: Una dos ideais princi])ais (al),(az),(Z,l),. . . , (Z,k) é ideal primo. Para fixar a

notação podemos supor que(al) é ideal primo. O caso(bl) é ideal primo é análogo a este.

Então(ail dix'ide um dos ideais(b,), digamos que seja.(bll. TeRIas que ai divide ói em

.D. Como a] e bl são elementos irredutíveis em D, então a. = bl a menos de unidades e

a2 :: b2 . . bk e podemos concluir' que É :: 2 $ n.

2' Caso: Agora vamos supor que nenhum dos ideais(all,(a21,(bl),.. . ,(bÉ) é um ideal

primo. Assim, (a:) é produto de lz: ideais primos, para 21 ' 1,2 e (b.) é produto de m,

ideais primos, para.7 ' l,...,k. Então l< lz: $ 1z e 1< 11?, $ zt param - 1,2 e

j = 1, . . . , É. Assim:

2n ? nl + n2 = ml + .. + mk ? 2b

Portanto, k $ n e vale \l

A seguir chegaremos a conclusões quanto à ordem de Hi< , grupo de classes do anel de

inteiros oK de um cora)o de númei'os que satisfaz a propi'iedade LÇ, ou W..
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l,ema 4.3 Se c)K d urra. a77e/ de /7zíeílos que safio/a; a f)7'0?u?'iedade \<., eníáo a 07de7n de

qualquer eles\ente do grua)o de classes de tdea,is'H,\( e no ma=ilno n,.

Demonstração: Suponhamos que oK satisfaz L';. Tomemos um elemento .X' C 7-ÍK com

ordem m. Logo a ordem de À'': também é nz. Sejam r' e Q dois ideais primos tais que

P C X e Q C X':.Assim P" e Q" são ideais principais, digamos, P" -(a) e Q" =(b)
e PQ também é idea] principal digamos; r'Q = (cl. Os elementos a. b. c são iiredutl'vens

e a menos de unidades temos ab = c". A propl'iedade \<: implica que 7n l$ 7z.

A caiacteiização de corpos de números com número de classe dois agora pode ser

enunciada de forma diferente. Eles sào exatamente aqueles cujo anel de inteiros oK tem

a propriedade W2 e não tem unicidade de fatoração.

O teorema seguinte mostra que as propriedades \4, Va, H/3, Wa são suficientes para

caracterizar aritmeticamente corpos de números cona número de classes igual a três, quatro

e também alguns corpos com número de classe oito.

Teorema 4.4 (Teorema de Czogala) Se.ja oK um ane/ de áziíeáros de um corpo de

números algébricos com grupo de classe de ideais 'Hl< it(io tl' uial e C. o grupo cíclica de

ordem n. Bilião temos:

r']) oK fem a prop7'iedade V3 se, e sonzzenfe se, 7'f1< ;: (:2 ou 7-íK := (,3 ou 7'íK :: C2 (1)C'2l'

reJ (?K íe77z a propriedade W3 se, e s07nenfe se, 7{i< = C2 ou 7-Íl< = ('T3,'

r3y (=)K iem a prof?.íedade Wa se, e somente se, 'HK :: C'2 ou 7{í< ;= C'3 ou 'HK :: C'41

r.gJ oi.i fem a p7'0príedade U4 se, e somente se, 7{i< :: (2 ou 'lÍi< :: ('3 ou 7lli< ;: ('4 a

7'íK ;: (.2 (]) C'2 ou aí7zda 'l-íl{ := C'? a) C'9 (n C'\.-'2 ED \-'2 .

U
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\./ L/0Ç] V Ç \4 UÇ; DÇ; / l, l.

V2, V3, W3, y4 e t'h.

Para a prova deste teorema usaremos a proposição anterior e uma série de lemas que,

vão estabelecer as prol)piedades aritméticas de anéis de Dedekind com grupo de classes

de ideais 7-Íl< :: C'3 ou 7lli< := CJ2 (B ( 2 ou 7ilí< -: C,4 ou ainda 7-íi< := C'2 Ü) C2 (D (':

c: pelo Teorema, 2.6 satisfa.z H'2 l,..,..''D' satisfazS Sl )

l,ema 4.5 Se [) é Km an,e] de Dedekiltd com grei)o de classes 'H\ç = Cs, elttâ,o D satisfaz

Demonstração: lllicialmente mostlaienaos a propl'ledade LÜ. Tomemos um elemento

irredutl'vel a € D e consideran(!o a tatoiação do ideal (al eln produto de Ideais primos,

temos: (aj = Pi-..E:. com <Pi,...;?.> bloco minimal. Pol outro lado, como

HK ' (:3, todo bloco minimal rena comi)cimento menor ou igual a tios. Assim, 7t $ 3 e

pela Proposição 4.2 vale tã.

Agora vamos ver que -D satisfaz a propriedade W3. Pala isso, vamos considerar a

igualdade

com a,Z,l, . . . ,bx; inedutlveis. Se um dos ideais(al,(bll, . . . ,(b#) é primo, analogamente

ao primeiro caso da Proposição 4.2, podemos concluir que É = 2 . Assim, podemos

assumir que (a) é produto de n > 1 ideais primos e (ói) é produto de m{ > 1 ideais

primos, onde 2 $ rz $ 3 e 2 $ 7n: $ 3. Como(ay =(bi)...(bkl temos:

6 ? 2vz = zlzi + - + m# ? 2k

Se n = 2, temos b $ 2 . Se n = 3, os três ideais na fatoraçào em ideais primos de (al

devem pertencem à mesma classe. Se É = 3 então m: = 2, { = 1, 2, 3 e os falares primos
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na fatoração de (b{) devem pertencem a. classes distinta.s, mas isso é incon]patível cona a

unicidade da decomposição en] Idem.is primos. Assim, k = 2 e 14$ vale. H

Lema 4.6 Se .Z.) é wnz arie/ de Z)edeki7zd com grua)o de c/esses 7-íi< :: C'2 (D C'2, então l)

s«üs/a; V3

Demonstração: Seja a C 1), ineduti'vel e (al = r'i . - a. sua fatoração em ideais

primos. Então B = <Pt, . . . , P.l é bloco nainimal. Se v? ? 4. deveremos ter dois ideais

P:. e /3 na mesma cla.sse de ideais e então r':/3 é principal. o cine contra.diz o bloco -B ser

minimal. Assina. 71 .g 3 e vale Vli pala D.

l.exma. A:.'7 Se D é xl l dourtÍltio (le l)edekind caril gl"ü])o de classes 'H,\(

salas/az W4 .

Demonstração: Tomemos a, um elemento irredutível de Z,), e sua fatoraçã,o em ideais

primos: (al = /:'1 ../'h. Então B = <P:,...,P.> é bloco minimal. Chamando de X

o gerador de 'Hi< obtemos: 7llK :: <1,-V, .X'2, .Y3>. vamos supor 7z > 5. Então, /)i, . , /)

deve ter no máximo um ideal pertencente a À'2 e os outros devena estar distribuídos entre

.X e X3, o que em qualquer caso levaria a um subproduto igual a identidade de 7íK, uma

contradição caiu 1? sel millilnal. Assim, lz $ 4 e Z) satisfaz \G pela Proposição 4.2.

Vamos agora obselvai o quadrado de elementos irreduti'veia de Z). Sejam a, 1)1, . . . , b#

irredutt'veisde -D tais quem: = bi . b . Se algumdos ideais(al,(bll,...,(bk) é primo

como no primeil'o caso da proposição 4.2, temos k = 2.

Vamos supor que (a) é produto de n > 1 ideais primos e (b.) é produto de m{ > l

ideais primos, então:

+ . . -+ mk Z 2k
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Portanto É < 4 e devemos excluir os casos Ê = 4 e À- = 3.

Se Ê :: 4, temos necessariamente lz = 4 e riz. = 2, z = 1,2,3,4. Mas n =4
significa que todos os ideais na fatoração em ideias primos de (a) pertencem a X ou

todos pertencem a À'3, enquanto l?z: = 2 significa que cada fatos na fatoração em ideais

primos de (b{) pertence a .V2 ou uni pertence a X e outro a .V3. Em qualquer caso,

temos uma contradição em relação à ulaicidade de fatoração en] ideais primos do ideal

be # = 3 e ?z = 4, temos lni -F ?7z2 +nz3 = 8 e a.o menos um dos nzi's

Raciocinando analogamente ao caso A« = 4 chegamos a uma contradição.

Se # = 3 e l? = :3, ente.o nl.i = ?lz2 = rlz3 = 2 e (al = PiP2Ps Então, um dos

ideais Pt, /% ou /\ deve pertencer a .V2 e os outros dois devem estar na mesma classe

que deve sei -X' ou X3. Mas (b.l = P./L. Assim, ou tetlaos Pí e /t pertencentes a X2 ou

]3 pertencente a .X e P, pertencente a X3. De qualquer maneira., temos novamente uma

contradição quanto à unicidade de fatoiação em ideais primos do ideal (a)2

Assim, podemos concluir que É = 2

(«)'

deve ser 2

Lema 4.8 Se Z,) e um domz7}Ío de /,)ede#zl7td com g7'u/lo de c/esses 7íi< :: C2 (i) C'2 (]) C2;

então D satis.faz V..

Demonstração: Suponllalnos a C D, irredutível e (a) = PI - . ,f'L sua fatoração em

ideais primos. B = <PI,...,17i.> é bloco minimal. Vamos assumir que n ? 5. Como

todo elemento de 7{K tem ordem 2 temos que Pi, . . . . Ps, .f)iP2, /)iP3, P Pa, /) Ps devem

ser distintos dois a dois, o que é im])osso'vel já que Hi< tem ordem S. Assim, n $ 4 e pela

Proposição 4.3 temos que 1) satisfaz V4. H
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Proposição 4.9 Se ?171t alce/ de i7zíeí7'0s Oi< (/e /i?, coT'7)o (/e 7ztímzel'os sa&is/az a pro

priedade V4 e se'ü grupo de classes'H\<. é não trivial: elLtão'H\( é znt dos seguiu,tes grupos

C'2, C3, C'4 , (:2 {D C2 ou C'2 a) C'2 (B C'2-

Demonstração: 7{K é um grupo abeliano finito, então é soma dlreta de grupos ct'clicos.

Pelo Lema 4.3 os grupos cíclicos desta soma s(5 podena sel' C'2, (.;3 e C4. Como cada um

dos gi'upos C'z ã C'a e C'3 Ü C'4 teia) un] eLetlaent.o de oideni iilaiot que 4. então 7-íK não

deve ter qualquer subgrupo deste tipo.

Sobram duas possibilidades. 7{K = C;l © C'; com r ? 0 e s ? 0 e 'l-íK = C:l. com

{ ? 0. Vamos estudar cada unia das possibilidades.

Para a primeira possibilidade, 7-íK = C; a C'.i, tomemos r > 0 e s > 0, então 7{K

contém um subgrupo deforma Cz®C'4. TomemosÀ'i =(0, 1), .X2 =(i,il, À'3 =(1,0),

X4 =(0,31, Xs = l1,3) em CJ2ÜC;4 C HK,eideais prinlosde oK taisque PI C X,,

P2 C X2, .,Ps C Xs. Então F'l3P2P3, P3f4Ps, Pipa, Papá. /3 são ideais principais,

digamos, Pf'P:Ps ' (a-), P3-qPs = (a21, P:P4 ' (b:l, P2Ps ' (Z,2) e .r# = (b3) e a:, «2,

bl, Z,2 e Z'3 são irredutíveis. Temos ainda (al)(a2) = Pl3/:yP2&/ 3 ' (bi);(ó2)(Z,3). Assim

a menos de unidades, temos aias = btb2ó3, o que contradiz U4.

.Assim, podemos tet apenas 7íi.i:: ('; ou 7{K :: C'4

Inicialmente vamos supor 7ÍK = C;, com r ? 4. Então 'HK tem um subgrupo C'{

e sej;mX: = (1,0,0.0), X, i,0,01, X; (0,0.i,01, X- = (0,0,0,1) e

Xs =(1,1,1,1) C (:! C H!<. Tomemos ideais primos Pi C X, pala á - 1,...,5. Sabemos

que P.2 e P] P2PaP4Ps são ideais principais, digamos, (a) = /:'iP2P3P4Ps e (bi) = e', para

i = 1,...,5 e a,Z)l,...,bs irredutíveis. A menos de unidades temos a2 = bl . bõ o que

contradiz Va. Podemos concluir que se 'HK - C;, então r .$ 3.

Agora vamos estudar 7íK = C'a com s > 1. Então HK tem C4 8 C'4 como subgrupo

e portanto podemos escolhem Xi = (0,11, À'2 = j1,01, X3 = (2,2), X4 = (0,3)
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e Xs = 13,0) C C4 Ü (,'. ü C'. C 'Hi<. Tomemos ideais pt'llllos Pí em Xi, { = 1....,5.
Obsel"t'amos que os ideais /f/#J:%, /\ /#/?, f'l Pa, / 2Ps, /? sào todos principais, digamos,

(«:) -r'?P3,(«,) (b-) (b:) (b.) com a:,a:,b,,

b2 e b3 irredutíveis. Como (ai)(az) = P12/#/?/:Trf = (Z,] l:(bz)'(b31, a menos de unidade

alar :: b?bgb3, o que contradiz \ã. Portanto, se 7-íl.i:: C'4s, então s :: l.

Agora estudemos a segunda possibilidade, 'Hi< = Ci. Tonaei-rios Z > 1. Então 7-íK

contém um subgrupo C's'PC'3 Sejam ,VI = (0,11. -V2(1,01. .X'3 = 11,1), X4 = (0,21,

Xs = (2,0) e X6 = (2,21 C C.'3 ©C3 C HK e podemos escolher a ideais primos tais

que /3 C X{, í = 1. . . . ;6. Os ideais F'lz7:#/\, /)f/f/%, Pi/\, P2/s, -f3Pc sào principais,

digamos,(«:) = Pf/:y&,(«,) = H/:?P6,(b:) = &P4,(b,) = P2Ps,(b;) = P3P6 c'm

al,a2,bl,b2 e b3 iriedut)'veia. Como (all(a21 = /'fJ:fP3/'f/fPõ ' (bl):(b2):(hl, a

menos de unidades temos

aias = bfblb3, o que colltiadiz U4. Portallto, se 7{i< :: C'á, então í :: l.

Lema 4.10 Se oK tí a7ze/ de iníeÍros de wm corpo de nlírrzeros qtze satis/az W4 e seu grupo

de classes'HK é não trivial, el\Lão 'H\( Cl2, 'H,\( = Ca OI'H,tç = C*,

Demonstração: Sabemos que se oK satisfaz U/4, ente.o (?K satisfaz ya e pela proposição

antes'ior HK = C'2, 7{i< :: C'3. 7íi< :: (,'4, 7íK :: C'2 a) ('2 ou ainda 7{K :: C2 (D ('2 (D (I'2

Basta mostlal que se (2K satisfaz taG, então 7-íl< não pode tei C'2 © C2 como subgrupo.

Caso cone:ário, sejam X: =(0,il, X2 '(1,0) e X3 =(1,1) C C, Ü C2 C 'HK e tomemos

ideias primos Pi C XI, P2 C X2 e P3 C X3. Os ideais PI P2P3, Pi , P22 e -f; são principais,

digamos, (a) = P:P2P3, (Z,l) = Pf, (b2) = /:'? e (Z,3) = /:?, co:n a, bi, b2 e b3 ir«dutíveis.

Como (a)' = /:'lz/:?/:? = (bll(b2)(Z)3), a menos de unidades temos: a2 = b:b2ó3, o que

contradiz W.. H
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Lema 4.11 Se Oi d a7ze/ de í?zíeíl'os (/e zz7n cora)o (/e 7zlí?nez'os qtze saías/az l,'i e seu g7'upo

de c/esses 'líi< ó 7zão Zz'íluáa/. e7zZâo 7{i{ := Cz- 7lli< := C'3 oiz 'Hi< :: C'2 (B C'2-

Demonstração: Como oK satisfaz \'i, então 7-íK satisfaz \'; e, usando a Prop 4.9,

precisamos apenas descartar as possibilidades 7-lll< :: C4 e 7-íK :: CJ2 O (:2 a) (,'2-

Inicialmente vamos supor que 7íK = C'4 Seja .X um zelador de 7{K e tomemos

P], Pu Ideais primos tais que P] C X e P2 C -X'' . Então, Pipa. Pi , /2 são ideais

principais. digamos, Pi /'2 = lal, PI' = (bil e /# = (Z,21. com a, Z)] e b2 iitedutíveis. Como

(al' = pia/# = (bl llb21. temos, a menos de unidades, a' = bi62. o que contradiz W3.

Agora vamos assumll que 7íi{ := (1'2 (i) C 2 ($ C'2. Tomemos os seguintes elementos de

H, XI =(0,0,11, Xz =(0,1,01, X3 =(1,0,01 e Xa =(1.1,}l e sejam os ideais primos

/3 C X{, para 1 ' 1.. . . ,4. Todos os ideais F'i/)2-f3Pa, Pi , /#, .l#, /)á2 são principais,

digamos,(a) =/'lP2P3&,(b,) = /',:,(b2) = /'f,(b3) = -P32 e(b.) = /'i2, com a, b:, Z,2, Z'3 e

b. irredutíveis. Como (a): = PIZ/'!.f:y/'f = (bil(b2)(b3)(Z,a), a menos de unidades, temas

a2 := bib2b3b.i, o que contradiz \&.

Lema 4.12 Se oK é az&e/ de 7zíei70s de ?zm. corpo de lztímeros que saZís/az Wa c um grupo

de classes'HK não triuia!, elttão 'Hl< = Cz ou 'H\( = CS.

Demonstração: Como O[< satisfaz Wa. ente.o satisfaz \G. Pelo lema anterior , 7íK ' (,J2,

7íK :: C'3 ou HK :: C'2 ® CJ2. Cromo (,)K satisfaz taQ, ente.o satisfaz U/4 e, pelo Lema 4.10,

/? = C2, 7{K ' C'3 ou HK = C.. Portanto, 7ÍK = 03 ou 7íK = C':. H

Através do Teorema 4.4 podemos caracterizar os corpos, cuja ordem do grupo de classe

é menor que 4 pelo corolário que segue, lembrando apenas das caracterizações já estudadas

nos casos hk = 1 e Ak = 2.
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classe'HtC não trivial. Então r

r.ZJ 7ili< = C,'3 se, e sornevzíe se; (2í< saZls,laz taG e z(ío saZís/azvL:..

rg) 7ll!< :: (''2 eB C'2 se, e somente se, (1)l< sa ís/az \G e não sai?-s/az W3,

r31 7íK = C'4 se, e somevzZe se, (PK saZís/hz H/'.i e náo saZís/bz 14/3,

r#,J 'HK = C'2 © a2 O C'2 se, e som.e7zfe se, oK saías/az \á e 7zão saías/az Wa lze7n Va. n

Corolário 4.].3 Seja O\ llel de ã,T},teã,ros d.e ]].w]. de n,'Úmeros !< collt grupo de7 coa"PO n r
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