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Resumo

Seja K{ um corpo de nimeros algébrico, O seu anel de inteiros, Hk o grupo de classes
e hk sua ordem. ¢é conhecido que hk = 1 se, e somente se, Ok é fatorial. Nesta dissertacio
nos estudamos a relagao entre a estrutura do grupo abeliano finito Hy (e sua ordem hg)
e as propriedades aritméticas do anel de inteiros Ok, concentrando nossa atencio na
fatoracao neste anel. O resultado principal ( Teorema 3.9 , pagina 22 ) caracteriza os

anéis Ok nos quais Hy € ciclico com ordem poténcia de um nimero primo.

Abstract

Let K be a Number field, O its ring of integers, Hx the class Group and hy its
order. We know that hx = 1 if, and only if, Ok is factorial. In this dissertation we
study the relathionship of hi and the structure of the finite abelian group Hy and the
arithmetical properties of the ring Ok, concerning the factorization in it. The main result

( Theorem 3.9. page 22 ) caracterizes the ring Ok for which H is cyclic with order a

prime power.
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Introducao

Nesta dissertacao investigamos alguns aspectos da fatoragio no anel de inteiros Ok de
corpos de numeros algébricos K. Para isto, utilizaremos com freqiiéncia dois resultados
de teoria dos numeros. O primeiro é a fatoragao tnica em ideais primos dos ideais de
um dominio de Dedekind. O segundo é o que diz que cada classe do grupo de classes
Hx de um corpo de nimeros contém, pelo menos, um ideal primo. No primeiro capitulo
apresentamos estes resultados, sem demonstra-los, e aproveitamos para fixar a notagio que
serd utilizada neste trabalho. Uma referéncia que traz uma abordagem mais abrangente
e inclui as demostragdes deste capitulo é [12].

Cabe observar que a maioria das conclusGes a que chegaremos nesta dissertagdo pode
ser estendida a dominios de Dedekind que tenham a propriedade de que cada classe de
seu grupo de classes contém um ideal primo. Existem dominios de Dedekind que nao
satisfazem esta propriedade; temos um exemplo dado por Claborn em [6] de dominio de
Dedekind com grupo de classes ciclico, de ordem n # 1, no qual todos os ideais primos

estao concentrados em uma inica classe.

No segundo capitulo apresentamos a primeira caracterizagao aritmética do anel de
inteiros Ok com grupo de classes Hyk nao trivial. Esta caracterizagao, devida a Carlitz
[3], nos assegura que o grupo de classes Hy tem ordem hx menor ou igual a dois se, e

somente se, quaisquer duas fatoragdes de um elemento de Ok em elementos irredutiveis



tém o mesmo numero de fatores, ou seja, tém o mesmo comprimento. Somando-se esta
caracterizagao ao resultado classico, que diz que um corpo de nimeros tem Hy trivial
se, e somente se, seu anel de inteiros Ok tem fatoragao tnica, obtemos a caracterizagao

aritmética dos corpos de niimeros com grupo de classes de ordem igual a dois.

No capitulo seguinte vamos expor os resultados obtidos por Krause [11], que estuda
corpos de niimeros cujo grupo de classes H € ciclico com ordem hy poténcia de um primo.
Utilizamos o conceito de elemento primario, um resultado combinatdrio envolvendo a
ordem dos elementos de Hy e, como Carlitz, recorremos a unicidade de fatoracio dos
ideais de Ok em ideais primos. A caracterizagio obtida por Krause generaliza o resultado

de Carlitz.

No quarto e ultimo capitulo temos os resultados obtidos por Czogala, que caracteriza
corpos de numeros que tém grupo de classe com ordem menor ou igual a quatro e também
corpos que tém grupo de classes de ordem oito, quando este é isomorfo a soma direta de
grupos ciclicos de ordem prima. Este trabalho caracteriza a fatoracio em Oy através
de duas propriedades: uma que limita o comprimento das possiveis fatoragdes de um
elemento que tem, pelo menos, uma fatoragao de comprimento dois; outra que determina
que o quadrado de elementos irredutiveis tém todas as possiveis fatoragdes de comprimento
dois. Usamos para isto, essencialmente, a técnica de Carlitz e propriedades aritméticas

bastante especificas dos grupos de classes destes corpos.

Para finalizar observamos que o assunto abordado por esta dissertacio, bem como,
a generalizacio dos resultados apresentados continuam sendo estudados por diversos

matematicos. Podemos citar por exemplo: em [10] e [19] encontramos outras caracte-
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rizagoes da fatoragao no anel de inteiros Ok de corpos de nimeros K, com grupo de classes
Hx conhecidos; algumas desigualdades sobre o nimero de Cross de grupos abelianos fini-
tos sao estabelecidas em [9]; temos o interessante trabalho [4] que avalia o comprimento
de fatoragoes no anel de inteiros de corpos de nimeros através da constante de Davenport;
e ainda [5], [21] e [22] onde sdo estudadas as propriedades aritméticas das fatoragdes em

dominios que nao sdo, em geral, anéis de inteiros de corpos de nimeros.



Capitulo 1

Conceitos Gerais.

Neste capitulo, com o intuito de fixar a notacao, apresentaremos alguns conceitos gerais
bl b
que serao utilizados nos capitulos posteriores. Daremos énfase aos aspectos que serao

necessarios neste trabalho.

Seja L uma extensao finita do corpo K. A dimensao de L|K sera denotada por n.
Supondo aj,...a, uma base de L|K, se a € L temos :
n n
aa; =Y aj e; com a; € K, N(a):=det(a;) e T(a):=)  as
1=1 =1
onde N{a) e T(a) sdo respectivamente a norma e o trago de a.

Verifica-se que a norma e o traco de um elemento independem da escolha da base e

que :
N{(ef) = N(a)N(B), N(aB)=a"N(B), T(a+pB)=T(a)+T(B), e T(ah)=aT(B)

onde o, € Lea€ K.

Se L|K é separavel e se oy...0, sdo os K-isomorfismos distintos de L em um fecho

algébrico fixado de K , entao vale:

.n n

N(a)=[[oi(a) e T(a)=>_ oi(e).

1=1 i=1
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Para (ai,...,an,) uma n—upla de elementos de L, definimos o discriminante de
(o1, ..., 04) por:
Alay, ..., an) = det(T(aa;)).
Um subcorpo K de € é chamado corpo de numeros algébricos, se K é uma extensao

finita do corpo dos numeros racionais Q) ou, equivalentemente, se X = Q(a) com a um

numero algébrico.

Todo corpo de nimeros algébricos K tem um

anel distinguido Ok que é chamado anel de inteiros /

de K e é constituido pelos elementos de K que

sao inteiros sobre 7ZZ. Ou seja, Ok é o conjunto /Q
dos a € K taisque F(a)=0 com F polinémio Z
monico de Z[z].

Estamos interessados na fatoracio em Ok.

Um elemento u € Ok € uma unidade se existe v € Ok tal que uv = 1. Dois elementos
a,b de Ok sao associados se existe uma unidade u € Ok tal que a = ub. Dizemos que
a € Ok ¢€ irredutivel se nao pode ser fatorado em Ok, ou seja se a = bc com b,c € Ok
entao a ou ¢ é unidade de Ok.

Seja a = ay..... a, uma fatoragao de a € Ok em elementos irredutiveis; r é chamado
comprimento desta fatoracao. Diremos que Ok tem fatoracio tinica quando para todo
a € Ok, a se escreve de maneira unica, a menos de ordem, como a = uaj..... a, com u

unidade em Ok e a; € Ok irredutiveis.



Como veremos, em geral, nao existe unicidade de fatoragio em Ok, ou seja, existem
corpos cujos anéis de inteiros contém elementos que podem ser fatorados de mais de uma
maneira, inclusive com fatoragées de comprimentos distintos.

Uma forma de contornar este problema, desenvolvida por Kummer e Dedekind, foi
estudar a fatoragao dos ideais de Ok. A seguir,daremos um breve relato de como isto
pode ser feito, pois os resultados obtidos serdo uma ferramenta importante nos préximos

capitulos.

Sabemos que Ok ¢é anel Noetheriano, isto é, toda cadeia ascendente de ideais
I, C I, C ... é estaciondria ou, em outras palavras, existe N > 0, tal que I,, = I,
para todo m > N. Temos também que todo ideal primo, nao nulo, de Ok é maximal, e
que Ok ¢ integralmente fechado, ou seja, se @ € K satisfaz um polindmio ménico com

coeficientes em Ok entdo a € Ok.

Um dominio de Dedekind é um dominio Noetheriano, integralmente fechado onde todo

ideal primo, nao nulo, é maximal. Pelas consideragoes anteriores, o anel Ok é um dominio

de Dedekind.

Vamos estudar a fatoragdo de ideais em ideais primos nos dominios de Dedekind. Salvo
mencao explicita em contrario, todos os ideais considerados serao ideais ndo nulos.

Sejam D um dominio, K seu corpo de fragdes e vamos considerar os submédulos do
D-médulo K com as operagdes de intersecgao, soma e produto.

Um submédulo M de K serd chamado um ideal fraciondrio de D seexistir d € D|{0}

tal que dM C D. Neste caso, dM é umideal J de D e M = d~'J. Os ideais de- D
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sao exatamente os ideais fracionarios que estédo contidos em D.

E claro que todo submédulo finitamente gerado de K é um ideal fraciondrio e que, por
outro lado num dominio noetheriano todo ideal fracionario é finitamente gerado. Verifica-
se facilmente que a intersecgao, a soma e o produto de dois ideais fracionarios é um ideal
fracionario

Um submédulo M de D € invertivel se existir um submédulo N de D tal que NM = D.
Neste caso, o inverso é univocamente determinado e sera denotado por M1,

Denotaremos por F o conjunto dos ideais fraciondrios , por G os ideais , P, os ideais
principais e ainda por P os ideais primos de D.

Os subméddulos invertiveis de K sao necessariamente ideais fracionarios, porém ob-
servemos ainda que o inverso de um ideal [ ndo é, em geral, um ideal mas apenas um

ideal fracionario.

Teorema 1.1 Seja D um Dominio. Sdo equivalentes:
a) D é um dominio de Dedekind.
b) O congunto F € um grupo, ou seja todo ideal fraciondrio de D € invertivel.

¢) Para todo ideal I de D existem ideais primos P, ... ,P;; em D tais que:
I = P1 one Pk.

e 0s tdeais primos da fatoragdo acima sdo univocamente determinados (a menos de or-

dem).

Em D o conjunto dos ideais fraciondrios principais P, formam um subgrupo do grupo
F. Chamamos o grupo quociente Hp = F|P, de grupo de classes de ideais de D e sua

ordem, que € denotada por hy, de nimero de classes.



No caso do anel Okx de um corpo de numeros K, denotamos a ordem do grupo de
classes por hg ao invés de hp,, e neste caso é verdade que hy ¢é finito. Assim para todo

ideal A de Ok, A"% é ideal principal.

Outro fato importante do grupo de classes H, de corpos de nimeros, que nao ocorre
em dominios de Dedekind em geral, é que todas classes possuem ideais primos. A dem@
stracdo deste fato é mais elaborada e utiliza métodos analiticos. Ela baseia-se no com-

portamento das L-séries:

L(s,x)= io: %%—l, Re(s) > 1.

onde x é um caracter de Dirichlet e Re(s) é a parte real de s.

Esta fungao também é 1til na determinagao do niimeros de classes hx de H.

Para um estudo dos métodos analiticos e a demostragido das propriedades dos corpos

de numeros citadas acima podemos consultar [12] da bibliografia.



Capitulo 2

Carlitz e a Primeira Caracterizacao.

Iniciamos este capitulo com algumas consideragdes sobre certos subconjuntos de um grupo

abeliano finito que denotaremos por G.

Definigao 2.1 Um sistema, S = (g1,...,¢n), € uma seqiéncia finita ndo ordenada de
elementos de G. Dado g € G e um sistema S = (¢1,...,9,) de G chamaremos de
grau de g no sistema S, que indicaremos por (g)s, o numero de vezes que g aparece
no sistema 5. Adotaremos grau zero, (g)s = 0, para os elementos de G que nao
aparecem no sistema. Um sistema S; sera chamado de sub-sistema do sistema S se,
para cada elemento g € G, aordemde g em S, for menor ou igual a ordem de ¢
em S. Usaremos a notagdo: S; < 5. Um sub-sistema S; serd chamado sub-sistema
proprio de S se existir um elemento g € G, tal que sua ordem em S; seja estritamente
menor que sua ordem em S, neste caso usaremos a notagao: S; < 5. Dado um sistema

S ={g91,...,9,) em G, n serd chamado de comprimento do sistema S.

Definigao 2.2 Um sistema S serd chamado de bloco se o produto de todos seus
elementos for unitario, isto é, ¢;---g, = 1. Para um bloco B = (g1,...,9,) podemos
falar em sub-bloco, sub-bloco proprio, comprimento do bloco e grau de g no bloco B,
lembrando apenas que todo bloco é um sistema.
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O comprimento de um sistema é igual a soma dos graus de seus elementos, ou seja,
n =Y ,ec(g9)s. Denotaremos por B(G) ao conjunto de todos blocos de G. Note que
o conjunto dos blocos B((G) tem estrutura natural de semi-grupo com a operagiao de

justaposicao.

Definigao 2.3 Um bloco serd chamado de bloco minimal se nao puder ser escrito como

produto de dois sub-blocos. Denotaremos por M(B) o conjunto de todos blocos minimais -

de B(G).

Um bloco € minimal se, e somente se, ndo admite sub-blocos préprios. Temos também

que o elemento g € G tem ordem m se, e somente se, o bloco B = {(g,...,g) é

m—VeEZES
minimal.

Exemplo 2.4 No grupo (Ze, +) temos:

&
il
—~
[
—
[mo—y
fam—
o
5\3
\E\D
(%
g
O~
o
o
O
(@)
(e}
o]
o
3.
1
i}

+T4T4+T74T74+24+243=0 ¢

A seguir relacionamos o conceito de elemento irredutivel em um dominio de Dedekind

e de bloco minimal no grupo de classes deste dominio.

Proposigao 2.5 Sejam D um dominio de Dedekind, Hp seu grupo de classese P, ..., P,
ideais primos em D. O bloco B = (Py,..., P,) ¢ minimal no grupo de classes Hp se, e

somente se, existe um elemento a € D, irredutivel e nao unidade, tal que (a) = Py--- P,.

Demonstragao: Suponhamos que B = (P,..., P,) ¢ bloco minimal em Hp. Entdo
P,---P,=T1 em Hp, ou seja, o ideal P;...P, ¢ principal. Assim, existe a € D,

nao unidade, tal que (a) = P;--- P,.
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Falta mostrar que a é irredutivel. Para isto, sejam b e ¢ € D, tal que a = bc, entdo b\a.
Como (a) = P,--+ P, temosque (b) = Py, --- P, com By = (P,,,...,P,) sub-bloco
de B. Mas B ¢é minimal, assim B; = B. Portanto (a)=P,---P, = P, --- P = (b)

m

Ou seja ¢ é unidade e a é irredutivel.

em Hp, e portanto B = (Pi,...,P,) ébloco. Tomemos B, = (Py,,...,P

bloco de B. Como Py, --- Py, =1, existe b (ndo unidade) com (b) = Py, --- P,
Assim b\a. Portanto, existe ¢ € D tal que a = be. Como a é irredutivel, ¢ é
unidade,e P, --- P, = (b) = (a) = P;--- P, e pela unicidade de fatoracio de um ideal

em ideais primos, (Pi,,...,P;,.) = (P,,..., P,), ouseja, B é minimal. H

Agora mostraremos o Teorema de Carlitz, que caracteriza os corpos de ndmeros
algébricos K que tém o grupo de classes Hy com ordem igual a dois, como sendo
os corpos que, apesar de ndo terem unicidade de fatoragao em elementos irredutiveis nos

seus anéis de inteiros, tém unicidade no comprimento de tais fatoragoes.

Teorema 2.6 (Teorema de Carlitz) Seja K um corpo de nimeros, O seu anel de
inteiros e hy a ordem do grupo de classes Hi. Entdo hyx < 2 se, e somente se, todas

as fatoragoes de qualquer elemento a € Ok tém o mesmo comprimento.

Demonstragao: Como hg =1 se, e somente se, O é um dominio fatorial, o teorema é
valido neste caso. Suponhamos hg = 2. Seja a = ay - -+ a, uma fatoracio em irredutiveis

de a . Em termos de ideais temos:

(@) = (a1) -+ (an) - (1)
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Reordenando (1) de forma que os primeiros ideais da fatoragao sejam os ideais primos

que eventualmente aparecam nesta fatoragao (digamos que aparecam s deles), temos:

(a) = (al) e (a5>(a8+1 ) e (&n) (2)
N

ideais primos
onde (a;) éndo primo para : maior que s. Fatorando (a;) em ideais primos obtemos:

(a;) = P, ---P,,. PelaProposicao 2.5, B = (P;,,..., P;,) ¢é bloco minimal. Logo

(P;)# 1, j=1,...m. Como hxg =2 devemoster P; = P, = --- = P; e
ord ((—Pﬂ) =2. Assim 1= (P;)?=(P;,)(P;,) eportanto m =2 e (a;) = P, P,,.
Substituindo em (2) obtemos:
ideais primos
(a) = (@1)-~(as) Pors, Porry -~ Poy Py 3)

principais nao principais
Em (3) temos o ideal (a) fatorado em ideais primos. Como esta fatoracio em Ok 6
tinica, determinamos s e t; s € o numero de ideais primos principaise t=2(n—3s) éo

ndmero de ideais primos ndo principais. Logo n = s 4 £ independe da fatoragao.

Reciprocamente vamos mostrar que para hy > 2 e#istem fatoragdes com compri-
mentos distintos. Vamos dividir a prova em dois casos:
12 Caso: Existe pelo menos uma classe, que chamaremos de A, em Hg com ordem
maior que 2.
Digamos ord (A) =m, m >2 logo A+# A ' . Sejam P, e P, ideais primos de Ok com

PreAePeA ' Como ord (Py) = ord (A) = m = ord (A™') = ord (P,), os blocos

By = (P1,...,P)) e By=(P,,...,P;) siao minimais. Sabemos que P;P; = A4 = 1,

m-—vezes m-~vezes
Py #1 , P;#1 eportanto o bloco B = (P, P;) é minimal. Assim existem a1, as, a3

irredutiveis tais que (P,)™ = (a1), (P2)™ = (a2), PiP> = (a3). Como (P,P,)™ = PP
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temos que (a3z)™ = (a1)(az). Assim, a menos de unidade temos b = aya, = a* (com

m > 3). Logo b admite duas fatoragdes com comprimentos distintos.

22 Caso: Todas as classes de Hy tém ordem menor ou igual a 2.

Como hg > 2 existem pelo menos duas classes distintas com ordem 2 em Hy, digamos,
AeB. Temos AB # 1, poisse AB =1 entio (A))B = A e portanto B = A .
Sejam Py, P, P; ideais primos em O com P, € A, P, € B e P; € AB. Observamos
que: ord (A) = ord(B) = ord (AB) = 2 . Portanto, os blocos B, = (P, P,) = (4,A4),
By= (P, Py) = (A A Y e By = (P3, P3) = (AB, AB) sio minimais. Como P; € AB
e PP, € AB, obloco B, = (P3,P,P,) = (AB,AB) ¢ minimal. Portanto existem
ay, ay, a3 € aq Iirredutiveis de Ok tais que (a1) = PiPi, (a3) = PPy, (a3) = P3Ps
e (a1) = P3P P,. Como (PyP,P3)? = P?P}P?, temos, (a4)® = (a1)(az)(as). Assim,
a menos de unidade temos b = a2 = ajazaz . Logo b admite duas fatoragdes com

comprimentos distintos. "

A seguir ilustramos o resultado anterior através de alguns exemplos.

Exemplos 2.7

2.7.1

Vamos observar o anel de inteiros Z(\/—5) do corpo Q(1/=5), onde podemos fatorar

o numero 6 de duas maneiras:
6=23=014++vV-5(1—-+v-5) (1)

Calculando a norma obtemos: N(2) =4, N(3) = 9 e N(1++/=5)=6.0 que nos

mostra que eles sao irredutiveis, pois um divisor préprio, nao unidade de qualquer um
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destes elementos deveria ter norma 2 ou 3, o que é impossivel ja que:
N(a+ b/=5) = a® 4+ 5b* > 5.

Assim, (1) nos da duas fatoragdes em irredutiveis distintas e de mesmo comprimento.

2.7.2
Agora vamos observar o anel de inteiros ZZ (% + %\/—15) do corpo Q(+/—15). Aqui

podemos fatorar o nimero 4 de duas maneiras:

=22+ (34 1v7T) (- 1)

E, de forma analoga ao exemplo anterior, podemos concluir que (2) nos da duas fatoracdes

distintas em irredutiveis de mesmo comprimento.

Como nos dois exemplos acima temos hx = 2, ja poderiamos esperar que existissem
elementos com fatoragdes distintas e de mesmo comprimento. A seguir apresentamos dois

anéis onde ocorrem fatoragdes distintas de um elemento com comprimentos distintos.

2.7.3

Observemos o numero 18 no anel de inteiros Z(y/—17) do corpo Q(v/=17):
18 =233 = (14+V-17)(1 —V/-17) (3)

Novamente através do célculo da norma dos elementos 2, 3 e (1 ++/=17) concluimos
que sao irredutiveis. Assim, (3) nos da duas fatoragdes em irredutiveis distintas de com-

primentos distintos. Nesse caso hy = 4.
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2.7.4

Terminamos observando o anel 7 (% + %\/ —23) do corpo Q(/—23). Neste anel

podemos fatorar o nimero 8 em elementos irredutiveis de duas maneiras:

s10= (4 /) 3 1v) "

Assim, (4) nos da duas fatoragdes em irredutiveis de comprimentos distintos.

Ainda neste anel temos duas tinicas fatoragdées do nimero 6 em elementosirredutiveis:

1 1 1 1
6=23= <§ + ;)—\/—~23) (5 — 5\/—23> (5)
Neste caso hx = 3 e (5) nos dd duas fatoragdes em irredutiveis distintas e de mesmo

comprimento.

Ou seja, se um corpo K tem hy > 2 isto significa que temos fatoragoes distintas de
um mesmo elemento com comprimentos distintos em Op, mas nao que todos elementos
terdo fatoracdes distintas com comprimentos distintos nem mesmo que todos elementos

terao fatoragoes distintas.
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Capitulo 3

Irredutiveis, Primos, Primarios e o
Teorema de Krause.

Em 7 um numero primo p tem duas propriedades basicas:
(1) mlp = m=+p ou m é unidade
(2) plmn = p|m ou pin.

Podemos usar qualquer das duas propriedades como definigao de niimero primo em
ZL pois uma decorre da outra. Em um dominio de Dedekind arbitrdrio, e em especial
em anéis de inteiros, a propriedade (2), que é requerida para unicidade da fatoracao, em
geral, nao decorre de (1).

A propriedade (1) é simplesmente a definigao de nimero irredutivel em D. A defini¢io
de numero primo em D vem da propriedade (2) para um nimero p ndo nulo e nao
unidade. E facil ver que um elemento primo é sempre irredutivel, mas podemos ter

elementos irredutiveis que ndo sdo primos como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.1 Em Z(\/-5), 6 =23 = (1 +/=5)(1 —/=5) com 2, 3, (1 ++/=5)
irredutiveis. Portanto 2 divide (1 + +/=5)(1 — +/=5) e nao divide (1 + 1/=5) nem
(1 —=+/-5) pois: N(2) =4 néo divide 6 = N(1 £ +/=5). Ou seja, 2 é irredutivel e nio

€ primo.
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A seguir damos outra nogao que se mostrou til na fatoragio em irredutiveis que é a

de inteiro primario.

Definigao 3.2 Sejaz um elemento irredutivel, ndo nulo e nao unidade, de um dominio D.

Dizemos que = € primdrio se dados y e z € D temos:

zly.z = <zly ou z|z™, para algum m natural

Voltando ao Exemplo 2.1 em Z(+/=5), 2|(1+v/=5)(1—+/=5) e 2/(1 £ +/=5). Mas,
2/(1 4+ /=5)? pois (1 ++/=5)? = (=4 + 2/=5) = 2(—=2 + /=5). Assim neste anel, 2

nao é primo, porém podemos ter 2 primario.

O préximo lema caracteriza nimeros primarios em corpos de nimeros, € usaremos

este para mostrar que 2 € primario em Z(~1/—5).

Lema 3.3 Seja I um ideal de um anel de inteiros Ok, e n(I) a ordem da classe T em

Hk. Entio z € Ok € primdrio se, e somente se, existe um ideal primo P em Ok tal

que (z) = P™P) |

Demonstragao: Supondo que = € Ok é primario. Vamos observar a fatoracio em ideais
primos do ideal gerado por z em Ok, (z)= P;---P,. Como n(P;) divide o niimero de

classes h temos que m; = E(%Tj € IN. Elevando-se z a h obtemos:
(") =P} PP = = (z;)™ - (2,)™ , onde 2,€ Ok e (z;) = H"(P‘),

Portanto z|z" ---2*, e como z é primdrio segue que z|z™ para algum i e m € IN,
Mas, (z;) = P"™). Assim (z) = P¥ com k € IN. Pela definicio de n(P;), temos

k > n(P;).Como z é irredutivel, k= n(F;).
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Inversamente, suponhamos que (z) = P"") para P um ideal primo em Og. Como
n(P) é minimo, temos que z ¢ irredutivel. Sejam y e z em Ok tais que z|y.z e supo-
nhamos que zfy. Entdo a fatoragdo do ideal (z) contém o fator P*, para algum k > 1.
Como n(P) divide %, a fatoracao do ideal (z*) contém o fator P™P)* = (z)k. Assim,

h

z|2z", mostrando que z ¢ primario. ]

Finalmente, retornando ao Exemplo 2.1, como:

(2) = 1+V=5,1—-v/=5)? e (1++/=5,1—/=5) ¢ideal primo,

podemos concluir que 2 nao é primo em 7Z(y/—5), mas é primario.

A seguir vamos estudar outras propriedades interessantes de elementos primarios.
Lema 3.4 Se z € irredutivel em um anel de inteiros Ok, entdo:

(I) zhx  tem fatoragdo inica, a menos de unidades e ordem dos fatores, em inteiros
Primadrios.

(I) Seja (z) = PP ... Pk com P; ideais primos distintos ¢ seja m € IN tal que
z™ tem fatoragdo unica em elementos primdrios. Entdo o nimero de fatores desta

fatoracdo € deteminado por = e m e € dado por: n = [ . (;(1‘;.3) m} .

Demonstragao: Seja (z) = P;--- P, afatoracdoem ideais primos do ideal (z). Sabemos
pelo lema anterior que PP = (zi), 1 <1 < r, com z; primario. Portanto, para
m; = ;(’}—,3 temos z" = (z;)™ ---(z,)™ . Assim, 2"¥ tem fatoracio em primdrios. Seja
m € IN tal que 2™ tem fatoragdo em primdrios, e seja z™ = ugl - - g's essa fatoragao
em primarios nao associados e u unidade. Pelo lema anterior (¢;) = QM) com Q; ideal
primo, para 1 <¢ < s. Como, para i # j, ¢; é nao associado a g;, temos Q; # Q; se ¢ # j.
Assim,

(x)m — Q?(Qx)h . Q?(Qs)ls ) (1)
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Por outro lado, olhando a fatoracdo em ideais primos do ideal gerado por z, temos:

(z) = Pf*--- PF com P, # P; se i # j. Assim,
(z)™ = P PR (2)

Pela unicidade da fatoragao em ideais primos em dominios de Dedekind, (1) e (2) nos leva
a s =t e reordenando os ideais, Q; = P; e n(Q;)l; = mk; , 1 <:i < s.

Como o nimero de fatores primarios em 2™ é Y%, I; temos:

S S kl _ S “}f}_—nl
" ;li - <Z n@i)) "o ; n(P)

=1

Vamos agora dar a defini¢io de nimero de Cross de um grupo G abeliano e finito.

Definigao 3.5 Seja G um grupo abeliano finito. O nimero:

K(G) = max {XT: ordl(g,)

=1 3

tal que (g1,...,9-) € bloco minimal de G}
€ chamado de nimero de Cross do grupo G.

Observe que o niumero de Cross de um grupo é um nimero racional, maior ou igual a

um e menor que a ordem do grupo. (Ver exemplo 3.6.2).

A seguir vamos estudar como se comporta o nimero de Cross de alguns grupos.

Exemplos 3.6
3.6.1

Consideremos o grupo Zg. Temos que o bloco B = (1,3,4,4,) é minimal. Para este

bloco: Thep say = 5 > | - Portanto, K(Ze) > 1. Na verdade, K(Zg) = %.
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3.6.2

n-—-vyYezes

Seja G um grupo qualquer nao triviale a € G, a# 1 e n = ord(a), entdo (a,...,a)
¢é bloco minimal, e 3" ; ON}(Q) % = 1. Assim, para qualquer grupo G temos K(G) > 1.

Estudaremos agora algumas propriedades do nimero de Cross de um grupo abeliano
finito. Sabemos que todo grupo abeliano finito G é soma direta de grupos ciclicos com
ordens poténcia de primos, G = C,, @ --- @ C,, com s > 1 e n; > 2, onde C,, é grupo

ciclico de ordem n;; n; poténcia de um primo.

Lema 3.7 Com a notagdo anterior, se G € um grupo abeliano finito entdo:

K(G)z(i”‘_l)—Jr ! :

=1 mmc {ny,...,n,}

onde mmc{ny,...,n;} € o minimo miltiplo comum dos nimeros nq,...,n,.

Demonstragao: Seja g; um gerador de C,,,. Podemos escrever 1 = gi*™! ... g1 (g; -+ g,)

com { G1y.-.3G1 5.+ sy--+yGs g1 gs) bloco minimal. Assim,
D N anasssrs?
(n1—1)—vezes (ns—1)—vezes
1

> .
ke = gord(g. ord (g1 - gs)

Como ord (g;) = n; e ord (¢, - - - g;) = mmc {ny,...,n,}, temos:

n; — 1

K(G) > 2

mmc{nl, co.ng}

O teorema seguinte caracteriza os grupos com nimero de Cross igual a. 1.

Teorema 3.8 Um grupo abeliano finito tem nimero de Cross um se, e somente se, €

ciclico e sua ordem € poténcia de um nimero primo.
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Demonstragao: Seja G=C,, ®--- P C,,,coms >1en; >2. Se K(G) =1, entdo

1 =K(G) > Y, n,n—'l + mmc{nll,...,nS} > 30 3;;—1 1>3i, F-n%l > 5 . Portanto,
s=1.
Reciprocamente, seja G = Cyn, onde p é primo en > 1. Mostraremos que Z (9 <
1=1 Oora\g:

para qualquer bloco minimal (g1, ...,gx) de G por indugdo em n e em k.
Para n=1 e k=1, ofato é trivial. Para k> 1, seja {g1,...,9x) um bloco minimal
e seja:

hi = g2+ gk

hy = g3~ gk

hi—y = gk -

Temos h;# h; se 1#j e h;#1 paratodos 1<j,:<k—1. Entao,k<pe

temos: Y&, Br_dl('g.-_) = -7'2- < 1. Assumindo agora que YX_, Rl'(;,-’)' <1 para {(g1,---,G)
bloco minimal em Cpn-1. Provaremos que Y%, rdl@ <1 para {(gi,...,9%x) bloco

minimal em Cpn.

Para k = 1 é trivial. Vamos assumir que a assergao ¢ valida para todo k' < k. Seja
(g1,---,9%) um bloco minimalem Cpn. Se g¢; € Cpn-1 paratodo ¢, 1 <i<k, entdo
{g1,-++,gx) & bloco minimal em C,n-1 e a assercio é valida pela hipétese de indugio
com respeito a n. Suponhamos entdo que: J = {i|lgi € Cpn—1} # 0. Como 1 =gy - g,

temos: -
H g, = H gi € Cpn-—l .
i€J igJ
Como J # 0, seja I um subconjunto minimal de J tal que [[;c;gi € Cpn-1. Vamos

n—1

estudar a cardinalidade de I: Primeiramente |I| > 2. Sejam h; =g |, Vie .

Entdo h; € Cpna, pois h! =1 evaleque [lierhi = ([lies gi)"’"_1 =1 .
Para qualquer subconjunto préprio I' de I, [Tiep ¢i € Cpn1. Logo [licrhi # 1.

Pela hipotese de indugao apliéada ao bloco minimal composto por h;, 2 € I, temos
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que — <1, pois ord (hi) = p. Assim, 2 <|I| <p e temos
p

1 1 1 1
= |[|— < < , onde go = i 1
gord(gi) | lp" p*~1 ~ ord(go) go Eg (1)

Por outro lado, considere o sistema (g;), ¢ € L onde L= {j|1 <j <k,j ¢ I}U{0}.
Como 2 < |I|, segue que |L| =k~ |I|+1 < k. Temos ainda que:

o =1lg-9=1

i€L igl
Para qualquer subconjunto préprio L’ de L, [T;cr.9: # 1. Portanto, o sistema {(g;),
1 € L é minimal e por indugao:

1 1

<1. (
2 o (g) ¥ ord(an) = )
Combinando (1) e (2), obtemos:
S| 1 1 1 1
—_— Y < +) ——<1.
; ord (g;) ,ze:l ord (g;) wzz] ord (g;) ~ ord(go) 1421 ord (g;)
Assim, a assercao vale para k. =

Concluiremos este capitulo com o seguinte teorema devido a Krause, que caracteriza

a fatoracdo em anéis de inteiros com ntimero de Cross 1.

Teorema 3.9 (Teorema de Krause) O grupo de classe de um corpo de nimeros algébricos
€ ciclico com ordem poténcia de um primo se, e somente se, existe um nimero m € IN
tal que a m-ésima poténcia de todo inteiro irredutivel é produto de no mdzimo m in-
teiros primdrios. Neste caso o niumero de classes € o minimo entre os m que satisfazem

a condicdo anterior.

Demonstragao: Suponhamos que o grupo de classes Hy ¢ ciclico e tem ordem poténcia

de primo. Tomemos = um inteiro irredutivel, e seja (z) = P, --- P, sua fatoracio em
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ideais primos. Como z ¢ irredutivel, o bloco B = (P;,. ..,T’_T) é minimal em Hy.

Entao, pela definicao de numero de Cross, e pelo Teorema 3.8, Z < K(Hk) = 1.

1
n(F;)
)h < h inteiros

n(F;)

T
Pelo Lema 3.4, 2" tem fatoracio em, no mdaximo, n = <z
1=1

primarios.

Reciprocamente, suponha que existe um nimero m € IN, tal que, para todo z inteiro
irredutivel, z™ ¢ produto de no maximo m inteiros primarios e seja B = (g1,...,0,),
7 > 2, um bloco minimal em Hyk. Tomemos ideais primos P; € g;. Segue que existe z,
inteiro irredutivel, tal que (z) = P,--- P.. Por hipétese z™ ¢ produto de no maximo

- 1
m inteiros primarios. Do Lema 3.4 temos que o nimero de fatores é n = Z ——(—— m

F)
=1
=1 ord(g') =3I n(P) <1.Logo K(Hk)=1. Pelo Teorema 3.8, Hyx ¢é ciclico

Assim, 37
de ordem poténcia de um primo.

Agora, supondo que existe m tal que, para todo z inteiro irredutivel z™ é produto
de no maximo m inteiros primarios vamos observar que h é o minimo entre estes m.
Vamos chamar o minimo de 1. Pelo inicio da demonstracao temos que, m < h. Como
Hk € ciclico, existe um ideal primo P tal que n(P) = h.

Afirmamos que existe z € Ok irredutivel tal que

(z) = PPP-- P& com P,#£P,1<i<rebP # Pj se 1 # j. De fato, como
P D P? existey # Otal quey € P, y ¢ P2 Fatorandoy = z---z; em irredutiveis
temos que existe z; tal que z; € P,z; ¢ P2

Como a -ésima poténcia de qualquer elemento irredutivel tem fatoracio em no
méaximo 77 inteiros primarios, temos: ™ = ugl ---gl* com ¢; primarios e para

t#J ¢iegq; nao associados, [; € IN para 1<3,j<s e u unidade. Pelo Lema 3.4,
(&) = Qi@ .. Qu@, 1)
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com (; ideais primos distintos.
Por outro lado,

(2)" = P™. PP PR

Pela unicidade de fatoracao de ideais primos em dominios de Dedekind,
P=@;, e m=n(Q;)l;,, paraalgum i.

Assim, h = n(P) = n(Q;) divide m. Em particular, h < 7. Portanto, 71 = h.



Capitulo 4

O Teorema de Czogala.

Neste capitulo apresentaremos uma caracterizacao aritmética de corpos de niimeros com
numero de classes hj pequeno. Inicialmente vamos formular propriedades aritméticas de

anéis de Dedekind que sao importantes nos casos considerados.

Definicdo 4.1 Dizemos que um anel de Dedekind D tem a propriedade V,, n > 2, se

para quaisquer elementos irredutiveis ay, as, by, ..., by € D, a igualdade:
ay.aqo = bl .. '(!)k

tmplica que k < n.
Dizemos que um anel de Dedekind D tem a propriedade W,, n > 2, se tem a pro-

priedade V,, e se para quaisquer elementos irredutiveis a,by,..., by € D a igualdade:

implica que k = 2.

Assim V,, garante que em D o produto de dois irredutiveis ndo pode ser representado
como o produto de mais que n irredutiveis, e W,, garante adicionalmente que o quadrado

de qualquer elemento irredutivel tem apenas decomposicoes de comprimento 2.
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Observamos que temos algumas relagdes triviais entre as propriedades V e W, tais

como: V, = Vo, W= W, e W, = V,.

Proposicao 4.2 Seja D um anel de Dedekind com a propriedade que, para qualquer
elemento irredutivel a € D o ideal principal (a) € produto de no mdzimo n ideais primos,

n > 2. Entao D tem a propriedade V,.

Demonstragao: Sejam a1, as, by, ..., b elementos irredutiveis de D tais que

Vamos considerar dois casos:

12 Caso: Um dos ideais principais (a1), (az),(b1),...,(br) ¢ ideal primo. Para fixar a
notacao podemos supor que (a;) é ideal primo. O caso (b;) é ideal primo ¢ anélogo a este.
Entao (a,) divide um dos ideais (b;), digamos que seja (b;). Temos que a, divide b; em
D. Como a, e by sao elementos irredutiveis em D, entdo a; = b, a menos de unidades e

az = by - - by e podemos concluir que k = 2 < n.

2% Caso: Agora vamos supor que nenhum dos ideais (a;), (az),(b1), ..., (bx) é um ideal
primo. Assim, (a;) ¢ produto de n; ideais primos, para ¢ = 1,2 e (b;) é produto de m;
ideais primos, para j = 1,...,k. Entdo 1l < n, <nel < m; < nparai=1,2¢e
7=1,...,k Assim:

2n2n1+n2=m1++mk22k

Portanto, k < n e vale V. |

A seguir chegaremos a conclusées quanto a ordem de Hy, grupo de classes do anel de

inteiros Qg de um corpo de numeros que satisfaz a propriedade V,, ou W,,.
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Lema 4.3 Se Ok € um anel de Inteiros que satisfaz a propriedade V,,, entdo a ordem de

qualquer elemento do grupo de classes de i1deais Hx € no mdzimo n.

Demonstragao: Suponhamos que Ok satisfaz V;,. Tomemos um elemento X € Hyx com
ordem m. Logo a ordem de X~! também é m. Sejam P e Q dois ideais primos tais que
PeXe@ € X' Assim P™ e Q™ sdo ideais principais, digamos, P™ = (a) e Q™ = (b)
e PQ) também ¢é ideal principal, digamos, PQ = (c). Os elementos a, b, ¢ sdo irredutiveis

e a menos de unidades temos ab = ¢™. A propriedade V, implica que m < n. E

A caracterizagao de corpos de numeros com numero de classe dois agora pode ser
enunciada de forma diferente. Eles sdo exatamente aqueles cujo anel de inteiros Ok tem

a propriedade V; e ndo tem unicidade de fatoragao.

O teorema seguinte mostra que as propriedades V3, Vi, Wj, W, sao suficientes para
caracterizar aritmeticamente corpos de niimeros com nimero de classes igual a trés, quatro

e também alguns corpos com nidmero de classe oito.

Teorema 4.4 (Teorema de Czogala) Seja Ox um anel de inteiros de um corpo de
nimeros algébricos com grupo de classe de ideais Hx ndo trivial e C, o grupo ciclico de
ordem n. Entdo temos:

(1) Ok tem a propriedade Vs se, e somente se, Hx = C; ou Hg = C; ou Hx = CoCy;

(2) Ok tem a propriedade Wj se, e somente se, Hx = Cq ou Hy = Cs;

(3) Ok tem a propriedade Wy se, e somente se, Hx = Cy ou Hg = C3 ou Hy = Cy;

(4) Ok tem a propriedade Vy se, e somente se, Hx = Cy ou Hx = C5 ou Hx = C4 ou
HK == CQ @ CQ ou ainda HK = C2 EB CQ @ Cz.
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Observe que se Hg = (3, pelo Teorema 2.6 Ok satisfaz W,, logo satisfaz
Vo, Va, Wa, Vie Wy

Para a prova deste teorema usaremos a proposigao anterior e uma série de lemas que,
vao estabelecer as propriedades aritméticas de anéis de Dedekind com grupo de classes

de ideais Hix = C3 ou Hx = Cy @ Cy ou Hg = C,; ou ainda Hyg = Cs & Cy & Cs.

Lema 4.5 Se D ¢ um anel de Dedekind com grupo de classes Hy = Cs, entdo D satisfaz

Ws.

Demonstragao: Inicialmente mostraremos a propriedade V5. Tomemos um elemento
irredutivel @ € D e considerando a fatoracao do ideal («) em produto de ideais primos,
temos: (a) = P,---P,, com (Pl,...,:ﬁn} bloco minimal. Por outro lado, como
Hx = Cs, todo bloco minimal tem comprimento menor ou igual a trés. Assim, n < 3 e
pela Proposicao 4.2 vale Vj.

Agora vamos ver que D satisfaz a propriedade Wj. Para isso, vamos considerar a

igualdade

com a, by, ..., by irredutiveis. Se um dos ideais (a),(b;),...,(bs) é primo, analogamente
ao primeiro caso da Proposicao 4.2, podemos concluir que k = 2 . Assim, podemos
assumir que {a) € produto de n > 1 ideais primos e (b;) é produto de m; > 1 ideais

primos, onde 2 <n <3 e 2 <m; <3. Como (a)? = (b;) - (by) temos:
6>22n=m;+ - +m; > 2k.

Se n =2, temos k < 2. Se n = 3, os trés ideais na fatoracio em ideais primos de (a)

devem pertencer a mesma classe. Se k = 3 entdo m; = 2, ¢ = 1,2, 3 e os fatores primos
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na fatoracdo de (b;) devem pertencer a classes distintas, mas isso é incompativel com a

unicidade da decomposicao em ideais primos. Assim, k = 2 e W3 vale. ]

Lema 4.6 Se D ¢ um anel de Dedekind com grupo de classes Hx = Cy @ C,, entdo D

satisfaz V3.

Demonstragao: Seja a € D, irredutivel e (a) = P;--- P, sua fatoragio em ideais
primos. Entdo B = (P,,..., P,) é bloco minimal. Se n > 4, deveremos ter dois ideais
P; e P; na mesma classe de ideais e entao P;P; é principal, o que contradiz o bloco B ser

minimal. Assim, n < 3 e vale V3 para D. E

Lema 4.7 Se D € um dominio de Dedekind com grupo de classes Hx = C,, entdo D

satisfaz Wy,

Demonstragao: Tomemos «, um elemento irredutivel de D, e sua fatoracao em ideais
primos: (a) = P;---P,. Entao B = (P,,...,P,) é bloco minimal. Chamando de X
o gerador de Hyk obtemos: Hk = (1, X, X2, X3). Vamos supor n > 5. Entao, P;,..., P,
deve ter no maximo um ideal pertencente a X? e os outros devem estar distribuidos entre
X e X3, o que em qualquer caso levaria a um subproduto igual a identidade de Hy, uma

contradicio com B ser minimal. Assim, n < 4 e D satisfaz V; pela Proposicao 4.2.

Vamos agora observar o quadrado de elementos irredutiveis de D. Sejam a, b, ..., b
irredutiveis de D tais que a? = by --- b;. Se algum dos ideais (a), (b;),...,(bx) é primo,
como no primeiro caso da proposicao 4.2, temos k = 2.

Vamos supor que (a) é produto de n > 1 ideais primos e (b;) é produto de m; > 1

ideais primos, entao:

822n:m,++mL22k
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Portanto &£ < 4 e devemos excluir os casos k =4 e k = 3.

Se k = 4, temos necessariamente n =4 e m; = 2,1 =1,2,3,4. Mas n =4
significa que todos os ideais na fatoragdo em ideias primos de (a) pertencem a X ou
todos pertencem a X3, enquanto m; = 2 significa que cada fator na fatoragio em ideais
primos de (b;) pertence a X? ou um pertence a X e outro a X°. Em qualquer caso,
temos uma contradicdo em relacao a unicidade de fatoragao em ideais primos do ideal
()

Se k=3e n=4, temos m; +my +m3 =8 e ao menos um dos m;’s deve ser 2.
Raciocinando analogamente ao caso k = 4 chegamos a uma contradigio.

Se k=3en =23, entdo m;y = my = m3 =2 e (a) = P,P,Ps. Entdao, um dos
ideais P;, P, ou P3 deve pertencer a X? e os outros dois devem estar na mesma classe
que deve ser X ou X®. Mas (b;) = P;P;. Assim, ou temos P, e P; pertencentes a X? ou
P; pertencente a X e P; pertencente a X>. De qualquer maneira, temos novamente uma
contradi¢do quanto & unicidade de fatoragao em ideais primos do ideal (a)2.

Assim, podemos concluir que k = 2. |
Lema 4.8 Se D € um dominio de Dedekind com grupo de classes Hi = Cy & Cy & C,,
entao D satisfaz V.

Demonstragao: Suponhamos a € D, irredutivel e (a) = P,--- P, sua fatoracio em

ideais primos. B = (P,...,P,) é bloco minimal. Vamos assumir que n > 5. Como

todo elemento de Hyk tem ordem 2 temos que P.,..., Ps, P, P,, P, Ps, P, P, P, Ps devem
ser distintos dois a dois, o que é impossivel ja que Hk tem ordem 8. Assim, n < 4 e pela

Proposigao 4.3 temos que D satisfaz Vj. |
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Proposicao 4.9 Se um anel de inteiros Ox de um corpo de nimeros satisfaz a pro-

priedade Vy e seu grupo de classes Hk € ndo trivial, entao Hix € um dos sequintes grupos:

02,03,04,02 EB C2 ou Cg @ CQ @ Cz.

Demonstragao: Hyi é um grupo abeliano finito, entao é soma direta de grupos ciclicos.
Pelo Lema 4.3 os grupos ciclicos desta soma s podem ser C,C3 e Cy4. Como cada um
dos grupos C; & C3 e C3 & Cy tem um elemento de ordem maior que 4, entao Hk nao
deve ter qualquer subgrupo deste tipo.

Sobram duas possibilidades, Hx = C]; @ C§ comr > 0es >0 e Hx = CL com
t > 0. Vamos estudar cada uma das possibilidades.

Para a primeira possibilidade, Hx = C] @ C3, tomemos r > 0 e s > 0, entao Hg
contém um subgrupo da forma C; @ Cs. Tomemos X; = (0,1), X, = (1,1), X3 = (1,0),
X4 =1(0,3), X5 = (1,3) em C; & Cy C Hk, e ideais primos de Ok tais que P; € Xj,
P, € X,,...,Ps € Xs. Entao PPP,P3, PsP}Ps, PPy, P,Ps, P? sao ideais principais,
digamos, P2P,Ps = (a1), P3P} Ps = (az), PPy = (b)), P,Ps = (by) e P? = (b3) e ay, ay,
by, by e bz sao irredutiveis. Temos ainda (a1)(az) = PP PP, PsP2 = (b)3(by)(b3). Assim,
a menos de unidades, temos aja; = b3bebs, 0 que contradiz Vj.

Assim, podemos ter apenas Hx = C] ou Hyg = C5.

Inicialmente vamos supor Hx = CJ, com r > 4. Entao Hk tem um subgrupo ]
e sejam X; = (1,0,0,0), X, = (0,1,0,0), X; = (0,0,1,0), X4 = (0,0,0,1) e
Xs =(1,1,1,1) € C3 C Hk. Tomemos ideais primos P; € X; para i = 1,...,5. Sabemos
que P? e P, P,P3P,Ps sao ideais principais, digamos, (a) = P,P,PsPyPs e (b;) = P?, para
t=1,...,5 ea,by,...,bs irredutiveis. A menos de unidades temos a? = b;---bs o que
contradiz V4. Podemos concluir que se Hx = Cj, entao r < 3.

Agora vamos estudar Hx = C§ com s > 1. Entao Hx tem C4 & Cy como subgrupo

e portanto podemos escolher X; = (0,1), X, = (1,0), X; = (2,2), X, = (0,3)
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e X5 =(3,0) € Ci@®Cy ®Cy C Hi. Tomemos ideais primos P; em X;, 7 = 1,...,5.
Observemos que os ideais PP P} Py, PsPE P2, P Py, P,Ps, P} sio todos principais, digamos,
(a1) = PPEPy, (ay) = PyP2P?, (by) = P,Py, (by) = PyPs e (by) = P? com ay, ag, by,
by e by irredutiveis. Como (ay)(az) = PEP}P}PIP? = (b;1)*(b;)?(b3), a menos de unidade
ayay = bblbs, o que contradiz Vy. Portanto, se Hx = C, entdo s = 1.

Agora estudemos a segunda possibilidade, Hx = C{ Tomemos ¢t > 1. Entao Hg
contém um subgrupo C3 @ C3. Sejam X; = (0,1), X3(1,0), X3 = (1,1), X4 = (0,2),
Xs=(2,0) e Xe=1(2,2) € C38C3 C Hk e podemos escolher P; ideais primos tais
que P € X;, 1=1,...,6. Osideais P2P}Ps, P}P}Ps, PPy, P,Ps, P;Ps sio principais,
digamos, (a1) = PIP}Ps, (a3) = P}P2Ps, (b)) = PPy, (b)) = PyPs, (bs) = P3Ps com
ay,as, by, by e by irredutiveis. Como  (ay)(ay) = PEPZPsP?P2Ps = (b)%(by)*(bs), a
menos de unidades temos

ayag = bibsbs, o que contradiz Vj. Portanto, se Hx = C}, entdo t = 1. |

Lema 4.10 Se Ok € anel de inteiros de um corpo de nimeros que satisfaz Wy e seu grupo

de classes Hk € ndo trivial, entdo Hx = C;, Hg = C3 ou Hg = Cj.

Demonstragao: Sabemos que se Ok satisfaz Wy, entao Ok satisfaz Vj e pela proposicao
anterior Hg = Cy, Hx = Cs, Hk = Cy4, Hx = Co @ Cy ou ainda Hx = C, @ Cy @ Cs.
Basta mostrar que se Ok satisfaz Wy, entdo Hx nao pode ter Cy & C, como subgrupo.
Caso contrario, sejam X; = (0,1), X; = (1,0) e X3 = (1,1) € C; & C; C Hx e tomemos
ideias primos P, € X;, P, € X; e P3 € X3. Os ideais Py P, P, P2, P? e P} sdo principais,
digamos, (a) = PP, Ps, (b)) = P2, (by) = P} e (b3) = P3, com a, by, by e by irredutiveis.
Como (a)? = PIPZP? = (b1)(b;)(bs3), a menos de unidades temos: a? = bybybs, 0 que

contradiz W,. ' E
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Lema 4.11 Se Ok € anel de inteiros de um corpo de numeros que satisfaz Vs e seu grupo

de classes Hg € nao trivial, entdo Hx = Cy, Hix = C3 ou Hg = Cy, @ C,.

Demonstragao: Como Ok satisfaz V3, entdo Hy satisfaz Vj e, usando a Prop 4.9,
precisamos apenas descartar as possibilidades Hx = Cs e Hx = C2 @ Cy @ Cs.
Inicialmente vamos supor que Hkx = C4. Seja X um gerador de Hg e tomemos
Py, P, ideais primos tais que P, € X e P, € X~!. Entao, PP, P}, P} sao ideais
principais, digamos, P; P, = (a), P! = (b)) e P} = (by), com a, b; e by irredutiveis. Como
(a)* = PP} = (b1)(b2), temos, a menos de unidades, a* = b,by, o que contradiz V.
Agora vamos assumir que Hx = Cy @ Cy @ C,. Tomemos os seguintes elementos de
H, X; =(0,0,1), X; = (0,1,0), X3 = (1,0,0) e X4 = (1,1,1) e sejam os ideais primos
P; € X, para 1 = 1,...,4. Todos os ideais Py P,P3 Py, P?, P}, P2, P? sao principais,
digamos, (a) = Py Py P3Py, (by) = P, (by) = P}, (bs) = P} e (by) = P2, com a,by, by, bz e
by irredutiveis. Como (a)? = PZP}P2P? = (b;)(by)(b3)(bs), a menos de unidades, temos

a? = b1bybsby, 0 que contradiz V. E

Lema 4.12 Se Ok € anel de inteiros de um corpo de nimeros que satisfaz Wa e um grupo

de classes Hy ndo trivial, entdo Hg = Cy ou Hg = Cs.

Demonstragao: Como Ok satisfaz W3, entao satisfaz V3. Pelo lema anterior , Hx = C,,
Hyg = C3 ou Hk = C, ® C,. Como O satisfaz W3, entdo satisfaz Wy e, pelo Lema 4.10,

H = C,, Hg = C3 ou Hg = C4. Portanto, Hx = Cs ou Hig = C,. H

Através do Teorema 4.4 podemos caracterizar os corpos, cuja ordem do grupo de classe
é menor que 4 pelo corolario que segue, lembrando apenas das caracterizacoes ja estudadas

nos casos hy=1 e h,=2.
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Corolario 4.13 Seja Ok o anel de inteiros de um corpo de numeros K com grupo de

classe Hx ndao trivial. Entdo

(1) Hx = C3 se, e somente se, Ok satisfaz W3 e ndo satisfazVs )
(2) Hx = Cy & C; se, e somente se, Ok satisfaz Vs e ndo satisfaz Ws;
(8) Hx = Cj se, e somente se, Ox satisfaz Wy e ndo satisfaz Ws;

(4) Hx = Cy ® C2 @ C; se, e somente se, O satisfaz Vy e ndo satisfaz Wy nem Vy. O
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