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Resumo

Neste trabalho, a extensio de Carathéodory de uma medida enumeravelmente aditiva p
definida numa dlgebra de subconjuntos de um conjunto X, via a medida exterior p*, é abordada
sob aspectos topoldgicos. Prova-se que a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis segundo Ca-
rathéodory pode ser descrita como fecho da dlgebra dada numa topologia conveniente, definida

no conjunto das partes de X.

Por outro lado, mostramos que restrita & o-algebra dos conjuntos mensuraveis segundo
Carathéodory, u* é sempre a maior extensiao o-aditiva de p.

Podem existir vdrias extensdes, a menos que y seja o-finita, e possivelmente nao exista uma
minima. Entretanto, se y for regular com relagao a conjuntos de medida finita, existird também
uma menor extensdo o-aditiva.

Abstract

In this work, the Carathéodory extension of a countable additive measure p defined on an
algebra of sets via the corresponding outer measure pu* is investigated under topological aspects.
It is shown that the o-algebra of Carathéodory-measurable sets can also be described as the

closure of the given algebra under a suitable topology on the power set.

On the other hand, it’s proved that, restricted to the o-algebra of Carathéodory-measurable
sets, pu* is always the largest o-additive extension of pu.

There may be many different extensions, unless y is o-finite, and possibly no minimal
one. However, if u is regular with respect to sets of finite measure, there also exists a smallest

o-additive extension.
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Introducao

A presente monografia estd baseada no artigo de Dorothy Maharam From Finite
to Countable Additivity, publicada na revista Portugaliac Mathematica. Vol. 44 Fasc.

3 - (1987), 265-282.

Uma medida enumeravelmente aditiva p definida numa algebra J de subconjun-
tos de X admite uma extensio a o-dlgebra C dos conjuntos mensuraveis segundo

Carathéodory.

O método de Extensio de Carathéodory tem o inconveniente de ser um pouco
artificial. Dorothy Maharam mune a familia P(X) de uma topologia Z, de modo que
C coincide com o fecho topolégico J da algebra J. Além disso faz um estudo da
existéncia de outras extensoes de pu a o-dlgebras contendo propriamente J; obser-
vando no entanto que p*, a medida exterior de Carathéodory, é a extensao maxima.
Finalmente prova que, sendo g “ regular no sentido finito”, existe uma extensao
minima de p a J.

No Capitulo 1, apresentamos o método de extensio de Carathéodory e mostramos
que se a medida p for o-finita na dlgebra A, entio a extensao de y para a o-dlgebra

gerada por A é tnica.

No Capitulo 2, o objetivo é apresentar e justificar os conceitos tedricos utilizados
ao longo deste trabalho. Todos os elementos apresentados ai permanecerao fixados
ao longo do texto. Assim X é um conjunto arbitririo, denotaremos por J a algebra
de subconjuntos de X e J< = {F € J : p(F) < oo}. A aplicagio p é uma medida
enumeravelmente aditiva definida em J e p* é a medida exterior induzida pela p
definida em P(X). Portanto, u* é uma extensao de p a P(X), isto ¢,

W (F)=pu(F) se Fe J.

A seguir, muniremos P(X) e consequentemente .7, de uma topologia Z, induzida
por uma familia de pseudo-métricas. Provaremos que a familia das partes P(X) com
a topologia Z, junto com a operagao de diferenga simétrica de conjuntos é um grupo

topoldgico.



A seguir, no Capitulo 3 mostraremos que o fecho 7 da algebra J é uma o-dlgebra
de subconjuntos de X e que a restrigio da medida exterior p* a J é uma medida.

No Capitulo 4, o objetivo principal é mostrar com argumentos topologicos que J
é a o-algebra dos conjuntos g*-mensuraveis segundo Carathéodory.

Prova-se que J é completa em relagio aos conjuntos de medida nula.

No Capitulo 5, mostraremos que se a o-algebra J ¢ diferente de P(X), entdo
sempre é possivel encontrar uma extensao de g, definida numa o-dlgebra contendo
propriamente J e essa extensdo nao é necessariamente unica. Provaremos ainda que
se p for o-finita em J a extensdo A é unica.

No Capitulo 6 estudamos o conceito de “regularidade no sentido finito” que é
semelhante ao de regularidade no caso de medidas Borelianas. Mostramos que g
pode ser decomposta na soma de uma medida regular no sentido finito com uma
medida que s6 assume os valores 0 e co.

Finalmente, no Capitulo 7 mostramos que se g for regular no sentido finito, entao
admite uma extensao mimima de J a J.



Capitulo 1

A extensao de Carathéodory

Neste capitulo, fazemos uma apresentagao da extensiao de uma medida finita-
mente aditiva definida numa algebra A4 de subconjuntos de um conjunto X, para a
o-4lgebra gerada por A, usando a técnica de Carathéodory. Mostramos também que
se a medida for o-finita esta extensao é unica.

1.1 Algebra, o-lgebra e medida

Definicao 1.1.1 Sejam X um conjunto ¢ A uma classe nio-vazia de subconjuntos

de X tal que:
i) A€ A implica que A° € A;
ii) A, B€ A implica que AU B € A.
Dizemos entdo que A € uma dlgebra de subconjuntos de X.
Definicdo 1.1.2 Seja A uma familia ndo-vazia de subconjuntos de X tal que:
i) A€ A implica que A€ A;
it) A, € A para todon € IN implica que U A, € A.

Dizemos entdo que A € uma o-dlgebra de subconyuntoq de X.

Definicao 1.1.3 Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X. Uma aplicagio p defi-
nida em A, com valores em [0, 00], € chamada medida finitamente aditiva se

1) uw(0) = 0;
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ii) u(AU B) = p(A) + u(B), se A, BeEA e AN B =0.

Definicao 1.1.4 A aplicacdo p definida em (1.1.8) € dita enumeravelmente aditiva
se, sendo (An)nen uma sequéncia de elementos dois a dois disjuntos de A tal que

U A, € A temos que

n=1
p(U Ax) = & n(An)

Observagio 1.1.1 Sendo A uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p como na
defini¢cdo anterior, neste caso, chamaremos a aplicagao i simplesmente de medida.

Diremos que uma medida p definida numa o-dlgebra A € finita se pn(X) < oo.

oo
No caso de termos X = | F,, para alguma sequéncia (Fy,)nen de elementos de
n=1
A, com u(F,) < co para cada n € IN, diremos que p € uma medida o-finita.

Lema 1.1.1 Sejam p uma medida finitamente aditiva definida em uma dlgebra A de
subconjuntos de X e sejam A, B € A tais que A C B. Entdo p(A) < u(B) e, além
disso, se u(A) < oo, tem-se

p(B\ A) = u(B) = p(A).
Demonstragio: E imediato que A C B implica B = AU (B \ A) e portanto
p(B) = p(A) + (B \ A) 2 u(A).
Se p(A) < oo temos que

u(B\ A) = u(B) - p(A). m

Teorema 1.1.1 Seja p uma medida finitamente aditiva numa dlgebra A de subcon-

[oe]
juntos de X tal que para toda sequéncia de elementos de A com U An € A se tenha

n=1

Entdo p € enumeravelmente aditiva.



[
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Demonstragao: Basta considerar uma sequéncia (A, ),en de elementos dois a dois

(o] [oe] oo
disjuntos de A tal que U A, € A e mostrar que Y pu(A,)<p( U A,).
n=1 n=1 n=1

1

(o] n
Sejam A = U A, e C, = U A;. Como p é finitamente aditiva, para cada n € IN
n=1 =1

e usando Lema(1.1.1) temos En: w(A;) = u(Cy) < u(A), de onde concluimos que
i=1

S uan < A)m

1.2 Completamento de uma medida

Definicio 1.2.1 Seja p uma medida definida numa o-dlgebra § de subconjuntos de
X. Diremos que p é uma medida completa se, sendo A€ S com p(A)=0e¢ N CA
entdo N € S. A terna (X, S, 1) é chamada de espago de medida completa. Diremos

também que S ¢ uma o-dlgebra completa.

Teorema 1.2.1 Sejam p uma medida definida sobre uma o-dlgebra S e definamos

o conjunto
S'={E:ACECB, onde AJB€ S e u(B\ A) = 0}.

Entdo S' ¢ uma o-dlgebra e a igualdade p'(E) = p(A) define uma medida completa
i em S que € uma extensio de pu.

Demonstracio: E evidente que S’ contém S. Mostraremos primeiramente que o
conjunto &' é fechado por complementacio. Se E € S' existem A, B € S tais que
ACEC B,com u(A\ B) =0. Mas B¢ C E° C A° e A°\ B° = B\ A; assim
Ecg s,

Para provar que S' é uma o-algebra, consideremos a sequéncia (E,).en em S'e
sejam as sequéncias (A )nen, (Ba)uen em S tais que para cadan € IN, A, C E, C
B, e u(By, \ An) = 0. Como

da inclusdao ( G Bu)\ ( oLj A,) C G (Bn \ An), decorre que
n= 1 n=1

1 n=

[e o] (o]

() B\ U A <u(U) (Bu\ A)) € 3 i(Bu\ An) = 0.

n=1 n=1 n=1 n=1
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. ! 7 ~ . . A ’
Portanto, temos que o conjunto & é fechado com relagao a reumao enumeravel, o
! ’ 7
que mostra que S é uma o-algebra.
N ~ ' ’ 5 !
Mostremos agora, que a aplicacio i’ estad bem definida; suponhamos que £ € &
) bl
e que A, B,C, D € § satisfacam

ACECB, CCECD e u(B\A)=pu(D\C)=0. (1.1)

Vamos provar que p(A) = u(C).

Como B = AU(B\A) e D= CU(D)\C) usando (1.1) temos que u(B) =
1(A) e p(D) = u(C). Mas, por outro lado, A\ C C D\ C, portanto, temos que
p(A\ C)Su(D\C) =0 e p(A) = u(A\ C)+ p(ANC). Consequentemente,
u(A) = p(ANC).

Similarmente obtém-se que u(C) = (AN C). Assim

Conclufmos que p' estd bem definida e é que g (E) = u(E) se E € S.
A o-aditividade de x' segue da o-aditividade de p. Com efeito, considerando
sequéncias (E,)nen em S e (Ap)nen, (By)nen em S, sendo oq A)'s doie a dois

disjuntos, satisfazendo A, C E, C By, p(B, \ Ay) = 0, como U A, C U E, C

n=1 n=1

U B, segue que

n=1

[oe) o0 (e} [ee]

.ul( U E,) = .U(U A,) = Z p(An) = Z /‘l(En)-

n=1 n=1 n=1 n=1

Isso mostra que g é uma medida.

Finalmente, seja E € S tal que ' (E) = 0 eseja FF C E. Sendo A, B € § tais que
A C E C B, temos u(B) = u(A) = 0. Portanto,® C F' C B com u(B\0) = u(B) =0
o que implica que F' € S’. Em outras palavras, 1’ é uma medida completa definida
na o-algebra S'. m

1.3 Medida exterior e medida induzida

Nesta secio, apresentamos alguns resultados sobre uma medida exterior. Mos-
traremos que a restricio da medida exterior y* a o-dlgebra dos conjuntos jL*-mensuraveis
é uma medida, denominada medida induzida pela medida exterior p*.
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Definigio 1.3.1 Seja X um conjunto. Uma aplicagio p* definida em P(X) e com
valores em [0, 00] € chamada medida exterior, se as sequintes condigées sdo verificadas

7) p*(0) = 0;
it) p*(A)<p*(B) se AC B C X;

it1) p*( oLj A,) < § p*(A,) se A, C X, para todon € IN.
1=1 n=1

Definigdo 1.3.2 (Carathéodory) Seja u* uma medida exterior definida em P(X).
Um conjunto E C X € chamado pu*-mensurdvel se, para todo T C X temos que

p*(T) = p* (TN E)+ p(TNE°).

Lema 1.3.1 Sejam p* uma medida exterior definida em P(X) e Ey, Ea, ..., By sub-
conjuntos p*-mensurdveis de X, dois a dois disjuntos. Entdo, para todo A C X

temos

p(AN(E U ... UE,)) =) w(ANE;).

=1

Demonstragdo: A prova é feita por indugio sobre n. Se n = 1, a igualdade é
trivialmente valida. Assumindo vélida a proposigao para n elementos, consideremos
Ei,...,E,, E, 1 conjuntos p*-mensurdveis, dois a dois disjuntos e A C X. Valem as

seguintes igualdades:

n+1
(U E)NEpy1 =ANEugy (1.2)
i=1
n+1
An(UE)NE;;=AN( UE (1.3)
1=1 i=1

Segue pela p*-mensurabilidade de E, 11, usando (1.2) e (1.3) respectivamente, e fa-

n+1
zendo T = AN (U Ei) que
=1

pan(U e = wan (G en e +w@n(Q 0 )

u z
= #*(AﬂEn+1)+# (Aﬂ(U E;))
= /‘*(AnEnH)'*‘Z/‘ (AN E;)

n+1
= Z (AN E;),

o que prova o lema. m
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Teorema 1.3.1 Sejam p* uma medida exterior em P(X) e Ay« a colegdo dos sub-
conjuntos de X que sdo p*-mensurdveis. Entio, Ay+ € uma o-dlgebra e i = p* | Ape

¢ uma medida.

Demonstragio: Provaremos em primeiro lugar que Ay. é uma algebra. Como
a definicio de p*-mensurabilidade de £ é simétrica em £ e E°, o conjunto Ec é

mensuravel desde que E o seja.

Sejam Ey, B3 € Ay+; mostraremos que £ = EyU E; € Aye+. Com efeito, como
E=FE UE, = E U (EfN E,), para todo T' C X temos

p(T) < p(TNE)+p(TNE)
= w(TN(EU(EfN Ey)))+ p (TN (E1 U Ep))
= (TN E)U(TN(ENE))) + p*(TNES)N(T N ES)))
< (TN E)+p (TN ES) N Ey) + (TN E) N Es)
= w(T N E) + (TN E)
w

I

*(T).
Isso prova que Ey U Ey € Ay e portanto, Ay € uma dlgebra de subconjuntos de X.
Para mostrar que A”- é uma o-algebra, consideremos uma sequéncia (By)nen de

elementos dois a dois disjuntos de Ay« e seja A = U By.
n=l1

n
Seja C, = U B; (¥ n>1). Logo, cada C, é p*-mensuravel e também
i=1

Gom=Umemn

Portanto, para cada C, e para todo T C X, tem-se p*(T) = u*(TNCy)+p*(T'NCT).
Como C, C A implica A°C C5 e TN Ac Cc T NnCg, pelo Lemd (1.3.1) temos

pr(T) 2 (TG + pr(T N A)
= pw(Tn (‘.9] B)) 4+ p* (TN (TN A°))

- ; w (T N B;) + p*(T N A°).
Sendo a desigualdade vilida para cada n, segue que

u*(T) § u*(T N By) + w*(T N A)

n=1

2
> (TN A)+ (TN A°).
= (7).
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Isso mostra que A € Ay e, portanto, que Aye é uma o-dlgebra.

Resta mostrar que p* restrita a Ay+ é uma medida. De fato, seja i = p” | Aps.
Mostraremos que a aplicagao fi é o-aditiva.

Sejam entdo (A,)nen uma sequéncia em Ay« de conjuntos dois a dois d1s1unt03,

e B= U A,; entdo B € Ay- e por ser p* medida exterior vale i(B) < E B(An).

Por outro lado, pelo Lema (1.3.1) considerando A = X temos que i € ﬁmta.mente
aditiva em Ay e, aplicando o Teorema (1.1.1) concluimos que

Z,u n :/—l )

n=1

o que prova que fi é uma medida definida na o-algebra Ay+. m

1.4 Teorema de extensao de Carathéodory

Lema 1.4.1 Seja p wma medida enumeravelmente aditiva definida numa dlgebra A
de subconjuntos de X. Sobre P(X) definamos

() u*(B) = inf{ i} W(Ay) : An €A ¢ B C u An}.

n=1
Entdo p* € uma medida exterior em P(X) € a restrigio de p* a A € p.

Demonstracao: Em primeiro lugar observamos que o conjunto que aparece no se-
gundo membro de (i) é nio-vazio pois X e () pertencem a A. Assim (7) define uma

fungao de P(X) em [0, co].

Para provar que p* ¢ uma medida exterior é suficiente verificar a validade de (722)
da Definigao (1.3.1) pois (z) e (iz) sio claros.

Sendo (An)nen uma sequéncia de conjuntos em P(X), mostraremos que

o ( U An) < Z/t (An)- (1.4)

n=1

No caso de termos p*(Ayn,) = 00, para algum ng € IN o resultado é vélido trivial-
mente. Assumindo entao que p*(A,) < oo, para todo n natuml dado ¢ > 0, para

cada n € IN existe uma sequéncia (A")ren em A com A, C U A tal que
k=1

In ?

<

)“j (AM) < p*(An) + — (1.5)
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também temos que

0o 0 0
UA.c U U AP,
n=1 n=1 k=1

Como {(A;c") :n € IN,k € IN} é uma familia enumerdvel de elementos de A decorre
da definig¢do de p* e usando a relagao (1.5), que

(U A) <3 3 n(AR)
n=1 n°=°1 k=1
= S (A +5)

as 1/t*(A,,)+e.

n=

e sendo € > 0 arbitrario, concluimos que vale (1.4).
Mostraremos agora que, se A € A entdo p*(A) = p(A). Com efeito, fazendo
By =Ae B, =0, para cada n>2 obtemos

[e ]

AcUB. o w2 w(B)=uA)

n=1

Por outro lado, consideremos (A, )nen uma sequéncia de conjuntos dois a dois

(o] (o)
disjuntos em A, tal que A C U A,;entdo A= U (AN A,) e como por hipétese p é

n=1 n=1

enumeravelmente aditiva em A, temos

u(A) = w(J (AN ) = S uAN A 3 u(An),

Pela defini¢ao de p*, isto implica que p(A) < p*(A), e mostra a igualdade

u(A) = p*(A). m

Teorema 1.4.1 Seja p wma medida enumeravelmente aditiva numa dlgebra A de
subconjuntos de X. Entdo p admite uma extensao a o-dlgebra gerada por A obtida
a partir de p* definida como no Lema (1.4.1).

Demonstragio: Sejam B € A e T C X arbitrarios e suponhamos primeiramente
que pu*(T) < co. Entéo para € > 0 dado, existe uma sequéncia (Ay)uen em A tal que

(o] o0

TclUA e DowA) <@ (T)+e (1.6)

n=1 n=1
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Tendo em vista as relagoes

TNBC |J(ANB) e TNB CJ(A.NB),

n=1 n=1

e como A, N B e A, N B¢ sio elementos de A, decorre do Lema (1.4.1) e a relagéo
(1.6), que

p(TOB)+p(TNB) < 8 p(AnB)+ L p(Au BY)

n= n=1
[o)

- 1[,;*(,4,1 N B) + p*(A, N B)]

n=
o0

= /‘*(An)
1

n=

< w(T)+e,
e sendo € > 0 arbitrario, segue que

p*(T N B) + p*(T N B) < pw*(T).

No caso de termos pu*(T') = oo, a desigualdade acima é evidente.

Da Definicao (1.3.2) concluimos que o conjunto B é p*-mensuravel. Portanto,
mostramos que A C Ay+ e o(A) C Ap-+. Pelo Lema (1.4.1) p* restrita a A é p, isto
é, a restrigao de p* a o(A) é uma extensao de p. m

Teorema 1.4.2 Seja pu uma medida enumeravelmente aditiva, definida numa dlgebra
A de subconjuntos de X. Entdo, p pode ser estendida a uma medida definida na o-
dlgebra gerada por A. Se pu for o-finita, esta extensdo ¢ inica.

Demonstragao: A existéncia de uma extensao i de p a o(A) foi provada no Teorema
(1.4.1).

Para mostrar a unicidade, seja ¥ uma medida definida em o(A) tal que

=v|A

Sejam E € o(A) e (En)neny uma sequéncia de conjuntos de A tal que E C U E,.

n=1

Portanto,
[ee]

WB)<v(U) E)< Yo v(B) = S (B,

n=1 n=1 n=1
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e pela defini¢ao de p* obtemos
v(E) < u*(E) = a(E), para todo E € o(A). (1.7)

Para mostrar a desigualdade contraria, suponhamos que »(£) < oo e, portanto,
que p é finita. Seja A € A entao usando a desigualdade (1.7) temos

1(A)

v(A)
v(ANE)+v(ANE°)
R(A N E) + B(AN E9) = i(A).

IA I

Portanto temos a igualdade

EANE)+a(ANE?) =v(ANE)+v(ANES). (1.8)

Mas em (1.8) observamos que AN E € o(A)e ANE C A€ A, logo, basta
considerar o caso quando E € d(A) de modo que E seja um subconjunto de B onde
B € A. Portanto, lembrando que »(E) < co e como E C B, usando a desigualdade
(1.7) temos

v(E) = v(EUB)-v(BNE*)
= v(B)—-v(BNE°
> a(B) - (BN EY)
= u(E).
Isso mostra a igualdade, isto é,
v(E) = i(E), para cada E € o(A). (1.9)

Para o caso em que p € o-finita, seja (A,)nen uma sequéncia de A de conjuntos

dois a dois disjuntos tal que X = U A, com p(A,) < oo para cada n € IN e seja

n=1

Ee€a(A). Como E=ENX = oLj (EN A,); usando a igualdade (1.9) segue que

n=1

/_‘(E) = ﬂ[ °L;j (E N An)]
- o_: a(ENA,) = i} v(ENA,)
= °g (EN A

n
H

I

N

&3
"
3

isso mostra a unicidade da medida e prova o teorema. m
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1.5 Coberturas mensuraveis

Nesta secio, consideramos o espago de medida (X,B,u) e a correspondente
medida exterior x* definida em P(X), induzida pela p.

Definicdo 1.5.1 Seja Y C X. Dizemos que H € B € uma cobertura mensurdvel de
Y se Y C H e para cada G € B tal que G C H\Y, tem-se u(G) = 0.

Teorema 1.5.1 Sejam Y C H C X tais que p*(Y) < oo ¢ H € B. Entdo sao
equivalentes:
i) p(Y)=p(H).

i) H é uma cobertura mensurdvel de Y';

Demonstracao: Suponhamos em primeiro lugar que p*(Y) = p(H) e seja G € B
tal que G C H\Y. Entao Y C H \ G e, portanto

p(H) = p(Y)Sp(H\G)
= u(H) — p(G) < p(H),
de onde concluimos que x(G) = 0. Isto prova que i) implica ii).
Para provar que ii) implica i) observamos em primeiro lugar que p*(¥) < w(H).
Suponhamos que p*(Y) < u(H); pela definigio de p~ existe ' € B tal que YCF

e u(F) < p(H). Da relagio Y C F obtemos H N [ C HNY< e, por ser H uma
cobertura mensuravel de Y, u(H N F¢) = 0, de onde se conclui que p(H) = p(HN F).

Assim, temos

p(H) = p(H N F)<p(F) < p(H),

o que é absurdo. m

Teorema 1.5.2 Seja Y C X tal que p*(Y) < oo. Enldo existe uma cobertura men-
surdvel H € B de Y, consequentemente, Y C H ¢ p*(Y) = p(H).

Demonstracio: Decorre da definicio de p*(Y), para cada n € IN existe uma

sequéncia de conjuntos (F")geny em B tal que Y C U M e
k=1

S HE) < wr(v)+ 1 (1.10)

k=1
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Seja H, = 8 F™. entao H, € BeY C H, para cada n. Da relagdo (1.10) segue
woy p
que -
. 1
l‘(Hn) < K (Y) + ;

o0
O conjunto H = [\ H, pertence a B e H C H, para cada n € IN. Portanto
n=1

Sendo n arbitrério tem-se p(H) < p*(Y). Como Y C H, vale a igualdade

w(Y) = p(H). (1.11)

Lembrando o teorema anterior, concluimos de (1.11) que H é uma cobertura

mensuravel de Y. m

[o.e]
Corolario 1.5.1 Seja Y C X tal que Y = U Y, com p*(¥,) < oo para cada
=1

n=
n € IN. Entdio existe uma cobertura mensurdvel H em B de Y.

Demonstragio: Suponhamos que (¥;)nen seja uma sequéncia de subconjuntos de

X dois a dois disjuntos com p*(Y,) < oo para todon € INeY = U Y,. Pelo

n=1
teorema acima para cada n € IN existe F,, € B tal que Y, C F, e p*(¥a) = plF) e
podemos sem perda de generalidade, supor que Fy, N Fy,, =, se n#m.

Definindo F' = oLj F,, temos que Fe BeY C F.
n=1

Seja G pertencente a B tal que @ C H \ Y. Entio G = U Gy, onde G, =
1

n=

G N (F,\Y,), é claro que u(G,) = 0 para cada n € IN. Segue-se que p(G) = 0. m

Corolédrio 1.5.2 Suponha que u(X) < oo € sejamY C X ¢ H € B tais que H €
uma cobertura mensurdvel de Y. Temos:

i) se existe K € B tal que Y C K C H, entdo p(H \ K) = 0;

i) se L € B entdo H N L € uma cobertura mensurdvel de LNY € w(YNL)=
p(HNL);

ii) se I{ € B ¢ uma cobertura mensurdvel de Y entao p(HAK) = 0.



CAPITULO 1. A EXTENSAO DE CARATHEODORY 15

Demonstragao: Prova de i):

Observemos primeiramente que se K € B é tal que Y C K C H entao HNH®C
HNIKeC HNYe Portanto, como H N K¢ € B, segue da defini¢io de cobertura
mensuravel para Y que u(H \ K) =0.

Prova de ii):

Para mostrar que H N L € B é uma cobertura mensuravel de L NY, seja GeB
tal que G C (HN L)\ (Y N L) . Devemos provar que u(G) = 0. De fato, as relagoes

G c (HNnL)\(YNL)

(HNL)N(YeU L) =(HNLNY)U(HNLNLe).
HNYe

NI N

implicam que p(G) = 0.
A igualdade p*(Y N L) = p(H N L) decorre do Teorema (1.5.1).
Prova de iii):
Se H e K sio coberturas mensuraveis de Y, por ii) H N K é uma cobertura

mensuravel de Y.

De Y Cc HN K C H conclui-se que

H\(HNK)C HNY*,

e, por ser H cobertura mensuravel de Y, temos p(H \ (H N K)) = 0.
Analogamente, u(K \ (H N K)) =0 e, portanto, p(HAK)=0. =



Capitulo 2

A topologia 7 em P(X)

A partir deste capitulo estaremos tratando de uma dlgebra J de subconjuntos
de X e de uma medida enumeravelmente aditiva x definida em 7, ambas arbitrarias

porém fixadas.

Indicaremos por x* a medida exterior definida em P(X) como no Lema (1 4.1),e
como mostrado no Teorema (1.4.1), x* é uma extensao de p.

A seguir, muniremos a familia P(X) de uma topologia Z, induzida por uma familia
de pseudo-métricas, definidas a partir de p* e da classe

J<={FeJ:u(F)< oo}

O conjunto P(X) com a topologia T e com a operagao de diferenga simétrica de

conjuntos é um grupo topolégico.

2.1 A topologia Z em P(X)

Proposicao 2.1.1 Dados F' € J< ¢ A, B subconjuntos de X, a igualdade
dr(A, B) = p*[F N (AAB)),
onde A denota a diferenga simétrica de conjuntos, define uma pseudo-métrica em

P(X).

Demonstracio: Mostraremos que a aplicagio dr : P(X) x P(X)—IR" definida
acima é uma pseudo-métrica. Com efeito as relagdes dp(A,B) 2 0 e dr(A,B) =
dp(B, A) verificam-se trivialmente, para cada A, B € P(X).

16
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Para mostrar a desigualdade triangular, lembramos que AAB C (AAC)U(CAB)
(A.1.15); interceptando com F' , segue que

dp(A, B) < dp(A,C) + dr(C, B).

Observamos que, dr(A, B) = 0 nao implica que A = B. Com efeito, basta
considerar, F' € J<, F¢#§. E imediato que dr(8, F¢) = 0.

Portanto, dr é uma pseudo-métrica em P(X). m

Propos1§ao 2.1.2 Sejam A, B, F e dr como na proposigao anterior e seja Y C X.
Entdo dp ¢ uma pseudo-métrica invariante, isto €,

dp(AAY, BAY) = dp(AAB) V'Y € P(X).

Demonstragao: Lembrando que YAY = (), (A.1.13) temos

dr(AAY, BAY) wWF N ((AAY)A(BAY)))
wFN((AAB)A(YAY))]
wFN(AAB)]

= dF(A,B).I

Proposigao 2.1.3 Sejam Fy, F, e I3 pertencentes a J<. Temos:
i) se Fy C I3, entdo dp, < dp,;

i) quaisquer que sejam Fy e Iy entdo dp, < dpur, para k=1,2.

Demonstragio: Para a prova de i) consideremos A, B subconjuntos de X, entao

dr,(A,B) = w[Fin(AAB) < (Fsn (AAB))
= (lps(A,B).
Portanto, dr, <dp,.

A assergao ii), decorre imediatamente de i). m

Coroldrio 2.1.1 A familia D = {dr : F € J<}, com a ordem parcial habitual de
fungées, é uma familia dirigida de pseudo-métricas.

Demonstracao: Consideremos Iy, I, € J<; como Fy U Fy € J< temos pela Pro-
posi¢io (2.1.3) que dr,ur, > dF, e dpur, 2 dp,. lsso prova que D ¢ uma familia
dirigida de pseudo-métricas. m
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Proposigio 2.1.4 A familia D = {dp : FF € J<} define uma topologia em P(X),
tendo como base a familia

B(D)={Ur(A): ACX,FeJe¢>0}

chamada a topologia induzida pela familia D e denotada por I.

Demonstragao: I suficiente mostrar que B(D) satisfaz as hipéteses do Teorema
(1.2.1) de [2].

De fato, dados U g, »,(A) e Up, -, (B), dois elementos de B(D) cuja intersecgao seja
nio-vazia, seja C' um elemento da intersecgio e r < min{ry—dr, (C, A), ro—dp, (C, B)}

Provaremos que

L{FIUFZvT(C) C Z’{Fl 1 (A) ﬂqu,Tz(B)'

Com efeito, se T € Upum,,(C) entio drur(C,T) < r. Pela Proposiao (2.1.3)
decorre que dp, (C,T) <r e dp(C,T) < r; portanto

dr (T,A) < dr(T,C)+dr(C,A)
< r+4+dp(CA) <ry,
o que mostra que ' € Up, »,(A).
Analogamente, prova-se que T' € Up, »,(B).
Para cada A € P(X) e cada F € J< temos que A € Up,(A).

Isso prova que a familia B(D) é base para uma topologia Z em P(X). m

Proposicio 2.1.5 Seja F € J< fizrado. Dados A, B e C subconjuntos de X tais que
Ce uF,T](A) m uF,Tz(B)3
eziste v > 0 tal que Up,.(C) C Up., (A)NUFEL,(B).

Demonstragao: Basta considerar 7 = min{r; — dp(A,C),r; — dp(B, C)}, e a prova
segue mostrando que Up,(C) C UF,,(A) e Up(C) C Uy, (B). Com efeito, se
Y € Ur,(C), entio dp(Y,A) <dp(Y,C) + dp(C,A) < r + dr(C,A) = r1. Logo
U, (C) CUF, (A).

Similarmente prova-se que U, (C) C Up,,(B). m
Proposigao 2.1.6 Sejam A C X e p(X) < oo, isto é, X € J<. A familia

{Ux.(A) : € > 0} ¢ uma base para a topologia I ¢, portanto, T ¢ simplesmente
a topologia induzida por dx, logo ¢ pseudo-metrizdvel.
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Demonstracao: Observemos que Uy (A) = {Y : dx(A,Y) = p*(AAY) <r} €T,
pois X € J<. Logo a topologia gerada por dy estd contida em 7.

Reciprocamente, dado A € P(X) seja Up,(A) um aberto bdsico de Z; como
Ux +(A) C Up,(A) entdo Up,(A) é um aberto basico de P(X), na topologia gerada
por dy. Isso mostra que Z estd contida na topologia gerada por dx. m

Teorema 2.1.1 A topologia T faz do conjunto P(X), junto com a operagio A um
grupo topoldgico; portanto, a terna (P(X),Z, ) ¢ um grupo topoldgico.

Demonstracao: O conjunto das partes de X com a operagio de diferenga simétrica
de conjuntos ou seja o par (P(X),A) é um grupo abeliano, cujo elemento identidade
éo (). Para A € P(X) temos que AAA = 0; segue que o inverso de A é ele proprio,
isto &, a aplicagdo i que leva A ao inverso de A é definida por i(A) = A. Logo, é uma

aplicagao continua.

Para mostrar que a operagao do grupo A é continua observamos, em primeiro

lugar, que para A, B,Y,Z € P(X) e F € J< (A.1.13) temos

w*[(F N (AAY))A(F N (BAZ))]
p[(FN(AAY)) U (F N (BAZ))
w*[F 0 (AAY)] + p*[F N (BAZ)))
dr(A,Y) + dp(B, Z).

dp(AAB,Y AZ)

INIA T

Portanto, dados € > 0 e (A, B) € P(X) x P(X), se (Y, Z) for tal que dp(A,Y) < /2
e dp(B,Z) < €/2, conclui-se que dp(AAB,Y AZ) < ¢. Isto prova que A é continua.
Logo (P(X),Z,A) é um grupo topologico. m

2.2 TUma caracterizacao do fecho de £ C P(X)

Sendo £ uma subclasse de P(X) e A C X, denotaremos

E(A)={ENA:E€é&}.
Observagio 2.2.1 Se & € uma dlgebra de conjuntos de X ¢ A € £, vale a igualdade

E(A)={FEe&:ECA}

Proposigao 2.2.1 Se F € J<, entdo



CAP/TULO 2. A TOPOLOGIAZI EM P(X) 20

i) para A, B subconjuntos de X tem-se dp(A, B) = dp|pp(F N A, 0 B);

ii) dados A e B elementos de P(X) e ¢ > 0 tais que dp(A,B) < ¢, entao
drlpy(ANF, BN F)<e

Demonstragio: A demonstragio de i) é imediata, pois ( ver (A.1.14))

dp(A,B) = w[FN(AAB)] = w[(FNA)A(FNB)
= w[FN((AnF)ABNF))]
= dp(ANF,BNF).

Para provar a assercio ii), observemos que F'N B C [ implica F'N B € P(F);
similarmente, tem-se ' N A € P(F'). Logo

dp|pey(F N A FN B)=uw[(FNA)A(FNB)|=dr(A,B)<em
Teorema 2.2.1 Seja & uma subfamilia ndo-vazia de P(X). Sdo equivalentes

i)A€E;
ii) para cada F € J< tem-se ANF € E(F) P,

Demonstragio: Mostremos em primeiro lugar a implicagao i) — ii).

Sejam A € € e F € J<. Entdo dado € > 0, existe B € £ tal que B € L{p'é(A), ou
melhor, dr(A, B) < €. Pela Proposicao (2.2.1), temos que dr|p (AN, BN F)<e

e, portanto
BN Fe&EF)NY C Fidplpp(ANFY) < €}

, e
ou, equivalentemente, AN F' € E(F) P,
Prova da implicagao ii) — 1i).

Para provar que A € &, sejam ' € J< e ¢ > 0. Queremos provar que existe
B € € satisfazendo dp(A, B) < e. Mas pela hipétese, para F' € J< dado, temos

e
que ANF € E(F) *1Pry e, portanto, existe um conjunto H = BN [ onde B € &
tal que dp|73(F)(A N F,BN F) < e. Novamente, pela Proposi¢ao (2.2.1) temos que

dr(A, B) < €, como queriamos mostrar. m

Coroldrio 2.2.1 Seja A um elemento de P(X). Entio A € J< se, ¢ somente se,
—d
para todo F € J< tem-se que ANF € J<(F) FI?D(F),
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Demonstragao: E suficiente substituir no Teorema (2.2.1), J< no lugar de £. m

Proposigao 2.2.2 A dlgebra J de subconjuntos de X estd_contida no fecho da
famdlia dos conjuntos F € J tais que u(F') < oo, isto é, J C J<

Demonstracao: Seja' B um conjunto de J. Queremos provar que para cada F' €
——

J<, o conjunto BN F € J(F) P, Dado F em J< entio BNF € J<, e como

BNF C F,entao BN F € J<(F).

Por outro lado, o conjunto 7 <(F') esta contido em J (F T(F) FIP(F) Portanto, BNF €
—d
J(F) *Pir), Isso prova a proposi¢ao. m

Coroléario 2.2.2 O fecho da dlgebra J coincide com o fecho de T <, isto €, J<=7.

Demonstracao: Pela Proposigio (2.2.2) temos que J C J<, que implica 7 C J<.
Por outro lado, a inclusao J< C J implica J< C 7. Isso mostra que J = F ]

2.3 Uma caracterizacao de J

Dado F' € J<, estudaremos as relagoes que ha entre o fecho da algebra J
relativo a P(F') e o fecho de J(F') relativo a topologia 7.

Proposicao 2.3.1 Sejam A, B pertencentes a J ¢ F, Fy elementos de J<. Entao
dF(A N Fy, BN Fg) < dFO(A, B)

Demonstragao: A prova é imediata, uma vez que para A, B, F' e Iy dados, temos

e WP O (AN F)A(B N Fy))]
dr, (A, B).

dF(A n F(), B N Fo)

Al

Isso mostra a proposi¢ao. m

Proposicao 2.3.2 Seja Fy um elemento de J<. Entdo J(FO)IF" P roy C J(Fo).
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Demonstracio: Seja A € J(Fo) ° Piry = j(Fo)dF° NP(F). Entiao A C Fp e para
¢ > 0 dado existe H € J(Fp) tal que dp, (A, H) < e. Como H é um elemento de
J(Fp), entdio H = G N Fy, para algum G € J. Portanto, pela Proposigio (2.2.1),
temos

dry (A, G) = dp, (AN Fo, G N Fy) = dy (A, H) < e. (2.1)

Agora vamos provar que A € J(Fp); como A C Fy é suficiente mostrar que
AeJ.

Dados F € J< ee > 0 seja G € J como acima. Usando a Proposi¢do (2.3.1) e
a relagao (2.1) temos que:

dp(A, G N Fo) = dp(AN Fo, G N Fy) < dpy (A, G) < e.

Isto quer dizer que para todo F' € J< e todo ¢ > 0 temos que Upe(A)NT #0, isto
é, A € 7, tal como querfamos provar. m

7 4FR | P(Fy)

Proposigao 2.3.3 Seja Fy um elemento de J<. Entio J(Fo) C J(Fo)

Demonstragio: Seja Z um elemento de J(Fp); entio Z = Y N Fy, onde Y € 7.
Portanto, dado ¢ > 0 existe H € J tal que dg,(Y,H) < € ou, equivalentemente,
d}:‘o(y N Fo, HnN F()) < €.

——y]
Queremos provar que Z € J(Fo) FOIP(Fo). Com efeito, observemos que Z C Fp.

Portanto, para € > 0 escolhido, seja H € J como acima, tal que H € Up,,e(Z), ou
dr,(Z,H N Fy) < ¢, entdo

HNFoe TJ(F)N{T N Fy:dr(Z,T) < €.

Isto mostra que, para todo ¢ > 0 o conjunto {T'N Fy : dp,(Z,T) < €} encontra
, e
J(Fo) ou, equivalentemente, Z € J (Fp) ° Pir). m

Teorema 2.3.1 Se F' € um elemento de JT<, entao j(F)lFIP(F) = J(F).
Demonstragao: A prova decorre das Proposigoes (2.3.2) e (2.3.3). =

Teorema 2.3.2 Sejam J ¢ A € P(X). Entio A € J sc, ¢ somente sc, para cada
Fe J< tem-se ANF € J(F).
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Demonstragao: A prova decorre do Teorema (2.2.1) onde basta tomar £ = 7, e do
Teorema (2.3.1). m

O exemplo a seguir mostra que nio é vélido se em lugar de J tivermos uma
familia arbitrdria £ C P(X), mesmo se u(X) < oco.

Exemplo 2.3.1 Neste exemplo limitdmo-nos a subconjuntos de mimeros irracio-
nais; fica assim convencionada a notagdo

[a,0[={z €Q°:a<z <b} e Ja,b[={z €Q°:a<z <b}.
Sendo X =]0,2[, a dlgebra de subconjuntos de X, gerada pelos intervalos [a,b[ de
10, 1[ e pelo intervalo ]1,2[ serd indicada por 7.

Em ]1,2[ consideremos uma sequéncia (ay)nen €OM @y # @y para n#m. Para
cadan € IN definimos

n-l—l

E, =]0, [U{(L,,} e E={E,:n€IN}

Sejam p a medida de Lebesgue restrita a J e p* medida exterior induzida por p.
Provaremos que sendo F =]0,1[ ¢ A =]0,1/2], entdo A € E(F) FIP(F) mas AZE(F).

Comecamos enumerando algumas relagées simples

i) SeY C]1,2[ e B€ J € tal que Y C B entao |1,2[C B. Segue da definigdo que
p*(Y) = u(B) = 1. Em particular

p({a,})=1 VY nelN. (2.2)

it) Para todon € IN, como A C E,, temos
1

AAE, =E,\ A ]z 5+ —[u{ n} (2.3)
e, portanto, usando a relagio (2.2)
dx(A, E,) > 1, (2.4)

11 1 1

(lF(A, E”) = /t*[AA(En n F)] = Iu*(] ’2 + — o ) 2"‘.
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i11) Por outro lado, se m,n pertencem a IN e m < n, entdo

1 1
En U E, =)0, ’”+ o [U{am @} ¢ EnnE. =0, ”;“ !
n

portanto

= (EmAEn) =H [ znl ) %[U{(tn, am}]
> w({an, am})

Logo, seque da relagio (2.2) que
(IX(Em, En) = ,u*(EmAEn) 2> 1. (26)

dX (Em ) En)

i) Sendo H € P(X) en € IN, ¢ imediato que

{E,}) ={H € P(X): p*(HAE,) = 0}. (2.7)

FE claro que \J {E,} C €. Em seguida mostraremos que
nEN

e [_'j 5T, (2.8)

Sendo T pertencente a € existe k € IN tal que

(lx'(T, EL) = ,u*(TAEk) < 1/2 (29)

Afirmamos que p*(TAEL) = 0, o que pela relagio (2.7), significa que T € {E}.

De fato, se
W (TAEL) =6 > 0.

entdo lembrando a relagdo (2.9), temos que § < 1/2. Como T € € cxiste j € IN tal
que

dx(T, E;) = pn*(TAE;) < §/2. (2.10)
Portanto

d,\'(Ek,Ej) < (lx(Ek,T)-F(l,\'(T,Ej)
< 5+5/2=36/2<1,
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e da relagio (2.6) conclui-se que k = j, o que contraria (2.10). Isso prova a relagdo
(2.8) e, portanto, que

z=[_'j ).

Em sequida provaremos que AZE(F). Como A C F ¢ suficiente provar que A¢E.
Por (2.4) tem-se dx(A, E,) > 1 € assim para todo n € IN, AZ{E.}.

Por outro lado, temos
A e ST E

De fato,
1

E(F)={E,NF:neIN} = {]0,‘) +%[; ne N},

e, da relagao (2.5), temos

1
dp(AN By, By O F) = dp(A, BN F) = .

n

Assim, dado € > 0, se k € IN for tal que 311 < e temos drp(A,ExNF) = ;—k <e.m

Teorema 2.3.3 As seguintes afirmagées sao equivalentes:
a) a topologia T satisfaz o primeiro azioma de enumerabilidade;

b) existe uma sequéncia (I, ).en de clementos de J< de manecira que, dados
FeJ< ee>0, existe umn € IN tal que p(F\ I) < ¢

c) existe uma sequéncia (Fy)nen de elementos de J< tal que, para cada F' € TS,

w(F\UF) =0.

d) T € pseudo-metrizdvel.

Demonstracao: Prova da implicagao a)—b):

Lembramos que pelo Teorema (2.1.1) que a terna (P(X),Z,A) é um grupo to-
polégico e, portanto, basta considerar vizinhangas bésicas centradas no .

Sejam (F,)nen uma sequéncia de elementos de T < e (1n)nen uma sequéncia de
niimeros racionais tais que {Up, . (0) : n € IN} seja uma base de vizinhangas do .

Entdo se F' € J< e € > 0 sao dados existe k € IN tal que

Up,(0) CUFR(D).
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As igualdades
dr(Fg,0) = p(Fen(FN0))
= p(FNFg)=p(0)=0

mostram que F¢ € Ug, ., () e, portanto, também F¢ € Up,e(P). Conclui-se que

pr(F\ Fy) = p*(F N Fy) = dp (F,0) < e

Prova da implicagio b) —a):

Dados F' € J< e ¢ > 0 queremos mostrar que existem n € IN e r € @) tais que
q q

Ur, e(0) C UFRe(D). (2.11)

Seja n € IN tal que p*(F N FS) < ¢/2 e sejar € @ tal que 0< <7 < ¢/2. A

igualdade
FNY =(FNYNFE)U(FNYNFY)

implica que
w(FOY)<p*(FnNY)+ p(FnFy).

SeY € Ur, .(0) temos p*(F,, NY) < r e, portanto,
dr(Y NO)<r+¢€/2 <k,

o que mostra que Y € Upe(0) e prova a relagao (2.11).

Assim, a familia

{Up, -(B) : n € IN;» €Q}
é um sistema fundamental enumerdvel de vizinhangas do 0.
Prova da implicagio b) —c):
Para cada j € IN, existe n; € IN tal que u(F'\ F,;) < % Temos
F\ Fy, C F\Fy,
j=1
e aplicando p* a esta expressao, segue que
. 7 1 '
0<pw (F\ U Fy,) Su(F\ F,) < R VjeN.
i=1

Mas isto implica que
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Prova da implicagao ¢) —b):

n
Dada a sequéncia (F},),env em J <, definindo G, = U Fj obtemos uma sequeéncia
k=1

oo [ee]
de elementos de J < tal que N F,, = () G,. Podemos portanto supor, sem perda de
n=1 n=1

generalidade, que a sequéncia (Fu)nenN seja crescente.

Dados F € J< e ¢ > 0 observamos que (F N F¢),en é uma sequéncia decrescente
de elementos de J <. Segue-se

0=p*(((FNF)) = lim p*(FNFS) = lim pu(FNE).
n=1

Portanto, dado ¢ > 0, existe n € IN tal que u(F'\ F,,) <¢. m
Prova da implicagiao a) —d):

Ver pag. 41 e 43 em [14].

Prova da implicagao d) —a):

A prova é imediata. m

Corolario 2.3.1 Se pu for o-finita em J entao I satisfaz o primeiro azioma de
enumerabilidade ¢, portanto, é pseudo-metrizdvel.

Demonstracgao: Pela hipdtese existe uma sequéncia crescente (Fy)nen de conjuntos
de J tal que
[ee]
X = U F, e pu(F,) <oco Vne IN.

n=1

(o0}
Seja F' € J<,entiao F' = U (FNF,) esendo (FNF,)nen uma sequéncia crescente

n=1
em J <, cuja reuniao pertence a J<, temos

lim u(F N F,) = p(F). (2.12)

n—oo

Por outro lado, como F'N F,, C F para cada n € IN e pu(I") < oo, tem-se
p(F\ F) = p(F\(FNF))= p(F) = p(F 0 E).
Segue-se da relagio (2.12), que dado ¢ > 0 existe n € IN tal que

p(F\ F,) <e
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Portanto, a prova do corolério decorre do teorema anterior, pela implicagao b)
—a). Pela implicagao a) —d), temos que 7 ¢é pseudo-metrizavel. m

2.4 Conjuntos localmente nulos em P(X)

Nesta secio, usando o fato que J é fechada e denotando-se por
Ao={Y CcX:p*(YNF)=0,V FeJ}

mostraremos que A é um conjunto fechado em P(X).

Definigio 2.4.1 Seja Y subconjunto de X. DiremosY € localmente nulo se Y € Ao,
isto €, para cada F € J<, tem-se p*(Y N F) = 0.

Proposigao 2.4.1 A familia Ao € fechada por reuniao enumerdvel de conjuntos, isto

é, se A, € Ay para cada n entio U A, € Ao.

n=1

Demonstragio: Seja (A,).eny uma sequéncia de conjuntos em Ag; logo dado F' €

j<, temos 'U*[Fﬂ( EJO An)] S io: /L*(Fn An) =0.m
n=1 n=1

Teorema 2.4.1 Os conjuntos localmente nulos constituem o fecho, na topologia I
do conjunto {#}. Consequentemente, Ay C J.

Demonstragao: A prova decorre da propriedade de fecho de um conjunto:

W = {V:dp(Y,0)=0,F €T} ={Y : i (FN(YAD)=0,F € T<}
= {Y:p*(YNF)=0,Fe T} = Ao

Por outro lado, como § € J segue que {#} C J e, portanto,
0t cT
Isso prova o teorema. m

Teorema 2.4.2 Sejam os conjuntos A € P(X) e Y € Ao. Entio A ¢ AAY tém as
mesmas vizinhangas, isto ¢, dados ' € J< ¢ ¢ > 0 tem-se

Upe(A) = Ure(AAY).
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Demonstragao: Lembrando que p*(Y N F) = 0 para cada I € J<, seja G €
Upe(A).Entdo
dr(A,G) = p*(F N (AAG)) < e. (2.13)
Considerando a igualdade (AAY)AG = (AAG)AY, é imediato que

FO(AAY)AG] = [FN(AAG)AIFNY]
Cc (FN(AAG)U(FNY).

Aplicando p* e usando (2.13) obtemos que

W (FN(AAG)) + p*(FNY)

W [F 0 ((ADY)AG)]
p(FN(AAG)) <,

A

ou, equivalentemente dr(AAY,G) < ¢, ou seja, G € Ure(AAY). Isso prova que
Ure(A) C URe(AAY).
Reciprocamente, se G € Upe(AAY) entio dp((AAY),G) < e. Pela Proposi¢ao
(2.1.2) e usando a desigualdade triangular temos

dr(ADG, GAG) = dp(ADG,0)

dr(A,G) =
< (ZF(AAG',Y) +dr(Y,0) <,

portanto, G € Up,e(A); e isso prova o teorema. m



Capitulo 3

O fecho topolégico da algebra 7

O objetivo deste capitulo, é mostrar que o fecho J da algebra J é uma o-algebra
de subconjuntos de X e que a restrigio da medida exterior p* a J ¢ uma medida.

3.1 A algebra J

Nesta secio, provaremos que J é uma algebra de subconjuntos de X, e que
para cada F € J<, p* restrita a J(F) é uma medida finitamente aditiva.

Teorema 3.1.1 O fecho J de J ¢ wma dlgcbra de subconjuntos de X.

Demonstracido: Bastard mostrar que se A e B sao elementos de J entao, o com-
plementar de A, e a reunido de A com B também sao elementos de J.

Se A€ 7, entao A°€ J. Com efeito, se A € 7, entio dados e > 0e F' € J< tem-se

Ur (A)NT #0, ou seja, existe @ € J tal que drp(A,G) < ¢, ou equivalentemente,
temos 1*((FN(AAG))) < e. Usando a identidade ACAG® = AAG (A.1.12), segue

que

dp(A®,G°) = p*(F N (ACAGe)) = p*(F N (AAG)) < ¢,

e como a familia J é uma algebra, G¢ € J, portanto, temos que
Ur(A)NT #0,

logo, concluimos que X \ A pertence a 7.

30
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Mostraremos que se A e B estio em 7, entao AUB € 7. De fato, dados F' € J<
e € > 0 arbitrarios, existem G e H em J tais que

dr(A,G) < ¢/2 e dp(B,H) < ¢/2. (3.1)

Por outro lado, pela inclusio (A.1.16)
(AUB)A(GUH) C (AAG) U (BAH),
interceptando com F' € J <, temos
FN[(AUB)A(GUH)) C [(FN(AAG)) U (F N (BAH)).

Aplicando-se pu* segue que

W*(FN[(AU B)A(G U H))) < p*(F N (AAG)) + p*(F N (BAH)),

assim, obtemos a desigualdade

dr(AU B,GUH) < dp(A,G) + dr(B, H),
e, usando (3.1) tem-se que
dr(AUB,GUH) <.

Conclufmos que o conjunto AU B é centro de uma vizinhanga Up, (AU B), cuja
intersecgio com J contém G'U H; logo AUB € 7.

Portanto, 7 é uma algebra de subconjuntos de X. =
Teorema 3.1.2 Para cada F € J<, a aplicagdo p* € finitamente aditiva em T (F).
Isto é, para cada A,B € J(F) com AN B = 0, temos
p (AU B) = p*(A) + 1 (B).

Demonstragdo: Como J é uma algebra, pela Observagio (2.2.1) serd suficiente
mostrar que dados FF € J<, A e B em 7, disjuntos, tais que AUB C F, tem-se

que
W(AUB) = p*(A) + u'(B).

Dado € > 0, existem G e H em J tais que

dp(A,G) <¢€/6 e dp(B,H) <¢/6. (3.2)
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Como GNF e H N F estio contidos em F e pertencem a J, podemos assumir
sem perda de generalidade que GU H C F. Assim, as inclusoes (A.1.16) e (A.1.17)

(AUB)A(GUH) C (AAG)U(BAH)

(ANB)A(GNH) C (AAG)U(BAH)

junto com (3.2) implicam que

1 ((AUB)A(GUH)) < ¢/3 (3.3)
e
(AN B)A(G N H)) < ¢/3. (3.4)
Em seguida, observamos que para quaisquer, a, 4 € P(X) tem-se
B=(B\a)U(BNa)C (BAa)Ua
logo

p(B) S (BLa) + p(a).

Portanto, supondo p*(«) finita, obtém-se
w(B) — 1 (a) < p*(alSp).
Fazendo na igualdade acima GUH = f e AU B = a, e usando (3.3), temos
p(GUH) = (AU B) < p*((AUB)A(G U H)) < ¢/3. (3.5)
Igualmente, se « = G e f = A e por (3.2) temos
p*(A) — p*(G) < W (AAG) < €/6 ou  p(G) > p*(A) — /6. (3.6)
Similarmente, considerando a = H e # = B tem-se

p(H) > p*(B) —€/6 (3.7)

Por outro lado, como estamos assumindo AN B = @ entdao (AN B)A(GNH) =
G N H, e de (3.4) obtemos também que

W(GNH) <e/3. (3.8)
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Usando as relagoes (3.5), (3.8), (3.6) e (3.7) nessa ordem, temos

w(AUB) > p*(GUH)—¢/3
= p(GUH)—¢€/3
= w(G)+p(H) —p(GNH)—¢/3
> u(G) + p(H) —2¢/3
> p*(A)+ pi(B) —e

Sendo ¢ > 0 arbitrario, mostramos que
W (AU B) = u*(A) + p*(B),

0 que prova o teorema. m

3.2 A o-algebra J
Nesta secao, provaremos que J é uma o-algebra de subconjuntos de X.

Lema 3.2.1 Sejam (A,)nen uma sequéncia em 7, de conjuntos dois a dois disjun-
[e o] —
tos, e B= |J A,. Se B ¢ tal que B C Fp € J<, entio B € J.
1

n=

Demonstracio: Para cada k € IV, definamos a sequéncia (B )ren como
B, = AiUAU..UA;.

Portanto, (By)ren é uma sequéncia nao-decrescente de conjuntos em P(X) e pelo
Teorema (3.1.1), temos que By € 7, para cada k € IN.

(oo}
Por outro lado, como By C U A, = B, entdo usando o Teorema (3.1.2) em

n=1

J (Fo) temos )
p(B) > p*(Bi) = > 1" (An),

n=1

que é valido para todo k pertencente a IN. Portanto, mostramos que
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e, sendo p* uma medida exterior, vale a igualdade em (3.9). Agora, lembramos que
p*(B) < oo para concluir que

i p*(A,) < oo. (3.10)

Para mostrar que B é um elemento de 7, lembremos que a sequéncia (Bi)ken €
nao-decrescente. Da igualdade

BnB =[JAJNn[AU..ual= U 4,

n=1 n=k+1

decorre que

p* (BN Bf) = Z wr( (3.11)
n=k+1

Como By C B e BN B° =0, segue de (3.11) e (3.10) que

p*(BABy) = p*(BNBf) = > p(A,)—0, quando k—o0,
n=k+1

e, portanto,
dF(B, Bk) = /L*(F N (BABL)) _<_ /t*(BABk)—)O se k—00.
Como By € J para cada k, concluimos que

BE?=7. =

Teorema 3.2.1 O fecho J de J € uma o-dlgebra de subconjuntos de X e, portanto,
o(J) estd contida em J

Demonstracgio: Bastara considerar uma sequéncia (A, )nen em J de conjuntos dois

(e} —
a dois disjuntos e mostrar que B = |J A, é também um elemento de 7. Mostraremos
n=1

isto usando o Teorema (2.3.2), isto é, sendo F' € J< provaremos que F'N B € T(F).
) 1 |

Mas (An N F)peny é uma sequéncia de elementos dois a dois disjuntos de J e

FNB = U (FN A,) C F. Pelo Lema (3.2.1) conclui-se que BN F € J. Como

n=1

BNF C F,entio BN F e J(F). m
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3.3 A c¢-aditividade de pu* em 7
Nesta secao, mostraremos que a medida exterior p* restrita a J ¢é uma medida.

Lema 3.3.1 Seja (Fy,)nen uma sequéncia de conjuntos em J, dois a dois disjuntos;
vale a seguinte igualdade

u*(f_j F,) = i w(F)

o0

Demonstragio: Pela o-subaditividade de x*, é imediato que pu*( U F,) < w(F).
1 1

n= n=

Para mostrar a desigualdade contraria , suponhamos por absurdo que
(e o] [ee]
(U R < 3 B,
n=1 n=1

Pela definicio da u*, existe uma sequéncia (Ex)ken de elementos de J dois a dois
) q k)ke

disjuntos, tais que

UrclU E (3.12)

n=1 n=1

€ - -
> n(Ex) < 30 pu(F). (3.13)

k=1 n=1

Para cada k,n € IN, definamos os conjuntos
Dk,n = Ekn En
entio, { Dy : k,n € IN} é uma familia de conjuntos de 7 dois a dois disjuntos, pois

é imediato que

DinNDys=0 sek#loun#s.

Da inclusao (3.12) para todo n natural, temos

k=1 k=1

e como p é enumeravelmente aditiva em J, segue que

#(Din) = p(F). (3.14)

M3

#(U D) =
k=1

k=1
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Por outro lado, para cada k € IN e para cada s € IN vale que

S s

Dk,n = U(EkﬂF:n) = Ekﬂ(U EI)CEk)
1

n= n=1 n=1

e, portanto

WE) =S 1(Din).

n=1

Logo, para cada k € IN, vale a desigualdade,

//’(Ek) Z io: /L(Dk,n);

n=1

somando em k e usando (3.14) temos

io: ,u(E'k) > § § #(Dk,n) = g_o_: i": /"(Dk.n)
k=1 k(.):ol n=1 n=1k=1
= Z L F;l),

n=1

o que contraria a relagao (3.13). Esta contradi¢do prova o lema. m
Teorema 3.3.1 A restricio de p* a J € uma medida finitamente aditiva.

Demonstragio: Em primeiro lugar lembramos que pelo Teorema (3.1.1), J é uma
algebra.

Ser4 suficiente mostrar que dados A, B € J disjuntos, entiao

p (AU B) = p*(A) + p'(B).

Se u*(AU B) = oo, nada hi provar. No caso em que p*(A U B) < oo, pela
defini¢io de p*, dado € > 0, existe uma sequéncia (F},),en de conjuntos dois a dois
disjuntos de J tal que

AuBcC |JF. (3.15)

n=1

SO u(F) < p*(AUB) + e

n=1



CAP{TULO 3. O FECHO TOPOLOGICO DA ALGEBRA J 37

o0
Desta tltima relacio decorre que F;, € J< e que . p([f},) é uma série convergente
n=1

e assim, existe k € IN tal que
Z 1(Fa) < €/2,
n=k+1
e pelo Lema (3.3.1) temos

w( D F,) < ¢/2. (3.16)

n=k+1

Definindo Gy = Fy U ... U Fj, temos que Gy € J< para todo k e usando (3.15),

escrevemos

A = An(U F)=An(GU U F)
n=1 n=Ak+1

c (ANGYU U F.
n=k+1

Portanto

p(A) Sp(ANGY) + (U Fa)
n=k+1

e, lembrando (3.16), tem-se

w(A) < p*(ANGyE) +¢€/2

ou

(AN GE) > p(A) —¢/2. (3.17)
Do mesmo modo prova-se que

(BN Gy) > p*(B) —€/2. (3.18)

Por outro lado, observamos que

AUBD(AUB)NG) = (ANGy) U(BNGy)

w(AUB) > p*(ANGy) + pw (BN Gy).
Utilizando as relagoes (3.17) e (3.18) obtemos
(AU B) > p*(A) + p(B) — ¢

Sendo € arbitrario concluimos que

w(AUB)> p*(A)+ p*(B). m
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Teorema 3.3.2 A restricio da aplicagdo p* a o-dlgebra J ¢ uma medida.

Demonstragao: A prova decorre do fato que a medida exterior %, pelo Teorema
(3.3.1), é finitamenta aditiva em 7. Assim, aplica-se o Teorema (1.1.1). m

Como consequéncia do teorema acima temos o seguinte resultado que é uma

generalizagao do Lema (3.3.1).

Teorema 3.3.3 Se (A,)nen € uma sequéncia em 7 de conjuntos dois a dois disjun-
tos, e se Y C X entdo

w0 (J A0) = X w(¥ 04,

Demonstragao: Sendo p* uma medida exterior, ¢ imediata a desigualdade

“(Y N ( UA" ) < Z;L (Y NA,).

n=1 n=1

Para mostrar a desigualdade contraria, suponhamos por absurdo que

w0 (J A) < w1 A,

Logo, da definigao de p*, decorre que existe uma sequéncia (Fi)kev em J, de con-
juntos dois a dois disjuntos, tal que

o0 oo

Yyn(l 4.) c U Fr (3.19)
n=1 k=1
i p(Fy) < i (Y NA,). (3.20)
k=1 n=1

Sendo m € IN fixado, decorre de (3.19) que

Y’nAAm = (Y’ﬂ LJ‘An)r\AnzC:(lJ F‘)rlAn1

n=1 k=1

= LJ([%[W;AHJ,

k=1

e, portanto
o0

(YVHAAWI <:ﬂ LJ Fk[j<Ant fq n‘AnL
k=1 k=1
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e dai
S (Y NAL)S Y Y w(FnNAn) =3 2 (Fi N Ap). (3.21)
m=1 m=1 k=1 k=1m=1

Observando que (FixN A, )men € uma sequéncia de elementos dois a dois disjuntos
de 7, aplica-se o Teorema (3.3.2) para calcular

,U*(Fk N Am) = ,Ll,*( G (F/t n Am))

1 m=1

= //'*(Fkn( G Am))'

m=1

T8

Substituindo em (3.21) obtemos

pr(Fen (U Aw)

m=1

1w (Fe);

Z o (YnAm) <

m=

18

=
1l
o

,..
Il
-

IA
™8

Como esta relagio contradiz (3.20), o teorema esta provado. m



Capitulo 4

J e a Extensao de Carathéodory

Neste capitulo comegamos estabelecendo a completude da o-dlgebra 7. A se-
guir mostraremos que J € a o-algebra dos conjuntos p*-mensuraveis segundo Ca-

rathéodory.

A partir deste capitulo denotaremos por A a restricao de u* a J.

4.1 A completude da o-algebra 7

Denotando-se o(J) por B consideremos a familia
B={EeP(X):AC EC B; A,BeBeAB\A)=0},

que pelo Teorema (1.2.1) é uma o-algebra completa que contém B. Do Teorema
(3.2.1) temos que B C J.

Mostraremos que J é completa e contém B.
Teorema 4.1.1 A o-dlgebra J ¢ completa.

Demonstracao: Lembrando a Defini¢ao (2.4.1); observemos que o conjunto {Y €
P(X): uw*(Y) =0} C A.

Queremos mostrar que a o-algebra J é completa, isto é, se A pertencente a J for
tal que A(A) = 0ese B C Aentao B € J. Defato,se B C Aentio0< pu*(B)<\(A),
logo u*(B) =0, dai B € Ao; decorre do Teorema (2.4.1) que B € 7. m

Teorema 4.1.2 A o-dlgebra J contém B.

40
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Demonstragao: De fato, se £ € B existem conjuntos A e B em B tais que A C E C
B e \(B\A)=0. Entio) C E\AC B\ A deonde 0<pu*(E\A)<A(B\A)=0
e, portanto, temos E\ A € Ay C J e como A € B, da igualdade £ = AU (E \ A),
concluimos que E € J.

Isso mostra que Bc7. =

Observacao 4.1.1 O diagrama mostra as relagoes de inclusao que existem entre as
o-dlgebras obtidas a partir de J .

A —

B =o(J) B

~__

Este exemplo mostra que no teorema acima podemos ter B £

Exemplo 4.1.1 Consideremos X um conjunto nao-enumerdvel; seja J a dlgebra
dos subconjuntos finitos ou cofinitos de X, isto €,

J ={B C X : B ¢ finito ou B® ¢ finito },

com a medida de contagem, ou seja,

| |IB|| se B € finito,
w(B) = { oo se B ¢ infinito.

Logo, a o-dlgebra gerada por J estd dada por

B={ACX:A ¢ enumerdvel ou A° ¢ enumerdvel}.

Claramente, o tinico conjunto nulo ¢ o ) ¢, portanto, temos

A

B=B=0d(J).

Por outro lado, temos que J = P(X). Para ver isso bastard mostrar a inclusdo
P(X)C T. Seja A€ P(X). Paracada F € T<, ANF ¢ finito, logo ANF € J C T ;
decorre do Teorema (2.3.2) que A € J. Isso mostra que P(X) C J.
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Pelos Teoremas 2 e 8 ([7], pag. 15 € 25), e a menos de identificagoes, segue que
se k é um cardinal infinito, k > Ro entdo ||X|| = k£ = & X K ¢, portanto, existe uma

bijecdo f : X—k X K.
Seja B = [~1({0} x k). Portanto, temos que B C X ¢||B|| = £. O complementar
B¢ também € ndo-enumerdvel, portanto B ndo estd em o(J).

Isso prova que B#P(X). m

4.2 7J e a o-dlgebra de Carathéodory

Nesta secdo, finalmente mostramos o encontro do método da extensio de Ca-
rathéodory com a extensio, vista sob aspectos topolégicos, desenvolvida nos Capitulos

2ed.
Denotando-se por C a familia dos conjuntos mensuraveis segundo Carathéodory,
como na Definigao (1.3.2), lembramos que H € C se, e somente se, para todo G €

P(X) tem-se
p*(G) = p (GNH)+p*(GNH).

Observacao 4.2.1 Ao considerar o espago de medida (X, T, ) temos a respectiva
medida exterior \*. Mas \* coincide com p* em P(X), assim, indicaremos simples-

mente por u* a medida exterior associada a A.

Teorema 4.2.1 A familia dos conjuntos mensurdveis sequndo Carathéodory coincide
com o fecho da dlgebra J, isto ¢,

C=7.

Demonstragio: Mostraremos a igualdade usando a dupla incluséo, isto ¢, provando
queJcCcCeCcCJ.

Seja H € J. Pelo Teorema (3.1.1), J é uma élgebra de subconjuntos de X, entao
o complementar X \ H € J.

Portanto, para cada G C X, como (¢ = (G'N H)U (G N He), decorre do Teorema
(3.3.3) que

p*(G) = p (GNH)+p (GNHE),

provando assim que H é p*-mensuravel, isto ¢, H € C e, portanto, Jcc.

Reciprocamente, suponhamos que H € C. Mostraremos que H € J. Pelo Teo-
rema (2.3.2), serd suficiente provar que para todo F' € J< tem-se H N F' € J(F).
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Sendo F' € J<, sabemos pelo Teorema (1.5.2) que "N H admite uma cobertura

mensuravel, isto é, existe L € J

FNHCL e p"(FNH)=L). (4.1)

Como FNH C FNL e LNF € J; pelo Corolario (1.5.2) FFN L é uma cobertura
mensurdvel de F' N H e, portanto, podemos supor que sem perda de generalidade,

que L C F.

Similarmente, seja M € J, M C F uma cobertura mensuravel para F'\ H. Entado

F\HCM e p*(F\H)=\M). (4.2)

Claramente, LU M = F, e usando a hipdtese de que H é p*-mensuravel e as
relages (4.1) e (4.2) temos

MLUM) = p(F)=p(FNH)+p(F\H)
= ML)+ A(M)
A(LU M)+ ALNM).

Como pu(L U M) = u(F) < oo, concluimos que
MLNM)=0. (4.3)

Por outro lado, lembrando que L N F'¢ = (), segue que

L\(FNH) = LN(FNH)=LN(F°UH°)
= (LN F)YuU(LNH)
= QU(LNH)CF\HCM
e, portanto, L \ (FNH) C LN M. De (4.3) decorre que p*[L\ (FNH)] = 0.

De acordo com o Teorema (2.4.1), L \ (F N H) é localmente nulo e pertence a J.

Lembrando que F N H C L C F e usando identidade
FNH=LNFNH=(L\(FNH))NL,

conclui-se que o conjunto F'N H € J(F). Isso mostra que H € J.

Assim, provamos que C C 7. Isso prova a igualdade e o teorema. m

Observacao 4.2.2 Como coroldrio da demonstragao do teorema acima, para mos-
trar que H € p*-mensurdvel, basta tomar G € P(X) como sendo um clemento da
dlgebra J ¢, mais ainda, de medida finita, isto ¢, G € J<, como veremos a seguir.
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Corolario 4.2.1 Se H € P(X) for tal que

() p*(G) = p*(G N H) + p*(GN H®) paratodo G € J=, entio H €C.

Demonstragio: Como consequéncia da primeira parte da demonstragao do teorema
anterior temos que J C C. Assim, para mostrar o resultado, bastard provar que
HeJ.

Como H satisfaz a propriedade (i) podemos tomar H € P(X) como na prova
da segunda parte do teorema acima, tomando o cuidado de substituir a hipétese de
ser H p*-mensuravel pela propriedade (). Com isso mostraremos que H € J e,
portanto, H € C. m



Capitulo 5

Extensoes de Medidas

Neste capitulo, mostraremos que se a o-algebra J é diferente de P(X), entao
sempre é possivel encontrar mais de uma extensao de A, definida numa o-dlgebra

contendo J.

A seguir, trataremos de extensdes de yu & o-dlgebra 7, provando que A é a maior

medida entre as extensoes.

5.1 Extensoes do espago (X,7, )

O objetivo desta segio é estudar a existéncia de uma extensio para a medida
)\, definida em 7. Mostraremos que, a menos que esta o-algebra seja igual ao espago
P(X), existird uma extensdo, nio necessariamente tnica, definida numa o-dlgebra

contendo propriamente 7.

Lembrando a Observagao (4.2.1), temos

Lema 5.1.1 Suponhamos que J #P(X). Ezistem conjuntos F € J<, L € J(F)
com A(L) >0, eC C L, C¢JT tais que sc S € J(L) ¢ SNC =0 ou SNC° =
entao A(S) = 0.

Demonstracgao: Por hipétese temos que existe A C X tal que AgT; decorre do
Teorema (2.3.2) que existe F' € J< tal que B= AN F¢7.

E claro que 7 (F) é uma o-algebra de subconjuntos de F'; como a terna (F, J (F), A)
é um espaco de medida finita, pelo Teorema (1.5.2), existe uma cobertura mensuravel
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H € J(F) de B; em outros termos, existe H € J(F) tal que
BCH e u*(B)=MH). (5.1)

De maneira analoga, para o complementar de B em F, dado por B°= A°NF,
existe uma cobertura mensurdvel K¢ € J(F) de B¢, isto é,

BSC K¢ e p*(B°) = A(K°). (5.2)

E clartoque K CBC HC F.

Seja L = H N K°. E ébvio que ML) < co, pois L C F; na realidade temos que
0 < ML) < co. De fato, de (5.1) segue que BN K C HN K¢ = L. Assumindo que
A(L) = 0 pelo Teorema, (4.1.1) terfamos que BNK*° € J, e como B = KU (BN K°),
isso implicaria que B € J, o que contraria a escolha de B.

Seja C = BN L&J. Mostraremos que se S € J(L) e SNC =@ entdo A(5) = 0.
Lembrando que B= BN H e .S=LN.JYS, temos

f = CNnS=(BNL)NS=BN(LNS)
= BﬂS,

logo, B C S°¢ e, portanto, B C HN.S® C H. Como 5¢ € J e H é uma cobertura
mensuravel de B; pelo Corolério (1.5.2), parte i) tem-se

MH\ (HN5%) =0.

Mas,
HN(HNS)=(HNH)U(HNS)

pusS=329

H\ (HnN5°)

e, consequentemente, A(S) = 0.
Analogamente, no caso em que SN C*={, onde C°= BN L, tem-se

P = SnCe=5n(B°NL)
= SN B

Portanto, B¢ C 5, logo B¢ C SN K¢ C K¢, como S¢ pertence a 7, sendo /{¢ uma
cobertura de B¢ e S C K¢, segue do Corolario (1.5.2), parte i), que

0 = A[Ke\ (SN I9)) = AK°N(SUK))
A(KeN S) = A(S).

I

Isso prova o lema. ®
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Denotando-se por a(7 U {C}) a algebra gerada por J e {C} temos o seguinte
resultado.

Lema 5.1.2 Sejam J, F, L ¢ C como no Lema (5.1.1), D = C°N L e seja H a
familia dos conjuntos da forma

(1) E=GU(TnC)U(RND)

onde G € J(L¢), T e R pertencem a J(L), isto é, G C L, T CL e¢ RC L.
FEntao,

i) H € uma dlgebra de subconjuntos X;
it) H ¢ a dlgebra gerada por J e {C};
iti) H é a o-dlgebra gerada por J e {C}.

Demonstragao: Prova de i):

E claro que § € H. Dado E € H como em (1) o complementar de E estd dado

por
E¢=(G°NLY)U(T°NC)U (R N D).

De fato, bastara verificar que ENE¢=( e E°U E = X. Ver (A.1.18).
Lembrando que L = C' U D implica que
L'nC=L‘NnD=CnD=9,
temos

EnNEe¢

[(GNLYU(TNC)U(RND)] N [(GeNL)YU(T*NC)U (RN D))

{(GN LU (TN C)U (RN D) N (G N L)}
{(GNLHYU(TNCYU (RN D)YN (TN C)]}
{(GN L) U(TNC)U(RU D) N (R N D)}

cCi

{(GNLYN(GNL)U[(TNC)N (G N L) U[(RN D)N(Gen Le)]}
{(GnLYN(TnCHU(TNC)N(TNC)U[(RND)N (TN C)]}
{(GnLYN(REND)YJUTNC)N (R ND)] U [(RND)N (RN D)J}

cCl

(GNGNLYU(TNGNCNL)U(RNG N DN L]
(GNTsNnCNLYU(TNT*NC)U(RNT NCND)
(GNRNLND) U (TNRNCND)U(RN R ND)]
0.

hcCcCl
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[(GN LC)U(TﬂC)U(RﬂD)]U[(J'CF]L“)U(TCﬂC)U(R“ﬂD)]
[(GUG)NLJU[(TUT)NCJU[(RUR)N D]
(XNL)U(XNnC)u(X ND)
LeuCuUD=L°UL
X,
o que mostra que dado E € H, E¢ € H.

Sejam Ey, E; € H tais que B = G; U (T;N L)U (RN D), i = 1,2. E imediato
que E; U E, € H.

Isso prova que H é uma &lgebra de subconjuntos de X.

EUEc

Prova de ii):

I claro que 7 U {C} C H. De fato, considerando em (1),G=R=0 e T =L,
temos que C € H. Por outro lado, dado A € 7, temos

A = (ANLY)U(ANL)
(ANL)U[AN(C U D))
= (ANL)NLJU[(ANL)NCIU[(ANL)N D]
isso mostra que A € H e, portanto, que J U {C'} C H.
Sendo H uma 4lgebra, H contém a &lgebra gerada por J e {C}, isto &,

«(7 U {C}) CH. (5.3)

Por outro lado, seja A uma algebra de subconjuntos de X tal que JCcAeCe A
ComoT,Re J(L) e C°NL =D e A, dado E € H, tal como em (1) , temos

GeTJCA TNCeA e RNDEeA

Portanto, E € A e, consequentemente, 7 C A. Logo, junto com (5.3), concluimos
que
H = a(T U {C}). (5.4)
Prova de iii):

Sendo H uma algebra, bastard provar que H é fechada por reunido enumerdivel

de conjuntos.

Seja (E,)nen uma sequéncia de conjuntos de H onde E, = G.U(T,NC)U(R,ND)
para cada n € IN, entao

E_]’] E, = U[G.U(T,NC)U(R,ND)]

n=1

= (Uayul(UTynclu [(,Q, R,) O D).

n=1 n=1
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—— oo
Pelo Teorema (3.2.1), J é uma o-algebra; ¢ imediato que U L, € H. Portanto, H

n=1
é uma o-algebra de subconjuntos de X.

Portanto, H contém a o-algebra gerada por 7 e {C}, isto é, o(J U {C}) C H.
Mas (7 U {C}) contém a algebra gerada por J U {C'}. Segue de (5.4) que

H=aea(TU{C}Ca(TU{C}) CH.

Prova-se assim que H = o(J U{C}). =

Lema 5.1.3 Mantendo as notagées do Lema (5.1.2), sejam vy, v, aplicagdes defini-
das em H pelas relagoes

i) n(E)=AG)+p (TNC);
i) n(E)=XG)+ (RN D).

Entdo, vy, vy sdo medidas finitamente aditivas.

Demonstragao: Observemos que se E € H, na representagao E = GU (T NC)U
(RN D) os conjuntos G, T'N C' e RN D sido univocamente determinados pois

ENL =G (5.5)
ENC=TnC (5.6)
END=RnND. (5.7)

Pelas relagdes acima, é facil concluir que o conjunto £ € H ¢ uma reuniao de ele-
mentos dois a dois disjuntos de H.

Portanto as aplicacbes v;, v, em H, com valores em [0, 0], estao bem definidas e
podemos expressa-las pelas igualdades

n(E) = MG) + 1 (TnC) = NEN L)+ p*(ENC) (5.8)

n(E) = MG) + w* (RN D) = MEN L) + p*(EN D). (5.9)

Mostraremos que »; é uma medida finitamente aditiva. E claro que »(#) = 0.

Sejam Fy, E, € H disjuntos, logo,

EyUE,=(GiUG)U[(ThUT2)NCJU (R U Ry)N D)
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m(Ey U Ey) = MGy UGy) + p* (T UT2) N C). (5.10)
A relagio E; N E; = 0, usando (5.5) implica
G]nG2=(E1ﬂLC)ﬂ(E20LC)CE]ﬂEQZQ. (511)

e usando (5.6), segue que

Pelo Lema (5.1.1), concluimos que A(T7 N7T3) = 0.

Por outro lado, fazendo Q; =Tt e Qy = Tp NTY, temos que Ty U Ty = @1 U Q-
e, da identidade Ty, = (T, NTy) U (T N TY) = (T2 N T1) U (2, interceptando com C
temos que

TzﬂCZQ‘zﬂC eTlﬂC:QlﬂC
e, portanto,

/J/*(T2 N C) = /L*(Qz N C) e ,U.*(T1 N C) = /L*(Q] N T])

Finalmente, decorre do Teorema (3.3.3) que

w(MUuT)NC) = p((U@)NC)
= w(@NC)+p(@:N0)
= pw(ThnC)+ p (TN C).

Substituindo no segundo membro de (5.10) e usando (5.11), temos

1/1(E1 U E2) = )\(Gl) -+ /\((;2) + ,U*(T] N C') + }L*(Tz N (j)
= 1 (Ey) + n(£Ey).

Isso mostra que v; é uma medida finitamente aditiva em H.

Com uma repeti¢io do argumento acima, prova-se que 1, é uma medida finita-
mente aditiva, bastando trocar C' por D e T; por R; paraz=1,2.m

Lema 5.1.4 As aplicagées vy, 11y como definidas no Lema (5.1.3) sdo medidas enu-
meravelmente aditivas em H.

Demonstracio: Seja (E,),en uma sequéncia de conjuntos em H dois a dois disjun-
tos, onde para cada n tem-se £, = G,,U(Z7,,NC)U(R,ND), sendo que G, € J(X\L)
e Rﬂ?Tﬂ € j(L)
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Segue das relagoes (5.5), (5.6) e (5.7) e, do mesmo argumento usado em (5.11)
e (5.12), que os elementos de cada uma das sequéncias (Gp)nen » (Tn N Cnen e
(Rn, N D) sao conjuntos dois a dois disjuntos. Com efeito, a relagao E;N E; = 0 para
i#j,onde 1,j € IN, implica que

G;inG; = ( Le)yn (E; N Le) (5.13)
' C E:NE;=0, para i#j. ’
Similarmente
(IinT;)NC = (E:N )F‘I(Eﬂ(‘) (5.14)
C E;NE; =0, para #j, '
e
(R;nRj)ﬂD = (E;ﬂD)ﬂ(EjﬂD) (5 15)
C E.NE;=0, para 1i#]. '
Portanto, sendo A medida e por (5.13), temos que
U Gh) = D> MGh). (5.16)
n=1 n=1

Para mostrar a enumerabilidade de v, bastara provar que vale a igualdade

*CnN( UT,;]—E/L (C.NT). (5.17)

Vale a seguinte igualdade
[m,n(T1 U... UTn_l)]ﬂC=@. (518)
Com efeito, de (5.14), temos

[Tnn(T]UUTn_])]nC = T,,ﬂC) (T]U UTn ])

(
= (T,nC)NTY)U..U[(T,,NC)NT,- 1)
= [(T.nC)N(TiNnC)U...U[(T,NC)N (Tu-1nC)]
== [(En N C) n (E] n C)] u...u [(En n (:’) n (En—l N C)]
— @

Segue do Lema (5.1.1), considerando S = T,, N (T7 U ... U T,,_1) que
AT, N(ThU ..U T,1)] = 0. (5.19)

Seja Q1 = T e para cada n natural, n > 1, definamos

Qn=ToN(T1U...UTuy). (5.20)
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Entao, (@Qn)nen, é uma sequéncia em H de conjuntos dois a dois disjuntos e

o0

U Qn = 7111-
n=1 1

n=

De (5.19) e (5.20) e como
T = [T, N (Ty U ... U T )]U[T N (T1 U ..o U )] (5.21)

temos
MT,) = AT N (Th U ... U Tou1)] = A(@n)- (5.22)
Portanto, pelo Teorema (3.3.3) tomando Y = C temos
/L*[C n (U Qn)] = Z /‘*(C N Qn)'
n=1 n=1

Por outro lado, decorre de (5.21) que

T.NC=Q.NC,

e, portanto,

(TN C) = 1*(QuNC).
Finalmente, tem-se

w8 @ne) = wil@nc)

n=1

Similarmente, trocando C por D e T, por R, prova-se que é uma medida
enumeravelmente aditiva. m

Teorema 5.1.1 Suponhamos que J # P(X) e mantendo as hipdteses do Lema (5.1.2),
sejam B, H e I{ como no Lema (5.1.1). Entao, existe uma o-dlgebra H de subcon-
juntos de X que contém J estritamente, ¢ duas medidas vy, 1y, distintas, definidas
em H que estendem .

Demonstragio: Pelo Lema (5.1.2) temos que H é uma o-dlgebra de subconjuntos
de X, e contém propriamente J.
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Decorre do Lema (5.1.4) que as aplicagoes vy e v, definidas na o-algebra H sao

medidas.

Portanto, resta-nos mostrar que as aplicagoes vy e v, sao extensoes de \.

Seja E € J; decorre da demonstragio do Lema (5.1.1) que H é uma cobertura
mensuravel de B, e sendo L = H N K¢, segue que L C H,e L = LN H e, portanto,
BNn(ENL)C HN(ENL). Segue do Coroldrio (1.5.2), parte i), que (EN LYNHé
uma cobertura mensuravel para (£ N L) N B. Portanto,

MENL)=XNENLNH)=p(ENLNB)=p(ENC). (5.23)
Segue das relagdes (5.5), (5.23) e (5.8) que
ME) = MENL)+AMENL)
= MG)+p(ENC)
= n(E).
Isso mostra que a medida v; é uma extensao de M de 7 a H.
Com um argumento similar para 1v,, se £ € 7, pelo Corolario (1.5.2), parte i),
segue que (E N L) N I(° é uma cobertura mensurdvel para (£N L) N B. Portanto
MENL)=A(ENLYNHNK )= [(ENL)N B =p(EN D). (5.24)
Logo, usando as relagdes (5.7), (5.24) e (5.9), temos

ME) = MENL)+XMENL)
MG) + p*(EN D)
= wn(E).

Assim, a medida v, é também uma extensao de A de J para H.

Finalmente, mostraremos que as extensoes 1, e v, acima sao diferentes. De fato,
tomando em particular, £ = X em (5.23) tem-se

AMXNL)=MXNLNH)=p(XNLNB)=p(XNC),
ou seja, A(L) = p*(C).
Substituindo E = C em (5.8) temos
n(C) = MG)+p*(TNC)=XCNL)+p(CNC),

ou seja,

n(C)=0+ p*(C)= (L) > 0.
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Por outro lado, considerando também E = C em (5.9), obtemos que

n(C)=MNG)+p* (RN D) = MC N L)+ p*(CN D),
portanto, temos que
o (C) = 0.

Isso mostra que 1y #£v; em H. =m

Observacio 5.1.1 Considerando a combinagdo linear v = tvy + (1 — t)ry, onde
t € [0,1], podemos encontrar c diferentes medidas que estendem A.

5.2 Comparacgao e unicidade de extensoes de p

Nesta secio, mostraremos que a p* restrita a uma o-algebra G contendo J € a
maior medida entre as extensdes da u de J a G. Provaremos também que se p for
o-finita em J a extensdo de g a J é unica.

Teorema 5.2.1 Se v € wma medida definida numa o-dlgebra G contendo 7, que €
uma extensio de p definida na dlgebra J, entdo para cada elemento G € G temos
que v(GQ) < p*(G). Em particular temos, v(G) < MG) se G € J.

Demonstragio: Seja G € G; se u*(G) = oo nada ha a provar.

Se p*(G) < oo, entdo dado ¢ > 0 existe uma sequéncia (F,)un de conjuntos de
J, dois a dois disjuntos, tal que

G C U [;‘na (5'25)
n=1
¢ 0
o p(Fy) < p(G) +e (5.26)

n=1

Por outro lado, sendo v uma extensao de y, de (5.25) e (5.26) temos

WG < w G}Fn)=§u(ﬂ,)

n= n=1
o]

= ]/‘(Fn)

n=

< p(G)+e
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e, sendo € > 0 arbitrario, concluimos

v(GQ) < p*(G). m

Corolario 5.2.1 Suponha que a medida p seja o-finita em J. Se v € uma extensao
de p a J, entdo v = A

Demonstragao: Seja G € J. Mostraremos em primeiro lugar que se A € J for tal
que p(A) < oo, entao
v(ANG) = XANG). (5.27)
Pelo Teorema (5.2.1) valem as desigualdades

VANG)SMANG) e v(ANGY)SAANGE).

Suponha que

WANG) < AANG).

Lembrando que g = » = A em J, temos

w(A) = v(A)=v(ANG)+r(ANGE)
< MANG)+ MANGe)
= A4),

o que contraria o fato que A é uma extensio da p de J a J. Isso prova (5.27)
Por outro lado. sendo i o-finita, existe uma sequéncia (F,),en de conjuntos dois
) ) L€

a dois disjuntos em J tal que X = U F,, com pu([},) < oo para cada n € IN. Como

n=1

G = G (G'N F,) usando a relagio (5.27) com F;, em lugar de A, temos

n=1

v(G) = v( U (GNEF,))= § v(GNF,)

n=1 n=1

= S AGNF)

n=1

= MU (GNF)) =AG).

n=1

Isso prova a unicidade da extensao. m



Capitulo 6

Medidas regulares no sentido
finito

Neste capitulo, nosso objetivo é obter através de p uma medida regular em
relagio a conjuntos de medida finita e uma medida que assume somente os valores 0
e 0o. Estudaremos também as respectivas medidas exteriores e a relagao entre estas

aplicagoes.

6.1 Medidas f-regulares

Proposicao 6.1.1 Dado um conjunto Y C X, as seguintes afirmagoes sio equiva-

lentes

- .
a) Y C U F, para alguma sequéncia (Fy)nen de J%,
n=1

b) Y = G Y,, onde p*(Y,) < 0o, para cadan € IN.
n=1

Demonstragio: Prova da implicagao a) —b):
(e o)

Se para alguma sequéncia (9, )nen de J< tem-se Y C G F,,entaio Y = U (YN

n=1 n=1
F,). Fazendo Y, = Y N F,, segue que Y = 8 Y., onde p*(Yy) < p(Fy) < oo para
n=1
cada n € IN.

Prova da implicagdo b) —a):
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Sendo Y = Olj Y,, com p*(Y,) < oo, segue da definicao de p*(Y;.) que, dado € > 0
n=1

existe uma sequéncia (A})ren de elementos de J tais que
o0 o0
Yac Al e Dou(Ap) <w(Ya)+e (6.1)
k=1 k=1

Mas isto implica que p(A}) < co para cada k e para cada n. Logo, A} € J<.
Portanto, de (6.1) tem-se

Yy=Y.cUU Ak
n=1 n=1k=1

Isso mostra a proposi¢ao. m

Definicao 6.1.1 Se Y C X for tal que a condigio a) ou b), da proposi¢do acima, €
verificada diremos que Y € p-o-finito.

Proposigao 6.1.2 Se Y € J entdo Y ¢ p-o-finito se, e somente s¢, cxiste uma

sequéncia (G, )nen de elementos de J< tal que Y = tj G-

n=1

Demonstragao: Suponhamos que Y C G F, onde F, € J< para todo n € IN.
n=1
Entio Y = U (FaNY)eGu=F.NY €J<.
n=1
A outra afirmagao é clara. m
Definigao 6.1.2 Para todo E € J, definimos
po(E) = sup{u(F): FC E, Fe J<}.

Se po = p diremos que a aplicagdo p € uma medida regular no sentido finito ou
simplesmente f-regular.

Observagéo 6.1.1 Se FF € J< entdo po(F) = p(F).

Em geral, a medida g néo é f-regular, entretanto, sempre é possivel decompo-la
na soma de uma medida f-regular e uma medida que s6 assume valores 0 e 0o, como
veremos no Teorema (6.1.3).
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Definicao 6.1.3 Dado E € J, definimos

0, se E for p-o-finito;
poo(E) = { co, caso contrdrio.

Lema 6.1.1 Sejam A e B conjuntos de J tais que A C B, entao
i) po(A) < po(B);
i) floo(A) < pioo(B).

Demonstracio: Para a prova de i), pela definigio de o temos

ro(A) sup{u(F): F C A, Fe J*}

< sup{u(F): F C B, FeJ} = p(B).

Para provar ii), consideremos os casos seguintes:
a) B é p-o-finito. Neste caso, pela Proposigao (6.1.2) existe uma sequéncia
(o0}

(Fy)nen de conjuntos em J< tal que B = G F,. Como A=ANB= U (F.NA),

n= n=1
também A é o-finito. Assim concluimos que floo(A) = jleo(B) = 0.

b) B nao é p-o-finito. Neste caso, fioo(B) = co. Logo, para qualquer A € J
verifica-se que 0 < peo(A) S ploo(B) = 0. m

Lema 6.1.2 A aplicagio o definida em J € uma medida finitamente aditiva.

Demonstragao: Claramente, po(@) = 0. Sejam A e B conjuntos disjuntos em J.
Se po(A) = oo, como A C AU B, pelo Lema (6.1.1), parte i) temos que

to(AU B) > po(A) = co.
Neste caso, vale trivialmente que

o(A U B) = po(A) + jio(B). (6.2)

Suponhamos entdo, que po(A) e po(B) sejam finitos. Segue da definigao de po
que, dado € > 0 existem Fy e I, em J < tais que 1 C A, F, C Be

po(A) —€/2 < p(F1) e po(B) —€/2 < p(F3),
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e, observando que

F]ﬂFQCAﬂB:-‘@CF]UFQCAUB,

temos
po(A) + po(B) —€ < p(F) + p(F2) = p(F U F3)
Sendo € > 0 arbitrario, segue que, po(A) + po(B) < po(AU B).

Mostremos a desigualdade contraria. Para cada I’ € J < tal que FF C AN B temos
que F' = (FN A)U (F U B) e, portanto

p(F N A)+ pu(FNB)

wF) =
< po(A) + po(B).

Segue de Definigao (6.1.2) que
po(A U B) < po(A) + po(B).

Isso mostra (6.2) isto é, a aplicagio o é finitamente aditiva. m

Teorema 6.1.1 A aplicagio po € uma medida enumeravelmente aditiva em J.

Demonstracio: Bastard mostrar que dada uma sequéncia  (Ap)nenv em J de
conjuntos dois a dois disjuntos, tem-se

io(U Aw) = 3 molAn). (63)

n=1 n=1

Se po(An,) = co para algum no, pelo Lema (6.1.1), parte i), verifica-se trivialmente

(6.3).
Suponhamos entdo, que po(A,) < oo para cada n € IN. Definamos A = Ej A, e
seja F' € J< tal que F' C A. "
Como F' = G (FNA,) € J, pelo Lema (3.3.1) temos

n=1

(e o)

w(F) = p(U(FNA))

=1
0o

= ]/L(Fﬂ An)) < > po(An)-

n= n=1
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Segue da Defini¢ao (6.1.2) que

ﬂO( U An) S z /I'O(An)-
n=1 n=1

Decorre do Teorema (1.1.1) que vale (6.3), o que prova o teorema.
Lema 6.1.3 A aplicagdo peo definida em J é uma medida finitamente aditiva.

Demonstragao: E claro que peo(f) = 0. Consideremos conjuntos Ae Bem J
disjuntos. Se tivermos p(A) = co como A C AU B, segue do Lema (6.1.1), parte
ii), que ftoo(A U B) > pioo(A) = 00. Logo, para qualquer B € J temos que

foo(A U B) = pioo(A) + fhoo(B)- (6.4)

No caso em que A e B sio p-o-finitos, segue que AU B é também p-o-finito,
logo a igualdade (6.4) vale trivialmente. m

Teorema 6.1.2 A aplicagdo pioo € uma medida enumeravelmente aditiva em J .

Demonstracgao: Sera suficiente tomar uma sequéncia (E,),en em J de conjuntos
dois a dois disjuntos e provar que

ool L) B) = 3 ptenl B (6.5)

n=1 n=1

Se para algum E,, tem-se que oo (Eny) = 00, como Iy, C U E,, pelo Lema
n=1

(6.1.1), vé-se claramente que vale (6.5).

Assumamos agora que os conjuntos da sequéncia (E,)nen sejam p-o-finitos, isto
é, existem sequéncias (A7})jen de conjuntos de J< de maneira que

8

E, =] A}, Vn,jeN.
=1

J

Entéo, por defini¢io, para cada n temos que fieo(En) = 0.

oo
Definamos os conjuntos £ = E, e B, tais que B; = A}, e para cadan>?2
1 | 1 1 1 il
n=

B, =AlUA%Z_ U..UA}.
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Entdo, cada B, é um elemento de J <, portanto o conjunto {B, : n € IN} é uma

famflia enumeravel de conjuntos de J <e

E = UI‘E,n:UUATj1

n= n=1jy=1

~ {J B
k=1

Portanto, fteo(E) = 0. Isso prova a relagao (6.5) e o teorema. m

Proposicao 6.1.3 Sejam po como na Definigdo 6.1.2) ¢ E € J. Entao

i) uo(E) < p(E);
ii) se E for um elemento p- o-finito de J entao wo(E) = p(E).

Demonstragao: A prova de i) é direta. Dado E € J,seja F e J< tal que F' C E.
Como pu(F) < u(E), é imediato que

sup{u(F): F C E,F € <} = po(E) < u(E).

Para a prova de ii), seja p(F) < oo; logo £ € J<, e como vimos na Ob-
servacio(6.1.1), po(E) = u(E).
Se E for pu-o-finito, entao existe uma sequéncia (E, )nen em J < de conjuntos dois

a dois disjuntos tal que £ = U E,. Segue do Teorema (6.1.1) e da hipdtese que p é
n=1

enumeravelmente aditiva em J que

MO(E) = /LO( G] En) = io: /1'0<En)

n= n=1
n=1 IL(EH) - ﬂ(nL—Jl En)
= u(E).

Isso prova a proposi¢ao. =

Teorema 6.1.3 Para cada E € J tem-se
(i) w(E) = po(E) + peo(E).

Demonstracao: Pela Proposicio (6.1.3) temos que se 2 € J for p-o-finito, entao
po(E) = p(E) e como pie(E) = 0, vale trivialmente a identidade (z).

Se E néo for p-o-finito, entio pu(E) = oo. Por outro lado, pela Definigao (6.1.3)
também poo( E) = o e, portanto, (z) é verdadeira qualquer que seja jo(E). m
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Proposicao 6.1.4 A aplicagdo o € f-regular em J, isto €, (110)o = po-

Demonstracgio: Lembrando da Observagao (6.1.1) que po(F) = p(F) para F' € J<,
temos

(wo)o(E) = sup{po(F): FCE,FeJ*}
. = sup{u(F): FCE,Fe J<}
= po(E). m

Proposicio 6.1.5 A aplicacio pe, definida em J satisfaz (Joo)oo = Hoo-

Demonstragao: Por definicao, temos que dado £ € 7,
0, se E for jie-o-finito;

(Hoo)oo(E) = { 00, caso contrario.

Se E é fio-0-finito, entdo poo(E) = 0 e também (s )oo(£) = 0.

Se E 1o é jeo-0-finito, entido (ft)e(E) = 00 e também (fleo)oo(E) = cO. ®

6.2 A topologia 7, gerada por pp*

Sendo o uma medida enumeravelmente aditiva em 7, po* é a medida exterior
definida a partir de gy como no Lema (1.4.1).

Mostraremos que a topologia Zo, definida a partir da medida exterior po* como
no Capitulo 2 torna esta aplicagao uma medida, quando restrita a 7.

Denotaremos por
TS ={F €T : pol(F) < o0}, pr(A,B) = u"(F N (ALB)),
e os abertos basicos de Zy por
Vre(A) = (Y € P(X) : pr(4, B) < ¢},

para cada F' € J5, e € > 0.

Lema 6.2.1 Sejam Y C X tal que p*(Y) < oo ¢ po como na Definigio (6.1.2).
Entao po*(Y) = p*(Y).
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Demonstragio: Decorre da Proposigio (6.1.3), parte i), que po*(Y) < p*(Y).
Suponha por absurdo que uo*(Y) < p*(Y). Entao existe uma sequéncia (£, )uen

(o0}

de elementos de 7 tal que Y C U E, e
n=1

(oo}

po*(Y)< > mo(Ey) < p(Y), (6.6)

n=1

Sendo *(Y) < o0, dado € = 1, existe uma sequéncia (Ar)ren de elementos de J
tal que

Y C UA;, e th(Ak)+1

k=1 k=1

observemos que os Ay's estao em J <. Portanto

Y C UkU EnﬂAk: UlFm-
n=1 k=1

m=

Como F,, C Ay para algum k, segue que F,, € J< para cada m € IN. Assim, pela
Proposigao(6.1.3), parte ii), temos po(Fim) = p(Fn) para todo m € IN; lembrando
que F,, C E, para algum n, segue da relagao (6.6) que

MO*(Y) < f: HO(EH) = § /L(Fm)

m=1 m=1

< molB) <w(v),

o que contradiz a definicao de p*(Y).

Isso prova que p*(Y) = po*(Y). m

Lembramos que, pela Observagio (6.1.1) J< C Jg. No entanto, podemos ter
T<#J5-

O seguinte exemplo nos ilustra que podemos ter um conjunto po-o-finito embora
nao seja p-o-finito, como veremos a seguir.

Exemplo 6.2.1 Consideremos X um conjunto ndo-vazio e a dlgebra J = {0, X}
e, seja a medida p definida por

0, se Y =10
'u(y)z{oo, seY =X,
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Neste caso, observamos que J< = {0} e, portanto, seque da defini¢do de po que

po(X) = sup{pu(@) : 0 C X} = 0.

Consequentemente, temos que X ¢ uwm conjunto pq-0-finito, mesmo que X nao
seja p-o-finito.
Observemos também que J§5 = {0, X'}.

Isso mostra que J§ #J<. m

Teorema 6.2.1 A topologia Ty obtida através de po* coincide com a topologia T.

Demonstracio: Mostraremos o teorema provando que 7 = Zo.

Provemos que Z C Zo. Seja U aberto na topologia Z, U # 0. Se Y € U, entao
existem F' € J<,e > 0 tais que

Upe(Y)CU. (6.7)
Queremos mostrar que existem G € J§ e § > 0 tais que

V(,',g(Y) C up,f(Y). (6.8)

Como F € Jg, basta considerar G = F e § = €. De fato, se T € Vre(Y) entdo
pr(YAT) < € e usando o Lema (6.2.1), temos

pr(YAT) = po*(FN(YAT)) = p*(F N (YAT))
= (lF(Y,T) < €,
o que implica que T' € Upe(Y). Usando (6.7) prova-se (6.8).

Reciprocamente, mostraremos que Zo C Z provando que um aberto de Zy é
também um aberto na topologia 7.

Seja U aberto nio-vazio em Zy. Se Y € U, existem G € Js e e> 0 tais que
VG,E(Y) cU.

Mostraremos que existem F' € J< e § > 0 tais que Ups(Y) C Vae(Y).
Se G € J<, bastara tomar F' = G e § = ¢, tal como acima.

Suponhamos, entio que GZJ <; sendo jo((G) < oo, segue da defini¢ao de po que
dado € > 0 existe FF € J< tal que F C G e

p1o(G) — €/2 < u(F) ou po(G)— p(F) < ¢/2. (6.9)
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Queremos provar que

Ure(Y) CVae(Y). (6.10)

De fato, se T' € Up,e/2(Y'), segue que dr(Y,T) < €/2, ou que

w(FN(YAT)) < €/2. (6.11)

Por outro lado, da identidade G = F'U (G N F*¢) e usando a relagao (6.9), temos
que io(G) = po(F) + po(GNF*) e

po(GNF) = po(G) — po(F)
= po(G) — u(F) < €/2.

Usando esta desigualdade e (6.9) temos

pc(Y,T) po*(G N (YAT))

1o (FN(YAT)) + po*((G N F)N (YAT))
W (F 0 (YAT)) + po*(G N Fe)
w(FN(YAT)) + po(G N Fe)

€/2+¢/2 = e

AN NN

Portanto, pa(Y,T) < ¢, significando que 7' € V¢ e(Y). Isso prova a inclusao (6.10) e
o teorema. m

Como consequéncia deste teorema, enunciamos o teorema abaixo cuja prova é
similar ao Teorema (3.3.2).

Teorema 6.2.2 A aplicagio po* definida em P(X) ¢ enumeravelmente aditiva em
J e, portanto, é uma medida.

Demonstracao: Pelo teorema acima, aplica-se o Teorema (3.3.2) para a medida

exterior fio. m
Corolario 6.2.1 Se Y ¢ um subconjunto de X, p-o-finito, entio po*(Y) = p*(Y).

Demonstragao: Decorre da Proposicao (6.1.3), parte i), que po™(Y) < p*(Y') e pelo
Lema (6.2.1) que p*(Y) = po*(Y) se p*(Y) < co.
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Sendo Y p-o-finito, pela Proposigao (6.1.1), existe uma sequéncia em ([}, ),en em

J< de conjuntos dois a dois disjuntos tal que Y C U Fi. Usando o Teorema (3.3.3)

n=1

tanto para p* como para fo*, temos

w(v) = w(UrnR)=2wynk)

n=1 n=1

= 2 (Y'N F) = por(U (Y0 Fy)).

= po*(Y).

Isso prova o corolario. m

6.3 A topologia Z,, gerada por ug,

Nesta seccdo mostraremos que a topologia s, definida a partir da medida ex-
terior u2, torna esta aplicagdo uma medida em P(X).

Lema 6.3.1 Dados Y € P(X) e ug,, entao
0, se Y for u-o-finito;

* Y =
Heo(Y) { o0, caso contrario.

Demonstracio: Consideremos o caso em que Y é p-o-finito; neste caso existe uma

o
sequéncia (F,),en de elementos de J< tal que Y C U F,. Portanto,

n=1

IA
i
-
23

teo(Y)
S » /Loo(F;z) = [J;
1

n=

Resta provar que se Y nao é -o-finito, entao Y) = oo. Su yonhamos que
/ ) Heoo 1
lu* Y) < 00; segue da defini¢ao de Hoo* qUE, dado ¢ > 0 existe uma sequéncia

(En)nen em J tal que

YCUE. e Poo( En) < i (Y) + € (6.12)
n=1 n=1

Entdo feo(E,) < 0o, e decorre da Definicao (6.1.3) que poo(Eyn) = 0, para cada

n € IN. Portanto, pela Proposicio (6.1.2), existe uma sequéncia (Fk)ren em J< tal
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que
E,=JF
k=1
e
&) oo oo
vycUE.=UUF"
n=1 n=1 k=1

Logo, Y seria u-o-finito e (YY) = 0, 0 que contraria que Y nao é p-o-finito. m
Observacio 6.3.1 A famdia J<, estd constituida pelos conjuntos ju-o finitos de J .

Teorema 6.3.1 A topologia gerada por pi, em P(X) ¢ indiscreta ¢, portanto, o
fecho de J na topologia Io, € P(X), isto €,

J = P(X).
Demonstracao: A prova decorre do fato que o espago P(X) é o tinico conjunto

aberto em Zo,. Com efeito, dados os conjuntos Y e Z em P(X) e F € JS, temos

que pi (F N (YAZ)) < pi(F) = 0. Portanto, o tnico aberto basico centrado em
B € P(X), esta dado por

Vr(B)={Y € P(X):dp(B,Y) =0 < ¢} = P(X),

para cada FF € JS ecadae> 0. m
Teorema 6.3.2 A aplicagdo pu, € uma medida em P(X).

Demonstracao: Lembrando os Teoremas (6.2.1) e (6.3.1) aplicamos o Teorema
(3.3.2) a p}y,. m

Teorema 6.3.3 Dadas as aplicagdes p*, s ¢ Wiy, vale a seguinte relagio p* =

* *
/‘LO + ”oo ‘
Demonstragéo: Queremos mostrar que

p(Y) = p5(Y) + pe(Y), VY ePX) (6.13)

Se Y C X for p-o-finito, entao pelo Lema (6.3.1) temos que p*(Y') = pg(Y'); como
por defini¢io pu* (Y) = 0, trivialmente vale (6.13).

Se Y C X nao for u-o-finito, pelo Lema (6.3.1) temos u (Y) = co. I claro que
se p*(Y) < oo entdo Y seria p-o-finito; logo p*(Y) = oo e (6.13) vale também neste
caso. W



Capitulo 7
Extensao minima de uma medida

O objetivo deste capitulo é mostrar que uma medida regular no sentido finito
admite uma extensao mimima de J a J.

7.1 Propriedades de uma medida f-regular

Nesta se¢io, mostraremos algumas propriedades da medida p admitindo que ela
seja f-regular, isto é, que py = p. Com estes resultados mostraremos na proéxima

secao que existe uma extensao minima para g de J a J.

Definicao 7.1.1 Seja a aplicagio ji : P(X)—[0,00] definida por

AY) = sup{p*(YNF): FeJ<}
= sup{u*(YNF): Fe T}

onde a sequnda igualdade decorre do Lema (6.2.1).
Proposicao 7.1.1 A aplicagdo jt ¢ uma medida exterior em P(X).

Demonstragao: Observemos que a expressio do lado direito da Definigao (7.1.1)
estd bem definida, ja que pelo menos existe § € J<. Assim, ji é uma aplicagao
definida em P(X) assumindo valores em [0, co].

Para mostrar que /i é uma medida exterior bastara mostrar as condigoes da De-
finigao (1.3.1).

68
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Claramente, i(#) = 0. Se A C B C X ese '€ J<, entdo W (ANF)<p*(BNF).
Decorre da definicao que ji(A) < ji(B).

Para mostrar a o-subaditividade de fi, consideremos (A, )nen uma sequéncia de
conjuntos de P(X). Mostraremos que

U A,) < 5‘3 (7.1)

n=1

Se F € J< como pu*(A, N F)<ji(Ay), para cada n € IN, entao

(D A)nF) = w(U(AnF)

n=1

)
< Z [t (An n F) S 1?::] /I(An)

n=1

Segue da defini¢ao de ji que

iU A = suplu (U AN P): F e 7<) < 3 A

n=1 n=1 n=1

o que prova a relagao (7.1). Isso prova a proposigao. m

Lema 7.1.1 Temos:
i) a restricio de 1 a J € po, isto €, i(E) = po(E), se E € J;
it) a restrigio de L a J< € p, isto é, i(F) = p(F), se F' € J<.

Demonstragao: Prova de i):
Seja E € J; fazendo G = EN F e lembrando que p*(E) = p(E) temos
UE) = sup{p*(ENF): FeJ<}=sup{u(ENF): FeJ<}
= sup{p(G):GCE, GeT<}
= po(E).

Prova de ii):

Por i) temos que fi(E) = po(E), se E € J. Segue da Proposigao (6.1.3), parte
ii), que se ' € J< entdo po(F) = p(F). Portanto, provamos que fL(F) = p(F) se
FeJ<. m
Proposigao 7.1.2 DadosY € P(X) e I' € J<, entdo

MYNF)Y=pw(YNF)=p(YNF).
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Demonstracgio: A igualdade da direita, decorre do Lema (6.2.1).

Para mostrar a primeira igualdade, pela definigio de /i, temos p(Y N F)
sup{p*(Y N F)NG) : G € J<}; tomando-se ' = G, é evidente que, w(Y
F)sp(Y N F).

Mostraremos a desigualdade contréria, isto é,

D

pYNE)<p(YNF). (7.2)

Sendo p*(Y N F) < o0, seja (Fy)nen uma sequéncia em J tal que Y N Fc U F,.

n=1
Portanto, usando a Proposigio (7.1.1), o Lema (7.1.1), parte i) e a Proposigao (6.1.3),
parte i), temos

fi(Fn)
1(Fn)-

Por conseguinte. tomando o infimo de todas as somas das coberturas de YNF
) b}
prova-se a relagao (7.2). Isso prova a proposi¢ao. m

pYnr) < (U r)s<

n=1

= fﬁ po(Fy) S

n=1

STIANE

1

,,
Il

Proposicao 7.1.3 Sejam Y € P(X) ¢ (An)nen wma sequéncia de conjuntos de J,
dois a dois disjuntos. Entdo

oo

Ay n (U An) =

n=1

Ay N Ay).

MﬁS

-

1

Demonstracio: Pela Proposigio (7.1.1) temos que f é uma medida exterior, logo,

vale
U An S

n=1

(YOAJ

u[\/]g

Para provar a desigualdade contrdria, se (Y N A,,) = oo para algum ng o resul-
tado & trivialmente valido. Suponhamos portanto que (Y N A,) < oo, para cada

n € IN.

Primeiramente consideremos o caso particular quando n = 2. Sejam A, e A,
elementos de 7 disjuntos. QQueremos mostrar que

A(Y N A+ (Y N Ay) = (Y N (A U A)). (7.3)

Dado ¢ > 0 existem Fy e F em J< tais que
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A(Y N Ay) - % < (YNANR)

iy N Ay) — 5 <@ (YN AN F).

Portanto, da relagao
YNAIN(FRUFR)DYNANRK

temos que

A(Y N Ay) — % < (Y NAN(FUR).

Similarmente

A(Y N Ap) — % < (Y N AN (7 U R)).

Logo, usando o Teorema (3.3.3) e a definigio de

,U*[Y n (A1 U AQ) N (F] U F))]
AlY N (A U Ay)).

(Y N A+ (Y N Az) -

IAN A

Fazendo ¢ tender a zero, obtemos

A(Y N Ay + (Y N Ag) < AlY N (AU Ap)).

Decorre da Proposicao (7.1.1) que vale a igualdade (7.3).
Para mostrar o caso geral, seja (A,)nen uma sequéncia de conjuntos de J, dois
a dois disjuntos.
Para cada k € IN temos
k
X_: Y NA,) = aYyn( U A,))

n—

e, portanto

Z (YNA)<SMYn UA,,

n=1 n=1

Decorre da Proposigao (7.1.1) que vale a igualdade. Isso prova a proposi¢ao. m
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Proposigao 7.1.4 Dado Y € P(X) entdo
) (V)< puy(Y)<p*(Y), para cada Y C X;
ii) se w*(Y) < oo ouY for p-o-finito entio p(Y) = pu*(Y).

Demonstracao: Prova de i):

A primeira desigualdade decorre da definigio de ji. A segunda desigualdade de-
corre da definicdo de pu* e uf e usando a Proposigio (6.1.3), parte i).

Prova de ii):

Em qualquer caso, pela Proposiciao (6.1.1), existe uma sequéncia (I}, )nen tal que

Y C¢ U F,, entdo, usando o Teorema (3.3.3) e a Proposi¢io (7.1.3), temos
n=1

p(¥) = wvn(U R)= S w(YnE)

n= n=1

- 1:_-01 [L(Y Il El) - /‘Z(ngl(y i El))
= A(Y).

Isso conclui a prova da proposi¢ao. m

Proposigao 7.1.5 Dado Y € P(X), valem as igualdades

pY) = sup{i(Z2): Z CY,i(Z) < o}
= sup{(T): T CY,u*(T) < o0}

Demonstracao: Mostremos a primeira igualdade.

Como Z C Y entao i(Z) < ia(Y) e, portanto, é imediato que
sup{i(Z): Z CY,ji(Z) < oo} <a(Y).
Para a desigualdade contréria, suponhamos por absurdo que
sup{i(Z2): Z C Y, i(Z) < o0} < fi(Y). (7.4)

Logo, existe Fy € J< tal que
sup{fi(Z2): Z CY,i(Z) < o0} < p*(Y N Fp). (7.5)
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Por outro lado, seja Zo = Y N Fy; portanto Zo C Y e ji(Zy) < co. Segue da
definigdo de i e da Proposigao (7.1.2), que

sup{fi(Z): Z C Y, il(Z) < o0} = fi(Ze) = (Y N Fo)
= ﬂ*(YmFO)’

o que contraria (7.5) assim, a suposigio (7.4) é falsa. Isso prova a igualdade.

A segunda igualdade é imediata, bastando substituir 7' por Z, e lembrando que
a(T) = p*(Y) quando p*(Y) < co. m

Proposigao 7.1.6 A aplicagdo fi € tal que

MX\ (U F)=0

FeJ<
Demonstragao: SejaY = X\ ( U F), entio
FeJ<
Y = X\ (U F=Xn (U F)
FeJ < FeJ<
= xn( N Fo
FeJ~
Dado G € J<, como () F¢C G° temos
FeJ~
p(YNG) = p[(Xn( N_F)NaG

FeJ <
< wpw(XNGNG)=0.
Portanto, sendo G arbitrario, segue da definigao que (Y) =0. m

O resultado acima nio implica que se A € P(X) for tal que fi(A) = 0 se tenha
que A = ), como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 7.1.1 Consideremos X = $IN, a compactificagdo dc Stone-C ech do espago
discreto IN = {1,2,3...} (ver em [2], pag.129), ¢ T a familia dos subconjuntos aberto-
fechados de X, isto €,

J ={E CBIN : E ¢ aberto-fechado}

e, seja p definida por
p(E) = ||E N INJ|.
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Entio, J ¢ uma dlgebra de subconjuntos de X ¢ pu € uma medida enumeravelmente

aditiva em J .

Em primeiro lugar, sabe-se que o conjunto BIN \ IN contém uma familia de con-
juntos aberto-fechados nao-vazios.

Afirmamos que BIN \ IN ndo pertence a J ¢, portanto, INEJ, como veremos a
seguir

Decorre do Coroldrio(8.5.4) de ( [2], pag.130), que {n} = {n}, isto ¢, cada con-

junto é aberto-fechado em BIN, para cadan € IN. Sendo IN = U {n}, seque-se que
neN

IN ¢ aberto, porém néo € fechado ( caso contrdrio teriamos IN = IN ). Assim, INET
e, portanto, BIN \ IN ¢ fechado e ndio pertence a J .

Decorre da defini¢io de ju, que se A€ J, A#0 e AC BIN\IN entao ANIN = 0,
logo
p(A)=|[ANIN'|| =0.

Assim, para cada A € J, temos
A= (ANN)U[(AN(BIN \ IN))).
Portanto, AN IN € enumerdvel e pela observagdo feita acima

W(ANIN) = ||[ANIN N IN|| = p(A). (7.6)

Mostraremos que J< ¢ a familia constituida de todos os subconjuntos finitos de
IN, isto €,
J<={FeJ:FCIN, F finito}.
Seja F € J<, entio p(F) < oo, sendo F N IN enumerdvel, pela relagio (7.6), temos
[|[F N IN|| < oo, seque-se portanto ¥ C IN e F' € um conjunto finito.

Isso mostra que
U F = IN # BIN.
FeJ <



CAP{TULO 7. EXTENSAO M{NIMA DE UMA MEDIDA 7!

Em particular, dado A € J, sendo AN IN enumerdvel, temos

ANIN = U{n,-}, n; € IN.

i=1

Lembrando que = po em J<, € evidente que pu ¢ f-reqular. m

7.2 Uma extensao de uma medida f-regular

Nesta secio mostraremos que a medida o admite uma extensio minima » de

Jald.
Teorema 7.2.1 A aplicagdo ji definida em P(X) ¢é finitamente aditiva em J.

Demonstracao: Sejam H; e H, conjuntos de 7 disjuntos e seja H = Hy U Ha.
Queremos provar que

A(H) = p(Hy) + f(Hz). (7.7)

Sendo /i uma medida exterior bastara provar que

fi(H) 2 fi(Hy) + i(Ha). (7.8)

Se ji( H;) = oo para i = 1,2 ou ji(H) = oo, vale trivialmente (7.8).

Suponhamos que (H) < oo, por conseguinte, i(H;) < oo para ¢ = 1,2. Segue
da definicio de fi que dado € > 0 existem F} e [, em J< tals que

fi(Hy) = €/2 < p*(Hi N Fy) (7.9)

Como Hy, N (FyU Fy) = (Hy N Fy) U (Hy N Fy) D Hy N F, por (7.10), temos

ﬁ(Hz n (F] U FQ)) 2 /AL(HZ N Fz) = /t*(l“]-z N Fz) > /'\L(Hz) — 6/2 (711)

Similarmente, para H;, usando (7.9), obtemos

ﬂ(H] N (F] U Fz))Zﬁ(f]l N F]) = ﬂ*(Hl N F]) > [L(]J]) - 6/2 (712)
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Portanto, segue da identidade
HN(FRUFR)=(HUH)N(FUF)=(H N0 UR)UHN (Fy U Fy)),
da definicio de fi, do Teorema (3.3.1) e das relagdes (7.12) e (7.10) que

f(H) pe(HN(FUFR))
,ﬁt*(Hl N(F U F))+p*(Ha 0 (1 U F))
1}

(Hy) + fi(Hz) — €.

VoI v

Sendo € > 0 arbitrario, vale (7.8) e, portanto, (7.7); isso prova o teorema. ®

Corolédrio 7.2.1 A aplicagdo ji é enumeravelmente aditiva em 7, sendo uma ex-
tensdo de jp de J a T.

Demonstracgio: Pela Proposicio (7.1.1), ft é uma medida exterior, pelo Teorema
(7.2.1) é finitamente aditiva em 7; aplicando o Teorema (1.1.1) temos que ji é enu-
meravelmente aditiva em 7.

Segue do Lema (7.1.1), parte i), que ji é uma extensao de po. m

Lema 7.2.1 Seja v uma extensio de po de J a J. Se F € J< ¢ A € J(F) entdo
v(A) = MA).

Demonstracao: Lembrando que A = p*|7 e o Teorema (2.3.2), temos que se A€
TJ(F)entio ACF, A€ J e p*(A)=A(A).
Fixado € > 0 seja G € J, G C F tal que

dr(A,G) = w((F N A)AF NG)) = p*(ADG) < €/2. (7.13)

Como G € J<, segue da Proposigao (6.1.3), parte ii), que

p(G) = p(G) = po(G) = v(G).

Das igualdades v(A) = (ANG) + v(ANG®) e v(G)=r(GNA)+ v(G N A9),

decorre que
W(A) = u(@)] = [v(A) = m(G)] = [H(ANGE) = n(G N A
< w(ANG) +v(GNA) =v(AAG).
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Segue do Teorema (5.2.1) e da Proposicao (7.1.4) parte i), que

v(ADG) < po(AAG) < pr(ALG)

e da relagao (7.13) que
[v(A) — p(G)| < ef2. (7.14)

Por outro lado, de (A.1.15) e (7.13), obtem-se
dr(A,0) <dr(A,G)+ dr(G,0),

e, por ser (G) < co, obtém-se

w(A) — u(G) < p(ADG) < ¢/2.

Analogamente, tem-se
w(G) — p*(A) S pr(AAG) < €/2;
logo
IN(A) = (G| = |w*(A) — w(G)| S (ALG) < /2.

Portanto, pela desigualdade acima e (7.14), temos
v(A) = MA)| < [n(A) = w(@)] + [1(G) = A(A)] <&,

sendo ¢ arbitrario, concluimos que v(A) = A(A). m
Teorema 7.2.2 A medida ji é a menor extensao de juo de J a J

Demonstracgao: Seja v uma medida definida em 7 tal que v|J = po. Sendo H € J,
queremos mostrar que

v(H) > i(H), (7.15)

o que pela definigio de /i é equivalente a provar que se F e J<, entdo

v(H)> p*(H N F). (7.16)

Portanto, dados H € J e F € J<, como HN F € TJ(F), pelo Lema (7.2.1),
temos

v(HY>v(HN F) = p*(HNF).

Isso prova a relagio (7.16); da defini¢ao de ji prova-se a desigualdade (7.15), o que
conclui a prova do teorema. m
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Corolario 7.2.2 A medida ji é uma extensao de p se, e somente se, i ¢ f- regular.

Demonstragido: Suponhamos que fi seja uma extensao da p de J a J; entdo
fi(E) = p(E) para E € J.

Pelo Lema, (7.1.1), temos i(E) = po(E), para E € J.

Portanto, po = p em J, logo p é f-regular.

A reciproca é imediata, j& que se p é f-regular, entdo p = po, 0 que implica que
ji é uma extensao p. m

Coroldrio 7.2.3 Se u € f-regular entio ji € a menor cxtensdo de pu de J a J.

Demonstracio: A prova decorre do teorema e corolario acima. =

O exemplo a seguir nos mostra que se p nao é f-regular, pode nao existir uma
extensio minima » de p a J.

Exemplo 7.2.1 Consideremos um conjunto X de cardinalidade N, e seja J a
dlgebra dos subconjuntos finitos ou cofinitos de X, isto €,

J ={E C X : E ¢ finito ou E° ¢ finito },

e u definida por
] 0 se E € finilo,
(k) = { oo se¢ E° € finito.

Entdo a aplicagdo i € enumeravelmente aditiva. Observemos que j restrita a J <
¢ identicamente nula, logo po € identicamente nula em J. Portanto p nao ¢ f-regular.

Afirmamos que 7 = P(X). De fato, bastard mostrar que P(X) C J. Dado
A € P(X), para cada F € J< temos que ANF € Ao C J; assim decorre do
Teorema (2.3.2) que A € J. Isso prova a afirmagao.

E claro que a maior extensio de ju a P(X) é a medida pu*, ¢ para cada Y € P(X)
esta € dada por

. 0 se Y € enumerdvel,
p(Y)= :
oo caso contrario.

Admitamos que a medida v seja uma extensio minima de p a P(X). Neste caso
podemos definir a partir de v uma medida T que s6 toma os valores 0 ¢ 1, tornado
assim R, wm cardinal mensurdvel o que contraria o Teorema de Ulam.
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Os detalhes virdo a sequir.

A). Algumas propriedades da medida v sao enumeradas a Sequir.

i) Se E C X € enumerdvel, entao ¢ claro que

v(E) = 0. (7.17)

i1) Seja A C X com v(A) = co. A aplicagdo 1 definida em P(X) por
7(E)=v(ANE) VEC X,

¢ uma medida enumeravelmente aditiva que estende p a P(X) e € tal quen(E) < v(E),

para cada E € P(X).

E claro que n < v; resta provar que 1 € uma cxtensao de p.

Seja B € J. Se B ¢ finito, decorre da relagao (7.17) que
0<y(B)=r(ANB)<w(B)=uB)=0.
Se B € cofinito, isto €, B¢ finito, entdo AN B¢ € finito ¢, novamente pela relagao
(7.17), temos v(AN B°) = 0. Por hipdtese v(A) = oo e a relagdo

oo =v(A)=v(AN B)+v(AN B°)

implica que

n(B) = v(AN B) = co = v(B) = u(B).

Isso prova que 7 € wma extensio de p a P(X).

iti) Mostraremos que

se ACX ev(A)= oo entio v(X\A)=0. (7.18)
Suponhamos que se tenha v(X \ A) > 0. Entao
n(X\A)=v(AN (X \A))=w(0)=0.

Logo
X \A)=0<w(X)\A).
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Como por ii), ) € wma extensio de j, isso contraria a hipdtese de v ser uma extensao
minima de [

iv) Reciprocamente, mostraremos que

se ACX ev(X\A) =0, entio v(A) = co. (7.19)

De fato, de X = AU (X \ A), temos
oo = v(X) = v(A) + v(X \ A) = v(A).

v) Finalmente, podemos concluir que

se E C X, entdo v(E) =0 our(E)= co. (7.20)

De fato, suponhamos que v(E) < co. A igualdade
V(X \E)+v(E)=vX)=0
implica que v(X \ E) = oco. Por ii), da relagdo (7.18), concluimos que v(E) =0.

B). A familia
F={ECX:v(E)= oo}

€ um ultrafiltro livre em X.
Provemos que F ¢ um filtro.
i) Observamos que O¢F ¢ F#0, jd que X € F, pois v(X) = co.
ii) Se A, B € F, entio v(A) = 1v(B) = co. Como A= (AN B)U (AN B°), sendo
AN B¢ C B¢, pela relagao (7.18), temos
oo = v(A)=v(ANB) +v(AN B°) =v(AN B),

logo, o conjunto AN B € F.
ii) Se A€ F, e se AC B enldo v(B) = oo ¢, portanto, BeF.

Para mostrar que F ¢ wum ultrafiltro, bastard provar que dado A C X entao AeF
ou X\ A€F.

iv) Segue da relagao (7.20), que dado A C X, temos v(A) =0 our(X\A)=oo.

Portanto, se v(A) = 0 entio v(X \ A) = oo, dai X \ A € F. Se v(A) = oo,
A € F. Isso prova que F ¢ wn ullrafiltro.
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v) Mostrar que F ¢ um ultrafillro livre, equivale a provar que
N E=0. (7.21)
BeF

Lembremos que para cada E € F, o complementar X \ E € um conjunto de medida

nula. Suponhamos que existe p € X tal que p € (| _E. Tomando em particular,
Ee

Eo = X \ {p}, temos que Eo € F, mas como p¢Ey, isso contradizp € E, para cada
E € F. Logo vale (7.21). Portanto, F ¢ um ultrafiltro livre.

vi) F € fechado por intersec¢oes enwmerdveis. De fato, seja {E,:n € IN} uma
familia em F. Como

ﬂ E, = U X\En)

n=1 n=1
logo

(X \ ﬂEn)—l/[U (X \ E,)] i’: (X\ E,) =0.

n=1 n=1

Decorre da relagio (7.19), que ﬂ E, € F.

n=1

C). A aplicagio T em P(X) definida por

1 se BeF,
T(B)_{ 0 se BEF,

¢ uma medida enumeravelmente aditiva ¢, portanto, 7 € uma medida.

Como O¢F, entao 7(0) = 0.
E imediato que para cada A C B C X tem-sc 7(A) <7(B).
Seja (En)nen uma sequéncia de clementos dois a dois disjuntos de P(X). Pro-

varemos que

U B.)= 2 T(E,). (7.22)

n=1 n=1
Temos os sequintes casos
12 Se EQ’}' para todo 1 € IN, entio Ef € .7-' para cada i € IN ¢, por (B vi) o
conjunto ﬂ Ef = ( U E;)¢ pertence a F. Logo U E;¢F. Portanto temos T( U E;) =

0= ‘T‘(E) pam cada € IN e vale trivialmente a 7(]ualdad( (7.22

2¢ Se E;, € F para inico 19 € IN, entao U E; € F e temos 7(L;,) = 7(U E;) =

1=1 1=1

1, mas 7(F;) = 0 para i # 1. E claro que vale (7.22).
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Estes dois casos ezaurem as possibilidades jd que se E; ¢ E; pertencem a F com
i 7, entdo ) = E;NE; € F, o que € uma contradigao.

Isso prova que T é uma medida enumeravelmente aditiva cm P(X).

D). Lembramos a defini¢do de cardinal mensurdvel ( [12], pag. 230) “ Um cardinal
R € dito mensurdvel se existe um conjunto Q com cardinalidade R ¢ wma medida T

definida em P(Q) tal que 7() =1 ¢ 7({a}) = 0 para cada cc € 2 7.

Segue-se portanto que Ry € um cardinal mensurdvel contrariando o resultado con-
tido nos teoremas a sequir:

Proposi¢io (18.19) ( [12], pag 231): O cardinal Ro nio ¢ mensurdvel. Teorema
de Ulam (18.23) ([12], pag. 323) Se R € um cardinal ndo-mensurdvel, entdo o seu
sucessor Rt € nao-mensurdvel.

Isso prova que se a medida p nao € f-regular entdo pode nao ezistir umna exlensdo

minimav de J a J.m

Entre todas as extensdes de u sabemos que A é maior extensao e, se assumirmos
p f-regular ji é a menor extensao. Em geral elas sio diferentes e, mais ainda, podem
existir infinitas extensées, todas diferentes, entre estas aplicagoes, como mostramos

a seguir

Exemplo 7.2.2 Consideremos o Exemplo (7.1.1). Scja p* medida exterior definida
em P(X). Entdo decorre da defini¢do de p* que

AY) = [IY]| se Y C IN, finito,
] oo caso contrdrio.

Temos também que

a(Y)=||YnIN|| VY C BIN.

Sabemos do Coroldrio (3.5.4) de [2], que {n} = {n}, para cada n € IN. Mas

IN = U {n}, ¢ como observado no Ezcmplo (7.1.1), IN ¢ aberto e nao fechado,
neN
assim IN¢J e sendo reunido enumerdvel de elementos de J, IN € J ¢, portanto, o

complementar BIN \ IN € J.
Mostremos que J ¢ denso em P(X) na topologia I, isto ¢, J = P(X). Bastard
provar que P(X) C J.
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Seja A € P(X), logo A C BIN ¢ AN IN ¢é enumerdvel. Em particular, para cada
FeJ<, ANF ¢ finito ¢, portanto, pertence a J, decorre do Teorema (2.3.2) que
A € 7. Isso prova a igualdade.

Como a cardinalidade de BIN \ IN ¢ 2¢, para cada p € BIN \ IN, definamos a
aplicagio \, em P(X) dada por

M) =Y n (N U {p}l-

Claramente, ), € uma medida enumeravelmente aditiva em P(X).

Lembramos que o espago BIN possui uma base de conjuntos aberto-fechados.
Entdo, se p € BIN\ IN, € claro que {p} € um conjunto fechado; porém ndo € aberto,
caso contrdrio, como IN ¢ denso em BIN teriamos {p} N IN #0, mas p¢IN o que é
absurdo. Portanto, conclutmos que {p}&J .

Assim, A, € uma extensdo de ju a P(X). E imediato que \(A) = p(A), se A€ T.
Desta mancira, para cada p € fIN \ IN, obtemos 2° catensoes A, de ju a P(X).

Resta ver que estas extensoes sao diferentes. Sejam p,q € BIN\ IN tais que p#q.
Provemos que A\, 7 A, De fato, pela definigao temos

M) = [I{p} 0 (IV U {pDI = [H{p}] =1

() = 1} 0 (VU {g)Il = 11{p} 0 {a} ] = 1101 = 0.

Por outro lado, lembrando que p € BIN, ndo ¢ win mimero natural, pela definigao

de )\ temos

A({p}) = o0

e, pela definigdo de ji, temos

fi({p}) =0.

Isso prova que as crtensoes mdzima A ¢ minima fi de p, sao diferentes ¢, entre
elas exzistem infinitas extensocs Ay, que, como mostrado, lambém sao diferentes. m

73 A continuidade de p em J

Nesta secao, mostraremos que se tivermos (X)) < 0o, entdo j ¢ uma aplicagao
continua em J, vista como subgrupo topologico de P(X).
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Teorema 7.3.1 As sequintes afirmagdes sio equivalentes:

a) a aplicagio p restrita a dlgebra J, com a topologia induzida I, € continua no
0;

b) u(X) < oo;

¢) p* € uniformente continua em P(X).

Demonstragao: Prova da implicagio de a) para b):

Pela continuidade da z no § € J, dado 1 € IR existe uma vizinhanga Ure(@)NT
do 0 tal que, se Y € Ure(P)N T, entao pu(Y) < 1.

Como F¢ € Upe(D) podemos tomar Y = F°, e segue que pu(F) = u(X \ F) < 1.
Portanto,

w(X)=p(X\F)+ p(F) <14 p(F) < oo.
Prova da implicagio de b) para c):

Assumindo que pu(X) < oo, segue da Proposi¢io (2.1.6) que a topologia Z do
espaco P(X) é a induzida pela pseudo-métrica dy.

Para mostrar a continuidade de z* em P(X), dado € > 0 sejam A e B subconjuntos
de X tais que dx (A, B) < ¢. Bastard verificar que vale a desigualdade abaixo

| (A) — p(B)] < e (7.23)
De fato, sendo p*(A) < oo, temos

w(A) = dx(A,0) <dx(A,B)+dx(B,0)
= dx(A, B) + p*(B).

Portanto, como p*(B) < 0o, obtemos a desigualdade

w(A) —p*(B)<dx(A,B)<e

¢

Similarmente, verifica-se que vale pu*(B) — p*(A) < ¢, o que prova (7.23).
Isso prova que pu* é uma aplicagao continua em P(X).
Prova de ¢) para a):

A prova decorre do Lema (1.4.1) onde foi mostrado que p = p*|J e, portanto,
é a restricdo a J de uma aplicagao continua. Conclui-se portanto, que g é continua

em J com a topologia induzida Z.

Isso prova as equivaléncias e o teorema. =
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Coroldrio 7.3.1 Sepu(X) < oo, entdo A = p*|7 : J— IR € uma extensao continua
da aplicagdo p definida em J .

Demonstragido: Pelo Teorema (3.3.2) e o Lema (1.4.1) sabemos que p* é uma
extensdo de p definida em J para J.

Decorre imediatamente do Teorema (7.3.1) que p* uma aplicagio continua em
P(X), logo, A é continua em J. m

Observacio 7.3.1 Se u(X) < 0o ¢ A € J, decorre do Proposi¢ao (2.1.6) que
eziste uma sequéncia (Fy,)nen de elementos de J tal que

A= lim F,

7n—00

e, cada elemento de J pode ser expresso como limite de uma sequéncia de elementos
de J. Pela continuidade de p* temos

p*(A) = p*(lim F) = lim p(F,).

n—oo n—oo

O exemplo a seguir mostra que em geral ndo podemos obter uma extensao da

medida g por continuidade.

Exemplo 7.3.1 Consideremos X um conjunto infinito ¢ J a dlgebra dos conjuntos
que sdo finitos ou cofinitos, isto €,

J ={AC X : A ¢ finilo ou A° ¢ finilo }
e, a medida p definida por

0, se A ¢ finito,
p(A) = { oo, se A° ¢ finito.

)
¢ aplicagio p* definida em P(X) € wna extensio de ¢ csta ¢ dada por

0, se IJ € enumerdvel,

(k) = {

0o, caso contrdrio.

Mostraremos que J ¢ denso em P(X'), na topologia L, isto ¢, vale a igualdade

T = PX). (7.24)
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Bastard mostrar que J D P(X). De fato, para cada Y C X e para cada I' € J<,
lemos que

YNFCF e p(FN(YAQ)) <pu(F)=0.

Portanto, dados Y € P(X) ¢ F € J<, temos que p*(Y NI") =0, para cada I € J<,
decorre do Teorema (4.1.1) que Y N F € T, pelo Teorema (2.3.2) segue que Y € T
isso mostra que P(X) C J e, portanto, vale a relagdo (7.24).

Suponhamos que seja possivel achar a extensdao p* de ju por continuidade de J a
P(X) e assumamos p* continua no (). Portanto dado 1 € IR eziste uma vizinhanga

bdsica Up,e(D) € T tal que

VAeUreD) tem-se p*(A) <1 (7.25)

Em particular, tomando-se A = F'* € Upe(B), decorre da definigao que p*(F¢) =
u(Fe) = oo, o que contraria a relagio (7.25).

Isso mostra que a extensio p* ndo pode ser obtida por continuidade. m

Como sabemos pelo exemplo acima, em geral nio é possivel obter a medida A
por continuidade da g, pois p nem sempre serd uma aplicagdo semi-continua na
topologia Z. Entretanto, temos que se g for regular no sentido finito entao vale o

bl

seguinte resultado.

Teorema 7.3.2 A medida ji definida em P(X) € uma aplicagdo semi-continua su-

periormente.

Demonstracio: Sejam Y € P(X) e a € IR positivo tal que i(Y) > «; pela definigao
de i existe F' € J< tal que p*(Y N F) > .

Queremos mostrar que existe ¢ > 0 tal que para cada 7' € P(X) com
T E€Ure(Y) setenha a(T) > a. (7.26)

De fato, tomando-se € = u*(Y N F) — a, se T € Up,e(Y) entio dp(Y,T) <e. Assim,
pela a desigualdade triangular, temos

(l}:‘(Y, @) < (lp(Y,T) + (l]?(T, (0)
< e+ p (FN(TAY))=e¢+p*(TNF).
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Assim, temos
p(TNE) > dp(Y,0) —¢
= w(YNF)—p(YNF)+a

= a

e, portanto, (1) > p*(T N F) > a, o que prova (7.26) e o teorema. m
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Apéndice A

Propriedades das Operacgoes de
Conjuntos

A.1 Propriedades Basicas

Relacionamos algumas propriedades das operagoes de conjuntos utilizados nesta
monografia. Consideramos X um conjunto arbitrdrio e A e B subconjuntos de X.

PA.11 ACB=A=ANBe¢B=AUB.

PA12 A=ANB; B=AUB= ACB.

P A.1.3 ACB<<= B°C A°

PA14 N{A:AeP(X)} =0

PA15 ANB=0<= AC B+ B C A"

PA.16 ACCeBCD=AUBCCUD cANBCCND.

P A.1.7 VA, BC X tem-se A= (ANB)U(B\A) c AUB=AU(B\A).

P A.1.8 AC B = P(A) C P(B).
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P A.1.9 A\B=A\(ANB)=AN(AAB).
P A.1.10 AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (BN A)

Prova:

AAB (A\B)U(B\A)
(AN B°)U (BN A°)
(AN B°)U B) N((AnN B°) U A°)
(AUB)N (Bc B)N((AUA9)N (B U A9))
(AUB)\ (AN B).

[ T | B I

P A.1.11 AAB=AAC = B=C.

Prova:

(AAA)AB = ANAAB) = AB(ALC)
(AAA) C = C.

P A.1.12 A°AB° = AAB.

Prova: AABE (Ae\ Be)U (B \ A°) = (A°N B)U(B°N A)

(A\ B)U (B\ A) = AAB.

P A.1.13 AA(BAC) = (AAB)AC.
P A.1.14 FN(AAB) = (FNA)A(FNB).

Prova:

(FNA)A(FNB) (FNA)N(FNB)YJU[(FNB)N(FN A)°]
[(FNA)YN(FeuB)U[(FNB)N(FU A9)]
[FNANBYU[FNBN A

FA[(AN BY)U(BN A = FN(AAB).

o nn

P A.1.15 AAB C (AAC)U (CAB).
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Prova: Pelas relagoes

A\ B

= ANBNX =(AnB)N(CUC)
— (ANB°NC)U(AN B NCe)
c (B°NC)U(ANCe),

B\AC (A°NC)u(BNCY;

e tomando-se a reuniado membro a membro, decorre que

AAB = (A\ B)U (B\ A) C (AAC)U (CAB).

P A.1.16 (AU B)A(HUG) C (AAH) U (BAG).

Prova:

(AU B)A(H UG)

([ | O I | | 1

(AUB)N(HUG)JU[(HUG)N (AU B)]

(AUB)N(H N GJU[(HUG)N (AN B

(ANH NG)U(BNH NGJU[(HNANBY)U(GNA N B
(AN H)U(BNGIU[(HNA)U(GN B

(AN H)U(HNAJU[(BNG°)U(GN B

(AAH) U (BAG).

P A.1.17 (AN B)A(GN H) C (AAG) U(BAH).

Prova:

(AN B)A(G N H)

11 (o T | Y

(ANB)N(GN H)¥ UGN H)N (BN H)
(AN B)N (GeU HJU[(GNH)N (BU A°)]

(ANBNG)U(ANBNHJU[(GNHNBYU(GNHN A
(

P A.1.18 AUY =X e ANY =0 =Y = A°.

Prova:
Y

YNX=YN(AUA?) =(YNAU(YNA)
PU (Y N A°)

(ANAS)U (Y NAS) = (AUY)N A

X NAc= A
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PA119 A CE, CBy= U AxC U E.C U B
1 7 1

n= 1=1 n=

P A.1.20 (:L:‘j1 B,l)\(nfj; A) € U (B \ An).

n=1

(Y N Ay).

1

P A.1.21 YN (U A) =
n=1

iCs
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