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Resumo

Neste trabalho, a extensão de Carathéodory de uma medida enunleravelnlente aditivo p
definida numa ájgebra de subconjuntos de um conjunto X , via a medida exterior/I', é abordada
sob aspectos topológicos. Prova-se que a a-álgebra dos conjuntos mensuráveis segundo Ca-
rathéodory pode ser descrita como fecho da álgebra dada numa topologia conveniente, definida
no conjunto das partes de X

Por outro lado, mostramos que restrita à a-álgebla dos conjuntos mensui'áveis segundo
Carathéodory, p* é sempre a maior extensão a-aditivo de /z.

Podem existir várias extensões, a menos que p seja a-finita, e possiveln)ente não exista uma
mínima. Entretanto, se /z for regular com relação a conjuntos de medida finita, existirá também
uma menor extensão a-aditivo.

Abstract

In this work, the Carathéodory extension of a countable additive measure p defined on an
algebra of sets via the corresponding outer measure /l* is investigated under topological aspecto.
It is shown that the a-algebra of Carathéodol'y-nieasurable sets can algo be described as the
closure of the given algebra under a suitable topology on the ])ower set.

On the other hand, it's provei that, restricted to the a-algebra of (l;aratl)éodory-mean\irable
sets, p* is always the largest a-additive extension of /l.

There may be many different extensions, unless p is a-rinite, and possibjy no minimal
one. However, if /z is regular with respect to sets of rinite mea.sul'e, there algo exista a smaljest
a-additive extension.
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Introdução

A presente monografia está baseada no antigo de Dorotlly Mallai'anl From r'Í7}itc
[o (buntab/e ,4ddjfíuiÍy, publicada na revista Portugaliae Mathematica. Vo1. 44 Fasc
3 - (1987), 265-282.

Uma medida enumeravelmente aditivo /l definida numa álgebra .7 de sul)conjun-
tos de X admite uma extensão à o-álgel)ra C dos conjuntos nlensuiáveis segundo
Carathéodory.

O método de Extensão de Caratlléodory telll o inconveniente de ser un] pouco
artificial. Dorothy Malharam mude a família 7'(X) de uma topologia Z, de modo que
C coincide com o fecho topológico / da álgebra .7. Além) disso faz uln estudo da
existência, de outras extensões de p a o-álgebras contendo propriamente .7i obser-
vando no entanto que p*, a nledída exterior de Caratl)éodory, é a extensão máxima.
Finalmente prova que, sendo /z " regular no sentido finito", existe un)a extensão
mínima (le /z a C/

No Capítulo 1 , apresentamos o método de extensão de Caratlléodory e n)ostramos
que se a medida p for o-finita ní] álgebra .4, então a extensão de p ])aia a cr-álgebra
gerada por .4 é única.

No Capítulo 2, o objetivo é apresentar e justificar os conceitos teóricos utilizítdos
ao [ongo deste trabalho. Todos os e]en)entoa apresentados aí ])eimanecerão fixados
ao longo do texto. Assim X é u]]] conjunto arbitrário, deilotarenlos por J a álgebra
de subconjuntos de X e .7< = {F € / : p(r') < oo}. A apliczLção p é un)a n)edida
enumeravelmente aditivo definida ein J e p* é a nledidit exterior induzidít pela p
definida em 7'(X). Portanto, p' é unia extensão de p a 7"(X), isto é,

H' tF) = p,(F) se F C J'

A seguir, muniremos P(X) e coilsequentenlente J, de unia tipologia Z, induzida
por uma família de pseudo-métricas. Provarenlos que a família dzts partes 7'(X) com
a tipologia Z, junto cona a o])eração de diferençíl simétrica de conjuntos é unl grupo
topológico.

l



A seguir, no Capítulo 3 mostraretllos que o fecho .7 dzt álgebra ..7 é uma o-álgebrít
de subconjuntos de X e que a restrição da naedida exterior p' a .:7 é unia n)edida.

No Capítulo 4, o objetivo principal é illostrai com argumentos topológicos que .7'
é a a-álgebra dos conjuntos /z"-mensuráveis segundo Carathéodory.

Prova-se que ./ é completa e]]] relação aos conjuntos de medida llula.

No Capítulo 5, mostraremos (lue se a a-álgebra .7 é diferente de 7'(X), então
sempre é possível encontrar uma extensão de p, definida numa o-álgebra contendo
propriamente ..7 e essa extensão não é necessariamente única. Provaremos ainda que
se p for a-finita em .7 a extensão À é única.

No Capítulo 6 estudamos o collceito de "regularidade no sentido finito" que é
semelhante ao de regularidade no caso cle n)edidas Borelianas. Mostralllos que /z
pode ser decomposta na sollla de unia medida regulam no sentido finito cona unia
medida que só assume os valores 0 e oo.

Finalmente, no Capítulo 7 mostramos que se /z for regular ilo sentido finito, então
admite uma extensão mínima de / a ./



C:apítulo l

A extensão de Carathéodory

Neste capítulo, fazemos uma apresentação da extensão de unia medida finita-
mente aditivo definida numa álgebra .4 de subconjuntos de um conjunto X, para a
a-álgebra gerada por .4, usando a técnica de Carathéodory. Mostramos também que
se a medida for a-finita esta extensão é única.

1.1 Algebra, o-álgebra e medida

Definição 1.1.1 Soam X wm colÜu7}fo c .4 unia c/asse 7}âo-uaz a dc suZ,c07Üu7 tos
de X tat qKe:

0 ..4 C .4 imp/ica que .A' C .4i

íi,) .,4, B € .4 {mp/íca gae .4 U B C .4.
Dizemos então que .A é uma átgebTa dc subcolljulLtos dc X.

Definição 1.1.2 Sela .4 tÉlna /amzláa 7 âo-uazÍa dc suZic071j?17 los dc X ta/ q?lc

i,) .4 C .4 {mp/íca que ,4' C .4,'

íi2 .4« C .4 para iodo n € .W imp/íca quc U .4. C .4.

Dizemos então que ..A é uma a-áígebra dc subcotlju7}tos dc X.

Definição 1.1.3 Sela .4 uma á/geóra dc s Z)cozzlunZos dc X. t/ma a;)/ícação p de.P-
?tida em .4, c07iz ua/ares cn} 10, ool, é cAanzada medida ./i7tÍtamc71tc adia ua sc

0 p(0) = o;

3



CAPÍTULOI A EXTENSÃO DE CARATHÊODORY 4

ÜJ p(.4 u .n) = p(.A) + p(B), '' .4, B c .4 . ,4 n B = o

Definição 1.1.4 4 ap/{cação p dc.Ê7 da em r/./.SJ (í dita el umcrauc/?ncl tc ad t ua
", ««d. (Á«)«.«. «m« seq«é«cã« d. e/em.«to. d.{. « d.{. did«Ío. d. .4 t«/ q«.
U ,4. C .4 temos quel

p( U .'i«) = E p(.Á«).,.;l "=l

Observação 1.1.1 Se7}do .4 ama a-áZgeóra de suZ)c07Üuntos dc X c P como lla

definição anterior, ateste caso, chamaremos a aplicação H simplesmcl te dc medida.

Diremos que uma medida p de$Tlida lbllm.a a-álgebra .A é $nita se p(X) < oo.

N. « de te«mos X - Ü F,., p«,'« «/g"'"« ..q«é«c{« (F«)«e«, d' '/',n.«tos d'

4, c.m p(Fn) < «, P«« C«j;;. € ZV, d:"m" q«. p é «,«« m'dÍd« a-#«i*".

Lema 1.1.1 Soam p uma medida./i7iitamc7iíe adít ua dc$7 da em lama áZgcbra .4 de
s«bco«JK?&tos de X e soam .4,.B € .4 t«ís qKC .4 C B. E7}Zão p(.A) $p(B) e, '/é"''

dÍ"o, se p(.A) < .o, tem-s'

P(B \ .Á) = /.(B) - /'(.'1)

Demonstração: É imediato que ,4 C B implica B = 4 U (B \ Á) e portanto

P(B) ) + P(B \ Á) ?P(Á)

Se p(.4) < «, temos que

P(B \ .A) - /'( 4)

Teorema 1.1.1 Sda p uma 7izcdáda.P7} la?l cliíc ad Z ua 7 ma á/gcZ)7a .4 dc slzZPc07}-

.juntos de X ta/ que para toda sequd7}cía dc c/c71zcl íos dc .4 caIR U. ,4« C .4 se tc71Aa

oo oo

p( U ,4«) $ }1: p(.A«)
It = 1 it = l

Então p é eltumcrauelmcTltc aditiua
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Demonstração: Basta considerar uma sequência (.A«)«CJy cle elementos dois a doisoo oo oo
disjuntor de .4 tal que U ,4,, C .4 e mostrar que E p(.4«) $ p( U .A«).

n=1 7t=1 lt= ll

Sejam ,4 = U .A. e O. = U .4i. Como p é finitanlente aditivo, para cada n C ZV
n=1 {=1

e usando Lema(1.1.1) temos E: p(.4{) = p(C'«) $ p(.4), de o«de concluímos que

oo oo

E: p(Á«) $ p(U Á«).-
7t=1 ?} = 1

lt

1.2 Completamento de uma medida

Deânição 1.2.1 Sega /z wma 7nedida dc./i7}ida 7 Tina a-(í/gcbra S dc s?zóc07z.ju7 Zos dc
X. Z)í«mo. q«. p é «m« m.did« ««.p/eZ« .., ..«do ,4 C S "«. p(Á) = 0 ' .N C ,4
então N C S. A ten\a (.X,S.H] é c.Ramada de. espaço dc lne.(tida completa. Bife.mos
também que S é uma a-álgebT'a completa.

Teorema 1.2.1 Sejam /z uma medida de$7}ída soórc ull&a a-áZgcZ)ra S í: de$z amos
. co«j-t'

.S' czc.e, .«d..,4,BcS .p(B\Á)
Então S' é uma a-á]gebra e. Q igualdade dÇE) - FÇA] (lc$1tc. 'üma me.diria, completa
H' em S' q'ue é u,ma e=tel\são de F.

Demonstração: E evidente que .S' contém .S. Mostratenlos ])rinleiranlente que o
conjunto .S' é fechado por coihplenlentação. Se .8 C .S' existem ,4, Z? C .S tais que
.4 C E C B, com p(.4 \ .B) = 0. Ma. B' C E' C ,4' e .Á' \ B' = .B \ .4; '«in}

Para provar que S' é unia a-álgebra, consideremos a sequência (.E«)«C/v em S' e
sejam as sequências (.A«)«CW, (Z?«)«CW en} .S tais que pala calda 1} C ZV, ,4« C E« C
B. e p(B« \ .A«) = 0. Como

E'cS

oo oo oo
U ,4« c U z« c U B«,

71=1 tl=1 ?i,=l

oo oo oo

dainclusão( U B«)\( U A«) C U(B« \.A«), decore q«en= ll ti= 1 7t= l
oo oo oo oo

E
lt= ll n=1 ll= 1 lt= l
U /.(B« \ ,'l«)P( UB«\ U.'l«) $ P( (B,. \ .A«)) $



CAPÍTULOS A EXTENSÃO DE CARATHÊODORY 6

Portanto, temos que o conjunto S' é fecllado com relação à reunião inumerável, o
que mostra que .S' é uma a-álgebra.

Mostremos agora, que a aplicação p' está pena definidas suponham)los que E C .S
e que .A, 1?, C', Z) C .S satisfaçatn

Á C EC B, Cc EC D . P(B \ .A) P(D \ C') (1 .1 )

Vamos provar que p(.4) = p(C').

Como B - .4U(.B\.'l) e O = C'U(O\C') «s'«'lo(1.1) te«''s q«e p(B) =
p(.A) e p(D) = p(C'). Mas, por outro lado, H \ C' C D \ C', portanto, ten)os que

p(.4 \ a)$p(D \ C') = 0 e p(.A) = p(-4 \ a) + P(Á n c'). C'"s'q-«te«.'"t',
p(.4) = p(A n o).

Similarmente obtém-se que p(C') = P(.4 n c'). Assim)

P(.A)

Concluímos que p' está bem definida e é que p'(E) = p(E) se E C 'S.

A a-aditividade de p' segue da o--aditividade de p. Com efeito, considerando
sequências (.E«)«CW em .S' e (Á«)«CJV,(B«)«Cn el" 'S, «ndo o:,'4«'s dois a dois
disjuntos, satisfazendo .4« C E« C .B,., /z(l?« \ Á«) - 0, como ,U. .4« C U .E,. C

U B. segue que
l

oo oo oo oo
p'(U z«) .4«) p'(z«)

11= ll 7}=1 71=1 7}= l

Isso mostra que p é uma medida.

Finalmente, seja E C S' tal que /z'(E) = 0 e seja F C É;. Sendo Á, Z? C .S tais que
.4 C E C B, te«,os p(.B) = p(.A) = 0. Porá'"to,0 C F' C B "-« P(B\0) = P(B) = 0
o que implica que F € S . En) outras palavras, p' é unia n)edicla completa definida
na cr-álgebra -S . H

1.3 Medida exterior e medida induzida

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre uma medida exterior. Mos-
traremos que a restrição da medida exterior p* à a-álgebra dos conjuntos/z'-illensuráveis
é unia n)edida, denominada n)edida induzida pela nleclida exterior p'
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Definição 1.3.1 Sda X am co?z.ju7tío. Um.z ap/!cação p' dc$7}ída cln 7''(X) c co?lz

z;a/ares em 10, ool tí chamada 7ncdída cafcríor, se as scguá7ttcs cozldiçõcs são ucri$cadas

0 p'(ü) = o;
{0 P'(.A) $ P'(B) s' .'l C .B C X;

oo oo

ü{) p*( [j .'].) $ E p*(.Á«) se .A« C X, p«« lodo n C .W
lt 71

Definição 1.3.2 (Carathéodory) Sda p* uma 7ncd da czlcMor dc./i7iída em P'(X)
Um conjunto E C X é chamado p*-me?lsuráuct sc, para todo T C X temos que

p*(r) = p*(T n E) + p*(T n E')

Lema 1.3.1 Soam p* uma mcd da ezZcüor dc./i7t da cn} 7'(X) c EI, E2, ..., E,. st.b-
conjuntos p*-mensuráveis de X, dois a dois disjlnLtos. Elltão, pal'a todo A C X
lemos

p'(.4 ÍI (z- u ... u .E«)) = }: p'(.4 n .e.).
l:

Demonstração: A prova é feita por indução sobre 1}. Se n = 1, a igualdade é
trivialmente válida. Assumindo válida a proposição para 1} elenlelltos, consideremos
.E-, ..., .E.,E«+l conjuntos p*-mensuráveis, dois a dois disjuntor e ,4 C X. Valem as

seguintesigualdades:

lt

lt

,4 n ( U z.) n z«+- = ,4 n z«+:

tt+l

.4 n ( U Ei) n .Fli+-

Segue pela p'-mensurabilidade de .E«+i, usando (1.2) e (1.3) respectivamente, e fa-
n+l

zendo T = Á n ( u Ei) que

(1.2)

(1.3)

p*(Á n ( U E.)l
n+l n+l

p*(Á n ( U z{) n z«+-) + /''(Á n ( IJ z.) n z;i..-)
{=1 {=1

p*(Á n z«+,) + p*(Á n ( u z.))
p'(.'l n z«--- ) + E: p'(.'! n z{)

l

lt

p*(.'l n E:),=1
o que prova o lema
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Teorema 1.3.1 Soam p- uma 7ncdid« czfcüor cm 7'(X) c .4p' « co/cçã. dos suZ'

cotou?ztos de X que são p*-me?!suráucÍs. E7&íão, .4P' ó uma a-á/gcbra c ji = p' l .4p
é uma medida.

Demonstração: Provaremos elll primeiro lugar que .4P' é unia álgebríl. Como
a definição de /z*-mensurabilidade de .D é simétrica em .E e E', o conjunto .E' é
mensurável desde que .E o seja.

Sejam .Et, E2 C .4P'; mostraremos que -E = .Et U .E2 C .4P'. Com efeito, como
E = .Ei u .E2 = .EI u (Ef n E2), pala todo T C X temos

p'(r) $ p'(T n.E)+p'(Tn E')
= P'(rn(z- u(zfnz,)))+p*(rn(z- uz,)')

p'((r n z:) u(r n(Ef n z,))) + /'*(r n zf) n(r n z;)))
p*(r n .E-) + p*((r n .DÍ) n E,) + p'((r n EÍ) n .E;)
p'(r n .E- ) + p'(r n .Ef)
P'(T).

Isso prova que E] U E2 C .4P' e portanto, .4P' é unia álgebra de subconjuntos de X.

Para mostrar que .4P' é uma o-álgebia, consideremos unia sequência (Z?«)«CW de
elementos dois a dois disjuntor de .4P' e seja .Á = U l?,..

Sejam.= U B.i=l (V n 2 1). Logo, cada O« é /z'-mensurável e tanlbénl

oo oo

U a« - U B« Á
?t= 1 7t = l

Portanto, para cada C'. e para todo T C .X, tem-se p*(T) = /z'(Tno«)+p'(7'n(1=)
Como O. C .,4 implica .4' C C';l e Tn ,4' c T n C'l:, pelo Lema (1.3.1) temos

p'(7' n a«) + p'(r n H')
p'(r n ( ú B{)) + p'(T n (r n .4'))

E p'(r n B{) + p'(r n Á').
Sendo a desigualdade válida ])aia cada 1}, segue que

]t

lt

p'(r)

P'(T) E p'(r n .a«) + /.'(r n .Á')
p'(r n .'l) + p'(r n Á').
P'(7').
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Isso mostra que ,4 € .4P' e, portanto, que .,4P' é unia a-álgel)ra.

Resta mostrar que /z* restrita a .4P' é uma n)edida. De fato, seja jZ = p* l -4p'-
Mostrarenlos que a aplicação P é a-aditivo.

Sejam então (.4«).C/v unia sequência em .4/z' de conjuntos dois a dois disjuntor,

e .B = U. ,4«; então B C .4P' e por sei p* medida exterior vale P(B) $ .;. ;Z('4«)

Por outro'lado, pelo Lema (1.3.1) considerando .A = X temos que P é finitamente
aditivo em ÁP' e, aplicando o Teorema (1.1 1) concluía))os que

>l: jz(.A«)

o que prova que jZ é uma medida definida na o-álgebra .4/I'. H

l

1.4 Teorema de extensão de Carathéodory

Lema 1.4.1 Seja p toma medida cl&?z?ncrauc/7ncl íe adát tJa dc./i7}ída zl?lma á/febra .4
de s\Lbconjubtos dc X. Sobre'PtX) de.$1tamos

(i) p'''(p) «í{ Ê p(.'1«) : .'i« c .4 ' B c U. .Á,,}.
?t=1' ' ' 7}=l

Então p' é wma medida czleMor em P(X) c a rcstHção dc /l* a 4 ó p

Demonstração: Ein primeiro lugar observamos que o conjullto que aparece no se
fundo membro de (i) é não-vazio pois X e Ü pertencem) íl .4. Assilll (i) define uma
fullção de 7'(.X) em lO, .ol.

Para provar que p' é uma medida exterior é suficiente verificar a validade de (íi{)
da Definição (1.3.1) pois (i) e ({i) são claros.

Sendo (.A«)«CW unha sequência (le conju]]tos en] 7'(X), n)ostrare")os que
. 00

P'( Ü. .Á«) -< }: P'('1«).
1} =1 ;;'i

(1.4)

No caso de termos p*(.4«.) = oo, pala algum no C .W o resultado é válido trivial
n)ente. Assumindo então que p'(,4«) < oo, para todo 7 natural, dado c > 0, para

cada n € .W existe uma sequência (Ák'))kcw en] .4 com .4,. ,11 ,4r') tal que

00 .

E /.(.at'o) < p'(.'1«) + ;-,
k=1 '

(1.5)
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também temos que oo oo oo

U Á« c U U ,4oo
tt::l 7t:=1 k=l

Como {(.A[') : n C ZV, k C .W} é unia família enunlerável de elementos de .4 decorre
da definição de p* e usando a relação (1 .5), que

Ê Ê P(.,'lEO)
n=lk=l

E (p*(.A«) + á')
E p'(Á«) + '.

e sendo c > 0 arbitrário, concluímos que vale (1 .4).

Mostrareinos agora que, se 4 C .4 então p*(.4) = p(Á). Con) efeito, fazendo
.Bi = ,4 e B. = ©, para cada 1} ? 2 obtemos

p'(.A) $ E: p'(B«)

Por outro lado, consideremos (.A«)«CW unia sequência de conjuntos dois a (tons

disjuntos em .4, tal que .,4 C Ü. .4«; então .A = u.(Á n .4«) e como por hipótese p é

enumeravelmente aditivo em .4, ten)os
71

oo oo oo
p(,4) = p( U (,4 n Á«)) = }ll: /'(.4 n Á«) $ E: /'(.4«)

n,=l ?z,=l

Pela definição de p', isto implica que /z(.4) $ p*(.4), e n)ostra a iguítldade

/.(.4)

Teorema 1.4.1 Seja p uma n caída cl wzne7'a?;c/nzc71tc ad t ua 7 ?zl?!a áZgcbr'a .4 dc
subcoTljzTttos de X. ETltão p admite finta czteTlsão à a-álgcbra gerada por .A obtida
« p«tir d. H' de$nid« como «o Lem« (l.4.i).

Demonstração: Selar)} B C .4 e T C X arbitrários e suponllanlos ])rin)eiranlente
que p'(T) < oo. Então para c > 0 dado, existe unia sequência (.4«)«CJV em 4 tal que

e E p(.A«) < /1'(T) + c. (1.6)



CAPA ULO l A EXTENSÃO DE CARATHÊODORY 1 1

Tendo em vista as relações

rn B c U (.4« n BI rn B' c U (Á« n B'),

e como .4,. n B e ,4,,.n .B' são elementos de .4, decore do Len)a (1.4.1) e a relação
(1.6), q-

p'(Tn B)+p'(rn B') E /.*(,'l« n B) + E p'(Á« n B')
7}=1 71=l

E: l/.'(.'l« n .a) + p'(.A« n B'))7i,=l

E p'(.4,.)
/.'(T) + .,

E

<

e sendo c > 0 arbitrário, segue que

p'(T n .B)+ p'''(r n B')-< /'*(T)

No caso de termos p*(T) = oo, a desigualdade acima é evidente.

Da Definição (1.3.2) concluímos que o conjunto B é p'-mensurável. Portanto,
mostramos que .4 C .4/z' e .-(.4) C .4P'. Pelo Lema (1.4.1) p' restrita a .4 é /z, isto
é, a restrição de p' a a(.4) é ullla extensão de /z. H

Teorema 1.4.2 Sela /z lama medida e7 ?z7}zc?a?;cZm.c7 tc adÍíít;a, dc./i7t da 7 1ma (ÍZgcbra
.,4 de subcoltjlmltos de X. Então, H pode scr cstcTLdida a u na Tltedi(ta dc$1tida lLa a-
álgebra ge.Fada por A. Se p, fot a-$1tita, esta c. te.l são é. última..

Demonstração: A existência de unia extensão P de /l a a(.4) foi provada no Teolenla

Para mostrar a unicidade, seja z, uma medida deülnida em a(.4) tal que
(1.4.1)

Sej.«] .E C a(.4)

Portanto,
e (E«)«C/v unia sequência de conjuntos de .4 tal que Z; C ,U. E.

oo oo oo

«(.e) $ -,( U z«) $ >1: ,'(z«) z«),
ll= 1 ?l= l
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e pela definição de p' obtemos

«(.D) $ P'(E) = p(E), ],'«« to'lo E C a(.4). (1.7)

Para mostrar a desigualdade contrária, suponhamos que l,(E) < oo e, portanto,
que /z é finita. Seja .A C .4 então usando a desigualdade (1 7) teillos

P(.4) ,,(.4)
«(,'i n E) + ,,(.'l n E')
@(.4 n E) + p(Á n E') = p(.4)

Portanto temos a igualdade

p(Á n E) + jz(.'l n z') = ,'(A n E) + ,'(Á n E'). (1.8)

Mas em (1.8) observamos que ,4 n E C a(.4) e 4 n E c Á c -4, logo, basta
considerar o caso quando E € o(.4) de Díodo que E sejít un] sul)conjunto de B onde
B € .4. Portanto, lembrando que /'(E) < oo e como E C .B, usando a desigualdade
(1.7) temos

,,(E) ,,(E u B)-,,(B n E')
,,(B) -,,(B n E')
p(B) - @(B n z')
P(E).

Isso mostra a igualdade, isto é,

,,(.E) .E), ],ara '"d" E € a(.4). (1.9)

Para o caso ein que /z é a-finita, seja (.A«)«C/v unia sequência de .4 de conjuntos
dois a dois disjuntos tal que X = Ü ,4,, cona p(Á«) < oo pala cada it C #V e seja

E C a(.4). Como E = E n x = u.(.E n Á«); usz«ldo í' igualdade (1 9) segue que

P(E) plU (E n.Á«)j

E: p(z n Á«)n=l

,,IU (z n Á«)l
-,(E) ,

E «(z n ,'l«)

isso n)ostra a unicidade da medida e ])cova o teoieillít
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1.5 Coberturas mensuráveis

Nesta seção, consideramos o espaço de n)edita (X,B,/l) e a correspo:'dente
medida exterior p' definida en] P'(X), induzida pela p.

Definição 1.5.1 Sela y C X. l)ázcmos qwc # C ZJ é ?zma cobcd?tra mcl s?zráue/ dc

y .. y C H . p«« c«da G € Zi í«/ q«. G C H \ y, t'm-;' p(G) = 0.

Teorema 1.5.1 Sd«m y C H C X t«{. q«. P*(y) < m ' H C 23.

equivalentes:

0 p*(}'')
ii) H é uma cobertura mensttráucl de Y;

Et tão são

Demonstração: Suponllan)os ein prin)erro lugar que /z*(y)
ta[ que (; C /7 \ }'. Então y C // \ (]' e, ])oitanto

/z(H) e seja' G € 23

P(H) P'(y) $ P(H \ G)
Hçn) -- Fkc) $ çti).

de onde concluímos que p(G) = 0. Isto prova que i) implica ii).

Para provar que ii) implica i) observam)os en] prin)eito lugtn que p'(y) $ p(H).

Suponhamos que p'(y) < /z(H); pela definição de p' existe r' C 23 tal (lue y C F'
e p(/') < p(H). l)' relação y C r' opte«I's H n F' c H n y' e, },o- "r.H uma

cobertura mensurável de y, P(# n F'') = 0, de onde se conclui q-te /l(H) = P(H n r').
Assim, temos

(n) = p(n n F) $ p(F) < F(n),
o que é absurdo

Teorema 1.5.2 Sda y C X la/ qwc p'(y) < .o. E7.[ão czisZc um« robe,Z"" "''"
s«á«c/ H C ZJ d. y, ""''q«.«É.m.«í., }''' C # . p'(}') = /'(H).

Demonstração: Decorre da definição (te /I'(y), paizt cada 7} C

sequência de conjuntos (/4"))kC/v em Z] tal que y C .U. /x:") e

27V existe unia

00 1

E p(d")) < p'(r) + :' (l.lO)
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Seja H. = U J *"), então #,. C 23 e y C H« parít cada 1}. Da relação (l.lO) segue
k l

que
l

P(H«) < P"(}'') + =-

O conjunto H = n H. pertence a 23 e H C H« pala cada 71 C .27V. Portantol

P(H) $ P(H«) $ P'(}'') + ;'

Sendo n arbitrário tem-se p(H) $ /1'(y). Como y C H, vale a iguítldade

P '( }'' ) ( 1 .1 1 )

Lembrando o teorema anterior, conc]uínlos de (1.1]) que H é unia cobertura
naensuráve] de y. H

Corola,i. 1.5.1 Sd« y C X í«/ q«. y = 0 X. c.,« P'(E.) < «, p"'« «'Z"
n C ]N. Então ezistc uma col)ertllra mcltsttráuct H cm B dc Y

l

Demonstração: Suponllalnos que (X.)«CW sejil un)íl sequêllcia de subconjuntos de
X dois a dois disjuntos cona p'(X.) < oo para todo 1} C .W e y = U. E.. Pelo
teorema acima para cada n € W existe F« C Zi tal que X. C F« e /z'(X.) = p(F«) e
podemos sem perda de generalidade, supor que F« n F«. = g, se n # m.

Definindo F' = U Pn, temos que r' C B e y C f'

Seja G pertencente a Zi tal que G C H \ y. Então 6'

G n (Fn \ yn), é claro q« p(G«) = 0 p':'' -'l. « C W. Seg«e-se q--e p(G')

l

l
1 1 G,., onde a,.

Corolário 1.5.2 Sup07iÀa q?lc /l(X) < 'x c seja«} y C X c H C 23 ía s quc H é
uma coócrttzra meztsuráue/ de y. Tc7nos.

i) se existe 1{ C B tal que Y C 1< C H, então }l(H \ I'í) = 0;

{0 « z, c 23 .«tão H n z, é «m« «Z'«,"''" ,"'««,á«./ d. z, n y ' P'(y n L) -
p(H n z);

iií) .. X € 23 é «m« c.Z,.,*"" m'".«,á«c/ d. y c«íã. /.(HAÃ') = 0



CAPÍTULOS A EXTENSÃO DE CARATHÊODORY 15

Demonstração: Prova de i):
Observemos primeiramente que se /í C Zi é tal que y C /í C H então i7 n #' c

H n /{' c H n y'. Portanto, como # n /{' € Zi, segue da definição de cobertura
mensurável para y que p(H \ Ã') = 0.

Prova deii):

Para mostrar que H n z, c Zi é uma cobertura mensurável de Z, n y, seja G € 23
tal que G C (H n L) \ (y n z,) . Devemos provar que p(G) = 0. De fato, as relações

G C

C

- o0

(H n z ) \ (}'' n z,)
(H n z,) n(}''' u L') y') u(H n L n L')
Hn y'

implicam que p(G) = 0

A igualdade p'(y n L) = P(H n L) decorre do Teorema(1.5.1).
Prova de iii):
Se H e /{ são coberturas n)ensuráveis de y, por ii) H n /{ é unlíl cobertura

mensurável de y

De y c # n /{ c H conclui-se que

H \ (H n .rO c H n }'',

e, por ser # cobertura mensurável de y, temos /l(H \ (H n /í)) = o

Análoga«lente, p(/{ \ (H n /O) = 0 e, po't""to, /l(HA/{)



Capítulo 2

A topologia Z em F'(X)

A partir deste capítulo estaremos tratando de un)zl álgebra J de subconjuntos
de X e de unia medida enumelavehl)ente aditivo p definida en] .7, an bas arbitrárias
porém fixadas.

Indicaremos por p' a medida exterior definida em 7'(X) como no Lema (1 .4.1), e
como mostrado no Teorema (1.4.1), p* é unia extensão de p.

A seguir, muniremos a fanuõia P'(X) de unha tipologia 7, incluzidít ])or unia falmüia
de pseudo-métricas, definidas a paitír de p' e da classe

./' = {r'c.7 P(/') < '«}.

O conjunto P'(..Y) cona a tipologia Z e com a operação de diferença sin)étricít de
conjuntos é um grupo topológico.

2.1 A topologia Z em P(X)
Proposição 2.1.1 Dados F' C /< c ,4, B s?zbcozlJ?z71Zos dc X, a água/(/adc

dp(Á, B) (.4aB)l,
onde 6. denota a di.ferença simétHca dc conju]Ltos, dc$Tlc lama ])scltdo-métMca cm
7'' (X) .

Demonstração: Mostraren)os que a aplicação ({r : 7'(X) x 7'(X)----,n+ definida
acima é uma pseudo-métrica. Con) efeito as relações dr(.4,B) 2 0 e (Zr(Á,B) =
dp(B, .A) verificam-se trivialnlente, para cada .4, B C 7''(À').

16
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Para mostrar a desigualdade triangular, lenlbranlos que .4AB C(.AAC')U(OAB)
(A.1.15); interceptando caiu F' , segue que

dr(.4, B) 5; dp(.4, C) + 'Z,'(C', B).

Observamos que, dp(,4,1?) = 0 não implica que .4 = B. Com efeito, basta
considerar, F' € ./<, F'' # 0. É imediato que dp(0, r'') = 0.

Portanto, dP é uma pseudo-métrica eni 7'(X). H

Proposição 2.1.2 Sejam .4, B, F' e dr como 71a p7'Oposição azlleríor e seja y C X
Então dp é uma pseudo-métrica il Daria?lte, isto é,

dr(ÁAy, BAy) = dp(.'lAB) V }'' € 7'(X).

Demonstração: Lembralldo que yAy = g, (A.1.113) ten)os

dP(ÁAy. BA}'') = P*lr' n((ÁaY')a(Bal'))l
= p*lr'n ((.4aB)z\(ral'))l

P*lf' n (ÁAB)l
dr(.A, B). -

Proposição 2.1.3 Sejam FI, F2 c F3 pede?icc7}fcs a ./<. Temos;
0 se FI C F3, c7}Zão dFI -< dF3;
ii) qaaisqlter quc sejam Ft e F.z então dF. < (!FluFz para k

Demonstração: Para a prova de i) consideremos .4, B subconjuntos de X, então

dP.(,4,.B) = P'lFi n(.'lAB)lsp'(&n(Áz\a))
= dF3(.4, B).

Portanto, drl $ dF3

A asserção ii), decorre imediatamente de i). H

Corolário 2.1.1 d /amzlÍa Z) = {dr : /' C .7<}, eDIl a ordc7n pare a/ Àabíí a/ dc

fl llç.ões, é uma jamtnia dirigida dc escudo-métúcas.

Demonstração: Consideren[os F], /% C /<1 conho F] U Fa C J< temos ])ela Pro-

posição (2.1.3) que dF.uF2 )' (2r. e (/F.UF2 2 dF2' Isso prova (lue Z) é unia família
dirigida de pseudo-métricas. n



CAPÍTUL02. A TIPOLOGIA Z EM P(X) 18

Proposição 2.1.4 4 /amzlía Z) = {(Zr
tendo como base ü famtaia

F' C .7'} dc$«' ««.« t.PO/ogi« '«' 7'(X),

Zj(D) F,.(.A)

chamada, Q topo\agia ind lida. pela famtüia.'D c. deltotüdct por Z.

.,4 C X, r' C ./<, f > 0}

Demonstração: É suficiente mostrar que Z](Z)) satisfaz as Itipóteses do Teorema
(1.2.1) de l21.

De fato, dados Z/r ,,. (.Á) e Z/F2,.(1?), dois elementos de ZJ(Z)) cuja intersecção seja
nã.-vazia, seja C' um elemento da intersecção e 7' < nlinl7'l --dp (C', .4), 7'2--dF2 (C', .B)}

Provarenlos que
UF].,F2.'(C') C aP.,,.(.4) Í)aF2,«(B).

Com efeito, se T C Z/F].F2,'(O) e«tão dFj-F2(C',T) < ,'.
decorre que (ZP3 (C',T) < r e dF2(C',T) < 7'; portanto

dFi (r, .'l)

Pela Proposição (2.1.3)

$ dn (T, C') + dpl (C', .Á)
< ,' + dp. (C', Á) < 1'i,

o que mostra que T C Z/r.,,.(.A).
Analogamente, prova-se que T C Z/F2,.(B).
Para cada ,4 C 7''(X) e cada F' € J< temos que .4 C Z/p,,(Á).

[sso prova que a faimüia, Zi(D) é ])ase para unia to])elogia Z en} 'P(X)

Proposição 2.1.5 .S(ya F' C ./< .azado. /)nãos Á, .B c C' s7zbc07Üu? tos dc X tais q?lc

c' € ar,,.(Á) n a,,~(B),
«{.fe , > 0 t«/ q«. Z/p.,(a) C Z/r,,. (H) íla,..(B).

Demonstração: Basta considerar r = n)in {l'l -- (Zr(.A, C'), z'2 -- (/r(B, C')}, e a prova
s'g- n-ostr.«do que Z/r,,(C') C Z/r,,.(.A) e Z/r',,(C') C Z/f'.«(.B). C'm 'f'ito, ;e
}'' C aF.,(C), e«tãO dF(y,.4)$dF(y,C') + dF(C',Á) < ,' + '/F(C',Á) = ''-. LOGO
ar.,(C') C Z/r,,. (.4).

Similarmente prova-se que Z/r.,(C) C Z/r,.(B). H

Proposição 2.1.6 Sejam 4 C X c P(X) < oo, ísfo é, X C .7<. ,4 /amz7ia
{Ux,.(.A) : c > 0} é Hma base pa7'a a topo/agia Z c, /;ortazl.Zo, Z é s mp/csmc7tZc
a tipologia induzida por dx , logo é pscudo-mctHzáuct
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Demonstração: Observemos q- Z/x,,(,4) = {y : dx(.Á, y) = P'(.4Ay) < 1'} C Z,
pois X C ./<. Logo a topologia gerada por dx está coi)tida en] Z.

Reciprocamente, dado .4 C P'(X) seja Z/r,,(.4) um aberto básico (]e Z; como
Ux.,(.4) C Z/P,,(Á) então Z/r.,(.Á) é um aberto básico de 7''(X), na topologia gerada
por dx. ]sso mostra que Z está contida ila topologia gelada ])or (Z.x. H

Teorema 2.1.1 ,4 topo/agia Z /a, d. c07Üu«to 7'(X), j««Zo "m a 'pc,'«ção A am
g««p' *'p'lógico; 'po«t-to, « ten«« (PÇX ).'l,b] é «-«- g««p' toP'lógico.

Demonstração: O conjunto das pares de X com a operação de diferença sin)étrica
de conjuntos ou seja o par (7''(X), A) é un] grupo abeliano, cujo elemento identidade
é o g. Para .A C 7'(X) ten)os que 4A 4 = 0; segue que o inverso de Á é ele próprio,
isto é, a aplicação á que leva ,4 ao inverso de .4 é definida por í(.4) = Á. Logo, é uma
aplicação contínua.

Para mostrar que a operação do gl'upo Z\ é contínua observan]os, ei]] primeiro
lugar, que para '4, .B, y. Z C 7''(X) e F' C .7< (A.1.13) tel los

dr(.AAB, ya.Z) P*l(/' n(.4z\y'))z\(r' n(Bz\z))l
P'l(r' n(,4A})) u(/' n(Bz\z))l
P'l/' n(.4z\l')l + P'lf' n(Bz\z))l
dp(.A, }'') + dp(B, Z).

<
<

Portanto, dados c > 0 e(.4,.B) € 7"(X) x7"(X), «(y, Z) for tz'l que (/p(.4,y) < c/2
e dp(B, Z) < c/2, conclui-se que (ZT'(.4AZ?, yAZ) < r. Isto prova que A é contínua.
Logo (P'(X),Z, A) é um grupo topológico. H

2.2 Uma caracterização do fecho de € C P(X)

Sendo f uma subclasse de P'(X) e .4 C X, denotarenlos

f(Á) = {E n Á : E c e}

Observação 2.2.1 .Se f é uma áZgcbza dc cola?z? tos dc X c 4 C f, ua/c a fita/dado

C(.4) = {E C f : E C .4}

Proposição 2.2.1 Sc /' C .7<, cl [ão



CAPÍTUL02. .4 7'0POLOC;.r,4 Z EM 7'(X) 20

i) para .,4, .B sabc07Üa7}tos dc À' tcm-sc dp(Á, B) = {/r'lP(O(F' n Á, /' n B);

iO d do. ,4 e B e/'m.«t« d. 7"(X) ' ' > 0 t"á. g«. dr(Á,.B) < ', '"t''
PIP(O(.4 n r', .B n /') < '

Demonstração: A demonstração de i) é in)ediata, pois ( ver (A.1.14))

dr(.,'l, B) P'l/' n(.4A.B)) = P*l(p n .4)A(r' n B)l
P'lr' n ((.4 n r')a(B n F'))l
dF(Á n r', B n /').

Para provar a asserção ii), observem)os que F' n B c r' in)placa F' n B c 7"(F);
similarmente, ten)-se F' n ,4 € 7"(/'). Logo

dr'lP(O(r' n Á, F' n B) - P*l(r' n Á)z\(F' n B)j - '/r(.4, B) < '

Teorema 2.2.1 Sda C wl«a s?&ó/a«zz#ia z&ão-vazia dc 7''(À'). São cq?ziualc7 tes

iJ.,'i € e;

iO para cada f' c ./< tezn-sc .4 n r' c :(1?:;7P'17)(f.) .

Demonstração: Mostremos em primeiro lugar a iin])locação i) ----} ii)

Sejam 4 C : e f' C .7<. Então dado f > 0, existe B C f tal que B C Z/p,é(.A), ou
melhor, dp(.4, .B) < c. Pela Proposição (2.2.1 ), temos que (/plp(P)('4 n r', B n F') < (
e, portanto

B n r' c f(r') n {t' c r' : afl?(n(Á n /', v) < (}

ou, equivalentemente, .4 n /i' c Z;(7Íiyf'17>(r.) .

Prova da implicação ii) ---, i)

Para provar que ,4 € E, sejan] r' C ./< e c > 0. Qtierenlos ])iovar (lue existe
B C € satisfazendo dp(,4,.B) < (. Mas pela lli])ótese, ])ara r' € /< doido, temos

que 4 n F € g;(]:iyP'lP(r) e, portallto, existe um conjunto // = B n F' onde B € f
tal que dplp(p)('4 n r', .B n /') < c. Novas)ente, pela Proposição (2.2.1) tel)los que
dP(.4, B) < c, como queríamos n)ostrar.

Corolário 2.2.1 .Sega .4 ?lnz c/c7ne7}Zo dc 7'(X). E7}fão .4 C /< sc, c s07zzc7}tc sc,

para todo F' C /< tem-se qKC Á n r' c .7<(F)aP17)(r)
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Demonstração: É suficiente substituir no Teores)a (2.2.1), .7< no lugar de e.

Proposição 2.2.2 4 á/gcóra / de s?zZ)co Ü 7 fos dc X csZá coz&lida ?lo /cc/lo da

jamtnia dos conjvl tos F C J tais que. HÇF) < oo, isto é, .J C. J<-

Demonstração: Seja B un] conjunto de J. Queremos provar que para cada F €
/<, o conjunto z? n r' c /(F)dr'lPU). Dado F' en] .7< então BO F' C /<, e como

B n F' c r', e«tão B n /' € ./'(/').
Por outro lado, o conjunto ./<(F') está contido en} .7(F)a'lP'(r). Portanto, BnF' C

J(F)aP'17)(p). Isso prova a proposição. H

Co o\â lo 2.2.'Z Ofec.ho dü álgebru CÍ c.otite.idc comi. o jec.l o d,e. J< , isto é, J< ='3

Demonstração: Pela Proposição (2.2.2) ten)os que .7 C .7<, que inl])laca .7 C ./<

Por outro lado, a inclusão .7< C ./ implica ./< C .7. Isso mostra que ./ = .7<

2.3 Uma caracterização de ./

Dado r' C ./<, estudaremos as relações que llá entre o fecllo da álgebra ./
relativo a P'(/') e o fecllo de J(r') relativo à tipologia Z.

Proposição 2.3.1 Sejam .4,/i pcrlc7 ccllíes a .7' c /?, /lo c/cmcl Zos dc ./<. /1;7}íão

dF(.'l n Eo, B n Eo) $ dEo (Á, B).

Demonstração: A prova é imediata, unia vez que ])ai'a. .A, B, /' e Eo

que
dr(.Anão,BnEo) = p'jr'n((.4nA)z\(BnEo))l

/.*l(.'l n Eo)z\(B n A))
.ÍEo (.4 , B) .

dados, temos

Isso mostra a proposição. H

T'b eH AnA rl' r] l l l /r-r r'lí- ';;7'i:Í'TPoll:>,n.p/r/rp\
000
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l)emonstração: Seja ,4 C 7(7ii]yXal?(ro) - 7(]iilyxo n7'(/%). Então 4 C Xo e para
c > 0 dado existe H C .7(Eo) tal que (7n,(.4,H) < f. (tomo H é um elemento de
./(Eo), então ]7 = G n xo, pala algum G C /. Portanto, pela Proposição (2.2.1),
temos

dHo (.,'l, G) = dRo (.4 n Eo, G n &) = dHo (.A, H) < '. (2.1)

Agora vamos provar que .4 C .7(Ro); colmo ,4 C Eo é suficiente mostrar que
,1 /- /7

Dados F' € ./< e c > 0 seja G C ..7 como acima. Usando a Proposição (2.3.]) e
a relação (2.1) temos que:

dr(,4,Gn Eo) = dF(Á n xo,G n Eo) $ dXa(.4, G) < '

Isto quer dizer que para todo r' C /< e todo ( > 0 temos (lue Z/P,C(.4) n/ # g, isto
é, ,4 € .7, tal como queríamos provar. a

Proposição 2.3.3 Sda Eo um e/emczlZo dc .7<. E7}Zão /(Eo) C .7(/ib)dxolp(xo)

Demonstração: Seja Z um ele«,e«t. .le 7(Eo); .«tão z = y n Eo, o«cle }'' C 7
Portanto, dado c > 0 existe /7 C .7 tal que (Zxo(y,H) < ( ou, equivalentemente,
dEo (}'' n Eo, # n xo) < ..

Queremos provar que Z C 17=(7it;prol'P(xo). Com efeito, observemos que Z C Eo.
Portanto, para c > 0 escolhido, seja H C J como acínla, tal que H C Z/Ha,C(Z), OU
dHo (z, H n Fo) < ., e«tão

# n Eo € /(Eo)o {r n Eo: .zno(z,r) < '}

Isto mostra que, para todo c > 0 o conjunto {T n Eo
/(Ro) ou, equivalentemente, Z C 7(17:i;7xo l7'(xo). H

./xo(z, r) < '} e«co«tr'

Teorema 2.3.1 Se F' é Hzn c/c7ncT}Zo dc .7'<, c7:íão 3(7i)'Zf'17'(,) . .7(f')

Demonstração: A prova decore das Plo])osições (2.:3.2) e (2.3.3)

Teorema 2.3.2 Soam ./ c ,4 C r'(X)
F c /' 1.«.-« ,4 n r' c 7(r').

.Él:7}Zão .4 € ./ sc, c somem Ze sc, pa7'a cada
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Demonstração: A prova decorre do Teorema (2.2.1 ) OI)de l)esta tomar f = .7, e do
Teorema (2.3.1).

O exemplo a seguir mostra que não é válido se en] lugítr de / tivermos uma
famõia arbitrária f C P(X), mesmo « p(X) < .o.

Exemplo 2.3.1 .Neste Caem/)/o / m fama-7tos a suóc07Ü?z7itos de 7 1ímcros {rracáo
naif; $ca assim coltueltciol ada a Ttotaçâo

1«,Z,l=lZC©':«$"<Z,} ' l«,Z,l={«CQ':«<,;<Z,}

Sendo X =10,21, a á/febra dc subc07z.ju7Llos dc X, gc7'a(Za pc/os 7 lcrua/os la, ól dc
10,11 e pc/0 7zterua/o j1,21 será í? picada por J

Em j1,21 c.l s dc«mos «in« «qué7.cÍa (a«)«c/v co," «,. #"«- p"7'« «#ll,. Para
cada n ç: ]N de$1timos

.e« -lo,!:lFlu{«,.} . € - {z« : « c n''}

Sejam F ü me.diria de Lebesgue restüta Q .J c p' medida e.=teüol' il\luzida por F.
P««ramos g«e ..«do /' =10, ll . .Á =10, 1/21, e«íã. Á € ?Í7:y'i7'('), m« ,4#Z(r').

Começamos enltTneraTida alguntas relações simples

0 Se y Cj1,21 c B C / ó fa/ quc y C B c7}tão j1, 2lC B. .S'cg?lc da de#7 íção qwc
P'(}'') ]. m P«Üc«/"'

P'''({««}) = 1 v « c zv. (2.2)

ii) Para todo n C IN, colho A C E« temos

"'',. - ',. ~ " -ll;, l; -- :L'-'«., (2.3)

., PO,t-to, «-s«d,o « «l«Ção (2.2)

dÀ'(.4, .E«) > 1, (2.4)

l2.s)
e

dr(Á, E«) - /'*lÁa(z« n F')l - p'(l;, ; + Slii) - ll-
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üi) Pot o\ttto lado, se m.n pertcl\cena Q W e in < it, clttão

.e. u .E. -JO, !t;Jlu{«.., «,.} . z,. n z« -JO, !!iFt,
portanto

dx(.E«, .E«) (.E«.A-E«) /'*ll-#-, %Flui««, «,,.}l
? p*({««, a«,})

Logo, segue da. relação (2.2) quc

dx(.E,«, E«) = P*(.E«.AE«) 2 1.

i,u) Sel\do H C 'PÇX) e n C W, é. imediato qltc.

{E,.} {H C 7'(X) : P*(HAE«)

24

(2.6)

(2.7)

E' c/aro que U {Éll.l C :. E7iz seguida znostrarc77zos q?ie

(2.8)

Selado T pedal\cel\te a E clistc k C IN tat qltf.

dx(r, Et) = /z'"(r.6EA) < 1/2. (2.9)

,4.#''«,"m" q«. p'(7'A.Ek) . p./« ,'./«çã. r .V9, .{g«Ú« q«. T C {Ek}.
De fato, se.

p'(Talk) = ó > 0.

então lembram do a rel ão (2.9), temos qltc 8 < Xl9-. Colho T c'Ê c=istc j W tal
qtée

dx(T, Ej) = /1'(TAEJ) < ó/2.(2.10)
Porta,l\to

dx(Ek, E,) $ ./x(Ek,7') + ./.*(r, z:j)
8 -\ õl'z = 'àõl'z <. \ ,



CAPÍTUL02. .A 7'0POLOG/A Z E.A4 7:''(X) 25

e da relação (2.6) coltclui-se quc. k = j, o quc colttraria (2.10). isso prova a relaçã'
(2.8) e, pote"lato, qKe

{.E.}.

Em seg«íd« p,«""'m« q«. .A«:(r'). C.m. .4 C f' é .z$' !!! ,'"«, q«. Á#?
P., r .#) *e«.-« dx(Á, E«) > 1 e «'{«. p«« t.d. « C W, ,4glZ.}.

Por outro lado, temos

,4 C EÜ:;y'lP'(r')

De fato,

&(r')- {z«nr':«c zv} ,i+i:l:«c zv},
., d. «t.ção (2.5), temo;

dF(Á n z«, z« n r') - a,'(Á, z« n r') - il;

.4ssám, d«d..>0, «kCZV/o,t«/q« Ü< f mo.dp(Á,E*nF')=Ü <'
Teorema 2.3.3 4s segll ates aármaçãcs são cq?z ua/c7&tcs;

a) a tipologia .l satisfaz o primeiro axioma dc cltttmcrabilidadc;

b) existe lama seqltêltcia (.F.)«cp dc c.len c.l tos dc. J< dc. ?na? eira quc., dados
r' C ./< c c > 0, czistc 117n 1} C ZV ta/ quc /i(/' \ E.) < í,'

c) existe HmQ sequêltcia tFn]..eN de ctc.mc.a\tos de. J'': tat quc, para cada F C J'l ,

P'(F' \ U Fn) = 0.

d) Z é pseudo-mctHzáuct.

Demonstração: Prova da implic%ão a)---,b):
Lembramos que pelo Teorema. (2.1.1) que zl temi- (P'(X),Z, A) é un] grupo to-

pológico e, portanto, basta considerei vizinllanças básiczts centradas ilo 0.

Sejall] (Fn).C/V uma sequência de elementos de J'< e (7'«)«CIV ul í sequência de
números racionais tais que {Z/r,.,,.(g) : n C #V} seja unia base de vizinhas)ças do g.

Então se F' C /< e f > 0 são dados existe k € .©r tal que

an.,,.(g) C ar,.(g).
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As igualdades
dr(FAE, g) = P'(A n (Fkf n ü))

P'(& n FAf) = P'(0) = o

mostram que /T C Z/n.,,.(0) e, portanto, tan)bém .fÇ C Z/p.((0). (Joilclui-se que

P'(/' \ Fk) = P*(r' n FAf) = '/8.(FAF, g) < '.

Prova da implicação b) ----,a):

Dados r' C /< e c > 0 queien]os n]ostrai que existen] 7} C #V e 7

UPn,'(Ü) C ar,.(0).

C © tais que

(2.11)

Seja 1} C -W tal que p'(F' n /=) < e/2 e seja l C © tal que 0$
Igualdade

r' n }'' = (f' n }' n F«) u (F' n y n F,:)

<. 1' < (1'i.. h.

implica que
p'(/' n }') $ p*(F« n }'') + p'(f' n e!).

Se }'' C Un.,,(0) te-nos p'''(F« n }'') < ,' e, ],o:'t'"t',

dP(}' n 0) 5; I' + c/2 < r,

o(lue mostra que y C Z/P,c(0) e prova a relação(2.11).

Assin), a fan)rija
{Z/n.,,(0) : « c W, ,' c ©}

é um sistema fundamental enumeiável de vizinllanças do ü

Prova dainlplicação b) ---,c):
Para cada J C .W, existe nj C ZV tal que p(r' \ F«,) < ;. TeRIas

p' \ U p«, C.F \F.

e aplicando p' a esta expressão, segue que
oo l

o $ p'(r' \ U r«,) $ p(r' \ p«,) < t, v .j c zv
lJ

Mas isto implica que

/.'(f' \ U r«,)
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Prova da implicação c) ----,b):

Dada a sequência (F«)«cW en] .7<, definindo G'« - .U. ]% ol)temos unia sequência

de elementos de ./< tal que n Fn = íl 6',.. Podemos poi'tanto supor, seno perda de
71,= 1 n,= l

generalidade, que a sequência (F«)«c/v seja crescente.

Dados F' C .7< e c > 0 observamos que (f'n /=)«cw é unia sequência decrescente
de elementos de ./<. Segue-se

o = P*( n (F' n Fn')) = JilU:, P'(F' n F?:) - ,li!!, P(r' n Fl:).

Portanto, dado c > 0, existe 1} C #V tal que p(f' \ F«) < (

Prova da implicação a) ----,d):

Ver pag. 41 e 43 em j141.

Prova da implicação d) ----,a):

A prova é imediata. H

Corolário 2.3.1 Se /z /or a-./i7 !Ía cm ./ c7}tão Z saías/az o primeiro axioma dc

enumerabilidadc e, portanto, é pseudo-mctrizáucl

Demonstração: Pela hipótese existe ullla sequência c.rescente (F«)«C/v de conjuntos
de / tal que

X - 1 1 F,. e p(F,.) < .o Vz} C ZV.

Seja r' C ./', então F' = 8 (F'nFn) e sendo (r'nF«)«C/v un)a sequência crescente

em J<, cuja reunião pertence a ./<, telllos

li«- P(F' n F«) = /.(r').
71 --+ 00

Por outro lado, como /' n F,. C F' pari- cada 1} C #V e /l(r') < oo, tem-se

p(r' \ F«) = /'(F' \ (F' n F«)) = /'(F') - /'(r' n F«)

Segue-se da relação (2.12), que dado ( > 0 existe 7} € /7V tal que

P(r' \ F«) < '.

(2.12)
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Portanto, a prova do corolário decorre do teores)a ailterioi, ])ela implicação b)
---,a). Pela implicação a) ----'d), temos que Z é pseudo-metrizável. H

2.4 Co«juntos localmente nulos em 7:'(X)

Nesta seção, usando o fato que ./ é fecl)ada e denotando-se poi

.4o = {y c x: P*(}'' n F') = o,V r' c /'}
mostraremos que .4o é um conjunto fecllado en) 7'(X)

Definição 2.4.1 .Sela y SKbc07ÜT&7}lo dc X. Z)árc7nos y é /oca/mc7}tc 7t7zlo sc y C .,4o,
ist. é, P«« c«d« F' c /', ''«.-« P'(}' n f') = o.

Proposição 2.4.1 4 /amz7ia .4o é/ec/cada por I'cuz} ão cl tzmcráuc/ dc cola?ll íos, isto

é, se .4« C .4o para cada 7 cl lão U. ,4« C Jo.

Demonstração: Seja (,4«)«C/v uma sequência de conjuntos eni .4o; logo dí«lo r' Coo oo
/', temos p'lr'n( lj ,'l«)l$ E P*(r'n H«) = o. -

n=1 '' 7}=l

Teorema 2.4.1
d. c07zju?lo {0}

Os conjul tos tocalmc tc aios col stitttem o .fecho, na topologia Z
C'07}seque7 íe7nc7}tc, .4o C .7

Demonstração: A prova decoiie dít pior)riedade de fecho (]e un] conjullto:

Í@Í = {y:dP(y,g)=o,F'c./'} =Í}':p*(r'n(rAO))=o,r'c/'}
{y' : P'(}' n r') = o, f' c .7'} = Áo.

Por outro lado, conho 0 C .7 segue que {0} C .7 e, ])oitai)to,

Isso prova o teorema

Teorema 2.4.2 .Soam os co?}.j?z71tos ,4 C 7'(X) c y C .4o
mesmas uizillÀaltças, {sfo é, dados F' C .7< c ( > 0 íclll-sc

ETIZão .4 c ,4 6.y íém as

Z/r.((Á) = Z/r.f(.4Z\y)
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Demonstração: Lembrando que /l*(y í] F') = 0 paiit cada r' C J<, sejit (7 C
UP,.( .A ) .Então

dP(,'l, G) = P'''(r' n(ÁAG)) < '.(2-13)

Collsiderando a igualdade (.AAy).6G' = (.4AG)Ay, é imediato que

r' n l(.'iav)aal = lr' n (Áz\a)lalr' n }'l
c (F' n (.'lAG')) u (r' n y).

Aplicando /z' e usando (2.13) obtemos (lue

P"lr' n ((.Aat')z\C')l $ /''(r' n (.Az\a)) + p''(r' n }')
(.'lZ\G)) < ',

ou, equiva]entenlente dp(.AAy, a) < c, ou seja, G € Z/r.r(.4Ay). Isso ]«ov' que

Ur,.(.'1) C Z/r,.(ÁZ\l'').

Reciproc.«'e«te, se G C Z/p,c(ÁAy) e«tão 'ZT'((ÁA}'), G) < (
(2.1.2) e usando a desigualdade triangular ten)os

dp(.4,G) = dp(.4AG,GAG) = dr'(.AAG,0)
$ dr(..4AG', y) + dp(y, Ü) < ',

portanto, G € Z/r,f(.4); e isso prova o teorema.

Pela Pior)osição



Capítulo 3

O fecho topológíco da álgebra J

O objetivo deste capítulo, é nlostrzu que o fecl)o 7 da, álgebia ./ é unia o-álgebra
de subconjulltos de X e que a restrição da n)edita exterior p' a .7 é unia medida.

3.1 A álgebra ./

Nesta seção, provarenlos que .7 é unlzl álgebra de subconjuntos de X, e
para cada F' C .7<, p' restrita a .7(r') é unia nledídít fiiiitiul)ente aditivo.

que

Teorema 3.1.1 0/echo :7: dc ./ é lema (ÍZgcbra dc suZpc07zj?z7 los dc X

Demonstração: Bastará mostrar que se .A e 1? são elementos de .7 então, o con)-
plementar de .4, e a reunião de ,4 com B tan)l)éin são eleillentos de .7

Se ,4 € 7, então .4' C 7'. Con) efeito, se .4 C 7, então dados c > 0 e F' C /' tem-se
aP,.(,4)Í)J # 0, ou seja, existe G C / tal que .Zr(Á,G) < q o-] eq«ivalentenlente,
temos p'((r'ÍI(.A.aa))) < c. Usando a identidade .4'AG' = ,4AG (A.1.12), segue
que

dr(.A', G') = P'(r' n(.'i'.6G'')) = P'(r' n(.AAG)) < ',

e como a falmOia .7 é uma álgebia, G' C ./, portínlto, temos (]ue

Ur..(Á') ÍI J # 0,

logo, concluímos que X \ Á pertence a .7

30
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Mostraremos que se 4 e B estão en] .7, então ,4 U B C ..7. De fato, dados r' C ./<
e c > 0 arbitrários, existem G e H en] ./ tais que

dP(.4,G) < c/2 e dr(B,H) < c/2.(3.1)

Por outro lado, pela inclusão(A.l.l(i)

(Á U B)A(G U H) C (.4AG) U (BAH),

interceptando cona r' € /<, temos

r' n l(.'l u n)z\(a u H)j c l(r' n(Á'bG)) u(r' n(Bax))l
Aplicando-se /z' segue que

p'(r' n l(.A u B)a(a u x)l) $ p*(f' n(ÁAG))+ /'*(r' n(Bz\H)),
assim, obtemos a desigualdade

dF(,4 U 1?, G' U H) $ dF(.4, G) + dF'(B, H),

e, usando (3.1) tem-se que

.Zp(.4U B,G U H)<'

Concluímos que o conjunto .4 U B é centro de uiní- vizinllança Z/r,.(.4 U B), cují-
intersecção com ./ conténa G U #l logo .A U 1? C ./

Portanto, 7: é unia álgebra de subconjuntos de X. H

Teo.ema 3.1.2 Para cariz F' € ./<, a ap/ilação /z' é./í7titamezltc adia t,a em 7(F')
/st. é, P-« «d« ,4, B c 7(F') co«. H n B = 0, z',-'

P'(,'l U B) = P'(.Á) + P'(B)

Demonstração: Con)o ./ é unia álgebra, pela Observação (2.2.1) será suficiente
mostrar que dados F' € /<, .4 e B em .7', disjuntor, tais que Á U B C r', tem-se
que

p'(.'l u B) 2 /.'(.4) + p'(B).

Dado c > 0, existem a e H en) .7 tais que

dr(.A, 6') < c/6 e dptB. H) < (IS. (3.2)
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Como G n F' e H n F' estão contidos en} F' e pertencem a .7, podemos assumir
sem perda de generalidade que G' U H C F'. Assim, as inclusões (A.1-16) e (A.1.17)

(,'l U B)A(G U H) C (ÁAG) U (BA#)

(.'l n B)A(G n H) c (.AAG) u (BAH)
junto com (3.2) implicam que

P*((.4 U B)A(G U H)) < c/3

e

(3.3)

G

i.*((.A n B)A(G' n H)) < '/:3.

Em seguida, observamos que para quaisquer, a, /3 c P'(X) tem-se

# = (# \ a) u (P n a) c (pAa) u '-

(3.4)

logo
P'(#) $ P*(pAa) + P'(a).

Portanto, supondo /z'(a) finita, obtém-se

P'(P) - P'''(a) $ P'(aZ\P).

Fazendo na igualdade acima a U H = # e .A U B = a, e usou)do (3.13), temos

P*(GUH) - P'(,'lU B) $ P'((AU B)Z\(GU .r/)) < '/3.(3.5)

Igualmente, se a = G e P = .4 e poi (3.2) ten)os

P'(.4) -- P'(G) $ P'(.AAa) < c/6 ou P(G) > P'(.Á) -- c/6.

Siinilarmente, considerando a := // e /3 = B tem-se

P(H) > /z'(B) - c/6 (3.7)

Por outro lado, como estádios assumindo .4 n B = 0 então (Á n B)A(G n H) =
(.; n x, e de (3.4) obtemos tan l)éil) que

H' tc n u) <. .1'x.

(3.6)
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Usando as relações(3.5),(3.8),(3.6) e(3.7) nessa- ordem, tei

P'(.A U B) > P*(G U H) - e/;3
HÇG u n) -- el3
p(G) + p(H) - p(G n
P(G) + P(H) - 2c/3
P'(.A) + P'(B)

:lostlanlos que

P'(,4 U B) 2 /.'(,4) + P'(B),

./3H)

C

Sendo c > 0 arbitrário, lri)iLr

33

o que prova o teorema. H

3.2 A a-álgebra /

Nesta seção, provaremos que / é unia a-álgebra de sul)conjuntos de X

Lema 3.2.1 Soam (.A«)«CW uma scg?zé7icía en 7, dc c07}.jK71tos dois a dois

tos, e .B = U .4.. Sc Z? ó la/ q?lc B C Eo C .7<, c7tZão E? C /.n=l

Demonstração: Para cada k C #V, definimos a sequência (l?k)

Bk :: .41 U ,42 U ... U .4x;.

Portanto, (.Bk)kC/v é unia seq«ê«cia «ão-decrescente de conju«tos en] 7'(X)
Teorema (3.1.1), ten)os que Bk € 7, para cada k C .W

Por outro lado, como Bi; C U ,4« = B, então usíuldo o Teorema (3.1

7(Eo) te:-s
p'(.a) 2 p'(B*) :: p'(.'1«)

ue é válido para todo A pertencente a .©r. Portanto, i))ost

/.'(B) ? >1: p'(.A«),

ke/v como

A

)

rénnos a tleq

e pelo

2) en)

(3.9)
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e, sendo /z" uma medida exterior, vale a igualdade em (3.9). Agorzt, lenlbranlos que
p*(B) < .o para concluir que

>ll: P'(.4«) < m. (3.10)

Para mostrar que B é unl elenleilto de .7, len)viemos que a sequência (Bk)kcw é
não-decrescente. Da igualdade

UBn BÊ=l ,'i,.l n l.'l- u U,4kl' =

decorre que

p*(p n B;l) = E /.*(Á«).
l=k+]

(3.1 1)

Como .B* C B e B. n B' = g, segue de(3.11) e(:3.10) que

P'(.BABA) = P'(B n a;l) = }: /'(.A«)----",o, q««.lo k----'':«,
71=k+l

e, portanto,

dr(.B, B*) = P'(r' n (Bz\B*)) $ p'(BZ\B*) se k---'m.

Como .BA; € / pal'a cada k, concluiu)os que

BÇ.J= 3

Teorema 3.2.1 0/echo .7 dc / é ama a-á/.gcbia dc suóc071jzizlZos dc X c, porta7}to,

a(J) «tá c.«fid« em J

Demonstração: Bastará considerar uma sequência( 4«)«e/v enl 7' de conjuntos dois
a dois disjuntor e mostrar que B = U ,4« é também um elenleilto de ./. Mostraremos

isto usando o Teolenla (2.3.2), isto é, sendo F' C ./' prova"el))os que F' n B c 7(r').
Mas (.4« n F)«CIV é uma sequência de eleineiltos dois ÍL dois disjuntor de / e

F'n B = u (r'n .A«) C /'. Pelo Len z (3.2.1) conclui-se qu. B n F' c J. Con)o
B n /' c F', e«tão B n F c 7(r').

l
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3.3 A a-aditividade de p* em ./

Nesta seção, nlostrarenlos que a medida exterior p' restrita a .7 é unia medida.

Lema 3.3.1 Sda (Fn)«eN Hma sequé7 c a de c07Üu7zlos cm /, dois a dois dí t fetos;
Date a seguinte igualdade

oo oo

P'( U F«) }: P(Fn).
li,= ll l} = l

Demonstração: Pela a-subaditividade de p", é imediato que /I'( U. FI.) $ E. P(E.).
li,= 1 ?} = 1

Para mostrar a desigualdade contrária , supoiil)an)os por absurdo que
oo oo

p*( U p«) < >1: p(E.).
n =1 7} = l

Pela definição da p', existe unia sequência (Ek)tCW de elemelltos de J dois a dois
dis.juntos, tais que oo oo

U r,. c U z* (3.12)
1} = 1 ?i, = l

oo oo
E p(z.) < :: p(r«).A=1 7}=l

Para cada k,n C .W, definimos os conjuntos

Z)x;.,. = EÀ; ÍI a.,

então, {Z)k,. : k, n C ZV} é uma família de conjuntos de ..7 dois a dois clisjuntos, pois
é imediato que

ot,,. n DI,, « k#/ o« «#'

Da inclusão (3.12) para todo 1} natural, ten)os
oo oo

U Dk,« = ( U .E*) n F« = F«,
k=1 k=l

Ingente aditivo em ./, segue que

oo oo

P( U Dk,«) = >1: P(Dk,«) = /'(F«).
k=1 k=l

e

e como p e enunlerave]

35
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Por outro lado, para cada Ã; C .W e pala cada .s C ZV vale qu

U Dk,« U(.EkOF..) F«)C E*
7t=1 7}=1 tt= l

P(.E*) ? }: P(0*,«).
7i,=l

Logo, para cada k C .W, vale a desigualdade,

p(-e*) ? >1: /'(n*,«);

temos

oo oo
E E p(o*.,.) = E E /'(o*,«)

k=1 t1=1 7}=]1 k= ]

E p(p«),

o que contraria a relação (3.13). Esta contradição piava o lema. u

Teorema 3.3.1 4 resÍMção dc /z* a .7 ó ?lona 7ncdida ./iziátamcziZc adÍtiua.

Demonstração: Em primeiro lugar lembramos que pelo Teoieillít (13.1 .1 ), ./
álgebra.

Será suficiente mostrar que azedos .A, B C .7 disjuntor, então

P'(.4 U B) ? P'(.A) + /''(B).

Se p'(.4 U .B) = oo, nada llá provítr. No caso em (lue p'(Á U Z?) < oo, pela
definição de p'', dado c > 0, existe unlíl sequênciít (F«)«C/y de conjuntos dois a dois
disjuntor de ./ tal que

(3.15)

36

e

e, portantor ]
S

somando em k e usando (3.14)ll ] l

e uma

.,4 u B c U p«

}ll: P(Fn) < P'(Á U B) + (
l
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Desta última relação decolie que F,. C J< e que E /l(F«) é unia

e assim, existe k C ZV tal que
l

séiíe convergente

>ll: #(Fn) < c/2,
n=k+l

e pelo Lema (3.3.1) temos

P'( U F«) < c/2.
n=k+l

Definindo (.?j; = FI U ... U .f\, temos que C.'A C J< ])arfa todo k
escrevemos oo oo

,'l n ( u 8,) = ,4 n (Gk u u E.)
11= 1 7}=k+ l

(Án Gk)u u P]..
n =J; + l

(3.16)

e usando (3.15),

Portanto

P'''(.4)$P'(.An G't)+P'( U F«).
7}=k+]

e, lembrando (3.16), tem-se

P'(.A) < P*(.4 n G'k) + c/2

ou
P*(,4 n G'k) > P'(.'1) - '/2. (3.17)

(3.18)

Do mesmo Díodo prova-se que

H' ÇB n Gk) > H' ÇB) -- el'2.

Por outro lado, observamos que

.A u B D (Á u B) n Gt n G'k) u (B n Gt)

p'(.4 u B) ? p'(.'{ n G'*) + #'(B n G*)
Utilizando as relações (3.17) e (3.18) obtemos

P'(Á U B) > P*(.4) + P'(B) - f

Sendo c arbitrário concluímos que

e

p'(.'l u B) 2 /.'(.4) + p'(B)
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Teorema 3.3.2 ,4 rcsfMção da ap/ cação p' â a-(ÍZgcbra / é lllna 7ncdida

Demonstração: A prova decorre do fato que a medida exterior /z*, pelo Teolenla
(3.3.1), é finitainenta aditivo em 7. Assim, aplica-se o Teorema (1.1 .1).

Cromo consequência do teorema acima temos o seguinte resultado que é uma
generalização do Lema(3.3.1).

Teorema 3.3.3 Se (Á«)«c/v ó uma scqué7 cía cm 7 dc c07ÜK7}tos dois a dois di©u7}
fos, e se y C X ez&tão

p"(}' n ( U .A«)) >l: p*(r n '{

Demonstração: Sendo p' uma medida exteiioi, é in)ediata zl desiguzLldade

p'(}" n (U Á«

Para mostrar a desigua]dade contrária, suponhan]os por absurdo (]ue
oo oo

p'(}' n ( U .4«)) < )1: p'(} n .4«).
n,=1 71=l

Logo, da definição de p*, decorre que existe uma sequência (/Ü)kcw em J, de con-
juntos dois a dois disjuntor, tal que

y n (U .Á«) c U n (:l i9)

}: p(ã) < :: /''(r n Á«).
k=1 ?L=l

Sendo m C .W fixado, decorre de (3.19) que

(3.20)

ynÁ (rn un=l

U (Fk n .'l«.),
k=l

11 Á.,) n Á Fk)n.4«.

e, portanto

p'(}'' n ,4«)$ P'(U(n n
k=l

,'l..)) $ }:(& n Á« ),
k=l
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e daí

E: p'(}'' n .'{,,.) $
m=l

oo oo

}: }l: P*(& n 'l«.)
nz. ::l k=l

oo oo
El: }: p'(ã n .4«.).
k= 1 ?ll=l

(3.21)

Observando que (.FÜ n.4«.)«.CW é unia, sequência de elementos dois a dois disjuntor
de 7, aplica-se o Teorema (3.3.2) para calcular

E P*(& n .A«.)
m=l

P*( U (FA n Á«.))
77i,=ll

p*(n n ( u .A,«))

Substituindo em(3.21) obtemos

E: p*(r n ,'l«.) <

<

oo oo
E p*(& n ( u .a«.))

k=1 n =l

E p'(&);k=l

Como esta relação contradiz (3.20), o teoien)a está provado



Capítulo 4

:7 e a Extensão de Carathéodory

Neste capítulo começamos estabelecendo a con)pletude da a-álgebra .7'. A se
guia inostrarenlos que .7 é a o-álgebra dos conjuntos /I'-nlensuiáveis segundo Ca.
rathéodory.

A partir deste capítulo deilotarenlos ])or À a vesti ição cle /t* il /

4.1 A completude da o-álgebra ./

Denotando-se a(/) por Zi considelen)os a família

Ê = {E C P'(X) ,'l C E C B; .,'l, B C 23 e À(B \ ,4)

que pelo Teorema (1.2.1) é unia a-álgebra comi)letit (lue coiltéil} Zi. Do Teoienla
(3.2.1) temos que B C 7.

Mostrareinos que .7 é coillpleta e contém 23.

Teorema 4.1.1 .4 a-d/gcó?'a ./ é c07np/cía

Demonstração: Len)brando a Definição (2.4.1); obseivenlos que o conjunto {y €
7:''(X) : P'(}'') = 0} C Ao.

Queremos mostrar que a a-álgebra ./ é con)plena, isto é, se ,4 peiLencetlte a .7 for
tal que À(.Á) = Oese B C .,4 e«tão B C 7. De fato, ;e B C ,4 e«tão0$ /.'(B) $,X(,4),
logo p'(B) = 0, daí B C .Aol decorre do Teorema (2.4.1 ) (lue B C 7

Teorema 4.1.2 d a-áZgcb7'a / c07}Zc'm 23

40
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Demonstração: De fato, se E € Zi existem) conjuntos .4 e B cn] 25 tais que .4 C E C
B e À(.B\À) = 0. E«tão Ü C E\.,4 C B\.'l .le .«.le O$p'(E\Á)$À(B\H) = 0
e, portanto, temos E \ ,4 € .4o C ./ e como ,4 C Zi, da igualdade E = .Á U (E \ .4),
concluímos que .E C ./

Isso mostra que 23 C ./

Observação 4.1.1 0 diagrama mostra as rc/açõcs dc 7zc/usão q c ez stcm c7}tre as
a-álgebras obtidas a. partir dc J

Zi = a(J) 8 /

/

Este exemplo mostra que no teorema acima podemos ter Zi # .7'

Exemplo 4.1.1 007 s detemos X zn c07z.j?17}to pião-czl?znzcráuc/; seja / a áZgeóra
dos subconjuntos $11itos ou co$1titos de X, isto é,

J' : B é $1tito ou B'' é. $11ito ),

com a mcdida de colttagem, ou seja,

IBll sc B é./i?lÍt',
m sc. B é. il\$1\ito.

Logo, Q a-álgebra ge.ra,da por J e.stá da,da pot

Zi = {.4 C X : 4 á c?l?llr cráuc/ ou ,4' é c?iu?ncráuc/}

CZaramenfe, o tíllico c07Üwllío ll?i/o é o g c, poria lío, ícllzos

6 = Zi = a(.7)

Por outro lado, temos quc J = 'P(.X). Para llcr isso bastar(í mostrar a i?oclusão

7'(x) c 7. sd« Á c 7'(x). p«« c'd« r' c .7', Ánr' í.P«iz., /og. ,'lnr' € .7 c J;
decotte do Teorema. (2.3.o.) que A ç: l. Isso n\ostra quc. PÇX) C J
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Pelos Teotemns 2 e 8 (I'71, pag 15 c 25), c Q melros de idcl\ti$caçõcs, segue q e
se H é um caril 7 a/ i7t#7&Íío, H > No e7}íão llXll = H = H x H c, porZa7 Zo, czistc uma
bijeção j \ X--...+K x K.

Sda B = /-'({0} x H). PorZa7}ta, tc77 0s quc B C X c ll.all = n. O como/e7nc7itar
.B' lambe'm á z&ão-e7it&merá?;c/, porta71to B 7}ão csíá cm a(.7).

/"' p"" q«. 8#P'(x). -

4.2 :7 e a a-álgebra de Carathéodory

Nesta seção, finalmente mostramos o encontro do método da extel)são de Ca-
rathéodory cona a extensão, vista sob aspectos to])ológicos, desenvolvida nos Capítulos

Denotando-se por C a família dos conjuntos nlensurá,vais segundo Caratlléodory,
como na DeÊnição (1.3.2), lembrall)os que H € C $e, e somente se, para todo G C
7'(X) te«.-se

p"(G) = p'(G n H) + p*(G n H').

2 e 3

Observação 4.2.1 .4o c07}sidcrar o espaço dc 77 caía.z (À',7, À) tcznos a respectiva
«,edi.í« «temo« À'. M« À' «í-id' "«' /.' .,« 7:'(X), «.{m, í«'í:""mo' 'í«.p/"-
mente pot }L' Q medida e tcrior assou.fada Q X.

Teorema 4.2.1 ,4 /amz7ía dos co Üullíos 77z.cais?lr(íucis scgíz7tdo C'ar'aí/}dodory coizlcidc

com o fec.ho da álgebra J, isto é, C-7

Demonstração: Mostraremos a igualdade usando a dupla, inclusão, isto é, provando
que .7' C C e C C ./

Seja H C 7. Pelo Teores)a(3.1.1), 7 é uma álgebra de subconjulltos de X, então
o complementar X \ // C .7'

Portanto, para cada 6' C X, como G = (G' n H) u (G n H'), decorre do Teorema
(3.3.3) q-

/.'(G) H) + /''(G' n H'),

provando assitn que H é p*-mensurável, isto é, H C C e, ])ortilnto, ./ C C

Reciprocamente, suponhamos que H C C. Mostralemos (lue H € -7. Pelo Teo-
rema (2.3.2), será suficiente provítr que para todo r' C /< teill-se H n F' c 7(P).
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Sendo f' C .7<, sabemos pelo Teorema (1.5.2) que F' n H admite uma cobertura
mensurável, isto é, existe L C .7

r'n H c Z, e p*(F' n #) L). (4.1)

Como Fn/7 c /'nJ, e LnF' c 7; pelo Corolário (l .s.2) r'n L é unia cobertura
mensurável de F' n H e, portanto, podem)os supor que sem perda de generalidade,
que Z C /'.

Similarmente, seja .M € .7, .A/ C F' unia cobertura nlensuiável pala F\ H. Então

r'\ H C M e p'(F'\ H) M). (4.2)

Claramente, 1, U .A/ = r', e usando a hi])ótese de que // é p*-mensurável e as
re[ações (4.] ) e (4.2) temos

À(Z, U M) p(r') = p'(r' n H) + p*(r' \ H)
À(Z,) + ,X(M)
À(Z. U .A4) + ,à(Z, n .A4).

Como p(.L U M) = p(r') < .o, co«club«-os q«e

À(L n M) = o. (4.3)

Por outro lado, len)brando que Z, n F'' = g, segue (lue

z,\(F'nH) = zn(F'nH)' z,n(r"uH')
(z, n F') u (z, n H')
0 u (z n H') c f' \ H cw

e, portanto, z,\(r'nH) c z,nM. De(4.3) (decorre que /I'lz \(r'nx)l = o.

De acordo com o Teorema (2.4.1), z, \ (/' n H) é loco-ln)ente nulo e pertence a .7

Lembrando que r' n H c z, C F' e usando identidade

F' n H = L n F' n H = (z \ (r' n H))' n L,

conclui-se que o conjunto f' n H c 7(r'). Isso mostra que H € /

Assim, provámos que C C :7. Isso prova a iguftldade e o teores)a. H

Observação 4.2.2 C'07no c07'0/d7'ío da dcz7}01zst7ação do ícol'chia acima, pata mos-
trar que H é H'-me sl ráucl, basta tomar (; C 'PI.X) como sendo um clemcllto da
álgebta J' c, mais ainda, de l-nc.di,dn $1tita, isto é, G C .J< , c.on\o uc.remos Q seguir.
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Corolário 4.2.1 Sc .É/ C 7'(X) /or fa/ q?ic

({)P'(G)=P'(GnH)+P'(6'nH') P««tod. Gc./', .«tão HcC

Demonstração: Como consequência da primeira paire da denlonstriLção do teorema
anterior temos que ./.C C. Assim, para n]ostrar o resultado, bastará ])rovar que

Como H satisfaz a propriedade ({) poden)os tomar H C P(.X) como na prova
da segunda parte do teorema acima, tomando o cuidítdo de substituir a hipótese de
ser H p*-mensurável pela propriedade ({). Cionl isso nlostraiemos que H C ./ e,
portanto,// C C. B



Capítulo 5

Extensões de Medidas

Neste capítulo, n)ostrarenlos que se ÍL o-álgebra .7 é diferente de 7'(.X), então
sempre é possível encontrar mais de uma extensão de À, definidit nun)a o-álgebra
contendo ./

A seguir, trataremos de extensões (le p à a-álgebra /, provando que À é a maior
medida entre as extensões.

5.1 Extensões do espaço (X, 7, ,X)

O objetivo desta seção é estudar a existência cle uma extensão para a medida
À, definida em ./. Mostrarenlos que, a menos que esta a-álgebra seja igual ao espaço
P'(X), existirá uma extensão, não necessariamente única, definidznlunla a-álgebra
contendo propriamente ./

Lembrando a Observação (4.2.1), teRIas

Lema 5.1.1 5'«p.«/.«m« q«. 7#P'(X). E,í'Z'". «,Ü««Z« F' C .7':, L C 7(F')
c.mÀ(L) >0, eC'C Z,, C'#7 í.;'q«..c .s'c7(z,) c.s'nc .s'nc''=g
.«tã. .x(S)

Demonstração: Por hipótese ten)os que existe ,4 C .X' tal que .4g./; decorre do
Teorema (2.3.2) que existe F' C ./< tal que B = .4 n r'«J

É claro que 7(F) é unia a-álgebla de subconjuntos de r'; como a tema(F', 7(r'), À)
é un] espaço de medida finita, pelo Teorema ( 1 .5.2), existe unia cobertura mensurável

45
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H C 7(F) de .B; en] outros termos, existe H C 7(F') tal que

B C. H e. p' ÇB) = XÇH ). (5.1)

De maneira análoga, para o com])len]entai' de B en] /?, dado ])or /ic = ,4c n .li',
existe uma cobertura mensurável /{' C 7(r') de B', isto é,

B' C /{' e #*(.B') (5.2)

É claro q- /{ C B C H C r'
Seja .L = H n /{'. É óbvio que À(Z,) < oo, pois L C F'; na realidade temos que

0 < À(Z,) < oo. De fato, de (5.1) segue que B n /(' c H n /(' = L. Assun)indo que
À(Z,) = 0 pelo Teorema(4.1.1) teria«)os que Bn A'' C 7, e co«)o B = Ã' u(Bn Ã'),
isso implicaria que B C ./, o que contraria a escolha de B.

Seja C' = B n z97. Mostraien]os q-]. se .S' C 7(Z,) e .s'n c' = g então À(.S') = 0.

Lembrando que B = -B n # e .S' = L n .S', temos

a n.s nz)n.s
Bn s,

B n ( z. n s')

logo, B C S' e, portanto, B c H n .s'' c .f/. Como .S'' C ./ e H é uma cobertura
mensurável de B; pelo Corolário (1 .5.2), parte í) tem-se

À(H \ (H n .g')) = o

Mas,
H \ (H n s') = H n (H n .s'')'

- 0u.g-.g
(H n H') u (H n ,s)

e, consequentemente, À(S) = 0.

Analogamente, no caso em que .s n c'' = 0, onde C'' = z?' n z,, tem-se

.s'n c'' = .gn(B'n z,)

.s'n B'

Portanto, .B' C S', logo B' c .s'' n /{' c /(', como .q' pertence a /, sendo /í'' uma
cobertura de B' e S C /{', segue do (;oiolário (1.5.2), pare í), que

ÀI/{'\(.s'n /P)) /fn(.s'u /{))
,x(/r' n .s') = À(s).

Isso prova o lema
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Denotando-se por a(7 U {O}) a álgebra gerada ])or / e {a} ten)os o seguinte
resultado.

Lema 5.1.2 Soam ./, F, 1, c C' como lio Le?za rS././J, z) = c'' n 1, c sela 7{ a
famtaia dos conjuntos da. forma

(i) E = G' u (rn c') u (R n o)

on,de G C J(.L'), T e R pertcltc.cm a aÇLI, isto é, G C L',
2?ntão,

'T- r- 1 ,. P r T

i) 'H é uma álgcbra de sut)conjulLtos X;

íO H á a á/geZ,ra gerada porá e {O'},'

iii) 'H é a a-álgebra gerada por J e 4.C\

Demonstração: Prova de i)
É claro que g C H. Dado E C H con)o elll (1) o coinplemeiltai' de E está dado

por
E' = (G' n L') u (r' n c') u (R' n D)

De fato, bastará verificar que .E n .E' ç) e .E' U E = X. Ver (A.1.18)

Lembrando que L = C' U D implica que

z,'nc'= z,'n D = c'n o = g,
temos

En E' l(c'n L') u(rn c') u(xn o)l n l(a'n I') u(r'n (,:) u(x' n D)l

{l(a n z,') u(r n c') u(x n o)j n(a' n z')}
{l(a n I') u(r n c') u(a n o) n(r' n c')l}
{l(a n z') u(r n a) u(x u o)j n(x' n o)}

{l(an z') n(a' n L')j u l(rn c') n(a' n L')l u l(xn o) n(a' n t')l}
{l(a n z') n(r' n c')l u l(z' n c') n(r' n c')) u l(x n n) n(r' n c')l}
{l(an z')n(x'n o)l u l(rnc')n(x'n o)j u l(xnp) n(x'n o)l}

l(c' n a'' n z,') u (r n c" n c' n z,') u (x n a' n D n z.')j
l(c' n r' n c' n z,') u (r n r' n a) u (/? n r' n c' n D)l
l(cnx'n z'n a) u(rn a'ncn o) u(xn x'n o)j
0
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e

EUE' l(a n I') u(r n c') u(R n o)l u l(a' n z ') u(r' n c') u(x' n o)j
l(a u a') n L'l u l(r u r') n c'l u l(x u x') n ol
(x n L') u (x n c') u (x n o)
L'uCUD - L'UZ
X

o que mostra que dado .E € 7{, E' € 7í

Soam /l;i, .Z:2 C 7{ tais que .E{

que .81 U .Zl;2 C 7{.

Gi u (n n z,) u (R{ n o), i = 1,2. E imediato

Isso prova que 7{ é unia álgebra de subconjuntos de X

Prova de ii):
É claro que 7'U {a} C H. De fato, considerando em (1), G' = R = g

temos que C' € 7{. Por outro lado, dado .4 C ./, ten)os

e T - L,

(,'ln L')u(Á n L)
(.4 n I') u l.A n (c' u D)l
1(..'l n z.') n z,'l u l(.Á n z,) n c'l u l(.4 n z ) n ol;

isso mostra que .A C 7{ e, portanto, que .7 U {(7} C 7{.

Sendo 7{ uma álgebra, 7{ contém a álgebia gelada ])oi .7 e {a}, isto é,
«(7 u {c'}) c x. (5.3)

Por outro lado, seja .4 unia álgebra cle sul)conjuntos de X tal que 7 C J e C' C .4
Co:no 7, RC7(Z,) e o'nl = o c .4, .1«.1o E C H, t-l ««,oe«,(1) , t'"-';

G c 7 c ,4, 7' n c' C .4e Rn D c.4
Portanto, E C .4 e, consequentemente, 7í C .Á. Logo, junto com (5.3), concluímos
que

H u {a}). (5.4)

Prova de iii)
Sen(]o 7{ unia álgebra, bastará provar que 7{ é fecl)inda por reunião enumerável

de conjuntos.

Seja (.E«)«C/y uma sequência de conjuntos de H onde E« = c'«u(z.nc')u(a nz))
para cada 1} C .W, então

UIG«u(z.n c')u(x«n o)j
oo oo oo

( U c',,) u 1( u r«) n c'l u 1( u Â?«) n ol.
t1=1 ' 7}=1 71=l

l
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Pelo Teorema (3.2.1), .7 é unia cr-álgeblal é imediato que U E« C H. Portanto, 7{

é uma a-álgebra de subconjuntos de X

Portanto, 7{ contém a a-álgebra gerada por 7 e {C'}, isto é, a(7 U {C}) C H.
Mas a(7 U {(7}) contém a álgebra gerada poi 7 U {C'}. Segue de (5.4) que

H = «(7U {C} C a(7 U {C'}) C H

Prova-se assim que 7í .'(7 u {c'})

Lema 5.1.3 Malttcl do as lLotaçõcs do Lellta (5.1.2), scjaTn i/l,i/.z apl cações de$Tli-

das eln 'H pelas relações

Í) ,,-(E) À(G) + p*(r n C');

i{) ,,:(E) + /''(/? n o)

Então, vx , v.z são medidas $1tita ncl\te a(titi'uas.

Demonstração: Observemos que se E C 7{, na repiesent%ão E = G u (7' n c') u
(R n 1)) os conjuntos G, T n c' e R n z) são univocameilte determinados pois

EnL'- G (5.5)

E n c'= rn a (5.6)

E n o (5.7)

Pelas relações acima, é fácil -concluir que o conjunto E C 7í é ullla iettnião de ele-
mentos dois a dois disjuntos de H.

Portanto as aplicações i/í, i/2 en] 7{, cona valores em 10, ool, estão l)enl definidas e
podemos expressa-las pelas igualdades

«:(E) = À(G) + p'(r n c') À(E n z ') + /''(E n a) (5.8)

e

«:(.E) = À(G) + p'(R n o) = À(E n L') + /''(E n o) (5.9)

0.Mostrareinos que i'l é unia medida fillitamente aditivo. É clamo que i/l(0)

Sejam EI , E2 C H disjuntor, logo,

E- u E, = (G, u G,) u l(TI u b) n c'l u 1(/?- u 1?,) n ol
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,,-(.E- u .n,) = .x(a- u c',) + /''((r] u b) n c). (õ.lo)
A relação .Ei n .E2 = 0, usando (5.5) implica

G- n G, =(E- n L') n(E, n z') c E. n E, = ü.(5.11)
e usando (5.6),segue que

(TtnT2)nc'=(T nc')n(T2nc')=(.E-nc')n(E,nc')c E-nE,=ü.(5.12)
Pelo Lema (5.1.1), co«cluín)os q«e À(T] n T2) = o.

Poroutrolado,fazendo Qi =TI e Q2 =7bnTlc, temosqueTI UZb= Qi U(22
e, da identidade Zb = (7b n TI) u (T2 n Tlc) = (T2 n TI) u Q2, interceptando com C'
temos que

T2n c'= Q2n c' eTln(;'= Qln a

e, portanto,

P'(T2nc') =p'(Q,nC') e p'(T nC') =/''(Q- nT).

Finalmente, decorre do Teorema (;3.3.3) que

p'((TluT2)nc') = p*((Q-uQ,)nc')
= P*(Q- n c') + P'(Q, n c')

p'(r n c') + P'(h n c).

Substituindo no segundo nlenlbro de (5.10) e usando (5.1 1), ten)os

«-(.E- UE,) = À(G-)+À(G',)+P'(T] nc')+p"(72nc')
+ ,,- (.E:).

Isso mostra que i/l é unia medida finitas)ente aditivo elll 7{.

Com uma repetição do arguiliento acima, piava-se que l/2 é unia illedida fínita-
mente aditivo, bastando trocam (l; por /) e 71i pot /?] ])íuíl i :: 1, 2.a

Lema 5.1.4 .4.s ap/ cações i/i, l/2 colizo dc./i7}ídas 7 a Z,cana r5./.3; são rncdÍdas cl&tl-
merauelmente adiei as eln 'H.

Demonstração: Seja(E,.)«C/v uma sequência de conjujitos em H dois a dois disjun-
tos, onde para cada 1} tem-se E« = 6'«u(T«nc')u(R«nD), sendo que G« C J(X\l)
e R«,Tn C 7(Z).

e
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Segue das relações(5.5),(5.6) e(5.7) e, do mes«.o arg««)eito usado .«](5.11)
e (5.12), que os elementos de cada unia das sequências (G«)«CW , (TI. n c'
(.It. n z)) são conjuntos dois a dois disjuntor. Com efeito, a relação .Eí n EJ =
í ?é.j, onde i,.j C .#V, implica que

)liGAr e

0 para

(z. n z') n (4 n z')
Ef n Ei = 0, para { #J.

(5.13)

Similarmente
(z n %) n c' (z{ n a) n (z, n c')

c .Ef n .Eli = 0, para i#.7, (5.14)

(5.15)

e
(x: n xj) n o n n) n (4 n n)

c .Eí n .E/ :: g, para
Portanto, sendo À n)edida e pol (5.13), temos que

À( U c'«) G«). (5.16)

Para mostrar a enun)erabilidade de z/l , bastará plovztr que vale a igualdade
oo oo

Pala n ( U z.)l = >ll: /''(c« n z«). (5.17)
=l 7=l

Vale a seguinte igualdade

IT.n(TI u...u TI.--)in a = g. (5.18)

Com efeito, de (5.14), temos

IT«n(Tlu...u Tn--)in c (T« n c') n (T u ... u T«--)
l(r« n c') n T lu... u l(r. n c') n TI.--l
l(Tn n c') n(T n c')j u ... u l(r, n c') n(T«-- n c')l
l(z« n c') n(z- n c')l u ... u l(z« n c') n(z«-- n o')l
0

Segue do Lema (5.1.1), considerando S' = T, n (TI u U TI.--) q«.

Àlz.n(rlu u T«--)l = o. (5.19)

Seja C2i = TI e para cada 7 natural, lz > 1 , definzullos

Q,. = T. n (r u ... u z«--)'. (5.20)
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Então, (C?«)«C/v, é uma sequência en] H de conjuntos dois a dois disjuntos e
oo oo
U Q« - U r«

n=1 7} = ]

De (5.19) e (5.20) e colmo

Tn = ITn n(Ti u ...U Tn--)IU lz. n(TI u... u TI.--)'l (5.21)

temos
À(Tn) = Àlr« n(T u ... UT,.--)'l = À(Q«).

Portanto, pelo Teorema (3.3.3) tomando y = a temos

(5.22)

P'lc' n ( U Q.)l = )ll: /''(c' n o«)
n = 1 lt= l

Por outro lado, decorre de (5.21) que

r,,n c'= Q,.n c',

e, portanto,
P'(z. n a) = P*(Q« n a)

Finalmente, tem-se

P'l u (T. n a)l P'lu (Q«n c')l

E: P'(Q,. n c')
n=l

E /.*(r,. n a).

Similarmente, trocando C' por Z) e Tn por RT. prova'se que l/2 é unia medida
enumeravelmente aditivo. n

Teorema 5.1.1 S«p.«A«m« q«. 7# 7:'(X) ' m'«t'«d. « hípóte«' d. L'«.« rS./.e9,
sejam B, H e 1< como l\o Lema (5.1.1). El\tão, cliste uma a-álgc.bta'H dc. subcon-
juntos de X que contém J cstütamcllte, e dl as Tncdidas ul,l/z, distilttas, de$1tidas
em 7{ quc este7}dcm À.

Demonstração: Pelo Lema (5.1.2) teRIas que H é unia a-álgebra de subconjuntos
de X, e contém propriamente /
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Decorre do Lema (5.1.4) que as aplicações i/l e l/2 definidas na o-álgel)ra 7í são
medidas.

Portanto, resta-nos mostrar que as aplicações z/l e l/2 são extensões de À.

Seja .F C ./; decorre da demonstração do Lema (5.1.1) que H é uma cobertura
mensurável de B, e sendo L = H n /{', segue que L C H, e Z, = L n H e, portanto,
Bn(.En L) c #n(En L). Segue do Corolário(1.5.2), parte i), que(Enz)n H é
uma cobertura mensurável para (E n L) n 1?. Portanto,

À(.Enl) =À(.EnLn#)(EnLnB)=/''(Enc).

Segue das relações (5.5), (5.23) e (5.8) que

À(E) = .x(E n L') + .x(.E n z,)
= À(G) + p*(E n c')

«- ( .E ) .

Isso mostra que a medida pi é uma extensão de À de ./ a 'H.

Com un] argumento silllilar para i/2, se .E C ./, pelo Corolário (1.5.2), parte i),
segue que (.E n z) n /{' é unia cobertura mensurável para (.E n L) n B. Portanto

À(.Enl)=,xl(.Enz)nHn/{'l =p*l(znz)nB'l -P'(zno)(s.24)
Logo, usando as relações (5.7), (5.24) e (5.9), ten)os

À(.E) = ,x(E n z') + À(E n z )
À(G) + p'(E n o)
,,,(E).

Assim, a medida p2 é também unia extensão de À de J para 7í'

Finalmente, mostrarenlos que as extensões l/i e l/2 acima são diferentes. De fato,
tomando em particular, .E = X en] (5.23) tem-se

(5.23)

À(x n L) = .x(x n L n H) = p'(x n L n B) = p'(x n c'),

o« sej., .X(Z.)

Substituindo E = C ein (5.8) temos

«-(c') = À(G) + p'(T n c') = À(c' n z.') + p'(c' n c'),

ou seja,
,,- (o) = o + /'*(o) = À(z,) > o
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Por outro lado, considerando tanll)én) E = C' em (5.9), obten)os que

«,(a) = À(G) + p*(R n D) ,x(c' n L') + p'(c' n o),

portanto, temos que
,,,(c')

Isso mostra que pl # z/2 em 7{

Observação 5.1.1 0.«ídc«ndo « «",b{«.ção /ã""r ,, = ZP- + (l -- t)I'2, '"de
t C 10, 11, podemos encontrar c dá/erc7}tes medidas qlle estendem À.

5.2 Comparação e unicidade de extensões de p

Nesta seção, mostrarelnos que a p''' restrita a unia cr-álgebla Ç; contendo ./ é a
maior medida entre as extensões da p (]e / a Ç. Provarem)os banir)én) que se p for
a-finita em .7' a extensão de /z a J é única.

Teorema 5.2.1 Se z/ é uma medida dc:/i7i da 7 ttzna a-áZgcbra g contc7ido .7, quc é
uma extensão de p de$nida na átgebra J, el tão para cada elemeltto G C Ç temos
q«e «(G) $ p*(G). .Em p-liga/- *'mo;, ,,(G) $ À(G) '' G C J

De-nonstração: Sda G C g; " p'(G') = «, «''1. 1-á . p:"'r.
Se /z*(G) < oo, então dado c > 0 existe ulllí- sequência (E.)«-JV de conjuntos de

./, dois a dois disjuntos, tal que

a' c U p«, (5.25)

e

}ll: P(F«) < /1'(G) + c. (5.26)

Por outro lado, sendo z, uma extensão de p, de (5.25) e (5.26) teillos

,,(G) <

<

«( U. p«) - ,:: «WJ
E P(En)

P'(G')+',
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e, sendo c > 0 arbitrário, concluímos

,,(G) $ P'(G)

Corolário 5.2.1 Swp07 Aa qae a medida /l sda a-./i7}íta cm ./
de H a J, então v

Se i/ c unrza czfcl sao

Demonstração: Seja G C .7. Mostrarem)os em primeiro lugar que se .4 C ./ for tal
que p(,4) < .o, então
' ' ' ' p(.4n6') = À(Án G). (5.27)

Pelo Teorema (5.2.1) valem as desigualdades

«(4nG)$À(,4nG) e ,'('lnG')$À(ÁnG')

Suponl)a que
,,(.4 n G') < À(Á n G)

Len)brando que p = i/ = À en) J, temos

,,(.A) = ,,(,4 n G) + ,,(.4 n G'')
À(Á n G) + À(Á n G')
À(.4),

P(.4)

o que contraria o fato que À é unia extensão da p de / a J. Isso prova (5.27)

Por outro lado, sendo p a-finita, existe unia sequência (F«)«CJV de conjuntos dois
a dois disjuntos en] ./ tal que X = Ü F«, coi]] /z(E.) < oo pala cada ll C #V. Como

a = u (G n F«) usando a relação (5.27) cona F,. em lugar de Á, temos
]

,,(G) ,,(,y.(a' n F«)) - n;. ''(G n Fn)
E ,x(a n p«)

À( u (a' n p«)) = À(G).

Isso prova a unicidade da extensão



Capítulo 6

Medidas regulares no sentido
anito

Neste capítulo, nosso objetivo é obter através de /l unia medi(la regular em
relação a conjuntos de medida finita e uma medida que assume somente o$ valores 0
e oo. Estudaremos taml)ém as respectivas medidas exteriores e a relação entre estas
aplicações.

6.1 Medidas f-regulares

Proposição 6.1.1 Z)ado um colÜullÍo y C X, as scg?z 7 ícs a#7'mações são equipa
/entes

.J }'' C U Fn P«« «/g"'"" ..q«é«cÍ« (F«)«.«' 'Í' / ;

b) y = U X., onde P'(X.) < 'o, pa,.« c«da 1} C ZV
n

Demonstração: Prova da implicação a) ---'l)):

Se para alguma sequência (F«)«C/v de J< ten)-se y C ,g. Fn, então y = u (yn
Fn). Fazendo yn = y n Fn, segue que y = .,U. X., onde p*(X.) $ P(F«) < oo para

cada n C .EV.

Prova da implicação b) -----,a):

56
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Sendo y = U X., cona p'(yn) < m, segue da definição cle p'(E.) que, dado c > 0

existe uma sequência (.411)kc/v de elementos de ..7 tais que
l

}l: p(.Ail) < /''(X.) + ' (6.1)

Mas isto implica que p(,4t) < oo ])aia cada k e parít cada l}.
Portanto, de (6.1) teta-se oo oo oo

}'' U U 41
n=1 ?t=lk=l

Logo, Áil C ./<

Isso mostra a proposição

Definição 6.1.1 Sc y C X /or ta/ que a c07idição a) oü b), da proposição acima, é
ueti$cada gire.mos qKC Y é F-a-$1\ito.

Proposição 6.1.2 Se y C .7 c7}tão y é /l-a-./i?fito $c, c solrzc?&íc $c, ca;ístc ?lma

s.g«ê«c{« (G«)«.w 'Z' '/.m.«Í« d. ./' t«/ q«. y U. 6',..

Demonstração: Suponhamos que y C U. r« onde F« C .7'< para todo 1} € Z\Í

Então }' = Ü (F« n }'') e G« = F« n }'' c .7'

A outra afirmação é clara. -n

71

]

Definição 6.1.2 Para lodo E C .7, dc./i7zimos

Po(.E) = s«P{P(r') : f' C E, f' C /'}

Se Fo = F diremos quc a aplicação F é uma medida regi lar 110 selttido $1tito ou
simplesmeTtte j-regular.

Observação 6.1.1 Se F' C ./< e7}íão po(F') = p(F')

Em gera[, a medida p não é f-regu]ar, entreta])to, sen)pre é ])ossível decompõ-la
na soma de unia n)edida f-regular e unlíunedidzt que só assun)e valores 0 e oo, como
veremos no Teorema (6.1 .3).
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Definição 6.1.3 Dado E C .7, dc./i7}i7nos

Q. se E jor }t-a-$1\ito;
oo, caso cozltrário.

Lema 6.1.1 Soam ,4 c .B c07Ü?z7ztos dc ./ Za s que À C B, c?&tão

i) Po(.4) $ Po(B);

i!) P.(À) $ P-(B).

Demonstração: Para a prova de i), pela definição de po temos

Po(.'1) = s«P{P(r'): r'CÁ, r'C.7'}
$ s"P{P(F') : r' C B, F' C ./'} = /.o(.B)

Para provar ii), consideremos os casos seguintes:

a) -B é p-a-finito. Neste caso, pela Prol)osição (6.1-2) existe uma sequência
(Fn)«eN de conjuntos en] J'< tal que B = .U. F,.. Como ,4 = Á n B = ,u.
também ,4 é a-finito. Assim concluímos que /z-(Á) = p-(B) = 0.

b) B não é p-a-finito. Neste caso, p-(B) = oo- Logo, ])ara qualquer ,4 C /
-rifica-se q«e 0 $ p.(Á) $ p«(B) = ':«. -

Lema 6.1.2 .4 ap/ícação po de.#z áda cm ./ é EIRA 71zcdida ./i7}ífamc Zc ad tida

Demonstração: Cear.«-e«{e, /.o(0) = 0. Sej.«, .A e B co«ju«to: 'li;j««to; e«- J

Se p.(.Á) = .o, co«]o ,4 C .A U B, ],elo Len'a (6.1 .1), parte i) teia'os que

Po(.4 U B) 2 /'o(Á) = m

Neste caso, vale trivialmente que

Po(.A U B) Po(.'{) + Po(B) (6.2)

Suponhamos então, que po(.4) e po(B) sejam finitos. Segue da definição de po
que, dado € > 0 existem FI e /% en] /< tais que /q C .4, F2 C B e

Po(.A) - (/2 < p(FI) e Fto(B) -- c]'2 < }tÇ.Fz],
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e, observando que

59

FlnFac Á n B =ÜeFIUFaC H U B,

Po(.A)+Po(B)-' < P(F)+P(F2)=/'(F UF2)
$ Po(.4 U.B).

Sendo c > 0 arbitrário, segue que,/zo(.4)+ po(B) $Po(Á U B).

Mostremos a desigualdade contrária. Para cada F' C ./< tal que r' C .An B temos
que r' =(F n .A) u(F U B) e, portanto

p(F') = p(F' n Á) + p(r'n B)
$ Po(.'{) + /'o(B).

Segue de Deânição (6.1.2) que

Po(.4 U B) $ Po(.4) + Po(B).

Isso mostra (6.2) isto é, a aplicação /to é finitas)ente aditivo.

Teorema 6.1.1 4 ap/{cação po é ?lma mcd da c? ?z7ncl'a?;e/mczltc adÍZiua em J

Demonstração: Bastará mostrar que dada unia sequência, (4«)«CW en] J de
conjuntos dois a dois disjuntor, tem-se

oo oo

Po( U .A«) = )1: Po(.A«). (6.3)
ll= 1 ?} = 1

Se po(.A.) = oo para alguns ]]o, ])elo Lema(6.1.1), ])arte i), verifica-se trivialnlente
(6.3).

Suponllan)os então, que /zo(,4«) < oo ])ara cada 1} C ZV. Definiu los ,4 = .U. '4« e

seja r' C J< tal que r' C ,4.

Como F' - U(F'f1.4«) C .7, pelo LeRIa(3.3.1)

p(r') = p( U (f' n Á«))

E /.(r' n ,'l«)) $

temos

temos

E Po(.A
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Segue da Definição (6.1.2) que
oo oo

Po( U .4«) $ }11: Po(Á«).
n=1 n,=l

Decorre do Teorema(1.1.1) que vale(6.3), o que piava o teoienla.

Lema 6.1.3 4 ap/ilação po. dc./i? ida cm ./ é alma 77zcdida ./i7t fame7 tc adititJa." J'

Demonstração: É claro que /z-(0) = 0. Consideremos conjuntos .4 e B en] /
disjuntos. Se tivermos p(.4) = oo como ,4 C .A U 1?, segue do Lema (6.1.1), parte
ii), que p«(Á U B) 2 Pm(.4) = oo. Logo, ])ara qualquer' B C J temos que

P.(Á U B) +P-(B). (6.4)

No caso em que '4 e B são /l-a-finitos, segue que .A U B é tailll)énl p-a-finito
logo a igualdade (6.4) vale trivialmente. H

Teorema 6.1.2 ,4 aplicação p. é Hma ?l caída cl ?lnLc7'a?;c/Inc? tc ad Z ua cm /

Demonstração: Será su6ciente ton)ar uma sequência (E«)«C/v em J de co«juntos
dois a dois disjuntos e provar que

oo oo

P-(U E«) 1: Pm(E«).
tl=ll ?l=l

(6.5)

Se para algum E,.. tem-se que p-(.E«o) - oo, colllo .E«. c U E,., pelo Lema

(6.1.1), «ê-se cla-ame«te q«e -le(6.5)
Assumimos agora que os conjuntos da sequência (E«)«CW sejam) /l-a-finitos, isto

é, existem sequências (Á;)jc/v de conjuntos de J< de maneira que

E,. = U .4;, V 7},.j C #V.
lJ

Então, por definição, para cada lz teRIas que /z.(.E«) = 0.

Definimos os conjuntos .E = U E,. e B« bílis (lue Z?t = HI, e píLra cada 1} 22

B,. =.41.u,4ã.. u u ÁI'.
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Então, cada B,. é uin eles)eito de ..7<, portanto o conjunto {Z?,.
família enumerável de conjuntos de J< e

oo oo oo
U E,.= U U.A?n=1 n=lj=l

U Bk
k=l

7 c W} é uma

Portanto, p.(.E) = 0. Isso prova a relação (6.5) ' o teore"'a

Proposição 6.1.3 Soam po como lla Z)c$7tiçâo 6./.2) c E € ./. Ez [ão

!J Po(.E) $ P(E);
ii) se E for um etemel\to F- a-$1tito de :J elttão oÇE) = FÇE).

Demonstração: A prova de i) é diretzl. Dado E C ..7, seja F C J< tal que F' C .E
Como p(F') $p(E), é imediat' que

s«P{P(f') : .F C E, F' C /'} $ P(E)

Para a prova de ii), seja p(.E) < oo; logo .E € .7<, e
ser-ção(6.1.1), po(.E)

Se .E for p-a-finito, então existe un,a sequência. (E«)«C/v e-]
a dois disjuntor tal que E = U E«. Segue do Teorema (6.1.1)
enunleravelmente aditivo en] ./ que

como vimos na Ob

/< de conjuntos dois

e da llipótese que p é

Po(.E)
oo ao .

po( U E«) = E po(E«)
7 =1 =1

Ê /.(.E«)
tt= 1 ?} = l

/.(E).
isso prova a proposição

Teorema 6.1.3 Para cada E C .7' íc71}-sc

(i) P(E) = /'0(E) + /'m(E)

Demonstração: Pela Proposição (6.1.3) temos que se E C / for p-a-finito, então
po(E) = p(.E) e co-no p.(.E) = 0, -1' tri«ial«.e::te ' i'le«ti'l'de (i)-

Se .E não for p-a-finito, então p(.E) = .o. Por outro lado, pela Definição (6.1.3)
também p.(E) = oo e, portanto, (i) é verdadeira qualquer que seja, po(E). H
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Proposição 6.1.4 4 ap/{cação po é/-rcg7z/ar cn} .7, isto é, (po)o = po

Demonstração
temos

Lembrando da Observação(6.1.1) que po(F) = p(F') para F' C .7<,

(Po)o(E) s«Papo(F') : F' C E, F' C ./'}
s«P{P(r') : F' C E, r' C .7'}
Po(.E). -

Proposição 6.1.5 4 ap/ícação /z. dc@7}ida cm .7 saías/az (/z«,)- = pm

Demonstração: Por definição, telllos que dado E C .7,

ü.).w) - l
0, se E for p--a-finitos
oo, caso contrário.

Se E é p.-a-fi«i'o, e«tão p-(E) = 0 e ta«,bé«- (p-)-(.E) = 0.

Se .E «ão é p.-a-fi«i'o, e:-tão (p)-(.E) = '« e ta«-bé«- (p-)-(E) = «'

6.2 A topologia Zo gerada por po*

Sendo po uma medida enun)eraveliliente aditivzl en] ./, po' é a nledída exterior
definida a partir de po con)o no Lema (1 .4.1).

Mostraremos que a topologia Zo, deflllida a ])aluir díl medida exterior po* como
no Capítulo 2 torna esta aplicação umíl n)edida, (quando restrita a .7'

Denotarenlos por

./# = {F' C /: Po(r') < m}, P,'(Á,B)(ÁAB)),

e os abertos básicos de Zo por

Pp, .( .4 ) {Y'' C 7:''(.,V) : Pr(.'i, B) < '},

para cada F C Jo<, e ( > 0

Lema 6.2.1 Soam y C X Za/ q?lc /I'(y) < oo c /zo como 7}a Z)c$7iÍção rú./.P9
E«tão Po'(}'')
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Demonstração: Decorre da Proposição(6.1.:3), parte i), que po*(y) $ p*(y).
Suponha por absurdo que po'(y) < p'(y). Então existe uma sequência (.E«)«C/v

de elementos de / tal que y C U E. el

E
n,=l

Po*(}'') $ Po(.E«) < P'(}''), (6.6)

Sendo p'(y) < oo, dado c = 1, existe unia sequência (.Ak)kcW de elementos de ./
tal que

>l: p(Á*) + l

observen[os que os .4t's estão en] .7'<. Poitítnto
oo oo oo

}' c U U z« n .A*
7t=1 k= l

Como /?,,. C .4j; pala algum k, segue que /?«. C .7< para caclzl in C ZV. Assim, pela
Proposição(6.1.3), parte ii), temos PO(Fm) = P(E«) para todo 77& C .ZN; lembrando
que Fn, C E,. para algum n, segue da relação (6.6) que

Po '( }'' )
oo oo
E Po(F«.) = E /.(F«,)

111= 11 nl = l

E: Po(E,.) < /1*(}'''),

o que contradiz a definição de p'(y).
Isso prova que p'(y) = po'(y). H

Lembramos que, pela Observação (6.1.1) J< C .7o<. No entanto, podemos ter
a' +=r'i

O seguinte exemplo nos ilustra (]ue ])odemos tei un] conjullto /zo-a-finito embora
não seja p-a-finito, como veremos a seguir.

Exemplo 6.2.1 Co sidcrcmos X uln cozljlz7}Í0 7}ão-vazio c a á/gcZ)7a .7
e, seja a medida H de$1tida par
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Neste caso, obscruamos quc /< = {g} c, p07'íaz&io, scg7te da dc$7iÍção dc /zo quc

P.(X) = s«P{P(g) : 0 C X} = 0.

Consequentemel\tc, temos que X é u,m conju,alto Fo-a-$1tito, mesmo qlc X l\ão
seja »-a-$«ito.

Observemos tamóc'm gele ./o< = {0, X}
Isso mostra quc J' tl # J< . u

Teorema 6.2.1 4 fofo/agia Zo obt da atreve's de po* co ? cidc com a topo/o.giaZ

Demonstração: Mostraremos o teoien)a provando que Z = Zo.

Provemos que Z C Zo. Seja U aberto na to])ologia Z, (/ :#0
existem /' C ./<, c > 0 tais que

Se y C U, então

UP..(}'') C U.

Queremos n)ostrar que existem G C ./o< e {5 > 0 tais que

ya,.(}'') C a,..(}'').

(6.7)

(6.8)

Como F' C /o<, 1)esta considerar G = r' e õ = c. De fato, se T C PP,c(y) então
PP(yA7') < c e usando o Lema (6.2.1), temos

PP(}'.6r) = Po*(F' n (}''A7')) = P*(r' n (}'Ar))
= ./r(y, r) < c,

o que implica que T C Z,/r,c(y). Usando(6.7) prova'-s.-(6.8).

Reciprocan[ente, n)ostraren]os que Zo C Z ])rovzu)(to que un] aberto de Zo é
também un] aberto na topologia Z.

Seja t/ aberto não-vazio en] Zo. Se y C t/, existem) 6.' C .7o< e c > 0 tais que

ya,.(}'') C U.

Mostrareinos que existe:n F' C J' e ó > 0 tais que ar'.ó(}'') C ya,c(}').
Se G C ./<, bastará tomar /' = 6' e ó = c, tal como acínla.

Suponhamos, então que Ggl/<; sendo po(G) < oo, segue dit definição de po que
dado c > 0 existe r' C ./< tal que F' C (.' e

/to(G) -- e/2 < /1(r') ou /to(G) -- /l(r') < c/2. (6.9)



Queremos provar que
aP../,(}'') C 'P.,.(}''').

De fato, se T C Z/p.c/2(y), segue que (Zr(y, T) < c/2, ou que

p*(r' n (}'''Ar)) < '/2.

Por outro lado, da identidade G' = r' u ((-; n r'') e usíuldo a re
q- Po(G) = Po(i'') + Po(G n r'') e

Po(G n F'') - Po(F')
= Roça)-- HÇF) <. (1'Z.

o esta desigualdade e (6.9) ten)os

Pa(y,T) = po*(Gn (yZ\T))
Po'(r' n(}''.6r)) + Po'((a n F') n(yZ'
P'(F' n (}''AT)) + Po"(G' n r'')
P'(r' n (}'Ar)) + Po(G n F')
.la-+ .I'z

nificando aue T C P,.: ,(y). Isso prova

MEDIDAS R.EGULARES NO SENTIDO FINITOr // (;/CAPÍTULO 6. .)1l

aÇão (6.9

UsandS

« i«.l«são (6.10) e(

ÍL ])nova e

(6.10)

(6.1 1)

), temos

Portanto, pa(y, T) < c, sig
o teorema. n

Como consequência deste teorema, enuncianlos o teores)a al)eixo cuj
similar ao Teorema (3.3.2).

Teorema 6.2.2 4 ap/ícação /zo' dc#Tt da c71z 7"(X) é cll?zlrLcl'auc/meTI c adíZíua em
:í e, pox'tültto, é ln\a medi,da.

Demonstração: Pelo teotenla acima, aplica-se o Teores)a (:3.3.2) })ai&l a medida
exterior po. H

Corola.io 6.2.1 S. y é ««. .«bco,Ü«t. d. X, P-.-.#«{*., .«{ão Po'(}') = P'(}'').

Demonstração: Decorre da Prol)osição(6.1.3), parte i), que po'(y) $/1'(y) e pelo
Len)a(6.2.1) que p'(y) = po'(y) « p'(y) < .o.
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Sendo y p-a-finito, pela Proposição (6.1 .1 ), existe unia sequência en] (F«)«C/v en]

./< de conjuntos dois a dois disjuntor tal que y C ..U. F,.. Usando o Teorema (3.3.3)
tanto para p' como para po', temos

P'( }'' ) /.'(.y.(v n F«)) - nE. P*(}'' n Fn)
E Po'(}'' n p7.) = #o*( U.(}'' n F«))T;ãl' ' ,.=l

Po '( }'' ) .

Isso prova o corolário

6.3 A topologia Z« gerada por p.o

Nesta secção nlostrareinos que a to])ologia Z- definida a ])artir dzt tlleclida ex
tenor p=., torna esta aplicação un]í. me(tida en] 7'(X).

Lema 6.3.1 Z)aços y C 7''(X) c p=, c7itão

P=(y) Q, sc Y for H-a-$1tito;
oo, c(zso c07it7'arco.

Demonstração: Considerem)os o caso em que y é /l-a-finitos neste caso existe unia

sequência (E.)«CW de elementos de /< tal que y C U F«. Portanto,

P=., ( }'' ) <

<

/.=( U r«)

E /..(p.) = o

Resta provar que se y não é p-a-finito, então /z=(y) = oo. Suponham)os que
p=.,(y) < oo; segue da definição de p«,+ que, dado ( > 0 existe unlzl sequencia
(E«)«CW en] / tal que

}l: p.(z«) < /1=(}'') + '.(6.12)

Então p-(.E«) < oo, e decorre da Deânição (6.1.3) que p-(E«) - 0, para cada
D € m. Portanto, pela Proposição (6.1.2), existe unia sequência (Fk)kCJV em J< tal

]
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que

' oo oo oo

y c U z«
71=1 ?t=1 k=l

Logo, y seria p-a-finito e p.(y) = 0, o que contraria que y não é /z-a-finito

Observação 6.3.1 4 /amz7ia ./: está c07tsÍiZuz'da pelos colÜul íos p-a ./í7}iZos de J

Teorema 6.3.1 .4 topo/og a gcr.zda por p cn P'(X) é {7}discrefa c, portanto, o
fecho de CJ l\a tol)ologia 1.) é PÇX), isto é,

7
Demonstração: A prova decorre do fato que o espaço 7''(X) é o único conjunto
aberto en] Z.. Com efeito, dados os conjuntos y e Z en} 'P(X) e F' C ./:, temos
que p=.,(F' n (yAZ)) $P=(r') = 0. Portanto, o único aberto básico centra«lo em
B € P'(X), esta dado por

yP(.B) = {1'' C P'(X) : dr(B, }'') < '} = 'P(X),

para cada r' C ./ã e cada ( > 0

Teorema 6.3.2 ,4 ap/{cação p= é lzzna medida cvlz P'(X)

Demonstração: Lembrando os Teoien)as (6.2.1) e (6.:3.1) aplicam)os o Teorema
(3.3.2) . P=.,. -

Teorema 6.3.3 Z)idas as a/)/{cações p',/z;
p8 + p:.,

ualc a segui te relação F'

Demonstração; Quere-nos i«o:'r'' 'lu'

P'(}'') + P=(}''), v }'' c P'(À'). (6.13)

Se y C X for p-a-finito, então pelo Lema (6.3.1 ) temos que p'(y) = p;(y); como
por definição /l:.,(y) = 0, trivialn)ente vale (6.13).

Se y C X não for p-a-finito, pelo LeRIa (6.:3.1) ten)os p=(y) = oo. E claro que
se p'(y) < .o então y seria /l-a-finito; logo p'(y) = '» e (6.13) vale também neste
caso. H



Capítulo 7

Extensão mínima de uma medida

O objetivo deste capítulo é n)ostiar que uma n)edidíl regular no sentido finito
admite uma extensão mínin)a de / a ./

7.1 Propriedades de uma medida f-regular

Nesta seção, mostraiemos algumas ])ro])rieclades da n)edida p adn)itindo que ela
seja f-regular, isto é, que p. = /z. Com estes resultados nlostratemos na próxima
seção que existe unia extensão mínimít para p de / a .7

Definição 7.1.1 .Sda a ap/ cação P : 7''(X)----,lO, ool dc./izlÍda por

P(}'') suP{P'"(}'' n r') : F' € /' }

suP{Po'(}'' n f') : r' c .7'}

onde Q segui\da igualdade dccowc do Lema (6.2.1)

Proposição 7.1.1 4 ap/icaçâo A é urna n cd da ca;ícüor cln P'(X)

Demonstração: OI)servenlos que a expressão do lado direito dít Definição (7.1.1)
está bem definida, já que pe]o menos existe g C /<. Assim, P é unia ít])locação
definida en] 7'(X) assumindo velo:es en. 10, o.l.

Para mostrar que P é unia n)edida exterior bastará lnostrai as condições da De-
n«iÇão (1.3.1).

68
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alar.me«te, P(g) = 0. Se .A C B C .X e se F' C J', e«tão P*(.'ân r')
Decorre da definição que P(.4) $ P(B).

Para mostrar a a-subaditividade de /2, consideremos (.4«)«C/v unia
conjuntos de 7''(X). Mostrarenlos que

oo oo
Ê( U .4«) $ >1: P(Á«).

7}=1 ll= l

Se F' C ./< como p*(.,'l« n F') $ P(.4«), par« cada 1} C .W, elltão

P'((U .A«)nr')) = p*( u(.A«nr'))
n,=1 ' '' 71=l

oo oo

$ É /.'(,'i« n r') $ E Â(Á«).
7t=1' ' 7}=l

$p*(BnF')

sequência de

(7.1)

Segue da definição de & que

p(U .A«) = s«P{P'((U .A«) n r'): F' c /'} $ }:P('1«),
7=1 t=l

o que prova a relação (7.1). Isso prova ÍL proposição. H

Lema 7.1.1 Temos;

i) a testüção de it Q J é p,., isto é., jLÇE) = KoÇ.E), se E C J;
ii) Q restrição de it Q .J< é F, isto é, jLtF) = HÇF), se F e J<

Demonstração: Piava de i):
Seja E C ./; fazendo G = E n F' e leilll)ií«ldo (lue /z*(.E) = /1(E) tei))os

Ê(E) = s«plp'(EnF'):F'c/'} =s«pÍp(EnF'): r'c/'}
s«],{p(G) : G c E, G' c J'}
Po(E).

Prova de ii):

Por i) temos que P(.E) = po(E), se .E C /. Segue da Proposição (6.1.3), parte
ii), que :le /' C /< então p.(F') = p(r'). Portanto, prov':',os que P(F') - p(r') s'
F C ./<. H

Proposição 7.1.2 Dados y C 'P(X) c r' C /<, cl Zão

Ê(}'' n F') = p'(}'' n /') = p;(y n r')
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Demonstração: A igualdade da direita, decon'e do Len)ít (6.2.1).

Para mostrar a primeira igualdade, pela definição de p, tenros Â(y n r')
suP{P*((y n /') n G) : G c .7<1; tomando-se F' = G, é evidente que, p*(y n
r') $ p(}' n r').

Mostraremos a desigualdade contrária, isto é,

Ê(}' n F') $ p'''(}''' n F') (7.2)

Sendo p*(y n F) < .o, seja (F«)«C/V unia sequência eln ./ ta] que y n F' c ,U. Fn-
Portanto, usando a Proposição(7.1.1), o Lellla(7.1.1), parte i) e a Proposição(6.] 3),
oarte i), temos

oo oo
p(}' n r') $ P( IJ r«) $ E ê(F«)

7t=1 7 =loo oo
5: /.o(F.) $ E P(F«).

7}=1 ?1= l

Por conseguinte, talhando o ínfimo de todas as sonlíls das col)erturas de y n F',
prova-se a relação (7.2). Isso prova a ])toposição. H

Proposição 7.1.3 Soam y C 7,(X) c (.4«)«CW uma scqué? cáa dc c07Ü"7}tos dc J,
DOIS a DOIS dISJUTLtOS. ETLtâO

oo oo

»(}' n ( U Á«)) = }: Ê(} n H«)
n=1 7}=l

Demonstração: Pela Proposição (7.1 .1 ) temos qite P é uma medidél exterior, logo,

p(}' n ( U ,4«)) $ }.: Ê(}' n Á«).
7t=1 1t= l

Para provar a desigua]dade contrária, se A(y n Á«o) = oo ])ara algum no o resul-
tado é trivia]nlente vá]ido. Suponham)os portanto que P(y n .4«) < oo, ])ara cada
n ç- ltV

Primeiramente consideremos o caso particular quando 1} = 2. Sejam .AI e .A2
elementos de ./ disjuntos. Querem)os n)ostrar que

p(y n Á-) + p(}' n .4,) = p(y n(Á- u .4:)). (7.3)

Dado ( > 0 existem Fi e Fa en] /< tais que
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p(y n 'í-) - li < p*(}' n 'â- n F )

p(}' n Á,) - ; < p'(}' n Á, n A).
e

Portanto,da relação
}''n,4. n(F u F2) D }''n Á-n FI

temos que

Ê(}'' n Á-) - ; < P*(}'' n Á- n(Fi u F2).

p(}' n .4,) - ; < p'(} n Á, n(P u A)).

Logo, usando o Teores)a (3.3.3) e a definição de /z

p(}''n.4-)+Ê(}'''n.A,)-' < P*(}'''nÁ-n(F UF2)+p*(}''nÁ,n(F UF2))
P'll' n (Á- u Á,) n (p u &)l
All' n (Á- u Á,)l.

Similarnlente

Fazendo é tender a zero, obtemos

p(}' n .A-) + p(}' n .'i,) $ Alr n (Á- u .A,)l.

Decorre da Proposição(7.1.1) que vale a igualdade(7.3).

Para mostrar o caso geral, seja. (,4«)«CJV uma sequência df
a dois disjuntos.

Para cada k C #V temos

co«j--«to: d' .7, '1oís

k
E A(}' n .'l Êlv n (,g. '{«)l

plr n(u Á«)ln=l

e, portanto

oo oo
}: p(y n Á«) $ &(r n (U Á«)).
7}=1 n=l

Decorre da Proposição (7.1.1) que vale a igualdade. Isso prova zl proposição
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Proposição 7.1.4 Z)ada y C 7'(.X) c?ifâo

0 P(}'') $ p:(}'') $ p'(}'), p«« «a. y c A';
iO se p'(}') < .n ow y /or p-a-./i7}ifo c«tão Ê(y) = P*(}')

Demonstração: Prova de i):
A primeira desigualdade decorre da definição de p. A segunda desigualdade de-

corre da definição de p' e p8 e usando a Proposição (6.1.3), paire i)

Prova de ii):

Em qualquer caso, pela Proposição(6.1.1), existe uma se(luência(F«)«C/v tal que
y C U .Fn, então, usando o Teor'enla (3.3.3) e a Prol)osição (7.1.3), ten)os

ln

p'(r n ( u p«)) = E p*(r n p«)
ll, = 1 l} = loo oo

E P(}'' n F«) = P( u (}'' n Fn))
1} = 1 71= l

P(r).
Isso conclui a prova da proposição. H

P'( }'' )

Proposição 7.1.5 Dado y € 7'(X), ua/ezl as ig a/dados

Ê(}'') = s«],{P(Z) :ZCy,Ã(Z) < w}
s«],{P(7') : T C }', P*(T) < ':«}

Demonstração: Mostremos a prin)eira igualdade.

Como Z C }'' e«tão A(Z) $ P(y) e, po:''"to, é i«,e'li«to ']«'

s«P{P(Z) : Z C y, P(Z) < m} $A(r).

Para a desigualdade contrária, su])onllanlos por absurdo (lue

s«P{Ê(Z) : Z C y, P(Z) < «,} < P(}'').

Logo, existe Eo C .7'< tal que

s«PÍP(z) : z c y, p(.z) < .«} < P'(}'' n &).

(7.4)

(7.5)
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Por outro lado, seja Zo = y n Eo; portanto Zo C y e P(Zo) < oo.
definição de P e da Proposição (7.1 .2), que

Segue da

s«P{P(Z) : Z C y, A(Z) < «,} Ê(zo) = »(y n Eo)
P'(}' n Eo),

o que contraria (7.5) assim, a suposição (7.4) é falsa. Isso ])covil a igualdade.

A segunda igualdade é imediata, bastando substituir T por Z, e lembrando que
P(T) (}'') q«a«do p'(}'') < m. -

Proposição 7.1.6 .4 ap/ilação /2 é ta/ quc

A(x\ ( U /'))
pç:CÍ'

Demonstração sd.}'' ( U /'), e«tão
E.ç:CI'

x\ ( U r')=xn
F'C/'

xn ( n r'').
( U r')'

Dado G € ./< , co:no n F'' c G', t.":os

P'(}'' n G) P*l(..v n ( n r''))n al
e./'
n G) = o.p*(x n 6"

Portanto, sendo G arbitrário, segue da definição que Ê(y) = 0.

O resultado acima não implica que se ,4 C 7'(X) foi' tal que P(,4)
que .A = 0, como mostra o seguinte exem])lo.

se tenlla

Exemplo 7.1.1 007 sidercmos X = /3.mr, a c07npactiWcação dc Sío?tc-Õ'cc/} do espaço
discreto IN = \\ .'Z.3... \ (uer cm ]2], pag. 129), c :J Q jülntaiü dos subconjvlLtos aberto-

fech.dos de X, i;to é,

g = 1.E C j3iN : E é. abc.rto-fc.c.}ladoà

e, seja F de$1tida por
p(z) = llz n zvll
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Então, J' é uma álgebra de subcolljl lhos dc X e. } é llnla mc.diria e?LumerauelTneltte
aditiua em J

Em primeiro tvgar, sabe-se qxe o conjlulto j3iN \ IN c.OT\téln uma famtaia. de col\-
juntos aberto-fechados hão- vazios.

A$mrtamos q'tte j3iN \ ]N Irão peücltc.e a :J c., poüaltto, iNq.a, como ue.remos Q
seguir

Decorre do Corolário(3.5.4) de ( lel, pag.130), que \.ltl = \Ttl, isto é, c.,da con-
junto é aberto-fechado em $1N, palco cada l\ C IN. Scltdo IN \J..\l\ 1, segue-se que

N é abe«to, porém l\ã. éjcch,ado (c«se co«traria te.damos'N = N). Assim, INÍg
e, p"t««.to, $W \ W é f«h«a. «ão P'.'t.«c. «J

Decorre da de$1tição dc H, quc $e. A C J, A # % c A C j3iN \IN el\tão Af\IN
/ogo

p(.4) Á n w ll

0,

,4ssim, para cada .4 C ./, temos

.4 = (.Á n iv) u l(Á n (pzv \ #v))l

PortalLto, A n IN é cltvmeráuc! e pela observação .feita acima

p(Á n zv) = llÁ n pv n w l P(,4). (7.6)

Mostra,remos q'üc J'< é Q fül-ntaia c.Ol\stitltída d,c to(los o$ slLbcoltju,l\tos $1titos de
IN, isto é,

J< = \.F e J : F c IN, F $1\ito \

Seja F C J< , el\tão FÇF) < m, sel\do F n IN cltulr'cráuct, l)cta relação (1.6), temos
IP n zvl < oo, segue-sc portazzío r' C Z\r c F' (Í ?17n co?Ü lLÍo ./Í?tifo.

Isso mostra que
U

FÇ:=Í'
F - W # BW.
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Em partícu/ar, dado .4 C ./, sezldo .4 n #v c7}umcrát;c/, tc7nos

.4 n zv = U {«í}, «í c .w.

quc H Lo en\ J< , é e.ui(lc.late. qu,e }l é. f-rc.guiar. nLembrandoZ

7.2 Uma extensão de uma medida f-regular

Nesta seção mostrarem)os que a medida po admite unia extensão mínin)a i/ de
a . fT

Teorema 7.2.1 ,4 ap/ilação Â dc./i7tida cln 7'(X) é ./i?iÍÍamc7itc adÍii?;a cllz ./

Demonstração: Sejan] HI e H2 conjulltos de 7 disjuntor e seja H = HI U H2.
Queremos provar que

Ê(H) (H-) +A(H,). (7.7)

Sendo P unia medida exterior bastará ])rovar que

P(H) ?P(-H- ) + P(H,).

Se »(Hi) = .o para i' 1, 2 ou Ê(H) = .o, vale tiiviall))ente (7.8).

Supon[lan)os que P(H) < .o, po] conseguinte, /Z(Hí) < oo ])ara i = 1,2. Segue
da definição de Ê que dado ( > 0 existeil] FI e Fa em /< tais que

Ê(HI) - c/2 < P"(H- n FI) (7.9)

(7.8)

p(H2) - c/2 < /.*(H, n Fa).(7.10)

Como H, n(F[ u F2) =(H2 n F]) u(H2 n A) D H2 n F2, ]''' (7.10), t'«-':

õ(H,n(FluF2))?p(H,nF2) =/''(x,nA)>p(x,)-'/2.(7.1i)

e

Similarnlente, para Hi , usam(to (7.9), ol)temos

p(Hi n(FI u F2))?p(H: n F) = P'(H- n F) > P(H-) - (/2. (7.12)
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Portanto, segue da identidade

H n(FI u F2) =(H- u H,) n(F u &) =(H- n(F u F2)) u(H, n(F u F2)),

da definição de Ã, do Teorema (3.3.1) e das relações (7.12) e (7.10) que

Ê(H) P'"(H n (FI u P2))
P'(H- n(F u F2)) +P'(H, n(F] u F2))
Ê(H-) + @(H,) - '.

Sendo c > 0 arbitrário, vale (7.8) e, portanto, (7.7); isso prova o teorema

Corolário 7.2.1 .4 aplicação P é cllu71?.erauc/mcz tc adííí rz eln .7, sc7ido uma ez

tensão de Fo de. J a :J

Demonstração: Pela Proposição (7.1.1), » é unlinl)edida exterior, pelo Teoren)a
(7.2.1) é finitamente aditivo en] 7; aplicando o Teoleilla (1.1.1) temos que P é enu-
meravelmente aditivo en] ./

Segue do Lema (7.1.1), pare i), que Ê é uma extensão de po. H

Lema 7.2.1 Sda p am.z e=tc7}sâo dc po dc / a 7. .Sc F' C /< c ,4 c 7(r') ez tão
«(.A)

Demonstração: Len)l)rondo que À = p"l.Z e o Teorema (2.:3.2), temos que se .4 C
7'(/') e«tão Á C F', ,4 C 7' e p'(A)=À(A).

Fixado c > 0 seja (7 C ./, G C F' tal que

dF(,4 , G) p'((/' n Á)A(r' n G)) = /''(ÁAG) < '/2. (7.13)

Como G C .7<, segue da Pior)osição (6.] .=3), ])arte ii), que

P'(G)

Oas ig«ald.des ,,(.4) = ,,(4nG)+l,(HnG") e ,'(G) = ''(Gn 4)+p(Gn'4'),
decorre que

1«(.4) /.(G)l =
<

1,,(.'1) - ,,(a) = 1,,(.A n a') - ,'(c' n Á')l
,,(.'l n G'') + ,,(a n H') = ,'(Áz\6').
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Segue do Teorema (5.2.1) e da Prol)osição (7.1.4) ])arte i), qu

«(.4aa) $ p8(.Az\G) $ p'(Áac')

e da relação (7.13) que
1,(.4) - P(G)l $ c/2.

Por outro lado, de(A.1.15) e(7.13), obter)-se

dF(,4, O) $ dF(Á, G) + 'ZF'(G, O),

e, por ser p(G) < oo, obtém-se

P"(.A) -- P(G) $ P'(.4A6') < c/2.

Analogamente, tem-se

P(a) - P*(.4) $ P'( 4AG) < e/2;

logo
' l.X(.4) - P(G) l = IP*(Á) - /I'(G) l $ P"(.AAG) < c/2

Portanto, pela desigualdade acima e (7.14), teillos

1«(.'1) - .x(.4)IS l,,(.A) - p(G)l + /'(c) - À(Á)l < '
sendo c arbitrário, concluímos (lue I'(.A) = À(.Á). H

Teorema 7.2.2 ,4 7ncdída P tí a mcllor cale?leão dc /to dc ./ a ./

Demonstração: Seja # uma medida definida em .7 tal que l/1.7 = po. Sendo H
queremos mostrar que

,,(H) ? P(H), (7.is)
o que pela definição de p é equivalente a piovín que se

,,(H) 2 p*(H n r'). (7.16)

Portanto, dados H C 7 e F' C .7<, con)o H n F' c 7(r'), pelo Len)a (7.2.1),
temos

,,(H) 2 ,,(H n r') = p'(H n r').
Isso prova a relação (7.16); da definição de /z prova'se a des
conclui a prova do teorema. B

77

e

r' C .7<,então

E
iguztldade (7.15), o que

(7.14)
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Corolário 7.2.2 4 medida A é urna cztc7i,são dc p sc, c somc7}tc sc, /l í.F rega/a7'

Demonstração: Suponllanlos que P sejít unia extensão da /l de J a .7; então
P(.E) = p(.D) para E C J

Pelo Lema (7.1.1), temos @(.E) = po(-E), pala E € ./

Portanto, po = p em ./, logo p é f-regular.

A recíproca é imediata, já que se /z é f-regular, então p = po, o que implica que
A é uma extensão p. n

Corolário 'T.2.3 Se. F é f-re.g\Luar c.l\tão [l é. Q melhor c.lteltsão dc }l dc. J Q J

Demonstração: A prova decorre do teor'ema e corolário acima. H

O exen)p]o a seguir nos mostra que se /[ não é f-regular, ])ode não existir unia
extensão mínin)a i/ de p a ./

Exemplo 7.2.1 (?07}sÍdercmos um c07Üu?lo X dc cardí7ia/idade NI c sela .7 a
álgebra dos subconjuTttos $Ttitos ou co$1 idos dc X, isto é,

.7 = 4.Z c X : E é $1tito ou E' é $1tito },

e H deÊltida por

P'(}''

0 sc. E é .Hitita,
m sc. E' é fil\ito

Então Q aplicação H é cl vmc.rauellrtelttc aditiua.. Observemos que F restlüa Q :J<
é identicame?tte nata, logo Ha é idcnticamcltte nula em J. Portaltto p hão é j-regular.

.4.Ê«n«mo. q« 7 = 7'(X). O' ./bto, b«t«'Í m«'", q«. 7'(X) C 7. D"'Z'
,4 c p'(x), p«« «a« r' c /' *''". q«. ,'l n f' c Á. c 7; «.{,« a"«« 'Í'

I'eoremü (2.3.2) que A C'3. Isso prova Q a$1'mação.

.D c/aro que a maior catc7}são dc /l a 7'(X) é rz zncdlda p', c pa7'a cada y C }"(X)
esta é dada por

0 sc y é cl lnzcráuc/,
cn caso c07ttrarzo.

,4dmit«mo. q«. « m.dÍ'í« ,, ...j" "m« c,Z.«.ã. «.ú.{«.« d. P « P(X). N"Í' "''
podemos d($ 1 r a partir dc p ?117za ?lzcd da T quc só tonta o$ ua/OI'cs 0 c l, !or cada
ass m Ni um cara lla/ mc7}surá?ic/ o quc c071.traria o Tcorc7na dc (//am.



CAPÍTULO 7. EXTENSÃO MÍNIMA DE UÀ4A MEDIDA 79

Os dct,alhos Dirão a scgltir.

,4,,1. .4/gtzmas propHcdadcs da 27zcdída 1/ são c? u77zcradas a scgui7

i) Se E C X é eTLumeráuc!, elttão é claro quf.

,,(E) (7.17)

{0 Sd« Á C X "m ,,(.Á) = m. 'i "p/ác«çã. ? d../i«id« .«. 7'(X) p''

,7(E) = ,,(Á n E) VE c x,

é uma medida enumerauetmeTltc aditiua qlLe esteltdc F a'P(X) e é ta! qtLC TI(.E)<- i/(E),
P-« c.d« E C 'P(X).

E claro que n <- 1/; resta provar que n é u na c tcl são dc F

Seja. B ç: :J. Se B é $1tito, decorre da re.tacão ('7. 11) q\te

o $ ?(B) = «( 4 n B) $ ,,(B) = p(B) = o

Se B é co$1tito, isto é, B' $1tito, elttão A n B' é frito c, ltouamclttc pela relação
Í7./V9, t.mo. ,,(.4 n B') = o. P'' pát«. ,,(J) - "" ' " "/.ç''

m = -,(.'1) = «(Á n B) + «(H n B')

implica que
q(B) = «(.'1 n B) = «, = ,'(B) = /'(B).

/sso prova quc 7/ é ?lIDa cztc7}são dc /l a 7:'(X).
iii) Mostraremos que.

.. ,4CX .,,(.'1)=.o '«tã. ,,(X\Á)=0. (7.18)

SupollÀamos g e se tc7 Àa l/(X \ .4) > 0. E7ttão

?(x \ Á) = ,,(Á n (x \ Á)) = ,'(o) = o

Logo
?(À' \ Á) = 0 < ,,(X \ .4)
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Como por ii), 1] é uma cztcltsâo de F, isso co ttraT'ia a hipótese
mínima de H.

iu) Reciprocameltte, Tnostl'arcmos qltc.

sc .4 C X c ,,(X \ H) ã. ,,(H) = m.

X (X \ H), f'm«

N + ,,(X \ Á)

u) Fillalmelitc, podcTnos coltcluir qltc.

.. E C X, .«tã. ,,(E) = 0 .« ,,(E)

Dc fato, sltpol\han\os quc vÇE) < m. A iglLaldadc.

,,(X \ E) + ,,(.D)

implica que I'(X \ E) = m. Por iii), da rc.loção (7. 18), coltclltímos qltf. l/(E)
B). A jamzaia

' /' :«(E)

é unt ultra$1tro livre cm X

Prouemos qltc :F é tun $1t.ro.

0 Obscr«,nos qtlc 0g/ c .F# ü, J.Í q?.c X C /', ?,oás l,(X) - 'o
Ü)S .,4,Bc.F, .«íã.,,(Á)= ,'(B) = m. c'",.,4(ÁnB)u(

A n B' CI B', pela relação (7.18), temos

«:, = ,,(Á) = ,,(Á n B) + ,,(Á n B') = ,'(.'{ n B),

ogo, o colÜulllo .4 n B c /'

{i{) S. ,'l C .F, . sc .'l C B .«Íã. ,,(B) = "' ', P',l««[., B € .F

Para mostrar quc F é u[[t ultra$11TO, bastará ])I'oalal' qltc. da(!o A C X clttão A e F
« X \ H C J''

iu) Scg«. d« «/«Çã. r7.e0;, q«. d«do .,4 C .V, l.«:o. ,,(.4) - 0 '" ''(X \ H) - "
Pari««t', .. i,(,'{) = 0 '«tã. l,(X \ H) = '", d"Í X \ H C /'. .S'. ,,(J) - "

A C F. Isso proun qttc F é. \ult ull a$1tlo

deDe fato(zz, o ,

-0

,4 n B') sczzdo' ), Z

0

80

c tc?irão

(7.19)

(7.20)
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u) Mostrar quc F é znl ultraliltro tiurc., f.qttiualc a pro:'ür quc

n z-o.
Lembremos que para. cada. E C F, o comi)le.nte.luar X \ E é uln conju,l\to dc medida
nula. SupoTlhamos que. czistc ]) C X tal q\tc p C f\.E. TomaTtdo em particular,

Eo --- X \ 4.p}, temos que Eo C F, ma$ como })gEo, isso c.Olttradiz T) C E, para cada
E e F. Logo Date ('7.21). Portal\to, F é. \n t \t\t,ra$ttl'o livre.

ui) F é fechado por ilttersccç.õcs clutmetá eis. Dc fato, seja \E« . l\ € 1N\ 'üma
jamtnia em F . Como

zc.F
(7.21)

x \ n z«
?t=1 =1

,,(x \ Í') .E«) U (x \ E«)l -< >1: ',(x \ .E«)
n= ll 7}=1 ?l= l

Decon'e da relação (1.19), quc Ç'\ E« ç: F?z,=l

a9. .4 «p/{c«çâ. ,- .m 7"(.X) d'./i«íd" p',
l sc B C .F,
q $e- BqF,,(B)

é uma medida cltumcrauelmelttc. adia,itla c., l)ortaTtto, ,r é uma ITlcdida.

C'.mo 0«/, '«íã. ,(g)
É ímed{«í. q«. p«« c«d« .4 C B C X í'm-.. ,(.4) $ ,(B).
Seja (.E.)«ew lema scqltéTLcia dc clc?ltc.fitos (tais a dais disjl tos dc 'P(X). Pro-

uarcmos quc oo oo
E

71=1 ?l=l
,(U z«) ,(E.). (7.22)

J'erros os sequuttes casos

[a- SC EiqF pal'a todo ie IN, c]\tão E\ C F para c.ada ic IN e., por IB.ui) o
«,ü««to n .Ef E.)' P',z'«« . .F. L.g. u E;#/'. Po,í««l. ''".o. ,'( U E.)

{b'l ' 'Í;l '' ' {=1 ' i=l

0 = 'r(Ei), para cada C ]N e Date tri iallne tc Q igualdade (7.22)

2' S. Eí. C J'' P«,« á«{« io C W, .«Zã. U Ei € J'' . I'"... ,(Eí.) = '( U. Ei)
\, mas 'r(Ei) = 0 para { #ão. É claT'o qltc Fale (7.29).

t
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Estes dois casos c=aurcm as possibilidade.s jú que sc. E{ e Ej pcrteltccTn a F com
i#j, e7}íão g = E{ n .Ej € .F, o que é u? a c07i.t7'adjção-

lsso prova que T é uma medida ellumera elntc?ttc a(titiua cllt'P(.X).

D). Lembramos a. de$1tição de carril at mclts\u'áuct ([lel, l)ag. 230) " Um c"rali\at
N é dito mel szzráuc/ sc ca: sZc ?zm c071jrz7}Zo Q caIR cardí7ia/ dado N c IlIBa medida r
de#«{d«.mP'(Q) í«/g«',(Q) c,({a}) ''«c«d«aCQ"

Segue-se portallto que Rt é um cardinal l tel sl rate.t colttrariaTtdo o resultado coll-
t,ido Tios teoremas a seguir:

Proposição (18.19) ( j12], pag 231): O c.a dil at'Ro hão é l cl s\travei. Teore.nta
de Unam (18.23) (lt21, pag. 3ou3) Sc 'R é u«l cara,i««l l.ã.-me«suta«et, cl«tão o se\'
sucessor N+ é z&ã0-77 c7 s?lrá?;c/.

Isso Frota que se Q medida H hão é. j'-reglLlür c.ltLão l)odc. l ão e=islil' u,ma e=teltsão
mÍltima v (le J Q J. u

Entre todas as extensões de p sabemos que À é maior' extellsão e, se assumirillos
p f-regu]ar p é a menor extensão. Em gera] elas são diferentes e, mais ainda, ])odem
existir infinitas extensões, todas dífetentes, elltre estas a])licitções, como nlostranlos
a seguir

Exemplo 7.2.2 Coz sídcrcnios o E;rcz7z/)/o r''7./. /J
em'PÇX). Elttão dc.corre det dc$1tiç.ão de }l' qltc.

Sc.lia }l' ntcdida c-=tc.dot (te.$1 ida

llrll sc y c #v, ./i7}iz',
oo caso c071lrárío.

Temos tambént quc

@(y) zv l v y c /gn'

Sabemos do Corolário (3.5.4) dc. feJ, qltc 4.TI.} ll}, ])nla cada it C IN. Mas
IN = \.) \ltl, . co.«-o ob'.r««d. «o E,.ml,to (1.1.1), IN é «bc«to . «ão j.ct..do,
assim INçj:í c sc.lido tcul\ião cnltmc.ráucl dc. c.tc.Inc.l\tos (tc. :J, IN C J c., l)ortaltt,o, o
complelncl\tar j3iN \ IN € J

Mostremos qxc :J é- denso em'PÇX) l\a tipologia 1:, isto é, :J Bastará
p""«, q«c 'P(X) C J'

rle/V
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Seja A C 'P(X), logo A C j31N c A n IN é eltumcráucl. Ent particular, para cada
F C .7< , A f\ F é anito c, portanto, pertence a'7, dcmw'e do Teorema (2.3.2) que
.4 C .7. /sso prova a ig?la/dado.

Cloro a. carril\a\idade de. jiIN \ IN é 2' , pala ca(la 1) € j3iN \ IN, de$1tamos ü
ap/ cação Àp em P'(X) dada por

À,(}) lll' n (rv u {7'})

OZarame7}tc, À. é tinta medida e7}unlc7'at;c/mc7ttc ad tilJa cln 7'(X).

d H E%HH; lÍBIa Bi
abs rdo. Porta7ito, c07}cluÍhos q?le {plg1.7

,4ssim, À. é u«.« ertc7&são dc P a 'P(X). É i7"cdãaÍ' quc À.(Á) - /'('4), s' Á C J

Desta ma,l\eira, para cada P € Í31N \ IN, obtc.fetos 2c e.ltc.l\sõe.s \. de. }l a'PÇX).
Resta uer q'tte estas CIteI\sõe.s são difere.ILtc.s. Scjülrl 1),(1 C l3iN'\iN tais quc. 1) # q.

Prouemos (lttc Xp:#Xq Dc. .fato, T)ela de..fuLtçao tclnos

À.({p}) = lllP} n(zv u {7'})ll - lllplll l

À,({p}) = lllP} n(zv u {ç})ll = llÍ?,} n {ç111 = 11011 = o.

Por outro lado, !cmbrando que. p C l31N, hão é llm nlíl tc.I'o ? aturar, pela (tc$1tição
de À temos

À({P})

e, pela dc$nição de F, tcTnos
Ê({P} )

/sso prova qtic as czlcllsõcs mázi7na À c má} zi a Ê (/c /l, são dil/crclltcs c, c7ttrc
elas existem i7i$nítas cztc7 sÕcs À., quc, co?lzo mosto'a(!o, [a7nbó771 são dil/cre7}Ícs. n

7.3 A continuidade de p em ..7

Nest,a seção, mostrarei)los que se tiver los /l(X) < oo, então /l é uma aplicação
contínua en] ./, vista como subgrupo tipológico de 'P(X)-
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Teorema 7.3.1 .4s scguá7 ícs a$rmações são cq?lida/c71lcsr

a) Q aplic-aç.ão H restMta à álgcbra =J, caiu Q tipologia ilLdaLzida 'l, é. c.Ol\tÍltua llo

ÓJ P(X) < m,'

c) p' é «ã/o«.e«te ""Zú'"« .m 7'(X).

0J

Demonstração: Prova da implicação de a) pala b):
Pela continuidade da p no 0 C .7, dado l C n existe uma vizinhança Z/r,c(g) ÍI/

do Ü tal que, se }'' C ar,c(0) fl J, então /l(}'') < 1.

Como r'' C Z/P,((0) podemos tonaai y = r'', e segue que p(F'') = p(X \ F') < 1.
Portanto,

P(X) = /'(X \ r') + /'(r') < 1 + /'(F') < '«.

Prova dainlplicação de b) para c):

Assumindo que /[(X) < oo, segue da Pio])osição (2.1.6) que a to])ologia Z do
espaço P'(X) é a induzida pela ])feudo-lllétrica (/A'

Para mostrar a continuidade de p* en] 'P(X), dado ( > 0 sejíull ,4 e B subconjuntos
de X tais que dx(,4, Z?) < c. 13astará verificam que vale zl desigualdztde abaixo

/.*(Á) - p*(B)l < '.

De fato, sendo p'(.A) < .o, te«)o:

P'(.'1) = dA'(.4,g)$'/x(H,B)+'/a'(B,0)
B) + /'*(B).

Portanto, como /I'(B) < oo, obter)os a desiguztldítde

P'(.4) - P*(B) $ d.x(H, B) < (.

(7.23)

Similarmente, veri6ca-se que vz-le p'(B) --/I'(.4) < q o que prova(7.2;3).

Isso prova que /z' é unia aplicíLção contínua ein P'(À').

Prova de c) palít a):

A prova decorre do Lema (1.4.1 ) onde foi nlostl'íl(lo que p = p'l.Z e, portanto, p
é a restrição a .7' de UMét aplicação contínuzt. (;onclui-se portanto, que /l é contínua
em .7' con) a topologia induzida Z.

Isso prova as equivalências e o teoreil)í
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Corolário 7.3.1 Sc /z(X) < oo, c7}tão ,X = /1*17 : 7----,Z? .í 11111.z c=lc7isão cozilzll,'a
da, aplicação H de$1tida ent J

Demonstração: Pelo Teorema (3.3.2) e o Leiloa (1.4.1) sítbemos que p* é uma
extensão de p definida en] J pala J

Decorre imediatamente do Teores)ít (7.:3.1) que /I' unia aplicação contínua em
P'(X), logo, À é co«tínua e«l J. H

Observação 7.3.1 -Se #(X) < oo c .A C :7, dccor7'c do Proposição r2./.6) quc
existe uma sequêltcia ÇF,t]..en df. clemelttos dc J tal quc.

lim FT
7} ---p 00

e, cada elemento dc .7 pode scr c ])re$$o coIRo tilnitc. dc Imita sc.ql ê7 ci.a de elcmcTttos
de J. Pela contiautidadc de F' tela\os

/.*(Á) p*(,lilU:, p..) - ,ltU:, p(p«)

O exemplo a seguir n)ostizt que en] geral não podem)os optei unlzl extensão cla
medida p por continuidade.

Exemplo 7.3.1 Co sídcrc7z os X unz co?z.i? 71Zo {71./i7}iZo c / rz (ÍZgcb?'a dos c07zlu7}Zos
q\tc são $1titos ou c.ojilLitos, isto é,

J {,4 C X : 4 é./ivlÍÍo Olt ,4' é./i71iÍo }

e, a medida L dc$1tidct por

..«,- {

0, sc ,4 é./i?&Íto,
oo, sc ,4' Ó./Íz&iÍo.

e aplicação F' dc$1tida em 'P(.X) é lama c.=t.c.l}.são dc it f esta é. dada por

0, sc E (Í c7i?z7nc7'áuc/,

CX), C(ZSO C071ír(27'Z0.

Mostrarc7nos quc .7 é dcltso c.n} 'P(X), lla t.o})elogia .Z, isto é, unir a igltaldadt:.

7 (7.24)
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Bastará mostrar q\te :í 3 PÇX). Dc. fato, pala cad,n Y C X c. para c.ada F C J< ,
temos quc

. /.*(r' n (}'ao)) $ p(r') = o.

Po,t««t., d.d« }'' c p'(.x) ' F' c J', z'"'" q«. /.*(}' n r') = o, P«« «d« r' c ./',
(decorre do Teorema (4.1.1) que Y n F e'3, Feto Teorema (2.3.oü) scgu.e. que Y ç: !J,

isso mostra que 'P(.X) C J c, porta to, Date a relação (7.2]}).

y n f'c F'

Suponhamos qve. seja, pois uct achar a e.=tcltsão p' de. F por c.OlLtil\uidüde dc J cl
P'(X) e assumimos p* col íz ?la 7 0 g. PorZa7 Zo dado l C Z? cz sÍc ? lna tiizá7}Àaz&ça

básica Z/p,c(g) C Z la/ qllc

V .A C ar.c(@) fcln-sc /I'(.4) < 1 (7.25)

Em particular, ton\ardo-sc. A F' C t4r.((.Çb), dc.c.orl'c. da dc$1tiç.ão que }i' tF' )
P(r'') co«t«,i« « «/«Çã. r'7.e5).

Isso mostra quc a e=teltsão }l' hão po(tc. $cr obtida 7)or co tilut dado.. n

Como sabemos pelo exemplo ítcinlzl, enl geral não e possível ol)ter a n)edida À
por continuidade da /l, pois p nen} sen)ple serzí unlil a])ligação gemi-contínua ilí

topologia Z. Entretanto, ten)os que se /z foi iegulzu no sentido finito então vitle o
seguinte resultado.

Teorema 7.3.2 ,4 ll caída Ê dc./i71,Ída clip 7'(.V) é ?znz'z z/)/ãcüçâo sclni-collÍÚI a slz
pcMormcnlc.

Demonstração: Sdan] y C 7''(X) e a C r? positivo tal que /2(y) > 'z; pela definição
de P existe r' C ./< tal que p'(y n r') > a.

Queremos n)ostras que existe € > 0 títl que ])íuzl ca(lél T C 7''(X) com

r c ar,.(y) «: te«h« Ã(7') > «. (7.26)

De fato, tolllando-se ( = P*(y n r') -- a, se T C ar,Í(y) e«tã' '/r(y, T) < f. Assina,
pela a desigualdade triangular, temos

.Zr( y, g ) <
<

dr( y, r) + '/r(T, çi)
. + /.'(r' n(rAÜ)) = ' + /''(r n f')
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Assim, temos
p*(r n r')

p*(y n r') + «

e, portanto, P(T) 2 P'(T n F') > a, o que prova (7.26) e o teorema

87

./p(}', 0) - .
p*(}' n r')



Apêndice A

Propriedades das Operações de
.d'--ü + l

Conjuntos

A.l Propriedades Básicas

Relacionamos algum)as propriedztdes dzLS operações de conjuntos utilizados nesta
monografia. Coi]sideramos X un] conjunto ztrbitrário e 4 e B subconjuntos de X

p A.1.1 ,4 c B :-> ,4 = .4 n B c B = ,4 u B.

p A.i.2 ,4 = ,4 n B; B = .4 u B -:> ,4 c B.

P A.1.3 H C B.+-+ B'C Á'

p A.i.4 n {.A : .a c p'(x)}

p A.1.5 ,4 n B = Ç] é::::> ,4 c B' <:::> B c ,4'

P A.1.6 ,4Cc' cBcD-:>,4uBC c'uz) c.4nBC(7nD

PA.1.'7V,4,.BCXZc,n-..,4 B)U(B\.'l)':HUB(B\Á).

P A.1.8 .4 C B -::> 'P(.Á) C 7'(B).

88
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p A.i.9 Á \ B = Á \(.4 n B) = Á n(Áz\B)

P A.l.IO ÁAB = (Á \ B) U (B \ Á) (,'l u .B) \ (B n .A)

Prova
(.4 \ B) U (B \ Á)
(.4 n B') u (B n .A')
((.4 n B') u B) n ((Á n B') u '4')
(.'l u B) n(B' u .B) n((.4 u Á') n(B' u '4'))
(Á u B) \ (Á n B).

P A.l.ll .,'lA.B = .4.6a ::+ 1? = C

Prova
(.AZ\.A)A (.4AB)
(..4A.Á) C'

,4A( ,4Z\C' )

P A.1.12 Á'AB'

Prova
Á'AB' (,4' \ B') U (B' \ .'l')

(.A \ B) U (B\ .A)
n B)u(B'n.4)

P A.1.13 ÁA(BAC)

p A.i.14 F'n(.AAB) =(F'n Á)A(F'n B)

Prova

(F' n Á)z\(r' n B) l(r' n .A) n(r' n B)'] u ](r' n B) n(r' n '{)']
1(/' n Á) n(/'' u B')j u l(r' n B) n(r'' u H')j
ÍT' n .,a n B'l u lr' n B n H'l
}' n l(Á n B') u(B n 'l')l = f' n(ÁaB)-

P A.1.15 ÁZ\B C ( 4AC) U (aAB)
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Prova: Pelas relações

Á\B ,4 n B' n x B') n (a u c'')
(.'ln B'n c')u(.4 n.B'n c'')
(B'n c')u(.4 n c''),

B\.,'l c (.A'n c')u(B n c'')

e tomando-se a reunião membro a menlbio, decore que

,4AB B) U (B \ Á) C (ÁAC) U (C'AB)

P A.1.16(.'1 U B)Z\(H U G) c(.4Z\H) U(BZ\G)

Prova:

(Á U B).â(H U G) 1(.4 u p) n(x u G)'l u l(x u a) n(Á u B)'l
(,'i u B) n(P' n a'l u l(x u a) n(H' n B'l
Í(.,'i n à' n c') u (.e n #' n a'l u l(H n Á' n B') u (a n .4' n B'l
l(Á n x') u(B n a'l u l(É/ n Á') u(a n B'l
1(.4 n x') u(H n .'l'l u l(B n a') u(ó' n .e'l
(,'1.6#) U (BZ\G).

p A.i.17(.4 n B)A(Gn H) c(.4z\G) u(BAH)

Prova:

(Á n B)z\(G n H) l(H n p) n(a' n #)'l u l(c' n x) n(B n H)'l
1(,'l n B) n(a' u H'l u l(G' n p) n(B' u H')l
1(,'l n B n a') u(,4 n B n #'l u l(a n H n B') u(a n H n Á')l
l(Á n a') u(B n x'l u l(H n B') u(a n Á')l
l(Á n c') u(p n m'l u l(m n B') u(a n .'l')l
(.AZ\G) U (BAH).

p A.1.18 .4 u y = .ãl' c ,4 n y = 0 -:> y = ,4

Prova:
}'' n x = }'' n (Á u .4') (y n .Á')
0u(y n H')
(,'ln Á')u(y n.'â') = (H u y)n H'
xnÁ'- Á'
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oo oo oo
P A.1.19 .4,. c Z;,. c B,, -+ U ,4« c U z« c U

T1= ll 7} =1 ?t= ll

oo oo
P A.1.20( ü .B.)\( U .4«) C U(.B« \n=1 tt=l

oo oo

p A.i.21 }'n( u .A«) = u(}'n.A«).
n=1 n=l
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